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INTRODUCTION

Vers la géométrie réelle

On retrace les débuts de la géométrie algébrique dans les débuts de la géométrie analy-
tique, quand les mathématiciens se sont rendus compte que les problemes grecs posés en
termes géométriques pouvaient se résoudre en manipulant des équations. Un bon exposé
historique de cette approche serait La géométrie de Descartes [Des37], publiée avec le fa-
meux discours de la méthode.

Un lieu géométrique dans R”, et par extension dans K" pour K un corps, est alors la solution
d’'un systeme d’équations. Se posent alors deux questions essentielles et liées : quel corps, et
quelles fonctions utiliser dans les équations?

La réponse algébrique est de prendre un corps algébriquement clos et les polynémes. Le
choix des polyndmes semble naturel puisqu’il s’agit strement de I'ensemble de fonctions le
plus simple : tout ce que 'on peut construire avec addition, soustraction et multiplication.
Pour travailler avec eux, on préférera alors naturellement un corps algébriquement clos, his-
toire d’éviter de passer a coté de zéros de nos polyndémes a cause seulement d'un manque
de racines dans le corps de base. Le corps algébriquement clos de référence reste C des com-
plexes, mais faire la théorie sur d’autres corps algébriquement clos de caractéristique 0 per-
met des méthodes de transfert, et le cas des corps p-adiques C, permet de développer de
puissants outils géométriques pour étudier I'arithmétique.

L'idée de prendre un cadre facilement décrivable suit une tendance plutot largement déve-
loppée : plus on simplifie, plus on obtient des théorémes puissants qui s’appliquent partout.
On a en effet de bons outils pour généraliser les résultats trouvés; d'un coté les ensembles dé-
finis avec plus de fonctions peuvent trouver un représentant (a déformation controlée pres)
défini avec des polyndmes, d'un autre, des théoremes de type GAGA en géométrie complexe
par exemple, nous assureront que les propriétés algébriques seront encore vraies analyti-
quement.

Le corps R, 'ensemble des nombres-distances, le premier sur lequel on a fait de la géométrie,
n’est pas algébriquement clos. En pratique, sans étre algébriquement clos, le corps est réel

clos, ce qui d'un point de vue logique, le place a la méme hauteur : celle d'une théorie com-
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plete (donc pour laquelle toutes les formules du premier ordre sont vraies et prouvables, ou
fausses et réfutables). Cela amene aussi des qualités : par exemple, I’existence possible d'un
ordre amene une richesse de la géométrie semi-algébrique qui n'est pas permise dans C.
Elle permet notamment la construction par morceaux des éléments géométriques, et s’ap-
proche beaucoup plus fidelement des utilisations dans la vie quotidienne ou industrielle. I
sera ainsi difficile de faire un exemple aussi sympathique que [BCR13, 2.1.4] donné en figure
1 par

2l

x2+4x+y2—2y> -4

X2 —Aax+y*-2y>-4

(x*+y*-2y#8ouy>-1)

FIGURE 1 - Un semi-algébrique bien sympathique

Mais méme en termes de géométrie algébrique, le réel posséde une richesse. Citons d’abord
le théoreme de Nash-Tognoli : pour toute variété €°° compacte sans bord, on peut trouver
une variété algébrique (projective) dont le lieu réel lui soit difféfomorphe [BCR13, 14.1.8 &
14.1.10]. Rappelons aussi que C a une structure de R-espace vectoriel de dimension 2, donc
la géométrie sur C peut étre étudiée a partir d’arguments réels.

De plus, toujours dans le réel, les grassmanniennes, et en particulier I’espace projectif, sont
des variétés affines, [BCR13, 3.4.4]. Enfin, un ouvert de Zariski d'une variété réelle peut étre
muni d’'une structure de variété affine [BCR13, 3.2.10]. Conclusion : en étudiant les varié-
tés affines réelles, on étudie toutes les variétés € compactes sans bord, toutes les variétés
quasi-projectives réelles ou complexes, et encore d’autres.

Cette richesse vient bien entendu avec un inconvénient : le spectre réel, analogue (se ba-
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sant sur I'inégalité) au spectre d’anneau (se basant sur I'égalité), développé entre autres par
Michel Coste et Marie-Francoise Roy pour fournir un analogue réel au topos étale, possede
beaucoup trop d’éléments, notamment transcendants. On ne sait notamment pas encore
bien lister tous les éléments de SperR[X, Y.

Ainsi, la géométrie algébrique réelle est vue comme moins naturelle, plus archaique, plus
complexe (sans mauvais jeu de mots), que les algebres sur des corps algébriquement clos,
qui s’en trouvent bien plus financées, étudiées et développées. Le constat fait il y a 50 ans
par R.Thom [Tho74], rappelé a la fin de I'introduction de [BCR13], est toujours d’actualité :
la focalisation sur une théorie trop belle nous fait peut-étre passer a coté des phénomenes
que nous cherchons a expliquer.

Devant cet état d’abandon du cas réel et de sophistication du cas complexe, se posent trois
possibilités pour les géometres réels. La premiere est celle des géométries tropicales et sym-
plectiques qui consistent a décomposer les variétés en simplexes (ce que fait la triangulation
en dimension 2). Cette approche est tres utile topologiquement mais perd facilement une
partie de la vue algébrique que I'on peut chercher a garder.

La deuxieme est de voir R comme sous-ensemble de C qui est, lui, algébriquement clos. Ainsi
notre géométrie dans R” est une sous-géométrie d'une autre géométrie de C”. Un principe
du parapluie : on plonge notre variété réelle dans une variété complexe, on applique les ré-
sultats de géométrie complexe, et on redescend.

Cette approche améne beaucoup de résultats intéressants, et beaucoup sont les experts du
domaine a affirmer « on ne peut regarder une variété réelle sans en regarder ses points
complexes »; mais cette approche possede aussi des limitations. Il existe en effet des va-
riétés réelles ayant des plongements complexes non isomorphes, voir 'exemple du tore dans
quelques paragraphes. Réciproquement, il existe des variétés complexes admettant des struc-
tures réelles non isomorphes, voir par exemple [Bot21]. Ainsi les informations de la struc-
tures complexes ne peuvent pas entierement déterminer les informations de la structure
réelle associée.

Ce manuscrit découle de la dernieére approche qui consiste a essayer de copier au cas réel
les méthodes de géométrie algébrique, et chercher des résultats de méme veine que ceux
que I'on connait dans les cas algébriquement clos. Une nécessité est alors de changer I'en-
semble des fonctions utilisées. En effet, regarder un polynéme équivaut a regarder ses ra-
cines, qu’elles soient réelles ou complexes, et donc a revenir a la précédente maniere de faire
de la géométrie. Pour étendre les polyndmes, on peut ainsi regarder les fonctions réguliéres,

a savoir ajouter la division dans nos outils, mais a la condition de s’assurer de ne jamais di-
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viser par zéro. Par exemple, ﬁ est une fonction réelle réguliere.

Exemple 1. Prenons par exemple (voir [BCR13, 3.2.8]) le tore T; := S' x S! R* et notons T»
ce qu'on obtient en faisant tourner un cercle autour d’un axe, par exemple avec I’'équation
dans R3 :

16(x% + yz) =(x*+ y2 + 2% +3)?

L'anneau de polynomes de T; est régulier, celui de T ne 'est pas. Ainsi, au niveau des poly-

nomes, ces deux objets sont différents. Pourtant, si'on regarde du point de vue régulier :
pt,u,v,w) = (t2+v),u+v),w)

Cette fonction a un inverse régulier. Ces deux objets sont donc les mémes du point de vue

régulier, et ce malgré une singularité complexe polynomiale.

Fonctions régulues et fonctions rationnelles bornées

Dans un corps algébriquement clos, (et sur une variété lisse) 'extension de I’anneau des
fonctions polynomiales vers celui des fonctions régulieres n’en est pas une : un polyndme
s’annule toujours, c’est le théoreme fondamental de 1’algebre, donc les fonctions régulieres
sont polynomiales. Chez les réels, on ajoute beaucoup de fonctions a nos outils algébriques,
cependant on ne change pas les lieux des zéros qu'on peut définir. En effet, un quotient
s’annule quand son numérateur s’annule. Or la géométrie polynomiale posséde elle aussi
beaucoup de défauts. Prenons la courbe de la figure 2; on peut décrire le point isolé comme
lieu des zéros par x = y = 0; cependant la partie de droite ne peut étre décrite sans le point.
Il y a une sorte de défaut d’irréductibilité : X = Au B (union disjointe) est un fermé, A est un
fermé, mais B n’est pas un fermé.

C’est dans ce contexte que sont arrivées les fonctions régulues, dont I'’exemple typique
est xszsyz On s’autorise ainsi a diviser par zéro, mais en imposant la prolongeabilité par conti-
nuité. Dit autrement, quand le dénominateur s’annule, le numérateur s’annule, et gagnera
la bataille de la forme indéterminée %. On obtient alors une géométrie qui pourra décrire la
courbe de droite de la figure 2 sans son point isolé via #3)/2 = 1. La topologie ainsi construite
est, de plus, noetherienne, et I’algébre a une bonne structure d’idéaux premiers. Ainsi, les
problémes algébriques dus a la non-noetherianité de 'anneau peuvent se résoudre par un

aller-retour algebre — géométrie — algebre car la géométrie, elle, est noetherienne. Méme
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FIGURE 2 - La courbe de x® = x? + y?

si un idéal n’est pas de type fini, on peut alors trouver une fonction qui décrit exactement
toutes les annulations de toutes les fonctions de cet idéal. Elle génere ainsi radicalement
le radical de I'idéal en question. Cela fournit aussi le premier exemple d’extension ration-
nelle des fonctions régulieres qui vérifient des théorémes A et B de Cartan. Ces théoremes
impliquent par exemple que des fonctions définies sur une sous-variété sont toujours pro-
longeables; ils ont été utilisés historiquement pour montrer les théoremes GAGA, et ont de
fortes conséquences topologiques.

La condition qui définit la maniére « plus forte » chez les régulues est une condition d’ana-
lyse : on demande a ce que la fonction soit continue (ou prolongeable par continuité). Lin-
tégralité de ce manuscrit se propose d’étudier le relachement, de 'hypothese « plus forte
(strictement) » a I'hypothese « au moins aussi forte ». Concrétement, on remplace le carac-
tere continu par le caractere borné, et I’exemple typique est xzx—fyz qui est partout de valeur

absolue inférieure a 1.

Au-dela de la curiosité naturelle qui nous améne a explorer tous les anneaux de fonctions
jusqu’a trouver les plus intéressants, il y a des motivations géométriques pour étudier les
fonctions rationnelles bornées, qui sont données par la normalisation. Contrairement a la
désingularisation, qui consiste a enlever d'une variété non lisse toutes ses singularités, la
normalisation enlevera les singularités cuspidales mais gardera les auto-intersections. Les
fonctions rationnelles bornées sont ainsi tres liées a ces questions de normalisation, voir
[FMQ21]. Pour en savoir plus sur cette voie, il restera a explorer les cas singuliers qui ont
été soigneusement écartés de ce manuscrit. Ces cas singuliers sont les seuls qui sont in-

téressants dans un corps algébriquement clos !, puisque le théoréme de prolongement de

1. [Loj13, VII.16.5] montre d’ailleurs que les fonctions rationnelles bornées d’'une variété sont la cloture
intégrale de I’anneau de polyndmes de cette variété dans son corps des fractions, et donc génerent I'anneau de
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Riemann nous assure qu’'une fonction méromorphe bornée sur une variété lisse (ou méme
normale) est holomorphe. Dans le cadre réel, I'étude de ces fonctions sur une variété régu-
liere améne déja une grande complexité, comme on le verra.

Un autre concept lié a cet anneau de fonctions, cette fois plus algébrique, est I'étude des an-
neaux d’éléments bornés, aussi appelés anneaux d’holomorphie dans la littérature. En effet,
les fonctions rationnelles bornées étant... bornées, cet anneau coincide avec ’anneau des
éléments bornés de I’ensemble des fonctions rationnelles.

On retrouve enfin ces fonctions dans d’autres contextes, par exemple analytiquement dans
[KP12] ou1 on les voit comme arc-méromorphes. Elles fournissent aussi les exemples les plus
simples de fonctions non-continues a plusieurs variables, que 'on découvre en premiere ou
deuxiéme année post-bac, avec toutes leurs variations : continues le long des droites, conti-
nues mais pas différentiables, etc. Notons que ces fonctions ont été étudiées dans [KR96], en

préambule d'une étude sur les fonctions Nash-méromorphes (qui sont tres similaires).

Les résultats

L’anneau des fonctions rationnelles bornées

Ce manuscrit fait donc I'étude des fonctions rationnelles bornées. Nous travaillons sur
un corps réel clos quelconque (les énoncés de cette introduction seront cependant donnés
avec R pour une meilleure lisibilité). Lensemble géométrique de base (R” dans cette intro-
duction) sera une variété algébrique réelle irréductible, affine (plongée), et non singulieére.
Contrairement au cas complexe, il n’est pas restrictif de considérer une variété affine car les

variétés réelles quasi-projectives sont affinement plongeables.

Définition 2. Soit U < R" un ouvert de Zariski. Une fonction rationnelle f : U — R est dite

rationnelle localement bornée si pour tout x € R" il existe un voisinage euclidien Vy de x tel

que f(VynU) est un sous-ensemble borné de R.

On note R, (R") l'ensemble des fonctions rationnelles localement bornées surR".

L'exemple typique estla fonction rationnelle xszyz Elle n’est pas définie en (0, 0), et est ré-
LN . . ) . . 2
guligre (donc 6>) en dehors. De plus, sur un voisinage de I'origine, x* < x*+y* = | 2~ z| <

Les fonctions régulieres ou régulues sont, elles aussi, rationnelles localement bornées. Un

polynomes de la normalisation de cette variété. On retrouve aussi les fonctions régulues en seminormalisation,
voir [Ber21].
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exemple de fonction qui n’est pas bornée serait f(x,y) = xz—fyz En effet, f(¢,0) = % n’est pas
bornée quand ¢ est proche de 0.

Nous étudions plusieurs caractérisations équivalentes de la définition. D’abord une carac-
térisation par des compacts, ol les voisinages de la définition sont remplacés par des com-
pacts. Puis une caractérisation par des arcs, qui est a voir comme la forme semi-algébrique
de la caractérisation séquentielle.

On s’intéresse aussi aux fonctions uniformément bornées, ot 1a aussi plusieurs caractéri-
sations sont possibles. Cependant, comme leur algebre est tres liée, voir 2.2.6, et que leur
géométrie est identique, voir 3.2.4, I'étude géométrique se concentrera sur les fonctions ra-
tionnelles localement bornées, méme si les résultats concerneront les deux anneaux. Les
fonctions rationnelles globalement bornées font cependant un lien plus naturel avec les an-

neaux des éléments bornés (ou anneaux d’holomorphie), voir 1.8.3.

Le théoreme des résolutions des singularités d’Hironaka, et son pendant, le théoreme des
résolutions d’indéterminations pour les fonctions rationnelles, nous est d'une grande uti-
lité. Un éclatement remplace une sous-variété lisse d'une variété donnée en I'’ensemble des
directions qui y pointent. C’est '’exemple le plus typique de transformation birationnelle. Ce
théoréme nous permet, en éclatant I’espace de départ, de résoudre les lieux d'indétermina-
tions de toute fonction rationnelle, pour la rendre réguliere.

Pour résoudre x — % en 0, il faudra aussi ajouter un infini a 'espace d’arrivée (donc le rendre
projectif). Cependant, les fonctions bornées n’ont pas besoin de cet ajout et cela les caracté-

rise :

Théoréme 3 (2.3.2 & 2.3.3). Soit f: U <R" — R rationnelle, avec U ouvert de Zariski.
f est rationnelle bornée ssi f est réguliere (a valeur dansR) aprés éclatements.
C'est-a-dire il existe une variété lisse X et une composition d'éclatements a centres lisses ¢ :

X — R" telle que f o @ est réguliere sur X.

Il se trouve aussi, encore par des arguments d’éclatements, que 'anneau des fonctions
rationnelles bornées est un invariant birationnel propre. Ainsi, chaque fonction rationnelle
bornée peut étre rendue réguliére par éclatements, mais chaque éclatement laisse un an-

neau de fonctions rationnelles bornées dans le méme état.

Théoreme 4 (2.3.7). Tout morphisme birationnel propre ¢ : X — Y induit un isomorphisme

entre les anneaux des fonctions rationnelles bornées de X etde Y .
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Lieu d’annulation

On aborde alors la question géométrique : peut-on définir I'ensemble de zéros d'une
fonction qui n’est pas définie partout mais presque ? Et si oui, est-ce que cela nous apporte
des informations ?

Lexemple de %, dont on montre le graphe en figure 3, nous montre qu’il ne faut pas re-
garder seulement en dehors du lieu d’'indétermination : il y a un phénomene d’annulation en
I'origine (unique lieu d’indétermination), en effet si ’on s’en approche par x = 0, on obtient
% qui tend vers 0. Mais aucune annulation dans le domaine de la fonction ne peut attester de

ce phénomene d’annulation en I'origine. Ainsi, les informations au niveau du lieu d’indéter-

x4yt
FIGURE 3 — Graphe de )7

mination importent. On donne alors trois définitions équivalentes du lieu des zéros d'une
fonction f (3.1.3), la premiére utilise les arcs semi-algébriques, et elle fonctionne comme
une définition séquentielle : pour (xx)x une suite convergente, si f(x) tend vers 0, alors la

limite est une annulation de f. Ainsi dans notre exemple, I'arc (t2, 1), sur lequel la fonction
et P2

2 T 1+
La deuxieme définition est donnée via les éclatements, car tout phénomeéne d’annulation

vaut ce qui tend bien vers 0, témoigne d'une annulation de notre fonction.

devient une annulation d'une fonction réguliere vivant sur un espace éclaté. Ce point de
I'espace éclaté témoigne alors du phénomeéne d’annulation. La derniéere définition est plus

graphique :
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Définition 5. Pour f € R,(R"), Z(f) est l'intersection de la cloture euclidienne (dans R™1) du
graphe{y = f(x)} avec 'hyperplan {y = 0}

Lobservation de la figure 3 nous montre alors I'annulation : {(0,0,0)} est bien dans la
cloture euclidienne du graphe de la fonction.
Il est possible de poser cette définition pour une fonction rationnelle quelconque; et il se
trouve alors (voir 3.2.3) qu'un tel lieu des zéros pour une fonction rationnelle quelconque
peut en fait se décrire avec une fonction rationnelle qui est de plus bornée, localement voire
uniformément.
Un exemple parlant est donné en figure 4 ou est décrit le parapluie de Whitney sans son

manche comme un fermé rationnel borné.

Lieu des zéros Lieu des zéros rationnel
FIGURE 4 — ) 5 o ; 22 v
polynomial de zx“ — y°. borné de ZEE T R

Nous donnons alors divers descriptions des ensembles ainsi décrits. Ils coincident avec
les contractions de fermés de Zariski (3.2.1 et 3.2.2), ils sont semi-algébriques fermés (3.3.1),
et étendent strictement les fermés Zariski et régulus. Par exemple, un segment dans R (3.3.7)

est annulation de 5

2

X 2, .2

Z2-———| +x°+y
X’+y

Similairement on peut avoir une demi-droite dans R3, voir 3.3.8. Ces objets ne sont cepen-
dant pas des fermés rationnels bornés de R et la montée de dimension est importante. Mon-

ter de dimension permet ainsi d’obtenir tous les fermés semi-algébriques :

Théoreme 6 (3.3.11). Tout ensemble semi-algébrique deR" est en bijection via une projection

sur les n premieéres coordonnées avec un fermé rationnel borné de R™** pour un certain k € N.
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On fera aussi une définition puis une étude de I'image d'une fonction rationnelle bor-
née, cependant cette étude sera courte car on montrera vite qu’il s’agit des images régu-
lieres (3.4.6), dont I’étude a été amorcée notamment par Fernando, voir par exemple [FGO06],
[FGU11], [FGU17] ou [Fer+18],

Vers un nullstellensatz

Apreés la définition d'un lieu des zéros pour une seule fonction, on souhaite en introduire
une pour un idéal, et définir aussil'idéal annulateur. Cependant, avec n = 3, pour toute fonc-
tion f et tout arc dans son lieu d’annulation, il existe une fonction dans I'idéal engendré
par f qui a cet arc entierement inclus dans son lieu d'indétermination, voir 4.1.2. Cela nous
ameénera a nous concentrer régulierement sur le cas de la dimension 2, ot ce genre de pa-
thologies peut aisément étre évité. Lexemple qui illustre la difficulté dans la définition d'un
idéal annulateur est le suivant :
fim x2+yi ot gim x‘21+y2

xX“+y x*+y
Les deux fonctions ont la méme annulation en (0,0) mais avec des témoins différents. Ainsi,
en voulant définir 'ensemble annulateur de l'origine, f et g seraient dans .#({(0,0)}) mais
pas f+g=1+ % En fait, une définition de I'’ensemble annulateur dans R” ne lui donne
pas une structure d’idéal. Cela nous donne une motivation pour établir une géométrie dans
des espaces d’arcs : en retenant les directions d’annulation on pourra retrouver la structure

d’idéal, au moins en dimension 2.

La suite logique de ces définitions est alors d’aller vers un Nullstellensatz. On peut mon-
trer une version faible avec notre définition du lieu des zéros, exprimant qu’avoir un lieu des
zéros vide implique d’étre inversible. Cependant ce n’est vrai que pour une seule fonction
(3.3.17) ou un idéal de type fini (4.4.2). Le cas non de type fini ayant un contre-exemple en
(5.1.7). Pour avoir un Nullstellensatz général, en suivant la méthode régulue, deux éléments
sont essentiels : 'inégalité de Lojasiewicz et la noetherianité de la topologie.

La premiere est fausse pour la topologie que I'on a créé (4.2.2). Il faudra donc se souvenir
des témoins d’annulation pour pouvoir obtenir une inégalité de Lojasiewicz en 4.2.3 (pour
des témoins par éclatements) ou en 4.2.5 (pour des témoins d’arcs). Cela nous a encouragé a
définir un lieu d’annulation dans les espaces d’arcs en section 4.3. Z (f) est ainsil’ensemble
des arcs vy tels que la composée f oy est de limite nulle. Notons qu’en prenant les limites des
arcs de Z ( f) on obtient le Z(f) précédemment défini (voir 4.3.8).
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Cette définition nous permet d’avoir une inégalité de Lojasiewicz ressemblant a la version

classique :

Théoreme 7 (4.3.3). Soient f, g deux fonctions rationnelles bornées de X dansR.

Si .ftr\(g) c f(f) alors il existe un entier N tel que % soit rationnelle bornée.

Ainsi, dans les espaces d’arcs en dimension 2, lieux des zéros pour un idéal et idéal annu-
lateur peuvent étre définis sans difficulté. Les résultats algébriques peuvent tomber : radicale
principalité (4.4.7), Nullstellensatz faible (4.4.2) et fort (4.4.4). Mais ces résultats sont valables
pour les idéaux de type fini. Pour les idéaux généraux il nous manque le deuxieme ingrédient
essentiel précédemment évoqué : la noetherianité géométrique. Or cette derniére n’est vraie
ni dans les espaces de points (3.3.16), ni dans les espaces d’arcs (5.1.7), et surprenamment

pour des raisons tres différentes.

Spectre réel de R, (R?)

Les contre-exemples donnés pour des Nullstellensatz non de type fini et pour la noethe-
rianité dans les espaces d’arcs sont les mémes idéaux. On donne en section 5.1 une procé-
dure pour en construire, a partir d'une idée géométrique : prendre un arc, potentiellement
non semi-algébrique voire non convergent. Puis créer des idéaux emboités pour lesquels
les arcs annulateurs s’approchent de I’arc donné jusqu’a un certain degré. Et faire tendre ce
degré vers I'infini en avancant dans la suite d’'idéaux. Enfin, prendre la réunion de tous ces
idéaux. Avec un bon choix d’arc au départ, aucun arc semi-algébrique n’est contenu dans le
lieu des zéros (d’arcs) de I'idéal ainsi obtenu, pourtant non-plein.

Les idéaux ainsi engendrés sont maximaux, et nous emmenent vers une étude des idéaux
maximaux réels de R,(R"). Donné en termes de spectre réel et de substitution, on obtient le

résultat suivant :

Théoréme 8 (5.2.11). Un morphisme ¢ : R[R?] — F avec F réel clos quelconque, peut étre
prolongé a Ry, (R™) tout entier. Ce prolongement est unique si l'image de ¢ n'est pas uniquement
R.

Autrement dit, le morphisme SperRy,(R?) — SperR[R?], est surjectif, et bijectif en dehors des

points.

La question de comprendre le défaut d'unicité du morphisme s’avere alors étre similaire

ala question de décrire tous les idéaux maximaux de R;,(R?). Une étude de cas nous montre
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alors un phénomene surprenant : pour comprendre Spec Ry, (R?), il semble qu'il faille com-
prendre le spectre réel des polyndmes sur R?. Or une énumération du spectre réel de R[X, Y]
aussi complete que pour celui de R[X] n’existe pas dans la littérature, ce qui limite notre

étude.

Les résultats algébriques qui ressortent de cette étude sont alors : 'anneau n’est pas noethe-
rien (2.4.12), mais il est intégralement clos (2.4.13). L'idéal engendré par x n’est pas premier,
mais on peut quand méme montrer que la dimension de Krull coincide avec la dimension

attendue :

Théoreme 9 (4.4.10 & 4.4.12).

Lanneau des fonctions rationnelles bornées sur R" a pour dimension de Krull n.

On peut donner pour les idéaux de type fini des Nullstellensatz faibles avec des espaces
de points, et forts avec des espaces d’arcs. Les fonctions sont proches des régulues, et une

propriété partagée, semblant a premiere vue la plus anodine, finit par étre la plus essentielle :

Théoreme 10 (2.4.3). Soit f = g rationnelle bornée sur R", avec p, q € R[X,..., X,] deux po-

lynémes premiers entre eux. Alors codim Z (q) = 2.

Les conséquences de cette propriété semblent alors qu'on peut adapter les méthodes
classiques de la géométrie algébrique en codimension 1, pour les hypersurfaces donc, mais
dans les codimensions plus grandes, on risque de manquer d’outils pour la faire. Cette pro-
priété donne notamment un critere qui permet de composer deux fonctions rationnelles
bornées, argument essentiel pour la dimension de Krull. C’est la raison essentielle pour la-
quelle une partie de I'étude se concentre sur la dimension 2, car les difficultés y sont alors

concentrées sur des points isolés, facilement esquivables.

Description des chapitres

Au chapitre 1, nous présenterons ce que nous avons lu dans la littérature sur différents
outils utilisés, puis nous verrons au chapitre 2 les définitions des fonctions localement puis
globalement bornées, avant de détailler les conséquences du théoreme d’Hironaka qui nous

importent, pour enfin donner les propriétés les plus simples de ces fonctions.
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Le chapitre 3 commencera |’étude géométrique par I'espace des points, d’abord en définis-
sant les lieux des zéros, puis en les caractérisant, via éclatements puis via les outils algé-
briques et semi-algébriques; on en profitera pour définir et étudier les images.

Le chapitre 4 présentera d’abord les obstructions aux définitions en dimension plus grande
que 2, puis I'inégalité de Lojasiewicz sera présentée et démontrée en dimension quelconque,
ce qui amenera a définir une géométrie dans les espaces d’arcs, et aux théorémes algébriques
qui s’ensuivent.

Enfin, le chapitre 5 présentera, en dimension 2, une procédure pour aboutir aux contre-
exemples des généralisations aux idéaux non de type fini, avant d’aborder I’étude du spectre
réel, d’abord via la propriété de substitution, puis sur une présentation des idéaux maximaux

qui constituent le défaut d’'unicité de la substitution.

Vulgarisation : ma these en trois pages

Les trois pages suivantes ont été publiées dans le magasine de vulgarisation mathéma-
tiques Tangente, édition Juillet-Aout 2022 [Del22]

Le doctorant a aussi participé en 3e année a la session rennaise de « ma these en 180 se-
condes ».
Voir https://youtu.be/dP502]JPv8MI?2t=4793

Etil a aussi eu le droit, en premiere année, a son édition dans I’émission « ma these en syn-

theése », organisée par le Vortex (émission de vulgarisation sur internet).
Voir https://youtu.be/a8uunCfrf64
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ma thése

dans [@@[ﬁ]ﬁ@

Taventure mathematique

_|_

Bienvenue dans la

.geometrie requlue

L’algébre et la géométrie sont intimement liées. Etablir une

sorte de dictionnaire entre les deux domaines permet de

résoudre éléegamment des questions qui resteraient bien

ardues sans ces éclairages complémentaires. On peut méme

s’amuser a construire de nouvelles géométries. ..

n 1637, René Descartes publie le Discours
Ede la méthode. A ¢oté du célébre « Je pense

donc je suis » se trouve un manuscrit, La
Géométrie, qui décrit une avancée majeure de
cette époque en mathématiques. On y observe tout
d’abord comment, en utilisant un systéme de coor-
données, chaque objet géométrique a un pendant
algébrique. Par exemple, chaque droite peut étre
représentée par une équation de droite, ¢’ est-a-dire
une égalité vérifiée par les coordonnées des points
de la droite et uniquement ceux-la. Chaque construc-
tion a la regle et au compas s’associe alors a une
opération algébrique. Considérer, par exemple, le
point d’intersection de deux droites revient algébri-
quement a résoudre un systeme de deux équations
a deux inconnues. Dans un deuxiéme temps, il ne

par Victor Delage

_|_

restera qu’a faire de la théorie des équations pour
résoudre les divers problemes géométriques qui
se posent.

En ne considérant que les équations exprimées
uniquement avec des additions, des soustractions
et des multiplications (donc sans puissances, sinus,
cosinus...), on obtient le domaine de la géométrie
algébrique.

-+ Diviser par zéro !

Le cadre de la géométrie algébrique fonctionne trés
bien avec les nombres complexes. Cependant, il
peine a bien apprécier des phénomenes réels, pour
lesquels il est utile d’ajouter la division a nos outils.
Mais la division peut étre elle aussi problématique,
car on risque toujours de diviser par zéro. Pour éviter
cela, on divise uniquement par des quantités qui ne
s’annulent jamais, comme 1 + X

Des recherches récentes ont mis en avant une classe
de fonctions, dites régulues (quel beau nom !),
dans lesquelles le dénominateur peut s’annuler.
En d’autres mots, « on s’autorise a diviser par
zéro » ! Cependant, pour garder le controle sur
ces fonctions, le dénominateur ne peut valoir zéro
que quand le numérateur vaut zéro aussi, et méme,

_Interview

Dans quel domaine de recherche votre thése s’inscrit-elle ?

Mon domaine est la géométrie algébrique réelle, une importante branche des mathématiques. J’ai choisi le « sur-domaine »
géométrie/algebre car il est rempli des questions mathématiques et des méthodes qui me plaisent le plus, avec la logique.

Pourquoi avez-vous choisi ce sujet ?

Le choix précis du domaine s’est fait suite a la rencontre avec mon directeur, en deuxiéme année de master, alors que je
cherchais un sujet de these : je faisais le tour de mon labo pour discuter avec les différents chercheurs. Lui avait de son coté
posté une offre de thése, j’y ai postulé. Le choix précis du sujet s’est fait durant la premiére année de thése. Nous avions
une piste pour un autre sujet mais apres quatre mois elle s’est avérée infructueuse, alors on a bifurqué avec une question
qu’il avait rencontrée a plusieurs étapes et qui n’était pas trop loin de la piste précédente.

Comment cette thése s’insere-t-elle dans vos projets ?

Mon projet, depuis déja un moment, est de faire une thése de mathématiques. C’est plus ou moins une fin en soi. Comme
je suis dans un domaine théorique, il n’y a pas beaucoup de portes de sorties : le secteur privé ne s’intéresse pas forcément
a ces thématiques et les postes de chercheur dans le public sont en chute libre depuis une vingtaine d’années.
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uniquement quand c’est un zéro « plus fort ».
23
z? +y?’

En simplifiant via les coordonnées polaires par

Par exemple, prenez la fonction définie par

3 cos® 0

3 cos® 0 3
= =rcos” 0, on

r2cos? 0 +r2sin?0 12

voit bien que le numérateur « gagne ». On le voit
aussi sur le graphe de la fonction : méme s’il y a
une forme indéterminée en (0, 0), la valeur est uni-
quement déterminée et vaut 0. En d’autres mots, la
fonction est prolongeable par continuité en (0, 0).

C’est exactement la question a laquelle il a fallu
répondre pour créer une nouvelle géométrie : la
géométrie rationnelle bornée. La réponse apportée
par I"auteur est la suivante : il faut plus ou moins
choisir toutes ces valeurs en méme temps ! Mais
pas question de choisir 2 ou—1 ; pour qu’un choix
soit acceptable, il faut qu’il soit atteignable.

4+ Un Eden a reconstruire

Une nouvelle géométrie est ainsi créée. A vrai
dire, I’auteur a montré qu’on obtiendrait la méme

géométrie en autorisant toutes les divisions, et pas
seulement celles dites « au moins aussi fortes ».
Le premier résultat algébrique montré avec cette
géométrie peut s’exprimer ainsi : si ’on n’a pas
0 comme choix acceptable pour une expression,
alors il n’y aura aucun probléme a diviser par toute
I’expression : on gardera toujours le caractére « au
22 4 2y?
aucun comportement d’annulation : les valeurs
sont toujours comprises entre 1 et 2, et ce méme
au point d’indétermination.

>

moins aussi fort ». Par exemple, n’a

3
Graphe de la fonction qui au couple (x, y) assotie —* .
Xty

La question qui se pose alors est la suivante : que
se passe-t-il si 1’on remplace ce « plus fort » par
« au moins aussi fort » ?

Un bon exemple de ce phénomene est donné par la
2

fonction f définie par f(z,y) =

_
22 +y?

X +2y?

T

toutes les valeurs entre 1 et 2 semblent étre prises
au point d'indétermination (en rouge).

Graphe de la fonction qui a (x, ¥) associe

(onslruire_dgs ensembles glgébriuues
sans utiliser de puissances

Dans le cadre de la géométrie algébrique, les opérations que 1’on

Graphe de la fonction qui a (x, ¥) associe szfzyz s’autorise a utiliser sont 1’addition, la soustraction et la multipli-
cation. Lors de I’écriture de 1’expression x> + 2x* —x + 1, on a
utilisé a deux reprises le symbole de puissance. Cependant, il est
possible de réécrire la méme expression sans utiliser ce symbole :

XXxXx + 2xxx —x + 1.

En prenant x = 0 (en suivant la droite rouge sur le
dessin), on obtient 0. En prenant y = 0 (en suivant
cette fois-ci la droite bleue), on obtient — = 1. . . . . .

T L’expression 2%, au contraire, utilise une « vraie » puissance et

9 Rz
On peut aussi avoir les valeurs intermédiaires, n’est donc pas autorisée dans ce cadre.

Finalement, avec 1’addition, la soustraction et la multiplication, on
obtient donc les polyndmes. Reste encore a choisir le corps dans
lequel on choisit les coefficients.

1 .
comme 3 par exemple, pour x =+y (en suivant les

droites vertes sur le dessin).
Mais alors quelle valeur choisir pour (x, y) = (0, 0) ?
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BIENVENUE DANS LA GEOMETRIE REGULUE

Graphe de g,. Celui de g, s'obtient par rotation de 90°
autour de I'axe vertical.

N

\\\\\\\\@/ '
N

S
B
e

RSSO S S
Graphe de g,/ g,. On voit une « explosion » au centre,
qui montre que la division n’est plus « au moins aussi forte ».

Si I’on se donne deux expressions, il est possible
que I’on puisse diviser 1’une par I’autre en gardant
le caractére « au moins aussi forte ». Et il est pos-
sible que non. Cela dépendra des deux expressions.
Un exemple étrange est
donné par les fonctions
g, et g,, définies par

2 4
vy
gl(way)_$2+y2 et
(@) zt +y?
Xr)= —F/—"">.
9 a2 +2

Les deux fonctions ont
une annulation au méme
endroit : en (0, 0). Mais
pour g, I’annulation se
fait le long de I’axe des y
alors que pour g, I’annu-
lation suit 1’axe des x.
SiI’on essaie de diviser
’une par I’autre, alors le
dénominateur I’empor-
tera et on n’aura plus
de division « au moins
aussi forte ».

Un théoréme important
de géométrie régulue
nous apprend que si les
annulations de b sont
aussi toutes des annu-
lations de a, alors on

o
il (

8150009
KX

pourra diviser a par b sans perdre le « plus fort ».
Ici, avec g, et g,, les deux fonctions ont la méme
annulation et pourtant « on ne peut pas diviser » : il
faut en effet retenir la direction d’annulation. Cela
a pu étre montré et a amené a ¢tudier une géomé-
trie qui retient les directions d’approche. C’est en
effet dans cette géométrie, certes plus difficile a
manipuler, qu’il faut chercher les équivalents des
théoremes importants de géométrie algébrique,
comme le Nullstellensatz (voir encadré).

4+ De nouveaux horizons

Pour avoir un Nullstellensatz dans toute sa puis-
sance, la géométrie régulue utilisait une autre pro-
priété, qui se résume ainsi : « sil’on regarde un lieu
géométrique défini par une infinité d’équations,
alors on peut décrire ce lieu avec seulement un
nombre fini d’équations. » Cette propriété, nom-
mée noetherianité (en I’honneur de la mathéma-
ticienne allemande Emmy Noether), est vérifiée
avec les fonctions de la géométrie régulue. Mais
elle ne I’est pas en géométrie rationnelle bornée.
La présente thése donne des contre-exemples en
géométrie rationnelle bornée, et méme une méthode
pour en construire un peu a I’envi. Ces exemples
dévoilent une richesse algébrique, sur la structure de
I’ensemble des fonctions, qu’il faudrait encore des
années pour comprendre, et pour lesquels des outils
théoriques sont encore a construire. ~ O— V.D.

Le Nullstellensatz

Le Nullstellensatz, ou théoréme des zéros de Hilbert, est sans doute le résultat le plus important et fondateur de la géomé-
trie algébrique. Prenons une équation du type A = B. En réécrivant A — B = 0, on peut supposer qu’il n’y a pas de « terme

a droite ».

Considérons donc une équation de la forme P = 0 et un ensemble d’équations Q, =0, Q, =0... Q, = 0.
Si I’on suppose que tous les points qui vérifient (pour tout 7 compris entre 1 et 7) la relation Q, = 0 vérifient aussi P = 0,
alors on peut en conclure que P peut étre écrit a partir des expressions Q,, Q,... Q,.

Regardons par exemple la courbe P, d’équation P(x, y) = x> +x2y + xy2> + > + 2x% +xy +y> —4x — 5y — 5=0.

On constate que cette courbe contient entiérement la droite Q d’équation
xty+1=0.
Alors on pourra trouver un polynéme A de deux variables pour factoriser
P(x, ) sous la forme P(x, y) = (x +y + 1)XA(x, y). Et en effet, en calculant
explicitement, on trouvera pour notre exemple A(x, y) = x> + 3% + x — 5.

Pour les lecteurs un peu plus aguerris, considérons un idéal I de I’ensemble
des polynomes K[X,, X,... X, ] ou K est un corps algébriquement clos. On
peut alors considérer I’ensemble algébrique V(I) qui est le lieu d’annulation
de tous les polynomes de I dans K”. Le Nullstellensatz affirme que si P
est un polynome qui s’annule sur V(I), alors une puissance de P appartient

al’idéal I.

e
R

Ensemble des points du plan vérifiant P(x, y) =0.

Ainsi, se poser un probléme algébrique de factorisation, ou se demander si un polynome est multiple d’un autre, peut avoir
une résolution géométrique : si la géométrie d’une équation est « décomposable » (ici en un cercle et une droite), alors on
peut aussi décomposer 1’équation. Ce qui est loin d’étre trivial en regardant 1’équation seule !
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CHAPITRE 1

RESULTATS PRELIMINAIRES

Avant d’aborder notre travail, on présente certaines notions que I'on utilise. On com-
mence par présenter les corps réels clos, qui représenteront nos ensembles de nombres,
puis on introduit les variétés algébriques, objets géométriques de base de la géométrie al-
gébrique. Puis I'on présente les résultats de base de la géométrie algébrique, et quelques
résultats avancés sur la résolution des singularités. Nous parlons alors de géométrie semi-
algébrique, d’arcs semi-algébriques et d’espace de tels arcs. Enfin, nous présentons quelques
résultats de littérature sur les fonctions régulues et sur les anneaux des éléments bornés. Un
élément n'aura pas été présenté et est supposé connu du lecteur qui se penchera sur les rares

parties qui en parlent, il s’agit du spectre réel, analogue réel du spectre premier des anneaux.

1.1 Corps réel clos

On commence par présenter I’analogue réel du corps algébriquement clos. Lidée, pré-
sente dans beaucoup de développements de géométrie algébrique, est de partir d'un en-
semble de nombres qui soit a la fois général, qui permette ainsi des propriétés de transfert,
mais qui soit aussi suffisamment contrélé pour ne pas avoir a distinguer entre tous les cas
possibles.

Le corps R n'est en effet pas algébriquement clos, mais est réel clos. Et les propriétés de R
sont tres similaire aux propriétés d’'un corps réel clos quelconque. L'étude sur R aurait donc
été la méme que I'étude présentée sur un corps réel clos quelconque, a I'exception de la dé-
monstration d'un résultat isolé sur les compacts. Ils nous arrivera cependant dans le dernier
chapitre de jongler entre différents corps réels clos, en parlant de substitution. On renvoie

principalement au chapitre 1 de [BCR13] pour ce qui va suivre.

Théoreme - définition 1.1.1. Soit F un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
e Il existe un ordre total sur F compatible avec l'addition et la multiplication
e Il existe un sous-ensemble strict (appelé cone), stable par multiplication et addition et

contenant tous les carrés.
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Chapitre 1 - Résultats préliminaires

o —1 nlest pas une somme de carrés
o Une somme de carrés est nulle si et seulement si 'ensemble de ses termes sont nuls.

Un tel corps est appelé réel. 1l est nécessairement de caractéristique zéro.

Par exemple, Q, R ouR(X) (avec beaucoup de possibilités pour la valeur de X dans!’ordre)
sont des corps réels, mais C ne I'est pas. [, non plus, car —1 y est la somme de (p — 1) fois le

nombre 12.

Remarque 1.1.2. Le concept peut se généraliser aux anneaux. Dans ce cas I'ordre n’est pas
nécessairement antisymétrique (et on parle alors de préordre). Mais les trois autres proprié-
tés sont identiques et on parle d’anneau réel.

La ol on peut voir un idéal comme un ensemble d’éléments annulables, les cones four-
nissent alors un analogue décrivant un ensemble d’éléments positivables. Les géometres
algébristes regardent alors les idéaux premiers, et les géometres réels regardent les cones
premiers, qui définissent le spectre réel. On renvoie aux chapitres 4 et 7 de [BCR13] pour en

savoir plus; le spectre réel sera utilisé dans les derniéres sections de ce manuscrit.

Théoreme - définition 1.1.3. Soit F un corps. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

o F estréel et il wadmet pas d’extension algébrique réelle stricte.

o F admet un ordre unique dont l'ensemble des éléments positifs coincide avec les sommes
de carrés; de plus, les polyndmes de F[X] vérifient le théoreme des valeurs intermé-
diaires.

e Pour tout a € F, soit a soit —a est un carré. De plus, tout polynome de degré impair de
F[(X] auneracinedans F.

o F(i) est algébriquement clos et pas F.

Un tel corps est appelé réel clos.

Exemple 1.1.4. « R et Ry, (I'ensemble des nombres algébriques réels) sont des corps réels
clos.
o R(X) n’est pas réel clos, en effet X n'y a pas de racine carrée.

¢ Si R estun corps réel clos, 'ensemble des séries de Puiseux sur R; de la forme

Y a;T# avec meZ,ne N,a; € R

izm
est un corps réel clos que 'on notera R{(T)). Lensemble de ses éléments algébriques sur
R[T] estle plus petit corps réel clos transcendant sur R, et il sera noté R(T). On accepte ainsi
des puissances fractionnaires (mais a dénominateur borné) ainsi que des puissances néga-

tives (mais un nombre fini). R{{T)) contient ainsi '’ensemble R(X) des fractions rationnelles,
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1.1. Corps réel clos

ainsi que I'ensemble R[[X]] des séries formelles. On notera aussi qu’on ne s’intéresse pas aux
problémes de convergence.

Ces corps sont ordonnables; et pour les ordonner, il faut que 7T soit infinitésimal, c’est-a-dire
plus petit que tous les éléments de R. En effet, le classique développement limité de la racine

nous indique que pour r >0:

T o0
ra-—)=|vry nF
r k=0

%-(—%)-...-(%—k)Tk)Z
k! rk
Ainsi r — T est positif (car carré), donc T < r pour tout r, et T est positif car T = (T%)Z.

Un résultat important que I'on reverra en 1.6.4 est que R(T) est isomorphe a I’ensemble
des germes en 0 des fonctions semi-algébriques a une variable.
¢ Le corps des séries de Puiseux n'est pas Cauchy-complet. On peut y ajouter quelques
séries en plus, par exemple la série ) Tk+%, dont le dénominateur des puissances n’est pas
borné, mais dont le support est fini a gauche !. On ajoutera cependant pas la série Y T %,
ol il y a une infinité d’éléments a puissance < 1. Si le corps de base est complet, on obtient
alors le corps de Levi-Civita qui sera aussi complet.
En changeant « fini a gauche » par « bien ordonné (par I'ordre des puissances croissantes) »
on obtient un corps de séries de Hahn qui, lui, contient }_ TF.
Y T ne fait partie d’aucun de ces corps, et chercher al’ajouter est dangereux puisqu’il risque
de rendre la multiplication mal définie.
+ En prenant les suites réelles, et en ordonnant par "la suite est plus grande que 'autre

a partir d'un certain rang" 2

, on obtient un corps hyperréel. Ces corps ont été originelle-
ment introduits pour faire de 'analyse infinitésimale, et justifier la position des mathémati-
ciens du 16 siecle comme Newton ou Leibniz, qui traitaient la dérivabilité et I'intégrabilité
sans utiliser de limite. Ces corps possedent cependant beaucoup trop d’infinitésimaux, leur
construction précise est un peu lourde. Il semble donc, aprés coup, que le corps de Levi-
Civita soit plus indiqué pour 'analyse infinitésimale. Il existe des extensions encore plus
grandes, comme des corps superréels (ou on remplace les suites par des fonctions conti-

nues), ou les surréels (qui ne forment pas un ensemble dans ZFC, mais ou I'’on trouve une

1. Finia gauche:l’ensemble des termes ayant une puissance plus petite quun rationnel donné est toujours
fini.

2. La réalité est un peu plus compliquée. Il faut en effet déterminer qui, par exemple, de la suite alternée
(—1™),, et dela suite nulle (0) ,, serait la plus grande. Cela demande d’utiliser un ultrafiltre sur N, et donc requiert
I'axiome du choix. Le « plus grand a partir d'un certain rang » deviendra « I’ensemble des rangs dans lequel
c’est plus grand fait partie de l'ultrafiltre ». Il faudra aussi quotienter par la relation « ’ensemble des rangs dans
lequel les deux suites sont égales fait partie de l'ultrafiltre ». Des choix d’ultrafiltres différents donneront des
corps non isomorphes.
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Chapitre 1 - Résultats préliminaires

copie de tous les corps réels clos).

Remarque 1.1.5. Tout corps réel admet un unique plus petit sur-corps qui soit réel clos.
On parle de cloture réelle. Il semble nécessaire pour démontrer 1'unicité de passer par un

résultat d’analyse; de type comptage de racines (théoréme de Sturm).

La propriété qui rend les corps réels clos intéressants comme base, au méme titre que les

corps algébriquement clos, est la suivante :

Proposition 1.1.6. Soit R < K deux corps réels clos et ¢ une formule du premier ordre du
langage des corps ordonnés, ayant des constantes uniquement dans R. Alors ¢ est vrai dans R

si et seulement si elle est vraie dans K.

Cette propriété, dite de complétude (ou de modele-complétude), nous dit que les for-
mules vraies ne dépendent pas du corps réel clos choisi. Les formules vraies pour nos nombres

ne vont pas varier selon le choix de corps de nombres que I'on aurait pu faire.

Remarque 1.1.7. Bien sir, en ne parlant que des formules du premier ordre, on se prive de
certains concepts : connexité, Cauchy-complétude, Dedekind-complétude, compacité, etc.
Par exemple, R est connexe, mais ni Raig ni R(T)) ne le sont. (voir [BCR13, 2.4]).

Autre exemple (voir [BCR13, 2.5]), le segment unité est compact dans R, mais ni dans Ryjg ni
dans R((T)) Dans ce texte, on utilisera « fermé borné » a la place de la compacité. Comme
nous travaillons en dimension finie, il n'y a pas les exemples pathologiques classiques de
fermés bornés non compacts en dimension infinie, et la propriété fermé-borné colle bien
anotre intuition de la compacité. La connexité sera quant a elle remplacée par la connexité
semi-algébrique. Enfin, la complétude sert principalement a faire de 'analyse et de la conver-
gence, ce qui, sans étre proscrit de ce manuscrit ou de la géométrie algébrique, n’en est pas

I’objet principal, et on peut s’en passer.

1.2 Variété algébrique

Maintenant que nous avons notre corps de base, un corps réel clos quelconque R, on

peut définir nos objets géométriques de base :

Définition 1.2.1. Un ensemble X < R" est dit algébrique s’il existe A< R[X;,... X,] tel que :
X={xeR"VfeAf(x)=0}
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1.2. Variété algébrique

Un ensemble algébrique est ainsi le lieu d’annulation d'un ensemble de fonctions, autre-

ment dit le lieu ou un certain ensemble d’équations est vérifié.

Remarque 1.2.2. Une propriété assez importante dans toute cette étude est la propriété de
noethérianité. Ici, 'anneau R[ X7, ... X,,] est noethérien, et cela nous permet d’affirmer qu'un

A de la définition précédente peut toujours étre choisi comme étant fini.

Exemple 1.2.3. « Les droites, plans, hyperplans etc. sont des ensembles algébriques.

« Le cercle {(x,y) € R?| x* + y* = 1} est un ensemble algébrique.

o La spirale d’Archimede d’équation polaire r =  n’est pas un ensemble algébrique. Un
moyen de s’en rendre compte est de voir que son intersection avec une droite quelconque
est un nombre infini de points. Les polynémes s’annulant sur ce nombre infini de points
doivent par divisibilité s’annuler sur I'entiereté de la droite. Ainsi un polynéme s’annulant
sur la spirale s’annule sur tout le plan.

+ De maniere similaire, les sinusoides ou les courbes de fonctions périodiques non constantes
ne sont pas des ensembles algébriques.

e Léquation y? = x?>(x — 1) donne une cubique qui a un point isolé a I'origine. I’équation
y? = x(x?> — 1), quant a elle, donne une cubique qui posséde deux composantes connexes
(méme apres compactification dans un espace projectif). Ces deux cubiques sont irréduc-
tibles; méme si leur géométrie semble dire le contraire. De tels exemples n’arrivent pas avec

un corps algébriquement clos.

Remarque 1.2.4. On connait tous la topologie euclidienne sur R", dont les ouverts sont en-
gendrés par les boules ouvertes. La géométrie algébrique utilise souvent une autre topologie,
dite de Zariski, dont les fermés sont engendrés par les ensembles algébriques. Lintuition to-
pologique est totalement différente, a vrai dire, et le langage tres général de la topologie a
été utilisé parce qu'’il était adéquat, non parce que l'intuition coincidait. Cette topologie per-
met entre autres de définir la notion d’irréductibilité : une variété V est réductible s’il existe
deux fermés de Zariski A et B non égaux a V tels que AU B = V. En termes de définition par
équation, cela revient a dire que si la variété (affine) était définie par I'’équation f = 0, alors
on peut factoriser la fonction f = gh, ce qui nous donne deux sous-variétés; la premiere,

définie par g = 0 et la deuxieme définie par h = 0.

Sur ces lieux géométriques, on peut ajouter une structure que I’on appelle de faisceau. Ce
mot exprime simplement le fait de donner un ensemble de fonctions partant du lieu géomé-

trique, allant dans R, et compatible avec I'opération de restriction. Par exemple, 'ensemble
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Chapitre 1 - Résultats préliminaires

des polynomes sur R” induit par restriction un ensemble de polynémes sur tout ouvert de
Zariski U de R". Et si'on prend un autre ouvert de Zariski V < U, 'ensemble de polynomes
induit est le méme, qu’on le construise directement avec la restriction sur V< R” ou qu’'on
essaie d’en donner un a partir de V < U et des polyndmes donnés sur U < R". Ces faisceaux
sont alors le langage idéal pour faire des recollements et définir des variétés abstraites.

De plus, le concept de schéma est souvent utilisé, qui integre nativement cette notion de
faisceaux, et qui permet aussi de faire une différence entre le lieu défini par I'équation f =0
et celui défini par 'équation f2? = 0. Le principe est, au lieu de partir d’'un lieu géométrique
et de regarder 'anneau des fonctions polynomiales dessus, on part d'un anneau quelconque
et on construit une géométrie dessus a partir de ses idéaux premiers. Cette idée est inspirée
des résultats de base de géométrie algébrique que I'’on va aborder dans la prochaine section.
Ce manuscrit n’'emploie ni le langage des variétés abstraites ni celui des schémas car il n’'en
a pas le besoin. En [Man17, 1.3.11], on apprend qu’une variété algébrique réelle est affine
si et seulement si elle est quasi-projective. Ainsi, nous travaillerons avec des variétés affines,
c’est-a-dire celles dont les espaces géométriques sont les ensembles algébriques d'un R”. On
renvoie a [BCR13, Chap. 3 & 11] pour des définitions et études sur des variétés non plongées.
La partie 3 de [BK89] montre aussi assez bien comment on peut généraliser des résultats
donnés dans un cadre affine a un cadre de variété quelconque donné dans le langage des
schémas.

Pour une variété affine quelconque, le choix du plongement, c’est-a-dire le choix d'un en-
semble algébrique affine qui va nous servir de témoin, n’est pas anodin. En effet, deux va-
riétés affines peuvent étre isomorphes mais pourtant certaines propriétés de leurs anneaux
de fonctions peuvent différer. Par exemple dans [BCR13, 3.2.8], rappelé en introduction, le
tore a un plongement avec un anneau de polynémes régulier et un autre plongement o
I’anneau de polyndmes n’est pas un anneau régulier. Les variétés de ce manuscrit sont ainsi

considérées affines plongées, méme sil’espace ambiant n’est que rarement précisé.

Notation 1.2.5. Sur un ensemble algébrique X affine irréductible, les ensembles de fonc-
tions qui nous intéresseront le plus dans cette étude sont les suivants :

e Les polyndmes £ (X)

* Les fonctions régulieres Z(X), c’est-a-dire les fonctions qui peuvent s’écrire localement

comme quotient de deux polyndémes, avec le dénominateur ne s’annulant pas. Sur un corps
algébriquement clos, cela coincide avec les polynémes (voir [Man17, 1.2.50]). Sur un corps
réel clos, 1+ X? est un exemple de fonction qui ne s’annule jamais. A vrai dire, méme avec

des écritures locales, il existera toujours une écriture globale avec un polynéme qui ne s’an-
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1.2. Variété algébrique

nulera jamais comme dénominateur (voir [BCR13, 3.2.3]).

e Les fractions rationnelles® R(X), qui sont les quotients de polyndmes. Il ne s’agit alors

pas d'un ensemble de fonctions sur X puisque ces fractions ne sont pas définies partout.

On notera indet f le lieu d’'indétermination d'une fonction rationnelle f, c’est-a-dire le lieu

des zéros de g avec f = 5 écrit en quotient irréductible. Le complémentaire de ce lieu, a sa-
voir le domaine de f sera noté dom f

¢ Les fonctions semi-algébriques .%4# (X) sont une extension des fonctions réguliéres qui

contient les racines. On les définira en détail en 1.5.5.

Remarque 1.2.6. Une application rationnelle sur X peut étre aussi définie comme un couple
formé d’'un ouvert de Zariski non vide U < X et d'une fonction réguliére définie sur U.
Comme les ouverts de Zariski sont denses, sil'on a U € V < X deux ouverts de Zariski de
X et f: U — R alors deux fonctions régulieres sur V prolongeant f seront nécessairement
égales. Ainsi, 'ouvert considéré n'importe pas tellement, et il est fréquent de définir les ap-
plications rationnelles comme des classes d’équivalence de tels couples.

Dans notre contexte ou les variétés sont affines irréductibles, ces définitions aménent a
I’écriture en quotient de deux polyndmes que nous avons utilisé au dessus.

Enfin, comme les propriétés que nous allons rencontrer ne dépendent pas de I'ouvert de
Zariski utilisé, voir 2.1.2 et 2.2.2, nous nous permettrons de faire une confusion entre appli-
cation rationnelle f : X --» R et fonction rationnelle f : U — R qui n'en est, normalement,

qu'un représentant.

Une derniere notion qui sera importante pour nous est celle de lieu singulier. La défini-
tion géométrique de cette notion regarde I’espace tangent de la variété en un point : si la
dimension de cet espace tangent est égale a la dimension de la variété, alors le point est non
singulier (ou régulier, mais ce terme peut parfois entrainer confusion avec les fonctions ré-
gulieres). La définition algébrique, regarde '’ensemble des fonctions régulieres en ce point.
Si cet anneau est régulier?, alors le point est non singulier. Un théoréme fondateur nous
permet de voir que ces notions coincident (voir par exemple [Man17, 1.5.33], [BCR13, 3.3.5],
[Har13, 1, 5.1]).

Le cas réel offre bien des surprises, comme la surface de Kollar définie par X3 = Y3(1+Z?) ou

3. Il pourra y avoir parfois confusion de notations entre I'ensemble des fractions rationnelles R(X) sur une
variété et 'ensemble R(T) des fractions de polynémes a une variable, qui serait alors par théoreme égal a R(R)
I'ensemble des fractions rationnelles sur R.

4. Un anneau de fonctions réguliéres en un point est local, c’est-a dire qu'’il a un unique idéal maximal 91;
il est alors défini comme régulier si Sm/gﬁz, vu comme espace vectoriel sur le corps de base, a une dimension
égale a la dimension de Krull de I'anneau local.
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I'exemple [Man17, 1.5.1], ot un lieu singulier est entierement inclus dans une composante
lisse d'une variété. Ce qui fait que la variété est lisse (au sens ou elle se déforme de maniere
%™ en R? resp R), mais pas réguliere (au sens que I'on vient d’introduire).

Comme autre surprise, on trouve des singularités qui sont completement isolées du reste de
la variété. Par exemple, la cubique x(x*> — 1) = y? posseéde un point isolé qu'on a présenté
en introduction dans la figure 2. Les différents parapluies trouvables en [BCR13, 3.1.2] pré-
sentent des surfaces ol1 une droite se détache de la nappe réguliere.

L'étude des fonctions rationnelles bornées étant motivée par des questions de normalisation
(qui sont proches de la notion de régularité), il sera utile de les étudier dans le cadre des va-
riétés singulieres. Cependant, nous verrons par la suite que le cadre non singulier apporte
déja beaucoup de surprises. Ainsi, nous nous placerons dans toute la suite sur une variété

non singuliere.

1.3 Géométrie algébrique réelle

Dans cette section, notre variété X sera affine plongée et réelle.

Définition 1.3.1. SoitF un symbole désignant un anneau % (X) de fonctions continues sur X
(typiquement 2 pour les polynémes, Z pour les réguliéres ou %4° pour les semi-algébriques
continues).

Pour Ac & (X), on notera l'ensemble des zéros de A :

Zz(A):={xe X|VfeA fx)=0

On notera aussi Z (f) au lieu de Z ({f} pour les singletons.

Le lieu de non-annulation de A, qui est le complémentaire de Zz (A), sera noté 24 (A) avec la

méme convention pour les singletons.

Enfin, pour U < X, on notera l'idéal annulateur de U :

Iz U):={f € F(X)|VxeU,f(x) =0}

Puisque I'on peut jongler entre plusieurs ensembles de fonctions, il est utile de préciser
de quel ensemble on parle. Lorsque le contexte le rendra clair, on omettra le symbole associé.
Une partie du travail de ce manuscrit est d’essayer de définir des ensembles similaires pour
un anneau qui ne contient pas forcément que des fonctions sur X, et de voir si les analogues
aux théoremes qui suivent sont toujours vérifiés.

Ces définitions sont sans doute la base de la géométrie algébrique puisqu’elles établissent

le pont entre la géométrie (les variétés, leurs sous-ensembles) et ’algebre (les anneaux de
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fonctions, leurs idéaux).

Précisément, un sous-ensemble U de X est une variété si et seulement si Zg (Jpp(U )) =
U. Pour I'autre aller-retour, introduisons d’abord la notation, pour I idéal d'un anneau A, du
radical de I :

VIi={feAlIneN, f"el}

Théoreme 1.3.2 (Nullstellensatz). Soit X une variété affine sur K algébriquement clos, pour
Ic2?(X) unidéal, ona:
Ip(Zap(D) = VI

Pour obtenir un pendant réel, il faut introduire une notion de réalité d'un idéal :

Définition 1.3.3. Un idéal I < A est dit réel si, pour fi,..., fr € A, si f12 +...+ sz €lalors fiel

(ce qui implique directement queVi < k, f; € I).

En notant alors le radical réel comme
VIi={a€ A|3meN,3by,...,by€ A, a®™ + 1% +...+ b3}
on obtient (voir [BCR13, 4.1.4])

Théoréme 1.3.4 (Nullstellensatz réel). Soit X une variété affine sur R réel clos, pour I < 22 (X)
unidéal, ona:
Io(Zop(D) = V1

Dans le cas réel, on peut aussi parler d’inégalité, et donc d’éléments positifs. Il existe
alors des caractérisations similaires, appelées positivstellensatz (voir [BCR13, 4.4.3] ). Les
questions alors centrales sont : quels éléments positifs sont des sommes de carrés? Le 17°¢

probleme de Hilbert par exemple traite de ce genre de questions.

1.4 Lalevée des indéterminées

La suite de cette section utilise intensément ’opération d’éclatement, on renvoie a [BCR13,
3.5.7] pour une définition pour un corps réel clos quelconque. La figure 7 en section 2.3 pré-
sentera I’éclatement d'un point du plan. Nous nous baserons sur le théoreme de résolution
des indéterminations, qui est une conséquence du théoreme de résolution des singularités
d’'Hironaka[Hir64].
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Théoreme 1.4.1 (Hironaka). Soit f : X --» P1(R) une application rationnelle avec X une
variété réelle non-singuliere.
Ilexiste : X — X une composition d'éclatements a centres lisses (que I'on écrirag = hyo...ohy
avec h; : Xjy1 — X;), qui vérifie:

e ¢ est un isomorphisme entre un ouvert dense de X et un ouvert dense de X

e indet(fog)=9

Démonstration. On doit adapter le résultat [Kol09, 3.18], corollaire du théoréme 3.17 juste
au-dessus, en un corollaire du théoreme 3.21. Ce dernier a en effet trois conclusions. La pre-
miere est en essence le théoréme 3.17, qui permet le corollaire 3.18 et donc I'existence d'un
morphisme birationnel vérifiant indet(f o ¢) = @. La deuxieme nous donne I'isomorphisme
sur les restrictions aux ouverts de Zariski qui sont denses. Enfin, la troisieme nous dit que le

morphisme birationnel peut étre pris comme une composition d’éclatements. O

En écrivant f := fop, U :=dom f et U := ¢! (U) on obtient le diagramme suivant; avec U et

U des ouverts de Zariski birégulierement isomorphes, tous les deux denses euclidiennement

X 7
C\
S
N

dans leurs espaces respectifs.

% U P1(R)
U
|

R
N

Définition 1.4.2. Dans toute la suite, on appellera résolution une composition d'éclatements

X

a centres lisses qui satisfait aux conditions du théoreme 1.4.1.

Une résolution ¢ : X — X étant donnée, avec X et X lisses, on appelle lieu exceptionnel l'en-

semble des points de X sur lequel ¢ nest pas une bijection.

Lemme 1.4.3. Pour f,g rationnelles de X, variété réelle réguliere, dans R, il existe une ré-
solution commune, a savoir un espace X et une composition d'éclatements d centres lisses
¢: X — X telle queindet f o = indetgop = @.

Démonstration. Cela se fait en utilisant deux fois le théoreme d’Hironaka, par exemple selon

le schéma suivant :
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= <z
><<—><z
QH—Q
_ =
< B

<<—<‘>
\.‘
S}

g
Onpose U :=dom f etV :=domg, et W := UnV.On peut commencer par éclater f

pour obtenir (X,), avec indet f o = @, puis considérer g:= go .

¥ étant un isomorphisme au-dessus de U, et donc en particulier au-dessus de W, on peut
voir § comme fonction rationnelle bornée définie sur W := ¢ ~! (W). On peut alors appliquer
le théoréme d’Hironaka sur cette fonction (ou sur son extension 2 un domaine V qui se sur-
jecterait sur V via ¥). On obtient alors une autre résolution (X, y) vérifiant indetgo y = @.
Comme fow n’a pas de lieu d’'indétermination, on en déduit que f := fowoy n'en a pas non
plus. On a donc la résolution recherchée avec ¢ :=woy. O

Avec exactement la méme argumentation et un peu plus d’éclatements, on obtient une

version a n fonctions :

Proposition 1.4.4. Pour fi,..., fx rationnelles de X, variété réelle réguliere, dans R, il existe
une résolution commune, a savoir un espace X et une composition d'éclatements d centres
lisses p : X — X telle queVi,indet f;0¢p = @.

Démonstration. Similaire au lemme précédent. O

La proposition suivante est un condensé de deux informations : la premiere est qu'un
morphisme birationnel est défini sur et a pour image des ouverts de Zariski. La deuxieme est
que tout ouvert de Zariski est dense pour les topologies de Zariski et Euclidiennes. On I’écrit

ainsi car c’est sous cette forme condensée qu’on I'utilisera.

Proposition 1.4.5. Soit ¢ un morphisme birationnel entre deux variétés lisses irréductibles
X,Y. On note C, D les lieux d’indéterminations de respectivement ¢ et <p‘1, etU,V, les com-
plémentaires respectifs. Alors, U et V sont denses dans respectivement X et Y, pour la topologie

de Zariski et la topologie euclidienne.

Démonstration. Par symétrie on ne traitera que le cas de ¢. Lensemble C est inclus dans
le lieu d’annulation du dénominateur des écritures de ¢, qui est un fermé de Zariski. L'en-

semble U contient (voire est) un ouvert de Zariksi non vide. On note A sa fermeture dans
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X. On a alors X = Au C, a savoir un irréductible écrit comme la réunion de deux fermés.
Comme C # X on a nécessairement X = A ce qui veut dire que U est dense dans X pour la
topologie de Zariski.

Pour la topologie euclidienne, remarquons que C est de codimension = 1 (méme = 2 mais la
codimension 1 suffit). Or un ouvert euclidien autour d'un point de C est nécessairement de
dimension maximale, donc un tel ouvert ne peut étre entierement inclus dans C. Ainsi, les

ouverts autour des points du complémentaire de U intersectent U. O

1.5 Géométrie semi-algébrique

A la différence des ensembles algébriques qui se définissent avec des équations, les en-

sembles semi-algébriques se définissent a partir d’'inéquations et d’équations.

Définition 1.5.1. Les ensembles semi-algébriques (parfois abrégés s-a) de R" forment la plus

petite collection de parties de R" contenant toutes les parties de la forme {x € R", f(x) > 0}
(pour f polynomiale), et stable par intersection, union, et passage au complémentaire.

Autrement dit, un ensemble semi-algébrique est l'ensemble des points (x1,...,X,) qui vérifient
une formule (de la théorie des anneaux/corps ordonnés), sans quantificateur, ayant comme va-

riables les x; (et donc comme symboles +, x, =,> ainsi que les symboles de logique et/ou/négation).

On note que cette définition comprend les équations, puisque {f = 0} est le complémen-
tairede {f >0} U {f < 0}.

Remarque 1.5.2. Le fait que la théorie des corps soit modele-complete se montre en général
a l'aide d'une propriété appelée I’élimination des quantificateurs. Cette propriété revient a
dire que toute formule avec quantificateur est équivalente a une formule sans quantifica-
teur. Cela veut dire aussi que I’on aurait pu ne pas interdire les quantificateurs dans notre
reformulation logique. Ainsi un ensemble semi-algébrique d'un espace de dimension 7 est

I’ensemble des points qui vérifient une formule du premier ordre a n variables libres.

Cela offre une diversité d’ensembles nettement plus importante, en permettant notam-

ment la construction "par morceaux".

Exemple 1.5.3. Les ensembles algébriques, les segments, les carrés, cubes, et autres hyper-
cubes, les simplexes, les polygones, les n-gones, le smiley de la figure 1 sont tous des en-

sembles semi-algébriques.
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Remarque 1.5.4. On peut réaliser les boules (ouvertes ou fermées) comme des ensembles
semi-algébriques. La boule ouverte de centre x = (xy, ..., x,) et de rayon r est en effet le semi-
algébrique :
n
Bei={y=(,.... yn) ER"[ Y (xi — yi)* <%}
i1
Et similairement pour la boule fermée avec un < au lieu du <.

On peut ainsi définir la topologie euclidienne dans R", et dans ses sous-ensembles, pour un

corps réel clos quelconque, en utilisant les boules ouvertes comme base d’ouverts.

La classe des ensembles semi-algébriques est stable par passage a’adhérence et al'inté-

rieur . Elle est aussi stable par projection.

Définition 1.5.5. Soient A,B des ensembles semi-algébriques. Une fonction f : A — B est

semi-algébrique si son graphe 4 < A x B est semi-algébrique.

Exemple 1.5.6. « Les polynomes et les fonction régulieres sont semi-algébriques.

¢ Lesfonctions trigonométriques, exponentielles, logarithmes, ne sont pas semi-algébriques.
e Lafonction f: R>yg — R, x — \/x est semi-algébrique. En effet, son graphe peut étre écrit
comme

{(x,) € R=o x R| y* = x}

+ En fait, toute fonction décrite, méme par morceaux (en nombre fini), a partir de racines,
d’addition, de soustraction, de multiplication, de division, est semi-algébrique.

+ Cependant, vu que les racines de polyndomes de degré = 5 ne sont pas toutes décrivables
a partir de radicaux, il est vain d’espérer définir toutes les fonctions semi-algébriques avec
les racines n et les quatre opérations élémentaires.

+ Lafonction valeur absolue est semi-algébrique, mais la fonction partie entiere ne I’est pas.
En effet, la premiére se fait en deux demi-droites y = —x, y = x, y = 0 alors que la deuxieme

demande un nombre infini de morceaux.

Ces fonctions semi-algébriques seront souvent utilisées dans ce manuscrit comme des
chemins permettant d’accéder a une limite donnée, de la méme maniere qu’on utilise les
suites dans R” pour aboutir a leur limite. Les suites posent en effet probleme dans la mesure

o, pour pouvoir les utiliser dans un corps réel clos quelconque, il faudrait les indexer par

5. Attention, il ne suffit pas de relacher les inégalités strictes pour obtenir I’adhérence. Par exemple I'adhé-
rence de x® > x? + y? différe d’'un point de x® = x* + y? : le fameux point isolé de la cubique.
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des ordinaux cofinaux dans ce corps réel clos, et pas par des entiers naturels.

Pour utiliser les arcs semi-algébriques, deux outils nous sont essentiels. Le premier nous dit
que I'adhérence d'un semi-algébrique est atteignable par chemins semi-algébriques (voir
[BCR13, 2.5.5]) :

Lemme 1.5.7 (de sélection des courbes, ou « des petits chemins »).
Soit A< R"™ un ensemble semi-algébrique. Soit x € A, Tl existe une fonction semi-algébrique
continue f :[0,1] — R" vérifiant f(0) = x et f(]10,1]) < A.

Le second nous dit que toute fonction semi-algébrique continue, définie sur un intervalle

ouvert, a image bornée, posséde une limite (voir [BCR13, 2.5.3]).

Lemme 1.5.8 (de prolongement des arcs bornés). Soit R corps réel clos et a :10,r] — R une
fonction semi-algébrique continue et bornée définie sur10,r] < R. Alors a peut étre prolongée

continiiment en 0.

Un résultat important sur ces fonctions est qu’elles n’ont pas de croissance plus grande
que les croissances polynomiales (ou rationnelles pour les explosions locales). Cela veut
ainsi dire que deux croissances sont comparables a une puissance n € N* pres. Ce résul-
tat permet alors de prolonger certaines fonctions semi-algébriques qui sont le produit d’'une
puissance d’'une fonction qui s’annule en un endroit et d'une fonction qui explose en cet
endroit (voir [BCR13, 2.6.4]) :

Théoreme 1.5.9 (inégalité de Lojasiewicz). Soit A un ensemble semi-algébrique localement
fermé, et f : A— R une fonction semi-algébrique continue.

Soit g une fonction semi-algébrique continue définie sur {x € A, f(x) # 0}

Alors il existe un entier N > 0 tel que fN g prolongée par 0 quand f = 0 est continue sur A

Par exemple, si 'on prend f(x,y) = x et g(x,y) = lez (qui est toujours définie quand

3
x #0), alors avec N = 3 on trouve xszyz qui est prolongeable par continuité en (0, 0).

Le mot « inégalité » dans la nomination du théoreme découle d’'une autre formulation du ré-
sultat, ot1 I’on minore localement la croissance de é par la croissance de " a une constante
pres.

1.6 Espaces d’arcs semi-algébriques

Nous travaillerons dans certaines sections sur les espaces d’arcs. Nous suivrons les nota-
tions de [BPRO6] :
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Définition 1.6.1. On note R{(T)) le corps des séries de Puiseux sur R, c'est-a-dire l'’ensemble

des séries formelles de la forme :

i
a=)_ a;Tn avec meZ,neN*,a;€R
i=m

Lensemble des séries de Puiseux algébriques sur R(X) seront notées R(T).

Ces ensembles sont des corps réels clos, voir [BPR06, §2.6] pour une explication détaillée
sur la méthode des diagrammes de Newton, permettant de trouver les racines d'un poly-
noéme de R{({T))[X]. Lordre naturel de ces corps réels clos rend T positif et infinitésimal. Il

existe une valuation naturelle sur ces ensembles :

Définition 1.6.2. Pour a € R{{T)) une série de Puiseux, on notera v(a) l'ordre de a, le plus petit
degré en T apparaissant dans l'écriture de a. Par convention, l'ordre de 0 vaut +oo

Le coefficient associé est appelé coefficient initial.

Proposition - définition 1.6.3 ([BPRO06, 2.121 & 2.122]). Dans R{T), l'ensemble des éléments

d’ordre positif forme un anneau de valuation, l'anneau des séries de Puiseux bornées que l'on

notera R(T) . Cet anneau est exactement l'ensemble des éléments qui sont bornés par un élé-

ment de R, et qui s'‘écrivent doncr + i avecr € R et i un infinitésimal.

1l existe un morphisme d’anneau lim : R(T);,, — R qui a un élément associe son coefficient
d’indice0.

L'ensemble ainsi algébriquement défini a une interprétation en termes de germe de fonc-

tions semi-algébriques, qui seront régulierement utilisées dans ce manuscrit :

Proposition 1.6.4. R(T) est isomorphe a l'ensemble des germes a droite des fonctions

f:10,e[— R semi-algébriques continues.

Suivant cet isomorphisme, R(T); est alors I'’ensemble des germes de fonctions semi-
algébriques continues bornées, et lim est alors 'opération limite qui a un germe associe sa
limite en 0, par 1.5.8. Ainsi, une fonction semi-algébrique continue bornée f :]0,e[— R" est
canoniquement associée a un élément de (R(T);)". On peut alors définir les germes de fonc-
tions semi-algébriques a valeur dans une variété affine X et voir qu’ils s’agit exactement des
séries de Puiseux qui vérifient I'extension a R(T)}, de I’équation sur R qui définit la variété
X. Voir [BPRO06, 3.19 & 3.20]

En confondant les éléments correspondants via cet isomorphisme, ainsi qu’en confondant

un germe et son représentant, on obtient alors la définition suivante :
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Définition 1.6.5. Soitdes P; € R[T1,..., Ty], et soit X < R" une variété algébrique donnée par
X={xeR"/Pi(x)=0,...,Pr(x) =0}

On appellera un arc semi-algébrique de X < R", au choix :

e Une fonction [0,1] — X semi-algébrique continue
o Un germe en 0 d’'une fonction semi-algébrique continue de R dans X.

e Un n-ulpet de séries de Puiseuxvy, ...,y  Vérifiant pour tout i I’ équation

Pi(Yl;---;Yn):O

Pour nos résultats en dimension 2, il sera utile d’enlever les arcs constants (ou de maniére
équivalentes les séries n’ayant que leur terme d’indice 0 qui soit non nul). Pour simplifier la
notation, et parce que ¢a n’enleve pas de généralité, on enlévera ces arcs constants dans tous

nos espaces d’arcs.

Notation 1.6.6. Dans ce manuscrit, on notera X I'ensemble des germes d’arcs de X bornés

et non constants. En regardant
X={xeR"p1(x)=...= pr(x) =0}

on aura alors :
X={aeR(MDp"|pr(@)=...= pr(@) =0} \ R"

Ot R" < (R(T)»)" est vu comme les séries ayant un seul coefficient, en la puissance T°.

On remarquera qu'une série de Puiseux bornée s'écrit a}. 32 axT kIn pour un n € N*.
Ainsi, a(T") ou I'on substitue T par T" dans I'écriture, est une série formelle. Comme elle
est algébrique, elle représente un germe de fonction de Nash ([BCR13, 8.1.5]). On retrouve ce
résultat entre autres en [BCR13, 8.1.16]. Notre travail aurait donc entierement pu étre réalisé
avec les arcs Nash développés dans [BCR13, Chap 8].

1.7 Fonctions régulues

Le travail de ce manuscrit est en grande partie inspiré de [Fic+16], qui introduit et étu-
die les fonctions régulues. Une autre base de définition a été donnée dans [KZ18], et plus
récemment dans [KK21] pour les corps réels clos quelconques. Une motivation d’étude pour
ces fonctions vient de la variété algébrique x> = x> + y? dont la représentation est donnée en

figure 5.
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FIGURE 5 — La courbe de x® = x? + y?

Le point isolé peut en effet étre décrit a 'aide de I'équation x? + y? = 0, alors qu’il n’existe
aucune équation polynomiale qui permette de décrire la courbe sans le point. Pour la dé-
crire, il faut en effet utiliser I'équation xszsyz =1 qui n'est ni une équation polynomiale, ni
une équation réguliere.

Définition 1.7.1. Soit X une variété algébrique affine réelle plongée irréductible et non singu-
liere.
Une fonction f : X — R est dite régulue si elle est rationnelle sur un ouvert de Zariski dense

U < X etsielle est continue sur X.

En d’autres termes, une fonction rationnelle de U < X dans R et prolongeable par conti-
nuité sur X \ U est régulue. On rappelle que notre variété X est ici supposée affine plongée,
irréductible, et surtout réguliere. Sur une variété singuliére, on aurait seulement défini les
fonctions rationnelles continues. Pour définir une fonction régulue, il aurait fallu utiliser une

autre propriété essentielle :

Proposition 1.7.2. Soit X une variété algébrique affine réelle plongée irréductible et non sin-
guliere.
Une fonction f : X — R est régulue si et seulement si elle est continue et s'il existe une stratifi-

cation® X =S; telle que f; 5; estréguliere.

On peut aussi définir les fonctions k-régulues, en demandant €~ au lieu de €°. On re-

marque alors [Kuc09, 2.1] qu’une fonction co-régulue est en fait réguliere.

Définition 1.7.3. Soit X une variété algébrique affine réelle plongée irréductible et non singu-

liere.

6. Une stratification est un découpage de ’espace en des ensembles localement Zariski fermés disjoints.
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Lensemble des zéros d'une fonction f régulue sur X est défini comme

Z(f)={xeX, f(x)=0}

On définit sur X la topologie régulue en utilisant les complémentaires des Z (f), ou [ est ré-

gulue sur X, comme base d’ouverts.

La topologie régulue coincide alors (voir [Fic+16, 4.12]) avec la topologie constructible,
dont les fermés sont (fermés euclidiens et) constructibles a ’aide de I'intersection, I'union et
le complémentaire, a partir des fermés de Zariski. Autrement dit, ce sont des réunions finies
d’ensembles localement fermés au sens de Zariski. On aurait obtenu les mémes fermés avec

les fonctions k-régulues.

Proposition 1.7.4. La topologie régulue est noetherienne : il W'existe pas de chaine infinie dé-
croissante de fermés régulus
X02X12...2XxD...

= =

L'anneau des fonctions régulues n’est pas noetherien. Cela limite a priori beaucoup la
description algébrique de cet anneau. Cette noetherianité topologique nous permet de nous
sortir de bien des difficultés algébriques, en effet, si 'on a un idéal I qui n'est pas de type
fini, on peut regarder son lieu des zéros, qui lui sera un lieu géométrique généré avec un
nombre fini d’équations. On reviendra alors dans la théorie des anneaux avec un idéal J, lui
de type fini, qui a le méme lieu des zéros, ce qui veut alors dire que v/I = v/J. C’est 'un des

ingrédients clés pour obtenir le Nullstellensatz k-régulu :
Théoréme 1.7.5. Soit I un idéal de I'anneau des fonctions régulues sur X. Alors & (Z(I)) = V1

De maniere encore plus forte, une astuce’ propre au réel nous permet d’avancer que
tout idéal de 'anneau des fonctions régulues est radicalement principal, a savoir qu'’il existe

toujours f € I tel que V1= \/{f).

L'autre ingrédient clé dans I'établissement de ce Nullstellensatz et de cette radicale prin-

cipalité est une version régulue de I'inégalité de Lojasiewicz :

Théoreme 1.7.6. Soient n et k des entiers naturels. Soit f une fonction k-régulue sur R". Si
g:92(f) — R est k-régulue, alors il existe un entier naturel N tel que l'extension a R" par 0 de

fNg est k-régulue.

7. Pour un ensemble fini de fonctions fi, ..., fk, la fonction f12 +...+ f,f a pour ensemble de zéros 'intersec-
tion des Z (f;), a savoir le Z (J), ou J est I'idéal engendré par ces f;.
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Cette inégalité est la clé qui permet de voir que si pour deux fonctions f,gona Z(f) <
N
Z(g) alors il existe un entier N tel que h = gT est régulue. C’est ainsi un outil puissant pour

créer de nouvelles fonctions régulues. De plus, 'écriture g¥ = fh nous permet de voir que

ge.

Une conséquence remarquable de la théorie des fonctions régulues est un analogue des
théoremes A et B de Cartan. Le théoréme A dit essentiellement que les fonctions régulues
définies sur une carte d’'une variété algébrique abstraite sont en fait issues de fonctions ré-
gulues globales définies sur I'entiéreté de la variété. Le théoreme B est une reformulation
cohomologique de cette affirmation. Ni les fonctions Nash, ni les fonctions régulieres ne vé-
rifiaient ce théoréme, et les fonctions régulues sont ainsi les premieres fonctions rationnelles

permettant de faire de la géométrie algébrique réelle avec des analogues de ces théoremes.

1.8 Anneaux des fonctions bornées

Dans la littérature, on trouve diverses études de ce qui est appelé "anneau d’holomor-
phie". Suivant [Sch03], nous préférerons la terminologie "anneau des éléments bornés" puisque
le lien avec les fonctions holomorphes est plutét historique que concret.

Nous aurons besoin d’une version relative de la définition.

Définition 1.8.1. Soit A, un anneau, B un sous-anneau. On appelle anneau des éléments bornés

de A relativement a B l'ensemble

H(A,B):=1{ac€ A/ Jk € B, (k + a) sont des sommes de carrés dans A}

On notera aussi H(A) := H(A,Z) = H(A,Q) l'anneau des éléments bornés de A, qu'on pourra

appeler « anneau absolu » ou « anneau des éléments absolument bornés »

Dans ce qui nous intéresse, A sera un corps de fractions rationnelles sur une variété af-
fine et B sera ou bien R le corps réel clos sur lequel est construit la variété, ou bien 'anneau

de polyndmes de la variété.

Un premier théoréme [Bec82a, 1.12] nous permet de voir que H(A, B) est 'ensemble des
anneaux de valuation de A qui contiennent B. Il nous permet aussi de voir que I'anneau

absolu est lié a 'anneau relatif par (voir aussi [Sch82a, premier lemme]) :

H(A,B)=B-H(A)
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La définition 1.8.1 est utilisée dans [Bec82a], [BK89], [Kuc91] ou [KR96], mais on trouve aussi
une version, par exemple dans [Sch03] ou [Mon98] ou1 I'on remplace « étre une somme de
carrés » par « étre positif sur le spectre réel de A ». Notre définition de base 1.8.1 devient alors
I'anneau des éléments arithmétiquement bornés. Cette différence est importante quand A
est un anneau, mais ne I'est pas pour un corps. En effet, la solution du 17¢ probleme de
Hilbert [Art27, Satz 1], donnée en [BCR13, 6.1.9-10] pour le cas des fonctions rationnelles,
nous affirme que dans nos cas, les éléments positifs partout sont exactement les sommes de

carrés. On adonc:

Proposition 1.8.2. Si A est le corps des fractions rationnelles sur X, et B un sous-anneau de A
alors H(A,B) ={f € A,23ke B,Yxedom f ndomk, (k— f)(x) =0 et (k+ f)(x) <0}

Le cas qui nous intéresse se révele ainsi par I'’énoncé suivant, donné avec R = R par [BK89,

1.2], et en [Sch82a, premier théoréme] pour le cas des fonctions uniformément bornées :

Proposition 1.8.3. Si A est l'anneau de fractions rationnelles sur X, et B l'anneau des po-
lynomes de X (resp. B = R), alors H(A, B) est I'ensemble des fonctions rationnelles bornées

(localement, resp. uniformément) sur X (au sens de notre définition 2.1.1)

I a ainsi été montré en [Bec82a, 1.22] que cet anneau est de dimension de Krull < n.
On développera ces points entre 4.4.10 et 4.4.12, et on montrera que cette dimension vaut

exactement n dans notre cas.

Proposition 1.8.4 ([BK89]). Soit A = R(X) et B = R[X] avec X une variété réelle affine de di-
mension d. H(A, B) est un anneau de Priifer, et ses idéaux de type finis peuvent étre engendrés
par d + 1 éléments. La borne peut étre descendue a d si X(R) ne contient aucune composante

connexe compacte. Ces bornes sont optimales.

Enfin, nous nous devons de rappeler qu’il a été montré en [KR96, 2.1] (cas R = R pour les
localement bornées), et en [Sch82a, §4] (cas R quelconque pour les uniformément bornées)
que les fonctions rationnelles bornées sont réguliéres apres éclatements, ce qui a été un des

premiers travaux de notre thése, voir 2.3.2
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CHAPITRE 2

LES FONCTIONS RATIONNELLES
BORNEES

Dans toute ce chapitre, comme dans les autres chapitres a I'exception du dernier, et sauf
mention contraire pour des résultats isolés, X est une variété algébrique réelle, affine plon-
gée, non singuliere et irréductible sur un corps R réel clos.

Dans ce chapitre, on va définir puis donner les premiers outils d’analyse de 1'objet de
cette étude : les fonctions rationnelles bornées. On commence par donner une définition
locale, puis on aborde le cas des fonctions globalement bornées, qui correspond a I’anneau
des éléments bornés, plus connu sous la terminologie « anneau d’holomorphie », voir 1.8.3.
Ensuite on établit les bases de I’étude par éclatements ainsi que la maniere dont va s’inter-
préter dans notre cas le théoréeme d’Hironaka sur la résolution des singularités (ou plutot des
indéterminations dans ce qui nous concerne). Enfin, on donne les premieres propriétés de

notre anneau, celles qui ne découlent pas d’arguments géométriques.

2.1 Les fonctions rationnelles localement bornées

Plusieurs choix s’offrent a nous pour définir les fonctions rationnelles localement bor-
nées. On a choisi une définition locale, pour mettre les autres choix possibles en caractéri-
sation. On rappelle que la notion de topologie euclidienne peut étre définie pour un corps
réel clos quelconque, voir 1.5.4. Les fonctions rationnelles sont définies sur des ouverts de
Zariski, donc sur le lieu total a une ou plusieurs équations pres. Ces ouverts sont dense, car

nous sommes dans le cadre d'une variété irréductible.

Définition 2.1.1. Soit U un ouvert de Zariski de X < R" variété algébrique irréductible non

singuliere. Une fonction rationnelle f : U — R est dite rationnelle bornée sur X si pour tout

x € X il existe un voisinage euclidien V de x tel que f (VN U) est un sous-ensemble borné de
R.
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On note Ry (X) l'ensemble des fonctions rationnelles bornées sur X.
Le lemme suivant nous permettra de faire la confusion entre fonction et application :

Lemme 2.1.2. Soit g: W — R une fonction rationnelle définie sur un ouvert de Zariski (dense)
W c X, etsoit U € W un ouvert de Zariski dense. Si f := g, est rationnelle bornée sur X, alors

g est rationnelle bornée.

Ainsi, les représentants d'une méme application rationnelle sont soit tous rationnels bor-

nés, soit tous non bornés.

Démonstration. g rationnelle bornée = f rationnelle bornée est le sens trivial. Montrons le
sens inverse :

Soit x € X. Par hypothese, il existe un voisinage V, < X de x tel que f(V, N U) est borné par
un nombre que I'on notera M. Un tel voisinage peut étre choisi ouvert (euclidien).

Soit ye Wn V4. Si ye U alors [g())] = |f(y)| < M. Sinon, g est définie donc réguliere donc

continue en y. On utilise la définition de continuité avec € = 1. On obtient un n vérifiant :
Vz,|ly-zl<sn=18()-g(@)I<1

Par densité (euclidienne) de U dans X, on sait qu'il existe un z a distance < ) de y qui soit

dans U. On peut méme prendre un tel z dans U n V4, ayant choisi un V, ouvert. Alors
lgI<lg@l+1<M+1

On a donc bien g(W n Vy) borné par M + 1, et g est donc bien rationnelle bornée. O
Exemple 2.1.3. Les fonctions polynomiales, régulieres et régulues sont rationnelles bornées.

Exemple 2.1.4. L'exemple qui nous servira de base pour toute cette étude est le suivant :
f : R — R
(x,y) —

x2
x2+y?
dont le graphe est donné en figure 6
On observe que la fonction n’est pas définie en (0,0) : si, dans R?, on souhaite s’approcher
de l'origine selon la droite y = ax (en voyant la droite verticale comme le cas a = co), on
1

= dont les valeurs varient contintiment entre 1 (cas a = 0) et 0 (cas

; _x 1
obtiendra TiAE T T

a = 00).

Proposition 2.1.5. Soit X € R" une variété algébrique irréductible non singuliere.

Ry, (X) est un sous-anneau du corps R(X) des fractions rationnelles sur X
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2.1. Les fonctions rationnelles localement bornées

2

FIGURE 6 — Graphe de xZXTy2

Démonstration. Si f et g sont bornées par M et N sur des voisinages V et Wy, alors f+ g
et fg sont bornées par respectivement M + N et M N sur V, N Wy. Or le lieu de définition de
ces deux fonctions contient V,, n W, comme sous-ensemble dense, donc on peut appliquer
2.1.2 pour conclure.

Similairement, — f est bornée par M sur V,; et enfin la fonction unitaire et la fonction nulle

sont bornées. O

Corollaire 2.1.6. Soit X < R" une variété algébrique irréductible non singuliére.

Ry (X) est un anneau integre.
Démonstration. C’est en effet un sous-anneau d’'un anneau integre. O

On donne ensuite une caractérisation par des arcs. Nous travaillerons pour la quasi-
intégralité de cette étude avec les arcs semi-algébriques. Le choix de prendre un corps réel
clos quelconque restreint en effet les possibilités; nous aurions cependant pu prendre les

arcs Nash, méme si en pratique les deux ne different pas beaucoup (voir [BCR13, 8.1.16]).

Proposition 2.1.7 (caractérisation par des arcs). Soit f : U — R une fonction rationnelle sur

X, avec U ouvert de Zariski de X < R" variété algébrique irréductible non singuliére.

f est rationnelle bornée ssi pour tout arc semi-algébrique continuy :[0,1] - X
vérifianty(]0,1]) < U, l'arc f oy :10,1] — R est borné.
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Chapitre 2 - Les fonctions rationnelles bornées

Notons qu'une condition « y :]0,1] — U continu et borné » implique que y peut se pro-
longer en fonction de [0,1] dans X par [BCR13, 2.5.3], et donc suffit a obtenir le contexte
d’arc précité.

Démonstration. <

On procede par contraposée. On suppose donc qu'’il existe un x € X tel que tout voisinage
Vy de x vérifie que f(Vyn U) est non borné, et on veut montrer qu’il existe un arc dont la
composition avec f est non-bornée.

On choisit, pour 11 € R fixé, comme voisinage de x la boule ouverte de rayon éta B(x,n).

La fonction étant non bornée par hypothese, il existe y, € B(x,n) telle que | f(y;)| = %

On pose A :={(x,y) € U x R*[|f(x)| = 1/y} < X x R. Cet ensemble est semi-algébrique de la
maniére dont il est construit, et on montre que (x,0) € ‘A, comme limite en 0 de la fonction
(non semi-algébrique) qui a n associe (yy,n).

En effet, soit € > 0. On pose § := . Soitn < §. On a alors :

-
\/Ily,,—x||2+172<\/172+172<e

On peut ainsi appliquer le lemme de sélection des courbes pour trouver une fonction semi-

algébrique continue dans A ayant pour limite (x,0). Les n premieres coordonnées de ce che-
min définissent un chemin vy :]0,1] — X d’image incluse dans U. Ce y est semi-algébrique
par projection de semi-algébrique, et la limite de la derniére coordonnée nous montre que

f oy nest pas borné.

fn
Soity: [0,1] — X un arc semi-algébrique continu borné vérifiant y(]0,1]) € U
On pose x = y(0). Par hypothese sur f, il existe V, voisinage euclidien de x dans X tel que f
est bornée, disons par M, sur V, N U.
Quitte a prendre un voisinage plus petit, on peut supposer que V, est ouvert.
Comme lim;_.¢y(f) = x, on peut trouver un € > 0 vérifiant que y([0, €[) est entierement inclus
dans V. Etalors f(y(10,e[)) est bornée par M
Par hypothese sur y, on a de plus y([¢,11) € U. Donc f(y([e, 1])) est 'image d’un fermé borné
par une application continue (car réguliere sur U), c’est donc borné aussi. D’'ou f oy est un

arc borné. 0

Comme la majorité de ce travail est pensée sur R, nous avons préféré garder comme nom

"caractérisation par des compacts" pour la proposition suivante. Méme si en pratique on fait
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2.1. Les fonctions rationnelles localement bornées

une caractérisation par les fermés bornés. La preuve dans le cas R = R avec la compacité sera

d’ailleurs étudiée.

Proposition 2.1.8 (caractérisation par des compacts). Soit f : U — R une fonction rationnelle

sur X, avec U ouvert de Zariski de X < R" variété algébrique irréductible non singuliere.

f est rationnelle bornée ssi pour tout fermé borné K de X, f (K nU) est un sous-ensemble
bornédeR, i.e. AM € Ry, Yxe KNU,-M < f(x) s M

La démonstration du sens direct sera faite dans un premier temps dans le cas R = R.

Démonstration. Commencons par le sens réciproque : pour x € X, on considere un voisi-
nage fermé borné de x et on applique notre hypothése dessus.

Pour le sens direct, on montre d’abord une preuve dans le cas R = R.
K hérite de la topologie (euclidienne) venant de X. Pour chaque x € K on utilise la définition
2.1.1 pour trouver un voisinage Vy, que 'on peut supposer ouvert (quitte a en prendre un
plus petit), tel que f soit bornée sur V, ndom f; on note M, la borne associée.
On écrit alors K comme un recouvrement K = Jycx V. Comme R = R ici, K est compact,
donc on peut extraire de ce recouvrement un sous-recouvrement fini : K = U;<x Vy;.
Alors f(KNU) =U; f(Vy; nU). On peut donc borner f(K N U) par max;<x My, . O

Remarque 2.1.9. La preuve pour un corps réel clos quelconque utilise les éclatements et sera
donc donnée apres la proposition 2.3.2. Elle est cependant utilisée entre les deux. Il nous
appartient donc de vérifier qu’il n’y a aucune circularité. On fait référence au lemme 2.2.6
qui n’est ensuite utilisé qu’'en 3.2.4; donc heureusement apres la démonstration promise. Ce
lemme n’est donc pas utilisé dans la preuve promise.

Il n'y a qu'une autre utilisation de cette caractérisation : en 4.2.3, donc apres la preuve aussi.

Enfin, si nous avons pour I'instant défini les fonctions rationnelles bornées comme étant

des fonctions a valeur dans R, on peut en donner une version plus générale :

Définition 2.1.10. Une fonction f : R — R™ est dite rationnelle bornée si toutes ses fonc-
tions coordonnées le sont. Il en sera de méme pour des applications entre variétés algébriques
réelles affines régulieres irréductibles f : X — Y. On notera R, (X,Y) l'ensemble des fonctions

rationnelles bornées de X dans'Y .

Nous n’aborderons pas dans cette étude le cas des ensembles non lisses ou non irréduc-
tibles qui amenent leurs lots de difficultés déja dans des cadres plus simples; et les fonctions

rationnelles bornées de R amenent déja elles aussi un nombre considérable de problemes.
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Le choix a été fait de prendre un corps réel clos de base quelconque. La généralité est en effet
une qualité intéressante en toute circonstance, et n'a rendu la chose délicate qu'a un en-
droit : en 2.1.8 ou il a fallu de plus gros outils pour arriver a nos fins. Ceci dit, les spécificités

des corps de base différents de R seront peu abordées.

2.2 Les fonctions rationnelles globalement bornées

Dans cette partie, on va s'intéresser a définir les fonctions globalement bornées. Elles se-
ront peu étudiées par la suite, car les anneaux ne different pas énormément, que ce soit géo-
métriquement (voir 3.3) ou algébriquement (voir 2.2.6). Ceci dit, le lien entre les fonctions
rationnelles bornées et les anneaux de fonctions bornées (aussi appelés anneaux d’holomor-
phie dans la littérature), est plus naturel avec les fonctions globalement bornées, puisqu’il

s’agit de 'anneau absolu et non pas d’'un anneau relatif, voir 1.8.3.
On rappelle que dans cet exposé, X < R" est une variété algébrique irréductible non sin-
guliere.

Définition 2.2.1. Une fonction rationnelle f : U — R définie sur un ouvert de Zariski U < X

est dite globalement bornée si f(U) < R est un ensemble borné. On notera R (X) l'ensemble

des fonctions globalement bornées sur X

De la méme maniere que pour les fonctions localement bornées, les différents représen-
tants d'une application rationnelle sont soit tous bornées, soit aucun. Ainsi on se permettra

aussi une confusion entre application rationnelle et fonction rationnelle.

Lemme 2.2.2. Sil'un des représentants d'une application rationnelle est globalement borné,

alors tous ses représentants le sont.

Démonstration. Soit U,V < X des ouverts de Zariski. On peut supposer U < V quitte a
prendre l'intersection. Si f est bornée sur V alors elle est bornée sur U. Supposons main-
tenant que f n'est pas bornée sur V, et montrons qu’elle n’est pas bornée sur U. Soit M > 0.
Comme f n’est pas bornée sur V il existe x € V telle que | f(x)| = M + 1. Par continuité de f

sur V on peut trouver un 6 tel que :
la-bl<sd=|f(a)-f(b)|<1
Enfin, par densité (euclidienne) de U dans V on peut trouver un point y € U tel que |y—x| <

Alors par inégalité triangulaire |f(y)| = (M +1) - 1= M. O
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Bien que la définition soit de nature assez différente de celle des localement bornées, on

peut aussi donner une caractérisation par des arcs, et les démonstrations sont treés similaires.

Proposition 2.2.3. Soit f: U — R une fonction rationnelle définie sur un ouvert de Zariski de
X.
f est globalement bornée ssi pour tout arc semi-algébriquey :10,1] — X (pas nécessairement

borné), f oy est un arc borné de R.

Démonstration. Si [ est globalement bornée, alors pour tout arc y :]0,1] — dom f,on a:

f(r(0,1]) € f(dom f)
Or f(dom f) est borné. D’ot1 le résultat.
Réciproquement, on suppose par contraposée que f n’'est pas bornée et on va chercher un
arc semi-algébrique dont la composition avec f n’est pas bornée.
On note X le compactifié d’Alexandroff semi-algébrique de X.
Si I'on considere alors le graphe €y < X x R et qu’on le plonge dans X x P1(R), dire que f
n'est pas bornée revient a dire qu'il y a un point x € X tel que (x,00) est valeur d’adhérence
de cgf_
On peut alors appliquer le lemme des petits chemins [BCR13, 2.5.5] pour trouver un arc
semi-algébrique y a image dans X x P1(R), vérifiant y(]0,1]) € € et y(0) = (x,00).
En prenant « la projection de y sur X, on pourra alors remarquer que «(]0,1]) € X. On ob-

tient donc un arc semi-algébrique « tel que f o a n’est pas borné. O
Corollaire 2.2.4. Une fonction globalement bornée est localement bornée.

Démonstration. 1l suffit d’observer les deux caractérisations par arcs : une fonction globale-

ment bornée est bornée sur tous les arcs semi-algébriques, a fortiori sur les arcs bornés. [

Proposition 2.2.5. Soient X et X deux variétés algébriques réelles affines lisses et irréductibles.
e Si X est fermé borné, alors Ry (X) = Rp(X)
e Soiti: X — X immersion ouverte, avec X fermé borné, et i(X) est (Zariski) dense dans
X.
Limmersion X — X induit un isomorphisme :
Rp(X) = Reo(X)
f = foi
Le X ainsi proposé est a voir comme une compactification lisse de X (automatiquement
irréductible si X I'est). Par exemple projectivisation, ou compactification d’Alexandroff suivi

d’'une résolution de singularité.
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Démonstration.

« Si X est fermée bornée, alors tout arc semi-algébrique continu de X est borné. Il peut donc,
par le lemme 1.5.8, étre prolongé en 0. Ainsi, les conditions « pour tout arc semi-algébrique
borné » et « pour tout arc semi-algébrique (pas forcément borné) » des deux caractérisations

par arcs coincident.

o Limage de X est Zariski dense dans X donc ces deux ensembles ont les mémes fonctions
rationnelles.

De plus, pour une fonction rationnelle, étre (globalement) bornée ne dépend pas du choix
du représentant, voir 2.2.2, d’'oll Ry (X) = Reo (X).

Enfin par le point précédent ROO(JA() = Rb()A(), ce qui conclut. O

Les fonctions localement bornées et globalement bornées sont étroitement liées :

Proposition 2.2.6. Soit X € R" une variété algébrique irréductible non singuliere et f € Rj(X)

R[Xj,...,

En écrivant l'anneau de polynémes de X comme Xn]/j »(X) et en écrivant x; les

images des X; par le passage au quotient, on a :

R
(1+X x)N
Ainsi, on a Rp(X) = 2 (X) - Roo(X), on a méme Rp(X) = {(1+ L x)V [N € N} - Roo (X).

VfeR,(X),ANEN, € Roo(X)

Ce résultat est une conséquence directe de [BCR13, 2.6.2]. On choisit de détailler le point

alamain:

Démonstration. Soit f une fonction rationnelle bornée. On regarde la fonction :

h: P,(R) — R
B
[X(),...,xn] — m

Le systéme étant en coordonnées homogenes, le dénominateur ne peut pas s’annuler et la
fonction est bien définie. & est clairement continue et le lieu des zéros de h est I'espace pro-
jectif xo = 0, isomorphe a un P,_;(R), qui correspond a |'espace projectif des infinis de la
carte {xy # 0}. Cette carte étant isomorphe a R” on peut faire I'identification naturelle, et on

aura dessus :
1

h(xy,...,xp) = ——
( 1 n) 1+ Zz:1 x?
On rappelle maintenant que P, (R) est un ensemble algébrique affine (cf [BCR13] 3.4.4). On
aainsi:
X € R"=P,(R)\P,,_1(R) € P,(R)
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On note alors X la cloture euclidienne de X dans P a(R).

f est une fonction semi-algébrique définie et continue (car réguliere) sur dom f, a fortiori
(comme & ne s’annule jamais) sur 2 (h) ndom f < X on peut alors appliquer sur X I'inégalité
de Lojasiewicz dans sa version semi-algébrique ([BCR13] 2.6.4).

f —y est continu, ce

a+rx)N
qui veut dire que, sur X, les limites de cette fraction en I'infini sont toutes nulles. En appli-

1l existe alors un entier N tel que le prolongement par 0 sur X \ X de

quant la définition de limite avec € = 1 en tous les points de X \ X, on trouve un ensemble de

voisinages (qu’on peut supposer ouverts) a l'intérieur duquel

-
L+Xx)N

Le complémentaire de I'union de ces voisinages est alors un fermé borné de X et en utilisant

=<

la caractérisation par des compacts, on peut borner al'intérieur de ce fermé borné. Il ne reste
plus qu’a prendre le maximum entre 1 (pour les voisinages de l'infini) et la borne donnée

(pour I'intérieur du fermé borné), et on aura borné uniformément la fonction sur X. O

2.3 Lien avec les éclatements

Exemple 2.3.1. Sil’on essaie de résoudre les indéterminations de I'’exemple 2.1.4, on éclate

|'origine en un P; (R) pour obtenir un ruban de Mcebius infini, voir figure 7.

FIGURE 7 — Eclatement du point dans le plan.

Sil’on enléve une droite, on peut se placer dans une carte affine de type R?. Par exemple,

en enlevant ’axe des x, on obtient un changement de variable de type x = u et y = uv. La
_u
w2+ uv?

. 2 .
fonction =& devient alors

1 . 2 . s
P = 17,z qui est réguliere (et dont le prolongement sur
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notre ruban de Mcebius est aussi réguliére).

Si 'on regarde le théoréme de résolution des indéterminations (voir 1.4.1), il y a essen-
tiellement deux choses a faire pour obtenir une fonction réguliere :
¢ On éclate’espace de départ aux bons endroits afin de faire disparaitre les singularités
dans le graphe de la fonction.
* On ajoute des points infinis dans l'espace d’arrivée pour ne plus avoir d’explosion
vers les infinis en des ensembles bornés. L'exemple typique pour ce cas est f(x) = %,
ol, apres résolution, on a f(0) =co avec [ :R— P (R).
Dans cette section, on étudiera comment le 2¢ cas n’est pas utile pour les fonctions ration-

nelles bornées et comment cela peut les caractériser.

On commence avec un résultat qui, on 'a découvert apres en avoir fait la preuve, existait
déja dans la littérature, voir [KR96, 2.3]. La démonstration est identique, méme si nous en

donnons une version valable pour un corps réel clos quelconque.

Proposition 2.3.2. Toute fonction rationnelle bornée est réguliere, a valeur dans R, apres écla-
tements.

Clest-a-dire que si f € Ry(X), alors il existe ¢ : X — X composition d’éclatements a centres
lisses telle que f o : X --» P (R) est réguliére sur X tout entier; et f o (p()?) CR

Démonstration. Lexistence d'une composition d’éclatements ¢ : X — X rendant f réguliere
nous est donné par le théoreme d’Hironaka 1.4.1. Cependant, il faut pour cela prolonger
d’abord le domaine d’arrivée de f, pour la rendre a valeur dans PP; (R). La fonction f:: fop
sera alors a valeur dans P (R) et il nous reste a montrer que I'image de cette fonction sera
bien inclue dans R.

On montre cela par contraposée. On suppose donc qu'il existe X¥ € X tel que f(?c) = o0.
Comme U := ¢~ (dom f) est (euclidiennement) dense dans X, voir 1.4.5, on peut utiliser le
lemme des petits chemins, [BCR13, 2.5.5], pour trouver un arc semi-algébrique ¥ : [0,1] — X
tel que ¥(0) = X et ¥(10,1]) € U.

Soit maintenant y := ¢ oy et observons son comportement autour de x := ¢(X) :
foy=fopoy=foy
On obtient
lim f (y(0)) = lim f(¥(5)) = 00

Par la caractérisation par arcs, f n’est donc pas rationnelle bornée. O
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En corollaire de ce résultat, on peut donner la preuve de 2.1.8 dans le cadre général :

Si f est rationnelle bornée, alors pour tout K fermé borné de X, f (K n U) est borné.
Soit K un fermé borné et soit f € R,(X). Si 'on note K I'image réciproque de K par une
résolution de f la rendant réguliere (une telle résolution existe, c’est ce que I'on vient de

montrer dans la proposition 2.3.2), et fla fonction définie sur I'espace éclaté, on a
fKnU)=f(KnD) < fK)
Or f(K) est borné comme image d'une fonction continue sur un fermé borné (K est lui-

méme borné car I'éclatement est une application propre et respecte les fermés bornés en

image réciproque). O

Ce que I'on a mis en valeur en proposition 2.3.2 permet de donner une caractérisation

des fonctions rationnelles bornées :

Théoreme 2.3.3. Soit f une fonction rationnelle sur X < R" irréductible non singuliére.
o Si [ est réguliere apres éclatements et que les valeurs apres éclatements sont dans R,
alors f est rationnelle bornée.
o Si f estréguliere apres éclatements et qu'il existe M € R tel que les valeurs apres éclate-

ments sont dans [—M, M], alors f est globalement bornée.

Démonstration. « Soit f : X — R une fonction réguliére apres éclatements. Soit (X, f, )
une résolution la rendant réguliere. On pose U le complémentaire du lieu exceptionnel et
U :=¢(0).

Comme ¢ est un isomorphisme sur U et que f est réguliere sur X et donc sur U, f est ré-
guliere sur U, ouvert dense par 1.4.5. Donc f est bien rationnelle et U < dom f. Il reste a
prouver que si les valeurs sont dans R, alors f est rationnelle bornée (la résolution étant en-
core a ce jour a valeur dans P (R)).

Par contraposée, supposons que f n’est pas bornée, et montrons que les valeurs apres écla-
tement ne sont pas dans R.

Selon la caractérisation par des arcs, il existe x € X et y :[0,1] — X vérifiant y(]0,1]) € U et
limy = x, tel que f oy n’est pas bornée. Comme y est borné et que f est continue sur dom f,
on sait que c’est a sa limite que f oy n’est pas bornée. Comme que cette limite ne peut pas
étre dans dom f, a fortiori elle n’est pas dans U.

Comme ¢ est un isomorphisme sur U, on peut définir ¥ := ¢!y sur ]0,1], puis on pourra

prolonger par continuité via par le lemme de prolongement [BCR13, 2.5.3] : comme l'image
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de y est bornée, I'antécédent y(]0, 1]) est aussi borné, car ¢ est une composition d’éclate-
ments qui sont des applications propres.
En notant alors X :=lim;_o y(#), on remarque que
limfoy = limfogop oy
lim foy

= o0

On en déduit alors que f(%) = oo et donc que f n'est pas a valeur dans R.
 Avec les mémes notations de résolution, on sait que f(f( )< [-n,n].
Or f(U) = f(U) < f(X). Ainsi, f(U) < [-n, n] et f est globalement bornée. O

Dans [Fer+18, 3.15], il est donné une caractérisation pour le cas X = R? utilisant la pro-
priété de relevement des arcs, qui intervient entre autres dans I’étude de I'équivalence blow-
analytique, voir [Cos+07]. On va généraliser ce résultat en toutes dimensions. Cela permettra
aussi de généraliser, en passant de « une résolution » a « une application qui releve les arcs »,
le cas R = R du théoreme 2.3.3 précédent.

Rappelons d’abord la définition :

Définition 2.3.4. Soit X, X deux R-variétés algébriques affines régulieres irréductibles.
Une application ¢ : X — X releve les arcs si pour tout arc analytiquey : (R,0) — (X, p) (oit

p € X) il existe un arc analytiquey : (R,0) — (X, p) tel que oy =7.
Notons qu’'une application qui reléve les arcs est nécessairement surjective.

Théoreme 2.3.5. Soit X uneR-variété algébrique affine réguliere irréductible.
Soit f : U < X — R une fonction rationnelle.
f est rationnelle bornée ssi il existe X et ¢ : X — X réguliere relevant les arcs telle que f o ¢ est

réguliere.

Notons qu’'une telle application n’a pas besoin d’étre propre. Par exemple, la fonction

suivante releve les arcs :
f: R - R

X — Xx-sin(x)
En effet, sil’on prend un arc y : (R,0) — (R, y), alors sur le segment ] y, y + 27] on trouvera un
point x sur lequel f(x) = y et sur lequel la fonction sera localement bijective, ce qui permet-
tra de relever |'arc.

Mais f n’est pas propre : la préimage de 0 est non bornée.

56



2.3. Lien avec les éclatements

Démonstration. Le sens direct est une conséquence de 2.3.2 et du fait qu'un éclatement re-
leve les arcs (voir [FP08, §4]), étudions donc le sens réciproque : soit ¢ relevant les arcs et tel
que f o est réguliére. Supposons par I'absurde que f n’est pas rationnelle bornée. Par 2.1.7
on sait qu’il existe un arc semi-algébrique (donc analytique) borné y :]0,1] — dom f, avec
f oy non borné.

On utilise alors la propriété de relevement des arcs pour trouver
¥ :[0,1] —» X tel que poy =7y
Sur ]0,1] on a alors
fogoy=foy

Donc f o n'est pas bornée le long de I'arc y. Ce qui est absurde : f o ¢ est continue (car

réguliere) donc I'image du segment borné [0, 1] doit étre bornée. O

Remarque 2.3.6. La démonstration peut s’adapter au cas R quelconque avec une propriété
de reléevement des arcs semi-algébriques (et pas analytiques). Cependant, cette propriété

semble moins répandue dans la littérature.

Enfin, on finit cette section avec un résultat liant les fonctions rationnelles bornées de

I'espace de départ et celles de I'espace éclaté :

Théoreme 2.3.7. Tout morphisme birationnel propre entre deux variétés algébriques réelles
affines non singulieres irréductibles ¢ : X — X induit un isomorphisme :

Ry(X) — Rp(X)

f = feoo

Démonstration. La composition f — f o induit un morphisme entre les corps de fractions
rationnelles R(X) — R(X).
C’est en effet un morphisme car la composition par ¢ respecte somme, produit, produit par
scalaire, et que de plus po0=0et@ol =1 (ou 0 et 1 désignent les éléments nuls et unités
des algebres correspondantes, donc des fonctions constantes).
Ce morphisme est un isomorphisme, c’est en effet I’essence de la propriété de birationalité.
On montre alors que ce morphisme, restreint a R, (X), est a valeur dans Ry, (X). Puis on mon-
trera que le morphisme inverse, a savoir la composition par ¢!, restreint a Ry, (X), est a va-
leur dans Ry, (X).

Soit f € Ry(X), on veut montrer que f:: fopeRy(X).

D’abord soit U := ¢~} (U). Comme f est réguliére sur U et que ¢ est surjective, f est définie et
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réguliere sur U. Soit ¥ un arc semi-algébrique de X vérifiant ¥(10, 1]) € U. On définit y := @o¥.
C’est un arc semi-algébrique de X et il vérifie y(]0,1]) < U. Comme f est rationnelle bornée,

f oy estbornée. Or f0§7 = foy.Donc f est rationnelle bornée par la caractérisation par arcs.

Réciproquement, si fe Rb(X), on veut montrer que f := fo qo_1 € Ry(X)
Soit K un fermé borné de X. Comme ¢ est propre, K := ¢! (K) est aussi un fermé borné de
X. De plus, f(K) € f(K) qui est borné par application de la définition. Donc f(K) est aussi

borné et f est rationnelle bornée par la caractérisation par des compacts. O

Ce théoreme se reformule ainsi en "l’ensemble des fonctions rationnelles bornées est un

invariant birationnel propre".

Remarque 2.3.8. Une démonstration similaire montrerait que R, ()?) =~ R, (X). Les mor-
phismes n’ont alors pas besoin d’étre propres; la chose a été remarquée par Schiilting dans
[Sch82b].

2.4 Propriétés élémentaires des fonctions rationnelles bor-
nées

On montre ici une diversité de résultats élémentaires des fonctions rationnelles bornées.

Les premiers résultats montrent une proximité entre ces fonctions et les fonctions régulues :

Proposition 2.4.1. Soit f = g une fonction rationnelle bornée définie sur X < R" variété algé-

2
brique. Alors g := % est rationnelle continue.

Démonstration. Bien siir, en dehors de indet(f) = Z(g) il n'y a aucun probleme. Soit x €
Z(q); montrons que g est continue en x : déja, remarquons que p(x) = 0, sinon le com-
portement de f aux abords de x serait divergent (on formule la chose plus précisément au
théoreme 2.4.3 qui n'utilise pas ce résultat).
Soit € > 0. Soit V un voisinage ouvert de x; il vient avec une borne M de f sur V,ndom f.
Comme p est continue (car polynomiale) et que p(x) = 0, on sait qu’il existe W, un voisinage
ouvert de x inclus dans V, tel que p est borné par §; sur cet ouvert. Alors g, qui par définition
vaut p - f est bornée sur Wy ndom f par 1; x M = €. Ainsi la limite de g en x existe et vaut 0,
et donc g est prolongeable par continuité en x.

Ainsi, on peut prolonger sur tout indet f par 0. La fonction ainsi définie sera bien conti-

nue. O
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1 PR y . 2 . 3 s e .
Remarque 2.4.2. Sil’'on dérive I'’exemple de base de fonction régulue, alias #yz, dérivation

selon la variable x, on obtient 3#2)/2 + (ﬁzyz)z qui est rationnelle bornée; cet exemple n’est
pas isolé.

On peut alors se demander s’il y a un lien différentiel entre les fonctions rationnelles bornées
et les fonction régulues. Dit d'une autre maniere : peut-on voir les fonctions rationnelles bor-
nées comme les fonctions —1-régulues ?

Dans le sens direct, est-ce que toute dérivée partielle d'une fonction régulue est rationnelle
bornée ? Ce n’est pas le cas, comme l'atteste le premier contre-exemple 3.2 de [FMQ17a] :
#x; prolongée continiment par 0 en (0,0), dont la dérivée partielle selon x n’est pas bor-
née au voisinage de (0,0).

Et pour la réciproque ? Est-ce que toute fonction rationnelle bornée est la dérivée d'une
fonction régulue ? De ce coté 1a, les effets d’intégration, a partir du moment ou I'on a des
quotients en jeu, font naturellement intervenir des logarithmes et des arctangentes, qui sont
de nature non rationnelles. Par exemple, sil’on cherche une fonction dont la dérivée partielle

2 .
selon y est xszyz, on est en droit de la chercher sous la forme

fx_de (x)—f L dttew
x2 + 12 § - 1+ &

12
32

3N . 2 . A y ’
Or la premiere intégrale fait apparaitre un xarctan(s). En supposant par I'absurde que la
primitive
fl,y) = xarctan(z) +g(x)
x
puisse étre une fraction rationnelle, en prenant xp un point qui n’est pas un pole de g, on
obtient que

f(xo0,7):y—x0 arctan(xl) + g(xo)
0

est une fonction rationnelle a une variable. Ce qui aboutit au fait que arctan soit une fonction

rationnelle, ce qui est absurde.

Le résultat suivant concerne la codimension du lieu d’indétermination. On le retrouve
aussi chez les fonctions régulues, [Fic+16] (prop. 3.5) qui donne une preuve trés similaire a
ce que I'on montre ici. Pour notre cas, ce résultat s’avere beaucoup plus important qu’il n’en

al’air.

Théoreme 2.4.3. Soit f € Ry(X) avec X < R" une variété algébrique irréductible non singu-
liere d'idéal annulateur I. On écrit f = S avec p, q € RIXy, ..., Xn]/I deux polynémes premiers

entre eux.
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Alors Z(q) < Z(p) etcodimy Z(q) = 2.

Démonstration. Commencons par la preuve de l'inclusion : soit x € Z(g). Comme g n’est
pas identiquement nul, Z(q) est un fermé de Zariski strictement inclus dans X, en par-
ticulier on peut appliquer le lemme des petits chemins et trouver un arc semi-algébrique
Y :10,1] = X avec y(0) = x et y(10,1)) N Z (q) = @.

Pour 7 # 0 on a alors p(y(2)) = f(y()q(y(r)). Larc y ayant pour limite x, c’est un arc borné,
donc f est bornée dessus. La fonction g étant continue et valant 0 en x on a lim;_o g(y(2)) =
0

D’ott lim,_¢ p(y(#)) = 0 par limite de produit.

Par continuité de p, on a donc p(x) =0.

Pour la codimension, on suppose par I'absurde codim Z(g) < 1. Comme ¢ ne s’annule
pas identiquement sur X on a nécessairement codim Z (q) = 1. Ainsi, il existe un diviseur
irréductible ¢’ de g avec encore codim Z(¢') = 1. On peut alors utiliser le théoreme 4.5.1
de [BCR13] pour voir que I'idéal engendré par g’ dans R [Xl"“’Xn]/I est un idéal réel. Par
irréductibilité, il est aussi radical.

Comme Z(q') € Z(q) < Z(p) on a p € £(Z(q')) ce qui implique que g’ divise p; et cela

contredit '’hypothese « p et g sont premiers entre eux ». O

Les corollaires qui suivent ce résultat dans [Fic+16] sont alors vrais aussi pour les fonc-

tions rationnelles bornées :

Corollaire 2.4.4. e Une fonction rationnelle bornée sur R est réguliere

o Une fonction rationnelle bornée sur R? est réguliere sauf en un nombre fini de points.

Démonstration. Pour la dimension 1, il est impossible d’étre de codimension 2 donc Z(g)
doit étre vide.
Pour la dimension 2, étre de codimension 2 veut dire étre de dimension 0 donc étre un

nombre fini de points. Or en dehors de Z(g) la fonction g est réguliere. O

Un autre corollaire parle de la composition d’applications rationnelles bornées :

Corollaire 2.4.5. Soient f : X — Y et g : Y — Z deux fonctions rationnelles bornées entre
variétés affines réelles irréductibles non singulieres.

Si l'image de f est de codimension < 1, alors la composée g o f est rationnelle bornée.

Notons que la codimension de 'image de f ne dépend pas de I'ouvert considéré. En effet,
si U € V < X sont Zariski denses, et que f est définie au moins sur V, alors il y a aussi den-

sité euclidienne. Et alors, par continuité, il y aura densité euclidienne de f(U) dans f(V). En
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effet, soit y € F(V) et x un antécédent. Par densité de U dans V on pourra trouver un chemin
y tel que y(10,1]) € U et y(0) = x. Alors on aura f(y(10,1])) < f(U) et f(y(0)) = y par conti-
nuité. Or, par [BCR13, 2.8.2] la dimension de I'adhérence de f(U) (a savoir f(V), est égale a

la dimension de f(U). Il en sera alors de méme pour la codimension.

Pour démontrer ce corollaire 2.4.5, on utilise le résultat plus général suivant, classique si

on enleve le mot « bornées » de la proposition :

Lemme 2.4.6. Soient f: X — Y etg : Y — Z deux fonctions rationnelles bornées, avec X et Y
irréductibles. Si f(dom(f)) n'est pas inclus dansindet g, alors la composée f o g est rationnelle

bornée.

Preuve du lemme. Remarquons pour commencer que f~!(domg) est un ouvert de Zariski.
C’est équivalent a voir que I'image réciproque d'un fermé de Zariski par une application
rationnelle est un fermé de Zariski. Or 'image réciproque d’'une application rationnelle est
égale a I'image réciproque de la fonction réguliere définie sur I'ouvert maximal ; et I'image

réciproque d'un fermé de Zariski par une fonction réguliere est un fermé de Zariski.

Comme f~!(domg) est un ouvert de Zariski, alors dom f n f~!(dom g) aussi, comme inter-
section de deux ouverts. Or 'hypothése de non-inclusion nous dit que dom f N f~!(dom g)
n'est pas vide, il est donc dense, et la restriction de fo g a dom fn f~!(domg) est une fonc-

tion réguliere comme composée de fonction réguliere. D’ou f o g est rationnelle.

Il reste donc a montrer que la composée est bornée en plus d’étre rationnelle. Cela se fait
en utilisant la caractérisation par les arcs : un arc borné de X est transformé par f en un arc

borné de Y qui sera transformé par g en un arc borné de Z. O

Preuve du corollaire. Sil'image de f est de codimension < 1, alors elle ne peut étre incluse

dans le lieu d’'indétermination de g qui est de codimension = 2. O

Une autre application du lemme de composition nécessite I'introduction du concept

d’idéal réel.

Définition 2.4.7. Un idéal I d’'un anneau commutatif unitaire A est dit réel si,
pour fi,..., fr € A, sif12+...+f,?€Ialorsf1 el

On remarque que, avec les mémes notations, cela implique Vi < k, f; € I).
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Remarque 2.4.8. Tout idéal réel est radical. Voir [BCR13, 4.1.5]. L'idée est que si a” € I idéal
réel, si n pair on a par réalité
n 2 n
(af) cel=a’el

n+1
2

De méme avec a 2 si n est impair. Dans les deux cas, on a un exposant petit de a qui est

dans I et on peut itérer environ In, (n) fois le raisonnement pour obtenir a € 1
Proposition 2.4.9. Soit I < Ry (X) un idéal radical. Alors I est réel.

Démonstration. On suppose f12 +...+ f,f € 1. Quitte a retirer un terme de I’écriture, on peut

supposer que les f; sont non nuls.
2 2

. ; .« . X7
Pouri< kona S : 7 € Rp(X) comme composition des f; avec ):’“—lxz (on peut composer
j=17j j=1%j

) e 1 . x2 L. ) . .

car le seul lieu d'indétermination de sz est |'origine, et la seule fonction qui a une image
j=17%

incluse dedans est la fonction nulle).

2
Dott f2= (Z’;]_Cllff) (fZ+...+ f2) €1, et comme I estradical, f, € I. O

Remarque 2.4.10 (semi-algébricité). Une fonction rationnelle bornée de X dans R n’est pas
nécessairement une fonction de X dans R a proprement parler : ou alors il faudrait pouvoir
la considérer comme multivaluée a certains endroits. Ceci dit, il est évident que le graphe
de f sur dom f est semi-algébrique. Et comme I'adhérence d'un semi-algébrique est semi-
algébrique, [BCR13, 2.2.2] on peut y penser comme si f était fonction semi-algébrique sur

X ; parfois multivaluée.

Si R =R, en tant que fonction de dom f dans R, une fonction rationnelle bornée est ana-
lytique par arcs (car elle est réguliere). Sur X tout entier, avec la terminologie de [KP12, 2.1],
f est arc-méromorphique. Mais on peut trouver une propriété un peu plus fine qui permet

d’y penser comme si f était une fonction arc-analytique sur X.

Proposition 2.4.11. Soit fe Ry(X), avec R =R. Soity :] —e€,e[— X un arc analytique vérifiant

Y(—¢€,0[U]0,e]) = dom f. Alors f oy, prolongé par continuité en 0, est aussi un arc analytique.

La preuve utilise des outils de relevement d’arcs et de résolution des indéterminées, on

en réfere au théoreme 2.3.5 et a toute sa section.

Démonstration. Sil'on résout les indéterminées de f par ¢ : X — X, I'arc y :] —€,e[— X se
reléve en un arc analytique y :] —€,€[— X ; en effet les éclatements 2 centres lisses vérifient la
propriété de relevement des arcs analytiques; voir [FP08, §4]

On a donc, pour ¢ €] —¢,0[U]0,¢[, 'égalité poy =7y
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D'ou foy(t)

folpoy)(1)
(fo@)oy(r)
Or (f o ¢) est réguliére donc continue et analytique sur X tout entier, donc (f o ¢) oy se pro-

longe analytiquement en 0. O

Cependant, ce que nous allons par la suite définir comme les fermés rationnels bornés
(pour la topologie des points) ne sont pas symétriques par arcs. En effet, rien que dans notre
exemple le plus simple, on verra que le segment vertical [(0,0,0), (0,0,1)] est contenu dans
Z (z - xszZyz), mais pas le reste de la droite verticale dans lequel il est contenu. Ainsi I'arc

(0,0, t) est dans ce fermé pour ses valeurs positives, mais pas pour ses valeurs négatives.
Proposition 2.4.12. L'anneau R,(R") n'est pas noethérien pour n = 2.
La preuve donnée est adaptée de [[Kur88] 6.11]

, . 2 X P 2

Démonstration. On pose fi := m et I 'idéal de R, (R") engendré par fi,..., f.
Supposons par 'absurde qu'’il existe k tel que fy1 € I,

c’est-a-dire qu'’il existe une écriture fi.; =) ; g; fi (oules g; sont rationnelles bornées).

En se restreignant a la courbe C paramétrée par (¢, k + 1,0,...,0) que I'on identifie par ce

paramétrage a R, on obtient I’égalité
1= Z(gi)lc(fi)lc
i

Or les fonctions f; s'annulent au point (0, k+1,0,...,0). Comme les g; sont bornés la somme
doit s’annuler, contradiction. Ainsi, la chaine d’'idéal I; < I, < ... est strictement croissante

et non stationnaire. O
Proposition 2.4.13. R, (X) et R (X) sont intégralement clos dans R(X)

Démonstration. Soit f rationnelle, n € N et g,..., g1 € Rp(X) tels que :

f"+gnaf" ... +g=0

Quitte a restreindre les domaines de définitions (voir lemme 2.1.2), on peut voir toutes ces
fonctions comme allant d’'un ouvert de Zariski commun U € X dans R. Soit x € U et My, ... M,,_;
des bornes des g; sur un voisinage commun V. (chaque borne nous donne un voisinage, on
peut alors en prendre l'intersection). Alors f est bornée sur Vy par max{l, My+...+ M,_1} En
effet, si 'on suppose que pour un y € V,n U on ait | f(y)| = 1, alors

fFWD" < g1+ A+ 1 - L)+ 8o ()]
My 1" )+ .o+ My - L F (D) + My
< Mp - If" W+ .+ My P )+ Mo - 1F ()

N
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Chapitre 2 - Les fonctions rationnelles bornées

On peut conclure en divisant les deux cotés par | f*~!(y)| qui est non-nul car > 1.
Pour la preuve de Ry (X) on utilisera le fait que le compactifié d’Alexandroff X de X ait un

anneau de fraction rationnelles isomorphe a celui de X ainsi que la proposition 2.2.5 qui

nous dit que Rso(X) = Ry, (X) sous le méme isomorphisme. O
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CHAPITRE 3

ETUDE GEOMETRIQUE

Le but de cette section est de créer une géomeétrie a partir des fonctions rationnelles bor-
nées. Pour commencer, nous mettons en place une définition permettant de donner sens a
une équation définie avec des fonctions rationnelles méme en ses points d'indétermination.
La premiere section utilise les fonctions rationnelles pas forcément bornées, et ce dans un
but précis : montrer en deuxieme section qu'on obtient la méme géométrie, d'un c6té en
prenant toutes les fonctions rationnelles ou de I'autre prenant seulement les fonctions ra-
tionnelles bornées.

En section 2 et 3 on donne ainsi une description aussi complete que possible de la géométrie
ainsi créée.

Enfin, en section 4, on s’intéresse aux images possibles des fonctions rationnelles, en don-
nant une définition la plus adaptée et en montrant que les images sont en fait réalisables a

partir de fonctions régulieres seulement.

3.1 Unensemble des zéros pour une fonction rationnelle

Dans cette section, f est une fonction rationnelle de X variété algébrique affine réelle
irréductible non singulieére, et f n'est pas nécessairement bornée ; on cherche alors a définir
un lieu des zéros pour f afin de créer une topologie de type Zariski.
Bien s, il est facile d’en définir un sur dom f, '’ensemble des zéros d'une fonction réguliere
étant déja défini; voir [BCR13, 3.2.2]. Cependant c¢a ne permet pas d’en dériver une topolo-
gie, puisque I'ensemble des zéros vit dans un ensemble qui dépendrait de la fonction choisie.
On cherche donc a pouvoir en I'étendre en une définition sur ’espace X tout entier.

La premiére définition qui nous viendrait a 'esprit serait la suivante : pour f : U — R, si

'on prenait comme ensemble des zéros de f la cloture (euclidienne) de Z (fjiy) ?

Exemple 3.1.1. En suivant'exemple 2.1.4, soit f := xszzyz définie sur U := R*\{(0,0)}
Son ensemble des zéros dans U est’axe des y privé de 'origine (qui est en fait indet(f)).

Alors 'ensemble des zéros de f serait I'axe des y tout entier.
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Chapitre 3 — Etude géométrique

Cependant, cette définition peine a prendre en compte des comportements de zéros iso-

1és, comme le montre le contre-exemple suivant :

2 4
Exemple 3.1.2. Soit f := %iz sur le méme U = R?\{(0,0)}, voir figure 8.

4

x2+y
x2+y?

FIGURE 8 — Graphe de

Ici, 1a fonction est strictement positive en dehors de I'origine. Ainsi, Z (fjy) = @. Notre
ensemble des zéros serait donc vide ? Cependant, f(0,.) : y — y? s’annule en zéro. Il y a donc
un comportement d’annulation. Nous retrouverons cet exemple a maintes reprises ultérieu-

rement.

Il faut donc trouver une meilleure définition. On rappelle qu’on appelle « résolution de f »
une composition ¢ d’éclatements a centre lisses vérifiant que fo¢: X — P1(R) est réguliére

(lorsque f est bornée, '’ensemble d’arrivée sera juste R, voir 2.3.2).
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3.1. Un ensemble des zéros pour une fonction rationnelle

Théoreme - définition 3.1.3. Soit f € R(X) avec U := dom f; les ensembles suivants sont
égaux:
o Zurc(f) :={xe X[ ilexistey :[0,1] — X semi-algébrique continu
avecy(0) = x ety(10,1]) € U tel que lim;_.¢ f (y(?)) = 0}
i.e. l'ensemble de tous les points limites d'un arc de U tels que la valeur de f le long de
Uarc tend vers 0.
o Zrssolf) :={x e X[ il existe (g, X) résolution, et X € X
avecf:: fop réguliereenx et p(X) = x tq f(?@ =0}
i.e. l'ensemble de tous les points qui peuvent étre remontés en des zéros d’'une résolution
de la fonction.
© Zgraph(f) = {x€ X[(x,0) € €y}
i.e. lintersection de la cloture euclidienne (dans X xR) de6; :={(x,y) e XxR[x€ U,y =
f(X)} < U x R legraphede f ; avec U'hyperplan {y = 0} = X x {0}.

Dans toute la suite, on notera Z (f) cet ensemble, que l'on appellera lieu des zéros de [ ou

lieu d'annulation. De plus, on appellera témoin d'annulation de x un X ou un vy qui suit les

notations ci-dessus, c’est-a-dire un point dans l'espace éclaté par ¢ annulant la fonction fo,

ou un arc semi-algébrique dont la composition par f a pour limite 0.

Démonstration.

Zarc € Zréso

Soit x € Z,rc(f) et soit y un arc témoin pour x. Soit (¢, X, f) une résolution de f.

Pour t €]0,1], on définit y(¢) := (p‘l(y(t)); ce qui est bien définit car y (]0,1]) < U et que les
éclatements se font en dehors de U ou de ses préimages.

La fonction ¥ est continue sur ]0, 1] comme composée car (p_l est réguliere sur U.

Y est continue sur [0, 1] donc bornée. On peut donc faire rentrer y([0, 1]) dans un fermé borné
K. Comme ¢ est une application propre, on sait que K := ¢~ !(K) est aussi un fermé borné;
or celui-ci contient y(]0, 1]). Alors ¥ est une application semi-algébrique continue et bornée
de domaine ]0,1]. On peut donc appliquer le lemme de prolongement, voir [BCR13, 2.5.3],
pour prolonger par continuité en 0.

En posant ainsi X :=1lim,_Y(¢), on obtient :
Ty 1 Ty~ 1 -1 EET _
F0 =lim F7() =lim(f o ) (0~ op)(0)) = 1im f(y (1)) =0
D’ou x € Z450(f)
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Zréso S ngph :

Soit x € Zr¢s50(f) et soit (¢, X, f) une résolution associée.

L 7
X € X
:\
4 U P1(R)
ul
xeX S R
N \_/'
U
f

On notera X le témoin d’annulation de x derriere cette résolution. Cela veut dire que
f(f) =0, ce qui peut se réécrire en (X,0) € <€f~.
On considére I'application
pxId: XxP;(R) — XxP(R
»a = (2
Soit A I'intersection entre X x R < X x P (R) et 'image du graphe de f. On affirme que A est
en réalité ?f; la cloture euclidienne du graphe de f dans X x R
En effet, pour x € U, il existe un unique X € U tel que f(x) = f(?c). Les ensembles A et ?f
coincident donc sur une partie dense. De plus, I'image du graphe de f est (Zariski) fermée
comme image d'un fermé par une application propre (donc fermée). Ainsi, A est fermé dans
X x R comme restriction d'un fermé de X x[P;(R) a X x R qui peut étre vu comme ayant la
topologie induite.
On observe alors que I'image de (X,0) par ¢ x Id est (x,0). D’ou (x,0) € ?f, c’'est-a-dire x €
:ngph(f ).

ozgraph < Zarc:

Si (x,0) € ?f, on peut appliquer le lemme de sélection des courbes ([BCR13, 2.5.5]) pour
obtenir un arc semi-algébrique a : [0,1] — ?f tel que a(]0,1]) € €¢ et a(0) = (x,0).
Soit maintenant y les n premieres coordonnées de a, i.e. VYt €]0,1],a(f) = (y(t),f(y(t))).
Comme «(]0,1]) < %f on a y(]0,1]) € U. Pour ¢ =0, on remarque que a(0) = (x,0) veut dire
tres exactement que lim;_.oy(¢) = x et lim;—o f(y(¢)) =0

O

Cette démonstration a été faite par inclusion triangulaire. Il n’était pas nécessaire de pas-
ser par le théoreme d'Hironaka pour prouver I'équivalence graphe-arc, et nous avons fait ce
choix par soucis de simplicité et de rapidité. Nous ferons a I’avenir ’autre choix dans une
démonstration similaire; lorsque nous voudront définir I'image d'une fonction rationnelle

bornée; voir 3.4.1
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3.1. Un ensemble des zéros pour une fonction rationnelle

Remarque 3.1.4. Dans la définition par résolution, les résolutions considérées dépendent
du point choisi. Ainsi il n’est pas forcément donné, vu la définition, qu’il existe une résolution
qui vérifie Z (f) = ¢(Z (f)), ol le terme de droite serait I’ensemble des zéros d'une fonction
réguliere. A 'aide du théoreme d’Hironaka, il est faisable de trouver une résolution qui rende
la fonction réguliere. Nous affirmons par le lemme suivant que cet éclatement suffit a donner
des témoins pour tous les points de Z (f). Cela aurait pu servir de définition, et la preuve
des équivalences nous permet d’affirmer qu'une telle définition n’aurait pas dépendu des

éclatements choisi.

Lemme 3.1.5. Soit f € R(X); pour chaque résolution ¢ ot f o ¢ est réguliere,
onaZ(f)=p(Z(fop)

Démonstration. Chaque point de ¢(Z (f)) est par définition un témoin via éclatement. Ré-
ciproquement, pour chaque témoin X via une autre résolution (v, X, f), sil’on considere un
arc semi-algébrique 7 qui tend vers % avec 7(]0,1]) € U, on pourra sur ]0, 1] pousser et rame-
ner pour obtenir ¥ := ¢! oy o7, puis prolonger en 0 a X via [BCR13, 2.5.3]. On obtient un
témoin d’annulation via notre résolution originelle. En effet, comme X est un témoin, fo Y

tend vers 0, d’oi1 fo Y(X) =0 et donc X est un témoin par éclatement. O

Exemple 3.1.6. Sil'on reprend notre exemple de base 2.1.4 avec xszzyz, on remarque bien
qu’en suivant le chemin y(#) := (0, ¢) on a pour ¢ €]0, 1], f(y(¢)) = 0 qui tend bien vers 0.

Un éclatement possible, pour retrouver le méme résultat, est I'éclatement de I'origine. Une
carte de l'espace éclaté, de type R?, est donnée par x = uv,y = v et notre fonction devient
% = % qui vaut bien 0
en (0,0). Ici, I'éclaté du point (0,0) est la droite projective donnée par I'équation v = 0 sur

alors (si 'on peut se permettre 'abus de notations) f(u,v) =

notre carte. Enfin, on renvoie a la figure donnée dans I’exemple 2.1.4 pour observer qu’il y a

bien annulation selon le graphe.
22+ yt
x2+y%’
servation de figure similaire que (0,0) € ZZ(f) : en effet, le point (0,0, 0) est clairement dans la

Pour I'exemple 3.1.2, avec

maintenant, on peut d’abord se convaincre par une ob-

cloture euclidienne du graphe de f.
Pour I'éclatement et le chemin, on pourra en fait prendre les mémes témoins que pour

'exemple précédent. On aura ainsi pour les arcs V¢ €]0,1], f(y(#)) = t? qui tend bien vers
uw?+v?
1+u?

zéro, et apres le méme éclatement, dans la méme carte, f(u,v) =
(0,0).

qui vaut aussi 0 en
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Notation 3.1.7. Afin d’éviter des possibles confusions, on notera parfois Zg, pour parler du
lieu des zéros ainsi défini, et Zg (resp. Zg, Z4«) pour parler du lieu des zéros des polyndmes

(resp. fonctions régulieres, resp. k-régulues).

La proposition suivante peut parait tautologique, mais est intéressante a mettre en va-
leur : la construction de lieu des zéros est bien une extension du lieu des zéros classique

pour les fonctions continues.

Proposition 3.1.8. Si f est un polynome (resp. fonction réguliere, fonction k-régulue) alors
Zr,(f) = Za(f) (resp. Zg (), Z gk (f)).

Démonstration. En utilisant la définition par des arcs et la continuité de la fonction f, on

remarque que pour un arc y : [0,1] — X de limite y(0) =: xo, on a:
lim foy = f(xo)

Ainsi le terme de gauche s’annule si et seulement le terme de droite aussi. O

Nous venons de définir I'’ensemble des zéros d'une fonction unique. Pour faire de la géo-
métrie algébrique, on voudrait faire une définition pour un idéal de R, (X), et aussi définir un
idéal annulateur. La chose sera cependant délicate, nous verrons les problemes rencontrés
en 4.1. Avant ¢a, nous allons chercher a caractériser ces lieux d’annulations que I'on vient de
définir.

Exemple 3.1.9. Les fonctions régulues sont capables de décrire le parapluie de Cartan sans
son manche, voir [Fic+16, 6.12]. Cependant le parapluie de Whitney d’équation zx% = y2 est,
avec son manche, régulument irréductible.

Avec les fonctions rationnelles bornées, on peut le réaliser sans son manche via I’équation

x2 y2

x2+y2  x2+y2
On en donne la représentation en figure 9

Voir que la toile hors lieu d’'indétermination fait partie de ce lieu est aisé, puisque que
2

la fonction f(x,y) =z — nyTyZ est réguliere en dehors de I'axe des z, et qu’'on a alors
f(x,7)=0e x?

dans la toile, on prendra, pour chaque point (0,0, z) (avec z = 0) un arc semi-algébrique en-

X2
x2+y?
z = y%. Pour voir qu'il y a la partie supérieure du manche, celle qui est incluse

tierement inclus dans la toile qui a ce point comme limite. f étant identiquement nulle sur
cet arc, la limite de la composée vaut 0 et I'arc est donc témoin d’'une annulation de f en
(0,0, z). Dit autrement, le lieu des zéros sont des fermés euclidiens (on reviendra dessus en

3.3.1) donc la partie du manche qui est dans la toile est forcément dans Z (f).
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3.1. Un ensemble des zéros pour une fonction rationnelle

2

. 7 . 2z x2
FIGURE 9 - Lieu des zéros rationnel borné de z—— = 5—
xXe+y xX“+y

Voir que la partie inférieure du manche ne fait pas partie du lieu des zéros de f est plus dé-
licat. On prendra, pour z = 0, un point P = (0,0, —z) dans la partie inférieure de ce manche
et on prendra y = (yy,Yy,Yz) un arc semi-algébrique de limite P. Comme la limite de y, est
négative strictement, on sait qu’il existe un € tel que

Vie[0,el,y.() <0

Alors le long de cet arc,

2 2
_ Yx YJ’
foy®)=yz 2 2 A Zio2
Yx*+Yy YxtYVy
2
Se passent alors deux cas. Si YZY+XYZ ne tend pas vers z€ro, alors en notant / la limite de cette
x Iy
fraction, on a
y2
Yo -z-1<0
Yxtyy =0
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Or - zyy > <0, donc
YitYy

p%foyu)s—zl<0

En particulier la limite n’est pas nulle.
2

, o
Lautre cas est lorsque — yxwy tend vers zéro. En remarquant que x2 +y2 + vl 1 on peut
alors déduire :
2
Yy
- — -
Yxtvy =0
Ainsi,
1 li },2 Yg/
im;_.gfoy(t) = lim,.
t Of Y t 0YZ7’2+Yy 2 Y?ﬁ'?’i
. Yy
< lim; .- =-1<0
0T

En particulier la limite n’est pas non plus nulle.
Ainsi, aucun arc ne peut témoigner d'une annulation en P = (0,0,—z), qui n'est donc pas
dans Z (f).

3.2 Caractérisation par éclatements

On commencera cette section avec un résultat qu'on a déja vu dans des mots différents
en 3.1.4 eten 3.1.5 : le zéro d'une fonction rationnelle est 'image d'un fermé de Zariski par
une résolution; puis on montrera que cette classe d’ensembles géométriques peut en fait

étre décrite par seulement les fonctions rationnelles bornées.

Proposition 3.2.1. Si F = Z(f) pour f rationnelle sur X, alors il existe ¢ : X — X une résolu-

tion et Z < X un fermé de Zariski tels que ¢(Z) =

Démonstration. Cette proposition est une reformulation de la remarque 3.1.4, dont la dé-
monstration se fait ainsi : d’abord voir par le théoréme d’'Hironaka 1.4.1 qu'il existe toujours
un éclatement rendant la fonction réguliére, puis voir via le lemme 3.1.5 que tout éclatement

rendant la fonction réguliere a les propriétés voulues. O

On peut s’'intéresser au sens réciproque. Pour celui-ci, on n’a pas besoin de n'importe
quelle fonction rationnelle, en effet une fonction bornée suffit :

Proposition 3.2.2. Si F € X est l'image d'un fermé de Zariski Z < X par une résolution

¢ : X — X, alors il existe f rationnelle bornée sur X telle que F = Z(f).
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Démonstration. Soit fune fonction réguliere définie sur X a valeur dans R telle que I'on ait
Z(f) = Z. Lexistence d’'une telle fonction découle de la définition de fermé de Zariski. Soit
U le complémentaire du lieu exceptionnel généré par ¢, et U := ¢(U).

On définit f : U — R,x — f(¢~'(x)) (ce qui est bien défini vu que ¢ est bijectif sur U).

f estrationnelle bornée par application du théoréme 2.3.3, et on a bien Z(f) = ¢(Z (f)) par
utilisation de la définition 3.1.3 version éclatements et de la remarque 3.1.4. O

Théoreme 3.2.3. Soit f une fonction rationnelle d'une variété X < R" irréductible non singu-

liere. Il existe g rationnelle bornée sur X telle que Z(f) = Z(g).
Démonstration. 11 suffit d’assembler les deux précédentes propositions. O
On peut méme faire mieux et imposer I'uniformité du caractere borné :

Proposition 3.2.4. Soit f une fonction rationnelle bornée d’'une variété X < R" irréductible

non singuliere. Il existe g uniformément bornée telle que Z (f) = Z(g)

Démonstration. Si f est rationnelle localement bornée alors il va exister une puissance suf-

T Zf 2 sera globalement bornée, voir prop 2.2.6.
X

Comme 1+) x? ne s’annule pas, la nouvelle fonction aura le méme domaine que f et, bien

fisamment grande de 1 + le? telle que

entendu, les mémes annulations. O

Remarque 3.2.5. Soit FS X et : X — X une résolution. Si (p_l (F) est un fermé de Zariski,

alors F est le lieu des zéros d'une fonction rationnelle bornée.
Démonstration. On applique la proposition 3.2.2 en remarquant que ¢ (¢! (F)) = F. O

On notera que sil’énoncé semble tres proche de la proposition 3.2.2, ils ne sont pas exac-
tement identiques. On s’en convainc en étudiant les réciproques des énoncés. Pour la pro-
position 3.2.2, 1a réciproque est vraie, voir 3.2.1. Pour I'énoncé précédent, la réciproque est

fausse:

Remarque 3.2.6. Il existe des fermés rationnels bornés qu’aucune résolution ne peut rendre
Zariski fermé.
Le contre-exemple, qu'on retrouvera et détaillera par la suite en 3.3.7, est le segment donné

par S:=[(0,0,0) ;(0,0,1)]. C’est en-effet le lieu des zéros dans R* de :
2 2
X

2 2
(z—x2+y2) sty
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Si 'on éclate le segment (ce qui se fait en éclatant la droite qui la prolonge), on obtient un
cylindre a bord, qui n’est pas Zariski fermé. Si I'on éclate autre part, on ne touche pas 'en-
semble S. Enfin, si 'on éclate un nombre fini de points de S, ou le long d'une courbe qui
intersecte S en un ou plusieurs points, on transforme ces points en des [P; (R) mais cela ne
changera pas le fait qu’il y a dans I'image réciproque de S des segments dont la cloture de
Zariski est une droite qui n’est pas entierement incluse dans cette image réciproque.

Bien entendu, il y a des fermés de Zariski d’'image le segment dans ce cylindre, comme une

ellipse, voir figure 10.

=
I\

N

i U U
\
Y
o

P1(R)

xZ
2

FIGURE 10 - Vue d’artiste des zéros de (z— )2 +(x?+y?) dans I'espace éclaté. Notons que

X2+y
I'on a simplifié ce qu’il se passe en dehors du cylindre. ?

2. Enréalité, le cylindre n'est pas orientable, et ne sépare pas I'espace en un intérieur et un extérieur. Ainsi
en faisant le tour du cylindre, les axes inversent leur sens; voir figure 7.
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3.3 Propriétés des fermés rationnels bornés

Dans cette section, on va voir les propriétés générales des fermés que 1'on vient de créer.

On commence par observer qu’ils sont tous semi-algébriques :

Proposition 3.3.1. Les ensembles de la forme Z (f) sont des fermés (euclidiens) et sont semi-

algébriques.

Démonstration. En utilisant la définition via les graphes, Z (f) est un fermé semi-algébrique
comme intersection de deux fermés semi-algébriques : 1a cloture euclidienne du graphe de

f sur son domaine, et I'hyperplan d’annulation de la derniére coordonnée. O

Notons qu’on peut voir ce résultat avec des résolutions : un tel Z (f) estimage d'un fermé
de Zariski (donc semi-algébrique) par une application propre (donc qui respecte les fermés)

et semi-algébrique (qui respecte les semi-algébriques).

Par suite du corollaire 2.4.4, on peut facilement décrire les fermés rationnels bornés en di-
mension 1; ce sont les fermés de Zariski, donc des unions finies (potentiellement vides) de

points. Le cas de la dimension 2 est aussi facilement descriptible :

Proposition 3.3.2. Si [ est une fonction rationnelle bornée sur une variété de dimension 2,

alors Z(f) est un fermé régulu.

Démonstration. Selonle corollaire 2.4.4, une fonction rationnelle bornée en dimension 2 est
réguliere sauf en un nombre fini de points. Ainsi un fermé rationnel borné est un fermé de
Zariski modulo un nombre fini de points qui ont pu étre enlevés (tout en laissant 'ensemble
étre fermé euclidien). C’est donc un membre de la topologie constructible, qui est la topolo-

gie régulue, voir [Fic+16, 6.4] O

Pour la dimension supérieure, les choses deviennent beaucoup plus variées. Pour les
aborder avec soin, on va commencer par voir différents outils accessibles au bricoleur ra-

tionnel borné.

Proposition 3.3.3. Pour f,g€ R,(X), Z(fg) =Z(f)UZ(g)
Si f ou g est continue, Z (f*+ g% = Z(f)n Z(g).
Pour f et g rationnelles bornées on a seulement Z (f* + g?) < Z(f)n Z(g)
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Démonstration. On commence par I'union. Soit (X, ©, f, g) une résolution simultanée de f
et de g. Voire lemme 1.4.3.

On remarque que
VieX,(f)e®@)=flo®) glp)

Ce qui veut dire que fvg = fg.
De plus, f et g sont réguliéres sur X, et donc Zz(fg) = Zz(f) U Zz(g). On peut alors ap-
pliquer le lemme 3.1.5 qui affirme que Zg, (f) = (p(z@ (f)) et de méme pour g et fg.On a

alors :
Zr,(f8)

|
S
&
(-
LP

= Zp,(f)UZg,(8)

Pour la deuxieme affirmation, on va commencer par fixer g comme étant régulue et mon-
trer
ZHNZ(@Q<Z(f*+g)

En résolvant f par (X,(p,f) et en notant g := go, on remarque que si x € Z(g) alors g
est identiquement nulle sur ¢~ (Z(g)). Ainsi, si x € Z(f) n Z(g), en prenant X un témoin
d’annulation pour f, on aura nécessairement g(x) = 0.

Comme fet g sontrégulieres et qu’'on vit dans un monde réel, ona Z (f) NZE g =Z (fz + §2).
Reste alors a utiliser le fait que (f2+g%) o = (fog)?+(go)? pour voir que X est aussi témoin
d’annulation de 2 + g2.

Linclusion réciproque peut se faire en généralité avec deux fonctions rationnelles bornées :
on réutilise une résolution commune (X, ¢, f, g). Alors on a toujours Zg (f) >2Zg (fz +8%)
et de méme pour g, un témoin pour f2 + g2 est donc aussi nécessairement un témoin pour

f etpour g. O

Remarque 3.3.4. On donne un contre-exemple pour I'inclusion réciproque avec deux fonc-

tions rationnelles bornées. On pose
2 2

Y

= ———e¢t -
X2 + 2 etg X2 + 12

Ici Z(f? + g°) est vide, et ce méme si Z(f) et Z(g) contiennent |'origine (mais pas avec le

méme témoin). On aura en fait ici Z(g) N Z (f) = @ ce qui explique pourquoi la démonstra-

tion n’aurait pas pu marcher.
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Avant de passer a la suite, on va tout de suite voir une application qui nous donne des
propriétés assez immédiates sur ces ensembles de zéros. On rappelle que le lieu central est
défini en [BCR13, 7.6.1] comme étant I’adhérence (pour la topologie euclidienne) des points

non singuliers de la variété.

Proposition 3.3.5.

Soit f = Z € Ry(X) écrit comme quotient de polynomes. Alors Zg, (f) € Z(p)

Si de plus p et q sont premiers entre eux, et dim (Zz(p)) > dim (Z%(q)), alors on a linclusion
Cent(Zx(p)) € Zg, (f)

On note que par 2.4.3 la condition dim (Zg(p)) > dim (Z»(g)) est automatiquement satis-

faite lorsque codim (Z (p)) = 1

Démonstration. En remarquant que p = f ¢, la proposition 3.3.3 précédente nous permet
d’obtenir

Zr, () = Zr,(p)

Or p est un polyndme, donc on a Zg, (p) = Z#(p) ce qui permet de conclure.

Pour le lieu central, on remarque que Z»(p)\Z#»(q) < Zg,(f), en effet ce sont des lieux
réguliers ou la fonction s’annule. D’otu Cent (.Zgz(p)) \Zx(q) € Zr,(f), et comme Zp, (f) est

un fermé euclidien (voir 3.3.1),
Cent(Zz(P))\Z»(q) < Zr,(f)
Et comme dim (Zg(p)) > dim (Z»(q)) on a
Cent(Zz(P)\ Z2(q) = Cent(Zx(p))

ce qui conclut. O

L outil suivant concerne le produit cartésien :

Proposition 3.3.6. Soit f € Ry(X) et g € Ry(Y) deux fonctions rationnelles bornées sur des
variétés réelles affines irréductibles non singulieres.
Il existe h € Ry(X x Y) vérifiant Z (h) = Z (f) x Z(g)

Démonstration. Notons [1x: X xY — X etlIly: X x Y — Y les projections associées au pro-

duit cartésien. On commence par remarquer que Zg, (follx) = Zg, (f) x Y, et similairement
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Z(golly) =X xZ(g)

On remarque que Z (f) x Z(g) = (Z(f) x Y) n (X x Z(g)). On va donc prendre
h:=(foTIx)* + (g o Iy)?

La proposition 3.3.3 ne permet de montrer que l'inclusion Z (h) < (Z (f) x Z (g))

Pour l'inclusion réciproque, soit x € Z(f) x Z(g), et soient (a, ) deux arcs témoins de ces

annulations.

En notanty = (a, f8), avec a =IIx oy et § =IIy oy on remarque alors

hoy:(foa)2+(go'6)2

Ainsi hoy tend vers zéro; d'ou x € Z (h) O

En plus d’outils, voyons une brique de base : un segment est un fermé rationnel borné.

Exemple 3.3.7. Sil'on reprend la courbe de I'exemple 2.1.4, alias celle de xszzyz, et qu’on fait
I'intersection avec la droite verticale x = y = 0, on obtient dans un R® le segment vertical
{(0,0,n/0<t<1}.

C’est ainsi I'ensemble des zéros de la fonction (z —~ #zyz)z + (x? + y?). La figure 10 en mon-
trait ses points témoins dans un espace éclaté : le cercle penché dans le cylindre devient un

segment quand le cylindre se projette sur une droite.
On peut dériver cet exemple pour obtenir une demi-droite :

Exemple 3.3.8. Soit f:  R3 — R

2
2z x? 2 2
(x,5,2) (1+22 x2+y2) +x=+y

Cette fonction est rationnelle bornée comme composée d'une fonction rationnelle bornée

avec une fonction régulieére.
Les zéros de f coincident avec l'intersection du terme entre parentheses et de la droite
x=y=0;

Pour comprendre I'annulation du terme entre parenthéses, regardons le graphe de

2z .
1+22
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24
2z
1 1+22
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
_1”
-2 1

Cela vaut entre 0 et —1 sur R_ et entre 0 et 1 sur R, . Ainsi, en demandant la condition « je
veux que les valeurs atteintes soient entre 0 et 1 », on obtient R;, et donc une demi-droite.
Une autre maniere de s’en convaincre est de regarder le graphe de 'annulation du terme

entre parentheses en figure 11

2

: 2z _ X
FIGURE 11 — Annulation de TieZ i)

Ainsi, Z (f) estla demi-droite positive de 'axe des z a savoir {(0,0, )] ¢ = 0}

Remarque 3.3.9. On peut aussi obtenir la demi-droite comme intersection du parapluie de
Whitney sans manche, voir ex 3.1.9 avec 'axe des z.
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Ces outils suffisent pour construire une famille plutot large d’ensembles semi-algébriques :

Proposition 3.3.10. On considere (p;)1<i<k des polynoémes, et le fermé semi-algébrique sui-
vant:
U={xeR"[pi(x)=0,..., pr(x) = 0}

Il existe h € Ry, (R”+3k) tel que Z (h) = U (isomorphisme polynomial) via ¢ : R"*3F — R" dont

le sens direct projette sur les n premiéres coordonnées.

Démonstration. Commencons par considérer

V= {(z,z) eR™ | fi(x) =31 =0,..., fi(x) - ye =0, 11 >0---,yk>0}

Cet ensemble est polynomialement isomorphe a U via

w: Rn N Rn+k
X=(X1,..0%0) = (X1,..0,%0, p1(2),..., pr())
(X100, %) (X1, oo X V1o s Vi)

On remarque ainsi que w ! est la projection sur les 7 premieres coordonnées.

Or, sil’on note (0); = (0,...,0) le i—uplet contenant i fois le nombre 0, on a
V x (0)2 = (Ex R*)n (R x F x (0)%)
Avec E 'ensemble algébrique {p;(x) — y; = 0}; et
F:={y1 20,...,y. =0} < R¥
Or F x (0),) est un fermé rationnel borné de R3*, comme produit cartésien (voir 3.3.6) de

demi-droites (voir 3.3.8), qui doivent étre construites dans R3, d’ol1 'ajout de 2k coordon-

nées.

Comme E est algébrique, il peut étre décrit comme lieu d’annulation d’'un polynéme
(et E x R*F aussi). Ainsi, par le cas d’égalité de I'intersection de la proposition 3.3.3, il exis-
tera une fonction rationnelle bornée qui s’annulera sur V x (0),x. Et ce dernier ensemble
est isomorphe a V polynomialement, avec I'un des morphismes qui est une projection. En

composant avec ¥, on obtient le résultat souhaité. O

Théoreme 3.3.11. Tout fermé semi-algébrique est polynomialement isomorphe (avec pour

sens direct une projection) a un fermé rationnel borné.

Démonstration. Par le théoreme de finitude [BCR13, 2.7.2], tout fermé semi-algébrique est

une union finie de fermés de la forme {x € R"[ fi(x) =0,..., fi(x) = 0}. On utilise alors la pro-
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position 3.3.3 pour 'union ainsi que la proposition précédente 3.3.10 pour la forme de base

et on peut conclure. 0

On retrouve alors un résultat qui ne parle pas de fonctions rationnelles bornées.

Corollaire 3.3.12. Tout fermé semi-algébrique de R" est image d’un fermé de Zariski de R"**

pour un certain k par une projection sur les n premiére coordonnées.

Démonstration. On remarque que 'éclatement, pour un corps réel clos quelconque, peut
s’écrire comme une projection, voir [BCR13, 3.5.7]. On peut alors composer la projection de

3.3.11 avec une composition d’éclatements donnée par la proposition 3.2.1. O

Les réciproques de ce théoreme et de ce corollaire sont bien entendu vraies, voir proposi-
tion 3.3.1 affirmant que les fermés rationnels bornés sont semi-algébriques, et [BCR13, 2.2.1]
affirmant que la projection d'un semi-algébrique est semi-algébrique. Ceci dit, 'histoire
d’agrandir 'espace ambiant n’est pas anodine, et, par exemple, les fermés semi-algébriques
de R3 ne coincident pas avec les annulations de fonctions rationnelles bornées de R3. Par

exemple, le carré n'est pas un fermé rationnel borné de R3, en effet si f = £ s’annule sur

un carré, par le premier point de 3.3.5, Z (p) contient le carré donc le plan qjli le prolonge,
a fortiori sa dimension est = 2, et par 2.4.3, dim.Z (q) = 1. On peut appliquer le deuxieme
point de 3.3.5 pour voir que Z (f) contient le lieu central de Z (p) qui contient ce plan. Il faut
donc bien passer a des dimensions plus grandes pour avoir ce carré; celui-ci peut ainsi étre

obtenu dans R° a partir de

2 )2 2 \2
X X5 2, .2, .2, 2
Ly znx,y2,22) = 21— 5| +|22— 5| +X1+)y1+x3+);
X +nNn Xy + Y5

Exemple 3.3.13. En fait, tout semi-algébrique fermé de R® qui est entierement inclus dans
une droite (disons I'axe des z) peut étre réalisé comme lieu des zéros d'une fonctions ra-
tionnelle bornée de R3. Un tel semi-algébrique étant nécessairement une union de points
et d’'intervalles fermés (éventuellement non bornés), il existe un polyndme a une variable,
appelons-le P(z), qui est positif ou nul sur ce semi-algébrique et négatif sur la droite privée

de ce semi-algébrique. On pourra prendre par exemple
P(z)=+[](z-a)* [z b))
i J

Ou les a; sont les coordonnés des points isolés et les b; sont celles des bornes des intervalles,
et le signe devant dépend des intervalles non bornés.
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FIGURE 12 — Lieu des zéros de 2+ 2( zt+5z2—4) -

x2+y

La fonction suivante s’annule alors le long de notre semi-algébrique, sur 'axe des z dans R3 :

o x* ¥y ’ 2, 2
f(x,y,z).— szyzp(Z)—szyz +X"+Yy

On représente en figure 12 la fonction qui, apres intersection entre son graphe et la droite
verticale, permet d’obtenir les deux segments [-2, —1]U[1,2]. Lorsque P(z) est positif ou nul,
gx,y,z) = (x2+y P(z) — v ) a des annulations en (0,0, z), en effet g est identiquement
nulle le long de la droite t — (t, tv/P(z), z) qui passe par (0,0, z).

Lorsque P(z) est strictement négatif, par contre, un argument similaire a ce qui a été déve-
loppé dans 'exemple 3.1.9 avec le parapluie de Whitney permet de voir qu’aucun arc ne peut
annuler I'équation.

2
En effet, comme For +

mier implique que —#yz est strictement négatif aux alentours de (0,0), 'autre implique

x2+y =1, on a, lorsque P(z) < 0, deux cas non exclusifs. Le pre-

2
que xszsz(z) est strictement négatif a cet endroit. Et dans tous les cas, les deux termes sont

négatifs ou nuls. Leur somme tend donc vers un nombre strictement négatif, a fortiori elle
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ne tend pas vers zéro.

On a donc montré que les points de Z(g) situés sur I'axe des z étaient exactement sur le
semi-algébrique {P(z) = 0} que I'on cherchait. Il reste alors a faire une somme de carrés pour
passer de g a f et pour ne pas avoir de points en dehors de I'axe des z.

On a ainsi pu réaliser le fermé {P(z) =0} < {x = y = 0}.

Proposition 3.3.14. Les fermés (euclidiens) de la forme Z (f) pour f € Ry(X) ont des complé-

mentaires qui forment une base d'ouverts d’une topologie sur X

Démonstration. Pour montrer qu’il s’agit d'une base d’ouverts, il suffit de montrer que I'in-
tersection de deux éléments est aussi un élément, ce qui revient a dire que I'union de deux
ensembles de zéros est un ensemble de zéros. Or par la proposition 3.3.3,

Z(HuZ(@=Z(fg. O

Remarque 3.3.15. En fait, cette topologie « rationnelle bornée » coincide avec la topologie
« uniformément bornée » (voir 3.2.4) et avec la topologie « Zariski-Contractée » (voir 3.2.1),
dont les fermés sont des images d’ensembles de Zariski par des compositions d’éclatements

a centres lisses.

Exemple 3.3.16 (Cette topologie n’est pas noetherienne). En ajoutant un parameétre a >0 a
2
X
x2+y?
siné dans R® est un segment vertical de longueur a. Ces segments sont tous les uns dans les

I'exemple 3.3.7, on dérive la fonction (z—a )2 +(x*+ y*) dont'ensemble des zéros, des-

autres et on peut ainsi en dériver une chaine infinie strictement décroissante, par exemple
en prenantdes a =1+ % Bien sir, les témoins correspondants, pour les graphes ou pour les

éclatements, ne correspondent pas.

Chez les fonctions régulues, il était tres intéressant d’avoir une topologie noetherienne.
En effet, I'algebre des fonctions régulues n'est pas noetherienne, et les raisonnements ont
du mal a utiliser un nombre potentiellement infini de générateurs d'un idéal. Mais grace a
la géométrie, on pouvait trouver un générateur radical de chaque idéal. Un exemple d’utili-
sation était le Nullstellensatz. A ce moment de I'étude, il est cependant encore trop tdt pour
oser méme en formuler (on a besoin d’idéal annulateur). On peut quand méme obtenir dans

le cas rationnel borné un Nullstellensatz faible :

Proposition 3.3.17. Soit f € R, (X).
Si Z(f) = @ alors f est inversible dans R, (X), cad. {f) = Rp(X)
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Démonstration. On montre que % est rationnelle bornée a I'aide de la caractérisation par
arcs. En effet, si aucun chemin borné y ne vérifie f oy — 0, alors aucun chemin borné ne
peut vérifier % oy — o0.

Onaalorslzf%ﬂf},d’ou (f) = Rp(X). O

Dans le cas X = R?, ce résultat se généralise pour les idéaux de type fini, mais il faudra
prendre des précautions. Voir 4.4.2
Pour les idéaux de maniere générale, les contre-exemples que I'on verra au 5.1.7 nous donnent

dans R? des idéaux non plein qui ont des ensembles de zéros vides.

3.4 Limage d’une fonction rationnelle bornée

On considere ici 'image d’'une fonction rationnelle bornée. Dans cette section, X et Y
sont deux variétés algébriques réelles affines plongées irréductibles non singuliéres. Notons
que contrairement au cas du lieu d’annulation, nous n'utiliserons pas les fonctions ration-
nelles dans le cadre général, et nous nous restreignerons aux fonctions rationnelles bornées.
La chose pourrait étre faite dans le cadre général, mais nous n’avons pas trouvé cela intéres-

sant dans cette étude.

Proposition - définition 3.4.1. Soit f € R,(X,Y) avecU :=dom f.
Les ensembles suivants sont égaux :
o Imy,c(f) :={aeY[3y :[0,1] — X s-aavecy(10,1]) S U tel que lim;_, f(y(1)) = a}
i.e. 'ensemble de toutes les limites de [ composée avec un arc borné.
o Img,apn(f) :={acY[Ixe X, (x, a) € E}
i.e. la projection, sur l'ensemble Y, de la cloture euclidienne (dans X x Y ) du graphe de

fiu-

On notera cet ensembleIm(f) oulmg, (f) dans la suite.

Démonstration. Soity :[0,1] — X semi-algébrique continu (donc borné) avec y(]0,1]) € U.
On suppose ainsi lim f oy = a et on veut montrer que a est aussi une image par graphe. On
pose x :=7v(0).
On considere (y(t), f()/(t))) comme arc de X x Y. L'image de ]0, 1] par cet arc est dans €r. On
a alors

ltgréy(t),ltg%(foy)(t)) €€y

Le résultat découle alors du fait que lim;_.y(t) = y(0) = x.
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Réciproquement, si a est tel qu'il existe x € X vérifiant (x, a) € ?f, on va, a l'aide du lemme
des petits chemins [BCR13, 2.5.5], pouvoir trouver un arc y semi-algébrique qui tend vers
(x, a), et qui est inclus (en dehors de y(0)) dans ?f cUxY.

Sil’on note a ses premieres coordonnées (celles dans U), et § les suivantes, on a alors pour
r#0,

f(a(t)) = B(r). De plus, en prenant la limite coordonnée par coordonnée, on a lima = x et

lim 8 = a, ce qui conclut. O

De la méme manieére que pour le noyau, on peut caractériser 'image d'une fonction ra-
tionnelle bornée a partir d’éclatements. On aura choisi de séparer cette définition équiva-
lente pour mettre en avant le fait qu’on n’a pas besoin de la complexité du théoreme d Hiro-
naka pour prouver I'équivalence précédente (on notera qu'un éclatement, tel que demandé
par les hypotheses de la proposition suivante, existe toujours par le théoreme d’Hironaka,
voir 1.4.1).

Comme on a pu le remarquer dans la remarque 3.1.4, on pourrait de maniere équivalente
utiliser une résolution point par point ou en utiliser une globale. On choisit ici de donner

directement la version globale :

Proposition 3.4.2. Si f est une fonction rationnelle bornée de X, et si (X, @) est une résolution
vérifiantindet(f o) = @ et étant un isomorphisme au-dessus dedom f, alorsImp, f est égale

almg(fo).
Notons qu’'une telle résolution existe toujours, voir 1.4.1.

Démonstration. Soity :[0,1] — X semi-algébrique borné avec y(]0,1]) < U.
On suppose que a :=lim f oy est image par arcs et on veut montrer que c’est aussi une image
par éclatement.
On écrit (f, X, ¢) la résolution donnée par les hypothéses. Comme y(0,1]) € U, on peut dé-
finir ¥ := ¢! oy sur]0,1] et prolonger en 0 par [BCR13, 2.5.3]. On pose ainsi X = lim,_.o ¥ (#).
On a alors sur ]0,1],

foy=fopop loy=foy
d’ou I'égalité

a=lim f(y(#) =lim £ (y (1))

On a alors bien f(%) = a par continuité de f.
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Réciproquement, si (f, X, @) est une résolution telle que proposée, et a = f(fc).
Comme U := (p_l(U) est dense dans X (voir 1.4.5), on peut trouver par [BCR13, 2.5.5] un arc
semi-algébrique y ayant pour limite X. En posant y := ¢ oy on obtient alors un arc semi-

algébrique de X dontl'image de 10, 1] est dans U. On a alors :
a=lim f(y(#) =lim f(y ()

D’otu1 le résultat. O

Les définitions d’ensemble annulateur et d'image que I’on vient de faire sont similaires,

et a ce titre on en trouve une certaine cohérence :
Lemme 3.4.3. Soit f € Rp(X). Ona Z(f) = ¢ < 0¢Im(f)

Démonstration. Assez immédiat pour les trois définitions/caractérisations. Prenons celle
des arcs : Un arc témoin de I’annulation d'un élément de I'ensemble de départ est aussi un

arc témoin du fait que 0 € Im(f). O

Proposition 3.4.4. L'image d'une fonction rationnelle bornée est semi-algébrique, fermée bor-
née si X lest, semi-algébriquement connexe si X l'est (donc compacte et connexe dans le cas
R=R).

Démonstration. En utilisantla définition par les graphes, I'image est semi-algébrique comme
projection d'un semi-algébrique (voir [BCR13, 2.2.1] pour la stabilité des semi-algébriques
par projection).
Le reste découle du fait qu'’il existe toujours, par le théoreme d'Hironaka 1.4.1, une résolution
témoin, et donc que 'image de la fonction rationnelle bornée est aussi I'image d'une fonc-
tion réguliére, donc continue, sur une variété lisse avec les propriétés voulues (I'opération
d’éclatement respectant le caractére fermé-borné ainsi que la connexité semi-algébrique).
O

Remarque 3.4.5. Si la variété X n’est pas connexe, il est possible que I'image ne le soit
pas, déja pour les polyndmes. Prenons comme exemple la fonction (x, y) — x sur la variété

d’équation y* = x> — x, dont 'image contient 0, 1 mais pas 1.

Le théoréme suivant résume 'essentiel de cette section : les images rationnelles bornées
sont des images régulieres. Un grand travail de description des images régulieres a déja été
réalisé notamment par Fernando, voir [FG06], [FGU11], [FGU17] ou [Fer+18].

Théoreme 3.4.6. Un ensemble est une image rationnelle bornée ssi c'est une image réguliere.
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Démonstration. Le sens réciproque est trivial (une fonction réguliére étant rationnelle bor-
née) le sens direct est une conséquence de la caractérisation par des éclatements et du théo-

reme d’'Hironaka nous assurant qu'une résolution témoin est toujours trouvable. O

Le théoreme précédent a déja été remarqué et démontré dans [Fer+18]. Il y est méme
donnée une version plus forte, dans le cas X = R?, ol la fonction réguliere ayant la méme
image étant aussi définie sur R?. Lidée est de voir le changement de coordonnées polaires
— cartésienne comme un éclatement de I'origine. En utilisant la paramétrisation algébrique

du cercle,
2t ?-— 1)

1+22" 2+1

On peut avec elle réaliser un genre d’éclatement qui soit un revétement double en dehors du

lieu exceptionnel, mais surtout qui soit algébrique et de R?> dans lui-méme.

On termine avec un résultat qui généralise [Din+22, 5.1] a la dimension quelconque et au
corps réel clos quelconque. En effet, si Y = R, un fermé borné connexe est un segment fermé
[a, b].

Proposition 3.4.7. Soit f € Ry(X,Y) et soit x € indet f.
Lensemble f({x}) := {y € Y[3y — x,foy — y} est semi-algébrique fermé borné et (semi-
algébriquement) connexe.

Démonstration. On considere ¢ une résolution avec f réguliere.

Pour la premiere affirmation, on commence par remarquer que {x} est fermé borné, ainsi

son image réciproque par ¢ est fermée bornée (car ¢ est propre). On peut alors utiliser la

continuité de f pour conclure en utilisant [BCR13, 2.5.8] qui nous assure que I'image d'un

semi-algébrique fermé borné par une application continue est aussi semi-algébrique fermé

borné.

Pour la connexité, soient F; et F», deux semi-algébriques fermés de f({x}) tels que:
FinF=¢get FHUF = f({x})

Par continuité f~1(F}) et f~!(F) sont des fermés; leur intersection est vide car F; N F, = @

et leur union vaut ¢~!({x}) (pour s’en convaincre il suffit d’appliquer la commutativité du

diagramme de résolution avec quelques limites et quelques définitions). Or ¢~ ({x}) est le

lieu exceptionnel d'un éclatement a centres lisses et connexes, ce qui est connexe. D’ou1 'un

des deux vaut ¢! ({x}) ce qui permet de conclure. O
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Remarque 3.4.8. On note qu’'on pourrait aussi définir f({x}) via éclatements :
fxh) ={yeY|3p: X — X résolution rendant f réguliere, 3% € ¢! (x), fo @ (F) = y}

La preuve de I’équivalence serait similaire a celle de 3.4.1 et on trouverait donc le méme

résultat.
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CHAPITRE 4

GEOMETRIE DANS UN ESPACE D’ARCS

La géométrie que I'on a créé au chapitre précédent posséde une force qui est aussi sa
faiblesse : on a la méme géométrie en prenant les fonctions rationnelles générales ou les
fonctions rationnelles bornées. Si cela veut dire qu'on peut exprimer plus simplement les
fermés ainsi créés, cela implique aussi qu'une telle géométrie ne peut suffire a obtenir des
résultats algébriques sur I'anneau des fonctions rationnelles bornées. On commencera ce
chapitre en montrant les limitations qui se posent a nous pour cette géométrie : impossibi-
lité de construire un idéal en dimension > 2, impossibilité de définir I'idéal annulateur. Puis
nous verrons les limitations algébriques des zéros déja définis en cherchant les bonnes hy-
potheses pour obtenir une inégalité de Lojasiewicz. Cela nous amenera alors a définir des
ensembles de zéros dans les espaces d’arcs. Enfin, nous ferons a I'aide de tous ces outils
une étude algébrique aussi compléte que possible de 'anneau des fonctions rationnelles
bornées. A cause des limitations données en premiere section, ce chapitre jonglera entre
dimension quelconque (avec X une variété algébrique affine réelle lisse irréductible) et di-

mension 2 (ol on prendra R? pour rendre la lecture et la différentiation plus facile).

4.1 Lieudeszéros d’unidéal

Le but de cette section est de définir quand cela est possible 'ensemble des zéros d'un
idéal de fonctions rationnelles bornées.

Soit A < R, (X). Deux choix semblent s’offrir a nous pour les définitions par arcs et par
éclatements. On commence avec le cas des arcs sans donner les hypotheses précises pour
faciliter la lecture.

Z1(A) ::{xeX/erA,Elyarc,ltirréf(y(t)):O}: N ZW
- feA

A savoir : le lieu oi1 toutes les fonctions de A ont une annulation.

Z5(A) :={xe X[Iyarc,Vfe A,%in(l)f(y(t)) =0}
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Chapitre 4 - Géométrie dans un espace d’arcs

A savoir : le lieu ot1 les fonctions de A ont toutes un témoin d’annulation commun.

Etudions alors un exemple, dérivé de I'exemple 3.1.2 :

w2+y* xt+y? .
)7 glx,y)= e Les deux fonctions ont un

zéro en {0,0} mais selon un arc différent (ou avec un point témoin différent dans les éclatés).

Exemple 4.1.1. On pose dans R?, f(x,y) =

Ainsi, f+g=1+ % est inversible. Cependant, Z (f) n Z(g) = {0,0}. Autrement dit,
Z1({f,8) =10,0} mais Z1({f, 8, f+8) =9

Ainsi, la premiere propriété qui semble la plus intuitive ne peux pas fonctionner en codi-

mension = 2, et ne peut faire de lien entre fonctions et idéal.

Remarque 4.1.2. Soit, pour n = 3, un arc semi-algébrique y:[0,1] - R",et0<e<d < 1
tels que y([e,61) n'a pas de singularité. Par [BCR13, 3.3.9] on peut trouver n — 1 polynomes
Py,...,P,_ tels que
Y([C,(S]) gz(PI;---;Pn—l)
P
P2+.+P%
la valeur 0 mais si'on s’approche via P; # 0, P; = 0 la fonction g, aura la valeur 1.

Soit gy := . Alors sil’on s’approche de y([6,6]) via P; =0, P; # 0 la fonction gy, aura

Cela nous assure que y([¢, 5]) est contenu dans le lieu de non-continuité de g,. Ainsi :

Vy:[0,1] — X,30<e < b < 1,3gy € Rp(X), y(l¢,6]) Sindetg,

Remarque 4.1.3. En dimension = 3; sil'on s'imagine un arc y € Z(f), alors pour tout € on
pourra trouver un 6, tels que si'on prend un g, donné par la remarque précédente, alors la
fonction gy, f € (f) ne sera pas définie ni prolongeable sur Y (e, 8]).

Ainsi y ne pourra pas faire partie de Z»({f)) qui s’en trouvera vide.

Exemple 4.1.4. Sil’on regarde dans R®

24y
f(x, ) Z) = szyz
On peut s'intéresser a I'arc y(¢) := (0, £,0) qui annule f, et on peut choisir la fonction :
72
B A= e

Alors le produit f g est dans I'idéal engendré par f mais ’arc y ne peut pas témoigner de son

annulation. En effet, pour tout ¢ > 0, on définit les arcs suivants :
a;:s—(s,1,0)

ﬂt:SH(O)tys)
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A t fixé et s convergeant vers 0, les deux arcs convergent vers y(f), et pourtant :

S+ttt 0
((fg)oat)(s)—82+t2-0+82=

o+t &,
(f8)ohe)9) =Tz g ="

On remarque ainsi que pour ¢ > 0, la valeur de fg en le point y(f) n'est pas uniquement
déterminée. Cet arc ne peut donc pas témoigner d'une annulation de fg. On remarquera
cependant que I'ensemble des valeurs possibles tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 0. Cela se
justifie par : « bornéx0 =0 ».

On peut, de plus, perturber I'arc, et 5(¢) := (£2, t, t?) sera bien un arc annulateur de fg :
4, 4 4 2
t t

"+t
6 l_ — . = —>0
((fg)o )( ) 2 Ayt 1+t2 -0

Cependant, il existera une autre fonction qui ne sera pas définie sur é...

Remarque 4.1.5. Sil'on se place dans R?, les indéterminations sont des points isolés, ainsi
un arc ne peut étre contenu dans un lieu d'indétermination que s’il est constant. En forcant
les arcs a ne pas étre constants, la définition numéro 2 pourra fonctionner. Ainsi, dans toute
la suite, nous nous placerons sur R? (cas similaire au cas d’'une variété de dimension 2), et

nous enleverons de notre ensemble géométrique d’arcs les arcs constants.

Dans nos définitions avec une seule fonction on pouvait toujours reparamétriser I'arc
pour n'en prendre qu'une petite partie et ainsi éviter le lieu d'indétermination de f. Cepen-
dant, ici, il se peut qu'une suite de fonctions f; vérifie y (%) € indet f;. Pour éviter que ce genre

de cas devienne pathologique, il faut quantifier un € dans la définition. On obtient alors :

Définition 4.1.6. Soit A< R,(R?) (pas nécessairement un idéal). On pose
Z(A) = {x € RZ/ Iy :10,1] — X s-a non constant avecy(0) = x tq
Ve Ade>0,y(0,el) < dom f et lim,—q f(y(8) = 0}

En fait, cela correspond a parler de germes, et cette définition se reformule naturelle-
ment : un point est dans Z (A) s’il existe un germe y de fonctions semi-algébriques ayant ce

point comme limite et vérifiant que le germe f oy a pour limite 0.

Remarque 4.1.7. La maniere équivalente de faire cette définition avec les éclatements est
(la démonstration de I’équivalence sera similaire a celle de la définition pour une seule fonc-

tion) :

Z(A) :={xe R*[3(¢p, X, f) résolution, 3% € X avec (%) = x tels que V f € A, f(%) = 0}
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Nous n’avons cependant pas trouvé de définition pertinente utilisant les graphes des

fonctions.

Proposition 4.1.8. 1. Pour A< Ry(R?) et I l'idéal engendré par A, on a Z (A) = Z(I).
2. Ona Z(I) €N Z(f) mais linclusion inverse n'est pas vérifiée.

3. SiJ est un idéal de 2 (R?), alors Z(J) est égala Zg, (J- Rp(R?)).

Démonstration. 1. Si 0 € A, comme la fonction nulle annule tous les arcs, on voit que
I’ajout de 0 dans A n’enlevera aucun témoin d’annulation d'un point de Z (A).
Si f € A, et que y vérifie lim f oy =0 alors on aura lim(—f) oy = 0.
Enfin, si fi,..., fre Aet gi,..., 8k € Rp(X), et que y est un arc borné témoignant d'une
annulation commune des f;, étant donné que nous sommes dans R? et que I'arc n’est
pas constant, g(y;) sont rationnelle bornée donc réguliére (par argument de dimen-
sion, en utilisant le corollaire 2.4.5 et le fait que, y; ([0, 1]) est de dimension 1). Et comme

g; estrationnelle bornée, g; sera bornée le long de y et on aura lim(f;g;) oy =0. D’ou

lim((fig1+...+ fk&) oY) =0

Nous avons ainsi montré que tous les témoins d’annulation communs aux fonctions
de Aseront aussi des témoins d’annulation communs aux fonctions de I, ce qui montre
que Z(A) € Z(I), le sens réciproque étant, comme toujours avec les lieux des zéros,
assez évident, car A < I donc un témoin pour toutes les fonctions de I doit a fortiori

I’étre pour toutes les fonctions de A.

2. Soit f € I. On voit que Z () € Z(f) car si y est un témoin d’annulation de I pour un
point x € Z (I) donné, alors on a nécessairement lim foy =0.
Le contre-exemple a I'inclusion réciproque sera analysé plus tard, dans une partie

consacrée, quand nous aurons introduit les zéros dans les espaces d’arcs. Voir 5.1.8.

3. Pour Z(J) € Z(J - Rp(X)) on peut remarquer qu'un point x de Z(J) annule tous les
polynoémes de J, ainsi pour tout arc, la limite en x d'un polyndéme de J fois une fonction
bornée donnera aussi zéro. Pour I’égalité, on pourra remarquer que pour chaque point
qui n'est pas dans Z(J), on pourra trouver un polynéme de J (qui se trouvera aussi
dans /- Ry(X)) qui ne s’annulera pas en ce point, et qui donc ne s’annulera en aucun
arc allant vers ce point.

O

Remarque 4.1.9. Le premier point appliqué au singleton {f} nous dit alors que 'on a né-

cessairement Z (f) = Z ((f)) comme on le désirait. En effet une rapide observation de la
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4.2. Une inégalité de Lojasiewicz

définition montre que Z(f) au sens de 3.1.3 est égal a Z ({f}) au sens de la définition de

cette section.

Remarque 4.1.10. Apres avoir défini ’ensemble des zéros, on a envie de définir I'idéal annu-
lateur pour pouvoir faire les classiques allers-retours entre géométrie et algebre. Cependant,
la aussi les définitions sont délicates. En effet, on prendrait pour W < X la définition sui-
vante :

F(W) :={f € R(X)|VxeW,3y — x, foy — 0}

Cependant, I’ensemble obtenu n’est pas un idéal. En effet, avec un contre-exemple qu'on a
x2+ 4 4 2
y Xty
x2+y2 x2+y2
leur somme ne l'est pas. Et prendre I'idéal engendré par cet ensemble revient a prendre I'en-

sont toutes les deux dans .# ({(0,0)}), mais

et

déja croisé en 4.1.1, les fonctions

semble entier des fonctions rationnelles bornées. Notons que ces exemples problématiques
existent en codimension = 2 et que la chose est envisageable pour les hypersurfaces.
Une autre option serait de remplacer le 3 par un V mais cela forcerait les fonctions a étre

continues...

Apres avoir vu les principales difficultés que 1'on rencontre pour I'établissement d'un
dictionnaire géométrie-algeébre, on va étudier I'inégalité de Lojasiewicz, qui s’avere étre une
brique importante du futur Nullstellensatz, et dont les hypothéses sauront nous illustrer les

spécificités géométriques dont on a besoin pour avancer.

4.2 Une inégalité de Lojasiewicz

A partir des lieux d’annulation définis au chapitre précédent, on cherche a obtenir une

inégalité de Lojasiewicz. Pour rappel, voici son énoncé régulu, voir [Fic+16] Lemme 5.1.

Théoreme 4.2.1. Soient n et k des entiers naturels. Soit f une fonction k-régulue surR".
Sig:2(f) — R est k-régulue, alors il existe un entier naturel N tel que l'extension a R" par 0

de fNg est k-régulue.
Démonstration. [Fic+16] Lemme 5.1 O

La principale utilisation de ce théoreme est : lorsque 'on a f, h des fonctions k- régulues

qui vérifient Z (h) € Z(f), on peut utiliser le théoréme avec g := h~! pour trouver un entier
N

N vérifiant que fT est k-régulue. C’est donc sous cette forme, en prenant I'inverse, que 'on

écrira notre résultat.
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3 A . ~ . .
Par exemple, xeTJﬂ peut étre vue comme construite a partir des fonctions f(x,y) = x et
h(x,y) = x* + y?
N
Ainsi, I'observation géométrique Z (h) < Z(f) nous amene a voir que fN = fT - h est dans

(h), etdonc que f € +/(h)

Cet énoncé ne fonctionne pas dans le cadre de lieu d’annulation que 'on a créé précédem-
ment :

22+
X2+

deux ont un comportement d’annulation autour de leur lieu d'indétermination, ie Z(f) =

4 4 2
2 etgny) = 572 Les

Exemple 4.2.2. On considére, comme al'’exemple 4.1.1, f(x,y) =

Z(g) =1{(0,0)}, mais les chemins qui les aménent a I'annulation, ou les points témoins sur
un espace éclaté commun, sont différents.
Ainsi, pour aucun N € N on ne peut obtenir de continuité, voire méme de borne, autour de

. ﬂ _ 1 (x2+y4)N
0 par la fonction g = (2T iy

ﬁ _1_ ﬁ — 2N |
En effet, - (x,0) = ootz 0=y y—0 0.

3
FIGURE 13 — Vue sous différents angles de T

On va donc chercher a mettre en place une bonne hypothese pour obtenir une inégalité
de Lojasiewicz. L'idée est de regarder non pas les points de R" sur lesquels la fonction peut
avoir une tendance a s’annuler, mais de conserver les témoins, et donc de regarder soit les

points dans un bon espace éclaté, soit les arcs.

Théoréeme 4.2.3. Soient f,g deux fonctions rationnelles bornées de X dans R. On suppose

qu'il existe ¢ : X — X résolution vérifiantindet(f o ¢) = indet(g o ) = @, et tel que Z(gop) <
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4.2. Une inégalité de Lojasiewicz

Z(foq).
N
Alors il existe un entier N tel que % soit rationnelle bornée.

Démonstration. SiU =dom f etV =domg,onposeU:=¢ ' (U)etV:=¢ L (V), W:=UNV.
On remarque alors que W := ¢~ (W) est égala Un V. On note aussi f = fop et §= gop. On
aura besoin enfin par la suite de 'ouvert Z :={x € W, g(x) # 0} =2(g) et de 7= P 1(2).

On remarque que ¢ est un isomorphisme birégulier de W dans W (qui sont respectivement
des ouverts de Zariski de X et de X, voir 1.4.3). Comme la définition de fonction rationnelle
bornée ne dépend pas de I'ouvert choisi (voir 2.1.2), et qu'une intersection de deux ouverts
denses est aussi un ouvert dense, on peut considérer les fonctions f et g comme des fonc-

tions de domaine W et pas de domaine U et V.

Les fonctions f et g se prolongent ainsi en des fonctions réguliéres sur X.
Par hypothese, g ne s’annule pas sur ¥ (f) ={xeX, f # 0}, donc %f est continue sur 2 (f) (et
semi-algébrique comme inverse d'une semi-algébrique).

On peut donc appliquer I'inégalité de Lojasiewicz semi-algébrique [BCR13, 2.6.4] avec fet %

sur X, pour obtenir I'existence d'un N vérifiant que %, prolongée par 0 sur Z (f~), est conti-
nue sur tout X (et semi-algébrique comme produit de semi-algébriques).
Il reste a redescendre. Pour commencer, remarquons que sur Z,
P_gent ()
§ goy § §

Soit K un fermé borné de X. Comme ¢ est propre, on a K := ¢! (K) fermé borné de X. Alors
N ~
5 est continue (et semi-algébrique) sur le fermé borné K donc bornée (voir [BCR13] 2.5.8).

FN — ~ FN ~ N
En particulier %(W N K) est un ensemble borné. Or Z < W et %(Z NK)= %(Z N K). D’ ou

N
f? (K N Z) est un ensemble borné.

On peut alors appliquer la caractérisation par des compacts 2.1.8 pour conclure. O

Afin d’obtenir la version avec des arcs, qui sera sans doute plus parlante, il ne reste qu’a

démontrer I'équivalence entre les différentes conditions :

Lemme 4.2.4. Soient f,g rationnelles bornées de X. Les assertions suivantes sont équiva-
lentes :
i) Ilexiste ¢ : X — X résolution vérifiantindet(f o ) = indet(go ) = @,
telle que Z (go ) S Z(f o).
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ii) Pour tout arc semi-algébriquey :[0,1] — X avecy(]0,1]) dom f ndom g, on a

l[igéf(y(t)) =0=> ltli%g(y(t)) =0

iii) Pour toute résolution ¢ : X — X vérifiantindet(f o ¢) = indet(go ) = @,

onaZ(gop) S Z(fop).

Démonstration. iii) = 1)
La seule chose a faire ici est de montrer qu'’il existe toujours une résolution double, ce qui est
le propos du lemme 1.4.3.
Soit ¥ un arc vérifiant de telles propriétés. On reléve cet arc en dehors de 0 et on I'étend
par [BCR13, 2.5.3] pour obtenir ¥ : [0,1] — X. La condition lim,_ f(y(£)) = 0 implique
que f(?(O)) = 0, ce qui, par I'hypotheése i), implique g(y(0)) = 0. Ainsi, en redescendant,
lim;— g(y(#)) =0. En résumé,
lim,—o f(y(£) =0 = f(@®=0
=> gx)=0
= lim;ogy (1)) =0

ii) = iii)
Soit U :=dom f et V := dom g. Ce sont des ouverts denses de Zariski donc leur intersection
W T’est aussi.
Soit ¢ une résolution vérifiant les hypotheses proposées. En utilisant le lemme de densité
1.4.5, on déduit que " L (UNV) = L ({U) N~ (V) = UNV est dense dans X.
Soit X € Z (f), on veut montrer que X € Z (g).
ATaide du lemme de sélection des courbes [BCR13, 2.5.5], on choisit un arc y < U n V ayant
pour limite X.
On pose y := ¢ oYy. Par commutativité du diagramme de résolution et par continuité, on

obtient :

lim,_o f((@ o) (1)
= lim,_o(f o) (F(1))
= lim,_o f(7(1))

= f®
=0

lim;—o f(y (1))
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On peut alors utiliser 'hypotheése ii) pour obtenir lim;_. g(y(#)) = 0. Mais alors,

g® = limog(¥(1)
= lim;_o(go)(¥(1)
= lim,—og((pon)(1)
= lim;.og(y()
=0
Ainsi, X € Z(g). O

L'inégalité de Lojasiewicz version arcs s’obtient alors immédiatement :

Théoréme 4.2.5. Soient f, g deux fonctions rationnelles bornées de X dans R. On suppose que

pour tout arc semi-algébriquey :10,1] — X avecy(]0,1) cUNV,ona
ltli%g()/(t)) =0=> Itg%f(y(t)) =0

N
Alors il existe un entier N tel que % soit rationnelle bornée.

Démonstration. C’est le théoreme 4.2.3 ou on a remplacé '’hypothese en utilisant le lemme
4.2.4 O

Cette condition nous montre qu'il sera utile de travailler dans les espaces d’arcs pour

obtenir des informations algébriques a partir d'informations géométriques.

4.3 Zéros dans les espaces d’arcs

Dans cette section et dans la suivante, nos théorémes jongleront entre la dimension 2 et
la dimension quelconque. On notera donc X une variété algébrique réelle affine réguliere
irréductible de dimension quelconque et R? pour se placer dans le cadre de la dimension 2.

Nous allons maintenant construire un ensemble des zéros dans une géométrie plus dé-
taillée que celle des points. Au vu des conditions données par les bonnes hypotheses pour
I'inégalité de Lojasiewicz et des définitions pour lieu des zéros et images, il semble naturel de
vouloir utiliser un espace d’arcs. Cela permettra pour le cas R? de construire lieux d’annula-
tions et idéaux annulateurs. La dimension plus grande verra le méme probleme que dans le
cas des points, voir 4.1.2 : pour toute fonction et tout arc on trouvera un élément dans I'idéal
engendré qui aura cet arc entierement dans son lieu d’indétermination. Cependant, on fera
les premieres définitions en dimension quelconque car quelques résultats manipulant un

ensemble fini de fonctions y sont généralisables. Dans toute la suite, on suivra les notations
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de la section 1.6 : pour X une variété algébrique affine irréductible réelle lisse, on notera
X I'ensemble des arcs semi-algébriques bornés non constants de X, a savoir 'ensemble des
germes de fonctions semi-algébriques continues non constantes [0,e¢] — X. Notons que 'hy-
pothese « non constant » est 1a pour enlever les points de RZ et n'est ni intéressante ni res-

trictive en dimension plus grande.
Lemme 4.3.1. Vf € Rp(R?*),Vace ﬁ,ﬂe >0, f o« est défini sur]0,e] et borné: foa € R(X)p

Démonstration. Par 2.4.4, indet f est un ensemble fini de points. Ainsi pour tout arc non
constant y : [0,1] — R? on a 'existence d’un € > 0 vérifiant Y(10,e[< dom f. Comme on tra-
vaille ici avec des couples de germes, cela veut donc dire que foa € R(X) est défini. Le
caractere borné est alors une reformulation de la caractérisation par des arcs 2.1.7 qui nous
dit qu'une fonction est rationnelle bornée si et seulement si I'image de tout arc borné est

bornée. O

On voit la aussi que plutdt que de manipuler des fonctions semi-algébriques continues
sur [0, 1], on manipule en réalité les germes de telles fonctions : la seule chose qui nous inté-

resse est le comportement en 0.

Définition 4.3.2. Soit f € Ry(X)
Onpose Z(f) :={ae X [3e>0,y(10,¢]) nindet(f) = @ et lim f o a = 0} l'ensemble des zéros de
f dans’X.

Notons qu’en dimension 2, si I'on force les arcs a ne pas étre constants, la condition

3e,y(10,€]) nindet(f) est automatiquement vérifiée.

Avec cette définition, on peut reformuler plus simplement I'inégalité de Lojasiewicz de la

section précédente (4.2.5) :

Théoréme 4.3.3. Soient f, g deux fonctions rationnelles bornées de X dans R. Si Z (8 < Z( 1d)

N
alors il existe un entier N tel que f? soit rationnelle bornée.

Démonstration. Immédiat. O

Définition 4.3.4. Soit f € R,(R?)
Pour I un idéal de Ry,(R?), on posef(l) = ﬂfdf(f) ={aeR?|Vfellimfoa=0}.

Soit S < R?, on peut alors définir l'idéal annulateur :

7(S)={feRp(RH[VaeS limfoa=0}
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Remarque 4.3.5. La définition de I'idéal annulateur peut se reformuler en termes de valua-
tion; en effet lim f o @ = 0 est équivalent au fait que la valuation de f o a est strictement

positive (elle est déja naturellement positive par le lemme 4.3.1).
Lemme 4.3.6. Lidéal annulateur que l'on a défini est bien un idéal.

Démonstration. On commence par montrer que 7| ( S ) est un groupe. Déja, la valuation
de la composition 0o a vaut +oo = 0. On remarque aussi que pour la valuation qu’on consi-
dere, v(f(a)) = v(— f(@)). Enfin, la valuation d'une somme est supérieure au minimum des

valuations, doncsi f,g € # (S ), alors pour @ €S, on a v(f(a)) = 0 et de méme pour g. Ainsi :
v(f+8) ()= min(v(f(a)), v(g(a:))) >0

#('S") est donc bien un groupe. De plus, si f € .# (S ) et h € Ry(X), alors la valuation de foa
est strictement positive, et celle de h o a est positive ou nulle; donc la valuation du produit,

a savoir la somme des valuations, est strictement positive. O

Proposition 4.3.7. e YI,JER,(R),IC]=>Z(D2Z())

« VSTSR, ScT=>9(S)27(T)

« VfeR,(R), Z(f)=Z (N
Démonstration. La contravariance découle, comme dans les cadres classiques, de la quan-
tification universelle de la définition : si a € Z | () alors Vf € J,lim(f(a)) =0 etcomme I < J
onaaussiVfellim(f(a))=0.
Similairement, si f € # (T ) alors Va € T ,im(f (a)) = 0 et donc par inclusion

VaeS, lim(f(a) =0

Pour la derniere égalité, 'inclusion Z (= Z ((f)) estla partie triviale, et pour I'autre partie,

sil’on prend a un arc qui annule f et g = fh e (f); avec he Ry (R%); alors on aura limhoa

borné et lim f o a = 0 et donc par produitlimgoea =0 O

On peut remarquer que I'opérateur de limite induit une application de I'espace des arcs
bornés X vers I'espace des points X. Ces limites respectent d'une certaine maniere les en-

sembles de zéros que nous avons créé icieten 3.1.3 et 4.1.6:

Proposition 4.3.8. Soit f € R, (X). Alors Z (f) est l'ensemble des limites des arcs de Z (.
Soit I un idéal de Ry, (R?). Alors Z (I) est l'ensemble des limites des arcs de f(]).

Démonstration. Découle des définitions : si x € Z(f) alors il existe un arc y de limite x tel

que lim foy =0; ce quiveutdirey € Z( f). Réciproquement tout arc (borné) y € Z( f) estun
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témoin pour I'annulation de f au point limy
La démonstration est similaire pour les idéaux : si x € Z(I) alors il existe un arc y de limite
x tel que pour f € I onalimfoy =0; ce qui veut dire y € ZW. Réciproquement tout arc

(borné) y € Z(I) est un témoin pour I'annulation de tous les f € I au point limy O

Remarque 4.3.9. R(T) étant un corps réel clos, X hérite naturellement d’une topologie eu-
clidienne et d'une topologie de Zariski. On peut alors se demander si les ensembles que 'on
vient de créer ne peuvent pas déterminer une autre topologie sur X.

Chaque fonction f sépare I'espace des arcs en 3 sous-parties : 2( ), Z( f) et indet( f). Le
premier serait un ouvert, le 3e serait un fermé, donc le 2e serait un localement fermé (et pas
un fermé). Or c’est bien Z (f) qui transporte I'information qui nous intéresse, et qui serait le
candidat pour un fermé de base. Ainsi, si topologie il y a, elle ne permettra d’aboutir a des

résultats qu'en dimension 2 ou I'on peut d’office écarter indet(f).

4.4 Résultats algébriques

Dans cette section, on va étudier des propriétés algébrico-géométriques de R (X). A dé-
faut d’avoir une géométrie compatible avec les idéaux, beaucoup de résultats seront res-
treints & Ry, (R?), pour lesquels les choses se passent relativement bien. La majorité des pro-
positions évoquées ci-dessous ont des contre-exemples dans le cas ou I'idéal n’est pas de
type fini, et ce dés la dimension 2. On étudiera ces contre-exemples dans la partie 5.1 "créa-

tions d’exemples".

Le premier résultat est essentiellement une application de I'inégalité de Lojasiewicz, et dé-
crit exactementle lien entre inclusion des lieux des zéros et inclusion des radicaux des idéaux

engendrés :

Proposition 4.4.1. Soient f,g € Ry(X) avec X une variété algébrique réelle affine réguliere
irréductible de dimension quelconque.

fev/(g si etseulementsif(f) 2 f(g)

Par conséquent, \/{f) = \/(g) si et seulement si f(f) = .ft’\(g)

xty?

et Zz,z hous montre que cette propriété n’est pas

x2+y
x2+y?

Le contre-exemple 4.1.1 avec

vraie pour les espaces de points.
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Démonstration. On suppose que f € \/@ Soity € .ftr\(g).

Par hypothese, il existe h € R,(X) et N € N vérifiant f = gh. Ainsi,
lim foy)N = limfNoy

lim(gh)oy

(limgoy)-(limhoy)
=0
En effet, hoy est borné et lim g oy = 0 par hypothese.
On aura remarqué que lim f oy existe et est uniquement déterminé. Sa puissance est nulle,
donc la limite est nulle.
Dit autrement, y € Z( f).

Réciproquement, si Z( fl= Z (g) on peut utiliser I'inégalité de Lojasiewicz pour obtenir

N
un N vérifiant h:= 7€ Ry(X), ce que 'on peut réécrire fN = gh; d'ott f € /(g) O

On poursuit avec la généralisation aux idéaux de type fini du Nullstellensatz faible pro-

posé en 3.3.17
Proposition 4.4.2. Soit fi,..., fi € Ry(R?). SiZ({fi,..., fi}) = @ alors{fi,..., fx) = Rp(R?)

Démonstration. On utilise 1.4.4 pour avoir une résolution commune (X, ©, f,-). Comme toutes
les f; sont réguliéres, et que la condition sur les zéros implique que (; Z (f;) = @, on peut ap-
pliquer le Nullstellensatz régulier ' et voir que 1 € (fl, oo fk>

1l existe donc des fonctions a@; régulieres sur X donnant la combinaison :
l=aifi+...+afx
Mais alors on a dans Ry, (R?),

l=ayfi+...+axfx

Ici, pour chaque i, la fonction a; := @; o ™! est une fonction rationnelle bornée sur X par
2.3.7, qui nous dit que la composition par ¢ induit un isomorphisme entre les fonctions
rationnelles bornées de X et celles de X.

Ainsi (f1,..., fr) = Rp(X). O

On poursuit en rappelant I'astuce propre au réel pour traiter les zéros des idéaux de type

fini a’aide d’une seule fonction :

1. On pourra appliquer [BCR13, 4.4.6] avec I := (ﬁ) et f:=1, qui est identiquement nulle sur l'engemble
vide. On obtient alors des fonctions gi,..., g telles que g:= 1+ 3 gi2 est dans I'idéal engendré par les f;. Mais

comme é est aussi réguliereonal=g- é e{fi,.- fi)
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Lemme 4.4.3.
Soit I =(fi,..., f) S Ry(R?). Avec f := f2 +...+ f2,ona Z(f) = Z(D) et Z(f) = Z (D).

Démonstration. Siy € R? est un arc non constant alors lim f oy vaut zéro si et seulement si

pour tous les i, lim fjoy =0 O
On peut alors maintenant énoncer le Nullstellensatz de type fini :
Théoreme 4.4.4. Soit I un idéal de type fini de Ry, (R?). Alors :f\(f(l)) =V

Démonstration. Linclusion vI € Z(Z (I)) est celle qui est facile 2 montrer : soit f € VT et
soit n un entier tel que f" € I. Soit a € .,:Z(I).
La composée f o a est une fonction semi-algébrique continue, elle a donc une limite. C’est
en effet, a un signe pres, la racine n° de f"oa.
Comme (f o a)" tend vers 0; on en déduit que lim foa =0; c’est-a-dire f € :f(j([)).

Pour 'inclusion inverse, soit f € :ﬁ\(f (I)). Cela se reformule par Z Hc Z (f).
Comme I est de type fini, on peut prendre un nombre fini d’éléments g; quil’engendrent, et
en considérant g:=}" gl.2 on a un g vérifiant Z (g) = ZW.
Comme on a alors Z | (g) < Z( f) on peut appliquer le théoréme de Lojasiewicz pour avoir

N
I'existence d'un N vérifiant que f? =: h est rationnelle bornée.

Ainsi fN=gheIdou fe VI O

On en déduit un corollaire qui généralise notre premiére proposition, 4.4.1.

Corollaire 4.4.5. Soit I un idéal de type fini de Ry, (R?)
f e V1 siet seulement si Z (f) 2 Z ()

Pour un idéal non de type fini, voir thm 5.1.7 pour un contre-exemple.

Démonstration. Le sens direct est vrai dans le cas général : si f € v/(I) alors il existe par
définition g € I tel que f € \/(g). Par la proposition précédente, on a alors Z( = Z (8); or
Z(g)2ZW.

Pour la réciproque, on choisit par I'astuce 4.4.3 un h tel que Z()=Z(h),eton peut alors

appliquer la proposition 4.4.1, qui est le méme résultat mais pour un idéal monogene. O
On poursuit avec des résultats sur la radicale principalité.
Lemme 4.4.6. Soit I un idéal de Ry,(R?). Si f € I est telle que f(f) = Z (), alors / (fH=vVI
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Démonstration. \/{f) < V1 est immédiat, vu que fel.

Soit g € V/I. Alors Z ()= ZWh=Z( f), et on peut alors appliquer l'inégalité de Lojasiewicz :
N

il existe N tel que h := f est rationnelle bornée, et alors gV = fh e (f). O

Le théoreme suivant découle alors :

Théoréme 4.4.7. Tout idéal de type fini de Ry, (R?) est radicalement principal; a savoir il existe

feltelque\/{f)=VI

Démonstration. En choisissant via I'astuce 4.4.3 f := ) fl.2 ol les f; génerent 'idéal, on ob-
tient un f vérifiant Z( )= Z(D). On peut alors conclure en utilisant le lemme précédent
4.4.6. O

On continue avec un résultat liant un idéal d'un anneau de polyndomes avec 'idéal qu'’il
génere dans Ry(R?).

Théoréme 4.4.8. Soit J un idéal réel de R[X, Y] = 2 (R?). Alors \/R,(R2) - J = # Z(J)

Démonstration. Soit f € \/Rb(TZ)-] , cad qu'il existe r € N* tel que f” € R,(R?)-J. On décom-
pose: f" = gh avec g rationnelle bornée et & € J. Par Nullstellensatz polynomial, (I'idéal J est
réel), h s’annule identiquement sur Z (J). Soit y € Z (). Alors lim hoy=0.D’oulim f"oy=0
etlim f oy = 0. Cela prouve bien que f € IZW.

Réciproquement, soient py, ... py des générateurs de J dans R[X, Y].
On pose s := p? +...+ p2. Soit f € #Z(J). Cela veut dire précisément Z(f) 2 Z(J) = Z (9.
En appliquant I'inégalité de Lojasiewicz on en déduit I'existence d'un entier r non nul tel

_fr

que h: est rationnelle bornée. Alors f” = hs e R,(R") - ] d’ou le résultat. O

On finit enfin cette partie en commencant I'étude des idéaux premiers de Ry, (R?).

Remarque 4.4.9. Lidéal engendré par x dans Rj,(R?) (et a fortiori en dimension plus grande)
2
n'est pas premier. Une maniere de s’en rendre compte est de considérer f := #y}ﬁ et g:=

Xy
x4yt
On peut vérifier que ces fonctions sont bornées en éclatant l’origine. Etni f ni g ne sontdans

(x). En effet i 1 ‘est pas bornée le long de I'arc (0, 1), et 4 y2 n'est pas bornée le long de
larc (¢, t). Cependant,
x2y?
(x2 + y4)(x4 + y2)

fg=x\y

Et on peut aussi vérifier que est bornée en |'origine.

(x2+y4)(x4+y2)
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A vrai dire, si 'on suit [Bec82a, 1.22], et les arguments autour, aucun idéal de type fini
n'est premier dans Ry, (X). Le résultat n’est pas applicable pour Ry, (X) car, apres la preuve
de 1.12, les résultats donnés dans cet article s’appliquent sur un anneau d’éléments bornés
relativement a corps (on renvoie a 1.8.3 pour voir Ry (X) et R (X) comme des anneaux d’élé-
ments bornés).

Le cas des fonctions régulues a été décrit dans [Czal9], les idéaux de type fini n'y sont
ainsi pas premiers. On peut ainsi espérer que la situation soit similaire dans R} (X).

Létude des idéaux premiers, notamment des chaines d’idéaux premiers, amene natu-
rellement a une formulation en terme de dimension de Krull de I'’ensemble des fonctions

rationnelles bornées. On commence avec un résultat issu de la littérature :

Théoreme 4.4.10. Soit A < B deux anneaux commudtatifs integres de corps de fractions res-
pectifs F < K. Si A est noethérien, alors dim B < dim A + tr(K/F) (on parle ici de dimension de
Krull).

La preuve présentée est une traduction de celle de [Swa77, 5.4]. On en trouve une version

avec le vocabulaire des valuations dans [ZS60, IV, § 10].

Démonstration. Considérons une chaine Py C ... C P, d’'idéaux premiers de B, et soient
x; € P)\P;_;.Ennotant C := A[x;,..., X,], onremarque que les P;NC sont des idéaux premiers
de C qui s’assemblent en une méme chaine stricte que les P;. On peut donc se ramener au
cas ou B est de type fini sur A, et par récurrence au cas ou B = Ala]. Se distinguent alors deux

cas:
1. Si a est transcendant sur A, alors dim Ala] =dim A+ 1

2. Sinon, B = A[X]/I, avec I non nul; et on peut remonter les idéaux premiers de B par
le morphisme quotient et obtenir une chaine d’idéaux premiers de A[X]. En ajoutant
I'idéal nul au bout, on obtient une chaine de taille n +1;
d'oudimB =dim A[X] -1 =dim A.

O

Linégalité dans I"énoncé vient du passage de B a C : une chaine dans B en implique une

dans C mais rien n’est dit sur le fait que la chaine est maximale dans C.

Corollaire 4.4.11. Les anneaux des fonctions k-régulues (k € N), rationnelles continues, ra-
tionnelles bornées (localement ou uniformément) sur une variété lisse de dimension n sont

tous de dimension de Krull inférieure ou égale a n.

104



4.4. Résultats algébriques

Démonstration. Pour chaque cas il suffit de prendre, dans le théoréme précédent, B :=I'an-
neau considéré, A :=1’anneau des polyndémes sur la variété, et F = K := "anneau des fonc-

tions rationnelles sur la variété. O

Linégalité est en fait une égalité. Pour les fonctions régulues, voir [Fic+16, 6.11]; pour
les fonctions rationnelles uniformément bornées, on peut utiliser la théorie des anneaux de
fonctions de bornées, avec la proposition 1.8.3 et [Bec82a, 1.22]. Pour les fonctions ration-

nelles localement (ou uniformément) bornées, on peut aussi faire le raisonnement suivant :
Proposition 4.4.12. La dimension de Krull de R,(R") est égale a n

Démonstration. Le corollaire 4.4.11 précédent nous donne une des inégalités. On cherche
donc a montrer que la dimension de Krull est au moins n.
On procede par récurrence sur n
Linitialisation se fait en voyant que Rj,(R’) = R posséde un idéal premier : 'idéal nul.
Soit n = 1, on considére le morphisme de restriction :
¢: Ry(RMH — Ry(R"™h
f — Rn—l N R
(X1,..0,Xp-1) —  f(x1,...,X5-1,0)
@ peut aussi étre vue comme le pullback de I'injection canonique
Rn—l N R"
(X1,..., Xp-1) — (x1,...,X5-1,0)
Comme cette fonction a une image de codimension 1, composer avec elle ne posera pas de
problemes et le corollaire 2.4.5 nous assure que ¢ est bien définie.

Le noyau de ¢ est non-trivial. Il contient en effet 'idéal engendré par x,, et aussi des éléments
2
xn
X5+x2

On peut appliquer 'hypothése de récurrence sur R, (R"™!) pour obtenir une chaine d’idéaux

comme la fonction pour n =2 par exemple.

premiers
P,1C...C P

puis la tirer en arriere via ¢ et obtenir une chaine d’idéaux premiers
¢ (Pp-D) S ... ST (Po)

La chaine est stricte car le morphisme est surjectif, et les idéaux sont premiers car les an-

neaux sont integres.
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Comme le noyau de ¢ n’est pas trivial, (p_l(Pn_l) # (0) et on peut donc ajouter ce dernier

ala chaine
) C @ (P C...C o 1 (Py)

On obtient alors une chaine de taille n dans R, (R") O

Remarque 4.4.13. Puisque, par la proposition 1.8.3, 'anneau des fonctions rationnelles bor-
nées correspond a I'anneau des éléments bornés des fonctions rationnelles relativement aux
polynomes, c’est un anneau de Priifer (voir [Bec82b, 2.16 iii] pour les uniformément bor-
nées), et donc ses idéaux de type finis peuvent étre engendrés par n + 1 éléments, ou n est la

dimension de Krull (donc la dimension ambiante) ; la borne étant optimale, voir [Kuc91].
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CHAPITRE 5

LE CAS DE LA DIMENSION DEUX

A la suite des propriétés algébriques précédemment trouvées, on s'intéresse a savoir si
elles ne peuvent pas étre étendues; par exemple beaucoup concernent des idéaux de type
fini, peuvent-elles étre étendues aux idéaux quelconques? La majorité des réponses sont
négatives; et on mettra en place une construction d’idéaux permettant d’avoir facilement
les contre-exemples voulus. Cette classe riche de contre-exemples nous fournit des idéaux
maximaux, et donc nous renseigne énormément sur le spectre (et le spectre réel) de I'an-
neau étudié. Nous formaliserons les questions adaptées pour mettre en valeur cette richesse,
d’abord en parlant de propriété de substitution, puis en amorc¢ant I’étude de la richesse des

substituts au-dessus des points.

Dans ce chapitre, X n’est plus une variété quelconque, puisqu’on se placera dans R?. Ainsi,
la lettre X désignera I'indéterminée de R[X, Y], de R(X, Y) ou, pour suivre la cohérence de
ces notations, de R(X,Y) := Rp(R?).

5.1 Création d’exemples

Dans cette section, on va donner explicitement des générateurs de 1'idéal des fonctions
rationnelles bornées qui s’annulent en 0 le long d’un arc y = (x, P(x)) ou P est d’abord un
polyndme puis une série formelle. Le passage aux séries formelles se fera via les troncatures
polynomiales successives de la série considérée.

Avec une série formelle transcendante on obtient ainsi des contre-exemples pour le cas non
de type fini des théorémes obtenus précédemment (Nullstellensatz, radicale principalité), et
pour la noetherianité des espaces d’arc.

On commence donc par le cas polynomial. Pour (x, P(x)) un arc, avec P un polyndéme, on

regarde les annulations en 0 d'une fonction fp bien précise.

Notation 5.1.1. Soit P(T) € R[T] un polyndéme, sans terme constant (donc de limite 0), de
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degré d.
(r-Peo)’

On note, dans R?, fp(x,y) = 2 )
(y—P(x)) +x2d

et gp:= f1§+x2+y2.

Cette fonction a un seul point d’indétermination, alias (0,0). Ses zéros en dehors de ce
point sont situés sur la courbe d’équation y — P(x) = 0, mais ils ne seront pas conservés lors
du passage de fp a gp.

Lemme 5.1.2. Autour de (0,0),
e Lesarcs (x(1), (1)) qui annulent fp vérifient v(y(t) — P(x(1))) = d - v(x(1))
o Les arcs qui vérifient v(y(t) — P(x(1))) > d - v(x(1)) annulent fp.

Une autre manieére de voir ce lemme est qu'un arc qui annule fp est nécessairement de
la forme (7, P(T) + O(T%)) et qu'un arc de la forme (T, P(T) + o(T%)) annule fp.

Démonstration. On pose h:=y— P(x) (par simplicité de lecture on oubliera le £, méme si la

valuation porte sur le degré en t). Il suffit de calculer la valuation de fp(x,y) :

v(fp(x,y) = v(((rﬂ)

y-P() +x2d

v((y— P(x))z) - v((y— P(x))2 + de)
2v(h) — v(h? + x*%)

Or v(h? + x*?) = 2min(v(h), d - v(x)) avec égalité si v(h) # d - v(x). Il y a alors 3 cas :
Siv(h)>d-v(x) alors v(h? +x2d) =2d-v(x) dou v(f(x,y) =2v(h)—2d-v(x) >0
Etdonc lim;—_¢ fp(x(8), y(1)) =0
Si v(h) =d-v(x) beaucoup de choses sont envisageables, mais1’étude de ce cas n'influe

en rien sur les deux assertions que I’on cherche a montrer.
Si v(h) <d-v(x) alors v(h?+x??) = 2v(h) d'ott v(fp(x,y)) = 2v(h) —2v(h) = 0 et donc
f(x(1),y()) a un terme constant non nul (qui se trouve étre sa limite) : 'arc ”’annule

pas fp.
Ainsi, le premier cas implique a une annulation, et une annulation implique le premier ou le

deuxiéme cas. O

Lemme 5.1.3. Si P(T) estdedegréd, b>d, a€ R non nul, et quon noteQ := P + aT?,
tout arc de limite (0,0) annulant fo annule aussi fp.

Par récurrence c’est aussi le cas si Q = P+ o(T%).

Démonstration. Sil’on note (x, y) un tel arc, on a nécessairement v( y—P(x)— ax? ) =b-v(x)

(conséquence des affirmations précédentes).

108



5.1. Création d’exemples

Mais on a alors v(y — P(x)) = v(y — P(x) - ax? + axb) > min(v(y— P(x) - axb), v(axb)).
Or v(ax?) =b-v(x), etona supposé v(y—P(x) - axb) =Db-v(x).
D’olt v(y— P(x)) = b- v(x) > d - v(x) ce qui nous assure que I'arc annule fp.
O

Remarque 5.1.4. Jusqu'ici, on s’est seulement concentré sur les arcs de limite (0,0). La raison
est la suivante : soit f € R,(R?). Avec g := f(x,y)?+x*+y% ona Z(g) = {y € Z(f)[ limy =
(0,0)}.

Ainsi, avec gp = ff, + x? + y?, le lemme 5.1.3 peut se reformuler en :

Si Q(T) = P(T) + o(T%), alors Z (go) < Z (gp).

Par récurrence, on peut alors construire des tours infinies :

Proposition 5.1.5. Si S =Y, a; T' est une série entiere de coefficient constant nul, on pose

Py := Zle a; T' les troncatures au degré k. Alorsona:

...Sj(ngﬂ)gf(gpk)g---gf(gh)

Démonstration. On fait une récurrence sur le lemme 5.1.3, qui nous permet d’emboiter les
zéros en l'origine des fonctions fp, . Or, avec la remarque 5.1.4, ce sont exactement les zéros

des gp, O

Remarque 5.1.6. En appliquant la description géométrique de la proposition 4.4.1, on ob-

Vi<j,gr, €4/(8p)
On a alors la tour inversée :

Jgmec...c \/<gpk> c \/<gpk+1> c...

Le jeu va étre maintenant de passer a la limite, a savoir de considérer le radical de I'idéal

tient alors immédiatement :

engendré par tous les gp, . Son ensemble des zéros vaut (ien Z (gp,) : un arc annule I'idéal
si et seulement s’il annule tous les gp, .
Cependant, on a fait en sorte que Z (gp,) soitl’'ensemble des arcs de la forme (t, Pi(t)+o( tk)).

Cela signifie alors que tout arc témoin d’annulation de I'idéal ale méme support que (, S(¢))

Ce qui rend les choses intéressantes, c’est que cette construction peut se faire avec n'im-
porte quelle série S, méme une qui n’est pas semi-algébrique (ou de maniere équivalente,

qui n'est pas algébrique sur R[T]). On peut alors obtenir le résultat suivant :
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Théoreme 5.1.7. o Ilexisteunidéal I C Ry (R?) vérifiant Z (1) = §(I) =@.

e Il existe une chaine décroissante non stationnaire de "fermés" :
o CEFUpr) S ZEUR) C ... C Z ()

Ainsi, la "topologie" dans ’espace des arcs n’est pas noetherienne.

Les guillemets font référence a la remarque 4.3.9.

Démonstration.
Pour les deux affirmations, on remarquera que R[[T]lag # RI[T]], C'est-a-dire qu’il y a des

séries qui ne sont pas algébriques sur R[T]. Sil’'on prend S une telle série, on peut poser :

I:=1/u{gp.)etl:= \/ (gp,)i<k

Le faitque Z () = Z(I) = ¢ découle de la construction quiimpose aux seuls arcs qui puissent
étre témoins d’annulation de ne pas étre semi-algébrique.

s ’ . .« 12 2
Pour voir que I n'est pas plein, considérons f(x,y) = xZXTyZ On remarque que pour tout po-

lynome P = tQ sans terme constant, f(¢,P(1)) = m, donc l'arc (¢, P(t)) n’annule pas f.
Ainsi Z f) ne contient aucun des Z (gp;) et par Nullstellensatz f n’est pas dans I'idéal en-

gendré par les gp,, ni dans leur radical. Donc f n’est pas dans 1.

Les inclusions découlent, quant a elles, directement par la proposition 5.1.5. Pour le carac-
tére strict, remarquons que sile k¢ terme de S n’est pas nul, alors les affirmations de 5.1.1
nous dirons que I'arc (¢, P (1)) est dans Z (Ix) mais qu’il n’est pas dans Z 1) (par obser-
vation sur le degré). En renommant alors la suite d’idéaux pour enlever les éventuels idéaux
associés a un coefficient nuls dans I’écriture de S, on a une chaine infinie strictement crois-
sante (en effet, si elle était finie ¢ca voudrait dire que S est un polynéme, a fortiori algébrique
sur R[T1]). O

Remarque 5.1.8. On peut remarquer que pour de tels idéaux, ona Vf € I, Z(f) = {(0,0)},
car 'un des arcs (¢, P (1)) devra témoigner d’'une annulation, mais pourtant Z (I) = @ ce qui

fournit bien le contre-exemple pour la réciproque de la proposition 4.1.8

Remarque 5.1.9. Sil’on fait la construction précédente avec une série entiere finie (un poly-
ndme, donc), alors la suite des idéaux est stationnaire a partir du rang le degré du polynéme.
Les arcs annulateurs de I'idéal en sortie seront donc de la forme (, P(£) + 0(¢9)).

11 est possible de forcer les arcs annulateurs a n’étre que (¢, P(1)); pour cela, on prendra une

autre fonction test :
(y_ P(x) - xk)Z _ ka

(y— P(x) — xk)2 + x2k

k=d; fi(t) :=
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On peut alors refaire la méme étude pour montrer que les arcs annulateurs seront, pour
k > degP, de la forme (t, P(t) + o(tk)), et il ne restera plus qu’a faire tendre k vers I'infini.
On ne présentera que la premiére affirmation, le reste des arguments étant exactement les
mémes (garder les arcs autour de zéro en changeant de fonction, voir qu'il y a inclusion des
ensembles de zéros, conclure sur l'intersection de la tour d’idéaux engendrée et de la tour

d’ensemble des zéros).

Affirmation. Autour de (0,0),
o Lesarcs (x(1), y(1)) qui annulent fi vérifient v(y(t) — P(x(1)) = k- v(x(1))
e Lesarcs qui vérifient v(y(t) — P(x(1))) > k- v(x(t)) annulent f.

Démonstration. On pose h:= y— P(x) (par simplicité de lecture on oubliera encore le £). On
peut recalculer la valuation de fi(x,y) :
v(fr(x,») = v(h- x*)2 — ka) —v((h- 12 + ka)
= v(h?-2hxk) - v(h? - 2hx" +2x2F)
Si v(h) > k-v(x) alors v(h?—2hx*)=v(2hx*) = v(h) + k- v(x)
De l'autre coté, v(h? —2hx* +2x2K) = 2k - v(x)

La différence vaut donc v(h) — k- v(x) qui, dans ce cas, est strictement positive. Cela

veut dire que lim;_.o fp(x(2), (1)) =0
Si v(h) = k-v(x) beaucoup de choses sont envisageables, mais I’étude de ce cas n'influe

en rien sur les deux assertions que I’on cherche a montrer.
Si v(h) <k-v(x) alors v(h- xk) =v(h) et v((h- xk)z) =2v(h) d’ol, en réitérant I'argu-
ment d’'inégalité, v((h—x)? + x2K) = 2v(h)

On a alors v(fp(x,y)) = 2v(h) —2v(h) = 0 et donc f(x(f), y(¢)) a un terme constant

non nul (qui se trouve étre sa limite) : 'arc n’annule pas fp.
O

Enfin, on termine cette section avec un exemple en dimension 3 qui montre que, pour
un arc quelconque, la donnée de sa série de Taylor ne suffit pas a décrire le comportement

de notre fonction en cet arc.
3 ide — X
Exemple 5.1.10. Dans R’, on considere f(x, y, z) = pEa etles arcs

_1 _1
a:=(e 2,0,1),0:=(0,e 2,1,y :=(0,0,1)

Un calcul rapide montre que lim foa =1, que lim f o f =0 et que y € indet f.
Pourtant, ces trois arcs ont les mémes développements de Taylor.

On remarquera que le seul représentant analytique de ces arcs est dans indet f.
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5.2 Propriété de substitution et spectre réel

Dans cette section, et dans la suivante, on note Ry, (X, Y) := R, (R?) pour pouvoir suivre la
notation R[X, Y] = 2(R?) et R(X,Y) = R(R?).

On va chercher a établir I'existence de la propriété de substitution de R, (X, Y) sur R[X, Y]

Rapellons d’abord la définition :

Définition 5.2.1. Soit A une R-algebre et B une A-algebre. On dit que B admet la propriété de

substitution sur A si, pour tout corps réel clos F, un morphisme A — F admet un unique relevé

a B, faisant donc commuter le diagramme :

A— F

|/~

B
On parle de substitution faible lorsque les morphismes sont dans F = R

Remarque 5.2.2. Lensemble 2 (V) des fonctions régulieres sur une variété vérifie la pro-
priété de substitution faible sur 22(V).

Pour 'existence, soit @ : 22(V) — R un morphisme, et soit f = % € Z(X)

a(p) .
alq)’

nule pas sur X. On vérifie aisément que & est un morphisme et qu’il prolonge bien le mor-

On pose a(f) := qui est bien défini car a(qg) ne peut pas valoir zéro puisque g ne s’an-

phisme a.

Pour 'unicité, il faudra remarquer que pour un morphisme & on a nécessairement :

alz] a@ = ap
a g alq) = alp)
~(p a(p)
g @

Exemple 5.2.3. Les anneaux des fonctions semi-algébriques continues [Sch86], Nash [BCR13,
8.5.2], et rationnelles continues [FMQ17b] admettent la propriété de substitution sur I'an-

neau de polyndme associé.

Notation 5.2.4. On note :
Spec A 'ensemble des idéaux premiers de A
RSpec A I'ensemble des idéaux premiers réels ([BCR13, 4.1.3]) de A
Sper A 'ensemble des cones premiers réels de A, qui peuvent étre vus soit comme un

idéal premier réel muni d'un ordre sur le corps résiduel, soit comme un morphisme
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5.2. Propriété de substitution et spectre réel

vers un corps réel clos, soit comme un sous-ensemble P de A assimilable a un en-
semble d’éléments positifs. On renvoie a [BCR13, Ch4 & Ch 7] pour plus de détails,

notamment 7.1.1 pour la définition.

Remarque 5.2.5. Dire que A vérifie la propriété de substitution sur B revient a dire que le
morphisme Sper B — Sper A est bijectif continu.

En effet, on peut voir un élément du spectre réel d'un anneau comme la donnée d'un corps
réel clos et d'un morphisme vers ce corps. L'existence d'un relevé veut alors dire que le mor-
phisme Sper B — Sper A est surjectif (chaque point du spectre réel, ie chaque morphisme
A — F, admet un antécédent, ie un relevé). Lunicité veut dire que le morphisme est injec-
tif (deux points différents de Sper B, ie deux relevés, sont envoyés sur deux points différents
de Sper A, ie deux morphismes A — F). Enfin la continuité est automatique dans les mor-
phismes de Sper associés a des morphismes d’anneaux, et découle de la définition des bases
des topologies utilisées. Voir [BCR13, 7.1.7].

Lemme 5.2.6. Soit (a,b) € R2.
Les fonctions suivantes sont bien définies et sont des morphismes d’anneaux :
Pwap : Rp(R?) — R Vb i Rp(R?) — R
f — lim;.q f(a+1t,b) f — lim;.o f(a,b+1)

Démonstration. Le caractere bien défini découle de la propriété suivante, voir 4.3.1 :
VfeRy(X,Y), J¢>0, |0,e[nindet f =@

En effet, par le corollaire 2.4.4, le lieu d’'indétermination est de codimension 2 et est donc
un ensemble de points isolés, on peut donc I'esquiver en trouvant un € assez petit. Par ce
meéme corollaire, f est réguliére donc continue sur ]0,¢[ et donc la limite en zéro existe si et
seulement si f est bornée sur cet intervalle, ce qui est justement le cas.

Ce sont des morphismes d’anneaux car les limites en 0 de la fonction nulle (resp de la fonc-
tion unité) valent 0 (resp 1), et que la limite d'une somme (resp d'un produit) est la somme

(resp le produit) des limites. O

Proposition 5.2.7. Lanneau Ry,(X,Y) vérifie la condition d'existence mais pas celle d'unicité

de la propriété de substitution faible sur R[X, Y]

Ici on montre qu’il n'y a pas unicité en exhibant deux morphismes différents qui relevent
le méme morphisme de R[X, Y]. Il y a, bien s{ir, nettement plus que deux relevés par mor-

phisme initial. La section suivante sera dédiée a I’étude de ce défaut d'unicité.
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Démonstration. On considere les deux morphismes ¢, p) et ¥4, dulemme précédent. Leurs
restrictions a’anneau R[X, Y] induisent par continuité le morphisme d’évaluation en (x, y).
Or l'intégralité des morphismes R[X, Y] — R sont des morphismes d’évaluation en des points.
On a donc trouvé au moins un morphisme qui releve chacun de nos morphismes d’évalua-
tion.

Il reste alors a voir que @4 ) €t ¥ (4,1 sont différents. On pourra pour cela considérer la fonc-

—a)? :
tion figp) : (x,¥) — % dont'image par ¢, 1) est 1 et celle par v, p) est 0. O

Les inclusions
R(X,Y)2R,(X,Y)2R[X,Y]

induisent ainsi les morphismes suivant :

SperR(X,Y) —— Sper R,(X,Y) —>— SperR[X, Y]

suppl suppl suppl

{{0)} = RSpecR(X,Y) —l> RSpecR,(X,Y) SR RSpecR[X,Y]
Les morphismes du haut découlent de [BCR13, 7.1.7] (ou il est méme dit que ces mor-

phismes sont continus), et juste apres (7.1.8) il est dit que supp est une transformation na-
turelle, d’ou les fleches verticales et la commutation des carrés.

On a fait et on continuera de faire un abus de notation pour nommer de la méme maniere
le morphisme des Sper et celui des RSpec, quitte a devoir préciser ponctuellement duquel
on parle. Etant donné que le support d’'un céne premier est un idéal premier réel et qu’in-
versement un idéal premier réel est le support d'un cone premier; et étant donné que la
dimension d'un cone est définie dans [BCR13, 7.5.7] comme celle de son support, on parlera

des deux lignes en méme temps a chaque fois.
Le but de cette section est donc de montrer que s est surjectif. On va d’abord montrer que i
estinjective et que s, . :Imi — Imsoi est une bijection.

Proposition 5.2.8. Le morphisme i écrit précédemment est injectif, et s est une bijection de
Imi sur Imso i, ot les deux images peuvent se caractériser comme les cones premiers (resp

idéaux premiers réels) de dimension 2

Notons que le seul idéal premier réel de dimension 2 est I'idéal nul ce qui simplifie la

question pour les idéaux.

Démonstration. Comme R(X, Y) estle corps des fractions de R, (X, Y), 'image de i est'en-

semble des idéaux dont le support est I'idéal nul. C’est donc aussi le cas de I'image de so i
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car s({(0)) = <0)

Or (voir [BCR13, 7.5.7]) la définition de dimension d’'un cone premier est celle de son sup-
port, et 'idéal nul est le seul idéal premier de RSpec R[ X, Y] de dimension 2.

C’est aussi le seul idéal premier de dimension 2 de RSpec R, (X, Y) car sa dimension de Krull
vaut 2; voir 4.4.12

Le caractere injectif de i et de s sur I'image de i découle alors du fait que so i est injectif; car
il est par définition égal au morphisme canonique Sper R(X,Y) — Sper R[X, Y] injectif. En

effet, pour P un cone premier resp. un idéal réel,
(PNRy(X,Y))NRIX,Y]=PNRI[X,Y]

Et la surjection sur I'image est une reformulation du fait que les éléments de dimension 2

sont forcément issus de soi. O

La substitution faible traite les points (donc la dimension 0) du spectre réel, le théoréeme
précédent traite les éléments de dimension 2, qui proviennent de Sper R(X, Y). Pour montrer
que s est surjectif, i.e. que la substitution forte suit la méme existence-mais-non-unicité que

la substitution faible, il nous reste donc a étudier le cas des éléments de dimension 1.

Proposition 5.2.9. Le morphisme s défini ci-dessus est bijectif sur les éléments de dimen-
sion 1 de Sper R[X, Y] Autrement dit, l'anneau R,(X,Y) vérifie la propriété de substitution

sur R[X, Y] pour les éléments de dimension 1.

Démonstration. Soit a € Sper R[X, Y] de dimension 1. On va chercher a construire un relevé
a € SperRy(X,Y)
Si g € R[X, Y], on peut remarquer que

g(a) =0= g e suppa = g =0 sur la courbe de suppa

Cette courbe étant de dimension 1 par hypothese, on va pouvoir utiliser 2.4.3 pour voir que
sif= g est rationnelle bornée sur R?, comme dim Z (¢) = 0 on a nécessairement g(a) # 0.
En voyant @« comme un morphisme de R(X,Y) dans F la cloture réelle du corps résiduel de
R[X,Y] en a, on peut alors poser :
a@: Ry(X,Y) — F
foo— f@=

Et aboutir a I'’existence d'un relevé. Pour 'unicité, si &; et &, sont deux relevés, nous avons

=

pour f = S I’équation suivante :
p(a) = f(@1)q(a) = f(@)q(a)

Comme g(a) # 0, on peut alors simplifier pour obtenir @, = @ O

115



Chapitre 5 - Le cas de la dimension deux

Notons que la démonstration proposée fonctionnerait aussi en dimension 2 et donne
une autre formulation du raisonnement que I'on a utilisé précédemment. Il ne fonctionne

pas en dimension 0 par contre puisqu’on peut y avoir g(a) =0

Corollaire 5.2.10. Le morphisme s respecte la dimension d’'un cone premier (resp d’'un idéal

premier réel)

Démonstration. Les trois propositions qui reglent le cas de chaque dimension séparée ont
un message caché : un point de Sper R[ X, Y] est nécessairement issu d’'un point de Sper R, (X, Y).
Un élément de dimension 1 de Sper R[ X, Y] est nécessairement issu d'un élément de dimen-
sion 1 de Sper R, (X, Y) (puisqu’on en a exhibé un de dimension 1 et qu’il est unique), et un
élément de dimension 2 est nécessairement issu d'un élément de dimension 2 (puisque le
support est nécessairement I'idéal nul). Par principe des tiroirs, les éléments de dimension i

de Sper R[ X, Y] sont forcément envoyés sur les éléments de dimension i de Sper R, (X, Y) O
En résumé :

Théoreme 5.2.11. L'anneau Ry(X, Y) vérifie la condition d’existence de la propriété de substi-
tution sur R[X, Y. Il vérifie aussi l'unicité si le corps réel clos d’arrivée n'est pas R.

Autrement dit, s : Sper Rp(X, Y) — Sper R[ X, Y] est surjectif, et bijectif en dehors des points.

Démonstration. On utilise les théoremes et propositions de cette section qui reglent sépa-
rément les cas de chacune des dimensions des éléments de Sper R[X, Y] considérés. La pro-
position 5.2.7 regle le cas de la dimension 0, la proposition 5.2.9 régle celui de la dimension
1 et enfin la proposition 5.2.8 régle celui de la dimension 2. Le corollaire 5.2.10 nous assure

qu’il n'y a pas d’'interdimensionalité a craindre. O

Notons qu’on a pas besoin a priori du corollaire 5.2.10 pour faire fonctionner cette dé-
monstration, mais qu’il faut probablement comprendre la preuve de ce corollaire pour voir
qu’on en a pas besoin.

Cela nous complete le diagramme étudié précédemment :
SperR(X,Y) <>  SperR,(X,Y) -> SperRI[X,Y]
suppl suppl suppl
{(0)} = RSpecR(X,Y)<> RSpecR,(X,Y) -> RSpecR[X, Y]
Remarque 5.2.12. Une question qui peut se poser est : peut-on caractériser cet anneau a

partir de 'existence d'une substitution ? Il se trouve qu’il n'y a pas de plus grand anneau

vérifiant I’existence d’'une substitution, voir [FMQ17b, 2.15]
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5.3 Défaut d’unicité

A la suite de la partie précédente, se pose naturellement la question suivante : quel est
le défaut d’'unicité ? Y a-t-il beaucoup de différentes substitutions au-dessus d’'un point ?
On commence par décrire ce défaut d'unicité en terme de valeur possible, en reprenant les

anciennes notations, car elles sont plus adaptées aux éclatements et aux fonctions réguliéres.

Proposition 5.3.1. Soit f € R,(R?). Soity : Z[R?] — R un morphisme d’évaluation associé i
un point x € R?; s0ity : R,(R?) — R un substitut dey.
Alorsy(f) est dans f({(a, b)}) I'ensemble des valeurs de f au point (a, b).

Démonstration. On considére une résolution de f donnée par ¢ : X — R?; elle donne lieu &
deux morphismes :

Yp: P(R?) — 2(X) et @, : R,(R?) — Rp(X). Remarquons que par 2.3.7, ¢, est un isomor-
phisme, et que comme ¢ est surjective, ¢, est une injection.

Notons aussi i, j les injection canonique des anneaux de fonctions sur X

PR — R

e

P (X)
I

R(X) R,(R?)
I =

Ry(X)

Sila commutativité de carré de droite nous est donnée par la substitution, celle de gauche

nous est assurée par le fait que suivre les fleches ¢, et ¢, revient a composer par ¢

La composition o ¢, o j donne un morphisme de 2(X) dans R. Par application de la pro-
priété de substitution faible (voir remarque 5.2.2), ce morphisme est issu d'un unique mor-
phisme d’évaluation 7: 2(X) — R en un point X € X.

Notons doncquey =yo@,ojoi

Ainsi, par commutativité des diagrammes, ¥ o ¢, = y. Nous n'avons pas fini pour autant,
puisqu’il reste a s’assurer que le X associé a cette évaluation y s’envoie bien sur x

Si tel n’était pas le cas, on pourrait trouver un polynéme P qui s’annule sur x mais pas sur

@(X). Mais alors on aurait y o ¢, (P) # 0 et y(P) = 0 ce qui casserait la commutativité du dia-
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gramme. 0

Remarque 5.3.2. Toutes les valeurs sont atteintes. En effet, si a est une valeur atteinte par f
et siy est un arc non constant témoin, c’est-a-dire y(0) = x et f oy(0) = a, alors 'application
@: f—lim f oy est bien définie par 4.3.1.

On peut alors vérifier que ¢(f) = a et que Pl 52, €L AT continuité, I’évaluation en x.

Les démonstrations précédentes sont basées sur le fait que tout témoin possible (témoin
par éclatement précédemment, témoins par arc dans ce qui arrive), génere une substitution.
Ainsi tout arc semi-algébrique ou tout point situé derriere une tour d’éclatements génere
une substitution. Pour formuler cette idée en terme de spectre réel, on commence par une

définition :

Notation 5.3.3. Soit P un point de Sper R[X, Y] et @ une généralisation de P. Comme « est
de dimension 1 ou 2, on peut aussi voir « comme élément de Sper R, (X, Y) par existence et
unicité de la substitution pour a. On note alors P, le point fermé de Sper R;(X, Y) qui est

spécialisation de a.

Avec une telle notation, on remarque que P, est forcément envoyé sur P via le mor-
phisme s: Sper R,(X,Y) — SperR[X, Y]

Lexistence d'un tel P, nous est donnée par le théoréeme [BCR13, 7.1.23] : chaque élé-
ment du spectre réel a un unique point fermé qui en soit spécialisation. Pour les éléments

de dimension 1, on pourra de plus en donner une écriture explicite :

Remarque 5.3.4. On remarque que si « est de dimension 1, alors supp a définit une courbe
algébrique I', dont P fait partie. [BCR13, 10.3.1] nous dit alors qu’il y a une bijection cano-
nique entre les généralisations de P ayant supp @ comme support, et les demi-branches de
I' centrées en P. La description donnée en [BCR13, 9.4.1] nous permet alors de voir une telle
demi-branche comme une fonction semi-algébrique vy :]0, 1[— R? qui se prolonge continii-
ment en y(0) = P. En voyant @« comme un cone, c’est-a-dire un sous-ensemble de R[X, Y],
on a alors ainsi :
a={f€R[X,Y][Ie>0Vre]0,e], f(y(r)=0}

On peut alors remarquer que
Py ={f € Ry(X, V)| lim f(y(1)) > 0}

En effet, sil’'on teste un polyndme, par continuité ce sera la valeur en P que I'on regardera.

Et on a bien a < P, car la limite d'une fonction positive est positive.
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Notons qu’en choisissant un bon systéeme de coordonnées, et en ayant a associé a la
demi branche y = P(x) on trouve la construction explicite de supp P, en 5.1.9 (cas ou P est

polynomial) et en 5.1.1 (cas ou P est une série entiere).

La reformulation de la question de cette section avec ces notations est alors : quand est-ce

que pour a # 3, ona Py = Pg?

Remarque 5.3.5. Si a et § ont des supports différents, que ces supports sont donnés par des
polynomes irréductibles P et Q, alors fpq := %ZQZ vaudra identiquement 0 sur la courbe de

P et 1 sur la courbe de Q. Il en sera de méme pour les limites. Ainsi, on aura P, # Pg

Exemple 5.3.6. SiI est une courbe lisse en P et qu’'on regarde a et f comme étant les deux
demis branches de I en P, alors P, = Pg. En effet, la restriction a I' de toute fonction ration-
nelle bornée est réguliere (car on est en dimension 1) donc continue donc la limite a gauche

est la méme que la limite a droite.
Sila courbe possede un point de recoupement en P, on peut cependant avoir différence.

Exemple 5.3.7. Prenons la lemniscate (x> + )2 — x> + y? et 0, et f(x,y) = xszyyz, voir figure
14

0.5

-0.5 ¢

FIGURE 14 - Lemniscate avec les deux cones premiers

119



Chapitre 5 - Le cas de la dimension deux

Les deux demi-courbes sur la partie x > 0 de la lemniscate sont données donnés par :

|, +\/\/1+8t2—(1+2t2)
- y = 2

2

La valeur de f dessus sera ainsi

V1+812—(1+212)
2

V1+812—(1+212)
2

flay) ==
2+

En prenant les développements limités pour ¢ petit, on voit que V1 + 8¢2 = 1+41% etdonc

V1+82—(1+21%)
t2

2 t—0

1

PN 2 . ..
D'ol foay ~+— ce quivaudra ainsi ;

sur a., et —3 sur a-.
Il resterait donc a priori a voir le cas des courbes cuspidales.

Remarque 5.3.8. Un cone § (borné) de dimension 2 généralisation d'un cone a de dimen-
sion 1 donne lieu au méme point Pg = P,. En effet la spécialisation a < § est valable dans
SperR[X, Y] comme dans SperR,(X,Y), et le point Pg n’est rien d’autre que le point de
Sper Ry(X, Y) qui admet f comme spécialisation. Notons que [BCR13, 10.2.6] nous dit qu'il
y a exactement deux tels 3, nous les noterons donc a; et a,. On obtient alors le schéma

suivant :

SperR[X,Y] “— SperRy(X,Y)
dim=0 p “«— Pa, = Py = Py,
ni N
dim=1 a — a
7 O RN
dim=2 @ @z — a1 a

Pour les cones f de dimension 2 qui n'ont pas de spécialisation de dimension 1, com-
prendre ce qu’il se passe est plus ardu. Si ce cone est donné par une demi-branche de courbe
transcendante convergente, pour R = R, alors on peut construire Pg ainsi que son support
de la méme maniere qu’en 5.3.3. On remarquera encore que dans le cas ou la courbe s’écrit
(x, a(x)) avec a une série entiere (par exemple '’exponentielle si R = R), alors on a déja donné
le support de ce cone en 5.1.1; ce qui nous assure au passage que ces cones different des P,

pour « de dimension 1.
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Cependant il existe d’autres cones, et il n’est pas aisé d’en donner une description complete

et explicite.

Remarque 5.3.9. La partie sans doute la plus intéressante de cette étude de cas consiste
probablement en se rendre compte que la richesse des substituts au-dessus des points est
la méme, que ce soit dans les points réels du spectre, a savoir RSpec (R, (X, Y)) ou dans le
spectre réel, a savoir Sper (R, (X, Y)).

Ainsi, la description de RSpec (R, (X, Y)), et donc de Spec (R, (X, Y)), risque de découler d'une
description de SperR[X, Y].

Laréférence [Mel95] nous a été donnée lors du rapport, elle cite notamment [AGR85] qui
fait une étude descriptive et approfondie de SperR[X, Y], cela pourra alors nourrir la suite

de cette étude.
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RENNES 1

Fonctions rationnelles bornées en géométrie algébrique réelle

Mot clés : Géométrie algébrique réelle, fonctions rationnelles bornées, semi-algébrique, régu-

lues, éclatements, arcs

Résumé : Ce manuscrit commence I'étude
des fonctions rationnelles bornées, qui sont
une extension naturelle des fonctions régu-
lues et sont liées a la normalisation. Elles
sont aussi liées aux anneaux de fonctions bor-
nées (ou anneau d’holomorphie) et elles four-
nissent les exemples les plus simples de fonc-
tions non continues a plusieurs variables.

On montre qu’il s’agit d’'un anneau non noe-
therien, intégralement clos, dont la dimension
de Krull est la dimension géométrique. Les
fonctions sont régulieres aprés éclatements,
le caractére borné est un invariant birationnel
propre.

On crée une géométrie qui nous permet d’ob-
tenir un Nullstellensatz faible, mais qui n’a rien
de spécifique aux fonctions bornées, et les

fermés y coincident avec les contractions de
fermés de Zariski. On montre de plus qu’elle
peut construire tout semi-algébrique quitte a
monter la dimension ambiante. Létude des
bonnes conditions pour une inégalité de to-
jasiewicz nous ameéene a créer une géomé-
trie dans les espaces d’arcs semi-algébriques.
On peut alors donner un Nullstellensatz pour
les idéaux de type fini qui sont alors ra-
dicalement principaux. Létude des contres-
exemples pour le cas non de type fini nous
ameéne a étudier les idéaux maximaux, et le
défaut d’unicité de la propriété de substitution,
ce qui crée un lien surprenant entre le spectre
d’anneau de notre anneau et le spectre réel
de 'anneau de polynbéme associé.

Bounded rational function in real algebraic geometry

Keywords: Real algebraic geometry, bounded rational functions, semi-algebraic, regulous,

blowing-up, arcs

Abstract: This thesis starts the study of the
bounded rational functions, which are a nat-
ural extension of the regulous functions, and
are linked with the normalization process.
They are also linked with the ring of bounded
elements (or holomorphy ring) of the rational
functions, and they give the easiest examples
of non-continuous multi-variable functions.
We show that they form a non-Noetherian ring,
but integrally closed, and its Krull dimension
is equal to the geometrical dimension. The
functions are regular after blowups, and the
bounded property is a proper birational invari-
ant.

We create a geometry that allows us to ob-
tain a weak Nullstellensatz, but this geometry

is not specific to the bounded rational func-
tions, and the obtained closed sets are ex-
actly the blowdowns of Zariski sets. We also
show that it can, provided an eventual rise up
of the ambient dimension, describe any semi-
algebraic set. The good hypothesis to obtain
a tojasiewicz inequality brings us to a study
in the semi-algebraic arc space. We can also
give a Nullstellensatz for the finite type ideals,
which are then radically principal. The study
of the counterexamples for the not finite type
case leads us to study the maximal ideals,
and the substitution property. The lack of its
uniqueness gives a surprising link between
the spectrum of our ring and the real spectrum
of the associated polynomial functions.
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