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Résumé

On s’intéresse aux flots d’Anosov, qui forment une famille tres importante de systemes dy-
namiques chaotiques. La stabilité structurelle de ces flots en fait des candidats privilégiés a une
classification des classes d’équivalence orbitale, ce qui est encore aujourd’hui la motivation de
nombreux travaux. Les flots d’Anosov sont également remarquables pour les interactions qui
apparaissent entre la dynamique du flot et la topologie de la variété qui le porte, et ce particu-
lierement en dimension trois. Cette these s’inscrit dans cet angle d’étude.

L’objet principal de cette these est de démontrer un résultat permettant de construire des
flots d’Anosov en dimension trois en recollant des blocs de constructions. Pour nous, un bloc
de construction sera une variété de dimension trois compacte a bord, munie d'un champ de
vecteurs, tel que ’ensemble maximal invariant du flot engendré est hyperbolique, et dont le bord
est quasi-transverse au champ de vecteurs, c’est-a-dire transverse en dehors d’un nombre fini
d’orbites périodiques contenues dans le bord. Dans la premiere partie de cette these, on montre
qu’il existe des conditions générales suffisantes pour recoller les bords de blocs de construction
et obtenir une variété fermée munie d’un flot d’Anosov induit par le champ de vecteurs initial.

Ce théoreme de recollement généralise un théoreme prouvé il y a quelques années par F. Bé-
guin, C. Bonatti et B. Yu qui considéraient seulement des blocs de constructions dont le bord est
transverse au champ de vecteurs. Cette généralisation est naturelle dans la mesure ou T. Barbot
et S. Fenley ont montré que tout tore incompressible plongé dans un flot d’Anosov en dimension
trois est homotope a un tore quasi-transverse au flot. Ce résultat, allié a la décomposition JSJ des
variétés de dimension trois permet d’obtenir (modulo des éventuelles singularités) un découpage
canonique d’un flot d’Anosov en blocs de construction dont le bord est quasi-transverse au flot.
Notre théoréeme de recollement peut alors se voir comme une sorte de réciproque du théoreme
de décomposition de T. Barbot et S. Fenley.

Dans une seconde partie, on étudie les applications de ce théoréme de recollement. On montre
un résultat de réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse sur un tore incompressible plongé
dans un flot d’Anosov transitif. On étudie les propriétés dynamiques des blocs de constructions,
et 'on donne un critére nécessaire et suffisant pour qu’un type géométrique abstrait soit réalisé
sur une partition de Markov dans un bloc de construction vérifiant de bonnes propriétés. On
montre que l'on peut réaliser des complémentaires d’orbites périodiques de flot d’Anosov ou
pseudo-Anosov en tant que pieces JSJ de flot d’Anosov transitif. Pour finir on montre que 1’on
peut, sous des conditions minimales, recoller des pieces découpées le long d’une collection de
tores incompressibles plongés dans un flot d’Anosov alignable penché.
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Abstract

In this thesis, we are concerned with Anosov flows, a very important family of chaotic dy-
namical systems. As these flows are structurally stable, one would hope to obtain a complete
classification of their orbital equivalence classes, indeed this goal continues to motivate resea-
chers. Anosov flows showcase also remarkable interactions between the dynamics of the flow and
the topology of the underlying manifold, specifically in dimension three.

In short, the primary goal of this thesis is to prove a result allowing one to construct Anosov
flows in dimension three by gluing building blocks. In our setting, a building block is a compact
three-manifold with boundary equipped with a vector field, such that the maximal invariant of
the generated flow is hyperbolic, and whose boundary is quasi-transverse to the vector field, i.e.
transverse except for a finite number of periodic orbits contained in the boundary. In the first
part of this thesis, we provide sufficient conditions to glue the boundary components of building
blocks, so that the resulting manifold is closed and equipped with an Anosov flow induced by
the initial vector field.

This gluing theorem generalizes a recent result of F. Béguin, C. Bonatti, and B. Yu. Their
result only applied to building blocks whose boundary is transverse to the vector field. Our ge-
neralization is natural since T. Barbot and S. Fenley have shown that every incompressible torus
embedded in a three-dimensional Anosov flow is homotopic to a torus that is quasi-transverse
to the flow. Together with the JSJ decomposition of three-manifolds, this result implies (passing
over some possible singularities) a canonical decomposition of Anosov flows into building blocks
with quasi-transverse boundaries. Our gluing theorem can thus be seen as a kind of converse to
this decomposition theorem of T. Barbot et S. Fenley.

In the second part, we study applications of this gluing theorem. We show a realization result
for quasi-transverse bi-foliations on an incompressible torus embedded in a transitive Anosov
flow. We study the dynamical properties of building blocks, giving necessary and sufficient
criterion for an abstract geometric type to be realized on a Markov partition in a well-behaved
building block. We then show that one can realize complementaries of periodic orbits of an
Anosov or pseudo-Anosov flow as JSJ pieces of a transitive Anosov flow. Finally, we show that,
under minimal conditions, one can glue pieces cut along a collection of incompressible tori
embedded in a skewed R-covered Anosov flow.
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Introduction

Généralités sur les flots d’Anosov

Définition Un flot X? de classe C! sur une variété fermée (compacte, sans bord) M est dit
d’Anosov si la variété qui le porte admet une décomposition hyperbolique pour le flot, autrement
dit ¢’il existe une décomposition X‘-invariante du fibré tangent en la somme

TM=FE*°*®R.X @ E"™

ol X est le champ de vecteurs qui engendre le flot X, les vecteurs de £*¢ sont exponentiellement
dilatés et les vecteurs de E** exponentiellement contractés par la différentielle du flot dans le
futur. Formellement, cela signifie qu’il existe des constantes C' > 0 et A > 1, tel que :

e pour tout v € E%S et t > 0, || Xlv|| < C7IA7 vl
e pour tout v € E® et t > 0, | Xtv|| > CAY|v||,

ol || - || est une norme riemannienne quelconque sur M. On dira aussi de maniere équivalente que
X est un champ de vecteurs Anosov. On appelle E*° le fibré stable fort, et E** le fibré instable
fort du flot d’Anosov, et la somme E** HR.X et E** PR.X le fibré stable faible et instable faible
respectivement. On renvoie a | | pour une bonne référence générale sur le sujet.

FIGURE 1 — Image locale d’une orbite d’un flot d’Anosov
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Introduction

Deux exemples fondamentaux Les flots d’Anosov admettent deux familles d’exemples typiques,
que l'on cite des maintenant afin d’avoir quelques images en téte.

e Flot géodésique d’une variété riemannienne a courbure négative : Soit (M, g) une variété
riemannienne fermée de dimension n > 2. Le flot géodésique de M est le flot Xt: T'M —
T'M sur le fibré unitaire tangent de M, qui envoie le couple (p,v) € T'M sur le couple
X (p,v) = (c(t),(t)) correspondant & la position et la vitesse au temps ¢ de I'unique
géodésique c: R — M telle que (¢(0),'(0)) = (p,v) (figure 2). Si la métrique riemannienne
g est a courbure négative, alors le flot géodésique Xé sur M :=T'M est Anosov.

FIGURE 2 — Flot géodésique d’une surface hyperbolique

e Suspension d’un automorphisme hyperbolique du tore : Soit A € SL,,(Z) une matrice a
coefficients entiers et déterminant 1, n > 2. Alors A préserve le réseau Z™ de R", et passe
au quotient en un automorphisme A sur le tore T" = R"/Z". La variété de suspension
de A est la variété fermée de dimension n + 1, définie par le quotient M4 = T™ x
[0,1]/(x,1) ~ (Az,0). Le flot de suspension de A noté X'y: My — My est le passage au
quotient sur M 4 du flot horizontal engendré par le champs 9/09t sur le produit T" x [0, 1]
muni des coordonnées (x,t). Si la matrice A € SL,(Z) est hyperbolique, autrement dit elle
n’admet pas de valeurs propres de module 1, alors le flot de suspension de A est Anosov
(figure 3).

FIGURE 3 — Suspension d’une matrice hyperbolique A € SLy(Z)

Histoire La définition générale d’un flot d’Anosov apparait dans les années 60, lorsque D. Ano-
sov étudie les propriétés dynamiques qualitatives du flot géodésique sur les variétés riemannienne
a courbure négative dans son texte fondateur | ], devenu par la suite I’exemple prototype

viii



Flots d’Anosov et topologie des 3-variétés

d’un flot d’Anosov. On peut remonter aux travaux pionniers de J. Hadamard (| ]), puis M.
Morse et H. Poincaré dans les années 20 pour les premiéres découvertes autour du flot géodésique
sur les surfaces a courbure négative constante, et témoignages du comportement chaotiques de
ces systemes : bien que déterministes, ces systemes sont sensibles aux conditions initiales, et par
conséquent imprévisibles. Parmi leurs propriétés remarquables, on peut citer par exemple la den-
sité des orbites périodiques, I'existence d’une orbite dense et I’existence d’une mesure ergodique
([ |), marqueurs de la complexité de la dynamique. Paradoxalement, ces flots possedent
des propriétés de rigidité : ils sont orbitalement équivalents entre eux pour différentes métriques
a courbure négative (M. Morse ([ Al ]) dans le cas des surfaces, puis par M. Gromov
et D. Anosov dans le cas général), et la dynamique persiste sous l'effet de petites perturbations.
Cette derniére propriété est la propriété de stabilité structurelle d’'un systeme. Introduite en 1937
par A. Andronov and L. Pontryagin, qui parlaient alors de systéemes grossiers, elle est montré

pour le flot géodésique en courbure négative en 1962 par D. Anosov ([ ]). L’étude de ces
systemes chaotiques a donné naissance a la théorie des systémes dynamiques uniformément hy-
perboliques avec 1’école de S. Smale d’une part (| 1), et D. Anosov, Y. Sinai et V. Arnold

d’autre part, dont le but principal était de caractériser la propriété de stabilité structurelle, et
dont les flots d’Anosov sont les exemples paradigmatiques.

Propriétés dynamiques Dans le cadre de cette théorie, les flots d’Anosov ont été intensivement
étudiés, et leur comportement dynamique est aujourd’hui bien compris. Parmi les propriétés
importantes on peut citer par exemple que les flots d’Anosov appartiennent & la famille des
flots Axziome A, qu’ils sont orbitalement expansifs, qu’ils vérifient le lemme de pistage, et qu’ils
possédent une mesure d’entropie mazimale (voir | |). Les deux propriétés suivantes sont
fondamentales dans ce mémoire.

o Intégrabilité des fibrés stables et instables : Le théoreme de Hadamard-Perron, aussi appelé
théoréme de la variété stable, implique que les fibrés E% et E"" de la décomposition
hyperbolique d’un flot d’Anosov X! sont uniquement intégrables, et induisent donc des
feuilletages F*° et F“* sur la variété M. De méme, les fibrés E*° @ R.X et E** @ R.X
s’integrent de fagon unique en feuilletages transverses F° et F* sur M, invariant par le flot
de X. On appelle ces derniers les feuilletages stable et instable (faible) du flot d’Anosov.

e Stabilité structurelle : Pour tout champ d’Anosov X sur M, il existe un voisinage U
de X dans 'espace des champs de vecteurs sur M muni de la topologie C!, tel que tout
élément Y € U est orbitalement équivalent & X, autrement dit pour lesquels il existe un
homéomorphisme h : M — M qui envoie les orbites orientées du flot engendré par Y sur
les orbites orientées du flot de X. Un tel champ est dit C!-structurellement stable.

Cette derniere propriété implique que les classes d’équivalences de flots d’Anosov sur une va-
riété M donnée sont au plus dénombrables, ce qui suggere la possibilité d’une classification a
équivalence orbitale prés par un nombre fini d’invariants combinatoire. Une telle classification en
dimension 3 (la dimension minimale pour un flot d’Anosov), est encore aujourd’hui la motivation
de nombreux travaux, et est loin d’étre achevée.

Flots d’Anosov et topologie des 3-variétés

Cette these se restreint a ’étude des flots d’Anosov en dimension 3, a équivalence orbitale
pres. Les flots d’Anosov sont remarquables pour les interactions qui apparaissent entre la dyna-
mique du flot et la topologie de la variété qui le porte, et ce particulierement en dimension 3.
Cette these s’inscrit dans cet angle d’étude.
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Introduction

Des contraintes pour porter un flot d’Anosov  Pour illustrer, on peut citer un certain nombre
d’obstructions d’ordre topologique sur une variété M de dimension 3 pour qu’elle admette un
flot d’Anosov X*.

e M admet une paire de feuilletages tendus, une classe importante de feuilletage (voir par
exemple | ]), qui sont les feuilletages stables et instables du flot X*. L’existence de
ces feuilletages est un élément clé pour les propositions qui suivent.

e Le revétement universel M est homéomorphe a R3 (] I, [ D).

e Le groupe fondamental 71 (M) est a croissance exponentielle (prouvé par G. Margulis dans
lappendice de | |, puis revisité par J. Plante et W. Thurston | D).

e Le groupe fondamental 71 (M) admet une action sur le cercle S' par homéomorphismes
qui préservent l'orientation ([ I, 1 ]). Or il existe une famille de 3-variétés fermées
dont le groupe fondamental ne peut pas agir sur le cercle (] I, [ 1)-

Signalons aussi qu’il est montré dans | | qu'il existe une infinité de 3-variétés hyperboliques
qui n’admettent pas de feuilletages tendus.

Rigidité : quand la topologie détermine la dynamique Les flots d’Anosov en dimension 3 ont
ceci d’intéressant qu’ils présentent de fortes propriétés de rigidité. On parle ici de rigidité quand
des propriétés d’ordre purement topologiques suffisent a décrire complétement les classes d’équi-
valences orbitales des flots d’Anosov vérifiant ces propriétés communes, autrement dit lorsque la
topologie de la variété suffit a décrire la dynamique des flots d’Anosov qu’elle peut porter. Les
résultats suivants en témoignent.

e J. Plante montre dans | | que les seuls flots d’Anosov sur les variétés qui admettent
une fibration en tores au dessus du cercle sont (& équivalence orbitale pres) les suspensions
d’automorphismes hyperboliques du tore. Une telle variété possede alors au plus deux
classes d’équivalence orbitale de flot d’Anosov (la suspension de 'automorphisme linéaire
et son inverse). La preuve, incompleéte, est revue par T. Barbot dans sa these | ], qui
donne un énoncé plus général.

e E. Ghys montre dans | | que seuls les flots d’Anosov sur les variétés qui admettent
une fibration en cercle au dessus d’une surface sont (a équivalence orbitale pres) les reveé-
tements finis du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique.
Ce résultat est étendu par T. Barbot pour les variétés de Seifert, autrement dit les fibrés
en cercle au dessus d'une orbifold de dimension 2, dans | | @ les seuls flots d’Anosov
sont les (revétement finis) de flots géodésiques généralisés. Dans | ], T. Barbot et S.
Fenley précisent ce résultat et prouvent qu’une telle variété porte au plus deux classes
d’équivalence de flots d’Anosov.

e T. Barbot et S. Fenley entreprennent dans | ] analyse systématique des flots d’Ano-
sov (et pseudo-Anosov) dans les variétés toroidales, et en restriction aux pieces de la
décomposition torique (ou décomposition JSJ) qui sont de type Seifert. Ils décrivent dans
[ | ensemble des classes d’équivalences de flot d’Anosov sur les variétés graphées dont
chaque piece de Seifert est périodique (la fibre S' est homotope & une orbite périodique

du flot). Notons que I'on trouve déja un résultat similaire, moins général, dans | ]. s
décrivent ensuite dans [ | les flots d’Anosov restreints & une piece de Seifert libre (non
périodique).
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Les revétements finis de flots géodésiques d’une surface hyperbolique (ou plus généralement
d’une 2-orbifold hyperbolique) et les suspensions des automorphismes linéaires hyperboliques du
tore T? présentent donc des points communs : la variété qui les porte est fibrée, ils sont transitifs,
les fibrés stable et instable sont de classe C*°, etc. Ils peuvent aussi se construire comme ’action
d’un sous-groupe & un parametre d’un groupe de Lie GG, agissant sur un quotient homogeéne de
G par un réseau. Un tel flot est appelé flot algébrique. P. Tomter (] ) a montré que ces
deux exemples sont en fait les seuls flots d’Anosov dans cette famille en dimension trois.

Flexibilité : abondance de flots d’Anosov A la méme période que les premiers résultats de
rigidité sur les flots algébriques, apparaissent aussi les premiers exemples de flots d’Anosov non
algébriques (autrement dit qui n’est ni une suspension, ni un flot géodésique). Cela nécessite
des opérations de chirurgies topologiques sur des flots algébriques, et des recollements de blocs
de constructions. Ces exemples témoignent du fait que le probleme de classification des flots
d’Anosov en dimension 3 ne peut pas se réduire facilement, a cause de phénomenes de flexibilité :
il existe de nombreux flots d’Anosov ne présentant pas les qualités communes au flot d’Anosov
algébriques, et il existe des variétés portant de nombreux flots d’Anosov dont la dynamique n’est
pas équivalente, voire méme tres éloignée.

e Chirurgie de Franks-Williams : J. Franks et B. Williams construisent dans | ] le
premier flot d’Anosov non transitif en dimension trois, en recollant une variété & bord P
munie d’un champ de vecteurs X contenant un attracteur avec une copie P’ = P munie
du champ de vecteurs inverse X’ = —X. Un tel bloc de construction (P, X) est obtenu
en opérant une bifurcation sur I'orbite périodique v de la suspension de I’automorphisme
du tore (z,y) — (22 + y,z + y), induite par le point fixe (0,0), et en excisant un petit
voisinage tubulaire de 1'orbite périodique répulsive 4+ créée par bifurcation. La variété 3
bord P ainsi obtenue est hyperbolique et homéomorphe au complémentaire du noeud de
huit dans S? (] ).

e Chirurgie de Handel-Thurston : M. Handel et W.P. Thurston construisent dans | ] un
flot d’Anosov transitif non algébrique en opérant une chirurgie sur le flot géodésique d’une
surface hyperbolique. Le décor est le suivant. Soit X une surface orientable fermée hyper-
bolique S et une collection finie de géodésiques simples fermées {c;} disjointes. L'union des
fibres au dessus de ¢; dans le fibré unitaire tangent M = T3 est un tore T}, qui contient
deux orbites périodiques du flot géodésiques X!, et transverse au flot sur le complémen-
taire de ces orbites. On dit qu’il est quasi-transverse au flot (figure 4). La chirurgie de
Handel-Thurston consiste a découper M le long des tores T;, et de recoller les morceaux
P; ainsi obtenus en composant par des twist de Dehn f;: T; — T; (non triviaux) le long
de la fibre. Pour une certaine condition de positivité sur les twist f;, le résultat est un flot
d’Anosov Y sur une variété N. Ce flot est toujours transitif. la variété N qui porte ce
flot est une variété graphée, autrement dit un recollement de morceaux qui sont des fibrés
de Seifert, mais n’a plus de structure fibrée globale. On en déduit d’apres le résultat de
Tomter ([ ]) que le flot obtenu n’est pas un flot algébrique.

e Chirurgie de Dehn-Goodman-Fried : S. Goodman et D. Fried présentent une technique
générale de chirurgie de Dehn sur une orbite périodique v d’un flot d’Anosov quelconque
X! sur une 3-variété M, et qui permet notamment, par un résultat de W.P. Thurston
{l |), d’obtenir les premiers exemples de flot d’Anosov sur des variétés hyperboliques.
S. Goodman (| ]) décrit cette chirurgie de la maniere suivante : on découpe dans
M un anneau A transverse au flot X! dans un voisinage linéarisant de ~, et on recolle
les bords ainsi créés par un twist de Dehn f : A — A. D. Fried ([ ]) décrit pour sa
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FIGURE 4 — Fibre au dessus d’une géodésique fermée simple ¢

part une chirurgie par un procédé d’Eclatement — Ecrasement (Blow-up — Blow down)
sur l'orbite . Celle-ci a 'avantage de garder un controle sur la structure des feuilletages,
mais fait perdre en régularité sur le flot obtenu : on parle alors de flot topologiquement
Anosov. Dans sa these | ], M. Shannon montre qu’une chirurgie de Dehn-Fried sur
un flot d’Anosov transitif aboutit bel et bien & un flot (différentiablement) d’Anosov, et
orbitalement équivalent au flot obtenu par la chirurgie de S. Goodman.

e Chirurgie de Foulon-Hasselblatt : P. Foulon et B. Hasselblatt généralisent la chirurgie de
Handel-Thurston en décrivant une chirurgie de Dehn le long d’un noeud Legendrien dans
le fibré unitaire tangent M = T'% d’une surface hyperbolique ¥, muni du flot géodésique
X' 1ls montrent dans | | quil existe une famille de chirurgies de Dehn tel que le
flot induit par X! sur la nouvelle variété est Anosov et préserve une forme de contact.
Ils montrent ainsi qu’il existe des flots d’Anosov de contact qui ne sont pas orbitalement
équivalents a un flot algébrique, incluant des flots d’Anosov de contact sur des variétés
hyperboliques.

e Recollement de Bonatti-Langevin : Le premier exemple de flot d’Anosov construit en
recollant les bords d’un bloc de construction abstrait, c’est-a-dire une variété a bord P
muni d’un champ de vecteurs X qui n’est pas obtenu par chirurgie sur un flot d’Anosov,
est celui de C. Bonatti et R. Langevin. Le bloc est une variété a bord P, homéomorphe a
un fibré en cercle au dessus d’un plan projectif privé de deux disques, muni d’un champ
de vecteurs X transverse au bord. Le bord de P est constitué de deux tores, 'un 77 le
long duquel le flot de X entre dans P, et 'autre 75 le long duquel le flot de X sort de
P, et I'ensemble des orbites du flot incluses dans I'intérieur de P est réduit a une unique
orbite périodique 7 hyperbolique selle. Dans | ], les auteurs exhibent un recollement
p: Ty — T tel que le flot induit par X sur la variété quotient M := P/ est Anosov.
C’est le premier flot d’Anosov transitif, transverse & un tore plongé, mais non équivalent
a une suspension. T. Barbot généralise cette construction dans | |, et donne une
classification compléte de cette famille de flots d’Anosov appelés flots BL. Il construit avec
cette méme méthode le premier exemple de variété M qui porte deux flots d’Anosov non
topologiquement équivalent. L'un posséde un feuilletage stable dont 1'espace des feuilles
dans le revétement universel est séparé (Hausdorff), 'autre pas.

e Recollement de Béguin-Bonatti-Yu : F. Béguin, C. Bonatti, et B. Yu ont mis au point
un procédé général de recollement de blocs de construction abstrait pour construire des
flots d’Anosov (] ). Un bloc de Béguin-Bonatti-Yu est un couple (P, X) ou P est
une variété compacte a bord muni d’un champ de vecteurs X de classe C', transverse
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au bord dP, et tel que I’ensemble maximal invariant de X* dans P forme un ensemble
hyperbolique dont les directions stables fortes et instables fortes sont de dimension 1. Les
auteurs montrent que sous des conditions tres générales, il existe une fagon de recoller les
bords de P via un difféfomorphisme ¢: 0P — OP qui apparie les composantes du bord
de sortie (le long duquel le flot sort de P) avec les composantes du bord d’entrée (le
long duquel le flot entre dans P) pour obtenir une variété fermée P, := P/¢ muni d'un
champ de vecteurs X, induit par X qui soit Anosov. Cette méthode donne de nouveaux
résultats de flexibilité. Elle permet par exemple de construire une variété M qui porte un
flot d’Anosov transitif et un flot d’Anosov non transitif, et la premiere famille de variétés
M portant une nombre N arbitraire de flots d’Anosov deux & deux non orbitalement
équivalents. Ces variétés sont obtenues en recollant deux blocs atoroidaux avec un bloc de
Seifert.

e Recollement de Clay-Pinsky : A. Clay et T. Pinsky construisent pour tout entier N une
variété graphée qui porte N flots d’Anosov deux & deux non orbitalement équivalents
( ]). Cette variété s’obtient en recollant deux copies d’un revétement fini de bloc
de flot géodésique sur la surface modulaire compactifiée avec une technique similaire a la
chirurgie de Handel-Thurston.

La technique générale des constructions par chirurgie et recollement est similaire : il s’agit
de recoller les bords créés par chirurgie via un difféomorphisme bien choisi de sorte a ne pas dé-
truire 'hyperbolicité déja présente. Une condition importante est de préserver la transversalité
des feuilletages stable et instable. Dans Handel-Thurston par exemple, on utilise un difféomor-
phisme de recollement qui “casse” la structure fibrée de la variété initiale M, tout en préservant
I’hyperbolicité “naturelle” du flot géodésique sur chacun des blocs. Dans le cas des recollements
de blocs abstraits de Béguin-Bonatti-Yu, le recollement a un role plus fort : il doit aussi créer
de Uhyperbolicité. Dans chacun de ces cas, un élément clé pour montrer I’hyperbolicité du nou-
veau flot apres recollement est le critére des champ de cones invariants (ou critére des champs
de cones d’Alezxeev, voir | 1), qui garanti I’hyperbolicité de la dynamique par 'existence de
champs de cones vérifiant certaines propriétés. Il s’agit alors d’analyser 'action du recollement
sur une paire de champs de cones bien choisis.

Comme évoqué dans les exemples, la question du nombre de flot d’Anosov qu’une variété M
donnée peut porter est intimement liée au probleme de classification et aux interactions entre
topologie et dynamique. On peut citer aussi le travail récent de J. Bowden et K. Mann (| D,
ou 'auteur et 'autrice montrent 'existence, pour tout N, d’une variété hyperbolique M qui
porte N flots d’Anosov non orbitalement équivalents. L’existence d’une variété M portant une
infinité de flots d’Anosov non orbitalement équivalents est un probléme encore ouvert.

Espaces des orbites et invariants Ce sujet n’apparait pas dans cette these, mais notons qu’une
des difficultés dans le probleme de classification est de déterminer de maniere efficiente si deux
flots d’Anosov sont orbitalement équivalents ou non. Un outil puissant pour ce faire est I’espace
des orbites : & tout flot d’Anosov X! sur une variété M de dimension 3 est associé un ouvert
Ox du plan, muni d’une paire de feuilletages transverse (.7:" s F “). C’est l’espace des orbites de
relevé Xt du flot dans le revétement universel M , autrement dit ’espace quotient de M par la
relation “étre sur la méme orbite du flot X*”, muni de la projection des relevés des feuilletages
stable et instable du flot ([ I, ).

Dans | |, T. Barbot montre que l’action du groupe fondamental 71 (M) sur l'espace des
orbites Ox suffit & déterminer la classe d’équivalence orbitale du flot X*. Depuis, I'espace des
orbites (aussi appelé plan bi-feuilleté), ainsi que l’espace des feuilles qui lui est relié (] D,
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ont été intensivement étudié principalement par T. Barbot, S. Fenley et T. Barthelmé. Il permet
de montrer de nombreuses propriétés intéressantes liées aux chirurgies sur les flots d’Anosov
([ L [ ]), aux tores incompressibles (| ], [ ]), aux classes d’homotopies des
orbites périodiques (| I, 1 I, 1 ]), etc. Plus récemment, T. Barthelmé, S. Frankel et
K. Mann montrent dans | ] que la classe d’homotopie libre P(X) des orbites périodiques
(non orientées) d’un flot d’Anosov transitif en dimension 3, associée a une donnée discrete sur
I'espace des orbites, constitue un invariant complet. Dans [ |, I. Takovoglou construit pour de
tels flots un équivalent de partition de Markov dans I’espace des orbites, et un objet combinatoire
fini associé qui caractérise sa classe d’équivalence orbitale.

Blocs de construction versus blocs de décomposition

Comme son titre I'indique, cette thése s’intéresse plus particulierement aux flots d’Anosov
construits par recollements de blocs abstraits, autrement dit des couples (P, X) ou P est une
variété a bord, et X est un champ de vecteurs de classe C! sur P, dans la lignée des recollements
de Béguin-Bonatti-Yu. Comme vus précédemment dans les exemples, le recollement de tels blocs
le long de leur bord est une technique puissante pour montrer la flexibilité des flots d’Anosov,
et permet de construire des dynamiques Anosov sur des variétés ayant une topologie riche et
compliquée, en recollant des blocs topologiquement et dynamiquement “simples”.

Découpage d’un flot d’Anosov Le pendant de cette opération de recollement consiste a trouver
une bonne maniere de décomposer un champ de vecteurs Anosov donné Z sur une 3-variété
orientable fermée M le long de tores en blocs de constructions (P;, X;), a la facon de la décom-
position JSJ des variétés irréductibles de dimension 3. Moralement, on veut que les morceaux
soient “élémentaires”, en bonne position par rapport au champ Z, et que cette décomposition
soit unique. Le champ d’Anosov Z sur M peut alors se reconstituer comme recollement des
blocs (P;, X;) le long des bords.

Découpage le long de tores transverses : un genre de décomposition spectrale Une premiere
idée est de décomposer un flot d’Anosov le long de tores transverses au flot. Si Z est un champ
d’Anosov sur une variété M construit par la méthode générale de recollement d’'un bloc de
Béguin-Bonatti-Yu (P, X) (][ ]), alors la projection de 9P dans M est une collection T
de tores plongés dans M, transverses & Z. En découpant M le long de T, on retrouve le bloc
(P, X). Plus généralement, les méme auteurs montrent dans [ | que tout champ d’Anosov
(transitif ou non) Z sur une 3-variété orientable M se décompose en blocs de Béguin-Bonatti-Yu
(P;, X;) en découpant la variété M le long d’'une collection de tores 7 = {T1,...,T,} plongés
dans M, incompressibles, deux a deux disjoints et non paralleles. Les tores 11, ..., T, séparent
des ensembles invariants localement maximaux et transitifs A; du flot de Z, qui sont les “plus
petits” possibles, et qui ne dépendent que du champ de vecteurs Z. La décomposition (P;, X;)
en blocs de Béguin-Bonatti-Yu est “presque unique” & équivalence orbitale pres.

Cette décomposition est une sorte d’analogue pour un champ de vecteurs Anosov en dimen-
sion 3 de la décomposition spectrale de Smale de I’ensemble non-errant €2 d’un champ de vecteurs
Axiome A non transitif en pieces basiques €2q,...,,, et de I'existence de filtrations associés
([ I, 1 ]). Malheureusement, cette décomposition semble peu utile en pratique, car elle
demande de connaitre la collection de tous les tores transverses plongés dans le flot d’Anosov,
autrement dit il faudrait connaitre au préalable la dynamique du flot, voire méme sa construction
en tant que recollement de blocs le long de tores transverses. En outre, un tore plongé dans un
flot d’Anosov en position transverse par rapport au flot est chose peu naturelle. Par exemple, un
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tore T plongé dans un flot géodésique n’est jamais transverse au flot, et méme plus généralement
dans un flot d’Anosov alignable penché (] ). Un flot d’Anosov est dit alignable penché si
I’espace des feuilles du relevé du feuilletage faible au revétement universel est séparé, et si ce
n’est pas une suspension. Cette famille de flot d’Anosov est trés vaste (] I, [ I, [ D).

Découpage le long de tores quasi-transverses : la décomposition JSJ modifiée A I'inverse, on
peut montrer que tout tore incompressible plongé dans un (revétement fini de) flot géodésique est
isotope & un tore qui contient un nombre fini non nul d’orbites périodiques, et qui est transverse
au flot en dehors de ces orbites (appelé tore de Birkhoff dans la littérature). Dans [ 1,
T. Barbot montre que le méme résultat est vrai pour un flot d’Anosov alignable penché. On
rappelle quun tore est dit incompressible dans M si c’est 'image d’un plongement f : T? — M
qui induit un morphisme f,: 71(T?) — 71 (M) injectif.

Le travail de T. Barbot était motivé par la volonté de découper un flot d’Anosov le long de
la collection de tores JSJ d’une variété M de dimension 3 en pieces de Seifert et atoroidales en
bonne position par rapport au flot. Plus précisément, on rappelle le théoréme de Jaco-Shalen-

Johannson (| Nl ]) qui dit que toute variété M (fermée orientable connexe) irréductible
de dimension 3 se découpe le long d’une collection finie minimale et unique & isotopie pres de
tores incompressibles 7 = {T1,...,T,} en pieces Py, ..., P, telle que chaque P; est soit atoroi-

dale, soit possede une fibration de Seifert. On dit que T la collection de tores JSJ de M et P;
les piéces de la décomposition JSJ de M. On rappelle qu'une variété P (éventuellement & bord)
est dite atoroidale si tout tore incompressible 7" plongé dans P est homotope & une composante
de bord de P. Une telle variété (Haken) possede une structure hyperbolique d’apres le théo-
reme d’hyperbolisation de Thurston (] I, [ 1, [ ]). On rappelle qu'une fibration
de Seifert sur P est une fibration en cercle au dessus d’une orbifold de dimension 2 (] D).
Cette décomposition consiste a séparer M en morceaux qui sont, en un sens, topologiquement
opposés : une piece Seifert admet souvent beaucoup de tores incompressibles, quand une piéce
atoroidale n’en a d’autres (& homotopie pres) que ses éventuelles composantes de bord torique.

Toute 3-variété M qui porte un champ de vecteurs Anosov X est irréductible (car son revé-
tement universel est R3), et admet donc une décomposition JSJ le long de tores incompressibles.
Dans [ |, les auteurs étudient en détails la mise en position “optimale” par rapport au
champ Anosov X d’un tore incompressible plongé T' dans la variété M, supposée orientable. On
dira que le tore T est quasi-transverse au champ X si il contient un nombre fini (éventuellement
nul) d’orbites périodiques O, = {01, ...,Oy} du flot, est transverse a X sur le complémentaire
des orbites Oy, et 'orientation transverse donnée par le champ X sur deux composantes adja-
centes de T\.O, ne peut pas coincider simultanément avec une orientation transverse sur le tore
T (voir figure 5).

FIGURE 5 — Tore T quasi-transverse a un champ X avec deux orbites périodiques de X dans T'

Ils montrent (] , Théoreme 6.10]) que tout tore incompressible plongé dans une 3-
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variété M portant champ de vecteurs Anosov X est homotope a un tore quasi-transverse a X
faiblement plongé (plongé en dehors des orbites périodiques de X contenues dans le tore). Ce
résultat permet d’avoir une décomposition JSJ modifiée d'un flot d’Anosov (voir | , Section
2.2], pour un énoncé précis), ou le défaut éventuel de plongement de la collection de tores JSJ
modifiée est entierement décrite, et qui est unique a homotopie le long du flot prés.

A Taide de ce découpage d’'un flot d’Anosov en dimension 3, S. Fenley et T. Barbot ont
entamé 1’étude intensive des flots d’Anosov sur les variétés toroidales ([ ]) et leur classi-
fication en restriction aux pieces JSJ Seifert et a certaines variétés graphées (] I, [ ],
[ ]). Soulignons que les flots d’Anosov sur les variétés atoroidales ou en restriction aux pieces
atoroidales de la décomposition JSJ sont encore trés mal compris.

Problématique de la these Au regard du dernier paragraphe, il est donc naturel de considérer un
bloc abstrait (P, X') avec un bord P quasi-transverse au champ de vecteurs X, et de chercher a
généraliser le théoreme de recollement de Béguin-Bonatti-Yu. Pour faire court, on dit que (P, X)
est bloc de construction si c’est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, ol les composantes de bord sont
non plus transverses, mais quasi-transverses (au sens donné ci-dessus) au champ de vecteurs X.
Cette définition contient formellement les blocs de Béguin-Bonatti-Yu.

Question 1. Etant donné un bloc de construction (P, X), existe-t-il une fagon de recoller les bord
de P pour obtenir un flot d’Anosov ?

Dans cette thése, on montre qu’il existe des conditions générales suffisantes, semblables a
celles du théoreme de Béguin-Bonatti-Yu, pour lesquelles la réponse est oui. Notons que de
tels recollement apparaissent dans la littérature comme vus précédemment, par exemple dans
la chirurgie de Handel-Thurston ou dans les recollements de Clay-Pinsky. La différence avec le
travail que 'on fait ici est que les blocs (P, X') de ces derniers exemples sont découpés dans le flot
géodésique d’une surface hyperbolique, qui admet des coordonnées issues de la décomposition
hyperbolique. L’action de la différentielle de X* est linéaire dans ces coordonnées et hyperbolique
partout, pas seulement le long des orbites du maximal invariant A = Nyer X*(P). Le procédé
de ces chirurgies est de faire en sorte que le recollement ¢ ne détruisent pas 'hyperbolicité déja
présente partout. Les blocs de construction abstraits ne présentent pas cette qualité : on ne
sait rien de la dynamique le long des orbites du flot hors de A. Le recollement a donc un réle
important, c’est lui qui va créer de 'hyperbolicité le long de ces orbites.

Présentation du théoréme principal

Définitions Commencons par quelques définitions. On dira que (P, X) est un bloc de construc-
tion si P est une variété compacte & bord, muni d’un champ X de classe C?, telle que

i) OP est quasi-transverse a X, autrement dit 0P contient une collection finie d’orbites
périodiques O, = {Oq,...,0,} qui ont deux cotés dans IP, X est transverse & P\ O,
et pointe alternativement a l'intérieur de P et a I'extérieur de P sur les deux c6tés d’une
orbite périodique O;.

ii) L’ensemble maximal invariant A := N;er X*(P) est un ensemble hyperbolique d’indice (1,1)
pour le flot de X, autrement dit il existe une décomposition T'P A = E¥ o RX ¢ E™
de sous-fibrés de dimension 1, invariante par la différentielle du flot, les vecteurs de E““
sont exponentiellement dilatés et ceux de E*° sont exponentiellement contractés par la
différentielle de X! dans le futur.
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FIGURE 6 — Bord d’un bloc de construction (P, X) au voisinage d’une orbite périodique O; € O,

Les orbites de O, découpent OP en deux régions ouvertes, transverses au champ de vecteurs
X : une sur laquelle le champ X pointe vers 'intérieur de P une sur laquelle il pointe vers
I'extérieur. On les appelle respectivement bord d’entrée et bord de sortie, et on les note P™ et
PO (figure 7). Notons que la variété P n’est pas nécessairement connexe. On pourra penser

FIGURE 7 — Bord d’un bloc de construction contenant deux orbites périodiques

un bloc (P, X) comme 'union de nos pieces du jeu de construction, autrement dit comme une
union d’un ou plusieurs blocs connexes que ’on veut recoller le long de leur bord.

Un recollement de (P, X) est une involution ¢: 0P — 0P qui identifie deux sous-ensembles
disjoints de composantes connexes de P, qui envoie P°" sur P™, et les orbites orientées O,
sur les orbites orientées O,. Il est clair que ces conditions suffisent pour que 'espace quotient
P, := P/ soit une variété lisse fermée de dimension 3, et sont nécessaires pour que le champ
de vecteurs X induise un champ de vecteurs X, de classe Cl sur P,. Dans le cas ot X induit
un champ de vecteurs X, sur P, il n’y a en général aucune raison pour que le flot de X,
soit un flot d’Anosov : le recollement peut créer par exemple un ouvert d’orbites périodiques
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pour le flot de X, ce qui est une obstruction évidente. Des conditions nécessaires a I’'obtention
d’un flot d’Anosov sont codées dans les variétés stables et instables du bloc et la facon dont
on les recolle. Plus précisément, I’hyperbolicité selle de A implique I'existence d’une paire de
laminations (W*, W") sur P qui sont respectivement les variétés invariantes stable et instable
de A. On montre que les traces W* N 0P et W* N 9P forment une paire de laminations de
dimension 1, I'une disjointe du bord de sortie P°" et 'autre disjointe du bord d’entrée P™™. Ces
laminations sont disjointes sur OP sauf le long des orbites périodiques de X contenues dans 0P
ou elles coincident. Elles se recollent le long de ces orbites en une seule lamination de dimension 1
que l'on note £ := (W*UW¥)NIP et que 'on appelle la lamination de bord de (P, X). Si (P, X)
se recolle en un champ d’Anosov X, sur P,, alors la surface OP se projette dans P, en une
surface S quasi-transverse a X, et tel que la projection de la paire (£, p.(L)) est une paire de
sous-laminations d’une paire de feuilletages sur S, qui coincident le long des orbites périodiques
de X, contenues dans S, et sont transverses I'un a l'autre sur le complémentaire de ces orbites
périodiques. Cette paire de feuilletages est induite par la trace des feuilletages stable et instable
F5 et F* du flot d’Anosov X; sur S. On en déduit les conditions nécessaires suivantes sur le
bloc et le recollement :

i) La lamination de bord £ se compléte en un feuilletage sur 9P. On dira que £ est un
pré-feuilletage. 11 en découle que les composantes de bord sont des tores.

ii) La paire de lamination (4 (£\0O), LX0Oy) sur 0P\ O, se complete en une paire de feuille-
tages transverses sur AP~ O,. On dira que ces laminations sont fortement transverses, et
le recollement ¢ de (P, X) est fortement quasi-transverse.

Pour des raisons techniques, on aura également besoin des hypotheses (non nécessaires) suivantes.

iii) On supposera qu’aucune composante connexe du complémentaire JP~L n’est bordé par
des feuilles compactes. On dit alors que la lamination de bord L est remplissante, ou que
le bloc (P, X) est un bloc plein.

iv) On supposera que le maximal invariant A ne contient ni attracteur ni répulseur. On dira
que (P, X)) est un bloc selle. Cette hypothese permet d’obtenir une forme linéarisée du flot
au voisinage du maximal invariant et de controler I’holonomie des feuilles compactes de la
lamination de bord.

Ficure 8 — Un exemple de recollement ¢ fortement quasi-transverse a gauche, et quasi-
transverse mais pas fortement quasi-transverse a droite
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FIGURE 9 — Bloc de construction (P, X) avec lamination de bord £ remplissante, et un recolle-
ment fortement quasi-transverse ¢

Afin de montrer I'existence d’'un champ d’Anosov sur la variété recollée P, induit par le
champ initial X, on se raméne & une forme “normalisée” du bloc (P, X) par une isotopie parmi
les blocs de construction. Pour un recollement fortement quasi-transverse, on veut le modifier par
isotopie, et préserver le dessin de 'intersection transverse des laminations ¢, L avec £. Définissons
formellement la relation d’équivalence que 1'on obtient. Soit (Py, Xo, o) et (P, X1,¢1) deux
blocs de construction munis d’un recollement. On dit que les triplets sont fortement isotopes si

i) il existe une famille continue (P, X¢, ¢¢) de blocs de construction munis de recollements,

ii) il existe une famille continue d’homéomorphismes hi: 0Pg\Op. — OP\Oy qui
préservent la lamination de bord, tel que hg = 1Id et h; envoie la paire
(ﬁo\@gj*, (@0)*(£0\007*)) sur la paire ([,1\017*, (901)*(£1\01’*)).

A la différence des blocs Béguin-Bonatti-Yu, on ne peut pas demander simplement une famille
continue de blocs et de recollement fortement quasi-transverses (P;, Xy, ¢¢). La présence d’orbites
périodiques contenues dans le bord fait de cette isotopie une relation d’équivalence trop rigide
pour ce que ’on veut faire. Notre relation de forte isotopie ci-dessus est une version légerement
affaiblie de la relation de forte isotopie des blocs et recollement de Béguin-Bonatti-Yu (] )]
dans le cas ou la collection O, des orbites périodiques du champ de vecteurs contenues dans le
bord du bloc est vide, a cause de la régularité seulement continue de la famille h;. Cette relation
de forte isotopie de triplet est néanmoins suffisante, car elle garantie que :

e les variétés quotients Py/pg et Pi/p1 sont homéomorphes;
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e le dessin de l'intersection des laminations reste le méme

e il existe des petits prolongements des blocs (Py, Xo) et (P1,X1) qui sont orbitalement
équivalents.

Le dessin de l'intersection transverse des laminations ¢,L avec £ est une donnée cruciale
pour I'analyse de la dynamique du nouveau champ X,. C’est un élément clé pour construire
des champs d’Anosov X; non orbitalement équivalents sur une variété fermée M, en recollant
les bords d’un bloc (P, X) par des recollements ; isotopes, mais dont les dessins d’intersections
transverses des laminations £ et ¢.L ne sont pas équivalents (| I, [ ). A Dinverse,
c’est aussi I'élément clé du théoréme d’unicité d’un flot d’Anosov obtenu par recollement d’un
bloc de Béguin-Bonatti-Yu. Dans | ], F. Béguin et B. Yu montrent que si Zy et Z; sont
deux champs de vecteurs Anosov transitifs, respectivement obtenus par recollement d’un bloc
de Béguin-Bonatti-Yu (FPy, Xo) et (P, X1) via un recollement ¢g et @1, et tel que les triplets
associés sont fortement isotopes, alors les champs Zj et Z; sont orbitalement équivalents. Cette
question n’est pas traitée dans cette these par manque de temps, mais il semble naturel que ce
résultat d’unicité se transpose au cas ol les bords des blocs sont quasi-transverses au champ de
vecteurs. Plus précisément, on conjecture :

Conjecture 1. Soit (Py, Xo, o) et (P1, X1, 1) deuz blocs de constructions munis de recollement
tel que les triplets sont fortement isotopes. Pour i = 0,1, on suppose que X; induit un champ
de vecteurs Z; de classe C' sur la variété fermée M; := P;/p;, et tel que M; est orientable, et
Z; est un champ de vecteurs Anosov transitif. Alors les champs Zy sur Mg et Zy sur My sont
orbitalement équivalents.

Théoréme de recollement On montre le théoréeme de recollement suivant.

Théoréme A (Théoreme de recollement). Soit (P, X) un bloc de construction selle plein, et ¢
un recollement fortement quasi-transverse de (P, X). 1l existe (P, X1, 1) un triplet fortement
isotope a (P, X, ) tel que Xy induit un champ de vecteurs Anosov sur la 3-variété fermée
Py, == P1/p1.

Ce théoreme est un analogue parfait du théoreme de recollement de Béguin-Bonatti-Yu
([ , Théoreme 1.5]). Il P'élargit, car englobe en particulier les recollements de Béguin-
Bonatti-Yu (dans le cas ou I'ensemble O, des orbites périodiques de X contenues dans 0P est
vide), les chirurgies de Handel-Thurston et ses généralisations. Il permet pour finir de considérer
les blocs de constructions les plus naturels pour les flots d’Anosov en dimension 3, au sens ou la
position quasi-transverse est la position “optimale” d’une surface fermée incompressible plongée
dans un flot d’Anosov d’apres les travaux de T. Barbot et S. Fenley évoqués ci-dessus. La preuve
de ce théoreme est une généralisation de celle de Béguin-Bonatti-Yu. Bien que la preuve reprenne
les méme idées, la généralisation est loin d’étre gratuite, et s’avere assez technique.

Critére de transitivité On montre un critere de transitivité d’un champ de vecteurs Anosov
X, sur une variété fermée P, obtenu par recollement d’'un bloc de construction (P, X) par un
recollement . On définit un graphe orienté G(P, X, ), analogue du graphe de Smale, associé
a un bloc de construction (P, X) et a un recollement ¢ de (P, X). Les sommets sont les pieces
basiques A; de I'ensemble maximal invariant hyperbolique A de (P, X), et il existe une aréte
orientée de A; et A; si et seulement si W*(A;) intersecte W*(A;), ou o(W*"(A;)) intersecte
W=(4;).

Proposition B (Proposition 6.4.2). Si le graphe G(P, X, ) est fortement connexe, alors le champ
d’Anosov X, sur P, est transitif.
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Applications

On étudie ensuite les applications de ce théoreme.

Bloc de construction avec lamination de bord prescrite Dans | , Théoreme 1.10], il est
montré que tout feuilletage Morse-Smale sur le tore peut étre réalisé (a équivalence topologique
pres) en tant que feuilletage de bord d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (P, X) transitif attrac-
tif. Si (P, X) est un bloc de construction, et £ la lamination de bord de P, alors £ est une
généralisation des laminations de type Morse-Smale sur une surface. Elle contient un nombre
fini de feuilles compactes I' = {v1,...,7n}, et chaque feuille non compacte s’accumule sur une
feuille compacte. Parmi les feuilles compactes, on distingue les feuilles compactes induites par
les orbites périodiques de X dans 0P, que l'on appelle feuilles compactes marquées. Elles ont
la particularité d’avoir une holonomie contractante d’un coté et dilatante de ’autre, quand les
autres ont une holonomie contractante ou dilatante de chaque c6té. En général, une lamination
L sur une surface S qui vérifie de telles propriétés sera dite quasi-Morse-Smale. On montre la
proposition analogue suivante. On dit qu'un bloc (P, X) est transitif si il existe une orbite dense
dans ’ensemble maximal invariant A. On dit que deux feuilletages F1 et Fo sur des surfaces
orientées sont topologiquement équivalents s’il existe un homéomorphisme qui préserve ’orien-
tation et envoie les feuilles de F; sur les feuilles de Fs.

Proposition C. Soit Fi et Fo deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur un tore orienté Sy et
un tore orienté So respectivement, tel que F1 et Fo ont un méme nombre non nul de feuilles
marquées. Alors il existe (P, X) un bloc de construction selle plein transitif, avec P connexe
orienté, tel que OP est l'union de deux tores quasi-transverses T1 et Ts, et la lamination de bord
Lx restreinte a T; se complete en un feuilletage topologiquement équivalent a F;.

On montre également un résultat de réalisation d’une paire de feuilletages quasi-transverses
sur le tore en tant que trace des feuilletages stables et instables sur un tore quasi-transverse
plongé dans un flot d’Anosov transitif. Plus précisément, si (F, F2) est une paire de feuilletages
quasi-Morse-Smale sur le tore T? orienté, tel que F; et F» sont tangents les long de leur feuilles
marquées et transverses I'un a 'autre sur le complémentaire des feuilles marquées, on dit qu’ils
sont quasi-transverses (voir figure 10). Alors on peut associer & la paire une donnée combinatoire
finie 0 = o(F1, F2), qui encode lordre (cyclique) des feuilles compactes de Fj et Fa sur To, et le
“type” d’holonomie de chacune, parmi les 4 choix possibles : contractant-contractant, dilatant-
dilatant, contractant-dilatant, ou dilatant-contractant. On dit que o est un type combinatoire
du bi-feuilletage quasi-transverse. On montre

Proposition D. Soit o un type combinatoire de bi-feuilletage quasi-transverse. Il existe un champ
de vecteurs Anosov transitif Z sur une 3-variété M orientée et un tore incompressible T plongé
dans M, quasi-transverse a Z, tel que la trace des feuilletages stables et instables F* et F* sur
T induit un bi-feuilletage quasi-transverse (Fi,Fa) sur T de type combinatoire o.

Plonger un bloc de construction dans un flot d’Anosov. On montre que tout bloc orientable
selle plein se plonge dans une variété fermée portant un champ d’Anosov.

Proposition E. Pour tout bloc de construction (P, X) orientable selle plein (transitif ), il existe
un champ de vecteurs Anosov Z (transitif) sur une variété fermée M de dimension 3 orientable,
tel que (P, X)) est plongé dans (M, Z). Plus précisément, il existe une collection de tores incom-
pressibles T plongés dans M, quasi-transverses 4 Z, et qui découpent dans M une sous-variété
compacte difféomorphe a P tel que la restriction de Z sur P est orbitalement équivalente a X .
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FIGURE 10 — Un exemple de bi-feuilletage quasi-transverse (compliqué) sur le tore

Il s’agit de construire un bloc (Q,Y") selle plein transitif qui se recolle avec (P, X) le long
du bord pour former un flot d’Anosov en dimension 3 transitif. On utilise la proposition C afin
de construire un bloc (Q,Y) tel que la lamination de bord Ly de (Q,Y) se recolle sur une
lamination fortement quasi-transverse a la lamination de bord Lx de (P, X).

Réalisabilité de type géométrique Le type géométrique d’une partition de Markov, introduit
par C. Bonatti et R. Langevin dans [BL.J98], est une donnée combinatoire finie .7 qui code
la géométrie de l'intersection des rectangles de la partition de Markov R sous l'action de la
dynamique. Dans [BB02], F. Béguin et C. Bonatti montrent que cette donnée caractérise le
germe d’'un champ de vecteurs X sur un compact invariant K hyperbolique saturé sans attracteur
ni répulseur. Ils montrent que le germe de X le long de K détermine une unique (& équivalence
orbitale pres) variété orientable & bord U, muni d’un champ de vecteurs Y transverse au bord
0U, qui réalise le germe de X le long de K, autrement dit si A est le maximal invariant de Y dans
U, alors Y est X sont orbitalement équivalent sur un voisinage de A et de K respectivement,
et cette variété a bord est en un sens “la plus simple” topologiquement parlant. Remarquons
que c’est en particulier un bloc de construction, et on parlera alors de bloc de construction
modele. La question de la réalisabilité d’un type géométrique abstrait 7 est traitée dans [BBV99,
Théoreme 0.1], ou les auteurs construisent, pour un type géométrique abstrait donné .7, un bloc
modele (U,Y) dont le maximal invariant admet une partition de Markov R de type géométrique
, qui est unique & équivalence orbitale prés. On parle alors du modéle du type géométrique 7.
On s’intéresse dans ce mémoire a la question analogue de la réalisabilité d’un type géométrique
abstrait 7 par un bloc de construction selle plein, en tant que type géométrique d’une partition
de Markov du maximal invariant. On montre le critére nécessaire et suffisant suivant :

Proposition F. Soit un type géométrique abstrait 7 . Il existe un bloc de construction orientable
(P, X) selle plein, qui posséde une partition de Markov de type géométrique 7 si et seulement si
le modéle (U,Y) du type géométrique T vérifie les conditions suivantes, ot L3 et Ly désignent
les laminations sur le bord d’entrée U™ et le bord de sortie U™, et Ly = L5 U L% désigne la
lamination de bord sur OU :

1) OU est une union de tores et de spheéres, chaque sphére contient exactement deuzr disques
D; et D; bordés par deuz feuilles compactes distinctes de Ly et d’intérieurs disjoints de

Ly.

2) La lamination L3, est un pré-feuilletage sur le complémentaire UnU; D;.
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FIGURE 11 — Le bord du modele (U,Y") du faux fer a cheval avec la lamination de bord Ly

Un tel bloc (P, X) est alors unique a tsotopie prés. De plus, si on note L% et LY la lamination

sur le bord d’entrée P™ et la lamination sur le bord de sortie Pout et O, la collection d’orbites
périodiques de X contenues dans OP, alors

= la lamination L5 U O, sur P est topologiquement équivalente ¢ la restriction de la lami-
nation L3 a Un U; D;,

— la lamination L% U O, sur P°% est topologiquement équivalente & la restriction de la
lamination LY o U™\ U; D;.

On utilisera une correspondance entre les blocs de construction et les blocs de Béguin-
Bonatti-Yu donnée par un ensemble de chirurgies de type attachement et suppression d’anses.
On peut vérifier les deux conditions de la proposition F & partir du type géométrique 7 a 'aide
d’un algorithme simple de recollement des rectangles de la partition de Markov associée R, qui
permet de construire la surface de bord du modele U et la lamination de bord Ly . Cette opéra-
tion est décrite dans | |. La figure 11 montre que le type géométrique du faux fer a cheval
satisfait la proposition F.

Complémentaire d’orbite périodique en tant que piece JSJ d’un Anosov transitif La propo-
sition suivante permet de réaliser des complémentaires d’orbites périodiques de flot d’Anosov
ou pseudo-Anosov en tant que pieces JSJ de champ d’Anosov transitif. On rappelle qu'un flot
pseudo-Anosov est une généralisation d’un flot d’Anosov ot 'on autorise un nombre fini de
singularité des feuilletages stables et instables de type p-prong, p > 3 (voir par exemple | D).

Proposition G. Soit {71,...,v.} une collection finie d’orbites périodiques d’un champ pseudo-
Anosov transitif X sur une 3-variété orientable M, contenant l’ensemble des orbites périodiques
singuliéres de X. On suppose que le complémentaire M~ U; y; est atoroidal. Alors il existe une
3-variété orientable N munie d’un champ de vecteurs Anosov transitif Y tel que la décomposition
JSJ de N est formée de deuz piéces atoroidales, toutes deux homéomorphes a M~ U;7;, et d’'une
piece de Seifert périodique.

Une piece JSJ de type Seifert dans une variété M de dimension 3 portant un champ de
vecteurs Anosov X est dite périodique si il existe une fibration de Seifert pour laquelle la fibre
réguliere est homotope a un multiple d’une orbite périodique du flot de X. L’élément principal
de cette preuve est une méthode dite de Double-éclatement — Excision — Recollement, analogue
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“quasi-transverse” de la méthode Blow-up — Excise — Glue de | | et qui permet de réaliser
des blocs de construction plein par “éclatement” d’une orbite périodique de flot d’Anosov ou
pseudo-Anosov, et a avantage de ne pas créer d’attracteur ni de répulseur. En particulier,
signalons que le flot d’Anosov Y sur les deux copies de M~\I" dans A est obtenu par éclatement
du flot X* sur les orbites I'. On donne comme corollaire de cette proposition un critére pour que
le complémentaire d’un noeud hyperbolique dans S? se réalise en tant que piece JSJ atoroidale
d’un flot d’Anosov transitif, et on décrit une construction par plombage de Hopf qui donne une
famille de noeuds vérifiant ce critere.

Recollement de blocs découpés dans un flot d’Anosov alignable penché On montre un résultat
qui permet de recoller des pieces découpées le long d’une collection de tores incompressibles
dans un flot d’Anosov alignable penché sur une 3-variété toroidale. Un flot d’Anosov sur une 3-
variété M est dit alignable si I'espace des feuilles des relevés des feuilletages stable et instable au
revétement universel M sont homéomorphes a R. On dit qu’il est alignable penché s’il n’est pas
orbitalement équivalent & une suspension. On supposera de plus que la variété est orientable et
que les feuilletages stables et instables sont transversalement orientés. Dans | ], T. Barbot
montre qu’une collection de tores incompressibles, deux a deux non homotopes, plongés dans
un flot d’Anosov alignable penché en dimension 3 est isotope a une collection de tores quasi-
transverses deux a deux disjoints, et cette collection est unique a homotopie le long des orbites.
Il suit que, quitte a faire une isotopie, toute collection de tores incompressibles plongés dans un
flot d’Anosov alignable penché en dimension 3 découpe dans la variété un bloc de construction
(P, X). Toute union de composantes connexes d'un tel bloc est appelé un bloc de flot d’Anosov
alignable penché. On montre :

Proposition H. Soit (P, X) et (P', X') deux blocs de flots d’Anosov alignables penchés (transitifs).
On note P°" le bord de sortie de (P, X) et P'™ le bord d’entrée de (P', X'). On suppose qu’il
existe un difféomorphisme o: OP — OP' qui envoie les orbites périodiques orientées de X dans
OP sur les orbites périodiques orientées de X' dans OP', le bord de sortie P°"* sur le bord d’entrée
P et qui renverse lorientation. Alors il existe un champ de vecteurs Anosov (transitif) Z sur
une 3-variété fermée orientable M tel que :

1) La variété M est homéomorphe ¢ (P U P')/¢p,

2) Le champ de vecteurs Z est orbitalement équivalent au champ de vecteurs X sur P et X'
sur P" (ot P et P sont vues plongées dans M).

On donnera un critére simple pour I'existence d’un tel recollement p: P — 9P’ : il faut et il
suffit d’avoir un appariement des composantes de bord de (P, X) et (P’, X’) contenant le méme
nombre d’orbites périodiques, et qui satisfont un critere d’orientation compatible. Remarquons
que cet énoncé ne nécessite aucune hypothese sur les laminations de bord. Cela découle du type
particulier des feuilletages induits par les feuilletages stables et instables de Z sur un tore quasi-
transverse T' plongé dans un flot d’Anosov alignable penché : les feuilletages sont sans feuilles
compactes autre que les orbites périodiques contenues dans le bord, et sans composantes de
Reeb. C’est une conséquence d’un résultat de T. Barbot ([ ).

Toute piéce de flot géodésique ou de revétement fini de flot géodésique est un bloc de flot
d’Anosov alignable penché. Ce résultat généralise alors les recollements de type Handel-Thurston
ou Clay-Pinsky, et les généralisations par T. Barbot et S. Fenley et se débarrasse de la contrainte
de positivité sur la classe d’isotopie du recollement. Notons toutefois qu’il permet d’utiliser des
blocs beaucoup plus généraux que des pieces de flot géodésique, et qui ne sont pas découpés
dans le méme flot d’Anosov. Rappelons que les flots d’Anosov alignables penchés forment une
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famille riche de flots d’Anosov. S. Fenley montre dans | | que tout flot d’Anosov obtenu par
des chirurgies de Dehn-Goodman-Fried d’orientations cohérentes sur une suspension ou un flot
géodésique est alignable penché. C. Bonatti et I. Iakovoglou ont montré dans | | que si X est
un champ d’Anosov obtenu par chirurgie de Dehn-Goodman-Fried a partir d’une suspension,
alors toute chirurgie sur une orbite périodique e-dense de X produit un flot d’Anosov alignable
penché.

FiGURE 12 — Construction du champ d’Anosov de la proposition H par recollement de deux
blocs de flot d’Anosov alignables penché

Organisation de la these

La these est organisé de la fagon suivante. La premiere partie est consacrée a la preuve du
théoreme A. Dans le chapitre 1 préliminaire, on définit formellement les blocs de construction
(P, X), les recollements ¢ et les relations d’équivalences entre de tels objets. Dans le chapitre 2,
on montre que 'on peut mettre un triplet candidat du théoreme (P, X, ) sous une forme “nor-
malisée”. Dans le chapitre 3, on étudie les propriétés d’hyperbolicité de I’application de passage
du flot du bord d’entrée au bord de sortie. Dans le chapitre 4, on montre comment “diffuser 1’hy-
perbolicité” par un processus de changement de coordonnées sur le bord de P. Dans le chapitre 5,
on montre que 'on peut utiliser ce changement de coordonnées pour modifier le recollement ¢
de sorte a créer de I’hyperbolicité le long des nouvelles orbites récurrentes du flot obtenu apres
recollement, et ceci de facon compatible avec 'hyperbolicité naturelle du flot initial. Dans le
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chapitre 6, on montre que pour un tel choix de recollement, le flot induit par le flot initial sur la
variété recollée est Anosov, ce qui acheve la preuve du théoreme A. On montre aussi le critere
de transitivité (proposition B).

La seconde partie est consacrée aux applications de ce théoreme. Dans le chapitre 7, on
montre les propositions C et D. Dans le chapitre 8, on montre la proposition E. Dans le cha-
pitre 10, on montre la proposition G. Dans le chapitre 9, on montre la proposition F. Pour finir,
on montre la proposition H dans le chapitre 11.
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Théoreme de recollement



Chapitre 1

Blocs de construction et recollements

1.1 Blocs de construction

Définition 1.1.1 (Surface quasi-transverse a un champ de vecteurs). Soit S une surface transver-
salement orientable plongée dans une variété M, éventuellement a bord, de dimension 3, munie
d’un champ de vecteurs X. On dit que S est quasi-transverse au champ de vecteurs X si

1) S contient une collection finie d’orbites périodiques du champ X que l'on note

0, ={04,...,0,},
2) X est transverse a S\O,,

3) chaque orbite O; € O, admet deux cotés locaux distincts dans S et les orbites de X
traversent ces deux cotés dans deux directions opposées (remarque 1.1.2).

Ficure 1.1 — Un tore quasi-transverse a un champ de vecteurs X contenant deux orbites
périodiques

Remarque 1.1.2. Un ¢6té local de O; € O, dans S est une composante connexe de V~\O;
ol V est un petit voisinage tubulaire de O; dans S. Un tel voisinage V est a priori soit un
anneau, soit un ruban de Moebius. L’item 3 de la définition 1.1.1 signifie formellement que le
complémentaire V\0O, admet deux composantes connexes C' et C’ contenues dans S\O, (donc
V est un anneau), et l'orientation transverse induite par le champ X sur C' et C' ne peut pas
coincider simultanément avec une orientation transverse de la surface S.

Remarquons qu’une surface S transverse au champ X est une surface quasi-transverse avec
O, = @. On note X! le flot engendré par le champ de vecteurs X. On rappelle qu'une partie
A C P compacte invariante par le flot de X est dite hyperbolique d’indice (1,1) pour X si il
existe une décomposition X*-invariante de I’espace tangent de P au dessus de A en une somme
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TP‘A = FE¥ pR.X & E* de sous-fibrés de dimension 1, et des constantes A > 1, et C' > 0 tel
que

(XYl > CA|, Vve E", Vt>0,

\

I(XH)w]| > Ox“toll, Yoe B, Vt<o.

pour une métrique riemannienne sur P.

Définition 1.1.3 (Bloc de construction). Soit P une une variété a bord de dimension 3 munie
d'un champ de vecteurs X de classe C!. On dit que le couple (P, X) est un bloc de construction
(ou plus simplement un bloc) si

1) Le bord 9P est quasi-transverse au champ de vecteurs X,

2) L’ensemble maximal invariant du flot de X dans P, que l'on note A := (,cg X*(P), est
un ensemble hyperbolique d’indice (1,1) pour le flot de X.

Remarque 1.1.4. La variété P n’est pas nécessairement connexe. On pourra penser un bloc (P, X)
comme l'union de nos pieces du jeu de construction, autrement dit comme une union d’un ou
plusieurs blocs connexes que l'on veut recoller le long de leur bord.

Remarque 1.1.5. Soit (P, X) est un bloc de construction, O, la collection des orbites périodiques
de X contenues dans 0P, et A le maximal invariant de X dans P.

e Si C et O’ sont deux composantes connexes de dP~0, adjacentes, alors le champ de
vecteurs X pointe vers 'intérieur de P sur I'une des deux composantes et vers I'extérieur
de P sur 'autre.

e Dans le cas ou la collection O, est vide, le bord P est transverse au champ de vecteurs X
on retrouve la définition d’un bloc hyperbolique au sens de | , Définition 3.1 et Dé-
finition 3.2]. On dira alors que (P, X) est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu. Dans ce cas le
maximal invariant A est inclus a 'intérieur de P, ce qui n’est plus vrai si la collection O,
est non vide.

e On dira que (P, X) est un prolongement de (P, X) si P est une variété de dimension 3,
X un champs de vecteurs de classe C! sur P, et il existe un plongement h: P — P qui
envoie le champ de vecteurs X sur le champ de vecteurs X restreint & h(P), et tel que
h(A) C int P.
Définition 1.1.6 (Bord d’entrée et bord de sortie d’un bloc de construction). Soit (P, X) un bloc
de construction et O, I’ensemble des orbites périodiques de X contenues dans JP. On rappelle
que le champ X est transverse a 0P\O,.

e On appelle le bord d’entrée de (P, X), et on note P™, le sous-ensemble de dP~.O, ou le
champ de vecteurs X pointe vers 'intérieur de P.

e On appelle le bord de sortie de (P, X), et on note P°" le sous-ensemble de OP~\. O, ol le
champ de vecteurs X pointe vers 'extérieur de P.

On renvoie a la figure 1.2.

1.2 Lamination de bord

Soit (P, X) un bloc de construction, et A := (},cg X'(P) lensemble maximal invariant.
On rappelle que A est un ensemble hyperbolique d’indice (1,1) pour le flot de X. Nous allons
étudier un certain nombre de propriétés qui en découlent. On renvoie a [ | pour une référence
générale.
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O, ——
Pin
Pout

FIGURE 1.2 — Un bloc de construction (P, X)

Variétés invariantes

e La wariété stable forte d’un point p € A est I’ensemble

W2 (p) = {g € P|dist (X"(p), X' (q)) — 0}
t—+o00
C’est une courbe C!, tangente & E*° en p. La variété instable forte W"%(p) est la variété
stable forte de p pour le flot de —X.

La variété stable (faible) W*(p) d’un point p € A est I'union des variétés stables fortes
des points de I'orbite de p. C’est une surface C'-immergée injectivement, invariante par le
flot pour les temps positifs et négatifs tant que 'orbite est bien définie. La variété instable
(faible) d’un point p € A est la variété stable faible de p pour le flot de —X.

e L’ensemble W5(A) = {p € P | dist(X’(p),A) o 0} est une lamination de di-

mension deux dont les feuilles sont les variétés stables des points de A. Les points de
W# = W?3(A) sont les points dont I'orbite par le flot est définie pour tous les temps posi-
tifs. De méme, I'ensemble W¥(A) := {p € P | dist(X'(p),A) A 0} est une lamination
de dimension deux dont les feuilles sont les variétés instables des points de A. Les points
de W* = W"(A) sont les points dont l'orbite par le flot est définie pour tous les temps
négatifs. Les laminations W?* et W s’intersectent transversalement le long des orbites du
flot, et l'intersection W*® N W*" est égale a ’ensemble maximal invariant A, & savoir les
points dont I'orbite est toujours définie.

e Si O est une orbite périodique de X, on appelle les valeurs propres de O les valeurs propres
de la différentielle en p € O de 'application de premier retour du flot de X sur une section
locale intersectant O en un unique point p.

Une feuille de W* (respectivement W*) est difféomorphe
— soit & un cylindre R x S! si elle contient une orbite périodique dont la valeur propre
contractante (respectivement dilatante) est positive,

— soit & un ruban de Moebius si elle contient une orbite périodique dont la valeur propre
contractante (respectivement dilatante) est négative,
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— soit & un plan R? si elle ne contient aucune orbite périodique.

e La wvariété stable locale d'un point p est définie pour un € > 0 assez petit par ’ensemble
Wie(p) = {g | dist(X'(p), X'(q)) <€, ¥t >0}

C’est un disque centré en p inclus dans la variété stable globale W?*(q). La variété stable
forte locale W3, (p) est I'intersection W (p) "W (p). C’est un arc centré en p. La variété
instable (forte) locale d’un point est la variété stable (forte) locale de ce point pour le flot

de —X.

En chaque point p € A, il existe un voisinage U, de p tel que pour tout ¢,r € U,, I'inter-
section W5 (¢) N WV (r) est non vide. On dit que U, est ouvert de produit local en p. On
rappelle que le maximal invariant A intersecte le bord OP le long de la collection O, des
orbites périodiques contenues dans P. Si p € AN JP, ces remarques sont valables dans un
prolongement du bloc (P, X), ce que 'on considérera toujours lorsque 'on parle d’ouvert

de produit local en p € OP.

e Si O est une orbite périodique dont les valeurs propres sont positives et V un voisi-
nage tubulaire assez petit, les variétés invariantes locales sont des anneaux et leur union
Wi (O)UWL (O) disconnecte alors le voisinage V en quatre ouverts, que 1'on appelle les
cadrans. Deux cadrans opposés sont deux cadrans C et Co dont I'intersection des bords est
réduit a l'orbite périodique O. Deux cadrans qui ne sont pas opposés sont dits adjacents.

Dans le cas o O € O, est une orbite périodique contenue dans 0P, ces remarques sont
valables dans un prolongement du bloc, ce que 'on considérera toujours lorsque 1’on parle
des variétés invariantes et des cadrans de O € O,.

e Un voisinage linéarisant d’'une orbite périodique O de X est un voisinage tubulaire V de
O sur lequel le flot de X est (localement) orbitalement équivalent au flot de suspension de
I'application linéaire diagonale (z,y) — (A\z, uy) sur R? avec 0 < || < 1 et |u| > 1. Toute
orbite périodique hyperbolique possede un voisinage linéarisant. Un systeme de coordonnée
(de classe C1) & = (z,y,0) € R?2 x R/Z sur V dans lequel le flot est linéaire est un systéme
de coordonnées linéarisant de O.

Dans le cas ou O € O, est une orbite périodique contenue dans P, ces remarques sont
valables dans un prolongement du bloc, ce que ’on considérera toujours lorsque 1’on parle
de voisinage linéarisant de O € O,.

Fait 1.2.1. Soit (P, X) un bloc de construction et O une orbite périodique de X contenue dans
OP. Les valeurs propres de O sont positives et OP traverse deux cadrans opposés de O.

Démonstration du fait 1.2.1. Soit A un voisinage tubulaire de O dans OP. D’apres l'item 3 de
la définition 1.1.1 d’une surface quasi-transverse, le voisinage A est un anneau. Soit p € O et on
considere des coordonnées (x,y,6) de classe C! au voisinage de p (dans un prolongement (P, X)
du bloc) dans laquelle 'orbite O coincide avec © = y = 0 et les variétés stables et instables de O
sont respectivement redressées sur y = 0 et x = 0. Au point p, le plan tangent & A est transverse
a au moins I'un des deux plans x = 0 et y = 0. Supposons pour fixer les idées qu’il est transverse
a x = 0. Comme A contient 'orbite périodique O : x = y = 0, on en déduit qu’au voisinage
de p, A s’écrit comme un graphe lisse y = ¢(x,0), et les deux composantes connexes de ANO
correspondent & < 0 et z > 0. Les orbites dans un voisinage de W*(O) UW*(O) entrent dans
un voisinage de p pres de la variété instable y = 0 et sortent dans un voisinage de p pres de la
variété stable x = 0. Ainsi, la ou ¢ > 0, ces orbites passent de I’hypographe de ¢ a 1’épigraphe
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de ¢, et la ou ¢ < 0, elles passent de ’épigraphe a ’hypographe de ¢. Or on sait que ANO est
transverse aux orbites de X et que les orbites traversent A dans deux sens différents d’un coté et
de l'autre de O par définition d’une surface quasi-transverse (définition 1.1.1). Par conséquent,
quitte a remplacer la coordonnée y par —y, on a ¢(x,6) < 0 pour x < 0 et ¢(x,0) > 0 pour
x > 0 (figure 1.3). Autrement dit, au voisinage de p, 'anneau A est topologiquement transverse
a la variété stable de O, et ceci est vrai pour tout point p. On en déduit que W} .\ O est formé
de deux composantes connexes situées de part et d’autre de 'anneau A. Donc W (O) est un
anneau. Le raisonnement est le méme pour W (O). On en déduit que les valeurs propres de O
sont positives et A traverse deux cadrans opposés. ]

X!,

F1GURE 1.3 — Le bord de P traverse deux cadrans opposés de O

Proposition et Définition 1.2.2 (Lamination d’entrée, de sortie, de bord). On note Oy la collec-
tion des orbites périodiques de X contenues dans OP. Rappelons que P™ (respectivement P°")
désigne l'union des composantes connexes de OP~O, le long desquelles le champ de vecteurs X
pointe vers l'intérieur (respectivement l’extérieur) de P. Alors

i) L5 = WN (0P~\O,) = W*N P est une lamination de dimension 1 sur P™, appelée
lamination d’entrée de (P, X)

i) L% := W'N (OP\O,) = W% N P est une lamination de dimension 1 sur P°", appelée
lamination de sortie de (P, X)

iii) L:= (W*UW?)NOP = LSUO,UL" est une lamination de dimension 1 sur OP, appelée
lamination de bord de (P, X)

Remarque 1.2.3. La lamination W? n’intersecte pas le bord de sortie P°" car tout orbite dans W*
converge vers A dans le futur donc ne sort jamais du bloc (P, X), et de méme la lamination W*
n’intersecte pas le bord d’entrée P™ car tout orbite dans W converge vers A dans le passé. La
trace W?NOP et la trace W*NOP sont donc disjointes sur 0P sauf le long des orbites périodiques
O, de X contenues dans P ou elles coincident. Le lemme précédent dit que les traces W*NIP et
W' NOP se recollent le long de O, en une (seule) lamination £ = (W UW"*)NIP de dimension
1 sur OP.

Démonstration de la proposition 1.2.2. Lalamination W? est tangente au champ X, et le champ
X est transverse a 0P~0O,, donc W?* intersecte transversalement le bord de P en dehors des
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orbites périodiques de O,. Donc L5 = W* N (OP\0O,) = W? N P™ (remarque 1.2.3) est une
lamination de dimension 1 sur P™. De méme pour la lamination £* = W% N (OP\0,) =
WY N Pout.

Rappelons que O, = OP™ = 9P°" et montrons que L£° et L* se recollent le long de
O, = OP™ = 9P°"™ en une lamination £ sur OP. Soit (P, X) un prolongement de (P, X). Soit
p un point de O € O, et U, un voisinage de p dans P muni de coordonnées (z,,0) € R? de
classe C1, telle que O = {z = y = 0}. On note (9, 9y, Jy) les champs de vecteurs associés et
on considere le produit scalaire usuel dans ces coordonnées. Comme OP est une sous-variété
lisse, elle est localement transversalement orientable par un champ de vecteurs normal que ’'on
note 7 dans U,. Comme OP contient O, on en déduit 7i(r) converge vers un vecteur dans le
plan normal au vecteur dy quand r tend vers p. De méme, la lamination W?* est localement
transversalement orientable par un champ de vecteurs normal que ’on note m dans U,. Comme
la feuille passant par p contient O, on en déduit que le vecteur m(r) converge vers un vecteur
dans le plan normal au vecteur 0y quand r tend vers p. Un champ de vecteurs tangent a la
lamination £ = W?* N (OP~\0O,) est défini par le produit vectoriel ¥ = 7 X 7 en chaque point
d’intersection W* N (OP~0O,). C’est un vecteur normal au plan engendré par 7 et 7. On en
déduit que ¥(r) converge vers un vecteur tangent & R.0y pour r € £° qui tend vers p, autrement
dit ¥(r) converge vers un vecteur tangent a 7,0. En faisant cela en tout point p de I’ensemble
O,, on montre que la lamination £° sur P™ se recolle avec O, = OP™ en une lamination sur
Pin — piny©,. Une preuve similaire montre que la lamination £* sur P°" se recolle avec
O, = OP°" en une lamination Pout = Pout Uy O,. Par conséquent, £ := £5U O, U LY est une
lamination de dimension 1 dans 0P = P™ U O, U P°ut, O

Lamination quasi-Morse-Smale

Définition 1.2.4 (Lamination quasi-Morse-Smale). Soit £ une lamination de dimension 1 sur
une surface fermée S. On dit que £ est une lamination quasi-Morse-Smale si elle satisfait les
conditions suivantes :

1) 11 existe un nombre fini de feuille compacte I" = {y1,...,vn};
2) Chaque demi-feuille non compacte s’accumule sur une unique feuille compacte ;

3) Chaque feuille compacte v € I', munie d’une orientation, a une holonomie contractante ou
dilatante de chaque coté. !

L’ensemble (éventuellement vide) des éléments de I' tel que ’holonomie est contractante d’un
coté et dilatante de I'autre est noté I'y, et appelé ensemble des feuilles compactes marquées. On
demande de plus :

4) Tl existe une décomposition S\I'y = S™ U S°U en deux ouverts disjoints telle que chaque
feuille v, € 'y est adjacente a une composante connexe de S™ et a une composante connexe
de Sout

On renvoie a la figure 1.4.

Remarque 1.2.5. Une lamination quasi-Morse-Smale L tel que I’ensemble des feuilles marquées
I'y est vide est une lamination Morse-Smale au sens de [ , Définition 3.9], ce qui justifie
cette terminologie.

1. Si v admet deux c6tés dans S, ’holonomie de v peut-étre contractante des deux cotés, dilatante des deux
cdtés, ou contractante d’un coté et dilatante de l'autre. Si elle a un unique c6té dans S, son holonomie est soit
contractante, soit dilatante.
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FIGURE 1.4 — Un exemple de feuilletage quasi-Morse-Smale sur S = T?

Proposition 1.2.6. Soit (P, X) un bloc de construction. Alors la lamination de bord L est une
lamination quasi-Morse-Smale sur OP, et l’ensemble Iy des feuilles marquées de L coincide avec
I’ensemble O, des orbites périodiques de X contenues dans OP.

Dans le cas ou le bord 0P est transverse au champ de vecteurs X, autrement dit si (P, X)
est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, cette propriété est connue. Plus précisément, on a le résultat
suivant.

Lemme 1.2.7 (| , Proposition 3.8]). Soit (U,Y) un bloc de construction dont le bord U est
transverse au champ de vecteurs Y. Soit Ly la lamination de bord de (U,Y). Alors elle satisfait
les propriétés suivantes :

1) il existe un nombre fini de feuilles compactes ;
2) chaque demi-feuille non compacte s’accumule sur une feuille compacte ;

3) chaque feuille compacte posséde une orientation pour laquelle son holonomie est contrac-
tante de chaque coté.

Autrement dit la lamination de bord Ly d’un bloc (U,Y) de Béguin-Bonatti-Yu est une
lamination quasi-Morse-Smale pour laquelle ’ensemble des feuilles marquées est vide (on dit
que c’est une lamination Morse-Smale).

Le lemme suivant permet de ramener ’étude de la lamination de bord d’un bloc de construc-
tion (P, X) au cas ot le bord du bloc est transverse au champ de vecteurs. On désigne par A
I'adhérence d’un ensemble A. Soit (P, X) un bloc de construction. On note O, l’ensemble des
orbites périodiques de X contenues dans 9P, et Ax le maximal invariant de (P, X), P™ le bord
d’entrée et P°" le bord de sortie.

Lemme 1.2.8. Il existe un bloc de construction (U,Y) tel que, si Ay est le mazimal invariant de
(U,Y), (W, W) la paire de lamination stable et instable de Ay, U™ le bord d’entrée, U™ e
bord de sortie et Ly la lamination de bord, alors :

1) (bord transverse) OU MY,

2) (plongement) Il existe un plongement h: P — U qui envoie le champ de vecteurs X sur le
champ de vecteurs Y dans h(P) et Ax sur Ay.
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3) (lamination) Il existe une collection finie D, = {D1,..., Dy} de disques contenus dans
oU, d’adhérence deux a deux disjointes, disjoints de Ly et bordés chacun par une feuille
compacte de la lamination Ly, tel que

~ Un D, est isotope a Pin Je long de la lamination Wy,

~ U°"\.D, est isotope a P°U le long de la lamination Wi.

Démonstration du lemme 1.2.8. Soit (P,X) un prolongement de (P,X). Soit O, =
{041, ...,0,} la collection des orbites périodiques de X contenues dans P. Pour chaque O; € O,
on considére V; un voisinage tubulaire linéarisant de ©; pour le flot de X dans P, muni d’un
systeme de coordonnées linéarisant (z,y,6) € R2xR/Z. Le bord OP traverse les cadrans opposés
{z >0,y > 0} et {x <0,y < 0} (fait 1.2.1). Soit S une surface topologique, lisse en dehors
d’un nombre fini de courbes fermées simples ci*, ..., ¢l et 9%, ..., 0% qui coincide avec P en
dehors des voisinages V;, et se décompose en l’union S = Sy (U A;) U Seut, (ﬁgure 1.5) ou

e S™ est une surface a bord transverse au champ X et bordé par c}",..., ¢, qui coincide
avec P™ en dehors de I'union des voisinages V;

e 5°U est une surface & bord transverse au champ X et bordé par ¢, ..., 9" qui coincide

avec P°" en dehors de I'union des voisinages V;

e A; est un anneau tangent au champ X, inclus dans le voisinage linéarisant V; de O;, inclus

dans le cadran {z > 0,y < 0}, et bordé par les courbes c%n et " tel que toutes les orbites
t

de X sur A; vont de ¢ vers c{"

Sout

FIGURE 1.5 — Variété P dans un voisinage linéarisant V; de O;

La surface S découpe dans P une sous-variété compacte a bord P qui contient P, et qui
coincide avec P en dehors de 'union des voisinages V;. Soit X la restriction de X & P. Le
champ X restreint & A; est orbitalement équivalent au champ vertical 8¢ sur S! x I, o ¢ est
la coordonnée sur I = [0,1]. On colle sur chaque anneau A; ~ S x I un cylindre C; = D? x
muni du champ de vecteurs vertical d;, le long de B; = Dy x I C 9C;. Soit un difféomorphisme
fi: B; = 0D? x I — S' x I ~ A; qui préserve la coordonnée t € I (figure 1.6). Soit la variété
quotient 5
U:=PU (UzCz)/f

ou f est le produit des f;. Chaque difféomorphisme f; envoie le champ de vecteurs vertical de
C; sur le champ de vecteurs X, il s’ensuit que U est muni de vecteurs Y de classe C! pour une
structure différentiable sur U, induit par I'union de X et du champ vertical sur chaque Cj.
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FI1GURE 1.6 — Recollement d’un cylindre C; le long de 'anneau A; tangent au champ X

Montrons que le couple (U,Y) satisfait le lemme 1.2.8. La variété U est une variété lisse
compacte de dimension 3 a bord. Le bord dU est le quotient OU = S U (U;0C;)/ f. Un point de
OU est soit dans S~ U; A;, ol Y coincide avec le champ X, soit dans le bord D? x {0} ou D? x {1}
d’un cylindre C; = D? x [0, 1], o1 Y coincide avec le champ de vecteurs vertical. Il s’ensuit que
Y est transverse a QU. Il est clair par construction que la variété P est plongée dans la variété
U via un plongement qui envoie le champ X sur le champ Y. De plus, le maximal invariant de
Y dans P coincide avec le maximal invariant A de X dans P via ce plongement. En effet, une
orbite de Y dans C} entre et sort de C;, donc de U, en temps uniformément borné, et une orbite
de Y qui intersecte P est soit une orbite du flot de X contenue dans P, soit intersecte le bord
de P. 11 s’ensuit que (U,Y) est un bloc de construction qui vérifie 'item 1 et 2 du lemme 1.2.8.

Il reste a vérifier 'item 3. La lamination de bord Ly n’intersecte pas le bord de U inclus dans
0C; car toutes les orbites dans C; entrent et sortent de U. Dans ]5, les orbites de Y coincident
avec les orbites de X. On note W* et W les variétés stables et instables de I'ensemble A x pour
le flot de X dans P. Alors W* est 1'union du saturé des laminations W5 par le flot de X et des
variétés stables locales des orbites périodiques O; dans les voisinages linéarisants V;. De méme
W est I'union du saturé des laminations W% par le flot de X et des variétés instables locales
des orbites périodiques O; dans les voisinages linéarisants V;. On pose

L5:=WNoP=W*NnS, LY:=W'NdP=W*NS$s
Par définition, les orbites des points de £* sont les orbites du flot de X = Y| qui s’accumulent

sur ’ensemble Ax = Ay dans le futur, autrement dit L5 = - est la lamination stable de bord
de (U,Y). La variété stable locale de 'orbite O; dans le voisinage V; intersecte OP le long d’une
feuille compacte v;’, qui borde une composante connexe D%n de U™~ L3, ot U™ est I'union des
composantes connexes de JU le long desquelles le champ Y pointe vers I'intérieur de U. Cette
composante est un disque qui contient le bord d’entrée D? x {0} du cylindre C; (figure 1.7).
De méme, LY = - est la lamination instable de bord de (U,Y), et la variété instable locale
de lorbite O; dans le voisinage V; intersecte oP le long d’une feuille compacte 7;*. Cette feuille
borde une composante connexe D" de U™\ L%, ot U est 'union des composantes connexes
de OU le long desquelles le champ Y pointe vers 'extérieur de U. Cette composante est un disque
qui contient le bord de sortie D? x {1} du cylindre C;. Posons D, = (U;DI*) U (U; D). Les
surfaces U™~\.D et P coincident en dehors de I'union des voisinages V;, et dans chaque V;, ce
sont des anneaux dont l'intérieur est transverse & la lamination W#. 1l existe donc une isotopie
entre U™\ D, et P™, & support dans les voisinages linéarisants V;, qui préserve la lamination
W feuille & feuille. Le raisonnement est symétrique pour 'isotopie entre U\ D, et Pout, []
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1.2. Lamination de bord
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FIGURE 1.7 — Disque D" sur U™, disjoint de -, bordé par la feuille compacte v}

Démonstration de la proposition 1.2.6. Soit (P, X) un bloc de construction et (U,Y) le bloc de
construction associé par le lemme 1.2.8 dont le bord OU est transverse au champ Y. On note
Lx = L% UO,ULY% la lamination de bord de (P, X) et Ly = L5, U L la lamination de
bord de (U,Y). Soit D, = {Ds,...,D,} la collection de disques (ouverts) dans U, disjoints
de Ly et bordés par des feuilles compactes de Ly donnée par le lemme 1.2.8, item 3. Il suit
de cet item Dexistence d'un difféomorphisme H®: U™~ D, — P qui envoie la restriction de
la lamination £3§, sur la lamination £5 U O. On en conclut que la lamination £5 U O, vérifie
les trois premiers items de la définition 1.2.4 d’une lamination quasi-Morse-Smale sur Pi*. Les
feuilles compactes qui bordent les disques D; € D, N U™ correspondent via ce difféomorphisme
aux feuilles compactes de L% U O, sur le bord de P, autrement dit aux orbites périodiques
O; € O, de X sur OP. De méme, il existe un difféomorphisme H*: U°%~\ D, — P°Ut qui envoie
la restriction de la lamination £3 sur la lamination £% U O,. On en conclut que la lamination
L5 U0, vérifie les trois premiers items de la définition 1.2.4 d’une lamination quasi-Morse-Smale
sur Pout, Les feuilles compactes qui bordent les disques D; € D, N U°" correspondent via ce
difffomorphisme aux feuilles compactes de L% U O, sur le bord de P°U, autrement dit aux
orbites périodiques O; € O, de X sur OP. Il s’ensuit que la lamination Lx = L5 U O, U LY sur
OP = Pny Pout vérifie les trois premiers items de la définition 1.2.4, et chaque feuille compacte
de L% et de L% admet une orientation pour laquelle son holonomie est contractante (de chaque
coté).

Il reste a montrer que I’holonomie des éléments de O, munis d’une orientation est contrac-
tante d’'un coté et dilatante de 'autre, autrement dit O, est I’ensemble I'’ensemble des feuilles
marquées de la lamination Lx. L’item 4 de la définition 1.2.4 est alors satisfait par définition
d’une surface quasi-transverse au champ X (définition 1.1.1, item 3) pour la décomposition
OP~0O, = P™ U P°". Soit O; € O, une orbite périodique de X sur 9P. C’est une feuille com-
pacte de Ly, adjacente d'un coté & P™ et de I'autre a P°"'. D’apres la preuve précédente, il
existe une orientation de O; telle que son holonomie du cété de P™ est contractante, et il existe
une orientation telle que son holonomie du coté de P°" est contractante. Montrons que ces deux
orientations ne peuvent coincider. Soit [* une feuille de L% qui s’accumule sur O;. Alors la feuille
[® intersecte un ouvert de produit local en p € O;, et il s’ensuit que [° est 'intersection transverse
de la variété stable W5 (y) d'une orbite v € W%(0;) avec la surface P™. Comme les surfaces
P et WY(0O;) sont toutes deux transverses & W5, on en déduit que I’holonomie de L5 U O;
le long de O; est conjugué a I’holonomie de la lamination induite par W% sur W4 (0;) le long
de O;. Cette holonomie est conjuguée a 'application de premier retour du flot de X sur une
transversale de O; dans WY (0;), et est donc dilatante pour 'orientation de O; donnée par le
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

flot. De méme, 'holonomie de L% UQO; le long de O; est conjuguée a I’holonomie de la lamination
induite par W% sur W5 (0;) le long de O;, et cette holonomie est contractante pour I’orientation
de O; induite par l'orientation du flot de X (voir figure 1.8). Finalement, chaque feuille compacte
O; € O, de la lamination £x a une holonomie dilatante d’un coté et contractante de ’autre. On
en conclut que la lamination Lx = L5 U O, U L% est une lamination quasi-Morse-Smale, ce qui
prouve la proposition 1.2.6. O

O;

FIGURE 1.8 — Holonomie d’une orbite O; € O, le long de la lamination de bord du c6té de P™

Pré-feuilletages et laminations remplissantes

Définition 1.2.9 (Pré-feuilletage). On dit qu'une lamination £ de dimension 1 sur une surface S
est un pré-feuilletage si il existe un feuilletage F de dimension 1 sur S qui contient £ en tant
que sous-lamination, autrement dit tel que les feuilles de £ sont des feuilles de F.

Remarque 1.2.10. C’est une condition nécessaire sur la lamination de bord £ d’un bloc (P, X)
pour l'existence d’un champ de vecteurs Anosov Z sur une variété fermée M obtenu par re-
collement de (P, X). En effet, la surface 9P se projette alors dans M sur une surface S quasi-
transverse au champ Z munie de deux feuilletages (¢*, (*) de dimension 1, dont I'union contient
la lamination de bord £ en sous-lamination. Ce sont les traces sur S du feuilletage instable F*
et stable F° du flot d’Anosov engendré par Z. Il suit que chaque composante connexe de 9P
est une surface connexe fermée de caractéristique d’Euler nulle, donc un tore ou une bouteille
de Klein.

Proposition 1.2.11. Une lamination quasi-Morse-Smale L sur une surface fermée S est un pré-
feuilletage sur S si et seulement si chaque composante connexe de S\L est

i) soit homéomorphe a un anneau ou un ruban de Moebius bordé par des feuilles compactes,

i) soit homéomorphe a R?, et le bord accessible® est l'union de deux feuilles non compactes
[ etl qui sont asymptotes l'une a l'autre a chaque extrémité.

2. ce sont les points du bord qui sont extrémité d’un segment inclus dans 'intérieur de la composante
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1.3. Recollements

Définition 1.2.12 (Bande). Soit B une composante connexe de S\.L. On dit que B est une bande
si B est homéomorphe & R? et le bord accessible de B est I'union de deux feuilles non compactes
l et !’ de £ qui sont asymptotes 'une & lautre & chaque extrémité.

Démonstration de la proposition 1.2.11. Une lamination quasi-Morse-Smale contient un nombre
fini de feuilles compactes (définition 1.2.4, item 1). La proposition est alors une conséquence
directe du fait suivant, montré dans | ].

Fait 1.2.13 ([ , Lemme 3.12]). Soit S une surface fermée et L une lamination de dimen-
sion 1 sur S qui contient un nombre fini de feuilles compactes. Alors il n’existe qu’un nombre
fini de composantes connexes de SN\L qui ne sont pas des bandes.

une bande
un anneau bordé
par deux feuilles compactes

FIGURE 1.9 — Un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale £ sur S = T?

O]

La figure 1.9 montre une composante connexe de type i) (en brun) et de type ii) (en gris)
pour un pré-feuilletage £ sur T?2. On sera amené & faire I'hypothése supplémentaire suivante
pour des raisons techniques.

Définition 1.2.14 (Bloc plein). Soit (P, X) un bloc de construction. On dit que la lamination de
bord L est remplissante si toutes les composantes connexes du complémentaire sont des bandes.
Dans ce cas, on dit que (P, X) est un bloc plein.

Autrement dit, (P, X) est un bloc plein si la lamination de bord £ est un pré-feuilletage et
aucune composante connexe de dP~\.L n’est un anneau ou un ruban de Moebius. La figure 1.10
représente un exemple de bloc de construction dont la lamination de bord est remplissante.

1.3 Recollements

On veut recoller le bord d’un bloc de construction (P, X) pour créer un flot d’Anosov.
Autrement dit on veut choisir un difféomorphisme ¢: 9P — 0P de telle maniére que le quotient
P/p = P/(x ~ ¢(z)) soit une variété fermée, et que le champ de vecteurs X induise un champ
de vecteurs de classe C! sur P/p qui soit Anosov. On note alors P, := P/p et X, le champ
de vecteurs induit par X sur P,. Si P est orientable, une orientation donnée sur P induit une
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements
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FIGURE 1.10 — Un bloc de construction (P, X) avec pour bord un tore T? et une lamination de
bord remplissante

orientation canonique sur le bord 9P, qui est celle que 'on considere toujours. La variété P/
est orientable si et seulement si il existe une orientation de P tel que ¢ renverse 'orientation
induite sur OP.

Recollement

Définition 1.3.1 (Recollement). Soit (P, X) un bloc de construction, on note O, les orbites
périodiques de X contenues dans P, P™ le bord d’entrée et P°" le bord de sortie de (P, X).
Un recollement de (P, X) est une C'-involution p: P — P tel que :

1) il existe une partition P = 01 P U 0o P ou 01 P et 02 P sont des unions de composantes
connexes de OP, et tel que p(0;P) = 02 P,

2) ¢(Oy) = Oy et ¢ préserve lorientation du flot sur les orbites de O,
3) gD(POUt) — Pin‘

Autrement dit, un recollement ¢ d’un bloc (P, X) est un difféomorphisme de P qui apparie
deux a deux les composantes connexes de JP, préserve la collection O, des orbites périodiques
de X contenues dans OP avec 'orientation du flot, et envoie le bord de sortie P°" sur le bord
d’entrée P™.

Remarque 1.3.2. e On pourrait de fagon équivalente définir un recollement ¢ d’un bloc
(P, X) comme un difféomorphisme de 0P vers 0, P, pour une certaine partition 0P =
01 P 11 o P en union de composantes connexes, et qui vérifie les items 2 et 3 de la défini-
tion 1.3.1. Cette définition a le défaut de casser arbitrairement la symétrie entre 01 P et
02 P, donc on préfere voir un recollement de bloc comme une involution de P qui apparie
les composantes connexes deux a deux. Dans le cas ou le bord 9P est transverse au champ
X, autrement dit si (P, X) est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, on peut prendre 9 P = P
0o P = P™ et on a déja une distinction naturelle entre 9; P et o P. Il est alors plus naturel
de définir un recollement comme un difféomorphisme ¢: P°" — P comme le font les
auteurs de [ .

e Si ¢ est un recollement d’'un bloc (P, X), il existe une structure lisse sur l'espace quotient
P/ qui en fait une variété lisse fermée que 'on note P,. Si le bord de P est transverse
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1.3. Recollements

au champ X, alors X induit un champ de vecteurs de classe C! sur P, que 'on note X,,.
Dans le cas ou il y a des orbites périodiques incluses dans le bord, ce n’est pas toujours
vrai. En effet, il faut pouvoir identifier la dynamique au voisinage de deux orbites que ’'on
apparie deux a deux, en particulier il faut que les orbites périodiques aient méme valeurs
propres.

Définition 1.3.3 (Recollement dynamique). Un recollement dynamique de (P, X) est un recolle-
ment qui envoie le champ X sur lui méme. Formellement, on demande qu’il existe un prolon-
gement (P, X) de (P, X) qui contient P dans son intérieur, et un voisinage tubulaire U de OP
dans P, tel que @ est la restriction d’un difféomorphisme ¢: U — U qui préserve le champ X.

Fait 1.3.4. Si p est un recollement dynamique de (P, X), alors il existe une structure différentiable
sur la variété quotient P, = P/ qui en fait une variété (lisse) fermée munie d’un champ de
vecteurs X, de classe Cl induit par le champ de vecteurs X sur P.

Démonstration. C’est une conséquence de la définition d’un recollement dynamique, et de la
structure différentiable naturelle sur P,. O

Forte (quasi)-transversalité On est amené a faire des hypotheses supplémentaires sur les recol-
lements que 'on va considérer.

Définition 1.3.5 (Laminations fortement quasi-transverses). Soit .S une surface (éventuellement
a bord) et (L1, L2) une paire de laminations sur S.

— On dit que £1 et Lo sont fortement transverses si elles sont transverses I'une a l'autre sur
S et toute composante connexe du complémentaire S\(£; U L3) est un disque D dont le
bord est formé de deux arcs disjoints de feuilles de £1 et deux arcs disjoints de feuilles de

L.

Supposons de plus que £ et L5 sont des laminations quasi-Morse-Smale. On note I'z, les feuilles
compactes de L;, I'z, « les feuilles compactes marquées, et S\I'z, . = SI"USPU la décomposition
de S\I'g, « relative a L;, pour ¢ = 1,2.

— On dit qu’elles sont quasi-transverses si elles ont le méme ensemble de feuilles marquées
Iz« =gy« =: Ty, sont transverses sur le complémentaire S\I'y, et si ST" = Sgut,

— On dit qu’elles sont fortement quasi-transverses si elles sont quasi-transverses et si elles
sont fortement transverses sur S\.I'..

Sur la figure 1.11 a gauche, les laminations £ et Lo sont fortement quasi-transverses. A
droite, elle sont quasi-transverses, mais pas fortement quasi-transverses. En effet, certaines com-
posantes du complémentaire T2~ (£; U L3), par exemple celle coloriée en jaune, ne sont pas
bordées par deux arcs de feuilles disjoints de £1 et deux arcs de feuilles disjoints de Ls.

Définition 1.3.6 (Recollement fortement quasi-transverse). Soit (P, X) un bloc de construction
et ¢ est un recollement de (P, X). On dit que c’est un recollement fortement quasi-transverse si
(L, L) est une paire de lamination fortement quasi-transverses sur dP.

Remarque 1.3.7. Les hypotheses issues des définitions 1.3.6 et 1.2.9 assurent que 1’on peut com-
pléter la paire (£, p.L) en une paire de feuilletages quasi-transverses sur P. C’est une condition
nécessaire pour notre construction. En effet, si un bloc (P, X) posséde un recollement dynamique
¢ tel que le champ de vecteurs X, sur P, := P/ soit Anosov, alors la variété P se projette
sur la variété fermée P, et I'image du bord est une surface S quasi-transverse plongée, munie de
deux feuilletages (£%,£°) de dimension 1, quasi-transverses dont 1'union contient la projection
de la lamination de bord £ en sous-lamination. Ce sont les intersections avec S du feuilletage
instable F* et stable * du flot d’Anosov engendré par X,
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(L1, L2) (L1, L)

FIGURE 1.11 — Paires de laminations quasi-Morse-Smale sur le tore T2.

1.4 Equivalence

Prolongement et équivalence de blocs On définit la relation d’équivalence suivante sur les blocs
de construction.

Définition 1.4.1 (Blocs de construction isotopes). Soit (Pp, Xo) et (P1,X1) deux blocs de
construction. On dit quils sont dsotopes si il existe une famille {(P;, X;)}ep,1) de blocs de
construction, une variété P de dimension 3 tel que :

1) il existe une famille {H;: Py — p}te[o,l] de plongements, continue en topologie C!, tel que
Hj est Uinclusion et P, = Hy(P),

2) il existe une famille {Xt}te[o,l} de champ de vecteurs sur P, continue en topologie C!, on
Xt est une extension de X;.

On dira que {(F, X¢)}+c(o,1] est une dsotopie de blocs de construction.

Remarque 1.4.2. Dans [BBY 17, Définition 3.28], les auteurs utilisent une notion plus simple
d’isotopies de blocs de construction, pour laquelle on a une famille continue de champ de vecteurs
{Xt}tefo,1) tous portés par une méme variété & bord P. Dans cette these, nous aurons réellement
besoin de considérer des familles de variétés a bord {P;},c[o,1)- Plus précisément, nous devrons
considérer des cas ol la position du bord de Py et celle du bord de P; au voisinage d’une orbite
périodique n’est pas la méme, comme sur la figure 1.13 : P est transverse aux variétés stables
et instables d’'une orbite périodique O € O, contenue dans 0P1, et Py est topologiquement
transverse mais tangent a la variété stable W*(0O) le long de O. Dans le cas ou la collection O,
est vide, deux blocs de Béguin-Bonatti-Yu isotopes selon la définition 1.4.1 seront orbitalement
équivalents a des blocs isotopes au sens de [BBY17].

On va voir que cette relation d’isotopie est équivalente a une relation d’équivalence orbitale

“affaiblie”. Rappelons quelques définitions élémentaires.

e Une équivalence orbitale entre un champ de vecteurs X sur une variété M et un champ de
vecteurs Y sur une variété N est un homéomorphisme h: M — N, qui envoie les orbites
orientées du flot de X sur les orbites orientées du flot de Y.
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FIGURE 1.12 — Bloc plein (P, X) muni d’un recollement fortement quasi-transverse ¢

e On dit qu'un champ X sur une variété M est structurellement stable si, pour toute per-
turbation Y de X assez petite en topologie C! sur M, Y est orbitalement équivalent & X
sur M.

On définit un prolongement “sans conséquence” d’un bloc de construction (P, X), qui consiste
a coller des voisinages linéarisants sur les orbites périodiques contenues dans le bord dP. Plus
précisément :

Définition 1.4.3 (Prolongement minime). Soit (P, X') un bloc de construction et O, la collection
des orbites périodiques de X contenues dans OP. On dit que (P, X)) est un prolongement minime
de (P, X) si

1) PCPet X =X,
2) O, C int P,

3) il existe une union disjointe V, de voisinages linéarisants des orbites périodiques O, dans
P tel que P\P C V,.

La proposition suivante montre que la relation d’isotopie est équivalente a avoir un prolon-
gement minime commun, quitte a faire une équivalence orbitale.
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2250 oP

P
0 P

FI1GURE 1.13 — Deux blocs isotopes mais non orbitalement équivalents au voisinage d’une orbite
périodique commune O contenue dans le bord

Proposition 1.4.4. Soit (Py, Xo) et (P1, X1) deuzx blocs de construction.

1) si (Py, Xo) et (P1,X1) sont isotopes, alors il existe une équivalence orbitale (P}, X()) de
(Py, Xo), tel que (P}, X}) et (P1, X1) ont un prolongement minime (P, X) commun.

2) Réciproquement, si (Py, Xo) et (Pi, X1) sont inclus dans un méme prolongement minime
(P, X), alors il existe une isotopie de blocs {(P;, Xt)}1eo,1) tel que

~RCcPeX =X,
~ PNO, s’obtient en poussant Py~O, le long du flot de X.

Deux blocs inclus dans un méme prolongement minime ont la méme collection O, des orbites
périodiques contenues dans le bord, ce qui justifie la notation précédente. On utilise le lemme
suivant.

Lemme 1.4.5. Soit (P, X) un bloc de construction tel que le bord OP est transverse au champ de
vecteurs X . Alors (P, X) est structurellement stable, autrement dit pour toute perturbation Y de

X assez petite en topologie Ct sur P, (P,Y) est un bloc de construction orbitalement équivalent
a (P, X).

Démonstration. On utilise le résultat suivant qui permet de plonger P dans une variété fermée
M munie d’'une extension structurellement stable de X. Un voisinage U C M est dit filtrant
pour un champ de vecteurs Z sur M si le bord OU est transverse a Z et I'intersection avec toute
orbite du flot de Z est connexe.

Fait 1.4.6 (| , Appendice A]). Il existe une variété fermée M de dimension 3 munie d’un
champ de Uecteurs X structurellement stable, tel que P est plongé dans M, X est une extension
de X, et P est un voisinage filtrant de A pour le flot de X.

Une petite perturbation Y en norme C' du champ de vecteurs X s’étend en une petite per-
turbation Y en norme C' du champ X sur M. Par stabilité structurelle, il existe une équivalence
orbitale h : M — M qui envoie les orbites orientées du flot de X sur les orbites orientées du
flot de Y, et qui est C%-proche de 'identité. L’équivalence orbitale envoie P sur un voisinage
filtrant d’un ensemble compact invariant hyperbolique d’indice (1, 1) (localement maximal) pour
le flot de Y. Quitte & choisir une perturbation assez petite, et faire une isotopie le long des or-
bites du flot, on peut supposer que h(P) = P et le champ Y est transverse au bord 9P. En
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osant Y := Y|, il suit que (P,Y) est un bloc de construction orbitalement équivalent au bloc
p Ip q q
(P, X). O

Remarque 1.4.7. Ce résultat n’est plus vrai si le bord de P est quasi-transverse au champ
de vecteurs X et contient un ensemble non vide d’orbite périodiques O,. En effet, une petite
perturbation d’un tel bloc de construction n’est pas toujours un bloc de construction car la
condition de quasi-transversalité du bord au champ de vecteurs n’est pas stable par petite
perturbation. De plus, le maximal invariant A intersecte le bord 9P le long des orbites périodiques
O,, et pour cette raison on ne peut pas demander a priori que 1’équivalence orbitale dans M
pour une extension structurellement stable du champ de vecteurs préserve le bord de P.

Démonstration de la proposition 1.4.4. 1) Montrons le premier item. Soit {(F%, X¢) };(0,1] une
isotopie de blocs de construction. Soit (U,Y;) le bloc associé au bloc (P, X;) par le
lemme 1.2.8 dont le bord est transverse au champ de vecteurs, et tel que (P, X;) est plongé
dans (U, Y;). Chaque étape de la construction de (Ui, Y;) dans la preuve du lemme 1.2.8
peut étre faite de fagon continue en ¢, autrement dit de sorte a ce que {(Ut, Yz)}ic(o,1)
soit une isotopie de blocs de construction. Les blocs (Uy, Y;) sont structurellement stables
d’apres le lemme 1.4.5. Par définition d’une isotopie de blocs de construction (définition
1.4.1), il existe une famille C!-continue de plongement H;: Uy — U tel que Hy est I'inclu-
sion et Hy(Uy) = U;. On pose Y/ le conjugué de Y; par Hy, c’est un champ de vecteurs
sur Uy arbitrairement C!-proche de Y = Yp. Par stabilité structurelle du bloc (Up, Yp), les
champs Y} et Yj sont orbitalement équivalents via un homéomorphisme h;} : Uy — Uy avec
hy lidentité sur Uy, et en conjuguant de nouveau par H; on en déduit que les champs Y;
et Yp sont orbitalement équivalents via un homéomorphisme hy: Uy — Uy. Soit (P, X{)
I'image par h; du bloc (P, X;) dans Uy. Alors le champ X coincide avec la restriction de
Y; a Py, et la famille {(P/, X}) }+c[o,1] est une isotopie de blocs de construction orbitalement
équivalents.

Soit O, les orbites périodiques de X contenues dans dPy. Chaque bloc (P}, X[) a natu-
rellement la méme collection O, d’orbites périodiques contenues dans le bord. Soit V une
union disjointe de petit voisinage tubulaire des orbites de O, dans Uy inclus dans une union
de voisinage linéarisants des orbites de O,. Alors la famille {9P;~Vy}+ est une isotopie
de surfaces compactes uniformément transverses & X plongées dans P. Quitte & pousser
le long des orbites de X, on peut supposer que OP,\Vy = OP)\Vy = OPy~Vy. Cette
opération revient & faire une équivalence orbitale sur chaque bloc (P/, X/). On en déduit
que (quitte & faire une équivalence orbitale) les blocs P/ coincident en dehors de Vp, et
par suite les blocs (P/, X}) sont tous inclus dans un méme prolongement minime (P, Xg).
Ce prolongement minime est I'union Py U V), et le champ de vecteurs est la restriction du
champ X.

2) Montrons le deuxiéme item. Soit O € O, une orbite périodique de X sur 0P et V un
voisinage linéarisant de @ dans P. D’apres le fait 1.2.1, les composantes connexes de
(0P)~\O)NV et (OPINO) NV sont des anneaux inclus deux & deux dans un méme cadran
et qui coincident en leur bord O € O,. Comme le flot est trivialisable dans un cadran, on
en déduit le résultat.

O

Remarque 1.4.8. Dans I'item 2 de la proposition 1.4.4, on ne peut pas avoir une isotopie le long
du flot de X de P, sur FPy. Pour le voir, considérons de nouveau le cas des blocs (P, Xp) et
(Py1, X1) de la remarque 1.4.2 et la figure 1.13. L’isotopie le long du flot entre 0Py~ O et 0P ~\O
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

dans ce voisinage ne se prolonge pas le long de l'orbite périodique O : le temps de passage tend
vers 'infini quand on s’approche de 'orbite O.

Forte isotopie de triplet Soit (FPp, Xo) et (P1,X1) deux blocs de construction.

Définition 1.4.9 (Triplets fortement isotopes). Soit (P, Xo) et (P, X7) deux blocs de construc-
tion munis de recollement ¢y et ;. On dit que les triplets (Py, Xo,0) et (P, X1,p1) sont
1sotopes si :

1) Il existe une isotopie {(F:, X¢)}iepo,1) de blocs de construction.

2) 11 existe une famille continue {y;: OP; — OP;}cjo,1) de recollement de (P, X;) (au sens
de la remarque 1.4.10).

On dit qu’ils sont fortement isotopes si de plus

3) 11 existe une famille continue d’homéomorphismes {h;: OPo\Op s — OP\Op .« }ejo,1), tel
que :

— ho = 1d,
— hy envoie la lamination Lo\ Op « sur la lamination £;\ Oy,

— hy envoie la lamination (¢g)«(Lo~Op «) sur la lamination (¢1)«(L£1N0O1 ).

Remarque 1.4.10. Les recollements ¢; de la définition 1.4.9, item 2 ne sont pas sur les mémes
espaces de départ et d’arrivée, il faut donc préciser ce qu’on entend formellement par une famille
continue. Par définition de blocs isotopes (P, X;) (définition 1.4.1), il existe une famille C!-
continue de plongements Hy: Py — P en dimension trois, tel que H¢(P) = P;. On considere les
difféomorphismes ;: 0Py — 0P( conjugués de p; par H;, et on demande que la famille soit
continue en topologie C'. La méme remarque tient pour la famille d’homéomorphismes h;, ot
'on requiert une famille continue en topologie C°.

Remarque 1.4.11. En des termes plus intuitifs, la forte isotopie des triplets (définition 1.4.9)
signifie que, en plus d’une isotopie classique des blocs et recollements, on requiert une C%-isotopie
du dessin de l'intersection des laminations. La raison pour laquelle cette derniere isotopie est
seulement continue est que ’on va perdre de la régularité des recollements dans le cours de la
preuve en conjuguant par des équivalences orbitales seulement continues et non triviales sur le
bord des blocs.

La définition de triplets fortement isotopes assure que les variétés “recollées” sont les méme,
et que le “dessin d’intersection des laminations” est le méme. Plus formellement :

Proposition 1.4.12. Soit (Py, Xo, po) et (Pi, X1, 1) deux triplets fortement isotopes. Alors

1) quitte a faire une équivalence orbitale, les blocs (Py, Xo) et (P, X1) sont inclus dans un
méme prolongement minime,

2) les variétés quotient Py/po et Pi/p1 sont homéomorphes,
3) il existe un homéomorphisme h: 0Py~ 9 — O0P1\0Oy 1 tel que

hLoOup) = £10. .
_ h*(QOO)*(Eo\O*,O) = (@1)*(£1\O*71).
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1.5. Enoncé du théoreme de recollement et organisation de la preuve

Démonstration. Le premier item est une conséquence de la proposition 1.4.4, item 1. Les autres
découlent directement de la définition 1.4.9 O

Remarque 1.4.13. Dans la définition 1.4.9, on ne peut pas simplement demander 1’existence d’une
famille continue de recollements ¢;: 0P, — 0P, fortement quasi-transverses. En effet, si (P, Xo)
et (Py, X1) sont deux blocs inclus dans un méme prolongement minime (P, X), on veut pouvoir
identifier comme équivalent les recollements suivants :

e o : 0Py — 0Py, o 0Py est identifié & x = y dans des coordonnées linéarisantes (V;, & =
(z,y,0)) au voisinage de O; € O, et ¢y a pour expression po(z,y,0) = (—z, —y,0) dans
des coordonnées &; et &;;

e 1 : 0Py — 0Py, ou OP; est identifié a y = v/z dans les coordonnées (V;, & = (z,y,0)) au
voisinage de O; € O,, et ¢ a pour expression ¢1(z,y,0) = (—z,—y,0) dans les coordon-
nées §; et ;.

Or ces deux difféomorphismes de recollements ne sont pas isotopes via une famille de recollement
fortement quasi-transverses @;: 0Py — 0P;. En effet, supposons par I'absurde qu’il existe une
telle isotopie. Soit W* € W* et W* € W*" une feuille de la variété stable et instable de A, tel
que si l§ = WP NOPy et lj = W" N OPy sont les feuilles induites sur la lamination de bord Ly
de 0Py, [ et vo(l§) s’accumulent sur une méme orbite périodique O; € O,. On peut sans perte
de généralités supposer que W* a pour équation § = —In(x)(modZ) dans les coordonnées ¢&;
et W*" a pour équation 6 = In(z)(mod Z) dans les coordonnées {; correspondantes. L’ensemble
{pno} C 0Py des points d’intersections de I§ N ¢o(l§) dans le voisinage V; est ordonné (la
premiere intersection, puis la deuxieéme, etc), et on vérifie aisément qu’il existe deux sous-suites
convergentes vers deux points distincts de O;. Posons I = W N OP; et [ = W" N OP,. Alors,
par forte transversalité, on peut considérer I’ensemble {p,:} C OP; des points d’intersections
de If N y(lf'), et par continuité (en t) elle contient aussi deux sous-suites convergentes. Or on
vérifie aisément que le difféomorphisme de recollement ¢ ne vérifie pas cette propriété : la suite
de points {p,1} C 0P admet trois sous-suites convergentes en trois points distincts de O;
(figure 1.14).

FIGURE 1.14 — Deux laminations £; et £} qui ne sont pas isotopes via des laminations fortement
quasi-transverses a Lo

1.5 Enoncé du théoréme de recollement et organisation de la preuve

Pour des raisons techniques qui apparaitront dans la preuve, on est amené a faire I’hypothese
suivante sur les blocs que ’on considérera.
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

Définition 1.5.1 (Bloc de construction selle). Soit (P, X) un bloc de construction. On dit que
c’est un bloc selle si le maximal invariant A ne contient ni attracteur ni de répulseur.

On rappelle qu'un flot d’Anosov est un flot Y sur une variété fermée M, telle que la variété
entiére est un ensemble hyperbolique pour le flot. Plus précisément,

Définition 1.5.2 (Flot d’Anosov). Soit M une variété fermée munie d'un champ de vecteurs Y
de classe C'. On dit que Y est un flot d’Anosov, ou de maniere équivalente Y est un champ
de vecteurs Anosov, si il existe une décomposition Y'-invariante du fibré tangent TM = E% @
R.Y @& E** et des constantes A > 1, et C' > 0 tel que

— Vv € B Vit >0, [[(Y)).] > CXo||;
— Yo € E5 Yt <0, [[(Y).] > CX Y.
pour une certaine métrique riemannienne sur M.
On est en mesure d’énoncer le théoreme principal de cette these.

Théoréme 1 (Théoreme de recollement). Soit (FPo, Xo,po) un bloc de construction selle plein,
muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Alors il existe (P, X1,¢1) un triplet forte-
ment isotope a (Po, Xo, o) tel que X1 induit un champ de vecteurs Anosov sur la variété fermée

Pl/Sol-

Les chapitre 2 a 6 sont consacrés a la preuve de ce théoreme, qui s’organise de la fagon
suivante. Dans le chapitre 2, on montre que 1’on peut mettre un triplet candidat du théoreme
(P, X, ) sous une forme “normalisée”. Dans le chapitre 3, on étudie les propriétés d’hyperbolicité
de I'application de passage du flot du bord d’entrée P™™ au bord de sortie P°"*. Dans le chapitre 4,
on montre comment “diffuser I’hyperbolicité” par un processus de changement de coordonnées sur
le bord de P. Dans le chapitre 5, on montre que ’on peut utiliser ce changement de coordonnées
pour modifier le recollement ¢ de sorte a créer de 'hyperbolicité le long des nouvelles orbites
récurrentes du flot obtenu apres recollement, et ceci de fagon compatible avec I’hyperbolicité
naturelle du flot initial. Dans le chapitre 6 final, on montre que pour un tel choix de recollement,
le flot induit par le flot initial sur la variété recollée est Anosov, ce qui acheéve la preuve du
théoreme 1.
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Chapitre 2

Normalisation des blocs de construction
et des recollements

Dans ce chapitre, on considere un triplet (P, X, ) constitué d’un bloc de construction selle
plein (P, X) (définitions 1.1.3, 1.2.14, 1.5.1) et d’un recollement ¢: 9P — 9P fortement quasi-
transverse de (P, X) (définitions 1.3.1, 1.3.6). On note O, = {O4,...,0,} la collection des
orbites périodiques de X contenues dans 9P, A le maximal invariant de (P, X), W?* et W" les
laminations stables et instables de A. Le but de ce chapitre est de modifier le triplet (P, X, )
par forte isotopie afin d’obtenir une forme “normalisée”. Brievement, on veut :

e linéariser par morceaux la dynamique sur un voisinage du maximal invariant A ;
e ajuster les valeurs propres des orbites O; € O, a {%, 2}

e construire une paire de feuilletages (G*,G") sur le bloc qui prolonge les laminations

(W3, W) ;
e mettre le bord du bloc en position canonique au voisinage des orbites O; € Oy ;
e controler explicitement le recollement ¢ au voisinage des orbites O; € O,.

Pour formaliser cela, il nous faut définir une notion de bloc de construction normalisé (défini-
tion 2.1.2) et de recollement normalisé (définition 2.1.8). Nous pourrons alors énoncer le résultat
de normalisation 2.1.10.

2.1 Définitions et énoncé de la proposition principale

Bloc normalisé Soit (P, X) un prolongement minime de (P, X) (définition 1.4.3).

Définition 2.1.1 (Section locale transverse). On dit que ¥ C P est une section locale transverse
de A pour le flot de X, si

1) ¥ est une union finie de disques compacts disjoints plongés, transverses a X
2) ¥ intersecte toute orbite de A;
3) OXNA=2.

Si D est un sous-ensemble compact de X, on dit que le premier retour de D est bien défini si
I’orbite positive de tout point de D intersecte ¥ en temps continu. Si D possede cette propriété,
on peut renormaliser le champ X pour que le temps de retour de D sur Y soit égal a 1.
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Chapitre 2. Normalisation des blocs de construction et des recollements

Définition 2.1.2 (Bloc de construction normalisé). On dira qu’un bloc de construction (P, X)
est normalisé si ¢’est un bloc plein, et il existe un prolongement minime (P, X) tel que, si O,
désigne la collection des orbites périodiques de X contenues dans 0P, alors

1) (coordonnées affines) Il existe une section locale transverse ¥ de A dans P, et un recou-
vrement de ¥ N A dans ¥ en une collection finie de disques disjoints D = {Dy, ..., D,},
muni d’un systéme de coordonnées x; = (x,%): D; — R? sur chaque D; tel que :

(a) le premier retour des disques de D sur ¥ est bien défini,

(b) pour toute orbite O; € O, il existe un unique disque D; € D qui intersecte O; en un
unique point,

(c) si f est lapplication de premier retour du flot de X sur ¥, alors l'intersection D; N
f51(D;) est connexe et la restriction de f & D; N f;*(D;) est affine diagonale dans
les coordonnées x; au départ et x; a l'arrivée (au sens de la remarque 2.1.3).

On dit que ¥ est une section affine de A, et {(D;, x:)} est un systéme de coordonnées
affines sur X.

2) (valeurs propres) Les valeurs propres des orbites O; € O, sont égales a {%, 2}.

3) (feuilletages) 11 existe une paire de feuilletages (G*,G") de dimension deux et de classe ct
sur P vérifiant :

(a) G*® et G* sont des feuilletages Xt invariant, transverses 'un & autre, qui contiennent
W?* et W" comme sous-lamination respectivement,

(b) Les feuilletages G*NY et G¥NY coincident avec x = cst et y = cst dans les coordonnées
affines sur 3 données par l'item 1c¢ précédent.

On dit que (G*,G") est une paire de feuilletages affines invariants de (P, X).

4) (bord redressé) Pour toute orbite O; € O,, il existe un systeme de coordonnées linéarisant
Vi, & = (x,y,0) € R? x R/Z) de O; pour le flot de X, compatible avec les coordonnées
affines de la section X, et dans lequel le bord coincide avec la diagonale {z = y}. Plus
précisément :

(a) si D; est le disque donné par l'item 1b qui intersecte O;, alors il coincide avec {6 = 0},
et les coordonnées &; et y; coincident sur D;

(b) P coincide avec la région {y > z} dans les coordonnées §; sur V;

On dit que V; un wvoisinage normalisé de O; et (V;,&;) est un systéme de coordonnées
normalisé de O;.

On renvoie a la figure 2.1.

Remarque 2.1.3. L’item 1 s’écrit formellement comme suit. Pour tout couple (i, j) tel que D; N
f~Y(D;) # @, il existe un point (a; j,b; ;) € R? et des réels 0 < |A\; ;| < 1 et || > 1 tel que
pour tout p € D; N f_l(Dj), si (z,y) = &i(p), on a

(o fo& (@, y) = (aij+Nijx, bij+ pijy) (2.1)
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2.1. Définitions et énoncé de la proposition principale

D,

FIGURE 2.1 — Bloc normalisé (P, X) au voisinage d’une orbite périodique O; € O, dans un
systeme de coordonnées normalisé (V;,§;)

Propriétés d’un bloc normalisé

Corollaire 2.1.4. Soit (P, X) un bloc de construction normalisé et (P, X) un prolongement mi-
nime. Pour toute orbite périodique O; dans OP, si (V;, & = (x,y,0)) est un systéme de coordon-
nées normalisé de O; dans P (définition 2.1.2, item 4), alors l’expression du flot de X dans ces
coordonnées est

Xz, y,0) = (27, 2%y, 0 + 1)

Démonstration. Par hypothese (définition 2.1.2, item 4a), V; est inclus dans le voisinage de
suspension du disque D; qui intersecte @;, et le flot de X dans les coordonnées &; coincide avec
le flot de suspension de 'application de premier retour f sur le disque D; dans les coordonnées ;.
D’apres l'item 1c (définition 2.1.2), cette application est linéaire diagonale dans les coordonnées
Xi = (z,y) sur D; N f~1(D;), et d’apres litem 2 (définition 2.1.2), elle a pour valeurs propres %
et 2. Le fait en découle. O

Remarque 2.1.5. Soit (P, X') un bloc normalisé, O; une orbite périodique de X contenue dans 0P,
et (G*,G") une paire de feuilletages affines invariants sur (P, X) (satisfaisant la définition 2.1.2,
item 3). Les coordonnées normalisées & = (z,y,0): V; — R? x R/Z induisent les coordonnées
pi = (,0): OPNYV; - R x R/Z sur le bord de P par “oubli” de la coordonnées y. Dans ces
coordonnées, si § € R est un relevé de la coordonnée 6 € R/Z, alors

— les feuilles du feuilletage G* N 9P ont pour équation x = cst 2_5,
— les feuilles du feuilletage G° N JP ont pour équation x = cst 20

Corollaire 2.1.6. Soit (P, X) un bloc plein qui admet une section affine ¥ du mazimal invariant
A et (G*,G") une paire de feuilletages affines invariants sur (P, X). Alors
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Chapitre 2. Normalisation des blocs de construction et des recollements

1) GUOut .= GUO POt ot GSOUL .= GUN PO sont des feuilletages Cl de dimension 1 transverses

lun & Uautre sur PO

2) Gwin .— Gu N P ¢ G50 .= G5 N P sont des feuilletages Cl de dimension 1 transverses
lun & Uautre sur P™

3) Gb .= gwout Uy O, U G5 est un feuilletage quasi-Morse-Smale de classe C sur OP qui
contient la lamination de bord L de (P, X) en sous-lamination, et tel que [’holonomie de
chaque feuille compacte est conjuguée a une application affine’.

On aura besoin d’un résultat préliminaire général, valable pour tout bloc de construction
(P, X). Soit O une orbite de X et W#(O) la variété stable de O. Une séparatrice stable de O est
une composante connexe de W*(O)\0, notée W$(0O). On dit qu'une séparatrice stable W7 (O)
de O est libre si elle est disjointe de A. On définit de méme la séparatrice instable et la séparatrice
instable libre de O.

Fait 2.1.7. Toute feuille compacte v de L3 est lintersection transverse d’une séparatrice stable
libre W7 (O) d’une orbite périodique O de X avec P™. De méme, tout feuille compacte vy de
LY est lintersection transverse d’une séparatrice instable libre WY (O) d’une orbite périodique
O avec P°",

Démonstration du fait 2.1.7. Chaque orbite de W*~\A coupe transversalement P™ en un unique
point. Soit C' la composante connexe de WA tel que v = C' N P™™. L’espace des orbites sur
C est un cercle, donc C' est un cylindre trivialement feuilleté par le flot. Il s’ensuit que C' est
inclus dans la variété stable d’une orbite périodique O. L’orbite O est 'unique orbite périodique
de X dans W#(0O), et C est invariante par le flot. Il suit que C' est une composante connexe
de W?(O)\0O, autrement dit une séparatrice stable de l'orbite périodique O. Et comme C' est
disjointe de A, cette séparatrice est libre. O

Démonstration du corollaire 2.1.6. Les feuilletages G° et G* sont de classe Cl, transverses 'un
a l'autre, tangents au champ X, et les surfaces P™ et P°"* sont transverses au champ X. On en
déduit les deux premiers items.

Soit GP = gwout Uy O, U G5, La lamination £% est une sous-lamination de G“°" sur
PO et £ est une sous-lamination de G5 sur P, Les feuilletages G“°U sur P°U et G gur
P™ se recollent le long de O, pour former un feuilletage C' qui contient la lamination de bord
L=L"UO,U LS en sous-lamination (voir preuve de la proposition 1.2.2). Tout feuilletage qui
contient une lamination quasi-Morse-Smale remplissante en sous-lamination est un feuilletage
quasi-Morse-Smale, et les feuilles compactes sont celles de la lamination. Une feuille compacte
7 de, disons, L® est I'intersection d'une séparatrice stable libre cylindrique W9 (O) d’une orbite
périodique O d’apres le fait 2.1.7. Les chemins 7 et O sont librement homotopes dans W7 (O)
(en tant que chemins non orientés). L’holonomie de O pour le feuilletage G° est conjuguée a
lapplication de premier retour du flot sur une transversale de O dans W*(O). Comme le flot de
X admet une section affine au voisinage du maximal invariant A, cette application est conjuguée
a une application affine. On en déduit que les applications d’holonomies de v pour le feuilletage
G5 sont conjuguées a des applications affines. Il en est de méme pour une feuille compacte de
LY ou de O,. Dans le cas d’une feuille O; € O,, on considere ’holonomie d’un co6té et de l'autre
de O;. L’une correspond a I’holonomie du feuilletage G° le long O; et 'autre a ’holonomie du
feuilletage G* le long de O;. O

1. de chacun des deux cotés de la feuille compacte lorsque celle-ci admet deux cotés locaux
2. 7 n’est pas une orbite périodique de X
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2.1. Définitions et énoncé de la proposition principale

Recollement normalisé

Définition 2.1.8 (Recollement normalisé). Soit (P, X)) un bloc normalisé (définition 2.1.2) muni
d’une paire de feuilletages affines invariants (G*,G%) (définition 2.1.2, item 3), et on note G =
Gsn U O, U Gweut Je feuilletage sur P donné par le corollaire 2.1.6. On dit qu’un recollement
p: OP — OP de (P, X) est normalisé si :

1) Pour chaque orbite périodique O; dans 0P, pour O; = ¢(0;), il existe des systemes de
coordonnées normalisés (V;, & = (x,y,0)) et (V},& = (x,y,0)) de O; et O; (définition 2.1.2,
item 4), telle que 'expression de ¢ dans ces coordonnées est

o(z,z,0) = (—x,—x,0) (2.2)

2) Le feuilletage (p*gb est quasi-transverse au feuilletage GP sur OP.
On dit alors que (P, X, @) est un triplet normalisé.

On rappelle (corollaire 2.1.6) que G est le feuilletage obtenu par le recollement de la trace
G5t = G5 N P gur PM et de la trace G¥°U = G¥* N PO gur PO e long des orbites périodiques
O, contenues dans JP. C’est un feuilletage quasi-Morse-Smale qui contient la lamination de
bord £ = L5N O, N LY en sous-lamination. On rappelle qu’un systeme de coordonnées normalisé
de O; est un systéme de coordonnées linéarisant (V;, ;) qui vérifie I'item 4 de la définition 2.1.2.
Le bord 9P a pour équation z = y dans ces coordonnées, ce qui justifie la formule (2.2). Plus
formellement (mais on ne 1’écrit pas pour alléger), cette expression signifie que pour tout (x, z, 6)
dans I'image & (V;NOP), on a & opo&; H(x,x,0) = (—x, —x,0). On renvoie & la définition 1.3.5
d’une paire de feuilletages quasi-transverses.

Proposition 2.1.9. Un recollement normalisé de (P, X) est un recollement dynamique de (P, X)
(au sens de la définition 1.3.3).

Démonstration. Soit (P, X) un prolongement minime de (P, X) et ¢ un recollement de (P, X).
Il faut montrer que ¢ est la restriction d’un difféomorphisme ¢ sur un voisinage de 0P dans P
qui envoie le champ de vecteurs X sur lui méme. Soit O, la collection des orbites périodiques

de X contenues dans OP.

e Pour chaque orbite périodique O; € O, si (V;,&) et (V;,&;) désignent les systemes de
coordonnées normalisés au voisinage de O; et O; := (0;), alors la formule (z,y,0) —
(—x, —y, 0) définit une extension ¢ de ¢ a un voisinage de 0P dans V; et V;

e Soit V, l'union des voisinages normalisés V; de O;, et Y un voisinage de O, strictement
inclus dans V.. Alors AP~V est une surface compacte transverse a X. Par le théoreme
de redressement local des champs de vecteurs, il existe donc un petit voisinage tubulaire
U de P~V muni de coordonnées (p,t) € (AP\V) x (=1,1) dans lesquelles le champ X
est le champ trivial 0/0t et P s’identifie a 'ensemble {—1 < t < 0}. On prolonge ¢ par

Papplication (p,t) — (¢(p), —t).

e Ces définitions locales sont compatibles. En effet ’ensemble 9PN (V,~\V) est uniformément
transverse a X et il n'y a qu'une unique facon de prolonger ¢ sur un voisinage tubulaire
par un difféomorphisme qui envoie le champ X sur lui méme.

On obtient donc des systémes de coordonnées sur un voisinage tubulaire de 9P dans P dans
lequel le difféomorphisme ¢ se prolonge en un difféomorphisme ¢ qui envoie le champ X sur lui
méme. O
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Enoncé Le but de cette section est de montrer la proposition suivante. On rappelle qu'un bloc
de construction (P, X) est dit selle si son maximal invariant A n’admet ni attracteur ni répulseur,
et plein si la lamination de bord L est remplissante.

Proposition 2.1.10 (Normalisation de blocs et recollements). Soit (P, X, ¢) un bloc de construc-
tion selle plein muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Alors il existe (Py, X1, p1) un
triplet normalisé fortement isotope a (P, X, ).

On renvoie a la définition 1.4.9 pour la forte isotopie de triplet.

Remarque 2.1.11. On suit de pres les techniques de “normalisation” des blocs et recollements de
Béguin-Bonatti-Yu (| , Section 5]). La différence principale est que l'on veut “redresser”
le bord au voisinage des orbites périodiques pour le mettre en position canonique (item 4,
définition 2.1.2). Cette opération faite a la section 2.6 est typiquement obtenue en poussant le
bord le long du flot pendant un temps infini au voisinage des orbites périodiques contenues dans
le bord. Cela nous fait sortir de la classe d’équivalence orbitale du bloc initial, et le recollement
ne se prolonge plus aux orbites périodiques. On dira que ’on obtient un recollement inachevé.
Il faut ensuite montrer que ’on peut modifier ce recollement inachevé dans sa classe d’isotopie
forte pour qu’il se prolonge en un vrai recollement. D’autre part, certaines difficultés techniques
s’ajoutent du fait que les blocs avec lesquels on travaille ne sont pas structurellement stables,
a la différence des blocs de Béguin-Bonatti-Yu. Des lors, perturber le champ de vecteurs d’un
bloc, comme il est fait aux sections 2.2 et 2.3 pour linéariser le flot et ajuster les valeurs propres
(item 1 et 2, définition 2.1.2), nous obligera a considérer un nouveau bloc porté par une autre
variété.

Résumé de la preuve La démonstration de cette proposition s’organise comme suit.

e (section affine) Dans la section 2.2, on montre que 1’on peut perturber un bloc selle (P, X)
dans sa classe d’équivalence orbitale, de sorte a linéariser la dynamique au voisinage de A.
Plus précisément, on montre qu'il existe un bloc (P;, X7) isotope a (P, X) parmi les blocs
orbitalement équivalents qui admet une section affine ¥ (proposition 2.2.1). Ce bloc vérifie
alors I'item 1 de la définition 2.1.2.

Le point clé est que 'application de retour sur une section locale transverse ¥ du maxi-
mal invariant A est arbitrairement proche d’une application affine si la section est assez
petite. On peut alors utiliser un résultat de stabilité structurelle (affaibli) sur les blocs de
construction (proposition 2.2.3).

e (valeurs propres) Dans la section 2.3, on montre que tout bloc (P, X) selle qui admet une
section affine est isotope a un bloc orbitalement équivalent (P;, X1) qui admet une section
affine et tel que les valeurs propres des orbites périodiques contenues dans le bord sont
égales a {%,2}, autrement dit qui vérifie les items 1 et 2 de la définition 2.1.2. C’est la
proposition 2.3.1.

La preuve consiste a modifier continiment ’application de retour sur une partition de
Markov au voisinage des orbites périodiques du bord.

e (paire de feuilletages affines invariants) Dans la section 2.4, on montre que l'on peut
feuilleter un bloc de construction plein (P, X) qui admet une section affine ¥ par une
paire de feuilletages affines invariants (G, G"), autrement dit qui satisfait 'item 3 de la
définition 2.1.2. C’est la proposition 2.4.1.

Le point clé est que l'on peut pousser par le flot de X les feuilletages horizontaux et
verticaux induit par les coordonnées affines sur ¥, afin d’obtenir une paire de feuilletages
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transverses et X'-invariants sur un voisinage invariant de A dans P, qui contiennent les
variétés stables et instables de A. Comme le bloc (P, X) est un bloc plein, il n’y a ensuite
“qu’'une seule maniere” de compléter ces feuilletages en une paire de feuilletages affines
invariants sur P.

e (recollement inachevé fortement isotope) Dans la section 2.5, on considére un bloc selle
(P1, X1) muni d’une paire de feuilletages affines invariants, et isotope a un bloc orbitale-
ment équivalent (Py, Xo) muni d’un recollement ¢( fortement quasi-transverse. On montre
(lemme 2.5.5) que l'on peut obtenir un “presque” recollement de (P, X) : une involution
$: OPNO, — OP\0, qui envoie le bord de sorte P°" sur le bord d’entrée P™™ malis ne se
prolonge pas a priori aux orbites périodiques O,. On dira que c¢’est un recollement inachevé
(définition 2.5.1). On requiert que @ et g respectent une relation compatible avec la défi-
nition 1.4.9, item 3, autrement dit on veut que le dessin de I'intersection des laminations
soit le méme. On dira qu'ils sont fortement isotopes (définition 2.5.2).

o (redressement du bord) Dans la section 2.6, on montre que si (P, X) est un bloc de construc-
tion qui admet une section affine ¥, alors il existe un bloc (P, X1) dans un prolongement
minime de (P, X) qui satisfait I'item 4 de la définition 2.1.2, autrement dit le bord dP;
est diagonal dans les coordonnées de suspension de la section ¥ au voisinage des orbites
périodiques O, contenues dans le bord. C’est la proposition 2.6.1. Si le bloc initial (P, X)
vérifie les items 1, 2 et 3 de la définition 2.1.2, il s’ensuit que le bloc (P;, X1) est un bloc
normalisé.

Dans un paragraphe final, on explique que I'on peut récupérer un recollement inachevé
sur le nouveau bloc (P, X7) qui soit fortement isotope au recollement du bloc initial
(P, X) (lemme 2.6.3). Un tel recollement inachevé est typiquement obtenu en poussant le
recollement initial par le flot sur le bord de P; pendant un temps infini, et ne se prolongera
en général pas aux orbites périodiques.

e (normalisation du recollement) Dans la section 2.7, on considére un bloc normalisé (P, X)
muni d’un recollement inachevé @ qui envoie la lamination de bord £ sur une lamination
fortement transverse sur P~ 0O,. On montre qu’il existe un (vrai) recollement normalisé
1 de (P, X) fortement isotope & ¢. C’est la proposition 2.7.1.

L’idée de la preuve consiste a utiliser la trace de la paire de feuilletages affines invariants
sur 0P en tant que coordonnées sur 0P au voisinage de O,. On modifie le recollement
inachevé ¢ par forte isotopie sur le complémentaire des orbites périodiques O, contenues
dans 9P, de fagon a controler I'image par ¢ des feuilletages induit sur le bord au voisinage
de O,. On peut faire ce travail de sorte que le nouveau recollement inachevé se prolonge
trivialement sur O,.

e (conclusion) Dans une derniere section 2.8, on montre pour finir que, partant d’un bloc
de construction selle plein (P, X)) muni d’un recollement fortement quasi-transverse ¢, on
peut assembler les résultats des sections précédentes afin de construire un triplet normalisé
(P1, X1, ¢1) fortement isotope a (P, X, ¢) qui satisfait la proposition 2.1.10.

2.2 Section affine

Dans cette section on montre que I'on peut perturber un bloc selle (P, X) par isotopie dans sa
classe d’équivalence orbitale en un bloc qui admet une section affine au sens de la définition 2.1.2,
item 1.
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Proposition 2.2.1. Il existe un bloc de construction selle (P1,X1) isotope a (P, X) parmi les
blocs de construction orbitalement équivalents et qui admet une section affine ¥ au sens de la
définition 2.1.2, item 1.

Remarque 2.2.2. L’hypothese selle est cruciale a cette étape. C’est elle qui nous assure ’existence
d’une section locale transverse et nous permettra de linéariser le flot au voisinage du maximal
invariant.

On suit de pres la preuve de | , Lemme 5.3]. On perturbe lapplication de retour sur
une section locale transverse > du maximal invariant A. Si la section est assez petite, il existe
une perturbation X’ arbitrairement proche en norme C! de X tel que I'application de premier
retour sur X est affine dans des coordonnées sur un voisinage de X N A. La différence est que les
blocs que 'on considere ne sont pas structurellement stables.

Stabilité structurelle des blocs de construction La proposition suivante donne un résultat de
stabilité structurelle “affaiblie” pour les blocs de construction.

Proposition 2.2.3. Soit (P, X) un bloc de construction et (P,X) un prolongement minime (dé-
finition 1.4.3). Si Y est un champ de vecteurs sur P assez proche de X en topologie C*, alors il
existe un bloc (Q,Y) = (Q, Y‘Q) inclus dans P isotope & (P, X) parmi les blocs de construction
orbitalement équivalents.

On renvoie a la définition 1.4.1 d’une isotopie de blocs de construction.

Démonstration. D’ aprés le lemme 1.2.8, quitte a restreindre le prolongement minime (]5 X ),
on peut plonger (P, X) dans un bloc de construction (P, X) dont le bord OP est transverse au
Champ X. Unee perturbatlon Y assez petite de X sur P se prolonge sur P en une e-perturbation
de X que 'on note Y. Par stabilité structurelle, il existe h: P — P un homéomorphisme isotope
a l'identité qui réalise une équivalence orbitale entre le flot de X et le flot de YV qui est K.e
proche de l'identité en topologie C° sur P, avec K une constante uniforme. Alors h induit une
équivalence orbitale entre (P, X) et (Q,Y) ou @ := h(P) est inclus dans un K.e-voisinage de

P dans P, et Y := Y‘ hP)" Soit Vp une union disjointe de petit voisinage tubulaire des orbites
périodiques de X contenues dans JP, inclus dans des voisinages linéarisants. Alors P\ est
une surface compacte uniformément transverse a X. Pour € assez petit, h(OP~\)) est une
surface compacte uniformément transverse & Y dans un e-voisinage de P~ Ay. Quitte & pousser
le long des orbites de X et modifier h, on peut donc supposer que h(dP~Vy) = P~ V. Alors
pour e assez petit, Q = h(P) est inclus dans le prolongement minime P de (P, X). De plus
(quitte a isotoper le long des orbites du flot), @ est une surface quasi-transverse a Y, donc
(Q,Y) est un bloc de construction orbitalement équivalent & (P, X). Comme h est isotope a
I'identité, les champs X et Y sont isotopes. De plus, les bords de P et @ sont inclus dans
un méme prolongement minime, donc d’apreés la proposition 1.4.4, item 2, les blocs (P, X) et
(h(P), X | h(P)) sont isotopes parmi les blocs de construction. On en déduit que les blocs de

construction (P, X) et (h(P), ?\h(P)) = (h(P),Y) sont isotopes parmi les blocs de construction
orbitalement équivalents. Le bloc (h(P),Y") satisfait la proposition 2.2.3. O

En général on ne peut pas avoir h(P) = P, autrement dit h ne préserve pas le bord de P,
et si Y est une petite perturbation de X sur P, le couple (P,Y’) n’est pas toujours un bloc de
construction (remarque 1.4.7).
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Partition de Markov On aura besoin de la notion de partition de Markov, dont on donne la
définition ici en suivant [ , section 2.1]. Soit ¥ une section locale transverse de A dans
un prolongement minime (P, X), f application de premier retour du flot de X sur ¥ (défini-
tion 2.1.1).

e Un rectangle R sur X est un plongement h de I x J dans 3, ou I et J sont deux segments
fermés non triviaux de R. Le bord horizontal de R, noté 0°R est 'image de I x 0J et le
bord vertical de R, noté 0" R est 'image de 01 x J.

e On supposera toujours un rectangle R muni d’une paire de feuilletages (¢*, ("), de classe
CY%! triviaux, transverses I'un & l’autre, invariants par f, et tel que le bord horizontal de
R est formé de deux feuilles de (* et le bord vertical de R est formé de deux feuilles de “.

e Un sous-rectangle horizontal H de R est un rectangle inclus dans R tel que 0"H C 0“R et
0°H est formé de deux feuilles de ¢*. Un sous-rectangle vertical V de R est un rectangle
inclus dans R tel que 9°V C 0°R et 0"V est formé de deux feuilles de (.

Définition 2.2.4 ([ , Définition 2.1]). Une partition de Markov de A est la donnée d’une
section locale transverse > de A et d’une collection finie Ry, ..., R, de rectangles feuilletés sur
> tel que :

1) L’union des rectangles R; recouvre I’ensemble A N'%
2) Pour tout 7, le premier retour f(R;) de R; sur X est bien défini.

3) Pour tout i, j l'intersection f(R;) N R; a un nombre fini de composantes. Chacune de ces
composantes est a la fois un sous-rectangle horizontal de f(R;) et un sous-rectangle vertical
de R;. De plus, on exige que cette intersection soit disjointe du bord vertical de R; et du
bord horizontal de f(R;).

4) pour tout z € R; N f~1(R;), tout vecteur tangent au feuilletage ¢* en x est uniformé-
ment contracté par la différentielle de f et tout vecteur tangent au feuilletage ¢* en x est
uniformément dilaté par la différentielle de f pour une métrique sur .

On note R = (3, R) la partition de Markov, o R = U;R; est I'union des rectangles sur X.

Si R = (X, R) est une partition de Markov, on supposera toujours que 'on a renormalisé X
pour que le temps de premier retour de R sur X soit égal a 1, et on appelle cube associé ¢ R
'union C = U;_, X*(R) des segments d’orbites entre un point de R et son premier retour sur .

Fait 2.2.5. Soit (P, X) un bloc de construction selle, (P,X) un prolongement minime, et O,
la collection des orbites périodiques de X contenues dans OP. Alors il existe une partition de
Markov R = (3, R) (au sens ci-dessus) de A tel que :

1) ¥ intersecte chaque orbite O; € O, en un unique point p; ;
2) Lintersection d’une orbite de X avec l'union des cubes C associé a R est conneze.

Démonstration du fait 2.2.5. D’apres le lemme 1.2.8, quitte a restreindre le prolongement mi-
nime, on peut plonger (P, X') dans un bloc de construction (U,Y") dont le bord QU est transverse
au champ de vecteurs Y et qui contient le prolongement minime (]5, X ). Alors A est un compact
invariant hyperbolique localement maximal d’indice (1,1) pour le flot de Y et on peut voir U
comme un voisinage filtrant de A pour Y (fait 1.4.6). L’existence d’une partition de Markov
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R = (X,R) de A (au sens de la définition 2.2.4) pour le flot de Y dans U et tel que l'inter-
section des segments d’orbites avec I'union des cubes C est connexe est montrée dans [ ,
Proposition 2.8]. Quitte a rétrécir la section X, on peut supposer qu’elle est contenue dans le
prolongement minime P. Quitte & redécouper X et enlever des composantes connexes, on peut
supposer que toute orbite O; € O, intersecte ¥ en un unique point p;. ]

Preuve de la proposition 2.2.1

Preuve de la proposition 2.2.1. Soit (P, X) un bloc selle et on note O, la collection des orbites
périodiques de X contenues dans OP. Quitte & faire une perturbation petite en norme C! et
utiliser la propriété 2.2.3, on peut supposer que le champ X est de classe C2. Soit R = (R, )
une partition de Markov de A sur une section locale transverse > donnée par le fait 2.2.5, on
note f: R — X lapplication de premier retour et ((*,(") la paire de feuilletages transverses
f-invariants sur R. On suppose (quitte & redécouper ¥ et enlever des composantes connexes)
que toute orbite O; € O, intersecte X en un unique point p;. On va perturber le champ X en un
champ Y arbitrairement proche en topologie C! et pour lequel ¥ est une section locale affine.
Soit R" le raffinement d’ordre n de la partition R, défini par

Soit €, le diametre de la partition R,, autrement dit le maximum du diametre des composantes
connexes de R". Le diametre €, est majoré (& une constante multiplicative indépendante de n
preés) par le maximum de la norme de df™ dans la direction stable (tangente a (®) et de df "
dans la direction instable (tangente a ¢*) sur les rectangles, donc €, — 0 quand n — +o00. Soit
RY,... R} les composantes connexes de R". Pour tout p € R}, il existe une identification C 1
de I'espace tangent T,,% avec le rectangle R;'. Plus précisément, il existe ¢,: R}' — T,,X, tel que

e ¢, est un difffomorphisme sur son image V' := ¢, (R}') qui est un €,-voisinage de l'origine
O dans T3, et qui envoie p sur O;

e il existe une identification x;, = (z,y): T,X — R? tel que le feuilletage (p,)«(* coincide
avec le feuilletage vertical x = cst et (¢p)«(® coincide avec le feuilletage vertical y = cst.

Pour tout n > 1, I'intersection R{; ) := Ri' N f _I(R?) est connexe, et pour tout couple (i, j)
tel que cette intersection est non vide on désigne la restriction de f correspondante par

Iy B0 fﬁl(R?) — RY.

Soit {py,(i,j)}@i,5) un ensemble de points de ¥ N A tels que p,, (; ;) € R’(Z’j), et tel que si R}'; est
le rectangle intersectant 'orbite O; € Ok, alors p,, ;) = pi € O; est le point d’intersection de
O; avec X. Soit fm(i,j) le conjugué de dp, . f par ¢y, . au départ et P f (D)) a larrivée,
autrement dit

; -1 .
fn,(i,j) = ‘pf(pn,(i,j)) © dpn,u,j)f © Ppnig) R?i,j) - R? (2:3)

Par construction, il existe des coordonnées y; = (z,y) € R? sur R et x; = (z,y) € R? sur
R’ tel que l'application f, (; j) est affine diagonale dans les coordonnées x; au départ et x; a
larrivée, et les feuilletages (¢*, (") coincident avec les feuilletages horizontaux et verticaux dans
ces coordonnées.

Fait 2.2.6. [] existe n € N* et f = fn: R — X qui est un difféomorphisme sur son image, tel que
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1) f f coincide avec fn (i,j) Sur RE‘Z. ;) bour chaque couple (i,7) ;

2) f coincide avec f sur un voisinage du bord de R ;
3) f est arbitrairement proche de f en topologie C* pour n assez grand.

Démonstration. Comme f est C?, d’apres la formule (2.3), 'application fn (i,j) differe de [y, (;

par un terme uniformément proportionnel & €2, autrement dit il existe une constante cst > 0 tel

n

que pour tout p € R(z‘,j)v
| (i) () = fa(if) ()] < csten

Pour des rectangles de diameétre €y, si la distance entre les rectangles R}’ dans ¥ est un O(e,,),

on peut fixer f = fm(i,j) sur R?i ;) et prolonger sur R de sorte a recoller cette application avec

I'application f sur le bord de R, en restant e,-proche de f en topologie C'. Il suffit donc de
vérifier que la distance dans . entre les rectangles d’un raffinement R™ ne décroit pas trop vite.
Comme la dilatation et la contraction de la différentielle de f est uniforme sur un voisinage de
A N3, la distance dans X entre les rectangles est aussi de 'ordre de €,. O

La suspension de f sur R définit un flot engendre par un champ de vecteurs Y de classe
C! sur un voisinage de A dans P, qui coincide avec X sur un voisinage du bord, et de premier
retour f sur ¥. On note Y son extension par X sur P. Alors Y est arbitrairement proche de
X en topologie Ct. D’apres la proposition 2.2.3, il existe un bloc (Q,Y) isotope a (P, X) parmi
les blocs orbitalement équivalents dans P, ol Y = Y‘ Par construction, le flot de Y admet
une section affine ¥ de son maximal invariant A. En effet, il existe un recouvrement de 3 N A,
donnée par la collection de composantes connexes R" = {R{,..., R} } d'un raffinement assez

grand d’une partition de Markov R sur X, et des coordonnées x; sur R} tel que 'application f
restreinte a R&j) =R'Nf _1(R;‘) est affine dans les coordonnées x; au départ et x; a l'arrivée.
Le bloc (Q,Y") vérifie la proposition 2.2.1. O

Remarque 2.2.7. Remarquons que 'on peut appliquer la proposition 2.2.1 en conservant les
valeurs propres des orbites périodiques contenues dans le bord, ce qui nous servira dans la section
suivante. En effet, au voisinage d’une orbite périodique O; € O, on a remplacé le premier retour
de X sur X par sa différentielle au point p; = O; N X, ce qui préserve les valeurs propres sur les
orbites périodiques du nouveau flot contenues dans le bord.

Plus précisément, en reprenant les notations de la preuve, soit O; une orbite périodique de
X dans 0P, et soit R} le rectangle de R" intersectant O;. Soit Ry =RiOS ~L(R?). D’apres

le fait 2.2.6 'application de retour f du flot de Y sur R’& ) coincide avec le conjugué C' de la

différentielle de f en p; = O; N, ol f est Papplication de retour du flot de X sur X. Il s’ensuit
que p; est un point fixe de f sur X, contenu dans le bord de P, et ses valeurs propres sont celles
de d, f. L’équivalence orbitale entre X et Y fixe les orbites périodiques O;, et les valeurs propres
de ces orbites pour le flot de X et le flot de Y sont les mémes.

2.3 Valeurs propres des orbites périodiques

Dans cette section, (P, X) désigne un bloc de construction selle qui admet une section affine
(définition 2.1.2, item 1). On montre que I’on peut modifier un bloc selle (P, X') par isotopie dans
sa classe d’équivalence orbitale pour que les valeurs propres des orbites périodiques contenues
dans le bord soient {3,2}.
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Proposition 2.3.1. Soit (P, X ) un bloc de construction selle qui admet une section affine. Il existe
un bloc (Py, Xy) isotope a (P, X) parmi les blocs de construction orbitalement équivalents, qui
admet une section affine et tel que les valeurs propres des orbites périodiques de X1 contenues
dans 0Py sont égales a {1,2}.

Démonstration de la proposition 2.3.1. Soit (P, X) un bloc selle, et O, la collection des orbites
périodiques de X contenues dans dP. Soit X une section affine, et R = (X, R) une partition de
Markov de A au sens de la définition 2.2.4 qui satisfait les hypotheses du fait 2.2.5. Quitte a
rétrécir R, on suppose que la partition de Markov est inclus dans un systeme de coordonnées
affines sur ¥ (définition 2.1.2, item 1). L’application f: R — 3 est bien définie et préserve une
paire de feuilletages transverses (¢%, (%) sur R qui sont les feuilletages horizontaux et verticaux
dans les coordonnées affines. Ces feuilletages sont de classe C! sur R. Chaque orbite O; est
associée a un unique point fixe p; de f et de valeurs propres positives d’apres le fait 1.2.1. On
veut que les valeurs propres de la différentielle D), f soit égale a {%, 2}. On va donc modifier
continiiment la dérivée aux points p;, pour i = 1,...,n.

Soit R/¢* le quotient des rectangles par le feuilletage ¢°. L’application f: RN f~1(R) —
RN f(R) induit sur R/¢® une application f*: Uy, I,l€ — Uy, ou I, ..., Iy sont des intervalles
disjoints fermés ordonnés de R, et I},... ,I,?”“ des sous intervalles stricts de I fermés disjoints
ordonnés, et la restriction de f* a I ,i est une application affine uniformément dilatante dans un
certain I;. On note p' € I,ljl la projection du point fixe p; € O; de f. Alors

Fait 2.3.2. Pour tout A\ > 1, il existe un difféomorphisme g* = g§: Uy I,i — Uiy tel que
1) gu = fu sur I]i; pour (k7l) 7é (k;lall);

2) la restriction g": Ilifz — Iy, est un difféomorphisme uniformément dilatant qui coincide

avec f* au voisinage du bord de Ilii,
3) p; est un point five de g* et gV (p) = A,

4) g% dépend continiment de X\ et est conjugué a f* par un homéomorphisme
H: Ug I, — Ugly, €gal a lidentité en dehors de I,l;l et sur le bord de I/,lc’Z

Démonstration. Pour simplifier les notations, supposons que (k1,11) = (1,1), et notons p = py.
L’ensemble K := nQZ(f”)”(Uka) est un Cantor disjoint du bord de I, et |I;| > |I{|. Soit un
voisinage V3 de p dans I{, dont le bord est disjoint du bord de I{, assez petit de sorte que
|| > |I}] — (A —1)|V]. On pose alors g%(z) = A(z — p) +p sur V. Puis [I;1~g%(V3)| > |1 VA,
donc on peut étendre g* sur Ii en un difféomorphisme uniformément dilatante que ’on note
encore g%, et qui coincide avec f* sur le bord de I{. On peut choisir le voisinage V3 qui dépend
continiment de A, et étendre g = g¥ sur I} de fagon continue en \. Alors g% et f* sont deux
diffSomorphismes dilatant sur I{ — I, qui coincident sur le bord de I{. Soit H: Uy IjNI{ —
Ug I~ Ii une application égale & l'identité. Il existe une unique facon de prolonger H sur I de
sorte a avoir une conjugaison H entre f" et g“. On peut répéter le méme procédé sur chaque
point fixe p{ en remarquant que I'application g“ obtenue vérifie encore les hypotheses du fait,
et chaque p}' est encore un point fixe de g*. ]
Soit g* I’application donnée par le fait 2.3.2 pour A = 2. De méme, en quotientant R par le
feuilletage %, lapplication f~! induit une application affine f*: Uk,1 J,lc — UgJi qui vérifie les
hypotheses du fait 2.3.2. Soit pf la projection dans R/("* du point fixe p; € O; de f : R — X sur
I'orbite O; € O,. 1l existe un difféomorphisme ¢g°: Uy J,i — UpJp dilatant sur chaque J,i, avec
g°(JL) = f5(JL) pour tout couple (k,1), et tel que chaque pf € J,l;z est un point fixe de g° avec
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(9°)(p) = 2, et g* est conjuguée a f*. Comme les feuilletages (¢%, (%) sont C!, les coordonnées
produit R — R/(*x R/¢% sont C! et 'application produit ((¢°)~!, g*) induit un difféomorphisme
gde RNf~Y(R) et & image dans RN f(R). D’apres le fait 2.3.2, item 4, 'application g est isotope
a f via une famille continue de difféomorphismes f;: RN f~Y(R) — RN f(R), avec fo = f et
f1 =g, vérifiant :

— chaque point p; € ¥ N O; est un point fixe de f;, et les valeurs propres de la différentielle
de d,, fi = d,,g sont {%,2};

— Tapplication f;: RN f~Y(R) — RN f(R) est conjuguée & f par un homéomorphisme
ht : R — R, égal a l'identité sur le bord de R.

Soit C = U,}ZOX tR T'union des cubes de la partition de Markov associée & X dans P. Cest
un voisinage de A, dont l'intersection avec toute orbite de X est connexe (fait 2.2.5), homéo-
morphe a la variété (a bord et & coin) de suspension Ry := R x [0,1]/(z,1) ~ (f(z),0) par un
homéomorphisme qui conjugue le flot de X avec le flot de suspension induit par d;, ot ¢ est la
coordonnée sur [0, 1]. De plus, le flot de suspension sur Ry est topologiquement conjugué au flot
de suspension sur Ry, := R x [0,1]/(z,1) ~ (fi(x),0). On en déduit que Ry, est naturellement
plongée dans P via un homéomorphisme qui envoie R 7, sur C et qui envoie les orbites du flot
de 0; de Ry, sur les orbites du flot d’'un champ de vecteurs X't sur C dont le premier retour sur
R C C est égal & f;, et qui coincide avec X sur le bord de C. Les champs sont orbitalement
équivalents via un homeomorphlsme h:: C — C, égal a I'identité sur le bord de C.

On prolonge X; par X sur le reste de la variété. On obtient une famille continue (pour la
norme C') de champ de vecteurs sur P, que l'on note encore X;. Comme toute orbite qui sort
de C n’y rentre plus, I'équivalence orbitale h¢ sur C se prolonge par I’identité en une équivalence
orbitale hy: P — P entre X; et X, avec hg = Id. Posons P; = h; ' (P). Quitte & faire une isotopie
le long du flot de Xt, la surface 8Pt est quasi-transverse a X,. La famille (P, X}) est une isotopie
de blocs de construction orbitalement équivalents, ou X; = Xt‘ P Soit O, la collection des
orbites périodiques de X; contenues dans OP;. Chaque orbite O;; € O, ; intersecte la section X
en un unique point p; ; = p;. D’apres les propriétés de f; = g, chaque p; est une point fixe de p
ayant pour valeurs propres {%, 2}. 11 s’ensuit que les orbites périodiques de X; contenues dans
OP7 ont pour valeurs propres {%, 2}.

La section ¥ n’est plus a priori une section affine pour le flot de Xi, car on a modifié le
premier retour au voisinage du maximal invariant. On peut appliquer la proposition 2.2.1 et
la remarque 2.2.7 au bloc (P, X7) pour obtenir un bloc (Py, X}), isotope a (P, X7) parmi les
blocs orbitalement équivalents, qui admet une section affine et dont les valeurs propres des orbites
périodiques contenues dans le bord sont toujours {%, 2}. Ce bloc satisfait la proposition 2.3.1. [

2.4 Paire de feuilletages affines invariants

Dans cette section, on montre que I'on peut feuilleter un bloc de construction (P, X) plein
qui admet une section affine ¥ (définition 2.1.2) par une paire de feuilletages affines invariants
(G*,G*) (définition 2.1.2, item 3). Si ¥ est une section affine de (P, X), on note (¢*,¢*) la paire
de feuilletages transverses, invariants par 'application de premier retour f, qui coincident avec
les feuilletages horizontaux et verticaux sur % dans le systeme de coordonnées affines sur un
voisinage de A N dans X..

Proposition 2.4.1. Soit (P, X) un bloc de construction plein qui admet une section affine ¥ du
mazimal invariant A. Il existe une paire de feuilletages (G*,G") de dimension deuz et de classe
C' sur P wvérifiant :
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1) G et G¥ sont des feuilletages X'-invariant, transverses l'un a ’autre, qui contiennent W*
et W comme sous-lamination respectivement,

2) Les feuilletages G° N'Y et G* N coincident avec x = cst et y = cst dans les coordonnées
affines sur X

Autrement dit, (G*,G") est une paire de feuilletages affines invariants au sens de la défini-
tion 2.1.2, item 3.

On répete ici la preuve de | , Lemme 5.6, Proposition 5.7]. Le cas des blocs de construc-
tion dont le bord est transverse au champ de vecteurs ou quasi-transverse au champ de vecteurs
est completement similaire.

Démonstration de la proposition 2.4.1. Les points clés de la preuve sont les suivants.

e On peut pousser les feuilletages horizontaux et verticaux induit par les coordonnées affines
sur la section affine X, afin d’obtenir une paire de feuilletages transverses et X’-invariants
sur un voisinage invariant de A dans P, qui contiennent les variétés stables et instables de
A. Ces feuilletages vérifieront naturellement I'item 2 de la proposition 2.4.1.

e On montre ensuite qu’il n’y a qu’une seule fagon de compléter ces feuilletages en une paire
de feuilletages affines invariants sur P. On utilise le fait que la lamination de bord d’un
bloc plein est remplissante par définition.

Montrons ce résultat formellement. D’apres 2.2.5, il existe une partition de Markov R =
(3, R) sur ¥ dans un prolongement minime (P, X) telle que l'intersection des orbites du flot de
X avec l'union des cubes U = U%:Of( {(R) associé a la partition est connexe, et tel que (quitte &
prendre un raffinement de la partition) R est inclus dans le domaine D des coordonnées affines
de classe C! sur ¥. On rappelle que Papplication f : R — ¥ est bien définie et coincide avec le
temps 1 du flot de X restreint & R. En poussant les feuilletages horizontaux et verticaux dans les
coordonnées affines sur R par le flot de X, on obtient deux feuilletages Qs et Q“ de dimension 2
et de classe C!, transverses I'un & l'autre, X’-invariants sur un voisinage invariant U de A dans
P, correspondant au saturé de . Par construction, ils vérifient I'item 2 de la proposition 2.4.1.
Soit U™ = U N Pi“, et Q“’i“ et Qs’in l'intersection de Q” et Qs avec P respectivement.

Lemme 2.4.2. Le complémentaire de UM dans P est inclus dans une union finie de rectangles
Ci,...,Cy, tel que pour chaque C;, il existe un difféomorphisme h;: C; — [0,1]? qui envoie le
feuilletage G5 N C; dun voisinage du bord de C; sur le feuilletage horizontal de [0,1)%, et qui
envoie le feuilletage G™ N C; d’un voisinage du bord de C; sur le feuilletage vertical de [0,1)2.

Démonstration. Comme U est un voisinage des laminations W* U WY, l'intersection U N OP
est un voisinage de la lamination de bord £ = (W* N W*) N dP. Le complémentaire dP~U
est inclus dans un nombre fini de composantes connexes du complémentaire P~.L. Comme L
est une lamination remplissante, ces composantes connexes sont des bandes, autrement dit des
disques topologiques dont le bord accessible est formé de deux feuilles non compactes asymptotes
I'une & 'autre & chaque extrémité. Soit B; une de ces bandes sur P™™. Les feuilles non compactes
qui forment son bord accessible sont deux feuilles [ et I de la lamination £°. Soit I5 et I5 deux
feuilles de G5 N B, I'une dans un voisinage de [y et l'autre dans un voisinage de ls. Comme
les feuilles [ et I’ sont asymptotes & chaque extrémité et s’accumulent de chaque coté sur une
feuille compacte de L, le voisinage U™ recouvre les deux extrémités de la bande. I existe donc
I} et 1§ deux arcs de feuilles de G®in qui traversent la bande B d'un bord & Dautre et situés
chacun dans un voisinage d’une des deux extrémités (voir la figure 2.2). Il existe donc C; un
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FIGURE 2.2 — Un rectangle C; dans une bande B; bordée par des feuille de la lamination £*

rectangle Cl-plongé dans B; formé de deux segments de [ et I§ et de deux segments de I5 et [5.
Les feuilletages G N C; et G“™ N C; sont transverses et triviaux sur un voisinage du bord de
C;. On renvoie a la figure pour 'image d’un tel rectangle. O

On complete le feuilletage trivialement sur chaque rectangle C; du complémentaire pingqin
par les feuilletages horizontaux et verticaux dans les coordonnées données par le difféomorphisme
hi, et on obtient une paire de feuilletages lisses transverses G5 et G%I™ sur P, prolongeant
respectivement Qs’in et Q“’in. Tout point de C; est uniformément loin de la lamination d’entrée
L5, Toute orbite future d'un point de C; intersecte P°"* en un unique point, et le segment
d’orbite est de longueur uniformément bornée. Il existe X’ une renormalisation de X tel que la
X'-orbite de chaque point de C; intersecte transversalement P°" en temps ¢ = 1. Il s’ensuit que
lorbite C; = Uer X' (C;) de C; par le flot de X dans P est homéomorphe & C; x [0, 1], sur lequel
le champ vertical 0/0t est orbitalement équivalent & X. On pousse les feuilletages G5 et G
de C; par le flot de X dans chaque cylindre C; et on obtient deux feuilletages G® et G de classe
C! sur P. Ces feuilletages sont X‘-invariants, et prolongent les feuilletages G* et G* du voisinage
u respectivement. Ils satisfont la proposition 2.4.1. O

2.5 Recollements inachevés et forte isotopie

Dans cette section on considere un bloc selle (P, X)) muni d’une paire de feuilletages affines
invariants (G®,G") (définition 2.1.2, item 3) et on le suppose isotope & un bloc orbitalement
équivalent (Pp, Xo) muni d’un recollement ¢y fortement quasi-transverse. On montre que 'on
peut obtenir une version affaiblie de recollement sur (P, X), qui satisfait une relation avec g
compatible avec la relation de forte isotopie des triplets (définition 1.4.9). Définissons formelle-
ment.

Définition 2.5.1 (Recollement inachevé). Soit (P, X) un bloc de construction, O, les orbites
périodiques de X contenues dans P, P™ le bord d’entrée et P°" le bord de sortie de (P, X).
Un recollement inachevé de (P, X) est une C'-involution ¢: IP~O, — 0P\, tel que

1) il existe une partition P = 01 P U 0o P ou 01 P et 02 P sont des unions de composantes
connexes de 0P, et tel que $(01 P~\O,) = 2P\,

2) S5(17:)0ut) — Pin

37



Chapitre 2. Normalisation des blocs de construction et des recollements

Notamment, la restriction d’un recollement ¢ d’un bloc (P, X') au complémentaire des orbites
périodiques O, dans P est un recollement inachevé, mais 'intérét d’introduire cette notion est
de considérer des difféomorphismes qui ne se prolongent pas a O,. On considere la relation
suivante sur les recollements inachevés.

Définition 2.5.2 (Recollements inachevés fortement isotopes). On dira que deux recollements
inachevés ¢g de (Py, Xo) et @1 de (P1, X1) sont fortement isotopes si il existe une isotopie de blocs
{(P:, Xt) }efo,1) et une famille continue d’homéomorphismes {h;: OPo\Op« = OPt\O¢x}ic)o,1),
tel que

1) ho=1d
2) hy envoie la lamination L£o~\Op , sur la lamination £\ Oy
3) hy envoie la lamination (pg)«(Lo~Oop) sur la lamination (¢1).(L£1\O1 4).

Remarque 2.5.3. On retrouve l'item 3 de la définition 1.4.9 de forte isotopie des triplets, au-
trement dit si (Py, Xo,p0) et (P, X1,91) sont deux triplets fortement isotopes au sens de la
définition 1.4.9, alors la restriction de g et la restriction de ¢ sont des recollements inache-
vés fortement isotopes. Intuitivement, cette relation assure que les dessins de l'intersection des
laminations est le méme.

On va considérer des recollements inachevés qui réalisent un “bon” dessin d’intersection
lamination. Plus précisément

Définition 2.5.4. Soit (P, X)) un bloc de construction et ¢ est un recollement inachevé de (P, X).
On dit que c’est un recollement inachevé fortement transverse si (LX\Ox, $5(LN0Oy)) est une
paire de lamination fortement transverses sur 0P~ 0O, (définition 1.3.5).

Notamment, la restriction d’un recollement fortement quasi-transverse ¢ d’un bloc (P, X)
au complémentaire des orbites périodiques O, dans P est un recollement inachevé fortement
transverse. On montre le lemme suivant.

Lemme 2.5.5. Soit (P, X) et (Po,Xo) deux blocs selles isotopes parmi les blocs orbitalement
équivalents, tel que (P, X)) admet une paire de feuilletages affines invariants (G*,G"). Soit ¢g un
recollement inachevé fortement transverse de (Py, Xo). Alors il existe un recollement inachevé
fortement transverse ¢ de (P, X) fortement isotope a .

Remarque 2.5.6. Méme si le recollement inachevé initial ¢g: OPo~\ Oy 9 — 0P~y se prolonge
en un recollement g: 0Py — 0Py, le recollement inachevé ¢ de (P, X) donné par le lemme 2.5.5
ne se prolongera pas a priori a O,.

Démonstration du lemme 2.5.5. Soit {(P;, Xt)}ep,1) 1'isotopie de blocs orbitalement équiva-
lents, avec (P, X1) = (P, X). Soit (G*,G") une paire de feuilletages affines invariants sur P,
autrement dit qui satisfait la proposition 2.4.1. Le bloc (P, X) est un bloc selle qui admet une
section affine ¥. Il existe une partition de Markov R = (X, R) sur une section locale ¥ qui
satisfait le fait 2.2.5, et les feuilletages horizontaux et verticaux des rectangles coincident avec
les traces des feuilletages (G*, G").

E’tape 1 : Recollement inachevé topologique.

Par équivalence orbitale des blocs (P, X) et (P, X), il existe une partition de Markov Ry =
(X0, Ro) tel que les applications de retour fo : Ry — Yo et f : R — X sont conjuguées. Les
applications induites sur le quotient par le feuilletage horizontal d’une part et vertical d’autre
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part sont conjuguées par des homéomorphismes. Le produit de ces homéomorphismes induit une
équivalence orbitale H sur I'union des cubes de la partition qui préserve les rectangles feuilletées.
Comme l'intersection des orbites avec 'union des cubes est connexe, on peut prolonger cette
équivalence orbitale sur le bloc. Soit H; : Py — P; une famille continue d’équivalences orbitales
entre le flot de X et le flot de X3, avec Hy = H.

On pose ¢ le conjugué de pg par I’équivalence orbitale H. Il vérifie la définition 2.5.1, mais
est seulement continu. On dira que c’est un recollement inachevé topologique de (P, X). 1l existe
une famille continue d’homéomorphismes h¢: OPo\ Oy — OP~\O,; (c'est la restriction de
I’équivalence orbitale H;) qui envoie la lamination Lo\ Oy o sur la lamination £\ O« et tel que
hy envoie la lamination (@o)«(Lo~\Osx,0) sur la lamination ¢,(£\0Oy). L’application ¢ satisfait
la définition de forte isotopie (définition 2.5.2) de recollement inachevés, a ceci pres qu’elle n’est
pas différentiable.

Etape 2 : Feuilletages topologiquement transverses sur un voisinage des laminations. On définit
(voir corollaire 2.1.6)

o G5 = G5 N P et GWIM = G¥N P™. Ce sont des feuilletages de dimension 1 et de classe
C! sur P™, transverses 1'un & Pautre et G5 contient la lamination £° en sous-lamination.

o GSOU — G5 N Pout of Guout — Gu N Pout Ce sont des feuilletages de dimension 1 et de
classe C! dans Pout transverses I'un a lautre et G*°" contient la lamination £“ en sous-
lamination.

Fait 2.5.7. Il existe un voisinage U de K := ¢, L* N L* dans P™ sur lequel $,G“°U est topolo-
giquement transverse a Gsin,

Démonstration. Soit (G5, GY) I'image par le flot des feuilletages des rectangles de Ry. Alors H
envoie alors la paire (G5, GY) sur la paire (G*,G"). On définit les feuilletages sur le bord d’entrée
et de sortie (Pp, Xo) induit par la paire (G5, G§) avec les notations analogues a la paire (G*, G").
On sait que ¢p est un recollement inachevé (de classe C!) et fortement transverse, et on note
Ko := ($0)«LENL Uintersection transverse des laminations dans Py". Les feuilletages (¢0).« Gy out
et Gy sont bien définis sur un voisinage de K| et contiennent respectivement les laminations

(fortement) transverses (Pg)«Ly et L£§. Par continuité, il existe un voisinage de Ky sur lequel ces

feuilletages sont transverses. L’équivalence orbitale H envoie la paire ((¢0)«Go "™, Go™) sur la
paire (p,G%“°U GSM) qui est alors topologiquement transverse sur un voisinage de K. ]

Etape 3 : Lissage des feuilletages images. Les feuilletages G et G sont de classe C', ce qui
permet de les redresser localement par des coordonnées C L Les feuilletages @*QS’O‘“ et gb*g“’o“t
sont, quant a eux, de régularité seulement C°. Dans cette étape, on va lisser cette paire de
feuilletages au voisinage de l'intersection K = ¢, L% N L5.

Fait 2.5.8. Il existe un homéomorphisme 1) : OP~O, — OP~0O, a support dans P™ tel que :
1) 1 est isotope a identité parmi les homéomorphismes préservant G5 feuille  feuille

2) il existe un voisinage U de K' := (10 $) LY N LS sur lequel le feuilletage (¢ o §).G¥O" est
de classe C et transverse a G5,

Démonstration. L’ensemble K est localement compact dans P, totalement discontinu avec une
structure de produit local (on rappelle que P™ n’est pas compact). On peut recouvrir K par
une collection localement finie {R;}; de rectangles C!-plongés inclus dans U tel que :

e les R; sont deux a deux disjoints et leur bord est disjoint de K ;
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e les segments verticaux de R; sont des arcs de feuille de G5 et les segments horizontaux
de R; sont des arcs de feuilles de G*'™ ;

e chaque feuille de $,L" traverse horizontalement R;, autrement dit elle traverse R; d’un
bord vertical a I'autre

o le feuilletage $,G%°" est topologiquement transverse au feuilletage G5 sur chaque R;

Si o est une composante connexe de ¢, LYNR;, il existe un sous-rectangle R, de R; arbitrairement
fin contenant o, dont le bord horizontal consiste en deux arcs de feuilles de g@*guvout disjoint de
K, et le bord vertical est inclus dans le bord vertical de R;, et tel que chaque feuille de ¢,G“°u
traverse horizontalement R; (figure 2.3). Il existe un homéomorphisme 9, de R, égal a I'identité
sur un voisinage du bord dR,, tel que v, envoie $,G“°" sur le feuilletage horizontal de R; sur
un voisinage de K dans R, et préserve les segments verticaux de R,.

R, 14 Frmont
| Fein ps

BT, o L0

K (]

FIGURE 2.3 — Rectangle feuilleté R; et sous-rectangle R,

Cet homéomorphisme est isotope a l'identité parmi les homéomorphismes de R, qui pré-
servent le feuilletage vertical de R,. Il suffit de faire une isotopie barycentrique feuille a feuille.
On recouvre ¢, L° N R; par un nombre fini de sous-rectangles R, disjoints vérifiant la propriété
précédente. Soit 1; 'homéomorphisme de R; coincidant avec v, sur chaque R, et égal a I'identité
ailleurs. Les rectangles R; sont deux & deux disjoints et la collection {R;}; est localement finie,
donc on peut définir le homéomorphisme 1) de P™™ égal & v; sur chaque R; et égal & I'identité
ailleurs. Il satisfait le fait. O

Soit 1 donné par le fait 2.5.8. On pose
¢ =porp: OPNO, — OP\O,.

Le feuilletage ¢/, G*™™ est topologiquement transverse au feuilletage ¢/.G*°"*. On peut le pousser le
long des feuilles de ¢/, G%°" localement au voisinage de K’ pour le rendre lisse. Plus précisément,
par des arguments similaire, on a l’existence d’un homéomorphisme 1)’ : OP~\0O, — OP\O,
& support dans P, isotope & l’identité parmi les homéomorphismes préservant le feuilletage
P GUout feuille & feuille, et tel qu’il existe un voisinage U’ C U de K’ sur lequel le feuilletage
(¢ 0 ¢')«G5° est de classe C! et transverse & p,G*°". On pose

P =@ o) : OPNO, — OP\O,
Cette composée définit un recollement inachevé topologique, fortement transverse (au sens
différentiable), fortement isotope a ¢ et tel que la paire de feuilletages (plrGuout BlIGsiny est
lisse sur un voisinage U’ de K’ = @//L* N L* dans P™.

Etape 4 : Lissage du recollement.
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Fait 2.5.9. I existe un recollement inachevé topologique @" : OP~O, — OP~\QO, fortement
transverse (au sens différentiable), fortement isotope a @", et de classe C' au voisinage de l'in-
tersection des laminations @7/ L* N L5,

Démonstration. On recouvre K’ par une collection localement finie {R;}; de rectangles C'-
plongés inclus dans U’, deux a deux disjoints et dont le bord est disjoint de K, et les segments
horizontaux de R; sont des arcs de feuille de @/G“°U et les segments verticaux de R; sont des
arcs de feuilles de $”’G%°". On pose C; := ($")"1(R;). Il existe des coordonnées C! sur C; qui
redressent la paire (Q“"’“t, QS’O‘“) sur le feuilletage horizontal et vertical. Soit ¢ une feuille de
G5°u Ny, et on pose o’ = ¢"(0). En faisant une convolution de la restriction de ¢” & o — o
dans des coordonnées C', on a l'existence d’un homéomorphisme f; : ¢ — o', de classe C' en
dehors d’un voisinage des extrémités de o disjoint de 'image réciproque de K, arbitrairement
proche de de ¢” et qui coincide avec ¢” sur un voisinage des extrémités de o. Soit F; : C; — R;
’application obtenue en poussant ’application f; par I’holonomie le long du feuilletage G*“°**NC;
au départ et le long du feuilletage ¢”G%“°"*NR; & 'arrivée. Comme ’holonomie de ces feuilletages
est de classe C', on en déduit que F; est de classe C! en dehors d’un voisinage du bord de C;
disjoint de I'image réciproque de K (quitte & choisir le support de la convolution assez grand),

L’application F; coincide avec ¢ au voisinage du bord vertical de C;, mais pas au voisinage
du bord horizontal. Pour y remédier on peut faire une moyenne le long des feuilles de G“°" de
la maniere suivante. Les coordonnées sur C; permettent de paramétrer les feuilles de G4 N C;
par une famille {0 }4¢[—1,1) avec 0 = 0g et o'(t) = $" (o). Les applications @” et F' induisent des
applications @} : oy — o} et (F;); : 0 — o} par restriction. On fait une moyenne entre ¢} et Fy
sur la feuille oy par I’application

(Gi)e =T(O)(Fi)e + (1 = 7(t)¢} : 00 = 0

avec T : [—1,1] — [0, 1] une application plateau de classe C! qui vaut 1 sur un voisinage de 0 et 0
sur un voisinage des extrémités de [—1, 1]. Cette famille défini un difféomorphisme G; : C; — R;,
qui coincide avec F' en dehors d’un voisinage du bord de C; disjoint de I'image réciproque de
K quitte & choisir le support de 7 assez grand, et qui coincide avec ¢” sur un voisinage du
bord de C;. Les applications G; : C; — R; se recollent par ¢ en un recollement inachevé
Q" OPNO, — OP~\0O,, fortement transverse (au sens différentiable), fortement isotope a ¢”,
et de classe C! au voisinage de l'intersection des laminations ¢/ L% N L*. O

Pour finir, on peut perturber ¢ en dehors d’un voisinage compact de l'intersection des

laminations pour le rendre de classe C! partout, et arbitrairement proche en topologie C°. Une
telle perturbation reste fortement transverse, et fortement isotope a ¢ car en dehors d’un
voisinage de l'intersection des lamination. O

2.6 Redressement du bord d’un bloc de construction

Dans cette section, (P, X) est un bloc de construction muni d’une section affine ¥ dans
un prolongement minime (P, X) (au sens de la définition 2.1.2, item 1), tel que les valeurs
propres des orbites périodiques de X contenues dans QP sont égales a {%, 2}, et muni d’une
paire de feuilletages affines invariants (G*,G") sur (P, X). On va “redresser” le bord de (P, X)
afin d’obtenir I'item 4 de la définition 2.1.2 d’un bloc normalisé. Soit {(D;, x;)} un systéme de
coordonnées affines sur un voisinage de ¥ N A dans X.

Proposition 2.6.1. Il existe un bloc de construction selle (P, X1), tel que (P, X) est un prolonge-
ment minime de (Py, X1), et tel que pour toute orbite O; de X1 dans OP1, il existe un systéme de
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coordonnées linéarisant (Vi, & = (z,y,0) € R? x R/Z) de O; pour le flot de X, compatible avec
les coordonnées affines de la section X, et dans lequel OP1 coincide avec la diagonale {z = y}.
Plus précisément :

1) si D; C ¥ est le disque qui intersecte Oy, alors il coincide avec {0 = 0}, et les coordonnées
& et x; coincident sur D;

2) Pi coincide avec la région {y > x} dans les coordonnées & sur V;
Ce bloc est unique a isotopie le long du flot pres.

On renvoie a la figure 2.1.
Corollaire 2.6.2. Le bloc (Py, X1) est un bloc normalisé isotope a (P, X).

Démonstration du corollaire 2.6.2. L’isotopie est une conséquence du fait que les blocs (Py, Xo)
et (Pp,X7) ont un prolongement minime commun et de la proposition 1.4.4, item 2. Le bloc
(P, X) vérifie les items 1, 2 et 3 de la définition 2.1.2 d’un bloc normalisé par hypothese. Comme
(P, X1) et (P, X) ont un prolongement minime (P, X) commun, il en est de méme pour (P, X1).
D’apres la proposition 2.6.1, le bloc (Py, X7) il vérifie I'item 4. Le bloc (P, X) satisfait donc la
définition 2.1.2 d’un bloc normalisé. O

FIGURE 2.4 — Redressement du bloc (P, X) dans un prolongement minime (P, X)

Démonstration de la proposition 2.6.1. Soit O, la collection des orbites périodiques de X conte-
nues dans dP. Pour chaque orbite O; € O,, soit D; I'unique disque qui intersecte 'orbite O; muni
des coordonnées affines x; = (z,y) € R? (définition 2.1.2, item 1). Soit V; un voisinage tubu-
laire de O; inclus dans le voisinage de suspension de D;, autrement dit inclus dans Utlzoff t(Di)
(on suppose que 'on a renormalisé le champ X tel que D; retourne sur ¥ en temps 1). Soit
& = (x,y,0) € R? x R/Z un systeme de coordonnées linéarisant de O; sur V; tel que D; coincide
avec {0 = 0} dans V; et &; et x; coincident sur D;NV;. Quitte & faire une translation, on peut sup-
poser que O; = {x = y = 0}. Comme l'application f est affine diagonale sur D; N f~1(D;) dans
les coordonnées x;, et les valeurs propres de O; sont égales a {%, 2}, on en déduit que 'expression
linéarisée du flot X dans les coordonnées &; est Xt (z,y,0) = (27 'z, 2!y, 0+1). Deux composantes
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de P\O, adjacentes en O; sont incluses dans deux cadrans opposés de O; (fait 1.2.1), a savoir
(quitte a renverser 'orientation) les cadrans {z > 0,y > 0} et {z <0,y < 0}.

On peut donc définir une surface S lisse, qui coincide avec P en dehors des voisinages V;,
et tel que dans chaque V;, on a

e S coincide avec les anneaux diagonaux d’équation {z = y} dans un e-voisinage de O;
strictement inclus dans V; que 'on note V..

e S est un anneau transverse au champ de vecteurs X dans la couronne V; \ V., et coincide
avec OP au voisinage du bord de V.

Alors S est une surface fermée quasi-transverse, et découpe une sous-variété Py de P qui coin-
cide avec P en dehors de I'union des voisinages V. Si on note X la restriction de X & Py, alors
le couple (P, X;) est un bloc de construction ayant pour prolongement minime (15, X ). Par
construction, il satisfait la proposition 2.6.1. Si (P’, X’) est un autre bloc qui satisfait la pro-
position, quitte & faire un changement de coordonnées C! pour se ramener & un méme systeéme
de coordonnées lindarisant (V;,&;), les bords OP' et OP; dans ce voisinage sont des anneaux
transverses aux variétés stables et instables de O; inclus dans les deux méme cadrans opposés,
et qui coincident en leur bord. On en déduit qu’ils sont isotopes le long du flot de X dans V;. O

Recollement inachevé fortement isotope Dans ce paragraphe, on explique comment obtenir
un recollement inachevé fortement transverse (définitions 2.5.1 et 2.5.4) sur un bloc (P, X)
ayant un prolongement minime commun avec un bloc (FPy, X) muni d’un recollement inachevé
fortement transverse @, et de sorte a satisfaire la relation de forte isotopie (définition 2.5.2).
Plus précisément :

Lemme 2.6.3. Soit (P, X) et (Py, Xo) deuz blocs ayant un prolongement minime commun (P, X).
Soit ¢g un recollement inachevé fortement transverse de (Py, Xo). Alors il existe un recollement
inachevé fortement transverse ¢ de (P, X) fortement isotope a Pg.

Remarque 2.6.4. De méme que pour la remarque 2.5.6, méme si le recollement inachevé initial ¢g
se prolonge en un recollement, ce ne sera pas le cas du recollement inachevé ¢ obtenu par le lemme
2.6.3. Typiquement, on obtiendra ¢ en poussant ¢y par une isotopie le long du flot pendant un
temps qui peut tendre vers l'infini a mesure que I'on s’approche des orbites périodiques contenues
dans le bord.

Démonstration. D’apres la proposition 1.4.4, il existe une famille continue (P;, X;) de blocs de
construction ayant un prolongement minime commun (P, X), et qui joint (Py, Xo) & (P, X). Ces
blocs coincident tous en dehors d’une union V, de voisinages linéarisants des orbites périodiques
O, de X contenues dans 0Py. Il existe Hy: OPy~\O, — 0P~ O, une unique isotopie le long des
orbites de X triviale sur le complémentaire de V,. Elle ne se prolonge pas en général le long des
orbites O,. La famille ¢; = (H;).@: 0P O, — 0P\ O est une famille continue de recollements
inachevés de (P;, X;). Comme l'isotopie {H;}; préserve les variétés stables et instables du flot

de X, on en déduit que les recollements inachevés @ := @1 et P sont fortement isotopes au
sens de la définition 2.5.2. Comme I'isotopie est C!, la forte transversalité de ¢ entraine la forte
transversalité de @. O

2.7 Normalisation du recollement

Dans cette section, (P, X) désigne un bloc selle, plein, normalisé. On note O, la collection des
orbites périodiques de X contenues dans OP. On considere un recollement inachevé fortement
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transverse @: OP~\O, — 0P~ 0O,. On suppose que ¢ est fortement isotope a la restriction d’un
recollement fortement quasi-transverse (g (au sens de la définition 2.5.2) . Le but de cette section
est de construire un recollement normalisé ¢; sur 0P, de sorte & obtenir un triplet (P, X, ¢1)
fortement isotope a (Py, Xo, ¢0)-

Proposition 2.7.1. 1l existe un recollement normalisé p1 de (P, X) dont la restriction a 0P~ Oy
est fortement isotope a .

Rappelons que cela signifie que ¢ vérifie la définition 2.1.8, autrement dit coincide avec
la réflexion (z,x,0) — (—z,—z,0) dans des systémes de coordonnées normalisés {(V;,&;)} des
orbites O; € O,, et ¢ envoie le feuilletage Gb = g5 U O, U G»°" sur un feuilletage quasi-
transverse a GP sur OP.

Résumé de la preuve L’organisation de la preuve est la suivante.

e Dans une premiere étape, on montre que ’on peut faire une isotopie parmi les recollements
inachevés fortement transverses de (P, X) pour que ¢ envoie le feuilletage G sur un
feuilletage transverse a G% dans P™™. Cette étape permettra d’obtenir I'item 2 de la
définition 2.1.8 d’un recollement normalisé. C’est la proposition 2.7.2.

L’idée clé est que l'intersection transverse des laminations ¢, L% N L%, est d’intérieur vide,
donc on peut redresser localement les images des feuilletages G5, G“°" sur un petit
voisinage de ¢, L" N L®. Une fois cela fait, il reste a modifier 'image des feuilletages sur le
complémentaire de ¢, L* U L®. Par forte transversalité de ¢, ces complémentaires sont des
rectangles sur lesquels les feuilletages sont triviaux.

e Dans une seconde étape, on montre que I’on peut modifier le recollement ¢ obtenu a I’étape
précédente par isotopie parmi les recollements fortement transverses pour que ¢ soit égal a
la réflexion (z,x,0) — (—z, —z,0) dans les systémes de coordonnées normalisés des orbites
périodiques de X contenues dans 0P. Un tel recollement inachevé se prolonge alors en un
recollement normalisé ¢ de (P, X). Ce résultat est résumé a la proposition 2.7.9.

La technique est de construire une isotopie qui envoie le feuilletage $.G%°" sur le feuille-
tage Gt qu voisinage d'une orbite O; € O, en envoyant la feuille de ¢, G“°" sur la feuille
“correspondante” de G pour des parametres donnés par le systeme de coordonnées nor-
malisé de & au voisinage de O;, et une isotopie analogue pour le feuilletage G*. On montre
alors que la composée se prolonge trivialement sur O; dans les coordonnées &;.

Etape 1 : Forme transverse d’un recollement inachevé. On note £ = £° U O, U L" la lami-
nation de bord de (P, X). Le bloc (P, X) est muni d’une paire de feuilletages affines invariants
(G®,G"). On note (G5°ut, G¥°ut) la paire de feuilletages induits sur P°U et (G*, G%*) la paire
de feuilletages induits sur P™. Une premiere étape de la preuve de la proposition 2.7.1 consiste &
faire une isotopie de ¢ parmi les recollements inachevés fortement transverses de (P, X), afin que
I'image de G%°" par le recollement inachevé soit transverse a G4 sur P™. Dans ce paragraphe,
on montre la proposition principale suivante.

Proposition 2.7.2. [l existe un recollement inachevé @1 de (P, X) fortement isotope @, tel que le
feuilletage ($1)+GU°U est transverse au feuilletage G5 sur P™.

3. ¢ ne se prolonge pas a priori a O, mais est fortement isotope a un recollement inachevé qui se prolonge en
un recollement ¢o. On notera que ¢ n’est pas en général un recollement de (P, X ), mais seulement un recollement
d’un bloc (Py, Xo) isotope & (P, X). Typiquement, le bloc Py est obtenu en poussant 9P le long des orbites du
flot pendant un temps infini
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FIGURE 2.5 — Feuilletages sur un voisinage de O, dans P™
On répete la preuve de | , Proposition 5.2], & la différence prés que l'on travaille sur un

ensemble non compact 0P~O,, et les isotopies que 'on fait sur dP~O, pour redresser 'image
des feuilletages ne se prolongeront pas sur O,. On montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.7.3. [l existe un recollement inachevé ¢ de (P,X) fortement isotope a ¢ tel que
les feuilletages (P1)«G5°" et ($1)«GU°U coincident avec respectivement G5 et GWI sur un
voisinage U™ de (¢1)L% N LS dans P™.

Démonstration du lemme 2.7.3. On procede en deux étapes. On construit d’abord une isotopie
PO sur PP qui redresse le feuilletage ¢ 'G%™ sur GS°U au voisinage de l'intersection des
laminations ¢;1£% N L% (lemme 2.7.4), puis une isotopie '™ sur P™ qui redresse le feuilletage
P GO sur G®“" au voisinage de 'intersection des laminations O L4 N L5 (lemme 2.7.5), de
sorte que la composée (™ o o 9p°) vérifie le lemme 2.7.3. Plus formellement, on montre pour
commencer le lemme suivant.

Lemme 2.7.4. Il existe 1°" : OP~O, — OP~0O, un diffé¢omorphisme & support dans P°" tel
que

1) YU est isotope a lidentité via des difféomorphismes qui préservent le feuilletage G*°1
2) (°" 0 p1), G5 coincide avec G5O sur un voisinage U de (¢°% o ¢71),.L5 N LY.

Démonstration du lemme 2.7.4. Le bloc (P, X) est un bloc selle, la lamination de bord £ est d’in-
térieur vide. Comme ¢ est un recollement inachevé fortement transverse, la paire de lamination
(47 1L%, L") est fortement transverse sur P (définition 1.3.5) et intersection K := £*N@, 1L
est un ensemble localement compact, totalement discontinu avec une structure de produit local
dans P°" (on rappelle que P°" n’est pas compact). Par continuité, il existe un voisinage de K
dans P°" sur lequel les feuilletages ¢ 1G5™ et G¥°U sont transverses. Il s’ensuit que I'on peut
recouvrir K par une collection localement finie de rectangles {R;}; dans P°" tel que :

e les R; sont deux a deux disjoints et leur bord est disjoint de K ;

e les segments horizontaux de R; sont des arcs de feuille de G5°" et les segments verticaux
de R; sont des arcs de feuilles de G4t ;

o les feuilletages ¢, 1G5™ et G¥°U sont transverses sur R; ;
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e chaque feuille de ¢, 1£* traverse horizontalement R;, autrement dit elle traverse R; d'un
bord vertical a l'autre.

Si o est une composante connexe de ¢ L% N R;, il existe un sous-rectangle R, de R; arbi-
trairement fin, dont le bord horizontal consiste en deux arcs de feuilles de ¢ 'G*™" disjoint de
K, et le bord vertical est inclus dans le bord vertical de R;, et tel que chaque feuille de ¢ 1G>
traverse horizontalement R; (figure 2.6). Il existe un difféomorphisme v, de R, égal a I'identité

o,
5 s,out
R, = g
gu,out’ Eu —
~—10os,in 2—1ps
R N
K °

FIGURE 2.6 — Rectangle R, C R;

sur un voisinage du bord 9R,, tel que v, envoie $p; 1G> sur le feuilletage horizontal de R; sur
un voisinage de K dans R,, et préserve les segments verticaux de R,. Ce difféomorphisme est
isotope a l'identité parmi les difféomorphismes de R, qui préservent le feuilletage vertical de
R,. 1l suffit de faire une isotopie barycentrique feuille & feuille. On recouvre ¢71£° N R; par un
nombre fini de sous-rectangles R, disjoints vérifiant la propriété précédente. Soit ¢, le difféo-
morphisme de R; coincidant avec 1, sur chaque R, et égal a I'identité ailleurs. Les rectangles
R; sont deux a deux disjoints et la collection {R;} est localement finie, donc on peut définir le
difféomorphisme ¢°" de P°" égal & 1p, sur chaque R; et égal a I'identité ailleurs. On pose ¢°"
égal & 'identité sur POUt. O

Posons ¢ = ¢ o (°)71: 9P\O, — OP\O,. C’est un recollement inachevé de (P, X).
Comme °" préserve le feuilletage G4 O L% feuille & feuille, on en déduit que le recollement
inachevé ¢ est fortement isotope a . Montrons le second lemme suivant.

Lemme 2.7.5. Il existe un difféomorphisme '™ : OP~0, — OP~0, a support dans P™ tel que
1) ™ est isotope a lidentité via des difféomorphismes qui préservent le feuilletage G5

2) (1/)1“ o @)*gufout coincide avec G et (¢in o ¢)*QS’OUt coincide avec G5™ sur un voisinage

U™ de (™ o ), LN L5

Démonstration. 1l découle du lemme 2.7.4 I'existence d'un voisinage U™ := @(U°") de K =
L3N L dans P™ sur lequel le feuilletage ¢,.G%°" coincide avec G%™. On peut répéter la méme
preuve que la précédente en placant le support de Iisotopie 4™ dans un voisinage de K inclus
dans U™ et de sorte que ¥™ préserve le feuilletage G5 ]

Soit ¢y 1= Y o p = Yo @ o (YUl GPNO, — IPNO,. C’est un recollement inachevé
de (P,X). Comme '™ est isotope & l'identité parmi les difféomorphismes qui préservent le
feuilletage G*™ D L°, le recollement inachevé (¢, est fortement isotope & ¢, et donc & ¢ par
transitivité. Le lemme 2.7.3 est une conséquence directe du lemme 2.7.5. ]
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Démonstration de la proposition 2.7.2. Quitte a faire une forte isotopie parmi les recollements
inachevés, on peut supposer que le recollement inachevé fortement transverse ¢ de (P, X) vérifie
le lemme 2.7.3, autrement dit le feuilletage $,G%°% et le feuilletage gﬁ*g“"mt coincident avec
G5 et G sur un voisinage U™ de $,L* N L£5. On démontre la proposition en trois étapes.
On note U™ le voisinage de ¢,L%* N L% dans P™ sur lequel le feuilletage $,G5°" et le feuilletage
PG40 coincident (respectivement) avec G et Gwin,

Fait 2.7.6. Il existe un difféomorphisme 1°%: OP~0O, — 0P\, a support dans P°", égal a
Uidentité sur un voisinage de L%, tel que (1°% o $p71),L* est transverse a GWOUt,

Démonstration. Soit U™ := ¢(U™). C’est un voisinage de ¢;1L% N L% dans P sur lequel le
feuilletage ¢ 1G*™ coincide avec G5°". On en déduit que $;'L5 C ¢71G%M est transverse &
G*“°U sur un voisinage V% de £* dans P°". Sur tout compact K dans P°", il y a un nombre
fini de composantes connexes de P°"\ L% qui intersectent (P°"*\V*) N K, et on fixe B une
telle composante connexe. On rappelle que B est une bande, c’est-a-dire que le bord accessible
de B est formée de deux feuilles non compactes de L£* qui s’accumulent 'une sur l'autre a
chaque extrémité. La bande B est trivialement feuilletée par le feuilletage G*°", chaque feuille
allant d’un bout de la bande a 'autre (figure 2.7). Comme la lamination ¢ 1L est fortement

//—\
[ S i v e SR s
Pl e oL
—_— *\‘\,¥_/// B
FIGURE 2.7 — Bande B feuilletée par G“°" et intersection avec la lamination ¢, 1%

transverse & la lamination £*, chaque feuille de ¢ !L® traverse la bande B d’un bord & I'autre
et I'intersection ¢ 1L£% N L% est localement compacte et totalement discontinue dans le bord de
B. On en déduit qu'il existe {R;}; une collection localement finie de rectangles dans B tel que

e R; C int B et chaque feuille de ¢, 'L intersecte un unique rectangle R;, et est disjoint du
bord horizontal de R;

e Le bord vertical de R; consiste en deux arcs de feuilles de G“°" inclus dans V* et le bord
horizontal de R; consiste en deux arcs de feuilles de ¢ 1G>

o Les segments de feuilles de ¢;'G*™™ sont transverse a G“°"* sur un voisinage du bord
vertical de R; et traversent horizontalement le rectangle R;

Soit Af = ¢ 1L5NOR;. Soit H; un feuilletage sur R; qui coincide avec ¢, 'G5 sur un voisinage
de OR;, qui a méme holonomie que ¢;'G%™ d’un bord vertical & l'autre de R;, et qui est
transverse & G*“°" sur un voisinage des feuilles de H; passant par A$ (voir figure 2.8). Alors
Sy 1G5 ™M est conjugué a H; par un difféomorphisme g, : R; — R;, égal a I'identité au voisinage
de OR, isotope a l'identité. Les rectangles R; sont deux & deux disjoints et la collection {R;};
est localement finie, donc on peut définir le difféomorphisme g de B égal a ¢ i, sur chaque R;
et égal & 'identité ailleurs. De méme, les composantes connexes B; de P°"\ L% qui intersectent
le complémentaire du voisinage V% dans P°" sont deux a deux disjointes et la collection {B;};
est localement finie dans P°"t, donc on peut définir le difféomorphisme 1°" le difféomorphisme
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FIGURE 2.8 — Rectangle R; a l'intérieur de la bande B

de P°U" égal & 1, sur chaque B; et égal a l'identité ailleurs. On pose ¥°"* égal & I'identité sur
Pin‘ ]

Fait 2.7.7. Il existe un difféomorphisme ¥'™: OP~O, — OP~0Oy, & support dans P™, égal a
identité sur un voisinage de L°, tel que (™ o p) L% est transverse ¢ G5™ sur P"

Démonstration. La preuve est identique. O

Soit pg = ™ o @ o (Y°Uut)~l: OPNO, — OP~O,. Alors ¢g est un recollement inachevé
fortement isotope a ¢, car les difféomorphismes 1™ et 1°" isotopes & lidentité via des dif-

féomorphismes qui sont 'identité sur un voisinage de la lamination £° et L% respectivement.
Alors

o (P0)sL% = (Y™ o @) LY car 1°" est I'identité au voisinage de £%, donc (o)L est trans-
verse a G5 sur P d’apres le fait 2.7.7.

o (P) 1L = (YOG, L5 car Y™ est Iidentité au voisinage de L%, donc ($o);1L° est
transverse & G4 sur PO d’apres le fait 2.7.6. On en déduit que (Pg)«G*“°" est transverse
a L% sur P,

Il s’ensuit que les feuilletages (4,50)*9“’0ut et G5 sont transverses sur un voisinage V de
(Po)«L% N LE dans P 1l reste & vérifier que les feuilletages (Pg)«G%°" et G5 sont transverses
a l'intérieur des composantes connexes du complémentaire P~ ((g)«L% N L) qui intersectent
P\ V. Comme les laminations (¢g)«£" et L£° sont fortement transverses, une telle composante
connexe est un rectangle C' dont le bord horizontal est formé de deux arcs disjoints de feuilles
de L? et le bord vertical est formé de deux arcs disjoints de feuilles de (¢g)«L". Les feuilletages
Gwout gt (@0)*9371“ sont transverses sur un voisinage de 9C.

Fait 2.7.8. 1l existe un difféomorphisme o : C — C isotope a lidentité, tel que o est lidentité
au voisinage du bord de C, et o envoie le feuilletage (Po)«G4 O sur un feuilletage transverse
a G5 dans C.

Démonstration. Chaque feuille de G*™ traverse horizontalement C, donc on peut supposer que
G5 est le feuilletage horizontal de C. Alors les segments horizontaux de C coincident avec
(£0)«G“°" sur un voisinage de dC. Chaque feuille de ($p).G*“°" traverse verticalement le rec-
tangle C'. On en déduit que les deux feuilletages (@0)*g"’°ut et G5 sont triviaux sur C. Il existe
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2.7. Normalisation du recollement

un feuilletage H qui coincide avec (Pg)«G*“°" sur un voisinage de dC, qui a la méme applica-
tion d’holonomie que (Pg).G%“°" d’un bord horizontal & l'autre de C, et qui est transverse &
G5 sur C (voir figure 2.9 Ce feuilletage H est conjugué a ($g)«G*°" par un difféomorphisme

gs«,in7 LS
(@(Dyﬂgu,out7 (@0)*[,“
Ho

FIGURE 2.9 — Composante connexe C' du complémentaire de ($g).L"* N L5 et feuilletages

Yo C — C égal a I'identité au voisinage de 0C et isotope a 'identité, ce qui conclut. O

Les composantes connexes C; de P\ ((@g)«L*NL?) qui intersectent P\ V sont deux a deux
disjointes et forment une collection {C;} localement finie. On peut donc définir ¢: OP~O, —
0P~ 0O, le difféomorphisme égal a )¢, sur chaque C; et l'identité ailleurs. En particulier, ¢ est
I'identité sur un voisinage de ($g)«L*UL®. Le difféomorphisme ¢1 := 1po@g: PO, — P\,
est un recollement inachevé fortement isotope a @g qui vérifie la proposition 2.7.2. 0

Etape 2 : Normalisation d’un recollement inachevé. On garde les notations du début de la
section 2.7. Dans cette étape, quitte a faire une forte isotopie de recollement inachevés, on
suppose que ¢ vérifie la proposition 2.7.2, autrement dit ¢,G%»°" est transverse a G5 sur
P Pour tout O; € O,, il existe une unique orbite O; € Oy tel que si A et A’ sont des
composantes connexes de P\, adjacentes en O;, alors ¢(A) et p(A’) sont des composantes
connexes de P\, adjacentes en O;. Cette appariement définit une involution sans point fixe
o:{1,....,n} = {1,...,n}, qui détermine la combinatoire de recollement de .

On montre la proposition suivante, qui dit qu’il existe un recollement normalisé ¢ de (P, X)
dont la restriction au complémentaire des orbites O, est fortement isotope a . On rappelle qu’'un
bloc normalisé (P, X) est muni de systémes de coordonnées normalisés {(V;, & = (z,y,0))} au
voisinage des orbites périodiques O; € O, contenues dans dP (définition 2.1.2, item 4). Dans
ces coordonnées, le bord OP a pour équation x = v, le bord de sortie P°" est dans le domaine
{x < 0}, et le bord d’entrée P™ dans le domaine {z > 0}. On note Gb = gwout y O, U Gsin le
feuilletage quasi-Morse-Smale sur P (corollaire 2.1.6).

Proposition 2.7.9. Il existe un recollement fortement quasi-transverse p1: OP — OP tel que
1) la restriction de @1 4 OP~O, est fortement isotope a ¢ (au sens de la définition 2.5.2)
2) pour tout O; et O; = ¢1(0;), il existe des systémes de coordonnées normalisés (V;, & =
(x,y,0)) et (V},& = (x,y,0)) des orbites périodiques O; et Oj, telle que Uexpression de o1

dans ces coordonnées est o1(x,x,0) = (—x,—x,0)

3) le feuilletage (¢1)«G® est quasi-transverse au feuilletage G® sur OP
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Autrement dit, ¢ est un recollement normalisé de (P, X) (définition 2.1.8) dont la restriction
est fortement isotope a ¢.

Commencgons par fixer quelques notations. Soit (V;, §;) un systéme de coordonnées normalisé
de l'orbite O; € O,. Les coordonnées &; = (x,y,0) € R? x R/Z sur V; induisent les coordonnées
pi = (x,0) € R x R/Z sur 9P NV; par oubli de la coordonnées y. Quitte & multiplier les
coordonnées x et y par une constante puis restreindre V;, on peut supposer pour simplifier que
pi(P™NYV;) =]0,1] x R/Z et p;(P°"* NV;) = [—1,0[xR/Z. D’apres I'équation des feuilletages
(remarque 2.1.5) chaque feuille de G5 et de G*'™ intersecte transversalement la section {z = 1}
une unique fois, et chaque feuille de G5°U et de G“°" intersecte transversalement la section
{z = —1} une unique fois. On note dans les coordonnées p; = (x, ) (voir figure 2.10) :

u,in

° lf”;n la feuille de G* passant par (1,6), et lip la feuille de G®™™ passant par (1,0)

o ljy " la feuille de G*° passant par (—1,6) et l;fbom la feuille de G*°"* passant par (—1,6)

u,in
T Z()u

N N
-

T
- — —

0 0., 05

FIGURE 2.10 — Paramétrage des feuilles de G5 et G par la coordonnée 6 sur Vgn

On va montrer les deux lemmes suivants, analogues 'un de I'autre.

Lemme 2.7.10. I existe un difféomorphisme ¢'": OP~O, — OP~0O, a support dans P™ et un
voisinage V™ de OP™ dans P™ tel que

1) Y™ est isotope a lidentité parmi les difféomorphismes de OP~O, qui préserve le feuilletage
G feuille o feuille

2) pour tout i et j = o(i), pour tout 8 € R/Z, la feuille win(gﬁ(l%)m)) coincide avec la feuille

u,in in
g Sur %

Lemme 2.7.11. Il existe un difféomorphisme 1°": OP~0O, — OP~0Oy a support dans P°" et
un voisinage VU de OP°" dans P°" tel que

1) YU est isotope a lidentité parmi les difféomorphismes de OP~O, qui préserve le feuille-
tage G4°U feuille a feuille

2) pour touti et j = o(i), pour tout 0 € R/Z, la feuille wOUt(Lﬁ*l(l]s-’;n)) coincide avec la feuille

,out
1" sur yout
b

50



2.7. Normalisation du recollement

Montrons que la proposition 2.7.9 découlent des deux lemmes 2.7.10 et 2.7.11.

Démonstration de la proposition 2.7.9. Posons $1 = ™ o @ o ()71 1 9PNO, — OP\O,.
D’apres l'item 1 du lemme 2.7.10 et son analogue du lemme 2.7.11, le difféomorphisme ¢ est un
recollement inachevé fortement isotope & . De plus ¢ envoie le feuilletage G*°" sur un feuilletage
transverse a G5 sur P™ par hypothese, donc il en est de méme pour (1, toujours d’apres la
propriété 1 du lemme 2.7.10 pour 9™, et son analogue pour °". Posons Wit := Vi 0@y (VOut),
ot V" et V°U sont les voisinages donnés par les lemmes 2.7.10 et 2.7.11. C’est un voisinage de
OP™ dans P™. Soit i et j = o(i) et soit O € R/Z et 0, € R/Z. Alors les égalités suivantes sont
vraies sur Wt (voir figure 2.11)

Grlie) =™ o o (YoM)L

=y o ity Om) (lemme 2.7.11, item 1)
= lfgz (lemme 2.7.10, item 2)

(ls out) win o @ o (wout)fl(lj_:gsut)
= Mo p(pTH(150) = (1) (lemme 2.7.11, item 2)
=1 An (lemme 2.7.10, item 1)

u in

; mlt)
[u out K 0 /

FIGURE 2.11 — Image des feuilletages par ¢

On rappelle que le flot de X est linéaire dans les coordonnées &; = (z,y, 0) sur V;, donné par
I'expression X!(z,y,0) = (27tx,2%y,0 + t), et le bord P coincide avec la diagonale z = y. La
feuille lf”i a donc pour équation z = 2~ 0540 o, 1a feuille de lZ p, & pour équation x = 20u=0 qans
les coordonnées p; = (x,0), ot § € R est un relevé de 6 € R/Z (remarque 2.1.5). Donc les points
d’intersection de ces deux feuilles dans dans les coordonnées p; = (x,6) sont les points suivants,
pour k € Z, avec k assez grand :

ou—6s _k O+ 0, k:>
=(2 Js T u 2
Dk < 22, 5 + 5
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De méme, les points d'intersection des feuilles I} ot et Ve 2" dans les coordonnées p; = (,6)
sont les points suivants, pour k € Z, avec k assez grand

ou—0s _k O+ 0, k)
— (-2 d
gk < 2 2, 9 + 9

)
Par conséquent, pour = assez proche de 0 on a ¢1(x,0) = (—= , 0 + @) dans les
coordonnées p; au départ et p; a l'arrivée, avec k(z, 0) € Z. Par continuité, k(z, #) est constant,
et il existe k € Z tel que pour x assez proche de 0, on a

@1(:6,0):( x2_7 9+I;)

Soit 7: [0, 1] — [0, 1] une fonction plateau lisse décroissante, tel que 7(z) = 1 sur un voisinage
de 0 et 7(x) = 0 sur un voisinage de 1. Soit ¥: 0P~ O, — P~ 0O, le difféomorphisme & support
dans P™, égal a l'identité en dehors de U;V;, et tel que l'expression de 1) dans les coordonnées

p; sur chaque V; N P™ est
kT(x) k
(x,0) — (x2 60— 72(33))
Alors 1) est isotope & l'identité parmi les feuilletages qui préservent G feuille a feuille, &

support dans un voisinage de OP™ ou les feuilletages Gwin et 0 GOU coincident (quitte a
choisir le support de 7 assez proche de 0). Par conséquent, la composée

P =1 oPr: OPNOyx — OPNO,

est un recollement inachevé fortement isotope & ¢1, qui envoie le feuilletage GO sur un feuille-
tage transverse a G5 sur P, et pour tout i et j = o(i), I'expression de ¢} dans les coordonnées
pj au départ et p; a larrivée est ¢ (z,0) = (—z,0) pour tout = assez proche de 0. Ce difféomor-
phisme se prolonge naturellement sur O, par (0,6) — (0,6). Le difféomorphisme ¢} : P — dP
est donc un recollement de (P, X), dont la restriction a dP~\ O, est fortement isotope a ¢. On
rappelle que @) est une 1nvolut10n qui vérifie que le feuilletage (¢}).G%™" est transverse a G5
sur P et 3} (O,) = O,. Tl s’ensuit que la feuilletage (3}).GP est quasi-transverse & GP sur 0P,
ot GP = GuOmt U O, UGS, Pour finir, @} vérifie I'item 2 de la proposition 2.7.9 par construction,
autrement dit il est égal a la réflexion (x,z,0) — (—x, —z,0) dans des systemes de coordonnées
normalisés (V],&; = (v,y,0)) et (V}, & = (z,9,0)). O

Il reste a prouver le lemme 2.7.10, le lemme 2.7.11 étant completement analogue.

Démonstration du lemme 2.7.10. Posons VI := V; N P, et V;’Ut :=V; N P°" ot V; et V; sont
des voisinages normalisés des orbites périodiques O; et O; contenues dans 9P, avec j = o (7). Il
suffit de construire un difféomorphisme ™ = : VI — Y qui vérifie les propriétés énoncées
sur VM égal a l'identité sur le bord de V™. On travaillera dans le revétement universel. Notons
I=]0,1] et J = [—1,0[. Soit 7: RxR — RxR/Z la projection. Soit 7i": VI — Vi Je revétement
universel de VI* et p; = (x,0): ]7;“ — I x R le relevé des coordonnées p; tel que mo p; = p; omil.
On définit de méme 17]9‘“ le revétement universel de V' et j; = (,0) : ]N/;’ut — J X R le relevé
des coordonnées p;. On note (C;S’in, G"’in) les relevés des feuilletages dans 9;“, et (Qs*‘mt, Q“’Out)
les relevés des feuilletages dans ﬁfut. On note pour tout € R, dans les coordonnées pi et pj
correspondantes :

la feuille de G*™ passant par (1,6),

'ull’l

— ls 0 1 feuille de G5 passant par (1,6), et ly

~ ZNZJOM la feuille de G5°" passant par (—1,0), et ig’out la feuille de G%°" passant par (—1,6),
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Le recollement inachevé ¢ se releve en un difféomorphisme ¢, qui est bien définie d’un voisinage
de {x = 0} dans Vo‘lt dans un voisinage de {z = 0} dans Vi". Pour tout p € V" N go(VO“t)

notons Hu( ) et 95( ) les réels tels que p € lés(p) Ny (lgs(p))'

Lemme 2.7.12. Il existe ¢ > 0 tel que pour tout p € V' N @(17;?‘“) de coordonnées (z(p),0(p))
n t lu 1n

0s(p) " Ou(p)

dans p; avec 0 < x(p) < €, les feuilles lS1 s’intersectent en un unique point q € V;.

Démonstration. Commengons par rappeler que, quels que soient 0, et 0,

(5™ a pour équation 6 = logy(x) + 0, = < 1, dans les coordonnées p; = (x,0)

— la feuille l

— la feuille Zg’in a pour équation § = —logy(z) + 0, = < 1, dans les coordonnées p; = (x, 6)
— la feuille Zg’out a pour équation 6 = —logy () + 6, z < 1, dans les coordonnées pj = (z, )

On remarque que Zg’m intersecte Zg’in si et seulement si 65 < 6,,. On oriente chaque feuille de ig’om

u u

dans la direction croissante de la coordonnée  dans pj- La feuille est alors orientée en direction
du relevé de l'orbite O; = GVO‘“ On munit la feuille go*(l“ ") de Dorientation image. Chaque

feuille ls N Je G50 disconnecte le plan V;“ en deux composantes. On appelle composante gauche
de lS oin la composante contenant les feuilles de G5 paramétrées par 6 < 65, et composante droite
de lg I Pautre composante. Avec cette orientation, les feuilles orientées de G%™* intersectent les

feuilles de Qs’m de leur gauche vers leur droite. De méme,

Fait 2.7.13. Les feuilles orientéef cﬁ*gu’in intersectent transversalement les feuilles de Gs’m de
leur gauche vers leur droite sur V.

Démonstration. Par hypothese ¢ est fortement isotope a la restriction d’un recollement forte-
ment quasi-transverse o d’'un bloc de construction (P, Xy) isotope a (P, X). On note L§ et
L¥ les laminations de bord sur le bord d’entrée Pi* et le bord de sortie P$U de (P, Xo). On
note Oy = {O10,...,0n0} les orbites périodiques de X, contenues dans P, numérotées de
facon compatible avec la numérotation des orbites O, (via l'isotopie des blocs). Alors g envoie
L'orbite orientée O ; sur 'orbite orientée Oy ;, et envoie PY" sur P{ en renversant I'orientation.
Il s’ensuit que les feuilles de (¢p)«L§ s’accumulent sur orbite O; o de fagon contractante sur
P} donc intersectent transversalement les feuilles de £§ de leur gauche vers leur droite, pour les
meéme conventions d’orientation. Par forte isotopie de ¢ avec la restriction de g a 0Py~ O «,
il en est de méme pour le sens d’intersection des feuilles orientées de p,.L" avec les feuilles de
L5 sur P™. Par transversalité des feuilletages, il en est de méme pour les feuilles de go*g“’in avec

G, Cette propriété reste vraie au revétement universel. O
On ne sait pas a priori si la feuille lNg’i(I;) intersecte la feuille l; ) mais on a

Fait 2.7.14. Si z(p) — 0, alors (05(p) — 0.(p)) — 400 et cette convergence est uniforme en 6(p).

Démonstration. D’apres le fait 2.7.13, si p = (x(p), O(p)) parcourt la feuille orientée @(Zg’i&)),

autrement dit 6, (p) est fixé et z(p) — 0, alors As(p) — +oo. Par continuité (les feuilletages
@G et G5 sont transverses), la convergence est localement uniforme en 6(p). Comme tout
commute avec Pautomorphisme de revétement 8 — 6 + 1, on en déduit que la convergence est
globalement uniforme. O
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I1 résulte du fait 2.7.14 V'existence de € > 0 tel que pour tout p = (z,0) € 17in avec T < €,
on a 0 (p) < 0u(p). Comme remarqué précédemment, au vu des équations explicites des feuilles
[“In et [ impliquent que pour tout p = (x,0) € V™ avec = < e, les feuilles l“ et ls oin

0u(p) 0s(p)

s’intersectent en un unique point

q(p) =

)

L),

O]

On peut maintenant prouver le lemme 2.7.10. Le lemme 2.7.12 donne une application p
q(p), qui pour un point p € Vit tel que x(p) < e, associe le point ¢(p) d’intersection de la feuille

15 1(n) avec la feuille /% l(r;) Cette application est bien définie de |0, €e[xR (dans les coordonnées

pi = (z,0)) sur son image V ot V C VI contient un voisinage ]0,7] x R (n < ¢), et injective.
Par transversalité des feuilletages, elle est différentiable. Soit 7: [0,1] — [0, 1] une fonction lisse
décroissante qui vaut 1 sur [0, 3] et 0 sur [n,1]. On définit i ]N/Zm — f/Zm de la facon suivante
(figure 2.12). Soit p = (z,0) € VI

o Sixz>n, ™ (x,0) = (,0)
e Siz <, soit ¢ = q(p) € V™ donnés par le lemme 2.7.12. Alors p et ¢ appartiennent a la

méme feuille lg’m de G5, et ¢)™(p) est le barycentre pondéré par 7(x) entre les points p

et g dans la feuille lg’in, ce que ’on note par abus de notation
PP (p = (2,0)) = m(x)qg + (1 - 7(2))p

Cette expression définit bien un difféomorphisme de 92“, égal a 'identité au voisinage du bord
{z = 1} de V", isotope & l'identité parmi les difféomorphismes qui préservent G5 feuille &

feuille, et qui envoie la feuille @(Zg’om) sur la feuille lg " sur un voisinage du bord {z = 0} de

V. Ce difféomorphisme commute avec les translations entieres le long de la coordonnées 6, donc
passe au quotient en un difféomorphisme ™ : V;* — V" qui vérifie les propriétés annoncées.

f(f.ill )
0. €

~ 7 7u,out
\r:(/;’:”nn‘ )

FIGURE 2.12 — Action de @in sur f)lm
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2.8. Preuve de la proposition 2.1.10

Conclusion

Démonstration de la proposition 2.7.1. 11 suffit d’appliquer successivement la proposition 2.7.2
et la proposition 2.7.9. 0

2.8 Preuve de la proposition 2.1.10

On montre la proposition principale 2.1.10 qui dit qu’un triplet (Py, X0, po) avec (Py, Xo)
un bloc selle plein et g un recollement fortement quasi-transverse est fortement isotope a un
triplet normalisé.

Démonstration de la proposition 2.1.10. Soit (Py, Xo) un bloc de construction selle plein et g
un recollement fortement quasi-transverse.

e Les propositions 2.2.1 et 2.3.1 appliquées successivement a (Pp, Xo) donnent I'existence d’un
bloc de construction (P, X') qui vérifie 'item 1 et 2 de la définition d’un bloc normalisé 2.1.2,
autrement dit il admet une section affine et les valeurs propres des orbites de X’ dans 0P’
sont égales a {%, 2}, et il est isotope & (Pp, Xo) parmi les blocs de construction orbitalement
équivalents. Le bloc (P, X) vérifie les hypotheses de la proposition 2.4.1. Soit (G*,G*) une
paire de feuilletages affines invariants sur (P, X) donné par la proposition 2.4.1. Le bloc de
construction (P, X) muni de la paire de feuilletage (G*,G") vérifie les items 1, 2 et 3 de
la définition 2.1.2. Il suit du lemme 2.5.5 D'existence d’un recollement inachevé fortement
transverse ¢ de (P, X) fortement isotope a la restriction du recollement o au complémentaire
des orbites périodiques de Xy dans 9Py.

e La proposition 2.6.1 appliquée au bloc de construction (P, X) donne l'existence d’un bloc
normalisé (Pp, X;) isotope & (P, X). Le lemme 2.6.3 appliqué au recollement inachevé ¢ de
(P, X) donne l'existence d’un recollement inachevé fortement transverse ¢; de (Pp, Xi) et
fortement isotope & ¢ donc a la restriction du recollement fortement quasi-transverse ¢g au
complémentaire des orbites périodiques de Xy dans 0P,.

e Le bloc (Pr, X7) est un bloc normalisé muni d’un recollement inachevé ¢; fortement transverse
et fortement isotope & la restriction du recollement fortement quasi-transverse ¢q de (FPy, Xo).
On peut appliquer la proposition 2.7.1, qui donne 'existence d’un recollement normalisé ¢
de (P1,X1), dont la restriction est fortement isotope a ¢ donc a la restriction de ¢g. Pour
montrer que le triplet (P, X7,¢)) est fortement isotope au triplet (Py, Xo, o), il reste a
montrer que ¢} est isotope & g. Les blocs (P, Xo) et (P, X1) sont isotopes. Quitte & faire
une équivalence orbitale (Pj, X{)) de (Py, Xp), il sont inclus dans un prolongement minime
commun (proposition 1.4.4), et les bords P{, et Py sont isotopes relativement aux orbites
périodiques contenues dans le bord. Soit ¢ le conjugué de ¢y par I’équivalence orbitale et
1 le poussé de ¢f, sur Py par l'isotopie entre OP( et dP1. Alors (1 est un recollement, a
priori seulement topologique. Quitte a faire une petite perturbation, on peut supposer qu’il
est différentiable. 11 est isotope a ¢ au sens de la définition 1.4.9.

Montrons que l'on peut ajuster ¢} pour le rendre isotope @ sans détruire la forte isotopie.
Si T est un composante connexe de 0P qui n’intersecte pas la collection O, la restriction de
$1 & T est un recollement achevé. Les restrictions & T' de @1 et g, et de ) et @1 sont alors
isotopes. Le résultat suit par transitivité. Supposons que 7' contient une collection d’orbites
périodiques de X, et soit 7" la composante connexe de P appariée a T par 1. Soit O; une
orbite périodique contenues dans T', et (V;, & = (x,y,0)) un systeme de coordonnées normalisé
de O;. Comme ¢ est un recollement normalisé, quitte & restreindre V;, on peut supposer que
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P GUOut = Guin ef ) G = G5O sur 9PN V;. Posons A := PNV, et p; = (x,0) € I x R/Z
les coordonnées induites sur A. Il existe 7: T" — T un twist de Dehn sur ’anneau A, égal a
I'identité sur le bord de A, et tel que 7o ¢): T — T est isotope & ¢1: T" — T. Pour que la
composée @Y := 7 0 ¢} soit encore un recollement normalisé, il faut et il suffit que :

1) 7 soit égal a l'identité au voisinage de O;
2) 7 envoie le feuilletage G*™ sur un feuilletage transverse a G5,

3) 7 envoie le feuilletage G*°U sur un feuilletage transverse & G4out.

Soit o := {6 = 0} et n l'entier tel que 7([o]) = [o] + n[O], ou [-] désigne la classe d’homologie
de la courbe. On a 7(z,0) = (x,0 + f(z)modZ), avec f: [—1,1] — R une fonction lisse
monotone, égale a O sur un voisinage de —1, et égale a n sur un voisinage de 1. D’apres la
remarque 2.1.5 il existe une constante ¢ > 0 tel que, si * désigne in ou out, les directions
tangentes aux feuilletages (G%*,G**) en un point p = (z,6) € A sont

T0)G>": dv = cx.df, T0G"": dv=—czr.dd

— Sin >0, on choisit le support de 7 dans un compact de A N P°%. La direction tangente
a G*°U au point p = (x, 0) est envoyée sur la direction (cz.f/(z) + 1)dz = cx.df. Comme
f'(x) >0 et x >0, la direction image est transverse a la direction dx = —cz.df tangente
a G4°U au point 7(p) = (z,0 + f(x)), ce qui montre que les item 1 et 3 sont vérifiés.
L’item 2 est trivialement vérifié car 7 est I'identité sur P™.

— Sin <0, on choisit le support de 7 dans un compact de AN P™. La direction tangente
a G au point p = (z,0) est envoyée sur la direction (—cz.f'(z) + 1).dz = —cz.db.
Comme f'(z) < 0 et z <0, la direction image est transverse a la direction dx = cz.df
tangente & G5 au point 7(p) = (x,0 + f(z)), ce qui montre que les item 1 et 2 et sont
vérifiés. L’item 3 est trivialement vérifié car 7 est I'identité sur P,

Il s’ensuit que le triplet (P, X1,¢}) est un triplet normalisé fortement isotope au au triplet
(Pﬂa XO) SOO) . U

Remarque 2.8.1. 1l peut paraitre étonnant d’avoir a corriger le défaut d’isotopie par un twist
de Dehn a la fin de la preuve, car toutes les déformations ont été faite par “isotopie”’. En fait,
les équivalences orbitales des sections 2.2 et 2.3 et le redressement du bord a la section 2.6
nous oblige a travailler ensuite avec un recollement inachevé qui ne se prolonge pas aux orbites
périodiques contenues dans le bord (remarques 2.5.6 et 2.6.4). Les déformations que 1'on fait dans
la section 2.7 pour normaliser le recollement sont via des difféomorphismes isotopes a I'identité
sur le complémentaire des orbites périodiques O, dans le bord, mais qui ne se prolongent pas non
plus aux orbites périodiques O,. On parvient a obtenir un recollement inachevé qui se prolonge
en un recollement (proposition 2.7.9), mais on a perdu l'information de la classe d’isotopie sur
la surface fermée OP du recollement initial. Il faut donc ajuster.
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Chapitre 3

Dilatation de Papplication de passage
pres de la lamination

Rappels et notations Dans le reste de la preuve, (P, X) désigne un bloc de construction selle
plein normalisé (définition 2.1.2). On désigne toujours par P™ et P°" le bord d’entrée et le
bord de sortie, A le maximal invariant de (P, X) et O, = {O1,...,0,} la collection des orbites
périodiques de X contenues dans OP. On fixe (P, X) un prolongement minime de (P, X). On
rappelle que W?* et W* désignent les variétés stable et instable de A. On note £5 = W* N P la
lamination d’entrée, £ = W% N P°" la lamination de sortie, et £ = £5N O, N L la lamination
de bord de (P, X). Par définition d’un bloc de construction normalisé, chaque orbite O; € O,
est muni d’un systéme de coordonnées normalisé que 'on note (V;, & = (z,y,0)), et Vi = UV,
I'union disjointes des voisinages normalisés. Par définition d’un bloc de construction normalisé,
il existe (G%,G%) une paire de feuilletages affines invariants sur (P, X). On note (G*", G%%) la
paire de feuilletages induite sur P™ et (G5°U, G¥°U) Ia paire de feuilletages induite sur P°U°,
et GP = g5 U O, U Gwout Je feuilletage induit sur 0P. On renvoie au chapitre 1 et 2 pour les
définitions et les propriétés associées.

Métrique Pour le reste de la preuve, on fixe g = (-, -) une métrique riemannienne sur P, adaptée
a la décomposition hyperbolique de A, et tel que dans un systeme de coordonnées normalisé
Vi, & = (x,y,0)) de O;, on a

g = da? + dy® + db?

3.1 Définition et énoncé de la proposition principale

Dans cette section, on va étudier des propriétés de 'application de passage fout,in du flot de
X de P & P°U'. Pour tout p € P, soit 7(p) le temps de sortie (quand il est bien défini) de
Lorbite de p par le flot de X, autrement dit tel que X7®)(p) € Pout,

Définition 3.1.1 (Application de passage). L’application foutin: P — P°% définie par
foutin(p) = X 7(p) (p) est un difféomorphisme sur P\ L% & image dans P°"'\ L% et on l'on
appelle l'application de passage de (P, X).

En effet le temps 7 est bien défini si et seulement si p est dans le complémentaire de la
variété stable W* de A. L’'image de foutin correspond a l'ensemble des points de P°"* dont
'orbite intersecte P, et coincide donc avec le complémentaire de la variété instable W* de A
dans P°". Une application de passage d'un flot de classe C! entre surfaces quasi-transverses au
champ de vecteurs est C!.
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Chapitre 3. Dilatation de I'application de passage pres de la lamination

Ce chapitre a pour but de démontrer la proposition principale suivante, qui dit que fout,in
dilate la direction tangente a G%“™ arbitrairement fortement dans un petit voisinage L%, et le
résultat analogue pour I'application inverse le long de la direction tangente a G5°Ut,

Proposition 3.1.2 (Dilatation de 'application de passage).

1) Pour tout X > 1, il existe un voisinage W/i\n de L° dans P™, tel que Uapplication de passage
fout,in dilate d’un facteur X la direction G sur W;H\ES :

Vp € WINNL®, Yo € T,G™,  ||(foutin)svl > Allv]

2) De méme, pour tout X\ > 1, il existe un voisinage )/Vf\“lt de L% dans P°", tel que l’application

de passage inverse f(;llmn dilate d’un facteur X la direction G5 sur WU\ LY :

Vp € WRMNLY, Yo € T,G%,  [[(foutm)woll > All]
Remarques La lamination de bord £ est remplissante, les composantes connexes de P~ L* et
de PO~ L% sont des bandes, c’est-a-dire des disques dont le bord accessible est formé de deux
feuilles non compactes asymptotes I'une a l'autre & chaque extrémité (définition 1.2.14).

e L’application foutin envoie une bande B* C P™ sur une bande BY = fou in(B*) C P°U
(figure 3.1).

e Si B est une bande de P™, il y a deux cas possibles pour chacune des extrémités de B :

1) Soit I'extrémité de B donnée s’accumule sur une feuille compacte de £° dans P™

2) Soit I'extrémité de B donnée s’accumule sur une composante de P, autrement dit
une orbite périodique O; € O,.

e Soit W&n le voisinage donné par la proposition 3.1.2. Si B est une composante connexe de
P L*, alors Wil N B est un voisinage du bord accessible de B.

1) Soit on est dans le cas 1) précédent, et Wi N B contient un voisinage de I'extrémité
de B correspondante

2) Soit on est dans le cas 2) précédent, et W N B ne contient aucun voisinage de
I'extrémité de B correspondante

On renvoie & la figure 3.2 pour 'image d’un tel voisinage dans le cas 1) et 2).

Idée de preuve Donnons les idées principales pour la preuve du premier item de la proposi-
tion 3.1.2. Le deuxieme item est symétrique.

e La dynamique sur un petit voisinage U de A est hyperbolique, au sens ou il existe des
directions E** et E"“ dans U, invariante par la différentielle de X* dans U, et qui sont
respectivement contractées et dilatées dans le futur (lemme 3.2.1). D’apres le A-lemma
([ ]), un vecteur transverse au plan E** @ R.X transporté par le flot pour des temps
positif assez grand est exponentiellement dilaté et tend vers la direction instable forte E““.

e Un point dans P™ proche de la lamination £° a une orbite qui passe un temps long dans
le voisinage U du maximal invariant A avant d’intersecter P°U. Il s’ensuit qu'un vecteur
v sur un point proche de la lamination £® et assez loin des orbites O,, tangent & G%'™, est
dilaté par la différentielle de X* au bout d’un temps uniformément borné.
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3.1. Définition et énoncé de la proposition principale

fout,in

FIGURE 3.1 — Application de passage d’une bande B® C P™ & une bande B* C P°",

e L’image d’un vecteur v par la différentielle de I'application de passage fout,in est la pro-
jection m: TP — TP sur I'espace tangent T P°" parallelement & R.X du vecteur XJv
poussé par le flot sur POUt :

(fout,in)*v = W(XI'U) (31)

ou 7 est le temps de sortie de I'orbite. On montre que la projection d’un vecteur v =
v 4 0% X € B @R.X @ E% sur une surface S parallelement & R.X ne contracte par
la composante instable forte v"* (au dessus d’un point ou la décomposition hyperbolique
est bien définie) (lemme 3.2.4).

e Le point délicat a lieu au voisinage d’une orbite O; € O,. En effet un vecteur v tangent
A G en un point p € P™ trés proche d’une orbite O; a une composante instable forte
V™ tres petite par rapport & sa composante vX tangente & R.X, sur laquelle I'action du
flot est isométrique. Il faut donc passer un temps tres long dans un voisinage hyperbolique
pour que le vecteur soit exponentiellement dilaté par le flot X?.

Cependant, la trajectoire d’une orbite d’un point p € P™ trés proche d’une orbite O; € O,
passe un temps tres long dans un voisinage de O;, ou la dynamique du flot est hyperbolique.
Cette compétition s’équilibre. Pour le montrer, on décompose le passage fout,in de P 3 une
surface “intermédiaire” Pn proche de P™™ et uniformément transverse au champ de vecteurs,
puis d’une surface “intermédiaire” pout proche de P™ et uniformément transverse au champ
de vecteurs & P°" (section 3.3). On étudie les applications intermédiaires explicitement
dans un systeme de coordonnées normalisé (V;,§;) de O;.
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Chapitre 3. Dilatation de I'application de passage pres de la lamination

FIGURE 3.2 — Voisinage W;\n sur une bande B?, qui s’accumule d’une part & une orbite O; et
d’autre part a une feuille compacte de L£°.

3.2 Lemmes préliminaires

Avant de montrer la proposition, on aura besoin d’un certain nombre de lemmes que 'on
énonce et prouve maintenant.

Voisinage filtrant hyperbolique Un voisinage de A dans P est dit filtrant si 'intersection de ce
voisinage avec toute orbite du flot de X dans P est connexe.

Lemme 3.2.1. [l existe U un voisinage ouvert filtrant de A dans P et une décomposition continue
Xt-invariante du fibré tangent sur U que l’on note encore TP‘M = F""oR.X® E*, qui coincide
avec la décomposition hyperbolique sur A, et qui vérifie : il existe des constantes A\g > 1 et Cy > 0
tel que si l'orbite de p € U est dans U au temps t > 0 alors

Yo € EY(p), || Xtv| > Corgllv]|
Vo e E*(p), || Xl < CytAgt (|l

Démonstration. Le bloc (P, X) est un bloc normalisé selle plein. Soit ¥ une section affine de A.
D’apres le fait 2.2.5, il existe une partition de Markov R = (R, ¥) de A sur X, tel que U'intersection
de toute orbite de X dans P avec I'union des cubes U := U 1) X {(R) est connexe (on rappelle
que le temps de retour de R sur ¥ est égal a 1). Soit ((*, (") la paire de feuilletages f-invariants
sur ¥, tel que f dilate uniformément la direction tangente a (“ et contracte uniformément la
direction tangente a (*. On note £*° la direction tangente a (* sur % et E"* la direction tangente
a (" sur X. Ces directions coincident bien avec les directions stables fortes et instables fortes de
A au dessus d'un point p € X N A, ce qui justifie la notation.

Montrons que le voisinage U satisfait le lemme 3.2.1. D’apres les propriétés de la partition de
Markov, c’est un voisinage filtrant de A. On peut pousser la décomposition T = E*° @ E"* sur
le voisinage U = Uyc(o, 11X !(R) par la différentielle du flot pour ¢ € [0,1]. Cette décomposition
est f-invariante, donc 'image de E* @ E"" par la différentielle du flot en temps 1 coincide avec
E%5 @ E%, et on obtient une décomposition que I'on note toujours £** @R.X ¢ F¥* = TP‘M sur
U, qui est invariante par le flot, et hyperbolique d’apres les propriétés d’hyperbolicité de f sur
R. Elle coincide avec la décomposition hyperbolique sur A au dessus de d’un point p € A. O
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3.2. Lemmes préliminaires

Fait 3.2.2. La longueur des orbites dans le complémentaire de U est uniformément majorée par
une constante T

Démonstration. Raisonnons par I’absurde. Si ce n’était pas le cas, on aurait une suite de points
pn € P et de temps croissants ¢, — +oo tel que les segments d’orbite [p,, X"p,] sont dans le
complémentaire de U. Quitte a prendre une sous-suite, la suite (p,), converge vers un point g
par compacité de P.

e Supposons qu'il existe un temps T tel que X7 (q) est dans U. Par continuité du flot, pour
un n arbitrairement grand, la distance dist(X” (p,), X7 (q)) est arbitrairement petite, et
U est ouvert donc X7 (p,,) est dans U pour n assez grand, ce qui est une contradiction deés
que t, >T.

e Supposons qu’il existe un temps T tel que XT(q) € P°"' De méme la distance
dist(X T (pn), XT(q)) est arbitrairement petite. Or un point arbitrairement proche de P°u*
a une orbite positive qui sort en temps arbitrairement petit, ce qui contredit la bonne
définition des X' (p,) pour des temps t, assez grands.

On en déduit que l'orbite de ¢ ne rentre jamais dans U et ne sort jamais par P°". C’est impos-
sible. =

Le corollaire suivant est une amélioration du lemme 3.2.1, et dit que ’on peut prolonger la
décomposition hyperbolique sur le saturé U de U par le flot de X dans P.

Corollaire 3.2.3. Il existe U un voisinage X'-invariant de A et une décomposition continue X'-
mwvariante du fibré tangent de U que l’on note encore TP‘Z/A{ = E" 3o R.X & E**, qui prolonge
continument celle sur l'ensemble hyperbolique A, et qui vérifie : il existe des constantes Ay > 1
et Cy > 0 tel que si l'orbite de p € U est définie au temps t > 0 alors

Yo € E"(p), | Xiv| > CoNyllv]|
Yo e B*(p), [Xkv|l < Cytagt|vl

Démonstration. Soit U = Uier X' (U) N P le saturé par le flot de X dans P du voisinage U donné
par le lemme 3.2.1. On peut pousser la décomposition hyperbolique E** @& R.X & E* sur U
par la différentielle du flot sur le saturé de U. Comme U est un voisinage filtrant, une orbite,
disons positive, qui sort de U n’y retourne jamais. De méme, une orbite négative qui sort de U
n’intersecte jamais U dans le passé. La décomposition ainsi obtenue sur U est donc invariante
par le flot de X. De plus, les segments d’orbite dans U~U ont une longueur uniformément
bornée d’apres le lemme 3.2.2. Donc I'action de la différentielle du flot le long de ces orbites
est uniformément bornée. Les propriétés de dilatation de E"* et de contraction de E*° du
lemme 3.2.1 sont conservées, quitte a changer la constante Cj. O

Projection d’un vecteur centre-instable sur une surface transverse On aura besoin du lemme
suivant, qui dit que la projection d’un vecteur v € E** @ R.X sur une surface S transverse a X,
parallelement & R.X en un point p € U a une norme essentiellement minorée par la norme de la
composante instable forte dans E** du vecteur v.

Lemme 3.2.4. Soit S une surface plongée dans P transverse au champ de vecteurs X. Soit
pesSn U et mp: TP — T,S la projection sur T,S parallélement a R.X dans le voisinage U
muni de la décomposition hyperbolique. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout vecteur
v =" +vX € B ®R.X tangent au fibré centre instable sur un point p € S, on a

Imp(0)]] = est [[v™]]
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Chapitre 3. Dilatation de I'application de passage pres de la lamination

Démonstration. On rappelle le fait suivant

Fait 3.2.5. Soit F, G deuz plans vectoriels dans R3, et H une droite supplémentaire de F et G, et
| - |2 la norme euclidienne. Soit m: F' — G la projection de F' sur G parallélement a H, linéaire
inwversible. Alors on a :
[m(v)l]2 | sin4(H,R.v)
vl |sin £(H,R.w(v))

Si || - ||]2 est la norme euclidienne associée a une base de vecteurs tangents (O, Oss, X) ou
Ouu € E"™ et 055 € E*°, alors on a

_ el

Itz » o, x)) =
Tolla [o]]2

Par équivalence des normes, on en déduit ’existence de la constance cst > 0 qui satisfait le
lemme. O

Angles des feuilletages et du champ de vecteurs sur le bord de P Le champ de vecteurs X
est de plus en plus tangent a la surface 0P a mesure que l'on s’approche de I’ensemble des
orbites périodiques tangentes O,. De méme les feuilletages G5 et G%™™ sur P™™ sont de plus en
plus tangents I'un a 'autre & mesure que 'on s’approche de ’ensemble O, C JP. En utilisant
Pexpression du champ X et des feuilletages dans les coordonnées normalisées (V;, &;), on montre
que la vitesse de fermeture des angles est essentiellement la méme, de l'ordre de la distance a
I'orbite O;. Cette propriété sera utile dans le reste de la preuve.

Lemme 3.2.6. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p € P™,
1) est™tdist(p, O.) < L(G*1, G1), < est dist(p, Ox)
2) est™dist(p, O,) < £L(X, P), < cstdist(p, Os)
3) est™Ldist(p, O.) < £L(X,G%1), < cstdist(p, Ox)

Démonstration. 11 suffit de le vérifier au voisinage d’une orbite périodique O; dans le systeme de
coordonnées normalisé (V;, & = (z,y,0)). Soit (0;, 0y, Jp) la base de champs de vecteurs associée
aux coordonnées (z,y, ). On rappelle que la norme ||- || sur P coincide avec la norme euclidienne
dans ces coordonnées. Par définition d’un bloc normalisé (définition 2.1.2 et corollaire 2.1.4), la
surface P a pour équation locale z = y et, si on note ¢ = In(2), le champ de vecteurs X dans
ces coordonnées est

X(z,y,0) = —cx0y + cyOy + 0p.

Les voisinages V; sont inclus dans le voisinage &/ muni d’une décomposition hyperbolique de
espace tangent T'P|, = E"" ® R.X & E* (lemme 3.2.1), quitte & restreindre V,, ce que 'on
supposera toujours. La direction E** est engendrée par 0, et la direction E*® est engendrée par
Jz. Notons que la distance d’un point p = (z,z,0) € P™ & O; est égale & x. Montrons chacun
des items.

1) Le feuilletage G*™ est engendré par le champ 05 = cz (9, +0y)+ 0y et le feuilletage G*™ est
engendré par le champ 0, = —cx (95 + 0y) + 0y (figure 3.3). Comme le couple (0, + 0y, Jp)
forme une base orthogonale sur P™ N V;, 'angle entre les deux directions tangentes en un
point p = (z,,0) € P™ est proportionnel & z, donc & la distance de p & O;.
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3.2. Lemmes préliminaires

Pin

FIGURE 3.3 — Coordonnées des champs de vecteurs 9, et 0, générateur des feuilletages G et

G5 en un point p = (z, z,

0) € p™»

Oo cu

X

0, — s

FIGURE 3.4 — Coordonnées du vecteur X au point p = (x,z,0) € P™®

2) Le champ de vecteurs X sur P™ est

X(z,2,0) = cx (0y — 0z) + Op

I est orthogonal & 9, 4 9, en tout point de I'anneau et I'angle entre X et 0y en un point
p = (x,7,0) € P™ est proportionnel & z, donc & la distance de p & O; (figure 3.4).

3) La direction tangente & G“" au point p = (z,,0) € P est engendrée par le champ de

vecteurs

0" = —cx (0p + 0y) + 0p = —2cx 0y + X (2, 2,0)

Comme le vecteur X est uniformément transverse a d,, on en déduit que I’angle entre X
et le vecteur 9* en un point p = (x,z,0) € P™ est proportionnel & z, donc & la distance

de p a O;.
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Chapitre 3. Dilatation de I'application de passage pres de la lamination

3.3 Décomposition de ’application de passage

Afin d’expliciter le passage d’une orbite proche de ’ensemble O,, on va considérer des surfaces
pin ot pout qui coincident avec P et PO gauf au voisinage des orbites O, et sont uniformément
transverses au champ X. Soit V, = U;V; 'union des voisinages normalisés des orbites O; € O,
dans un prolongement minime P. L’expression du flot dans les coordonnées Vi, & = (z,y,0) €
R2xR/Z) est X'(z,y,0) = (27 'z, 2%y, 6+t), et le bord de P s’identifie & {x = y} (définition 2.1.2).
Soit 79 > 0 de sorte que le point (rg,79,0) est dans I'image de V; dans les coordonnées &; pour
tout 7.

Notation 3.3.1. Soit P™™ une surface lisse tel que :

— P coincide avec P en dehors de Vs,

~ pin — {y = 19,z > 0} sur un voisinage Y, C Vi,

— P™ egt uniformément transverse au champ X.
Soit P°Ut une surface lisse tel que :

— Pout coincide avec P°U en dehors de V,,

— Pout — {3 = —py,y < 0} sur un voisinage V; C V;,

— Pout egt uniformément transverses au champ X.

On renvoie a la figure 3.5.

fout.in

fout

pout

Pout

FIGURE 3.5 — Décomposition de I'application de passage fout,in dans un voisinage normalisé

Vi, &).

Remarque 3.3.2. e Chaque composante connexe de pin (respectivement pout) est soit une
surface fermée, soit l'intérieur d’une surface a bord dont le bord est formé de courbes
fermées dans la variété instable (respectivement stable) d’orbites périodique de O.

e Chaque point sur P 3 une orbite passée qui est entrée par P, chaque point sur Pout g une
orbite future qui sort par P°". Le temps n’est pas borné car on peut étre arbitrairement
proche du bord de pin gt pout, auquel cas I'orbite passe un temps arbitrairement long au
voisinage d’une orbite O; avant d’intersecter P™™ ou P°Ut.
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3.4. Preuve de la proposition 3.1.2

e Par transversalité de P™ et P°" avec le champ de vecteurs X, la lamination WW* induit une
lamination de dimension 1 sur P™ et la lamination W* induit une lamination de dimension
1 sur P°". On les note

frowrn B, fr e pont (3.2)
On décompose I'application fout,in P™ — PO gous la forme :

fout,in = fout o fout,in o fin (33)

ol
£ . pin Hin r . pin_ As pout . Au P . pout out
fin: P" — P foutin: PUNLY — POUNLY,  four: PPV — P

sont les applications de passage du flot de X entre les surfaces de départ et d’arrivée (voir
figure 3.5). L’application composée est bien définie sur P™\.L® & image dans P°"*\ L% Les
passages locaux fin et fout sont triviaux en dehors des voisinages normalisés V., sur lesquels on
a des systemes de coordonnées et des formules explicites. Le passage fout’l-n de P 4 POUt egt un
passage de flot entre deux sections uniformément transverses au champ X.

Temps de passages intermédiaire Pour tout p dans P, on rappelle que 7(p) est le temps d’arrivée
(s’il est bien défini) du point p sur P°"*, autrement dit tel que X 7(p) (p) € P°"t. On définit aussi

e 7 le temps d’intersection de l'orbite (positive ou négative) d’un point avec la surface Pout
(quand il est bien défini), autrement dit tel que X () (p) € Pout Ce temps est unique car
une orbite qui intersecte pPout pe repasse jamais par pout Ce temps est bien défini sur le
complémentaire de W* dans P. En effet, tout point sur P~JW* a une orbite qui intersecte
P°ut De plus, toute orbite qui intersecte P°" intersecte pout

e 7y le temps d’intersection de l'orbite (positive ou négative) d’un point avec la surface pin
(quand il est bien défini), autrement dit tel que X7=(®)(p) € P Ce temps est unique car
une orbite qui intersecte Pin pe repasse jamais par Pin. Ce temps est bien défini sur le
complémentaire de W* dans P. En effet, tout point sur P~JV" a une orbite qui intersecte
P™. De plus, toute orbite qui intersecte P™ intersecte pin,

3.4 Preuve de la proposition 3.1.2

On est maintenant en mesure de montrer la proposition 3.1.2. On se ramene a ’étude des
effets dilatants sur les vecteurs tangents a G“ des trois applications fin, fout’in, fout. Dans un
premier temps, on montre que ’application fin ne contracte pas trop la direction tangente a
G" (lemme 3.4.1) sur P, Dans un second temps, on montre que l’application fout o fout,in
dilate arbitrairement fort la direction tangente & G" dans un petit voisinage de W? sur pin
(lemme 3.4.2 et 3.4.3). Dans une conclusion, on assemble les résultats précédents pour montrer
que I'application de passage fout,in dilate arbitrairement fort la direction tangente a G* dans un
petit voisinage de £° sur P,

Etape 1 : Minoration de la contraction de I’application fin dans la direction instable

Lemme 3.4.1. La dérivée de fin est uniformément minorée dans la direction tangente au feuille-
tage GV, Autrement dit, une constante cst > 0 tel que

¥pe P Vo e T, ||(fin)vll 2 cstlvl]
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Ce lemme nous dit que la compétition s’équilibre entre la dilatation d’'un vecteur instable v €
E* @ R.X sous leffet du flot, et la contraction sous l'effet de la projection sur la surface P.
Plus précisément, un point sur P™ proche de O; a une orbite dont le passage local de P™™ & pin
n’est pas trivial. Un vecteur tangent & G en ce point a une composante instable forte petite
par rapport a sa composante tangente a X. La projection parallelement & X d’un tel vecteur
poussé par le flot sur la surface P transverse & X a un effet trés contractant sur la composante
tangente a X et uniformément borné sur la composante instable forte. Mais le temps passé
au voisinage de l'orbite périodique hyperbolique lors du passage d’'un anneau a l'autre dilate
suffisamment la composante instable forte pour que la projection sur Pt qu vecteur poussé par
le flot ne soit pas (trop) contractante.

Démonstration. On a (fm)* =nmoX/mouw: TP — TP™ est la projection sur l'espace tangent de
pin parallelement & R.X. L’application fm est égale a l'identité partout en dehors de V, = U;V;,
il n’y a rien a montrer. Montrons la propriété sur V, au dessus duquel on a une décomposition
hyperbolique X*t-invariante. Soit (V;, & = (z, 3, 6)) un systéme de coordonnées normalisé de O; €
Oy, muni de la décomposition hyperbolique E** @ R.X @& E** de 'espace tangent (lemme 3.2.1).
Le flot dans ces coordonnées est

X'(z,y,0) = (27" 2,2'y,0 + 1)
Le lemme repose sur les deux points suivants.

1) Soit v = v 40X € E"@R.X un vecteur tangent & G au dessus d’un point p € PNV,
Alors il existe une constante uniforme cst tel que

[0 > est dist(p, O;) ||v]|
2) Le temps de passage Ti, est bien défini sur P et vérifie : il existe une constante uniforme
cst > 0 tel que pour tout p € P
Tin(p) > log,(cst dist(p, O;)71).

Un vecteur dans V; poussé par le flot (linéaire) pendant un temps 7i,(p) a donc sa compo-
sante instable forte dilatée d’un facteur minoré par cst dist(p, O;) L.

Le premier point est une conséquence directe du lemme 3.2.6, item 3, qui dit que 'angle £(X, G{%)
est de 'ordre de la distance a I'orbite O;. Pour le deuxiéme point, 'orbite d’un point p =
(z,z,0) € P™ intersecte la section P™ au temps 7i,(p) = — logy (22). On conclut en remarquant
que z est égal a la distance dist(p, O;).

Démontrons le lemme. Soit v = v¥% 4+ vX € E¥ & R.X un vecteur tangent a G%™ au dessus
d’un point p € P™. Alors d’apres le lemme 3.2.4, on a (quitte & changer la constante & chaque
ligne)

| (fin)sv|| = |70 (XTin(p))*UH > cst H(Xnn(p))*vuuu
puis d’apres le point 2,
”(fln)*UH > cst 27—in(p)HvuuH

1
> t - uu
= dist(p, O; )H |

et d’apres le point 1, on en déduit

1(fin)wvll = est o]
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Etape 2 : dilatation de la composée fout o fout,in dans la direction instable On montre que la
composée fout ) fout’in dilate arbitrairement fort un vecteur tangent a G* N P dans un petit
voisinage de W* NP™. Pour cela on fait 1’étude de la dilatation de foumn d’une part (lemme 3.4.2)
puis de foue d’autre part (lemme 3.4.3).

Lemme 3.4.2. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p € pin et pour tout vecteur v
tangent & G* N P™ sur p,
|(Foutn)<vll 2 st 2™ o]

A

Démonstration. On a (fout’in)* = 7o Xf ot #: TP — TP est 1a projection sur l’espace
tangent de pout parallelement a R.X. Ce lemme repose sur les points clés suivants. Soit U le
voisinage X‘-invariant, muni d'une décomposition hyperbolique (corollaire 3.2.3). Soit p € pin
et v un vecteur tangent a G* N P an point p. On distingue deux situations.

1) Soit p € Pin\7{. Par invariance de U , Porbite de p est entierement incluse dans le complé-
mentaire P~ , donc dans P~U. Elle intersecte P°"* au temps 7(p) uniformément majoré
par Ty d’apres le lemme 3.2.2. De plus, elle intersecte P°U le long de P~U. Ce domaine est
inclus dans P\V;, ol les surfaces P et Pout coincide. On en déduit que le temps 7 = 7 est
uniformément borné sur P™\24. Si # est un temps uniformément borné par Ty, alors

(a) L’action de la différentielle X7 est uniformément bornée,

(b) Pour tout vecteur v tangent & P™, I’angle entre le vecteur image w = X[ (v) et la
direction tangente a X est uniformément minoré

(c) Si l'angle entre un vecteur w de norme 1 et la direction tangente & X en un point
p € P°U est uniformément minoré, alors la norme du vecteur projeté #(w) € TP est
uniformément bornée.

L’item 1b est une conséquence de l'uniforme transversalité de Piny X , et Iitem 1c est une
conséquence de I'uniforme transversalité de P°"* 4 X. On en déduit que il existe une constante
cst’ > 0 uniforme en p telle que

dp fout,in ()| = |7 0 dpXT®) ()
> cst’ || dp, X TP (v) (item 1b et 1c)
> cst/ || (item 1la)

Le lemme 3.4.2 est vérifié pour la constante cst = cst/(AJ?) 1.

2) Soit p € PN U. D’apres 3.2.3, il existe une décomposition hyperbolique invariante E** &
R.X @ E* sur U. Le vecteur v € T,P™ N T,G* tangent se décompose en la somme v =
vi 4+ X € F“ g R.X. Par transversalité de P avec X , il existe une constante cst > 0
uniforme tel que

[[0*]] = st [|v]]

Par invariance de U, Porbite de p est entierement incluse dans U, et le temps d’intersection
7 est strictement positif. Par hyperbolicité, la direction E“* est préservée et la composante
v"" est dilatée par la différentielle X] du flot le long de l'orbite de p, autrement dit on a
w=X](v) =w"+w¥ € E“PR.X, et

lw™ || > CoXj|[v*™|| = est Afv]
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De plus, on sait d’apres le lemme 3.2.4 que la norme de la projection 7(w) est essentiellement
minorée par la composante w"* instable forte, donc

Iy fouin()I] = 17 © dp XD ()] = 17y (1" + w )]
> cst [l

> cst )\SHUH

O]

Pour finir, on montre que ’application de passage de sortie fout dilate exponentiellement les
vecteurs instables en fonction du temps de passage local de l'orbite de P 3 Pout,

Lemme 3.4.3. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p € pout pour tout vecteur v
tangent au feuilletage G* N P sur p, on a

1(Fout)v]| > cst A5 Jo]

Dans ce sens, il n’a y pas de compétition entre dilatation et contraction. En effet, fout est une
application de passage de flot partant d’une surface de départ Pout yniformément transverse
X . La projection sur la surface d’arrivée P°" ne sera pas trop contractante. De plus, le transport
par le flot dans le voisinage de O, contribue a dilater exponentiellement un vecteur instable.

Démonstration. On a (fout)* = 7o X7 ol 7 est la projection sur P°" parallelement & R.X,
et le temps de passage 7 est bien défini partout sur pout, L’argument est en le méme que la
preuve du lemme précédent, que ’on répete ici. On se place dans un domaine ou 'application
fout n’est pas triviale, autrement dit un voisinage V; C V, d’une orbite périodique O;. 1l existe
une décomposition hyperbolique invariante E** @& R.X @& E*® sur V;. Pour p € Pout 0 un
vecteur v € T, ppo“t NT,G" tangent se décompose en la somme v = v** 4 vX € B @ R.X. Par
transversalité de P avec X , il existe une constante cst > 0 uniforme tel que

[0™]] = st [jo]

I'orbite de p est entierement incluse dans V;, et le temps d’intersection 7 avec P°% est strictement
positif. Par hyperbolicité, la direction E"" est préservée et la composante v*"* est dilatée par la
différentielle X7 du flot le long de I'orbite de p, autrement dit on a w = X7 (v) = w" + wX €
E"pR.X, et

[ ]| = Codpllo™[| = cst Ag o]

De plus, on sait d’apres le lemme 3.2.4 que la norme de la projection 7 (w) est essentiellement
minorée par la composante w"" instable forte, donc

dp fout (0)]| = 1|75 © dpXTP (0) | = || (w0 + w¥)|
> st [|w™|

> est Aol
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Conclusion : dilatation de I’application de passage f,ut in dans la direction instable

Démonstration de la proposition 3.1.2. . On montre le premier item. Soit A > 0, soit cst > 0
une constante qui satisfait les lemmes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3.

Fait 3.4.4. Il existe VAV;n un voisinage de L5 = WS P sur P tel que orbite de tout point
p € Wy est définie pendant un temps au moins égal a

Ty = logy,(\) — 3log,, (cst) (3.4)

Démonstration. Ce voisinage existe car un point arbitrairement proche de W?* a une orbite qui
passe un temps arbitrairement long au voisinage de A, donc dans le prolongement minime P,
dont le bord est disjoint de A. De plus, une orbite d’un point de Pin définie au temps T dans P
est défini au temps 7" > % dans P. En effet, le complémentaire P~ P est inclus dans le voisinage
V, par définition d’un prolongement minime (définition 1.4.3), et il est clair qu’une orbite qui
entre dans un voisinage V; passe un temps supérieur a la moitié de 7' dans P, ce qui conclut. [

Posons Wit = ( ﬁn)_l(VAV;n). C’est un voisinage de £5 dans P™ (figure 3.6). Soit
p S W;\H\ES’ q = fin(p) € pin, s = fout,in(‘]) S pout

et soit v un vecteur tangent & G*™ en p. Remarquons que 7(s) = 7(q) — 7(q) et 7(q) > T\ par
le fait 3.4.4. Alors

H(fout,in)*vH = H(fout © fout,in o fm)*UH
> est AQ) || (Foutin © fin)sv (lemme 3.4.3)
> est2 ATOTT@NTD (£ 0| (lemme 3.4.2)
> cst? Aol (lemme 3.4.1)
> Al (d’apres la formule (3.4))

Ce qui conclut la preuve du premier item de la proposition 3.1.2. Le deuxiéme item est com-
pletement symétrique. ]
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£ ce
WH(0;) ——— 0 —
wir wi

FiGURE 3.6
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Chapitre 4

Diffusion de la dilatation de ’application
de passage

Résumé Dans le chapitre précédent on a montré que la dilatation de 'application de passage
fout,in: P — PO dans la direction G%" est arbitrairement forte proche de la lamination £°
(proposition 3.1.2). On renvoie au début du chapitre 3 pour un rappel des notations. Nous allons
maintenant “diffuser” cette dilatation. Le but est que 'application foutin dilate la direction
G non seulement au voisinage de £°, mais presque sur tout P™™. Cette diffusion se fait &
'aide d’un difféomorphisme 9™ : 9P — 9P, & support sur P™, qu’on pourra penser comme un
changement de coordonnées sur P™™. Le difféomorphisme ¥'™ va dépendre de trois parametres
A, €,0. Présentons les informellement.

e Le parametre A > 1 minore le facteur de dilatation de la composée foutin © Y™ dans la
direction G en dehors d’un voisinages des orbites O,.

e Le parametre € > 0 mesure la perturbation du feuilletage G5 induite par ™.

e Le parametre 6 > 0 est la taille du voisinage des orbites O, sur lequel on ne contréle plus
la dilatation de la composée fout,in © i,

De fagon analogue, la dilatation de ’application de passage inverse f(;llmn: Pot — P dans
la direction G*°" est arbitrairement forte proche de la lamination L% (proposition 3.1.2).
L’opération symétrique consiste a “diffuser” la dilatation de fc;l}mn dans la direction G*°" loin
de la lamination £%, & I'aide d’un difféomorphisme °% : 9P — OP & support dans P°%, qu’on
pourra penser comme un changement de coordonnées sur P°". Ces deux étapes symétriques
doivent étre faite de sorte que 'une ne détruise pas I'autre, autrement dit pour que la composée
POt o Jout,in o™ continue de dilater la direction G“™ et son inverse continue de dilater la
direction G*°". Ce sera possible grace au controle de la perturbation des feuilletages par les

difféomorphismes ™ et 1/,

Traduisons ce résultat dans le cadre du recollement du bloc (P, X). Si ¢ est un recollement
normalisé du bloc (P, X), alors :

e Remplacer foutin par ¢°"o fout,inoz/zin revient a remplacer le recollement ¢ par 1™ opor)°ut,
En effet I'application de premier retour du flot de X, dans la variété recollée P/¢ sur la
projection de la surface OP est la composée de I'application de passage fout,in: pin _ pout
et du recollement ¢. Si 1) = 9™ o ¢ 0 1)°" est un autre recollement, alors I’application de
premier retour de Xy, sur 9P est (A un conjugué pres) lapplication ¢ o (19" 0 fout in 0 ™).
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

e Comme 9™ et ¥°" ont un support inclus dans le complémentaire d’un voisinage des or-
bites O, la composée ™™ o ¢ o 1)°" est un recollement normalisé. De plus, les propriétés
de Y™ et 1)°"* impliquent que la composée Y™ o 0 h°" est isotope & ¢ parmi les recolle-
ments fortement quasi-transverses, ce qui implique que les triplets sont fortement isotopes
(définition 1.4.9).

4.1 Enoncé de la proposition principale

On va utiliser des champ de coénes sur la surface JP. On parlera d’ouverture d’'un champ
de cOnes sur une surface relativement a une paire de feuilletages transverses sur la surface
(figure 4.1). Formellement :

Définition 4.1.1. Soit une surface S munie d’une norme riemannienne || - ||, et G! et G? deux
feuilletages transverses sur S, et K > 0.

e On dit que C € T,,S est un (K, G'/G?)-cone (fermé) si il est égal & I’ensemble
C={vi+veTG ®T,G% | v2] < Kluill}

ou T,,G 1o Tpg2 est la somme directe des directions transverses tangentes respectivement
au feuilletage G' et G2 sur p. On dit que K est "ouverture de C. On remarquera que 1’ordre
est important : un (K, G 1/ QQ)—céne contient la direction tangente & G' et ne contient pas
la direction tangente & G2.

e Le cone ouvert est 'ensemble

int C :={v; + vy € Tpgl @TpQQ | lvo|] < KlJv1]|} U{O}

Soit C un champ de cones {C(p) € T,S}pes.

e On dit que C est un champ de (G'/G?)-cones si chaque C(p) est un (K(p), G'/G?)-cone
sur 1,5

e Si K(p) = K est constante, on dira que C est un champ de (K, G'/G?)-cones.
e On appelle champ de cones bissecteur de (G'/G?) le champ de (1, G/ G?)-cones.
On énonce le résultat principal du chapitre.

Proposition 4.1.2. Pour tout A > 1, ¢ > 0 et 6 > 0, il existe un difféomorphisme
Pt = f\rfeylg: OP — OP tel que

1) Y™ est égal a Uidentité en dehors d’un compact inclus dans un nombre fini de composantes
connezes de PP~ L5.

2) ™ préserve le feuilletage G feuille a feuille.

3) Y™ perturbe peu le feuilletage G : la direction tangente a (™) 1G%™ est a lintérieur
d’un champ de (e, G5™/ G¥™)-cones.

4) La dérivée de Y™ dans la direction G“™ est bornée uniformément par une constante qui
ne dépend que de \ : pour tout A > 1, il existe cst = cst(A) > 0, tel que pour tout €,6 > 0

on a .
[0

Vpe P WYoe Tpg“vin, est™! < B
v

< cst
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TS

FIGURE 4.1 — Champ de (K,G'/ G?)-cones

5) Si Vs C Vs est le 6-voisinage des orbites périodiques tangentes de O, alors la composée
fout,in © Y dilate d'un facteur X\ la direction G“™™ sur P~V :

Vp € PUN(VsULY), Yo eTg"",  [(fourin o™ = Aol

6) Y™ est indépendant de § sur le complémentaire de Vy : pour tout X > 1, € > 0, la famille
de difféomorphismes {1/);%6’5}5>0 coincident sur OP~\ V.

Pin P'm Pout

wv® in, u (fo\lt.inwi“)xru

VS v Vg .
in Vi U f .
w out,in
> >

gs,*
gu,*

FIGURE 4.2 — Action de la composée fout,in © P sur PPNV

On renvoie a la figure 4.2 pour illustrer les propriétés de ™. On énonce le résultat symétrique
suivant qui se démontre de facon analogue.

Proposition 4.1.3. Pour tout A\ > 1, ¢ > 0 et 6 > 0, il existe un difféomorphisme
ot = ¢§],let,6: OP — OP tel que

1) YO est égal a lidentité en dehors d’un compact inclus dans un nombre fini de composantes
connexes de PO\ LY.
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2) °U préserve le feuilletage G°U feuille a feuille.

3) °" perturbe peu le feuilletage GO : la direction tangente d " GUOY est a lintérieur
d’un champ de (e, G4°U/ G*°U)_cones.

4) La dérivée de °" dans la direction G“°% est bornée uniformément par une constante qui
ne dépend que de X\ : pour tout A > 1, il existe cst = cst(A) > 0, tel que pour tout €,§ > 0
on a

[2"o]]

Vp e P°U Wy eTpg“’Out, cst™ < o
v

< cst

5) Si Vs C Vs est le 6-voisinage des orbites périodiques tangentes de Oy, alors la composée
(°% o foutin) ! dilate d’un facteur X la direction G*°" sur POY\V;.

Vp € POUN(VsULY), Yo € TG, [[(0°" o fourin) vl = All]

6) YU est indépendant de & sur le complémentaire de Vi : pour tout A > 1, € > 0, la famille
de difféomorphismes {Y"% 5} 550 coincident sur OP\Vx.

Remarque 4.1.4. On suit de pres la preuve de | , Proposition 6.2] pour diffuser la dilatation
sur I'intérieur des bandes. La différence est que les bandes de nos blocs ont des extrémités qui
peuvent s’accumuler sur des orbites périodiques. La diffusion au voisinage d’une extrémité d’une
bande qui s’accumule sur une orbite périodique devra étre controlée, ce qui justifie ’apparition
d’un nouveau parametre 9.

Construction du difféomorphisme sur une bande Au chapitre précédent, on a montré (propo-
sition 3.1.2) que pour tout A > 1, il existe un voisinage W/i\n de £ sur P™ tel que I'application
de passage fout,in: Pin — PoUt dilate la direction G*“™ d’un facteur \ en restriction au voisinage
W/i\n. Le difféomorphisme identité satisfait tous les items de la proposition 4.1.2 sur le voisinage
W;\n, pour le parametre A et pour tout parametre ¢ > 0 et § > 0.

Pour démontrer la proposition 4.1.2, il suffit donc de travailler sur le complémentaire de
W;n dans P™. Le complémentaire Pin\Win est inclus dans un nombre fini de composantes
connexes de P~ L* que l'on note Bi,...,B,. On rappelle que la lamination de bord £ de
(P, X) est remplissante, donc les composantes connexes de P~ L* sont des bandes bordées par
deux feuilles non compactes de £° qui sont asymptotes 'une a 'autre a chaque extrémités. La
preuve de la proposition 4.1.2 consiste & construire un difféomorphisme v; : B; — B; sur chaque
bande B; qui satisfait les items de la proposition 4.1.2 sur cette bande, et égal a I'identité en
dehors d’un compact de la bande. On peut prolonger v; par l'identité sur P et leur produit
Y™ = [[; ; défini un difféomorphisme qui satisfait la proposition. En résumé, il suffit de prouver
le lemme suivant.

Lemme 4.1.5. Soit B C P\ 0O, une bande. Pour tout A\ > 1, € > 0 et § > 0. Il existe ) =
Yres: B — B, tel que

1) 9 est lidentité en dehors d’un compact de B.
2) 4 préserve G¥™ feuille a feuille.

3) La direction tangente a =1 (G5™) est & lintérieur d’un champ de (e, G™/G“™)-cones.
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4) La dérivée de 1) dans la direction G*™ est bornée uniformément par une constante qui ne
dépend que de \ : pour tout X\ > 1, il existe cst = cst(N) > 0, tel que pour tout €,§ > 0 on

a
—1_ ]l

Vp € B, VUETpg“’in, cstT < ol < cst
v

5) SiVs C V. est le 5-voisinage des orbites Oy, alors la composée (1°" o fout,in)_l dilate d’un
facteur X\ la direction G5°"* sur B\V;.

Vp € B\Vs, Yv € T,6"™, ||(foutn ©¥)«v| > A|v|

6) 1 est indépendant de § sur le complémentaire de Vs : pour tout X\ > 1, € > 0, la famille de
difféomorphismes {1y ¢ s}s>0 coincident sur B\Vi.

Attirons lattention sur un point. Le support de v;: B; — B; est un compact inclus dans
B;, mais le complémentaire B;~ Wi n’est pas nécessairement un compact inclus dans B;. Une
bande B; s’accumule a chaque extrémité sur une feuille compacte de la lamination de bord L.
Si une de ces feuilles compactes est une orbite périodique tangente O;, alors le voisinage Wi\n
ne recouvre pas l'extrémité correspondante de la bande B;, car il n’existe aucun J-voisinage
des orbites périodiques O, inclus dans W;n. C’est pourquoi la propriété de dilatation de la
composée fout.in © Y le long de G»™ n’est plus vraie sur un d-voisinage de O, (item 5 de la
proposition 4.1.2).

Montrons que la proposition 4.1.2 découle du lemme 4.1.5.

Démonstration de la proposition 4.1.2. Soit A > 1, € > 0, § > 0. On définit le difféomorphisme
P = wf\lfad: P — P comme suit. Soit WiAn le voisinage donné par la proposition 3.1.2. Le
complémentaire de Wi est inclus dans un nombre fini By, ..., B, de composantes connexes de
Pins L* (Ventier n dépend de A). Pour i = 1,...,n, soit le difféomorphisme 1; = (¢;)res: Bi —
B; donné par le lemme 4.1.5. L’item 1 du lemme 4.1.5 permet de prolonger chaque ; par
I'identité sur 0P, et on pose

m
s = [[vi: 0P — OP (4.1)
i=1
Le support de wiﬁe,a est inclus dans un nombre fini de bandes B;, et est compact dans chacune
de ces bandes, ce qui donne l'item 1. Les items 2, 3 et 6 sont des conséquences directes des
items 2, 3 et 6 du lemme 4.1.5. L’item 4 est vrai car les difféomorphismes 1); sont en nombre
fini. Montrons l'item 5.

e Sur une bande B;, on a 1™ = ;. On utilise I'item 5 du lemme 4.1.5.

e Sur le complémentaire des bandes ¢(By U ---U B,,) C Wi on a 9™ = Id et par la propo-
sition 3.1.2, fout,in © P = fout,in dilate d'un facteur X la direction gwin

O

Le reste du chapitre est consacré a la preuve du lemme 4.1.5. Soit une B une composante
connexe de P~ £*. On rappelle que B est une bande bordée par deux feuilles non compactes Iy et
I3 de la lamination £°, qui sont asymptote I'une & ’autre a chaque extrémité (figure 4.3). Chacune
des deux extrémité de la bande B s’accumule sur une feuille compacte Q; de la lamination de
bord £ de (P, X) (éventuellement la méme dans le cas non orientable). Il y a deux cas possible
pour la feuille compacte Q;.
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e Soit Q; est une feuille compacte de la lamination £

e Soit Q; € O, est une orbite périodique tangente de (P, X).

FIGURE 4.3 — Une bande qui s’accumule d’une part sur une orbite périodique tangente O; € O,
et d’autre part sur une feuille compacte de L£*

Remarque 4.1.6. Pour fixer les idées, on fait le choix de représenter dans nos figures une bande
B dont une des extrémités s’accumulent sur une orbite périodique et 'autre sur une feuille
compacte de L£°. Cette bande est inclus dans une composante connexe A du complémentaire
Pn\T, ou I est I'union des feuilles compactes de £, cette composante A est un anneau, et le
feuilletage G5 sur A est un feuilletage de suspension. Bien entendu, on gardera en téte que les
situations suivantes sont aussi possibles

e A est un anneau et les feuilles compactes qui le bordent sont deux feuilles de £%, ou deux
orbites périodiques;

e A est un ruban de Moebius bordé par une feuille de £, ou une orbite périodique ;

e Le feuilletage G*™ est une composante de Reeb sur A.

4.2 Action de ’holonomie

Avant de construire le difféomorphisme v : B — B, on aura besoin de résultats généraux sur
I’holonomie des feuilletages sur P™ et POUt,

Borne pour la distorsion de I’holonomie du feuilletage stable dans une bande sur le bord d’entrée.
Soit o et o’ des feuilles de G¥™ N B. Ce sont des arcs de feuilles ouverts contenus chacun dans
une feuille de G, et qui traversent la bande B d’un bord & 'autre, autrement dit les deux
extrémités de o et o’ sont situés sur les deux feuilles I; et lo de £* qui forment le bord accessible
de B. On définit I'application d’holonomie du feuilletage G*™™ entre les feuilles o et o’ par
Hj,l’I; o—ao (4.2)
Ces applications sont bien définies car chaque feuille de G5 dans B intersecte une et une
unique fois chaque feuille o de G*" N B. Comme les feuilletages sont C', ce sont des difféomor-
phismes de classe C'. On aura besoin de controler les dérivées de ces holonomies. Les dérivés des
éléments de la famille {Hj}m }o.or e sont pas uniformément bornées. En effet, la largeur de la

Nea
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4.2. Action de I’holonomie

s,in

bande B tend vers 0 aux extrémités, et 'application H”;" est trés contractante lorsque o’ tend

oo
vers une extrémité de B qui s’accumule sur une feuille compacte de L£°. Cependant, le lemme
suivant dit que ’on peut borner uniformément la distorsion de ’holonomie du feuilletage G*™

entre deux feuilles de G%'" N B.

FIGURE 4.4 — Holonomie de G5 sur une bande

Lemme 4.2.1. II existe une constante ¥ > 0 tel que pour toute bande B C P™~L?, pour tout
feuille o, o' de G“™ N B, pour tout p,q € o

((H%) ()]

Montrons pour commencer le fait suivant, qui est vrai sur P™ et sur P°“*. Pour ne pas
répéter, on I’énonce avec la notation * qui désigne in ou out.

Fait 4.2.2. Soit O; € O, et V; un voisinage normalisé de O;. Alors

1) il existe une constante cst > 0 tel que pour toutes feuilles Iy et lo de G5*, si o et o' sont
deux arcs de feuilles de G“* N'V; dont les extrémités sont sur ly et ly, alors

i)
l(a")

cst™! < < cst

S, . * . s ,
2) les dérivées des holonomies {H.;" Y}, sont uniformément bornées pour o,0’ des arcs de
7
feuilles de G** NV;.

On renvoie a la figure 4.5 qui illustre le fait 4.2.2, item 1.

Démonstration. Montrons ce fait sur P™, la preuve est identique sur P°". Soit un systeme
de coordonnées normalisé (V;,& = (z,y,60)) de O;. Soit p; = (z,0) € R x R/Z le systeme de
coordonnées normalisé induit par §; sur le bord de P (remarque 2.1.5). Soit deux feuilles I; et lo
du feuilletage G5 dans V, et p = (x,6) € I;. Les relevés des feuilles dans le relevé (x,0) € R xR
des coordonnées (x,#) ont pour équation x = ¢;2%. 11 s’ensuit que la distance dist(p, ls) décroit
linéairement en x. Par ailleurs ’angle entre les feuilletage G5 ot G décroit aussi linéairement
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

FIGURE 4.5 — Arcs de feuilles de G"* entre deux feuilles I; et ls de G®* dans un voisinage
normalisé de O;

FIGURE 4.6 — La distance entre [1 et Iy et I'angle entre les feuilletages G et G% décroit a la
méme vitesse.

en z = dist(p, O;) d’apres le lemme 3.2.6. On en conclut que le rapport des longueurs % de

deux arcs de feuille o et o/ de G joignant l; et Iy dans V; est uniformément borné loin de 0
et +oo (figure 4.6).

Le deuxiéme item est une conséquence du premier. En effet, si o et o’ sont deux arcs de feuilles
de G®™ dans V;, on peut choisir og un arc de feuille inclus dans ¢ de longueur arbitrairement
petite autour d’un point p, et o} = H;,lﬂ son image incluse dans o’. Alors le rapport des
longueurs é(gé; tend vers la dérivée de Hj,H; au point p quand la longueur de oy tend vers 0.
D’apres l'item 1, ce rapport est uniformément borné. On en déduit 'item 2. 0

Démonstration du lemme 4.2.1. Soit Q une feuille compacte de £ = LU O, U L" sur laquelle la
bande B s’accumule. Soit W un voisinage de Q sur lequel les applications d’holonomie du feuille-
tage G*™ sont conjuguées a des applications affines (par définition d’un bloc normalisé 2.1.2,
item 3).

e Si Q € O, est une orbite périodique, W; est inclus dans un systeme de coordonnées
normalisé (V;,&;) de O; = Q. On utilise le fait 4.2.2 qui dit que les holonomies H;"> ont
une dérivée uniformément bornée dans ce voisinage.
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4.2. Action de I’holonomie

e Si Q est une feuille compacte de L?, les feuilletages Gwint ot G5 gont uniformément trans-
verses sur W;. Par définition d’un bloc normalisé 2.1.2, les applications d’holonomies d’une
feuille compacte de L£* sont conjuguées a des applications affines donc la distorsion des
holonomies Hi,“; est uniformément bornée pour o, ¢’ dans W;.

Pour finir il suffit de voir que I’on peut composer une application d’holonomie de la facon suivante
(figure 4.7). Soit W un voisinage des extrémités de B sur lequel les applications d’holonomie du
feuilletage G*™™ sont conjuguées & des applications affines. Il existe une constante [ > 0, tel que
si I, J sont deux feuilles de G%™ N B, alors on peut écrire

s,in s,in s,in s,in
Hyy =Hypp o Hy g, 0 Hy g

avec H}“I? et HIS;I} des holonomies dans le voisinage W, et tel que les feuilles de G*™ ont
une longueur uniformément bornée par [ entre I; et I et sont uniformément transverses aux
feuilles de %™, Les dérivées de H;ln}z sont uniformément bornée, et il en est de méme pour
la distorsion. Chacune application de la composée a une distorsion uniformément bornée, et la
borne est indépendante de la bande B. Il en est de méme de la composée.

s,in
Qy le,J

gs,in
gu,in [

FIGURE 4.7 — Décomposition de Hf,}n dans B

Citons le lemme suivant qui est completement analogue au lemme 4.2.1.

Lemme 4.2.3. II existe une constante 9 > 0 tel que pour toute bande B C P°“*\ L%, pour tout
feuille o, o' de G5°"*' N B, pour tout p,q € o

g YD)
(35 )

ot Hg;o;t est I’holonomie du feuilletage G*° entre deux feuilles o, 0’ de G5°"* N B.
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

Borne pour la dérivée de I’holonomie du feuilletage stable dans une bande sur le bord de sortie.
Soit < et ¢’ des feuilles du feuilletage G*°" sur P°"* dans une bande B C P°"~\ £%. On définit
I’application d’holonomie du feuilletage G*°" N B entre les feuilles ¢ et ¢’ (figure 4.8) par

Hj,’zm: ¢ —d (4.3)

Ces applications sont bien définies car chaque arc de feuille de G$°"* N B intersecte une et une
unique fois chaque feuille ¢ de G“* N B. Ce sont des difféomorphismes. Montrons que la dérivée
des holonomies {Hs,’zut} pour ¢, ¢ des feuilles de P°"* dans une méme bande B C P°U'\ L¥ est
uniformément bornée.

Lemme 4.2.4. Il existe une constante o > 0 tel que pour toute bande B C P°“\ L%, pour toute
feuille ¢, ¢’ de G“°™ N B, pour tout p €, on a

o™l < [(HZ"Y (p)] < o

Op ———-

L
gu.out
gs.out

FIGURE 4.8 — Holonomie du feuilletage G*°*' sur une bande

Démonstration. La famille {H j,’zm}gx,g est une famille relativement compacte de difféomor-
phismes. En effet, soit I une feuille de G5°" N B. Chaque feuille ¢ de G%°U intersecte une
unique fois I. On peut donc paramétrer la famille {Hj,”ogm}g@g par le produit I x I. On conclut en
remarquant que I est un arc relativement compact. Il suffit donc de montrer que la dérivée d’'un
difféomorphisme H_/ 5 OUt est bornée sur <. Sur le complémentaire P°"*\V, des voisinages norma-
lisés des orbites perlodlques O,, I'angle du feuilletage G avec ¢ est borné, et la distance entre

. , .. . t
¢ et ¢’ est majorée. Sur un voisinage normalisé V; d’une orbite O;, la dérivée de H 5ou
s,out

est bornée
d’apres le fait 4.2.2. On en déduit que la dérivée de H; ™ est bornée sur . Remarquons pour
finir que I'on peut borner uniformément les dérivées de { g,ogut}g/’g indépendamment de la bande

B. En effet, il existe un arc de feuille I de G5°U relativement compact tel que chaque feuille ¢
de G"“°" intersecte une unique fois I. Il s’ensuit que la famille {H OUt}g < pour ¢, ¢’ € GO est
une famille relativement compacte de difféomorphismes, et la preuve précédente fonctionne. [

Citons le lemme suivant qui est completement analogue au lemme 4.2.4.

Lemme 4.2.5. Il existe une constante o > 0 tel que pour toute bande B C P™~.L*, pour toute
feuille <, ¢’ de G>'" N B, pour tout p € ¢, on a

o™t <|(Hg ) () < a

ou Hg,lgn est I’holonomie du feuilletage G entre deux feuilles ¢, ¢’ de G5 N B.
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4.3. Preuve du lemme 4.1.5

4.3 Preuve du lemme 4.1.5

Soit B une bande sur P™™. Soit A > 1, € > 0 et § > 0 fixés. Soit Iy, l3 les feuilles de £° formant
le bord accessible de B. La preuve se fera en trois étapes.

e A l'étape 1, on fixe une feuille ¢ de G»™ N B qui traverse la bande B et on construit
h : 0 = o un difféomorphisme sur o, égal a l'identité aux extrémités de la feuille, tel que
la composée foutin © b 1 0 = fout,in(0) a une dérivée minorée par un facteur donné qui
dépend de A. C’est le lemme 4.3.1.

e A T'étape 2, on pousse le difféomorphisme A le long du feuilletage G*™ par les holonomies
H;,IE pour obtenir un difféomorphisme 1): B — B, égal & I'identité sur un voisinage de I
et lo. Ce difféomorphisme préserve naturellement le feuilletage G*™ (feuille & feuille) et le
feuilletage G (globalement) sur B.

De plus, la dilatation de la composée avec fout in o& dans la direction G*™™ sur B est essen-
tiellement égale a la dilatation de la composée de fout,in © h. En effet, c’est une conséquence
des bornes uniformes de la distorsion et de la dérivée des holonomies du feuilletage G* entre
deux feuilles de G“ issus des lemmes 4.2.1 et 4.2.4. On a choisi h de sorte a compenser
la contraction de ces holonomies. Ainsi la composée fout,in © 1& dilate d’un facteur A\ la
direction G*™ sur la bande B. Le difféomorphisme ainsi construit sur B satisfait tous les
items du lemme 4.1.5, excepté qu’il n’est pas a support compact dans la bande B (item 1).

e L’étape 3 consiste a “ralentir” le difféomorphisme zﬂ afin d’obtenir un difféomorphisme 1
égal a 'identité aux extrémités de B. C’est la qu’interviennent les parametres € et d.

— Pour ne pas détruire ce qui a été fait précédemment on ralenti par une isotopie
barycentrique le long de chaque feuille de G%™™.

— La vitesse du “ralentissement” controle la perturbation du feuilletage G5, et sera
donc choisie en fonction du parametre e.

— Siune extrémité de B est une orbite périodique O;, on perd le controle sur la dilatation
de la composée avec fout,in & 'endroit du ralentissement. On fait le ralentissement dans
un voisinage de l'orbite périodique de taille 4. Sinon, 'extrémité s’accumule sur une
feuille compacte Q; de L*, et on fait le ralentissement dans un voisinage de Q; assez
petit pour que la dilatation “naturelle” de foutin Obtenue par la proposition 3.1.2
compense les effets contractants du ralentissement. On préserve ainsi la dilatation de
la composée d’un facteur A sur cette extrémité.

Etape 1 : Sur une feuille Soit ¢ une feuille de G“™™ N B, de longueur quasi-mazimale parmi
toutes les feuilles de G N B, plus précisément on demande que pour toute feuille o’ de G“"N B,
on a

(o) > él(a/) (4.4)

C’est possible car les feuilles de G»™ N B sont de longueur majorée. On fixe o pour le reste de
la section. C’est un arc dont les extrémités sont sur les feuilles [1 et Is de £° qui bordent B. Soit
¥ > 0 et a > 0 les constantes qui satisfont les lemmes 4.2.1 et 4.2.4.

Lemme 4.3.1. [l existe un difféomorphisme h: 0 — o, égal a lidentité sur un voisinage des
extrémités de o tel que

Vpeo, veTpo, |(foutnoh)wv| > 20|y
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

Démonstration. Comme 0o € L°, on sait d’apres la proposition 3.1.2 que la dérivée de foumin\g
tend vers l'infini aux extrémités de o. L’abscisse curviligne identifie o & ]0,![ pour un certain
1 >0, et four,in(0) & R par des isométries. On se ramene au résultat suivant, dont la preuve est
laissé au lecteur et a la lectrice.

Fait 4.3.2. Si f: ]0,1[— R est un difféomorphisme tel que |f'(z)] —0>l+oo alors pour tout A > 1,
r—0,
il existe un difféomorphisme fa: 10,1[— R tel que
o fa=f sur un voisinage de 0 et de |

o |fl(x)| > A pour tout x dans ]0,1|

On applique ce résultat avec A = 20aX > 1, et on pose h := fl;llt’in o (fout,in)A- O

Etape 2 : Sur labande On étend le difféomorphisme & & la bande B en poussant par ’holonomie
du feuilletage G5™ entre les arcs de feuille de G*" N B. Plus précisément, on définit pour tout
peB

b(p) = Hy' o ho Hyl: (p) (4.5)

ou o, désigne la feuille de G N B passant par p. Cette expression définit bien un difféomor-
phisme sur B. Il vérifie les propriétés suivantes :

Fait 4.3.3.
1) 1[1 est €gal a lidentité sur un voisinage des feuilles Iy et lo qui bordent B.
2) 1& préserve le feuilletage GV N B feuille a feuille
3) & préserve le feuilletage G5™ N B globalement

4) la composée fout,in oqﬁ dilate la norme des vecteurs dans la direction G“™ d’un facteur X\ :

Vpe B, YveTG"" ||(foutino®)sv] > Aol

Démonstration. 1) Le voisinage en question est le saturé du complémentaire du support de
h par le feuilletage G*™. C’est un voisinage des feuilles I, et Iy d’apres le lemme 4.3.1.

2) Evident.
3) Evident.

4) Posons ¢ = fout,in(0). L'application foutin commute avec les applications d’holonomies de
G5 et G5°U car elle envoie la paire (G G%I) sur la paire (G*°", G%°U%) sur chaque

bande. On en déduit que
(fout,in o 1[})(]7) = ng’?gm © (fout,in o h) o H;:‘ifz (p)

olt §p = fout,in(0p) désigne la feuille de G“°" passant par fous,n(p). On renvoie a la fi-
gure 4.9. Soit ¥ la constante donnée par le lemme 4.2.1. Alors, si I(o) désigne la longueur
de la feuille o, on a

l(o) 1,4

Hs,in/ > 7971
(H o)

0,0p
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s,out
" HES

FIGURE 4.9 — Action de foutin © ¢

car o est de longueur quasi-maximale parmi les feuilles de G“™ N B (formule (4.4)). De
plus, d’aprés le lemme 4.2.4, on a ](H;’%Ut)’] > o~ ! Donc pour tout p € B, pour tout
v € Tyop, si ¢ = Hy 0, (p),

A 1, _
|Fout,in © $)<vll > 507 ™ | (foutin o B) (@) [10]

On conclut avec le lemme 4.3.1.
O

Etape 3 : Ralentissement aux extrémités de la bande. Le difféomorphisme 1/3: B —- B
(fait 4.3.3) satisfait tous les items du lemme 4.1.5 sur la bande B, excepté l'item 1 : il n’est
pas a support compact, car il n’est pas égal a l'identité aux extrémités de B. Pour résoudre ce
probleme, on va “ralentir” z@ sur un voisinage des extrémités de B. On pourra choisir la zone de
ralentissement de sorte a conserver la dilatation de la composée fout,in © @ sur G 3 Vextrémité
de B si celle-ci s’accumule sur une feuille compacte de L£°. Si 'extrémité s’accumule sur une
orbite périodique O; € O, on perd la dilatation de fout,in © @E sur la zone de ralentissement. On
choisira alors cette zone dans un Jd-voisinage de O;. En fait, on va opérer le ralentissement sur
le difféomorphisme @@_1 afin de controler la perturbation du feuilletage G>™ par 1[)‘1 (item 3
du lemme 4.1.5). Rappelons que [; et Iy sont les feuilles non compactes de £* qui forment le
bord accessible de B. Soit s: R — I3 un paramétrage de la feuille [; par abscisse curviligne, ot
$(0) = I1 No. On note oy la feuille de G“™ N B tel que oy Nl = s1(¢). On a o = . Comme 1)
préserve le feuilletage G feuille & feuille sur B, il induit I'existence d’une famille continue &
un parametre de difféomorphismes &t = &‘Ut D0 — Oy
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

Soit W un voisinage des extrémités de B sur lequel les applications d’holonomies du feuille-
tage G*'" sont conjuguées a des applications affines. Pour toute feuille o; incluse dans W, on
définit ¥ = {W; -2 0p — 0¢}re(0,1)ter une famille d’isotopies entre 1/3; et Didentité sur oy par
barycentre sur chaque feuille oy :

Vpeo, Vrel,1], U.(p)=1d; (p)+(1—1)p (4.6)

Cette formule a du sens car la feuille oy incluse dans W posséde une structure affine, et définit
bien une famille ¥ de difféomorphisme.

Soit t; < 0, t2 > 0, tels que oy €V NB pour tout ¢ €] — 0o, t1[U]ts, +00[. Soit s > 0. Soit
7 = 7(t1,t2,5): R — [0,1] une fonction plateau de classe C! vérifiant les propriétés suivantes
(figure 4.10) :

1) 7 =1sur [t1,t2] et 7 =0 sur R\[t] — s,t2 + 5]

2) 7 est croissante sur R_ et décroissante sur R, et la norme de sa dérivée est majorée par
2571,

t1— s ty 0 to to+ s

FIGURE 4.10 — Graphe de la fonction 7: R — [0, 1]

Les réels t; déterminent la zone du début de I'isotopie dans la bande, et le réel s détermine la
vitesse de l'isotopie (figure 4.11). Pour p € B, si oy est la feuille de G*™ N B passant par p, on
définit
-1
¥(p) = (Vv () (4.7)

Cette expression définit bien un difféomorphisme ¢: B — B.

Démonstration du lemme 4.1.5. Montrons chaque item pour le difféomorphisme ¢ : B — B
défini par la formule (4.7).

1) Par définition de 7 (item 1 ci-dessus), le support de 9 est un compact de la bande B égal a :

t1—s +oo
Supp(¢) = Supp(¢h)~ (( U 0t> U ( U Ut))
—00 to+s

2) Tl est clair que ce difféomorphisme préserve le feuilletage G feuille & feuille.

3) Soit (dy, ds) un couple de deux champs de vecteurs unitaires tangents respectivement & G%
et G, Soit p € B, soit t tel que oy est la feuille de G¥ N B passant par p, soit ¢ = ¥~ (p).
Alors I'image de J par la différentielle de ¢p~1 est

dyp ™1 (0) = 7'(t) O + (H'E ) (p) Os.

Sp»Sq
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Qo
O, ———-
s
gs,in
Guwin
A

FIGURE 4.11 — Zone de début de l'isotopie (en clair) et de fin de 'isotopie (en foncé) sur la
bande B

D’apres le lemme 4.2.5, les dérivées de ces holonomies sont uniformément bornées. Il suffit de
choisir une fonction 7 telle que la dérivée est assez proche de 0, autrement dit un parametre
s assez grand (item 2 de la définition de 7 ci-dessus), de sorte que |7/(¢)| < ea™! ol « est la
constante donnée par le lemme 4.2.5 qui minore la dérivée de H, é;’glq . Ainsi I'image 10, est

dans un champ de (e, G5/ G%™)-cones (définition 4.1.1), ce qui montre I'item 3.

4) D’apres la formule (4.6) de 'isotopie barycentrique dans chaque feuille de G%1, 1a dérivée de
™! dans la direction de G“™ est bornée par la borne supérieure et inférieure des dérivées
de la famille de difféomorphismes {1/3,5}75, autrement dit par la borne supérieure et inférieure
de la dérivée de ¥ dans la direction G*™. On rappelle que ¥ (formule (4.5)) est le conjugué
par Hj;n, du difféomorphisme h: ¢ — o (lemme 4.3.1). Comme la distorsion des holonomies

H5™ est uniformément bornée par une constante 9 > 0, (lemme 4.2.1), on en déduit que la

oo

dérivée de 1[) dans la direction de G est uniformément contrélée par la dérivée de h :
Yo € TGU™, 97K < [[duv]] <9I

Comme h est difféomorphisme a support compact, on en conclut que la différentielle de v
dans la direction G*™™ est uniformément bornée par une constante qui ne dépend que de .
On obtient ainsi I'item 4.

5) Montrons que 'on peut choisir t1,t2, tel que 'on a l'item 5. Soit ¢ > 0 une constante qui
minore la dérivée de ¢ dans la direction G*. Cette constante existe d’apres l'item 4 et est
indépendante de t;. On note B; l'extrémité de B correspondant a t > t;, et By l'extrémité
de B correspondant a t > to.

(a) Si lextrémité B; s’accumule sur une orbite périodique Q; € O, alors on choisit ¢; tel
que oy, soit incluse dans un d-voisinage Vs C V, de Q;, ou I'on rappelle que V, est I'union
des voisinages normalisés des orbites périodiques tangentes de O,.

(b) Silextrémité B; s’accumule sur une feuille compacte Q; de £° alors on choisit ¢; tel que

oy, soit incluse dans le voisinage W/i\‘é,l donné par la proposition 3.1.2."

Un tel choix est toujours possible car oy — Q; quand ¢ — 400, et car les voisinages W;\n de
la proposition 3.1.2 sont des voisinages des feuilles compactes de £°. On a alors

1. on peut avoir Q1 = Q2 dans le cas non orientable
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de I’application de passage

e Sur |J o,onavy = @@ et la dilatation de la composée fout,in © % dans la direction Gwin
[t1,t2]
est satisfaite d’apres le fait 4.3.3, item 4.

e Par construction, on a
B~ U o | UVs | = U o | \NVs C Wy
[t1,t2] R\ [t1,t2]

De plus, d’apres l'item 2, la direction G est préservée par 1. Donc pour tout v € TG%I™
en un point du complémentaire de ( U o;)UV; dans B, on a d’apres la proposition 3.1.2
1,t2

et Iitem 4 du lemme 4.1.5 précédemment montré :
1(Foutin © ¥)s0ll > AT [govll > Allo]

6) Le difféomorphisme v est indépendant de ¢ sur le complémentaire dans B des voisinages
normalisés V, des orbites périodiques tangentes O,. L’item 6 est donc vérifié.

Le lemme 4.1.5 est démontré.
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Chapitre 5

Choix des parametres et construction de
champs de cones

Dans ce chapitre et pour le reste de la preuve, ¢ désigne un recollement normalisé de (P, X)
(définitions 2.1.8). On renvoie au début du chapitre 3 pour un rappel des notations. On note U
un voisinage hyperbolique filtrant de A dans P donné par le lemme 3.2.1, ou A est le maximal
invariant de (P, X), et TP‘A = F* @ RX @& E" la décomposition hyperbolique sur U. La
métrique riemannienne g sur P définie au chapitre précédent est une métrique adaptée a la
décomposition hyperbolique sur Y. Par définition d’un bloc normalisé (2.1.2, item 1), le bloc
(P, X) est muni d’une section affine ¥ !, autrement dit une section locale transverse de A tel
que ’application de premier retour du flot de X est affine dans des coordonnées au voisinage de
SNA.

Rappel du chapitre 4 Au chapitre précédent on a construit une famille de difféomorphismes
m — A support dans P™ e : — a support dans indexée par les
Aot OP = 0P t d P et ?\f’é OP — 0P t d Peut ind 1

parametres A > 1, € > 0, § > 0, qui satisfont les hypothéses de la proposition 4.1.2 et proposi-

etres A > 1 0, 6 > 0, qui satisfont les hypotheses de 1 ition 4.1.2 et i
tion 4.1.3. On rappelle que :

e Le parametre A > 1 minore le facteur de dilatation de la composée fout,in © ™ dans la
direction G*“™ en dehors d’un voisinages des orbites O,.

e Le parametre € > 0 mesure la perturbation du feuilletage G*.

e Le parametre § > 0 est la taille du voisinage des orbites O, sur lequel on ne controle plus
la dilatation de la composée fout,in © i,

Symétriquement :

e Le parametre A > 1 minore le facteur de dilatation de la composée (wom o fout,in)*l dans
la direction G5°U en dehors d’un voisinages des orbites O,.

e Le parametre € > 0 mesure la perturbation du feuilletage G*™.

e Le parametre 6 > 0 est la taille du voisinage des orbites O, sur lequel on ne controle plus
la dilatation de la composée (1)°U o fout,in)_l sur gsout,

1. Une telle section est définie dans un prolongement de (P, X), mais on considere dans ce chapitre sa restriction
a P
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

5.1 Enoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

Recollement Pour tout parametres A, e, d, on définit 'application composée

Ve =P s @Y s : OP — OP (5.1)
ou ¢ est un recollement normalisé de (P, X). Pour tout A ¢,§ :
o " et YU sont égaux a identité sur un voisinage de O, dans 9P, donc Pye,s €st un

recollement normalisé de (P, X)

o " et °" sont isotopes a l'identité via des difféomorphismes égaux a lidentité sur un
voisinage de la lamination de bord £, donc 9y ¢ 5 et ¢ sont isotopes via des difféomorphismes
de recollements fortement quasi-transverses.

Fait 5.1.1. (P, X,y ) est un triplet normalisé fortement isotope a (P, X, ¢).

Démonstration. En effet, 1 = 1)) ¢ 5 est un recollement de (P, X)) isotope a ¢. De plus, il existe
une isotopie h;: OP — AP qui joint hg = Id et hy = ¥°" o (') ~!, qui préserve la lamination L,
et tel que h; envoie la lamination ¥, L sur la lamination ¢, L. Les triplets sont donc fortement
isotopes au sens de la définition 1.4.9. ]

Si ¢ = 1y s, I'espace quotient Py := P/ est une variété de dimension trois fermée munie
d’un champ de vecteurs de classe C! induit par X sur Py, que 'on note Xy, (proposition 2.1.9).
Soit my: P — Py la projection. Pour ne pas alourdir les notations, on notera sz)n = m,(Pin) et
Yy = my(2) et my(Oy) = (Oy)y, ete. Plus généralement l'indice 4 indique que 'on considere un
élément projeté dans la variété quotient P.

Section globale dans P, Remarquons que I’ensemble X U Py PO dans P intersecte toute les
orbites du flot de X en temps uniformément borné. La projection

Tp(S U P™UP™) = 1y (R U P™) = 7y (S U PO
dans P est une surface immergée dans P, transverse aux orbites de Xy, qui intersecte toutes
les orbites de X, en temps uniformément borné, non compacte. On la note
5071/, = 7T¢(Pin U Z) (5.2)
Soit fo 1 So — So, le premier retour du flot de Xy sur Sp . Notons que I'on a Sy =
pr“ U Xy. La section pr“ est une union de surfaces fermées transverses a X, et de surfaces
fermées quasi-transverses & Xy, privés des orbites périodiques tangentes (Oy)q. Il s’ensuit que la

section Sy n’est pas uniformément transverse au champ X,. Remarquons que 'on a I'égalité
Pr = fpmt, mais on fera le choix arbitraire de considérer P&)n dans la suite.

Condition des champs de cones

Définition 5.1.2 (Condition des champs de cones). Soit f: S — S un difféomorphisme. On dit
que f satisfait la condition des champs de cones s’il existe une paire de champ de cones (C*, C¥)
sur S et des constantes cst > 0, A > 1 tel que pour tout p € S :

— f(C"(p)) Cint C*(f(p)), et pour tout v € C*(p), et n >0, || flv] > cst \*||v]| .
= fHC(f(p)) € int C%(p), et pour tout v € C*(f(p)), et n >0, [|f"v[| > cst A" [Jo]].

De fagon analogue, on dit que (C", C®) est une paire de champs cénes f-invariants. On dit que

— le champ de cones C'* est un champ de cones instable pour f,

— le champ de cones C? est un champ de cones stable pour f.
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5.1. Enoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

opP

Ty

FIGURE 5.1 — Section Sy au voisinage d’une orbite périodique de (O )y

But Le but de cette section est de choisir des parametres A, €, d tel que si ) = 9, s, 'application
de premier retour fy, a des propriétés d’hyperbolicité. Plus précisément, on montre qu’un itéré
(qui dépend du point de départ) de fy, vérifie la condition des champs de cones au voisinage
de certains points. Toutefois, la non uniforme transversalité de la section ¥y, avec le champ
de vecteurs Xy, empéche le premier retour (ou un itéré) d’étre uniformément hyperbolique en
tout point. Dans le chapitre 6 suivant, on montrera que pour un tel choix de parametres, on
peut tronquer la section Sy, en enlevant un voisinage bien choisi des orbites 7, (0O,) pour la
rendre compacte et uniformément transverse au champ Xy, et de sorte que le premier retour du
flot de X, sur cette nouvelle section soit uniformément hyperbolique, quitte a regarder un itéré
uniformément borné. Il faut préciser quelques aspects techniques avant d’énoncer le résultat.

Auto-intersections Remarquons que Sy, a des points d’auto-intersection doubles ou triples
(figure 5.1). En effet :

e L’intersection XN P™ est un lieu de point double dans P donc de méme pour I'image dans
By

e Un point de my(X) peut étre dans I'image de deux disques disjoints de ¥ au voisinage de
deux orbites périodiques O; et O; de O.. Les projections par m,, de ces disques s’intersectent
en certains points et ne sont pas nécessairement égales partout.

Alors la surface Sy admet deux ou trois plans tangents en ses points d’auto-intersections.

e Sipe P)' C Syy, onnote T," C TpSp,y le plan tangent induit par T;P™, ot p € P™ est
le relevé de p dans P

e Sige€ Xy C Spy, on note qu C TS0,y le (ou un des deux) plan(s) tangent(s) induit par
153, ou ¢ € X est un relevé de ¢ dans 3.

La différentielle de fy, en p est bien définie pour un choix de plan tangent au départ et a
larrivée. Plus précisément, pour p € Sp, une fois choisi un plan tangent 77 & Sp au point p
et T}*(p)7 la différentielle d fo 4 T,) — T}‘(p) est bien définie.

Remarque 5.1.3. On pourrait vouloir ajuster la section X pour éviter les points triples de Sg .
Toutefois, le choix du recollement 1 = 1 (5 déterminé par les parametres A, €, dépendra de la
donnée de X, et I’'on ne peux donc pas procéder ainsi.
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

Métrique sur Sp,, La proposition principale de cette section comporte des résultats de dila-
tation sur des ensembles non invariants. Il faut choisir au préalable une métrique sur Sp . La
métrique g sur P (voir début du chapitre 3) induit une métrique g™ sur P™ et une métrique g~
sur X. Pour des raisons techniques, on va considérer la métrique §™ := ¥"¢g'™ qui est le poussé
en avant par ™" de la métrique ¢g™. On considere ensuite le passage au quotient de ™™ et g* sur
7T¢(Pin U X), que 'on note g,. Ces métriques ne se recollent pas le long des auto-intersections
et I'image g, ne définit pas une métrique continue. Cependant, on peut toujours relever dans
P par I'homéomorphisme local 7y, et “faire comme si” il n’y avait pas d’intersections et tous les
morceaux issus de ¥ et de P™ sont disjoints dans Py. On ne le note pas mais tous ces objets
dépendent du choix des parametres A, €, d.

Champ de cones Un champ de cones C' sur Sg est la donnée, pour chaque p € Sp, et pour
chaque plan tangent 7™ & Sy, au point p d'un céne C(p, T%) C T*.

¢ Quand on précise qu'un point p € Sy, appartient a Pi™ on sous-entend que 1’on considere
I’espace tangent T;,“ C TpXy induit par T; I;Pin en p, et la métrique induite par §™, autrement
dit on releve par I'homéomorphisme local 7, au voisinage de I'unique relevé p € P,

e Quand on précise quun point p € Sy appartient a X, on sous-entend que 1'on considere
I’espace tangent sz C T,%y induit par T3X en p, et la métrique induite par g*, autrement
dit on releve par ’homéomorphisme local 7, au voisinage d'un relevé (arbitraire) p € X.

Enoncé de la proposition principale de la section La proposition suivante dit que 'on peut
choisir des parametres A, e,6 et des cones sur ¥ et sur P™ tel qu'un itéré (non uniforme) de
I'application de premier retour fo: S — So,p du flot de Xy, vérifie la condition des champs
de cones au voisinage de certains points. Plus précisément, on montre :

Proposition 5.1.4. [l existe des parametres Ag > 1, €g > 0, dg > 0, avec les propriétés suivantes.
On note Y™ = 3%760750, ot = wggfemo, Y = PpyY©it. On pose Vy := ¢™(Vs,). Il existe
une paire (Cﬁ, C’{Z) de champ de cones sur Sy, et des entiers Ng, N1 et Ny qui satisfont les
propriétés suivantes. Soit p € So -

1) Supposons que p € (P™ N V). Alors f(’iw(p) € Xy pour k=—Ny,...,—1,1,..., Np.
Soit n > 1 et on note q := f&w(p).

2) Supposons que p € (P™\Vy)y, ¢ € Sy, n > Ny, et fé“’¢(p) € Xy pourk =1,...,n—1.
Alors :

- (f&w)*cg(p, T;,n) C int C’g(q,TqE), et pour tout v € Cy(p, T;,n), ||(f6"w)*v\| > 2||v]],
- (f3p) 1 Ci(a, T) € int C5(p, Ty"), et pour tout v € C3(q,T,7), [(f5y)x vl = 2[v]l.

3) Supposons que p € (Pin\V0)¢, q € (P"\Vy)y et féiw(p) € Xy pourk =1,...,n— 1.
Alors :

~ (f5)Ci(p, ") C int Cif(q,T3"), et pour tout v € C(p, T,"), |(fg'y)wvll = 2||v]l,
- (f&¢);101j(q,T;n) C int C;Z(p,T;n), et pour tout v € C;Z(q,Tqin), H(fo’fzp)**lvH > 2||v]|.

Supposons que p € (P™~Vy € Xy, n > Nog+ 1, il existe ] < m < n— Ny tel que
4) Supp que p € ( vy 4 € By, ; q
forp(p) € (P NVy)y et foliw(p) eXypourk=1,....m—1m+1,...,n. Alors :
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5.1. Enoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

- (f&w)*C'}p‘(p, T;)n) C int C’g(q,TqE), et pour tout v € Cy(p, T;,n), ”(f&w)*”” > 2||v]],
- (f&p);lCi}(q,TqE) C int C;Z(p,T;,n), et pour tout v € C;Z(q,TqZ), H(fgfw);lvH > 2||v]|.

5) Supposons que p € Xy, q € Xy, et féfw(p) €Yy pourk=1,...,n—1. Alors :
~ (fp)<Clp, T) C int Cl(q, Ty),
- (ff)71C5 (g, TF) C int C5(p, Ty).
De plus si n > Ny, alors :
— pour tout v € C:Z(p, TpE), ”(fgw)*vn > 2|,
— pour tout v € C’;Z(q,TqE), ||(f&w);10|’ > 2||v].
6) Supposons que p € Yy, q € P@ibn et féiw(p) €3y pourk=1,....,n—1. Alors :
— (f3p)«CYlp, Ty) C int CY(q, Ti") et,
~ (f5 )7 (g, T C int O3 (p, TY).

7) Supposons que p € Xy, q € Xy, n > No+1, il existe 1 <m < n— Ny tel que f(’)%(p) € pin,
etfk(p)EEw pourk=1,... m—1m+1,...,n—1. Alors :

= (f8p)Ci(p, Ty) C int C(q, ), et pour tout v € CY(p, T,), [I(f§y)«vll = 2]vll,
- (f84)7 100, T) € it 3 (p, Ty, et pour tout v € C5(q, Ty), [[(fg) vl = 2|lv].

8) Supposons que p € Ty, q € (P™\Vy)y, et il existe m > Ny, et des entiers 1 <k < --- <
km = n tel que et f¥1(p),..., ff(p) € (P™\\Vp)y et *(p) € %y pour k # ki,... km,
1<k<n-—1. Alors :

= (f34)+Cy (P, TPE) C int C’g(q,Tén), et pour tout v € Cy(p, sz), [(feLp)«vll = 2[v]],
- (f§0)7 ' Cila, T C it C5 (p, T,), et pour tout v € Cf(q, Ty™), 1(f,): o[l = 2[[v]].

On renvoie a la figure 5.2 et les sous-figures associées pour un schéma de 'orbite correspon-
dant & chacun des items de la proposition.

Quelques dessins schématiques
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/ (Pin n VU)’L‘)

t u
y \\ C
I e (fo)C

(Pill\vo)¢
(b) item 2
Sy
- 74
(Pin\Vg),/, (Pin\V())q/,
Xy
| /
(c) item 3

FIGURE 5.2 — Représentation de I'action de f&w pour chaque orbite de la proposition 5.1.4
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5.1. Enoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

X! (P™V)y \
/ (P™ N Vo)y

(d) item 4

(e) item 5

pir

(f) item 6

FIGURE 5.2 — Représentation de 'action de f{iw pour chaque orbite de la proposition 5.1.4
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

N
\ ______ ——

/

Sy Py

(g) item 7

(Pin\vo)w

(h) item 8

FIGURE 5.2 — Représentation de I'action de f&w pour chaque orbites de la proposition 5.1.4

Relevé de l’application de retour dans P Pour la preuve, on se ramene a étudier des relevés
dans P des itérés f&w. Si un relevé f&w envoie un champ de coénes C' sur XU P™ sur son intérieur
au voisinage d’un point p, et dilate la norme des vecteurs de C d’un facteur 2 pour la métrique
g, alors on peut projeter dans Py et on a le méme résultat pour 'action f&w sur le champ de

cones Cy pour la métrique gy dans Py, au voisinage de p = my(p). Les relevés f&p sont des
compositions des applications de passage et de retour du flot de X et du recollement .

Notation 5.1.5. On définit
e fx: X — X 'application de premier retour du flot de X sur X
® fyin: pPn 5y I’application de passage du flot de X de P ay
o fouty: X — P°" lapplication de passage du flot de X de ¥ & PO
® fout,in: Pm . pout Tapplication de passage du flot de X de P™ & Pout
Alors on a
Fait 5.1.6.
— Sipe Xy et fou(p) € Xy alors un relevé de foy est fx: X — 3.

- Sipe Xy et fou(p) € prn alors un relevé de fo est ¥ four s : 3 — P,
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5.1. Enoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

- Sipe€ Pli/)n et fo.p(p) € Sy alors un relevé de fop est fsim: P™ — 3.

- Sipe Pff et fou(p) € Pff alors un relevé de fo est ¥ fout,in : P™ — PO

Résumé de la preuve On va chercher des cones sur P™ et sur X tels que les relevés des itérés
f&w vérifient la condition des champs de cones au voisinage de certains points. Les cones de la
proposition seront les projections dans P, des cones sur P et sur ¥. La difficulté de la preuve
est de fixer les parametres et les cones dans le bon ordre en fonction de leur dépendance relative
pour avoir les différentes conditions de compatibilité des cones du lemme. Les étapes se font
dans l'ordre suivant. On note Vs = 4™ (Vs).

e Dans la section 5.2, on montre 'existence des parametres € = €y, A = \g et des cones (Ct, C5))
sur P™ qui permettront d’obtenir I'item 3 de la proposition 5.1.4, et ceci uniformément en 9.

Cet item concerne les points p € (Pm\f}gw dont l'orbite future par X, intersecte de nouveau
(Pi“\)>5)¢ en ¢ = fg,(p) (figure 5.2¢). On considere donc I'application de retour du flot de
Xy sur la section (P™)y, restreinte & un certain domaine au départ et a l'arrivée. Un relevé
dans P de f{, au voisinage de p est ¢ fout,in: P — P, mais pour des raisons pratiques
on étudiera la composée fiy = @YU fout’in”(/Jm: P™ 5 P qui est son conjugué par ™. On
montre que fi, 4 vérifie la condition des champs de cones pour un bon choix de cones (Cis, Cj;)
sur P et de parametres \ et e sur le complémentaire de Vs, et ceci pour tout 6. Le résultat
est résumé a la proposition 5.2.1. Le point clé est que 'on peut choisir A assez grand de sorte
a avoir une dilatation et contraction arbitrairement forte de deux directions transverses par
fin,p, uniformément en les parametre € et d.

Les cones (C},, C§;

m? m
de la preuve.

) sur P et les parametres € = €y, A = Ao sont désormais fixés pour le reste

e Dans la section 5.3, on montre l'existence des champs de cones (Cg, C5,) sur ¥ qui permettront
d’obtenir 'item 6, et qui déterminent un entier Ny, qui satisfait I'item 5 de la proposition 5.1.4,
uniformément en §.

— litem 6 concerne les points p € ¥, dont l'orbite future par X, intersecte une premiere
fois pr“ en ¢ = fé‘,w(p) (figure 5.2f). Un relevé dans P de fo.y au voisinage de p est
Y fout,s ]”E ¥ — P™. On étudiera opip°ut fout, ]”E qui est son conjugué par ™ (on rappelle
que Y™ est 'identité en dehors de P™). On montre l'existence de deux champs de cones
(C%,C3) sur ¥ tel qu'un critere de compatibilité entre les cones sur X et les cones sur P™»
est vérifié pour la composée 1 foue > f&, et ceci uniformément en §. C’est le lemme 5.3.3.
Le point clé est que la projection 7: TS — T P°" parallelement & R.X entre ¥ et P (ou
P™) a un effet uniformément borné sur I'ouverture des cones (lemme 5.3.5).

— l'item 5 concerne les points p € ¥, dont I'orbite future par X, intersecte Ny, fois consécu-
tives ¥y (figure 5.2¢). Un relevé dans P de f&¢ au voisinage de p est fst: ¥ — Y. Une fois
les cones fixés sur ¥ contenant les bonnes directions tangentes, ’hyperbolicité de fs; assure
qu’'un itéré supérieur a un entier uniforme Ny, vérifie la condition des champs de cones.

Les cones (Cg, C5,) sur X et entier Ny, sont désormais fixés pour le reste de la preuve.

e Dans la section 5.4, on montre ’existence d’'un entier Ny qui permettra d’obtenir les items 7
et 4 de la proposition 5.1.4 et ceci uniformément en 4.

— litem 7 concerne les points p € ¥, dont 'orbite future par X, intersecte une unique fois
prn puis Ny fois consécutives ¥, (figure 5.2g). Un relevé dans P de fo.p au voisinage de p
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est f% foin® fours fo: ¥ — ¥. On montre que la paire (C¥%,Cs) sur X fixée a la section
précédente forment une paire de champ de cones invariants par cette application, pour un
entier j supérieur a un certain entier uniforme Ny, uniformément en é. Cette propriété est
résumée au lemme 5.4.3. Le point clé est que la contraction de la composée fx in ¥ four,s est
minorée uniformément en 0 (lemme 5.4.2).

— l'item 4 se montre uniformément en §. Il concerne les points p € (Pin\%)w dont I'orbite fu-
ture par X, intersecte une unique fois (P™NVs),, puis Ny fois consécutives 3y, (figure 5.2d).
Un relevé dans P de fonﬂp au voisinage de p est fé f2,in ¥ four,s fé fsin: P\V; — 3. On
étudiera la composée f% f2,in ¥ fout,x fE fom ™ qui est son conjugué par ¢™. On montre
qu’elle vérifie la condition des champs de cones pour la paire (C{ U Cg,C; U C3) pour
un entier j supérieur a un certain entier uniforme Ny, et ceci uniformément en §. C’est le
corollaire 5.4.8. Le résultat clé est que la contraction du passage d’une orbite du flot de X
de P\ Vs & ¥ N Vs est minorée uniformément en § (lemme 5.4.4).

L’entier Ny est désormais fixé pour le reste de la preuve.

e Dans la section 5.5, on montre I'existence d’un parametre dg qui permettra d’obtenir l'item 1
de la proposition 5.1.4.

L’entier Ny est fixé a la section précédente. On cherche un parametre 6 = dg tel qu'un point p €
Vo)y = (9™ (Vs,))y & une orbite qui intersecte Ny fois consécutives la section X, dans le passé
et dans le futur (figure 5.2a). On étudiera les composées fE fs i, 9™ et fz_k f;lltz (pypout) 1
restreintes & P™ N Vs. On cherche un parameétre g tel que ces applications soient bien définies
pour k > Ny. Un résultat clé est qu’un point p arbitrairement proche de A dans P a une orbite
qui intersecte un nombre arbitrairement grand de fois la section ¥ dans le passé et dans le
futur, si elle est bien définie. On utilisera un lemme clé qui dit que 'action de 9™ et 1°" sur

la distance a ’ensemble O, est bornée uniformément en § (lemme 5.3.6).
Le parametre 6 = dg est désormais fixé pour le reste de la preuve.

e Dans la section 5.6, on montre 'existence d’un entier N7 qui permettra d’avoir les items 2

et 8 de la proposition 5.1.4. A cette étape, les parametres (A, €,0) = (Ao, €9, d0) sont désormais
fixés ainsi que les cones (CY%, C%) et (CY,Cs) sur ¥ et sur P™. On note Vy = ™ (Vp).

m? m

— litem 2 concerne les points p € (P™\)}), dont lorbite future par X, intersecte N fois
consécutives la section X (figure 5.2b). Un relevé dans P de fo, au voisinage de p est
fé fsn: P\ Vs — . On étudiera la composée f% fsin ™ qui est son conjugué par ™.
On montre qu’elle vérifie la condition des champs de cones pour la paire (C{,UCE, C5 UCY)
pour un entier j supérieur a un certain entier uniforme N;. Les points clés sont 'uniforme
transversalité de la surface de départ P~V avec le champ X, ’hyperbolicité de fx, et le

fait que les cones (Cf, C5)) et (C, C5,) contiennent des directions “compatibles”.

— litem 8 concerne les points p € ¥, dont l'orbite future par X, intersecte (Pi“\Vo)d,
un nombre N; de fois (figure 5.2h). Un relevé dans P de foiy au voisinage de p est
(fout,int)? fout, f&: ¥ — P™ On étudiera le conjugué par ¥™. On montre qu'elle vérifie
la condition des des champs de cones invariants pour la paire (Cf}, U C%, Ci, U CY,), pour un
entier j supérieur a un certain entier uniforme Nj. Les points clés sont I’hyperbolicité de
fin,p, et Veffet borné de la composée @p°"* fou4 f% sur I'ouverture des cones et sur la norme
des vecteurs.

L’entier N7 est désormais fixé.
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5.2. Parametres \g, € et cones sur P»

e Dans la section 5.7, on montre chaque item de la proposition 5.1.4 a ’aide des résultats des
sections précédentes. Chaque résultat précédent est vrai pour le choix de parametre A = Ag,
€ = ¢ et 6 = 8. 11 faut rétablir le défaut de conjugaison par ¥™ puis projeter dans Py,
Autrement dit, on pousse par 1™ les cones et la métrique sur P™ et on projette sur Py ces
cones et cette métrique, ainsi que les cones et la métrique sur X. Tous les résultats découlent
ensuite.

5.2 Parameétres )\, ¢, et cones sur P

Dans cette sous-section on montre I'existence des parametres A = A\g, € = ¢y et des cones
sur P™ qui permettront d’obtenir Iitem 3 de la proposition 5.1.4, et ceci uniformément en 6.
Cet item concerne les points p € (Pin\f}(s)¢ dont I'orbite future par X, intersecte de nouveau
(Pin\f)g)w. On définit la composée suivante :

fin,?/) — @¢Outfout,inwin5 Pin - Pin (53)
Montrons la proposition suivante (voir figure 5.3).

Proposition 5.2.1. [l existe des paramétres A\g > 1, ¢¢ > 0, une paire de champs de cones
(fermés) continus (CY,CE) sur P, il eviste K > 0, k > 0, k' > 0 tels que pour tout § > 0,
si Pn = 3\‘;760’5 et o = 1/)?\3?60’5 sont les diffécomorphismes donnés par la proposition 4.1.2

et 4.1.3, alors
1) (directions) le champ C{. :

— est inclus dans un champ de (K, G“™/ (™) 1G%™)-cones,
~ contient un champ de (k, G¥™/ (Y™)71G%™)-cones,
— contient un champ de (k', (oy°"), G40 [ 0, G5 _cones.

et le champ C§, :

~ est inclus dans un champ de (K, (¢™);1G%™/ G%™)-cones.
~ contient un champ de (k, (Y™);71G%1/ GWn)-cones.

— contient un champ (K'; 0G5/ (oyp°1), G40 _cones.
~ : : in —1 in
2) (cones invariants) Pour tout p € (P™\Vs) N fi, (P™\Vs),

~ (fin). Cla(p) C it O (fins (0)). et pour tout v € C(p), [[(finw)sll > 2[o]
(Fak) . i Finop)) C it C(p). et pour tout v € iy (fin (). |(fin)7 0] > 20|

On ne montrera que l'existence du champ de cones instable. La preuve pour trouver un
champ de cones stable est symétrique quitte a inverser le flot. On ne demande pas que ces cones
soit disjoints, ou complémentaires, les deux preuves sont donc indépendantes. Pour montrer
I'existence d’un champ de cones instable pour fi, il suffit de trouver deux directions transverses
(non nécessairement invariantes), 'une uniformément dilatée et ’autre uniformément contractée
par finy. Un champ de cones C' qui contient la direction dilatée et son image par fi, 4 dans son
intérieur, et dont I’adhérence ne contient pas la direction contractée est un bon candidat. Un
facteur de dilatation et de contraction assez fort assure qu'un tel champ de cones sera un champ
de cones instable, autrement dit strictement invariants et dilaté par fi, .

Le lemme suivant nous donne les deux directions transverses qui sont respectivement dilatées
et contractées d’un facteur proportionnel & A (respectivement A~'), sur le complémentaire d’un
d-voisinage de O, et de son image réciproque, et ceci uniformément en A, €, 6.
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l/)i"

/ P™"\Vs

Pn\Vs

hSY

/,out

c

in

(finul,b)*ciz

pout

FIGURE 5.3 — Décomposition de I'application fi,, et action sur le champs de cones Cf sur
(P™\V5) au départ et & 'arrivée

Lemme 5.2.2. [l existe une constante cst > 0 tel que pour tout \,¢€,9,
1) pour tout p € P™\Vs, pour tout v € T,G"™, ||(fine)«v| > cst Aljv]|
2) pour tout p € fi;lw(Pin\V(s), pour tout v € Tp(p™) 1G5, ||(finp)sv]| < (cst A)7Hv]|
On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 5.2.3. [l existe une constante cst > 0, tel que pour tout \,€,0, pour tout
pE(Pin\V(s)ﬂfi;}d](Pin\V(s), si C C TyP™ est un (K, G%n/(yM);1G%™)-cones, et
q = finn(p), alors :

1) (fin)«(C) Cint C’ ou C est un (ﬁ, gowf“tg“’o‘lt/go*gs’O“t) -come dans TqPi“,

2) |(finw)«v| = cst AKY|v|| pour tout v € C.

Démonstration du corollaire 5.2.3. 11 suffit de vérifier que les directions images sont bien celles
annoncées. Rappelons que 1™ préserve G“" (proposition 4.1.2, item 2), Jout,in: pin _ pout
envoie la paire (g“vin, g&in) sur la paire (G4°Ut G50UY) et 1)°U préserve G5°U. On a donc :

(finﬂl})*gu’in = (proutfout,inwin)*gwm
= (@¢outf0ut,in)*gu’in
— (¢¢out)*gu,0ut
Et
(fimw)*(win);lgs,in — (¢¢Outfout,in¢in)* (Qpin);lgs,in
= (Spwoutfout,in)*gs’in
— S0*gs,out

Le reste découle directement du lemme 5.2.2, en se placant sur l'intersection de P™\ Vs et son
image réciproque par fip - O
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Pour montrer le lemme 5.2.2, on a besoin du lemme suivant, qui dit que la dérivée de ",

dans la direction tangente & G“°" est uniformément (en \, €, d) bornée, et symétriquement, la
dérivée de ¢y, 5 dans la direction tangente a G*™ est uniformément (en A, e, §) bornée.

Lemme 5.2.4. Il existe une constante cst > 0, tel que pour tout X e,5, si % = 1#?\}1;5 et

Pt = @\rfe,(s; alors
— pour tout p € P et v € T,G“° on a cst™! ||v < ||| < st ||v]| ;
— pour tout p € P et v € T,G5", on a cst™ |Jv]| < ||| < cst ||v].

Démonstration. Montrons le lemme pour 9°%. Soit v“ un vecteur tangent & G“°U et
w = PO (V%) = w® + w" € TGS @ TGO, D’apres la proposition 4.1.3, item 3, on sait que
w est dans un (e, G¥°U/ G5 _cone, ce qui se traduit par ||w¥| < e]|w¥||. D’apres l'item 2,
proposition 4.1.3, on sait que 1°" préserve le feuilletage G*°U feuille & feuille, il s’ensuit que
wh = (Hg;?ggt)*(v“) ou Hg{;?;;t est holonomie de G*°" entre la feuille ¢, € G*°" passant par p
et la feuille ¢, € G*°" passant par ¢ = ¥°"*(p). Comme le support de ¥°"* est inclus dans des
bandes B; C P°U*\ L% (item 1, proposition 4.1.3), on a p,q € B; et les applications Hféf’g‘;t sont

des holonomies dans les bandes B;, on peut appliquer le lemme 4.2.4 qui dit que le rapport Il

o1l
est uniformément borné. Il s’ensuit que le rapport ‘I‘lﬁ‘h est borné uniformément en les parametres

A, €,0 pour € assez petit. O

Démonstration du lemme 5.2.2. On rappelle que fi, . = OO fout,in ™.

e D’apres la proposition 4.1.2, item 5 et 2, la composée foumn@bin dilate d’'un facteur X les
vecteurs tangentes a G“'™ sur P\ Vs et envoie la direction tangente a G gur la direction
tangente & G®°ut,

e D’apres le lemme 5.2.4 précédent, la dérivée de 1/°" dans la direction G%“°% est bornée par
une constante uniforme en A, €, 9,

e ( est un difféfomorphisme a support compact, sa différentielle est donc uniformément bornée

On en déduit qu’il existe une constante cst > 0 uniforme en A €, qui satisfait item 1 du
lemme 5.2.2. Montrons l'item 2. Soit p € fi;’ldj(Pi“\V(;) et v € T,(¢™) 1G>, Alors w = (finy)sv
est un vecteur tangent & Typ,G*°" au point ¢ = finy(p) € P\ V5. Cet item est équivalent
a montrer que ( fi;}w)* dilate le vecteur w d’un facteur uniformément proportionnel & A. On
a 1;’1770 = (™) LU (U foe in) Lo L Etudions leffet de chaque application sur le vecteur
w € qu*gs,out.

e ¢! est un difféomorphisme & support compact, sa différentielle est donc uniformément

bornée et envoie la direction tangente & ¢, G5°% sur la direction tangente & G5°%. Comme
¢ est un recollement normalisé, il envoie P\ Vs sur P°U*\ Vs (définition 2.1.8, item 1).

e D’apres la proposition 4.1.3, item 5 et 2, la composée (% foutin) ! dilate d'un facteur A
les vecteurs tangentes & G*°U" sur P°"'\ Vs et envoie la direction tangente & G5°" sur la
direction tangente & G5,

e D’apres le lemme 5.2.4 précédent, la dérivée de (¢™)~! dans la direction G5 est bornée
par une constante uniforme en A, ¢, d,

On en déduit que ( figlw)* dilate le vecteur w d’un facteur uniformément proportionnel a A\, donc

il existe une constante cst > 0 uniforme en A, €, d qui satisfait I'item 2 du lemme 5.2.2. O

99



Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

Montrons le lemme suivant, qui permet de séparer les bonnes directions par un champ de
cones (figure 5.4).

Lemme 5.2.5. I existe un champ de cones fermés C sur P et un paramétre eq tel que pour
tout A>1,6 >0, si ™ = wi\r:q)ﬁ et YOt = wﬁ‘ﬁoﬁ, alors

— int C¥ contient les directions tangentes d pinTtguin of pyoutgu.out
— C¥ me contient pas la direction tangente a (™), 1G>,

— C¥ est le champ de (G“™/ G*™)-cénes bissecteur sur P™ N V.

™ [ -

gu.in
(’P’l/‘m“) guwout  _____
7 *
g.min
(,l/)iu)—l gs.in
*
0. ----
Cu.in

Min

FIGURE 5.4 — Champs de cénes C™'™ sur P™™ au voisinage de O,

Commencons par montrer le lemme suivant.
Lemme 5.2.6. Il existe un champ de coénes fermés C sur P™ tel que :
— int(C{) contient les directions tangentes a Gwin et P GUout,
~ C¥ ne contient pas la direction tangente ¢ G*™,
— CY est le champ de (G*™/ G*™)-cénes bissecteur sur P™ N V.

Démonstration du lemme 5.2.6. Rappelons que le recollement ¢ est normalisé pour le bloc nor-
malisé (P, X) muni de la paire de feuilletages (G, G"). Par définition, le feuilletage cp*gb est
quasi-transverse au feuilletage G® sur 9P, ou G = g5 U O, U gwout (item 2, définition 2.1.8).
On en déduit que go*(g“’out) est transverse & G5 sur P®. De plus @ est la réflexion dans les sys-
témes de coordonnées normalisés (V;, &;), ce qui implique que 1'on a les égalités ¢,G»out = gwin
et @, G5t = G5 sur P N V,. D’aprés cette remarque et par transversalité de G et G5I»
sur P™, il existe un champ de cones ouvert (fin) autour de la direction tangente & G5, qui ne
contient ni la direction tangente a g™ ni la direction tangente & ©,G“°". De plus, on peut
choisir ce champ de céones bissecteur de (G / G%™™) sur P N V,. Le champ de cones CY est le
champ de cones complémentaire. ]
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Corollaire 5.2.7. Il existe K > 0, k> 0, k> 0, tel que le champ C¥ :
— est inclus dans un champ de (K, G®i"/ G5I")-cones,
- contient un champ de (l%, Gwin/ Gsin)_cones.
— contient un champ (l%’, 0L GUOU [ 0, G5O _chnes.

Démonstration. P™ n’est pas compact, mais sur V, N P, le champ C{ coincide avec le champ
de (1, Gwin/Gom) = (1, .G%°"/,G5°")-cones. Le complémentaire de ces voisinages est
compact dans P™, ce qui permet de conclure. O

On peut maintenant montrer le lemme 5.2.5.

Démonstration du lemme 5.2.5. D’apres les propositions 4.1.2 et 4.1.3, on a

o (YM)JIGWIn = Gwin et la direction tangente a (¢™);'G®™ est dans un champ de

(€, G/ Gwin)-cone.

o (py°ut), Gsout =  GSOU et la direction tangente & (pyp°Ut),GuO" est & lintérieur d’un
champ de (cp*g“’o‘lt,go*gs’out)—cénes d’ouverture uniformément proportionnelle a € (la
constante uniforme provient de 'action de ¢ qui est un difféomorphisme & support com-
pact).

Soit C le champ de cones donné par le lemme 5.2.6. D’apres le corollaire 5.2.7, il suffit de
choisir €y petit devant k et k' O

Soit € = €y qui satisfait le lemme 5.2.5. Alors

Corollaire 5.2.8. Il existe K > 0, k > 0, k' > 0, tel que pour tout A\ > 1,6 > 0, si ™" = d}i\n,eoﬁ
et pOut = zp‘))\tletoﬁ, alors le champ CY. :

~ est inclus dans un champ de (K, G“™/ (™), 1G*™)-cones,
~ contient un champ de (k, G“™/ (™) 1G")-cones,
— contient un champ (k', (o1°U),G4OU [/, G5O _cones.

Démonstration. C’est une conséquence directe des deux premiers items du lemme 5.2.5, qui dit
que les directions tangentes G" = (™) 1GWIM et (pyp°U),G%°" sont incluses dans l'intérieur
de CY et la direction (1)™);1G*™ est partout disjointe de CY. O

Le champ de cones C{ contient les bonnes directions pour € = €y, et pour tout choix de
A et 6. Il reste a montrer que 1'on peut choisir A assez grand de sorte que le champ C} soit
fin,y-invariant et ses vecteurs soit dilatés par fi, 4 sur les bonnes zones, et ceci uniformément en
0. On renvoie a la figure 5.5 pour une image de l'action de fi,  sur le champ de cones Cfy.

Démonstration de la proposition 5.2.1. On fixe Cj, donné par le lemme 5.2.5. L’item 1 de la
proposition 5.2.1 est satisfait d’apres le corollaire 5.2.8 et soit K > 0 et k' > 0 les constantes du
corollaire. Soit cst > 0 une constante qui satisfait le corollaire 5.2.3. Alors pour A grand devant
cst™ Kk™1, le champ C{ est strictement invariant par fin,y et ses vecteurs sont uniformément
dilatés sur (P™\Vs)N fi;}zﬁ(Pi“\Vg), et ceci uniformément en §. La preuve pour 'existence d’'un
champ de cones stable C};, est symétrique. O

On fixe les parameétres )\, ¢y et une paire de champ de coénes (C{,C;)) satisfaisant la

m’ 1
proposition 5.2.1.
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(fin;z/))*vu

/ / (fin,w)*vs

L
gujn ( " ‘Uut) gmout
Y *

FIGURE 5.5 — Directions dans le champs de cones C{, et image par fiy o

5.3 Cones sur X et entier Ny

Dans cette section on montre I’existence des champs de cones sur X qui permettront d’obtenir
I'item 6, et qui déterminent un entier Ny qui satisfait I’item 5 de la proposition 5.1.4. On rappelle
que l'item 6 concerne les points p € X, dont I'orbite future par X, intersecte une premiere fois

W en q = f&w(p), et I'item 5 concerne les points p € ¥, dont 'orbite future par X, intersecte
n fois consécutives X,. On rappelle que les parametres A = A\g et € = ¢y ont été fixés a la section
précédente 5.2, ainsi que les champs de cones (C¥, C)) sur P™. Les résultats seront uniformes
en 0. On étudie les applications :

forX =% et @ fousnfh: X - PT

On rappelle que ¥ est une section affine de (P, X) (définition 2.1.2, item 1). Quitte & restreindre
%, il existe un systeme de coordonnées sur ¥ dans lesquelles 'application fs: ¥ — X est affine
diagonale hyperbolique, partout ou elle est bien définie. On note T = E** @ E% la décom-
position hyperbolique de f sur X, et (¢%,(*) la paire de feuilletages stables et instables de fx
sur Y. La métrique gy, induite par la métrique ambiante g sur X est adaptée a la décomposition
hyperbolique de fs.

Notation 5.3.1. On note p > 1 un facteur uniforme de dilatation de fx, autrement dit tel que
—~ pour tout v € E*, n >0, |[(fo).v| > p"|v]|
— pour tout v € E**, n >0, ||(fg): ] > u"|v|

Il s’ensuit que n’importe quel champ de cones fermés C* d’ouverture constante dont 'inté-
rieur int C* contient la direction E“" et disjoint de la direction E®® est strictement invariant
sous l'action de fy (au premier itéré) et ses vecteurs sont uniformément dilatés par un itéré
(uniformément) assez grand f3, qui dépend de I'ouverture du cone. Autrement dit, on a :

Fait 5.3.2. Pour tout K, si C" est un champ de (K, ¢*/(®)-cones sur X, alors

1) (f)«C" est inclus dans un champ de (Ku=2, ¢*/(%)-cones,
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Pin

wout

Pout

cy, O3

m

FIGURE 5.6 — Image (en foncé) d’un cone de C% par I'application ¢ ¢°" fou s f2

2) il existe une constante cst = cst(K) > 0 tel que Vv € C*, ¥n > 0, ||(f32)«v] > cst u"||v]].
Si C* est un champ de (K, (°/(%)-cones sur ¥, alors

1) (f2)71C? est inclus dans un champ de (Ku=2, %/ (%)-cones,

2) il existe une constante cst = cst(K) > 0 tel que Vv € C%, ¥n > N, ||(f2); tv]| > cst u™|v]|.

On va choisir 'ouverture K d’un champ C§ de (¢*/ ¢*)-cones telle que 'on a une compatibilité
des cones sur ¥ et des cones sur P™ pour la composée ¢ 1/°" fout,x f&, pour un n > 0 quelconque,
lorsqu’elle est bien définie (figure 5.6). Il suffira ensuite de choisir un itéré de fy, assez grand pour

que les vecteurs de C¥ soient uniformément dilatés. On note ¥* = 1/}1\% 0.5 € Pt = wﬁ’\‘gio’ 5

Lemme 5.3.3. Il existe K" > 0 et K° > 0 tel que si C¢ est un champ de (K", ¢*/(®)-cones et
Cs, un champ de (K*, ¢°/(")-cones sur ¥, alors ils vérifient la propriété suivante.

Pour tout § > 0, si Y% = 9% et pour tout p € X tel que le point ¢ = p Y foue s f& (p) € P
est bien défini pour un certain entier n > 0, alors :

= (P foutx f&).C%(p) C int Cl(q), et
- (90 ¢°“t fout,E fg );1013n(Q) C int C%(p)

Remarque 5.3.4. On ne requiert pas que les champs C§ et C§ soit complémentaires I'un de
I'autre. Pour que le lemme soit vrai, I'ouverture K* de C%, sera grande devant 1, et les deux
champ de cones peuvent avoir une intersection importante. Le point important de ce lemme est
que Pouverture K* et K" est indépendante de 4.

On rappelle que lapplication fout s : & — P°" est le passage du flot de X de la section ¥ &
P°u Afin de montrer ce lemme il faut montrer que ’on garde un contrdle sur 'ouverture des
cones lorsque l'on applique foutn: ¥ — P°". Cest le lemme suivant, qui est symétrique pour

fout,E et fE,in-
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Lemme 5.3.5. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout K > 0,

— 51 C" est un champ de (K, (*/(®)-cone sur 3, alors (four,n)«C* est inclus dans un champ
de (cst K, GWOut/ GS:out)_cones sur POUt,

~ si C% est un champ de (K, G*°"/G“°")-cénes sur P°", alors (fourx)s 'C* est inclus
dans un champ de (cst K, °/(")-cones sur X.

De méme,

~ 5 C* est un champ de (K, G/ G%")-cones sur P™, alors (fsn)«C" est inclus dans un
champ de (cst K, ¢*/(®)-cones sur X.

— 5 C* est un champ de (K, (%/(%)-cone sur ¥, alors (fsin)y 1C® est inclus dans un champ
de (cst K, G/ GW™)-cones sur P°Ut.

On se contentera de montrer le résultat pour foux. Ce résultat n’est pas trivial car pout
n’est pas uniformément transverse au champ de vecteurs, donc la projection TP — TPcut
parallelement & R.X a un effet non borné sur la norme des vecteurs. Le point clé est que
la surface P°" est invariante par une symétrie qui échange les directions stable forte E*% et
instable forte E“* dans un voisinage de O,. Il en résulte que 'effet de la projection sur la norme
des vecteurs de E** et de E** est le méme, ce qui assure que 'ouverture d'un (E"*/ E*%)-cone
est préservée.

Démonstration du lemme 5.3.5. Montrons le premier item. Le preuve des autres sont analogues.
Ce lemme concerne les orbites qui intersectent >, qui sont donc contenues dans le voisinage
invariant ¢/ sur lequel on a une décomposition hyperbolique E** @ R.X & E** pour le flot de X
(corollaire 3.2.3). Remarquons que le lemme est vrai pour toutes les orbites qui intersectent P°"
en dehors des voisinages normalisés V. En effet les sections ¥ et P°%'\ V), sont uniformément
transverses au champ de vecteurs X, le flot de X est hyperbolique sur U , et les cones en question
sont uniformément loin de la direction centre stable. Il reste a le vérifier pour les orbites qui
intersectent P°" dans systeme de coordonnées normalisé (V;, &;).

e Soit C" un (K, (%/(®)-cone sur X, et v un vecteur tangent & ¥ en un point p. Alors
v=0v"40v%4+0 € BB E*®R.X avec ||v**]] < K|[v"*||. Le transport par le flot (linéaire)
X! pendant un temps ¢ > 0 contribue & dilater exponentiellement la composante v%* et
contracter exponentiellement la composante v*%, et n’a pas d’effet sur la composante vX =
0. Donc I'action de X! contribue & fermer un champ de (E*“/ E*¢)-cones exponentiellement
vite, autrement dit a contracter I'ouverture des cones exponentiellement vite.

e Il suffit donc de regarder l'effet de la projection sur TP°"* parallelement & X d'un
champ de (K, E"*/ E*%)-cones transverses au champ X (inclus dans le plan E** @ E*%)
dans un systéme de coordonnées normalisé (V;,& = (z,y,60)). On note cette projection
w1 EWOESS — TP, Dire que 7 envoie un (K, E*/ E%%)-cone sur un (K, Gwout/ gsout).
cone est équivalent a dire que 7 envoie la décomposition E** ¢ E*S sur TGWOU @ T'GSout
et que |[|7|zulll = [l[7) gell[- La premiére assertion est vraie car par définition on a
TGwowt = (B aR.X)NTP™, et TGS = (B @R.X)NTP°". La deuxiéme se montre
avec I’argument suivant. Par définition d’un bloc normalisé (définition 2.1.2, item 4), les en-
sembles X, P°U" et R.X sont invariants dans V; par la symétrie s: (z,y,0) — (y,x,0), donc
on a la relation de commutation 7 o s, = s, o 7. On a Vect(d,) = E*® et Vect(9,) = E"*,
et 5.0, = 0y, donc s, permute les directions E““ et E°. Pour finir, s est une isométrie
pour la métrique g qui coincide avec dz? + dy? + d6? sur V;. On conclut en écrivant que
T puw = T O Sk | fpas = S% O 0| oo O
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Pour mesurer 'action de 1§", on a besoin des lemmes suivants. Le premier lemme dit que

Iaction de 9" sur la distance & Dorbite est bornée uniformément en 4.
Lemme 5.3.6. I existe une constante cst > 1 tel que pour tout § > 0,
- Vpe Pt cst™! dist(p, O.) < dist(19"(p), O) < cst dist(p, Ox) ;

~Vpe P, cst™! dist(p, Ox) < dist(¥i(p), O,) < est dist(p, Ox)

Démonstration. On montre le lemme pour ¢°". Le difféomorphisme ¢§"* est indépendant du

parametre § sur le complémentaire de 'union V, (proposition 4.1.3, item 6). Le complémentaire
de V, dans P°" est compact, donc la propriété est vraie pour tout point p € P°%~\ V,. Il suffit
de vérifier cette propriété dans un systeme de coordonnées normalisé (V;,& = (x,y,6)). Soit
(7,0) les coordonnées induites par & sur P°". Un point p = (,60) est dans 'adhérence d’une
bande B composante connexe de P°"~\ L“. D’apres les items 1 et 2 de la proposition 4.1.3, le
difféomorphisme ¥°"* déplace le point p le long de l'arc de feuille de G5°%* & D'intérieur de B
et ceci pour tout parametre A, e, d. Soit o® la feuille de G*" N B passant par p = (x, ). Alors
o® intersecte une des feuille bord de la bande B en un point (x1,61) avec 1 > z/ V2 et lautre
feuille bord de B en un point (z2,0s) avec x2 < v/2z (remarque 2.1.5). On en conclut que la
variation de la coordonnée x d’un point p € B sous l’action de °"* est uniformément bornée. Il
en est de méme pour la distance a 'orbite O;. O

Le second lemme dit que les différentielles des applications ¢§"* et wgn sont bornées unifor-

mément en 9J.

Lemme 5.3.7. Il existe cst > 0, tel que pour tout § > 0 et pour tout v € TP°%,
est ™ o]l < [[(8")wv]| < est o],

de méme pour tout v € TP™,
est ™ [ull < [[(w5") w0l < est o]

Démonstration. On montre le lemme pour ¥°%. Soit (9,,0s) une base de vecteurs unitaires
tangents & G¥°Ut et G5°U respectivement sur P°". Le fait suivant est une conséquence directe
de l'item 4 de la proposition 4.1.3 et du lemme 5.2.4.

Fait 5.3.8. La norme de la matrice de (¢§"), dans la base (0y,0s) est uniformément (en 6)
bornée.

Ce fait ne suffit pas pour borner 'action de la différentielle car I'angle entre les vecteurs
(Ou, 0s) tend vers 0 & mesure que 1'on s’approche d’une orbite périodique tangente. Si B est
un champ de bases sur P°", et f: P°" — P°" est un difféomorphisme, on note Mp(d,f) la
matrice de la différentielle de la base de départ B(p) sur T,P°" & la base arrivée B(f(p)) sur
Ty p) P°" On note M g’lp la matrice de changement de base de la base B a la base B’ sur T, P°"".

On pose B := (0y,05) et B’ une champ de bases orthonormées sur T P°". On veut borner
uniformément en § I'opérateur

P 5 p s Mpr (dys™) € GLo(R)
On a la relation de changement de base suivante dans GLy(R), olt on note g = " (p) :

Mp (™) = ME, x Mg (dyu§™) x MB,
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Comme lopérateur p — Mp(d,y9™) est borné sur P°"* uniformément en ¢ (fait 5.3.8) , il

suffit de montrer que p — M g:q X M B,7p est borné sur P°". On peut supposer sans perte de
généralité que le vecteur d, est le premier vecteur de la base orthonormée B’. Donc le produit
M gqu x M ng est une matrice de GLy(R) de déterminant %, ou sin fp désigne le sinus de
I’angle des vecteurs de la base B. On veut borner uniformément ce rapport. On compare donc

Iangle £(G"°", G5°") au point p € P°" et au point g = ¥§"*(p).

L(guent, gsout), L(Guent, gout), dist(q, Os) dist(p, Ox)
i(gu,out’ gs,out)q o dist(p, O*) i(guv‘mt7 gstUt)q diSt(i/ng (p), O*)

D’apres le lemme 3.2.6 et le lemme 5.3.6, chacun de ces rapports est uniformément borné en §.
Comme expliqué ci-dessus, le lemme 5.3.7 en découle. 0

On en déduit le lemme suivant :
Lemme 5.3.9. Il eziste une constante K, tel que pour tout 9,
— (Y™ C est inclus dans un champ de (K, G“™/ G5 ™)-cones.
— (py)1C8, est inclus dans un champ de (K, G/ Guom)_cones.

Démonstration. Montrons le premier item. La différentielle de 1 est bornée uniformément en
§ (lemme 5.3.7) et C% est inclus dans un champ de (K, G%1/ (™) 1(G*"))-cones (proposi-
tion 5.2.1, item 1). Comme w(lsn préserve le feuilletage G (proposition 4.1.2, item 2), on en
conclut que ¥ envoie C{ & lintérieur d'un champ de (G“™/G*")-cones d’ouverture majorée
uniformément en 4.

Le deuxieme item est similaire. Le champ Cf est inclus dans un champ de
(K, 0G5/ (p1h°1),GuOU)_comes (proposition 5.2.1, item 1). Le difféomorphisme ¢! est un
difféomorphisme sur un compact donc il envoie un champ de (K, ¢,G%°"/ (o), G%°U)-cones
de P™ & lintérieur d’'un champ de (K’, G%°ut/outGuout)_cones o K’ est une constante uni-
forme. D’apres le lemme 5.3.7, la différentielle de (1)9"%) ™1 est bornée sur P°"* uniformément en
§. Comme (¥3"*)~1 préserve le feuilletage G*°U* (proposition 4.1.3, item 2), on en déduit qu’elle
envoie un champ de (K', Gwout/qoutGu:out)_cones i I'intérieur d’un champ de (G°ut/ Gwout).

cones d’ouverture majorée uniformément en 9. O
On est maintenant en mesure de montrer le lemme 5.3.3.

Démonstration du lemme 5.5.3. Montrons 'existence du champ de cones Cf. Les effets de la
différentielle de ¢ ¢°" fou 5 f& sur Pouverture d'un (¢*/ %)-cone de X sont les suivants.

e f3* envoie un champ de (K, ¢*/(®)-cones sur un champ de (K, ¢*/(*)-cones pour n > 0
(fait 5.3.2)

e fout,s envoie un champ de (K, (¢“/(®)-cones sur ¥ a lintérieur d’un champ de
(Gweut/ Gs:out)_cones, d’ouverture K < cst K sur P°U (lemme 5.3.5)

o La différentielle de 1°" est bornée sur P°' uniformément en & (lemme 5.3.7),
donc qu’elle envoie un champ de (Kp,G%™", G%")-cones & lintérieur d'un champ de
(K2, (py°"%),Gueut /o, G5°) cones sur P, Ko < cst K; et la constante est uniforme
en §.
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En résumé, un champ de (K, ¢“/(®)-cone sur ¥ est envoyé par o 9" fouex f& & l'intérieur
d'un champ de (K’, (p9°),Gwo%/ 0, G5 cones sur P, avec K’ < cst K, ott la constante
est uniforme en 6 > 0. Pour finir, d’apres I'item 1 proposition 5.2.1, il suffit de choisir C§; un
champ de (K%, "/ (®%)-comes d’ouverture K* assez petite (devant la constante k' donnée par la
proposition).

L’existence du champ C};, se montre de fagon symétrique, et requiert de choisir un champ de
(K*®, ¢°/(")-cones d’ouverture K* assez grande. En effet :

o (py°")~1 envoie Cf, & l'intérieur d'un champ de (K, G5°u/ Guout)_cones (lemme 5.3.9)

. (;u};,E envoie un champ de (K, G0/ G4 _cones sur PO 3 I'intérieur d'un champ de
(K1, ¢*/(%)-cones sur X, K1 < cst K (lemme 5.3.5)

e f5," envoie un champ de (Ki, ¢°/(")-cones sur un champ de (Ki, ¢®/(")-cones pour
n > 0 (fait 5.3.2).

En résumé, le champ Cf est envoyé par (@@ fouex f2)~! & Dlintérieur d'un champ de
(K', ¢%/C")-cones sur 2, ou K’ est une constante uniforme en § > 0. Il suffit donc de choi-
sir K° = K" et C§ est le champ de (K*, (*/(")-cones. O

On fixe une paire de champs de cénes (Cy:, C)) sur ¥ qui satisfait le lemme 5.3.3. Les champs
de cones C% et C5, sont d’ouverture constante K" et K®. Le corollaire suivant (illustré par la
figure 5.7) découle directement du fait 5.3.2.

t /

> X

(f£)-Cs

FIGURE 5.7 — Image d’un cone de C¢ par les itérés fs:

Corollaire 5.3.10. Il existe un entier Ny, > 0 tel que
- (fo)Cy CintCg, et Vo e O, Vn > Ny, [|(fg)sv]l = 2][v]],
- (fe)Ce cintCy, et Vo€ CE, Vn > Ny, ||(f8): 0] = 2]

On fixe un entier Ny, qui satisfait le corollaire 5.3.10.
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5.4 Entier N,

Dans cette section, on montre 'existence d’un entier Ny qui permettra d’obtenir les items 7
et 4 de la proposition 5.1.4 et ceci uniformément en d. On rappelle que 'item 7 concerne les points
p € Xy dont l'orbite future par X, intersecte une unique fois Pgbn puis Ny de fois consécutives

Yy, et I'item 4 concerne les points p € (Pm\f/g)w dont l'orbite future par X, intersecte une
unique fois (P™ N f&;)w puis Ny fois consécutives Xy.
Soit p € ¥ et i, 7 > 0 tel que 'application suivante est bien définie au voisinage de p :

fé fZ,in¢5 fout,E fé(p) DY

On cherche un entier Ny, tel que si j > Ny, Papplication composée ci-dessus vérifie la condition
des champs de cones sur X pour la paire (Cg, C5,). On sait que les itérés de fx, contribuent &
fermer un cone instable et dilater ses vecteurs exponentiellement (fait 5.3.2). On va montrer un
résultat (lemme 5.4.2) qui minore la contraction de I'application composée fs;in ¢s fout,x: X2 — X
sur les vecteurs de C% et sur Pouverture d'un (¢*/ (*)-cone, et ceci uniformément en 6. Com-
mencons par estimer 'effet du passage fout,x: X — Pout et fin: P ¥,

Lemme 5.4.1. Il existe une constante cst > 0 avec la propriété suivante.

- Sip € X tel que q = fourn(p) € PO est bien défini, alors pour tout v € T,%
[[(fout, =)«

< cst dist(q, (’)*)_1
[[v]|

cst L dist(q, O,) 7! <

~ Sip e P™ tel que ¢ = fsin(p) € T est bien défini, alors pour tout v € T,P™

st dist(p, O,) < ||(f2||m||)*v|| < cst dist(p, Ox)
v

Démonstration. Soit p € ¥ et v € T,3. Soit 7 = 7(p) le temps tel que X7 (p) = four,n(p) =
q € P°". Comme le segment de X-orbite |p, q| est disjoint de ¥, le temps 7 est uniformément
borné (lemme 3.2.2 avec U C U;_y3). Soit 7: TP — TP la projection sur TP°" paralle-
lement a R.X. On a (four,x), v = m(X]v). Comme le temps 7 est borné, la norme || X]v| et
I'angle £(X]v,X), sont proportionnels a respectivement la norme [[v| et I'angle £(X,v),, et
la constante de proportionnalité est uniforme en p. D’apres cette observation et d’apres le fait
général 3.2.5, il existe une constante cst > 0 uniforme tel que

sin £(v, X)p < | (fout,s), vl cst sin £ (v, X),
Sini(fout,E)*UvX)q o ||'UH - Sinl(fout,E)*%X)q

D’autre part, par uniforme transversalité on sait que I’angle entre un vecteur v € T et X est
uniformément borné, et que 'angle entre un vecteur v € T,P°"" et X est minoré par un facteur
uniformément proportionnel & la distance dist(-, O,) (lemme 3.2.6). On en déduit 'existence
d’une constante tel que

cst !

cst”! | (fout,s), vl cst
dist(q, O,) — vl ~ dist(q, Ox)
Les mémes arguments appliqués a fy iln permettent de démontrer le deuxieme item. ]

Le lemme suivant borne uniformément en ¢ la différentielle de la composée fx in Vs fout,n
(lorsqu’elle est bien définie) et son action sur 'ouverture du champ de cones Cg et C5.
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Lemme 5.4.2.
1) Les différentielles de fs in V5 fout,n: X — X sont bornées uniformément en 9.
2) 1l existe une constante K > 0 uniforme en § tel que

— (fin U5 four,2)«C% est a Uintérieur d’un champ de (K,("/(%)-cones
~ (fs,in ¥s fout,g);l(]g est a Uintérieur d’un champ de (K,(%/(")-cones

Démonstration. Posons v = 5. Soit p € X tel que ¢ = fxin ¥ four,x € X est bien défini. Ecrivons

||(f2,in¢fout,2)*v|| — ||(f2,in¢fout,2)*’u“ ||(wf0ut,2)*v|| ||(fout,2)*v||
o] [ four,e)vll [1(fout,m)vll gl

(a) (0) (©)

Notons p1 = four,x(p) € P°" et ps = ¥(p1) € P™. 1l existe une constante cst > 0 tel que
e d’aprés le lemme 5.4.1 : cst ! dist(p2, O.) < (a) < cstdist(p2, Ox);
e d’apres le lemme 5.3.7 : cst ™! < (b) < cst;
e d’apres le lemme 5.4.1 : cst~!dist(py, O.) 7! < () < cstdist(pr, Ox) 7L

Donc quitte a changer la constante, on a

-1 diSt(p%O*) < H(fE,inwfout,E)*UH cst diSt(pz,O*)
dist(p1, Ox) — vl —  dist(p1, Ox)

Comme pg = ¥(p1), d’apres le lemme 5.3.6, quitte & changer la constante, on a

H(fE,in w fout,E)*U” <

cst! < < cst.
o]

Et la constante est uniforme en §.
Montrons le deuxieme item. On prouve seulement I'affirmation concernant 'image du champ
de cones Cs, celle pour C5, étant symétrique.

e On sait d’apres le lemme 5.3.3 que la composée i)™ foue 5 ¥ — P™ envoie C¢ a l'inté-

rieur de C{}, et ceci pour tout 9.

e La différentielle de ¢}" est bornée uniformément en § (lemme 5.3.7) et C est inclus dans un
champ de (K, G¥/ (™) 71(G%™))-cones (proposition 5.2.1, item 1). Comme 1 préserve
G“m on en déduit que ¥ envoie C{ & lintérieur d’'un champ de (G*“™™/G*")-cones
d’ouverture majorée uniformément en 6.

e En utilisant le lemme 5.3.5, on en déduit que le passage fx i, envoie le champ de cones
YPCY a lintérieur d'un champ de (¢*/ ¢*)-cones sur ¥ d’ouverture majorée uniformément

en d. 0

On rappelle que l'on étudie la composée (lorsqu’elle est bien définie) f% [ fouty f&. On
peut maintenant démontrer 'existence de I’entier Ny uniforme en J tel que cette composée vérifie
la condition des cones invariants pour la paire (Cg, C5,) sur ¥ pour j > Np. C’est le corollaire
suivant.
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Corollaire 5.4.3. Il existe Ny tel que pour tout § > 0, si f% fsin ¥ fout,x f% est bien définie en
p € X pour un certain t > 0 et j > Ny, alors, en notant q l'image de p,

- (f% f2in ¥ four,s f%) envoie C(p) a Uintérieur de Csi(q) et dilate la norme des vecteurs
*
v € C4(p) d'un facteur 2,
. -1
- (f% f2in ¥ four,s fé) envoie Cs,(q) a Uintérieur de Cs,(p) et dilate la norme des vecteurs
*
v € C{(q) d'un facteur 2

Pin

u u
CZ ’ Ci n

,L/)out

FIGURE 5.8 — Image d’un cone de C¢ par 'application févo f2in ¥ fout,s fé

Démonstration. On décompose f% fsin ¥ fout,n fg en trois morceaux :

° fé laisse les cones C§ invariants et ne contracte par les vecteurs de Cs pour ¢ > 0 (corol-
laire 5.3.10)

e D’apres le lemme 5.4.2 Papplication fxin % four,s envoie Csi sur un (¢*/¢*)-cone sur 3,
d’ouverture uniformément majorée, et contracte les vecteurs de C§: d’un facteur uniformé-
ment minoré, et les constantes sont uniformes en 9.

e Si j est arbitrairement grand alors f% envoie un champ de (¢*/(*)-cones d’ouverture
majorée a l'intérieur d'un champ de (¢*/(®)-cones d’ouverture arbitrairement petite, et
dilate arbitrairement fort ses vecteurs (fait 5.3.2).

On en déduit 'existence de Ny qui satisfait le premier item si j > Ny. Le preuve du deuxieme
item est symétrique. O

Montrons que la composée f3 fxin '™ restreinte & P™\Vs; au départ et ¥ N Vs & Darrivée
a une contraction minorée sur les vecteurs de C{, uniformément en 9, et contribue a fermer les
champs de (¢*/ (®)-cones. On renvoie a la figure 5.9 pour le schéma d’une telle orbite.

Lemme 5.4.4. II existe une constante cst > 0 telle que pour tout 6 > 0 assez petit, si p™ = w(i;n,
pour tout p € PV tel que il existe n > 1 tel que limage ¢ = f& fx.im V™ (p) € XN Vs est bien
définie, alors
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- (B fom ™) Cli(p) C intCE(q), et Vv e Clp), |(f8 fomv™)svll > st [lv]]
- (B fem ™)1 C8(a), C it C(p), et Vv e C3(q), II(fE fomy™)s vl = est v

FIGURE 5.9 — Trajectoire d’une orbite d’un point p € P\ Vs qui intersecte ¥ N Vs

Démonstration. Montrons le premier item, la preuve du deuxieme étant similaire. Pour ne pas
introduire de nouvelles constantes, on peut supposer que chaque voisinage normalisé V; de O; €
O, contient un 1-voisinage de ;. On note V; 'union des 1-voisinages de O; dans V;. La preuve
repose sur les points clés suivants.

e La différentielle de fx i, est minorée par un facteur uniformément proportionnel a
dist(-, 0,) d’apres 5.4.1, donc minoré par § sur P\ V.

e L’orbite de tout point p € P™ sort d'un 1-voisinage de O, avant de sortir de P.

e Le nombre n de passages par ¥ de l'orbite d'un point qui traverse de V;(0;) a V5(O;) est
de l'ordre de logy(671). L’itéré correspondant f3+ de l'application de retour sur X dilate la
norme des vecteurs v € E%* d’un facteur minoré par 6! (& une constante multiplicative
uniforme pres), ce qui compensera la contraction de fx .

Insistons sur le fait qu’on aura une compensation exacte d’un effet contractant d’ordre § et d’'un
effet dilatant d’ordre §~!. La contraction de la composée f& fin P PP\Vs; — X N Vs sera
donc minorée par une constante indépendante de 9. Enoncons formellement les deux derniers
items. Soit [ le diameétre minimum des disques de la section ¥ et 0 < § < [.

Fait 5.4.5. Soit p € P™\Vs. Alors il eviste T > 0 tel que pour tout t < T, X'(p) € P\Vs et
XT(p) € P\

Démonstration. Si p € PV, le fait est vrai pour 7' = 0. Sinon, p € P™ NV;, ot V; est le
voisinage normalisé de l'orbite O; € O, pour un certain 7, muni des coordonnées & = (z,y,0).
On ap= (z,,0), avec |z| > 0 et X'(x,y,0) = (27tx,2'2,0 +1t). La distance de X*(p) a l'orbite
O; est donc minorée par 2/6. On en déduit que I'orbite de p sort de Vi en temps ¢ = logy(671)
sans passer par Vj. ]

Fait 5.4.6. Soit ¢ € ¥ N V; tel qu’il existe T > 0 vérifiant X7 (q) € P~Vy. Alors le segment
d’orbite [X~T(q),q] intersecte la section ¥ un nombre ng > logy(I6~1) — 1 de fois dans un
voisinage normalisé V; de O;.
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Démonstration. Soit (V;, ;) un systeme de coordonnées normalisé de O; € O, tel que ¢ € V.
Soit Vs C V; le d-voisinage de ;. Par définition de [, et d’apres la définition 2.1.2, item 4, la
section ¥ contient 'ensemble R := {0 = 0, |z| <, |y| < 1}. Soit ¢ = (z,y,0) avec 22 +y? < 52 et
on a X t(p) = (2'z,2 %y, 0 — t) pour t > 0. Alors l'orbite négative X ~(p) intersecte I’ensemble
R; C ¥ un nombre supérieur & n = logy(16~1) — 1 de fois avant de sortir de V. O

Soit p € P\ Vs tel que ¢ = fgfmnwin(p) est bien définie dans ¥ N Vs. D’apres le fait 5.4.5
'orbite de p sort d’un 1-voisinage en un point p’ = X7 (p). D’apres le fait 5.4.6, le segment
d’orbite de p’ & ¢ intersecte ng fois la section ¥ dans un voisinage normalisé V; d’une orbite
Oj € O,. On peut écrire au voisinage de p,

FEfemd™ = fF57 fomy™

avec n—ng > 0 et Papplication fg° est I'itéré ng de la restriction de fx. & X NV;. On peut étudier
'effet de chaque application de la composée fs: fg,inwin au voisinage d’un point p € P\ V.

1) Le difféomorphisme ¥ envoie C% & lintérieur d'un champ de (K, G%™/G*™)-cones, ou
K est une constante uniforme en § (lemme 5.3.9). Sa différentielle est minorée par une
constante cst uniforme en 0 (lemme 5.3.7).

2) Le passage fs i envoie un champ de (K, G“™*/G*™)-cones a Vintérieur d’un champ de
(¢%/ ¢5)-comes sur ¥ d’ouverture K; < cst K (lemme 5.3.5). Sa différentielle en un point
Y™ (p) est minorée par cstdist(¥™(p), O,) (lemme 5.4.1). D’aprés 5.3.6, ce facteur est
minoré par cst dist(p, O,) > cst .

3) Litéré fy, ": ¥ — ¥ envoie un champ de (K71, "/ (*)-cones sur un champ de (K7, ¢"*/ (%)-
cones (fait 5.3.2) et contracte les vecteurs d’un (K71, ¢"/(*)-cone d’un facteur minoré par
une constante cst > 0 qui ne dépend que de Kj.

4) Pour finir, on peut utiliser le fait 5.3.2 avec un facteur de dilatation u = 2 et un itéré
no > logy(16~1)—1 pour montrer que f® envoie un champ de (K7, ¢“/ ¢*)-cone a lintérieur
d'un champ de (¢*/ *)-cones d’ouverture Ko < cst 62 K1, ot1 la constante ne dépend que
de [. Elle dilate les vecteurs d’'un (K1, ¢(*/(®)-cone d’'un facteur minoré par cstd, ou la
constante ne dépend que de K7 et de .

On en déduit qu’il suffit de choisir § assez petit et 'image (f& fs int)™).C est incluse a I'intérieur
de C§. De plus, quitte a changer la constante cst qui est uniforme en 4§, on a au voisinage de p :

)l - 2 )2 857 ) o] im0
> est 0715 || (™). (item 2)
> cst ||v]| (item 1)

O]

Remarque 5.4.7. On vérifie aisément que le lemme 5.4.4 est encore vrai (quitte a chan-
ger la constante) pour toute trajectoire d’orbite partant de p € P™\Vjs et arrivant & ¢ =
f& fom ™ (p) € LN V.5, olt 7 > 0 est une constante préalablement fixée.
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5.4. Entier Ny

On peut maintenant montrer le corollaire suivant qui dit que la composée

£ i fours Fo foim ™ PPSVs — 3 (5.4)

vérifie la condition des champs de cones pour la paire (C{ U Cs, Cf U C%,) sur I'ensemble des
points p € P\ Vs dont I'image par ¢ 1°1t fout,x J”Z fs,in Y™ est dans P™ N Vs. On renvoie a la
figure 5.10.

Corollaire 5.4.8. I existe Ny tel que pour tout § > 0 assez petit, la condition suivante est vérifiée.
Pour tout p € P™\V; tel que les images suivantes sont bien définies pour i > 0 et j > Ny

o 1 =V foun f5 foim ¥ (p) € PPNV, et
* 4= f3 foin® fours f fom ™ (p) €%,

alors

- f% [2in ¥ fout,s f% fsin Y envoie C¥(p) a lintérieur de Cs(q) et dilate la norme des
vecteurs de C}(p) d’un facteur 2,

- (f% f2in ¥ fout,s f% fsin @Z)in)_l envote C5,(q) a Uintérieur de Cf,(p) et dilate la norme des
vecteurs de C5,(q) d’un facteur 2.

X’ ,ui,in >
o
> f\
. . < \
P™\Vs PN Vs : —_—
? .. apout
‘ (
pnlll
//
I

FIGURE 5.10 — Image d’un cone de Cj}, par I’application fé f2in ¥ fout,s fé fin P PV —
¥ passant par P N Vs

Démonstration. Montrons le premier item concernant les cones instables, la preuve du deuxieme
est similaire. Le fait que le point p’ = p¢°" foue s f% fs,in Y™ (p) appartienne & P™ N Vs par
hypothese du corollaire implique que le point f% fs.in ™ (p) appartient & ¥ NV, s, autrement
dit I'orbite positive de p intersecte la section ¥ une derniere fois dans le voisinage V,. s avant de
sortir par P°U, o1 r > 0 est une constante qui satisfait le lemme 5.3.6.

On décompose la composée f1 fsin ¥ fout,n f% f=in '™ au voisinage de p en trois morceaux :
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

e La composée fé fs,in P PM\Vs — ¥ N V.5 est traitée dans le lemme 5.4.4 et re-
marque 5.4.7.. Pour § assez petit, elle envoie le cone C (p) a I'intérieur de C¢ et contracte
les vecteurs de C{ d’un facteur minoré par une constante cop > 0 uniforme en 9.

e La composée fx in? four,x: X — X est traité dans le lemme 5.4.2. Sa différentielle est bornée
par une constante c¢; > 0 et elle envoie le champ de cones C§: a 'intérieur d'un champ de
(K1, ¢*/(®)-cones, avec c; et K uniforme en .

e D’apres le fait 5.3.2, il existe un entier Ny, tel que si j > Ny, alors f% envoie un champ de
(K1, ¢*/¢%)-cones a l'intérieur de Cs; et dilate la norme des vecteurs d'un (K7, ¢*/(°)-
cone d’un facteur minoré par 2(cico) L. O

En mettant bout a bout, on obtient I’existence d’un entier Ny que la composée (5.4) avec n > Ny
envoie le cone Cf (p) a l'intérieur de Cg(q) et dilate les vecteurs de Cf d’un facteur 2.

On fixe ’entier Ny qui satisfait le corollaire 5.4.8 et le corollaire 5.4.3.

5.5 Parametre ¢

Dans cette section, on montre 'existence d’un parametre § = dy qui permettra d’obtenir
I'item 1 de la proposition 5.1.4. L’entier Ny est fixé a la section précédente. On définit gy satis-
faisant la proposition suivante :

Proposition 5.5.1. Il existe dy tel que les applications suivantes sont bien définies :
S SR o™ PRV, 8
_ fX_)NO fo_ult,E (@¢Out)_12 Pin N V50 Gy

Démonstration. Un point p € P™ N Vs est dans un é-voisinage d’une orbite périodique O; € O,.
Pour § arbitrairement petit, I'orbite par le flot de X d’un point p € P™™ N Vs passe un temps
arbitrairement long au voisinage de A donc intersecte un nombre arbitrairement grand de fois
la section ¥ avant d’intersecter P°". 11 suffit de rappeler que les difféomorphismes 1™ et @°"t
ont un effet borné sur la distance dist(-, O,), uniformément en § (lemme 5.3.6). On en déduit
Iexistence de dp. O

On fixe le parametre §y qui satisfait la proposition 5.5.1.

5.6 Entier NV;

Les parametres A\ = \g, € = € et § = & sont fixés, ainsi que les cones (CY,C5) sur P®

et (C4,C3) sur X. On appelle désormais 1™ = 1/}1)\%’60,50, POt = Pt 5 les difféomorphismes
de OP donnés par la proposition 4.1.2 et 4.1.3. On note 1) = 1 y°" la composée. On note
Vo = ¥ (Vs, ). Dans cette section, on montre I'existence d'un entier Ny qui permettra d’avoir les
items 2 et 8 de la proposition 5.1.4. On rappelle que I'item 2 concerne les points p € (Pi“\Vo)w
dont I'orbite future par X, intersecte ¥, un nombre N7 de fois consécutives, et 'item 8 concerne
les points p € X, dont 'orbite future par X, intersecte (Pin\Vo)w un nombre Ny de fois.

Commencons par montrer que ’application
L fomy™: P = % (5.5)

restreinte & P\ Vs, vérifie la condition des cones invariants pour la paire (C{ U C%, Cs U C%,)
pour un itéré j assez grand. On renvoie a la figure 5.11.
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Xt win

P\Vs,

ZNl

FIGURE 5.11 — Image d'un cone C{¥ par l'application f% fs,in Y™™ restreinte & P\ Vs,

Lemme 5.6.1. Il existe Ny tel que pour tout p € P"\Vs, si limage ¢ = f& fsm ™ (p) € T est
bien définie pour un n > Ny, alors

= (£ foam V™) Cii(p) C int C2(q) et [|(f5 foim ¥™)evll = 2]Jv]| pour tout v € Cf, (p)

- (B fom ™)1 C5 () Cint C5(p) et [[(f fom¥™)5 o]l = 2|0l pour tout v € C5(p)

Démonstration. On montre l'existence d’un entier N; tel que le premier item est vrai. Le
deuxieme se montre de facon similaire. Etudions chaque applications de la composée.

e Le champ 9™ (C) est & Pintérieur d'un champ (K, G*"/G*")-cones (lemme 5.3.9) et

Y™ a une différentielle bornée par une constante cy > 0.

e Le passage fxin: P™ — ¥ envoie un champ de (K, G®"/G>M)_cones sur P™ & lintérieur
d’un champ de (¢*/(®)-cones sur ¥ d’ouverture K; uniforme (lemme 5.3.5). De plus, la
différentielle de fx i, restreinte a Pin\Vgo est uniformément bornée par une constante
c1 > 0 car c’est un passage de flot X? entre une surface P™\ Vs, compacte transverse au
champ X et une surface ¥ compacte transverse au champ X et le temps de passage de la
premiere a la seconde est uniformément borné.

e Par hyperbolicité de fx; (fait 5.3.2), il existe un entier Ny tel que tel que si n > Ny, alors fg
envoie un champ de (K7, ¢*/(®)-cones a U'intérieur de C§ et dilate la norme des vecteurs
dun (K71, ¢*/(%)-cone d'un facteur minoré par 2(cicp) ™t

En mettant bout & bout on obtient I’existence d’un entier N; que la composée (5.5) avec n > Ny
envoie le cone Cf} (p) a l'intérieur de C(q) et dilate les vecteurs de Cf; d'un facteur 2. O

On rappelle que l'on a défini a la section 5.2 la composée suivante fi,, =
<P¢Outfout,in1/1in: P™ — P On note

fin: PVs, = P\, (5.6)
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wout

<
d] \, i S~ Pin\V{YU

Pout

13

cy, o

in

FIGURE 5.12 — Trajectoire de I'image d'un cone de C'¢ par 'application Aijr'wgm/JO“t fout n f&

la restriction de fi, 4 a I’ensemble Pn\Vs, au départ et & 'arrivée. Montrons que la composée

Zw@/’outfout,zfét Y — Pin\V50

vérifie la condition des cones invariants pour la paire (Cg& U Cl,

Cs, UCY) si j est assez grand.

Lemme 5.6.2. [l emiste un entier Ny > 0 tel que pour tout p € 3, si [image
ijnwsmboutfout,zf%(p) € Pin\V50 est bien définie pour j > Ny et i > 0, autrement dit
fi];w@womfout,zfzz(p) € P"\\Vs pour tout k =0,...,7, alors

— ffnd) EU° foue s f& envoie C4(p) a Uintérieur de CY(q) et dilate la norme des vecteurs de
C¥(p) d’un facteur 2,

—( Aljn " OO foue s f&) 7L envoie Cf (p) @ Uintérieur de Cs,(q) et dilate la norme des vecteurs
de C% (p) d’un facteur 2,

Insistons sur le fait que chaque passage de I'orbite d'un tel point p sur la surface P a lieu
sur le complémentaire de Vs, par hypothese.

Démonstration. On décompose la composée en trois morceaux.

° f% envoie Cg sur C% et la contraction de la norme des vecteurs est minorée par une
constante uniforme cg > 0 pour ¢ > 0 (corollaire 5.3.10).

e On sait que (@Y™ four,x), C% C int Cf (lemme 5.3.3). De plus, par hypotheses l'image
de fout,s pour la restriction que 'on étudie est incluse dans Pout\(gm,bout)_l(]/(so), donc
uniformément loin de I’ensemble O,. En utilisant le lemme 5.4.1, on en déduit que la
différentielle de fou¢ s, est bornée, uniformément en p. Les difféomorphismes ¢, ¢°"* sont &
support compact donc la différentielle de py°"* fou4 » est bornée par une constante ¢; > 0
(uniforme en p).

e L’application fin,w: Pin\V(;O — Pin\V(;O, qui coincide avec la restriction de fi, a l'en-

semble (P™\ V)N figlw(Pin\Vg envoie le champ C{}, a I'intérieur de C}} et dilate la norme
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5.7. Preuve de la proposition 5.1.4

des vecteurs de C}% d'un facteur minoré par 2 (proposition 5.2.1). Il suffit de choisir
N1 > —logy(coer) pour que la dilatation de fin , compense la contraction des applica-
tions précédentes. Cet entier est uniforme en p.

Le deuxieéme item se montre de fagon similaire. O

On fixe un entier /N7 qui satisfait les lemmes 5.6.1 et 5.6.2.

5.7 Preuve de la proposition 5.1.4

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 5.1.4. On a fixé dans les sections
précédentes les parametres A\ = Ao, € = ¢y (sous-section 5.2), § = dy (sous-section 5.5), une
paire de champs de cones (CY, Cs)) sur P (sous-section 5.2) et une paire de champs de cones
(CE,C5,) sur X (sous-section 5.3), et on a défini des entiers Ny (sous-section 5.3), Ny (sous-
section 5.4), N; (sous-section 5.6). Ces choix ont été fait dans le “bon ordre”, ce qui signifie que
tous les résultats des sous-sections 5.2 a 5.6 sont vrais pour les parametres Ay, €y, dp. On rappelle

que l'on note (voir début du chapitre 5)
e e A
e Vo =¢"(Vs,)-

o P, = P/ la variété quotient, my: P — Py, la projection, et X, le champ de vecteurs
induit par X sur P.

o Spy =myp(P™UX) et fo Papplication de premier retour du flot de Xy, sur Sp .

On définit la paire de champs de cones sur Sp,, suivante :

(O3, C3) = (mp (WO L CR), my((C3) L C))

et on choisit la métrique gy = my(YI"g™) Uy, (g%) sur Py, ot g% et g™ sont des restrictions de la
métrique fixée sur P. On rappelle que la métrique g est la métrique fixée au début du chapitre 3,
qui coincide avec dz? + dy? + df? dans chaque systéme de coordonnées normalisé (V;, & =
(x,9,0)), et qui est adaptée a la décomposition hyperbolique du flot. On note || - ||y, || - [|s; || - [/in
les norme associées. On rappelle que pour des raisons pratiques, on a étudié des relevés dans P
conjugués par ™ de 'application f(’iw. Ce qui explique que I'on compose la projection my par
Y™ sur P™ pour ajuster. On rappelle que :

e Spy a des points d’auto-intersections p, en ces points elle posseéde deux ou trois plans
tangents T = T7 C T),So . La différentielle de fo, en p est bien définie une fois choisi
un plan tangent 7)) au départ et T ;(p) a l'arrivée. Un champ de cones C' sur Sy est une

collection de cones C(p, T?) sur chacun des plans tangents T° C T,50,4)-

e Sipe€ P@iz,n C S0, on note T;,“ C TS0,y le plan tangent induit par Tp‘Pin7 ol p € P™ est
le relevé de p dans P™, et on note (Cz(p, T;n), C;Z(p, T;,n)) la paire (Cz, Cj)) sur T;n en p.

e Sig € Xy C Spy, on note qu C TS0 le (ou un des deux) plan(s) tangent(s) induit
par T;P* ot § € X est un relevé de ¢ dans ¥, et on note (C’}Z(q,TqZ), C’;Z(q,TqZ) la paire
(Cy, Cy) sur T> en q.
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

Relevé dans P On résume les relevés dans P des points, cones, vecteurs et norme que 1’on sera
amené a utiliser.

Fait 5.7.1.
1) (applications)
~ Sipe Xy et fou(p) € Xy alors un relevé de foy est fx: 3 — 3.
- Sip €Ny et fou(p)

- Sipe prn et fop(p) € Xy alors un relevé de foy est fsin : pn ¥,
- Sipe Pff et fo

€ Pé)n alors un relevé de fo. est Y four,s 1 5 — pin,

o~ o~

p) € sz}n alors un relevé de fo. est Y fout,in : pir — pin
2) (points)

- Sipe pr“, il existe un unique relevé p de p dans P™, on note alors p = (™)~ 1(p),
autrement dit on a my (Y™ (p)) = p. De plus si p € (P™\Vy) alors p € P\ Vs, , et si
p € (P™NVy), alors p € P™ C Vs, par définition de Vo = '™ (Vs,).

- Siq € Xy, il emiste ¢ € ¥ relevé de q dans P.
3) (cones)
~ Sip € P, un relevé du cone Cz(p, T]in) est le cone YPCY(p).
- Siq € X, un relevé du cone Cg(q, qu) est le cone C4(q).
4) (vecteurs)
~ Siv € TP, alors il existe un unique relevé de v dans TP de la forme ™0 avec
v € TP™. De plus, siv € C’ZZ(p, T;?“), alors v € CE (p).
— Siw € TXy, alors il existe w € T'Y un relevé de w dans P. De plus, siw € C’;Z(q, qu),
alors w € C(q).
5) (norme)

- Siv e TPP, alors ||v]ly = ||0]lim = ||0]| 0t ¥ est donné par litem précédent et || - ||
est la norme issue de la métrique riemannienne sur P.

- Siw € TEy, alors ||w||y = ||| = ||| ot W est donné par litem précédent et || - ||
est la norme issue de la métrique riemannienne sur P.

Tout les items ci-dessus sont des conséquences directes des définitions des cones et de la
métrique sur Py;. Montrons la proposition 5.1.4.

Démonstration de la proposition 5.1.4. Soit p € Spup, n > 1 et ¢ = f&w(p). Montrons chaque
item de la proposition. On ne montre que la stricte invariance et la dilatation des cones instables
C’g. La preuve pour les cones stables C;Z est symétrique.
1. Supposons que p € (P™ N Vy)y.
Soit p := ¥™p un relevé de p dans P avec p € P N Vs, (fait 5.7.1, item 2).
D’apres la proposition 5.5.1, les applications fév 0 fmnwi“: pin — Y et
fz_]\fofo_ult,E (pyout)~t: PIn %) sont bien définies en p. D’apres le fait 5.7.1, item 1,
les relevés des itérés féf »(p) dans P sont les itérés :
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5.7. Preuve de la proposition 5.1.4

~ T () = A fa ™ () pour k =1,..., No, et

k-1 k-1
o P out,Ew ( ) > outz( wOU-t) ( ) pourk’._iNO?"‘ 1
On en déduit que les itérés p) appartiennent a X, pour k= —Np,...,—1,1,..., Np.
Oﬂb Y

. Supposons que p € (P™\Vy)y, ¢ € Sy, n > Ny, et f(’i¢(p) e¥ypourk=1,...,n—1

Soit p := 1™™p un relevé de p dans P avec p € PNV, (fait 5.7.1, item 2). D’apres le fait 5.7.1,
item 1, fo~! fs i est un relevé de f3y au voisinage de p. On pose § := fort fem™(p) € 2.
C’est un relevé de ¢ = fg,,(p) dans P.

D’apres l'item 3, fait 5.7.1, un relevé de C’g(p, T;Dn) est YO (pP) et un relevé de Cﬁ(q,TqE)
est C%(G) On se ramene au lemme 5.6.1. On a

'U<

(f&w)*CZpL(p?T;n) = (Tr’ll))*(f fZ in wm) ( )
C  (my)s int C$(q) (lemme 5.6.1)
= int C’g(q, qu)
Soit v € Cy(p, Ti™). Soit 4" un relevé de v dans TP™, avec v € C{4(p) (fait 5.7.1 item 4).
Alors (f&271 fg ™) «d est un relevé de (f0lp)«v dans TS, et on a

O ) ¥V ot in " 50
I ow)svlle (5 foin )| (fait 5.7.1, item 5)

[0lly 2]
> 2 (lemme 5.6.1)

. Supposons que p € (P™\Vy)y, ¢ € (P"\V))y et f(’iw(p) eXypourk=1,...,n—1

Soit f := 1" un relevé de p dans P avec p € PNV, (fait 5.7.1, item 2). D’apres le fait 5.7.1
item 1, ¢ fout,im est un relevé de fi', au voisinage de p. On pose ¢ := Y fout.in(P(P)) =
Y finy(P) € P™ (définition de fi, 4 par la formule (5.3)). C'est un relevé de ¢ = foi(p)
dans P. On pose ¢ := ()7 1§ = fin(D)-

D’apres l'item 3, fait 5.7.1, 9I"C%(p) est un relevé de C“(p,Tm) et YICY(G) est un relevé
de Cg(q, TC}“). On se ramene donc & la proposition 5.2.1. On a

(o) CED T = (1) fourin ). Cl (D)

T ™) w(finw )« Cit (§)

7T¢wm) (int CE (q)) (proposition 5.2.1)
w)«(Int YPCE (7))

= int C’g(q,Tén)

(m
(
(
(m

Soit v € CZZ(p, T;n). Soit ¥ un relevé de v dans TP™, avec v € C¥(p) (fait 5.7.1 item 4).
Alors Y (fin,g)«0 est un relevé de (f,)«v dans TP™, et on a

n v : v
N6 p)s0lle - _ 7”““’?)*”” (fait 5.7.1, item 5)
1]} 121
> 2 (proposition 5.2.1)
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4. Supposons que p € (Pin\Vo)w, q € Xy, n > Nog+1, il existe 1 < m < n— Np tel que
fohy(p) € (P™ N Vy)y et f[]iw(p) eXypourk=1,....m—1m+1,...,n—1

Soit § := ¥'"p un relevé de p dans P avec p € P™ N Vs, (fait 5.7.1, item 2). D’apres le
fait 5.7.1, item 1, fo=™ fsin ¥ fours o' fom est un relevé de fo'y au voisinage de p. On

pose G := f5 " fxin ¥ fout,n fé”_l fmnwin(ﬁ) € X. Cest un relevé de g = f&w(p) dans P.

D’apres I'item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cj(p, Tir) est YCY(P) et un relevé de Cﬁ(q,TqE)
est C%(G). On a n —m > Ny. D’apres le corollaire 5.4.8 :

(7 CU T = (m)a (2™ Fsin ) fouts FO1 fos ™) CLA ()
C  (my)s Int C53(q)
= int Cy(q, qu)

Soit v € Cy(p, Tim). Soit 4" un relevé de v dans TP™, avec v € C{4(p) (fait 5.7.1 item 4).
Alors 57" fsin ¥ fou,s f5: -1 fz}inlﬁin)*{) est un relevé de (f&¢)*v dans T, et on a

|| (f&w)*v‘|¢ Hfg_m fE,in 1/} fout,Z fgl_l fE,inwin)*{)”

= - (item 5)
[0]]+ 12]]

Vv
)

(corollaire 5.4.8)

5. Supposons que p € Ly, q € Xy, et f§¢(p) ceXpourk=1,...,n—1.

Soit p € X un relevé de p dans P. D’apres le fait 5.7.1, item 1, fg est un relevé de fg,, au
voisinage de p. On pose ¢ := f5(p). C'est un relevé de ¢ = f(’iw(p) dans P.

D’apres l'item 3, fait 5.7.1, un relevé de C’g(p, sz) est C%(p) et un relevé de C’g(q,TqE) est
C%(g). On se ramene donc au corollaire 5.3.10. On a

(fo)«Co. T) = (my)«(£2)CE(P)
C  (my)«(int C(q)) (corollaire 5.3.10)
= int C’g(q,TqZ)

De plus, si n > Ny, : Soit v € C}j(p, TpE) et v € C%(p) un relevé de v. On a

n U n *v
Iep)olly Lf%) il (fait 5.7.1, item 5)
vl 151

> 2 (corollaire 5.3.10)

6. Supposons que p € 3y, q € Pf/)“ et f(’iw(p) eXypourk=1,...,n—1

Soit p € ¥ un relevé de p dans P. D’apres le fait 5.7.1, item 1, 9 foue,x f5: est un relevé de
fo.p au voisinage de p. On pose G := ¢ fout,s f3; (p) € P™. C’est un relevé de ¢ = Jolp (p) dans

P. On pose ¢ := (™) 71§ = @ ¢°" four.n f2(P).
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D"aprés item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cj(p, TPE) est C%(p) et un relevé de C'}p‘(q,T;n) est
PYPCE(G). On se rameéne donc au lemme 5.3.3. On a

(o)< ChP T) = () (¥ fourm f8)-Cii (D)

T (P U fours 15« CH (D)

Ty, (int C () (lemme 5.3.3)
v)s 6P C ()

= int C(q, T;n)

(m
(
(
(m

7. Supposons que p € Xy, ¢ € Ly, n > No+1, et il existe 1 < m < n—Nj tel que f(%)(p) € pin,
et fFp) €Sy pourk=1,....om—1,m+1,....,n— 1.

Soit p € ¥ un relevé de p dans P. D’apres le fait 5.7.1, item 1, f5™ ™ fsin ¥ four,n fgl_l
un relevé de fg, au voisinage de p. On pose G := fs ™ fgm P fout,z fg‘*l(ﬁ). C’est un relevé
de ¢ = f3,(p) dans P.

D’apres l'item 3, fait 5.7.1, un relevé de C’g(p, sz) est C%(p) et un relevé de C’g(q,TqE) est
C%(g). Comme n —m > Ny, on peut se ramener au corollaire 5.4.3. On a

(f&w)*cg(pa sz) - (W¢)*(fg_m fE,in ¢ fout,E fgl_l)*(]g(ﬁ)
C  (my)«(int C4(q)) (corollaire 5.4.3)
= int C}Z(q,TqZ)

Soit v € Cy(p, Tyr) et © € CE(p) un relevé de v. On a

I(Fap)evlly U™ fin® fours S50l
[0l 1511
> 2 (corollaire 5.4.3)

(fait 5.7.1, item 5)

8. p € Xy, q € (P™\Vp)y, et il existe m > Ny, et des entiers 1 < ky < -+ < ky,, = n tel que et
f(lii/;(p)w'wfom( ) (Pin\VO)IIJ et f(izp(p> €M pour k 7& kla" '7kma 1< k <n-1.

Soit p € ¥ un relevé de p dans P. D’apres le fait 5.7.1, item 1, (fout,in?®)™™ fout Efkl st
un relevé de fg',, au voisinage de p, que 'on ré-écrit :

(fout,inw)m_lfout Efkl ! - winfi Sowoutfout kal !

avec finqy: Pin\V(sO — PV est la restriction de fin,y au départ et a I'arrivée aux ensembles
correspondant.

On pose G := wmflmp QYO fout gle e Pin. Cest un relevé de ¢ = fo'y(p) dans P. On
pose q = (wm) q = (fln,d;)m 1 wOUt.fOut Efkl 1( )
D’apres l'item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cy(p, TZ>) est C%(P) et un relevé de CZZ(q,T;n) est
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Chapitre 5. Choix des parametres et construction de champs de cones

YI"CY (§). On se rameéne donc au lemme 5.6.2. On a

forp)Chp. T) = () (W™ F ot four, s fi 1)< O (B)

= (mp™)« (0 ot four s S8 CE (P)
(my )™« (int G (9)) (lemme 5.6.2)
(1) int Y CL(G))

= intCyi(q, T,")

Soit v € szf(p,TZ) et 0 € C¥(p) un relevé de v dans TX. Alors
(™), (fm in Lot fo e s fa 1) ,5 est un relevé de (fp)sv dans TP™ et on a

(e vl I et fous i~ )a0]
1]l 12]]
> 2 (lemme 5.6.2)

(fait 5.7.1, item 5)

5.8 Résultat additionnel

On peut améliorer la proposition 5.1.4 en ajoutant (pour les méme parametres) 'existence
d’une autre paire de champs de cones que l'on note (Cw,Cw) sur Sp et qui aura un role
complémentaire a celui de la paire ( i C’fp) au chapitre suivant. Expliquons.

Dans le prochain chapitre, on montrera (proposition 6.1.1) que l’on peut exciser un voisinage
du bord de prn dans Sy 4 pour obtenir une section S, compacte a bord, transverse au champ X,
et coupant toute orbite de X,,. L’application de premier retour fy, pour le flot de X, sur Sy, vérifie
alors la propriété suivante. Pour tout p € Sy, il existe un entier n* = n*(p) > 0, tel que f]; vérifie
la condition des champs de cones au voisinage de p pour la paire (C’jf}, C’j}) (restreinte sur Sp).
Comme lentier n* = n*(p) dépend du point p, ce résultat n’est pas symétrique par inversion
du sens du temps, autrement dit il n’en découle pas 'existence d’un entier 7* = n*(p) < 0 tel
que ffz* vérifie la condition des champs de cones au voisinage de p pour la paire ( b C;;) Or
cela est nécessaire pour prouver I'existence d'une décomposition hyperbolique sur Sy, a ’aide du
critere des champs de cones invariants, qui donnera ensuite la structure Anosov pour Xy, sur Py,
(proposition 6.2.1). En fait, ce n’est effectivement pas le cas pour la paire (C’f/;, C’i) donnée par
la proposition 5.1.4. Expliquons nous.

On a choisi la paire (C{Z, Cg) de sorte a satisfaire I'item 6 de la proposition 5.1.4, qui donne
une compatibilité des cones de ¥, a qun au premier passage, et permet de garder le contréle de
I'image d’un cone lors de la trajectoire d’une orbite passant par pr“. Par contre, il n’y a pas de
compatibilité des cones de P;n a Xy au premier passage. Pour contourner ce probleme, on utilise

une paire (CA’z, éi) qui satisfait cette propriété, autrement dit tel que 'on a la stricte invariance
des cones par fy au premier passage de pr“ a Xy. Cette paire continuera de satisfaire aussi tous
les criteres la proposition 5.1.4, sauf celui de 'item 6.

Enongons le résultat. Soit les parametres A\g > 1, ¢g > 0, dg > 0 et les entiers Ny, Ny et
Ns; donnés par la proposition 5.1.4. Soit ™ = ¢} s o = QU 59 = PPyt les
difféomorphismes associés a ce choix de parameétres.
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Proposition 5.8.1. [l existe une paire (CA%,CA’j}) de champ de cones sur Sy, qui vérifient les
propriétés suivantes. Soit p € So,, s0it n > 1 et on note g = f&w (p).

1) Tous les items de la proposition 5.1.4 sauf l'item 6 sont satisfaits.

2) Supposons que p € PTLD, qeEXy et f&w(p) € Xy pourk=1,...,n—1. Alors :

- (f3,)71C(q, TY) C int C5(p, TR,

La démonstration est la méme, exceptée pour la section 5.3, lemme 5.3.3 (c’est la partie qui
permet d’obtenir Iitem 6 de la proposition 5.1.4 dans la conclusion). Le lemme analogue du
lemme 5.3.3 est

Lemme 5.8.2. 11 existe C% un champ de (K*, ¢/ (%)-cones et C% un champ de (K*, ¢5/C%)-
cones sur ¥ qui satisfont la propriété suivante. Pour tout 6 > 0, si ¥ = 9", et pour tout
p € P™ tel que le point ¢ = I3 fsin Y (p) € ¥ est bien défini pour un certain entier n > 0,
alors :

— (f2 feim ™) G (p) C int C¥(q), et
— (f2 fom ™) 105 (q) C int CF, (p)

La démonstration repose sur les méme arguments. Il faut choisir une ouverture K¥ de CA%
assez grande et une ouverture K°® de Cf, assez petite pour satisfaire cette compatibilité. Les
cones (Cﬁ, C{Z) seront le passage au quotient par my; de champs cones sur P™ et sur X dans P.

e Les cones sur P™ sont les méme que pour la paire ( 4> Cp), & savoir (YInCE HRCE) o
Cy et Cf sont les champs de cones donnés a la proposition 5.2.1.

e On remplace les cones (C%, C%) par les cones (C%, C%) sur 3.

En reproduisant point par point la preuve précédente et en remplagant les cones (Cs, C3) par
les cones (C%, C) on obtient le résultat annoncé en 5.8.1.
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Chapitre 6

Preuve du théoreme de recollement et
critere de transitivité

6.1 Recollement et champs de cones invariants sur une section globale

Rappel du chapitre précédente Au chapitre 5, on a montré qu’il existe des parametres g, €g, do
qui satisfont la proposition 5.1.4. On note ¢™ = 1/}1)2)’60,50 et O = Q0 5 les difféomorphismes
donnés par la proposition 4.1.2 et 4.1.3, et 1 = ¥yt 9P — 9P. C’est un recollement
normalisé de (P, X) tel que le triplet (P, X, ) est fortement isotope & (P, X, ¢) (fait 5.1.1). On

note

e Py := P/t la variété quotient, my: P — Py la projection, et Xy le champ de vecteurs
induit par X sur Py.

® So = 7T¢(Pin U Y) la section du flot de Xy, sur Py, et fo I'application de premier retour
du flot de Xy, sur Sp .

D’apres la proposition 5.1.4, il existe une paire de champs de cones (C“,C{Z) sur Sp, pour
laquelle un itéré (non uniforme) de fy,, vérifie la condition des champs de cones au voisinage
de certain point, en dehors d’un petit voisinage des orbites périodiques (Oy)y dans Sp.. En
effet, la section n’est pas uniformément transverse et la dilatation des cones manque le long de
certaines orbites lorsque 'on s’approche des orbites périodiques tangentes (O), (item 6). Le
but de cette section est donc d’enlever un voisinage bien choisi des orbites (O), dans Sy, pour
avoir ’hyperbolicité de 'application de retour partout.

Section globale On excise maintenant a Sy, la projection du voisinage Vy := win(V(go) des
orbites O,.. On obtient la surface
Sy = Ty ((Pin\Vo) U E) = (Pin\Vo)q/, U Xy C So,u (6.1)

C’est une section globale compacte (figure 6.1). En effet, d’apres 'item 1 de la proposition 5.1.4,
une orbite de Xy, qui intersecte (PN Vy),, intersecte la section X, dans le passé et dans le futur
en temps uniformément borné. On rappelle (voir section 5.1) que comme pour la section Sg y,
la surface Sy admet des points p d’auto-intersection sur lesquels elle peut avoir deux ou trois
plans tangents 7" = T;; C T),Sy. On note TpE le (ou un des) plan(s) tangent(s) & Xy en p et T
le plan tangent a P en g. La surface Sy est munie d'une métrique g,, qui est une collection
de métrique gy (p,T*) sur chacun des plans tangents 7% C T},Sy,. Un champ de cones C sur Sy,
est la donnée pour chaque p € Sy et pour chaque plan tangent 7™ a Sy au point p d'un cone
C(p, T*) C T*.
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1.1.

1.2.

6.1. Recollement et champs de cones invariants sur une section globale

IP\V,

% Ty Ty (P™\Vo)u

" L/o

FIGURE 6.1 — Section Sy,

Enoncé et preuve de la proposition Si fy est I'application de premier retour du flot de X, sur
Sy, alors on montre qu’elle a un comportement hyperbolique dans le futur de I’orbite des points
p € Xy. Plus précisément, la proposition suivante donne I'existence d’un entier positif n*(p) > 0
pour tout point p € Sy, uniformément majoré, tel que 'itéré fg* vérifie la condition des champs
de cones au voisinage de p pour la paire (Cfb’ C}Z) de la proposition 5.1.4.

Proposition 6.1.1. Il existe un entier N > 0 tel que, pour tout p € Sy, si T}, est le (ou un des)
plan(s) tangent(s) a Sy en p, il existe un entier n* = n*(p,T,) avec 0 < n* < N, et un plan
tangent Ty = Ty(p,Tp) a Sy en q = f&j* (p) € Sy tel que :

1) (f3)Ce(p, Tp) C int Cf(q, Ty), et pour tout v € C(p, Tp), |(fF)wv] = 2]

2) (f§):'Cia. Ty) C int Cf(p, T), et pour tout v € C(q, Ty), I(£)3 vl = 2]lv]

Démonstration. Remarquons que fy, est une restriction de fq au départ et a 'arrivée. On peut
utiliser exclusivement les résultats de la proposition 5.1.4 sur I’application de retour fy, du flot
de Xy sur la section Spy. Sip € Sy, et si g € Sy est sur l'orbite de p, alors il existe n et m
tel que fg(p) =q= fquo(p) et n < m. En effet f; ne “voit pas” les passages sur (P™ N V).
On va faire une disjonction des cas en fonction du point de départ p sur la section Sy, et de la
trajectoire de son orbite. On représente la disjonction des cas par les graphes de la figure 6.2.

. Soit p € (P™\Vy), et T), = T;n. Deux cas sont possibles selon que l'orbite future de p par

le flot de X, intersecte suffisamment de fois la section ¥, sans intersecter Pff pour avoir la

stricte invariance et dilatation des cones, ou qu’elle intersecte Pgbn avant. Ce nombre de retour
est Ientier N1 qui satisfait I'item 2 proposition 5.1.4.

On fait la disjonction de cas suivante :

Soit I’orbite de p par le flot de X, intersecte IV fois consécutives X, sans intersecter ben.

Autrement dit f&w(p) € Xy pour k = 1,...,Ny. Alors d’apres Iitem 2 proposition 5.1.4, la
proposition 6.1.1 est satisfaite pour n*(p) = Ny et T, = qu.

Soit I'orbite de p par le flot de X, intersecte Plipn avant d’avoir intersecter N fois X.

Autrement dit il existe ky < N1 minimal tel que fé“% (p) € Pfﬁn. Alors deux cas sont possibles.

125



1.2.1.

1.2.2.

2.1.

2.2.

2.2.1.

Chapitre 6. Preuve du théoreme de recollement et critére de transitivité
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Xy No
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(a) Graphe des orbites dans le cas 1.

FIGURE 6.2 — Graphe des orbites de fy, sur Sy,

Soit f&%(p) € (P™\Vp)y-
D’apres l'item 3 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour n*(p) = ko < Ny
et le plan T, = T;n.
. k i
Soit £, (p) € (P™ N Vo)y-
Alors d’apres 'item 1 de la proposition 5.1.4, 'orbite future de fé“%} (p) par le flot de X intersecte

Ny fois consécutives la section ¥, sans intersecter pr“. Autrement dit f('i " ( f(]i‘lb (p)) € ¥y pour
k=1,...,Ng.

Puis d’apres l'item 4 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour n*(p) =
No+ko—1<Ny+ Ny —1et leplaan:TqE.

On remarquera que le point d’arrivée ¢q sur ¥, correspond a l'itéré Ng + ko de l'orbite de p par
foup, et I'itéré Nog + kg — 1 de 'orbite de p par f, car dans le deuxiéme cas on ne compte pas le
passage de l'orbite par (P N V).

. Soitp € Xy, et T, =T pz' On fait une disjonction selon que 'orbite de p par le flot de X, intersecte

suffisamment de fois Xy sans intersecter P&}n pour avoir la stricte invariance et dilatation des

coOnes, ou si elle intersecte P;Z)n avant. Ce nombre de retour est 'entier Ny qui satisfait I'item 5
de la proposition 5.1.4.

Soit ’orbite de p par le flot de X, intersecte Ny fois consécutives sans intersecter pin,
Autrement dit f&w(p) € ¥y pour k =0,..., Nx. Alors d’apres Iitem 5 de la proposition 5.1.4,
la proposition 6.1.1 est satisfaite pour I'entier n*(p) = Ny, et le plan T}, = TqE.

Soit orbite de p par le flot de X, intersecte Plipn avant.

Autrement dit il existe k; < Ny; minimal tel que fé%(p) € Pf/)n. Alors deux cas sont possibles,
selon que ce point d’intersection est dans le voisinage (Vp), ou non.

Soit f5%,(p) € (P™ N Vo)y.
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(b) Graphe des orbites dans le cas 2.

FIGURE 6.2 — Graphe des orbites de fy, sur Sy,

Alors d’apres l'item 1 de la proposition 5.1.4, Porbite future de f*1(p) par le flot de Xy intersecte

Ny fois consécutives la section Xy sans intersecter prn. Autrement dit f(i " ( f& ﬁ/) (p)) € Xy pour
kE=1,...,Ng.
Puis d’apres l'item 7 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour ’entier
n*(p) = No+ ki —1 < No+ Ng — 1 et le plan T, = T
On remarquera que le point d’arrivée ¢ sur ¥, correspond a l'itéré No + ki de p par fo, et
I'itéré No + k1 — 1 de p par fy, car dans le deuxiéme cas on ne compte pas le passage de I'orbite
par (Pin N Vo)d,.

2.2.2. Soit £}, (p) € (P™\Vp)y-
Notons ¢; = gip(p) = 51 (p). Soit l'orbite de ¢; intersecte suffisamment de fois consécutives
la section X sans intersecter par sz)n. Ce nombre de retour est I'entier Ny qui satisfait l'item 2
de la proposition 5.1.4, et on aura la stricte invariance et dilatation des cones. Soit 1'orbite
de ¢; intersecte Pi)n en un point go avec moins de Ny passages par X, entre chaque. D’apres
Iitem 1 de la proposition 5.1.4, le point d’intersection gz est dans (P™\Vs). Dans ce cas, on peut
réitérer cette dichotomie en remplacant g2 par q;. Cette récurrence est finie car si l'orbite de ¢;
intersecte suffisamment de fois P"\) sans intersecter (P™MV}),, alors on a la stricte invariance
et la dilatation des cones. Ce nombre de retour est 'entier N7 qui satisfait la proposition 5.1.4
Finalement la disjonction est la suivante.

2.2.2.1 Soit I'orbite de p intersecte N; fois P&}n avec strictement moins de N, passages par X, entre
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Chapitre 6. Preuve du théoreme de recollement et critére de transitivité

chaque. Alors chaque passage par Pq}jl a lieu dans (Pi“\Vo)w. Il existe k1 < --- < kn, tels que

k‘i i
- o) € (PP o)y
- f1’Z70(p) € Xy pour k < kn, et k#ki,... kN,
D’apres l'item 8 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour lentier n*(p) =
kn, < Nix (Ng —1) et le plan T, = T}". |
Soit ’orbite de p intersecte strictement moins de N; fois P@‘Zf1 avec strictement moins de N
passages par ¥, entre chaque, puis son orbite intersecte N fois consécutive la section X, sans
intersecter P™. Alors chaque passage par pr“ a lieu dans (Pi“\Vo)¢. Il existe m < N; — 1 et
ki <--- <k, tels que
— k; <i.Ng € (Pin\Vo)d,
— fEo(p) €Sy pour k <k et k£ ki ... ki

Em _

- f!;,o (fzp,o(p)> € Xy pour k=1,...,Np
On note ¢; = f¥ (p) pouri = 1,...,m. Notons que d’apres I'item 6, fj;l envoie Cy (p) & lintérieur
de Cy;(q1) et son inverse envoie Cy(¢1) a l'intérieur de C,(p). Ensuite, chaque passage de 'orbite
de (P™\\Vy)y & (P™\Vy), contribue & envoyer le cone Cy(gi) a l'intérieur du come Cy(giv1) et
dilater la norme des vecteurs d’un facteur 2 d’apres l'item 3. Il suffit donc de montrer qu'une
orbite d’un point de Xy, qui intersecte sz}n puis intersecte Ny fois la section X, sans passer par pr“

laisse les cones Cy; strictement invariants et dilatés, et de méme pour I'action de litéré inverse
sur les cones C;Z. C’est I'item 7 de la proposition 5.1.4. On en déduit que la proposition 6.1.1 est

satisfaite pour l'entier n*(p) = No + kn < No + (N1 — 1) X Ny, et le plan T, = qu.

O

Résultat additionnel Comme annoncé a la section 5.8, on a un résultat additionnel complémen-
taire. Il donne l'existence d’un entier négatif 2*(p) < 0 pour tout point p € Sy, uniformément
minoré, tel que l'itéré f,Z* vérifie la condition des champs de cones au voisinage de p pour la paire

de champ de cones (C’s , (A}'}Z) donnée par la proposition 5.8.1. Cela signifie que le comportement
de Papplication ™" est hyperbolique dans le passé des orbites.

Proposition 6.1.2. Il existe un entier N > 0 tel que, pour tout p € Sy, si T}, est le (ou un des)
plans tangents a Sy en p, il existe un entier n”* = n*(p,Ty) avec =N < 2* < 0, et un plan
tangent Ty = Ty(p, Tp) a Sy en q = fJn (p) € Sy tel que :

1) (fi")Cip, T) C int G5 (g, Ty), et pour tout v € C5(p, Tp), |(f17)wvll = 2]l

2) (fi)'Cl(a, Ty) C int Cit(p, Ty), et pour tout v € Cii(g, Ty), [|(f17): oll = 2[Jo]

La preuve est identique en utilisant la proposition 5.8.1.

6.2 Décomposition hyperbolique sur une section globale

Les deux propositions 6.1.1 et 6.1.2 vont permettre de construire une décomposition hyper-
bolique du fibré tangent de Sy, (formule (6.1)) pour I'application de retour fy: Sy — Sy. Cela
nous permettra de construire la décomposition hyperbolique du fibré tangent de P, pour le flot
de X a la section 6.3 suivante et de montrer que le champ de vecteurs est Anosov.
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6.2. Décomposition hyperbolique sur une section globale

Montrons la proposition suivante qui donne l’existence d’une décomposition hyperbolique
pour I'application de retour f, sur Sy. De plus, les fibres de la direction forte sur deux plans
tangents différents en un point p € S engendrent la méme somme avec R.X,;. Un champ de
droites F' sur Sy, est la donnée, pour tout p € Sy, et tout plan tangent 7™ = T}7 & Sy, en p, d'une
droite F(p,T%*) C T*.

Proposition 6.2.1. Il existe une décomposition fy-invariante T'Sy, = F* @ F® en une somme de
deux champs de droites, et des constantes A > 1 et C' > 0 telles que :

) -Yee R n>0, (el > Cxlo]
SVwe FE n >0, [[(F)w] < O o]

2) Sip est un point de S et T et T' sont deuz plans tangents a S en p, alors,
- F'(p,T)®R.Xy = F"(p,T") ®R. Xy,
- F*(p,T)®R.Xy = F*(p,T") ® R.X},

Démonstration. Dans la preuve on se contentera de montrer I'existence du fibré stable F*, la
preuve pour F'“ étant similaire.

Etape 1 : Intersection infinie de cones stables. Soit p un point de S et T le (ou un des) plan(s)
tangent(s) a S en p. Alors il existe une suite de points particuliers sur l'orbite positive de p par
fy définie comme suit. Soit (pi, T)) et ny, définis par récurrence par :

(po, To) = (p, T), | no = n*(p,T), 6.2)

* Ny
(Prt1, Thyr) = (ff; ®T) (), Tpk+1(pk7Tk)> N1 = 1 (py, Tk)

ot n*(p,T) est 'entier et Ty(p,T') est le plan tangent satisfaisant la proposition 6.1.1 pour la
donnée de (p,T). On rappelle que d’apres la proposition 6.1.1,

1) la suite ny est borné par un entier N,

2) fg’“ envoie le cone Cyj(py, Tk) a 'intérieur de Cyf (p41, Ti+1) et dilate la norme des vecteurs
de Gy (px, Tk) dun facteur 2,

-1
3) ( fg’“) envoie le cone C{Z(pkH,TkH) a intérieur de Cfp(pk,Tk) et dilate la norme des
vecteurs de Cy (Pk+1, Tk+1) d’'un facteur 2,
On définit Ly la restriction de la différentielle de f:;’“ au plan T} au départ et T4 a larrivée,
autrement dit
Lk = dpk gk: Tk — Tk+1 (63)
C’est une famille d’applications linéaires inversibles. On définit

+oo
F(p,T) = (L5 oo L;") Cipn,Th) € C3(p, T) (6.4)
k=0

Par stricte invariance des cones stables C’fp pour les itérés f; ”*, cette intersection infinie est un
cone inclus dans CY (p, T). En répétant cette opération pour chaque point et plan tangent (p,T')
de Sy, on obtient un fibré en cones F* = {F*(p,T)} sur Sy. Alors on a pour tout & > 0 :

1
F*(prt1, Torr) = LuF>(pr, The) et Vo € By, |[Lyv]| < S vl (6.5)
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La premiere égalité découle de la formule (6.4) définissant F'® par une intersection infinie.
L’inégalité qui suit est vraie car F*(pg, T)) C L,;lC;Z(pkH,TkH) par (6.4), et L' dilate d'un
facteur 2 la norme des vecteurs de Cy (pg+1, Ti+1) (item 3 précédent).

Etape 2 : Fibré en droite.
Fait 6.2.2. F'° est un fibré en droite.

Démonstration. Soit (p,T) fixé, (pk,Tk,nr) la suite associée par la formule (6.2). On note
F; = F*(pi, T)) la famille de cones définis par la formule (6.4), et Ly: T, — Tjy1 la famille
d’applications linéaires inversibles définies par la formule (6.3). D’apres la formule (6.5), {F{}
est une collection de cones (exactement) invariante par {Lg}i, et dont la norme des vecteurs
est contractée uniformément par {Ly}x. Par Pabsurde, supposons que Fj est non réduit a une
droite. Alors il en est de méme pour Fj; et on note Fk} et F, ,3 les deux droites disjointes qui
constituent le bord de F}, et tel que LkF,i = F ,3 4 1- Par suite, tout vecteur v € T' se décompose
de facon unique sous la forme v = v; +vo € F'@ F?, et on a en itérant I'inégalité dans la formule
(6.5)

|Lwo Luot o0 Lo(w)| < 27 (furl| + oall) —> 0 (6.6)

n——+00
Autrement dit, la norme d’un vecteur quelconque tend vers 0 sous l'action de {Lg}x. Or il existe
une direction invariante dilatée par {Ly} : il suffit d’itérer une direction quelconque dans le
champ instable Cg(p,T ). Plus précisément, d’apres la proposition 6.1.1, et par définition de
(Pk> Tk, ;) & la formule (6.2) et Ly & la formule (6.3), on a Ly C§(pk, Ti;) C int Cf (prt1, Thet1)
et pour tout vy € Cf(pk, Tk), [|Lrvk| = 2||v[. On en conclut en itérant I'inégalité pour v €
Cyp,T)CT:
|LpoLp—10---0Lo(v)|| >2"v|| — oo
n—+00

Ce qui est une contradiction avec la formule (6.6). O]

Etape 3 : Contraction exponentielle. Montrons que le fibré F'® est contracté par un itéré uniforme
de fw.
Fait 6.2.3. I existe un entier Ny, tel que pour tout p € Sy et T' C T),Sy, un plan tangent en p,

\ 1
Yo e F*(p,T), [I(f3°)wvl < 2ol

Démonstration. Soit (p,T) fixé, (pk,Tk,nk) la suite associée par la formule (6.2). On note
F} = F*(p, T) la famille de cones définis par la formule (6.4), et Ly : T}, — Ty la famille d’ap-
plications linéaires inversibles définies par la formule (6.3). Soit N lentier uniforme qui borne
la suite {ny}x. Il existe une constante cst > 0 qui borne la différentielle de ﬁb pour 0 <4 < N.
Soit un entier kg vérifiant

ko > logs cst 41 (6.7)
et soit Ny un entier supérieur a ko.IN. Alors on peut décomposer quo au voisinage de p sous la
forme f};o = ffl} o f;”“ 0-+-0 fZO, avec k > ko et 0 < ¢ < N. Alors en itérant 'inégalité de la
formule (6.5) (avec Ly = dp, f,") pour un v € F*, on a

IR0l = ICf o S5k o0 f0)s0]
< est (£ o+ 0 f1%).]
< est 27F|v]| d’apres l'inégalité (6.5)

1
< —|jv]| d’apres I'inégalité (6.7)
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6.2. Décomposition hyperbolique sur une section globale

Etape 4 : Invariance. Montrons que F'* est un fibré fy-invariant.

Fait 6.2.4. Pour tout p € Sy et T' C T),Sy un plan tangent en p, pour tout j > 0, si q = ffp(p) et
T' C T,Sy est un plan tangent en q, alors

F*(q,T') = (f})-F*(p,T)

Démonstration. Supposons par 1'absurde que F*(q,T") # (fi)*Fs(p, T). Notons F! = F*(q,T")
et 2 = ( fi)*F %(p,T). Ce sont deux droites de T’. On peut supposer sans perte de généralité
que 0 < j < Ng. D’apres le fait 6.2.3, on a pour v; € F! et n > 0,

(™M) v || < 27" Jun |
et pour va € F2 et n >0
nNp _ J No\n —J < t2—1’L
(" O)wvall = [1f3 (fy 02 (fp ! )svall < est 27 [Jun ]

Tout vecteur v € T” se décompose de facon unique sous la forme v = v1 + vy € F' @ F2. On en
déduit que la norme d’un vecteur v € T quelconque sous 'action de {( f;‘NO)*} tend vers 0. Or

il existe une direction invariante dilatée par la famille {( f;fNo)*}n, il suffit d’itérer une direction

quelconque dans le champ instable C}/j(q, T"). Plus précisément, soit (qx, T}, ng) la suite définie
par la formule (6.2) & partir de (¢,7”). D’apres la proposition 6.1.1 on a pour tout k£ > 0

o (fp" ) Cyplar, Ty) C int Cf(qrir, Thyy),
o pour tout v € Cif (qr, T, [|(f*)wv]l > 2]Jv]].

Pour tout n > 0, il existe une unique décomposition de fZNO au voisinage de ¢ de la forme

f&}‘NO = ffz') o fg’“" o---o fy® avec 0 < i < Npy. De plus, ky, —2 +oo. Il existe aussi une constante

uniforme cst > 0 qui borne la différentielle de ffp pour 0 < 4 < Np. On en conclut que pour
veCy(q,T) CT":

N i n
ICF 0wl = 11y 0 f*m 0+ 0 £30)sv]
> est || (f"" o0 fy0)u]
> cst™L 2 |||

— +00
n—-+o00

C’est une contradiction. O

Etape 5 : Plans tangents engendrés. On a montré que F*° est un champ de droite fy-invariant
sur Sy, et exponentiellement contracté par fy, autrement dit F'® vérifie I'item 1 de la proposi-
tion 6.2.1. Montrons que F* vérifie I'item 2 de la proposition 6.2.1.

Fait 6.2.5. Soit T et T' deux plans tangents en p dans TSy, alors F*(p, T) ®R. Xy, = F*(p,T") &
R.X,.
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Chapitre 6. Preuve du théoreme de recollement et critére de transitivité

Démonstration. Soit ¢ = fy(p) et T, un plan tangent & Sy en ¢. Notons L: T — T,
et L': T" — T, les deux restrictions de la différentielle dpf,. Alors d’apres le fait 6.2.4,
L(F*(p,T)) = F*(q,T;) = L(F*(p,T")). Or L et L' different & une projection parallele a R.X,
pres, autrement dit si 7: T — T” est la projection sur 7" parallele & R.Xy, alorsona L = L' o.
Comme L’ est inversible, on en déduit que wF*(p,T) = F*(p,T"). L’égalité des sommes avec
R.X est donc vérifiée. O

Il s’ensuit que le fibré F'¥ sur Sy, satisfait la proposition 6.2.1. La preuve pour le fibré F*
est symétrique. Il faut utiliser la proposition 6.1.2, construire une suite dans I’orbite passée d’un
point p € Sy, l'itéré est donné par I'entier 2*, et 'action de la différentielle inverse sur la paire
(Cy, C)- O

6.3 Preuve du théoreme 1

Soit (Py, X0, ¢o) un bloc de construction sans attracteur ni répulseur, dont les laminations
de bord sont remplissantes, muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Soit (P, X, ¢) le
triplet normalisé fortement isotope & (Pp, X0, ¢o) donnée par la proposition 2.1.10. Soit Mg, €, do,
les parametres qui satisfont la proposition 5.1.4, et ¥ = 1y ¢,.6,: OFP — OP le recollement donné
par la formule (5.1). D’apres le fait 5.1.1, le triplet (P, X, ) est fortement isotope a (P, X, @)
(donc a (P, Xo,@o0)). Soit Py = P/ la variété compacte de dimension 3 et Xy le champ de
vecteurs de classe C! induit par X sur Py. On va montrer que le champ de vecteurs X, sur P,
est Anosov, ce qui prouve le théoreme 1. On aura besoin du lemme général suivant.

Lemme 6.3.1. Soit Y un champ de vecteurs de classe C' sur une variété fermée M de dimension
trois, tel que la différentielle du flot de Y préserve deux champs de plans continus E et E
sur M, tangents a Y, et transverse l'un a l'autre. De plus Y contracte exponentiellement aire
de E° et dilate exponentiellement 'aire de E°“ pour t > 0. Alors Y est un champ de vecteurs
Anosov sur M.

Démonstration. Montrons 'existence de la direction instable forte E%* C E. Soit V un champ
de vecteurs tangent a E" et transverse au champ Y sur £, tel que le couple (V,Y") forme une
base de champs de vecteurs de E°“. Notons L! := Y*t‘ peu- L@ matrice de L! dans la base (V,Y)
est

‘ Q¢ 0
My L =
b 1

oll a; et b; sont des fonctions continues de M et bornées & t fixé. Montrons que L! vérifie la
condition des champs de cones. Par hypothese, il existe des constantes C' > 0 et A > 1 tel que

Jac(L!) = |as| > C\

Quitte & changer la métrique, on peut supposer que inf |a;| > 1. On suppose que by est non
uniformément nulle, sinon le lemme est montré : la direction instable forte E“* est la direction

engendrée par V. On définit

sup b1

K = >0 (6.8)

inf|a;| — 1
Soit C* le champ de K-cone sur E“* dans la base (V,Y).

Fait 6.3.2. Pour toutn > 1, on a L™"C" C int C%, et L™ dilate exponentiellement la norme des
vecteurs de C".
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6.3. Preuve du théoreme 1

Démonstration. En effet, soit v = v*V +0¥Y € O% on a donc |[v¥| < K[v¥|. Alors L'v =
a1V + (bv® +vY)Y et
|brv® + vY | - b | K1+ 1
oot T

Donc L'v est a I'intérieur de C*. On en déduit la propriété pour L™ en écrivant L™ = L'o---o L.

Soit n un entier positif et L0 = vV +vYY = a0V + (bv" +vY)Y. On a

lopl = (inflay[)"|[v"] > 2[v"],  Vn > logis|a,|(2)

. 1Y Y
ol = (@nfar) Y] > 200¥], Vi > 10gir oy (2K)
Donc max(|v]], |vy|) > 2max(|v1], |vy|) pour n (uniformément) assez grand, ce qui prouve que
L™ dilate de la norme des vecteurs de C* d’un facteur 2 pour n supérieur & un certain entier
ng. Comme 'opérateur L' est uniformément borné pour 0 < i < ng, on en déduit que L" dilate
exponentiellement de la norme des vecteurs de C* en itérant LF7ott = 1o L o...0 L™  []

Définissons

E"(p) = () L"C(Y " (p)) € C"(p)
n>0

Fait 6.3.3. E““ est un champ de droites L'-invariant, et exponentiellement dilaté par L' pour
t>0.

Démonstration. En effet, par construction E“* est un champ de cones dans le champ de plan
E sur M, invariant par L™" et exponentiellement contracté par L™" pour n > 0. Or on sait
que L™ agit de facon isométrique sur la direction engendrée par Y, donc il existe une direction
L~"-invariante qui n’est pas contractée. Comme {L~"},, est une famille d’applications linéaires
inversibles en dimension deux, on en déduit que E“* ne peut pas contenir deux champs de droites
invariantes distinctes (ce sont les méme arguments que la preuve de la proposition 6.1.1). C’est
donc un champ de droites exponentiellement contracté par L~".

Supposons par 1'absurde que E; := E“(p) et Ey := L'E"(Y~!(p)) sont distinctes pour
un certain ¢ € R (que l'on peut supposer |t| < 1), alors les familles {L™"F1},, et {L™"Es}y,
sont deux champs de droites invariantes par L~" et exponentiellement contractées pour n > 0.
En effet, pour la deuxieme famille, il suffit d’écrire que si v € E? alors L™"v = L™t o L™/
avec v/ € E¥(Y !(p)) et utiliser le fait que L! est uniformément bornée pour [t| < 1 et L™
contracte exponentiellement E“*. Par le méme argument qu’au paragraphe précédent, on a une
contradiction car la direction R.Y est une direction L™-invariante qui n’est pas contractée. Donc
E" est un fibré en droite Li-invariant pour ¢t € R, et exponentiellement dilaté pour ¢t > 0. En
effet, il suffit d’écrire pour v € E¥*, Lty = L" o LE®y = L7 o (L‘E(t))_lv et utiliser que L est
uniformément bornée pour r € [0,1] et L™ contracte exponentiellement E** pour n > 0. ]

On en conclut que E** est le fibré instable fort de Y. On montre de la méme fagon I’existence
du fibré stable fort £%° de Y. On en déduit que Y est un champ de vecteurs Anosov sur M. [

Le corollaire suivant est le résultat final de la preuve du théoreme 1.
Corollaire 6.3.4. X, est un champ de vecteurs Anosov sur Py.

Démonstration. Soit Sy, la section globale dans Py, pour le flot de X, donnée a la formule (6.1)
et fy le premier retour de Xy, sur Sy,. Soit T'Sy, = F“® F'° la décomposition du fibré tangent a la
section Sy donnée par la proposition 6.2.1. On définit en tout point p € Sy, le plan tangent dans
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Chapitre 6. Preuve du théoreme de recollement et critére de transitivité

T, Py par E°(p) := F"(p) ®R.Xy(p). La proposition 6.2.1 assure que cette définition ne dépend
pas du choix d'un plan tangent 1™ C T,Sy, en p. Soit p € P,,. Alors 'orbite de p intersecte Sy, en

temps uniformément borné, et soit 7(p) > 0 le premier temps positif tel que g = X;(p ) (p) € Sy.
On définit pour tout p € Py,

B (p) = (X, E"(q)

Cette définition donne un champ de plans E°* en tout point de Py.

Fait 6.3.5. E°" est un champ de plan Xfp—z'm}am'ant, et dont l'aire est exponentiellement dilatée
par la différentielle du flot de Xfp

Démonstration. En effet, 'invariance de E“ par la différentielle du flot de X, est assurée par
I'invariance de F™* par I'application de premier retour fy, sur Sy, d’apres la proposition 6.2.1.
Soit V' un champ de vecteurs unitaire tangent a F'* en tout point de Sy. Par transversalité de
Sy et de Xy, le couple (V, Xy,) forme une base de champs de vecteurs au plan E“ en tout point
de Sy. La matrice de la différentielle de Xé) restreinte & £ dans la base (V, X) est de la forme

¢ a¢ 0
M(V,Xw) (Xd))* ‘Ecu =
by 1

ou a; et by sont des fonctions continue sur Sy. Par compacité, ces fonctions sont uniformément
bornées a t fixé. D’apres la proposition 6.2.1, il existe des constantes C' > 0 et A > 0 tel que pour
tout p € Sy, si 7 est le temps de premier retour sur la section Sy, alors \aTn(p)| > C)\". Le flot
retourne en temps uniformément borné sur Sy, donc la différentielle de be est uniformément
bornée entre deux passages sur la section. On en déduit que pour tout p € Py, et t > 0, quitte a
changer la constante C' > 0, on a |a;| > CA!. Donc la différentielle de X 5} dilate exponentiellement
Iaire de E* pour tout t > 0. O

On montre de méme 'existence d'un champ de plan £ sur Py, invariant par la différentielle
du flot de Xy, transverse a £ et dont ’aire est exponentiellement contractée par X 5) pour t > 0.
Alors (Py, Xy) vérifie le lemme général 6.3.1, ce qui prouve le corollaire. O

6.4 Critere de transitivité

On rappelle qu'un ensemble compact hyperbolique A pour un champ de vecteurs X est dit
transitif si il existe une orbite dense du flot de X dans A. Un bloc de construction (P, X)
est dit transitif si le maximal invariant A := MN;X*(P) est un ensemble transitif pour le flot
de X. Un champ de vecteurs Anosov Y sur une variété fermée N est dit transitif si N est un
ensemble transitif pour le flot de Y. Dans cette courte sous-section, on donne un critére analogue
a| ], proposition 1.6, qui permet de déterminer la transitivité d’un flot d’Anosov obtenu
par recollement de bloc de construction. Soit (P, X) un bloc de construction et A le maximal
invariant de X dans P, et soit Ay, ..., A, la décomposition de A en piéces basiques ([ D-

Définition 6.4.1. Soit G = G(P, X, ¢) le graphe orienté ayant pour sommet les pieces basiques
i = A; et une aréte orientée (i, ) si :

— soit WH(A;) NW3(A)) # @,
~ soit p(WH(A)) N WH(A) £ 2,
— soit W™(A;) No(W?*(A;)) # @.
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6.4. Critere de transitivité

On a le critere suivant.
Proposition 6.4.2.

1) Si (Po, Xo,p0) et (P, X1,01) sont deuz triplets fortement isotopes, alors les graphes
G(Py, Xo,p0) et G(P1, X1, p1) sont isomorphes.

2) Si X, est un champ d’Anosov obtenu par recollement d’un triplet (P, X, p) tel que le graphe
orienté G(P, X, ) est fortement connexe', alors X, est transitif.

Démonstration de la proposition 6.4.2. Le premier item découle de la proposition 1.4.12. Quitte
a faire une équivalence orbitale d’un des deux blocs, les blocs (P, Xo) et (Py, X1) ont un prolon-
gement minime commun (proposition 1.4.12, item 1). Il s’ensuit que le maximal invariant Ax, de

X1 et Ax, de X5 est le méme. De plus, il existe un homéomorphisme h : 0P1\O, — 0Py\O, qui

envoie la paire ( X0 (cpl)*(ﬁ}l)) sur la paire ( X0 (o)« ( “XO)) et la paire ( % (gol)*(ﬁsxl)) sur

la paire (L%, (¢0)«(L%,)) (proposition 1.4.12, item 3). Cela montre que les graphes G(Py, X1, 1)
et G(Py, Xo, po) sont isomorphes.

Montrons le second item. Soit P, := P/¢ la variété quotient, m,: P — P, la projection, et
A, = my(A). C’est un compact invariant hyperbolique pour le flot de X, dans P,. On note
L=L"UO,UL? la lamination de bord sur OP. Le fait suivant découle immédiatement de la
définition de A,.

Fait 6.4.3. Les variétés invariantes de A, pour le flot de X, dans P, sont
s _ S t s u _ u t u
W) =7 (WU g X (o)) WHAg) = mp (W U U X (0l

Soit Aq,..., A, les pieces basiques de la décomposition de Smale de A. Ce sont les compacts
hyperboliques transitifs maximaux de A. On note A, ; = 7, (A;) la projection des pieces basiques
de A dans A,. Ce sont des ensembles hyperboliques transitifs pour le flot de X,. D’apres le fait,
la variété stable de A, ; contient W?(A;) U o(W?(A;)) et sa variété instable contient W*(A;) U
@(W*"(A;)). La forte connexité du graphe G(P, X, ¢) est équivalente a ce que les A, ; soient toutes

reliées par un cycle : pour tout i, 7, il existe une suite ig = 4,...,4, = j tel que W?*(Ay;,) N
W (Apiy 1) # @ (avec iny1 = ip par convention). On en déduit qu’elles forment une unique
piece basique (] ]), autrement dit A, est transitif. Pour finir, soit O une orbite du flot de

X, qui n’est pas incluses dans A,. Alors

Fait 6.4.4. la variété stable W*(O) intersecte o(L") et la variété instable W*(O) intersecte
p(L7).

En effet, si O n’est pas incluse dans A, alors elle intersecte transversalement Pgut. La surface
Pg“t est feuilletée par une paire (f*, f*) de feuilletages transverses qui sont les intersections des
feuilletages stable F*° et instables 7* du champ de vecteurs d’Anosov X, sur P,. De plus,
f* contient la lamination L. La variété stable W*(O) intersecte Po" le long dune courbe
[ transverse f“. Comme (P°" L%) est une lamination remplissante, il en est de méme pour
la projection (PS“':,EZ,), et on en déduit que W#(O) intersecte L. La preuve pour la variété
instable de O est symétrique. Par conséquent, chaque orbite O de X, a sa variété stable qui
intersecte W"(A,) et sa variété instable qui intersecte W*(A,). On en conclut que la variété P,
constitue une unique piece basique, et donc le flot d’Anosov X, sur P, est transitif. O

1. on peut relier chaque sommet par un chemin d’arétes orientées
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Deuxieme partie

Applications
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Chapitre 7

Bloc de construction avec lamination de
bord prescrite

Dans | , Théoreme 1.10], il est montré que tout feuilletage Morse-Smale (autrement
dit un feuilletage quasi-Morse-Smale sans feuilles marquées) sur le tore peut étre réalisé (a
équivalence topologique pres) en tant que feuilletage de bord d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu
(P, X) orientable transitif attractif, autrement dit tel que I’ensemble maximal invariant A est
un attracteur transitif pour le flot de X. Les blocs de construction que I'on considere dans ce
chapitre seront connexes et orientables.

Définition 7.0.1 (Equivalenee topologique de laminations). Deux laminations £; et Lo sur les sur-
faces orientées S et Sy sont dites topologiquement équivalentes si il existe un homéomorphisme
h :S1 — S qui préserve 'orientation et tel que h.L1 = Lo.

Dans ce chapitre on montre la proposition analogue suivante :

Proposition 7.0.2 (Proposition C). Soit Fi et Fo deuz feuilletages quasi-Morse-Smale sur un
tore orienté S1 et un tore orienté So respectivement, tel que Fi1 et Fo ont un méme nombre
non nul de feuilles marquées. Alors il existe (P, X) un bloc de construction selle plein transitif,
avec P connexe orienté, tel que OP est l'union de deux tores quasi-transverses 11 et Ts, et la
lamination de bord Lx restreinte a T; se compléte en un feuilletage topologiquement équivalent

a F;.

Remarque 7.0.3. On rappelle qu’une orientation de P induit une orientation canonique sur le
bord OP. La proposition dit qu’il existe un homéomorphisme h; : .S; — T; qui envoie F; sur un
feuilletage qui prolonge la lamination de bord et qui préserve 'orientation pour ¢ = 1, 2.

Rappelons que la lamination de bord L£x d’un bloc plein est, par définition, remplissante,
donc se complete en un feuilletage qui est unique & équivalence orbitale pres (les composantes
connexes du complémentaires de la laminations sont des bandes, définition 1.2.12). On montrera
également la proposition D énoncée dans l'introduction, qui donne un résultat de réalisation
d’une paire de feuilletage quasi-transverses sur le tore en tant que trace des feuilletages stables
et instables sur un tore quasi-transverse plongé dans un flot d’Anosov transitif.

Résumé du chapitre Le chapitre s’organise comme suit.

e Dans une premiere section 7.1, on explique comment généraliser le théoreme de recollement
(théoréme 1) a des “recollement partiels”, ce qui permettra de construire de nouveaux blocs
de construction en recollant partiellement des blocs de construction le long de leur bord.
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7.1. Recollements partiels

Le but est d’avoir un résultat général qui permet d’accumuler des blocs afin d’obtenir des
propriétés dynamiques ou topologiques riches.

e Dans la section 7.2, on étudie les pré-feuilletages quasi-Morse-Smale (définition 1.2.4). On
associe un type combinatoire quasi-Morse-Smale a un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale
(définition 7.2.7 et 7.2.9). C’est un invariant de la classe d’équivalence topologique des
feuilletages quasi-Morse-Smale (proposition 7.2.13).

e Dans la section 7.3, on montre un résultat préliminaire qui dit que tout feuilletage quasi-
Morse-Smale se réalise (a équivalence topologique pres) en tant que feuilletage de bord
d’un bloc de construction selle plein non transitif (proposition 7.3.1).

On construit pour commencer un bloc de construction (P, X) dont le bord consiste en
I'union de deux tores de bord T} et T5 quasi-transverses, contenant des orbites périodiques
dont le nombre et l'orientation est compatible avec le type combinatoire donné et qui
constituent la lamination de bord sur T}, et une collection de tores 7™ et T°" transverses
au champ X (lemme 7.3.2). On recolle ensuite des blocs de Béguin-Bonatti-Yu attrac-
teurs et répulseurs le long des tores de 7™ et T°" avec des feuilletages de bord prescrits
(lemme 7.3.4). Ce recollement doit étre fait d’'une maniere a induire sur les tores quasi-
transverses des feuilletages dont le type combinatoire est prescrit. On utilise pour cela les
propriétés des blocs de construction obtenus par recollement partiel (section 7.1).

e Dans la section 7.4 on montre un résultat général qui permet, a partir d’un bloc de construc-
tion (P, X') non transitif vérifiant une hypotheése sur son graphe de Smale, de créer un bloc
de construction (P’, X’) selle, plein, transitif et tel que les laminations de bord de (P, X)
et (P, X') se compléetent en des feuilletages topologiquement équivalents. Cette méthode
consiste a faire des chirurgies de type Eclatement—FExcision—Recollement de [ , Sec-
tion 8]. L’idée est de créer une collection de bords transverses par une bifurcation Dérivé
d’Anosov sur des orbites périodiques, puis excision de petit voisinage tubulaire dont le
bord est transverse au flot, et ce dans chacune des pieces basiques non triviale de (P, X).
On recolle ensuite ces bords de sorte a créer des cycles dans le graphe G associé au tri-
plet (définition 6.4.1). On utilise alors le critere de transitivité 6.4.2. On montre que la
proposition 7.0.2 découle de ce résultat général et du résultat de la section précédente.

e Dans la section 7.5, on montre la proposition D, qui est un corollaire de la proposition 7.0.2
et du théoreme de recollement.

7.1 Recollements partiels

Dans cette section, on généralise le théoreme 1 a des “recollement partiels”, ce qui permettra
de construire de nouveaux blocs de construction en recollant des blocs de construction le long
d’une partie de leurs composantes de bord. Le but est d’avoir un résultat général qui permet
d’accumuler des blocs, puis de recoller en un flot d’Anosov avec des propriétés dynamiques et
topologiques riches. Soit (P, X') un bloc de construction, d; P une union de composantes connexes
de 9P, et ¢ : 01 P — 01 P un difféomorphisme.

Définition 7.1.1. On dit que ¢: ;1P — 01 P est un :

e recollement partiel d'un bloc de construction (P, X) si il vérifie les hypotheses de la défi-
nition 1.3.1 sur le sous-ensemble 91 P.

e recollement partiel dynamique d’un bloc de construction (P, X) si il vérifie les hypotheses
de la définition 1.3.3 sur le sous-ensemble 9; P.
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Propriétés d’un bloc de construction obtenu par recollement partiel Si 0; P n’est pas égal a 0P
alors le quotient P/ =: P, est une variété a bord orientable. Si ¢ est un recollement dynamique
partiel, la variété a bord est munie d'un champ de vecteurs X, de classe C! induit par X, et
qui est quasi-transverse au bord 0P,. Notons (N,Y) = (P,, X,) le couple ainsi construit. La
proposition suivante donne Pexpression du bord N et du maximal invariant Ay = N;Y*(V)
en fonction de P, Ax et . De plus, si Ay est un ensemble hyperbolique d’indice (1,1) pour
Y, autrement dit si (IV,Y') est un bloc de construction, on peut calculer les variétés invariantes
Wy" et la lamination de bord Ly de (N,Y) a partir de celles de (P, X) et du recollement. On
note foutin: P™ — P°" I'application de passage du flot de X (formule (3.1.1)). Le dernier item
donne un critere de transitivité.

Proposition 7.1.2. Soit (N,Y) = (P,, X,) un couple formé d’une variété compacte a bord de
dimension 3, et d’un champ de vecteurs de classe C, obtenu en recollant partiellement le bloc
de construction (P, X) par le recollement partiel p: 0P — 01 P. On a

1) (bord) ON = OP~01P et le champ Y sur ON coincide avec le champ X sur OP~01P.
2) (maximal invariant) Ay = 7, <AX U yUXiLxn go*L'X)>
teR

De plus, si (N,Y') est un bloc de construction alors, si on note Wy, Wy+ les variétés stables et
instables de Ay et, Ly la lamination de bord de (N,Y) on a

3) (variétés invariantes)
- Wy =m, (W)S( U yxt (wﬁ‘}}))
<0
- Wy =7y, (W}J{ U tpot (w*ﬁg())

4) (lamination de bord) Ly = Lx U fout.ins(@xL%) U firt s (0:L5%)

ut,in*

5) (transitivité) (N,Y) est un bloc transitif si et seulement si le graphe G(P, X, ) (défini-
tion 6.4.1) est fortement conneze.

Pour simplifier, on sous-entend les ensembles de définitions des applications ¢, fout,in €t son
inverse, et X! selon que t > 0 ou t < 0 dans les expressions précédentes, autrement dit

— (*) signifie p(x N Oy P),
~ fout,in(¥) signifie four,in(+ N (P™NL7)),
~ Fomin(*) signifie fouein(x N (POUSLY)), ete.

Démonstration. 1) Cest évident.

2) 11 suffit de voir que si p € Lx N P™ = L%, alors Porbite positive par le flot Xt est définie
pour tout ¢t > 0, et si p € (p.Lx) N PP, alors § = ¢ 1(p) € Lx NP = L% et V'orbite
négative de § par le flot X? est définie pour tout ¢ < 0. On en déduit I'item par projection
dans N = 7, (P).

3) Il suffit d’utiliser ’expression du maximal invariant de I'item précédent.
4) 1l suffit d’utiliser I'expression des variétés invariantes de 'item précédent.

5) La preuve est similaire a celle de la proposition 6.4.2.
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Généralisation du théoréeme de recollement a un recollement partiel La proposition suivante
est une généralisation du théoreme 1, et donne des conditions suffisantes pour qu’un recollement
partiel d'un bloc de construction (P, X) soit encore un bloc de construction. On généralise
naturellement la définition d’un recollement fortement quasi-transverse (définition 1.3.5), d’'un
recollement normalisé 2.1.8 et d’un triplet fortement isotope (définition 1.4.9) a des recollements
partiels.

Proposition 7.1.3. Soit (Py, Xo, o) un bloc de construction selle (plein), muni d’un recollement
partiel pg: 01 Py — 01 Py qui renverse l'orientation, tel que la lamination de bord L est remplis-
sante sur 01 Py, et @g est fortement quasi-transverse sur 01 Py. Alors il existe un triplet (P, X, ¢)
fortement isotope a (P, Xo, o) tel que P, := P/y est une variété a bord muni d’un champ de
vecteurs X, induit par X, et le couple (P,, X,) est un bloc de construction selle (plein).

Idée de preuve. On modifie le triplet (Py, Xo, po) par forte isotopie pour avoir un triplet norma-
lisé (partiel) (P, X, ), en utilisant un analogue de la proposition 2.1.10 pour les recollements
partiels. Le chapitre 2 est identique en remplagant 0P par 91 P. On assure ainsi que ¢ est un recol-
lement dynamique partiel et P, est une variété compacte de dimension 3 a bord 0P, = 0P~\0 P,
et munie d’'un champ de vecteurs X, induit par X qui est quasi-transverse au bord. Le but de
la preuve est de prouver I'hyperbolicité du maximal invariant de (P,, X,) pour un bon choix
de recollement ¢. La proposition 7.1.2 donne I’expression du maximal invariant de (P,, X,,) en
fonction du maximal invariant de (P, X) et du recollement partiel ¢.

L’étude des propriétés de I'application de passage (chapitre 3) et de la diffusion de I’hyper-
bolicité (chapitre 4) est identique car ne dépend pas du recollement. On considere ensuite la
restriction des difféomorphismes de diffusion ¢i)\‘f6’ s et @Z)g’\u: s sur 01 P et on définit le recollement
partiel modifié 1) 5 = W)f}e, 5g0¢?\t1;5 sur 01 P. Le but est de déterminer les parametres A, e, de
Pxe,6 pour obtenir 'hyperbolicité du maximal invariant Ay, de (Py, Xy). Le reste de la preuve
qui consiste a choisir astucieusement les parametres de la diffusion et montrer une condition de
champ de cones pour l'application de retour sur une section bien choisie est identique, a ceci
pres que 'on considérera au chapitre 5 une section Sp dans Py qui n’est pas formellement une
section globale du flot de Xy, mais une section locale du maximal invariant Ax,, dans (Py, Xy).
Cette section est construite en prenant 'union d’une section locale transverse X de Ax et du
sous-ensemble Oy PN\O, C 0P\, et en projetant dans Py. On montre 'existence d’un choix de
parametres A, €,0 et de champ de cones sur Sy, invariants et dilatés le long de certaines orbites
en reprenant en tout point la proposition 5.1.4 (et son analogue 5.8.1) et sa preuve. Ce choix de
parametre fixe le choix du recollement 1), et permet de construire une section transverse locale
Sy du maximal invariant Ax, tel que les propositions 6.1.1 et 6.1.2 sont satisfaites, autrement
dit tel que le premier retour du flot satisfait le condition des champs de cones. Cette condition
est équivalente a I’hyperbolicité du maximal invariant, ce que l'on montre avec les arguments
similaire a la preuve de la proposition 6.2.1 et du lemme 6.3.1. O

Recollement partiel sans cycle Il existe une autre maniere de construire des blocs de construc-
tion sans faire appel a la proposition 7.1.3 de généralisation du théoreme de recollement, et qui
permet de se passer des hypotheses “selle”; “plein”, et “recollement fortement quasi-transverse”.
C’est le cas particulier ou il n’y a pas de cycle dans le recollement, c¢’est un analogue de | ,
Proposition 1.1]. L’argument est alors élémentaire, et repose essentiellement sur le A-lemma.

Plus précisément :

Proposition 7.1.4. Soit (P,X) wun bloc de construction muni d’un recollement partiel
p: P — 0P, tel que si on note Oy la collection d’orbites périodiques contenues dans 0P
alors :
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1) chaque orbite du flot de X dans PO, intersecte au plus une fois O, P,
2) piL est une lamination quasi-transverse a L sur 01 P.

Alors quitte a modifier (P, X, ) par forte isotopie, le champ de vecteurs X induit un champ X,
sur la variété P, := P/, tel que le couple (P,, X,) est un bloc de construction.

Démonstration. On modifie le triplet (P, X, ) par forte isotopie pour avoir un triplet normalisé
(partiel), en utilisant un analogue de la proposition 2.1.10 pour les recollements partiel. On
assure ainsi que que ¢ est un recollement dynamique partiel et P, est une variété compacte
de dimension 3 munie d’un champ de vecteurs X, induit par X. Notons (N,Y) := (P,, X,).
Soit p € Ay. Alors soit p € m,(Ax), soit Iorbite de p par le flot de Y intersecte I’ensemble
m,(01P) =: (01P), (proposition 7.1.2). Par hypothese (item 1 ci-dessus), cette intersection est
unique. Dans le premier cas, on a une décomposition de ’espace tangent donnée par la projection
de la décomposition hyperbolique de Ax pour X. Dans le deuxieme cas, p € Ay N (01 P)y,, et
soit p € PN 9P un relevé de p dans P. Alors p € L% N @.LY% (proposition 7.1.2, item 2) et
on définit les plans tangents suivants en p :

ES(p) =TLY ®R.X, et E(p) =T L% BRX (7.1)

On obtient par projection dans P, la donnée de deux plan tangents EY*, EYy’ sur l'ensemble
Ay N (01P), tangents au champ de vecteurs Y. Par I'hypothese 2 ci-dessus, £° est transverse
a L% sur 01 P donc les plans E“* et E° sont transverses I'un a ’autre. On pousse ces plans
tangents par le flot de X, sur Ay~ (Ax), de la facon suivante. Si ¢ € Ay~ (Ax),, il existe un
unique p = Y*(q) € (61 P),, et on définit

EY'(p) = Y'EP(Y'(q), et EY(p) =Y. 'EY(Y'(q) (7.2)

Cela définit une collection Y'-invariante de plans tangents de TN sur Ay~ (Ax),. Montrons
que l'aire de E§* est exponentiellement dilatée par Y* pour ¢ > 0. Soit p € (91 P), N Ay, et
v € E{*(p) un vecteur tangent & E* et transverse & X (uniformément en p). Soit p € PN d; P
et 0 € E°(p) des relevés dans P. Notons que p € L£°. Par définition de E“(p) a la formule (7.1),
U est tangent a p, L et transverse a L°. Soit U un voisinage invariant muni d’une décomposition
hyperbolique E** & R.X & E“* pour le flot de X dans P donné par le corollaire 3.2.3. L’orbite
positive de p par X est incluse dans le voisinage U , définie pour tout ¢ > 0 car elle s’accumule
sur le maximal invariant A, et le vecteur ¥ est (uniformément) transverse a la direction stable
faible £** @ R.X en p. D’apres le A-lemma, X dilate exponentiellement la norme du vecteur ©
pour ¢ > 0. En projetant dans P, il s’ensuit que Y; dilate exponentiellement la norme de v pour
t > 0. Regardons maintenant l'effet sur la norme du vecteur poussé dans le passé par le flot de
Y. Le vecteur ¢, !(v) est tangent & L%, donc & WY en ¢~ 'p € P, Notons que ¢~ 'p € L¥
L’orbite négative de ¢~ !(p) par le flot de X est incluse dans U, définie pour tout t < 0 car
elle s’accumule sur A, et le vecteur ¢ est transverse a la direction stable faible F** & R.X en
o~ 1(p). D’apres le A\-lemma, X! contracte exponentiellement la norme du vecteur ¥ pour ¢ < 0.
En projetant dans P, il s’ensuit que Y*? contracte exponentiellement la norme de v pour ¢t < 0.
Comme Y agit isométriquement sur la direction R.Y C E*, on en déduit que I’aire du champ
de plans E{* est exponentiellement dilaté par Y* pour ¢ > 0. On montre de méme que aire
de E§’ est exponentiellement contractée dans le passé, et on conclut avec un résultat général
analogue au lemme 6.3.1 sur un compact invariant. O

Remarque 7.1.5. Si 01 P est transverse au champ de vecteurs X, alors on peut se passer de la
forte isotopie du triplet (P, X, ¢) dans la preuve de la proposition 7.1.4, car le recollement partiel
¢ est déja un recollement partiel dynamique du bloc (P, X).
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Remarque 7.1.6. Dans le cas ot 01 P est 'union de deux composantes connexes transverses a X,
I’'une est une composante d’entrée et I'une est une composante de sortie, alors il est clair que
le sous-ensemble 0y P satisfait les hypothéses de la proposition 7.1.4. Nous verrons dans la suite
du chapitre qu’il existe des blocs de constructions (P, X) ayant une composante de bord 0 P
qui n’est pas transverse au champ de vecteurs, et tel que toute orbite qui intersecte 01 P~O, ne
repasse jamais par 01 P.

7.2 Type combinatoire de lamination quasi-Morse-Smale

On renvoie a la section 1.2 pour les définitions et résultats sur les laminations quasi-Morse-
Smale et les laminations de bord de bloc de construction. Soit £ une lamination quasi-Morse-
Smale sur une surface fermée S, on note I' les feuilles compactes et 'y les feuilles compactes
marquées de £, et S\I', = S™ U S°" la décomposition donnée par la définition 1.2.4.

Définition 7.2.1 (Orientation dynamique). Il existe une orientation des éléments de I' tel que
I’holonomie de chaque feuille compacte est dilatante sur S™ et contractante sur S°. On dit
que c’est une orientation dynamique de I'. On dit que la lamination £ munie d’une orienta-
tion dynamique des feuilles compactes I' est une lamination quasi-Morse-Smale dynamiquement
orientée.

Remarque 7.2.2. Dans le cas oll I’ensemble I, est vide, on a soit S = S, soit S = S°". Dans
le premier cas, l'orientation dynamique est telle que I’holonomie de toutes les feuilles compactes
sont dilatante. Dans le deuxieme cas, I'orientation dynamique est telle que I’holonomie de toutes
les feuilles compactes sont contractante.

Remarque 7.2.3. Une telle lamination peut a priori contenir des feuilles compacte isolées, et il
existe alors plusieurs orientations dynamiques. Dans les deux cas suivants, il existe une orienta-
tion dynamique canonique.

e Si L est un pré-feuilletage remplissant (définition 1.2.14) ou un feuilletage quasi-Morse-
Smale, alors I'orientation dynamique des feuilles compactes I', est unique, car chaque feuille
compacte v est accumulée de chacun de ses deux cotés par des feuilles non compactes de

L.

e Si L = Lx est la lamination de bord d’un bloc de construction (P, X), alors elle est
munie d’une orientation dynamique canonique. On rappelle que £ = £° U O, U LY, avec
L5 =W?*NPY™ et L% = W*N P, Si~ est une feuille compacte de £, alors :

— Soit v = O; € O, est une orbite périodique de X, et elle est orientée par le flot.

— Soit v € L? alors c’est un cercle transverse aux orbites de X contenu dans une
séparatrice stable d’une orbite périodique O. Il existe une unique orientation de -~y
telle que v est librement homotope & l'orbite orientée O dans W?*(O).

— Soit v € L%, alors c’est un cercle transverse aux orbites de X contenu dans une
séparatrice instable d’une orbite périodique O. Il existe une unique orientation de =y
telle que v est librement homotope a 'orbite orientée O dans W*(O).

On renvoie a la preuve du fait 2.1.7. Cette orientation est une orientation dynamique de y en
tant que feuille compacte d’une lamination quasi-Morse-Smale au sens de la définition 7.2.1
(voir la preuve de 1.2.6).
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Lemme 7.2.4. Soit L un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale dynamiquement orienté sur un tore
T. On noteI's les feuilles compactes, Iz . les feuilles compactes marquées, et TZ“UTE‘lt la décom-
position de T'\I'z . associée. Il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale F sur 1" dynamiquement
orienté, qui contient L en tant que sous-lamination et tel que, si on note I'r les feuilles com-
pactes, I' 7 les feuilles compactes marquées, et T}? LJT}%‘lt la décomposition de T\I'r . associée,
alors

1) Tr =T, etTr, =T, (en tant qu’ensemble de chemins orientés)
2) TP =T et TR =T

Démonstration. D’apres la proposition 1.2.11, une composante connexe de T'\.L est soit ho-
méomorphe & un anneau bordés par des feuilles compactes (éventuellement la méme), soit c’est
une bande (définition 1.2.12), autrement dit homéomorphe & R? et bordé par deux feuilles non
compactes asymptote I'une & lautre & chaque extrémités (figure 1.9). Soit C' une composante
connexe de T\ L.

e Si C est une bande, alors on prolonge la lamination £ sur C' par un feuilletage trivial F
sur C' en feuilles (non compactes) qui vont d’un bout a l'autre de la bande.

e Si C est un anneau, on note ~; et v, les feuilles compactes de £ qui bordent C', munie
de T'orientation dynamique. Soit C' est inclus dans T, soit dans 72", On prolonge £ par
un feuilletage F sur C, sans feuille compacte, telle que chaque feuille de F s’accumule a
chacune de ses extrémités sur une feuille compacte ~;, et tel que I’holonomie de la feuille
compacte orientée v; du bord de C' pour ce feuilletage soit dilatante si C' est inclus dans
T contractante si C est inclus dans T Qut,

Le feuilletage F ainsi construit vérifie le lemme 7.2.4. 0
On en déduit a l'aide du théoreme de Poincaré-Hopf :

Corollaire 7.2.5. Soit L un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore T'. Les feuilles compactes
de L sont non contractibles dans T, et elles sont deux a deux librement homotopes dans T en
tant que chemins non orientés.

En particulier, il existe un ordre cyclique des éléments de I'y sur 7. Si T est orienté, la
donnée d’une “premiere” feuille compacte dynamiquement orientée détermine un ordre cyclique.

Définition 7.2.6 (Enumération géométrique). Soit £ un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale dy-
namiquement orienté sur le tore 7' orienté. On dira que {7o,...,Yn—1} est une énumération
géométrique des feuilles compactes de L si la feuille ;41 est la feuille suivante de ~; pour 'ordre
déterminé par 'orientation dynamique de g et 'orientation de T

Il y a autant d’énumération géométrique que de feuilles compactes.

Définition 7.2.7 (Type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait). Un type combinatoire quasi-
Morse-Smale abstrait o est une application

O'ZZ/?’LZ — {_>7<_}X{T7~l/}x{_>v<_}
vérifiant les deux conditions suivantes :

i) o(0) = (x1,%)
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ii) o(i) = (%,%x,— ) <= o(i+1) = (« ,*,%) pour tout i € Z/nZ.

Notation 7.2.8. On désigne les alphabets par la notation oy := {— ,« } et & := {1, }. Si
o: L/nZ — oy X o X @i est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait, on désigne ses
trois composantes par o = (04,0,,04)," et on notera —o := (04, —0,,4) ol le signe — signifie
que l'on inverse le sens de la fleche.

Définition 7.2.9 (Type combinatoire d’un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale). Soit £ un pré-
feuilletage quasi-Morse-Smale dynamiquement orienté sur le tore T orienté. Soit ' =
{70, ...,7m_1} une énumération géométrique des feuilles compactes et T\I', = T U T°U la
décomposition associée a L. Soit 'application

oc=or: Z/nZ — {—,« }x{T,l}x{—=,<}
définie par :

i) o(i) = (%,7T,%) si et seulement si la feuille orientée ~; est librement homotope a la feuille
orientée 7.

ii) o(i) = (=, *, %) si et seulement si le coté (local) gauche de 7; est inclus dans T°U¢ 2

iii) o(i) = (,*,+<) si et seulement si le coté (local) droit de v; est inclus dans 7%

On dit que o est le type combinatoire de L sur T.

Exemple 7.2.10. Par exemple, un type combinatoire du feuilletage quasi-Morse-Smale de la
figure 1.4 est
1= =y e =T

ol l'on donne la liste des valeurs de o ordonnées de ¢ = 0 a ¢ = 3 suivant la figure de gauche a
droite, en oubliant les virgules et les parentheses du triplet.

Remarque 7.2.11. Si la feuille 7; est accumulée & gauche par la lamination £, alors l'item ii)
est équivalent a dire que I'holonomie de £ & gauche de ; est contractante pour l'orientation
dynamique de ;. De méme, si la feuille 7; est accumulée a droite par la lamination £, alors
'item iii) est équivalent & dire que I’holonomie de £ a droite de ~; est contractante pour ’orien-
tation dynamique de ~;. Cela justifie I'utilisation des symboles fléchés, et la notation Ay pour
Holonomie et Ap pour Orientation.

Fait 7.2.12. L’application o, est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait. On a les
égalités suivantes, via l'identification T’ ~ 7 /nZ

1) 'y = {0y =04}
2) TNTH ={o=(+*—)}
) TNT ={o=(—x*+)}

Démonstration. 11 est clair que o,(0) = (x, 1, *) par définition. Soit A une composante connexe
de T\I'z. C’est un anneau bordé par deux feuilles compactes y; et v;11, tel que ;11 est a droite
de ~; pour lorientation de A induite par l'orientation de T. L’anneau A est soit inclus dans
T™ soit inclus dans T°%. 1l s’ensuit que (i) = (*, *, —) si et seulement si o(i + 1) = (—, *, *).
Donc o, est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait. Les items qui suivent découlent
directement de la définition. O

1. pour gauche, orientation , droite (voir remarque 7.2.11)
2. Dorientation dynamique de o et 'orientation de 1" détermine un coté gauche et un coté droit pour chaque
feuille compacte
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Pour un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait o, on notera I'y , := {0y = 04}, et on
I’appellera par abus de langage ’ensemble des feuilles marquées de o. 11 suit de la définition 7.2.7
que cet ensemble est de cardinal pair. On rappelle qu'une lamination quasi-Morse-Smale £ dont
I'ensemble des feuilles marquées est vide est dite Morse-Smale (remarque 1.2.5). De fagon ana-
logue, un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait o dont ’ensemble des feuilles marquées
est vide sera un type combinatoire Morse-Smale. Si c’est le type combinatoire d’une lamination
Morse-Smale £ sur le tore 7', il y a alors deux cas possibles :

e soit o(i) = (—, %, ) pour tout i, ce cas correspond & T = T™,

e soit o(i) = (+,*,—) pour tout i, ce cas correspond a T = T°".

Le type combinatoire détermine le feuilletage Pour ce qui suit, on fixe une orientation sur le
tore T2.

Proposition 7.2.13. Tout type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait o est le type combinatoire
d’un feuilletage quasi-Morse-Smale F dynamiquement orienté sur le tore T2 orienté, et celui-ci
est unique a équivalence topologique pres.

Démonstration. Soit o = (04,00,04): Z/nL — oy X o X @y un type combinatoire quasi-
Morse-Smale abstrait. Pour tout ¢ € Z/nZ, soit A; = [0,1] x R/Z un anneau, et on note
76 = {0} xR/Z C et 4 = {1} xR/Z les bords de A;. On oriente 7§ par I’ orientation croissante de
R/7Z si 0,(i) =1, et par l'orientation décroissante sinon. De méme, on oriente +} par I'orientation
croissante de R/Z si 0,(i + 1) =1, et par 'orientation décroissante sinon. On fait la disjonction
suivante en quatre cas.

1) 0o(i) = 0o(i + 1), et o4(i

oli ) =
2) 0o(i) = 0o(i + 1), et 04q(i) =
(i (i

)
3) 0o(i) = —0o(i + 1), et 04(i) =
)

4) 0,(i) = —oo(i + 1), et 04(i) =«

Soit F; un feuilletage sur A;, sans feuilles compactes autre que 7§ et 7%, et tel que chaque demi-
feuille non compacte de F; s’accumule & chaque extrémité sur ~§ ou 7% de fagon dilatante si
04(i) =—, et contractante sinon. On obtient une suite cyclique d’anneau fermés A; indexé par
i € Z/nZ, muni d'un feuilletage F;. On identifie le bord orienté vi = {1} x R/Z de A; avec le
bord orienté 43t = {0} x R/Z de A;y1 via un difféomorphisme du cercle ;, égal & lidentité
dans les coordonnées 6 € R/Z de A; et A;11. On obtient une suite cyclique de recollements ;
indexé par i € Z/nZ. Le quotient T' = U; 4; /¢, ol ¢ désigne le produit des ;, est un tore orienté
par Porientation canonique sur chaque A;, et les feuilletages JF; se recollent en un feuilletage F
sur le tore T' ~ T? de type combinatoire o.

Pour 'unicité, on renvoie a la preuve de | , Proposition 7.7] qui traite le cas des
feuilletages Morse-Smale pour un type combinatoire Morse-Smale abstrait donné, autrement dit
quand ’ensemble des feuilles marquées est vide. En se ramenant a 'unicité sur I’adhérence de
chaque composante connexe du complémentaire des feuilles compactes, il est clair que la preuve
est completement similaire pour les feuilletages quasi-Morse-Smale et pour les feuilletages Morse-
Smale. O

Remarque 7.2.14. Si L et £’ sont deux laminations quasi-Morse-Smale remplissantes sur le tore
orienté, il est équivalent de dire que £ et £’ ont un méme type combinatoire que de dire que £
et L' se completent en feuilletages F et F' qui sont topologiquement équivalents (au sens de la
définition 7.0.1). Cette remarque découle du lemme 7.2.4 et de la proposition 7.2.13.
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Définition 7.2.15 (Restriction). Soit ¢ un type combinatoire sur Z/nZ et soit I = {k1,...,kmn} C
Z/nZ un sous-ensemble de cardinal m, ou les k; sont cycliquement ordonnés. La restriction o,
est Vapplication o, : Z/mZ — oy x o x <y définie par o|,(i) = o(k;)

Une restriction quelconque d’un type combinatoire quasi-Morse-Smale n’est pas a priori un
type combinatoire quasi-Morse-Smale. Cette définition permet de comparer des restrictions a
des sous-ensembles de méme cardinaux de deux types combinatoires o et o’ quelconques.

7.3 Bloc de construction non transitif avec feuilletage de bord prescrit
Dans cette section, on montre

Proposition 7.3.1. Soit Fi et Fo deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur le tore orienté Sy et le
tore orienté Sa respectivement, avec le méme nombre non nul de feuilles marquées, autrement
dit CardTl'y 5, = Cardl'y z, = 2N # 0. Alors il existe (P, X) un bloc de construction conneze
orienté tel que :

1) (bord) OP est l'union de deux tores quasi-transverses Ty et Ty et la lamination de bord Lx
restreinte a T; est un feuilletage topologiquement équivalent a F;.

2) (maximal invariant) La décomposition en piéces basiques du mazimal invariant Ax est la
suivante

N-1 N-1 2N-1
Ax—<UAZ_>U<UA;>U UOZ'J'
k=0 k=0 i,j=0
ot les Az sont des attracteurs et les Ay~ sont des répulseurs, contenant chacun une infinité

d’orbites périodiques dont les valeurs propres sont négatives, et les O; ; sont des orbites
périodiques contenues dans OP.

3) (graphe de Smale) Le graphe de Smale de Ax est donné par la figure 7.1.

FIGURE 7.1 — Graphe de Smale de Ax
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Pour le reste de la preuve, on note I'; I’ensemble des feuilles compactes de F;, I'y ; I'ensemble
des feuilles compactes marquées. On fixe une énumération géométrique I'; = {vi0,...,%in}
tel que 7,0 € I' 4, autrement dit la premiere feuille compacte est une feuille marquées. On
note o;: Z/n;Z — oy X Ho X Ay le type combinatoire de F; correspondant. Montrons pour
commencer le lemme suivant.

Lemme 7.3.2. [l existe un bloc de construction (P, X) connexe orienté qui satisfait les propriétés
suivantes. On désigne par L la lamination de bord de (P, X), Oy la collection des orbites pério-
diques de X contenues dans OP, A le mazimal invariant, P™ le bord d’entrée et P°"* le bord
de sortie, et f : P — P°" lapplication de passage du flot de X du bord d’entrée au bord de
sortie. Alors :

1) (bord) Le bord OP se décompose en l'union
N-1 N-1
oP =T{ UT{ U < U T,;n> U ( U T,gut>
k=0 k=0

ot les T{ sont deux tore quasi-transverses au champ X contenant chacun une collection
O;« C Oy de 2N orbites périodiques du champ X, et les composantes Tlin et TP" sont des
tores transverses au champ X contenus respectivement dans le bord d’entrée P™ et le bord
de sortie P°Ut,

2) (maximal invariant) Le mazimal invariant A est ’ensemble des orbites périodiques selles
isolées O, de X contenues dans le bord OP, autrement dit la décomposition en picces

basiques est
2N—1 2N—1

A=0,= U Ol,jU U OQJ‘
=0 =0

3) (lamination de bord sur les tores transverses) La lamination de bord L restreinte a T\
et l'union de 4 feuilles compactes. De méme, la lamination de bord L restreinte a TP et
l'union de 4 feuilles compactes

4) (lamination de bord sur les tores quasi-transverses) La lamination de bord L restreinte
a T est réduite aux orbites périodiques tangentes O; ., et un de ses types combinatoires
coincide avec la restriction de o; sur l’ensemble des feuilles marquées I'; , :

Lyire = Oix, U(L\Tf) = %ilp,

5) (application de passage) L’application de passage f : P™ — P°" apparie les composantes
connexes de OP~\L deux a deux selon le graphe donné par la figure 7.2.

Remarque 7.3.3. La variété construite P est un fibré de Seifert sur un anneau privé de 2N
disques, et la fibre est homotope a une orbite périodique de X.

Démonstration du lemme 7.3.2. On note {pio,...,pian—1} C Z/n;Z P'ensemble ordonné des
feuilles marquées de o;, que 'on désigne aussi (par abus de notation) par I'; .. Pour fixer les
idées on suppose que p; o = 0, et que le coté gauche de ;o est inclus dans Sout et le coté droit
de v;,0 dans Since qui se résume par

Ui(pi7()) = 0'1(0) = (—),T, —>) (73)

Soit A = R x [~1,1] la bande de R? munie des coordonnées (x,y). Soit Y un champ de
vecteurs Morse-Smale de type gradient sur A décrit par la figure 7.3, 2-périodique le long de la
variable x, autrement dit Y (x + 2,y) = Y (z,y), et dont ’ensemble non errant est constitué de
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Ol,*
q
Ty
O1 2k O1,2k41 > O1,2k42 ;
A%
out in out
Ty T T
02,21; O2 2841 , 029142 E
q
T,
02,*

FIGURE 7.2 — Bloc (P, X) et application de passage f

— points fixes hyperboliques d’indice (1,1) sur (i, +1) pour i € Z,
— point fixes attractifs sur (i + %, 0) pour 7 entier pair,
— point fixes répulsifs sur (7 + %, 0) pour 7 entier impair,

On découpe dans A des disques D; = D((i + %, 0),€) de centre (i + %, 0) et de rayon e, tel que Y
est transverse au bord de D;. On note A := AN (U;D;) C R?, et P := A x R/Z le produit sur le
cercle, muni des coordonnées (z,y,0), et orienté par l'orientation de la base canonique dans ces
coordonnées. Soit X le champ de vecteurs sur P défini par

X =Y +g(z,y)00

ol g: R? — R est une fonction de classe C', qui satisfait les conditions suivantes :
i) le support de g est inclus dans des disques D((i,£1), %) centrés en (i, £1) de rayon 1, sa
valeur ne dépend que du rayon r, et est monotone en 7.

ii) la valeur absolue de g est 1-périodique le long de la variable z.

iii) g est constante égal a £1 sur le disque D((¢, £1), %) centré en (i,+1) et de rayon %.

— g=1sur D((,1), §) si et seulement si o1(p1,;) = (*,, %)

— g =1sur D((4, —1), %) si et seulement si o2(p2;) = (%, 71, %)

Voir figure 7.4. Le choix sur le signe de ¢ (item iii)) permettra d’obtenir les orientations des
orbites périodiques compatibles avec le type combinatoire, ce que I'on détaillera a la fin de la
preuve. La raison de l'effet miroir est que l'orientation canonique du bord {y =1} et {y = —1}
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R VAVAY
ANANA Y

(iv 71)

FIGURE 7.3 — Champ de vecteurs Morse-Smale Y sur la bande R x [—1, 1]

g==1

Ay

oy = ==

FIGURE 7.4 — Support de g

induite par Porientation de P est “inversée” : la premiere coincide avec orientation donnée par
le champ de bases (—0,,dy) et 'autre par le champ de bases (9, 9p).

L’application ¢ est 2N-périodique le long de la variable z et le champ de vecteurs X passe
au quotient en un champ X sur la variété

P:=P/(z,y,0) ~ (x+ 2N, y,6).

Cette variété est compacte, connexe, a bord, orientée par le champ de bases (9, 9y, 9p). Montrons
que (P, X) vérifie le lemme.

1) Par construction.

2) Le bord 9P est I'union de deux tores T = {y = 1} et T = {y = —1}, de N tores
TR = ODgy, x R/Z et de N tores Tj" = Doy 1 X R/Z avec k € {0,...,N —1}.

Le champ X est transverse & T.® et T°", et pointe vers I'intérieur de P le long de T} et vers
I'extérieur de P le long de TiOUt. Chaque tore Tz-q contient une collection finie O; , d’orbites
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périodiques hyperboliques d’indice (1,1) de X induit par les points fixes hyperboliques selles
Z x {£1} du champ de vecteurs Y. Le champ de vecteurs X est transverse au bord sur
le complémentaire T{\O; , alternativement entrant et sortant en P sur deux composantes
connexes de TP~\0;, adjacentes le long d'une orbite périodique de O; ., autrement dit les
tores T} sont quasi-transverses au champ X au sens de la définition 1.1.1. L’item 1 est ainsi
vérifié.

Toutes les orbites de X qui ne sont pas dans O, = O, U 02, intersectent le bord de P dans
le futur ou dans le passé. Il s’ensuit que le maximal invariant A coincide avec I’ensemble O,,
et est donc munie d’une structure hyperbolique d’indice (1,1) pour X. On en conclut que
(P, X) est un bloc de construction au sens de la définition 1.1.3. L’item 2 est ainsi vérifié.

Soit £ la lamination de bord de (P, X). Chaque orbite d’un point de T\ O, intersecte un
tore Ti® ou TP, 11 s’ensuit que la lamination de bord £ restreinte & T} est réduite aux orbites
périodiques O; ., la lamination de bord £ sur un tore Tiin est 'union de 4 feuilles compactes
qui sont 'intersection des séparatrices stables libres de deux orbites périodiques consécutives
de T} et de deux orbites périodiques consécutives de Ty. De méme, la lamination de bord
L sur un tore TP est I'union de 4 feuilles compactes qui sont I'intersection des séparatrices
instables libres de deux orbites périodiques consécutives de T} et de deux orbites périodiques
consécutives de Ty. L’item 3 est ainsi vérifié.

La lamination £ est un pré-feuilletage dynamiquement orienté (remarque 7.2.3) et le bord
OP est munie de I'orientation induite par I'orientation de la base canonique (9, 9y, dp) dans
les coordonnées (x,y,0) sur P.

On énumere les orbites périodiques de T} par O1; := {(i,1)} x R/Z dans les coordonnées
(z,y,0). Soit o(L| ) le type combinatoire de £ sur T i associé a la donnée de la premiere
1

feuille compacte 1. L’orientation de T} coincide avec lorientation définie par le champ
de bases (—0;,0p). Le choix fait entre +1 ou —1 lors de la définition de 'application g au
point (7,1) détermine Porientation du champ de vecteurs X dans la direction 9y ou —dy
le long de l'orbite O ;. Par construction g(0,1) = —1, donc l'orbite O est orientée dans
le sens décroissant de 6, et son coté gauche pour 'orientation de T} coincide avec le coté
des x inférieurs. Le champ de vecteurs X est sortant de ce coté de O (figure 7.3), donc
J(E‘qu)(O) = (=, 1,—). D’apres la formule (7.3), on vérifie que 'on a bien O‘(E‘Tf)((]) =
01(p1,0) = 01(0). Pour finir, I’énumération de la collection O; . coincide avec I’énumération
géométrique déterminé par le choix de la premiere feuille O . Par suite, le signe de g a été
choisi de sorte que J(E‘Tf)(i) =o1(p1;) = Ti|p, (z) pour tout i € Z/2NZ.

Le raisonnement est le méme pour le type combinatoire de £ sur Ty, & ceci pres que les

orientations sont en “miroir”. Expliquons. On énumere les orbites périodiques de Ty par

Oa,; == {(i, —1)} x R/Z dans les coordonnées (z,y, ). Soit o(L ) le type combinatoire de £
2

sur Ty associé a la donnée de la premiere feuille compacte O . L'orientation de T3 coincide
avec l'orientation définie par le champ de bases (0,, dg). Le choix fait entre +1 ou —1 lors de
la définition de 'application g au point (i, —1) détermine I'orientation du champ de vecteurs
X dans la direction Op ou —0p le long de l'orbite Oy ;. Par construction g(0,—1) = 1, donc
I'orbite Oq o est orientée dans le sens croissant de 6 et son coté gauche pour 'orientation de
T3 coincide donc avec le coté des z inférieurs. Le champ de vecteurs X est sortant de ce coté
de Oy (figure 7.3), donc O'(E‘Tg)(’i) = (—,1,—). D’apres la formule (7.3), on vérifie que I'on
a bien o (L Tg)(O) = 02(p2,0) = 02(0). Pour finir, "énumération choisie sur la collection Oy ,

coincide avec I’énumération géométrique déterminé par le choix de la premiere feuille Og .
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Par suite, le signe de g a été choisi de sorte que o (L|q)(i) = 02(p2,i)) = oijp. (i) pour tout
2 Q%
i € ZJ)2NZ.
L’item 4 est ainsi vérifié.
6) C’est évident.

Pour finir, expliquons comment faire si I’'on change le choix fait a la formule (7.3) pour la valeur
du type combinatoire de la premiere feuille marquée. Il y a deux cas possibles (quitte & inverser
o1 et 0'2) :

e soit 01(0) = 02(0) = (+, 1, ¢), alors il suffit de construire le champ Y sur la bande A
en échangeant les points fixes attractifs et les points fixes répulsifs, ce qui a pour effet
d’échanger les composantes du bord d’entrée et les composantes du bord de sortie sur les
deux tores quasi-transverses T{{Q.

e soit 01(0) = («—, 1,4« ) et 02(0) = (—,1,—), alors on change la définition de I’application
g de sorte a avoir ¢g(i,1) =1 <= o1(n —1i) = (%,T,%) a l'item iii), ce qui a pour effet
d’inverser le coté gauche et le c6té droit de la premiere orbite sur 77 ainsi que 1’énumération
géométrique, mais pas sur 7.

O]

On dit qu’un bloc de construction (P, X) est attractif si le maximal invariant A de (P, X)
est un attracteur pour le flot de X, et répulsif si le maximal invariant est un répulseur. La suite
de la preuve consiste a recoller des blocs de construction attractifs (U5, X;7) et des blocs de
construction répulsifs (U, X, ) transitifs le long des composantes de bord T et T,in du bloc
(P, X) qui sont transverses au champ X, de sorte & obtenir un nouveau bloc de construction
dont la lamination de bord sur T3 et T a un type combinatoire prescrit. On utilisera un résultat
de [ | pour obtenir des blocs de Béguin-Bonatti-Yu attracteurs et répulseurs réalisant un
feuilletage de bord Morse-Smale donné sur le tore. On rappelle qu'un bloc de Béguin-Bonatti-
Yu (U,Y) est un bloc de construction tel que le champ de vecteurs Y est transverse au bord
0U, ou de maniere équivalente tel que la collection des orbites périodiques de Y contenues dans
OU est vide (remarque 1.1.5). Un feuilletage (ou lamination) Morse-Smale est un feuilletage (ou
lamination) quasi-Morse-Smale tel que ’ensemble des feuilles marquées est vide (remarque 1.2.5)

Lemme 7.3.4 ([ , Théoréme 1.10]). Pour tout feuilletage Morse-Smale F sur le tore T2, il
existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U,Y) orientable transitif attractif connexe, et un homéo-
morphisme h : OU — T? tel que hyLy = F, ot Ly désigne la lamination de bord de (U,Y). De
plus, le mazimal invariant Ay contient une infinité d’orbites périodiques dont les valeurs propres
sont négatives®

Remarque 7.3.5. On a un résultat complétement analogue ou (U,Y’) est un bloc répulseur. Il
suffit d’inverser le champ de vecteurs du bloc donné par le lemme 7.3.4.

Démonstration de la proposition 7.3.1. Soit (P, X) le bloc de construction orienté
donné par le lemme 7.3.2. Soit une énumération géométrique des orbites périodiques
Oix = {Oip0,...,0ian-1} de X contenues dans T}, tel que le type combinatoire de la
lamination £ N Tiq = O, « est égal a la restriction de o; aux feuilles marquées I'; , de F; (item 4,
lemme 7.3.2). On rappelle que I'on note I'; « = {pio,...,pi2n—1} la collection ordonnées des

3. Voir | , Lemme 9.8] dans le preuve de | , Théoreme 1.10]
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LT
CCCCC

—

LU
CCCCC

~

—
-

f(A2) f(A2)
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FIGURE 7.5 — Feuilletages F et F’ satisfaisant le fait 7.3.6

feuilles marquées de o3, avec p; g = 0.

E’tape 1 : Recoller des attracteurs.

Soit 0 < k < N —1 un entier, et soit 7°" = TP"* C P°" un tore de P le long duquel Y pointe
vers I'extérieur de P. D’apres l'item 5 du lemme 7.3.2, et la figure 7.2, il existe une composante
connexe A; de T\.L et une composante connexe A de Ty~ L tel que f(A;) C T°" pour i =1, 2.
La composante A; C P™ est un anneau bordé par les orbites périodiques O1,5 et O1j41 de O,
et 'anneau f(A;) est bordé par la trace des variétés instables de Oy ; et Oy j41. Soit By la
composante connexe de Si' bordé par les feuilles marquées p1,; et p1j+1 de Fi. De méme, le
composante Ay C P™ est un anneau bordé par les orbites périodiques Oq et Og41 de Oy,
et 'anneau orienté f(Asz) est bordé par la trace des variétés instables de Oy et Og41. Soit B
I'anneau de SI* bordé par les feuilles marquées P2, et pa 41 de Fo.

Fait 7.3.6. Il existe un feuilletage Morse-Smale F = Fy, sur TP™ tel que :
1) F est transverse a L,
2) les feuilles compactes de F sont paralléles auz feuilles compactes de L,

3) — il existe un homéomorphisme hy : B1 — f(A1) qui apparie le bord pi; avec le bord
contenu dans W*(O1 ;), et envoie le feuilletage Fy sur le feuilletage F,

— il existe un homéomorphisme hy : By — f(A2) qui apparie le bord ps; avec le bord
contenu dans W"(Oq), et envoie le feuilletage Fo sur le feuilletage F,

Démonstration. Lalamination £ sur T°" = TP" est 'union de quatre feuilles compactes (item 3,
lemme 7.3.2). Si B; et By ne contiennent aucune feuille compacte de F; et Fa, on choisi pour
F un feuilletage contenant une unique feuille compacte v a 'intérieur d’une des composantes
connexes de T°%~\ L différente f(A1) et f(As), et tel que chaque demi feuille non compacte de F
s’accumule sur la feuille compacte -, et intersecte transversalement chaque feuille compacte de
L. 11 vérifie le lemme. Sinon, soit n; = Card(B;) > 0. On construit un feuilletage F sur ’anneau
f(A1), transverse au bord de f(A;), qui contient n; feuilles compactes paralleles au bord de
I’anneau, que 'on énumere de gauche a droite. On choisit arbitrairement une orientation sur la
premiere feuille compacte. On oriente les feuilles compactes suivantes de facon compatible avec
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le type combinatoire du feuilletage F7 restreint a B;. Les autres feuilles de F sont des feuilles
non compactes tel que chaque demi-feuille F s’accumulent sur les feuilles compactes de fagon
dilatante pour cette orientation. On fait de méme sur 'anneau f(Asz). On complete le feuilletage
F sur T°U par le feuilletage trivial sur les anneaux T°%\ U, f(4;) et transverse au bord. C’est un
feuilletage Morse-Smale transverse a L. De facon analogue au résultat d unicité de la proposition
7.2.13, il existe un homéomorphisme h; : B; — f(A4;) qui envoie la restriction de F & l’anneau
f(4;) sur la restriction de F; sur B;, pour i = 1,2, et apparie les bons bords. On renvoie & la
figure 7.5. O

On fait un choix arbitraire de l'orientation de la premiere feuille compacte de F dans f(A4;)
pour i« = 1,2. Si I'on change cette orientation (voir figure 7.5 ou 'on inverse la premiere feuille
compacte de f(A3)), on en déduit :

Remarque 7.3.7. Soit F un feuilletage qui vérifie le fait 7.3.6 ci-dessus. Alors il existe un feuille-
tage F' qui satisfait le fait 7.3.6, qui coincide avec F le long de leur feuilles compactes respectives,
et tel que

1) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F’ coincident sur f(A;) et
sont opposées sur f(Asz);

2) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F’ sont opposées sur f(A;)
et coincident sur f(Asz);

3) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F’ sont opposées sur f(A7)
et sur f(Asz);

D’apres le lemme 7.3.4, il existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U X ,j ) orientable, tel que
le maximal invariant A; est un attracteur transitif qui admet une infinité d’orbites périodiques
dont les valeurs propres sont négatives, et il existe un difféomorphisme go,j: 5‘U,j — TR" tel que
(p)«(LF) =: Fy, satisfait le fait 7.3.6. Soit

o)

oll T est le produit des difféomorphismes goﬁ: 3U/,;F — TP", rendu involutif sur 'union
Uk(OU,F U TP, Alors :

Fait 7.3.8. Les champs de vecteurs X et X,j induisent sur la variété P' un champ de vecteurs X'
tel que (P', X") est un bloc de construction connexe orienté. Il vérifie les propriétés suivantes,
ot on désigne par L' la lamination de bord et ' le mazimal invariant de (P, X'),

1) (bord) OP' = T} UT{ U (U, T}

2) (maximal invariant) A’ est l'union de 4N orbites périodiques selles O;; C T, i = 1,2
et k = 0,...,2N — 1, contenues dans le bord OP', et de N attracteurs transitifs INXZ',
k=0,...,N—1, contenant une infinité d’orbites périodiques de valeurs propres négatives.
Le graphe de Smale est donné par la figure 7.6

8) (lamination) £ = LU (U,(f 1)« (FxNL))

4) (type combinatoire) Il existe un type combinatoire de L' sur T} tel que o(Lq) coincide

avec la restriction de o; a l'ensemble T';  U{o; = (+— ,*,— )}
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Or2r O12k41 Oraonv—2  Oia2n-1

VAV
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02,0 Oz Oz,9 02,2141 Oz2n-2 O22n-1

FIGURE 7.6 — Graphe de Smale du bloc (P, X’)

5) (application de passage) L’application de passage f' du bloc (P', X") est la restriction de
Uapplication f du bloc (P, X) sur Uensemble UpT;m.

Démonstration. On considere le bloc de construction donné par 'union (M,Y") := (PUy U,j, XU
X ,j ), muni de l'orientation de P et l'orientation sur U,j tel que gog renverse 'orientation. Le
difféomorphisme ot est alors un recollement partiel de (M,Y") qui renverse l'orientation, associé
a un sous-ensemble O M = uk(aU,j U TP de composantes connexes de 9M qui satisfait les
hypotheses de la proposition 7.1.4. En effet, chaque orbite du flot de Y = X U, X ,j intersecte
01 M en au plus un point, et ¢ envoie la lamination de bord de (M,Y’) sur une lamination trans-
verse par construction. De plus, il satisfait la remarque 7.1.5, autrement dit 9; M est transverse
au champ de vecteurs Y. On en déduit que le champ Y induit sur la variété (compacte, a bord,
orienté) P’ = M/ un champ de vecteurs X', tel que (P’, X') est un bloc de construction. Les
propriétés 1, 2, 3, 5 découlent de la proposition 7.1.2. La décomposition de Smale du maximal
invariant A’ est égale & A’ = O, Uy /N\;, ou ]\,Jg est un attracteur transitif localement maxi-
mal, contenant Ay et I'union des séparatrices instables (pour le flot de X’) des quatre orbites
périodiques contenues dans 7} U Ty qui intersectent le tore oM.
Montrons l'item 4. On fixe énumération géométrique des feuilles compactes de £’ sur T}
tel que la premicre feuille est 'orbite périodique O; o € O; .. Les laminations £’ et £ sur T}
coincident le long des feuilles compactes marquées orientées, autrement dit des orbites pério-
diques O; ., et la décomposition {in,out} de T{\0O; . coincident pour £’ et L. Il suit (item 4,
lemme 7.3.2) que
O-(EI‘OM) = U(E‘Tiq) = Ui‘l‘m (7.4)

Soit 0 < k < N—1 un entier fixé. Pour ¢ = 1, 2, il existe une unique composante connexe A; = A, j,
de T/\O; le long duquel le champ X pointe vers lintérieur de P, et tel que f(4;) € TP™
(figure 7.2). Sur lintérieur de A;, la lamination £’ coincide avec l'image (f~1). (Fr N f(4;))
(item 3, fait 7.3.8) ou Fy est le feuilletage donné par le fait 7.3.6. On renvoie a la figure 7.7. 1l
découle du fait 7.3.6, item 3 que le type combinatoire de la lamination £’ restreint aux feuilles
compactes sur l'intérieur de A; coincide avec la restriction de 4o; sur un intervalle de type
Ii =1, = [pi;j + 1, pij+1 — 1] inclus dans le domaine {o; = (+—, %, —)} ol j = jj, est un entier
qui dépend de k, et les entiers jj sont consécutifs dans Z/2NZ. Il y a quatre cas possibles, selon
le signe devant o et le signe devant os.

0) (401 et +02) : Dans ce cas, on ne fait rien.

1) (+o1 et —o2) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage Fy, par le feuilletage Fj, donné par
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Chapitre 7. Bloc de construction avec lamination de bord prescrite
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FIGURE 7.7 — Recollement d’un attracteur (U,', X;) et image du feuilletage induit sur les tores
Tqi en reprenant le feuilletage de la figure 7.5

la remarque 7.3.7, item 1. Cela a pour effet de changer le signe devant oo mais pas devant
o1.

2) (—o1 et +02) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage F}, par le feuilletage Fj, donné par
la remarque 7.3.7, item 2. Cela a pour effet de changer le signe devant o1 mais pas devant
09.

3) (—o1 et —o3) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage Fj, par le feuilletage F; donné par
la remarque 7.3.7, item 3. Cela a pour effet de changer le signe devant o1 et devant os.

En répétant ce raisonnement pour tout £ =0,..., N — 1, on montre que le type combinatoire de
L' sur chaque composante A de Tiq\(’)iv* coincide avec la restriction de o; a un intervalle I; ;.
correspondant. L'union Uy[; i, est égal a I'ensemble {o; = (+—, %, —)}. En assemblant ce résultat
avec 1'égalité (7.4), on en déduit que le type combinatoire de £ sur T} coincide avec la restriction
de o; éri’*U{Ui: ((*,*,—))}. O]

E’tape 2 : recoller des répulseurs.
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7.3. Bloc de construction non transitif avec feuilletage de bord prescrit

Cette seconde étape consiste a recoller des bloc de Béguin-Bonatti-Yu répulseurs transitifs
(Uy , X} ) le long des tores d’entrée T3 sur (P, X’), afin d’induire le feuilletage voulu sur chaque
composante connexe de Ty N P et T N P'°"*. La preuve est essentiellement la méme en rem-
plagant (P, X) par (P’, X'). La seule différence est que la lamination £’ le long des tores Tj" n’est
plus la méme que la lamination £. On rappelle que I'on a £’ = LUy, (f 1), (FxL) (figure 7.8).
Soit 0 < k < N — 1 un entier, et soit 7™ = Tj® C P'™ un tore de 9P’ le long duquel le champ

(U, X)

FIGURE 7.8 — Lamination £’ sur un tore 7j* induite par le recollement des attracteurs (U;", X;")
et (U, X)

X’ est entrant. D’apres I'item 5 du fait 7.3.8, et la figure 7.2, il existe une composante connexe
Ay de T{~L' et une composante connexe Ay de Ty~L' tel que f'~1(A4;) C T™ pour i = 1,2. La
composante A; C P’°" est un anneau bordé par les orbites périodiques O1,5 et O1j41 de O 4.
Soit Bj la composante connexe de SP" bordé par les feuilles marquées py ; et p1 j11 de Fi. De
méme, le composante Ay C P’ est un anneau bordé par les orbites périodiques Oy et Og 141
de Oy .. Soit By la composante connexe de S9"* bordé par les feuilles marquées pa; et pa i1 de
Fa.

Fait 7.3.9. Il existe un feuilletage Morse-Smale G = Gy, sur T)® tel que :

1) G est transverse a L’
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Chapitre 7. Bloc de construction avec lamination de bord prescrite

2) les feuilles compactes de G sont paralléles auz feuilles compactes de L',

8) — il existe un homéomorphisme g1 : By — f'~1(A1) qui apparie le bord py; avec le bord
contenue dans W*(O1 ;), et envoie le feuilletage Fi sur le feuilletage F,

— il existe un homéomorphisme go : Bo — f'~1(A3) qui apparie le bord D2, avec le bord
contenu dans W*(Os,), et envoie le feuilletage Fo sur le feuilletage F,

Démonstration. Les ensembles f/~1(A;) C T™ sont des anneaux bordés par deux feuilles com-
pactes de la lamination £’ et disjoint de £’ sur leur intérieur. La seule différence avec la preuve
du fait 7.3.6 est que ce sont les seules composantes connexes de T~ £L’. En effet, la lamina-
tion £’ est un feuilletage sur T\ U; f'~1(A4;), car tous les points de T\ U; f'~1(4;) ont une
orbite positive qui intersecte un tore 72", donc s’accumule sur un attracteur Az dans le futur
(figure 7.2). On construit le feuilletage G sur les anneaux f'~!(A4;) de facon similaire & la preuve
du fait 7.3.6 : on place les feuilles compactes dans les anneaux f'~!(A;) paralleles au bord et
énumeérées de la bonne fagon, on les oriente de fagon compatible le type combinatoire de F; sur
B, et on complete par des feuilles non compactes qui s’accumulent sur les feuilles compactes
orientées de facon, cette fois, dilatante. On compleéte le feuilletage ainsi construit sur 7' par un
feuilletage transverse a £’. On peut choisir par exemple le feuilletage engendré par le champ de
vecteurs orthogonal Z+, pour une certaine métrique, & un champ de vecteurs Z générateur de £’
sur T\ U; f'~1(A4;). Par densité des champs de vecteurs Morse-Smale, quitte & faire une petite
perturbation sur 7™~ U; f/~1(A;), on obtient un feuilletage G Morse-Smale sur 7', transverse
a L, et qui satisfait le fait. O

D’apres le lemme 7.3.4 et la remarque 7.3.5, il existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U, , X,)
connexe orientable tel que le maximal invariant A, est un répulseur transitif qui admet une infi-
nité d’orbites périodiques dont les valeurs propres sont négatives, et il existe un difféomorphisme
¢ 1 OUL — T tel que (¢ )«(Ly ) =: Gy satisfait le fait 7.3.6. Pour finir, on définit

()

oll ¢~ est le produit des recollements ¢, : OU, — Ti .

Fait 7.3.10. Les champs X' et X induisent sur la variété P" un champ de vecteurs X" tel que
(P", X") est un bloc de construction qui satisfait la proposition 7.5.1.

Démonstration. La preuve est la méme que la preuve du fait 7.3.8. ]

Ceci termine la preuve de la proposition 7.3.1. ]

7.4 Transitivité par la méthode d’Eclatement — Excision — Recol-
lement

La proposition 7.3.1 nous donne 'existence d’un bloc de construction (P, X) qui satisfait la
proposition 7.0.2 pour un couple de feuilletages quasi-Morse-Smale donné, sauf la transitivité.
On montre la proposition générale suivante.

Proposition 7.4.1. Soit (P, X) un bloc de construction connexe orienté plein, on note A le maxi-
mal invariant et U;\; la décomposition en picce basiques de A. On suppose que :
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7.4. Transitivité par la méthode d’Eclatement — Excision — Recollement

1) pour tout piéce basique A;, il existe une piéce basique Ay et A; contenant une infinité
d’orbites périodiques de valeurs propres négatives, et telle qu’il existe un chemin orienté
(éventuellement trivial) dans le graphe de Smale reliant Aj a A; et Ay a Ay.

2) toute piéce basique A; n’admettant pas une infinité d’orbites périodiques de valeurs propres
négatives est une piece basique selle.

Alors il existe un bloc de construction (P', X") connezxe orienté selle plein transitif, tel que la
lamination de bord Lx: et la lamination de bord Lx se compléetent en des feuilletages quasi-
Morse-Smale topologiquement équivalents.

Montrons avant toute chose que la proposition 7.0.2 est un corollaire immédiat.

Preuve de la proposition 7.0.2. Soit F1 et Fa deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur le tore
S1 et Sy orienté, et soit (P, X) le bloc donné par la proposition 7.3.1. Il suffit de vérifier que
(P, X) vérifie les hypotheses de la proposition 7.4.1. La décomposition basique de A est I'union
de pieces pieces basiques attractives et répulsives Af et d’orbites périodiques selles O; ;. Par
construction, chaque piece basique Af contient une infinité d’orbites périodique dont les valeurs
propres sont négatives. D’apres le graphe de Smale 7.1 chaque orbite O; ; est connectée par une
aréte orientée & une piece basique attractive A;: et par une aréte orientée dans le sens inverse
a une piece basique répulsive AZF. Les hypotheses sont donc satisfaites, il existe donc un bloc
(P’, X') associé par la proposition 7.4.1 qui satisfait la proposition 7.0.2. ]

Montrons maintenant la proposition 7.4.1. L’idée est d’opérer des chirurgies sur le bloc (P, X)
pour obtenir un bloc transitif tout en conservant le type combinatoire de la lamination de bord.
On utilise la méthode dite d’Eclatement — Excision — Recollement de | , Section 8]. On
aura besoin du lemme suivant.

Lemme 7.4.2. Soit (P, X) un bloc de construction connexe orienté plein. Soit O une orbite
périodique de A dans lintérieur de P, sans séparatrice libres, et dont les valeurs propres sont
négatives. On note A le mazimal invariant et L la lamination de bord de (P, X). Il existe un
bloc de construction connexe orienté (]5,)2') tel que, si A désigne le maximal invariant et L la
lamination de bord de (P, X), alors

1) P = PV ou V est un voisinage tubulaire de Uorbite O. On note T := dV.
2) OP = 9P U T, et le champ X est transverse & T et pointe vers l'extérieur de p

3) Soit T := Uycr X*(T) Uensemble des orbites de X qui intersectent le tore T. Alors il existe
une application continue surjective m: P\T > P qui envoie les orbites orientées du flot de
X sur les orbites orientées du flot de X . De plus, il existe une orbite périodique O’ C int P
de X tel que la restriction m: P~(T U W)S((O’)) — P~W3(0) est un homéomorphisme.

4) La lamination LNOP est remplissante et a le méme type combinatoire que la lamination
de bord L de (P, X)

5) La lamination LNT est Morse-Smale remplissante avec une unique feuille compacte.
6) Les graphes de Smale de A et A sont isomorphes

On dit que (P,X) est un bloc de construction obtenu par bifurcation Dérivé d’Anosov (DA)
attractive sur l’orbite O.
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Chapitre 7. Bloc de construction avec lamination de bord prescrite

Idée de preuve. Ce bloc est obtenu par une bifurcation Dérivé d’Anosov attractive sur I'orbite
périodique O. On renvoie a | , Sous-section 2.2.2] pour une description détaillée de cette
bifurcation, et a la figure 7.9. Signalons aussi | , Section 3.3], ou les auteurs donnent une
construction explicite d’une bifurcation Dérivé d’Anosov sur un flot géodésique en codimension
2, mais qui peut s’adapter dans notre cas.

Eclatement Excision
e L2l
; OL.IT N //_
(P, X) PN
(P, X") (P, X)

FIGURE 7.9 — bifurcation Dérivé d’Anosov attractive sur une orbite périodique O dont les valeurs
propres sont négatives

Cette bifurcation consiste & “ouvrir” la variété stable de O, ce qui contribue a crée une orbite
périodique attractive O a la place de O, et transforme O en une orbite périodique selle O’ &
valeurs propres positives (correspondant au bord de la variété instable locale de O qui est un
ruban de Moebius). Plus précisément, il existe une petite perturbation X’ de X sur P tel que
X'’ coincide avec X en dehors d’un voisinage linéarisant Vy de l'orbite O, et tel que le champ
de vecteurs X’ sur Vy admet une orbite périodique attractive OT de valeurs propres négatives,
et une orbite périodique O de valeurs propre négative. On excise un petit voisinage tubulaire
VY = Vs de taille § de I'orbite O, dans le bassin d’attraction de O et dont le bord est transverse
au champ X'. On note P = P~V et X la restriction de X” sur P. Comme tout a lieu loin des
composantes de bord de (P, X), on peut utiliser les énoncés | , Propositions 8.1 et 8.3],
qui dit que si 0 est assez petit, le couple (f’, X ) est un bloc de construction qui satisfait les
items 1, 2, 4 et 5.

De plus ([ , Sous-section 2.2.2]) il existe une application continue 7: P — P surjective,
qui envoie les orbites orientées du flot de X’ sur les orbites orientées du flot de X, autrement
dit c’est une semi-conjugaison entre le champ X’ et une renormalisation du champ X. Soit B
le bassin d’attraction de 'orbite Ot pour le flot de X', et B = BUW?(0’). Alors 7 envoie B
sur W#(0), et la pré-image d'un point z € W?*(O) est un arc traversant B dont les extrémités
sont sur la variété W*(0). La restriction m: P~B — P~WV*(0) est un homéomorphisme, donc
une équivalence orbitale. Comme ’ensemble des orbites de X’ qui intersecte le bord de V est
coincide avec le bassin d’attraction de O™, I'item 3 suit.

Montrons le dernier item, en reprenant la preuve de | , Propositions 8.1] Soit A; la
piéce basique du maximal invariant A de (P, X') contenant l'orbite O. La piece A; est non triviale
car l'orbite O est supposée sans séparatrices libres, et il existe v € A; une orbite périodique dense
dans A; et disjointe de W#(0O). Comme 7 : P<B — P~ W?(O) est une conjugaison, la pré-image
de A;~W?*(O) contient une orbite dense, donc est un ensemble transitif pour le flot de X’. Soit
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7.4. Transitivité par la méthode d’Eclatement — Excision — Recollement

A; la piece basique de A contenant cet ensemble. Comme les séparatrices instables de O ne sont
pas libres, la variété stable W#(O) est accumulée par des feuilles de W?5(A;), et il s’ensuit par
équivalence orbitale de X sur P~W*(0) et X’ sur P~B = P~(BUW?*(0")) que W*(0O') est
accumulée par W?* (/AXZ) Il s’ensuit que AQWS(O’) C A;, et Iapplication 7 induit un isomorphisme
des graphes de Smale. O

Remarque 7.4.3. 1l existe un analogue du lemme ou (15, X') est tel que oP = 9P U T, et X est
transverse & T et pointe vers intérieur de P. On dit que (P, X) est un bloc de construction
obtenu par bifurcation Dérivé d’Anosov (DA ) répulsive sur 'orbite O. Dans ce cas, dans 'item 3,
on a une équivalence orbitale entre X sur P~\W%(0) et X sur ﬁ\W}‘z(O’ ).

Preuve de la proposition 7.0.2. Soit (P, X) un bloc satisfaisant les hypotheses de la proposi-
tion 7.4.1. Soit A1 et Ao un couple de deux pieces basiques de A contenant une infinité d’orbites
périodiques dont les valeurs propres sont négatives. Soit Of et O] deux orbites périodiques
dans A sans séparatrices libres, avec des valeurs propres négatives, et O5 et O, deux orbites
périodiques dans A sans séparatrices libres, avec des valeurs propres négatives. De telles orbites
existent d’apres 7.3.1, item 2, et car les orbites périodiques possédant une séparatrice libre sont
en nombre fini (fait 2.1.7). Soit (P, X) le bloc connexe orienté obtenu par bifurcation DA ré-
pulsive sur les orbites Of et une bifurcation DA attractive sur les orbites O; , par itération du
lemme 7.4.2 et remarque 7.4.3. Alors

Fait 7.4.4. Le bloc (]5, X) vérifie les propriétés suivantes.

1) 8P = 9P U (Uj— 12T) U (Ujm1 2TP), ou Ti® et Ti® sont deux tores le long desquels le
champ X est transverse et pointe vers l'intérieur de P et TP et TSU sont deuz tores le
long desquels le champ X est transverse et pointe vers l'extérieur de p.

2) Le graphe de Smale du mazimal invariant A est isomorphe au graphe de Smale de A. St on
note UA; la decomposztzon de A de facon compatible avec l'isomorphisme de graphe, alors
les piéces A1 et Ag sont des pieces basiques selles.

3) La lamination L sur chaque tore T™ et TP est une lamination Morse-Smale remplissante
avec une unique feuille compacte. De plus, L N TP = WH(A) NTPY, et LNTH =
ws (Az) N Tiin.

4) La lamination L sur AP est remplissante, et les laminations L et L se completent en des
feuilletages topologiquement équivalents sur OP.

Démonstration. Les item 1, 3 (premiere affirmation) et 4 découlent directement du lemme 7.4.2,
item 1 et 4, que 'on itere. Les tores Ti™ et Ti® sont les composantes de bord crées par bifurcation
répulsive sur Of et O; et les tores TOut et T9" sont les composantes de bord crées par bifurcation
attractive sur O] et OF . En composant chaque semi-conjugaison obtenue par itération de la
construction (item 3, lemme 7.4.2), on obtient une semi-conjugaison h entre le champ de vecteurs
X surle complémentaire du saturé T des tores TPt et Ti0 par le flot de X , et une renormalisation
du champ de vecteurs X sur le complémentaire de I'union des variétés stables W*(O;) et des
variétés instables W"(O; ). Soit A; la piece basique de A envoyé par h sur A;. Il découle de
'item 3 du lemme 7.4.2 que la pré-image de ANW?*(O; ) = A; N W?*(O;") par h est 'ensemble
des orbites de A dont la variété instable intersecte le tore TE" ) et est contenue dans A De
méme, la pré-image de A N W*(O;) = A; N W*(O;") par h est 'ensemble des orbites de A
dont la variété instable intersecte le tore Tln et est contenue dans A Il s’ensuit que la seconde
affirmation de l'item 3 est vérifiée, et la piece basique A; est une piece basique selle. L’item 2
découle alors de 'item 6 du lemme 7.4.2. ]
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Passons & l'opération recollement. On va définir un recollement partiel ¢ de (P,X) de
sorte que le graphe de recollement G = G(p,f( , ) contienne un cycle entre A; et Ag. Soit
@1: TP — Ti" un difféomorphisme fortement (quasi)-transverse qui envoie I'unique feuille com-
pacte de la lamination EA‘T{M sur une feuille parallele (disjointe) & I'unique feuille compacte de la

lamination E\Tm (figure 7.10). Par symétrie de la lamination, on peut choisir un difféomorphisme
2 .
qui renverse l'orientation. Soit o : 79" — T™ un difféomorphisme fortement (quasi-)transverse
qui envoie 'unique feuille compacte de la lamination E‘ qout SUI UNE feuille parallele (disjointe)
2

a 'unique feuille compacte de la lamination ﬁ\Tin et qui renverse 'orientation. Soit ¢ le pro-
1

duit des difféomorphismes ¢; (rendu involutif). Alors ¢ est un recollement partiel de (]5, X )
qui renverse l'orientation. De plus, il existe maintenant un cycle entre A; et As dans le graphes
G=GP,X,p).

FIGURE 7.10 — Paire de laminations Morse-Smale fortement transverses (£, (¢;),£) sur un tore
Tin

On peut itérer le fait 7.4.4 et I'opération de recollement décrite ci-dessus pour toute paire
(A, A;) de pieces basiques du maximal invariant contenant une infinité d’orbites périodiques
dont les valeurs propres sont négatives. On obtient un bloc (Q,Y) connexe orienté, muni d’un
recollement partiel ¢ qui renverse 'orientation

® 0Q = 0P U (U;; T;g) U (Ui TZO;“), ol le champ Y est transverse aux tores TZ”J1 et pointe
vers 'intérieur de (), et est transverse aux tores Tl"]ut et pointe vers 'extérieur de @)

e La lamination Ly sur 0P est remplissante, et les laminations Lx et Ly se complétent en
des feuilletages topologiquement équivalents sur 0P.

e Le graphe de Smale du maximal invariant Ay est isomorphe au graphe de Smale de Ay,
et toutes les pieces basiques de Ay sont des pieces basiques selles. On note UAy; la dé-
composition de Ay; de fagon compatible avec I'isomorphisme de graphe.

e La lamination Ly sur chaque tore TZ”; et Tf;lt est remplissante, et pour tout (i,j) on a

Ly NT = W (Ay,) DT, et Ly NI = WH(Ay,) NT}5.

e Pour toute paire de pieces basiques (Ay,;, Ayx) de Ay admettant une infinité d’orbites
périodiques de valeurs propres négatives, le recollement partiel ¢ apparie une composante
Tf;lt avec une composante T,ifll, et une composante T,S}l‘/t avec une composante TZ“;/ 11
s’ensuit d’apres I'item précédent que les pieces basiques Ay;; et Ay;;, sont connectés par un

cycle dans le graphe G(Q,Y, ¢)
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7.5. Réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse dans un flot d’Anosov

En particulier (Q,Y) est un bloc de construction selle plein. Par hypothese, et par isomorphisme
des graphes de Smale, chaque piece basique de Ay est connectée par un chemin orienté et un
chemin orienté inverse a une piece basique ayant une infinité de valeurs propres négatives, et
chaque telle paire est connectée par un cycle dans G(Q,Y, ). Il suit que deux pieces basiques
quelconques sont connectées par un chemin d’arétes orientées dans G(Q, Y, ), autrement dit le
graphe est fortement connexe.

D’apres la proposition 7.1.3 (généralisation du théoreme de recollement 1), quitte a faire une
forte isotopie du triplet (@,Y, ¢), le quotient N := @/ est une variété orientée compacte a bord
muni d’un champ de vecteurs Z induit par Y, tel que le couple (NN, Z) en un bloc de construction
connexe et orienté. On note fy : Q™ — Q°" I'application de passage du bloc (Q,Y). D’apres la
proposition 7.1.2, le bord de N est 0N = 0P, et lamination de bord Lz sur 0P est

Lz =Ly U(fy)s (@:Ly~Ly) U (fy)s (0uLly ~Ly)

La lamination Lz contient la lamination quasi-Morse-Smale Ly remplissante, donc c’est une
lamination quasi-Morse-Smale remplissante de méme type combinatoire. Il suit que ces deux
laminations se completent en feuilletages topologiquement équivalents sur ON (lemme 7.2.4 et
proposition 7.2.13), donc de méme pour Lz et Lyx. Par forte connexité du graphe G(Q,Y, ¢), le
bloc (N, Z) est transitif (proposition 7.1.2). On conclut que (N, Z) satisfait le proposition 7.4.1.

O

7.5 Réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse dans un flot d’Anosov

Dans cette section on montre que l'on peut réaliser toute paire de feuilletages quasi-
transverses, comme trace des feuilletages stables et instables sur un tore quasi-transverse plongé
dans un flot d’Anosov transitif. On rappelle que une paire de feuilletage (Fi, F2) sur le tore T'
est dite quasi-transverse si c’est une paire de deux feuilletages quasi-Morse-Smale, qui coincident
le long de leur feuilles marquées orientées, sont transverses sur le complémentaire des feuilles
marquées, et tel que Ti“1 = T})_-‘;t (définition 1.3.5 et figure 10).

Lemme 7.5.1. Soit (Fi,F2) une paire de feuilletages quasi-transverses sur le tore T, tel que
Uensemble I'y des feuilles compactes marquées (communes) est non vide. On note I' = I'(F; U
F2) =1{Y0,--+,Yn-1} la collection des feuilles compactes de F1UFs. Alors les feuilles compactes
I' de F1 U Fy sont non contractibles dans T et deux a deux librement homotopes en tant que
chemins non orientés dans T'. Les feuilles compactes de I'\T'y sont deuz & deux disjointes.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que les feuilletages F; ont un ensemble non vides
de feuilles compactes marquées, et coincident le long de ces feuilles. 11 suffit alors d’appliquer le
corollaire 7.2.5. Par transversalité des feuilletages sur le complémentaire des feuilles marquées,
les feuilles compactes non marquées sont deux a deux disjointes. O

Il existe donc un ordre cyclique sur les éléments de I'. On munit les éléments de I' de
I’'orientation dynamique induite par 'orientation dynamique des feuilles compactes respectives
de Fi et Fy. Elle coincide le long des feuilles marquées communes. Soit (F7, F2) une paire de
feuilletages quasi-transverses sur le tore T orienté, tel que l’ensemble des feuilles compactes
marquées (communes) est non vide. Soit une énumération géométrique (définition 7.2.6) I' =
{Y0,--+,Yn—1} des feuilles compactes de F; U Fo. On note I', C T" la collection des feuilles
compactes marquées communes. La définition suivante permet de caractériser le “dessin” de
Iintersection quasi-transverse des deux feuilletages.
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Chapitre 7. Bloc de construction avec lamination de bord prescrite

Définition 7.5.2 (Type combinatoire de bi-feuilletage). Soit I'application
g = O‘(]'-l,f"Q): Z/TLZ — {1,2} X (JZ%H X 5270 X ﬂH)
définie par :

i) o(k) = (1,%) si et seulement si 4 appartient au feuilletage Fi, et o(k) = (2,%) si et
seulement si 7, appartient au feuilletage Fo~I'y;

ii) o(k) = (%, (% 1 %)) si et seulement si la feuille ; est librement homotope a g en tant que
chemins orientés ;

iii) o(k) = (i,(— #**)) si et seulement si I’holonomie de F; & gauche* de ~; est contractante ;

iv) o(k) = (i, (*x <)) si et seulement si I'holonomie de F; & droite de 7 est contractante;

On dit que o est un type combinatoire du bi-feuilletage quasi-transverse (Fy, Fa) sur T.

Cette définition n’est pas symétrique car on fait le choix arbitraire de privilégier Fi, et
o(F1,Fa2) n'est pas égal a o(Fa, F1). En effet, on considére les feuilles marquées comme des
feuilles compactes de F1. Si o1 est un type combinatoire quasi-Morse-Smale de Fi, alors il existe
une injection ¢y : Z/n1Z — Z/nZ tel que o(F1, Fa) o ¢1 = (1,%+071). Ce n’est pas vrai pour Fo.

Exemple 7.5.3. On donne le type combinatoire du bi-feuilletage de la figure 10, ou ’énumération
géométrique sur les feuilles compactes est celui de gauche a droite, le vert désigne un composante
in, le rouge désigne une composant out, F; est le feuilletage en trait plein et F3 le feuilletage en
trait pointillé

(<_7T7 %))7 (17(<_7¢7 _>); (27 (_>7T7 <_); (17(<_7¢7_>); (17(_>7T7 _>)§

O'(.Fl,fz) = (1,
2, (=) (L G=1=); (LG4 =); (2 (=1¢); (1,4, =)}

(

Proposition 7.5.4 (Proposition D). Soit o un type combinatoire de bi-feuilletage quasi-transverse.
1l existe un champ de vecteurs Anosov transitif Z sur une 3-variété M orientée et un tore
incompressible T' plongé dans M, quasi-transverse a Z, tel que la trace des feuilletages stables
et instables F* et F* sur T induit un bi-feuilletage quasi-transverse (Fi,F2) sur T de type
combinatoire o.

Démonstration. Soit (G1,G2) un bi-feuilletage quasi-transverse de type combinatoire o sur le
tore T orienté. On désigne par T' le tore T' muni de lorientation opposée. Soit (P, X) le bloc
connexe orienté transitif selle plein donné par la proposition 7.0.2 associé aux feuilletages Gy
sur le tore orienté T et Gy sur le tore orienté 7. On note £ la lamination de bord de (P, X).
Le bord 0P est I'union de deux tores quasi-transverses 11 et Th tel que la lamination £ sur
T1 est remplissante et se prolonge en un feuilletage topologiquement équivalent & Gy sur T
et la lamination £ sur T est remplissante et se prolonge en un feuilletage topologiquement
équivalent a Go sur T. Par construction, il existe une involution ¢: P — 0P qui apparie T}
et Ty, qui renverse l'orientation et tel que la paire (p.Lx,Lx) est une paire de laminations
remplissantes fortement quasi-transverses, et se complete sur 77 en une paire de feuilletage
fortement quasi-transverse topologiquement équivalente a la paire (G1,Gs). Ce difféomorphisme
induit un recollement fortement quasi-transverse du bloc (P, X). Par le théoreme de recollement
(théoreme 1), il existe un triplet fortement isotope (P’, X', ¢’) tel que le quotient M := P'/¢’

4. Dorientation de la premiere feuille et du tore T détermine une gauche et une droite pour chaque feuille
compacte
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7.5. Réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse dans un flot d’Anosov

est une 3-variété fermée orientée muni d’un champ de vecteurs Z induit par X’ qui est Anosov.
Comme (P, X) est transitif, il en est de méme pour (P, X') et le flot d’Anosov Z est transitif
(proposition 6.4.2). La projection de P’ dans M est un tore orienté T' quasi-transverse au
champ d’Anosov Z donc incompressible (] | et [ ]). Les feuilletages stable et instable
(F*, F*) du flot d’Anosov induisent sur 7" une paire de feuilletages quasi-transverse (F1, F2), qui
contient la projection de la paire de laminations remplissantes (¢, Lx/, Lx/). La paire (F1, F2)
n’est pas a priori topologiquement équivalente a la paire (G1,G2) (cette donnée est perdue par
forte isotopie, voir remarque 1.4.13) mais il découle de la propriété 1.4.12, item 3 que le type
combinatoire du bi-feuilletage qui prolonge la paire (¢!, Lx/, Lx/) et du bi-feuilletage qui prolonge
la paire (p.Lx, Lx) sont égaux. Il suit que le type combinatoire du bi-feuilletage de (Fi, F2) est
égal & o. O
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Chapitre 8

Plonger un bloc selle plein dans un flot
d’ Anosov

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition principale suivante. On rappelle qu’un
bloc de construction est dit selle si le maximal invariant ne contient ni attracteur ni répulseur,
et plein si la lamination de bord est remplissante. On renvoie au chapitre 1 pour les définitions.
Dans ce chapitre, on considere des blocs orientables.

Proposition 8.0.1 (Proposition E). Pour tout bloc de construction (P, X) orientable selle plein
(transitif ), il existe un champ de vecteurs Anosov Z (transitif) sur une variété fermée M de
dimension 8 orientable, tel que (P, X) est plongé dans (M, Z). Plus précisément, il existe une
collection de tores incompressibles T plongés dans M, quasi-transverses o Z, et qui découpent
dans M une sous-variété compacte difféomorphe a P tel que la restriction de Z sur P est
orbitalement équivalente a X.

Résumons la preuve. Dans un premier temps, on remarque que pour tout feuilletage quasi-
Morse-Smale F sur T2, il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale G quasi-transverse & F sur T?
(lemme 8.1.1). Pour un bloc (P, X) donné, on associe & chaque composante de bord T}, de 0P
un bloc (N, Yy) donné par la proposition 7.0.2, dont le type combinatoire de la lamination de
bord Ly, est le type combinatoire d’un feuilletage quasi-transverse a la lamination de bord Lx
de (P, X) sur Tj. On recolle le bloc (P, X) et (N, Yy) le long du bord T} par un recollement
(partiel) fortement quasi-transverse qui renverse l'orientation, et on procede ainsi pour chaque
composante de bord Tj. Quitte a faire une forte isotopie des blocs et des recollements, le théoreme
de recollement 1 nous dit que les champs de vecteurs des différents blocs induisent un champ de
vecteurs Anosov sur la variété quotient (orientable), et transitif d’apres le critere 6.4.2.

8.1 Feuilletage quasi-transverse a un feuilletage quasi-Morse-Smale
donné

Une premiere étape consiste & montrer que pour tout feuilletage quasi-Morse-Smale F sur
T?, il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale G quasi-transverse a F sur T? (lemme 8.1.1).

Lemme 8.1.1. Soit F un feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore T'. Alors il existe G un feuille-
tage quasi-Morse-Smale sur T’ telle que G est quasi-transverse a F.

Démonstration. On note 'z les feuilles compactes de F, I'y les feuilles compactes marquées
de F, et T™ U T°" la décomposition de T~\T', associée. Soit A I’adhérence d’une composante
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8.2. Preuve de la proposition E

connexe de T \ I'z. Supposons que cette composante connexe appartient & 7. Soit v € I'z
une composante connexe de 0A. C’est une feuille compacte de I'x orientée par 'orientation
dynamique (définition 7.2.1, remarque 7.2.3), tel que I’holonomie de la feuille orientée v du
feuilletage F est dilatante. Soit N = N () un petit voisinage collier de v dans 0A et (z,0) :
N — [0,1] x R/Z des coordonnées sur A tel que v = {z = 0} est orientée dans le sens positif
de 6. Deux feuilletages dont ’holonomie est contractante sont topologiquement équivalents, on
peut donc supposer que la direction de F est donnée par dx + xdf = 0. On distingue deux cas :

1) Si vy €Iy est une feuille marquée de F, on définit G sur N par le feuilletage de direction
dr — xdf = 0.

2) Si v € T's~\I', est une feuille compacte non marquée de F, on définit G sur N par le
feuilletage de direction dff — xdx = 0.

On renvoie & la figure 8.1. On fait une construction similaire sur un voisinage collier N(v') de
la seconde composante de bord 7' de JA. On obtient un feuilletage G sur un voisinage collier
V = N(y)UN(y') de A dans A. Soit la métrique | - |? = dz? + d#? sur N(v) et N(v'). Alors
par construction, G est orthogonal pour cette métrique a F sur le bord de V, et on prolonge G
sur A par le feuilletage défini par le champ de vecteurs X’ orthogonal & un champ de vecteurs
X générateur du feuilletage F dans la métrique || - ||. Par densité des champ de vecteurs Morse-
Smale, il existe un champ Morse-Smale X" proche de X’ en topologie C' sur A, qui coincide avec
X’ sur un voisinage de dA. Ce champ de vecteurs définit un feuilletage G’ sur A, qui contient un
nombre fini de feuille compacte, qui sont toutes munies d’une orientation telle que I’holonomie
est dilatante (c’est lorientation dynamique), et tel que G’ est transverse a F sur 'intérieur de
A (la transversalité est une propriété ouverte). On construit ainsi un feuilletage G;, sur chacune
des composante connexe Ay de T~\I'z, qui se recollent en un feuilletage G’ sur T, qui est un
feuilletage quasi-Morse-Smale et quasi-transverse a F sur 7. ]

La preuve précédente ne permet pas de connaitre un type combinatoire de F’'. On donne en
figure 8.1 une table qui associe & toute composante A de T~\I"# un feuilletage quasi-Morse-Smale
F' (en bleu) sur A quasi-transverse au feuilletage F (en noir), en fonction du type combinatoire
de F sur les feuilles compactes du bord de A. Les six cas sont les suivants de gauche a droite et
de haut en bas sur les figures 8.1 :

1) o

1

2

Q

w

Q

1

B

Q

7

t

Q

1

) o) = (=
) o(i) = (=
) o(i) = (=
) o(i)=(= 1 =
) (i) = («
6) o(i) = («

o

Tous les autres s’obtiennent a partir de ceux-ci par renversement de l’orientation.

8.2 Preuve de la proposition E

Démonstration de la proposition 8.0.1. Soit (P, X) un bloc de construction orientable selle plein
transitif. On note £ la lamination de bord de (P, X). On note Ti,...,T, les composantes
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FIGURE 8.1 — Exemple d’un feuilletage quasi-Morse-Smale G (en bleu) quasi-transverse a F (en

noir) sur chaque composante connexe du complémentaire des feuilles compactes I' # pour chaque
valeur de o

connexes de OP, et on suppose pour commencer qu’aucune n’est transverse au champ X. Pour
chaque k£ = 1,...,n, soit Fi un feuilletage quasi-Morse-Smale sur T} contenant £ en sous-
lamination (lemme 7.2.4). Soit G un feuilletage quasi-Morse-Smale sur T} et quasi-transverse a
Fi donné par le lemme 8.1.1. Soit (/Vg, Y) le bloc de construction donné par la proposition 7.0.2
associé a deux copies du feuilletage Gy sur le tore orienté Tk (qui désigne le tore T muni de
'orientation inverse). Le bord 0N est formé de deux composantes connexes Ty 1 et Ty o et la
lamination de bord de (N, Y},) sur T, ; se complete en un feuilletage topologiquement équivalent
au feuilletage Gy, sur T. On en déduit qu’il existe un difféomorphisme ¢y, ; : Tj ; — T}, qui envoie
la lamination de bord de (N, Y)) sur une lamination fortement quasi-transverse & la lamination
de bord de (P, X), et qui renverse l'orientation. Le produit ¢y, des ¢ ; (rendu involutif) est un
recollement partiel fortement quasi-transverse du bloc formé de I'union de deux copies de (P, X)
et du bloc (Ng, Yy), et qui renverse l'orientation. Le produit ¢ des ¢y, (rendu involutif) est un
recollement (non partiel) fortement quasi-transverse du bloc (M, Y") selle plein transitif formé de
deux copies de (P, X) et de 'union Uy (Ng, Y) (figure 8.2), et qui renverse l'orientation. D’apres
le théoreme 1, quitte a modifier (M,Y") par forte isotopie le quotient M := M /¢ est une variété
fermée, orientable, munie d'un champ de vecteurs Z := Y, induit par ¥ qui est Anosov. La tran-
sitivité se déduit de la connexité forte du graphe G = G(M,Y, ¢) associé (proposition 6.4.2). En
effet, le maximal invariant Ay du bloc (M, Y') se décompose en 'union des maximaux invariants
des deux copies de (P, X) et des maximaux invariants des blocs (Ng,Yy). Chacun de ces en-
sembles est transitif, donc une piece basique de Ay. Le recollement ¢y apparie une composante
de bord T} de chacune des deux copies de (P, X) avec une des deux composantes de bord de
(N, Yi). Par hypothese, chaque composante de bord de (P, X) et (Ng,Y)) contient un nombre
non nul d’orbites périodiques, donc la lamination stable et instable des maximaux invariants
de chacun des blocs intersecte chacune des composantes de bord du dit bloc. Il s’ensuit que
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I'image de la lamination stable £; de (INi,Y}) intersecte la lamination de bord instable L% de
chacune des deux copies de (P, X) via le recollement ¢, et de méme 'image de la lamination
instable £} de (N, Y;) intersecte la lamination de bord table L% de chacune des deux copies de
(P, X)) via le recollement ¢ (les laminations de bords sont toutes remplissantes). On en déduit
que les maximaux invariants des deux copies de (P, X) et de (N, Yy) sont reliés par un cycle
dans le graphe G(M,Y, ¢). Comme ce résultat est vrai pour tout k, le graphe G est fortement
connexe. Le bloc P est naturellement plongé dans M en une sous-variété & bord, dont le bord
est 'union de tores quasi-transverses au champ de vecteurs Anosov Z. Pour finir, on sait d’apres

[ ] et [ | que tout tore plongé dans un flot d’Anosov en position quasi-transverse est
incompressible.

La preuve se généralise pour un bloc de construction (P, X) quelconque en utilisant les
résultats de [ | pour apparier les composantes connexes qui sont transverses au champ de
vecteurs. O

T,
Pk,2 L

A/ __________

(P, X) (P, X)
- /_/
——————————————————— =5 —————4—/—7-, e -
— /,
— L
TTTAT T ____7 ____________

FIGURE 8.2 — Recollement de deux copies de (P, X) et des blocs (N, Yi)
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Chapitre 9

Réalisation d’un type géométrique
abstrait dans un bloc selle plein

Dans ce chapitre on s’intéresse a la dynamique au voisinage du maximal invariant d’un bloc
de construction selle plein. Toutes les variétés que I'on consideére seront orientables. On montre
la proposition F' qui donne un critere nécessaire et suffisant pour qu’un bloc de construction selle
plein orientable réalise un type géométrique abstrait en tant que type géométrique d’une partition
de Markov de son ensemble maximal invariant. Pour ce faire, on utilisera une correspondance
entre les blocs de construction et les blocs de Béguin-Bonatti-Yu donnée par un ensemble de
chirurgies de type attachement et suppression d’anses (section 9.2), et les résultats de | ]
et | | qui donnent 'existence et I'unicité d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu canonique (le
modéle) qui réalise un type géométrique abstrait. On décrit ensuite une méthode algorithmique
simple qui permet de vérifier ces criteres a partir du type géométrique par des recollements de
rectangle (section 9.4). Commencons par des définitions précises.

Définition 9.0.1 (Bloc modele). On dit qu'un bloc de construction orientable (U, X) est un bloc
modele si, en notant A le maximal invariant et £ la lamination de bord de (U, X), on a

1) X hoUu
2) toute composante connexe de U intersecte A,

3) toute courbe fermée simple ¢ plongée dans OU et disjointe de £ borde un disque D C oU
disjoint de L.

En particulier, un bloc modele est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu.

Remarque 9.0.2. Cette définition est compatible avec la définition | , Définition 0.2] du
modéle du germe d’un ensemble selle saturé A d’un champ de Smale X sur une variété compacte
orientable M de dimension 3. Un ensemble compact invariant A pour un champ de vecteurs X
est dit selle saturé si c’est un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1), sans attracteur ni répulseur,
qui contient I'intersection de ses variétés stables et instables, autrement dit A = W#*(A)NWH(A).
Le germe [X, A] est la classe d’équivalence du couple (X, A) pour la relation (X, A) ~ (X', A’) si
il existe un voisinage de V de A et V' de A’ tel que les champs de vecteurs X sur V et X’ sur A/
sont orbitalement équivalents. Un modéle du germe d’un ensemble selle saturé [X, A] est alors
un couple (U,Y) ou U est une variété orientable compacte a bord de dimension 3, muni d’un
champ de vecteurs Y transverse au bord, tel que si Ay est le maximal invariant du flot de Y dans
U, alors [Y, Ay] = [X, A], et les conditions 2 et 3 de la définition 9.0.1 sont satisfaites. On peut
effectivement parler de lamination de bord de (U,Y) car (U,Y") est alors un bloc de construction
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au sens de la définition 1.1.3. Un bloc modele (U, X)) selon la définition 9.0.1 est alors un modele
du germe [X, A] de son maximal invariant. Dans | , Théoreme 0.3] les auteurs montrent que
le modele d’un germe d’un ensemble selle saturé est unique a équivalence orbitale pres, ce qui
justifie que 'on parle du modele.

On suit la définition de | , Définition 2.3 et Définition 2.4] pour le type géométrique.

Définition 9.0.3 (Type géométrique abstrait). Un type géométrique abstrait .7 est la donnée
de :

— un entier n € N*
— pour tout 1 < i < n, la donnée de deux entiers h; et v; tel que > ; hy = >, v;,

— une application ¢ de {i € {1,...,n},7 € {1,...,h;}} dans {k € {1,...,n},l €
{1,...,v}} x {£1} qui induit une bijection par oubli des signes.

Soit R = {3, R} une partition de Markov au sens de la définition 2.2.4. On considére des
partitions plongées dans des variétés orientables, avec un choix d’orientation sur X. Alors un
choix d’une orientation des verticales de R induit une orientation des horizontales de R.

Définition 9.0.4 (Type géométrique d’une partition de Markov). Soit R = {¥, R} une partition de
Markov munie d’une orientation des verticales et horizontales, et on note f : R — ¥ ’application
de retour de la partition de Markov. Le type géométrigue 7 de R est un type géométrique
abstrait défini par

n est le nombre de rectangle de R

— h; est le nombre de composantes connexes de l'intersection de R; avec 'union des f~1(R;),
ce sont des sous-rectangles horizontaux H}, ... thl de R;, numérotés dans l'ordre induit
par lorientation des verticales de R;

— vy, est le nombre de composantes connexes de 'intersection Ry, avec 1'union des f(R;), ce
sont des sous-rectangles verticaux Vkl, . Vk”’“ de Rj, numérotés dans l'ordre induit par
l'orientation des horizontales de Ry

— ¢(i,7) = ((k,1),¢€) si f(Hf) =V}, et € = + si l'orientation des verticales de f(HZJ) coincide
avec l'orientation des verticales de Vkl, et € = — sinon.

Exemple 9.0.5. Le type géométrique du faux-fer a cheval (figure 9.1) est

T = {TL =1, hy =2, vy =2, ¢(17 1) = (17 17+)> ¢(172) = (1727+)}

Théoréme 9.0.6 (] , Théoréme 0.1] et [ , Théoréme 0.4]). Pour tout type géométrique
abstrait 7, il existe un bloc modéle (U, X) selle, dont le mazimal invariant admet une partition
de Markov de type géométrique 7, et celui-ci est unique a équivalence orbitale prés. On dit que
(U, X) est le modele du type géométrique 7.

On rappelle qu’on dit qu'un bloc de construction est selle si son maximal invariant ne contient
ni attracteur ni répulseur. Le but de ce chapitre est de montrer la proposition principale suivante.

Proposition 9.0.7 (Proposition F). Soit un type géométrique abstrait 7. Il existe un bloc de
construction orientable (P, X) selle plein, qui posséde une partition de Markov de type géo-
métrique T si et seulement si le modeéle (U,Y) du type géométrique 7 vérifie les conditions
suivantes, ot L3, et LY désignent les laminations sur le bord d’entrée U™ et le bord de sortie
Ut et Ly désigne la lamination de bord sur OU :
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(1(R) R
(
117 |
R
i
-« )

FIGURE 9.1 — Partition du faux-fer & cheval

1) OU est une union de tores et de spheéres, chaque sphére contient exactement deuzx disques
D; et D; bordés par deux feuilles compactes distinctes de Ly et d’intérieurs disjoints de
Ly.

2) La lamination L3, est un pré-feuilletage sur le complémentaire U™\ U; D;.

Un tel bloc (P, X) est alors unique a isotopie prés. De plus, si on note L% et LY% la lamination

sur le bord d’entrée P™ et la lamination sur le bord de sortie P°, et O, la collection d’orbites
périodiques de X contenues dans OP, alors

— la lamination L5 U O, sur P est topologiquement équivalente ¢ la restriction de la lami-
nation L3 a Un U; D;,

— la lamination L% U Oy sur P°U est topologiquement équivalente a la restriction de la
lamination LY, a Uevt U; D;.

Remarque 9.0.8. L’item 2 est équivalent a dire que la lamination £y, est un pré-feuilletage sur
le complémentaire U~ U; D;, et équivalent & dire que la lamination de bord Ly est un pré-
feuilletage sur OU~ U; D;. En effet, il y a une correspondance bijective entre les composantes
connexes de U in\ﬁff et les composantes connexes de U™\ L} donnée par l'application de
passage fy : U™ — U°" du flot de Y du bord d’entrée au bord de sortie, et les composantes
associées sont difféomorphes.

La preuve consiste a passer d’'un bloc de construction & un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (et
réciproquement) par des méthodes de chirurgies de type attachement et suppression d’anses. On
analyse les propriétés de ces blocs correspondants obtenus par de telles chirurgie au niveau des
laminations de bord.

e Dans une premiere section 9.1, on construit une correspondance entre les blocs de construc-
tion et des blocs “intermédiaires” (définition 9.1.1), qui seront des prolongements minimes
“standard” de blocs de construction, dont le bord se décompose en un bord d’entrée, un
bord de sortie et un bord tangent. Ce seront les pieces de nos chirurgies par attachement et
suppression d’anses. On pourra recoller des anses le long du bord tangent pour construire
des blocs de construction dont le bord est transverse au champ de vecteurs.
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e Dans la section 9.2 suivante, on décrit deux opérations de chirurgie inverses I’'une de 'autre
qui permettent de passer des blocs de construction aux blocs de Béguin-Bonatti-Yu. Plus
précisément, on montre que, & tout blocs de construction est associé un unique bloc de
Béguin-Bonatti-Yu obtenu en recollant des spheres le long du bord (lemme 9.2.1) L’opé-
ration inverse consiste étant donné un bloc de Béguin-Bonatti-Yu et une collection finie
de composantes connexes du complémentaire de la lamination qui sont bordées par des
feuilles compactes (satisfaisant certaines hypothéses), & construire un bloc de construc-
tion par un nombre fini de suppression d’anses qui a pour effet de “tuer” les composantes
de la collection pour les “remplacer” par des orbites périodiques contenues dans le bord
(lemme 9.2.4).

e Pour finir, on utilise ces deux opérations inverses I'une de I’autre pour montrer le critere
nécessaire et suffisant de la proposition 9.0.7.

9.1 Blocs intermédiaires

Cette section est une section préliminaire technique qui permettra de faciliter les opérations
de chirurgies entre blocs de construction et blocs de Béguin-Bonatti-Yu a la section suivante.

Définition 9.1.1 (Bloc intermédiaire). Soit P une variété a bord de dimension 3, et X un champ
de vecteurs de classe C! sur P. On dit que (P, X) est un bloc intermédiaire si :

in

1) P est une variété lisse en dehors d’un nombre fini de courbes fermées simples ¢}, ..., cp

et U, ..., 2" contenues dans &P

2) dP se décompose en 'union OP = P U Ptan y pout oy

— P'™ est une surface & bord, bordé par cj", ... le champ X est transverse 4 P™ et

pointe vers l'intérieur de P

7'n7

out

yeen, o le champ X est transverse & Pout

— P°" est une surface & bord, bordé par ¢§"*
et pointe vers I'extérieur de P

— P%n egt une union d’anneaux A, ..., A, tangents au champ X, tel que chaque A;
est bordé par les courbes ¢ et 9", et les orbites de X sur A; vont de ¢ vers U

3) Le maximal invariant A := MNier X4(P) de X dans P est un ensemble hyperbolique d’indice
(1,1) pour X.

4) Si on note W# et W les laminations stables et instables de A dans P, alors pour tout i il
existe deux feuilles compactes 77 de £ := WS N P™ et 4% de L% := W* N P, tel que A;
est inclus dans un anneau 4; C 9P, bordé par ;] et v;* et disjoint de W* U W".

On renvoie a la figure 9.2.

Définition 9.1.2 (Bord d’entrée, de sortie, tangent). Soit (P, X) est un bloc intermédiaire et
OP = Py ptan | pout 1a décomposition de P donnée par litem 2, définition 9.1.1. On dit
que :

— P™ est le bord d’entrée de (P, X)
— POUt est le bord de sortie de (P, X)

— P%" st le bord tangent de (P, X).

173



Chapitre 9. Réalisation d’un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein

FIGURE 9.2 — Bord d’un bloc intermédiaire (P, X) au voisinage d’un anneau A; tangent au
champ X

Fait 9.1.3. Avec ces méme notations, on a

1) la lamination stable W# induit une lamination £ := W N dP = W* N P™ de dimension
1 sur P, dite lamination d’entrée de (P, X)

2) la lamination instable W induit une lamination L := W*NAP = W*NP°" de dimension
1 sur P°" dite lamination de sortie de (P, X)

3) lunion L =L5ULY est une lamination de dimension 1 sur OP, dite lamination de bord
de (P, X)

Démonstration. Chaque orbite d’un point d’une composante connexe A; de Ptan egt contenue
dans l'anneau A; et traverse A; d’un bord de I'anneau & lautre en temps fini (item 2, défini-
tion 9.1.1). On en déduit que la lamination stable W# du maximal invariant A est dlsJ01nte du
bord tangent Ptan_ Elle est disjointe de Pout, car toutes les orbites qui intersectent Pout sortent
de P par définition, donc ne peuvent pas s’accumuler sur A dans le futur. On en déduit que
WS NP = W5 N P™. Comme le champ de vecteurs X est transverse & P, et W* est tangent
au champ de vecteurs X , on en déduit que les feuilles de W* intersectent transversalement la
surface P™, et I'ensemble £5 := W N P™ est une lamination de dimension 1 sur P™. Les autres
affirmations du fait se déduisent de fagon analogue. O

On notera A, = {Aj,...,A,} la collection des composantes connexes du bord tangent de
(]5, X), et A, ={Ay,..., A} la collection des composantes connexes P~ L tel que A; C A;, ot
L est la lamination de bord de ( ) Avec ces notations, les courbes 7 et ;' sont des feuilles
compactes de L% et £¥ respectivement, et A; est la composante connexe de P~L qui contient
I’anneau A;.

Soit (P, X) un bloc de construction. On note A son maximal invariant, O, la collection
d’orbites périodiques de X contenues dans OP, P™ le bord d’entrée, et P°"* le bord de sortie
de (P, X). On rappelle que 'adhérence de P™, notée Pn, coincide avec P™ U O,. De méme,
pout = pout y O,. Le lemme suivant dit que I'on peut plonger canoniquement (P, X) dans un
bloc intermédiaire (p, X ), qui est alors un un prolongement minime “standard” de (P, X).
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Lemme 9.1.4. Il existe un bloc intermédiaire (]5,5() tel que, si A est le mazimal invariant,
(WS,W“) la paire de lamination stable et instable de ]\, et A la collection de composantes
connezes du complémentaire de la lamination OP~L contenant le bord tangent de (P,X) (défi-
nition 9.1.2), on a

1) (prolongement minime) (p,)v() est un prolongement minime de (P, X) (définition 1.4.3)

2) (lamination) Pin A, est isotope o P™ le long de la lamination W* et PPU\ A, est isotope
a Pout le long de la lamination YW*.

3) (unicité) Un tel bloc intermédiaire (P, X) est unique & équivalence topologique prés.

Démonstration. On répete la preuve du lemme 1.2.8 qui donne une méthode de construction d’un
bloc intermédiaire (P, X) associé & un bloc de construction (P, X). Soit (P, X) un prolongement
minime (définition 1.4.3) de (P, X). Soit O, = {O, ..., Oy} la collection des orbites périodiques
de X contenues dans 0P. Pour chaque O; € O,, on considére V; un voisinage tubulaire linéarisant
de O; pour le flot de X dans P, muni d’un systéme de coordonnées linéarisant (r,y,0) €
R? x R/Z. Le bord OP traverse les cadrans opposés {x > 0,y > 0} et {z < 0,y < 0} (fait 1.2.1).
Soit S une surface topologique, lisse en dehors d’un nombre fini de courbes fermées simples
out out

o et L e, qui coincide avec OP en dehors des voisinages V;, et se décompose

en I'union S = S™ U St U S°U (figure 1.5) on

e S™ est une surface a bord transverse au champ X et bordé par c}",..., ¢, qui coincide
avec P™ en dehors de I'union des voisinages V;

e S5°U est une surface a bord transverse au champ X et bordé par ¢, ... %" qui coincide

ren
avec P°" en dehors de I'union des voisinages V;

e S! est une union d’anneaux A; tangents au champ X, inclus chacun dans le voisinage

linéarisant V; de O; dans le cadran {z > 0,y < 0}, et bordé par les courbes ci et c9ut.

Sout

FIGURE 9.3 — Variété P dans un voisinage linéarisant V; de O;

La surface S découpe dans P une sous-variété compacte & bord p, qui contient P, et qui coincide
avec P en dehors de I'union des voisinages V. Soit X la restriction de X & P. Le couple (]5, X )
est par construction un prolongement minime de (P, X). Le maximal invariant A de (P, X)
coincide avec le maximal invariant A de (P, X)) car une orbite de X est soit une orbite du flot
de X contenue dans P, soit intersecte le bord de P. De plus, 9P = S, donc (P,X ) vérifie les
items 1, 2 et 3 de la définition 9.1.1 d’un bloc intermédiaire. On note W* et W les variétés
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stables et instables de 'ensemble A = A pour le flot de X dans P. Alors W5 est Punion du
saturé des laminations W?* par le flot de X et de la variété stable locale des orbites périodiques
O; dans les voisinages linéarisants V;. De méme WU est Punion du saturé des laminations W4
par le flot de X et des variétés instables locales des orbites périodiques O; dans les voisinages
linéarisants V;. Pour tout ¢, la variété stable et instable locale de 'orbite O; dans le voisinage V;
intersectent O P le long de deux feuilles compactes 7; et v, qui bordent une composante connexe
A; de OP~L. C’est un anneau qui contient I'anneau A; C S tangent au champ de vecteurs X
(figure 9.3). Il s’ensuit que (P, X) satisfait item 4 de la définition 9.1.1, donc c’est un bloc
intermédiaire.

Notons A. la collection des anneaux A;. Les surfaces Pin\A* et P coincident en dehors de
I'union des voisinages V;, et dans chaque V; la surface P A, est un anneau dont lintérieur est
transverse & la lamination W*. Il existe donc une isotopie entre PN A, et P, A support dans
les voisinages linéarisants V;, qui préserve la lamination W feuille A feuille. Le raisonnement est
symétrique pour POM~ A, et PoUt, ot (]3, X ) satisfait I'item 2 du lemme 9.1.4. Il reste a prouver
Iitem 3, autrement dit I'unicité d’un tel bloc intermédiaire a équivalence orbitale pres. Soit
(Q,Y) un autre bloc intermédiaire vérifiant le lemme 9.1.4. Quitte a réduire le prolongement
minime initial utilisé pour construire (]5,5( ) et faire une équivalence orbitale, on peut faire
I’hypothese que P est inclus dans Q, et qu’ils sont inclus dans un prolongement minime commun
de (P,X) d’apreés l'item 1 du lemme 9.1.4. 11 suffit de montrer l'existence d’une équivalence
orbitale locale sur un voisinage linéarisant V; d’une orbite périodique O; de X contenues dans
AP, car les blocs intermédiaires (Q,Y) et (P, X) coincident chacun avec (P, X) en dehors de
I'union des V;, donc coincident entre eux. Par transversalité de P™™ et Q™ avec le champ de
vecteurs Y, quitte a faire une isotopie de 9@ le long des orbites (positives) du flot de Y (ce
qui ne change pas la classe d’équivalence orbitale), on peut supposer que Q™ contient pmj et
quitte a faire une isotopie de OP le long des orbites positives du flot de Y, on peut supposer que
Q°" contient P (figure 9.4). On introduit un troisitme bloc intermédiaire (Q’,Y”) qui vérifie
le lemme 9.1.4, qui est strictement inclus dans P, et tel que (Q')™ C P™ et (Q/)°ut ¢ pout
(figure 9.4). Alors le champ de vecteurs X restreint & P~Q' et le champ de vecteurs Y restreint
a Q\Q' sont tout deux orbitalement équivalents au champ trivial 9/9; sur I x J x R/Z muni
des coordonnées (s, t,0). Comme les blocs intermédiaires (P, X) et (Q,Y) coincident sur @Q’, on
en déduit qu’ils sont orbitalement équivalents.

o £
- iz

FIGURE 9.4 — Equivalence orbitale de blocs intermédiaires dans un voisinage linéarisant d’une
orbite périodique O;

O

Soit (P,X ) un bloc intermédiaire et A, la collection de composantes connexes de 815 L
contenant le bord tangent de (P, X) (définition 9.1.2), ot £ est la lamination de bord de (P, X).
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On rappelle qu’une séparatrice stable est une composante connexe de W (O)N\O, ou O est une
orbite de X. On dit qu’une séparatrice stable est libre si elle est disjointe du maximal invariant
Ax.

Lemme 9.1.5. Pour tout A; € Ax, si~y;] et sont les deux feuilles compactes de L qui bordent A;
(item 2, définition 9.1.1), alors il existe une orbite périodique O; de X tel que y; est l’intersection
d’une séparatrice stable libre de O; avec P et vit est l'intersection d’une séparatrice instable
libre de O; avec P, Quitte a faire une équivalence orbitale de (P,X), on peut Supposer que
A; est inclus dans un voisinage linéarisant de O;.

Démonstration. On peut adapter le fait 2.1.7 pour les blocs intermédiaires, et ;' est une feuille
compacte de la lamination £*, donc l'intersection d'une séparatrice stable libre W3 (0;) d’une
orbite périodique O; de X. Si pE P est un point sur P arbitrairement proche de 77, alors
I’orbite de p par le flot de X sort de P en un pomt q € POUt arbitrairement proche de la variété
1nstable WH(O;) de O;. Or on sait que le flot de X sur Panneau A; C A; traverse A; d’un bord

" 3 Pautre bord ¢ (item 2, définition 9.1.1). Comme ¢ est le bord de P™ N A;, et ¢ est le
bord de Poutn A;, on en déduit par continuité que ’orbite d’un point de P A; sort de P par
la composante Pout 0 ;. 11 s’ensuit que v € W*(0;), et 7" est l'intersection d’une séparatrice
instable libre WY (O;) de la méme orbite périodique O;.

Montrons la deuxieéme affirmation du lemme 9.1.5. Pour chaque 4, on considere ¢; une courbe
fermée simple dans (I'intérieur de) P N A; parallele & v et assez proche de v; de sorte que
I'orbite de ¢; par le flot de X intersecte un voisinage linéarisant V; de O;. Soit C; := UteRX' t(ci)
I'orbite de ¢; par le flot de X. Chaque point de ¢; sort de P en temps uniformément borné, car
¢; est uniformément loin de £¢. Il s’ensuit que C; est homéomorphe au cylindre ¢; x [0,1], et
le champ de vecteurs X est orbitalement équivalent au champ vertical 9; sur C;. L’union des
cylindres C; découpe dans P une sous-variété a bord Q, tel que si Y est la restriction de X sur
Q, le couple (@, Y) est un bloc intermédiaire, plongé dans (P, X ), tel que le maximal invariant
de (Q,Y) coincide avec le maximal invariant de X. Montrons que le bloc intermédiaire (Q,Y)
est orbitalement équivalent a (P,X ). Soit (Q',Y’) un troisieme bloc intermédiaire inclus dans
(Q,Y) obtenu en découpant (P, X) le long de I'orbite d’une courbe fermée simple ¢, inclus dans
I'intérieur de 'anneau bordé par +¢ et ¢; et parallele au bord de cet anneau. Alors Q~\Q’ est
homéomorphe au produit I x JxR/Z, et le champ de vecteurs Y sur Q\.Q’ est orbitalement équi-
valent au champ de vecteurs 9, sur I x J x R/Z muni des coordonnées (s, t,6). De méme, P\Q’
est homéomorphe au produit I x J x R/Z, et le champ de vecteurs Y sur Q~\.Q’ est orbitalement
équivalent au champ de vecteurs 9y sur I x J x R/Z muni des coordonnées (s,t,0) (figure 9.4)
1l s’ensuit que les champs Y sur Q~Q’ et X sur P~Q’ sont orbitalement équivalents. Comme
ils coincident en dehors de P~.Q, on en déduit que (15, X ) est orbitalement équivalent a (Q,Y).
Le bord tangent Q%* de dQ coincide avec 1'union des cylindres U;C; définis précédemment, et
on note Q = Q™ U Q'™ U Q°" la décomposition du bord donnée par 'item 2, définition 9.1.1.
Par construction, les composantes de bord C; intersectent un voisinage linéarisant V; de l'orbite
périodique O;. Soit C; la composante connexe de dQ~ Ly contenant C;. Par transversalité de
Q™ avec le champ Y, quitte & pousser Q™ le long des orbites (positives) de Y et Q°" le long des
orbites (négatives) de Y, on peut supposer C; est contenu dans V;. Cette opération ne change
pas la classe d’équivalence orbitale de (Q,Y). O

Définition 9.1.6. On dira que le bloc intermédiaire (P, X) vérifie I’hypothése (h) si les orbites
périodiques O; associées aux anneaux A; par le lemme 9.1.5 sont deux & deux distinctes, et ont
des valeurs propres positives.

Remarque 9.1.7. Dans le cas d’un bloc intermédiaire (P, X) associé & un bloc de construction
(P, X)) par le lemme 9.1.4, les orbites périodiques O; sont les orbites périodiques de X contenues
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dans OP. En effet, (P, X) est un prolongement minime de (P, X) (item 1 lemme 9.1.4) et les
anneaux A; sont contenus dans 815\613, donc dans les voisinages linéarisants V; des orbites
périodiques O,. Par suite, le fait 1.2.1 implique que chaque (p,X ) vérifie ’hypothese (h). 11
existe des blocs intermédiaires qui ne vérifie pas I'hypothese (h) : voir pour cela le lemme 10.2.3
et la figure 10.5.

Le lemme suivant est la réciproque du lemme 9.1.4. Soit (P X ) un bloc intermédiaire vérifiant
'hypothese (k). On note A son maximal invariant, (W, W) la paire de lamination stable et
instable de A Pin le bord d’entrée, P le bord de sortie, et A, la collection de composantes
connexes de P~ L contenant le bord tangent de (P, X) (définition 9.1.2).

Lemme 9.1.8. [] existe un bloc de construction (P, X) tel que, si on note A le mazimal invariant
de (P, X), O, la collection d’orbites périodiques de X contenues dans OP, P™ le bord d’entrée
et P e bord de sortie de (P, X), alors

1) (plongement) Il existe un plongement h:P— P qui enwoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de X‘ . et A sur A

2) (lamination) P~ A, est isotope d P le long de la lamination W3 et PO™~ A, est isotope
a Pout e long de la lamination W*™.

3) (unicité) Un tel bloc de construction (P, X) est unique a isotopie prés parmi les blocs de
construction.

On renvoie a la définition 1.4.1 pour 'isotopie des blocs de construction.

Démonstration. Quitte a faire une équivalence orbitale de (15, X ), on suppose que chaque anneau
A; est inclus dans le voisinage linéarisant V; d’une orbite périodique O; (lemme 9.1.5). Par
hypothese, les valeurs propres de O; sont positives, et les O; sont deux a deux disjointes, donc
on peut supposer que les voisinages linéarisants V; sont deux a deux disjoints. Le bord d’entrée
Pin et le bord de sortie POU de (15,)2' ) sont situés dans deux cadrans opposés de O; sur le
voisinage V; (voir la preuve du fait 1.2.1). Il existe donc une surface lisse S dans P, qui coincide
avec OP en dehors de I'union des V;, et tel que dans chaque V;, S est un anneau qui contient
I'orbite O;, qui coincide avec P au voisinage du bord de V; et traverse V; dans deux cadrans
opposes de O;, et qui est transverse au champ X sur le complementalre de O;. Alors S découpe
dans P une sous-variété P tel que si X est la restriction de X & P, alors (P, X) est un bloc de
construction, plongé dans (P,X ) et tel que le maximal invariant A de (P, X) coincide avec le
maximal invariant A de (P, X). On montre I'item 2 de fagon analogue & la preuve du lemme 9.1.4,
item 2. Pour finir, deux blocs de construction (P, X) et (P’, X’) qui vérifient le lemme 9.1.8 ont
un prolongement minime commun (quitte & faire une équivalence orbitale de (]5, X ), d’apres le
lemme 9.1.5). IIs sont donc isotopes parmi les blocs de construction (proposition 1.4.4). O

9.2 Bloc de construction et bloc de Béguin-Bonatti-Yu

Soit (P, X) un bloc de construction. On note O, ’ensemble des orbites périodiques de X
contenues dans 0P, Ax le maximal invariant, P™ le bord d’entrée et P°" le bord de sortie.

Lemme 9.2.1. [l existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U,Y") tel que, si Ay est le mazimal inva-
riant de (U,Y), (W5, W) la paire de lamination stable et instable de Ay, U™ le bord d’entrée,
U°" e bord de sortie, et Ly = L5 U LY la lamination de bord, alors :

1) (plongement) Il existe un plongement h : P — U qui envoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de Y dans h(P) et Ax sur Ay.
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2) (lamination) Il existe une collection finie D, = {Di,...,D,} de disques contenus dans
oU, d’adhérence deux a deux disjointes, disjoints de Ly et bordés chacun par une feuille
compacte de la lamination Ly, tel que

— U™\.D, est isotope ¢ P le long de la lamination Wy

~ U°"\ D, est isotope d P le long de la lamination Wi.
3) (unicité) Un tel bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U,Y) est unique a équivalence orbitale prés

Démonstration. On renvoie a la preuve du lemme 1.2.8 pour les items 1 et 2. Montrons le dernier
item 3. Soit (U, Y) un bloc de Béguin-Bonatti-Yu qui vérifie le lemme 9.2.1. Soit Dy, ..., D,, une
collection de disque compacts tel que D; C D;. Comme chaque point p € D; est uniformément
loin de la lamination de bord Ly, 'orbite de p sort de U en temps uniformément borné. On en
déduit que l'orbite de D; par le flot de Y dans U, que I’on note C; est homéomorphe & un cylindre
compact D? x I, sur lequel le champ Y est orbitalement équivalent au champ de vecteurs vertical
0/0t, ou t est la coordonnée sur I. Le complémentaire P := U~ U; C; muni de la restriction
X du champ de vecteurs Y est un bloc intermédiaire qui vérifie le lemme 9.1.4 associé au bloc
(P, X). La classe d’équivalence orbitale du bloc (15, X ) obtenu par une telle chirurgie ne dépend
pas du choix du disque compact D; inclus dans D; car ils sont tous isotopes. On conclut par
I'item 3 du lemme 9.1.4. O

On va décrire 'opération inverse.

Définition 9.2.2. Soit (U,Y) un bloc de construction et D, = {Dy,...,D,} une collection de
composante connexe du complémentaire de la lamination de bord U\ Ly bordées par des feuilles
compactes de Ly . On dit que D, est une collection simple si deux feuilles compactes distinctes
de la lamination Ly contenues dans le bord de D, sont sur des feuilles distinctes de W5 ou de
W4, et les orbites périodiques contenues dans ces feuilles ont des valeurs propres positives.

On rappelle que toute feuille compacte v de la lamination de bord Ly est la trace d’une
séparatrice libre d’une orbite périodique O sur U (fait 2.1.7). Cela justifie que I'on peut parler
de (I'unique) orbite périodique contenue dans la feuille de W5, (ou de W) qui contient ~.

Remarque 9.2.3. Soit D la collection donnée par le lemme 9.2.1, item 2. Alors c¢’est une collection
simple. L’isotopie du point 2 induit un difféomorphisme H® : U™~\D, — P qui préserve la
lamination stable W5 feuille a feuille. Si «* est une feuille compacte de £3- bord d’une composante
D;, alors v* est envoyée par H® sur une orbite périodique de O € O, le long de la feuille stable
W5 (O). Les valeurs propres de O sont positives d’apres le fait 1.2.1. Par injectivité de H® c’est
I'unique composante de bord de D, envoyée sur O. Il suit que les feuilles qui bordent D, sont sur
des feuilles disjointes de Wy-. De méme, les feuilles compactes de L3 qui bordent une composante
de D, sont sur des feuilles disjointes de W5-.

Le lemme suivant est une réciproque du lemme 9.2.1. Soit (U,Y") un bloc de Béguin-Bonatti-
Yu, et on note Ay le maximal invariant, £y la lamination de bord de (U,Y), U™ le bord
d’entrée et U°" le bord de sortie. Soit D, = {Dy,...D,} une collection simple (définition 9.2.2)
de composantes connexes de dP~.L bordées par des feuilles compactes de Ly et invariante par
I'application de passage fy : U™ — U°" du flot de Y du bord d’entrée au bord de sortie.

Lemme 9.2.4. [] eziste un bloc de construction (P, X) tel que, si on note O, l’ensemble des orbites
périodiques de X contenues dans OP, Lx la lamination de bord de (P, X) et Ax le maximal
invariant de (P, X), on a

1) (plongement) Il existe un plongement h : P — U qui envoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de Y dans h(P) et Ax sur Ay.
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2) (lamination) U™~ D, est isotope ¢ P le long de la lamination Wy, et UM\ D, est isotope
a Pout le long de la lamination Wy.

3) (unicité) Un tel bloc de construction (P, X) est unique a isotopie prés parmi les blocs de
construction

Remarque 9.2.5. Justifions pourquoi le lemme 9.2.4 donne bien une réciproque du lemme 9.2.1.
Si (U,Y) est le bloc de Béguin-Bonatti-Yu associé & un bloc de construction (P, X) par le
lemme 9.2.1, et D, est la collection de disques donnés par I'item 2 de ce lemme, alors c’est une
collection simple, et on peut appliquer le lemme 9.2.4 & (U,Y") et a la collection D,. On obtient
un bloc de construction (P’, X') isotope a (P, X) d’apres l'item 3.

Démonstration du lemme 9.2.4. Par fy-invariance de Dy, on peut renommer les composantes
de D, de la fagon suivante D, = {D ..., D Dt . DO} tel que DI C U™, et D =
fy (DI®) C U°. Soit ¢ une feuille compacte qui borde DI*. C’est I'intersection d'une séparatrice
stable libre d’une orbite périodique O;. Par fy-invariance de D, il existe une feuille compacte
7% dans le bord de D" qui est sur la variété instable de l'orbite périodique O; (il suffit de
remarquer que l'orbite d'un point dans D%n arbitrairement proche de ¢ sort par U°" sur D¢
en un point arbitrairement proche de W¥(0;)). Quitte & pousser U™ et U°% le long des orbites
du flot de Y on peut supposer qu'un voisinage de v* dans OU (inclus dans U™) et un voisinage
de v* dans U (inclus dans U°"") sont contenus dans un voisinage linéarisant V; de O;, et toute
orbite qui entre par DI® proche de 7§ sort par D" proche de 7% et est entierement contenue
dans V;. On renvoie a la figure 9.5.

~S in
g D 7151
Dq
L pout
Y !
—
- ,y’u,
= 7

FIGURE 9.5 — Isotopie le long du flot et suppression d’anses dans (U,Y)

En répétant ce méme argument, on obtient une collection Oq,..., O, d’orbites périodiques
et de voisinages linéarisants Vi, ..., )V,. Comme la collection est simple, les orbites périodiques
et les voisinages linéarisants sont deux & deux distincts. Soit Dy C U™ un compact inclus dans
I'union U; D®| dont lintérieur est isotope & U; DI et dont le bord est une union de courbes
fermées simples contenues dans U;V;. Par construction, l'orbite par le flot de Y de chacune
des composantes connexes de 0Dy est un cylindre contenu dans un unique V;. L’orbite Dy :=
UterY (D) de Dy par le flot de Y dans U est homéomorphe & Dy x [0,1] et le champ Y est
orbitalement équivalent au champ de vecteurs trivial 9/9;, t € [0,1]. Soit P = U~Dj et X

180



9.3. Preuve de la proposition F

la restriction de Y & P. Alors (P, X) est un bloc intermédiaire plongé dans (U,Y) et dont le
maximal invariant coincide avec Ay. En effet par construction, le bord tangent ptan de (15, X ) est
une union d’anneaux A; homéomorphe & dDg X [0, 1], chacun contenu dans un unique voisinage
linéarisant V;. La composante connexe A; de P~.[ contenant A; est un anneau bordé par les
feuilles compactes 7; et ;' issues des séparatrices stables libres et instables libres locales de
0;. De plus, (P, X) satisfait I’hypothése (h) (définition 9.1.6). On utilise le lemme 9.1.8 qui
donne Dexistence d’un bloc de construction (P, X) plongé dans (P, X), tel que (P, X) est un
prolongement minime de (P, X'). Montrons que (P, X) satisfait le lemme 9.2.4.

1) Par construction, le bloc intermédiaire (P, X) est inclus dans (U,Y). On rappelle que P =
U\ Dy, et chaque orbite de Y dans Dy entre et sort de Dy donc de U en temps fini, donc le
maximal invariant Ay de (U,Y) est contenu dans P, et coincide avec le maximal invariant
de (P, X). L’item 1 suit de Pitem 1, lemme 9.1.8.

2) On a I'égalité 0p\A* = U~ D, et la lamination L sur 8P\A* coincide avec la lamination
Ly sur OUN Dy, car L est 'intersection des variétés Wy et Wyt avec OP. L’item 2 suit de
I'item 2, lemme 9.1.8.

3) Soit (P, X’) est un autre bloc de construction qui satisfait le lemme 9.2.4. Alors, quitte &
faire une équivalence orbitale, d’apres l'item 1 du lemme 9.2.4, on peut supposer que P et
P’ sont inclus dans U, et X et X’ coincident avec les restrictions de Y & P et P’, et les
champs de vecteurs coincident sur un voisinage de Ax = Ax, = Ay. En particulier, X et X’
coincident sur des voisinages linéarisants V; des orbites périodiques O; € O, contenues dans
le bord de P. D’apres l'item 2, P™ est isotope & U™\ D, le long de la lamination Wy-. Sur
le complémentaire des voisinages V;, les surfaces P™ et U™ sont compactes et transverses
au champ de vecteurs Y, donc on peut choisir une isotopie qui préserve les orbites du flot
de Y sur le complémentaire des voisinages V;. Avec le méme raisonnement pour P’, on peut
supposer quitte & faire une équivalence orbitale que le bord de P et le bord de P’ coincident
en dehors des voisinages V;. Il s’ensuit que les blocs (P, X) et (P, X’) ont un prolongement
minime commun. D’apres la proposition 1.4.4 ils sont isotopes. ]

Remarque 9.2.6. On peut généraliser le lemme précédent a un bloc de construction (U,Y") qui
n’est pas un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, autrement dit qui admet une collection O, non vide
d’orbites périodiques contenues dans le bord. On obtient le méme résultat si ’on suppose de plus
que la collection D, est d’adhérence disjointe de O,. La preuve est identique car les chirurgies
sont loin de O,.

9.3 Preuve de la proposition F

On montre le critere de réalisation d’'un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein.

Démonstration de la proposition 9.0.7. Etape 1 : condition nécessaire.

Supposons que (P, X) est un bloc de construction orientable selle remplissant qui admet une
partition de Markov de type géométrique 7. Soit (U,Y) le bloc de Béguin-Bonatti-Yu associé
par le lemme 9.2.1. On note D, = {Dy,...,D,} la collection de composantes connexes de
OUN Ly donné par 'item 2 du lemme 9.2.1. Montrons que (U,Y) est un bloc modele. Soit ¢ une
courbe fermée simple plongée dans QU disjoint de Ly . Si ¢ est contenue dans un disque D; € D,
alors ¢ borde un disque disjoint de la lamination Ly. Sinon c est contenue dans U™~\.D, ou
U°"~ D,. Supposons que ¢ est inclus dans U™~ D,. Il découle de l'item 2 que la lamination
Ly restreinte & U™\D est topologiquement équivalente & la lamination £ U O, sur P,
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Comme la lamination Lx est remplissante sur P, il s’ensuit que toute composante connexe du
complémentaire de la lamination £5 U O, sur P™ est une bande. Par équivalence topologique,
il en est de méme pour la lamination Ly restreinte & U™\ D, et la courbe ¢ est contenue dans
une bande. Il s’ensuit que ¢ borde un disque disjoint de la lamination. Comme la lamination de
bord de (P, X) est remplissante, elle intersecte chaque composante connexe de OP. Il en est de
méme pour la lamination de bord Ly de (U,Y) d’apres 'item 2, et on en déduit que chaque
composante connexe de U intersecte le maximal invariant Ay. Par conséquent, (U,Y’) est un
bloc modele. D’apres l'item 1, le bloc (P, X) est plongé dans (U,Y), il s’ensuit que le bloc
(U,Y) admet une partition de Markov de type géométrique 7. Montrons qu’il satisfait les deux
conditions de la proposition 9.0.7. La lamination L3, restreinte a Un\.D, est topologiquement
équivalente & la lamination L5 U O, sur P, donc a fortiori c’est un pré-feuilletage, ce qui
montre I'item 2. Il s’ensuit que U™\ D, est une union de tores et d’anneaux fermés bordés par
des feuilles compactes de £3,. Soit A un tel anneau, et on note 7;,; les deux feuilles compactes
(distinctes) de L3, qui bordent A. Il existe deux disques D; et D; de D, tel que v; = 0D; et
v; = 0D;. On en conclut que 'anneau A est contenu dans une composante connexe de OU qui
est une sphere S; j, obtenue par le recollement de A et des deux disques D; et D; le long de
leur bord. L’item 1 est satisfait.

Etape 2 : condition suffisante.
Soit 7 un type géométrique dont le modele (U,Y") satisfait la proposition 9.0.7.

Fait 9.3.1. La lamination Ly sur OUN D, est remplissante.

Démonstration. D’apres I'item 2 et la remarque 9.0.8, les composantes connexes de 0U \ D, sont
des anneaux bordés par des feuilles compactes de Ly ou des tores, et d’apres la proposition 1.2.11,
les composantes connexes du complémentaire de la lamination Ly sur U~ D, sont des anneaux
bordés par des feuilles compactes, ou des bandes. Or remarquons que si A est une composante
connexe de U~ Ly qui est un anneau, alors il existe une courbe fermée simple ¢ plongé dans A
disjointe de la lamination Ly et qui ne borde aucun disque disjoint de la lamination Ly, ce qui
est en contradiction avec le fait que (U,Y) est un bloc modele (item 3, définition 9.0.1). O

Fait 9.3.2. La collection D, donnée par l’item 2 est une collection simple et fy -invariante (dé-
finition 9.2.2)

Démonstration. La collection D, est la collection de toutes les composantes connexes du com-
plémentaire de OU~\ Ly qui ne sont pas des bandes, elle est donc fy-invariante. Supposons qu’il
existe deux feuilles compactes 7] = dD; et v; = dD; dans le bord de D, issues d’une méme
variété stable YW*(O) d’une orbite périodique O. Alors fy (D;) et fy(D;) sont deux disques de
D, bordés par deux feuilles compactes distinctes, toutes deux issues de la variété instable W*(O)
de O. 1l s’ensuit que toutes les séparatrices de O sont libres, donc O est une orbite périodique
isolée. Les feuilles compactes issues de ses séparatrices sont donc isolées dans la lamination de
bord. C’est impossible car on a montré que la lamination Ly est remplissante sur OUND,. [

On peut donc appliquer le lemme 9.2.4, avec la collection D, = {Dy,...,D,} de disques
donnés par l'item 1 de la proposition 9.0.7. C’est une collection simple et fy-invariante. On
obtient un bloc (P, X) plongé dans (U,Y) par un plongement qui envoie le maximal invariant
Ax sur Ay et les orbites orientées de X sur les orbites orientées de Y. Il suit que (P, X) est un
bloc selle orientable, et A admet une partition de Markov de type géométrique 7. Il découle
de litem 2 que la lamination £5 U O, sur P est topologiquement équivalente & la lamination

$ restreinte & UM\ D, donc est remplissante d’apres le fait 9.3.1. Il en est de méme pour
L% U Oy, donc pour la lamination de bord Lx = L5 U O, U LY sur 0P, donc (P, X) est un
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bloc plein.

Etape 3 : unicité et équivalence topologique des laminations.

Soit (P, X) et (P, X’) sont deux blocs de construction satisfaisant la proposition 9.0.7. Soit
(U,Y) et (U',Y’) les blocs de Béguin-Bonatti-Yu associés par le lemme 9.2.1 & respectivement
(P, X) et (P',X’). Alors comme remarqué & la premiere étape, (U,Y) et (U',Y”) sont des blocs
modeles. De plus, ils admettent une partition de Markov de type géométrique .7. D’apres le théo-
reme 9.0.6, les blocs modeles (U,Y") et (U’,Y”) sont orbitalement équivalents. Par le lemme 9.2.4
réciproque du lemme 9.2.1 (remarque 9.2.5) on en déduit que les blocs (P, X) et (P’, X') sont iso-
topes. L’équivalence topologique des laminations découle directement de I’item 2 du lemme 9.2.4
appliqué (U,Y) et a la collection D,. O

9.4 Exemples de modeles de partition de Markov

La proposition 9.0.7 a ceci d’utile que 'on peut vérifier les critéeres par une méthode de
recollement de rectangles, qui permet a partir d’un type géométrique abstrait de construire le
bord d’entrée et la lamination d’entrée du modele. On renvoie a la preuve de | , Lemme 2.13],
dont on répete ici la méthode.

Soit .J = {n,{hi},{vi}, ¢} un type géométrique abstrait. On considére une union R de n
rectangles Ry, ..., R,, muni d’une orientation des verticales et des horizontales des R;, tel que
chaque R; contient h; sous-rectangles horizontaux H}, ... ,Hih * et v; sous-rectangles verticaux
V;l, ..., V", On note R l'union des R;, H l'union des Hf et V T'union des VZJ On note 9"
pour désigner le bord vertical d'un rectangle ou d’un sous-rectangle de R, et on note 97 et
pour désigner le bord vertical gauche et droit respectivement du sous-rectangle relativement aux
orientations des verticales et des horizontales de R. Soit (7, ) un couple fixé avec 1 < i < n et
1 < j < ;. Soit (k,1) I'unique couple tel que ¢(k,l) = ((7,7),€). Soit h(; jy un homéomorphisme
qui envoie 8”;1/? sur Oy H, ,i et agvf’ sur Oy H, ,lc si € = + et qui envoie 8;Vij sur Oy H ,i et 851?
sur OUH! si e = —. L’ensemble A := R\V est une union finie de sous-rectangles verticaux de R
semi-ouverts, dont les adhérences sont deux & deux disjointes. L’adhérence A contient ’ensemble
0"V et I'ensemble 9* H dans son bord. On considére I’ensemble ¥ := A/h ol h est le produit des
homéomorphismes h; j). Alors h recolle les rectangles de A le long d’un nombre fini de segments
de leur bords. La surface ¥° est une surface a bord et a coin. Elle est munie d’un feuilletage F*,
image par le recollement h du feuilletage horizontal de R induit sur A.

Une partition de Markov tel que l'intersection d’une orbite avec I'union des cubes associés
a la partition est connexe est dite essentielle. De telles partition existent toujours dans un bloc
selle (fait 2.2.5).

Fait 9.4.1. Soit (U,Y) un bloc modéle munie d’une partition de Markov essentielle R de type
géométrique 7. Alors ¥° est une surface compacte, a bord et a coin, homéomorphe a linter-
section du saturé de R par le flot de Y sur le bord d’entrée U™. La lamination Ly sur U™
est topologiquement équivalente & une sous-lamination du feuilletage F° sur X°. Le bord U™
s’obtient en recollant des disques sur le bord de X°.

Idée de preuve. L’idée de la preuve repose sur les deux observations suivantes, en reprenant les
notations précédentes

e L’orbite passée d'un point de A = R~V intersecte le bord U™ en temps uniformément
borné et en un unique point.

e Les orbites des points de int A sont deux & deux distinctes,
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e L’orbite négative d’un point de A~ A se recolle sur une orbite négative d’un point du bord
vertical de A au bout d’un temps 1.

Avec ces observations, on voit que le recollement h effectué sur I’ensemble AN A correspond
a l'identification des points sur une méme orbite. Il suit alors des deux premiers items que le
saturé de R par le flot négatif de Y intersecte le bord de U sur une surface homéomorphe au
quotient de A par h. Une surface obtenue par recollement d’un nombre fini de segment, plongée
dans une surface lisse, est une surface compacte a bord et a coin. On renvoie a la preuve [ ,
Lemme 2.13] pour un argument complet. La lamination stable sur R est une sous-lamination du
feuilletage horizontal sur R, ce qui justifie la seconde affirmation. Il suit pour finir du critere 3
de la définition 9.0.1 d’un bloc modele que le complémentaire U™\ X% est une union finie de
disques (sinon on aurait un cercle disjoint de la lamination qui ne borde aucun disque). ]

Exemple 9.4.2 (Faux-fer a cheval). On rappelle que le type géométrique du faux-fer a cheval
est donné a la figure 11, et 'exemple 9.0.5. La figure suivante donne la construction du bord
d’entrée U™ et de la lamination d’entrée £° du modele du faux-fer a cheval par recollement de
rectangle. On voit que U™ est une spheére contenant exactement deux disques D; et Dy d’intérieur
disjoints de la lamination de bord L, et bordés par deux feuilles compactes distinctes de L£°. Le
complémentaire de ces disques dans U™ est un anneau bordé par deux feuilles compactes, sur
lequel la lamination est un pré-feuilletage (remplissant), sans feuilles compactes autre que les
deux feuilles du bord, et chaque feuille non compacte s’accumule sur une feuille compacte sans
formée de composante de Reeb. En particulier, le modele du faux-fer a cheval satisfait le critere
de la proposition 9.0.7, donc le type géométrique du faux-fer a cheval est réalisable dans un bloc
de construction (P, X) selle plein orientable. La lamination de bord sur le bord de sortie U°"

BN

R P— A/h LS Uin

FIGURE 9.6 — Construction de la surface ¥° et de la lamination de bord sur le bord d’entrée U™
du modele (U,Y) du faux fer a cheval.

est symétrique a celle sur U™. D’apres la proposition 9.0.7, on peut aussi calculer la lamination
de bord du bloc (P, X) associée. Le bord 0P est un tore qui contient exactement deux orbites
périodiques O; et Oz du champ de vecteurs X (correspondant aux deux feuilles compactes de
U™). La lamination L£x sur P est une lamination remplissante, sans feuille compactes autre
que les orbites périodiques O; et sans composante de Reeb. Il existe donc un difféomorphisme
@ : OP — QP qui envoie l'orbite périodique orientée 1 sur I'orbite orientée Oy, le bord d’entrée
P°" sur le bord de sortie P™, et la lamination £x sur une lamination fortement quasi-transverse
a Lx. Ce diffomorphisme induit un recollement sur le bloc de construction formé de deux copies
(P1, X1) et (P2, X2) de (P, X). Quitte a faire une forte isotopie du triplet (P; U Py, X1 U X9, ¢),
les champs X7 et X5 induisent un champ de vecteurs Anosov Z sur une variété fermée orientable
M = P, U P,/ d’apres le théoreme de recollement 1.
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Ce recollement est déja connu. En effet, le bloc donné par la proposition F pour le faux-fer a
cheval est orbitalement équivalent a un bloc de flot géodésique sur l’orbifold modulaire compacti-
fiée. L’orbifold modulaire est le quotient Syoq := H?/PSLa(Z). C’est une orbifold hyperbolique,
qui est une sphere avec deux points singuliers d’ordre 2 et 3 et un cusp. C’est un résultat connu
([ ]) que le fibré unitaire tangent T Syjoq =~ PSL2(R)/PSLs(Z) est homéomorphe au com-
plémentaire du noeud de tréfle K dans S?, et le flot géodésique est le flot transverse  la fibration
de K. Dans | ], Vauteur montre que 1’on peut déformer la surface Syoq de sorte & obtenir
une orbifold hyperbolique compacte Syioq & bord géodésique. Le flot géodésique X* induit sur
le fibré unitaire tangent P := T'Sy1oq est un flot Axiome A dont I’ensemble basique admet une
partition de Markov de type géométrique le faux-fer a cheval (voir par exemple [ ]). C’est un
bloc de construction avec une unique composante de bord, deux orbites périodiques tangentes
orientées de fagon incohérentes et une lamination de bord remplissante sans feuille compactes
autre que les orbites périodiques et sans composantes de Reeb. Il suit de I'unicité dans la propo-
sition F' que le bloc donné par cette proposition est isotope a (P, X). Dans | |, les auteurs
montrent, a la maniere des recollements de Handel-Thurston, I'existence d’une famille de flots
d’Anosov obtenus en recollant deux copies de revétement fini de (P, X).
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Chapitre 10

Complémentaire d’orbite périodique
comme piece JSJ d’un flot d’Anosov
transitif

Le théoreme de Jaco-Shalen-Johansson (JSJ) ([ I, 1 ]) permet de découper une va-
riété de dimension trois, orientable, compacte, et irréductible en composantes qui admettent une
fibration de Seifert, ou qui sont atoroidales. Ce découpage se fait le long de tores incompressibles
plongés, et il existe une collection minimale de tels tores unique & isotopie preés. On rappelle
qu’une surface plongée dans une variété est dite incompressible si le plongement induit un mor-
phisme injectif des groupes fondamentaux. On rappelle quune fibration de Seifert ([ )]
est une fibration en cercle au dessus d’une 2-orbifold (éventuellement & bord). Une variété qui
admet une telle structure est un fibré de Seifert (il peut éventuellement en exister plusieurs).
Il y a un nombre fini de fibres singulieres, qui sont les fibres au dessus des points singuliers de
Iorbifold. Les autres sont dites réguliéres. Une variété est dite atoroidale si tout plongement
incompressible du tore est homotope a une composante de bord.

Théoréme 10.0.1 (Jaco-Shalen, Johansson). Soit M wune wvariété de dimension trois fermée,
orientable, et irréductible. Alors il existe une collection finie T = {T1,...,T,} de tores plon-
gés incompressibles deux a deur disjoints, tel que l’adhérence des composantes connexes P; de
M~ U; Ty sont soit des fibrés de Seifert, soit atoroidale. La décomposition est unique a isotopie
pres de T; et des P; si la collection T est minimale.

Toute 3-variété orientable M qui porte un champ de vecteurs Anosov X est irréductible (car
son revétement universel est R3, [ Nl |), et admet donc une décomposition JSJ le long
de tores incompressibles. Soit P une piece Seifert de la décomposition JSJ de M. On dit que

o P est une piéce de Seifert périodique si il existe une fibration de Seifert sur P tel que la
fibre réguliere est homotope a un multiple d’une orbite périodique de X.

e P est une piece de Seifert libre sinon.

Définition 10.0.2 (Flot pseudo-Anosov). Un flot pseudo-Anosov X! sur une 3-variété fermée M
est un flot qui est localement modelé sur un revétement semi-branché d’un flot d’Anosov.

On suit la définition de | , Définition 6.41]. Un flot pseudo-Anosov est donc un flot
continu, différentiable en dehors d’une collection finie d’orbites périodiques I'x = {71,..., 7},
dites orbites singuliéres. Sur le complémentaire de ces orbites, le flot admet une décomposition
hyperbolique, autrement dit il préserve une décomposition TM = E* @ R.X & E** du fibré

186



tangent au dessus de M\T',, dilate uniformément les vecteurs de E** et contracte uniformément
les vecteurs de E*° au temps ¢ > 0. On dira de fagon équivalente que X est un champ de
vecteurs pseudo-Anosov. Les fibrés F*° @ RX et E** @ RX sont uniquement intégrables en des
feuilletages X'-invariants F° et F* de dimension 2 appelés respectivement feuilletage stable
(faible) et feuilletage instable (faible), qui admettent des singularités p;-prong avec p; > 3 le
long des orbites ; (figure 10.1). Au voisinage d’une orbite singuliére ~;, les coordonnées du
revétement semi-branché sont de classe C! en dehors de la singularité.

Remarque 10.0.3. Il existe une autre définition courante d’un flot pseudo-Anosov topologique,
par exemple utilisée dans [ , Définition 2.1], ou 'on considére un flot seulement continu
sur M. On renvoie & | , Définition 5.8] pour comparer les deux définitions. Les auteurs
montrent dans cet article (| , Théoréme 5.10]) qu’un flot pseudo-Anosov topologique tran-
sitif est orbitalement équivalent & un flot pseudo-Anosov transitif (au sens lisse). C’est une
généralisation (plus ou moins immédiate) du théoréme de M. Shannon | | qui dit qu’un flot
topologiquement Anosov transitif est orbitalement équivalent & un flot d’Anosov transitif.

FIGURE 10.1 — Image transverse d’une singularité de type 3-prong dans un flot pseudo-Anosov

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition suivante, qui permet de réaliser des pieces
JSJ atoroidales dans un flot d’Anosov transitif en tant que complémentaire d’orbites périodiques
de flot d’Anosov ou pseudo-Anosov transitif.

Proposition 10.0.4 (Proposition G). Soit {y1,...,7} une collection finie d’orbites périodiques
d’un champ pseudo-Anosov transitif X sur une 3-variété orientable M, contenant l’ensemble des
orbites périodiques singulieres de X. On suppose que le complémentaire M~ U; y; est atoroidal.
Alors 1l existe une 3-variété orientable N munie d’un champ de vecteurs Anosov transitif Y tel
que la décomposition JSJ de N est formée de deux piéces atoroidales, toutes deux homéomorphes
a M~ U; v, et d’une piéce de Seifert périodique.

Remarque 10.0.5. Les tores T; de la collection JSJ de N sont chacun isotope & un tore quasi-
transverse 7! dans N, mais la collection des T] n’est pas plongée : les tores s’intersectent le
long d’orbites périodiques. La preuve permettra de vérifier cette propriété, on renvoie cependant
a | | pour une analyse de la mise en position quasi-transverse de tores JSJ dans un flot
d’Anosov de dimension 3. Un défaut de plongement de la collection “modifiée” en position quasi-
transverse a lieu pour les tores adjacents a des pieces de Seifert périodiques.

Remarque 10.0.6. Le flot d’Anosov Y sur les deux copies de M~U;~; dans A est une bifurcation
Dérivé de (pseudo)-Anosov du flot X sur les orbites ;.

On prouvera en fait ’énoncé plus général suivant :
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Proposition 10.0.7. Soit {v1,...,v} une collection finie d’orbites périodiques d’un champ de
vecteurs pseudo-Anosov transitif X sur une S-variété orientable M, contenant I’ensemble des
orbites périodiques singulieres de X. Alors il existe une 3-variété orientable N' munie d’un
champ de vecteurs d’Anosov transitif Y, et une collection T de tores incompressibles plongés
dans N et non homotopes, qui découpent N' en trois composantes Py, Py, P3, ot Py et Py sont
homéomorphes a M~ U; y; et P3 admet une fibration de Seifert avec une fibre homotope a un
multiple d’une orbite périodique.

La proposition 10.0.4 découle directement de la proposition 10.0.7 dans le cas ou M~ U; y;
est atoroidale, car alors la collection T est la collection de tores JSJ de NV, et P3 est un fibré de
Seifert périodique.

Résumé de preuve Le chapitre s’organise comme suit

e Dans la section 10.1 on donne un procédé général de construction de bloc de construction
selle, plein, transitif par Double-éclatement — FExcision d’une collection I d’orbites pério-
diques d’un flot pseudo-Anosov X sur une variété M contenant I’ensemble des orbites
périodiques singuliéres (proposition 10.1.2) Le bloc obtenu est homéomorphe au complé-
mentaire M~ U; v; de I'union des orbites périodiques de la collection, et la lamination de
bord est élémentaire cohérente sur chaque composante de bord.

e Dans la section 10.2, on montre un résultat général qui permet “d’ajouter” une feuille
compacte (non marquée) sur une lamination de bord d’un bloc de construction (P, X) en
recollant un bloc intermédiaire “élémentaire”, qui est un voisinage tubulaire d’une orbite
périodique selle de valeurs propres négatives. Topologiquement, le bloc obtenu est I'union
de P et d’un fibré de Seifert “simple”, adjoints par un tore incompressible. Ce résultat est
résumé a la proposition 10.2.1. On pourra l'utiliser de facon itérative.

e Dans la section 10.3, on montre la proposition 10.0.7 a ’aide des résultats précédents. On
construit un bloc (P, X) par Double-éclatement — Excision le long de la collection d’orbites
données par la proposition 10.1.2, et on ajoute des feuilles compactes sur chaque compo-
santes connexe du complémentaire des orbites périodiques du bord avec une orientation
dynamique bien choisie a I’aide de la proposition 10.2.1. Le bloc (P’, X’) ainsi obtenu est
selle, plein, transitif, et se recolle sur une copie de (P, X) via un recollement fortement
quasi-transverse . On peut utiliser le théoréme de recollement et le critére de transiti-
vité 6.4.2, et le flot d’Anosov obtenu par recollement vérifiera la proposition 10.0.7.

e Dans la section 10.4, on donne comme corollaire un critéere pour que le complémentaire d’un
noeud hyperbolique dans S? se réalise en tant que piece JSJ atoroidale d’un flot d’Anosov
transitif. On décrit une construction par plombage de Hopf qui donne une famille de noeuds
vérifiant ce critere.

10.1 Bloc de construction construit par Double-éclatement — Exci-
sion

Dans cette section préliminaire, on présente le résultat général de construction de bloc

de construction par Double-éclatement — Excision d’orbites périodiques. On renvoie au cha-

pitre 7, section 7.2 pour la définition d’un type combinatoire quasi-Morse-Smale (définitions 7.2.7
et 7.2.9).
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10.1. Bloc de construction construit par Double-éclatement — Excision

Définition 10.1.1. Un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore est dit
— élémentaire si il n’admet pas de feuilles compactes autre que des feuilles marquées,
— cohérent si les feuilles marquées orientées sont toutes librement homotopes,

— alterné si toute feuille marquée orientée est librement homotope a l'inverse de la feuille
marquée successive pour un ordre cyclique.

Proposition 10.1.2. Soit I' = {v1,...,v} une collection d’orbites périodiques d’un champ de
vecteurs pseudo-Anosov X sur une variété fermée M orientable de dimension 3, qui contient
toutes les orbites singuliéres (éventuelles) de X . Il existe un bloc de construction plein (P,Y") tel
que, si A désigne le mazimal invariant et L la lamination de bord de (P,Y"), alors

1) P=M~\YV, ou V est une union de voisinages tubulaires disjoints des orbites ~;,

2) la lamination L est remplissante sur OP, chaque composante connexe T; de OP contient
2p; orbites périodiques tangentes, ot p; est le nombre de séparatrices stables de l’orbite ~;,
et la lamination L sur T; est élémentaire cohérente,

3) Si X est transitif, alors le bloc (P,Y") est un bloc selle transitif

On dit que (P,Y) est un bloc de construction obtenu par Double-éclatement — Excision sur la
collection I' d’orbites périodiques du champ pseudo-Anosov X.

En particulier, P est homéomorphe au complémentaire M~ U; ;.

Idée de preuve. On explique cette construction pour une unique orbite périodique v d’un flot
d’Anosov, la généralisation pour une collection finie I" étant similaire. Supposons pour fixer les
idées que les valeurs propres de v sont négatives. On fait une bifurcation Dérivé d’Anosov attrac-
tive sur l'orbite périodique 7. On renvoie a | , Sous-section 2.2.2] et | , Section §]
pour une description détaillée de cette bifurcation, et a la figure 7.9. Signalons aussi | ,
Section 3.3], ou les auteurs donnent une construction explicite d’une bifurcation Dérivé d’Anosov
sur un flot géodésique en codimension 2, mais qui peut s’adapter dans notre cas.

Cette bifurcation consiste a “ouvrir” la variété stable de ~y, et crée une orbite périodique
attractive v, a la place de v et une orbite périodique selle 4/ & valeurs propres positives a la
place du bord de la variété stable locale de . Plus précisément, il existe une petite perturbation
X’ de X sur M tel que X’ coincide avec X en dehors d’un petit voisinage tubulaire Vy de I'orbite
7, et tel que le champ de vecteurs X’ sur Vy admet une orbite périodique attractive v, de valeurs
propres négatives, et une orbite périodique selle vy de valeurs propre négative homotope au double
de v,. On fait ensuite une bifurcation Dérivé d’Anosov répulsive sur l'orbite périodique 7/, ce qui
consiste a “ouvrir” la variété instable de +'. Plus précisément, il existe une petite perturbation
X" de X' sur M tel que X’ coincide avec X en dehors d’un petit voisinage tubulaire V), de
lorbite 7/, et tel que le champ de vecteurs X” sur V) admet une orbite périodique répulsive 7"
de valeurs propres positives a la place de 4" et deux orbites périodiques selles 7] et 4, a la place
du bord de la variété instable locale de 4/, librement homotopes & 4" et dont les valeurs propres
sont positives, et le champ n’a pas été modifié au voisinage de y* (figure 10.2). Il existe un tore
T qui est 'union de deux anneaux A4 et A_ tel que :

— Le bord de Ay est 'union des orbites périodiques 7 et 745 et 'intérieur de A, est inclus
dans le bassin d’attraction W?*(y,) de 74, et est transverse au champ X"

— et le bord de A_ est I'union des orbites périodiques ] et 7 et son intérieur est inclus dans
le bassin de répulsion W"(~") de +_, et est transverse au champ X"
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Le tore T est dessiné & la figure 10.2. Il suit que T est un tore quasi-transverse au champ X" qui
contient les deux orbites périodiques selles 7/. C’est le bord d’un tore plein V contenu dans Vy et
qui contient dans son intérieur 'orbite périodique attractive v, et 'orbite périodique répulsive
. On pose P := M-V, et on note Y la restriction de X” & P. Alors (P,Y) est un bloc de

Eclatement Double-Eclatement Excision

_t —
T T

FiGURE 10.2 — Double-éclatement et Excision sur une orbite v dont les valeurs propres sont
négatives

construction satisfaisant la proposition 10.1.2. On renvoie a [ , Proposition 3.8] pour
une preuve détaillée de I'hyperbolicité du maximal invariant que I'on peut facilement adapter a
notre cas. Pour le reste, on renvoie a la preuve du lemme 7.4.2.

Si v a des valeurs propres positives, la premiere bifurcation DA attractive produit deux
orbites périodiques selle v; et 5 et une orbite périodique attractive v, toutes de valeurs propres
positives. On effectue ensuite une DA répulsive sur v, et sur 3. Cela a pour effet de créer deux
orbites périodiques répulsives 7 _ et y2 _ et quatre orbites périodiques selles v1,1 et y12 et 721
et y2,2. Il existe alors un tore plein V dont le bord est un tore T quasi-transverse au champ
X", qui contient les quatre orbites périodiques selles ; ; et I'intérieur de V contient les orbites
périodiques attractives et répulsives. On montre de la méme fagon que la variété P = M~\V
muni du champ Y égal a la restriction de X” est un bloc de construction qui vérifie le lemme.

Dans le cas ou X est un champ pseudo-Anosov et v est I'unique orbite singuliere de type
p-prong, le procédé est essentiellement le méme et cette opération aura pour effet “d’éclater”
la singularité p-prong. Expliquons brievement. Supposons que v admet p séparatrices stables
et p séparatrices instables. On effectue une bifurcation Dérivé de pseudo-Anosov attractive sur
I’orbite v, autrement dit une bifurcation analogue & la bifurcation Dérivé d’Anosov, qui consiste
a ouvrir chacune des séparatrices stables de 7. Plus précisément, il existe un voisinage tubulaire
V de 7 sur lequel le flot de X est orbitalement équivalent a un revétement semi-branché d’une
orbite périodique hyperbolique selle. Ce voisinage est découpé en p régions V;, ¢ = 1,...,p,
chacune bordée par deux séparatrices instable de 7, et sur chacune de ces régions il existe des
coordonnées (z,y,t) : V; — Ry x R x R/Z, de régularité C' en dehors de z = y = 0, dans
lesquelles le flot de X est la suspension de (x,%) — (A~tz, \y), avec A > 1, restreint au demi-
espace. On peut alors se ramener a la bifurcation DA attractive du cas précédent sur chaque
région V; et aux descriptions explicites de | , Section 3.3] ou [ , Section 8| dans
des coordonnées linéarisantes restreintes au demi-espace x > 0. On obtient un nouveau champ
X! sur chaque V;, de classe C! en dehors de z = y = 0. Les champs éclatés X| sur les régions
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V; se recollent de facon C' le long des séparatrices instables par une réflexion, et on obtient
un champ X’ de classe C' en dehors de 7. Ce champ X’ coincide avec X en dehors d’un petit
voisinage tubulaire de 7, admet une orbite périodique attractive v & la place de 7 et p orbites
périodiques ~; a la place de chacun des bords des séparatrices instables locales de v, et qui
sont maintenant des orbites périodiques hyperboliques selles au voisinage duquel le flot est de
classe C!. L'hyperbolicité (d’indice (1, 1)) pour les orbites du flot de X’ sur le complémentaire du
bassin d’attraction de v peut se montrer en suivant la preuve de | , Proposition 3.8] par
critere de cones. On peut se ramener aux coordonnées (x,y,t) sur chaque région V; et adapter
la preuve pour des demi-espaces x > 0.

On effectue ensuite une bifurcation Dérivé d’Anosov répulsive sur chacune de ces p orbites
hyperboliques selles dans des voisinages assez petits et disjoints, loin de 4. On peut alors se
ramener & la construction classique, et on obtient un champ X” qui coincide avec X’ en dehors
de ces petits voisinages, de classe C! en dehors de vT, qui admet p orbites périodiques répulsives
v; a la place de ~;, et 2p orbites périodiques hyperboliques selles a la place des deux bords
des séparatrices stables locales des p orbites ;. L’hyperbolicité selle pour les orbites dans le
complémentaire de I'union des bassins de répulsions de «;” et du bassin d’attraction de ’yj
montre en suivant la preuve [ , Proposition 3.8], car on est loin de la singularité. Il existe
un tore T quasi-transverse au champ de vecteurs X” décrit & la figure 10.3, qui contient chacune
des orbites 2p orbites périodiques hyperboliques selles, et le complémentaire de ces orbites dans
T sont des anneaux inclus dans les bassins d’attraction de vT et de répulsion des ;. Le tore T'
le bord d’un tore plein V et qui contient dans son intérieur l'orbite périodique attractive v et
les orbites périodiques répulsives ;. On pose P := M~V et on note Y la restriction de X" & P.
On montre alors par des arguments analogues que le couple (P,Y") est un bloc de construction
qui satisfait la proposition. O

\y%/
(\

FIGURE 10.3 — Double-Eclatement et Excision sur une singularité de type 3-prong

10.2 Ajout de feuille compacte par recollement de bloc élémentaire

On décrit un procédé qui permet “d’ajouter” une feuille compacte a la lamination de bord
d’un bloc de construction (P, X). Topologiquement, cet opération a pour effet de recoller un
tore plein le long d’un anneau sur une composante de bord de P. On décrira cette opération a
I’aide de recollement partiels de blocs intermédiaires (définition 9.1.1). On utilise les résultats
du chapitre 9 pour la correspondance entre blocs de constructions et blocs intermédiaires.

Soit (P, X) un bloc de construction selle plein transitif orientable, et 7' une composante
de bord de P qui contient un ensemble non vide d’orbite périodique de X. On note Lx la
lamination de bord. Soit B un anneau de T' bordé par deux feuilles compactes v et 7/ de Lx et
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ne contenant pas de feuilles compactes de £ sur son intérieur. On munit P d’une orientation tel
qu’on a une énumération géométrique des feuilles compactes de Lx tel que v,_1 = v et 7 = 7/,
autrement dit 4" est la premiere feuille, et v est & gauche de 7/ pour I'orientation dynamique de
~" et Dorientation de T'. Soit ¢ le type combinatoire de la lamination L£x sur T associé.

Proposition 10.2.1. Pour tout type combinatoire quasi-Morse-Smale o' sur Z/(n+1)Z tel que la
restriction de o’ a {0,...,n — 1} coincide avec o, il existe (Q,Y) un bloc de construction selle
plein transitif orienté, tel que si on note Ly la lamination de bord de (Q,Y)

1) (bord) 0P ~ 0Q).
2) (type combinatoire) Il existe T' une composante connexe de OQ tel que :

— la lamination Ly sur OQ\T' et la lamination Lx sur OP~\T ont un méme type
combinatoire,

— la lamination Ly sur T a pour type combinatoire o’.

3) (topologie) Il existe un tore T" plongé dans lintérieur de Q, isotope a un tore quasi-
transverse a Y, qui découpe QQ en deux fermés Py et Py tel que Py ~ P et Py est un fibré
de Seifert adjacent a T' et a Q, dont la fibre réguliére est librement homotope auz orbites
périodiques de Y contenues dans T".

(((

—
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FiGURE 10.4 — Un ajout de feuille compacte

S

L’item 2 signifie que la lamination de bord de (P’, X') est essentiellement la méme que la
lamination de bord de (P, X), ou l'on a ajouté une feuille compacte au milieu de I'anneau B
bordé par ~y et +'.

Remarque 10.2.2. Si ¢’ est un type combinatoire qui coincide avec un type combinatoire o
sur le complémentaire d'un entier dans Z/(n + 1)Z, alors cet entier ne correspond pas a une
feuille marquée, par parité des feuilles marquées. Ce processus permet donc d’ajouter des feuilles
compactes non marquées a une lamination de bord d’un bloc.

Une premiére étape consiste a construire un bloc intermédiaire (définition 9.1.1) “élémen-
taire”, contenant une unique orbite périodique.

Lemme et Définition 10.2.3. I] existe un bloc intermédiaire (Vy, X), tel que :

1) (bord) le bord se décompose en l'union OV, = VIB U VI U VOt o4 le bord d’entrée VI
est un unique anneau, le bord de sortie VO est un unique anneau et le bord tangent V2"
est l'union de deux anneaur tangents au champ de vecteurs Xe.
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2) (maximal invariant) le maximal invariant est une unique orbite périodique selle O dont les
valeurs propres sont négatives,

3) (lamination de bord) la lamination de bord Lx, est réduite a deux feuilles compactes, l'une
7S sur VI et l'une y* sur VO, correspondant auz intersections de la séparatrice stable et
instable de O respectivement.

4) (topologie) V. est homéomorphe & un tore plein D? x St, c’est un fibré de Seifert dont
la fibre réguliere est librement homotope a la trace de la variété stable v°, et possede une
unique fibre singuliére homotope a l'orbite périodique O.

Un tel bloc est unique a équivalence orbitale prés. On ’appelle le bloc intermédiaire élémentaire.

Ve, X.) 7,

Ve
FIGURE 10.5 — Bloc élémentaire (V, X.) et trace des laminations sur le bord 0V,

Démonstration. On considére la suspension de la matrice A : (z,y) — (—32,2y) sur R? x R/Z,
et O lorbite périodique induite par (0,0). Soit V. un voisinage tubulaire de O dont le bord
est constitué de deux anneaux tangents et de deux anneaux transverses, dont la trace dans
le plan transverse est décrite par la figure 10.5. Le bloc (Vg, X.) ou X, est la restriction du
champ de suspension vérifie le lemme. Si (V, X) est un autre bloc intermédiaire qui vérifie le
lemme 10.2.3, quitte a pousser le bord de V' le long du champ de vecteurs on peut supposer qu’il
est inclus dans un voisinage linéarisant de I'unique orbite périodique O. Les orbites périodiques
hyperboliques selles de valeurs propres négatives sont toutes orbitalement équivalentes sur un
voisinage linéarisant. On montre avec des arguments similaire a la preuve de 9.1.4 que des
voisinages décrits par la figure 10.5 a équivalence orbitale pres. O

On aura besoin du lemme suivant, analogue des propositions 7.1.2 et 7.1.4 pour les recolle-
ments partiels de blocs intermédiaires. Soit (]5, X ) et (Q, f/) deux blocs intermédiaires. On note
OP = piny ptan | pout |y décomposition du bord en bord d’entrée, bord tangent et bord de
sortie, et Lx la lamination de bord de (15, X ). On note fX . pin _y pout I’application de passage
du flot de X. De méme, 9Q = Q™ U Q%" U Q" la décomposition du bord, Ly la lamination de
bord de (Q, f/) On note fy : Q™ — Q°U* Iapplication de passage du flot de Y.
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Lemme 10.2.4. Soit C°"* une union de composantes connexes de Pout et O™ yne union de
composantes connexes de Qi“, soit @ : C° — O™ un difféomorphisme qui renverse l’orientation.
On suppose que @ envoie la lamination de bord Lx de (]5 )V() sur C™ sur une lamination
transverse a la lamination de bord Ly de (Q Y) sur C™. Alors les champs de vecteurs X ety
induisent un champ de vecteurs Z de classe C* sur la variété N = (P U Q) /e, et on a

1) (bloc intermédiaire) (N, Z) est un bloc intermédiaire

2) (bord) ON = (OP~.C) Uy (DQ~C™) 0w ¢ apparie les composantes de bord des deux
composantes de ['union. De plus,

~ le bord d’entrée est N = 9P™ LI (9Q"~.C™™)
— le bord de sortie est NO = (P~ CO") LJ §Qom
~ le bord tangent est N**» = ptan y, Qtan,

3) (lamination) Si L est la lamination de bord de N alors :

v ~

Lz="Lx ULy U(fy)al@elx~Ly) U (fxD)eloiLy~Lx)!

Démonstration. Pour un bloc intermédiaire (15, X ), si ¢ est une courbe qui borde une com-
posante connexe de P™ et une composante connexe de P, alors il existe des coordonnées
locales (,y,0) au voisinage de tout point de ¢ tel que le champ de vecteurs X est le champ
de vecteurs vertical d,, le bord tangent Q0 est le plan vertical {z =0} et le bord d’entrée pin
est le plan horizontal {y = 0}. Il en est de méme au voisinage des points d’une courbe c°"* qui
borde une composante connexe de Qin et de Qtan (figure 10.6). Il s’ensuit que 'espace quotient
N := PUQ/¢ est une variété a bord munie d'une structure différentiable en dehors d’un nombre
fini de courbes fermées simples contenues dans le bord, et d’'un champ de vecteurs Z de classe
C! induit par les champs de vecteurs X et Y etle couple (N , Z ) satisfait I'item 1 et 2 de la
définition 9.1.1 d’un bloc intermédiaire. L’item 2 du lemme 10.2.4 se déduit de la construction.
Remarquons ensuite que toute orbite du flot de Z qui intersecte la projection de C™ dans N
n’y repasse jamais, car chaque orbite du flot de X intersecte au plus une fois le bord de sortie,
chaque orbite du flot de Y intersecte au plus une fois le bord d’entrée, et les blocs (P,)v( ) et
(Q, ?) sont disjoints. Il s’ensuit que 'on peut voir ¢ comme un recollement partiel sans cycle
(voir section 7.1). On peut alors adapter la preuve de la proposition 7.1.4 pour des blocs inter-
médiaires : si ¢ envoie la lamination de bord £ de (]5, X ) sur C'™ sur une lamination transverse
4 la lamination de bord Ly de (Q,Y) sur C™, alors le maximal invariant Ay du couple (N, Z)
est un ensemble hyperbolique et le couple est un bloc intermédiaire. L’item 1 est vérifié. L’item 3
se déduit avec des considérations analogues a la preuve de la proposition 7.1.2 concernant les
recollements partiels de blocs de constructions. ]

Preuve de la proposition 10.2.1. On rappelle que (P, X) est un bloc de construction selle plein
transitif orientable, T' une composante de bord de P qui contient au moins une orbite périodique
de X, et on reprend les notations de la proposition 10.2.1. On rappelle que l'on a fixé un
anneau B de T bordé par deux feuilles compactes v et 7/ de la lamination de bord Lx et ne
contenant pas de feuilles compactes sur son intérieur. On a choisi la premiere feuille 79 = '
et une orientation sur P tel que ~ est a droite de vy pour son orientation dynamique. Le type
combinatoire correspondant de la lamination Lx sur 7" est noté o sur Z/nZ.

Le champ de vecteurs X est transverse a B et disons sortant de P pour fixer les idées. Soit
(P, X) le bloc intermédiaire associé & (P, X) lemme 9.1.4. On note P le bord d’entrée, PoU

1. on omet par abus de notation les restrictions aux domaines ou ces applications ont un sens
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10.2. Ajout de feuille compacte par recollement de bloc élémentaire

FIGURE 10.6 — Recollement de blocs intermédiaires

le bord de sortie, et L£x la lamination de bord (définition 9.1.1 et 9.1.2). On note aussi A, la
collection de composantes connexes de 9P~ Lx contenant le bord tangent Ptn (définition 9.1.1,
item 4).

D’apres l'item 2 du lemme 9.1.4, Panneau fermé adh(B) est isotope & un anneau fermé
adh(B’) C P°U via une isotopie qui envoie la lamination £x restreinte sur la lamination Lx.
Soit C°U la composante connexe de P°" qui contient B. Soit (Ve, Xe) le bloc intermédiaire
élémentaire donné par le lemme 10.2.3, et soit V" le bord d’entrée de V.. C’est un anneau et la
lamination de bord L. sur V" est réduite & une unique feuille compacte v* C int(V") parallele
au bord de 'anneau. Soit ¢ : C°% — VI* un difféomorphisme tel que la feuille o, !(vy*) est a
I'intérieur de B C CoU, paralléle (et disjointe) des feuilles compactes de la lamination L sur Cout
(figure 10.7). On pose Q = (PUV,) /. Alors d’apres le lemme 10.2.4, les champ de vecteurs
X et X, induisent un champ de vecteurs Y de classe C! sur la variété Q, tel que (Q Y) est
un bloc intermédiaire muni de l'orientation qui coincide avec celle choisie sur P. Le bord de
sortie Q°" est I'union disjointe (PP*\.C°") V" et le bord d’entrée Q™ est égal & P™ (item 2
lemme 10.2.4). Notons A, la collection de composantes connexes de GQ\EVY contenant le bord
tangent Q%" Alors on a les propriétés suivantes.

Fait 10.2.5.

1) La lamination Ly est remplissante sur (JQ~AL)NVEY et les laminations Ly et Lx
se complétent en des feuilletages topologiquement équivalents sur (OQ~NAL)\VLU et
(OP~A)\C°" respectivement.

2) La lamination Ly est remplissante sur VOout\ A, et il existe un anneau B c Vout bordé
par deux feuilles compactes de Ly, tel que

— la lamination L restreinte (CO‘“\A*)\E et la lamination Ly restreinte
(Vour\ AL )\ B’ sont topologiquement équivalentes,

— Ly contient une unique feuille compacte sur B’.

Démonstration. 11 suffit d’utiliser le lemme 10.2.4, item 2 et 3 et de calculer la lamination
sur chacun des ensembles. Notons fX . pin _, pout I’application de passage du flot de X
dans P, et f. : Vin 5 yout Papplication de passage du flot de X, dans V. Soit v et 7* les
deux feuilles de la lamination de bord de (V;, X.) sur Vo et VI* respectivement. La lamina-
tion Evy sur QVO‘“\VG’J“t = pout gt égale a la lamination L X sur Pout La lamination Ey sur
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N
A
g\

(Ve, Xe)

FIGURE 10.7 — Recollement d'un bloc élémentaire (V;, X.) le long de V" sur le bloc intermédiaire
(P, X) le long de C°", et image de la lamination induite sur V"

QNN VUt = PN est égale & I'union Lx U (fx)i'(7*~Lx). Comme la lamination £y est rem-
plissante sur P~ A,, alors la lamination Ly sur Qin\fl; est une lamination qui contient une
lamination remplissante, et le premier item suit. La lamination £y sur C'°% = Vo' coincide
avec 'union v* U (fo)«(@xLx 7). Comme la lamination Ly est remplissante, il en est de méme
pour 'image par f. o ¢, donc la lamination Ly est remplissante sur V2", La lamination Ly sur
le complémentaire de v* est topologiquement équivalente a la lamination L sur le complémen-
taire de ¢, 'v*. On rappelle que 'on a choisi ¢ de sorte que ¢, '+ soit inclus dans l'intérieur
de Panneau B défini précédemment, bordé par deux feuilles compactes de Lx et sans feuilles

compactes de Lx sur I'intérieur (figure 10.7). En notant B’ = f.(B), le dernier item suit.  [J

Pour finir, soit (Q,Y) le bloc de construction associé au bloc intermédiaire (Q,}V/) par le
lemme 9.1.8. Notons que les orbites périodiques de Y contenues dans () sont les mémes que
les orbites périodiques de X contenues dans P (via le plongement de (P, X) dans (Q,Y). En
effet, il suffit de voir sur les blocs intermédiaires associés que les feuilles compactes qui bordent
les anneaux A’ et les feuilles compactes qui bordent les anneaux A, dans OP sont issues des
séparatrices des méme orbites périodiques par construction du recollement. On rappelle que
ces séparatrices correspondent & une unique orbite périodique dans le bloc intermédiaire, et
cette orbite est une orbite périodique contenue dans le bord du bloc de construction associé
(voir figure 9.3 et lemme 9.1.5). Il y a une correspondance bijective entre les paires de feuilles
compactes bordant A, dans le bloc intermédiaire, et les orbites périodiques dans le bord du bloc
de construction (remarque 9.1.7).

L’item 1 de la proposition 10.2.1 se déduit du fait que la chirurgie effectuée pour passer de
(P, X) a (Q,Y) n’ajoute ni n’enléeve de composantes de bord. Topologiquement, on a recollé un
tore plein le long d’un anneau dans la composante T de OP, ce qui donne une composante 7"
homéomorphe & T', et on a laissé les autres composantes intactes. .

On rappelle que le lemme 9.1.8, item 2 donne un difféomorphisme entre Qi“\A; et Q"
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qui envoie la lamination £5% sur la lamination EVSX et un diffomorphisme entre QOUt\A; et
Qout qui envoie la lamination £% sur la lamination [I“X Les laminations sont topologiquement
équivalentes sur ces domaines. L’anneau B’ est donc isotope & un anneau B’ dans le bord de
sortie Q°", bordé par deux feuilles compactes de la lamination £y et contenant une unique feuille
compacte en son intérieur. Soit 7" est la composante connexe de P qui contient B’, on choisit
la premiere feuille compacte de Ly sur T’ par la feuille compacte qui borde B’ et qui correspond
a la feuille 4/ bordant B (par la correspondance donnée par les équivalences topologiques et
les isotopies pour passer de B & B’). On note oy le type combinatoire associé. Alors d’apres
le fait 10.2.5 et ’équivalence topologique des laminations, oy est un type combinatoire sur
Z/(n+1)Z qui coincide avec o sur {0,...,n—1}. On ne sait pas a priori si on a oy (n) = (x, T, %)
ou oy(n) = (x,|,*), mais quitte & remplacer le recollement partiel ¢ : C°" — VI dans la
preuve par 7 o ¢, ot 7 est un diffSomorphisme de V* qui fixe v, renverse son 'orientation ~*
et préserve l'orientation globale, alors la valeur de oy (n) coincide avec o/(n), ot ¢’ est le type
combinatoire prescrit dans la proposition 10.2.1. L’item 2 de la proposition 10.2.1 est satisfait
Montrons I'item 3. Par construction, P et V. sont plongés dans Q, et le bord OP découpe
Q en une composante homéomorphe a P, donc & P, et une composante homéomorphe a V,
donc a un fibré de Seifert. De plus, on sait que la fibre réguliere de V. est homotope a la feuille
~% de la lamination de bord de Vg, et 4* est recollée sur une courbe (librement) homotope aux
feuilles compactes de la lamination de Lx sur OP. Le bloc P est plongé dans P et isotope
ap (lemme 9.1.4), et les feuilles compactes de la lamination de Lx sur OP sont homotopes
aux orbites périodiques de £ contenu dans le bord de 7' d’aprés I'item 2, lemme 9.1.4. Pour
finir, Q est isotope & Q, il suit que l'on peut plonger P dans @ et on note T” le bord de P
via ce plongement. Comme Qin — P ¢t les laminations de bord coincident le long des feuilles
compactes sur le bord d’entrée, il suit que la classe d’homotopie libre des orbites périodiques
de X contenues dans T” coincide avec la classe d’homotopie libre des orbites périodiques de Y
contenues dans T C 0Q. Quitte & faire une petite isotopie 7" pour le rendre disjoint de T”,
il découpe dans () une composante homéomorphe & P et un fibré de Seifert dont la fibre est
homotope aux orbites périodiques de Y dans T". ]

Remarque 10.2.6. On retiendra de la preuve que le tore 7" donné par l'item 3 de la proposi-
tion 10.2.1 est isotope a un tore quasi-transverse & Y qui contient les méme orbites périodiques
que T’ (mais n’est pas isotope a T”).

10.3 Preuve de la proposition G

Démonstration de la proposition 10.0.7. On montre la proposition pour une collection I" réduite
a une unique orbite, la généralisation pour une collection étant immédiate. Soit donc v une
orbite périodique d’un champ de vecteurs Anosov transitif ou 'unique singularité d’un flot
pseudo-Anosov transitif sur une 3-variété M orientable. Soit (P,Y) le bloc de construction ob-
tenu par Double-éclatement — Excision sur 'orbite v par la proposition 10.1.2. C’est un bloc
connexe orientable, selle plein transitif, avec une unique composante de bord, et la lamination
de bord est élémentaire cohérente, autrement dit elle n’admet aucune feuille compacte autre que
les orbites périodiques, et les orbites périodiques orientées par le flot sont librement homotopes
dans OP. Soit 2p le nombre d’orbites périodiques contenues dans JdP. Alors on peut itérer la
proposition 10.2.1 d’ajout de feuilles compactes pour chaque anneau de 9P bordés par deux or-
bites périodiques et sans feuilles compactes & I'intérieur, et on obtient un bloc connexe orientable
selle plein transitif (P',Y”) tel que si £’ désigne la lamination de bord, alors £’ contient une
collection O’ de 2p orbites périodiques orientées de facon cohérente, et sur chaque composante
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connexe de OP'\O, elle admet une unique feuille compacte. On requiert de plus que I'orienta-
tion dynamique de chacune de ces feuilles compactes est 1'orientation inverse de celle des orbites
périodiques.

Fait 10.3.1. Il existe un difféomorphisme ¢ : OP — OP' qui envoie les orbites périodiques orien-
tées de'Y dans OP sur les orbites périodiques orientées de Y’ dans OP' et le bord de sortie PO
sur le bord d’entrée P'™, et tel que @.L est fortement quasi-transverse a la lamination L' sur
oP'.

FIGURE 10.8 — Recollement fortement quasi-transverse des laminations £ (trait plein) et £’
(trait pointillé)

On renvoie a la figure 10.8. Le difféomorphisme ¢ induit un recollement quasi-transverse du
bloc selle plein (P U P, Y UY”). Quitte & faire une forte isotopie du triplet (PU P, Y UY’ ),
on peut appliquer le théoréme de recollement (théoréme 1) et les champs de vecteurs Y et Y’
induisent sur la variété fermée orientable N := (P U P’)/¢ un champ de vecteurs Anosov Y.

Le graphe G(PU P, Y UY’, @) est fortement connexe. En effet, il admet deux sommets qui
sont le maximal invariant A de (P,Y) et le maximal invariant A’ de (P’,Y”). Les laminations
instable et stable W+ et Wy de A intersectent toutes deux le bord P, et de méme les laminations
instable et stable Wi, et Wy, de A’ intersectent toutes deux le bord 9P’. Comme les blocs sont
pleins (autrement dit les laminations de bord sont remplissantes), les intersections ¢ (Ws) N5,
et (W5 )NWE, sont non vides, donc les sommets A et A’ sont reliés par un cycle dans le graphe.
Il s’ensuit que le flot d’Anosov Y est transitif d’apres la proposition 6.4.2.

Les variétés P et P’ sont toutes deux plongées dans N, par un plongement qui réalise une
équivalence orbitale entre les champs Y et Y’ et la restriction du champ Y correspondante.
En itérant la proposition 10.2.1, on peut montrer qu’il existe un tore 7' au champ Y’ plongé
dans P’ qui découpe dans P’ une sous-variété homéomorphe a P et une sous-variété qui admet
une fibration de Seifert dont la fibre est homotope aux orbites périodiques contenues dans OF".
En effet, lors de la deuxieme itération de la proposition 10.2.1, on recolle une piece de Seifert
(le bloc intermédiaire élémentaire (Ve, X.)) sur une piece de Seifert dont la fibre réguliere est
homotope aux orbites périodiques (c’est la sous-variété adjacente au bord donnée par 'item 3
de la proposition 10.2.1 appliquée une premiere fois), et d’apres la construction on recolle la
fibre sur la fibre. L’union forme une piece de Seifert dont la fibre est homotope aux orbites
périodiques contenues dans P, et on continue par récurrence. De plus le tore T est isotope &
un tore quasi-transverse au champ de vecteurs Y’ (remarque 10.2.6).

Soit T la projection de OP dans N, et T la projection du tore T C int P’ dans N. Les
tores 11 et Th sont disjoints et isotopes a des tores quasi-transverses au champ Anosov Z donc
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incompressibles ([ I, [ ]). Ils découpent deux sous-variétés P; et P, toutes deux ho-
méomorphes a P, et tel que le champ de vecteurs Z sur P; et sur P, est orbitalement équivalent
a'Y sur P, et une troisieme composante P3 qui est un fibré de Seifert, bordés par les tores 17 et
T5. La fibre de la fibration de P3 est homotope a une orbite périodique du champ de vecteurs,
on en déduit que Pj3 est un fibré de Seifert périodique. O

Remarque 10.3.2. Pour une généralisation a une collection d’orbites périodiques la preuve est
identique, mais il faut justifier que ’on peut choisir un recollement qui renverse ’orientation. On
construit un bloc de construction (P, X) par Double-éclatement — Excision sur une collection
de n orbites périodiques, ce bloc a n composantes de bord. Soit (P, X’) le bloc associé par la
proposition (itérée) 10.2.1 ot 'on a ajouté une feuille compacte entre chaque orbites périodiques
de la lamination, avec une orientation dynamique inverse a celles des orbites périodiques. On peut
apparier naturellement les composantes de bord de P et de P’ et il existe un difféomorphisme
de recollement ¢ : 9P — P’ fortement quasi-transverse donné par la figure 10.8 qui réalise cet
appariement. Remarquons que si P est munie d’une orientation et P’ est munie de I'orientation
inverse (celle qui coincide avec I'inverse de l'orientation de P vue comme sous-variété de P’),
alors le difféfomorphisme ¢ renverse l'orientation (sur chaque composantes de bord). Il suit que
la variété recollée est orientable.

10.4 Complémentaires de noeuds dans S? en tant que pieces JSJ ato-
roidales

Un noeud est un plongement du cercle S' dans la sphere S* de dimension 3. Un lien est un
plongement de n copies du cercle S' dans S*. On confond généralement un noeud (lien) et sa
classe d’isotopie dans S®. On renvoie 2 | | pour une référence générale. La proposition 10.0.7
permet de réaliser le complémentaire d’orbites périodiques de flot d’Anosov ou de singularités
pseudo-Anosov en tant que pieces JSJ de flot d’Anosov transitif. On peut des lors se demander s’il
existe des noeuds K dans S? dont le complémentaire S?\ K est homéomorphe au complémentaire
d’une orbite périodique v d’un flot d’Anosov transitif ou de 'unique orbite singuliére d’un flot
pseudo-Anosov transitif. On s’intéresse & cette question pour les noeuds dont le complémentaire
dans S? est atoroidal. De tels noeuds sont dits hyperboliques.

Le théoreme de Gordon-Luecke affirme que la classe d’isotopie d'un noeud K est détermi-
née par son complémentaire dans S?, autrement dit si K et K’ sont deux noeuds tel que les
complémentaire S\ K et S?\ K’ sont homéomorphes, alors K et K’ sont isotopes. La théorie
des noeuds est une théorie tres riche pour la topologie de basse dimension. Citons par exemple
le théoreme de Lickorish-Wallace qui dit que toute variété de dimension 3 fermée orientable
connexe s’obtient par une chirurgie de Dehn sur un lien L dans S? (] 1.

Noeud de huit C’est un fait connu ([ 1) que le complémentaire du noeud de huit Kg
(figure 10.9) est atoroidal, et homéomorphe au complémentaire de l'orbite périodique v du flot
de suspension de la matrice
2 1
A= : T2 — T2
11

induite par le point fixe (0,0). Le champ de suspension X4 est un champ de vecteurs Anosov.
Dans | |, les auteurs construisent un flot d’Anosov en recollant deux copies d’un bloc de
construction homéomorphe au complémentaire du noeud de huit, obtenu par éclatement de
I’orbite périodique v de X 4. Ce flot d’Anosov a la particularité de ne pas étre transitif. La
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proposition 10.0.4 donne l'existence d’un flot d’Anosov transitif dont la décomposition JSJ est
formée de deux copies de S3\ K3, adjointe par une piece de Seifert périodique P. Notons que ’on
peut décrire completement la piece de Seifert périodique : c’est le recollement de deux copies du
bloc intermédiaire élémentaires (Ve, X¢) (définition 10.2.3).

FIGURE 10.9 — Le noeud de huit

Noeuds hyperboliques fibrés Soit K un noeud dans S?. On dit qu'une surface compacte connexe
orientable S plongée dans S? est une surface de Seifert pour K si S = K. On dit que K est
un noeud fibré si le complémentaire S3\ K admet une fibration au dessus du cercle avec pour
fibre une surface de Seifert S de K. La monodromie d’'un noeud fibré est la monodromie h :
S — S d’une telle fibration, bien définie a isotopie pres relativement a 9.5. Un difféomorphisme
h:S — S est dit pseudo-Anosov si il existe une paire de feuilletages avec singularités (F*, F*),
transverses 'un a l'autre, et munis d’une mesure transverse, qui sont uniformément contractés
et dilatés respectivement par h. Les feuilletages ont un nombre fini de singularités de type p-
prong avec p > 3 (figure 10.1). La suspension d’un difféomorphisme pseudo-Anosov d’une surface
fermée est un flot pseudo-Anosov au sens de la définition donnée au début du chapitre. Si la
monodromie h d’un noeud fibré K admet un représentant pseudo-Anosov, alors le noeud K
est un noeud hyperbolique et le complémentaire de K est homeomorphe au complementalre
d’une orbite périodique v du flot de suspension pseudo-Anosov de h:S8 — 8 ol h estle
difféomorphisme pseudo-Anosov induit par h sur la surface S obtenue par écrasement du bord
de S (] ]). Le bord de S induit un point fixe p de h, et v est la suspension de p. Si h n’admet
pas de singularités sur I'intérieur de S, alors « est 'unique singularité du flot pseudo-Anosov de
suspension de h, et il suit comme corollaire de la proposition 10.0.4

Corollaire 10.4.1. Si K est un noeud fibré dont la monodromie est pseudo-Anosov et n’admet
pas de singularité sur Uintérieur de la fibre, alors le complémentaire S\ K est une picce JSJ
atoroidale d’un flot d’Anosov transitif.

On cherche une famille de noeuds qui satisfait les hypothéses du corollaire 10.4.1.

Plombage de la surface de Seifert du noeud de huit 1. Agol m’a signalé la construction suivante,
permettant d’exhiber une famille de noeuds satisfaisant les hypotheses du corollaire 10.4.1, qui
sont les noeuds obtenus par plombage de la surface de Seifert du noeud de huit. Expliquons les
idées brievement.

Dans | ], les auteurs décrivent une construction par plombage de bandes de Hopf permet-
tant de calculer les feuilletages invariants de la monodromie d’un noeud 2-bridge hyperbolique
fibré. Soit H, la bande de Hopf-gauche, et Hy la bande de Hopf-droite décrites a la figure 10.10.
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Le lien de Hopf-gauche 0H, est un noeud fibré de monodromie un twist de Dehn a droite Dy
le long de I’ame, et le lien de Hopf-droit 0Hy est un noeud fibré de monodromie un twist de
Dehn a gauche D, (figure 10.10). Le plombage de Hopf est la surface S := Hi#Hj obtenue en
recollant deux bandes de Hopf non liées dans S? le long d’un voisinage rectangulaire d’un arc qui
traverse la bande d’un bord a l'autre (figure 10.10), avec la convention d’orientation donnée par
la figure. Si D; est la monodromie de H;, alors O(H;# H2) est un noeud fibré de fibre Hi#H,

3 3 . ide — 1 1 n n
et de monodromie le produit des D; (] ]). On considere S := H #H # ... #H;#H]} un
Hy Hy
M
Hi#H,
Hy
Bande Hopf-droite Bande Hopf-gauche twist de Dehn & gauche plombage de bandes de Hopf

Ficure 10.10

plombage de 2n bande de Hopf-gauche et Hopf-droite alternées, et on note K := 05.

Lemme 10.4.2. K satisfait les hypothéses du corollaire 10.4.1, autrement dit K est un noeud
fibré dont la monodromie est pseudo-Anosov et n’admet pas de singularité sur Uintérieur de la
fibre.

Idée de preuve. La surface S est une surface de genre n, et les ames des bandes de Hopf sont
les courbes dessinées a la figure 10.11. Par construction, le bord K := 95 est un noeud fibré
de monodromie le produit h = DcllD; ...DgDy de 2n twists de Dehn alternés a droite et a
gauche le long des ames de chacune des bandes de Hopf. La surface S est un revétement branché
d’ordre 2 du disque D quotient de .S par I'involution autour de I’axe horizontal de la figure 10.11,
muni de 2n + 1 points marqués correspondant aux points de branchement. Les ames des bandes
de Hopf sont des arcs reliants les points marqués, et le difféomorphisme A : S — S induit un
difféomorphisme g : D — D, qui est un produit de “demi“-twists de Dehn le long des arcs, alternés
a gauche et a droite, que l'on note ozg et ozfi. Dans | ], les auteurs utilisent la méthode des

FIGURE 10.11 — Monodromie sur S et revétement branché sur D
train-tracks invariants ([ ]) pour construire un train-track T invariant par g, obtenus a partir

des sous train-tracks invariants 7, et 74 des demis-twists ag et aﬁl. On les décrits a la figure 10.12.
Le train-track invariant 7 est un recollement des sous train-tracks 74 et 74 qui se chevauchent sur
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des monogones (figure 10.12). Les auteurs montrent ([ , Proposition 4]) que g est isotope
relativement a 9D a un homéomorphisme pseudo-Anosov de § de D. De plus si on note \° la
lamination stable invariante de § sur D, alors un n-gone de D~ correspond a un disque a n cusp
de D~ )A®. On observe alors que, dans la situation particuliere d’'un plombage alterné de bande
de Hopf gauche et droite, ces composantes connexes sont des disques a un ou deux cusp, et il suit
que le feuilletage stable avec singularités f° de ’homéomorphisme pseudo-Anosov § qui prolonge
la lamination A®* n’admet que des singularités de type 1-prong. En passant au revétement d’ordre

Td Tg

FiGure 10.12

2 sur S, il suit que (quitte a faire une isotopie relativement & 9.5), la monodromie f du noeud
K est pseudo-Anosov, et ses feuilletages n’ont pas de singularités sur I'intérieur S. 0

Remarquons pour finir que la surface de Seifert du noeud de 8 est un plombage d’une bande
de Hopf-droite et d’'une bande de Hopf-gauche. On en déduit :

Proposition 10.4.3. Soit K = O(S1#S2# ... #Sy,) un plombage de n copies de la surface de
Seifert du noeud de huit. Alors K est un noeud hyperbolique fibré et le complémentaire de K est
une piéce JSJ atoroidale d’un flot d’Anosov transitif.
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Chapitre 11

Recollement de pieces de flot d’Anosov
alignables penchés

Dans ce chapitre, on montre un résultat général (proposition H) qui permet de recoller des
pieces découpées le long de tores incompressibles dans un flot d’Anosov alignable penché sur
une 3-variété toroidale. Un champ de vecteurs Anosov sur une 3-variété M est dit alignable si
I’espace des feuilles des relevés des feuilletages stable et instable au revétement universel M sont
homéomorphes a R (][ ]). On dit qu’il est alignable penché s’il n’est pas orbitalement équi-
valent & une suspension. On considérera toujours des champ de vecteurs Anosov sur des variétés
orientables de dimension 3, et dont les feuilletages stables et instables sont transversalement
orientables.

Proposition et Définition 11.0.1 (Bloc de flot d’Anosov alignable penché). Soit Z un champ
de vecteurs Anosov alignable penché sur une variété M orientable de dimension 8, dont les
feuilletages stables et instables sont transversalement orientables. Soit {T1, ..., T,} une collection
finie de tores incompressibles plongés dans M, deux o deux disjoints et non homotopes. Alors
il existe une collection {T7,...,T)} de tores isotopes a T;, deux & deux disjoints, qui découpent
dans M une sous-variété compacte a bord P tel que le couple (P, X) := (P,Z|) est un bloc de
construction. Cette collection est unique & homotopie pres le long des orbites du flot. On appelle
un bloc de flot d’Anosov alignable penché toute union de composantes connexes de (P, X).

Démonstration. D’apres | , Théoréme A’] tout tore incompressible T; plongé dans un flot
d’Anosov alignable penché dans une variété orientable de dimension 3, et dont les feuilletages
sont transversalement orientés est isotope a un tore quasi-transverse 77, unique & homotopie
pres le long des orbites périodiques. D’apres [ , Théoréme EJ, on peut choisir les tores T/
deux & deux disjoints. Si P est une sous-variété compacte de M bordée par I'union des tores 17,
il est clair que le couple (P, X) := (P, Z|,) est un bloc de construction. O

On montre la proposition suivante.

Proposition 11.0.2 (Proposition H). Soit (P, X) et (P, X") deuz blocs de flots d’Anosov alignables
penchés (transitifs)'. On note P le bord de sortie de (P, X) et P'™ le bord d’entrée de (P, X").
On suppose qu’il existe un difféomorphisme @: OP — OP' qui envoie les orbites périodiques
orientées de X dans OP sur les orbites périodiques orientées de X' dans OP', le bord de sortie
P sur le bord d’entrée P™, et qui renverse lorientation. Alors il existe un flot d’Anosov
(transitif ) Z sur une 3-variété fermée orientable M tel que :

1. (P,X) et (P, X’) ne sont pas découpés a priori dans le méme flot d’Anosov
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1) La variété M est homéomorphe a (P U P") /¢,

2) Le champ de vecteurs Z est orbitalement équivalent au champ de vecteurs X sur P et X'
sur P! (ot P et P' sont vus plongés dans M ).

On rappelle que les blocs de flot d’Anosov alignable penché sont orientables, et on dit qu'un
difféomorphisme : OP — P’ renverse 'orientation si il existe une orientation de P et de P’
tel que ¢ renverse 'orientation canonique induite sur le bord OP et P’

Remarque 11.0.3. Toute picce de flot géodésique ou de revétement fini de flot géodésique est
un bloc de flot d’Anosov alignable penché. Ce résultat généralise alors les recollements de type
Handel-Thurston ou Clay-Pinsky, et les généralisations par T. Barbot et S. Fenley et se débar-
rasse de la contrainte de positivité sur la classe d’isotopie du recollement. Il permet d’utiliser des
blocs beaucoup plus généraux que des pieces de flot géodésique. Par exemple, tout flot d’Anosov
obtenu par chirurgies de Dehn-Goodman-Fried d’orientations cohérentes sur une suspension ou
un flot géodésique est alignable penché (| ]). Il permet aussi de recoller des blocs (P, X) et
(P, X") qui ne sont pas découpés dans le méme flot d’Anosov.

Notons que I’énoncé ne nécessite aucune hypothese sur I'image des laminations de bord. Un
difféomorphisme ¢: OP — 9P’ qui envoie les orbites périodiques orientées de X dans OP sur
les orbites périodiques orientées de X’ dans P’ et le bord de sortie P°"* sur le bord d’entrée
P induit un recollement du bloc (P U P, X U X’) au sens de la définition 1.3.1. On dira par
un léger abus de langage qu’un tel difféomorphisme est un recollement. On verra (lemme 11.0.6)
que l'existence dun tel recollement ¢: OP — OP' qui renverse l'orientation est équivalent 3
un critere simple d’appariement de composante de bord contenant le méme nombre d’orbites
périodiques, et qui satisfont un critere d’orientation compatible.

Lamination de bord sur les blocs de flots d’Anosov alignables penchés La preuve repose sur le
lemme clé suivant.

Lemme 11.0.4. Soit (P, X) un bloc de flot d’Anosov alignable penché. Alors (P, X) est un bloc
selle plein, et la lamination de bord L de (P, X) est élémentaire alternée (définition 10.1.1),
autrement dit les seules feuilles compactes de L sont les orbites périodiques de X, et deux orbites
périodiques successives ont une orientation donnée par le flot qui est opposée.

Démonstration. Soit Z un champ de vecteurs Anosov alignable penché sur une 3-variété M
qui contient le bloc (P, X). Comme tout champ de vecteurs Anosov alignable, le champ Z est
transitif (] , Théoreme 2.5]), et il suit que le maximal invariant de (P, X), qui est un
ensemble compact invariant de Z, ne contient ni attracteur ni répulseur, autrement dit (P, X)
est un bloc selle.

Soit T; un tore quasi-transverse a Z plongé dans M correspondant a une composante connexe
de JP, et on note O, la collection des orbites périodiques de Z contenues dans T;. T. Barbot
montre dans | ] que T; est un recollement d’anneauz de Birkhoff élémentaires, autrement
dit les traces des feuilletages stable et instable F* et F* du champ d’Anosov sur 'adhérence de
chacune des composantes connexes de T;\ O, sont des feuilletages de dimension 1 sans feuilles
compactes autre que les orbites périodiques du bord et sans composantes de Reeb. Autrement
dit, les traces des feuilletages F*° et F* sur T; sont élémentaires alternés. Les orbites périodiques
qui bordent une composante connexe de T;~\ O, sont alors orientées de facon opposée par le flot
de X, autrement dit elles sont librement homotope a l'inverse I'une de 'autre. La lamination
de bord £ du bloc (P, X) est une sous-lamination du feuilletage quasi-Morse-Smale induit par
la paire (F*%, F") sur T;, il suit que la lamination £ est élémentaire alternée, et ainsi sur toute
composante de bord T;. Montrons que c’est une lamination remplissante. C’est un pré-feuilletage
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sans feuille compacte autre que les orbites périodiques. Si elle n’est pas remplissante, il existe
un anneau A dans, disons, P™ bordé par deux orbites périodiques tangentes O;, Oj, et disjoint
de la lamination £ sur son intérieur (proposition 1.2.11). L’orbite périodique O; admet donc
une séparatrice instable, qui est disjointe de la lamination W?, et donc de A. En effet, une
orbite de AN (W"(0;)~\0;) dans un voisinage linéarisant de O; a sa variété stable qui intersecte
le bord de P sur 'anneau A, ce qui est une contradiction (figure 11.1). Il suit que (I'unique)
séparatrice stable de O; dans P est libre. Elle intersecte dont 0P le long d’une feuille compacte
de la lamination £°, qui n’est pas une orbite périodique. C’est une contradiction. O

O,

FIGURE 11.1 — Une orbite périodique O; qui borde une composante de 9P~ L a une séparatrice
libre.

Corollaire et Définition 11.0.5. Soit (P, X) un bloc de flot d’Anosov alignable penché orienté.
Cette orientation induit une orientation sur le bord OP, et on peut définir la gauche et la droite
d’une orbite périodique orientée dans OP. Pour chaque composante de bord T; de OP, on a

1) soit le coté (local) gauche de chaque orbite périodique est inclus dans P™,
2) soit le coté (local) gauche de chaque orbite périodique est inclus dans P°Ut.

Dans le cas 1, on dit que T; est une composante de bord Entrée-Sortie, et dans le cas 2 on dit
que c’est une composante de bord Sortie-Entrée.

En effet, il suffit de rappeler que deux orbites périodiques successives de T; ont une orien-
tation opposée. Par conséquent, si O; borde une composante connexe de P™™ 3 sa gauche et
une composante connexe de P°" & sa droite, alors 'orbite périodique suivante (pour un ordre
cyclique quelconque) O;41 borde une composante connexe de P°" & sa droite et une composante
connexe de P™ & sa gauche.

Critére pour Dexistence d’un recollement fortement quasi-transverse On montre le lemme
suivant, qui donne un critere nécessaire et suffisant simple pour 'existence d’un recollement
fortement quasi-transverse, et pour ’existence d’un recollement fortement quasi-transverse qui
renverse l'orientation.

Lemme 11.0.6. Soit (P, X) et (P', X") deux blocs de flots d’Anosov alignables penchés orientés.
Alors

1) Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe un recollement @: OP — OP' fortement quasi-transverse.

(b) Il existe un recollement p: OP — OP'.
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(c¢) Il existe une appariement de composantes de bord de P et de P’ contenant le méme
nombre d’orbites périodiques.

2) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un recollement p: OP — OP' fortement quasi-transverse qui renverse l’orien-
tation.

(b) Il existe un recollement p: OP — OP' qui renverse l’orientation.

(¢) Il existe une appariement de composantes de bord de P et de P’ contenant le méme
nombre d’orbites périodiques, et qui sont soit toutes deuxr des composantes de bord
Entrée-Sortie, soit toutes deuxr des composantes de bord Sortie-Entrée.

On rappelle qu’on dit que ¢: 9P — 9P’ est un recollement si ¢ envoie les orbites périodiques
orientées de X dans OP sur les orbites périodiques orientées de X’ dans P’ et le bord de sortie
P°" sur le bord d’entrée P'™™. La condition de Iitem 1c signifie que P et P’ ont le méme nombre
de composantes de bord, notées T1, ..., T, et T{,..., T, et pour chaque i = 1,...,n on demande
qu'il y ait autant d’orbites périodiques de X dans T; que d’orbites périodiques de X’ dans 7.
La condition de l'item 2c signifie que de plus, pour chaque ¢ = 1,...,n on demande que les
composantes T; et T} soit toutes deux des composantes Entrée-Sortie ou Sortie-Entrée.

Remarque 11.0.7.

e Si (P,X) et (P',X’) ont chacun une unique composante de bord, alors la condition de
Iitem 1c est équivalente a l'item 2c¢, quitte a changer 'orientation d’un des deux blocs.

e Si (P',X') = (P,X), il existe un appariement naturel des composantes de bord, et la
condition de l'item 2c¢ est toujours satisfaite. Par conséquent, si (P, X) est un bloc de flot
d’Anosov alignable penché, il existe toujours un recollement fortement quasi-transverse de
deux copies de (P, X) qui renverse 'orientation.

o
L

FIGURE 11.2 — Une lamination élémentaire alternée et une paire de laminations élémentaires
alternées fortement quasi-transverses

Démonstration. On note P™ et P°" le bord d’entrée et de sortie de (P, X), Ox les orbites
périodiques de X contenues dans 0P, et £ la lamination de bord de (P, X). De méme, on note
P e, P Je bord d’entrée et de sortie de (P’, X'), O les orbites périodiques de X’ contenues
dans OP', et £ la lamination de bord de (P, X’).

Montrons les équivalences de litem 1. Il est clair que 1la = 1b = 1lc. Réciproquement,
supposons que 'on a un appariement de composantes de bord {(7;,7})} de P et P’ respecti-
vement, contenant le méme nombre d’orbites périodiques. D’apres 11.0.4, la lamination £ sur
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T; et L' sur T} sont élémentaires alternées, et d’apres les conditions de I’appariement, elles ont
le méme nombre de feuilles marquées. Deux telles laminations se recollent de fagon fortement
quasi-transverse (figure 11.2), et on a pour chaque i = 1,...,n l'existence d’un difféomorphisme
fi: T; — T! qui envoie les orbites périodiques orientées sur les orbites périodiques orientées,
le bord de sortie P°"* sur le bord d’entrée P, et la lamination £ sur une lamination for-
tement quasi-transverse & L’. Le produit ¢: OP — 0P’ défini donc un recollement fortement
quasi-transverse de blocs de construction.

Les équivalences de 'item 2 découlent des équivalences précédentes et du fait suivant. Soit
T; et T! deux composantes de bord de P et P’ respectivement.

Fait 11.0.8. Soit un difféomorphisme f;: T; — T qui envoie les orbites périodiques orientées de
X sur les orbites périodiques orientées de X', et le bord de sortie P°" sur le bord d’entrée P'™.
Alors f; renverse lorientation si et seulement si T; et T} sont soit toutes deux des composantes
de bord Entrée-Sortie, soit toutes deux des composantes de bord Sortie-Entrée.

Démonstration. Le difféomorphisme f; envoie une orbite périodique orientée O de X dans T;
sur une orbite périodique orientée O" de X’ dans T). Supposons que T; est une composante
de bord Entrée-Sortie, autrement dit le coté gauche de O est inclus dans P™. Alors f; renverse
lorientation si et seulement si f; envoie le coté gauche de O sur le coté droit de O, si et seulement
si le coté droit de O est inclus dans P, si et seulement si 7] est une composante de bord
Entrée-Sortie. O

Ceci termine la preuve du lemme 11.0.6. ]

Preuve de la proposition H On aura besoin du lemme général suivant.

Lemme 11.0.9. Soit (P, X) un bloc de construction et ¢ un recollement fortement quasi-
transverse de (P, X). Soit T une composante de bord qui contient un nombre non nul d’orbites
périodiques de X. Alors pour tout twist de Dehn 7: T — T le long des orbites périodiques, il
existe un recollement fortement quasi-transverse isotope a @ o T.

Démonstration. On renvoie a la fin de la preuve de la proposition 2.1.10, qui montre que ’on
peut choisir le twist de Dehn 7 dans un support bien choisir pour que ¢ o 7 soit encore un
recollement fortement quasi-transverse. Rappelons brievement I'idée. Notons £ la lamination de
bord et O, la collection d’orbite périodiques contenues dans T'. Il suffit de choisir le support
de 7 dans un anneau compact de T\O, pour que la composée soit encore un recollement de
bloc, autrement dit envoie les orbites périodiques orientées sur les orbites périodiques orientées
et le bord de sortie sur le bord d’entrée. On choisit ensuite un petit voisinage V d’une orbite
périodique O € O, dans lequel 'holonomie de la lamination £ le long d’une transversale de O
est contractante sur P°" et dilatante sur P™, et I’holonomie de la lamination ¢ 'L est dilatante
sur P™ et contractante sur P°". Suivant le signe du twist de Dehn, il suffit de choisir le support
de 7 dans un anneau compact inclus soit dans PNV, soit dans P°"* NV, de sorte que 7 (¢; L)
soit (fortement) transverse a L. O]

Montrons la proposition 11.0.2.

Démonstration de la proposition 11.0.2. Soit (P, X) et (P’, X’) deux blocs de flot d’Anosov ali-
gnables penchés et p: : 9P — 9P’ un difféomorphisme qui renverse 'orientation, envoie les
orbites périodiques orientées de X dans OP sur les orbites périodiques orientées de X’ dans 0P
et le bord de sortie P°" sur le bord d’entrée P"™. 1l suit du lemme 11.0.6, item 2 qu’il existe un
recollement fortement quasi-transverse 1): 0P — 9P’ qui renverse 'orientation. Le recollement
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1 défini le méme appariement de composantes de bord que ¢. Soit T; et 7] deux composantes
de bord de P et OP' appariées par ¢ et 1. Comme (O,) = (0,) = O, il suit que la classe
d’isotopie de ¢ et 1 different d’un twist de Dehn 7: T; — T; le long des orbites périodiques O,
autrement dit tel que ¥ o 7 et ¢ sont isotopes. D’apres le lemme 11.0.9, ¥ o 7 est isotope a un
recollement fortement quasi-transverse ¢': 9P — OP’, qui est alors isotope & ¢.

On considere le triplet (P U P/, X U X',¢’). Le bloc (P U P', X U X’) est un bloc selle
plein orientable d’aprés le lemme 11.0.4, et ¢’ est un recollement fortement quasi-transverse qui
renverse ’orientation. Quitte a faire une forte isotopie de triplet, on peut appliquer le théoreme
de recollement 1 et les champs X et X’ induisent sur la variété fermée orientable M := PUP’ /¢’
un champ de vecteurs Z qui est Anosov. Il satisfait la proposition 11.0.2 par construction. On
vérifie aisément avec le critere de la proposition 6.4.2 que si les blocs (P, X) et (P, X') sont tout
deux transitifs, le champ Z ainsi obtenu est transitif. O

FIGURE 11.3 — Recollement de deux blocs de flot d’Anosov alignables penchés
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