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École Doctorale Sciences, Technologies, Santé Galilée
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dessus lorsqu’il fallait revenir en arrière, dans ces moments vertigineux où mieux valait ne pas se
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À Nattie, ma colocataire. Merci pour les mots sur le frigo, les fleurs, les multiples atten-
tions. Merci pour ta présence calme et apaisante pendant les longues soirées de travail et
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ii



Résumé

On s’intéresse aux flots d’Anosov, qui forment une famille très importante de systèmes dy-
namiques chaotiques. La stabilité structurelle de ces flots en fait des candidats privilégiés à une
classification des classes d’équivalence orbitale, ce qui est encore aujourd’hui la motivation de
nombreux travaux. Les flots d’Anosov sont également remarquables pour les interactions qui
apparaissent entre la dynamique du flot et la topologie de la variété qui le porte, et ce particu-
lièrement en dimension trois. Cette thèse s’inscrit dans cet angle d’étude.

L’objet principal de cette thèse est de démontrer un résultat permettant de construire des
flots d’Anosov en dimension trois en recollant des blocs de constructions. Pour nous, un bloc
de construction sera une variété de dimension trois compacte à bord, munie d’un champ de
vecteurs, tel que l’ensemble maximal invariant du flot engendré est hyperbolique, et dont le bord
est quasi-transverse au champ de vecteurs, c’est-à-dire transverse en dehors d’un nombre fini
d’orbites périodiques contenues dans le bord. Dans la première partie de cette thèse, on montre
qu’il existe des conditions générales suffisantes pour recoller les bords de blocs de construction
et obtenir une variété fermée munie d’un flot d’Anosov induit par le champ de vecteurs initial.

Ce théorème de recollement généralise un théorème prouvé il y a quelques années par F. Bé-
guin, C. Bonatti et B. Yu qui considéraient seulement des blocs de constructions dont le bord est
transverse au champ de vecteurs. Cette généralisation est naturelle dans la mesure où T. Barbot
et S. Fenley ont montré que tout tore incompressible plongé dans un flot d’Anosov en dimension
trois est homotope à un tore quasi-transverse au flot. Ce résultat, allié à la décomposition JSJ des
variétés de dimension trois permet d’obtenir (modulo des éventuelles singularités) un découpage
canonique d’un flot d’Anosov en blocs de construction dont le bord est quasi-transverse au flot.
Notre théorème de recollement peut alors se voir comme une sorte de réciproque du théorème
de décomposition de T. Barbot et S. Fenley.

Dans une seconde partie, on étudie les applications de ce théorème de recollement. On montre
un résultat de réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse sur un tore incompressible plongé
dans un flot d’Anosov transitif. On étudie les propriétés dynamiques des blocs de constructions,
et l’on donne un critère nécessaire et suffisant pour qu’un type géométrique abstrait soit réalisé
sur une partition de Markov dans un bloc de construction vérifiant de bonnes propriétés. On
montre que l’on peut réaliser des complémentaires d’orbites périodiques de flot d’Anosov ou
pseudo-Anosov en tant que pièces JSJ de flot d’Anosov transitif. Pour finir on montre que l’on
peut, sous des conditions minimales, recoller des pièces découpées le long d’une collection de
tores incompressibles plongés dans un flot d’Anosov alignable penché.
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Abstract

In this thesis, we are concerned with Anosov flows, a very important family of chaotic dy-
namical systems. As these flows are structurally stable, one would hope to obtain a complete
classification of their orbital equivalence classes, indeed this goal continues to motivate resea-
chers. Anosov flows showcase also remarkable interactions between the dynamics of the flow and
the topology of the underlying manifold, specifically in dimension three.

In short, the primary goal of this thesis is to prove a result allowing one to construct Anosov
flows in dimension three by gluing building blocks. In our setting, a building block is a compact
three-manifold with boundary equipped with a vector field, such that the maximal invariant of
the generated flow is hyperbolic, and whose boundary is quasi-transverse to the vector field, i.e.
transverse except for a finite number of periodic orbits contained in the boundary. In the first
part of this thesis, we provide sufficient conditions to glue the boundary components of building
blocks, so that the resulting manifold is closed and equipped with an Anosov flow induced by
the initial vector field.

This gluing theorem generalizes a recent result of F. Béguin, C. Bonatti, and B. Yu. Their
result only applied to building blocks whose boundary is transverse to the vector field. Our ge-
neralization is natural since T. Barbot and S. Fenley have shown that every incompressible torus
embedded in a three-dimensional Anosov flow is homotopic to a torus that is quasi-transverse
to the flow. Together with the JSJ decomposition of three-manifolds, this result implies (passing
over some possible singularities) a canonical decomposition of Anosov flows into building blocks
with quasi-transverse boundaries. Our gluing theorem can thus be seen as a kind of converse to
this decomposition theorem of T. Barbot et S. Fenley.

In the second part, we study applications of this gluing theorem. We show a realization result
for quasi-transverse bi-foliations on an incompressible torus embedded in a transitive Anosov
flow. We study the dynamical properties of building blocks, giving necessary and sufficient
criterion for an abstract geometric type to be realized on a Markov partition in a well-behaved
building block. We then show that one can realize complementaries of periodic orbits of an
Anosov or pseudo-Anosov flow as JSJ pieces of a transitive Anosov flow. Finally, we show that,
under minimal conditions, one can glue pieces cut along a collection of incompressible tori
embedded in a skewed R-covered Anosov flow.

iv



Table des matières

Introduction vii
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2.1 Définitions et énoncé de la proposition principale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.2 Section affine . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3 Valeurs propres des orbites périodiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.4 Paire de feuilletages affines invariants . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.5 Recollements inachevés et forte isotopie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.6 Redressement du bord d’un bloc de construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.7 Normalisation du recollement . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.8 Preuve de la proposition 2.1.10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 Dilatation de l’application de passage près de la lamination 57

3.1 Définition et énoncé de la proposition principale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
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8.2 Preuve de la proposition E . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167
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9.2 Bloc de construction et bloc de Béguin-Bonatti-Yu . . . . . . . . . . . . . . . . . 178
9.3 Preuve de la proposition F . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
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Introduction

Généralités sur les flots d’Anosov

Définition Un flot Xt de classe C1 sur une variété fermée (compacte, sans bord) M est dit
d’Anosov si la variété qui le porte admet une décomposition hyperbolique pour le flot, autrement
dit s’il existe une décomposition Xt-invariante du fibré tangent en la somme

TM = Ess ⊕ R.X ⊕ Euu

où X est le champ de vecteurs qui engendre le flot Xt, les vecteurs de Ess sont exponentiellement
dilatés et les vecteurs de Euu exponentiellement contractés par la différentielle du flot dans le
futur. Formellement, cela signifie qu’il existe des constantes C > 0 et λ > 1, tel que :

• pour tout v ∈ Ess et t ≥ 0, ∥Xt
∗v∥ ≤ C−1λ−t∥v∥,

• pour tout v ∈ Euu et t ≥ 0, ∥Xt
∗v∥ ≥ Cλt∥v∥,

où ∥·∥ est une norme riemannienne quelconque surM. On dira aussi de manière équivalente que
X est un champ de vecteurs Anosov. On appelle Ess le fibré stable fort, et Euu le fibré instable
fort du flot d’Anosov, et la somme Ess⊕R.X et Euu⊕R.X le fibré stable faible et instable faible
respectivement. On renvoie à [FH19] pour une bonne référence générale sur le sujet.

Figure 1 – Image locale d’une orbite d’un flot d’Anosov
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Introduction

Deux exemples fondamentaux Les flots d’Anosov admettent deux familles d’exemples typiques,
que l’on cite dès maintenant afin d’avoir quelques images en tête.

• Flot géodésique d’une variété riemannienne à courbure négative : Soit (M, g) une variété
riemannienne fermée de dimension n ≥ 2. Le flot géodésique de M est le flot Xt

g : T 1M →
T 1M sur le fibré unitaire tangent de M , qui envoie le couple (p, v) ∈ T 1M sur le couple
Xt
g(p, v) = (c(t), c′(t)) correspondant à la position et la vitesse au temps t de l’unique

géodésique c : R→M telle que (c(0), c′(0)) = (p, v) (figure 2). Si la métrique riemannienne
g est à courbure négative, alors le flot géodésique Xt

g surM := T 1M est Anosov.

Figure 2 – Flot géodésique d’une surface hyperbolique

• Suspension d’un automorphisme hyperbolique du tore : Soit A ∈ SLn(Z) une matrice à
coefficients entiers et déterminant 1, n ≥ 2. Alors A préserve le réseau Zn de Rn, et passe
au quotient en un automorphisme Ā sur le tore Tn = Rn/Zn. La variété de suspension
de A est la variété fermée de dimension n + 1, définie par le quotient MA := Tn ×
[0, 1]/(x, 1) ∼ (Āx, 0). Le flot de suspension de A noté Xt

A : MA →MA est le passage au
quotient surMA du flot horizontal engendré par le champs ∂/∂t sur le produit Tn× [0, 1]
muni des coordonnées (x, t). Si la matrice A ∈ SLn(Z) est hyperbolique, autrement dit elle
n’admet pas de valeurs propres de module 1, alors le flot de suspension de A est Anosov
(figure 3).

Figure 3 – Suspension d’une matrice hyperbolique A ∈ SL2(Z)

Histoire La définition générale d’un flot d’Anosov apparâıt dans les années 60, lorsque D. Ano-
sov étudie les propriétés dynamiques qualitatives du flot géodésique sur les variétés riemannienne
à courbure négative dans son texte fondateur [Ano67], devenu par la suite l’exemple prototype

viii



Flots d’Anosov et topologie des 3-variétés

d’un flot d’Anosov. On peut remonter aux travaux pionniers de J. Hadamard ([Had98]), puis M.
Morse et H. Poincaré dans les années 20 pour les premières découvertes autour du flot géodésique
sur les surfaces à courbure négative constante, et témoignages du comportement chaotiques de
ces systèmes : bien que déterministes, ces systèmes sont sensibles aux conditions initiales, et par
conséquent imprévisibles. Parmi leurs propriétés remarquables, on peut citer par exemple la den-
sité des orbites périodiques, l’existence d’une orbite dense et l’existence d’une mesure ergodique
([Ano63]), marqueurs de la complexité de la dynamique. Paradoxalement, ces flots possèdent
des propriétés de rigidité : ils sont orbitalement équivalents entre eux pour différentes métriques
à courbure négative (M. Morse ([Mor21],[Mor24]) dans le cas des surfaces, puis par M. Gromov
et D. Anosov dans le cas général), et la dynamique persiste sous l’effet de petites perturbations.
Cette dernière propriété est la propriété de stabilité structurelle d’un système. Introduite en 1937
par A. Andronov and L. Pontryagin, qui parlaient alors de systèmes grossiers, elle est montré
pour le flot géodésique en courbure négative en 1962 par D. Anosov ([Ano62]). L’étude de ces
systèmes chaotiques a donné naissance à la théorie des systèmes dynamiques uniformément hy-
perboliques avec l’école de S. Smale d’une part ([Sma67]), et D. Anosov, Y. Sinai et V. Arnold
d’autre part, dont le but principal était de caractériser la propriété de stabilité structurelle, et
dont les flots d’Anosov sont les exemples paradigmatiques.

Propriétés dynamiques Dans le cadre de cette théorie, les flots d’Anosov ont été intensivement
étudiés, et leur comportement dynamique est aujourd’hui bien compris. Parmi les propriétés
importantes on peut citer par exemple que les flots d’Anosov appartiennent à la famille des
flots Axiome A, qu’ils sont orbitalement expansifs, qu’ils vérifient le lemme de pistage, et qu’ils
possèdent une mesure d’entropie maximale (voir [FH19]). Les deux propriétés suivantes sont
fondamentales dans ce mémoire.

• Intégrabilité des fibrés stables et instables : Le théorème de Hadamard-Perron, aussi appelé
théorème de la variété stable, implique que les fibrés Ess et Euu de la décomposition
hyperbolique d’un flot d’Anosov Xt sont uniquement intégrables, et induisent donc des
feuilletages Fss et Fuu sur la variété M. De même, les fibrés Ess ⊕ R.X et Euu ⊕ R.X
s’intègrent de façon unique en feuilletages transverses Fs et Fu surM, invariant par le flot
de X. On appelle ces derniers les feuilletages stable et instable (faible) du flot d’Anosov.

• Stabilité structurelle : Pour tout champ d’Anosov X sur M, il existe un voisinage U
de X dans l’espace des champs de vecteurs sur M muni de la topologie C1, tel que tout
élément Y ∈ U est orbitalement équivalent à X, autrement dit pour lesquels il existe un
homéomorphisme h :M→M qui envoie les orbites orientées du flot engendré par Y sur
les orbites orientées du flot de X. Un tel champ est dit C1-structurellement stable.

Cette dernière propriété implique que les classes d’équivalences de flots d’Anosov sur une va-
riété M donnée sont au plus dénombrables, ce qui suggère la possibilité d’une classification à
équivalence orbitale près par un nombre fini d’invariants combinatoire. Une telle classification en
dimension 3 (la dimension minimale pour un flot d’Anosov), est encore aujourd’hui la motivation
de nombreux travaux, et est loin d’être achevée.

Flots d’Anosov et topologie des 3-variétés

Cette thèse se restreint à l’étude des flots d’Anosov en dimension 3, à équivalence orbitale
près. Les flots d’Anosov sont remarquables pour les interactions qui apparaissent entre la dyna-
mique du flot et la topologie de la variété qui le porte, et ce particulièrement en dimension 3.
Cette thèse s’inscrit dans cet angle d’étude.
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Des contraintes pour porter un flot d’Anosov Pour illustrer, on peut citer un certain nombre
d’obstructions d’ordre topologique sur une variété M de dimension 3 pour qu’elle admette un
flot d’Anosov Xt.

• M admet une paire de feuilletages tendus, une classe importante de feuilletage (voir par
exemple [Nov65]), qui sont les feuilletages stables et instables du flot Xt. L’existence de
ces feuilletages est un élément clé pour les propositions qui suivent.

• Le revêtement universel M̃ est homéomorphe à R3 ([Ver74], [Pal78]).

• Le groupe fondamental π1(M) est à croissance exponentielle (prouvé par G. Margulis dans
l’appendice de [AS67], puis revisité par J. Plante et W. Thurston [PT72]).

• Le groupe fondamental π1(M) admet une action sur le cercle S1 par homéomorphismes
qui préservent l’orientation ([CD03], [Fen12]). Or il existe une famille de 3-variétés fermées
dont le groupe fondamental ne peut pas agir sur le cercle ([CD03], [Fen07]).

Signalons aussi qu’il est montré dans [RSS03] qu’il existe une infinité de 3-variétés hyperboliques
qui n’admettent pas de feuilletages tendus.

Rigidité : quand la topologie détermine la dynamique Les flots d’Anosov en dimension 3 ont
ceci d’intéressant qu’ils présentent de fortes propriétés de rigidité. On parle ici de rigidité quand
des propriétés d’ordre purement topologiques suffisent à décrire complètement les classes d’équi-
valences orbitales des flots d’Anosov vérifiant ces propriétés communes, autrement dit lorsque la
topologie de la variété suffit à décrire la dynamique des flots d’Anosov qu’elle peut porter. Les
résultats suivants en témoignent.

• J. Plante montre dans [Pla81] que les seuls flots d’Anosov sur les variétés qui admettent
une fibration en tores au dessus du cercle sont (à équivalence orbitale près) les suspensions
d’automorphismes hyperboliques du tore. Une telle variété possède alors au plus deux
classes d’équivalence orbitale de flot d’Anosov (la suspension de l’automorphisme linéaire
et son inverse). La preuve, incomplète, est revue par T. Barbot dans sa thèse [Bar92], qui
donne un énoncé plus général.

• E. Ghys montre dans [Ghy84] que seuls les flots d’Anosov sur les variétés qui admettent
une fibration en cercle au dessus d’une surface sont (à équivalence orbitale près) les revê-
tements finis du flot géodésique sur le fibré unitaire tangent d’une surface hyperbolique.
Ce résultat est étendu par T. Barbot pour les variétés de Seifert, autrement dit les fibrés
en cercle au dessus d’une orbifold de dimension 2, dans [Bar96] : les seuls flots d’Anosov
sont les (revêtement finis) de flots géodésiques généralisés. Dans [BF22], T. Barbot et S.
Fenley précisent ce résultat et prouvent qu’une telle variété porte au plus deux classes
d’équivalence de flots d’Anosov.

• T. Barbot et S. Fenley entreprennent dans [BF13b] l’analyse systématique des flots d’Ano-
sov (et pseudo-Anosov) dans les variétés toröıdales, et en restriction aux pièces de la
décomposition torique (ou décomposition JSJ ) qui sont de type Seifert. Ils décrivent dans
[BF15] l’ensemble des classes d’équivalences de flot d’Anosov sur les variétés graphées dont
chaque pièce de Seifert est périodique (la fibre S1 est homotope à une orbite périodique
du flot). Notons que l’on trouve déjà un résultat similaire, moins général, dans [Bar98]. Ils
décrivent ensuite dans [BF21] les flots d’Anosov restreints à une pièce de Seifert libre (non
périodique).
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Les revêtements finis de flots géodésiques d’une surface hyperbolique (ou plus généralement
d’une 2-orbifold hyperbolique) et les suspensions des automorphismes linéaires hyperboliques du
tore T2 présentent donc des points communs : la variété qui les porte est fibrée, ils sont transitifs,
les fibrés stable et instable sont de classe C∞, etc. Ils peuvent aussi se construire comme l’action
d’un sous-groupe à un paramètre d’un groupe de Lie G, agissant sur un quotient homogène de
G par un réseau. Un tel flot est appelé flot algébrique. P. Tomter ([Tom70]) a montré que ces
deux exemples sont en fait les seuls flots d’Anosov dans cette famille en dimension trois.

Flexibilité : abondance de flots d’Anosov À la même période que les premiers résultats de
rigidité sur les flots algébriques, apparaissent aussi les premiers exemples de flots d’Anosov non
algébriques (autrement dit qui n’est ni une suspension, ni un flot géodésique). Cela nécessite
des opérations de chirurgies topologiques sur des flots algébriques, et des recollements de blocs
de constructions. Ces exemples témoignent du fait que le problème de classification des flots
d’Anosov en dimension 3 ne peut pas se réduire facilement, à cause de phénomènes de flexibilité :
il existe de nombreux flots d’Anosov ne présentant pas les qualités communes au flot d’Anosov
algébriques, et il existe des variétés portant de nombreux flots d’Anosov dont la dynamique n’est
pas équivalente, voire même très éloignée.

• Chirurgie de Franks-Williams : J. Franks et B. Williams construisent dans [FW80] le
premier flot d’Anosov non transitif en dimension trois, en recollant une variété à bord P
munie d’un champ de vecteurs X contenant un attracteur avec une copie P ′ = P munie
du champ de vecteurs inverse X ′ = −X. Un tel bloc de construction (P,X) est obtenu
en opérant une bifurcation sur l’orbite périodique γ de la suspension de l’automorphisme
du tore (x, y) 7→ (2x + y, x + y), induite par le point fixe (0, 0), et en excisant un petit
voisinage tubulaire de l’orbite périodique répulsive γ+ créée par bifurcation. La variété à
bord P ainsi obtenue est hyperbolique et homéomorphe au complémentaire du noeud de
huit dans S3 ([Thu97]).

• Chirurgie de Handel-Thurston : M. Handel et W.P. Thurston construisent dans [HT80] un
flot d’Anosov transitif non algébrique en opérant une chirurgie sur le flot géodésique d’une
surface hyperbolique. Le décor est le suivant. Soit Σ une surface orientable fermée hyper-
bolique S et une collection finie de géodésiques simples fermées {ci} disjointes. L’union des
fibres au dessus de ci dans le fibré unitaire tangentM = T 1Σ est un tore Ti, qui contient
deux orbites périodiques du flot géodésiques Xt, et transverse au flot sur le complémen-
taire de ces orbites. On dit qu’il est quasi-transverse au flot (figure 4). La chirurgie de
Handel-Thurston consiste à découper M le long des tores Ti, et de recoller les morceaux
Pj ainsi obtenus en composant par des twist de Dehn fi : Ti → Ti (non triviaux) le long
de la fibre. Pour une certaine condition de positivité sur les twist fi, le résultat est un flot
d’Anosov Y t sur une variété N . Ce flot est toujours transitif. la variété N qui porte ce
flot est une variété graphée, autrement dit un recollement de morceaux qui sont des fibrés
de Seifert, mais n’a plus de structure fibrée globale. On en déduit d’après le résultat de
Tomter ([Tom70]) que le flot obtenu n’est pas un flot algébrique.

• Chirurgie de Dehn-Goodman-Fried : S. Goodman et D. Fried présentent une technique
générale de chirurgie de Dehn sur une orbite périodique γ d’un flot d’Anosov quelconque
Xt sur une 3-variété M, et qui permet notamment, par un résultat de W.P. Thurston
([Thu79]), d’obtenir les premiers exemples de flot d’Anosov sur des variétés hyperboliques.
S. Goodman ([Goo83]) décrit cette chirurgie de la manière suivante : on découpe dans
M un anneau A transverse au flot Xt dans un voisinage linéarisant de γ, et on recolle
les bords ainsi créés par un twist de Dehn f : A → A. D. Fried ([Fri83]) décrit pour sa
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Figure 4 – Fibre au dessus d’une géodésique fermée simple c

part une chirurgie par un procédé d’Éclatement – Écrasement (Blow-up – Blow down)
sur l’orbite γ. Celle-ci a l’avantage de garder un contrôle sur la structure des feuilletages,
mais fait perdre en régularité sur le flot obtenu : on parle alors de flot topologiquement
Anosov. Dans sa thèse [Sha20], M. Shannon montre qu’une chirurgie de Dehn-Fried sur
un flot d’Anosov transitif aboutit bel et bien à un flot (différentiablement) d’Anosov, et
orbitalement équivalent au flot obtenu par la chirurgie de S. Goodman.

• Chirurgie de Foulon-Hasselblatt : P. Foulon et B. Hasselblatt généralisent la chirurgie de
Handel-Thurston en décrivant une chirurgie de Dehn le long d’un noeud Legendrien dans
le fibré unitaire tangentM = T 1Σ d’une surface hyperbolique Σ, muni du flot géodésique
Xt. Ils montrent dans [FH13] qu’il existe une famille de chirurgies de Dehn tel que le
flot induit par Xt sur la nouvelle variété est Anosov et préserve une forme de contact.
Ils montrent ainsi qu’il existe des flots d’Anosov de contact qui ne sont pas orbitalement
équivalents à un flot algébrique, incluant des flots d’Anosov de contact sur des variétés
hyperboliques.

• Recollement de Bonatti-Langevin : Le premier exemple de flot d’Anosov construit en
recollant les bords d’un bloc de construction abstrait, c’est-à-dire une variété à bord P
muni d’un champ de vecteurs X qui n’est pas obtenu par chirurgie sur un flot d’Anosov,
est celui de C. Bonatti et R. Langevin. Le bloc est une variété à bord P , homéomorphe à
un fibré en cercle au dessus d’un plan projectif privé de deux disques, muni d’un champ
de vecteurs X transverse au bord. Le bord de P est constitué de deux tores, l’un T1 le
long duquel le flot de X entre dans P , et l’autre T2 le long duquel le flot de X sort de
P , et l’ensemble des orbites du flot incluses dans l’intérieur de P est réduit à une unique
orbite périodique γ hyperbolique selle. Dans [BL94], les auteurs exhibent un recollement
φ : T2 → T1 tel que le flot induit par X sur la variété quotient M := P/φ est Anosov.
C’est le premier flot d’Anosov transitif, transverse à un tore plongé, mais non équivalent
à une suspension. T. Barbot généralise cette construction dans [Bar98], et donne une
classification complète de cette famille de flots d’Anosov appelés flots BL. Il construit avec
cette même méthode le premier exemple de variétéM qui porte deux flots d’Anosov non
topologiquement équivalent. L’un possède un feuilletage stable dont l’espace des feuilles
dans le revêtement universel est séparé (Hausdorff), l’autre pas.

• Recollement de Béguin-Bonatti-Yu : F. Béguin, C. Bonatti, et B. Yu ont mis au point
un procédé général de recollement de blocs de construction abstrait pour construire des
flots d’Anosov ([BBY17]). Un bloc de Béguin-Bonatti-Yu est un couple (P,X) où P est
une variété compacte à bord muni d’un champ de vecteurs X de classe C1, transverse
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au bord ∂P , et tel que l’ensemble maximal invariant de Xt dans P forme un ensemble
hyperbolique dont les directions stables fortes et instables fortes sont de dimension 1. Les
auteurs montrent que sous des conditions très générales, il existe une façon de recoller les
bords de P via un difféomorphisme φ : ∂P → ∂P qui apparie les composantes du bord
de sortie (le long duquel le flot sort de P ) avec les composantes du bord d’entrée (le
long duquel le flot entre dans P ) pour obtenir une variété fermée Pφ := P/φ muni d’un
champ de vecteurs Xφ induit par X qui soit Anosov. Cette méthode donne de nouveaux
résultats de flexibilité. Elle permet par exemple de construire une variétéM qui porte un
flot d’Anosov transitif et un flot d’Anosov non transitif, et la première famille de variétés
MN portant une nombre N arbitraire de flots d’Anosov deux à deux non orbitalement
équivalents. Ces variétés sont obtenues en recollant deux blocs atoröıdaux avec un bloc de
Seifert.

• Recollement de Clay-Pinsky : A. Clay et T. Pinsky construisent pour tout entier N une
variété graphée qui porte N flots d’Anosov deux à deux non orbitalement équivalents
([CP20]). Cette variété s’obtient en recollant deux copies d’un revêtement fini de bloc
de flot géodésique sur la surface modulaire compactifiée avec une technique similaire à la
chirurgie de Handel-Thurston.

La technique générale des constructions par chirurgie et recollement est similaire : il s’agit
de recoller les bords créés par chirurgie via un difféomorphisme bien choisi de sorte à ne pas dé-
truire l’hyperbolicité déjà présente. Une condition importante est de préserver la transversalité
des feuilletages stable et instable. Dans Handel-Thurston par exemple, on utilise un difféomor-
phisme de recollement qui “casse” la structure fibrée de la variété initialeM, tout en préservant
l’hyperbolicité “naturelle” du flot géodésique sur chacun des blocs. Dans le cas des recollements
de blocs abstraits de Béguin-Bonatti-Yu, le recollement a un rôle plus fort : il doit aussi créer
de l’hyperbolicité. Dans chacun de ces cas, un élément clé pour montrer l’hyperbolicité du nou-
veau flot après recollement est le critère des champ de cônes invariants (ou critère des champs
de cônes d’Alexeev, voir [FH19]), qui garanti l’hyperbolicité de la dynamique par l’existence de
champs de cônes vérifiant certaines propriétés. Il s’agit alors d’analyser l’action du recollement
sur une paire de champs de cônes bien choisis.

Comme évoqué dans les exemples, la question du nombre de flot d’Anosov qu’une variétéM
donnée peut porter est intimement liée au problème de classification et aux interactions entre
topologie et dynamique. On peut citer aussi le travail récent de J. Bowden et K. Mann ([BM19]),
où l’auteur et l’autrice montrent l’existence, pour tout N , d’une variété hyperbolique MN qui
porte N flots d’Anosov non orbitalement équivalents. L’existence d’une variétéM portant une
infinité de flots d’Anosov non orbitalement équivalents est un problème encore ouvert.

Espaces des orbites et invariants Ce sujet n’apparâıt pas dans cette thèse, mais notons qu’une
des difficultés dans le problème de classification est de déterminer de manière efficiente si deux
flots d’Anosov sont orbitalement équivalents ou non. Un outil puissant pour ce faire est l’espace
des orbites : à tout flot d’Anosov Xt sur une variété M de dimension 3 est associé un ouvert
OX du plan, muni d’une paire de feuilletages transverse (F̃s, F̃u). C’est l’espace des orbites de
relevé X̃t du flot dans le revêtement universel M̃, autrement dit l’espace quotient de M̃ par la
relation “être sur la même orbite du flot X̃t”, muni de la projection des relevés des feuilletages
stable et instable du flot ([Bar95a], [Fen94]).

Dans [Bar95a], T. Barbot montre que l’action du groupe fondamental π1(M) sur l’espace des
orbites OX suffit à déterminer la classe d’équivalence orbitale du flot Xt. Depuis, l’espace des
orbites (aussi appelé plan bi-feuilleté), ainsi que l’espace des feuilles qui lui est relié ([Fen98]),
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ont été intensivement étudié principalement par T. Barbot, S. Fenley et T. Barthelmé. Il permet
de montrer de nombreuses propriétés intéressantes liées aux chirurgies sur les flots d’Anosov
([Fen94], [BI20]), aux tores incompressibles ([Bar95b], [Fen03]), aux classes d’homotopies des
orbites périodiques ([Fen94], [BF14b], [BF17]), etc. Plus récemment, T. Barthelmé, S. Frankel et
K. Mann montrent dans [BFM22] que la classe d’homotopie libre P(X) des orbites périodiques
(non orientées) d’un flot d’Anosov transitif en dimension 3, associée à une donnée discrète sur
l’espace des orbites, constitue un invariant complet. Dans [Iak22], I. Iakovoglou construit pour de
tels flots un équivalent de partition de Markov dans l’espace des orbites, et un objet combinatoire
fini associé qui caractérise sa classe d’équivalence orbitale.

Blocs de construction versus blocs de décomposition

Comme son titre l’indique, cette thèse s’intéresse plus particulièrement aux flots d’Anosov
construits par recollements de blocs abstraits, autrement dit des couples (P,X) où P est une
variété à bord, et X est un champ de vecteurs de classe C1 sur P , dans la lignée des recollements
de Béguin-Bonatti-Yu. Comme vus précédemment dans les exemples, le recollement de tels blocs
le long de leur bord est une technique puissante pour montrer la flexibilité des flots d’Anosov,
et permet de construire des dynamiques Anosov sur des variétés ayant une topologie riche et
compliquée, en recollant des blocs topologiquement et dynamiquement “simples”.

Découpage d’un flot d’Anosov Le pendant de cette opération de recollement consiste à trouver
une bonne manière de décomposer un champ de vecteurs Anosov donné Z sur une 3-variété
orientable ferméeM le long de tores en blocs de constructions (Pi, Xi), à la façon de la décom-
position JSJ des variétés irréductibles de dimension 3. Moralement, on veut que les morceaux
soient “élémentaires”, en bonne position par rapport au champ Z, et que cette décomposition
soit unique. Le champ d’Anosov Z sur M peut alors se reconstituer comme recollement des
blocs (Pi, Xi) le long des bords.

Découpage le long de tores transverses : un genre de décomposition spectrale Une première
idée est de décomposer un flot d’Anosov le long de tores transverses au flot. Si Z est un champ
d’Anosov sur une variété M construit par la méthode générale de recollement d’un bloc de
Béguin-Bonatti-Yu (P,X) ([BBY17]), alors la projection de ∂P dans M est une collection T
de tores plongés dans M, transverses à Z. En découpant M le long de T , on retrouve le bloc
(P,X). Plus généralement, les même auteurs montrent dans [BBY15] que tout champ d’Anosov
(transitif ou non) Z sur une 3-variété orientableM se décompose en blocs de Béguin-Bonatti-Yu
(Pi, Xi) en découpant la variété M le long d’une collection de tores T = {T1, . . . , Tn} plongés
dansM, incompressibles, deux à deux disjoints et non parallèles. Les tores T1, . . . , Tn séparent
des ensembles invariants localement maximaux et transitifs Λi du flot de Z, qui sont les “plus
petits” possibles, et qui ne dépendent que du champ de vecteurs Z. La décomposition (Pi, Xi)
en blocs de Béguin-Bonatti-Yu est “presque unique” à équivalence orbitale près.

Cette décomposition est une sorte d’analogue pour un champ de vecteurs Anosov en dimen-
sion 3 de la décomposition spectrale de Smale de l’ensemble non-errant Ω d’un champ de vecteurs
Axiome A non transitif en pièces basiques Ω1, . . . ,Ωn, et de l’existence de filtrations associés
([Sma67], [Shu87]). Malheureusement, cette décomposition semble peu utile en pratique, car elle
demande de connâıtre la collection de tous les tores transverses plongés dans le flot d’Anosov,
autrement dit il faudrait connâıtre au préalable la dynamique du flot, voire même sa construction
en tant que recollement de blocs le long de tores transverses. En outre, un tore plongé dans un
flot d’Anosov en position transverse par rapport au flot est chose peu naturelle. Par exemple, un
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tore T plongé dans un flot géodésique n’est jamais transverse au flot, et même plus généralement
dans un flot d’Anosov alignable penché ([Bar95a]). Un flot d’Anosov est dit alignable penché si
l’espace des feuilles du relevé du feuilletage faible au revêtement universel est séparé, et si ce
n’est pas une suspension. Cette famille de flot d’Anosov est très vaste ([Fen94], [Bar01], [BI20]).

Découpage le long de tores quasi-transverses : la décomposition JSJ modifiée À l’inverse, on
peut montrer que tout tore incompressible plongé dans un (revêtement fini de) flot géodésique est
isotope à un tore qui contient un nombre fini non nul d’orbites périodiques, et qui est transverse
au flot en dehors de ces orbites (appelé tore de Birkhoff dans la littérature). Dans [Bar95b],
T. Barbot montre que le même résultat est vrai pour un flot d’Anosov alignable penché. On
rappelle qu’un tore est dit incompressible dansM si c’est l’image d’un plongement f : T2 →M
qui induit un morphisme f∗ : π1(T2)→ π1(M) injectif.

Le travail de T. Barbot était motivé par la volonté de découper un flot d’Anosov le long de
la collection de tores JSJ d’une variétéM de dimension 3 en pièces de Seifert et atoröıdales en
bonne position par rapport au flot. Plus précisément, on rappelle le théorème de Jaco-Shalen-
Johannson ([JS78], [Joh79]) qui dit que toute variétéM (fermée orientable connexe) irréductible
de dimension 3 se découpe le long d’une collection finie minimale et unique à isotopie près de
tores incompressibles T = {T1, . . . , Tn} en pièces P1, . . . , Pm telle que chaque Pi est soit atoröı-
dale, soit possède une fibration de Seifert. On dit que T la collection de tores JSJ deM et Pi
les pièces de la décomposition JSJ deM. On rappelle qu’une variété P (éventuellement à bord)
est dite atoröıdale si tout tore incompressible T plongé dans P est homotope à une composante
de bord de P . Une telle variété (Haken) possède une structure hyperbolique d’après le théo-
rème d’hyperbolisation de Thurston ([Thu83], [Ota96], [Kap01]). On rappelle qu’une fibration
de Seifert sur P est une fibration en cercle au dessus d’une orbifold de dimension 2 ([Hem04]).
Cette décomposition consiste à séparerM en morceaux qui sont, en un sens, topologiquement
opposés : une pièce Seifert admet souvent beaucoup de tores incompressibles, quand une pièce
atoröıdale n’en a d’autres (à homotopie près) que ses éventuelles composantes de bord torique.

Toute 3-variétéM qui porte un champ de vecteurs Anosov X est irréductible (car son revê-
tement universel est R3), et admet donc une décomposition JSJ le long de tores incompressibles.
Dans [BF13a], les auteurs étudient en détails la mise en position “optimale” par rapport au
champ Anosov X d’un tore incompressible plongé T dans la variétéM, supposée orientable. On
dira que le tore T est quasi-transverse au champ X si il contient un nombre fini (éventuellement
nul) d’orbites périodiques O∗ = {O1, . . . ,On} du flot, est transverse à X sur le complémentaire
des orbites O∗, et l’orientation transverse donnée par le champ X sur deux composantes adja-
centes de T∖O∗ ne peut pas cöıncider simultanément avec une orientation transverse sur le tore
T (voir figure 5).

Figure 5 – Tore T quasi-transverse à un champ X avec deux orbites périodiques de X dans T

Ils montrent ([BF13a, Théorème 6.10]) que tout tore incompressible plongé dans une 3-

xv



Introduction

variétéM portant champ de vecteurs Anosov X est homotope à un tore quasi-transverse à X
faiblement plongé (plongé en dehors des orbites périodiques de X contenues dans le tore). Ce
résultat permet d’avoir une décomposition JSJ modifiée d’un flot d’Anosov (voir [BF17, Section
2.2], pour un énoncé précis), où le défaut éventuel de plongement de la collection de tores JSJ
modifiée est entièrement décrite, et qui est unique à homotopie le long du flot près.

A l’aide de ce découpage d’un flot d’Anosov en dimension 3, S. Fenley et T. Barbot ont
entamé l’étude intensive des flots d’Anosov sur les variétés toröıdales ([BF13a]) et leur classi-
fication en restriction aux pièces JSJ Seifert et à certaines variétés graphées ([BF14a], [BF21],
[BF22]). Soulignons que les flots d’Anosov sur les variétés atoröıdales ou en restriction aux pièces
atoröıdales de la décomposition JSJ sont encore très mal compris.

Problématique de la thèse Au regard du dernier paragraphe, il est donc naturel de considérer un
bloc abstrait (P,X) avec un bord ∂P quasi-transverse au champ de vecteurs X, et de chercher à
généraliser le théorème de recollement de Béguin-Bonatti-Yu. Pour faire court, on dit que (P,X)
est bloc de construction si c’est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, où les composantes de bord sont
non plus transverses, mais quasi-transverses (au sens donné ci-dessus) au champ de vecteurs X.
Cette définition contient formellement les blocs de Béguin-Bonatti-Yu.

Question 1. Étant donné un bloc de construction (P,X), existe-t-il une façon de recoller les bord
de P pour obtenir un flot d’Anosov ?

Dans cette thèse, on montre qu’il existe des conditions générales suffisantes, semblables à
celles du théorème de Béguin-Bonatti-Yu, pour lesquelles la réponse est oui. Notons que de
tels recollement apparaissent dans la littérature comme vus précédemment, par exemple dans
la chirurgie de Handel-Thurston ou dans les recollements de Clay-Pinsky. La différence avec le
travail que l’on fait ici est que les blocs (P,X) de ces derniers exemples sont découpés dans le flot
géodésique d’une surface hyperbolique, qui admet des coordonnées issues de la décomposition
hyperbolique. L’action de la différentielle de Xt est linéaire dans ces coordonnées et hyperbolique
partout, pas seulement le long des orbites du maximal invariant Λ = ∩t∈RX

t(P ). Le procédé
de ces chirurgies est de faire en sorte que le recollement φ ne détruisent pas l’hyperbolicité déjà
présente partout. Les blocs de construction abstraits ne présentent pas cette qualité : on ne
sait rien de la dynamique le long des orbites du flot hors de Λ. Le recollement a donc un rôle
important, c’est lui qui va créer de l’hyperbolicité le long de ces orbites.

Présentation du théorème principal

Définitions Commençons par quelques définitions. On dira que (P,X) est un bloc de construc-
tion si P est une variété compacte à bord, muni d’un champ X de classe C1, telle que

i) ∂P est quasi-transverse à X, autrement dit ∂P contient une collection finie d’orbites
périodiques O∗ = {O1, . . . ,On} qui ont deux côtés dans ∂P , X est transverse à ∂P∖O∗,
et pointe alternativement à l’intérieur de P et à l’extérieur de P sur les deux côtés d’une
orbite périodique Oi.

ii) L’ensemble maximal invariant Λ := ∩t∈RX
t(P ) est un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1)

pour le flot de X, autrement dit il existe une décomposition TP Λ = Ess ⊕ R.X ⊕ Euu
de sous-fibrés de dimension 1, invariante par la différentielle du flot, les vecteurs de Euu

sont exponentiellement dilatés et ceux de Ess sont exponentiellement contractés par la
différentielle de Xt dans le futur.
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Présentation du théorème principal

Figure 6 – Bord d’un bloc de construction (P,X) au voisinage d’une orbite périodique Oi ∈ O∗

Les orbites de O∗ découpent ∂P en deux régions ouvertes, transverses au champ de vecteurs
X : une sur laquelle le champ X pointe vers l’intérieur de P une sur laquelle il pointe vers
l’extérieur. On les appelle respectivement bord d’entrée et bord de sortie, et on les note P in et
P out (figure 7). Notons que la variété P n’est pas nécessairement connexe. On pourra penser

Figure 7 – Bord d’un bloc de construction contenant deux orbites périodiques

un bloc (P,X) comme l’union de nos pièces du jeu de construction, autrement dit comme une
union d’un ou plusieurs blocs connexes que l’on veut recoller le long de leur bord.

Un recollement de (P,X) est une involution φ : ∂P → ∂P qui identifie deux sous-ensembles
disjoints de composantes connexes de ∂P , qui envoie P out sur P in, et les orbites orientées O∗
sur les orbites orientées O∗. Il est clair que ces conditions suffisent pour que l’espace quotient
Pφ := P/φ soit une variété lisse fermée de dimension 3, et sont nécessaires pour que le champ
de vecteurs X induise un champ de vecteurs Xφ de classe C1 sur Pφ. Dans le cas où X induit
un champ de vecteurs Xφ sur Pφ, il n’y a en général aucune raison pour que le flot de Xφ

soit un flot d’Anosov : le recollement peut créer par exemple un ouvert d’orbites périodiques
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pour le flot de Xφ, ce qui est une obstruction évidente. Des conditions nécessaires à l’obtention
d’un flot d’Anosov sont codées dans les variétés stables et instables du bloc et la façon dont
on les recolle. Plus précisément, l’hyperbolicité selle de Λ implique l’existence d’une paire de
laminations (Ws,Wu) sur P qui sont respectivement les variétés invariantes stable et instable
de Λ. On montre que les traces Ws ∩ ∂P et Wu ∩ ∂P forment une paire de laminations de
dimension 1, l’une disjointe du bord de sortie P out et l’autre disjointe du bord d’entrée P in. Ces
laminations sont disjointes sur ∂P sauf le long des orbites périodiques de X contenues dans ∂P
où elles cöıncident. Elles se recollent le long de ces orbites en une seule lamination de dimension 1
que l’on note L := (Ws∪Wu)∩∂P et que l’on appelle la lamination de bord de (P,X). Si (P,X)
se recolle en un champ d’Anosov Xφ sur Pφ, alors la surface ∂P se projette dans Pφ en une
surface S quasi-transverse à Xφ, et tel que la projection de la paire (L, φ∗(L)) est une paire de
sous-laminations d’une paire de feuilletages sur S, qui cöıncident le long des orbites périodiques
de Xφ contenues dans S, et sont transverses l’un à l’autre sur le complémentaire de ces orbites
périodiques. Cette paire de feuilletages est induite par la trace des feuilletages stable et instable
Fs et Fu du flot d’Anosov Xt

φ sur S. On en déduit les conditions nécessaires suivantes sur le
bloc et le recollement :

i) La lamination de bord L se complète en un feuilletage sur ∂P . On dira que L est un
pré-feuilletage. Il en découle que les composantes de bord sont des tores.

ii) La paire de lamination (φ∗(L∖O∗),L∖O∗) sur ∂P∖O∗ se complète en une paire de feuille-
tages transverses sur ∂P∖O∗. On dira que ces laminations sont fortement transverses, et
le recollement φ de (P,X) est fortement quasi-transverse.

Pour des raisons techniques, on aura également besoin des hypothèses (non nécessaires) suivantes.

iii) On supposera qu’aucune composante connexe du complémentaire ∂P∖L n’est bordé par
des feuilles compactes. On dit alors que la lamination de bord L est remplissante, ou que
le bloc (P,X) est un bloc plein.

iv) On supposera que le maximal invariant Λ ne contient ni attracteur ni répulseur. On dira
que (P,X) est un bloc selle. Cette hypothèse permet d’obtenir une forme linéarisée du flot
au voisinage du maximal invariant et de contrôler l’holonomie des feuilles compactes de la
lamination de bord.

Figure 8 – Un exemple de recollement φ fortement quasi-transverse à gauche, et quasi-
transverse mais pas fortement quasi-transverse à droite
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Figure 9 – Bloc de construction (P,X) avec lamination de bord L remplissante, et un recolle-
ment fortement quasi-transverse φ

Afin de montrer l’existence d’un champ d’Anosov sur la variété recollée Pφ induit par le
champ initial X, on se ramène à une forme “normalisée” du bloc (P,X) par une isotopie parmi
les blocs de construction. Pour un recollement fortement quasi-transverse, on veut le modifier par
isotopie, et préserver le dessin de l’intersection transverse des laminations φ∗L avec L. Définissons
formellement la relation d’équivalence que l’on obtient. Soit (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) deux
blocs de construction munis d’un recollement. On dit que les triplets sont fortement isotopes si

i) il existe une famille continue (Pt, Xt, φt) de blocs de construction munis de recollements,

ii) il existe une famille continue d’homéomorphismes ht : ∂P 0∖O0,∗ → ∂P t∖Ot,∗ qui
préservent la lamination de bord, tel que h0 = Id et h1 envoie la paire
(L0∖O0,∗, (φ0)∗(L0∖O0,∗)) sur la paire (L1∖O1,∗, (φ1)∗(L1∖O1,∗)).

À la différence des blocs Béguin-Bonatti-Yu, on ne peut pas demander simplement une famille
continue de blocs et de recollement fortement quasi-transverses (Pt, Xt, φt). La présence d’orbites
périodiques contenues dans le bord fait de cette isotopie une relation d’équivalence trop rigide
pour ce que l’on veut faire. Notre relation de forte isotopie ci-dessus est une version légèrement
affaiblie de la relation de forte isotopie des blocs et recollement de Béguin-Bonatti-Yu ([BBY17])
dans le cas où la collection O∗ des orbites périodiques du champ de vecteurs contenues dans le
bord du bloc est vide, à cause de la régularité seulement continue de la famille ht. Cette relation
de forte isotopie de triplet est néanmoins suffisante, car elle garantie que :

• les variétés quotients P0/φ0 et P1/φ1 sont homéomorphes ;
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• le dessin de l’intersection des laminations reste le même ;

• il existe des petits prolongements des blocs (P0, X0) et (P1, X1) qui sont orbitalement
équivalents.

Le dessin de l’intersection transverse des laminations φ∗L avec L est une donnée cruciale
pour l’analyse de la dynamique du nouveau champ Xφ. C’est un élément clé pour construire
des champs d’Anosov Xi non orbitalement équivalents sur une variété fermée M, en recollant
les bords d’un bloc (P,X) par des recollements φi isotopes, mais dont les dessins d’intersections
transverses des laminations L et φ∗L ne sont pas équivalents ([BBY17], [CP20]). À l’inverse,
c’est aussi l’élément clé du théorème d’unicité d’un flot d’Anosov obtenu par recollement d’un
bloc de Béguin-Bonatti-Yu. Dans [BY19], F. Béguin et B. Yu montrent que si Z0 et Z1 sont
deux champs de vecteurs Anosov transitifs, respectivement obtenus par recollement d’un bloc
de Béguin-Bonatti-Yu (P0, X0) et (P1, X1) via un recollement φ0 et φ1, et tel que les triplets
associés sont fortement isotopes, alors les champs Z0 et Z1 sont orbitalement équivalents. Cette
question n’est pas traitée dans cette thèse par manque de temps, mais il semble naturel que ce
résultat d’unicité se transpose au cas où les bords des blocs sont quasi-transverses au champ de
vecteurs. Plus précisément, on conjecture :

Conjecture 1. Soit (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) deux blocs de constructions munis de recollement
tel que les triplets sont fortement isotopes. Pour i = 0, 1, on suppose que Xi induit un champ
de vecteurs Zi de classe C1 sur la variété fermée Mi := Pi/φi, et tel que Mi est orientable, et
Zi est un champ de vecteurs Anosov transitif. Alors les champs Z0 sur M0 et Z1 sur M1 sont
orbitalement équivalents.

Théorème de recollement On montre le théorème de recollement suivant.

Théorème A (Théorème de recollement). Soit (P,X) un bloc de construction selle plein, et φ
un recollement fortement quasi-transverse de (P,X). Il existe (P1, X1, φ1) un triplet fortement
isotope à (P,X,φ) tel que X1 induit un champ de vecteurs Anosov sur la 3-variété fermée
Pφ1 := P1/φ1.

Ce théorème est un analogue parfait du théorème de recollement de Béguin-Bonatti-Yu
([BBY17, Théorème 1.5]). Il l’élargit, car englobe en particulier les recollements de Béguin-
Bonatti-Yu (dans le cas où l’ensemble O∗ des orbites périodiques de X contenues dans ∂P est
vide), les chirurgies de Handel-Thurston et ses généralisations. Il permet pour finir de considérer
les blocs de constructions les plus naturels pour les flots d’Anosov en dimension 3, au sens où la
position quasi-transverse est la position “optimale” d’une surface fermée incompressible plongée
dans un flot d’Anosov d’après les travaux de T. Barbot et S. Fenley évoqués ci-dessus. La preuve
de ce théorème est une généralisation de celle de Béguin-Bonatti-Yu. Bien que la preuve reprenne
les même idées, la généralisation est loin d’être gratuite, et s’avère assez technique.

Critère de transitivité On montre un critère de transitivité d’un champ de vecteurs Anosov
Xφ sur une variété fermée Pφ obtenu par recollement d’un bloc de construction (P,X) par un
recollement φ. On définit un graphe orienté G(P,X,φ), analogue du graphe de Smale, associé
à un bloc de construction (P,X) et à un recollement φ de (P,X). Les sommets sont les pièces
basiques Λi de l’ensemble maximal invariant hyperbolique Λ de (P,X), et il existe une arête
orientée de Λi et Λj si et seulement si W u(Λi) intersecte W s(Λj), ou φ(W u(Λi)) intersecte
W s(Λj).
Proposition B (Proposition 6.4.2). Si le graphe G(P,X,φ) est fortement connexe, alors le champ
d’Anosov Xφ sur Pφ est transitif.
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Applications

On étudie ensuite les applications de ce théorème.

Bloc de construction avec lamination de bord prescrite Dans [BBY17, Théorème 1.10], il est
montré que tout feuilletage Morse-Smale sur le tore peut être réalisé (à équivalence topologique
près) en tant que feuilletage de bord d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (P,X) transitif attrac-
tif. Si (P,X) est un bloc de construction, et L la lamination de bord de P , alors L est une
généralisation des laminations de type Morse-Smale sur une surface. Elle contient un nombre
fini de feuilles compactes Γ = {γ1, . . . , γn}, et chaque feuille non compacte s’accumule sur une
feuille compacte. Parmi les feuilles compactes, on distingue les feuilles compactes induites par
les orbites périodiques de X dans ∂P , que l’on appelle feuilles compactes marquées. Elles ont
la particularité d’avoir une holonomie contractante d’un côté et dilatante de l’autre, quand les
autres ont une holonomie contractante ou dilatante de chaque côté. En général, une lamination
L sur une surface S qui vérifie de telles propriétés sera dite quasi-Morse-Smale. On montre la
proposition analogue suivante. On dit qu’un bloc (P,X) est transitif si il existe une orbite dense
dans l’ensemble maximal invariant Λ. On dit que deux feuilletages F1 et F2 sur des surfaces
orientées sont topologiquement équivalents s’il existe un homéomorphisme qui préserve l’orien-
tation et envoie les feuilles de F1 sur les feuilles de F2.

Proposition C. Soit F1 et F2 deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur un tore orienté S1 et
un tore orienté S2 respectivement, tel que F1 et F2 ont un même nombre non nul de feuilles
marquées. Alors il existe (P,X) un bloc de construction selle plein transitif, avec P connexe
orienté, tel que ∂P est l’union de deux tores quasi-transverses T1 et T2, et la lamination de bord
LX restreinte à Ti se complète en un feuilletage topologiquement équivalent à Fi.

On montre également un résultat de réalisation d’une paire de feuilletages quasi-transverses
sur le tore en tant que trace des feuilletages stables et instables sur un tore quasi-transverse
plongé dans un flot d’Anosov transitif. Plus précisément, si (F1,F2) est une paire de feuilletages
quasi-Morse-Smale sur le tore T2 orienté, tel que F1 et F2 sont tangents les long de leur feuilles
marquées et transverses l’un à l’autre sur le complémentaire des feuilles marquées, on dit qu’ils
sont quasi-transverses (voir figure 10). Alors on peut associer à la paire une donnée combinatoire
finie σ = σ(F1,F2), qui encode l’ordre (cyclique) des feuilles compactes de F1 et F2 sur T2, et le
“type” d’holonomie de chacune, parmi les 4 choix possibles : contractant-contractant, dilatant-
dilatant, contractant-dilatant, ou dilatant-contractant. On dit que σ est un type combinatoire
du bi-feuilletage quasi-transverse. On montre

Proposition D. Soit σ un type combinatoire de bi-feuilletage quasi-transverse. Il existe un champ
de vecteurs Anosov transitif Z sur une 3-variétéM orientée et un tore incompressible T plongé
dansM, quasi-transverse à Z, tel que la trace des feuilletages stables et instables Fs et Fu sur
T induit un bi-feuilletage quasi-transverse (F1,F2) sur T de type combinatoire σ.

Plonger un bloc de construction dans un flot d’Anosov On montre que tout bloc orientable
selle plein se plonge dans une variété fermée portant un champ d’Anosov.

Proposition E. Pour tout bloc de construction (P,X) orientable selle plein (transitif), il existe
un champ de vecteurs Anosov Z (transitif) sur une variété ferméeM de dimension 3 orientable,
tel que (P,X) est plongé dans (M, Z). Plus précisément, il existe une collection de tores incom-
pressibles T plongés dansM, quasi-transverses à Z, et qui découpent dansM une sous-variété
compacte difféomorphe à P tel que la restriction de Z sur P est orbitalement équivalente à X.

xxi



Introduction

Figure 10 – Un exemple de bi-feuilletage quasi-transverse (compliqué) sur le tore

Il s’agit de construire un bloc (Q,Y ) selle plein transitif qui se recolle avec (P,X) le long
du bord pour former un flot d’Anosov en dimension 3 transitif. On utilise la proposition C afin
de construire un bloc (Q,Y ) tel que la lamination de bord LY de (Q,Y ) se recolle sur une
lamination fortement quasi-transverse à la lamination de bord LX de (P,X).

Réalisabilité de type géométrique Le type géométrique d’une partition de Markov, introduit
par C. Bonatti et R. Langevin dans [BLJ98], est une donnée combinatoire finie T qui code
la géométrie de l’intersection des rectangles de la partition de Markov R sous l’action de la
dynamique. Dans [BB02], F. Béguin et C. Bonatti montrent que cette donnée caractérise le
germe d’un champ de vecteursX sur un compact invariantK hyperbolique saturé sans attracteur
ni répulseur. Ils montrent que le germe de X le long de K détermine une unique (à équivalence
orbitale près) variété orientable à bord U , muni d’un champ de vecteurs Y transverse au bord
∂U , qui réalise le germe de X le long de K, autrement dit si Λ est le maximal invariant de Y dans
U , alors Y est X sont orbitalement équivalent sur un voisinage de Λ et de K respectivement,
et cette variété à bord est en un sens “la plus simple” topologiquement parlant. Remarquons
que c’est en particulier un bloc de construction, et on parlera alors de bloc de construction
modèle. La question de la réalisabilité d’un type géométrique abstrait T est traitée dans [BBV99,
Théorème 0.1], où les auteurs construisent, pour un type géométrique abstrait donné T , un bloc
modèle (U, Y ) dont le maximal invariant admet une partition de Markov R de type géométrique
T , qui est unique à équivalence orbitale près. On parle alors du modèle du type géométrique T .
On s’intéresse dans ce mémoire à la question analogue de la réalisabilité d’un type géométrique
abstrait T par un bloc de construction selle plein, en tant que type géométrique d’une partition
de Markov du maximal invariant. On montre le critère nécessaire et suffisant suivant :

Proposition F. Soit un type géométrique abstrait T . Il existe un bloc de construction orientable
(P,X) selle plein, qui possède une partition de Markov de type géométrique T si et seulement si
le modèle (U, Y ) du type géométrique T vérifie les conditions suivantes, où LsY et LuY désignent
les laminations sur le bord d’entrée U in et le bord de sortie Uout, et LY = Ls ∪ Lu désigne la
lamination de bord sur ∂U :

1) ∂U est une union de tores et de sphères, chaque sphère contient exactement deux disques
Di et Dj bordés par deux feuilles compactes distinctes de LY et d’intérieurs disjoints de
LY .

2) La lamination LsY est un pré-feuilletage sur le complémentaire U in∖ ∪i Di.
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Figure 11 – Le bord du modèle (U, Y ) du faux fer à cheval avec la lamination de bord LY

Un tel bloc (P,X) est alors unique à isotopie près. De plus, si on note LsX et LuX la lamination
sur le bord d’entrée P in et la lamination sur le bord de sortie P out, et O∗ la collection d’orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , alors

– la lamination LsX ∪O∗ sur P in est topologiquement équivalente à la restriction de la lami-
nation LsY à U in∖ ∪i Di,

– la lamination LuX ∪ O∗ sur P out est topologiquement équivalente à la restriction de la
lamination LuY à Uout∖ ∪i Di.

On utilisera une correspondance entre les blocs de construction et les blocs de Béguin-
Bonatti-Yu donnée par un ensemble de chirurgies de type attachement et suppression d’anses.
On peut vérifier les deux conditions de la proposition F à partir du type géométrique T à l’aide
d’un algorithme simple de recollement des rectangles de la partition de Markov associée R, qui
permet de construire la surface de bord du modèle U et la lamination de bord LY . Cette opéra-
tion est décrite dans [BBV99]. La figure 11 montre que le type géométrique du faux fer à cheval
satisfait la proposition F.

Complémentaire d’orbite périodique en tant que pièce JSJ d’un Anosov transitif La propo-
sition suivante permet de réaliser des complémentaires d’orbites périodiques de flot d’Anosov
ou pseudo-Anosov en tant que pièces JSJ de champ d’Anosov transitif. On rappelle qu’un flot
pseudo-Anosov est une généralisation d’un flot d’Anosov où l’on autorise un nombre fini de
singularité des feuilletages stables et instables de type p-prong, p ≥ 3 (voir par exemple [Cal07]).

Proposition G. Soit {γ1, . . . , γn} une collection finie d’orbites périodiques d’un champ pseudo-
Anosov transitif X sur une 3-variété orientableM, contenant l’ensemble des orbites périodiques
singulières de X. On suppose que le complémentaireM∖ ∪i γi est atoröıdal. Alors il existe une
3-variété orientable N munie d’un champ de vecteurs Anosov transitif Y tel que la décomposition
JSJ de N est formée de deux pièces atoröıdales, toutes deux homéomorphes àM∖∪iγi, et d’une
pièce de Seifert périodique.

Une pièce JSJ de type Seifert dans une variété M de dimension 3 portant un champ de
vecteurs Anosov X est dite périodique si il existe une fibration de Seifert pour laquelle la fibre
régulière est homotope à un multiple d’une orbite périodique du flot de X. L’élément principal
de cette preuve est une méthode dite de Double-éclatement – Excision – Recollement, analogue
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“quasi-transverse” de la méthode Blow-up – Excise – Glue de [BBY17] et qui permet de réaliser
des blocs de construction plein par “éclatement” d’une orbite périodique de flot d’Anosov ou
pseudo-Anosov, et a l’avantage de ne pas créer d’attracteur ni de répulseur. En particulier,
signalons que le flot d’Anosov Y t sur les deux copies deM∖Γ dans N est obtenu par éclatement
du flot Xt sur les orbites Γ. On donne comme corollaire de cette proposition un critère pour que
le complémentaire d’un noeud hyperbolique dans S3 se réalise en tant que pièce JSJ atoröıdale
d’un flot d’Anosov transitif, et on décrit une construction par plombage de Hopf qui donne une
famille de noeuds vérifiant ce critère.

Recollement de blocs découpés dans un flot d’Anosov alignable penché On montre un résultat
qui permet de recoller des pièces découpées le long d’une collection de tores incompressibles
dans un flot d’Anosov alignable penché sur une 3-variété toröıdale. Un flot d’Anosov sur une 3-
variétéM est dit alignable si l’espace des feuilles des relevés des feuilletages stable et instable au
revêtement universel M̃ sont homéomorphes à R. On dit qu’il est alignable penché s’il n’est pas
orbitalement équivalent à une suspension. On supposera de plus que la variété est orientable et
que les feuilletages stables et instables sont transversalement orientés. Dans [Bar95b], T. Barbot
montre qu’une collection de tores incompressibles, deux à deux non homotopes, plongés dans
un flot d’Anosov alignable penché en dimension 3 est isotope à une collection de tores quasi-
transverses deux à deux disjoints, et cette collection est unique à homotopie le long des orbites.
Il suit que, quitte à faire une isotopie, toute collection de tores incompressibles plongés dans un
flot d’Anosov alignable penché en dimension 3 découpe dans la variété un bloc de construction
(P,X). Toute union de composantes connexes d’un tel bloc est appelé un bloc de flot d’Anosov
alignable penché. On montre :

Proposition H. Soit (P,X) et (P ′, X ′) deux blocs de flots d’Anosov alignables penchés (transitifs).
On note P out le bord de sortie de (P,X) et P ′in le bord d’entrée de (P ′, X ′). On suppose qu’il
existe un difféomorphisme φ : ∂P → ∂P ′ qui envoie les orbites périodiques orientées de X dans
∂P sur les orbites périodiques orientées de X ′ dans ∂P ′, le bord de sortie P out sur le bord d’entrée
P ′in, et qui renverse l’orientation. Alors il existe un champ de vecteurs Anosov (transitif) Z sur
une 3-variété fermée orientableM tel que :

1) La variétéM est homéomorphe à (P ∪ P ′)/φ,

2) Le champ de vecteurs Z est orbitalement équivalent au champ de vecteurs X sur P et X ′

sur P ′ (où P et P ′ sont vues plongées dansM).

On donnera un critère simple pour l’existence d’un tel recollement φ : ∂P → ∂P ′ : il faut et il
suffit d’avoir un appariement des composantes de bord de (P,X) et (P ′, X ′) contenant le même
nombre d’orbites périodiques, et qui satisfont un critère d’orientation compatible. Remarquons
que cet énoncé ne nécessite aucune hypothèse sur les laminations de bord. Cela découle du type
particulier des feuilletages induits par les feuilletages stables et instables de Z sur un tore quasi-
transverse T plongé dans un flot d’Anosov alignable penché : les feuilletages sont sans feuilles
compactes autre que les orbites périodiques contenues dans le bord, et sans composantes de
Reeb. C’est une conséquence d’un résultat de T. Barbot ([Bar95b]).

Toute pièce de flot géodésique ou de revêtement fini de flot géodésique est un bloc de flot
d’Anosov alignable penché. Ce résultat généralise alors les recollements de type Handel-Thurston
ou Clay-Pinsky, et les généralisations par T. Barbot et S. Fenley et se débarrasse de la contrainte
de positivité sur la classe d’isotopie du recollement. Notons toutefois qu’il permet d’utiliser des
blocs beaucoup plus généraux que des pièces de flot géodésique, et qui ne sont pas découpés
dans le même flot d’Anosov. Rappelons que les flots d’Anosov alignables penchés forment une
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famille riche de flots d’Anosov. S. Fenley montre dans [Fen94] que tout flot d’Anosov obtenu par
des chirurgies de Dehn-Goodman-Fried d’orientations cohérentes sur une suspension ou un flot
géodésique est alignable penché. C. Bonatti et I. Iakovoglou ont montré dans [BI20] que si X est
un champ d’Anosov obtenu par chirurgie de Dehn-Goodman-Fried à partir d’une suspension,
alors toute chirurgie sur une orbite périodique ϵ-dense de X produit un flot d’Anosov alignable
penché.

Figure 12 – Construction du champ d’Anosov de la proposition H par recollement de deux
blocs de flot d’Anosov alignables penché

Organisation de la thèse

La thèse est organisé de la façon suivante. La première partie est consacrée à la preuve du
théorème A. Dans le chapitre 1 préliminaire, on définit formellement les blocs de construction
(P,X), les recollements φ et les relations d’équivalences entre de tels objets. Dans le chapitre 2,
on montre que l’on peut mettre un triplet candidat du théorème (P,X,φ) sous une forme “nor-
malisée”. Dans le chapitre 3, on étudie les propriétés d’hyperbolicité de l’application de passage
du flot du bord d’entrée au bord de sortie. Dans le chapitre 4, on montre comment “diffuser l’hy-
perbolicité”par un processus de changement de coordonnées sur le bord de P . Dans le chapitre 5,
on montre que l’on peut utiliser ce changement de coordonnées pour modifier le recollement φ
de sorte à créer de l’hyperbolicité le long des nouvelles orbites récurrentes du flot obtenu après
recollement, et ceci de façon compatible avec l’hyperbolicité naturelle du flot initial. Dans le

xxv



Introduction

chapitre 6, on montre que pour un tel choix de recollement, le flot induit par le flot initial sur la
variété recollée est Anosov, ce qui achève la preuve du théorème A. On montre aussi le critère
de transitivité (proposition B).

La seconde partie est consacrée aux applications de ce théorème. Dans le chapitre 7, on
montre les propositions C et D. Dans le chapitre 8, on montre la proposition E. Dans le cha-
pitre 10, on montre la proposition G. Dans le chapitre 9, on montre la proposition F. Pour finir,
on montre la proposition H dans le chapitre 11.

xxvi
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Théorème de recollement
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Chapitre 1

Blocs de construction et recollements

1.1 Blocs de construction

Définition 1.1.1 (Surface quasi-transverse à un champ de vecteurs). Soit S une surface transver-
salement orientable plongée dans une variété M , éventuellement à bord, de dimension 3, munie
d’un champ de vecteurs X. On dit que S est quasi-transverse au champ de vecteurs X si

1) S contient une collection finie d’orbites périodiques du champ X que l’on note
O∗ = {O1, . . . ,On},

2) X est transverse à S∖O∗,

3) chaque orbite Oi ∈ O∗ admet deux côtés locaux distincts dans S et les orbites de X
traversent ces deux côtés dans deux directions opposées (remarque 1.1.2).

Figure 1.1 – Un tore quasi-transverse à un champ de vecteurs X contenant deux orbites
périodiques

Remarque 1.1.2. Un côté local de Oi ∈ O∗ dans S est une composante connexe de V∖Oi
où V est un petit voisinage tubulaire de Oi dans S. Un tel voisinage V est a priori soit un
anneau, soit un ruban de Moebius. L’item 3 de la définition 1.1.1 signifie formellement que le
complémentaire V∖O∗ admet deux composantes connexes C et C ′ contenues dans S∖O∗ (donc
V est un anneau), et l’orientation transverse induite par le champ X sur C et C ′ ne peut pas
cöıncider simultanément avec une orientation transverse de la surface S.

Remarquons qu’une surface S transverse au champ X est une surface quasi-transverse avec
O∗ = ∅. On note Xt le flot engendré par le champ de vecteurs X. On rappelle qu’une partie
Λ ⊂ P compacte invariante par le flot de X est dite hyperbolique d’indice (1, 1) pour X si il
existe une décomposition Xt-invariante de l’espace tangent de P au dessus de Λ en une somme
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TP Λ = Ess ⊕ R.X ⊕ Euu de sous-fibrés de dimension 1, et des constantes λ > 1, et C > 0 tel
que

∥(Xt)∗v∥ ≥ Cλt∥v∥, ∀v ∈ Euu, ∀t ≥ 0,

∥(Xt)∗v∥ ≥ Cλ−t∥v∥, ∀v ∈ Ess, ∀t ≤ 0.
pour une métrique riemannienne sur P .

Définition 1.1.3 (Bloc de construction). Soit P une une variété à bord de dimension 3 munie
d’un champ de vecteurs X de classe C1. On dit que le couple (P,X) est un bloc de construction
(ou plus simplement un bloc) si

1) Le bord ∂P est quasi-transverse au champ de vecteurs X,

2) L’ensemble maximal invariant du flot de X dans P , que l’on note Λ :=
⋂
t∈RX

t(P ), est
un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1) pour le flot de X.

Remarque 1.1.4. La variété P n’est pas nécessairement connexe. On pourra penser un bloc (P,X)
comme l’union de nos pièces du jeu de construction, autrement dit comme une union d’un ou
plusieurs blocs connexes que l’on veut recoller le long de leur bord.

Remarque 1.1.5. Soit (P,X) est un bloc de construction, O∗ la collection des orbites périodiques
de X contenues dans ∂P , et Λ le maximal invariant de X dans P .

• Si C et C ′ sont deux composantes connexes de ∂P∖O∗ adjacentes, alors le champ de
vecteurs X pointe vers l’intérieur de P sur l’une des deux composantes et vers l’extérieur
de P sur l’autre.

• Dans le cas où la collection O∗ est vide, le bord ∂P est transverse au champ de vecteurs X
on retrouve la définition d’un bloc hyperbolique au sens de [BBY17, Définition 3.1 et Dé-
finition 3.2]. On dira alors que (P,X) est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu. Dans ce cas le
maximal invariant Λ est inclus à l’intérieur de P , ce qui n’est plus vrai si la collection O∗
est non vide.

• On dira que (P̃ , X̃) est un prolongement de (P,X) si P̃ est une variété de dimension 3,
X̃ un champs de vecteurs de classe C1 sur P̃ , et il existe un plongement h : P → P̃ qui
envoie le champ de vecteurs X sur le champ de vecteurs X̃ restreint à h(P ), et tel que
h(Λ) ⊂ int P̃ .

Définition 1.1.6 (Bord d’entrée et bord de sortie d’un bloc de construction). Soit (P,X) un bloc
de construction et O∗ l’ensemble des orbites périodiques de X contenues dans ∂P . On rappelle
que le champ X est transverse à ∂P∖O∗.

• On appelle le bord d’entrée de (P,X), et on note P in, le sous-ensemble de ∂P∖O∗ où le
champ de vecteurs X pointe vers l’intérieur de P .

• On appelle le bord de sortie de (P,X), et on note P out, le sous-ensemble de ∂P∖O∗ où le
champ de vecteurs X pointe vers l’extérieur de P .

On renvoie à la figure 1.2.

1.2 Lamination de bord

Soit (P,X) un bloc de construction, et Λ :=
⋂
t∈RX

t(P ) l’ensemble maximal invariant.
On rappelle que Λ est un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1) pour le flot de X. Nous allons
étudier un certain nombre de propriétés qui en découlent. On renvoie à [HP69] pour une référence
générale.

3



Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

Figure 1.2 – Un bloc de construction (P,X)

Variétés invariantes

• La variété stable forte d’un point p ∈ Λ est l’ensemble

Wss(p) = {q ∈ P | dist (Xt(p), Xt(q)) −→
t→+∞

0}

C’est une courbe C1, tangente à Ess en p. La variété instable forte Wuu(p) est la variété
stable forte de p pour le flot de −X.

La variété stable (faible) Ws(p) d’un point p ∈ Λ est l’union des variétés stables fortes
des points de l’orbite de p. C’est une surface C1-immergée injectivement, invariante par le
flot pour les temps positifs et négatifs tant que l’orbite est bien définie. La variété instable
(faible) d’un point p ∈ Λ est la variété stable faible de p pour le flot de −X.

• L’ensemble Ws(Λ) := {p ∈ P | dist(Xt(p),Λ) −→
t→+∞

0} est une lamination de di-

mension deux dont les feuilles sont les variétés stables des points de Λ. Les points de
Ws = Ws(Λ) sont les points dont l’orbite par le flot est définie pour tous les temps posi-
tifs. De même, l’ensemble Wu(Λ) := {p ∈ P | dist(Xt(p),Λ) −→

t→−∞
0} est une lamination

de dimension deux dont les feuilles sont les variétés instables des points de Λ. Les points
de Wu = Wu(Λ) sont les points dont l’orbite par le flot est définie pour tous les temps
négatifs. Les laminations Ws et Wu s’intersectent transversalement le long des orbites du
flot, et l’intersection Ws ∩ Wu est égale à l’ensemble maximal invariant Λ, à savoir les
points dont l’orbite est toujours définie.

• Si O est une orbite périodique de X, on appelle les valeurs propres de O les valeurs propres
de la différentielle en p ∈ O de l’application de premier retour du flot de X sur une section
locale intersectant O en un unique point p.

Une feuille de Ws (respectivement Wu) est difféomorphe

– soit à un cylindre R× S1 si elle contient une orbite périodique dont la valeur propre
contractante (respectivement dilatante) est positive,

– soit à un ruban de Moebius si elle contient une orbite périodique dont la valeur propre
contractante (respectivement dilatante) est négative,
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– soit à un plan R2 si elle ne contient aucune orbite périodique.

• La variété stable locale d’un point p est définie pour un ϵ > 0 assez petit par l’ensemble

Ws
loc(p) = {q | dist(Xt(p), Xt(q)) < ϵ, ∀t ≥ 0}

C’est un disque centré en p inclus dans la variété stable globale Ws(q). La variété stable
forte locale Wss

loc(p) est l’intersectionWss(p)∩Ws
loc(p). C’est un arc centré en p. La variété

instable (forte) locale d’un point est la variété stable (forte) locale de ce point pour le flot
de −X.

En chaque point p ∈ Λ, il existe un voisinage Up de p tel que pour tout q, r ∈ Up, l’inter-
section Wss

loc(q) ∩Wu
loc(r) est non vide. On dit que Up est ouvert de produit local en p. On

rappelle que le maximal invariant Λ intersecte le bord ∂P le long de la collection O∗ des
orbites périodiques contenues dans P . Si p ∈ Λ∩ ∂P , ces remarques sont valables dans un
prolongement du bloc (P,X), ce que l’on considérera toujours lorsque l’on parle d’ouvert
de produit local en p ∈ ∂P .

• Si O est une orbite périodique dont les valeurs propres sont positives et V un voisi-
nage tubulaire assez petit, les variétés invariantes locales sont des anneaux et leur union
Ws

loc(O)∪Wu
loc(O) disconnecte alors le voisinage V en quatre ouverts, que l’on appelle les

cadrans. Deux cadrans opposés sont deux cadrans C1 et C2 dont l’intersection des bords est
réduit à l’orbite périodique O. Deux cadrans qui ne sont pas opposés sont dits adjacents.

Dans le cas où O ∈ O∗ est une orbite périodique contenue dans ∂P , ces remarques sont
valables dans un prolongement du bloc, ce que l’on considérera toujours lorsque l’on parle
des variétés invariantes et des cadrans de O ∈ O∗.

• Un voisinage linéarisant d’une orbite périodique O de X est un voisinage tubulaire V de
O sur lequel le flot de X est (localement) orbitalement équivalent au flot de suspension de
l’application linéaire diagonale (x, y) 7→ (λx, µy) sur R2 avec 0 < |λ| < 1 et |µ| > 1. Toute
orbite périodique hyperbolique possède un voisinage linéarisant. Un système de coordonnée
(de classe C1) ξ = (x, y, θ) ∈ R2 ×R/Z sur V dans lequel le flot est linéaire est un système
de coordonnées linéarisant de O.
Dans le cas où O ∈ O∗ est une orbite périodique contenue dans ∂P , ces remarques sont
valables dans un prolongement du bloc, ce que l’on considérera toujours lorsque l’on parle
de voisinage linéarisant de O ∈ O∗.

Fait 1.2.1. Soit (P,X) un bloc de construction et O une orbite périodique de X contenue dans
∂P . Les valeurs propres de O sont positives et ∂P traverse deux cadrans opposés de O.

Démonstration du fait 1.2.1. Soit A un voisinage tubulaire de O dans ∂P . D’après l’item 3 de
la définition 1.1.1 d’une surface quasi-transverse, le voisinage A est un anneau. Soit p ∈ O et on
considère des coordonnées (x, y, θ) de classe C1 au voisinage de p (dans un prolongement (P̃ , X̃)
du bloc) dans laquelle l’orbite O cöıncide avec x = y = 0 et les variétés stables et instables de O
sont respectivement redressées sur y = 0 et x = 0. Au point p, le plan tangent à A est transverse
à au moins l’un des deux plans x = 0 et y = 0. Supposons pour fixer les idées qu’il est transverse
à x = 0. Comme A contient l’orbite périodique O : x = y = 0, on en déduit qu’au voisinage
de p, A s’écrit comme un graphe lisse y = ϕ(x, θ), et les deux composantes connexes de A∖O
correspondent à x < 0 et x > 0. Les orbites dans un voisinage de Ws(O)∪Wu(O) entrent dans
un voisinage de p près de la variété instable y = 0 et sortent dans un voisinage de p près de la
variété stable x = 0. Ainsi, là où ϕ > 0, ces orbites passent de l’hypographe de ϕ à l’épigraphe
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de ϕ, et là où ϕ < 0, elles passent de l’épigraphe à l’hypographe de ϕ. Or on sait que A∖O est
transverse aux orbites de X̃ et que les orbites traversent A dans deux sens différents d’un côté et
de l’autre de O par définition d’une surface quasi-transverse (définition 1.1.1). Par conséquent,
quitte à remplacer la coordonnée y par −y, on a ϕ(x, θ) < 0 pour x < 0 et ϕ(x, θ) > 0 pour
x > 0 (figure 1.3). Autrement dit, au voisinage de p, l’anneau A est topologiquement transverse
à la variété stable de O, et ceci est vrai pour tout point p. On en déduit que Ws

loc∖O est formé
de deux composantes connexes situées de part et d’autre de l’anneau A. Donc Ws

loc(O) est un
anneau. Le raisonnement est le même pour Wu

loc(O). On en déduit que les valeurs propres de O
sont positives et A traverse deux cadrans opposés.

Figure 1.3 – Le bord de P traverse deux cadrans opposés de O

Proposition et Définition 1.2.2 (Lamination d’entrée, de sortie, de bord). On note O∗ la collec-
tion des orbites périodiques de X contenues dans ∂P . Rappelons que P in (respectivement P out)
désigne l’union des composantes connexes de ∂P∖O∗ le long desquelles le champ de vecteurs X
pointe vers l’intérieur (respectivement l’extérieur) de P . Alors

i) Ls := Ws ∩ (∂P∖O∗) = Ws ∩ P in est une lamination de dimension 1 sur P in, appelée
lamination d’entrée de (P,X)

ii) Lu :=Wu ∩ (∂P∖O∗) = Wu ∩ P out est une lamination de dimension 1 sur P out, appelée
lamination de sortie de (P,X)

iii) L := (Wu ∪Ws)∩ ∂P = Ls ∪O∗ ∪Lu est une lamination de dimension 1 sur ∂P , appelée
lamination de bord de (P,X)

Remarque 1.2.3. La laminationWs n’intersecte pas le bord de sortie P out car tout orbite dansWs

converge vers Λ dans le futur donc ne sort jamais du bloc (P,X), et de même la lamination Wu

n’intersecte pas le bord d’entrée P in car tout orbite dans Wu converge vers Λ dans le passé. La
traceWs∩∂P et la traceWu∩∂P sont donc disjointes sur ∂P sauf le long des orbites périodiques
O∗ de X contenues dans ∂P où elles cöıncident. Le lemme précédent dit que les tracesWs∩∂P et
Wu∩∂P se recollent le long de O∗ en une (seule) lamination L = (Ws∪Wu)∩∂P de dimension
1 sur ∂P .

Démonstration de la proposition 1.2.2. La laminationWs est tangente au champX, et le champ
X est transverse à ∂P∖O∗, donc Ws intersecte transversalement le bord de P en dehors des
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orbites périodiques de O∗. Donc Ls = Ws ∩ (∂P∖O∗) = Ws ∩ P in (remarque 1.2.3) est une
lamination de dimension 1 sur P in. De même pour la lamination Lu = Wu ∩ (∂P∖O∗) =
Wu ∩ P out.

Rappelons que O∗ = ∂P in = ∂P out, et montrons que Ls et Lu se recollent le long de
O∗ = ∂P in = ∂P out en une lamination L sur ∂P . Soit (P̃ , X̃) un prolongement de (P,X). Soit
p un point de O ∈ O∗, et Up un voisinage de p dans P̃ muni de coordonnées (x, y, θ) ∈ R3 de
classe C1, telle que O = {x = y = 0}. On note (∂x, ∂y, ∂θ) les champs de vecteurs associés et
on considère le produit scalaire usuel dans ces coordonnées. Comme ∂P est une sous-variété
lisse, elle est localement transversalement orientable par un champ de vecteurs normal que l’on
note n⃗ dans Up. Comme ∂P contient O, on en déduit n⃗(r) converge vers un vecteur dans le
plan normal au vecteur ∂θ quand r tend vers p. De même, la lamination Ws est localement
transversalement orientable par un champ de vecteurs normal que l’on note m⃗ dans Up. Comme
la feuille passant par p contient O, on en déduit que le vecteur m⃗(r) converge vers un vecteur
dans le plan normal au vecteur ∂θ quand r tend vers p. Un champ de vecteurs tangent à la
lamination Ls = Ws ∩ (∂P∖O∗) est défini par le produit vectoriel v⃗ = n⃗ × m⃗ en chaque point
d’intersection Ws ∩ (∂P∖O∗). C’est un vecteur normal au plan engendré par n⃗ et m⃗. On en
déduit que v⃗(r) converge vers un vecteur tangent à R.∂θ pour r ∈ Ls qui tend vers p, autrement
dit v⃗(r) converge vers un vecteur tangent à TpO. En faisant cela en tout point p de l’ensemble
O∗, on montre que la lamination Ls sur P in se recolle avec O∗ = ∂P in en une lamination sur
P in = P in ∪ O∗. Une preuve similaire montre que la lamination Lu sur P out se recolle avec
O∗ = ∂P out en une lamination P out = P out ∪ O∗. Par conséquent, L := Ls ∪ O∗ ∪ Lu est une
lamination de dimension 1 dans ∂P = P in ∪ O∗ ∪ P out.

Lamination quasi-Morse-Smale

Définition 1.2.4 (Lamination quasi-Morse-Smale). Soit L une lamination de dimension 1 sur
une surface fermée S. On dit que L est une lamination quasi-Morse-Smale si elle satisfait les
conditions suivantes :

1) Il existe un nombre fini de feuille compacte Γ = {γ1, . . . , γN} ;

2) Chaque demi-feuille non compacte s’accumule sur une unique feuille compacte ;

3) Chaque feuille compacte γ ∈ Γ, munie d’une orientation, a une holonomie contractante ou
dilatante de chaque côté. 1

L’ensemble (éventuellement vide) des éléments de Γ tel que l’holonomie est contractante d’un
côté et dilatante de l’autre est noté Γ∗, et appelé ensemble des feuilles compactes marquées. On
demande de plus :

4) Il existe une décomposition S∖Γ∗ = Sin ∪ Sout en deux ouverts disjoints telle que chaque
feuille γ∗ ∈ Γ∗ est adjacente à une composante connexe de Sin et à une composante connexe
de Sout

On renvoie à la figure 1.4.

Remarque 1.2.5. Une lamination quasi-Morse-Smale L tel que l’ensemble des feuilles marquées
Γ∗ est vide est une lamination Morse-Smale au sens de [BBY17, Définition 3.9], ce qui justifie
cette terminologie.

1. Si γ admet deux côtés dans S, l’holonomie de γ peut-être contractante des deux côtés, dilatante des deux
côtés, ou contractante d’un côté et dilatante de l’autre. Si elle a un unique côté dans S, son holonomie est soit
contractante, soit dilatante.

7
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Figure 1.4 – Un exemple de feuilletage quasi-Morse-Smale sur S = T2

Proposition 1.2.6. Soit (P,X) un bloc de construction. Alors la lamination de bord L est une
lamination quasi-Morse-Smale sur ∂P , et l’ensemble Γ∗ des feuilles marquées de L cöıncide avec
l’ensemble O∗ des orbites périodiques de X contenues dans ∂P .

Dans le cas où le bord ∂P est transverse au champ de vecteurs X, autrement dit si (P,X)
est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, cette propriété est connue. Plus précisément, on a le résultat
suivant.

Lemme 1.2.7 ([BBY17, Proposition 3.8]). Soit (U, Y ) un bloc de construction dont le bord ∂U est
transverse au champ de vecteurs Y . Soit LY la lamination de bord de (U, Y ). Alors elle satisfait
les propriétés suivantes :

1) il existe un nombre fini de feuilles compactes ;

2) chaque demi-feuille non compacte s’accumule sur une feuille compacte ;

3) chaque feuille compacte possède une orientation pour laquelle son holonomie est contrac-
tante de chaque côté.

Autrement dit la lamination de bord LY d’un bloc (U, Y ) de Béguin-Bonatti-Yu est une
lamination quasi-Morse-Smale pour laquelle l’ensemble des feuilles marquées est vide (on dit
que c’est une lamination Morse-Smale).

Le lemme suivant permet de ramener l’étude de la lamination de bord d’un bloc de construc-
tion (P,X) au cas où le bord du bloc est transverse au champ de vecteurs. On désigne par A
l’adhérence d’un ensemble A. Soit (P,X) un bloc de construction. On note O∗ l’ensemble des
orbites périodiques de X contenues dans ∂P , et ΛX le maximal invariant de (P,X), P in le bord
d’entrée et P out le bord de sortie.

Lemme 1.2.8. Il existe un bloc de construction (U, Y ) tel que, si ΛY est le maximal invariant de
(U, Y ), (Ws

Y ,Wu
Y ) la paire de lamination stable et instable de ΛY , U in le bord d’entrée, Uout le

bord de sortie et LY la lamination de bord, alors :

1) (bord transverse) ∂U ⋔ Y ,

2) (plongement) Il existe un plongement h : P → U qui envoie le champ de vecteurs X sur le
champ de vecteurs Y dans h(P ) et ΛX sur ΛY .
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3) (lamination) Il existe une collection finie D∗ = {D1, . . . , Dn} de disques contenus dans
∂U , d’adhérence deux à deux disjointes, disjoints de LY et bordés chacun par une feuille
compacte de la lamination LY , tel que

– U in∖D∗ est isotope à P in le long de la lamination Ws
Y

– Uout∖D∗ est isotope à P out le long de la lamination Wu
Y .

Démonstration du lemme 1.2.8. Soit (P̃ , X̃) un prolongement de (P,X). Soit O∗ =
{O1, . . . ,On} la collection des orbites périodiques deX contenues dans ∂P . Pour chaqueOi ∈ O∗,
on considère Vi un voisinage tubulaire linéarisant de Oi pour le flot de X̃ dans P̃ , muni d’un
système de coordonnées linéarisant (x, y, θ) ∈ R2×R/Z. Le bord ∂P traverse les cadrans opposés
{x > 0, y > 0} et {x < 0, y < 0} (fait 1.2.1). Soit S une surface topologique, lisse en dehors
d’un nombre fini de courbes fermées simples cin

1 , . . . , c
in
n et cout

1 , . . . , cout
n , qui cöıncide avec ∂P en

dehors des voisinages Vi, et se décompose en l’union S = Sin ∪ (∪iAi) ∪ Sout, (figure 1.5) où

• Sin est une surface à bord transverse au champ X et bordé par cin
1 , . . . , c

in
n , qui cöıncide

avec P in en dehors de l’union des voisinages Vi

• Sout est une surface à bord transverse au champ X et bordé par cout
1 , . . . , cout

n , qui cöıncide
avec P out en dehors de l’union des voisinages Vi

• Ai est un anneau tangent au champ X̃, inclus dans le voisinage linéarisant Vi de Oi, inclus
dans le cadran {x > 0, y < 0}, et bordé par les courbes cin

i et cout
i , tel que toutes les orbites

de X̃ sur Ai vont de c
in
i vers cout

i

Figure 1.5 – Variété P̌ dans un voisinage linéarisant Vi de Oi

La surface S découpe dans P̃ une sous-variété compacte à bord P̌ , qui contient P , et qui
cöıncide avec P en dehors de l’union des voisinages Vi. Soit X̌ la restriction de X̃ à P̌ . Le
champ X̌ restreint à Ai est orbitalement équivalent au champ vertical ∂t sur S1 × I, où t est
la coordonnée sur I = [0, 1]. On colle sur chaque anneau Ai ≃ S1 × I un cylindre Ci = D2 × I
muni du champ de vecteurs vertical ∂t, le long de Bi = ∂D2× I ⊂ ∂Ci. Soit un difféomorphisme
fi : Bi = ∂D2 × I → S1 × I ≃ Ai qui préserve la coordonnée t ∈ I (figure 1.6). Soit la variété
quotient

U := P̌ ∪ (∪iCi)/f
où f est le produit des fi. Chaque difféomorphisme fi envoie le champ de vecteurs vertical de
Ci sur le champ de vecteurs X̌, il s’ensuit que U est muni de vecteurs Y de classe C1 pour une
structure différentiable sur U , induit par l’union de X̌ et du champ vertical sur chaque Ci.
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Figure 1.6 – Recollement d’un cylindre Ci le long de l’anneau Ai tangent au champ X̌

Montrons que le couple (U, Y ) satisfait le lemme 1.2.8. La variété U est une variété lisse
compacte de dimension 3 à bord. Le bord ∂U est le quotient ∂U = S ∪ (∪i∂Ci)/f . Un point de
∂U est soit dans S∖∪iAi, où Y cöıncide avec le champ X̌, soit dans le bord D2×{0} ou D2×{1}
d’un cylindre Ci = D2 × [0, 1], où Y cöıncide avec le champ de vecteurs vertical. Il s’ensuit que
Y est transverse à ∂U . Il est clair par construction que la variété P est plongée dans la variété
U via un plongement qui envoie le champ X sur le champ Y . De plus, le maximal invariant de
Y dans P cöıncide avec le maximal invariant Λ de X dans P via ce plongement. En effet, une
orbite de Y dans Ci entre et sort de Ci, donc de U , en temps uniformément borné, et une orbite
de Y qui intersecte P̌ est soit une orbite du flot de X contenue dans P , soit intersecte le bord
de P̌ . Il s’ensuit que (U, Y ) est un bloc de construction qui vérifie l’item 1 et 2 du lemme 1.2.8.

Il reste à vérifier l’item 3. La lamination de bord LY n’intersecte pas le bord de U inclus dans
∂Ci car toutes les orbites dans Ci entrent et sortent de U . Dans P̌ , les orbites de Y cöıncident
avec les orbites de X̌. On note W̌s et W̌u les variétés stables et instables de l’ensemble ΛX pour
le flot de X̌ dans P̌ . Alors W̌s est l’union du saturé des laminations Ws

X par le flot de X̌ et des
variétés stables locales des orbites périodiques Oi dans les voisinages linéarisants Vi. De même
W̌u est l’union du saturé des laminations Wu

X par le flot de X̌ et des variétés instables locales
des orbites périodiques Oi dans les voisinages linéarisants Vi. On pose

Ľs := W̌s ∩ ∂P̌ = W̌s ∩ S, Ľu := W̌u ∩ ∂P̌ = W̌s ∩ S

Par définition, les orbites des points de Ľs sont les orbites du flot de X̌ = Y
P̌
qui s’accumulent

sur l’ensemble ΛX = ΛY dans le futur, autrement dit Ľs = LsY est la lamination stable de bord
de (U, Y ). La variété stable locale de l’orbite Oi dans le voisinage Vi intersecte ∂P̌ le long d’une
feuille compacte γsi , qui borde une composante connexe Din

i de U in∖LsY , où U in est l’union des
composantes connexes de ∂U le long desquelles le champ Y pointe vers l’intérieur de U . Cette
composante est un disque qui contient le bord d’entrée D2 × {0} du cylindre Ci (figure 1.7).
De même, Ľu = LuY est la lamination instable de bord de (U, Y ), et la variété instable locale
de l’orbite Oi dans le voisinage Vi intersecte ∂P̌ le long d’une feuille compacte γui . Cette feuille
borde une composante connexe Dout

i de Uout∖LuY , où Uout est l’union des composantes connexes
de ∂U le long desquelles le champ Y pointe vers l’extérieur de U . Cette composante est un disque
qui contient le bord de sortie D2 × {1} du cylindre Ci. Posons D∗ = (∪iDin

i ) ∪ (∪iDout
i ). Les

surfaces U in∖D et P in cöıncident en dehors de l’union des voisinages Vi, et dans chaque Vi, ce
sont des anneaux dont l’intérieur est transverse à la lamination W̌s. Il existe donc une isotopie
entre U in∖D∗ et P in, à support dans les voisinages linéarisants Vi, qui préserve la lamination
W̌s feuille à feuille. Le raisonnement est symétrique pour l’isotopie entre Uout∖D∗ et P out.
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Figure 1.7 – Disque Din
i sur U in, disjoint de LsY , bordé par la feuille compacte γsi

Démonstration de la proposition 1.2.6. Soit (P,X) un bloc de construction et (U, Y ) le bloc de
construction associé par le lemme 1.2.8 dont le bord ∂U est transverse au champ Y . On note
LX = LsX ∪ O∗ ∪ LuX la lamination de bord de (P,X) et LY = LsY ∪ LuY la lamination de
bord de (U, Y ). Soit D∗ = {D1, . . . , Dn} la collection de disques (ouverts) dans ∂U , disjoints
de LY et bordés par des feuilles compactes de LY donnée par le lemme 1.2.8, item 3. Il suit
de cet item l’existence d’un difféomorphisme Hs : U in∖D∗ → P in qui envoie la restriction de
la lamination LsY sur la lamination LsX ∪ O∗. On en conclut que la lamination LsX ∪ O∗ vérifie
les trois premiers items de la définition 1.2.4 d’une lamination quasi-Morse-Smale sur P in. Les
feuilles compactes qui bordent les disques Di ∈ D∗ ∩ U in correspondent via ce difféomorphisme
aux feuilles compactes de LsX ∪ O∗ sur le bord de P in, autrement dit aux orbites périodiques
Oi ∈ O∗ de X sur ∂P . De même, il existe un difféomorphisme Hu : Uout∖D∗ → P out qui envoie
la restriction de la lamination LuY sur la lamination LuX ∪ O∗. On en conclut que la lamination
LuX∪O∗ vérifie les trois premiers items de la définition 1.2.4 d’une lamination quasi-Morse-Smale
sur P out. Les feuilles compactes qui bordent les disques Di ∈ D∗ ∩ Uout correspondent via ce
difféomorphisme aux feuilles compactes de LuX ∪ O∗ sur le bord de P out, autrement dit aux
orbites périodiques Oi ∈ O∗ de X sur ∂P . Il s’ensuit que la lamination LX = LsX ∪O∗ ∪LuX sur
∂P = P in ∪P out vérifie les trois premiers items de la définition 1.2.4, et chaque feuille compacte
de LsX et de LuX admet une orientation pour laquelle son holonomie est contractante (de chaque
côté).

Il reste à montrer que l’holonomie des éléments de O∗ munis d’une orientation est contrac-
tante d’un côté et dilatante de l’autre, autrement dit O∗ est l’ensemble l’ensemble des feuilles
marquées de la lamination LX . L’item 4 de la définition 1.2.4 est alors satisfait par définition
d’une surface quasi-transverse au champ X (définition 1.1.1, item 3) pour la décomposition
∂P∖O∗ = P in ∪ P out. Soit Oi ∈ O∗ une orbite périodique de X sur ∂P . C’est une feuille com-
pacte de LX , adjacente d’un côté à P in et de l’autre à P out. D’après la preuve précédente, il
existe une orientation de Oi telle que son holonomie du côté de P in est contractante, et il existe
une orientation telle que son holonomie du côté de P out est contractante. Montrons que ces deux
orientations ne peuvent cöıncider. Soit ls une feuille de LsX qui s’accumule sur Oi. Alors la feuille
ls intersecte un ouvert de produit local en p ∈ Oi, et il s’ensuit que ls est l’intersection transverse
de la variété stable Ws

X(γ) d’une orbite γ ∈ Wu
X(Oi) avec la surface P in. Comme les surfaces

P in et Wu
X(Oi) sont toutes deux transverses à Ws

X , on en déduit que l’holonomie de LsX ∪ Oi
le long de Oi est conjugué à l’holonomie de la lamination induite par Ws

X sur Wu
X(Oi) le long

de Oi. Cette holonomie est conjuguée à l’application de premier retour du flot de X sur une
transversale de Oi dans Wu

X(Oi), et est donc dilatante pour l’orientation de Oi donnée par le
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flot. De même, l’holonomie de LuX∪Oi le long de Oi est conjuguée à l’holonomie de la lamination
induite parWu

X surWs
X(Oi) le long de Oi, et cette holonomie est contractante pour l’orientation

de Oi induite par l’orientation du flot de X (voir figure 1.8). Finalement, chaque feuille compacte
Oi ∈ O∗ de la lamination LX a une holonomie dilatante d’un côté et contractante de l’autre. On
en conclut que la lamination LX = LsX ∪O∗ ∪LuX est une lamination quasi-Morse-Smale, ce qui
prouve la proposition 1.2.6.

Figure 1.8 – Holonomie d’une orbite Oi ∈ O∗ le long de la lamination de bord du côté de P in

Pré-feuilletages et laminations remplissantes

Définition 1.2.9 (Pré-feuilletage). On dit qu’une lamination L de dimension 1 sur une surface S
est un pré-feuilletage si il existe un feuilletage F de dimension 1 sur S qui contient L en tant
que sous-lamination, autrement dit tel que les feuilles de L sont des feuilles de F .

Remarque 1.2.10. C’est une condition nécessaire sur la lamination de bord L d’un bloc (P,X)
pour l’existence d’un champ de vecteurs Anosov Z sur une variété fermée M obtenu par re-
collement de (P,X). En effet, la surface ∂P se projette alors dansM sur une surface S quasi-
transverse au champ Z munie de deux feuilletages (ζu, ζs) de dimension 1, dont l’union contient
la lamination de bord L en sous-lamination. Ce sont les traces sur S du feuilletage instable Fu
et stable Fs du flot d’Anosov engendré par Z. Il suit que chaque composante connexe de ∂P
est une surface connexe fermée de caractéristique d’Euler nulle, donc un tore ou une bouteille
de Klein.

Proposition 1.2.11. Une lamination quasi-Morse-Smale L sur une surface fermée S est un pré-
feuilletage sur S si et seulement si chaque composante connexe de S∖L est

i) soit homéomorphe à un anneau ou un ruban de Moebius bordé par des feuilles compactes,

ii) soit homéomorphe à R2, et le bord accessible 2 est l’union de deux feuilles non compactes
l et l′ qui sont asymptotes l’une à l’autre à chaque extrémité.

2. ce sont les points du bord qui sont extrémité d’un segment inclus dans l’intérieur de la composante
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Définition 1.2.12 (Bande). Soit B une composante connexe de S∖L. On dit que B est une bande
si B est homéomorphe à R2 et le bord accessible de B est l’union de deux feuilles non compactes
l et l′ de L qui sont asymptotes l’une à l’autre à chaque extrémité.

Démonstration de la proposition 1.2.11. Une lamination quasi-Morse-Smale contient un nombre
fini de feuilles compactes (définition 1.2.4, item 1). La proposition est alors une conséquence
directe du fait suivant, montré dans [BBY17].

Fait 1.2.13 ([BBY17, Lemme 3.12]). Soit S une surface fermée et L une lamination de dimen-
sion 1 sur S qui contient un nombre fini de feuilles compactes. Alors il n’existe qu’un nombre
fini de composantes connexes de S∖L qui ne sont pas des bandes.

Figure 1.9 – Un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale L sur S = T2

La figure 1.9 montre une composante connexe de type i) (en brun) et de type ii) (en gris)
pour un pré-feuilletage L sur T2. On sera amené à faire l’hypothèse supplémentaire suivante
pour des raisons techniques.

Définition 1.2.14 (Bloc plein). Soit (P,X) un bloc de construction. On dit que la lamination de
bord L est remplissante si toutes les composantes connexes du complémentaire sont des bandes.
Dans ce cas, on dit que (P,X) est un bloc plein.

Autrement dit, (P,X) est un bloc plein si la lamination de bord L est un pré-feuilletage et
aucune composante connexe de ∂P∖L n’est un anneau ou un ruban de Moebius. La figure 1.10
représente un exemple de bloc de construction dont la lamination de bord est remplissante.

1.3 Recollements

On veut recoller le bord d’un bloc de construction (P,X) pour créer un flot d’Anosov.
Autrement dit on veut choisir un difféomorphisme φ : ∂P → ∂P de telle manière que le quotient
P/φ = P/(x ∼ φ(x)) soit une variété fermée, et que le champ de vecteurs X induise un champ
de vecteurs de classe C1 sur P/φ qui soit Anosov. On note alors Pφ := P/φ et Xφ le champ
de vecteurs induit par X sur Pφ. Si P est orientable, une orientation donnée sur P induit une
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Figure 1.10 – Un bloc de construction (P,X) avec pour bord un tore T2 et une lamination de
bord remplissante

orientation canonique sur le bord ∂P , qui est celle que l’on considère toujours. La variété P/φ
est orientable si et seulement si il existe une orientation de P tel que φ renverse l’orientation
induite sur ∂P .

Recollement

Définition 1.3.1 (Recollement). Soit (P,X) un bloc de construction, on note O∗ les orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , P in le bord d’entrée et P out le bord de sortie de (P,X).
Un recollement de (P,X) est une C1-involution φ : ∂P → ∂P tel que :

1) il existe une partition ∂P = ∂1P ⊔ ∂2P où ∂1P et ∂2P sont des unions de composantes
connexes de ∂P , et tel que φ(∂1P ) = ∂2P ,

2) φ(O∗) = O∗ et φ préserve l’orientation du flot sur les orbites de O∗,

3) φ(P out) = P in.

Autrement dit, un recollement φ d’un bloc (P,X) est un difféomorphisme de ∂P qui apparie
deux à deux les composantes connexes de ∂P , préserve la collection O∗ des orbites périodiques
de X contenues dans ∂P avec l’orientation du flot, et envoie le bord de sortie P out sur le bord
d’entrée P in.

Remarque 1.3.2. • On pourrait de façon équivalente définir un recollement φ d’un bloc
(P,X) comme un difféomorphisme de ∂1P vers ∂2P , pour une certaine partition ∂P =
∂1P ⊔ ∂2P en union de composantes connexes, et qui vérifie les items 2 et 3 de la défini-
tion 1.3.1. Cette définition a le défaut de casser arbitrairement la symétrie entre ∂1P et
∂2P , donc on préfère voir un recollement de bloc comme une involution de ∂P qui apparie
les composantes connexes deux à deux. Dans le cas où le bord ∂P est transverse au champ
X, autrement dit si (P,X) est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, on peut prendre ∂1P = P out,
∂2P = P in, et on a déjà une distinction naturelle entre ∂1P et ∂2P . Il est alors plus naturel
de définir un recollement comme un difféomorphisme φ : P out → P in comme le font les
auteurs de [BBY17].

• Si φ est un recollement d’un bloc (P,X), il existe une structure lisse sur l’espace quotient
P/φ qui en fait une variété lisse fermée que l’on note Pφ. Si le bord de P est transverse
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au champ X, alors X induit un champ de vecteurs de classe C1 sur Pφ que l’on note Xφ.
Dans le cas où il y a des orbites périodiques incluses dans le bord, ce n’est pas toujours
vrai. En effet, il faut pouvoir identifier la dynamique au voisinage de deux orbites que l’on
apparie deux à deux, en particulier il faut que les orbites périodiques aient même valeurs
propres.

Définition 1.3.3 (Recollement dynamique). Un recollement dynamique de (P,X) est un recolle-
ment qui envoie le champ X sur lui même. Formellement, on demande qu’il existe un prolon-
gement (P̃ , X̃) de (P,X) qui contient P dans son intérieur, et un voisinage tubulaire U de ∂P
dans P̃ , tel que φ est la restriction d’un difféomorphisme φ̃ : U → U qui préserve le champ X̃.

Fait 1.3.4. Si φ est un recollement dynamique de (P,X), alors il existe une structure différentiable
sur la variété quotient Pφ = P/φ qui en fait une variété (lisse) fermée munie d’un champ de
vecteurs Xφ de classe C1 induit par le champ de vecteurs X sur P .

Démonstration. C’est une conséquence de la définition d’un recollement dynamique, et de la
structure différentiable naturelle sur Pφ.

Forte (quasi)-transversalité On est amené à faire des hypothèses supplémentaires sur les recol-
lements que l’on va considérer.

Définition 1.3.5 (Laminations fortement quasi-transverses). Soit S une surface (éventuellement
à bord) et (L1,L2) une paire de laminations sur S.

– On dit que L1 et L2 sont fortement transverses si elles sont transverses l’une à l’autre sur
S et toute composante connexe du complémentaire S∖(L1 ∪ L2) est un disque D dont le
bord est formé de deux arcs disjoints de feuilles de L1 et deux arcs disjoints de feuilles de
L2.

Supposons de plus que L1 et L2 sont des laminations quasi-Morse-Smale. On note ΓLi les feuilles
compactes de Li, ΓLi,∗ les feuilles compactes marquées, et S∖ΓLi,∗ = Sin

i ∪Sout
i la décomposition

de S∖ΓLi,∗ relative à Li, pour i = 1, 2.
– On dit qu’elles sont quasi-transverses si elles ont le même ensemble de feuilles marquées

ΓL1,∗ = ΓL2,∗ =: Γ∗, sont transverses sur le complémentaire S∖Γ∗, et si S
in
1 = Sout

2 .

– On dit qu’elles sont fortement quasi-transverses si elles sont quasi-transverses et si elles
sont fortement transverses sur S∖Γ∗.

Sur la figure 1.11 à gauche, les laminations L1 et L2 sont fortement quasi-transverses. A
droite, elle sont quasi-transverses, mais pas fortement quasi-transverses. En effet, certaines com-
posantes du complémentaire T2∖(L1 ∪ L2), par exemple celle coloriée en jaune, ne sont pas
bordées par deux arcs de feuilles disjoints de L1 et deux arcs de feuilles disjoints de L2.

Définition 1.3.6 (Recollement fortement quasi-transverse). Soit (P,X) un bloc de construction
et φ est un recollement de (P,X). On dit que c’est un recollement fortement quasi-transverse si
(L, φ∗L) est une paire de lamination fortement quasi-transverses sur ∂P .

Remarque 1.3.7. Les hypothèses issues des définitions 1.3.6 et 1.2.9 assurent que l’on peut com-
pléter la paire (L, φ∗L) en une paire de feuilletages quasi-transverses sur ∂P . C’est une condition
nécessaire pour notre construction. En effet, si un bloc (P,X) possède un recollement dynamique
φ tel que le champ de vecteurs Xφ sur Pφ := P/φ soit Anosov, alors la variété P se projette
sur la variété fermée Pφ et l’image du bord est une surface S quasi-transverse plongée, munie de
deux feuilletages (ξu, ξs) de dimension 1, quasi-transverses dont l’union contient la projection
de la lamination de bord L en sous-lamination. Ce sont les intersections avec S du feuilletage
instable Fu et stable Fs du flot d’Anosov engendré par Xφ,
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

Figure 1.11 – Paires de laminations quasi-Morse-Smale sur le tore T2.

1.4 Équivalence

Prolongement et équivalence de blocs On définit la relation d’équivalence suivante sur les blocs
de construction.

Définition 1.4.1 (Blocs de construction isotopes). Soit (P0, X0) et (P1, X1) deux blocs de
construction. On dit qu’ils sont isotopes si il existe une famille {(Pt, Xt)}t∈[0,1] de blocs de

construction, une variété P̃ de dimension 3 tel que :

1) il existe une famille {Ht : P0 → P̃}t∈[0,1] de plongements, continue en topologie C1, tel que
H0 est l’inclusion et Pt = Ht(P ),

2) il existe une famille {X̃t}t∈[0,1] de champ de vecteurs sur P̃ , continue en topologie C1, où

X̃t est une extension de Xt.

On dira que {(Pt, Xt)}t∈[0,1] est une isotopie de blocs de construction.

Remarque 1.4.2. Dans [BBY17, Définition 3.28], les auteurs utilisent une notion plus simple
d’isotopies de blocs de construction, pour laquelle on a une famille continue de champ de vecteurs
{Xt}t∈[0,1] tous portés par une même variété à bord P . Dans cette thèse, nous aurons réellement
besoin de considérer des familles de variétés à bord {Pt}t∈[0,1]. Plus précisément, nous devrons
considérer des cas où la position du bord de P0 et celle du bord de P1 au voisinage d’une orbite
périodique n’est pas la même, comme sur la figure 1.13 : ∂P1 est transverse aux variétés stables
et instables d’une orbite périodique O ∈ O∗ contenue dans ∂P 1, et ∂P0 est topologiquement
transverse mais tangent à la variété stable Ws(O) le long de O. Dans le cas où la collection O∗
est vide, deux blocs de Béguin-Bonatti-Yu isotopes selon la définition 1.4.1 seront orbitalement
équivalents à des blocs isotopes au sens de [BBY17].

On va voir que cette relation d’isotopie est équivalente à une relation d’équivalence orbitale
“affaiblie”. Rappelons quelques définitions élémentaires.

• Une équivalence orbitale entre un champ de vecteurs X sur une variété M et un champ de
vecteurs Y sur une variété N est un homéomorphisme h : M → N , qui envoie les orbites
orientées du flot de X sur les orbites orientées du flot de Y .
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1.4. Équivalence

Figure 1.12 – Bloc plein (P,X) muni d’un recollement fortement quasi-transverse φ

• On dit qu’un champ X sur une variété M est structurellement stable si, pour toute per-
turbation Y de X assez petite en topologie C1 sur M , Y est orbitalement équivalent à X
sur M .

On définit un prolongement“sans conséquence”d’un bloc de construction (P,X), qui consiste
à coller des voisinages linéarisants sur les orbites périodiques contenues dans le bord ∂P . Plus
précisément :

Définition 1.4.3 (Prolongement minime). Soit (P,X) un bloc de construction et O∗ la collection
des orbites périodiques de X contenues dans ∂P . On dit que (P̃ , X̃) est un prolongement minime
de (P,X) si

1) P ⊂ P̃ et X = X̃
P
,

2) O∗ ⊂ int P̃ ,

3) il existe une union disjointe V∗ de voisinages linéarisants des orbites périodiques O∗ dans
P̃ tel que P̃∖P ⊂ V∗.

La proposition suivante montre que la relation d’isotopie est équivalente à avoir un prolon-
gement minime commun, quitte à faire une équivalence orbitale.
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

Figure 1.13 – Deux blocs isotopes mais non orbitalement équivalents au voisinage d’une orbite
périodique commune O contenue dans le bord

Proposition 1.4.4. Soit (P0, X0) et (P1, X1) deux blocs de construction.

1) si (P0, X0) et (P1, X1) sont isotopes, alors il existe une équivalence orbitale (P ′
0, X

′
0) de

(P0, X0), tel que (P ′
0, X

′
0) et (P1, X1) ont un prolongement minime (P̃ , X̃) commun.

2) Réciproquement, si (P0, X0) et (P1, X1) sont inclus dans un même prolongement minime
(P̃ , X̃), alors il existe une isotopie de blocs {(Pt, Xt)}t∈[0,1] tel que

– Pt ⊂ P̃ et Xt = X̃
Pt

– Pt∖O∗ s’obtient en poussant P0∖O∗ le long du flot de X̃.

Deux blocs inclus dans un même prolongement minime ont la même collection O∗ des orbites
périodiques contenues dans le bord, ce qui justifie la notation précédente. On utilise le lemme
suivant.

Lemme 1.4.5. Soit (P,X) un bloc de construction tel que le bord ∂P est transverse au champ de
vecteurs X. Alors (P,X) est structurellement stable, autrement dit pour toute perturbation Y de
X assez petite en topologie C1 sur P , (P, Y ) est un bloc de construction orbitalement équivalent
à (P,X).

Démonstration. On utilise le résultat suivant qui permet de plonger P dans une variété fermée
M munie d’une extension structurellement stable de X. Un voisinage U ⊂ M est dit filtrant
pour un champ de vecteurs Z surM si le bord ∂U est transverse à Z et l’intersection avec toute
orbite du flot de Z est connexe.

Fait 1.4.6 ([BB02, Appendice A]). Il existe une variété fermée M de dimension 3 munie d’un
champ de vecteurs X̄ structurellement stable, tel que P est plongé dansM, X̄ est une extension
de X, et P est un voisinage filtrant de Λ pour le flot de X̄.

Une petite perturbation Y en norme C1 du champ de vecteurs X s’étend en une petite per-
turbation Ȳ en norme C1 du champ X̄ surM. Par stabilité structurelle, il existe une équivalence
orbitale h : M → M qui envoie les orbites orientées du flot de X̄ sur les orbites orientées du
flot de Ȳ , et qui est C0-proche de l’identité. L’équivalence orbitale envoie P sur un voisinage
filtrant d’un ensemble compact invariant hyperbolique d’indice (1, 1) (localement maximal) pour
le flot de Ȳ . Quitte à choisir une perturbation assez petite, et faire une isotopie le long des or-
bites du flot, on peut supposer que h(P ) = P et le champ Ȳ est transverse au bord ∂P . En
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1.4. Équivalence

posant Y := Ȳ
P
, il suit que (P, Y ) est un bloc de construction orbitalement équivalent au bloc

(P,X).

Remarque 1.4.7. Ce résultat n’est plus vrai si le bord de P est quasi-transverse au champ
de vecteurs X et contient un ensemble non vide d’orbite périodiques O∗. En effet, une petite
perturbation d’un tel bloc de construction n’est pas toujours un bloc de construction car la
condition de quasi-transversalité du bord au champ de vecteurs n’est pas stable par petite
perturbation. De plus, le maximal invariant Λ intersecte le bord ∂P le long des orbites périodiques
O∗, et pour cette raison on ne peut pas demander à priori que l’équivalence orbitale dans M
pour une extension structurellement stable du champ de vecteurs préserve le bord de P .

Démonstration de la proposition 1.4.4. 1) Montrons le premier item. Soit {(Pt, Xt)}t∈[0,1] une
isotopie de blocs de construction. Soit (Ut, Yt) le bloc associé au bloc (Pt, Xt) par le
lemme 1.2.8 dont le bord est transverse au champ de vecteurs, et tel que (Pt, Xt) est plongé
dans (Ut, Yt). Chaque étape de la construction de (Ut, Yt) dans la preuve du lemme 1.2.8
peut être faite de façon continue en t, autrement dit de sorte à ce que {(Ut, Yt)}t∈[0,1]
soit une isotopie de blocs de construction. Les blocs (Ut, Yt) sont structurellement stables
d’après le lemme 1.4.5. Par définition d’une isotopie de blocs de construction (définition
1.4.1), il existe une famille C1-continue de plongement Ht : U0 → Ũ tel que H0 est l’inclu-
sion et Ht(U0) = Ut. On pose Y ′

t le conjugué de Yt par Ht, c’est un champ de vecteurs
sur U0 arbitrairement C1-proche de Y ′

0 = Y0. Par stabilité structurelle du bloc (U0, Y0), les
champs Y ′

t et Y0 sont orbitalement équivalents via un homéomorphisme h′
t : U0 → U0 avec

h′
0 l’identité sur U0, et en conjuguant de nouveau par Ht on en déduit que les champs Yt

et Y0 sont orbitalement équivalents via un homéomorphisme ht : U0 → Ut. Soit (P ′
t , X

′
t)

l’image par ht du bloc (Pt, Xt) dans U0. Alors le champ X ′
t cöıncide avec la restriction de

Yt à P
′
t , et la famille {(P ′

t , X
′
t)}t∈[0,1] est une isotopie de blocs de construction orbitalement

équivalents.

Soit O∗ les orbites périodiques de X0 contenues dans ∂P 0. Chaque bloc (P ′
t , X

′
t) a natu-

rellement la même collection O∗ d’orbites périodiques contenues dans le bord. Soit V0 une
union disjointe de petit voisinage tubulaire des orbites de O∗ dans U0 inclus dans une union
de voisinage linéarisants des orbites de O∗. Alors la famille {∂P ′

t∖V0}t est une isotopie
de surfaces compactes uniformément transverses à X̃ plongées dans P̃ . Quitte à pousser
le long des orbites de X̃, on peut supposer que ∂P ′

t∖V0 = ∂P ′
0∖V0 = ∂P 0∖V0. Cette

opération revient à faire une équivalence orbitale sur chaque bloc (P ′
t , X

′
t). On en déduit

que (quitte à faire une équivalence orbitale) les blocs P ′
t cöıncident en dehors de V0, et

par suite les blocs (P ′
t , X

′
t) sont tous inclus dans un même prolongement minime (P̃0, X̃0).

Ce prolongement minime est l’union P0 ∪ V0, et le champ de vecteurs est la restriction du
champ X̃.

2) Montrons le deuxième item. Soit O ∈ O∗ une orbite périodique de X sur ∂P et V un
voisinage linéarisant de O dans P̃ . D’après le fait 1.2.1, les composantes connexes de
(∂P0∖O)∩V et (∂P1∖O)∩V sont des anneaux inclus deux à deux dans un même cadran
et qui cöıncident en leur bord O ∈ O∗. Comme le flot est trivialisable dans un cadran, on
en déduit le résultat.

Remarque 1.4.8. Dans l’item 2 de la proposition 1.4.4, on ne peut pas avoir une isotopie le long
du flot de X̃ de Pt sur P0. Pour le voir, considérons de nouveau le cas des blocs (P0, X0) et
(P1, X1) de la remarque 1.4.2 et la figure 1.13. L’isotopie le long du flot entre ∂P0∖O et ∂P1∖O
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

dans ce voisinage ne se prolonge pas le long de l’orbite périodique O : le temps de passage tend
vers l’infini quand on s’approche de l’orbite O.

Forte isotopie de triplet Soit (P0, X0) et (P1, X1) deux blocs de construction.

Définition 1.4.9 (Triplets fortement isotopes). Soit (P0, X0) et (P1, X1) deux blocs de construc-
tion munis de recollement φ0 et φ1. On dit que les triplets (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) sont
isotopes si :

1) Il existe une isotopie {(Pt, Xt)}t∈[0,1] de blocs de construction.

2) Il existe une famille continue {φt : ∂P t → ∂P t}t∈[0,1] de recollement de (Pt, Xt) (au sens
de la remarque 1.4.10).

On dit qu’ils sont fortement isotopes si de plus

3) Il existe une famille continue d’homéomorphismes {ht : ∂P 0∖O0,∗ → ∂P t∖Ot,∗}t∈[0,1], tel
que :

– h0 = Id,
– ht envoie la lamination L0∖O0,∗ sur la lamination Lt∖Ot,∗,
– h1 envoie la lamination (φ0)∗(L0∖O0,∗) sur la lamination (φ1)∗(L1∖O1,∗).

Remarque 1.4.10. Les recollements φt de la définition 1.4.9, item 2 ne sont pas sur les mêmes
espaces de départ et d’arrivée, il faut donc préciser ce qu’on entend formellement par une famille
continue. Par définition de blocs isotopes (Pt, Xt) (définition 1.4.1), il existe une famille C1-
continue de plongements Ht : P0 → P̃ en dimension trois, tel que Ht(P ) = Pt. On considère les
difféomorphismes ψt : ∂P 0 → ∂P 0 conjugués de φt par Ht, et on demande que la famille soit
continue en topologie C1. La même remarque tient pour la famille d’homéomorphismes ht, où
l’on requiert une famille continue en topologie C0.

Remarque 1.4.11. En des termes plus intuitifs, la forte isotopie des triplets (définition 1.4.9)
signifie que, en plus d’une isotopie classique des blocs et recollements, on requiert une C0-isotopie
du dessin de l’intersection des laminations. La raison pour laquelle cette dernière isotopie est
seulement continue est que l’on va perdre de la régularité des recollements dans le cours de la
preuve en conjuguant par des équivalences orbitales seulement continues et non triviales sur le
bord des blocs.

La définition de triplets fortement isotopes assure que les variétés “recollées” sont les même,
et que le “dessin d’intersection des laminations” est le même. Plus formellement :

Proposition 1.4.12. Soit (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) deux triplets fortement isotopes. Alors

1) quitte à faire une équivalence orbitale, les blocs (P0, X0) et (P1, X1) sont inclus dans un
même prolongement minime,

2) les variétés quotient P0/φ0 et P1/φ1 sont homéomorphes,

3) il existe un homéomorphisme h : ∂P 0∖O∗,0 → ∂P 1∖O∗,1 tel que

– h∗(L0∖O∗,0) = L1∖O∗,1,

– h∗(φ0)∗(L0∖O∗,0) = (φ1)∗(L1∖O∗,1).
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1.5. Énoncé du théorème de recollement et organisation de la preuve

Démonstration. Le premier item est une conséquence de la proposition 1.4.4, item 1. Les autres
découlent directement de la définition 1.4.9

Remarque 1.4.13. Dans la définition 1.4.9, on ne peut pas simplement demander l’existence d’une
famille continue de recollements φt : ∂Pt → ∂Pt fortement quasi-transverses. En effet, si (P0, X0)
et (P1, X1) sont deux blocs inclus dans un même prolongement minime (P̃ , X̃), on veut pouvoir
identifier comme équivalent les recollements suivants :

• φ0 : ∂P0 → ∂P0, où ∂P 0 est identifié à x = y dans des coordonnées linéarisantes (Vi, ξi =
(x, y, θ)) au voisinage de Oi ∈ O∗, et φ0 a pour expression φ0(x, y, θ) = (−x,−y, θ) dans
des coordonnées ξi et ξj ;

• φ1 : ∂P1 → ∂P1, où ∂P 1 est identifié à y =
√
x dans les coordonnées (Vi, ξi = (x, y, θ)) au

voisinage de Oi ∈ O∗, et φ1 a pour expression φ1(x, y, θ) = (−x,−y, θ) dans les coordon-
nées ξi et ξj .

Or ces deux difféomorphismes de recollements ne sont pas isotopes via une famille de recollement
fortement quasi-transverses φt : ∂P t → ∂P t. En effet, supposons par l’absurde qu’il existe une
telle isotopie. Soit W s ∈ Ws et W u ∈ Wu une feuille de la variété stable et instable de Λ, tel
que si ls0 = W s ∩ ∂P 0 et lu0 = W u ∩ ∂P 0 sont les feuilles induites sur la lamination de bord L0
de ∂P 0, l

s
0 et φ0(lu0 ) s’accumulent sur une même orbite périodique Oi ∈ O∗. On peut sans perte

de généralités supposer que W s a pour équation θ = − ln(x)(modZ) dans les coordonnées ξi
et W u a pour équation θ = ln(x)(modZ) dans les coordonnées ξj correspondantes. L’ensemble
{pn,0} ⊂ ∂P 0 des points d’intersections de ls0 ∩ φ0(lu0 ) dans le voisinage Vi est ordonné (la
première intersection, puis la deuxième, etc), et on vérifie aisément qu’il existe deux sous-suites
convergentes vers deux points distincts de Oi. Posons lst = W s ∩ ∂P t et lut = W u ∩ ∂P t. Alors,
par forte transversalité, on peut considérer l’ensemble {pn,t} ⊂ ∂P t des points d’intersections
de lst ∩ φt(lut ), et par continuité (en t) elle contient aussi deux sous-suites convergentes. Or on
vérifie aisément que le difféomorphisme de recollement φ1 ne vérifie pas cette propriété : la suite
de points {pn,1} ⊂ ∂P 1 admet trois sous-suites convergentes en trois points distincts de Oi
(figure 1.14).

Figure 1.14 – Deux laminations L1 et L′
1 qui ne sont pas isotopes via des laminations fortement

quasi-transverses à L2

1.5 Énoncé du théorème de recollement et organisation de la preuve

Pour des raisons techniques qui apparâıtront dans la preuve, on est amené à faire l’hypothèse
suivante sur les blocs que l’on considérera.
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Chapitre 1. Blocs de construction et recollements

Définition 1.5.1 (Bloc de construction selle). Soit (P,X) un bloc de construction. On dit que
c’est un bloc selle si le maximal invariant Λ ne contient ni attracteur ni de répulseur.

On rappelle qu’un flot d’Anosov est un flot Y t sur une variété ferméeM, telle que la variété
entière est un ensemble hyperbolique pour le flot. Plus précisément,

Définition 1.5.2 (Flot d’Anosov). Soit M une variété fermée munie d’un champ de vecteurs Y
de classe C1. On dit que Y t est un flot d’Anosov, ou de manière équivalente Y est un champ
de vecteurs Anosov, si il existe une décomposition Y t-invariante du fibré tangent TM = Ess ⊕
R.Y ⊕ Euu et des constantes λ > 1, et C > 0 tel que

– ∀v ∈ Euu, ∀t ≥ 0, ∥(Y t)∗v∥ ≥ Cλt∥v∥ ;

– ∀v ∈ Ess, ∀t ≤ 0, ∥(Y t)∗v∥ ≥ Cλ−t∥v∥.

pour une certaine métrique riemannienne surM.

On est en mesure d’énoncer le théorème principal de cette thèse.

Théorème 1 (Théorème de recollement). Soit (P0, X0, φ0) un bloc de construction selle plein,
muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Alors il existe (P1, X1, φ1) un triplet forte-
ment isotope à (P0, X0, φ0) tel que X1 induit un champ de vecteurs Anosov sur la variété fermée
P1/φ1.

Les chapitre 2 à 6 sont consacrés à la preuve de ce théorème, qui s’organise de la façon
suivante. Dans le chapitre 2, on montre que l’on peut mettre un triplet candidat du théorème
(P,X,φ) sous une forme“normalisée”. Dans le chapitre 3, on étudie les propriétés d’hyperbolicité
de l’application de passage du flot du bord d’entrée P in au bord de sortie P out. Dans le chapitre 4,
on montre comment“diffuser l’hyperbolicité”par un processus de changement de coordonnées sur
le bord de P . Dans le chapitre 5, on montre que l’on peut utiliser ce changement de coordonnées
pour modifier le recollement φ de sorte à créer de l’hyperbolicité le long des nouvelles orbites
récurrentes du flot obtenu après recollement, et ceci de façon compatible avec l’hyperbolicité
naturelle du flot initial. Dans le chapitre 6 final, on montre que pour un tel choix de recollement,
le flot induit par le flot initial sur la variété recollée est Anosov, ce qui achève la preuve du
théorème 1.
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Chapitre 2

Normalisation des blocs de construction
et des recollements

Dans ce chapitre, on considère un triplet (P,X,φ) constitué d’un bloc de construction selle
plein (P,X) (définitions 1.1.3, 1.2.14, 1.5.1) et d’un recollement φ : ∂P → ∂P fortement quasi-
transverse de (P,X) (définitions 1.3.1, 1.3.6). On note O∗ = {O1, . . . ,On} la collection des
orbites périodiques de X contenues dans ∂P , Λ le maximal invariant de (P,X), Ws et Wu les
laminations stables et instables de Λ. Le but de ce chapitre est de modifier le triplet (P,X,φ)
par forte isotopie afin d’obtenir une forme “normalisée”. Brièvement, on veut :

• linéariser par morceaux la dynamique sur un voisinage du maximal invariant Λ ;

• ajuster les valeurs propres des orbites Oi ∈ O∗ à {1
2 , 2} ;

• construire une paire de feuilletages (Gs,Gu) sur le bloc qui prolonge les laminations
(Ws,Wu) ;

• mettre le bord du bloc en position canonique au voisinage des orbites Oi ∈ O∗ ;

• contrôler explicitement le recollement φ au voisinage des orbites Oi ∈ O∗.

Pour formaliser cela, il nous faut définir une notion de bloc de construction normalisé (défini-
tion 2.1.2) et de recollement normalisé (définition 2.1.8). Nous pourrons alors énoncer le résultat
de normalisation 2.1.10.

2.1 Définitions et énoncé de la proposition principale

Bloc normalisé Soit (P̃ , X̃) un prolongement minime de (P,X) (définition 1.4.3).

Définition 2.1.1 (Section locale transverse). On dit que Σ ⊂ P̃ est une section locale transverse
de Λ pour le flot de X̃, si

1) Σ est une union finie de disques compacts disjoints plongés, transverses à X̃ ;

2) Σ intersecte toute orbite de Λ ;

3) ∂Σ ∩ Λ = ∅.

Si D est un sous-ensemble compact de Σ, on dit que le premier retour de D est bien défini si
l’orbite positive de tout point de D intersecte Σ en temps continu. Si D possède cette propriété,
on peut renormaliser le champ X̃ pour que le temps de retour de D sur Σ soit égal à 1.
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Définition 2.1.2 (Bloc de construction normalisé). On dira qu’un bloc de construction (P,X)
est normalisé si c’est un bloc plein, et il existe un prolongement minime (P̃ , X̃) tel que, si O∗
désigne la collection des orbites périodiques de X contenues dans ∂P , alors

1) (coordonnées affines) Il existe une section locale transverse Σ de Λ dans P̃ , et un recou-
vrement de Σ ∩ Λ dans Σ en une collection finie de disques disjoints D = {D1, . . . , Dn},
muni d’un système de coordonnées χi = (x, y) : Di → R2 sur chaque Di tel que :

(a) le premier retour des disques de D sur Σ est bien défini,

(b) pour toute orbite Oi ∈ O∗, il existe un unique disque Di ∈ D qui intersecte Oi en un
unique point,

(c) si f est l’application de premier retour du flot de X̃ sur Σ, alors l’intersection Di ∩
f−1

Σ (Dj) est connexe et la restriction de f à Di ∩ f−1
Σ (Dj) est affine diagonale dans

les coordonnées χi au départ et χj à l’arrivée (au sens de la remarque 2.1.3).

On dit que Σ est une section affine de Λ, et {(Di, χi)} est un système de coordonnées
affines sur Σ.

2) (valeurs propres) Les valeurs propres des orbites Oi ∈ O∗ sont égales à {1
2 , 2}.

3) (feuilletages) Il existe une paire de feuilletages (Gs,Gu) de dimension deux et de classe C1

sur P̃ vérifiant :

(a) Gs et Gu sont des feuilletages X̃t-invariant, transverses l’un à l’autre, qui contiennent
Ws et Wu comme sous-lamination respectivement,

(b) Les feuilletages Gs∩Σ et Gu∩Σ cöıncident avec x = cst et y = cst dans les coordonnées
affines sur Σ données par l’item 1c précédent.

On dit que (Gs,Gu) est une paire de feuilletages affines invariants de (P,X).

4) (bord redressé) Pour toute orbite Oi ∈ O∗, il existe un système de coordonnées linéarisant
(Vi, ξi = (x, y, θ) ∈ R2 × R/Z) de Oi pour le flot de X̃, compatible avec les coordonnées
affines de la section Σ, et dans lequel le bord cöıncide avec la diagonale {x = y}. Plus
précisément :

(a) si Di est le disque donné par l’item 1b qui intersecte Oi, alors il cöıncide avec {θ = 0},
et les coordonnées ξi et χi cöıncident sur Di

(b) P cöıncide avec la région {y ≥ x} dans les coordonnées ξi sur Vi

On dit que Vi un voisinage normalisé de Oi et (Vi, ξi) est un système de coordonnées
normalisé de Oi.

On renvoie à la figure 2.1.

Remarque 2.1.3. L’item 1 s’écrit formellement comme suit. Pour tout couple (i, j) tel que Di ∩
f−1(Dj) ̸= ∅, il existe un point (ai,j , bi,j) ∈ R2 et des réels 0 < |λi,j | < 1 et |µi,j | > 1 tel que
pour tout p ∈ Di ∩ f−1(Dj), si (x, y) = ξi(p), on a

(ξj ◦ f ◦ ξ−1
i )(x, y) = (ai,j + λi,j .x, bi,j + µi,j .y) (2.1)
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Figure 2.1 – Bloc normalisé (P,X) au voisinage d’une orbite périodique Oi ∈ O∗ dans un
système de coordonnées normalisé (Vi, ξi)

Propriétés d’un bloc normalisé

Corollaire 2.1.4. Soit (P,X) un bloc de construction normalisé et (P̃ , X̃) un prolongement mi-
nime. Pour toute orbite périodique Oi dans ∂P , si (Vi, ξi = (x, y, θ)) est un système de coordon-
nées normalisé de Oi dans P̃ (définition 2.1.2, item 4), alors l’expression du flot de X̃ dans ces
coordonnées est

X̃t(x, y, θ) = (2−tx, 2ty, θ + t)

Démonstration. Par hypothèse (définition 2.1.2, item 4a), Vi est inclus dans le voisinage de
suspension du disque Di qui intersecte Oi, et le flot de X̃ dans les coordonnées ξi cöıncide avec
le flot de suspension de l’application de premier retour f sur le disqueDi dans les coordonnées χi.
D’après l’item 1c (définition 2.1.2), cette application est linéaire diagonale dans les coordonnées
χi = (x, y) sur Di ∩ f−1(Di), et d’après l’item 2 (définition 2.1.2), elle a pour valeurs propres 1

2
et 2. Le fait en découle.

Remarque 2.1.5. Soit (P,X) un bloc normalisé, Oi une orbite périodique deX contenue dans ∂P ,
et (Gs,Gu) une paire de feuilletages affines invariants sur (P,X) (satisfaisant la définition 2.1.2,
item 3). Les coordonnées normalisées ξi = (x, y, θ) : Vi → R2 × R/Z induisent les coordonnées
ρi = (x, θ) : ∂P ∩ Vi → R × R/Z sur le bord de P par “oubli” de la coordonnées y. Dans ces
coordonnées, si θ̃ ∈ R est un relevé de la coordonnée θ ∈ R/Z, alors

– les feuilles du feuilletage Gu ∩ ∂P ont pour équation x = cst 2−θ̃,

– les feuilles du feuilletage Gs ∩ ∂P ont pour équation x = cst 2θ̃

Corollaire 2.1.6. Soit (P,X) un bloc plein qui admet une section affine Σ du maximal invariant
Λ et (Gs,Gu) une paire de feuilletages affines invariants sur (P,X). Alors
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1) Gu,out := Gu∩P out et Gs,out := Gu∩P out sont des feuilletages C1 de dimension 1 transverses
l’un à l’autre sur P out

2) Gu,in := Gu ∩ P in et Gs,in := Gs ∩ P in sont des feuilletages C1 de dimension 1 transverses
l’un à l’autre sur P in

3) Gb := Gu,out ∪ O∗ ∪ Gs,in est un feuilletage quasi-Morse-Smale de classe C1 sur ∂P qui
contient la lamination de bord L de (P,X) en sous-lamination, et tel que l’holonomie de
chaque feuille compacte est conjuguée à une application affine 1.

On aura besoin d’un résultat préliminaire général, valable pour tout bloc de construction
(P,X). Soit O une orbite de X et Ws(O) la variété stable de O. Une séparatrice stable de O est
une composante connexe de Ws(O)∖O, notée Ws

+(O). On dit qu’une séparatrice stable Ws
+(O)

de O est libre si elle est disjointe de Λ. On définit de même la séparatrice instable et la séparatrice
instable libre de O.

Fait 2.1.7. Toute feuille compacte γ de Ls 2 est l’intersection transverse d’une séparatrice stable
libre Ws

+(O) d’une orbite périodique O de X avec P in. De même, tout feuille compacte γ de
Lu est l’intersection transverse d’une séparatrice instable libre Wu

+(O) d’une orbite périodique
O avec P out.

Démonstration du fait 2.1.7. Chaque orbite deWs∖Λ coupe transversalement P in en un unique
point. Soit C la composante connexe de Ws∖Λ tel que γ = C ∩ P in. L’espace des orbites sur
C est un cercle, donc C est un cylindre trivialement feuilleté par le flot. Il s’ensuit que C est
inclus dans la variété stable d’une orbite périodique O. L’orbite O est l’unique orbite périodique
de X dans Ws(O), et C est invariante par le flot. Il suit que C est une composante connexe
de Ws(O)∖O, autrement dit une séparatrice stable de l’orbite périodique O. Et comme C est
disjointe de Λ, cette séparatrice est libre.

Démonstration du corollaire 2.1.6. Les feuilletages Gs et Gu sont de classe C1, transverses l’un
à l’autre, tangents au champ X, et les surfaces P in et P out sont transverses au champ X. On en
déduit les deux premiers items.

Soit Gb := Gu,out ∪ O∗ ∪ Gs,in. La lamination Lu est une sous-lamination de Gu,out sur
P out et Ls est une sous-lamination de Gs,in sur P in. Les feuilletages Gu,out sur P out et Gs,in sur
P in se recollent le long de O∗ pour former un feuilletage C1 qui contient la lamination de bord
L = Lu ∪ O∗ ∪ Ls en sous-lamination (voir preuve de la proposition 1.2.2). Tout feuilletage qui
contient une lamination quasi-Morse-Smale remplissante en sous-lamination est un feuilletage
quasi-Morse-Smale, et les feuilles compactes sont celles de la lamination. Une feuille compacte
γ de, disons, Ls est l’intersection d’une séparatrice stable libre cylindrique Ws

+(O) d’une orbite
périodique O d’après le fait 2.1.7. Les chemins γ et O sont librement homotopes dans Ws

+(O)
(en tant que chemins non orientés). L’holonomie de O pour le feuilletage Gs est conjuguée à
l’application de premier retour du flot sur une transversale de O dans Wu(O). Comme le flot de
X admet une section affine au voisinage du maximal invariant Λ, cette application est conjuguée
à une application affine. On en déduit que les applications d’holonomies de γ pour le feuilletage
Gs,in sont conjuguées à des applications affines. Il en est de même pour une feuille compacte de
Lu ou de O∗. Dans le cas d’une feuille Oi ∈ O∗, on considère l’holonomie d’un côté et de l’autre
de Oi. L’une correspond à l’holonomie du feuilletage Gs le long Oi et l’autre à l’holonomie du
feuilletage Gu le long de Oi.

1. de chacun des deux côtés de la feuille compacte lorsque celle-ci admet deux côtés locaux
2. γ n’est pas une orbite périodique de X
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Recollement normalisé

Définition 2.1.8 (Recollement normalisé). Soit (P,X) un bloc normalisé (définition 2.1.2) muni
d’une paire de feuilletages affines invariants (Gs,Gu) (définition 2.1.2, item 3), et on note Gb =
Gs,in ∪ O∗ ∪ Gu,out le feuilletage sur ∂P donné par le corollaire 2.1.6. On dit qu’un recollement
φ : ∂P → ∂P de (P,X) est normalisé si :

1) Pour chaque orbite périodique Oi dans ∂P , pour Oj = φ(Oi), il existe des systèmes de
coordonnées normalisés (Vi, ξi = (x, y, θ)) et (Vj , ξj = (x, y, θ)) deOi etOj (définition 2.1.2,
item 4), telle que l’expression de φ dans ces coordonnées est

φ(x, x, θ) = (−x,−x, θ) (2.2)

2) Le feuilletage φ∗Gb est quasi-transverse au feuilletage Gb sur ∂P .

On dit alors que (P,X,φ) est un triplet normalisé.

On rappelle (corollaire 2.1.6) que Gb est le feuilletage obtenu par le recollement de la trace
Gs,in = Gs ∩P in sur P in et de la trace Gu,out = Gu ∩P out sur P out le long des orbites périodiques
O∗ contenues dans ∂P . C’est un feuilletage quasi-Morse-Smale qui contient la lamination de
bord L = Ls∩O∗∩Lu en sous-lamination. On rappelle qu’un système de coordonnées normalisé
de Oi est un système de coordonnées linéarisant (Vi, ξi) qui vérifie l’item 4 de la définition 2.1.2.
Le bord ∂P a pour équation x = y dans ces coordonnées, ce qui justifie la formule (2.2). Plus
formellement (mais on ne l’écrit pas pour alléger), cette expression signifie que pour tout (x, x, θ)
dans l’image ξi(Vi ∩ ∂P ), on a ξj ◦φ ◦ ξ−1

i (x, x, θ) = (−x,−x, θ). On renvoie à la définition 1.3.5
d’une paire de feuilletages quasi-transverses.

Proposition 2.1.9. Un recollement normalisé de (P,X) est un recollement dynamique de (P,X)
(au sens de la définition 1.3.3).

Démonstration. Soit (P̃ , X̃) un prolongement minime de (P,X) et φ un recollement de (P,X).
Il faut montrer que φ est la restriction d’un difféomorphisme φ̃ sur un voisinage de ∂P dans P̃
qui envoie le champ de vecteurs X̃ sur lui même. Soit O∗ la collection des orbites périodiques
de X contenues dans ∂P .

• Pour chaque orbite périodique Oi ∈ O∗, si (Vi, ξi) et (Vj , ξj) désignent les systèmes de
coordonnées normalisés au voisinage de Oi et Oj := φ(Oi), alors la formule (x, y, θ) 7→
(−x,−y, θ) définit une extension φ̃ de φ à un voisinage de ∂P dans Vi et Vj

• Soit V∗ l’union des voisinages normalisés Vi de Oi, et V̌ un voisinage de O∗ strictement
inclus dans V∗. Alors ∂P∖V̌ est une surface compacte transverse à X. Par le théorème
de redressement local des champs de vecteurs, il existe donc un petit voisinage tubulaire
U de ∂P∖V̌ muni de coordonnées (p, t) ∈ (∂P∖V̌) × (−1, 1) dans lesquelles le champ X̃
est le champ trivial ∂/∂t et P s’identifie à l’ensemble {−1 < t ≤ 0}. On prolonge φ par
l’application (p, t) 7→ (φ(p),−t).

• Ces définitions locales sont compatibles. En effet l’ensemble ∂P ∩(V∗∖V̌) est uniformément
transverse à X̃ et il n’y a qu’une unique façon de prolonger φ sur un voisinage tubulaire
par un difféomorphisme qui envoie le champ X̃ sur lui même.

On obtient donc des systèmes de coordonnées sur un voisinage tubulaire de ∂P dans P̃ dans
lequel le difféomorphisme φ se prolonge en un difféomorphisme φ̃ qui envoie le champ X̃ sur lui
même.
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Énoncé Le but de cette section est de montrer la proposition suivante. On rappelle qu’un bloc
de construction (P,X) est dit selle si son maximal invariant Λ n’admet ni attracteur ni répulseur,
et plein si la lamination de bord L est remplissante.

Proposition 2.1.10 (Normalisation de blocs et recollements). Soit (P,X,φ) un bloc de construc-
tion selle plein muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Alors il existe (P1, X1, φ1) un
triplet normalisé fortement isotope à (P,X,φ).

On renvoie à la définition 1.4.9 pour la forte isotopie de triplet.

Remarque 2.1.11. On suit de près les techniques de “normalisation” des blocs et recollements de
Béguin-Bonatti-Yu ([BBY17, Section 5]). La différence principale est que l’on veut “redresser”
le bord au voisinage des orbites périodiques pour le mettre en position canonique (item 4,
définition 2.1.2). Cette opération faite à la section 2.6 est typiquement obtenue en poussant le
bord le long du flot pendant un temps infini au voisinage des orbites périodiques contenues dans
le bord. Cela nous fait sortir de la classe d’équivalence orbitale du bloc initial, et le recollement
ne se prolonge plus aux orbites périodiques. On dira que l’on obtient un recollement inachevé.
Il faut ensuite montrer que l’on peut modifier ce recollement inachevé dans sa classe d’isotopie
forte pour qu’il se prolonge en un vrai recollement. D’autre part, certaines difficultés techniques
s’ajoutent du fait que les blocs avec lesquels on travaille ne sont pas structurellement stables,
à la différence des blocs de Béguin-Bonatti-Yu. Dès lors, perturber le champ de vecteurs d’un
bloc, comme il est fait aux sections 2.2 et 2.3 pour linéariser le flot et ajuster les valeurs propres
(item 1 et 2, définition 2.1.2), nous obligera à considérer un nouveau bloc porté par une autre
variété.

Résumé de la preuve La démonstration de cette proposition s’organise comme suit.

• (section affine) Dans la section 2.2, on montre que l’on peut perturber un bloc selle (P,X)
dans sa classe d’équivalence orbitale, de sorte à linéariser la dynamique au voisinage de Λ.
Plus précisément, on montre qu’il existe un bloc (P1, X1) isotope à (P,X) parmi les blocs
orbitalement équivalents qui admet une section affine Σ (proposition 2.2.1). Ce bloc vérifie
alors l’item 1 de la définition 2.1.2.

Le point clé est que l’application de retour sur une section locale transverse Σ du maxi-
mal invariant Λ est arbitrairement proche d’une application affine si la section est assez
petite. On peut alors utiliser un résultat de stabilité structurelle (affaibli) sur les blocs de
construction (proposition 2.2.3).

• (valeurs propres) Dans la section 2.3, on montre que tout bloc (P,X) selle qui admet une
section affine est isotope à un bloc orbitalement équivalent (P1, X1) qui admet une section
affine et tel que les valeurs propres des orbites périodiques contenues dans le bord sont
égales à {1

2 , 2}, autrement dit qui vérifie les items 1 et 2 de la définition 2.1.2. C’est la
proposition 2.3.1.

La preuve consiste à modifier continûment l’application de retour sur une partition de
Markov au voisinage des orbites périodiques du bord.

• (paire de feuilletages affines invariants) Dans la section 2.4, on montre que l’on peut
feuilleter un bloc de construction plein (P,X) qui admet une section affine Σ par une
paire de feuilletages affines invariants (Gs,Gu), autrement dit qui satisfait l’item 3 de la
définition 2.1.2. C’est la proposition 2.4.1.

Le point clé est que l’on peut pousser par le flot de X les feuilletages horizontaux et
verticaux induit par les coordonnées affines sur Σ, afin d’obtenir une paire de feuilletages
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2.2. Section affine

transverses et Xt-invariants sur un voisinage invariant de Λ dans P , qui contiennent les
variétés stables et instables de Λ. Comme le bloc (P,X) est un bloc plein, il n’y a ensuite
“qu’une seule manière” de compléter ces feuilletages en une paire de feuilletages affines
invariants sur P .

• (recollement inachevé fortement isotope) Dans la section 2.5, on considère un bloc selle
(P1, X1) muni d’une paire de feuilletages affines invariants, et isotope à un bloc orbitale-
ment équivalent (P0, X0) muni d’un recollement φ0 fortement quasi-transverse. On montre
(lemme 2.5.5) que l’on peut obtenir un “presque” recollement de (P,X) : une involution
φ̂ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ qui envoie le bord de sorte P out sur le bord d’entrée P in mais ne se
prolonge pas a priori aux orbites périodiques O∗. On dira que c’est un recollement inachevé
(définition 2.5.1). On requiert que φ̂ et φ0 respectent une relation compatible avec la défi-
nition 1.4.9, item 3, autrement dit on veut que le dessin de l’intersection des laminations
soit le même. On dira qu’ils sont fortement isotopes (définition 2.5.2).

• (redressement du bord) Dans la section 2.6, on montre que si (P,X) est un bloc de construc-
tion qui admet une section affine Σ, alors il existe un bloc (P1, X1) dans un prolongement
minime de (P,X) qui satisfait l’item 4 de la définition 2.1.2, autrement dit le bord ∂P 1
est diagonal dans les coordonnées de suspension de la section Σ au voisinage des orbites
périodiques O∗ contenues dans le bord. C’est la proposition 2.6.1. Si le bloc initial (P,X)
vérifie les items 1, 2 et 3 de la définition 2.1.2, il s’ensuit que le bloc (P1, X1) est un bloc
normalisé.

Dans un paragraphe final, on explique que l’on peut récupérer un recollement inachevé
sur le nouveau bloc (P1, X1) qui soit fortement isotope au recollement du bloc initial
(P,X) (lemme 2.6.3). Un tel recollement inachevé est typiquement obtenu en poussant le
recollement initial par le flot sur le bord de P1 pendant un temps infini, et ne se prolongera
en général pas aux orbites périodiques.

• (normalisation du recollement) Dans la section 2.7, on considère un bloc normalisé (P,X)
muni d’un recollement inachevé φ̂ qui envoie la lamination de bord L sur une lamination
fortement transverse sur ∂P∖O∗. On montre qu’il existe un (vrai) recollement normalisé
φ1 de (P,X) fortement isotope à φ̂. C’est la proposition 2.7.1.

L’idée de la preuve consiste à utiliser la trace de la paire de feuilletages affines invariants
sur ∂P en tant que coordonnées sur ∂P au voisinage de O∗. On modifie le recollement
inachevé φ̂ par forte isotopie sur le complémentaire des orbites périodiques O∗ contenues
dans ∂P , de façon a contrôler l’image par φ̂ des feuilletages induit sur le bord au voisinage
de O∗. On peut faire ce travail de sorte que le nouveau recollement inachevé se prolonge
trivialement sur O∗.

• (conclusion) Dans une dernière section 2.8, on montre pour finir que, partant d’un bloc
de construction selle plein (P,X) muni d’un recollement fortement quasi-transverse φ, on
peut assembler les résultats des sections précédentes afin de construire un triplet normalisé
(P1, X1, φ1) fortement isotope à (P,X,φ) qui satisfait la proposition 2.1.10.

2.2 Section affine

Dans cette section on montre que l’on peut perturber un bloc selle (P,X) par isotopie dans sa
classe d’équivalence orbitale en un bloc qui admet une section affine au sens de la définition 2.1.2,
item 1.
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Proposition 2.2.1. Il existe un bloc de construction selle (P1, X1) isotope à (P,X) parmi les
blocs de construction orbitalement équivalents et qui admet une section affine Σ au sens de la
définition 2.1.2, item 1.

Remarque 2.2.2. L’hypothèse selle est cruciale à cette étape. C’est elle qui nous assure l’existence
d’une section locale transverse et nous permettra de linéariser le flot au voisinage du maximal
invariant.

On suit de près la preuve de [BBY17, Lemme 5.3]. On perturbe l’application de retour sur
une section locale transverse Σ du maximal invariant Λ. Si la section est assez petite, il existe
une perturbation X ′ arbitrairement proche en norme C1 de X tel que l’application de premier
retour sur Σ est affine dans des coordonnées sur un voisinage de Σ∩Λ. La différence est que les
blocs que l’on considère ne sont pas structurellement stables.

Stabilité structurelle des blocs de construction La proposition suivante donne un résultat de
stabilité structurelle “affaiblie” pour les blocs de construction.

Proposition 2.2.3. Soit (P,X) un bloc de construction et (P̃ , X̃) un prolongement minime (dé-
finition 1.4.3). Si Ỹ est un champ de vecteurs sur P̃ assez proche de X̃ en topologie C1, alors il
existe un bloc (Q,Y ) = (Q, Ỹ

Q
) inclus dans P̃ isotope à (P,X) parmi les blocs de construction

orbitalement équivalents.

On renvoie à la définition 1.4.1 d’une isotopie de blocs de construction.

Démonstration. D’après le lemme 1.2.8, quitte à restreindre le prolongement minime (P̃ , X̃),
on peut plonger (P̃ , X̃) dans un bloc de construction (P̂ , X̂) dont le bord ∂P̂ est transverse au
champ X̂. Une ϵ-perturbation Ỹ assez petite de X̃ sur P̃ se prolonge sur P̂ en une ϵ-perturbation
de X̂ que l’on note Ŷ . Par stabilité structurelle, il existe h : P̂ → P̂ un homéomorphisme isotope
à l’identité qui réalise une équivalence orbitale entre le flot de X̂ et le flot de Ŷ qui est K.ϵ
proche de l’identité en topologie C0 sur P̂ , avec K une constante uniforme. Alors h induit une
équivalence orbitale entre (P,X) et (Q,Y ) où Q := h(P ) est inclus dans un K.ϵ-voisinage de
P dans P̂ , et Y := Ŷ

h(P ). Soit V0 une union disjointe de petit voisinage tubulaire des orbites

périodiques de X contenues dans ∂P , inclus dans des voisinages linéarisants. Alors ∂P∖V0 est
une surface compacte uniformément transverse à X̂. Pour ϵ assez petit, h(∂P∖V0) est une
surface compacte uniformément transverse à Ŷ dans un ϵ-voisinage de ∂P∖A0. Quitte à pousser
le long des orbites de X̂ et modifier h, on peut donc supposer que h(∂P∖V0) = ∂P∖V0. Alors
pour ϵ assez petit, Q = h(P ) est inclus dans le prolongement minime P̃ de (P,X). De plus
(quitte à isotoper le long des orbites du flot), Q est une surface quasi-transverse à Y , donc
(Q,Y ) est un bloc de construction orbitalement équivalent à (P,X). Comme h est isotope à
l’identité, les champs X̃ et Ỹ sont isotopes. De plus, les bords de P et Q sont inclus dans
un même prolongement minime, donc d’après la proposition 1.4.4, item 2, les blocs (P,X) et
(h(P ), X̃

h(P )) sont isotopes parmi les blocs de construction. On en déduit que les blocs de

construction (P,X) et (h(P ), Ỹ
h(P )) = (h(P ), Y ) sont isotopes parmi les blocs de construction

orbitalement équivalents. Le bloc (h(P ), Y ) satisfait la proposition 2.2.3.

En général on ne peut pas avoir h(P ) = P , autrement dit h ne préserve pas le bord de P ,
et si Y est une petite perturbation de X sur P , le couple (P, Y ) n’est pas toujours un bloc de
construction (remarque 1.4.7).
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2.2. Section affine

Partition de Markov On aura besoin de la notion de partition de Markov, dont on donne la
définition ici en suivant [BB02, section 2.1]. Soit Σ une section locale transverse de Λ dans
un prolongement minime (P̃ , X̃), f l’application de premier retour du flot de X̃ sur Σ (défini-
tion 2.1.1).

• Un rectangle R sur Σ est un plongement h de I × J dans Σ, où I et J sont deux segments
fermés non triviaux de R. Le bord horizontal de R, noté ∂sR est l’image de I × ∂J et le
bord vertical de R, noté ∂uR est l’image de ∂I × J .

• On supposera toujours un rectangle R muni d’une paire de feuilletages (ζs, ζu), de classe
C0,1, triviaux, transverses l’un à l’autre, invariants par f , et tel que le bord horizontal de
R est formé de deux feuilles de ζs et le bord vertical de R est formé de deux feuilles de ζu.

• Un sous-rectangle horizontal H de R est un rectangle inclus dans R tel que ∂uH ⊂ ∂uR et
∂sH est formé de deux feuilles de ζs. Un sous-rectangle vertical V de R est un rectangle
inclus dans R tel que ∂sV ⊂ ∂sR et ∂uV est formé de deux feuilles de ζu.

Définition 2.2.4 ([BB02, Définition 2.1]). Une partition de Markov de Λ est la donnée d’une
section locale transverse Σ de Λ et d’une collection finie R1, . . . , Rn de rectangles feuilletés sur
Σ tel que :

1) L’union des rectangles Ri recouvre l’ensemble Λ ∩ Σ

2) Pour tout i, le premier retour f(Ri) de Ri sur Σ est bien défini.

3) Pour tout i, j l’intersection f(Ri) ∩ Rj a un nombre fini de composantes. Chacune de ces
composantes est à la fois un sous-rectangle horizontal de f(Ri) et un sous-rectangle vertical
de Rj . De plus, on exige que cette intersection soit disjointe du bord vertical de Rj et du
bord horizontal de f(Ri).

4) pour tout x ∈ Ri ∩ f−1(Rj), tout vecteur tangent au feuilletage ζs en x est uniformé-
ment contracté par la différentielle de f et tout vecteur tangent au feuilletage ζu en x est
uniformément dilaté par la différentielle de f pour une métrique sur Σ.

On note R = (Σ, R) la partition de Markov, où R = ∪iRi est l’union des rectangles sur Σ.

Si R = (Σ, R) est une partition de Markov, on supposera toujours que l’on a renormalisé X̃
pour que le temps de premier retour de R sur Σ soit égal à 1, et on appelle cube associé à R
l’union C = ∪1

t=0X̃
t(R) des segments d’orbites entre un point de R et son premier retour sur Σ.

Fait 2.2.5. Soit (P,X) un bloc de construction selle, (P̃ , X̃) un prolongement minime, et O∗
la collection des orbites périodiques de X contenues dans ∂P . Alors il existe une partition de
Markov R = (Σ, R) (au sens ci-dessus) de Λ tel que :

1) Σ intersecte chaque orbite Oi ∈ O∗ en un unique point pi ;

2) L’intersection d’une orbite de X̃ avec l’union des cubes C associé à R est connexe.

Démonstration du fait 2.2.5. D’après le lemme 1.2.8, quitte à restreindre le prolongement mi-
nime, on peut plonger (P,X) dans un bloc de construction (U, Y ) dont le bord ∂U est transverse
au champ de vecteurs Y et qui contient le prolongement minime (P̃ , X̃). Alors Λ est un compact
invariant hyperbolique localement maximal d’indice (1, 1) pour le flot de Y et on peut voir U
comme un voisinage filtrant de Λ pour Y (fait 1.4.6). L’existence d’une partition de Markov
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R = (Σ, R) de Λ (au sens de la définition 2.2.4) pour le flot de Y dans U et tel que l’inter-
section des segments d’orbites avec l’union des cubes C est connexe est montrée dans [BB02,
Proposition 2.8]. Quitte à rétrécir la section Σ, on peut supposer qu’elle est contenue dans le
prolongement minime P̃ . Quitte à redécouper Σ et enlever des composantes connexes, on peut
supposer que toute orbite Oi ∈ O∗ intersecte Σ en un unique point pi.

Preuve de la proposition 2.2.1

Preuve de la proposition 2.2.1. Soit (P,X) un bloc selle et on note O∗ la collection des orbites
périodiques de X contenues dans ∂P . Quitte à faire une perturbation petite en norme C1 et
utiliser la propriété 2.2.3, on peut supposer que le champ X est de classe C2. Soit R = (R,Σ)
une partition de Markov de Λ sur une section locale transverse Σ donnée par le fait 2.2.5, on
note f : R → Σ l’application de premier retour et (ζs, ζu) la paire de feuilletages transverses
f -invariants sur R. On suppose (quitte à redécouper Σ et enlever des composantes connexes)
que toute orbite Oi ∈ O∗ intersecte Σ en un unique point pi. On va perturber le champ X en un
champ Y arbitrairement proche en topologie C1 et pour lequel Σ est une section locale affine.
Soit Rn le raffinement d’ordre n de la partition R, défini par

Rn :=
n⋂

k=−n
fkR ⊂ Σ.

Soit ϵn le diamètre de la partition Rn, autrement dit le maximum du diamètre des composantes
connexes de Rn. Le diamètre ϵn est majoré (à une constante multiplicative indépendante de n
près) par le maximum de la norme de dfn dans la direction stable (tangente à ζs) et de df−n

dans la direction instable (tangente à ζu) sur les rectangles, donc ϵn → 0 quand n→ +∞. Soit
Rn1 , . . . , R

n
kn

les composantes connexes de Rn. Pour tout p ∈ Rni , il existe une identification C1

de l’espace tangent TpΣ avec le rectangle Rni . Plus précisément, il existe φp : Rni → TpΣ, tel que

• φp est un difféomorphisme sur son image V := φp(Rni ) qui est un ϵn-voisinage de l’origine
O dans TpΣ, et qui envoie p sur O ;

• il existe une identification χi,p = (x, y) : TpΣ → R2 tel que le feuilletage (φp)∗ζ
u cöıncide

avec le feuilletage vertical x = cst et (φp)∗ζ
s cöıncide avec le feuilletage vertical y = cst.

Pour tout n ≥ 1, l’intersection Rn(i,j) := Rni ∩ f−1(Rnj ) est connexe, et pour tout couple (i, j)
tel que cette intersection est non vide on désigne la restriction de f correspondante par

fn,(i,j) : Rni ∩ f−1(Rnj )→ Rnj .

Soit {pn,(i,j)}(i,j) un ensemble de points de Σ ∩ Λ tels que pn,(i,j) ∈ Rn(i,j), et tel que si Rni,i est
le rectangle intersectant l’orbite Oi ∈ O∗, alors pn,(i,i) = pi ∈ Oi est le point d’intersection de

Oi avec Σ. Soit f̂n,(i,j) le conjugué de dpn,(i,j)f par φpn,(i,j) au départ et φf(pn,(i,j)) à l’arrivée,
autrement dit

f̂n,(i,j) := φ−1
f(pn,(i,j)) ◦ dpn,(i,j)f ◦ φpn,(i,j) : Rn(i,j) → Rnj (2.3)

Par construction, il existe des coordonnées χi = (x, y) ∈ R2 sur Rni et χj = (x, y) ∈ R2 sur

Rnj tel que l’application f̂n,(i,j) est affine diagonale dans les coordonnées χi au départ et χj à
l’arrivée, et les feuilletages (ζs, ζu) cöıncident avec les feuilletages horizontaux et verticaux dans
ces coordonnées.

Fait 2.2.6. Il existe n ∈ N∗ et f̂ = f̂n : R→ Σ qui est un difféomorphisme sur son image, tel que
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1) f̂ cöıncide avec f̂n,(i,j) sur Rn(i,j) pour chaque couple (i, j) ;

2) f̂ cöıncide avec f sur un voisinage du bord de R ;

3) f̂ est arbitrairement proche de f en topologie C1 pour n assez grand.

Démonstration. Comme f est C2, d’après la formule (2.3), l’application f̂n,(i,j) diffère de fn,(i,j)
par un terme uniformément proportionnel à ϵ2n, autrement dit il existe une constante cst > 0 tel
que pour tout p ∈ Rn(i,j),

|f̂n,(i,j)(p)− fn,(i,j)(p)| ≤ cst ϵ2n

Pour des rectangles de diamètre ϵn, si la distance entre les rectangles Rni dans Σ est un O(ϵn),
on peut fixer f̂ = f̂n,(i,j) sur Rn(i,j) et prolonger sur R de sorte à recoller cette application avec

l’application f sur le bord de R, en restant ϵn-proche de f en topologie C1. Il suffit donc de
vérifier que la distance dans Σ entre les rectangles d’un raffinement Rn ne décrôıt pas trop vite.
Comme la dilatation et la contraction de la différentielle de f est uniforme sur un voisinage de
Λ ∩ Σ, la distance dans Σ entre les rectangles est aussi de l’ordre de ϵn.

La suspension de f̂ sur R définit un flot engendré par un champ de vecteurs Y de classe
C1 sur un voisinage de Λ dans P̃ , qui cöıncide avec X̃ sur un voisinage du bord, et de premier
retour f̂ sur Σ. On note Ỹ son extension par X̃ sur P̃ . Alors Ỹ est arbitrairement proche de
X̃ en topologie C1. D’après la proposition 2.2.3, il existe un bloc (Q,Y ) isotope à (P,X) parmi
les blocs orbitalement équivalents dans P̃ , où Y = Ỹ

Q
. Par construction, le flot de Ỹ admet

une section affine Σ de son maximal invariant Λ. En effet, il existe un recouvrement de Σ ∩ Λ,
donnée par la collection de composantes connexes Rn = {Rn1 , . . . , Rnkn} d’un raffinement assez

grand d’une partition de Markov R sur Σ, et des coordonnées χi sur R
n
i tel que l’application f̂

restreinte à Rn(i,j) = Rni ∩ f−1(Rnj ) est affine dans les coordonnées χi au départ et χj à l’arrivée.

Le bloc (Q,Y ) vérifie la proposition 2.2.1.

Remarque 2.2.7. Remarquons que l’on peut appliquer la proposition 2.2.1 en conservant les
valeurs propres des orbites périodiques contenues dans le bord, ce qui nous servira dans la section
suivante. En effet, au voisinage d’une orbite périodique Oi ∈ O∗ on a remplacé le premier retour
de X sur Σ par sa différentielle au point pi = Oi ∩Σ, ce qui préserve les valeurs propres sur les
orbites périodiques du nouveau flot contenues dans le bord.

Plus précisément, en reprenant les notations de la preuve, soit Oi une orbite périodique de
X dans ∂P , et soit Rni le rectangle de Rn intersectant Oi. Soit Rn(i,i) = Rni ∩ f−1(Rni ). D’après

le fait 2.2.6 l’application de retour f̂ du flot de Ỹ sur Rn(i,i) cöıncide avec le conjugué C1 de la

différentielle de f en pi = Oi ∩Σ, où f est l’application de retour du flot de X̃ sur Σ. Il s’ensuit
que pi est un point fixe de f̂ sur Σ, contenu dans le bord de P , et ses valeurs propres sont celles
de dpf . L’équivalence orbitale entre X et Y fixe les orbites périodiques Oi, et les valeurs propres
de ces orbites pour le flot de X et le flot de Y sont les mêmes.

2.3 Valeurs propres des orbites périodiques

Dans cette section, (P,X) désigne un bloc de construction selle qui admet une section affine
(définition 2.1.2, item 1). On montre que l’on peut modifier un bloc selle (P,X) par isotopie dans
sa classe d’équivalence orbitale pour que les valeurs propres des orbites périodiques contenues
dans le bord soient {1

2 , 2}.
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Proposition 2.3.1. Soit (P,X) un bloc de construction selle qui admet une section affine. Il existe
un bloc (P1, X1) isotope à (P,X) parmi les blocs de construction orbitalement équivalents, qui
admet une section affine et tel que les valeurs propres des orbites périodiques de X1 contenues
dans ∂P 1 sont égales à {1

2 , 2}.

Démonstration de la proposition 2.3.1. Soit (P,X) un bloc selle, et O∗ la collection des orbites
périodiques de X contenues dans ∂P . Soit Σ une section affine, et R = (Σ, R) une partition de
Markov de Λ au sens de la définition 2.2.4 qui satisfait les hypothèses du fait 2.2.5. Quitte à
rétrécir R, on suppose que la partition de Markov est inclus dans un système de coordonnées
affines sur Σ (définition 2.1.2, item 1). L’application f : R → Σ est bien définie et préserve une
paire de feuilletages transverses (ζs, ζu) sur R qui sont les feuilletages horizontaux et verticaux
dans les coordonnées affines. Ces feuilletages sont de classe C1 sur R. Chaque orbite Oi est
associée à un unique point fixe pi de f et de valeurs propres positives d’après le fait 1.2.1. On
veut que les valeurs propres de la différentielle Dpif soit égale à {1

2 , 2}. On va donc modifier
continûment la dérivée aux points pi, pour i = 1, . . . , n.

Soit R/ζs le quotient des rectangles par le feuilletage ζs. L’application f : R ∩ f−1(R) →
R ∩ f(R) induit sur R/ζs une application fu : ∪k,l I lk → ∪kIk, où I1, . . . , IN sont des intervalles
disjoints fermés ordonnés de R, et I1

k , . . . , I
nk
k des sous intervalles stricts de Ik fermés disjoints

ordonnés, et la restriction de fu à I lk est une application affine uniformément dilatante dans un

certain Ii. On note pui ∈ I
li
ki

la projection du point fixe pi ∈ Oi de f . Alors

Fait 2.3.2. Pour tout λ > 1, il existe un difféomorphisme gu = guλ : ∪k,l I lk → ∪kIk tel que

1) gu = fu sur I lk pour (k, l) ̸= (ki, li),

2) la restriction gu : I liki → Iki est un difféomorphisme uniformément dilatant qui cöıncide

avec fu au voisinage du bord de I liki,

3) pi est un point fixe de gu et gu′(p) = λ,

4) guλ dépend continûment de λ et est conjugué à fu par un homéomorphisme

H : ∪k Ik → ∪kIk, égal à l’identité en dehors de I liki et sur le bord de I liki.

Démonstration. Pour simplifier les notations, supposons que (k1, l1) = (1, 1), et notons p = p1.
L’ensemble K := ∩

n∈Z
(fu)n(∪kIk) est un Cantor disjoint du bord de I lk, et |I1| > |I1

1 |. Soit un

voisinage Vλ de p dans I1
1 , dont le bord est disjoint du bord de I1

1 , assez petit de sorte que
|I1| > |I1

1 | − (λ− 1)|Vλ|. On pose alors gu(x) = λ(x− p) + p sur Vλ. Puis |I1∖gu(Vλ)| > |I1
1∖Vλ|,

donc on peut étendre gu sur I1
1 en un difféomorphisme uniformément dilatante que l’on note

encore gu, et qui cöıncide avec fu sur le bord de I1
1 . On peut choisir le voisinage Vλ qui dépend

continûment de λ, et étendre gu = guλ sur I1
1 de façon continue en λ. Alors gu et fu sont deux

difféomorphismes dilatant sur I1
1 → I1, qui cöıncident sur le bord de I1

1 . Soit H : ∪k Ik∖I1
1 →

∪kIk∖I1
1 une application égale à l’identité. Il existe une unique façon de prolonger H sur I1

1 de
sorte à avoir une conjugaison H entre fu et gu. On peut répéter le même procédé sur chaque
point fixe pui en remarquant que l’application gu obtenue vérifie encore les hypothèses du fait,
et chaque pui est encore un point fixe de gu.

Soit gu l’application donnée par le fait 2.3.2 pour λ = 2. De même, en quotientant R par le
feuilletage ζu, l’application f−1 induit une application affine fs : ∪k,l J lk → ∪kJk qui vérifie les
hypothèses du fait 2.3.2. Soit psi la projection dans R/ζu du point fixe pi ∈ Oi de f : R→ Σ sur
l’orbite Oi ∈ O∗. Il existe un difféomorphisme gs : ∪k,l J lk → ∪kJk dilatant sur chaque J lk, avec

gs(J lk) = fs(J lk) pour tout couple (k, l), et tel que chaque psi ∈ J
li
ki

est un point fixe de gs avec
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(gs)′(psi ) = 2, et gs est conjuguée à fs. Comme les feuilletages (ζs, ζu) sont C1, les coordonnées
produit R→ R/ζs×R/ζu sont C1 et l’application produit

(
(gs)−1, gu

)
induit un difféomorphisme

g de R∩f−1(R) et à image dans R∩f(R). D’après le fait 2.3.2, item 4, l’application g est isotope
à f via une famille continue de difféomorphismes ft : R ∩ f−1(R) → R ∩ f(R), avec f0 = f et
f1 = g, vérifiant :

– chaque point pi ∈ Σ ∩ Oi est un point fixe de ft, et les valeurs propres de la différentielle
de dpif1 = dpig sont {1

2 , 2} ;

– l’application ft : R ∩ f−1(R) → R ∩ f(R) est conjuguée à f par un homéomorphisme
ht : R→ R, égal à l’identité sur le bord de R.

Soit C = ∪1
t=0X̃

tR l’union des cubes de la partition de Markov associée à X̃ dans P̃ . C’est
un voisinage de Λ, dont l’intersection avec toute orbite de X̃ est connexe (fait 2.2.5), homéo-
morphe à la variété (à bord et à coin) de suspension Rf := R × [0, 1]/(x, 1) ∼ (f(x), 0) par un
homéomorphisme qui conjugue le flot de X̃ avec le flot de suspension induit par ∂t, où t est la
coordonnée sur [0, 1]. De plus, le flot de suspension sur Rf est topologiquement conjugué au flot
de suspension sur Rft := R × [0, 1]/(x, 1) ∼ (ft(x), 0). On en déduit que Rft est naturellement
plongée dans P̃ via un homéomorphisme qui envoie Rft sur C et qui envoie les orbites du flot
de ∂t de Rft sur les orbites du flot d’un champ de vecteurs X̃t sur C dont le premier retour sur
R ⊂ C est égal à ft, et qui cöıncide avec X̃ sur le bord de C. Les champs sont orbitalement
équivalents via un homéomorphisme ht : C → C, égal à l’identité sur le bord de C.

On prolonge X̃t par X̃ sur le reste de la variété. On obtient une famille continue (pour la
norme C1) de champ de vecteurs sur P̃ , que l’on note encore X̃t. Comme toute orbite qui sort
de C n’y rentre plus, l’équivalence orbitale ht sur C se prolonge par l’identité en une équivalence
orbitale ht : P̃ → P̃ entre X̃t et X̃, avec h0 = Id. Posons Pt = h−1

t (P ). Quitte à faire une isotopie
le long du flot de X̃t, la surface ∂Pt est quasi-transverse à X̃t. La famille (Pt, Xt) est une isotopie
de blocs de construction orbitalement équivalents, où Xt = X̃t Pt

. Soit O∗,t la collection des
orbites périodiques de Xt contenues dans ∂P t. Chaque orbite Oi,t ∈ O∗,t intersecte la section Σ
en un unique point pi,t = pi. D’après les propriétés de f1 = g, chaque pi est une point fixe de p
ayant pour valeurs propres {1

2 , 2}. Il s’ensuit que les orbites périodiques de X1 contenues dans
∂P 1 ont pour valeurs propres {1

2 , 2}.
La section Σ n’est plus a priori une section affine pour le flot de X1, car on a modifié le

premier retour au voisinage du maximal invariant. On peut appliquer la proposition 2.2.1 et
la remarque 2.2.7 au bloc (P1, X1) pour obtenir un bloc (P ′

1, X
′
1), isotope à (P1, X1) parmi les

blocs orbitalement équivalents, qui admet une section affine et dont les valeurs propres des orbites
périodiques contenues dans le bord sont toujours {1

2 , 2}. Ce bloc satisfait la proposition 2.3.1.

2.4 Paire de feuilletages affines invariants

Dans cette section, on montre que l’on peut feuilleter un bloc de construction (P,X) plein
qui admet une section affine Σ (définition 2.1.2) par une paire de feuilletages affines invariants
(Gs,Gu) (définition 2.1.2, item 3). Si Σ est une section affine de (P,X), on note (ζs, ζu) la paire
de feuilletages transverses, invariants par l’application de premier retour f , qui cöıncident avec
les feuilletages horizontaux et verticaux sur Σ dans le système de coordonnées affines sur un
voisinage de Λ ∩ Σ dans Σ.

Proposition 2.4.1. Soit (P,X) un bloc de construction plein qui admet une section affine Σ du
maximal invariant Λ. Il existe une paire de feuilletages (Gs,Gu) de dimension deux et de classe
C1 sur P̃ vérifiant :
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1) Gs et Gu sont des feuilletages X̃t-invariant, transverses l’un à l’autre, qui contiennent Ws

et Wu comme sous-lamination respectivement,

2) Les feuilletages Gs ∩ Σ et Gu ∩ Σ cöıncident avec x = cst et y = cst dans les coordonnées
affines sur Σ

Autrement dit, (Gs,Gu) est une paire de feuilletages affines invariants au sens de la défini-
tion 2.1.2, item 3.

On répète ici la preuve de [BBY17, Lemme 5.6, Proposition 5.7]. Le cas des blocs de construc-
tion dont le bord est transverse au champ de vecteurs ou quasi-transverse au champ de vecteurs
est complètement similaire.

Démonstration de la proposition 2.4.1. Les points clés de la preuve sont les suivants.

• On peut pousser les feuilletages horizontaux et verticaux induit par les coordonnées affines
sur la section affine Σ, afin d’obtenir une paire de feuilletages transverses et Xt-invariants
sur un voisinage invariant de Λ dans P , qui contiennent les variétés stables et instables de
Λ. Ces feuilletages vérifieront naturellement l’item 2 de la proposition 2.4.1.

• On montre ensuite qu’il n’y a qu’une seule façon de compléter ces feuilletages en une paire
de feuilletages affines invariants sur P . On utilise le fait que la lamination de bord d’un
bloc plein est remplissante par définition.

Montrons ce résultat formellement. D’après 2.2.5, il existe une partition de Markov R =
(Σ, R) sur Σ dans un prolongement minime (P̃ , X̃) telle que l’intersection des orbites du flot de
X̃ avec l’union des cubes U = ∪1

t=0X̃
t(R) associé à la partition est connexe, et tel que (quitte à

prendre un raffinement de la partition) R est inclus dans le domaine D des coordonnées affines
de classe C1 sur Σ. On rappelle que l’application f : R → Σ est bien définie et cöıncide avec le
temps 1 du flot de X̃ restreint à R. En poussant les feuilletages horizontaux et verticaux dans les
coordonnées affines sur R par le flot de X, on obtient deux feuilletages Ĝs et Ĝu de dimension 2
et de classe C1, transverses l’un à l’autre, Xt-invariants sur un voisinage invariant Û de Λ dans
P , correspondant au saturé de U . Par construction, ils vérifient l’item 2 de la proposition 2.4.1.
Soit Û in = Û ∩ P in, et Ĝu,in et Ĝs,in l’intersection de Ĝu et Ĝs avec P in respectivement.

Lemme 2.4.2. Le complémentaire de Û in dans P in est inclus dans une union finie de rectangles
C1, . . . , Cn, tel que pour chaque Ci, il existe un difféomorphisme hi : Ci → [0, 1]2 qui envoie le
feuilletage Ĝs,in ∩ Ci d’un voisinage du bord de Ci sur le feuilletage horizontal de [0, 1]2, et qui
envoie le feuilletage Ĝu,in ∩ Ci d’un voisinage du bord de Ci sur le feuilletage vertical de [0, 1]2.

Démonstration. Comme Û est un voisinage des laminations Ws ∪ Wu, l’intersection Û ∩ ∂P
est un voisinage de la lamination de bord L = (Ws ∩ Wu) ∩ ∂P . Le complémentaire ∂P∖Û
est inclus dans un nombre fini de composantes connexes du complémentaire ∂P∖L. Comme L
est une lamination remplissante, ces composantes connexes sont des bandes, autrement dit des
disques topologiques dont le bord accessible est formé de deux feuilles non compactes asymptotes
l’une à l’autre à chaque extrémité. Soit Bi une de ces bandes sur P

in. Les feuilles non compactes
qui forment son bord accessible sont deux feuilles l et l′ de la lamination Ls. Soit ls1 et ls2 deux
feuilles de Ĝs,in ∩ B, l’une dans un voisinage de l1 et l’autre dans un voisinage de l2. Comme
les feuilles l et l′ sont asymptotes à chaque extrémité et s’accumulent de chaque côté sur une
feuille compacte de L, le voisinage Û in recouvre les deux extrémités de la bande. Il existe donc
lu1 et lu2 deux arcs de feuilles de Ĝu,in qui traversent la bande B d’un bord à l’autre et situés
chacun dans un voisinage d’une des deux extrémités (voir la figure 2.2). Il existe donc Ci un
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Figure 2.2 – Un rectangle Ci dans une bande Bi bordée par des feuille de la lamination Ls

rectangle C1-plongé dans Bi formé de deux segments de lu1 et lu2 et de deux segments de ls1 et ls2.
Les feuilletages Ĝs,in ∩ Ci et Ĝu,in ∩ Ci sont transverses et triviaux sur un voisinage du bord de
Ci. On renvoie à la figure pour l’image d’un tel rectangle.

On complète le feuilletage trivialement sur chaque rectangle Ci du complémentaire P in∖Û in

par les feuilletages horizontaux et verticaux dans les coordonnées données par le difféomorphisme
hi, et on obtient une paire de feuilletages lisses transverses Gs,in et Gu,in sur P in, prolongeant
respectivement Ĝs,in et Ĝu,in. Tout point de Ci est uniformément loin de la lamination d’entrée
Ls. Toute orbite future d’un point de Ci intersecte P out en un unique point, et le segment
d’orbite est de longueur uniformément bornée. Il existe X ′ une renormalisation de X tel que la
X ′-orbite de chaque point de Ci intersecte transversalement P out en temps t = 1. Il s’ensuit que
l’orbite Ci = ∪t∈RX

t(Ci) de Ci par le flot de X dans P est homéomorphe à Ci× [0, 1], sur lequel
le champ vertical ∂/∂t est orbitalement équivalent à X. On pousse les feuilletages Gs,in et Gu,in
de Ci par le flot de X dans chaque cylindre Ci et on obtient deux feuilletages Gs et Gu de classe
C1 sur P . Ces feuilletages sont Xt-invariants, et prolongent les feuilletages Ĝs et Ĝu du voisinage
Û respectivement. Ils satisfont la proposition 2.4.1.

2.5 Recollements inachevés et forte isotopie

Dans cette section on considère un bloc selle (P,X) muni d’une paire de feuilletages affines
invariants (Gs,Gu) (définition 2.1.2, item 3) et on le suppose isotope à un bloc orbitalement
équivalent (P0, X0) muni d’un recollement φ0 fortement quasi-transverse. On montre que l’on
peut obtenir une version affaiblie de recollement sur (P,X), qui satisfait une relation avec φ0
compatible avec la relation de forte isotopie des triplets (définition 1.4.9). Définissons formelle-
ment.

Définition 2.5.1 (Recollement inachevé). Soit (P,X) un bloc de construction, O∗ les orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , P in le bord d’entrée et P out le bord de sortie de (P,X).
Un recollement inachevé de (P,X) est une C1-involution φ̂ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ tel que

1) il existe une partition ∂P = ∂1P ⊔ ∂2P où ∂1P et ∂2P sont des unions de composantes
connexes de ∂P , et tel que φ̂(∂1P∖O∗) = ∂2P∖O∗,

2) φ̂(P out) = P in
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Notamment, la restriction d’un recollement φ d’un bloc (P,X) au complémentaire des orbites
périodiques O∗ dans ∂P est un recollement inachevé, mais l’intérêt d’introduire cette notion est
de considérer des difféomorphismes qui ne se prolongent pas à O∗. On considère la relation
suivante sur les recollements inachevés.

Définition 2.5.2 (Recollements inachevés fortement isotopes). On dira que deux recollements
inachevés φ̂0 de (P0, X0) et φ̂1 de (P1, X1) sont fortement isotopes si il existe une isotopie de blocs
{(Pt, Xt)}t∈[0,1] et une famille continue d’homéomorphismes {ht : ∂P 0∖O0,∗ → ∂P t∖Ot,∗}t∈[0,1],
tel que

1) h0 = Id

2) ht envoie la lamination L0∖O0,∗ sur la lamination Lt∖Ot,∗

3) h1 envoie la lamination (φ0)∗(L0∖O0,∗) sur la lamination (φ1)∗(L1∖O1,∗).

Remarque 2.5.3. On retrouve l’item 3 de la définition 1.4.9 de forte isotopie des triplets, au-
trement dit si (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) sont deux triplets fortement isotopes au sens de la
définition 1.4.9, alors la restriction de φ0 et la restriction de φ1 sont des recollements inache-
vés fortement isotopes. Intuitivement, cette relation assure que les dessins de l’intersection des
laminations est le même.

On va considérer des recollements inachevés qui réalisent un “bon” dessin d’intersection
lamination. Plus précisément

Définition 2.5.4. Soit (P,X) un bloc de construction et φ̂ est un recollement inachevé de (P,X).
On dit que c’est un recollement inachevé fortement transverse si (L∖O∗, φ̂∗(L∖O∗)) est une
paire de lamination fortement transverses sur ∂P∖O∗ (définition 1.3.5).

Notamment, la restriction d’un recollement fortement quasi-transverse φ d’un bloc (P,X)
au complémentaire des orbites périodiques O∗ dans ∂P est un recollement inachevé fortement
transverse. On montre le lemme suivant.

Lemme 2.5.5. Soit (P,X) et (P0, X0) deux blocs selles isotopes parmi les blocs orbitalement
équivalents, tel que (P,X) admet une paire de feuilletages affines invariants (Gs,Gu). Soit φ̂0 un
recollement inachevé fortement transverse de (P0, X0). Alors il existe un recollement inachevé
fortement transverse φ̂ de (P,X) fortement isotope à φ̂0.

Remarque 2.5.6. Même si le recollement inachevé initial φ̂0 : ∂P 0∖O∗,0 → ∂P 0∖O∗,0 se prolonge
en un recollement φ0 : ∂P 0 → ∂P 0, le recollement inachevé φ̂ de (P,X) donné par le lemme 2.5.5
ne se prolongera pas a priori à O∗.

Démonstration du lemme 2.5.5. Soit {(Pt, Xt)}t∈[0,1] l’isotopie de blocs orbitalement équiva-
lents, avec (P1, X1) = (P,X). Soit (Gs,Gu) une paire de feuilletages affines invariants sur P ,
autrement dit qui satisfait la proposition 2.4.1. Le bloc (P,X) est un bloc selle qui admet une
section affine Σ. Il existe une partition de Markov R = (Σ, R) sur une section locale Σ qui
satisfait le fait 2.2.5, et les feuilletages horizontaux et verticaux des rectangles cöıncident avec
les traces des feuilletages (Gs,Gu).

Étape 1 : Recollement inachevé topologique.
Par équivalence orbitale des blocs (P0, X0) et (P,X), il existe une partition de Markov R0 =
(Σ0, R0) tel que les applications de retour f0 : R0 → Σ0 et f : R → Σ sont conjuguées. Les
applications induites sur le quotient par le feuilletage horizontal d’une part et vertical d’autre
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part sont conjuguées par des homéomorphismes. Le produit de ces homéomorphismes induit une
équivalence orbitale H sur l’union des cubes de la partition qui préserve les rectangles feuilletées.
Comme l’intersection des orbites avec l’union des cubes est connexe, on peut prolonger cette
équivalence orbitale sur le bloc. Soit Ht : P0 → Pt une famille continue d’équivalences orbitales
entre le flot de X0 et le flot de Xt, avec H1 = H.

On pose φ̂ le conjugué de φ̂0 par l’équivalence orbitale H. Il vérifie la définition 2.5.1, mais
est seulement continu. On dira que c’est un recollement inachevé topologique de (P,X). Il existe
une famille continue d’homéomorphismes ht : ∂P 0∖O∗,0 → ∂P t∖O∗,t (c’est la restriction de
l’équivalence orbitale Ht) qui envoie la lamination L0∖O∗,0 sur la lamination Lt∖Ot,∗ et tel que
h1 envoie la lamination (φ̂0)∗(L0∖O∗,0) sur la lamination φ̂∗(L∖O∗). L’application φ̂ satisfait
la définition de forte isotopie (définition 2.5.2) de recollement inachevés, à ceci près qu’elle n’est
pas différentiable.

Étape 2 : Feuilletages topologiquement transverses sur un voisinage des laminations. On définit
(voir corollaire 2.1.6)

• Gs,in = Gs ∩ P in et Gu,in = Gu ∩ P in. Ce sont des feuilletages de dimension 1 et de classe
C1 sur P in, transverses l’un à l’autre et Gs,in contient la lamination Ls en sous-lamination.

• Gs,out = Gs ∩ P out et Gu,out = Gu ∩ P out Ce sont des feuilletages de dimension 1 et de
classe C1 dans P out, transverses l’un à l’autre et Gu,out contient la lamination Lu en sous-
lamination.

Fait 2.5.7. Il existe un voisinage U de K := φ̂∗Lu ∩ Ls dans P in sur lequel φ̂∗Gu,out est topolo-
giquement transverse à Gs,in.

Démonstration. Soit (Gs0,Gu0 ) l’image par le flot des feuilletages des rectangles de R0. Alors H
envoie alors la paire (Gs0,Gu0 ) sur la paire (Gs,Gu). On définit les feuilletages sur le bord d’entrée
et de sortie (P0, X0) induit par la paire (Gs0,Gu0 ) avec les notations analogues à la paire (Gs,Gu).
On sait que φ̂0 est un recollement inachevé (de classe C1) et fortement transverse, et on note
K0 := (φ̂0)∗Lu0∩Ls0 l’intersection transverse des laminations dans P in

0 . Les feuilletages (φ̂0)∗Gu,out
0

et Gs,in0 sont bien définis sur un voisinage de K0 et contiennent respectivement les laminations
(fortement) transverses (φ̂0)∗Lu0 et Ls0. Par continuité, il existe un voisinage de K0 sur lequel ces
feuilletages sont transverses. L’équivalence orbitale H envoie la paire ((φ̂0)∗Gu,out

0 ,Gs,in0 ) sur la
paire (φ̂∗Gu,out,Gs,in), qui est alors topologiquement transverse sur un voisinage de K.

Étape 3 : Lissage des feuilletages images. Les feuilletages Gs,in et Gu,in sont de classe C1, ce qui
permet de les redresser localement par des coordonnées C1. Les feuilletages φ̂∗Gs,out et φ̂∗Gu,out

sont, quant à eux, de régularité seulement C0. Dans cette étape, on va lisser cette paire de
feuilletages au voisinage de l’intersection K = φ̂∗Lu ∩ Ls.

Fait 2.5.8. Il existe un homéomorphisme ψ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ à support dans P in tel que :

1) ψ est isotope à l’identité parmi les homéomorphismes préservant Gs,in feuille à feuille

2) il existe un voisinage U de K ′ := (ψ ◦ φ̂)∗Lu ∩Ls sur lequel le feuilletage (ψ ◦ φ̂)∗Gu,out est
de classe C1 et transverse à Gs,in.

Démonstration. L’ensemble K est localement compact dans P in, totalement discontinu avec une
structure de produit local (on rappelle que P in n’est pas compact). On peut recouvrir K par
une collection localement finie {Ri}i de rectangles C1-plongés inclus dans U tel que :

• les Ri sont deux à deux disjoints et leur bord est disjoint de K ;
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• les segments verticaux de Ri sont des arcs de feuille de Gs,in et les segments horizontaux
de Ri sont des arcs de feuilles de Gu,in ;

• chaque feuille de φ̂∗Lu traverse horizontalement Ri, autrement dit elle traverse Ri d’un
bord vertical à l’autre

• le feuilletage φ̂∗Gu,out est topologiquement transverse au feuilletage Gs,in sur chaque Ri

Si σ est une composante connexe de φ̂∗Lu∩Ri, il existe un sous-rectangle Rσ de Ri arbitrairement
fin contenant σ, dont le bord horizontal consiste en deux arcs de feuilles de φ̂∗Gu,out disjoint de
K, et le bord vertical est inclus dans le bord vertical de Ri, et tel que chaque feuille de φ̂∗Gu,out

traverse horizontalement Ri (figure 2.3). Il existe un homéomorphisme ψσ de Rσ égal à l’identité
sur un voisinage du bord ∂Rσ, tel que ψσ envoie φ̂∗Gu,out sur le feuilletage horizontal de Ri sur
un voisinage de K dans Rσ, et préserve les segments verticaux de Rσ.

Figure 2.3 – Rectangle feuilleté Ri et sous-rectangle Rσ

Cet homéomorphisme est isotope à l’identité parmi les homéomorphismes de Rσ qui pré-
servent le feuilletage vertical de Rσ. Il suffit de faire une isotopie barycentrique feuille à feuille.
On recouvre φ̂∗Ls ∩Ri par un nombre fini de sous-rectangles Rσ disjoints vérifiant la propriété
précédente. Soit ψi l’homéomorphisme de Ri cöıncidant avec ψσ sur chaque Rσ et égal à l’identité
ailleurs. Les rectangles Ri sont deux à deux disjoints et la collection {Ri}i est localement finie,
donc on peut définir le homéomorphisme ψ de P in égal à ψi sur chaque Ri et égal à l’identité
ailleurs. Il satisfait le fait.

Soit ψ donné par le fait 2.5.8. On pose

φ̂′ = φ̂ ◦ ψ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗.

Le feuilletage φ̂′
∗Gs,in est topologiquement transverse au feuilletage φ̂′

∗Gu,out. On peut le pousser le
long des feuilles de φ̂′

∗Gu,out localement au voisinage de K ′ pour le rendre lisse. Plus précisément,
par des arguments similaire, on a l’existence d’un homéomorphisme ψ′ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗
à support dans P in, isotope à l’identité parmi les homéomorphismes préservant le feuilletage
φ̂′

∗Gu,out feuille à feuille, et tel qu’il existe un voisinage U ′ ⊂ U de K ′ sur lequel le feuilletage
(ψ′ ◦ φ̂′)∗Gs,out est de classe C1 et transverse à φ∗Gu,out. On pose

φ̂′′ = φ̂′ ◦ ψ′ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗

Cette composée définit un recollement inachevé topologique, fortement transverse (au sens
différentiable), fortement isotope à φ̂′ et tel que la paire de feuilletages (φ̂′′

∗Gu,out, φ̂′′
∗Gs,in) est

lisse sur un voisinage U ′ de K ′ = φ̂′′
∗Lu ∩ Ls dans P in.

Étape 4 : Lissage du recollement.

40



2.6. Redressement du bord d’un bloc de construction

Fait 2.5.9. Il existe un recollement inachevé topologique φ̂′′′ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗, fortement
transverse (au sens différentiable), fortement isotope à φ̂′′, et de classe C1 au voisinage de l’in-
tersection des laminations φ̂′′′

∗ Lu ∩ Ls.

Démonstration. On recouvre K ′ par une collection localement finie {Ri}i de rectangles C1-
plongés inclus dans U ′, deux à deux disjoints et dont le bord est disjoint de K, et les segments
horizontaux de Ri sont des arcs de feuille de φ̂′′

∗Gu,out et les segments verticaux de Ri sont des
arcs de feuilles de φ̂′′

∗Gs,out. On pose Ci := (φ̂′′)−1(Ri). Il existe des coordonnées C1 sur Ci qui
redressent la paire (Gu,out,Gs,out) sur le feuilletage horizontal et vertical. Soit σ une feuille de
Gs,out ∩ Ci, et on pose σ′ = φ̂′′(σ). En faisant une convolution de la restriction de φ̂′′ à σ → σ′

dans des coordonnées C1, on a l’existence d’un homéomorphisme fi : σ → σ′, de classe C1 en
dehors d’un voisinage des extrémités de σ disjoint de l’image réciproque de K, arbitrairement
proche de de φ̂′′ et qui cöıncide avec φ̂′′ sur un voisinage des extrémités de σ. Soit Fi : Ci → Ri
l’application obtenue en poussant l’application fi par l’holonomie le long du feuilletage Gu,out∩Ci
au départ et le long du feuilletage φ̂′′

∗Gu,out∩Ri à l’arrivée. Comme l’holonomie de ces feuilletages
est de classe C1, on en déduit que Fi est de classe C1 en dehors d’un voisinage du bord de Ci
disjoint de l’image réciproque de K (quitte à choisir le support de la convolution assez grand),

L’application Fi cöıncide avec φ̂′′ au voisinage du bord vertical de Ci, mais pas au voisinage
du bord horizontal. Pour y remédier on peut faire une moyenne le long des feuilles de Gu,out de
la manière suivante. Les coordonnées sur Ci permettent de paramétrer les feuilles de Gu,out ∩Ci
par une famille {σt}t∈[−1,1] avec σ = σ0 et σ′(t) = φ̂′′(σ). Les applications φ̂′′ et F induisent des
applications φ̂′′

t : σt → σ′
t et (Fi)t : σt → σ′

t par restriction. On fait une moyenne entre φ̂′′
t et Ft

sur la feuille σt par l’application

(Gi)t = τ(t)(Fi)t + (1− τ(t))φ′′
t : σt → σ′

t

avec τ : [−1, 1]→ [0, 1] une application plateau de classe C1 qui vaut 1 sur un voisinage de 0 et 0
sur un voisinage des extrémités de [−1, 1]. Cette famille défini un difféomorphisme Gi : Ci → Ri,
qui cöıncide avec F en dehors d’un voisinage du bord de Ci disjoint de l’image réciproque de
K quitte à choisir le support de τ assez grand, et qui cöıncide avec φ̂′′ sur un voisinage du
bord de Ci. Les applications Gi : Ci → Ri se recollent par φ̂′′ en un recollement inachevé
φ̂′′′ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗, fortement transverse (au sens différentiable), fortement isotope à φ̂′′,
et de classe C1 au voisinage de l’intersection des laminations φ̂′′′

∗ Lu ∩ Ls.

Pour finir, on peut perturber φ̂′′′ en dehors d’un voisinage compact de l’intersection des
laminations pour le rendre de classe C1 partout, et arbitrairement proche en topologie C0. Une
telle perturbation reste fortement transverse, et fortement isotope à φ̂′′′ car en dehors d’un
voisinage de l’intersection des lamination.

2.6 Redressement du bord d’un bloc de construction

Dans cette section, (P,X) est un bloc de construction muni d’une section affine Σ dans
un prolongement minime (P̃ , X̃) (au sens de la définition 2.1.2, item 1), tel que les valeurs
propres des orbites périodiques de X contenues dans ∂P sont égales à {1

2 , 2}, et muni d’une
paire de feuilletages affines invariants (Gs,Gu) sur (P̃ , X̃). On va “redresser” le bord de (P,X)
afin d’obtenir l’item 4 de la définition 2.1.2 d’un bloc normalisé. Soit {(Di, χi)} un système de
coordonnées affines sur un voisinage de Σ ∩ Λ dans Σ.

Proposition 2.6.1. Il existe un bloc de construction selle (P1, X1), tel que (P̃ , X̃) est un prolonge-
ment minime de (P1, X1), et tel que pour toute orbite Oi de X1 dans ∂P 1, il existe un système de
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coordonnées linéarisant (Vi, ξi = (x, y, θ) ∈ R2 × R/Z) de Oi pour le flot de X̃, compatible avec
les coordonnées affines de la section Σ, et dans lequel ∂P 1 cöıncide avec la diagonale {x = y}.
Plus précisément :

1) si Di ⊂ Σ est le disque qui intersecte Oi, alors il cöıncide avec {θ = 0}, et les coordonnées
ξi et χi cöıncident sur Di

2) P1 cöıncide avec la région {y ≥ x} dans les coordonnées ξi sur Vi

Ce bloc est unique à isotopie le long du flot près.

On renvoie à la figure 2.1.

Corollaire 2.6.2. Le bloc (P1, X1) est un bloc normalisé isotope à (P,X).

Démonstration du corollaire 2.6.2. L’isotopie est une conséquence du fait que les blocs (P0, X0)
et (P1, X1) ont un prolongement minime commun et de la proposition 1.4.4, item 2. Le bloc
(P,X) vérifie les items 1, 2 et 3 de la définition 2.1.2 d’un bloc normalisé par hypothèse. Comme
(P1, X1) et (P,X) ont un prolongement minime (P̃ , X̃) commun, il en est de même pour (P1, X1).
D’après la proposition 2.6.1, le bloc (P1, X1) il vérifie l’item 4. Le bloc (P1, X1) satisfait donc la
définition 2.1.2 d’un bloc normalisé.

Figure 2.4 – Redressement du bloc (P,X) dans un prolongement minime (P̃ , X̃)

Démonstration de la proposition 2.6.1. Soit O∗ la collection des orbites périodiques de X conte-
nues dans ∂P . Pour chaque orbite Oi ∈ O∗, soitDi l’unique disque qui intersecte l’orbite Oi muni
des coordonnées affines χi = (x, y) ∈ R2 (définition 2.1.2, item 1). Soit Vi un voisinage tubu-
laire de Oi inclus dans le voisinage de suspension de Di, autrement dit inclus dans ∪1

t=0X̃
t(Di)

(on suppose que l’on a renormalisé le champ X̃ tel que Di retourne sur Σ en temps 1). Soit
ξi = (x, y, θ) ∈ R2×R/Z un système de coordonnées linéarisant de Oi sur Vi tel que Di cöıncide
avec {θ = 0} dans Vi et ξi et χi cöıncident sur Di∩Vi. Quitte à faire une translation, on peut sup-
poser que Oi = {x = y = 0}. Comme l’application f est affine diagonale sur Di ∩ f−1(Di) dans
les coordonnées χi, et les valeurs propres de Oi sont égales à {1

2 , 2}, on en déduit que l’expression
linéarisée du flot X̃ dans les coordonnées ξi est X̃

t(x, y, θ) = (2−tx, 2ty, θ+t). Deux composantes
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de P∖O∗ adjacentes en Oi sont incluses dans deux cadrans opposés de Oi (fait 1.2.1), à savoir
(quitte à renverser l’orientation) les cadrans {x ≥ 0, y ≥ 0} et {x ≤ 0, y ≤ 0}.

On peut donc définir une surface S lisse, qui cöıncide avec ∂P en dehors des voisinages Vi,
et tel que dans chaque Vi, on a

• S cöıncide avec les anneaux diagonaux d’équation {x = y} dans un ϵ-voisinage de Oi
strictement inclus dans Vi que l’on note Vϵ.

• S est un anneau transverse au champ de vecteurs X̃ dans la couronne Vi∖Vϵ, et cöıncide
avec ∂P au voisinage du bord de Vi.

Alors S est une surface fermée quasi-transverse, et découpe une sous-variété P1 de P̃ qui cöın-
cide avec P en dehors de l’union des voisinages Vi. Si on note X1 la restriction de X̃ à P1, alors
le couple (P1, X1) est un bloc de construction ayant pour prolongement minime (P̃ , X̃). Par
construction, il satisfait la proposition 2.6.1. Si (P ′, X ′) est un autre bloc qui satisfait la pro-
position, quitte à faire un changement de coordonnées C1 pour se ramener à un même système
de coordonnées linéarisant (Vi, ξi), les bords ∂P ′ et ∂P 1 dans ce voisinage sont des anneaux
transverses aux variétés stables et instables de Oi inclus dans les deux même cadrans opposés,
et qui cöıncident en leur bord. On en déduit qu’ils sont isotopes le long du flot de X̃ dans Vi.

Recollement inachevé fortement isotope Dans ce paragraphe, on explique comment obtenir
un recollement inachevé fortement transverse (définitions 2.5.1 et 2.5.4) sur un bloc (P,X)
ayant un prolongement minime commun avec un bloc (P0, X0) muni d’un recollement inachevé
fortement transverse φ̂0, et de sorte à satisfaire la relation de forte isotopie (définition 2.5.2).
Plus précisément :

Lemme 2.6.3. Soit (P,X) et (P0, X0) deux blocs ayant un prolongement minime commun (P̃ , X̃).
Soit φ̂0 un recollement inachevé fortement transverse de (P0, X0). Alors il existe un recollement
inachevé fortement transverse φ̂ de (P,X) fortement isotope à φ̂0.

Remarque 2.6.4. De même que pour la remarque 2.5.6, même si le recollement inachevé initial φ̂0
se prolonge en un recollement, ce ne sera pas le cas du recollement inachevé φ̂ obtenu par le lemme
2.6.3. Typiquement, on obtiendra φ̂ en poussant φ̂0 par une isotopie le long du flot pendant un
temps qui peut tendre vers l’infini à mesure que l’on s’approche des orbites périodiques contenues
dans le bord.

Démonstration. D’après la proposition 1.4.4, il existe une famille continue (Pt, Xt) de blocs de
construction ayant un prolongement minime commun (P̃ , X̃), et qui joint (P0, X0) à (P,X). Ces
blocs cöıncident tous en dehors d’une union V∗ de voisinages linéarisants des orbites périodiques
O∗ de X0 contenues dans ∂P 0. Il existe Ht : ∂P 0∖O∗ → ∂P t∖O∗ une unique isotopie le long des
orbites de X̃ triviale sur le complémentaire de V∗. Elle ne se prolonge pas en général le long des
orbitesO∗. La famille φ̂t = (Ht)∗φ̂ : ∂P t∖O∗ → ∂P t∖O∗ est une famille continue de recollements
inachevés de (Pt, Xt). Comme l’isotopie {Ht}t préserve les variétés stables et instables du flot
de X̃, on en déduit que les recollements inachevés φ̂ := φ̂1 et φ̂0 sont fortement isotopes au
sens de la définition 2.5.2. Comme l’isotopie est C1, la forte transversalité de φ̂ entrâıne la forte
transversalité de φ̂.

2.7 Normalisation du recollement

Dans cette section, (P,X) désigne un bloc selle, plein, normalisé. On note O∗ la collection des
orbites périodiques de X contenues dans ∂P . On considère un recollement inachevé fortement
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transverse φ̂ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗. On suppose que φ̂ est fortement isotope à la restriction d’un
recollement fortement quasi-transverse φ0 (au sens de la définition 2.5.2) 3. Le but de cette section
est de construire un recollement normalisé φ1 sur ∂P , de sorte à obtenir un triplet (P,X,φ1)
fortement isotope à (P0, X0, φ0).

Proposition 2.7.1. Il existe un recollement normalisé φ1 de (P,X) dont la restriction à ∂P∖O∗
est fortement isotope à φ̂.

Rappelons que cela signifie que φ1 vérifie la définition 2.1.8, autrement dit cöıncide avec
la réflexion (x, x, θ) 7→ (−x,−x, θ) dans des systèmes de coordonnées normalisés {(Vi, ξi)} des
orbites Oi ∈ O∗, et φ1 envoie le feuilletage Gb = Gs,in ∪ O∗ ∪ Gu,out sur un feuilletage quasi-
transverse à Gb sur ∂P .

Résumé de la preuve L’organisation de la preuve est la suivante.

• Dans une première étape, on montre que l’on peut faire une isotopie parmi les recollements
inachevés fortement transverses de (P,X) pour que φ̂ envoie le feuilletage Gu,in sur un
feuilletage transverse à Gs,in dans P in. Cette étape permettra d’obtenir l’item 2 de la
définition 2.1.8 d’un recollement normalisé. C’est la proposition 2.7.2.

L’idée clé est que l’intersection transverse des laminations φ̂∗Lu ∩Ls, est d’intérieur vide,
donc on peut redresser localement les images des feuilletages Gs,in, Gu,out sur un petit
voisinage de φ̂∗Lu ∩Ls. Une fois cela fait, il reste à modifier l’image des feuilletages sur le
complémentaire de φ̂∗Lu ∪Ls. Par forte transversalité de φ̂, ces complémentaires sont des
rectangles sur lesquels les feuilletages sont triviaux.

• Dans une seconde étape, on montre que l’on peut modifier le recollement φ̂ obtenu à l’étape
précédente par isotopie parmi les recollements fortement transverses pour que φ̂ soit égal à
la réflexion (x, x, θ) 7→ (−x,−x, θ) dans les systèmes de coordonnées normalisés des orbites
périodiques de X contenues dans ∂P . Un tel recollement inachevé se prolonge alors en un
recollement normalisé φ1 de (P,X). Ce résultat est résumé à la proposition 2.7.9.

La technique est de construire une isotopie qui envoie le feuilletage φ̂∗Gu,out sur le feuille-
tage Gu,in au voisinage d’une orbite Oi ∈ O∗, en envoyant la feuille de φ̂∗Gu,out sur la feuille
“correspondante” de Gu,in pour des paramètres donnés par le système de coordonnées nor-
malisé de ξi au voisinage de Oi, et une isotopie analogue pour le feuilletage Gs. On montre
alors que la composée se prolonge trivialement sur Oi dans les coordonnées ξi.

Étape 1 : Forme transverse d’un recollement inachevé. On note L = Ls ∪ O∗ ∪ Lu la lami-
nation de bord de (P,X). Le bloc (P,X) est muni d’une paire de feuilletages affines invariants
(Gs,Gu). On note (Gs,out,Gu,out) la paire de feuilletages induits sur P out et (Gs,in,Gu,in) la paire
de feuilletages induits sur P in. Une première étape de la preuve de la proposition 2.7.1 consiste à
faire une isotopie de φ̂ parmi les recollements inachevés fortement transverses de (P,X), afin que
l’image de Gu,out par le recollement inachevé soit transverse à Gs,in sur P in. Dans ce paragraphe,
on montre la proposition principale suivante.

Proposition 2.7.2. Il existe un recollement inachevé φ̂1 de (P,X) fortement isotope φ̂, tel que le
feuilletage (φ̂1)∗Gu,out est transverse au feuilletage Gs,in sur P in.

3. φ̂ ne se prolonge pas a priori à O∗, mais est fortement isotope à un recollement inachevé qui se prolonge en
un recollement φ0. On notera que φ0 n’est pas en général un recollement de (P, X), mais seulement un recollement
d’un bloc (P0, X0) isotope à (P, X). Typiquement, le bloc P0 est obtenu en poussant ∂P le long des orbites du
flot pendant un temps infini
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Figure 2.5 – Feuilletages sur un voisinage de O∗ dans P in

On répète la preuve de [BBY17, Proposition 5.2], à la différence près que l’on travaille sur un
ensemble non compact ∂P∖O∗, et les isotopies que l’on fait sur ∂P∖O∗ pour redresser l’image
des feuilletages ne se prolongeront pas sur O∗. On montre d’abord le lemme suivant.

Lemme 2.7.3. Il existe un recollement inachevé φ̌1 de (P,X) fortement isotope à φ̂ tel que
les feuilletages (φ̌1)∗Gs,out et (φ̌1)∗Gu,out cöıncident avec respectivement Gs,in et Gu,in sur un
voisinage U in de (φ̌1)∗Lu ∩ Ls dans P in.

Démonstration du lemme 2.7.3. On procède en deux étapes. On construit d’abord une isotopie
ψout sur P out qui redresse le feuilletage φ̂−1

∗ Gs,in sur Gs,out au voisinage de l’intersection des
laminations φ̂−1

∗ Ls ∩ Lu (lemme 2.7.4), puis une isotopie ψin sur P in qui redresse le feuilletage
φ̂∗Gu,out sur Gu,in au voisinage de l’intersection des laminations φ̂∗Lu ∩ Ls (lemme 2.7.5), de
sorte que la composée (ψin ◦ φ̂ ◦ψout) vérifie le lemme 2.7.3. Plus formellement, on montre pour
commencer le lemme suivant.

Lemme 2.7.4. Il existe ψout : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ un difféomorphisme à support dans P out tel
que

1) ψout est isotope à l’identité via des difféomorphismes qui préservent le feuilletage Gu,out

2) (ψout ◦ φ̂−1)∗Gs,in cöıncide avec Gs,out sur un voisinage Uout de (ψout ◦ φ̂−1)∗Ls ∩ Lu.

Démonstration du lemme 2.7.4. Le bloc (P,X) est un bloc selle, la lamination de bord L est d’in-
térieur vide. Comme φ̂ est un recollement inachevé fortement transverse, la paire de lamination
(φ̂−1

∗ Ls,Lu) est fortement transverse sur P out (définition 1.3.5) et l’intersection K := Lu∩φ̂−1
∗ Ls

est un ensemble localement compact, totalement discontinu avec une structure de produit local
dans P out (on rappelle que P out n’est pas compact). Par continuité, il existe un voisinage de K
dans P out sur lequel les feuilletages φ̂−1

∗ Gs,in et Gu,out sont transverses. Il s’ensuit que l’on peut
recouvrir K par une collection localement finie de rectangles {Ri}i dans P out tel que :

• les Ri sont deux à deux disjoints et leur bord est disjoint de K ;

• les segments horizontaux de Ri sont des arcs de feuille de Gs,out et les segments verticaux
de Ri sont des arcs de feuilles de Gu,out ;

• les feuilletages φ̂−1
∗ Gs,in et Gu,out sont transverses sur Ri ;
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• chaque feuille de φ̂−1
∗ Ls traverse horizontalement Ri, autrement dit elle traverse Ri d’un

bord vertical à l’autre.

Si σ est une composante connexe de φ̂−1
∗ Ls ∩ Ri, il existe un sous-rectangle Rσ de Ri arbi-

trairement fin, dont le bord horizontal consiste en deux arcs de feuilles de φ̂−1
∗ Gs,in disjoint de

K, et le bord vertical est inclus dans le bord vertical de Ri, et tel que chaque feuille de φ̂−1
∗ Gs,in

traverse horizontalement Ri (figure 2.6). Il existe un difféomorphisme ψσ de Rσ égal à l’identité

Figure 2.6 – Rectangle Rσ ⊂ Ri

sur un voisinage du bord ∂Rσ, tel que ψσ envoie φ̂−1
∗ Gs,in sur le feuilletage horizontal de Ri sur

un voisinage de K dans Rσ, et préserve les segments verticaux de Rσ. Ce difféomorphisme est
isotope à l’identité parmi les difféomorphismes de Rσ qui préservent le feuilletage vertical de
Rσ. Il suffit de faire une isotopie barycentrique feuille à feuille. On recouvre φ̂−1

∗ Ls ∩Ri par un
nombre fini de sous-rectangles Rσ disjoints vérifiant la propriété précédente. Soit ψRi le difféo-
morphisme de Ri cöıncidant avec ψσ sur chaque Rσ et égal à l’identité ailleurs. Les rectangles
Ri sont deux à deux disjoints et la collection {Ri} est localement finie, donc on peut définir le
difféomorphisme ψout de P out égal à ψRi sur chaque Ri et égal à l’identité ailleurs. On pose ψout

égal à l’identité sur P out.

Posons φ̌ := φ̂ ◦ (ψout)−1 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗. C’est un recollement inachevé de (P,X).
Comme ψout préserve le feuilletage Gu,out ⊃ Lu feuille à feuille, on en déduit que le recollement
inachevé φ̌ est fortement isotope à φ̂. Montrons le second lemme suivant.

Lemme 2.7.5. Il existe un difféomorphisme ψin : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ à support dans P in tel que

1) ψin est isotope à l’identité via des difféomorphismes qui préservent le feuilletage Gs,in

2) (ψin ◦ φ̌)∗Gu,out cöıncide avec Gu,in et (ψin ◦ φ̌)∗Gs,out cöıncide avec Gs,in sur un voisinage
U in de (ψin ◦ φ̌)∗Lu ∩ Ls.

Démonstration. Il découle du lemme 2.7.4 l’existence d’un voisinage U in′ := φ̌(Uout) de Ǩ :=
Ls∩ φ̌Lu dans P in sur lequel le feuilletage φ̌∗Gs,out cöıncide avec Gs,in. On peut répéter la même
preuve que la précédente en plaçant le support de l’isotopie ψin dans un voisinage de Ǩ inclus
dans U in′, et de sorte que ψin préserve le feuilletage Gs,in.

Soit φ̌1 := ψin ◦ φ̌ = ψin ◦ φ̂ ◦ (ψout)−1 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗. C’est un recollement inachevé
de (P,X). Comme ψin est isotope à l’identité parmi les difféomorphismes qui préservent le
feuilletage Gs,in ⊃ Ls, le recollement inachevé φ̌1 est fortement isotope à φ̌, et donc à φ̂ par
transitivité. Le lemme 2.7.3 est une conséquence directe du lemme 2.7.5.
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Démonstration de la proposition 2.7.2. Quitte à faire une forte isotopie parmi les recollements
inachevés, on peut supposer que le recollement inachevé fortement transverse φ̂ de (P,X) vérifie
le lemme 2.7.3, autrement dit le feuilletage φ̂∗Gs,out et le feuilletage φ̂∗Gu,out cöıncident avec
Gs,in et Gu,in sur un voisinage U in de φ̂∗Lu ∩ Ls. On démontre la proposition en trois étapes.
On note U in le voisinage de φ̂∗Lu ∩Ls dans P in sur lequel le feuilletage φ̂∗Gs,out et le feuilletage
φ̂∗Gu,out cöıncident (respectivement) avec Gs,in et Gu,in.

Fait 2.7.6. Il existe un difféomorphisme ψout : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗, à support dans P out, égal à
l’identité sur un voisinage de Lu, tel que (ψout ◦ φ̂−1)∗Ls est transverse à Gu,out.

Démonstration. Soit Uout := φ̂(U in). C’est un voisinage de φ̂−1
∗ Ls ∩ Lu dans P out sur lequel le

feuilletage φ̂−1
∗ Gs,in cöıncide avec Gs,out. On en déduit que φ̂−1

∗ Ls ⊂ φ̂−1
∗ Gs,in est transverse à

Gu,out sur un voisinage V u de Lu dans P out. Sur tout compact K dans P out, il y a un nombre
fini de composantes connexes de P out∖Lu qui intersectent (P out∖V u) ∩ K, et on fixe B une
telle composante connexe. On rappelle que B est une bande, c’est-à-dire que le bord accessible
de B est formée de deux feuilles non compactes de Lu qui s’accumulent l’une sur l’autre à
chaque extrémité. La bande B est trivialement feuilletée par le feuilletage Gu,out, chaque feuille
allant d’un bout de la bande à l’autre (figure 2.7). Comme la lamination φ̂−1

∗ Ls est fortement

Figure 2.7 – Bande B feuilletée par Gu,out et intersection avec la lamination φ̂−1
∗ Ls

transverse à la lamination Lu, chaque feuille de φ̂−1
∗ Ls traverse la bande B d’un bord à l’autre

et l’intersection φ̂−1
∗ Ls ∩ Lu est localement compacte et totalement discontinue dans le bord de

B. On en déduit qu’il existe {Ri}i une collection localement finie de rectangles dans B tel que

• Ri ⊂ intB et chaque feuille de φ̂−1
∗ Ls intersecte un unique rectangle Ri, et est disjoint du

bord horizontal de Ri

• Le bord vertical de Ri consiste en deux arcs de feuilles de Gu,out inclus dans V u et le bord
horizontal de Ri consiste en deux arcs de feuilles de φ̂−1

∗ Gs,in

• Les segments de feuilles de φ̂−1
∗ Gs,in sont transverse à Gu,out sur un voisinage du bord

vertical de Ri et traversent horizontalement le rectangle Ri

Soit Λsi = φ̂−1
∗ Ls ∩∂Ri. Soit Hi un feuilletage sur Ri qui cöıncide avec φ̂

−1
∗ Gs,in sur un voisinage

de ∂Ri, qui a même holonomie que φ̂−1
∗ Gs,in d’un bord vertical à l’autre de Ri, et qui est

transverse à Gu,out sur un voisinage des feuilles de Hi passant par Λsi (voir figure 2.8). Alors
φ̂−1

∗ Gs,in est conjugué à Hi par un difféomorphisme ψRi : Ri → Ri, égal à l’identité au voisinage
de ∂R, isotope à l’identité. Les rectangles Ri sont deux à deux disjoints et la collection {Ri}i
est localement finie, donc on peut définir le difféomorphisme ψB de B égal à ψRi sur chaque Ri
et égal à l’identité ailleurs. De même, les composantes connexes Bi de P

out∖Lu qui intersectent
le complémentaire du voisinage V u dans P out sont deux à deux disjointes et la collection {Bi}i
est localement finie dans P out, donc on peut définir le difféomorphisme ψout le difféomorphisme
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Figure 2.8 – Rectangle Ri à l’intérieur de la bande B

de P out égal à ψBi sur chaque Bi et égal à l’identité ailleurs. On pose ψout égal à l’identité sur
P in.

Fait 2.7.7. Il existe un difféomorphisme ψin : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗, à support dans P in, égal à
l’identité sur un voisinage de Ls, tel que (ψin ◦ φ̂)∗Lu est transverse à Gs,in sur P in

Démonstration. La preuve est identique.

Soit φ̂0 := ψin ◦ φ̂ ◦ (ψout)−1 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗. Alors φ̂0 est un recollement inachevé
fortement isotope à φ̂, car les difféomorphismes ψin et ψout isotopes à l’identité via des dif-
féomorphismes qui sont l’identité sur un voisinage de la lamination Ls et Lu respectivement.
Alors

• (φ̂0)∗Lu = (ψin ◦ φ̂)∗Lu car ψout est l’identité au voisinage de Lu, donc (φ̂0)∗Lu est trans-
verse à Gs,in sur P in d’après le fait 2.7.7.

• (φ̂0)−1
∗ Ls = (ψoutφ̂−1)∗Ls car ψin est l’identité au voisinage de Ls, donc (φ̂0)−1

∗ Ls est
transverse à Gu,out sur P out d’après le fait 2.7.6. On en déduit que (φ̂0)∗Gu,out est transverse
à Ls sur P in.

Il s’ensuit que les feuilletages (φ̂0)∗Gu,out et Gs,in sont transverses sur un voisinage V de
(φ̂0)∗Lu ∩Ls dans P in. Il reste à vérifier que les feuilletages (φ̂0)∗Gu,out et Gs,in sont transverses
à l’intérieur des composantes connexes du complémentaire P in∖((φ̂0)∗Lu ∩ Ls) qui intersectent
P in∖V . Comme les laminations (φ̂0)∗Lu et Ls sont fortement transverses, une telle composante
connexe est un rectangle C dont le bord horizontal est formé de deux arcs disjoints de feuilles
de Ls et le bord vertical est formé de deux arcs disjoints de feuilles de (φ̂0)∗Lu. Les feuilletages
Gu,out et (φ̂0)∗Gs,in sont transverses sur un voisinage de ∂C.

Fait 2.7.8. Il existe un difféomorphisme ψC : C → C isotope à l’identité, tel que ψC est l’identité
au voisinage du bord de C, et ψC envoie le feuilletage (φ̂0)∗Gu,out sur un feuilletage transverse
à Gs,in dans C.

Démonstration. Chaque feuille de Gs,in traverse horizontalement C, donc on peut supposer que
Gs,in est le feuilletage horizontal de C. Alors les segments horizontaux de C cöıncident avec
(φ̂0)∗Gu,out sur un voisinage de ∂C. Chaque feuille de (φ̂0)∗Gu,out traverse verticalement le rec-
tangle C. On en déduit que les deux feuilletages (φ̂0)∗Gu,out et Gs,in sont triviaux sur C. Il existe
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un feuilletage H qui cöıncide avec (φ̂0)∗Gu,out sur un voisinage de ∂C, qui a la même applica-
tion d’holonomie que (φ̂0)∗Gu,out d’un bord horizontal à l’autre de C, et qui est transverse à
Gs,in sur C (voir figure 2.9 Ce feuilletage H est conjugué à (φ̂0)∗Gu,out par un difféomorphisme

Figure 2.9 – Composante connexe C du complémentaire de (φ̂0)∗Lu ∩ Ls et feuilletages

ψC : C → C égal à l’identité au voisinage de ∂C et isotope à l’identité, ce qui conclut.

Les composantes connexes Ci de P
in∖((φ̂0)∗Lu∩Ls) qui intersectent P in∖V sont deux à deux

disjointes et forment une collection {Ci} localement finie. On peut donc définir ψ : ∂P∖O∗ →
∂P∖O∗ le difféomorphisme égal à ψCi sur chaque Ci et l’identité ailleurs. En particulier, ψ est
l’identité sur un voisinage de (φ̂0)∗Lu∪Ls. Le difféomorphisme φ̂1 := ψ◦ φ̂0 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗
est un recollement inachevé fortement isotope à φ̂0 qui vérifie la proposition 2.7.2.

Étape 2 : Normalisation d’un recollement inachevé. On garde les notations du début de la
section 2.7. Dans cette étape, quitte à faire une forte isotopie de recollement inachevés, on
suppose que φ̂ vérifie la proposition 2.7.2, autrement dit φ̂∗Gu,out est transverse à Gs,in sur
P in. Pour tout Oi ∈ O∗, il existe une unique orbite Oj ∈ O∗ tel que si A et A′ sont des
composantes connexes de ∂P∖O∗ adjacentes en Oi, alors φ̂(A) et φ̂(A′) sont des composantes
connexes de ∂P∖O∗ adjacentes en Oj . Cette appariement définit une involution sans point fixe
σ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n}, qui détermine la combinatoire de recollement de φ̂.

On montre la proposition suivante, qui dit qu’il existe un recollement normalisé φ1 de (P,X)
dont la restriction au complémentaire des orbites O∗ est fortement isotope à φ̂. On rappelle qu’un
bloc normalisé (P,X) est muni de systèmes de coordonnées normalisés {(Vi, ξi = (x, y, θ))} au
voisinage des orbites périodiques Oi ∈ O∗ contenues dans ∂P (définition 2.1.2, item 4). Dans
ces coordonnées, le bord ∂P a pour équation x = y, le bord de sortie P out est dans le domaine
{x < 0}, et le bord d’entrée P in dans le domaine {x > 0}. On note Gb = Gu,out ∪ O∗ ∪ Gs,in le
feuilletage quasi-Morse-Smale sur ∂P (corollaire 2.1.6).

Proposition 2.7.9. Il existe un recollement fortement quasi-transverse φ1 : ∂P → ∂P tel que

1) la restriction de φ1 à ∂P∖O∗ est fortement isotope à φ̂ (au sens de la définition 2.5.2)

2) pour tout Oi et Oj = φ1(Oi), il existe des systèmes de coordonnées normalisés (Vi, ξi =
(x, y, θ)) et (Vj , ξj = (x, y, θ)) des orbites périodiques Oi et Oj, telle que l’expression de φ1
dans ces coordonnées est φ1(x, x, θ) = (−x,−x, θ)

3) le feuilletage (φ1)∗Gb est quasi-transverse au feuilletage Gb sur ∂P
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Autrement dit, φ1 est un recollement normalisé de (P,X) (définition 2.1.8) dont la restriction
est fortement isotope à φ̂.

Commençons par fixer quelques notations. Soit (Vi, ξi) un système de coordonnées normalisé
de l’orbite Oi ∈ O∗. Les coordonnées ξi = (x, y, θ) ∈ R2 × R/Z sur Vi induisent les coordonnées
ρi = (x, θ) ∈ R × R/Z sur ∂P ∩ Vi par oubli de la coordonnées y. Quitte à multiplier les
coordonnées x et y par une constante puis restreindre Vi, on peut supposer pour simplifier que
ρi(P in ∩ Vi) =]0, 1] × R/Z et ρi(P out ∩ Vi) = [−1, 0[×R/Z. D’après l’équation des feuilletages
(remarque 2.1.5) chaque feuille de Gs,in et de Gu,in intersecte transversalement la section {x = 1}
une unique fois, et chaque feuille de Gs,out et de Gu,out intersecte transversalement la section
{x = −1} une unique fois. On note dans les coordonnées ρi = (x, θ) (voir figure 2.10) :

• ls,ini,θ la feuille de Gs,in passant par (1, θ), et lu,ini,θ la feuille de Gu,in passant par (1, θ)

• ls,out
i,θ la feuille de Gs,out passant par (−1, θ) et lu,out

i,θ la feuille de Gu,out passant par (−1, θ)

Figure 2.10 – Paramétrage des feuilles de Gs,in et Gu,in par la coordonnée θ sur V in
i

On va montrer les deux lemmes suivants, analogues l’un de l’autre.

Lemme 2.7.10. Il existe un difféomorphisme ψin : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ à support dans P in et un
voisinage V in de ∂P in dans P in tel que

1) ψin est isotope à l’identité parmi les difféomorphismes de ∂P∖O∗ qui préserve le feuilletage
Gs,in feuille à feuille

2) pour tout i et j = σ(i), pour tout θ ∈ R/Z, la feuille ψin(φ̂(lu,out
j,θ )) cöıncide avec la feuille

lu,ini,θ sur V in

Lemme 2.7.11. Il existe un difféomorphisme ψout : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ à support dans P out et
un voisinage Vout de ∂P out dans P out tel que

1) ψout est isotope à l’identité parmi les difféomorphismes de ∂P∖O∗ qui préserve le feuille-
tage Gu,out feuille à feuille

2) pour tout i et j = σ(i), pour tout θ ∈ R/Z, la feuille ψout(φ̂−1(ls,inj,θ )) cöıncide avec la feuille

ls,out
i,θ sur Vout
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Montrons que la proposition 2.7.9 découlent des deux lemmes 2.7.10 et 2.7.11.

Démonstration de la proposition 2.7.9. Posons φ̂1 = ψin ◦ φ̂ ◦ (ψout)−1 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗.
D’après l’item 1 du lemme 2.7.10 et son analogue du lemme 2.7.11, le difféomorphisme φ̂1 est un
recollement inachevé fortement isotope à φ̂. De plus φ̂ envoie le feuilletage Gu,out sur un feuilletage
transverse à Gs,in sur P in par hypothèse, donc il en est de même pour φ̂1, toujours d’après la
propriété 1 du lemme 2.7.10 pour ψin, et son analogue pour ψout. Posons W in := V in ∩ φ̂1(Vout),
où V in et Vout sont les voisinages donnés par les lemmes 2.7.10 et 2.7.11. C’est un voisinage de
∂P in dans P in. Soit i et j = σ(i) et soit θs ∈ R/Z et θu ∈ R/Z. Alors les égalités suivantes sont
vraies sur W in (voir figure 2.11)

φ̂1(lu,out
j,θu

) = ψin ◦ φ̂ ◦ (ψout)−1(lu,out
j,θu

)

= ψin ◦ φ̂(lu,out
j,θu

) (lemme 2.7.11, item 1)

= ls,ini,θu
(lemme 2.7.10, item 2)

φ̂1(ls,out
j,θs

) = ψin ◦ φ̂ ◦ (ψout)−1(ls,out
j,θs

)

= ψin ◦ φ̂(φ̂−1(ls,ini,θs
)) = ψin(ls,ini,θs

) (lemme 2.7.11, item 2)

= ls,ini,θs
(lemme 2.7.10, item 1)

Figure 2.11 – Image des feuilletages par φ̂1

On rappelle que le flot de X est linéaire dans les coordonnées ξi = (x, y, θ) sur Vi, donné par
l’expression Xt(x, y, θ) = (2−tx, 2ty, θ + t), et le bord ∂P cöıncide avec la diagonale x = y. La

feuille ls,ini,θs
a donc pour équation x = 2−θs+θ̃ et la feuille de lu,ini,θu

a pour équation x = 2θu−θ̃ dans

les coordonnées ρi = (x, θ), où θ̃ ∈ R est un relevé de θ ∈ R/Z (remarque 2.1.5). Donc les points
d’intersection de ces deux feuilles dans dans les coordonnées ρi = (x, θ) sont les points suivants,
pour k ∈ Z, avec k assez grand :

pk =
(

2
θu−θs

2 − k
2 ,
θs + θu

2 + k

2

)
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De même, les points d’intersection des feuilles ls,out
j,θs

et lu,out
j,θu

dans les coordonnées ρj = (x, θ)
sont les points suivants, pour k ∈ Z, avec k assez grand :

qk =
(
−2

θu−θs
2 − k

2 ,
θs + θu

2 + k

2

)

Par conséquent, pour x assez proche de 0 on a φ̂1(x, θ) = (−x2− k(x,θ)
2 , θ + k(x,θ)

2 ) dans les
coordonnées ρj au départ et ρi à l’arrivée, avec k(x, θ) ∈ Z. Par continuité, k(x, θ) est constant,
et il existe k ∈ Z tel que pour x assez proche de 0, on a

φ̂1(x, θ) =
(
−x2− k

2 , θ + k

2

)
.

Soit τ : [0, 1]→ [0, 1] une fonction plateau lisse décroissante, tel que τ(x) = 1 sur un voisinage
de 0 et τ(x) = 0 sur un voisinage de 1. Soit ψ : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗ le difféomorphisme à support
dans P in, égal à l’identité en dehors de ∪iVi, et tel que l’expression de ψ dans les coordonnées
ρi sur chaque Vi ∩ P in est

(x, θ) 7→
(
x2

kτ(x)
2 , θ − kτ(x)

2

)
.

Alors ψ est isotope à l’identité parmi les feuilletages qui préservent Gu,in feuille à feuille, à
support dans un voisinage de ∂P in où les feuilletages Gu,in et φ∗Gu,out cöıncident (quitte à
choisir le support de τ assez proche de 0). Par conséquent, la composée

φ̂′
1 := ψ ◦ φ̂1 : ∂P∖O∗ → ∂P∖O∗

est un recollement inachevé fortement isotope à φ̂1, qui envoie le feuilletage Gu,out sur un feuille-
tage transverse à Gs,in sur P in, et pour tout i et j = σ(i), l’expression de φ̂′

1 dans les coordonnées
ρj au départ et ρi à l’arrivée est φ̂′

1(x, θ) = (−x, θ) pour tout x assez proche de 0. Ce difféomor-
phisme se prolonge naturellement sur O∗ par (0, θ) 7→ (0, θ). Le difféomorphisme φ̂′

1 : ∂P → ∂P
est donc un recollement de (P,X), dont la restriction à ∂P∖O∗ est fortement isotope à φ̂. On
rappelle que φ̂′

1 est une involution, qui vérifie que le feuilletage (φ̂′
1)∗Gu,in est transverse à Gs,in

sur P in et φ̂′
1(O∗) = O∗. Il s’ensuit que la feuilletage (φ̂′

1)∗Gb est quasi-transverse à Gb sur ∂P ,
où Gb = Gu,out∪O∗∪Gs,in. Pour finir, φ̂′

1 vérifie l’item 2 de la proposition 2.7.9 par construction,
autrement dit il est égal à la réflexion (x, x, θ) 7→ (−x,−x, θ) dans des systèmes de coordonnées
normalisés (V ′

i, ξi = (x, y, θ)) et (V ′
j , ξj = (x, y, θ)).

Il reste à prouver le lemme 2.7.10, le lemme 2.7.11 étant complètement analogue.

Démonstration du lemme 2.7.10. Posons V in
i := Vi ∩ P in, et Vout

j := Vj ∩ P out, où Vi et Vj sont
des voisinages normalisés des orbites périodiques Oi et Oj contenues dans ∂P , avec j = σ(i). Il
suffit de construire un difféomorphisme ψin = ψin

i : V in
i → V in

i qui vérifie les propriétés énoncées
sur V in

i , égal à l’identité sur le bord de V in
i . On travaillera dans le revêtement universel. Notons

I =]0, 1] et J = [−1, 0[. Soit π : R×R→ R×R/Z la projection. Soit πin
i : Ṽ in

i → V in
i le revêtement

universel de V in
i et ρ̃i = (x, θ̃) : Ṽ in

i → I ×R le relevé des coordonnées ρi tel que π ◦ ρ̃i = ρi ◦ πin
i .

On définit de même Ṽout
j le revêtement universel de Vout

j et ρ̃j = (x, θ̃) : Ṽout
j → J × R le relevé

des coordonnées ρj . On note (G̃s,in, G̃u,in) les relevés des feuilletages dans Ṽ in
i , et (G̃s,out, G̃u,out)

les relevés des feuilletages dans Ṽout
i . On note pour tout θ̃ ∈ R, dans les coordonnées ρ̃i et ρ̃j

correspondantes :

– l̃s,in
θ̃

la feuille de G̃s,in passant par (1, θ̃), et l̃u,in
θ̃

la feuille de G̃u,in passant par (1, θ̃),

– l̃s,out
θ̃

la feuille de G̃s,out passant par (−1, θ̃), et l̃u,out
θ̃

la feuille de G̃u,out passant par (−1, θ̃),
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Le recollement inachevé φ̂ se relève en un difféomorphisme φ̃, qui est bien définie d’un voisinage
de {x = 0} dans Ṽout

j dans un voisinage de {x = 0} dans Ṽ in
i . Pour tout p ∈ Ṽ in

i ∩ φ̃(Ṽout
j ),

notons θ̃u(p) et θ̃s(p) les réels tels que p ∈ l̃s,in
θ̃s(p) ∩ φ̃(l̃s,in

θ̃s(p)).

Lemme 2.7.12. Il existe ϵ > 0 tel que pour tout p ∈ Ṽ in
i ∩ φ̃(Ṽout

j ) de coordonnées (x(p), θ̃(p))
dans ρi avec 0 < x(p) < ϵ, les feuilles l̃s,in

θ̃s(p) et l̃u,in
θ̃u(p) s’intersectent en un unique point q ∈ Ṽi.

Démonstration. Commençons par rappeler que, quels que soient θ̃s et θ̃u :

– la feuille l̃s,in
θ̃s

a pour équation θ̃ = log2(x) + θ̃s, x < 1, dans les coordonnées ρi = (x, θ̃)

– la feuille l̃u,in
θ̃u

a pour équation θ̃ = − log2(x) + θ̃u, x < 1, dans les coordonnées ρi = (x, θ̃)

– la feuille l̃u,out
θ̃u

a pour équation θ̃ = − log2(x) + θ̃u, x < 1, dans les coordonnées ρj = (x, θ̃)

On remarque que l̃s,in
θ̃s

intersecte l̃u,in
θ̃u

si et seulement si θ̃s < θ̃u. On oriente chaque feuille de l̃u,out
θ̃u

dans la direction croissante de la coordonnée θ̃ dans ρj . La feuille est alors orientée en direction
du relevé de l’orbite Oj = ∂Vout

j . On munit la feuille φ̃∗(l̃u,out
θ̃u

) de l’orientation image. Chaque

feuille l̃s,in
θ̃s

de G̃s,in disconnecte le plan Ṽ in
i en deux composantes. On appelle composante gauche

de l̃s,in
θ̃s

la composante contenant les feuilles de G̃s,in paramétrées par θ̃ < θ̃s, et composante droite

de l̃s,in
θ̃s

l’autre composante. Avec cette orientation, les feuilles orientées de G̃u,in intersectent les

feuilles de G̃s,in de leur gauche vers leur droite. De même,

Fait 2.7.13. Les feuilles orientées φ̃∗G̃u,in intersectent transversalement les feuilles de G̃s,in de
leur gauche vers leur droite sur Ṽ in

i .

Démonstration. Par hypothèse φ̂ est fortement isotope à la restriction d’un recollement forte-
ment quasi-transverse φ0 d’un bloc de construction (P0, X0) isotope à (P,X). On note Ls0 et
Lu0 les laminations de bord sur le bord d’entrée P in

0 et le bord de sortie P out
0 de (P0, X0). On

note O0,∗ = {O1,0, . . . ,On,0} les orbites périodiques de X0 contenues dans ∂P 0, numérotées de
façon compatible avec la numérotation des orbites O∗ (via l’isotopie des blocs). Alors φ0 envoie
l’orbite orientée O0,j sur l’orbite orientée O0,i, et envoie P

out
0 sur P in

0 en renversant l’orientation.
Il s’ensuit que les feuilles de (φ0)∗Lu0 s’accumulent sur l’orbite Oi,0 de façon contractante sur
P in

0 donc intersectent transversalement les feuilles de Ls0 de leur gauche vers leur droite, pour les
même conventions d’orientation. Par forte isotopie de φ̂ avec la restriction de φ0 à ∂P 0∖O0,∗,
il en est de même pour le sens d’intersection des feuilles orientées de φ̂∗Lu avec les feuilles de
Ls sur P in. Par transversalité des feuilletages, il en est de même pour les feuilles de φ∗Gu,in avec
Gs,in. Cette propriété reste vraie au revêtement universel.

On ne sait pas a priori si la feuille l̃u,in
θ̃u(p) intersecte la feuille l̃s,in

θ̃s(p), mais on a

Fait 2.7.14. Si x(p)→ 0, alors (θ̃s(p)− θ̃u(p))→ +∞ et cette convergence est uniforme en θ̃(p).

Démonstration. D’après le fait 2.7.13, si p = (x(p), θ̃(p)) parcourt la feuille orientée φ̃(l̃u,in
θ̃u(p)),

autrement dit θ̃u(p) est fixé et x(p) → 0, alors θ̃s(p) → +∞. Par continuité (les feuilletages
φ̃∗G̃u,in et G̃s,in sont transverses), la convergence est localement uniforme en θ̃(p). Comme tout
commute avec l’automorphisme de revêtement θ̃ 7→ θ̃ + 1, on en déduit que la convergence est
globalement uniforme.
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Il résulte du fait 2.7.14 l’existence de ϵ > 0 tel que pour tout p = (x, θ) ∈ Ṽ in
i avec x < ϵ,

on a θ̃s(p) < θ̃u(p). Comme remarqué précédemment, au vu des équations explicites des feuilles
l̃u,in et l̃s,in impliquent que pour tout p = (x, θ̃) ∈ Ṽ in

i avec x < ϵ, les feuilles l̃u,in
θ̃u(p) et ls,in

θ̃s(p)
s’intersectent en un unique point

q(p) =
(

2
θ̃u(p)−θ̃s(p)

2 ,
θ̃u(p) + θ̃s(p)

2

)
.

On peut maintenant prouver le lemme 2.7.10. Le lemme 2.7.12 donne une application p 7→
q(p), qui pour un point p ∈ V in

i tel que x(p) < ϵ, associe le point q(p) d’intersection de la feuille
ls,in
θ̃s(p) avec la feuille l̃u,in

θ̃u(p). Cette application est bien définie de ]0, ϵ[×R (dans les coordonnées

ρi = (x, θ)) sur son image V où V ⊂ V in contient un voisinage ]0, η] × R (η < ϵ), et injective.
Par transversalité des feuilletages, elle est différentiable. Soit τ : [0, 1]→ [0, 1] une fonction lisse
décroissante qui vaut 1 sur [0, η2 ] et 0 sur [η, 1]. On définit ψ̃in : Ṽ in

i → Ṽ in
i de la façon suivante

(figure 2.12). Soit p = (x, θ̃) ∈ Ṽ in
i

• Si x ≥ η, ψ̃in(x, θ̃) = (x, θ̃)

• Si x ≤ η, soit q = q(p) ∈ V in donnés par le lemme 2.7.12. Alors p et q appartiennent à la
même feuille ls,in

θ̃s
de G̃s,in, et ψ̃in(p) est le barycentre pondéré par τ(x) entre les points p

et q dans la feuille ls,in
θ̃s

, ce que l’on note par abus de notation

ψ̃in(p = (x, θ̃)) = τ(x)q + (1− τ(x))p

Cette expression définit bien un difféomorphisme de Ṽ in
i , égal à l’identité au voisinage du bord

{x = 1} de Ṽ in
i , isotope à l’identité parmi les difféomorphismes qui préservent G̃s,in feuille à

feuille, et qui envoie la feuille φ̃(l̃u,out
θ̃u

) sur la feuille l̃u,in
θ̃u

sur un voisinage du bord {x = 0} de

Ṽ in
i . Ce difféomorphisme commute avec les translations entières le long de la coordonnées θ̃, donc

passe au quotient en un difféomorphisme ψin : V in
i → V in

i qui vérifie les propriétés annoncées.

Figure 2.12 – Action de ψ̃in sur Ṽ in
i
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2.8. Preuve de la proposition 2.1.10

Conclusion

Démonstration de la proposition 2.7.1. Il suffit d’appliquer successivement la proposition 2.7.2
et la proposition 2.7.9.

2.8 Preuve de la proposition 2.1.10

On montre la proposition principale 2.1.10 qui dit qu’un triplet (P0, X0, φ0) avec (P0, X0)
un bloc selle plein et φ0 un recollement fortement quasi-transverse est fortement isotope à un
triplet normalisé.

Démonstration de la proposition 2.1.10. Soit (P0, X0) un bloc de construction selle plein et φ0
un recollement fortement quasi-transverse.

• Les propositions 2.2.1 et 2.3.1 appliquées successivement à (P0, X0) donnent l’existence d’un
bloc de construction (P,X) qui vérifie l’item 1 et 2 de la définition d’un bloc normalisé 2.1.2,
autrement dit il admet une section affine et les valeurs propres des orbites de X ′ dans ∂P ′

sont égales à {1
2 , 2}, et il est isotope à (P0, X0) parmi les blocs de construction orbitalement

équivalents. Le bloc (P,X) vérifie les hypothèses de la proposition 2.4.1. Soit (Gs,Gu) une
paire de feuilletages affines invariants sur (P,X) donné par la proposition 2.4.1. Le bloc de
construction (P,X) muni de la paire de feuilletage (Gs,Gu) vérifie les items 1, 2 et 3 de
la définition 2.1.2. Il suit du lemme 2.5.5 l’existence d’un recollement inachevé fortement
transverse φ̂ de (P,X) fortement isotope à la restriction du recollement φ0 au complémentaire
des orbites périodiques de X0 dans ∂P 0.

• La proposition 2.6.1 appliquée au bloc de construction (P,X) donne l’existence d’un bloc
normalisé (P1, X1) isotope à (P,X). Le lemme 2.6.3 appliqué au recollement inachevé φ̂ de
(P,X) donne l’existence d’un recollement inachevé fortement transverse φ̂1 de (P1, X1) et
fortement isotope à φ̂ donc à la restriction du recollement fortement quasi-transverse φ0 au
complémentaire des orbites périodiques de X0 dans ∂P 0.

• Le bloc (P1, X1) est un bloc normalisé muni d’un recollement inachevé φ̂1 fortement transverse
et fortement isotope à la restriction du recollement fortement quasi-transverse φ0 de (P0, X0).
On peut appliquer la proposition 2.7.1, qui donne l’existence d’un recollement normalisé φ′

1
de (P1, X1), dont la restriction est fortement isotope à φ̂1 donc à la restriction de φ0. Pour
montrer que le triplet (P1, X1, φ

′
1) est fortement isotope au triplet (P0, X0, φ0), il reste à

montrer que φ′
1 est isotope à φ0. Les blocs (P0, X0) et (P1, X1) sont isotopes. Quitte à faire

une équivalence orbitale (P ′
0, X

′
0) de (P0, X0), il sont inclus dans un prolongement minime

commun (proposition 1.4.4), et les bords ∂P ′
0 et ∂P 1 sont isotopes relativement aux orbites

périodiques contenues dans le bord. Soit φ′
0 le conjugué de φ0 par l’équivalence orbitale et

φ1 le poussé de φ′
0 sur ∂P 1 par l’isotopie entre ∂P ′

0 et ∂P 1. Alors φ1 est un recollement, a
priori seulement topologique. Quitte à faire une petite perturbation, on peut supposer qu’il
est différentiable. Il est isotope à φ0 au sens de la définition 1.4.9.

Montrons que l’on peut ajuster φ′
1 pour le rendre isotope φ1 sans détruire la forte isotopie.

Si T est un composante connexe de ∂P qui n’intersecte pas la collection O∗, la restriction de
φ̂1 à T est un recollement achevé. Les restrictions à T de φ̂1 et φ0, et de φ

′
1 et φ̂1 sont alors

isotopes. Le résultat suit par transitivité. Supposons que T contient une collection d’orbites
périodiques de X, et soit T ′ la composante connexe de ∂P appariée à T par φ1. Soit Oi une
orbite périodique contenues dans T , et (Vi, ξi = (x, y, θ)) un système de coordonnées normalisé
de Oi. Comme φ′

1 est un recollement normalisé, quitte à restreindre Vi, on peut supposer que
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φ′
1Gu,out = Gu,in et φ′

1Gs,in = Gs,out sur ∂P ∩Vi. Posons A := ∂P ∩Vi et ρi = (x, θ) ∈ I ×R/Z
les coordonnées induites sur A. Il existe τ : T → T un twist de Dehn sur l’anneau A, égal à
l’identité sur le bord de A, et tel que τ ◦ φ′

1 : T ′ → T est isotope à φ1 : T ′ → T . Pour que la
composée φ′′

1 := τ ◦ φ′
1 soit encore un recollement normalisé, il faut et il suffit que :

1) τ soit égal à l’identité au voisinage de Oi
2) τ envoie le feuilletage Gu,in sur un feuilletage transverse à Gs,in,
3) τ envoie le feuilletage Gs,out sur un feuilletage transverse à Gu,out.

Soit σ := {θ = 0} et n l’entier tel que τ([σ]) = [σ] + n[O], où [·] désigne la classe d’homologie
de la courbe. On a τ(x, θ) = (x, θ + f(x) modZ), avec f : [−1, 1] → R une fonction lisse
monotone, égale à O sur un voisinage de −1, et égale à n sur un voisinage de 1. D’après la
remarque 2.1.5 il existe une constante c > 0 tel que, si ∗ désigne in ou out, les directions
tangentes aux feuilletages (Gs,∗,Gu,∗) en un point p = (x, θ) ∈ A sont

T(x,θ)Gs,∗ : dx = cx.dθ, T(x,θ)Gu,∗ : dx = −cx.dθ

– Si n ≥ 0, on choisit le support de τ dans un compact de A∩ P out. La direction tangente
à Gs,out au point p = (x, θ) est envoyée sur la direction (cx.f ′(x) + 1)dx = cx.dθ. Comme
f ′(x) ≥ 0 et x ≥ 0, la direction image est transverse à la direction dx = −cx.dθ tangente
à Gu,out au point τ(p) = (x, θ + f(x)), ce qui montre que les item 1 et 3 sont vérifiés.
L’item 2 est trivialement vérifié car τ est l’identité sur P in.

– Si n ≤ 0, on choisit le support de τ dans un compact de A ∩ P in. La direction tangente
à Gu,in au point p = (x, θ) est envoyée sur la direction (−cx.f ′(x) + 1).dx = −cx.dθ.
Comme f ′(x) ≤ 0 et x ≤ 0, la direction image est transverse à la direction dx = cx.dθ
tangente à Gs,in au point τ(p) = (x, θ + f(x)), ce qui montre que les item 1 et 2 et sont
vérifiés. L’item 3 est trivialement vérifié car τ est l’identité sur P out.

Il s’ensuit que le triplet (P1, X1, φ
′′
1) est un triplet normalisé fortement isotope au au triplet

(P0, X0, φ0).

Remarque 2.8.1. Il peut parâıtre étonnant d’avoir à corriger le défaut d’isotopie par un twist
de Dehn à la fin de la preuve, car toutes les déformations ont été faite par “isotopie”. En fait,
les équivalences orbitales des sections 2.2 et 2.3 et le redressement du bord à la section 2.6
nous oblige à travailler ensuite avec un recollement inachevé qui ne se prolonge pas aux orbites
périodiques contenues dans le bord (remarques 2.5.6 et 2.6.4). Les déformations que l’on fait dans
la section 2.7 pour normaliser le recollement sont via des difféomorphismes isotopes à l’identité
sur le complémentaire des orbites périodiques O∗ dans le bord, mais qui ne se prolongent pas non
plus aux orbites périodiques O∗. On parvient à obtenir un recollement inachevé qui se prolonge
en un recollement (proposition 2.7.9), mais on a perdu l’information de la classe d’isotopie sur
la surface fermée ∂P du recollement initial. Il faut donc ajuster.
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Chapitre 3

Dilatation de l’application de passage
près de la lamination

Rappels et notations Dans le reste de la preuve, (P,X) désigne un bloc de construction selle
plein normalisé (définition 2.1.2). On désigne toujours par P in et P out le bord d’entrée et le
bord de sortie, Λ le maximal invariant de (P,X) et O∗ = {O1, . . . ,On} la collection des orbites
périodiques de X contenues dans ∂P . On fixe (P̃ , X̃) un prolongement minime de (P,X). On
rappelle que Ws et Wu désignent les variétés stable et instable de Λ. On note Ls =Ws ∩P in la
lamination d’entrée, Lu =Wu ∩P out la lamination de sortie, et L = Ls ∩O∗ ∩Ls la lamination
de bord de (P,X). Par définition d’un bloc de construction normalisé, chaque orbite Oi ∈ O∗
est muni d’un système de coordonnées normalisé que l’on note (Vi, ξi = (x, y, θ)), et V∗ = ∪iVi
l’union disjointes des voisinages normalisés. Par définition d’un bloc de construction normalisé,
il existe (Gs,Gu) une paire de feuilletages affines invariants sur (P,X). On note (Gs,in,Gu,in) la
paire de feuilletages induite sur P in et (Gs,out,Gu,out) la paire de feuilletages induite sur P out,
et Gb = Gs,in ∪ O∗ ∪ Gu,out le feuilletage induit sur ∂P . On renvoie au chapitre 1 et 2 pour les
définitions et les propriétés associées.

Métrique Pour le reste de la preuve, on fixe g = ⟨·, ·⟩ une métrique riemannienne sur P̃ , adaptée
à la décomposition hyperbolique de Λ, et tel que dans un système de coordonnées normalisé
(Vi, ξi = (x, y, θ)) de Oi, on a

g = dx2 + dy2 + dθ2

3.1 Définition et énoncé de la proposition principale

Dans cette section, on va étudier des propriétés de l’application de passage fout,in du flot de
X de P in à P out. Pour tout p ∈ P , soit τ(p) le temps de sortie (quand il est bien défini) de
l’orbite de p par le flot de X, autrement dit tel que Xτ(p)(p) ∈ P out.

Définition 3.1.1 (Application de passage). L’application fout,in : P in → P out définie par
fout,in(p) = Xτ(p)(p) est un difféomorphisme sur P in∖Ls à image dans P out∖Lu, et on l’on
appelle l’application de passage de (P,X).

En effet le temps τ est bien défini si et seulement si p est dans le complémentaire de la
variété stable Ws de Λ. L’image de fout,in correspond à l’ensemble des points de P out dont
l’orbite intersecte P in, et cöıncide donc avec le complémentaire de la variété instable Wu de Λ
dans P out. Une application de passage d’un flot de classe C1 entre surfaces quasi-transverses au
champ de vecteurs est C1.
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Chapitre 3. Dilatation de l’application de passage près de la lamination

Ce chapitre a pour but de démontrer la proposition principale suivante, qui dit que fout,in
dilate la direction tangente à Gu,in arbitrairement fortement dans un petit voisinage Ls, et le
résultat analogue pour l’application inverse le long de la direction tangente à Gs,out.

Proposition 3.1.2 (Dilatation de l’application de passage).

1) Pour tout λ > 1, il existe un voisinage W in
λ de Ls dans P in, tel que l’application de passage

fout,in dilate d’un facteur λ la direction Gu,in sur W in
λ ∖Ls :

∀p ∈ W in
λ ∖Ls, ∀v ∈ TpGu,in, ∥(fout,in)∗v∥ > λ∥v∥

2) De même, pour tout λ > 1, il existe un voisinageWout
λ de Lu dans P out, tel que l’application

de passage inverse f−1
out,in dilate d’un facteur λ la direction Gs,out sur Wout

λ ∖Lu :

∀p ∈ Wout
λ ∖Lu, ∀v ∈ TpGs,out, ∥(f−1

out,in)∗v∥ > λ∥v∥

Remarques La lamination de bord L est remplissante, les composantes connexes de P in∖Ls et
de P out∖Lu sont des bandes, c’est-à-dire des disques dont le bord accessible est formé de deux
feuilles non compactes asymptotes l’une à l’autre à chaque extrémité (définition 1.2.14).

• L’application fout,in envoie une bande Bs ⊂ P in sur une bande Bu = fout,in(Bs) ⊂ P out

(figure 3.1).

• Si B est une bande de P in, il y a deux cas possibles pour chacune des extrémités de B :

1) Soit l’extrémité de B donnée s’accumule sur une feuille compacte de Ls dans P in

2) Soit l’extrémité de B donnée s’accumule sur une composante de ∂P in, autrement dit
une orbite périodique Oi ∈ O∗.

• Soit W in
λ le voisinage donné par la proposition 3.1.2. Si B est une composante connexe de

P in∖Ls, alors W in
λ ∩B est un voisinage du bord accessible de B.

1) Soit on est dans le cas 1) précédent, et W in
λ ∩B contient un voisinage de l’extrémité

de B correspondante

2) Soit on est dans le cas 2) précédent, et W in
λ ∩ B ne contient aucun voisinage de

l’extrémité de B correspondante

On renvoie à la figure 3.2 pour l’image d’un tel voisinage dans le cas 1) et 2).

Idée de preuve Donnons les idées principales pour la preuve du premier item de la proposi-
tion 3.1.2. Le deuxième item est symétrique.

• La dynamique sur un petit voisinage U de Λ est hyperbolique, au sens où il existe des
directions Ess et Euu dans U , invariante par la différentielle de Xt dans U , et qui sont
respectivement contractées et dilatées dans le futur (lemme 3.2.1). D’après le λ-lemma
([KH95]), un vecteur transverse au plan Ess ⊕ R.X transporté par le flot pour des temps
positif assez grand est exponentiellement dilaté et tend vers la direction instable forte Euu.

• Un point dans P in proche de la lamination Ls a une orbite qui passe un temps long dans
le voisinage U du maximal invariant Λ avant d’intersecter P out. Il s’ensuit qu’un vecteur
v sur un point proche de la lamination Ls et assez loin des orbites O∗, tangent à Gu,in, est
dilaté par la différentielle de Xt au bout d’un temps uniformément borné.
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3.1. Définition et énoncé de la proposition principale

Figure 3.1 – Application de passage d’une bande Bs ⊂ P in à une bande Bu ⊂ P out.

• L’image d’un vecteur v par la différentielle de l’application de passage fout,in est la pro-
jection π : TP → TP out sur l’espace tangent TP out parallèlement à R.X du vecteur Xτ

∗ v
poussé par le flot sur P out :

(fout,in)∗v = π(Xτ
∗ v) (3.1)

où τ est le temps de sortie de l’orbite. On montre que la projection d’un vecteur v =
vuu + vss + vX ∈ Euu⊕R.X⊕Ess sur une surface S parallèlement à R.X ne contracte par
la composante instable forte vuu (au dessus d’un point où la décomposition hyperbolique
est bien définie) (lemme 3.2.4).

• Le point délicat a lieu au voisinage d’une orbite Oi ∈ O∗. En effet un vecteur v tangent
à Gu,in en un point p ∈ P in très proche d’une orbite Oi a une composante instable forte
vuu très petite par rapport à sa composante vX tangente à R.X, sur laquelle l’action du
flot est isométrique. Il faut donc passer un temps très long dans un voisinage hyperbolique
pour que le vecteur soit exponentiellement dilaté par le flot Xt.

Cependant, la trajectoire d’une orbite d’un point p ∈ P in très proche d’une orbite Oi ∈ O∗
passe un temps très long dans un voisinage de Oi, où la dynamique du flot est hyperbolique.
Cette compétition s’équilibre. Pour le montrer, on décompose le passage fout,in de P in à une
surface“intermédiaire” P̂ in proche de P in et uniformément transverse au champ de vecteurs,
puis d’une surface“intermédiaire” P̂ out proche de P in et uniformément transverse au champ
de vecteurs à P out (section 3.3). On étudie les applications intermédiaires explicitement
dans un système de coordonnées normalisé (Vi, ξi) de Oi.
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Chapitre 3. Dilatation de l’application de passage près de la lamination

Figure 3.2 – Voisinage W in
λ sur une bande Bs, qui s’accumule d’une part à une orbite Oi et

d’autre part à une feuille compacte de Ls.

3.2 Lemmes préliminaires

Avant de montrer la proposition, on aura besoin d’un certain nombre de lemmes que l’on
énonce et prouve maintenant.

Voisinage filtrant hyperbolique Un voisinage de Λ dans P est dit filtrant si l’intersection de ce
voisinage avec toute orbite du flot de X dans P est connexe.

Lemme 3.2.1. Il existe U un voisinage ouvert filtrant de Λ dans P et une décomposition continue
Xt-invariante du fibré tangent sur U que l’on note encore TP U = Euu⊕R.X⊕Ess, qui cöıncide
avec la décomposition hyperbolique sur Λ, et qui vérifie : il existe des constantes λ0 > 1 et C0 > 0
tel que si l’orbite de p ∈ U est dans U au temps t > 0 alors

∀v ∈ Euu(p), ∥Xt
∗v∥ > C0λ

t
0∥v∥

∀v ∈ Ess(p), ∥Xt
∗v∥ < C−1

0 λ−t
0 ∥v∥

Démonstration. Le bloc (P,X) est un bloc normalisé selle plein. Soit Σ une section affine de Λ.
D’après le fait 2.2.5, il existe une partition de MarkovR = (R,Σ) de Λ sur Σ, tel que l’intersection
de toute orbite de X dans P avec l’union des cubes U := ∪t∈[0,1]X

t(R) est connexe (on rappelle
que le temps de retour de R sur Σ est égal à 1). Soit (ζs, ζu) la paire de feuilletages f -invariants
sur Σ, tel que f dilate uniformément la direction tangente à ζu et contracte uniformément la
direction tangente à ζs. On note Ess la direction tangente à ζs sur Σ et Euu la direction tangente
à ζu sur Σ. Ces directions cöıncident bien avec les directions stables fortes et instables fortes de
Λ au dessus d’un point p ∈ Σ ∩ Λ, ce qui justifie la notation.

Montrons que le voisinage U satisfait le lemme 3.2.1. D’après les propriétés de la partition de
Markov, c’est un voisinage filtrant de Λ. On peut pousser la décomposition TΣ = Ess⊕Euu sur
le voisinage U = ∪t∈[0,1]X

t(R) par la différentielle du flot pour t ∈ [0, 1]. Cette décomposition
est f -invariante, donc l’image de Ess⊕Euu par la différentielle du flot en temps 1 cöıncide avec
Ess⊕Euu, et on obtient une décomposition que l’on note toujours Ess⊕R.X⊕Euu = TP U sur
U , qui est invariante par le flot, et hyperbolique d’après les propriétés d’hyperbolicité de f sur
R. Elle cöıncide avec la décomposition hyperbolique sur Λ au dessus de d’un point p ∈ Λ.
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3.2. Lemmes préliminaires

Fait 3.2.2. La longueur des orbites dans le complémentaire de U est uniformément majorée par
une constante T0

Démonstration. Raisonnons par l’absurde. Si ce n’était pas le cas, on aurait une suite de points
pn ∈ P et de temps croissants tn → +∞ tel que les segments d’orbite [pn, Xtnpn] sont dans le
complémentaire de U . Quitte à prendre une sous-suite, la suite (pn)n converge vers un point q
par compacité de P .

• Supposons qu’il existe un temps T tel que XT (q) est dans U . Par continuité du flot, pour
un n arbitrairement grand, la distance dist(XT (pn), XT (q)) est arbitrairement petite, et
U est ouvert donc XT (pn) est dans U pour n assez grand, ce qui est une contradiction dès
que tn > T .

• Supposons qu’il existe un temps T tel que XT (q) ∈ P out. De même la distance
dist(XT (pn), XT (q)) est arbitrairement petite. Or un point arbitrairement proche de P out

a une orbite positive qui sort en temps arbitrairement petit, ce qui contredit la bonne
définition des Xtn(pn) pour des temps tn assez grands.

On en déduit que l’orbite de q ne rentre jamais dans U et ne sort jamais par P out. C’est impos-
sible.

Le corollaire suivant est une amélioration du lemme 3.2.1, et dit que l’on peut prolonger la
décomposition hyperbolique sur le saturé Û de U par le flot de X dans P .

Corollaire 3.2.3. Il existe Û un voisinage Xt-invariant de Λ et une décomposition continue Xt-
invariante du fibré tangent de Û que l’on note encore TP Û = Euu ⊕ R.X ⊕ Ess, qui prolonge
continûment celle sur l’ensemble hyperbolique Λ, et qui vérifie : il existe des constantes λ0 > 1
et C0 > 0 tel que si l’orbite de p ∈ U est définie au temps t > 0 alors

∀v ∈ Euu(p), ∥Xt
∗v∥ > C0λ

t
0∥v∥

∀v ∈ Ess(p), ∥Xt
∗v∥ < C−1

0 λ−t
0 ∥v∥

Démonstration. Soit Û = ∪t∈RX
t(U)∩P le saturé par le flot de X dans P du voisinage U donné

par le lemme 3.2.1. On peut pousser la décomposition hyperbolique Euu ⊕ R.X ⊕ Ess sur U
par la différentielle du flot sur le saturé de Û . Comme U est un voisinage filtrant, une orbite,
disons positive, qui sort de U n’y retourne jamais. De même, une orbite négative qui sort de U
n’intersecte jamais U dans le passé. La décomposition ainsi obtenue sur Û est donc invariante
par le flot de X. De plus, les segments d’orbite dans Û∖U ont une longueur uniformément
bornée d’après le lemme 3.2.2. Donc l’action de la différentielle du flot le long de ces orbites
est uniformément bornée. Les propriétés de dilatation de Euu et de contraction de Ess du
lemme 3.2.1 sont conservées, quitte à changer la constante C0.

Projection d’un vecteur centre-instable sur une surface transverse On aura besoin du lemme
suivant, qui dit que la projection d’un vecteur v ∈ Euu⊕R.X sur une surface S transverse à X,
parallèlement à R.X en un point p ∈ Û a une norme essentiellement minorée par la norme de la
composante instable forte dans Euu du vecteur v.

Lemme 3.2.4. Soit S une surface plongée dans P transverse au champ de vecteurs X. Soit
p ∈ S ∩ Û et πp : TpP → TpS la projection sur TpS parallèlement à R.X dans le voisinage Û
muni de la décomposition hyperbolique. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout vecteur
v = vuu + vX ∈ Euu ⊕ R.X tangent au fibré centre instable sur un point p ∈ S, on a

∥πp(v)∥ ≥ cst ∥vuu∥
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Chapitre 3. Dilatation de l’application de passage près de la lamination

Démonstration. On rappelle le fait suivant

Fait 3.2.5. Soit F,G deux plans vectoriels dans R3, et H une droite supplémentaire de F et G, et
∥ · ∥2 la norme euclidienne. Soit π : F → G la projection de F sur G parallèlement à H, linéaire
inversible. Alors on a :

∥π(v)∥2
∥v∥2

=
∣∣∣∣ sin∡(H,R.v)
sin∡(H,R.π(v))

∣∣∣∣
Si ∥ · ∥2 est la norme euclidienne associée à une base de vecteurs tangents (∂uu, ∂ss, X) où
∂uu ∈ Euu et ∂ss ∈ Ess, alors on a

∥π(v)∥2
∥v∥2

≥ sin(∡(v,X)) = ∥v
uu∥2
∥v∥2

Par équivalence des normes, on en déduit l’existence de la constance cst > 0 qui satisfait le
lemme.

Angles des feuilletages et du champ de vecteurs sur le bord de P Le champ de vecteurs X
est de plus en plus tangent à la surface ∂P à mesure que l’on s’approche de l’ensemble des
orbites périodiques tangentes O∗. De même les feuilletages Gs,in et Gu,in sur P in sont de plus en
plus tangents l’un à l’autre à mesure que l’on s’approche de l’ensemble O∗ ⊂ ∂P . En utilisant
l’expression du champ X et des feuilletages dans les coordonnées normalisées (Vi, ξi), on montre
que la vitesse de fermeture des angles est essentiellement la même, de l’ordre de la distance à
l’orbite Oi. Cette propriété sera utile dans le reste de la preuve.

Lemme 3.2.6. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p ∈ P in,

1) cst−1 dist(p,O∗) ≤ ∡(Gs,in,Gu,in)p ≤ cst dist(p,O∗)

2) cst−1 dist(p,O∗) ≤ ∡(X,P in)p ≤ cst dist(p,O∗)

3) cst−1 dist(p,O∗) ≤ ∡(X,Gu,in)p ≤ cst dist(p,O∗)

Démonstration. Il suffit de le vérifier au voisinage d’une orbite périodique Oi dans le système de
coordonnées normalisé (Vi, ξi = (x, y, θ)). Soit (∂x, ∂y, ∂θ) la base de champs de vecteurs associée
aux coordonnées (x, y, θ). On rappelle que la norme ∥·∥ sur P cöıncide avec la norme euclidienne
dans ces coordonnées. Par définition d’un bloc normalisé (définition 2.1.2 et corollaire 2.1.4), la
surface P in a pour équation locale x = y et, si on note c = ln(2), le champ de vecteurs X dans
ces coordonnées est

X(x, y, θ) = −cx∂x + cy∂y + ∂θ.

Les voisinages Vi sont inclus dans le voisinage U muni d’une décomposition hyperbolique de
l’espace tangent TP U = Euu ⊕ R.X ⊕ Ess (lemme 3.2.1), quitte à restreindre V∗, ce que l’on
supposera toujours. La direction Euu est engendrée par ∂y et la direction Ess est engendrée par
∂x. Notons que la distance d’un point p = (x, x, θ) ∈ P in à Oi est égale à x. Montrons chacun
des items.

1) Le feuilletage Gs,in est engendré par le champ ∂s = cx (∂x+∂y)+∂θ et le feuilletage Gu,in est
engendré par le champ ∂u = −cx (∂x + ∂y) + ∂θ (figure 3.3). Comme le couple (∂x + ∂y, ∂θ)
forme une base orthogonale sur P in ∩ Vi, l’angle entre les deux directions tangentes en un
point p = (x, x, θ) ∈ P in est proportionnel à x, donc à la distance de p à Oi.
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Figure 3.3 – Coordonnées des champs de vecteurs ∂u et ∂s générateur des feuilletages Gu,in et
Gs,in en un point p = (x, x, θ) ∈ P in

Figure 3.4 – Coordonnées du vecteur X au point p = (x, x, θ) ∈ P in

2) Le champ de vecteurs X sur P in est

X(x, x, θ) = cx (∂y − ∂x) + ∂θ

Il est orthogonal à ∂x + ∂y en tout point de l’anneau et l’angle entre X et ∂θ en un point
p = (x, x, θ) ∈ P in est proportionnel à x, donc à la distance de p à Oi (figure 3.4).

3) La direction tangente à Gu,in au point p = (x, x, θ) ∈ P in est engendrée par le champ de
vecteurs

∂u = −cx (∂x + ∂y) + ∂θ = −2cx ∂y +X(x, x, θ)

Comme le vecteur X est uniformément transverse à ∂y, on en déduit que l’angle entre X
et le vecteur ∂u en un point p = (x, x, θ) ∈ P in est proportionnel à x, donc à la distance
de p à Oi.
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3.3 Décomposition de l’application de passage

Afin d’expliciter le passage d’une orbite proche de l’ensembleO∗, on va considérer des surfaces
P̂ in et P̂ out qui cöıncident avec P in et P out sauf au voisinage des orbites O∗ et sont uniformément
transverses au champ X. Soit V∗ = ∪iVi l’union des voisinages normalisés des orbites Oi ∈ O∗
dans un prolongement minime P̃ . L’expression du flot dans les coordonnées (Vi, ξi = (x, y, θ) ∈
R2×R/Z) estXt(x, y, θ) = (2−tx, 2ty, θ+t), et le bord de P s’identifie à {x = y} (définition 2.1.2).
Soit r0 > 0 de sorte que le point (r0, r0, 0) est dans l’image de Vi dans les coordonnées ξi pour
tout i.

Notation 3.3.1. Soit P̂ in une surface lisse tel que :

– P̂ in cöıncide avec P in en dehors de V∗,

– P̂ in = {y = r0, x > 0} sur un voisinage V̂i ⊂ Vi,

– P̂ in est uniformément transverse au champ X.

Soit P̂ out une surface lisse tel que :

– P̂ out cöıncide avec P out en dehors de V∗,

– P̂ out = {x = −r0, y < 0} sur un voisinage V̂i ⊂ Vi,

– P̂ out est uniformément transverses au champ X.

On renvoie à la figure 3.5.

Figure 3.5 – Décomposition de l’application de passage fout,in dans un voisinage normalisé
(Vi, ξi).

Remarque 3.3.2. • Chaque composante connexe de P̂ in (respectivement P̂ out) est soit une
surface fermée, soit l’intérieur d’une surface à bord dont le bord est formé de courbes
fermées dans la variété instable (respectivement stable) d’orbites périodique de O∗.

• Chaque point sur P̂ in a une orbite passée qui est entrée par P in, chaque point sur P̂ out a une
orbite future qui sort par P out. Le temps n’est pas borné car on peut être arbitrairement
proche du bord de P̂ in et P̂ out, auquel cas l’orbite passe un temps arbitrairement long au
voisinage d’une orbite Oi avant d’intersecter P in ou P out.
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3.4. Preuve de la proposition 3.1.2

• Par transversalité de P̂ in et P̂ out avec le champ de vecteurs X, la laminationWs induit une
lamination de dimension 1 sur P̂ in et la laminationWu induit une lamination de dimension
1 sur P̂ out. On les note

L̂s =Ws ∩ P̂ in, L̂u =Wu ∩ P̂ out (3.2)

On décompose l’application fout,in : P in → P out sous la forme :

fout,in = f̂out ◦ f̂out,in ◦ f̂in (3.3)

où
f̂in : P in → P̂ in, f̂out,in : P̂ in∖L̂s → P̂ out∖L̂u, f̂out : P̂ out → P out

sont les applications de passage du flot de X entre les surfaces de départ et d’arrivée (voir
figure 3.5). L’application composée est bien définie sur P in∖Ls à image dans P out∖Lu. Les
passages locaux f̂in et f̂out sont triviaux en dehors des voisinages normalisés V∗, sur lesquels on
a des systèmes de coordonnées et des formules explicites. Le passage f̂out,in de P̂ in à P̂ out est un
passage de flot entre deux sections uniformément transverses au champ X.

Temps de passages intermédiaire Pour tout p dans P , on rappelle que τ(p) est le temps d’arrivée
(s’il est bien défini) du point p sur P out, autrement dit tel que Xτ(p)(p) ∈ P out. On définit aussi

• τ̂ le temps d’intersection de l’orbite (positive ou négative) d’un point avec la surface P̂ out

(quand il est bien défini), autrement dit tel que X τ̂(p)(p) ∈ P̂ out. Ce temps est unique car
une orbite qui intersecte P̂ out ne repasse jamais par P̂ out. Ce temps est bien défini sur le
complémentaire de Ws dans P . En effet, tout point sur P∖Ws a une orbite qui intersecte
P out. De plus, toute orbite qui intersecte P out intersecte P̂ out.

• τin le temps d’intersection de l’orbite (positive ou négative) d’un point avec la surface P̂ in

(quand il est bien défini), autrement dit tel que Xτin(p)(p) ∈ P̂ in. Ce temps est unique car
une orbite qui intersecte P̂ in ne repasse jamais par P̂ in. Ce temps est bien défini sur le
complémentaire de Wu dans P . En effet, tout point sur P∖Wu a une orbite qui intersecte
P in. De plus, toute orbite qui intersecte P in intersecte P̂ in.

3.4 Preuve de la proposition 3.1.2

On est maintenant en mesure de montrer la proposition 3.1.2. On se ramène à l’étude des
effets dilatants sur les vecteurs tangents à Gu des trois applications f̂in, f̂out,in, f̂out. Dans un

premier temps, on montre que l’application f̂in ne contracte pas trop la direction tangente à
Gu (lemme 3.4.1) sur P in. Dans un second temps, on montre que l’application f̂out ◦ f̂out,in
dilate arbitrairement fort la direction tangente à Gu dans un petit voisinage de Ws sur P̂ in

(lemme 3.4.2 et 3.4.3). Dans une conclusion, on assemble les résultats précédents pour montrer
que l’application de passage fout,in dilate arbitrairement fort la direction tangente à Gu dans un
petit voisinage de Ls sur P in.

Étape 1 : Minoration de la contraction de l’application f̂in dans la direction instable

Lemme 3.4.1. La dérivée de f̂in est uniformément minorée dans la direction tangente au feuille-
tage Gu,in. Autrement dit, une constante cst > 0 tel que

∀p ∈ P in, ∀v ∈ TpGu,in, ∥(f̂in)∗v∥ ≥ cst ∥v∥
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Ce lemme nous dit que la compétition s’équilibre entre la dilatation d’un vecteur instable v ∈
Euu ⊕ R.X sous l’effet du flot, et la contraction sous l’effet de la projection sur la surface P̂ in.
Plus précisément, un point sur P in proche de Oi a une orbite dont le passage local de P in à P̂ in

n’est pas trivial. Un vecteur tangent à Gu,in en ce point a une composante instable forte petite
par rapport à sa composante tangente à X. La projection parallèlement à X d’un tel vecteur
poussé par le flot sur la surface P̂ in transverse à X a un effet très contractant sur la composante
tangente à X et uniformément borné sur la composante instable forte. Mais le temps passé
au voisinage de l’orbite périodique hyperbolique lors du passage d’un anneau à l’autre dilate
suffisamment la composante instable forte pour que la projection sur P̂ in du vecteur poussé par
le flot ne soit pas (trop) contractante.

Démonstration. On a (f̂in)∗ = π◦Xτin
∗ où π : TP → T P̂ in est la projection sur l’espace tangent de

P̂ in parallèlement à R.X. L’application f̂in est égale à l’identité partout en dehors de V∗ = ∪iVi,
il n’y a rien à montrer. Montrons la propriété sur V, au dessus duquel on a une décomposition
hyperbolique Xt-invariante. Soit (Vi, ξi = (x, y, θ)) un système de coordonnées normalisé de Oi ∈
O∗, muni de la décomposition hyperbolique Euu⊕R.X⊕Ess de l’espace tangent (lemme 3.2.1).
Le flot dans ces coordonnées est

Xt(x, y, θ) = (2−t x, 2t y, θ + t)

Le lemme repose sur les deux points suivants.

1) Soit v = vuu+vX ∈ Euu⊕R.X un vecteur tangent à Gu,in au dessus d’un point p ∈ P in∩Vi.
Alors il existe une constante uniforme cst tel que

∥vuu∥ ≥ cst dist(p,Oi) ∥v∥

2) Le temps de passage τin est bien défini sur P in et vérifie : il existe une constante uniforme
cst > 0 tel que pour tout p ∈ P in

τin(p) ≥ log2(cst dist(p,Oi)−1).

Un vecteur dans Vi poussé par le flot (linéaire) pendant un temps τin(p) a donc sa compo-
sante instable forte dilatée d’un facteur minoré par cst dist(p,Oi)−1.

Le premier point est une conséquence directe du lemme 3.2.6, item 3, qui dit que l’angle ∡(X,Guin)
est de l’ordre de la distance à l’orbite Oi. Pour le deuxième point, l’orbite d’un point p =
(x, x, θ) ∈ P in intersecte la section P̂ in au temps τin(p) = − log2 (2x). On conclut en remarquant
que x est égal à la distance dist(p,Oi).

Démontrons le lemme. Soit v = vuu + vX ∈ Euu ⊕R.X un vecteur tangent à Gu,in au dessus
d’un point p ∈ P in. Alors d’après le lemme 3.2.4, on a (quitte à changer la constante à chaque
ligne)

∥(f̂in)∗v∥ = ∥π ◦ (Xτin(p))∗v∥ ≥ cst ∥(Xτin(p))∗v
uu∥

puis d’après le point 2,

∥(f̂in)∗v∥ ≥ cst 2τin(p)∥vuu∥

≥ cst 1
dist(p,Oi)

∥vuu∥

et d’après le point 1, on en déduit

∥(f̂in)∗v∥ ≥ cst ∥v∥
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Étape 2 : dilatation de la composée f̂out ◦ f̂out,in dans la direction instable On montre que la

composée f̂out ◦ f̂out,in dilate arbitrairement fort un vecteur tangent à Gu ∩ P̂ in dans un petit

voisinage deWs∩P̂ in. Pour cela on fait l’étude de la dilatation de f̂out,in d’une part (lemme 3.4.2)

puis de f̂out d’autre part (lemme 3.4.3).

Lemme 3.4.2. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p ∈ P̂ in et pour tout vecteur v
tangent à Gu ∩ P̂ in sur p,

∥(f̂out,in)∗v∥ ≥ cst λτ̂(p)
0 ∥v∥

Démonstration. On a (f̂out,in)∗ = π̂ ◦ X τ̂
∗ où π̂ : TP → T P̂ out est la projection sur l’espace

tangent de P̂ out parallèlement à R.X. Ce lemme repose sur les points clés suivants. Soit Û le
voisinage Xt-invariant, muni d’une décomposition hyperbolique (corollaire 3.2.3). Soit p ∈ P̂ in

et v un vecteur tangent à Gu ∩ P̂ in au point p. On distingue deux situations.

1) Soit p ∈ P in∖Û . Par invariance de Û , l’orbite de p est entièrement incluse dans le complé-
mentaire P∖Û , donc dans P∖U . Elle intersecte P out au temps τ(p) uniformément majoré
par T0 d’après le lemme 3.2.2. De plus, elle intersecte P out le long de P∖Û . Ce domaine est
inclus dans P∖V∗, où les surfaces P out et P̂ out cöıncide. On en déduit que le temps τ̂ = τ est
uniformément borné sur P in∖Û . Si τ̂ est un temps uniformément borné par T0, alors

(a) L’action de la différentielle X τ̂
∗ est uniformément bornée,

(b) Pour tout vecteur v tangent à P̂ in, l’angle entre le vecteur image w = X τ̂
∗ (v) et la

direction tangente à X est uniformément minoré

(c) Si l’angle entre un vecteur w de norme 1 et la direction tangente à X en un point
p ∈ P̂ out est uniformément minoré, alors la norme du vecteur projeté π̂(w) ∈ T P̂ out est
uniformément bornée.

L’item 1b est une conséquence de l’uniforme transversalité de P̂ in à X, et l’item 1c est une
conséquence de l’uniforme transversalité de P̂ out àX. On en déduit que il existe une constante
cst′ > 0 uniforme en p telle que

∥dpf̂out,in(v)∥ = ∥π̂p ◦ dpX τ̂(p)(v)∥
≥ cst′ ∥dpX τ̂(p)(v)∥ (item 1b et 1c)

≥ cst′ ∥v∥ (item 1a)

Le lemme 3.4.2 est vérifié pour la constante cst = cst′(λT0
0 )−1.

2) Soit p ∈ P in ∩ Û . D’après 3.2.3, il existe une décomposition hyperbolique invariante Euu ⊕
R.X ⊕ Ess sur U . Le vecteur v ∈ TpP

in ∩ TpGu tangent se décompose en la somme v =
vuu + vX ∈ Euu ⊕ R.X. Par transversalité de P̂ in avec X, il existe une constante cst > 0
uniforme tel que

∥vuu∥ ≥ cst ∥v∥

Par invariance de Û , l’orbite de p est entièrement incluse dans Û , et le temps d’intersection
τ̂ est strictement positif. Par hyperbolicité, la direction Euu est préservée et la composante
vuu est dilatée par la différentielle Xτ

∗ du flot le long de l’orbite de p, autrement dit on a
w = X τ̂

∗ (v) = wuu + wX ∈ Euu ⊕ R.X, et

∥wuu∥ ≥ C0λ
τ̂
0∥vuu∥ ≥ cstλτ̂0∥v∥
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De plus, on sait d’après le lemme 3.2.4 que la norme de la projection π̂(w) est essentiellement
minorée par la composante wuu instable forte, donc

∥dpf̂out,in(v)∥ = ∥π̂p ◦ dpX τ̂(p)(v)∥ = ∥π̂p(wuu + wX)∥
≥ cst ∥wuu∥
≥ cstλτ̂0∥v∥

Pour finir, on montre que l’application de passage de sortie f̂out dilate exponentiellement les
vecteurs instables en fonction du temps de passage local de l’orbite de P̂ out à P out.

Lemme 3.4.3. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout p ∈ P̂ out, pour tout vecteur v
tangent au feuilletage Gu ∩ P̂ out sur p, on a

∥(f̂out)∗v∥ ≥ cst λτ(p)
0 ∥v∥

Dans ce sens, il n’a y pas de compétition entre dilatation et contraction. En effet, f̂out est une
application de passage de flot partant d’une surface de départ P̂ out uniformément transverse à
X. La projection sur la surface d’arrivée P out ne sera pas trop contractante. De plus, le transport
par le flot dans le voisinage de O∗ contribue à dilater exponentiellement un vecteur instable.

Démonstration. On a (f̂out)∗ = π ◦ Xτ
∗ où π est la projection sur P out parallèlement à R.X,

et le temps de passage τ est bien défini partout sur P̂ out. L’argument est en le même que la
preuve du lemme précédent, que l’on répète ici. On se place dans un domaine où l’application
f̂out n’est pas triviale, autrement dit un voisinage Vi ⊂ V∗ d’une orbite périodique Oi. Il existe
une décomposition hyperbolique invariante Euu ⊕ R.X ⊕ Ess sur Vi. Pour p ∈ P̂ out ∩ Vi, un
vecteur v ∈ TpP̂ out ∩ TpGu tangent se décompose en la somme v = vuu + vX ∈ Euu ⊕ R.X. Par
transversalité de P̂ out avec X, il existe une constante cst > 0 uniforme tel que

∥vuu∥ ≥ cst ∥v∥

l’orbite de p est entièrement incluse dans Vi, et le temps d’intersection τ avec P out est strictement
positif. Par hyperbolicité, la direction Euu est préservée et la composante vuu est dilatée par la
différentielle Xτ

∗ du flot le long de l’orbite de p, autrement dit on a w = Xτ
∗ (v) = wuu + wX ∈

Euu ⊕ R.X, et

∥wuu∥ ≥ C0λ
τ
0∥vuu∥ ≥ cstλτ0∥v∥

De plus, on sait d’après le lemme 3.2.4 que la norme de la projection π̂(w) est essentiellement
minorée par la composante wuu instable forte, donc

∥dpf̂out(v)∥ = ∥π̂p ◦ dpXτ(p)(v)∥ = ∥π̂p(wuu + wX)∥
≥ cst ∥wuu∥
≥ cstλτ0∥v∥
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Conclusion : dilatation de l’application de passage fout,in dans la direction instable

Démonstration de la proposition 3.1.2. . On montre le premier item. Soit λ > 0, soit cst > 0
une constante qui satisfait les lemmes 3.4.1, 3.4.2 et 3.4.3.

Fait 3.4.4. Il existe Ŵ in
λ un voisinage de L̂s = Ws ∩ P̂ in sur P̂ in tel que l’orbite de tout point

p ∈ Ŵλ est définie pendant un temps au moins égal à

Tλ = logλ0(λ)− 3 logλ0(cst) (3.4)

Démonstration. Ce voisinage existe car un point arbitrairement proche de Ws a une orbite qui
passe un temps arbitrairement long au voisinage de Λ, donc dans le prolongement minime P̃ ,
dont le bord est disjoint de Λ. De plus, une orbite d’un point de P̂ in définie au temps T dans P̃
est défini au temps T ′ ≥ T

2 dans P . En effet, le complémentaire P̃∖P est inclus dans le voisinage
V∗ par définition d’un prolongement minime (définition 1.4.3), et il est clair qu’une orbite qui
entre dans un voisinage Vi passe un temps supérieur à la moitié de T dans P , ce qui conclut.

Posons W in
λ = (f̂in)−1(Ŵ in

λ ). C’est un voisinage de Ls dans P in (figure 3.6). Soit

p ∈ W in
λ ∖Ls, q = f̂in(p) ∈ P̂ in, s = f̂out,in(q) ∈ P̂ out

et soit v un vecteur tangent à Gu,in en p. Remarquons que τ(s) = τ(q)− τ̂(q) et τ(q) ≥ Tλ par
le fait 3.4.4. Alors

∥(fout,in)∗v∥ = ∥(f̂out ◦ f̂out,in ◦ f̂in)∗v∥

≥ cst λτ(s)
0 ∥(f̂out,in ◦ f̂in)∗v∥ (lemme 3.4.3)

≥ cst2 λ
τ(q)−τ̂(q)
0 λ

τ̂(q)
0 ∥(f̂in)∗v∥ (lemme 3.4.2)

≥ cst3 λTλ0 ∥v∥ (lemme 3.4.1)

≥ λ ∥v∥ (d’après la formule (3.4))

Ce qui conclut la preuve du premier item de la proposition 3.1.2. Le deuxième item est com-
plètement symétrique.
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Figure 3.6

70



Chapitre 4

Diffusion de la dilatation de l’application
de passage

Résumé Dans le chapitre précédent on a montré que la dilatation de l’application de passage
fout,in : P in → P out dans la direction Gu,in est arbitrairement forte proche de la lamination Ls
(proposition 3.1.2). On renvoie au début du chapitre 3 pour un rappel des notations. Nous allons
maintenant “diffuser” cette dilatation. Le but est que l’application fout,in dilate la direction
Gu,in, non seulement au voisinage de Ls, mais presque sur tout P in. Cette diffusion se fait à
l’aide d’un difféomorphisme ψin : ∂P → ∂P , à support sur P in, qu’on pourra penser comme un
changement de coordonnées sur P in. Le difféomorphisme ψin va dépendre de trois paramètres
λ, ϵ, δ. Présentons les informellement.

• Le paramètre λ > 1 minore le facteur de dilatation de la composée fout,in ◦ ψin dans la
direction Gu,in en dehors d’un voisinages des orbites O∗.

• Le paramètre ϵ > 0 mesure la perturbation du feuilletage Gs,in induite par ψin.

• Le paramètre δ > 0 est la taille du voisinage des orbites O∗ sur lequel on ne contrôle plus
la dilatation de la composée fout,in ◦ ψin.

De façon analogue, la dilatation de l’application de passage inverse f−1
out,in : P out → P in dans

la direction Gs,out est arbitrairement forte proche de la lamination Lu (proposition 3.1.2).
L’opération symétrique consiste à “diffuser” la dilatation de f−1

out,in dans la direction Gs,out loin
de la lamination Lu, à l’aide d’un difféomorphisme ψout : ∂P → ∂P à support dans P out, qu’on
pourra penser comme un changement de coordonnées sur P out. Ces deux étapes symétriques
doivent être faite de sorte que l’une ne détruise pas l’autre, autrement dit pour que la composée
ψout ◦ fout,in ◦ ψin continue de dilater la direction Gu,in et son inverse continue de dilater la
direction Gs,out. Ce sera possible grâce au contrôle de la perturbation des feuilletages par les
difféomorphismes ψin et ψout.

Traduisons ce résultat dans le cadre du recollement du bloc (P,X). Si φ est un recollement
normalisé du bloc (P,X), alors :

• Remplacer fout,in par ψout◦fout,in◦ψin revient à remplacer le recollement φ par ψin◦φ◦ψout.
En effet l’application de premier retour du flot de Xφ dans la variété recollée P/φ sur la
projection de la surface ∂P est la composée de l’application de passage fout,in : P in → P out

et du recollement φ. Si ψ = ψin ◦ φ ◦ ψout est un autre recollement, alors l’application de
premier retour de Xψ sur ∂P est (à un conjugué près) l’application φ◦ (ψout ◦fout,in ◦ψin).
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• Comme ψin et ψout ont un support inclus dans le complémentaire d’un voisinage des or-
bites O∗, la composée ψin ◦ φ ◦ ψout est un recollement normalisé. De plus, les propriétés
de ψin et ψout impliquent que la composée ψin ◦ φ ◦ ψout est isotope à φ parmi les recolle-
ments fortement quasi-transverses, ce qui implique que les triplets sont fortement isotopes
(définition 1.4.9).

4.1 Énoncé de la proposition principale

On va utiliser des champ de cônes sur la surface ∂P . On parlera d’ouverture d’un champ
de cônes sur une surface relativement à une paire de feuilletages transverses sur la surface
(figure 4.1). Formellement :

Définition 4.1.1. Soit une surface S munie d’une norme riemannienne ∥ · ∥, et G1 et G2 deux
feuilletages transverses sur S, et K ≥ 0.

• On dit que C ∈ TpS est un (K, G1/G2)-cône (fermé) si il est égal à l’ensemble

C = {v1 + v2 ∈ TpG1 ⊕ TpG2 | ∥v2∥ ≤ K∥v1∥}

où TpG1 ⊕ TpG2 est la somme directe des directions transverses tangentes respectivement
au feuilletage G1 et G2 sur p. On dit que K est l’ouverture de C. On remarquera que l’ordre
est important : un (K, G1/G2)-cône contient la direction tangente à G1 et ne contient pas
la direction tangente à G2.

• Le cône ouvert est l’ensemble

intC := {v1 + v2 ∈ TpG1 ⊕ TpG2 | ∥v2∥ < K∥v1∥} ∪ {O}

Soit C un champ de cônes {C(p) ∈ TpS}p∈S .

• On dit que C est un champ de (G1/G2)-cônes si chaque C(p) est un (K(p), G1/G2)-cône
sur TpS

• Si K(p) = K est constante, on dira que C est un champ de (K, G1/G2)-cônes.

• On appelle champ de cônes bissecteur de (G1/G2) le champ de (1, G1/G2)-cônes.

On énonce le résultat principal du chapitre.

Proposition 4.1.2. Pour tout λ > 1, ϵ > 0 et δ > 0, il existe un difféomorphisme
ψin = ψin

λ,ϵ,δ : ∂P → ∂P tel que

1) ψin est égal à l’identité en dehors d’un compact inclus dans un nombre fini de composantes
connexes de P in∖Ls.

2) ψin préserve le feuilletage Gu,in feuille à feuille.

3) ψin perturbe peu le feuilletage Gs,in : la direction tangente à (ψin)−1
∗ Gs,in est à l’intérieur

d’un champ de (ϵ, Gs,in/Gu,in)-cônes.

4) La dérivée de ψin dans la direction Gu,in est bornée uniformément par une constante qui
ne dépend que de λ : pour tout λ > 1, il existe cst = cst(λ) > 0, tel que pour tout ϵ, δ > 0
on a

∀p ∈ P in, ∀v ∈ TpGu,in, cst−1 <
∥ψin

∗ v∥
∥v∥

< cst
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Figure 4.1 – Champ de (K,G1/G2)-cônes

5) Si Vδ ⊂ V∗ est le δ-voisinage des orbites périodiques tangentes de O∗, alors la composée
fout,in ◦ ψin dilate d’un facteur λ la direction Gu,in sur P in∖Vδ :

∀p ∈ P in∖(Vδ ∪ Ls), ∀v ∈ TpGu,in, ∥(fout,in ◦ ψin)∗v∥ ≥ λ∥v∥

6) ψin est indépendant de δ sur le complémentaire de V∗ : pour tout λ > 1, ϵ > 0, la famille
de difféomorphismes {ψin

λ,ϵ,δ}δ>0 cöıncident sur ∂P∖V∗.

Figure 4.2 – Action de la composée fout,in ◦ ψin sur P in∖Vδ

On renvoie à la figure 4.2 pour illustrer les propriétés de ψin. On énonce le résultat symétrique
suivant qui se démontre de façon analogue.

Proposition 4.1.3. Pour tout λ > 1, ϵ > 0 et δ > 0, il existe un difféomorphisme
ψout = ψout

λ,ϵ,δ : ∂P → ∂P tel que

1) ψout est égal à l’identité en dehors d’un compact inclus dans un nombre fini de composantes
connexes de P out∖Lu.
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2) ψout préserve le feuilletage Gs,out feuille à feuille.

3) ψout perturbe peu le feuilletage Gu,out : la direction tangente à ψout
∗ Gu,out est à l’intérieur

d’un champ de (ϵ, Gu,out/Gs,out)-cônes.

4) La dérivée de ψout dans la direction Gu,out est bornée uniformément par une constante qui
ne dépend que de λ : pour tout λ > 1, il existe cst = cst(λ) > 0, tel que pour tout ϵ, δ > 0
on a

∀p ∈ P out, ∀v ∈ TpGu,out, cst−1 <
∥ψout

∗ v∥
∥v∥

< cst

5) Si Vδ ⊂ V∗ est le δ-voisinage des orbites périodiques tangentes de O∗, alors la composée
(ψout ◦ fout,in)−1 dilate d’un facteur λ la direction Gs,out sur P out∖Vδ.

∀p ∈ P out∖(Vδ ∪ Lu), ∀v ∈ TpGs,out, ∥(ψout ◦ fout,in)−1
∗ v∥ ≥ λ∥v∥

6) ψout est indépendant de δ sur le complémentaire de V∗ : pour tout λ > 1, ϵ > 0, la famille
de difféomorphismes {ψout

λ,ϵ,δ}δ>0 cöıncident sur ∂P∖V∗.

Remarque 4.1.4. On suit de près la preuve de [BBY17, Proposition 6.2] pour diffuser la dilatation
sur l’intérieur des bandes. La différence est que les bandes de nos blocs ont des extrémités qui
peuvent s’accumuler sur des orbites périodiques. La diffusion au voisinage d’une extrémité d’une
bande qui s’accumule sur une orbite périodique devra être contrôlée, ce qui justifie l’apparition
d’un nouveau paramètre δ.

Construction du difféomorphisme sur une bande Au chapitre précédent, on a montré (propo-
sition 3.1.2) que pour tout λ > 1, il existe un voisinage W in

λ de Ls sur P in tel que l’application
de passage fout,in : P in → P out dilate la direction Gu,in d’un facteur λ en restriction au voisinage
W in
λ . Le difféomorphisme identité satisfait tous les items de la proposition 4.1.2 sur le voisinage
W in
λ , pour le paramètre λ et pour tout paramètre ϵ > 0 et δ > 0.
Pour démontrer la proposition 4.1.2, il suffit donc de travailler sur le complémentaire de

W in
λ dans P in. Le complémentaire P in∖W in

λ est inclus dans un nombre fini de composantes
connexes de P in∖Ls que l’on note B1, . . . , Bn. On rappelle que la lamination de bord L de
(P,X) est remplissante, donc les composantes connexes de P in∖Ls sont des bandes bordées par
deux feuilles non compactes de Ls qui sont asymptotes l’une à l’autre à chaque extrémités. La
preuve de la proposition 4.1.2 consiste à construire un difféomorphisme ψi : Bi → Bi sur chaque
bande Bi qui satisfait les items de la proposition 4.1.2 sur cette bande, et égal à l’identité en
dehors d’un compact de la bande. On peut prolonger ψi par l’identité sur ∂P et leur produit
ψin =

∏
i ψi défini un difféomorphisme qui satisfait la proposition. En résumé, il suffit de prouver

le lemme suivant.

Lemme 4.1.5. Soit B ⊂ P in∖O∗ une bande. Pour tout λ > 1, ϵ > 0 et δ > 0. Il existe ψ =
ψλ,ϵ,δ : B → B, tel que

1) ψ est l’identité en dehors d’un compact de B.

2) ψ préserve Gu,in feuille à feuille.

3) La direction tangente à ψ−1(Gs,in) est à l’intérieur d’un champ de (ϵ, Gs,in/Gu,in)-cônes.
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4) La dérivée de ψ dans la direction Gu,in est bornée uniformément par une constante qui ne
dépend que de λ : pour tout λ > 1, il existe cst = cst(λ) > 0, tel que pour tout ϵ, δ > 0 on
a

∀p ∈ B, ∀v ∈ TpGu,in, cst−1 <
∥ψ∗v∥
∥v∥

< cst

5) Si Vδ ⊂ V∗ est le δ-voisinage des orbites O∗, alors la composée (ψout ◦ fout,in)−1 dilate d’un
facteur λ la direction Gs,out sur B∖Vδ.

∀p ∈ B∖Vδ, ∀v ∈ TpGu,in, ∥(fout,in ◦ ψ)∗v∥ ≥ λ∥v∥

6) ψ est indépendant de δ sur le complémentaire de V∗ : pour tout λ > 1, ϵ > 0, la famille de
difféomorphismes {ψλ,ϵ,δ}δ>0 cöıncident sur B∖V∗.

Attirons l’attention sur un point. Le support de ψi : Bi → Bi est un compact inclus dans
Bi, mais le complémentaire Bi∖W in

λ n’est pas nécessairement un compact inclus dans Bi. Une
bande Bi s’accumule à chaque extrémité sur une feuille compacte de la lamination de bord L.
Si une de ces feuilles compactes est une orbite périodique tangente Oj , alors le voisinage W in

λ

ne recouvre pas l’extrémité correspondante de la bande Bi, car il n’existe aucun δ-voisinage
des orbites périodiques O∗ inclus dans W in

λ . C’est pourquoi la propriété de dilatation de la
composée fout,in ◦ ψin le long de Gu,in n’est plus vraie sur un δ-voisinage de O∗ (item 5 de la
proposition 4.1.2).

Montrons que la proposition 4.1.2 découle du lemme 4.1.5.

Démonstration de la proposition 4.1.2. Soit λ > 1, ϵ > 0, δ > 0. On définit le difféomorphisme
ψin = ψin

λ,ϵ,δ : P in → P in comme suit. Soit W in
λ le voisinage donné par la proposition 3.1.2. Le

complémentaire de W in
λ est inclus dans un nombre fini B1, . . . , Bn de composantes connexes de

P in∖Ls (l’entier n dépend de λ). Pour i = 1, . . . , n, soit le difféomorphisme ψi = (ψi)λ,ϵ,δ : Bi →
Bi donné par le lemme 4.1.5. L’item 1 du lemme 4.1.5 permet de prolonger chaque ψi par
l’identité sur ∂P , et on pose

ψin
λ,ϵ,δ =

m∏
i=1
ψi : ∂P → ∂P (4.1)

Le support de ψin
λ,ϵ,δ est inclus dans un nombre fini de bandes Bi, et est compact dans chacune

de ces bandes, ce qui donne l’item 1. Les items 2, 3 et 6 sont des conséquences directes des
items 2, 3 et 6 du lemme 4.1.5. L’item 4 est vrai car les difféomorphismes ψi sont en nombre
fini. Montrons l’item 5.

• Sur une bande Bi, on a ψin = ψi. On utilise l’item 5 du lemme 4.1.5.

• Sur le complémentaire des bandes c(B1 ∪ · · · ∪Bm) ⊂ W in
λ , on a ψin = Id et par la propo-

sition 3.1.2, fout,in ◦ ψin = fout,in dilate d’un facteur λ la direction Gu,in

Le reste du chapitre est consacré à la preuve du lemme 4.1.5. Soit une B une composante
connexe de P in∖Ls. On rappelle queB est une bande bordée par deux feuilles non compactes l1 et
l2 de la lamination Ls, qui sont asymptote l’une à l’autre à chaque extrémité (figure 4.3). Chacune
des deux extrémité de la bande B s’accumule sur une feuille compacte Qi de la lamination de
bord L de (P,X) (éventuellement la même dans le cas non orientable). Il y a deux cas possible
pour la feuille compacte Qi.
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de l’application de passage

• Soit Qi est une feuille compacte de la lamination Ls ;

• Soit Qi ∈ O∗ est une orbite périodique tangente de (P,X).

Figure 4.3 – Une bande qui s’accumule d’une part sur une orbite périodique tangente Oi ∈ O∗
et d’autre part sur une feuille compacte de Ls

Remarque 4.1.6. Pour fixer les idées, on fait le choix de représenter dans nos figures une bande
B dont une des extrémités s’accumulent sur une orbite périodique et l’autre sur une feuille
compacte de Ls. Cette bande est inclus dans une composante connexe A du complémentaire
P in∖Γ, où Γ est l’union des feuilles compactes de L, cette composante A est un anneau, et le
feuilletage Gs,in sur A est un feuilletage de suspension. Bien entendu, on gardera en tête que les
situations suivantes sont aussi possibles

• A est un anneau et les feuilles compactes qui le bordent sont deux feuilles de Ls, ou deux
orbites périodiques ;

• A est un ruban de Moebius bordé par une feuille de Ls, ou une orbite périodique ;

• Le feuilletage Gs,in est une composante de Reeb sur A.

4.2 Action de l’holonomie

Avant de construire le difféomorphisme ψ : B → B, on aura besoin de résultats généraux sur
l’holonomie des feuilletages sur P in et P out.

Borne pour la distorsion de l’holonomie du feuilletage stable dans une bande sur le bord d’entrée.
Soit σ et σ′ des feuilles de Gu,in ∩ B. Ce sont des arcs de feuilles ouverts contenus chacun dans
une feuille de Gu,in, et qui traversent la bande B d’un bord à l’autre, autrement dit les deux
extrémités de σ et σ′ sont situés sur les deux feuilles l1 et l2 de Ls qui forment le bord accessible
de B. On définit l’application d’holonomie du feuilletage Gs,in entre les feuilles σ et σ′ par

Hs,in
σ′,σ : σ → σ′ (4.2)

Ces applications sont bien définies car chaque feuille de Gs,in dans B intersecte une et une
unique fois chaque feuille σ de Gu,in ∩B. Comme les feuilletages sont C1, ce sont des difféomor-
phismes de classe C1. On aura besoin de contrôler les dérivées de ces holonomies. Les dérivés des
éléments de la famille {Hs,in

σ′,σ}σ,σ′ ne sont pas uniformément bornées. En effet, la largeur de la
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bande B tend vers 0 aux extrémités, et l’application Hs,in
σ′,σ est très contractante lorsque σ′ tend

vers une extrémité de B qui s’accumule sur une feuille compacte de Ls. Cependant, le lemme
suivant dit que l’on peut borner uniformément la distorsion de l’holonomie du feuilletage Gs,in
entre deux feuilles de Gu,in ∩B.

Figure 4.4 – Holonomie de Gs,in sur une bande

Lemme 4.2.1. Il existe une constante ϑ > 0 tel que pour toute bande B ⊂ P in∖Ls, pour tout
feuille σ, σ′ de Gu,in ∩B, pour tout p, q ∈ σ

ϑ−1 <
|(Hs,in

σ′,σ)′(p)|
|(Hs,in

σ′,σ)′(q)|
< ϑ

Montrons pour commencer le fait suivant, qui est vrai sur P in et sur P out. Pour ne pas
répéter, on l’énonce avec la notation ∗ qui désigne in ou out.

Fait 4.2.2. Soit Oi ∈ O∗ et Vi un voisinage normalisé de Oi. Alors

1) il existe une constante cst > 0 tel que pour toutes feuilles l1 et l2 de Gs,∗, si σ et σ′ sont
deux arcs de feuilles de Gu,∗ ∩ Vi dont les extrémités sont sur l1 et l2, alors

cst−1 ≤ l(σ)
l(σ′) < cst

2) les dérivées des holonomies {Hs,∗
σ′,σ}σ,σ′ sont uniformément bornées pour σ, σ′ des arcs de

feuilles de Gu,∗ ∩ Vi.

On renvoie à la figure 4.5 qui illustre le fait 4.2.2, item 1.

Démonstration. Montrons ce fait sur P in, la preuve est identique sur P out. Soit un système
de coordonnées normalisé (Vi, ξi = (x, y, θ)) de Oi. Soit ρi = (x, θ) ∈ R × R/Z le système de
coordonnées normalisé induit par ξi sur le bord de P (remarque 2.1.5). Soit deux feuilles l1 et l2
du feuilletage Gs,in dans V, et p = (x, θ) ∈ l1. Les relevés des feuilles dans le relevé (x, θ̃) ∈ R×R
des coordonnées (x, θ) ont pour équation x = ci2θ̃. Il s’ensuit que la distance dist(p, l2) décrôıt
linéairement en x. Par ailleurs l’angle entre les feuilletage Gs,in et Gu,in décrôıt aussi linéairement
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de l’application de passage

Figure 4.5 – Arcs de feuilles de Gu,∗ entre deux feuilles l1 et l2 de Gs,∗ dans un voisinage
normalisé de Oi

Figure 4.6 – La distance entre l1 et l2 et l’angle entre les feuilletages Gu,in et Gs,in décrôıt à la
même vitesse.

en x = dist(p,Oi) d’après le lemme 3.2.6. On en conclut que le rapport des longueurs l(σ′)
l(σ) de

deux arcs de feuille σ et σ′ de Gu,in joignant l1 et l2 dans Vi est uniformément borné loin de 0
et +∞ (figure 4.6).

Le deuxième item est une conséquence du premier. En effet, si σ et σ′ sont deux arcs de feuilles
de Gu,in dans Vi, on peut choisir σ0 un arc de feuille inclus dans σ de longueur arbitrairement
petite autour d’un point p, et σ′

0 = Hs,in
σ′,σ son image incluse dans σ′. Alors le rapport des

longueurs
l(σ′

0)
l(σ0) tend vers la dérivée de Hs,in

σ′,σ au point p quand la longueur de σ0 tend vers 0.
D’après l’item 1, ce rapport est uniformément borné. On en déduit l’item 2.

Démonstration du lemme 4.2.1. Soit Q une feuille compacte de L = Ls∪O∗∪Lu sur laquelle la
bande B s’accumule. SoitW un voisinage de Q sur lequel les applications d’holonomie du feuille-
tage Gs,in sont conjuguées à des applications affines (par définition d’un bloc normalisé 2.1.2,
item 3).

• Si Q ∈ O∗ est une orbite périodique, Wi est inclus dans un système de coordonnées
normalisé (Vi, ξi) de Oi = Q. On utilise le fait 4.2.2 qui dit que les holonomies Hs,in

σ′,σ ont
une dérivée uniformément bornée dans ce voisinage.
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4.2. Action de l’holonomie

• Si Q est une feuille compacte de Ls, les feuilletages Gu,in et Gs,in sont uniformément trans-
verses surWi. Par définition d’un bloc normalisé 2.1.2, les applications d’holonomies d’une
feuille compacte de Ls sont conjuguées à des applications affines donc la distorsion des
holonomies Hs,in

σ′,σ est uniformément bornée pour σ, σ′ dans Wi.

Pour finir il suffit de voir que l’on peut composer une application d’holonomie de la façon suivante
(figure 4.7). Soit W un voisinage des extrémités de B sur lequel les applications d’holonomie du
feuilletage Gs,in sont conjuguées à des applications affines. Il existe une constante l > 0, tel que
si I, J sont deux feuilles de Gu,in ∩B, alors on peut écrire

Hs,in
I,J = Hs,in

I,I1
◦Hs,in

I1,I2
◦Hs,in

I2,J

avec Hs,in
I,I1

et Hs,in
I2,J

des holonomies dans le voisinage W , et tel que les feuilles de Gs,in ont
une longueur uniformément bornée par l entre I1 et I2 et sont uniformément transverses aux
feuilles de Gu,in. Les dérivées de Hs,in

I1,I2
sont uniformément bornée, et il en est de même pour

la distorsion. Chacune application de la composée a une distorsion uniformément bornée, et la
borne est indépendante de la bande B. Il en est de même de la composée.

Figure 4.7 – Décomposition de Hs,in
J,I dans B

Citons le lemme suivant qui est complètement analogue au lemme 4.2.1.

Lemme 4.2.3. Il existe une constante ϑ > 0 tel que pour toute bande B ⊂ P out∖Lu, pour tout
feuille σ, σ′ de Gs,out ∩B, pour tout p, q ∈ σ

ϑ−1 <
|(Hu,out

σ′,σ )′(p)|
|(Hu,out

σ′,σ )′(q)|
< ϑ

où Hu,out
σ′,σ est l’holonomie du feuilletage Gu,out entre deux feuilles σ, σ′ de Gs,out ∩B.
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de l’application de passage

Borne pour la dérivée de l’holonomie du feuilletage stable dans une bande sur le bord de sortie.
Soit ς et ς ′ des feuilles du feuilletage Gu,out sur P out dans une bande B ⊂ P out∖Lu. On définit
l’application d’holonomie du feuilletage Gs,out ∩B entre les feuilles ς et ς ′ (figure 4.8) par

Hs,out
ς′,ς : ς → ς ′ (4.3)

Ces applications sont bien définies car chaque arc de feuille de Gs,out ∩ B intersecte une et une
unique fois chaque feuille ς de Gu,in ∩B. Ce sont des difféomorphismes. Montrons que la dérivée
des holonomies {Hs,out

ς′,ς } pour ς ′, ς des feuilles de P out dans une même bande B ⊂ P out∖Lu est
uniformément bornée.

Lemme 4.2.4. Il existe une constante α > 0 tel que pour toute bande B ⊂ P out∖Lu, pour toute
feuille ς, ς ′ de Gu,out ∩B, pour tout p ∈ ς, on a

α−1 < |(Hs,out
ς′,ς )′(p)| < α

Figure 4.8 – Holonomie du feuilletage Gs,out sur une bande

Démonstration. La famille {Hs,out
ς′,ς }ς′,ς est une famille relativement compacte de difféomor-

phismes. En effet, soit I une feuille de Gs,out ∩ B. Chaque feuille ς de Gs,out intersecte une
unique fois I. On peut donc paramétrer la famille {Hs,out

ς′,ς }ς′,ς par le produit I×I. On conclut en
remarquant que I est un arc relativement compact. Il suffit donc de montrer que la dérivée d’un
difféomorphisme Hs,out

ς′,ς est bornée sur ς. Sur le complémentaire P out∖V∗ des voisinages norma-

lisés des orbites périodiques O∗, l’angle du feuilletage Gu,in avec ς est borné, et la distance entre
ς et ς ′ est majorée. Sur un voisinage normalisé Vi d’une orbite Oi, la dérivée de Hs,out

ς′,ς est bornée

d’après le fait 4.2.2. On en déduit que la dérivée de Hs,out
ς′,ς est bornée sur ς. Remarquons pour

finir que l’on peut borner uniformément les dérivées de {Hs,out
ς′,ς }ς′,ς indépendamment de la bande

B. En effet, il existe un arc de feuille I de Gs,out relativement compact tel que chaque feuille ς
de Gu,out intersecte une unique fois I. Il s’ensuit que la famille {Hs,out

ς′,ς }ς′,ς pour ς, ς
′ ∈ Gu,out est

une famille relativement compacte de difféomorphismes, et la preuve précédente fonctionne.

Citons le lemme suivant qui est complètement analogue au lemme 4.2.4.

Lemme 4.2.5. Il existe une constante α > 0 tel que pour toute bande B ⊂ P in∖Ls, pour toute
feuille ς, ς ′ de Gs,in ∩B, pour tout p ∈ ς, on a

α−1 < |(Hu,in
ς′,ς )′(p)| < α

où Hu,in
ς′,ς est l’holonomie du feuilletage Gu,in entre deux feuilles ς, ς ′ de Gs,in ∩B.
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4.3 Preuve du lemme 4.1.5

Soit B une bande sur P in. Soit λ > 1, ϵ > 0 et δ > 0 fixés. Soit l1, l2 les feuilles de Ls formant
le bord accessible de B. La preuve se fera en trois étapes.

• A l’étape 1, on fixe une feuille σ de Gu,in ∩ B qui traverse la bande B et on construit
h : σ → σ un difféomorphisme sur σ, égal à l’identité aux extrémités de la feuille, tel que
la composée fout,in ◦ h : σ → fout,in(σ) a une dérivée minorée par un facteur donné qui
dépend de λ. C’est le lemme 4.3.1.

• A l’étape 2, on pousse le difféomorphisme h le long du feuilletage Gs,in par les holonomies
Hs,in
σ′,σ pour obtenir un difféomorphisme ψ̂ : B → B, égal à l’identité sur un voisinage de l1

et l2. Ce difféomorphisme préserve naturellement le feuilletage Gu,in (feuille à feuille) et le
feuilletage Gs,in (globalement) sur B.

De plus, la dilatation de la composée avec fout,in ◦ ψ̂ dans la direction Gu,in sur B est essen-
tiellement égale à la dilatation de la composée de fout,in ◦h. En effet, c’est une conséquence
des bornes uniformes de la distorsion et de la dérivée des holonomies du feuilletage Gs entre
deux feuilles de Gu issus des lemmes 4.2.1 et 4.2.4. On a choisi h de sorte à compenser
la contraction de ces holonomies. Ainsi la composée fout,in ◦ ψ̂ dilate d’un facteur λ la
direction Gu,in sur la bande B. Le difféomorphisme ainsi construit sur B satisfait tous les
items du lemme 4.1.5, excepté qu’il n’est pas à support compact dans la bande B (item 1).

• L’étape 3 consiste à “ralentir” le difféomorphisme ψ̂ afin d’obtenir un difféomorphisme ψ
égal à l’identité aux extrémités de B. C’est là qu’interviennent les paramètres ϵ et δ.

– Pour ne pas détruire ce qui a été fait précédemment on ralenti par une isotopie
barycentrique le long de chaque feuille de Gu,in.

– La vitesse du “ralentissement” contrôle la perturbation du feuilletage Gs,in, et sera
donc choisie en fonction du paramètre ϵ.

– Si une extrémité de B est une orbite périodiqueOi, on perd le contrôle sur la dilatation
de la composée avec fout,in à l’endroit du ralentissement. On fait le ralentissement dans
un voisinage de l’orbite périodique de taille δ. Sinon, l’extrémité s’accumule sur une
feuille compacte Qi de Ls, et on fait le ralentissement dans un voisinage de Qi assez
petit pour que la dilatation “naturelle” de fout,in obtenue par la proposition 3.1.2
compense les effets contractants du ralentissement. On préserve ainsi la dilatation de
la composée d’un facteur λ sur cette extrémité.

Étape 1 : Sur une feuille Soit σ une feuille de Gu,in ∩ B, de longueur quasi-maximale parmi
toutes les feuilles de Gu,in∩B, plus précisément on demande que pour toute feuille σ′ de Gu,in∩B,
on a

l(σ) ≥ 1
2 l(σ

′) (4.4)

C’est possible car les feuilles de Gu,in ∩ B sont de longueur majorée. On fixe σ pour le reste de
la section. C’est un arc dont les extrémités sont sur les feuilles l1 et l2 de Ls qui bordent B. Soit
ϑ > 0 et α > 0 les constantes qui satisfont les lemmes 4.2.1 et 4.2.4.

Lemme 4.3.1. Il existe un difféomorphisme h : σ → σ, égal à l’identité sur un voisinage des
extrémités de σ tel que

∀p ∈ σ, v ∈ Tpσ, ∥(fout,in ◦ h)∗v∥ > 2ϑαλ∥v∥
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Démonstration. Comme ∂σ ∈ Ls, on sait d’après la proposition 3.1.2 que la dérivée de fout,in σ
tend vers l’infini aux extrémités de σ. L’abscisse curviligne identifie σ à ]0, l[ pour un certain
l > 0, et fout,in(σ) à R par des isométries. On se ramène au résultat suivant, dont la preuve est
laissé au lecteur et à la lectrice.

Fait 4.3.2. Si f : ]0, l[→ R est un difféomorphisme tel que |f ′(x)| −→
x→0, l

+∞ alors pour tout A > 1,

il existe un difféomorphisme fA : ]0, l[→ R tel que

• fA = f sur un voisinage de 0 et de l

• |f ′
A(x)| > A pour tout x dans ]0, l[

On applique ce résultat avec A = 2ϑαλ > 1, et on pose h := f−1
out,in ◦ (fout,in)A.

Étape 2 : Sur la bande On étend le difféomorphisme h à la bande B en poussant par l’holonomie
du feuilletage Gs,in entre les arcs de feuille de Gu,in ∩ B. Plus précisément, on définit pour tout
p ∈ B

ψ̂(p) = Hs,in
σp,σ ◦ h ◦H

s,in
σ,σp(p) (4.5)

où σp désigne la feuille de Gu,in ∩ B passant par p. Cette expression définit bien un difféomor-
phisme sur B. Il vérifie les propriétés suivantes :

Fait 4.3.3.

1) ψ̂ est égal à l’identité sur un voisinage des feuilles l1 et l2 qui bordent B.

2) ψ̂ préserve le feuilletage Gu,in ∩B feuille à feuille

3) ψ̂ préserve le feuilletage Gs,in ∩B globalement

4) la composée fout,in ◦ ψ̂ dilate la norme des vecteurs dans la direction Gu,in d’un facteur λ :

∀p ∈ B, ∀v ∈ TpGu,in, ∥(fout,in ◦ ψ̂)∗v∥ ≥ λ∥v∥

Démonstration. 1) Le voisinage en question est le saturé du complémentaire du support de
h par le feuilletage Gs,in. C’est un voisinage des feuilles l1 et l2 d’après le lemme 4.3.1.

2) Évident.

3) Évident.

4) Posons ς = fout,in(σ). L’application fout,in commute avec les applications d’holonomies de
Gs,in et Gs,out car elle envoie la paire (Gs,in,Gu,in) sur la paire (Gs,out,Gu,out) sur chaque
bande. On en déduit que

(fout,in ◦ ψ̂)(p) = Hs,out
ςp,ς ◦ (fout,in ◦ h) ◦Hs,in

σ,σp(p)

où ςp = fout,in(σp) désigne la feuille de Gu,out passant par fout,in(p). On renvoie à la fi-
gure 4.9. Soit ϑ la constante donnée par le lemme 4.2.1. Alors, si l(σ) désigne la longueur
de la feuille σ, on a

|(Hs,in
σ,σp)

′| > ϑ−1 l(σ)
l(σp)

≥ 1
2ϑ

−1
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Figure 4.9 – Action de fout,in ◦ ψ̂

car σ est de longueur quasi-maximale parmi les feuilles de Gu,in ∩ B (formule (4.4)). De
plus, d’après le lemme 4.2.4, on a |(Hs,out

ς,ςp )′| > α−1. Donc pour tout p ∈ B, pour tout
v ∈ Tpσp, si q = Hσ,σp(p),

∥(fout,in ◦ ψ̂)∗v∥ >
1
2ϑ

−1α−1|(fout,in ◦ h)′(q)|∥v∥

On conclut avec le lemme 4.3.1.

Étape 3 : Ralentissement aux extrémités de la bande. Le difféomorphisme ψ̂ : B → B
(fait 4.3.3) satisfait tous les items du lemme 4.1.5 sur la bande B, excepté l’item 1 : il n’est
pas à support compact, car il n’est pas égal à l’identité aux extrémités de B. Pour résoudre ce
problème, on va “ralentir” ψ̂ sur un voisinage des extrémités de B. On pourra choisir la zone de
ralentissement de sorte à conserver la dilatation de la composée fout,in ◦ ψ̂ sur Gu,in à l’extrémité
de B si celle-ci s’accumule sur une feuille compacte de Ls. Si l’extrémité s’accumule sur une
orbite périodique Oi ∈ O∗, on perd la dilatation de fout,in ◦ ψ̂ sur la zone de ralentissement. On
choisira alors cette zone dans un δ-voisinage de Oi. En fait, on va opérer le ralentissement sur
le difféomorphisme ψ̂−1 afin de contrôler la perturbation du feuilletage Gs,in par ψ̂−1 (item 3
du lemme 4.1.5). Rappelons que l1 et l2 sont les feuilles non compactes de Ls qui forment le
bord accessible de B. Soit s : R → l1 un paramétrage de la feuille l1 par abscisse curviligne, où
s(0) = l1 ∩ σ. On note σt la feuille de Gu,in ∩ B tel que σt ∩ l1 = s1(t). On a σ = σ0. Comme ψ̂
préserve le feuilletage Gu,in feuille à feuille sur B, il induit l’existence d’une famille continue à
un paramètre de difféomorphismes ψ̂t = ψ̂

σt
: σt → σt.
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Soit W un voisinage des extrémités de B sur lequel les applications d’holonomies du feuille-
tage Gs,in sont conjuguées à des applications affines. Pour toute feuille σt incluse dans W , on
définit Ψ = {Ψt,τ : σt → σt}τ∈[0,1],t∈R une famille d’isotopies entre ψ̂−1

t et l’identité sur σt par
barycentre sur chaque feuille σt :

∀p ∈ σt, ∀τ ∈ [0, 1], Ψt,τ (p) = τψ̂−1
t (p) + (1− τ)p (4.6)

Cette formule a du sens car la feuille σt incluse dans W possède une structure affine, et définit
bien une famille Ψ de difféomorphisme.

Soit t1 < 0, t2 > 0, tels que σt ∈W ∩B pour tout t ∈] −∞, t1[∪]t2,+∞[. Soit s > 0. Soit
τ = τ(t1, t2, s) : R→ [0, 1] une fonction plateau de classe C1 vérifiant les propriétés suivantes
(figure 4.10) :

1) τ = 1 sur [t1, t2] et τ = 0 sur R∖[t1 − s, t2 + s]

2) τ est croissante sur R− et décroissante sur R+, et la norme de sa dérivée est majorée par
2s−1.

Figure 4.10 – Graphe de la fonction τ : R→ [0, 1]

Les réels ti déterminent la zone du début de l’isotopie dans la bande, et le réel s détermine la
vitesse de l’isotopie (figure 4.11). Pour p ∈ B, si σt est la feuille de Gu,in ∩ B passant par p, on
définit

ψ(p) =
(
Ψt,τ(t)(p)

)−1
(4.7)

Cette expression définit bien un difféomorphisme ψ : B → B.

Démonstration du lemme 4.1.5. Montrons chaque item pour le difféomorphisme ψ : B → B
défini par la formule (4.7).

1) Par définition de τ (item 1 ci-dessus), le support de ψ est un compact de la bande B égal à :

Supp(ψ) = Supp(ψ̂)∖

(t1−s⋃
−∞

σt

)
∪

+∞⋃
t2+s

σt


2) Il est clair que ce difféomorphisme préserve le feuilletage Gu,in feuille à feuille.

3) Soit (∂u, ∂s) un couple de deux champs de vecteurs unitaires tangents respectivement à Gu,in
et Gs,in. Soit p ∈ B, soit t tel que σt est la feuille de Guin ∩ B passant par p, soit q = ψ−1(p).
Alors l’image de ∂s par la différentielle de ψ−1 est

dpψ
−1(∂s) = τ ′(t) ∂u + (Hu,in

ςp,ςq)
′(p) ∂s.
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4.3. Preuve du lemme 4.1.5

Figure 4.11 – Zone de début de l’isotopie (en clair) et de fin de l’isotopie (en foncé) sur la
bande B

D’après le lemme 4.2.5, les dérivées de ces holonomies sont uniformément bornées. Il suffit de
choisir une fonction τ telle que la dérivée est assez proche de 0, autrement dit un paramètre
s assez grand (item 2 de la définition de τ ci-dessus), de sorte que |τ ′(t)| ≤ ϵα−1 où α est la
constante donnée par le lemme 4.2.5 qui minore la dérivée de Hu,in

ςp,ςq . Ainsi l’image ψ−1
∗ ∂s est

dans un champ de (ϵ, Gs,in/Gu,in)-cônes (définition 4.1.1), ce qui montre l’item 3.

4) D’après la formule (4.6) de l’isotopie barycentrique dans chaque feuille de Gu,in, la dérivée de
ψ−1 dans la direction de Gu,in est bornée par la borne supérieure et inférieure des dérivées
de la famille de difféomorphismes {ψ̂t}t, autrement dit par la borne supérieure et inférieure
de la dérivée de ψ̂ dans la direction Gu,in. On rappelle que ψ̂ (formule (4.5)) est le conjugué
par Hs,in

σ,σ′ du difféomorphisme h : σ → σ (lemme 4.3.1). Comme la distorsion des holonomies

Hs,in
σ′,σ est uniformément bornée par une constante ϑ > 0, (lemme 4.2.1), on en déduit que la

dérivée de ψ̂ dans la direction de Gu,in est uniformément contrôlée par la dérivée de h :

∀v ∈ TGu,in, ϑ−1|h′| ≤ ∥ψ̂∗v∥ ≤ ϑ|h′|

Comme h est difféomorphisme à support compact, on en conclut que la différentielle de ψ
dans la direction Gu,in est uniformément bornée par une constante qui ne dépend que de λ.
On obtient ainsi l’item 4.

5) Montrons que l’on peut choisir t1, t2, tel que l’on a l’item 5. Soit c > 0 une constante qui
minore la dérivée de ψ dans la direction Gu,in. Cette constante existe d’après l’item 4 et est
indépendante de ti. On note B1 l’extrémité de B correspondant à t ≥ t1, et B2 l’extrémité
de B correspondant à t ≥ t2.

(a) Si l’extrémité Bi s’accumule sur une orbite périodique Qi ∈ O∗, alors on choisit ti tel
que σti soit incluse dans un δ-voisinage Vδ ⊂ V∗ de Qi, où l’on rappelle que V∗ est l’union
des voisinages normalisés des orbites périodiques tangentes de O∗.

(b) Si l’extrémité Bi s’accumule sur une feuille compacte Qi de Ls alors on choisit ti tel que
σti soit incluse dans le voisinage W in

λc−1 donné par la proposition 3.1.2. 1

Un tel choix est toujours possible car σt → Qi quand t → ±∞, et car les voisinages W in
λ de

la proposition 3.1.2 sont des voisinages des feuilles compactes de Ls. On a alors

1. on peut avoir Q1 = Q2 dans le cas non orientable
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Chapitre 4. Diffusion de la dilatation de l’application de passage

• Sur
⋃

[t1,t2]
σt, on a ψ = ψ̂ et la dilatation de la composée fout,in ◦ψ dans la direction Gu,in

est satisfaite d’après le fait 4.3.3, item 4.

• Par construction, on a

B∖

 ⋃
[t1,t2]

σt

 ∪ Vδ
 =

 ⋃
R∖[t1,t2]

σt

∖Vδ ⊂ Wλc.

De plus, d’après l’item 2, la direction Gu,in est préservée par ψ. Donc pour tout v ∈ TGu,in
en un point du complémentaire de ( ∪

[t1,t2]
σt)∪Vδ dans B, on a d’après la proposition 3.1.2

et l’item 4 du lemme 4.1.5 précédemment montré :

∥(fout,in ◦ ψ)∗v∥ > λc−1∥ψ∗v∥ > λ∥v∥

6) Le difféomorphisme ψ est indépendant de δ sur le complémentaire dans B des voisinages
normalisés V∗ des orbites périodiques tangentes O∗. L’item 6 est donc vérifié.

Le lemme 4.1.5 est démontré.
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Chapitre 5

Choix des paramètres et construction de
champs de cônes

Dans ce chapitre et pour le reste de la preuve, φ désigne un recollement normalisé de (P,X)
(définitions 2.1.8). On renvoie au début du chapitre 3 pour un rappel des notations. On note U
un voisinage hyperbolique filtrant de Λ dans P donné par le lemme 3.2.1, où Λ est le maximal
invariant de (P,X), et TP Λ = Ess ⊕ R.X ⊕ Euu la décomposition hyperbolique sur U . La
métrique riemannienne g sur P définie au chapitre précédent est une métrique adaptée à la
décomposition hyperbolique sur U . Par définition d’un bloc normalisé (2.1.2, item 1), le bloc
(P,X) est muni d’une section affine Σ 1, autrement dit une section locale transverse de Λ tel
que l’application de premier retour du flot de X est affine dans des coordonnées au voisinage de
Σ ∩ Λ.

Rappel du chapitre 4 Au chapitre précédent on a construit une famille de difféomorphismes
ψin
λ,ϵ,δ : ∂P → ∂P à support dans P in et ψout

λ,ϵ,δ : ∂P → ∂P à support dans P out indexée par les
paramètres λ > 1, ϵ > 0, δ > 0, qui satisfont les hypothèses de la proposition 4.1.2 et proposi-
tion 4.1.3. On rappelle que :

• Le paramètre λ > 1 minore le facteur de dilatation de la composée fout,in ◦ ψin dans la
direction Gu,in en dehors d’un voisinages des orbites O∗.

• Le paramètre ϵ > 0 mesure la perturbation du feuilletage Gs,in.

• Le paramètre δ > 0 est la taille du voisinage des orbites O∗ sur lequel on ne contrôle plus
la dilatation de la composée fout,in ◦ ψin.

Symétriquement :

• Le paramètre λ > 1 minore le facteur de dilatation de la composée (ψout ◦ fout,in)−1 dans
la direction Gs,out en dehors d’un voisinages des orbites O∗.

• Le paramètre ϵ > 0 mesure la perturbation du feuilletage Gs,in.

• Le paramètre δ > 0 est la taille du voisinage des orbites O∗ sur lequel on ne contrôle plus
la dilatation de la composée (ψout ◦ fout,in)−1 sur Gs,out.

1. Une telle section est définie dans un prolongement de (P, X), mais on considère dans ce chapitre sa restriction
à P
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Chapitre 5. Choix des paramètres et construction de champs de cônes

5.1 Énoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

Recollement Pour tout paramètres λ, ϵ, δ, on définit l’application composée

ψλ,ϵ,δ := ψin
λ,ϵ,δ φψ

out
λ,ϵ,δ : ∂P → ∂P (5.1)

où φ est un recollement normalisé de (P,X). Pour tout λ, ϵ, δ :

• ψin et ψout sont égaux à l’identité sur un voisinage de O∗ dans ∂P , donc ψλ,ϵ,δ est un
recollement normalisé de (P,X)

• ψin et ψout sont isotopes à l’identité via des difféomorphismes égaux à l’identité sur un
voisinage de la lamination de bord L, donc ψλ,ϵ,δ et φ sont isotopes via des difféomorphismes
de recollements fortement quasi-transverses.

Fait 5.1.1. (P,X, ψλ,ϵ,δ) est un triplet normalisé fortement isotope à (P,X,φ).
Démonstration. En effet, ψ = ψλ,ϵ,δ est un recollement de (P,X) isotope à φ. De plus, il existe
une isotopie ht : ∂P → ∂P qui joint h0 = Id et h1 = ψout ◦ (ψin)−1, qui préserve la lamination L,
et tel que h1 envoie la lamination ψ∗L sur la lamination φ∗L. Les triplets sont donc fortement
isotopes au sens de la définition 1.4.9.

Si ψ = ψλ,ϵ,δ, l’espace quotient Pψ := P/ψ est une variété de dimension trois fermée munie
d’un champ de vecteurs de classe C1 induit par X sur Pψ que l’on note Xψ (proposition 2.1.9).
Soit πψ : P → Pψ la projection. Pour ne pas alourdir les notations, on notera P in

ψ = πψ(P in) et
Σψ = πψ(Σ) et πψ(O∗) = (O∗)ψ, etc. Plus généralement l’indice ψ indique que l’on considère un
élément projeté dans la variété quotient Pψ.

Section globale dans Pψ Remarquons que l’ensemble Σ∪P in∪P out dans P intersecte toute les
orbites du flot de X en temps uniformément borné. La projection

πψ(Σ ∪ P in ∪ P out) = πψ(Σ ∪ P in) = πψ(Σ ∪ P out)

dans Pψ est une surface immergée dans Pψ, transverse aux orbites de Xψ, qui intersecte toutes
les orbites de Xψ en temps uniformément borné, non compacte. On la note

S0,ψ := πψ(P in ∪ Σ) (5.2)

Soit f0,ψ : S0,ψ → S0,ψ le premier retour du flot de Xψ sur S0,ψ. Notons que l’on a S0,ψ =
P in
ψ ∪ Σψ. La section P in

ψ est une union de surfaces fermées transverses à Xψ et de surfaces
fermées quasi-transverses à Xψ privés des orbites périodiques tangentes (O∗)ψ. Il s’ensuit que la
section S0,ψ n’est pas uniformément transverse au champ Xψ. Remarquons que l’on a l’égalité
P in
ψ = P out

ψ , mais on fera le choix arbitraire de considérer P in
ψ dans la suite.

Condition des champs de cônes

Définition 5.1.2 (Condition des champs de cônes). Soit f : S → S un difféomorphisme. On dit
que f satisfait la condition des champs de cônes s’il existe une paire de champ de cônes (Cu, Cs)
sur S et des constantes cst > 0, λ > 1 tel que pour tout p ∈ S :

– f∗(Cu(p)) ⊂ intCu(f(p)), et pour tout v ∈ Cu(p), et n ≥ 0, ∥fn∗ v∥ ≥ cstλn∥v∥ .

– f−1
∗ (Cs(f(p))) ⊂ intCs(p), et pour tout v ∈ Cs(f(p)), et n ≥ 0, ∥f−n

∗ v∥ ≥ cstλn∥v∥.
De façon analogue, on dit que (Cu, Cs) est une paire de champs cônes f -invariants. On dit que

– le champ de cônes Cu est un champ de cônes instable pour f ,

– le champ de cônes Cs est un champ de cônes stable pour f .
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5.1. Énoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

Figure 5.1 – Section S0,ψ au voisinage d’une orbite périodique de (O∗)ψ

But Le but de cette section est de choisir des paramètres λ, ϵ, δ tel que si ψ = ψλ,ϵ,δ, l’application
de premier retour f0,ψ a des propriétés d’hyperbolicité. Plus précisément, on montre qu’un itéré
(qui dépend du point de départ) de f0,ψ vérifie la condition des champs de cônes au voisinage
de certains points. Toutefois, la non uniforme transversalité de la section Σ0,ψ avec le champ
de vecteurs Xψ empêche le premier retour (ou un itéré) d’être uniformément hyperbolique en
tout point. Dans le chapitre 6 suivant, on montrera que pour un tel choix de paramètres, on
peut tronquer la section S0,ψ en enlevant un voisinage bien choisi des orbites πψ(O∗) pour la
rendre compacte et uniformément transverse au champ Xψ, et de sorte que le premier retour du
flot de Xψ sur cette nouvelle section soit uniformément hyperbolique, quitte à regarder un itéré
uniformément borné. Il faut préciser quelques aspects techniques avant d’énoncer le résultat.

Auto-intersections Remarquons que S0,ψ a des points d’auto-intersection doubles ou triples
(figure 5.1). En effet :

• L’intersection Σ∩P in est un lieu de point double dans P donc de même pour l’image dans
Pψ

• Un point de πψ(Σ) peut être dans l’image de deux disques disjoints de Σ au voisinage de
deux orbites périodiquesOi etOj deO∗. Les projections par πψ de ces disques s’intersectent
en certains points et ne sont pas nécessairement égales partout.

Alors la surface S0,ψ admet deux ou trois plans tangents en ses points d’auto-intersections.

• Si p ∈ P in
ψ ⊂ S0,ψ, on note T in

p ⊂ TpS0,ψ le plan tangent induit par Tp̃P
in, où p̃ ∈ P in est

le relevé de p dans P in

• Si q ∈ Σψ ⊂ S0,ψ, on note TΣ
q ⊂ TpS0,ψ le (ou un des deux) plan(s) tangent(s) induit par

Tq̃Σ, où q̃ ∈ Σ est un relevé de q dans Σ.

La différentielle de f0,ψ en p est bien définie pour un choix de plan tangent au départ et à
l’arrivée. Plus précisément, pour p ∈ S0,ψ, une fois choisi un plan tangent T ∗

p à S0,ψ au point p
et T ∗

f(p), la différentielle dpf0,ψ : T ∗
p → T ∗

f(p) est bien définie.

Remarque 5.1.3. On pourrait vouloir ajuster la section Σ pour éviter les points triples de S0,ψ.
Toutefois, le choix du recollement ψ = ψλ,ϵ,δ déterminé par les paramètres λ, ϵ, δ dépendra de la
donnée de Σ, et l’on ne peux donc pas procéder ainsi.
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Chapitre 5. Choix des paramètres et construction de champs de cônes

Métrique sur S0,ψ La proposition principale de cette section comporte des résultats de dila-
tation sur des ensembles non invariants. Il faut choisir au préalable une métrique sur S0,ψ. La
métrique g sur P (voir début du chapitre 3) induit une métrique gin sur P in et une métrique gΣ

sur Σ. Pour des raisons techniques, on va considérer la métrique ĝin := ψin
∗ g

in qui est le poussé
en avant par ψin de la métrique gin. On considère ensuite le passage au quotient de ĝin et gΣ sur
πψ(P in ∪ Σ), que l’on note gψ. Ces métriques ne se recollent pas le long des auto-intersections
et l’image gψ ne définit pas une métrique continue. Cependant, on peut toujours relever dans
P par l’homéomorphisme local πψ et “faire comme si” il n’y avait pas d’intersections et tous les
morceaux issus de Σ et de P in sont disjoints dans Pψ. On ne le note pas mais tous ces objets
dépendent du choix des paramètres λ, ϵ, δ.

Champ de cônes Un champ de cônes C sur S0,ψ est la donnée, pour chaque p ∈ S0,ψ et pour
chaque plan tangent T ∗ à S0,ψ au point p d’un cône C(p, T ∗) ⊂ T ∗.

• Quand on précise qu’un point p ∈ S0,ψ appartient à P in
ψ , on sous-entend que l’on considère

l’espace tangent T in
p ⊂ TpΣψ induit par Tp̃P

in en p, et la métrique induite par ĝin, autrement
dit on relève par l’homéomorphisme local πψ au voisinage de l’unique relevé p̃ ∈ P in.

• Quand on précise qu’un point p ∈ S0,ψ appartient à Σψ, on sous-entend que l’on considère
l’espace tangent TΣ

p ⊂ TpΣψ induit par Tp̃Σ en p, et la métrique induite par gΣ, autrement
dit on relève par l’homéomorphisme local πψ au voisinage d’un relevé (arbitraire) p̃ ∈ Σ.

Énoncé de la proposition principale de la section La proposition suivante dit que l’on peut
choisir des paramètres λ, ϵ, δ et des cônes sur Σ et sur P in tel qu’un itéré (non uniforme) de
l’application de premier retour f0,ψ : S0,ψ → S0,ψ du flot de Xψ vérifie la condition des champs
de cônes au voisinage de certains points. Plus précisément, on montre :

Proposition 5.1.4. Il existe des paramètres λ0 > 1, ϵ0 > 0, δ0 > 0, avec les propriétés suivantes.
On note ψin = ψin

λ0,ϵ0,δ0
, ψout = ψout

λ0,ϵ0,δ0
, ψ = ψinφψout. On pose V0 := ψin(Vδ0). Il existe

une paire (Cuψ, Csψ) de champ de cônes sur S0,ψ, et des entiers N0, N1 et NΣ qui satisfont les
propriétés suivantes. Soit p ∈ S0,ψ.

1) Supposons que p ∈ (P in ∩ V0)ψ. Alors fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = −N0, . . . ,−1, 1, . . . , N0.

Soit n ≥ 1 et on note q := fn0,ψ(p).

2) Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ Σψ, n ≥ N1, et f
k
0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n − 1.

Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) ⊂ intCuψ(q, TΣ
q ), et pour tout v ∈ Cuψ(p, T in

p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, TΣ

q ) ⊂ intCsψ(p, T in
p ), et pour tout v ∈ Csψ(q, TΣ

q ), ∥(fn0,ψ)−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

3) Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ (P in∖V0)ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n − 1.
Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) ⊂ intCuψ(q, T in
q ), et pour tout v ∈ Cuψ(p, T in

p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, T in

q ) ⊂ intCsψ(p, T in
p ), et pour tout v ∈ Csψ(q, T in

q ), ∥(fn0,ψ)−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

4) Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ Σψ, n ≥ N0 + 1, il existe 1 ≤ m ≤ n − N0 tel que
fm0,ψ(p) ∈ (P in ∩ V0)ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , n. Alors :
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5.1. Énoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) ⊂ intCuψ(q, TΣ
q ), et pour tout v ∈ Cuψ(p, T in

p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, TΣ

q ) ⊂ intCsψ(p, T in
p ), et pour tout v ∈ Csψ(q, TΣ

q ), ∥(fn0,ψ)−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

5) Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ Σψ, et f
k
0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1. Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) ⊂ intCuψ(q, TΣ
q ),

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, TΣ

q ) ⊂ intCsψ(p, TΣ
p ).

De plus si n ≥ NΣ, alors :

– pour tout v ∈ Cuψ(p, TΣ
p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– pour tout v ∈ Csψ(q, TΣ
q ), ∥(fn0,ψ)−1

∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

6) Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ P in
ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1. Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) ⊂ intCuψ(q, T in
q ) et,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, T in

q ) ⊂ intCsψ(p, TΣ
p ).

7) Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ Σψ, n ≥ N0 +1, il existe 1 ≤ m ≤ n−N0 tel que fm0,ψ(p) ∈ P in
ψ ,

et fk(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , n− 1. Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) ⊂ intCuψ(q, TΣ
q ), et pour tout v ∈ Cuψ(p, TΣ

p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, TΣ

q ) ⊂ intCsψ(p, TΣ
p ), et pour tout v ∈ Csψ(q, TΣ

q ), ∥(fn0,ψ)−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

8) Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ (P in∖V0)ψ, et il existe m ≥ N1, et des entiers 1 ≤ k1 < · · · <
km = n tel que et fk1(p), . . . , fkm(p) ∈ (P in∖V0)ψ et fk(p) ∈ Σψ pour k ̸= k1, . . . , km,
1 ≤ k ≤ n− 1. Alors :

– (fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) ⊂ intCuψ(q, T in
q ), et pour tout v ∈ Cuψ(p, TΣ

p ), ∥(fn0,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fn0,ψ)−1
∗ Csψ(q, T in

q ) ⊂ intCsψ(p, TΣ
p ), et pour tout v ∈ Csψ(q, T in

q ), ∥(fn0,ψ)−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥.

On renvoie à la figure 5.2 et les sous-figures associées pour un schéma de l’orbite correspon-
dant à chacun des items de la proposition.

Quelques dessins schématiques
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Chapitre 5. Choix des paramètres et construction de champs de cônes

(a) item 1

(b) item 2

(c) item 3

Figure 5.2 – Représentation de l’action de fn0,ψ pour chaque orbite de la proposition 5.1.4
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5.1. Énoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

(d) item 4

(e) item 5

(f) item 6

Figure 5.2 – Représentation de l’action de fn0,ψ pour chaque orbite de la proposition 5.1.4
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Chapitre 5. Choix des paramètres et construction de champs de cônes

(g) item 7

(h) item 8

Figure 5.2 – Représentation de l’action de fn0,ψ pour chaque orbites de la proposition 5.1.4

Relevé de l’application de retour dans P Pour la preuve, on se ramène à étudier des relevés
dans P des itérés fn0,ψ. Si un relevé f̃n0,ψ envoie un champ de cônes C sur Σ∪P in sur son intérieur
au voisinage d’un point p̃, et dilate la norme des vecteurs de C d’un facteur 2 pour la métrique
g, alors on peut projeter dans Pψ et on a le même résultat pour l’action fn0,ψ sur le champ de

cônes Cψ pour la métrique gψ dans Pψ, au voisinage de p = πψ(p̃). Les relevés f̃n0,ψ sont des
compositions des applications de passage et de retour du flot de X et du recollement ψ.

Notation 5.1.5. On définit

• fΣ : Σ→ Σ l’application de premier retour du flot de X sur Σ

• fΣ,in : P in → Σ l’application de passage du flot de X de P in à Σ

• fout,Σ : Σ→ P out l’application de passage du flot de X de Σ à P out

• fout,in : P in → P out l’application de passage du flot de X de P in à P out

Alors on a

Fait 5.1.6.

– Si p ∈ Σψ et f0,ψ(p) ∈ Σψ alors un relevé de f0,ψ est fΣ : Σ→ Σ.

– Si p ∈ Σψ et f0,ψ(p) ∈ P in
ψ alors un relevé de f0,ψ est ψ fout,Σ : Σ→ P in.
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5.1. Énoncé de la proposition principale et résumé de la preuve

– Si p ∈ P in
ψ et f0,ψ(p) ∈ Σψ alors un relevé de f0,ψ est fΣ,in : P in → Σ.

– Si p ∈ P in
ψ et f0,ψ(p) ∈ P in

ψ alors un relevé de f0,ψ est ψ fout,in : P in → P in

Résumé de la preuve On va chercher des cônes sur P in et sur Σ tels que les relevés des itérés
fn0,ψ vérifient la condition des champs de cônes au voisinage de certains points. Les cônes de la

proposition seront les projections dans Pψ des cônes sur P in et sur Σ. La difficulté de la preuve
est de fixer les paramètres et les cônes dans le bon ordre en fonction de leur dépendance relative
pour avoir les différentes conditions de compatibilité des cônes du lemme. Les étapes se font
dans l’ordre suivant. On note V̂δ = ψin(Vδ).

• Dans la section 5.2, on montre l’existence des paramètres ϵ = ϵ0, λ = λ0 et des cônes (Cuin, Csin)
sur P in qui permettront d’obtenir l’item 3 de la proposition 5.1.4, et ceci uniformément en δ.

Cet item concerne les points p ∈ (P in∖V̂δ)ψ dont l’orbite future par Xψ intersecte de nouveau

(P in∖V̂δ)ψ en q = fn0,ψ(p) (figure 5.2c). On considère donc l’application de retour du flot de

Xψ sur la section (P in)ψ, restreinte à un certain domaine au départ et à l’arrivée. Un relevé
dans P de fn0,ψ au voisinage de p est ψfout,in : P in → P in, mais pour des raisons pratiques

on étudiera la composée fin,ψ = φψoutfout,inψ
in : P in → P in qui est son conjugué par ψin. On

montre que fin,ψ vérifie la condition des champs de cônes pour un bon choix de cônes (Cuin, Csin)
sur P in et de paramètres λ et ϵ sur le complémentaire de Vδ, et ceci pour tout δ. Le résultat
est résumé à la proposition 5.2.1. Le point clé est que l’on peut choisir λ assez grand de sorte
à avoir une dilatation et contraction arbitrairement forte de deux directions transverses par
fin,ψ, uniformément en les paramètre ϵ et δ.

Les cônes (Cuin, Csin) sur P in et les paramètres ϵ = ϵ0, λ = λ0 sont désormais fixés pour le reste
de la preuve.

• Dans la section 5.3, on montre l’existence des champs de cônes (CuΣ, CsΣ) sur Σ qui permettront
d’obtenir l’item 6, et qui déterminent un entier NΣ qui satisfait l’item 5 de la proposition 5.1.4,
uniformément en δ.

– l’item 6 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte une première
fois P in

ψ en q = fn0,ψ(p) (figure 5.2f). Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p est

ψfout,Σf
i
Σ : Σ → P in. On étudiera φψoutfout,Σf

i
Σ qui est son conjugué par ψin (on rappelle

que ψin est l’identité en dehors de P in). On montre l’existence de deux champs de cônes
(CuΣ, CsΣ) sur Σ tel qu’un critère de compatibilité entre les cônes sur Σ et les cônes sur P in

est vérifié pour la composée φψoutfout,Σf
i
Σ, et ceci uniformément en δ. C’est le lemme 5.3.3.

Le point clé est que la projection π : TΣ→ TP out parallèlement à R.X entre Σ et P out (ou
P in) a un effet uniformément borné sur l’ouverture des cônes (lemme 5.3.5).

– l’item 5 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte NΣ fois consécu-
tives Σψ (figure 5.2e). Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p est fnΣ : Σ→ Σ. Une fois
les cônes fixés sur Σ contenant les bonnes directions tangentes, l’hyperbolicité de fΣ assure
qu’un itéré supérieur à un entier uniforme NΣ vérifie la condition des champs de cônes.

Les cônes (CuΣ, CsΣ) sur Σ et l’entier NΣ sont désormais fixés pour le reste de la preuve.

• Dans la section 5.4, on montre l’existence d’un entier N0 qui permettra d’obtenir les items 7
et 4 de la proposition 5.1.4 et ceci uniformément en δ.

– l’item 7 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte une unique fois
P in
ψ puis N0 fois consécutives Σψ (figure 5.2g). Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p
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est f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ : Σ → Σ. On montre que la paire (CuΣ, CsΣ) sur Σ fixée à la section

précédente forment une paire de champ de cônes invariants par cette application, pour un
entier j supérieur à un certain entier uniforme N0, uniformément en δ. Cette propriété est
résumée au lemme 5.4.3. Le point clé est que la contraction de la composée fΣ,in ψ fout,Σ est
minorée uniformément en δ (lemme 5.4.2).

– l’item 4 se montre uniformément en δ. Il concerne les points p ∈ (P in∖V̂δ)ψ dont l’orbite fu-

ture par Xψ intersecte une unique fois (P in∩V̂δ)ψ puis N0 fois consécutives Σψ (figure 5.2d).

Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p est f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in : P in∖Vδ → Σ. On

étudiera la composée f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in qui est son conjugué par ψin. On montre
qu’elle vérifie la condition des champs de cônes pour la paire (Cuin ∪ CuΣ, Csin ∪ CsΣ) pour
un entier j supérieur à un certain entier uniforme N0, et ceci uniformément en δ. C’est le
corollaire 5.4.8. Le résultat clé est que la contraction du passage d’une orbite du flot de X
de P in∖Vδ à Σ ∩ Vδ est minorée uniformément en δ (lemme 5.4.4).

L’entier N0 est désormais fixé pour le reste de la preuve.

• Dans la section 5.5, on montre l’existence d’un paramètre δ0 qui permettra d’obtenir l’item 1
de la proposition 5.1.4.

L’entier N0 est fixé à la section précédente. On cherche un paramètre δ = δ0 tel qu’un point p ∈
(V0)ψ = (ψin(Vδ0))ψ a une orbite qui intersecte N0 fois consécutives la section Σψ dans le passé
et dans le futur (figure 5.2a). On étudiera les composées fkΣ fΣ,in ψ

in et f−k
Σ f−1

out,Σ (φψout)−1

restreintes à P in∩Vδ. On cherche un paramètre δ0 tel que ces applications soient bien définies
pour k ≥ N0. Un résultat clé est qu’un point p arbitrairement proche de Λ dans P a une orbite
qui intersecte un nombre arbitrairement grand de fois la section Σ dans le passé et dans le
futur, si elle est bien définie. On utilisera un lemme clé qui dit que l’action de ψin et ψout sur
la distance à l’ensemble O∗ est bornée uniformément en δ (lemme 5.3.6).

Le paramètre δ = δ0 est désormais fixé pour le reste de la preuve.

• Dans la section 5.6, on montre l’existence d’un entier N1 qui permettra d’avoir les items 2
et 8 de la proposition 5.1.4. À cette étape, les paramètres (λ, ϵ, δ) = (λ0, ϵ0, δ0) sont désormais
fixés ainsi que les cônes (CuΣ, CsΣ) et (Cuin, Csin) sur Σ et sur P in. On note V0 = ψin(V0).

– l’item 2 concerne les points p ∈ (P in∖V0)ψ dont l’orbite future par Xψ intersecte N1 fois
consécutives la section Σψ (figure 5.2b). Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p est

f jΣ fΣ,in : P in∖Vδ → Σ. On étudiera la composée f jΣ fΣ,in ψ
in qui est son conjugué par ψin.

On montre qu’elle vérifie la condition des champs de cônes pour la paire (Cuin∪CuΣ, Csin∪CsΣ)
pour un entier j supérieur à un certain entier uniforme N1. Les points clés sont l’uniforme
transversalité de la surface de départ P in∖V0 avec le champ X, l’hyperbolicité de fΣ, et le
fait que les cônes (Cuin, Csin) et (CuΣ, CsΣ) contiennent des directions “compatibles”.

– l’item 8 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte (P in∖V0)ψ
un nombre N1 de fois (figure 5.2h). Un relevé dans P de fn0,ψ au voisinage de p est

(fout,inψ)jfout,Σf
i
Σ : Σ → P in. On étudiera le conjugué par ψin. On montre qu’elle vérifie

la condition des des champs de cônes invariants pour la paire (Cuin ∪CuΣ, Csin ∪CsΣ), pour un
entier j supérieur à un certain entier uniforme N1. Les points clés sont l’hyperbolicité de
fin,ψ, et l’effet borné de la composée φψoutfout,Σf

i
Σ sur l’ouverture des cônes et sur la norme

des vecteurs.

L’entier N1 est désormais fixé.
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• Dans la section 5.7, on montre chaque item de la proposition 5.1.4 à l’aide des résultats des
sections précédentes. Chaque résultat précédent est vrai pour le choix de paramètre λ = λ0,
ϵ = ϵ0 et δ = δ0. Il faut rétablir le défaut de conjugaison par ψin puis projeter dans Pψ.
Autrement dit, on pousse par ψin les cônes et la métrique sur P in et on projette sur Pψ ces
cônes et cette métrique, ainsi que les cônes et la métrique sur Σ. Tous les résultats découlent
ensuite.

5.2 Paramètres λ0, ϵ0 et cônes sur P in

Dans cette sous-section on montre l’existence des paramètres λ = λ0, ϵ = ϵ0 et des cônes
sur P in qui permettront d’obtenir l’item 3 de la proposition 5.1.4, et ceci uniformément en δ.
Cet item concerne les points p ∈ (P in∖V̂δ)ψ dont l’orbite future par Xψ intersecte de nouveau

(P in∖V̂δ)ψ. On définit la composée suivante :

fin,ψ := φψoutfout,inψ
in : P in → P in (5.3)

Montrons la proposition suivante (voir figure 5.3).

Proposition 5.2.1. Il existe des paramètres λ0 > 1, ϵ0 > 0, une paire de champs de cônes
(fermés) continus (Cuin, Csin) sur P in, il existe K > 0, k > 0, k′ > 0 tels que pour tout δ > 0,
si ψin = ψin

λ0,ϵ0,δ
et ψout = ψout

λ0,ϵ0,δ
sont les difféomorphismes donnés par la proposition 4.1.2

et 4.1.3, alors

1) (directions) le champ Cuin :

– est inclus dans un champ de (K, Gu,in/ (ψin)−1
∗ Gs,in)-cônes,

– contient un champ de (k, Gu,in/ (ψin)−1
∗ Gs,in)-cônes,

– contient un champ de (k′, (φψout)∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes.

et le champ Csin :

– est inclus dans un champ de (K, (ψin)−1
∗ Gs,in/Gu,in)-cônes.

– contient un champ de (k, (ψin)−1
∗ Gs,in/Gu,in)-cônes.

– contient un champ (k′, φ∗Gs,out/ (φψout)∗Gu,out)-cônes.

2) (cônes invariants) Pour tout p ∈ (P in∖Vδ) ∩ f−1
in,ψ(P in∖Vδ),

– (fin,ψ)∗C
u
in(p) ⊂ intCuin(fin,ψ(p)), et pour tout v ∈ Cuin(p), ∥(fin,ψ)∗v∥ ≥ 2∥v∥

–
(
f−1

in,ψ

)
∗
Csin(fin,ψ(p)) ⊂ intCsin(p), et pour tout v ∈ Csin(fin,ψ(p)), ∥(fin,ψ)−1

∗ v∥ ≥ 2∥v∥

On ne montrera que l’existence du champ de cônes instable. La preuve pour trouver un
champ de cônes stable est symétrique quitte à inverser le flot. On ne demande pas que ces cônes
soit disjoints, ou complémentaires, les deux preuves sont donc indépendantes. Pour montrer
l’existence d’un champ de cônes instable pour fin,ψ il suffit de trouver deux directions transverses
(non nécessairement invariantes), l’une uniformément dilatée et l’autre uniformément contractée
par fin,ψ. Un champ de cônes C qui contient la direction dilatée et son image par fin,ψ dans son
intérieur, et dont l’adhérence ne contient pas la direction contractée est un bon candidat. Un
facteur de dilatation et de contraction assez fort assure qu’un tel champ de cônes sera un champ
de cônes instable, autrement dit strictement invariants et dilaté par fin,ψ.

Le lemme suivant nous donne les deux directions transverses qui sont respectivement dilatées
et contractées d’un facteur proportionnel à λ (respectivement λ−1), sur le complémentaire d’un
δ-voisinage de O∗ et de son image réciproque, et ceci uniformément en λ, ϵ, δ.
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Figure 5.3 – Décomposition de l’application fin,ψ et action sur le champs de cônes Cuin sur
(P in∖Vδ) au départ et à l’arrivée

Lemme 5.2.2. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout λ, ϵ, δ,

1) pour tout p ∈ P in∖Vδ, pour tout v ∈ TpGu,in, ∥(fin,ψ)∗v∥ > cstλ∥v∥

2) pour tout p ∈ f−1
in,ψ(P in∖Vδ), pour tout v ∈ Tp(ψin)−1

∗ Gs,in, ∥(fin,ψ)∗v∥ < (cstλ)−1∥v∥

On en déduit le corollaire suivant

Corollaire 5.2.3. Il existe une constante cst > 0, tel que pour tout λ, ϵ, δ, pour tout
p ∈ (P in∖Vδ) ∩ f−1

in,ψ(P in∖Vδ), si C ⊂ TpP
in est un (K, Gu,in/ (ψin)−1

∗ Gs,in)-cônes, et
q = fin,ψ(p), alors :

1) (fin,ψ)∗(C) ⊂ intC ′ où C ′ est un
(

K
(cst λ)2 , φψ

out
∗ Gu,out/φ∗Gs,out

)
-cône dans TqP

in,

2) ∥(fin,ψ)∗v∥ ≥ cstλK−1∥v∥ pour tout v ∈ C.

Démonstration du corollaire 5.2.3. Il suffit de vérifier que les directions images sont bien celles
annoncées. Rappelons que ψin préserve Gu,in (proposition 4.1.2, item 2), fout,in : P in → P out

envoie la paire (Gu,in,Gs,in) sur la paire (Gu,out,Gs,out), et ψout préserve Gs,out. On a donc :

(fin,ψ)∗Gu,in = (φψoutfout,inψ
in)∗Gu,in

= (φψoutfout,in)∗Gu,in

= (φψout)∗Gu,out

Et

(fin,ψ)∗(ψin)−1
∗ Gs,in = (φψoutfout,inψ

in)∗ (ψin)−1
∗ Gs,in

= (φψoutfout,in)∗Gs,in

= φ∗Gs,out

Le reste découle directement du lemme 5.2.2, en se plaçant sur l’intersection de P in∖Vδ et son
image réciproque par fin,ψ.
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Pour montrer le lemme 5.2.2, on a besoin du lemme suivant, qui dit que la dérivée de ψout
λ,ϵ,δ

dans la direction tangente à Gu,out est uniformément (en λ, ϵ, δ) bornée, et symétriquement, la
dérivée de ψin

λ,ϵ,δ dans la direction tangente à Gs,in est uniformément (en λ, ϵ, δ) bornée.

Lemme 5.2.4. Il existe une constante cst > 0, tel que pour tout λ, ϵ, δ, si ψout = ψout
λ,ϵ,δ et

ψin = ψin
λ,ϵ,δ, alors

– pour tout p ∈ P out et v ∈ TpGu,out, on a cst−1 ∥v∥ ≤ ∥ψout
∗ v∥ ≤ cst ∥v∥ ;

– pour tout p ∈ P in et v ∈ TpGs,in, on a cst−1 ∥v∥ ≤ ∥ψin
∗ v∥ ≤ cst ∥v∥.

Démonstration. Montrons le lemme pour ψout. Soit vu un vecteur tangent à Gu,out et
w := ψout

∗ (vu) = ws + wu ∈ TGs,out ⊕ TGu,out. D’après la proposition 4.1.3, item 3, on sait que
w est dans un (ϵ, Gu,out/Gs,out)-cône, ce qui se traduit par ∥ws∥ ≤ ϵ∥wu∥. D’après l’item 2,
proposition 4.1.3, on sait que ψout préserve le feuilletage Gs,out feuille à feuille, il s’ensuit que
wu = (Hs,out

ςq ,ςp )∗(vu) où Hs,out
ςq ,ςp est l’holonomie de Gs,out entre la feuille ςp ∈ Gu,out passant par p

et la feuille ςq ∈ Gu,out passant par q = ψout(p). Comme le support de ψout est inclus dans des
bandes Bi ⊂ P out∖Lu (item 1, proposition 4.1.3), on a p, q ∈ Bi et les applications Hs,out

ςq ,ςp sont

des holonomies dans les bandes Bi, on peut appliquer le lemme 4.2.4 qui dit que le rapport ∥wu∥
∥vu∥

est uniformément borné. Il s’ensuit que le rapport ∥w∥
∥vu∥ est borné uniformément en les paramètres

λ, ϵ, δ pour ϵ assez petit.

Démonstration du lemme 5.2.2. On rappelle que fin,ψ = φψoutfout,inψ
in.

• D’après la proposition 4.1.2, item 5 et 2, la composée fout,inψ
in dilate d’un facteur λ les

vecteurs tangentes à Gu,in sur P in∖Vδ et envoie la direction tangente à Gu,in sur la direction
tangente à Gu,out,

• D’après le lemme 5.2.4 précédent, la dérivée de ψout dans la direction Gu,out est bornée par
une constante uniforme en λ, ϵ, δ,

• φ est un difféomorphisme à support compact, sa différentielle est donc uniformément bornée

On en déduit qu’il existe une constante cst > 0 uniforme en λ, ϵ, δ qui satisfait l’item 1 du
lemme 5.2.2. Montrons l’item 2. Soit p ∈ f−1

in,ψ(P in∖Vδ) et v ∈ Tp(ψin)−1Gs,in. Alors w = (fin,ψ)∗v

est un vecteur tangent à Tqφ∗Gs,out au point q = fin,ψ(p) ∈ P in∖Vδ. Cet item est équivalent
à montrer que (f−1

in,ψ)∗ dilate le vecteur w d’un facteur uniformément proportionnel à λ. On

a f−1
in,ψ = (ψin)−1ψout(ψoutfout,in)−1φ−1. Étudions l’effet de chaque application sur le vecteur

w ∈ Tqφ∗Gs,out.

• φ−1 est un difféomorphisme à support compact, sa différentielle est donc uniformément
bornée et envoie la direction tangente à φ∗Gs,out sur la direction tangente à Gs,out. Comme
φ est un recollement normalisé, il envoie P in∖Vδ sur P out∖Vδ (définition 2.1.8, item 1).

• D’après la proposition 4.1.3, item 5 et 2, la composée (ψoutfout,in)−1 dilate d’un facteur λ
les vecteurs tangentes à Gs,out sur P out∖Vδ et envoie la direction tangente à Gs,out sur la
direction tangente à Gs,in.

• D’après le lemme 5.2.4 précédent, la dérivée de (ψin)−1 dans la direction Gs,in est bornée
par une constante uniforme en λ, ϵ, δ,

On en déduit que (f−1
in,ψ)∗ dilate le vecteur w d’un facteur uniformément proportionnel à λ, donc

il existe une constante cst > 0 uniforme en λ, ϵ, δ qui satisfait l’item 2 du lemme 5.2.2.
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Montrons le lemme suivant, qui permet de séparer les bonnes directions par un champ de
cônes (figure 5.4).

Lemme 5.2.5. Il existe un champ de cônes fermés Cuin sur P in et un paramètre ϵ0 tel que pour
tout λ > 1, δ > 0, si ψin = ψin

λ,ϵ0,δ
et ψout = ψout

λ,ϵ0,δ
, alors

– intCuin contient les directions tangentes à ψin−1Gu,in et φψoutGu,out,

– Cuin ne contient pas la direction tangente à (ψin)−1
∗ Gs,in,

– Cuin est le champ de (Gu,in/Gs,in)-cônes bissecteur sur P in ∩ V∗.

Figure 5.4 – Champs de cônes Cu,in sur P in au voisinage de O∗

Commençons par montrer le lemme suivant.

Lemme 5.2.6. Il existe un champ de cônes fermés Cuin sur P in tel que :

– int(Cuin) contient les directions tangentes à Gu,in et φ∗Gu,out,

– Cuin ne contient pas la direction tangente à Gs,in,

– Cuin est le champ de (Gu,in/Gs,in)-cônes bissecteur sur P in ∩ V∗.

Démonstration du lemme 5.2.6. Rappelons que le recollement φ est normalisé pour le bloc nor-
malisé (P,X) muni de la paire de feuilletages (Gs,Gu). Par définition, le feuilletage φ∗Gb est
quasi-transverse au feuilletage Gb sur ∂P , où Gb = Gs,in ∪O∗ ∪ Gu,out (item 2, définition 2.1.8).
On en déduit que φ∗(Gu,out) est transverse à Gs,in sur P in. De plus φ est la réflexion dans les sys-
tèmes de coordonnées normalisés (Vi, ξi), ce qui implique que l’on a les égalités φ∗Gu,out = Gu,in
et φ∗Gs,out = Gs,in sur P in ∩ V∗. D’après cette remarque et par transversalité de Gu,in et Gs,in
sur P in, il existe un champ de cônes ouvert (fin) autour de la direction tangente à Gs,in, qui ne
contient ni la direction tangente à Gu,in ni la direction tangente à φ∗Gu,out. De plus, on peut
choisir ce champ de cônes bissecteur de (Gs,in/Gu,in) sur P in ∩ V∗. Le champ de cônes Cuin est le
champ de cônes complémentaire.
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Corollaire 5.2.7. Il existe K̂ > 0, k̂ > 0, k̂′ > 0, tel que le champ Cuin :

– est inclus dans un champ de (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes,

– contient un champ de (k̂, Gu,in/Gs,in)-cônes.

– contient un champ (k̂′, φ∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes.

Démonstration. P in n’est pas compact, mais sur V∗ ∩ P in, le champ Cuin cöıncide avec le champ
de (1, Gu,in/Gs,in) = (1, φ∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes. Le complémentaire de ces voisinages est
compact dans P in, ce qui permet de conclure.

On peut maintenant montrer le lemme 5.2.5.

Démonstration du lemme 5.2.5. D’après les propositions 4.1.2 et 4.1.3, on a

• (ψin)−1
∗ Gu,in = Gu,in, et la direction tangente à (ψin)−1

∗ Gs,in est dans un champ de
(ϵ, Gs,in/Gu,in)-cône.

• (φψout)∗Gs,out = φ∗Gs,out, et la direction tangente à (φψout)∗Gu,out est à l’intérieur d’un
champ de (φ∗Gu,out, φ∗Gs,out)-cônes d’ouverture uniformément proportionnelle à ϵ (la
constante uniforme provient de l’action de φ qui est un difféomorphisme à support com-
pact).

Soit Cuin le champ de cônes donné par le lemme 5.2.6. D’après le corollaire 5.2.7, il suffit de
choisir ϵ0 petit devant k̂ et k̂′.

Soit ϵ = ϵ0 qui satisfait le lemme 5.2.5. Alors

Corollaire 5.2.8. Il existe K > 0, k > 0, k′ > 0, tel que pour tout λ > 1, δ > 0, si ψin = ψin
λ,ϵ0,δ

et ψout = ψout
λ,ϵ0,δ

, alors le champ Cuin :

– est inclus dans un champ de (K, Gu,in/ (ψin)−1
∗ Gs,in)-cônes,

– contient un champ de (k, Gu,in/ (ψin)−1
∗ Gs,in)-cônes,

– contient un champ (k′, (φψout)∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes.

Démonstration. C’est une conséquence directe des deux premiers items du lemme 5.2.5, qui dit
que les directions tangentes Gu,in = (ψin)−1

∗ Gu,in et (φψout)∗Gu,out sont incluses dans l’intérieur
de Cuin et la direction (ψin)−1

∗ Gs,in est partout disjointe de Cuin.

Le champ de cônes Cuin contient les bonnes directions pour ϵ = ϵ0, et pour tout choix de
λ et δ. Il reste à montrer que l’on peut choisir λ assez grand de sorte que le champ Cuin soit
fin,ψ-invariant et ses vecteurs soit dilatés par fin,ψ sur les bonnes zones, et ceci uniformément en
δ. On renvoie à la figure 5.5 pour une image de l’action de fin,ψ sur le champ de cônes Cuin.

Démonstration de la proposition 5.2.1. On fixe Cuin donné par le lemme 5.2.5. L’item 1 de la
proposition 5.2.1 est satisfait d’après le corollaire 5.2.8 et soit K > 0 et k′ > 0 les constantes du
corollaire. Soit cst > 0 une constante qui satisfait le corollaire 5.2.3. Alors pour λ grand devant
cst−1Kk−1, le champ Cuin est strictement invariant par fin,ψ et ses vecteurs sont uniformément
dilatés sur (P in∖Vδ)∩f−1

in,ψ(P in∖Vδ), et ceci uniformément en δ. La preuve pour l’existence d’un
champ de cônes stable Csin est symétrique.

On fixe les paramètres λ0, ϵ0 et une paire de champ de cônes (Cuin, Csin) satisfaisant la
proposition 5.2.1.
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Figure 5.5 – Directions dans le champs de cônes Cuin et image par fin,ψ

5.3 Cônes sur Σ et entier NΣ

Dans cette section on montre l’existence des champs de cônes sur Σ qui permettront d’obtenir
l’item 6, et qui déterminent un entier NΣ qui satisfait l’item 5 de la proposition 5.1.4. On rappelle
que l’item 6 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte une première fois
P in
ψ en q = fn0,ψ(p), et l’item 5 concerne les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte
n fois consécutives Σψ. On rappelle que les paramètres λ = λ0 et ϵ = ϵ0 ont été fixés à la section
précédente 5.2, ainsi que les champs de cônes (Cuin, Csin) sur P in. Les résultats seront uniformes
en δ. On étudie les applications :

f iΣ : Σ→ Σ, et φψoutfout,Σf
i
Σ : Σ→ P in

On rappelle que Σ est une section affine de (P,X) (définition 2.1.2, item 1). Quitte à restreindre
Σ, il existe un système de coordonnées sur Σ dans lesquelles l’application fΣ : Σ→ Σ est affine
diagonale hyperbolique, partout où elle est bien définie. On note TΣ = Euu ⊕ Ess la décom-
position hyperbolique de f sur Σ, et (ζs, ζu) la paire de feuilletages stables et instables de fΣ
sur Σ. La métrique gΣ induite par la métrique ambiante g sur Σ est adaptée à la décomposition
hyperbolique de fΣ.

Notation 5.3.1. On note µ > 1 un facteur uniforme de dilatation de fΣ, autrement dit tel que

– pour tout v ∈ Euu, n ≥ 0, ∥(fΣ)∗v∥ ≥ µn∥v∥

– pour tout v ∈ Ess, n ≥ 0, ∥(fΣ)−1
∗ v∥ ≥ µn∥v∥

Il s’ensuit que n’importe quel champ de cônes fermés Cu d’ouverture constante dont l’inté-
rieur intCu contient la direction Euu et disjoint de la direction Ess est strictement invariant
sous l’action de fΣ (au premier itéré) et ses vecteurs sont uniformément dilatés par un itéré
(uniformément) assez grand fnΣ, qui dépend de l’ouverture du cône. Autrement dit, on a :

Fait 5.3.2. Pour tout K, si Cu est un champ de (K, ζu/ ζs)-cônes sur Σ, alors

1) (fΣ)∗C
u est inclus dans un champ de (Kµ−2, ζu/ ζs)-cônes,
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Figure 5.6 – Image (en foncé) d’un cône de CuΣ par l’application φψout fout,Σ f
n
Σ

2) il existe une constante cst = cst(K) > 0 tel que ∀v ∈ Cu, ∀n ≥ 0, ∥(fnΣ)∗v∥ ≥ cstµn∥v∥.

Si Cs est un champ de (K, ζs/ ζu)-cônes sur Σ, alors

1) (fΣ)−1
∗ Cs est inclus dans un champ de (Kµ−2, ζs/ ζu)-cônes,

2) il existe une constante cst = cst(K) > 0 tel que ∀v ∈ Cs, ∀n ≥ N , ∥(fnΣ)−1
∗ v∥ ≥ cstµn∥v∥.

On va choisir l’ouvertureK d’un champ CuΣ de (ζu/ ζs)-cônes telle que l’on a une compatibilité
des cônes sur Σ et des cônes sur P in pour la composée φψout fout,Σ f

n
Σ, pour un n ≥ 0 quelconque,

lorsqu’elle est bien définie (figure 5.6). Il suffira ensuite de choisir un itéré de fΣ assez grand pour
que les vecteurs de CuΣ soient uniformément dilatés. On note ψin

δ = ψin
λ0,ϵ0,δ

et ψout
δ = ψout

λ0,ϵ0,δ
.

Lemme 5.3.3. Il existe Ku > 0 et Ks > 0 tel que si CuΣ est un champ de (Ku, ζu/ ζs)-cônes et
CsΣ un champ de (Ks, ζs/ ζu)-cônes sur Σ, alors ils vérifient la propriété suivante.
Pour tout δ > 0, si ψout = ψout

δ , et pour tout p ∈ Σ tel que le point q = φψout fout,Σ f
n
Σ (p) ∈ P in

est bien défini pour un certain entier n ≥ 0, alors :

– (φψout fout,Σ f
n
Σ )∗C

u
Σ(p) ⊂ intCuin(q), et

– (φψout fout,Σ f
n
Σ )−1

∗ Csin(q) ⊂ intCsΣ(p)

Remarque 5.3.4. On ne requiert pas que les champs CsΣ et CuΣ soit complémentaires l’un de
l’autre. Pour que le lemme soit vrai, l’ouverture Ks de CsΣ sera grande devant 1, et les deux
champ de cônes peuvent avoir une intersection importante. Le point important de ce lemme est
que l’ouverture Ks et Ku est indépendante de δ.

On rappelle que l’application fout,Σ : Σ→ P out est le passage du flot de X de la section Σ à
P out. Afin de montrer ce lemme il faut montrer que l’on garde un contrôle sur l’ouverture des
cônes lorsque l’on applique fout,Σ : Σ → P out. C’est le lemme suivant, qui est symétrique pour
fout,Σ et fΣ,in.
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Lemme 5.3.5. Il existe une constante cst > 0 tel que pour tout K > 0,

– si Cu est un champ de (K, ζu/ ζs)-cône sur Σ, alors (fout,Σ)∗C
u est inclus dans un champ

de (cstK, Gu,out/Gs,out)-cônes sur P out.

– si Cs est un champ de (K, Gs,out/Gu,out)-cônes sur P out, alors (fout,Σ)−1
∗ Cs est inclus

dans un champ de (cstK, ζs/ ζu)-cônes sur Σ.

De même,

– si Cu est un champ de (K, Gu,in/Gs,in)-cônes sur P in, alors (fΣ,in)∗C
u est inclus dans un

champ de (cstK, ζu/ ζs)-cônes sur Σ.

– si Cs est un champ de (K, ζs/ ζu)-cône sur Σ, alors (fΣ,in)−1
∗ Cs est inclus dans un champ

de (cstK, Gs,in/Gu,in)-cônes sur P out.

On se contentera de montrer le résultat pour fout,Σ. Ce résultat n’est pas trivial car P out

n’est pas uniformément transverse au champ de vecteurs, donc la projection TP → TP out

parallèlement à R.X a un effet non borné sur la norme des vecteurs. Le point clé est que
la surface P out est invariante par une symétrie qui échange les directions stable forte Ess et
instable forte Euu dans un voisinage de O∗. Il en résulte que l’effet de la projection sur la norme
des vecteurs de Euu et de Ess est le même, ce qui assure que l’ouverture d’un (Euu/Ess)-cône
est préservée.

Démonstration du lemme 5.3.5. Montrons le premier item. Le preuve des autres sont analogues.
Ce lemme concerne les orbites qui intersectent Σ, qui sont donc contenues dans le voisinage
invariant Û sur lequel on a une décomposition hyperbolique Ess ⊕R.X ⊕Euu pour le flot de X
(corollaire 3.2.3). Remarquons que le lemme est vrai pour toutes les orbites qui intersectent P out

en dehors des voisinages normalisés V∗. En effet les sections Σ et P out∖V∗ sont uniformément
transverses au champ de vecteurs X, le flot de X est hyperbolique sur Û , et les cônes en question
sont uniformément loin de la direction centre stable. Il reste à le vérifier pour les orbites qui
intersectent P out dans système de coordonnées normalisé (Vi, ξi).

• Soit Cu un (K, ζu/ ζs)-cône sur Σ, et v un vecteur tangent à Σ en un point p. Alors
v = vuu+vss+0 ∈ Euu⊕Ess⊕R.X avec ∥vss∥ ≤ K∥vuu∥. Le transport par le flot (linéaire)
Xt pendant un temps t > 0 contribue à dilater exponentiellement la composante vuu et
contracter exponentiellement la composante vss, et n’a pas d’effet sur la composante vX =
0. Donc l’action deXt contribue à fermer un champ de (Euu/Ess)-cônes exponentiellement
vite, autrement dit à contracter l’ouverture des cônes exponentiellement vite.

• Il suffit donc de regarder l’effet de la projection sur TP out parallèlement à X d’un
champ de (K, Euu/Ess)-cônes transverses au champ X (inclus dans le plan Euu ⊕ Ess)
dans un système de coordonnées normalisé (Vi, ξi = (x, y, θ)). On note cette projection
π : Euu⊕Ess → TP out. Dire que π envoie un (K, Euu/Ess)-cône sur un (K, Gu,out/Gs,out)-
cône est équivalent à dire que π envoie la décomposition Euu ⊕ Ess sur TGu,out ⊕ TGs,out

et que |||π
Euu
||| = |||π

Ess
|||. La première assertion est vraie car par définition on a

TGu,out = (Euu⊕R.X)∩TP out, et TGs,out = (Ess⊕R.X)∩TP out. La deuxième se montre
avec l’argument suivant. Par définition d’un bloc normalisé (définition 2.1.2, item 4), les en-
sembles Σ, P out et R.X sont invariants dans Vi par la symétrie s : (x, y, θ) 7→ (y, x, θ), donc
on a la relation de commutation π ◦ s∗ = s∗ ◦ π. On a Vect(∂x) = Ess et Vect(∂y) = Euu,
et s∗∂x = ∂y, donc s∗ permute les directions Euu et Ess. Pour finir, s est une isométrie
pour la métrique g qui cöıncide avec dx2 + dy2 + dθ2 sur Vi. On conclut en écrivant que
π
Euu

= π ◦ s∗ Ess
= s∗ ◦ π Ess

.
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Pour mesurer l’action de ψout
δ , on a besoin des lemmes suivants. Le premier lemme dit que

l’action de ψout
δ sur la distance à l’orbite est bornée uniformément en δ.

Lemme 5.3.6. Il existe une constante cst > 1 tel que pour tout δ > 0,

– ∀ p ∈ P out, cst−1 dist(p,O∗) ≤ dist(ψout
δ (p),O∗) ≤ cst dist(p,O∗) ;

– ∀ p ∈ P in, cst−1 dist(p,O∗) ≤ dist(ψin
δ (p),O∗) ≤ cst dist(p,O∗)

Démonstration. On montre le lemme pour ψout. Le difféomorphisme ψout
δ est indépendant du

paramètre δ sur le complémentaire de l’union V∗ (proposition 4.1.3, item 6). Le complémentaire
de V∗ dans P out est compact, donc la propriété est vraie pour tout point p ∈ P out∖V∗. Il suffit
de vérifier cette propriété dans un système de coordonnées normalisé (Vi, ξi = (x, y, θ)). Soit
(x, θ) les coordonnées induites par ξi sur P

out. Un point p = (x, θ) est dans l’adhérence d’une
bande B composante connexe de P out∖Lu. D’après les items 1 et 2 de la proposition 4.1.3, le
difféomorphisme ψout déplace le point p le long de l’arc de feuille de Gs,out à l’intérieur de B
et ceci pour tout paramètre λ, ϵ, δ. Soit σs la feuille de Gs,in ∩ B passant par p = (x, θ). Alors
σs intersecte une des feuille bord de la bande B en un point (x1, θ1) avec x1 > x/

√
2 et l’autre

feuille bord de B en un point (x2, θ2) avec x2 <
√

2x (remarque 2.1.5). On en conclut que la
variation de la coordonnée x d’un point p ∈ B sous l’action de ψout est uniformément bornée. Il
en est de même pour la distance à l’orbite Oi.

Le second lemme dit que les différentielles des applications ψout
δ et ψin

δ sont bornées unifor-
mément en δ.

Lemme 5.3.7. Il existe cst > 0, tel que pour tout δ > 0 et pour tout v ∈ TP out,

cst−1 ∥v∥ ≤ ∥(ψout
δ )∗v∥ ≤ cst ∥v∥,

de même pour tout v ∈ TP in,

cst−1 ∥v∥ ≤ ∥(ψin
δ )∗v∥ ≤ cst ∥v∥

Démonstration. On montre le lemme pour ψout. Soit (∂u, ∂s) une base de vecteurs unitaires
tangents à Gu,out et Gs,out respectivement sur P out. Le fait suivant est une conséquence directe
de l’item 4 de la proposition 4.1.3 et du lemme 5.2.4.

Fait 5.3.8. La norme de la matrice de (ψout
δ )∗ dans la base (∂u, ∂s) est uniformément (en δ)

bornée.

Ce fait ne suffit pas pour borner l’action de la différentielle car l’angle entre les vecteurs
(∂u, ∂s) tend vers 0 à mesure que l’on s’approche d’une orbite périodique tangente. Si B est
un champ de bases sur P out, et f : P out → P out est un difféomorphisme, on note MB(dpf) la
matrice de la différentielle de la base de départ B(p) sur TpP

out à la base arrivée B(f(p)) sur
Tf(p)P

out. On noteMB′
B,p la matrice de changement de base de la base B à la base B′ sur TpP

out.
On pose B := (∂u, ∂s) et B′ une champ de bases orthonormées sur TP out. On veut borner

uniformément en δ l’opérateur

P out ∋ p 7→MB′

(
dpψ

out
δ

)
∈ GL2(R)

On a la relation de changement de base suivante dans GL2(R), où on note q = ψout
δ (p) :

MB′

(
dpψ

out
δ

)
= MB′

B,q ×MB

(
dpψ

out
δ

)
×MB

B′,p
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Comme l’opérateur p 7→ MB(dpψout
δ ) est borné sur P out uniformément en δ (fait 5.3.8) , il

suffit de montrer que p 7→ MB′
B,q ×MB

B′,p est borné sur P out. On peut supposer sans perte de
généralité que le vecteur ∂u est le premier vecteur de la base orthonormée B′. Donc le produit
MB′
B,q ×MB

B′,p est une matrice de GL2(R) de déterminant sin θB(p)
sin θB(q) , où sin θB désigne le sinus de

l’angle des vecteurs de la base B. On veut borner uniformément ce rapport. On compare donc
l’angle ∡(Gu,out,Gs,out) au point p ∈ P out et au point q = ψout

δ (p).

∡(Gu,out,Gs,out)p
∡(Gu,out,Gs,out)q

= ∡(Gu,out,Gs,out)p
dist(p,O∗)

dist(q,O∗)
∡(Gu,out,Gs,out)q

dist(p,O∗)
dist(ψout

δ (p),O∗)

D’après le lemme 3.2.6 et le lemme 5.3.6, chacun de ces rapports est uniformément borné en δ.
Comme expliqué ci-dessus, le lemme 5.3.7 en découle.

On en déduit le lemme suivant :

Lemme 5.3.9. Il existe une constante K̂, tel que pour tout δ,

– (ψin
δ )∗C

u
in est inclus dans un champ de (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes.

– (φψout
δ )−1

∗ Csin est inclus dans un champ de (K̂, Gs,out/Gu,out)-cônes.

Démonstration. Montrons le premier item. La différentielle de ψin
δ est bornée uniformément en

δ (lemme 5.3.7) et Cuin est inclus dans un champ de (K, Gu,in/ (ψin)−1
∗ (Gs,in))-cônes (proposi-

tion 5.2.1, item 1). Comme ψin
δ préserve le feuilletage Gu,in (proposition 4.1.2, item 2), on en

conclut que ψin
δ envoie Cuin à l’intérieur d’un champ de (Gu,in/Gs,in)-cônes d’ouverture majorée

uniformément en δ.

Le deuxième item est similaire. Le champ Csin est inclus dans un champ de
(K, φ∗Gs,out/ (φψout)∗Gu,out)-cônes (proposition 5.2.1, item 1). Le difféomorphisme φ−1 est un
difféomorphisme sur un compact donc il envoie un champ de (K, φ∗Gs,out/ (φψout)∗Gu,out)-cônes
de P in à l’intérieur d’un champ de (K ′, Gu,out/ψout

∗ Gu,out)-cônes où K ′ est une constante uni-
forme. D’après le lemme 5.3.7, la différentielle de (ψout

δ )−1 est bornée sur P out uniformément en
δ. Comme (ψout

δ )−1 préserve le feuilletage Gs,out (proposition 4.1.3, item 2), on en déduit qu’elle
envoie un champ de (K ′, Gu,out/ψout

∗ Gu,out)-cônes à l’intérieur d’un champ de (Gs,out/Gu,out)-
cônes d’ouverture majorée uniformément en δ.

On est maintenant en mesure de montrer le lemme 5.3.3.

Démonstration du lemme 5.3.3. Montrons l’existence du champ de cônes Cuin. Les effets de la
différentielle de φψout fout,Σ f

n
Σ sur l’ouverture d’un (ζu/ ζs)-cône de Σ sont les suivants.

• fnΣ envoie un champ de (K, ζu/ ζs)-cônes sur un champ de (K, ζu/ ζs)-cônes pour n ≥ 0
(fait 5.3.2)

• fout,Σ envoie un champ de (K, ζu/ ζs)-cônes sur Σ à l’intérieur d’un champ de
(Gu,out/Gs,out)-cônes, d’ouverture K1 ≤ cstK sur P out (lemme 5.3.5)

• La différentielle de φψout est bornée sur P out uniformément en δ (lemme 5.3.7),
donc qu’elle envoie un champ de (K1,Gu,in,Gs,in)-cônes à l’intérieur d’un champ de
(K2, (φψout)∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes sur P in, K2 ≤ cstK1 et la constante est uniforme
en δ.
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En résumé, un champ de (K, ζu/ ζs)-cône sur Σ est envoyé par φψout
δ fout,Σ f

n
Σ à l’intérieur

d’un champ de (K ′, (φψout)∗Gu,out/φ∗Gs,out)-cônes sur P out, avec K ′ ≤ cstK, où la constante
est uniforme en δ > 0. Pour finir, d’après l’item 1 proposition 5.2.1, il suffit de choisir CuΣ un
champ de (Ku, ζu/ ζs)-cônes d’ouverture Ku assez petite (devant la constante k′ donnée par la
proposition).

L’existence du champ Csin se montre de façon symétrique, et requiert de choisir un champ de
(Ks, ζs/ ζu)-cônes d’ouverture Ks assez grande. En effet :

• (φψout)−1 envoie Csin à l’intérieur d’un champ de (K̂, Gs,out/Gu,out)-cônes (lemme 5.3.9)

• f−1
out,Σ envoie un champ de (K̂, Gs,out/Gu,out)-cônes sur P out à l’intérieur d’un champ de

(K1, ζ
u/ ζs)-cônes sur Σ, K1 ≤ cst K̂ (lemme 5.3.5)

• f−n
Σ envoie un champ de (K1, ζ

s/ ζu)-cônes sur un champ de (K1, ζ
s/ ζu)-cônes pour

n ≥ 0 (fait 5.3.2).

En résumé, le champ Csin est envoyé par (φψout
δ fout,Σ f

n
Σ)−1 à l’intérieur d’un champ de

(K ′, ζs/ ζu)-cônes sur Σ, où K ′ est une constante uniforme en δ > 0. Il suffit donc de choi-
sir Ks = K ′ et CsΣ est le champ de (Ks, ζs/ ζu)-cônes.

On fixe une paire de champs de cônes (CuΣ, CsΣ) sur Σ qui satisfait le lemme 5.3.3. Les champs
de cônes CuΣ et CsΣ sont d’ouverture constante Ku et Ks. Le corollaire suivant (illustré par la
figure 5.7) découle directement du fait 5.3.2.

Figure 5.7 – Image d’un cône de CuΣ par les itérés fnΣ

Corollaire 5.3.10. Il existe un entier NΣ ≥ 0 tel que

– (fΣ)∗C
u
Σ ⊂ intCuΣ, et ∀v ∈ CuΣ, ∀n ≥ NΣ, ∥(fnΣ)∗v∥ ≥ 2∥v∥,

– (fΣ)−1
∗ CsΣ ⊂ intCsΣ, et ∀v ∈ CsΣ, ∀n ≥ NΣ, ∥(fnΣ)−1

∗ v∥ ≥ 2∥v∥

On fixe un entier NΣ qui satisfait le corollaire 5.3.10.
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5.4 Entier N0

Dans cette section, on montre l’existence d’un entier N0 qui permettra d’obtenir les items 7
et 4 de la proposition 5.1.4 et ceci uniformément en δ. On rappelle que l’item 7 concerne les points
p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte une unique fois P in

ψ puis N0 de fois consécutives

Σψ, et l’item 4 concerne les points p ∈ (P in∖V̂δ)ψ dont l’orbite future par Xψ intersecte une

unique fois (P in ∩ V̂δ)ψ puis N0 fois consécutives Σψ.
Soit p ∈ Σ et i, j ≥ 0 tel que l’application suivante est bien définie au voisinage de p :

f jΣ fΣ,in ψδ fout,Σ f
i
Σ(p) : Σ→ Σ

On cherche un entier N0, tel que si j ≥ N0, l’application composée ci-dessus vérifie la condition
des champs de cônes sur Σ pour la paire (CuΣ, CsΣ). On sait que les itérés de fΣ contribuent à
fermer un cône instable et dilater ses vecteurs exponentiellement (fait 5.3.2). On va montrer un
résultat (lemme 5.4.2) qui minore la contraction de l’application composée fΣ,in ψδ fout,Σ : Σ→ Σ
sur les vecteurs de CuΣ et sur l’ouverture d’un (ζu/ ζs)-cône, et ceci uniformément en δ. Com-
mençons par estimer l’effet du passage fout,Σ : Σ→ P out et fΣ,in : P in → Σ.

Lemme 5.4.1. Il existe une constante cst > 0 avec la propriété suivante.

– Si p ∈ Σ tel que q = fout,Σ(p) ∈ P out est bien défini, alors pour tout v ∈ TpΣ

cst−1 dist(q,O∗)−1 ≤ ∥(fout,Σ)∗v∥
∥v∥

≤ cst dist(q,O∗)−1

– Si p ∈ P in tel que q = fΣ,in(p) ∈ Σ est bien défini, alors pour tout v ∈ TpP in

cst−1 dist(p,O∗) ≤ ∥(fΣ,in)∗v∥
∥v∥

≤ cst dist(p,O∗)

Démonstration. Soit p ∈ Σ et v ∈ TpΣ. Soit τ = τ(p) le temps tel que Xτ (p) = fout,Σ(p) =
q ∈ P out. Comme le segment de X-orbite ]p, q[ est disjoint de Σ, le temps τ est uniformément
borné (lemme 3.2.2 avec U ⊂ ∪1

t=0Σ). Soit π : TP → TP out la projection sur TP out parallè-
lement à R.X. On a (fout,Σ)∗ v = π(Xτ

∗ v). Comme le temps τ est borné, la norme ∥Xτ
∗ v∥ et

l’angle ∡(Xτ
∗ v,X)q sont proportionnels à respectivement la norme ∥v∥ et l’angle ∡(X, v)p, et

la constante de proportionnalité est uniforme en p. D’après cette observation et d’après le fait
général 3.2.5, il existe une constante cst > 0 uniforme tel que

cst−1
∣∣∣∣∣ sin∡(v,X)p
sin∡(fout,Σ)∗v,X)q

∣∣∣∣∣ ≤ ∥ (fout,Σ)∗ v∥
∥v∥

≤ cst
∣∣∣∣∣ sin∡(v,X)p
sin∡(fout,Σ)∗v,X)q

∣∣∣∣∣
D’autre part, par uniforme transversalité on sait que l’angle entre un vecteur v ∈ TΣ et X est
uniformément borné, et que l’angle entre un vecteur v ∈ TqP out et X est minoré par un facteur
uniformément proportionnel à la distance dist(·,O∗) (lemme 3.2.6). On en déduit l’existence
d’une constante tel que

cst−1

dist(q,O∗) ≤
∥ (fout,Σ)∗ v∥
∥v∥

≤ cst
dist(q,O∗)

Les mêmes arguments appliqués à f−1
Σ,in permettent de démontrer le deuxième item.

Le lemme suivant borne uniformément en δ la différentielle de la composée fΣ,in ψδ fout,Σ
(lorsqu’elle est bien définie) et son action sur l’ouverture du champ de cônes CuΣ et CsΣ.
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Lemme 5.4.2.

1) Les différentielles de fΣ,in ψδ fout,Σ : Σ→ Σ sont bornées uniformément en δ.

2) Il existe une constante K > 0 uniforme en δ tel que

– (fΣ,in ψδ fout,Σ)∗C
u
Σ est à l’intérieur d’un champ de (K, ζu/ ζs)-cônes

– (fΣ,in ψδ fout,Σ)−1
∗ CsΣ est à l’intérieur d’un champ de (K, ζs/ ζu)-cônes

Démonstration. Posons ψ = ψδ. Soit p ∈ Σ tel que q = fΣ,in ψ fout,Σ ∈ Σ est bien défini. Écrivons

∥(fΣ,in ψ fout,Σ)∗v∥
∥v∥

= ∥(fΣ,in ψ fout,Σ)∗v∥
∥(ψ fout,Σ)∗v∥︸ ︷︷ ︸

(a)

∥(ψ fout,Σ)∗v∥
∥(fout,Σ)∗v∥︸ ︷︷ ︸

(b)

∥(fout,Σ)∗v∥
∥v∥︸ ︷︷ ︸
(c)

Notons p1 = fout,Σ(p) ∈ P out et p2 = ψ(p1) ∈ P in. Il existe une constante cst > 0 tel que

• d’après le lemme 5.4.1 : cst−1 dist(p2,O∗) ≤ (a) ≤ cst dist(p2,O∗) ;

• d’après le lemme 5.3.7 : cst−1 ≤ (b) ≤ cst ;

• d’après le lemme 5.4.1 : cst−1 dist(p1,O∗)−1 ≤ (c) ≤ cst dist(p1,O∗)−1.

Donc quitte à changer la constante, on a

cst−1 dist(p2,O∗)
dist(p1,O∗) ≤

∥(fΣ,in ψ fout,Σ)∗v∥
∥v∥

≤ cst dist(p2,O∗)
dist(p1,O∗)

Comme p2 = ψ(p1), d’après le lemme 5.3.6, quitte à changer la constante, on a

cst−1 ≤ ∥(fΣ,in ψ fout,Σ)∗v∥
∥v∥

≤ cst .

Et la constante est uniforme en δ.

Montrons le deuxième item. On prouve seulement l’affirmation concernant l’image du champ
de cônes CuΣ, celle pour CsΣ étant symétrique.

• On sait d’après le lemme 5.3.3 que la composée φψoutfout,Σ : Σ → P in envoie CuΣ à l’inté-
rieur de Cuin, et ceci pour tout δ.

• La différentielle de ψin
δ est bornée uniformément en δ (lemme 5.3.7) et Cuin est inclus dans un

champ de (K, Gu,in/ (ψin)−1
∗ (Gs,in))-cônes (proposition 5.2.1, item 1). Comme ψin

δ préserve
Gu,in, on en déduit que ψin

δ envoie Cuin à l’intérieur d’un champ de (Gu,in/Gs,in)-cônes
d’ouverture majorée uniformément en δ.

• En utilisant le lemme 5.3.5, on en déduit que le passage fΣ,in envoie le champ de cônes
ψin

∗ C
u
in à l’intérieur d’un champ de (ζu/ ζs)-cônes sur Σ d’ouverture majorée uniformément

en δ.

On rappelle que l’on étudie la composée (lorsqu’elle est bien définie) f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ. On

peut maintenant démontrer l’existence de l’entier N0 uniforme en δ tel que cette composée vérifie
la condition des cônes invariants pour la paire (CuΣ, CsΣ) sur Σ pour j ≥ N0. C’est le corollaire
suivant.
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Corollaire 5.4.3. Il existe N0 tel que pour tout δ > 0, si f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ est bien définie en

p ∈ Σ pour un certain i ≥ 0 et j ≥ N0, alors, en notant q l’image de p,

–
(
f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f

i
Σ

)
∗
envoie CuΣ(p) à l’intérieur de CuΣ(q) et dilate la norme des vecteurs

v ∈ CuΣ(p) d’un facteur 2,

–
(
f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f

i
Σ

)−1

∗
envoie CsΣ(q) à l’intérieur de CsΣ(p) et dilate la norme des vecteurs

v ∈ CsΣ(q) d’un facteur 2

Figure 5.8 – Image d’un cône de CuΣ par l’application fN0
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

i
Σ

Démonstration. On décompose f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ en trois morceaux :

• f iΣ laisse les cônes CuΣ invariants et ne contracte par les vecteurs de CuΣ pour i ≥ 0 (corol-
laire 5.3.10)

• D’après le lemme 5.4.2 l’application fΣ,in ψ fout,Σ envoie CuΣ sur un (ζu/ ζs)-cône sur Σ,
d’ouverture uniformément majorée, et contracte les vecteurs de CuΣ d’un facteur uniformé-
ment minoré, et les constantes sont uniformes en δ.

• Si j est arbitrairement grand alors f jΣ envoie un champ de (ζu/ ζs)-cônes d’ouverture
majorée à l’intérieur d’un champ de (ζu/ ζs)-cônes d’ouverture arbitrairement petite, et
dilate arbitrairement fort ses vecteurs (fait 5.3.2).

On en déduit l’existence de N0 qui satisfait le premier item si j ≥ N0. Le preuve du deuxième
item est symétrique.

Montrons que la composée fnΣ fΣ,in ψ
in restreinte à P in∖Vδ au départ et Σ ∩ Vδ à l’arrivée

a une contraction minorée sur les vecteurs de Cuin uniformément en δ, et contribue à fermer les
champs de (ζu/ ζs)-cônes. On renvoie à la figure 5.9 pour le schéma d’une telle orbite.

Lemme 5.4.4. Il existe une constante cst > 0 telle que pour tout δ > 0 assez petit, si ψin = ψin
δ ,

pour tout p ∈ P in∖Vδ tel que il existe n ≥ 1 tel que l’image q = fnΣ fΣ,in ψ
in(p) ∈ Σ∩ Vδ est bien

définie, alors

110



5.4. Entier N0

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)∗C

u
in(p) ⊂ intCuΣ(q), et ∀ v ∈ Cuin(p), ∥(fnΣ fΣ,in ψ

in)∗v∥ ≥ cst ∥v∥

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)−1

∗ CsΣ(q), ⊂ intCsin(p), et ∀v ∈ CsΣ(q), ∥(fnΣ fΣ,in ψ
in)−1

∗ v∥ ≥ cst ∥v∥

Figure 5.9 – Trajectoire d’une orbite d’un point p ∈ P in∖Vδ qui intersecte Σ ∩ Vδ

Démonstration. Montrons le premier item, la preuve du deuxième étant similaire. Pour ne pas
introduire de nouvelles constantes, on peut supposer que chaque voisinage normalisé Vi de Oi ∈
O∗ contient un 1-voisinage de Oi. On note V1 l’union des 1-voisinages de Oi dans Vi. La preuve
repose sur les points clés suivants.

• La différentielle de fΣ,in est minorée par un facteur uniformément proportionnel à
dist(·,O∗) d’après 5.4.1, donc minoré par δ sur P in∖Vδ.

• L’orbite de tout point p ∈ P in sort d’un 1-voisinage de O∗ avant de sortir de P .

• Le nombre n de passages par Σ de l’orbite d’un point qui traverse de V1(Oi) à Vδ(Oi) est
de l’ordre de log2(δ−1). L’itéré correspondant fnΣ de l’application de retour sur Σ dilate la
norme des vecteurs v ∈ Euu d’un facteur minoré par δ−1 (à une constante multiplicative
uniforme près), ce qui compensera la contraction de fΣ,in.

Insistons sur le fait qu’on aura une compensation exacte d’un effet contractant d’ordre δ et d’un
effet dilatant d’ordre δ−1. La contraction de la composée fnΣ fΣ,in ψ

in : P in∖Vδ → Σ ∩ Vδ sera

donc minorée par une constante indépendante de δ. Énoncons formellement les deux derniers
items. Soit l le diamètre minimum des disques de la section Σ et 0 < δ < l.

Fait 5.4.5. Soit p ∈ P in∖Vδ. Alors il existe T ≥ 0 tel que pour tout t ≤ T , Xt(p) ∈ P∖Vδ et
XT (p) ∈ P∖V1.

Démonstration. Si p ∈ P in∖V1, le fait est vrai pour T = 0. Sinon, p ∈ P in ∩ Vi, où Vi est le
voisinage normalisé de l’orbite Oi ∈ O∗ pour un certain i, muni des coordonnées ξi = (x, y, θ).
On a p = (x, x, θ), avec |x| > δ et Xt(x, y, θ) = (2−tx, 2tx, θ+ t). La distance de Xt(p) à l’orbite
Oi est donc minorée par 2tδ. On en déduit que l’orbite de p sort de V1 en temps t = log2(δ−1)
sans passer par Vδ.

Fait 5.4.6. Soit q ∈ Σ ∩ Vδ tel qu’il existe T ≥ 0 vérifiant X−T (q) ∈ P∖V1. Alors le segment
d’orbite [X−T (q), q] intersecte la section Σ un nombre n0 ≥ log2(lδ−1) − 1 de fois dans un
voisinage normalisé Vj de Oj.
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Démonstration. Soit (Vj , ξj) un système de coordonnées normalisé de Oj ∈ O∗ tel que q ∈ Vj .
Soit Vδ ⊂ Vj le δ-voisinage de Oj . Par définition de l, et d’après la définition 2.1.2, item 4, la
section Σ contient l’ensemble Rl := {θ = 0, |x| ≤ l, |y| ≤ l}. Soit q = (x, y, θ) avec x2+y2 ≤ δ2 et
on a X−t(p) = (2tx, 2−ty, θ− t) pour t ≥ 0. Alors l’orbite négative X−t(p) intersecte l’ensemble
Rl ⊂ Σ un nombre supérieur à n = log2(lδ−1)− 1 de fois avant de sortir de V1.

Soit p ∈ P in∖Vδ tel que q = fnΣfΣ,inψ
in(p) est bien définie dans Σ ∩ Vδ. D’après le fait 5.4.5

l’orbite de p sort d’un 1-voisinage en un point p′ = XT (p). D’après le fait 5.4.6, le segment
d’orbite de p′ à q intersecte n0 fois la section Σ dans un voisinage normalisé Vj d’une orbite
Oj ∈ O∗. On peut écrire au voisinage de p,

fnΣfΣ,inψ
in = fn0

Σ fn−n0
Σ fΣ,inψ

in

avec n−n0 ≥ 0 et l’application fn0
Σ est l’itéré n0 de la restriction de fΣ à Σ∩Vj . On peut étudier

l’effet de chaque application de la composée fnΣfΣ,inψ
in au voisinage d’un point p ∈ P in∖Vδ.

1) Le difféomorphisme ψin
δ envoie Cuin à l’intérieur d’un champ de (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes, où

K̂ est une constante uniforme en δ (lemme 5.3.9). Sa différentielle est minorée par une
constante cst uniforme en δ (lemme 5.3.7).

2) Le passage fΣ,in envoie un champ de (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes à l’intérieur d’un champ de

(ζu/ ζs)-cônes sur Σ d’ouverture K1 ≤ cst K̂ (lemme 5.3.5). Sa différentielle en un point
ψin(p) est minorée par cst dist(ψin(p),O∗) (lemme 5.4.1). D’après 5.3.6, ce facteur est
minoré par cst dist(p,O∗) > cst δ.

3) L’itéré fn−n0
Σ : Σ→ Σ envoie un champ de (K1, ζ

u/ ζs)-cônes sur un champ de (K1, ζ
u/ ζs)-

cônes (fait 5.3.2) et contracte les vecteurs d’un (K1, ζ
u/ ζs)-cône d’un facteur minoré par

une constante cst > 0 qui ne dépend que de K1.

4) Pour finir, on peut utiliser le fait 5.3.2 avec un facteur de dilatation µ = 2 et un itéré
n0 ≥ log2(lδ−1)−1 pour montrer que fn0

Σ envoie un champ de (K1, ζ
u/ ζs)-cône à l’intérieur

d’un champ de (ζu/ ζs)-cônes d’ouverture K2 ≤ cst δ2K1, où la constante ne dépend que
de l. Elle dilate les vecteurs d’un (K1, ζ

u/ ζs)-cône d’un facteur minoré par cst δ, où la
constante ne dépend que de K1 et de l.

On en déduit qu’il suffit de choisir δ assez petit et l’image (fnΣfΣ,inψ
in)∗C

u
in est incluse à l’intérieur

de CuΣ. De plus, quitte à changer la constante cst qui est uniforme en δ, on a au voisinage de p :∥∥∥(fnΣfΣ,inψ
in
)

∗
v
∥∥∥ =

∥∥∥(fn0
Σ fn−n0

Σ fΣ,inψ
in
)

∗
v
∥∥∥ ≥ cst δ−1

∥∥∥(fΣ,inψ
in
)

∗
v
∥∥∥ (item 3 et 4)

≥ cst δ−1δ∥(ψin)∗v∥ (item 2)

≥ cst ∥v∥ (item 1)

Remarque 5.4.7. On vérifie aisément que le lemme 5.4.4 est encore vrai (quitte à chan-
ger la constante) pour toute trajectoire d’orbite partant de p ∈ P in∖Vδ et arrivant à q =
fnΣ fΣ,in ψ

in(p) ∈ Σ ∩ Vr.δ, où r > 0 est une constante préalablement fixée.
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On peut maintenant montrer le corollaire suivant qui dit que la composée

f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in : P in∖Vδ → Σ (5.4)

vérifie la condition des champs de cônes pour la paire (Cuin ∪ CuΣ, Csin ∪ CsΣ) sur l’ensemble des
points p ∈ P in∖Vδ dont l’image par φψout fout,Σ f

i
Σ fΣ,in ψ

in est dans P in ∩ Vδ. On renvoie à la
figure 5.10.

Corollaire 5.4.8. Il existe N0 tel que pour tout δ > 0 assez petit, la condition suivante est vérifiée.
Pour tout p ∈ P in∖Vδ tel que les images suivantes sont bien définies pour i ≥ 0 et j ≥ N0

• p′ = φψout fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in(p) ∈ P in ∩ Vδ, et
• q = f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f

i
Σ fΣ,in ψ

in(p) ∈ Σ,

alors

– f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in envoie Cuin(p) à l’intérieur de CuΣ(q) et dilate la norme des
vecteurs de Cuin(p) d’un facteur 2,

– (f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in)−1 envoie CsΣ(q) à l’intérieur de Csin(p) et dilate la norme des
vecteurs de CsΣ(q) d’un facteur 2.

Figure 5.10 – Image d’un cône de Cuin par l’application f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in : P in∖Vδ →
Σ passant par P in ∩ Vδ

Démonstration. Montrons le premier item concernant les cônes instables, la preuve du deuxième
est similaire. Le fait que le point p′ = φψout fout,Σ f

i
Σ fΣ,in ψ

in(p) appartienne à P in ∩ Vδ par
hypothèse du corollaire implique que le point f iΣ fΣ,in ψ

in(p) appartient à Σ ∩ Vr.δ, autrement
dit l’orbite positive de p intersecte la section Σ une dernière fois dans le voisinage Vr.δ avant de
sortir par P out, où r > 0 est une constante qui satisfait le lemme 5.3.6.

On décompose la composée f jΣ fΣ,in ψ fout,Σ f
i
Σ fΣ,in ψ

in au voisinage de p en trois morceaux :
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• La composée f iΣ fΣ,in ψ
in : P in∖Vδ → Σ ∩ Vr.δ est traitée dans le lemme 5.4.4 et re-

marque 5.4.7.. Pour δ assez petit, elle envoie le cône Cuin(p) à l’intérieur de CuΣ et contracte
les vecteurs de Cuin d’un facteur minoré par une constante c0 > 0 uniforme en δ.

• La composée fΣ,inψfout,Σ : Σ→ Σ est traité dans le lemme 5.4.2. Sa différentielle est bornée
par une constante c1 > 0 et elle envoie le champ de cônes CuΣ à l’intérieur d’un champ de
(K1, ζ

u/ ζs)-cônes, avec c1 et K1 uniforme en δ.

• D’après le fait 5.3.2, il existe un entier N0, tel que si j ≥ N0, alors f
j
Σ envoie un champ de

(K1, ζ
u/ ζs)-cônes à l’intérieur de CuΣ et dilate la norme des vecteurs d’un (K1, ζ

u/ ζs)-
cône d’un facteur minoré par 2(c1c0)−1.

En mettant bout à bout, on obtient l’existence d’un entier N0 que la composée (5.4) avec n ≥ N0
envoie le cône Cuin(p) à l’intérieur de CuΣ(q) et dilate les vecteurs de Cuin d’un facteur 2.

On fixe l’entier N0 qui satisfait le corollaire 5.4.8 et le corollaire 5.4.3.

5.5 Paramètre δ0

Dans cette section, on montre l’existence d’un paramètre δ = δ0 qui permettra d’obtenir
l’item 1 de la proposition 5.1.4. L’entier N0 est fixé à la section précédente. On définit δ0 satis-
faisant la proposition suivante :

Proposition 5.5.1. Il existe δ0 tel que les applications suivantes sont bien définies :

– fN0
Σ fΣ,in ψ

in : P in ∩ Vδ0 → Σ

– f−N0
Σ f−1

out,Σ (φψout)−1 : P in ∩ Vδ0 → Σ

Démonstration. Un point p ∈ P in ∩Vδ est dans un δ-voisinage d’une orbite périodique Oi ∈ O∗.
Pour δ arbitrairement petit, l’orbite par le flot de X d’un point p ∈ P in ∩ Vδ passe un temps
arbitrairement long au voisinage de Λ donc intersecte un nombre arbitrairement grand de fois
la section Σ avant d’intersecter P out. Il suffit de rappeler que les difféomorphismes ψin et φψout

ont un effet borné sur la distance dist(·,O∗), uniformément en δ (lemme 5.3.6). On en déduit
l’existence de δ0.

On fixe le paramètre δ0 qui satisfait la proposition 5.5.1.

5.6 Entier N1

Les paramètres λ = λ0, ϵ = ϵ0 et δ = δ0 sont fixés, ainsi que les cônes (Cuin, Csin) sur P in

et (CuΣ, CsΣ) sur Σ. On appelle désormais ψin = ψin
λ0,ϵ0,δ0

, ψout = ψout
λ0,ϵ0,δ0

les difféomorphismes

de ∂P donnés par la proposition 4.1.2 et 4.1.3. On note ψ = ψinφψout la composée. On note
V0 = ψin(Vδ0). Dans cette section, on montre l’existence d’un entier N1 qui permettra d’avoir les
items 2 et 8 de la proposition 5.1.4. On rappelle que l’item 2 concerne les points p ∈ (P in∖V0)ψ
dont l’orbite future par Xψ intersecte Σψ un nombre N1 de fois consécutives, et l’item 8 concerne
les points p ∈ Σψ dont l’orbite future par Xψ intersecte (P in∖V0)ψ un nombre N1 de fois.

Commençons par montrer que l’application

f jΣ fΣ,in ψ
in : P in → Σ (5.5)

restreinte à P in∖Vδ0 vérifie la condition des cônes invariants pour la paire (Cuin ∪ CuΣ, Csin ∪ CsΣ)
pour un itéré j assez grand. On renvoie à la figure 5.11.
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Figure 5.11 – Image d’un cône Cuin par l’application f jΣ fΣ,in ψ
in restreinte à P in∖Vδ0

Lemme 5.6.1. Il existe N1 tel que pour tout p ∈ P in∖Vδ0 si l’image q = fnΣ fΣ,in ψ
in(p) ∈ Σ est

bien définie pour un n ≥ N1, alors

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)∗C

u
in(p) ⊂ intCuΣ(q) et ∥(fnΣ fΣ,in ψ

in)∗v∥ ≥ 2∥v∥ pour tout v ∈ Cuin(p)

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)−1

∗ CsΣ(q) ⊂ intCsΣ(p) et ∥(fnΣ fΣ,in ψ
in)−1

∗ v∥ ≥ 2∥v∥ pour tout v ∈ CsΣ(p)

Démonstration. On montre l’existence d’un entier N1 tel que le premier item est vrai. Le
deuxième se montre de façon similaire. Étudions chaque applications de la composée.

• Le champ ψin(Cuin) est à l’intérieur d’un champ (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes (lemme 5.3.9) et
ψin a une différentielle bornée par une constante c0 > 0.

• Le passage fΣ,in : P in → Σ envoie un champ de (K̂, Gu,in/Gs,in)-cônes sur P in à l’intérieur
d’un champ de (ζu/ ζs)-cônes sur Σ d’ouverture K1 uniforme (lemme 5.3.5). De plus, la
différentielle de fΣ,in restreinte à P in∖Vδ0 est uniformément bornée par une constante
c1 > 0 car c’est un passage de flot Xt entre une surface P in∖Vδ0 compacte transverse au
champ X et une surface Σ compacte transverse au champ X et le temps de passage de la
première à la seconde est uniformément borné.

• Par hyperbolicité de fΣ (fait 5.3.2), il existe un entier N1 tel que tel que si n ≥ N1, alors f
n
Σ

envoie un champ de (K1, ζ
u/ ζs)-cônes à l’intérieur de CuΣ et dilate la norme des vecteurs

d’un (K1, ζ
u/ ζs)-cône d’un facteur minoré par 2(c1c0)−1

En mettant bout à bout on obtient l’existence d’un entier N1 que la composée (5.5) avec n ≥ N1
envoie le cône Cuin(p) à l’intérieur de CuΣ(q) et dilate les vecteurs de Cuin d’un facteur 2.

On rappelle que l’on a défini à la section 5.2 la composée suivante fin,ψ =
φψoutfout,inψ

in : P in → P in. On note

f̂in,ψ : P in∖Vδ0 → P in∖Vδ0 (5.6)
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Figure 5.12 – Trajectoire de l’image d’un cône de CuΣ par l’application f̂ jin,ψφψ
outfout,Σf

i
Σ

la restriction de fin,ψ à l’ensemble P in∖Vδ0 au départ et à l’arrivée. Montrons que la composée

f̂ jin,ψφψ
outfout,Σf

i
Σ : Σ→ P in∖Vδ0

vérifie la condition des cônes invariants pour la paire (CuΣ ∪ Cuin, CsΣ ∪ Csin) si j est assez grand.

Lemme 5.6.2. Il existe un entier N1 ≥ 0 tel que pour tout p ∈ Σ, si l’image
f̂ jin,ψφψ

outfout,Σf
i
Σ(p) ∈ P in∖Vδ0 est bien définie pour j ≥ N1 et i ≥ 0, autrement dit

fkin,ψφψ
outfout,Σf

i
Σ(p) ∈ P in∖Vδ pour tout k = 0, . . . , j, alors

– f̂ jin,ψ φψ
out fout,Σ f

i
Σ envoie CuΣ(p) à l’intérieur de Cuin(q) et dilate la norme des vecteurs de

CuΣ(p) d’un facteur 2,

– (f̂ jin,ψ φψout fout,Σ f
i
Σ)−1 envoie Csin(p) à l’intérieur de CsΣ(q) et dilate la norme des vecteurs

de Csin(p) d’un facteur 2,

Insistons sur le fait que chaque passage de l’orbite d’un tel point p sur la surface P in a lieu
sur le complémentaire de Vδ0 par hypothèse.

Démonstration. On décompose la composée en trois morceaux.

• f iΣ envoie CuΣ sur CuΣ et la contraction de la norme des vecteurs est minorée par une
constante uniforme c0 > 0 pour i ≥ 0 (corollaire 5.3.10).

• On sait que
(
φψout fout,Σ

)
∗C

u
Σ ⊂ intCuin (lemme 5.3.3). De plus, par hypothèses l’image

de fout,Σ pour la restriction que l’on étudie est incluse dans P out∖(φψout)−1(Vδ0), donc
uniformément loin de l’ensemble O∗. En utilisant le lemme 5.4.1, on en déduit que la
différentielle de fout,Σ est bornée, uniformément en p. Les difféomorphismes φ, ψout sont à
support compact donc la différentielle de φψout fout,Σ est bornée par une constante c1 > 0
(uniforme en p).

• L’application f̂in,ψ : P in∖Vδ0 → P in∖Vδ0 , qui cöıncide avec la restriction de fin,ψ à l’en-

semble (P in∖Vδ)∩ f−1
in,ψ(P in∖V)

δ envoie le champ Cuin à l’intérieur de Cuin et dilate la norme
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des vecteurs de Cuin d’un facteur minoré par 2 (proposition 5.2.1). Il suffit de choisir
N1 ≥ − log2(c0c1) pour que la dilatation de f̂in,ψ compense la contraction des applica-
tions précédentes. Cet entier est uniforme en p.

Le deuxième item se montre de façon similaire.

On fixe un entier N1 qui satisfait les lemmes 5.6.1 et 5.6.2.

5.7 Preuve de la proposition 5.1.4

On est maintenant en mesure de démontrer la proposition 5.1.4. On a fixé dans les sections
précédentes les paramètres λ = λ0, ϵ = ϵ0 (sous-section 5.2), δ = δ0 (sous-section 5.5), une
paire de champs de cônes (Cuin, Csin) sur P in (sous-section 5.2) et une paire de champs de cônes
(CuΣ, CsΣ) sur Σ (sous-section 5.3), et on a défini des entiers NΣ (sous-section 5.3), N0 (sous-
section 5.4), N1 (sous-section 5.6). Ces choix ont été fait dans le “bon ordre”, ce qui signifie que
tous les résultats des sous-sections 5.2 à 5.6 sont vrais pour les paramètres λ0, ϵ0, δ0. On rappelle
que l’on note (voir début du chapitre 5)

• ψin = ψin
λ0,ϵ0,δ0

, ψout = ψout
λ0,ϵ0,δ0

, et ψ = ψinφψout.

• V0 = ψin(Vδ0).

• Pψ = P/ψ la variété quotient, πψ : P → Pψ la projection, et Xψ le champ de vecteurs
induit par X sur Pψ.

• S0,ψ = πψ(P in ∪ Σ) et f0,ψ l’application de premier retour du flot de Xψ sur S0,ψ.

On définit la paire de champs de cônes sur S0,ψ suivante :

(Cuψ, Csψ) =
(
πψ(ψin

∗ (Cuin) ⊔ CuΣ), πψ(ψin
∗ (Csin) ⊔ CsΣ)

)
et on choisit la métrique gψ = πψ(ψin

∗ g
in)⊔πψ(gΣ) sur Pψ, où gΣ et gin sont des restrictions de la

métrique fixée sur P . On rappelle que la métrique g est la métrique fixée au début du chapitre 3,
qui cöıncide avec dx2 + dy2 + dθ2 dans chaque système de coordonnées normalisé (Vi, ξi =
(x, y, θ)), et qui est adaptée à la décomposition hyperbolique du flot. On note ∥ · ∥ψ, ∥ · ∥Σ, ∥ · ∥in
les norme associées. On rappelle que pour des raisons pratiques, on a étudié des relevés dans P
conjugués par ψin de l’application fn0,ψ. Ce qui explique que l’on compose la projection πψ par

ψin sur P in pour ajuster. On rappelle que :

• S0,ψ a des points d’auto-intersections p, en ces points elle possède deux ou trois plans
tangents T ∗ = T ∗

p ⊂ TpS0,ψ. La différentielle de f0,ψ en p est bien définie une fois choisi
un plan tangent T ∗

p au départ et T ∗
f(p) à l’arrivée. Un champ de cônes C sur S0,ψ est une

collection de cônes C(p, T i) sur chacun des plans tangents T i ⊂ TpS0,ψ.

• Si p ∈ P in
ψ ⊂ S0,ψ, on note T in

p ⊂ TpS0,ψ le plan tangent induit par Tp̃P
in, où p̃ ∈ P in est

le relevé de p dans P in, et on note (Cuψ(p, T in
p ), Csψ(p, T in

p )) la paire (Cuψ, Csψ) sur T in
p en p.

• Si q ∈ Σψ ⊂ S0,ψ, on note TΣ
ψ ⊂ TpS0,ψ le (ou un des deux) plan(s) tangent(s) induit

par Tq̃P
Σ, où q̃ ∈ Σ est un relevé de q dans Σ, et on note (Cuψ(q, TΣ

q ), Csψ(q, TΣ
q ) la paire

(Cuψ, Csψ) sur TΣ
q en q.
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Relevé dans P On résume les relevés dans P des points, cônes, vecteurs et norme que l’on sera
amené à utiliser.

Fait 5.7.1.

1) (applications)

– Si p ∈ Σψ et f0,ψ(p) ∈ Σψ alors un relevé de f0,ψ est fΣ : Σ→ Σ.

– Si p ∈ Σψ et f0,ψ(p) ∈ P in
ψ alors un relevé de f0,ψ est ψ fout,Σ : Σ→ P in.

– Si p ∈ P in
ψ et f0,ψ(p) ∈ Σψ alors un relevé de f0,ψ est fΣ,in : P in → Σ.

– Si p ∈ P in
ψ et f0,ψ(p) ∈ P in

ψ alors un relevé de f0,ψ est ψ fout,in : P in → P in

2) (points)

– Si p ∈ P in
ψ , il existe un unique relevé p̃ de p dans P in, on note alors p̌ = (ψin)−1(p̃),

autrement dit on a πψ(ψin(p̌)) = p. De plus si p ∈ (P in∖V0) alors p̌ ∈ P in∖Vδ0, et si
p ∈ (P in ∩ V0), alors p̌ ∈ P in ⊂ Vδ0, par définition de V0 = ψin(Vδ0).

– Si q ∈ Σψ, il existe q̃ ∈ Σ relevé de q dans P .

3) (cônes)

– Si p ∈ P in
ψ , un relevé du cône Cuψ(p, T in

p ) est le cône ψin
∗ C

u
in(p̌).

– Si q ∈ Σ, un relevé du cône Cuψ(q, TΣ
q ) est le cône CuΣ(q̃).

4) (vecteurs)

– Si v ∈ TP in
ψ , alors il existe un unique relevé de v dans TP de la forme ψin

∗ v̌ avec

v̌ ∈ TP in. De plus, si v ∈ Cuψ(p, T in
p ), alors v̌ ∈ Cuin(p̌).

– Si w ∈ TΣψ, alors il existe w̃ ∈ TΣ un relevé de w dans P . De plus, si w ∈ Cuψ(q, TΣ
q ),

alors w̃ ∈ CuΣ(q̃).

5) (norme)

– Si v ∈ TP in
ψ , alors ∥v∥ψ = ∥v̌∥in = ∥v̌∥ où v̌ est donné par l’item précédent et ∥ · ∥

est la norme issue de la métrique riemannienne sur P .

– Si w ∈ TΣψ, alors ∥w∥ψ = ∥w̃∥Σ = ∥w̃∥ où w̃ est donné par l’item précédent et ∥ · ∥
est la norme issue de la métrique riemannienne sur P .

Tout les items ci-dessus sont des conséquences directes des définitions des cônes et de la
métrique sur Pψ. Montrons la proposition 5.1.4.

Démonstration de la proposition 5.1.4. Soit p ∈ S0,ψ, n ≥ 1 et q = fn0,ψ(p). Montrons chaque
item de la proposition. On ne montre que la stricte invariance et la dilatation des cônes instables
Cuψ. La preuve pour les cônes stables Csψ est symétrique.

1. Supposons que p ∈ (P in ∩ V0)ψ.
Soit p̃ := ψinp̌ un relevé de p dans P avec p̌ ∈ P in ∩ Vδ0 (fait 5.7.1, item 2).

D’après la proposition 5.5.1, les applications fN0
Σ fΣ,inψ

in : P in → Σ et

f−N0
Σ f−1

out,Σ (φψout)−1 : P in → Σ sont bien définies en p̌. D’après le fait 5.7.1, item 1,

les relevés des itérés fk0,ψ(p) dans P sont les itérés :
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– fk−1
Σ fΣ,in(p̃) = fk−1

Σ fΣ,inψ
in(p̌) pour k = 1, . . . , N0, et

– fk−1
Σ f−1

out,Σ ψ
−1(p̃) = fk−1

Σ f−1
out,Σ (φψout)−1(p̌) pour k = −N0, . . . ,−1.

On en déduit que les itérés fk0,ψ(p) appartiennent à Σψ pour k = −N0, . . . ,−1, 1, . . . , N0.

2. Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ Σψ, n ≥ N1, et f
k
0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ := ψinp̌ un relevé de p dans P avec p̌ ∈ P in∩Vδ0 (fait 5.7.1, item 2). D’après le fait 5.7.1,
item 1, fn−1

Σ fΣ,in est un relevé de fn0,ψ au voisinage de p. On pose q̃ := fn−1
Σ fΣ,inψ

in(p̌) ∈ Σ.
C’est un relevé de q = fn0,ψ(p) dans P .

D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, T in
p ) est ψin

∗ C
u
in(p̌) et un relevé de Cuψ(q, TΣ

q )
est CuΣ(q̃) On se ramène au lemme 5.6.1. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) = (πψ)∗(fn−1
Σ fΣ,in ψ

in)∗C
u
in(p̌)

⊂ (πψ)∗ intCuΣ(q̃) (lemme 5.6.1)

= intCuψ(q, TΣ
q )

Soit v ∈ Cuψ(p, T in
p ). Soit ψin

∗ v̌ un relevé de v dans TP in, avec v ∈ Cuin(p̌) (fait 5.7.1 item 4).

Alors (fn−1
Σ fΣ,inψ

in)∗v̌ est un relevé de (fn0,ψ)∗v dans TΣ, et on a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

= ∥(fn−1
Σ fΣ,in ψ

in)∗v̌∥
∥v̌∥

(fait 5.7.1, item 5)

≥ 2 (lemme 5.6.1)

3. Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ (P in∖V0)ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ := ψinp̌ un relevé de p dans P avec p̌ ∈ P in∩Vδ0 (fait 5.7.1, item 2). D’après le fait 5.7.1,
item 1, ψfout,in est un relevé de fn0,ψ au voisinage de p. On pose q̃ := ψfout,in(ψin(p̌)) =
ψin fin,ψ(p̌) ∈ P in (définition de fin,ψ par la formule (5.3)). C’est un relevé de q = fn0,ψ(p)
dans P . On pose q̌ := (ψin)−1q̃ = fin,ψ(p̌).
D’après l’item 3, fait 5.7.1, ψin

∗ C
u
in(p̌) est un relevé de Cuψ(p, T in

p ) et ψin
∗ C

u
in(q̌) est un relevé

de Cuψ(q, T in
q ). On se ramène donc à la proposition 5.2.1. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) = (πψ)∗(ψ fout,in ψ
in)∗C

u
in(p̌)

= (πψψin)∗(fin,ψ)∗C
u
in(p̌)

⊂ (πψψin)∗(intCuin(q̌)) (proposition 5.2.1)

= (πψ)∗(intψin
∗ C

u
in(q̌)))

= intCuψ(q, T in
q )

Soit v ∈ Cuψ(p, T in
p ). Soit ψin

∗ v̌ un relevé de v dans TP in, avec v ∈ Cuin(p̌) (fait 5.7.1 item 4).

Alors ψin
∗ (fin,ψ)∗v̌ est un relevé de (fn0,ψ)∗v dans TP in, et on a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

= ∥(fin,ψ)∗v̌∥
∥v̌∥

(fait 5.7.1, item 5)

≥ 2 (proposition 5.2.1)
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4. Supposons que p ∈ (P in∖V0)ψ, q ∈ Σψ, n ≥ N0 + 1, il existe 1 ≤ m ≤ n − N0 tel que
fm0,ψ(p) ∈ (P in ∩ V0)ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ := ψinp̌ un relevé de p dans P avec p̌ ∈ P in ∩ Vδ0 (fait 5.7.1, item 2). D’après le
fait 5.7.1, item 1, fn−m

Σ fΣ,in ψ fout,Σ f
m−1
Σ fΣ,in est un relevé de fn0,ψ au voisinage de p. On

pose q̃ := fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ fΣ,inψ

in(p̌) ∈ Σ. C’est un relevé de q = fn0,ψ(p) dans P .

D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, T in
p ) est ψin

∗ C
u
in(p̌) et un relevé de Cuψ(q, TΣ

q )
est CuΣ(q̃). On a n−m ≥ N0. D’après le corollaire 5.4.8 :

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, T in

p ) = (πψ)∗(fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ fΣ,inψ

in)∗C
u
in(p̌)

⊂ (πψ)∗ intCuΣ(q̃)

= intCuψ(q, TΣ
q )

Soit v ∈ Cuψ(p, T in
p ). Soit ψin

∗ v̌ un relevé de v dans TP in, avec v ∈ Cuin(p̌) (fait 5.7.1 item 4).

Alors fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ fΣ,inψ

in)∗v̌ est un relevé de (fn0,ψ)∗v dans TΣ, et on a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

= ∥fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ fΣ,inψ

in)∗v̌∥
∥v̌∥

(item 5)

≥ 2 (corollaire 5.4.8)

5. Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ Σψ, et f
k
0,ψ(p) ∈ Σ pour k = 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ ∈ Σ un relevé de p dans P . D’après le fait 5.7.1, item 1, fnΣ est un relevé de fn0,ψ au
voisinage de p. On pose q̃ := fnΣ(p̃). C’est un relevé de q = fn0,ψ(p) dans P .

D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, TΣ
p ) est CuΣ(p̃) et un relevé de Cuψ(q, TΣ

q ) est
CuΣ(q̃). On se ramène donc au corollaire 5.3.10. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) = (πψ)∗(fnΣ)∗C
u
Σ(p̃)

⊂ (πψ)∗(intCuΣ(q̃)) (corollaire 5.3.10)

= intCuψ(q, TΣ
q )

De plus, si n ≥ NΣ : Soit v ∈ Cuψ(p, TΣ
p ) et ṽ ∈ CuΣ(p̃) un relevé de v. On a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

= ∥(fnΣ)∗v̌∥
∥v̌∥

(fait 5.7.1, item 5)

≥ 2 (corollaire 5.3.10)

6. Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ P in
ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ ∈ Σ un relevé de p dans P . D’après le fait 5.7.1, item 1, ψ fout,Σ f
n
Σ est un relevé de

fn0,ψ au voisinage de p. On pose q̃ := ψ fout,Σ f
n
Σ (p̃) ∈ P in. C’est un relevé de q = fn0,ψ(p) dans

P . On pose q̌ := (ψin)−1q̃ = φψout fout,Σ f
n
Σ(p̃).
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D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, TΣ
p ) est CuΣ(p̃) et un relevé de Cuψ(q, T in

q ) est

ψin
∗ C

u
in(q̌). On se ramène donc au lemme 5.3.3. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) = (πψ)∗(ψ fout,Σ f
n
Σ)∗C

u
in(p̃)

= (πψψin)∗(φψout fout,Σ f
n
Σ)∗C

u
Σ(p̃)

⊂ (πψψin)∗(intCuin(q̌)) (lemme 5.3.3)

= (πψ)∗ intψin
∗ C

u
in(q̌))

= intCuψ(q, T in
q )

7. Supposons que p ∈ Σψ, q ∈ Σψ, n ≥ N0 +1, et il existe 1 ≤ m ≤ n−N0 tel que fm0,ψ(p) ∈ P in
ψ ,

et fk(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . ,m− 1,m+ 1, . . . , n− 1.

Soit p̃ ∈ Σ un relevé de p dans P . D’après le fait 5.7.1, item 1, fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ est

un relevé de fn0,ψ au voisinage de p. On pose q̃ := fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ (p̃). C’est un relevé

de q = fn0,ψ(p) dans P .

D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, TΣ
p ) est CuΣ(p̃) et un relevé de Cuψ(q, TΣ

q ) est
CuΣ(q̃). Comme n−m ≥ N0, on peut se ramener au corollaire 5.4.3. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) = (πψ)∗(fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ )∗C

u
Σ(p̃)

⊂ (πψ)∗(intCuΣ(q̃)) (corollaire 5.4.3)

= intCuψ(q, TΣ
q )

Soit v ∈ Cuψ(p, TΣ
p ) et ṽ ∈ CuΣ(p̃) un relevé de v. On a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

= ∥(fn−m
Σ fΣ,in ψ fout,Σ f

m−1
Σ )∗v̌∥

∥v̌∥
(fait 5.7.1, item 5)

≥ 2 (corollaire 5.4.3)

8. p ∈ Σψ, q ∈ (P in∖V0)ψ, et il existe m ≥ N1, et des entiers 1 ≤ k1 < · · · < km = n tel que et

fk1
0,ψ(p), . . . , fkm0,ψ(p) ∈ (P in∖V0)ψ et fk0,ψ(p) ∈ Σ pour k ̸= k1, . . . , km, 1 ≤ k ≤ n− 1.

Soit p̃ ∈ Σ un relevé de p dans P . D’après le fait 5.7.1, item 1, (fout,inψ)m−1fout,Σf
k1−1
Σ est

un relevé de fn0,ψ au voisinage de p, que l’on ré-écrit :

(fout,inψ)m−1fout,Σf
k1−1
Σ = ψinf̂m−1

in,ψ φψoutfout,Σf
k1−1
Σ

avec f̂in,ψ : P in∖Vδ0 → P in∖Vδ est la restriction de fin,ψ au départ et à l’arrivée aux ensembles
correspondant.

On pose q̃ := ψinf̂m−1
in,ψ φψoutfout,Σf

k1−1
Σ ∈ P in. C’est un relevé de q = fn0,ψ(p) dans P . On

pose q̌ := (ψin)−1q̃ = (f̂in,ψ)m−1φψoutfout,Σf
k1−1
Σ (p̃).

D’après l’item 3, fait 5.7.1, un relevé de Cuψ(p, TΣ
p ) est CuΣ(p̃) et un relevé de Cuψ(q, T in

q ) est
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ψin
∗ C

u
in(q̌). On se ramène donc au lemme 5.6.2. On a

(fn0,ψ)∗C
u
ψ(p, TΣ

p ) = (πψ)∗(ψinf̂m−1
in,ψ φψoutfout,Σf

k1−1
Σ )∗C

u
in(p̃)

= (πψψin)∗(f̂m−1
in,ψ φψoutfout,Σf

k1−1
Σ )∗C

u
Σ(p̃)

⊂ (πψψin)∗(intCuin(q̌)) (lemme 5.6.2)

= (πψ)∗ intψin
∗ C

u
in(q̌))

= intCuψ(q, T in
q )

Soit v ∈ Cuψ(p, TΣ
p ), et ṽ ∈ CuΣ(p̃) un relevé de v dans TΣ. Alors

(ψin)∗(f̂m−1
in,ψ φψoutfout,Σf

k1−1
Σ )∗ṽ est un relevé de (fn0,ψ)∗v dans TP in, et on a

∥(fn0,ψ)∗v∥ψ
∥v∥ψ

=
∥(f̂m−1

in,ψ φψoutfout,Σf
k1−1
Σ )∗ṽ∥

∥ṽ∥
(fait 5.7.1, item 5)

≥ 2 (lemme 5.6.2)

5.8 Résultat additionnel

On peut améliorer la proposition 5.1.4 en ajoutant (pour les même paramètres) l’existence
d’une autre paire de champs de cônes que l’on note (Ĉuψ, Ĉsψ) sur S0,ψ et qui aura un rôle
complémentaire à celui de la paire (Cuψ, Csψ) au chapitre suivant. Expliquons.

Dans le prochain chapitre, on montrera (proposition 6.1.1) que l’on peut exciser un voisinage
du bord de P in

ψ dans S0,ψ pour obtenir une section Sψ compacte à bord, transverse au champ X,
et coupant toute orbite deXψ. L’application de premier retour fψ pour le flot deXψ sur Sψ vérifie
alors la propriété suivante. Pour tout p ∈ Sψ, il existe un entier n⋆ = n⋆(p) ≥ 0, tel que fnψ vérifie
la condition des champs de cônes au voisinage de p pour la paire (Cuψ, Csψ) (restreinte sur S0,ψ).
Comme l’entier n⋆ = n⋆(p) dépend du point p, ce résultat n’est pas symétrique par inversion
du sens du temps, autrement dit il n’en découle pas l’existence d’un entier n̂⋆ = n̂⋆(p) ≤ 0 tel
que f n̂

⋆

ψ vérifie la condition des champs de cônes au voisinage de p pour la paire (Csψ, Cuψ). Or
cela est nécessaire pour prouver l’existence d’une décomposition hyperbolique sur Sψ à l’aide du
critère des champs de cônes invariants, qui donnera ensuite la structure Anosov pour Xψ sur Pψ
(proposition 6.2.1). En fait, ce n’est effectivement pas le cas pour la paire (Csψ, Cuψ) donnée par
la proposition 5.1.4. Expliquons nous.

On a choisi la paire (Csψ, Cuψ) de sorte à satisfaire l’item 6 de la proposition 5.1.4, qui donne

une compatibilité des cônes de Σψ à P in
ψ au premier passage, et permet de garder le contrôle de

l’image d’un cône lors de la trajectoire d’une orbite passant par P in
ψ . Par contre, il n’y a pas de

compatibilité des cônes de P in
ψ à Σψ au premier passage. Pour contourner ce problème, on utilise

une paire (Ĉuψ, Ĉsψ) qui satisfait cette propriété, autrement dit tel que l’on a la stricte invariance

des cônes par fψ au premier passage de P in
ψ à Σψ. Cette paire continuera de satisfaire aussi tous

les critères la proposition 5.1.4, sauf celui de l’item 6.
Énonçons le résultat. Soit les paramètres λ0 > 1, ϵ0 > 0, δ0 > 0 et les entiers N0, N1 et

NΣ donnés par la proposition 5.1.4. Soit ψin = ψin
λ0,ϵ0,δ0

, ψout = ψout
λ0,ϵ0,δ0

, ψ = ψinφψout, les
difféomorphismes associés à ce choix de paramètres.
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5.8. Résultat additionnel

Proposition 5.8.1. Il existe une paire (Ĉuψ, Ĉsψ) de champ de cônes sur S0,ψ qui vérifient les
propriétés suivantes. Soit p ∈ S0,ψ, soit n ≥ 1 et on note q = fn0,ψ(p).

1) Tous les items de la proposition 5.1.4 sauf l’item 6 sont satisfaits.

2) Supposons que p ∈ P in
ψ , q ∈ Σψ et fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , n− 1. Alors :

– (fn0,ψ)∗Ĉ
u
ψ(p, T in

p ) ⊂ int Ĉuψ(q, TΣ
q ) et,

– (fn0,ψ)−1
∗ Ĉsψ(q, TΣ

q ) ⊂ int Ĉsψ(p, T in
p ).

La démonstration est la même, exceptée pour la section 5.3, lemme 5.3.3 (c’est la partie qui
permet d’obtenir l’item 6 de la proposition 5.1.4 dans la conclusion). Le lemme analogue du
lemme 5.3.3 est

Lemme 5.8.2. Il existe ĈuΣ un champ de (K̂u, ζu/ ζs)-cônes et ĈsΣ un champ de (K̂s, ζs/ ζu)-
cônes sur Σ qui satisfont la propriété suivante. Pour tout δ > 0, si ψout = ψout

δ , et pour tout
p ∈ P in tel que le point q = fnΣ fΣ,in ψ

in(p) ∈ Σ est bien défini pour un certain entier n ≥ 0,
alors :

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)∗Ĉ

u
in(p) ⊂ int ĈuΣ(q), et

– (fnΣ fΣ,in ψ
in)−1

∗ ĈsΣ(q) ⊂ int Ĉsin(p)

La démonstration repose sur les même arguments. Il faut choisir une ouverture K̂u de ĈuΣ
assez grande et une ouverture K̂s de ĈsΣ assez petite pour satisfaire cette compatibilité. Les
cônes (Ĉuψ, Ĉsψ) seront le passage au quotient par πψ de champs cônes sur P in et sur Σ dans P .

• Les cônes sur P in sont les même que pour la paire (Cuψ, Csψ), à savoir (ψin
∗ C

u
in, ψ

in
∗ C

s
in) où

Cuin et Csin sont les champs de cônes donnés à la proposition 5.2.1.

• On remplace les cônes (CuΣ, CsΣ) par les cônes (ĈuΣ, ĈsΣ) sur Σ.

En reproduisant point par point la preuve précédente et en remplaçant les cônes (CuΣ, CsΣ) par
les cônes (ĈuΣ, ĈsΣ) on obtient le résultat annoncé en 5.8.1.
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Chapitre 6

Preuve du théorème de recollement et
critère de transitivité

6.1 Recollement et champs de cônes invariants sur une section globale

Rappel du chapitre précédente Au chapitre 5, on a montré qu’il existe des paramètres λ0, ϵ0, δ0
qui satisfont la proposition 5.1.4. On note ψin = ψin

λ0,ϵ0,δ0
et ψout = ψout

λ0,ϵ0,δ0
les difféomorphismes

donnés par la proposition 4.1.2 et 4.1.3, et ψ = ψinφψout : ∂P → ∂P . C’est un recollement
normalisé de (P,X) tel que le triplet (P,X, ψ) est fortement isotope à (P,X,φ) (fait 5.1.1). On
note

• Pψ := P/ψ la variété quotient, πψ : P → Pψ la projection, et Xψ le champ de vecteurs
induit par X sur Pψ.

• S0,ψ = πψ(P in ∪Σ) la section du flot de Xψ sur Pψ, et f0,ψ l’application de premier retour
du flot de Xψ sur S0,ψ.

D’après la proposition 5.1.4, il existe une paire de champs de cônes (Cuψ, Csψ) sur S0,ψ pour
laquelle un itéré (non uniforme) de f0,ψ vérifie la condition des champs de cônes au voisinage
de certain point, en dehors d’un petit voisinage des orbites périodiques (O∗)ψ dans S0,ψ. En
effet, la section n’est pas uniformément transverse et la dilatation des cônes manque le long de
certaines orbites lorsque l’on s’approche des orbites périodiques tangentes (O∗)ψ (item 6). Le
but de cette section est donc d’enlever un voisinage bien choisi des orbites (O∗)ψ dans S0,ψ pour
avoir l’hyperbolicité de l’application de retour partout.

Section globale On excise maintenant à S0,ψ la projection du voisinage V0 := ψin(Vδ0) des
orbites O∗. On obtient la surface

Sψ := πψ
(
(P in∖V0) ∪ Σ

)
= (P in∖V0)ψ ∪ Σψ ⊂ S0,ψ (6.1)

C’est une section globale compacte (figure 6.1). En effet, d’après l’item 1 de la proposition 5.1.4,
une orbite de Xψ qui intersecte (P in∩V0)ψ intersecte la section Σψ dans le passé et dans le futur
en temps uniformément borné. On rappelle (voir section 5.1) que comme pour la section S0,ψ,
la surface Sψ admet des points p d’auto-intersection sur lesquels elle peut avoir deux ou trois
plans tangents T ∗ = T ∗

p ⊂ TpSψ. On note TΣ
p le (ou un des) plan(s) tangent(s) à Σψ en p et T in

q

le plan tangent à P in
ψ en q. La surface Sψ est munie d’une métrique gψ, qui est une collection

de métrique gψ(p, T ∗) sur chacun des plans tangents T ∗ ⊂ TpSψ. Un champ de cônes C sur Sψ
est la donnée pour chaque p ∈ Sψ et pour chaque plan tangent T ∗ à Sψ au point p d’un cône
C(p, T ∗) ⊂ T ∗.
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6.1. Recollement et champs de cônes invariants sur une section globale

Figure 6.1 – Section Sψ

Énoncé et preuve de la proposition Si fψ est l’application de premier retour du flot de Xψ sur
Sψ, alors on montre qu’elle a un comportement hyperbolique dans le futur de l’orbite des points
p ∈ Σψ. Plus précisément, la proposition suivante donne l’existence d’un entier positif n⋆(p) ≥ 0
pour tout point p ∈ Sψ, uniformément majoré, tel que l’itéré fn

⋆

ψ vérifie la condition des champs
de cônes au voisinage de p pour la paire (Csψ, Cuψ) de la proposition 5.1.4.

Proposition 6.1.1. Il existe un entier N ≥ 0 tel que, pour tout p ∈ Sψ, si Tp est le (ou un des)
plan(s) tangent(s) à Sψ en p, il existe un entier n⋆ = n⋆(p, Tp) avec 0 ≤ n⋆ ≤ N, et un plan
tangent Tq = Tq(p, Tp) à Sψ en q = fn

⋆

ψ (p) ∈ Sψ tel que :

1) (fn⋆ψ )∗C
u
ψ(p, Tp) ⊂ intCuψ(q, Tq), et pour tout v ∈ Cuψ(p, Tp), ∥(fn

⋆

ψ )∗v∥ ≥ 2∥v∥

2) (fn⋆ψ )−1
∗ Csψ(q, Tq) ⊂ intCsψ(p, Tp), et pour tout v ∈ Csψ(q, Tq), ∥(fn

⋆

ψ )−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥

Démonstration. Remarquons que fψ est une restriction de f0,ψ au départ et à l’arrivée. On peut
utiliser exclusivement les résultats de la proposition 5.1.4 sur l’application de retour f0,ψ du flot
de Xψ sur la section S0,ψ. Si p ∈ Sψ, et si q ∈ Sψ est sur l’orbite de p, alors il existe n et m
tel que fnψ (p) = q = fmψ,0(p) et n ≤ m. En effet fψ ne “voit pas” les passages sur (P in ∩ V0)ψ.
On va faire une disjonction des cas en fonction du point de départ p sur la section Sψ, et de la
trajectoire de son orbite. On représente la disjonction des cas par les graphes de la figure 6.2.

1. Soit p ∈ (P in∖V0)ψ et Tp = T in
p . Deux cas sont possibles selon que l’orbite future de p par

le flot de Xψ intersecte suffisamment de fois la section Σψ sans intersecter P in
ψ pour avoir la

stricte invariance et dilatation des cônes, ou qu’elle intersecte P in
ψ avant. Ce nombre de retour

est l’entier N1 qui satisfait l’item 2 proposition 5.1.4.

On fait la disjonction de cas suivante :

1.1. Soit l’orbite de p par le flot de Xψ intersecte N1 fois consécutives Σψ sans intersecter P in
ψ .

Autrement dit fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 1, . . . , N1. Alors d’après l’item 2 proposition 5.1.4, la

proposition 6.1.1 est satisfaite pour n⋆(p) = N1 et Tq = TΣ
q .

1.2. Soit l’orbite de p par le flot de Xψ intersecte P in
ψ avant d’avoir intersecter N1 fois Σψ.

Autrement dit il existe k0 ≤ N1 minimal tel que fk0
0,ψ(p) ∈ P in

ψ . Alors deux cas sont possibles.
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1

1.1

1.2

1.2.1

1.2.2

(a) Graphe des orbites dans le cas 1.

Figure 6.2 – Graphe des orbites de fψ sur Sψ

1.2.1. Soit fk0
0,ψ(p) ∈ (P in∖V0)ψ.

D’après l’item 3 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour n⋆(p) = k0 ≤ N1
et le plan Tq = T in

q .

1.2.2. Soit fk0
0,ψ(p) ∈ (P in ∩ V0)ψ.

Alors d’après l’item 1 de la proposition 5.1.4, l’orbite future de fk0
0,ψ(p) par le flot de Xψ intersecte

N0 fois consécutives la section Σψ sans intersecter P in
ψ . Autrement dit fk0,ψ

(
fk0

0,ψ(p)
)
∈ Σψ pour

k = 1, . . . , N0.
Puis d’après l’item 4 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour n⋆(p) =
N0 + k0 − 1 ≤ N0 +N1 − 1 et le plan Tq = TΣ

q .
On remarquera que le point d’arrivée q sur Σψ correspond à l’itéré N0 + k0 de l’orbite de p par
f0,ψ, et l’itéré N0 + k0 − 1 de l’orbite de p par fψ car dans le deuxième cas on ne compte pas le
passage de l’orbite par (P in ∩ V0)ψ.

2. Soit p ∈ Σψ, et Tp = TΣ
p .On fait une disjonction selon que l’orbite de p par le flot deXψ intersecte

suffisamment de fois Σψ sans intersecter P in
ψ pour avoir la stricte invariance et dilatation des

cônes, ou si elle intersecte P in
ψ avant. Ce nombre de retour est l’entier NΣ qui satisfait l’item 5

de la proposition 5.1.4.

2.1. Soit l’orbite de p par le flot de Xψ intersecte NΣ fois consécutives sans intersecter P in.

Autrement dit fk0,ψ(p) ∈ Σψ pour k = 0, . . . , NΣ. Alors d’après l’item 5 de la proposition 5.1.4,

la proposition 6.1.1 est satisfaite pour l’entier n⋆(p) = NΣ et le plan Tq = TΣ
q .

2.2. Soit l’orbite de p par le flot de Xψ intersecte P in
ψ avant.

Autrement dit il existe k1 ≤ NΣ minimal tel que fk1
0,ψ(p) ∈ P in

ψ . Alors deux cas sont possibles,
selon que ce point d’intersection est dans le voisinage (V0)ψ ou non.

2.2.1. Soit fk1
0,ψ(p) ∈ (P in ∩ V0)ψ.
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2

2.1
2.2

2.2.1

2.2.2

2.2.2.1

2.2.2.2

2.2.2.1

(b) Graphe des orbites dans le cas 2.

Figure 6.2 – Graphe des orbites de fψ sur Sψ

Alors d’après l’item 1 de la proposition 5.1.4, l’orbite future de fk1(p) par le flot de Xψ intersecte

N0 fois consécutives la section Σψ sans intersecter P in
ψ . Autrement dit fk0,ψ

(
fk1

0,ψ(p)
)
∈ Σψ pour

k = 1, . . . , N0.
Puis d’après l’item 7 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour l’entier
n⋆(p) = N0 + k1 − 1 ≤ N0 +NΣ − 1 et le plan Tq = TΣ

q .
On remarquera que le point d’arrivée q sur Σψ correspond à l’itéré N0 + k1 de p par f0,ψ, et
l’itéré N0 + k1− 1 de p par fψ, car dans le deuxième cas on ne compte pas le passage de l’orbite
par (P in ∩ V0)ψ.

2.2.2. Soit fk1
0,ψ(p) ∈ (P in∖V0)ψ.

Notons q1 = fk1
0,ψ(p) = fk1

ψ (p). Soit l’orbite de q1 intersecte suffisamment de fois consécutives

la section Σ sans intersecter par P in
ψ . Ce nombre de retour est l’entier N0 qui satisfait l’item 2

de la proposition 5.1.4, et on aura la stricte invariance et dilatation des cônes. Soit l’orbite
de q1 intersecte P in

ψ en un point q2 avec moins de N0 passages par Σψ entre chaque. D’après

l’item 1 de la proposition 5.1.4, le point d’intersection q2 est dans (P in∖Vδ). Dans ce cas, on peut
réitérer cette dichotomie en remplaçant q2 par q1. Cette récurrence est finie car si l’orbite de q1
intersecte suffisamment de fois P in∖V0 sans intersecter (P in∩V0)ψ, alors on a la stricte invariance
et la dilatation des cônes. Ce nombre de retour est l’entier N1 qui satisfait la proposition 5.1.4
Finalement la disjonction est la suivante.

2.2.2.1 Soit l’orbite de p intersecte N1 fois P in
ψ avec strictement moins de N0 passages par Σψ entre
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chaque. Alors chaque passage par P in
ψ a lieu dans (P in∖V0)ψ. Il existe k1 < · · · < kN1 tels que

– ki ≤ i.N0

– fkiψ,0(p) ∈ (P in∖V0)ψ
– fkψ,0(p) ∈ Σψ pour k ≤ kN1 et k ̸= k1, . . . , kN1

D’après l’item 8 de la proposition 5.1.4, la proposition 6.1.1 est satisfaite pour l’entier n⋆(p) =
kN1 ≤ N1 × (N0 − 1) et le plan Tq = T in

q .

2.2.2.2 Soit l’orbite de p intersecte strictement moins de N1 fois P in
ψ avec strictement moins de N0

passages par Σψ entre chaque, puis son orbite intersecte N0 fois consécutive la section Σψ sans
intersecter P in. Alors chaque passage par P in

ψ a lieu dans (P in∖V0)ψ. Il existe m ≤ N1 − 1 et
k1 < · · · < km tels que

– ki ≤ i.N0 ∈ (P in∖V0)ψ
– fkψ,0(p) ∈ Σψ pour k ≤ km et k ̸= k1 . . . , km

– fkψ,0

(
fkmψ,0(p)

)
∈ Σψ pour k = 1, . . . , N0

On note qi = fki(p) pour i = 1, . . . ,m. Notons que d’après l’item 6, fk1
ψ envoie Cuψ(p) à l’intérieur

de Cuψ(q1) et son inverse envoie Csψ(q1) à l’intérieur de Csψ(p). Ensuite, chaque passage de l’orbite
de (P in∖V0)ψ à (P in∖V0)ψ contribue à envoyer le cône Cuψ(qi) à l’intérieur du cône Cuψ(qi+1) et
dilater la norme des vecteurs d’un facteur 2 d’après l’item 3. Il suffit donc de montrer qu’une
orbite d’un point de Σψ qui intersecte P in

ψ puis intersecte N0 fois la section Σψ sans passer par P in
ψ

laisse les cônes Cuψ strictement invariants et dilatés, et de même pour l’action de l’itéré inverse
sur les cônes Csψ. C’est l’item 7 de la proposition 5.1.4. On en déduit que la proposition 6.1.1 est

satisfaite pour l’entier n⋆(p) = N0 + km ≤ N0 + (N1 − 1)×N0, et le plan Tq = TΣ
q .

Résultat additionnel Comme annoncé à la section 5.8, on a un résultat additionnel complémen-
taire. Il donne l’existence d’un entier négatif n̂⋆(p) ≤ 0 pour tout point p ∈ Sψ, uniformément
minoré, tel que l’itéré f n̂

⋆

ψ vérifie la condition des champs de cônes au voisinage de p pour la paire

de champ de cônes (Ĉsψ, Ĉuψ) donnée par la proposition 5.8.1. Cela signifie que le comportement

de l’application f n̂
⋆
est hyperbolique dans le passé des orbites.

Proposition 6.1.2. Il existe un entier N ≥ 0 tel que, pour tout p ∈ Sψ, si Tp est le (ou un des)
plans tangents à Sψ en p, il existe un entier n̂⋆ = n̂⋆(p, Tp) avec −N ≤ n̂⋆ ≤ 0, et un plan
tangent Tq = Tq(p, Tp) à Sψ en q = f−n̂⋆

ψ (p) ∈ Sψ tel que :

1) (f n̂⋆ψ )∗Ĉ
s
ψ(p, Tp) ⊂ int Ĉsψ(q, Tq), et pour tout v ∈ Ĉsψ(p, Tp), ∥(f n̂

⋆

ψ )∗v∥ ≥ 2∥v∥

2) (f n̂⋆ψ )−1
∗ Ĉuψ(q, Tq) ⊂ int Ĉuψ(p, Tp), et pour tout v ∈ Ĉuψ(q, Tq), ∥(f n̂

⋆

ψ )−1
∗ v∥ ≥ 2∥v∥

La preuve est identique en utilisant la proposition 5.8.1.

6.2 Décomposition hyperbolique sur une section globale

Les deux propositions 6.1.1 et 6.1.2 vont permettre de construire une décomposition hyper-
bolique du fibré tangent de Sψ (formule (6.1)) pour l’application de retour fψ : Sψ → Sψ. Cela
nous permettra de construire la décomposition hyperbolique du fibré tangent de Pψ pour le flot
de Xψ à la section 6.3 suivante et de montrer que le champ de vecteurs est Anosov.
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6.2. Décomposition hyperbolique sur une section globale

Montrons la proposition suivante qui donne l’existence d’une décomposition hyperbolique
pour l’application de retour fψ sur Sψ. De plus, les fibres de la direction forte sur deux plans
tangents différents en un point p ∈ Sψ engendrent la même somme avec R.Xψ. Un champ de
droites F sur Sψ est la donnée, pour tout p ∈ Sψ et tout plan tangent T ∗ = T ∗

p à Sψ en p, d’une
droite F (p, T ∗) ⊂ T ∗.

Proposition 6.2.1. Il existe une décomposition fψ-invariante TSψ = F u ⊕ F s en une somme de
deux champs de droites, et des constantes λ > 1 et C > 0 telles que :

1) – ∀v ∈ F u, n ≥ 0, ∥(fnψ )∗v∥ ≥ Cλn∥v∥
– ∀v ∈ F s, n ≥ 0, ∥(fnψ )∗v∥ ≤ C−1λ−n∥v∥

2) Si p est un point de S et T et T ′ sont deux plans tangents à S en p, alors,

– F u(p, T )⊕ R.Xψ = F u(p, T ′)⊕ R.Xψ,

– F s(p, T )⊕ R.Xψ = F s(p, T ′)⊕ R.Xψ

Démonstration. Dans la preuve on se contentera de montrer l’existence du fibré stable F s, la
preuve pour F u étant similaire.

Étape 1 : Intersection infinie de cônes stables. Soit p un point de S et T le (ou un des) plan(s)
tangent(s) à S en p. Alors il existe une suite de points particuliers sur l’orbite positive de p par
fψ définie comme suit. Soit (pk, Tk) et nk, définis par récurrence par : (p0, T0) = (p, T ),

(pk+1, Tk+1) =
(
f
n⋆(pk,Tk)
ψ (pk), Tpk+1(pk, Tk)

) ,

 n0 = n⋆(p, T ),

nk+1 = n⋆(pk, Tk)
(6.2)

où n⋆(p, T ) est l’entier et Tq(p, T ) est le plan tangent satisfaisant la proposition 6.1.1 pour la
donnée de (p, T ). On rappelle que d’après la proposition 6.1.1,

1) la suite nk est borné par un entier N,

2) fnkψ envoie le cône Cuψ(pk, Tk) à l’intérieur de Cuψ(pk+1, Tk+1) et dilate la norme des vecteurs
de Cuψ(pk, Tk) d’un facteur 2,

3)
(
fnkψ

)−1
envoie le cône Csψ(pk+1, Tk+1) à l’intérieur de Csψ(pk, Tk) et dilate la norme des

vecteurs de Csψ(pk+1, Tk+1) d’un facteur 2,

On définit Lk la restriction de la différentielle de fnkψ au plan Tk au départ et Tk+1 à l’arrivée,
autrement dit

Lk := dpkf
nk
ψ : Tk → Tk+1 (6.3)

C’est une famille d’applications linéaires inversibles. On définit

F s(p, T ) :=
+∞⋂
k=0

(
L−1

0 ◦ · · · ◦ L
−1
k

)
∗
Csψ(pk, Tk) ⊂ Csψ(p, T ) (6.4)

Par stricte invariance des cônes stables Csψ pour les itérés f−n⋆
ψ , cette intersection infinie est un

cône inclus dans Csψ(p, T ). En répétant cette opération pour chaque point et plan tangent (p, T )
de Sψ, on obtient un fibré en cônes F s = {F s(p, T )} sur Sψ. Alors on a pour tout k ≥ 0 :

F s(pk+1, Tk+1) = LkF
s(pk, Tk) et ∀v ∈ F sk , ∥Lkv∥ ≤

1
2∥v∥ (6.5)

129
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La première égalité découle de la formule (6.4) définissant F s par une intersection infinie.
L’inégalité qui suit est vraie car F s(pk, Tk) ⊂ L−1

k Csψ(pk+1, Tk+1) par (6.4), et L−1
k dilate d’un

facteur 2 la norme des vecteurs de Csψ(pk+1, Tk+1) (item 3 précédent).

Étape 2 : Fibré en droite.

Fait 6.2.2. F s est un fibré en droite.

Démonstration. Soit (p, T ) fixé, (pk, Tk, nk) la suite associée par la formule (6.2). On note
F sk = F s(pk, Tk) la famille de cônes définis par la formule (6.4), et Lk : Tk → Tk+1 la famille
d’applications linéaires inversibles définies par la formule (6.3). D’après la formule (6.5), {F sk}k
est une collection de cônes (exactement) invariante par {Lk}k, et dont la norme des vecteurs
est contractée uniformément par {Lk}k. Par l’absurde, supposons que F s0 est non réduit à une
droite. Alors il en est de même pour F sk et on note F 1

k et F 2
k les deux droites disjointes qui

constituent le bord de F sk , et tel que LkF
i
k = F ik+1. Par suite, tout vecteur v ∈ T se décompose

de façon unique sous la forme v = v1 +v2 ∈ F 1⊕F 2, et on a en itérant l’inégalité dans la formule
(6.5)

∥Ln ◦ Ln−1 ◦ · · · ◦ L0(v)∥ ≤ 2−n(∥v1∥+ ∥v2∥) −→
n→+∞

0 (6.6)

Autrement dit, la norme d’un vecteur quelconque tend vers 0 sous l’action de {Lk}k. Or il existe
une direction invariante dilatée par {Lk}k : il suffit d’itérer une direction quelconque dans le
champ instable Cuψ(p, T ). Plus précisément, d’après la proposition 6.1.1, et par définition de
(pk, Tk, nk) à la formule (6.2) et Lk à la formule (6.3), on a Lk C

u
ψ(pk, Tk) ⊂ intCuψ(pk+1, Tk+1)

et pour tout vk ∈ Cuψ(pk, Tk), ∥Lkvk∥ ≥ 2∥v∥. On en conclut en itérant l’inégalité pour v ∈
Cuψ(p, T ) ⊂ T :

∥Ln ◦ Ln−1 ◦ · · · ◦ L0(v)∥ ≥ 2n∥v∥ −→
n→+∞

+∞

Ce qui est une contradiction avec la formule (6.6).

Étape 3 : Contraction exponentielle. Montrons que le fibré F s est contracté par un itéré uniforme
de fψ.

Fait 6.2.3. Il existe un entier N0, tel que pour tout p ∈ Sψ et T ⊂ TpSψ un plan tangent en p,

∀v ∈ F s(p, T ), ∥(fN0
ψ )∗v∥ ≤

1
2∥v∥

Démonstration. Soit (p, T ) fixé, (pk, Tk, nk) la suite associée par la formule (6.2). On note
F sk = F s(pk, Tk) la famille de cônes définis par la formule (6.4), et Lk : Tk → Tk+1 la famille d’ap-
plications linéaires inversibles définies par la formule (6.3). Soit N l’entier uniforme qui borne
la suite {nk}k. Il existe une constante cst > 0 qui borne la différentielle de f iψ pour 0 ≤ i ≤ N.
Soit un entier k0 vérifiant

k0 > log2 cst +1 (6.7)

et soit N0 un entier supérieur à k0.N. Alors on peut décomposer fN0
ψ au voisinage de p sous la

forme fN0
ψ = f iψ ◦ f

nk
ψ ◦ · · · ◦ f

n0
ψ , avec k ≥ k0 et 0 ≤ i ≤ N. Alors en itérant l’inégalité de la

formule (6.5) (avec Lk = dpkf
nk
ψ ) pour un v ∈ F s, on a

∥(fN0
ψ )∗v∥ = ∥(f iψ ◦ f

nk
ψ ◦ · · · ◦ f

n0
ψ )∗v∥

≤ cst ∥(fnkψ ◦ · · · ◦ f
n0
ψ )∗v∥

≤ cst 2−k∥v∥ d’après l’inégalité (6.5)

≤ 1
2∥v∥ d’après l’inégalité (6.7)
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6.2. Décomposition hyperbolique sur une section globale

Étape 4 : Invariance. Montrons que F s est un fibré fψ-invariant.

Fait 6.2.4. Pour tout p ∈ Sψ et T ⊂ TpSψ un plan tangent en p, pour tout j ≥ 0, si q = f jψ(p) et
T ′ ⊂ TqSψ est un plan tangent en q, alors

F s(q, T ′) = (f jψ)∗F
s(p, T )

Démonstration. Supposons par l’absurde que F s(q, T ′) ̸= (f jψ)∗F
s(p, T ). Notons F 1 = F s(q, T ′)

et F 2 = (f jψ)∗F
s(p, T ). Ce sont deux droites de T ′. On peut supposer sans perte de généralité

que 0 ≤ j ≤ N0. D’après le fait 6.2.3, on a pour v1 ∈ F 1 et n ≥ 0,

∥(fnN0)∗v1∥ ≤ 2−n∥v1∥

et pour v2 ∈ F 2 et n ≥ 0

∥(fnN0
ψ )∗v2∥ = ∥f jψ(fN0

ψ )n∗ (f−j
ψ )∗v2∥ ≤ cst 2−n∥v1∥

Tout vecteur v ∈ T ′ se décompose de façon unique sous la forme v = v1 + v2 ∈ F 1 ⊕ F 2. On en
déduit que la norme d’un vecteur v ∈ T ′ quelconque sous l’action de {(fnN0

ψ )∗} tend vers 0. Or

il existe une direction invariante dilatée par la famille {(fnN0
ψ )∗}n, il suffit d’itérer une direction

quelconque dans le champ instable Cuψ(q, T ′). Plus précisément, soit (qk, T ′
k, nk) la suite définie

par la formule (6.2) à partir de (q, T ′). D’après la proposition 6.1.1 on a pour tout k ≥ 0

• (fnkψ )∗C
u
ψ(qk, T ′

k) ⊂ intCuψ(qk+1, T
′
k+1),

• pour tout v ∈ Cuψ(qk, T ′
k), ∥(f

nk
ψ )∗v∥ ≥ 2∥v∥.

Pour tout n ≥ 0, il existe une unique décomposition de fnN0
ψ au voisinage de q′ de la forme

fnN0
ψ = f iψ ◦ f

nkn
ψ ◦ · · · ◦ fn0

ψ avec 0 ≤ i < N0. De plus, kn −→
n→∞

+∞. Il existe aussi une constante

uniforme cst > 0 qui borne la différentielle de f iψ pour 0 ≤ i ≤ N0. On en conclut que pour
v ∈ Cuψ(q, T ′) ⊂ T ′ :

∥(fnN0
ψ )∗v∥ = ∥(f iψ ◦ f

nkn
ψ ◦ · · · ◦ fn0

ψ )∗v∥
≥ cst ∥(fnknψ ◦ · · · ◦ fn0

ψ )∗v∥

≥ cst−1 2kn∥v∥
−→

n→+∞
+∞

C’est une contradiction.

Étape 5 : Plans tangents engendrés. On a montré que F s est un champ de droite fψ-invariant
sur Sψ, et exponentiellement contracté par fψ, autrement dit F s vérifie l’item 1 de la proposi-
tion 6.2.1. Montrons que F s vérifie l’item 2 de la proposition 6.2.1.

Fait 6.2.5. Soit T et T ′ deux plans tangents en p dans TpSψ, alors F
s(p, T )⊕R.Xψ = F s(p, T ′)⊕

R.Xψ.
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Chapitre 6. Preuve du théorème de recollement et critère de transitivité

Démonstration. Soit q = fψ(p) et Tq un plan tangent à Sψ en q. Notons L : T → Tq
et L′ : T ′ → Tq les deux restrictions de la différentielle dpfψ. Alors d’après le fait 6.2.4,
L(F s(p, T )) = F s(q, Tq) = L(F s(p, T ′)). Or L et L′ diffèrent à une projection parallèle à R.Xψ

près, autrement dit si π : T → T ′ est la projection sur T ′ parallèle à R.Xψ, alors on a L = L′ ◦π.
Comme L′ est inversible, on en déduit que πF s(p, T ) = F s(p, T ′). L’égalité des sommes avec
R.X est donc vérifiée.

Il s’ensuit que le fibré F s sur Sψ satisfait la proposition 6.2.1. La preuve pour le fibré F u

est symétrique. Il faut utiliser la proposition 6.1.2, construire une suite dans l’orbite passée d’un
point p ∈ Sψ, l’itéré est donné par l’entier n̂⋆, et l’action de la différentielle inverse sur la paire

(Ĉsψ, Ĉuψ).

6.3 Preuve du théorème 1

Soit (P0, X0, φ0) un bloc de construction sans attracteur ni répulseur, dont les laminations
de bord sont remplissantes, muni d’un recollement fortement quasi-transverse. Soit (P,X,φ) le
triplet normalisé fortement isotope à (P0, X0, φ0) donnée par la proposition 2.1.10. Soit λ0, ϵ0, δ0,
les paramètres qui satisfont la proposition 5.1.4, et ψ = ψλ0,ϵ0,δ0 : ∂P → ∂P le recollement donné
par la formule (5.1). D’après le fait 5.1.1, le triplet (P,X, ψ) est fortement isotope à (P,X,φ)
(donc à (P0, X0, φ0)). Soit Pψ = P/ψ la variété compacte de dimension 3 et Xψ le champ de
vecteurs de classe C1 induit par X sur Pψ. On va montrer que le champ de vecteurs Xψ sur Pψ
est Anosov, ce qui prouve le théorème 1. On aura besoin du lemme général suivant.

Lemme 6.3.1. Soit Y un champ de vecteurs de classe C1 sur une variété ferméeM de dimension
trois, tel que la différentielle du flot de Y préserve deux champs de plans continus Ecs et Ecu

surM, tangents à Y , et transverse l’un à l’autre. De plus Y t contracte exponentiellement l’aire
de Ecs et dilate exponentiellement l’aire de Ecu pour t ≥ 0. Alors Y est un champ de vecteurs
Anosov surM.

Démonstration. Montrons l’existence de la direction instable forte Euu ⊂ Ecu. Soit V un champ
de vecteurs tangent à Ecu et transverse au champ Y sur Ecu, tel que le couple (V, Y ) forme une
base de champs de vecteurs de Ecu. Notons Lt := Y t

∗ Ecu
. La matrice de Lt dans la base (V, Y )

est

M(V,Y )L
t =

at 0

bt 1


où at et bt sont des fonctions continues de M et bornées à t fixé. Montrons que Lt vérifie la
condition des champs de cônes. Par hypothèse, il existe des constantes C > 0 et λ > 1 tel que

Jac(Lt) = |at| ≥ Cλt

Quitte à changer la métrique, on peut supposer que inf |a1| > 1. On suppose que b1 est non
uniformément nulle, sinon le lemme est montré : la direction instable forte Euu est la direction
engendrée par V . On définit

K := 2 sup |b1|
inf |a1| − 1 > 0 (6.8)

Soit Cu le champ de K-cône sur Ecu dans la base (V, Y ).

Fait 6.3.2. Pour tout n ≥ 1, on a LnCu ⊂ intCu, et Ln dilate exponentiellement la norme des
vecteurs de Cu.
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6.3. Preuve du théorème 1

Démonstration. En effet, soit v = vuV + vY Y ∈ Cu, on a donc |vY | ≤ K|vu|. Alors L1v =
a1v

uV + (b1v
u + vY )Y et

|b1v
u + vY |
|a1vu|

≤ |b1|K−1 + 1
|a1|

K < K

Donc L1v est à l’intérieur de Cu. On en déduit la propriété pour Ln en écrivant Ln = L1◦· · ·◦L1.
Soit n un entier positif et Lnv = vunV + vYn Y = anv

uV + (bnvu + vY )Y . On a |v
u
n| ≥ (inf |a1|)n|vu| > 2|vu|, ∀n ≥ loginf |a1|(2)

|vun| ≥ (inf |a1|)n 1
K |v

Y | > 2|vY |, ∀n ≥ loginf |a1|(2K)

Donc max(|vn1 |, |vnY |) > 2max(|v1|, |vY |) pour n (uniformément) assez grand, ce qui prouve que
Ln dilate de la norme des vecteurs de Cu d’un facteur 2 pour n supérieur à un certain entier
n0. Comme l’opérateur Li est uniformément borné pour 0 ≤ i ≤ n0, on en déduit que Ln dilate
exponentiellement de la norme des vecteurs de Cu en itérant Lkn0+i = Li ◦ Ln0 ◦ · · · ◦ Ln0

Définissons

Euu(p) :=
⋂
n≥0

LnCu(Y −n(p)) ⊂ Cu(p)

Fait 6.3.3. Euu est un champ de droites Lt-invariant, et exponentiellement dilaté par Lt pour
t ≥ 0.

Démonstration. En effet, par construction Euu est un champ de cônes dans le champ de plan
Ecu sur M, invariant par L−n et exponentiellement contracté par L−n pour n ≥ 0. Or on sait
que L−n agit de façon isométrique sur la direction engendrée par Y , donc il existe une direction
L−n-invariante qui n’est pas contractée. Comme {L−n}n est une famille d’applications linéaires
inversibles en dimension deux, on en déduit que Euu ne peut pas contenir deux champs de droites
invariantes distinctes (ce sont les même arguments que la preuve de la proposition 6.1.1). C’est
donc un champ de droites exponentiellement contracté par L−n.

Supposons par l’absurde que E1 := Euu(p) et E2 := LtEuu(Y −t(p)) sont distinctes pour
un certain t ∈ R (que l’on peut supposer |t| ≤ 1), alors les familles {L−nE1}n et {L−nE2}n
sont deux champs de droites invariantes par L−n et exponentiellement contractées pour n ≥ 0.
En effet, pour la deuxième famille, il suffit d’écrire que si v ∈ E2 alors L−nv = L−t ◦ L−nv′

avec v′ ∈ Euu(Y −t(p)) et utiliser le fait que Lt est uniformément bornée pour |t| ≤ 1 et L−n

contracte exponentiellement Euu. Par le même argument qu’au paragraphe précédent, on a une
contradiction car la direction R.Y est une direction Ln-invariante qui n’est pas contractée. Donc
Euu est un fibré en droite Lt-invariant pour t ∈ R, et exponentiellement dilaté pour t ≥ 0. En
effet, il suffit d’écrire pour v ∈ Euu, Ltv = Lr ◦ LE(t)v = Lr ◦ (L−E(t))−1v et utiliser que Lr est
uniformément bornée pour r ∈ [0, 1] et L−n contracte exponentiellement Euu pour n ≥ 0.

On en conclut que Euu est le fibré instable fort de Y . On montre de la même façon l’existence
du fibré stable fort Ess de Y . On en déduit que Y est un champ de vecteurs Anosov surM.

Le corollaire suivant est le résultat final de la preuve du théorème 1.

Corollaire 6.3.4. Xψ est un champ de vecteurs Anosov sur Pψ.

Démonstration. Soit Sψ la section globale dans Pψ pour le flot de Xψ donnée à la formule (6.1)
et fψ le premier retour de Xψ sur Sψ. Soit TSψ = F u⊕F s la décomposition du fibré tangent à la
section Sψ donnée par la proposition 6.2.1. On définit en tout point p ∈ Sψ le plan tangent dans
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TpPψ par Ecu(p) := F u(p)⊕R.Xψ(p). La proposition 6.2.1 assure que cette définition ne dépend
pas du choix d’un plan tangent T ∗ ⊂ TpSψ en p. Soit p ∈ Pψ. Alors l’orbite de p intersecte Sψ en

temps uniformément borné, et soit τ(p) ≥ 0 le premier temps positif tel que q = X
τ(p)
ψ (p) ∈ Sψ.

On définit pour tout p ∈ Pψ,
Ecu(p) := (X−τ(p)

ψ )∗E
cu(q)

Cette définition donne un champ de plans Ecu en tout point de Pψ.

Fait 6.3.5. Ecu est un champ de plan Xt
ψ-invariant, et dont l’aire est exponentiellement dilatée

par la différentielle du flot de Xt
ψ

Démonstration. En effet, l’invariance de Ecu par la différentielle du flot de Xψ est assurée par
l’invariance de F u par l’application de premier retour fψ sur Sψ d’après la proposition 6.2.1.
Soit V un champ de vecteurs unitaire tangent à F u en tout point de Sψ. Par transversalité de
Sψ et de Xψ, le couple (V,Xψ) forme une base de champs de vecteurs au plan Ecu en tout point
de Sψ. La matrice de la différentielle de Xt

ψ restreinte à Ecu dans la base (V,X) est de la forme

M(V,Xψ)(Xt
ψ)∗ Ecu

=

at 0

bt 1


où at et bt sont des fonctions continue sur Sψ. Par compacité, ces fonctions sont uniformément
bornées à t fixé. D’après la proposition 6.2.1, il existe des constantes C > 0 et λ > 0 tel que pour
tout p ∈ Sψ, si τ est le temps de premier retour sur la section Sψ, alors |aτn(p)| > Cλn. Le flot
retourne en temps uniformément borné sur Sψ, donc la différentielle de Xt

ψ est uniformément
bornée entre deux passages sur la section. On en déduit que pour tout p ∈ Pψ et t ≥ 0, quitte à
changer la constante C > 0, on a |at| > Cλt. Donc la différentielle deXt

ψ dilate exponentiellement
l’aire de Ecu pour tout t ≥ 0.

On montre de même l’existence d’un champ de plan Ecs sur Pψ, invariant par la différentielle
du flot deXψ, transverse à E

cu et dont l’aire est exponentiellement contractée parXt
ψ pour t ≥ 0.

Alors (Pψ, Xψ) vérifie le lemme général 6.3.1, ce qui prouve le corollaire.

6.4 Critère de transitivité

On rappelle qu’un ensemble compact hyperbolique Λ pour un champ de vecteurs X est dit
transitif si il existe une orbite dense du flot de X dans Λ. Un bloc de construction (P,X)
est dit transitif si le maximal invariant Λ := ∩tXt(P ) est un ensemble transitif pour le flot
de X. Un champ de vecteurs Anosov Y sur une variété fermée N est dit transitif si N est un
ensemble transitif pour le flot de Y . Dans cette courte sous-section, on donne un critère analogue
à [BBY17], proposition 1.6, qui permet de déterminer la transitivité d’un flot d’Anosov obtenu
par recollement de bloc de construction. Soit (P,X) un bloc de construction et Λ le maximal
invariant de X dans P , et soit Λ1, . . . ,Λn la décomposition de Λ en pièces basiques ([Sma67]).

Définition 6.4.1. Soit G = G(P,X,φ) le graphe orienté ayant pour sommet les pièces basiques
i = Λi et une arête orientée (i, j) si :

– soit Wu(Λi) ∩Ws(Λj) ̸= ∅,

– soit φ(Wu(Λi)) ∩Ws(Λj) ̸= ∅,

– soit Wu(Λi) ∩ φ(Ws(Λj)) ̸= ∅.
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6.4. Critère de transitivité

On a le critère suivant.

Proposition 6.4.2.

1) Si (P0, X0, φ0) et (P1, X1, φ1) sont deux triplets fortement isotopes, alors les graphes
G(P0, X0, φ0) et G(P1, X1, φ1) sont isomorphes.

2) Si Xφ est un champ d’Anosov obtenu par recollement d’un triplet (P,X,φ) tel que le graphe
orienté G(P,X,φ) est fortement connexe 1, alors Xφ est transitif.

Démonstration de la proposition 6.4.2. Le premier item découle de la proposition 1.4.12. Quitte
à faire une équivalence orbitale d’un des deux blocs, les blocs (P0, X0) et (P1, X1) ont un prolon-
gement minime commun (proposition 1.4.12, item 1). Il s’ensuit que le maximal invariant ΛX1 de
X1 et ΛX2 deX2 est le même. De plus, il existe un homéomorphisme h : ∂P 1∖O∗ → ∂P 0∖O∗ qui
envoie la paire (LsX1

, (φ1)∗(LuX1
)) sur la paire (LsX0

, (φ0)∗(LuX0
)) et la paire (LuX1

, (φ1)∗(LsX1
)) sur

la paire (LuX0
, (φ0)∗(LsX0

)) (proposition 1.4.12, item 3). Cela montre que les graphesG(P1, X1, φ1)
et G(P0, X0, φ0) sont isomorphes.

Montrons le second item. Soit Pφ := P/φ la variété quotient, πφ : P → Pφ la projection, et
Λφ := πφ(Λ). C’est un compact invariant hyperbolique pour le flot de Xφ dans Pφ. On note
L = Lu ∪ O∗ ∪ Ls la lamination de bord sur ∂P . Le fait suivant découle immédiatement de la
définition de Λφ.

Fait 6.4.3. Les variétés invariantes de Λφ pour le flot de Xφ dans Pφ sont

Ws(Λφ) = πφ

(
Ws

⋃
∪
t≤0
Xt (φ∗Ls)

)
, Wu(Λφ) = πφ

(
Wu

⋃
∪
t≥0
Xt (φ∗Lu)

)
Soit Λ1, . . . ,Λn les pièces basiques de la décomposition de Smale de Λ. Ce sont les compacts

hyperboliques transitifs maximaux de Λ. On note Λφ,i = πφ(Λi) la projection des pièces basiques
de Λ dans Λφ. Ce sont des ensembles hyperboliques transitifs pour le flot de Xφ. D’après le fait,
la variété stable de Λφ,i contient Ws(Λi) ∪ φ(Ws(Λi)) et sa variété instable contient Wu(Λi) ∪
φ(Wu(Λi)). La forte connexité du grapheG(P,X,φ) est équivalente à ce que les Λφ,i soient toutes
reliées par un cycle : pour tout i, j, il existe une suite i0 = i, . . . , in = j tel que Ws(Λφ,ik) ∩
Wu(Λφ,ik+1) ̸= ∅ (avec in+1 = i0 par convention). On en déduit qu’elles forment une unique
pièce basique ([Sma67]), autrement dit Λφ est transitif. Pour finir, soit O une orbite du flot de
Xφ qui n’est pas incluses dans Λφ. Alors

Fait 6.4.4. la variété stable Ws(O) intersecte φ(Lu) et la variété instable Wu(O) intersecte
φ(Ls).

En effet, si O n’est pas incluse dans Λφ, alors elle intersecte transversalement P out
φ . La surface

P out
φ est feuilletée par une paire (fs, fu) de feuilletages transverses qui sont les intersections des

feuilletages stable Fs et instables Fu du champ de vecteurs d’Anosov Xφ sur Pφ. De plus,
fu contient la lamination Luφ. La variété stable Ws(O) intersecte P out

φ le long d’une courbe
l transverse fu. Comme (P out,Lu) est une lamination remplissante, il en est de même pour
la projection (P out

φ ,Luφ), et on en déduit que Ws(O) intersecte Luφ. La preuve pour la variété
instable de O est symétrique. Par conséquent, chaque orbite O de Xφ a sa variété stable qui
intersecte Wu(Λφ) et sa variété instable qui intersecte Ws(Λφ). On en conclut que la variété Pφ
constitue une unique pièce basique, et donc le flot d’Anosov Xφ sur Pφ est transitif.

1. on peut relier chaque sommet par un chemin d’arêtes orientées
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Deuxième partie

Applications
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Chapitre 7

Bloc de construction avec lamination de
bord prescrite

Dans [BBY17, Théorème 1.10], il est montré que tout feuilletage Morse-Smale (autrement
dit un feuilletage quasi-Morse-Smale sans feuilles marquées) sur le tore peut être réalisé (à
équivalence topologique près) en tant que feuilletage de bord d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu
(P,X) orientable transitif attractif, autrement dit tel que l’ensemble maximal invariant Λ est
un attracteur transitif pour le flot de X. Les blocs de construction que l’on considère dans ce
chapitre seront connexes et orientables.

Définition 7.0.1 (Équivalence topologique de laminations). Deux laminations L1 et L2 sur les sur-
faces orientées S1 et S2 sont dites topologiquement équivalentes si il existe un homéomorphisme
h : S1 → S2 qui préserve l’orientation et tel que h∗L1 = L2.

Dans ce chapitre on montre la proposition analogue suivante :

Proposition 7.0.2 (Proposition C). Soit F1 et F2 deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur un
tore orienté S1 et un tore orienté S2 respectivement, tel que F1 et F2 ont un même nombre
non nul de feuilles marquées. Alors il existe (P,X) un bloc de construction selle plein transitif,
avec P connexe orienté, tel que ∂P est l’union de deux tores quasi-transverses T1 et T2, et la
lamination de bord LX restreinte à Ti se complète en un feuilletage topologiquement équivalent
à Fi.

Remarque 7.0.3. On rappelle qu’une orientation de P induit une orientation canonique sur le
bord ∂P . La proposition dit qu’il existe un homéomorphisme hi : Si → Ti qui envoie Fi sur un
feuilletage qui prolonge la lamination de bord et qui préserve l’orientation pour i = 1, 2.

Rappelons que la lamination de bord LX d’un bloc plein est, par définition, remplissante,
donc se complète en un feuilletage qui est unique à équivalence orbitale près (les composantes
connexes du complémentaires de la laminations sont des bandes, définition 1.2.12). On montrera
également la proposition D énoncée dans l’introduction, qui donne un résultat de réalisation
d’une paire de feuilletage quasi-transverses sur le tore en tant que trace des feuilletages stables
et instables sur un tore quasi-transverse plongé dans un flot d’Anosov transitif.

Résumé du chapitre Le chapitre s’organise comme suit.

• Dans une première section 7.1, on explique comment généraliser le théorème de recollement
(théorème 1) à des“recollement partiels”, ce qui permettra de construire de nouveaux blocs
de construction en recollant partiellement des blocs de construction le long de leur bord.
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Le but est d’avoir un résultat général qui permet d’accumuler des blocs afin d’obtenir des
propriétés dynamiques ou topologiques riches.

• Dans la section 7.2, on étudie les pré-feuilletages quasi-Morse-Smale (définition 1.2.4). On
associe un type combinatoire quasi-Morse-Smale à un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale
(définition 7.2.7 et 7.2.9). C’est un invariant de la classe d’équivalence topologique des
feuilletages quasi-Morse-Smale (proposition 7.2.13).

• Dans la section 7.3, on montre un résultat préliminaire qui dit que tout feuilletage quasi-
Morse-Smale se réalise (à équivalence topologique près) en tant que feuilletage de bord
d’un bloc de construction selle plein non transitif (proposition 7.3.1).

On construit pour commencer un bloc de construction (P,X) dont le bord consiste en
l’union de deux tores de bord T1 et T2 quasi-transverses, contenant des orbites périodiques
dont le nombre et l’orientation est compatible avec le type combinatoire donné et qui
constituent la lamination de bord sur Ti, et une collection de tores T in et T out transverses
au champ X (lemme 7.3.2). On recolle ensuite des blocs de Béguin-Bonatti-Yu attrac-
teurs et répulseurs le long des tores de T in et T out avec des feuilletages de bord prescrits
(lemme 7.3.4). Ce recollement doit être fait d’une manière à induire sur les tores quasi-
transverses des feuilletages dont le type combinatoire est prescrit. On utilise pour cela les
propriétés des blocs de construction obtenus par recollement partiel (section 7.1).

• Dans la section 7.4 on montre un résultat général qui permet, à partir d’un bloc de construc-
tion (P,X) non transitif vérifiant une hypothèse sur son graphe de Smale, de créer un bloc
de construction (P ′, X ′) selle, plein, transitif et tel que les laminations de bord de (P,X)
et (P ′, X ′) se complètent en des feuilletages topologiquement équivalents. Cette méthode
consiste à faire des chirurgies de type Éclatement–Excision–Recollement de [BBY17, Sec-
tion 8]. L’idée est de créer une collection de bords transverses par une bifurcation Dérivé
d’Anosov sur des orbites périodiques, puis excision de petit voisinage tubulaire dont le
bord est transverse au flot, et ce dans chacune des pièces basiques non triviale de (P,X).
On recolle ensuite ces bords de sorte à créer des cycles dans le graphe G associé au tri-
plet (définition 6.4.1). On utilise alors le critère de transitivité 6.4.2. On montre que la
proposition 7.0.2 découle de ce résultat général et du résultat de la section précédente.

• Dans la section 7.5, on montre la proposition D, qui est un corollaire de la proposition 7.0.2
et du théorème de recollement.

7.1 Recollements partiels

Dans cette section, on généralise le théorème 1 à des “recollement partiels”, ce qui permettra
de construire de nouveaux blocs de construction en recollant des blocs de construction le long
d’une partie de leurs composantes de bord. Le but est d’avoir un résultat général qui permet
d’accumuler des blocs, puis de recoller en un flot d’Anosov avec des propriétés dynamiques et
topologiques riches. Soit (P,X) un bloc de construction, ∂1P une union de composantes connexes
de ∂P , et φ : ∂1P → ∂1P un difféomorphisme.

Définition 7.1.1. On dit que φ : ∂1P → ∂1P est un :

• recollement partiel d’un bloc de construction (P,X) si il vérifie les hypothèses de la défi-
nition 1.3.1 sur le sous-ensemble ∂1P .

• recollement partiel dynamique d’un bloc de construction (P,X) si il vérifie les hypothèses
de la définition 1.3.3 sur le sous-ensemble ∂1P .
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Propriétés d’un bloc de construction obtenu par recollement partiel Si ∂1P n’est pas égal à ∂P
alors le quotient P/φ =: Pφ est une variété à bord orientable. Si φ est un recollement dynamique
partiel, la variété à bord est munie d’un champ de vecteurs Xφ de classe C1 induit par X, et
qui est quasi-transverse au bord ∂Pφ. Notons (N,Y ) = (Pφ, Xφ) le couple ainsi construit. La
proposition suivante donne l’expression du bord ∂N et du maximal invariant ΛY := ∩tY t(N)
en fonction de ∂P , ΛX et φ. De plus, si ΛY est un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1) pour
Y , autrement dit si (N,Y ) est un bloc de construction, on peut calculer les variétés invariantes
Ws,u
Y et la lamination de bord LY de (N,Y ) à partir de celles de (P,X) et du recollement. On

note fout,in : P in → P out l’application de passage du flot de X (formule (3.1.1)). Le dernier item
donne un critère de transitivité.

Proposition 7.1.2. Soit (N,Y ) = (Pφ, Xφ) un couple formé d’une variété compacte à bord de
dimension 3, et d’un champ de vecteurs de classe C1, obtenu en recollant partiellement le bloc
de construction (P,X) par le recollement partiel φ : ∂1P → ∂1P . On a

1) (bord) ∂N = ∂P∖∂1P et le champ Y sur ∂N cöıncide avec le champ X sur ∂P∖∂1P .

2) (maximal invariant) ΛY = πφ

(
ΛX ∪

⋃
t∈R

Xt(LX ∩ φ∗LX)
)

De plus, si (N,Y ) est un bloc de construction alors, si on note Ws
Y , Wu

Y les variétés stables et
instables de ΛY et, LY la lamination de bord de (N,Y ) on a

3) (variétés invariantes)

– Ws
Y = πφ

(
Ws
X ∪

⋃
t≤0
Xt (φ∗LsX)

)

– Wu
Y = πφ

(
Wu
X ∪

⋃
t≥0
Xt (φ∗LuX)

)

4) (lamination de bord) LY = LX ∪ fout,in∗(φ∗LuX) ∪ f−1
out,in∗(φ∗LsX)

5) (transitivité) (N,Y ) est un bloc transitif si et seulement si le graphe G(P,X,φ) (défini-
tion 6.4.1) est fortement connexe.

Pour simplifier, on sous-entend les ensembles de définitions des applications φ, fout,in et son
inverse, et Xt selon que t > 0 ou t < 0 dans les expressions précédentes, autrement dit

– φ(∗) signifie φ(∗ ∩ ∂1P ),

– fout,in(∗) signifie fout,in(∗ ∩ (P in∖Ls)),

– f−1
out,in(∗) signifie fout,in(∗ ∩ (P out∖Lu)), etc.

Démonstration. 1) C’est évident.

2) Il suffit de voir que si p̃ ∈ LX ∩ P in = LsX , alors l’orbite positive par le flot Xt est définie
pour tout t ≥ 0, et si p̃ ∈ (φ∗LX) ∩ P in, alors q̃ = φ−1(p̃) ∈ LX ∩ P out = LuX et l’orbite
négative de q̃ par le flot Xt est définie pour tout t ≤ 0. On en déduit l’item par projection
dans N = πφ(P ).

3) Il suffit d’utiliser l’expression du maximal invariant de l’item précédent.

4) Il suffit d’utiliser l’expression des variétés invariantes de l’item précédent.

5) La preuve est similaire à celle de la proposition 6.4.2.
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Généralisation du théorème de recollement à un recollement partiel La proposition suivante
est une généralisation du théorème 1, et donne des conditions suffisantes pour qu’un recollement
partiel d’un bloc de construction (P,X) soit encore un bloc de construction. On généralise
naturellement la définition d’un recollement fortement quasi-transverse (définition 1.3.5), d’un
recollement normalisé 2.1.8 et d’un triplet fortement isotope (définition 1.4.9) à des recollements
partiels.

Proposition 7.1.3. Soit (P0, X0, φ0) un bloc de construction selle (plein), muni d’un recollement
partiel φ0 : ∂1P0 → ∂1P0 qui renverse l’orientation, tel que la lamination de bord L est remplis-
sante sur ∂1P0, et φ0 est fortement quasi-transverse sur ∂1P0. Alors il existe un triplet (P,X,φ)
fortement isotope à (P0, X0, φ0) tel que Pφ := P/φ est une variété à bord muni d’un champ de
vecteurs Xφ induit par X, et le couple (Pφ, Xφ) est un bloc de construction selle (plein).

Idée de preuve. On modifie le triplet (P0, X0, φ0) par forte isotopie pour avoir un triplet norma-
lisé (partiel) (P,X,φ), en utilisant un analogue de la proposition 2.1.10 pour les recollements
partiels. Le chapitre 2 est identique en remplaçant ∂P par ∂1P . On assure ainsi que φ est un recol-
lement dynamique partiel et Pφ est une variété compacte de dimension 3 à bord ∂Pφ = ∂P∖∂1P ,
et munie d’un champ de vecteurs Xφ induit par X qui est quasi-transverse au bord. Le but de
la preuve est de prouver l’hyperbolicité du maximal invariant de (Pφ, Xφ) pour un bon choix
de recollement φ. La proposition 7.1.2 donne l’expression du maximal invariant de (Pφ, Xφ) en
fonction du maximal invariant de (P,X) et du recollement partiel φ.

L’étude des propriétés de l’application de passage (chapitre 3) et de la diffusion de l’hyper-
bolicité (chapitre 4) est identique car ne dépend pas du recollement. On considère ensuite la
restriction des difféomorphismes de diffusion ψin

λ,ϵ,δ et ψout
λ,ϵ,δ sur ∂1P et on définit le recollement

partiel modifié ψλ,ϵ,δ = ψin
λ,ϵ,δφψ

out
λ,ϵ,δ sur ∂1P . Le but est de déterminer les paramètres λ, ϵ, δ de

ψλ,ϵ,δ pour obtenir l’hyperbolicité du maximal invariant ΛXψ de (Pψ, Xψ). Le reste de la preuve
qui consiste à choisir astucieusement les paramètres de la diffusion et montrer une condition de
champ de cônes pour l’application de retour sur une section bien choisie est identique, à ceci
près que l’on considérera au chapitre 5 une section S0,ψ dans Pψ qui n’est pas formellement une
section globale du flot de Xψ, mais une section locale du maximal invariant ΛXψ dans (Pψ, Xψ).
Cette section est construite en prenant l’union d’une section locale transverse Σ de ΛX et du
sous-ensemble ∂1P∖O∗ ⊂ ∂P∖O∗, et en projetant dans Pψ. On montre l’existence d’un choix de
paramètres λ, ϵ, δ et de champ de cônes sur S0,ψ invariants et dilatés le long de certaines orbites
en reprenant en tout point la proposition 5.1.4 (et son analogue 5.8.1) et sa preuve. Ce choix de
paramètre fixe le choix du recollement ψ, et permet de construire une section transverse locale
Sψ du maximal invariant ΛXψ tel que les propositions 6.1.1 et 6.1.2 sont satisfaites, autrement
dit tel que le premier retour du flot satisfait le condition des champs de cônes. Cette condition
est équivalente à l’hyperbolicité du maximal invariant, ce que l’on montre avec les arguments
similaire à la preuve de la proposition 6.2.1 et du lemme 6.3.1.

Recollement partiel sans cycle Il existe une autre manière de construire des blocs de construc-
tion sans faire appel à la proposition 7.1.3 de généralisation du théorème de recollement, et qui
permet de se passer des hypothèses “selle”, “plein”, et “recollement fortement quasi-transverse”.
C’est le cas particulier où il n’y a pas de cycle dans le recollement, c’est un analogue de [BBY17,
Proposition 1.1]. L’argument est alors élémentaire, et repose essentiellement sur le λ-lemma.
Plus précisément :

Proposition 7.1.4. Soit (P,X) un bloc de construction muni d’un recollement partiel
φ : ∂1P → ∂1P , tel que si on note O∗ la collection d’orbites périodiques contenues dans ∂P
alors :
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Chapitre 7. Bloc de construction avec lamination de bord prescrite

1) chaque orbite du flot de X dans P∖O∗ intersecte au plus une fois ∂1P ,

2) φ∗L est une lamination quasi-transverse à L sur ∂1P .

Alors quitte à modifier (P,X,φ) par forte isotopie, le champ de vecteurs X induit un champ Xφ

sur la variété Pφ := P/φ, tel que le couple (Pφ, Xφ) est un bloc de construction.

Démonstration. On modifie le triplet (P,X,φ) par forte isotopie pour avoir un triplet normalisé
(partiel), en utilisant un analogue de la proposition 2.1.10 pour les recollements partiel. On
assure ainsi que que φ est un recollement dynamique partiel et Pφ est une variété compacte
de dimension 3 munie d’un champ de vecteurs Xφ induit par X. Notons (N,Y ) := (Pφ, Xφ).
Soit p ∈ ΛY . Alors soit p ∈ πφ(ΛX), soit l’orbite de p par le flot de Y intersecte l’ensemble
πφ(∂1P ) =: (∂1P )φ (proposition 7.1.2). Par hypothèse (item 1 ci-dessus), cette intersection est
unique. Dans le premier cas, on a une décomposition de l’espace tangent donnée par la projection
de la décomposition hyperbolique de ΛX pour X. Dans le deuxième cas, p ∈ ΛY ∩ (∂1P )φ, et
soit p̃ ∈ P in ∩ ∂1P un relevé de p dans P . Alors p̃ ∈ LsX ∩ φ∗LuX (proposition 7.1.2, item 2) et
on définit les plans tangents suivants en p̃ :

Ecs(p̃) = TLsX ⊕ R.X, et Ecu(p̃) = Tφ∗LuX ⊕ R.X (7.1)

On obtient par projection dans Pφ la donnée de deux plan tangents EcuY , EcsY sur l’ensemble
ΛY ∩ (∂1P )φ tangents au champ de vecteurs Y . Par l’hypothèse 2 ci-dessus, Ls est transverse
à φ∗Lu sur ∂1P donc les plans Ecu et Ecs sont transverses l’un à l’autre. On pousse ces plans
tangents par le flot de Xφ sur ΛY∖(ΛX)φ de la façon suivante. Si q ∈ ΛY∖(ΛX)φ, il existe un
unique p = Y t(q) ∈ (∂1P )φ et on définit

EcuY (p) = Y −t
∗ EcuY (Y t(q)), et EcsY (p) = Y −t

∗ EcsY (Y t(q)) (7.2)

Cela définit une collection Y t-invariante de plans tangents de TN sur ΛY∖(ΛX)φ. Montrons
que l’aire de EcuY est exponentiellement dilatée par Y t pour t ≥ 0. Soit p ∈ (∂1P )φ ∩ ΛY , et
v ∈ EcuY (p) un vecteur tangent à Ecu et transverse à X (uniformément en p). Soit p̃ ∈ P in ∩ ∂1P
et ṽ ∈ Ecu(p̃) des relevés dans P . Notons que p̃ ∈ Ls. Par définition de Ecu(p̃) à la formule (7.1),
ṽ est tangent à φ∗Lu et transverse à Ls. Soit Û un voisinage invariant muni d’une décomposition
hyperbolique Ess ⊕ R.X ⊕ Euu pour le flot de X dans P donné par le corollaire 3.2.3. L’orbite
positive de p̃ par X est incluse dans le voisinage Û , définie pour tout t ≥ 0 car elle s’accumule
sur le maximal invariant Λ, et le vecteur ṽ est (uniformément) transverse à la direction stable
faible Ess ⊕ R.X en p̃. D’après le λ-lemma, Xt dilate exponentiellement la norme du vecteur ṽ
pour t ≥ 0. En projetant dans Pφ il s’ensuit que Yt dilate exponentiellement la norme de v pour
t ≥ 0. Regardons maintenant l’effet sur la norme du vecteur poussé dans le passé par le flot de
Y . Le vecteur φ−1

∗ (v) est tangent à Lu, donc à Wu
X en φ−1p̃ ∈ P out. Notons que φ−1p̃ ∈ Lu.

L’orbite négative de φ−1(p̃) par le flot de X est incluse dans Û , définie pour tout t ≤ 0 car
elle s’accumule sur Λ, et le vecteur ṽ est transverse à la direction stable faible Ess ⊕ R.X en
φ−1(p̃). D’après le λ-lemma, Xt contracte exponentiellement la norme du vecteur ṽ pour t ≤ 0.
En projetant dans Pφ il s’ensuit que Y t contracte exponentiellement la norme de v pour t ≤ 0.
Comme Y t agit isométriquement sur la direction R.Y ⊂ Ecu, on en déduit que l’aire du champ
de plans EcuY est exponentiellement dilaté par Y t pour t ≥ 0. On montre de même que l’aire
de EcsY est exponentiellement contractée dans le passé, et on conclut avec un résultat général
analogue au lemme 6.3.1 sur un compact invariant.

Remarque 7.1.5. Si ∂1P est transverse au champ de vecteurs X, alors on peut se passer de la
forte isotopie du triplet (P,X,φ) dans la preuve de la proposition 7.1.4, car le recollement partiel
φ est déjà un recollement partiel dynamique du bloc (P,X).
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Remarque 7.1.6. Dans le cas où ∂1P est l’union de deux composantes connexes transverses à X,
l’une est une composante d’entrée et l’une est une composante de sortie, alors il est clair que
le sous-ensemble ∂1P satisfait les hypothèses de la proposition 7.1.4. Nous verrons dans la suite
du chapitre qu’il existe des blocs de constructions (P,X) ayant une composante de bord ∂1P
qui n’est pas transverse au champ de vecteurs, et tel que toute orbite qui intersecte ∂1P∖O∗ ne
repasse jamais par ∂1P .

7.2 Type combinatoire de lamination quasi-Morse-Smale

On renvoie à la section 1.2 pour les définitions et résultats sur les laminations quasi-Morse-
Smale et les laminations de bord de bloc de construction. Soit L une lamination quasi-Morse-
Smale sur une surface fermée S, on note Γ les feuilles compactes et Γ∗ les feuilles compactes
marquées de L, et S∖Γ∗ = Sin ∪ Sout la décomposition donnée par la définition 1.2.4.

Définition 7.2.1 (Orientation dynamique). Il existe une orientation des éléments de Γ tel que
l’holonomie de chaque feuille compacte est dilatante sur Sin et contractante sur Sout. On dit
que c’est une orientation dynamique de Γ. On dit que la lamination L munie d’une orienta-
tion dynamique des feuilles compactes Γ est une lamination quasi-Morse-Smale dynamiquement
orientée.

Remarque 7.2.2. Dans le cas où l’ensemble Γ∗ est vide, on a soit S = Sin, soit S = Sout. Dans
le premier cas, l’orientation dynamique est telle que l’holonomie de toutes les feuilles compactes
sont dilatante. Dans le deuxième cas, l’orientation dynamique est telle que l’holonomie de toutes
les feuilles compactes sont contractante.

Remarque 7.2.3. Une telle lamination peut a priori contenir des feuilles compacte isolées, et il
existe alors plusieurs orientations dynamiques. Dans les deux cas suivants, il existe une orienta-
tion dynamique canonique.

• Si L est un pré-feuilletage remplissant (définition 1.2.14) ou un feuilletage quasi-Morse-
Smale, alors l’orientation dynamique des feuilles compactes Γ∗ est unique, car chaque feuille
compacte γ est accumulée de chacun de ses deux côtés par des feuilles non compactes de
L.

• Si L = LX est la lamination de bord d’un bloc de construction (P,X), alors elle est
munie d’une orientation dynamique canonique. On rappelle que L = Ls ∪ O∗ ∪ Lu, avec
Ls =Ws ∩ P in, et Lu =Wu ∩ P out. Si γ est une feuille compacte de L, alors :

– Soit γ = Oi ∈ O∗ est une orbite périodique de X, et elle est orientée par le flot.

– Soit γ ∈ Ls, alors c’est un cercle transverse aux orbites de X contenu dans une
séparatrice stable d’une orbite périodique O. Il existe une unique orientation de γ
telle que γ est librement homotope à l’orbite orientée O dans Ws(O).

– Soit γ ∈ Lu, alors c’est un cercle transverse aux orbites de X contenu dans une
séparatrice instable d’une orbite périodique O. Il existe une unique orientation de γ
telle que γ est librement homotope à l’orbite orientée O dans Wu(O).

On renvoie à la preuve du fait 2.1.7. Cette orientation est une orientation dynamique de γ en
tant que feuille compacte d’une lamination quasi-Morse-Smale au sens de la définition 7.2.1
(voir la preuve de 1.2.6).
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Lemme 7.2.4. Soit L un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale dynamiquement orienté sur un tore
T . On note ΓL les feuilles compactes, ΓL,∗ les feuilles compactes marquées, et T in

L ∪T out
L la décom-

position de T∖ΓL,∗ associée. Il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale F sur T dynamiquement
orienté, qui contient L en tant que sous-lamination et tel que, si on note ΓF les feuilles com-
pactes, ΓF ,∗ les feuilles compactes marquées, et T in

F ∪T out
F la décomposition de T∖ΓF ,∗ associée,

alors

1) ΓF = ΓL et ΓF ,∗ = ΓL,∗ (en tant qu’ensemble de chemins orientés)

2) T in
L = T in

F et T out
L = T out

F

Démonstration. D’après la proposition 1.2.11, une composante connexe de T∖L est soit ho-
méomorphe à un anneau bordés par des feuilles compactes (éventuellement la même), soit c’est
une bande (définition 1.2.12), autrement dit homéomorphe à R2 et bordé par deux feuilles non
compactes asymptote l’une à l’autre à chaque extrémités (figure 1.9). Soit C une composante
connexe de T∖L.

• Si C est une bande, alors on prolonge la lamination L sur C par un feuilletage trivial F
sur C en feuilles (non compactes) qui vont d’un bout à l’autre de la bande.

• Si C est un anneau, on note γ1 et γ2 les feuilles compactes de L qui bordent C, munie
de l’orientation dynamique. Soit C est inclus dans T in

L , soit dans T out
L . On prolonge L par

un feuilletage F sur C, sans feuille compacte, telle que chaque feuille de F s’accumule à
chacune de ses extrémités sur une feuille compacte γi, et tel que l’holonomie de la feuille
compacte orientée γi du bord de C pour ce feuilletage soit dilatante si C est inclus dans
T in

L , contractante si C est inclus dans T out
L .

Le feuilletage F ainsi construit vérifie le lemme 7.2.4.

On en déduit à l’aide du théorème de Poincaré-Hopf :

Corollaire 7.2.5. Soit L un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore T . Les feuilles compactes
de L sont non contractibles dans T , et elles sont deux à deux librement homotopes dans T en
tant que chemins non orientés.

En particulier, il existe un ordre cyclique des éléments de ΓL sur T . Si T est orienté, la
donnée d’une “première” feuille compacte dynamiquement orientée détermine un ordre cyclique.

Définition 7.2.6 (Énumération géométrique). Soit L un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale dy-
namiquement orienté sur le tore T orienté. On dira que {γ0, . . . , γn−1} est une énumération
géométrique des feuilles compactes de L si la feuille γi+1 est la feuille suivante de γi pour l’ordre
déterminé par l’orientation dynamique de γ0 et l’orientation de T .

Il y a autant d’énumération géométrique que de feuilles compactes.

Définition 7.2.7 (Type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait). Un type combinatoire quasi-
Morse-Smale abstrait σ est une application

σ : Z/nZ −→ {→ ,← }× {↑ , ↓ } × {→ ,← }

vérifiant les deux conditions suivantes :

i) σ(0) = (∗, ↑, ∗)
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ii) σ(i) = (∗, ∗,→ ) ⇐⇒ σ(i+ 1) = (← , ∗, ∗) pour tout i ∈ Z/nZ.

Notation 7.2.8. On désigne les alphabets par la notation AH := {→ ,← } et AO := {↑ , ↓ }. Si
σ : Z/nZ→ AH×AO×AH est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait, on désigne ses
trois composantes par σ = (σg, σo, σd), 1 et on notera −σ := (σg,−σo, σd) où le signe − signifie
que l’on inverse le sens de la flèche.

Définition 7.2.9 (Type combinatoire d’un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale). Soit L un pré-
feuilletage quasi-Morse-Smale dynamiquement orienté sur le tore T orienté. Soit Γ =
{γ0, . . . , γn−1} une énumération géométrique des feuilles compactes et T∖Γ∗ = T in ∪ T out la
décomposition associée à L. Soit l’application

σ = σL : Z/nZ −→ {→ ,← }× {↑ , ↓ } × {→ ,← }

définie par :

i) σ(i) = (∗, ↑, ∗) si et seulement si la feuille orientée γi est librement homotope à la feuille
orientée γ0.

ii) σ(i) = (→, ∗, ∗) si et seulement si le côté (local) gauche de γi est inclus dans T
out 2

iii) σ(i) = (∗, ∗,←) si et seulement si le côté (local) droit de γi est inclus dans T
out

On dit que σ est le type combinatoire de L sur T .

Exemple 7.2.10. Par exemple, un type combinatoire du feuilletage quasi-Morse-Smale de la
figure 1.4 est

←↑→; ←↓→; ←↑←; →↑→
où l’on donne la liste des valeurs de σ ordonnées de i = 0 à i = 3 suivant la figure de gauche à
droite, en oubliant les virgules et les parenthèses du triplet.

Remarque 7.2.11. Si la feuille γi est accumulée à gauche par la lamination L, alors l’item ii)
est équivalent à dire que l’holonomie de L à gauche de γi est contractante pour l’orientation
dynamique de γi. De même, si la feuille γi est accumulée à droite par la lamination L, alors
l’item iii) est équivalent à dire que l’holonomie de L à droite de γi est contractante pour l’orien-
tation dynamique de γi. Cela justifie l’utilisation des symboles fléchés, et la notation AH pour
Holonomie et AO pour Orientation.

Fait 7.2.12. L’application σL est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait. On a les
égalités suivantes, via l’identification Γ ≃ Z/nZ

1) Γ∗ = {σg = σd}

2) Γ ∩ T in = {σ = (← ∗ → )}

3) Γ ∩ T out = {σ = (→ ∗ ← )}

Démonstration. Il est clair que σL(0) = (∗, ↑, ∗) par définition. Soit A une composante connexe
de T∖ΓL. C’est un anneau bordé par deux feuilles compactes γi et γi+1, tel que γi+1 est à droite
de γi pour l’orientation de A induite par l’orientation de T . L’anneau A est soit inclus dans
T in soit inclus dans T out. Il s’ensuit que σ(i) = (∗, ∗,→) si et seulement si σ(i+ 1) = (→, ∗, ∗).
Donc σL est un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait. Les items qui suivent découlent
directement de la définition.

1. pour gauche, orientation , droite (voir remarque 7.2.11)
2. l’orientation dynamique de γ0 et l’orientation de T détermine un côté gauche et un côté droit pour chaque

feuille compacte
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Pour un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait σ, on notera Γ∗,σ := {σg = σd}, et on
l’appellera par abus de langage l’ensemble des feuilles marquées de σ. Il suit de la définition 7.2.7
que cet ensemble est de cardinal pair. On rappelle qu’une lamination quasi-Morse-Smale L dont
l’ensemble des feuilles marquées est vide est dite Morse-Smale (remarque 1.2.5). De façon ana-
logue, un type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait σ dont l’ensemble des feuilles marquées
est vide sera un type combinatoire Morse-Smale. Si c’est le type combinatoire d’une lamination
Morse-Smale L sur le tore T , il y a alors deux cas possibles :

• soit σ(i) = (→, ∗,←) pour tout i, ce cas correspond à T = T in,

• soit σ(i) = (←, ∗,→) pour tout i, ce cas correspond à T = T out.

Le type combinatoire détermine le feuilletage Pour ce qui suit, on fixe une orientation sur le
tore T2.

Proposition 7.2.13. Tout type combinatoire quasi-Morse-Smale abstrait σ est le type combinatoire
d’un feuilletage quasi-Morse-Smale F dynamiquement orienté sur le tore T2 orienté, et celui-ci
est unique à équivalence topologique près.

Démonstration. Soit σ = (σg, σo, σd) : Z/nZ → AH × AO × AH un type combinatoire quasi-
Morse-Smale abstrait. Pour tout i ∈ Z/nZ, soit Ai = [0, 1] × R/Z un anneau, et on note
γi0 = {0}×R/Z ⊂ et γi1 = {1}×R/Z les bords de Ai. On oriente γi0 par l’orientation croissante de
R/Z si σo(i) =↑, et par l’orientation décroissante sinon. De même, on oriente γi1 par l’orientation
croissante de R/Z si σo(i+ 1) =↑, et par l’orientation décroissante sinon. On fait la disjonction
suivante en quatre cas.

1) σo(i) = σo(i+ 1), et σd(i) =→

2) σo(i) = σo(i+ 1), et σd(i) =←

3) σo(i) = −σo(i+ 1), et σd(i) =→

4) σo(i) = −σo(i+ 1), et σd(i) =←

Soit Fi un feuilletage sur Ai, sans feuilles compactes autre que γi0 et γi1, et tel que chaque demi-
feuille non compacte de Fi s’accumule à chaque extrémité sur γi0 ou γi1 de façon dilatante si
σd(i) =→, et contractante sinon. On obtient une suite cyclique d’anneau fermés Ai indexé par
i ∈ Z/nZ, muni d’un feuilletage Fi. On identifie le bord orienté γi1 = {1} × R/Z de Ai avec le
bord orienté γi+1

0 = {0} × R/Z de Ai+1 via un difféomorphisme du cercle φi, égal à l’identité
dans les coordonnées θ ∈ R/Z de Ai et Ai+1. On obtient une suite cyclique de recollements φi
indexé par i ∈ Z/nZ. Le quotient T = ∪iAi/φ, où φ désigne le produit des φi, est un tore orienté
par l’orientation canonique sur chaque Ai, et les feuilletages Fi se recollent en un feuilletage F
sur le tore T ≃ T2 de type combinatoire σ.

Pour l’unicité, on renvoie à la preuve de [BBY17, Proposition 7.7] qui traite le cas des
feuilletages Morse-Smale pour un type combinatoire Morse-Smale abstrait donné, autrement dit
quand l’ensemble des feuilles marquées est vide. En se ramenant à l’unicité sur l’adhérence de
chaque composante connexe du complémentaire des feuilles compactes, il est clair que la preuve
est complètement similaire pour les feuilletages quasi-Morse-Smale et pour les feuilletages Morse-
Smale.

Remarque 7.2.14. Si L et L′ sont deux laminations quasi-Morse-Smale remplissantes sur le tore
orienté, il est équivalent de dire que L et L′ ont un même type combinatoire que de dire que L
et L′ se complètent en feuilletages F et F ′ qui sont topologiquement équivalents (au sens de la
définition 7.0.1). Cette remarque découle du lemme 7.2.4 et de la proposition 7.2.13.
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Définition 7.2.15 (Restriction). Soit σ un type combinatoire sur Z/nZ et soit I = {k1, . . . , km} ⊂
Z/nZ un sous-ensemble de cardinal m, où les ki sont cycliquement ordonnés. La restriction σ

I
est l’application σ

I
: Z/mZ→ AH ×AO ×AH définie par σ

I
(i) = σ(ki)

Une restriction quelconque d’un type combinatoire quasi-Morse-Smale n’est pas a priori un
type combinatoire quasi-Morse-Smale. Cette définition permet de comparer des restrictions à
des sous-ensembles de même cardinaux de deux types combinatoires σ et σ′ quelconques.

7.3 Bloc de construction non transitif avec feuilletage de bord prescrit

Dans cette section, on montre

Proposition 7.3.1. Soit F1 et F2 deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur le tore orienté S1 et le
tore orienté S2 respectivement, avec le même nombre non nul de feuilles marquées, autrement
dit Card Γ∗,F1 = Card Γ∗,F2 = 2N ̸= 0. Alors il existe (P,X) un bloc de construction connexe
orienté tel que :

1) (bord) ∂P est l’union de deux tores quasi-transverses T1 et T2 et la lamination de bord LX
restreinte à Ti est un feuilletage topologiquement équivalent à Fi.

2) (maximal invariant) La décomposition en pièces basiques du maximal invariant ΛX est la
suivante

ΛX =
(
N−1⋃
k=0

Λ+
k

)
∪
(
N−1⋃
k=0

Λ−
k

)
∪

2N−1⋃
i,j=0
Oi,j


où les Λ+

k sont des attracteurs et les Λ−
k sont des répulseurs, contenant chacun une infinité

d’orbites périodiques dont les valeurs propres sont négatives, et les Oi,j sont des orbites
périodiques contenues dans ∂P .

3) (graphe de Smale) Le graphe de Smale de ΛX est donné par la figure 7.1.

Figure 7.1 – Graphe de Smale de ΛX
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Pour le reste de la preuve, on note Γi l’ensemble des feuilles compactes de Fi, Γ∗,i l’ensemble
des feuilles compactes marquées. On fixe une énumération géométrique Γi = {γi,0, . . . , γi,n}
tel que γi,0 ∈ Γi,∗, autrement dit la première feuille compacte est une feuille marquées. On
note σi : Z/niZ → AH × AO × AH le type combinatoire de Fi correspondant. Montrons pour
commencer le lemme suivant.

Lemme 7.3.2. Il existe un bloc de construction (P,X) connexe orienté qui satisfait les propriétés
suivantes. On désigne par L la lamination de bord de (P,X), O∗ la collection des orbites pério-
diques de X contenues dans ∂P , Λ le maximal invariant, P in le bord d’entrée et P out le bord
de sortie, et f : P in → P out l’application de passage du flot de X du bord d’entrée au bord de
sortie. Alors :

1) (bord) Le bord ∂P se décompose en l’union

∂P = T q1 ∪ T
q
2 ∪

(
N−1⋃
k=0

T in
k

)
∪
(
N−1⋃
k=0

T out
k

)

où les T qi sont deux tore quasi-transverses au champ X contenant chacun une collection
Oi,∗ ⊂ O∗ de 2N orbites périodiques du champ X, et les composantes T in

k et T out
k sont des

tores transverses au champ X contenus respectivement dans le bord d’entrée P in et le bord
de sortie P out.

2) (maximal invariant) Le maximal invariant Λ est l’ensemble des orbites périodiques selles
isolées O∗ de X contenues dans le bord ∂P , autrement dit la décomposition en pièces
basiques est

Λ = O∗ =
2N−1⋃
j=0
O1,j ∪

2N−1⋃
j=0
O2,j

3) (lamination de bord sur les tores transverses) La lamination de bord L restreinte à T in
i

et l’union de 4 feuilles compactes. De même, la lamination de bord L restreinte à T out
i et

l’union de 4 feuilles compactes

4) (lamination de bord sur les tores quasi-transverses) La lamination de bord L restreinte
à T qi est réduite aux orbites périodiques tangentes Oi,∗, et un de ses types combinatoires
cöıncide avec la restriction de σi sur l’ensemble des feuilles marquées Γi,∗ :

L
T qi

= Oi,∗, σ(L
T qi

) = σi Γ∗,i

5) (application de passage) L’application de passage f : P in → P out apparie les composantes
connexes de ∂P∖L deux à deux selon le graphe donné par la figure 7.2.

Remarque 7.3.3. La variété construite P est un fibré de Seifert sur un anneau privé de 2N
disques, et la fibre est homotope à une orbite périodique de X.

Démonstration du lemme 7.3.2. On note {pi,0, . . . , pi,2N−1} ⊂ Z/niZ l’ensemble ordonné des
feuilles marquées de σi, que l’on désigne aussi (par abus de notation) par Γi,∗. Pour fixer les
idées on suppose que pi,0 = 0, et que le côté gauche de γi,0 est inclus dans Sout

i et le côté droit
de γi,0 dans Sin

i , ce qui se résume par

σi(pi,0) = σi(0) = (→, ↑,→) (7.3)

Soit A = R × [−1, 1] la bande de R2 munie des coordonnées (x, y). Soit Y un champ de
vecteurs Morse-Smale de type gradient sur A décrit par la figure 7.3, 2-périodique le long de la
variable x, autrement dit Y (x+ 2, y) = Y (x, y), et dont l’ensemble non errant est constitué de
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Figure 7.2 – Bloc (P,X) et application de passage f

– points fixes hyperboliques d’indice (1, 1) sur (i,±1) pour i ∈ Z,

– point fixes attractifs sur (i+ 1
2 , 0) pour i entier pair,

– point fixes répulsifs sur (i+ 1
2 , 0) pour i entier impair,

On découpe dans A des disques Di = D((i+ 1
2 , 0), ϵ) de centre (i+ 1

2 , 0) et de rayon ϵ, tel que Y

est transverse au bord de Di. On note Â := A∖(∪iDi) ⊂ R2, et P̃ := Â×R/Z le produit sur le
cercle, muni des coordonnées (x, y, θ), et orienté par l’orientation de la base canonique dans ces
coordonnées. Soit X̃ le champ de vecteurs sur P̃ défini par

X̃ = Y + g(x, y)∂θ

où g : R2 → R est une fonction de classe C1, qui satisfait les conditions suivantes :

i) le support de g est inclus dans des disques D((i,±1), 1
4) centrés en (i,±1) de rayon 1

4 , sa
valeur ne dépend que du rayon r, et est monotone en r.

ii) la valeur absolue de g est 1-périodique le long de la variable x.

iii) g est constante égal à ±1 sur le disque D((i,±1), 1
8) centré en (i,±1) et de rayon 1

8 .

– g = 1 sur D((i, 1), 1
8) si et seulement si σ1(p1,i) = (∗, ↓, ∗)

– g = 1 sur D((i,−1), 1
4) si et seulement si σ2(p2,i) = (∗, ↑, ∗)

Voir figure 7.4. Le choix sur le signe de g (item iii)) permettra d’obtenir les orientations des
orbites périodiques compatibles avec le type combinatoire, ce que l’on détaillera à la fin de la
preuve. La raison de l’effet miroir est que l’orientation canonique du bord {y = 1} et {y = −1}
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Figure 7.3 – Champ de vecteurs Morse-Smale Y sur la bande R× [−1, 1]

Figure 7.4 – Support de g

induite par l’orientation de P̃ est “inversée” : la première cöıncide avec l’orientation donnée par
le champ de bases (−∂x, ∂θ) et l’autre par le champ de bases (∂x, ∂θ).

L’application g est 2N -périodique le long de la variable x et le champ de vecteurs X̃ passe
au quotient en un champ X sur la variété

P := P̃ /(x, y, θ) ∼ (x+ 2N, y, θ).

Cette variété est compacte, connexe, à bord, orientée par le champ de bases (∂x, ∂y, ∂θ). Montrons
que (P,X) vérifie le lemme.

1) Par construction.

2) Le bord ∂P est l’union de deux tores T q1 = {y = 1} et T q1 = {y = −1}, de N tores
T out
k = ∂D2k × R/Z et de N tores T in

k = ∂D2k+1 × R/Z avec k ∈ {0, . . . , N − 1}.
Le champ X est transverse à T in

i et T out
i , et pointe vers l’intérieur de P le long de T in

i et vers
l’extérieur de P le long de T out

i . Chaque tore T qi contient une collection finie Oi,∗ d’orbites
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périodiques hyperboliques d’indice (1, 1) de X induit par les points fixes hyperboliques selles
Z × {±1} du champ de vecteurs Y . Le champ de vecteurs X est transverse au bord sur
le complémentaire T qi ∖Oi,∗, alternativement entrant et sortant en P sur deux composantes
connexes de T qi ∖Oi,∗ adjacentes le long d’une orbite périodique de Oi,∗, autrement dit les
tores T qi sont quasi-transverses au champ X au sens de la définition 1.1.1. L’item 1 est ainsi
vérifié.

3) Toutes les orbites de X qui ne sont pas dans O∗ = O1,∗ ∪O2,∗ intersectent le bord de P dans
le futur ou dans le passé. Il s’ensuit que le maximal invariant Λ cöıncide avec l’ensemble O∗,
et est donc munie d’une structure hyperbolique d’indice (1, 1) pour X. On en conclut que
(P,X) est un bloc de construction au sens de la définition 1.1.3. L’item 2 est ainsi vérifié.

4) Soit L la lamination de bord de (P,X). Chaque orbite d’un point de T qi ∖O∗ intersecte un
tore T in

k ou T out
k . Il s’ensuit que la lamination de bord L restreinte à T qi est réduite aux orbites

périodiques Oi,∗, la lamination de bord L sur un tore T in
i est l’union de 4 feuilles compactes

qui sont l’intersection des séparatrices stables libres de deux orbites périodiques consécutives
de T q1 et de deux orbites périodiques consécutives de T q2 . De même, la lamination de bord
L sur un tore T out

i est l’union de 4 feuilles compactes qui sont l’intersection des séparatrices
instables libres de deux orbites périodiques consécutives de T q1 et de deux orbites périodiques
consécutives de T q2 . L’item 3 est ainsi vérifié.

5) La lamination L est un pré-feuilletage dynamiquement orienté (remarque 7.2.3) et le bord
∂P est munie de l’orientation induite par l’orientation de la base canonique (∂x, ∂y, ∂θ) dans
les coordonnées (x, y, θ) sur P .

On énumère les orbites périodiques de T q1 par O1,i := {(i, 1)} × R/Z dans les coordonnées
(x, y, θ). Soit σ(L

T q1
) le type combinatoire de L sur T q1 associé à la donnée de la première

feuille compacte O1,0. L’orientation de T q1 cöıncide avec l’orientation définie par le champ
de bases (−∂x, ∂θ). Le choix fait entre +1 ou −1 lors de la définition de l’application g au
point (i, 1) détermine l’orientation du champ de vecteurs X̃ dans la direction ∂θ ou −∂θ
le long de l’orbite O1,i. Par construction g(0, 1) = −1, donc l’orbite O1,0 est orientée dans
le sens décroissant de θ, et son côté gauche pour l’orientation de T q1 cöıncide avec le côté
des x inférieurs. Le champ de vecteurs X est sortant de ce côté de O1,0 (figure 7.3), donc
σ(L

T q1
)(0) = (→, ↑,→). D’après la formule (7.3), on vérifie que l’on a bien σ(L

T q1
)(0) =

σ1(p1,0) = σ1(0). Pour finir, l’énumération de la collection O1,∗ cöıncide avec l’énumération
géométrique déterminé par le choix de la première feuille O1,0. Par suite, le signe de g a été
choisi de sorte que σ(L

T q1
)(i) = σ1(p1,i) = σi Γi,∗

(i) pour tout i ∈ Z/2NZ.

Le raisonnement est le même pour le type combinatoire de L sur T q2 , à ceci près que les
orientations sont en “miroir”. Expliquons. On énumère les orbites périodiques de T q2 par
O2,i := {(i,−1)}×R/Z dans les coordonnées (x, y, θ). Soit σ(L

T q2
) le type combinatoire de L

sur T q2 associé à la donnée de la première feuille compacte O2,0. L’orientation de T q2 cöıncide
avec l’orientation définie par le champ de bases (∂x, ∂θ). Le choix fait entre +1 ou −1 lors de
la définition de l’application g au point (i,−1) détermine l’orientation du champ de vecteurs
X̃ dans la direction ∂θ ou −∂θ le long de l’orbite O2,i. Par construction g(0,−1) = 1, donc
l’orbite O2,0 est orientée dans le sens croissant de θ et son côté gauche pour l’orientation de
T q2 cöıncide donc avec le côté des x inférieurs. Le champ de vecteurs X est sortant de ce côté
de O2,0 (figure 7.3), donc σ(L

T q2
)(i) = (→, ↑,→). D’après la formule (7.3), on vérifie que l’on

a bien σ(L
T q2

)(0) = σ2(p2,0) = σ2(0). Pour finir, l’énumération choisie sur la collection O2,∗

cöıncide avec l’énumération géométrique déterminé par le choix de la première feuille O2,0.
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Par suite, le signe de g a été choisi de sorte que σ(L
T q2

)(i) = σ2(p2,i) = σi Γi,∗
(i) pour tout

i ∈ Z/2NZ.

L’item 4 est ainsi vérifié.

6) C’est évident.

Pour finir, expliquons comment faire si l’on change le choix fait à la formule (7.3) pour la valeur
du type combinatoire de la première feuille marquée. Il y a deux cas possibles (quitte à inverser
σ1 et σ2) :

• soit σ1(0) = σ2(0) = (←, ↑,←), alors il suffit de construire le champ Y sur la bande A
en échangeant les points fixes attractifs et les points fixes répulsifs, ce qui a pour effet
d’échanger les composantes du bord d’entrée et les composantes du bord de sortie sur les
deux tores quasi-transverses T q1,2.

• soit σ1(0) = (←, ↑,←) et σ2(0) = (→, ↑,→), alors on change la définition de l’application
g de sorte à avoir g(i, 1) = 1 ⇐⇒ σ1(n − i) = (∗, ↑, ∗) à l’item iii), ce qui a pour effet
d’inverser le côté gauche et le côté droit de la première orbite sur T q1 ainsi que l’énumération
géométrique, mais pas sur T q2 .

On dit qu’un bloc de construction (P,X) est attractif si le maximal invariant Λ de (P,X)
est un attracteur pour le flot de X, et répulsif si le maximal invariant est un répulseur. La suite
de la preuve consiste à recoller des blocs de construction attractifs (U+

k , X
+
k ) et des blocs de

construction répulsifs (U−
k , X

−
k ) transitifs le long des composantes de bord T out

k et T in
k du bloc

(P,X) qui sont transverses au champ X, de sorte à obtenir un nouveau bloc de construction
dont la lamination de bord sur T1 et T2 a un type combinatoire prescrit. On utilisera un résultat
de [BBY17] pour obtenir des blocs de Béguin-Bonatti-Yu attracteurs et répulseurs réalisant un
feuilletage de bord Morse-Smale donné sur le tore. On rappelle qu’un bloc de Béguin-Bonatti-
Yu (U, Y ) est un bloc de construction tel que le champ de vecteurs Y est transverse au bord
∂U , ou de manière équivalente tel que la collection des orbites périodiques de Y contenues dans
∂U est vide (remarque 1.1.5). Un feuilletage (ou lamination) Morse-Smale est un feuilletage (ou
lamination) quasi-Morse-Smale tel que l’ensemble des feuilles marquées est vide (remarque 1.2.5)

Lemme 7.3.4 ([BBY17, Théorème 1.10]). Pour tout feuilletage Morse-Smale F sur le tore T2, il
existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U, Y ) orientable transitif attractif connexe, et un homéo-
morphisme h : ∂U → T2 tel que h∗LY = F , où LY désigne la lamination de bord de (U, Y ). De
plus, le maximal invariant ΛY contient une infinité d’orbites périodiques dont les valeurs propres
sont négatives 3

Remarque 7.3.5. On a un résultat complètement analogue où (U, Y ) est un bloc répulseur. Il
suffit d’inverser le champ de vecteurs du bloc donné par le lemme 7.3.4.

Démonstration de la proposition 7.3.1. Soit (P,X) le bloc de construction orienté
donné par le lemme 7.3.2. Soit une énumération géométrique des orbites périodiques
Oi,∗ = {Oi,0, . . . ,Oi,2N−1} de X contenues dans T qi , tel que le type combinatoire de la
lamination L∩ T qi = Oi,∗ est égal à la restriction de σi aux feuilles marquées Γi,∗ de Fi (item 4,
lemme 7.3.2). On rappelle que l’on note Γi,∗ = {pi,0, . . . , pi,2N−1} la collection ordonnées des

3. Voir [BBY17, Lemme 9.8] dans le preuve de [BBY17, Théorème 1.10]
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Figure 7.5 – Feuilletages F et F ′ satisfaisant le fait 7.3.6

feuilles marquées de σi, avec pi,0 = 0.

Étape 1 : Recoller des attracteurs.
Soit 0 ≤ k ≤ N − 1 un entier, et soit T out = T out

k ⊂ P out un tore de ∂P le long duquel Y pointe
vers l’extérieur de P . D’après l’item 5 du lemme 7.3.2, et la figure 7.2, il existe une composante
connexe A1 de T q1∖L et une composante connexe A2 de T q2∖L tel que f(Ai) ⊂ T out pour i = 1, 2.
La composante A1 ⊂ P in est un anneau bordé par les orbites périodiques O1,j et O1,j+1 de O1,∗,
et l’anneau f(A1) est bordé par la trace des variétés instables de O1,j et O1,j+1. Soit B1 la
composante connexe de Sin

1 bordé par les feuilles marquées p1,j et p1,j+1 de F1. De même, le
composante A2 ⊂ P in est un anneau bordé par les orbites périodiques O2,l et O2,l+1 de O2,∗,
et l’anneau orienté f(A2) est bordé par la trace des variétés instables de O2,l et O2,l+1. Soit B2
l’anneau de Sin

2 bordé par les feuilles marquées p2,l et p2,l+1 de F2.

Fait 7.3.6. Il existe un feuilletage Morse-Smale F = Fk sur T out
k tel que :

1) F est transverse à L,

2) les feuilles compactes de F sont parallèles aux feuilles compactes de L,

3) – il existe un homéomorphisme h1 : B1 → f(A1) qui apparie le bord p1,j avec le bord
contenu dans Wu(O1,j), et envoie le feuilletage F1 sur le feuilletage F ,

– il existe un homéomorphisme h2 : B2 → f(A2) qui apparie le bord p2,l avec le bord
contenu dans Wu(O2,l), et envoie le feuilletage F2 sur le feuilletage F ,

Démonstration. La lamination L sur T out = T out
k est l’union de quatre feuilles compactes (item 3,

lemme 7.3.2). Si B1 et B2 ne contiennent aucune feuille compacte de F1 et F2, on choisi pour
F un feuilletage contenant une unique feuille compacte γ à l’intérieur d’une des composantes
connexes de T out∖L différente f(A1) et f(A2), et tel que chaque demi feuille non compacte de F
s’accumule sur la feuille compacte γ, et intersecte transversalement chaque feuille compacte de
L. Il vérifie le lemme. Sinon, soit n1 = Card(B1) > 0. On construit un feuilletage F sur l’anneau
f(A1), transverse au bord de f(A1), qui contient n1 feuilles compactes parallèles au bord de
l’anneau, que l’on énumère de gauche à droite. On choisit arbitrairement une orientation sur la
première feuille compacte. On oriente les feuilles compactes suivantes de façon compatible avec
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le type combinatoire du feuilletage F1 restreint à B1. Les autres feuilles de F sont des feuilles
non compactes tel que chaque demi-feuille F s’accumulent sur les feuilles compactes de façon
dilatante pour cette orientation. On fait de même sur l’anneau f(A2). On complète le feuilletage
F sur T out par le feuilletage trivial sur les anneaux T out∖∪lf(Ai) et transverse au bord. C’est un
feuilletage Morse-Smale transverse à L. De façon analogue au résultat d’unicité de la proposition
7.2.13, il existe un homéomorphisme hi : Bi → f(Ai) qui envoie la restriction de F à l’anneau
f(Ai) sur la restriction de Fi sur Bi, pour i = 1, 2, et apparie les bons bords. On renvoie à la
figure 7.5.

On fait un choix arbitraire de l’orientation de la première feuille compacte de F dans f(Ai)
pour i = 1, 2. Si l’on change cette orientation (voir figure 7.5 où l’on inverse la première feuille
compacte de f(A2)), on en déduit :

Remarque 7.3.7. Soit F un feuilletage qui vérifie le fait 7.3.6 ci-dessus. Alors il existe un feuille-
tage F ′ qui satisfait le fait 7.3.6, qui cöıncide avec F le long de leur feuilles compactes respectives,
et tel que

1) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F ′ cöıncident sur f(A1) et
sont opposées sur f(A2) ;

2) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F ′ sont opposées sur f(A1)
et cöıncident sur f(A2) ;

3) soit les orientations dynamiques des feuilles compactes de F et F ′ sont opposées sur f(A1)
et sur f(A2) ;

D’après le lemme 7.3.4, il existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U+
k , X

+
k ) orientable, tel que

le maximal invariant Λ+
k est un attracteur transitif qui admet une infinité d’orbites périodiques

dont les valeurs propres sont négatives, et il existe un difféomorphisme φ+
k : ∂U+

k → T out
k tel que

(φ+
k )∗(L+

k ) =: Fk satisfait le fait 7.3.6. Soit

P ′ :=
(
P ∪

(
N−1⋃
k=0

U+
k

))
/φ+

où φ+ est le produit des difféomorphismes φ+
k : ∂U+

k → T out
k , rendu involutif sur l’union

∪k(∂U+
k ∪ T out

k ). Alors :

Fait 7.3.8. Les champs de vecteurs X et X+
k induisent sur la variété P ′ un champ de vecteurs X ′

tel que (P ′, X ′) est un bloc de construction connexe orienté. Il vérifie les propriétés suivantes,
où on désigne par L′ la lamination de bord et Λ′ le maximal invariant de (P ′, X ′),

1) (bord) ∂P ′ = T q1 ∪ T
q
2 ∪

(⋃
k T

in
k

)
2) (maximal invariant) Λ′ est l’union de 4N orbites périodiques selles Oi,j ⊂ T qi , i = 1, 2

et k = 0, . . . , 2N − 1, contenues dans le bord ∂P ′, et de N attracteurs transitifs Λ̃+
k ,

k = 0, . . . , N −1, contenant une infinité d’orbites périodiques de valeurs propres négatives.
Le graphe de Smale est donné par la figure 7.6

3) (lamination) L′ = L ∪
(⋃

k(f−1)∗ (Fk∖L)
)

4) (type combinatoire) Il existe un type combinatoire de L′ sur T qi tel que σ(L′
T qi

) cöıncide

avec la restriction de σi à l’ensemble Γi,∗ ∪ {σi = (← , ∗,→ )}
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Figure 7.6 – Graphe de Smale du bloc (P ′, X ′)

5) (application de passage) L’application de passage f ′ du bloc (P ′, X ′) est la restriction de
l’application f du bloc (P,X) sur l’ensemble ∪kT in

k .

Démonstration. On considère le bloc de construction donné par l’union (M,Y ) := (P∪kU+
k , X∪k

X+
k ), muni de l’orientation de P et l’orientation sur U+

k tel que φ+
k renverse l’orientation. Le

difféomorphisme φ+ est alors un recollement partiel de (M,Y ) qui renverse l’orientation, associé
à un sous-ensemble ∂1M = ∪k(∂U+

k ∪ T out
k ) de composantes connexes de ∂M qui satisfait les

hypothèses de la proposition 7.1.4. En effet, chaque orbite du flot de Y = X ∪k X+
k intersecte

∂1M en au plus un point, et φ envoie la lamination de bord de (M,Y ) sur une lamination trans-
verse par construction. De plus, il satisfait la remarque 7.1.5, autrement dit ∂1M est transverse
au champ de vecteurs Y . On en déduit que le champ Y induit sur la variété (compacte, à bord,
orienté) P ′ = M/φ un champ de vecteurs X ′, tel que (P ′, X ′) est un bloc de construction. Les
propriétés 1, 2, 3, 5 découlent de la proposition 7.1.2. La décomposition de Smale du maximal
invariant Λ′ est égale à Λ′ = O∗ ∪k Λ̃+

k , où Λ̃+
k est un attracteur transitif localement maxi-

mal, contenant Λk et l’union des séparatrices instables (pour le flot de X ′) des quatre orbites
périodiques contenues dans T q1 ∪ T

q
2 qui intersectent le tore T out

k .

Montrons l’item 4. On fixe l’énumération géométrique des feuilles compactes de L′ sur T qi
tel que la première feuille est l’orbite périodique Oi,0 ∈ Oi,∗. Les laminations L′ et L sur T qi
cöıncident le long des feuilles compactes marquées orientées, autrement dit des orbites pério-
diques Oi,∗, et la décomposition {in, out} de T qi ∖Oi,∗ cöıncident pour L′ et L. Il suit (item 4,
lemme 7.3.2) que

σ(L′
Oi,∗

) = σ(L
T qi

) = σi Γi,∗
(7.4)

Soit 0 ≤ k ≤ N−1 un entier fixé. Pour i = 1, 2, il existe une unique composante connexeAi = Ai,k
de T qi ∖Oi,∗ le long duquel le champ X pointe vers l’intérieur de P , et tel que f(Ai) ∈ T out

k

(figure 7.2). Sur l’intérieur de Ai, la lamination L′ cöıncide avec l’image (f−1)∗ (Fk ∩ f(Ai))
(item 3, fait 7.3.8) où Fk est le feuilletage donné par le fait 7.3.6. On renvoie à la figure 7.7. Il
découle du fait 7.3.6, item 3 que le type combinatoire de la lamination L′ restreint aux feuilles
compactes sur l’intérieur de Ai cöıncide avec la restriction de ±σi sur un intervalle de type
Ii = Ii,k = [[pi,j + 1, pi,j+1 − 1]] inclus dans le domaine {σi = (←, ∗,→)} où j = jk est un entier
qui dépend de k, et les entiers jk sont consécutifs dans Z/2NZ. Il y a quatre cas possibles, selon
le signe devant σ1 et le signe devant σ2.

0) (+σ1 et +σ2) : Dans ce cas, on ne fait rien.

1) (+σ1 et −σ2) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage Fk par le feuilletage F ′
k donné par
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Figure 7.7 – Recollement d’un attracteur (U+
k , X

+
k ) et image du feuilletage induit sur les tores

T iq en reprenant le feuilletage de la figure 7.5

la remarque 7.3.7, item 1. Cela a pour effet de changer le signe devant σ2 mais pas devant
σ1.

2) (−σ1 et +σ2) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage Fk par le feuilletage F ′
k donné par

la remarque 7.3.7, item 2. Cela a pour effet de changer le signe devant σ1 mais pas devant
σ2.

3) (−σ1 et −σ2) : Dans ce cas, on remplace le feuilletage Fk par le feuilletage F ′
k donné par

la remarque 7.3.7, item 3. Cela a pour effet de changer le signe devant σ1 et devant σ2.

En répétant ce raisonnement pour tout k = 0, . . . , N −1, on montre que le type combinatoire de
L′ sur chaque composante Ai,k de T qi ∖Oi,∗ cöıncide avec la restriction de σi à un intervalle Ii,k
correspondant. L’union ∪kIi,k est égal à l’ensemble {σi = (←, ∗,→)}. En assemblant ce résultat
avec l’égalité (7.4), on en déduit que le type combinatoire de L′ sur T qi cöıncide avec la restriction
de σi à Γi,∗ ∪ {σi = (←, ∗,→)}.

Étape 2 : recoller des répulseurs.
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Cette seconde étape consiste à recoller des bloc de Béguin-Bonatti-Yu répulseurs transitifs
(U−

k , X
−
k ) le long des tores d’entrée T in

k sur (P ′, X ′), afin d’induire le feuilletage voulu sur chaque
composante connexe de T q1 ∩P ′out et T q2 ∩P ′out. La preuve est essentiellement la même en rem-
plaçant (P,X) par (P ′, X ′). La seule différence est que la lamination L′ le long des tores T in

k n’est
plus la même que la lamination L. On rappelle que l’on a L′ = L∪k (f−1)∗ (Fk∖L) (figure 7.8).
Soit 0 ≤ k ≤ N − 1 un entier, et soit T in = T in

k ⊂ P ′in un tore de ∂P ′ le long duquel le champ

Figure 7.8 – Lamination L′ sur un tore T in
k induite par le recollement des attracteurs (U+

l , X
+
l )

et (U+
j , X

+
j )

X ′ est entrant. D’après l’item 5 du fait 7.3.8, et la figure 7.2, il existe une composante connexe
A1 de T q1∖L′ et une composante connexe A2 de T q2∖L′ tel que f ′−1(Ai) ⊂ T in pour i = 1, 2. La
composante A1 ⊂ P ′out est un anneau bordé par les orbites périodiques O1,j et O1,j+1 de O1,∗.
Soit B1 la composante connexe de Sout

1 bordé par les feuilles marquées p1,j et p1,j+1 de F1. De
même, le composante A2 ⊂ P ′out est un anneau bordé par les orbites périodiques O2,l et O2,l+1
de O2,∗. Soit B2 la composante connexe de Sout

2 bordé par les feuilles marquées p2,l et p2,l+1 de
F2.

Fait 7.3.9. Il existe un feuilletage Morse-Smale G = Gk sur T in
k tel que :

1) G est transverse à L′
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2) les feuilles compactes de G sont parallèles aux feuilles compactes de L′,

3) – il existe un homéomorphisme g1 : B1 → f ′−1(A1) qui apparie le bord p1,j avec le bord
contenue dans Ws(O1,j), et envoie le feuilletage F1 sur le feuilletage F ,

– il existe un homéomorphisme g2 : B2 → f ′−1(A2) qui apparie le bord p2,l avec le bord
contenu dans Ws(O2,l), et envoie le feuilletage F2 sur le feuilletage F ,

Démonstration. Les ensembles f ′−1(Ai) ⊂ T in sont des anneaux bordés par deux feuilles com-
pactes de la lamination L′ et disjoint de L′ sur leur intérieur. La seule différence avec la preuve
du fait 7.3.6 est que ce sont les seules composantes connexes de T in∖L′. En effet, la lamina-
tion L′ est un feuilletage sur T in∖ ∪i f ′−1(Ai), car tous les points de T in∖ ∪i f ′−1(Ai) ont une
orbite positive qui intersecte un tore T out

k , donc s’accumule sur un attracteur Λ+
k dans le futur

(figure 7.2). On construit le feuilletage G sur les anneaux f ′−1(Ai) de façon similaire à la preuve
du fait 7.3.6 : on place les feuilles compactes dans les anneaux f ′−1(Ai) parallèles au bord et
énumérées de la bonne façon, on les oriente de façon compatible le type combinatoire de Fi sur
Bi et on complète par des feuilles non compactes qui s’accumulent sur les feuilles compactes
orientées de façon, cette fois, dilatante. On complète le feuilletage ainsi construit sur T in par un
feuilletage transverse à L′. On peut choisir par exemple le feuilletage engendré par le champ de
vecteurs orthogonal Z⊥, pour une certaine métrique, à un champ de vecteurs Z générateur de L′

sur T in∖∪i f ′−1(Ai). Par densité des champs de vecteurs Morse-Smale, quitte à faire une petite
perturbation sur T in∖ ∪i f ′−1(Ai), on obtient un feuilletage G Morse-Smale sur T in, transverse
à L, et qui satisfait le fait.

D’après le lemme 7.3.4 et la remarque 7.3.5, il existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U−
k , X

−
k )

connexe orientable tel que le maximal invariant Λ−
k est un répulseur transitif qui admet une infi-

nité d’orbites périodiques dont les valeurs propres sont négatives, et il existe un difféomorphisme
φ−
k : ∂U−

k → T in
k tel que (φ−

k )∗(L−
k ) =: Gk satisfait le fait 7.3.6. Pour finir, on définit

P ′′ :=
(
P ′ ∪

(⋃
k

U−
k

))
/φ−

où φ− est le produit des recollements φ−
k : ∂U−

k → T in
k .

Fait 7.3.10. Les champs X ′ et X−
k induisent sur la variété P ′′ un champ de vecteurs X ′′ tel que

(P ′′, X ′′) est un bloc de construction qui satisfait la proposition 7.3.1.

Démonstration. La preuve est la même que la preuve du fait 7.3.8.

Ceci termine la preuve de la proposition 7.3.1.

7.4 Transitivité par la méthode d’Éclatement – Excision – Recol-
lement

La proposition 7.3.1 nous donne l’existence d’un bloc de construction (P,X) qui satisfait la
proposition 7.0.2 pour un couple de feuilletages quasi-Morse-Smale donné, sauf la transitivité.
On montre la proposition générale suivante.

Proposition 7.4.1. Soit (P,X) un bloc de construction connexe orienté plein, on note Λ le maxi-
mal invariant et ∪iΛi la décomposition en pièce basiques de Λ. On suppose que :
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1) pour tout pièce basique Λi, il existe une pièce basique Λk et Λj contenant une infinité
d’orbites périodiques de valeurs propres négatives, et telle qu’il existe un chemin orienté
(éventuellement trivial) dans le graphe de Smale reliant Λj à Λi et Λi à Λk.

2) toute pièce basique Λi n’admettant pas une infinité d’orbites périodiques de valeurs propres
négatives est une pièce basique selle.

Alors il existe un bloc de construction (P ′, X ′) connexe orienté selle plein transitif, tel que la
lamination de bord LX′ et la lamination de bord LX se complètent en des feuilletages quasi-
Morse-Smale topologiquement équivalents.

Montrons avant toute chose que la proposition 7.0.2 est un corollaire immédiat.

Preuve de la proposition 7.0.2. Soit F1 et F2 deux feuilletages quasi-Morse-Smale sur le tore
S1 et S2 orienté, et soit (P,X) le bloc donné par la proposition 7.3.1. Il suffit de vérifier que
(P,X) vérifie les hypothèses de la proposition 7.4.1. La décomposition basique de Λ est l’union
de pièces pièces basiques attractives et répulsives Λ±

k et d’orbites périodiques selles Oi,j . Par
construction, chaque pièce basique Λ±

k contient une infinité d’orbites périodique dont les valeurs
propres sont négatives. D’après le graphe de Smale 7.1 chaque orbite Oi,j est connectée par une
arête orientée à une pièce basique attractive Λ+

k et par une arête orientée dans le sens inverse
à une pièce basique répulsive Λ+

k . Les hypothèses sont donc satisfaites, il existe donc un bloc
(P ′, X ′) associé par la proposition 7.4.1 qui satisfait la proposition 7.0.2.

Montrons maintenant la proposition 7.4.1. L’idée est d’opérer des chirurgies sur le bloc (P,X)
pour obtenir un bloc transitif tout en conservant le type combinatoire de la lamination de bord.
On utilise la méthode dite d’Éclatement – Excision – Recollement de [BBY17, Section 8]. On
aura besoin du lemme suivant.

Lemme 7.4.2. Soit (P,X) un bloc de construction connexe orienté plein. Soit O une orbite
périodique de Λ dans l’intérieur de P , sans séparatrice libres, et dont les valeurs propres sont
négatives. On note Λ le maximal invariant et L la lamination de bord de (P,X). Il existe un
bloc de construction connexe orienté (P̂ , X̂) tel que, si Λ̂ désigne le maximal invariant et L̂ la
lamination de bord de (P̂ , X̂), alors

1) P̂ = P∖V où V est un voisinage tubulaire de l’orbite O. On note T := ∂V.

2) ∂P̂ = ∂P ∪ T , et le champ X̂ est transverse à T et pointe vers l’extérieur de P̂

3) Soit T̂ := ∪t∈RX̂
t(T ) l’ensemble des orbites de X̂ qui intersectent le tore T . Alors il existe

une application continue surjective π : P̂∖T̂ → P qui envoie les orbites orientées du flot de
X̂ sur les orbites orientées du flot de X. De plus, il existe une orbite périodique O′ ⊂ int P̂
de X̂ tel que la restriction π : P̂∖(T̂ ∪Ws

X̂
(O′))→ P̂∖Ws

X(O) est un homéomorphisme.

4) La lamination L̂ ∩ ∂P est remplissante et a le même type combinatoire que la lamination
de bord L de (P,X)

5) La lamination L̂ ∩ T est Morse-Smale remplissante avec une unique feuille compacte.

6) Les graphes de Smale de Λ et Λ̂ sont isomorphes

On dit que (P̂ , X̂) est un bloc de construction obtenu par bifurcation Dérivé d’Anosov (DA)
attractive sur l’orbite O.
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Idée de preuve. Ce bloc est obtenu par une bifurcation Dérivé d’Anosov attractive sur l’orbite
périodique O. On renvoie à [GHS97, Sous-section 2.2.2] pour une description détaillée de cette
bifurcation, et à la figure 7.9. Signalons aussi [BBGH20, Section 3.3], où les auteurs donnent une
construction explicite d’une bifurcation Dérivé d’Anosov sur un flot géodésique en codimension
2, mais qui peut s’adapter dans notre cas.

Figure 7.9 – bifurcation Dérivé d’Anosov attractive sur une orbite périodique O dont les valeurs
propres sont négatives

Cette bifurcation consiste à “ouvrir” la variété stable de O, ce qui contribue à crée une orbite
périodique attractive O+ à la place de O, et transforme O en une orbite périodique selle O′ à
valeurs propres positives (correspondant au bord de la variété instable locale de O qui est un
ruban de Moebius). Plus précisément, il existe une petite perturbation X ′ de X sur P tel que
X ′ cöıncide avec X en dehors d’un voisinage linéarisant V0 de l’orbite O, et tel que le champ
de vecteurs X ′ sur V0 admet une orbite périodique attractive O+ de valeurs propres négatives,
et une orbite périodique O de valeurs propre négative. On excise un petit voisinage tubulaire
V = Vδ de taille δ de l’orbite O+, dans le bassin d’attraction de O+ et dont le bord est transverse
au champ X ′. On note P̂ = P∖V et X̂ la restriction de X ′′ sur P̂ . Comme tout a lieu loin des
composantes de bord de (P,X), on peut utiliser les énoncés [BBY17, Propositions 8.1 et 8.3],
qui dit que si δ est assez petit, le couple (P̂ , X̂) est un bloc de construction qui satisfait les
items 1, 2, 4 et 5.

De plus ([GHS97, Sous-section 2.2.2]) il existe une application continue π : P → P surjective,
qui envoie les orbites orientées du flot de X ′ sur les orbites orientées du flot de X, autrement
dit c’est une semi-conjugaison entre le champ X ′ et une renormalisation du champ X. Soit B
le bassin d’attraction de l’orbite O+ pour le flot de X ′, et B̂ = B ∪Ws(O′). Alors π envoie B̂
sur Ws(O), et la pré-image d’un point x ∈ Ws(O) est un arc traversant B dont les extrémités
sont sur la variété Ws(O). La restriction π : P∖B̂ → P∖Ws(O) est un homéomorphisme, donc
une équivalence orbitale. Comme l’ensemble des orbites de X ′ qui intersecte le bord de V est
cöıncide avec le bassin d’attraction de O+, l’item 3 suit.

Montrons le dernier item, en reprenant la preuve de [BBY17, Propositions 8.1] Soit Λi la
pièce basique du maximal invariant Λ de (P,X) contenant l’orbite O. La pièce Λi est non triviale
car l’orbite O est supposée sans séparatrices libres, et il existe γ ∈ Λi une orbite périodique dense
dans Λi et disjointe deWs(O). Comme π : P∖B̂ → P∖Ws(O) est une conjugaison, la pré-image
de Λi∖Ws(O) contient une orbite dense, donc est un ensemble transitif pour le flot de X ′. Soit
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7.4. Transitivité par la méthode d’Éclatement – Excision – Recollement

Λ̂i la pièce basique de Λ̂ contenant cet ensemble. Comme les séparatrices instables de O ne sont
pas libres, la variété stable Ws(O) est accumulée par des feuilles de Ws(Λi), et il s’ensuit par
équivalence orbitale de X sur P∖Ws(O) et X ′ sur P∖B̂ = P∖(B ∪ Ws(O′)) que Ws(O′) est
accumulée parWs(Λ̂i). Il s’ensuit que Λ̂∩Ws(O′) ⊂ Λ̂i, et l’application π induit un isomorphisme
des graphes de Smale.

Remarque 7.4.3. Il existe un analogue du lemme où (P̂ , X̂) est tel que ∂P̂ = ∂P ∪ T , et X̂ est
transverse à T et pointe vers l’intérieur de P̂ . On dit que (P̂ , X̂) est un bloc de construction
obtenu par bifurcation Dérivé d’Anosov (DA) répulsive sur l’orbite O. Dans ce cas, dans l’item 3,
on a une équivalence orbitale entre X sur P∖Wu

X(O) et X̂ sur P̂∖Wu
X̂

(O′).

Preuve de la proposition 7.0.2. Soit (P,X) un bloc satisfaisant les hypothèses de la proposi-
tion 7.4.1. Soit Λ1 et Λ2 un couple de deux pièces basiques de Λ contenant une infinité d’orbites
périodiques dont les valeurs propres sont négatives. Soit O+

1 et O−
1 deux orbites périodiques

dans Λ1 sans séparatrices libres, avec des valeurs propres négatives, et O+
2 et O−

2 deux orbites
périodiques dans Λ1 sans séparatrices libres, avec des valeurs propres négatives. De telles orbites
existent d’après 7.3.1, item 2, et car les orbites périodiques possédant une séparatrice libre sont
en nombre fini (fait 2.1.7). Soit (P̂ , X̂) le bloc connexe orienté obtenu par bifurcation DA ré-
pulsive sur les orbites O+

i et une bifurcation DA attractive sur les orbites O−
i , par itération du

lemme 7.4.2 et remarque 7.4.3. Alors

Fait 7.4.4. Le bloc (P̂ , X̂) vérifie les propriétés suivantes.

1) ∂P̂ = ∂P ∪ (∪i=1,2T
in
i ) ∪ (∪i=1,2T

out
i ), où T in

1 et T in
2 sont deux tores le long desquels le

champ X̂ est transverse et pointe vers l’intérieur de P̂ , et T out
1 et T out

2 sont deux tores le
long desquels le champ X̂ est transverse et pointe vers l’extérieur de P̂ .

2) Le graphe de Smale du maximal invariant Λ̂ est isomorphe au graphe de Smale de Λ. Si on
note ∪Λ̂i la décomposition de Λ̂ de façon compatible avec l’isomorphisme de graphe, alors
les pièces Λ̂1 et Λ̂2 sont des pièces basiques selles.

3) La lamination L̂ sur chaque tore T in
i et T out

i est une lamination Morse-Smale remplissante
avec une unique feuille compacte. De plus, L̂ ∩ T out

i = Wu(Λ̂i) ∩ T out
i , et L̂ ∩ T in

i =
Ws(Λ̂i) ∩ T in

i .

4) La lamination L̂ sur ∂P est remplissante, et les laminations L et L̂ se complètent en des
feuilletages topologiquement équivalents sur ∂P .

Démonstration. Les item 1, 3 (première affirmation) et 4 découlent directement du lemme 7.4.2,
item 1 et 4, que l’on itère. Les tores T in

1 et T in
2 sont les composantes de bord crées par bifurcation

répulsive sur O+
1 et O+

2 et les tores T out
1 et T out

2 sont les composantes de bord crées par bifurcation
attractive sur O−

1 et O+
2 . En composant chaque semi-conjugaison obtenue par itération de la

construction (item 3, lemme 7.4.2), on obtient une semi-conjugaison h entre le champ de vecteurs
X̂ sur le complémentaire du saturé T̂ des tores T out

i et T in
i par le flot de X̂, et une renormalisation

du champ de vecteurs X sur le complémentaire de l’union des variétés stables Ws(O+
i ) et des

variétés instables Wu(O−
i ). Soit Λ̂i la pièce basique de Λ̂ envoyé par h sur Λi. Il découle de

l’item 3 du lemme 7.4.2 que la pré-image de Λ ∩W s(O−
i ) = Λi ∩W s(O−

i ) par h est l’ensemble

des orbites de Λ̂ dont la variété instable intersecte le tore T out
i , et est contenue dans Λ̂i. De

même, la pré-image de Λ ∩ W u(O+
i ) = Λi ∩ W u(O+

i ) par h est l’ensemble des orbites de Λ̂
dont la variété instable intersecte le tore T in

i , et est contenue dans Λ̂i. Il s’ensuit que la seconde
affirmation de l’item 3 est vérifiée, et la pièce basique Λ̂i est une pièce basique selle. L’item 2
découle alors de l’item 6 du lemme 7.4.2.
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Passons à l’opération recollement. On va définir un recollement partiel φ de (P̂ , X̂) de
sorte que le graphe de recollement G = G(P̂ , X̂, φ) contienne un cycle entre Λ1 et Λ2. Soit
φ1 : T out

1 → T in
2 un difféomorphisme fortement (quasi)-transverse qui envoie l’unique feuille com-

pacte de la lamination L̂
T out

1
sur une feuille parallèle (disjointe) à l’unique feuille compacte de la

lamination L̂
T in

2
(figure 7.10). Par symétrie de la lamination, on peut choisir un difféomorphisme

qui renverse l’orientation. Soit φ2 : T out
2 → T in

1 un difféomorphisme fortement (quasi-)transverse
qui envoie l’unique feuille compacte de la lamination L̂

T out
2

sur une feuille parallèle (disjointe)

à l’unique feuille compacte de la lamination L̂
T in

1
et qui renverse l’orientation. Soit φ le pro-

duit des difféomorphismes φi (rendu involutif). Alors φ est un recollement partiel de (P̂ , X̂)
qui renverse l’orientation. De plus, il existe maintenant un cycle entre Λ̂1 et Λ̂2 dans le graphes
G = G(P̂ , X̂, φ).

Figure 7.10 – Paire de laminations Morse-Smale fortement transverses (L̂, (φi)∗L̂) sur un tore
T in

On peut itérer le fait 7.4.4 et l’opération de recollement décrite ci-dessus pour toute paire
(Λk,Λj) de pièces basiques du maximal invariant contenant une infinité d’orbites périodiques
dont les valeurs propres sont négatives. On obtient un bloc (Q,Y ) connexe orienté, muni d’un
recollement partiel φ qui renverse l’orientation

• ∂Q = ∂P ∪ (
⋃
i,j T

in
i,j) ∪ (

⋃
i,j T

out
i,j ), où le champ Y est transverse aux tores T in

i,j et pointe
vers l’intérieur de Q, et est transverse aux tores T out

i,j et pointe vers l’extérieur de Q

• La lamination LY sur ∂P est remplissante, et les laminations LX et LY se complètent en
des feuilletages topologiquement équivalents sur ∂P .

• Le graphe de Smale du maximal invariant ΛY est isomorphe au graphe de Smale de ΛX ,
et toutes les pièces basiques de ΛY sont des pièces basiques selles. On note ∪ΛY,i la dé-
composition de ΛY,i de façon compatible avec l’isomorphisme de graphe.

• La lamination LY sur chaque tore T in
i,j et T out

i,j est remplissante, et pour tout (i, j) on a
LY ∩ T out

i,j =Wu(ΛY,i) ∩ T out
i,j , et LY ∩ T in

i,j =Ws(ΛY,i) ∩ T in
i,j .

• Pour toute paire de pièces basiques (ΛY,i,ΛY,k) de ΛY admettant une infinité d’orbites
périodiques de valeurs propres négatives, le recollement partiel φ apparie une composante
T out
i,j avec une composante T in

k,l, et une composante T out
k,l′ avec une composante T in

i,j′ . Il
s’ensuit d’après l’item précédent que les pièces basiques ΛY,i et ΛY,k sont connectés par un
cycle dans le graphe G(Q,Y, φ)
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En particulier (Q,Y ) est un bloc de construction selle plein. Par hypothèse, et par isomorphisme
des graphes de Smale, chaque pièce basique de ΛY est connectée par un chemin orienté et un
chemin orienté inverse à une pièce basique ayant une infinité de valeurs propres négatives, et
chaque telle paire est connectée par un cycle dans G(Q,Y, φ). Il suit que deux pièces basiques
quelconques sont connectées par un chemin d’arêtes orientées dans G(Q,Y, φ), autrement dit le
graphe est fortement connexe.

D’après la proposition 7.1.3 (généralisation du théorème de recollement 1), quitte à faire une
forte isotopie du triplet (Q,Y, φ), le quotient N := Q/φ est une variété orientée compacte à bord
muni d’un champ de vecteurs Z induit par Y , tel que le couple (N,Z) en un bloc de construction
connexe et orienté. On note fY : Qin → Qout l’application de passage du bloc (Q,Y ). D’après la
proposition 7.1.2, le bord de N est ∂N = ∂P , et lamination de bord LZ sur ∂P est

LZ = LY ∪ (fY )∗ (φ∗LY∖LY ) ∪ (f−1
Y )∗ (φ∗LY∖LY )

La lamination LZ contient la lamination quasi-Morse-Smale LY remplissante, donc c’est une
lamination quasi-Morse-Smale remplissante de même type combinatoire. Il suit que ces deux
laminations se complètent en feuilletages topologiquement équivalents sur ∂N (lemme 7.2.4 et
proposition 7.2.13), donc de même pour LZ et LX . Par forte connexité du graphe G(Q,Y, φ), le
bloc (N,Z) est transitif (proposition 7.1.2). On conclut que (N,Z) satisfait le proposition 7.4.1.

7.5 Réalisation de bi-feuilletage quasi-transverse dans un flot d’Anosov

Dans cette section on montre que l’on peut réaliser toute paire de feuilletages quasi-
transverses, comme trace des feuilletages stables et instables sur un tore quasi-transverse plongé
dans un flot d’Anosov transitif. On rappelle que une paire de feuilletage (F1,F2) sur le tore T
est dite quasi-transverse si c’est une paire de deux feuilletages quasi-Morse-Smale, qui cöıncident
le long de leur feuilles marquées orientées, sont transverses sur le complémentaire des feuilles
marquées, et tel que T in

F1
= T out

F2
(définition 1.3.5 et figure 10).

Lemme 7.5.1. Soit (F1,F2) une paire de feuilletages quasi-transverses sur le tore T , tel que
l’ensemble Γ∗ des feuilles compactes marquées (communes) est non vide. On note Γ = Γ(F1 ∪
F2) = {γ0, . . . , γn−1} la collection des feuilles compactes de F1∪F2. Alors les feuilles compactes
Γ de F1 ∪ F2 sont non contractibles dans T et deux à deux librement homotopes en tant que
chemins non orientés dans T . Les feuilles compactes de Γ∖Γ∗ sont deux à deux disjointes.

Démonstration. C’est une conséquence du fait que les feuilletages Fi ont un ensemble non vides
de feuilles compactes marquées, et cöıncident le long de ces feuilles. Il suffit alors d’appliquer le
corollaire 7.2.5. Par transversalité des feuilletages sur le complémentaire des feuilles marquées,
les feuilles compactes non marquées sont deux à deux disjointes.

Il existe donc un ordre cyclique sur les éléments de Γ. On munit les éléments de Γ de
l’orientation dynamique induite par l’orientation dynamique des feuilles compactes respectives
de F1 et F2. Elle cöıncide le long des feuilles marquées communes. Soit (F1,F2) une paire de
feuilletages quasi-transverses sur le tore T orienté, tel que l’ensemble des feuilles compactes
marquées (communes) est non vide. Soit une énumération géométrique (définition 7.2.6) Γ =
{γ0, . . . , γn−1} des feuilles compactes de F1 ∪ F2. On note Γ∗ ⊂ Γ la collection des feuilles
compactes marquées communes. La définition suivante permet de caractériser le “dessin” de
l’intersection quasi-transverse des deux feuilletages.
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Définition 7.5.2 (Type combinatoire de bi-feuilletage). Soit l’application

σ = σ(F1,F2) : Z/nZ −→ {1, 2} × (AH ×AO ×AH)

définie par :

i) σ(k) = (1, ∗) si et seulement si γk appartient au feuilletage F1, et σ(k) = (2, ∗) si et
seulement si γk appartient au feuilletage F2∖Γ∗ ;

ii) σ(k) = (∗, (∗ ↑ ∗)) si et seulement si la feuille γi est librement homotope à γ0 en tant que
chemins orientés ;

iii) σ(k) = (i, (→ ∗∗)) si et seulement si l’holonomie de Fi à gauche 4 de γk est contractante ;

iv) σ(k) = (i, (∗∗ ←)) si et seulement si l’holonomie de Fi à droite de γk est contractante ;

On dit que σ est un type combinatoire du bi-feuilletage quasi-transverse (F1,F2) sur T .

Cette définition n’est pas symétrique car on fait le choix arbitraire de privilégier F1, et
σ(F1,F2) n’est pas égal à σ(F2,F1). En effet, on considère les feuilles marquées comme des
feuilles compactes de F1. Si σ1 est un type combinatoire quasi-Morse-Smale de F1, alors il existe
une injection ϕ1 : Z/n1Z→ Z/nZ tel que σ(F1,F2) ◦ ϕ1 = (1,±σ1). Ce n’est pas vrai pour F2.

Exemple 7.5.3. On donne le type combinatoire du bi-feuilletage de la figure 10, où l’énumération
géométrique sur les feuilles compactes est celui de gauche à droite, le vert désigne un composante
in, le rouge désigne une composant out, F1 est le feuilletage en trait plein et F2 le feuilletage en
trait pointillé

σ(F1,F2) ={(1, (←, ↑,←)); (1, (←, ↓,→); (2, (→, ↑,←); (1, (←, ↓,→); (1, (→, ↑,→);
(2, (→, ↓,←); (1, (←, ↑,→); (1, (←, ↓,→); (2, (→, ↑,←); (1, (←, ↓,→)}

Proposition 7.5.4 (Proposition D). Soit σ un type combinatoire de bi-feuilletage quasi-transverse.
Il existe un champ de vecteurs Anosov transitif Z sur une 3-variété M orientée et un tore
incompressible T plongé dans M, quasi-transverse à Z, tel que la trace des feuilletages stables
et instables Fs et Fu sur T induit un bi-feuilletage quasi-transverse (F1,F2) sur T de type
combinatoire σ.

Démonstration. Soit (G1,G2) un bi-feuilletage quasi-transverse de type combinatoire σ sur le
tore T orienté. On désigne par Ť le tore T muni de l’orientation opposée. Soit (P,X) le bloc
connexe orienté transitif selle plein donné par la proposition 7.0.2 associé aux feuilletages G1
sur le tore orienté T et G2 sur le tore orienté Ť . On note L la lamination de bord de (P,X).
Le bord ∂P est l’union de deux tores quasi-transverses T1 et T2 tel que la lamination L sur
T1 est remplissante et se prolonge en un feuilletage topologiquement équivalent à G1 sur T
et la lamination L sur T2 est remplissante et se prolonge en un feuilletage topologiquement
équivalent à G2 sur Ť . Par construction, il existe une involution φ : ∂P → ∂P qui apparie T1
et T2, qui renverse l’orientation et tel que la paire (φ∗LX ,LX) est une paire de laminations
remplissantes fortement quasi-transverses, et se complète sur T1 en une paire de feuilletage
fortement quasi-transverse topologiquement équivalente à la paire (G1,G2). Ce difféomorphisme
induit un recollement fortement quasi-transverse du bloc (P,X). Par le théorème de recollement
(théorème 1), il existe un triplet fortement isotope (P ′, X ′, φ′) tel que le quotient M := P ′/φ′

4. l’orientation de la première feuille et du tore T détermine une gauche et une droite pour chaque feuille
compacte
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est une 3-variété fermée orientée muni d’un champ de vecteurs Z induit par X ′ qui est Anosov.
Comme (P,X) est transitif, il en est de même pour (P ′, X ′) et le flot d’Anosov Z est transitif
(proposition 6.4.2). La projection de ∂P ′ dans M est un tore orienté T quasi-transverse au
champ d’Anosov Z donc incompressible ([Bar95b] et [Bru93]). Les feuilletages stable et instable
(Fs,Fu) du flot d’Anosov induisent sur T une paire de feuilletages quasi-transverse (F1,F2), qui
contient la projection de la paire de laminations remplissantes (φ′

∗LX′ ,LX′). La paire (F1,F2)
n’est pas a priori topologiquement équivalente à la paire (G1,G2) (cette donnée est perdue par
forte isotopie, voir remarque 1.4.13) mais il découle de la propriété 1.4.12, item 3 que le type
combinatoire du bi-feuilletage qui prolonge la paire (φ′

∗LX′ ,LX′) et du bi-feuilletage qui prolonge
la paire (φ∗LX ,LX) sont égaux. Il suit que le type combinatoire du bi-feuilletage de (F1,F2) est
égal à σ.
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Chapitre 8

Plonger un bloc selle plein dans un flot
d’Anosov

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition principale suivante. On rappelle qu’un
bloc de construction est dit selle si le maximal invariant ne contient ni attracteur ni répulseur,
et plein si la lamination de bord est remplissante. On renvoie au chapitre 1 pour les définitions.
Dans ce chapitre, on considère des blocs orientables.

Proposition 8.0.1 (Proposition E). Pour tout bloc de construction (P,X) orientable selle plein
(transitif), il existe un champ de vecteurs Anosov Z (transitif) sur une variété fermée M de
dimension 3 orientable, tel que (P,X) est plongé dans (M, Z). Plus précisément, il existe une
collection de tores incompressibles T plongés dans M, quasi-transverses à Z, et qui découpent
dans M une sous-variété compacte difféomorphe à P tel que la restriction de Z sur P est
orbitalement équivalente à X.

Résumons la preuve. Dans un premier temps, on remarque que pour tout feuilletage quasi-
Morse-Smale F sur T2, il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale G quasi-transverse à F sur T2

(lemme 8.1.1). Pour un bloc (P,X) donné, on associe à chaque composante de bord Tk de ∂P
un bloc (Nk, Yk) donné par la proposition 7.0.2, dont le type combinatoire de la lamination de
bord LYk est le type combinatoire d’un feuilletage quasi-transverse à la lamination de bord LX
de (P,X) sur Tk. On recolle le bloc (P,X) et (Nk, Yk) le long du bord Tk par un recollement
(partiel) fortement quasi-transverse qui renverse l’orientation, et on procède ainsi pour chaque
composante de bord Tk. Quitte à faire une forte isotopie des blocs et des recollements, le théorème
de recollement 1 nous dit que les champs de vecteurs des différents blocs induisent un champ de
vecteurs Anosov sur la variété quotient (orientable), et transitif d’après le critère 6.4.2.

8.1 Feuilletage quasi-transverse à un feuilletage quasi-Morse-Smale
donné

Une première étape consiste à montrer que pour tout feuilletage quasi-Morse-Smale F sur
T2, il existe un feuilletage quasi-Morse-Smale G quasi-transverse à F sur T2 (lemme 8.1.1).

Lemme 8.1.1. Soit F un feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore T . Alors il existe G un feuille-
tage quasi-Morse-Smale sur T telle que G est quasi-transverse à F .

Démonstration. On note ΓF les feuilles compactes de F , Γ∗ les feuilles compactes marquées
de F , et T in ∪ T out la décomposition de T∖Γ∗ associée. Soit A l’adhérence d’une composante
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connexe de T \ ΓF . Supposons que cette composante connexe appartient à T in. Soit γ ∈ ΓF
une composante connexe de ∂A. C’est une feuille compacte de ΓF orientée par l’orientation
dynamique (définition 7.2.1, remarque 7.2.3), tel que l’holonomie de la feuille orientée γ du
feuilletage F est dilatante. Soit N = N(γ) un petit voisinage collier de γ dans ∂A et (x, θ) :
N → [0, 1] × R/Z des coordonnées sur A tel que γ = {x = 0} est orientée dans le sens positif
de θ. Deux feuilletages dont l’holonomie est contractante sont topologiquement équivalents, on
peut donc supposer que la direction de F est donnée par dx+ xdθ = 0. On distingue deux cas :

1) Si γ ∈ Γ∗ est une feuille marquée de F , on définit G sur N par le feuilletage de direction
dx− xdθ = 0.

2) Si γ ∈ ΓF∖Γ∗ est une feuille compacte non marquée de F , on définit G sur N par le
feuilletage de direction dθ − xdx = 0.

On renvoie à la figure 8.1. On fait une construction similaire sur un voisinage collier N(γ′) de
la seconde composante de bord γ′ de ∂A. On obtient un feuilletage G sur un voisinage collier
V = N(γ) ∪N(γ′) de ∂A dans A. Soit la métrique ∥ · ∥2 = dx2 + dθ2 sur N(γ) et N(γ′). Alors
par construction, G est orthogonal pour cette métrique à F sur le bord de V , et on prolonge G
sur A par le feuilletage défini par le champ de vecteurs X ′ orthogonal à un champ de vecteurs
X générateur du feuilletage F dans la métrique ∥ · ∥. Par densité des champ de vecteurs Morse-
Smale, il existe un champ Morse-Smale X ′′ proche de X ′ en topologie C1 sur A, qui cöıncide avec
X ′ sur un voisinage de ∂A. Ce champ de vecteurs définit un feuilletage G′ sur A, qui contient un
nombre fini de feuille compacte, qui sont toutes munies d’une orientation telle que l’holonomie
est dilatante (c’est l’orientation dynamique), et tel que G′ est transverse à F sur l’intérieur de
A (la transversalité est une propriété ouverte). On construit ainsi un feuilletage G′

k sur chacune
des composante connexe Ak de T∖ΓF , qui se recollent en un feuilletage G′ sur T , qui est un
feuilletage quasi-Morse-Smale et quasi-transverse à F sur T .

La preuve précédente ne permet pas de connâıtre un type combinatoire de F ′. On donne en
figure 8.1 une table qui associe à toute composante A de T∖ΓF un feuilletage quasi-Morse-Smale
F ′ (en bleu) sur A quasi-transverse au feuilletage F (en noir), en fonction du type combinatoire
de F sur les feuilles compactes du bord de A. Les six cas sont les suivants de gauche à droite et
de haut en bas sur les figures 8.1 :

1) σ(i) = (→ ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↑ ← )

2) σ(i) = (→ ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↓ ← )

3) σ(i) = (→ ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↑ → )

4) σ(i) = (→ ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↓ → )

5) σ(i) = (← ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↑ → )

6) σ(i) = (← ↑ → ) et σ(i+ 1) = (← ↓ → )

Tous les autres s’obtiennent à partir de ceux-ci par renversement de l’orientation.

8.2 Preuve de la proposition E

Démonstration de la proposition 8.0.1. Soit (P,X) un bloc de construction orientable selle plein
transitif. On note L la lamination de bord de (P,X). On note T1, . . . , Tn les composantes
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Chapitre 8. Plonger un bloc selle plein dans un flot d’Anosov

Figure 8.1 – Exemple d’un feuilletage quasi-Morse-Smale G (en bleu) quasi-transverse à F (en
noir) sur chaque composante connexe du complémentaire des feuilles compactes ΓF pour chaque
valeur de σ

connexes de ∂P , et on suppose pour commencer qu’aucune n’est transverse au champ X. Pour
chaque k = 1, . . . , n, soit Fk un feuilletage quasi-Morse-Smale sur Tk contenant L en sous-
lamination (lemme 7.2.4). Soit Gk un feuilletage quasi-Morse-Smale sur Tk et quasi-transverse à
Fk donné par le lemme 8.1.1. Soit (Nk, Yk) le bloc de construction donné par la proposition 7.0.2
associé à deux copies du feuilletage Gk sur le tore orienté Ťk (qui désigne le tore Tk muni de
l’orientation inverse). Le bord ∂Nk est formé de deux composantes connexes Tk,1 et Tk,2 et la
lamination de bord de (Nk, Yk) sur Tk,i se complète en un feuilletage topologiquement équivalent

au feuilletage Gk sur Ťk. On en déduit qu’il existe un difféomorphisme φk,i : Tk,i → Tk qui envoie
la lamination de bord de (Nk, Yk) sur une lamination fortement quasi-transverse à la lamination
de bord de (P,X), et qui renverse l’orientation. Le produit φk des φk,i (rendu involutif) est un
recollement partiel fortement quasi-transverse du bloc formé de l’union de deux copies de (P,X)
et du bloc (Nk, Yk), et qui renverse l’orientation. Le produit φ des φk (rendu involutif) est un
recollement (non partiel) fortement quasi-transverse du bloc (M,Y ) selle plein transitif formé de
deux copies de (P,X) et de l’union ∪k(Nk, Yk) (figure 8.2), et qui renverse l’orientation. D’après
le théorème 1, quitte à modifier (M,Y ) par forte isotopie le quotientM := M/φ est une variété
fermée, orientable, munie d’un champ de vecteurs Z := Yφ induit par Y qui est Anosov. La tran-
sitivité se déduit de la connexité forte du graphe G = G(M,Y, φ) associé (proposition 6.4.2). En
effet, le maximal invariant ΛY du bloc (M,Y ) se décompose en l’union des maximaux invariants
des deux copies de (P,X) et des maximaux invariants des blocs (Nk, Yk). Chacun de ces en-
sembles est transitif, donc une pièce basique de ΛY . Le recollement φk apparie une composante
de bord Tk de chacune des deux copies de (P,X) avec une des deux composantes de bord de
(Nk, Yk). Par hypothèse, chaque composante de bord de (P,X) et (Nk, Yk) contient un nombre
non nul d’orbites périodiques, donc la lamination stable et instable des maximaux invariants
de chacun des blocs intersecte chacune des composantes de bord du dit bloc. Il s’ensuit que
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8.2. Preuve de la proposition E

l’image de la lamination stable Lsk de (Nk, Yk) intersecte la lamination de bord instable LuX de
chacune des deux copies de (P,X) via le recollement φ, et de même l’image de la lamination
instable Luk de (Nk, Yk) intersecte la lamination de bord table LsX de chacune des deux copies de
(P,X) via le recollement φ (les laminations de bords sont toutes remplissantes). On en déduit
que les maximaux invariants des deux copies de (P,X) et de (Nk, Yk) sont reliés par un cycle
dans le graphe G(M,Y, φ). Comme ce résultat est vrai pour tout k, le graphe G est fortement
connexe. Le bloc P est naturellement plongé dansM en une sous-variété à bord, dont le bord
est l’union de tores quasi-transverses au champ de vecteurs Anosov Z. Pour finir, on sait d’après
[Bar95b] et [Bru93] que tout tore plongé dans un flot d’Anosov en position quasi-transverse est
incompressible.

La preuve se généralise pour un bloc de construction (P,X) quelconque en utilisant les
résultats de [BBY17] pour apparier les composantes connexes qui sont transverses au champ de
vecteurs.

Figure 8.2 – Recollement de deux copies de (P,X) et des blocs (Nk, Yk)
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Chapitre 9

Réalisation d’un type géométrique
abstrait dans un bloc selle plein

Dans ce chapitre on s’intéresse à la dynamique au voisinage du maximal invariant d’un bloc
de construction selle plein. Toutes les variétés que l’on considère seront orientables. On montre
la proposition F qui donne un critère nécessaire et suffisant pour qu’un bloc de construction selle
plein orientable réalise un type géométrique abstrait en tant que type géométrique d’une partition
de Markov de son ensemble maximal invariant. Pour ce faire, on utilisera une correspondance
entre les blocs de construction et les blocs de Béguin-Bonatti-Yu donnée par un ensemble de
chirurgies de type attachement et suppression d’anses (section 9.2), et les résultats de [BB02]
et [BBV99] qui donnent l’existence et l’unicité d’un bloc de Béguin-Bonatti-Yu canonique (le
modèle) qui réalise un type géométrique abstrait. On décrit ensuite une méthode algorithmique
simple qui permet de vérifier ces critères à partir du type géométrique par des recollements de
rectangle (section 9.4). Commençons par des définitions précises.

Définition 9.0.1 (Bloc modèle). On dit qu’un bloc de construction orientable (U,X) est un bloc
modèle si, en notant Λ le maximal invariant et L la lamination de bord de (U,X), on a

1) X ⋔ ∂U

2) toute composante connexe de U intersecte Λ,

3) toute courbe fermée simple c plongée dans ∂U et disjointe de L borde un disque D ⊂ ∂U
disjoint de L.

En particulier, un bloc modèle est un bloc de Béguin-Bonatti-Yu.

Remarque 9.0.2. Cette définition est compatible avec la définition [BB02, Définition 0.2] du
modèle du germe d’un ensemble selle saturé Λ d’un champ de Smale X sur une variété compacte
orientableM de dimension 3. Un ensemble compact invariant Λ pour un champ de vecteurs X
est dit selle saturé si c’est un ensemble hyperbolique d’indice (1, 1), sans attracteur ni répulseur,
qui contient l’intersection de ses variétés stables et instables, autrement dit Λ =Ws(Λ)∩Wu(Λ).
Le germe [X,Λ] est la classe d’équivalence du couple (X,Λ) pour la relation (X,Λ) ∼ (X ′,Λ′) si
il existe un voisinage de V de Λ et V ′ de Λ′ tel que les champs de vecteurs X sur V et X ′ sur Λ′

sont orbitalement équivalents. Un modèle du germe d’un ensemble selle saturé [X,Λ] est alors
un couple (U, Y ) où U est une variété orientable compacte à bord de dimension 3, muni d’un
champ de vecteurs Y transverse au bord, tel que si ΛY est le maximal invariant du flot de Y dans
U , alors [Y,ΛY ] = [X,Λ], et les conditions 2 et 3 de la définition 9.0.1 sont satisfaites. On peut
effectivement parler de lamination de bord de (U, Y ) car (U, Y ) est alors un bloc de construction
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au sens de la définition 1.1.3. Un bloc modèle (U,X) selon la définition 9.0.1 est alors un modèle
du germe [X,Λ] de son maximal invariant. Dans [BB02, Théorème 0.3] les auteurs montrent que
le modèle d’un germe d’un ensemble selle saturé est unique à équivalence orbitale près, ce qui
justifie que l’on parle du modèle.

On suit la définition de [BB02, Définition 2.3 et Définition 2.4] pour le type géométrique.

Définition 9.0.3 (Type géométrique abstrait). Un type géométrique abstrait T est la donnée
de :

– un entier n ∈ N∗

– pour tout 1 ≤ i ≤ n, la donnée de deux entiers hi et vi tel que
∑
i hi =

∑
i vi,

– une application ϕ de {i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , hi}} dans {k ∈ {1, . . . , n}, l ∈
{1, . . . , vk}} × {±1} qui induit une bijection par oubli des signes.

Soit R = {Σ, R} une partition de Markov au sens de la définition 2.2.4. On considère des
partitions plongées dans des variétés orientables, avec un choix d’orientation sur Σ. Alors un
choix d’une orientation des verticales de R induit une orientation des horizontales de R.

Définition 9.0.4 (Type géométrique d’une partition de Markov). SoitR = {Σ, R} une partition de
Markov munie d’une orientation des verticales et horizontales, et on note f : R→ Σ l’application
de retour de la partition de Markov. Le type géométrique T de R est un type géométrique
abstrait défini par

– n est le nombre de rectangle de R

– hi est le nombre de composantes connexes de l’intersection de Ri avec l’union des f−1(Rj),
ce sont des sous-rectangles horizontaux H1

i , . . . H
hi
i de Ri, numérotés dans l’ordre induit

par l’orientation des verticales de Ri

– vk est le nombre de composantes connexes de l’intersection Rk avec l’union des f(Rj), ce
sont des sous-rectangles verticaux V 1

k , . . . V
vk
k de Rk, numérotés dans l’ordre induit par

l’orientation des horizontales de Rk

– ϕ(i, j) = ((k, l), ϵ) si f(Hj
i ) = V l

k , et ϵ = + si l’orientation des verticales de f(Hj
i ) cöıncide

avec l’orientation des verticales de V l
k , et ϵ = − sinon.

Exemple 9.0.5. Le type géométrique du faux-fer à cheval (figure 9.1) est

T = {n = 1, h1 = 2, v1 = 2, ϕ(1, 1) = (1, 1,+), ϕ(1, 2) = (1, 2,+)}

Théorème 9.0.6 ([BBV99, Théorème 0.1] et [BB02, Théorème 0.4]). Pour tout type géométrique
abstrait T , il existe un bloc modèle (U,X) selle, dont le maximal invariant admet une partition
de Markov de type géométrique T , et celui-ci est unique à équivalence orbitale près. On dit que
(U,X) est le modèle du type géométrique T .

On rappelle qu’on dit qu’un bloc de construction est selle si son maximal invariant ne contient
ni attracteur ni répulseur. Le but de ce chapitre est de montrer la proposition principale suivante.

Proposition 9.0.7 (Proposition F). Soit un type géométrique abstrait T . Il existe un bloc de
construction orientable (P,X) selle plein, qui possède une partition de Markov de type géo-
métrique T si et seulement si le modèle (U, Y ) du type géométrique T vérifie les conditions
suivantes, où LsY et LuY désignent les laminations sur le bord d’entrée U in et le bord de sortie
Uout, et LY désigne la lamination de bord sur ∂U :

171



Chapitre 9. Réalisation d’un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein

Figure 9.1 – Partition du faux-fer à cheval

1) ∂U est une union de tores et de sphères, chaque sphère contient exactement deux disques
Di et Dj bordés par deux feuilles compactes distinctes de LY et d’intérieurs disjoints de
LY .

2) La lamination LsY est un pré-feuilletage sur le complémentaire U in∖ ∪i Di.

Un tel bloc (P,X) est alors unique à isotopie près. De plus, si on note LsX et LuX la lamination
sur le bord d’entrée P in et la lamination sur le bord de sortie P out, et O∗ la collection d’orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , alors

– la lamination LsX ∪O∗ sur P in est topologiquement équivalente à la restriction de la lami-
nation LsY à U in∖ ∪i Di,

– la lamination LuX ∪ O∗ sur P out est topologiquement équivalente à la restriction de la
lamination LuY à Uout∖ ∪i Di.

Remarque 9.0.8. L’item 2 est équivalent à dire que la lamination LuY est un pré-feuilletage sur
le complémentaire Uout∖ ∪i Di, et équivalent à dire que la lamination de bord LY est un pré-
feuilletage sur ∂U∖ ∪i Di. En effet, il y a une correspondance bijective entre les composantes
connexes de U in∖LsY et les composantes connexes de Uout∖LuY donnée par l’application de
passage fY : U in → Uout du flot de Y du bord d’entrée au bord de sortie, et les composantes
associées sont difféomorphes.

La preuve consiste à passer d’un bloc de construction à un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (et
réciproquement) par des méthodes de chirurgies de type attachement et suppression d’anses. On
analyse les propriétés de ces blocs correspondants obtenus par de telles chirurgie au niveau des
laminations de bord.

• Dans une première section 9.1, on construit une correspondance entre les blocs de construc-
tion et des blocs “intermédiaires” (définition 9.1.1), qui seront des prolongements minimes
“standard” de blocs de construction, dont le bord se décompose en un bord d’entrée, un
bord de sortie et un bord tangent. Ce seront les pièces de nos chirurgies par attachement et
suppression d’anses. On pourra recoller des anses le long du bord tangent pour construire
des blocs de construction dont le bord est transverse au champ de vecteurs.
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9.1. Blocs intermédiaires

• Dans la section 9.2 suivante, on décrit deux opérations de chirurgie inverses l’une de l’autre
qui permettent de passer des blocs de construction aux blocs de Béguin-Bonatti-Yu. Plus
précisément, on montre que, à tout blocs de construction est associé un unique bloc de
Béguin-Bonatti-Yu obtenu en recollant des sphères le long du bord (lemme 9.2.1) L’opé-
ration inverse consiste étant donné un bloc de Béguin-Bonatti-Yu et une collection finie
de composantes connexes du complémentaire de la lamination qui sont bordées par des
feuilles compactes (satisfaisant certaines hypothèses), à construire un bloc de construc-
tion par un nombre fini de suppression d’anses qui a pour effet de “tuer” les composantes
de la collection pour les “remplacer” par des orbites périodiques contenues dans le bord
(lemme 9.2.4).

• Pour finir, on utilise ces deux opérations inverses l’une de l’autre pour montrer le critère
nécessaire et suffisant de la proposition 9.0.7.

9.1 Blocs intermédiaires

Cette section est une section préliminaire technique qui permettra de faciliter les opérations
de chirurgies entre blocs de construction et blocs de Béguin-Bonatti-Yu à la section suivante.

Définition 9.1.1 (Bloc intermédiaire). Soit P̌ une variété à bord de dimension 3, et X̌ un champ
de vecteurs de classe C1 sur P̌ . On dit que (P̌ , X̌) est un bloc intermédiaire si :

1) P̌ est une variété lisse en dehors d’un nombre fini de courbes fermées simples cin
1 , . . . , c

in
n

et cout
1 , . . . , cout

n contenues dans ∂P̌

2) ∂P̌ se décompose en l’union ∂P̌ = P̌ in ∪ P̌ tan ∪ P̌ out où

– P̌ in est une surface à bord, bordé par cin
1 , . . . , c

in
n , le champ X̌ est transverse à P̌ in et

pointe vers l’intérieur de P̌

– P̌ out est une surface à bord, bordé par cout
1 , . . . , cout

n , le champ X̌ est transverse à P̌ out

et pointe vers l’extérieur de P̌

– P̌ tan est une union d’anneaux A1, . . . , An tangents au champ X̌, tel que chaque Ai
est bordé par les courbes cin

i et cout
i , et les orbites de X̌ sur Ai vont de c

in
i vers cout

i

3) Le maximal invariant Λ̌ :=
⋂
t∈R X̌

t(P ) de X̌ dans P̌ est un ensemble hyperbolique d’indice
(1, 1) pour X̌.

4) Si on note W̌s et W̌u les laminations stables et instables de Λ̌ dans P̌ , alors pour tout i il
existe deux feuilles compactes γsi de Ľs := W̌s ∩ P̌ in et γui de Ľu :=Wu ∩ P̌ out, tel que Ai
est inclus dans un anneau Ai ⊂ ∂P̌ , bordé par γsi et γui et disjoint de W̌s ∪ W̌u.

On renvoie à la figure 9.2.

Définition 9.1.2 (Bord d’entrée, de sortie, tangent). Soit (P̌ , X̌) est un bloc intermédiaire et
∂P̌ = P̌ in ∪ P̌ tan ∪ P̌ out la décomposition de ∂P̌ donnée par l’item 2, définition 9.1.1. On dit
que :

– P̌ in est le bord d’entrée de (P̌ , X̌)

– P̌ out est le bord de sortie de (P̌ , X̌)

– P̌ tan est le bord tangent de (P̌ , X̌).
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Chapitre 9. Réalisation d’un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein

Figure 9.2 – Bord d’un bloc intermédiaire (P̌ , X̌) au voisinage d’un anneau Ai tangent au
champ X̌

Fait 9.1.3. Avec ces même notations, on a

1) la lamination stable W̌s induit une lamination Ľs := W̌s ∩ ∂P̌ = W̌s ∩ P̌ in de dimension
1 sur P̌ in, dite lamination d’entrée de (P̌ , X̌)

2) la lamination instable W̌u induit une lamination Ľu := W̌u∩∂P̌ = W̌u∩P̌ out de dimension
1 sur P̌ out, dite lamination de sortie de (P̌ , X̌)

3) l’union Ľ = Ľs ∪ Ľu est une lamination de dimension 1 sur ∂P̌ , dite lamination de bord
de (P̌ , X̌)

Démonstration. Chaque orbite d’un point d’une composante connexe Ai de P̌
tan est contenue

dans l’anneau Ai et traverse Ai d’un bord de l’anneau à l’autre en temps fini (item 2, défini-
tion 9.1.1). On en déduit que la lamination stable W̌s du maximal invariant Λ̌ est disjointe du
bord tangent P̌ tan. Elle est disjointe de P̌ out, car toutes les orbites qui intersectent P̌ out sortent
de P̌ par définition, donc ne peuvent pas s’accumuler sur Λ̌ dans le futur. On en déduit que
W̌s ∩ ∂P̌ = W̌s ∩ P̌ in. Comme le champ de vecteurs X̌ est transverse à P̌ in, et W̌s est tangent
au champ de vecteurs X̌, on en déduit que les feuilles de W̌s intersectent transversalement la
surface P̌ in, et l’ensemble Ľs := W̌s ∩ P̌ in est une lamination de dimension 1 sur P̌ in. Les autres
affirmations du fait se déduisent de façon analogue.

On notera A∗ = {A1, . . . , An} la collection des composantes connexes du bord tangent de
(P̌ , X̌), et A∗ = {A1, . . . ,An} la collection des composantes connexes ∂P̌∖Ľ tel que Ai ⊂ Ai, où
Ľ est la lamination de bord de (P̌ , X̌). Avec ces notations, les courbes γsi et γui sont des feuilles
compactes de Ľs et Ľu respectivement, et Ai est la composante connexe de ∂P̌∖Ľ qui contient
l’anneau Ai.

Soit (P,X) un bloc de construction. On note Λ son maximal invariant, O∗ la collection
d’orbites périodiques de X contenues dans ∂P , P in le bord d’entrée, et P out le bord de sortie
de (P,X). On rappelle que l’adhérence de P in, notée P in, cöıncide avec P in ∪ O∗. De même,
P out = P out ∪ O∗. Le lemme suivant dit que l’on peut plonger canoniquement (P,X) dans un
bloc intermédiaire (P̌ , X̌), qui est alors un un prolongement minime “standard” de (P,X).
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9.1. Blocs intermédiaires

Lemme 9.1.4. Il existe un bloc intermédiaire (P̌ , X̌) tel que, si Λ̌ est le maximal invariant,
(W̌s, W̌u) la paire de lamination stable et instable de Λ̌, et A∗ la collection de composantes
connexes du complémentaire de la lamination ∂P̌∖Ľ contenant le bord tangent de (P̌ , X̌) (défi-
nition 9.1.2), on a

1) (prolongement minime) (P̌ , X̌) est un prolongement minime de (P,X) (définition 1.4.3)

2) (lamination) P̌ in∖A∗ est isotope à P in le long de la lamination W̌s et P̌ out∖A∗ est isotope
à P out le long de la lamination W̌u.

3) (unicité) Un tel bloc intermédiaire (P̌ , X̌) est unique à équivalence topologique près.

Démonstration. On répète la preuve du lemme 1.2.8 qui donne une méthode de construction d’un
bloc intermédiaire (P̌ , X̌) associé à un bloc de construction (P,X). Soit (P̃ , X̃) un prolongement
minime (définition 1.4.3) de (P,X). Soit O∗ = {O1, . . . ,On} la collection des orbites périodiques
deX contenues dans ∂P . Pour chaque Oi ∈ O∗, on considère Vi un voisinage tubulaire linéarisant
de Oi pour le flot de X̃ dans P̃ , muni d’un système de coordonnées linéarisant (x, y, θ) ∈
R2×R/Z. Le bord ∂P traverse les cadrans opposés {x > 0, y > 0} et {x < 0, y < 0} (fait 1.2.1).
Soit S une surface topologique, lisse en dehors d’un nombre fini de courbes fermées simples
cin

1 , . . . , c
in
n et cout

1 , . . . , cout
n , qui cöıncide avec ∂P en dehors des voisinages Vi, et se décompose

en l’union S = Sin ∪ St ∪ Sout (figure 1.5) où

• Sin est une surface à bord transverse au champ X et bordé par cin
1 , . . . , c

in
n , qui cöıncide

avec P in en dehors de l’union des voisinages Vi

• Sout est une surface à bord transverse au champ X et bordé par cout
1 , . . . , cout

n , qui cöıncide
avec P out en dehors de l’union des voisinages Vi

• St est une union d’anneaux Ai tangents au champ X, inclus chacun dans le voisinage
linéarisant Vi de Oi dans le cadran {x > 0, y < 0}, et bordé par les courbes cin

i et cout
i .

Figure 9.3 – Variété P̌ dans un voisinage linéarisant Vi de Oi

La surface S découpe dans P̃ une sous-variété compacte à bord P̌ , qui contient P , et qui cöıncide
avec P en dehors de l’union des voisinages Vi. Soit X̌ la restriction de X̃ à P̌ . Le couple (P̌ , X̌)
est par construction un prolongement minime de (P,X). Le maximal invariant Λ̌ de (P̌ , X̌)
cöıncide avec le maximal invariant Λ de (P,X) car une orbite de X̌ est soit une orbite du flot
de X contenue dans P , soit intersecte le bord de P̌ . De plus, ∂P̌ = S, donc (P̌ , X̌) vérifie les
items 1, 2 et 3 de la définition 9.1.1 d’un bloc intermédiaire. On note W̌s et W̌u les variétés
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stables et instables de l’ensemble Λ̌ = Λ pour le flot de X̌ dans P̌ . Alors W̌s est l’union du
saturé des laminations Ws par le flot de X̌ et de la variété stable locale des orbites périodiques
Oi dans les voisinages linéarisants Vi. De même W̌u est l’union du saturé des laminations Wu

par le flot de X̌ et des variétés instables locales des orbites périodiques Oi dans les voisinages
linéarisants Vi. Pour tout i, la variété stable et instable locale de l’orbite Oi dans le voisinage Vi
intersectent ∂P̌ le long de deux feuilles compactes γsi et γ

u
i , qui bordent une composante connexe

Ai de ∂P̌∖Ľ. C’est un anneau qui contient l’anneau Ai ⊂ S tangent au champ de vecteurs X̌
(figure 9.3). Il s’ensuit que (P̌ , X̌) satisfait l’item 4 de la définition 9.1.1, donc c’est un bloc
intermédiaire.

Notons A∗ la collection des anneaux Ai. Les surfaces P̌ in∖A∗ et P in cöıncident en dehors de
l’union des voisinages Vi, et dans chaque Vi la surface P̌ in∖A∗ est un anneau dont l’intérieur est
transverse à la lamination W̌s. Il existe donc une isotopie entre P̌ in∖A∗ et P in, à support dans
les voisinages linéarisants Vi, qui préserve la lamination W̌s feuille à feuille. Le raisonnement est
symétrique pour P̌ out∖A∗ et P out, et (P̌ , X̌) satisfait l’item 2 du lemme 9.1.4. Il reste à prouver
l’item 3, autrement dit l’unicité d’un tel bloc intermédiaire à équivalence orbitale près. Soit
(Q,Y ) un autre bloc intermédiaire vérifiant le lemme 9.1.4. Quitte à réduire le prolongement
minime initial utilisé pour construire (P̌ , X̌) et faire une équivalence orbitale, on peut faire
l’hypothèse que P̌ est inclus dans Q, et qu’ils sont inclus dans un prolongement minime commun
de (P,X) d’après l’item 1 du lemme 9.1.4. Il suffit de montrer l’existence d’une équivalence
orbitale locale sur un voisinage linéarisant Vi d’une orbite périodique Oi de X contenues dans
∂P , car les blocs intermédiaires (Q,Y ) et (P̌ , X̌) cöıncident chacun avec (P,X) en dehors de
l’union des Vi, donc cöıncident entre eux. Par transversalité de P in et Qin avec le champ de
vecteurs Y , quitte à faire une isotopie de ∂Q le long des orbites (positives) du flot de Y (ce
qui ne change pas la classe d’équivalence orbitale), on peut supposer que Qin contient P̌ in, et
quitte à faire une isotopie de ∂P̌ le long des orbites positives du flot de Y , on peut supposer que
Qout contient P̌ out (figure 9.4). On introduit un troisième bloc intermédiaire (Q′, Y ′) qui vérifie
le lemme 9.1.4, qui est strictement inclus dans P̌ , et tel que (Q′)in ⊂ P̌ in et (Q′)out ⊂ P̌ out

(figure 9.4). Alors le champ de vecteurs X̌ restreint à P̌∖Q′ et le champ de vecteurs Y restreint
à Q∖Q′ sont tout deux orbitalement équivalents au champ trivial ∂/∂t sur I × J × R/Z muni
des coordonnées (s, t, θ). Comme les blocs intermédiaires (P̌ , X̌) et (Q,Y ) cöıncident sur Q′, on
en déduit qu’ils sont orbitalement équivalents.

Figure 9.4 – Équivalence orbitale de blocs intermédiaires dans un voisinage linéarisant d’une
orbite périodique Oi

Soit (P̌ , X̌) un bloc intermédiaire et A∗ la collection de composantes connexes de ∂P̌∖Ľ
contenant le bord tangent de (P̌ , X̌) (définition 9.1.2), où Ľ est la lamination de bord de (P̌ , X̌).
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On rappelle qu’une séparatrice stable est une composante connexe de W̌s(O)∖O, où O est une
orbite de X̌. On dit qu’une séparatrice stable est libre si elle est disjointe du maximal invariant
Λ̌X .

Lemme 9.1.5. Pour tout Ai ∈ A∗, si γ
s
i et γ

u
i sont les deux feuilles compactes de Ľ qui bordent Ai

(item 2, définition 9.1.1), alors il existe une orbite périodique Oi de X̌ tel que γsi est l’intersection
d’une séparatrice stable libre de Oi avec P̌ in et γui est l’intersection d’une séparatrice instable
libre de Oi avec P̌ out. Quitte à faire une équivalence orbitale de (P̌ , X̌), on peut supposer que
Ai est inclus dans un voisinage linéarisant de Oi.

Démonstration. On peut adapter le fait 2.1.7 pour les blocs intermédiaires, et γsi est une feuille
compacte de la lamination Ľs, donc l’intersection d’une séparatrice stable libre Ws

+(Oi) d’une

orbite périodique Oi de X̌. Si p ∈ P̌ in est un point sur P̌ in arbitrairement proche de γsi , alors
l’orbite de p par le flot de X̌ sort de P̌ en un point q ∈ P̌ out arbitrairement proche de la variété
instable Wu(Oi) de Oi. Or on sait que le flot de X̌ sur l’anneau Ai ⊂ Ai traverse Ai d’un bord
cin
i à l’autre bord cout

i (item 2, définition 9.1.1). Comme cin
i est le bord de P̌ in ∩Ai, et cout

i est le
bord de P̌ out ∩Ai, on en déduit par continuité que l’orbite d’un point de P̌ in ∩Ai sort de P par
la composante P̌ out ∩Ai. Il s’ensuit que γui ∈ Wu(Oi), et γui est l’intersection d’une séparatrice
instable libre Wu

+(Oi) de la même orbite périodique Oi.
Montrons la deuxième affirmation du lemme 9.1.5. Pour chaque i, on considère ci une courbe

fermée simple dans (l’intérieur de) P̌ in ∩ Ai parallèle à γsi et assez proche de γsi de sorte que
l’orbite de ci par le flot de X̌ intersecte un voisinage linéarisant Vi de Oi. Soit Ci := ∪t∈RX̌

t(ci)
l’orbite de ci par le flot de X̌. Chaque point de ci sort de P̌ en temps uniformément borné, car
ci est uniformément loin de Ľs. Il s’ensuit que Ci est homéomorphe au cylindre ci × [0, 1], et
le champ de vecteurs X̌ est orbitalement équivalent au champ vertical ∂t sur Ci. L’union des
cylindres Ci découpe dans P̌ une sous-variété à bord Q, tel que si Y est la restriction de X̌ sur
Q, le couple (Q,Y ) est un bloc intermédiaire, plongé dans (P̌ , X̌), tel que le maximal invariant
de (Q,Y ) cöıncide avec le maximal invariant de X. Montrons que le bloc intermédiaire (Q,Y )
est orbitalement équivalent à (P̌ , X̌). Soit (Q′, Y ′) un troisième bloc intermédiaire inclus dans
(Q,Y ) obtenu en découpant (P,X) le long de l’orbite d’une courbe fermée simple c′

i inclus dans
l’intérieur de l’anneau bordé par γsi et ci et parallèle au bord de cet anneau. Alors Q∖Q′ est
homéomorphe au produit I×J×R/Z, et le champ de vecteurs Y sur Q∖Q′ est orbitalement équi-
valent au champ de vecteurs ∂t sur I ×J ×R/Z muni des coordonnées (s, t, θ). De même, P̌∖Q′

est homéomorphe au produit I×J×R/Z, et le champ de vecteurs Y sur Q∖Q′ est orbitalement
équivalent au champ de vecteurs ∂t sur I × J × R/Z muni des coordonnées (s, t, θ) (figure 9.4)
Il s’ensuit que les champs Y sur Q∖Q′ et X̌ sur P̌∖Q′ sont orbitalement équivalents. Comme
ils cöıncident en dehors de P̌∖Q, on en déduit que (P̌ , X̌) est orbitalement équivalent à (Q,Y ).
Le bord tangent Qtan de ∂Q cöıncide avec l’union des cylindres ∪iCi définis précédemment, et
on note ∂Q = Qin ∪Qtan ∪Qout la décomposition du bord donnée par l’item 2, définition 9.1.1.
Par construction, les composantes de bord Ci intersectent un voisinage linéarisant Vi de l’orbite
périodique Oi. Soit Ci la composante connexe de ∂Q∖LY contenant Ci. Par transversalité de
Qin avec le champ Y , quitte à pousser Qin le long des orbites (positives) de Y et Qout le long des
orbites (négatives) de Y , on peut supposer Ci est contenu dans Vi. Cette opération ne change
pas la classe d’équivalence orbitale de (Q,Y ).

Définition 9.1.6. On dira que le bloc intermédiaire (P̌ , X̌) vérifie l’hypothèse (h) si les orbites
périodiques Oi associées aux anneaux Ai par le lemme 9.1.5 sont deux à deux distinctes, et ont
des valeurs propres positives.

Remarque 9.1.7. Dans le cas d’un bloc intermédiaire (P̌ , X̌) associé à un bloc de construction
(P,X) par le lemme 9.1.4, les orbites périodiques Oi sont les orbites périodiques de X contenues
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dans ∂P . En effet, (P̌ , X̌) est un prolongement minime de (P,X) (item 1 lemme 9.1.4) et les
anneaux Ai sont contenus dans ∂P̌∖∂P , donc dans les voisinages linéarisants Vi des orbites
périodiques O∗. Par suite, le fait 1.2.1 implique que chaque (P̌ , X̌) vérifie l’hypothèse (h). Il
existe des blocs intermédiaires qui ne vérifie pas l’hypothèse (h) : voir pour cela le lemme 10.2.3
et la figure 10.5.

Le lemme suivant est la réciproque du lemme 9.1.4. Soit (P̌ , X̌) un bloc intermédiaire vérifiant
l’hypothèse (h). On note Λ̌ son maximal invariant, (W̌s, W̌u) la paire de lamination stable et
instable de Λ̌, P̌ in le bord d’entrée, P̌ out le bord de sortie, et A∗ la collection de composantes
connexes de ∂P̌∖Ľ contenant le bord tangent de (P̌ , X̌) (définition 9.1.2).

Lemme 9.1.8. Il existe un bloc de construction (P,X) tel que, si on note Λ le maximal invariant
de (P,X), O∗ la collection d’orbites périodiques de X contenues dans ∂P , P in le bord d’entrée
et P out le bord de sortie de (P,X), alors

1) (plongement) Il existe un plongement h : P → P̌ qui envoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de X̌

P̌
et Λ sur Λ̌

2) (lamination) P̌ in∖A∗ est isotope à P in le long de la lamination W̌s et P̌ out∖A∗ est isotope
à P out le long de la lamination W̌u.

3) (unicité) Un tel bloc de construction (P,X) est unique à isotopie près parmi les blocs de
construction.

On renvoie à la définition 1.4.1 pour l’isotopie des blocs de construction.

Démonstration. Quitte à faire une équivalence orbitale de (P̌ , X̌), on suppose que chaque anneau
Ai est inclus dans le voisinage linéarisant Vi d’une orbite périodique Oi (lemme 9.1.5). Par
hypothèse, les valeurs propres de Oi sont positives, et les Oi sont deux à deux disjointes, donc
on peut supposer que les voisinages linéarisants Vi sont deux à deux disjoints. Le bord d’entrée
P̌ in et le bord de sortie P̌ out de (P̌ , X̌) sont situés dans deux cadrans opposés de Oi sur le
voisinage Vi (voir la preuve du fait 1.2.1). Il existe donc une surface lisse S dans P̌ , qui cöıncide
avec ∂P̌ en dehors de l’union des Vi, et tel que dans chaque Vi, S est un anneau qui contient
l’orbite Oi, qui cöıncide avec ∂P̌ au voisinage du bord de Vi et traverse Vi dans deux cadrans
opposés de Oi, et qui est transverse au champ X̌ sur le complémentaire de Oi. Alors S découpe
dans P̌ une sous-variété P tel que si X est la restriction de X̌ à P , alors (P,X) est un bloc de
construction, plongé dans (P̌ , X̌) et tel que le maximal invariant Λ de (P,X) cöıncide avec le
maximal invariant Λ̌ de (P̌ , X̌). On montre l’item 2 de façon analogue à la preuve du lemme 9.1.4,
item 2. Pour finir, deux blocs de construction (P,X) et (P ′, X ′) qui vérifient le lemme 9.1.8 ont
un prolongement minime commun (quitte à faire une équivalence orbitale de (P̌ , X̌), d’après le
lemme 9.1.5). Ils sont donc isotopes parmi les blocs de construction (proposition 1.4.4).

9.2 Bloc de construction et bloc de Béguin-Bonatti-Yu

Soit (P,X) un bloc de construction. On note O∗ l’ensemble des orbites périodiques de X
contenues dans ∂P , ΛX le maximal invariant, P in le bord d’entrée et P out le bord de sortie.

Lemme 9.2.1. Il existe un bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U, Y ) tel que, si ΛY est le maximal inva-
riant de (U, Y ), (Ws

Y ,Wu
Y ) la paire de lamination stable et instable de ΛY , U in le bord d’entrée,

Uout le bord de sortie, et LY = LsY ∪ LuY la lamination de bord, alors :

1) (plongement) Il existe un plongement h : P → U qui envoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de Y dans h(P ) et ΛX sur ΛY .

178



9.2. Bloc de construction et bloc de Béguin-Bonatti-Yu

2) (lamination) Il existe une collection finie D∗ = {D1, . . . , Dn} de disques contenus dans
∂U , d’adhérence deux à deux disjointes, disjoints de LY et bordés chacun par une feuille
compacte de la lamination LY , tel que

– U in∖D∗ est isotope à P in le long de la lamination Ws
Y

– Uout∖D∗ est isotope à P out le long de la lamination Wu
Y .

3) (unicité) Un tel bloc de Béguin-Bonatti-Yu (U, Y ) est unique à équivalence orbitale près

Démonstration. On renvoie à la preuve du lemme 1.2.8 pour les items 1 et 2. Montrons le dernier
item 3. Soit (U, Y ) un bloc de Béguin-Bonatti-Yu qui vérifie le lemme 9.2.1. Soit D̄1, . . . , D̄n une
collection de disque compacts tel que D̄i ⊂ Di. Comme chaque point p ∈ D̄i est uniformément
loin de la lamination de bord LY , l’orbite de p sort de U en temps uniformément borné. On en
déduit que l’orbite de D̄i par le flot de Y dans U , que l’on note C̄i est homéomorphe à un cylindre
compact D2×I, sur lequel le champ Y est orbitalement équivalent au champ de vecteurs vertical
∂/∂t, où t est la coordonnée sur I. Le complémentaire P̌ := U∖ ∪i C̄i muni de la restriction
X̌ du champ de vecteurs Y est un bloc intermédiaire qui vérifie le lemme 9.1.4 associé au bloc
(P,X). La classe d’équivalence orbitale du bloc (P̌ , X̌) obtenu par une telle chirurgie ne dépend
pas du choix du disque compact D̄i inclus dans Di car ils sont tous isotopes. On conclut par
l’item 3 du lemme 9.1.4.

On va décrire l’opération inverse.

Définition 9.2.2. Soit (U, Y ) un bloc de construction et D∗ = {D1, . . . , Dn} une collection de
composante connexe du complémentaire de la lamination de bord ∂U∖LY bordées par des feuilles
compactes de LY . On dit que D∗ est une collection simple si deux feuilles compactes distinctes
de la lamination LY contenues dans le bord de D∗ sont sur des feuilles distinctes de Ws

Y ou de
Wu
Y , et les orbites périodiques contenues dans ces feuilles ont des valeurs propres positives.

On rappelle que toute feuille compacte γ de la lamination de bord LY est la trace d’une
séparatrice libre d’une orbite périodique O sur ∂U (fait 2.1.7). Cela justifie que l’on peut parler
de (l’unique) orbite périodique contenue dans la feuille de Ws

Y (ou de Wu
Y ) qui contient γ.

Remarque 9.2.3. SoitD∗ la collection donnée par le lemme 9.2.1, item 2. Alors c’est une collection
simple. L’isotopie du point 2 induit un difféomorphisme Hs : U in∖D∗ → P

in
qui préserve la

lamination stableWs
Y feuille à feuille. Si γs est une feuille compacte de LsY bord d’une composante

Di, alors γ
s est envoyée par Hs sur une orbite périodique de O ∈ O∗ le long de la feuille stable

Ws
Y (O). Les valeurs propres de O sont positives d’après le fait 1.2.1. Par injectivité de Hs c’est

l’unique composante de bord de D∗ envoyée sur O. Il suit que les feuilles qui bordent D∗ sont sur
des feuilles disjointes deWs

Y . De même, les feuilles compactes de LuY qui bordent une composante
de D∗ sont sur des feuilles disjointes de Wu

Y .

Le lemme suivant est une réciproque du lemme 9.2.1. Soit (U, Y ) un bloc de Béguin-Bonatti-
Yu, et on note ΛY le maximal invariant, LY la lamination de bord de (U, Y ), U in le bord
d’entrée et Uout le bord de sortie. Soit D∗ = {D1, . . . Dn} une collection simple (définition 9.2.2)
de composantes connexes de ∂P∖L bordées par des feuilles compactes de LY et invariante par
l’application de passage fY : U in → Uout du flot de Y du bord d’entrée au bord de sortie.

Lemme 9.2.4. Il existe un bloc de construction (P,X) tel que, si on note O∗ l’ensemble des orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , LX la lamination de bord de (P,X) et ΛX le maximal
invariant de (P,X), on a

1) (plongement) Il existe un plongement h : P → U qui envoie les orbites orientées de X sur
les orbites orientées de Y dans h(P ) et ΛX sur ΛY .
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2) (lamination) U in∖D∗ est isotope à P in le long de la laminationWs
Y , et U

out∖D∗ est isotope
à P out le long de la lamination Wu

Y .

3) (unicité) Un tel bloc de construction (P,X) est unique à isotopie près parmi les blocs de
construction

Remarque 9.2.5. Justifions pourquoi le lemme 9.2.4 donne bien une réciproque du lemme 9.2.1.
Si (U, Y ) est le bloc de Béguin-Bonatti-Yu associé à un bloc de construction (P,X) par le
lemme 9.2.1, et D∗ est la collection de disques donnés par l’item 2 de ce lemme, alors c’est une
collection simple, et on peut appliquer le lemme 9.2.4 à (U, Y ) et à la collection D∗. On obtient
un bloc de construction (P ′, X ′) isotope à (P,X) d’après l’item 3.

Démonstration du lemme 9.2.4. Par fY -invariance de D∗, on peut renommer les composantes
de D∗ de la façon suivante D∗ = {Din

1 , . . . , D
in
n , D

out
1 , . . . , Dout

n } tel que Din
i ⊂ U in, et Dout

i =
fY (Din

i ) ⊂ Uout. Soit γsi une feuille compacte qui borde Din
i . C’est l’intersection d’une séparatrice

stable libre d’une orbite périodique Oi. Par fY -invariance de D∗, il existe une feuille compacte
γui dans le bord de Dout

i qui est sur la variété instable de l’orbite périodique Oi (il suffit de
remarquer que l’orbite d’un point dans Din

i arbitrairement proche de γsi sort par Uout sur Dout
i

en un point arbitrairement proche de Wu(Oi)). Quitte à pousser U in et Uout le long des orbites
du flot de Y on peut supposer qu’un voisinage de γs dans ∂U (inclus dans U in) et un voisinage
de γu dans ∂U (inclus dans Uout) sont contenus dans un voisinage linéarisant Vi de Oi, et toute
orbite qui entre par Din

i proche de γsi sort par Dout
i proche de γui et est entièrement contenue

dans Vi. On renvoie à la figure 9.5.

Figure 9.5 – Isotopie le long du flot et suppression d’anses dans (U, Y )

En répétant ce même argument, on obtient une collection O1, . . . , On d’orbites périodiques
et de voisinages linéarisants V1, . . . ,Vn. Comme la collection est simple, les orbites périodiques
et les voisinages linéarisants sont deux à deux distincts. Soit D0 ⊂ U in un compact inclus dans
l’union ∪iDin

i , dont l’intérieur est isotope à ∪iDin
i et dont le bord est une union de courbes

fermées simples contenues dans ∪iVi. Par construction, l’orbite par le flot de Y de chacune
des composantes connexes de ∂D0 est un cylindre contenu dans un unique Vi. L’orbite D0 :=
∪t∈RY

t(D0) de D0 par le flot de Y dans U est homéomorphe à D0 × [0, 1] et le champ Y est
orbitalement équivalent au champ de vecteurs trivial ∂/∂t, t ∈ [0, 1]. Soit P̌ := U∖D0 et X̌
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la restriction de Y à P̌ . Alors (P̌ , X̌) est un bloc intermédiaire plongé dans (U, Y ) et dont le
maximal invariant cöıncide avec ΛY . En effet par construction, le bord tangent P̌ tan de (P̌ , X̌) est
une union d’anneaux Ai homéomorphe à ∂D0× [0, 1], chacun contenu dans un unique voisinage
linéarisant Vi. La composante connexe Ai de P̌∖Ľ contenant Ai est un anneau bordé par les
feuilles compactes γsi et γui issues des séparatrices stables libres et instables libres locales de
Oi. De plus, (P̌ , X̌) satisfait l’hypothèse (h) (définition 9.1.6). On utilise le lemme 9.1.8 qui
donne l’existence d’un bloc de construction (P,X) plongé dans (P̌ , X̌), tel que (P̌ , X̌) est un
prolongement minime de (P,X). Montrons que (P,X) satisfait le lemme 9.2.4.

1) Par construction, le bloc intermédiaire (P̌ , X̌) est inclus dans (U, Y ). On rappelle que P̌ =
U∖D0, et chaque orbite de Y dans D0 entre et sort de D0 donc de U en temps fini, donc le
maximal invariant ΛY de (U, Y ) est contenu dans P̌ , et cöıncide avec le maximal invariant
de (P̌ , X̌). L’item 1 suit de l’item 1, lemme 9.1.8.

2) On a l’égalité ∂P̌∖A∗ = ∂U∖D∗, et la lamination Ľ sur ∂P̌∖A∗ cöıncide avec la lamination
LY sur ∂U∖D∗, car Ľ est l’intersection des variétés Ws

Y et Wu
Y avec ∂P̌ . L’item 2 suit de

l’item 2, lemme 9.1.8.

3) Soit (P ′, X ′) est un autre bloc de construction qui satisfait le lemme 9.2.4. Alors, quitte à
faire une équivalence orbitale, d’après l’item 1 du lemme 9.2.4, on peut supposer que P et
P ′ sont inclus dans U , et X et X ′ cöıncident avec les restrictions de Y à P et P ′, et les
champs de vecteurs cöıncident sur un voisinage de ΛX = ΛX′ = ΛY . En particulier, X et X ′

cöıncident sur des voisinages linéarisants Vi des orbites périodiques Oi ∈ O∗ contenues dans
le bord de P . D’après l’item 2, P in est isotope à U in∖D∗ le long de la lamination Ws

Y . Sur
le complémentaire des voisinages Vi, les surfaces P in et U in sont compactes et transverses
au champ de vecteurs Y , donc on peut choisir une isotopie qui préserve les orbites du flot
de Y sur le complémentaire des voisinages Vi. Avec le même raisonnement pour P ′, on peut
supposer quitte à faire une équivalence orbitale que le bord de P et le bord de P ′ cöıncident
en dehors des voisinages Vi. Il s’ensuit que les blocs (P,X) et (P ′, X ′) ont un prolongement
minime commun. D’après la proposition 1.4.4 ils sont isotopes.

Remarque 9.2.6. On peut généraliser le lemme précédent à un bloc de construction (U, Y ) qui
n’est pas un bloc de Béguin-Bonatti-Yu, autrement dit qui admet une collection O∗ non vide
d’orbites périodiques contenues dans le bord. On obtient le même résultat si l’on suppose de plus
que la collection D∗ est d’adhérence disjointe de O∗. La preuve est identique car les chirurgies
sont loin de O∗.

9.3 Preuve de la proposition F

On montre le critère de réalisation d’un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein.

Démonstration de la proposition 9.0.7. Étape 1 : condition nécessaire.
Supposons que (P,X) est un bloc de construction orientable selle remplissant qui admet une
partition de Markov de type géométrique T . Soit (U, Y ) le bloc de Béguin-Bonatti-Yu associé
par le lemme 9.2.1. On note D∗ = {D1, . . . , Dn} la collection de composantes connexes de
∂U∖LY donné par l’item 2 du lemme 9.2.1. Montrons que (U, Y ) est un bloc modèle. Soit c une
courbe fermée simple plongée dans ∂U disjoint de LY . Si c est contenue dans un disque Di ∈ D∗,
alors c borde un disque disjoint de la lamination LY . Sinon c est contenue dans U in∖D∗ ou
Uout∖D∗. Supposons que c est inclus dans U in∖D∗. Il découle de l’item 2 que la lamination
LY restreinte à U in∖D est topologiquement équivalente à la lamination LsX ∪ O∗ sur P in.
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Comme la lamination LX est remplissante sur ∂P , il s’ensuit que toute composante connexe du
complémentaire de la lamination LsX ∪ O∗ sur P in est une bande. Par équivalence topologique,
il en est de même pour la lamination LY restreinte à U in∖D, et la courbe c est contenue dans
une bande. Il s’ensuit que c borde un disque disjoint de la lamination. Comme la lamination de
bord de (P,X) est remplissante, elle intersecte chaque composante connexe de ∂P . Il en est de
même pour la lamination de bord LY de (U, Y ) d’après l’item 2, et on en déduit que chaque
composante connexe de U intersecte le maximal invariant ΛY . Par conséquent, (U, Y ) est un
bloc modèle. D’après l’item 1, le bloc (P,X) est plongé dans (U, Y ), il s’ensuit que le bloc
(U, Y ) admet une partition de Markov de type géométrique T . Montrons qu’il satisfait les deux
conditions de la proposition 9.0.7. La lamination LsY restreinte à U in∖D∗ est topologiquement
équivalente à la lamination LsX ∪ O∗ sur P in, donc a fortiori c’est un pré-feuilletage, ce qui
montre l’item 2. Il s’ensuit que U in∖D∗ est une union de tores et d’anneaux fermés bordés par
des feuilles compactes de LsY . Soit A un tel anneau, et on note γi, γj les deux feuilles compactes
(distinctes) de LsY qui bordent A. Il existe deux disques Di et Dj de D∗ tel que γi = ∂Di et
γj = ∂Dj . On en conclut que l’anneau A est contenu dans une composante connexe de ∂U qui
est une sphère Si,j , obtenue par le recollement de A et des deux disques Di et Dj le long de
leur bord. L’item 1 est satisfait.

Étape 2 : condition suffisante.
Soit T un type géométrique dont le modèle (U, Y ) satisfait la proposition 9.0.7.

Fait 9.3.1. La lamination LY sur ∂U∖D∗ est remplissante.

Démonstration. D’après l’item 2 et la remarque 9.0.8, les composantes connexes de ∂U∖D∗ sont
des anneaux bordés par des feuilles compactes de LY ou des tores, et d’après la proposition 1.2.11,
les composantes connexes du complémentaire de la lamination LY sur ∂U∖D∗ sont des anneaux
bordés par des feuilles compactes, ou des bandes. Or remarquons que si A est une composante
connexe de ∂U∖LY qui est un anneau, alors il existe une courbe fermée simple c plongé dans A
disjointe de la lamination LY et qui ne borde aucun disque disjoint de la lamination LY , ce qui
est en contradiction avec le fait que (U, Y ) est un bloc modèle (item 3, définition 9.0.1).

Fait 9.3.2. La collection D∗ donnée par l’item 2 est une collection simple et fY -invariante (dé-
finition 9.2.2)

Démonstration. La collection D∗ est la collection de toutes les composantes connexes du com-
plémentaire de ∂U∖LY qui ne sont pas des bandes, elle est donc fY -invariante. Supposons qu’il
existe deux feuilles compactes γsi = ∂Di et γ

s
j = ∂Dj dans le bord de D∗ issues d’une même

variété stable Ws(O) d’une orbite périodique O. Alors fY (Di) et fY (Dj) sont deux disques de
D∗ bordés par deux feuilles compactes distinctes, toutes deux issues de la variété instableWu(O)
de O. Il s’ensuit que toutes les séparatrices de O sont libres, donc O est une orbite périodique
isolée. Les feuilles compactes issues de ses séparatrices sont donc isolées dans la lamination de
bord. C’est impossible car on a montré que la lamination LY est remplissante sur ∂U∖D∗.

On peut donc appliquer le lemme 9.2.4, avec la collection D∗ = {D1, . . . , Dn} de disques
donnés par l’item 1 de la proposition 9.0.7. C’est une collection simple et fY -invariante. On
obtient un bloc (P,X) plongé dans (U, Y ) par un plongement qui envoie le maximal invariant
ΛX sur ΛY et les orbites orientées de X sur les orbites orientées de Y . Il suit que (P,X) est un
bloc selle orientable, et Λ admet une partition de Markov de type géométrique T . Il découle
de l’item 2 que la lamination LsX ∪ O∗ sur P in est topologiquement équivalente à la lamination
LsY restreinte à U in∖D∗, donc est remplissante d’après le fait 9.3.1. Il en est de même pour
LuX ∪ O∗, donc pour la lamination de bord LX = LsX ∪ O∗ ∪ LuX sur ∂P , donc (P,X) est un
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bloc plein.

Étape 3 : unicité et équivalence topologique des laminations.
Soit (P,X) et (P ′, X ′) sont deux blocs de construction satisfaisant la proposition 9.0.7. Soit
(U, Y ) et (U ′, Y ′) les blocs de Béguin-Bonatti-Yu associés par le lemme 9.2.1 à respectivement
(P,X) et (P ′, X ′). Alors comme remarqué à la première étape, (U, Y ) et (U ′, Y ′) sont des blocs
modèles. De plus, ils admettent une partition de Markov de type géométrique T . D’après le théo-
rème 9.0.6, les blocs modèles (U, Y ) et (U ′, Y ′) sont orbitalement équivalents. Par le lemme 9.2.4
réciproque du lemme 9.2.1 (remarque 9.2.5) on en déduit que les blocs (P,X) et (P ′, X ′) sont iso-
topes. L’équivalence topologique des laminations découle directement de l’item 2 du lemme 9.2.4
appliqué (U, Y ) et à la collection D∗.

9.4 Exemples de modèles de partition de Markov

La proposition 9.0.7 a ceci d’utile que l’on peut vérifier les critères par une méthode de
recollement de rectangles, qui permet à partir d’un type géométrique abstrait de construire le
bord d’entrée et la lamination d’entrée du modèle. On renvoie à la preuve de [BB02, Lemme 2.13],
dont on répète ici la méthode.

Soit T = {n, {hi}, {vi}, ϕ} un type géométrique abstrait. On considère une union R de n
rectangles R1, . . . , Rn, muni d’une orientation des verticales et des horizontales des Ri, tel que
chaque Ri contient hi sous-rectangles horizontaux H1

i , . . . ,H
hi
i et vi sous-rectangles verticaux

V 1
i , . . . , V

vi
i . On note R l’union des Ri, H l’union des Hj

i et V l’union des V j
i . On note ∂u

pour désigner le bord vertical d’un rectangle ou d’un sous-rectangle de R, et on note ∂ug et ∂ud
pour désigner le bord vertical gauche et droit respectivement du sous-rectangle relativement aux
orientations des verticales et des horizontales de R. Soit (i, j) un couple fixé avec 1 ≤ i ≤ n et
1 ≤ j ≤ vi. Soit (k, l) l’unique couple tel que ϕ(k, l) = ((i, j), ϵ). Soit h(i,j) un homéomorphisme

qui envoie ∂ug V
j
i sur ∂ugH

l
k et ∂udV

j
i sur ∂udH

l
k si ϵ = + et qui envoie ∂ug V

j
i sur ∂udH

l
k et ∂udV

j
i

sur ∂usH
l
k si ϵ = −. L’ensemble A := R∖V est une union finie de sous-rectangles verticaux de R

semi-ouverts, dont les adhérences sont deux à deux disjointes. L’adhérence Ā contient l’ensemble
∂uV et l’ensemble ∂uH dans son bord. On considère l’ensemble Σs := Ā/h où h est le produit des
homéomorphismes h(i,j). Alors h recolle les rectangles de Ā le long d’un nombre fini de segments
de leur bords. La surface Σs est une surface à bord et à coin. Elle est munie d’un feuilletage Fs,
image par le recollement h du feuilletage horizontal de R induit sur Ā.

Une partition de Markov tel que l’intersection d’une orbite avec l’union des cubes associés
à la partition est connexe est dite essentielle. De telles partition existent toujours dans un bloc
selle (fait 2.2.5).

Fait 9.4.1. Soit (U, Y ) un bloc modèle munie d’une partition de Markov essentielle R de type
géométrique T . Alors Σs est une surface compacte, à bord et à coin, homéomorphe à l’inter-
section du saturé de R par le flot de Y sur le bord d’entrée U in. La lamination LY sur U in

est topologiquement équivalente à une sous-lamination du feuilletage Fs sur Σs. Le bord U in

s’obtient en recollant des disques sur le bord de Σs.

Idée de preuve. L’idée de la preuve repose sur les deux observations suivantes, en reprenant les
notations précédentes

• L’orbite passée d’un point de Ā = R∖V intersecte le bord U in en temps uniformément
borné et en un unique point.

• Les orbites des points de intA sont deux à deux distinctes,
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Chapitre 9. Réalisation d’un type géométrique abstrait dans un bloc selle plein

• L’orbite négative d’un point de Ā∖A se recolle sur une orbite négative d’un point du bord
vertical de A au bout d’un temps 1.

Avec ces observations, on voit que le recollement h effectué sur l’ensemble Ā∖A correspond
à l’identification des points sur une même orbite. Il suit alors des deux premiers items que le
saturé de R par le flot négatif de Y intersecte le bord de U sur une surface homéomorphe au
quotient de Ā par h. Une surface obtenue par recollement d’un nombre fini de segment, plongée
dans une surface lisse, est une surface compacte à bord et à coin. On renvoie à la preuve [BB02,
Lemme 2.13] pour un argument complet. La lamination stable sur R est une sous-lamination du
feuilletage horizontal sur R, ce qui justifie la seconde affirmation. Il suit pour finir du critère 3
de la définition 9.0.1 d’un bloc modèle que le complémentaire U in∖Σs est une union finie de
disques (sinon on aurait un cercle disjoint de la lamination qui ne borde aucun disque).

Exemple 9.4.2 (Faux-fer à cheval). On rappelle que le type géométrique du faux-fer à cheval
est donné à la figure 11, et l’exemple 9.0.5. La figure suivante donne la construction du bord
d’entrée U in et de la lamination d’entrée Ls du modèle du faux-fer à cheval par recollement de
rectangle. On voit que U in est une sphère contenant exactement deux disquesD1 etD2 d’intérieur
disjoints de la lamination de bord L, et bordés par deux feuilles compactes distinctes de Ls. Le
complémentaire de ces disques dans U in est un anneau bordé par deux feuilles compactes, sur
lequel la lamination est un pré-feuilletage (remplissant), sans feuilles compactes autre que les
deux feuilles du bord, et chaque feuille non compacte s’accumule sur une feuille compacte sans
formée de composante de Reeb. En particulier, le modèle du faux-fer à cheval satisfait le critère
de la proposition 9.0.7, donc le type géométrique du faux-fer à cheval est réalisable dans un bloc
de construction (P,X) selle plein orientable. La lamination de bord sur le bord de sortie Uout

Figure 9.6 – Construction de la surface Σs et de la lamination de bord sur le bord d’entrée U in

du modèle (U, Y ) du faux fer à cheval.

est symétrique à celle sur U in. D’après la proposition 9.0.7, on peut aussi calculer la lamination
de bord du bloc (P,X) associée. Le bord ∂P est un tore qui contient exactement deux orbites
périodiques O1 et O2 du champ de vecteurs X (correspondant aux deux feuilles compactes de
U in). La lamination LX sur ∂P est une lamination remplissante, sans feuille compactes autre
que les orbites périodiques Oi et sans composante de Reeb. Il existe donc un difféomorphisme
φ : ∂P → ∂P qui envoie l’orbite périodique orientée O1 sur l’orbite orientée O2, le bord d’entrée
P out sur le bord de sortie P in, et la lamination LX sur une lamination fortement quasi-transverse
à LX . Ce difféomorphisme induit un recollement sur le bloc de construction formé de deux copies
(P1, X1) et (P2, X2) de (P,X). Quitte à faire une forte isotopie du triplet (P1 ∪ P2, X1 ∪X2, φ),
les champs X1 et X2 induisent un champ de vecteurs Anosov Z sur une variété fermée orientable
M = P1 ∪ P2/φ d’après le théorème de recollement 1.
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Ce recollement est déjà connu. En effet, le bloc donné par la proposition F pour le faux-fer à
cheval est orbitalement équivalent à un bloc de flot géodésique sur l’orbifold modulaire compacti-
fiée. L’orbifold modulaire est le quotient SMod := H2/PSL2(Z). C’est une orbifold hyperbolique,
qui est une sphère avec deux points singuliers d’ordre 2 et 3 et un cusp. C’est un résultat connu
([Mil83]) que le fibré unitaire tangent T 1SMod ≃ PSL2(R)/PSL2(Z) est homéomorphe au com-
plémentaire du noeud de trèfle K dans S3, et le flot géodésique est le flot transverse à la fibration
de K. Dans [Ghy07], l’auteur montre que l’on peut déformer la surface SMod de sorte à obtenir
une orbifold hyperbolique compacte SMod à bord géodésique. Le flot géodésique Xt induit sur
le fibré unitaire tangent P := T 1SMod est un flot Axiome A dont l’ensemble basique admet une
partition de Markov de type géométrique le faux-fer à cheval (voir par exemple [BP21]). C’est un
bloc de construction avec une unique composante de bord, deux orbites périodiques tangentes
orientées de façon incohérentes et une lamination de bord remplissante sans feuille compactes
autre que les orbites périodiques et sans composantes de Reeb. Il suit de l’unicité dans la propo-
sition F que le bloc donné par cette proposition est isotope à (P,X). Dans [CP20], les auteurs
montrent, à la manière des recollements de Handel-Thurston, l’existence d’une famille de flots
d’Anosov obtenus en recollant deux copies de revêtement fini de (P,X).
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Chapitre 10

Complémentaire d’orbite périodique
comme pièce JSJ d’un flot d’Anosov
transitif

Le théorème de Jaco-Shalen-Johansson (JSJ) ([JS78], [Joh79]) permet de découper une va-
riété de dimension trois, orientable, compacte, et irréductible en composantes qui admettent une
fibration de Seifert, ou qui sont atoröıdales. Ce découpage se fait le long de tores incompressibles
plongés, et il existe une collection minimale de tels tores unique à isotopie près. On rappelle
qu’une surface plongée dans une variété est dite incompressible si le plongement induit un mor-
phisme injectif des groupes fondamentaux. On rappelle qu’une fibration de Seifert ([Hem04])
est une fibration en cercle au dessus d’une 2-orbifold (éventuellement à bord). Une variété qui
admet une telle structure est un fibré de Seifert (il peut éventuellement en exister plusieurs).
Il y a un nombre fini de fibres singulières, qui sont les fibres au dessus des points singuliers de
l’orbifold. Les autres sont dites régulières. Une variété est dite atoroidale si tout plongement
incompressible du tore est homotope à une composante de bord.

Théorème 10.0.1 (Jaco-Shalen, Johansson). Soit M une variété de dimension trois fermée,
orientable, et irréductible. Alors il existe une collection finie T = {T1, . . . , Tn} de tores plon-
gés incompressibles deux à deux disjoints, tel que l’adhérence des composantes connexes Pi de
M∖ ∪i Ti sont soit des fibrés de Seifert, soit atoroidale. La décomposition est unique à isotopie
près de Ti et des Pi si la collection T est minimale.

Toute 3-variété orientableM qui porte un champ de vecteurs Anosov X est irréductible (car
son revêtement universel est R3, [Cal07], [Bar05]), et admet donc une décomposition JSJ le long
de tores incompressibles. Soit P une pièce Seifert de la décomposition JSJ deM. On dit que

• P est une pièce de Seifert périodique si il existe une fibration de Seifert sur P tel que la
fibre régulière est homotope à un multiple d’une orbite périodique de X.

• P est une pièce de Seifert libre sinon.

Définition 10.0.2 (Flot pseudo-Anosov). Un flot pseudo-Anosov Xt sur une 3-variété ferméeM
est un flot qui est localement modelé sur un revêtement semi-branché d’un flot d’Anosov.

On suit la définition de [Cal07, Définition 6.41]. Un flot pseudo-Anosov est donc un flot
continu, différentiable en dehors d’une collection finie d’orbites périodiques Γ∗ = {γ1, . . . , γn},
dites orbites singulières. Sur le complémentaire de ces orbites, le flot admet une décomposition
hyperbolique, autrement dit il préserve une décomposition TM = Ess ⊕ R.X ⊕ Euu du fibré
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tangent au dessus deM∖Γ∗, dilate uniformément les vecteurs de Euu et contracte uniformément
les vecteurs de Ess au temps t > 0. On dira de façon équivalente que X est un champ de
vecteurs pseudo-Anosov. Les fibrés Ess ⊕ RX et Euu ⊕ RX sont uniquement intégrables en des
feuilletages Xt-invariants Fs et Fu de dimension 2 appelés respectivement feuilletage stable
(faible) et feuilletage instable (faible), qui admettent des singularités pi-prong avec pi ≥ 3 le
long des orbites γi (figure 10.1). Au voisinage d’une orbite singulière γi, les coordonnées du
revêtement semi-branché sont de classe C1 en dehors de la singularité.

Remarque 10.0.3. Il existe une autre définition courante d’un flot pseudo-Anosov topologique,
par exemple utilisée dans [BF13a, Définition 2.1], où l’on considère un flot seulement continu
sur M. On renvoie à [AT22, Définition 5.8] pour comparer les deux définitions. Les auteurs
montrent dans cet article ([AT22, Théorème 5.10]) qu’un flot pseudo-Anosov topologique tran-
sitif est orbitalement équivalent à un flot pseudo-Anosov transitif (au sens lisse). C’est une
généralisation (plus ou moins immédiate) du théorème de M. Shannon [Sha20] qui dit qu’un flot
topologiquement Anosov transitif est orbitalement équivalent à un flot d’Anosov transitif.

Figure 10.1 – Image transverse d’une singularité de type 3-prong dans un flot pseudo-Anosov

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition suivante, qui permet de réaliser des pièces
JSJ atoröıdales dans un flot d’Anosov transitif en tant que complémentaire d’orbites périodiques
de flot d’Anosov ou pseudo-Anosov transitif.

Proposition 10.0.4 (Proposition G). Soit {γ1, . . . , γn} une collection finie d’orbites périodiques
d’un champ pseudo-Anosov transitif X sur une 3-variété orientableM, contenant l’ensemble des
orbites périodiques singulières de X. On suppose que le complémentaireM∖∪i γi est atoröıdal.
Alors il existe une 3-variété orientable N munie d’un champ de vecteurs Anosov transitif Y tel
que la décomposition JSJ de N est formée de deux pièces atoröıdales, toutes deux homéomorphes
àM∖ ∪i γi, et d’une pièce de Seifert périodique.

Remarque 10.0.5. Les tores Ti de la collection JSJ de N sont chacun isotope à un tore quasi-
transverse T ′

i dans N , mais la collection des T ′
i n’est pas plongée : les tores s’intersectent le

long d’orbites périodiques. La preuve permettra de vérifier cette propriété, on renvoie cependant
à [BF13a] pour une analyse de la mise en position quasi-transverse de tores JSJ dans un flot
d’Anosov de dimension 3. Un défaut de plongement de la collection “modifiée” en position quasi-
transverse a lieu pour les tores adjacents à des pièces de Seifert périodiques.

Remarque 10.0.6. Le flot d’Anosov Y t sur les deux copies deM∖∪iγi dans N est une bifurcation
Dérivé de (pseudo)-Anosov du flot Xt sur les orbites γi.

On prouvera en fait l’énoncé plus général suivant :
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Proposition 10.0.7. Soit {γ1, . . . , γn} une collection finie d’orbites périodiques d’un champ de
vecteurs pseudo-Anosov transitif X sur une 3-variété orientable M, contenant l’ensemble des
orbites périodiques singulières de X. Alors il existe une 3-variété orientable N munie d’un
champ de vecteurs d’Anosov transitif Y , et une collection T de tores incompressibles plongés
dans N et non homotopes, qui découpent N en trois composantes P1, P2, P3, où P1 et P2 sont
homéomorphes à M∖ ∪i γi et P3 admet une fibration de Seifert avec une fibre homotope à un
multiple d’une orbite périodique.

La proposition 10.0.4 découle directement de la proposition 10.0.7 dans le cas oùM∖ ∪i γi
est atoröıdale, car alors la collection T est la collection de tores JSJ de N , et P3 est un fibré de
Seifert périodique.

Résumé de preuve Le chapitre s’organise comme suit

• Dans la section 10.1 on donne un procédé général de construction de bloc de construction
selle, plein, transitif par Double-éclatement – Excision d’une collection Γ d’orbites pério-
diques d’un flot pseudo-Anosov X sur une variété M contenant l’ensemble des orbites
périodiques singulières (proposition 10.1.2) Le bloc obtenu est homéomorphe au complé-
mentaireM∖ ∪i γi de l’union des orbites périodiques de la collection, et la lamination de
bord est élémentaire cohérente sur chaque composante de bord.

• Dans la section 10.2, on montre un résultat général qui permet “d’ajouter” une feuille
compacte (non marquée) sur une lamination de bord d’un bloc de construction (P,X) en
recollant un bloc intermédiaire “élémentaire”, qui est un voisinage tubulaire d’une orbite
périodique selle de valeurs propres négatives. Topologiquement, le bloc obtenu est l’union
de P et d’un fibré de Seifert “simple”, adjoints par un tore incompressible. Ce résultat est
résumé à la proposition 10.2.1. On pourra l’utiliser de façon itérative.

• Dans la section 10.3, on montre la proposition 10.0.7 à l’aide des résultats précédents. On
construit un bloc (P,X) par Double-éclatement – Excision le long de la collection d’orbites
données par la proposition 10.1.2, et on ajoute des feuilles compactes sur chaque compo-
santes connexe du complémentaire des orbites périodiques du bord avec une orientation
dynamique bien choisie à l’aide de la proposition 10.2.1. Le bloc (P ′, X ′) ainsi obtenu est
selle, plein, transitif, et se recolle sur une copie de (P,X) via un recollement fortement
quasi-transverse φ. On peut utiliser le théorème de recollement et le critère de transiti-
vité 6.4.2, et le flot d’Anosov obtenu par recollement vérifiera la proposition 10.0.7.

• Dans la section 10.4, on donne comme corollaire un critère pour que le complémentaire d’un
noeud hyperbolique dans S3 se réalise en tant que pièce JSJ atoröıdale d’un flot d’Anosov
transitif. On décrit une construction par plombage de Hopf qui donne une famille de noeuds
vérifiant ce critère.

10.1 Bloc de construction construit par Double-éclatement – Exci-
sion

Dans cette section préliminaire, on présente le résultat général de construction de bloc
de construction par Double-éclatement – Excision d’orbites périodiques. On renvoie au cha-
pitre 7, section 7.2 pour la définition d’un type combinatoire quasi-Morse-Smale (définitions 7.2.7
et 7.2.9).
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10.1. Bloc de construction construit par Double-éclatement – Excision

Définition 10.1.1. Un pré-feuilletage quasi-Morse-Smale sur le tore est dit

– élémentaire si il n’admet pas de feuilles compactes autre que des feuilles marquées,

– cohérent si les feuilles marquées orientées sont toutes librement homotopes,

– alterné si toute feuille marquée orientée est librement homotope à l’inverse de la feuille
marquée successive pour un ordre cyclique.

Proposition 10.1.2. Soit Γ = {γ1, . . . , γn} une collection d’orbites périodiques d’un champ de
vecteurs pseudo-Anosov X sur une variété fermée M orientable de dimension 3, qui contient
toutes les orbites singulières (éventuelles) de X. Il existe un bloc de construction plein (P, Y ) tel
que, si Λ désigne le maximal invariant et L la lamination de bord de (P, Y ), alors

1) P =M∖V, où V est une union de voisinages tubulaires disjoints des orbites γi,

2) la lamination L est remplissante sur ∂P , chaque composante connexe Ti de ∂P contient
2pi orbites périodiques tangentes, où pi est le nombre de séparatrices stables de l’orbite γi,
et la lamination L sur Ti est élémentaire cohérente,

3) Si X est transitif, alors le bloc (P, Y ) est un bloc selle transitif

On dit que (P, Y ) est un bloc de construction obtenu par Double-éclatement – Excision sur la
collection Γ d’orbites périodiques du champ pseudo-Anosov X.

En particulier, P est homéomorphe au complémentaireM∖ ∪i γi.

Idée de preuve. On explique cette construction pour une unique orbite périodique γ d’un flot
d’Anosov, la généralisation pour une collection finie Γ étant similaire. Supposons pour fixer les
idées que les valeurs propres de γ sont négatives. On fait une bifurcation Dérivé d’Anosov attrac-
tive sur l’orbite périodique γ. On renvoie à [GHS97, Sous-section 2.2.2] et [BBY17, Section 8]
pour une description détaillée de cette bifurcation, et à la figure 7.9. Signalons aussi [BBGH20,
Section 3.3], où les auteurs donnent une construction explicite d’une bifurcation Dérivé d’Anosov
sur un flot géodésique en codimension 2, mais qui peut s’adapter dans notre cas.

Cette bifurcation consiste à “ouvrir” la variété stable de γ, et crée une orbite périodique
attractive γ+ à la place de γ et une orbite périodique selle γ′ à valeurs propres positives à la
place du bord de la variété stable locale de γ. Plus précisément, il existe une petite perturbation
X ′ de X surM tel que X ′ cöıncide avec X en dehors d’un petit voisinage tubulaire V0 de l’orbite
γ, et tel que le champ de vecteurs X ′ sur V0 admet une orbite périodique attractive γ+ de valeurs
propres négatives, et une orbite périodique selle γ de valeurs propre négative homotope au double
de γ+. On fait ensuite une bifurcation Dérivé d’Anosov répulsive sur l’orbite périodique γ′, ce qui
consiste à “ouvrir” la variété instable de γ′. Plus précisément, il existe une petite perturbation
X ′′ de X ′ sur M tel que X ′ cöıncide avec X en dehors d’un petit voisinage tubulaire V ′

0 de
l’orbite γ′, et tel que le champ de vecteurs X ′′ sur V ′

0 admet une orbite périodique répulsive γ′
−

de valeurs propres positives à la place de γ′ et deux orbites périodiques selles γ′
1 et γ′

2, à la place
du bord de la variété instable locale de γ′, librement homotopes à γ′

− et dont les valeurs propres
sont positives, et le champ n’a pas été modifié au voisinage de γ+ (figure 10.2). Il existe un tore
T qui est l’union de deux anneaux A+ et A− tel que :

– Le bord de A+ est l’union des orbites périodiques γ′
1 et γ′

2 et l’intérieur de A+ est inclus
dans le bassin d’attraction Ws(γ+) de γ+, et est transverse au champ X ′′

– et le bord de A− est l’union des orbites périodiques γ′
1 et γ′

2 et son intérieur est inclus dans
le bassin de répulsion Wu(γ′

−) de γ′
−, et est transverse au champ X ′′
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Le tore T est dessiné à la figure 10.2. Il suit que T est un tore quasi-transverse au champ X ′′ qui
contient les deux orbites périodiques selles γ′

i. C’est le bord d’un tore plein V contenu dans V0 et
qui contient dans son intérieur l’orbite périodique attractive γ+ et l’orbite périodique répulsive
γ′

−. On pose P := M∖V, et on note Y la restriction de X ′′ à P . Alors (P, Y ) est un bloc de

Figure 10.2 – Double-éclatement et Excision sur une orbite γ dont les valeurs propres sont
négatives

construction satisfaisant la proposition 10.1.2. On renvoie à [BBGH20, Proposition 3.8] pour
une preuve détaillée de l’hyperbolicité du maximal invariant que l’on peut facilement adapter à
notre cas. Pour le reste, on renvoie à la preuve du lemme 7.4.2.

Si γ a des valeurs propres positives, la première bifurcation DA attractive produit deux
orbites périodiques selle γ1 et γ2 et une orbite périodique attractive γ+, toutes de valeurs propres
positives. On effectue ensuite une DA répulsive sur γ1 et sur γ2. Cela a pour effet de créer deux
orbites périodiques répulsives γ1,− et γ2,− et quatre orbites périodiques selles γ1,1 et γ1,2 et γ2,1
et γ2,2. Il existe alors un tore plein V dont le bord est un tore T quasi-transverse au champ
X ′′, qui contient les quatre orbites périodiques selles γi,j et l’intérieur de V contient les orbites
périodiques attractives et répulsives. On montre de la même façon que la variété P = M∖V
muni du champ Y égal à la restriction de X ′′ est un bloc de construction qui vérifie le lemme.

Dans le cas où X est un champ pseudo-Anosov et γ est l’unique orbite singulière de type
p-prong, le procédé est essentiellement le même et cette opération aura pour effet “d’éclater”
la singularité p-prong. Expliquons brièvement. Supposons que γ admet p séparatrices stables
et p séparatrices instables. On effectue une bifurcation Dérivé de pseudo-Anosov attractive sur
l’orbite γ, autrement dit une bifurcation analogue à la bifurcation Dérivé d’Anosov, qui consiste
à ouvrir chacune des séparatrices stables de γ. Plus précisément, il existe un voisinage tubulaire
V de γ sur lequel le flot de X est orbitalement équivalent à un revêtement semi-branché d’une
orbite périodique hyperbolique selle. Ce voisinage est découpé en p régions Vi, i = 1, . . . , p,
chacune bordée par deux séparatrices instable de γ, et sur chacune de ces régions il existe des
coordonnées (x, y, t) : Vi → R+ × R × R/Z, de régularité C1 en dehors de x = y = 0, dans
lesquelles le flot de X est la suspension de (x, y) 7→ (λ−1x, λy), avec λ > 1, restreint au demi-
espace. On peut alors se ramener à la bifurcation DA attractive du cas précédent sur chaque
région Vi et aux descriptions explicites de [BBGH20, Section 3.3] ou [BBY17, Section 8] dans
des coordonnées linéarisantes restreintes au demi-espace x ≥ 0. On obtient un nouveau champ
X ′
i sur chaque Vi, de classe C1 en dehors de x = y = 0. Les champs éclatés X ′

i sur les régions
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Vi se recollent de façon C1 le long des séparatrices instables par une réflexion, et on obtient
un champ X ′ de classe C1 en dehors de γ. Ce champ X ′ cöıncide avec X en dehors d’un petit
voisinage tubulaire de γ, admet une orbite périodique attractive γ+ à la place de γ et p orbites
périodiques γi à la place de chacun des bords des séparatrices instables locales de γ, et qui
sont maintenant des orbites périodiques hyperboliques selles au voisinage duquel le flot est de
classe C1. L’hyperbolicité (d’indice (1, 1)) pour les orbites du flot de X ′ sur le complémentaire du
bassin d’attraction de γ+ peut se montrer en suivant la preuve de [BBGH20, Proposition 3.8] par
critère de cônes. On peut se ramener aux coordonnées (x, y, t) sur chaque région Vi et adapter
la preuve pour des demi-espaces x ≥ 0.

On effectue ensuite une bifurcation Dérivé d’Anosov répulsive sur chacune de ces p orbites
hyperboliques selles dans des voisinages assez petits et disjoints, loin de γ+. On peut alors se
ramener à la construction classique, et on obtient un champ X ′′ qui cöıncide avec X ′ en dehors
de ces petits voisinages, de classe C1 en dehors de γ+, qui admet p orbites périodiques répulsives
γ−
i à la place de γi, et 2p orbites périodiques hyperboliques selles à la place des deux bords

des séparatrices stables locales des p orbites γi. L’hyperbolicité selle pour les orbites dans le
complémentaire de l’union des bassins de répulsions de γ−

i et du bassin d’attraction de γ+
i se

montre en suivant la preuve [BBGH20, Proposition 3.8], car on est loin de la singularité. Il existe
un tore T quasi-transverse au champ de vecteurs X ′′ décrit à la figure 10.3, qui contient chacune
des orbites 2p orbites périodiques hyperboliques selles, et le complémentaire de ces orbites dans
T sont des anneaux inclus dans les bassins d’attraction de γ+ et de répulsion des γ−

i . Le tore T
le bord d’un tore plein V et qui contient dans son intérieur l’orbite périodique attractive γ+ et
les orbites périodiques répulsives γ−

i . On pose P :=M∖V, et on note Y la restriction de X ′′ à P .
On montre alors par des arguments analogues que le couple (P, Y ) est un bloc de construction
qui satisfait la proposition.

Figure 10.3 – Double-Éclatement et Excision sur une singularité de type 3-prong

10.2 Ajout de feuille compacte par recollement de bloc élémentaire

On décrit un procédé qui permet “d’ajouter” une feuille compacte à la lamination de bord
d’un bloc de construction (P,X). Topologiquement, cet opération a pour effet de recoller un
tore plein le long d’un anneau sur une composante de bord de P . On décrira cette opération à
l’aide de recollement partiels de blocs intermédiaires (définition 9.1.1). On utilise les résultats
du chapitre 9 pour la correspondance entre blocs de constructions et blocs intermédiaires.

Soit (P,X) un bloc de construction selle plein transitif orientable, et T une composante
de bord de ∂P qui contient un ensemble non vide d’orbite périodique de X. On note LX la
lamination de bord. Soit B un anneau de T bordé par deux feuilles compactes γ et γ′ de LX et
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ne contenant pas de feuilles compactes de L sur son intérieur. On munit P d’une orientation tel
qu’on a une énumération géométrique des feuilles compactes de LX tel que γn−1 = γ et γ0 = γ′,
autrement dit γ′ est la première feuille, et γ est à gauche de γ′ pour l’orientation dynamique de
γ′ et l’orientation de T . Soit σ le type combinatoire de la lamination LX sur T associé.

Proposition 10.2.1. Pour tout type combinatoire quasi-Morse-Smale σ′ sur Z/(n+ 1)Z tel que la
restriction de σ′ à {0, . . . , n − 1} cöıncide avec σ, il existe (Q,Y ) un bloc de construction selle
plein transitif orienté, tel que si on note LY la lamination de bord de (Q,Y )

1) (bord) ∂P ≃ ∂Q.

2) (type combinatoire) Il existe T ′ une composante connexe de ∂Q tel que :

– la lamination LY sur ∂Q∖T ′ et la lamination LX sur ∂P∖T ont un même type
combinatoire,

– la lamination LY sur T ′ a pour type combinatoire σ′.

3) (topologie) Il existe un tore T ′′ plongé dans l’intérieur de Q, isotope à un tore quasi-
transverse à Y , qui découpe Q en deux fermés P0 et P1 tel que P0 ≃ P et P1 est un fibré
de Seifert adjacent à T ′ et à ∂Q, dont la fibre régulière est librement homotope aux orbites
périodiques de Y contenues dans T ′.

Figure 10.4 – Un ajout de feuille compacte

L’item 2 signifie que la lamination de bord de (P ′, X ′) est essentiellement la même que la
lamination de bord de (P,X), où l’on a ajouté une feuille compacte au milieu de l’anneau B
bordé par γ et γ′.

Remarque 10.2.2. Si σ′ est un type combinatoire qui cöıncide avec un type combinatoire σ
sur le complémentaire d’un entier dans Z/(n + 1)Z, alors cet entier ne correspond pas à une
feuille marquée, par parité des feuilles marquées. Ce processus permet donc d’ajouter des feuilles
compactes non marquées à une lamination de bord d’un bloc.

Une première étape consiste à construire un bloc intermédiaire (définition 9.1.1) “élémen-
taire”, contenant une unique orbite périodique.

Lemme et Définition 10.2.3. Il existe un bloc intermédiaire (Ve, Xe), tel que :

1) (bord) le bord se décompose en l’union ∂Ve = V in
e ∪ V tan

e ∪ V out
e , où le bord d’entrée V in

e

est un unique anneau, le bord de sortie V out est un unique anneau et le bord tangent V tan
e

est l’union de deux anneaux tangents au champ de vecteurs Xe.
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2) (maximal invariant) le maximal invariant est une unique orbite périodique selle O dont les
valeurs propres sont négatives,

3) (lamination de bord) la lamination de bord LXe est réduite à deux feuilles compactes, l’une
γs sur V in

e et l’une γu sur V out
e , correspondant aux intersections de la séparatrice stable et

instable de O respectivement.

4) (topologie) Ve est homéomorphe à un tore plein D2 × S1, c’est un fibré de Seifert dont
la fibre régulière est librement homotope à la trace de la variété stable γs, et possède une
unique fibre singulière homotope à l’orbite périodique O.

Un tel bloc est unique à équivalence orbitale près. On l’appelle le bloc intermédiaire élémentaire.

Figure 10.5 – Bloc élémentaire (Ve, Xe) et trace des laminations sur le bord ∂Ve

Démonstration. On considère la suspension de la matrice A : (x, y) 7→ (−1
2x, 2y) sur R2 × R/Z,

et O l’orbite périodique induite par (0, 0). Soit Ve un voisinage tubulaire de O dont le bord
est constitué de deux anneaux tangents et de deux anneaux transverses, dont la trace dans
le plan transverse est décrite par la figure 10.5. Le bloc (Ve, Xe) où Xe est la restriction du
champ de suspension vérifie le lemme. Si (V,X) est un autre bloc intermédiaire qui vérifie le
lemme 10.2.3, quitte à pousser le bord de V le long du champ de vecteurs on peut supposer qu’il
est inclus dans un voisinage linéarisant de l’unique orbite périodique O. Les orbites périodiques
hyperboliques selles de valeurs propres négatives sont toutes orbitalement équivalentes sur un
voisinage linéarisant. On montre avec des arguments similaire à la preuve de 9.1.4 que des
voisinages décrits par la figure 10.5 à équivalence orbitale près.

On aura besoin du lemme suivant, analogue des propositions 7.1.2 et 7.1.4 pour les recolle-
ments partiels de blocs intermédiaires. Soit (P̌ , X̌) et (Q̌, Y̌ ) deux blocs intermédiaires. On note
∂P̌ = P̌ in ∪ P̌ tan ∪ P̌ out la décomposition du bord en bord d’entrée, bord tangent et bord de
sortie, et ĽX la lamination de bord de (P̌ , X̌). On note f̌X : P̌ in → P̌ out l’application de passage
du flot de X̌. De même, ∂Q̌ = Q̌in ∪ Q̌tan ∪ Q̌out la décomposition du bord, ĽY la lamination de
bord de (Q̌, Y̌ ). On note f̌Y : Q̌in → Q̌out l’application de passage du flot de Y̌ .
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Lemme 10.2.4. Soit Cout une union de composantes connexes de P̌ out et C in une union de
composantes connexes de Q̌in, soit φ : Cout → C in un difféomorphisme qui renverse l’orientation.
On suppose que φ envoie la lamination de bord ĽX de (P̌ , X̌) sur C in sur une lamination
transverse à la lamination de bord ĽY de (Q̌, Y̌ ) sur C in. Alors les champs de vecteurs X̌ et Y̌
induisent un champ de vecteurs Ž de classe C1 sur la variété Ň := (P̌ ∪ Q̌) /φ, et on a

1) (bloc intermédiaire) (Ň , Ž) est un bloc intermédiaire

2) (bord) ∂Ň = (∂P̌∖Cout) ∪φ (∂Q̌∖C in) où φ apparie les composantes de bord des deux
composantes de l’union. De plus,

– le bord d’entrée est Ň in = ∂P̌ in ⊔ (∂Q̌in∖C in)
– le bord de sortie est Ňout = (∂P̌ out∖Cout) ⊔ ∂Q̌out

– le bord tangent est Ň tan = P̌ tan ∪φ Q̌tan.

3) (lamination) Si ĽZ est la lamination de bord de Ň alors :

ĽZ = ĽX ∪ ĽY ∪ (f̌Y )∗(φ∗LX∖LY ) ∪ (f̌−1
X )∗(φ−1

∗ LY∖LX) 1

Démonstration. Pour un bloc intermédiaire (P̌ , X̌), si cin est une courbe qui borde une com-
posante connexe de P̌ in et une composante connexe de P̌ tan, alors il existe des coordonnées
locales (x, y, θ) au voisinage de tout point de cin tel que le champ de vecteurs X̌ est le champ
de vecteurs vertical ∂y, le bord tangent Q̌tan est le plan vertical {x = 0} et le bord d’entrée P̌ in

est le plan horizontal {y = 0}. Il en est de même au voisinage des points d’une courbe cout qui
borde une composante connexe de Q̌in et de Q̌tan (figure 10.6). Il s’ensuit que l’espace quotient
Ň := P̌ ∪Q̌/φ est une variété à bord munie d’une structure différentiable en dehors d’un nombre
fini de courbes fermées simples contenues dans le bord, et d’un champ de vecteurs Ž de classe
C1 induit par les champs de vecteurs X̌ et Y̌ et le couple (Ň , Ž) satisfait l’item 1 et 2 de la
définition 9.1.1 d’un bloc intermédiaire. L’item 2 du lemme 10.2.4 se déduit de la construction.
Remarquons ensuite que toute orbite du flot de Ž qui intersecte la projection de C in dans Ň
n’y repasse jamais, car chaque orbite du flot de X̌ intersecte au plus une fois le bord de sortie,
chaque orbite du flot de Y̌ intersecte au plus une fois le bord d’entrée, et les blocs (P̌ , X̌) et
(Q̌, Y̌ ) sont disjoints. Il s’ensuit que l’on peut voir φ comme un recollement partiel sans cycle
(voir section 7.1). On peut alors adapter la preuve de la proposition 7.1.4 pour des blocs inter-
médiaires : si φ envoie la lamination de bord Ľ de (P̌ , X̌) sur C in sur une lamination transverse
à la lamination de bord ĽY de (Q̌, Y̌ ) sur C in, alors le maximal invariant Λ̌Y du couple (Ň , Ž)
est un ensemble hyperbolique et le couple est un bloc intermédiaire. L’item 1 est vérifié. L’item 3
se déduit avec des considérations analogues à la preuve de la proposition 7.1.2 concernant les
recollements partiels de blocs de constructions.

Preuve de la proposition 10.2.1. On rappelle que (P,X) est un bloc de construction selle plein
transitif orientable, T une composante de bord de ∂P qui contient au moins une orbite périodique
de X, et on reprend les notations de la proposition 10.2.1. On rappelle que l’on a fixé un
anneau B de T bordé par deux feuilles compactes γ et γ′ de la lamination de bord LX et ne
contenant pas de feuilles compactes sur son intérieur. On a choisi la première feuille γ0 = γ′

et une orientation sur P tel que γ est à droite de γ0 pour son orientation dynamique. Le type
combinatoire correspondant de la lamination LX sur T est noté σ sur Z/nZ.

Le champ de vecteurs X est transverse à B et disons sortant de P pour fixer les idées. Soit
(P̌ , X̌) le bloc intermédiaire associé à (P,X) lemme 9.1.4. On note P̌ in le bord d’entrée, P̌ out

1. on omet par abus de notation les restrictions aux domaines où ces applications ont un sens
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Figure 10.6 – Recollement de blocs intermédiaires

le bord de sortie, et ĽX la lamination de bord (définition 9.1.1 et 9.1.2). On note aussi A∗ la
collection de composantes connexes de ∂P̌∖ĽX contenant le bord tangent P̌ tan (définition 9.1.1,
item 4).

D’après l’item 2 du lemme 9.1.4, l’anneau fermé adh(B) est isotope à un anneau fermé
adh(B̌) ⊂ P̌ out via une isotopie qui envoie la lamination LX restreinte sur la lamination ĽX .
Soit Cout la composante connexe de P̌ out qui contient B̌. Soit (Ve, Xe) le bloc intermédiaire
élémentaire donné par le lemme 10.2.3, et soit V in

e le bord d’entrée de Ve. C’est un anneau et la
lamination de bord Le sur V in

e est réduite à une unique feuille compacte γs ⊂ int(V in
e ) parallèle

au bord de l’anneau. Soit φ : Cout → V in
e un difféomorphisme tel que la feuille φ−1

∗ (γs) est à
l’intérieur de B̌ ⊂ Cout, parallèle (et disjointe) des feuilles compactes de la lamination Ľ sur Cout

(figure 10.7). On pose Q̌ = (P̌ ∪ Ve)/φ. Alors d’après le lemme 10.2.4, les champ de vecteurs
X̌ et Xe induisent un champ de vecteurs Y̌ de classe C1 sur la variété Q̌, tel que (Q̌, Y̌ ) est
un bloc intermédiaire muni de l’orientation qui cöıncide avec celle choisie sur P . Le bord de
sortie Qout est l’union disjointe (P out∖Cout)⊔V out

e et le bord d’entrée Qin est égal à P in (item 2
lemme 10.2.4). Notons A′

∗ la collection de composantes connexes de ∂Q̌∖ĽY contenant le bord
tangent Q̌tan. Alors on a les propriétés suivantes.

Fait 10.2.5.

1) La lamination ĽY est remplissante sur (∂Q̌∖A′
∗)∖V out

e et les laminations ĽY et ĽX
se complètent en des feuilletages topologiquement équivalents sur (∂Q̌∖A′

∗)∖V out
e et

(∂P̌∖A∗)∖Cout respectivement.

2) La lamination ĽY est remplissante sur V out
e ∖A′

∗, et il existe un anneau B̌′ ⊂ V out
e bordé

par deux feuilles compactes de ĽY , tel que

– la lamination Ľ restreinte à (Cout∖A∗)∖B̌ et la lamination ĽY restreinte à
(V out
e ∖A′

∗)∖B̌′ sont topologiquement équivalentes,

– ĽY contient une unique feuille compacte sur B̌′.

Démonstration. Il suffit d’utiliser le lemme 10.2.4, item 2 et 3 et de calculer la lamination
sur chacun des ensembles. Notons f̌X : P̌ in → P̌ out l’application de passage du flot de X̌
dans P̌ , et fe : V in

e → V out
e l’application de passage du flot de Xe dans Ve. Soit γ

u et γs les
deux feuilles de la lamination de bord de (Ve, Xe) sur V out

e et V in
e respectivement. La lamina-

tion ĽY sur Q̌out∖V out
e = P̌ out est égale à la lamination ĽX sur P̌ out. La lamination ĽY sur
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Figure 10.7 – Recollement d’un bloc élémentaire (Ve, Xe) le long de V in
e sur le bloc intermédiaire

(P̌ , X̌) le long de Cout, et image de la lamination induite sur V out
e

Q̌in∖V out
e = P̌ in est égale à l’union ĽX ∪ (f̌X)−1

∗ (γs∖LX). Comme la lamination ĽX est rem-
plissante sur P̌∖A∗, alors la lamination ĽY sur Q̌in∖A′

∗ est une lamination qui contient une
lamination remplissante, et le premier item suit. La lamination ĽY sur C ′out = V out

e cöıncide
avec l’union γu ∪ (fe)∗(φ∗ĽX∖γs). Comme la lamination ĽX est remplissante, il en est de même
pour l’image par fe ◦φ, donc la lamination ĽY est remplissante sur V out

e . La lamination ĽY sur
le complémentaire de γu est topologiquement équivalente à la lamination Ľ sur le complémen-
taire de φ−1

∗ γs. On rappelle que l’on a choisi φ de sorte que φ−1
∗ γs soit inclus dans l’intérieur

de l’anneau B̌ défini précédemment, bordé par deux feuilles compactes de ĽX et sans feuilles
compactes de ĽX sur l’intérieur (figure 10.7). En notant B̌′ = fe(B̌), le dernier item suit.

Pour finir, soit (Q,Y ) le bloc de construction associé au bloc intermédiaire (Q̌, Y̌ ) par le
lemme 9.1.8. Notons que les orbites périodiques de Y contenues dans Q sont les mêmes que
les orbites périodiques de X contenues dans P (via le plongement de (P,X) dans (Q,Y ). En
effet, il suffit de voir sur les blocs intermédiaires associés que les feuilles compactes qui bordent
les anneaux A′

∗ et les feuilles compactes qui bordent les anneaux A∗ dans ∂P̌ sont issues des
séparatrices des même orbites périodiques par construction du recollement. On rappelle que
ces séparatrices correspondent à une unique orbite périodique dans le bloc intermédiaire, et
cette orbite est une orbite périodique contenue dans le bord du bloc de construction associé
(voir figure 9.3 et lemme 9.1.5). Il y a une correspondance bijective entre les paires de feuilles
compactes bordant A∗ dans le bloc intermédiaire, et les orbites périodiques dans le bord du bloc
de construction (remarque 9.1.7).

L’item 1 de la proposition 10.2.1 se déduit du fait que la chirurgie effectuée pour passer de
(P,X) à (Q,Y ) n’ajoute ni n’enlève de composantes de bord. Topologiquement, on a recollé un
tore plein le long d’un anneau dans la composante T de ∂P , ce qui donne une composante T ′

homéomorphe à T , et on a laissé les autres composantes intactes.

On rappelle que le lemme 9.1.8, item 2 donne un difféomorphisme entre Q̌in∖A′
∗ et Q

in
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qui envoie la lamination LsX sur la lamination ĽsX et un difféomorphisme entre Q̌out∖A′
∗ et

Q
out

qui envoie la lamination LuX sur la lamination ĽuX . Les laminations sont topologiquement
équivalentes sur ces domaines. L’anneau B̌′ est donc isotope à un anneau B′ dans le bord de
sortieQout, bordé par deux feuilles compactes de la lamination LY et contenant une unique feuille
compacte en son intérieur. Soit T ′ est la composante connexe de ∂P qui contient B′, on choisit
la première feuille compacte de LY sur T ′ par la feuille compacte qui borde B′ et qui correspond
à la feuille γ′ bordant B (par la correspondance donnée par les équivalences topologiques et
les isotopies pour passer de B à B′). On note σY le type combinatoire associé. Alors d’après
le fait 10.2.5 et l’équivalence topologique des laminations, σY est un type combinatoire sur
Z/(n+1)Z qui cöıncide avec σ sur {0, . . . , n−1}. On ne sait pas a priori si on a σY (n) = (∗, ↑, ∗)
ou σY (n) = (∗, ↓, ∗), mais quitte à remplacer le recollement partiel φ : Cout → V in

e dans la
preuve par τ ◦ φ, où τ est un difféomorphisme de V in

e qui fixe γs, renverse son l’orientation γs

et préserve l’orientation globale, alors la valeur de σY (n) cöıncide avec σ′(n), où σ′ est le type
combinatoire prescrit dans la proposition 10.2.1. L’item 2 de la proposition 10.2.1 est satisfait

Montrons l’item 3. Par construction, P̌ et Ve sont plongés dans Q̌, et le bord ∂P̌ découpe
Q̌ en une composante homéomorphe à P̌ , donc à P , et une composante homéomorphe à Ve,
donc à un fibré de Seifert. De plus, on sait que la fibre régulière de Ve est homotope à la feuille
γs de la lamination de bord de Ve, et γ

s est recollée sur une courbe (librement) homotope aux
feuilles compactes de la lamination de ĽX sur ∂P̌ . Le bloc P est plongé dans P̌ et isotope
à P̌ (lemme 9.1.4), et les feuilles compactes de la lamination de ĽX sur ∂P̌ sont homotopes
aux orbites périodiques de Ľ contenu dans le bord de T d’après l’item 2, lemme 9.1.4. Pour
finir, Q est isotope à Q̌, il suit que l’on peut plonger P dans Q et on note T ′′ le bord de P
via ce plongement. Comme Q̌in = P̌ in et les laminations de bord cöıncident le long des feuilles
compactes sur le bord d’entrée, il suit que la classe d’homotopie libre des orbites périodiques
de X contenues dans T ′′ cöıncide avec la classe d’homotopie libre des orbites périodiques de Y
contenues dans T ′ ⊂ ∂Q. Quitte à faire une petite isotopie T ′′ pour le rendre disjoint de T ′,
il découpe dans Q une composante homéomorphe à P et un fibré de Seifert dont la fibre est
homotope aux orbites périodiques de Y dans T ′.

Remarque 10.2.6. On retiendra de la preuve que le tore T ′′ donné par l’item 3 de la proposi-
tion 10.2.1 est isotope à un tore quasi-transverse à Y qui contient les même orbites périodiques
que T ′ (mais n’est pas isotope à T ′).

10.3 Preuve de la proposition G

Démonstration de la proposition 10.0.7. On montre la proposition pour une collection Γ réduite
à une unique orbite, la généralisation pour une collection étant immédiate. Soit donc γ une
orbite périodique d’un champ de vecteurs Anosov transitif ou l’unique singularité d’un flot
pseudo-Anosov transitif sur une 3-variétéM orientable. Soit (P, Y ) le bloc de construction ob-
tenu par Double-éclatement – Excision sur l’orbite γ par la proposition 10.1.2. C’est un bloc
connexe orientable, selle plein transitif, avec une unique composante de bord, et la lamination
de bord est élémentaire cohérente, autrement dit elle n’admet aucune feuille compacte autre que
les orbites périodiques, et les orbites périodiques orientées par le flot sont librement homotopes
dans ∂P . Soit 2p le nombre d’orbites périodiques contenues dans ∂P . Alors on peut itérer la
proposition 10.2.1 d’ajout de feuilles compactes pour chaque anneau de ∂P bordés par deux or-
bites périodiques et sans feuilles compactes à l’intérieur, et on obtient un bloc connexe orientable
selle plein transitif (P ′, Y ′) tel que si L′ désigne la lamination de bord, alors L′ contient une
collection O′

∗ de 2p orbites périodiques orientées de façon cohérente, et sur chaque composante
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connexe de ∂P ′∖O∗ elle admet une unique feuille compacte. On requiert de plus que l’orienta-
tion dynamique de chacune de ces feuilles compactes est l’orientation inverse de celle des orbites
périodiques.

Fait 10.3.1. Il existe un difféomorphisme φ : ∂P → ∂P ′ qui envoie les orbites périodiques orien-
tées de Y dans ∂P sur les orbites périodiques orientées de Y ′ dans ∂P ′ et le bord de sortie P out

sur le bord d’entrée P ′in, et tel que φ∗L est fortement quasi-transverse à la lamination L′ sur
∂P ′.

Figure 10.8 – Recollement fortement quasi-transverse des laminations L (trait plein) et L′

(trait pointillé)

On renvoie à la figure 10.8. Le difféomorphisme φ induit un recollement quasi-transverse du
bloc selle plein (P ∪ P ′, Y ∪ Y ′). Quitte à faire une forte isotopie du triplet (P ∪ P ′, Y ∪ Y ′, φ),
on peut appliquer le théorème de recollement (théorème 1) et les champs de vecteurs Y et Y ′

induisent sur la variété fermée orientable N := (P ∪ P ′)/φ un champ de vecteurs Anosov Y .

Le graphe G(P ∪ P ′, Y ∪ Y ′, φ) est fortement connexe. En effet, il admet deux sommets qui
sont le maximal invariant Λ de (P, Y ) et le maximal invariant Λ′ de (P ′, Y ′). Les laminations
instable et stableWu

Y etWs
Y de Λ intersectent toutes deux le bord ∂P , et de même les laminations

instable et stable Wu
Y ′ et Ws

Y ′ de Λ′ intersectent toutes deux le bord ∂P ′. Comme les blocs sont
pleins (autrement dit les laminations de bord sont remplissantes), les intersections φ(Wu

Y )∩Ws
Y ′

et φ(Ws
Y )∩Wu

Y ′ sont non vides, donc les sommets Λ et Λ′ sont reliés par un cycle dans le graphe.
Il s’ensuit que le flot d’Anosov Y est transitif d’après la proposition 6.4.2.

Les variétés P et P ′ sont toutes deux plongées dans N , par un plongement qui réalise une
équivalence orbitale entre les champs Y et Y ′ et la restriction du champ Y correspondante.
En itérant la proposition 10.2.1, on peut montrer qu’il existe un tore T au champ Y ′ plongé
dans P ′ qui découpe dans P ′ une sous-variété homéomorphe à P et une sous-variété qui admet
une fibration de Seifert dont la fibre est homotope aux orbites périodiques contenues dans ∂P ′.
En effet, lors de la deuxième itération de la proposition 10.2.1, on recolle une pièce de Seifert
(le bloc intermédiaire élémentaire (Ve, Xe)) sur une pièce de Seifert dont la fibre régulière est
homotope aux orbites périodiques (c’est la sous-variété adjacente au bord donnée par l’item 3
de la proposition 10.2.1 appliquée une première fois), et d’après la construction on recolle la
fibre sur la fibre. L’union forme une pièce de Seifert dont la fibre est homotope aux orbites
périodiques contenues dans ∂P ′, et on continue par récurrence. De plus le tore T est isotope à
un tore quasi-transverse au champ de vecteurs Y ′ (remarque 10.2.6).

Soit T1 la projection de ∂P dans N , et T2 la projection du tore T ⊂ intP ′ dans N . Les
tores T1 et T2 sont disjoints et isotopes à des tores quasi-transverses au champ Anosov Z donc
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incompressibles ([Bar95b], [Bru93]). Ils découpent deux sous-variétés P1 et P2 toutes deux ho-
méomorphes à P , et tel que le champ de vecteurs Z sur P1 et sur P2 est orbitalement équivalent
à Y sur P , et une troisième composante P3 qui est un fibré de Seifert, bordés par les tores T1 et
T2. La fibre de la fibration de P3 est homotope à une orbite périodique du champ de vecteurs,
on en déduit que P3 est un fibré de Seifert périodique.

Remarque 10.3.2. Pour une généralisation a une collection d’orbites périodiques la preuve est
identique, mais il faut justifier que l’on peut choisir un recollement qui renverse l’orientation. On
construit un bloc de construction (P,X) par Double-éclatement – Excision sur une collection
de n orbites périodiques, ce bloc a n composantes de bord. Soit (P ′, X ′) le bloc associé par la
proposition (itérée) 10.2.1 où l’on a ajouté une feuille compacte entre chaque orbites périodiques
de la lamination, avec une orientation dynamique inverse à celles des orbites périodiques. On peut
apparier naturellement les composantes de bord de P et de P ′ et il existe un difféomorphisme
de recollement φ : ∂P → ∂P ′ fortement quasi-transverse donné par la figure 10.8 qui réalise cet
appariement. Remarquons que si P est munie d’une orientation et P ′ est munie de l’orientation
inverse (celle qui cöıncide avec l’inverse de l’orientation de P vue comme sous-variété de P ′),
alors le difféomorphisme φ renverse l’orientation (sur chaque composantes de bord). Il suit que
la variété recollée est orientable.

10.4 Complémentaires de noeuds dans S3 en tant que pièces JSJ ato-

röıdales

Un noeud est un plongement du cercle S1 dans la sphère S3 de dimension 3. Un lien est un
plongement de n copies du cercle S1 dans S3. On confond généralement un noeud (lien) et sa
classe d’isotopie dans S3. On renvoie à [Ada04] pour une référence générale. La proposition 10.0.7
permet de réaliser le complémentaire d’orbites périodiques de flot d’Anosov ou de singularités
pseudo-Anosov en tant que pièces JSJ de flot d’Anosov transitif. On peut dès lors se demander s’il
existe des noeudsK dans S3 dont le complémentaire S3∖K est homéomorphe au complémentaire
d’une orbite périodique γ d’un flot d’Anosov transitif ou de l’unique orbite singulière d’un flot
pseudo-Anosov transitif. On s’intéresse à cette question pour les noeuds dont le complémentaire
dans S3 est atoröıdal. De tels noeuds sont dits hyperboliques.

Le théorème de Gordon-Luecke affirme que la classe d’isotopie d’un noeud K est détermi-
née par son complémentaire dans S3, autrement dit si K et K ′ sont deux noeuds tel que les
complémentaire S3∖K et S3∖K ′ sont homéomorphes, alors K et K ′ sont isotopes. La théorie
des noeuds est une théorie très riche pour la topologie de basse dimension. Citons par exemple
le théorème de Lickorish-Wallace qui dit que toute variété de dimension 3 fermée orientable
connexe s’obtient par une chirurgie de Dehn sur un lien L dans S3 ([Ada04]).

Noeud de huit C’est un fait connu ([Thu97]) que le complémentaire du noeud de huit K8
(figure 10.9) est atoröıdal, et homéomorphe au complémentaire de l’orbite périodique γ du flot
de suspension de la matrice

A :=

2 1

1 1

 : T2 → T2

induite par le point fixe (0, 0). Le champ de suspension XA est un champ de vecteurs Anosov.
Dans [FW80], les auteurs construisent un flot d’Anosov en recollant deux copies d’un bloc de
construction homéomorphe au complémentaire du noeud de huit, obtenu par éclatement de
l’orbite périodique γ de XA. Ce flot d’Anosov a la particularité de ne pas être transitif. La
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proposition 10.0.4 donne l’existence d’un flot d’Anosov transitif dont la décomposition JSJ est
formée de deux copies de S3∖K8, adjointe par une pièce de Seifert périodique P . Notons que l’on
peut décrire complètement la pièce de Seifert périodique : c’est le recollement de deux copies du
bloc intermédiaire élémentaires (Ve, Xe) (définition 10.2.3).

Figure 10.9 – Le noeud de huit

Noeuds hyperboliques fibrés SoitK un noeud dans S3. On dit qu’une surface compacte connexe
orientable S plongée dans S3 est une surface de Seifert pour K si ∂S = K. On dit que K est
un noeud fibré si le complémentaire S3∖K admet une fibration au dessus du cercle avec pour
fibre une surface de Seifert S de K. La monodromie d’un noeud fibré est la monodromie h :
S → S d’une telle fibration, bien définie à isotopie près relativement à ∂S. Un difféomorphisme
h : S → S est dit pseudo-Anosov si il existe une paire de feuilletages avec singularités (Fs,Fu),
transverses l’un à l’autre, et munis d’une mesure transverse, qui sont uniformément contractés
et dilatés respectivement par h. Les feuilletages ont un nombre fini de singularités de type p-
prong avec p ≥ 3 (figure 10.1). La suspension d’un difféomorphisme pseudo-Anosov d’une surface
fermée est un flot pseudo-Anosov au sens de la définition donnée au début du chapitre. Si la
monodromie h d’un noeud fibré K admet un représentant pseudo-Anosov, alors le noeud K
est un noeud hyperbolique et le complémentaire de K est homéomorphe au complémentaire
d’une orbite périodique γ du flot de suspension pseudo-Anosov de ĥ : Ŝ → Ŝ, où ĥ est le
difféomorphisme pseudo-Anosov induit par h sur la surface Ŝ obtenue par écrasement du bord
de S ([Thu79]). Le bord de S induit un point fixe p̂ de ĥ, et γ est la suspension de p̂. Si h n’admet
pas de singularités sur l’intérieur de S, alors γ est l’unique singularité du flot pseudo-Anosov de
suspension de h, et il suit comme corollaire de la proposition 10.0.4

Corollaire 10.4.1. Si K est un noeud fibré dont la monodromie est pseudo-Anosov et n’admet
pas de singularité sur l’intérieur de la fibre, alors le complémentaire S3∖K est une pièce JSJ
atoröıdale d’un flot d’Anosov transitif.

On cherche une famille de noeuds qui satisfait les hypothèses du corollaire 10.4.1.

Plombage de la surface de Seifert du noeud de huit I. Agol m’a signalé la construction suivante,
permettant d’exhiber une famille de noeuds satisfaisant les hypothèses du corollaire 10.4.1, qui
sont les noeuds obtenus par plombage de la surface de Seifert du noeud de huit. Expliquons les
idées brièvement.

Dans [GK90], les auteurs décrivent une construction par plombage de bandes de Hopf permet-
tant de calculer les feuilletages invariants de la monodromie d’un noeud 2-bridge hyperbolique
fibré. Soit Hg la bande de Hopf-gauche, et Hd la bande de Hopf-droite décrites à la figure 10.10.
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Le lien de Hopf-gauche ∂Hg est un noeud fibré de monodromie un twist de Dehn à droite Dd

le long de l’âme, et le lien de Hopf-droit ∂Hd est un noeud fibré de monodromie un twist de
Dehn à gauche Dg (figure 10.10). Le plombage de Hopf est la surface S := H1#H2 obtenue en
recollant deux bandes de Hopf non liées dans S3 le long d’un voisinage rectangulaire d’un arc qui
traverse la bande d’un bord à l’autre (figure 10.10), avec la convention d’orientation donnée par
la figure. Si Di est la monodromie de Hi, alors ∂(H1#H2) est un noeud fibré de fibre H1#H2
et de monodromie le produit des Di ([Sta78]). On considère S := H1

g#H1
d# . . .#Hn

g #Hn
d un

Figure 10.10

plombage de 2n bande de Hopf-gauche et Hopf-droite alternées, et on note K := ∂S.

Lemme 10.4.2. K satisfait les hypothèses du corollaire 10.4.1, autrement dit K est un noeud
fibré dont la monodromie est pseudo-Anosov et n’admet pas de singularité sur l’intérieur de la
fibre.

Idée de preuve. La surface S est une surface de genre n, et les âmes des bandes de Hopf sont
les courbes dessinées à la figure 10.11. Par construction, le bord K := ∂S est un noeud fibré
de monodromie le produit h = D1

dD
1
g . . . D

n
dD

n
g de 2n twists de Dehn alternés à droite et à

gauche le long des âmes de chacune des bandes de Hopf. La surface S est un revêtement branché
d’ordre 2 du disque D quotient de S par l’involution autour de l’axe horizontal de la figure 10.11,
muni de 2n+ 1 points marqués correspondant aux points de branchement. Les âmes des bandes
de Hopf sont des arcs reliants les points marqués, et le difféomorphisme h : S → S induit un
difféomorphisme g : D → D, qui est un produit de“demi“-twists de Dehn le long des arcs, alternés
à gauche et à droite, que l’on note αig et αid. Dans [GK90], les auteurs utilisent la méthode des

Figure 10.11 – Monodromie sur S et revêtement branché sur D

train-tracks invariants ([PH92]) pour construire un train-track τ invariant par g, obtenus à partir
des sous train-tracks invariants τg et τd des demis-twists αig et α

i
d. On les décrits à la figure 10.12.

Le train-track invariant τ est un recollement des sous train-tracks τg et τd qui se chevauchent sur
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des monogones (figure 10.12). Les auteurs montrent ([GK90, Proposition 4]) que g est isotope
relativement à ∂D à un homéomorphisme pseudo-Anosov de ĝ de D. De plus si on note λs la
lamination stable invariante de ĝ sur D, alors un n-gone de D∖τ correspond à un disque à n cusp
de D∖λs. On observe alors que, dans la situation particulière d’un plombage alterné de bande
de Hopf gauche et droite, ces composantes connexes sont des disques à un ou deux cusp, et il suit
que le feuilletage stable avec singularités fs de l’homéomorphisme pseudo-Anosov ĝ qui prolonge
la lamination λs n’admet que des singularités de type 1-prong. En passant au revêtement d’ordre

Figure 10.12

2 sur S, il suit que (quitte à faire une isotopie relativement à ∂S), la monodromie f du noeud
K est pseudo-Anosov, et ses feuilletages n’ont pas de singularités sur l’intérieur S.

Remarquons pour finir que la surface de Seifert du noeud de 8 est un plombage d’une bande
de Hopf-droite et d’une bande de Hopf-gauche. On en déduit :

Proposition 10.4.3. Soit K = ∂(S1#S2# . . .#Sn) un plombage de n copies de la surface de
Seifert du noeud de huit. Alors K est un noeud hyperbolique fibré et le complémentaire de K est
une pièce JSJ atoröıdale d’un flot d’Anosov transitif.
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Chapitre 11

Recollement de pièces de flot d’Anosov
alignables penchés

Dans ce chapitre, on montre un résultat général (proposition H) qui permet de recoller des
pièces découpées le long de tores incompressibles dans un flot d’Anosov alignable penché sur
une 3-variété toröıdale. Un champ de vecteurs Anosov sur une 3-variété M est dit alignable si
l’espace des feuilles des relevés des feuilletages stable et instable au revêtement universel M̃ sont
homéomorphes à R ([Fen94]). On dit qu’il est alignable penché s’il n’est pas orbitalement équi-
valent à une suspension. On considérera toujours des champ de vecteurs Anosov sur des variétés
orientables de dimension 3, et dont les feuilletages stables et instables sont transversalement
orientables.

Proposition et Définition 11.0.1 (Bloc de flot d’Anosov alignable penché). Soit Z un champ
de vecteurs Anosov alignable penché sur une variété M orientable de dimension 3, dont les
feuilletages stables et instables sont transversalement orientables. Soit {T1, . . . , Tn} une collection
finie de tores incompressibles plongés dans M, deux à deux disjoints et non homotopes. Alors
il existe une collection {T ′

1, . . . , T
′
n} de tores isotopes à Ti, deux à deux disjoints, qui découpent

dans M une sous-variété compacte à bord P tel que le couple (P,X) := (P,Z
P

) est un bloc de
construction. Cette collection est unique à homotopie près le long des orbites du flot. On appelle
un bloc de flot d’Anosov alignable penché toute union de composantes connexes de (P,X).

Démonstration. D’après [Bar95b, Théorème A’] tout tore incompressible Ti plongé dans un flot
d’Anosov alignable penché dans une variété orientable de dimension 3, et dont les feuilletages
sont transversalement orientés est isotope à un tore quasi-transverse T ′

i , unique à homotopie
près le long des orbites périodiques. D’après [Bar95b, Théorème E], on peut choisir les tores T ′

i

deux à deux disjoints. Si P est une sous-variété compacte deM bordée par l’union des tores T ′
i ,

il est clair que le couple (P,X) := (P,Z
P

) est un bloc de construction.

On montre la proposition suivante.

Proposition 11.0.2 (Proposition H). Soit (P,X) et (P ′, X ′) deux blocs de flots d’Anosov alignables
penchés (transitifs) 1. On note P out le bord de sortie de (P,X) et P ′in le bord d’entrée de (P ′, X ′).
On suppose qu’il existe un difféomorphisme φ : ∂P → ∂P ′ qui envoie les orbites périodiques
orientées de X dans ∂P sur les orbites périodiques orientées de X ′ dans ∂P ′, le bord de sortie
P out sur le bord d’entrée P ′in, et qui renverse l’orientation. Alors il existe un flot d’Anosov
(transitif) Z sur une 3-variété fermée orientableM tel que :

1. (P, X) et (P ′, X ′) ne sont pas découpés a priori dans le même flot d’Anosov
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1) La variétéM est homéomorphe à (P ∪ P ′)/φ,

2) Le champ de vecteurs Z est orbitalement équivalent au champ de vecteurs X sur P et X ′

sur P ′ (où P et P ′ sont vus plongés dansM).

On rappelle que les blocs de flot d’Anosov alignable penché sont orientables, et on dit qu’un
difféomorphisme φ : ∂P → ∂P ′ renverse l’orientation si il existe une orientation de P et de P ′

tel que φ renverse l’orientation canonique induite sur le bord ∂P et ∂P ′.

Remarque 11.0.3. Toute pièce de flot géodésique ou de revêtement fini de flot géodésique est
un bloc de flot d’Anosov alignable penché. Ce résultat généralise alors les recollements de type
Handel-Thurston ou Clay-Pinsky, et les généralisations par T. Barbot et S. Fenley et se débar-
rasse de la contrainte de positivité sur la classe d’isotopie du recollement. Il permet d’utiliser des
blocs beaucoup plus généraux que des pièces de flot géodésique. Par exemple, tout flot d’Anosov
obtenu par chirurgies de Dehn-Goodman-Fried d’orientations cohérentes sur une suspension ou
un flot géodésique est alignable penché ([Fen94]). Il permet aussi de recoller des blocs (P,X) et
(P ′, X ′) qui ne sont pas découpés dans le même flot d’Anosov.

Notons que l’énoncé ne nécessite aucune hypothèse sur l’image des laminations de bord. Un
difféomorphisme φ : ∂P → ∂P ′ qui envoie les orbites périodiques orientées de X dans ∂P sur
les orbites périodiques orientées de X ′ dans ∂P ′ et le bord de sortie P out sur le bord d’entrée
P ′in induit un recollement du bloc (P ∪ P ′, X ∪X ′) au sens de la définition 1.3.1. On dira par
un léger abus de langage qu’un tel difféomorphisme est un recollement. On verra (lemme 11.0.6)
que l’existence d’un tel recollement φ : ∂P → ∂P ′ qui renverse l’orientation est équivalent à
un critère simple d’appariement de composante de bord contenant le même nombre d’orbites
périodiques, et qui satisfont un critère d’orientation compatible.

Lamination de bord sur les blocs de flots d’Anosov alignables penchés La preuve repose sur le
lemme clé suivant.

Lemme 11.0.4. Soit (P,X) un bloc de flot d’Anosov alignable penché. Alors (P,X) est un bloc
selle plein, et la lamination de bord L de (P,X) est élémentaire alternée (définition 10.1.1),
autrement dit les seules feuilles compactes de L sont les orbites périodiques de X, et deux orbites
périodiques successives ont une orientation donnée par le flot qui est opposée.

Démonstration. Soit Z un champ de vecteurs Anosov alignable penché sur une 3-variété M
qui contient le bloc (P,X). Comme tout champ de vecteurs Anosov alignable, le champ Z est
transitif ([Bar95a, Théorème 2.5]), et il suit que le maximal invariant de (P,X), qui est un
ensemble compact invariant de Z, ne contient ni attracteur ni répulseur, autrement dit (P,X)
est un bloc selle.

Soit Ti un tore quasi-transverse à Z plongé dansM correspondant à une composante connexe
de ∂P , et on note O∗ la collection des orbites périodiques de Z contenues dans Ti. T. Barbot
montre dans [Bar95b] que Ti est un recollement d’anneaux de Birkhoff élémentaires, autrement
dit les traces des feuilletages stable et instable Fs et Fu du champ d’Anosov sur l’adhérence de
chacune des composantes connexes de Ti∖O∗ sont des feuilletages de dimension 1 sans feuilles
compactes autre que les orbites périodiques du bord et sans composantes de Reeb. Autrement
dit, les traces des feuilletages Fs et Fu sur Ti sont élémentaires alternés. Les orbites périodiques
qui bordent une composante connexe de Ti∖O∗ sont alors orientées de façon opposée par le flot
de X, autrement dit elles sont librement homotope à l’inverse l’une de l’autre. La lamination
de bord L du bloc (P,X) est une sous-lamination du feuilletage quasi-Morse-Smale induit par
la paire (Fs,Fu) sur Ti, il suit que la lamination L est élémentaire alternée, et ainsi sur toute
composante de bord Ti. Montrons que c’est une lamination remplissante. C’est un pré-feuilletage
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sans feuille compacte autre que les orbites périodiques. Si elle n’est pas remplissante, il existe
un anneau A dans, disons, P in bordé par deux orbites périodiques tangentes Oi,Oj , et disjoint
de la lamination L sur son intérieur (proposition 1.2.11). L’orbite périodique Oi admet donc
une séparatrice instable, qui est disjointe de la lamination Ws, et donc de Λ. En effet, une
orbite de Λ∩ (Wu(Oi)∖Oi) dans un voisinage linéarisant de Oi a sa variété stable qui intersecte
le bord de P sur l’anneau A, ce qui est une contradiction (figure 11.1). Il suit que (l’unique)
séparatrice stable de Oi dans P est libre. Elle intersecte dont ∂P le long d’une feuille compacte
de la lamination Ls, qui n’est pas une orbite périodique. C’est une contradiction.

Figure 11.1 – Une orbite périodique Oi qui borde une composante de ∂P∖L a une séparatrice
libre.

Corollaire et Définition 11.0.5. Soit (P,X) un bloc de flot d’Anosov alignable penché orienté.
Cette orientation induit une orientation sur le bord ∂P , et on peut définir la gauche et la droite
d’une orbite périodique orientée dans ∂P . Pour chaque composante de bord Ti de ∂P , on a

1) soit le côté (local) gauche de chaque orbite périodique est inclus dans P in,

2) soit le côté (local) gauche de chaque orbite périodique est inclus dans P out.

Dans le cas 1, on dit que Ti est une composante de bord Entrée-Sortie, et dans le cas 2 on dit
que c’est une composante de bord Sortie-Entrée.

En effet, il suffit de rappeler que deux orbites périodiques successives de Ti ont une orien-
tation opposée. Par conséquent, si Oj borde une composante connexe de P in à sa gauche et
une composante connexe de P out à sa droite, alors l’orbite périodique suivante (pour un ordre
cyclique quelconque) Oj+1 borde une composante connexe de P out à sa droite et une composante
connexe de P in à sa gauche.

Critère pour l’existence d’un recollement fortement quasi-transverse On montre le lemme
suivant, qui donne un critère nécessaire et suffisant simple pour l’existence d’un recollement
fortement quasi-transverse, et pour l’existence d’un recollement fortement quasi-transverse qui
renverse l’orientation.

Lemme 11.0.6. Soit (P,X) et (P ′, X ′) deux blocs de flots d’Anosov alignables penchés orientés.
Alors

1) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un recollement φ : ∂P → ∂P ′ fortement quasi-transverse.

(b) Il existe un recollement φ : ∂P → ∂P ′.
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Chapitre 11. Recollement de pièces de flot d’Anosov alignables penchés

(c) Il existe une appariement de composantes de bord de P et de P ′ contenant le même
nombre d’orbites périodiques.

2) Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Il existe un recollement φ : ∂P → ∂P ′ fortement quasi-transverse qui renverse l’orien-
tation.

(b) Il existe un recollement φ : ∂P → ∂P ′ qui renverse l’orientation.

(c) Il existe une appariement de composantes de bord de P et de P ′ contenant le même
nombre d’orbites périodiques, et qui sont soit toutes deux des composantes de bord
Entrée-Sortie, soit toutes deux des composantes de bord Sortie-Entrée.

On rappelle qu’on dit que φ : ∂P → ∂P ′ est un recollement si φ envoie les orbites périodiques
orientées de X dans ∂P sur les orbites périodiques orientées de X ′ dans ∂P ′ et le bord de sortie
P out sur le bord d’entrée P ′in. La condition de l’item 1c signifie que P et P ′ ont le même nombre
de composantes de bord, notées T1, . . . , Tn et T ′

1, . . . , T
′
n, et pour chaque i = 1, . . . , n on demande

qu’il y ait autant d’orbites périodiques de X dans Ti que d’orbites périodiques de X ′ dans T ′
i .

La condition de l’item 2c signifie que de plus, pour chaque i = 1, . . . , n on demande que les
composantes Ti et T

′
i soit toutes deux des composantes Entrée-Sortie ou Sortie-Entrée.

Remarque 11.0.7.

• Si (P,X) et (P ′, X ′) ont chacun une unique composante de bord, alors la condition de
l’item 1c est équivalente à l’item 2c, quitte à changer l’orientation d’un des deux blocs.

• Si (P ′, X ′) = (P,X), il existe un appariement naturel des composantes de bord, et la
condition de l’item 2c est toujours satisfaite. Par conséquent, si (P,X) est un bloc de flot
d’Anosov alignable penché, il existe toujours un recollement fortement quasi-transverse de
deux copies de (P,X) qui renverse l’orientation.

Figure 11.2 – Une lamination élémentaire alternée et une paire de laminations élémentaires
alternées fortement quasi-transverses

Démonstration. On note P in et P out le bord d’entrée et de sortie de (P,X), O∗ les orbites
périodiques de X contenues dans ∂P , et L la lamination de bord de (P,X). De même, on note
P ′in et P ′out le bord d’entrée et de sortie de (P ′, X ′), O′

∗ les orbites périodiques de X ′ contenues
dans ∂P ′, et L′ la lamination de bord de (P ′, X ′).

Montrons les équivalences de l’item 1. Il est clair que 1a ⇒ 1b ⇒ 1c. Réciproquement,
supposons que l’on a un appariement de composantes de bord {(Ti, T ′

i )} de P et P ′ respecti-
vement, contenant le même nombre d’orbites périodiques. D’après 11.0.4, la lamination L sur
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Ti et L′ sur T ′
i sont élémentaires alternées, et d’après les conditions de l’appariement, elles ont

le même nombre de feuilles marquées. Deux telles laminations se recollent de façon fortement
quasi-transverse (figure 11.2), et on a pour chaque i = 1, . . . , n l’existence d’un difféomorphisme
fi : Ti → T ′

i qui envoie les orbites périodiques orientées sur les orbites périodiques orientées,
le bord de sortie P out sur le bord d’entrée P ′in, et la lamination L sur une lamination for-
tement quasi-transverse à L′. Le produit φ : ∂P → ∂P ′ défini donc un recollement fortement
quasi-transverse de blocs de construction.

Les équivalences de l’item 2 découlent des équivalences précédentes et du fait suivant. Soit
Ti et T

′
i deux composantes de bord de ∂P et ∂P ′ respectivement.

Fait 11.0.8. Soit un difféomorphisme fi : Ti → T ′
i qui envoie les orbites périodiques orientées de

X sur les orbites périodiques orientées de X ′, et le bord de sortie P out sur le bord d’entrée P ′in.
Alors fi renverse l’orientation si et seulement si Ti et T

′
i sont soit toutes deux des composantes

de bord Entrée-Sortie, soit toutes deux des composantes de bord Sortie-Entrée.

Démonstration. Le difféomorphisme fi envoie une orbite périodique orientée O de X dans Ti
sur une orbite périodique orientée O′ de X ′ dans T ′

i . Supposons que Ti est une composante
de bord Entrée-Sortie, autrement dit le côté gauche de O est inclus dans P in. Alors fi renverse
l’orientation si et seulement si fi envoie le côté gauche de O sur le côté droit de O′, si et seulement
si le côté droit de O′ est inclus dans P ′out, si et seulement si T ′

i est une composante de bord
Entrée-Sortie.

Ceci termine la preuve du lemme 11.0.6.

Preuve de la proposition H On aura besoin du lemme général suivant.

Lemme 11.0.9. Soit (P,X) un bloc de construction et φ un recollement fortement quasi-
transverse de (P,X). Soit T une composante de bord qui contient un nombre non nul d’orbites
périodiques de X. Alors pour tout twist de Dehn τ : T → T le long des orbites périodiques, il
existe un recollement fortement quasi-transverse isotope à φ ◦ τ .

Démonstration. On renvoie à la fin de la preuve de la proposition 2.1.10, qui montre que l’on
peut choisir le twist de Dehn τ dans un support bien choisir pour que φ ◦ τ soit encore un
recollement fortement quasi-transverse. Rappelons brièvement l’idée. Notons L la lamination de
bord et O∗ la collection d’orbite périodiques contenues dans T . Il suffit de choisir le support
de τ dans un anneau compact de T∖O∗ pour que la composée soit encore un recollement de
bloc, autrement dit envoie les orbites périodiques orientées sur les orbites périodiques orientées
et le bord de sortie sur le bord d’entrée. On choisit ensuite un petit voisinage V d’une orbite
périodique O ∈ O∗, dans lequel l’holonomie de la lamination L le long d’une transversale de O
est contractante sur P out et dilatante sur P in, et l’holonomie de la lamination φ−1

∗ L est dilatante
sur P in et contractante sur P out. Suivant le signe du twist de Dehn, il suffit de choisir le support
de τ dans un anneau compact inclus soit dans P in∩V, soit dans P out∩V, de sorte que τ∗(φ−1

∗ L)
soit (fortement) transverse à L.

Montrons la proposition 11.0.2.

Démonstration de la proposition 11.0.2. Soit (P,X) et (P ′, X ′) deux blocs de flot d’Anosov ali-
gnables penchés et φ : : ∂P → ∂P ′ un difféomorphisme qui renverse l’orientation, envoie les
orbites périodiques orientées de X dans ∂P sur les orbites périodiques orientées de X ′ dans ∂P ′

et le bord de sortie P out sur le bord d’entrée P ′in. Il suit du lemme 11.0.6, item 2 qu’il existe un
recollement fortement quasi-transverse ψ : ∂P → ∂P ′ qui renverse l’orientation. Le recollement
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ψ défini le même appariement de composantes de bord que φ. Soit Ti et T
′
i deux composantes

de bord de ∂P et ∂P ′ appariées par φ et ψ. Comme φ(O∗) = ψ(O∗) = O∗, il suit que la classe
d’isotopie de φ et ψ diffèrent d’un twist de Dehn τ : Ti → Ti le long des orbites périodiques O∗,
autrement dit tel que ψ ◦ τ et φ sont isotopes. D’après le lemme 11.0.9, ψ ◦ τ est isotope à un
recollement fortement quasi-transverse ψ′ : ∂P → ∂P ′, qui est alors isotope à φ.

On considère le triplet (P ∪ P ′, X ∪ X ′, ψ′). Le bloc (P ∪ P ′, X ∪ X ′) est un bloc selle
plein orientable d’après le lemme 11.0.4, et ψ′ est un recollement fortement quasi-transverse qui
renverse l’orientation. Quitte à faire une forte isotopie de triplet, on peut appliquer le théorème
de recollement 1 et les champs X et X ′ induisent sur la variété fermée orientableM := P ∪P ′/ψ′

un champ de vecteurs Z qui est Anosov. Il satisfait la proposition 11.0.2 par construction. On
vérifie aisément avec le critère de la proposition 6.4.2 que si les blocs (P,X) et (P ′, X ′) sont tout
deux transitifs, le champ Z ainsi obtenu est transitif.

Figure 11.3 – Recollement de deux blocs de flot d’Anosov alignables penchés
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