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Ran

Py

|
tr(A)
K(A)
C(O,r)

[1]
()

C(Q,r)

—z0

I'(a,b,c)

Ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients dans
R.

Contour fermé.

Projecteur spectral sur le sous-espace invariant associé aux
valeurs propres d’une matrice par rapport & un contour 7.
Projecteur spectral sur le sous-espace invariant associé aux
valeurs propres d’une matrice se trouvant & l'intérieur d’un
contour fermé.

Projecteur spectral sur le sous-espace invariant associé aux
valeurs propres d’une matrice se trouvant a ’extérieur d’un
contour fermé.

Projecteur spectral sur le sous-espace invariant associé aux
valeurs propres de parties réelles négatives d’une matrice.
Projecteur spectral sur le sous-espace invariant associé aux
valeurs propres de parties réelles positives d’'une matrice.
Matrice Hermitienne définie positive dont la norme est un
indicateur de confiance du projecteur P.

Norme spectrale.

Trace de la matrice A.

Conditionnement de la matrice A (k(A) = ||A].[|[A7Y)).
Cercle de centre O et de rayon r > 0.

Parabole d’équation y? = 2p(§ — ).

Ellipse d’équation % + ‘Z—g =1aveca>b>0.

Cercle de centre ) d’affixe b # 0 et de rayon r > 0.

(z —20)* | (y—w0)

a? + b2 -

Ellipse de centre zg # 0 d’équation
1.
Parabole d’équation générale = = ay?+by+c avec a # 0.
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Introduction Générale

La stabilité au sens de Lyapunov est un concept en théorie des systémes dyna-
miques qui permet de caractériser la réponse d’un systéme & des perturbations ou &
des variations dans les conditions initiales.

Les méthodes de dichotomie spectrale introduites par S.K. Godunov dans [14], sont
des méthodes numériques utilisées pour étudier cette stabilité (au sens de Lyapunov)
de certains systémes d’équations différentielles.
Elles permettent de diviser le spectre d’'une matrice en deux parties disjointes, ap-
pelées les parties stable et instable, qui caractérisent le comportement asymptotique
des solutions des systémes différentiels associés. La dichotomie spectrale est ainsi
un outil important pour ’analyse de la stabilité des systémes dynamiques, mais elle
trouve également des applications dans de nombreux domaines, tels que la physique,
la biologie, I’économie, la finance, etc.
Les méthodes de dichotomie spectrale appliquées a une matrice A € R™ " (n > 1)
et un contour ~ orienté positivement, consistent a déterminer s’il existe des valeurs
propres de la matrice A sur ou dans un voisinage de ce contour. S’il n’y a pas de telles
valeurs propres, alors elles calculent itérativement le projecteur P, et donc les sous-
espaces invariants correspondant aux parties du spectre de la matrice & 'intérieur
et & lexterieur du contour v [17]|. Pour cela, les méthodes de dichotomie spectrale
réalisent (voir [24]) :
- une partition du plan complexe en deux parties & 'aide du contour 7,
- une évaluation des paramétres de qualité de la dichotomie pour le contour 7.
- un calcul des sous-espaces invariants associés aux parties du spectre a l'inté-
rieur et & U'extérieur du contour «, a condition que le paramétre de dichotomie
correspondant ne soit pas trop grand.
- un calcul des sous-espaces invariants associés aux valeurs qui se trouvent sur,
a l'interieur ou a 'extérieur de certains contours (par exemple, cercle et/ou
axe imaginaire).
Plusieurs auteurs ont eu a travailler sur ces méthodes. Dans [4], Bulgakov et Godunov
ont appliqué la dichotomie spectrale au cercle C(O, ) de centre O et de rayon r; les
calculs du projecteur spectral et du critére de dichotomie ont été ameliorés par Dosso,
Godunov, Malyshev et Nechepurenko dans [10, 15, 22, 23, 24, 27|. Les méthodes de
dichotomie spectrale ont été généralisées aux cas ol le contour est une ellipse, une
parabole ou un polygéne par Godunov, Sadkane et Malyshev dans [17, 18, 25|. Ceci
a permis de générer de nouveaux algorithmes par Sadkane et Touhami dans [29, 30].
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Cependant, tous ces travaux de recherche ont été réalisés sur des contours fermés
centrés a l'origine du plan complexe et/ou symétriques a 1’axe des abscisses. Dans
le cadre des travaux de cette thése, nous envisageons de généraliser ces méthodes de
dichotomie spectrale & des contours non centrés a l'origine et/ou non symétriques a
laxe des abscisses. De maniére spécifique, notre étude porte sur le cercle C(2,7) de
centre () d’affixe b # 0 et de rayon r > 0, ellipse ., d’équation

2 2
(w a:co) +<Z/ by0> _1, a>b>0 (1)

de centre le point d’affixe zg # 0 et sur les paraboles d’équation générale du type

r=ay’+by+c avec a#0. (2)

Cette thése est structurée en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous faisons
un résumé de quelques méthodes de base utiles pour la compréhension des autres
chapitres. Notamment, il s’agit de :
— trois méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport au cercle
C(O,r) de centre O de et de rayon r > 0,

— deux méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport a une el-
lipse 2, centrée & l'origine,

— deux méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport & 'axe ima-
ginaire,

— et deux méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport a la
parabole I' d’équation y? = 2p(5 — z).

Dans le chapitre 2, nous proposons une méthode de dichotomie spectrale d’'une ma-
trice par rapport au cercle C(2,7) de centre € d’affixe b # 0 et de rayon r > 0; puis
une deuxiéme méthode de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport a l'ellipse
E,, de centre zg # 0. Pour cela, nous utilisons les algorithmes développés dans [10] et
dans [29]. Nous avons effectué plusieurs exemples numériques sur des matrices et des
fonctions matricielles pour valider ces nouvelles méthodes. Le chapitre 3 est consa-
cré & des méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport a I’équation
générale de la parabole en s’inspirant des travaux de Malyshev et Sadkane dans [25].
Plusieurs illustrations numeériques ont été réalisées en vue de confirmer les méthodes
proposées.
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CHAPITRE PREMIER

GENERALITES SUR DES METHODES
DE DICHOTOMIES SPECTRALES
D’UNE MATRICE PAR RAPPORT A
CERTAINES FIGURES

1.1 Introduction

Les méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice ou d’un faisceau madtriciel
permettent de calculer le projecteur sur un sous-espace invariant associé aux valeurs
propres & I'intérieur ou a U'extérieur d’un contour fermé. Ce projecteur spectral, est
selon [5], défini par

1
P=_— [ (2 —A)'dz (1.1)
2 )y
ou vy est un contour fermé. Son calcul est accompagné par celui de la matrice Her-
mittienne

H = i (21 — A)™* (21 — A)7dz| (1.2)
2 ),

définie positive dont la norme est appelée critére de dichotomie du projecteur

P [13, 27|. Ce critére représente un indicateur de confiance qui permet d’évaluer la
qualité de la dichotomie. Plus elle est petite, meilleure est la qualité numérique du
projecteur. Differentes études ont été faites lorsque ce contour est un cercle [4, 10,
17, 29|, l’axe imaginaire [17, 29|, une parabole ([17, 25, 31]) ou une ellipse (|17, 18]).
L’objectif pour ces auteurs est de proposer des variantes plus économiques en termes
d’opérations arithmétiques, des méthodes initiales. Dans ce chapitre, nous présentons
un resumé de certaines méthodes de dichotomie déja étudiées. En particulier, il s’agit
des méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport au cercle C(O,r) de
centre 'origine et de rayon r > 0, de 'ellipse = centrée & l'origine, de 'axe imaginaire
et de la parabole I' d’équation y?> = 2p(§ — x). Notons par Py (respectivement
P) le projecteur sur le sous-espace invariant associé aux valeurs propres intérieures

(respectivement extérieures) a un contour ferme.
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CHAPITRE 1. GENERALITES SUR DES METHODES DE DICHOTOMIES SPECTRALES D’UNE
4 MATRICE PAR RAPPORT A CERTAINES FIGURES

1.2 Meéthode de dichotomie spectrale d’'une matrice par
rapport 4 un cercle

Soit une matrice A € RN n’ayant pas de valeurs propres sur le cercle C(O,r)
de centre O et de rayon r > 0.
le projecteur spectral sur le sous espace invariant correspondant aux valeurs propres
intérieures au cercle C(O,r) est la matrice Py définie par :

1
PO = —_— (ZI — A)_ldz
2 Je(o.r)

1
= — (21 — A)~tdz
27 |z|=r
2 (1.3)
1 LI .
= 5 (re®1 — A)~Lire?ds
T Jo

B 1 27 (I ef’L'QA

—1
— do.
2 0 r )

Le calcul du projecteur spectral Py est accompagné de celui d’'une matrice Hermit-
tienne H définie par :

—if
e WA _,

)

H = H(r) ! /277(1 - ﬂr*mm (I — de, (1.4)
0

T o r

ou HO® = (H©)* > 0 est une matrice hermitienne définie positive utilisée a des fins
de mise a ’échelle.

Remarque 1.1 la norme de H appelée critére de la dichotomie est un indicateur qus
permet de juger de la qualité numérique du projecteur P. Plus petite est cette norme,

meilleure est la qualité du projecteur.

Le couple de matrices (Pg,H) est I'unique solution de I’équation de Lyapunov
généralisée [13].

r?H — AHA = PSHOPy — (I — Po)*H (I — Po)

PyA = APy
1.
PoH = (PoH)*

De plus, pour tout vecteur x et pour tout entier k, on a les estimations [10, 28]

k
|4 Pozlls < IHLIE (1 - @) 2 llz]l2
(1.6)
k 1 1L \Enr—
4%l 2 e (4 ) 1 = Rojel
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qui montrent entre autre 'importance de la quantité ||H||2 sur la décroissance asymp-

totique vers 0 (ou la croissance vers +00) des puissances de A.

6—1’0

-1
La fonction 6 — <I — ) étant continue, intégrable par morceaux et 2m-

r
périodique, se décompose en série de Fourier comme suite :

e_igA —1 “+o00 o
<I— - > = Zye (1.7)

ou

1 2 e—i0 A\ ! »
Zy = — I— Y de. L.
"o < > ‘ 1)

De (1.8) on montre que sup||Zg|| < 400 et Zy = Py. Des deux égalités (1.4) et (1.7),
kEZ

on obtient avec la formule de Parseval que :

“+oo
H= Y z;HYZ,. (1.9)
k=—00
Le calcul des coefficients de Fourier Z; permet de déterminer le projecteur Py et la
matrice H. En effet, a partir de I’égalité (1.7), nous pouvons déduire que les matrices
Zy, satisfont au systéme linéaire infini suivant [17] :

Zk— 22k = 0,
(1.10)
A _
Zo—47, = I
ou les (Z)rez sont les inconnues.
Posons
+oo
2 =N Ziws, ke (1.11)

l=—00
ol s est un entier naturel donné. La suite (Zl(f)) est s-périodique, c’est-a-dire Z,(is =
Z,gs), et satisfait la condition (voir [17])

lim 7\ =7, VkeZ

s—400

Ceci nous permet de trouver une approximation des coefficients de Fourier en résol-
vant, pour s grand, le systéme infini (1.10) et de (1.11). On en déduit le systéme

linéaire cyclique et fini suivant :

S A S
720 -228 — 1,
r
(1.12)
() _ A e _
Z, —?Zkﬂ = 0, 1<k<s-—1.
de solutions Z(gs), le), ‘e ,ng) = Zés) quand s prend de grandes valeurs.

Ce systéme admet une unique solution si et seulement si la matrice A n’a pas de
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valeur propre sur le cercle C de centre O et de rayon r, ce qui est notre hyphothése
de debut.

Maintenant on considére des entiers s grands de la forme s = 2/+1. Différents auteurs
ont proposé des méthodes pour le calcul de Py et de H. Nous allons donner des
resumés de ces différentes méthodes.

1.2.1 Meéthode de dichotomie proposée par Godunov et Sadkane

Cette méthode utilise deux théorémes et la méthode de factorisation QR.

A
Theoreme 1.1 ([17]) Notons By =1, Ay=——.
r
de plus
lim z%") = 1im 22, = Py
j—o0 Jj—00
. (27t
lim Z; =Py—1,
j—oo
lim Hj =H
j—o00
j+1
Remarque 1.2 L’approximation du projecteur Py exige seulement le calcul de Zéw+ ) —
+1
ngl ) pour une grande valeur de j et celle de H nécessite seulement le calcul des 4
j+1 j+1 +1 j+1
coefficients ZfQH ), ZSJJF ), Z;?fl) et Zgjjl) pour une grande valeur de j.
Les calculs des matrices Z£2j+l), Zéjz-j+1), gf:), Z%]:) sont (voir [17])

donnés par le systéme ci-dessous :

2j+1)

7

By Ay 0 0 o 0
A, 0 B; 0 @) 0
J J 241 | = (1.13)
0 By 0 A;||z®™ 0
0 0 Ay By (27+1) 1
9j+1

ol les matrices A; et B; sont construites de maniére itérative & partir de By et de Ap,
en utilisant la QR-factorisation (obtenue par les transformations de Householder) :

By A 0 0 - (REY ORGY RETY R
Aji 0 Bia 0 | =@ o RYY RGY RV (L14)
0 Bj-1 0 A 0 0 B, A

ol Q771 est une matrice unitaire.

Theoreme 1.2 Soit

A; =Bz 4 402

2J+1 27+1
V= B2l )+ Az
puLS

Hj = A;Hj_lAj + Vj-Hj_1Vj
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Les étapes importantes de la méthode proposée par Godunov et Sadkane sont résu-

mées dans 'algorithme suivant :

Algorithme 1.1 (Dichotomie spectrale de la matrice A par rapport au cercle[17])

1. Initialisation : By =1, Ay=—A

— Déterminer Zf) et Z§2) comme solutions du systéme

7(2)
Ay B B
0 0 Zéz) I
— Caleul de Hy = (22 2% + (2« 7{?
. . (2j+1) (2j+1) (2j+1) (2j+1)
2. Itération : Calcul de Z, AT Z2j+1 , Z2j+1 et H;
Pour j=1,2,---

— Clalculer par la méthode de factorisation QR

By A 0 0 - (REY ORGY RETY R
Ajse 0 B 0 | =7 o RGY RETY RYTY
0 Bj1 0 A, 0 0 B, A;
— Déterminer Z§2j+l) et Zé?f:l) solutions du systéme
2j+1
B; Aj Zf ) <0>
] T\
Ao By ZSL)
— Déterminer ZSJH) et Z;?ﬁl) solutions du systeme
i—1 i—1 20+1 i—1 i—1 27+1
R RGN (22T (R Y (20
i—1 20+1 i—1 j—1 j+1
o ng) \an) o\ )z
— Calcule
- -
Aj =Bz 4+ Agz )
. -
Vj = BOZSil )+A0Zég2'jrl )
H; = A;ijlA]‘ + V;ijlvj'
3. P =2z%", H=mH

Remarque 1.3 Dans le cas de la dichotomie spectrale du faisceau matriciel \B — A
par rapport au cercle C(O,r) de centre O et de rayon r >0 (det(AB—A) #0 ), on

A
pose By = B(B # I, et Ag = —— et on applique Ualgorithme 1.1.
r
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1.2.2 Meéthode de dichotomie proposée par Dosso

Nous en donnons ici les grandes lignes. Soit pour j =0,1---

Kji1 = A¥ [I, — AZ|[I, - A¥') 7L, (1.15)
Lis = [I, — A¥|[L,, — A¥ ]! (1.16)

Le théoreme suivant permet de calculer les valeurs de K1 et de L; 1 .

Theoreme 1.3 Pour j =0,1,---, on a

B A (B} _ (0 (1.17)
Aj Bj Lj+1 I,
avec Aj; = —AZ%j, Bj = ZZQJJ

Le deuxiéme théoréme ci-dessous nous permet alors de déterminer la relation entre
27+1 27
Zi; et Zi.

Theoreme 1.4 Pour j =0,1,--- etk=0,1,---,2/, on a

777 = 72V K (1.18)
23 =78 Lin (1.19)
Hj+1 = K;+1HjKj+1 + L;+1HjLJ’+1 (120)

Ce qui permet de proposer I'algorithme suivant :

Algorithme 1.2 (Dichotomie spectrale de la matrice A par rapport au cercle[10])

1. Initialisation : By =1, Ay=-—-A

— Déterminer K1 et Ly comme solutions de ’équation matricielle

() (5)-(2)

— Calcul de Hq
Soit 7% = Ky, 2 = Ly et Hy = (202 + (2P 757

2. Itération : pour j =1,2---
— Clalculs de A; et de B;

Aj = Ao ZY Bj = Zéazj)
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— Déterminer K1 et Lj1 comme solutions de léquation matricielle

G (- ()

27+1

— Clalculs Z{Qjﬂ), Z§j+1 ) et Hji1 avec

Z£2J+ ) Z(QJ) ]+1

2J+1 27
Zéﬁl : Z( )LJ-‘rl
Hjpy = Kj HjKj + L HijLj
2j+1)

1. Py=2z%"); H=H,

- J J J J .
avec comme inconnues Z2’ 222 722 Z - Zgj =72 pour j > 1.

Remarque 1.4 Dans le cas de la dichotomie spectrale du faisceau matriciel A\B — A
par rapport au cercle C(O,r) de centre O et de rayon r > 0 (avec det(A\B — A) # 0),

A
on pose By = B(B # I,,) et Ay = —— et on applique lalgorithme 1.2.
r

1.2.3 Meéthode de dichotomie proposée par Sadkane et Touhami

La méthode utilisée est la récurrence.

En posant que Z§2) = Ay, Z§2) = Vo, le systéme (1.12) devient alors :

BAg—AVy =1,

(1.21)
BVy—AAy =0
dont les solutions sont déterminées par :
(A+B)Ay = A(B-A)"!
(1.22)
(A+B)Vy = B(B-A)!
Cette notion est généralisée selon le théoréme suivant :
Theoreme 1.5 Soit
=N, ZY =V
et pour j =2,3---
77 =777 A, k=12, 2L
Zk+ZJ 1 Z13+2J 1V] 1, k= 1727"'2j_1'
et pour j =2,3---
Aj,1 + Bj,1 =1, (123)
Aj_l +Vo1 =1, (1.24)
(24,1 —L)Aj_1 = Aj 4 (1.25)
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avec
2j71) (2]'71
Ajy=-Az7%") 1, =-7%")
et

Hj=Aj_1Hj1Aj1+ (In — Aj—1) " Hj1 (I — Aj-1.

L’algorithme suivant permet de calculer le projecteur Py et le critére de dichoto-
mie HL.

Algorithme 1.3 (Dichotomie spectrale de la matrice A par rapport au cercle[30])

1. Initialisation et premiére itération

Hy=H° B=1I
— Déterminer les solutions X,Y des équations
X(I-A)=A4 Y{I-A)=I
— Déterminer les solutions Ag, Vo des équations
(A+DNAy=X, (A+D)Vo=Y
— Calcul de Hy, 7, 7{?
H, = AjHoA + ViHyV

72 =Ny, 72 =V,

2. Itérations pour j =2,3---
— Faire

Aj o =—AZY
(241 — In)Aj—1 = Aj
— Caleuls de Hy, 27, 782 .

Hj = A} 1 Hj1Aj1+ (I —Ajo1)"Hj—1(lp — Aj)

J J—1 / !
20 = 26,22 = 220 - By
fin pour
Py = Z;?j)

Remarque 1.5 On généralise l'algorithme 1.3 au faisceau matriciel A\B — A ot
A, B € R™*" et det(AB — A) # 0, en prenant B # I
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Exemple 1.1 On considére les matrices [10]

_3

5
4
5

B = 2 etK:B (zT.
4 0 B

6 2
-1 3

[ [SLTA{ N

La matrice K a douze valeurs propres : 0.8000 £ 0.6000z, 0.2000 + 0.0000z, 0.2500 +
0.0000z, 5.0000 + 0.0000¢, 4.0000 + 0.0000%, 2.0000 4 0.0000z, 0.5000 + 0.0000% dont
quatre valeurs propres doubles qut sont : 0.8000 4 0.6000¢, 0.2500 4 0.0000z, 4.0000 +
0.0000s.

avec algorithme 1.8 avec algorithme 1.9

5 5
4 4
3t 3
2t 2
@
s 1 w 1
£ 0 * kK c 0 * %k
‘E o
: g
g -1 -1r
-2 -2
-3r -3
-4 -4
-5 - . -5 - .
-5 0 5 10 -5 0 5 10
The abscissa axis abscisses

F1GURE 1.1 — Partitions du spectre de la matrice K par le cercle C(O,3) par les
différentes méthodes.

TaBLE 1.1 — Calcul du projecteur Py par les différentes méthodes pour r = 3.

Algorithmes ¢7(Po) [[Po|| [|P§ —Pol| [[PoW — WPo|| |[H|

Algo 1.1 9 1 0 0 3.3997
Algo 1.2 9 1 0 0 3.3997
Algo 1.3 9 1 0 4.4451 1016 3.3997

Les différentes figures de FIGURFE 1.1 issues des algorithmes 1.1,1.2 et 1.3 sont
identiques ; de méme, les valeurs tr(Po), |[Pol|, [|P2 —Po||, ||PoW — WPq|| et |H|| du
tableau 1.2 montrent que Py est un projecteur par ces trois algorithmes et son calcul
donne le méme résultat.
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1.3 Meéthode de dichotomie spectrale d’'une matrice par
rapport a D’ellipse
1.3.1 Meéthode de dichotomie proposée par Malyshev et Sadkane
Soit zB — A un faisceau matriciel régulier d’ordre n n’ayant pas de valeurs propres

sur Dellipse =y d’équation

I A (1.26)

Nous supposons dans ce paragraphe que a > b > 0. Considérons la transforma-
tion de type Joukowski ¥ : A € C+— z € C définie par la formule [20, 30]

(a+b)A? + (a — b)
2\

Calculons l'image du cercle unité C(O, 1) par cette transformation. Soit \ = ¢

z=U(\) = (1.27)

0

(a+b)A2 + (a —b)
2\

_ (a+Db)e* + (a—b)

2e10
_(a+ b)e? + (a — b)e™

2

= % [(a+ b)(cos(0) +isin(f)) + (a — b)(cos(f) — isin(h))]
= acos(f) + ibsin(0)

z=U(\) =

Posons z = x + iy. Alors = a cos(0) et y = sin(h).
On a

z Y 2 2
— + 55 =cos(f)” + sin(0)

Ce qui conduit a

AeC(0,1) e A =¢?
S zeDy
Ce qui prouve que ¥ est une bijection du cercle unité sur l'ellipse Zp. De la méme

maniére, nous pouvons prouver que la bijection ¥ envoie 'extérieur du cercle sur

I'extérieur de Zg et 'intérieur du cercle unité sur l'intérieur de ’ellipse Z.

Considérons le faisceau quadratique défini comme suit :

a—+b a—2b

BX2 — A\ + B. (1.28)
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Remarquons que
a—0>b
2

ou z = W(A) est définie dans (1.27). Cela montre la relation entre ’ensemble des va-

“tbpyv ang

B = AzB - A) (1.29)

leurs propres d’un faisceau quadratique de matrices et ’ensemble des valeurs propres
de la matrice originale zB — A. De I’égalité 1.29, on obtient

b _b
C 0By — A+ 2B = swp (2B - A7, (1.30)

IS

sup |||
IA|=1

Considérons le faisceau matriciel de la forme ulB — A ot

5 A —etp o
B= et A= (1.31)
a+b a—b
0 4B A -%B
On a
AL a+b)\23+a_bB _A)\2 Az
()‘2‘8_“4) =| 2 2 a+b a—>b
. —A 5 NB + 5 B| |2

(a;bxua;b Bz — A2z

a+b a—2b
B2 B
> Y+ 5 >£L’

—AXz + (

(a;b)\QB FAN+ “2(’3> Ao

<“+bA2B—AA+“_b >x
L\ 2 2

Ainsi (CLT_’_bB)\2 — AN+ CLT_bB)a: = 0 implique (A\2B — A) ()\x = 0. De cette
x

hypothése des valeurs propres de zB — A, nous voyons que les valeurs propres du
faisceau matriciel uBB — A ne peuvent pas étre sur le cercle unité. Le probleme de la
vérification de I'absence des valeurs propres du faisceau matriciel zB — A sur Iellipse
o est ainsi réduit au probléme de dichotomie spectrale du faisceau matriciel ulB —.A
par rapport au cercle unité.

Dans le cas de la dichotomie spectrale d’un faisceau matriciel zB — A par rapport a
Iellipse, la qualité de la dichotomie est caracterisée par le paramétre numeérique :

a = supl||(zB — A)7Y. (1.32)

zZ€=o
De maniére similaire, la qualité de la dichotomie spectrale du faisceau matriciel
uB — A par rapport au cercle unité est caracterisée par le paramétre numérique :
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& = sup | (uB — A)7.

lul=1

(1.33)

La proposition suivante donne une relation entre les deux quantités a et a.

Proposition 1.1 Les quantités « et & définies dans (1.32) et (1.83) sont égales :

Preuve

(1.34)

Cette démonstration a été faite par Malyshev et sadkane dans [25]. Nous en rappelons

les étapes les plus importantes.
De (1.29), on a

a+b
2

Ce qui entraine que

a-+b a—2b

B)? +

BX2 — AX+ GT_bB = \zB — A)

B = X\zB
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Nous avons

(a—2|—b 2+a;b)B —,LLQA
(WB—A)" =
a+b a—>b
—A 2 B
(5w 5 )
-1
2uB  —Ap?
= avec z =(u)
—-A  zuB
I, 0 B —A\ [y, 0
0 p'1,) \-A 2B 0o I,
I, 0
= X
0 u 'l
L | B - AP+ 2B+ A 2B-A)t - (zB+A)!
2
(:B—A)1—B+A)t B-A)"'+ =B+ A4t
pw I, 0
X
0 I,
In In
In 0 Vi V2
-1 I, I,
0 wIn) \5
(2B — A)~! 0 AN
-1 In 1
I 0 (2B + A) ~L = 0 I,

O
Considérons les projecteurs spectraux suivants :

o P, € C™™ la matrice de projection sur le sous-espace invariant du faisceau
matriciel zB — A associé aux valeurs propres extérieures a 'ellipse Z.

o Py, € C?"X2" |3 matrice de projection sur le sous-espace invariant de uBB — A

associé aux valeurs propres extérieures au cercle unité.

La proposition suivante caractérise la relation entre Py, et Py
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Proposition 1.2 Notons la partition Poo sutvante :

P P N
Poo = pij S (Cn><n7 1,7 €1,2. (1.35)
Por Poo
alors nous avons
Poo = P11 + Pa2. (1.36)

Preuve
Pour la preuve, voir dans [25]. O

Algorithme 1.4 .

o Variables d’entrées : A et B tel que la matrice zB — A n’ait pas de valeurs

propres sur ellipse d’équation ((z)) + <\y(z)> =1. aveca>b> 0.z
a

b

o Variables de sorties : Py et H.
P étant le projecteur sur le sous-espace invariant de zB — A correspondant
aux valeurs propres & l'extérieur de Uellipse et H le critére de dichotomie.

_azbp 0 abp A
1. Détermine A = et B=
—b b
A —a0pB 0 %B

2. Appliquer I’Algorithme 1.3 a \B — A
3. Pog = P11 + Pay

1.3.2 Meéthode de dichotomie proposée par Godunov et Sadkane

Considérons un faisceau matriciel zB — A n’ayant pas de valeurs propres sur

2 (' oor
oua>b>0.

Posons x = acos(f) et y = sin(6).

Iellipse Z¢ d’équation

z=x+1y
= acos(f) + ibsin(0)
eiG + 6—i9 eiﬁ _ 6—i9
= )b
a 5 +1 %
(a+b)e? + (a — b)e ™
2

Le projecteur Py sur le faisceau matriciel zB — A est égal 4 :

S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr UFR-MI, UFHB



1.3. METHODE DE DICHOTOMIE SPECTRALE D’UNE MATRICE PAR RAPPORT A L’ELLIPSE17

1

_ = o -1
Py = 2ir )=, (zB— A)""Bdz
L [ (a+b, a—-b 4 a+b o a—b _, -1
= — W v ! “|1B—A| Bdb
or J, < 2 ¢ 2 ¢ < p ¢ Ty

le critére de dichotomie H est définie alors par :

1 2m CL+b 0 a—b_'e * a+b i0 a—>b —i0 -1
H= — i i) p_ A i 0\ p_ Al do
277/0 K g ¢ T g ¢ I\ T

Considérons le projecteur sur le faisceau matriciel (B — e "% A) associé aux valeurs

propres situées a l'intérieur du cercle de centre O et de rayon 1. Ce projecteur P est

I i An— P11 Pi2
= B—e A1 Bdg =
P 27 /o (B=e™A4) ¢ (7721 Pao

défini par :

avec

atbp  _ 4 _azbp 0
— 2 — 2 ir(I1
B ( 0 a_2~_b3> et A ( i —‘lgbB voir([13])

La matrice de dichotomie H correspondant au projecteur P est definie par :

I Zid an— i an— Hir Hiz
H:/ B—e A (B—e A do =
57 /. ( )( )" do Hoy Mo

Les valeurs du projecteur Py et du critére de dichotomie H sont définies par le
théoréme suivant :

Theoreme 1.6 [17/

Po=Pi1+Pax—1 (1.38)
H=Hi1 = Ha (1.39)
[H| < 7] < 2/[H]| (1.40)
[[Hzl| < [[H]| (1.41)

Preuve
Voir dans [17]| pour les détails. Nous en faisons un résumé.

B o)t (BB —A B
( — ¢ ) - —e " A (4 + 252e=i9)B
- ¢

=" 200M0 0"

ou
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et
[(“—bezg + “—*be*i%)B — A1 0
M - 2 2 b ) b )
0 (42’2 + %SPe2)B + A]7!
Posons
Mo) = a+b ;o a—be_lﬁ
2

Sachant que

1 27 )

P = / (B—e Y A) "' Bde
27T 0

alors apres calculs, on obtient

P = [TI00)B — )7 - 09)B + 4) e Bag
™ Jo
et
2m
Pa = [ U@ - )7 = (@) B+ 4) e B
HE [T 108 - 47 - (@B + 4) e Bag
0
]

Au vu de ce qui précéde, algorithme de dichotomie spectrale de la matrice A
par rapport a lellipse = est le suivant :

Algorithme 1.5 .

o Variables d’entrées : A tel que la matrice A n'ait pas de valeurs propres sur

2 o~ 2
Uellipse d’équation <%(2)> + (JE:)> =1, avec a > b > 0.
a

e Variables de sorties : Py et H.
Py étant le projecteur sur l’espace invariant droit de A correspondant aux
valeurs propres a Uintérieur de lellipse et la norme de H le critére de dicho-
tomie.

1. Détermine A = et B=

2. Appliquer Ualgorithme 1.1 a \B— A

8. Py=Pi11+Pog—1
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Exemple 1.2 On considére la matrice K vue précédemment dans l'exemple 1.1.

avec Algorithme 1.4 avec Algorithme 1.5

12r 12
10 101

8t 8

6 6

4 4

2+ 2r
2} -2r
-4 -4+
-6 -6

-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6

FIGURE 1.2 — Partitions du spectre de la matrice K par l'ellipse = par les différentes
méthodes.

TABLE 1.2 — Calcul du projecteur Py par les différentes méthodes.

Algorithmes tr(Py) [Poll  [[Pg —Pol|  [[BoW — WP  |H]|
Algo 1.4 9 1 7.3444107'6  2,0817107'¢  0.5141
Algo 1.5 9 1 7.3444107'6  2,0817107'¢  0.5141

Les différentes figures de FIGURE 1.2 issues des algorithmes 1.4 et 1.5 sont
identiques ; de méme, les valeurs tr(Py), |Pol|, |P3 —Poll, ||[PoW — WPl et |H| du
tableau 1.2 montrent 'éfficacité des algorithmes du calcul du projecteur Py par ces

deuzr méthodes.

1.4 Meéthode de dichotomie spectrale d’'une matrice par
rapport & ’axe imaginaire
Soit A € C™*" une matrice n’ayant pas de valeurs propres sur ’axe imaginaire.

Le projecteur spectral Py sur le sous-espace invariant associé aux valeurs propres de
la matrice A, de valeurs réelles négatives est définie comme suit [13] :

1

Pp= — I— Al 1.42

0= 15— 7(2 ) dz (1.42)
i 1/+a('tl A)"lat (1.43)
) a—1>I-iI-100 2im J_,, ‘ ’

Thése unique S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR DES METHODES DE DICHOTOMIES SPECTRALES D’UNE
20 MATRICE PAR RAPPORT A CERTAINES FIGURES

La qualité de la dichotomie est donnée par la norme w = ||HJ| de la matrice Hermi-
tienne définie positive

I

H (it] — A)*C(itl — A)*dt

:§ .

ou la matrice C = C* > 0 est utilisée pour initialiser.

Proposition 1.3 Si la matrice A n’a pas de valeur propre imaginaire pure, alors le
systéme matriciel

A*H+H = (I —P})C(I —Py) — PiCP (1.44)
PoA = APy, P2 =1, (1.45)

est solvable par rapport a Py et & H.

1.4.1 Meéthode de dichotomie proposée par Godunov et Sadkane

TA

On pose B = €™ avec 7 > 0. La dichotomie spectrale par rapport a 'axe

imaginaire se résume donc & une dichotomie spectrale par rapport au cercle unité.
Cela induit que les valeurs propres A de la matrice A et v de B sont telles que v = e™.
Ainsi () < 0 si et seulement si [v| < 1. De plus, la transformation exponentielle ne
transforme pas les sous espaces invariants. Considérons le projecteur Py sur le sous-
espace invariant associé aux valeurs propres sur le disque unité. La paire (Pg, H) (voir

[13]) satisfait la condition suivante :

H — B x HB = P§H Py — (I — Po)*H(I — Py),

.
.
avec H? = S CesAds

0
L’algorithme du calcul du projecteur Py et de la matrice H est composé des étapes
suivantes :

(1) Calcul de B = €74,

(2) Calcul de HC = /T e CetAds.

(3) Application de 1’;1gorithme 1.1 & la matrice B avec r = 1;

Le calcul des deux premiéres étapes se fera de la maniére suivante (voir [13]).

Le nombre réel 7 dans e™ peut étre choisi egal a 7 = m de telle sorte que

|[TA| = 3. Le calcul de la forme exponentielle e™ se fera avec les séries de Taylor.

-
Pour calculer l'integrale H° = H(7) = / e*A" Ce*Ads, nous notons que la dérivée
0

de H°(7) est une fonction de 7 définie par :

170
M =0 ™, j=1,2,- (1.46)
drd
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ol les matrices C; sont obtenues par la recurrence suivante :
Co=C et Cj = A*Cj_l + Cj_lA7 73 =1,2,--- puis

X AHN0) &K it
(7) ]gojl dri j;(g—#—l)! J ( )

Nous obtenons 'algorithme suivant :

Algorithme 1.6 [17/

1. Calcul de B = e A avec la série de Taylor

All?
— Pourj=1,2,---

Q; = (5)AQ;
Bj = Bj—l + Qj
finpour

— =g Bo=1. Q=1

2. Calcul de H®) = /OT s Ceds -
— Ey=71C, H = E.
— Pourj=1,2,---
Ej = #(A*Ejfl + EjflA
HO =HY, + E;_,
finpour

3. Application de I’Algorithme 1.1 4 B, avec v = CY.

1.4.2 Méthode de dichotomie proposée par Sadkane et Touhami

Dans [30], Sadkane et Touhami proposent un autre algorithme utilisant la trans-
formation de cayley. Nous montrons qu’effectivement cette transformation réalise une
bijection du cercle unité sur I’axe imaginaire et définissons une nouvelle proposition
qui montre ’équivalence entre les paramétres de dichotomie sur le cercle unité et sur
I’axe imaginaire.

Soit ¢ : A€ C\ {1} — 2z € C\ {1}, la transformation de cayley définie par

(1.48)
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Posons que : z = x + iy Alors

RO +iS(N) + 1
TR +iS(N) -1

Pone RO 1480 a8
TR -DZEse2 T YTy -2 s(v?
On montre que :
AeC(0,1) & A =1
SR +3IN)? =1
S RAN)Z+IN2-1=0
Sr=0

Ce qui montre que ¢ est une bijection du cercle C de centre O et de rayon 1 vers
I’axe imaginaire. De méme,

S <0

Ce qui veut dire que ¢ associe l'intérieur du cercle unité au demi plan gauche et
I'extérieur du cercle unité au demi plan droit.

Considérons le faisceau matriciel AB—Aou B=A — I, et A= A+ I,. Les valeurs
propres z de A et A vérifient la relation z = %

La dichotomie spectrale de la matrice A par rapport & ’axe imaginaire se résume
donc & celle du faisceau matriciel AB — A par rapport au cercle unité.

D’apres|1, 23, 24], la qualité de la dichotomie par rapport & ’axe imaginaire est

caracterisée par le parameétre numérique.
a= sup |[(zI, — A)7Y (1.49)
R(z)=0
De méme, la qualité de la dichotomie par rapport au cercle unité est caracterisée par

le parameétre numérique.

a = sup ||(A\B—A)7. (1.50)
IAl=1

La proposition suivante caractérise les relations entre les deux parameétres précités.
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Proposition 1.4 [30] :
Supposons que ||A|| < 1 et soit « el & les deuz paramétres définis en (1.49) et (1.50).
Ona :

a<a<a+l (1.51)

N

Nous proposons un encadrement plus fin de & dans la proposition suivante :

Proposition 1.5 :
Supposons que ||Al| < 1 et soit v et & les deux paramétres définis en (1.49) et (1.50).
Ona :

1 1
2a< A< - )
2a_a_oz+2 (1.52)
Preuve
On a
1
M- A= 2T B—(A+1,),
z—1
1
:ﬁ[(z‘i‘l)(/l—fn)—(Z—l)<A+In)]7
-2
—z_l(zln—A).
Donc
(AB— A" = Z;1 (2, — A)"L. (1.53)

Sachant que

1 _ 1
sup o |z = 1[[|(zI = A) 7' = 5o
R(z)=0

On obtient
1
G = sup [(AB— A7V > 2a
I\=1 2

De (1.53), on a

|8 = A7 < S0+ [2l) (2T — A)!

Nous allons discuter selon les valeurs de |z

1
o Silz< T

_ 1 _
sup || (AB - A) | < 5 Sup (1+z)) (zIn — A) '
[A|=1 R(z)=0

<+1
Sa+g

—_

Alors a < a4+ =

[\
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1
o Silz| > 2F

d’écrire que :

(21, — A7t

Finalement (zI, — A)™1 = =
z

1
sachant que [|A| =1 donc ||-A]| < 1. Ce qui nous permet de
z

W |
N
5
_l_
P
NK.‘D;
N———

; -

IS
N TN N
S
+
SEESENES
3 +
13
|
3‘3
N——

N = N

(In + A(zl, — A)~1)

En conséquence, nous obtenons

D’ou

Dans les deux cas

En conclusion

HQB—Arwgéa+bM®%—AVW

géu+km;O+W@h—AYW%
§;(1+’i‘)( +1l(zLa — A7)
< (1 + ?) (1 + |[(21n — A)le) )
S;Zi;O+WQQ—AYW)
§22(Zii)(1+a)—a+;

<04-i-1

- 2
lo<a<att
2 - 2

g

Ce qui prouve que les critéres de dichotomie de la matrice A par rapport a 'axe ima-

ginaire et du faisceau matriciel AB — A par rapport au cercle unité sont equivalents.

Les valeurs du projecteur et du critére de dichotomie sont données par ’algorithme

sulvant :
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Algorithme 1.7 :

e Variable d’entrée : A tel que la matrice A n’ait pas de valeurs propres sur l’axe
maginaire.

e Variables de sorties : Py.
P étant le projecteur sur le sous-espace invariant de A correspondant auz
valeurs propres de parties rélles négatives et H le critére de dichotomie.

1. Détermine les matrices A=A+ 1 et B=A—-1.

2. Appliquer lalgorithme 1.3 4 A\B — A.
9. Py = P.

Exemple 1.3 On considére une matrice goussienne G aléatoire définie par

0.6328 -0.0549 -0.0425 -0.0809 -0.3882 -0.0750 0.0851  0.1511
-0.0388 0.9260 0.1375 -0.0628 0.1345 0.2493  0.1819 -0.0777
0.10589  0.0944  0.8477 0.0857 -0.0933 -0.2765 -0.1663  0.0656
-0.0527 -0.0180 0.0149 0.9804 -0.0297 0.0273  0.0304  0.0078
04743  -0.0453 -0.1080 -0.0842 0.4328 —0.1932 0.0639 40.2303
0.83051  0.2285 -0.3455 0.2128 -0.1484 0.83722  -0.4005 0.1258
0.1558  0.1038 -0.1497 0.0984 -0.0427 -0.2721 0.8187 0.0466
0.8697 0.1583 -0.1717 0.1635 0.1256 -0.3132 -0.2715  0.9894

avec Algorithme 1.6 avec Algorithme 1.7

ordonnees
o
*
ordonnees
o
*

2} 1 o}

_3 . . _3 . I .
-5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses

Ficure 1.3 — Partitions du spectre de la matrice G par ’axe imaginaire par les
différentes méthodes.
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TABLE 1.3 — Calcul du projecteur Py par les différentes méthodes.

Algorithmes  tr(Py)  ||Pol| P2 — Py IPoG — GPy| |||
Algo 1.6 6 1.3035 3.3613 10716 0.0016 2.5113 10+17
Algo 1.7 6 1.3034 3.0529 1076 1.3119 10714 4.2862

Les différentes figures de FIGURE 1.8 issues des algorithmes 1.6 et 1.7 sont
identiques ; de méme, les valeurs tr(Pg), |[Pol, ||P3 — Pol|, [PoG — GPo|| et ||H| du
tableau 1.3 montrent que le calcul du projecteur Py par ces deuz algorithmes donnent
le méme résultat. La valeur de ||H|| dans le cas de Ualgorithme 1.6 est trés élévée, ce
qut nous amenera plus tard & nous pencher sur le calcul de cette matrice en vue de

réduire de maniére considérable sa norme.

1.5 Meéthode de dichotomie spectrale d’une matrice par
rapport a la parabole

1.5.1 Méthode de dichotomie spectrale proposée par sadkane et
malyshev

Considérons une parabole I" dans le plan (z,y) satisfaisant I’équation

p
y' = 2p(; — )
oll p > 0 est un parameétre quelconque.

Soit ¢ : A € C + z € C, la fonction définie par la formule z = (A + /p/2)>.

En posant z = x + iy, on obtient :

r = (RA+/p/2)” — (SN

(1.54)
y = 2R\+/p/2)3\
On voit que = = (RA +/p/2)2 — (SN2 < (SN2 = (RA+/p/2)? — 2
d’ou
y? = 4(RA + v/p/2)%(SA)?
= 4R+ Vp/2)? (RA+ V/p/2)? — 2
Ainsi
RA=0ey? = Zp(g — ) (1.55)
< zel (1.56)

Ce qui signifie que ¢ est une bijection de l’axe imaginaire sur la parabole I'. Nous
démontrons également que ¢ associe a la partie du plan
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Rlz{)\ecyﬁ)‘t)\< 2[}U{Ae<€|§‘b\>0}

I'extérieur de la parabole I' donné par :

{z:x+iyeC;y2>2p(§—m)}.

Pour preuve,

Broemns fTo 7
womns B T
@(%A+\/§)2—x>§—
@4(m+\/§)2 ((m+\/§)2—x> >4§ [g —x}

sy’ > 2p(g — )

De méme on obtient

R < —2\/5@8%)\+\/§< —\/g
SR+ \/3)2 > g
@(%A+\/§)2—w>g—
S4(RA + \/5)2 ((%H \/3)2 - :c> > 42 [g - x}

sy’ > 229(%) — 1)

Nous pouvons de maniére similaire montrer que ¢ associe 4 Ry = {\ € C| — 21/p/2 < RA < 0},
I'intérieur de la parabole I'.

Considérons maintenant une matrice A d’ordre n n’ayant pas de valeurs propres
sur la parabole d’équation

y? =2p(p/2 - x)

Soit A la matrice d’ordre 2n définie par :

—\/p/2I, A
In _\/mln

Les valeurs propres respectives A et z, des matrices A et A, vérifient la condition
z=(\+p/2)?
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De tout ce qui precéde, I’absence de valeurs propres de la matrice A sur la parabole
est équivalente a celle de 'absence de valeurs propres de la matrice A sur 'axe ima-
ginaire. Ainsi le probléme de dichotomie sur la parabole est modifié en un probléme
de dichotomie spectrale par rapport a l’axe imaginaire. Ce dernier probléme ayant
été suffisamment étudié de maniére théorique et pratique (voir[14]).

Supposons maintenant que || A|| = 1. Cette supposition n’est pas restrictive car sinon,
nous prenons Ay = HT}HA et p1 = ﬁ.

Dans le probléme de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport & I’axe imagi-
naire, la qualité de la dichotomie est caracterisée par le parameétre numérique (voir
[8])

a = sup||(Ma, — A7
RA=0

Ce paramétre a été utilisé dans le contexte de la stabilité d’une matrice. De
maniére similaire, la qualité de la dichotomie de la matrice A par rapport a une
parabole I' est caracterisée par le paramétre

o = supl|(zI, — A)7'].

zel

La relation entre les deux paramétres « et & est donnée dans la proposition suivante :

Proposition 1.6 ([25]) Soit « et & les deuz paramétres définis précédemment. On
a:

a<a<a+ a1+ a.

Preuve
Pour la preuve, voir dans [25]. O

Soit Py, € C™ ", le projecteur spectral sur le sous-espace invariant de la matrice
A associé aux valeurs propres extérieures & la parabole I' et P, € C?"*2" e projec-
teur spectral sur le sous-espace invariant de la matrice A associé aux valeurs propres
de parties réelles positives. La propososition suivante permet de déterminer le pro-
jecteur Py, connaissant P,..

Proposition 1.7 ([25]) Soit une partition de Py sous la forme

Pu P % .
Pr=1|= ~ avec P;; € C™" 4,5 =1,2. 1.57
* (7721 7722) ! J (1.57)
Puis
Py = 2P11 = 2P22 = 4P12P21
De plus
1 1
PlQ = 5(1[])0014)2
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Preuve
Pour la preuve , voir dans [25].
(]

Algorithme 1.8 :

o Variables d’entrées : A et I, tels que le faisceau matriciel zI, — A n’ait pas
de valeurs propres sur la parabole v d’équation 2p (g — x) =42 avec p > 0

e Variables de sorties : Py et H.

P étant le projecteur sur l'espace invariant de zI, — A correspondant aux
valeurs propres & lextérieur de la parabole et H le critére de dichotomie.

1. Détermine

- gln A
A=
I, - gln

2. Appliquer U’Algorithme 1.6 & A. On obtient Py et H le critére de dichotomie.

3. Si la norme de H est petite alors calculer
P = 2Py

sinon il existe des valeurs propres dans un voisinage proche de l'aze imagi-
naire.

Remarque 1.6 : La norme du critéere de dichotomie H est élevée lorsqu’il existe
des valeurs propres de A proches de 'axe imaginaire. Par conséquent, le projecteur
P sera mal calculée ainsi que le projecteur P associé aux valeurs propres de A a
Uextérieur de la parabole.

1.5.2 Meéthode de dichotomie spectrale proposée par El Sayed et
Sadkane

Soient A une matrice ayant ses valeurs propres a l'intérieur ou a 'extérieur de la
parabole I' d’équation
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et A la matrice d’ordre 2n définie par [25] :

_ﬂzn A
In _\/g-[n

Les valeurs propres A de A et z de A vérifient la relation

(B 10

Considérons les projecteurs spectraux :

A (1.58)

e Py défini sur le sous espace invariant associé aux valeurs propres de A a l'in-

térieur de la parabole I'.

e P_ défini sur le sous espace invariant associé aux valeurs propres de parties
réelles négatives de A.
La proposition suivante caractérise la relation entre Py et P_.

Proposition 1.8 Considérons une partition de la matrice P_ sous la forme

P11 P2 y .

Py = avec Pi; € CP*™, i,j=1,2. 1.60
* (7321 7322) ! J (1.60)

Alors On a :
Py =2P11 — I, = 2Py — I,. (1.61)

Preuve
Py = — (21, — A)~'d (1.62)
= — z n — Z .
0 2 T

LT ) (B ) e

D’apres [13], le projecteur P_ associé aux valeurs propres de parties réelles négatives
de A est définie par :

Pt 42 /+OO(‘tI A) Lt
_ == — 1 -
2 2n o . 2n

et la matrice de dichotomie H est définie :

+oo
H= % / (itIQn - A)i*C(itIQn - A)ildty VO =C* > 0.

— 00

Si nous remplagons A par sa valeur (voir (1.58)) , nous obtenons

-1
1 1 oo | (it + \/g)ln —A

P_=-I), + — dt
2 2m —00 —In (Zt =+ \/g)ln
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On a:
ur+v§ﬂn A ) Uﬁ+v%ﬂﬁ A
“L (it D), Lo (it+ /D),
(it + /5L, — A 0
- 0 (it + \/§)2In —A
donc :

Finalement nous avons :

1 e (D G B2 - ) A(it + /)21, — )
P ==I, + / dt
2 27 J_
((it +/5)*L, — A)~! (it + 1/5) x (it + (/5)*L, — A)~*
P11 P2
Pi2 P2

Thése unique S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr



CHAPITRE 1. GENERALITES SUR DES METHODES DE DICHOTOMIES SPECTRALES D’UNE
MATRICE PAR RAPPORT A CERTAINES FIGURES

32

avec

-1
1 1 [T/, P . P\’
P11 = =1 +27r/ <2t+\/g>><<<zt—l—\/;) I,— A dt,

2 " o

-1

+o0 2
Pro= - A((z’t+\/§> In—A> dt,
2 J_ 2
1 +oo . Do .
S Dy2p, — Ay lat,
Pa1 o /_OO (it + \/;) ) dt

-1
1 1 [t/ P : p\’
7322—2171—1-%/ <zt+ \/;> X <<Zt+\/;> I, - A dt.

—0o0

Ainsi le projecteur Py est determiné par :

Py =2P11 — I, =2Poy — I,.

Algorithme 1.9 :
e Variables d’entrées : A tel que la matrice A n’ait pas de valeurs propres sur
la parabole T' d’équation 2p (g — w) =y? avecp >0

e Variables de sorties : Py.
Py étant le projecteur sur l’espace invariant de A correspondant auz valeurs

propres a lintérieur de la parabole et H le critéere de dichotomie.

1. Détermine

p
-/ =1, A
2
A=
p
In - *In
2

2. Appliquer I’Algorithme 1.6 o A. On obtient P_ et H le critére de dichotomie

correspondant.
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3. St la norme de H est finie, alors calculer
Py = 2Py — I,

sinon il existe des valeurs propres dans un voisinage proche de l'aze imagi-

naire.

Exemple 1.4 On considére la matrice K vue précédemment dans l'exemple 1.1.

avec algorithme 1.7 avec algorithme 1.8

5 5
4 4
3r 3
2r 2
[%2] 1 [%2] 1
[0 (]
Q (9]
€ o * ¥ ¥ € o0 * % ¥
o o
° °
o 9 (o] _q
-2r -2
-3r -3
-4 -4
-5 - - -5 - .
-5 0 5 10 -5 0 5 10
abscisses abscisses

FIGURE 1.4 — Partitions du spectre de la matrice K par la parabole I'" par les
différentes méthodes.

TABLE 1.4 — Tableau comparatif des valeurs de Py et H par différentes méthodes.

Algorithmes  tr(Po) ||Pol|  [|P§ —Pol  [[PoK — KPo| ||H]|
Algo 1.8 8 1 7915910716  1.2311 10715  25.0666
Algo 1.9 8 1 9.025210716  1.2311 10715  25.0666

Les différentes figures de FIGURE 1.4 issues des algorithmes 1.8 et 1.9 sont
identiques ; de méme, les valeurs tr(IPy), ||Pol|, [P2 — Pol|, [|PoK — KPo| et ||H|| du
tableau 1.4 montrent Uéfficacité de ces algorithmes dans le calcul du projecteur et de
la matrice de dichotomie.

Remarque 1.7 L’algorithme 1.8 produit le projecteur Poo associé aux valeurs propres
a lextérieur de la parabole. Le projecteur dont le calcul est fait dans notre table 1.4
est le projecteur Pg = I, — P
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1.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons presenté quelques méthodes de dichotomies spec-
trales déja étudiées. Pour le cercle, nous avons résumé la méthode de dichotomie
réalisée par Godunov et Sadkane dans [17|. Les autres méthodes proposées dans
[10, 30] en sont des variantes plus économiques en termes d’opérations executées par
la machine. Le calcul du projecteur spectral par rapport au cercle permet de réaliser
celui par rapport a ’axe imaginaire et par rapport a ’ellipse. Et le calcul du pro-
jecteur par rapport a l'axe imaginaire permet celui par rapport & la parabole. D’ou
I'intérét du rappel de ces méthodes pour la généralisation que nous proposons dans
les chapitres 2 et 3.
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CHAPITRE DEUX

METHODE DE DICHOTOMIE
SPECTRALE D’UNE MATRICE PAR
RAPPORT RESPECTIVEMENT A UN

CERCLE ET UNE ELLIPSE NON
CENTRES A L’ORIGINE

2.1 Introduction

Soit A € R™™(n > 1) une matrice donnée. Nous nous interessons, dans ce
chapitre, a de nouvelles méthodes de dichotomie spectrale de la matrice A par rapport
respectivement au cercle C(£2,7) de centre  d’affixe b # 0 et de rayon r > 0 et &
Iellipse =, d’équation

2 2
(x a$°> +<y by°> =1, a>b>0 (2.1)

et de centre le point d’affixe zg = zg + iyo.

Toutes les études antérieures ayant proposé des méthodes de dichotomie spec-
trale par rapport au cercle et a 'ellipse centrés a 'origine, nous proposons donc de
nouveaux algorithmes de calcul du projecteur dans les cas o le cercle et D'ellipse
sont non centrés & l'origine. Pour ce faire, nous utilisons des translations pour nous
ramener aux cas centrés a 'origine. Pour chacune de ces méthodes, nous effectuons
plusieurs tests numériques pour valider les résultas obtenus.

2.2 Meéthode de dichotomie spectrale d’une matrice par
rapport & un cercle non centré a ’origine

Supposons que la matrice A € R™™ n’a pas de valeurs propres sur le cercle
C(Q,r). Le projecteur spectral sur le sous-espace invariant correspondant aux valeurs
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propres de A sur le disque |\ — b| < r est la matrice Py définie par :

1
Py =

= (21 — A)~1dz.
2im c(Q,r)

On a C(Q(b),r) ={z € C, |z —b| =r}, donc :
1

PO = —Q (ZI — A)_ldz

2217 c(Q,r)

= — I—-A)d
2im |sz|:r(z ) ©

_ L (o4 re)r - A)_l iret?dp

= % . re re
12 A—=bI) )\

= — <I _4-b) )ew> df
2 Jo r

1 2 ) -1
= — <I - 'Ae_w) do
2 0 r
ot A=A—bl.
Ce calcul est accompagné par celui de la matrice Hermitienne définie par

2m —% -1
H = H(Q,r) = 21/ (I -~ Ae”) HO (1 _ Aew) df
0

s T T

ot H® = (H©)* > 0 est une matrice hermitienne définie positive utilisée a des fins
de mise a ’echelle.
Remarquons que les valeurs propres respectives A et z des matrices A et A sont liées
par la relation A = z — b.

Considérons la décomposition en bloc diagonale de la matrice A suivante :

AQ 0 —1
A=X X 2.2
() =

ott Ag € R¥*k(k < n) est le bloc associé aux valeurs propres intérieures au cercle
C(Q,r)et A € R(—k)x(n=k) " celui associé aux valeurs propres extérieures au cercle
C(92, 7). Les colonnes des blocs rectangulaires X (resp. Xs) dans la représentation

X = [X1 : Xo] (2.3)

forment des bases pour les sous-espaces invariants de A associés aux valeurs propres
de Aq (resp. Ax).
La décomposition en bloc diagonale de A est alors

AQ - bIk 0 —1
=X X
A ( 0 Ao — bIn_k>
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ou Aq — bl et Ay — bl,_; sont respectivement les blocs matriciels associés aux
valeurs propres intérieures et extérieures au cercle C(O,r) de centre O et de rayon
r(r > 0). Ainsi, nous avons :

[1 2 Ag — bl .\t
o (I — Q"fe@@) do 0
PO :X T 0 T ) .
1 2 Ao — I, 1 .
0 - <I— ke 19> do
L 27T 0 T
(2.4)
_Ik 0 —1
—X XL 2.5

Ce qui nous conduit & l'algorithme suivant qui détermine le projecteur Py et la
matrice de dichotomie H associés aux valeurs propres intérieures au cercle C(£2,r)

Algorithme 2.1 .

o Variables d’entrées : La matrice A, les paramétres b et r tels que le faisceau
matriciel zI, — A n’ait pas de valeurs propres sur le cercle C(2, 7).

e Variables de sorties : Py et H.
P étant le projecteur sur l’espace invariant de zI, — A correspondant aux
valeurs propres intérieures au cercle C(, 1) et H la matrice integrale dont la
norme indique la qualité du projecteur Py.

1. Determiner la matrice A= A — bl,.

2. Calculer le projecteur Py et la matrice H par application de I’ Algorithme 1.2
a la matrice A et au cercle C(O,r) de centre O et de rayon r.

Remarque 2.1 (Application aux faisceaux matriciels) Dans la cas du faisceau
matriciel AB — A, le projecteur associé au spectre intérieur au cercle décentré est

donné par
Py = — (:B — A)"'Bd (2.6)
0= i J° : '
1 [ A—bB) _,\ !
= — (B — (b)e_w> Bdf (2.7)
2 Jq T

Ce calcul est accompagné de celui de la matrice Hermitienne et définie positive H
susvante :

o N N\ T N N\ 1
H= i / <B - (A bB) 6—19) H(O) <B o (A bB) 6—7,9> do
2m Jo r r

ot HO = (HO)*,
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Exemple 2.1 Considérons la matrice J-symplectique W (cad elle vérifie la relation
WTJW = J) de ezemple 1 du chapitre 3 de [10],

B 0 . (0 —I
W—<O BT> ol J_<I O)

avec la matrice B définie par

0.3473 —0.0452 0.3832 —0.8490 —-0.0973 —0.0181
0.3933 —0.4122 —-0.4396 —0.0900 0.6753 —0.1343
B 0.3460 0.7347  0.1263  0.1036  0.4173  0.3738
0.4356 —0.3794 0.6508  0.4924  0.0010 —0.0150
0.4236 —0.1760 —0.4036 0.0431 —0.4874 0.6223
0.4856 0.3367 —0.2398 0.1270 —0.3505 —0.6741

de valeurs propres 0.7456 £0.66647, —0.280540.9599i, —0.7690 + 0.63937. Notons
que la matrice J-symplectique W a 12 valeurs propres.

r=1 et b=2+i r=1.5 et b=—1+i
3 3
2 2
! * * * 1 *
0 0
1 * * * » * *
-2 )
0 2 4 -2 0 2
r=1.6 et b=1-0.5i r=3 et b=1-0.5i
4
2
2
1 * *
0 0
*
-1
-2
-2
-3 -4
-2 0 2 4 -4 -2 0 2 4 6

FiGurE 2.1 - Partition du spectre de la matrice W par le cercle décentré de centre
Q) d’affixe b et de rayon r.
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TABLE 2.1 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py en appliquant
Palgorithme 2.1 pour quatre valeurs du couple (r,b)

(r,b) tr(Po) |Poll PR —Poll  [PoW(t)— W(t)Pol  |[H]
(1,2 +1) 0 0 0 0 1.1858
(1.5,—1+1) 4 1 3.1410 10716 1.8278 107 1° 4.5871
(1.6,1 — 0.57) 6 1 5.197510716 7.1821 1071 4.3483
(3,1 —0.54) 12 1 0 0 1.9682

Les quatres figures de FIGURE 2.1 montrent comment un cercle décentré C(2(b), r)
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée. Les valeurs
obtenues pour ||[P2 — Py|| et [|[PoW — WPl prouvent que Py est un projecteur. De
plus, les valeurs de ||H]| sont finies et ne sont pas élevées, ce qui montre la bonne
qualité du projecteur.
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Exemple 2.2 Considerons la matrice X (t) définie par (voir [19])

cos(a — T gin(a _
X(t)—( @B ~(5(0) <<t>>> B(t):<b(b(t) n 1>

~ \sin(a(t)B(t)  (B(t))"T cos(a(t)) t)+1 b(t)
et
T
b(t) = 2sin(4t) et a(t) = 5 cos(t) (0<t<2m)
o Pourt = 2.9, nous obtenons la figure suivante pour quatre valeurs du couple
(r,b)
r=1 et b=2+i r=1.5 et b=—1+i
3 3
2 2
1
* 1
of * = N «
1 0 «
2 -1
-2 0 2 4 -3 -2 -1 0 1
r=1.3 et b=0.2i r=3 et b=0.5-0.5i
2
2
1
0
Or *
1 -2
-2 -4
-2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4

FIGURE 2.2 — Partition du spectre de la matrice X (¢) par le cercle decentré de centre
Q) d’affixe b et de rayon r pour t = 2.9.
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L’application de lalgorithme 2.1 a la fonction matricielle (2.2) donne les ré-
sultats suivants :

TABLE 2.2 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py en appliquant
Palgorithme 2.1 pour quatre valeurs du couple (r,b) pour ¢t = 2.9.

(r,0) tr(Po) |[Poll  [[P§—Poll [PoX(t) = X ()Pl  |H|
(1,2 +1) 0 0 0 0 23.3085
(1.5, =1 +14) 2 1 3.5586 —31 4.2346 10715 30.8350
(1.3,0.2i) 3 4.2005 2.6430 1071° 2.7746 1014 83.9697
(3,0.5 — 0.57) 4 1 0 0 6.5414
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Ces différentes figures sur FIGURE 2.2 montrent comment un cercle décentré
C(Q(b),r) peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice
donnée. Les valeurs obtenues pour ||P3 — Po| et |[PoX (t) — X (t)Po| prouvent
que Py est un projecteur. De plus, les valeurs de ||H|| sont finies et ne sont
pas élévées. Ceci montrent la bonne qualité de la dichotomie.

e Pourt = 3.5, nous obtenons la figure 2.3 pour quatre valeurs du couple (r,b).

r=1 et b=2+2i r=1.5 et b=1+i
4 2
3 1
5 *
0
1 Y %
0 x  x -1
*
-1 -2
-2 0 2 4 -1 0 1 2 3 4
r=1.3 et b=0.2i r=3 et b=0.5-0.5i
2
2
1
0
0 *
-1 -2
-2 -4
-2 -1 0 1 2 3 -4 -2 0 2 4

FIGURE 2.3 — Partition du spectre de la matrice X (¢) par le cercle décentré de centre
Q) d’affixe b et de rayon r pout t = 3.5.

L’application de lalgorithme 2.1 & la fonction matricielle (2.2) donne les
résultats suivants : Ces différentes figures sur FIGURE 2.8 montrent com-

TABLE 2.3 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py en appliquant
Palgorithme 2.1 pour quatre valeurs du couple (7, b) pour ¢t = 3.5.

(r,b) tr(Po) |[Poll  [IP§—Poll [PoX(t) = X(t)Pol  |[H|
(1,2 +14) 0 0 0 0 1.7011
(1.7,2) 2 1 7.8505 —17 2.9187 10715 25.3954
(1.3,0.27) 3 3.0501 1.151510°1% 1.3490 1014 51.7295
(3,0.5—0.56) 4 1 0 0 5.8134

ment un cercle décentré C(U(b),r) peut réaliser une dichotomie sur les va-
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leurs propres d’une matrice donnée. Les valeurs obtenues pour ||P3 — Po| et
|IPX(t) — X (t)Po|| ont prouvé que Py est un projecteur. De plus, les valeurs
de |H|| montrent la bonne qualité de la dichotomie.

o Lorsque t varie entre 0 et 2w, nous obtenons une dichotomie du portrait spec-
tral de X (t) par le cercle C(U(b),r) qui se présente comme suit :

r=1 et b=2+2i r=1.5 et b=—1+i

- oKk Sk e

FiGure 2.4 — Partition du spectre de X(t), V¢t € [0,2n] avec (r,b) €
(1,2 +14),(1.5, —1 +14),(1.3,0.24),(3,0.5 — 0.50)}.

Ces figures sur FIGURE 2./ décrivent le portrait spectral de X (t), Vt € [0; 27].
Cette dichotomie spectrale réalisée par le cercle C(§2(b), r) est mise en évidence
grace a lutilisation de couleurs (la couleur verte pour les valeurs propres in-
térieures et la couleur rouge pour les valeurs propres extérieures).
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Exemple 2.3 Soit le faisceau matriciel A\B — A d’ordre 20 défini par

agigi = —% si 1 <14 <10, bai—10i-1 = —1 si 1<i<10,
azi—12i+1 =1 st 1<1<09, boi2i42 = —1 si 1<1<09,

A=1q aziy12i-1 = % si 1<4<9, et B =< bot12:=5 si 1<1<9,
az; 2i+1 = 3 si 1<0<9, boj2i—1 = 2 si 1<0<9,
a;; =0 autres bi;j =0 aulres

dont les matrices sont issues de [18].

La dichotomie spectrale de AB — A par rapport au cercle C(b,r) de centre b et de
rayon r pour des valeurs de (b,r) € {(2.5—1,4),(0.7+ 1.54,6), (2 — 2¢,1.5),(3,0.7) }
produit les figures de FIGURE 2.5.

r=4 et b=2.5-i r=6 et b=0.7+1.5i
4
2
5
Or *
-2 0
-4
-6 -5
-2 0 2 4 6 8 -5 0 5
r=1.5 et b=2-2i r=0.7 et b=3
2 3
2

Ficureg 2.5 — Partition du spectre du faisceau matriciel zB — A par le cercle decentré
de centre 2 d’affixe b et de rayon r.

Nous notons que les valeurs prises par les normes du projecteur Py et de son critére
de dichotomie de H sont élévées. Cela est di au fait que les matrices A et B sont

mal conditionnées (k(A) = 2.8363 103 et k(B) = 3.2534 10% on k(A) = [|A|.||[A7L]]).
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2.3 Meéthode de dichotomie spectrale d’une matrice par
rapport & une ellipse non centrée a ’origine

Considérons l'ellipse
B ={z =2 +iy/inC\ (z — z0) +i(y — yo) € Zo} (2.8)

d’équation (2.1).

Soit zI, — A un faisceau matriciel n’ayant pas de valeurs sur ellipse =,,. Consi-
dérons les matrices d’ordre 2n définies de la maniére suivante :

B a—l—bIn —AO AV _a;bIn O ( )
a—zl—bln Ay _aQbIn

ou AO =A- ZoIn.
Les valeurs propres A du faisceau matriciel AB — A et Z de la matrice Ag sont liées
par la relation (2.10).

_ (a+ D)X+ (a—1b)

7= . 2.10
2 (2.10)

Par conséquent les valeurs propres z de A et \ vérifient la relation (2.11).

(a+b)A2 + (a — b)

z = = + 20. (2.11)
2
L’indicateur de qualité de la dichotomie spectrale par rapport a l’ellipse =, est donné
par
a= sup |(zI, — A7 (2.12)
ZGEZO

De maniére similaire, nous définissons l'indicateur de qualité de la dichotomie spec-
trale par rapport au cercle unité C(0,1) par

G = sup (VB — A (2.13)
=1

Alors nous avons la proposition suivante

Proposition 2.1 Les quantités o el o définies dans (2.12) et (2.13) sont égales :
a=a (2.14)

Preuve

D’aprés (2.10), nous avons
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Ce qui entraine

b~ ~ a—b ~
“; L2 — Aoh+ 2201, = XGEL — Ay).
Nous avons
a+b a—b -1
(—5 =M —p? A
(u*B— A~ =
a+b 5, a-—b
-1
zﬂln _/LZAO
—AO E,Uln
I, 0 I, —A\ | [u 'L, 0
0 p ') \-Ay ZI, 0 I,
I, 0
= X
0 u 'l
L |Gl = A)) '+ BL 4+ Ag)™ Y (BL,— Ag) ' — (B, + Ap) !
20 -1 _ (> -1 (3 -1, (% —1
(ZIn — Ao) — (ZIn + Ao) (ZIn — Ao) + (ZIn —+ Ao)
pw I, 0
X
0o I,
I, 0 L _I I, — Ag)~! 0
n V2 V2 (Z n O)
— X X
0 pw ')\ 0 (I + Ag)~!
K1

Ko

Nous remarquons que le produit KKy = p~. Une double inégalité nous permet de

déduire que :
sup [|(Z1, — Ao) || = sup [[(AB —A)7].

ZEEp [X|=1
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Nous savons aussi que zI, — Ag = zI, — A, nous pouvons donc conclure que
sup [|(zL, — A) 7| = sup [|(AB — A)~!

ZE€Ey, [A|=1

d’ot1 U'egalité 2.14.
O
Considérons les projecteurs spectraux
o P, € C™ " le projecteur associé aux valeurs propres de A extérieures a l'el-
lipse =,, de centre z.

o P € C?"X2" e projecteur associé aux valeurs propres du faisceau matriciel
AB — A extérieures au cercle unité C(0,1).
La proposition suivante nous permet de déterminer Py, sachant Puo.

Proposition 2.2 considérons la décomposition suivante du projecteur Py -

P11 Pro = .
Po=|~ = avec P € CV" 0,5 =1,2.
(7321 7322) ! /

Alors Po = 7311 + ﬁzg

Preuve
Considérons 'application ¢ : A € C — z € C défini par :

(a+b)A? + (a — b)
2\

Supposons que la matrice Ag n’ait pas de valeurs propres infinies (cette restriction

2=\ = (2.15)

est supprimée par la continuité des arguments). Notons X une solution de I’équation

matricielle . .
“;r X2 Ax + 2507 0 (2.16)
. a—2b
dont les valeurs propres sont supposées étre a I'extérieur du cercle de rayon e

Les valeurs propres X de X et celles z de la matrice Ap, extérieures a lellipse I’
vérifient d’aprés la formule (2.15), la relation

~ z—|—~/z2—a2+b2
A= .
a-+b

Soit X1, 'autre solution matricielle de Péquation (2.16). On a :

b - b
ot X%-A0X1+%In:o.

L’équation (2.16) étant de second degré, on a :

XX, ="t
o _ath (2.17)
X+Xi=—A

+ X1 b 0
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Donc une autre solution matricielle X; de I'équation (2.16) peut s’écrire :

-~ a-b- -2 -
X =2 % T ouX; = = A - X.
I

Considérons la décomposition canonique de Jordan de la matrice X :

N Jo 0
X=0Q Q! (2.18)
0 Jo

ou Juo(resp.Jy) correspond au bloc de Jordan associé aux valeurs propres de X
extérieures ( resp. intérieures) au cercle unité. De (2.16), on montre

o1, —Ay | [ X Xy FZ 0
+ ~
0 X2]
0 =r,| |L I !
I —b= —b= b= ~ b~ ~
“2 X “2 X1 0% AR (0% - AR
= +
< a—b < —b b~ b
—A0X + 1 0n — A%+ 005 ¢ 0%
[a—bs ,a+bz 5, a—bgz a+bz S ]
5 X+( 5 X—Ao)X2 5 X1+( )(1—140))(12
-~ a-b b ~ —b b~
AX+ 2P 4% a0 R+ 20 4 0%
I 2 2 2 2 1
Ca+b< ~ a-b s ,a+bs = —b =
- X2—A0X+“2 X (E0X2 - 40X + 0K,
a+0bzy ~ a-—25b a+0b =, o~ a—b
S X — ApX + 5 I, 5 X1_A0X1+ 5 In_
[0 0
00
Ce qui entraine
-1 ~ ~ ~ ~ ~7-1
atby,  —Ag 7, 0 X X X2 0 X X
X = X X
0 g, Ay %I, I, I, 0 X? I, I,
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Soit P le projecteur sur le cercle unité associé aux valeurs propres du faisceau
matriciel AB — A extérieures au cercle.

I 0O ~ o~ -1
o X X
. <X Xl) Q Q' 0 !
* \n I, 0 0
I, I,
0 0

ou k est I'ordre de la matrice J». Notons que la matrice X — X est non singuliére si et
seulement si le faisceau matriciel zI,, — A n’a pas +v/a? — b% comme valeurs propres.
On peut supposer cela sans perdre les généralités (les arguments de continuité). Ainsi

I 0 X
X Xi\ |Q Q' o I, -X; X -X; 0
Poo = 0 0
I, I, -1, X 0 X - X
L 0 0]
Joo 00 O] [l 0 —22JZ0 0 -1
_ @ 0 0 00 0/]0 O 0 0 @ 0
N I. 0 0 0/]0 O 0 0
0 0
@ 0 00 0/]0 O 0 0 @
X-x, o \ '
X
0 X - X
\ - 3
Joo 0 ) —mlk O .
Q Q" Q - s = -1
B 0 0 0 0 Xox 0
B Iy 0 —4Jt 0 = =
B atb* oo B 0 X -X;
Q Q™1 Q Q!
I 0 0 0 0 ]
’ﬁll 7512
,ﬁ21 ﬁQQ
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avec
i a—b 7—1\—1
. Joo(Joo m‘]oo ) 0 1
Pi1=0Q Q"
0 0
[ a—b a—b 7—1\—-1
N —anJe— ) 0 1
P2 =Q Q"
0 0
i a—b 7-1\—1
P = | i) 0 g
0 0

Paa=Q | ofb7e

et nous obtenons 7511 + 7522 =Q (% 8) Q'=P,. 0

Algorithme 2.2 .

o Variables d’entrées : La matrice A, les paramétres a,b et zg tels que la matrice
A n’ait pas de valeurs propres sur Uellipse Z¢ d’équation (2.1) avec a > b > 0.

o Variables de sorties : Py et H.
Po étant le projecteur sur le sous-espace de A correspondant auz valeurs
propres a lextérieur de Uellipse Zzy et H le critére de dichotomie.

1. Détermine Ag = A — 2zl

2. Appliquer Ualgorithme 1.4 a Ap

3. On obtient Py et H.

Exemple 2.4 Considérons la matrice J-symplectique W (cad elle vérifie la relation
WTJW = J) de Uexemple 1 du chapitre 3 de [10],
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avec la matrice B définie comme suit

0.3473 —0.0452 0.3832 —0.8490 —-0.0973 —0.0181
0.3933 —0.4122 —-0.4396 —0.0900 0.6753 —0.1343
0.3460 0.7347  0.1263  0.1036  0.4173  0.3738
0.4356 —0.3794 0.6508  0.4924  0.0010 —0.0150
0.4236 —0.1760 —0.4036 0.0431 —0.4874 0.6223
0.4856 0.3367 —0.2398 0.1270 —0.3505 —0.6741

de wvaleurs propres 0.7456 £ 0.66644, —0.2805 £ 0.9599:, —0.7690 + 0.6393:

a=2*31/2! b=21/2 et ZO=_O_5 a=31/2, b=1 et Zo=1+i
3 3
2 2
0 0
*
-1 e
_2 _2
% 2 -1 0 1 2 1 0o 1 2 3 4
a=2"? b=1 et 2=1-05 a=2'2"2 b=2 etz =1-3.5
2 2
** %
1 % 0
* * * « *
0 o S
-1 »
) & R
2 0 1 2 2 0 2 4

FIGURE 2.6 — Partition du spectre de la matrice W par Dellipse décentrée de centre
Q) d’affixe zy et de paramétres a et b.

TABLE 2.4 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py, en appliquant
Palgorithme 2.2 pour quatre valeurs de (a, b, 29)

(a, b, 20) tr(Poo) [P [P5 —Poo||  [IPocW — W(t)Pso|  ||H
(2v/6), V(2,-05) 12 1 0 0 2.9116
<\/(3), 1,1+ z) 4 1 2499310 6511810715  6.0056
(ﬂ2), 1, —0.52') 6 1 1.6156 10~ 15 5.8910 10~ 1° 2.3194
(2v/,21-351)) 0 757341071 757341071 113041075 04210
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Ces différentes figures sur FIGURE 2.6 montrent comment une ellipse décentrée

I' peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée. Les

valeurs obtenues pour |P2, — Puol| et |Poo X (t) — X ()P || ont prouvé que Poy est un

projecteur. De plus, les valeurs de ||H|| montrent la bonne qualité de la dichotomie.

Exemple 2.5

leurs du triplet (a,b, zo).

a=3"2 pb=1 et z,=2-i

2
1
*
0F *
-1
-2
-3
-2 0 4
a=1.5, b=1 et 20=—2—0.5i

2

*
o (0 D
-2
-4
-3 -2 - 1 2

o Pourt = 2.9,nous obtenons la figure sutvante pour quatre va-

a=2, b=3"7 et 2,=-3+2i

6 -4

-2 0

a=3,b=2 et zO=1—O.5i

FIGURE 2.7 — Partition du spectre de la matrice X par ellipse decentrée de centre

I’ d’affixe zg et de paramétres (a, b) pour t = 2.9.

L’application de Ualgorithme 2.2 a la fonction matricielle (2.2) nous donne

les resultats suivants :

TABLE 2.5 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py, en appliquant

Palgorithme 2.2 pour quatre valeurs du triplet (a, b, zo)

(a,b, z0) tr(Ps)  [Pocl] IP2, = Pooll 1P X (t) = X(t)Posll |||
(v3,1,2 — 1) 1 4.4159 1.0583 10~ 14 2.7917 10~ 111.4718
(2,V3, -3 +1) 0 5.6006 1076 5.6006 1016 1.8840 10717 3.3560
(1.5,1,—2 — 0.54) 2 1 2.2561 10715 1.5023 10~ 14 27.1515
(3,2,1 —0.54) 4 1 0 0 9.6318

Ces différentes figures sur FIGURE 2.7 montrent comment une ellipse décen-
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trée 24, peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une malrice
donnée. Les valeurs obtenues pour |P% — P|| et [|[Poc X (t) — X (t)Pso|| ont
prouvé que Po est un projecteur. De plus, les valeurs de ||H|| montrent la

bonne qualité de la dichotomie.

e Pourt = 3.5,nous obtenons la figure 2.8 pour quatre valeurs du triplet (a,b, zp).
L’application de l'algorithme 2.2 a la fonction matricielle (2.2) nous donne

a=3"% b=1etz=2 a=2,b=3"% etz =-3+i
2 6
1 « 4
0
* 2
-1
*
) 0 " * *
-3 -2
-1 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2
a=1.5, b=1 et 20=—2—0.5i a=3, b=2 et 20=1—O.5i
2 4
* 2
0 * * e
0
-2
_2 -
-4 -4
-4 -2 0 2 -4 -2 0 2 4

FIGURE 2.8 — Partition du spectre de la matrice X par 'ellipse décentrée de centre
Q d’affixe zg et de paramétres (a,b) pour t = 3.5.

les resultats suivants :

TABLE 2.6 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Po, en appliquant
lalgorithme 2.2 pour quatre valeurs du couple (a, b, zg)

(a,b, 20) tr(Pe) [|Poo | [P%, —Pooll [P X (t) = X(H)Poo|  [HI]|
(v3,1,2) 2 1 7.5879 1016 7.5273 10710 27.4727
(2,3, -3 +1) 0 2.0884 107 2.0884 1015 4.4116 10715 22.3064
(1.5,1,—2 — 0.57) 1 3.4334 1.1404 10~ 4.9950 10~ 14 58.1572
(3,2,1 — 0.50) 4 1 0 0 6.8117

Ces différentes figures sur FIGURE 2.8 montrent comment une ellipse décen-
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trée 24, peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une malrice
donnée. Les valeurs obtenues pour |P2, — Pl et [|[PooX (t) — X (t)Poo]| ont
prouwvé que Poy est un projecteur. De plus, les valeurs de HﬁH montrent la
bonne qualité de la dichotomie.

o Lorsque t varie entre 0 et 2w, nous obtenons une dichotomie du portrait spec-
tral de X (t) par Uellipse de centre Q(zp) et de paramétres a et b, qui se présente
comme suite : Ces graphiques décrivent le portrait spectral de X (t),Vt € [0; 27].

a=3"2, b=1 et z,=2 a=2, b=3"? et z,=-3+i

6 4 2 0

a=3, b=2 et zo=1—0.5i

FIGURE 2.9 — Partition des valeurs propres de X(t), Vt € [0,2n] avec (r,b) €
(1,2 +14),(1.5, —1 +14),(1.3,0.2i),(3,0.5 — 0.50)}.

Cette dichotomie spectrale réalisée par le cercle C(S2(b), ) est mise en évidence
grace a lutilisation de couleurs (la couleur verte pour les valeurs propres in-
térieures et la couleur rouge pour les valeurs propres extérieures).

2.4 Conclusion

Ce chapitre nous a permis de proposer de nouvelles méthodes de calcul du projec-
teur spectral sur le sous-espace invariant associé aux valeurs propres d’une matrice,
d’une part, par rapport au cercle C(2,7) de centre Q2 # O et de rayon r > 0 et d’autre
part, par rapport a l’ellipse Z,, de centre zg # 0. Ces algorithmes ont été inspirés des
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méthodes réalisées sur le cercle C(O,r) de centre O et de rayon r dans [17, 10, 12]
et sur Dellipse ¢ centré en O dans [29]. Plusieurs tests numériques effectués sur des
matrices et des fonctions matricielles ont permis de valider ces méthodes.
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CHAPITRE TROIS

METHODE DE DICHOTOMIE
SPECTRALE D’UNE MATRICE PAR
RAPPORT A UNE PARABOLE
D’EQUATION GENERALE
T =ay’+by+c a # 0.

3.1 Introduction

Soit A € R™™ (n > 1) une matrice et I'(a, b, ¢) une parabole d’équation du type

r=ay’+by+c a # 0. (3.1)

L’objectif de ce chapitre est de proposer des méthodes de dichotomie spectrale qui
divisent le spectre de la matrice A en deux parties : une premiére partie & 'intérieur
de la parabole et une seconde & lextérieur. Cela conduira au calcul des projecteurs
associés respectivement aux valeurs propres intérieures et extérieures i la parabole.

L’équation (3.1) se réduit a la forme suivante

r—a [<y+ 2”) - j] (32)

ol disc = b? — 4ac; ou encore

1 disc b\?2
L — 2 3.3
a (x * 4a > (y * 2a) (3:3)

Nous supposons pour la suite que le coeflicient a est de signe négatif.

Ainsi, la parabole d’équation (3.3) peut s’écrire sous la forme

2p(d — x) = (y — pb)* (3.4)
en posant
B _i ot J— _disc
b= 2a  4a
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Nous supposons que la matrice A n’a pas de valeurs propres sur la parabole
I'(a,b,c) pour toute variation des paramétres a,b et ¢ avec a # 0. A partir des
travaux effectués dans [25] par Malyshev et Sadkane, nous proposons dans ce cha-
pitre des méthodes de dichotomies spectrales qui calculent le projecteur Py, sur le
sous-espace associé aux valeurs propres situées en dehors de I'(a, b, c). Ce chapitre
est organisé comme suit. Le paragraphe 3.2 présente une méthode de dichotomie
spectrale de la matrice A par rapport a une parabole d’équation de type (3.1) avec
le discriminant égal & 1. Dans le paragraphe 3.3, nous proposons des méthodes de
dichotomie spectrale de la matrice A par rapport & des paraboles d’équations de
type (3.1) avec le discriminant différent de 1. Ce paragraphe est structuré en deux
sous-paragraphes. Le premier sous paragraphe 3.3.1 présente la méthode de dicho-
tomie spectrale dans le cas ot b = 0 et le second sous paragraphe 3.3.2 concerne le
cas ol b # 0. Finalement, le paragraphe 3.4 est consacré aux expériences numériques
validant les différentes théories.

3.2 Cas de la parabole d’équation de type (3.1) avec le
discriminant égal a 1.

Dans ce qui suit, nous examinerons I’équation générale de la parabole (3.1) telle
qu’annoncée dans l'introduction et nous déterminerons le projecteur P pour les pa-
ramétres a, b et ¢ € R avec a # 0.

L’équation (3.1) de la parabole devient

2p (g - x) = (y—pb)” (3.5)
ou p > 0.
Lorsque le parameétre b = 0, nous sommes dans le cas de la parabole étudiée par Ma-
lyshev et Sadkane dans [25]. Cette méthode a été presentée dans le premier chapitre.
Dans cette partie, nous allons nous interresser au cas ol le coefficient b # 0. Ce qui
nous améne & définir la parabole suivante

T={z=a+iy\z+i(y—pb) €T}
d’équation
p _ 2
2p (2 a:) =g (3.6)

ou

y =y —pb.

Considérons la matrice d’ordre 2n définie par
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ou Ab =A-— ipb[n
Remarque 3.1 Les valeurs propres respectives X et z des matrices A et A sont telles

2
z = (S\—i-\/g) + ipb.

Nous supposons également que ||Ap|| = 1. Sinon si ||Ap|| # 1), alors nous pouvons

que

prendre

1 1
A= LA et pr=—p.
P A || A ||

Considérons les grandeurs dichotomiques caractérisées par les paramétres numé-

riques suivants

aj= sup ||(5\Ign — fl)_lﬂ et ay, =supl|(zl, — A7) (3.7)
R(A)=0 zel

Nous avons la proposition suivante

Proposition 3.1 Soit a; et aq, les 2 parametres définies dans (3.7). Supposons
que

1
Al =1 et Ipbl < —. (3.9)
67
Alors nous avons

aAbSGASQ(aAb-F«/OéAb (1—|—w/ozAb—i—1)) (3.9)

Preuve
Considérons la matrice

B @+¢@h _A

(Mo, — A) =
Nous avons
A+yBL 4 O+ /DL -4
X =
L O+ 9L | - G+ \/Bh
(A + /221, — Ay 0
0 R+ /5% — 4

Thése unique S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr



CHAPITRE 3. METHODE DE DICHOTOMIE SPECTRALE D’UNE MATRICE PAR RAPPORT A
60 UNE PARABOLE D’EQUATION GENERALE z = ay® + by + ¢ a # 0.

donc

O+ \/g)m s 0
(Mo, — A)~ =

0 ()\ + g)QIn — Ay

(X + g)ln Ab

(A4 /B + ipb) I, — A 0

(2 + \/2)2 +iph)I, — A

0
O+ @[n A —ipbl,,
X

I, (X + \/g)ln

(21, — A)~! 0 vz —ipbl, A —ipbl,
p— X
0 (21, — A)~! I, vz —ipbl,

Vz—ipb(zl, — A"t (21, — A)"Y(A — ipbl,)
(20, — A)~! Vz —ipb(zIl, — A)~!

Sachant que la norme de (Xlgn — j)*l est supérieure ou égale a la norme de
chacun de ses composants blocs pris individuellement, on peut en déduire que

a= sup [(Man—A)7| > sup (20, — A) Y| = aa,
R(X)=0 zel
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et aussi

vz —1ipbl, A —ipbl,
|(A L2 = A)7H < (2L, — A)7H

I, vz —1pbl,
H\/Z*ipbln” HA*iprnH

< (21, — A)7H|
HInH H\/Z_ipbln”
2| + /[pb] 1
< (2L — A)~H|
1 |z| +

< (+ VIl + )Hu'—A)w

4, +1

o sifz] < , alors
aa,
(Ao = A) 71| < aa, (vl + VIpbl +1
1 1
§04Ab<\/a1:+ +\/ +1>
< aa, + ag, (1+Vaa, +1)
1 1
o siz| > A F 2 avec los hypotheses ||Ap|| =1 et |pb] < —, alors
b Qp

A
—|| < A b
|| < = (4l + 1)
1
ap+1 oy
<1

Ce qui conduit & :
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Donc

~ ~ 1 1
|(ALon — A) 71| < HZIn +-A(el, - A)7

Finalement,

ay, <a<

g

N

N | —= Q|+~ |

1 AR Ak
- <In + — poas ) posons m=k-1

|1+ VT + Vi

<(\AH||(zIn_A)—1H+1)1+\/@’4_\/@

< (an, +1) <1+1+m>

EIRE .l

< (1 + |pbl)aa, +1)

aa, |pb]
OéAb—i-l OzAb+l ay, +1

< ((1+ ——)an, +1)

b

X(% PRGN m)

_I_

< 2+ ay,

on 1 (aAb +aa,/aa, +1+ \/OéAb)
b

2(O‘Ab+\/@(1+\/a/‘b+l))'

2 (aAb +aa, (1 +vaa, + 1)) :

Cela prouve que les parameétres de dichotomie d’une matrice par rapport a une

parabole et par rapport & I’axe imaginaire sont équivalents.

S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr

UFR-MI, UFHB



3.2. CAS DE LA PARABOLE D’EQUATION DE TYPE (3.1) AVEC LE DISCRIMINANT EGAL A 63

Considérons les projecteurs spectraux
° ﬁoo € C™*™ sur le sous-espace invariant de A associé aux valeurs propres en
dehors de la parabole r.
° 73+ € C?"*2" qur le sous-espace invariant de A associé aux valeurs propres
dans le demi-plan complexe droit.

On obtient la proposition suivante qui caractérise la relation entre I?DOO et ﬁ+.

Proposition 3.2 Considérons une partition de la matrice 73+ sous la forme

~ Pu P ~ o
Pi=|~ = avec P;; € CMX", 1,5 =1,2. 3.10
- <7321 7722) ! J (3.10)
alors
]TDOO = 27511 = Qﬁzg = 475127521 (3.11)
De plus
Poo A = 4 x (P12)? + 2ipbPy; (3.12)
Preuve

Soit X une solution de I’équation matricielle

<X + \/§In>2 = A, (3.13)

Soit X une autre solution de la méme équation matricielle (3.13). On a également

2
(0 ) -

Finalement ’autre solution )Z'l sécrit sous la forme )A(:l - X - 2\/21'”.
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X+ ﬂzn X - /rn] [X 0 1 | 3(X+/8L)7" 3L
X X
I I 0 —X—=2/8L| |-3(X+,/8L)" I,
X(X+,/2L) (=X —\/BL)(-X 2\/;In) L(X + @m—l 17,
= X
I X -X —2,/21, | 8K L)Y S
1X - L(X +2,/81,) LX +,/50)2X +2,/81,)
_%(X +1/51,) 72X +24/51,) 1X - L(X+2,/B1,)
- gIn Ab
I, —/51n
= A
En conclusion, on a
A= X X
I, I 0 -X- 2@& (X +/e)t i,
. > J-|- 0 -1 . . oyd N
soit X = Q) 0 J @~ la forme canonique de Jordan de la matrice X ou J et

J_, les blocs de jordan associés respectivement aux valeurs propres situées dans le

demi-plan droit et le demi-plan gauche ot J; est d’ordre k.

En remplacant la décomposition de X dans la matrice j, on obtient
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J+ 0 1 p J+ 0 -1 p
*In - - *In
bl 2o ofs 2o
A= X
I, I,
_ 5 0 y -
0
oft: ¢
X
J+ 0 _ p
0 L_92. /=1,
- Q O J_]Q 2 -
B J. 0 oy
+ -1 p
a *In *In
2<Q[O J_]Q + 2 > 2
(7.0 !
+ ~1 p
A - *In *In
el e yin)
r -J+ 0 P J+ 0 p
0 °I. — — /i1,
I O RV i B
p— X
0
- Q L I, I,
. 0 1T [1/[n o oy
+ + p
0 - °1, -y
[o J_] 2<[0 A +\£> 2" To1 o
X
Ji 0 [z 1 ([ - 0o Q!
0 N 2 - % I I () N I
i 0 J 2" 2\|o J 2 2
=079
avec
J+ 0 P JJF 0 p
0 I, - — /oI
e [0 D) - 2]
Q:
0
@ I, I,
et
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_ 50 -
0
J =
J+ 0 P
0 —24/=1
[ 0 J] 27"

Sachant que nous avons k valeurs propres de la matrice A dans le demi plan
complexe droit, nous pouvons donc calculer le projecteur associé.

0 0
J. 0 P Jy 0 ) I, 0 |0 0
1, 1,
_Q0[0J+2 [OJ] 27" |10 0 o0
00 00
0
“ I, I, 0 0 0 0
_ . -
1
~ J+ 0 ‘|‘ EIn *In
2\l0 J_ 2 .
Q' 0
x -1
J+ 0 0 —1
1 Q
_ +\/Eln *In
2
0 J_
J++\/§Ik ol [o o
@ 0 0 o] 009
0 @ I 0 0 0
I 0 0 0 0]]
_ o -
1 (J++\/glk) 0 1[Ik 0 ]
2 p -1 0 I, &
0 J_ . n _
(J= 44/ Tnr) Q' 0
X
P, \-1 0 Q_l
|y ’ 1[% 0]
2 0 (J_ + glnfk)il 210 I, &
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1[Ik 0] 1 J++\/§Ik 0
0 2 2 -1 0
Q 210 0 2 0 0 Q
0 Q| |1 (J++\/§Ik)_1 0 1[[k 0] 0 Q!
_2 0 0 210 0 ]
_ 1 1 5 -
- — =1
Q 2I/€ 0 Q_l Q 2(J++\/;k) 0 Q—l
0 O 0 0
- 1 P 1
Z )1 z
Q 2(‘]+ + \/g k) 0 Q—l Q 2I]€ 0 —1
i 0 0 0 0 i
[P P
Po1 Pao

il s’ensuit que :

1
- 1. 0 ~
Pii=Q 2Ok ]Q = =Py

~ 1
P2 = Q§ ) o
= P = 4P12P21

~ 1
Po1 = Q§

_ 1
P =Q |2
0

Notons également qu’avec

A= Ay +ipbl,

2
(J+ + \/§Ik> +ipbl, 0
=Q 2 Q!
0 <J n \/gln_k> 4 iphI,,

on obtient
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2
R o <J+ + \/§Ik> + ipbI; 0
Pod=Q | Q7' x@ :
i 0 <J n gln_k> +ipbl, 4
- p 2
Ji+ =1 +ipbl, 0O _
L 0 0

= 4P%, + 2ipbPr

Ainsi nous obtenons les égalités (3.11) and (3.12).
(]

Remarque 3.2 si le paramétre b = 0, les égalités (3.12) se réduisent & celles de
(2.10).

Algorithme 3.1 (DichoPb)

o Variables d’entrées : A and I, telle que le faisceau matriciel zI, — A n’ait

pas de valeurs propres sur la parabole d’équation 2p (g — x)2 = (y — pb)? ou
p>0

o Variables de sorties : IFOO et H
]I~Doo le projecteur sur le sous espace droit de zI,,— A associé auz valeurs propres
extérieures o la parabole et la matrice H dont la norme donne le critére de
dichotomie.

1. Détermane la matrice

A=
In _\/gln

2. Appliquer Ualgorithme 1.6 a A. On obtient le projecteur 73+ sur le sous espace
propre droit de A associé auz valeurs sur le demi plan droit du plan complexe
et la matrice H ;

3. Si |H| n'est pas large, déterminer le projecteur Poo par

P = 2Py

S. Traoré, tsaid06@yahoo.fr UFR-MI, UFHB



3.3. CAS DE LA PARABOLE D’EQUATION DE TYPE (3.1) AVEC LE DISCRIMINANT
DIFFERENT DE 1 69

3.3 Cas de la parabole d’équation de type (3.1) avec le
discriminant different de 1

Considérons le changement de variable suivant dans ’équation (3.4)
~ p
T=x+7 —d.
* 2
Nous obtenons

2 (5-7) = (y—pb) (3.14)

3.3.1 Meéthode de dichotomie spectrale avec le coefficient b = 0

Considérons ’ensemble

I‘d:{zd:x+iy/x+(§—d)+iyeF}.

décrit par I’équation suivante

Soit la matrice

—\/gfn Ay
Ay =

- avec  Ag=A+ <73 - d) I, (3.15)
P 2
In ‘\/;In

Les valeurs propres zg et z des matrices Ay et A sont liées par
p
24 =2+ = —d,
¢ 2

Remarque 3.3 Les valeurs propres respectives \g et z des matrices Ay et A sont

telles que
p ? p
z—(/\d-i—\/g) —72+d

en outre, si z = x + 4y, alors nous avons

r = <9‘E()\d) + \/3)2 — 30 — g +d
v = 2(B00+/5)s00

supposons que
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alors
2 Pd p Pa ~
=2 [7_33_, d} =2 (——a:)
Yy Pd |, 9 + Pd |5,
Supposons aussi que ||A4|| = 1. Sinon,(i.e. ||A4| # 1), nous pouvons prendre

1 1
A= ——A; et p=——r.
AL P T A

Considérons les parameétres numériques a4, et a4, définis par

aa, = sup ||(Malon —Ag) Y| et aa, = sup ||(zI, — A)7| (3.16)
§R(/\d)=0 z€ly

la proposition suivante donne la relation entre les paramétres a4, et aa,.

Proposition 3.3 Soient a4, et s, les deur parameétres définis dans (3.16). Sup-

POSONS que
p 1
Agl=1 et ‘f—d‘ - 1
I 4dl et |B-d < (317
Alors
aAdSO‘AdSQ(O‘AdJr’/O‘Ad(1+\/O‘Ad+1))' (3.18)
Preuve

Soit la matrice

(M + @In _Ay

(Malon — Ag) =
—I, ()\d + g)[n
Nous avons
Ca+ DL A Ca+ Bl —Ag
X —=
N Y Vo111 I B R CYE Sy )1
()‘d + %)QIn — Aq 0
0 (>\d + %)QIH — Ay

avec
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[+ /520 — Ag 0
(/\dI2n — .Ad)_l = X

_ 0 Ca+ /3200 — Ag
[+ \/g)fn Ag

z+L—d(zl,— A (2L, — AT A+ (B -d)])

(21, — A)~! z+E—d(zl, — A7t

Sachant que la norme de (A\gla, — Ag)~! est plus grande ou égale & la norme de
chacun de ses composants blocs pris individuellement, nous en déduisons que

o, = sup [[(Aalan — Ag) 7 = sup [|(2Ln — A)7H| = g,
%()\d)zo z€l'y
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et aussi

z4+5—dl, A+ (§5-d)I,

| (Aal2n — Ag) 7| < (21, = A)7Y|
I, \J2+ 5 —dl,

ly/z+ 5 —dlnll [[A+ (5 —d)Inll

< (1 = A7
sy Iz + 5§ — dn|
VIl + /15 = d 1
< [(z1n — A)~1|

(VI /15 —dl+ 1) | zLo— )7

alors

IN

oy, +1

o Siz] <
Aqd

_ +1
(M2 — Ag) 7| < aa, <,/a’4d +\/‘p—d’+1)
a4y, 2

[ 1
< ay, <1—|— aA)—f—,/aAdw/l—i—ozAd
d
< o, +y/agy, (1+ VaAd+1)

<1.

. ag, +1 .
o Silz| > S T2 avec les conditions (3.17), nous avons
« z

: Ag
Ce qui conduit & :
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Par conséquent

1 1 _
| (Aalan — Ag) Y| < Hzln +oAGL - A)

X (1+ 2]+ 4/ p—d])
2
[p
1 1 |§_d|
<|A(zL, — A+ 1| x | =+

+
12l V2] 2|

oy, +1 oy, +1 oy, +1

(005 (527 L)

2+ aa
< M (OéAd + /o, aa, +1+ ,/ozAd)

oy, +1
<2 (aa, + aa, (14 Vaa, +1)).

O

Considérons les projecteurs spectraux

e P € C™™ sur le sous espace invariant associé aux valeurs propres de A
extérieures a la parabole T'y.

o P, € C?*?" gur le sous espace invariant associé aux valeurs propres de Ay
dans le demi plan complexe droit.

La proposition suivante caractérise la rélation entre Py, et Py.

Proposition 3.4 Considérons une partition de la matrice Py sous la forme

(d) (d)
P, = (Pldz) P%?ﬁ) avec P ecmn, g =12 (3.19)
PQI 7322
Alors
P, = 2P = 2P{P — 4p@ P (3.20)
De plus
PocA = 4(P(3)* — (p — 2d) P} (3.21)
Preuve
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Soit Xy une solution de I’équation matricielle

<Xd + \/gln>2 = Aq. (3.22)

En suivant les mémes procédures de calcul que dans la proposition 3.2, nous
obtenons

1 D, 1 1
Xo+ 8 ~Xa—[31] [ 0 pat \/;I") gl
= X

Ag X
p
-X, — £ 1 1
In In 0 Xd 2\/gln _i(Xd + \/g-[n)_l §In
M
Soit Xg = Qg O+ ]\3 Q;l la forme canonique de Jordan de la matrice Xy

avec My et M_, les blocs de Jordan associés respectivement aux valeurs propres de
X situées dans le demi-plan complexe droit et le demi-plan complexe gauche.

En remplacant Xy par sa décomposition dans la A4, nous obtenons

Ag = QuM(Qq)

avec
M+ 0 D M+ 0 D
*In - - *In
~ @a 0 <0 M_>+ 2 [o M_] 2
Qq=
0
Qa I I
et
_M+ . _
0
M:
0 My 00 o JPp
0 M_ 2
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Par conséquent, nous pouvons calculer le projecteur associé

_ ~ Ik 0 ~ -1
7’+—(Qd)[0 0] (Qa)
*In - - *In
_QdOIOM_+2 [OM_] 2" |10 0 |00
00 00
0
@ I, I, 0o ol [o o
_ . )
1
L B R I,
2 0 M_ 2 .
Q, 0
X -1
M+ O —1
1 Q
_Z — B]n ljn d
2 2
0 M-
_ 7 T
M++\£Ik 0 0 0
Q¢ 0 0 ol 0 Y]
0 Qa I, 0 [0 0]
I 0 0 0 0]
_ b 3
1 (M++\£Ik) 0 1[Ik 0 ]
2 2 -1 2 0 Infk
0 (M* + \/gln—k) Q;l 0
X
Pr1 0 Q;t
1 (M++\/;Ik) 0 1[Ik 0 ]
0 (M+\/§In_k)_1 210 Tk
_ 5 )
11, 0] 1 M++\/;Ik 0
5 5 -1
B Qa O 210 0 0 0 Qq 0
0 Qul |1 <M++\/§Ik>-1 0 1 lfk 01 0 Q'
_2 0 0 210 0 |
_ . 5 )
I 0| _ = +./21) o
Qd 2 k le Q 2( + \/; k) le
0 0 0 0
- 1 D 1
—(M )7t ool —I. 0
Qd 2( ++\/gk) le Qd 2 k Qfl
L 0 0 0 0 A
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d d
) P
21 PQQ

Il s’ensuit que :

1
—I. O _ 1
P =Qa|2" "1 Q" =P
0 O
(d) 1 —M+ + \/ﬁfk 0 1
7312 = ng 2 Qd
0 0
= -~ — Po = 4P 3P
1o, + \[I -1 o
,Pécll) — Qd§ ( + 2 k) Qd 1
0 0 )
I, O _ 1
PQ(S) =Q 2 b le = ipoo
0 O

M, 0]
Avec Xg=@Q [ + Q;l, nous avons

A=Ay — <g—d>ln
2
p p
(M+ n Ik> - <7 - d) I 0
. 2 2 -1
= Quq . Ny 7 2 Q
/5l (5 _ d) o
et
Lo (M+ + \/§Ik>2 - (g —d)I, 0
PooAzQ[; Olele < SN,
M_+ In—k) — (* —d
2
2
p p
0 0

= 4(Pf3)? - (v~ 2)PY

d’ont (3.20) et (3.21). O

Remarque 3.4 Si les parameétres d =
égalités (2.10).

N3

, alors les éqgalités (3.21) sont réduites aux
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Algorithme 3.2 (DichoPd)

e Variables d’entrées : les matrices A , I, el les nombres réels d et p tel que le
faisceau matriciel zI, — A n’ait pas de valeurs propres sur la parabole d’équa-
tion 2p (d — z) = y? avecp>0 et d >0

o Variables de sorties : Py, and Hy.

P étant le projecteur sur le sous-espace droit de zI, — A associé aux valeurs
propres en dehors de la parabole et Hy, la matrice dont la norme définit le

critere de dichotomie.

1. Déterminer la matrice

2. Appliquer Dalgorithme 1.6 o Agq. On obtient le projecteur Py sur lespace
propre droit de Ag associé aux valeurs propres sur le demi-plan droit du plan
complexe et la maitrice Hy.

3. Si ||Hg|| n’est pas large, déterminer le projecteur Poo par

P = 2P\,

3.3.2 Meéthode de dichotomie spectrale avec le coefficient b # 0
Considérons l'ensemble

fd:{z:x+iy/x+<§—d>+i(y—pb)€l“}

décrit par I’équation (3.14).
Nous considérons la matrice d’ordre 2n suivante

_ - §In Agp »
Ag = avec Agp = A+ <f —d— z'pb) I,.
p 2

Les valeurs propres respectives Xd et zgp des matrices Xd et Agp vérifient la relation

2
e ()

Cela conduit a la remarque suivante

sulvante
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Remarque 3.5 Les valeurs propres respectives Xd et z des matrices .Zd et A satisfont

2= <\/§+Xd>2—(§—d—ipb>

De plus, nous obtenons

la relation

v = (m(Xd) + \/@2 3(Aa)® — 4 (?R(Xd) - \@) S(ap)pb + 0

En posant

nous avons

2 ~ p~db p ~ ~pdb ~
=24 | & —x—5+db) =2pgp | & — 7
4 db<2 2 > db(2 >

Nous supposons également que || Ag|| = 1. Sinon (si |[Ag|| # 1), on peut prendre

L1 1

[ Al [ Al
Considérons les paramétres numériques o A et a,, définis par

az = sup |[[(Aalon — A7 et aa, = sup || (2, — A7 (3.23)
§R(>\d):0 ZEFd
La proposition suivante donne une relation entre les parameétres « i, et aay, .

Proposition 3.5 Soient g, el aag, les deux paramétres définis dans (3.27). Sup-

posons que
lApll =1 et ]9 —d- ipb‘ < (3.24)
2 QAy,
Alors
any <ag, <2(aa, +aa, (V1+aa, +1)). (3.25)
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Preuve
Soit la matrice

(A +4/5)n — A
()\dl2n - -Ad) =
_In (/\d + %)In
Nous avons
(g + \/g)fn A (Ad + +/B)In —Aap
X =
I, M+ 9L| | I \a+ /B
(N + /2200 — Aap 0
i 0 (A + §)2In — A
Avec
- o~ -1
) (a + \/g)m ~ Ag 0
(Nalon — Ag) ™ = X
I 0 (M + \/§)an — Aab
[(a+ B, Aap
L I ()\d + %)In
O+ /B)2 1 = (A+ (5 — d— ipb) ) 0
_ 0 Ca+ /5210 — (A+ (5 = d— ipb)L,)
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~ —1
((ha+ /B2 = +d—ipb)I, — A 0

0 (Ra+/8)? =5 +d—iph)L, — A
Ca+ /50 A+ (5 —d—iph)I,)

(2T, — A)~ 0 VE+b—d—ipbly A+ (5 —d—iph)I,

0 (2L, — A)~ I, \/z + B d—ipbl,

\/z + 8 —d—ipb(zI, — A)7' (2L, — A)"HA+ (5 —d—ipb)I,)

(2, — A)~! \/z + & —d —ipb(zI, — A)~*

Sachant que la norme de (dezn — ﬂd)_l est supérieure ou égale & la norme de
chacun de ses composants blocs pris individuellement, on peut en déduire que

ag, = sup [[(Aalop — Ag) 7! = sup [|(2L, — A) 7| = aa,,

%(}\d)zo z€ly
et aussi
\/z+g—d—z‘pbfn A+ (L —d—iph)I,
| Calon = A7 < |1 — )7
I, \/z+g—d—z'pb1n
Iy/2+ 8 —d—ipblull A+ (§—d—iph)Lu
S H(Z_[n _A)_IH
15l /= + 8 —d—ipbl.|
|z| + /15 — d —ipb| 1
< H(zfn —A)AH
1 |z| + /|5 — d —ipb]

IN

R L
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aap, +1

QA

o siz| < alors

|2 = Aa) 71| < ey (VI + /15 = d = ipbl + 1)
Ay + 1 1
< agp \/ + +1
@ < QA v &db

< oay, + vVaa(Vag + 1+ 1)
1 A
o Si|z| > XAa F avec les conditions (3.24), nous avons H < 1.
XAy z
En effet,

A Qdp p ,
— A — —d —ipb
1< ot (1wl + 15— d — i)
< Qb <1+1>
agy + 1 adp
<1
Ce qui conduit & :
1 A
I,—A) ™t =—1,— =)
(I = A = (I - )
+0o 1k
1 A
—-|1, =
+00  im
:1(In+A A)
z zmzozm
1 A A
——<h+m—)ﬁ
z z z
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Par conséquent

~ ~ 1 1 _
Gt = A0 < | 100+ 24 GE - 27

1+ /2] + ‘g —d—ipb‘H

1+\F+ ‘ zpb’

1 ‘g—d—ipb|

< ((1+|§—p—ipb|) aAdb—l—l)

(< ) 4 1> QA g T QA n V&Ag,
aAdb aAdb+1 aAdb+1 aAdb+1

aq, +2
( = ) Voagn o, + 1+ /o, + O‘db)

aAdb+1

<2 (aAdb TV QA (\/ QAg+1 T 1))

IN

Finalement,

Qg <y < 2(0ns + Vaag (VAmT+ 1))
(|

Considérons les projecteurs

o Py € C™ " sur le sous espace invariant de Ag, associé aux valeurs propres en
dehors de la parabole T'y.

o P, € C?*2" qur le sous-espace invariant de A4y associé aux valeurs propres
dans le demi-plan complexe droit.

La proposition suivante caractérise la relation entre Py, et Py

Proposition 3.6 Considérons une partition de la matrice 754_ sous la forme

~ 5 5(d) _
Py = (721(615) PP)) e Pz'(]('i) eCcm e, iy =12 (3.26)
P21 P22
Alors
Py, = 2P\ = 2P — 4D Pl (3.27)
De plus
PooA = 4(PD)2 — (p — 2d — 2ipb) PP (3.28)
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Preuve

Soient de une solution de I’équation matricielle

2
(Xd + \/§In> = Agp.

Suivant le méme calcul que dans la preuve de Proposition3.2, nous obtenons

(3.29)

— — v 1 & p -1
i X yB] [ 0] [aeryfE
.Ad = X X

_x.,_9 /P 1 —
In In 0 X Q\EI” (X1
2 2
T M+ 0 -1 . . . v
Soit Xg = Qap 0 M Q_, la forme canonique de jordan de la matrice Xy

avec My et M_, les blocs de Jordan associés respectivement aux valeurs propres de
X, situés dans le demi-plan droit et le demi-plan gauche.

FEn remplacant )?; par sa décomposition dans la matrice .Zd, on obtient

Ag = QapM(Qap) ™

avec

M+ 0 p M+ 0 b
*In - - *In
@ap 0 (0 M_>+ 2 [0 M_] 2
Qap =
0
Qap I I
et
T o )
0
M:
0 My 00 o [P
0 M_ 2
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On peut donc calculer le projecteur associé
~ ~ I, O ~ _
Py = (Qaw) [ " ] (Qap) ™"
0 0
| O [o M| Ty _[0 | "V o o] oo
0 0 0 0
0
O I, I, oo oo
_ 1 ;
1 (Mg O p
- °r =y
db 0
x -1
M. -1
1 + 0 P 0 db
- —\/51 -1,
0 M_
_ s ) -
M++\/;Ik ol fo o
Qa0 0 ol [0 0]
0 Qa I, 0 [0 0]
i 0 0 0 0f)
Lo+ P 0 ]
2 0 ar+ JPr o1 210 I .
2 20
X
p -1 0 (;bl
1 (M++\/;Ik) 0 1[Ik 0 ]
2 2
0 (M+\/§In_k)_1 0 Int
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21 PQQ

Il s’ensuit que :

Avec Xg = Qa [

A:Adb—(g—d—ipb)fn

o[l )

0

et
P, A

. 0
= Qap 0 0
= Qua

|

M, 0
0 M

E—d—ipb>1k

2

o )

0

= 4(PD)2 — (p — 2d — 2iph) P}

d’ot (3.27) et (3.28). O

db)
1

0

Remarque 3.6 Nous notons que :
o Sid= g, alors les égalités (3.28) sont réduites a celles des égalités (3.12).

0 -1
Qup =

] Q;bl, nous avons

<M + \/gln_kf - (g —d- ipb) j

2

0

1~
oo

P a—iph)I,

(3 +

2
p p .
M Pr) —E—a—iphr B
< ++\/; k’) (2 d Zpb) k 0 del

0

p
§In—k

0

2
>—%§—d—w®h%
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e Sib=0, alors les égalités (3.28) sont réduites a celles des égalités (3.21).

© Sib=0etd=
(2.10).

, alors les égalités (3.28) sont réduites a celles des égalités

(VRS

Algorithme 3.3 (DichoPdb)

o Variables d’entrées : les matrices A, I, et les nombres réels b, d et p tel
que le faisceau matriciel zI, — A n’ait pas de valeurs propres sur la parabole
d’équation 2p (d — x) = (y — ipb)? avec p > 0 et d > 0.

o Variables de sorties : I?Pi’oo, ]ﬁ; et b # 0.

Iﬁ’oo étant le projecteur sur le sous-espace droit de zI,, — A associé aux valeurs
propres en dehors de la parabole et ]1:111 la matrice dont la norme définit le
critére de dichotomie.

1. Déterminer la matrice

p p
) 2In A+(2 d—ipb)I,
Ag =
p
I, —/ =1y
2

2. Appliquer algorithme 1.6 & /Td pour calculer le projecteur 75+ sur l'espace
propre droit de Ay associé aux valeurs propres sur le demi-plan droit du plan

complezxe et la matrice Hy.

3. Si HIPA]I;H n’est pas large, déterminer le projecteur P par

P, = 2P9.

3.4 Expériences numériques

Dans cette partie, nous réalisons des exemples numériques a 'aide de la matrice
W de I’exemple 1 du chapitre 3 de [10], et d’une fonction matricielle (voir [10, 11, 12]),
sur lesquelles, nous appliquons les algorithmes 1.8, 3.1, 3.2 et 3.3 pour des parameétres
positifs p, b et d donnés.

Exemple 3.1 Considerons la matrice W définie dans l'ezemple 2.1.
o L’application de lalgorithme 1.8 a la matrice W donne la figure et les résultats
suivants :
Ces différentes figures sur FIGURE 3.1 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée.
Les valeurs obtenues pour |P2, — Poo|| et |PocW — WP || ont prouvé que Py
est un projecteur. De plus, les valeurs de |[H|| montrent la bonne qualité de la

dichotomie.
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p=01 p=0.4 p=3
1.5 ‘ 25 ‘ 8 ;
2
1
1.5}
1F
0.5¢
» » 051 »
(0] [0] [0
(0] (0] [0
E 0 E o0 g
(o] (o] o
° ° °
(o] o _05 o
-0.5¢
1t
-1.5¢
-1
-2
-1.5 : -2.5 : -8 :
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

FiGURE 3.1 — Partition du spectre de la matrice W par la parabole Zp(g —z) =12

TABLE 3.1 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py, en appliquant
I’algorithme DichocP pour trois valeurs du paramétre p

p  tr(Px) [P B3 —Pooll  [[PocW — WPl [|H]

0.1 12 1 3.5155 10~1° 5.9030 10~1° 1.1858
0.4 8 1 2.9088 10~1° 6.3259 10~1° 4.5871
3 0 5.3872 10716 5.3872 10716 8.3847 10716 4.3483

o L’application de Ualgorithme 3.1 & la matrice W donne la figure et les résul-
tats suivants : Ces différentes figures FIGURE 3.2 montrent comment une

TABLE 3.2 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral IF’OO en appliquant
Palgorithme DichoPb (3.1) pour différentes valeurs de p et b

p b tr(Px) [Po || P2, — Pooll  IPocW — WP |||

5 0.2 4.4409107'6 4.7063 10716 4.7063 10~16 7.8336 10716 0.5963
1 5 12 1 6.9714 10715 7.4075 10710 0.7406
2 0.75 4 1 4.5634 10715 1.2884 10~ 14 7.25121

parabole T' peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice
donnée. Les valeurs obtenues pour |P2, —Puo|| et |PocW — WP || ont prouvé
que P est un projecteur. De plus, les valeurs de H]ﬁIH montrent la bonne qualité
de la dichotomie.
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p=5 et b=0.2 p=1etb=5 p=2 et b=0.75
10 ‘ 9 ‘ 8 ‘
8 8y
6 L
6l 7
6 L
4 4}
» o Of »
o of Q Q
(0] (0] [0
1S g 4f g 2
(o] (o] (o]
° or 2 °
o o 3l o
-2t 0
2y *
-4 1r * 1
* % -2f
6} 0
* %
-8 : -1 # -4 ‘
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

FIicURE 3.2 — Partition du spectre de la matrice W par la parabole d’équation

2p(5 —2) = (y — iph)*

o L’application de lalgorithme 3.2 4 la matrice W donne la figure et les résultats
suivants :

TABLE 3.3 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Po, en appliquant
lalgorithme DichoPb (3.2) pour différentes valeurs de p et d

D d tr(Px) [Poo | P2, — Poo||  [|PocW — WP| [Hool|
2 0.2 4 1 6.0874 1015 9.2603 10719 2.4430
0.1 05 12 1 3.0977 10715 4.1540 1015 4.5156
2 2 —1.77641071 4.6198 1016 4.6198 10~16 4.7609 1016 0.4901

Ces différentes figures sur FIGURE 3.8 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une maitrice donnée.
Les valeurs obtenues pour ||P2, — Pu|| et |PocW — WPs|| ont prouvé que Pu
est un projecteur. De plus, les valeurs de |[Hyo|| montrent la bonne qualité de
la dichotomie.

o L’application de l'algorithme 3.8 & la fonction matricielle W donne la figure
et les résultats suivants :
Ces différentes figures sur FIGURE 3.4 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée.
Les valeurs obtenues pour |P2, — Poo|| et ||[PocW — WP || ont prouvé que Pog
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p=2etd=0.2 p=0.1 etd=0.5 p=2etd=2
T T T

ordonnees
o
ordonnees
°
ordonnees
o

_af J b

-8 L L L 2 L L L 10 L
-15 -10 0 5 15 -10 0 5 -15 -10

L
-5 -5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

FicURE 3.3 — Partition du spectre de la matrice W par la parabole d’équation
2p(d — z) = y°.

p=0.7, b=2 et d=2 p=0.1 b=5 et d=2 p=2, b=1 et d=3
6 \ 10 \ 8 :
5 I m
8 L 4
4 L
3r 6 1
[} 1)) [%2] i
o of Q o
2 2 2
c c 47 1 <
(o] (o] (o]
e ° T
(o] (o] o T
2 L 4
¥
of 1 ]
fze
-3 : -2 : -6 :
-10 0 10 -10 0 10 -10 0 10
abscisses abscisses abscisses

Ficure 3.4 — Partition du spectre de la matrice W par la parabole d’équation
2p(d — x) = (y — pb)*.

est un projecteur. De plus, les valeurs de ||ﬁoo” montrent la bonne qualité de

la dichotomie.

Exemple 3.2 Soit la matrice A d’ordre 40 definie ([25] par Q AOH 312 Q! La
22
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TABLE 3.4 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral I/E’?; en appliquant
Palgorithme DichoPdb (3.3) pour différentes valeurs de p b and d

p b d tr(Px) [P P — Pl [PV — WPL|| [

0.7 2 2 6 1 4.5855 10715 8.7742 1012 18.4233
1 5 1 12 1 5.7623 10~ 1° 7.3480 10~1° 1.3453
1 1 3 0 7.7570 10~17  7.7570 10717 1.0234 1016 2.4265

matrice Q) est une matrice unitaire obtenue par la QR-factorisation d’une matrice
dont les éléments sont choisis de maniére aléatoire entre -1 et 1. La matrice A11 est
une matrice triangulaire supérieure d’ordre 20 dont les éléments diagonaux sont sur la
parabole d’équation y?> = 1—2x. Les autres éléments sont générés de maniére aléatoire
entre 0 et 1. La matrice Ago est ausst une matrice triangulaire supérieure d’ordre 20
dont les éléments diagonaux sont tels que Ago(k,k) = % pour k = 1,2,---20. Les
autres éléments de la matrice sont générés automatiqguement entre 0 et 1. La matrice
Aqo est une matrice aléatoire dont les éléments sont entre 0 et 1. La norme de la
matrice A est égale a .

o L’application de l'algorithme 1.8 & la matrice A donne la figure et les résultats

suivants :
p=0.4 p=1.7 p=5
25 ‘ 5 ‘ 10 ‘
2 8r
151 6
1r 4r
» 05} @ o 2r
(0] [0] [0]
(0] [0 [0
E 0 g E 0
(] o o
B B B
© -05 ° S Ll
-1r -4}
-1.5¢ -6
-2 -8
-2.5 : -5 : -10 :
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

F1c¢URE 3.5 — Partition du spectre de la matrice A par la parabole 2p(g —x) =y

Ces différentes figures sur FIGURE 3.5 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée.
Les valeurs obtenues pour ||P%2, — Pyl et [|PooA — AP | ont prouvé que Py
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TABLE 3.5 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py, en appliquant
I’algorithme DichocP pour trois valeurs du parameétre p

(p) tr(Px) IPosl P2, — Pool|  [PocA — APo| |||

0.4 40 1 0 0 6.8678 10*
1.7 20 6.474510*  1.981 103 1.17 102 3.7303 102
5 0 0 0 0 1.2316 107

est un projecteur. De plus, les valeurs de |[H|| montrent la bonne qualité de la
dichotomie.

o L’application de l'algorithme 3.1 & la matrice A donne la figure et les résultats
sutvants : Ces différents graphiques sur la figure 3.6 montrent comment une

p=8 et b=0.5 p=1.7 et b=1 p=5 et b=3
20 ‘ 7 ‘ 25 :
6 A
151 E oot
5 L 4
4 L 4
101 1 151
17 » 3 17
[0] (0] [0]
2 2 2
c 5 c 2 c 10
o o o
° ° B
o o o
1t
or 5t
*
of
*
-10 : -5 :
-5 0 5 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

F1GURE 3.6 — Partition du spectre de la matrice A par la parabole d’équation 2p(g —

) = (y — ipb)*.

TABLE 3.6 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral f”oo en appliquant
Palgorithme DichoPb (3.1) pour différentes valeurs de p et b

p b tr(Px) Pl [P~ Pl [[PocA — AP || H|

8 05 0 3.12107  3.1210° 1 2.445 10712

1.7 1 35 230 0 0 9.2795 10°
5 3 40 1 0 0 1.3213

parabole I' peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice
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p=2 et d=1 p=0.2 et d=0.1 p=1etd=2
5 ‘ 2 \ 4 ‘
*
1.5} 3
*
1t
2 L
0.5} *
1] 1) * (%] 1 |
B g of i g
S g % E 0
(o] (o] o
° ° -05 °
o o % o
1t
a4l /4
¥
* ot
-15}
| i -3r
-2 ¥
-2.5 : -4 :
5 -5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

FIGURE 3.7 — Partition de la matrice A par la parabole d’équation 2p(d — z) = y?.

donnée. Les valeurs obtenues pour ||ﬁ’go — Poo| et |PscA — APoo|| ont prouvé
que Poo est un projecteur. De plus, les valeurs de ||H|| montrent la bonne qua-
lité de la dichotomue.

o L’application de l'algorithme 3.2 & la matrice A donne la figure et les résultats
suivants :

TABLE 3.7 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Py, en appliquant
lalgorithme DichoPd (3.2) pour différentes valeurs de p et d

D d  tr(Po)  |Pooll P2, —Pooll [IPocA — AP [Hoo ||

2 1 17 5.7510*  7.4156 104 5.7507 10% 8.2036e 10
0.2 0.1 40 1 0 0 2.7964 103
1 2 0 3.3410°  3.34 10° 1.377 1010 2.2512 1010

Ces différentes figures sur FIGURE 3.7 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une maitrice donnée.
Les valeurs obtenues pour ||P% — Poo| et [|PooA — APs|| ont prouvé que Puo
est un projecteur. De plus, les valeurs de |[Hyo|| montrent la bonne qualité de
la dichotomie.

o L’application de l'algorithme 3.3 & la matrice A donne la figure et les résultats
suivants :
Ces différentes figures sur FIGURE 3.8 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée.
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p=3,b=1 et d=1 p=2, b=0.2 et d=3 p=3.5,b=2 et d=0.5
10 ‘ 8 ‘ 14 :
121
10+
8 L
w w [2]
(0] [0] [0} 6F
(0] (0] [0}
c c c
c c c
[e] [e] (o]
° ° ° 4t
(o] (o] o
2r *
*
0 L %
-2r *
-4 ‘ -6 ‘ -4 ‘
-5 0 5 -5 0 5 -5 0 5
abscisses abscisses abscisses

FIGURE 3.8 — Partition du spectre de la matrice A par la parabole d’équation 2p(d —
) = (y — pb)*.

TABLE 3.8 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Igo en appliquant
Palgorithme DichoPdb (3.3) pour différentes valeurs de p b and d

p b d tr(Px)  IPxll Pk —Pull |PeA—APL|  [HL|
3 11 37 4.3503 0 0 3.7256 10°
2 02 3 0 1.9710~% 197107 1.96 10~13 2.3975 10°
35 2 05 40 1 0 0 1.7421

Les valeurs obtenues pour |P2, — Poo|| et |PooA — APuo|| ont prouvé que Py
est un projecteur. De plus, les valeurs de ||Hs || montrent la bonne qualité de
la dichotomie.

Exemple 3.3 Soit la fonction matricielle W (t) définie par

—(A(s(1))) " cos(w(t)) —(A(s()) T sin(w(t))
W(t) = (3.30)
A(s(t)) sin(w(?)) (A(s(1)))~" cos(w(t))

avec

s 1—s

I
A(s) = (1 : 1 2) Cw) =n <; - ;sin(Bt)> et s(t) = 4sin(3t)

o L’application de Ualgorithme 1.8 & la fonction matricielle (3.30) donne les
résultats sutvants :
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TABLE 3.9 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Po, en appliquant

I'algorithme DichoP pour trois valeurs de p

P tr(Po) Pocll  [IP5 —Pooll  [[PcW(t) = W(HP|  |H
4 0 0 0 0 4.0502
1.3 2 1.6305 2.3747 1017 5.6077 10~15 63.1478
0.2 4 1 2.0540 1015 5.3639 10~15 6.2228
- Pourt = 3.5,
pour t=3.5 avec p=4 pour t=3.5 avec p=1.3 pour t=3.5 avec p=0.2
8 4 - 1.5
6 3r
1r Sk
4 2+
af 1t °or *
20 1 05} *
-4+ _2F
1} *
_ 6 —3r
-84—r————— -4 15—
-5 o 5 -5 (0] 5 -5 (0] 5
abscisses abscisses abscisses

FIGURE 3.9 — Partition de la matrice W (t) pour ¢t = 3.5 par la parabole d’équation

2p(§ — )

Ces différentes figures sur FIGURE 8.9 montrent comment une parabole T’
peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnée.
Dans le tableauw de valeurs ci-dessus, la trace tr(Py) de Po indique le
nombre de valeurs propres en dehors de la parabole. De plus, les valeurs
de |P| confirment ce qui a été dit ci-dessus. Le calcul de ||P%, — Pyl et
|IPoc W (t) — W (t)Poo|| prouvent que Poy est un projecteur et les valeurs ob-
tenues pour ||H|| montrent la bonne qualité de la dichotomie. Cela montre
Uefficacité de la méthode.

La partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0, 27| avec les paramétres
p € {0.5,1,2,4} nous donne la figure 3.10. Ces graphiques décrivent le
portrait spectral de W (t),Vt € [0;27]

Cette dichotomie du spectre de la matrice W (t) réalisée par la parabole T
est mise en évidence grace a des couleurs (la couleur verte pour les valeurs
propres intérieures et la couleur rouge pour les valeurs propres extérieures).
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ordonnees

ordonnees

p=0.5

ordonnees

p=1

-10

0 10
abscisses
p=2

-10

ordonnees

0 10
abscisses
p=4

-10

0 10
abscisses

-10 0 10
abscisses

Fiaure 3.10 — Partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0,27] pour p €

{0.5,1,2,4}.

o L’application de l'algorithme 3.1 a la fonction matricielle 5.30 donne les ré-

sultats suivants :
- Pourt =26,

TABLE 3.10 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Iﬁ’oo par application
de l'algorithme DichoPb pour différentes valeurs de p et b

p b tr(Ps) |Poo]| P2, — Pooll  [PocW () = W(t)Pool  [Hool
2 1 3 1.0268 1.4726 10715 2.2659 10~1° 3.9802
2 3 4 1 2.6170 10710 3.9255 10~ 1° 0.9799
2 0.1 0 4.9838 10716 4.9838 1016 8.0143 1016 29.4351
0.1 05 4 1 2.8478 10710 5.1651 10~1° 1.1260
1 05 3 1.6455 2.6392 10719 2.6392 10~1° 7.7339
4 05 0 4.8120 10716 4.8120 1016 6.0288 1016 3.7896

Ces différents graphiques sur FIGURE 8.11 montrent comment une parabole
I' peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice donnéée.

Comme dans le cas de la parabole T, les valeurs obtenues pour ||P% — Puo||
et |[PocW(t) — W(t)Psl|| ont prouvé que Ps est un projecteur. De plus, les
valeurs de ||Huo|| montrent la bonne qualité de la dichotomie.
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pour t=6 avec p=2 et b=1

10
B 5 8
(<5 (<5
< j
[ e
= - 8
-5
>s o 5

pour t=6 avec p=0.1 et b=0.pour

2

ordonnees

(0]

abscisses

Sk

1
-5

(o} 5
abscisses

ordonnees

pour t=6 avec p=2 et b=3 pour t=6 avec p=2 et b=0.1
10

5
10 > g
= -+
g ° ¥
o JOE = s
> S 5
-10 —-10
-5 o 5 -5 (o} 5
abscisses abscisses

a

t=6 avec p=1 et b=0.50ur t=6 avec p=4 et b=0.5

10

2 . 5
k]
= —+
0 * S 0 +
* =
_2 ° -5
4 —-10
-5 o 5 -5 (o} 5
abscisses abscisses

FIGURE 3.11 — Partition du spectre de la matrice W (t) pour ¢ = 6 par la parabole
d’équation Zp(%9 —x) = (y — ipb)%.

o La partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0,27] avec les paramétres
(p,b) € {(0.5,2), (1,-2),(2,0),(4,3)} nous donne la Figure 3.12. Ces figures

ordonnees

p=0.5 et b=2

ordonnees

ordonnees

-10 0
abscisses
p=3 et b=0

10

ordonnees

-10 0
abscisses

10

p=2 et b=-2

-10 0 10
abscisses
p=4 et b=4
20
10
0
-10
-10 0 10
abscisses

FIGURE 3.12 — Partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0, 27]

avec (p,b) € {(0.5,2),(1,-2),(2,0), (4,3)}.
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sur FIGURE 3.12 décrivent le portrait spectral de W (t),Vt € [0;27]. Cette
dichotomie spectrale réalisée par la parabole T est mise en évidence grice a
des couleurs (la couleur verte pour les valeurs propres intérieures et la couleur
rouge pour les valeurs propres extérieures).
o L’application de l'algorithme 3.2 a la fonction matricielle 3.30 donne les ré-
sultats suivants :
- Pour t =2,

pour t=21 avec p=0.1 et d=pour t=21 avec p=0.1et dedur t=27 avec p=0.1 et d=3.5

2 \ 2 2 \
. 1 \ . 1 . 1 S
(<5 (<5 (<5
(<5} (<5} (<5}
E o0 > E o E o >
o o o
= = =
S / S R /”
-2 -2 -2
—20 o 20 —20 o 20 —20 o 20
abscisses abscisses abscisses
pour t=21 avec p=0.15 et dgdub t=21 avec p=0.25 et d=pdur t=21 avec p=2 et d=1.5
4 4 10
w 2 o 2 \ 0 S} \
a a o a
& & &
s © S O j E o ]
= = < =
5 . 5 / g /
-4 -4 -10
—20 o 20 —20 (o} 20 —20 o 20
abscisses abscisses abscisses

FIGURE 3.13 — Partition du spectre de la matrice W (¢t) pour ¢t = 2x par la parabole
d’équation 2p(d — z) = 2.

Ces différentes figures sur FIGURE 3.13 montrent comment une para-
bole Ty peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une matrice
donnée. Comme dans le cas de la parabole I', les valeurs oblenues pour
P2, —Poo|| et [PooW (t) — W (t)Psol|| ont prouvé que Po, est un projecteur.
De plus, les valeurs de |Hy|| montrent la bonne qualité de la dichotomie.

e Partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0, 27| avec paramétres (p,d) €
{(0.5,0.5),(2,1), (0.2,2),(0.2,7)} nous donne la Figure 3.14. Cela montre
Uefficacité de la méthode. Ces graphiques décrivent le portrait spectral de
W (t),Vt € [0;2n] Cette dichotomie spectrale réalisée par la parabole T'g
est mise en évidence grace a des couleurs (la couleur verte pour les valeurs
propres intérieures et la couleur rouge pour les valeurs propres extérieures).

o L’application de l'algorithme 3.8 a la fonction matricielle 3.30 donne les ré-
sultats suivants :

- Pourt = 2.8, Ces différentes figures sur FIGURE 3.15 montrent comment
une parabole fd peut réaliser une dichotomie sur les valeurs propres d’une
matrice donnée. Comme dans le cas de la parabole T', les valeurs obtenues
pour H]IS;Q — Poo|| et |PocW(t) — W(t)Poo|| ont prouvé que Poy est un
projecteur. De plus, les valeurs de ||H/-IQH montrent la bonne qualité de la
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p=0.5 et d=0.5 p=2 et d=1
4
[} 2 (%2}
(0] (0]
(0] Qo
E 0 =
[e] [e]
2 2
(o] ) o
-4
-15 -10 -5 0 5 -15 -10 -5 0 5
abscisses abscisses
p=0.2 et d=2 p=0.2 et d=7

ordonnees
ordonnees

abscisses abscisses

FIGURE 3.14 — Partition des valeurs propres de W (t), Vt € [0, 27]
avec (p,d) € {(0.5,0.5), (2,1), (0.2,2), (0.2,7)}

dichotomaie.

- Partition des valeurs propres de W (t),;Vt € [0,2n] avec les paramétres
(p,d,b) € {(0.5,0.5,2), (2,1,-2),(0.2,2,0),(0.2,7,3)} nous donne la Fi-
gure 8.16. Cela monitre Uefficacité de la méthode.
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ordonnees

ordonnees

pour t=2.8 avec p=1,b=0.2 apoduw=6-2.8 avec p=1.,b=4 podidt=P.8 avec p=0.5, b=0.5 et d=2
5 4

10
2
B 5 8
e e
(0] -§ -§ (o]
S £ S .
S S 5 /
-5 -5 -4
—-10 (o] 10 —-10 (o} 10 —-10 o 10
abscisses abscisses abscisses
pour t=2.8 avec p=2, b=0.5eud+6238 avec p=1.3, b=0.2oed+32.8 avec p=3, b=5 et d=3
10 10 30
D D
e e
. / g ° g 0 '
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-5 ° _s ° (0] #
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abscisses
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FIGURE 3.15 — Partition du spectre de la matrice W (¢) pour ¢t = 2.8 par la parabole

d’équation 2p(d — x) = (y — pb)>.

TABLE 3.11 — Traces, normes et qualité du projecteur spectral Hf”; par application

de l'algorithme DichoPdb pour différentes valeurs de p b et d

—~ —~ 92 —~ —~ —~ —

D b d  tr(Px) IPo | IPoc —Pooll [[PocW(t) = W(t)Pell [Huol
1 02 02 2 1.3292 3.3183 1015 7.2032 10710 7.3681
1 4 1 4 1 3.8213 1015 5.3470 10~1° 1.3453
05 05 2 0 3.2139 10717 3.2139 10717 4.7630 1016 9.9291
2 05 0.3 1 1.3499 1.7537 10~ 1° 5.6241 10~ 10 4.3035
1.3 02 3 0 3.6050 1017 3.6050 10~17 6.0976 10~17 1.3319
5 3 4 1 2.6922 10719 5.4784 10710 1.1007
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p=0.5, b=2 et d=0.5

p=2, b=—-2 et d=1

5 5
1] 7]
(] (]
(0] (0]
c C
c C
[} [e]
© °
o o
-5
-10 0 10 -10 0 10
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p=0.2, b=0 et d=2 p=0.2, b=3 et d=7
5 : : : 15 : : :
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o (@] 0
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FIGURE 3.16 — Partition des valeurs propres de la matrice W (t), V¢t € [0, 27]
avec (p,d,b) € {(0.5,0.5,2), (2,1, -2),(0.2,2,0),(0.2,7,3)}.

Ces graphiques décrivent le portrait spectral de W (t),Vt € [0;2n] Cette
dichotomie de spectre réalisée par la parabole fd est mise en évidence grice
des couleurs (la couleur verte pour les valeurs propres intérieures et la
couleur rouge pour les valeurs propres extérieures).
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé des méthodes de dichotomie spectrale d’une
matrice par rapport a la parabole I'(a,b,c) d’équation générale x = ay® + by +
¢ o a # 0. Ces méthodes sont des modifications de ’algorithme proposé par A.
N. Malyshev and M. Sadkane dans [25]. Dans cette étude ot les cas b? — dac = 1
et b2 —4ac =1 (b =0 et b # 0)ont été étudiés séparement, nous avons utilisé une
application conforme par laquelle, la dichotomie par rapport a la parabole se raméne,
a celle par rapport & ’axe imaginaire.

Les nouvelles méthodes, & savoir les algorithmes DichoPb, DichoPd et DichoPdb,
permettent de calculer le projecteur spectral associé aux valeurs propres situées a
Pextérieur d’une parabole I'(a, b, ¢) donnée.

Des illustrations numériques obtenues par ’application des algorithmes précités a
certaines matrices montrent Defficacité du calcul du projecteur P, qui permet la
séparation de son spectre en deux parties par rapport a la parabole (cad intérieur et
extérieur a la parabole).
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Conclusion générale

Apres que Godunov introduisit la notion de dichotomie spectrale d’'une matrice
par rapport & 'axe imaginaire, en vue de 1’étude de la stabilité des équations diffé-
rentielles, differents auteurs ont étendu et proposé diverses autres méthodes.

Ce sont les méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport au cercle
C(O,r) de centre O et de rayon r > 0, par rapport a ’axe imaginaire, par rapport a
Dellipse Z, de centre O et par rapport a la parabole I d’équation y? = 2p(§ —x). Pour
chacune de ces méthodes, nous avons dans le chapitre 1 présenté plusieurs variantes
dont notamment les algorithmes proposées par Dosso, Sadkane et al. et Malyshev et
al. respectivement dans [10, 29| et dans [25].
Etant donné que toutes ces méthodes de dichotomie developpées jusqu’alors 1’ont
été sur des contours fermés centrés a ’origine, cette thése avait pour ambition de
proposer de nouvelles méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport
a des figures non centrées a l'origine. Dans cette optique, nous avons proposé dans
le chapitre 2 :

- de nouvelles méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par rapport au

cercle C(£2,r) de centre  d’affixe b # 0 et de rayon r > 0,

- de nouvelles méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport a
ellipse =, de centre 29 # 0;
et dans le chapitre 3,
- de nouvelles méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport a
la parabole I'(a, b, ¢) d’équation générale x = ay? + by +c¢, avec a # 0.
Les deux premieres méthodes ont été inspirées de celles proposées par Dosso dans
[10], Sadkane et Touhami dans [29] et Malyshev et Sadkane dans [25]|. La derniére
méthode généralise les travaux de Malyshev et sadkane concernant la parabole. Pour
chaque méthode proposée, nous avons eu a réaliser plusieurs tests numériques sur
des matrices et des fonctions matricielles, pour leur vérification.
Ainsi, nous avons constaté que nos résultats décrivent bien de maniére générale les
méthodes de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport & un cercle, une ellipse
ou une parabole quelconque.
Ce travail de mémoire s’est certes penché sur les trois figures précitées non centrées
a lorigine, mais nous laisse entrevoir de nouvelles perspectives pour la suite des
travaux. Il s’agit de :

1. proposer une méthode de dichotomie spectrale d’un faisceau matriciel par
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rapport 4 ’équation générale de la parabole;

2. proposer une méthode de dichotomie spectrale d’'une matrice par rapport a
une hyperbole;

3. donner des applications dans ’étude de la stabilisation des systémes d’équa-
tions differentielles, c’est-a-dire comment utiliser ces méthodes de dichoto-
mies spectrales dans la recherche des paramétres pouvant rendre ces systémes
d’équations differentielles stables (en modifiant certains de ces paramétres en
cas d’instabilité de ces systémes).
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Méthodes de dichotomie spectrales d’une matrice par rapport a
certaines figures.

Résumé : Le but de cette thése est de proposer une extension des méthodes de di-
chotomie spectrales d’une matrice par rapport a de nouvelles courbes ; en particulier
le cercle C(£2,r) de centre  d’affixe b # 0 et de centre r > 0, l'ellipse =,, de centre
2o et la parabole d’équation générale x = ay? + by + ¢, a # 0). Le premier chapitre
est consacré aux rappels de méthodes de dichotomies par rapport & certaines courbes
centrées en O et/ou symetriques par rapport a ’axe des abscisses. En particulier, il
présente plusieurs algorithmes qui sont utilisés tout le long de cette thése. Dans le
chapitre 2, nous modifions des méthodes de dichotomie spectrale d’une matrice par
rapport au cercle C(O,r) de centre O et de rayon r > 0 et par rapport a Dellipse =
centrée en O, pour les adapter respectivement au cercle C(€2,r) de centre 2 # O et
de rayon r > 0 et a lellipse =, de centre zy # 0. Ainsi, nous obtenons de nouveaux
algorithmes dont les illustrations numériques permettent de les vérifier. Dans le cha-
pitre 3, nous proposons de nouveaux algorithmes de dichotomie spectrale permettant
de trouver les projecteurs spectraux sur le sous-espaces invariants associés aux va-
leurs propres a extérieur de la parabole d’équation générale z = ay? + by +c,a # 0.
A la fin de ce chapitre, nous proposons plusieurs exemples numériques qui vérifient
nos algorithmes.

Mots clés : Méthode de dichotomie spectrale; projecteur spectral; sous-espace
propre ; valeur propre.

Spectral dichotomy methods of a matrix with respect to certain figures.

Abstract : The aim of this thesis is to propose an extension of the spectral di-
chotomy methods of a matrix with respect to new curves; in particular the circle
C(Q,r) with center Q with affix b # 0 and center r > 0, the ellipse E,, with center
2o and the parabola with general equation x = ay? + by + ¢, a # 0. The first chapter
is devoted to reminders of methods of dichotomies with respect to certain curves
centered in O and/or symmetrical with respect to the abscissa axis. In particular,
it presents several algorithms,wich are used throughout this thesis. In chapter 2, we
modify methods of spectral dichotomy of a matrix with respect to the circle C(O,r)
with center O and radius r > 0 and with respect to the ellipse Zy centered in O, to
adapt them respectively to the circle C(€,r) with center Q # O and radius r > 0
and to the ellipse =,, with center zp # 0. Thus, we obtain new algorithms whose
numerical illustrations make it possible to verify them. In chapter 3, we propose new
spectral dichotomy algorithms allowing to find the spectral projectors on the inva-
riant subspaces associated with the eigenvalues outside the parabola with general
equation = ay® + by + ¢,a # 0. At the end of this chapter, we propose several
numerical examples which verify our algorithms.

Keywords : Spectral dichotomy method ; spectral projector ; eigensubspace ; eigen-
value.



