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Introduction

L’étude et la compréhension des mouvements de fluides géophysiques est un enjeu majeur de notre époque
dans un contexte de déréglement climatique. Les équations d’Euler 3D et les équations primitives 3D fournissent
bon nombre de modeles s’appliquant a diverses situations permettant de mieux appréhender ces phénomeénes
complexes. Dans cette these, nous nous placerons dans le cadre d’écoulements océaniques ou atmosphériques a
grande échelle, régis par un modele de type Saint-Venant avec effet rotatif dans lequel la force de Coriolis est
prise en compte, et l’effet thermique pour une température ou flottabilité variable. Les objectifs de cette thése
sont d’une part d’étudier l’existence de solutions pour ces modeles, et d’autre part, de construire des schémas
numériques performants, notamment du point de vue de la préservation des états d’équilibres.

Description générale
Premiére partie : les équations de Saint-Venant avec effets rotatifs et thermiques

La premieére partie introductive concerne 'obtention des différents modeéles a partir des équations primitives
hydrostatiques, et leurs propriétés mathématiques.

Initialement, les équations de Saint-Venant [61] ou shallow water equations (SW) qui décrivent des phé-
nomenes d’écoulement de fluide en eaux peu profondes ont été obtenues par SAINT-VENANT en 1871. Elles
proviennent des équations d’Euler dans lesquelles on suppose que les variations dans la direction verticale sont
négligeables face aux variations dans la direction horizontale. En prenant en compte les effets de la force de
Coriolis, une démarche similaire méne au systeme de Saint-Venant avec effets rotatifs ou rotating shallow water
model (RSW), ou au systéme de Saint-Venant avec effets rotatifs et thermiques, aussi appelé thermal rotating
shallow water model (TRSW). Pour mieux appréhender leurs contextes d’application, on présentera la dérivation
des modéles selon la méthode décrite par ZerrLin dans [71].

Dans un second temps nous dresserons la liste des propriétés des différents modéles qui nous seront
utiles par la suite. On s’intéressera notamment a I’hyperbolicité de ces systémes, la nature de leurs champs
caractéristiques, leurs invariants de Riemann faibles et forts, et les relations d’entropie qui les caractérisent.
Toutes ces propriétés fourniront les outils nécessaires a 1’étude théorique de problemes de Cauchy, et la
construction de schémas numériques.

Deuxiéme partie : existence de solutions

La seconde partie est dédiée a I’étude du probleme de Cauchy pour les systemes RSW et TRSW en une et
deux dimensions d’espace.

Pour des systemes hyperboliques généraux, plusieurs techniques de démonstration permettent de montrer
I'existence locale de solutions réguliéres. On peut par exemple citer [62, 42, 45], parmi d’autres. Ces techniques
reposent toutes sur un point fondamental : la symétrisation du systéme étudié (voir [42]). Le principe général
est de transformer le systéeme initial du type

diw + A(w)dw + B(w)dyw = T(w),

de fagon a ce que les matrices qui multiplient les dérivées en espace d,w et d,w soient symétriques. On
commencera alors par passer en revue différentes techniques de symétrisation mentionnées dans [35] ou [63],
avant de sélectionner celle qui sera appliquée a nos modeles. On prendra soin de choisir pour chacun d’eux
la méthode la plus simple possible, au sens ou elle doit permettre d’établir aisément des estimations a priori
et ne doit pas dépendre de la dimension d’espace du systeme (1D ou 2D). Une fois cette sélection faite, nous
utiliserons deux méthodes de démonstration différentes : 1'une fondée sur I’ajout d’un terme diffusif, ’autre sur
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x Introduction

la construction d’une suite de problémes hyperboliques linéaires. Nous verrons que la symétrisation utilisée
permettra de controler facilement les matrices symétrisées.

Troisieme partie : construction de schémas numériques

La troisiéme partie est consacrée a la construction de schémas numériques qui préservent tous les états
stationnaires, aussi appelés schéma "fully well-balanced". On choisit de garder cet anglicisme dans le manuscrit
puisqu’il est communément utilisé dans la communauté.

La capacité d'un schéma a préserver les solutions stationnaires, c’est-a-dire dont les dérivées en temps
sont nulles, est une propriété essentielle qui a été largement étudiée pour le modéle de Saint-Venant classique.
Pour ce modele, les solutions stationnaires proviennent de la prise en compte du terme source de topographie
dans le modéle. Les premiers travaux dans cette direction ont été proposés par BERMUDEZ et VazQuez [7],
GRrREENBERG et LEROUX [39] et Jin [41]. Le terme "well-balanced" a été introduit dans [39] pour désigner les
schémas préservant les états stationnaires au repos. Depuis, de nombreux schémas well-balanced ont été
proposés. On peut notamment mentionner la reconstruction hydrostatique de Aupusse et al. [1] qui fourni
une méthode well-balanced simple a mettre en place. Certains travaux comme ceux de CHerTOCK, KURGANOV
et Liu [20] ou Desveaux et al. [27] se sont également intéressés a la préservation des états stationnaires au
repos pour le modele TSW, c’est-a-dire a température variable, sans force de Coriolis. L'ajout de la force de
Coriolis comme un terme source supplémentaire dans le modele RSW crée de nouvelles solutions stationnaires
a préserver. Boucuur, LE SoMMER et ZEITLIN [15] ont été les premiers a proposer un schéma qui préserve les
états stationnaires au repos 1D faisant intervenir la force de Coriolis. En dimension un, cela correspond aux
solutions a I’équilibre géostrophique. Depuis, d’autres travaux se sont penchés sur cette question, notamment
ceux de CasTrO, LOPEZ et ParEs [18], LukACovA-MEDVID'OVA, NOELLE et KrAFT [52], CHERTOCK €t al. [19], ou
encore Liu, CHeErTOCK et KurGaNov [50]. De plus récents travaux de Kurcanov, Liu et ZerrLin [44] ont étudié la
préservation des états stationnaires thermo-géostrophiques au repos du modele TRSW1D.

La préservation des états stationnaires en mouvement présente tout autant d’intérét. Les schémas qui ne sont
pas congus pour les préserver créent des oscillations numériques autour des perturbations de tels équilibres,
comme cela a été montré dans [70]. La toute premiere approche pour faire face a ce constat a été proposée
par Gossk [37]. Elle présente I'inconvénient de devoir résoudre le probléeme non-linéaire qui décrit les états
stationnaires. Par la suite MicHEL-DaNsAc et al. ont développé des schémas préservant toutes les solutions
stationnaires sans résoudre de systeme non-linéaire. Cette technique a été appliquée au modele de Saint-Venant
avec topographie [55] avec terme de friction [56] ou encore au modéle de I’écoulement sanguin [32]. Les résultats
de cette partie se situent dans la continuité de ces travaux.

Le but de la troisiéme partie de cette thése est de proposer plusieurs schémas fully well-balanced pour les
modeéles RSW et TRSW. Les deux objectifs majeurs consistent d’une part, a préserver les états stationnaires
au repos et en mouvement faisant intervenir la force de Coriolis, et d’autre part, a proposer une montée en
ordre des schémas compatible avec la propriété fully well-balanced. Il sera aussi question de s’assurer de la
robustesse des différents schémas afin qu’ils préservent la positivité de la hauteur et de la température.

Présentation des chapitres

Apres avoir introduit les thématiques générales de cette these, nous présentons les différents chapitres qui
la compose.

La premiere partie introductive est composée des Chapitres 1 et 2. Ils ne contiennent pas de résultat nouveau,
mais sont utiles pour exposer les modéles et les concepts qui seront utilisés tout au long de cette these.

Chapitre 1

Dans le premier chapitre, nous présentons les équations primitives hydrostatiques qui découlent des
équations de Navier-Stokes tri-dimensionnelles. En suivant la présentation de [71], on dérivera les modeéles RSW
et TRSW qui sont des extensions du modele de Saint-Venant dans lequels la force de Coriolis est prise en compte.
Nous verrons que le modele RSW est obtenu lorsque la densité moyenne est supposée constante. En considérant
une densité moyenne variable, on obtient le modéle TRSW qui posséde une équation supplémentaire en la
variable 6, désignant selon le contexte la température ou la flottabilité.
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Chapitre 2

Au deuxieme chapitre, on s’intéresse a I’étude des propriétés des modeles RSW et TRSW. Pour cela, on
rappelle les définitions usuelles de couple d’entropie, solutions stationnaires, nature des champs caractéristiques
et invariants de Riemann, puis on étudie toutes ces notions pour les différents modeles. Nous distinguerons
d’une part les systémes sans terme source, et d’autre part les systémes avec terme source. Nous verrons que le
systéeme RSW sans terme source a la particularité d’étre riche, c’est-a-dire d’étre diagonalisable a ’aide de ses
invariants de Riemann. Cette propriété nous aidera a le symétriser dans le Chapitre 3. L'étude des systemes
avec termes sources permettra quant a elle de déterminer la nature des champs caractéristiques des systemes
complets, d’établir une condition d’hyperbolicité, et de proposer dans le Chapitre 5 des solveurs de Riemann
approchés aussi simples que possible et qui imitent certaines propriétés des solveurs exacts. Il est également
intéressant de souligner que pour le systéeme avec termes source, la perte d’hyperbolicité a lieu lorsque le
nombre de Froude Fr = —Z— vaut 1, ce qui a pour conséquence de poser des problemes de définition d’un point

\/gho

de vue numérique au voisinage de cet état.

Chapitre 3

La deuxieme partie de cette these, constituée du Chapitre 3, s’intéresse a I’étude du probleme de Cauchy
pour les différents modéles. En particulier, nous démontrons les deux résultats suivants :

Théoréme 1. On considére une donnée initiale dans 'espace H*(R). Alors, le probléme de Cauchy associé au systéme
RSWI1D admet une unique solution classique locale.

Théoréme 2. On considére une donnée initiale dans 'espace H> (Rz ) Alors, le probléme de Cauchy associé au systéme
TRSW2D admet une unique solution classique locale.

Ces résultats sont énoncés avec plus de précision dans le corps du chapitre, et s’adaptent parfaitement au
cas des systemes RSW2D et TRSW1D. Les démonstrations reposent sur des techniques communes s’appliquant
a des systemes hyperboliques généraux. Lapport proposé ici se situe au niveau de la symétrisation choisie. Nous
passons en revue les principales méthodes de symétrisation, puis nous proposons pour chacun des modéles la
plus adaptée, au sens ou :

— elle permet d’établir des estimations a priori de fagon simple,
— elle ne dépend pas de la dimension d’espace,

— elle est compatible avec la force de Coriolis.

Le modele RSW1D étant riche, il est diagonalisable par changement de variable grace a ses invariants de
Riemann forts. Nous utiliserons cette propriété pour proposer un changement de variable qui symétrise a la fois
le systeme RSW1D et le systéme RSW2D. Face a I’absence d’invariants de Riemann forts pour le modeéle TRSW,
nous optons pour une symétrisation par multiplication d’'une matrice. La hessienne de 'entropie étant définie
positive uniquement a changement de variable prés, on préférera déterminer un symétriseur qui ne nécessite
pas de changement de variable préalable. Il sera construit a partir des matrices de passage qui diagonalisent les
matrices du systéme 2D, écrit sous forme quasi-linéaire.

Par la suite, nous utilisons deux techniques différentes pour démontrer les théorémes cités plus haut. Pour
le modéle RSW, un terme de diffusion du type eAw,, est introduit dans le modele. On montre alors I’existence
d’une solution du probleme de Cauchy diffusif, puis, on établit un temps d’existence de cette solution indé-
pendant de ¢ a l'aide d’estimations a priori, avant de passer a la limite quand ¢ tend vers 0. Pour le modéle
TRSW, on introduit une suite de problemes de Cauchy linéaires dont la limite tend vers le probléeme de Cauchy
non linéaire initial. La encore, des estimations a priori permettent de donner la régularité recherchée sur la
solution. Ces deux méthodes utilisent de facon fondamentale la symétrisation préalable du systéeme. Pour
finir, on abordera la question de l'existence globale de solutions, au travers du systeme RSW1D diffusif. Nous
démontrerons qu’une solution globale réguliére existe, pourvu que la donnée initiale soit suffisamment proche
de I’équilibre au repos.

La troisiéme partie de la these est dédiée a la construction de schémas numériques, et est découpée en trois
chapitres que l'on s’appréte a décrire.
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Chapitre 4

L'objectif de ce quatriéme chapitre est de présenter les concepts bien connus des schémas volumes finis et
schémas de type Godunov qui seront utilisés dans la suite de la these. Il ne contient pas de nouveau résultat
mais permet de fixer les idées et les notations.

On commence tout d’abord par rappeler le principe générique des méthodes volumes finis. La solution est
approchée par une fonction constante par maille, et la mise a jour au temps suivant de cette approximation
s’obtient en introduisant un flux et un terme source numériques provenant de moyennes des flux et terme
source exacts. Plusieurs propriétés essentielles doivent étre satisfaites, comme la conservativité en I’absence
de termes source, la robustesse ou encore la consistance. On introduit également la définition de solution
stationnaire discrete et de schéma well-balanced qui préserve les solutions stationnaires discrétes au cours du
temps.

Ensuite, nous rappelons le principe du célébre schéma de Godunov, introduit par Gopunov dans [36] qui
propose le point de vue suivant : a partir d’une approximation constante par cellule au temps ¢", l'approximation
au temps t"*! de la solution est obtenue a partir de la résolution des problémes de Riemann situés a chaque
interface du maillage. Une condition CFL adéquate permet d’assurer que les solutions des problémes de
Riemann n’interférent pas entre-eux. Cependant, la solution exacte de tels problemes est cotiteuse a obtenir,
voir impossible a calculer dans certains cas. On s’intéresse alors aux schémas de type Godunov, introduits par
Harten, Lax et Van Leer [40], dont le principe est de simplement remplacer le solveur de Riemann exact par
un solveur de Riemann approché. Ainsi, le schéma tout entier et ses propriétés reposent sur cette brique de base
qu’est le solveur de Riemann approché. On demandera alors au solveur de Riemann approché d’étre consistant,
robuste, et well-balanced, afin que le schéma qui en découle hérite de ces propriétés. On prend soin également
de réécrire un tel schéma dans le formalisme volumes finis en déterminant l’expression du flux numérique issu
d’une telle procédure.

Chapitre 5

Le chapitre 5 est dédié a la construction de schémas numériques pour les modeéles RSW et TRSW en une
dimension d’espace. On utilise pour cela les schémas de type Godunov, introduits au chapitre précédent, avec
trois objectifs majeurs :

— la préservation des solutions stationnaires discretes au repos et en mouvement (propriété fully well-
balanced),

— la préservation de la positivité de la hauteur et de la température (robustesse),

— la précision des schémas (ordre deux).

Dans cette optique, on commence par décrire dans I'introduction du chapitre la stratégie générale qui sera
appliquée pour construire des solveurs de Riemann approchés ayant ces propriétés. L'idée est d’utiliser autant
que possible la préservation des invariants de Riemann a travers les discontinuités de contact pour réduire
au maximum le nombre d’états intermédiaires qui interviennent dans les solveurs. Cela permettra également
de traiter les différentes variables séparément. On mentionne également le schéma HLL [40] utilisé pour des
systemes hyperboliques sans terme source. Nous verrons que ’état intermédiaire de ce solveur apparaitra
naturellement dans les solveurs de Riemann approchés.

Ensuite, on passera a la construction d’un premier solveur qui ne préserve que les états stationnaires au
repos. Cela permet de présenter la méthode utilisée dans un cadre assez simple, et de fournir un schéma qui
servira de comparaison aux schémas fully well-balanced. On détaillera d’une part le solveur obtenu pour le
modele a température constante, et d’autre part le solveur a température variable. Il en résulte un schéma
well-balanced qu’on nommera schéma LT (L pour linéarisation et T pour transport), qui préserve notamment
les états stationnaires géostrophiques 1D.

Puis on s’intéresse aux schémas fully well-balanced. Les états stationnaires du modele TRSW1D sont décrits
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par les équations non linéaires

0 (hu)=0 (1a)
8x(hu2+gh226) = fhv—gh0d,z, (1b)
dy(huv) = —fhu, (1¢)
.y (hud) = 0. (1d)

L'idée de MicHeL-DANsac et al. [55] est de proposer une linéarisation discréte de ces relations que doivent
satisfaire les états intermédiaires du solveur. La linéarisation est nécessaire pour obtenir une expression directe
des inconnues du solveur. Cependant, nous verrons que les inconnues ne seront pas déterminées de facon unique
lorsque qu’une certaine discrétisation du nombre de Froude vaut un, ou que le débit hu est nul. Pour pallier
cette problématique, les auteurs de [12] qui s’intéressent au systeme de Saint-Venant sans Coriolis, proposent
une méthode de désingularisation de la relation discrete issue de (1b) faisant intervenir un détecteur d’équilibre.
Nous adaptons également cette approche pour désingulariser la discrétisation de I’équation (1c). Cela mene a
un premier schéma fully well-balanced appelé schéma LDF (L pour linéarisation, D pour désingularisation et F
pour fully well-balanced). On peut vérifier numériquement qu'’il est plus performant pour capturer les états
stationnaires en mouvement que le schéma LT seulement well-balanced.

Malgré tout, la désingularisation proposée mene a une discontinuité de la définition des hauteurs et vitesses
transverses intermédiaires. Pour corriger cela, nous proposons une deuxieme approche, a mi-chemin entre
les deux premiers schémas construits ici : la gestion des hauteurs d’eau intermédiaires se fait comme dans le
schéma LDF, mais les vitesses transverses sont traitées comme dans le schéma well-balanced LT. Il s’avére que
l'approche utilisée dans le schéma LT pour faire évoluer la vitesse transverse v dans le solveur est compatible
avec la préservation de tous les états stationnaires. Il en découle alors un schéma fully well-balanced, appelé
schéma LTF, pour lequel les résultats numériques sont légerement meilleurs que ceux du schéma LDF dans
certaines configurations.

Enfin, pour tenter d’éliminer le probléme de discontinuité lorsque Fr = 1 pour la hauteur h, on propose
non pas de linéariser la relation (1b), mais de la "quadratiser". Cette idée de quadratisation de la relation a été
introduite dans [53]. On propose ici de I'approfondir en considérant des parametres différents, toujours dans
l’esprit d’éviter les discontinuités. Nous verrons que cela ne suffit pas a se débarrasser du probleme récurrent
de définition lorsque Fr = 1. Rappelons qu’il s’agit d’un probleme également présent au niveau continu, et que
cette situation correspond a la perte d’hyperbolicité du systeme. Malgré tout, cette approche aboutira a une
expression simplifiée des termes sources discrets, et présente l’avantage d’étre trées efficace pour la préservation
des états stationnaires, comme nous le verrons dans la partie des résultats numériques.

Pour augmenter la précision des quatre schémas proposés, nous appliquons une méthode de montée en
ordre. On commence par décrire la classique méthode MUSCL introduite par Van Leer dans [68] qui s'obtient
en deux étapes : d’abord une procédure de reconstruction de la solution, puis l'obtention du schéma d’ordre
deux a partir du schéma d’ordre un appliqué aux états reconstruits. Cette procédure présente quelques limites
quand a la préservation de tous les états stationnaires, puisqu’il est difficile de donner une procédure de
reconstruction fully well-balanced qui ne présente pas de non-linéarité. C’est pourquoi on utilisera plutdt une
méthode MUSCL modifiée, introduite dans [55, 32] qui fait intervenir un détecteur d’équilibre. La version que
I'on propose ici prend en compte un terme source centré dans le schéma d’ordre deux afin de ne pas perdre
d’information aux interfaces.

Pour finir, ce chapitre se terminera avec de nombreux cas-tests numériques proposés pour valider et
comparer les différents schémas sur les modeles SW, RSW, TSW et TRSW en une dimension d’espace, du point
de vue de la préservation ou la capture d’états stationnaires, la capture de chocs ou encore l'ordre de précision.

Chapitre 6

Dans le dernier chapitre ce cette thése, on propose de construire des schémas 2D a partir des schémas 1D
obtenus au Chapitre 5. On commence par donner les définitions générales liées aux schémas 2D sur maillage
non-structuré. L'idée principale consiste a considérer localement un probléme 1D a résoudre a chaque interface
du maillage. Cela permet de construire les flux et termes source numériques 2D comme des flux et termes
sources 1D a rotation preés. En adaptant la démonstration de [25] présentée dans un cadre sans terme source,
nous établirons que les flux et termes sources issus d’un schéma de type Godunov 1D permettent d’obtenir une
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condition CFL optimale, pourvu que le flux 1D soit défini de facon décentrée.

Ensuite, nous nous concentrerons sur le cas des maillages cartésiens tout d’abord afin de définir précisément
quelles solutions stationnaires peuvent étre préservées en 2D. Il s’agit des solutions stationnaires par direction.
Soulignons que cela ne couvre qu’'une petite partie des solutions stationnaires 2D. Puis, nous proposerons
d’augmenter la précision des schémas en appliquant la méthode MUSCL par direction. Au vu des solutions
stationnaires que le schéma d’ordre un préserve, une procédure de reconstruction qui préserve les états station-
naire au repos suffit. On utilisera alors dans ce cas la procédure de reconstruction classique, sans passer par un
détecteur d’équilibre comme dans le chapitre 5 puisque cela n’est pas nécessaire.

Nous conclurons ce chapitre avec quelques cas-test numériques qui permettront de tester les propriétés et
les limites des schémas 2D obtenus.
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Valorisation de la theése

Les travaux de cette thése ont mené a une publication dans la revue Communications in Mathematical Sciences,

— Degsveaux et MasskT, « A fully well-balanced scheme for shallow water equations with Coriolis force »
[26], aussi consultable sur HAL : https://hal.archives-ouvertes.fr/hal-03225992

un article en préparation,

— BerTHON, DESVEAUX, MICHEL-DANsAc et MasseT « A fully well-balanced scheme for TRSW1D equations
based on a quadratic approximation of steady states ».

et plusieurs exposés dans des conférences nationales ou internationales
— Conférence ECCOMAS 2022, 5 - 12 juin 2022 - Oslo -
— Séminaire d’équipe EDP de 'IRMA, 16 octobre 2021 - Strasbourg -
— Encontro Nacional SMP 2021, 12 - 16 juillet 2021 - en ligne -
— 10éme Biennales de 1a SMAI, 21 - 25 juin 2021 - La Grande Motte -

— 8éme école EGRIN, 25 - 28 mai 2021 - en ligne -
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1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la dérivation du modéle bi-dimensionnel des équations de Saint-Venant
avec force de Coriolis, afin de mieux cerner les hypothéses utilisées pour obtenir les modeéles qui seront étudiés
par la suite et préciser leurs champs d’application. On suit la présentation proposée par ZeitLIN [71]. Que l'on
soit dans un contexte océanique a une échelle mésoscopique (longueur horizontale caractéristique d’environ
102 km) ou atmosphérique a une échelle synoptique (longueur horizontale caractéristique d’environ 103 km),
les équations qui régissent le mouvement d’un fluide dans le plan tangent a la sphére en rotation d’angle )
sont les équations primitives hydrostatiques données par

vy +v-Vvyg + fvyg AZ=-VyP, (1.1a)
dip+v-Vp=0, (1.1b)
V-v=0, (1.1¢)
gp+9d;P=0. (1.1d)

Ici, on se place dans un repere en trois dimensions (x,y,z) € T2 x [z(x,v), h(x,p,t) + z(x, )], ou x est la direction
zonale, y la direction méridionale, et z la direction verticale, avec z(x,p) la topographie et h(x, v, t) la hauteur du
fluide. On a donc k(x, y,t) + z(x,y) qui correspond a la surface libre. On note avec 'indice H les composantes
horizontales, c’est-a-dire dans les directions x et y, des champs de vecteurs ou opérateurs. Ainsi le champ de
vitesse v = (vy,w) = (4,v,w) est en trois dimensions, tout comme l'opérateur V = (Vy, d;) = (dy,dy, d;). Les
autres notations utilisées sont p pour la densité du fluide, P la pression, g la constante de gravité et 2 le vecteur
unitaire dans la direction z.

On note également f le parameétre de Coriolis. Les équations obtenues ici sont données en coordonnées
cartésiennes, puisqu’on étudie les mouvements géophysiques dans un plan tangent a la Terre. Ainsi, la force de
Coriolis considérée ici est une approximation de la force de Coriolis en trois dimensions. On peut mentionner
trois approximations possibles du parametre de Coriolis f : I'approximation constante f = 2Q)sin(¢), dite "f-
plane approximation", lorsque ses effets dans la direction méridionale sont négligés, I'approximation f = fy+ fy
dite "B-plane approximation" ou encore I'approximation dans le plan tangent aux poles f = fy — y(x? + v?)
dite "y-plane approximation”. D’autres approximations plus poussées sont possibles, notamment celles qui
prennent en compte compte l'effet cosinus [51].

Aux équations (1.1) s’ajoutent les conditions de bord suivantes :

3
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— Alasurface libre z = h(x,v,t)+z(x,v), on suppose que les effets de la pression sont négligeables, c’est-a-dire
VHH:{:h+z =0. (1.2)
On suppose également que la surface libre bouge avec la vitesse verticale du fluide, c’est-a-dire

Iy(h(x, 1) +2(x,9) + v - Vi (h(x, 1) + 2(X, D)) = Wiz (1.3)

— Au fond z = z(x,y), on impose la condition de non-pénétration

v VHZ = Wios (1.4)

Dans la section suivante, on s’intéresse a la dérivation des modéles bi-dimensionnels qui seront étudiés par
la suite.

1.2 Les modeles 2D

Les équations primitives hydrostatiques décrivent la conservation de la masse (1.1b) - (1.1c) et de la
quantité de mouvement (1.1a), avec I’hypothése de pression hydrostatique donnée par (1.1d). On va moyenner
verticalement ces équations en les intégrant entre deux surfaces z = z;(x,y,t) et z = ,(x,y, t) pour obtenir un
modeéle bi-dimensionnel. Commengons tout d’abord par remarquer qu’une partie des équations (1.1) peut
s’écrire sous la forme

dip + dy(pu) + dy(pv) + Jz (pw) = 0, (1.5a)
1(pu) + dx(pu®) + 9y (puv) + 9z (puw) - fpv = =9, P, (1.5b)
di(pv) + I (puv) + Qy(pvz) +dz(pvw) + fpu = —0d,P, (1.5¢)

et introduisons quelques notations. On désigne par u la moyenne verticale de la densité

]
H= f pdz,
Z1

on note (F) la moyenne verticale pondérée par la densité de n'importe quelle fonction F donnée

1 (=2
(F)= —f pFdz,
B J:

1

et on pose p := p/(z, — 1) ou encore

On suppose que les surfaces z; et z, bougent avec la vitesse verticale du fluide w, donc

dz; .
- dizj+udyzi +vdyz;, i=1,2. (1.6)

AT

En utilisant ces relations ainsi que la formule de Leibniz
Z) Z)
f d,Fdz = ax(J Fdz)—F|228xzz+P|219le,
Z] Z]

valable pour n’importe quelle fonction F(x,v,z,t), et son analogue pour les différentiations en y et en ¢, on peut
intégrer les équations (1.5a)-(1.5¢) pour obtenir

dip+ Iy (p(u)) + ) (u(v)) = 0, (1.7)
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Op (p(u)) + Oy () + 9, ((uv)) = f u(v) (1.8)
:—8X(J sz)+3228xzz—13]zlale,
et
91 ((v)) + 0 (u(uw)) + 0y (1(v?)) + f ) (1.9)

z)
= —ay(f PdZ)-i—H,_Z yZZ _Hzl ayzl,
z

1

La relation hydrostatique (1.1d) quand a elle permet d’exprimer la pression sous la forme

¥4
P(x,y,z,t) = —gJ- p(x,v,2,t)dz"+ B,.
Z]

Jusqu’a présent, aucune hypothése supplémentaire n’a été émise. On suppose désormais que le mouvement
du fluide s’effectue essentiellement horizontalement, c’est-a-dire qu’on peut négliger les variations verticales
des champs de vitesse : c’est I'hypothése de couche peu profonde (ou shallow layer). Ainsi, on en déduit d’une
part que les moyennes (u2), (uv) ou (v?) vérifient

W)= (u)?, (uv)=(u)v), (%) =)

et d’autre part que
P(x,v,zt)~-gp(z—2z1)+ B,

Ainsi, les équations (1.7)-(1.9) deviennent sous cette hypothése

9y(p(z2 —21)) + Ix(p(z2 — 21 )(u)) + 9y (p(z2 — 21 )(v)) = O, (1.10)

9:(Plz2 — 20 1)) + O (Flz2 21 )()?) + 9, (Plz2 — 21 {u)w)) — FPlz2 — 21 )v)

3 (22-7)?
_—ax —ng'l'(Zz—Zl)Hzl +HZZBXZZ_HZ]BX21’ (111)

et
91 (Plz2 = 21)(v)) + 9 (P22 — 21 (u)(v)) + 9y (P22 — 21 )(v)? ) + fPlz2 — 21 )(u)

o [—gpTE) o 9,2, -B. 2 1.12
- v gp 2 +(Z2 Zl)Hzl +sz yZZ Hzl yzl- ( )

La suite de la dérivation dépendra de I’hypothése faite sur la densité moyenne p.

1.2.1 Densité moyenne constante

Si la densité moyenne p est constante, alors en remarquant que B, = —-gp(z, — z;) + B;,, on peut réécrire les
termes liés a la pression sous la forme

(22 —21)2
-Vy 8+ (22 —21)P;, |+ B:,VHaz2 — B:, Vuz

(z2-2)

=-Vy (85 5 +(22—Zl)ﬂzz)+ﬂzszzz—HzlvH21

=—gp(z2 —21)Vyz2 +gp(z2 —21)VHz1 - Vg (sz(zz -z )) +B.,Vuz, - P;, Vyz,
=—gp(z2 —21)Vpz2 — (22— 21)VH B,

On pose maintenant z; = z(x, ) la topographie éventuellement nulle et z, = h(x, v, t) + z(x, p) la surface libre du
fluide. D’apres les conditions de bord (1.3) et (1.4), la surface libre et le fond vérifient (1.6). Les calculs menés
jusqu’ici sont donc valides pour ces choix de z; et z,. De plus, le terme de pression —(z; —z;)Vy By, est nul
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d’apres la condition de bord (1.2). Alors, remplagant dans (1.9), (1.10), (1.11) on obtient le systeme 2D des
équations de Saint-Venant en rotation

dih+ dy(h{u)) + dy(h{v)) = 0,

h2
I (h(u)) + (h<u>2 > )+ dy(h{u)(v)) = fh(v) - ghdyz, (1.13)
9 (h(v)) + 9y (h(u)v)) + dy (h(v)2 + %) =—fh{u)-ghd,z,

que l'on désignera par RSW2D pour Rotating Shallow Water model.

1.2.2 Densité moyenne variable

Si la densité moyenne n’est pas constante, on commence par remarquer que sous I’hypotheése faite de couche

peu profonde, on a
(uy ~ j udz et (v) =~ f vdz.

Ainsi, intégrer I’équation d’incompressibilité (1.1c) entre z; et z, donne
di(z2—21) + dx((z2 — 21 (u)) + dy((z2 =21 )(v)) = 0. (1.14)
En combinant (1.14) et (1.10), on obtient aisément une relation sur p’
dip +{u)d p+(v)d,p = 0. (1.15)

On peut également remanier les équations (1.10)-(1.12) pour écrire que

P2 —21)(9p(1) + (u)dx(u) + (V)9 (u) - F(v))

2
= _ax (_gﬁ— +(z2 _Zl)ﬂzl ) +szax22 _Hzlaler (1-16)

plz2 —21) (9} + () (v) + (), (V) + f(u))
2

=9, (_g—p~(22 —z)

2 +(22—Zl H )+H228 Zy — Hzla Zq. (117)

On divise les deux derniéres équations par p. A droite des égalités, on utilise que p(x,v,t) = po+ep1 (%, 9, t)+O(e?)
d’ou

. z,—21)?
(22—21)(atV+V'VHV+f/\ZV) _VH(_gﬁg+(ZZ_21)®|21)+(D|22VHZZ_®|ZIVH211 (118)

Po 2

avec @ le géopotentiel défini par P/p, et qui vérifie donc @ (x,y,z,t) = —gpﬂ(z z1) + Op, (x,,t). Les termes
faisant intervenir la pression se réécrivent cette fois

z,—%1)? 5
-Vu|-g— P E2-z) 5 ) +(Zz—21)@|z1)+‘1’|szH22—q’|z1VH21 Z—gﬁ(zz—ﬁ)szz
Po Po
(z0-2)° 0
g2V (£ ) -z -2 Vaay, (119)
Po

Dans la suite, on pose 6 = p/py qui désigne la flottabilité dans un contexte océanique et la température dans
un contexte atmosphérique. On choisit maintenant de poser z; = z(x, y) la topographie (éventuellement nulle) et
Z) = h(x,y,t) +z(x,) la surface libre du fluide. On peut remarquer que le terme —(z, —z;)Vy®Py;, est nul, du fait
de la condition de bord (1.2). Ainsi, on obtient a partir de (1.14), (1.15),(1.16), (1.17) le systéme des équations
de Saint-Venant en rotation avec température
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Iih+ d(h(u)) + 9, (h(v)) = 0,

d¢(h(u)) + dy (h(u>2 +8 h? ) +dy (h(u)(v)) = fh{v) - gh0d,z,

(1.20)
91(h{v)) + Iy (h(u)(v)) + 9, (h(V>2 Ll ) —fh(u)—gh6d,z,

94(h0) + 9 (1)) + 9, (h(v)6) = 0,

que l'on désignera par TRSW2D pour Thermal Rotating Shallow Water model. Remarquons que si la densité est
constante, alors 6 est constante et on retrouve systeme (1.21).

Par la suite, nous appellerons la variable 0 la température pour fixer les idées. De plus, pour alléger les
notations, on notera a partir de maintenant u au lieu de (u) et v au lieu de (v), sans oublier que u et v sont en
réalité des vitesses horizontales moyennées. Ce seront ces notations qui seront adoptées dans le reste de la these.
Le systéme (1.13) se réécrit alors

dih+ dy(hu)+ dy(hv) = (1.21a)
2
Bt(hu)+o7x(hu2+ g%)+8 (huv) = fhv — ghd,z, (1.21b)
gh?
di(hv) + dy (huv) + 9, (hv2 + T) =—fhu-ghd,z, (1.21¢)

et le modele TRSW2D (1.20) devient

dih+ dy(hu)+dy(hv) = 0, (1.22a)
, gOn?
di(hu)+ dy[hu” + 5|t dy(huv) = fhv —gh6d,z, (1.22b)
, gon?
d1(hv) + dy(huv) + d, | hv” + = —fhu—gh6d,z, (1.22¢)
94(h0) + 9y (hu6) + d, (hv0) = 0. (1.22d)

1.3 Les modeéles 1D

D’un point de vue numérique, il est pertinent de commencer par s’intéresser a des systémes ou toutes
les quantités ne dépendent que d’une seule dimension d’espace, plus simples a étudier. On obtient ainsi des
modeéles dits 1D méme s’ils comportent les deux composantes horizontales de la vitesse. Nous verrons également
que les schémas numériques pour les systemes 2D peuvent étre construits a partir de schémas pour les systémes
1D. On renvoie au Chapitre 6 et aux références qu’il contient pour plus de détails a ce sujet. Pour obtenir
un modeéle 1D, on suppose que les variables sont constantes dans la direction y, et on obtient le systéme de
Saint-Venant en rotation a température constante

dih+ 0y (hu) =0, (1.23a)
gh?

(9,(hu)+8x(hu2+ T) = fhv — ghd,z, (1.23b)

d:(hv) + dy(huv) = —fhu, (1.23¢)

que l'on appellera modéle RSW1D, ou a température variable

8th+ax(hu) = 0, (1243)
, gon?

di(hu)+ dy[hu” + 5 = fhv—ghBd,z, (1.24b)

d¢(hv) + dy(huv) = fhu, (1.24¢)

d¢(h0) + 0, (hub) =0, (1.24d)

que 'on désigne par modele TRSW1D.
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Faisons quelques remarques sur ces modeles. On obtient le méme systéme (a rotation pres) si l’on choisit de
supposer que les variables n’évoluent pas dans la direction x plutot que dans la direction y, puisque le systéeme
est invariant par rotation. D’autre part, le modele de Saint-Venant en dimension un s’écrit habituellement
uniquement avec deux équations (respectivement trois si la température est variable), la vitesse v étant
découplée des autres variables. Ici, méme dans le modéle 1D, les deux composantes de la vitesse 2D v = (u,v)
interviennent puisque la force de Coriolis couple I'équation (1.23c) (respectivement (1.24c)) aux autres équations
du modele. C’est pourquoi ce modeéle est parfois appelé modeéle 1D/2D. Dans le cadre 1D, on dira que u est la
vitesse tangentielle a I’écoulement et v la vitesse transverse.

Terminologie Dans la suite de ce manuscrit, il sera utile de pouvoir différencier facilement les systémes
faisant intervenir la force de Coriolis ou pas, et une température variable ou non. Ainsi, on nommera le modeéle
sans force de Coriolis et a température constante le systéme de Saint-Venant ou systéme SW faisant référence a
l'appellation anglaise usuelle shallow water equations. Le systeme avec force de Coriolis a température constante
sera appelé le systéme RSW pour rotating shallow water model, celui a température variable sans force de Coriolis
sera le modele TSW pour thermal shallow water model, et celui avec force de Coriolis et température variable
sera le systéeme TRSW, pour thermal rotating shallow water model, toujours en suivant les dénominations usuelles
en anglais.
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2.1 Définitions générales

Dans cette section, on donne les définitions des différents outils utilisés pour étudier des systémes hyperbo-
liques. Considérons un systéme en une dimension d’espace de la forme

dyw + d,F(w) = S(w, 2). (2.1)

Le vecteur des inconnues w(x, t) appartient a Q un sous-ensemble (généralement convexe) de RY. Le flux est
donné par F: Q — R? et le terme source qui dépend de w ainsi que d’une éventuelle fonction fixée z(x) est
donné par S: Q xR — R¥.

On commence par donner la définition d’une solution stationnaire d’un tel systéme.

Définition 2.1.1 (Solution stationnaire). Une solution stationnaire de (2.1) est une solution telle que w(t1,x) =
w(t2,x) pour tout x € R et pour tout temps t1,12 > 0.

Cette définition s’applique aussi dans le cadre des systémes bi-dimensionnels. D’un point de vue numérique,
il est primordial de chercher a préserver ces solutions afin d’éviter I'apparition d’oscillations numériques sur
des maillages grossiers, comme cela a été documenté dans [58] ou [70]. On peut souligner que les solutions
stationnaires réguliéres vérifient d,F(w) = S(w, z). Nous utiliserons au Chapitre 5 une version discréte de cette
caractérisation afin de créer des schémas qui préservent les solutions stationnaires.

Pour I’étude plus théorique des ces systémes, nous utiliserons la notion de couple d’entropie.

9
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Définition 2.1.2 (Entropie). Une fonction continiiment différentiable n : (3 — R est une entropie pour le systéme
(2.1) s’il existe un flux d’entropie C : QQ — R tel que

Si w est une solution suffisamment réguliere du systéme (2.1) et si ce systeme admet une entropie alors w
vérifie la relation de conservation supplémentaire suivante

din(w) + 9, C(w) =1 (w)S(w, 2).

Généralement, les systémes hyperboliques sont pourvus d’au moins une relation d’entropie qui provient d’une
relation de conservation physique. Elles sont utiles pour sélectionner les solutions faibles qui ont un sens
physique d’une part, et pour établir des estimations a priori d’autre part.

On s’intéresse maintenant aux propriétés algébriques du systéme (2.1). Pour cela, on passe d’une écriture
conservative a une écriture quasi-linéaire

dyw + A(w)dyw = S(w, z), (2.2)
obtenue en notant 5
Alw) = ( Fi(w) ) .
Jw; 1<i,j<d

Définition 2.1.3. Le systéme (2.1) est dit hyperbolique si pour tout w € Q, la matrice A(w) possede d valeurs propres
M (w) <--- < Ay(w) de multiplicité constante et d vecteurs propres linéairement indépendants r(w),...,rg(w). Si les
valeurs propres sont distinctes, le systéme est dit strictement hyperbolique.

L’étude des valeurs propres et vecteurs propres de cette matrice nous renseigne sur la nature des solutions
des problémes de Riemann, ce qui nous sera utile par la suite pour construire des schémas numériques.

Définition 2.1.4 (Champ caractéristique).
On appelle i-éme champ caractéristique du systéme (2.2) le couple

(Ai(w), Ker(A(w) = A (w)I)).
Le i-éme champ est dit linéairement dégénéré si
VA (w)-r(w)=0, Vr(w)eKer(A(w)-A;(w)), YweQ.
Le i-eme champ est dit vraiment non linéaire si
VA (w)-r(w) =0, Vr(w)eKer(A(w)-A;(w)), YweQ.

Selon la nature du champ caractéristique, on peut relier deux états wy et wg par une onde continue (détente)
ou discontinue (choc ou discontinuité de contact). On renvoie au Chapitre II de [35] qui détaille I'obtention
des solutions des problemes de Riemann, et précise notamment que les champs linéairement dégénérés
correspondent a des discontinuité de contact, tandis que les champs vraiment non-linéaires correspondent a
des détentes ou a des chocs.

On s’intéresse également aux invariants de Riemann qui sont des fonctions possédant de nombreuses
propriétés.

Définition 2.1.5 (Invariant de Riemann).
Un i-invariant de Riemann (faible) est une fonction ; : Q3 — R réguliére telle que

Vi;(w)-r(w) =0, Vr(w)eKer(A(w)-2A;(w)l), YweQ.
D’une part, les invariants de Riemann vérifient la propriété suivante.

Proposition 2.1.1. Un i-invariant de Riemann est constant le long des courbes intégrales définies par
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avec vy € R et r(w) € Ker(A(w) — A;(w)I).
Démonstration. Si p; est un i-invariant de Riemann alors %gbi(v(é)) =Vy@(&)) ri(v(&)) =0. O

Cette propriété permet de montrer que les invariants de Riemann sont constants a travers les discontinuités
de contact (voir [35]). Ainsi, dés lors qu'un champ est linéairement dégénéré, on peut déterminer des quantités
(les invariants de Riemann) qui seront préservées a travers l’'onde associée. Cela sera tres utile pour construire
des solutions approchées de problemes de Riemann dans le Chapitre 5.

D’autre part, on se servira de ces fonctions pour simplifier I’écriture des systémes 1D, en particulier lorsqu’ils
admettent ce que l'on appelle des invariants de Riemann forts.

Définition 2.1.6 (Invariant de Riemann fort).
Un i-invariant de Riemann fort est une fonction réguliére ; : (3 — R qui est un invariant de Riemann faible pour
tout champ caractéristique j # 1.

Si chacun des champs du systeme admet un invariant de Riemann fort, alors on peut simplifier de nombreux
calculs a l'aide de la proposition suivante

Proposition 2.1.2. Si i : Q) — R est un i-invariant de Riemann fort alors toute solution du systeme (2.2) vérifie
dip(w) + A (w)d p(w) = 0.

Démonstration. On décompose le vecteur d, w dans la base formée par les vecteurs propres de A(w) sous la
forme d,w = Z}izl aj(w)rj(w). Alors on a d’une part

et d’autre part

On en déduit

O

Certains systémes admettent des invariants de Riemann forts pour chacun de leurs champs caractéristiques.

Définition 2.1.7. Un systéme hyperbolique est dit riche si tout champ caractéristique A;(w) admet un i-invariant de
Riemann fort.

La terminologie provient du fait que de tels systéemes admettent de nombreuses entropies (voir [63]). Ce
n'est pas le seul avantage des systémes riches, comme nous allons le voir dans la proposition suivante.

Proposition 2.1.3. Un systéme hyperbolique est riche si et seulement s’il est diagonalisable, au sens o1l il existe un
changement de variable v = W(w) tel que la matrice P(w)A(w)P~!(w) est diagonale, oit P(w) = W’ (w) est la matrice
jacobienne de .
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Démonstration. Sile systéme est riche, on note ¥;(w) les i-invariants de Riemann forts. On considere alors le
changement de variable

W(w) = (Py(w),-, pa(w))".
D’apres la Proposition 2.1.2, on a
;¥ (w)+ D(w)d,,¥(w) =0,
avec D(w) = diag(A;(w), -, A4(w))T, donc le systéme est diagonalisable grace au changement de variable
v=Y(w).
Réciproquement, si le systéme est diagonalisable alors il existe un changement de variable v = W(w) tel que

PAP~! est diagonale. Si on note A;(w) et r;(w) les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice A(w), alors
les éléments propres de la matrice

sont les valeurs p;(v) = A;(W~1(v)) et les vecteurs s;(v) = P(W~1(v))r; (W~ (v)). Soit 1;(w) = 7; 0 W(w), o1 77; est
la projection sur la i-iéeme composante. On a pour tout j # i
Vi (P ()7 (P (0) = V(W () - P W @) PO (0)r (W (v)
= Vi (P (v)- PP (v))s)(v)
= (PP @) V(T @) -55(v)
= V(g 0 W) (v)-5j(v)
=Vri(v)-sj(v).

"U’U

Comme B(v) est diagonale, le vecteur s;(v) est proportionnel a e}, et puisque V7i;(v) = ¢;, on a Vip;(w) - rj(w) = 0
pour tout j # i. Autrement dit, ¢;(w) est un i-invariant de Riemann fort. O

Nous venons d’établir que les systemes riches sont diagonalisables par changement de variable. Ce résultat
sera utilisé dans le Chapitre 3 pour symétriser les systemes RSW1D et RSW2D.

Remarque 2.1.1. Les notions de champ caractéristique, de nature des champs et d’invariants de Riemann sont
invariantes par changement de variable. On choisira de travailler avec les variables primitives dans la section
suivante consacrée a I’étude les différents systémes introduits au Chapitre 1.

Remarque 2.1.2. Pour les systémes en deux dimensions d’espace de la forme
diw+ 9, F(w) + dyG(w) = S(w,2),

on peut généraliser toutes les notions abordées ici en étudiant la matrice A(w, w) = w1 A(w) + w, B(w) pour tout
weQetw=(w;,w;) €R?ou

dFi(w)
8wj

9Gi(w)
8wj

Alw) = ( et B(w) = (

)1<i,j<d )1<i,j<d

Nous avons rappelé les principales définitions qui seront utilisées par la suite. On passe alors a I’étude

des différents systemes, en commencant par le systéme RSW. Les propriétés algébriques des systemes seront
résumées dans le Tableau 2.1 et le Tableau 2.2 en fin de chapitre.

2.2 Systeme 1D a température constante
On rappelle que le systéme RSW1D est donné par
dih+ d(hu) =0, (2.3a)
gh’
at(hu)+8x(hu2+ T) = fhv — ghd,z, (2.3b)

9,(hv) + Ay (huv) = —f hu, (2.3¢)
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On note w = (h, hu,hv)T le vecteur des inconnues. Toute solution de (2.3) doit appartenir a I’espace des états

admissibles défini par
Q={weR3 h>0).

2.2.1 Solutions stationnaires

Commencons par décrire les solutions stationnaires du systéeme (2.3). Elles vérifient

o, (hu)=0, (2.4a)
dy (hu2 + %) = fhv—ghd,z, (2.4b)
dy(huv) = —fhu. (2.4¢)

Cela donne deux grandes familles d’états stationnaires : les solutions stationnaires au repos

hu =0, (2.5a)
§x(h+z)=fv, (2.5b)

qui correspondent aux solutions a I’équilibre géostrophique, et les solutions stationnaires en mouvement

hu = qo ES O, (2'6a)
2 2

ax(q—o + &) — fhv - ghd,z, (2.6b)
n 2

o =—f. (2.6¢)

pour lesquelles la vitesse tangentielle v dépend de la force de Coriolis. Si l’'on ajoute la condition de vitesse
transverse v nulle aux solutions stationnaires au repos, on retrouve le lac au repos décrit par

u=0,v=0, (2.7a)
dy(h+2)=0. (2.7b)

2.2.2 Relation d’entropie

On peut montrer que les solutions régulieres de (2.3) vérifient une relation de conservation supplémentaire.

En multipliant (2.3a) par LJZ”’Z +g(h+z),(2.3b) par u, et (2.3¢c) par v, puis en sommant on obtient

Auy(w,2)+ AL (w,2) = 0,

ou

2 2

2
+ghz, C(w,z)= h(u—;v)

2 2 h
1w, 2) :h(”‘—;”’)+gT +gh? + ghz|u. (2.8)

De plus, la fonction w — 7/(w, z) est convexe. En effet, sa matrice Hessienne est donnée par

u2+v2 —U -V
T8
_ —u 1
-V 1
T 0 5

et ses mineurs principaux sont tous strictement positifs pour tout w € Q.

Remarque 2.2.1. Contrairement a la topographie ou a d’autres termes sources que l'on peut trouver dans la
littérature, la force de Coriolis n'apparait pas dans cette relation d’entropie.

2.2.3 Champs caractéristiques et invariants de Riemann du systéme sans terme source

Pour procéder a I’étude de ce systéme, on le réécrit sous forme quasi-linéaire

9,U+A(U)d, U =0,
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al’aide des variables primitives U = (h,u,v). La matrice A(U) est de la forme

h 0O
A(U) = u 0f.
0 u

S 0 =

Son polynome caractéristique est donné par
P(X) = (u—X)((u - X)* - gh).

Les valeurs propres et vecteurs propres de A(U) sont

avec ¢ = /gh. Le systéme considéré est strictement hyperbolique puisque ¢ > 0. Le champ caractéristique A, (U)
est linéairement dégénéré. Les invariants de Riemann associés sont

h, u.
Les champs caractéristiques A, (U) sont vraiment non linéaires et les invariants de Riemann associés sont
v, u¥F2c.

Remarquons que la fonction v est un invariant de Riemann fort pour A, (U) et les champs A, (U) admettent
u + 2c comme invariant de Riemann forts. Nous sommes alors en présence d’un systéme riche.

2.2.4 Champs caractéristiques et invariants de Riemann du systéme avec termes sources

Pour prendre en compte les termes sources dans le systéme, on introduit la variable : telle que d;1 = 0 et
dyi = f. Le systéme 1D avec terme source s’écrit alors sous forme quasi-linéaire

9,U+A(U)9, U =0,

avec U = (h,u,v,z,1) le vecteur des variables primitives et

o ©o o = =
o O = O O
o O O 0 O

Le polyndme caractéristique de la matrice A(U) s’écrit
P(X) = X?(u - X)((u - X)* - gh).
Ses valeurs propres et vecteurs propres associés sont données par

Ao(U) = 0 (multiplicité deux), A, (U)=u, A (U)=u=gc,
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et
h h 0 h
—u —-u 0 +c
=l -1 |, W)= 1 | rnW=(1] r(U)=|0]|
MZ—C2+7/ MZ—CZ—V
e = 0 0
1 -1 0 0

ou ¢ = 4/gh. Ainsi, le systeme (2.3) est hyperbolique si et seulement si u = +c.

Déterminons la nature des champs caractéristiques et des invariants de Riemann associés. Puisque le
gradient de Ay(U) est nul, le champ associé est linéairement dégénéré. Les invariants de Riemann associés sont

2 2

u +v

hu, v+, 5

+g(h+2z).

Pour la valeur propre A,(U),ona VA, (U)-r,(U) = 0. Le champ est donc linéairement dégénéré et ses invariants
de Riemann sont
h, u, z L

Pour les valeurs propres A.(U),ona VA, (U)-r.(U) = i% # 0 donc les champs caractéristiques associés sont
vraiment non linéaires. Les invariants de Riemann sont donnés par

v, u¥*2, z L

2.3 Systeme 1D a température variable

On étudie désormais les propriétés du systeme 1D a température variable TRSW qu’on rappelle ici

dih+ dy(hu) =0, (2.9a)
dy(hut) + 0y (h;ﬂ + @) = fhv - gh6d,z, (2.9b)
d¢(hv) + dy(huv) = —fhu, (2.9¢)
94(h0) + 9, (hud) = 0. (2.9d)

On note w = (h, hu, hv, h0)T le vecteur des inconnues. Toute solution de (2.9) doit appartenir a 'espace des états
admissibles défini par
Q={weR* h>0,0>0).

2.3.1 Solutions stationnaires

Les solutions stationnaires de (2.9) vérifient

dy(hu) =0, (2.10a)
2

ax(hu2+g92h ):fhv—gh@&xz, (2.10b)

dy(huv) = —fhu, (2.10c¢)

2, (hu6) = 0. (2.10d)

hu =0, (2.11a)

2
ax(&):fhv—gh()axz, (2.11b)
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et les solutions stationnaires en mouvement d’autre part

hu=g9=0, (2.12a)
2 2

ax(%h gezh ):fhv—gheaxz, (2.12b)

dv=—f, (2.12¢)

0 = cst. (2.12d)

Sil'on prend une température constante dans les états stationnaires au repos, on retrouve 1’équilibre géostro-
phique 1D (2.5). Si 'on y néglige les effets de la force de Coriolis f, on retrouve alors les états d’équilibre au
repos du modéle TSW [25]. Parmi eux, on peut lister le lac au repos lorsque 6 est constant

u=0,v=0, (2.13a)
dy(h+2)=0, (2.13b)
0 =cst, (2.13¢)
I’équilibre isobare obtenu lorsque z est constant
u=0,v=0, (2.14a)
h?6 = cst, (2.14b)
zZ = cst, (2.14c¢)

ainsi que ’équilibre a hauteur de fluide constante

u=0,v=0, (215&)
z+gln(9) = cst, (2.15b)
h = cst. (2.15¢)

2.3.2 Relation d’entropie

Les solutions réguliéres de (2.9) vérifient également une relation de conservation supplémentaire. En effet,
u?+v?

en multipliant (2.9a) par “—5— + g0(h + z), (2.9b) par u, (2.9c) par v et (2.9d) par ‘%h + gz, on obtient la relation

din(w,z)+ d,C(w,z) =0,

ou
2 2 hz 2 2
n ’Z):h(u ;v )+g92 (u”+v9)

2

+g6hz, C(w,z)=|h +g9h2 +g0hz|u. (2.16)

La fonction w — #(w, z) n’est pas convexe. En effet, sa matrice Hessienne donnée par

2,2

ut+v _u v &
h h h 2
—u 1
=i L9 o
Hﬂ(w) = —hv " 1
> 0 5 0
£ 0 0 0

n’est pas symétrique définie positive. Cependant, si 'on effectue un changement de variable de la forme 6 = ¢(T),
on obtient en posant w = (h, hu, hv,hT) le couple d’entropie suivant

h(u? +v?)  gh’*¢(T)

n(w,z) = S+ +gh(T)z

et
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La matrice hessienne de I'application w — 77(w, z) est donnée par

u2+v2 ’ g2 ” g 47 g —u -V
US4 g(T) - g (T) + 5-¢7(T)  §¢(T)-§¢7(T) £
iy () = £¢/(T)-$¢7(T) £¢(T) o o]
* 0 30

0 0 o 4

Ses mineurs principaux sont strictement positifs si et seulement si I’application ¢ vérifie les relations

et si de plus ¢” est a valeur dans R*. A titre d’exemple, la fonction exp(T) convient. Ainsi, on a montré que
pour un changement de variable bien choisi, il est possible de retrouver une entropie strictement convexe pour
le systeme TRSW1D.

2.3.3 Champs caractéristiques et invariants de Riemann du systeme sans terme source

Le systéeme 1D sans terme source (2.9) s’écrit sous forme quasi-linéaire
d;U+A(U)d, U =0,

avec le vecteur des variables primitives U = (h,u, v, 0) et la matrice

u h 0 O

0 0o &
A= 0 ol

0 0 0 wu

Le polyndme caractéristique de A(U) vaut
Paw)(X) = (1= X)? (2~ X) - gho).
Les valeurs propres et vecteurs propres de A(U) sont donc données par

A, (U) = u (avec multiplicité deux), A (U)=u=c,

et
h
*c
W= | =] | rs@= )
-26 -20 0

ou ¢ = /ghB. Ainsi, le systéme considéré est hyperbolique puisque ¢ > 0. Le champ A, (U) est linéairement
dégénéré. Les invariants de Riemann associés sont

hZQ, u.

Les champs caractéristiques A.(U) sont vraiment non linéaires. Les invariants de Riemann associés sont donnés

par
v, u¥2, O.

Ainsi, v et O sont des invariants de Riemann forts pour la valeur propre A,(U), mais les champs A, (U)
n‘admettent pas d’invariants de Riemann fort, contrairement au cas a température constante. On en déduit que
le systéme considéré ici n’est pas riche.
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2.3.4 Champs caractéristiques et invariants de Riemann du systéeme avec termes sources

Pour prendre en compte les termes sources dans la forme quasi-linéaire du systéme (2.9), on introduit la
variable : telle que d;1 =0 et d,1 = f. On obtient alors
d;U+A(U)d, U =0,

avec U = (h,u,v,0,z,1) et

u h 0 0 0 O
g0 u 0 % g6 —v
0 0 u 0 0 u
A(U) =
0 0 0 u 0 O
0 00 0 0 O
0 0 0 0 0 O

Le polyndme caractéristique de A(U) vaut
Py (X) = X2(u = X)? ((u - X) - gho).
Les valeurs propres et vecteurs propres de A(U) sont donc données par

Ao(U) = 0 (avec multiplicité deux), A,(U)=u (avec multiplicité deux), A, (U)=uzxc

et
h h
—u —u 0 0 +c
-1 1 1 -1 0
ra(U) = ,rZU: ,r]U: ,rlU , ro(U)=
= dw=| W=l =] b =]
uztgc@zw uz—g%z—v 0 0 0
1 -1 0 0 0

ol ¢ = /ghB. Le systeme (2.9) est hyperbolique si et seulement si u = +c. Cette condition est trés similaire a la
condition d’hyperbolicité du systeme RSW1D. Le champ Ay(U) est linéairement dégénéré puisque son gradient
est nul. Les invariants de Riemann associés sont

2 2

+v
hu, 0, v+,

+g0(h+2).

Le champ associé a A, (U) est linéairement dégénéré. Les invariants de Riemann sont
W0, u, z,

Les champs caractéristiques des valeurs propres A.(U) sont vraiment non linéaires. Les invariants de Riemann
sont donnés par
v, u¥2, 60, z .

2.4 Systeme 2D

Pour gagner en concision, on donne ici directement les propriétés des systémes 2D a température variable.
Le vecteur des inconnues reste w = (h, hu, hv,h0)T et toute solution de (1.21) ou (1.22) doit appartenir & I’espace
des états admissibles
Q={weR* h>0, 0>0}
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2.4.1 Solutions d’intérét

Parmi les solutions du systeme 2D, on peut noter celles ou le gradient de pression et la force de Coriolis se
compensent

200 (h+2z) = fv, (2.17a)
§0dy(h+z)=~fu. (2.17b)

On dit que ces solutions sont a I’équilibre géostrophique. La terminologie d’équilibre est utilisée pour traduire la
compensation de deux forces, et non pas le caractére stationnaire en temps des solutions. En effet, en dimension
deux, des solutions a ’équilibre géostrophiques ne sont pas nécessairement stationnaires, méme si c’est le cas en
dimension un. Si 'on néglige les variations dans la direction y, I’équation (2.17b) de I’équilibre géostrophique
donne une vitesse tangentielle u nulle, et on retrouve I’état stationnaire décrit par (2.5).

Les solutions stationaires de (1.21) et (1.22) sont bien plus nombreuses et complexes a préserver numérique-
ment. L'une des plus simples qui existe est le lac au repos bi-dimensionnel

u=0,v=0, (2.188.)
V(h+z)=0, (2.18D)
0 = cst. (2.18¢)

2.4.2 Invariance par rotation

Comme nous le verrons dans le Chapitre 6, I'invariance par rotation d’un systéeme hyperbolique permet de
facilement définir des schémas numériques 2D. De nombreux systémes hyperboliques possedent cette propriété.
C’est le cas par exemple du systéme d’Euler [35]. C’est le cas également des systémes RSW2D et TRSW2D, et
c’est ce que 'on s’appréte a montrer ici. Commengons par remarquer que ces systémes s’écrivent sous la forme

dyw + d F(w) + 9, G(w) = S(w)dyz + T (w)dyz + S(w),

avec
hu hv 0 0 0
Fw)=|m2+8 |, Gw)=| huv |, Sw)=|-gh|, T@)=| o0 | Sw=|fhw |
huv h? + €2 0 —gh ~ fhu

dans le cas d’'une température constante, et avec

hu hv 0 0 0

h 2+‘ﬂ huv —ghO 0 hv
Fw) =™ 77| G = ol sw=|" tw=| ° | sw=| ™|
huv hv? + 8= 0 —gh6 —fhu

huo hvo 0 0 0

dans le cas d’une température variable.

Lemme 2.4.1. Les systémes RSW2D (1.21) et TRSW2D (1.22) sont invariants par rotation, c’est-a-dire vérifient les
relations

Ry (F(Ry'w)) = vi F(w) + v, G(w), (2.19)
Ry (S(Ry'w)) = viS(w) + v, T(w), (2.20)
Ry (S(R;'w)) = S(w), (2.21)

pour R, une matrice de rotation associée d un vecteur unitaire v = (vq, v,) donné.

Démonstration. On vérifie aisément qu’étant donné un vecteur unitaire v = (v;,v,) € S!, et la matrice de rotation

0 0 0
1 0 0
vy —Vp 0
Ry - 0 Vl —Vz ’ ou RV = ’
0 V) V1 0
Vo 141
0 0 1
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lorsque la température n’est pas constante, les relations (2.19), (2.20) et (2.21) sont vérifiées. O

Dans ce chapitre, nous avons introduit les notations et propriétés des modeles que I'on utilisera d’un point
de vue numérique et théorique. Pour plus de lisibilité, on résume certaines propriétés du modele RSW1D dans

le Tableau 2.1 et celles du modele TRSW1D dans le Tableau 2.2.

Sans terme source H Avec terme source

Entropie
Condition(s) d’hyperbolicité
Valeurs propres
Nature des champs

Invariants de Riemann

Invariants de Riemann forts

Strictement convexe

- = +/gh
Ay =u++gh Ao=0 Ady=u | Ay=ux+lgh
VNL LD LD VNL
v, u$2\/g_h hu, v+, h, u, | v u$2\/g_h
”Z—Jz“”z+g(h+z) zZ, L zZ, 1
uiz\/@ - - -

TaBLEAU 2.1 — Récapitulatif des propriétés du modele RSW1D.

Sans terme source H Avec terme source

Entropie

Strictement convexe a changement de variable pres

Condition(s) d’hyperbolicité - u # +4/gh6
Valeurs propres Ay=u + =Ux+/ghO Ap=0 Ay=u + =Ux+/ghO
Nature des champs LD VNL LD LD VNL
Invariants de Riemann h20, u v, O hu, v+, W26, u, |v, uF2 gho,
u ¥ 2+/gh0 #+g9(k+z) z, 1 6, z 1
Invariants de Riemann forts 0 - - - -

TasLEAU 2.2 — Récapitulatif des propriétés du modele TRSW1D.
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3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons démontrer des résultats d’existence locale de solutions réguliéres pour les
systemes RSW1D a température constante (1.23) et TRSW2D a température variable (1.22). Nous proposons
deux démonstrations qui reposent sur des techniques bien connues. La premiere utilise la méthode classique de
viscosité évanescente mentionnée dans [62, 35, 22] et bien d’autres. Elle consiste a ajouter un terme diffusif au
systéme accompagné d’un parameétre ¢ positif, résoudre le probléme de Cauchy avec diffusion, puis passer a la
limite quand ¢ tend vers zéro. La seconde méthode repose sur I'introduction d’une suite itérative de solutions de
problémes de Cauchy linéaires dont la limite tend vers la solution du probléme de Cauchy non linéaire initial.
On peut retrouver cette méthode dans [62] ou encore [6]. Ces techniques peuvent étre également appliquées
sur les systemes TSW1D (1.24) et RSW2D (1.21), mais nous ne présenterons les démonstrations que pour les
systemes mentionnés précédemment par souci de concision. De plus, seule la force de Coriolis sera prise en
compte dans les termes sources, mais les résultats se généralisent aux systémes avec topographie, pourvu qu’elle
soit suffisamment réguliére (z € H3(R) ou z € H4(R?)).

Nous allons énoncer les théorémes que nous allons démontrer. Commencons par ajouter quelques précisions.
Pour le systéme 1D a température constante (1.23), la solution a I’équilibre au repos est donnée par h = h, et
u =v = 0. On suppose que la force de Coriolis qui dépend de x est telle que f, f’ et f” sont dans L*(R). On
peut alors établir le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1. On suppose que hy — h, ug, vy sont dans H*(R) et que pour tout x € R, ho(x) > h >0, oit h est une

— T
constante fixée. Il existe une unique solution classique (h —h, u,v) dans lespace C ([0, TO];HZ(R)3) du systéme 1D a
— -1
température constante (1.23), ont Ty dépend de la condition initiale de la fagcon suivante Ty ~ H(ho —h, uo,vo)

H2(R)3
De plus, h reste strictement positif.

Pour le systeme 2D a température variable (1.22), la solution a ’équilibre au repos est donnée par h = h,
u=v=0etd=0.On fait les mémes hypotheses de régularité sur la force de Coriolis f que précédemment. On
a alors le résultat suivant.

23
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Théoreme 3.1.2. On suppose que hg —h,ug, v et Oy — 0O sont dans H> (R2 ), et que pour tout x € R?, ho(x) > h >0, et
— —\T
Oo(x) > 0 > 0, pour h et 8 des constantes fixées. Alors, il existe une unique solution classique (h —hu,v,0- 6) dans

4
Pespace C ([0, Ty, H? (Rz) ) du systéme 2D a température variable (1.22), ont Ty dépend de la condition initiale de la

— —\TII~
fagon suivante Ty ~ ”(ho —h,u0,v9,00 - 9) | H3(R2)

4+ De plus, h et O restent strictement positifs.

La différence de régularité de la solution des systémes 1D et 2D s’explique par la validité de I'injection de
Sobolev suivante qui dépend de la dimension de I'espace

m,2 d 00 d 1 m

W (RY) c L (RY) si 5 < —.

En dimension d = 1, m = 1 est le plus petit entier qui vérifie I'inégalité ci-dessus alors qu’en dimension d = 2, il

s’agit de m = 2. Ces injections seront utilisées pour montrer que les dérivées en espace de la solution sont dans
L® (Rd ), ce qui explique pourquoi la solution elle-méme doit étre dans 'espace W™ *1-2 (Rd).

Les deux résultats précédents sont des résultats d’existence locale de solutions. On ne peut pas espérer obtenir
I’existence globale, puisque les solutions de problemes hyperboliques peuvent présenter des discontinuités
méme avec une condition initiale réguliére. Cependant, on peut démontrer un résultat d’existence globale pour
le systéeme 1D régularisé. Cela sera fait dans la sous-section 3.3.2.

Les deux types de démonstration des Théoremes 3.1.1 et 3.1.2 reposent sur un ingrédient essentiel [42] : la
symétrisation de la partie non linéaire du systéme considéré. Cette notion peut prendre des sens différents. Le
travail que nous avons mené consiste a trouver une symétrisation adaptée aux systemes qui nous intéressent
afin de simplifier au maximum les calculs menés pour obtenir des estimations. Soulignons que méme si les
théorémes énoncés et démontrés par la suite s’appliquent aux systémes (1.23) et (1.22), nous choisirons des
techniques de symétrisation compatibles avec les systémes (1.21) et (1.24). Ainsi, une simple adaptation des
démonstrations des Théorémes 3.1.1 et 3.1.2 suffit pour montrer les résultats analogues pour les autres systémes.
Dans la prochaine section, nous mentionnerons trois méthodes possibles de symétrisation et motiverons les
choix que nous avons faits pour chacun des systemes étudiés.

3.2 Symeétrisation

On expose dans cette section différentes techniques de symétrisation des systémes hyperboliques. On
commence par donner différentes définitions de symétrisation, puis nous choisirons la méthode la plus adaptée
a nos systémes selon nos critéres.

3.2.1 Deéfinitions
On considére un systéme hyperbolique 2D sans terme source
diw + A(w)dw + B(w)d,w = 0. (3.1)

Un tel systéme peut étre symétrisé d’au moins trois fagons différentes. La premiére technique (voir [42])
consiste a le multiplier par une matrice symétrique définie positive bien choisie, notée M(w) et telle que
Sa(w) := M(w)A(w) et Sp(w) := M(w)B(w) soient symétriques. Cela revient a réécrire le systéme sous la forme

M(w)dw + Sp(w)dyw + Sp(w)dyw = 0.
On souligne que si le systéme admet une entropie strictement convexe 17, alors poser M(w) = #(w) convient.

Une autre possibilité (voir [35]) consiste a trouver un changement de variable w = ¢(v) pour transformer le
systéme (3.1) en
¢’ (v)dv +Sp(v)dyv + Sp(v)dyv = 0,

avec Sy := A¢’ et Sp := B¢’ deux matrices symétriques. Notons que si le systéme admet une entropie strictement
convexe alors le changement de variable v = q’(w)T convient.

Enfin, on peut aussi chercher un changement de variable w = ¢(v) tel que

91+ S4(v)dyv + Sp(v)dyv = 0,
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avec Sy = (¢') LA’ et Sp = (¢’) "' B¢’ symétriques. Cette symétrisation est la plus agréable a utiliser dans les
calculs qui suivront, car contrairement aux autres, le terme de dérivée en temps qui apparait dans le systéme
symétrisé n’est pas accompagné d’un multiplicateur. Néanmoins, tous les systémes hyperboliques, méme
admettant une entropie strictement convexe, ne sont pas nécessairement symétrisables de cette fagon. C’est tout
de méme le cas des systémes riches, qui sont symétrisables (et méme diagonalisables) grace a leurs invariants
de Riemann forts, comme on l’a vu dans la proposition 2.1.3 (voir aussi [63]).

Ajoutons que les systémes que nous allons symétriser ont des termes sources. On s’efforcera de choisir une
technique de symétrisation compatible a la fois avec les termes sources et la partie conservative du systeme.

3.2.2 Systeme a température constante

On s’intéresse pour le moment au systéme a température constante RSW, qui s’écrit en variables primitives
U = (h,u,v)T sous la forme

J:U+A(U)d U +B(U)d,U =S(U), (3.2)
avec
u h 0 v 0 h 0
AU)=|g u 0|, BU)=[0 v 0f SUz=| fv
0 0 u g 0 v —fu

Remarquons que la partie du terme source qui fait intervenir la force de Coriolis est orthogonale au vecteur des
inconnues U.

L’étude du systéme RSW1D dans la sous-section 2.2.3 a montré qu’il admet trois invariants de Riemann
forts

YU =v, PA(U)=ut2\gh.

T
Utiliser le changement de variable V = WA(U) = (lpf(U), PAU), t,bf(U)) permet alors de diagonaliser la
matrice A(U) et convient tout a fait pour le systeme RSW1D.
De fagon similaire, on peut montrer que le systéeme 1D d; U +B(U)d, U = 0 admet trois invariants de Riemann
forts

BU)=u, PEU)=v2ygh

T
Ainsi, le changement de variable V = WB(U) = (z,bE(U), pB(U), 1/;§(U)) permet de diagonaliser la matrice B(U).
Les matrices A(U) et B(U) sont toutes les deux diagonalisables mais pour des changements de variables
différents. Cependant, elles sont toutes les deux symétrisables pour le méme changement de variable

V=¢(U)=(2yghu,v),

que l'on obtient facilement en prenant la demie-somme et la demie-différence des invariants de Riemann 4
et 5. C’est donc ce changement de variable que I'on sélectionne puisqu’il permet de symétriser les systémes
1D et 2D a température constante. Pour simplifier les notations, on pose A = 2@. Ennotant V = (A, u,v), le
systeme (3.2) se réécrit alors

¢V +S4(V)9xV + Sp(V)d,V = S(V), (3.3)
avec
u 40 v 0 % 0
SaV)=14 u 0| Sp(V)=|0 v 0| S(V)=|fv
0 0 u % 0 v —fu

Le changement de variable utilisé pour symétriser le systéme ne dénature par le terme source qui reste
inchangé et orthogonal au vecteur des variables considérées.
3.2.3 Systeme a température variable

On s’intéresse cette fois a la symétrisation du systéme a température variable TRSW, qui s’écrit en variables
primitives U = (h,u, v, Q)T sous la forme

9:U +A(U)d,U + B(U)d,U = S(U),
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avec
u h 0 0 0 h 0 0
0 o & 0 0
A =|8 " 0 T py=| 0T 0 0 swy=| .
0 0 u 0 g6 0 v £ —fu
0 0 u 0 0 0 v 0

Cette fois, nous n'avons pas suffisamment d’invariants de Riemann forts pour diagonaliser le systeme 1D
(voir sous-section 2.3.3). D’autre part, nous écartons la possibilité d’utiliser ’entropie du systeme pour le
symétriser. En effet, que ce soit a I'aide d’un changement de variable du type V = #’(U) ou en le multipliant par
n”(U), les deux méthodes rendent les calculs laborieux, surtout au vu du changement de variable a effectuer
au préalable pour obtenir une entropie strictement convexe (voir sous-section 2.3.2). N’ayant pas trouvé de
changement de variable satisfaisant, nous avons choisi d’utiliser la premiere méthode de symétrisation, a savoir,
la multiplication du systéme par une matrice bien choisie. On va une fois de plus travailler sur les matrices
A(U) et B(U) séparement pour ensuite en déduire une méthode de co-symétrisation.

On considére d’abord le systéeme 1D
d;U+A(U)d, U =0.

Puisqu’il est hyperbolique, la matrice A(U) est diagonalisable. Soit P(U) la matrice de passage composée des
vecteurs propres de A(U) telle que A(U) = P(U)D(U)P~!(U), ou D(U) est la matrice diagonale contenant les
valeurs propres de A(U). Alors la matrice M(U) := (P~1(U))T P~1(U) est symétrique définie positive et symétrise
le systéeme puisque

est symétrique. On a donc trouvé un symétriseur de A(U).

On peut faire le méme raisonnement pour la matrice B(U). Pour éviter les confusion, on note P4(U) et
M, (U) la matrice de passage de A(U) et son symétriseur et on utilise les notations analogues pour B(U). En
nous aidant des calculs de vecteurs propres effectués dans la sous-section 2.3.3, on obtient

h h h h e 0o o &
0 0 ¢ -c 1 o2 o o
Py (U) = , U)= —— 8 ,
A= A=%5610 0 e o
I h?
-20 -26 0 O Lo o L
et
h  h h h 6 0 o0 %
-1 1 0 0 1 o W6 0 o0
Py(U) = » Mp(U) = 55 ,
20 =260 0 0 2h2010 0 h/g 0
h K2
0 0 C —C 3 0 0 20

ou ¢ = 4/gh6. Les symétriseurs M4 (U) et Mg(U) sont égaux a permutation pres de leurs deuxiémes et troisiemes
coefficients diagonaux. Aussi, on peut remarquer qu’une matrice de la forme

6 0 0 %
0 d 0 0
M(U) = 2 , (3.4)
0 0 dy O
h h?
2 00 3

est symétrique définie positive, et symétrise les matrices A(U) et B(U) si et seulement si d, = d3 = g. On choisit
comme co-symétriseur de A(U) et B(U) la matrice correspondant a ces coefficients. Elle présente ’avantage
d’étre relativement creuse et de préserver la propriété d’orthogonalité du terme source avec le vecteur des
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inconnues, puisque

x U =0. (3.5)

Remarque 3.2.1. On peut pousser le raisonnement et chercher la matrice M(U) sous la forme

dl 0 0 04

0 d 0 0
M(U) = :

0 0 d; 0

04 0 0 d4

Apres quelques calculs, on obtient que les matrices M(U)A(U) et M(U)B(U) sont symétriques si et seulement si
dy=d3z=:d,a= % etd| = %d. Alors, la matrice M(U) est définie positive si et seulement si dy > g—lz. La matrice

’ s . _h K h?
M(U) trouvée précédemment correspond au choix d = get dy= 75> 17

Nous venons d’établir les méthodes de symétrisation choisies. Passons maintenant a la démonstration du
Théoréme 3.1.1.

3.3 Systeme 1D a température constante

3.3.1 Existence locale de solutions régulieres

Le but de cette section est de démontrer le Théoréeme 3.1.1. On consideére le systeme 1D a température
constante (1.23). Comme on I’a vu dans la section 3.2, réécrire ce systéme dans les variables V = (A, u,v) permet
de le symétriser. On obtient en effet

(V—E);+S(V)(V-E),+Fx(V-E)=0, (3.6)
ol _
f A u 4 0
F=|0o|, E=|0]| etS(V)=[4 u 0|
0 0 0 0 u

Nous prendrons garde a vérifier que h reste strictement positif afin que cette réécriture soit valide. On renvoie
aux Lemmes A.0.1 et A.0.2 pour la validité du changement de variable et le lien entre les régularités de & et
A. Fixons quelques notations. Si H"(RR) est ’espace de Sobolev classique dont les éléments sont les fonctions
scalaires dans L%(R) telles que ses dérivées m-iémes sont dans L>(R), alors on note H" := (H'”(R))3. On utilisera
aussi les notations I.? et L™ pour désigner les espaces (LZ(R))3 et (L®(R))?, respectivement. On applique la
méthode de viscosité évanescente, qui consiste a régulariser le systéme (3.6) en ajoutant un terme diffusif

comme suit
(V=E);+S(V)(V—=E)y+Fx(V—E)=¢(V —E)yy. (3.7)

ou ¢ > 0. La premieére étape de la démonstration est de montrer 1’existence et 1’unicité d’une solution de (3.7).

Proposition 3.3.1. Pour € > 0 fixé, il existe Ty ~ C||V(0) — E”]%Iz indépendant de ¢ tel que le systeme (3.7) admet une
unique solution V dans C ([O, Tol; E+ Hz).

Il est important d’obtenir un temps d’existence de la solution indépendant de ¢ pour pouvoir passer a la
limite par la suite. Donnons les principales étapes de la démonstration. On commence d’abord par résoudre le

systeme en utilisant un théoréme de point fixe sur un intervalle de temps de la forme [0, TO‘). Puis, en itérant ce

processus, on obtiendra une solution définie sur un intervalle de temps [0, Ty) avec T, indépendant de ¢, obtenu
grace a des estimations a priori. Pour travailler dans l'espace E +H?, nous utiliserons par la suite la norme

N(®) = IV ()= EIP: + Ve (B2
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équivalente & la norme usuelle sur E + H?. Commengons par donner un résultat préliminaire. On introduit
I’équation d’évolution linéaire
Wi =eWyy, (3.8)

a laquelle on ajoute une donnée initiale W, dans 2. On pose W(t) = W(t)W, pour le flot de la chaleur. On
rappelle le résultat standard [59] suivant

Lemme 3.3.1. L'opérateur de semi-groupe W(t) vérifie

/ 1
”W(t)Hﬁ(Lz) <1l et ”W(t)H[;(]LZ,Hl) <4/1+ et

Démonstration. Pour W, € L*(R), la solution de (3.8) est donnée par
W(t) = W(t)Wo = F 1 (F(Wo)(&) exp(-etE?)),

ou F désigne la transformée de Fourier de L?(R) dans L?(R) et F~! la transformée de Fourier inverse. Ainsi,
pour une donnée initiale W, dans L?(R), on a d’une part

IVOWIE, = L{mwuwda

= J |.7:(W0)|2exp(—2st52)dé
R
< [Wollf -

et d’autre part
V(8 Wollgy = fﬂy(wumz(l +[&)?)de

= [ owoPexp(-2ere?) (1 4 1) e
[ 2£t€2exp(—2€t§2)

2
oo ]uwonu
EeR

ce qui permet de conclure. O

Grace a ce lemme, on peut démontrer la Proposition 3.3.1. La démonstration utilisera la notation suivante.

Notation 3.3.1. Dans les calculs qui suivront, on notera V,,,, oit n est un entier, la dérivée n-iéme de V par rapport a
la variable x. Ainsi, on aura Vy = Viy, Vi = Vi €t Vay = Vigar

Démonstration. Preuve de la Proposition 3.3.1
On cherche une solution mild de I’équation (3.7), c’est-a-dire une solution sous la forme

t
W(t)=W(t)(V(0)-E) —J- W(t—-s)(S(V)(V-E),+Fx(V—E))ds.
0
Pour cela, on va utiliser le théoréme de point fixe de Picard dans ’espace complet C([0, T];H?) sur l'opérateur
7T défini par
t
T(V—-E)(t):=W(t)(V(0)-E) —f W(t=s)(S(V)(V—-E),+Fx(V-E))ds. (3.9)
0

pour t > 0.
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Etape 1: Point fixe. On commence par établir que I’application 7 envoie la boule de centre 0 et de rayon R
de C ([O, T];HZ) sur elle-méme. En utilisant le Lemme 3.3.1, on obtient

t
I7(V = E)(#)llg2 <11V (0) = Ell2 +J; it ﬁ ISV = E)xllgr +IE X (V = E)llgg) ds.

Puisque H!(R) est une algébre de Banach, on a
IS(VIV = E)llss < C(IV = EllZ + IV = Ellg2 )

On n’a pas seulement une majoration par ||V — E”I%}IZ car par exemple, les produits du type %uxx doivent étre

modifiés en A;z’\uxx + %uxx afin que la norme L? de chaque terme soit finie. On a alors que

o

2uxx ||uxx||L2+C||uxx||L2~

E
L2

<
L2

Concernant le terme source, on a

I x (V= E)llggr < c(Ilf llzeo, 1 f lzeo) IV = Ellgr -

On obtient donc

I7(V = E)(#)llg2 <11V (0) = Ellg2 + C(”f”LOO!Hf,”L“)(T + g)SUP(IIV —Elf +1IV — Ellg2). (3.10)
€/0.7]

Ainsi, en considérant une donnée initiale telle que ||V(0) — E||p2 < %, on a montré que pour T assez petit et

dépendant de R, f, f’ et ¢, l'application 7 envoie bien la boule de rayon R de C([O, T];Hz) sur elle-méme.

Il reste & démontrer que 7 est contractante. Soient V! et V2 dans C ([O, T];Hz). Ona

- sL”nﬁ(”s(vl)(vl -v?).

+”(S(V1)—S(V2))sz

HT(Vl ~E)()-T(V? —E)(t)‘

HL

. +||F><(V1 —Vz)HHl)ds

De méme que précédemment, on a les majorations

HS(V)(V1 V).

<V =V vt v

et
||F><(V1—V2)|

< Sl I ) [V = V2.

Le terme restant peut étre controlé ainsi
[(s(vt)-s(v2)ve

toujours en utilisant que H!(R) est une algebre. Ainsi, on obtient la majoration

o <NVl V2=V

HT(V1 —E)(t)—T(VZ—E)(t)’

< 5<||f||Lm,||f’||Lm)(T+ ﬁ)soug(uvl V2 + V- V),

Vel

ce qui permet de conclure que pour T assez petit et dépendant de f, f’, et ¢, l'application 7 est bien contractante

H?2
sur C ([0, T];Hz). On peut donc appliquer le théoréme du point fixe de Picard et en déduire I'existence d’une
solution sur un intervalle de temps [0, T, ].

Etape 2 : estimation a priori. On montre maintenant une estimation a priori sur la solution de (3.7) afin de
déterminer un temps d’existence de la solution indépendant de €. On considere le produit scalaire de (3.7) avec
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V — E. En notant |V| la norme euclidienne de V sur R?® et V.W le produit scalaire associé pour deux vecteur V
et W de R3, cela donne

ij |V—E|2dx+25J- |V, |2dx = —zf (V—E).S(V)(V —E),dx. (3.11)
dt Jg R R
Puisque S est symétrique, on a
—2J (V—E).S(V)(V —E)ydx = J (V—E).S(V),(V - E)dx.
R R

On souligne que

MLE‘

ce qui implique
Ax

Uy 5

X
Uy + —

’

)

||S(V)x||£(R3) = max(|ux|,

Alors, en posant |||S(V),[l| = sup||S( lems) ona

xe

NS(V)xlll < N1 ViellLeo )

Ainsi, on peut controéler le terme non linéaire qui apparait dans (3.11), ce qui donne

fw Elzdx+2€f|V|2 x < ||IS |||f|v E*dx.

Finalement, on obtient la majoration

d
- JR |V —E|?dx < ([sou% ||Vx||Lw(R)) JR |V — E|?dx. (3.12)

On introduit alors le temps d’arrét
=inf{t > 0;||V(t) - Ellg2 > 2||V(0) — Ellgg2 = 2M)}.
Pour T <7 on pose o (T, Vy) := supg 1) | VxllL=(r)- Alors, en intégrant (3.12) en temps, on obtient pour tout t <T,

V()= ElIZ, <IV(0) = Ell, + To (T, Vy)sup [V (s) - E|IZ,. (3.13)

s<t

Cela donne une premiére partie de I’estimation. Il reste a controler la norme L2 de V. Pour cela, on considére
le produit scalaire de (3.7) avec Vy, (on utilise ici la Notation 3.3.1). Des intégrations par parties donnent

%f |Viel? dx + 25_[ [Vyel?dx = —2_[ V. S(V)Vydx — 2J ViyFoy X (V —E)dx — 4_[ Vi By x Vidx.  (3.14)
R R R R R

Pour commencer, on s’occupe des deux derniers termes du membre de droite de 1’égalité (3.14) qui font
intervenir des dérivées de la force de Coriolis. D’une part, on a

—2J Ve Fax x (V = E)dx < 20|l Vialli2lIV = Ell 2.
R

et d’autre part, en utilisant I'inégalité d’interpolation

2
Vil <[1Vaxlle2llV = EllL2,
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on obtient
—4f VewFo x Vedx < 4l ol Va2 Va2
R

3 1
<A N VI 1V = EII,.

Alors, d’apres l'inégalité de Young, les deux termes précédents peuvent étre majorés ainsi
2 [ Vi x (V= B4 [ Viox Vi (1w + 3V =) 1V - EIR, + IVl )
R R

On s’intéresse maintenant au premier terme du membre de droite de (3.14). Avec une intégration par parties on
obtient

—2J Vi S(V)Vydx = 2.[ V3x.S(V)xdex+2j Vs..S(V) Vayda.
R R R

D’une part, en utilisant une fois encore que S(V) est symétrique, on trouve la majoration

2va3x.S<V>v2xdx - —JR Vy S(V), Vardx < |||s<v>x|||fR|vxx|2dx < IVellioge fR IV, P

D’autre part, on a aussi que

2‘J.RV3X.S(V)Xdex = —Z'ER Vo S(V) Vordx — Z-LR Vo S(V) 25 Viedx < 5[|Villpo(mr) jR|Vxx|2dx.

En effet, il suffit de remarquer que

—zj VorS(V)pe Vedx < 3||vx||Lm<R>j VP,
R R

En rassemblant toutes ces inégalités, on obtient
d 77
— | WxPdx <|6sup Vil | [ [VixlPdx+ (I 7llzes + 3V3IF Nl ) (IIV = ENZ + Vil IF2 )- (3.15)
0T

Une intégration en temps permet d’obtenir pour tout ¢ < T I'inégalité

IVex(E)I1F 2 < NV (ONIE 2 + T (60(T, Vi) + I1f "Il + 3\/§||f'||L°°)SliIt3(||V(S) —Ell7, +IVer I )- (3.16)
5<

En réunissant les majorations (3.13) et (3.16), on contrdle la norme N (#) pour tout t < T. On obtient en effet

N(t)> <N(0)> + T (60(T, Vi) + 3V3I|f llps +1If "l ) sup N(s)?.

s<t
Ainsi, en choisissant T tel que 2T (60(T, Vi) + 3V3|[f || + ||f”||Loo) <1, on obtient que
IV (#) = Ellg2 < 2[[V(0) = Ellgg2, Yt < T.

Cela permet d’établir que 247||Vy|lLor) < 1 et 41(3\/§||f'||Loo + ||f”||Loo) < 1 sont des bornes pour 7 le temps
maximal d’existence de la solution. On peut donc itérer le théoréme de point fixe jusqu’a ce qu’a atteindre un
temps indépendant de ¢. Ceci acheve la démonstration de la Proposition 3.3.1. O

On note a présent V¢ la solution du probleme régularisé (3.7). Nous venons de démontrer l'existence locale
de cette solution jusqu’a un temps T indépendant de . On souhaite désormais passer a la limite lorsque ¢ tend
vers 0 pour retrouver la solution du probléme initial, sans diffusion. Pour cela, on commence par établir la
convergence de la suite V¢ — E dans L2,

Lemme 3.3.2. Soit Ty un temps d’existence de la solution de (3.7) qui dépend de la donnée initiale mais pas du
paramétre €. Alors la suite (V¢ — E),., converge dans 'espace C ([O, TO];]Lz) vers une limite notée V —E.

Démonstration. On va montrer que la suite (V¢ —E),. est de Cauchy. Pour cela, on considere 0 <y < e et V¢ et
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V# solutions du probleme diffusif (3.7), et (3.7)”. Alors la différence W = V& — V¥ est solution de

W, + S(VEYW, + (S (VE) =S (VI) VL + Fx W = (e — u) Vi + € Wiy (3.17)
On prend le produit scalaire de (3.17) avec W pour obtenir

1d
SIS < (e VA WI: = [ WS (v Wodx— [ W (S (V)= (V) Vi

Premiérement, puisque I'application de R® dans £(R3) qui envoie V sur S(V) est lipschitzienne, et puisque V#
est uniformément borné par rapport a ¢ dans H?> ¢ W, on obtient

J W.(S(VE)=S(VM) Vidx
R

< CIWIZ,-

D’autre part, en utilisant que la matrice S est symétrique et que V¢ est uniformément borné par rapport a €
dans HZ c W1 on a

< CIIWIEE,.

1 &
3 JRW.(S(V ), Wdx

f W.S(VE)W,dx
R
En réunissant ces inégalités, on obtient que

d

E”WH]LZ < Cle+|[Wllg2).
Ainsi, d’apres le lemme de Gronwall, on a
(IW(t)llL2 < C(Tp, Vo)e,

ce qui permet de conclure que V¢ est une suite de Cauchy dans C ([O, To];]Lz). O

Il reste a récupérer la régularité H?Z de la solution. Pour cela, on utilise le lemme suivant.

Lemme 3.3.3. On considére une suite (w,), bornée dans C([O, TO];HZ(R)) et qui converge vers une limite w dans
C([O, TO];LZ(R)). Alors (w,), converge vers w dans l'espace C ([0, Ty]; H*(R)) pour s < 2, dans L°°([0, TO];HZ(]R))
faible étoile, et la limite w est faiblement continue a valeurs dans H*(R).

Démonstration. Puisque la suite (w,), est bornée dans L* ([O, TO];Hz(R)), alors d’apreés le théoréme de Banach-

Alaoglu-Bourbaki [16], elle converge dans L™ ([O, TO];Hz(R)) pour la topologie faible étoile, vers une limite qui
est nécessairement w. Ainsi, par interpolation on a

2—
lw = wellgs < llw—well 2 Ilw = well};,

et donc la convergence dans H*(R) pour s < 2. Puisque w appartient a C([0, T,]; L(R)) N L®([0, T, ]; H*(R)), alors
le lemme de Strauss [64] permet d’établir que w est faiblement continue & valeurs dans H?(R). O

On a désormais tous les ingrédients nécessaires pour conclure.

Démonstration. Preuve du Théoréme 3.1.1.

Grace au Lemme 3.3.2, on sait que la suite (V¢), donnée par la proposition 3.3.1 converge dans l’espace
E + C([0, Ty];L?(R)). On peut donc appliquer le Lemme 3.3.3 pour obtenir une régularité plus forte de la limite
V, qui suffit pour passer a la limite dans le systeme régularisé (3.7). Ainsi, V est solution du systeme initial
sans diffusion (3.6).

De plus, cette solution est unique. En effet, en considérant deux solutions V! et V2 de (3.6) et en posant
W = V! - V2, on obtient I'inégalité

d
Z7IWlh2 < ClIWIlL2,

en utilisant des arguments similaires a ceux présentés dans la démonstration du Lemme 3.3.2. Cela permet
d’établir que ||[W]|};2 <0, autrement dit, on a I'unicité de la solution dans E + C([0, Ty |; H*(R)), pour s < 2.
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Il reste a montrer que V appartienta E+ C ([O, TO];]HIZ). Puisque V., est faiblement continue a valeurs dans

IL2(R), il suffit de montrer que la fonction t > ||V,Cx(l‘)||I:E2 est continue. Pour cela, on utilise I'inégalité (3.15)
valable pour € = 0, ce qui donne

t
”Vxx(t)”]iZ(R) - ||Vxx(t0)||i2(R)' < CJ (”V(S) _E”]IZ-HZ(R))dS'

to

Ceci acheve la démonstration du Théoréeme 3.1.1. O

3.3.2 Existence globale pour le systéeme régularisé

Nous venons de démontrer I'existence locale de la solution de régularité H? pour le systéme (1.23). On ne
peut pas espérer démontrer un résultat d’existence globale sans hypothese supplémentaire puisque les systémes
hyperboliques développent des solutions discontinues en temps fini (voir [34, 35, 62]). Néanmoins, en suivant
le programme de [42] (voir aussi [65]), on peut montrer que le systéme régularisé (3.7) admet une solution
définie pour tout temps, pourvu que la donnée initiale soit suffisamment proche de I’équilibre E = (1,0,0).
Plus précisément, nous démontrons le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1. Soit ¢ > 0. On suppose que V(0) — E est dans H?(R) et que f,f’ et f” sont bornées. Il existe o
suffisamment petit et dépendant de ¢ et ||f’||p, tel que si ||V (0) — E|lgn < 6 alors la solution de (3.7) existe pour tout
temps t > 0.

Pour démontrer ce résultat, nous introduisons les fonctions

—2\2
W(V)=%2<u2+v2)+l(Az_A ]

2 4

et
2

Au, 5 50 APuA2-A
1) =g |

qui est le couple d’entropie (2.8) réécrit dans les variables (A — A, u,v)T. On rappelle que si V est une solution
réguliére de (3.6), on a
Iin(V)+dxq(V) = 0.

Pour le probléme régularisé, ce couple vérifie
81‘7](‘/) +dxq(V) = EU,(V)QXXV = eaxxﬂ(v) - ‘SVx'””(V)Vx-
En intégrant cette relation en espace on obtient

d

— 17(V)dx+sf Very”(V)Vedx =0, (3.18)

ou la matrice hessienne de 77 est donnée par

wiv? 302 A Au v
1 8% 2 2
’ — Au A
Av A
v 0 7

—2
et vérifie y”(E) = /\TI3' c’est-a-dire que son évaluation en E est une constante que multiplie la matrice identité.
En supposant que ||V (0) — E|lgn < 6, on peut poser
Ty = inf{t > 0;max ||V (£) - EllLa, [[Vi(£)llL2) > V3).

On souhaite montrer que Ty = +co. Ceci nous donnera une estimation globale H! de la solution. La régularité

complémentaire H? s'obtient grace a 'inégalité (3.10). En effet, pour 7 assez petit tel que C (||f|l e, Ilf 'llr) (T + %) <
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%, on controle la norme H? de la solution pour tout ¢ € [0, 7] puisque
IV (#) = Ellgz < 2[[V(0) = Ellg2 -
Ainsi, pour tout n € N tel que nt < Ts,on a

IV (17) = Ellgzz < 2"[|V(0) - Ellg2,

ce qui permet d’assurer que la norme H? de la solution est finie pour tout temps ¢ > 0 si la solution est globale

dans H!. On commence par remarquer le résultat suivant.

Lemme 3.3.4. Supposons que ||V (0)— E|lg1 < 6. Pour & suffisamment petit vérifiant Vo < %, et pour t € [0, Ts]

” T
— A=Al < Vo (et donc 4 <A< 30).
Démonstration. Sit < Ty alors |V (t)— Ellgn < Ve.

=2
— Par continuité de n”, on a alors que 1" (V) > %13 >n"(E).

— D’aprés I'inégalité d’Agmon, pour tout u € H!(R) on a ||u||%oo <|lullp2llugllz2. 11 suffit alors d’appliquer cette

inégalité a A — 1 € H'(R).

En utilisant ce lemme, on peut établir une premiére estimation.
Lemme 3.3.5. Soit 6 > 0 vérifiant les hypothéses du Lemme 3.3.4. Alors, pour tout t < Ts on a

t
V() ~EIR, + 4ef V()2 ds < 962
0

Démonstration. On intégre en temps 'inégalité (3.18), ce qui donne

Y ot _5\2
J((f—f) +4/\2(u2+v2))dx + 4/\25f IVi(s)l2ods < J((A%—/\z) +4Ag(u§+v§))dx.
R 0 R

Grace au Lemme 3.3.4, on peut majorer le membre de droite de I'inégalité (3.20) par
—2 2 —2 5
9AIV(0) - Ell{, <9467,
et minorer le membre de gauche de I'inégalité (3.20) par
-2 -2 ("
ATV —Ell7, +4A ej IVill? 2 ds.
0
Ainsi, en rassemblant les diverses inégalités on obtient
t
IV ()= ElIf, + 4€f IVa(9)lIf 2 ds < 962,
0

pour tout t < Tj.

O

(3.19)

(3.20)

O

L’estimation précédente permet de controler la norme I.> de V — E. Il reste alors a donner une estimation de

la norme L? de V,.

Lemme 3.3.6. Soit 6 > 0 vérifiant les hypothéses du Lemme 3.3.4. Alors, pour tout t < Ts on a

d
rLAGIE

3 10 )
—— IV (@)l + 60 I e Vi ()l
4¢)3

(3.21)
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Démonstration. On multiplie le systeme régularisé (3.7) par —V,,. Apres quelques intégrations par parties, cela

meéne a
1d

b¥T, —||Vy ||]L2 + £||VM||]Lz =- ‘fR Ve Fxx(V—-E)dx+ jR Vi S(V)V, dx.
Premiérement, puisque S(V') est symétrique, on a
1 1 )
Vi S(V)Vy == Ve.S(V) Vidx < - ||S(V)x”£(R3)|Vx| dx.
R 2 Jr 2 J)r

Comme précédemment, on a la majoration

fnsx(wuma)wxﬁdxg f V,Pdx.
R R

On utilise alors I'inégalité de Gagliardo-Nirenberg

1-
llulle < con IVullg llull®

vraie pour Il’ = (% - ,1—1)0( + I_Ta, ol n est la dimension de I'espace considéré. Ici, on a n = 1, p = 3 et on veut obtenir
des majorations pour r = g = 2, ce qui donne & = 1/6. De plus, on a cgy < 1 dans ce cas particulier. On obtient

alors en appliquant cette inégalité, puis I'inégalité de Young

3 x||L2
4 (4e)h

f ViPdx < (Vi lIVAlE < ell Vg2, +

Deuxiemement, on peut majorer le terme faisant intervenir la force de Coriolis en faisant appel a I'estimation
(3.19), ce qui donne

—J- Vi.Fe x (V= E)dx <||f |l lIV = Ellp2lVillz < 36llf Nl Villp2-
R
Pour conclure, il suffit de rassembler les différentes inégalités. On obtient alors I’estimation annoncée. O

Tous les ingrédients sont réunis pour démontrer le résultat d’existence globale de la solution pour une
donnée initiale petite.

Démonstration. Preuve du theoréme 3.3.1.
D’une part, le Lemme 3.3.5, montre que pour ¢ petit, on a

IV (t)—Ellp2 < 36 < V6.

D’autre part, le Lemme 3.3.6 permet d’établir en multipliant 'inégalité (3.21) par %||Vx(t)||]Lz que pour tout
t<Ts,ona

d 3 2
27 Va0l < 4(45) —[IVi(t )”]Lz +90If lleoll Vi (D)l 2

S[ ’ - (V8)7 + 951 f Il [[IVi (1)1

4(4¢)3

On integre cette inégalité en temps, et on utilise I’estimation (3.19) qui donne en particulier la majoration

952
Vi( <
j IVe(B)liF dx i

Ainsi, on obtient

3 9 5 95>
IIVX(t)IIL25[4( (Vo) +9slf’ ||Lm]4—+5

48)%

pour tout t < Tj.
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On choisit o suffisamment petit et dépendant de ¢, pour majorer le membre de droite de cette inégalité par

3
(\/3) . Ainsi, les majorations ||V — E||;2 < V& et ||V, |2 < V6 sont valides pour tout temps, ce qui signifie que la
solution est globale, puisque T5 = +co. O

Remarque 3.3.1. Techniquement parlant, la dépendance en ¢ du parameétre 6 empéche de passer a la limite et
d’obtenir un résultat analogue pour le systeme hyperbolique initial.
3.4 Systeme 2D a température variable

Dans cette section, on démontre le Théoréme 3.1.2 d’existence locale d’une solution du systeme 2D avec
température variable (1.22), que I'on reformule de fagon plus compacte comme

9,V +M(V)VV +E(V -E) =0, (3.22)

ou V = (hu,v,0)T est le vecteur des variables primitives, E = (E, 0, 0,5) est la solution a I’équilibre au repos,
F(V —E)=(0,-fhv, fhu,0)T est la contribution de la force de Coriolis dans le systéme, et

u h 0 0 v 0 h O

AV 0 0o & 0 0
mov) =AYV onagy 2|80 ¥ 7 | et B(V) = v il

B(V) 0 0 u O g0 0 v £

0 0 0 u 0 00 v

On renvoie aux Lemmes B.0.1 et B.0.2 pour les résultats concernant la positivité de & et 6. On introduit la suite
de problémes linéaires définis par V? = V(0) et

o, VF e m(VE) vV 4 RV ) =0, (3.23)

Nous allons montrer que la suite (Vk)k>0 converge dans le bon espace vers une limite V — E, solution du
probléme de Cauchy (3.22) avec une condition intiale V(0) qui vérifie les hypothéses du Théoréme 3.1.2.
Fixons quelques notations. Si H™ (R2) est ’espace de Sobolev classique dont un élément et ses dérivées

4
jusqu’a la dérivée m-iéme sont dans L? (Rz), alors on note H"” := H™ (Rz) . On utilisera aussi la notation IL?

f 2 (m2\¥ o 7 oo o (2} : T
pour désigner L (R ) et L™ pour L (R ) . Dans la suite, on utilisera la norme
N(V)2:= IV = EIE, + 1AV + 1AV, IIE )

pour travailler sur I'espace H?3.
Tout d’abord, montrons que pour k fixé, le probleme de Cauchy (3.23) est bien posé. La démonstration
utilise la version améliorée suivante du théoréme de Lax-Milgram, que I'on peut retrouver dans [49].

Lemme 3.4.1. Soit b(v,w) une forme bilinéaire continue sur L2 xH! et coercive dans 1.2, Alors, pour tout g dans L2
il existe un unique v dans IL? tel que pour tout w € H',

b(v,w) = J;Qz qw.

Lemme 3.4.2. L'équation linéaire (3.23) munie d’une donnée initiale V° = V(0) dans 1> forme un probléme de
Cauchy bien posé dans 2.

Démonstration. On se donne V¥ pour k fixé. On résout itérativement le schéma suivant
vl oy am(VE) vyt eF (v = 0. (3.24)

dans I.? pour 7 > 0. On commence par montrer que l’application qui a V" associe V"*! est bien posée, grace au
Lemme 3.4.1. La forme bilinéaire considérée est

b(V, W)= _[Rz (V.W + rlf(\/).W)—rJRz vV (m(vk)w).
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Elle est coercive dans L2. En effet, pour toute matrice symétrique S € M4(R), on a la relation

1
J V.SVX:—EJ V.S, V,
R2 R2

obtenue grace a une intégration par parties. Ainsi, on en déduit que

J;@z vy(m(vF)v)

ou C dépend de la norme L™ de Dm(Vk). Ainsi, pour 7 suffisamment petit, on a bien b(V, V) > C||V||]]242 avec
C>0.

De plus, on vérifie facilement que pour V € L? et W e H on a [b(V, W)| < 5||V||L2 [|[W{lg, c’est-a-dire b est
continue sur L2 x H!.

2
v <ClVIR,

On considére maintenant le produit scalaire de (3.24) avec ymtl e qui donne
vt < [Vt v ie + ee[[v ..

On utilise I'inégalité de Young pour décomposer le produit ”V"“rl ||ILZ ||V"™|.2 en somme, puis on regroupe les

termes en V™ et V"1 On a alors 5
1 2
(1= 220) V|, < V™

Pour T fixé et mt < T, on obtient
V™ 12, < (1 -22C) " VO, < exp(To) | VO,

Ainsi, on peut passer a la limite quand 7 tend vers 0 dans I’équation linéaire (3.24). De plus, en introduisant
l'opérateur linéaire borné P défini par PV = m(vk)vv +F(V) pour tout V € L2, on peut remarquer que la suite
(V™),s0 vérifie

V™ = (Id - tP)"V,. (3.25)
D’aprés [59], poser T = T/m et passer a la limite dans (3.25) implique que la limite V¥*1 := linrqn V™ + E est
solution de (3.23), puisque

T —-m
lim (Id o ) Vo = exp(TP) V.

m—0

O

On s’intéresse maintenant a la régularité de la solution de (3.23). Pour cela, nous allons symétriser le systeme
grace au symétriseur M(V) (3.4) introduit dans la sous-section 3.2.3. On rappelle qu’il s’agit d’'une matrice
symétrique définie positive. Ainsi, pour tout V € L2,

VI, oy = J};@Z VM(VF)Vx,

est une norme équivalente a la norme usuelle sur IL?, puisque les valeurs propres de M (Vk) sont bornées par

des constantes positives indépendantes de VX. En effet, les valeurs propres de M(V) sont données par g (valeur
propre double) et % + 2—6 + %2 + %. On peut les controler en utilisant les Lemmes B.0.1 et B.0.2. Ainsi, pour
obtenir des estimations a priori dans H?, nous travaillerons avec la norme équivalente & N (V) définie par

2. 2 2 2
Nag(vi) (V)2 = IV = EIE, gy + AV gy * 1AV ag vy

On peut alors démontrer le lemme suivant.

Lemme 3.4.3. Soit R = 2N(Vj). Il existe T assez petit et dépendant de M tel que pour tout k, la solution V¥*1 de
(3.23) vérifie
supN(Vk”(t)) <R.

t<T
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Démonstration. Nous allons travailler sur le systéeme symétrisé
M(VF)o, v+ s(VE) vV M(VE)F(VE - E) =0, (3.26)

ou

On cherche a controler la norme L2 de V¥*! — E. Remarquons que par symétrie de M(Vk) ona

IV By =2 [ (v B (V) (vH <),
+ JRZ (VT —E)M, (VF)(VE - E)dx. (3.27)
On peut controler le second terme dans le membre de droite de (3.27) par
JL (vt gt (vA) (v =) < e[ vE

En ce qui concerne le premier terme dans le membre de droite de (3.27) on considére le produit scalaire de
(3.26) avec VKL _E ce qui donne

—[RZ(V"“ —E)M(VF)(vE! —E)tdx+j

(v"+1 —E)s(vk)vvk”dx =0.
RZ

On commence par traiter le terme en S4 (Vk). Puisqu’il s’agit d’'une matrice symétrique, on a

_—[RZ (vhe! —E)SA(Vk)(vk+1 —E)de = %JRZ (VF —E)s{ (VF)(vM! - E)dx.

s ()],

S,’?(Vk)m = sup

xeR2

Alors, en posant H , il existe une constante c telle que, grace aux injections de

(R%)
Sobolev, on ait la majoration

s (v e 1V oy < V-

Le terme faisant intervenir S8 (Vk ) peut étre contrdlé de la méme fagon. Ainsi, on en déduit la majoration L2 de
VKk+1 _E suivante p )
2 2
iV ey < €V () Vil JIVE - (328)

On cherche maintenant a contrdler la norme L> de AV *!. Toujours par symétrie de M (Vk), ona

%”AV,?“”@M(V,{) :2f AVf+1M(Vk)AVft+ldx+f AVEIM, (VF)AVE dx. (3.29)
, R2

R2
On peut majorer le second terme dans le membre de droite de (3.29) comme précédemment. Pour majorer le
premier terme, on dérive deux fois le systeme initial (3.23) par rapport a x, puis on le multiplie a gauche par

M(Vk) et enfin, on en prend le produit scalaire avec AVX*!. On a alors

[ ZAV,Z‘“M(V")A(AX(V")V,Z‘” +A(VF)VET)dx

J- AVEIM(VF) AV dx = -
R2 JR

.
-, AVELM(VE)A (B, (VF) Vit + B(VF)VET ) dx (3.30)

[ AVEIM(VF) A, (Fx (VE*! - E))dx.
JR2
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Notons le deuxieme terme a droite de I’égalité (3.30)
— k+1 k k\ v k+1 k\y/k+1
I ._J]RZAVX M(VF)A(Bo(VF) Vit + B(VF) VD).

Le premier terme peut étre controlé de facon similaire. On sépare I, en deux parties et on utilise que A(ab) =
Aab+aAb+2VaVb. On commence par gérer le premier terme de I, ce qui donne pour la partie en Aab + aAb,

JRZAV,Z‘“ M(VF)(AB(VF) Vi +B(Vk)XAVyk“)dx|
<o [Vl Ve s ava e lavalls + e [V H o [Tvallow lave e lavs=t]l,.
< 5N(V’<)2N(V’<“)2.

Gréce a I'injection de Sobolev H' c L%, le terme en VaVb est majoré par

fRz AVEIM(VF)VB(VF) VY dx

< ||VE[L lAvEH e Vvl [V Vs
< EN(Vk)zN(Vk“)Z.

Le second terme de I, peut étre majoré de fagon similaire, a I’exception d’un terme pour lequel on utilise la
symétrie de S8 (Vk). On procede ainsi

J;RZAV,?“SB(V")AV)Z‘y“dx‘ = —%JRQAV;‘“SB(V")yAVf“dx
< eal|VE e [Vl v s
<eN (VAN (VEY
On a alors établi que

I, < EN(V")ZN(V"“)Z.
Le dernier terme de (3.30) est majoré par

J AVEIM(VE) A, (F(VFH))dx 2
RZ

<c(F)N (VF)N (VA
ot ¢(F) est une constante qui dépend de la norme L™ de f, f” et f”. Finalement, on a

d

= ||AVf+1“]2L2,M(Vk) < C(F)(N(V’<)+N(V’<)2 + ||Vtk||M)N(Vk“)2. (3.31)
2

L2,M(Vk)
I’équivalence des normes N (V) et NM(Vk)(V) et en combinant les inégalités obtenues, on a

bpres : d k+1 d k+1]|2 13
Par symeétrie, on peut majorer ; HAVy ” exactement comme ”AVX ”]LZ,M(Vk)‘ Alors, en utilisant

%N(V"“)2 < C(F)(N(Vk)+N(Vk)2 + ||Vtk||Loo)N(Vk+1)2.

Par le lemme de Gronwall, on obtient

t

N(VE (1) < N(V(O))zexp(L CR)(N (VH(s))+ N (V) + ||Vt"(s>|lm)ds)-

Soulignons que V[ est bien dans L™ puisque

[VE, . = ||S(V"‘1)VV" +E(VE —E)H]Lm < (N(Vk‘1)2 + c(F))N(Vk).
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Cette remarque permet de conclure que pour T suffisamment petit et dépendant de R, on a

N(VEL (1) <R

Grace a cette estimation, nous pouvons montrer le résultat du Théoreme 3.1.2.

Démonstration. Preuve du Théoréme 3.1.2. R
. + .
On veut montrer que la suite (V¥) converge. Pour cela, on pose Wkl — yktl _yk o xkt1 = V2AVE Op obtient
q 3 8 p 2

Wtk+1 +m(Xk)VWk+1 +Ex Wk = _m(wk)vxku_ (3.32)

On peut voir cela comme une équation similaire a (3.23), avec un terme source supplémentaire. En multipliant
cette équation par le symétriseur M (Xk) et en prenant le produit scalaire avec W1, on a

j WM (xF) W,k+1dx+'[ W (S (XF) vt M (xR ) m(wk)vx ) dx = o.
R2 R2
En procédant de la méme fagon que dans la démonstration du Lemme 3.4.3, on a

<c R [WHL,

Wk+15(Xk)vwk+ldx

R2
puisque X — E est borné dans H3. Le terme restant peut étre contrdlé de la facon suivante
k+1 k k k+1 2 k+1 k
[ et (ot m (w) vt < o | w
ce qui donne finalement

WA () e R o o [

D’autre part on a

J}Rz Wk M (Xk)t Wl dx < e (R? + c(F)R) [ Wh*! ||12Lz .
En posant K =c3 (R2 + C(F)R), on obtient

d
e It s k(w2 W w1 )

On divise cette inégalité par HWk+1 ”]LZ exp(Kt/2), ce qui donne
d
(W @] 2 exp(-K1/2)) < §c~||wk||L2 exp(-Kt/2).

On intégre cette inégalité entre 0 et t < T, ce qui donne

[ 0 < texpiior2) - ysup [ WG

Pour T, assez petit tel que c(exp(KT)-1) < % on obtient

supl[w 0] <

sup ||Wk(s)||]Lz .
(0,7 (0,T)

Ainsi, la série ) wk converge dans C ([0, TO];Lz), donc son terme général tend vers 0. On en déduit que (Vk)k

est une suite de Cauchy dans C ([0, To];Lz) et on note V — E sa limite. En outre, W* est borné dans H? donc
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pour tout & > 0, la suite (Vk)k converge dans C ([O, TO];H3’£) vers V — E. De plus, puisque V — E appartient a

L*([0, T],H?), le lemme de Strauss permet d’établir que V —E est faiblement continue a valeur dans H3. Or les
applications t - [[AV,(t)||j2 et t — ﬁ’AVy(t)”LZ sont continues. En effet on peut obtenir 'analogue de I'inégalité
(3.31) pour V en suivant les mémes étapes appliquées au systeme initial. Ainsi, on retrouve

d
T IAVAE: ) < CENN(V) + N(V) +[[Vill )N (V)2

que l'on peut intégrer en temps pour obtenir

t
AV 2 pr vy = AVl t0)IE 2 pp ) < f C(F)(N(V($))+ N(V(s))> +Ve(s)llg )N (V(5))ds,

to

ce qui donne la continuité de I'application t — ||AV,(t)||; 2. On montre de méme que ¢ — HAVV(t)||M est continue.

On peut donc passer a la limite et V — E est solution du probleme d’évolution quasi-linéaire (3.22).
O
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette deuxieme partie, nous avons étudié quelques aspects théoriques liés aux équations de Saint-
Venant avec effets rotatifs et thermiques. Nous nous sommes concentrés sur la démonstration de l'existence et
de 'unicité d’une solution locale réguliere au probléme de Cauchy. Nous avons démontré ce résultat pour les
modeles RSW1D et TRSW2D, et les preuves peuvent étre adaptées a tous les modéles citées dans cette these.
Comme nous l’avons vu, le point clé de ces démonstrations repose sur la symétrisation des systémes étudiés.
Pour le systeme diffusif 1D, nous avons également établi un résultat d’existence globale, pourvu que la donnée
initiale soit suffisamment proche de ’équilibre.

Perspectives

En guise de perspective, on rappelle qu’il est impossible d’obtenir un résultat d’existence globale d’une
solution réguliere pour des systemes hyperboliques, puisque des discontinuités peuvent apparaitre dans
la solution méme a partir d’'une condition initiale réguliere. Ce phénomene a lieu méme pour des lois de
conservations scalaires en une dimension d’espace [34]. Ces solutions discontinues sont des solutions faibles, et
parmi elles les solutions entropiques sont les solutions d’intérét qui correspondent aux solutions physiquement
admissibles. Des lors, la question de l’existence et I'unicité d’une solution entropique se pose.

La méthode de viscosité évanescente permet de fournir certains résultats, notamment par le biais du
théoreme suivant que ’'on peut retrouver dans [35].

Théoreme 3.4.1. On considére un systéme hyperbolique du type
= 9
atw-i- tha—XZFZ(W): 0, (333)

admettant un couple d’entropie (1,C), et sa version régularisée
= 9
oyw, + ZWFi(wg) =eAw,.
i=1 !

On suppose que la suite (w,).~q vérifie les deux conditions suivantes
— w, € L®(R%,]0, +o0[),
— w, converge presque partout sur RYx]0, +co[ vers w, lorsque ¢ tend vers 0.

Alors, w est une solution faible entropique globale du systéeme (3.33).

Dans le cas scalaire, KruZkov [43] a démontré de cette fagon I'existence et I'unicité d’une solution entropique,
pourvu que la condition initiale soit L*.

Dans le cas de systémes, les estimations L™ de w, peuvent étre obtenues a ’aide des domaines invariants
introduits par CHueH, CoNLEY et SMOLLER dans [21] (voir aussi [63]). Par exemple, pour le modéle de Saint-
Venant classique sans terme source, cela permet de montrer que la solution du systéme diffusif reste dans le

domaine
D:{(h,hu)eRZ, h>0, -M<u-2+gh<u+2.gh<Mj

ce qui fournit une borne L de w,. Pour vérifier la seconde hypothése, TARTAR [66], puis MURAT [57], et DIPERNA
[28] ont proposé d’utiliser les mesures de Young et la compacité par compensation pour parvenir a passer a la
limite dans les termes non-linéaires du type F;(w,). Cette technique repose aussi sur 'utilisation de couples

43
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d’entropie bien choisis [22, 30, 63]. Pour le systéme de Saint-Venant sans terme source, on obtient alors (voir
[22]) la convergence presque partout de la suite (w,).~o vers une solution entropique globale du systéme.

Adapter ce programme aux systemes RSW ou TRSW pourrait permettre d’obtenir des résultats similaires.
Plusieurs difficultés doivent étres surmontées : d’une part, la prise en compte d’un terme source n’est pas
forcément compatible avec I’existence d’un domaine invariant et d’'une borne L* de la solution du probleme
diffusif; d’autre part il faut chercher a appliquer les mesures de Young et la compacité par compensation a des
couples d’entropie bien choisis, qui différent nécessairement de ceux utilisés pour le systéme de Saint-Venant au
vu de la prise en compte d’un terme source.

D’autres stratégies de démonstrations existent et peuvent également étre utilisées pour établir des résultats
d’existence globale. On peut citer par exemple le schéma d’approximation aléatoire de Grmmm [33] qui a par
exemple été appliqué aux équations d’Euler sans terme source. On pourrait chercher a adapter cette méthode a
nos systemes avec termes sources.
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4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous rappelons les différentes notions et notations liées aux schémas de type Godunov
pour approcher les solutions de systéemes hyperboliques avec termes sources. Bien que ces concepts soient bien
connus, on préfere les réintroduire ici afin de rendre le manuscrit complet. On peut retrouver la plupart des
définitions mentionnées par la suite dans [35, 67, 13, 48] ou encore [25, 54].

Nous commencerons par décrire les schémas volumes finis pour un systéme 1D en toute généralité, ainsi
que les propriétés usuelles de consistance du schéma et de conservativité du flux. On prendra soin de définir
proprement la notion de schéma well-balanced, c’est-a-dire qui préserve une discrétisation des solutions
stationnaires. Dans une deuxiéme section, nous rappellerons briévement le principe du schéma de Gobunov
[36]. Nous finirons par décrire dans une troisiéme section ’'obtention des schémas de type Godunov, introduits
par Harten, Lax et van Leer dans [40], qui utilisent des solveurs de Riemann approchés. Nous donnerons
quelques critéres simples usuels sur ces solveurs pour que les schémas qui en découlent soient robustes et
well-balanced.

4.2 Geénéralités sur les schémas volumes finis
On considére un systéme hyperbolique d’équations aux dérivées partielles de la forme
diw + 4 (F(w)) = S(w)d,Z, (4.1)

avec une condition initiale
w(x,0) = wo(x), (4.2)

ol w(x, 1) : RxR* — Q) est le vecteur des inconnues, F : O — R? est le flux que I'on suppose régulier, S : Q) —
M, (R) une matrice de taille d x p et Z(x) : R — RP est un vecteur de fonctions données et indépendantes

du temps. L'espace Q, appelé espace des états admissibles, est un sous-ensemble de R, supposé convexe et

47
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invariant : si l'on se donne une donnée initiale wy(x) a valeur dans (), alors la solution w(x, t) du probleme de
Cauchy (4.1)-(4.2) reste dans Q). Dans le cadre des équations de Saint-Venant, cet espace est simplement

Q={(hhu,hw)eR3 h>0}, ou Q={(hhuhv,h0)ecR* L>0,0>0},

selon que la température est supposée variable ou non. Les termes sources considérés dans les systemes décrits
dans la section 1.3 font intervenir la topographie z et la force de Coriolis f. Afin d’écrire le systeme sous la
forme (4.1), on utilise la méthode de topographie apparente proposée dans [14, 72] qui consiste a traiter la force
de Coriolis de la méme facon que la topographie. Cela revient a introduire une fonction 1, ne dépendant que de
x, telle que dy1 = f et a poser Z = (z,1)T. Ainsi, les systémes RSW1D (1.23) et TRSW1D (1.24) se réécrivent sous
la forme (4.1) avec respectivement

hu 0 0
Fw)=|hu?+&2 |, Sw)=|gh hv |,

huv 0 -hu

et

hu 0 0

2, g he h
Fw) = hu® + 2= . S(w)= g v ,

huv 0 —hu

huo 0 0

La premiere étape pour approcher numériquement les solutions de (4.1)-(4.2) est de donner une discrétisa-
tion du temps, de l’espace, et des données du probleme. Pour cela, on considere une suite d’intervalles K; de
taille constante Ax qui discrétisent I'espace, dont on note x; le centre et x;_;,, et x;,1/, les extrémités. Le temps
est discrétisé par une suite (+"),50 ot t° = 0 et #"*! = " + At , avec un pas de temps At qui sera précisé plus tard.
On discrétise les termes sources et la condition intiale en considérant leurs moyennes sur chaque cellule

1 1
Z; = r ‘ Z(x)dx, w? = J;g- wo(x)dx

Dans le contexte des volumes finis, w} désigne 'approximation de la moyenne de la solution sur la cellule K; au

temps t"
1

n n

w ~ — w(x, t")dx.
' Ax Jx b %)

Pour alléger les notations, on pose w! := (w}, Z;) et Q = Q xRP. Etant donnée une telle approximation (W})icz)

on cherche a déterminer 'approximation (W” )iz au temps suivant. Pour cela on intégre le systéeme (4.1) sur

K; x [t",t"1], ce qui méne a

tn+1 tr1+1

.X'l 1/2, dt+—J\

La moyenne en temps du flux exact en x;,,, est approchée par un flux numérique noté %/, c’est-a-dire

- F(w(xjt1/2,1) dt+—J. J w)d Zdxdt. (4.3)

t"+1

1
Fiv12 % A, F(w(xis1/2,t))dt.
En ce qui concerne le terme source, on approche sa double intégrale en temps et en espace par

tn+l

(51+1/2+51 1/2) Y J;” w)d, Zdxdt,
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ol S;, 1/, est un terme source numérique calculé a I'interface x;,1/,. On obtient alors le schéma suivant

At
1
wit = w! — —(Fip1p - Ficip) +

t
; i T (Siz1/2 +Si_12)- (4.4)

A
2Ax
Pour des schémas d’ordre 1, les flux numériques F; 1/, et termes sources numériques S;1,, dépendent seulement
des approximations de la solution sur les cellules K; et K;_;. Ils s’écrivent alors sous la forme %1/, = F (W}, w},,)

et Siy1/2 = S(W}, Wi, )(Ziy1 — Z;) avec F et S des fonctions a déterminer qui doivent étre consistantes avec les
flux et terme source continus.

Définition 4.2.1. On dit qu’un schéma numeérique de la forme (4.4) est consistant avec le systéme (4.1) si
F(w,w) = F(w), (4.5)

et si
S(wp, wr)(Zr = Z1) = S(w)(Zr = Zr) + o (lwp —w|+ [wg —w| +|Z; - Z| +|Zr - ZI), (4.6)

quand wy, wg tendent vers w.
Si de plus,
S(wp, Wr)(Zr = Z1) = SW)(Zr = Z1) + 0 (IZr = Z1),
lorsque wy et wy tendent vers w alors on dira que le terme source numérique est strictement consistant avec le terme

source continu.

Remarque 4.2.1. La définition de consistance des termes sources numériques avec les termes sources continus
n’est pas unique. On a choisi ici de considérer I'une des notions de consistance donnée par [13] qui assure que
le schéma approche bel et bien le probléme (4.1)-(4.2) lorsque l'on raffine le maillage.

La notion de consistance stricte permet de s’assurer que I’'on ne propage pas d’erreur a cause de 'approximation
de la moyenne des termes sources méme sur des maillages grossiers, ce qui est typiquement le cas d’utilisation
des schémas well-balanced.

On s’intéresse maintenant aux propriétés du schéma (4.4). Premiérement, remarquons qu’en I’absence de
termes sources, le schéma est automatiquement conservatif, puisque

E witl = E w.
i€Z i€Z

La conservation de la masse est alors une propriété continue que l'on retrouve au niveau discret. D’autre
part, l'une des propriétés que I'on souhaite retrouver numériquement est la préservation de ’espace des états
admissibles Q.

Définition 4.2.2. On dit qu’'un schéma numeérique de la forme (4.4) est robuste si
VieZ w'eQ=VieZ w'leQ.

Enfin, I'un des objectifs majeurs est de réussir a préserver des états stationnaires. Pour cela, il faut commencer
par s’en donner une discrétisation.

Définition 4.2.3. On dit qu’un couple (Wy,Wg) € Q2 est d l'équilibre local s'il vérifie une discrétisation de la relation

d’équilibre continu d, F(w) = S(w)d,Z.

Exemple 4.2.1. Par exemple, le lac au repos continu (2.7) peut étre discrétisé de la fagon suivante

Uy =uUrp = 0,
Vp =VRp = 0,
g(hg —hy +2zr —z1) = 0.
On définira les discrétisations des autres états stationnaires plus précisément lors de la construction des

schémas dans le Chapitre 5. Cela étant dit, on définit clairement ce qu’est un schéma numérique dit "well-
balanced", c’est-a-dire qui préserve les solutions stationnaires discretes.

Définition 4.2.4.

1. Une suite (w;);cy est un état stationnaire discret si les couples (w;, w;,1) sont des états stationnaires locaux pour
tout i € Z.
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2. Un schéma numérique de la forme (4.4) est dit well-balanced si pour tout état stationnaire discret (W} )icz on a
VieZ, w!'=uwl

Lorsqu’il sera pertinent de préciser quel état stationnaire est préservé, on dira qu’'un schéma est well-
balanced s’il préserve les états stationnaires discrets au repos, et qu’il est fully well-balanced s’il préserve
tous les états stationnaires discrets (ceux en mouvement et ceux au repos). Si rien n’est précisé, un schéma
well-balanced est simplement un schéma qui préserve un certain type d’état stationnaire discret (a préciser).

4.3 Schéma de Godunov

Dans cette section, on rappelle la construction du schéma de Godunov. Il repose essentiellement sur la
résolution de problemes de Riemann, qui sont simplement des problémes de Cauchy dont la condition initiale
est de la forme

wy six <0,
w(x,0) = . (4.7)
wg six >0,
avec des termes sources de la forme
Zp six <0,
Z(x)= . (4.8)
Zrsix>0.

On notera Wx (’—t‘,ﬁL,ﬁR) la solution exacte de (4.1)-(4.7)-(4.8) (voir Figure 4.1), avec (x,t) € R x R*. Puisque la
solution est auto-similaire, on notera par la suite £ = . On souligne que ce solveur de Riemann dépend de

(wr, wg) € Q2 := (Q xRP)? et est & valeurs dans Q puisque le vecteur des inconnues w évolue au cours du temps,
mais pas le vecteur des termes sources Z.

ex ex
AL AR

wr

0

FiGure 4.1 — Solution du probléme de Riemann (4.1)-(4.7)-(4.8) dans le plan (x,t). La zone grise représente la
zone dans laquelle la solution évolue. Les valeurs A{* et AZ" sont les vitesses maximales des ondes développées
par la solution.

Voyons maintenant comment est obtenu le schéma. On suppose qu’au temps ¢, on connait une approxima-
tion de la solution constante sur chaque cellule

wax(x, ") =w?, sixeK;.

On cherche a déterminer une approximation au temps t"*! = t" + At avec un pas de temps At qui sera fixé
par la suite. Pour cela, il suffit de résoudre une juxtaposition de problemes de Riemann aux interfaces (voir
Figure 4.2), de la forme

0w+ 0, F(w) =S(w)d,Z,

w(x,0) = {

Z(x) = {Zi—l $1x <Xiy1/2,
Ziy1 S1X> X170

n .
W;_1 S1X<Xj11/2,

wi, sl x> Xi0, (4.9)
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N
—n Wity

Wi

i w;"

Ti—1 Li-1/2 i Tit1/2 Tit+1

FIGURE 4.2 — Approximation de la solution au temps " constante par cellule. A chaque interface, on a localement
la donnée initiale d’un probléeme de Riemann.

On considére ces solutions jusqu’a un temps t"*! = t" + At ou le pas de temps At doit safisfaire la condition
de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)

At j 1

ab /\ex,1+1/2| <-, 4.10

Ax iz I"LR =2 (4.10)
avec /\le’g“ﬂ qui désigne la plus petite (respectivement la plus grande) vitesse d’'onde développée par la solution

du proBléme de Riemann a l'interface x;,1/,. Cette condition permet d’assurer que les solutions des problemes
de Riemann n’interagissent pas entre elles (voir Figure 4.3)

t

/\e.rﬂﬁfl/Q /\em77ﬁ+1/2 /\e.r,'/ﬁfl/Q )\ex7i+1/2

N - i

n n
W;—q w; Wit1
0
T
Ti—1/2 Tit1/2

Ficure 4.3 — La condition CFL assure que le pas de temps At est suffisamment petit pour que les solutions des
problemes de Riemann ne se recontrent pas.

Ainsi, en considérant un pas de temps At qui satisfait la condition CFL (4.10), le schéma de Godunov est
obtenu en deux étapes :
1. La premiére étape est de considérer la juxtaposition des solveurs de Riemann exacts a chaque interface
Xi+1/2

X —X; .
Wa(x, t" +1) = WR(+1/2’W’\?’@71—*—1)’ six € (x;,x;1), t €[0,At];

2. La deuxieme étape consiste & moyenner la fonction précedente sur chaque cellule, afin d’obtenir de

nouveau une approximation constante par cellule au temps " + At

1 1 Xi+1/2
wit = —J wax(x, t" + At)dx.
Ax Xi-1/2

On peut résumer cette procédure ainsi
Ax
x

1 (2 X 1 (°
1
wiTH' :E . WR(E}@?_l,@?)dx-'-EJ:%WR(E’@TIW_H)L{X‘ (411)

En pratique, la résolution exacte du probléme de Riemann peut s’avérer trop complexe, et/ou est assez
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AL AL AR AR

0

FIGURE 4.4 — Solveurs de Riemann exact et approché. La zone gris foncé correspond au cone du solveur exact.
La zone gris clair au cone du solveur de Riemann approché.

colteuse en temps de calcul, ce qui est problématique puisque cette opération est effectuée a chaque interface
et pour tout temps. De plus, I’étape de projection fait perdre la précision obtenue avec les solveurs de Riemann
exacts. C’est pourquoi une alternative a été proposée par Harten, Lax et Van Leer [40]. L'idée est de remplacer

le solveur de Riemann exact par un solveur approché, noté Wy (’—t‘,ﬁL,ﬁR). On parle alors de schéma de type
Godunov.

4.4 Schémas de type Godunov

4.4,1 Construction

Les schémas de type Godunov sont obtenus suivant la méme procédure que le schéma de Godunov. IIs font
cependant intervenir des solveurs de Riemann approchés qui doivent étre construits en respectant plusieurs
conditions que nous allons tout de suite donner. On les choisit auto-similaires et de la forme

wr, si (E < /\L,
WR(E, W, wR) = {WR (&, W, WR)  siAp <& <Ag,
WR si& > Ag,
ou Ay et Ag approchent les vitesses maximales du solveur de Riemann exact A7* et A%, et vérifient Ap < A7* et

AR > A%". De cette facon, le cone du solveur exact est inclus dans le cone du solveur approché (voir Figure 4.4)
et on ne perd pas d’information. A I'instar du solveur exact, on demande au solveur approché de vérifier

Wr (&, w,W)=w, YweQ, (4.12)

11 doit de plus satisfaire la relation suivante de consistance intégrale avec le solveur exact

! Azxv”v(xwa;)dx—l Azxw(xww)dx (4.13)
Ax _% R At’ Lr WR _Ax _% R Atl Ly WR . .
La moyenne du solveur exact peut étre calculée en intégrant le systeme (4.1) sur [—%, %] x [0, At]. On remarque,
d’une part, que la moyenne de la condition intiale s’écrit
Ax
z Ax Ax
wo(x)dx = —wp + —wg,
_Ax 2 2

v

et d’autre part, que sous la condition CFL

(4.14)

N =

At
A—xmax(|/\L|r|/\R|) <
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on a

—~ (-Ax _ _ —~ (Ax _ _
WR(T“,U/L,WR):WLetWR(ZTAt,WL,WR):wR.

Ainsi, la relation de consistance intégrale (4.13) se réécrit

Ax

2
! WR(i,wL,wR)dx

_ wp +wWg At
Ax A At h

> Ax (F(wg) — F(wr))

1 (A % X
b f S (WR(—,wL,wR))aXZ(x)dxdt. (4.15)
Ax Jo J-ax t

En l'absence de terme source, on peut imposer cette égalité pour assurer la consistance entre le solveur exact
et le solveur approché. Néanmoins, il n’est pas possible en toute généralité de calculer exactement I'intégrale du
terme source pour n'importe quelle fonction Z donnée. On introduit alors de facon assez classique, comme
dans [31] (voir aussi [9, 55, 25] par exemple), une approximation de cette intégrale, notée

Ax
— _ (Zr-2Z)) 1 (M7 ( (x L ))
~ z z ,
S(wy, wg) Ax AxAT ), 7%5 Wr WL WR 0, Z(x)dxdt

Ce terme source approché doit étre consistant avec le terme source continu, au sens de la Définition 4.2.1.
En procédant de la sorte, le solveur de Riemann approché ne peut satisfaire qu'une version plus faible de la
consistance intégrale (4.15).

Définition 4.4.1. Un solveur de Riemann approché Wy est dit faiblement consistant s'il existe un terme source
numeérique S(wr, wg) consistant au sens de la Définition 4.2.1 tel que, dés que la condition CFL (4.14) est vérifiée on
ait

wp+wg At

LR S Blwg) - Fwn) + oS (@ TR Zr-Z0) (416

Ax
1 2~ (x
_r~r~ d =
IERRAN .

Ax ) ax At
Pour obtenir un schéma de type Godunov, il suffit de reprendre le formalisme introduit a la section 4.3 et

d’appliquer une premiere étape de résolution des problemes de Riemann aux interfaces, et une seconde étape
de projection. Ainsi, sous la condition CFL

2—;1516;12x|/\gé/2| < %, (4.17)
le schéma de type Godunov s’écrit
el 1 ¥ _ X 1 (0 ~ (x —n ~n
YT T ax , WR(E:wi_ywi)dx+EjA2XWR(Exwwwi+1)dx- (4.18)

Nous allons maintenant étudier les propriétés de ces schémas.

4.4.2 Réécriture volumes finis et propriétés

Faisons maintenant le lien entre les schémas de type Godunov et les méthodes volumes finis. En effet, ils
peuvent se réécrire sous la forme (4.4). C’est 'objet de la proposition suivante.

Proposition 4.4.1. Sous la condition CFL (4.17), le schéma de type Godunov (4.18) se réécrit dans le formalisme
volumes finis (4.4) ou le flux numérique est défini par

0

%VT/ X TR )d
ATy

F F A 1 _
(wp)+F(wg) Ax . WR(é,ﬁL,ﬁiR)dx], (4.19)

F (@, W) = — 2 EE (g —wy)+ 5

et out le terme source numérique S(wy, wr) est le terme source qui apparait dans la Définition 4.4.1 de la consistance
faible. De plus, le flux numérique est consistant avec le flux exact.

Démonstration. On commence par réécrire le schéma (4.18) sous la forme
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”H_— ,wl LW )dx —j WR x,wl LW )dx+—J Axt T@ﬁl)dx.
Pusique la condition CFL (4.17) est vérifiée, on peut utiliser la relation de consistance faible (4.16), ce qui donne

wi  +w! At At
L —S(wi, wiNZi—Zi_y)

i—1

1 _
w?+ = T - E(P(W?)—F(w:l_l)) +

o OVT/(x"""”)d—l OVT/(’CW ~”)d (4.20)
Ax _% R At,wi ,wi+1 X Ax _% R At,wi_l,wi X. .

De la méme facon, on peut écrire que

Ax Ax
1 7 X 1 2~ (X 1 2~ (X
vt =5 WR(E'”‘T’?*‘T’?H)“‘@L WR(E’W’WH)‘{“EL Wiy @101 )

ce qui donne

w!+w! At
wptt = M B Rt ) P+ DS @B 2 - 20

Ax
1 (7

Ax
X 1 2~ (X
_E WR(E,I’I}?,IFD?Jrl)dX-FEJ; WR(E,”&;’;ZP”&;?)CZX. (421)

En faisant la demi-somme de (4.20) et (4.21), on obtient

n+l _ n_ﬁ F( )+F( 1+1)_£( n _wn)
[ i Ax 2 ANt i+1 1
1 3 x 1 0 x
+E . R(E’W’ﬁ?ﬂ)dx Ev[%{WR(E;wT,le)dx
Fw!,)+F(w!) Ax "
5 m(wl wi—l)
1 ¥ x 1 0 X
“r Jy el T g MWR(E'W—PW)“]
At

o (S@Ly TINZi = Zioa) + S@], W) Zisa - Z4),
et on reconnait aisément le flux numérique (4.19). Au vu de la propriété (4.12), on obtient facilement a partir

de cette expression la consistance du flux numérique avec le flux exact, a savoir que F(w,w) = w pour tout
we ). O

Remarque 4.4.1. Remarquons qu’il est possible d’écrire le flux numérique sous forme décentrée. Par exemple,
en considérant uniquement la relation (4.20), et en la réécrivant sous la forme

At Ax 1 (%~ («x S@L W N Ziv1 —Zi)
1 1 1+
w;H ZW?—A—x F(wn) EW?—E WR(E’W l+1)dx+ L l+2
Ax 1 (° x S(wi,, wi)Zi-Zi_)
—F(wzl_l)—m :11+ AtJ WR(E,W?_I,W?)dX— 1 12
At —_ —n
E(S(w- VWiNZi=Zia) + S Wi ) Ziea — Zi).

on fait apparaitre un schéma volumes finis ou le flux numérique s’écrit

L Ax 1 ~ (x _ _ S(wL, Wr)(Zr - Z;)
f(wL,wR) —P('WL)-FE‘WL—EJM WR(EWL,WR)dX-F 2 . (4:22)
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Cette écriture décentrée du flux, également valable sous la condition CFL (4.17) et qui satisfait aussi la
Définition 4.2.1 de consistance avec le flux exact, sera utilisée dans le Chapitre 6 pour définir les flux des
schémas numériques 2D.

Pour obtenir un schéma complétement consistant, il faudra veiller a bien choisir ’expression du terme
source numérique S. Concernant les autres propriétés énoncées dans la section 4.2, a savoir la robustesse et le
caractere well-balanced, il suffit de les vérifier localement sur les solveurs de Riemann approchés. Commencons
par définir proprement les notions de solveur approché robuste et well-balanced.

Définition 4.4.2.

1. On dit qu’un solveur de Riemann approché est robuste si
V(wy,wr) e Q% V(x,t)eRxR:, Wg(& W, wg) € Q. (4.23)
2. On dit qu’un solveur de Riemann approché est well-balanced si

— (X _ wyp six <0,
WR(—;WL;WR): .

t wpg si x>0,
dés que (W, wg) est a I'équilibre local.

Remarque 4.4.2. D’apres la relation de consistance faible (4.16), pour qu'un solveur de Riemann approché soit
well-balanced, il faut que pour tout couple (w;, wg) a I’équilibre local, la caractérisation des états d’équilibre

F(wg) - F(wy) = S(wr, wr)(Zr - Z1),
soit vérifiée. C’est la version discrete de la caractérisation des états d’équilibre continus
0, F (w) = S(w)d, Z.

Au vu de la formulation (4.18) d’un schéma de type Godunov, on peut facilement démontrer la proposition
suivante qui affirme que le schéma hérite des propriétés du solveur approché utilisé.

Proposition 4.4.2.

1. Sile solveur de Riemann approché WR est robuste, alors, sous la CFL (4.17), le schéma de type Godunov associé
est robuste.

2. Sile solveur de Riemann approché WR est well-balanced, alors, sous la CFL (4.17), le schéma de type Godunov
associé est well-balanced.

Démonstration.

1. Dapreés la formulation (4.18) du schéma, 'approximation w?“ est une combinaison convexe d’éléments
de Q, qui est lui-méme convexe, donc le schéma est robuste.

2. Si (W});ez est un équilibre discret alors, toujours d’apres la formulation (4.18), on a w}”l

i € Z, donc le schéma est well-balanced.

— n
=w;, pour tout

O

Pour résumer, il suffit de construire un solveur de Riemann approché faiblement consistant, robuste et
well-balanced pour obtenir un schéma numérique ayant les mémes propriétés. Nous nous concentrerons sur ce
probleme dans le prochain chapitre.
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58 CHAPITRE 5. Construction de schémas well-balanced et fully well-balanced

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la construction de schémas numériques préservant toutes les solutions
stationnaires discrétes des systemes (1.23) et (1.24), autrement dit, des schémas fully well-balanced (abrégé en
schémas FWB). Pour cela, nous allons utiliser des schémas de type Godunov qui présentent ’avantage de tirer
leurs propriétés des solveurs de Riemann approchés utilisés. Des schémas de type Godunov fully well-balanced
ont déja été proposés pour des modeles de type Saint-Venant avec des termes sources, comme par exemple la
topographie [9], la friction [32], ou la friction de Manning [56], mais, a notre connaissance, pas pour la force de
Coriolis. Notre objectif est de prendre en compte a la fois la topographie et la force de Coriolis, en nous basant
sur des travaux déja existants. On fera par exemple référence a [12, 55] ou aux theses [54, 25, 53].

Dans la suite, différents solveurs reposant sur une approche commune seront construits et comparés
numériquement. Nous commencerons par proposer un solveur simplement well-balanced, c’est-a-dire qui
préserve les états stationnaires au repos. Cela permettra d’une part de mettre en place dans un cadre simple
la stratégie proposée, et d’autre part de fournir un point de comparaison entre solveur well-balanced et fully
well-balanced au niveau numérique. Puis nous proposerons trois solveurs fully well-balanced obtenus grace
a une linéarisation ou quadratisation des relations de consistance a I’équilibre. Décrivons des a présent cette
stratégie commune aux quatre solveurs.

5.1.1 Structure générale des solveurs de Riemann approchés simples

)\1 )\2 )\m

Ficure 5.1 — Solveur de Riemann approché général.

Dans le but d’obtenir des solveurs de Riemann approchés simples, on approche la solution exacte dans le
cOne de dépendance par une succession d’états intermédiaires constants. Les solveurs de Riemann approchés
que l'on va construire sont donc de la forme
wpsi &< Ap,
w’fsi/\L<c§</\1,

. w si A <&E< Ay,
Wi (&, wp, wg) =1 (5.1)

wfnsi)\m<£</\R,

wg si € > Ag,

avec wr € ), V1 < i < m (voir Figure 5.1). Plus il y a d’états intermédiaires, plus on a de degrés de liberté et donc
de possibilités de créer un solveur qui vérifie toutes les propriétés que ’'on souhaite. D’un autre c6té, moins un
solveur a d’états intermédiaires, plus il est facile et rapide a calculer. On cherchera un compromis entre ces
deux aspects.

Un solveur de Riemann approché bien connu et qui sera mentionné plusieurs fois dans la suite, est le solveur
HLL proposé par Harten Lax et van Leer [40]. Il s’agit d’un solveur congu pour des systémes sans terme source,
avec un seul état intermédiaire (voir Figure 5.2) défini par la relation de consistance (4.16) sans terme source

wor s = ARWR=ALwr  F(wg) - F(wg)
HLL Ar—AL Ar—AL

(5.2)
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WHLL

wr WR

Figure 5.2 — Solveur HLL.

Ce solveur est un bon solveur de référence puisqu’il possede de bonnes propriétés comme le fait d’étre
entropique (voir [40, 67]). De plus, la hauteur hy; pouvant se réécrire

hr ht
hyrp = ————(Ar —ug) - ————(Ap —up),
HLL /\R_/\L( R~ UR) /\R_/\L( L—ur)

il suffit de choisir A} et Ay telles que A < up et Ag > up pour assurer que hyy; > 0.

D’autre part, les vitesses minimales et maximales des ondes des solveurs approchés, A; et Ar vérifiant
AL <0< Ag, qui approchent les vitesses minimales et maximales du solveur exact et calculées dans les sections
2.2.4 et 2.3.4 seront données par

AL :min(_|”L|_\/g9Lth —|MR|—\/39RhR): (5.3)
Ag = max( [ug|+gOLhp, |ugl + \gOrhg), (5.4)

avec Oy et 0 égaux a un lorsque l'on cherchera a approcher les solutions du systéme a température constante.
On peut retrouver ces définitions dans [67].

wr, WR

Ficure 5.3 — Configuration well-balanced que I'on souhaite atteindre lorsque (wy,wy) est a I’équilibre local.

Enfin, dans le but d’obtenir un solveur well-balanced, il est nécessaire de considérer au moins deux états
intermédiaires. En effet, un solveur avec un seul état intermédiaire, de la forme
wpsi&<Ap,
Wr (&, W, wR) =qwr si A <& < Mg,
WR sié&> /\R,

ne peut pas préserver les états stationnaires puisqu’il ne peut pas se retrouver dans la configuration well-
balanced (voir Figure 5.3) donnée par

wp si € <0,

Wi (&, Wy, WR) = {wR GE>0
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sauf dans certains cas particuliers, comme lorsque w; = wy par exemple. Pour avoir une chance de vérifier la
propriété well-balanced, il faut que le solveur posséde au moins une onde de vitesse 0, donc au moins deux états
intermédiaires. Cette onde correspond a celle induite par les termes sources dans le solveur exact (voir section 2.2
et section 2.3). On proposera dans la suite des solveurs de Riemann approchés comprenant au maximum quatre
états intermédiaires, que l’on simplifiera le plus possible. Ainsi, méme dans un solveur comprenant cinq ondes,
on essayera de se ramener a une configuration avec uniquement deux états intermédiaires pour certaines
variables, lorsque c’est pertinent.

5.1.2 Stratégie de construction des solveurs de Riemann approchés

On se focalise ici sur le cas d’un solveur a deux états intermédiaires, c’est-a-dire de la forme

wpsié<Ap,

wsiAp <&E<O,

Wi (&, W1, WR) = (5.5)

wksi0<&E<Ap,
wpg si &€ > Ag,
Cela permet d’une part d’expliquer sur un exemple simple la stratégie qui sera utilisée pour obtenir un schéma
well-balanced, ou fully well-balanced. D’autre part, on se ramenera souvent a une configuration similaire par la
suite, ce qui justifie que I'on s’y intéresse.
Nous allons passer en revue pour un tel solveur les réécritures des différentes propriétés a vérifier.

5.1.2.1 Consistance faible

Pour déterminer les inconnues w’L* et wﬁ, on utilisera notamment les relations de consistance faible de la
Définition 4.4.1. On peut en donner une version plus précise dans ce contexte.

Proposition 5.1.1. On considére un solveur de Riemann approché avec deux états intermédiaires de la forme (5.5)
avec A\p < 0 < Ag. Alors, sous la condition CFL (4.14), ce solveur est faiblement consistant au sens de la Définition
4.4.1 si et seulement si

ARwk = Apwi = (Ag = Ap)wpp + (WL, Wr)(Zr — Z1). (5.6)

Démonstration. Sous la condition CFL (4.14), I'intégrale du solveur de Riemann approché sur —%, %] est

donnée par

Ax
7~ A A
J A WR (Ait,ﬁ;L, H7R)dx = (/\LAt + TX)WL - /\LAth + /\RAfU/E + (TX - /\RAf)U/R.
Une simple réorganisation des termes permet de réécrire la relation de consistance faible (4.16) sous la forme
AR(Wg = wg) + Ap(wy —wy) = —(F(wg) = F(wy)) + S(WL, Wr)(Zg ~ Z1),

ce qui donne immédiatement (5.6) d’apres la définition (5.2) de wyy . O

5.1.2.2 Well-balanced

Les autres relations nécessaires pour déterminer les inconnues wj et w sont fixées a I'aide de la caractérisa-
tion discréte des états d’équilibre donnée par

F(wg) - F(wy) = S(wg, wr)(Zr - Z1), (5.7)

qui doit étre vérifiée dés que (wy, wy) est a I'équilibre local, d’apres la Remarque 4.4.2. On fait le choix d’imposer
que les états intermédiaires w’{, wﬁ vérifient cette discrétisation c’est-a-dire

F(wg) - F(w}) = S(wy, wr)(Zg - Z1). (5.8)

avec S(wy, wg) = (0,8"(Zr-2Z;), 8" (Zr—Z})) le terme source numérique qui sera défini ultérieurement. Le flux
continu F étant non-linéaire, ces relations devront étre modifiées pour faire en sorte que le systeme (5.6)-(5.8)
puisse étre résolu de facon directe.
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5.1.2.3 Discrétisation des termes sources

Pour donner une discrétisation well-balanced des termes sources, on utilisera d’une part la caractérisation
discrete des états d’équilibre (5.7), et d’autre part, la discrétisation choisie des états stationnaires, afin d’obtenir
une expression consistante des termes sources au sens de la Définition 4.2.1.

5.1.2.4 Robustesse

Pour finir, on détaille la procédure qui permet d’assurer la positivité de la hauteur de fluide pour un solveur
a deux états intermédiaires. Il s’agit d’'une procédure de cut-off présentée dans [2] (voir aussi [55]) dont on
rappelle le principe ici. On se donne un parametre 9 strictement positif bien choisi, puis on compare les valeurs

des hauteurs intermédiaires i} et h% a 6. Si h] < 6, alors on pose i} = 6 et on définit i% a partir de la relation de
consistance en h qui s’écrit, d’apres la Proposition 5.1.1,

ARMR = ALhT = (AR = Ap)hmL,
puisque I’équation en h ne contient pas de terme source. Ainsi, h% est donné par

AL AL
};Z (1 — A—R)hHLL+ /\—R(S,

ol hyyy est la premiére composante du vecteur wyy ;. Puisque Ay < A, on observe facilement que h} > 6 si et
seulement si hypp > 9. Si O satisfait cette condition alors la positivité des hauteurs intermédiaires est assurée. Si
l'on est dans le cas h% < 6, alors on applique la méme procédure en inversant les roles de h] et h%.

Cependant, lorsque (wy,wy) est a I’équilibre local, comme le solveur de Riemann approché est destiné a étre
well-balanced, on aura h] = hy et b = hg. En prenant 6 < hy et 6 < hy, la procédure de cut-off ne s’applique pas
et le caractere well-balanced est préservé. Ainsi, on peut définir le parametre 6 par

6:min(€,hL,hR,hHLL), (59)

avec ¢ une valeur que l'on peut fixer aussi petite que 'on veut.

5.1.3 Température variable

AL

0r

FiGcure 5.4 — Transport de la variable 8 dans un solveur comprenant déja trois ondes de vitesse A;,0 et Ay : la
variable 6 évolue uniquement a travers 'onde de vitesses .

Pour prendre en compte une température variable dans les différents schémas, on ajoutera au solveur
une onde de vitesse #i qui pourra étre positive ou négative, et qui transportera la variable 8 afin d’approcher
I’équation de transport d,6+ud, 0 = 0, comme sur la Figure 5.4. Les autres variables seront supposées constantes
a travers cette onde. Ainsi, la seule inconnue qui sera ajoutée est la vitesse #, qui sera déterminée de facon a
assurer la consistance du solveur en hf. Cette variable sera dans la configuration well-balanced

O(x, 1) = O six <0,
U\ 0g six > 0.
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deés que 1 = 0, et elle restera positive si la condition initiale (w}, wg) du probléme de Riemann considéré vérifie
01 > 0 et Og > 0. La robustesse du solveur en la variable 6 sera donc automatiquement vérifiée.

On a donné tous les outils communs aux solveurs de Riemann approchés que 'on va construire par la suite.
Nous verrons que tout comme la variable 6, la variable hu sera traitée de la méme facon dans les différents
solveurs. Ainsi, pour les différencier, on les nommera avec des sigles qui suivent la nomenclature suivante : la
premiére lettre fera référence a la technique utilisée pour gérer la variable #, la deuxiéme lettre a la technique
utilisée pour la variable v. Ces deux lettres seront suivies de la lettre "F" si le schéma considéré est fully
well-balanced. Sinon, il est simplement well-balanced. Cela permettra de mieux identifier les différences et les
points communs entre les solveurs.

Commengons par présenter un solveur qui préserve les états stationnaires au repos.

5.2 Un schéma well-balanced avec transport de la vitesse transverse

5.2.1 Modéele RSW
5.2.1.1 Discrétisation des états stationnaires

Dans un premier temps, on s’intéresse a la préservation des états stationnaires au repos pour le systéme
a température constante (1.23). Pour cela, on se donne une version discrete de 1’équilibre (2.5). On dit que le
couple (wy, wg) € Q2 est & I’équilibre local s’il vérifie

U = ug =0, (5.10a)
glh+z]=7[], (5.10b)

ou les notations utilisées ici et dans toute la suite de ce document sont X pour désigner la moyenne XL;ZXR de
n’importe quelle variable X, et [X] pour la différence Xz — X;.

5.2.1.2 Solveur a deux états intermédiaires

La premiére approche consiste a considérer un solveur constitué de deux états intermédiaires w] et wj
séparés par une onde de vitesse 0, de la forme (5.5). On a donc besoin de 6 relations pour déterminer les 6
inconnues h7, u}, vy, b}, u},vk. Les trois premieres relations sont données par la consistance faible (5.6). Les
trois autres relations sont données par la caractérisation d’équilibre appliquée aux états intermédiaires (5.8),
qui s’écrit ici

hjuf = hgug = q%, (5.11a)
8 (- ) = ™1z (5.11b)
7* (g -vf) =8"[z], (5.11¢)

Premiérement, on peut remarquer que la premiere relation d’équilibre peut aussi étre vue comme la
conservation de l'invariant de Riemann hu a travers 'onde 0, ce qui est une propriété vérifiée par le solveur
exact d’apres I’étude faite dans la section 2.2.

Deuxiemement, le systéme (5.6)-(5.11) est non linéaire a cause de la relation (5.11b), ce qui rend sa résolution
potentiellement coliteuse en temps de calcul. Pour éviter cela, dans le méme esprit que [55], on propose de
linéariser cette relation comme suit B

gh(hh —h¥) =S"[7]. (5.12)

Enfin, la troisiéme relation d’équilibre ne permet pas d’exprimer vk — v} en toute généralité puisque ¢* peut
étre nul, et une linéarisation de la relation ne résout pas le probléeme. C’est pourquoi on choisit de changer de
stratégie et d’introduire un nouvel état intermédiaire dans le solveur.

5.2.1.3 Solveur a trois états intermédiaires

Pour pallier ce probléme, on choisit d’introduire une onde supplémentaire dans le schéma, de vitesse 1,
qui approche l'onde de vitesse u générée par le systeme (voir I’étude de la section 2.2). L'objectif est d’obtenir
une configuration well-balanced lorsque 7 = 0. Le solveur posséde donc trois états intermédiaires w}, w* et wj
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séparés par quatres ondes de vitesse Ar,0,1, et Ag avec A <0< Ag et A} <1i < Ag. L'onde #i peut étre positive,
négative ou nulle, ce qui donne trois configurations possibles, représentées dans la Figure 5.5.

U 0 0 U AL 0 A\r
AL AR
* * * *
wi\ W | wy wy | W/ wpy wi | wp
wr WR wr Wr wy, Wp

Ficure 5.5 — Configurations possibles du solveur de Riemann approché.

AR AL

On a cette fois neuf inconnues et donc neuf relations a trouver. Ajouter une onde supplémentaire semble a
priori complexifier le probléme plutot que le simplifier. Néanmoins, on peut réduire le nombre d’inconnues en
remarquant que I’équation sur la variable v donnée par

dw+udow=—fu,

est simplement une équation de transport a vitesse # avec un terme source qui correspond a une onde
stationnaire. Il est donc pertinent de faire varier v a travers les ondes de vitesse # et 0, et de supposer qu’elle est
constante a travers les ondes de vitesse A et Ag. On se retrouve donc pour la variable v dans 'une des trois
configurations décrites dans la Figure 5.6.

>
(@)
=gl

Il
(@)

)\R /\L 0 U >\L >\R

AN vg ~owvp | v g . VUL | VR

(% VR (% VR VL VR

Ficure 5.6 — Configurations possibles du solveur de Riemann approché pour la variable v. Les ondes en
pointillés n’ont pas d’effet sur la variable v.

De plus, h et u sont des invariants de Riemann pour 'onde continue de vitesse u, donc on va également
préserver ces quantités a travers l'onde de vitesse #i dans le solveur approché. Ainsi, les variables h et u ne
sont pas impactées par 'ajout de cette onde et conservent la méme configuration que précédemment (voir
Figure 5.7).

>\L 0 U

* * * *

LyUp RVUR
/ * * /\R
s Ry UR
h‘L? U’L ’

hr,ug

Ficure 5.7 — Une configuration possible du solveur de Riemann approché pour les variables & et u. L'onde 1
peut étre positionnée différemment mais elle n’a pas d’effet sur les variables & et u.

Finalement, il n’y a plus neuf mais seulement six inconnues a déterminer : h’z, uf'h?i' u};,v*, ainsi que la
vitesse 1. On a autant d’inconnues que précédemment. Cette fois-ci, si I'on définit # tel que 17 = 0 dés que
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(wp, wg) est a I’équilibre local, alors on aura une configuration well-balanced pour la variable v, c’est-a-dire

{vL six<O,
v(x, t) =

vg six>0.

Donnons a présent les expressions des différentes inconnues. On commence par les variables / et g.

Variables h et q Les variables h et g se comportent comme dans un solveur de Riemann approché avec deux
états intermédiaires. Ainsi, d’apres la Proposition 5.1.1, les relations de consistance faible en h et hu sont
données par

ARk = ALH] = (Ag = Ap)h"HE (5.13)
Arhgug = A hfuf = (Ap = A)qur +S™[Z) (5.14)

Les relations supplémentaires choisies pour satisfaire la propriété well-balanced proviennent des caractérisa-
tions linéarisées discrétes des états d’équilibre (5.11a) et (5.12) que l'on redonne ici

Wiu} = hjuf = q*, (5.15)
gh(l — %) =Sz, (5.16)
En combinant (5.14) - (5.15) d’une part, et (5.13) - (5.16) d’autre part, on obtient

Sh”[Z]
* _ ) 17
9= quiLt (5.17)

et
Agr SM(Z]

AR=AL  gh
ou l'on rappelle que les états hyy; et gy sont les états qui interviennent dans le schéma HLL, et sont donnés par

I'expression (5.2). On peut remarquer que si le terme source S™ est nul, alors ce schéma redonne simplement
le schéma HLL.

Afin d’assurer la positivité de h] et h}, on utilise la procédure de cut-off décrite dans la sous-sous-
section 5.1.2.4. Cela revient a définir les hauteurs intermédiaires comme

*
hL,R = hHLL -

A SM™[Zz] A A
h* = mi pHLL _ 2R 2 2L s (1= SR ML 4 ZR s, 5.18
L mm(max( T-Ar gh 1 + " ( )
. AL SM™z] A A
W= pHLL _ L o) (1= 2L\ pHLL 4 AL s 1
R mm(max( P gﬁ 0 e + AR(S (5.19)

ou l'on rappelle que 6 est défini par (5.9). Les vitesses tangentielles u] et u} sont simplement obtenues en
posant

Variable v Concernant la variable v, on choisit de préserver 'invariant de Riemann v + 1 a travers 'onde 0.
Ainsi, on définit

(5.20)

o vp—[t]sid >0,
v+ ][] sii<O.

C’est I'ajout de I'onde de vitesse i dans le schéma qui permet de s’assurer que le schéma préservera les états
stationnaires au repos. Les états intermédiaires sont donc bien définis. Il reste a donner une expression de .

Vitesse ii La vitesse 11 est définie de fagon a ce que la relation de consistance faible en hv donnée par (4.16)
soit satisfaite. On calcule la moyenne du solveur de Riemann approché dans chacun des cas 71 > 0,11 < 0, et 11 = 0.
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Sin>0,0ona
1 2~ (X
W(—ﬂ~,~)d
R AtwLwR X

1
= Ax (()\LAt + %)wL — ALAtw] + dAtw* + (AgAt — iAW} + (% - /\RAt)wR). (5.21)

1 2~ (x _
WR(Elele)dx
1 A A
= A—x((/\LAt+ TX)’WL + (ﬁAt— /\LAt)w’If - ﬁAtw*-i— ARAtWE + (Tx — ARAt)wR). (522)

Si =0, alors

Ax
1 (7~ (x - _ 1 Ax Ax
Ax JAZX WR(E:wLin)dx = E((ALAt‘F 7)'WL - /\LAth + /\RAtw§ + (7 —/\RAt)wR). (5.23)

Ainsi, en injectant ces différentes relations dans la consistance faible (4.16), puis en isolant les termes faisant
intervenir 1, et en utilisant la définition (5.20) de v*, la relation de consistance faible en la variable hv s’écrit

Wei(vg —vp +[1]) = C"  sidi >0,
Wid(vg —vp +[1]) =C"  sidi <0, (5.24)

0=Cc sii=0
ou l'on a posé C" := A\gh}vg — A hfvy — (hv)grp — S"™[Z]. On distingue alors deux cas

1. Sivg—vp +[1] %0, alors en posant A := C"/(vg — vy +[1]) on déduit que 7 et A sont de méme signe et

Ihit=Asi A>0,
Wi =AsiA<O,
4=0siA=0.

2. Sivg—vy +[i] = 0, alors, par définition de v*, on remarque que 1’on se trouve toujours dans la configuration

(1) vp six <0,
v(x, t) = .
vr six>0.

donc la variable 71 ne peut plus étre utilisée pour satisfaire la consistance faible en hv puisqu’elle n’a plus
d’influence sur hv. Afin de garantir cette consistance faible dans ce cas, on choisira de définir le terme
source discret S"[Z] de sorte que C"" = 0 lorsque vg — vy +[1] est nul. C’est ce que I'on fera dans la partie
suivante.

L'onde i est bien définie dans tous les cas. Comme elle dépend du terme source S"[Z], on en donnera une

expression plus compacte par la suite. On s’intéresse maintenant a la discrétisation des termes sources, ce qui
revient a définir S"*[Z] et S"[Z].

5.2.1.4 Discrétisation des termes sources

Le but de cette partie est de donner une discrétisation well-balanced des termes sources. On considére un
couple (wy, wg) a I’équilibre local. Il doit alors vérifier la caractérisation discréte des états d’équilibre (5.7) qui
s’écrit

S(wr, wr)[Z] = F(wg) - F(wy),
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et plus précisément ici

hzuz h2u2

hu R™R 8,2 L”L 8,2

Shujzl= R R, op2 L L _op2 2
[ ] hR ZhR hL ZhL (5 5)

Shv[Z] :hRuRvR_hLuLvL' (526)

Or d’apreés la discrétisation de I’équilibre (5.10), on a u; = ug = 0 et g[h] = fvAx — g[z], donc ces deux relations
deviennent

S"[z] = hv[1] - ghlz], (5.27)

Ainsi, pour n'importe quel couple (w;, wg) € Q, on choisit de définir S"™[Z] & partir de la relation (5.27). Par
contre, la relation (5.28) ne donne pas d’information sur comment discrétiser en toute généralité ce terme
source.

Néanmoins, rappelons que dans le solveur de Riemann approché que l'on a construit précédemment, on a
établi que les relations de consistance faible pour la variable hv (5.24) ne sont pas automatiquement vérifiées
dans le cas particulier ot vg — vy +[t] = 0. On va donc définir $"” en accord avec cette remarque. On a établi
que la relation de consistance faible est satisfaite si et seulement si C" =0, ol de maniére équivalente si et
seulement si

S"(Z] = [huv] + Agvr(hg — hg) = ALy (hy — )
= vr(hrug + Ar(hg — hg)) —vp(hpup + Ap(h] —hr)).

En remarquant que la relation de consistance en h (5.13) peut se reformuler en
hR”R + /\R(h);g — hR) = hLuL + AL(hz — hL),

on peut réécrire le terme S"'[Z] comme
i _ (VR—V1) " *
S [Z] = 2 (hRMR-I-/\R(I/lR—hR)+hLuL+/\L(I’lL—hL)).

Pour finir, on rappelle que c’est dans le cas particulier vg—vy +[t] = 0 que 'on a besoin d’obtenir cette consistance
donc on peut remplacer vg — vy par —[¢], ce qui donne

Shv[Z] :—E[l]—%(/\R(h};—hR)-l-/\L(hz—hL)). (529)

Pour n’importe quel couple (w;,wg) € Q, on définira donc les termes sources discrets S"[Z] et S"[Z]
par (5.27) et (5.29). Remarquons qu’a ’équilibre local, h] = hy, i = hy et hu =0, ce qui permet de retrouver
S"™[Z] = 0.1l ne reste plus qu’a vérifier que ces expressions sont consistantes avec les termes sources continus,
au sens de la Définition 4.2.1.

Proposition 5.2.1. Le terme source numérique S(wy, wg)[Z] = (0,8"™[Z],8"™[Z]) défini par (5.27) et (5.29) est
strictement consistant avec le terme source continu.

Démonstration. Premiérement, on a immédiatement que S"[Z] = S(w)[Z] lorsque W et Wy tendent vers .
Deuxiémement, par définition de /] p, on a hf , — h+ O([Z]) quand w| et wg tendent vers w, donc

S"(Z] - —hu[1]) + o([Z)),

quand wy, wgr — w. On vient de démontrer que le terme source numérique est strictement consistant avec le
terme source continu. O

Le terme source discret S"[Z] ayant été défini, on peut donner une expression plus simple de 7. Puisque
Sh (7] est défini par (5.29), alors Ch se réécrit

—

J

CM" = Agvg(Wf — hg) = Apvp (W —hy) + [huv] + 5 (hrug + AR(f = hg) + hyug + Ap (i} — hL)).
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La relation de consistance en h (5.13) s’écrivant aussi
hR“R + /\R(h}; - hR) = hL”L + /\L(hz - hL):
on peut reformuler ’expression précédente en

Chv:(vR—vL+[t])(hu+ 2R (1% hRH%(hz—hL)).

Lorsque vg — vy + [t] # 0 on reprend la définition (5.24) et on obtient

é(ﬁ+%(h}§—hw A (lf—hp))  sihu+ 5 (It —hg)+ 3 (W —hy) >0,
0= ;_Z(H+%(h;—h1<) (i —hy))  sihu+ 2R (Wy—hg)+ % (f —hp) <0, (5.30)
0 si hut + 28 (% — hg) + AL (W —hy) = 0,

Dans le cas contraire, on a vu que la définition de 1 n’influence pas du tout le schéma, donc on peut utiliser
l'expression (5.30) en toute généralité.

Remarque 5.2.1. Rien ne garantit a prioril’'ordre des ondes A} <1 < Ag. On peut donner une condition nécessaire
et suffisante pour que cet ordre soit respecté.
Si i > 0, on peut écrire que h§ii = hu + %(h’;2 —hg) + ’\TL(h’Z —hp) = hgug + Ag(h} — hg), donc i1 < Ag si et
seulement si
ugr < /\R.
Si1<0,onaalors hjil = hpup + Ap(h} —hp), donc 1 > Ay si et seulement si

up > /\L.

Ces conditions sont les mémes que celles qui garantissent la positivité de hyy, et elles sont vérifiées d’apres les
expressions (5.3) et (5.4) des vitesses A et Ag.
On peut également exprimer le terme source S"[Z] en fonction de # de la fagon suivante
. oy
S"[Z] =< -h1u[i]
0

:> S)
NV

0,
0, (5.31)
=0,

:>

Remarque 5.2.2. Méme si le terme S"[Z] est strictement consistant avec le terme source continu $"(w)d,Z,
comme on 1’a montré dans la démonstration de la Proposition 5.2.1, il ne s’annule pas dés lors que u; = ug =0,
alors que sur le plan continu, " (w)d, Z est nul dés que u l'est. L'expression (5.31) montre que le probléme est
que 'onde 11 qui approche l'onde de vitesse u du solveur exact ne vaut pas 0 lorsque u; = ug = 0. Cependant,
I’expression de I ne peut pas étre changée sans perdre la consistance du schéma en la variable hv, ce qui n’est
pas souhaitable non plus.

On a défini toutes les inconnues du solveur de Riemann approché, ainsi que tous les termes sources discrets.
On va maintenant montrer que le solveur approché a de bonnes propriétés.

5.2.1.5 Propriétés du solveur de Riemann approché

On va montrer que le solveur que 'on vient de construire utilisant une linéarisation de la deuxieme
relation de caractérisation d’équilibre (L) et une onde de transport (T) a de bonnes propriétés, dont celle d’étre
well-balanced. Ainsi, pour simplifier les notations, on note VT/I%T le solveur de Riemann approché dont les
vitesses d’onde A, Ag, 11 sont définies par (5.3),(5.4),(5.30), les états intermédiaires h’z, hﬁ,q*, v* par (5.18),(5.19),
(5.17),(5.20), et les termes sources numériques S™[Z], S"[Z] par (5.27),(5.29).

On commence par vérifier que le solveur de Riemann approché que 'on a construit rentre dans le cadre que
l'on s’est fixé.

Proposition 5.2.2. Le solveur de Riemann approché V/\\/II{“T est faiblement consistant au sens de la Définition 4.4.1, et
vérifie la propriété suivante :
(& ww=w, VYoeQ.
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Démonstration. D’apreés la Proposition 5.2.1, le terme source S = (0,5"[Z],5"[Z]) est consistant avec le terme
source continu. De plus, le solveur de Riemann approché vérifie la relation de consistance faible (4.16) par
construction. Donc VT/IQT est faiblement consistant au sens de la Définition 4.4.1.

Pour vérifier la seconde propriété, on se donne w e Q. On pose wy = wy = w. Alors les termes sources Sh(7] et
S"™[Z] sont nuls et b} = Wy =het g* = q. De plus, on a it = u, et par définition de v*, on obtient v(x,t) = v pour
tout (x,t) € [-Ax/2,Ax/2] % [0, At], ce qui achéve la démonstration. O

On démontre maintenant que VT/I%T préserve les états stationnaires discrets et la positivité des hauteurs de
fluide.

Proposition 5.2.3. Le solveur de Riemann approché V/\\/IQT est well-balanced et robuste.

Démonstration. On se donne un couple (wy,wg) a I’équilibre local. Il vérifie donc la discrétisation (5.10). Alors,
par définition le terme source S"[Z] est égal a gh[h]. On rappelle que la procédure de cut-off qui assure la
positivité de h] et h} ne s’applique pas a ’équilibre, donc les hauteurs intermédiaires h7, i vérifient

« _ARhr=Athy  [hu] — Arr
LR /\R_AL /\R—AL /\R—/\L

[h] = hy k-
Le débit intermédiaire est tel que

gt = ARhrug —Aphpup [hu2 +gh2/2] ghlh]

=0.
AR=AL AR—AL +/\R—/\L

Puisque uy = ug = 0 et que i} = hy et h} = hg, on obtient alors aisément que i = 0. Il s’en suit que S"[Z]=0, et
que v est dans une configuration well-balanced par construction. Ainsi, le solveur de Riemann approché vérifie
bien
—~ U wr, si é < 0,
WET (&, Wy, WR) = :
R ( L W) wg si & >0,
dés que (wy,wg) est a I’équilibre local.

La robustesse est assurée par la procédure de cut-off, puisque par définition, I’espace des états admissibles
est donné par
Q ={(h,hu,hv) eR3, h>0).

5.2.1.6 Le schéma final

Le solveur de Riemann approché VT/IQT vérifie toutes les propriétés souhaitées. On en déduit les celles du
schéma de type Godunov qui en découle.

Théoreme 5.2.1. Sous la condition CFL (4.17), le solveur de Riemann approché VT/I%T méne d un schéma de type
Godunov robuste et well-balanced, au sens oui il préserve les états stationnaires discrets correspondants a I'équilibre
local donné par (5.10). De plus, il s’écrit dans le formalisme volumes finis, en définissant le flux numérique

F (@, @) = (F1, 7, 7

par
Fh =T + %(h};—hR)"‘ %(hf—hL)’
Fh = hy? 4+ % + ATR(hEuE —hrug) + %(hfuf —hpup),
Fh = huv + A—;(h§ —hr)vg + %(hf —hy)vp - Ezul(vR —vp+[t]),
ot

hu = hu + /\—;(h’lg—hRH %(h’{—hL)
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et en définissant les termes sources numériques
T
S(wy, wy) = (0,8"™(z),8"™(z]),

par (5.27) et (5.29).

Démonstration. La Proposition 4.4.2 permet d’établir que le schéma de type Godunov vérifie les propriétés
well-balanced et de robustesse des que le solveur de Riemann approché associé les satisfait. C’est ce que l'on a
vérifié dans la Proposition 5.2.3.

Concernant l'écriture volumes finis du schéma, il suffit d’apres la Proposition 4.4.1 de calculer les moyennes
du solveur de Riemann approché sur des demi-cellules. On commence par le cas le plus simple. Si i = 0, alors

F(wp)+F(wg) Ax

1 Ax Ax
2 - m(wlz - wL) + E (/\RAtWE + (7 - /\RAtwR) - (—/\LAth + (/\LAt + T)WL))

F(wp)+ F(w A A
_EQwy)+ Flwg) L)Z ( R)+7R(w}§—wR)+7L(wZ—wL).

F(wp, wg) =

Si i > 0, on obtient de fagon similaire que

— F F A A i
W) = ORI ) S )+ St - wh),
etsii <0, que
— . Fwy)+F(wg) A A i
f(wL,wR)=%+7R(w§—wR)+%(wf—wLHE(w*—wf).

En remarquant que h* = b}, u* = u} dans le cas 11 > 0 et que h* = h], u* = u} dans le cas 11 <0, on retrouve
les expressions des flux F" et ' données dans le théoréme, puisque les termes faisant intervenir 'onde
sont nuls pour ces flux.

Pour le flux F", il suffit de remarquer que v} = v, vk = vg, et d’utiliser les définitions (5.20) et (5.30) de v*
et 1. Dans le cas 171 > 0, on a -

Wv* — vk = hj(vp —vg — [1]) et Wy = hu.

Danslecas 1 <0,0on a A
Wv* —hiv} = hf(vg —vp +[1]) et hjid = hu.

Ainsi, le flux numérique F" s’exprime bien sous la forme donnée par le théoréme. O

5.2.2 Modéle TRSW

On considére maintenant le systeme a température variable (1.24). On cherche a construire un schéma qui
préservera les états stationnaire au repos, donc on commence par en donner une discrétisation.

5.2.2.1 Discrétisation des états stationnaires

Les états stationnaires au repos continus et suffisamment réguliers décrits par (2.11) peuvent étre réécrit
sous la forme

u=0,

200, (h+2z)+ ‘%h&XQ = fv.

On dit alors qu'un couple (wy, wg) € Q2 esta I’équilibre local s’il vérifie

Uy =UuUrp = O, (532&)
gO[h] +g0]z] + gzi;[e] =7[1], (5.32b)

[0]

ot1 O = o) Adopter ces définitions des moyennes 6, 0 et n? permet de préserver exactement les états
d’équilibre continus qui vérifient
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u=0, u=0, u=0,
= O, . 0, = 0;
v (5.33) v (5.34) v (5.35)
0 = cst, z = cst, h = cst,
h+z = cst. h?0 = cst. 2z+ hIn(0) = cst.

En effet, si on se donne un couple (wy,wy) vérifiant (5.33), alors il est a I’équilibre local puisque
o
gO[h] +¢0[z] + 2_E[9] -v[t]=g0[h+z]=0.

Si on se donne un couple (wy, wy) vérifiant (5.34), on a cette fois

S s @R oo gk g

O[h] + ¢O[z] + ==[0] - v[t] = gO[h] + ==[O] = =[h“O] = 0.

g0[h]+g0|z] 2h[] [1] = g061[h] 2h[] 2h[ ]

Pour finir, si on considere que (wp, wg) satisfont (5.35) alors on a

0]
(In(6)]

R~
¢O[h] + g0[z] + %[e] ~9] = % [2z+ hIn(0)] = 0,

et donc (wp, wy) est a I’équilibre local.
Passons maintenant a la description du schéma.

5.2.2.2 Solveur a quatre états intermédiaires

L’'idée est de reprendre le méme schéma que précédemment, et d’y ajouter une onde de vitesse # qui
transporte la variable 6 (voir Figure 5.8). Cette vitesse peut étre positive, négative ou nulle et doit vérifier
A <1 < AR, mais on ne connait pas a priori sa position par rapport a .

U 0 U 0 [ U =0 U
‘ , AR AL ‘ . AL ;
. . N ’ N ’

AL ; ; AR N K AR
> | g . AN | / e AN ) e
b O | 91%:/ Or o0 9L/,'9L On .- S N
. I ° v . . , .

0 I 0 S e L
L L R L LS f N Or
! !
‘ ‘

‘L /. N S
NV

N\

Ficure 5.8 — Quelques configurations possibles du solveur de Riemann approché pour la variable 6. L'onde
peut avoir une position différente, mais elle n’influence pas a priori I’évolution de 6.

On commence par réduire le nombre d’inconnues afin de simplifier le solveur. Pour le systéeme avec
température, les invariants de Riemann associés a I’onde de vitesse u ne sont plus h et u mais h?6 et u (voir
sous-section 2.3.4). Néanmoins, par souci de simplicité, on considérera comme dans le premier schéma que / et
u sont constants a travers l'onde de vitesse i, et on fait la méme hypothése pour 'onde de vitesse . Ainsi, les
variables h et u se retrouvent dans la méme configuration que pour un solveur a deux états intermédiaires (voir
Figure 5.9). On utilisera la méme configuration que précédemment pour la variable v, a savoir, un transport a
vitesse i, et une inconnue v* qui sert a prendre en compte la modification induite par le terme source (voir
Figure 5.10). L'ajout de l'onde de vitesse i ne modifie pas le comportement de ces variables. La variable 0
sera elle simplement transportée a vitesse 1, comme sur la Figure 5.8. Cela signifie que la prise en compte
de la température dans le solveur n’ajoute qu’une seule inconnue supplémentaire, la vitesse 7. On peut déja
remarquer que lorsque (wy, wg) est a I’équilibre local, si l'on obtient 1 = 0 alors 0 sera automatiquement dans
une configuration well-balanced.

Variables h et q. Les variables & et g sont dans la configuration de la Figure 5.9. On reprend alors la méme
méthodologie que dans la sous-sous-section 5.2.1.3, qui utilise les relations de consistance en h et hu, ainsi
que les caractérisations discrétes des états d’équilibre pour définir h7, I%, u} et uk. Les relations utilisées pour
définir les inconnues hJ, Iy seront légérement modifiées par la prise en compte d’une température variable. On
utilise comme précédemment les relations de consistance faible en h et hu données par (5.13) et (5.14), ainsi
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AL 0 AR

* * * *
Ly Ur, Ry UR

hr,ur hgr,ur

Ficure 5.9 — Configuration du solveur de Riemann approché pour les variables h et u, similaire a un solveur a
deux états intermédiaires.

que la la caractérisation des états d’équilibre (5.7) pour les variables h et u qui s’écrit pour une température
variable comme

hpup = hrug =4,
%[hza] = shz).
On applique une version linéarisée de ces relations aux états intermédiaires ce qui donne
hup = hgug =q%, (5.36)
rsox e ShP hu
gh@(hR—hL)+T(9R—6L)=S (Z]. (5.37)
Ce choix de linéarisation est justifié par le fait que §[h?0] = ghO[h] + g2 [6]. Ainsi, en combinant les relations
(5.13)-(5.37) d’une part et (5.14)-(5.36) d’autre part, on obtient les expressions suivantes des inconnues

Shu[Z]
* _
9 =4qHLL T FP (5.38)

et

A 1 gh
I g = g — shz 0
LR =h =y TN G (Z]-=-[6]]

L'expression de ¢* est la méme que précédemment puisque les relations utilisées sont les mémes. On peut
remarquer que si Og = 0 =1, alors les expressions de h] er h coincident avec celles données dans le solveur

VT/IQT. On applique la procédure de cut-off décrite dans la section 5.1 sur h] et % pour assurer la positivité de
ces variables, ce qui donne

A 1 h? A A
— _ R hu g _ AR\, HLL , AR
h7 = mln[max[hHLL oo, gl_1 (8 [Z]- (6 ]],c‘)],(l 1 )h + 1 b], (5.39)
. A 1 gh? i AL AL .
bt = h - L _|sMz]-2—|6 Lol (1= 22| R L ZE s, 5.40
R mm[max( HLL™ o [S (2] 3 (0] i + ™ (5.40)
On retrouve u] et u} en posant X
*_ 4 T
uy = et uf=-,
h Wy

Variable v Le traitement de la variable v est le méme que dans le solveur précédent. Quelques configurations
sont données dans la Figure 5.10. Il n’y a que I'inconnue v* a définir, et elle est donnée par

(5.41)

. vy —[1]sii >0,
g+ sid<O.
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U . 0 U e AL 0 [ p U AL u =0 U
AL N\ / AR AR
v

~ \ ’ -
L, S \ L VR o R v o L
SN . R . S R vr, . R

Ficure 5.10 — Quelques configurations possibles du solveur de Riemann approché pour la variable v. Londe de
vitesse 11 peut avoir une position différente.

Vitesses i et 7i La vitesse 11 est définie de facon a assurer la consistance faible du solveur en hv. En suivant le
méme raisonnement qu’a la sous-sous-section 5.2.1.3, son expression est donnée par (5.30).

On définit également la vitesse # de telle sorte que la consistance faible du solveur en k6 soit vérifiée. En
calculant la moyenne du solveur de Riemann approché, on distingue alors trois cas de figure, selon le signe de

v

u.

/\RGR(h?{ - hR) + /\LGL(hL - hz) + Ilh);{(aL - GR) = —[hu@] siti>0,
/\RQR(h’]; - hR) + /\LQL(hL - hz) + LU’ZE(QL — GR) = —[hu@] sin <0,
/\RQR(hE—hR)-f-/\LeL(hL—hZ) :—[hu@] siti=0.

En utilisant la relation de consistance en h (5.13), réécrite de la facon suivante
hR“R + /\R(h;{ — hR) = hL“L + /\L(hz — hL),

on peut facilement reformuler ces relations comme

(O~ 0p) = O - 0p) (it + R (0~ ) + SL 0T = ) i >0,
i (O~ 01) = (O — 00 (i + 52 4 ) + L 1t~y il <0,
(eR—eL)(E+ /\—;(h};—hRH%(h’[—hL)):O si i =0,

Finalement, on obtient qu’en toute généralité, ii = i, ce qui signifie que le solveur n’a en réalité que quatre
ondes, de vitesse A, 0, Ay et 1.

Les inconnues sont maintenant toutes bien définies. Il reste a donner la discrétisation des termes sources
afin de compléter la définition de ce solveur de Riemann approché.

5.2.2.3 Discrétisation des termes sources

On donne maintenant une discrétisation well-balanced des termes sources, lorsque la température variable
est prise en compte. On considére un couple (wy, wg) a I’équilibre local, qui doit alors vérifier la caractérisation
discrete des états d’équilibre

S(wy, wg)[Z] = F(wg) - F(wy),

et plus précisément

h2 2 h2 2
Shz) = IZ:R + %hlgeR - ZZ‘L - %hﬁ@b (5.43)
Shv[Z] = I’lRMRVR - hLuLvL' (544)

D’apreés la discrétisation de I’équilibre (5.32), on a
Uy = uUrp = O,

et
2 _ .
¢ho[h] + %{9] = 7ol1] - gho[z].
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Or on rappelle que
_ h?
81120] = gh0[h] + £ [0),
2 2
donc les relations (5.43) - (5.44) se réécrivent

S"[Z] = hv[1] - ghB[z], (5.45)
szl =o. (5.46)

Ainsi, pour n’importe quel couple (@, Wg) € Q, on choisit de définir S"[Z] 4 partir de la relation (5.45). Une
fois encore la relation d’équilibre ne permet pas de définir S"'[Z] en toute généralité, mais on rappelle que
comme dans la construction du solveur de Riemann approché W}%T a la sous-sous-section 5.2.1.3, il faut définir
le terme S"¥[Z] de facon a ce que la consistance en hv soit vérifiée dans le cas particulier oit vg — vy +[i] = 0. Le
terme source S"[Z] est donc défini par la relation (5.29) que I'on rappelle ici

S"™(Z] = -huls —[LZ](AR(h};—hRHAL(h{—hL)). (5.47)

On peut vérifier que ces discrétisation sont consistantes avec les termes sources continus.

Proposition 5.2.4. Le terme source numérique S(wy, wg)[Z] = (0,8"[Z],8"[2]) défini par (5.45) et (5.47) est
strictement consistant avec le terme source continu.

Démonstration. On renvoie a la démonstration de la Proposition 5.2.1 qui fait intervenir des termes sources
numériques quasiment identiques. O

5.2.2.4 Propriétés du solveur de Riemann approché

On va montrer que le solveur que I'on vient de construire prenant en compte une température variable,
utilisant une linéarisation de la deuxiéme caractérisation d’équilibre (L) et une onde de transport (T), a de
bonnes propriétés, dont celle d’étre well-balanced. Ses vitesses d’ondes A, Ag, i sont définies par (5.3), (5.4),
(5.30), ses états intermédiaires h’{, h’lg, g*,v* par (5.39), (5.40), (5.38), (5.41), et ses termes sources numériques
Sh[z],8™(Z] par (5.45), (5.47).

Sil’on pose 8 = Oy = 0 dans ces différentes expressions, alors on retrouve exactement le solveur con¢u pour
une température constante V/\\/IQT. Ainsi, on notera encore VT/I{;T le solveur qui prend en compte la température
variable, puisqu’il s’agit d’'une amélioration de celui construit a la sous-sous-section 5.2.1.3. Par la suite, c’est a
ce solveur que l'on fera référence lorsque I'abréviation LT sera utilisée.

Vérifions maintenant qu’il posséde les propriétés souhaitées.

Proposition 5.2.5. Le solveur de Riemann approché VT/I[{‘T est faiblement consistant au sens de la Définition 4.4.1, et
vérifie la propriété suivante :

WET (&, w,w) =w, YweQ.
Démonstration. D’aprés la Proposition 5.2.4, le terme source S(w;, Wg)[Z] = (0,8"[Z],5"[Z]) est consistant
avec le terme source continu. De plus, le solveur de Riemann approché vérifie la relation de consistance faible
(4.16) par construction. Donc VT/IQT est faiblement consistant au sens de la Définition 4.4.1. On vérifie aisément
la seconde propriété en se donnant w; = wg = w € Q. O

On démontre maintenant que V/\\/IQT préserve les états stationnaires discrets et la positivité des hauteurs de
fluide.

Proposition 5.2.6. Le solveur de Riemann approché V’\\/IIQT est well-balanced et robuste.

Démonstration. La robustesse du solveur est assurée par la procédure de cut-off pour la variable #, et par le fait

que la variable 6 est simplement transportée, donc reste strictement positive.

On se donne un couple (wy, wg) a I’équilibre local. Il vérifie alors la discrétisation (5.32). Alors le terme source
_ 2

S"[Z] est égal a ghO[h] + ‘%[9]. La procédure de cut-off qui assure la positivité de ] et Iy ne s’applique pas a

I’équilibre, donc les hauteurs intermédiaires h7 et i sont données par

« _ ARhg=Arhy  [hu]  Arr
LR /\R—/\L /\R—/\L /\R—/\L

[h] = hpg.
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Le débit intermédiaire est tel que

L g
« _ ARhRug = Aphrup [hu2 +8h29/2] . ghO[h] + 4~ o
i AR—AL Ag— AL Ar— AL

Puisque u; = ug = 0 et que h] = hy et i} = hg, on a i = 0. Il s’en suit que v et 6 sont dans une configuration
well-balanced par construction. Ainsi, le solveur de Riemann approché vérifie bien

wy si & <0,

WLT ,~,~ —
R (&L, W) {szi<§>O,

deés que (wy,wg) est a I’équilibre local. O

5.2.3 Schéma final

Le solveur de Riemann approché V’\\/IIQT vérifie toutes les propriétés souhaitées. On en déduit celles du schéma
de type Godunov qui en découle.

Théoreme 5.2.2. Sous la condition CFL (4.17), le solveur de Riemann approché V/\\/{QT meéne d un schéma de type

Godunov robuste et well-balanced, au sens ot il préserve les états stationnaires discrets correspondants a I'équilibre
local donné par (5.32). De plus, le schéma s’écrit dans le formalisme volumes finis, en définissant le flux numeérique

T
f(ﬁL,ﬁR) — (fh,]_-hu,]_-hv’}-he) ,

par
Fl=hu + %(hﬁ—hkﬂ%(hf—hﬂx (5.48)
JFhu zhu2+%+A—;(h?z”?z—hRuR)+%(hf“f—hL“L): (5.49)
FM = huv + /\Z—R(h’;Q —hg)vg + %(hz —hp)vy - lhT/Z'(VR —vp+[1]), (5.50)
F' =hu + /\—ZR(h};—hR)QR"' %(hZ—hL)GL— lhAT”l(@R—GL) (5.51)
oul

T = T+ S 0 )+ SE (48 ),
et en définissant les termes sources numériques
S(@, wpl2] = (0,8M[2),8™[2],0),
par (5.45) et (5.47)
Démonstration. 1l suffit d’utiliser les Propositions 4.4.2 et 5.2.6 pour établir que le schéma est well-balanced et

robuste.
D’autre part, en utilisant la Proposition 4.4.1, on obtient que le flux numérique s’écrit

— - F F A A .
F(wL,wR):M+7R(w§—wR)+7L(wZ—wL) si=0,
F F A i
F(@y, Wg) = —(“’L); We) wk—we)+ - wE—wr)+ %(w* —wh), si >0,
— F F A A i .
F(wy, wg) = M + TR(w}; —wg) + TL(“’Z —wp)+ %(w* - wy) sin<O.

Pour établir I'expression du flux "9, il suffit de remarquer que d’aprés la définition (5.30) dans le cas # > 0, on
a
(w* —wh)"0 = % (0, — Og) et Wit = hu,
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etdanslecasii<0,0ona .
(w* —wh)"? = h¥(6g - 0;) et KFii=hu,

ce qui permet de retrouver I'expression (5.51). Pour les flux F", F et 7, on renvoie a la démonstration du
Théoréme 5.2.1 qui donne les flux du schéma well-balanced sans température. O

Nous venons de construire un schéma well-balanced pour le modele TRSW. Sa construction nous a permis de
détailler sur un exemple la procédure de construction générale décrite en introduction de ce chapitre. Certains
éléments présentés ici seront réutilisés par la suite.

Dans la section 5.7, nous vérifierons numériquement sur des exemples que ce schéma préserve les solutions
stationnaires au repos. Nous verrons également qu’il peut préserver certains états stationnaires en mouvement
simples (voir cas-test 5.7.3.4), mais échoue a préserver ou capturer des états stationnaires en mouvement plus
complexes (voir cas-tests 5.7.3.5 et 5.7.1.3). Ce phénomene est bien connu, et notamment étudié dans [70] qui
compare des schémas préservant les états stationnaires en mouvement a des schémas classiques. C’est pourquoi
dans la prochaine section, on s’intéresse a la construction d’un schéma fully well-balanced.

5.3 Un schéma FWB avec linéarisation de la relation d’équilibre

Le schéma présenté ici a fait l'objet d’une publication [26] dans la revue Communications in Mathematical
Sciences .

Dans la section 5.2, on s’est intéressé a la construction d’un solveur de Riemann approché qui préserve
les états stationnaires au repos pour le modele a température constante ou variable. On cherche maintenant a
établir un solveur de Riemann approché préservant tous les états stationnaires. La premiere approche que 'on
va détailler ici consiste a suivre a la lettre la stratégie décrite dans la section 5.1 pour un solveur de Riemann
avec deux états intermédiaires. Par souci de concision, on présentera directement le schéma avec température
variable.

5.3.1 Discrétisation des états stationnaires

Les états stationnaires continus du modeéle a température variable sont donnés par (2.10). On choisit d’en
faire la discrétisation suivante : on dit que le couple (wy, wg) € Q2 est a 1’équilibre local s’il vérifie

hpup = hrug = q, (5.52a)
2] - . gh?
[u—]+g9[h]+g9[21+g—_[9] =[], (5.52b)
2 2h
q[v] =—ql:], (5.52¢)
q[0] = 0. (5.52d)
avec 0 = %. Ce choix généralise les discrétisations des états stationnaires au repos a température variable

(5.32). Le solveur approché que I'on va construire par la suite utilise un détecteur d’équilibre, que 1’'on définit
par

2

— - 2 — 2 12
(@, Wy) = |[hu]| + + [ (0] + ()| + [l 0] (5.53)

2 g
{%+g9h+g92+g_9}—?[t]

2

Ce détecteur est nul si et seulement si (w, wg) est a I’équilibre local. S’il n’y a pas d’ambiguité sur le couple
considéré, on utilisera la notation plus concise £ pour le désigner.

5.3.2 Solveur a trois états intermédiaires

On considére un solveur de Riemann approché avec quatre ondes de vitesse A;,0 et Ag et i, ou Ap et Ay
sont définies par (5.3) et (5.4), et i1 par (5.30). On renvoie a la sous-section 5.2.2 pour les détails concernant
l'obtention de 1.

Le solveur est donc composé de trois états intermédiaires. La vitesse 1 influence uniquement ’évolution de
la variable 6, ce qui signifie que les variables &, u et v sont dans une configuration similaire a celle d’un solveur
a deux états intermédiaires (voir Figure 5.11)
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AL 0 AR
* * * *
LauLa RauRa
* *
VT, (0]
hr,ur, hr,ug,
UL VR

Ficure 5.11 — Configuration du solveur de Riemann approché pour les variables h,u, v.

Ayant déja défini la vitesse 1i, il reste alors six inconnues, hL, uL,vL,h};, ul’g, vl’g. Les trois premiéres relations
utilisées pour les définir proviennent de la relation de consistance faible donnée par (5.6), et s’écrivent donc

ARhg = ALhy = (Ag = Ap) hrr, (5.54)
ARl — Apiiut = (Ag = Ap) (hu) gy, +S™[Z), (5.55)
ARIRVE = ALhiv] = (AR = Ap) (hv) g +S™[Z]. (5.56)

Les trois autres relations proviennent de la caractérisation discréte des états stationnaires

F(wg)-F(wp) =S (wp, wg)[Z],

ou encore
hpup = hrug =q, (5.57)
ghf(1- Fr)[h]+ [9] Sz, (5.58)
qlv] =8"[2), (5.59)
ou S(wr,wg) = (() Sh, Shv) est le terme source numérique défini par la suite, et ou Fr = gf:éqﬁ est une

discrétisation du carré du nombre de Froude. La seconde relation s’obtient en remarquant que

hu _ phu gh@ hy —hg —oiD _ @ _|oip_ q2 _ g
F"™ (wg) = FM (wy ) = | hu® + S—— 5 ] (—thR ghO (hg —hp)+=--[0]=|gho - ix (hg =h)+=-[0]
On applique une version linéarisée des ces relations aux états intermédiaires, ce qui donne
Wiul = hjuk =q%, (5.60)
A T\ (1x % gﬁ hu
gh@(l—Fr)(hR—hL)+T[9]:S (2], (5.61)
q(vi-vt)=5"1z], (5.62)

ou g est une certaine moyenne de gy et q; qui doit redonner g lorsque gg = g; = q. On peut par exemple choisir
G =g ou encore § = ¢g*. Pour simplifier les notations, on posera aussi a;p = gh0 (1 - 15}), pour réécrire (5.58) et
(5.61) comme

arp (hg —hy) + %[6] =s"z]. (5.63)
et _
2

aLR(hg—hz)+%[9] =s"(7]. (5.64)

Le systeme d’équations (5.54)-(5.55)-(5.56)-(5.60)-(5.61)-(5.62) est mal posé lorsque le nombre de Froude
discret Fr = 1 ou lorsque g s’annule. On procéde alors a une désingularisation du probléme en adoptant la
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méthode proposée dans [12] pour le systéme de Saint-Venant sans force de Coriolis, qui repose sur un détecteur
d’équilibre. On commence donc par généraliser l'obtention des expressions de hJ, i et ¢* donnée dans [12]
au cas d’un systéme a température variable, puis on adaptera I'approche utilisée pour définir proprement les
inconnues v} et v}.

Remarque 5.3.1. Bien que la stratégie qui sera utilisée pour définir les différences h —h} et v — v} soit la méme,
les problémes sont de natures différentes. En effet, '’équation d’évolution de hu pose probleme parce qu’elle est
mal définie au niveau continu. Prenons pour simplifier 6 = 1 constant. A I’équilibre, on retrouve

h2
dy (hu2 + gT) =" (w)a,Z,
Oou encore
gh(1—Fr)dh =" (w)d,Z,

. . PUT 2 .
pour des solutions suffisamment régulieres, avec Fr = g—h le nombre de Froude continu. Cela ne permet pas de

définir proprement la dérivée en espace de h lorsque Fr vaut 1. Dans le cas de I’équation d’évolution de hv, il
n’y a en fait pas de probléme de définition, puisque a 1’équilibre on a

hudyw = S" (w) 9, Z.
Lorsque hu = 0, le terme source S (w)d,Z = fhu est nul aussi. Tout est bien défini mais il n’y a plus d’informa-
tion sur la dérivée en espace de v.

5.3.2.1 Variable q

En combinant la relation de consistance en hu (5.55) et la relation d’équilibre (5.60), on obtient la relation
usuelle pour g*
Sh(z]
* = + : 5.65
97 =quit (5.65)

5.3.2.2 Variable h

Concernant /] et i, on modifie la relation d’équilibre (5.64) en y introduisant le détecteur d’équilibre de la
facon suivante

o2
(a£R+€LR)(h’1§—h’{):aLR[Shu[Z]_%[Q]], (5.66)

Ainsi, le coefficient (x%R + &g s'annule uniquement dans le cas ou ayg = 0 et £ g = 0. Or, il est naturel d’imposer
a I’équilibre que W} — h] = hg — hy afin d’assurer le caractére well-balanced du schéma. De plus, on peut noter
que si ayg # 0, alors d’apreés la relation choisie (5.66) et la relation vérifiée a I’équilibre (5.63), on a

lim k% —h* =hp—h.
g;onR L= PR™EL

Ainsi, on définit la quantité

si 5LR * 0,

hR_hL si (C:LR:O,
et on choisit comme équation supplémentaire définissant les inconnues hJ et h}
* * _ Ah
hg —h] = Ajg. (5.67)

En combinant cette relation avec la relation de consistance en h (5.54), on obtient

p)
pr=pHIL TR AR 5.68
L /\R_/\L LR ( )
W= L AL A (5.69)
R /\R _/\L LR
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De fagon usuelle, on applique la procédure de cut-off décrite dans la sous-sous-section 5.1.2.4 afin d’assurer la
positivité de h7 et h%, ce qui revient a poser

. Ar b« AR AR o

h’{:mm(max(hHLL— /\R—/\LALR,b)’(l —/\—L)hHLL+/\—Lb y (570)
: AL AL AL

W% = mm(max(hHLL T ALR,é),(l - A—R)hHLL + Eé . (5.71)

Remarque 5.3.2. Le défaut de cette méthode est que A?R n’est pas continu. En effet,

lim ( lim AI’fR):hR—hL,
dLRHO gLR%O
mais
lim [ lim Alfz]=o0.
Er—0\aLr—0

Cela signifie qu’au niveau numérique, un seuil doit étre fixé pour déterminer a partir de quelle valeur on
considere £ suffisamment petit pour poser A?R =hg-hy.

5.3.2.3 Variable v

Pour la variable v, le méme type de probleme se présente. La relation (5.62) ne nécessite pas d’étre linéarisée,
mais désingularisée au sens o1 'on souhaite définir proprement les variables v} et v} méme lorsque 7 = 0. Ainsi,
on transforme la relation (5.62) en

(@ + &) (v —vF) =75™ (2],
ce qui permet de poser
7s"(z]
AlR =14 7% +E&mr
VR —7VL si SLRZO,

si SLR * 0,

et de fixer ’équation supplémentaire
* * _ AV
VR =V = ALk

Cette équation, combinée a la relation de consistance en hv (5.56) permet d’obtenir les expressions suivantes

oo Ll : S"[Z] - AghRAY 5.72

VL = TpHLL +(/\R_/\L)hHLL( [Z] - Arhk LR)' (5.72)
(hv)HLL ] .

vk = pHIL (Ag — Ap)hHLL (5 ‘(7] _/\LthZR)' (5.73)

De méme que précédemment, la quantité A}, n’est pas continue. On peut seulement établir qu’a g non nul
fixé, on a

5.3.3 Discrétisation des termes sources

Pour compléter la définition du solveur de Riemann approché, il reste a donner des discrétisations consis-
tantes et well-balanced des termes sources. Pour cela, on considére un couple (wy, wg) a I’équilibre local. Alors,
il doit vérifier la caractérisation discrete des états stationnaires (5.7) qui s’écrit ici

2 gh%QL

h26
gR R_hLuL_ 2 ’

SM[Z] = hgud +

ShV[Z] = hRMRVR - hLuLvL-
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En utilisant la discrétisation des états stationnaires (5.52), ces relations se réécrivent

S"[Z] = gh6 (1-Fr)[h]+ g%z[e], (5.74)
S"[z]=—q1]. (5.75)

L’expression (5.74) n’est pas consistante avec le terme source continu. On continue de développer son
expression a I’équilibre. D’une part, d’apres la relation d’équilibre (5.52b) on a

[thzz]+g9[h] +g0[z] + 2—[9] (1] =0.

ce qui meéne a

) 2_ _2
(ge )[h] - 11 -le] - £- o),

h2h?
d’ou
v
1-Fr :—_l—— - , 5.76
(1-Fr)im = 1 the] (5.76)
J— 27
avec Fr = thzhhz une seconde discrétisation du carré du nombre de Froude. D’autre part, on peut retravailler

l’expressmn de (5 74) en écrivant

oz )
Shu[z] :(gh@(l—Fr+Fr)— hth)[h]+%[6] (5.77)
= gh6 (1~ Fr)[h]+ gQFr[hP : g g (5.78)

En injectant ’expression (5.76) dans (5.78), on obtient

7 2] 2 o1\
gomip (351 612 - 35519
S

Cette expression est a priori mal définie lorsque Fr = 1. Cependant, en utilisant son expression équivalente
(5.78), on montre facilement la limite

S"™(Z] = ho[1] - ghB[z] + (5.79)

lim S"™[Z] = hv[1] - ghO[z] + %W, (5.80)

Fr—1

puisque lorsque Fr =1, on a hv[1] - gh@[z] [9] d’apres (5.76).

Jusqu'ici, les expressions (5.79) et (5.75) sont des définitions appropriées des termes sources numeriques
Shuz]et S™[z]al équilibre local. On doit maintenant les définir pour n'importe quel couple (wy, wy) de Q.
On souligne que, si 1'on choisit de définir S"#[Z] par (5.79) pour n’importe quel couple (i, W), alors S"[Z]
n’est pas bien définie lorsque £ # 0 et que Fr = 1. En effet, la limite (5.80) est valide uniquement a ’équilibre
local. Pour résoudre ce probléme, on ajoute un terme au dénominateur comme suit

corln (351~ 5121~ 2h6[6])

S"™(Z] = hv[1] - ghO[z] +
(1 —ﬁ) +((:LRAXk

(5.81)

Désormais, le dénominateur de (5.81) s’annule si et seulement si Fr = 1 et si &g = 0, c’est-a-dire a ’équilibre
local. Mais on a vu que dans ce cas, le terme source est bien défini d’aprés le calcul de limite (5.80). Le parameétre
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k est choisi de fagon a assurer que le terme

7 0 "2 g
o) (501 611~ 7519
4ﬁ (1 —ﬁ)z-f-gLRAXk

tende vers 0 avec Ax dans le cas ol toutes les fonctions considérées sont régulieres. Cela est immédiat lorsque
Fr est différent de 1. Dans le cas ou Fr = 1, mais que &1 # 0, si l'on suppose que tout est régulier on peut écrire
que &g ~ Ax, et donc

_ = — 2
4h ELrAxk
Le parameétre k doit alors vérifier k < 1. Notons que plus k est petit, plus l'erreur commise ’est aussi. Ainsi,
prendre k = 0 ou k = —1/2 convient et donne en pratique de bons résultats numériques.
Pour généraliser I'expression (5.75) de S™[Z] loin des états stationnaires, on définit un débit § qui coincide
avec g dés que w; = wg = w. Comme mentionné précédemment, on peut par exemple choisir 7= hu ou § = g*.

= o(Ax'7F).

Pour résumer, on définit les termes sources numériques de la fagon suivante :

— — 2
v 6 h?
o or (B2~ i)
hv[i] - ghO[z] + gQFf[h] 80 _9 5 20 , siFrz1oué&=0.
Sh(z] = 4h (1-Fr)" +&rpAxt (5.82)

1v[1] - ghO[z] + %[hﬁ siFr=1et &g =0.

S"[z] =gl (5.83)

Montrons que ces termes sources numériques sont consistants avec les termes sources continus.

Proposition 5.3.1. Le terme source numérique
S (@, wr)[2] = (0,8"[2],8"[2])
défini par (5.82) et (5.83) est consistant avec le terme source continu au sens de la Définition 4.2.1.

Démonstration. On a immédiatement la consistance stricte de ™ et celle de S"* dans le cas Fr = 1 ou & # 0.
SiFr=1et &g =0, on ne peut pas démontrer la consistance stricte de S", mais la consistance (non stricte) est
vérifiée. En effet, dans ce cas on a

(2] = Twlt) - gholz] + S2[hp,
4h
or [h] = O(|hg = h| + |hy — h|) quand w; et wg tendent vers w, et donc le terme en [h]? vérifie
[1)° = o (g ~ bl + h = R,

quand w; et wg tendent vers w.

5.3.4 Propriétés du solveur de Riemann approché

On va montrer que le solveur que l’'on vient de construire, utilisant une linéarisation (L) de la deuxieme
relation de caractérisation d’équilibre, et une désingularisation (D) de la troisiéeme relation de caractérisation
d’équilibre, a de bonnes propriétés, dont celle d’étre fully well-balanced (F). Ainsi, on note V/\\/II{“DF le solveur
de Riemann approché dont les vitesses d’onde A, Ag et i1 sont données par (5.3), (5.4), et (5.30), les hauteurs
intermédiaires h}, i par (5.70) et (5.71), avec le débit intermédiaire g* défini par (5.65), les vitesses transverses
intermédiaires v et vk données par (5.72) et (5.73) et les termes sources numériques S"[Z] et S"™[Z] par (5.82)
et (5.83).
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Proposition 5.3.2. Le solveur de Riemann approché V/\\/I%DF est faiblement consistant au sens de la Définition 4.2.1,
robuste, fully well-balanced et vérifie
WEPE (&,%,@) = w, Y€ Q.

Démonstration. La consistance faible du solveur découle directement de la Proposition 5.3.1. Sa robustesse est
assurée par la procédure de cut-off sur la variable & et le fait que la variable 6 est simplement transportée.
Pour vérifier le caractére fully well-balanced du solveur, on se donne un couple (wy,wg) a ’équilibre local
(5.52). Ainsi, le détecteur d’équilibre £ est nul. Les termes sources a 1’équilibre vérifient par construction

Sz = [mﬂ + @], et S [Z] = [huv].

La procédure de cut-off ne s’applique pas a I’équilibre donc les hauteurs intermédiaires sont données par

A
*_pHIL _ AR Ah
L AR_/\L LR
A
HLL L h
]’l}; = h - jALR'
R L

Or A", = [h] lorsque &g = 0, dott hf = hy et Ity = hg. De méme, AY, = [v] lorsque &g = 0, et au vu de
I'expression de S a 1’équilibre on a

) (hv)HLE 1

_ * _
VLR = “LHIT + (p A WFLE ([huv] —/\RhR,L[v]) =V R

Concernant g*, on a

Pour finir, pour la variable 6 on distingue les états stationnaire au repos et en mouvement. Dans le cas d’un
état stationnaire au repos, on a hu = 0 et puisque Wy =hp et W = hg, on a i = 0. Il en résulte que O est dans
une configuration well-balanced. Dans le cas d’un état stationnaire en mouvement, on a 6; = 6y et donc la
configuration well-balanced est automatiquement atteinte. Ainsi, le solveur vérifie bien

wp si & <0,

WLDE (£ T ) =
R ETLTRI= e s,

deés que (wy,wg) est a I’équilibre local (5.52), donc est fully well-balanced.

On vérifie facilement la derniere propriété énoncée. O

5.3.5 Schéma final

Le solveur de Riemann approché ngDF vérifie toutes les propriétés souhaitées. On en déduit celle du schéma
de type Godunov qui en découle.

Théoreme 5.3.1. Sous la condition CFL (4.17), le solveur de Riemann approché V/\\/IQDF mene d un schéma de type
Godunov qui est robuste et well-balanced, au sens ot il préserve les états stationnaires discrets correspondants a
Iéquilibre local donné par (5.52). De plus, le schéma s’écrit dans le formalisme volumes finis, en définissant le flux
numeérique

T
F(wL, inR) — (]_-h,]_-hu’]_-hv,]_-he) i
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par
fhzﬁ+ﬁ(h*—hR)+ﬁ(h*—hL) (5.84)
2 R 2 L ’
Fh 24 & +/\—2R(h’1§u§ hRuR)+%(h’£u2—hLuL), (5.85)
A
F = hyv + 2R (h’;{vg thR)+7L(h’L*vZ—hLvL), (5.86)
— A A hu|
h R L
F _huo+ T(h};—hR)QR+ 7(h;—hL)eL— — (Or=01), (5.87)
o \ \
hu = hu + 7R(hj§—hR) %(hf—hL),

et en définissant les termes sources numériques
T
S (wy, wg)[2] = (0,8"[2],8™[z],0)
par (5.82) et (5.83)

Démonstration. 1l suffit d’utiliser les Propositions 5.3.2 et 4.4.2 pour conclure que le schéma de type Godunov
est fully well-balanced et robuste.

En utilisant I’écriture du flux numérique donnée par la Proposition 4.4.1, un calcul similaire a celui fait
dans la démonstration du Théoreme 5.2.1 permet d’obtenir ’expression des flux numériques sous la forme
(5.84)-(5.85)-(5.86). On peut retrouver I'expression du flux F"¢ dans la démonstration du Théoréme 5.2.2. []

Le schéma que nous venons de construire préserve toutes les solutions stationnaires discrétes. Néanmoins,
il présente quelques défauts. En effet, plusieurs problemes de continuité ont été relevés lors de la définition
des hauteurs et vitesses transverses intermédiaires. De plus, nous verrons dans la section 5.7 que pour certains
cas-tests, le schéma LDF est moins précis que le schéma LT (voir le cas-test 5.7.3.3). Ainsi, nous proposons dans
la section suivante de modifier ’évolution de la variable v dans le solveur de Riemann approché pour améliorer
le comportement du schéma et se défaire de I’'un des problemes de continuité.

5.4 Schéma FWB avec linéarisation de la relation d’équilibre et trans-
port de la vitesse transverse

On propose ici un autre solveur fully well-balanced, qui utilise les techniques présentées dans la construction
des deux solveurs précédents. En effet, comme mentionné a la Remarque 5.3.1, la dérivée de v n’est pas mal
définie a I’équilibre (contrairement a la variable /), donc on peut choisir un traitement différent de celui de la
variable h dans le solveur de Riemann approché. Les variables h et u seront définies exactement comme dans la
section 5.3, c’est-a-dire avec une linéarisation de la caractérisation d’équilibre et l'utilisation d’un détecteur
d’équilibre pour éviter la division par 1 — Fr. La variable v sera quant 4 elle traitée indépendamment, et suivra
la configuration donnée dans le solveur de la section 5.2. Nous vérifierons que cela permet de préserver toutes
les solutions stationnaires, dont la discrétisation est donnée par (5.52).

5.4.1 Solveur de Riemann approché
5.4.1.1 Variables h, g et terme source S"*

Les variables h et g sont traitées comme dans un solveur de Riemann approché a deux états intermédiaires
(voir Figure 5.12). On a donc comme inconnues h}, I’ et g*. Les expressions obtenues a la section 5.3 dans le
solveur W{gDP de h7, b}, q* et S"[Z], permettent de retrouver une configuration well-balanced dés que (@, Wg)
est a I’équilibre local (5.52). On rappelle leur formulation ici :

h’i =min (max(hHLL - LA?R,é),(l - :\\—IZ)hHLL + %5), (5.88)
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AL 0 AR

* * * *
Ly Ur, Ry UR

hr,ur hgr,ur

Figure 5.12 - Configuration du solveur de Riemann approché pour les variables & et u, similaire a un solveur a
deux états intermédiaires.

A A A
: HLL L h N L HLL L ¢
h’;{:mln(max(h —mALR,é),(l—/\—R)h +Eé), (589)
Sz
T =qur+ 1z _[/\1 (5.90)

— — 2
I FARE B EE =10
hT/[L]—ghQ[z]+gQF£[h] £9 _92 20 , siFrzlou&p=0.
Sz = 4h (1-Fr)" + & pAxk (5.91)

1v[1] - ghO[z] + ‘%[hP siFr=1et&r=0.

5.4.1.2 Variables v, O et terme source Shv

Ar AL u=0 Ak
N VR -
VR L v S op

Ficure 5.13 - Configurations possibles du solveur de Riemann approché pour la variable v.

On fait évoluer la variable v comme dans le solveur V/\\/IQT de la sous-section 5.2.2 a ’'aide de I'onde de vitesse
1 en suivant la configuration décrite par la Figure 5.13. Ainsi, on définit v* par

L [1] 51. >0, (5.92)
vp+[]sii <0,

la vitesse 1 par

h%t (hae+ 3 (W = hg) + 3 (f = hp)) i+ 2R (k= hg) + 3 (Hf = hy) >0,
i = t (hae+ 3 (W = hg) + 3 (f = hy)) s hu+ 3 (W = hg) + 3 (f = hp) <0, (5.93)
0 si hut + A& (W% — hg) + AL (W —hy) = 0,
et le terme source S"'[Z] par
— L
S"™(Z] = —hul1] - [—Z](AR(hg —hg)+ AL(HF —hyp)). (5.94)
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La configuration well-balanced pour la variable v

vpsix <0,
v(x,t) = .
vRsix >0,

est atteinte si ## = 0 (voir Figure 5.13) ou bien si vg — vy +[¢] = 0 (d’aprés la définition (5.92) de v*). L'une de
ces deux conditions est nécessairement vérifiée des que (wy,wy) est a I’équilibre local (5.52). Pour finir, La
température est simplement transportée a la vitesse .

Par la suite, on notera 17\71%” ce solveur faisant intervenir une linéarisation de la deuxiéme caractérisation
d’équilibre (L), une onde de transport (T) pour approcher la variable v, et qui préserve tous les états stationnaires
discrets (F). Les propriétés du solveur en lui-méme sont obtenues exactement de la méme facon que dans
les démonstrations des Propositions 5.2.5 - 5.2.6 qui concernent le solveur LT et de la Proposition 5.3.2 qui
concerne le solveur LDF. Ainsi, on donne sans démonstration le résultat suivant

Proposition 5.4.1. Le solveur de Riemann approché WIIQTF est faiblement consistant, robuste, fully well-balanced et
vérifie
WETE (&£,@,) = w, Ve Q.

Cela mene a un schéma de type Godunov avec des propriétés similaires.

5.4.2 Schéma final

Donnons a présent le schéma du type Godunov issu du solveur WTF.

Théoreme 5.4.1. Sous la condition CFL (4.17), le solveur de Riemann approché V/\\/{QTP meéne d un schéma de type
Godunov robuste et well-balanced, au sens o il préserve les états stationnaires discrets correspondants a I'équilibre
local donné par (5.52). De plus, le schéma s’écrit dans le formalisme volumes finis, en définissant le flux numeérique

T
F (@, ) = (F*, 7, 7, 7O

par
fhzﬁ+%(h§—hR)+%(hz—hL),
h gh? g AL
F “:hu2+T+T(h’;{uﬁ—hRuR)+T(h’EMZ—hLuL),
— A A hu
fhv:hu”{}-l—TR(I/I}E—hR)VRﬁ-TL(I’ZZ—]’IL)VL—LZ'(VR—UL-F[”),
— A M
h R L
.7-'6:hu@—i—7(h§—hR)9R+7(h’£—hL)6L—T(9R—9L)
oul

et en définissant les termes sources numériques
— T
S (wy, wg) = (0,8™[2],8™[z],0) ",

par (5.91) et (5.94).

Démonstration. Le schéma considéré hérite de la propriété fully well-balanced et du caractére robuste du
solveur de Riemann approché utilisé, toujours d’aprés la Proposition 4.4.2. On renvoie aux démonstrations des
Théoréemes 5.2.1 et 5.2.2 pour plus de détails sur les calculs des flux. O

En modifiant I’évolution de la variable v dans le solveur de Riemann approché, nous avons construit un
deuxieme schéma fully well-balanced qui ne présente plus de discontinuité pour cette variable. De plus, on
peut remarquer que le cas-test 5.7.3.3 pour lequel le schéma LDF induisait une erreur plus grande que le
schéma LT est bien géré par le schéma LTF qui a un comportement similaire au schéma LT. On peut chercher a
améliorer encore une fois ce schéma, puisque les variables 1] et h} ont encore une définition discontinue. De
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plus, l'expression du terme source S™ meéne a des sauts dans les solutions approchées au voisinage de Fr = 1,
comme on peut le constater sur la Figure 5.41 ou la Figure 5.20. Nous allons tenter d’appliquer une autre
approche pour améliorer ces deux points.

5.5 Schéma FWB avec quadratisation de la relation d’équilibre

Le schéma proposé dans cette section est issu d’une collaboration avec Victor Michel-Dansac de I’Université de
Strasbourg et Christophe Berthon de I’'Université de Nantes, et fait 'objet d’un article en préparation.

Pour le dernier schéma, on considére une fois encore un solveur de Riemann approché avec quatre ondes
de vitesse Ay, Ag, 0 et i, avec les variables h et u dans la configuration de la Figure 5.12, et la variable v dans
la configuration de la Figure 5.13 qui fait intervenir I’'onde . Cette fois, on choisit d’utiliser comme relation
supplémentaire pour & non pas une linéarisation de la caractérisation d’équilibre en hu (5.7) qui s’écrit

gho (1 —F~r)[h]+%(9R—6L):Sh“[Z], (5.95)

mais plutdt une discrétisation différente de la relation d’équilibre en hu

u? gh?
ha"? +gh0d,h+ Taxe = fhv—gh0d,z.

On choisit de discrétiser cette relation de la facon suivante

S, oh? _ .
gh6(1-Fr)[h]+ %[e] = hv[1] - ghB|z], (5.96)

ou Fr = % est une discrétisation du carré du nombre de Froude. Cela correspond en fait a la relation
de discrétisation de 1’équilibre (5.52b) multipliée par h. En suivant I'idée de [53], nous allons appliquer non
pas une linéarisation de cette relation aux états intermédiaires, mais plutot une "quadratisation”. On pourrait
simplement choisir de réaliser directement une quadratisation de la relation (5.95), mais nous verrons par la
suite (Remarque 5.5.1) que cela ménerait a un probléme de définition de St Pour simplifier les calculs, on
considérera que Ag = —Ap = A, mais la procédure s’adapte au cas général.

5.5.1 Solveur de Riemann approche

On décrit la stratégie appliquée a chacune des variables, en commengant par la variable h.

5.5.1.1 Variable h

Relations utilisées Pour définir les hauteurs intermédiaires h’z et h};, on utilise la relation de consistance en h
donnée par
* | 1k HLL
bR +h] =20, (5.97)

et la relation d’équilibre (5.96) que 'on modifie en isolant le terme en 1 —Fr et en divisant par ghf. Cela donne

(1-Fr)(hg —hy) = S", (5.98)

2h6
Pour définir les inconnues hJ et h%, on impose que ces inconnues vérifient non pas une linéarisation de
(5.98), a I'instar de la technique utilisée dans le schéma de la section 5.3, mais une "quadratisation" de (5.98) de
la forme

u ¢ St = T[] = Opg]— 2
oul'on a posé S _gé[l] 5[z] [6].

(1=Fr+v(h} —hy) - v(hk - hg)) (W~ B}) = S*, (5.99)
avec v > 0 un parameétre a fixer. Ce parametre sera choisi notamment de facon a ce qu’a ’équilibre, on obtienne
Wt = hy et b} = hg. Résolvons le systéme (5.97)-(5.99). En posant H := hR;hL, on obtient

np=h 1 ety =hAMt 4K, (5.100)
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avec H qui vérifie .
—4vH?+ 2H(1 -Fr+v[h])-S" =0. (5.101)

Pour que cette équation admette au moins une solution, il suffit de choisir v et S" de signes opposés, puisque
cela implique que le discriminant Ay, = 4(1 — Fr + v[h])? — 16vS" est positif ou nul. Alors, les solutions du
polyndme (5.101) sont données par

HE = (1—ﬁ+v[h]i\/(1—ﬁ+v[h])2—4v5u . (5.102)

T4y

Il faut encore déterminer laquelle de ces deux solutions sera sélectionnée.

Définition de v Premiérement, on aimerait retrouver le schéma HLL lorsque les termes sources sont nuls.
Ainsi, d’aprés les expressions de /] et iy données par (5.100), on souhaite que H* tende vers 0 lorsque S* tend
vers 0. Or, si v est indépendant de §%, on a

SIEIEOHJ—':%(1—ﬁ+v[h]i|l—ﬁ+v[h]| ). (5.103)

Cette limite est nulle si et seulement si + vaut —sgn(1 — Fr + v[h]). On pose alors

H= 41_1/(1 ~Fr+v[h]-sgn(1 - Fr+ v[h])\/(l ~Fr+ v[h])2—4v8”).

On s’intéresse maintenant a la propriété well-balanced. A I’équilibre, d’aprés (5.100) on a i} = hy et h, = hy
si et seulement si H = @ On considére donc un couple (w, wg) a I’équilibre local. On sait que dans ce cas, la
relation (5.98) est vérifiée, donc

H= 41—]/[1 —Fr+v[h]-sgn(1 —Fr+v[h]) (1 —ﬁ—v[h])z].

Ainsi, H = @ si et seulement si sgn(1 — Fr — v[h]) = sgn(1 — Fr + v[h]) ou de facon équivalente
(1 -Fr—v[h])(1 —Fr+v[h]) > 0.

Cette condition est satisfaite si et seulement si |v| < | lﬁﬁr

. A I’équilibre, cela s’écrit aussi

vl < ‘ , (5.104)

[

toujours d’apres la relation (5.98). La question qui se pose est comment choisir correctement le parameétre v ?
On a établi qu’il doit vérifier la condition (5.104), ainsi que sgn(v) = —sgn(S*), afin que Ay, soit positif ou nul.
On est donc amené a poser

5"
I[H]I1P

avec0<a<leta>0,p >0 a fixer. Cependant, avec cette définition, v dépend de S¥, donc le calcul de limite
(5.103) qui a servi a sélectionner la solution adaptée parmi H* n’est plus valide. On va donc recommencer
I’étude de H, avec un parameétre v de la forme (5.105).

v:=—asgn(S") (5.105)

5.5.1.2 Etude de H

On suppose que le parameétre v est donné par (5.105)ou 0<a <1, a >0, f > 0 sont des parametres a fixer.
Les solutions de (5.101) s’écrivent alors

— — 2
M=, [h]—sgn<s“>wi\/([h]—sgmsu)“‘F"')”h“ﬁ § P (5.106)

a|8u|a a|8u|a alsula—l

Remarquons que puisque j est positif, on a H* = 0 lorsque [#] = 0.
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On souhaite que H tende vers 0 lorsque §* tend vers 0. Cette fois, v dépend de §*. On va donc effectuer
un développement limité de H en S* afin de déterminer sa limite. Le cas [h] = 0 étant trivial, supposons que
[h] # 0, et intéressons nous premiérement a la situation 1 —Fr # 0. On factorise 'expression précédente de H*
pour faire apparaitre une expression du type V1 + X avec X qui tend vers 0 en méme temps que S*. On pose
d’abord pour alléger les calculs
(1 - En)|[A]l?

alS** 7

s 1 + —7)? M
=3 [h]—T_\/([h] TV + it

que l'on factorise par [h], pour obtenir

. _ . )
H _T[l 0l sgn([h])\/(l-m) +a|3u|a-1]'

Puisque 4 7 tend vers 0 lorsque S tend vers 0, on factorise le terme sous la racine par 7. Cela donne

[ ]
L_mf, T T [h]\* 4R
H 1 [l—m+sgn([h])’m‘\/(l—?) +—aT2|S“|a‘1 .

En développant le carré sous la racine, on a bien une expression du type V1 + X, avec

7T =sgn(S") (5.107)

ce qui donne

’

(1], [P 4lA)P

X=—2 0L, 0
T T2+a7‘2|8u|a—1

qui tend vers 0 lorsque S* tend vers 0. On utilise alors le développement limité en 0 de V1+X =1+ % - %Xz +
O(X?3). En supposant que a > 1/2, on s’apercoit que la majorité des termes issus de ce développement limité
sont dominés par (S*)%*! lorsque S* tend vers 0. On obtient alors

h Al h s
() A 0 e

En réinjectant cette expression dans H* on trouve

B Gy

Il faut que + = sgn(7') pour avoir H* = O(S*) quand S* tend vers 0. Cela méne a la définition suivante de H

alsula—l

[h] T +sgn((1—Fr) S“\/[h] )2+ L g ] (5.108)

ot 7 est donné par (5.107), et a est choisi tel que a > 1/2.
On étudie maintenant ce que ’on obtient dans le cas 1 — Fr = 0. D’aprés la définition (5.106) on a

4|[n]P
a|8u|a—1 :

1
= Z[[h]i (]2 +

Si a <1 la limite quand S* tend vers 0 de H* existe et vérifie

S0 4
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Pour obtenir le résultat souhaité, il faut que + = —sgn[h]. Le défaut de la définition de H donnée par (5.108) est
qu’elle ne vérifie pas cette condition. On choisit malgré tout de considérer cette définition qui redonne le schéma
HLL lorsque les termes sources sont nuls dans la majeure partie des cas. On sélectionne un parametre a < 1
pour s’assurer que H* admette bien une limite finie lorsque 1 — Fr = 0, méme si elle n’est pas nécessairement
nulle.

On vérifie maintenant que la définition (5.108) de H permet de retrouver un schéma well-balanced. A

1’équilibre, on veut b} = hg et hf = h; donc H = @ Or on sait aussi dans ce cas que [h](1 —Fr) = S*, donc on a
o
alS|*=1[h]’
d’ou
! []1° [ SO 4
=—|[h-——=— h h] - .
=M e s N st ) agsveT

En développant le carré dans la parenthese et en réajustant les termes on obtient

1 QG e\’
H= [h]- FIT=I +Sgn([h])\/([h] + m) ,

ce qui donne

B e W\ 0]
M=\ st (“” W= )) =2

Ces calculs sont valides dés que > 1.

Pour conclure, ’expression (5.108) de H, ou 7 est défini par (5.107),a>0,1/2<a <1et f>1, permet de
retrouver h] = hy et iy = hg a I’équilibre, et redonne le schéma HLL dans la plupart des cas lorsque les termes
sources sont nuls. En pratique, on prendra a = 1/2, g = 3/2.

Pour finir, on applique la procédure de cut-off décrite a la section 5.1 pour assurer la positivité des hauteurs
intermédiaires. Elles sont alors définies par

h’L*:min(max(hHLL—H,b),(l—:\\—}z)hHLL+i\\—fé), (5.109)
et

hg:min(max(hHLL+H,5),(1—j—;)hmhi—;a), (5.110)
ou

(1-Fr)|[h]3
alS"|?

H==|[h]-sgn(S") (5.111)

N

— 2
(L-Enial? |, 4lln)?lsm?
a|S|2 a

—sgn((1 —ﬁ)S“)J [[h] +sgn(S)

En pratique, la paramétre a doit étre une constante positive. Dans les cas-tests numériques, on posera
la plupart du temps a = 1. Pour certains cas-tests, cette variable servira d’ajustement pour obtenir un bon
comportement, en particulier lors des changements de régime. On revient plus en détail sur ce point dans la
sous-section 5.5.4.

Variable g Pour la variable g, on utilise comme précédemment la relation de consistance en hu d’une part

Shu [Z]

h§u§+h’£uz :2(hu)HLL+ 1

et d’autre part la caractérisation d’équilibre

* ok _ 1k K Kk
hpup = hrug =97,
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ce qui donne

Shu[z].

112
3 (5.112)

q* = (hu)ppy +

Variables vet & Concernant les variables v et 0, on utilise la configuration décrite dans la sous-section 5.2.2
avec l'onde supplémentaire # qui n’influence pas les variables & et g. On définit donc I'inconnue v* par

pr = vl st >0, (5.113)
v+ ][] sii <.
et 1 par
L (hu+ 2 (W — ) + 3 (Wf —hy))  si hu+ 2R (W —hg) + 3 (i —hy) >
R J—
i = ,}—Z(huHTR(h;—hR) A (i —hy))  sihu+ 2R (W —hg)+ 3 (i —hp) < (5.114)
0 si hut + SR (W — hg) + AL (WY —hy) =

La variable O est transportée a la vitesse i comme dans les trois schémas précédents.
Il reste a présent a donner une discrétisation fully well-balanced des termes sources.

5.5.2 Discrétisation des termes sources

Pour définir la discrétisation des termes sources, on a déja établi a la sous-sous-section 5.2.1.3 que lorsque la
variable v est dans la configuration de la Figure 5.13, le terme S" doit étre défini par

S"[Z] = —huli] - 0 (/\R(h* hg) + Ap(h] = hy)). (5.115)
afin que le solveur approché soit consistant avec le solveur exact.
Pour le terme source S"*, on considére (W, wg) a I’équilibre local et on utilise la caractérisation d’équilibre

gh%0r ghtor

2

Sz = F'"(wg) - F"(wy) = hgu? + ~hpuf -

En suivant les étapes de la sous-section 5.3.3, on retrouve les mémes expressions que précédemment, a savoir la
relation (5.76)

v ) n
(1-Fr)[n] = Sli- 5l 5500
et I'expression (5.78) de S
sh[z]=gho (1~ Fr)[h]+g911;r[h] )

ou l'on rappelle que Fr = En injectant la premiére relation dans la seconde, on peut écrire cette

_a’h
gohihy’
approximation du terme source comme

S"(Z) = hvl1] - gh9[21+ 7 [h]3

[h]

Puisqu’a I’équilibre, on a H = 5, on choisit de définir Sh par
— — )Fr
Sh(z] :h?[t]—gh6[2]+2g9_TrH3. (5.116)

Comparée a la définition (5.91) de S"*[Z] utilisée dans les deux solveurs fully well-balanced précédents,
cette formulation présente l'avantage d’étre relativement simple et de ne pas faire intervenir de détecteur
d’équilibre.
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Remarque 5.5.1.

1. En effectuant une quadratisation de la caractérisation d’équilibre (5.95) et en suivant les mémes étapes, la
définition de H comporterait des termes en S"*[Z] et on ne pourrait donc pas définir le terme S a partir
de H, comme on le fait ici. C’est pourquoi on a choisi de réaliser une quadratisation de la relation (5.96) a
la place.

2. Siles termes sources sont nuls, alors H 'est aussi, sauf dans le cas ot 1 — Fr = 0. Ainsi, on retrouve dans la
plupart des cas que " = 0 lorsque les termes source sont nuls.

Proposition 5.5.1. Le terme source numérique S(wp, wg)[Z] = (0,S"[Z],8"[Z],0) défini par (5.116) et (5.115) est
consistant avec le terme source continu au sens de la Définition 4.2.1.

Démonstration. On a déja montré dans la Proposition 5.2.1 que S™ est strictement consistant.
Concernant le terme 8", on a montré que lorsque Fr est différent de 1, alors H = O(S"%), et comme

S* = 0([Z]), on a H3 = 0([Z]), et donc la stricte consistance de ™. Lorsque Fr =1, ona H = [%], et donc
hu T 701 géﬁ 3 hu
S"™[Z] = hv[1] - ghO|z] + E[h] =S"(w) + o(Jlwg — w| + |lwy — w|),
lorsque wy et wy tendent vers w, ce qui traduit la consistance (non stricte) de Shu, O

5.5.3 Propriétés du solveur de Riemann approché

On va montrer que le solveur avec une onde de transport (T) et une quadratisation de la seconde relation
de caractérisation d’équilibre (Q) que I'on vient de construire a de bonnes propriétés, dont celle d’étre fully
well-balanced (F). On note WI?TF le solveur de Riemann approché dont les vitesses d’'onde A, Ag, 11 sont définies
par (5.3), (5.4), (5.30), les états intermédiaires h}, ik, q*,v* par (5.109), (5.110), (5.112), (5.113), ot H est donné
par (5.111), et les termes sources numériques S"[Z], S"[Z] par (5.116), (5.115).

Proposition 5.5.2. Le solveur de Riemann approché VT/I?TF est faiblement consistant au sens de la Définition 4.4.1,
robuste, fully well-balanced, et vérifie la propriété suivante :

WO (&, w,w)=w, VeQ.

Démonstration. A l’aide de la Proposition 5.5.1, on montre comme pour les schémas précédents que le solveur
est consistant. La robustesse du solveur est assurée par la procédure de cut-off pour la variable &, et par le fait
que la variable 6 est simplement transportée.

Concernant le caractere fully well-balanced, on se donne un couple (wy,wg) a I’équilibre local (5.52). On a

montré que dans ce cas, H = [Lz] et donc

W =hy —H=hy,
et

Wy =hyrp +H = hg.

Les relations sur les autres variables étant identiques a celles du solveur VT/I%TF ,on montre de la méme facon que
q* =g, et que les variables v et 0 sont nécessairement dans une configuration well-balanced. Ainsi, le solveur
de Riemann approché QTF est fully well-balanced.

La derniére propriété se vérifie facilement et de facon similaire aux schémas précédents, notamment puisque si
ﬁiL:iu“R:ﬁeﬁ,onaHzoetdonch*:h’;z:h. O

5.5.4 Schéma final

Le solveur de Riemann approché WETF vérifie toutes les propriétés souhaitées. On en déduit les celles du
schéma de type Godunov qui lui est associé.

Théoreme 5.5.1. Sous la condition CFL (4.17), le solveur de Riemann approché WSTF meéne a un schéma de type
Godunov robuste et well-balanced, au sens oui il préserve les états stationnaires discrets correspondants a I'équilibre
local donné par (5.52). De plus, le schéma s’écrit dans le formalisme volumes finis, en définissant le flux numérique

T
]_‘(wL’@’R) — (}—h’}-hu,}—hv,]_-ha) i
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par
Fh=hu + %(h};—hRH %(h{—hL), (5.117)
FM =y + % + A—zR(h;u; —hgug) + %(hfuz ~hpug), (5.118)
FM" = huv + %(h’fq —hg)vgr + %(hf —hp)vp - Ih—?(vlz —vp +[1]), (5.119)
FhO =1uo + /\—;(h}—hR)GR+ %(hZ—hL)BL— @(QR_GL) (5.120)
ol

—_—

hu = hu + %(h,*2 —hg)+ %(k’[ —hy),
et en définissant les termes sources numériques
T
S(wy, wp)[Z] = (0,8"™(2],.8™(2],0),
par (5.45) et (5.47)

Démonstration. 11 suffit d’utiliser les Propositions 4.4.2 et 5.5.2 pour établir que le schéma est fully well-
balanced et robuste.
D’autre part, en utilisant la Proposition 4.4.1, on obtient que le flux numérique s’écrit

— F(wp)+F(wg) A A .
F(wp,wg) = % 7R(w}§—wR)+7L(wf—wL) si=0,
F F A A i
F(@, ) = —(“’L); (wr) R wh - wg) + S w] —wp) + 5w ) si >0,
— F F A A i .
F(wy, wg) = M + TR(w}; —wg) + TL(WZ —wp)+ %(w* —wy) sin<0.

Pour établir I'expression du flux ", il suffit de remarquer que d’aprés la Définition (5.30) dans le cas 7 > 0, on
a
(w* —wh)"0 = ih(6, - Og) et Wi = hu,

etdanslecas 7 <0,ona _
(w* —wh)"? = ¥ (0 - 6) et Wi =hu,

ce qui permet de retrouver I'expression (5.120) du flux F"?. Pour les flux F", F" et F', on renvoie  la
démonstration du Théoréme 5.2.1 qui donne les flux du schéma well-balanced sans température. O

L'utilisation d’une quadratisation au lieu d’une linéarisation de la relation d’équilibre (5.96) a permis
d’obtenir un nouveau schéma pour lequel la discrétisation du terme source S"* est plus simple. Néanmoins, le
probléme de définition lorsque Fr = 1 est toujours présent, et intervient cette fois dans la définition de . Ici,
cela se traduit par le fait que H ne tend vers 0 lorsque S* tend vers 0 et que Fr = 1. Cela aboutit encore une fois
a une consistance non stricte du terme source discret S"™[Z]. C’est un probleme récurrent dans la construction
de schémas fully well-balanced. En pratique, nous verrons dans les exemples numériques qu’il est possible
d’ajuster le comportement du schéma QTF au voisinage de Fr = 1 en jouant sur la valeur du paramétre a. Cela
peut s’expliquer par le fait que dans 'expression de H, les termes faisant intervenir 1 — Fr sont divisés par a.
Ainsi, ce paramétre permet de contre-balancer le poids des termes en 1 — Fr.

5.6 Extension des schémas a 'ordre 2

L'objectif de cette section est de se donner une méthode qui permet d’étendre n'importe lequel des schémas
d’ordre un décrits précédemment a l'ordre deux, tout en préservant leur caractére well-balanced ou fully well-
balanced. Pour cela, on commencera par rappeler le contexte de la méthode MUSCL introduite par Van LEer
[68], dont on établira les limites vis-a-vis du caractére well-balanced. On proposera alors une version alternative
initialement introduite dans [55] (voir aussi [56] et [32]) qui utilise des détecteurs d’équilibre, et on détaillera
son obtention. La différence majeure avec [55] est le rajout d’un terme source centré dans le schéma d’ordre
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deux, ce qui permet de prendre en compte les termes sources lorsque leurs sauts aux interfaces du maillage sont
nuls, comme préconisé dans [13]. Uordre deux en temps est obtenu par une méthode de Runge-Kutta classique
d’ordre deux décrite dans [8].

On rappelle que tous les schémas construits jusqu’a présent se réécrivent dans le formalisme volume finis
comme

with = - %(I(@?,ﬂ;l)—f(w_l,w)) + %(8(&?_1,w§1)(2i ~Zi) + 8@ WY, ) (Zi1 - Z4)), (5.121)

a condition que la CFL (4.17) donnée par
soit vérifiée.

5.6.1 Meéthode MUSCL stantard

L’idée principale de la méthode MUSCL est d’étendre des schémas d’ordre un a 'ordre deux en appliquant
les flux et termes sources d’ordre un a une reconstruction affine de la solution. On commence par rappeler la
procédure standard de reconstruction. On se donne une approximation constante par morceaux au temps t”,

~ix(x) =w; sixeK;,

et on reconstruit la solution sur chaque cellule en considérant une fonction affine donnée par

—~2 _ n n
wa(x) =W t0; (x - Xi),
ol o} est un vecteur de pentes a déterminer. Cette reconstruction est faite sur les variables conservatives w et les
termes sources Z. On souligne d’ores et déja qu’en général, on choisit de reconstruire une fonction de Z plutét
. A . 7 7 . . . ~1,+ .
que Z lui-méme afin de préserver des états stationnaires. On note ensuite w; ™ les valeurs de la reconstruction
affine sur la cellule K; aux interfaces (voir Figure 5.14), ce qui donne

~1,+ Ax

w.":ﬁﬂfiTU" (5.122)

i

Pour éviter les oscillations numériques, il est bien connu (voir par exemple [48]) qu’une procédure de limitation

—n,—
Wit1

Ti—1/2 Lit+1/2

FiGgure 5.14 — Reconstruction de la solution sur chaque cellule. En gris clair et pointillés, la solution constante
par cellule. En bleu, les reconstructions affines.

des pentes doit étre appliquée. On choisit de considérer la limitation minmod sur chacune des composantes du
vecteur o/’. Si on note V I’'une des variables reconstruites et ai"’v la pente associée, on pose alors
n n n n
. V=V, Vi, -V

: 1 i+1 Vi
o.”” = minmod
: Ax T Ax ’
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ou la fonction minmod est définie par

min(op,0g) siop>0etog>0,
minmod(oy,0g) ={ max(or,0r) siorp<0etor<0, (5.123)

0 sinon.

. VT / . h ,h6 4 :
On impose une limitation supplémentaire sur les composantes o;"", et 0;""" lorsqu’une température variable
. . 7 . + + . P
est prise en compte, afin d’assurer que les hauteurs et températures reconstruites h;'~ et ;" soient positives.
On montre facilement que cela est vérifié dés lors que les pentes satisfont

n
wh| 2h;
G Ax’

non
an,h9| < 2hi 0;
: Ax

On définit maintenant le schéma numérique MUSCL d’ordre 2, a partir du schéma d’ordre un (5.121), par

wm—l :w”—%(}-(ﬁ}i.ﬂ# ﬁ;(t,—)_f(~n+i’ﬁ7n ))

s
i i X i i+1

At T ~,+ + 1,— - +
o (S(@ PNz -z )+ Se(@ i) (2 - 20 )+ S (@ @ ) (2o, - Z7)). (5.124)
Le terme S.(wy,wg) est un terme source centré ajouté pour prendre en compte les termes sources lorsque leurs
sauts aux interfaces sont nuls, comme le mentionne [13]. Pour illustrer plus clairement la nécessité d’ajouter ce
terme source centré, on peut considérer 1’exemple suivant.

Exemple 5.6.1. On considere le modele de Saint-Venant (SW), on se donne une topographie z(x) affine, et
on pose hg(x) = 1,ug(x) = 0. Il ne s’agit pas d’un état stationnaire. Pour une telle condition initiale, les états
reconstruits vérifient w?’i =w!' et Z[ = Z; . Ainsi, les couples d’états reconstruits (w , W, +1) sont a 1’équilibre
local. Supposons que I'on n’ait pas de terme source centré dans le schéma d’ordre deux (5.124), autrement dit,
prenons S.(wp, wg) = 0. Le schéma d’ordre deux s’écrit alors dans cette situation

wp = = e (£ (@35 - £ (75 7))

Si le schéma d’ordre un utilisé est well-balanced, on obtient

wn+1 = wﬂ,

1 1

ce qui n'est pas cohérent avec le fait que la condition initiale et la topographie affine ne sont pas a I’équilibre.
Sans terme source centré, la contribution de la topographie est effacée, puisque la reconstruction affine d’une
fonction continue nadmet pas de saut aux interfaces du maillage. Le terme source centré fait intervenir les

couples (u7:.1’7

,ﬂFi"’Jr) qui eux ne sont pas a I’équilibre dans cet exemple puisque, Z — Z” = Ax.

Plusieurs définitions d’un tel terme sont possibles. Nous choisissons de présenter ici une facon naturelle
de l'obtenir, en écrivant le schéma MUSCL (5.124) comme une combinaison convexe de schémas d’ordre un
appliqués aux états reconstruits sur des demi-cellules (voir Figure 5.15). En effet, posons

2At At

witt =t o~ (7 (@i wly) -7 (@, @)+ ~ (S(@r— @) (zf - 27 )+ S (@ @00 ) (2o - 27)),
et
W 2y %t(f(w;?f-,w;w)_f(wy;;,wy'-))+ g(s(wqu" V(2 -zt )+ s (@ @) (2 - 27)).

En faisant la moyenne arithmétique de ces deux états on obtient

n,— n,+
W, +w,

wprt = LB () - F (@, 00)

# e (S (@ TN 20 -2 ) w28 (@) (2 - 27) 8 (@005 ) (200 - 27)- (5125)
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tn+1 w;H'l
i e+, i w bt i
R
1 1 1
o wiy w; Wiy
% .’1:1:1/2 % IBH%1/2 %

Ficure 5.15 — Schéma d’ordre 2 MUSCL. On considére les reconstructions de la solution sur des demi-cellules.

, n,+
. . N . w. W, 2 2 .
En supposant que la reconstruction est conservative, c’est-a-dire que ———— = wy, le schéma (5.125) s’écrit
sous la forme (5.124) en définissant le terme source centré par
—i,— =i+ —i,— i+
Sc(wi" W ) = ZS(w? W )
Considérer le schéma MUSCL d’ordre deux comme une combinaison convexe de schémas d’ordre un permet

d’obtenir facilement de bonnes propriétés, a condition que la procédure de reconstruction coche plusieurs
criteres.

Définition 5.6.1.

— Une reconstruction du type (5.122) est dite conservative si

— Une reconstruction du type (5.122) est dite robuste si pour tout i € Z on a
w'eQ=we.

— On dit qu’une reconstruction du type (5.122) est well-balanced si pour tout état stationnaire discret (w;);ez, les
couples (ﬂ/‘f,ﬁlfﬂ) et (ﬁ;' ﬁ:“) sont a I'équilibre local pour tout i € Z.
Grace a I’écriture sous forme de combinaison convexe (5.125) du schéma d’ordre deux, on montre facilement
qu’il est robuste et qu’il préserve les états stationnaires discrets pour une reconstruction et un schéma d’ordre

un bien choisis. On a le résultat classique (voir [25, 13]) suivant.

Théoréme 5.6.1. On consideére une reconstruction conservative, robuste et well-balanced. Alors, sous la condition
CFL

— max
Ax iez

i ’

At ot 1

( Ai(wf ,w?+1)|)§ Z,
le schéma d’ordre deux (5.125) issu d’un schéma d’ordre un robuste et well-balanced est également robuste et well-
balanced.

+ (~n,— —~n+
A (w. W, )

On a déja mentionné qu’une simple sur-limitation des pentes suffit pour avoir une reconstruction robuste.
Cependant, une reconstruction conservative qui préserve tous les états stationnaires est difficile a obtenir. Si
I’'on reconstruit les variables conservatives h, hu, hv et h6 (lorsque la température est supposée non constante),
la seule marge de manceuvre se trouve dans la reconstruction des variables sources Z. Si I'on souhaite préserver
les états d’équilibre au repos a température constante, dont la discrétisation est donnée par (5.10), il suffit
de reconstruire la variable ! et la variable gO(h +z) + V avec V tel que [V] = 7[1]. Par contre, pour préserver

la discrétisation des états stationnaires en mouvement donnée par (5.52), il faut reconstruire les variables

2 2
% +g0(h+z) et v+ dans le cas O constant. Ainsi, les variables a reconstruire ne sont pas les mémes si

I’on souhaite préserver les états stationnaires au repos ou les états stationnaires en mouvement. Or on rappelle
que les schémas fully well-balanced ont pour but de préserver tout les états stationnaires a la fois. Si I’on inclut
une température variable, alors il devient d’autant plus complexe de définir ce qu’il faut reconstruire pour
préserver les états stationnaires au repos.

Pour pallier cette difficulté, nous avons choisi d’utiliser la méthode introduite dans [55] basée sur un
détecteur d’équilibre, qui permet de retrouver un schéma d’ordre deux fully well-balanced.
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5.6.2 Meéthode MUSCL modifiée

Le principe général de la méthode proposée dans [55, 54] est de considérer le schéma d’ordre deux lorsque
l’'on est loin d’un état stationnaire pour augmenter la précision, et s’en remettre au schéma d’ordre un lorsque
l’'on est proche un d’état d’équilibre, ce qui garantit au schéma d’étre fully well-balanced.

La difficulté est de définir ce que I'on considere comme étre proche ou loin d’un état stationnaire. Pour
cela, on introduit une fonction continue croissante k a valeur dans [0, 1] telle que k(0) = 0 et k = 1 loin de 0. On

choisit la fonction suivante

XZ

k()= =
(x) x2 + Ax?

On posera k' = k(E]"), ou &' = E(w] |, w}) + E(wW], w},,) utilise la définition (5.53) et détecte si deux couples
successifs (w;_,, w}') et (w}, w} ;) sont simultanément a I’équilibre local.
Les états reconstruits sont maintenant définis comme une combinaison convexe entre la reconstruction

affine (5.122) et les états constants par cellule

A A
ﬁ’?’i:(1—kf)ﬁ?+kf(@?i%aﬁ):ﬂ/ﬁ+ nZx on (5.126)

1

On peut aussi considérer cela comme l'ajout d’une limitation supplémentaire a la reconstruction (5.122)
qui utilise le détecteur d’équilibre k'. Pour un état stationnaire discret, on a k' = 0 et la reconstruction

4 ~n,+ . 4 e . 4 [N . ~M1,+
redonne les états constants w;"~ = w;. Loin de I’équilibre et pour des solutions régulieres, on obtient ;"™ =

wi * %oi" + O(Ax3) quand Ax tend vers 0, ce qui signifie que la perturbation ajoutée a la reconstruction d’ordre

deux habituelle est suffisamment petite pour obtenir I'ordre voulu. On reconstruit les variables conservatives h,
hu, hv, éventuellement h6, ainsi que les variables sources z et 1.

On utilise alors le schéma MUSCL (5.125) ou les états reconstruits sont définis par (5.126). Le théoréeme
suivant montre que le schéma d’ordre deux qui découle de cette procédure est well-balanced et préserve la
positivité de h sous une condition CFL d’ordre deux.

Théoréme 5.6.2. Sous la condition CFL

— max
Ax iez

’

At ( A (@ @) < i,

A= (@), @)

le schéma d’ordre deux (5.125) utilisant la reconstruction (5.126) préserve les mémes états stationnaires que le schéma
d’ordre un (5.121) dont il est issu et hérite de sa robustesse.

Démonstration. On considére un état d’équilibre discret (w}');cz que le schéma d’ordre un peut préserver. Par
définition, on a k! = 0 pour tout i. Ainsi, les variables reconstruites vérifient w;"" = w;" = w' et Z"" = Z"" = Z;

. i . X A i i i i i 1
pour tout i € Z. Ainsi le schéma d’ordre deux se réécrit

T - F (@, T0)) + o (S (0, @) (Zi - Ziy) + S (T T2, ) (Zinr - Z0))-

At
n+l _ _n ~n
w: =W:; (.7 (w it1 i z—x i i+l

i ’_Ax i’

Ceci n’est rien d’autre que le schéma d’ordre un qui, pour une telle solution, vérifie w?“ = w; pour tout i € Z.

Concernant le caractere robuste du schéma, il suffit de rappeler que le schéma d’ordre deux est une
combinaison convexe de schémas d’ordre un. Ainsi, si le schéma d’ordre un est robuste, on a nécessairement
que W' € Q pour tout i € Z O
Remarque 5.6.1. Une autre possibilité que celle qui a été proposée ici et qui permettrait de préserver tous
les états stationnaires a l'ordre deux consisterait a détecter si ”;‘1—1 = ”11‘1 = ”;1+1 = 0 ou non, puis a choisir
quelles variables reconstruire. Pour le cas O constant, si la condition est vérifiée, on utilise la reconstruction

well-balanced pour les états stationnaires au repos, a savoir g(h+z) + V et 1. Sinon on reconstruit les variables

2 2
préservées par les états stationnaires en mouvement, données par % + g(h+2z) et v+ 1. Cela fait tout de

méme intervenir une forme de détecteur mais qui présenterait I’avantage de ne pas dépendre du choix de la
discrétisation des états stationnaires.

5.7 Résultats numériques

Dans cette partie, on présente plusieurs cas-tests numériques qui ont été utilisés pour vérifier les résultats
énoncés précédemment et comparer les schémas proposés. Les différents schémas ont été codés avec le langage



96 CHAPITRE 5. Construction de schémas well-balanced et fully well-balanced

Fortran. De nombreuses expérimentations ont été menées afin de tester le comportement des schémas selon les
spécificités du modele étudié. C’est pourquoi cette section sera découpée de la fagon suivante : la premieére partie
sera consacrée a l'application du schéma pour le modele de Saint-Venant dit SW avec topographie, sans force de
Coriolis, a température constante. Dans la seconde partie, on prendra en compte une température variable, ce
qui revient a appliquer les schémas sur le modéle TSW. Dans la troisiéme partie, on prendra en compte la force
de Coriolis (modéle RSW) et on terminera en prenant en compte a la fois la force de Coriolis et une température
variable (modéle TRSW). On proposera a chaque fois des cas-tests permettant d’observer le comportement des
différents schémas pour des états stationnaires au repos, en mouvement, et pour des solutions discontinues.
Enfin, on exposera dans une cinquieme et derniere partie des exemples permettant de valider numériquement
l'ordre des schémas utilisant la méthode MUSCL modifiée, présentée dans la section 5.6. Sauf mention contraire,
les conditions de bord utilisées sont des conditions de Neumann homogenes et on utilisera 200 cellules pour
discrétiser les domaines considérés. Sur les figures, on tracera les solutions approchées seulement en quelques
points afin d’améliorer leur lisibilité. Ainsi, on représentera un point sur deux ou un point sur quatre, sauf sur
les figures zoomées et les cas-tests ou 'on s’intéresse particuliérement a la qualité d’approximation des chocs.

Pour vérifier le caractére well-balanced des schémas, on sera amené a utiliser le détecteur d’équilibre (5.53).
On définit un détecteur d’équilibre global par

Ealt?) = max E@L L)

qui est nul si et seulement si la suite (w}');<;j<n est une solution stationnaire discréte, pour un temps t" fixé. On
sera également amené a calculer les erreurs L! et L™ discrétes entre solutions approchées et solution exacte,

que l'on définit par
|
1.
L) i =
1=

ol w; désigne une approximation de la solution et w{* la solution exacte discrétisée au temps Tp,,x sur la cellule
K;. La solution exacte sera toujours discrétisée de fagon naive, c’est-a-dire en posant w{* = w**(x;, Tyax) o0 w**
désigne la solution exacte continue.

,  L®: max )wi—wf"
1<i<N

’

Certaines solutions analytiques présentées sur les figures ci-dessous ont été obtenues a 1’aide du logiciel
SWASHES [24].

5.7.1 Modele SW

Les cas-tests numériques qui suivent sont utilisés observer les différents schémas appliqués au modele de
Saint-Venant. Ils ne font pas intervenir la force de Coriolis, présentent une vitesse transverse v nulle et utilisent
une température O constante égale a 1. La topographie quant a elle peut varier. Ainsi, on ne représentera que
les variables h et hu et les solutions approchées obtenues par les schémas LT, LTF et QTF pour ne pas surcharger
les figures, puisque les schémas LDF et LTF sont exactement les mémes dans ces conditions.

5.7.1.1 Préservation d’un lac au repos

Erreur L' Erreur L*®
’ Schéma ‘ Eoo(Tmax) h v h v

LT 5.55E—-17 | 0.00E+00 0.00E+00 | 0.00E+00 0.00E+00
LDF 5.55E-17 | 0.00E+00 0.00E+00 | 0.00E+00 0.00E+00
LTF 5.55E-17 | 0.00E+00 0.00E+00 | 0.00E+00 0.00E+00
QTF 5.55E-17 | 0.00E+00 0.00E+00 | 0.00E+00 0.00E+00

TaBLEAU 5.1 — Modéle SW : Préservation du lac au repos 5.7.1.1. Erreurs calculées au temps Ty, = 10.

Ce cas-test est effectué pour vérifier que I’équilibre du lac au repos est bien préservé numériquement par les
quatre schémas numériques. On se place sur I'intervalle [0, 25] et on pose g = 1. La topographie z est une bosse
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h+z hu

0.8 1 0.2 1
041

—0.2 ¢
0.2 1

//\\ —0.4 |

0 : : . . — X . . . . — X
0 5 10 15 20 25 0 ) 10 15 20 25

]xLT LTF  QTF — T =0

FiGure 5.16 — Modele SW : Préservation d’un lac au repos 5.7.1.1. Surface libre(gauche) et débit (droite). Cet
état stationnaire est préservé par les trois schémas.

dont ’expression est donnée par

0.2-0.05(x—10)2 si8<x<12,
dﬂ={ (-10)7 si8<xs< (5.127)

0 sinon.

La vitesse u est nulle et la hauteur h vérifie h+z = 1.

Les résultats de la Figure 5.16 obtenus pour Tp,,x = 10 montrent que les quatre schémas préservent qua-
litativement cette solution. Quantitativement, les calculs des erreurs L! et L® présentées dans le Tableau 5.1
entre les solutions approchées et la solution exacte montrent que la solution est préservée avec une trés bonne

précision.

5.7.1.2 Petite perturbation d’un lac au repos

h+z h+z
1.2 ¢ 1.2 ¢
1 H 1
0.8 + 0.8 +
0.6 + 0.6 +
0.4 0.4
0.2 02|
0 . . . . x 0 . . . . x
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Ficure 5.17 — Modele SW : Petite perturbation d’un lac au repos 5.7.1.2. Surfaces libres initiales pour ¢ = 0.2
(gauche) et ¢ = 0.001 (droite).

On présente maintenant un cas-test simple issu de [47, 58, 69] qui a pour but de motiver 'utilisation de
schémas well-balanced. On consideére un lac au repos sur le domaine [0, 2], avec g = 1, ou la topographie est
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h+=z hu

1.08 |

1.06 |
1.04 | /
1.02 | 1 3

0.98 : : : : x
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h+z

1.0004 +

1.0003 +

1.0002

1.0001 |

0.9999 1 1 1 — X ; ; ; ;
0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

’>< LT - LTF ~ QTF — REF

FiGuUre 5.18 — Modéle SW : Petite perturbation d’un lac au repos 5.7.1.2 : surface libre (a gauche) et débit (a
droite) pour les parametres ¢ = 0.2 (haut) et ¢ = 0.001 (bas).

donnée par
2(x) = 0.25(cos(10m(x—1.5))+1) sil.d<x<1.6,
“lo sinon,

et ou la hauteur vérifie h+z = 1.
On perturbe cet état stationnaire, en introduisant une erreur ¢ > 0 dans la définition de la hauteur sur un
petit intervalle. Ainsi, la variable / suit plutot la définition suivante

h(x) = 1-z(x)+e 5%1.1 <x<1.2,
1-2z(x) sinon.

Ces conditions initiales menent a la propagation de deux ondes dans des directions opposées. Au bout d’un
certain temps, les ondes sortent du domaine [0, 2] et on retrouve un lac au repos. Pour ce genre de probléme, les
schémas numériques non well-balanced présentent des oscillations numériques (voir [47]).

Les conditions initiales pour les perturbations ¢ = 0.2 et ¢ = 0.001 sont représentées sur la Figure 5.17. On
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présente sur la Figure 5.18 les résultats obtenus au temps Ty, = 0.5. Comme attendu, aucun des quatre schémas
ne produit d’oscillation numérique. Les ondes obtenues ont la méme vitesse que la solution de référence calculée
avec le schéma LT pour 3000 cellules. Les amplitudes des bosses sont du méme ordre, bien que légérement
inférieures a la solution de référence a cause de la diffusion numérique. Un ordre de précision du schéma plus
élevé est requis pour obtenir des amplitudes similaires a [69]. Apres un temps Ty, = 1, les ondes sortent du
domaine [0, 2] et on retrouve un lac au repos.

5.7.1.3 Capture d’états stationnaires en mouvement

h+z hu
9 X
X
4.44 |
1.5 ¢ %
X
1+ 4.42 444

0.5 1
4.4 + X x
X
0 T T
0 5 10 15 20 25 0 ) 10 15 20 25
h+z
1.95 |
X
/
194 T X
X /X
193 { N\ /.
\ X /X
1.92 | N e
N Vz
1.91 | N ¥
1.9 . . . . x
9 9.5 10 10.5 11

<« LT ~ LTF ~ QTF — Exacte \

FIGURE 5.19 — Modele SW : Capture de I’état stationnaire GM1 5.7.1.3. En haut a gauche : surface libre. En haut
a droite : débit. En bas : zoom de la surface libre sur 'intervalle [9,11].

Les trois prochains cas-tests classiques ont été proposés par Goutal et Maurel dans [38]. Le but est de
tester la capacité du schéma a capturer des états stationnaires en mouvement. Le principe est de partir d’une
condition initiale au repos et de créer un mouvement en faisant apparaitre un débit non nul sur le bord gauche
du domaine. La solution obtenue converge vers un état stationnaire en mouvement.

Pour ces trois exemples, on se place sur le domaine [0,25] et on prend g = 9.81. On se donne une topographie
de la forme (5.127), et une condition initiale au repos telle que

h+z=hy, u=v=0.

Le parametre hy dépend du cas-test choisi. Sur le bord gauche du domaine, la hauteur d’eau satisfait une
condition de Neumann homogeéne tandis que le débit hu est fixé égal a une certaine valeur gq. Sur le bord droit,
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FI1GURE 5.20 — Modele SW : Capture de I’état stationnaire GM2 5.7.1.3. En haut a gauche : surface libre. En haut
a droite : débit. En bas : zoom de la surface libre sur 'intervalle [9,11].

on impose que la hauteur d’eau soit égale a hj lorsque le flux est sous-critique, c’est-a-dire lorsque le nombre de
Froude Fr = —= est inférieur a 1, et qu’elle suive une condition de Neumann homogéne sinon. On utilise une

iy

condition de Neumann homogéne pour le débit sur le bord droit dans tous les cas.
Détaillons a présent les différents parameétres utilisés dans chaque cas :

— GMl1:hg=2, qo=442, N =200, Tmay=500.
— GM2:hy=0.66, go=1.53, N =200, Tpax=250.
— GM3:hy=0.33, gp=0.18, N =1000, Tpay=1000.

Les parameétres GM1 correspondent & un flux sous-critique, pour lequel le nombre de Froude reste inférieur a
un. Les parametres GM2 correspondent a un flux transcritique sans choc, et GM3 a un flux transcritique avec
choc. On représente sur la Figure 5.19 les résultats obtenus pour GM1, sur la Figure 5.20 les résultats pour
GM2, et sur la Figure 5.21 ceux pour GM3. Le parametre a utilisé dans le schéma QV1 a été fixé égal a 0.1 pour
GM1 et GM2, et égal a 0.01 pour GM3.

Il est clair que le schéma LT ne capture pas de facon précise ces états stationnaires en mouvement, tandis que
les schémas fully well-balanced donnent des solutions approchées qualitativement proches. Dans le Tableau 5.2,
on peut remarquer que le schéma QTF est plus proche d’une solution stationnaire que les schémas LTF et
LDF pour le cas transcritique sans choc (GM2), mais n’est pas plus performant pour le cas transcritique avec
choc (GM3). Les décrochages que I'on observe dans les deux cas transcritiques pour les schémas LTF et QTF
localisés en x = 10 ont lieu au plus haut de la topographie lors du changement de régime. Ce comportement est
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FIGURE 5.21 — Modele SW : Capture de I’état stationnaire GM3 5.7.1.3. En haut a gauche : surface libre. En haut
a droite : débit. En bas : zoom de la surface libre sur 'intervalle [9,11].

caractéristique des schémas fully well-balanced (voir [55] ou [12]) puisque, comme on I’a vu dans la section 5.2,

des problémes de définition apparaissent lorsque le nombre de Froude vaut 1.

Remarque 5.7.1. Sil'on choisit des valeurs différentes pour le parameétre a du schéma QTF, le comportement du
schéma au voisinage de Fr = 1 est tres peu précis. Il semble que pour ces exemples, le choix a = 0.1 soit le plus

approprié.

Eoo(Tmax)

Schéma GM1 GM2 GM3
LT 1.93E-02 3.12E-01 3.03E-01
LTF 2.03E-14 1.79E-04 2.75E-01
QTF 8.13E—-15 5.38E-15 3.81E-01

TaBLEAU 5.2 — Modéle SW : capture d’états stationnaires 5.7.1.3. Erreurs calculées au temps Ty .



102 CHAPITRE 5. Construction de schémas well-balanced et fully well-balanced

1073 1074

x LT ~ LTF = QTF —— Exacte

FIGURE 5.22 — Modéle SW : Rupture de barrage sur fond plat 5.7.1.4. Hauteur (a gauche) et débit (a droite).

5.7.1.4 Rupture de barrage sur fond plat

On teste maintenant le comportement des schémas dans une situation de rupture de barrage, pour évaluer
leur capacité a reproduire un choc en mouvement. On peut retrouver ce cas-test dans [23], ou une version
antérieure similaire dans [38].

On se place sur le domaine [0,10], et on positionne le barrage en x = 5. Le parameétre g est fixé a 9.81. La
condition initiale pour la hauteur est donnée par

(x) = 0.005 si0<x<5,
~10.001 sinon.

Le débit initial est nul et la topographie est plate.
On présente dans la Figure 5.22 les solutions obtenues au temps Ty, = 6. Le choc est bien approché par les
quatre schémas numériques, qui ont tous un comportement similaire, en accord avec les résultats de [23].

5.7.1.5 Probléme de Riemann a I’équilibre

Pour ce dernier cas-test issu de [53], concernant le modéle SW, on teste les limites de nos différents schémas
en considérant un probleme de Riemann particulier. En effet, les états w; a gauche et wy a droite sont choisis a
I’équilibre local (5.52). En pratique, on se place sur le domaine [-5,5], on fixe g = 9.81, et on pose

hLzl, []R:L
qr =1, zg = 0,001.
ZLZO,

La hauteur d’eau hy est choisie de facon a ce que le couple (wy, wpg) soir a I’équilibre local, c’est-a-dire tel que

2 2

qdr qar
R4 o(hp+2R) = =& + ¢(hy +z;).
22 g(hgr +zg) 20 g(hy +2z)

On l'obtient en résolvant une équation du type f(hg) = 0 avec une méthode de Newton. On obtient hy =
0.25458536248285629. Ce cas-test peut étre vu comme une rupture de barrage a topographie plate perturbée.
Comme mentionné dans [53], la solution entropique liée a ce probléme évolue au cours du temps, tandis que la
solution stationnaire est une solution non entropique.
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Ficure 5.23 — Modeéle SW : Probleme de Riemann a ’équilibre 5.7.1.5. Surface libre (a gauche) et débit (a droite).
Solutions approchées calculées apres 4,10, 20 et 150 itérations.
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Sur la Figure 5.23, on a représenté les solutions obtenues apres 4, 10, 20 et 150 itérations. De facon générale,
on observe que les schémas fully well-balanced restent a I’équilibre pendant quelques itérations. Le schéma LT
qui ne préserve que les solutions stationnaires au repos évolue dés la premiére itération. Le schéma LTF fluctue
de maniére significative a partir de la quatriéme itération, tandis que le schéma QTF reste a ’équilibre un peu
plus longtemps et commence a évoluer au bout de 10 itérations. Il en résulte un décalage dans le temps des
solutions obtenues grace aux différents schémas, comme le montre la simulation obtenue apres 150 itérations.
La solution stationnaire est instable et les schémas convergent peu a peu vers la solution entropique. C’est le
méme comportement qui est obtenu avec les schémas fully well-balanced de [53].

5.7.2 Modele TSW

On s’intéresse a présent au comportement des schémas numériques pour le modele TSW, c’est-a-dire au
modele de Saint-Venant avec température variable. On ne prend pas en compte la force de Coriolis, et la vitesse
transverse v est nulle. Encore une fois, les schémas LDF et LTF sont identiques et donnent les mémes résultats
numériques, donc seuls les résultats de LTF seront présentés.

On commence par perturber des états d’équilibre avec une température non triviale et on vérifie que les
différents schémas ne créent pas d’oscillations numériques.

5.7.2.1 Petite perturbation d’un lac au repos a température constante

h+=z
6.01 |
6.005 |
h+=z
6 Ae o z Al z Al z Al
-18 -17 -16 -15 -14 -13 -1.2
h—+z
21 6.008 |
0 ) ; ; L, 5 6.004 |
-2 -1 0 1 2
“ LT W SCKHKKIEAT TR K sy,
LTF 6 Al N e e AL S R
QTF
— T=0
— REF 5.996 |
} t t t t t xr

01 02 03 04 05 06 07

Ficure 5.24 — Modéle TSW : Petite perturbation d’un lac au repos 5.7.2.1 avec les données P1 au temps
Tmax = 0.125. A gauche, surface libre sur le domaine [-2,2]. A droite, zoom sur I'intervalle [-1.8,~1.2] (haut) et
I'intervalle [0.1,0.7] (bas).
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FiGure 5.25 — Modéle TSW : Petite perturbation d’un lac au repos 5.7.2.1 avec les données P2 au temps
Tmax = 0.125. A gauche, surface libre sur le domaine [~2,2]. A droite, zoom sur I'intervalle [~1.8,~1.2] (haut) et
I'intervalle [0.1,0.7] (bas).

Pour cet exemple proposé dans [17], on se place sur le domaine [-2, 2], le paramétre g est fixé a 9.812, on se
donne une topographie comprenant deux bosses

0.85(cos(107(x+0.9))+1) si —1<x<-0.8,
z(x) ={1.25(cos(107(x—0.4))+1) si0.3<x<0.5,
0 sinon,

et la condition initiale
ho(x) = 6—2z(x), ug(x)=0, Oy(x)=4. (5.128)

La discrétisation de cette donnée initiale donne £.,(0) = 2.48 x 10714, Les trois schémas préservent exactement
cet équilibre d’apres le Tableau 5.3 obtenu pour T, = 0.125.

On perturbe la hauteur d’eau et la température du lac au repos. On notera ¢, et ;9 la taille respective des
perturbations des variables h et h. On modifie alors la donnée initiale (5.128) ainsi

(ho(x)+ep, ho(x)Bo(x) +€pg) si—1.5<x<-1.4,

(h(x),hO(x)) = {(ho(x), ho(x)0(x)) sinon.

On considere les trois perturbations suivantes :
— P1:¢&,=0.01, ey = 0.04,
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FiGURE 5.26 — Modéle TSW : Petite perturbation d’un lac au repos 5.7.2.1 avec les données P3 au temps
Tmax = 0.125. A gauche, surface libre sur le domaine [-2,2]. A droite, zoom sur I'intervalle [-1.8,—1.2] (haut) et

I'intervalle [0.1,0.7] (bas).

Erreur L! Erreur L™

| Schéma | E(Tnax) h U h u

LT 3.60E-14 | 2.74E-15 596E-15 | 1.78E-15 1.05E-14
LTF 2.80E-14 | 8.88E—-18 4.15E-16 | 444E-16 297E-15
QTF 469E—-14 | 2.22E-16 7.88E-16 | 1.33E—-15 3.70E-15

TaBLEAU 5.3 — Modéle TSW : lac au repos a température constante non perturbé 5.7.2.1. Erreurs calculées au
temps Tinax = 0.125.

— P2:¢,=0.01, g9 =0,

— P328h=1, Shgzo.
On effectue les simulations jusqu’au temps Ty, = 0.125. La premiere perturbation crée deux ondes qui se
propagent dans des directions opposées. Au temps Tj, ., I'onde de gauche a quitté le domaine, et 'onde de
droite a dépassé les deux bosses de la topographie. Les perturbations P2 et P3 créent trois ondes : deux ondes
qui se propagent dans des directions opposées et finissent par sortir du domaine, ainsi qu'une troisiéme onde
stationnaire dans la région perturbée. On a représenté les résultats obtenus sur les Figure 5.24, Figure 5.25,
Figure 5.26 pour les perturbations P1, P2 et P3, respectivement. La solution de référence a été calculée avec le

schéma LT pour N = 3000 cellules.
Les différents schémas ne créent pas d’oscillations numériques. Le comportement des solutions dans la zone
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[-1.5,—1.4], qui correspondent a des équilibres isobares puisque h?0 y est constant, est bien capturé par les trois
schémas, avec une précision meilleure pour les schémas LT et QTF. Dans la zone [0.1,0.7], les trois schémas se
comportent de fagon similaire, mais manquent de précision. Encore une fois, une augmentation de l'ordre du
schéma peut permettre de retrouver des résultats similaires a ceux de [17] qui utilisent des schémas d’ordre
élevé.

5.7.2.2 Perturbation d’un lac au repos a température variable.

1072
h—l—zyv hu

1 05 0 0.5 1

1072

1 0.5 0 05 1 1 05 0 0.5 )
LT - LTF  QTF

Ficure 5.27 — Modele TSW : Perturbation d’un lac au repos a température variable 5.7.2.2. Surface libre (a
gauche) et débit (a droite). Simulations au temps T,y = 0.2 (haut) et Ty, = 0.4 (bas).

On réalise une perturbation d’un état d’équilibre ou la température n’est pas triviale et on vérifie que le
schéma ne crée pas d’oscillations numériques. Ce cas-test a été par exemple utilisé dans [25]. On se place sur le
domaine [-1,1]. On se donne une topographie de la forme

z(x) = 6 — 2exp(x).

La donnée initiale
ho(x) =exp(x), up(x)=0, 6By(x)=exp(2x), (5.129)
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est un état stationnaire continu au repos, puisque
%ax(hze) = gh0d,z.

Les schémas préservent exactement cette solution, pourvu que la discrétisation de la condition initiale soit
bien choisie. En pratique, on la définit telle que pour tout i € Z, les couples (w;, w;,) soient a I’équilibre local,
c’est-a-dire

hi+hi1 o

% (hi2+1 0it1— hizei) = _gTQiH/Z(ZiH -zj),

0126 On peut constater dans le Tableau 5.4 que les schémas ne s’écartent pas de cet équilibre,

OU 0 = ;. n@r)
méme si cela induit une erreur de l'ordre de 1072 vis-a-vis de la solution exacte discrétisée naivement. Cette
erreur provient de ’écart entre la discrétisation naive de la donnée initiale, et la discrétisation décrite ci-dessus.
En discrétisant la solution exacte comme la condition initiale, on retrouve de I’erreur machine lorsqu’on calcule
les erreurs L! et L™ discrétes. On perturbe légérement la donnée initiale (5.129) en posant

h(x) =

ho(x)+0.1 si —0.1<x<0,
ho(x) sinon,

u(x) = up(x), 6(x)=6o(x).

Sur la Figure 5.27, on observe les résultats aux temps Ty, = 0.2 et T, = 0.4. Deux ondes créées par la
perturbation se propagent dans des directions opposées, et aucune oscillation numérique n’est présente pour
aucun des schémas. Les résultats sont similaires a ceux présentés dans [25]. Apres un temps suffisamment long,
la perturbation quitte le domaine et les schémas convergent vers ’état stationnaire au repos (5.129).

Erreur L! Erreur L™

| Schéma | E(Tnax) h 0 h 0

LT 241E-15 | 6.73E-05 8.66E—-17 | 8.80E—-05 8.88E-16
LTF 2.55E-15 | 6.73E-05 7.77E-17 | 8.80E—-05 8.88E-16
QTF 255E-15 | 6.73E-05 7.77E-17 | 8.80E—-05 8.88E-16

TaBLEAU 5.4 — Modéle TSW : lac au repos a température variable non perturbé 5.7.2.2. Erreurs calculées au
temps T = 0.4

5.7.2.3 Capture d’états stationnaires en mouvement.
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Ficure 5.28 — Modeéle TSW : Capture d’un état stationnaire en mouvement 5.7.2.3. Cas sous-critique. Surface
libre (gauche), débit (centre), débit transverse (droite).

On s’intéresse ici a des états stationnaires en mouvement, étudiés dans [17], qui sont une version en
mouvement et avec température de 5.7.1.3. On se place sur le domaine [0, 25] et on pose g = 9.812. On considere
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Figure 5.29 — Modele TSW : Capture d’un état stationnaire en mouvement 5.7.2.3. Cas transcritique. Surface
libre (gauche), débit (centre), débit transverse (droite).

la méme topographie que dans I’exemple 5.7.1.3, a savoir

2(x) = 0.25(cos(107(x—1.5))+1) sil.d<x<1.6,
o sinon,

On considere deux données initiales a I’équilibre en mouvement, et des conditions de bord telles que a gauche

2
le débit soit fixé égal a q, et a droite la hauteur d’eau soit fixée égale a hy. On définit E = % +g0(h + z). Dans
un premier cas, on se donne une condition initiale telle que

— hu =4.42+5,
— E=122.06605x 5,
— 6=5,

et les conditions de bord suivantes gy = 4.42V5 et hiy = 2. Cela méne a un régime sous-critique. Dans le second
cas, la condition initiale est donnée par

— hu =1.53v5,
— E=11.09098731433671 x5,
— 9=5,

et les conditions de bord sont go = 1.53V5 et h = 0.405737258401203. Le flux passe d’un régime sous-critique
a un régime sur-critique en x = 10.

Les simulations réalisées jusqu’au temps Ty, = 50 donnent les solutions approchées des Figure 5.28 et
Figure 5.29. On peut observer que le schéma LT construit pour préserver les états stationnaires au repos ne
capture pas bien cette solution stationnaire en mouvement. Le Tableau 5.5 permet également de montrer que le
schéma QTF capture la solution stationnaire avec une bien meilleure précision que le schéma LTF, dans les cas
sous-critique et transcritique.

’ Schéma ‘ Cas sous-critique | Cas transcritique

LT
LTF
QTF

1.19x 1071
1.09x 1074
1.96 x 10714

2.36
1.17x1073
2.69x 10714

TasLEAU 5.5 — Modeéle TSW : Capture d’un état stationnaire en mouvement 5.7.2.3. Détecteurs d’équilibre global

au temps T, = 50.

5.7.2.4 Rupture de barrage sur fond plat.

On propose maintenant d’étudier le comportement des schémas dans le cas d’une rupture de barrage avec

une température variable. Pour cet exemple qu’on peut retrouver dans |

], la topographie z est nulle. On se
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Ficure 5.30 — Modele TSW : Rupture de barrage sur fond plat 5.7.2.4. Hauteur (gauche), débit (centre), débit
transverse (droite).

place sur I'intervalle [-1,1], on fixe la constante g = 1, et on considére une condition initiale donnée par

(h(x), u(x),0(x)) =

(5,0,3) six<0,
(1,0,5) six>0.

Les simulations sont réalisées jusqu’au temps T, = 0.2 et représentées sur la Figure 5.30. La solution exacte est
composée d’une détente, puis d’une discontinuité de contact, puis d’un choc. Les quatre schémas numériques
capturent le choc et fournissent des solutions approchées similaires a celles obtenues dans [27]. Nous verrons
dans la sous-section 5.7.5 que le schéma d’ordre deux permet de capturer plus précisément le choc de cette

solution.

5.7.2.5 Rupture de barrage sur fond en relief.

h+z
5:

-1 —0.5 0 0.5 1

‘x LT - LTF = QTF — REF ‘

Ficure 5.31 — Modele TSW : Rupture de barrage sur fond en relief 5.7.2.5. Surface libre (gauche), vitesse
tangentielle (centre), température (droite).

On teste cette fois la capacité des schémas a reproduire une rupture de barrage avec une topographie
variable. Cet exemple est issu de [17]. On se place sur le domaine [-1,1], on fixe g = 9.81 et on définit une

topographie avec deux bosses par

0.5(cos(107t(x+0.3))+1) si —0.4<x<-0.2,
z(x) = 40.75(cos(107t(x - 0.3))+1) si0.2<x<0.4,
0 sinon.
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FiGURE 5.32 — Modéle TSW : Rupture de barrage sur fond en relief 5.7.2.5. Surface libre (gauche), vitesse
tangentielle (centre). Zoom pour x dans l'intervalle [0, 0.5].

On choisit comme donnée initiale les valeurs

(5-2(x),0,3) six<0,
(2-2(x),0,5) six>0.

On réalise les simulations jusqu’au temps T, = 0.05. Les résultats sont tracés dans la Figure 5.31. La solution
de référence a été calculée avec le schéma LT pour N = 4000 cellules. Le parametre a utilisé dans le schéma
QTF a été fixé égal a 0.001. Au dessus de la seconde bosse de la topographie, un changement de régime se crée.
Le schéma QTF semble gérer ce changement de régime de fagon plus précise que le schéma LTF, puisque méme
si ce dernier gere mieux 'amplitude de la solution, il présente un défaut en un point, que l'on peut clairement
identifier sur la Figure 5.32. Les solutions de [17], n'ont d’ailleurs pas ce défaut. Les chocs sont mieux capturés
par le schéma d’ordre élevé proposé dans [17], ou le schéma "interface tracking" de [20] qui utilise un cas-test
trés similaire, mais ’allure générale de la solution est respectée par les schémas LT et QTF.

5.7.3 Modele RSW

Dans cette partie, on propose plusieurs cas-tests qui permettent de vérifier le bon comportement des
différents schémas lorsque la force de Coriolis est prise en compte. Contrairement aux cas précédents, les
schémas LTF et LDF sont différents et donc les quatre schémas seront comparés. On considéere encore pour le
moment, la température 6 constante égale a un.

On commence par valider le caractére well-balanced des différents schémas sur des cas-tests simples.

5.7.3.1 Préservation d’état stationnaire géostrophique 1.

Pour ce premier exemple, on se place sur I'intervalle [1,2], on se fixe un parameétre g = 1 et une force de
Coriolis constante f = 10. La topographie est nulle, et la condition initiale est donnée par

ce qui correspond bien & un état stationnaire géostrophique 1D. On effectue les simulations pour Ty, = 10.
On peut constater sur la Figure 5.33 et le Tableau 5.6 que les quatre schémas numériques préservent cet état
stationnaire.
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FIGURE 5.33 — Modele RSW : Etat stationnaire géostrophique 1 5.7.3.1. Surface libre (gauche), débit (centre),

débit transverse (droite).

Erreur L! Erreur L™
’ Schéma ‘ Eoo(Tmax) h v h v
LT 3.12E-16 | 0.00E+00 3.11E-17 | 0.00E+00 5.37E-15
LDF 3.11E-16 | 0.00E+00 4.23E-18 | 0.00E+00 2.78E-17
LTF 3.11E-16 | 0.00E+00 4.23E-18 | 0.00E+00 2.78E-17
QTF 6.83E—-16 | 3.99E-17 3.28E-15 | 0.00E+00 4.07E-14

TaBLEAU 5.6 — Modéle RSW : Etat stationnaire géostrophique 1 5.7.3.1. Erreur calculées au temps Ty, = 10.
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FIGURE 5.34 — Modéle RSW : Etat stationnaire géostrophique 2 5.7.3.2. Surface libre (gauche), débit (centre),
débit transverse (droite).

5.7.3.2 Préservation d’état stationnaire géostrophique 2.

Ce deuxiéme exemple, que l'on peut retrouver dans [18, 19], est également un état stationnaire géostrophique
1D. On se place sur l'intervalle [-5, 5] et on fixe le paramétre ¢ = 1 et la force de Coriolis constante f = 10. La
topographie est nulle, et la condition initiale est donnée par

v(x) = gxe><1;)(—x2).

Une discrétisation naive de la donnée initiale ne donne pas une solution stationnaire discrete. On préfere

alors utiliser la discrétisation suivante : on discrétise de fagon naturelle la solution sur la premiere cellule K;
s s

c’est-a-dire

h(x) = gexm—xz),

2 2
hy = gexp(—xf) etv) = —gxl exp(—x%).

f
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On définit ensuite récursivement pour i > 1,

Vit Viq1
2

Vigl = Vi— ?xiﬂ eXP(—xizﬂ) et hiq=hi+ {Ech

Ainsi, les couple (w;, w;, 1) sont bien a 1’équilibre local. Pour N = 200 cellules, la différence entre les approxima-
tions h; données par la formule précédente et h(x;) est d’au plus 107>.

On effectue les simulations pour T, = 10. Une fois encore, on peut constater sur la Figure 5.34 et dans
le Tableau 5.7 que les quatre schémas numériques préservent cet état stationnaire. L'erreur commise sur la
variable / lors de la discrétisation initiale est conservée au cours du temps par les quatre schémas, comme on

peut le voir dans le Tableau 5.7, ce qui est en accord avec l’erreur calculée dans [18]. Pour les autres variables,
on est proche de l'erreur machine, tout comme [19].

Erreur L! Erreur L*®
Schéma ‘ Eoo(Trmax) h v h v
LT 391E-16 | 7.15E-04 1.96E-14 | 417E-04 6.42E-15
LDF 4.72E-16 | 715E-04 2.16E-15 | 417E-04 9.16E-16
LTF 9.06E—-15 | 7.15E-04 5.57E-14 | 417E-04 1.66E-14
QTF 2.78E-16 | 715E-04 7.51E-15| 417E-04 3.86E-15

TaBLEAU 5.7 — Modéle RSW : Etat stationnaire géostrophique 2 5.7.3.2. Erreurs calculées au temps Tyay = 10.

5.7.3.3 Préservation d’état stationnaire au repos avec topographie.
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FIGURE 5.35 — Modéle RSW : Etat stationnaire au repos avec topographie 5.7.3.3. Simulations effectuées jusqu’au
temps Ty = 1. Hauteur (gauche), débit (centre), débit transverse (droite).
Le cas-test qui suit, que l'on peut retrouver dans [19], est un état stationnaire au repos avec une topographie
périodique de la forme
¢0(54
z(x) = =sin|—x].
g 5

On se place sur le domaine [-5,5], on pose g =1 et f = 1. La condition initiale est donnée par

i i
u(x)=0, v(x)= 5 cos( 5 x),
ce qui correspond bien a un état stationnaire au repos. On utilise des conditions de bord périodiques pour
effectuer les simulations.

Dans [19], cette solution est préservée a l’erreur machine pres. Cependant, dans notre cas, la discrétisation
naive de la condition initiale n’est pas exactement a ’équilibre, puisque le détecteur d’équilibre global au temps
t = 0 vaut £,,(0) = 2.58 x 1075. Méme aprés un temps long, on peut remarquer que les trois schémas LT, LTF
et QTF préservent cet état stationnaire, au sens ou ils ne s’éloignent pas de la condition initiale, au vu des
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détecteurs d’équilibre global calculés aux temps T, = 1 et T, = 100 et présentés dans le Tableau 5.9. On
note cependant que le schéma LDF est moins performant puisqu’il induit une erreur plus grande vis-a-vis de la
solution stationnaire, méme si elle évolue peu au cours du temps. On peut observer cette différence de précision

sur la Figure 5.35 et avec les calculs d’erreur du Tableau 5.8.

Erreur L! Erreur L*®
Schéma h u v h u v
LT 1.01E-04 261E-04 150E-04 | 1.53E-05 4.71E-05 298E-05
LDF 4.06E-03 1.74E-02 3.34E-02 | 6.22E-04 2.85E-03 6.23E-03
LTF 1.01E-04 261E-04 150E-04 | 1.53E-05 4.71E-05 2.99E-05
QTF 1.01E-04 2.62E-04 1.49E-04 | 1.52E-05 4.72E-05 2.96E-05

TaBLEAU 5.8 — Modéle RSW : Etat stationnaire au repos avec topographie 5.7.3.3. Erreurs calculées au temps

Tnax = 1.

| schéma | &,(1) | £.(100) |
LT 2.87x107% | 1.58x107°
LDF | 2.87x107* | 5.01 x1074
LTF 2.87x107° | 1.58x107°
QTF | 2.84x107° | 1.59x107°

TaBLEAU 5.9 — Modéle RSW : Etat stationnaire au repos avec topographie 5.7.3.3. Détecteurs d’équilibre global
calculés aux temps Ty = 1 et Ty = 100.

A présent, on vérifie que les schémas fully well-balanced préservent bien les états stationnaires en mouve-
ment. On comparera également les résultats obtenus avec ceux donnés par le schéma well-balanced LT.

5.7.3.4 Préservation d’état stationnaire en mouvement 1.
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FIGURE 5.36 — Modéle RSW : Etat stationnaire en mouvement 1 5.7.3.4. Simulations effectuées jusqu’au temps
Tmax = 10. Hauteur (gauche), débit (centre), débit transverse (droite).

On commence par un cas-test simple, pour lequel la hauteur d’eau et le débit sont constants. On se place sur
le domaine [0,1], on pose g =1 et f = 10. La condition initiale est donnée par

Avec une topographie de la forme



5.7. Résultats numériques 115

il s’agit bien d’un état stationnaire continu.

On effectue les simulations jusqu’au temps Ty, = 10. Au temps initial t = 0, le détecteur d’équilibre global
vaut £,(0)=1.66x 10714, On représente les solutions approchées au temps T,,,,, dans la Figure 5.36 et erreurs
calculées au temps Ty, dans le Tableau 5.10. Les quatre schémas préservent cet équilibre en mouvement avec
une bonne précision. Puisqu’il s’agit d’un équilibre particuliérement simple en les variables / et hu, méme le
schéma LT qui est seulement well-balanced arrive a préserver cet état stationnaire en mouvement. Ce n’est pas
le cas pour des états stationnaires en mouvement plus complexes, comme le montre le prochain exemple.

Erreur L! Erreur L™
| Schéma | E(Tnax) h v h v
LT 1.51E-14 | 1.53E-13 1.94E-14 | 2.08E-13 1.12E-13
LDF 5.69E—-14 | 1.07E-13 2.61E-14 | 2.09E-13 1.21E-13
LTF 294E-14 | 2.02E-13 1.89E-14 | 3.07E-13 1.10E-13
QTF 226E—-14 | 1.26E-13 1.48E-14 | 1.92E-13 1.10E-13

TaBLEAU 5.10 — Modéle RSW : Etat stationnaire en mouvement 1 5.7.3.4. Erreurs calculées au temps T,y = 10.

5.7.3.5 Préservation d’état stationnaire en mouvement 2.
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FIGURE 5.37 — Modéle RSW : Etat stationnaire en mouvement 2 5.7.3.5. Simulations effectuées jusqu’au temps
Timax = 1. Surface libre (gauche), débit (centre), débit transverse (droite).

On considere cette fois I'intervalle [0,1], et les parametres g et f sont fixés égaux a un. La topographie est
donnée par
2
f7.2

z(x) = —7x - %exp(—Zﬁx) —exp(px).

La condition initiale suivante
h(x) = exp(x), v(x) = ~fx,

est alors une solution continue a 1’équilibre. En pratique, on prendra = 2.

Le détecteur d’équilibre au temps t = 0 vaut £,,(0) = 8.93 x 10716, Dans le Tableau 5.11, on peut constater
qu’apres un temps Ty, = 1, les trois schémas fully well-balanced menent a une solution approchée a I’équilibre
tandis que le schéma well-balanced LT crée de l'erreur. On peut également observer ce phénomene sur la
Figure 5.37, notamment pour le débit hu ou ’échelle permet d’observer la différence entre les solutions calculées
avec les schémas fully well-balanced et le schéma LT. Ainsi, méme si dans I'exemple précédent, on a vu que le
schéma LT était capable de préserver un état stationnaire en mouvement, ce n’est pas le cas en toute généralité
pour des états stationnaires plus complexes.

hu(x)=1,

5.7.3.6 Capture d’état stationnaire en mouvement

Dans cet exemple, issu de [72], on teste la stabilité et la convergence vers des états stationnaires en mou-
vement, avec force de Coriolis. Cela correspond a une modification du cas-test GM2 5.7.1.3. On se place sur
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Erreur L! Erreur L*®
| Schéma | E(Tnax) h v h v

LT 7.35E-04 | 4.23E-03 2.83E-16 | 3.10E-02 1.88E-15
LDF 2.14E-14 | 1.13E-15 1.45E-14 | 1.86E-14 7.70E-14
LTF 717E-15 | 7.73E-16 5.43E-15 | 444E-15 4.47E-14
QTF 4.63E-15 | 7.26E-16 6.01E-15 | 3.55E—-15 5.15E-14

TaBLEAU 5.11 — Modéle RSW : Etat stationnaire en mouvement 2 5.7.3.5. Erreurs calculées au temps Ty = 1.
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FiGure 5.38 — Modele RSW : Capture d’état stationnaire en mouvement 5.7.3.6. Simulations effectuées jusqu’au
temps T.x = 200. Hauteur (gauche), vitesse tangentielle (centre), vitesse transverse (droite).

I'intervalle [0,25], on pose g =9.81 et f = %—g. La topographie est la méme que dans I'exemple 5.7.1.3, c’est-a-dire

{0.2—0.05(x—10)2 sig<x<12,
z(x) = .
0 sinon.

La donnée initiale est
h(x)=0.33, hu(x)=0.18, hv(x)=0.

Les conditions de bord utilisées a gauche correspondent a une condition de Neumann homogene pour 4, et des
conditions de Dirichlet pour hu et hv, ou 'on pose hu = 0.18 et hv = 0. Au bord droit, c’est hu et v qui suivent
une condition de Neumann homogene, et on pose h = 0.33.

On effectue les simulations jusqu’au temps T;,,,, = 200 et on représente les résultats obtenus sur la Figure 5.38.
. . , ez , N rs s N . 2 2
Sur la Figure 5.39, on a représenté les quantités préservées a I’équilibre, a savoir hu et %5-+ % +g(h+z). Les quatre

schémas se comportent différemment comme on peut le voir au niveau de la variable hu. Le schéma LT qui n’est
pas congu pour préserver les solutions stationnaires en mouvement présente des oscillations numériques la ou
la topographie n’est pas nulle. Les trois autres schémas n’ont pas ce défaut puisqu’ils sont fully well-balanced.
Néanmoins, c’est le schéma QTF qui donne la meilleure approximation, comme on peut le voir notamment
dans le Tableau 5.12 qui donne les valeurs des détecteurs d’équilibre au temps Tp,,. Vis-a-vis des résultats
obtenus dans [72], le schéma QTF donne des résultats sensiblement meilleurs. Il semble que la condition de
bord a droite puisse étre améliorée pour obtenir de meilleurs résultats. Les tests de [72] utilisant les mémes
conditions de bord présentent le méme défaut.

5.7.3.7 Ajustement de Rossby

On s’intéresse ici a un cas-test physique proposé dans [15] et repris dans [52, 19] appelé 1’ajustement de
Rossby. Pour cet exemple, la condition initiale méne a une solution qui converge en temps long vers un équilibre
géostrophique 1D. La convergence est lente puisque certaines ondes mettent du temps a se propager.

On considere le probléme sur un domaine ouvert. En pratique, on se place sur [-250,250]. On pose f =g=1
et on consideére un fond plat (z = 0). La donnée initiale est de la forme

h(ix)=1, wu(x)=0, wv(x)=2[(x),
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Ficure 5.39 — Modele RSW : Capture d’état stationnaire en mouvement 5.7.3.6. Simulations effectuées jusqu’au
temps Tyax = 200. Débit (gauche), invariant ”72 + % + g(h+ z) (droite).

| Schéma | E(Tay) |
LT 1.8x1073
LDF | 7.95x1073
LTF 7.88x1073
QTF | 2.97x107>

TaABLEAU 5.12 — Modele RSW : Capture d’un état stationnaire en mouvement 5.7.3.6. Détecteurs d’équilibre
global calculés au temps T, = 200.

ou la fonction N (x) est définie par

(1 +tanh(2x + 2))(1 —tanh(2x — 2))

L) = (1+tan(2)?)

On calcule les solutions approchées fournies par les différents schémas pour N = 20000 cellules, et on les
représente sur la Figure 5.40 sur I'intervalle [-10, 10] pour différents temps. Les résultats sont similaires a ceux
proposés dans [15]. Au temps t = 0.47, on a un changement de régime autour de x = —0.7 ou 'on passe d'un
flux sous-critique a sur-critique, puis autour de x = 1.1, on repasse a un régime sous-critique. Le parametre a
utilisé dans le schéma QTF a été fixé a 0.001. Pour le schéma LT, ces différents changements ne sont pas visibles
sur la solution. Les trois autres schémas ont le méme comportement au niveau du deuxieme changement de
régime. Par contre, le schéma QTF semble plus performant au niveau du premier changement de régime car
son comportement se rapproche de celui du schéma LT, comme on peut le voir sur la Figure 5.41 ou on a
zoomé sur l'intervalle [-2,2]. Si des erreurs sont produites a t = 0.47, le comportement des schémas aux temps
t=0.87,t=1.27,t=1.67 et t = 27t sont similaires et en accord avec les résultats obtenus dans [15].

Comme mentionné dans [15], apres un temps suffisamment long, les ondes gravito-inertielles se sont
propagées et la solution converge vers ’équilibre géostrophique. Dans la Figure 5.42, on a représenté pour les
quatre schémas les variables fv et gdh au temps Tja. = 69.27t. On commence a observer une compensation
de ces variables, ce qui indique que I’équilibre géostrophique va étre atteint. On note tout de méme de petites
oscillations dans le calcul de la dérivée discrete de h pour le schéma QTF, et un comportement éloigné des
résultats de [15] pour le schéma LDF. Les résultats donnés par schémas LT et LTF sont plus cohérents.

5.7.3.8 Etat stationnaire en espace

On s’intéresse ici a une solution un peu particuliére liée a la force de Coriolis. Il s’agit non pas d’une solution
stationnaire en temps, qui vérifie d;h = d;hu = d;hv = 0, mais d’une solution stationnaire en espace, telle que
dyh=dhu = dhv =0.
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Etant donnée une condition initiale du type
h(x)=hg, u(x)=ug, v(x)=rvy,
et une topographie plane, la solution exacte est donnée par

h(x,t) = hy,
u(x,t) = ug(cos(ft)+sin(ft)),
v(x,t) = vg(cos(ft)—sin(ft)).

Elle est donc constante en espace. On considere ici 'intervalle [0,1] et on fixe g = f = 1. La condition initiale
que l'on se donne est
hO:2, u():l, 1/0:1.

On utilise des conditions de bord périodiques et on effectue les simulations jusqu’au temps Tp,,x = 1. On montre
sur la Figure 5.43 les solutions obtenues a T, = 1 sur I'intervalle [0, 1]. Méme si les valeurs différent selon les
schémas utilisés, ils donnent tous une solution approchée constante en espace. Sur la Figure 5.44, on choisit de
représenter les solutions calculées en x = 0.5 au cours du temps, ainsi que la solution exacte. En choisissant un
point différent, on obtiendrait exactement les mémes tracés. Les solutions approchées données par les quatre
schémas sont proches de la solution exacte.

5.7.4 Modeéele TRSW

On s’intéresse a présent a des cas-tests pour lesquels on prend en compte a la fois la force de Coriolis et une
température variable.

5.7.4.1 Rupture de régularité

On se donne une solution a 1’équilibre thermo-géostrophique : il s’agit d’une solution stationnaire au repos
ou c’est le gradient de température qui compense les effets de de la force de Coriolis. Pour cela, on considére
une topographie plane, une hauteur h constante et des fonctions v et 6 satisfaisant

%ax(hze) = fh.

On utilise le cas-test présenté dans [44]. On considére sur l'intervalle [-50,50] une topographie nulle, les
parameétres g =1 et f = —1 et la donnée initiale

h(x)=1, u(x)=0, wv(x)=3-3tanh(x)>, 6(x)=10-6tanh(x). (5.130)

En prenant une discrétisation bien choisie, de facon a ce que n’importe quel couple (w;, w;,) vérifie

31011 -0)) = faxt 0,
les quatre schémas préservent cet état stationnaire. En effet, en procédant ainsi, et en considérant N = 150
cellules,on a £,,(0) = 1.24x 10714 et on peut vérifier l'affirmation précédente sur la Figure 5.45 et le Tableau 5.13
ol Tp.x = 10. Remarquons que l'erreur, calculée entre la solution exacte discrétisée naivement et les solutions
approchées est assez grande pour la variable v, mais provient uniquement de la discrétisation initiale. Avec des
maillages plus fins, on peut réduire significativement cette erreur.

On modifie maintenant la vitesse u(x) en posant

u(x) = 0.1exp(—x?)-0.1exp(~0.25) si —0.5<x<0.5,
o sinon.

On représente dans la Figure 5.46 les solutions approchées pour N = 4000 cellules a différents temps. On
observe la création de deux ondes qui se propagent dans des directions opposées. Bien que les données initiales
soient réguliéres, des discontinuités apparaissent au cours du temps. La premiere discontinuité apparait sur
l'onde de droite. Elle est visible au temps ¢ = 0.367t, tandis que la seconde discontinuité apparait sur l'onde de
gauche au temps t = 3.47. Les comportements des schémas LT, LTF et QTF sont similaires et en adéquation avec
les résultats issus de [44]. Cependant, le schéma LDF semble beaucoup moins précis.
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Erreur L! Erreur L*
’ Schéma ‘ Eoo(Trmax) h v h v

LT 2.99x10715 | 8.65E—14 4.24E-01 | 3.68E—-14 3.18E-01
LDF 1.65x1071% | 5.00E—14 4.24E-01 | 1.31E-14 3.18E-01
LTF 1.87x10714 | 7.66E—-14 4.24E-01 | 2.73E—-14 3.18E-01
QTF 2.20x1071% | 330E-14 4.24E-01 | 1.35E-14 3.18E-01

TaABLEAU 5.13 — Modele TRSW : Rupture de régularité a vitesse nulle 5.7.4.1. Détecteurs d’équilibre global et
erreurs calculés au temps Ty, = 10 pour N = 150 cellules.

5.7.4.2 Rupture de barrage avec fond en relief.

On présente une rupture de barrage avec une topographie non nulle, une température variable et une force
de Coriolis non nulle. On se place sur le domaine [-1,1], on pose f =1 et g = 9.81. La topographie est nulle
partout, sauf sur I'intervalle [-0.4,—0.2] ou l'on a une bosse

2(x) = 0.5cos(10m(x+0.3)+1) si —0.4<x<-0.2
o sinon.

La donnée initiale est
(5-2(x),0,1,3) six<0,

(h(x) u(x), v(x), O(x) = {(2 ~2(x),0,4,5) six>0.

On effectue les simulations jusqu’au temps Ty, = 0.05. Les résultats obtenus sont affichés dans la Figure 5.47.
Les quatre schémas capturent bien le choc créé par la solution. On peut noter une différence d’approximation
de la variable hv par le schéma LDF, un comportement déja observé dans les précédents cas-tests.

5.7.5 Schémas d’ordre deux

A présent, on réalise quelques tests pour vérifier que les extensions des différents schémas a l'ordre deux
décrites dans la section 5.6 préservent les mémes états stationnaires que les schémas d’ordre un dont ils sont
issus, et ont l'ordre de précision attendu. On pourra également constater le meilleur comportement des schémas
d’ordre deux au niveau des chocs.

5.7.5.1 Meilleure approximation des chocs

Qualitativement parlant, les schémas d’ordre deux approchent mieux les chocs que les schémas d’ordre un.
C’est ce qu’on peut vérifier ici a travers un exemple. On se place dans le contexte du cas-test 5.7.2.4, dans lequel
on réalise une rupture de barrage sur fond plat. On compare dans la Figure 5.48 les schémas d’ordre un et
d’ordre deux. On observe que les schémas d’ordre deux approchent le choc avec moins de points que le schéma
d’ordre un.

5.7.5.2 Etat stationnaire géostrophique

On considere 1’état stationnaire géostrophique 5.7.3.2. On a vu que pour un tel exemple, une discrétisation
de la donnée initiale inhabituelle doit étre choisie afin que le détecteur d’équilibre repere qu’il s’agit d’'une
solution stationnaire discrete. On vérifie que cette discrétisation est bien préservée par le schéma d’ordre deux,
comme le montre le Tableau 5.14, obtenu au temps Ty, = 10. On rappelle que les erreurs observées sur la
variable h sont dues a la discrétisation naive de la solution exacte face a une discrétisation well-balanced de la
donnée initiale.

5.7.5.3 Etat stationnaire en mouvement

Pour vérifier numériquement que les schémas d’ordre deux issus de LDF, LTF et QTF sont fully well-
balanced, on considere le cas-test 5.7.3.5 qui est un état stationnaire en mouvement exactement préservé a
l'ordre un par ces différents schémas. On représente les solutions approchées obtenues dans la Figure 5.49. Les
calculs de détecteur d’équilibre du Tableau 5.15 montrent que les schémas fully well-balanced d’ordre deux



120 CHAPITRE 5. Construction de schémas well-balanced et fully well-balanced
Erreur L! Erreur L®
| Schéma | Eo(Trnax) h v h v
LT 3.39E—16 | 7.14E-05 3.36E-16 | 416E-04 1.51E-15
LDF 3.14E—16 | 7.14E-05 2.82E-16 | 416E-04 9.85E-16
LTF 592E-16 | 7.14E-05 5.66E—-16 | 4.16E-04 3.08E-15
QTF 3.37E-16 | 7.14E-05 3.25E-16 | 4.16E-04 1.60E-15

TaBLEAU 5.14 — Ordre 2 : Etat stationnaire géostrophique 5.7.5.2. Erreurs calculées au temps Ty, = 10 avec le

schéma d’ordre deux.

préservent aussi bien la solution que le schéma d’ordre un. En comparant les erreurs du Tableau 5.11 et du

Tableau 5.15, on peut noter que le schéma well-balanced LT est plus précis a 'ordre deux.

Erreur L! Erreur L*
Schéma | E.o(Tnax) h v h v
LT 5.78E-10 | 401E-03 6.48E-06 | 2.78E-02 1.95E-05
LDF 9.11E-15 | 0.00E+00 1.54E-15 | 0.00E+00 1.19E-14
LTF 2.45E-15 | 0.00E+00 6.74E—-17 | 0.00E+00 1.44E-15
QTF 245E-15 | 7.77E-18 3.51E-17 | 6.66E—-16 1.22E-15

TaBLEAU 5.15 — Ordre 2 : Etat stationnaire en mouvement 5.7.5.3. Erreurs calculées au temps T,y = 10 avec le
schéma d’ordre deux.

5.7.5.4 Etat stationnaire non détecté

Erreur L! Erreur L™
N h v h v

200 | 4.06E-04 3.33E-03 6.21E-04 6.23E-03

400 | 1.98E-04 1.03 | 1.66E—-03 0.99 | 3.14E-04 0.98 | 297E-03 1.06
800 | 9.77E—-05 1.02 | 8.34E-04 1.00 | 1.58E-04 0.99 | 1.43E-03 1.05
1600 | 4.85E-05 1.01 | 417E-04 1.00 | 7.90E-05 0.99 | 6.99E-04 1.03
3200 | 2.41E-05 1.00 | 2.08E-04 1.00 | 3.95E-05 1.00 | 3.43E-04 1.02
6400 | 1.20E-05 1.00 | 1.04E-04 1.00 | 1.97E-05 1.00 | 1.69E-04 1.01
200 | 4.74E-04 3.15E-03 1.19E-03 5.21E-03

400 | 2.31E-04 1.03 | 1.61E-03 0.96 | 6.31E-04 0.92 | 2.70E-03 0.95
800 | 1.13E-04 1.02 | 8.18E—-04 0.98 | 3.27E—-04 0.95 | 1.39E-03 0.95
1600 | 5.63E-05 1.01 | 413E-04 0.99 | 1.68E-04 0.96 | 7.16E—-04 0.97
3200 | 279E-05 1.00 | 2.08E-04 0.99 | 8.54E-05 0.97 | 3.64E-04 0.98
6400 | 1.39E-05 1.00 | 1.04E-04 0.99 | 4.32E-05 0.99 | 1.84E-04 0.98

TaBLEAU 5.16 — Ordre 2 : Etat stationnaire 5.7.5.4. Erreurs et ratios calculés au temps T,y = 1 avec le schéma
LDF. Le cadre du haut correspond aux résultats fournis par le schéma d’ordre un, celui du bas au schéma
d’ordre deux.

On s’intéresse cette fois a un état stationnaire qui n’est pas completement détecté par le schéma. On prend
comme exemple le cas-test de la sous-sous-section 5.7.3.3, qui est un état stationnaire continu au repos avec une
topographie périodique. La discrétisation de la donnée initiale n’est pas un état stationnaire discret puisque
E-(0) = 2.58 x 107°. Ainsi, il est possible de réaliser un calcul d’erreur pour les différents schémas. On présente
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Erreur L! et ratios Erreur L* et ratios
N h v h v

200 | 1.00E-05 1.49E-05 1.51E-05 2.95E-05

400 | 2.40E-06 201 | 3.69E—-06 2.01 | 3.76E-06 2.01 | 6.62E-06 2.15
800 | 5.87E-07 2.00 | 9.17E-07 2.01 | 9.37E-07 2.00 | 1.54E-06 2.09
1600 | 1.45E-07 2.00 | 2.28E-07 2.00 | 2.33E-07 2.00 | 3.80E-07 2.02
3200 | 3.61E-08 2.00 | 5.70E-08 2.00 | 5.83E-08 2.00 | 9.49E-08 2.00
6400 | 9.00E-09 2.00 | 1.42E-08 2.00 | 1.45E-08 2.00 | 2.37E-08 2.00

200 | 9.98E-06 1.37E-05 1.94E - 05 2.48E - 05

400 | 251E-06 1.98 | 3.44E-06 1.99 | 5.10E-06 1.92 | 6.14E-06 2.01
800 | 6.30E-07 1.99 | 8.62E-07 1.99 | 1.30E-06 1.96 | 1.52E-06 2.00
1600 | 1.57E-07 1.99 | 2.15E-07 2.00 | 3.30E-07 1.98 | 3.80E-07 2.00
3200 | 3.95E-08 1.99 | 5.38E—-08 2.00 | 8.31E-08 1.99 | 9.49E-08 2.00
6400 | 9.88E-09 1.99 | 1.34E-08 2.00 | 2.08E-08 1.99 | 2.37E-08 2.00

TaBLEAU 5.17 — Ordre 2 : Etat stationnaire 5.7.5.4. Erreurs et ratios calculés au temps Ty, = 1 avec le schéma
QTF. Le cadre du haut correspond aux résultats fournis par le schéma d’ordre un, celui du bas au schéma
d’ordre deux.

dans le Tableau 5.16 les erreurs obtenues pour le schéma LDF et dans le Tableau 5.17 les erreurs pour le
schéma QTF. Dans les deux cas, on compare le schéma d’ordre un et d’ordre deux. On observe que le schéma
QTF d’ordre un a une meilleure précision que celle attendue pour cet exemple particulier. A I'inverse, le
schéma LDF d’ordre deux a une précision moins bonne que celle souhaitée. Cela peut s’expliquer ainsi : le
détecteur d’équilibre étant tout de méme assez proche de zéro, la procédure de reconstruction mene a des états
reconstruits proches de I'approximation constante par cellules. Ainsi, la montée en ordre peut échouer pour ce
genre de probléme, suffisamment proche de 1’équilibre pour que ce soit le schéma d’ordre un qui soit utilisé,
mais pas assez pour étre préservé exactement.

5.7.6 Bilan

Dans le Chapitre 5, nous avons présenté la construction des quatre schémas numériques LT, LDF, LTF et
QTF, dans cet ordre. Chacun d’entre eux a été créé pour pallier un défaut du précédent. Puis nous les avons
testés sur divers exemples. L'apport des schémas LDF, LTF et QTF se situe au niveau de la préservation et de la
capture d’états stationnaires en mouvement, avec force de Coriolis. Ainsi, pour les cas-tests numériques faisant
intervenir des états stationnaires au repos ou des discontinuités, ’objectif était de vérifier que les schémas se
comportaient de facon similaire a ce que l'on peut trouver dans la littérature. Pour les solutions a 1’équilibre
en mouvement, nous avons comparé nos résultats au schéma LT simplement well-balanced, afin de mettre en
avant les bénéfices de 'utilisation de schémas fully well-balanced dans de tels contextes.

Nous avons effectivement constaté au travers de cas-tests stationnaires en mouvement que le schéma LT n’est
pas efficace pour préserver (Figure 5.37) ou capturer (Figure 5.19, Figure 5.28, Figure 5.39) ce type de solution
sur des maillages grossiers. Le premier schéma fully well-balanced (LDF) préserve bien ces états stationnaires,
mais présente des pertes de précision vis-a-vis du schéma LT sur certains états stationnaires au repos, comme
sur la Figure 5.35. C’est ce qui nous a poussé a traiter I’évolution de la variable v différemment. Les imprécisions
du schéma LDF obtenues pour les cas-tests 5.7.3.3 (voir Figure 5.35), 5.7.4.1 (voir Figure 5.46) et 5.7.4.2
(voir Figure 5.47), sont certainement dues au probléme de continuité présent dans la définition des vitesses
transverses intermédiaires v} et v}. Nous pouvons d’ailleurs observer que le schéma LTF, dans lequel nous
avons traité la variable v de la méme fagon que dans le schéma LT, se comporte bien mieux sur de tels cas-tests,
et donne de maniére générale des résultats plutot satisfaisants. Avec le schéma QTF, nous avons cherché a
éliminer le probléme de continuité présent dans la définition du terme source S™ et des hauteurs d’eau hy
et h%. Ce probleme de continuité apparait lors des changement de régimes, comme on peut 'observer sur la
Figure 5.32. Pour ce cas-test, le schéma QTF donne de meilleurs résultats, bien que le probléeme de définition de
h lorsque Fr = 1 soit toujours présent a la limite quand le terme source s’annule. Il semble également que ce
schéma capture mieux les états stationnaires (voir Tableau 5.2), soit plus précis (voir Figure 5.25, Figure 5.43),
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et gere correctement les changements de régime (voir Figure 5.41), méme s’il reste quelques défauts (pour
I'instant d’origine inexpliquée) a corriger (voir Figure 5.42).

Pour finir, nous avons vérifié que les schémas d’ordre deux issus des différents schémas d’ordre un préser-
vaient les états stationnaires attendus (voir cas-tests 5.7.5.2 et 5.7.5.3). Nous avons également souligné que
lorsqu’une solution continue a I’équilibre n’est pas tout a fait une solution stationnaire discrete, 'extension
a l'ordre deux du schéma ne donne pas forcément la précision recherchée (voir Tableau 5.16). Un travail sur
I’expression du détecteur d’équilibre peut étre mené pour tenter d’obtenir de meilleurs résultats.
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Ficure 5.41 — Modeéle RSW : Ajustement de Rossby 5.7.3.7. Hauteur au temps Ty, = 0.47t. Comparaison des
différents schémas sur l'intervalle [-2,2]. Dans cette zone, le régime est sous-critique, sur-critique puis de
nouveau sous-critique.
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FiGUre 5.42 — Modéle RSW : Ajustement de Rossby 5.7.3.7. Quantités fv et dh au temps T = 69.27.
Comparaison des différents schémas sur I'intervalle [-20, 20].
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FIGURE 5.43 — Modéle RSW : Etat stationnaire en espace 5.7.3.8. Hauteur (gauche), vitesse tangentielle (milieu),
vitesse transverse (droite) au temps Ty = 1.
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FIGURE 5.44 — Modéle RSW : Etat stationnaire en espace 5.7.3.8. Hauteur (gauche), vitesse tangentielle (milieu),
vitesse transverse (droite) calculées au point x = 0.5 pour t € [0,1].
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FiGUure 5.45 — Modele TRSW : Rupture de régularité a vitesse nulle 5.7.4.1. Hauteur (en haut a gauche), débit
(en haut a droite), débit transverse (en bas a gauche), variable h6 (en bas a droite).
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FIGURE 5.46 — Modele TRSW : Rupture de régularité a vitesse non nulle 5.7.4.1. Vitesse tangentielle calculée aux
temps t = 0,0.097,0.367,0.727, 3.47.
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FiGure 5.48 — Ordre 2 : Rupture de barrage avec un fond plat 5.7.5.1 au temps Ty, = 0.05. Schémas d’ordre un

(haut) et schémas d’ordre un (bas). Hauteur (gauche), débit (centre), température (droite).
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FiGURE 5.49 — Ordre 2 : Etat stationnaire en mouvement 5.7.5.3 au temps T = 1.
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Dans ce chapitre, on s’intéresse a la construction de schémas numériques pour les systemes 2D (1.21) et
(1.22). Ainsi, nous commencerons par rappeler le contexte des schémas 2D avec termes sources, dont on peut
retrouver une description dans [35, 48, 13]. On présentera ces schémas en considérant I’espace R? tout entier,
bien qu’en pratique les simulations numériques se font sur un domaine borné et nécessitent d’introduire des
conditions de bord. Nous travaillerons plus particuliérement sur les schémas de type Godunov 2D, issus de
ceux obtenus en 1D, grace a I'invariance par rotation des systemes étudiés. Pour ces schémas, nous établirons
que sur des maillages non structurés, une CFL optimale du méme type que celle de [10] pour des systémes sans
terme source peut étre obtenue. Puis, nous aborderons la question de la préservation des états stationnaires en
2D. Nous nous restreindrons alors au cas des maillages cartésiens pour lesquels on peut donner des résultats de
préservation d’états stationnaires par direction. Enfin, nous proposerons une montée en ordre du schéma par la
méthode MUSCL standard, afin de proposer des résultats numériques plus précis.

6.1 Généralités sur les schémas 2D avec terme source
On considére un systéme hyperbolique 2D de la forme
dyw+ V.F(w) =S(w, 2), (6.1)
avec F = (F, G) le flux 2D et S le terme source 2D, et une condition initiale
w(x, 0) = wo(x). (6.2)

Ici, le vecteur x = (x,y) € R? est la variable d’espace, w(x,t) : R x R* — Q) est le vecteur des inconnues,
F,G: Q — R? sont les flux respectifs dans les directions x et y, $: Q xRP — R? est le terme source, et
Z(x): R? — RP est un vecteur de fonctions données et indépendantes du temps. L'espace () des états admissibles
est un sous-ensemble de R? convexe et invariant, au sens otl, si la condition initiale wy est a valeurs dans Q,

131
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alors la solution w(x, t) du probléme de Cauchy (6.1)-(6.2) reste dans (2. Pour les équations de Saint-Venant,
I’espace des états admissibles est donné par

Q={(hhu,hw)eR3 h>0}, ou Q={(hhuhv,h0)eR* L>0,0>0}

Une fois de plus, les termes sources que l'on considérera ici sont la topographie z et la force de Coriolis f.
Comme dans le cas 1D, on introduira une fonction auxiliaire ¢ afin de réécrire le terme de Coriolis comme une
dérivée, et on posera Z = (z, l)T. Cette manipulation sera effectuée localement a chaque interface et détaillée par
la suite.

FiGure 6.1 — Maillage 2D non structuré.

On introduit maintenant la discrétisation du probléme 2D. On note K; la i-éme cellule du maillage, dont
l'aire est notée |K;|. L'aréte commune a deux cellules K; et K; est notée ¢;;, et sa longueur [e;;|. Le vecteur v;;
désigne la normale sortante unitaire de l'aréte e;; allant de K; vers K; (voir Figure 6.1). On note y(i) 'ensemble

des indices des cellules voisines de K;. Le temps est discrétisé par une suite (t"),5 ou t® = 0 et "1 = t" + At,
avec At un pas de temps qui sera choisi selon une condition CFL précisée plus tard. Enfin, on discrétise les
variables sources et la condition initiale en les moyennant sur chaque cellule

1 1
Zi=— | Z(x)dx, w?= —f w(x,0)dx.
"K J;q " IKil g,

Le vecteur w} désigne I'approximation de la moyenne de la solution sur la cellule K; au temps t"

1
w! =~ —J w(x, t")dx.
" IK g,

On note w} := (w}, Z;) et Q = Q xRP. Btant donnée une telle approximation, on cherche a déterminer 'approxi-
mation sur la cellule K; au temps suivant : w?“. Pour cela, on intégre le systéeme (6.1) sur K; x [t",t""1], ce qui
donne

1 1 1 tn+1 1
— wi(x, "1 dx:—f wx,t"dx——f J V.F(w(x, t dxdt+—J f S(w(x, t), Z(x))dxdt.
|Ki|Li ( ) |KZ| K; ( ) |K1| tn K; ( ( )) |K1| m K; ( ( ) ( ))

D’apres le théoreme de flux-divergence, on peut réécrire le terme faisant intervenir le flux 2D comme

JK,- V.F(w(x,t))dx = Z Ji]- F(w(x, )).vijds.

tr1+1

jeri)7e
A chaque interface ejj on considere que l'on a localement un probleme 1D a résoudre. Ainsi, on utilise

l’approximation
i+l

tn

J‘ F(w)v,]ds =~ At|8ij|(P(w"”’il’w“7lj, Vij)’ (6.3)
E,‘j

i vij) est un flux numérique 1D dans la direction v;;. Cela revient a approcher I'intégrale en temps



6.1. Généralités sur les schémas 2D avec terme source 133

et en espace du flux 2D par

t"+1

J,

Concernant le terme source, on choisit d’approcher sa double intégrale en temps et en espace sur une cellule K;
en faisant une somme des contributions de termes sources 1D a chaque interface de K;. Cela donne

J,

avec o (ﬁ?,?{/}‘, vi]-) un terme source numérique 1D dans la direction v;;, et Z; = (z;,1;) et Z; = (zj,1;). La fonction

J V.F(w(x, t))dxdt ~ At Z le;jlg( u7l”,w],v1])
jer(i)

t"+1

L,- S(w(x, 1), Z(x))dxdt ~ % Y lesjlo (@97, vi;) (2 - Z4),

jey (i)

1: R — R, localement définie a I'interface eij, est telle que sa dérivée dans la direction v;j vaut un. Finalement,
on obtient le schéma 2D sous la forme

1
wit = wl - |1< | Z lesjl (@7, @7, vij ) + 2|K | Z lesjlor (@, @7, vi) (2 - Z:)- (6:4)
jeyli jeyli
En l'absence de termes source, le schéma (6.4) doit étre conservatif, c’est-a-dire qu’il doit vérifier
Y IKilwptt =) K,
€7 1€

ou de fagon équivalente

Z Z |€l]|§0 w?lefvz]) 0, (6.5)

i€Z jey(i
ce qui nous mene a la définition suivante.

Définition 6.1.1. Un schéma numérique 2D de la forme (6.4) est dit conservatif si
(p(ﬁ;Lrﬁ;R:V) = _Q(szwL;_V); (6.6)
pour tout (wy, wg) € Q2 tels que Z; = Zg.

On vérifie facilement que (6.6) suffit a assurer (6.5), puisqu’a chaque interface on a deux flux qui se com-
pensent.

D’autre part, les flux et terme source numériques @(wy, wg, V) et o(wy, Wy, v) doivent étre consistants avec
les flux et terme source continus au sens suivant.

Définition 6.1.2. Soient (wy, wg, w) € Q3etv= (v1,v,) €SY. Le schéma 2D (6.4) est consistant avec le systéme (6.1)
si
e(w,w,v) =viF(w)+v,G(w),
et
(o(wr, wr, V)(ZRr = Z1) + o (wWr, WL, —V)(ZL, = ZR)) = v1S(w)[Z] + v2 T (w)[Z] + o([Z]),

N =

quand (W, wg) — (W, w).

Cette définition de consistance suffit pour assurer que lorsque l'on raffine le maillage, le schéma (6.4)
approche la le probleme (6.1)-(6.2) (voir [13]).

Il reste a définir les flux et termes source numériques. En pratique, pour des systémes invariants par rotation
comme ceux que l'on étudie ici (voir sous-section 2.4.2), on peut définir les flux ¢ et termes sources o dans
n’importe quelle direction a partir des flux et termes sources 1D définis dans une direction donnée. Pour cela,
on considere un schéma numérique 1D de la forme

w;.”l:w;f—%(f(w,w?ﬂ)—f(w?_l,w?))+%(s(wﬂ_ W) (Zi = Zia) + S (@), @), ) (Zie1 - Z2)). (6.7)

Soient e une aréte quelconque du maillage et v = (v1,v,) sa normale sortante unitaire. On introduit la matrice



134 CHAPITRE 6. Schémas numériques pour les modeles 2D

de rotation

Lo o 0 0 O
RV O V. Vl _VZ 0 7 .
= vi -vo|, ou R":= 0 lorsque la température est variable,
LS
0 v %
2 0 0 1

et on définit le flux 2D et le terme source 2D entre deux états w et wy a l'interface e par

P(@L, Wy, v) =R F (@}, @}), (6.8)

o(wy, Wy, v)(Zr - Z1) = R" (S (@], 0y )) (Zr - Zu), (6.9)

ou l'on note w" = ((RV)_1 w,Z). Cette opération consiste a effectuer une rotation pour se retrouver localement
dans le cas d’un probléme de Riemann 1D a résoudre, calculer les flux et termes sources qui en découlent, puis
revenir a la position initiale. Dans la suite, on s’intéresse plus particulierement au cas ou le schéma 1D utilisé
est un schéma de type Godunov.

6.2 Schéma 2D issu d’un flux 1D de type Godunov

La partie précédente donne un moyen de définir des schémas numériques 2D a partir de n'importe quel flux
1D. Dans notre cas, nous utiliserons les flux et termes sources 1D définis au Chapitre 5, issus de schémas de
type Godunov. Précisons que dans ce cadre, le flux 1D F(wp, wg) peut s’écrire de fagon centrée, comme dans la
Proposition 4.4.1, ou de fagcon décentrée, comme dans la Remarque 4.4.1. Pour les schémas 2D sur maillage non
structuré, une écriture décentrée du flux permet d’obtenir une CFL optimale, en un sens qui sera précisé par
la suite. Ainsi, pour obtenir I'expression de ¢, nous utiliserons I'expression décentrée (4.22) du flux que l'on
rappelle ici

0 ~ ~
F (@, @g) = F(wy) + 2A—AxtwL - if W (éﬁL,ﬁR)dx+ S(“’L""R)Z(ZR Z1) (6.10)

_Ax
2

valable si la condition CFL
(6.11)

N | =

At
A—xmax(|/\L|r|/\R|) <

est vérifiée. Remarquons que la dimension Ax qui intervient dans les deux expressions précédentes n’a pas
d’équivalent clair en 2D. Pour le moment, nous nous contenterons de noter ¢ la donnée du maillage 2D qui joue
le role de Ax en 1D, et qui sera définie plus loin. On désignera dans la suite le solveur de Riemann approché
dans la direction v par

ng (i,ﬁL,iiR) = RVWR(

A7 ((RV)_le,ZL),((RV)_I wR:ZR))’

X
At’
et on notera

B (w) := v F(w) + v, G(w),

le flux 2D dans la direction v = (v, v,). L'invariance par rotation du systéme 2D (6.1) se traduit notamment par
la relation
RYF((RY) w)=h"(w).

Ainsi, sous la condition CFL

N =

At

= max (A} 1A <
ou Apet Ag désignent les vitesses d’ondes maximales du solveur de Riemann approché W;z/ , le flux numérique
2D (6.8) associé au flux décentré (6.10) s’écrit

0

~~ o 1 — (X _ |
o(wy, wg,v)=h"(wp)+ EWL ~ A7 j—b/z Wy (E,wL,wR)dx+ Ea(wL,wR,v)(ZR -7Zr). (6.12)

Nous allons maintenant vérifier que cette définition du flux meéne a un schéma qui a de bonnes propriétés.
Tout d’abord, on s’intéresse a la conservativité. Il suffit de vérifier que le solveur de Riemann approché satisfait
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un certain critére pour obtenir cette propriété.
Proposition 6.2.1. Si le solveur de Riemann approché vérifie
0o x o/2 x
J-m W (g @) dx = L W () (6.13)
alors le flux numérique @ définit par (6.12) est conservatif au sens de la Définition 6.1.1.

Démonstration. On veut montrer que le flux ¢ vérifie la relation de conservativité (6.6). Commencons par
remarquer que le solveur Wy calculé dans la direction v vérifie la relation de consistance faible

1 (%~ (x _ _ wp+wg At At
5.[ Wy (E'wawR) = % -5 (h"(wr) =h"(wr)) + ?U(erwaV)(ZR -Zy), (6.14)
-5/2

analogue a la relation de consistance faible (4.16) satisfaite par le solveur Wg. On suppose que les termes
sources sont nuls i.e Z; = Zg. Par définition du flux, on a

~ _ 0 1 (% ~ o (x _
@(Wr,w,—v) =h"(wg) + SATYRT A7 .f—b/z Wr” (E’wR' wL)dx,
qui peut aussi s’écrire
S 1 o2 x o2 X
@(wg, wr,—v)=h""(wg)+ SATYRT A J—a/z Wr" (E,wR,wL)dx + . Wr” (E,wR,wL)dx.
Grace a la consistance faible (6.14), on obtient
— - 0 1 (2 X -
(g, wp,—v) =-h"(wr) - AFYLT A7 L WrY (E,WR, wL)dX~

On utilise la propriété (6.13) pour conclure que
p(wWg, wr,—v) = (W, Wg, V).

O

Remarque 6.2.1. Les solveurs de Riemann construits dans le Chapitre 5 vérifient la condition (6.13), puisqu’ils
vérifient en particulier que

—~ (X _ - X _ -
WR(?,wL,wR):—WR(—?,wR,wL).

Vérifions désormais que le schéma 2D issu d’un schéma de type Godunov 1D est consistant au sens de la
Définition 6.1.2. On montre facilement la consistance du schéma 2D avec le systeme (6.1), puisque d’apres la
définition (6.12) du flux, on a

o(w,w,v) =h"(w) = v F(w)+v,G(w).

La consistance du terme source est vérifiée des lors que le terme source 1D est consistant strictement au sens de
la Définition 4.2.1, puisque 'on peut alors écrire

| |
EO'(WL;U/R’V)(ZR -Zp)+ EU(szer_V)(ZL —-Zg)

= %Rv (S(@1,@}))(Zr - Z1) + %R*V (S(@x" @) (ZL - Zr)
- %RV(S((RV)_Iw))(ZR—ZLH %R*V(S((R*”)_l w))(Zy - Zg) +0([Z])
=v1SW)[Z]+ v, T(w)[Z] +0([Z]).

lorsque w; et wy tendent vers w. Soulignons que cette suite d’égalités est vraie si le terme source continu vérifie
la relation d’invariance par rotation

RY (S ((RV)_1 w)) =1 S(w)+ v, T(w),
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ou S(w) et T(w) correspondent a un certain découpage du terme source S(w, Z) du type
S(w,Z) = S(w)dyZ + T(w)dyZ.

Si le terme source 1D est simplement consistant, on obtient le méme résultat mais avec un terme négligeable du
type o(jwy —w[+|wg —w|+|Z, - Z| +|Zr - Z]).

Pour finir, pour montrer que le schéma 2D dont le flux défini par (6.12) est robuste, nous allons le ré-
écrire comme une combinaison convexe de termes bien choisis. Cela nous permettra de fixer la dimension
0 du maillage, et donc par conséquent, la condition CFL a vérifier. Nous suivons les mémes étapes que la
démonstration proposée dans [10] pour un schéma 2D sans terme source.

Proposition 6.2.2. On suppose que le solveur de Riemann approché Wh est robuste au sens de la Définition 4.4.2.
Alors, sous la condition CFL

P
At—max(|/\ u“ﬂl,af”)|)gl, (6.15)
|K;| iez .
jer(i)

ol P; représente le périmétre de la cellule K;, le schéma 2D (6.4) dont le flux numeérique est défini par (6.12) est robuste.

Démonstration. En utilisant ’expression (6.12) dans le schéma (6.4), on obtient
Wi == ALY el )+ o - ' Wy (@ ) dx
' i |]ey ! ZAt Y Y SV '

z|1< |

En posant 0 = , on peut simplifier ’expression précédente en

At 1 (% —vifx

ntl o MY () - — Tt wt\d

i K| Zle”'[ Sy _[_MWR (At’wl’wf) x]'
jer(i) P

Puis, en utilisant le théoreme de flux-divergence, on obtient

Z |ez]|hv wy) [ W ] Z |61]|Vl]

jeyl Wi jer

Finalement, en définissant les états

0
wyy = L ";if(i,m,m)dxl (6.16)
T K| okl AT
i
on peut réécrire le schéma sous la forme
n+l _ @ g (6.17)
wl = E wz]; :

c’est-a-dire comme combinaison convexe de moyennes de solveurs de Riemann approchés, qui appartiennent a
I’ensemble () par convexité. O

Remarque 6.2.2. Une démonstration similaire utilisée dans [10, 25] pour des schémas sans terme source permet
d’obtenir la méme CFL. L’écriture décentrée du flux a toute son importance puisqu’avec une écriture centrée, le
méme raisonnement ne permet pas d’écrire directement wf“ comme une combinaison convexe. Il est également
possible d’adopter la démonstration de [60] qui s’applique aux schémas 2D issus de schémas 1D quelconques
(pas forcément de type Godunov) et qui consiste a ajouter artificiellement un terme nul dans le calcul. Cela

meéne a une CFL deux fois plus restrictive que (6.15), c’est-a-dire

b +=1 —n 1
sy ()< 5
jev()
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On peut souligner que sur maillage cartésien, lorsque Ax = Ay, la CFL (6.15) se réécrit

1
1 (6.18)

et coincide alors avec la CFL "cartésienne" obtenue en considérant le schéma 2D comme une combinaison
convexe de schémas 1D dans la direction x et la direction y (voir section 6.3), tandis que la condition de [60]
s’écrit dans ce cadre

At (SN = 1
s (e
jerti)

C’est pour ces raisons que la condition (6.15) est qualifiée d’optimale.

6.3 Maillage cartésien

On se restreint désormais au cas des maillages cartésiens pour deux raisons. La premiere concerne la
propriété well-balanced que nous n’avons pas encore abordée dans le cadre 2D. En effet, il est difficile de
préserver les états stationnaires 2D en toute généralité, et d’autant plus sur des maillages non structurés. La
seconde concerne la procédure de reconstruction nécessaire pour obtenir des schémas d’ordre deux, qui est
bien plus facile a mettre en place sur des maillages cartésiens. Ainsi, nous commencerons par introduire de
nouvelles notations adaptées a ces maillages. Puis, nous établirons quels états stationnaires il est possible de
préserver. Enfin, nous étendrons les schémas précédents a l'ordre deux grace a la méthode MUSCL.

6.3.1 Notations cartésiennes et réécriture du schéma 2D

Commencons par donner les notations liées aux maillages cartésiens. On pose K;; la cellule

Ax Ax A A
Kij = [xij -5 Xijt 7] x [?ij - Ty:yij + 7}1

’

ou le point (x;;,y;;) désigne le centre de K;;, et Ax et Ay sont les pas de discrétisation respectivement dans
les directions horizontale et verticale, supposés constants. Le vecteur w;’j désigne une approximation de la
moyenne de la solution au temps " sur la cellule K;;. Le vecteur Z;; indépendant du temps désigne la moyenne
du vecteur source Z sur la cellule Kj;. En adoptant ces notations, le schéma 2D (6.4) se réécrit

i = g ()~ 7 (7 5)) - & (00 50 ) -0 )
b (S (1)) (Zinrj = Zig) + S (0 @) (2~ Zi017))
At

+E(T(fuﬂ. @) (Zijor = Zif) + T@_y, @) (Zij - Zij-1)), (6.19)

ij? Vij+1

ou F(wr,wg) et S(wp, wg) sont les flux et termes source numériques 1D horizontaux, et G(wy, wg) et 7 (wp, wg)
sont les flux et terme source 1D verticaux qui vérifient les relations (6.8) et (6.9) pour v = (0,1)T. Cette
formulation est valable a condition que la CFL suivante soit vérifiée

AxAy (i jez?

+(~n —~n
A (wz’j'“’im)"

Ai(@;,@?jﬂ)’) <1, (6.20)

qui n’est rien d’autre que la condition CFL 2D (6.15) réécrite avec les notation cartésiennes.

Une autre fagon d’obtenir ce schéma est de le considérer comme une combinaison convexe de schémas 1D.
Dans le détail, on pose

A A
wi' = wj - Ax;z (F (@ wh;) - F (@, @) + A_; (S (@5 1) (Ziaj = Zi)+ S (W1, @) (23~ Zicas),
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qui correspond au schéma dans la direction x, et

Wil = _ A (g(

1] 1] Ay/Z

) -G (@) ¢ (T

Ay

)+T( v )(z ~Zi;- 1))

qui correspond au schéma dans la direction y. Ainsi, le schéma (6.19) se réécrit comme

,1
n+1 ;(]fl +wf]‘
wifl = ————. (6.21)

Cette formulation est valable si les conditions CFL

et

sont vérifiées. Nous préférerons utiliser cette facon de construire le schéma 2D puisque son extension a 'ordre
deux suivra une procédure similaire. Notons que si Ax = Ay alors il est équivalent de vérifier ces deux conditions
ou la condition CFL (6.20).

On définit des lors les états stationnaires que nous pourrons préserver en dimension deux.

Définition 6.3.1. On dit qu'un vecteur (W;;); jez> est un état stationnaire dans la direction x si

i.j)
— V(i,)) € 2%, wjj = Wij1,
— Vj €Zfixé, le vecteur (w;;);cz est une solution stationnaire au sens de la Définition 4.2.4.

On dit qu’un vecteur (w;;) ; jez2 est un état stationnaire dans la direction y si

ij
— Y(i,]) € 22, Wij = Wiy,
— Vi € Z fixé, le vecteur (W) jez, est une solution stationnaire au sens de la Définition 4.2.4.
Muni de cette définition, on peut établir le théoréeme suivant.
Théoreme 6.3.1. Sous les conditions CFL

At
-— max
Ax (i,j)ez?

1 At
+ "
A= (@, z+1j)|$z Ay (%

1
A (@ @ )| < 4o (6.22)

le schéma 2D (6.19) issu d'un schéma 1D de type Godunov robuste et well-balanced est également robuste et préserve
les états stationnaires dans la direction x et dans la direction y.

Démonstration. La robustesse découle directement de la combinaison convexe (6.21) de schémas 1D robustes.
D’autre part, on se donne (17”])(‘ ij)ez? un €tat stationnaire dans la direction x. Montrons que cet état est préserveé
par le schéma. La famille (w ]),EZ est un état stationnaire discret au sens de la Définition 4.2.4, donc est préservé
x,1
ij

=wi; j pour tout j € Z. Le choix de i étant arbitraire, on a w?’

par le schéma 1D, d’ou w;’
v,1
ij
Finalement, d’apreés la combmalson convexe (6.21) on a w;

= w . Puisque a i fixé, la suite (w ])]eZ est constante, alors par consistance du
1
ij
= wij pour tout (i,j) € Z2. On démontre de fagon

schéma 1D on a w; =wi j pour tout (i,j) € Z2.

n+l
ij
analogue que le schéma préserve les états stationnaires dans la direction y. O

En pratique, on utilisera les schémas fully well-balanced 1D construits au Chapitre 5 pour obtenir des
schémas 2D. Les états stationnaires par direction sont alors les états stationnaires au repos, comme par exemple

u=0, u=0, u=0,

v=0, v=0, v=0,

0 = cst, z = cst, h = cst,
h+z=cst, h20 = cst, 2z+ hin(6O) = cst,

et les états stationnaires avec un vecteur vitesse v = (1, v) de la forme (0, cst) ou (cst, 0), ce qui correspond aux

états d’équilibres géostrophiques 1D
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u=0, v=0,
v =cst, u = cst,
0 = cst, (6.23) 0 = cst, (6.24)
209 (h+2z)=fv, dyh=0,z2=0,
dyh=0dyz=0, §09dy(h+z)=~fu,
et aux solutions stationnaires a température variable du type
u=0, v=0,
v = cst, u =cst,
2,0 =dyh=0d,z=0, (6.25) 0,0 =d,h=0,z=0, (6.26)

2
ax(ghTe) = fhv—ghBd,z,

2
ay(ghza) =—fhu-gh0d,z.

Les états stationnaires 2D faisant intervenir des vitesses plus complexes ne peuvent pas se discrétiser comme
des états stationnaires par direction, ce qui signifie que rien n’assure que le schéma 2D puisse les préserver

exactement.

6.3.2 Extension a l'ordre deux

Le principe général pour obtenir un schéma 2D d’ordre deux avec la méthode MUSCL est le méme qu’en
1D : on reconstruit la solution au milieu des interfaces de chaque cellule, puis on applique un schéma d’ordre

un a ces états reconstruits. Etant donnée une approximation constante w;; de la solution sur la cellule K;

j’

définissons la procédure de reconstruction. On omet ici les dépendances en temps pour alléger les notations.

~FE ~W ~N
Onnotewij,wij, ij

Wi

ﬂ?fj les états reconstruits au milieu des interfaces de K;; comme sur la Figure 6.2.

W 0
i-1j ij ij i

W
1+1j

FiGUrE 6.2 — Reconstruction sur maillage cartésien. En gris, 'approximation constante sur la cellule. En bleu, la

reconstruction horizontale, en rouge la reconstruction verticale.

Ils sont obtenus grace a deux reconstructions indépendantes : une reconstruction verticale et une recons-
truction horizontale, définies de facon similaire au cas 1D décrit dans la sous-section 5.6.1. Ainsi, on a d’une

part
Ax Ax
~E _ ~ —~W _ ~
wi]« :wij-l-()’i]'T, wi]. :w,-j—ai]-T, (627)
pour les états reconstruits horizontaux et d’autre part
A A
~N _ ~ v ~5 _ ~ v
‘u)l-]- _wij+p,~]-7, wij_wij—pi]-T, (628)
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pour les états reconstruits verticaux. Comme dans le cas 1D, les pentes ojj et p;j, sont définies en utilisant le
limiteur minmod suivant

min(oy,0g) siop>0etog>0,
minmod(oy,0g) ={ max(or,0g) sior<0etogr<0,

0 sinon,

et une sur-limitation assure la positivité des hauteurs et températures reconstruites. Autrement dit, si on note V
I'une des variables reconstruites et 01.1]}« et p}/j les pentes associées, alors elles sont définies par

1 g

V“_V._ . V _V V”_V”_ V _V”
Vo o ij i-1j Vi+lj ij Voo ij ij=1 Vij+1 ij
0j; = mmmod( A Ax ), P = mmmod( Ay , Ay ),
et on impose de plus que
2h;; 2h;:0;; 2h;:0;;
[ gti/) ‘M” 27 |h.'<_ '.6‘<M 2
‘G ‘_ IR Ay’ Pij 1= Ay (6.29)

Ax’

Décrivons a présent l'obtention du schéma 2D d’ordre deux. On rappelle que le schéma 2D d’ordre un peut
étre vu comme la combinaison convexe de deux schémas 1D d’ordre un. Cela nous ameéne a définir le schéma
2D d’ordre deux comme une combinaison convexe de schémas 1D d’ordre deux. On pose alors d’une part

A —F — — —
i = s (P (@) -7 (., )

+%(s(~{511,wfjv)(zw ZE )+ S (@, E)(ZE - 20 )+ s (@Eal, ) (2, - 2E)),

qui correspond au schéma 1D d’ordre deux dans la direction x, et d’autre part

A ~ ~ i —~
=l o (60750 ) -6, )

+ E(T(WN wy) (25 -2

Ay - W ij- 1)+T(w w; )(ZN ZS)+T(w wl]“)(zs

N
ij’ ij+1 Zij ))

qui correspond au schéma 1D d’ordre deux appliqué dans la direction y. Le schéma 2D d’ordre deux s’obtient

en posant

,2
X2 + w}.).

wyjﬂz—” , g (6.30)

ce qui donne plus précisément

A F —F o~ A — N~
wi! = w3 (F (6, @lhy) - (0F @) - 5 (6(@F95.0) -6 (@1, 95)

+%(8(~f11’u7w)(zw ZZEIJ)J“S( ij’ fj)(zE ZW)+S(W wm;)(zzﬂj ZE))
i (T (T T5) (2523 )+ T (@5, (2 - 25)+ T (3, 75, ) (25,0 - 2)). (631)

On peut montrer que ce schéma, vu comme combinaison convexe de schémas 1D est robuste et préserve les
états stationnaires par direction.

Théoreme 6.3.2. On considére des procédures de reconstruction horizontale et verticale conservatives, robustes et
well-balanced au sens de la Définition 5.6.1. Alors, sous les conditions CFL

At w (=W _E 1
Elr?eazxz( A (@ wily)| |2 (@) ,wl])‘) <3 (6.32)
“ At 1
+(~N _ S +(~S N
A—yln]rleazxz( A (wi]-,wi+1j) J1A (wij,wi]-)|) < 3 (6.33)
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le schéma d’ordre deux (6.31) est robuste et préserve les états stationnaires par direction.

Démonstration. Soit (w )( ,j)ez? un état stationnaire dans la direction x. Puisque la reconstruction horizontale

est well-balanced, alors les couples d’états reconstruits (wl] wl‘/fl]) et (wl] wl]) sont a 1’équilibre pour tout
(i,j) € Z?%. Ainsi, d’aprés le Théoréme 5.6.1, le schéma 1D d’ordre deux dans la direction x préserve cet état

w2 - w . D’autre part, puisque w. = w?

stationnaire, donc w;’ ] wjj,, pour tout (i,j) e Zz, il s’agit d’un état stationnaire

ij
vertical et la reconstructlon verticale well-balanced assure que wI\JI wS] ij» pour tout (i,j) € Z*. On en
déduit que wly]’ = A1n51 d’apreés la combinaison convexe (6.30), on obtient wZ”]+1 = wfj pour tout (i, j) € Z2.
La demonstratlon est tout a fait analogue si l'on prend un état stationnaire dans la direction y.
La robustesse du schéma découle immédiatement de la combinaison convexe de schémas 1D robustes

appliqués a des états reconstruits qui appartiennent a I’ensemble Q). O

Comme énoncé précédemment, les états stationnaires par direction qui correspondent a notre systeme 2D
sont ceux au repos, ou qui vérifient v = (0, cst) ou (cst,0), donnés par (6.25) et (6.26). Puisqu’au moins I'une
des composantes de la vitesse est nulle, il n’est pas nécessaire d’utiliser des reconstructions horizontales et
verticales qui préservent les états stationnaires en mouvement. Il suffit qu’elles soient well-balanced au sens ou
elles préservent les états stationnaires au repos 1D. Pour fixer les idées, concentrons-nous sur la reconstruction
dans la direction x. L’équilibre local a préserver est donné par

Up = uUg = 0,
R S
ghO[h)+ ghB[z]+ 7[9] = hv[1].

Sil'on considere une température constante, la discrétisation de ’équilibre dans la direction x est simplement
donnée par

up=ugp =0,
gO[h+z] =v[4].

Ainsi, il suffit de reconstruire les variables h, hu, hv et g0(h +z) — V ou la variable V est définie de fagon a ce que
[V]=7[t]. Sil'on considére une température variable, alors on reconstruit toujours les variables conservatives
h,hu, hv, h6, et on détermine les topographies reconstruites zv]\/’E dela fac;on suivante : on se donne une premiere

valeur 21], puis on définit de proche en proche les états z et zV. . de facon a ce que les couples d’états

i+1j

reconstruits (wE wm ]) et ( iv]y, ) soient a I’équilibre local.

ij’ ij

6.4 Résultats numeériques

On souhaite maintenant tester nos différents schémas 2D sur des exemples. On va donc vérifier que les
schémas d’ordre un et d’ordre deux préservent les états stationnaires par direction. On cherchera également a
vérifier que la montée en ordre obtenue grace a la méthode MUSCL est effective. Enfin, on analysera les résultats
obtenus pour un état stationnaire géostrophique purement 2D, au sens ot il ne s’agit pas d’un état stationnaire
par direction.

6.4.1 Equilibre géostrophique par direction

Dans cet exemple, on s’intéresse a un équilibre géostrophique par direction, qui correspond a 1’équilibre
géostrophique 1D étudié dans la sous-sous-section 5.7.3.1. On se place sur le domaine [1,2] x[1,2], on pose
f =10et g =1. On considere la donnée initiale

h(x,p)=x, hu(x,y)=0, hv(x,y):}f(, 0(x,9) =1,

avec une topographie plate. Il s’agit d’une solution stationnaire 2D dans la direction x que nos schémas peuvent
préserver. La condition initiale est représentée dans la Figure 6.3

On considére un maillage grossier avec Nx = Ny = 32. On a calculé les erreurs L! discrétes pour les variables
h, u, et v, pour les schémas d’ordre un et d’ordre deux. Elles sont reportées dans le Tableau 6.1. Cela confirme
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Hauteur

Vitesse
112 13 14 15 16 17 18 19 011 012 013 014 015 016 017 018 019
| L |

F1GURE 6.3 — Schémas 2D : condition initiale de 1’état stationnaire géostrophique par direction 6.4.1.

que cette solution est préservée par les schémas 2D a l'ordre un et l'ordre deux. On obtient les mémes résultats
pour l'analogue de cet état d’équilibre dans la direction y.

Schémas d’ordre un Schémas d’ordre deux

Schéma h u v h u v

LT 472E-13 5.86E-13 2.18E-13 | 858E-14 2.07E-13 1.22E-13
LDF 1.64E-12 1.27E-12 148E-12 | 2.25E-13 8.22E-13 2.34E-13
LTF 1.79E-12 2.21E-11 1.85E-12 | 858E-14 2.07E-13 1.22E-13
QTF 5.09E-13 6.26E-13 2.23E-13 | 8.61E-14 202E-13 1.29E-13

TaBLEAU 6.1 — Schéma 2D : Etat stationnaire géostrophique 6.4.1. Erreurs L' calculées au temps T,y = 1.

6.4.2 Equilibre en mouvement

On s’intéresse maintenant au comportement des schémas face a un état stationnaire en mouvement par
direction. On entend par la un état stationnaire 1D, pour lequel les deux vitesses u et v sont non nulles, et que
les schémas 1D fully well-balanced sont capables de préserver. On choisit de considérer ’exemple présenté
dans la sous-sous-section 5.7.3.5. Ici, la température 6 est constante égale a un, et les parametres choisis sont
f =g =1.La donnée initiale est la suivante

h(x,y) = exp(px), hu(x,y)=1, hv(x,p)=—fxexp(px),
et on considere une topographie de la forme

f2 a1
z(x,p) = — X Eexp(—Zﬁx)—exp(ﬂx).

Soulignons qu’il ne s’agit pas d’un état stationnaire par direction au sens de la Définition 6.3.1, et que rien
ne garantit que les schémas 2D sont capables de le préserver.

On se place sur le domaine [0,1]x[0,1]. On se donne Nx = Ny = 200 et on calcule les erreurs commises
au temps Tpax = 1. Dans le Tableau 6.2, on indique les erreurs L! obtenues avec le schéma d’ordre un. On
observe que les schémas ne préservent pas exactement cet état stationnaire. Il est intéressant de souligner
que les schémas LDF et QTF qui préservent exactement cette solution en dimension un ont tout de méme un
meilleur comportement que le schéma LT, qui méme en dimension un est loin de la solution exacte. Néanmoins,
en deux dimensions, il semble que le schéma LTF donne une erreur plus grande que le schéma LT.
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’ Schéma ‘ h u v

LT 433E-03 237E-03 8.21E-04
LDF 410E-08 4.29E-08 5.17E-08
LTF 4.18E-02 233E-02 1.45E-02
QTF 2.85E-08 1.35E-08 8.13E-09

TABLEAU 6.2 — Schéma 2D : équilibre en mouvement 6.4.2. Erreur L! calculées au temps Ty, = 1 avec le schéma
d’ordre un.

Schémas d’ordre un Schémas d’ordre deux

Schéma h u v h u v

LT 6.37E-17 290E-16 3.33E-16 | 2.01E-17 2.05E-16 206E-16
LDF 414E-16 222E-15 219E-15| 4.09E-17 6.38E—-16 7.20E-16
LTF 6.05E-17 6.64E—-16 831E-16 | 407E-17 6.39E-16 7.23E-16
QTF 254E-16 1.70E-15 1.17E-15 | 833E-17 7.89E-16 8.37E-16

TaBLEAU 6.3 — Schéma 2D : lac au repos 6.4.3 non perturbé. Erreurs L! calculées au temps Ty = 1.

6.4.3 Perturbation d’un lac au repos

On s’intéresse maintenant a la perturbation d’un lac au repos 2D. On peut retrouver le cas-test qui suit dans
[69]. On se donne une topographie de la forme

2(x,) = 0.8exp(-0.5(x - 0.9)> = 50(y - 0.5)?),
et on choisit comme donnée initiale le lac au repos perturbé

1-z(x,v)+e si0.05<x<0.15

1-2z(x,p) sinon.

’

h(x,y) = {

u(x,y)=v(xy)=0, 0O(xy)=1

La force de Coriolis f est nulle et g = 1. On se place sur le domaine [0,2]x[0,1] et on considére un maillage
tel que Nx = 200 et Ny = 200. Si € = 0 alors les quatre schémas 2D d’ordre un et d’ordre deux préservent
exactement la solution, comme le montre le Tableau 6.3 ot I’on donne les erreurs L! calculées au temps Ty = 1.
Avec une perturbation € = 0.01, on présente les résultats obtenus pour le schéma LT dans la Figure 6.4, pour
le schéma LDF dans la Figure 6.5, pour le schéma LTF dans la Figure 6.6, et pour le schéma QTF dans la
Figure 6.7. Les résultats obtenus montrent que les perturbations sont capturées. Ils sont en accord avec ceux de
la littérature ([69, 47]).

6.4.4 Vortex stationnaire

On s’intéresse ici a 1'utilisation des schémas sur une solution stationnaire 2D radiale avec une topographie
plate. On considére que la température est constante, et que la force de Coriolis f est non nulle. Les variables
h,u et v vérifient

h(r) = i(r),
u(r) = —rsin(a)p(r),

v(r) = rcos(a)P(r),

ot r2 = x? + 2. Pour qu’il s’agisse d’une solution stationnaire, il faut que d, F(w)+ d,G(w) = S(w), ce qui revient

a demander que

W'(r) = §¢(r)<f+¢<r>>.
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h+z h+z
1.005 1.01 1.001 1.002 1 003
h+z
1001 1002 1 003 1.002
h+z h+z

0.999 1 1.001 05995 1 1.0005 1.001 1.0015
\

|

Ficure 6.4 — Schéma 2D : perturbation d’un lac au repos 6.4.3. Schéma LT aux temps t =
0,0.12,0.24,0.36,0.48,0.6 (de gauche a droite, puis de haut en bas). L'échelle est adaptée sur chaque figure pour
mieux observer la solution approchée.
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h+z h+z
1.005 1.01 1.001 1.002 1 003

_ : *
h+z
1.001 1.002 ]003 1.002
h+z h+z

0.999 1 1.001 09995 1 1.0005 1.001 1.0015
|

|

Ficure 6.5 — Schéma 2D : perturbation d’un lac au repos 6.4.3. Schéma LDF aux temps t =
0,0.12,0.24,0.36,0.48,0.6 (de gauche a droite, puis de haut en bas). L'échelle est adaptée sur chaque figure pour
mieux observer la solution approchée.
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h+z h+z
1.005 1.01 1.001 1.002 1 003

_ : *
h+z
1.001 1002 1 003 1.002
h+z h+z

0.999 1 1.001 09995 1 1.0005 1.001 1.0015

s

FiGure 6.6 — Schéma 2D : perturbation d'un lac au repos 6.4.3. Schéma LTF aux temps t =
0,0.12,0.24,0.36,0.48,0.6 (de gauche a droite, puis de haut en bas). L’échelle est adaptée sur chaque figure pour
mieux observer la solution approchée.
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h+z h+z
1.005 1.01 1.001 1.002 1 003

_ : *
h+z
1.001 1.002 1 003 1.002
h+z h4z

0.999 1 1.001 09995 1 1.0005 1.001 1.0015
|

Ficure 6.7 — Schéma 2D : perturbation d’un lac au repos 6.4.3. Schéma QTF aux temps t =
0,0.12,0.24,0.36,0.48,0.6 (de gauche a droite, puis de haut en bas). L'échelle est adaptée sur chaque figure pour
mieux observer la solution approchée.
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Un tel cas-test a déja été proposé dans [5], [19] ou encore [3]. Dans [50], les auteurs proposent de considérer
le domaine [-1,1] x[-1,1], les parametres f = %,g = eiz et la fonction

avec

L’expression de la hauteur initiale / est alors donnée par

3(1+5¢2)r2 sir<i,
h(r)=1+¢? 11—0(1+5£2)+2r—%—%r2+£2(41n(5r)+%—20r+275r2) sit<r<i (6.34)
1(1-106%+20¢In(2)) sir> 2.

0.84

0.6

0.4

0.2

[ [ I s P 25 3

Coupe diagonale de la hauteur

Hauteur
11 12 13 14 1.5 16 17 18 19
|

FIGURE 6.8 — Schéma 2D : vortex stationnaire 6.4.4. Hauteur initiale.

On a représenté sur la Figure 6.8 la condition initiale calculée sur le maillage uniforme Nx = Ny = 80 pour
& = 1. Sur la Figure 6.9, on compare les résultats obtenus avec les schémas LTF d’ordre un et deux au temps
Tinax = 1. On observe que la montée en ordre réduit de maniere significative la diffusion. Cela est vrai également
pour les autres schémas LT, LDF et QTF.

Dans le Tableau 6.4, on donne les erreurs calculées au temps Ty, = 1 sur différents maillages uniformes et
on calcule les pentes obtenues avec les schémas d’ordre un et deux. Mémes si les ordres obtenus sont légerement
inférieurs aux ordres théoriques, on peut tout de méme noter une nette amélioration de I’approximation par
les schémas LT, LTF et QTF d’ordre deux. Une gestion plus fine des conditions de bords pourrait permettre de
retrouver exactement l'ordre de précision attendu. On peut noter que le schéma LDF d’ordre deux fournit une
approximation moins précise que les autres.

Pour des valeurs de ¢ plus petites, le nombre de Froude est petit également, et les schémas diffusent beaucoup
la solution. C’est une caractéristique des schémas de type Godunov, qui a été étudiée notamment dans [3] et [29],
ou les auteurs ont proposé des schémas préservant 'asymptotique pour les équations quasi-géostrophiques,
ou encore dans [50] pour le modéle RSW. Plus récemment encore, [4] ont proposé une méthode linéairement
well-balanced pour capturer les solutions a ’équilibre géostrophiques et obtiennent pour ce cas-test des résultats
précis, méme pour de nombres de Froude petits.
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0.84

0.64

0.44

0.24

0 [ I s P 25 3

Coupe diagonale de la hauteur

Hauteur
1.65 1.7 175 18 1.85 19 195

0.84
0.64
044

024

0 [ i s P 2% b

Coupe diagonale de la hauteur

Hauteur
1.1 12 13 1.4 15 1.6 17

18 19

FIGURE 6.9 — Schéma 2D : vortex stationnaire 6.4.4. Hauteurs calculées au temps Tp,,x = 1 avec les schémas LTF
d’ordre un (en haut) et d’ordre deux (en bas).

Schéma

| NxxNy LT | LDF LTF QTF
40x40 | 2.77E-02 2.56E — 02 2.81E-02 2.77E - 02
80x80 | 2.15E-02 0.37 | 1.84E—02 0.49 | 221E-02 0.35 | 2.14E-02 0.38
160x160 | 1.53E-02 0.49 | 1.I9E-02 0.63 | 1.59E-02 0.47 | 1.52E-02 0.50
320x320 | 9.08E-03 0.67 | 9.79E-03 0.82 | 1.03E—02 0.66 | 9.71E—03 0.68
40x40 | 1.29E-02 1.15E - 02 1.35E - 02 1.28E - 02
80x80 | 473E-03 1.50 | 470E-03 1.33 | 495E-03 1.51 | 467E—03 1.51
160x160 | 1.44E-03 1.75 | 2.20E-03 1.11 | 1.50E-03 1.75 | 1.42E-03 1.74
320x320 | 447E-04 1.70 | 1.12E—-03 0.99 | 462E—04 1.72 | 442E—04 1.70

TABLEAU 6.4 — Schéma 2D : vortex stationnaire 6.4.4. Erreurs L! et ratios calculés en la variable & et obtenus
avec les schémas d’ordre un (haut) et d’ordre deux (bas).
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Conclusion et perspectives

Conclusion

Dans cette troisieme partie, nous avons proposé plusieurs schémas numériques pour le systeme de Saint-
Venant avec effets rotatifs et thermiques, avec pour objectif majeur de préserver un maximum d’états station-
naires. Nous avons pour cela utilisé les schémas de type Godunov, dont le principe a été rappelé dans le Chapitre
4. En dimension un, cela a mené a la construction d’un premier schéma qui préserve les états stationnaires au
repos (LT), et de trois schémas qui préservent tous les états stationnaires (LDF, LTF, QTF). Les performances de
ces schémas ont été comparées sur de nombreux exemples numériques permettant de tester leur efficacité. Nous
avons pu souligner I'intérét de l'utilisation de schémas fully well-balanced au travers d’états stationnaires en
mouvement que le schéma LT ne préserve pas. Nous avons également étudié le comportement des schémas fully
well-balanced lorsque le nombre de Froude est proche de 1. Dans 'objectif d’améliorer la précision des résultats,
nous avons proposé une montée en ordre fondée sur la méthode MUSCL, qui a été adaptée afin de préserver tous
les états stationnaires. Des tests numériques ont également été proposés pour valider expérimentalement les
résultats énoncés sur cette méthode. Enfin, nous nous sommes intéressés a construction de schémas numériques
en deux dimensions d’espace dans le Chapitre 6. Les schémas 2D sur maillages non structurés ont été construits
en utilisant le point de vue habituel de résolution de problémes 1D par interface, et une condition CFL optimale
a été proposée. Puis nous nous sommes restreints aux maillages cartésiens, afin d’établir clairement quels sont
les états stationnaires préservés par les schémas, et pour implémenter une montée en ordre facile a mettre en
ceuvre. Nous avons établi que les schémas 2D proposés préservent les états stationnaires par direction, propriété
que l'on a vérifiée numériquement.

Perspectives

Plusieurs perspectives peuvent étre envisagées pour approfondir les travaux présentés ici. Premierement, on
pourrait adapter les schémas proposés afin de gérer les zones seches et les transitions sec-mouillé, en modifiant
la condition de robustesse h > 0 en h > 0. Pour cela il faut que les expressions des inconnues des solveurs de
Riemann approchés et des termes sources discrets ne fassent pas intervenir de division par h. Il faut également
veiller a ce qu’ils préservent les états stationnaires au niveau des zones seches, du type

hRZO, hL+ZL§ZR,

ou
hLZO, hR-i-ZRSZL.

On pourrait adapter des résultats de [55] ou encore [12] appliqués au modéle de Saint-Venant.

Deuxiéemement, on pourrait s’intéresser au caractere entropique des différents schémas, afin de s’assurer
qu’ils convergent vers des solutions physiquement admissibles. En effet, le théoreme de Lax-Wendroff assure que
si un schéma satisfait une inégalité d’entropie discréte et converge, alors il converge vers la solution entropique
du probleme. Cela a été fait pour le modele de Saint-Venant avec topographie dans [12], ou une inégalité
d’entropie partielle a été établie. Ce résultat devrait se généraliser, puisque la force de Coriolis n’est présente
dans l'inégalité d’entropie des modéles RSW et TRSW que par l'intermédiaire de la vitesse v, qui se comporte
comme la vitesse u. Ainsi, la prise en compte de la force de Coriolis ne modifie pas drastiquement I'inégalité
d’entropie a établir, puisqu’il s’agit d’un terme source bien moins complexe que la topographie a prendre en
compte.

D’autre part, tous les schémas proposés traitent I’évolution de la température de la méme facon. Il pourrait
étre intéressant d’envisager une configuration différente. Par exemple, en supprimant I’hypothese simplificatrice
de conservation de h et u a travers l'onde de vitesse i, en choisissant de préserver plutot I'invariant de Riemann
h?0. Cela aboutirait & un solveur approché plus complexe, constitué de quatre états intermédiaires, mais
probablement plus proche de la solution exacte. De plus, la variable 6 est transportée a la vitesse 1. Or cette
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vitesse n’est pas consistante avec la vitesse réelle u, puisqu’elle est nulle seulement si le débit est nul et la
hauteur est constante. Dans une configuration ou le débit est nul mais la hauteur varie, la vitesse il est non
nulle. C’est un défaut que 'on pourrait également chercher a corriger, par exemple en utilisant un schéma de
transport passif (voir [46] et [13]).

Nous avons déja évoqué quelques pistes d’améliorations possibles pour les différents schémas. Pour le
schéma QTF spécifiquement, nous avons observé sur plusieurs cas-tests numériques qu'un bon ajustement
du parametre a intervenant dans la définition (5.111) de H est nécessaire pour obtenir de bons résultats au
voisinage de Fr = 1. Les différents tests que nous avons effectués semblent montrer que la valeur optimale
de a est du méme ordre que Ax. Une étude plus précise de l'influence de ce parametre doit étre menée pour
confirmer ou infirmer cette conjecture et comprendre plus précisément son role dans ce type de situation.

Concernant la montée en ordre décrite dans la section 5.6 qui permet d’obtenir des schémas fully well-
balanced d’ordre deux, il pourrait étre pertinent d’étudier plus en détail I'influence du détecteur d’équilibre k'.
Ce détecteur n'utilise pas de bornes arbitraires a définir selon le cas test considéré. Néanmoins, nous avons pu
constater que lorsqu’un état stationnaire n’est pas exactement détecté, 'ordre deux peut ne pas étre atteint (voir
5.7.5.4). I est difficile de définir clairement les valeurs pour lesquelles on souhaite appliquer le schéma d’ordre
un fully well-balanced et celles pour lesquelles on souhaite appliquer le schéma d’ordre deux. On pourrait tout
de méme envisager d’autres détecteurs, par exemple en posant

Xk

~xk 4 Axk’

k(x)

et en prenant k > 2 afin d’obtenir a Ax fixé un profil qui transite plus rapidement de 1’état 0 vers 1’état 1. Une
étude comparative de différents détecteurs est nécessaire pour déterminer s’il existe une définition optimale de
la fonction k.

Concernant la force de Coriolis en elle-méme, notons tout d’abord que méme si les tests numériques ont été
réalisés pour f constant, les schémas 1D et 2D qui ont été construits ici peuvent s’appliquer pour une force de
Coriolis variable. Enfin, parmi les enjeux majeurs liés a ce terme source figure la préservation des équilibres
géostrophiques, décrits par la relation

V(h+z)=—f(v,-u)T.

En dimension un, ces équilibres sont des états stationnaires au repos. Les différents schémas que nous avons
construit permettent donc de les préserver. En dimension deux en revanche, les équilibres géostrophiques
ne sont pas nécessairement des états stationnaires, méme si c’est le cas en premiére approximation pour des
nombres de Froude et de Rossby petits. Les schémas 2D que l'on a construit ne permettent pas de préserver
de telles solutions. Nous pensons qu'une approche différente doit étre utilisée pour y parvenir. On peut
par exemple mentionner les travaux de [50] qui propose des schémas préservant l'asymptotique (asymptotic
preserving schemes) ou ceux de [3], ou les auteurs proposent d’introduire une diffusion artificielle pour forcer le
schéma a préserver les équilibres géostrophiques.
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Annexe

Compléments de la section 3.3

Dans cette annexe, on présente deux lemmes qui complétent les résultats de la section 3 et qui font le lien
entre la variable A utilisée pour symétriser le systéme a température constante et la variable d’origine h. On
rappelle que l'on travaille sous I’hypothese que hg(x) > h > 0 pour tout x € R.

Le premier lemme montre que la variable A = 2\/g_h est bien définie puisque & reste positif strictement.

Lemme A.0.1. On considére la solution du probléme initial (1.23) définie sur [0, Ty]. Alors il existe une constante a

dépendant de la donnée initiale telle que
0<a<h(tx) < l
a

Démonstration. Commengons par souligner que h appartient & H*(R) ¢ L*®(R) donc h est majoré par une
constante. Il suffit de montrer que h est minoré. Pour cela, on s’intéresse a la premiére équation du systéme
(1.23) donnée par

hy + (hu), = 0. (A1)

En la multipliant par sgn(h) on obtient
Ihle + (|hlu), = 0. (A.2)

Ainsi, on a que
J]R(Ih(t,X)I = h(t,x))dx = JR(Iho(X)I —ho(x))dx =0,
ce qui permet d’établir que h(t, x) est positif ou nul.
On introduit maintenant le temps
T =inf{t € (0,+00);d x € R; h(¢t,x) < 0}.

Nous allons montrer que T > Ty, ce qui permettra de conclure quand a la stricte positivité de h. Puisque hg > 0
par hypothese, alors h(t) est positif pour tout t € [0, T). La fonction In(h) est donc bien définie sur cet intervalle
de temps. Si T < Tj alors la norme L™ de In(h) explose. Or, d’aprés (A.1), on a pour t <min(T, Ty)

[In(h)]; + u[In(h)], + 1y = O. (A.3)

En multipliant cette égalité par In(h) —In(h),, et en procédant a une intrégration par parties, on trouve

%uln(h)nip = j uy (In(h)? = (In(h),)? ) dx — 2J Uy In(h)dx — 2j u,In(h)dx. (A.4)
R R R
Ainsi, on a que
d
MMl <l (i)l + 2l (A.5)

Intégrer cette derniére inégalité en temps donne une borne H! de Ink, donc Inh reste borné dans L™ par
injection de Sobolev. On a donc T > T, ce qui conclut la démonstration. O

Le second lemme fait le lien entre la régularité de h—h et Vh — \/Z Nous allons montrer que ces deux
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variables ont la méme régularité H?(R), pourvu que h > h > 0.

Lemme A.0.2. Sil'on suppose que 0 < a < h < é, alors h—h appartient a L*(R) si et seulement si Vh— \/Z appartient

a L2(R). Si I'on suppose que 0 < a < h, alors h—h appartient & H"(R) si et seulement si \Vh— \/ﬁ appartient d H™(R)
pour m=1,2.

Démonstration. Commencons par le premier résultat. On écrit que h—h = (\/ﬁ— \/E)(\/E+ \/Z) Cela donne

‘\/ﬁ—\/ﬁ' < )h\;;,

d’une part, et

|h—ﬁ(s'\/ﬁ—\/ﬁ

(7 e )
L(R)
d’autre part. Ces inégalités suffisent pour établir I’équivalence voulue.

Pour traiter le cas m = 1, on écrit

hy
(Vh) = e (A.6)

Puisque h ou Vi appartient a H!(R) c L*(R) on a que & est borné dans L*(R), donc le cas m = 0 s’applique.
Ainsi, VI est minoré et majoré. D’aprés (A.6) cela donne ’équivalence entre h, appartient a L?(R) et (\/ﬁ)x
appartient a L*(R) .

Pour m = 2, on utilise que

(Vh),y = LN h_,% (A.7)
UoNE AR )
Puisque h est minoré et majoré, on a que (Vh) 4 appartient a L?(R) si et seulement si h,, — % appartient
a L*(R). Grace au plongement H'(R) c L*(R), on a que h € H*(R) implique h, — (hth)z appartient a L?(R).
Réciproquement, on écrit
(hx)z 2 _ 2 hxx(hx)2 (hx)4
Ry — oIl = hxlly> = Rde+ L dx. (A.8)

Une intégration par parties donne

B (hy)? 1 j (hy)*
- | =——dx=—=| ——dx
.[R h 3Jr B

En utilisant le cas m =1, on a que (\/ﬁ)x appartient & H!(R), et donc f/—% appartient a L*(R). Par conséquent, on
(hy)?

2 1 ()
2h L2+12J;R 2 0%

ce qui achéve la démonstration. O

a la majoration suivante

[

hxx -




Annexe

Compléments de la section 3.4

Dans cette annexe, on compléte le résultat du Théoréme 3.1.2 sur l'existence d’une solution locale pour le
systeme TRSW2D (1.22). Il s’agit de démontrer que les variables h et 6 sont majorées et minorées. On rappelle
que par hypothese, la donnée initiale du probleme de Cauchy vérifie hy(x) > h > 0 et Oy(x) > 6 > 0 pour tout
xeR2.

Lemme B.0.1. On considére la solution du probléme de Cauchy lié au systeme TRSW2D (1.22) définie sur [0, Ty]. Il
existe une constante a qui dépend de la donnée initiale telle que

0<a<h(tx)<

Q|-

Démonstration. On a directement que h est majoré par une constante du fait de sa régularité H3(R?), et on peut
montrer comme dans le Lemme A.0.1 que & est positif ou nul. On va montrer que & est strictement positif.
Posons C = % —letv= (u,v)T. On introduit le temps T défini par

T =inf{t € (0,+00);d x € R; h(t,x) < 0}.
Nous allons montrer que T > T. Puisque hy > 0, alors h(t) est positif pour tout t € [0, T). Ainsi, {(t) est bien
définie pour tout t € [0, T). Si T < Ty alors la norme L™ de ((t) explose. Nous allons montrer que ce n’est pas le

cas. Soit t <min(T, Ty). On a
C;—CV.v+vV(C =V.v.

En multipliant cette relation par {?~! puis en Iintégrant par parties on obtient

d
Sl =ap [ cvaep | oo
R? R2

On utilise I'inégalité de Holder qui donne

II(IILP_(1+P)||VV||Loo||C|| +plIV.vli [P H -

-1

. Sy -1 . —
On divise cette inégalité par p ||C||1L7p pour obtenir la majoration

d
ZllCle < 20Vvlizeliclize +11V-vilze,

a laquelle on applique le lemme de Gronwall pour avoir

t t S
10l Sexp(f 2||v.v||Lmds)||c<0>||Lp +f exp(f 2||v.v||Lwdo)||v.v||Lpds.
0 0 0
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En faisant tendre p vers l'infini, on a montré que pour 0 < t <min(T, Ty), on a

”C(t)HL‘X’SeXP[TO sup ||Vl
te[0,Ty]

[||C(O)||L°°+T0 sup [|Vllgs |,
tG[O,To]

et donc T > Ty. O

On va montrer le méme résultat pour la variable 6.

Lemme B.0.2. On considére la solution du probléme de Cauchy lié au systéeme TRSW2D (1.22) définie sur [0, Ty]. II
existe une constante § qui dépend de la donnée initiale telle que

0<B<O(tx) < %

Démonstration. La variable 6 est majoré par une constante du fait de sa régularité H3(R?) c L°(R?). Montrons
que O est minorée par une constante strictement positive. La température 6 vérifie I’équation de transport

d:6 +v.VO = 0. (B.1)
On définit le flot de cette équation par

d1F(t, tg,x0) = v(t, F(t, to, X)),
1F(t,to,x0) = v(t, F(t, to, Xo)) (B.2)
F(to, to, XO) = Xp-
Puisqu’on a I'inclusion H3 (Rz) cc! (Rz), le vecteur v est C! par rapport a la variable x, donc globalement
lipschitzien par rapport a cette variable. D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, le probléeme (B.2) admet une
unique solution globale. On peut alors montrer que la solution de I’équation de transport s’écrit

O(x,t) = 0o(F(0, 1, x)).

Avant de vérifier cette affirmation, montrons que cela permet d’achever la démonstration du résultat, puisque
par hypothése on 8, > 0. Ainsi 0 est minorée par une constante strictement positive.

Montrons que 9(x,t) = 0(F(0,t,x)) est bien la solution de (B.1). Commencons par souligner que 0 est de
classe C! comme composée de fonctions de classe C'. On peut donc calculer ses dérivées en temps et en espace,
ce qui donne

0:0(x,t) = d,F(0,t,x).VOy(F(0,t,x)),

et
VO(x,t) = DET(0,t,x)VO,(F(0,t,x)).

Pour calculer d,F(0,t,x) et DF(0,t,x), on introduit la fonction g(x, t) := F(t,t,x) = x qui vérifie

d:g(x,t) = (8 , et Vg(x,t) = [(1) (1)]

Par propriété de semi-groupe, g(x,t) = F(t,0,F(0, t, x)). Ainsi, on peut également calculer les dérivées temporelles
et spatiales de g a partir de cette formulation, ce qui donne

9 F(t,0,F(0,t,x)) + DE(t,0,F(0,t,x))d,F(0, 1, x) = [g], (B.3)

et

DF(t,0,F(0,t,x))DF(0,t,x) = [(1) (B.4)

Cette derniére relation exprime d’une part I'inversibilité de la matrice DF(t,0, F(0,t,x)), et permet d’autre part
d’écrire que
DF(t,0,F(0,t,x))DF(0, t,x)v(x, t) = v(x, ).
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En combinant les deux relations (B.3) et (B.4), on a alors que
9,F(0,t,x) = —DF~(t,0,F(0,,x)).0, F(t,0,F(0,t,x))
Par définition du flot, on obtient
d,F(0,t,x)=-DF1(t,0,F
=-DF(t,0,F

=-DF!(t,0,F
=-DF(0,t,x)v

—

0,t,x))v(F(t,t,x),t)
0,t,x))v(x,t)
0,t,x))DF(t,0,F(0,t,x))DF(0,t,x)v(x,t)
X, t).

—

o~

On peut donc écrire que

9:0(x, 1) +v(x,1).VO(x, t) = d,F(0,1,x).VOy(F(0,t,x)) + v(x,t).DFT (0, t,x)VOy(F(0, 1, x))
= —DF(0,t,x)v(x,t).VOy(F(0,t,x)) +v(x,t).DF(0,t,x)T VO, (F(0, t,x))
=0.
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EQUATIONS DE SAINT-VENANT AVEC EFFETS ROTATIFS ET THERMIQUES : ASPECTS THEORIQUES ET SCHEMAS NUMERIQUES.
Résumé

Dans cette these, on étudie de facon théorique et numérique le systéme des équations de Saint-Venant en prenant en compte
la force de Coriolis et les effets thermiques. La premiére partie est dédiée a la dérivation du modele a partir des équations
primitives, et a I’étude générale de ses propriétés. Dans la deuxiéme partie, on s’intéresse au probléme de Cauchy, i.e a
la question de l'existence et de 'unicité d’une solution des équations. Pour cela, on propose d’utiliser deux techniques
de démonstration : I'une fondée sur I'ajout d’un terme diffusif, l’autre utilisant une suite de problemes hyperboliques
linéaires a résoudre. On étudie plus en détail les méthodes de symétrisation qui permettent d’établir des estimations a
priori indispensables pour obtenir la régularité souhaitée de la solution. Sur le plan numérique, l’'objectif majeur consiste a
préserver les états stationnaires du modele en proposant des schémas dits well-balanced. C’est l'objet de la troisieme partie.
On commence par rappeler le principe des schémas de type Godunov pour des systémes hyperboliques 1D avec terme
source. On propose ensuite une stratégie de construction de solveurs de Riemann approchés, qui aboutit a l'obtention de
trois schémas préservant toutes les solutions stationnaires. On considere également une méthode de montée en ordre pour
améliorer leur précision. De nombreux cas-tests sont proposés pour valider la prise en compte de chacune des spécificités
du modele, et comparer les performances des schémas. Enfin, le dernier chapitre concerne 1’extension de ces schémas en
deux dimensions d’espace, toujours avec l'objectif de préserver le maximum d’états stationnaires. La encore, une meilleure
précision est obtenue en augmentant I'ordre des schémas, et des exemples numériques viennent illustrer leurs propriétés.

Mots clés : écoulement géophysique, équations de saint-venant, force de coriolis, edp hyperboliques, méthode volumes
finis, schéma completement équilibre

Abstract

In this thesis, we focus on theoretical and numerical aspects of the thermal rotating shallow water (TRSW) model. The
first part is dedicated to the derivation of the model from the primitive equations and to the study of its properties. In
the second part, we consider the initial value problem related to the TRSW model. We handle the IVP with two different
proofs : the first one consists in adding a diffusion term to the system, and the second one is based on a sequence of linear
hyperbolic systems to solve. Several symmetrisation techniques allow us to get the essential a priori estimates. From a
numerical point of view, the main goal is to build well-balanced schemes that preserve as many stationary solutions as
possible. This problem is handled in the third part. We start by recalling the Godunov-type schemes principle for 1D
hyperbolic systems with source terms. Next, we present a general strategy to build approximate Riemann solvers that leads
to three fully well-balanced schemes that preserve all steady states. We also consider a second-order extension procedure
to improve their accuracy. Many test cases are used to validate the behaviour of the schemes on various situations and to
compare them. Finally, the last chapter provides a two-dimensional extension in space of the previous schemes, always with
the main objective to preserve the maximum of steady states. Here again, a better accuracy is obtained with a second-order
extension, and numerical tests show their good properties.

Keywords: geophysical flow, shallow water equations, coriolis force, hyperbolic pde, finite volume method, fully well-
balanced scheme
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