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Résumé

L’environnement intracellulaire est densément peuplé et extrêmement organisé. Plusieurs pro-
cessus de transport y ont lieu : la marche des moteurs moléculaires sur les microtubules et les
microfilaments d’actine, ainsi que la translocation d’autres moteurs moléculaires comme l’ARN
polymérase sur l’ADN et les ribosomes sur l’ARN messager (ARNm). Dans cette thèse, nous étu-
dions la translocation du ribosome sur l’ARNm permettant la traduction du code génétique en
protéines et qui, d’un point de vue physique, est un processus de transport dirigé à une dimen-
sion. Il s’agit d’un phénomène non-linéaire, stochastique et hors-équilibre thermodynamique qui
relève de la physique statistique hors-équilibre.

La traduction génétique est une étape de l’expression des gènes régulée par plusieurs méca-
nismes qui sont encore mal connus. En apportant une étude physique de la cinétique de traduc-
tion, nous espérons contribuer à une meilleure compréhension de la régulation de la production
des protéines pendant cette étape. Une telle compréhension devrait impacter également la re-
cherche médicale en ce qui concerne les maladies liées à une dérégulation de l’expression géné-
tique comme le cancer et les maladies neurodégénératives.

Un premier chapitre est consacré au contexte biologique de la traduction ainsi qu’à la brève
description de l’expérience de ribosome profiling , une méthode de séquençage haut débit effec-
tuée par nos collègues biologistes. Elle permet, depuis une dizaine d’années, une avancée considé-
rable de la recherche sur la traduction, mais la complexité du système mesuré nécessite un travail
de modélisation physico-mathématique plus poussé.

Le deuxième chapitre décrit le modèle paradigmatique des transports dirigés à une dimension,
le modèle de gaz sur réseau Totally Asymmetric Simple Exclusion Process (TASEP) et ses variantes,
plus proches de la translocation ribosomale, sont étudiés. Nous montrons qu’une particule éten-
due engendre des effets d’exclusions non négligeables en phase basse densité. En particulier, l’ex-
clusion au départ de la traduction a l’effet le plus important sur la densité moyenne le long du
réseau lorsque le rapport du taux d’initiation sur le taux de saut de la particule est inférieur ou
égal à 0,1, tandis que lorsque ce rapport est plus élevé, un effet de bord en sortie du réseau devient
aussi non négligeable.

Dans le troisième chapitre, nous modélisons l’ensemble d’ARNm, séquencé dans l’expérience
de ribosome profiling (ou Ribo-Seq), par un modèle balistique où les ribosomes sont des par-
ticules ponctuelles se déplaçant de manière déterministe sur des filaments ayant, ce qui est rare-
ment considéré, une durée de vie finie. Nous montrons que, pour des paramètres ayant des valeurs
biologiques typiques, l’effet de temps de vie fini sur la densité de ribosomes est négligeable lorsque
l’on considère l’ensemble des ARNm, les polysomes, mais qu’il devient important lorsque l’on
considère des populations d’ARNm séparées par leur nombre de ribosomes, les k-somes. Nous
caractérisons précisément cet effet par une analyse paramétrique, ce qui nous permet de définir
trois régimes de dégradation de l’ARNm.

Dans le dernier chapitre, nous mettons en évidence pour la première fois à notre connaissance
cet effet de temps de vie fini sur des profils Ribo-Seq de monosomes, disomes , trisomes et tétra-
somes (k-somes pour k=1,2,3 et 4). Nous comparons ensuite notre modèle avec plusieurs milliers
de profils Ribo-Seq effectués par nos collaborateurs biologistes de l’IGF et bioinformaticiens du
LIRMM pour observer que notre modèle donne une bonne description des profils k-somes. Enfin,
nous proposons dans ce chapitre une méthode de déduction des paramètres cinétiques de la tra-
duction, le taux d’initiation et le taux de saut du ribosome à l’aide de la densité monosome et de
la densité polysome.
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Abstract

The intracellular environment is densely populated and extremely organized. Several trans-
port processes take place within this environment : the walking and translocation of molecular
motors on microfilaments, as well as on DNA and messenger RNA (mRNA). In this thesis we study
the translocation of ribosomes on mRNA ,which permits the translation of the genetic code into
proteins and which from a physical point of view is an example of a one dimensional directed
transport process. It is a non-linear, stochastic and non-equilibrium thermodynamic phenome-
non that belongs to non-equilibrium statistical physics. Gene translation is the major steps invol-
ved in gene expression, which is regulated by several mechanisms that are still poorly understood.
By providing a physical study of translation kinetics, we hope to contribute to a better understan-
ding of the regulation of protein production during this step. Such an understanding should also
impact medical research on diseases related to gene expression deregulation such as cancer and
neurodegenerative diseases.

A first chapter is devoted to the biological context of translation and to a brief description
of ribosome profiling experiments, a deep sequencing method performed by our biologist col-
leagues. It has allowed, over the last ten years, considerable progress in translation research, but
the complexity of the studied system requires a more advanced physico-mathematical modeling
approach.

The second chapter describes the paradigmatic model of one-dimensional directed transport,
the Totally Asymmetric Simple Exclusion Process (TASEP) lattice gas model, and its variants, clo-
ser to the actual ribosomal translocation process, are studied. We show that an extended particle
generates non-negligible exclusion effects in the low density phase. In particular, exclusion at the
translation start (initiation) has the largest effect on the average density along the lattice when the
ratio of the initiation rate to the hopping rate of the particle is less than or equal to 0.1, while when
this ratio is higher, such an edge effect at the lattice exit also becomes non-negligible.

In the third chapter, we model the set of mRNAs, sequenced in the ribosome profiling expe-
riment (or Ribo-Seq), by a ballistic model where ribosomes are point particles moving determinis-
tically on filaments having, what is rarely considered, a finite lifetime. We show that, for parameters
with typical biological values, the finite lifetime effect is negligible when considering the whole set
of mRNAs (polysomes), but becomes important when considering populations of mRNAs sorted
by their number of ribosomes, the k-somes. We precisely characterize this effect by a parametric
analysis of the model and define three regimes of degradation depending on to the translation
initiation rate, the degradation rate of mRNAs , and the time for the ribosomes to cross the mRNA.

In the last chapter, we demonstrate, for the first time to our knowledge, this finite lifetime effect
on the Ribo-Seq profiles of monosomes, disomes, trisomes and tetrasomes (k-somes for k=1,2,3
and 4). We then compare our model with several thousands of Ribo-Seq profiles obtained by our
collaborators (biologists from the IGF and bioinformaticians from the LIRMM). We then compare
our model with several thousand Ribo-Seq profiles performed by our biologist collaborators at
IGF and bioinformaticians at LIRMM to observe that our model gives a good description of the
k-some profiles. Finally, in this chapter we propose a method for inferring the kinetic parameters
of translation, the initiation rate and the ribosome hopping rate using the monosome and the
polysome densities.
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Introduction

« En effet l’homme sage - pour
connaître manifestement tout ce
qui se peut dire contre lui, pour
défendre sa position contre tous les
contradicteurs, pour savoir que
loin d’éviter les objections et les
difficultés, il les a recherchées et n’a
négligé aucune lumière susceptible
d’éclairer tous les aspects du sujet -
l’homme sage a le droit de penser
que son jugement vaut mieux que
celui d’un autre ou d’une
multitude qui n’ont pas suivi le
même processus. »

John Stuart Mill (1859),
De la liberté (trad. Laurence

Lenglet, 1990)

Cette thèse est née dans le contexte interdisciplinaire d’une collaboration entre des biologistes
de l’IGF, des informaticiens du LIRMM et des physiciens du Laboratoire Charles Coulomb autour
du thème de la génomique. On s’intéresse particulièrement à la régulation de l’expression des
protéines à partir du génome, un processus fondamental sans lequel aucune cellule ni organisme
biologique ne peuvent fonctionner. En effet, la régulation de l’expression génétique permet la dif-
férenciation des cellules d’un organisme ainsi que l’adéquation des cellules à leur environnement.

Dans cette thèse nous allons étudier la traduction génétique qui d’un point de vue physique
est un processus stochastique de transport dirigé à une dimension. Comment un tel processus
peut-il être efficace dans l’environnement intracellulaire très encombré (Fig. 1) ? Cette question
fascine la communauté des biophysiciens.

De plus, la traduction génétique est une étape de l’expression des gènes régulée par plusieurs
mécanismes qui sont encore mal connus. En apportant une étude physique de la cinétique de
traduction, nous espérons contribuer à une compréhension complète de la régulation de la pro-
duction des protéines pendant cette étape. La régulation de l’expression génétique est aussi un
sujet central du domaine médical. Sa compréhension précise devrait impacter également la re-
cherche médicale en ce qui concerne les maladies liées à une dysrégulation de l’expression géné-
tique comme le cancer et les maladies neurodégénératives.

Dans le premier chapitre, nous allons préciser le contexte biologique de cette thèse. Un cha-
pitre sera ensuite consacré au modèle paradigmatique des transports dirigés à une dimension,
TASEP (Totally asymmetric simple exclusion process) et ses variantes. Dans le troisième chapitre,
nous étudierons un ensemble d’ARNm à temps de vie fini afin de pouvoir caractériser les données
de l’expérience de séquençage à haut débit des ARNm nommée ribosome profiling. Ces données
seront ensuite comparées à la modélisation dans le dernier chapitre et une méthode de déduction
des paramètres cinétiques de la traduction sera proposée.
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FIGURE 1 – Illustration par David S. Goodsell de l’environnement cellulaire avec des processus de trans-
port. 1"The cytoplasm is criss-crossed with a network of filaments that form a cytoskeleton that supports
the cell and provides a railway for delivery of materials. These include thin actin filaments (E), thicker inter-
mediate filaments (F), and huge microtubules (B)." 2La vésicule en vert contient des anticorps qui doivent
être livrés hors de la cellule. Elle est transportée par les kinésines (A), des moteurs moléculaires qui se dé-
placent le long des microtubules (B). La traduction est représentée en rose avec le ribosome (G) qui traduit
l’ARN messager (H). De nombreuses autres protéines assurent le fonctionnement de la cellule et en font un
environnement très dense.

1. Goodsell, David S. 2009. The Machinery of Life. Second Edition. Springer Science & Business Media.
2. Ibid. (Il s’agit notamment de minces filaments d’actine (E), de filaments intermédiaires plus épais (F) et de volu-

mineux microtubules (B) [traduction libre]).
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Chapitre 1

Contexte Biologique

« Il y a plus de choses sur la terre et
dans le ciel, Horatio, qu’il n’en est
rêvé dans votre philosophie. »

William Shakespeare (1601),
Hamlet (trad. François-Victor

Hugo, 1866)
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CHAPITRE 1. CONTEXTE BIOLOGIQUE

1 Introduction

En première partie de ce chapitre, nous allons présenter les phénomènes fondamentaux de
biologie moléculaire qui sont à la base du vivant, en se focalisant particulièrement sur la traduc-
tion des gènes en protéines qui sera modélisée et étudiée d’un point de vue physique tout au long
de cette thèse. Dans une deuxième partie, nous allons décrire les expériences appelées ribosome
profiling (ou Ribo-Seq) faites par nos collaborateurs biologistes, car elles constituent l’objet de
modélisation principal de cette thèse.

2 Expression de l’information génétique : de l’ADN aux protéines

2.1 Cellules eucaryotes et procaryotes

La cellule est un compartiment délimité par une membrane lipidique dans lequel sont regrou-
pés tous les acteurs moléculaires du vivant. Tout organisme vivant est soit une cellule isolée, soit
une association de plusieurs cellules. Il existe deux grands types de cellules. Les premières appa-
rues au cours de l’évolution sont les cellules procaryotes. Ce sont des organismes unicellulaires
qui regroupent les bactéries et les archées tandis que les cellules eucaryotes peuvent être uni-
cellulaires, comme les levures, ou pluricellulaires comme les plantes et les animaux. Les cellules
eucaryotes constituent les organismes les plus évolués. Comme on peut le voir sur la figure 1.1,
les cellules procaryotes se différencient des eucaryotes principalement par l’absence de noyau et
d’organites (structures subcellulaires). Les cellules procaryotes sont aussi habituellement plus pe-
tites puisque leur taille typique est de 1−10µm de diamètre alors que les eucaryotes ont plutôt un
diamètre de l’ordre de 10− 100µm. Dans les cellules eucaryotes, le noyau protège les molécules
d’ADN stockées sous forme de chromosomes. Tandis que, dans les cellules procaryotes, l’ADN
stocké est une molécule circulaire généralement unique, le nucléoïde. Des copies de cet ADN, ap-
pelées plasmides, sont cependant présentes et destinées à être transmises à d’autres bactéries.

FIGURE 1.1 – Cellules eucaryote (eukaryotic cell en anglais) et procaryote (prokaryotic cell en anglais). Les
cellules procaryotes se différencient des eucaryotes principalement par l’absence de noyau et d’organites
(structures subcellulaires, appelée organelles en anglais). Le nucléoïde (nucleoid en anglais) est la région où
se trouve le matériel génétique. Ici, la cellule procaryote a été représentée avec un flagelle (flagellum en an-
glais) bien qu’il ne soit pas présent chez toutes les cellules procaryotes et que certaines cellules eucaryotes
en possède également.
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CHAPITRE 1. CONTEXTE BIOLOGIQUE

2.2 Acide désoxyribonucléique

ADN est l’abréviation d’acide désoxyribonucléique. Cette molécule (ou ensemble de molé-
cules) est le support de l’information génétique, c’est-à-dire qu’elle contient la liste de tous les
gènes de l’organisme, appelé génome. Les gènes sont encodés par une séquence de molécules ap-
pelées nucléotides ou bases azotées. Il existe 4 bases différentes dans la composition de l’ADN :
adénine, thymine, cytosine et guanine abréviées par A,T,C et G. La structure en double hélice ca-
ractéristique de l’ADN est la conséquence de l’appariement en paires des bases. L’adénine s’appa-
rie avec la thymine et la cytosine s’apparie avec la guanine (Fig. 1.2). L’étude de MANDELKERN et al.
[1981] mesurant les paramètres géométriques de l’ADN en solution donne un diamètre de 2,2 à 2,6
nm avec une longueur par nucléotide de 0,33 nm. L’affinité entre bases est fondamentale, car elle
va permettre d’une part la construction de séquences complémentaires afin de transmettre l’in-
formation génétique aux cellules produites, c’est le processus de réplication de l’ADN, et d’autre
part de produire les protéines qui assurent une multitude de fonctions au sein de la cellule, par les
processus de transcription et de traduction que nous décrirons dans les parties suivantes.

Ces deux processus constituent les deux étapes fondamentales de l’expression de l’informa-
tion génétique. C’est le mécanisme auquel s’intéresse particulièrement l’équipe de physiciens
théoriciens Systèmes Complexes et Phénomènes non Linéaires (SCPN) au sein de laquelle j’ai ef-
fectué ma thèse.

FIGURE 1.2 – Structure en double hélice de l’ADN. Les brins sont constitués d’un squelette pentose-
phosphate et de 4 bases azotées : adénine (A), thymine (T), guanine (G) et cytosine (C). Ils vont se lier par
l’appariement des bases A avec les bases T et des bases C avec les bases G grâce à des liaisons hydrogènes.
© Schoolmouv.

2.3 Schéma général de l’expression génétique

L’expression génétique s’effectue en deux étapes importantes résumées en figure 1.3. D’abord,
les gènes stockés par l’ADN devant être exprimés sont transcrits en chaînes nucléotidiques ap-
pelées acides ribonucléiques messagers (ARNm) par appariement des bases. Il s’agit de copies
simples brins de portions de l’ADN ayant une durée de vie de quelques minutes à quelques heures.
Dans le cas des eucaryotes, les ARNm sont synthétisés dans le noyau de la cellule, puis sont trans-
loqués hors du noyau avant d’être traduit en protéines. Plus précisément, la traduction désigne
celle de la séquence nucléotidique en séquence d’acides aminés qui formera la protéine en se
repliant.

Lors de ces deux phénomènes, de nombreux mécanismes de régulations peuvent intervenir
et faire varier l’expression des gènes d’une cellule à l’autre. Beaucoup de ces phénomènes sont
encore mal compris et font l’objet de nombreux travaux de recherches. Nous ne pouvons pas pré-
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CHAPITRE 1. CONTEXTE BIOLOGIQUE

dire à l’heure actuelle le nombre de copies d’un même ARNm qui va être produit à partir d’un
gène présent sur l’ADN, ni le nombre de protéines qui vont être produites à partir d’un seul brin
d’ARNm. Or, le bon fonctionnement de la cellule dépend très fortement des concentrations en les
différentes protéines ce qui fait de la régulation de leur production un processus profondément
fondamental de la vie cellulaire.

La transcription de l’ADN et la traduction de l’ARNm vont être détaillées dans les parties sui-
vantes. Le sujet de ma thèse portant sur la traduction, un niveau de détails minimal sera apporté
à la transcription tandis que le processus de traduction sera plus explicité.

×m ×n

FIGURE 1.3 – Modèle de l’expression génétique. La double hélice d’ADN contient des gènes qui vont être
transcrits en ARNm. Chaque ARNm va être traduit en protéine. Le nombre d’ARNm m produits à partir d’un
gène de l’ADN et le nombre de protéines n produites à partir d’un gène de l’ADN ne peuvent pas être prédits
en l’état actuel des connaissances scientifiques.

2.4 Aperçu de la transcription

Le processus. Pour effectuer la transcription de l’ADN en ARN, un complexe macromoléculaire,
l’ARN polymérase, va ouvrir la double hélice, et associer à chaque nucléotide d’un brin de l’ADN,
le nucléotide complémentaire (Fig. 1.4). Une séquence de l’ADN sert de signal d’initiation de la
transcription et une autre de signal de terminaison de la transcription. Afin de transcrire la tota-
lité de la portion d’ADN compris entre ces deux séquences signalisatrices, l’ARN polymérase va
se déplacer le long de la double hélice, engendrant des torsions qui vont être corrigées par les
enzymes topoisomérases. Il est intéressant de pouvoir observer la transcription en microscopie
électronique (Fig. 1.5).

Nucleotides

FIGURE 1.4 – Schéma de la transcription. L’ARN polymérase ouvre la double hélice d’ADN afin de synthéti-
ser un brin d’ARN messager complémentaire à partir d’un brin de l’ADN originel. Dans la zone hybride, les
nucléotides sont recrutés pour allonger l’ARNm. L’ouverture de l’ADN nécessite le déroulement de l’hélice
au front et lors de la progression de l’ARN polymérase, l’hélice va s’enrouler à nouveau à l’arrière. © 2012
Pearson Education, Inc.

L’ARN. L’ARN n’a en réalité pas exactement les mêmes bases que l’ADN. Le nucléotide uracile,
noté U, remplace le nucléotide T dans l’appariement avec le nucléotide A. L’ADN a bénéficié de
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FIGURE 1.5 – Image de microscopie électronique à transmission de la transcription d’ADN riboso-
mique[CROSS, 1995]. Le complexe à une forme caractéristique dite en "arbre de Noël", ou "plume". "Le
sommet de l’arbre correspond au site d’initiation de la transcription, les branches sont les transcrits pri-
maires d’ARNr, dont la maturation commence" [LEBRETON, 2006]. Les régions NTS (Non-Transcribed Spa-
cer) sont des régions non codantes entre gênes.

cette évolution le rendant plus stable, ce qui est particulièrement important pour son rôle de
conservation de l’information génétique [POOLE et al., 2001].

Tous les ARN ne sont pas des ARN messagers. Il existe deux autres types principaux d’ARN, qui
ne sont pas destinés à être traduits, mais sont des acteurs fondamentaux de la traduction : l’ARN
ribosomique et l’ARN de transfert. Leur rôle est décrit dans la partie suivante.

Concernant les ARN messagers, il existe une différence importante entre ceux des cellules eu-
caryotes et ceux des cellules procaryotes. D’abord, un seul ARNm code une seule protéine à la fois
chez les eucaryotes, alors qu’un ARNm procaryote peut coder plusieurs protéines à la fois. On dit
que les ARNm eucaryotes sont "monocistroniques" tandis que les ARNm procaryotes peuvent être
"polycistroniques". Les séquences de plusieurs protéines se succèdent sur un même ARNm euca-
ryote en étant séparés par des parties non codantes comme schématisé sur la figure 1.6 [KUSHNER,
2018]. Pour chaque gène, on retrouve un site d’attachement du ribosome (RBS pour Ribosome Bin-
ding Site) et codon start et un codon stop 1.7. Les séquences sur un même ARNm peuvent donc
être traduites simultanément. Nous précisons cela car un autre processus permet la traduction
de protéines différentes à partir d’un seul ARNm. Ce processus est présent chez les procaryotes
et les eucaryotes. Il s’agit de séquences "alternatives" qui correspondent à un décalage d’un ou
deux nucléotides de sorte que la séquence de codons se trouve changée [ORR et al., 2020]. De plus,
contrairement aux ARNm procaryotes, les ARNm eucaryotes issus de la transcription ne sont pas
les ARNm finaux qui vont être traduits en protéines. Il existe un processus appelé "épissage" du-
rant lequel des parties non codantes, appelées introns, de l’ARNm vont être soustraites. Les parties
codantes, appelées exons, vont ensuite pouvoir être reliées afin de former l’ARN messager mature
prêt à être traduit. Ce processus d’épissage permet d’obtenir des protéines différentes à partir du
même gène en utilisant certains exons et pas d’autres (Fig. 1.8). Il serait aussi un avantage évolutif
en favorisant l’apparition de nouvelles protéines grâce à des exons de différents gènes [ALBERTS

et al., 2015].
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FIGURE 1.6 – L’ARN messager procaryote est généralement polycistronique, il peut contenir les séquences
codantes de plusieurs gènes à la suite, tandis que l’ARNm eucaryote est monocistronique [ALBERTS et al.,
2015].

FIGURE 1.7 – Sur l’ARN messager procaryote polycistronique un site de liaison du ribosome (RBS), un co-
don start et un codon stop est présent sur chaque gène, ce qui permet leur traduction simultanée [KUSHNER,
2018].

FIGURE 1.8 – L’épissage de l’ARN messager [ALBERTS et al., 2015]. Exemple du gène α-tropomyosine du
rat. Chez les eucaryotes, l’ARNm est composé de parties non codantes, les introns, qui séparent les parties
codantes, les exons. L’épissage consiste à retirer les introns et à recombiner les exons. Il existe plusieurs
recombinaisons possibles permettant de produire des ARNm mature différents et donc des protéines diffé-
rentes.
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2.5 Focus sur la traduction

2.5.1 Le code génétique

Pour former les protéines, la séquence nucléotidique de l’ARNm va être traduite en séquence
d’acides aminés. Il existe donc une traduction du gène en protéine. Cette traduction est donnée
par le code génétique représenté en figure 1.9. Chaque triplet de nucléotides, appelé codon, code
pour un acide aminé ou le codon stop qui termine le gène. Une propriété remarquable du code
génétique est qu’il est dégénéré. C’est-à-dire que plusieurs codons peuvent coder le même acide
aminé. Parmi les 20 acides aminés, seuls la méthionine et le tryptophane ne sont codés que par
un seul codon. La recherche des raisons de cette dégénérescence est un champ très riche en bio-
logie moléculaire et bénéficie de l’apport considérable de la bioinformatique pour l’analyse des
combinaisons de codons formant les gènes.

U C A G

U

Phe Ser Tyr Cys U

Phe Ser Tyr Cys C

Leu Ser STOP STOP A

Leu Ser STOP Trp G

C

Leu Pro His Arg U

Leu Pro His Arg C

Leu Pro Gln Arg A

Leu Pro Gln Arg G

A

Ile Thr Asn Ser U

Ile Thr Asn Ser C

Ile Thr Lys Arg A

Met Thr Lys Arg G

G

Val Ala Asp Gly U

Val Ala Asp Gly C

Val Ala Glu Gly A

Val Ala Glu Gly G
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FIGURE 1.9 – Le code génétique. Les codons de l’ARNm formés par trois bases azotées A,U,C et G codent
pour les 20 acides aminés Glycine (Gly), Proline (Pro), Alanine (Ala), Valine (Val), Leucine (Leu), Isoleucine
(Ile), Methionine (Met), Cysteine (Cys), Phenylalanine (Phe), Tyrosine (Tyr), Tryptophan (Trp), Histidine
(His), Lysine (Lys), Arginine (Arg), Glutamine (Gln), Asparagine (Asn), Glutamic Acid (Glu), Aspartic Acid
(Asp), Serine (Ser), Threonine (Thr) et le signal d’arrêt de la traduction (codon STOP). Image de Quo-Fata
FERUNT - CC BY-SA.

2.5.2 Le ribosome et l’ARN de transfert

La traduction est guidée par un complexe macromoléculaire appelé ribosome. La structure des
ribosomes procaryotes a été déterminée à l’échelle atomique en l’an 2000 (Fig. 1.10) tandis que
celle des ribosomes eucaryotes a été déterminée en 2010, montrant une grande similitude avec
celle des procaryotes. Le ribosome est composé d’ARN ribosomique et de protéines. Il comporte
deux sous-unités se fixant de part et d’autre de l’ARNm, mais détachées l’une de l’autre quand le
ribosome n’est pas en train de traduire. Bien que le ribosome possède 3 sites d’interaction avec les
codons, il en recouvre en réalité 9 environ chez les eucaryotes. Nos collaborateurs ont développé
un logiciel permettant de visualiser les données dites "Ribo-Seq", que nous allons décrire ensuite,
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appelé RNA-Ribo Explorer (RRE) [PAULET et al., 2021]. Avec ce logiciel, nous pouvons observer la
taille des ribosomes. Nous donnons un exemple avec la distribution des tailles des ribosomes sur
un gène humain en Fig. 1.11. Chez les deux types cellulaires, les ribosomes traduisant l’ARNm sont
libres dans le cytoplasme, mais dans les eucaryotes certains sont liés à la membrane du réticulum
endoplasmique, qu’on appelle alors réticulum endoplasmique granuleux.

FIGURE 1.10 – Deux vues de la structure cristallographique du ribosome procaryote donné par YUSUPOV

et al. [2001]. On distingue la grosse sous-unité 50S, la petite sous unité 30S, ainsi que les trois sites ac-
cueillant les ARNt (site A en rouge, site P en vert et site E en jaune).

FIGURE 1.11 – Distribution des longueurs des empreintes de ribosomes pour le gène humain SRR18N2152
obtenue par le traitement des données Ribo-Seq par le logiciel RNA-Ribo Explorer (RRE) [PAULET et al.,
2021]. On en déduit que le ribosome recouvre environ 28 nucléotides, soit 9 - 10 codons.

Les acides aminés formant la protéine sont appariés aux codons par une autre molécule, l’ARN
de transfert (ou ARNt). Il s’agit d’un ARN dont la séquence s’organise en forme de trèfle et com-
porte le codon complémentaire à celui correspondant à l’acide aminé qui doit être apporté. Celui-
ci est porté par une extrémité de l’ARNt comme indiqué sur la figure 1.12.
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Acide aminé

Codon

ARNm

Anticodon

FIGURE 1.12 – Structure de l’ARN de transfert. L’ARN de transfert (ARNt) apporte l’acide aminé correspon-
dant au codon en train d’être traduit par le ribosome. Grâce à l’anticodon constitué des bases complémen-
taires au codon, il le reconnaît et se fixe sur celui-ci. © designua, Fotolia.

2.5.3 Initiation, élongation et terminaison de la traduction

Un gène codant pour une protéine va être lu à partir du codon “start” jusqu’au codon “stop”
(Fig. 1.13). Pendant la traduction, à chaque triplet de nucléotide, nommé “codon”, sera associé un
acide aminé, la brique élémentaire des protéines. Le ribosome effectue la traduction séquentielle
de l’ARNm grâce à 3 sites d’interactions, désigné E, P et A.

Pour que la traduction commence, les deux extrémités de l’ARNm doivent être jointes grâce
aux facteurs eIF4. La petite sous-unité du ribosome portant l’ARNt initiateur au niveau du site A et
le facteur d’initiation eIF2 va s’attacher à l’extrémité 5’ de l’ARNm et se déplacer le long de l’ARNm
jusqu’à ce que l’ARNt initiateur se retrouve sur le codon start AUG. Les facteurs d’initiations vont
alors se dissocier de la petite sous-unité pour laisser place à la grande sous-unité (Fig. 1.16). Les
deux sous-unités du ribosome ainsi rassemblées, la traduction de la séquence commence avec
l’arrivée du second ARNt avec le second acide aminé au site A du ribosome. Le ribosome va cataly-
ser la liaison peptique entre le nouvel acide aminé et celui porté par l’ARNt initiateur (méthionine)
resté au site P du ribosome. Ensuite le ribosome va se déplacer d’un codon sur l’ARNm. L’ARNt ini-
tiateur se retrouve alors au site E du ribosome où il pourra être libéré et le site A du ribosome, étant
maintenant vide, peut pour accueillir un nouvel ARNt. L’opération va se répéter (Fig. 1.14) jusqu’à
ce que le ribosome rencontre le codon stop. Ici, un facteur de terminaison va occuper le site A
du ribosome, provoquant le détachement de la chaîne d’acides aminés (appelé aussi chaîne poly-
peptidique), puis des deux sous-unités du ribosome et du dernier ARNt (Fig. 1.17). Nous trouvons
remarquable de pouvoir observer la traduction au sein des cellules et produire des images comme
celle de la Fig. 1.15.

La chaîne polypeptidique peut commencer à se replier avant la fin de la traduction ou peut être
aidée par des molécules appelées "chaperon" afin d’obtenir la conformation tridimensionnelle
finale qui va minimiser l’énergie de la protéine.
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protéine

ribosome

ARNm

start stop

FIGURE 1.13 – Schéma de la traduction [OH et al.,
2011] . Les ribosomes vont se déplacer du codon
“start” jusqu’au codon “stop” pour traduire l’in-
formation d’un gène contenu dans un ARNm en
protéines. Une telle structure, formée de l’ARNm
et des ribosomes, se nomme polysome.

Chaîne polypeptidique

ARNt

Translocation

Ribosome

ARNm
E P A

FIGURE 1.14 – Mécanisme de la traduction CIAN-
DRINI et al. [2013]. Le ribosome va permettre aux
ARNt d’apporter successivement les acides aminés
correspondant aux codons (triplets de nucléotides) et
de former des liaisons entre les acides aminés. Les
chaînes d’acides aminés ou chaînes polypeptidiques
formeront les protéines en se repliant.

FIGURE 1.15 – Image de microscopie électronique de la traduction [MILO et PHILLIPS, 2016]. On distingue
clairement les ribosomes et les chaînes polypeptidiques (désignées ici par "nascent proteins").
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FIGURE 1.16 – Schéma de l’initiation de la tra-
duction [ALBERTS et al., 2015] . Plusieurs facteurs
d’initiations permettent de déclencher la traduc-
tion. Le facteur eIF2 est présent sur la petite sous-
unité du ribosome tandis que d’autres facteurs
(eIF4) sont présents sur l’ARNm et lient ses ex-
trémités. La petite sous-unité du ribosome se fixe
au niveau de l’extrémité 5’ de l’ARNm puis se dé-
place jusqu’au codon start. Puis, la grande sous-
unité du ribosome s’associe à la petite sous-unité
et la traduction peut commencer.

FIGURE 1.17 – Schéma de la terminaison de la tra-
duction [ALBERTS et al., 2015]. Lorsque le site A du
ribosome arrive au niveau du codon stop, un facteur
de terminaison vient permettre le détachement de la
chaîne polypeptidique produite, puis le détachement
du ribosome et du dernier ARNt.
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2.6 Régulation de l’expression génétique

Avant, pendant, entre et après la transcription et la traduction, de nombreux processus de
vérifications et de régulations ont lieux. Les vérifications assurent que le gène ait été correcte-
ment exprimé en protéines et peut conduire à l’avortement de la traduction avec destruction de
la chaîne polypeptidique naissante. La régulation de l’expression génétique désigne tous les pro-
cessus qui sont à l’œuvre dans le type et la quantité des protéines traduites à chaque instant. Elle
est fondamentale pour la différentiation cellulaire ainsi que pour l’adéquation des cellules à leur
environnement. Elle permet en particulier, aux cellules d’un même individu d’exprimer différem-
ment le même génome. Une mauvaise régulation de production de protéines est à l’origine de
nombreuses maladies. On compte les maladies neurodégénératives comme Alzheimer et la sclé-
rose latérale amyotrophique (SLA appelée maladie de Charcot), l’obésité et les cancers [Har, 2019;
POWERS et al., 2009].

Certains mécanismes de régulation font actuellement l’objet d’études [ZUR et TULLER, 2016].
Nous citons dans ce paragraphe les mécanismes biophysiques de régulation de la traduction et
les résumons dans la Fig. 1.18. (i) Le taux de traduction des ARNm peut être diminué à cause
d’un nombre restreint de ribosomes, mais cette limitation peut être palliée par un mécanisme
de recyclage. L’influence de ressources finies en ribosome sur la densité et le flux de ribosomes
sur l’ARNm a été décrite par ADAMS et al. [2008]; COOK et ZIA [2009]; GREULICH et al. [2012], et
avec l’effet du recyclage des ribosomes par CHOU [2003]; FERNANDES et al. [2017], optimisé par
une courte distance bout à bout de l’ARNm (distance entre les deux extrémités de l’ARNm). Ce-
pendant, d’après DAULOUDET et al. [2021], la diffusion des ribosomes dans le cytoplasme étant
beaucoup plus rapide que la traduction d’un ARNm, un mécanisme d’optimisation du recyclage
ne serait pas pertinent. (ii et iii) Un autre phénomène de ressource fini et de recyclage a lieu au
niveau des ARNt. Le ribosome précédant directement un autre ribosome pourra profiter des ARNt
qui viennent d’être utilisés. Il a aussi été montré que les vitesses des ribosomes diffèrent selon les
codons et que le principal acteur de cette variation est la concentration en ARNt portant les co-
dons complémentaires [GARDIN et al., 2014]. (iii) Un autre responsable de cette variation serait
les interactions électrostatiques entre le canal du site P du ribosome et les acides aminés de la
chaîne polypeptidique s’extrayant par ce canal [DUC et SONG, 2018]. De plus, il semblerait que
les codons plus riches en nucléotides A et U soient traduits plus vite que les codons plus riches
en nucléotides G et C [GARDIN et al., 2014]. (iv) La structure spatiale des chaînes nucléotidiques
peut aussi influencer la vitesse des protéines motrices en formant des obstacles, des boucles par
exemples [ZUR et TULLER, 2016]. (v) Sur un polymère comme l’ARNm, une interaction longue dis-
tance désigne une interaction entre deux zones éloignées du polymère. De telles interactions ont
lieu entre les deux extrémités de l’ARNm pour effectuer sa circularisation et réguler l’initiation de
la traduction NICHOLSON et WHITE [2014]. Une autre source de régulation non étudiée à notre
connaissance, pourrait être les interactions à longues distances entre les ribosomes.

interactions
longue-distance

FIGURE 1.18 – Différents facteurs biophysiques de régulation de la traduction. Ces mécanismes peuvent
impacter la vitesse de traduction par (i) les ressources finies en ribosomes et (ii) des ARNt ainsi que leur
recyclage, (iii) les différents codons constituant l’ARNm, (iv) la structure de l’ARNm dans l’espace 3D et (v)
les interactions à longue distance entre deux zones éloignées de la séquence nucléotidique.
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L’étude de la traduction génétique et de sa régulation bénéficie d’un nouveau type d’expéri-
mentation, appelé ribosome profiling, depuis les années 2010. La partie suivante est consacrée à
la description de son protocole.
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3 L’expérience de ribosome profiling

Rétro-transcritpion

Séquençage

FIGURE 1.19 – Schéma de principe de la
technique Ribo-seq. Après isolation des
polysomes, l’enzyme ARNase dégrade les
parties des ARNm qui ne sont pas proté-
gées par les ribosomes. Les fragments pro-
tégés par les ribosomes sont récupérés et
séquencés afin de construire le profil de
densité de ribosomes le long de l’ARNm (fi-
gure 1.20).

L’expérience de ribosome profiling ou Ribo-Seq, est
une expérience de séquençage haut débit qui permet
d’avoir une vision sur l’ensemble des ARN messagers tra-
duits d’un type de cellules. Elle est donc complémen-
taire à des expériences de molécules uniques qui per-
mettent d’observer une seule molécule. Plus précisé-
ment, il s’agit du comptage des ribosomes sur chaque
codon de l’ARNm.

Elle a été introduite par Nicholas Ingolia il y a une
dizaine d’années et peut maintenant être appliquée à la
majorité des espèces, dont l’homme. Une variante de la
méthode d’origine à été inventée par GAO et al. [2016]
(Fig. 1.19). C’est cette méthode que pratique l’équipe de
biologistes de l’IGF qui collabore avec nous sur ce pro-
jet au sein du consortium GEM. Cette partie du rapport
présente une description de cette méthode.

Le séquençage est dit haut débit dans le sens où
les polysomes (le complexe formé par l’ARNm et l’en-
semble des ribosomes fixés dessus) de millions de cel-
lules sont analysés. Les ribosomes sont d’abord immo-
bilisés sur l’ARNm par l’injection d’un inhibiteur d’élon-
gation, l’émetine, et d’un inhibiteur d’initiation, l’har-
ringtonine. Cela va permettre d’avoir un instantané de la
traduction pour toutes les cellules. Les cellules sont en-
suite lysées afin d’isoler leurs polysomes. Des molécules
qui clivent les liaisons phosphodiester des chaînes nu-
cléotidiques entre deux nucléotides, les ARNases, vont
être incorporées afin qu’elles dégradent les zones qui ne
sont pas recouvertes par un ribosome. Ensuite, les ri-
bosomes sont soustraits de la solution par purification
au Ribo-Zero, un produit commercialisé par l’entreprise
illumina qui permet l’élimination enzymatique de l’ARN
ribosomique [ILLUMINA]. Les zones qui étaient en train
d’être traduites puisque recouvertes par un ribosome,
sont alors isolées par gel d’extraction. Puis, les fragments
sont sélectionnés par taille grâce à un gel d’électropho-
rèse. Le plus souvent, il n’est gardé que les fragments fai-
sant la taille d’un ribosome, c’est-à-dire environ 28 nu-

cléotides, le reste étant traité comme du “non-spécifique”. Il est à noter ici que la présence de clus-
ters de ribosomes (ribosomes côte à côte) sera omise lors de la construction du profil Ribo-seq.
Ensuite, on se sert de la reverse transcriptase pour synthétiser des brins d’ADN complémentaires
à partir des fragments d’ARNm, afin de les séquencer. Par traitement informatique des données,
les fragments d’ARNm recueillis vont être associés à la position qu’ils occupaient dans le gène.

Pour un gène donné, le but du traitement bioinformatique est de comptabiliser combien de
fragments couvrent une position donnée dans la séquence codante de l’ARNm. Après nettoyage,
chaque séquence des fragments est alignée sur la séquence de l’ARNm afin de déterminer la posi-
tion d’origine du fragment - il s’agit d’une tâche classique de comparaison de séquences appelée
mapping - à l’aide d’un logiciel efficace [STADLER et FIRE, 2011]. Seuls les fragments ayant un ali-
gnement de haute qualité et une position d’origine unique sont traités. On enregistre la position
d’alignement de la première base du fragment. Sur la première position de chaque fragment, nous
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avons appliqué un décalage de 12 nucléotides pour assigner le fragment à la position du site P
des ribosomes [PAULET et al., 2017]. Sur les analyses précédentes, il a été observé que 12 nucléo-
tides est de loin la distance la plus fréquente entre le début du fragment et le codon recouvert par
le P-site [PHILIPPE et al., 2013], qui détermine la position du codon en train d’être traduit. Enfin,
chaque position de P-site recouverte est enregistrée dans un tableau.

Cette expérience récente, qui permet la détermination des positions des ribosomes sur l’ARNm,
est un outil considérable pour étudier les propriétés cinétiques de la traduction, particulière-
ment en comparant les données de ces expériences avec les résultats des modélisations physico-
mathématiques.
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FIGURE 1.20 – Profil Ribo-Seq obtenu après traitements bioinformatique des données expérimentales ob-
tenues chez l’homme. Nombre de ribosomes détectés sur chaque codon d’un gène par séquençage haut
débit sur des millions de cellules.

4 Conclusion

Dans cette section, nous avons présenté les principes généraux de l’expression des gènes. L’en-
semble de l’information génétique est stockée par l’ADN qui constitue donc une véritable biblio-
thèque des gènes, protégée dans le noyau de la cellule chez la cellule eucaryote. Seulement cer-
tains gènes sont exprimés selon le type de cellule et ses besoins. Pour être exprimé, un gène, qui
est une séquence nucléotidique de l’ADN, est transcrit en ARN messager, une séquence nucléoti-
dique similaire. L’information génétique de ce gène pourra alors être déplacée au lieu où devront
être produite les protéines.

Ces principes généraux fondamentaux sont bien connus, ainsi que de nombreux détails sur
leur fonctionnement, mais la question de la régulation de l’expression génétique est encore lar-
gement non élucidée alors qu’il s’agit d’un mécanisme vital pour les cellules biologiques. En par-
ticulier, la régulation traductionnelle reste actuellement mal comprise. Mais l’émergence de la
technique de séquençage haut débit Ribo-Seq permet une nouvelle investigation de la cinétique
de traduction.

Nous avons vu que la traduction est effectuée par un processus de transport du ribosome le
long du brin d’ARNm. Il s’agit d’un processus de transport dirigé à une dimension très intéressant
d’un point de vue physique. Durant cette thèse, on s’est intéressés aux modèles suggérés par la
traduction pour en étudier sa physique et nous avons cherché à faire bénéficier la recherche en
biologique des résultats obtenus. Le chapitre suivant est consacré aux modèles stochastiques de
transports dirigés à une dimension inspirés par la traduction génétique.
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1 Introduction

Ce chapitre est consacré à la modélisation des processus de transports stochastiques et uni-
directionnels à une dimension par gaz sur réseau. Ce processus physique convient particulière-
ment à la modélisation de la traduction génétique pendant laquelle le ribosome se déplace co-
don par codon d’une extrémité à l’autre de la séquence de l’ARNm à l’aide de plusieurs processus
chimiques. Ce système d’apparence simple est particulièrement intéressant parce qu’il est hors
équilibre et présente de nombreuses propriétés complexes que nous allons décrire le long de ce
chapitre. Après un bref historique des modèles physiques de la traduction, nous explorerons diffé-
rentes variantes de ce processus en partant du modèle paradigmatique du transport dirigé à une
dimension pour aller vers des modèles plus spécifiques à la traduction.

Le modèle paradigmatique du transport dirigé à une dimension est le TASEP pour Totally
Asymmetric Simple Exclusion Process dans lequel une particule occupant un site se déplace avec
un taux de saut constant. Nous décrirons l’approche Markovienne pour une résolution exacte des
équations qui permet de complètement caractériser le système, c’est-à-dire prédire le compor-
tement précis de la densité et du courant en fonction des paramètres cinétiques et les classer
dans un diagramme de phase. Puis nous démontrerons que la densité et le courant de particules
en basse et haute densité peuvent être retrouvés facilement par une approche en champ moyen.
Ensuite, nous étudierons les deux évolutions fondamentales rapprochant le modèle TASEP de la
complexité de la traduction. Il s’agit de la particule étendue, une particule occupant plusieurs sites
du réseau à la fois tout en se déplaçant toujours d’un seul site à la fois, et de l’inhomogénéité des
taux sauts qui n’ont plus même la valeur en chaque site. On parlera alors de `-TASEP inhomo-
gène, ` désignant la longueur de la particule. Nous démontrerons les équations de champ moyen
pour ce modèle, puis nous étudierons spécifiquement l’effet de la particule étendue sans l’effet
de l’inhomogénéité des taux de saut. En particulier, nous remarquerons que contrairement au cas
du TASEP classique, la densité du `-TASEP homogène ne peut plus être considérée constante le
long du réseau en phase basse densité pour tous les paramètres en raison d’un effet de bord trop
important. De l’étude de cet effet de bord, nous en déduirons un critère très simple indiquant
si la variation de la densité induite peut être négligée en fonction des paramètres cinétiques du
modèle.

Enfin, nous introduirons une nouvelle variante pour étudier l’exclusion que nous avons appe-
lée `-TAEBEP pour Totally Asymmetric Entry Boundary Exclusion Process avec particule étendue.
Nous en donnerons une résolution exacte, mais non Markovienne, afin d’en déduire les expres-
sions du courant et de la densité de particules. Nous montrerons que l’exclusion à l’entrée est de
nature différente de l’exclusion dans le reste du réseau et qu’elle a une influence plus importante
sur la densité pour notre règle d’entrée sur le réseau qui correspond à la traduction génétique.
Pour cela, nous utiliserons des simulations Monte Carlo avec l’algorithme de Gillespie qui sera
décrit dans la dernière section.

2 Historique et état de l’art des modèles physiques de la traduction gé-
nétique

Le premier article concernant la modélisation de la traduction date de 1963 [SIMHA et al.,
1963]. Pour cette première tentative, il manquait un élément essentiel du processus de traduction
connu aujourd’hui : l’ARN messager. En effet, l’ADN en tant que matériel génétique a été confirmé
par Alfred Hershey et Martha Chase en 1952 [DAHM, 2008]. Le ribosome a été découvert dans les
années 50 par George Emil Palade [PALADE, 2007]. Mais on ne savait pas de quelle façon l’informa-
tion génétique était traduite en protéine. Une première supposition était que l’information géné-
tique est contenue dans les ribosomes. Il n’y avait donc pas de processus de transport. L’idée d’un
"messager" de l’information génétique a été émise et étudiée par JACOB et MONOD [1961], mais
pas encore confirmée. Les chimistes de la première modélisation ne l’avaient pas pris en compte.
C’est en 1965 qu’est publiée la première modélisation de la traduction génétique comme proces-
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sus de transport du ribosome sur l’ARN messager [GERST et LEVINE, 1965]. Le ribosome diffusait
déjà dans un seul sens sur l’ARNm. Le système était défini par le nombre de ribosomes sur l’ARNm
et le nombre constant de codons séparant chaque ribosome. On s’intéressait à la dynamique de
formation de toutes les chaînes polypeptidiques en cours à la fois. C’est en 1968 que naît le modèle
qui va devenir le modèle paradigmatique de la traduction [MACDONALD et al., 1968]. Ce modèle
n’a pas encore de nom. Il s’agît d’un réseau sur lequel se déplace de manière stochastique un ribo-
some qui couvre plusieurs sites tout en se déplaçant d’un site à la fois. Le ribosome peut avancer
ou reculer sur le réseau, mais il suffit de mettre le taux de recul à 0 pour retrouver un modèle où
le ribosome ne peut qu’avancer. Ce modèle de transport sera massivement étudié pour divers do-
maines et nommé ASEP pour Asymmetric Simple Exclusion Process. "Asymetric" indique que le
taux d’avancée est différent du taux de recul,"Simple" indique que le ribosome, ou plus générale-
ment la particule, ne peut se déplacer que d’un site à la fois,"Exclusion" indique que 2 particules
ne peuvent se trouver sur le même site en même temps. Dans le cas de la traduction, la variante
"TASEP" sera retenue, le -T pour "Totally" indiquant que le ribosome ne peut se déplacer que dans
une seule direction. Ce sont quatre physiciens statisticiens qui donneront la résolution exacte du
modèle à l’état stationnaire en 1992 [DERRIDA et al., 1992; SCHÜTZ et DOMANY, 1993]. Avec ce
modèle, on s’intéresse à la densité et au flux de particules sur chaque site du réseau lors de l’état
stationnaire. La densité au site i est en réalité la densité de probabilité qu’une particule se trouve
au site i à n’importe quel instant puisqu’on est à l’état stationnaire. C’est cette grandeur que nous
allons majoritairement étudier dans cette thèse. En 1969, donc peu de temps après la naissance du
TASEP, est imaginé un modèle qui donne un temps de vie à l’ARNm [SINGH, 1969]. On s’intéresse
alors à la manière dont la traduction se termine et au lien avec le processus précédent qui donne
naissance à l’ARNm, la transcription. Pour cette approche, le processus de transport n’est pas un
TASEP, mais un processus déterministe et sans exclusion, ce qui permet de cibler spécifiquement
la question de l’influence de la durée de vie de l’ARNm sur la production des protéines et la dis-
tribution des populations d’ARNm. Cette approche a nettement moins été utilisée que le TASEP.
Pourtant, avec la naissance de l’expérience Ribo-Seq qui donne accès à la statistique des positions
des ribosomes sur l’ARNm, il devient important de s’intéresser à l’effet du temps de vie des ARNm
et à la manière dont le complexe se dégrade. C’est ce qu’a fait une équipe de biophysiciens à partir
de 2010 avec un article qui s’intéresse à l’effet de la durée de vie finie des ARNm sur la densité de
ribosomes sur l’ARNm [NAGAR et al., 2011]. Quand on considère un ensemble d’ARNm à temps de
vie finie et naissant à différents instants, ce qui correspond à ce qui est mesuré dans l’expérience
Ribo-Seq, les systèmes ARNm + ribosomes, que nous appellerons "polysomes" ne sont pas tous
à l’état stationnaire, ce qui a une incidence non-négligeable sur le profil de densité de ribosomes
sur chaque codon de l’ARNm.

Dans ce chapitre et le suivant, nous allons nous intéresser à ces deux modèles importants
(transport stochastique sur un ARNm à temps de vie infini et transport déterministe sur un ARNm
à temps de vie fini) et tenter de les combiner afin de comprendre ce système physique particulier
et de donner une interprétation riche et physiquement pertinente des expériences Ribo-Seq.

3 TASEP

Le modèle TASEP est le modèle paradigmatique des phénomènes de transports dirigés à une
dimension. La revue de LIU et al. [2012] indique que le modèle TASEP et ses extensions ont été
appliqués en " biology, physics, and chemistry [SCHÜTZ, 2001], such as gel electrophoresis [WIDOM

et al., 1991], protein synthesis [SCHÜTZ, 1997; SHAW et al., 2003], mRNA translation [CHOU, 2003],
motion of molecular motors along cytoskeletal filaments [KLUMPP et LIPOWSKY, 2003; PARMEG-
GIANI et al., 2004], the depolymerization of microtubules by special enzymes [KLEIN et al., 2005],
and the vehicular traffic [CHOWDHURY et al., 2000; HELBING, 2001]." Le modèle TASEP a aussi été
utilisé par SUGDEN et al. [2007] pour modéliser le transport des vésicules dans les hyphes des
champignons et par JOHN et al. [2009] pour modéliser les mouvements collectifs des fourmis. La
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liste des publications citées n’est pas exhaustive. 1.

3.1 Le modèle

TASEP est l’acronyme de Totally Asymmetric Simple Exclusion Process. "Totally Asymmetric"
indique que le ribosome ne peut se déplacer que dans une seule direction, "Simple" indique que la
particule ne peut se déplacer que d’un site à la fois, "Exclusion" indique que plusieurs particules ne
peuvent se trouver sur le même site au même instant. Nous allons nous intéresser au cas des bords
ouverts, c’est-à-dire que les particules sont injectées d’un côté du réseau et éjectées de l’autre côté
du réseau. C’est le cas qui correspond au processus biologique de la traduction génétique. Sur ce
réseau, une particule entre avec un taux α sur le site 1 s’il n’est pas déjà occupé, se déplace par saut
avec un taux p sur le site suivant s’il n’est pas occupé et sort du réseau avec un taux β.

α βp

1 2 ... Ni =

FIGURE 2.1 – Schéma du modèle TASEP avec bords ouverts. Les particules ne peuvent entrer que sur la
premier site, avec un taux α. La particule sur le site i peut se déplacer sur le site suivant seulement s’il
n’est pas déjà occupé, avec au taux p. Les particules ne peuvent se déplacer que d’un site à la fois. Elles ne
peuvent quitter le réseau que si elles se trouvent sur le dernier site, le site N, avec un taux pN = β.

Ce modèle a été particulièrement étudié afin de connaître la densité et le flux de particules
à l’état stationnaire en fonction des paramètres cinétiques α, β et p. Nous allons d’abord expli-
quer comment établir la résolution exact et présenter la caractérisation du TASEP qui en découle.
Puis, nous établirons la résolution en champ moyen avec laquelle on retrouve les caractéristiques
essentielles du TASEP à l’état stationnaire, de manière considérablement plus simple et rapide.

3.2 Résolution exacte

Pour caractériser précisément le système, on effectue une résolution exacte qui permet l’éta-
blissement du diagramme de phase avec la densité et le flux associé à chaque phase à l’état sta-
tionnaire. Cette caractérisation est possible grâce à l’utilisation d’un Ansatz Matriciel.

3.2.1 Équation maîtresse & Matrice de Markov

Dans le TASEP, les probabilités de changement entre deux états sont déterminées par les diffé-
rents taux d’événements par unité de temps (entrée, sortie, saut d’un site au site suivant). Ces taux
sont des constantes par rapport au temps et ne dépendent pas des événements précédents. La
distribution de probabilité des états futurs ne dépend ainsi que de l’état présent, c’est le caractère
markovien. Le TASEP est donc ce qu’on appelle un processus de Markov. Il est gouverné par une
équation maîtresse sur les probabilités des états, qui est l’équation de l’évolution des probabilités
des états en fonction du temps. Elle s’écrit

d |P(t )〉
d t

= M|P(t )〉 (2.1)

où |P(t )〉 est le vecteur des probabilités au temps t de tous les états j de configuration C j possibles
et M la matrice de transition du système en un pas de temps infinitésimal d t . Puisqu’il y a 2 états

1. biologie, physique et chimie [SCHÜTZ, 2001], comme les gels d’électrophorèses [WIDOM et al., 1991], la synthèse
des protéines [SCHÜTZ, 1997; SHAW et al., 2003], la traduction de l’ARNm [CHOU, 2003], le mouvement des moteurs
moléculaires sur les filaments du cytosquelette [KLUMPP et LIPOWSKY, 2003; PARMEGGIANI et al., 2004], la dépolymé-
risation des microtubules par des enzymes spéciales [KLEIN et al., 2005] et le trafic routier [CHOWDHURY et al., 2000;
HELBING, 2001][traduction libre]
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FIGURE 2.2 – Schéma du processus markovien pour un TASEP de N = 2 sites.

possibles pour chaque site, pour un réseau de N sites il y a 2N états possible au total. |P(t )〉 à donc
2N composantes et s’écrit :

|P(t )〉 =


PC1 (t )
PC2 (t )

...
PC2N (t )

 . (2.2)

La matrice M contient les probabilités de changement de chaque état k vers chaque état j , PCk→C j ,
tel que

PC j (t +d t ) =
2N∑

k=1
PCk→C j PCk (t ). (2.3)

M est donc de taille 2N×2N. Pour la calculer, on transforme l’Eq. (2.3) pour chaque j de manière à
retrouver l’Eq. (2.1), soit

PC j (t +d t ) = PC j→C j PC j (t )+
2N∑

k=1,k 6= j
PCk→C j PCk (t ) (2.4)

PC j→C j étant la probabilité que l’état j persiste et est donc aussi égale à 1−∑2N

l=1,l 6= j PC j→Cl PC j (t ),
ce qui permet d’écrire

dPC j (t )

d t
= lim
∆t→0

{
−

(
2N∑

l=1,l 6= j

PC j→Cl

∆t

)
PC j (t )+

2N∑
k=1,k 6= j

PCk→C j

∆t
PCk (t )

}
. (2.5)

On en déduit que − lim∆t→0
∑2N

l=1,l 6= j

PC j →Cl

∆t est la composante ( j , j ) de M et lim∆t→0
PCk→C j

∆t les

composantes ( j ,k) de M pour k allant de 1 à 2N et différent de j . En écrivant les équations pour
chaque état j possible du réseau, on obtient de cette manière toutes les composantes de M. Une
fois M déterminée, on peut en déduire les probabilités à l’état stationnaire. Cela permet de calculer
notamment la densité de particule en chaque site i à l’état stationnaire qui s’écrit

ρi =
∑

{C j |ni=1}
PC j (2.6)

où {C j |ni = 1} est l’ensemble des configurations des états j où le site i est occupé.
Par exemple, pour un réseau de N = 2 sites, on a 4 états dont les configurations sont 00, 01,

10, 11. En s’aidant du graphe du processus 2.2, on obtient l’évolution des probabilités des états
correspondant à l’Eq. (2.3) :
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P00(t +∆t ) = (1−α∆t )P00(t )+β∆tP01(t ) ,

P01(t +∆t ) = (
1− (

β+α)
∆t

)
P01(t )+p∆tP10(t ) ,

P10(t +∆t ) = (
1−p∆t

)
P10(t )+α∆tP00(t )+β∆tP11(t ) ,

P11(t +∆t ) = (
1−β∆t

)
P11(t )+α∆tP01(t ) ,

(2.7)

et en faisant apparaître la différentielle de chaque probabilité, on en déduit la matrice de Markov

M =


−α β 0 0
0 −(α+β) p 0
α 0 −p β

0 α 0 −β

 . (2.8)

On remarque que chaque somme des composantes sur une colonne est nulle, c’est en effet un
critère nécessaire facile à vérifier. En vertu de la conservation de la probabilité totale, la somme
des probabilités des états doit valoir 1, la dérivée de cette somme est nulle et d’après l’Eq. (2.1)
on obtient cette propriété (seuls les coefficients d’une même probabilité Pn1n2 peuvent s’annuler).
On s’intéresse en général à l’état stationnaire, ce qui permet de résoudre aisément l’Eq.(2.1). Dans
notre exemple on obtient

|P〉 = 1

α2p +β(α+β)(p +α)


pβ2

pαβ
αβ

(
α+β)

pα2

 (2.9)

et les densités

ρ1 =
α

(
αp + (α+β)β

)
α2p +β(α+β)(p +α)

,

ρ2 = αp(α+β)

α2p +β(α+β)(p +α)
.

(2.10)

Bien que nous ne l’ayons pas utilisé et que nous n’allons pas la démontrer, il existe une for-
mule pour M particulièrement utile si l’on veut calculer numériquement les probabilités et les
grandeurs physiques qui en dépendent [RAGOUCY, 2017]. Pour un nombre de sites N quelconque,
on peut décomposer la matrice M selon la forme

M = A⊗ 1N−1 +
N−2∑
i=0

pi 1
i ⊗m ⊗ 1N−2−i + 1N−1 ⊗B (2.11)

où 1 est la matrice identité de taille 2× 2 et 1n est le produit tensoriel de n matrice identité. Les
matrices A, B, et m sont

A =
(−α 0
α 0

)
; B =

(−0 β

0 −β
)

; m =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 −1 0
0 0 0 0

 . (2.12)

Malgré la simplification du calcul grâce à cette formule, la matrice de Markov étant une ma-
trice carrée de taille 2N, elle augmente donc exponentiellement avec le nombre de sites N et va de-
venir déraisonnablement longue à calculer pour des réseaux ayant un nombre de sites de l’ordre
de cent, comme le nombre de codons d’un ARNm. Nous avons estimé la loi exponentielle du
temps de calcul des densités exactes avec notre programme écrit sous Octave à 3,1.10−7e1,2N (Fig.
2.3). Pour un réseau de 100 sites, il faudrait donc 4.1045 secondes soit 1038 années ! Un nombre
que même les superordinateurs ne peuvent pas diminuer suffisamment, y compris en utilisant un
logiciel optimisé pour la rapidité de calcul. À savoir qu’ils sont environ 106 fois plus rapides que
les ordinateurs de notre laboratoire.
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FIGURE 2.3 – Temps de calcul des densités du TASEP exact en fonction du nombre de sites N du réseau. Les
croix bleues sont les temps de calculs obtenus par notre programme Octave, en orange, la loi exponentielle
passant par ces points. Échelle semi-logarithmique. Un zoom sur les points fittés est visible dans un insert
en échelle linéaire.

3.2.2 Caractérisation du TASEP (Ansatz matriciel)

Une méthode efficace pour trouver les caractéristiques du système est celle de l’ansatz matri-
ciel. Il s’agit d’une hypothèse sur la forme des probabilités des états en fonction des paramètres
du système qui va se révéler juste après résolution du système. DERRIDA et al. [1993] retrouvent
par cette méthode le diagramme de phase précédemment trouvé par DERRIDA et al. [1992] de ma-
nière plus efficace, ainsi que les valeurs des densités aux bords et les formes des couches limites
(densité vers les bords). Nous allons nous intéresser ici seulement aux résultats élémentaires qui
caractérisent le TASEP.

Le diagramme de phases contient trois phases suivant les valeurs de α/p et β/p (Fig. 2.4b) :
Basse densité (LD pour Low Density) si β/p > α/p, α/p < 0,5
Haute densité (HD pour High Density) si α/p > β/p, β/p < 0,5
Courant maximum (MC pour Maximal Current) si α/p > 0,5, β/p > 0,5

La transition entre la phase LD et la phase HD est caractérisée par ce qu’on appelle un "mur de
domaine" qui sépare la basse et la haute densité. Ce mur de domaine fluctue au cours du temps,
il diffuse entre les bords du réseau. Sur la Fig. 2.4c, nous avons tracé le profil de densité moyen à
la transition entre les deux phases, c’est-à-dire à α= β inférieur à 0.5. La moyenne est faite sur un
très grand nombre de configurations à l’état stationnaire ce qui donne le mur de domaine moyen
qui s’étale sur tout le réseau.

Avec les trois phases et la transition entre les phases LD et HD, nous avons quatre régimes bien
définis par les valeurs aux bords et loin des bords des densités et le courant J à l’état stationnaire.
Dans le cas où p=1, la résolution exacte nous donne [DERRIDA et al., 1993] :


LD : ρ1 = α, ρN = α(1−α)

β , ρbulk ≈ α, J = α(1−α)

HD : ρ1 = 1− β(1−β)
α , ρN = 1−β, ρbulk ≈ 1−β, J = β(1−β)

MC : ρ1 = 1− 1
4α , ρN = 1

4β , ρbulk ≈ 1
2 , J = 1

4

SP : ρ1 = α, ρN = 1−α, ρi ,bulk ≈ α+ i (1−2α), J = α(1−α)

(2.13)
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Ainsi que les lois aux couches limites. Nous n’allons pas les détailler ici, mais simplement noter
que pour la phase MC la variation de la densité suit une loi de puissance et pour les phases LD et
HD, des lois exponentielles.

Une autre caractéristique importante du TASEP est sa relation fondamentale densité-courant.
Elle est donnée par la résolution exacte et peut être retrouvée en utilisant l’approximation de
champ moyen. On la comprend aisément pour un réseau TASEP en conditions périodiques. Si on
considère un anneau par exemple, il y a invariance par translation des sites sur le réseau. Donc, à
la stationnarité, chaque site est équivalent tel que ρi = ρi+1 = ρ. La densité sur le réseau est homo-
gène et de valeur ρ = k

N , où k est le nombre de particules dans le réseau. Les courants entrant et
sortant au site i et au temps t sont définis par{

J+i (t ) = p〈ni−1(t )(1−ni (t ))〉 ,

J−i (t ) = p〈ni (t )(1−ni+1(t ))〉 .
(2.14)

où ni est l’occupation au site i tel que 〈ni 〉 = ρi et peut donc prendre seulement les valeurs 0 ou 1.
L’approximation de champ moyen consiste à négliger les corrélations entre particules en décou-
plant les termes avant de les moyenner. Par exemple, 〈ni−1(1−ni )〉 s’approxime par 〈ni−1〉(1−〈ni 〉).
Le courant devient donc à l’état stationnaire :

J = pρ(1−ρ). (2.15)

Tracer la relation fondamentale densité-courant permet d’avoir une visualisation physique des
trois phases (Fig. 2.4a). La parabole obtenue montre aussi qu’il y a une symétrie dans le système.
On l’appelle la symétrie trou-particule. Elle laisse les équations de TASEP invariantes par les trans-
formations [PARMEGGIANI et al., 2004] : {

ni ↔ 1−nN−i

α↔ β
(2.16)

Ainsi, on peut considérer que β est le taux d’injection des trous et que 1−α est le taux de sortie des
trous.

a) Relation fondamentale densité-
courant pour p=1 [DAULOUDET, 2015]
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b) Diagramme de phases
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c) Profils de densités pour p=1

FIGURE 2.4 – Les 3 phases de TASEP. (a) On distingue trois phases : basse densité (LD), haute densité (HD),
courant maximum (MC). (b) Suivant les paramètres α, β, p, le système se trouve dans l’une des trois phases
ou dans la phase de choc des phases LD et HD. (c) (bleu) LD : α = 0.2, β = 0.4, (vert) HD : α = 0.4, β = 0.2,
(orange) MC : α= 0.7, β= 0.7, (rouge) SP : α= 0.3, β= 0.3. Obtenu par simulation Monte Carlo.

La symétrie trou-particule et ces valeurs de la densité permettent d’expliquer les quatre ré-
gimes. Pour plus de clarté, considérons le cas p=1 et l’on pourra se référer aux Fig. 2.4a, 2.4b et
2.4c pour l’explication suivante. (LD) Quand α < β et α < 0,5, il est injecté plus de trous que de
particules. La densité de particules dans le bulk (la zone du réseau qui n’est ni l’entrée ni la sortie)
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est donc faible (inférieure à 0,5) et le paramètre limitant est α. Ce qui est cohérent avec la valeur
exacte de la densité à l’entrée du réseau en régime LD (Eq. (2.13)) qui ne dépend que de α et qui
est aussi la valeur de la densité dans le bulk. (HD) Quand α > β et β < 0,5, il est injecté plus de
particules que de trous. La densité de particule dans le bulk sera donc élevée (supérieure à 0,5).
Le facteur limitant est alors β comme le montre la valeur exacte de la densité à la sortie du réseau
en régime HD (Eq. (2.13)) qui ne dépend que de β et qui est aussi la valeur de la densité dans le
bulk. (MC) Dans le cas où α > 0,5 et β > 0,5, il est introduit un grand nombre de particules et un
grand nombre de trous. A la stationnarité, les particules s’organisent telles que la densité moyenne
vaut 0,5. La densité ainsi que le courant plafonnent. (SP) Quand α= β et α,β< 0,5, il se forme une
compétition trou-particule et le système se trouve dans la phase de choc entre les phases haute
densité et basse densité. Cette phase met en évidence l’existence d’un mur de domaines (DW pour
Domain Wall) qui sépare les régimes LD, à sa droite et le régime HD, à sa gauche.

On remarque que lorsque le système se trouve en phase LD, le DW est repoussé à la sortie
du réseau puisque la basse densité se trouve à sa gauche. On peut dire que la compétition trou-
particules est remportée par les trous. De même, lorsque le système se trouve en phase HD, le DW
est repoussé à l’entrée du réseau puisque la basse densité se trouve à sa droite. La compétition
trou-particules est remportée par les particules.

3.3 Approximation de champ moyen

On s’intéresse maintenant aux équations maîtresses du système non pas sur les probabilités,
mais sur la densité de particules. Ceci permettra d’obtenir des expressions des densités à l’état
stationnaire en fonction de la position sur le réseau.

Soit ni la variable qui définit l’occupation du site i tel que ni = 0 si le site i est vide et ni = 1 si
une particule occupe le site i . Nous allons déduire la variation d’occupation moyenne au cours du
temps de chaque site grâce aux détails de leur mouvement stochastique :

— Une particule entre sur le réseau avec un taux α et s’il n’y a pas déjà une particule sur le
premier site. La probabilité que la particule entre sur le réseau est donc αd t multipliée par
la probabilité que le premier site ne soit pas occupé.

— Une particule sur le site i saute sur le site suivant avec un taux p s’il n’est pas occupé. La pro-
babilité de saut d’une particule du site i au site i+1 est donc pd t multiplié par la probabilité
que le site i soit occupé, mais pas le site i +1.

— Une particule sort du réseau avec un taux β. La probabilité qu’une particule sorte du réseau
est donc βd t multiplié par probabilité que le dernier site soit occupé.

La probabilité d’occupation d’un site est obtenue grâce à la moyenne sur un grand nombre de
configurations, ce qui nous permet d’écrire les équations des variations temporelles d’occupation
moyenne en chaque site comme

d

d t
〈n1〉 = α(1−〈n1〉)−p〈n1(1−n2)〉 , (2.17a)

d

d t
〈ni 〉 = p〈ni−1(1−ni )〉−p〈ni (1−ni+1)〉, i = 2,3, ...,N−1 (2.17b)

d

d t
〈nN〉 = p〈nN−1(1−nN)〉−β〈nN〉 . (2.17c)

Effectuons maintenant l’approximation de champ moyen qui consiste à négliger les corrélations
entre proches voisins afin de pouvoir moyenner sur l’occupation d’un seul site à la fois. Par exemple,
le terme 〈ni−1(1−ni )〉 s’approxime par 〈ni−1〉(1−〈ni 〉). En notant ρi ≡ 〈ni 〉, les équations (2.17c)
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deviennent donc

d

d t
ρ1 = α(1−ρ1)−pρ1(1−ρ2) , (2.18a)

d

d t
ρi = pρi−1(1−ρi )−pρi (1−ρi+1), i = 2,3, ...,N−1 (2.18b)

d

d t
ρN = pρN−1(1−ρN)−βρN . (2.18c)

Nous allons voir que la loi de conservation de la matière est bien respectée. En effet, puisque le
courant entrant s’écrit {

J+1 = α(1−ρ1) ,

J+i = pρi−1(1−ρi ), i = 2, ...,N
(2.19)

et le courant sortant s’écrit {
J−i = pρi (1−ρi+1), i = 1, ...,N−1

J−N = βρN ,
(2.20)

on a bien
d

d t
ρi = J+i − J−i , ∀i . (2.21)

On retrouve aisément les densités et le courant pour la phase basse densité donnés par la réso-
lution exacte (Eq. (2.13)). En effet, lorsque α

p ¿ 1, on peut considérer que la densité est négligeable
devant 1 dans l’Eq. (2.18a), ce qui donne l’expression de ρ1. On peut ensuite injecter ρ1 dans l’ex-
pression de J+1 (Eq.(2.19)) pour obtenir le courant, puis finalement utiliser l’égalité entre J+1 et J−N
(Eq. (2.20)) pour retrouver ρN. On a donc

J = α
(
1− α

p

)
≈ α , (2.22a)

ρ1 = ρbulk =
α

p
, (2.22b)

ρN = α

β

(
1− α

p

)
≈ α

β
, (2.22c)

ce qui correspond aux Eq. (2.13) quand p = 1 en phase LD. On retrouve maintenant également la
densité de la phase HD en effectuent la symétrie trou-particule (2.16) pour obtenir ρN−1 à partir
de l’Eq. (2.22b). Comme le bord limitant est la sortie du réseau, on considère que la densité dans le
bulk est égale à ρN et donc ρN = ρN−1 = ρbulk . Par l’égalité entre le courant entrant J+1 et le courant
sortant J−N on obtient ensuite ρ1. On a donc

J = β
(
1− β

p

)
, (2.23a)

ρ1 = 1− β

α

(
1− β

p

)
, (2.23b)

ρN = ρbulk = 1− β

p
, (2.23c)

ce qui correspond aux équations exactes (2.13) quand p = 1 en phase HD. Nous remarquons sur la
Fig. 2.5 que l’effet de bord n’est pas étendu et qu’il peut être négligé pour un réseau assez grand.
Les équations de champ moyen suffisent alors à décrire le courant et la densité du modèle TASEP.

Maintenant que nous avons décrit et caractérisé l’essentiel du modèle TASEP, on va le modifier
de manière à ce qu’il corresponde mieux à ce qu’on sait du processus de traduction génétique.

30



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DU TRANSPORT DES RIBOSOMES PAR GAZ SUR RÉSEAUX :
ÉTAT DE L’ART ET RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

0 10 20 30 40 50
i

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

0.030

i

Champ moyen
Monte Carlo

a) α= 0.01, β= 0.6

0 10 20 30 40 50
i

0.09

0.10

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

0.16

0.17

i

Champ moyen
Monte Carlo

b) α= 0.1, β= 0.6

0 10 20 30 40 50
i

0.970

0.975

0.980

0.985

0.990

0.995

1.000

i

c) α= 0.6, β= 0.01

0 10 20 30 40 50
i

0.84

0.85

0.86

0.87

0.88

0.89

0.90

0.91

i

d) α= 0.6, β= 0.1

FIGURE 2.5 – Comparaison des profils de densité TASEP en phase basse et haute densité obtenus en simu-
lation Monte Carlo avec l’algorithme de Gillespie et en champ moyen (ρbulk = α

p , ρN = α
β pour les graphes

a et b) avec p = 1. On remarque que les profils de densité TASEP en phase basse et haute densité sont très
bien décrits par les équations de champ moyen, sauf au niveau de la couche limite. La couche limite est
cependant très courte et pourra être négligée pour des réseaux assez grands.

4 Évolution du modèle : `-TASEP inhomogène

4.1 Le modèle TASEP avec des taux de sauts site-spécifiques et des particules étendues

Dès 1969, le modèle TASEP est étendu pour intégrer des caractéristiques essentielles du phé-
nomène de transport qu’est la traduction [MACDONALD et GIBBS, 1969]. La particule recouvre
plusieurs sites tout en se déplaçant d’un seul site à la fois. Sa longueur est ` et le modèle nommé
`-TASEP. Il faut alors choisir la manière dont la particule entre et sort du réseau bien que ce choix
ait un impact minime sur la cinétique et les grandeurs physiques associées. Nous avons fait ce
choix en fonction de ce qu’on sait du mécanisme biologique de la traduction. Pour modéliser la
traduction et ensuite les expériences Ribo-Seq, le choix naturel est de considérer la partie codant
la protéine, open reading frame (ORF), avec le codon start et le codon stop, car c’est sur le codon
start que les sous-unités du ribosome s’assemblent et sur le codon stop qu’elles se désassemblent
en leur milieu. Sachant que le ribosome recouvre environ 9 codons, et pour éviter des complica-
tions techniques peu intéressantes, nous allons considérer le cas de ` impair uniquement. Notre
particule entrera donc sur le réseau en recouvrant les (`+1)/2 premiers sites et pourra en sortir
lorsque son milieu sera sur le dernier site. Les taux de sauts ne sont plus constants le long du ré-
seau, mais sont distribués aléatoirement à chaque site. On dit que les taux de saut sont "site spé-
cifique" ou plus succinctement "inhomogènes". Nous modélisons donc la traduction génétique
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avec le modèle `-TASEP inhomogène.

4.2 Densité et courant à l’état stationnaire

Nous allons calculer la densité et le flux en considérant d’abord les équations exactes sur la
variation de l’occupation moyenne, puis en effectuant une approximation de champ moyen sur
ces équations. Considérer des taux de saut site-spécifiques n’apporte pas de difficulté à la formu-
lation analytique. Il suffit de remplacer le taux de saut p par pi avec i le site correspondant. Mais
les résultats des densités et du courant à l’état stationnaire vont être considérablement changés.
Considérer une particule étendue, au contraire, est plus difficile à formuler alors que son impact
sur la densité et le courant est beaucoup plus trivial. En effet, certains états ne sont plus possibles
et il faut donc définir une nouvelle matrice de Markov. De plus, le processus cinétique n’est plus
le même, ce qui va modifier les équations maîtresses, donc la matrice de Markov et les équations
de champ moyen. Mais le diagramme des phases n’est modifié que très légèrement (Fig. 2.7). Le
diagramme de phase du `-TASEP inhomogène, prenant en compte les deux évolutions au modèle
TASEP, a été déterminé très récemment par ERDMANN-PHAM et al. [2020]. Nous ne l’avons pas
étudié dans cette thèse, mais nous en donnons la représentation en annexe (Fig. A.1).

4.2.1 Équations exactes sur la variation de l’occupation moyenne

La dynamique du `-TASEP est illustrée sur la Fig. 2.6 et décrite comme suit. Une particule est
comptée par son centre ce qui signifie que l’occupation ni (t ) est égale à 1 si le centre d’une parti-
cule est sur le site i et 0 sinon. Pour ` égal à un nombre impair de sites, le centre de la particule est
évidemment `+1

2 . On dit que le site de comptage est le site `+1
2 si ` est un nombre impair. La parti-

cule entre directement dans le réseau en fixant son centre sur le premier site et quitte directement
le réseau lorsque son centre se trouve sur le dernier site. Une propriété importante de ce modèle
est que les équations restent les mêmes pour tout site de comptage tant que la particule entre et
sort du réseau par son site de comptage.

(a)

α βpi

l

pi

l +1

(b)

l l +1

FIGURE 2.6 – Schéma `-TASEP pour l = 5 sites. Les taux de saut pi peuvent être différents pour chaque site
i = 1....N. α ≡ p0 est le taux d’entrée et β ≡ pN le taux de sortie. Les particules ne peuvent pas se couvrir
les unes les autres. (a) Une particule est comptée par son centre (partie hachurée). Elle entre directement
dans le réseau en fixant son centre sur le premier site et sort directement du réseau lorsque son centre
est sur le dernier site. (b) Une particule est comptée par une autre partie d’elle-même (partie hachurée),
entre directement dans le réseau en attachant cette partie sur le premier site et quitte directement le réseau
lorsque cette partie est sur le dernier site. On peut voir que le comptage ne change pas par rapport à (a).

La variation de l’occupation moyenne du site i , 〈ni (t )〉, doit être décrite par 4 équations en
raison des différentes corrélations locales :

— Site 1 : les ` premiers sites doivent valoir 0 pour que la particule puisse entrer sur le réseau.

— Sites i = 2...N−` : le site i −1+` doit valoir 0 pour qu’une particule se déplace sur le site i et
le site i +` doit valoir 0 pour que la particule quitte le site i .
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— Site N−`+1 : le site N doit valoir 0 pour qu’une particule se déplace sur le site N−`+1, mais
une particule sur ce site ne peut pas être gênée pour avancer.

— Sites N−`+2...N : la particule n’est gênée ni pour avancer ni pour quitter le site.

Les équations de variation de l’occupation moyenne sur le site i sont donc :

d〈n1(t )〉
d t

= p0〈
∏̀
j=1

(
1−n j (t )

)〉−p1〈n1(t )(1−n1+`(t ))〉 ,

d〈ni (t )〉
d t

= pi−1〈ni−1(t )(1−ni−1+`(t ))〉−pi 〈ni (t )(1−ni+`(t ))〉, i = 2...N− l

d〈nN−`+1(t )〉
d t

= pN−`〈nN−`(t )(1−nN(t ))〉−pN−`+1〈nN−`+1(t )〉 ,

d〈ni (t )〉
d t

= pi−1〈ni−1(t )〉−pi 〈ni (t )〉, i = N−`+2...N,

(2.24)

avec p0 le taux d’entrée (ou taux d’initiation qu’on note aussi α), pN le taux de sortie (noté aussi
β), pi les taux de saut et n0(t ) = 1 (réservoir infini). Mais, à cause de l’exclusion des particules,

ni (t )n j (t ) = 0 pour |i − j | < `, ∀i > 0, ∀ j > 0. (2.25)

Par conséquent, le terme d’exclusion à l’entrée est linéarisé :

〈∏̀
j=1

(
1−n j (t )

)〉 = 1− ∑̀
j=1

〈n j (t )〉 (2.26)

et nous pouvons réécrire l’occupation moyenne du site 1 comme

d〈n1(t )〉
d t

= p0

(
1− ∑̀

j=1
〈n j (t )〉

)
−p1〈n1(t )(1−n1+`(t ))〉. (2.27)

De ces équations, nous déduirons les équations en champ moyen du `-TASEP inhomogène
ainsi que les équations d’un modèle similaire qui sera introduit plus loin, le TAEBEP.

4.2.2 Équations de champ moyen

Dans ce paragraphe, on va retrouver l’expression du courant de MACDONALD et al. [1968] avec
une explication adaptée au formalisme choisi ici. On en déduira ensuite les expressions des den-
sités en chaque point pour le cas stationnaire. On peut lire sur la Fig. 2.6 qu’il y a déplacement au
site i si celui-ci est occupé et si le site i +` est libre. Le courant s’écrit donc

J+i (t ) = piρi (t ) fi+`(t ) (2.28)

où fi+`(t ) est la probabilité que le site i +` soit vide sachant que le site i est occupé. Cette proba-
bilité étant difficile à calculer, nous faisons une approximation de champ moyen qui consiste à la
remplacer par une probabilité facile à calculer. On peut suggérer la présence de la particule en i en
considérant que les sites i +1 à i +`−1 doivent être vides. On définit la probabilité conditionnelle
Fi+` que les sites i +1 à i + ` soient vides sachant que les sites i +1 à i + ` sont vides ou que seul
le site i +` est occupé. Pour décrire cette probabilité, on écrit les états des sites i +1 à i +` sous la
forme 00...n avec n égal à 0 ou 1. D’après le théorème de Bayes, on a

Fi+l (t ) = P (00...0 | [00...0∪00...1]) (t ) = P (00...0∩ [00...0∪00...1]) (t )

P (00...0∪00...1)(t )
= P (00...0)(t )

P (00...0∪00...1)(t )
(2.29)

qu’on sait écrire en terme d’occupation moyenne. En effet,

P (00...0)(t ) = 〈∏̀
j=1

(
1−ni+ j (t )

)〉 ,

P (00...0∪00...1)(t ) = 〈∏̀
j=1

(
1−ni+ j (t )

)〉+〈ni+`
`−1∏
j=1

(
1−ni+ j (t )

)〉 ,

(2.30)
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qui devient d’après la propriété (2.25)

P (00...0)(t ) = 1− ∑̀
j=1

〈ni+ j (t )〉 ,

P (00...0∪00...1)(t ) = 1− ∑̀
j=1

〈ni+ j (t )〉+〈ni+`(t )〉 .

(2.31)

En considérant fi+`(t ) = Fi+`(t ) en champ moyen, on obtient donc l’expression du courant

J+i (t ) = piρi (t )
1−∑`

j=1ρi+ j (t )

1−∑`
j=1ρi+ j (t )+ρi+`(t )

(2.32)

Nous en déduisons avec les Eq. (2.24) et (2.27) les expressions de la densité à l’état stationnaire,

J = α
(

1− ∑̀
s=1

ρs

)
, (2.33a)

ρi = J

pi

1−∑`
j=1ρi+ j +ρi+`

1−∑`
j=1ρi+ j

, i = 1,2, ...,N−` (2.33b)

ρi = J

pi
, i = N−`+1,N−`+2, ...,N (2.33c)

où J est le courant stationnaire défini à l’entrée du réseau et pN ≡ β. Ce sont les équations données
aussi par SHAW et al. [2004].

4.3 Diagramme de phases

Les équations de champ moyen ci-dessus ne sont pas explicites. Elles ne suffisent donc pas à
la détermination d’un diagramme de phase. LAKATOS et CHOU [2003] ont proposé une résolution
dans le cas du `-TASEP homogène à l’aide du modèle du gaz de Tonks et d’une approche "champ
moyen amélioré" (" Refined mean-field theory") (Fig. 2.7). Cette approche de champ moyen amé-
liorée a été pensée pour trouver les valeurs explicites de la densité et du courant du modèle `-
TASEP homogène des phases où le courant est limité par les bords, c’est-à-dire les phases de haute
et de basse densité. Dans la phase LD, et pour le cas homogène, la densité peut être considérée
comme constante vers l’entrée du réseau. Il est alors possible d’évaluer cette densité en exprimant
la probabilité que les ` premiers sites soient vident [LAKATOS et CHOU, 2003]. Un raisonnement si-
milaire permet d’obtenir aussi la densité et le courant en fonction des paramètres α, β et `. On
donne les valeurs du courant et de la densité en chaque phase pour un taux de saut p = 1 :

LD : ρbulk = α
1+(`−1)α , J = α(1−α)

1+(`−1)α

HD : ρbulk = 1−β
1+(`−1)β , J = β(1−β)

1+(`−1)β

MC : ρbulk = 1p
`(
p
`+1)

, J = 1
(
p
`+1)2

(2.34)

Sans étonnement, on constate que le courant et la densité ne sont pas fondamentalement chan-
gés, mais modulés à la baisse par la longueur de la particule. Les valeurs de α et β délimitant les
phases sont obtenues en prenant respectivement l’égalité entre les courant en basse densité - cou-
rant maximum, haute densité - courant maximum. Il est intéressant de noter que bien que le dia-
gramme de phase garde une symétrie par rapport à l’axe α= β, la symétrie trou-particule est brisée
pour `> 1. En effet, on doit toujours considérer qu’un trou fait la taille d’un site pour avoir un sys-
tème où la particule étendue se déplace d’un seul site à la fois. Ainsi, quand une particule entre
(sort), ` trous sortent (entrent), ce qui brise la symétrie établie pour le TASEP (2.16).
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FIGURE 2.7 – Diagramme de phases du `-TASEP homogène où ` est la longueur de la particule en nombre
de sites. La seule différence avec le diagramme de phases du TASEP homogène est la valeur seuil pour α et
β qui délimite les 3 phases (HD : haute densité, LD : basse densité, MC : courant maximum).

5 Résultats préliminaires à propos de l’effet de la particule étendue sur
la densité de particules

Dans cette partie, nous décrivons deux résultats que nous avons obtenus concernant l’effet
de la particule étendue sur la densité de particules du `-TASEP homogène. Pour cela, nous uti-
lisons les équations en champ moyen du `-TASEP inhomogène, des simulations Monte Carlo et
nous proposons un modèle simplifié du `-TASEP inhomogène où l’exclusion entre particules n’est
considérée qu’à l’entrée du réseau.

5.1 `-TASEP homogène : effet de bord sur la densité de particules en phase basse den-
sité

Nous définissons la couche limite comme étant la longueur sur laquelle un effet de bord (ou
de taille finie) est ressenti sur la densité de particule. Dans le modèle `-TASEP, la couche limite
peut être très importante dans la phase LD jusqu’à être aussi grande que le réseau comme on peut
le voir sur la Fig. 2.8. Nous voulons savoir quand est ce que nous pouvons négliger l’effet de bord
afin de pouvoir considérer la densité majoritairement constante le long du réseau. Ceci afin de
comparer cette densité caractéristique à celle d’autres modèles. Pour cela, nous allons utiliser les
équations du TASEP champ moyen dans le cas homogène. En considérant la densité constante sur
les premiers sites, le courant du modèle TASEP inhomogène en champ moyen (Eq. (2.33a)) devient
J = α(

1−`ρ), et la densité avant la couche limite (Eq. (2.33b)) devient :

ρ= 1
p
α +`−1

. (2.35)

On peut calculer une estimation de la densité sur les ` derniers sites de la couche limite en utilisant
la densité en champ moyen inhomogène (Eq. (2.33b)) puisque nous connaissons la densité pour
i ≥ N− `. En effet, on calcule d’abord la densité en N− ` qui ne dépend que de densités connues,
puis nous pouvons calculer la densité en N− `−1, puis en N− `−2, et ainsi de suite jusqu’à i =
N−2`−1. En résumé, les densités du `-TASEP homogène, `> 2, en champ moyen et en considérant
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l’effet de bord jusqu’à i = N−2`+1, peuvent s’écrire

ρi = 1
p
α +`−1

, i = 1,2, ...,N−2`

ρi = J

p

1−∑N−`
j=i+1ρ j − [i − (N−2`+1)] J

p

1−∑N−`
j=i+1ρ j − [i − (N−2`)] J

p

, i = N−2`+1, ...,N−`−1

ρN−` =
J

p

1− (`−1) J
p

1− (`−1) J
p − J

β

,

ρi = J

p
, i = N−`+1, ...,N−1

ρN = J

β
,

(2.36)

où J = α

(
1− `

p
α
+`−1

)
. Pour p = 1, on retrouve ainsi le courant et la densité en basse densité de LA-

KATOS et CHOU [2003] (Eq. (2.34)). Sur la Fig. 2.8 on observe un bon accord entre ces équations
et la simulation du TASEP concernant la densité dans le bulk et la fin de la couche limite. Nous
pourrions continuer à calculer la densité sur les sites précédents de la même manière, mais leur
complexité augmenterait et il faudrait alors procéder à des approximations pour pouvoir les ex-
ploiter. Or, nous avons trouvé une manière simple de caractériser la couche limite.

On observe sur la Fig. 2.8 que l’effet de bord évolue par paliers de taille `− 1 traduisant un
embouteillage de particules de taille ` en fin de réseau. Nous appelons derniers palier, le palier le
plus proche de la fin du réseau. On peut considérer que l’effet de bord (et sa couche limite) est
trop important pour être négligé quand son dernier palier est inférieur ou supérieur de 10% à la
densité dans le bulk. La quantité à observer est donc la différence relative absolue entre ρbulk = ρ1

et ρN−1, soit

∆ρbulk−CL =
α

p
. (2.37)

Il est intéressant de constater que cette quantité ne dépend pas de β. Ainsi, la densité au der-
nier site peut être très différente de celle dans le bulk sans que la couche limite ait une longueur
importante. Elle ne dépend pas non plus de ` (`> 1, le terme de la couche limite que nous regar-
dons disparaît pour ` = 1). Nous considérons donc que la couche limite est négligeable lorsque
α
p < 0.1. Nous illustrons cette dépendance exclusive de la longueur de la couche limite en α

p dans
la Fig. 2.8 représentant la densité TASEP homogène obtenue par simulation avec l’algorithme de
Gillespie et celle donnée par les équations de champ moyen (2.36). Sur chaque graphe, une ligne
a été ajoutée pour indiquer la valeur à moins 10% de la densité dans le bulk.

Sur les graphes 2.8a et 2.8b, on vérifie que l’écart entre le dernier palier de l’effet de bord est de
10% quand α

p = 0.1 quelque soit β et donc la densité au dernier site. Sur le graphe 2.8c, on montre
que les amplitudes de l’effet de bord et de sa couche limite peuvent être très importants bien que
la densité au dernier site soit égale à la densité dans le bulk. Avec les graphes 2.8d, 2.8d et 2.8e
entre lesquels seule la taille de la particule change, on voit que la taille des paliers est toujours
égale à `−1. Cependant, on observe que la densité semble toujours évoluer sur toute la longueur
du réseau, ce qui suggère que la taille de la couche limite ne dépend pas non plus de `. On vérifie
de plus que le dernier palier est 30% en dessous de la valeur de la densité dans le bulk comme
prédit par l’Eq. (2.37).
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d) α= 0.3, β= 0.5, p = 1, l = 5
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e) α= 0.3, β= 0.5, p = 1, l = 3
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FIGURE 2.8 – Comparaison entre le `-TASEP homogène en simulation Monte Carlo par l’algorithme de
Gillespie (108 itérations) et les équations de champ moyen (Eq. (2.36)). La ligne verte indique la valeur de
la densité du bulk prédite par les équations de champ moyen abaissée de 10%. On en déduit que l’effet de
bord est bien prédit par l’expression de la densité en champ moyen et on vérifie que la différence relative
absolue entre ρbulk = ρ1 et le dernier palier de l’effet de bord est bien ∆ρbulk−CL = α

p . L’effet de bord est
calculé et représenté ici qu’à partir de i = N−2`+1, ce qui explique l’écart entre la densité obtenue par la
simulation et celle obtenue en champ moyen lorsque la couche limite est importante par rapport à la taille
du réseau. Nous voyons aussi que la couche limite peut être très importante dans la phase basse densité,
jusqu’à être aussi grande que le réseau. On remarque que la hauteur et la longueur de l’effet de bord varient
indépendamment de β.
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5.2 `-TAEBEP

α βpi

l

pipi pi

FIGURE 2.9 – Schéma `-TAEBEP pour ` = 5 sites. Comme dans le modèle `-TASEP, les taux de saut pi

peuvent être différents pour chaque site i = 1....N, α est le taux d’entrée et β ≡ pN le taux de sortie, les
particules entrent directement dans le réseau en attachant leur centre sur le premier site et quittent direc-
tement le réseau lorsque leur centre est sur le dernier site. Mais elles peuvent se recouvrir l’une l’autre sauf
sur les 3 premiers sites (ce qui est généralisé par `+1

2 si ` est un nombre impair).

Nous supposons que l’exclusion entre particules étendues à l’entrée a un impact plus impor-
tant sur la cinétique du système que l’exclusion sur le reste du réseau. Pour étudier cette hypo-
thèse, nous considérons maintenant qu’il n’y a pas d’exclusion à part à l’entrée. Le système n’est
pas un simple processus d’exclusion, nous ne l’appelons donc plus un TASEP. Un nom approprié
peut être TAEBEP pour Totally Asymmetric Entrance Boundary Exclusion Process et plus précisé-
ment `-TAEBEP pour mentionner la particule étendue. L’inhomogénéité des taux de saut le long
du réseau est également considérée.

Nous déduisons les équations de variation de l’occupation moyenne du `-TAEBEP de celles du
`-TASEP inhomogène (Eq. (2.24) et (2.27)) en supprimant les termes d’exclusion sauf pour l’entrée,
ce qui conduit à

d〈n1(t )〉
d t

= α
(

1− ∑̀
j=1

〈n j (t )〉
)
−p1〈n1(t )〉 ,

d〈ni (t )〉
d t

= pi−1〈ni−1(t )〉−pi 〈ni (t )〉, i = 2...N.

(2.38)

C’est un système linéaire en 〈ni (t )〉 = ρi (t ), i = 1...N, la densité de particule. Par conséquent, nous
n’avons pas besoin de faire une approximation de champ moyen pour avoir des équations linéaires
sur la densité des particules lorsque l’exclusion est négligée sauf à l’entrée.

Nous déduisons des Eq.(2.38) le courant et la densité à l’état stationnaire :

J = α
(

1− ∑̀
j=1

ρ j

)
= α

1+α∑`
j=1

1
p j

,

ρi = J

pi
, i = 1...N.

(2.39)

Nous montrons en Fig. 2.10 que l’expression sur la densité correspond effectivement exactement
à la densité trouvée avec la simulation Monte Carlo en Gillespie du modèle `-TAEBEP.
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FIGURE 2.10 – Comparaison des profils de densités TAEBEP obtenus en simulation Monte Carlo et en for-
mulation analytique exacte. Les séquences de pi sont obtenus par tirage aléatoire selon une distribution
uniforme.

5.3 Comparaison des modèles `-TASEP et `-TAEBEP homogènes pour étudier l’influence
de la particule étendue

Nous supposons que, en phase basse densité, l’exclusion à l’entrée doit avoir un impact plus
important sur la densité et le courant de particules que l’exclusion sur le reste du réseau. Ceci à
cause du fait que les ` premiers sites doivent être libres pour permettre à une nouvelle particule
d’entrer, alors qu’un seul site devant la particule doit être libre pour que celle-ci puisse avancer.
Cet effet doit être d’autant plus important que ` est grand. Pour vérifier cela, nous avons tracé la
densité moyennée sur le réseau pour trois modèles différents : le modèle `-TASEP, le modèle `-
TAEBEP et le modèle sans aucune exclusion, pour le cas homogène (Fig.2.11). Utiliser la densité
moyennée sur le réseau permet de négliger les fluctuations locales. Nous limitons par conséquent
cette étude aux cas où l’effet de bord peut être négligé, c’est-à-dire quand α

p 6 0.1 d’après ce que
nous avons démontré à la section précédente.

Nous voyons que dans le cas où ` = 1, la densité `-TASEP est plus proche de la densité du
modèle sans exclusion que de la densité `-TAEBEP. L’exclusion dans le bulk doit donc avoir un
effet opposé à l’exclusion à l’entrée, de manière à ce que les effets des deux exclusions s’annulent.
L’exclusion à l’entrée entraîne une diminution de la densité moyenne, ce qui n’est pas étonnant.
Mais, l’exclusion dans le bulk engendre une gêne dans le mouvement des particules, ce qui les fait
rester plus longtemps sur le réseau. La densité moyenne augmente. Ceci explique aussi pourquoi
la densité `-TASEP est toujours supérieure ou égale à la densité `-TAEBEP, quel que soit `. Nous
voyons ensuite, que dès que la particule est plus grande que son pas d’avancement, la densité `-
TASEP est plus proche de la densité `-TAEBEP que de celle du modèle sans exclusion. L’impact de
l’exclusion à l’entrée sur la densité moyenne est donc plus important que celui de l’exclusion dans
le bulk. De plus, nous voyons que la différence entre la densité `-TASEP et la densité `-TAEBEP est
toujours inférieure à 10%, elle peut donc être considérée comme négligeable. Nous concluons que
le modèle 9-TAEBEP est une bonne approximation du modèle 9-TASEP homogène.

Nous pouvons comparer les équations `-TASEP et `-TAEBEP dans le bulk afin de voir plus
précisément comment varie la différence entre les 2 densités. Dans le cas homogène, la densité
du modèle `-TAEBEP devient constante sur tout le réseau puisqu’elle ne varie qu’avec les pi (Eq.
(2.39)). On obtient

ρ= 1
p
α +` . (2.40)

Mais, si on considère le taux de sortie β différent de p, la densité aura une valeur différente au
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FIGURE 2.11 – Comparaison des densités moyennées sur le réseau pour différentes valeurs de α et ` avec
p = 1, L = 100. Temps de simulation = 106,d t = 50, t0 = 100. On voit que l’erreur du TAEBEP sur le TASEP
reste à moins de 10%.

dernier site. On obtient

ρ= p

β

1
p
α +` . (2.41)

Pour les sites précédents la couche limite, l’erreur relative du `-TAEBEP sur le `-TASEP en
champ moyen (TASEP-CM) est donc facile à calculer :

∆ρ= |ρTASEP-CM −ρTAEBEP|
ρTASEP-CM

= 1
p
α +` . (2.42)

On fera donc une erreur de plus de 10% sur ces sites quand p
α +`< 10. Ce qui est cohérent avec la

Fig. 2.11 puisqu’on a au minimum p
α +`= 11 et que l’erreur est toujours inférieure à 10%.
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Pour savoir si c’est une bonne approximation du `-TASEP pour modéliser le transport des ri-
bosomes sur l’ARN messager, il faudra aussi étudier l’effet de l’inhomogénéité des taux de saut.
Ce résultat est cependant cohérent avec les mesures faites en biologie qui montrent qu’une stra-
tégie de "rampe d’accélération" où la vitesse du ribosome augmente sur les premiers codons des
ARNm semble exister [MCKINNON et al., 2021; TULLER et al., 2010; VERMA et al., 2019] afin d’éviter
les collisions entre ribosomes à l’initiation et de favoriser le recrutement de nouveau ribosomes
[SZAVITS-NOSSAN et CIANDRINI, 2020]. Cette stratégie mise en place seulement à l’entrée de la sé-
quence suggère que l’exclusion entre les ribosomes à l’entrée a un effet important sur la cinétique
de traduction.

6 Simulations Monte Carlo

6.1 Algorithme de Gillespie

Les simulations des différents modèles stochastiques ont été programmées à l’aide de l’algo-
rithme de Gillespie. Cet algorithme a été inventé par GILLESPIE [1976] pour simuler de manière
exacte l’évolution du nombre de molécules identiques d’un ensemble de molécules pouvant ré-
agir. On note~X(t ) le vecteur qui contient le nombre Xi (t ) de molécules i au temps t sachant que
le système était à l’état~X(t0)=~x0 à l’instant initial t0. L’évolution du système stochastique à chaque
instant dépend de deux variables aléatoires. Le temps d’attente jusqu’à la prochaine réaction τ, et
la nature de la réaction j . On s’intéresse donc à la fonction [GILLESPIE, 2007]

p(τ, j |~x, t ) ≡ probabilité que la prochaine réaction ait lieu dans l’intervalle de temps

infinitésimal [t +τ, t +τ+dτ[, et soit une réaction R j ,

sachant que~X(t ) =~x.

(2.43)

Étant donné les taux de réaction a j (~x) définis par

a j (~x)d t ≡ probabilité qu’une réaction R j

ait lieu dans l’intervalle de temps [t , t +d t [, sachant que~X(t ) =~x,
(2.44)

on peut montrer que [GILLESPIE, 1977]

p(τ, j |~x, t ) = a j (~x)e−a0(~x)τ (2.45)

où

a0(~x) ≡
M∑

k=1
ak (~x), (2.46)

et M le nombre de réactions possibles. Par inversion de la probabilité (2.45), on montre qu’en tirant
deux nombres (r1,r2) d’une distribution uniforme sur l’intervalle unité, on obtient des valeurs
pour les deux variables aléatoires par GILLESPIE [1976]

τ(r1) = 1

a0(~x)
ln

(
1

r1

)
,

j = le plus petit entier satisfaisant
j∑

k=1
ak (~x) > r2a0(~x).

(2.47)

L’algorithme permettant de calculer la trajectoire du système en termes de réaction et de popula-
tion est donc

1. Initialisation du système (~x0, t0).

2. Calculer la somme a0(~x).

3. Tirer (r1,r2) sur ]0;1] uniforme pour générer les valeurs de τ(r1) et j avec les équations (2.47).

4. Effectuer la réaction sélectionnée.

5. Enregistrer (~x, t ) et recommencer à l’étape 2 ou arrêter la simulation.
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6.2 Simulation du TASEP à l’état stationnaire

Dans le cas du TASEP et des autres modèles de transport, on veut connaître la densité de par-
ticule en chaque site. Ce qu’on appelle "densité" ici est la moyenne d’occupation sur les configu-
rations enregistrées, qu’on peut écrire

ρi = 1

NE

NE∑
e=1

n(e)
i (2.48)

où NE est le nombre d’enregistrements et n(e)
i , égal à 0 ou 1, est l’occupation du site i à l’enre-

gistrement e. En vertu du principe d’ergodicité, et s’intéressant au système à l’état stationnaire,
on fait évoluer un seul système jusqu’à l’état stationnaire, puis on effectue un enregistrement à
chaque pas de temps ∆t . On gagne ainsi un temps de simulation considérable puisqu’on effectue
une seule simulation pour obtenir une moyenne statistique sur un grand nombre de réseaux. On
peut donc écrire l’Eq. (2.48) comme

ρi = 1

NE

NE−1∑
e=0

ni (tm +e∆t ) (2.49)

où ni est fonction de e, ∆t , et tm . tm est le temps, supérieur au temps nécessaire pour atteindre
l’état stationnaire, auquel on commence les mesures. Le pas de temps doit être assez élevé pour
que deux configurations successives soient considérées comme décorrélées. Pour le respecter, il
faut modifier légèrement l’algorithme de Gillespie. En effet, puisque le temps du système saute de
τ(r1) à chaque itération, il faut savoir si le pas de temps ∆t va être dépassé au prochain change-
ment d’état pour savoir s’il faut enregistrer la configuration actuelle. L’algorithme devient donc

1. Initialisation du système (~x0, t0).

2. Calculer la somme a0(~x).

3. Tirer (r1,r2) sur ]0;1] uniforme pour générer les valeurs de τ(r1) et j avec les équations (2.47).

4. Calculer le temps t .

5. Si t > tm , enregistrer la configuration k fois avec k le plus grand entier tel que τ(r1)> k∆t .

6. Effectuer l’événement sélectionné et recommencer à l’étape 2 ou arrêter la simulation.

Effectuer les enregistrements en respectant le pas de temps fixé ∆t est particulièrement impor-
tant quand les taux cinétiques sont faibles, puisque plus les taux sont faibles, plus le temps réel
s’éloigne du "temps Gillespie" qui correspond à un changement d’état à chaque itération ou pas
de "temps Gillespie".

7 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons décrit le modèle paradigmatique des transports unidirection-
nels à une dimension avec bords ouverts afin de discuter son extension au modèle `-TASEP in-
homogène qu’on peut considérer comme le modèle paradigmatique de la traduction génétique.
Nous avons décrit la résolution exacte du TASEP qui a été très utile pour caractériser de manière
complète le système, mais dont le temps de calcul de la matrice de Markov augmente exponen-
tiellement avec la taille du système, ce qui empêche le calcul pour des réseaux correspondant à
la plupart des ARNm qui ont une taille typique de l’ordre de quelques centaines de codons. Nous
avons ensuite montré que la résolution en champ moyen, considérablement plus simple et rapide
que la résolution exacte, donne de très bonnes prédictions de la densité et du courant de parti-
cules. De plus, cette approche est aussi effective pour le `-TASEP inhomogène contrairement à
l’approche Markovienne exacte. En conclusion de l’étude de ces deux modèles, il est intéressant
de remarquer que la cinétique du TASEP est contrôlée par les bords du réseau avec une symétrie
trou particule, mais que la particule étendue va briser la symétrie et abaisser la limite entre la basse
et la haute densité et le courant maximum.
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Nous avons montré que l’effet de bords en `-TASEP basse densité est beaucoup plus impor-
tant que pour le modèle TASEP simple, et que son amplitude dépend seulement du ratio entre le
taux d’initiation et la taux de saut α

p . Il serait intéressant de continuer l’étude de cet effet par la
caractérisation de sa couche limite, qui semble aussi peu dépendante du taux de terminaison β et
de la taille de la particule ` d’après nos simulations, contrairement à la variation de son amplitude
le long du réseau.

Grâce à l’introduction d’une nouvelle variante du modèle dans laquelle l’exclusion entre parti-
cules existe seulement à l’entrée du réseau, le `-TAEBEP, et à l’étude de l’effet de bords en `-TASEP
basse densité, nous avons montré l’importance de l’exclusion à l’entrée dans le cas homogène.
Ici, le modèle `-TASEP homogène est bien approximé par le modèle `-TAEBEP quand p

α + ` > 10
et α ≤ 0.1. La limite α ≤ 0.1 peut cependant être négligée pour les très grands réseaux où les ef-
fets deviennent négligeables pour des réseaux de plusieurs milliers de codons. On comprend alors
qu’une stratégie de "rampe d’accélération" où la vitesse du ribosome augmente sur les premiers
codons des ARNm ait été développée par les cellules afin d’éviter les collisions entre ribosomes
à l’initiation et de favoriser le recrutement de nouveaux ribosomes. Un grand nombre de ribo-
somes sur l’ARNm pourrait néanmoins générer de l’encombrement ce qui engendrerait des colli-
sions entre ribosomes sur les codons de la séquence où la vitesse diminue. L’étape suivante sera
d’étudier la variation de l’exclusion à l’entrée lorsque les taux de saut sont inhomogènes avec la
considération d’un modèle `-TAEBEP inhomogène. En conclusion, nous pouvons dire que nous
avons introduit une variante simplifiée du `-TASEP qui à permis de contribuer à la caractérisation
de l’effet de l’exclusion d’une particule étendue sur la densité de particules.
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1 Introduction

Depuis environ une décennie, la technique de séquençage haut débit, Ribo-Seq (ou ribosome
profiling), a révolutionné l’étude de la traduction génétique. Cette technique, décrite au premier
chapitre de cette thèse, permet de compter les ribosomes présents sur chaque codon des ARN
messagers à un instant donné. Nous appelons "système de traduction" l’ARNm et les ribosomes le
traduisant, modélisés le plus souvent par le système `-TASEP inhomogène que nous avons décrit
dans le chapitre précédent. Pour ce modèle est étudié la densité seulement à l’état stationnaire
et pourrait donc ne pas correspondre aux profils Ribo-Seq. Dans ce chapitre, nous allons adapter
la modélisation de la traduction aux systèmes mesurés par cette expérience. Nous pensons que
considérer les temps de vie finis des ARNm conduit à un système ayant des propriétés intéres-
santes encore très peu étudiées. En particulier, la mesure s’effectuant à un instant donné sur de
nombreux ARNm qui ne sont pas traduits de manière synchronisée, il est important de considérer
que chaque système de traduction n’est pas à l’état stationnaire à un instant donné. Les ARNm
fraîchement nés seront en phase de remplissage de ribosome que nous appellerons régime tran-
sitoire. Pour cela, nous allons considérer la durée de vie des ARNm. La non-synchronisation des
traductions sera assurée par des naissances réparties dans le temps selon une loi exponentielle.

Dans ce chapitre, nous allons modéliser les résultats de l’expérience Ribo-Seq effectuée sur
deux populations différentes. La première est la population habituelle, c’est-à-dire tous les ARN
messagers de millions de cellules. Nous l’appellerons la population des "polysomes". Dans la se-
conde, les ARNm sont séparés suivant le nombre k de ribosomes qui sont en train de les traduire.
Nous l’appellerons la population des k-somes. Nous allons montrer dans une première approche
qu’on peut simplement intégrer la description Markovienne sur un ensemble d’ARNm à durée
de vie finie. Puis, nous développerons un modèle dit balistique en raison de la non stochasticité
du mouvement du ribosome et de sa modélisation par une particule ponctuelle. Cette simplifica-
tion nous permettra de caractériser l’effet de temps de vie fini sur les profils de densité k-some
et polysome ainsi que sur la distribution des différentes populations k-some. Nous allons définir
différents régimes de dégradation et situer celui du vivant en discutant des valeurs biologiques
présentes dans la littérature pour les paramètres d’intérêts. Enfin, nous synthétiserons nos résul-
tats dans un diagramme de phase.

Une comparaison de ce modèle avec les données Ribo-Seq obtenues par nos collaborateurs
biologistes et bioinformaticiens du consortium GEM à Montpellier pour les polysomes et les k-
somes sera faite au chapitre suivant et motivera la proposition d’une nouvelle stratégie de mesure
des paramètres cinétiques de la traduction grâce à ces expériences.

2 Séparation par nombre de ribosomes

Des discussions avec les biologistes de l’IGF et les bioinformaticiens du LIRMM, une nou-
velle expérience sur les ARNm a émergée. Lors de ces discussions, nous avons souligné le manque
de données par rapport au nombre d’inconnus. Typiquement, on veut déterminer la vitesse sur
chaque codon et pour cela, nous écrivons la densité de ribosome en chaque codon. Mais nous
n’avons pas réellement accès à la densité. Le nombre d’ARNm mesurés ne peut pas être extrait
et nous ne pouvons donc pas normaliser les profils de footprint de ribosomes. Une normalisa-
tion arbitraire peut-être faite permettant ainsi de mesurer des rapports de vitesses du ribosome
sur chaque codon d’un même gène. Mais, comme nous le démontrerons, les vitesses propres à
chaque codon ne pourront pas être déterminées.

De leur côté, les biologistes avaient le désir d’observer les vitesses de ribosomes selon le nombre
de ribosomes qui traduisent simultanément un ARNm. Ils ont donc eu l’idée de séparer les poly-
somes avant la mesure Ribo-Seq. Pour cela, ils plongent les polysomes dans un gradient de sucrose
dans lequel les polysomes vont se ranger par ordre croissant (Fig. 3.1), puis ils extraient les frac-
tions de monosome, disome, trisome et tétrasome à l’aide d’une mesure d’absorbance (Fig.3.2).
On peut ensuite faire un séquençage Ribo-Seq sur chaque fraction.
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Nous avons pensé qu’il serait très intéressant d’étudier ces systèmes, qui n’ont pas été modé-
lisés ni étudiés d’un point de vue biophysique. C’est en effet l’objet de ce chapitre et du suivant,
et plusieurs perspectives de travaux de recherches pourraient en découler. Nous allons montrer
notamment, et pour la première fois, que les densités de ribosomes pour ces populations sont
particulièrement sensibles à la durée de vie des ARNm.

FIGURE 3.1 – Schéma de la séparation des polysomes et monosomes par gradient de sucrose.

FIGURE 3.2 – Exemple de mesure d’absorbance du gradient de sucrose contenant les polysomes et mono-
somes. Les intervalles bleus indiquent les fractions de monosomes, disomes, trisomes et tétrasomes qui
vont être extraites afin d’être séquencées par Ribo-Seq.

3 Distribution des âges des ARNm

Nous appelons "soupe" l’ensemble des brins d’ARNm présents dans l’échantillon au moment
tob où ils sont immobilisés pour être observés par la méthode Ribo-Seq. Nous considérons tous les
brins d’ARNm d’un même gène de longueur L. En raison des processus de dégradation, la durée
de vie de l’ARNm θ est une variable aléatoire régie par une fonction de densité de probabilité
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(PDF), Φθ(θ). En supposant en outre que le volume des ARNm est plus ou moins constant dans
le temps (stationnarité du processus de "renouvellement" des ARNm dans le cytosol), on peut
montrer [COX, 1970] que la distribution statistique des âges des ARNm au temps tob a une PDF,
ΦA(a), donnée par

ΦA(a) = 1

〈θ〉
∫ ∞

a
Φθ(θ)dθ (3.1)

où le temps de vie moyen d’un ARNm 〈θ〉 est défini par

〈θ〉 =
∫ ∞

0
θΦθ(θ)dθ . (3.2)

La distribution des temps de vie des ARNm à la forme

Φθ(θ) =ωe−ωθ , θ≥ 0, (3.3)

avec un temps de vie moyen 〈θ〉 = ω−1. La distribution de l’âge de l’ARNm est donc également
exponentielle et peut s’écrire comme

ΦA(a) =ωe−ωa , a ≥ 0. (3.4)

Nous montrons sur la Fig. 3.3 qu’une telle distribution est cohérente avec les temps de demi-
vies des ARNm mesurés chez la souris par SHAROVA et al. [2009]. Nous considérerons dans notre
modèle que les ARNm sont traduits durant tout leur temps de vie.

(a)

(b)

FIGURE 3.3 – (a) Distribution des temps de demi-vies des ARNm de souris obtenue par SHAROVA et al. [2009]
sur tous les gènes. La médiane est de 7h. La dernière barre de l’histogramme doit contenir tous les temps
de demi-vies supérieurs à 24h. (b) Distribution des demi-vies τ obtenues par la distribution exponentielle
des temps de vie 3.3 en injectant ω = ln(2)/τ. Somme Φθ(3)+Φθ(6)+Φθ(10)+Φθ(12)+Φθ(15) de manière
à considérer plusieurs gènes avec une médiane des temps de vie de 10h correspondant à la médiane des
temps de demi-vie de 7h (θ= τ/ln(2)).
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4 Traduction modélisée par TASEP inhomogène

Nous allons montrer dans cette section qu’on peut facilement intégrer la description Marko-
vienne du modèle TASEP inhomogène sur la distribution des âges. Comme nous l’avons mon-
tré dans le chapitre 2 (Fig. 2.3), le temps de calcul augmente exponentiellement, ce qui permet-
tra d’utiliser cette approche pour étudier seulement des petits systèmes, comme des ARNm de
quelques codons.

4.1 Profil de densité polysome

Nous appelons "polysome" la population de tous les ARNm quel que soit le nombre de ri-
bosomes en train de les traduire, à discerner des k-somes qui désignent les ARNm sur lesquels
se trouve exactement k ribosomes. Nous allons simplement intégrer l’équation de la résolution
exacte sur l’ensemble des âges. On a donc

ρi =
∫ ∞

0
ΦA(a)ρi (a)d a =ω

∫ ∞

0
e−ωaρi (a)d a =ωρ̂i (ω) (3.5)

où le symbole ̂ représente la transformée de Laplace. Dans la description Markovienne, la densité
s’écrit donc d’après l’Eq. (2.6)

ρi =ω
∑

{C |ni=1}
P̂C (ω) . (3.6)

où PC est la probabilité que le réseau ait la configuration C et {C j |ni = 1} l’ensemble des confi-
gurations des états j où le site i est occupé. En prenant la transformée Laplace de l’équation maî-
tresse (2.1) avec un réseau initialement vide, on obtient

(ω1−M)|P̂(ω)〉 = |P(0)〉. (3.7)

où 1 est la matrice identité. Une fois résolu, ce système algébrique fournit les quantités nécessaires
pour calculer la densité polysome (voir Eq. (3.6)) mesurée dans les expériences Ribo-Seq. Il n’est
donc pas nécessaire de résoudre l’équation de Markov elle-même, à savoir de calculer le spectre
de la matrice de Markov.

4.2 Profil de densité k-some

Il est également possible de calculer la densité moyenne le long de k-somes. Rappelons que les
k-somes sont des ARNm sur lesquels se trouve exactement k ribosomes. La densité de ribosome
au codon i d’un k-some à l’âge a, ρk (i |a), est obtenue en sélectionnant les configurations à k
ribosomes, c’est-à-dire les configurations obéissant à la contrainte

∑L
j=1 n j = k. On a donc

ρk (i |a) = 1

P(k|a)

∑
{C |ni=1}

PC (a)δ∑L
j=1 n j ,k , (3.8)

où P(k|a) est la probabilité qu’un ARNm soit un k-some à l’âge a, et s’écrit

P(k|a) = ∑
{C }

PC (a)δ∑L
j=1 n j ,k . (3.9)

On vérifie que la densité (3.8) est correctement normalisée quelque soit a, c’est à dire que

L∑
i=1

ρk (i |a) = k ∀a . (3.10)

Pour calculer la densité moyennée sur les âges, nous devons d’abord calculer la densité de pro-
babilité p(a|k) qu’un ARNm ait un âge a sachant qu’il est un k-some. En utilisant le théorème de
Bayes, nous obtenons la distribution des âges des k-somes dans la soupe comme suit

p(a|k) = ΦA(a)P(k|a)

Pk
. (3.11)

51



CHAPITRE 3. MODÉLISATION D’UN ENSEMBLE D’ARN MESSAGERS À TEMPS DE VIE FINIS

où la probabilité P(k|a) qu’un ANRm soit un k-some à l’âge a est donnée par (3.9) et sa moyenne
sur les âges par

Pk =
∫ ∞

0
ΦA(a)P(k|a)d a =ωP̂(k|ω) . (3.12)

Le profil de densité moyenne d’un k-some indépendamment de son âge, défini par

ρk (i ) =
∫ ∞

0
p(a|k)ρk (i |a)d a , (3.13)

est donc donnée par (voir Eq. (3.8), (3.11) and (3.12))

ρk (i ) = 1

P̂(k|ω)

∑
{C |ni=1}

ni P̂C (ω)δ∑L
j=1 n j ,k . (3.14)

Cette formule, dont on peut facilement vérifier la normalisation à k, est exacte. Elle ne contient
que les transformées de Laplace de certaines composantes du vecteur de probabilité P(t ) qui sont
des solutions du système algébrique (3.7). Par conséquent, en résolvant ce système, on connaît le
profil exact de la densité des k-somes dans les expériences RiboSeq. Cette formule est intéressante
pour vérifier des résultats sur de petits réseaux seulement, car le temps de calcul est beaucoup
trop long pour des réseaux correspondant à la longueur des ARN messagers puisqu’il augmente
exponentiellement avec la longueur du réseau L (cf Fig. 2.3).

4.3 Exemple d’un ARNm à 2 codons

4.3.1 Solution du système (3.7)

Afin de faciliter la compréhension de la démarche calculatoire, illustrons ces calculs sur l’exemple
spécifique d’un ARNm à 2 codons. En appelant p le taux de saut entre les codons 1 et 2, la matrice
de Markov M (2.11) se lit comme suit

M =


−α β 0 0
0 −(α+β) p 0
α 0 −p β

0 α 0 −β

 . (3.15)

Le vecteur probabilité et sa transformée de Laplace sont

|P(a)〉 =


P00(a)
P01(a)
P10(a)
P11(a)

 and |P̂(ω)〉 =


P̂00(ω)
P̂01(ω)
P̂10(ω)
P̂11(ω)

 . (3.16)

Comme l’ARNm est initialement vide, toutes les probabilités sont nulles sauf P00(0) :

|P(0)〉 =


1
0
0
0

 . (3.17)

Résolvons maintenant le système (3.7) pour |P̂(ω)〉, ce qui mène a

P̂00(ω) = (α+β+ω)(p +ω)(β+ω)−αpβ

|ω1−M| , (3.18)

P̂01(ω) = αp(β+ω)

|ω1−M| , (3.19)

P̂10(ω) = α(β+ω)(α+β+ω)

|ω1−M| , (3.20)

P̂11(ω) = α2p

|ω1−M| , (3.21)
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où |ω1−M| est le déterminant de (ω1−M), c’est-à-dire la somme des numérateurs de (3.18-3.21)
multipliés par 1 ω qui peut être écrit sous la forme

|ω1−M| =ω[
αp(α+ω)+ (α+β+ω)(p +ω+α)(β+ω)

]
. (3.22)

4.3.2 Profil de densité polysome

Selon (3.6), nous pouvons calculer le profil de densité des polysomes en sélectionnant les
configurations ayant un ribosome sur un codon spécifique. On obtient ,

ρ1 =ω(P̂10 + P̂11) et ρ2 =ω(P̂01 + P̂11) (3.23)

soit

ρ1 =
α

(
αp + (α+β+ω)(β+ω)

)
αp(α+ω)+ (α+β+ω)(p +ω+α)(β+ω)

(3.24)

et

ρ2 = αp(α+β+ω)

αp(α+ω)+ (α+β+ω)(p +ω+α)(β+ω)
(3.25)

Notons que lorsque la durée de vie moyenne d’un ARNm devient très grande (c’est-à-dire quand
ω→ 0) les expressions ci-dessus deviennent

ρ1 →
α

(
αp + (α+β)β

)
α2p +β(α+β)(p +α)

(3.26)

et

ρ2 → αp(α+β)

α2p +β(α+β)(p +α)
(3.27)

qui sont précisément les densités de ribosomes obtenues pour un ARNm dans son régime station-
naire (cf Eq. (2.10) du chapitre précédent). Ceci est bien sûr vrai pour tout nombre de codons dans
la mesure où le comportement de la transformée de Laplace d’une fonction pour ω→ 0 fournit
son asymptote à long terme (t →∞), c’est-à-dire ici l’état stationnaire du processus de Markov.

4.3.3 Profils de densités k-somes

Pour un ARNm à deux codons, ce dernier est soit vide (configuration 00), soit rempli d’un
ribosome (configurations 01 et 10), soit complètement rempli de 2 ribosomes (configuration 11).
Il est donc facile de calculer le profil de densité de k-somes pour les monosomes et les disomes.
D’après l’Eq. 3.14, nous avons pour les monosomes

ρ1(1) = P̂10

P̂10 + P̂01
= α+β+ω
α+β+ω+p

(3.28)

et

ρ1(2) = P̂01

P̂10 + P̂01
= p

α+β+ω+p
. (3.29)

Notons que les densités de monosomes s’additionnent correctement à 1 ribosome et que, pour
ω→ 0, elles convergent vers leur valeur stationnaire. Pour le disome, évidemment

ρ2(1) = P̂11

P̂11
= 1 = ρ2(2). (3.30)

Le profil de densité est donc uniforme et s’additionne à 2 ribosomes, comme prévu. Le fait que
le profil de densité soit uniforme est évidemment vrai pour toute configuration complètement
remplie, quels que soient le nombre de codons et l’espérance de vie de l’ARNm.

1. Sachant que le vecteur de probabilité est normalisé à l’unité (la somme de toutes ses composantes est 1), la
normalisation de sa transformée de Laplace est ω−1.
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5 Modèle de transport balistique

Comme SINGH [1969] et NAGAR et al. [2011] nous avons choisi un mouvement balistique des
ribosomes ainsi qu’un taux de dégradation exponentiel pour pouvoir donner une description
simple des effets du temps de vie des ARNm sur les mesures Ribo-Seq.

5.1 Le modèle

α p(x)
ω

p(L) = β

FIGURE 3.4 – Schéma du modèle de transport balistique incluant la dégradation. L’ARNm est représenté par
la courbe rouge et est de longueur L. Les ribosomes sont des particules ponctuelles se déplaçant sur l’ARNm
avec un taux p(x) dans une seule direction. Ils sont néanmoins représentés par leur deux sous-unités qui
se lient à l’entrée de l’ARNm pour initier la traduction avec un taux α et se détachent à la sortie avec le taux
p(L) = β. L’ARNm peut se dégrader selon une loi exponentielle de paramètre ω.

Une fois recruté par un brin d’ARNm, un ribosome est supposé avoir une trajectoire détermi-
niste et avancer avec une vitesse spécifique au codon. Dans un cadre continu, nous appelons x
la coordonnée le long de l’ARNm et p(x) la vitesse du ribosome au point x. La position x(a) d’un
ribosome entrant dans un brin d’ARNm à a = 0 est donc donnée par ẋ(a) = p(x(a)), et∫ x(a)

0

d x

p(x)
= a . (3.31)

Nous appelons T (L) le temps que met le ribosome pour traverser tout l’ARNm. On a,

T (L) =
∫ L

0

d x

p(x)
. (3.32)

Ensuite, nous supposons que les ribosomes sont recrutés par l’ARNm à des moments aléa-
toires avec des temps entre chaque entrée distribués de façon exponentielle. Par conséquent, le
i -ème ribosome entre sur un ARNm né à tb au temps

ti = tb +
i∑

j=1
Ti , (3.33)

où la variable aléatoire indépendante et identiquement distribuée Ti est gouvernée par la densité
de probabilité q(T) = αexp(−αT), T ≥ 0.
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5.2 Probabilité qu’un ARNm né à tb soit un k-some à tob

Les ribosomes entrent dans un ARNm né à tb aux dates ti = tb+
∑i

j=1 Ti . Il y a deux possibilités.
Si le temps d’observation tob est inférieur à T (L), les ribosomes se trouvant sur l’ARNm à tob sont
ceux qui sont entrés aux temps ti ∈ [tb , tob]. Mais, si le temps d’observation tob est plus grand que
le temps nécessaire pour qu’un ribosome traverse la totalité de l’ARNm, T (L), les ribosomes qui
se trouvent sur l’ARNm à tob sont ceux qui sont entrés aux temps ti ∈ [tob −T (L), tob]. En effet,
ceux qui sont entrés avant tob −T (L) sont déjà sortis de l’ARNm. La Fig. 3.5 illustre ce processus.

t

x

FIGURE 3.5 – Diagramme spatio-temporel illustrant les trajectoires des ribosomes entrant à des moments
aléatoires sur un brin d’ARNm né à tb = 0 et de longueur L = 10 (unités arbitraires). Au temps d’observation
tob = 15, la ligne rouge horizontale épaisse représente l’ARNm. Les disques bleus précisent l’emplacement
des ribosomes dans l’ARNm à tob = 15. Les ribosomes qui sont entrés sur l’ARNm dans l’intervalle de temps
désigné par la ligne épaisse vert olive sur l’axe des ordonnées, c’est-à-dire entre tob −T (L) et tob , seront
visible sur l’ARNm à tob .

Ce diagramme spatio-temporel montre un brin d’ARNm né à tb = 0 et de longueur L = 10 (unités
arbitraires) sur l’axe x et des ribosomes entrant dans cet ARNm à des moments aléatoires ti (axe
t ). La bande vert olive sur l’axe a représente la fenêtre temporelle [tob −T (L), tob] pour tob = 15.
La dynamique de ribosome choisie est telle que le temps nécessaire pour traverser l’ARNm en-
tier est T (L = 10) ' 9.73. Les trajectoires des ribosomes sont représentées par des courbes pleines
colorées. Les ribosomes situés sur l’ARNm à t = tob sont ceux dont les trajectoires intersectent la
ligne rouge horizontale épaisse qui matérialise l’ARNm. Ils sont représentés par des disques bleus.
Leurs positions sont données par xi = x(tob−ti ). Lorsque tob−tb est inférieur à T (L) tous les ribo-
somes qui ont pénétré dans l’ARNm entre tb et tob y sont encore. Cette situation est représentée
sur la Fig. 3.6.

Étant donné que les temps d’interarrivée Ti sont distribués de manière exponentielle, le nombre
d’arrivées ti compris dans la fenêtre temporelle suit une loi de Poisson avec une espérance propor-
tionnelle à sa largeur, indépendamment de sa position spécifique dans le temps (voir par exemple
[ENGEL, 2011]). La probabilité qu’un brin d’ARNm né à tb héberge k ribosomes au temps tob est
donc donnée par

P(k|a) =
{

(αa)k

k ! e−αa , a ≤T (L) ,
(αT (L))k

k ! e−αT (L), a ≥T (L) ,
(3.34)

où a = tob − tb est l’âge de l’ARNm au temps tob .
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a

x

FIGURE 3.6 – Diagramme spatio-temporel illustrant les trajectoires des ribosomes entrant à des moments
aléatoires dans un brin d’ARNm né à tb = 0. Au moment de l’observation tob = 4, l’épais trait horizontal
rouge représente l’ARNm. Ce temps d’observation est inférieur à T (L = 10) ' 9.73, le temps nécessaire pour
traverser tout l’ARNm. Les disques bleus précisent l’emplacement des ribosomes au sein de l’ARNm à tob =
4. La trajectoire en pointillés représente un ribosome qui serait entré immédiatement dans l’ARNm lorsque
l’ARNm est né à a = 0 et le cercle bleu, l’emplacement de ce ribosome à tob . Au-delà de cette position, aucun
ribosome ne peut être présent : la densité de ribosomes devient nulle.

5.3 Probabilité qu’un ARNm de la soupe soit un k-some

Pour déterminer la probabilité de trouver un k-some dans la soupe, nous faisons la moyenne
de la probabilité qu’un ARNm soit un k-some à l’âge a, P(k|a) (Eq. (3.34)) sur la distribution d’âge
ΦA(a) (Eq. (3.1)) :

Pk =
∫ ∞

0
P(k|a)ΦA(a)d a. (3.35)

On obtient

Pk = ω

α+ω
( α

α+ω
)k γ(k +1,(α+ω)T (L))

k !
+ (αT (L))k

k !
e−(α+ω)T (L) , (3.36)

où γ(k, z) est la fonction gamma incomplète définie par

γ(k, z) =
∫ z

0
e−t t k−1 d t . (3.37)

Le terme de Pk à gauche du signe "+" correspond aux ARNm en état transitoire de traduction

5.4 Statistique des k-somes

Bien que cela ne nous ait pas servi pour la suite de la thèse, nous profitons de l’expression
de la probabilité d’avoir un k-some pour calculer des grandeurs statistiques sur les k-somes qui
pourraient être utiles à une analyse future des données Ribo-Seq.

Probabilité que la soupe contienne Nk k-somes Disons que la soupe contient N ARNm. La pro-
babilité qu’elle contient exactement Nk k-somes peut être évaluée comme suit. Un ARNm donné
a une probabilité Pk d’être un k-some et Qk = 1−Pk de ne pas être un k-some. La probabilité que
la soupe contienne exactement Nk k-somes est donc binomiale.

P (k)(Nk ) =
(

N

Nk

)
PNk

k QN−Nk

k . (3.38)
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La fonction génératrice correspondante s’écrit

N (k)(z) :=
∞∑

n=0
P (k)(n)zn = (zPk +Qk )N . (3.39)

Moyenne et variance du nombre de k-somes dans la soupe En utilisant la fonction génératrice
(3.39), Le nombre moyen de k-somes dans la soupe, 〈Nk〉 est donné par

〈Nk〉 =
∂N (k)

∂z

∣∣∣∣∣
z=1

= NPk , (3.40)

comme attendu, et comme

〈N2
k〉 =

∂2N (k)

∂z2

∣∣∣∣∣
z=1

−〈Nk〉 , (3.41)

sa variance est
σ2(Nk ) = 〈N2

k〉−〈Nk〉2 = NPk Qk . (3.42)

5.5 Densité k-some en fonction de son âge

Appelons les temps ti auxquels les ribosomes s’accrochent sur un ARNm donné, les temps
d’"arrivées". Comme nous l’avons déjà vu, les ribosomes qui se trouvent encore sur l’ARNm à l’ins-
tant d’observation tob sont soit ceux qui ont pénétré dans l’ARNm aux arrivées ti ∈ [tob−T (L), tob]
si tob −T (L) > tb ou bien ceux qui sont entrés à ti ∈ [tb , tob] si tob −T (L) < tb . Ici, comme précé-
demment, T (L) est le temps mis par un ribosome pour traverser tout l’ARNm et tb , la date de
naissance de l’ARNm.

Nous utilisons maintenant un théorème important pour les processus de Poisson : si nous
savons qu’il existe k temps d’arrivées ti pendant l’intervalle de temps [t−τ, t ], leur densité de pro-
babilité est uniforme sur cet intervalle de temps (voir par exemple le livre de DALEY et al. [2008]
pour un énoncé mathématique rigoureux de ce théorème). En d’autres termes, la distribution des
k ti s’effectuant sur l’intervalle de temps [t−τ, t ] peut être obtenue en tirant k variables uniformé-
ment sur [t −τ, t ] puis en les ordonnant chronologiquement. Ceci fournit un moyen très simple
d’évaluer le profil de densité des ribosomes d’un k-some. En effet, à un ti donné correspond une
position du ribosome à tob donnée par xi := x(tob − ti ). Par définition, le profil de densité des ribo-
somes sachant que l’ARNm né à tb est un k-some à tob est donné par

ρk (x, tob − tb) := 〈
k∑

i=1
δ(x −xi )〉 = k〈δ(x −x1)〉 , (3.43)

où la dernière espérance est censée s’écouler sur un “temps d’arrivée” t1 qui est uniformément
distribué sur l’intervalle de temps [max(tb , tob −T (L)), tob].

Nous montrons dans l’annexe 1.1 que ceci donne le profil de densité de ribosomes suivant :

ρk (x|a) =
{

k
ap(x) H(x(a)−x), a ≤T (L) ,

k
T (L)p(x) , a ≥T (L) ,

(3.44)

où a = tob−tb est l’âge de l’ARNm à tob et où p(x) est la vitesse d’un ribosome situé à x sur l’ARNm.
H(x) représente la fonction de Heaviside. Dans la première ligne de (3.44), x(a) est la distance
maximale qu’un ribosome peut parcourir le long d’un ARNm d’âge a <T (L).

La première expression de ρ(k)(x) tient compte du fait que les ARNm "fraîchement" nés, c’est-
à-dire nés trop près de la date d’observation pour qu’un ribosome puisse le traverser entièrement,
ont un profil de densité nulle pour les positions supérieures à la distance maximale qu’un ribo-
some est capable de parcourir dans le temps tob − tb , à savoir x = x(tob − tb) (voir Fig. 3.6). La
deuxième expression montre que, dès lors que les ribosomes ont la possibilité de traverser toute
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la longueur L de l’ARNm, le profil de densité des ribosomes est simplement proportionnel à l’in-
verse de sa vitesse le long de l’ARNm.

Nous soulignons qu’il est possible de distinguer deux états pour les ARNm que les ribosomes
traduisent. Le premier est l’état transitoire, pour lequel les ARNm jeunes avec a < T (L) ont des
densités ρk (x|a) qui dépendent explicitement de l’âge a, contrairement à l’état stationnaire pour
lequel a > T (L) et ρk (x|a) ne dépend plus explicitement de a. Nous verrons plus loin que la pro-
portion d’ARNm dans l’état transitoire plutôt que dans l’état stationnaire est déterminante dans
la caractérisation de la densité moyennée sur les âges.

On vérifie que dans les deux cas, le profil de densité est correctement normalisé. En effet, en
considérant (3.31),

∫ L
0 ρk (x|a)d x = k.

5.6 Profil de densité k-some

Le profil de densité pour un k-some né à tb et observé à tob , c’est-à-dire avec un âge a = tob−tb ,
a été calculé en Eq. (3.44). Pour obtenir le profil de densité moyen d’un k-some dans la soupe,
on calcule d’abord la densité de probabilité p(a|k) qu’un ARNm ait un âge a déjà définie dans
l’approche Markovienne (Eq. (3.11)) où la distribution des âges des ARNm ΦA(a) est donnée par
(3.1), la probabilité P(k|a) qu’un ARNm soit un k-some sachant que son âge est a est donnée par
(3.34) et la probabilité Pk qu’un ARNm soit un k-some quel que soit son âge est donnée par (3.36).

Le profil de densité des k-somes dans la soupe est maintenant obtenu en faisant la moyenne
du profil de densité de k-somes d’âge a sur la distribution d’âge de ces k-somes p(a|k). Cela donne

ρk (x) :=
∫ ∞

0
ρk (x|a) p(a|k)d a (3.45)

= ω

Pp
k (x)

( α

α+ω
)k γ(k, (α+ω)T (L))−γ(k, (α+ω)T (x))

(k −1)!
+ α

Pk p(x)

(αT (L))k−1

(k −1)!
e−(α+ω)T (L)

(3.46)

où

T (x) =
∫ x

0

d y

p(y)
(3.47)

et où γ(k, z) a été défini en (3.37). Comme attendu, nous avons
∫ L

0 ρk (x)d x = k. Le terme à gauche
du signe "+" correspond aux ARNm en état transitoire tandis que le terme à droite du signe "+"
correspond aux ARNm en état stationnaire.

Notons que, pour une durée de vie de l’ARNm qui dépasse largement T (L), on retrouve la
valeur "stationnaire" de la densité, à savoir

ρk (x) ∼ k

T (L)p(x)
, ω→ 0. (3.48)

5.7 Profil de densité polysome

Nous procédons maintenant au calcul du profil global de densité de ribosomes sur l’ARNm, le
profil polysome ρ(x). Il peut être obtenu en sommant les contributions des différents k-somes, ou
en intégrant le profil de densité des polysome d’âge a sur les âges. On a donc

ρ(x) =
∞∑

k=0
ρk (x)Pk =

∫ ∞

0
ρ(x|a)ΦA(a)d a , (3.49)

où ρ(x|a) est le profil de densité des polysome d’âge a (au temps d’observation tob) qui est obtenu
en sommant les contributions de tous les k-somes d’âge a,

ρ(x|a) =
∞∑

k=0
P(k|a)ρk (x|a)

=
{

α
p(x) H(x(a)−x), a ≤T (L)
α

p(x) , a ≥T (L)
(3.50)
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(voir Eqs. (3.34) et (3.44)). En calculant la moyenne sur tous les âges possibles, on obtient

ρ(x) =
∫ ∞

0
ρ(x|a)ΦA(a)d a = α

p(x)
e−ωT (x) , (3.51)

où T (x) est défini en Eq. (3.47). On a retrouvé l’expression de VALLERIANI et al. [2010], pour un
taux de détachement nul avant la fin de l’ARNm. On constate qu’elle correspond à celle du mo-
dèle TASEP en basse densité (Eq. (2.22c)), ce qui confirme que le modèle balistique correspond
au modèle TASEP lorsque la densité de particule est suffisamment basse pour que les corrélations
entre particules soient négligeables. En intégrant la densité globale sur la longueur L de l’ARNm,
on obtient le nombre moyen de ribosomes sur les ARNm de la soupe

〈k〉 =
∫ L

0
ρ(x)d x = α

ω

(
1−e−ωT (L)

)
. (3.52)

6 Analyse de l’effet de durée de vie finie

Dans cette partie, nous allons étudier quelle est l’influence de la durée de vie finie sur les gran-
deurs physiques en fonction des paramètres du modèle. Pour cela, nous utiliserons T (L) comme
échelle de temps. Nous définissons les taux sans dimension comme les taux originaux multipliés
par T (L) et utilisons un symbole tilde pour les désigner :

α̃= αT (L) ; ω̃=ωT (L) ; p̃(x) = p(x)T (L) . (3.53)

Nous montrerons que α̃ et ω̃ sont en effet les grandeurs qui régissent l’effet de temps de fini sur
les densités k-somes et polysome. Ce travail nous permettra notamment d’interpréter qualitative-
ment les données des expériences Ribo-Seq, puis de définir une méthode de déduction de chaque
paramètre cinétique de la traduction pour chaque gène dans de futures analyses quantitatives.
Cette méthode sera décrite dans le chapitre suivant.

6.1 Quelques taux de la traduction génétique

Dans le tableau 3.1 nous avons reporté toutes les mesures moyennes que nous avons trouvées
dans la littérature des paramètres en jeux dans notre modèle. Elles nous permettent d’appréhen-
der les ordres de grandeurs des taux afin que nous pussions valider les modèles biophysiques et
déterminer un régime théorique correspondant à la situation paramétrique des cellules vivantes.

Il est intéressant de remarquer, déjà avec ces quatre espèces, qu’une seule grandeur varie de
manière significative : la durée de vie de l’ARN messager, tandis que les trois autres grandeurs,
les taux d’élongation et d’initiation de la traduction, et la longueur médiane des gènes varient
peu, y compris entre espèces simples et espèces évoluées. Cela pose la question de la raison d’une
évolution en faveur de temps de vie plus long pour les ARNm.

Dans le tableau 3.2, nous calculons les taux adimensionnels qui sont pertinents pour ce sys-
tème comme nous allons le voir tout au long de ce chapitre.

6.2 Densité polysome et nombre moyen de ribosomes sur l’ARN messager, 〈k〉
Nous discutons dans cette sous-section, de l’effet de la dégradation sur l’ensemble de la popu-

lation d’ARNm, les polysomes. Pour cela, nous considérerons la fonction d’échelle f (ω̃) du ratio
du nombre moyen de ribosomes 〈k〉 défini dans l’équation (3.52) sur la même quantité pour un
temps de vie infini, 〈k〉∞ = α̃ :

f (ω̃) = 〈k〉
〈k〉∞

= 〈k〉
α̃

= 1

ω̃

(
1−e−ω̃

)
. (3.54)
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Espèce
t1/2 ARNm
(médiane)

p
(aa/s)

L
(médiane, en codons)

α

(s−1)
T (L)

(s)

E. coli 5 min 10-20 256 - 13-26
S. cerevisiae 20 min 3-10 399 0.1 40-133
M. musculus 7 h 6 493 - 82

H. sapiens 10 h 3 481 0.06 160

TABLEAU 3.1 – Taux cinétiques de traduction et propriétés des ARNm chez les espèces pour lesquelles ces
valeurs ont été mesurées, à notre connaissance. Les médianes de la longueur des gènes L sont calculées à
partir des génomes entiers disponibles dans la base de données NCBI. Demi-vies des ARNm t1/2 [BERN-
STEIN et al., 2002; SHAROVA et al., 2009; WANG et al., 2002; YANG et al., 2003], taux d’élongation de la chaîne
polypeptidique p en acides aminés par seconde [INGOLIA et al., 2011; KARPINETS et al., 2006; YAN et al.,
2016; YOUNG et BREMER, 1976] et taux d’initiation α [CIANDRINI et al., 2013; TRÖSEMEIER et al., 2019] trou-
vés dans la littérature. Le temps de traduction d’un gène est T (L) ≈ L/p.

Espèce ω̃=ωT (L) α̃= αT (L) α/ω R1(0)

E. coli 0.04-0.07 - - -
S. cerevisiae 0.02-0.08 4-13 170 0.3-3700
M. musculus 0.002 - - -

H. sapiens 0.003 9.6 3.1×103 4.8

TABLEAU 3.2 – Paramètres sans dimension chez les espèces pour lesquels les valeurs des taux d’initiation et
d’élongation de la traduction, et les temps de demi-vies des ARNm ont été mesurés à notre connaissance.
Calculs faits à partir des valeurs du tableau 3.1 du chapitre 1. Le paramètre R1(0) sera défini en section 6.6.

Nous traçons f (ω̃) en fonction de ω̃ dans la Fig. 3.7. Un développement en série pour les petits ω̃
conduit à

f (ω̃) = 1− ω̃

2
+O (ω̃2), (3.55)

tandis que lorsque ω̃→∞, on obtient

f (ω̃) = 1

ω̃
+O

(
1

ω̃2

)
. (3.56)

Nous donnons une explication heuristique des rôles joués par les trois paramètres du modèle α,
T (L) et ω dans la détermination de la densité moyenne des polysomes. Dans le cadre du modèle
balistique, l’inverse du temps nécessaire pour traverser l’ARNm, 1/T (L) et le taux de dégradation
ω de l’ARNm jouent le rôle de taux de mortalité effectifs qui compensent le taux d’initiation α,
conduisant ainsi à un nombre moyen de ribosomes 〈k〉 sur l’ARNm. Les deux taux de mortalité,
1/T (L) et ω, sont en compétition et c’est le plus élevé qui détermine principalement la valeur de
〈k〉. Une interpolation simple prend la forme

1

〈k〉 I
≡ 1

αT (L)
+ ω

α
, (3.57)

où 〈k〉I est la valeur interpolée du nombre moyen de ribosomes sur le polysome. Cela conduit
aux formes limites correctes, 〈k〉 = α̃= αT (L), lorsque ω̃=ωT (L) ¿ 1, et α/ω lorsque ω̃À 1. On
remarque que le passage d’un régime à l’autre est déterminé uniquement par ω̃, qui ne fait pas
intervenir α. Cette formule d’interpolation peut être mise sous une forme de mise à l’échelle

fI(ω̃) = 〈k〉I

α̃
= 1

1+ ω̃ . (3.58)

Dans la Fig. 3.7, nous comparons les formes de mise à l’échelle de différentes expressions pour
f (ω̃) : valeur exacte, développement en série à petite et grande échelle de f (ω̃) et l’interpolation
fI(ω̃). Nous en déduisons que l’interpolation fournit une approximation raisonnable sur toute la
gamme de ω̃.
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FIGURE 3.7 – Tracé de la fonction d’échelle f (ω̃) définie dans l’équation (3.54) en fonction de ω̃ = ωT (L)
(ligne noire). Les comportements asymptotiques lorsque ω̃→ 0, c’est-à-dire, f (ω̃) ∼ 1− ω̃/2 (ligne rouge)
et lorsque ω̃→ ∞, c’est-à-dire, f (ω̃) ∼ 1/ω̃ (ligne verte) sont également représentés. La courbe bleue est
l’interpolation phénoménologique fI(ω̃) donnée par l’Eq. (3.57). On remarque un bon accord entre la for-
mule exacte et la formule interpolée, et on vérifie les comportements asymptotiques. En particulier, f (ω̃)
est dans sa forme asymptotique à ω̃→ 0 dans les cellules vivantes puisque ω̃∼ 10−3 −10−2 (Tab. 3.2).

Nous estimons le changement de régime àω≈T (L)−1. Puisque le temps de vie moyen est 1/ω,
nous pouvons dire que le croisement correspond à un temps de vie moyen égale au temps T (L)
qu’il faut au ribosome pour traduire tout l’ARNm. Il s’agit donc aussi d’une limite à la viabilité du
système, puisqu’au-delà, l’ARNm ne peut pas être traduit avant d’être dégradé et donc la protéine
n’est pas produite.

Les valeurs biologiques issues de la littérature présentées dans le Tab. 3.1 et 3.2 nous per-
mettent de quantifier ω̃ dans différentes espèces : chez la levure S. cerevisiae et la bactérie E. Coli,
ω̃ ∼ 10−2, ce qui est un ordre de grandeur plus élevé que chez les mammifères (H. sapiens et M.
musculus) pour lesquels ω̃ ∼ 10−3. Cependant, dans tous les cas, la limite ω̃¿ 1 est vérifiée pour
la majorité des gènes. Nous pouvons donc dire que dans les cellules vivantes, le nombre de ribo-
somes moyen 〈k〉 = 〈k〉∞ = α̃ et ne dépend pas de la durée de vie de l’ARNm.

Nous concluons par une discussion sur le profil de densité du polysome, ρ(x), qui est la quan-
tité expérimentalement accessible mesurée dans les expériences Ribo-seq. Comme la densité moyenne
globale est égale à

ρave = 〈k〉/L, (3.59)

f (ω̃) peut être interprété comme le rapport entre cette quantité et la même quantité à durée de vie
infinie, f (ω̃) = ρave /ρ∞ave . Nous voyons d’après l’équation (3.51) que l’influence de la dégradation
de l’ARNm sur le profil Ribo-Seq du polysome est maximisée au dernier site où ρ(L)/ρ∞(L) = e−ω̃,
ce qui conduit à

|ρ(x)−ρ∞(x)|
ρ∞(x)

≤ 1−e−ω̃ ≈ ω̃, (3.60)

où l’approximation est valable pour les petits ω̃. Par conséquent, les différents intervalles deω dis-
cutés ci-dessus pour la fonction d’échelle f (ω̃) sont également valables pour ρ(x). En particulier,
nous observons dans le tableau 3.2 que ω̃< 10−1, une valeur qui conduit à une erreur dans l’esti-
mation du taux de saut inférieure à 10%. Nous allons préciser cette erreur dans la partie suivante.

6.3 Erreur sur les estimations des taux de saut avec les modèles à temps de vie infini

La traduction et les données Ribo-Seq correspondent à la version discrète du modèle que nous
donnons en annexe, section 1.4. A chaque codon correspond une densité de ribosome ρi et un

61



CHAPITRE 3. MODÉLISATION D’UN ENSEMBLE D’ARN MESSAGERS À TEMPS DE VIE FINIS

0 20 40 60 80 100

x

0.110

0.112

0.114

0.116

0.118

0.120
ρ
(x

)

ω̃=1.0e-04

ω̃=1.0e-03

ω̃=1.0e-02

ω̃=1.0e-01

α/p

FIGURE 3.8 – Comparaison de la densité polysome à durée de vie finie et infinie. α = 0.06 et p = 0.5. Dès
ω̃ = 10−4, le profil se confond avec celui à durée de vie infinie. Une différence d’environ 10% n’est visible
qu’a partir de ω̃= 0.1.

taux de saut pi . Nous obtenons la densité discrète au codon i en intégrant la densité continue de
i −1 à i . Pour la densité polysome, nous obtenons

ρi = α

ω

(
e−ωT (i−1) −e−ωT (i )

)
. (3.61)

Les taux de saut valent donc
pi =− ω

ln
(
1− ω

α eωT (i−1)ρi
) . (3.62)

L’erreur relative absolue faite sur l’estimation des taux de saut quand on ne tient pas compte du
temps de vie fini est donc

Er rLT(pi ) =−1− α

ωρi
ln

(
1− ω

α
eωT (i−1)ρi

)
=−1− α̃

ω̃ρi
ln

(
1− ω̃

α̃
eω̃

T (i−1)
T (L) ρi

)
. (3.63)

Nous observons une dépendance en α̃ qui disparaît cependant si on considère ω̃¿ 1 et ω̃
α̃ ¿ 1, ce

qui doit nécessairement être le cas pour que la séquence soit entièrement traduite. Nous obtenons
alors

Er rLT(pi ) = eω̃
T (i−1)
T (L) −1. (3.64)

Nous remarquons que nous obtenons le même résultat avec la version continue, en regardant la
différence relative de α

ρ(x) eωT (x) avec α
ρ(x) et , soit

Er rLT(p(x)) = eω̃
T (x)
T (L) −1. (3.65)

Donc pour une erreur inférieure à 10%, on doit avoir :

ω̃
T (x)

T (L)
< ln(1.1) ≈ 0.095. (3.66)
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Comme ω̃T (x)
T (L) est au maximum en x = L, nous pouvons dire que ω̃ < 0.1 assure une erreur de

moins de 10% sur l’estimation des taux de sauts sans tenir compte de la durée de vie finie (Fig.
3.8).

Cette analyse numérique montre que les travaux précédents estimant les taux de saut dans
S. cerevisiae à partir de polysomes et avec un modèle qui ne prend pas en compte les durées de
vie des ARNm constituent une approximation valide [CIANDRINI et al., 2013; DUC et SONG, 2018].
Précisément, l’erreur d’estimation des taux de saut est de 10% si ω̃ est de l’ordre de 10−1, ce qui
est un ordre de grandeur supérieur à la valeur typique que nous avons trouvée dans la littérature
(Tab. 3.2).

Cependant, un effet est visible sur la densité pour ω̃ ∼ 10−2 et il donc possible qu’il soit aussi
visible sur des profils Ribo-Seq. En biologie, une hypothèse de "rampe d’accélération" est étudiée
[VERMA et al., 2019]. Il s’agit d’une augmentation progressive de la vitesse du ribosome sur les
premiers codons de l’ARNm. La décroissance de la densité a pu être interprétée comme une aug-
mentation de la vitesse et donc constitué une preuve de cette rampe d’accélération. Nous mon-
trons donc ici que cela peut être confondu avec l’effet de temps de vie fini. Pour conclure sur cette
rampe d’accélération, il faudrait estimer plus précisément la durée de vie et la décroissance de la
densité polysome des ARNm étudiés.

6.4 Distribution des k-somes
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FIGURE 3.9 – La distribution de population Pk pour des valeurs finies de ω̃ (de 0 à 1) et les autres para-
mètres fixés : T (L) = 200s, p = 0,5s−1, L = 100 codons et α= 0,06s−1. La valeur 〈k〉 = α̃= 12 correspond au
maximum de la distribution à ω̃= 0. Dans le graphique principal (échelle lin-log), on peut apprécier l’aug-
mentation de la population d’ARNm vides (k = 0) et la faible valeur de k lorsque ω̃ augmente. Dans l’encart
(lin-lin), nous pouvons voir que les deux maxima (à k = 0 et k = α̃) sont égaux pour ω̃≈ 0,8.

En fonction des paramètres adimentionels α̃ et ω̃, la probabilité Pk donnée par l’Eq. (3.36)
qu’un ARNm soit un k-some s’écrit

Pk = ω̃

α̃+ ω̃
(

α̃

α̃+ ω̃
)k γ(k +1, α̃+ ω̃)

k !
+ α̃k

k !
e−(α̃+ω̃) . (3.67)
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A ω̃= 0 ou temps de vie infini, Pk se réduit à une distribution Poissonienne :

P∞
k = α̃k e−α̃

k !
. (3.68)

Pour la plupart des régimes biologiquement pertinents, ω̃ est petit comparé à α̃ et il est intéressant
d’effectuer une expansion linéaire de Pk en ω̃/α̃. Nous utilisons pour cela l’approximation de la
fonction γ indiquée en annexe (A.3). Pour α̃À 1 et k ¿ α̃, on obtient

Pk ≈ P∞
k + ω̃

α̃
+O

(
ω̃

α̃

)2

, (3.69)

Le terme P∞
k augmentant avec k, ω̃α̃ est d’autant plus négligeable que k est grand. Cela explique que

la correction à la Poissonienne P∞
k est importante pour k assez petit comme on pourra l’observer

sur la Fig. 3.9 décrite au paragraphe suivant. Nous précisions qu’en utilisant l’approximation de
Stirling

k ! ≈
p

2πk kk e−k , (3.70)

valide pour k > 1, on obtient la gaussienne vers laquelle tend P∞
k , soit

P∞
k ≈ exp

[−(k − α̃+1/2)2/(2α̃)
]

p
2πα̃

(3.71)

où la dernière approximation, valable pour α̃À 1, provient d’une simple approximation du point
col.

Sur la Fig. 3.9, nous traçons la distribution de la population de k-somes Pk de l’équation (3.67).
Nous comparons les distributions obtenues avec des paramètres de valeurs qui correspondent au
contexte des cellules vivantes (cf. Tab. 3.1) : T (L) = 200s, p = 0,5s−1, L = 100 codons, α= 0,06s−1

(α̃= 12) et différentes valeurs de ω̃ entre 0 (aucune dégradation), et 1 (passage au régime de forte
dégradation). Dans le graphique principal, nous utilisons une échelle log-lin afin de voir plus clai-
rement l’évolution de la population k−some avec de petits k. Dans l’encadré, les mêmes données
sont représentées sur une échelle lin-lin et avec une gamme plus large de k. Pour ω̃ ≤ 10−1, nous
observons une distribution gaussienne presque symétrique, comme indiqué dans (3.71) pour ω̃=
0, de la population centrée autour d’un maximum proche de la valeur stationnaire 〈k〉 = α̃= 12.

Pour ω̃ = 0.8, on observe que le maximum à k = 0 atteint la même hauteur que le pic local
secondaire à k ≈ 12. Nous donnons maintenant une explication heuristique de l’inversion des
maxima de Pk observés sur la Fig. 3.9 lorsque ω̃ augmente et atteint une valeur de croisement
ω̃co pour laquelle un nouveau maximum local à k = 0 devient égal au maximum (dépendant de la
dégradation) près de k = α̃. La position du maximum de Pk pour une dégradation finie, mais pas
trop élevée, ne se déplace pas beaucoup par rapport à la valeur de dégradation nulle k ≈ α̃, et nous
pouvons donc estimer ω̃co en égalisant Pα̃ avec P0 ≈ ω̃/α̃¿ 1. Cette approximation conduit à une
relation entre ω̃co et α̃ (voir annexe 1.3), valable pour α̃> 2, montrant que ω̃co ' 1 n’augmente que
lentement avec α̃ :

ω̃co ≈ ln

(√
α̃

2π
+ 1

2

)
. (3.72)

Pour α̃ À 1, le résultat ω̃co ' 1 est ce que l’on aurait naïvement attendu puisque les ARNm ne
vivent pas assez longtemps pour que les ribosomes puissent atteindre la sortie. C’est le même
seuil pour lequel la durée de vie finie des ARNm a un impact important sur le profil de densité des
polysomes et par conséquent sur la valeur moyenne de k dans l’Eq.(3.54) : globalement, l’échange
des maxima de Pk est cohérent avec le croisement des polysomes à ω̃≈ 1, une valeur pour laquelle
la densité globale des ribosomes est diminuée par la dégradation, car les k-somes avec k ¿ α̃

commencent à représenter une fraction significative de la population globale.
Il serait extrêmement intéressant de comparer ces profils théoriques des Pk avec une mesure

expérimentale de la distribution des k-somes afin d’en déduire les variations de la cinétique de
traduction par rapport à celle du modèle balistique. Nous observons en particulier que pour des
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valeurs de ω̃ de l’ordre de 10−3 et α̃= 12, P1 est presque de l’ordre de 10−4. Les expériences Ribo-
Seq pouvant se faire sur des milliards d’ARNm, la proportion de monosomes doit être de 105 tout
gène confondu.

6.5 Profils de densités k-somes et polysome à vitesse constante

6.5.1 Analyse générale

Dans cette sous-section, nous effectuons une analyse paramétrique des k-somes et discutons
de leur sensibilité à la dégradation de l’ARNm. Par comparaison avec l’effet de la dégradation de
la densité polysome, nous allons définir trois régimes de dégradation.

Dans la Fig. 3.10, colonne de gauche, nous traçons ρk (x) obtenu à partir du modèle balistique
pour k = 1 à 4 et pour une valeur uniforme du taux d’élongation p(x) = p. Les profils en traits pleins
sont donnés par l’équation (3.45) avec L =100 codons,α= 0,06s−1, p = 0,5s−1 et donc T (L) = 200s.
Dans la colonne de gauche, nous avons tracé les mêmes densités, mais normalisées à 1 afin de
mieux pouvoir les comparer entre elles.

En développant l’Eq. (3.45) au premier ordre en ω pour k fixe, on obtient

ρk (x) = k

p̃(x)

[
1+ ω̃

kP∞
k

( γ(k, α̃)

(k −1)!
−γ(k +1, α̃)

α̃(k −1)!
−
γ
(
k, α̃T (x)

T (L)

)
(k −1)!

+O

(
ω̃

α̃

))]
, (3.73)

où nous rappelons que P∞
k = α̃k e−α̃

k ! .
Dans chaque graphique, les lignes pointillées représentent les profils pour ω̃= 0 qui sont plats

avec une magnitude ρ∞k = k/L d’après l’Eq. (3.73). La conséquence est que lorsque ω̃ = 0, tous
les profils de k-some sont donc linéairement dépendants. Le profil des polysomes dans le cas où
ω̃= 0 est également plat et de magnitude ρ∞ave = α/p.

Les valeurs de ω̃ utilisées dans les panneaux successifs augmentent d’un facteur 102 (de haut
en bas), elles sont ω̃= 10−4 (ω= 5.10−7s−1, durée de vie de 555h), ω̃= 10−2 (ω= 5.10−5s−1, durée
de vie de 5h) et ω̃= 1 (ω= 5.10−3s−1, durée de vie de 3min), respectivement. Dans le premier cas,
tous les profils de densité sont proches de la limite ω̃= 0 et on remarque à peine une petite dévia-
tion pour les monosomes, au début du filament. Ainsi, dans ce régime de faible dégradation, nous
ne nous attendons pas à ce que les k-somes apportent plus d’information que les polysomes d’une
expérience Ribo-Seq habituelle. Dans le second cas, nous ne constatons aucun effet sur le profil
des polysomes, mais un effet clair sur les k-somes. Ce découplage fournira des informations sup-
plémentaires sur les paramètres du modèle. Il est intéressant de noter que ce régime intermédiaire
(ω̃ ∼ 10−2) tombe dans la gamme des valeurs biologiques. Dans le dernier cas, la dégradation est
élevée (ω̃= 1). Tous les profils de densité sont modifiés, même celui du polysome. Ce régime n’est
probablement pas pertinent pour le processus de traduction, mais nous le décrivons par souci
d’intérêt théorique et d’exhaustivité.

En conclusion, il existe trois régimes de dégradation : (i) une faible dégradation, où k-somes
et polysomes sont linéairement liés. Dans ce régime, les k-somes ne devraient donc pas fournir
plus d’informations que les polysomes; (ii) un régime intermédiaire, dans lequel certains gènes
sont susceptibles de tomber, où le profil des polysomes est plat, mais où les profils des k-somes ne
sont plus linéairement couplés. (iii) un régime de forte dégradation qui n’est pas pertinent pour la
traduction et dans lequel tous les profils sont modifiés par la dégradation.

Les transitions entre ces régimes sont, en première approximation, pilotées par ω̃ pour les
polysomes et par ω̃/(kP∞

k ) pour les k-somes d’après l’Eq (3.73) où ce terme apparaît en facteur de
la correction à ρ∞k . Pour les valeurs biologiques typiques α̃ ∈ [5,15], cela signifie que le changement
de régime pour le monosome se produit pour des valeurs de ω̃qui sont de 2 à 6 ordres de grandeurs
plus petites que pour les polysomes puisqu’alors P∞

1 = α̃e−α̃ ∈ [5.10−6,3.10−2].
Dans la prochaine sous-section 6.6, nous utiliserons une approche légèrement différente pour

dériver une condition de changement de régime similaire pour les k-somes. Mais avant cela, on
va s’intéresser au point de croisement spécifique de la densité à durée de vie infinie ρ∞k et ρk (x).
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FIGURE 3.10 – Les densités ρk de k-somes (k = 1 à 4) sont représentées en fonction de la coordonnée gé-
nomique x (en unités de codon) pour α= 0,06s−1 et p = 1/2s−1 pour un filament de taille L = 100 sites (en
unités de codon). Des lignes complètes sont obtenues pour des valeurs finies croissantes de ω= 5.10−7s−1

(ω̃= 10−4), ω= 5.10−5s−1 (ω̃= 10−2) et ω= 5.10−3s−1 (ω̃= 1) de haut en bas tandis que les lignes pointillées
sont obtenues pour ω = 0s−1. Sur le panel de droite ce sont les mêmes profils, mais normalisés à 1 afin de
faire ressortir la différence entre les densités k-somes entre elles ainsi qu’avec la densité polysome. On ob-
serve que considérer une durée de vie finie des ARNm entraîne le découplage de ces différentes densités
d’autant plus que ω̃ est grand. Ce découplage est dû à une diminution de la sensibilité à l’effet de durée de
vie finie avec l’augmentation de k et entre les k-somes et les polysomes.

6.5.2 Point de croisement entre ρk (x) et ρ∞k
Contrairement à ce qui se passe pour les polysomes (voir Fig. 3.8), la densité sur les sites les

plus proches de l’entrée des ribosomes est plus sensible que sur les sites plus éloignés le long de
la séquence. Comme on le voit sur la Fig. 3.10, ρk (x) doit être supérieure à ρ∞k pour x < xco

k et
inférieure à ρ∞k pour x > xco

k , où xco
k est la position de croisement entre ρk (x) et ρ∞k dépendante de

k.
Nous allons considérer plus en détail la densité des monosomes (k = 1), car elle est la plus

sensible à l’effet de temps de vie fini et aussi la plus simple des densités k-somes (k > 0). A partir
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de l’équation (3.45), nous obtenons

ρ1(x) = (ω̃+ α̃)
(
α̃+ ω̃e(ω̃+α̃)[1−T (x)/T (L)]

)
p̃(x)

[
α̃(ω̃+ α̃)+ ω̃(eω̃+α̃−1)

] , (3.74)

et d’après l’équation (3.73), son expansion au premier ordre en ω s’écrit

ρ1(x) = 1

p̃(x)

[
1− ω̃

α̃P∞
1

(
1− α̃e−α̃

T (x)
T (L) −e−α̃+O

(
ω̃

α̃

))]
. (3.75)

En égalisant ρ1(x) à cet ordre et ρ∞1 (x) nous trouvons xco
1 comme la solution de

T (xco
1 )

T (L)
= xco

1

L
≈ 1

α̃
ln

(
α̃

1−e−α̃

)
, (3.76)

où l’égalité est valable pour un taux d’élongation p uniforme. Ce résultat qui montre que xco
1 di-

minue avec l’augmentation de α̃, et est indépendante de la dégradation comme on peut le vérifier
sur la Fig. 3.10. Dans ce cas simple mais important du monosome, nous pouvons illustrer la diffé-
rence de sensibilité à la dégradation due à la position en écrivant ρ1(x) à x = 0 et L de manière à
faire ressortir le signe de la correction au premier ordre :

ρ1(0) = 1

p̃(0)

[
1+ ω̃

P∞
1

(
1− 1

α̃

(
1−e−α̃

)+O

(
ω̃

α̃

))]
(3.77)

et

ρ1(L) = 1

p̃(L)

[
1− ω̃

α̃P∞
1

(
1−e−α̃ (α̃−1)+O

(
ω̃

α̃

))]
. (3.78)

D’après cette expression, nous voyons que pour les monosomes, le passage entre les régimes de
faible et de forte dégradation à proximité du début de l’ARNm dépend du paramètre ω̃/P∞

1 et
est positif, tandis que pour qu’à la fin de l’ARNm, il est négatif et plus lent puisqu’il dépend de
ω̃/(α̃P∞

1 ).

6.6 Rapport entre les densités des ARNm à l’état transitoire et des ARNm à l’état sta-
tionnaire

Pour caractériser l’ensemble de la population d’ARNm mesurée lors d’une expérience Ribo-
seq, nous les divisons en deux groupes distincts en fonction de leur âge a : les ARNm en régime
transitoire de remplissage (a ≤ T (L)) et les ARNm en régime stationnaire (a ≥ T (L)). Cette dis-
tinction a déjà été faite dans la description analytique du modèle. Nous écrivons donc la densité
k-some comme la somme de deux contributions :

ρk (x) =Fk (x)+Sk (x) , (3.79)

où Fk (x) est la densité des ARNm dans le régime transitoire de remplissage

Fk (x) = ω̃

Pk p̃(x)

(
α̃

α̃+ ω̃
)k γ(k, (α̃+ ω̃))−γ(k, (α̃+ ω̃)T (x)

T (L) )

(k −1)!
, (3.80)

et où Sk (x) est la densité des ARNm dans leur état stationnaire

Sk (x) = α̃k

Pk p̃(x)

e−(α̃+ω̃)

(k −1)!
. (3.81)

Sk (x) n’ayant pas d’autre dépendance en x que le taux d’élongation, la majeure partie des effets
de la durée de vie finie de l’ARNm est supportée par le terme Fk (x). Nous choisissons donc de
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FIGURE 3.11 – Courbes de croisement Rk (0) = 1 pour k certaines densités (lignes solides : k = 1 (rouge),
k = 2 (bleu), k = 3 (vert), k = 4 (noir)). Les lignes pointillées de même couleur sont les expressions asymp-
totiques données par (3.84) à partir de α̃= k.

quantifier les effets de la dégradation des ARNm sur les k-somes en définissant un rapport ARNm
transitoire/stationnaire comme suit,

Rk (x) = Fk (x)

Sk (x)
= ω̃

(α̃+ ω̃)k

[
γ(k, α̃+ ω̃)−γ(k, (α̃+ ω̃)T (x)/T (L))

]
e α̃+ω̃ . (3.82)

Pour se débarrasser d’une dépendance complexe de x, on utilise sa valeur maximale obtenue à
x = 0,

Rk (0) = ω̃γ(k,ω̃+ α̃)

(ω̃+ α̃)k
eω̃+α̃ . (3.83)

Or, le passage entre les régimes de faible et de forte influence de la dégradation sur ρk (x) est dé-
terminé par des valeurs de Rk (0) qui sont de l’ordre de l’unité. Lorsque ω̃+ α̃À 1 et α̃À ω̃, une
hypothèse raisonnable pour les systèmes biologiques, la condition de changement de régime pour
les k-somes se simplifie en

ω̃c ∼Rk (0)
α̃k e−α̃

(k −1)!
, α̃> k , (3.84)

où nous avons utilisé l’approximation de la fonction gamma donnée par l’Eq. (A.5). Comme in-
diqué, cette expression est typiquement valable pour α̃ > k. Les courbes de croisement pour des
densités de k caractérisées par Rk (0) = 1 sont représentées sur la Fig. 3.11 par des lignes pleines.
Les expressions asymptotiques, commençant précisément aux valeurs α̃ = k, et affichées sous
forme de lignes pointillées de même couleur, confirment leur domaine de validité. Notons que
ces expressions sont valables jusqu’à des valeurs relativement élevées puisque pour α̃ = k, ω̃c '
Rk (0)

p
k/2π.

On observe sur la Fig. 3.11 que, plus k est faible, plus les densités de k-somes sont sensibles à
la dégradation de l’ARNm. La densité de monosomes (courbe rouge) est de loin la plus sensible à
la dégradation. Son rapport exact se calcule facilement comme

R1(0) = ω̃

ω̃+ α̃
(
eω̃+α̃−1

)≈ ω̃

α̃e−α̃
, pour α̃+ ω̃À 1, (3.85)

et permettra de définir la limite entre le régime où les densités sont linéairement couplées et
le régime où elles commencent à sentir l’effet de durée de vie finie qui les découple. Dans la
Fig. 3.12, nous illustrons la décomposition de ρ1(x) pour le modèle balistique avec taux d’élon-
gation p constant. Les trois régimes affichés dans cette figure correspondent aux trois cas de la
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FIGURE 3.12 – Contributions transitoire et stationnaire de la densité de monosomes ρ1(x) pour les régimes
illustrés dans la Fig. 3.10 (α= 0.06s−1 et p = 1/2s−1 pour un filament de taille L = 100 codons). On voit que
la contribution du terme F1(x) à la densité est majoritaire quand R1(0) À 1 .

Fig. 3.10. Pour ce modèle balistique à p constant, la contribution non linéaire à la densité de mo-
nosome provient uniquement de F1(x). Lorsque l’effet de durée de vie finie est relativement faible,
R1(0) ∼ 1, la densité des monosomes dans leur régime transitoire de remplissage, F1(x), corres-
pond à peine à celle de ceux dans leur état stationnaire de remplissage, S1, au voisinage de l’entrée
de l’ARNm (x = 0) et reste beaucoup plus faible sur le reste du filament. En revanche, lorsque l’ef-
fet de durée de vie finie est élevé, R1(0) À 1 , F1(x) est grand par rapport à S1 sur vers l’entrée de
l’ARNm, et la densité ρ1(x) est bien approximée par F1(x) presque partout.

Afin d’illustrer la pertinence de ce rapport pour déterminer l’état du système, nous présentons
une comparaison de profils avec différents paramètres mais le même R1(0) dans la Fig. A.2.

7 Diagramme de phase

Les résultats de l’analyse de l’effet de durée de vie finie sur la distribution des k-somes et les
densités de ribosomes sur les k-somes de la section précédente nous amènent à définir un dia-
gramme de phase du modèle balistique de la traduction génomique dans le plan (α̃,ω̃) (Fig. 3.13).
Trois phases sont définies : la phase de faible dégradation (LD) où ni les profils de densité poly-
some, ni k-somes ne sont affectés par l’effet de durée de vie finie, la phase de dégradation inter-
médiaire (ID) où seuls les profils de densité k-somes sont affectés par l’effet de durée de vie finie,
et la phase de haute dégradation (HD) où les profils de densité polysome et k-some sont affectés.
Les phases LD et ID sont séparées par notre indicateur de l’effet de durée de vie finie sur les mono-
somes, R1(0) car le monosome est le plus sensible à cet effet. R1(0) = 1 signifie que la population
des monosomes en état stationnaire et des monosomes en état transitoire ont une contribution
égale à la densité au premier codon, ce qui signifie que l’effet de temps de vie fini sur la densité
monosome devient non négligeable au premier site et donc sur la densité, puisque c’est toujours
le premier site qui est le plus impacté. Les phases ID et HD sont séparées par la ligne ω̃= 1 puisque
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nous avons montré dans la section 6.2 que c’est la limite entre une densité polysome subissant un
effet de durée de vie finie négligeable et une densité polysome subissant un effet de durée de vie
finie non négligeable.

Les lignes pointillées sont les lignes à nombre de ribosomes moyen 〈k〉 = α̃/ω̃(1−e−ω̃) constant.
Lorsque la dégradation augmente, nous observons un écart par rapport à α̃ qui se produit autour
de la limite entre le régime intermédiaire et le régime haute dégradation.

Nous avons ajouté dans ce diagramme, les résultats de notre recherche bibliographique sur
les mesures déjà existantes de α̃ et ω̃ pour montrer que le régime de dégradation intermédiaire
est celui qui semble prédominer en biologie, même si les valeurs sont proches de la limite avec le
régime LD.

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
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S. cerevisiae

H. sapiens

Profils Fig. 3.10

High Degradation (HD)

Intermediate
Degradation (ID)

Low Degradation (LD)

FIGURE 3.13 – Diagramme de phase du modèle balistique dans le plan (α̃,ω̃). Le diagramme de phase est
divisé en trois régimes de dégradation avec les lignes d’équation ω̃= 1 et R1(0) = 1. Les valeurs sont extraites
de la littérature (cf Tab. 3.2). D’après ces mesures, qui sont les seules que nous ayons trouvées pour l’instant,
on peut dire que le régime de dégradation intermédiaire est le régime du vivant.

8 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié un système inspiré par un dispositif expérimental où les
ARNm sont séparés en fonction du nombre de ribosomes qui leur sont attachés avant d’être sé-
quencés par l’expérience Ribo-Seq que nous avons présenté au premier chapitre. Pour ce système
encore jamais étudié à notre connaissance, nous avons développé des modèles de transport des
ribosomes sur un ensemble d’ARNm à temps de vie fini.

Dans un premier temps, nous avons montré que la résolution exacte du modèle TASEP décrit
au chapitre précédent est facilement intégrable sur un ensemble d’ARNm à temps de vie fini. Le
calcul exact des densités étant déraisonnablement long pour des réseaux de l’ordre de 100 codons,
taille typique des ARNm (Tab. 3.1), ce modèle pourra être utilisé pour étudier des cas particuliers
de petits ARNm.

Dans un deuxième temps, nous avons simplifié le processus de transport afin de mener une
étude exhaustive de l’effet de temps de vie fini sur les grandeurs physiques du système. Nous avons
développé un modèle dit "balistique" car les ribosomes sont modélisés par des particules ponc-
tuelles qui se déplacent de manière déterministe. En étudiant le nombre moyen de ribosomes 〈k〉,
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ainsi que les densités de polysomes et de k-somes, nous caractérisons le système en identifiant
trois régimes qui émergent d’une analyse paramétrique du modèle balistique. Nous arrivons à
l’image globale suivante : dans le régime de faible dégradation (LD), l’effet de la durée de vie finie
de l’ARNm sur 〈k〉 et les densités est négligeable ; dans le régime de dégradation intermédiaire (ID),
la durée de vie finie de l’ARNm a un fort impact sur les densités k-somes, mais pas sur les densités
polysomes et sur 〈k〉 ; dans le régime de dégradation élevée (HD), toutes les densités, ainsi que 〈k〉,
sont affectées par la durée de vie finie de l’ARNm. Le régime HD est délimité par ω̃ ≡ωT (L) = 1.
Cette limite ne correspond probablement à aucun régime biologique habituel, ce qui nous amène
à la conclusion que les densités de polysomes ne devraient jamais être affectées par la durée de
vie finie de l’ARNm (sauf peut-être dans des conditions rares ou pathologiques).

L’étude de l’effet de durée de vie finie aboutie au diagramme de phase du modèle balistique
dans le plan (α̃,ω̃), où les phases sont les trois régimes : LD, ID et HD (Fig. 3.13). A partir des para-
mètres trouvés dans la littérature, nous montrons que différentes espèces vivantes (la levure avec
S. cerevisæ, les bactéries avec E. coli et les mammifères avec M. musculus et H. sapiens) tombent
dans le régime ID. Par conséquent, ce régime s’avère être le régime biologique.

Dans ce cadre, nous pouvons étendre le modèle balistique à une variété d’effets physiques po-
tentiellement importants tels que les ressources finies et la diffusion des ribosomes [DAULOUDET

et al., 2021] et des effets biologiques tels que le biais d’usage des codons [PAULET et al., 2017] et
l’ARNm polycistronique [KUSHNER, 2018]. D’un point de vu physique il pourrait aussi être intéres-
sant de comparer le modèle TASEP et le modèle balistique afin d’étudier l’effet de l’exclusion entre
particules sur les densités déjà affectées par l’effet du temps de vie fini. Il faut cependant noter que
la particule étendue n’est pas considérée alors qu’elle engendrerait une exclusion plus proche de la
réalité biologique. Une autre possibilité serait alors d’utiliser des simulations de Monte Carlo d’un
ensemble d’ARNm modélisé par le modèle `-TASEP inhomogène. Nous précisons aussi que nous
avons réfléchi à intégrer sur un ensemble de réseaux à temps de vie fini le modèle `-TASEP avec sa
formulation markovienne et de champ moyen et le modèle `-TAEBEP, mais que les résultats n’ont
pas été concluants.
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Chapitre 4

Étude des données de ribosome profiling
et méthode de déduction des taux
cinétiques de la traduction

« Suivant l’enseignement de l’École
Ekuménique, lorsque l’action cesse
d’être payante, recueille de
l’information ; lorsque
l’information cesse d’être payante,
dors. »

Ursula K. Le Guin (1969), La Main
gauche de la nuit (trad. Jean

Bailhache, 1971)
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1 Introduction

Différentes approches utilisent des analyses Ribo-Seq pour étudier la cinétique des ribosomes
sur l’ARN messager. Des "sites de poses" sont déterminés. Ils correspondent à des sites de l’ARNm
sur lesquels un grand nombre de ribosomes a été détecté par rapport au reste de la séquence
[HAN et al., 2014; INGOLIA et al., 2019]. D’autres études s’intéressent plus précisément à la vitesse
du ribosome. Une première approche de INGOLIA et al. [2011] a été de mesurer la vitesse moyenne
sur un brin d’ARNm entier. Ensuite, une méthode a été mise au point pour déterminer une vitesse
moyenne sur quelques codons de l’ARNm seulement [DANA et TULLER, 2012]. Puis, la précision
du codon a voulu être atteinte.

Dans toutes ces études, l’interprétation la plus basique des expériences Ribo-Seq, qui est de
considérer que la vitesse des ribosomes est inversement proportionnelle à leur densité et donc à
leur comptage en chaque codon a été utilisé. Les équations de champ moyen (Eq. 2.33) montrent
en effet que dans le cas très basse densité où on néglige la densité en tout point devant 1, ce qui
revient à négliger complètement toutes interactions entre ribosomes, on a :

ρi = α

pi
, (4.1)

Cette interprétation est la plus utilisée en biologie. Le problème est que le facteur de normalisation
permettant de connaître la densité à partir du comptage n’est pas mesurable actuellement, ce
qui ne permet de mesurer que les valeurs relatives entre elles des taux de saut pi (ou vitesse) sur
chaque codon i à partir des expériences Ribo-Seq.

Dans ce chapitre, nous allons explorer la mise au point d’une nouvelle méthode utilisant les
densités monosomes et polysome pour déterminer les paramètres α/ω et piω pour chaque codon
i . Une expérience supplémentaire pourra être faite pour déterminer les taux de dégradationω afin
de déduire les taux absolus d’initiation α et de saut pi sur chaque codon et pour chaque ARNm.
Une base de données des temps de demi-vie des ARNm produits chez la souris est déjà dispo-
nible grâce à SHAROVA et al. [2009], et pourrait être mesurée pour d’autres espèces. Nous allons
d’abord préciser quelle information est apportée par chaque profil Ribo-Seq. Nous montrerons
ensuite la correspondance entre les densités k-somes du modèle balistique est celles données par
l’expérience Ribo-Seq d’un gène histone pour lequel une bonne statistique a été obtenue. Puis
nous décrirons une analyse des profils Ribo-Seq sur les k-somes pour observer leur concordance
avec le modèle balistique, ce qui nous permettra d’en déduire que la densité monosome est la
meilleure densité k-somes à considérer pour notre méthode. Enfin, nous montrerons un test de la
méthode de fit sur le modèle balistique lui-même, donc sans aucun bruit statistique ou issu des
approximations de la modélisation.

2 Les profils de densité polysome n’apportent pas assez d’information

Les expériences Ribo-Seq habituelles ne concernent que les polysomes et leur modélisation ne
tient pas compte du taux de dégradation de l’ARNm, ω. Nous avons montré dans la partie 6.2 du
chapitre précédent, que cela est justifié dans la mesure où, pour la plupart des cellules vivantes, la
densité des polysomes est à peine sensible à la dégradation et où cette approximation ne conduit
pas à des erreurs significatives dans l’estimation des taux de saut, pi . Notre évaluation a cependant
été faite avec des mesures médianes et moyennes de l’ensemble du génome, ce qui n’exclut pas
qu’il existe certains ARNm à durée de vie extrêmement courte impliquant un effet de durée de
vie finie non négligeable sur les polysomes. Mais le principal problème de l’estimation des taux
cinétiques à partir des polysomes seuls est qu’il y a plus d’inconnues que d’équations . Même si
nous supposons que le taux de dégradation ω est connu grâce à des expériences indépendantes,
nous avons toujours besoin d’estimer (L+ 1) paramètres, l’ensemble {pi } où i ∈ [1,L] et le taux
d’initiation α. Comme la densité des polysomes, par contre, ne fournit que L données, ρ(i ) pour
chaque i ∈ [1,L], c’est-à-dire L équations, on se retrouve avec une inconnue supplémentaire.
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L’estimation des paramètres cinétiques pose un autre problème : le nombre d’ARNm à partir
duquel le profil Ribo-Seq est obtenu n’est pas connu, ce qui empêche une normalisation correcte
de la densité Ribo-Seq. Une estimation paramétrique repose donc maintenant sur une densité
normalisée arbitrairement. Nous choisissons de normaliser simplement à l’unité. La densité ρ̄(x)
telle que

∫ L
0 ρ̄(x)d x = 1 est

ρ̄(x) = ω

p(x)

e−ωT (x)

1−e−ωT (L)
. (4.2)

Cette dernière ne contient plus le paramètre α, mais cela ne résout pas le problème puisque la
nouvelle contrainte de normalisation supprime l’indépendance entre les densités aux différentes
positions x.

Une stratégie utilisée par DUC et SONG [2018] pour contourner ce problème consiste à norma-
liser les profils Ribo-Seq par une vitesse moyenne des ribosomes mesurée à partir d’expériences
indépendantes. Cette méthode présente toutefois plusieurs inconvénients : (i) la vitesse de ribo-
some utilisée est une moyenne sur l’ensemble d’un génome au lieu d’être spécifique à un gène,
(ii) les résultats sont obtenus pour des espèces différentes de celles impliquées dans l’expérience
Ribo-Seq, et (iii) les expériences sont réalisées indépendamment dans des conditions différentes.
Dans l’ensemble, la normalisation obtenue par cette procédure est probablement sujette à de
grandes fluctuations.

3 Information apportée par les densités k-somes

Dans cette partie, nous allons montrer de manière empirique que les densités k-somes du mo-
dèle balistique nous donnent l’information sur les paramètres α̃ et ω̃ attendus en raison de leur
sensibilité à l’effet de temps de vie fini, et que cette information est d’autant plus accessible que
l’effet de temps de vie fini est important. Par cette occasion, nous verrons aussi la sensibilité remar-
quable de l’algorithme L-BFGS utilisé pour chaque fit. L’algorithme L-BFGS est une adaptation de
la méthode quasi-Newton Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno dans le but d’utiliser une quantité
limitée de mémoire informatique. Nous l’utilisons encodé dans une fonction de la bibliothèque
SciPy du langage de programmation interprété Python 3 [VIRTANEN et al., 2020].

Les densités étant non linéaires, il n’est pas simple de prouver mathématiquement que les ex-
pressions des densités k-somes sont injectives et nous allons simplement montrer que le fit sans
bruit fonctionne ce qui signifie que les expressions des densités k-somes sont bien injectives. Sur
la figure 4.1 nous présentons plusieurs fit du modèle balistique par le modèle lui-même. Nous
avons fait des tests de fits des densités k-somes homogènes (pi constant le long de l’ARNm) pour
savoir s’il est possible de déduire les paramètres en jeu dans l’effet de durée de vie finie, α̃= αT (L)
et ω̃ = ωT (L), d’un seul profil k-some quand il n’y a pas un excès d’inconnues par rapports aux
équations dû à la vitesse non constante du ribosome le long de l’ARNm. Pour cela, nous avons
fitté pour chaque k-some la densité ρk (i ) pour Rk (0) = 0.01,0.1,1,10 et regardé quelle erreur re-
lative a été faite. On observe que le fit s’améliore effectivement avec l’augmentation de Rk (0). On
remarque que l’erreur relative faite sur les paramètres est inférieure à 10% dès Rk (0) = 0.1, ce qui
témoigne de la grande performance de l’algorithme L-BFGS. Nous verrons par la suite que pour
les tests de fit sur les densités inhomogènes, cette erreur augmentera d’un ordre de grandeur.
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FIGURE 4.1 – Test de fit des densités k-some du modèle balistique homogène avec les équations du mo-
dèle. Les paramètres fittés sont α̃ et ω̃. Il est indiqué pour chaque profil les erreurs relatives sous la forme
(Err(α̃),Err(ω̃)). On remarque (i) que le fit fonctionne dans la plupart des cas et (ii) que le fit s’améliore avec
l’augmentation de R1(0).(Les cadres gris on été mis pour faire ressortir les couleurs claires.)

4 Comparaison avec les profils k-somes obtenus par l’expérience Ribo-
Seq sur un gène

Dans cette partie, nous comparons la phénoménologie du modèle balistique pour les k-somes
aux données expérimentales avec un gène codant pour une histone. Cette comparaison montrera
que l’effet de la dégradation est visible dans certains gènes et que la sensibilité à la dégradation est
accrue pour les k-somes.

Les figures 4.2 et 4.3 affichent les densités de k-somes, ρk (k=1 à 4), en fonction des coordon-
nées génomiques obtenues à partir des expériences Ribo-Seq pour le gène d’histone HIST1H2BM
(symboles) et à partir d’un ajustement de ces données à l’aide du modèle balistique homogène
(lignes pleines). Les deux graphes 4.2a et 4.3a présentent les données Ribo-Seq lissées sur 19 co-
dons en faisant la moyenne du signal dans la fenêtre de glissement et ont été normalisées de telle
sorte que l’intégrale de chaque densité ρk corresponde à k. Lorsque la coordonnée génomique
augmente, nous observons une décroissance exponentielle globale des densités, un phénomène
prédit par le modèle balistique lorsque la dégradation de l’ARNm est prise en compte. Un autre
effet intéressant peut être observé sur les graphes 4.2b et 4.3b de la figure. Ici, nous affichons les
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FIGURE 4.2 – Fit homogène des données de l’expérience Ribo-Seq sur les k-somes ρk (k=1 à 4) lissées, avec
α et ω fixés aux valeurs trouvées dans la littérature. (a) Les densités de k-somes ρk (k=1 à 4) obtenues à
partir du modèle balistique homogène (lignes pleines) et des expériences Ribo-Seq (symboles) sont tracées
en fonction de la coordonnée génomique. Les données Ribo-Seq sont lissées par une fenêtre glissante qui
calcule la densité moyenne sur 19 codons. La densité des polysomes est représentée en noir pour le modèle
balistique uniquement (absence de données expérimentales). Les données expérimentales correspondent
au gène histone HIST1H2BM et le fit est basé sur le modèle balistique avec des paramètres fixes, α= 0,06s−1

et ω = 1/60 min−1 ≈ 3.10−4s−1. Le fit donne alors T (L) = 178s et donc p = 0,7 codons/s. (b) Les mêmes
densités de k-somes sont normalisées à 1, c’est-à-dire ρ̄k = ρk /k, afin de comparer les écarts entre eux et de
montrer que nous retrouvons le croisement caractéristique entre les courbes de k-somes balistiques.

densités k-somes Ribo-Seq normalisées à l’unité. Ces profils montrent très clairement que, près de
l’entrée de l’ARNm, sur une distance génomique de 30 à 40 codons, les profils de densités k-somes
diminuent avec l’augmentation de k alors qu’ils augmentent avec k au-delà de cette distance. Ce
croisement des courbes de densité est à nouveau un effet prédit par le modèle balistique.

Nous utilisons d’abord (Fig. 4.2) la demi-vie spécifique des ARNm d’histones de 40 min, soit
ω = 1/60 min−1 ≈ 3.10−4s−1 [HEINTZ et al., 1983] et le taux d’initiation pour H. sapiens (Tab. 3.1),
α= 0.06s−1. Enfin, p sera estimé depuis T (L) = L/p par le fit des quatre profils Ribo-Seq k-somes
avec le modèle balistique. Nous trouvons finalement T (L) = 178 s, la valeur utilisée pour tracer
les densités balistiques k-some correspondantes sur la Fig. 3.10. Notez qu’avec ces paramètres, le
nombre moyen de ribosomes sur l’ARNm en régime stationnaire est de 〈k〉 = αT (L) = 0,06×178 ≈
10.

Globalement, nous observons que les tendances qualitatives présentées par les données Ribo-
seq sont décrites par le modèle balistique et que l’inversion des profils de densité k-some près
du début de l’ARNm donne une signature claire de l’influence de la dégradation de l’ARNm sur
les profils Ribo-Seq. Enfin, la densité théorique pour les polysomes (ligne noire continue dans le
panneau intermédiaire de la figure) n’a pas de contrepartie expérimentale mais, d’après les para-
mètres estimés, elle doit être quasiment plate et non influencée par la dégradation, comme on l’a
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FIGURE 4.3 – Fit homogène des données de l’expérience Ribo-Seq sur les k-somes ρk (k=1 à 4) lissées,
sans fixer α et ω. Les données et le lissage sont les mêmes que sur la Fig. 4.2. On trouve une meilleure
correspondance entre les données et le modèle que lorsqu’on fixe α à 0.06s−1 et ω à 3.10−4s−1. Elle est
trouvée pour α̃ = 7,6 et ω̃ = 1. (a) Densités proprement normalisées à k. (b) Densités normalisées à 1. Le
croisement avec les courbes trisome et tétrasome sont mieux retrouvés que sur la Fig. 4.2.

déjà vu dans le régime de dégradation intermédiaire présenté dans la Fig. 3.10.
Néanmoins, nous voyons un écart qui s’accorît avec k entre les données et le modèle. Pour

cette raison, nous avons effectué un autre ajustement sans fixer de paramètre au préalable. On
obtient alors une meilleure correspondance en particulier pour le trisome et le tétrasome (Fig.
4.3). Elle est obtenue pour α̃= 7,6 et ω̃= 1. La valeur de ω̃ est inattendue puisqu’elle correspond à
T = 1/ω, ce qui signifie qu’à peine une seule traduction de l’ARNm aurait le temps de se faire.

Ce résultat fournit une motivation supplémentaire forte pour la nécessité de diviser la popula-
tion d’ARNm en k-somes afin d’augmenter la sensibilité à la dégradation de l’ARNm. On note que
d’après notre analyse d’échelle de f (ω̃) décrite à la section 6.2 du chapitre 3, on s’attendait à ce
que dans le cas présent, la dégradation de l’ARNm ait peu d’influence sur la densité des polysomes
puisque ω̃=ωT (L) = 3.10−4 ×178 ≈ 0.05 ¿ 1. Enfin, nous concluons cette section en remarquant
la nécessité d’introduire un p(x) inhomogène, car nous pouvons observer des fluctuations fortes
et systématiques le long des profils qui ne peuvent être expliquées par les fluctuations expérimen-
tales, mais plutôt par la distribution de p(x).

5 Analyse des profils Ribo-Seq sur les k-somes lissés

Armelle Choquet et Alexandre David, nos collègues biologistes de l’IGF (Institut de Génomique
Fonctionnelle) ont effectué l’expérience Ribo-Seq sur les k-somes de l’ensemble du génome hu-
main dont les données ont été traitées par Julie Ripoll et Eric Rivals, nos collègues bioinformati-
ciens du LIRMM (Laboratoire d’Informatique, de Robotique et de Microélectronique de Montpel-
lier). Nous avons donc pu commencer par comparer le modèle avec les profils k-somes humains
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dans le but d’observer la correspondance du modèle au système des k-somes mesuré. Pour cela,
nous avons effectué un fit des données lissées. Nous avons d’abord fitté les k-somes pour chaque
k allant de 1 à 4 indépendamment quel que soit le gène, puis nous avons ensuite fitté l’ensemble
des k-somes pour k allant de 1 à 4, la fonction de minimisation devant trouver un seul jeu de
paramètres (α̃,ω̃) par gène correspondant aux quatre k-somes, comme pour le test de la partie 4
précédente. Nous avons analysé seulement les gènes codant pour des protéines du noyau pour
nous assurer que la traduction mesurée n’est pas faite par des ribosomes attachés au réticulum
endoplasmique, ce qui pourrait modifier la dynamique du processus.

Nous avons étudié séparément les 3 groupes de gènes définit par leur couverture en ribosomes
par nos collègues biologistes selon la procédure suivante : Pour chaque gène, ils calculent la cou-
verture moyenne Ribo-Seq entre les codons 20 et 200 (en comptant à partir du codon de départ, et
au moins 20 codons avant le codon d’arrêt). Ils éliminent les gènes ayant moins de 10 empreintes
Ribo-seq. Ensuite, ils ordonnent les gènes en fonction de la couverture moyenne décroissante. À
partir de cette liste, ils divisent l’ensemble des gènes en deux groupes, de sorte que leur couverture
totale soit égale. Cela détermine un point médian dans la liste, qui sépare la liste en gènes forte-
ment et faiblement exprimés. Pour accentuer le contraste entre ces deux groupes, ils excluent les
5% supérieurs des gènes faiblement exprimés et les 5% inférieurs des gènes fortement exprimés.
Ces 10% de gènes centraux en termes de couverture médiane sont dits avoir une "couverture in-
termédiaire". On note que le nombre de gènes dans les groupes de gènes faiblement et fortement
traduits ne doit pas être égal.

Ces catégories ont été définies à l’origine pour différencier les gènes fortement traduits des
faiblement traduits et étudier quelles caractéristiques ces deux groupes partagent ou s’ils diffèrent
par d’autres caractéristiques. Dans cette partie, nous allons reprendre ces groupes pour leur diffé-
rence statistique puisque pour les k-somes, le nombre de copies d’ARNm mesurés pour un gène
est proportionnel au nombre de ribosomes détectés. Précisément, la mesure d’une copie d’ARNm
à l’état de k-some correspond à la détection de k ribosomes. Les gènes peu couverts ayant un
nombre de positions de ribosomes détectés plus faibles, leur qualité statistique est moindre que
celles des gènes très couverts. Le gène présenté dans la partie précédente appartient à la catégorie
haute couverture, il a donc une des meilleures qualités statistiques. Afin d’analyser le plus grand
nombre de gènes possible, et étant donné que cela ne gêne pas notre étude, nous avons souhaité
ne pas exclure les gènes de couverture intermédiaire dans l’étude statistique de l’adéquation du
modèle aux densités Ribo-Seq. Finalement, nous considérerons les trois groupes de gènes haute
couverture, basse couverture et couverture intermédiaire définis par les bioinformaticiens comme
trois groupes de gènes dont la mesure Ribo-Seq a une qualité statistique différente : forte statis-
tique, basse statistique et statistique moyenne.

Pour chaque catégorie de gènes, on s’intéresse cette fois-ci à la qualité du fit en regardant quel
est l’écart entre la densité du modèle balistique homogène et le profil de données Ribo-Seq lissé.
A cause des densités nulles obtenues par l’expérience, nous calculons la différence non relative
à la densité Ribo-Seq bien qu’une différence relative serait plus précise. Nous définissons cette
différence simplement par χ2 = ∑N

i=1 |ρ̄RS(i )− ρ̄bal i st i que (i )|2, où l’indice "RS" signifie "Ribo-Seq"
et N est le nombre de codons considérés pour le profil lissé. Nous utilisons les densités normalisées
à 1 pour que les densités fluctuent autour des mêmes valeurs quelque soit k et qu’on puisse ainsi
comparer les valeurs de χDL pour les différents k-somes entre elles. Les gènes étant en majorité
de l’ordre de 102 codons (avec une médiane à environ 500 codons, voir Tab. 3.1), leurs densités
normalisée à 1 est de l’ordre 10−3. Compte tenu des fluctuations qui sont négligées dans ce fit
préliminaire, mais qui sont prévues par le modèle balistique, nous considérons que les données et
le modèle s’accordent bien lorsque χ2

DL est de l’ordre de 10−3 ou moins.
Sur la Fig. 4.4, nous avons représenté sous forme d’histogramme les résultats pour chaque

groupe de gènes et pour chaque k-some. L’histogramme de la Fig. 4.5 représente les résultats en
fittant de la même manière, mais en cherchant, pour chaque paramètre, une seule valeur com-
mune aux quatre densités k-somes pour k = 1,2,3,4 d’un gène. Les densités pour quelques gènes
sont visibles en annexes A.3, A.4, A.5, A.6 et A.7.
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d) Tétrasome
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FIGURE 4.4 – Histogrammes des erreurs faites sur le fit des données k-somes lissées sur 19 codons par les
densités du modèle balistique en considérant une vitesse p constante le long de l’ARNm. α̃ et ω̃ sont les pa-
ramètres recherchés sans qu’aucun des paramètres ne soit fixé. Les 3 groupes de gènes séparés par la qualité
statistique de leur mesure ont été analysés séparément. Les monosomes, disomes, trisomes et tétrasomes
ont été fittés indépendamment. Chaque profil Ribo-Seq a été fitté indépendamment. Les histogrammes
représentent le pourcentage de chaque ordre de grandeurs de χDL lors des fits. La largeur des barres a été
modifiée de façon à ce que trois histogrammes soient visibles en étant superposés. Les nombres de gènes
analysés pour chaque histogramme sont indiqués en Tab. A.1.

Monosomes Nous voyons dans un premier temps sur la Fig. 4.4 que seulement 12% des gènes
ayant une forte statistique, 6% des gènes ayant une statistique moyenne et 7% des gènes ayant
une statistique faible ne correspondant pas au modèle balistique homogène dans leur forme lis-
sée. Ce sont généralement des gènes qui possèdent des variations trop importantes de la densité
pour que le lissage ait pu faire ressortir une enveloppe décroissante. De plus, nous voyons de ma-
nière remarquable que la correspondance du modèle avec les données augmente avec la qualité
statistique. En effet, une majorité de gènes à faible statistique ont été fittés avec un χ2 de l’ordre
de 10−3. Pour les gènes à statistique moyenne, il a été obtenu quasiment autant de χ2 d’ordre de
10−3 que de χ2 d’ordre de 10−4. Enfin, les gènes à forte statistique ont obtenu le meilleur résultat
avec une majorité de fit avec un χ2 d’ordre de 10−4. Cela constitue un argument en faveur de la
pertinence du modèle pour décrire les expériences Ribo-Seq et la traduction de l’ARNm.
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FIGURE 4.5 – Histogrammes des erreurs faites sur le fit des données k-somes lissées sur 19 codons par les
densités du modèle balistique en considérant une vitesse p constante le long de l’ARNm. Les 3 groupes de
gènes séparés par la qualité statistique de leur mesure ont été analysés séparément. Pour un gène donné,
les quatre profils monosome disome trisome et tétrasome ont été fittés ensemble pour un seul jeu de pa-
ramètres (α̃,ω̃). Les histogrammes représentent le pourcentage de chaque ordre de grandeurs de χDL lors
des fits. La largeur des barres a été modifiée de façon à ce que trois histogrammes soient visibles en étant
superposés. Les nombres de gènes analysés sont indiqués en Tab. A.1.

Disomes Lorsqu’on regarde l’histogramme du χ2 du fit homogène des disomes, on remarque
que le fit de la majorité des gènes ayant une forte statistique a un χ2 qui bascule vers des valeurs
de l’ordre de ∼ 10−3, mais il y a toujours une proportion importante de χ2 ∼ 10−4. Pour les gènes à
statistique moyenne, il y a surtout un déplacement d’une partie des χ2 ∼ 10−3 vers les χ2 ∼ 10−2. Pa-
radoxalement, il y a une augmentation des χ2 ∼ 10−4 pour les gènes à faible statistique, mais seule-
ment de quelques pourcents, ce qu’on peut considérer comme non significatif pour ces gènes de
moins bonne statistique. La proportion de χ2 ≥ 10−2 étant de moins de 20% pour les gènes de sta-
tistique moyenne et basse, et de moins de 10% pour les gènes de forte statistique, nous pouvons
considérer que la forme globale des densités disomes est bien prédite par le modèle balistique.

Trisomes Concernant les trisomes, on observe à nouveau un décalage des χ2 ∼ 10−4 vers les
χ2 ∼ 10−3 pour les gènes très couverts, mais très peu de variations pour les gènes de statistique
moyenne et faible. La proportion de χ2 ≥ 10−2 reste de moins de 20% pour les gènes de statistique
moyenne et basse, et de moins de 10% pour les gènes de forte statistique, ce qui permet de valider
le modèle également pour les trisomes.

Tétrasomes La tendance de la qualité du fit à se dégrader légèrement avec l’augmentation de k
mais avec des χ2 qui restent inférieur à 10−2 se confirme avec l’histogramme sur les tétrasomes.
Le modèle semble donc correspondre aux densités k-somes quelque soit k. Il serait intéressant de
regarder par la suite si cette différence entre les fit des densités k-somes ne sont pas seulement
dues aux fluctuations qui doivent augmenter avec k en raison de la diminution de l’effet de temps
de vie fini qui écrase les densités vers la fin du réseau.

Fit simultané des k-somes pour k allant de 1 à 4 Cette fois, les k-somes pour k = 1,2,3,4 d’un
gène sont fittés en même temps comme dans l’exemple de l’histone présenté en Fig. 4.3. On s’in-
téresse à la différence quadratique χ2 moyennée sur les quatre k-somes (k = 1,2,3,4), soit

〈
χ2〉= 1

4

4∑
k=1

N∑
i=1

|ρ̄k,RS(i )− ρ̄k,bal i st i que (i )|2 (4.3)
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de manière à pouvoir la comparer aux fits précédents. Pour les gènes à forte statistique, nous ob-
servons que la grande majorité, plus de 80%, ont un

〈
χ2

〉∼ 10−3, et donc peu de gènes ont un
〈
χ2

〉
de l’ordre de 10−4 (environ 15%) et 10−2 (moins de 5%). L’histogramme ne correspond donc pas à
la moyenne des histogrammes précédents des fits des k-somes pour k = 1,2,3,4 pris séparément
où la proportion de χ2 ∼ 10−3 varie progressivement entre environ 40% et 60%, la proportion de
χ2 ∼ 10−4 varie progressivement entre environ 20% et 50% et la proportion de χ2 ∼ 10−2 reste au-
tour de 10%. Une plus grande proportion de χ2 ∼ 10−3 et une plus faible proportion de χ2 ∼ 10−4

montrent une concordance moins bonne que précédemment. Cependant, la très faible proportion
de χ2 ∼ 10−2, c’est-à-dire au-dessus du seuil de validité, nous permet de conclure que le modèle
décrit correctement les tendances données par les mesures expérimentales des densités de l’en-
semble des k-somes.

Cette comparaison entre le modèle et les données Ribo-Seq sur les k-somes nous indique une
bonne prédiction de l’effet du temps de vie fini sur les densités de ribosomes. Pour préciser cette
comparaison, il serait intéressant d’effectuer des comparaisons plus précises en utilisant le mo-
dèle balistique inhomogène, ce qui pourrait permettre de comprendre pourquoi la correspon-
dance est moins bonne quand on considère les k-somes pour k=1,2,3,4 plutôt que séparément.

Premièrement, on pourra savoir si les différences de correspondance entre le modèle homo-
gène et les données lissées ne sont tout simplement pas dues aux différences d’amplitude des
fluctuations. En effet, comme on peut le voir sur la Fig. 4.3 et sur les exemples de fit donnés en
annexe (A.3, A.4, A.5, A.6), l’amplitude des fluctuations a tendance à augmenter avec le nombre
de ribosomes k. Nous expliquons cela par un effet de temps de vie fini qui augmente quand k
diminue et qui engendre un écrasement des densités vers la fin de l’ARNm.

Si les variations d’amplitude des fluctuations ne suffisent pas à expliquer l’écart entre le mo-
dèle et les données Ribo-Seq, nous pensons qu’il pourrait s’agir d’un effet d’exclusion non né-
gligeable entre les ribosomes. Il a été découvert chez les eucaryotes un processus de contrôle de
la traduction par la détection et l’élimination de ribosomes qui calent, ribosome stalling en an-
glais, appelé no-go decay [DOMA et PARKER, 2006]. Si ce processus était très efficace, il pourrait
empêcher tout embouteillage et donc la diminution de la vitesse d’un ribosome à cause d’un
autre. Mais, SIMMS et al. [2017] ont trouvé que le processus s’enclenche quand au moins trois
ribosomes sont embouteillés. L’exclusion stérique peut donc être une interaction ayant un effet
non négligeable sur la vitesse, la densité et le flux de ribosomes. En effet, une étude biophysique
de SZAVITS-NOSSAN et CIANDRINI [2020] a aussi mis en évidence la présence de site d’exclusion
local sur certains gènes de la levure S. cerevisiae, même s’ils considèrent qu’il y a peu d’exclusion
en moyenne. Les collisions entre ribosomes pourraient aussi engendrer une variation de la durée
de vie en fonction du nombre de ribosomes présent sur l’ARNm. Lorsque des collisions entre ribo-
somes ont lieu, des mécanismes interviennent pour interrompre la traduction et détruire l’ARNm
[MORRIS et al., 2021]. Le risque de collisions augmentant avec le nombre de ribosomes, des ARNm
sur lequel il y a plus de ribosome vivrait moins longtemps.

Une étude future serait donc d’inclure de l’exclusion dans ce modèle. Cependant, on perdrait
beaucoup en simplicité et il semble compliqué d’établir un modèle d’ensemble d’ARNm à temps
de vie fini avec de l’exclusion entre particules qui reste efficace. Nous concluons que ce modèle se
révèle pertinent pour l’étude des monosomes. Cependant, interpréter la densité polysome pour-
rait être juste étant donné que leur durée de vie finie a un effet négligeable sur la densité. Pour
vérifier que la cinétique des ribosomes n’est pas modifiée significativement par les interactions
entre ribosomes, on pourra étudier la corrélation entre les pics des densités monosome et poly-
some. Une étude plus précise pourra ensuite être faite en étudiant les corrélations entre les pics
des densités k-somes à différent k.
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6 Déduction des paramètres cinétiques de la traduction des densités
polysomes et monosomes

6.1 Un profil de densité k-some apporte l’information manquante

Puisque la demi-vie de l’ARNm τ1/2 peut être mesurée par des expériences standards, nous
considérerons dorénavant que ω est connu, puisque ω= ln(2)/τ1/2 par définition.

Nous avons également montré que le profil de densité du polysome est beaucoup moins sen-
sible àω que les profils de k-some pour k = 1,2,3,4 (Fig. 3.10). Cela signifie que le profil de densité
normalisé des polysomes dépend principalement du profil de la vitesse de saut, p(x), et seule-
ment légèrement de ω (puisque nous négligeons les effets d’obstruction des ribosomes dans le
modèle balistique). Le profil de densité normalisé des polysomes est donc une bonne mesure des
variations de pi indépendamment des autres paramètres.

Dans la section 6.5 du chapitre 3 et dans la section 3 du présent chapitre, nous avons montré
que des informations supplémentaires sont disponibles en augmentant l’effet de durée de vie finie
lorsque les différents ρk deviennent de moins en moins linéairement liés. De plus, nous avons
montré que pour un certain niveau de dégradation de l’ARNm, le signal des profils de densité de
k-some disparaît près de la fin de l’ARNm et nous perdons des informations, mais cela se produit
pour des paramètres éloignés des valeurs biologiquement viables. Dans la section précédente,
nous avons montré que la densité monosome est la mieux prédite par le modèle balistique. Nous
avons donc décidé d’ajouter au profil de densité normalisé du polysome l’information fournie par
le profil de densité du monosome. De plus, il s’agit du profil k-some le plus affecté par la durée
de vie finie de l’ARNm à l’inverse du profil polysome qui est le moins affecté. Le profil monosome
présente le plus grand ratio d’ARNm à l’état transitoire par rapport à l’ARNm à l’état stationnaire,
une quantité dont nous avons montré qu’elle était directement liée à l’enveloppe des profils de
densité des k-somes dans la section 6.6 cu chapitre 3.

6.2 Fonction score

Cette section est ensuite consacrée à la détermination des valeurs du taux d’initiation α et des
taux de saut pi de tous les codons constituant l’ARNm. Nous trouvons ces paramètres cinétiques
en minimisant la différence entre le modèle balistique et, simultanément, les données Ribo-Seq
du profil de densité normalisée à 1 du polysome et du profil de densité du monosome. Pour être
précis, nous minimisons la quantité

X2 = χ2
polysome +χ2

1-some , (4.4)

où χ2
polysome est la somme de l’erreur relative quadratique de la densité normalisée des polysomes

sur chaque codon :

χ2
polysome =

L∑
i=1

∣∣∣∣∣ρdata
i −ρballistic

i

ρdata
i

∣∣∣∣∣
2

, (4.5)

et χ2
1-some est la somme de l’erreur relative quadratique de la densité des monosomes sur chaque

codon définie de la même manière que χ2
polysome. La minimisation est effectuée par l’algorithme L-

BFGS encodé dans la bibliothèque SciPy du langage de programmation interprété Python 3 [VIR-
TANEN et al., 2020].

Afin d’évaluer notre méthode de fit et le critère de qualité défini ci-dessus, nous traçons ce
que nous appelons la "fonction score". Il s’agit de l’erreur relative sur les valeurs des paramètres
cinétiques trouvées par la procédure de minimisation en fonction du ratio R1(0) (Eq. (3.85)). La
procédure de minimisation est effectuée sur des données artificielles créées avec le modèle ba-
listique. L’objectif est d’observer si la procédure de minimisation récupère de manière précise les
paramètres d’entrée connus en fonction des valeurs de R1(0). Les erreurs relatives sont simple-
ment définies par

Er rY = |Y−Yminimization|
Y

, (4.6)
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où Y est le paramètre évalué. Nous évaluons α et chaque pi . Pour que la fonction de score
soit lisible, nous choisissons concernant les pi , de nous concentrer sur l’erreur moyenne sur les L
valeurs de pi et l’erreur relative maximale parmi les L valeurs de pi .

Nous calculons la fonction de score pour dix profils partageant le même α = 0.08 et le même
ω. Les valeurs de pi sont déterminées par un tirage aléatoire d’une distribution uniforme entre
pmin = 0.2 et pmax = 4. Le tirage aléatoire est la variable entre les dix profils. L’objectif est de lisser
la variabilité de l’erreur due à la disposition et à la spécificité de pi en faisant la moyenne de la
fonction score sur les dix profils. Pour chaque profil, nous effectuons la minimisation pour 20 va-
leurs R1(0). Cela signifie que nous exécutons la procédure de minimisation cent fois. Le paramètre
ajusté correspondant à la valeur déterminée de R1(0) est ω.

En observant la figure 4.6, nous pouvons constater que les erreurs relatives diminuent sur
R1(0) de 1 à 6 et restent plutôt constantes pour les plus grandes valeurs de R1(0). Ceci confirme la
pertinence du critère que nous avons choisi pour évaluer la qualité de l’ajustement. On constate
par ailleurs que les erreurs relatives sont inférieures à 10% à partir de R1(0) = 4, ce qui consti-
tue une validation de notre méthode d’ajustement. Les R1(0) = 4 correspondent aux paramètres
α= 0.08s−1, T (L) ≈ 81s et ω≈ 0.0005s−1 ≈ 1

33 mi n−1 qui sont des valeurs biologiquement raison-
nables pour la traduction des ARNm. Plus précisément, nous mettons en évidence et déterminons
la faisabilité d’une telle méthode de fit pour déterminer les paramètres cinétiques de la traduction
de l’ARNm.
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FIGURE 4.6 – La fonction score du fit avec le modèle balistique lorsque α = 0.08 et pi ∈ [0.2,4[. Le résultat
est la moyenne de la minimisation de l’équation 4.4 sur dix profils de densité balistique. Représentations et
échelle lin-lin et en échelle lin-log. Ils sont obtenus par tirage aléatoire à partir d’une distribution uniforme
de taux de saut compris entre 0,2 et 4.T (L) = 81,35s en moyenne sur les dix distributions de pi . La valeur de
R1(0) est augmentée en augmentant ω. Les erreurs sur les taux α et pi sont calculées avec l’équation 4.6.

6.3 Diagramme de phases

Nous terminons ce chapitre en reprenant le diagramme de phase du chapitre 3 pour l’adap-
ter aux résultats de la méthode de fit. D’après nos tests, nous voyons sur la fonction score de la
Fig. 4.6 que pour notre méthode avec l’algorithme de minimisation que nous utilisons, l’effet de
temps de vie fini sur la densité monosome est suffisamment prononcé pour que les valeurs des
paramètres puissent être correctement estimés lorsque R1(0) ≥ 4. Nous arrondissons ce chiffre à
5 pour considérer de manière plus générale un ordre de grandeur pour la synthèse que constitue
le diagramme de phase. La limite entre le régime LD et le régime ID sera donc légèrement déplacé
vers les α̃ et ω̃ grands. Nous avons aussi testé le fit pour des ω̃ de l’ordre de 1 pour les paramètres
α = 0.08, p ∈ [0.2;4] et constaté que l’algorithme de minimisation est assez efficace pour évaluer
les vitesses pi même quand la densité polysome est écrasée en bout de séquence à cause de l’effet
de durée de vie finie, tant que la densité polysome reste d’un ordre supérieur à 10−5. Nous pou-
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FIGURE 4.7 – Diagramme de phase du modèle balistique dans le plan (α̃,ω̃) 3.13 ajusté à la faisabilité du
fit. Le diagramme de phase est divisé en trois régimes de dégradation avec les lignes d’équation ω̃ = 5 et
R1(0) = 5. Le régime ID est celui où notre méthode de fit utilisant les profils monosome et polysome est
effective. Les valeurs biologiques obtenues pour l’histone HIST1H2BM (humaine) sont données par le fit
homogène du monosome au tétrasome (Fig. 4.2). Les autres valeurs sont extraites de la littérature (cf Tab.
3.2).

vons donc déplacer la ligne de séparation entre les phases ID et HD à ω̃= 5 où la densité peut être
de l’ordre 10−5. On peut finalement considérer que l’effectivité du fit correspond au régime ID à 5
points près.

Nous avons la preuve, d’après les résultats présentés dans la figure, qu’au moins certains gènes
histoniques (rectangle vert), ainsi que la valeur moyenne du génome de la levure (S. cerevisiae,
rectangle jaune), tombent en la phase ID. La moyenne du génome de H. sapiens semble toutefois
se situer près de la limite entre la phase LD et la phase ID (ligne rouge) et pourrait être à la limite
de la faisabilité de notre méthode de fit.

Il est intéressant de noter que dans le régime ID, la méthode que nous proposons pour extraire
les paramètres cinétiques de la traduction exploite un profil de densité de monosomes qui est
expérimentalement accessible malgré la probabilité peut-être beaucoup plus faible de trouver un
monosome qu’un k-some avec k ≈ 〈k〉∞ ≈ α̃ (P1 ¿ P∞

α̃ ). En ce sens, un séquençage "profond"
(des milliards d’ARNm correspondant à des millions de cellules) est nécessaire pour étudier les
monosomes car il en faut des milliers pour assurer une analyse statistiquement pertinente (voir la
discussion de la section 6.5 du chapitre 3).

7 Conclusion et perspectives

Ce chapitre a été consacré à la comparaison des profils Ribo-Seq de k-somes avec ceux du
modèle balistique décrits au chapitre précédent et à l’élaboration d’une méthode de déduction
des valeurs précises des paramètres cinétiques de la traduction.

Nous avons d’abord montré quelles sont les informations apportées par les profils polysomes
et les profils k-somes. Ces deux types de population apportent des informations complémentaires
dans un régime de dégradation intermédiaire où celle-ci est assez élevée pour que les densités
perdent leur couplage linéaire comme montré au chapitre 3.

En comparant qualitativement les profils Ribo-Seq sur les k-somes, nous déduisons que la
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phénoménologie du système est bien décrite par le modèle balistique et nous démontrons pour la
première fois la présence d’un effet de temps de vie fini sur des densités de ribosomes mesurées
expérimentalement. Nous faisons ensuite une comparaison plus exhaustive en analysant l’en-
semble des profils k-somes à notre disposition. Nous observons une très bonne concordance avec
les profils de densités monosomes, qui se dégrade légèrement lorsque le nombre de ribosomes k
augmente et quand on cherche les mêmes paramètres pour les quatre k-somes k = 1,2,3,4 d’un
même gène. Une hypothèse est que l’augmentation de l’amplitude des fluctuations avec k dimi-
nue la qualité du fit homogène sur les données lissées qui a été effectué ici. Pour vérifier cette
hypothèse, il sera nécessaire d’effectuer des fits des données non lissées avec le modèle inhomo-
gène bien que cela soit beaucoup plus gourmand en temps. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée,
nous en déduirons qu’il existe un mécanisme important non considéré dans le modèle balistique
qui engendre la variation d’un des paramètres en fonction du nombre de ribosomes présent sur
l’ARNm. Il s’agit peut-être de corrélations non négligeables entre ribosomes. Pour étudier cette hy-
pothèse, on pourra utiliser, dans un travail futur, des simulations de Monte Carlo d’un ensemble
d’ARNm modélisé par le modèle `-TASEP inhomogène afin de comparer les densités de particules
de ce modèle avec les données Ribo-Seq.

Nous élaborons finalement une méthode de déduction des paramètres cinétiques de la tra-
duction qui utilise le profil monosome puisqu’ils sont très bien décrits par le modèle et le profil
polysome ainsi que les mesures de temps de demi-vies des ARNm. Nous présentons les résultats
d’un test de cette méthode sous forme de "fonction score" qui montre que comme prévu la qualité
du fit décroît avec l’effet de durée de vie fini. En particulier, nous montrons que le ratio R1(0) & 5
est suffisant pour que notre méthode, utilisant l’algorithme L-BFGS, fonctionne. D’après les va-
leurs biologiques trouvées dans la littérature, notre méthode doit être effective pour de nombreux
gènes. La méthode étant efficace pour des paramètres qui correspondent approximativement au
régime ID définit dans le chapitre précédent, nous proposons finalement une adaptation du dia-
gramme de phase du modèle balistique à la méthode de fit afin de voir pour quels paramètres
cette méthode est effective. Pour poursuivre ce travail, il faudra d’abord évaluer la résistance de la
méthode au bruit des données expérimentales, puis trouver une stratégie de traitement des profils
Ribo-Seq qui présentent des densités nulles sur certains codons. En effet, sur certains codons, au-
cun ribosome n’a été détecté et un fit d’un tel profil engendrerait une vitesse infinie du ribosome
ce qui n’est pas biologiquement réaliste.
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Conclusion

En biologie, la traduction reste encore peu étudiée par rapport à la transcription. C’est pour-
tant une étape extrêmement importante de l’expression génétique puisque c’est le moment où
l’information stockée dans les gènes est traduite en matière fonctionnelle, les protéines, qui per-
mettent à la cellule de vivre puisqu’elles assurent toutes ses fonctions. D’un point de vue physico-
chimique, la traduction est modélisée depuis 1963, peu de temps après sa découverte dans les
années 1950. Elle a donc toujours été considérée par les physiciens et nourri la physique statis-
tique hors équilibre en tant que phénomène de transport stochastique dirigé à une dimension et
hors équilibre thermodynamique.

Dans le chapitre 2, nous avons présenté le modèle paradigmatique de ce phénomène, le mo-
dèle TASEP pour en montrer les propriétés principales et jeter les bases pour l’étude de ses va-
riantes plus proches de la traduction génétique. Celles-ci incluent une particule étendue sur plu-
sieurs sites qui se déplace toujours d’un seul site à la fois et des taux de saut inhomogènes le long
du réseau. Ces caractéristiques induisent des effets d’exclusions intéressants et encore mal com-
pris. En particulier, nous faisons remarquer un impact non négligeable de la particule étendue en
entrée et en sortie du réseau dans la phase basse densité pour laquelle l’exclusion est pourtant la
plus faible. En effet, nous avons montré, dans le cas des taux de sauts homogènes, que considérer
l’exclusion à l’entrée suffit à approximer la densité du modèle `-TASEP lorsque le ratio du taux
d’initiation sur le taux de saut α/p ≤ 0,1 alors qu’elle s’éloigne considérablement de la densité TA-
SEP lorsque la longueur de la particule ` et α/p augmentent (0.01 < α/p ≤ 0,1). Il n’est alors pas
étonnant que la cellule mette en place une stratégie d’évitement des collisions à l’entrée de l’ARN
messager comme le montrent plusieurs études, d’autant plus que le courant est également abaissé
par l’exclusion à l’entrée. Pour α/p > 0,1, l’exclusion en sortie du réseau devient elle aussi non né-
gligeable en engendrant l’augmentation considérable de la couche limite de l’effet de bord. Par les
équations de champ moyen du modèle `-TASEP, nous montrons que l’amplitude de cet effet de
bord dépend majoritairement de α/p seulement.

La recherche expérimentale est nécessaire à l’étude de la traduction et ce n’est que récem-
ment qu’elle s’est particulièrement développée. Les expériences de séquençage haut débit de ri-
bosome profiling (ou Ribo-Seq), ont été mises au point au début des années 2000 et ont permis
de faire considérablement avancer la connaissance du processus de traduction génétique. Cepen-
dant, l’interprétation de ce type d’expérience n’est pas évidente. La durée de vie finie des ARNm
est rarement prise en compte dans les modèles. Pourtant, cela implique qu’une partie importante
des ARNm ne sont pas dans leur état stationnaire puisqu’ils commencent juste à être traduits par
le ribosome tandis que d’autres ont été dégradés. En considérant un processus de renouvellement
qui maintient une population constante d’ARNm et en simplifiant le processus de transport des
ribosomes sur l’ARNm par un mouvement balistique (i.e. déterministe), nous étudions l’effet de
durée de vie finie sur un tel ensemble dans le chapitre 3. Nous introduisons pour cela l’étude
d’ARNm séparés par leur nombre de ribosomes allant de 1 à 4, les monosomes, disomes, trisomes
et tétrasomes (ou k-somes, k = 1,2,3,4). Nous montrons en particulier que, lorsque le temps de
vie est infini, les densités des k-somes sont linéairement couplées entre elles, et avec la densité
polysome. Considérer un temps de vie fini va engendrer le découplage de ces densités par une
décroissance de type exponentielle le long du filament qui sera d’autant plus importante que k est
petit, et sera négligeable pour le polysome. Nous définissons un diagramme de phase présentant
trois régimes de dégradation en fonction des deux paramètres adimensionnels régissant l’effet de
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temps de vie fini sur les profils de densités : αT (L) et ωT (L) où α est le taux d’initiation de la tra-
duction,ω le taux de dégradation de l’ARNm et T (L) le temps que met le ribosome pour traverser
l’ARNm. Ces trois régimes sont : le régime de faible dégradation (LD) où ni les densités polysomes,
ni les densités k-some ne ressentent l’effet de temps de vie fini, le régime de dégradation intermé-
diaire (ID) où seules les densités k-somes ressentent l’effet de temps de vie fini et enfin le régime
de haute dégradation (HD) où l’effet de temps vie fini devient non négligeable aussi sur les densi-
tés polysomes. Grâce aux mesures déjà existantes dans la littérature chez la levure S. cerevisiae et
l’humain, nous situons le régime biologique au niveau du régime de dégradation intermédiaire.

Dans le chapitre 4, nous analysons les données Ribo-Seq sur les k-somes produites par nos
collaborateurs biologistes de l’IGF et bioinformaticiens du LIRMM. Nous comparons ces données
avec le modèle balistique décrit au chapitre 3 afin d’en déduire le niveau de correspondance entre
le modèle et le système biologique mesuré. Grâce à une comparaison qualitative, nous démon-
trons pour la première fois la présence d’un effet de temps de vie fini des ARNm sur des densités
de ribosomes mesurées expérimentalement. Une analyse plus quantitative montre en revanche
qu’un des paramètres de la traduction semble varier avec le nombre de ribosomes présent sur
l’ARNm. Une analyse plus précise sera nécessaire pour confirmer ce résultat dans un travail futur.
Si ce résultat est confirmé, il ouvrira la voie à la recherche d’une caractéristique manquante pour
la modélisation précise des expériences Ribo-Seq. Nous pensons qu’il pourrait s’agir de l’exclu-
sion stérique ou autre type d’interaction entre les ribosomes. Bien que la cellule semble mettre en
place une stratégie pour éviter les collisions entre ribosomes, nous ne savons pas précisément à
quel degré (Est-il prévenu seulement les encombrements entre ribosomes, ou le moindre contact
entre ribosome est-il évité ?) et il peut être important de considérer des particules qui occupent
plusieurs sites sans se recouvrir.

Nous proposons également une méthode de déduction des paramètres cinétiques de la tra-
duction : le taux d’initiation α, et les taux d’élongation pi pour chaque codon. Pour cela, nous
montrons d’abord que le profil de densité polysome n’apporte pas assez d’information par rapport
au nombre d’inconnues, et nous choisissons d’associer l’information de la densité monosome, qui
est la mieux décrite par le modèle et la plus découplée linéairement de la densité polysome. Nous
tirons parti du fait que la densité monosome est la densité qui ressent le plus l’effet de temps
de vie fini, tandis qu’il est négligeable sur la densité polysome. Cette méthode est donc effective
principalement dans le régime de dégradation intermédiaire déterminé au chapitre 3. Elle pourra
donc être utilisée pour analyser une grande proportion des ARNm des cellules biologiques. Nous
pensons qu’une méthode quantitative servira à déchiffrer les mécanismes microscopiques de la
traduction ce qui aiderait à comprendre le rôle dans l’expression des gènes dans l’apparition de
pathologies comme le cancer, les maladies neurodégénératives et l’obésité.

En conclusion, nous pouvons dire que nous avons travaillé à la modélisation physico-mathé-
matique de la traduction génétique en considérant deux caractéristiques qui se révèlent être im-
portantes en particulier pour les profils de densités de ribosomes sur les ARN messagers et donc
pour l’interprétation des profils de données Ribo-Seq. Il s’agit d’une part de l’effet de la particule
étendue en basse densité, et d’autre part de l’effet de temps de vie fini sur un ensemble d’ARN mes-
sagers traduit de manière non synchronisée. Nous avons effectué une analyse statistique des don-
nées de séquençage haut débit, Ribo-Seq, sur les monosomes, disomes, trisomes et tétratsomes,
qui nous a permis de mettre en évidence pour la première fois l’effet de temps de vie fini prédit par
notre modèle sur les densités de ribosomes, avec un très bon accord pour les monosomes. Dans
un travail futur, il serait intéressant de construire un modèle qui tient compte à la fois du temps de
vie fini et des interactions entre ribosomes afin de voir s’il décrit plus quantitativement les profils
de densités Ribo-Seq mesurés sur les k-somes à k > 1.
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1 Calculs annexes

1.1 Moyenne sur les positions

Par définition, si to−tb ≥T (L) alors t1 est uniformément distribué sur l’intervalle [to−T (L), to]
et a la densité de probabilité q(t1) = 1/T (L) sur cet intervalle. Donc,

〈δ(x −x1)〉 = 〈δ(x −x(to − t1))〉

=
∫ to

to−T (L)
δ(x −x(to − t1))

d t1

T (L)

=
∫ T (L)

0
δ(x −x(t ))

d t

T (L)

=
∫ T (L)

0

δ(T (x)− t )

ẋ(T (x))

d t

T (L)

= 1

p(x)T (L)

(A.1)

où nous avons utilisé ẋ(t ) = p(x(t )) et où T (x) est le temps pour qu’un ribosome entré sur l’ARNm
à t = 0 met pour atteindre la position x. Nous l’avons défini en (3.47).

Si to − tb ≤ T (L), alors t1 est distribué uniformément sur l’intervalle [tb , to] et a la densité de
probabilité q(t1) = 1/(to − tb) sur cet intervalle. Donc,

〈δ(x −x1)〉 = 〈δ(x −x(to − t1))〉

=
∫ to

tb

δ(x −x(to − t1))
d t1

to − tb

=
∫ to−tb

0
δ(x −x(t ))

d t

to − tb

=
∫ to−tb

0

δ(T (x)− t )

ẋ(T (x))

d t

to − tb

= 1

p(x)(to − tb)
H(x(to − tb)−x)

(A.2)

1.2 Approximation de la fonction gamma

Pour les entiers non négatifs k, la fonction gamma peut être exprimée en terme de fonctions
élémentaires comme

γ(k +1, z)

k !
= 1−e−z

k∑
n=0

zn

n!
(A.3)

= 1− zk e−z

k !

k∑
m=0

k !

(k −m)!zm . (A.4)
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([ABRAMOWITZ et STEGUN, 1972], Eq. 6.5.32). Pour k ¿ z, c’est une bonne approximation de ne
garder que les deux premiers termes dans la somme de (A.3) :

γ(k +1, z)

k !
≈ 1− zk e−z

k !

(
1+ k

z

)
, (A.5)

un résultat exact pour k = 0 et 1. Pour k = z À 1, l’approximation ci-dessus doit être remplacée par

γ(z +1, z)

z!
≈ 1

2

(
1− 4

3
p

2πz

)
. (A.6)

([ABRAMOWITZ et STEGUN, 1972], Eq. 6.5.35).

1.3 Inversion des populations

Lorsque ω̃ augmente et atteint une valeur de croisement ω̃co, la valeur de P0 devient plus éle-
vée que le maximum près de k = α̃, ce qui signifie que les k-somes à petit k prennent le des-
sus sur ceux dont le nombre moyen de ribosomes est proche de 〈k〉∞ = α̃. Pour déterminer ap-
proximativement ω̃co, on note que, pour une dégradation finie mais pas trop élevée, la position
du maximum de Pk reste proche de k ≈ α̃. Nous pouvons donc estimer ω̃co en égalisant Pα̃ avec
P0 ≈ ω̃/α̃¿ 1 :

Pα̃ ≈
(
ω̃

2α̃
+ 1p

2πα̃

)
e−ω̃ = P0 ≈ ω̃

α̃
, (A.7)

où nous avons utilisé (A.6) pour obtenir l’approximation de Pα̃. Résoudre (A.7) pour ω̃ conduit à
une relation entre ω̃co et α̃ valide pour α̃> 2 :

α̃≈ 2πω̃2
co

(
eω̃co − 1

2

)2

. (A.8)

Cette relation révèle que ω̃co augmente lentement avec α̃ et que ω̃co ∼ 1 pour 10 < α̃< 100, ce qui
permet d’obtenir une estimation plus simple mais toujours valide,

ω̃co = ln

(√
α̃

2πω̃co
+ 1

2

)
≈ ln

(√
α̃

2π
+ 1

2

)
. (A.9)

1.4 Approche discrète

1.4.1 Densités discrètes : définition et normalisation

Le modèle balistique a été formulé dans le texte principal en espace continu x ∈ [0,L], où L est
la longueur de l’ARNm en unités de codons. Dans le domaine biologique de l’ARNm, cependant,
les codons sont des unités séparées qui doivent être considérées comme des sites formant un
réseau avec L sites. Les densités de ribosomes (pour les polysomes comme pour les k-somes) sont
alors naturellement définies sur ce réseau comme des quantités discrètes. Afin de retrouver ce
caractère discret, nous définirons simplement la densité au site i comme étant l’intégrale de la
densité continue sur l’intervalle précédent x ∈ [i −1, i ], soit

ρi =
∫ i

i−1
ρ(x)d x . (A.10)

La normalisation de cette densité discrète est donc la même que celle de sa contrepartie continue

L∑
i=1

ρi =
∫ L

0
ρ(x)d x . (A.11)
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1.4.2 Densité polysome discrète

La densité du polysome est fournie par l’équation (3.51). En utilisant (A.10), nous obtenons sa
contrepartie discrète,

ρi = α

ω

(
e−ωT (i−1) −e−ωT (i )

)
, (A.12)

où le temps intégré pris par un ribosome pour aller du site 1 à i (i ∈ [1,L]) est maintenant :

Ti =
∫ i

0

d x

p(x)
=

i∑
j=1

1

p j
, (A.13)

où p(x) est considérée comme une fonction constante par morceaux : p(x) = pi pour x ∈]i −1, i ].

1.4.3 Densité k-some discrète

L’expression de la densité k-some au site i est donnée par

ρk;i =
(

α̃

α̃+ ω̃
)k ω̃

Pk (k −1)!

(
γ(k, (α̃+ ω̃))

p̃i
− (Ii −Ii−1)

)
+ 1

p̃i Pk

α̃k

(k −1)!
e−(α̃+ω̃) , (A.14)

où

Ii = τiγ(k, (α̃+ ω̃)τi )− γ(k +1,(α̃+ ω̃)τi )

α̃+ ω̃ . (A.15)

avec α̃ = αTL, ω̃ =ωTL, p̃ = pTL et τi = Ti /TL. L’expression de Pk reste la même que dans la cas
continu puisqu’elle ne dépend pas de la position. Dans la limite du temps de vie infini (ω→ 0) la
densité k-some devient ρ∞k;i = k/p̃i et la densité polysome ρ∞i = α/pi .

2 Tableaux et figures annexes

FIGURE A.1 – Diagramme de phase du `-TASEP inhomogène donné par ERDMANN-PHAM et al. [2020]. λ
est une version différentiable des taux de saut. λ0 correspond au taux de saut à l’entrée du filament et λ1

à la sortie du filament, λmi n est le taux de saut minimal du filament. "The phase diagram is completely
determined by λ0,λ1,λmi n , and `. In this example, (λ0,λ1,λmi n ,`) = (0.9;0.3;0.1;10). All phase transitions
are continuous in J, and, unless λmi n coincides with λ0 or λ1, discontinuous in ρ." [ERDMANN-PHAM et al.,
2020]
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FIGURE A.2 – Densités monosomes pour R1(0) = 1.3 correspondant à l’effet de durée de vie finie faible sur
les k-somes et pour R1(0) = 1.3×104 correspondant à l’effet de durée de vie finie élevé sur les k-somes. Les
régimes peuvent être obtenus par différentes valeurs de α, p et ω alors que R1(0) reste constant.

k low coverage intermediate coverage high coverage

1 2642 186 171
2 443 47 41
3 516 56 41
4 492 50 42

1-4 268 17 36

TABLEAU A.1 – Nombre des gènes de l’expérience Ribo-Seq sur les k-somes analysés dans la construction
des histogrammes 4.4 et 4.5.
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FIGURE A.3 – Densités Ribo-Seq de monosomes fittées par le modèle balistique homogène. Les données
sont lissées par une fenêtre glissante qui fait la moyenne sur 19 codons. Sur la ligne du haut, il s’agit de deux
gènes à haute couverture, sur la deuxième ligne, de gènes à couverture intermédiaire, et sur la ligne du bas
de gènes à faible couverture. Sur chaque graphe, est indiqué en haut à gauche le nom du gène, et en haut à
droite l’écart entre les données lissées et le modèle.
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FIGURE A.4 – Densités Ribo-Seq de disomes fittées par le modèle balistique homogène. Les données sont
lissées par une fenêtre glissante qui fait la moyenne sur 19 codons. Sur la ligne du haut, il s’agit de deux
gènes à haute couverture, sur la deuxième ligne, de gènes à couverture intermédiaire, et sur la ligne du bas
de gènes à faible couverture. Sur chaque graphe, est indiqué en haut à gauche le nom du gène, et en haut à
droite l’écart entre les données lissées et le modèle.
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FIGURE A.5 – Densités Ribo-Seq de trisomes fittées par le modèle balistique homogène. Les données sont
lissées par une fenêtre glissante qui fait la moyenne sur 19 codons. Sur la ligne du haut, il s’agit de deux
gènes à haute couverture, sur la deuxième ligne, de gènes à couverture intermédiaire, et sur la ligne du bas
de gènes à faible couverture. Sur chaque graphe, est indiqué en haut à gauche le nom du gène, et en haut à
droite l’écart entre les données lissées et le modèle.
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FIGURE A.6 – Densités Ribo-Seq de tétrasomes fittées par le modèle balistique homogène. Les données
sont lissées par une fenêtre glissante qui fait la moyenne sur 19 codons. Sur la ligne du haut, il s’agit de deux
gènes à haute couverture, sur la deuxième ligne, de gènes à couverture intermédiaire, et sur la ligne du bas
de gènes à faible couverture. Sur chaque graphe, est indiqué en haut à gauche le nom du gène, et en haut à
droite l’écart entre les données lissées et le modèle.
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FIGURE A.7 – Densités Ribo-Seq de k-somes, pour k =1 à 4 fittées par le modèle balistique homogène. Pour
chaque paramètre, une seule valeur commune pour les quatre k-somes est recherchée. Les données sont
lissées par une fenêtre glissante qui fait la moyenne sur 19 codons. Sur la ligne du haut, il s’agit de deux
gènes à haute couverture, sur la deuxième ligne, de gènes à couverture intermédiaire, et sur la ligne du bas
de gènes à faible couverture. Sur chaque graphe, est indiqué en haut à gauche le nom du gène, et en haut à
droite l’écart entre les données lissées et le modèle.
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