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Résumsé :

L’influence de la viscoélasticité sur le processus d’atomisation de jets cylindriques libres
basse-vitesse est étudiée. Une analyse temporelle de stabilité faiblement non-linéaire est ef-
fectuée. Le cas viscoélastique se distingue du cas Newtonien par la nature dynamique et non-
linéaire de I’équation rhéologique constitutive. Ceci implique I’existence d’une solution supplé-
mentaire de la relation de dispersion et la nécessité d’une condition initiale supplémentaire a la
fermeture du probléme aux valeurs initiales. Les résultats de cette analyse montrent que I’ajout
de viscoélasticité tend a réduire la stabilité des jets et la production de gouttes secondaires.

Une étude expérimentale est également effectuée. Les parametres étudiés sont la vitesse
d’injection et de la masse molaire des polymeres contenus dans la solution. Un large nombre
d’images hautement résolues en espace et non-corrélées dans le temps est pris en des positions
successives du jet. A partir de ’analyse statistique de ces images et en utilisant I’outil de descrip-
tion multi-échelles, I’évolution de la déformation des jets est étudiée. Les résultats mettent en
évidence 'existence d’un mécanisme de dégradation des polymeres par le processus d’injection
et durant le régime élasto-capillaire. Cette dégradation augmente avec la vitesse d’injection et
avec la masse molaire des polymeres. L’ajout de viscoélasticité a également pour conséquence
d’augmenter la longueur de rupture des jets, d’augmenter le diametre des gouttes principales,
et de diminuer la proportion de gouttes satellites.

Mots-clés : jet libre, instabilité capillaire, viscoélasticité, dégradation des polymeres,
description multi-échelles

Abstract :

The influence of viscoelasticity upon the atomization process of free cylindrical low-velocity
jets is studied. A weakly nonlinear temporal stability analysis is carried out. The viscoelas-
tic case distinguishes from the Newtonian case by the dynamical and nonlinear nature of the
rheological constitutive equation. This implies the existence of a supplementary solution to the
dispersion relation and the need of a supplementary initial condition to close the initial-value
problem. The results of this analysis show that viscoelasticity tends to reduce jets’ stability and
the production of secondary drops.

An experimental study is also carried out. The studied parameters are the injection velocity
and the molar mass of the polymers contained in the solution. For each jet, a large amount
of high spatial resolution and time uncorrelated images is taken at successive positions downs-
tream the jet. The evolution of the jet’s deformation is studied through statistical analysis of
the images and using the multi-scale description tool. The results demonstrate the existence of
a polymer degradation mechanism occurring during the injection process and during the elasto-
capillary regime. This degradation increases with the injection velocity and the polymers’ molar
mass. Addition of viscoelasticity also causes an increase in the jets’ break up length, an increase
in the main drops’ diameter and a decrease in the satellite drops’ proportion.

Keywords : free jet, capillary instability, viscoelasticity, polymer degradation, multi-
scale description
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Les écoulements multiphasiques sont des écoulements comportant plusieurs phases : gazeuses,
liquides, et/ou solides. Nous nous intéressons ici plus particulierement aux écoulements non-
réactifs comportant une phase liquide et une phase gazeuse. Dans de tels écoulements, la phase
liquide est sujette a deux phénomenes physiques principaux : I’évaporation et l'atomisation.
L’évaporation est une transition progressive de 1’état liquide a I’état gazeux. L’atomisation est la
fragmentation d’un volume liquide en un spray (Yarin, 1993). Ces deux phénomenes impliquent
différents transferts d’énergie et influent sur la dynamique d’écoulement du systeme diphasique.
Les mécanismes d’évaporation et d’atomisation dépendent a la fois des propriétés physiques et
thermodynamiques des phases gazeuses et liquides et de la dynamique de I’écoulement. Certains
de ces derniers facteurs sont amenés a varier au cours de ces processus, rendant 1’étude de ces
deux mécanismes plus difficile.

Cette these porte exclusivement sur les mécanismes d’atomisation. Au quotidien, les mécanismes
d’atomisation sont visibles lorsqu’on ouvre le robinet, lorsqu’on prend une douche ou lorsqu’on se
parfume par exemple. D’autres applications sont moins visibles mais tout aussi présentes : injec-
tion de carburant dans les moteurs, impression a encres liquides, éternuements... Ces exemples
de mécanismes amenent tous a la production de gouttes, mais se différencient sur plusieurs
points :

— La distribution de taille des gouttes produites.

— La distribution de vitesse de ces gouttes.

— L’angle de propagation de ces gouttes.

— La distance de formation et de propagation de ces gouttes.

Ces caractéristiques peuvent étre décisives vis-a-vis de 'efficacité d’une application. L’atten-
tion de la communauté scientifique et industrielle a alors été suscitée par la compréhension des
mécanismes qui induisent la fragmentation du volume liquide. Ceux-ci dépendent de la géométrie
de l'injecteur, des propriétés du liquide et de la vitesse d’injection (Eggers et Villermaux (2008),
Dumouchel (2008)). Afin de comprendre ces mécanismes et de prédire les caractéristiques du
spray, trois approches coexistent et se complétent : les approches expérimentales, théoriques, et
numériques.

Dans cette these, une approche théorique et une approche expérimentale ont été choisies afin de
comprendre les mécanismes induisant la rupture de jets de liquide basse vitesse. Un diagnostic a
également été développé afin de caractériser le spray. La particularité de cette étude repose sur la
nature viscoélastique des liquides injectés. La viscoélasticité est une propriété non-Newtonienne
spécifique aux liquides constitués de longues chaines de molécules (Rubinstein et al., 2003). Du
a leur structure macromoléculaire, le comportement de ces liquides s’éloigne des comportements
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de fluides usuels comme ’eau, et ne répond pas aux conclusions et prédictions réalisées dans le
cadre de la mécanique des fluides Newtonienne (Weissenberg (1947), Bird et al. (1987a)). Les
liquides viscoélastiques sont présents dans un certain nombre de domaines :

— Domaine biomédical : salive, sang.
— Domaine agro-alimentaire : ceufs, produits phytosanitaires.
— Domaines automobile et aéronautique : carburants additivés.

— Domaine cosmétique : laque, gels douche.

Lorsque le liquide est viscoélastique, les mécanismes d’atomisation et les caractéristiques du
spray changent de fagon considérable. Ceci est observé expérimentalement (Schiimmer et Tebel
(1983), Christanti et Walker (2001), Keshavarz et al. (2015), Bourouiba (2021)) mais aussi
théoriquement (Goldin et al. (1969), Goren et Gottlieb (1982), Ardekani et al. (2010)) et
numériquement (Li et Fontelos (2003), Ashgriz et Yarin (2011)). Plusieurs modeles théoriques
ont été développés depuis le XIX®™¢ sidcle pour les représenter (Giacomin et Saengow, 2022).
Cependant, ces modeles ne permettent pas de décrire tous les comportements rencontrés dans
la réalité. Pour cause, la structure moléculaire de ces liquides est amenée a évoluer au sein de
P’écoulement par la modification de la géométrie des chaines moléculaires et /ou par leur scission
(Merrill et Leopairat (1980), Tirel et al. (2020), Rognin et al. (2021)). L’étude du comportement
de tels fluides s’en retrouve d’autant plus délicate. Afin de comprendre 'influence mutuelle de
I’écoulement et de ces chaines moléculaires, I’étude de jets cylindriques a basse vitesse a été
choisie. L’étude des écoulements produits par de tels jets est plus accessible que d’autres, de
par leur géométrie, leur laminarité et leur facilité d’observation. Cette accessibilité se retrouve
tant sur le plan expérimental que sur le plan théorique.

L’étude de ces jets consiste en un suivi temporel des déformations de I'interface liquide/gaz.
Plusieurs régimes d’évolution de cet interface sont identifiés depuis la phase d’injection jusqu’a la
rupture. Chaque régime est modélisé par une loi d’évolution dynamique de 'interface dépendante
des caractéristiques géométriques du jet et des propriétés du liquide (Middleman (1965), Stelter
et al. (2000), Clasen et al. (2012), Mathues et al. (2018)). Dans le cadre de cette these, ces
déformations d’interface seront étudiées :

— Théoriquement au moyen d’une analyse de stabilité faiblement non-linéaire. Cette ap-
proche, initiée par Rayleigh (1878), se focalise sur les premiers instants de développement
des instabilités capillaires. En outre, la méthodologie développée par Renoult et al. (2018)
permet de traiter une partie des non-linéarités qui caractérisent la déformation d’un jet.

— Expérimentalement au moyen d’une prise d’images de jet et de I'application de 'outil
multi-échelles. Cet outil, développé par Dumouchel et al. (2017), permet d’extraire les ca-
ractéristiques géométriques et morphologiques du jet et se révele particulierement adapté
a l’étude de 'atomisation (Tirel et al., 2020).

Ce premier chapitre introductif présente dans un premier temps les notions générales de méca-
niques des fluides. Dans un second temps, les caractéristiques des liquides viscoélastiques sont
décrites. Dans un troisieme temps, les notions d’instabilités et d’atomisation sont présentées,
et un descriptif des différents régimes de jets capillaires viscoélastiques est réalisé. Enfin, les
objectifs de la these et le plan du manuscrit sont annoncés.
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1.1 Notions de mécanique des fluides

1.1.1 Equations bilans

La mécanique des fluides est I’étude du mouvement des fluides, aussi appélé écoulement. L’écoule-
ment d’un fluide peut se décrire a I’échelle macroscopique par des bilans appliqués a une région
mathématique que 1’on désigne sous le terme de volume de contrdle, auquel est associé une sur-
face de contréle (Figure 1.1). Le bilan d’une quantité/grandeur appliqué au volume de controle
consiste alors a identifier et mettre en équation les sources de création, d’échange, de consom-
mation de cette quantité/grandeur au sein et au travers du volume de controle.

Volume de controle V'
Surface de contréle S

Element de
surface dS ‘

Vecteur unitaire
normal dirigé
vers I'éxtérieur

FIGURE 1.1 — Schéma d’un volume de controle.

Trois bilans sont classiquement appliqués : le bilan de masse, le bilan de quantité de mouvement,
et le bilan d’énergie. L’intérét de ces travaux ne se portant que sur des écoulements isothermes,
le troisieme de ces bilans ne sera pas développé par la suite. Les bilans de masse et de quantité
de mouvement sont exposés ci-apres, selon la présentation faite par Bird et al. (1987a). Ces
bilans font intervenir les quantités physiques suivantes :

— V : le volume de controle.

— S : la surface de controle.

— p : la masse volumique du volume fluide.

— t : le temps.

— v : le vecteur vitesse d’un élément fluide.

— g : le vecteur force de gravité.

— 7t : le tenseur des contraintes d’un élément fluide.

Les quantités vectorielles et tensorielles sont ici notées en gras. Cette convention s’appliquera
par ailleurs au reste du manuscrit.

1.1.1.1 Bilan de masse

Selon la loi de la conservation de la masse, une variation de la masse au sein du volume de
controle n’est due qu’a un échange de fluide au travers de la surface de controle :

;t/vpdV z/s(nwv)ds (1.1)

Vv vV
Taux de variation Taux d’échange
de masse de fluide de masse de fluide

au sein de V' au travers de S
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En utilisant le theoreme de divergence de Gauss et en choisissant un volume de contréle de
fagcon arbitraire, on a :
dp
ot

Il s’agit de 1'équation de continuité. Cette équation est scalaire, et si le fluide est considérée

(V- po) (1.2)

incompressible, elle se réduit a :
V.-v=0 (1.3)

1.1.1.2 Bilan de quantité de mouvement

Selon la loi de conservation de la quantité de mouvement, la variation de quantité de mouvement
du fluide au sein du volume de contréle provient de trois contributions :

— Un transport de quantité de mouvement au travers de la surface de controle, di a
I’écoulement méme.

— Un transfert de quantité de mouvement au travers de la surface de controle, di aux
mouvements et aux intéractions des molécules constituant le fluide.

— Une variation de quantité de mouvement liée a d’éventuelles forces externes de volume
agissant sur le fluide. On s’intéressera ici exlusivement a la force de gravité.

Ainsi, on a :

d
— [ pvdV = —/[n-pv'v]dS—/[n'ﬂ']dS —i—/ pgdV (1.4)
dt v S S |4
Taux de variation Taux d’échange Taux d’échange Force de gravité
de quantité de de quantité de de quantité de  appliquée sur
mouvement au mouvement au mouvement au le fluide au
sein de V' travers de S dit  travers de S da sein de V

a ’écoulement aux mouvements
et intéractions
des molécules

avec g la force par unité de masse due a la gravité.

De méme que pour le bilan de masse, en utilisant le théoréeme de divergence de Gauss et en
choisissant un volume de controle fixe de facon arbitraire, on a :

gt(pv) =—[V - pvv] - [V -=w]+pg (1.5)

1l s’agit de I’équation de mouvement. Cette équation est vectorielle, et si le fluide est considéré
incompressible, elle se réduit a :

0 1
av:—[V-vv]—;[V#r]—i—g (1.6)

La composante 7;; est la force par unité de surface exercée dans la direction j sur I'élément de

surface perpendiculaire a la direction i. Ce tenseur peut étre exprimée en faisant apparaitre la

(1

ou p désigne la pression thermodynamique, § désigne le tenseur unité et 7 désigne le tenseur

pression p de la maniere suivante :

des contraintes visqueuses, associé comme son nom l'indique aux effets visqueux qu’opposerait
le liquide & un écoulement. Les composantes de ce tenseur sont illustrées en Figure 1.2. Une
équation renseignant la valeur du tenseur T est appelée équation constitutive. Jusqu’a présent,
les bilans et équations énoncées dans ce document ont été des équations générales, valables
pour tous les fluides. C’est par I’énonciation de I’équation constitutive que le type de fluide sera
désigné.
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Ficure 1.2 — Schématisation des composantes du tenseur des

contraintes visqueuses 7 sur un élément fluide dans un repere arbitraire

(ely €2, 63).

1.1.2 Classification des différents types de fluides
1.1.2.1 Fluides parfaits / Fluides réels

Un fluide parfait est un fluide qui ne dissipe aucune énergie. Dans une telle approximation, la
viscosité est nulle. Le mouvement d’un tel fluide est décrit par les équations d’Euler, établies a
partir des équations de continuité et de mouvement, en considérant le tenseur des contraintes

visqueuses 7 nul :
op
ot

0
5PV = [V pvv] =Vt pg (1.9)

(V- pv) (L8)

Les équations d’Euler pour un fluide incompressible s’écrivent :

(V-v) =0 (1.10)
?):: :—[V'v'v]—ll)V]H—g (1.11)

A contrario des fluides parfaits, les fluides réels dissipent de 1’énergie et ne peuvent pas étre
décrits par les équations d’Euler.

1.1.2.2 Fluides Newtoniens / Fluides non-Newtoniens

Parmi les fluides réels, deux familles se distinguent, les fluides Newtoniens et les fluides non-
Newtoniens.

Un fluide Newtonien est un fluide pour lequel il existe une relation linéaire entre la contrainte
et le gradient de vitesse. Si la masse volumique du milieu ne varie pas considérablement,
la constante de proportionnalité caractérisant cette relation est la viscosité p. A pression et
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température constantes, la viscosité est une constante propre au milieu. Tous les fluides New-
toniens répondent alors a la relation constitutive suivante :

2
T=u[Vo+ (Vo)]+ (S,u - K?d> (V-v)é (1.12)
avec kg la viscosité de dilatation. La quantité Vv est un tenseur qui s’obtient par le produit
dyadique des vecteurs V et v. Le produit dyadique est défini pour tout vecteur a et b par :
ab;; = a;b;. En considérant un fluide incompressible, on a :

T = p[Vo+ (Vo)'] = uy (1.13)

avec v le tenseur des taux de déformation.

Le mouvement d’un tel fluide est alors décrit par les équations de Navier-Stokes incompressibles,
établies a partir des équations de continuité et de mouvement, en remplacant 7 par ’expression

(1.13) :

V.v=0 (1.14)

Jdv 1 7
Vv=—--Vp+ 5V (V- -v)+ 1.1
ot (v )v P p P ( v)+g (1.15)

Pour les fluides non-Newtoniens, a température et pression données, la contrainte n’est pas une
fonction linéaire du gradient de vitesse. Parce que cette définition n’en est pas une, parce qu’on
ne peut pas se résoudre a définir ce qu’est un certain fluide seulement a partir de ce qu’il n’est
pas, ’étude des fluides non-Newtoniens a donné naissance a un nouveau domaine d’étude : la
rhéologie.

1.1.2.3 Rhéologie

Le mot "rhéologie” provient du grec ancien "rhéo / couler” et de ”logos / étude” ; il désigne
I’étude de I’écoulement de la matiere et des déformations. C’est en 1928 que le professeur
américain Eugene Bingham introduit ce terme sur la constatation d’un manque de compréhension
et de capacité de représentation des liquides non-Newtoniens par la communauté scientifique
a partir de la mécanique des fluides classique. La rhéologie, cependant, n’est pas une simple
extension de la mécanique des fluides Newtonienne ; il s’agit plutét d’un alliage entre ce dernier
domaine et la mécanique des solides. En effet, selon les conditions de travail, les temps de sol-
licitation et d’observation, un matériau subit plus ou moins de déformations, et s’écoule alors
Ieme

plus ou moins. Selon la prophétesse Deborah (XI siecle av. J.-C. selon la Bible) :

”Les montagnes s’écoulérent devant Dieu.”

L’interprétation qui est communément faite de cette énonciation biblique est la suivante :
Les montagnes, entités rocheuses a priori solides, finissent par s’écouler devant un temps in-
fini, représenté par Dieu. Cette pensée se rapproche également de celle du philosophe grecque
Héraclite (VI®™® siecle av. J.-C.), qui déclarait :

"Panta rhei / Toutes les choses coulent”
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FIGURE 1.3 — Photographie de ’expérience de la goutte de poix, en
1990, avec son responsable de 1’époque le Professeur John Manstone.

Pour illustrer ce propos a ses étudiants, le Professeur Thomas Parnell entreprend en 1927
Uexpérience de la goutte de poiz (Figure 1.3). L’expérience a consisté dans un premier temps a
disposer un échantillon de poix chaude (matiere se rapprochant du goudron) dans un entonnoir
bouché et de le laisser reposer pendant 3 ans. Le dispositif est placé sous cloche de fagon a
maintenir les conditions de pression et de température aussi constantes que possible. En 1930,
le bouchon est retiré, laissant la poix s’écouler. L’écoulement est si lent que la premiere goutte
ne se détache qu’en 1938 et qu’il faut compter environ une décennie pour qu’une goutte ne se
forme et ne se détache. A partir des conditions de 'expérience et de la datation des gouttes
successives, la viscosité dynamique de la poix a été estimée a environ 230 milliards de fois celle
de l'eau (Edgeworth et Parnell, 1984).

En premieére approche, la description rhéologique d’un matériau peut s’effectuer sur la base de
trois comportements élémentaires :

— Le comportement d'un liquide de Newton : la vitesse de déformation est une fonction
linéaire de la contrainte. Cet élément est représenté par un amortisseur.

— Le comportement d’un solide de Hooke : la déformation est une fonction linéaire de la
contrainte. Cet élément est représenté par un ressort.

— Le comportement d’'un solide rigide-plastique : la déformation n’a lieu qu’au-dela d’un
certain seuil de contrainte, qui ne peut alors étre dépassé. La déformation n’est donc pas
une fonction linéaire de la contrainte. Cet élément est représenté par un patin.

Des comportements élasto-plastiques, visco-plastiques, visco-élastiques et élasto-visco-plastiques
M 9

peuvent alors étre reconstruits par combinaisons de ces trois éléments, comme schématisé en

Figure 1.4.

La loi constitutive de certains liquides non-Newtoniens peut alors étre modélisée de fagon satis-
faisante par montage en série et/ou en parallele de ressorts, d’amortisseurs et de patins. Pour
d’autres, cette représentation n’est pas optimale et la loi constitutive est construite de fagon
empirique. Finalement, deux classes de liquides non-Newtoniens se distinguent : ceux dont le
comportement est indépendant du temps et ceux dont celui-ci est dépendant du temps. En
Tableau 1.1 est dressée une classification des fluides non-Newtoniens.

Dans la section suivante, I'intérét est exclusivement porté sur les liquides viscoélastiques.



1.1 Notions de mécanique des fluides 17
Domaines \ Domaines
des solides \ des liquides
Solide de \ Liquide de
Hooke < Visco-élisticité > Newton
(ressort) (amortisseur)
Corps rigide-
plastique
—
(patin) \
FIGURE 1.4 — Classification des matériaux.
Classe Type de liquide Description du comportement Exemple
Comportement Rhéofluidifiants La viscosité diminue lorsque Moutarde
indépendant ou pseudo-plastiques la contrainte augmente.
du temps Rhéoépaississants La viscosité augmente lorsque Empois
ou dilatants la contrainte augmente.
(rares)
A seuil L’écoulement n’a lieu qu’au-dela d’un Mayonnaise
ou viscoplastiques certain seuil de contrainte,
ou un comportement rhéofluidifiant
est généralement observé.
Comportement Thixotropes Sous une contrainte constante, Ketchup
dépendant la viscosité diminue au cours du temps.
du temps Anti-thixotropes Sous une contrainte constante, Creme
(tres rares) la viscosité augmente au cours du temps. Fouettée
Viscoélastiques Le matériau se comporte comme un Blanc
solide élastique lorsque le temps de d’oeuf
sollicitation est court et comme un
liquide lorsque celui-ci est long.

TABLE 1.1 — Classification des fluides non-Newtoniens.
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1.2 Viscoélasticité des solutions polymériques

Les liquides viscoélastiques sont dans la trés grande majorité des cas des solutions polymériques.
Dans cette section, on se propose d’analyser la constitution de ces solutions, comment les ca-
ractériser et comment modéliser leurs écoulements.

1.2.1 Constitution et caractérisation
1.2.1.1 Structure moléculaire

Une solution polymérique est constituée d’un solvant et de polymeéres. Le solvant est un liquide
Newtonien constitué de molécules de petite taille. Un polymere est une macromolécule, c’est-
a~dire une molécule de grande taille et donc de masse molaire importante. Le mot ”polymere”
vient du grec ”polus / plusieurs” et "meros / partie” et fait référence a une molécule constituée
par la répétition de molécules de faible masse molaire, alors appelées monomeéres ou unités
constitutives.

On parle d’homopolymeére lorsque le polymere est constitué par la répétition d’un méme mo-
nomere, et d’hétéropolymeére lorsqu’il est constitué de monomeres différents. Les polymeres bio-
logiques sont pour la plupart des hétéropolymeres, en contraste avec les polymeres synthétiques
qui sont généralement des homopolymeres.

La structure moléculaire d’'un polymere est également caractérisée par son architecture. On
distingue alors trois types d’architectures principales comme schématisé en Figure 1.5 :

— Les polymeres linéaires : chaque monomere est connecté a deux monomeres seulement.

— Les polymeres branchés : certains monomeres sont connectés a plus que deux monomeres.
Ces connections demeurent relativement faibles.

— Les réseaux polymériques : certains monomeres sont connectés a plus que deux monomeres.
Ces connections sont relativement importantes.

)

-A-A-B-B-A-B-A-B-

FIGURE 1.5 — Schématisation de : a) un polymere linéaire, b) un po-
lymeére branché, ¢) un réseau polymérique. Les lettre A et B représentent
deux types de monomeres différents.
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1.2.1.2 Solution monodisperse ou polydisperse

Chaque polymere peut étre caractérisé par sa masse molaire M, a partir des atomes le consti-
tuant. On distingue alors deux types de solutions polymériques :

— Les solutions monodisperses : Les polymeres contenus dans la solution ont la méme masse

molaire.

— Les solutions polydisperses : Les polymeres contenus dans la solution n’ont pas tous la
méme masse molaire.

1.2.1.3 Concentration et enchevétrement

Le niveau de dilution d’une solution polymérique est une autre caractéristique importante.
Il se mesure par l'intermédiaire de la concentration en polyméres, notée c¢ et définie comme

(Rubinstein et al., 2003) :
Mp

V;ol

ou m,, correspond a la masse de polymeres dissoute dans la solution et Vi, au volume de la

CcC =

(1.16)

solution. La concentration de recouvrement est une valeur critique de concentration définie par :

nV’
C* — :0]7

1.17
Voo (1.17)

avec pp, la densité polymérique, n le nombre de monomeres dont le polymeére est constitué, V'
étant le volume occupé par un monomere et Ve, le volume pénétré du polymere, correspondant
au volume sur lequel le polymere s’étend. La densité polymérique s’exprime a partir de la masse
molaire d’un monomere M, et de V' :
!/
M,

b= ot (1.18)

ou N4 désigne la constante d’Avogadro. La valeur du volume pénétré vaut approximativement
cube de la longueur de la chaine polymérique R :

Vien =~ R? (1.19)

Ainsi, la concentration de recouvrement s’écrit :

M M
=y M (1.20)
NAV:nen NAR3

La concentration de recouvrement ¢* est une concentration critique qui sert a distinguer deux

types de solutions, comme illustré en Figure 1.6 :

— Les solutions diluées, pour lesquelles ¢ < c*. La distance moyenne séparant les chaines
polymériques est inférieure a leur taille et leur taux d’intéractions est tres faible, si bien
que les polymeres ont une influence relativement faible sur les propriétés physiques de la
solution comme la viscosité.

— Les solutions semi-diluées, pour lesquelles ¢ > c¢*. Les chaines polymériques se chevauchent
et ont une influence relativement forte sur les propriétés physiques de la solution.
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Il existe également des solutions concentrées, pour lesquelles la fraction volumique est bien
plus élevée que celle des solutions semi-diluées, et supérieure a une deuxiéme concentration c**
critique qui ne sera pas introduite en détail dans ce manuscrit (se référer & Rubinstein et al.
(2003) pour plus de détails).

Régime dilué Recouvrement Régime semi-dilué
des polyméres

FIGURE 1.6 — Schématisation des niveaux de dilution d’une solution
polymérique (inspiré de Rubinstein et al. (2003)).

1.2.1.4 Qualité du solvant

Comme présenté par Rubinstein et al. (2003) et repris par Addison et al. (2004), le comporte-
ment des polymeres en solution dépend des forces d’attraction et de répulsion entre monomeres
(appartenant & une méme chaine polymérique ou non). Ces forces sont plus ou moins impor-
tantes selon la température T' de la solution. On distingue trois qualités de solvant différentes :

— On parle de bons solvants lorsque 1’énergie thermique de la solution est supérieure a
I’énergie d’attraction entre monomeres. Les chaines polymériques sont alors dits gonfiées.

— On parle de solvants theta (aussi notés solvants 0) lorsque les forces d’attraction et de
répulsion entre monomeres sont comparables. En particulier, ces forces s’annulent a la
température theta, notée Ty. Un solvant est un solvant theta lorsque sa température est
comprises entre les température Tp et T,.. Dans un tel solvant, les chaines polymériques
sont davantage contractées que dans un bon solvant.

— On parle de solvants pauvres lorsque les forces d’attraction prévalent sur les forces d’at-
traction. Dans un tel solvant, les chaines polymériques sont tres contractées et forment
des globules.

Les températues Ty, Tp et T. dépendent de la composition du solvant.

Le volume pénétré V., d’'un monomere étant dépendant de la température de la solution, les
différents régimes de dilution présentés en sous-section 1.2.1.3 sont également dépendant de la
température. Un diagramme de phase exposé en Figure 1.7 permet d’identifier les différents
régimes de dilution associés aux différents types de solvant.
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TI\

Régime semi-dilué
Bon solvant

Régime dilué
Bon solvant | Y

)

5

Tg f------------= H §
1, |- Régime ditué ______ |__Régime semi-dilué_____ S
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Régime dilué | *
Solvant pauvre
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v

FIGURE 1.7 — Diagramme de phase d’une solution polymérique. (inspiré
de Rubinstein et al. (2003) et de Addison et al. (2004)).

1.2.1.5 Conformation des polymeres

L’étalement spatiale, le niveau de dépliement ainsi que 'orientation d’un polymere sont des
caractéristiques que I’'on regroupe sous le terme de conformation. La conformation d’un polymere
est déterminée par la localisation spatiale des monomeres qui le constituent. Comme exposé par
Rubinstein et al. (2003), la conformation adoptée par un polymere dépend de trois facteurs :

— La flexibilité de la chalne polymérique, dépendante de sa longueur et de la nature des
liaisons qui lient les éléments chimiques constituant le polymere.

— Les intéractions entre monomeres (d’une méme chaine) par forces répulsives et/ou attrac-

tives.

— Les intéractions de la chaine polymérique avec son environnement, c’est-a-dire avec le
solvant et éventuellement d’autres chaines polymériques voisines.

Ces trois facteurs dépendent des caractéristiques évoquées précédemment dans la section 1.2.1,
a savoir la structure moléculaire des polymeres, la largeur de distribution de masse molaire des
polymeres, la concentration de la solution en polymeres et la qualité du solvant. Cependant,
la conformation d’un polymere évoluant dans une solution est également amenée a évoluer
lorsqu’un écoulement est induit. On peut alors dans un premier temps définir deux états de
conformation d’une chaine polymérique :

— L’état dit de pelote : c’est I’état d’équilibre d’une chaine polymérique dans une solution
au repos. Dans cet état, les monomeres sont relativement tous proches les uns des autres,
et la chaine polymérique occupe un volume sphérique correspondant au volume pénétré
définie en sous-section 1.2.1.3, a savoir : V), =~ R3. Cette conformation est schématisée en
Figure 1.8-a).

— L’état dit complétement étiré : c’est 'état d’'une chaine polymérique qu’on aurait étiré a
son maximum. On définit alors R4, la longeur maximum de la chaine polymérique dans
cet état. Comme illustré en Figure 1.8-b), cette longueur est évaluée a partir du nombre
d’éléments principaux N du polymere, de la longueur moyenne b des liaisons covalente
reliant ces éléments, et de ’angle moyen 6 formé par ces liaisons covalentes :

Rpax = Nbcos <g> (1.21)



22

! Volume pénétré:

a)
v~ RS

b) /b

Rmax

FIGURE 1.8 — Schéma de deux conformations d’une chaine polymérique,
d’apreés (Rubinstein et al., 2003) : a) en pelote, b) complétement étirée.

C’est par les mécanismes de changements de conformation des chaines polymériques qu’un
écoulement de liquide viscoélastique se dinstingue d’un écoulement de liquide Newtonien. Ces
mécanismes ont fait I’objet de nombreuses théories et expérimentations et ne sont a ce jour
pas completement maitrisés. Néanmoins, des temps caractéristiques ont été introduits pour
caractériser le changement de conformation d’un polymere.

1.2.2 Temps caractéristiques des polymeres

Deux temps caractéristiques des polymeres sont décrits dans cette section : le temps de relazation
et le temps de retardation. Ces temps caractéristiques sont introduits a partir des modeles
théoriques mais aussi au travers des expériences de relazation et de fluage comme décrites dans
Pouvrage de Mezger (2020) et dans le rapport de Guazzelli (2001).

1.2.2.1 Temps de relaxation

Le temps de relaxation, que ’on notera t,, est le temps caractéristique d’un polymere soumis
a une expérience de relaxation. Dans cette expérience, on considére un matérau initialement
a équilibre avec une déformation nulle ou quasi-nulle. Au temps ¢t = ¢y, une déformation est
appliquée au matériau et maintenue constante, comme présenté en Figure 1.9-a). En t = ¢g, en
réponse a l'application d’une déformation, la contrainte augmente, et le matériau retourne a un
état d’équilibre. Ce retour a un état d’équilibre n’est pas systématiquement immédiat, selon la

nature du matériau :

— Pour un solide de Hooke (Figure 1.9-b)), en ¢¢, la contrainte prend une valeur constante
proportionnelle a la déformation.

— Pour un liquide Newtonien (Figure 1.9-c)), la réponse de la contrainte a 'augmentation de
la déformation en tg est linéaire au cours du temps. Une forte décroissance de la contrainte
est observée, jusqu’a atteindre une valeur nulle en t;. Cette décroissance est directement

régie par la viscosité du liquide.

— Pour un liquide viscoélastique (Figure 1.9-d)), la réponse de la contrainte & I’augmentation
de la déformation en ¢y n’est pas linéaire au cours du temps. Une décroissance de la
contrainte est observée, jusqu’a converger vers une valeur nulle en ¢5. Cette décroissance est
moins rapide que pour un liquide Newtonien de méme viscosité. Un délai supplémentaire
est nécessaire au liquide pour retrouver un état d’équilibre. Le temps de relaxation peu
alors étre extrait a partir de ce délai.
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FIGURE 1.9 — Expérience de relaxation : a) déformation appliquée en
fonction du temps, b) réponse de contrainte d’un solide de Hooke, c¢)
réponse de contrainte d’un liquide Newtonien, d) réponse de contrainte
d’un liquide viscoélastique. Inspiré de Mezger (2020).

Le modele de Zimm est un modele théorique décrivant le comportement des chaines polymériques
en régime dilué en prenant en compte les intéractions hydrodynamiques avec le solvant, comme
exposé par Doi et al. (1988). Ainsi, une chaine polymérique évoluant dans une solution po-
lymérique diluée avec un bon solvant est caractérisée par un temps de relaxation qui s’éxprime
comme :

MSN?;ubS
kT

trZme —

(1.22)

avec us la viscosité du solvant, N le nombre d’éléments principaux de la chaine polymérique, b
la longueur des liaisons entre ces éléments, kg la constante de Boltzmann, T la température de
la solution, et v un exposant désigné sous le terme d’exposant de Flory. Les modeles relatifs au
comportement des chaines polymériques linéaires font varier le parametre v entre 0,5 et 0,6 (Ru-
binstein et al., 2003). Néanmoins, des développements plus sophistiqués ont permis d’évaluer la
valeur v a 0, 588 (Cotton, 1980). Des expérimentations ont été effectuées sur plusieurs polymeres
différents et ont donné une valeur de v tres proche de 0,588 (Fetters et al., 1994).

L’équation (1.22) peut étre réécrite de fagon a exprimer la dépendance du taux de relaxation
de Zimm en fonction de la masse molaire M, du polymere (Doi et al., 1988) :

) u N3vp3 .
gZimm 72\45733%3TM3 (1.23)

avec M la masse molaire d’'un monomere et N’ le nombre d’éléments principaux que comporte
un monomere.
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Le temps de relaxation de Zimm peut également s’éxprimer en fonction de la viscosité intrinseéque
de la solution [n] et de la masse molaire M, du polymere :

’ M
tTZ’me _ /‘Ls[n] v (1.24)

~ NukpT

La viscosité intrinseque peut étre mesurée mais aussi évaluée a partir de 1’équation suivante
utilisant les caractéristiques chimiques du polymere :

Ny 3v3
[77] M, ( 5)

Il est important de noter que lorsque la solution polymérique présente une distribution de masse
molaire de polymeres, cela implique 'existence d’un spectre de temps de relaxation.

1.2.2.2 Temps de retardation

Le temps de retardation, que 'on notera tp, est le temps caractéristique d’un polymere soumis
a une expérience de fluage. Comme présenté en Figure 1.10-a), cette expérience consiste a
appliquer au temps ¢t = t3 une contrainte constante a un matériau a 1’équilibre. En ¢ = 4, la
contrainte est soudainement relachée et la solution retourne & un état d’équilibre. Ce retour a un
état d’équilibre n’est pas systématiquement immédiat ; cela dépend de la nature du matériau :

— Pour un solide de Hooke (Figure 1.10-b)), la réponse de la déformation a 'application
d’une contrainte en t3 est immédiate et complete. Il en est de méme pour la réponse de
la déformation au relachement de la contrainte en t4. Au relachement de la contrainte, le
solide retourne a son état d’équilibre initial.

— Pour un liquide Newtonien (Figure 1.10-c)), la réponse de la déformation a lapplication
d’une contrainte t3 en est linéaire au cours du temps. La déformation prend une valeur
non-nulle en t3 et en t4, lorsque la contrainte est subitement relachée, la déformation ne

varie pas. Le liquide ne garde pas en mémoire les évenements passés.

— Pour un liquide viscoélastique (Figure 1.10-d)), la réponse de la déformation a I’application
d’une contrainte en t3 n’est pas linéaire au cours du temps. Au relachement de la contrainte
en t4, la déformation observe une diminution progressive jusqu’a converger vers une valeur
constante non-nulle au temps t5. Le retour a un nouvel état d’équilibre est alors "retardé”.
Le temps de retardation correspond alors a ce retard.

Le temps de retardation peut également étre évalué a partir du temps de relaxation du polymere
ainsi que des viscosités de solvant pg et de la solution polymérique o (Denn, 1990) :

tp =t 1t (1.26)
Ho

Au méme titre que 'existence d’un spectre de temps de relaxation est imposé lorsqu’il existence
une distribution de masse molaire de polymeéres au sein de la solution, il existe également un
spectre de temps de retardation.
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FIGURE 1.10 — Expérience de fluage : a) contrainte appliquée en fonction
du temps, b) réponse de déformation d’un solide de Hooke, ¢) réponse
de déformation d’un liquide Newtonien, d) réponse de déformation d’un
liquide viscoélastique. Inspiré de Mezger (2020).

1.2.3 Modeles rhéologiques

Les expériences de relaxation et de fluage exposées en section 1.2.2 laissent a penser que le
comportement d’un liquide viscoélastique se situe entre celui d’un solide de Hooke et d’un
liquide Newtonien. C’est ainsi qu’afin de décrire le comportement des liquides viscoélastiques
dans les écoulements, de nombreux modeles rhéologiques ont été proposés sur la base d’un
alliage entre comportements solides et comportements liquides, comme introduit en sous-section
1.1.2.3. Dans cette section, trois modeles sont présentés par ordre chronologique et par ordre
de complexité croissante dans un objectif pédagogique. Une présentation plus approfondie des
modeles rhéologiques décrivant les solutions polymériques est accessible dans 'ouvrage de Bird
et al. (1987a).

1.2.3.1 Modeéle linéaire de Maxwell

J.-C. Maxwell a été le premier a proposer une équation constitutive pour les liquides visco-
élastiques (Maxwell, 1867). Ce modele est établi sur le cas particulier du cisaillement en combi-
nant le comportement d’un solide de Hooke et d’un liquide Newtonien. Ces deux comportements
sont dans un premier temps étudiés de facon distincte :

— Le cisaillement dans la direction  d’un liquide Newtonien de viscosité p entre deux
plaques paralleles est décrit en Figure 1.11-a). La contrainte de cisaillement exercée par
le liquide s’écrit :

! O0vy

1
Tye = H Ay = M/Yy:p(t) (127)

avec Tzl/z la contrainte de cisaillement et 4/ = Vo + (Vv)T le tenseur des taux de
déformation. Au temps t, la contrainte est proportionnelle au gradient de vitesse.
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— Le cisaillement dans la direction & d’un solide de Hooke entre deux plaques est décrit en

Figure 1.11-b). La contrainte de cisaillement exercée par le solide s’écrit :

s O0vy
Tye =G 3y

= G (0, 1) (1.28)

avec G le module élastique du solide, et ty le temps initial auquel le solide ne subit
aucune containte autre que la pression ambiante. Il est important de noter que le tenseur
des taux de déformation dépend de deux temps; tg est un temps de référence auquel
")/;l,(t(),to) = 0. Ainsi, au temps ¢, la contrainte est proportionnelle a la déformation, en
gardant en référence le temps tg. Le solide de Hooke garde alors en mémoire I’état qui le
caractérisait en tg, en contraste avec le liquide Newtonien qui lui ne garde aucun éveénement
en mémoire.

Vitesse de
déplacementde la
surface: V(t)

a) ]
e

Vitesse autempst:
o (y, 1) = [V(E)/B)y = 7y (t)y

Vitesse de
déplacement de la
surface: U(ty, t)

b)

Ligne matérielle au
tempst, :

&

Ligne matérielleautempst > t; :
ue(y, to, t) = [Ulty, t)/Bly = vy, (ty, t)y

Qy

==

X

FIGURE 1.11 — Schématisation a) du cisaillement d’un liquide Newto-

nien et b) du cisaillement d’un solide de Hooke au cours du temps (Bird
et al., 1987a).

Le modele de Maxwell consiste en un montage en série d'un solide de Hooke (représenté par un

ressort) et d’un liquide Newtonien (représenté par un amortisseur) comme représenté en Figure

1.12.

AT}

FIGURE 1.12 — Représentation du modele de Maxwell par assemblage
d’un ressort et d'un amortisseur.



1.2 Viscoélasticité des solutions polymériques 27

La contrainte et le taux de déformation de ce systeme résultant s’écrivent alors, respectivement :

=747 (1.29)
=4 =4 (1.30)

En reprenant le cas du cisaillement simple exposé précédemment, le systeme résultant est décrit
par ’équation :
p Oy
Tyz +
G ot

Pour un mouvement stationnaire, cette équation se réduit a celle d’un liquide Newtonien. En

= Wyz (1.31)

considérent une soudaine variation temporelle du mouvement, le terme lié a la dérivée tem-
porelle de la contrainte est dominant et une intégration de ’équation dans le temps se réduit
alors a I’équation du solide de Hooke. C’est ainsi que sur un temps de sollicitation long (régime
permanent), le systéme viscoélastique se comporte comme un liquide Newtonien, et que sur un
temps de sollicitation court, le systeme se comporte comme un solide de Hooke.

Une généralisation de I’étude est effectuée en considérant un mouvement arbitraire de faible
amplitude du matériau viscoélastique. L’équation (1.31) est mise sous la forme tensorielle :

oT
b = 13 1.32
T trgr = HoY (1.32)

ou p est remplacé par pg la viscosité a cisaillement nul et le ratio u/G par t, le temps de
relaxation. Cette équation est une équation différentielle et linéaire entre les tenseurs T et ~.

1.2.3.2 Modele linéaire de Jeffreys

Suite a I'introduction du modele de Maxwell, un autre modeéle, également linéaire, est proposé :
le modele de Jeffreys (Jeffreys, 1929). Ce modele est proche de celui de Maxwell et consiste au
montage équivalent illustré en Figure 1.13.

1]
i

] _|:|_
-

FIGURE 1.13 — Représentation du modele de Maxwell par assemblage

d’un ressort et de deux amortisseurs.

L’équation constitutive correspondant a ce modele s’écrit :

or . 0y
Tt = o (’Htpat) (1.33)

Cette équation consitutive se différencie de celle du modele de Maxwell (Eq. 1.33) par la présence
d’une dérivée temporelle du tenseur des taux de déformation 4 dont le facteur tp est le temps de
retardation. La mise en forme de ce modele sous sa forme intégrale impose 'inégalité suivante
(Jeffreys, 1929) :

tp <1y (1.34)
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1.2.3.3 Modele quasi linéaire d’Oldroyd B

Afin de représenter la déviation des fluides viscoélastiques par rapport a un comportement
Newtonien, Oldroyd (1950) propose trois critéres d’admissibilité des équations constitutives,
qui reposent sur I'indépendance des équations constitutives vis-a-vis :

— d’un cadre de référence.

— de la position dans ’espace, des mouvements de translation et rotationnels de 1’élément
fluide.

— de la déformation et de la contrainte propres aux éléments fluides voisins.

Afin de respecter ces trois criteres, I'utilisation du systéme de coordonnées convectées, développées
par Hencky (1925) est plus appropriée que l'utilisation d’un systéme cartésien classique. Un tel
systeme de coordonnées se modifie avec 1’élément fluide et garde en mémoire les déformations
passées de celui-ci. En utilisant ce systeme de coordonnées, Oldroyd (1950) géneére un modele
dit quasi-linéaire sur la base du modele de Jeffreys en remplagant les dérivées partielles par
des dérivées convectives. Le modele obtenu est le modéle d’Oldroyd B et répond a ’équation
constitutive suivante :

T+t = o (ﬁ + t,;r'y) (1.35)

Y 7’ o /. 7’ ’ . 7 . ’ .
ou 'opérateur e désigne I'opérateur de dérivée convective, défini par :

o= % +(u-V)e—[(Vu)' -e+e- (Vu)] (1.36)

On notera que lorsque 1'égalité t, = tp est vérifiée, cette relation constitutive se réduit a celle
d’un liquide Newtonien (Eq. 1.13). Le modele d’Oldroyd B est un modele qui comporte trois
constantes g, tr et tp. Il permet de décrire certains aspects non-linéaires de la viscosité tout en
conservant une certaine simplicité d’acces en vue de calculs théoriques ou d’analyses de résultats
expérimentaux.

1.2.3.4 Autres modéles

Il existe néanmoins d’autres modeles rhéologiques faisant intervenir d’autres opérateurs différen-
tiels et/ou des constantes supplémentaires. Comme présenté par Giacomin et Saengow (2022),
ces modeles sont obtenus sur la base du modele d’Oldroyd a 8 constantes développé par Oldroyd
(1958) et sont plus ou moins sollicités selon les types d’applications concernés.

Les trois modeles rhéologiques présentés ci-avant ainsi que ceux découlant du modele d’Ol-
droyd a 8 constantes sont basés sur le modele moléculaire d’haltéres de Hooke. Dans ce modele
moléculaire, une chaine polymérique est représentée par des billes reliées entre elles par des forces
de rappel linéaires qui permettent alors une extension infinie de la chaine par le biais d’une visco-
sité élongationnelle infinie, ce qui n’est pas physiquement représentatif. Dans le modéle FENE
(Finite Extensible Nonlinear Elastic), la force de rappel est formulée différemment, de telle
sorte a ce qu’elle puisse étre considérée linéaire pour de faibles taux d’extension de la chaine
polymérique, et non-linéaire pour des taux d’extension plus importants. Cette force de rappel
est également finie, ne permettant pas une extension infinie de la chaine. Une approximation
rendant plus aisée 1'utilisation de 1’équation constitutive découlant de ce modele est introduite
par Peterlin (1961), donnant la dénomination FENE-P. Ce modele est plus amplement détaillé
dans l'ouvrage de Bird et al. (1987b) et le rapport de Bereaux (2004), notamment.
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1.3 Instabilités et atomisation

Les équations de continuité, de mouvement, et constitutives décrites en section 1.1 servent
a décrire au mieux les écoulements fluides. Trouver les solutions a ces équations n’est pas
une chose acquise, et quand bien méme celles-ci sont déterminées, elles ne sont pas toutes
systématiquement observées dans la réalité. En effet, la stabilité des solutions joue alors un role
majeur dans leur représentativité. Selon les physiciens Landau et Lifshitz (1959) :

”Malgré tout, toutes les solutions des équations de mouvement, méme si elles sont
exactes, ne peuvent se produire réellement dans la Nature. Les écoulements se
produisant dans la Nature doivent non seulement obéir aux équations de la
mécanique des fluides, mais aussi étre stables.”

1.3.1 Instabilités hydrodynamiques
1.3.1.1 Généralités

Depuis pres de deux siecles, les instabilités hydrodynamiques suscitent un intérét particulier
dans la communauté scientifique. C’est au cours du XIX®™¢ siecle que les premieres observa-
tions, questionnements et concepts ont été posés, notamment par Reynolds, Helmoltz, Kelvin
et Rayleigh. En particulier, les expérimentations de Reynolds (1883) ont permis de mettre en
évidence la destabilisation d’un écoulement laminaire. Ces expérimentations ont consisté en ’ob-
servation de la dynamique d’un écoulement d’encre de viscosité cinématique v dans un tuyau
de diametre a immergé d’eau au repos.

9 - }\ ARA5286

FIGURE 1.14 — Croquis de l'expérimentation de Reynolds (1883) :
a) écoulement laminaire de ’encre dans le tuyau d’eau, b) transition
vers la turbulence, c¢) transition vers la turbulence avec éclairage de
I’écoulement d’encre.

Reynolds observe que pour de faibles vitesses V' d’injection, une ligne d’encre distincte se pro-
page sans perturbation (Figure 1.14-a)). En augmentant la vitesse d’injection de 'encre, la
ligne d’encre vient a se mélanger a ’eau a partir d’'une certaine distance de la sortie du tube
(Figure 1.14-b)). Un éclairage de I’écoulement (Figure 1.14-c)) permet de mettre en évidence la
formation de structures de différentes échelles dont le mouvement est chaotique et désordonné,
caractéritique d’un écoulement turbulent. Il observe que cette destructuration du jet laminaire
se produit lorsque le ratio Va/ v excéde une certaine valeur critique. Ce nombre adimensionné
est alors retenu comme le nombre de Reynolds, noté Re, spécifiant ainsi pour n’importe quel
écoulement son régime dynamique : laminaire ou turbulent, par comparaison d’un nombre de
Reynolds critique dont la valeur est approximativement 2400 (Reynolds, 1883).
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Les travaux de Reynolds illustrent alors I'objectif premier de 1’étude des instabilités hydrodyna-

miques : établir les conditions sous lesquelles un écoulement laminaire est ”instable”. D’un point

de vue général, une instabilité hydrodynamique d’un systeme fluide se produit lorsque une per-

turbation de I’équilibre des forces extérieures, de I'inertie ou des contraintes visqueuses a lieu sur

et/ou au sein du systéme. On qualifie le systeéme de stable si celui-ci revient a un état d’équilibre

et d’instable dans le cas contraire. La notion de stabilité d’un systéme est définie de maniere

plus approfondie avec une terminologie plus précise par Drazin et Reid (1981). En Figure 1.15,

quatres types d’instabilités hydrodynamiques sont photographiées, elles correspondent & :

L’instabilité de Rayleigh-Plateau d’un jet laminaire de liquide dans de ’air en Figure 1.15-
a). L’effet destabilisateur de la tension de surface a faible vitesse engendre une déformation
de la surface du jet amenant le jet a se rompre en gouttes.

L’instabilité de Kelvin-Helmoltz d’un nuage dans 'atmosphere en Figure 1.15-b). Deux
couches de fluides superposées de propriétés différentes se déplacant a des vitesses différentes
donnent naissance a des structures en forme de rouleaux sous 'effet destabilisateur de
I'inertie.

L’instabilité de Rayleigh-Bénard d’un volume liquide chauffée par le bas en Figure 1.15-
¢). Lorsque la différence de température entre deux plans horizontaux d’un volume fluide
devient trop importante, le fluide se met en mouvement et forme des cellules de convections
sous l'effet destabilisateur de la température.

L’instabilité de Rayleigh-Taylor de deux couches fluides superposées en Figure 1.15-c).
Lorsqu’un fluide plus dense est placé au dessus d’un fluide de moindre densité, 'effet
destabilisateur de la gravité met en mouvement les deux fluides de fagon a interchanger
les deux couches fluides.

a)

FIGURE 1.15 — Photographies de : a) une instabilité de Rayleigh-Plateau
(Rutland et Jameson, 1971), b) une instabilité de Kelvin-Helmoltz (Dra-
zin et Reid, 1981), ¢) une instabilité de Rayleigh-Bénard (Koschmieder
et Pallas, 1974), d) une instabilité de Rayleigh-Taylor (Waddell et al.,
2001).
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1.3.1.2 Analyses de stabilité temporelle

Il est théoriquement possible d’étudier la stabilité de tels systemes au moyen d’analyses de sta-
bilité. Apres avoir convenu précisemment d’'un systéme d’étude, il convient de définir un état
de base et une perturbation. L’état de base est un état d’équilibre laminaire du systeme. La
perturbation est une modification infinitésimale de cet état de base. Elle est infinitésimale dans
le sens ou 'amplitude de la perturbation, qu’on notera e, reste faible par rapport a I’amplitude
associée a ’état de base.

Le probléme aux valeurs propres est formulé et mis en équation au moyen de I’équation de conti-
nuité, de ’équation de mouvement, de 1’équation constitutive et d’équations aux limites. Ces
équations sont adimensionnées au moyen des échelles caractéristiques de longueur et de temps,
respectivement le rayon a du jet non-perturbé et le temps capillaire t. = \/(pa3)/o. Dans la
grande majorité des cas, le probleme ainsi posé, qui peut étre qualifié d’exact, comporte des
non-linéarités qui rendent sa résolution exacte impossible. L’approximation la plus accessible
consiste en la linéarisation du probleme ; on parle alors d’analyse de stabilité linéaire.

Afin de résoudre le probleme linéaire, I’approche classiquement adoptée est I’analyse en modes
normauz. Elle consiste a attribuer une dépendance temporelle exponentielle a la perturbation.

(=at) ol @ est un nombre

Les grandeurs physiques du problemes sont alors proportionnelles a e
imaginaire dont la partie réelle correspond au taux de croissance temporel de I'instabilité et la
partie imaginaire est reliée a la fréquence d’oscillation associée. La présence d’un signe négatif

dans cette dépendance exponentielle releve d’un choix de convention.

La résolution du systeme d’équation linéaire débouche sur une relation de dispersion. Cette
relation de dispersion relie I'inconnue « aux autres parametres du problemes. Rayleigh (1878)
est le premier a effectuer ’analyse de stabilité linéaire d’un jet de liquide, en considérant le
liquide non-visqueux et en négligeant toute influence de I’air ambiant. La relation de dispersion
résultante est alors la suivante :

I (k)
C

o = k(1 - k%) (1.37)

S
~—

ou k = 2w/ X est le nombre d’onde de la perturbation et A sa longueur d’onde. I,, désigne la
fonction de Bessel modifiée de premiere espece et d’argument n, définie en Annexe A.

Cette relation comporte deux solutions que 'on notera oy et ag, et dont les parties réelles et
imaginaires sont présentées en Figure 1.16. On peut remarquer que pour des nombres d’onde &
inférieurs a 'unité, Re(aq) < 0 et Re(az) > 0 est positif. Ainsi, pour k£ < 1, le mode associé a

—1t) egt instable. De méme, le mode associé

a1, évoluant avec une dépendance temporelle en e
a a est stable pour k < 1. Pour des nombres d’onde supérieurs a l'unité, Re(a;) = Re(az) =0
ce qui permet de conclure en la stabilité du systeme. Le nombre d’onde k. = 1 délimite le

domaine stable du domaine instable; il est appelé nombre d’onde de coupure.

Les parties imaginaires de ces solutions renseignent la fréquence d’oscillation de l'instabilité :
fi = —Im(«)/ 27. Lorsque cette fréquence n’est pas nulle, le régime est dit oscillatoire.
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FIGURE 1.16 — Graphe de dispersion de la relation de dispersion (Eq.
1.37) établie par (Rayleigh, 1892) dans le cadre de lanalyse linéaire
de stabilité temporelle d’un jet de liquide non-visqueux dans un milieu
gazeux inerte.

Dans le cas d’un jet libre, la perturbation initiale n’est pas controlée, tous les modes associés aux
solutions « sont susceptibles de se développer. Les modes stables sont amenés a étre amortis
dans le temps alors que 'amplitude des modes instables observe une croissance temporelle.
Parmi les modes instables, le mode optimal, associé a la solution ayy, se distingue par le taux
de croissance le plus important, comme visible en Figure 1.16. Ce mode est caractérisé par un
nombre d’onde optimal k¢, auquel est associé la longueur d’onde optimale Ayp:. On a :

0.393
—Re(oopt) = . (1.38)
Eopt =~ 0.696a (1.39)
Aopt = —— ~ 4.51(2a) (1.40)
kopt

Dans le cas de jets forcés, la perturbation initiale est controlée au travers du nombre d’onde k,
imposant ainsi un certain jeu de valeurs propres «.

En imposant des conditions initiales relatives aux grandeurs physiques du jet, il est possible
de résoudre le probléme aux valeurs initiales, visant a exprimer dans l'espace et le temps les
grandeurs physiques relatives au jet, a savoir la déformation du jet et les champs de vitesses et
de pression.
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De multiples analyses de stabilité temporelles ont été réalisées depuis Rayleigh (1878), prenant
en compte différents systemes d’études. Parmi ces travaux :

— Rayleigh (1892) effectue I'analyse de stabilité linéaire d’un jet de liquide Newtonien dans
une atmosphere au repos et d’influence négligée. 11 établit la relation de dispersion d’un tel
systeme et la résout numériquement pour des valeurs de viscosité tres faibles. Une gamme
de viscosité plus large est par la suite étudiée notamment par Weber (1931) et Chandra-
sekhar (2013). L’ensemble de ces travaux permettent de conclure a un effet stabilisateur
de la viscosité du liquide, c’est-a-dire que le taux de croissance optimal est plus faible que
celui trouvé dans le cas d’un liquide non-visqueux.

— Weber (1931) prend en compte les effets aérodynamiques dans son analyse de stabilité
linéaire et conclut sur I'influence destabilisatrice d’une vitesse importante du jet, avec un
nombre d’onde optimal plus important.

— Tomotika (1935) étudie l'influence de la viscosité du gaz ambiant sur la stabilité linéaire
d’un jet de liquide Newtonien. Ces travaux sont repris et complétés par Meister et Scheele
(1967) et concluent a un effet stabilisateur de la viscosité du gaz ambiant.

— Goldin et al. (1969) effectuent I’analyse de stabilité linéaire d’un jet de liquide viscoélastique
dans une atmosphere au repos et d’influence négligée. Le liquide esr représenté par le
modele Oldroyd-B exposé en section 1.2.3.3. Ils concluent & un effet moins stabilisateur
de la viscoélasicité par rapport a 'effet de la viscosité.

— Goren et Gottlieb (1982) reprennent le travail de Goldin et al. (1969) en considérant
I’existence d’une tension axiale non relaxée dans la phase liquide. Leur résultat montrent
un effet stabilisateur de cette tension.

— Sterling et Sleicher (1975) reprennent l’analyse de Weber (1931) et y propose une cor-
rection portant sur la relaxation du profil de vitesses. La prise en compte d’un état
initialement non-relaxé du profil de vitesse atténue 'influence déstabilisatrice des effets
aérodynamiques.

— Garcia et Gonzdlez (2008) effectue 'analyse de stabilité linéaire d’un jet de liquide New-
tonien dans une atmosphere au repos et d’influence négligée. Les auteurs formulent leurs
résultats en distinguant deux types de perturbations initiales, I'une portant sur la surface
du jet et autre sur le champ de vitesses. La formulation de la déformation de la surface
en fonction du temps est effectuée en prenant en compte I'intégralité des modes associés
aux solutions de la relation de dispersion et non pas seulement le mode optimal.

— Renoult et al. (2018) effectuent une analyse faiblement non-linéaire de la stabilité d’un jet
de liquide Newtonien dans une atmosphére au repos et d’influence négligée. L’intégralité
des modes associés aux solutions de la relation de dispersion est la aussi prise en compte.
Le probleme aux valeurs initiales est résolu.

Un plus large descriptif de ce pannel d’analyses de stabilité est disponible dans I'article d’Eggers
et Villermaux (2008). De telles analyses de stabilité apportent des informations importantes
relatives a linfluence de la nature du liquide et du milieu environnant sur le comportement
d’un jet. Toutefois, ces analyses ne sont seulement valables que durant un faible laps de temps
suivant le déclenchement de I'instabilité et ne permettent pas I’étude du jet dans son intégralité,
c’est-a-dire de sa formation en sortie d’injecteur a sa rupture en gouttes. Une vue globale du
jet est proposée dans la section suivante.
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1.3.2 Dynamiques des jets capillaires

Le comportement de jets capillaires de liquides viscoélastiques peut étre décomposé en différentes
zones spatiales. Sous certaines conditions opératoires, ces zones sont au nombre de cing : le
régime neutre, le régime inertio-capillaire, le régime élasto-capillaire, le régime visco-capillaire, et
le régime de gouttes qui survient apres la rupture du jet. Ces différentes zones sont identifiées en
Figure 1.17. Ci-apres, un descriptif de ces cing zones est proposé. Les observations et mécanismes
mis en évidence dans la littérature existantes y sont exposés.

E———=———-o=-o—o-=o=0—o-o—o===o——c&———e oo

Régime Régime Régime Régime Rupture,
Neutre Inertio- Elasto- Visco- Régime de
Capillaire Capillaire Capillaire gouttes

FIGURE 1.17 — Reconstitution d’un jet de liquide viscoélastique (eau,
isopropanol 5 %, PEO 5ppm) a partir d’un assemblage d’images prises
en différentes positions dans le cadre de cette these.

1.3.2.1 Régime Neutre

La zone neutre ou zone de latence d’'un jet est introduite par Blaisot et Adeline (2003) dans le
cadre d’études expérimentales de jets capillaires de liquides Newtoniens. Les auteurs définissent
la zone neutre comme une zone du jet dans laquelle aucune croissance d’instabilité capillaire
n’est observée. Ainsi, dans cette zone, il n’est pas exclu que des déformations de la surface
du jet puissent étre observées. Cependant, si celles-ci sont statiques et/ou qu’elles ne sont pas
de type sinusoidale, alors elles ne peuvent étre considérées comme des déformations amorties
par la capillarité. En effet, les déformations liées a une instabilité capillaire sont définies et
connues comme étant instationnaires et sinusoidales dans les premiers temps qui suivent son
déclenchement. Cette zone est visible en Figure 1.17. Une telle zone a également été reportée
dans les travaux expérimentaux de Christanti et Walker (2001) pour des liquides Newtoniens
et également pour des liquides viscoélastiques.

FIGURE 1.18 — Images d’un jet de liquide viscoélastique (eau, isopropa-
nol 5 %, PEO 20ppm) & plusieurs distances z de I'injecteur : a), b), c)
z=0mm, d) z=4 mm, e) z=_8 mm . Images issues de Tirel (2019).
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De légeres variations de diametre peuvent étre observées entre le début de la zone de latence,
correspondant a la sortie de l'injecteur, et la fin de cette zone, correspondant au déclenchement
de linstabilité capillaire. Tirel (2019) observe une déformation statique des jets de liquides
viscoélastiques en sortie d’injecteur, comme visible en Figure 1.18. Cette déformation statique
est due a une perte de cylindricité du jet, et témoigne de la relaxation du profil de vitesse interne
du jet. La perturbation azimuthale du jet étant stable (Rayleigh, 1892), cette déformation est
amortie.

D’autre part, a la sortie de I'injecteur, le jet de liquide n’a pas systématiquement un diametre
de Pordre de celui de l'orifice de sortie. On observe (Figure 1.19) :

— Un phénomene de contraction pour des nombres de Reynolds relativement faibles : en
sortie d’injecteur le diametre du jet est moins important que celui de I'orifice de sortie.

— Un phénomene d’expansion pour des nombres de Reynolds relativement élevés : en sortie
d’injecteur le diametre du jet est plus important que celui de l'orifice de sortie.

Les phénomenes de contraction et d’expansion sont observés sur des jets de liquides Newtoniens
et viscoélastiques. Cependant, Tanner (1983) met en évidence une bien plus grande amplitude
de ces phénomenes lorsque le liquide est viscoélastique.

g

i

a) b)

FIGURE 1.19 — Images de jets a la sortie de lorifice (Liang et al., 1999),
observant : a) un phénomeéne de contraction, b) un phénomene d’expan-
sion.

L’interprétation commune de cette forte différence est donnée par Weissenberg (1947) qui met
en évidence l'existence d’une tension le long des lignes de courant d’un écoulement de liquide
viscoélastique. Cette tension est créée par I’élongation et l'alignement des chaines moléculaires
en amont de l'orifice de sortie, dans la direction de I’écoulement. Les chaines moléculaires agi-
raient alors comme des élastiques émettant une résistance a leur changement de conformation.
Lors de 'ejection du liquide par lorifice, cette tension se relaxe brutalement, produisant une
contraction du liquide dans la direction axiale, et une expansion dans la direction radiale.

Un réarrangement du profil de vitesse a également lieu en sortie d’orifice di a la relaxation des
contraintes subies par 1’écoulement dans le capillaire.

Ainsi, le régime neutre est caractérisé par des modifications de vitesses, de contraintes, et de
conformations des chaines polymériques. L’interprétation et la formulation de ces modifications
dans la littérature actuelle ne sont cependant pas précises et unanimes et demeurent incompletes.
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1.3.2.2 Régime Inertio-Capillaire

Le Régime Inertio-Capillaire, qu’on pourra aussi noter RIC, est caractérisé par le déclenchement
et le développement de I'instabilité de Rayleigh-Plateau, introduits en section 1.3.1.2. Cette in-
stabilité se déclenche par une perturbation de vitesse, de pression et/ou de surface du jet. Elle
se manifeste par une déformation de la surface du jet de type sinusoidale ou quasi-sinusoidale
dans les premiers instants qui suivent la perturbation, comme visible en Figure 1.17. Lord Ray-
leigh élabore un premier travail d’analyse linéaire de stabilité d’un jet de liquide non-visqueux
en négligeant 'influence de 'air environnant (Rayleigh, 1878). Cette analyse linéaire suppose
une décroissance temporelle exponentielle du diametre du jet au niveau du cou Dy, selon la
formulation :

Doin(£) = 2 — pigel—%5) (1.41)

avec « le taux de croissance temporel de I'instabilité, a le rayon du jet non-perturbé et t. =

V/(pa3)/o le temps capillaire.

1.3.2.3 Régime Elasto-Capillaire

Dans le Régime Elasto-Capillaire, qu'on pourra aussi noter REC, les chalnes polymériques
changent de conformation sous la contrainte induite par I’écoulement élongationnel. Des struc-
tures dites de perles-sur-ficelle se contruisent durant ce régime (McKinley, 2005). Ces structures
sont caractérisées par des perles relativement sphériques reliées entre elles par un ligament de
diametre considérablement moindre, comme visible en Figure 1.17. La description théorique de
I’émergence de ces structure est formulée par Entov et Yarin (1984) et Yarin (1993). Les liga-
ments sont le siege d'un écoulement élongationnel, au sein duquel le liquide est expulsé vers les
perles. Durant le REC, le drainage du liquide est controlé par les forces élastiques provenant du
déroulement des polymeres. La viscoélasticité élongationnelle apparente du liquide augmente,
et la dynamique d’amincissement de jet est exponentielle, avec un temps caractéristique qui est
celui de la relaxation des polymeres, selon la relation (Mathues et al., 2018) :

Doin(t) = 20 ¢("77) (1.42)

Dpnin désignant le diametre de ces ligaments.

1.3.2.4 Régime Visco-Capillaire

A la sortie du REC, les chaines polymériques ont été déroulées et étirées a leur maximum. Dans
le Régime Visco-Capillaire, qu’on pourra aussi noter RVC, la dynamique d’amincissement d’un
ligament est alors linéaire et répond a 1’équation (Stelter et al., 2000) :

Donin(t) = 2a — 2t (1.43)
NE.t

avec ng ¢ la viscosité élongationnelle terminale et o la tension de surface.

Au niveau du raccordement des perles et du ligament, un pincement ou pinch-off est susceptible
de se former.

Sous certaines conditions opératoires, une deuxieme instabilité capillaire se produit sur le fila-
ment. Comme 'exposent Li et Fontelos (2003), la tension de surface de la solution doit étre



1.3 Instabilités et atomisation 37

suffisamment forte pour que ces instabilités secondaires se produisent et donnent naissance a des
perles secondaires, de moindre tailles que celles principales. Ce processus est illustré en Figure
1.20-a) d’apres les travaux numériques de Li et Fontelos (2003).

Les mémes auteurs étudient numériquement la stabilité des structures de perles-sur-ficelle,
qu’elles soient constituées seulement de perles principales ou non. En particulier, la migration
des perles les unes vers les autres, désignée sous le terme de coalescence, est étudiée et illustrée
en Figure 1.20-b). Selon les auteurs, l'occurrence de ce phénomene est liée a un déséquilibre
des forces au sein de la structures de perles-sur-ficelle, se traduisant par un gain de quantité
de mouvement pour certaines perles. Les auteurs soulevent deux sources de production de ce
déséquilibre :
— Une axisymmétrie des structures de perles-sur-ficelles.

— Une transformation de 1’énergie capillaire en énergie cinétique lors de la formation des
structures de perles-sur-ficelles.

Il est important de noter que le phénomene de coalescence ne modifie pas la dynamique d’amin-
cissement du filament, auparavant décrite.
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a) b)

FIGURE 1.20 — Images extraites des travaux numériques de Li & Fonte-
los (2003) : a) Développement d’instabilités capillaires secondaires sur
le filament. b) Coalescence de perles principales.

1.3.2.5 Rupture du jet et gouttes

A la fin du Régime Visco-Capillaire, les pincements cedent sous les forces de tension de surface,
marquant ainsi la rupture du jet. Des gouttes plus ou moins grosses et plus ou moins sphériques se
forment. La séparation définitive des structures liquides en gouttes marque la fin du processus
d’atomisation. L’ensemble des gouttes obtenues forme un spray. On distingue trois types de
gouttes par ordre décroissant de diametres (Christanti et Walker, 2001) :
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— Les gouttes principales : Elles résultent de l’existence des perles dans le régime Visco-
Capillaire et ont donc un diametre comparable (plus élevé dans le cas de coalescence).

— Les gouttes secondaires : Comme exposé en section 1.3.2.4, le filament connectant les perles
peut étre le siege d’instabilités capillaires donnant naissance a des perles secondaires de
moindre tailles. Ces dernieres perles sont alors susceptibles d’évoluer en gouttes secondaires

selon le mécanisme de rupture.

— Les gouttes satellites : Elles sont constituées du volume liquide contenu dans le filament,
lorsque celui-ci ne se rétracte pas vers les gouttes principales ou secondaires.

La dénomination ici utilisée est celle de Christanti et Walker (2001) mais il est & noter qu’elle
n’est pas adoptée par toute la communauté scientifique.

Ces trois types de gouttes ne sont pas systématiquement présents dans le spray et leur proportion
varie selon les conditions de fonctionnement suivantes : géométrie de l'injecteur, propriétés
du liquide et vitesse d’injection. En particulier, comme visible en Figure 1.21, les mesures
expérimentales sur jets libres de Christanti et Walker (2001) donnent les conclusions suivantes :

— Pour les liquides viscoélastiques, la proportion des gouttes secondaires diminue lorsque
la concentration en polymeres est diminuée et lorsque la masse molaire du polymere est
diminuée. Elle est quasi-nulle pour les liquides Newtoniens.

— Pour les liquides viscoélastiques, la proportion des gouttes satellites augmente lorsque la
concentration en polymeres est diminuée et lorsque la masse molaire du polymere est
diminuée. Cette proportion est importante pour les liquides Newtonien.
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FIGURE 1.21 — Mesures expérimentales des proportions de gouttes prin-
cipales ("main”), secondaires (”sub-main”), et satellites (”satellite”) is-
sues de la rupture de jets libres d’un liquide Newtonien et de différents
liquides viscoélastiques (PEO & masse molaire et concentration variable)
(Christanti et Walker, 2001).

D’autre part, les analyses non-linéaires de Ardekani et al. (2010) montrent que pour un jet de li-
quide viscoélastique, une augmentation du nombre d’onde de I'instabilité annihile le déclenchement
d’une instabilité capillaire secondaire sur le filament, et amene donc la suppression de gouttes
secondaires dans le spray.
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Des prédictions de la longueur de rupture Ly, d’un jet et du diametre D des gouttes principales
sont effectuées a partir des résultats de I’analyse linéaire de stabilité d’un jet :

Ly, = gln (%) (1.44)
D= (6)\a2)% (1.45)

avec U la vitesse moyenne du jet, « le taux de croissance temporel de I'instabilité, a le rayon
du jet non-perturbé, ¢ 'amplitude de la perturbation initiale et A la longueur d’onde de la
perturbation. Ces prédictions s’averent satisfaisantes pour les liquides Newtoniens, méme si
souvent peu accessibles du fait de la difficulté de mesure du parametre €. En revanche, pour les
liquides viscoélastiques elles ne peuvent s’appliquer du fait de la présence supplémentaire du
régime élasto-capillaire qui retarde grandement la rupture.

1.3.3 Meéthodes de mesure du temps de relaxation

Le temps de relaxation des polymeres est un parametre physique jouant un role important dans
la dynamique d’amincissement des ligaments. Plusieurs méthodes et techniques d’analyse ont été
développées permettant l'extraction de ce parametre. Ces méthodes et techniques sont basées
sur 'observation de 1’écoulement d’un liquide viscoélastique dans différentes configurations.

1.3.3.1 Méthode du CaBER

Le CaBER (Capillary Breakup Extensional Rheometer) est un rhéometre développé par Dinic
et al. (2015). Il met en oeuvre la mesure du temps de relaxation d’un liquide par I’étude tem-
porelle de 'amincissement d’un filament de liquide viscoélastique. Ce filament est formé de la
fagon suivante : au temps initial, un volume de liquide viscoélastique est disposé entre deux
plaques au repos, formant un pont liquide. Tres rapidement la plaque supérieure est écartée de
la plaque inférieure puis remise au repos. En conséquenece de ce mouvement, un écoulement
élongationnel est observé, donnant naissance a un filament. Cette expérience est illustrée en
Figure 1.22.

t(ms): 0 3 6 9 12 15 18 21

FIGURE 1.22 — Observations de I’amincissement d’un filament de liquide
viscoélastique entre deux plaques par le rhéometre CaBER (Dinic et al.,
2015).

Le temps de relaxation du liquide est extrait a partir du suivi temporel du diametre du ligament,
qui évolue en exp(—t/3t,), tel que présenté par Stelter et al. (2000). L’utilisation du CaBER
est tres adaptée pour des solutions polymériques visqueuses contenant des polymeres de masse
molaire importante. Cependant, cette méthode est tres limitée pour des solutions peu visqueuses.
En effet, pour ces solutions, la dynamique d’amincissement du filament est trop rapide. De plus,
un affaissement et une asymmeétrie des structures sous l'effet de la gravité compromettent les

mesures.
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1.3.3.2 Méthode du ROJER - jets forcés

La méthode du ROJER (Rayleigh Ohnesorge Jet Elongational Rheometer) basée sur I’étude de
jets forcés et développée par Keshavarz et al. (2015) contourne ces limites. Le procédé consiste
en la formation et I'excitation d’un jet de liquide viscoélastique a un nombre d’onde suffisam-
ment élevé pour annihiler le développement d’instabilités capillaires secondaires sur la structure
de perles-sur-ficelle. Le jet est éclairé par stroboscopie et une prise d’images permet le suivi
temporel du diametre du filament (Figure 1.23). La décroissance temporelle de cette échelle est
fittée en exp(—t/3t,) prédite selon les développements théoriques effectués par Bousfield et al.
(1986). Cependant, comme le soulignent Mathues et al. (2018), les conditions expérimentales
qui sont mises en oeuvre par la méthode du ROJER font apparaitre un phénomene de drip-
ping : au bout de la structure de perles-sur-ficelle se forme une perle de taille plus importante
qui modifie légerement la dynamique d’amincissement du filament en exp(—t/2t,), selon Clasen
et al. (2006). La méthode du ROJER est adaptée pour des solutions de faible viscosité. Lorsque
I’élasticité augmente, le régime élasto-capillaire s’étend sur une zone spatiale plus importante,
et la dynamique d’amincissement du jet ne peut alors étre correctement mesurée par la méthode
du ROJER.

1)/,(r)|/ D, <exp(~t/3t,)

t,+ At :
FicURE 1.23 — Visualisation du jet par stroboscopie et repérage du
diametre du filament (Keshavarz et al., 2015).

1.3.3.3 Méthode du ROJER - jets libres

Dans le cadre de ses travaux de these, Tirel (2019) met en oeuvre un protocole expérimental
permettant la mesure du temps de relaxation a partir de 1’étude de jets libres. La méthode
de mesure du temps de relaxation est la méme que celle du ROJER exposée ci-avant, mais
la technique du suivi temporel de I'amincissement du ligament differe. Les jets libres étant
relativement moins reproductibles que des jets forcés, une approche statistique est nécessaire
a I'étude de leur évolution. D’autre part, Tirel (2019) utilise une méthode multi-échelles per-
mettant d’identifier différentes échelles caractéristiques du jet (Dumouchel et al., 2017). Cette
description multi-échelles requérant une haute résolution spatiale des images, un suivi temporel
des structures liquides n’est pas permis par le systeme d’imagerie. Néanmoins, des analyses sta-
tistiques adaptées d’un large nombre d’images du jet telles que décrites par Tirel et al. (2017)
et Tirel et al. (2020) permettent un suivi temporelle des échelles caractéristiques moyennes.
Un fit de ce suivi en exp(—t/2t,) permet la mesure du temps de relaxation et de la viscosité
élongationnelle terminale. Cette méthode multi-échelle a été appliquée sur des jets de liquides
viscoélastiques (Eau, isopropanol 5%, PEO & concentration massique variable) en faisant varier
le nombre de Reynolds du jet et le diametre d’orifice de la buse d’injection. Les résultats obtenus
par Tirel et al. (2020) pour plusieurs conditions d’expériences sont cohérents et en accord avec
la corrélation empirique établie par Stelter et al. (2002), comme montré sur la Figure 1.24.
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FI1GURE 1.24 — Viscosité élongationnelle terminale en fonction du temps
de relaxation pour différentes conditions opératoires (Tirel et al., 2020).

1.3.3.4 Autres méthodes

D’autres méthodes de mesure de temps de relaxation et de viscosités élongationnelles ont
également été développées par Fuller et al. (1987), James et al. (1990), Tirtaatmadja et Sridhar
(1993), Rothstein (2003).

1.3.4 Meécanismes de dégradation des polymeres

Comme décrit en section 1.2.1, les polymeres sont des macromolécules ; sous certaines conditions,
les liaisons ralliant les éléments de la chaine polymérique peuvent étre amenées a se rompre.
On parle alors de dégradation. 1l existe plusieurs types de processus causant la dégradation
d’un polymere : chimique, enzymatique, radiative, ultrasonique et mécanique. Dans le cadre
de la formation et I’évolution de jets de liquide viscoélastique tels qu’exposés précedemment,
la dégradation mécanique est considérée, et les autres types de dégradation sont négligés. Se-
lon Rognin et al. (2021), la dégradation d’une chaine polymérique est fortement liée a trois

parametres :
— la solidité des liaisons qui forment la chaine polymérique.
— le taux de déformation auquel la chalne polymérique est sujette.
— la conformation de la chaine polymérique.

Deux zones de I’écoulement sont & priori susceptibles d’observer de forts taux de déformation :
la zone d’injection et la zone de Régime Elasto-Capillaire décrite en section 1.3.2.3.

1.3.4.1 Dégradation par le processus d’injection

Merrill et Leopairat (1980) effectuent des travaux expérimentaux visant a étudier I'influence
des conditions d’injections sur la dégradation mécanique des polymeres. Cette dégradation est
évaluée a partir de la modification des distributions de masse molaires mesurées sur les liquides
viscoélastiques avant et apres injection, par la méthode de chromatographie par permation de
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gel. Les auteurs identifient alors les facteurs influant sur la dégradation des polymeres dans

Iinjecteur et ceux dont I'influence est négligeable. Voici leurs principaux résultats :

Le taux de scission des polymeres est nulle pour des valeurs de vitesses d’écoulement
a Dorifice en deca d’une certaine valeur de vitesse critique. Cette vitesse critique varie
comme l'inverse de la racine carrée de la masse molaire du polymere utilisé.

Le taux de scission des polymeres est proportionnel au nombre de passage du fluide dans
I'injecteur (jusqu’a une limite d’environ cing passages).

En régime dilué, les intéractions entre différentes chaines polymériques sont trés faibles si
bien que leur contribution a la dégradation des chaines polymériques dans l'injecteur est
négligeable.

En revanche, des intéractions dites intramoléculaires sont susceptibles d’avoir lieu. La
conformation initiale des chaines polymériques est assimilée a des pelotes sphériques, et
celles-ci sont contraintes de se dérouler dans une fenétre temporelle d’environ 0,1 ms.
Pendant ce lapse de temps, des enchevétrements peuvent alors survenir au sein d’une
chaine polymérique. L’écoulement élongationnel étant caractérisé dans cette zone par une
transition du taux de déformation de 0 & environ 1 ms™!, il est plausible que des liaisons
covalentes reliant les éléments principaux de la chaine polymérique puissent se rompre.

Ni la longueur de orifice de décharge, ni la concentration en polymeres de la solution ne
semblent avoir d’influence sur le phénomene de dégradation dans l'injecteur.

Au-dela de ces résultats, les auteurs mesurent et comparent les distributions de masse molaire

des solutions polymériques avant et apres dégradation. Les résultats montrent que la scission des

chaines polymériques n’a pas lieu en leur milieu, et qu’il est probable que I’endroit de la scission

soit aléatoire. Pour les auteurs, ce résultats est le signe que la scission des polymeres n’a pas lieu

lorsqu’ils sont entierement déroulés, car dans le cas d’une telle configuration la scission aurait

lieu au milieu. D’autres travaux expérimentaux tels que ceux de Nghe et al. (2010) et Garrepally

et al.

(2020) mettent également en évidence la scission des polymeres et la dépendance de cette

dégradation mécanique aux conditions d’injection et d’écoulement.

FIGURE 1.25 — Visualisation des lignes de courant d’un écoulement
de liquide viscoélastique & l'intérieur d’un injecteur (Cartalos et Piau,
1992). La zone de taux de scission maximale selon Rognin et al. (2021)
est représentée en point-tillés.
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Dans leur travaux expérimentaux, Cartalos et Piau (1992) étudient les comportements des
écoulements de liquides Newtoniens et viscoélastiques en proche amont de l'orifice de sortie
d’injection. Cette zone est le siege de forts taux de déformation. Ces forts taux de déformation
sont a la fois dus a la réduction brutale de la section de passage et a ’émergence sous certaines
conditions de vitesses de zones de recirculation dans le corps de I'injecteur. Ces zones de recircu-
lations sont visibles en Figure 1.25. Les simulations numériques de Rognin et al. (2021) désignent
la zone en proche amont de l'orifice de sortie d’injecteur comme la zone caractérisée par un taux
de scission maximal des chaines polymériques. Cette zone est qualitativement représentée en
point-tillés sur la Figure 1.25.

Dans leurs expériences de jets capillaires de liquides viscoélastiques (eau, isopropanol 5 % et
PEO & concentration variable), Tirel et al. (2020) ont également reporté une dépendance des
temps de relaxation mesurés aux conditions d’injections. La dégradation mécanique des po-
lymeres traduisant une réduction du temps de relaxation, les auteurs en déduisent ’existence
d’une dégradation au niveau du processus d’injection. Ils évaluent le taux de déformation dans
I'injecteur par le rapport 8Q,/ (7D3,) avec Q, le débit volumique d’injection et D,, le diametre
de lorifice de sortie de l'injecteur. Comme visible en Figure 1.26, leurs résultats confirment une
augmentation de la dégradation dans I'injecteur avec une augmentation de la vitesse d’injection
et une diminution du diameére d’orifice. La concentration en polymeres ne semble pas influencer
ce processus de dégradation.
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FIGURE 1.26 — Tracé des temps de relaxation mesurés en fonction du
taux de déformation dans I'injecteur pour plusieurs conditions d’injec-
tion (Tirel et al., 2020).

D’apres les travaux expérimentaux de Dupas (2012), le mécanisme de dégradation mécanique
des polymeres engrengé par le processus d’injection dépend du régime de dilution et de la qualité
du solvant :

— En régime dilué, la qualité du solvant n’a pas d’effet. Cette observation vérifie par ailleurs
les résultats de Horn et Merrill (1987).

— En régime semi-dilué, la dégradation est plus importante avec un bon solvant.
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1.3.4.2 Dégradation dans un écoulement élongationnel

Un écoulement élongationnel peut étre également le siege de forts taux de déformation pouvant
amener une dégradation mécanique des chaines polymériques. Les résultats expérimentaux de
Nguyen et Kausch (1988) et Odell et al. (1990) montrent que la dégradation mécanique des
polymeres a lieu dans un écoulement élongationnel a deux conditions principales :

— Le taux de déformation doit étre plus élevée quune valeur critique, notée ér, liée a la
masse molaire des polymeres par : é; oc M —0.95 " Au-dela de cette valeur critique, le taux
de scission augmente quasi-linéairement avec le taux de déformation.

— Le temps de résidence du polymere doit étre supérieur a son temps de relaxation. Si
cette condition n’est pas respectée mais que le taux de déformation est treés élevé, une
dégradation est tout de méme susceptible de se produire mais le polymere n’est pas
entierement étiré.

D’apres les travaux expérimentaux de Dupas (2012), le mécanisme de dégradation mécanique
des polymeres en régime stationnaire ne dépend pas de la qualité du solvant mais dépend du
régime de dilution : cette dégradation est plus importante en régime semi-dilué qu’en régime
dilué.

On note d’autre part qu’une dégradation se produisant dans I’écoulement élongationnel est
moins accessible au diagnostic en comparaison avec une dégradation par le processus d’injec-
tion. En effet, cette deuxieme potentielle dégradation ayant lieu apres I'injection, il est difficile
de mesurer les effets dégradant de I’écoulement en s’affrichissant de ceux potentiellement créés
par 'injection.
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1.4 Cadre de travail et objectifs

Les travaux de theése décrits dans ce manuscrit ont pour objectifs de caractériser I'influence de
la viscoélasticité sur le processus d’atomisation des jets capillaires. Cette these comprend un axe
d’étude théorique et un axe d’étude expérimental et le manuscrit se décline en quatre chapitres

dont le premier était I'introduction.

L’axe théorique consiste en ’analyse faiblement non-linéaire de stabilité temporelle d'un jet de
liquide viscoélastique. La résolution du probleme aux valeurs propres et du probleme aux valeurs
initiales est effectuée. Les résultats de cette analyse renseignent sur les conditions d’instabilité,
sur ses caractéristiques (longueur d’onde et taux de croissance), et sur une formulation spatio-
temporelle des grandeurs physiques relatives au jet (déformation de la surface du jet, champs
de vitesses et de pression). Ce travail a été conduit en étroite collaboration avec le Professeur
Glnter Brenn de I'Institut de Mécanique des Fluides et d’Echanges Thermiques de Graz (Au-
triche). Ce travail a fait 'objet de deux communications orales en conférences internationales
(Cottier et al. (2019a), Cottier et al. (2019b)) et de deux articles scientifiques publiés (Cot-
tier et al. (2019b), Cottier et al. (2021)). Un article est également en cours d’écriture. Cet axe
théorique est exposé en Chapitre 2.

L’axe expérimental consiste en I'analyse statistique de données expérimentales relatives a 1’évolu-
tion de jets libres cylindriques de liquide viscoélastique dans de I’air au repos. La premiere partie
de ces données correspond a des séries d’images de jets prises en des positions successives, et
non-corrélées dans le temps. Pour chaque situation, un nombre suffisant d’images a été enregistré
pour produire une analyse statistique des comportements. A partir de ces images, la distribution
d’échelle des jets est mesurée, apportant des informations sur sa géométrie, sa morphologie, et
sa topologie. Cette distribution a la particularité de faire abstraction de la localisation des struc-
tures dans 'image, ce qui constitue un avantage lorsqu’on souhaite ne s’intéresser qu’aux formes
des structures observées. Alors que l'analyse de Tirel et al. (2020) était centrée sur 1’évolution
des distributions d’échelles moyennes, celle entreprise dans le cadre de cette theése s’intéresse a
la distribution de ces distributions. Des études statistiques sont alors effectuées d’une part sur
les images, et d’autre part sur les distributions d’échelles instantanées. Les différents régimes
décrits en section 1.3.2 sont identifiés et les propriétés rhéologiques des liquides sont mesurées.
En outre, les caractéristiques de l'instabilité capillaire sont également mesurées, ainsi que les
longueurs de ruptures et tailles de gouttes. Ces résultats sont présentés en corrélation avec ’as-
pect théorique et la littérature existante. En particulier, la tension axiale et les mécanismes de
dégradation et de coalescence évoqués en section 1.3.2 sont discutés. Ce travail a fait 1'objet
de quatre communications orales, I’'une durant une journée des doctorants et les trois autres
durant des conférences internationales (Cottier et al. (2019¢), Cottier et al. (2020), Dumouchel
et al. (2021)). Un article de conférence a été publié (Dumouchel et al., 2021) et un article dans
un journal international est en préparation. Cet axe expérimental est exposé en Chapitre 3.

Enfin, le Chapitre 4 contient les conclusions de ce travail de these. Pour chacun des deux
axes qui le constitue, les mérites et les limites des méthodes mises en oeuvres sont énoncés.
Une ouverture vers de nouveaux questionnements est réalisée et des perpectives de travail sont

proposées afin d’y répondre.
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Dans ce deuxieme chapitre, une analyse de stabilité faiblement non-linéaire est effectuée. Dans
une premiere section, le probleme est formulé et traduit sous forme d’équations. La méthode de
résolution de ce probleme est ensuite exposée dans une deuxieme section, apres quoi la résolution
du probleme est effectuée en distinguant probléme aux valeurs propres et probléme aux valeurs
initiales :

— La prédiction du domaine de stabilité d’un systeéme en fonction des caractéristiques de la
perturbation est accessible par la résolution seule d’un probléme aux valeurs propres.

— La caractérisation complete de I’évolution physique du systeme dans 1’espace au cours du
temps est accessible par la résolution d’un probleme aux valeurs initiales.

Dans une troisieme section, les résultats de cette analyse sont exploités afin de caractériser
les effets de la viscoélasticité sur le comportement du jet. Pour plusieurs cas d’application,
I’évolution temporelle de son interface est tracée et étudiée. Les temps de rupture et la forma-
tion de gouttes secondaires sont prédits. L’influence des différents modes de perturbation est
analysée. La validité des prédictions est commentée.

Les développements théoriques présentés dans ce chapitre ont été réalisés a ’aide du logiciel de
calcul formel Mathematica.

2.1 Définition du probleme et objectifs

2.1.1 Formulation du probléme
2.1.1.1 Présentation du systéme d’étude

Le systéeme d’étude est constitué d’une phase liquide et d’une phase gazeuse. La phase liquide
consiste en un liquide représenté par le modeéle rhéologique Oldroyd-B, et dont les propriétés
sont : p la densité, ugp la viscosité a cisaillement nul, o la tension de surface, ¢, le temps de
relaxation et tp le temps de retardation. La phase gazeuse consiste en un gaz inerte de densité
et viscosité négligeables comparées a celles de la phase liquide.

L’état de base du systeme consiste en une colonne cylindrique de liquide de longueur infinie et
de rayon a. Aucun écoulement n’existe dans la phase liquide. La pression associée a la phase
liquide se réduit donc & la pression capillaire, et le tenseur des contraintes visqueuses est nul.
La phase gazeuse environnant cette colonne de liquide est au repos.

La perturbation de 1’état de base du systéme peut porter sur n’importe(s) quelle(s) grandeur(s)
physique(s) du systeme et étre de n’importe quelle forme. I1 convient toutefois de choisir une
perturbation représentative de ce qui est susceptible de se produire dans la réalité. C’est ainsi que
dans le cadre de I’étude de jets capillaires, deux types de perturbation classiques se distinguent,
d’apres Garcia et Gonzélez (2008) :
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— La perturbation de type pure-deformation : cette perturbation porte exclusivement sur la
surface libre de la phase liquide du systeme, dans la direction radiale.

— La perturbation de type pure-impulse : cette perturbation porte exclusivement sur le
champ de vitesses associé a la phase liquide du systeme. Elle exprime généralement une
modification du débit.

Dans cette étude, les grandeurs physiques du systeme se réduisent exclusivement a celles as-
sociées a la phase liquide. Ces grandeurs X sont exprimées comme la superposition des grandeurs
X* dites ”propres & 1'état de base” et des grandeurs X dites ”"propres & la perturbation”

X=X"+X

Au vu de la géométrie du systeme et de son axisymétrie, les grandeurs sont décrites spatialement
par les coordonnées cylindriques r et z dans le plan (0, e, e,), et temporellement par la variable
de temps t. Les variables et opérateurs de nature vectorielle ou tensorielle sont ici notés en gras.
Les grandeurs physiques intervenant dans le probléeme étudié sont :

— La vitesse : v(r, z,t) = v*(r,2) + v (r, 2,t) = v (1, 2, 1)
— La pression : p(r, z,t) = p*(r,z) + p (1, 2,t) = 0 /a+ p (1, 2, 1)
— Les contraintes visqueuses : 7(r, z,t) = 7*(r, 2) + 7 (r, 2,t) = 7 (1, 2, t)

— La position de Vinterface : ry(z,t) = 77(2) + 1 (2,t) = a + 1 (2,1)

Le systeme d’étude dans son état de base est schématisé en Figure 2.1.
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FIGURE 2.1 — Schéma de I’état de base du systeme d’étude.
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2.1.1.2 Hypotheéses de travail et simplifications
Les hypotheses et simplifications de travail adoptées dans le cadre de cette étude théorique sont
les suivantes :

— Le systeme évolue dans des conditions isothermes.

— La phase liquide du systeme est incompressible.

— Les propriétés du liquide et du gaz sont considérées constantes.

— Les forces volumiques ne sont pas prises en compte, le nombre de Froude associé & la phase
liquide étant supposé tres large tout au long de 1’évolution de celle-ci : F'r = v%/(g.a) > 1

— Les effets de bords du systeme ne sont pas considérés : la colonne de liquide est supposée
de longueur infinie et le milieu environnement est considéré de profondeur infinie.

— Le systeme liquide évolue de fagon axisymétrique.

— La perturbation est considérée périodique monochrome de nombre d’onde k.
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2.1.2 Mise en équations

Les opérateurs de dérivation partielle seront annotés a droite de la grandeur considérée :

_ox

va 8y

Pour faciliter la lecture, on notera :

2.1.2.1 Equations gouvernantes et d’état

L’équation de conservation de la masse s’écrit :
V.-v=0 (2.1)
L’équation d’équilibre de la quantité de mouvement s’écrit :
plvi+ (v -V)v)=-Vp+V.r1 (2.2)

La projection de cette derniére équation sur e, s’écrit :

pluy+ v, +wu ) =—p, + % (r7er) , — % + Trzz (2.3)
et sa projection sur e, s’écrit :
plws +vw, +ww,)=—p, + % (r7rz) p + Tezpz (2.4)
L’équation rhéologique constitutive s’écrit :
T+ 1% = 2u0(D + tpD) (2.5)

ou D = (Vv + (Vv)l) /2 désigne le tenseur des taux de déformation. L’opérateur ”°” désigne
Popérateur de dérivée convective défini en section 1.2.3.3 par I’équation (1.36). Il peut également
s’écrire sous la forme :

2:g;—|—(v-V)o+W-o—o-W—(D-o—i—o-D) (2.6)

avec W = (Vv — (Vv)T) /2 le tenseur de vorticité.

2.1.2.2 Conditions de saut

Les conditions de saut sont au nombre de trois et découlent d’un bilan de masse et de quantité
de mouvement effectués a l'interface entre la phase liquide et la phase liquide, c’est-a-dire en
r = rg. Ces deux bilans donnent, respectivement :

p(v-n—wv,)=0
(p+okm—7-n=0

ou n(z,t) est le vecteur unitaire normal a l'interface liquide/gaz et dirigé vers la phase gazeuse,
vn(z,t) est la vitesse normale a linterface d’un élément de liquide situé a l'interface, x(z,t)
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désigne la courbure locale de I'interface et correspond a la somme des deux courbures principales
de l'interface. Ces trois grandeurs s’expriment respectivement :

1
V(r—rs) 1
n(zt) = - 0 2.9
S TS BV e W %)
8,z
—(r—rs)y Tst
vnp(2,t) = = = 2 2.10
e T T 210
rs zZ 1
) = ’ ~ 2.11
w(z:1) (1475.2)32  re(1+1rs,2)12 (2.11)
Ainsi, I’équation (2.7) se réécrit, en r = ry :
u—wn, —n;=0 (2.12)

Il s’agit de la premiere condition de saut qu’on désigne sous le nom de condition cinématique.
En chaque point de l'interface, la vitesse radiale équivaut au taux de déformation matériel de
I'interface en ce point.

L’équation vectorielle (2.8) est exploitée d’une part dans la direction normale a la surface et
d’autre part dans la direction tangente a la surface, donnant ainsi naissance a deux conditions
de saut supplémenaires.

Dans la premiere de ces directions, le terme (7-n) x n correspond a la contrainte de cisaillement
tangente a la surface. La deuxieme condition de saut impose alors que ce terme soit nul du fait
que l'influence dynamique de la phase gazeuse ambiante soit ici négligée. On a alors, en r = r; :

Tor = Ts (Tez — Tpr) — ’r‘37z27'rz =0 (2.13)

Dans la deuxiéme direction, le terme (7 - m) - n correspond a la contrainte axiale normale &
la surface. La troisieme condition de saut impose alors que cette contribution ne differe de la
pression p induite par I’écoulement que par la contribution de tension de surface ox. On a alors,
enr=rg:

(L4752 (p+ OK) = Tor — 275 Tyz + 72 Tz (2.14)

2.1.2.3 Conditions initiales

Les conditions initiales sont au nombre de trois et elles sont directement liées a la nature et a la
forme de la perturbation imposée a 1’état de base en ¢t = 0. La formulation de ces conditions a
fait 'objet d’un article (Cottier et al., 2021) dont cette sous-section est inspirée. Cette formula-
tion a été réalisée sur la base des travaux de Garcia et Castellanos (1994) et Garcia et Gonzélez
(2008) relatifs au cas Newtonien. Les conditions initiales sont ici exprimées de fagon générale
sans présumer du choix d’un type de perturbation (pure-impulse ou pure-deformation). Pour
cela, deux parametres de controle sont introduits : 7, et w,,.

B La premieére condition initiale correspond a la conservation du volume de liquide entre
I’état de base et I’état perturbé au temps initial. On note 7,(z) la perturbation de surface
appliquée sur I’état de base. Cette perturbation consiste en une légere déformation sinusoidale
monochrome de I'interface de la forme €7, cos (kz) ol €7, et k correspondent a 'amplitude et
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au nombre d’onde de cette perturbation, respectivement. La condition initiale de conservation
du volume nécessite la présence supplémentaire d’'un terme correctif dans la fonction 7,(z) égal

a:
1/2

Jiey ()] 219

Ainsi, la fonction de perturbation de 'interface s’écrit :

L /e N 2]
(D _
1 5 ( " > ] a (2.16)

Au temps initial, les décompositions 75(z,0) = a+n,(2) et 75(2,0) = a+n'(z,0) sont équivalentes,

1p(2) = eipcos (kz) +a

et en conséquence la premiere condition initiale s’écrit :

1 _ 21/2

Enp

1— - — — 2.1
2()] a (217)

B La deuxieéme condition initiale correspond & la conservation du débit volumique entre

7' (2,0) = e, cos (kz) + a

I’état de base et I’état perturbé au temps initial. On note w,(r, z) la perturbation de vitesse axiale
appliquée sur I’état de base. La dépendance axiale de cette perturbation de vitesse est supposée
sinusoidale, étant données la nature cosinusoidale de la dépendance axiale de la déformation de
la surface et la formulation de I’équation de continuité en dimension 1 (Brenn, 2016) :

Ay + (WA). =0 (2.18)

ou A désigne 'aire de la section du jet et w la vitesse axiale moyennée sur une section du jet.

La vitesse axiale moyenne de perturbation s’exprime par :
Wp(z) = € wp sin(kz) (2.19)

Au temps initial, les décompositions w(r, z,0) = w* + w'(r,z,0) et w(r,z,0) = w* + wy(r, 2)
sont équivalentes, et on a alors :
w'(r,2,0) = wy(r, 2) (2.20)

Cette équation intégrée sur une section du jet donne :

2r  rrs(z,0) 2r  prs(z,0)
/ / w'(r,2,0) r dr d = / / wy(r,z) v dr df (2.21)
=0 Jr=0 =0 Jr=0

qui peut se réécrire sous la forme :

2w prrs(z,0) 2 rrs(2,0)
/ / w'(r,2,0) v dr df = wp(z)/ / r dr df (2.22)
0=0 Jr=0 0=0 Jr=0

En considérant I’axisymétrie du probleme et en utilisant I’expression de w,(z), la deuxieme

condition initiale s’écrit :

rs(z,0) 2
/ w'(r,2,0) r dr = TS(;O) € Wy sin(kz) (2.23)
r=0
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B La troisiéeme condition initiale porte sur I’équation rhéologique constitutive du liquide,
et plus précisemment sur la composante —zz du tenseur des contraintes visqueuses, que 1’'on
désignera sous le terme de contrainte visqueuse axiale normale. On note 7,,(r, z) la contrainte
visqueuse axiale normale de perturbation sur ’état de base. Cette grandeur peut étre exprimée
en fonction de la vitesse axiale de perturbation w,(r, z) au moyen d’une équation constitutive.
La troisieme condition initiale repose sur I'approximation de cette équation constitutive par
celle d’un liquide Newtonien analogue. Elle se justifie par une vitesse nulle du jet dans son état
de base et par une faible amplitude de perturbation de la vitesse axiale. On a alors :

Tozp(752) = 2 po wyp,2(1, 2) (2.24)
Cette équation, moyennée sur une section du jet, donne :
Toap(2) =2 mo po k w, cos(kz) (2.25)

Au temps initial, les décompositions 7. (r, z,0) = 75, +7.,(r, 2,0) et 7..(r, 2,0) = 72, +Tozp(r, 2)
sont équivalentes, et on a alors :

Tz/'z(ra 2, 0) = Tzzp(ry Z) (226)

Cette équation intégrée sur une section du jet donne :

21 rrs(z,0) 2r  rrs(z,0)
/ / 7..(r,2,0) r dr df = / / Tozp(r, 2) 7 dr d (2.27)
0=0 Jr=0 0=0 Jr=0

qui peut se réécrire sous la forme :

2m rrs(z,0) 2m  prs(z,0)
/ / 7..(r,2,0) v dr d = Tzzp(z)/ / r dr df (2.28)
0=0 Jr=0 0=0 Jr=0

En considérant I'axisymétrie du probleme et en utilisant I'expression de 72,(z), la troisieme
condition initiale s’écrit :
rs(2,0)
/ 7. (r,2,0) v dr = r2(2,0) € po k w, cos(kz) (2.29)
r=0

Le diagramme présenté en Figure 2.2 résume la formulation des conditions initiales selon le
choix du type de perturbation appliquée sur ’état de base du jet.
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2.1.2.4 Adimensionnalisation

Les variables et équations du probleme sont adimensionnalisées avec les échelles caractéristiques

suivantes :

— Echelle caractéristique de longueur : a le rayon du jet non-déformé.
— Echelle caractéristique de pression : o/a la pression capillaire.
— Echelle caractéristique de temps : tc = \/(pa3)/o le temps capillaire.

— La contrainte visqueuse de référence : pg+/(c/(pa3) .

Pour des questions de facilité de lecture, les grandeurs physiques adimensionnées seront notées de

la méme fagon que les grandeurs dimensionnées. Le systeme d’équations complet adimensionné

s’écrit :
Equations principales (en r < rg) :

1
Up+-ut+w, =0
T

T60

U+ ul, +wu, =—p,+ - (r7er) . — . + Tz
Wi+ UWy FUWe = =Pz~ (1Tr2) o Tz
T+ D€1’7o' = 20ho(D + DBQIO))
Conditions de saut (enr =rs) :
u—wn,—mnt=0
Tor = s (Tos = Trp) = 7527702 = 0
(L4752 (p+ OK) = Top — 275 Trs + 72Tz = 0
Conditions initiales :
1 1/2
7' (2,0) = efjp cos (kz) + [1 ~3 (eﬁp)2] -1

r5(2,0) 2 0
/ w'(r,z,0) v dr = TS(;’ ) € wp sin(kz)
r=0

rs(2,0)
/ (1, 2,0) r dr = r2(2,0) Ohg k € wy cos(kz)
r=0

(2.30)
(2.31)
(2.32)

(2.33)

(2.34)
(2.35)
(2.36)
(2.37)

(2.38)

(2.39)

Ce systeme d’équations est exact et est donc noté (Sggqcte). Six nombres adimensionnels appa-

raissent dans ce systeme : Ohg, Dey, Dea, k, €1), et ewp.

— Les trois premiers nombres sont relatifs aux propriétés du liquide et a la géométrie de
Pécoulement : Le nombre d’Ohnesorge Ohg = pg+/(pa3)/o caractérise Veffet de la vis-
cosité a cisaillement nulle. Les deux nombres de Deborah Dey = t,./tc et Dey = tp/tc

représentent les temps de relaxation et de retardation adimensionnés, respectivement.

— Les trois derniers nombres sont relatifs a la perturbation initiale : k£ est le nombre d’onde

adimensionné de la perturbation initiale. Les valeurs des parametres sans dimension €7,

et ew, sont relatives au choix de la perturbation initiale et a son amplitude : w, = 0 pour

le type pure-deformation et 7, = 0 pour le type pure-impulse.
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2.2 Analyse faiblement non-linéaire

2.2.1 Meéthode de résolution

2.2.1.1 Meéthode de perturbation aux petites amplitudes

Le probleme explicité par le systéme (Sggacte) comporte des non-linéarités qui rendent sa
résolution exacte inopérable. Afin d’approcher au mieux les solutions analytiques de ce systeme,
la méthode des perturbation aux petites amplitudes est employée. Cette méthode consiste a
développer le systeme (Spgqacte) €n série de puissance du parametre de perturbation e. Pour ce
faire, chaque grandeur physique X du probleme est développée en série de puissance de € :

+o00
X = Z X;él
j=0

Chaque équation du systéme (Sggqacte) peut alors étre exprimée en série de puissance de €, ce
qui amene a la décomposition suivante :

+o0o
(SExacte) = Z(Sj)ej

§=0
Pour j = 0, la grandeur X est celle associée a 1’état de base (Xo = X*), et le systéeme Sy
correspond a l’état de base. Pour j = 1, le systeéme Sy est linéaire et peut étre résolue de facon
exacte. Pour j = 2, le systéme S5 est non-linéaire. Cependant, les termes non-linéaires présents
proviennent du produit de grandeurs X(;_;), dont l'expression a pu étre déterminée lors de la
résolution du systeme S;. Pour j = 3, le systeme S3 est de méme non-linéaire. Cependant,
les termes non-linéaires présents proviennent du produit de grandeurs X(;_;) et de grandeurs
X (j=2), dont les expressions ont pu étre déterminées lors de la résolution des systemes Sy et Sa.
Ainsi, les systeémes \S; peuvent étre résolus indépendamment par ordre j croissant. L’ordre d’'un
systeme désigne la puissance la plus élevée du parametre e contenue dans celui-ci.

La solution approchée est alors supposée étre une approximation d’autant meilleure de la solu-
tion exacte que l'ordre résolu est grand et que 'amplitude de la perturbation € est faible. Pour
Poincaré (1892), la < série > de perturbation doit étre comprise mathématiquement comme un
développement asymptotique au voisinage de 0, et non comme une série ordinaire convergente
uniformément.

2.2.1.2 Introduction d’un taux de croissance temporel des perturbations

Le systeme d’équations obtenu est constitué d’équations différentielles autonomes par rapport
a la variable de temps t. Pour conséquence, la dépendance temporelle des grandeurs physiques
impliquées est recherchée sous la forme exponentielle e(=2%). La variable introduite o est de
nature complexe; sa partie réelle correspond au taux de croissance temporel de 'instabilité
et sa partie imaginaire est reliée a la fréquence d’oscillation associée. L’expression de cette
dépendance temporelle découle directement du choix d’une perturbation de type spatiale et
de I’étude de l'instabilité d’un point de vue temporel. La configuration inverse est également
possible et imposerait alors un nombre d’onde k& complexe inconnu et la variable oo imposée et
réelle. Cette derniere configuration a été choisie dans certains travaux, mais présente plus de
difficultés mathématiques. Pour cette raison, I’étude de stabilité temporelle est choisie de facon
plus fréquente.
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2.2.1.3 Utilisation de la fonction de courant de Stokes
L’utilisation d'une fonction de courant de Stokes 1 telle que :
u(r, 2, 1) = —%w,z(r, 1) (2.40)
wir, 2, t) = %w,r(r,z,t) (2.41)

permet de satisfaire automatiquement de I’équation de conservation de la masse (2.30). Etant
données I'axisymétrie du probléme et I'absence de vitesse azimuthale, cette fonction permet
également d’exprimer le débit volumique Q,(z,t) au travers de la section du jet située en z au

temps ¢ :
Qu(z,t) =21 (P(rs, 2, 1) — (0, 2,1)) (2.42)
On applique la décomposition aux fonctions de courants et de débit volumique :
U(r,z,t) = ¥ (r,2,t) + ' (r, 2,1) (2.43)
Qu(z,t) = Qr(2,t) + Q) (2,t) (2.44)

avec Y*(r,z,t) =0 et Q}(z,t) = 0.
Ainsi, la deuxieme condition initiale (2.38) s’exprime de fagon plus directe de la fagon suivante :

ri(z,0)

wl(r& Z, 0) - W(Ov Z, O) =

€ wy sin(kz)

i.e.

Q' (2,0) = mr2(2,0) € W, sin(k2) (2.45)

2.2.1.4 Développement en série de Taylor des conditions de saut

Afin de faciliter I'exploitation des trois conditions de saut (2.34 - 2.36) valables a l'interface, i.e.
en r = rg, celles-ci sont exprimées en » = 1 a l’aide de développements en série de Taylor :

400 X(n)‘ ) ~+o00 X(n)‘ )
= n = n
Xy, =D == = 1) = Xy 4 ) == (2.46)
n=0 n=1
Ainsi, les trois conditions de saut se réécrivent, en r =1 :
u™ 4+ ”)17 2| n
—wn,; — 77t+z 7t =0 (2.47)
o [(n) _ n (T(n) _ 7_(n)) — 2 mON
TZT_nVZ(TZZ_TTT)_n?ZTTZ"i'Z 2r 2 \Tzz — rr 2 Trz =0 (2.48)
o [-(n) _ () + L) + n2 N
vr = Moz + o) F 05722+ Y | — ATz S ST | (2.49)
n=1 L ’ J
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2.2.2 Résolution du systeme d’ordre 1
2.2.2.1 Etablissement du systéme d’équations d’ordre 1
Le systeme d’équation d’ordre 1 s’écrit :

Equations principales (enr <1) :

1
. (rur), + w1, =0 (2.50)
1 Tog
U1t = —Pir + ; (747—1“7“1)7,” - Tl + Trzl,z (251)
1
Wit = —Pl,z + ; (TTrzl)yr + Tzz1,z (252)
1 + Delﬁ,t = 20hy (Dl + Deng,t) (2.53)

Conditions de saut (enr =1) :

ur = "Mt (2.54)
Trz1 = 0 (2.55)
—p1+ 71— (M +Mmz2) = 0 (2.56)

Conditions initiales :
m(z,0) = 7, cos (kz) (2.57)
Quvi(z,0) = mw, sin(kz) (2.58)

1+en1(2,0)

[/7"0 €T221(r,2,0) rdr| = Ohg k wp, cos(kz) (2.59)

2.2.2.2 Resolution du probléme aux valeurs propres

L’objectif de la résolution du probleme aux valeurs propres est de déterminer sous quelles
conditions de perturbation le jet évolue de facon instable. Pour cela, le systeme constitué des
équations gouvernantes, d’état et de saut est résolu en admettant une dépendance temporelle

ot et une dépendance vis-a-vis de la coordonnée axiale z en

des grandeurs de perturbation en e~
e*%_ Une relation reliant o aux autres parametres est recherchée. La résolution de ce probleme
aux valeurs propres a fait ’objet d’un article de conférence (Cottier et al., 2019b) dont cette

sous-section est inspirée.

Etant donné la dépendance temporelle des grandeurs physiques, la relation constitutive de
premier ordre (2.53) s’écrit :

T — 2 1—0471D€2 Ohg D1 = QOhvl D1 (260)

1-— a1 D€1
Ce résultat signifie que le tenseur des contraintes visqueuses de premier ordre ne differe de celui
d’un liquide Newtonien que par un facteur multiplicatif qui ne dépend que des deux nombres
de Deborah De; et Des et du taux de croissance de premier ordre «y. Par conséquence, la
résolution du probléme aux valeurs propres a 'ordre 1 peut s’effectuer en suivant une méme

méthodologie que pour le cas Newtonien, comme celle exposée dans les travaux de Renoult et al.
(2018).
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En premier lieu, 'opérateur rotationnel est appliqué a 1’équation vectorielle d’équilibre de la
quantité de mouvement. En utilisant la définition de la fonction de courant ¢ (section 2.2.1.3),
cette équation peut se réécrire :

1 0
Z _E?) (E? =0 2.61
<Ohv1 ot ) (E%1) (2:61)
ol lopérateur différentiel E? est défini de la facon suivante :
0 (10 0?
FP=r—(-=|+=— 2.62
"or (7“ 87‘) + 022 (2:62)

Comme exposé dans I'ouvrage de Brenn (2016), la solution a I’équation (2.61) est de la forme :
U (7", Z, t) = [017'11(/{7") + Cg?“Kl(/ﬂ“) + Csrly (lvlr) + CyrK; (lvl’l“)] gthz—oat (2.63)

ou l%l =k - /Ohy1 définit le nombre d’onde modifié de premier ordre et Cy, Cq, Cs et
Cy4 sont des constantes a déterminer. I, et K, désignent les fonctions de Bessel modifiées de
premiere espece et de seconde espece d’argument v, respectivement. Ces fonctions sont définies
en Annexe A. La fonction de Bessel modifiée de second espece K7 étant divergente en 0, les
constantes Co et C4 sont annulées afin que la solution (2.63) soit définie partout dans le jet, y
compris sur son axe, en r = 0. Les deux constantes restantes, C; et ('3, sont déterminées par
les conditions de saut (2.34) et (2.35) et sachant la nature cosinusoidale de la déformation de
premier ordre de I'interface :

m(z,t) = merot (2.64)

avec 71 I’amplitude initiale de la déformation de premier ordre.

L’expression de ces deux constantes est :

ianin 12 + K i 2
_ - 2%20hy; — 2.
Cq RO 2, — k2~ kLK) (2k*Ohy1 — an) (2.65)
i20&1’f]1 k i2ﬁ10hvl k
Cn = _ 2.66
5T (L) 12— K2 I (1v1) (266)

Ainsi, la fonction de courant de premier ordre s’exprime :

V11, 2,t) = [CrrIy(kr) 4+ Cyrly (L)) €7 i= 4o (r, 2, 1) + Yy (7, 2, ) (2.67)

A partir de cette expression, les vitesses radiale et axiale de premier ordre sont déterminées :

. I (kr) Li(loir) ] ipse
wp = mOhy | (I3 + k? — 2k? eikz—ant 2.68
= O ) G - S (269
o I()(k'r) Io(lvl’l"):| ikz—
w; = i Ohyy | (2] + K> — 2kl, ethz—aat 2.69
1 m 1[( 1 ) I, (k) 1 I (L1) ( )

L’expression de la pression de premier ordre p;(r, z,t) dans la phase liquide peut étre obtenue
a partir de I’équation d’équilibre de la quantité de mouvement projetée sur e, (2.51) ou sur e,
(2.52). Pour cette étude, 'utilisation de I’équation projetée sur e, offre plus de facilité vis-a-vis
de l'intégration par rapport a la variable z. On trouve :

pi(r, z,t) = —ia O Io(kr)e** =1t 4 f(t,r) (2.70)

La fonction d’intégration f est annulée afin de satisfaire la condition de saut (2.56).
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En développant cette derniere condition de saut, la relation de dispersion du jet s’écrit :

DRy : a4+ oy Bi(aq, k, Ohg, Dey, Dey) + Cy (a1, k, Ohg, Dey, Des) = 0 (2.71)

Lk) (1 2kly (Li(l,n) 1
. _ 012 4 - 1 1 5
avec : Bl(Oél, k,Ohg, Deq, D62) = —2k*Ohy |:1 Io(k‘) <k‘ + lgl e (Io(lvl) I

Li(k) 12 — k2

Ci(aq, k,Ohgy, Deq, Des) = —k(1 — k2
1(a1 0, De1, Des) ( )Io(k)l§1+k2

La relation de dispersion a été énoncée pour la premiere fois par Goldin et al. (1969). Comme
le prédit le modele d’Oldroyd-B présenté en section 1.2.3.3, lorsque Dey = Des, le facteur Ohy
vaut Ohyg et cette relation de dispersion se réduit a celle d’un jet de liquide Newtonien, présentée
pour la premiere fois par Rayleigh (1892).

De part la nature transcendentale de la relation de dispersion et la nature complexe de son in-
connue «q, sa résolution présente des difficultés a la convergence, et fait alors elle-méme 1'objet
de recherches d’optimisation de calcul. La méthode qui a été employée dans le cadre de cette
these est basée sur le théoreme intégrale de Cauchy et développée par Luck et al. (2015). Cette
méthode sera plus largement exposée en section 2.2.4.

Cette relation de dispersion admet quatre solutions complexes distinctes, continues vis-a-vis de
la variable k, dont une identiquement nulle que nous omettrons dans la suite de ’analyse. Les
trois autres solutions sont notées a4, aisq €t aqgp. Ces trois dernieres solutions sont désignées
sous le terme de solutions capillaires ; il existe une infinité d’autres solutions appelées solutions
hydrodynamiques, dont les amplitudes sont si faibles qu’elles peuvent étre ignorées, d’autant plus
que ces solutions sont associées a des modes stables, d’apres les travaux de Garcia et Gonzéalez
(2008). Les caractéristiques des solutions capillaires seront discutées en section 2.3.2.

En comptabilisant les trois solutions non-identiquement nulles de la relation de dispersion, la
surface du jet est exprimée de la fagon suivante :

m(z,t) = (771sa€_°‘13“t + Argpe 10t 4 ﬁlde_o‘ldt) coskz = Z N1y cos(kz) e~ ut

u=d,sa,sb

(2.72)
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La fonction de courant, la vitesse radiale, la vitesse axiale et la pression de premier ordre
s’expriment alors, respectivement :

n
I
dilrzt) = Y " LKD) (2K20hy1a — o) sin(kz) e—o1ut (2.73)
u=d,sa,sb kIl(k;)
A Il(lvlu'r) . .t
+ 2kOhy1y T My—-—2 sin(kz) e~ 1
u:;;z sb 1 " Il(lvlu) ( )
t= > W(na )+ ) Ulh(r ozt
u=d,sa,sb u=d,sa,sb
. I (kr) o L1 (ly1ur) _
= u | (2 2 viu — Qly = 20hp1uk” —7— otut
up(r, z,t) Z M [( k“Ohy1 aq ) T (%) Ohyiuk T (ot cos(kz) e
u=d,sa,sb
(2.74)
== Z Mw fy (r) cos(kz) e~ ul
u=d,sa,sb
. Io(kr) Io(lyrur) | . _
t) =— u | (2k*Ohy1y — 14, — 20hy1ukly1y et k a1ut
wi (7, 2, 1) Z m [( u — 1) Lk 1ukly1 Tr (1) sin(kz) e
u=d,sa,sb
(2.75)
D= Z e fo(r) sin(kz) e vl
u=d,sa,sb
d u u I —
pi(rzt)= > M To(kr) (2k2Ohy1y — 1y cos(kz) e vt (2.76)
u=d,sa,sb k Il(k)
n

Dans ces expressions, seules les amplitudes de déformation initiales 7154, 7155 €t 714 sont incon-
nues.

2.2.2.3 Résolution du probléeme aux valeurs initiales

La résolution du probleme aux valeurs initiales a pour but de déterminer une expression complete
des grandeurs physiques du probleme. La résolution du probleme aux valeurs propres en section
2.2.2.2 ne laisse que trois variables inconnues dans ’expression de ces grandeurs : 7154, 1sb €t
N1q- Ces amplitudes sont déterminées a partir des trois conditions initiales de premier ordre
(2.57 - 2.59)

B La premiére condition initiale de premier ordre (2.57) associée a l’expression de la
déformation de la surface de premier ordre (2.72) donne :

o =1 (2.77)

u=d,sa,sb
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B La deuxiéme condition initiale de premier ordre (2.58) se réécrit en utilisant la définition
du débit volumique (2.42) :

1(1+ eni(2,0), 2,0) — 11 (0, 2,0) = % sin(kz) (2.78)

En utilisant I'expression de 91 (r, z,t) (2.73) et sachant que I;(0) =0, on a :

20h — o) ET) _
. (2]€ Ohylu Oélu) k;.[]_ (k) . B wp .
Nu sin(kz) = —— sin(kz) (2.79)
rl (lvlur) 2
u=d,sa,sb —QOhvlukm

En utilisant I’expansion en série de Taylor (A.1), la deuxieme condition initiale se réduit a :

k @, (2.80)

N |

Z Mu Oy =

u=d,sa,sb

B Afin d’exploiter la troisiéme condition initiale de premier ordre (2.59), il convient d’ex-
primer 7,1 (r, z,t) en utilisant ’équation constitutive de de premier ordre (2.53) :

Toz1(1r, 2, 1) + Dey Toz14(1, 2,t) = 20hg (w1,2(7, 2,t) + Deg wy (1, 2, 1)) (2.81)

En considérant la dépendance temporelle exponentielle de la vitesse axiale de premier ordre
selon trois modes, on peut décomposer 7,,; de la facon suivante :

TZZl(T7 Z, t) = Z Tzzlu(rv Z) eiahﬂ/ (282)

u=d,sa,sb

Ainsi, I’équation (2.53) peut s’écrire sous la forme des trois équations :

1—a1D
Too1u(T, 2) = 20hyg e

T Wiz (7, 2) = 2 Ohy1y Wiw 2 (T, 2) YV u € (d,sa,sb) (2.83)
1 —a1Deq ’ ’

Le terme de gauche de 'equation (2.59) s’écrit alors :

1+em (z,0)
/ Z 2€ Ohy1y Wiyz (1, 2) v dr (2.84)
r=0 u=d,sa,sb .

et en utilisant ’expression de la vitesse axiale de premier ordre (2.75) :

rily(kr
1+en1(2,0) (2k20hv1u — alu) L
2 S° Ohyr i k L(k) (kz) dr|  (2.85)
€ 0 viu Tu TIO(lvluT) cos(kz) ar .
r= u=d,sa,sb —20hy1uklyiv—F—7——
Il(lvlu) €

En utilisant la formule d’intégration (A.2) et 'expansion en série de Taylor (A.1) relatives a la
fonction de Bessel I, la troisieme condition initiale s’écrit finalement :
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1
> Ohvru M 010 = 5 Oho k (2.86)

u=d,sa,sb

A partir de 'expression des trois conditions initiales au premier ordre obtenues, les trois ampli-
tudes de déformations initiales sont exprimées :

[ [
. 1sp s Tp (Ohyisy — Ohtsa) + 5 k @y [o156 (Oho — Ohyisp) — aisa (Ohg — Ohyiga)]
Mhd = M
(2.87)
R a1 sy Tp (Ohuwig — Ohyigy) + 3 k Wp [a1a (Ohg — Ohy1q) — argy (Ohg — Ohyigp)]
Msa = M
(2.88)
. A1sq X1d ﬁp (Ohvlsa - Ohvld) + % k iDp [alsa (OhO - Ohvlsa) — Q14 (OhO - Ohvld)}
nlsb - M
(2.89)
| | | |
avec M le dénominateur commun défini par :
M = (a1qg — @1s6) @15aOhwisa + (@150 — 1) @1550hu150 + (@156 — Q15a) @140hp1a (2.90)
2.2.3 Résolution du systeme d’ordre 2
2.2.3.1 Etablissement du systéeme d’équations d’ordre 2
Le systeme d’équation d’ordre 2 s’écrit :
Equations principales (enr < 1) :
1
. (rug) . +wa,; =0 (2.91)
1 T
Ugt + ULULr + WUz = —P2s + - (TTTT2)7T - % — Trz2,z (2.92)
1
wot + UIWL p + WIWY z = —P2» + ; (TTTZ2)77~ + T222,2 (293)
T + D€1T27t = 20hyg (DQ + D€2D27t) (2.94)
— Deq [(’Ul‘V)Tl—i—Wl T — 71 - W1 — (D1 ‘7'1—|-T1‘D1)}
+2D€2[(U1'V)Dl—l—Wl'Dl—Dl'Wl—Dl'Wl—2D1'D1}

: =20hg (D2 + DeaDs2t) + R
Conditions de saut (enr =1) :
Uz = T2+ Wiz — MULy (2.95)
Trz2 + MTraly + (Trry — T221)M1,: = 0 (2.96)

—p2+ Trr2 — M2+ N2,22 = MPry +MTrTL T — 201 2 Tr21 — 77%2/ 2413 (2.97)



64

Conditions initiales :
1.
n2(z,0) = —an (2.98)
[€Qu1(2,0) + €Qua(2,0)] , = 2mm1(2,0)w, sin(kz)  (2.99)

=0 2

1+en1 (2,0)+€2n2(2,0)
/ (€7221(r,2,0) + €7,.0(r, 2,0)) rdr| =2m(z,0) Oho k w, cos(kz)

(2.100)

2.2.3.2 Resolution du probléeme aux valeurs propres

Afin de résoudre le systeme d’équations d’ordre 2, la méthodologie adoptée est la méme que celle
utilisée par Renoult et al. (2018) pour traiter le cas Newtonien. Cette méthodologie consiste a
distinguer pour chaque quantité de deuxieéme ordre Xs :
— les contributions X9 provenant des termes linéaires d’ordre 2. Leur dépendance temporelle
s’exprime par e~ 2!,
— les contributions X9; provenant des termes non-linéaires d’ordre 1. Leur dépendance tem-
porelle s’exprime par e~ (“1ite1)! ot ay; et ay; sont deux solutions de la relation de
dispersion de premier ordre (Eq. (2.71)).

On a ainsi :
Xo = Xog + Xo1 (2.101)

Le probleme aux valeurs propres de deuxiéme ordre peut alors se décomposer en deux problemes
aux valeurs propres pouvant étre résolus indépendemment 'un de ’autre. Le probléeme aux
valeurs propres relatif aux grandeurs Xoo est décrit par le systeme d’équations :

Equations principales (enr <1) :

1
- (rug2) . +waa. =0 (2.102)
1 Too
U2t = —P22r + ; (T’Trr22)7r — 2 _ Trz22,z (2.103)
1
Wa2t = —P22,z + ; (TTTZQQ)J’ + T2222,2 (2104)
Too + D€1T22,t = 20hyg (D22 + D62D227t) (2.105)
Conditions de saut (enr =1) :
U2 = 722t (2.106)
Trz22 = 0 (2107)
—p22 + Trr22 — M22 + 122,22 = 0 (2.108)

Ce probleme aux valeurs propres est caractérisé par la méme structure d’équations que celui
d’ordre 1. Pour cette raison, il est possible de déduire I’expression des grandeurs X9 directement
a partir des grandeurs X; en remplacant :

— (1 par «s.
— k par 2k.
- Ohvl par Ohvg = (1 - OéQDeg)/(]. - agDel)Oho.

— 2, par 12, = 4k® — a2 /Ohyp.

v
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Ainsi, les quantités physiques X9 s’écrivent :

| |
moa(z,t) = > fagucos(2kz) e 2! (2.109)
u=d,sa,sb
7"[1(2]{7") ~ 2 . _ t
t) = - w(8k“Ohyoy — oy 2k X2u 2.11
Yoo (r, z,t) u_%;”b kT, (25) 220 (8k“Ohya Qo) sin(2kz) e ( 0)
~ Il(lvlur) . _ t
—+ 4kOhyoy T M99y ———2 sin(2kz) e~ 2
u:%tsb ’ e Il(lvlu) ( )
. 11(2]{7“) 2[1(11]2”7") _
t) = w | (8K2Ohyay — 9y) = — 80hyou k> —2242 2%k a2t
uga(r, z,t) u:dzs:wbmz [( 2u — Q2 T2k 2 Tr oz cos(2kz) e
(2.111)
. Io(2kr) Io(ly2ur) | . _
t) =— u | (8k2Ohyay — aigy — 40hyouklyzy — 2l 2k azut
waa(r, 2, t) Z 729 [(8 Ohys a9 ) T, (28) Ohya 9 T1 (oo sin(2kz) e
u=d,sa,sb
(2.112)
No2utvay 1o(2k7) . o —agyt
poa(r, z,t) u %Sb 1, (28) (Sk Ohyoy — azu) cos(2kz) e (2.113)
n

Les trois variables ayg, sont les solutions capillaires de la relation de dispersion de deuxieme
ordre (2.114). Cette relation est également obtenue & partir de la relation de dispersion (2.71)
d’ordre 1 en procédant par ces mémes remplacements de variables :

DRy : a3 4 ag By(a, k, Ohg, Dey, Des) + Cy(ag, k, Ohg, Dey, Des) = 0 (2.114)

LEE) (1 ke (L) 1
: B k,Ohg, Dey, Deg) = —8k*Ohyg |1 — — -
avec 2(0(1, 70 0, Vey, 62) 8 O 2 |: IO(Q]C) <2]€ + lgz T 4k52 <Io(lv2) lv2

I,(2k) 12, — 4k?

Co(aa, k,Ohg, Dey, Des) = —2k(1 — 4k2)
Io(2k) zgz + 4k2

Les amplitudes 722, présentes dans les équations (2.109 - 2.113) sont a ce stade inconnues et
seront déterminées lors de la résolution du probleme intial d’ordre 2.

Le probleme aux valeurs propres relatif aux grandeurs X1 est décrit par le systeme d’équations :

Equations principales (enr <1) :

1
- (Tugl)’,,. + w1, =0 (2.115)

1 Tho21
U21,t + ujuy,r + wiUl,z, = —P21,r + ; (TTT"I‘21),7~ - , — Trz2l,z (2116)
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Wal ¢ + ULWY, + WIW1 2 = —P21,2 + % (r7ra21) , + Tz221,2 (2.117)
To1 + Derma1 4 = 20hg (D21 + Dea Dy 1) (2.118)
—Dey[(v1 - V)11 +Wy -1 —711 - W1 — (D1 -1+ 711 Dy)]
+2Dey[(v1- V) Dy + W, - D1 — D, - W, — Dy - W, — 2D,
: = 20hg (D21 + DeaD214) + R

Conditions de saut (enr =1) :

U21 = MN214¢ + W1N1,z — MU, (2.119)
Trz21 + MTrz1p + (Trrl - Tzzl)nl,z =0 (2120)
—P21 + Trr21 — 21 T M21,22 = MPLr + MTrrlr — 2771,z7—rz1 - 77%;;/ 2+ 7}% (2121)

Deux types de contributions sont peuvent étre distingués vis-a-vis de la dépendance temporelle
des grandeurs X»s;. On introduit ainsi la décomposition suivante :

Xop= Y Xfe 2y > XPelaatan)t (2.122)
A=d,sa,sb AB=sa,sb; sa,d; sb,d

La premiere étape de résolution de ce probleme aux valeurs propres consiste en la construction
d’une équation différentielle sur la pression ps; par le réarrangement des deux composantes
de I’équations de mouvement (2.116) et (2.117) et par I'utilisation de ’équation de continuité
(2.115) :

1
;(Tpm,r)ﬂn + P21,z = — ;[?“ (wrugr + wlul,z)]yr — [uqwy r + wlwl,zLZ
+ Trro1 e + ~Trr2Lr — %Teezu + 27Tp291 02 + %Trz21,z (2.123)
qui peut étre réécrite sous une forme plus compacte :
Apg; = =div[(v1 - V)v1] + V- [V - 7] (2.124)

ou ’on rappelle que v; représente le vecteur vitesse de premier ordre. En utilisant I’identité de
Lamé au terme de dérivée convective de vy, I’équation (2.124) devient :

Apgy = —div [Vi/2 —v1 x (V x v1)] + V- [V - 7] (2.125)

ou l'opérateur x désigne 'opérateur rotationnel. En utilisant les expressions de premiers ordres
(2.73 - 2.75), on trouve le résultat suivant :

vy x (V xvy) = — Ou_ Yy Vi (2.126)
Ohyiy T2
u=d,sa,sb
D’autre part, on a :

V[V 1] =V-[V-R] (2.127)

Ainsi, I’'équation (2.125) peut se réécrire sous la forme :
Al —i—v—%]:—V- Y % V1| +V-[V-R] (2.128)

P21 2 Ohvlu 72 ! .

u=d,sa,sb

. Dﬂ
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Il s’agit d’une équation de Poisson sur la pression modifiée définie par :
vi
Pa1 = pa1 + 5 (2.129)
La solution a cette équation s’obtient en sommant la solution générale de I’équation homogene
et une solution particuliere de I’équation inhomogene :

Por(r, z,t) = 732}‘1’(7“, z,t) + 732[1(7“, z,t) (2.130)

En appliquant la décomposition (2.122) aux grandeurs P (r, 2,t) et Pl (r, z,t), on a :

Pirzt)= Y P3 Je~2eaat 4 > PAB (1, z)e~(ratean)t (9 131)
A=d,sa,sb AB=sa,sb; sa,d; sb,d

Py (r,2,t) = Z Pﬁl(rv z)e 2l 4 Z PﬁBI(r, z)e"(@ataip)t (9 139)
A=d,sa,sb AB=sa,sb; sa,d; sb,d

La résolution de ’équation homogene nous donne :

PAG(r, 2) = [CATo(2kr) + C Ko(2kr)] cos(2k2) (2.133)
PABH( ,2) = [CSBIO(%‘T) + C’fBKO(QkT)] cos(2kz) (2.134)

La fonction de Bessel modifiée de second type K étant divergente en 0, les constantes Cf et
C’fB sont annulées.

Afin de trouver une solution particuliere a I’équation de Poisson, le terme de droite est évalué a
partir des expressions des grandeurs d’ordre 1 données par les équations (2.73 - 2.76). Ce terme
de droite contient des produits des fonctions cos(kz) et sin(kz) qui peuvent étre exprimés au
moyen des fonctions cos(2kz) et sin(2kz). D’autre part, ce terme de droite comporte également
des produits de fonctions de Bessel qui rendent la détermination d’une solution exacte impos-
sible. Afin de contourner cet obstacle, une approximation de ces produits est effectuée; cette
approximation est présentée en Annexe A. Différentes puissances de la coordonnée radiale r
résultent de ces approximations et sont distinguées si bien que APﬁ et APﬁB s’expriment par :

[ (Vma ()2 + Y 2ma ()™ + Vg (1)77°) cos(2k2) |

A (i)~ sin(2kz) r2 (2.135)

I
M=

@
Il
—

APﬁ (r,z)

L oo (772 + i s (™ + ke ()6 ]

(’ygzgﬂ( ) -2 + ’Y(:zm4(.) —4 + Wczmﬁ(.) T_6> COS(ka) 1

+~AB L (i)r~3 sin(2kz) r2 (2.136)

o8

-
Il
—

APﬁB (r,z) =

+7¢zm2( ) + ’Y(zszmll( ) + 7¢zm6( ) 7“76 J

ou les expressions des coefficients v ne sont pas données dans ce document par souci de place.
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. : . . L I I .
A partir de ces expressions, les fonctions solutions particuliéres Pﬁ et 772AlB s’expriment par :

I
Pﬁ (r,z) =

M-

(82 (i)~ cos(2kz) + 02 (i)r~sin(2kz) + 64n (i)r ) 7 + Ps}  (2.137)

=1

M-

PABI( z) = (628 (i)r=* cos(2k2) + 628 (i)r "t sin(2k2) + 627 (i)r =) v% + P3P

=1

ou les termes P{i et PﬁB demeurent inconnus a ce stade du développement. En appliquant
l'opérateur laplacien a ces dernieres fonctions et en confrontant le résultat aux expressions
(2.135) et (2.136), une relation de récurrence est trouvée entre les coefficients ¢ et v :

r)/czm2(l - 1) + ’7czm4( ) + chmG(l + ) + 4ka(Scz(i - 1)

o 5(i) = = Vi>2 (2.138)
5cz(1) _ fYczmél(l) 1‘ 702m6(2)
. ’Yszm3( ) + 4k25sz(1 - 1) .
= > .
® 05, (1) HG-1)-1 Vi > 2 (2.139)
6sz(1) = _732m3(1)
0 5u(i) = Jem2liz?) +Zg"f§;2_ D oemeli) ;s g (2.140)
=m6 (1
6¢z(1) _ Ve 46( )

A partir de l'expression de la pression modifiée (Eq. (2.135) et (2.136)) et de l’expression du
champs de vitesse de premier ordre (Eq. (2.74) et (2.75)), le champs de pression s’exprime :

3t ()’ - 1e)?)
poy(r,2) = N : cos(2kz) (2.141)
+C3i 1o (2kr) + 3 624 (4) r2i—4
i=1

N
+) 64 (0) ¥ sin(2kz)

1 42 i—
-5t (FA) + £l )+Zé r%t 4 Py

— 20l (FA) B (r) — FA () FE ()

B = N : 2k 2.142
P21 (T‘? Z) +C£BIO(2]€T’) + E (SéZB(Z) 742@74 COS( Z) ( )
i=1

+ Z 6AB(4) r?Lsin(2kz)
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1 ~ ~ Z_
= it () F7 () + £ () £ () + 26 Tt Pyt

La deuxieme étape de résolution de ce probleme aux valeurs propres s’effectue par la construction

d’une équation différentielle de la vitesse radiale us; par 'injection de I’équation de continuité

(2.115) et de I’équation constitutive (2.118) dans I’équation de mouvement projetée dans la

direction radiale (2.116). En appliquant la décomposition (2.122) a la vitesse radiale usj, on

obtient les deux équations différentielles suivantes :

20[1A(1 — 20&1AD€1)
T2u1241,rr + Tu1241,r + T2u1241,zz - <1 - Tz Oho(l _ 2(11AD62) u1241

(1 — 2a1AD61) 1A 2 A
Oho(l — 2(11AD€2) Oh v1A wlb wl o T P21,r

1
A A A A
~ Oho(1 = 2ayaDey) " Bivy + 1By — 1Ry + r°RY )
et :
AB 245 (4 2l@ataip)(d (a4 + aip)Der) JAB
r? Ui pp + T’ugl UL, <1 Oho( — (ora + o1p) Dea) udh
(1 — (OélA + OélB)Del) a1 A 9
Oho(1 — (14 + a1g)Des) \ Ohyia iy Of, + r Oh ot o T P35 g
1
_ 2 pAB AB _.RAB | 12 RAB
Oho(1 — (14 + a13)Deg) (rR75 + TR, rRyy” +1°R5D )

(2.143)

(2.144)

La méme méthodologie que celle employée pour la résolution de I’équation de Poisson sur la

pression modifiée (2.128) est adoptée.

Les solutions générales des équations homogenes s’écrivent :

uAi( 1) = [D?lll@mAr) + Dle(QmAr)] cos(2kz)e 214t

ABfl( z,t) = [Df‘lBIl(QmABr) + DfBK1(2mABr)] cos(2kz)e*2(°‘“‘+°‘13)t

avec :
A2 _ g2 a14(1 —2a14Dey)
m o 20ho(1 — 2a14De3)

WAB2 2 (a1a +a1B)(1 — (@14 + a1p)Dey)

40h0(1 — (OélA + OélB)Deg)

(2.145)
(2.146)

(2.147)

(2.148)

La fonction de Bessel modifiée de seconde espece K étant divergente en 0, les constantes Df

et DB sont annulées.
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Afin de rechercher des solutions particulieres aux équations inhomogeénes, les termes de droites
sont évalués et les produits de fonctions de Bessel sont approximés. On a :

22a1A(1 —2a14Dey) 4
T Unq
Oho(l — 2041AD62>

2. A A 2, A
TEUYY pp T TUY . TTUDY L — (1 -

1-— 20[1AD€1
Oho(1 — 2a14Deg)

2kr2C3h I (2kr) cos(2k=) (2.149)

[ (e2,,3(0) 773 + 2,1 (i) 771) cos(2kz) ]

czm3

+ > | +ei(i)sin(2kz) 2

L +€§zm3(i) T_g + E':g‘zml (Z) T_l

et :

(a4 + a1p)(1 — (aa + a1p)Dey)
rzufﬁr " Tu?ﬁ - TQU?EZZ B (1 - Oho(1 — (14 + a1p)De2) uit’

1-— (041,4 + ole)Del
Oho(1 — (14 + a15)De2)

2kr2CAB T, (2kr) cos(2k2) (2.150)

[ (e285(0) r=3 + 4B (i) r71) cos(2kz) ]

czm3 czml

+ 0 | +eiB(i)sin(2kz) r2

L +5§z€n3(i) r_3 +8éz€nl(i) T_l

ol les expressions des coefficients € ne sont pas données dans ce document par souci de place.

Les solutions particulieres des équations inhomogenes s’écrivent :

k
u2A1[(7‘, z) = YAaCih(Zkr) cos(2kz) (2.151)
N .
+ ) (AP cos(2kz) + CA (i) sin(2kz) + GL(i)r—?) r?
i=1
ABI A 2k AB
Uoq (’)", Z) =Y mc21 Il (2]{?7") COS(2kZ) (2152)

N
+) (AP (0)r? cos(2kz) + (AP (i) sin(2kz) + (P r3(i)) %
=1
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avec :
1 —2a14Deq
A
Y o Oho(l — 2a1AD€2) (2.153)
1 — (14 + a1)Dey
yAB = 2.154
Oho(1 — (14 + a13)Deg) ( )
Les relations de récurrence liant les coefficients € et ( s’écrivent :
. 5czm1(i - 1) + 5czm3(i) + (4k2 - Y)CCZ(Z - 1) .
cz = . - 2 2.1
o (..(7) 2= 2)(i=1) Vi > (2.155)
Ccz(2) = 0
5czm1(1) + Eczm3(2)
ez(1 =
Gex(1) —4k2 +Y
, £s2(1) + (4k? — V)85, (i — 1) _
= > .
® Coz () 121 Vi>2 (2.156)
gszmi’)(l)
sz 1 = 5
. €pom1 (i — 1) + €pom3(i) — Yy, (i — 1) ,
z = - : 2 2.1
o (4. (1) i—2)(-1) Vi > (2.157)
(=(2) = 0
4.0 (1) _ ggzml(l) + 5Qszm3<2)

Y
AB

Les fonctions de vitesses radiales u3; et u$® sont finalement obtenues en sommant les solutions

des équations homogenes (Eq. (2.145) et (2.146)) et les solutions des équations inhomogenes

(Eq. (2.151) et (2.152)) :

k
D3 I (2mAr) + YAacgfl(ri)

N ‘ cos(2kz)
+ X G

u1241 (’f‘, Z) =
N .
+ Z ¢ () r? 3 sin(2kz2)
=1

N
+ Z Cg{z(i)rmfi’y
1=1

DQAIBfl (QmABr) +YAB

N .
+ 3 AP
i=1

—————C4B[, (2kr
AB ajq +aip 2 i )

ugio(ryz) = cos(2kz)

N N
+ Z szB(i)T%_?’ sin(2kz) + Z C;‘ZB(i)r%—i"
=1 i=1

(2.158)

(2.159)
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La troisieme étape de résolution du probleme aux valeurs propres consiste en la détermination de

Pexpression de la vitesse axiale wy; & partir de ’équation de continuité (2.115) et de ’expression
de la vitesse radiale ug; (Eq. (2.151) et (2.152)). On a :

1
Wal,z = —Ug1r = U2l (2.160)

En différenciant les types de dépendances temporelles par la décomposition (2.122) et en
procédant par intégration par rapport a la coordonnée z on a :

N
1
wiy (1, 2) =5 51 (2i + 1)CA ()% cos(2k2)
1=

k‘2

1 D21mA10(2mAr) + YAa—cgfo(ri)

-z ' 14 sin(2kz) (2.161)
+ ;(i — A (>

—2) (i — DGLE)rH

=1

=2

wiy® (r,z) =

=2
*ME

@
Il
._.

(20 + 1)CAP (i)r? 7L cos(2kz2)

2

k
DSBmAB I (2mABy) + 2V AB———— OB Iy (2kr)
1 21 0 21 1o
- N ' @14+ Q1B sin(2kz)
+ 30 (i = 1P (i)
i=1

(2.162)

N
—2) (i - 1¢F et
i=1

En appliquant la décomposition (2.122), les fonctions de courant wfl et 1%413

s’obtiennent a
partir des fonctions ug, et uf® suivant :

zbﬁ(r, z) =— r/u‘;l(r, z)dz (2.163)

AB

51 (ryz) = — T/u?lB(r, z)dz (2.164)
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On a ainsi :
|
1 N
sy (1, 2) =5k Z (20 + 1)CA (3)r?™ ! cos(2k2)
,
1 D217“Il(2m r) +YAm é‘&h(?k‘?“)
ok g( A (-2 sin(2kz) (2.165)
+ 503 — 1)CA(i)r2i-
=1
N .
=) (= 1)) 2
=1
1 Y .
PP **k Z (20 + 1)CAP (i)r? T cos(2k2)
,
D3\ BrIy (2mABr) 4+ YAB ———C3\B 1 (2k
1 ijr e v+ AN sin(2kz)  (2.166)
24 06— AR |
=1
N .
D) Ak Ve (e
=1
| |

En appliquant la décomposition (2.122) & la déformation de la surface de deuxieme ordre 791 et
en considérant les différentes dépendances des quantités physiques par rapport a la coordonnée
axiale z, on a :

na(z,t) = Z ngy (2) e72al Z ngB(z) e~ (@atan)t (2.167)
A=d,sa,sb AB=sa,sb; sa,d; sb,d
avec :
n
77541(2) :F2A1 cos(2kz) + G‘241 sin(2kz) + H?l (2.168)
775413(2) :F{}B cos(2kz) + G?lB sin(2kz) + HﬁB (2.169)
[

ou les constantes Fo1, G2 et Hop sont inconnues a ce stade du développement.

Les trois conditions de saut (2.119 - 2.119) projetées sur le vecteur (1, cos(2kz),sin(2kz)) per-
mettent de déterminer 'expression des six constantes Ca1, Do1, Po1, Fb1, Go1 et Hop. Leurs
expressions ne sont pas données dans ce document par souci de place.
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2.2.3.3 Résolution du probléeme aux valeurs initiales

La résolution du probleéme aux valeurs propres en section 2.2.2.2 ne laisse que 3 variables incon-
nues dans 'expression de ces grandeurs : 72954, 722sp €t 722q. Ces amplitudes sont déterminées
a partir des trois conditions initiales de deuxiéme ordre (2.98 - 2.100).

B En appliquant la décomposition (2.101), la premiére condition initiale (Eq. 2.98) se
réécrit :

1.
122(2,0) + m21(2,0) = —7)p (2.170)

En utilisant les expressions de 121(z,t) (Eq. (2.168) et (2.169)) ainsi que l'expression de 121 (%, t)
(Eq. 2.109), on a :

Yo od=— ) Fi- > F3P (2.171)

u=d,sa,sb A=d,sa,sb AB=sa,sb; sa,d; sb,d

B En appliquant la décomposition (2.101), la deuxiéme condition initiale s’écrit (Eq. 2.99) :

[€Quv1(2,0)].2 + [EQQvgl(Z,O)]EQ + [62Qv22(2,0):|62 = 271 (z,0)w, sin(kz) (2.172)
Suivant la définition de Q,1(z,t) selon I'équation (2.42), le premier terme de gauche s’écrit :
€Qu1(z,0) = 2me (Y1 (rs,2,0) —11(0, 2,0)) (2.173)
En reprenant la définitions de ¢; (Eq. (2.73)) et en sachant que I1(0) =0, on a :
(2k20hy1, — a14) 7rj€[} ((%5)
€Qui(2,0) = =21 Y raly (o) (2.174)
u=d,sa,sb —2Ohv1ukm
Avec 1y = 1 4 en1(2,0) + €212(2,0) et connaissant le développement en série de Taylor de
rsIi(krs) présenté en Annexe A, on a :
) (2k20hy1, — a14,) r;ﬂzg)
[€Qui(2,0)] e ==7ilp D i rTo(lon) (2.175)

u=d,sa,sb _QOhvluklvlum

Suivant la définition de Q.21(2,t) selon 'équation (2.42), le deuxieme terme de gauche s’écrit :

Qu21(2,0) = 2m€? (a1 (7, 2,0) — 1021 (0, 2, 0))

Dans I'expression de 191 (Eq. (2.165) et (2.166)), les contributions proportionnelles & €? prove-
nant des sommes de coefficients ¢ évaluées en 75 = 1 + en1(z,0) + €212(2,0) et en 0 s’annulent.
En appliquant le méme développement que pour I’évaluation du premier terme de gauche :

D3 I(2k)* ]
—=r.(2 A + YAC

Azd,zsa,sb 2k 1( " ) 2 2014

[€Qua1 (2, 0)] .= —2m sin(2kz)

D2A1B AB ABAAB 11 (2k)

+
L AB=sa,sb; sa,d; sb,d

(2.176)
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En suivant le méme développement que pour le premier terme de droite avec ’expression de
192 donnée en équation (2.110), le troisieme terme de gauche s’écrit :

T A .
[EQQUQZ(Z,O)LQ:E > insu0iay sin(2kz2) (2.177)

u=d,sa,sb

En utilisant l’expression de 7;(z,t) donnée en équation (2.72) et en considérant la premiere
condition initiale de premier ordre donnée en équation (2.77), le terme de droite se réécrit :

2w (z,0)w, sin(kz) = 7w, sin(2kz) (2.178)

Ainsi la deuxieme condition initiale de deuxiéme ordre s’écrit :

[ kI (2k)% T
SS DATL(2mA) + YACy 1(2h)
A=d,sa,sb Q1A
Z M22u02u =
u=d,sa,sb 2]42[1(2]{5)
+ DABI 9 AB +YAB0AB7
L Asta,sgsa,d; sb,d 2 1( " ) = (a1A+OélB) 1
Ig(k
(2k20hy1y — a14,) Iogki
ik > 1k +EkE,@,  (2.179)
0(lv1u)
u=d,sa,sb _2Ohvluklvlu
Il(lvlu)

B En appliquant la décomposition (2.101), la troisieme condition initiale s’écrit (Eq. 2.100) :

/1+6771 (270)+€2772 (Z,O)
r

=0 2

En procédant de méme que pour le traitement de la deuxieme condition initiale et en s’intéressant
exclusivement & la dépendance en cos(2kz), on trouve que la troisiéme condition initiale de

deuxieme ordre s’écrit :

Io(k)
R 1_ R (2k20hvlu - alu) T (/{3)
Z OthuUQZu =zTp Z Ohvluknlu !
2 IO(lvlu)
u=d,sa,sb u=d,sa,sb —20hy1ukloiy 7+
Il(lvlu)
> o [ DgmAI(2m™)
+ = Ak cos(2kz)
A:d,sa,st +Y 6021‘[1(2]{:)
9 D?leABll(QmAB) 1
D yam | yan 2 anp o | gORoRT
A=d,sa,sb + a14 + a1p 21 1( )

Les trois conditions initiales d’ordre 2 (Eq. (2.171), (2.179) et (2.180)) permettent d’exprimer
trois amplitudes 722, 722sq €t T22sp, qui ne sont pas données ici pour des questions de place.

€T122(r, 2,0) + 6272122(7", 2,0) 4+ 627'2232(7“, z,0) rdr| =2m(z,0) Ohykw, cos(kz)
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2.2.4 Résolution des relations de dispersion

Les relations de dispersion de premier ordre (Eq. 2.71) et de deuxiéme ordre (Eq. 2.114) sont
des équations transcendantes : elles contiennent des fonctions non-algébriques des inconnues oy
et aip. Ces fonctions non-algébriques apparaissent plusieurs fois dans les relations de dispersion
et rendent ainsi leur résolution difficile. Cette difficulté est d’autant plus importante que les
inconnues a7 et as sont de nature complexe. Des méthodes graphiques telles que la méthode
de Newton ou la méthode de la sécante permettent difficilement d’obtenir toutes les solutions
de ces équations. Une méthode alternative, développée par Luck et al. (2015), a été employée
dans le cadre de cette these. Elle consiste a déterminer un polynoéme, qu’on notera p, présentant
les mémes racines que la fonction de dispersion, qu’on notera f. On note Ny le nombre exacte
de racines de f et N } le nombre de racines présumées de f dans l'intervalle Int;. L'utilisation
du théoreme intégral de Cauchy et de séries de Fourier complexes permet d’établir un systéeme
matriciel de dimension N J’c X N J'c dont la résolution permet de déterminer les coefficients du
polynéme p. Une fois ces coefficients connus, les racines de p et donc les racines de f, sont
facilement déterminées.

Cette méthode compte de nombreux avantages :

— Le nombre de racines Ny n’a pas a étre nécessairement connu pour mettre en application
cette méthode. Si N ]’c > Ny, 'ensemble des racines déterminées contient les Ny racines
effectives de f et N ]’c — Ny nombres qui ne sont pas des racines. Une implémentations de
ces nombres dans la fonction f permet rapidement de les identifier. Si N J’[ < Ny, certaines
racines ne peuvent étre déterminées.

— La procédure de détermination des racines n’est pas itérative et est immédiate pour toutes
les racines a la fois.

— Le temps de calcul nécessaire a la détermination des racines est tres rapide, ne dépend pas
de la nature de la fonction f, ne dépend pas de la nature des racines, et dépend tres peu
du nombre présumé de racines N J’c Il n’est ainsi pas pénalisant de surestimer le nombre
de racines de f en choisissant N } grand.

— La précision de calcul des racines est tres élevée (environ 1079).

Cependant, I'application de cette méthode présente deux inconvénients :

— Elle nécessite de connaitre I'intervalle Int; contenant les racines de f. Un tracé graphique
de la fonction peut néanmoins aider a déterminer cet intervalle.

— Dans lintervalle Ints, il est nécessaire que le rapport p(z)/f(x) soit analytique pour
appliquer le théoreme de Cauchy intégral. Si cette condition n’est pas vérifiée, aucune
racine n’est déterminée. Neanmoins, parce que ’application de cette méthode est tres
rapide, une détermination itérative d’un intervalle Int; remplissant cette condition peut
étre effectuée. Cependant, lorsque les racines effectives sont tres éloignées les unes des
autres, il n’existe possiblement pas d’intervalle contenant toutes les racines et remplissant
la condition d’analyticité. L’intervalle doit alors étre scindé en plusieurs intervalles et la
méthode appliquée dans chacun de ces intervalles.

Dans le cadre de cette these, cette procédure a été implémentée sur Python en utilisant les
bibliotheques Numpy et SciPy.
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2.3 Résultats de I’étude théorique

Dans cette section, les résultats de ’analyse de stabilité faiblement non-linéaire d’un jet de
liquides viscoélastiques sont présentés. Dans un premier temps, la nature des solutions des
équations de dispersion (2.71) et (2.114) est présentée. La stabilité linéaire du jet est ensuite
étudiée par la description de son état initial et la caractérisation de son mode optimal. Par la
suite, la stabilité faiblement non-linéaire du jet est étudiée. Des prédictions de temps de rupture
du jet et de formation de gouttes satellites sont exposées. La nature de la dépendance temporelle
de la déformation du jet est ensuite étudiée. En dernier lieu la validité de cette étude théorique
est discutée.

Afin de caractériser au mieux l'influence de la viscoélasticité du liquide, plusieurs cas d’appli-
cation ont été réalisés, faisant varier les nombres d’Ohnesorge Ohg et de Deborah De; et Des
suivant le Tableau 2.1.

| Cas | Dey (-) | Dey () | Dei/Des (-) |

A 1 0.001 1000
B 100 1 100
C 10 1 10

D 10 8 1.25

TABLE 2.1 — Caractéristiques des cas d’applications testés.

2.3.1 Solutions des relations de dispersion

Les relations de dispersion (2.71) et (2.114) admettent chacune trois solutions capillaires non
identiquement nulles. Parmi ces trois solutions, une est d’un intérét particulier : quelque soit la
valeur des parametres Ohg, De; et Deg, sa partie imaginaire est nulle, elle est négative pour
des nombre d’onde k inférieurs a 1, et change de signe en k = 1. Cette solution est notée a4 et

les deux autres sont notées aqgq €t ais.

Il est rappelé que dans le cas Newtonien, la relation de dispersion analogue ne présente que deux
solutions capillaires non-identiquement nulles (dont une présentant les mémes caractéristiques
que aq4). L'existence d’une solution supplémentaire dans le cas viscoélastique est liée a la
dépendance du nombre d’Ohnesorge modifié Oh, a I'inconnue «. Plus largement, elle tire son
existence de la nature dynamique de I’équation rhéologique constitutive du liquide viscoélastique.
C’est par ailleurs pour cette méme raison et au travers de ’existence de cette solution supplémen-
taire qu’'une troisieme condition initiale a été nécessaire pour la fermeture du probleme aux

valeurs initiales.

En figure 2.3-a) sont tracées les solutions de la relation de dispersion de premier ordre pour le
cas d’application C (De; = 10 et Deg = 1) avec un nombre d’Ohnesorge Ohy = 0.1. Parmi les
trois solutions, a4 présente une partie réelle négative pour 0 < k < 1, nulle en k = 1 et positive

ot cette solution

pour k£ > 1. De par la dépendance temporelle de la déformation du jet en e~
est associé a un mode instable que 'on désignera aussi sous le terme de mode dominant. Sa

partie réelle présente un minimum noté Re(aqop) atteint en k = koy; et caractérisant le mode
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le plus instable de la perturbation, que I'on désignera sous le terme de mode optimal. La partie
imaginaire de la solution ay4 est nulle quelque soit k. Les deux autres solutions, aisq €t aigp,
présentent une partie réelle positive quelque soit k. Elles sont donc associées a deux modes
stables que 'on désignera aussi sous le terme de modes subdominants. Pour certains nombres
d’onde, leurs parties imaginaires sont nulles et leurs parties réelles sont non-nulles et différentes.
Le régime est dit non-oscillatoire. Pour d’autres nombres d’ondes, leurs parties réelles sont
égales et leurs parties imaginaires sont non-nulles et opposées. Le régime est dit oscillatoire. Le
nombre de coupure k. désigne le nombre d’onde au dela duquel toutes les solutions présentent
une partie réelle positive, caractéristique d’un jet stable. Le nombre de coupure de premier ordre
vaut k. = 1.

En figure 2.3-b) sont tracées les solutions de la relation de dispersion de deuxiéme ordre pour

le méme cas d’application au méme nombre d’Ohnesorge. Les solutions présentent les mémes
caractéristiques qu’au premier ordre excepté que la valeur du nombre de coupure vaut k.o = 0.5.

a) b)

0.4
0.2
-
—_—
= 0.0 1-——i—
S N
=
—=0.2 A
_0.4 .
0.0 0i2 0:4 0f6 0:8 1.0 0.0 0:2 0:4 0:6 0:8 1.0
k(-) k(-)
Qg Asa Asp

FIGURE 2.3 — Solutions « de la relation de dispersion a) de premier
ordre et b) de deuxiéme ordre pour le cas d’application C avec un nombre
d’Ohnesorge Ohg = 0.1.
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2.3.2 Intabilité linéaire du jet
2.3.2.1 Etat initial du jet

Dans cette sous-section, ’état initial du jet est présenté en reprenant les résultats énoncés par
Cottier et al. (2021). Les configurations pure-deformation et pure-impulse sont comparées pour
le cas d’application A avec un nombre d’Ohnesorge Ohg = 0.8 et un nombre d’onde k£ = 0.2.
La configuration pure-deformation est obtenue en fixant 7, = 1 et w, = 0; la configuration
pure-impulse est obtenue en fixant 1, = 0 et w, = 1. Les distributions initiales de vitesse axiale
w1, de pression p; et de contrainte axiale normale 7,,1 sont tracées pour les deux configurations
en Figures 2.4, 2.5 et 2.6, respectivement.

Pour chacune des configurations et chacune des quantités tracées, les cas viscoélastique et New-
tonien présentent les mémes caractéristiques. Cette observation est cohérente avec le fait que la
formulation des conditions initiales faite en section 2.1.2.3 reste valide lorsque 1’étude se réduit
au cas Newtonien.

En comparant les Figures 2.5-a) et 2.5-b), on constate que la variation spatiale de pression est
la méme d’une configuration a l’autre. Ce n’est pas le cas pour la vitesse axiale (Figures 2.4-a)
et 2.4-b)) et pour la contrainte axiale normale (Figures 2.6-a) et 2.6-b)). Ceci est di au fait que
les deuxieme et troisieme conditions initiales portent sur ces deux derniéres quantités.

Dans la configuration pure-impulse, le parametre de controle est w, et influence exclusivement
le gradient axial de vitesse et de contrainte axiale normale, laissant nul le gradient radial de ces
deux quantités. Ceci peut étre constaté en Figures 2.4-b) et 2.6-b).

Dans la configuration pure-deformation, le parametre de controéle est 7, et influence a la fois les
gradients axial et radial de vitesse et de contrainte axiale normale, comme il peut étre constaté
en Figures 2.4-a) et 2.6-a). L’origine de ces gradients repose sur la satisfaction de I’équation de
continuité en réponse a l'existence d’une déformation de la surface du jet.

Cas viscoélastique Cas viscoélastique
—~MAX —~MAX

MIN
Cas Newtonien Cas Newtonien

MIN

FIGURE 2.4 — Distribution initiale de vitesse axiale wy dans la phase
liquide dans les configurations a) pure-deformation et b) pure-impulse
pour le cas d’application A avec un nombre d’Ohnesorge Ohg = 0.8 et
un nombre d’onde k = 0.2 (Cottier et al., 2021).
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Cas viscoélastique —MAX

N

MIN
Cas Newtonien

Cas viscoélastique MAX

MIN
Cas Newtonien

FIGURE 2.5 — Distribution initiale de pression axiale p; dans la phase
liquide dans les configurations a) pure-deformation et b) pure-impulse
pour le cas d’application A avec un nombre d’Ohnesorge Ohy = 0.8 et
un nombre d’onde k = 0.2 (Cottier et al., 2021).

Cas viscoélastique _MAX

N

Cas Newtonien

Cas viscoélastique _MAX
1

0.5

0.5

1
MIN

Cas Newtonien

FIGURE 2.6 — Distribution initiale de contrainte axiale normal 7,1 dans
la phase liquide dans les configurations a) pure-deformation et b) pure-
impulse pour le cas d’application A avec un nombre d’Ohnesorge Ohg =
0.8 et un nombre d’onde k = 0.2 (Cottier et al., 2021).
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2.3.2.2 Mode optimal de perturbation

La relation de dispersion de premier ordre a été résolue numériquement pour les quatres cas
d’applications en faisant varier le nombre d’onde k£ de 0 a 1.2 avec un pas de 0.01 et le nombre
d’Ohnesorge Ohg de 0.02 & 1.2 avec un pas de 0.084. Le mode optimal est associé a la solution
dont la partie réelle est la plus faible. Le taux de croissance optimal —Re(aop) et le nombre
d’onde optimal k., sont ainsi extraits et tracés en Figures 2.7-a) et 2.7-b) respectivement.

Pour chacun des quatres cas d’application, on constate que lorsque Ohg augmente, Re(apt)
diminue en valeur absolue et k,,; diminue. Ces deux diminutions sont moins importantes lorsque
le rapport Dej/Des augmente, comme observé sur les cas B, C et D. Le cas A, dont le rapport
Deq/Des est élevé, ne vérifie cependant pas cette observation. Les résultats relatifs aux cas A et
D sont tres proches et permettent d’affirmer que dans la zone de développement de 'instabilité :

— Lorsque les nombres de Deborah Dej et Deg sont tres faibles (et méme si leur rapport est

élevé), le mode optimal est comparable & celui d’un liquide Newtonien.
— Lorsque le rapport des nombres de Deborah est faible, le mode optimal est comparable a
celui d’un liquide Newtonien.

L’ajout de viscoélasticité augmente le taux de croissance des instabilités et augmente le nombre
d’onde du mode optimal. Selon les prédictions réalisées a partir des analyses linéaires (Eq. (1.44)
et (1.45)), la longueur de rupture du jet serait inversement proportionnelle au taux de crois-
sance des instabilités, et le diametre des gouttes résutantes serait inversement proportionnel a
la racine cubique du nombre d’onde des instabilités. Ainsi, 'ajout de viscoélasticité diminuerait

la longueur des jets ainsi que la taille des gouttes résultantes.

De,=1,De; = 0.001

[ ]
@ De;=100,De;=1
o De,=10,De;=1
O De;=10,De; =8
12 — —
a) ® ® b)
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FIGURE 2.7 — Tracés a) des taux de croissance —Re(aopt) €t b) des
nombres d’onde ko, pour les quatres cas d’application en fonction du

nombre d’Ohnesorge Ohy.
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2.3.2.3 Régime oscillatoire

En Figure 2.8 sont identifiées les plages de nombres d’onde pour lesquels le régime est oscillatoire.

En notant k* le nombre d’onde le plus faible a partir duquel un régime oscillatoire est observé,
on constate que :

— Une diminution du rapport Dej/Des contribue a une diminution de k* et & la formation
d’une plage oscillatoire pour des nombres d’ondes k& > k*. Cette deuxieme plage existe

en deca d’'une certaine valeur de nombre d’Ohnesorge Ohy qui diminue lorsque De;/Desy
augmente.

— Une diminution des nombre de Deborah De; et Des en maintenant leur rapport constant

contribue a une diminution de k*, cette diminution étant plus marquée lorsque Ohg aug-
mente.

En Figures 2.8-a) et 2.8-c), le mode optimal caractérisé par kop; se situe dans le régime oscilla-

toire pour un nombre d’Ohnesorge suffisamment élevé. Cette observation n’est pas vérifiée pour
les autres cas d’application.

Ces deux prédictions sont exclusivement basées sur les résultats d’une analyse de stabilité
linéaire. Dans les sous-sections suivantes, une méthode de prédiction basée sur les résultats
de I'analyse faiblement linéaire est développée et mise en oeuvre pour les différents cas d’appli-

cation. Au-dela de la caractérisation de I'influence de la viscoélasticité, les effets de la prise en
compte des non-linéarités seront étudiés et discutés.

-——- k" [ Régime non-oscillatoire

—— kopt [ Régime oscillatoire

a) i c)

1.0 i

1

1

_os] :
! 1
= !
< 0.6 [}
S i
0.4 1

1

1

0.2 L

A
!
12 | .
b) ! { d)

1.0 1 | |

1 1

i 1

0.8 i i
] 1 1
o H 1

o OAS 4

= i i
O 1 1
04 \ :

[} 1

1 \

0.2 i \

1 |

1 |

T T T T l\ L

00 02 04 06 08 10 12

o
o
o
[N]

04 06 08 10 12
k(=)

k()
FIGURE 2.8 — Identification du régime oscillatoire en fonction du nombre
d’Ohnesorge Ohg pour les solutions visoélastiques : a) cas A (De; =1
et Dey = 0.001), b) cas B (De; = 100 et Deg = 1), ¢) cas C (De; = 10
et Dey = 1), d) cas D (De; = 10 et Dey = 8).
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2.3.3 Instabilité faiblement non-linéaire des jets

Afin de décrire I'instabilité faiblement non-linéaires des jets, les interfaces positives rg1(z,t) et
rso(z,t)

rs1(z,t) =1+ eni(z,t) (2.181)
rso(z,t) =1+ em(z,t) + 62772(2, t) (2.182)

sont tracées en fonction du temps a partir des résultats de I'analyse faiblement non-linéaire
obtenus en section 2.2 et des solutions aux relations de dispersion d’ordre 1 et 2. Pour cela, les
parametres suivants on été choisis :

— Le mode de perturbation choisi est le mode pure-deformation, en fixant 7, =1 et w, = 0.
— L’indice de sommation N est pris égal a 3.
— L’amplitude de perturbation initiale est choisie égale a ¢ = 0.03.

— Le pas de temps est pris égal a 0.56.

2.3.3.1 Rupture de jets

La rupture du jet est identifiée dés lors que r4(z,t) < 0. On note tp,1 et tp,o les temps de de
ruptures propres a l’analyse linéaire et & ’analyse faiblement non-linéaire, respectivement. On
note tp,14 le temps de rupture propre a ’analyse linéaire prenant en compte exclusivement le
mode instable caractérisé par la solution aq4 et étant défini par :

thurd = 1)‘ln <1> (2.183)

|Re(anq €

En Figure 2.9, les temps de rupture ty,14, tyu1 €t tpuo sont tracés en fonction du nombre d’onde k
pour le cas d’application C (De; = 10 et Dey = 1) avec un nombre d’Ohnesorge Ohy = 0.1. On
constate que les trois temps de rupture sont proches et suivent la tendance suivante : lorsque le
nombre d’onde k est au voisinage de 0 et de 1, les temps de ruptures sont les plus importants.
Ils sont minimaux lorsque k = Kop;.

Le temps de ruture tp,14 est plus faible que t3,1. Ce résultat est cohérent puisqu’a la différence de
thul, touiq € prend pas en compte les modes relatifs aux solutions ags, et aqgp, dont les parties
réelles sont positives et qui tendent alors a amortir I’instabilité dans le temps. L’écart ty,1 —tpu1d
est minimal pour £ = k1. La négligence des modes stables implique une sur-estimation du
temps de rupture. En comparant les temps de rupture tp,; et tp,2, on constate que pour k
approchant de 0, I'écart tp,o — tpy1 est tres important. Il diminue jusqu’a étre quasiment nul
en k = kopro. Au-dela de kgpp2, I'écart prend des valeurs plus importantes et connait un point
d’'inflexion en k£ = kqpi1. L'ecart continue d’augmenter et prend des valeurs tres importantes
a lapproche de k = 1. Ainsi, la négligence des contributions non-linéaires implique une sur-
estimation du temps de rupture. Cette sur-estimation est d’autant plus importante lorsqu’on
s’éloigne du mode optimal.

Ces observations sont vérifiées sur les autres cas d’applications. On note que ’écart entre les
temps tp,1 et tpyuo est de facon générale plus important pour les cas A et D et d’autant plus lorsque
le nombre d’Ohnesorge Ohg augmente. Ce résultat indique que les non-linéarités induites par
I'ajout de viscoélasticité tendent a amortir les instabilités.
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FIGURE 2.9 — Tracé des temps de rupture tpy14, tpu1 €t tpuo en fonction
du nombre d’onde k pour le cas d’application C avec un nombre d’Oh-
nesorge Ohg = 0.1.

Cette conclusion est par ailleurs confirmée en Figure 2.10 ou sont tracés les temps de ruptures
tpu2 en fonction du nombre d’Ohnesorge Ohg avec k = k,p; pour tous les cas d’application. On
constate que :

— Comme visible pour tout les cas d’application, une augmentation du nombre dOhnesorge
Ohy implique une augmentation du temps de rupture tp,2 (kK = kopt). Cette variation est
quasi-proportionnelle.

— Une augmentation du rapport De; /Des implique une diminution de tp,2 (k = kopt), comme
le suggere la comparaison des cas B, C et D. Cette variation est quasiment inversement
proportionnelle.

— Cette derniere constatation n’est pas vérifiée pour le cas A : lorsque les temps de Deborah
sont tres faibles, tp,2 (k = kopt) est important.
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FIGURE 2.10 — Tracé des temps de rupture tp,2 (k = kopt) en fonction
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2.3.3.2 Prédiction de gouttes secondaires

On s’intéresse ici a la géométrie de I'interface au temps de la rupture du jet ¢p,. En procédant
a un changement de variable, I'interface de second ordre peut étre exprimée comme :

rsa(u,t) = 14 €Byy(t) cos(u) + €2 Baa(t) cos(2u) + €2 Bags(t) sin(2u) 4 €2 B (t) (2.184)

Ainsi, r52(u, t) est une fonction de nature cosinusoidale multi-modale. Chaque mode est associé
a un facteur B dépendant du temps t et exprimé grace aux résultats de 'analyse faiblement
non-linéaires. Ces modes sont représentés en Figure 2.11-a) avec des amplitudes de valeur ab-

solue égale a I'unité.

15
a) — cOs(U) == cos(2u) sin(2u) 15 = Configuration | b)
1.0 4 === Configuration Il

1o Configuration Il
0.5
0.0 =

0.5 4

-0.5

-1.0

-1.5

] 2 3n2 2n 0 w2 3n/2 2n

u(-) uf-)
FIGURE 2.11 — Tracés a) des modes constituants la position de 'inter-
face rgo(z,t) et b) des trois configurations géométriques possiblement

adoptées par l'interface rsa(z,t).

Les valeurs des coefficients Ga1 dont dépend le facteur Bajs(t) associé au mode sin(2u) ont
été trouvées infinitésimales pour tous les cas d’applications traités dans cette étude. Ainsi, le
facteur Bais(t) sera négligé dans le développement suivant. Par ailleurs, le facteur Bjj(t) est
strictement positif et le facteur Byg(t) est strictement négatif pour tous les cas d’applications
traités dans cette étude. Seul le signe du facteur Bao(t) est amené & varier suivant la valeur
de k et des propriétés du liquide. Suivant les valeurs des facteurs Bjj(t) et Baa(t) et du signe
de Bas(t), interface du jet peut adopter trois types de géométries différentes, représentées en
Figure 2.11-b). Pour u appartenant & l'intervalle |0, 27] :

— La configuration I présente un minimum local et un maximum local. La contribution en
cos(u) est prédominante.

— La configuration II présente deux minimums locaux centrés I'un sur le maximum local
propre a la configuration I et 'autre sur le minimum local propre & la configuration I.

— La configuration III présente deux maximums locaux centrés 'un sur le maximum local
propre a la configuration I et I'autre sur le minimum local propre a la configuration I.
Cette configuration implique théoriquement la production de gouttes secondaires.

Dans le cadre d’une analyse de stabilité faiblement non-linéaire d’un jet de liquide Newtonien,
Renoult et al. (2018) effectuent un développement permettant d’établir le lien entre ces confi-
gurations et les différentes contributions présentes dans 'expression de rs2(z,t). En négligeant
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le facteur Ba;s(t), les résultats de ce développement sont valides dans le cas viscoélastique et se

formulent de la facon suivante :

qa2(t) = (2.185)

— La configuration I est adoptée si |gaa(t)| > 1.
— La configuration II est adoptée si |gaa(t)| < 1 et si goo(t) est positif.
— La configuration III est adoptée si |gaa(t)| < 1 et si goa(t) est négatif.

L’interface du jet évolue en premier lieu dans la configuration I puis connait une transition
vers la configuration II ou la configuration III aux temps critiques tgl et tgl I respectivement.
En Figure 2.12, ces temps sont tracés en fonction du nombre d’onde k pour le cas d’applica-
tion C (Dey = 10 et Dey = 1) avec un nombre d’Ohnesorge Ohy = 0.1. On constate que pour
k > kirans, Uinterface du jet adopte la configuration II et que pour k < k¢rqns la configuration I11

, tI1 est quasi-nul. Au dépassement de k*, ¢! augmente fortement,

est adoptée. Lorsque k < k*
puis diminue, puis réaugmente progressivement jusqu’en k = kyrqns. Le nombre d’onde Kyrqns
est le siege d’une discontinuité de t;. Lorsque le nombre d’onde dépasse kipqns, la configuration
IT est adoptée. Le temps ¢!/ connait une diminution progressive jusqu’a atteindre un minimum,

puis réaugmente jusqu’'en k = 1.

IT
ts

IIT
ts

Config. Il

Config. I

X Ktrans

Config. 11

0 10 20 ts (-) 30 40 50
FIGURE 2.12 — Tracé des temps de transition ¢!/ et ¢/ en fonction du
nombre d’onde k pour le cas d’application C avec un nombre d’Ohne-

sorge Ohg = 0.1.

Ces tendances sont observées pour tous les cas d’application traités dans cette étude. Le com-
portement de k* a été précédemment étudié en sous-section 2.3.2.3. En Figure 2.13-a), le nombre
d’onde de transition kirqns est tracé en fonction du nombre d’Ohnesorge Ohg pour tous les cas
d’application. On constate que lorsque Ohg est faible, on a 0.46 < krans < 0.48. Pour tous les
cas d’applications, lorsque Ohgy augmente, k¢-qns connait une diminution puis une augmentation.
Un ajout viscoélasticité n’a pas un effet clairement identifiable sur ki.qns pour de faibles visco-
sités. Il semblerait que pour des viscosités plus importantes, les solutions plus viscoélastiques
présentent un nombre d’onde de transition ki.qns plus faible.
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En Figure 2.13-b), la différence kipans — kopt €st tracée pour tous les cas d’application. Lorsque
kirans > kopt, cette différence est positive et implique une forte probabilité que l'interface du
jet libre adopte la configuration II, ou la formation de gouttes secondaires est prédite. Pour
tous les cas d’application, lorsque Ohg est faible, la différence kirqns — Kkopt est relativement
éloignée de la valeur 0, impliquant une faible probabilité de formation de gouttes secondaires.
Cette probabilité augmente avec 'augmentation de Ohg. Pour Ohg > 0.4, les cas A et D, peu
viscoélastiques, semblent plus propices a la formation de gouttes secondaires. Pour Ohg = 0.8,
on a kirans = kopt pour tous les cas d’applications.

De, =1,De, = 0.001
De, =100,De, =1
De,=10,De; =1
De,;=10,De; =8

coee

a) | b)

0.44 0.46 0.48

ktrans (')

-0.25 =0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00 0.05

krrans - kopt (')

FIGURE 2.13 — Tracés a) du nombre d’onde de transition kirqns €t b)
de la différence kirqns — kopt en fonction du nombre d’Ohnesorge Ohg

pour tous les cas d’application.

En Figure 2.14, le temps de transition ts de la configuration I a la configuration II ou III en
k = kop est tracé en fonction du nombre d’Ohnesorge Ohg pour tous les cas d’application.
Pour de faibles nombres d’Ohnesorge, ce temps est quasiment le méme pour toutes les solutions
traitées. Lorsque Ohg augmente, ce temps devient presque nul pour le cas D. Pour les autres cas,
on constate une augmentation de ce temps. L’influence de la viscosité sur le temps t; apparait
moins importante lorsque la viscoélasticité augmente.
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FIGURE 2.14 — Tracé du temps de transition ts (k = kop) en fonction
du nombre d’Ohnesorge pour tous les cas d’application.
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2.3.3.3 Influences des modes subdominants

Dans le cadre d’analyses linéaires et faiblement non-linéaires, nombre d’auteurs ne prennent en
considération que les modes instables (ici associés aux solutions ay) et négligent les contributions
liées aux modes stables (ici associés aux solutions as, et agp). Ce choix peut se justifier par les
raisons suivantes :

— De par la nature exponentielle de la dépendance temporelle des différentes contributions,
le mode instable dominent relativement rapidement les modes stables.

— La prise en compte des modes stables complexifie I’analyse de stabilité effectuée en 2.2.
Cette complexification est accentuée d’une part lorsque ’analyse est réalisée a 'ordre 2, et
d’autre part aut travers de 'existence d’un mode stable supplémentaire lorsque le liquide
considéré est viscoélastique.

— La résolution des relations de dispersion constitue une difficulté qui est accentuée pour
les solutions associées aux modes stables. En effet, alors que ay est purement réelle pour
tout nombre d’onde k, les autres solutions présentent des parties imaginaires non-nulles
selon k. La résolution de telles relations a été grandement facilitée par le développement
d’outils numériques.

Afin de caractériser les conséquences de cette approximation dans le cadre d’une étude linéaire,
Garcia et Gonzalez (2008) introduisent la fonction I'; (¢) définie par :

, T
) = ezl (2.186)
— Qg (Z,t)
qui se développe ici comme :
S apipeott
=d,sa,sb
ry(t) = =2 o — 2.187
1( ) oy Z ﬁqf e—ait ( )

u=d,sa,sb

Cette fonction est une fonction décroissante du temps. Le temps noté tp; correspond au temps
auquel I'; (t) = 0,01 et signifie que jusqu’a ce temps, l'erreur relative due a ’approximation est
inférieure a 1%. Garcia et Gonzalez (2008) parviennent & exprimer analytiquement ce temps a
partir des taux de croissance et des amplitudes de déformation pour le cas Newtonien. Dans le
cas viscoélastique, la présence d’un mode supplémentaire ne le permet pas et pour cette raison
ce temps est déterminé numériquement seulement.

Par ailleurs, on introduit dans cette étude non-linéaire la fonction analogue I'y(¢) définie par :

FQ(t) — 6771715(2, t) + 627727t(27 t) _ 1 (2 188)
—eaiqni (2, t) — 2€2a14m21(2, 1) — €2aqnaa(2, ) '

De méme qu’au premier ordre, le temps noté tpre correspond au temps auquel I'y(t) = 0,01 et
signifie que jusqu’a ce temps, l'erreur relative dii & 'approximation est inférieure a 1%.

En Figure 2.15, les temps tr; et tpo sont tracés en fonction du nombre d’onde k pour le cas d’ap-
plication C (De; = 10 et Deg = 1) avec un nombre d’Ohnesorge Ohy = 0.1. On constate d'un
premier abord une augmentation globale des temps ¢y et tro lorsque le nombre d’onde k& dimi-
nue, indiquant une influence plus importante des modes subdominants vis-a-vis de ’évolution
temporelle de la déformation de la surface du jet. Cette influence est peu importante pour le
mode optimal (k = ko). La comparaison des tr; et tpo amene aux observations suivantes :
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— Pour des nombre d’ondes k < kqpi2 @ tr2 < tri. La prise en compte des non-linéarités
impliquant les modes subdominants écourte 'intervalle de temps dans lequel les modes

subdominants ont une influence considérable.

— Pour des nombre d’ondes & > kgp2 : tr2 > tri. La prise en compte des non-linéarités
impliquant les modes subdominants allonge l'intervalle de temps dans lequel les modes
subdominants ont une influence considérable.

Ces dernieres observations, ainsi que la présence de fluctuations des fonctions trq (k) et tro(k)
laissent penser que ces temps dépendent de la nature des solutions aux relations de dispersion.
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FIGURE 2.15 — Tracé des temps tr; et trg en fonction du nombre d’onde
k pour le cas d’application C avec un nombre d’Ohnesorge Ohg = 0.1.

En Figure 2.16-a), le temps trp déterminé en k = ko est tracé pour tous les points de fonc-
tionnement en fonction du nombre d’Ohnesorge Ohgy. On constate que pour de faibles nombres
d’Ohnesorge, les cas B, C et D présentent des temps tro tres proches les uns des autres. Pour le
cas A, ce temps est plus faible. Lorsque le nombre d’Ohnesorge augmente, seul le cas C voit son
temps tpg varier significativement. Une comparaison des cas A, B et C montre que tre (k = kopt)
diminue avec la viscoélasticité par le biais de la valeur de Deq. Cette observation n’est cependant
pas vérifiée pour le cas D.

En Figure 2.16-b), 'écart relatif de tpy par rapport a tp; est tracé. On constate que lorsque le
nombre d’Ohnesorge augmente, cet écart augmente également puis diminue voire se stabilise a
partir d’un certain Ohg qui semble différer d’un cas d’application a 'autre. En ’état actuel de ce
travail, ce résultat n’aboutit pas a une conclusion concernant l'influence de la viscoélasticité sur
I'importance de la prise en compte les contributions non-linéaires des modes subdominants. Il
peut étre seulement dit que les non-linéarités liées aux modes subdominants rallongent jusqu’a
environ 35 % leur temps d’influence vis-a-vis de la déformation de I'interface.
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En Figures 2.17-a) et 2.17-b), les différences de temps tro — te et tro — thu2 en k = Koy,
respectivement, sont tracées pour tous les cas d’application en fonction du nombre d’Ohnesorge
Ohyg. On constate que ces deux différences de temps sont systématiquement positives ou nulles.
Ce résultat indique que les prédictions relatives a la formation de gouttes secondaires et au
temps de ruptures des jets sont réalisées alors que la dynamique d’évolution de la déformation
du jet est encore impactée par les modes subdominants. La prise en compte de ceux-ci se révele
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FIGURE 2.16 — Tracés de a) tro (k = kopt) et b) tra —tr1 (k = kopt) en
fonction du nombre d’Ohnesorge Ohg pour tous les cas d’application.

donc nécessaire.
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FIGURE 2.17 — Tracés de a) la différence de temps tpy — ts2 et b) la
différence de temps tra — tpu2 en k = kop en fonction du nombre d’Oh-

nesorge Ohg pour tous les cas d’application.
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2.3.3.4 Validité des prédictions

Afin de caractériser la validité des prédictions présentées ci-avant, un critere de validité est
établi sur la base de la conservation du volume liquide contenu dans le jet. En s’inspirant des
travaux de Renoult et al. (2018) sur les jets Newtoniens, on introduit la fonction suivante :
At) = w — (2.189)
Vo
ou Vpy et V(t) correspondent au volume de liquide contenu dans la colonne non-perturbée et
au volume de liquide contenu dans le jet au temps ¢, respectivement. La fonction A est une
fonction croissante du temps représentative de la non-conservation du volume de liquide au
cours du temps. On note t, le temps auquel A(¢) = 0.05, correspondant & une augmentation de
5 % du volume initial de liquide. Cette étude de validité est réalisée :

— Sur le jet résultant de I’analyse linéaire, auquel on associe le volume Vi (t) et le temps t,7.

— Sur le jet résultant de I'analyse faiblement non-linéaire, auquel on associe le volume V5(t)
et le temps t,9.

Les volumes Vj, Vi (t) et V(t) sont déterminés par intégration volumique sur une longeur d’onde
A =27 /k. 1ls s’écrivent :

2 2
Vo = % (2.190)
2 A
Vi(t) = 7;/ (1 + e (2, )2z (2.191)
2 A
Vo(t) = 7];/ 1+ eni(z,t) + €ma(z,t))%dz (2.192)
L
Mlkopz_______ e,
. tvl \\ |
t,2
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ty ()

FIGURE 2.18 — Tracé des temps de transition t,; et t,2 en fonction du
nombre d’onde k£ pour le cas d’application C avec un nombre d’Ohne-
sorge Ohg = 0.1.

En Figure 2.18, les temps t,1 et t,2 sont tracés en fonction du nombre k pour le cas d’application
C (De; = 10 et Deg = 1) avec un nombre d’Ohnesorge Ohg = 0.1. On constate que ces deux
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temps sont tres proches méme si cependant, aux faibles nombres d’ondes, t,o présente des fluc-
tuations dont ’origine est inconnue dans I’état actuel des travaux. D’autre part, on remarque
que les temps t,1 et t,2 sont minimaux en k = kqp, ce qui est cohérent puisque c’est pour ce
nombre d’onde que l'instabilité présente un taux de croissance maximale. Ces observations sont
vérifiées pour tous les cas de fonctionnement.

En Figure 2.19, le temps t,2 est tracé en fonction du nombre d’Ohnesorge pour tous les points
de fonctionnement. Lorsque la solution est trés peu visqueuse (Ohy = 0.01), tous les cas d’ap-
plcations présentent un méme temps t,0. Pour les cas A, C et D, on constate une augmentation
quasi-proportionnelle du temps t,o avec le nombre d’Ohnesorge Ohg. Cette augmentation est
plus importante pour les solutions peu viscoélastiques (cas C et D). Lorsque la viscoélasticité est
importante (cas B), t,2 est constant.

<
O 0.3
! ® De;=1,De; =0.001
0.2 @ De;=100,De;=1
u{ O @ © De;=10,De;=1
-7 O De;=10,De;=8
0.0 O

t2 (')
FIGURE 2.19 — Tracé du temps t,o en fonction du nombre d’Ohnesorge
Ohg pour tous les cas d’application.

En Figures 2.20-a) et 2.20-b), les différences de temps tyo — ts2 €t ty2 — tpu2 en k = kope,
respectivement, sont tracées pour tous les cas d’application en fonction du nombre d’Ohnesorge
Ohy. On constate que ces deux différences de temps sont systématiquement négatives (sauf
pour un point de fonctionnement du cas D). Ce résultat indique que les prédictions relatives a
la formation de gouttes secondaires et au temps de ruptures des jets sont réalisées alors que le
volume du jet a déja augmenté de 5 % par rapport & son volume initial.
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FIGURE 2.20 — Tracé de a) la différence de temps t,2 — ts2 et b) la
différence de temps t,2 — tpy2 en k = kqpe en fonction du nombre d’Oh-
nesorge Ohg pour tous les cas d’application.
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2.4 Conclusion de I’étude théorique

Une analyse faiblement non-linéaire d’un jet de liquide viscoélastique a été effectuée. Le probleme
a été formulé de fagon générale en ne présumant pas d’un choix spécifique concernant le type de
perturbation appliquée sur 1’état de base. La résolution du probleme aux valeurs propres et aux
valeurs initiales a été effectuée jusqu’au deuxieme ordre. A partir des expressions analytiques
obtenues par cette analyse, I’évolution temporelle de la déformation du jet a été étudiée pour
quatre liquides viscoélastiques et pour des viscosités différentes dans une configuration de type
pure-deformation. Des prédictions de temps de rupture de ces jets et de la formation de gouttes
secondaires ont été réalisées. Les résultats principaux montrent que pour un jet libre régi par le
mode optimal de perturbation :

— L’ajout de viscoélasticité réduit le temps de rupture du jet.
— L’ajout de viscoélasticité tend a réduire la probabilité de formation de gouttes secondaires.

Par ailleurs, 'importance relative de la prise en compte des modes stables a été caractérisée.
La conclusion de cette caractérisation n’est pas unanime mais pour un nombre considérable des
applications réalisées, les résultats montrent que la prise en compte des modes subdominants

est nécessaire aux prédictions évoquées précédemment.

En dernier lieu, la limite de cette étude a été caractérisée au travers du suivi temporel du volume
de liquide contenu dans le jet. Ce volume n’est pas conservé; il augmente au cours du temps.
Les résultats montrent que les prédictions évoquées précédemment sont réalisées alors que le
volume du jet a déja augmenté de 5 % par rapport & son volume initial.
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Dans ce troisieme chapitre, I’approche expérimentale d’étude des jets capillaires de liquides
viscoélastiques est présentée. Des images de jets hautement résolues en espace sont prises en
plusieurs positions des jet. A partir de ces images et d’une description multi-échelles, des in-
formations sur la géométrie et la morphologie des jets sont extraites. Des analyses statistiques
adaptés permettent alors d’identifier les différents régimes d’évolution des jets et de mesurer les
propriétés élongationnelles des liquides ainsi que 'occurrence de phénomenes de coalescence. La
taille des gouttes produites est également mesurée.

En premier lieu, le dispositif expérimental est décrit et les points de fonctionnement étudiés sont
caractérisés. Les opérations de traitement des images sont brievement présentées. Les éléments
de mesures et d’analyses de ces images sont ensuite détaillés. Dans une derniere partie, les
résultats expérimentaux sont présentés. La question de l'influence de la viscoélasticité et des
conditions d’injection sur les différentes dynamiques des jets et sur la taille des gouttes produites
est traitée. En particulier, deux mécanismes de dégradation mécanique sont mis en évidence. Ces
résultats sont mis en perspective avec les résultats théoriques de I’étude expérimentale réalisée
en section 2 ainsi qu’avec les éléments de la littérature.

3.1 Expériences

Les expériences qui ont été menées dans le cadre de cette these sont tres proches de celles réalisées
au cours de la these de Tirel (2019). Elles consistent en la production et prise d’images de jets
libres basses vitesses, aussi appelés jets capillaires. Dans cette section, le dispositif expérimental
est présenté, suivi des différents points de fonctionnement étudiés.

3.1.1 Dispositif expérimental
3.1.1.1 Présentation du banc expérimental

Le dispositif expérimental utilisé dans le cadre de cette these a été mis en place durant la these
de Tirel (2019); seuls quelques éléments ont été changés. Ce dispositif est shématisé en Figure
3.1.

Un jet est formé par extrusion d’un liquide au travers d’un injecteur doté d’une buse cylin-
drique. L’extrusion du liquide est effectuée en utilisant 4 seringues de contenance 50 mL ac-
tionnées par un pousse-seringues Nexus 6000 de la marque Chemyx, permettant la génération
d’un débit constant, dont la valeur peut étre comprise entre 1,8 et 50.107% m3/s. L’utilisation
d’un pousse-seringue permet la génération constante et précise d’un faible débit.

L’injecteur est disposé de telle sorte que le jet évolue verticalement dans I'air ambiant au repos.
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De part et d’autre du jet, une caméra et une source lumineuse sont disposées et synchronisées via
I'utilisation d’un générateur de signaux. Le jet est illuminé par une lumiere pulsée cohérente,
permettant la visualisation de son ombre sur le capteur de la caméra. Un diffuseur permet
d’homogénéiser le signal lumineux. Une lunette de visée lointaine fixée au devant de la caméra

permet d’ajuster le champ de visualisation et la résolution spatiale des images.

L’injecteur est relié a un appareil de déplacement micrométrique motorisé dans les trois direc-
tions, permettant d’ajuster la mise au point et de visualiser le jet en plusieurs positions (jusqu’a
20 ¢m de course possible dans la direction du jet). Il s’agit du modele T-LSMO050A de la marque
Zaber.

Seringues (x4)

4-6 Déplacement

Pousse- 3D
seringues . Injecteur
8 Diffuseur )
Solurce +-AM-p- C - Camera
lumineuse
Lunette
-
Générateur
de signaux

FIGURE 3.1 — Schéma du dispositif expérimental.

3.1.1.2 Description de l’injecteur

Le corps de l'injecteur constitue une chambre cylindrique de diametre interne 5 mm et de lon-

gueur 85 mm.

La buse d’injection consiste en une pastille de laiton d’épaisseur L, = 300+£9 pm dans laquelle
un orifice de diametre D,, = 200£6 pm est localisé approximativement au centre de la pastille.
Cette pastille est placée au bout de I'injecteur et maintenue par un capuchon vissable.

3.1.1.3 Imagerie
Le systeme d’imagerie est constitué des éléments suivants :

— La caméra de marque Baumer et de modele LXG-500M. Il s’agit d’un capteur de type
CMOS dont la définition est de 7920 x 6004 px. La taille de pixel est de 4.6 x 4.6 um.
La fréquence d’acquisition maximale des images est de 5 fps. Les images sont acquises au
format TIFF en niveaux de gris sur 8 bits.
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— La lunette de visée lointaine de marque Infinity et de modele K2 DistaMax formée de
deux TR tubes, d'une bague allonge, d’'un zoom manuel et d'un objectif CF x 2. Cette
lunette a été assemblée dans le but de contenir le diametre du jet en sortie de buse dans
approximativement 200 pzx. La résolution spatiale résultante est de 1.215 pm/px, donnant
un champs de visualisation de 9.623 x 7.295 mm.

— La source lumineuse de marque Cavitar et de modele CAVILUX Smart 400W. Cette
source émet une raie de longueur d’onde 640 nm.

— Un générateur de signaux alimente la caméra et la source lumineuse. Deux signaux TTL
mettent en phase I'exposition du capteur de la caméra et le pulse de la source lumineuse.
La fréquence du signal d’activation de la tension est réglée a 5 Hz, celle-ci étant limitée
par la fréquence d’acquisition maximale de la caméra.

Le champ de visualisation ne couvrant pas la totalité du jet, I’acquisition des images se fait
sur plusieurs positions par déplacements de 'injecteur de 8 mm dans la direction verticale. En
chaque position de 'injecteur, un nombre N; d’images compris entre 600 et 620 est pris. Ce
nombre a été choisi afin d’assurer une consistence statistique & I’étude des jets et sera commenté
dans la suite du document.

3.1.2 Points de fonctionnement
3.1.2.1 Préparation et caractérisation des solutions

Quatre solutions polymériques ont été testées dans le cadre de cette étude expérimentale.
Ces solutions polymériques ont été préparées dans le cadre de cette these. Elles sont chacune
constituées d’eau déminéralisée, d’isopropanol & une concentration massique de 5 % et d’une
poudre de polyéthylene d’oxide (PEO) & une concentration massique de 5 ppm. L’utilisation de
I’isopropanol abaisse la tension de surface et facilite ainsi la pénétration des molécules de PEO
dans le volume liquide. Seule la masse molaire M, du polymeére varie dans la composition des
quatres solutions.

Les quatres poudres de PEO proviennent du fournisseur Sigma-Aldrich. La poudre de PEO
nécessaire a ’élaboration d’une solution est pesée a ’aide d’une balance analytique Sartorius
Secura de précision 0.1 mg. Chaque solution ayant été préparée sur la base d’un kilogramme de
solvant, la pesée de 5 mg de PEO a été itérée plusieurs fois.

La caractérisation des solutions viscoélastiques a été effectuée : la masse volumique, la viscosité
dynamique et la tension de surface avec I'air ont été mesurées. Lors des mesures, la température
des fluides a également été mesurée; elle est restée comprise entre 24 et 24.6°C. Les résultats
sont présentés en Tableau 3.1.

|| Solution | so6 | S1 | S5 | S8 |
M, | Masse molaire (10® kg.mol™1) 0.6 1 5 8
p | Masse volumique (+0.1% kg.m=3) 0.988 | 0.988 | 0.988 | 0.988
p | Viscosité de cisaillement (£1% mPa.s) 1.14 | 1.21 | 1.17 | 1.23
o | Tension de surface avec I'air (£1% mN.m~1) | 42.0 | 46.5 | 46.3 | 46.5

TABLE 3.1 — Propriétés des quatre solutions viscoélastiques testées.
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La viscosité de cisaillement du solvant (Eau et isopropanol 5 %) a également été mesurée;
elle vaut ps = 1.1 mPa.s. Une bréve description des appareils de mesure utilisés pour la ca-
ractérisation des solutions est fournie ci-apres :

— La masse volumique est mesurée a ’aide du densimetre électronique DMA 35 de la marque
Anton Paar, dont le principe de fonctionnement est basé sur le maintien en oscillation d’un
tube en U rempli de la solution a caractériser. La mesure de la masse volumique de la
solution est alors effectuée par I'intermédiaire de la mesure de la fréquence résultante de
I’oscillation.

— La viscosité de cisaillement est mesurée a 'aide du rhéometre rotationnel MCR 302e de
la marque Anton Paar. L’appareil est constitué de deux cylindres concentriques entre
lesquels la solution a caractériser est disposée. Le cylindre extérieur est mis en rotation.
La mesure de la viscosité de la solution est alors effectuée par I'intermédiaire de la mesure
du couple nécessaire au maintien au repos du cylindre intérieur. Ce viscosimetre, alors dit
”de Couette”, est particulierement adapté aux solutions a faible viscosité.

— La tension de surface est mesurée a l'aide du tensiometre TVT2 de la marque Lauda,
dont le principe de fonctionnement est basé sur la formation d’une goutte de la solution a
caractériser au bout d’un capillaire. Le maintien de cette goutte au capillaire est rendue
possible par des forces de tensions de surface. La mesure de la tension de surface de la
solution est alors effectuée par 'intermédiaire de la mesure du volume critique de la goutte
nécessaire au détachement de celle-ci.

Outre la mesure de ces trois propriétés, une caractérisation des solutions est effectuée sur la
base des éléments présentés en section 1.2.1 et a partir de la structure chimique du PEO. Le
temps de relaxation de Zimm a été calculé pour chacune des quatres solutions a partir de la
structure chimique du polymere utilisé et du modele de Zimm présenté en section 1.2.2.1. Le
PEO est un polymere linéaire dont la formulation chimique brute est :

ConHunt+20n+1

avec n le nombre de monomeres Co H4O constituant le polymere. En Figure 3.2, une formulation
semi-développée de cette chaine polymérique est donnée, dans laquelle le monomere est identifié
entre crochets.

o) H

~

H o)
n

FI1GURE 3.2 — Formulation semi-développée de la molécule de PEO.

La masse molaire M, de ce monomere est calculée & partir des masses molaires des éléments
chimiques le constituant :

M) = 2.M,(C) + 4.M,(H) + 1.M,(O)
M) =2 x12.01 +4 x 1.01 + 1 x 16.00
M) = 44.06 g.mol ™" (3.1)
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A partir de la connaissance de la masse molaire du PEQ, il est alors possible d’évaluer le nombre
n de monomeres constituant chaque polymere utilisé :

M,

=0 (3.2)

n

Le monomere CyH,4O est constitué de N/ = 3 éléments principaux qui sont deux atomes de
carbone et un atome d’oxygene. Les quatres atomes d’hydrogene sont secondaires dans le sens
ou ils ne jouent pas un role majeur dans la géométrie de la chaine moléculaire. Ainsi, la chaine
polymérique est constituée de N = nN’ éléments principaux.

Ces atomes principaux sont liés les uns aux autres par des liaisons covalentes principales. Une
liaison C'—C' a une longueur de 154 pm et une liaison C' — O a une longueur moyenne de 143 pm.
Le monomere CyH4O est ainsi caractérisé par la présence de 3 liaisons principales : une liaison
C — C et deux liaisons C — O. On définit alors b la longueur de liaisons principales moyenne,
qui vaut :

1
b= 5(154 42 x 143) = 146.7pm (3.3)

L’angle moyen formé par les liaisons principales de cette chaine moléculaire tel que schématisé
en Figure 3.2 vaut environ 6 = 65.7°.

Ainsi, le rapport ¢/ ¢* est calculé par I’équation (1.20), la longueur maximale R4, des polymeéres
a partir de I’équation (1.21), et leur temps de relaxation de Zimm a partir de I’équation (1.22).
Les résultats de ces calculs sont répertoriés en Tableau 3.2. Pour les solutions S1, S5 et S8 le
rapport ¢/ ¢* est supérieur a I'unité, indiquant que ces solutions sont en régime semi-dilué, alors
que la solution S06 est en régime dilué. D’apres les tabulations effectuées par Rubinstein et al.
(2003) et les travaux de Dupas (2012), il est estimé que le solvant utilisé est un bon solvant.

Solution | ¢/ ¢* | Ryaz | tZ7m™™

(=) | (m) | (ms)

S8 71 67 10.23
S5 27 42 4.46
S1 1.11 8.37 0.261
S06 0.4 5.02 0.106

TABLE 3.2 — Caractérisation du niveau de dilution des solutions, de la

taille des polymeres et de leur temps de relaxation de Zimm.

3.1.2.2 Conditions d’expériences

Les expériences ont été réalisées a température ambiante (jet et air).

Pour chacune des quatres solutions présentées en section 3.1.2.1, plusieurs jets ont été étudiés en
faisant varier le débit imposé au travers du pousse-seringues. Lors de chaque expérience de jet,
le débit a été mesuré par récupération et pesée du liquide extrudé. C’est ce dernier débit, noté
@y, qui est choisi pour qualifier les différents points de fonctionnement étudiés. Les conditions
d’expériences sont repertoriées dans le Tableau 3.3. Chaque point de fonctionnement se voit
attribué une dénomination comportant une information sur la solution du liquide utilisé et une
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lettre différenciant les différents débits (cette lettre n’étant pas corrélée a une valeur numérique
de débit). La vitesse d’injection est définie par :

4Qy

Vinj = D2, (3.4)
Le nombre de Reynolds est défini par :
Re = PViniDor (3.5)
I

Solution Point de Q. Vinj Re

fonctionnement | (x1078m3/s) | (m/s) | (—)

S06 S06QA 11.39 3.63 628.4
S06QB 13.08 4.16 721.7

sS06QC 15.22 4.84 839.7

S06QD 17.16 5.46 946.8
SO06QE 19.08 6.07 | 1052.7
SO06QF 20.14 6.41 1111.2
S06QG 22.33 7.11 1232.0

S1 S1QA 13.99 4.45 727.2
S1QB 14.97 4.77 778.2

S1QC 17.29 5.50 898.8
S1QD 19.31 6.15 | 1003.8
S1QE 21.02 6.69 1092.7
S1QF 23.15 7.37 1203.4
S1QG 24.13 7.68 1254.3

S5 S5QA 13.03 4.15 700.5
S5QB 15.03 4.78 808.0

35QC 17.11 5.45 919.8
S5QD 19.06 6.07 | 1024.7
S5QE 20.18 6.42 | 1084.9
S5QF 21.94 6.98 | 1179.5
S5QG 23.49 7.48 1262.8

S8 S8QA 13.20 4.15 675
S8QB 15.09 4.78 7717

S8QC 17.13 5.45 876.0

S8QD 19.19 6.07 980.0
S8QE 20.42 6.42 | 1044.2
S8QF 23.83 6.98 | 1218.6

TABLE 3.3 — Conditions d’expérience des points de fonctionnement
étudiés.
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3.2 Traitements d’images

3.2.1 Binarisation du systeme diphasique

Une premiere étape de normalisation a pour but de s’affranchir de 'influence des fluctuations
d’intensité lumineuse qui peuvent survenir d’une image a l'autre, provenant de la source lu-
mineuse, du capteur, et/ou du milieu environnant. Cette étape requiert une image de fond
lumineux et une image de bruit du capteur. L’intensité lumineuse de chaque pixel IL(x,y) de

I’image brute est normalisée par la transformée suivante :

IL($7y) — ILb(xvy)

ILy(z,y) = TL (o) = TLy(a,y)

(3.6)

avec IL,, ILy et IL les intensités de I'image normalisée, de I'image de fond lumineux et de
I'image de bruit du capteur, respectivement. Le parametre ¢ corrige les éventuelles fluctuations
temporelles d’intensité lumineuse de la source. Sa valeur correspond au rapport du niveau de
gris le plus peuplé de I'image de fond lumineux et de celui d’'une zone de l'image brute ne
comportant pas d’objet liquide.

Une seconde étape de segmentation consiste en 'identification des phases liquide et gazeuse. Le
niveau de gris des pixels appartenant a des objets liquides est ramené a 0 et celui des pixels
appartenant & la phase gazeuse est ramené & 1. Au vu des images normalisées qui ont été
obtenues a I’étape de traitement précédente, un seuil de segmentation permettant ce traitement
a été fixé a une valeur constante de Ngeyy = 0.5 :

0 siILp(z,y) < Ngsewir (phase liquide)
1 siIL,(x,y) > Ngewa (phase gazeuse)

I1L(z,y) = {

avec IL; 'intensité lumineuse de I’image binarisée.

Au cours des expériences, I'illumination des objets liquides donne lieu a des phénomeénes de
réfraction. D & la courbure des interfaces liquide/gaz, les objets liquides se comportent lo-
calement comme des micro-lentilles. L’illumination de ces objets donne lieu a des points de
focalisation de la lumiere localisés sur ’axe du jet, faisant apparaitre des zones lumineuses dans
les objets liquides. Au cours de I’étape de segmentation, les pixels situés dans ces zones ont
donc été assimilés a tort comme des pixels appartenant a la phase gazeuse. Une derniere étape
de traitement, le remplissage, vise donc a changer la valeur de ces pixels de sorte a ce qu’ils
soient considérés comme appartenant a la phase liquide. Ces zones sont facilement repérables
puisqu’elles sont entourées (sauf potentiellement sur les bords de I'image) par la phase liquide
identifiée dans I'étape précédente.

Ces trois étapes de traitement sont illustrées en Figure 3.3. Ces traimements d’images ont été
développés par Jean-Bernard Blaisot et Christophe Tirel sous le logiciel ImageJ. Pour plus de
détails sur les étapes de traitements d’images présentées ci-avant, le lecteur est invité a consulter
la section 3.2 du manuscrit de these de Tirel (2019).
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FIGURE 3.3 — Exemple d’une image : a) brute, b) apres normalisation,
c) apres segmentation, et d) apres remplissage.

3.2.2 Définition de fenétres d’analyse

Les images traitées en section 3.2.1 sont découpées en fenétres d’analyse de hauteur H, et
espacées de AH,,, comme visible en Figure 3.4. La valeur de H,, est choisie de facon a contenir
environ une longeur d’onde A de la déformation de surface du jet. Cette longueur d’onde est
estimée a partir des résultats de la théorie linéaire de perturbation de jet :

Doy
kopt

A= (3.7)
avec ko le nombre d’onde (adimensionné) associé au mode le plus instable de la perturbation
d’'un jet de liquide non-visqueux : £y =~ 0.696. La longueur d’onde résultante est de A ~ 743 px.
Afin de s’assurer qu’une fenétre d’analyse contienne bien une longueur d’onde et pour reprendre
une valeur H,, précedemment choisi par Tirel et al. (2020), celle-ci a été fixée a H,, = 822pzx.
L’espacement AH,, entre les fenétre est choisi égal & H, /2. Au vu des vitesses d’injections
présentées en Tableau 3.3, cet espacement correspond a intervalle de temps variant entre 65 ms
et 137 ms.

FIGURE 3.4 — Schéma de la division d’une image en fenétres d’analyse.
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3.3 Mesures et analyses

3.3.1 Zone de latence du jet

La zone de latence d’un jet est définie par Blaisot et Adeline (2003) comme une zone dans
laquelle aucune croissance d’instabilité capillaire n’est observée (section 1.3.2.1). Ainsi, dans
cette zone, il n’est pas exclu que des déformations de la surface du jet puissent étre observées.
Cependant, si celles-ci sont statiques et/ou qu’elles ne sont pas de type sinusoidale, alors elles
ne peuvent étre considérées comme des déformations engendrées par une instabilité capillaire,
définies et connues comme étant instationnaires et sinusoidales dans les premiers temps qui
suivent son déclenchement. Il s’agit alors d’identifier une position notée Z,,s.+ correspondant
a lendroit du déclenchement des instabilités capillaires. La zone de latence est alors définie
comme la zone spatiale située entre la sortie de la buse d’injection et Z,;,set-

Afin d’identifier la zone de latence, la décomposition en modes propres, aussi connue sous le nom
de POD (Proper Orthogonal Decomposition) a été choisie parmi plusieurs outils statistiques
possibles. Cette procédure offre la possibilité de décomposer I’ensemble des données dans une
nouvelle base optimisée (Liang et al., 2002). A partir du profil des vecteurs propres de cette
nouvelle base et de leur taux de sollicitation, il est alors possible d’identifier des comportements
moyens, des similitudes, mais aussi des déviations au sein de I’ensemble de données. Cette
procédure est utilisée dans plusieurs domaines, notamment en informatique pour la compression
d’images (Chatterjee, 2000) et en mécanique des fluides pour la détermination de modele réduits
de turbulence (Berkooz et al., 1993). Cette méthode a également été utilisée par Yon et al.
(2004) afin d’extraire les taux de croissance et longueur d’onde de perturbation de jets forcés.
Une présentation générale de cette procédure est présentée ci-apreés. Afin d’illustrer les intéréts
que présente 'utilisation de la POD dans le cadre de cette étude expérimentale, une application
de cette procédure a un ensemble statistique d’images synthétiques de jets est ensuite proposée.
Enfin, la POD est appliquée aux images expérimentales; les résultats obtenus sont comparés
a ceux obtenus sur les images synthétiques, et un critere de détection de la position Z,,, s est
établi.

3.3.1.1 Présentation de la POD

La décomposition en modes propres (POD) est une procédure linéaire d’analyse d’un ensemble
de données permettant d’identifier les caractéristiques principales d’un systéme au travers d’un
changement de base. Comme exposé par (Liang et al., 2002), trois méthodes de Décomposition
en Modes Propres peuvent étre distinguées :

— La Décomposition en Valeurs Singulieres (SVD).
— La Décomposition en Composantes Principales (PCA).
— La Décomposition de Karhunen-Loeve (KLD).

La Décomposition en Valeurs Singulieres a été choisie dans le cadre de cette étude car elle
présente plus de simplicité de mise en oeuvre sous Python. Ces trois méthodes sont cependant
trées proches et consistent toutes trois en la détermination d’une base de fonctions optimisée
maximisant la projection de ’ensemble des données du systeme sur celle-ci.
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Le probleme d’optimisation de la nouvelle base recherchée est équivalent a un probleme de
maximisation. On note N; le nombre de réalisations constituant I’ensemble de données associées
au systeme dont on cherche a optimiser la description. Chaque réalisation est repérée par son
indice 4. Ainsi, la réalisation i est notée u; et le systéme est constitué de l'ensemble : {u;|i €
[1, NV;]}. Chaque réalisation est décrite par M variables, ordonnées dans un vecteur . On note
B = (¢1,...,¢n,) la nouvelle base orthonormée constituée de N fonctions ¢y de M variables.
Ainsi, chaque réalisation u; s’exprime dans la base B par :

N
ui(x) = a; pdi(w) (3.8)
k=1

ot le coefficient a; ,, appelé coefficient de reconstruction de la réalisation i par le vecteur ¢y (),
correspond a la projection de w;(x) sur le vecteur ¢ (x). Ce coefficient d’amplitude est obtenu
par le produit scalaire de u;(x) par ¢i(x) :

[ w@an@)is = (@), on(@) (3.9)

La base B n’est pas unique a ce stade de la procédure. Elle est rendue unique par la minimisation
de la quantité suivante :

N Ng 2
> lui®) = airdr()
i=1 k=1 2
qui vaut :
Ny Ny 2
D |wile) = (ui@), ¢ (=) dn(a)
i=1 k=1 2

ou ||e||2 désigne la norme Euclidienne. Par utilisation de I'inégalité triangulaire, la quantité a

maximiser est :
N; Ng

ZZ (ui(z), dr(x))” (3.10)

i=1 k=1
L’optimisation d’une nouvelle base d’expression du systéeme de données se réduit donc a un
probléme de maximisation. Il convient alors d’utiliser un systéme matriciel. On introduit A la
matrice des réalisations, qui est construite a partir des coordonnées des Ny réalisations dans la
base d’origine de la fagon suivante :

ur(r1) o un(z1)
A= (3.11)
ur(znr) - un, (Tar)

Il s’agit d’une matrice de dimension M x N; dont la ™€ colonne est exclusivement relative &

la réalisation particuliere u;. Cette matrice peut étre factorisée de la fagon suivante :
A=U-x- VT (3.12)

avec :
— U une matrice de dimension M x M.
— ¥ une matrice de dimension M x ;.

— V une matrice de dimension IN; x N;.
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Le produit de la matrice A avec sa transposée AT donne la matrice de dimension N; x N;
suivante :

up(z1)?+ - +ur(wp)? -+ crossed — components
AT . A= : : (3.13)

crossed — components -+ up,(x1)% + -+ +un, (zar)?

Cette matrice est souvent référencée par le terme matrice-noyau dans la littérature. On observe
alors que :

— La matrice AT - A est symmétrique, et donc diagonalisable.

— L’objectif de maximisation de la procédure, explicitée par la maximisation de la quantité
(3.10), équivaut & la maximisation de la trace de la matrice AT - A.

Parallelement, selon la factorisation (3.12), la matrice A” - A s’exprime également par :
Al A=v.xT.vT.Uv.x.v?T (3.14)

En imposant U comme étant une matrice unitaire, ¢’est-a-dire en imposant U-UT =UT .U =1
(I désignant la matrice identité), on a :

AT A=v.xT.n.vT (3.15)
Par ailleurs, la matrice A7 - A étant diagonalisable, elle peut étre exprimée sous la forme :
AT A=w.-A-WwT (3.16)
ou W est une matrice de dimension N; x N;.

Par comparaison de cette derni¢re décomposition de AT - A avec la décomposition (3.15), et par
unicité de décomposition dans une méme base, on identifie :

V=w e XT.2=A (3.17)

La matrice diagonale A et la matrice V' contiennent les valeurs propres et les vecteurs propres
de la matrice AT - A, respectivement. A partir de la connaissance de ¥, de V, et de I’expression
(3.12), la matrice U peut étre numériquement déterminée. A partir de I'expression (3.8), on a :

a;k = Xk Vik (3.18)
or(zi) = U (3.19)

Le coefficient a;; indique avec quelle intensité ¢, est utilisée pour exprimer la réalisation u;
dans la nouvelle base B.

L’énergie du mode k, notée E(¢y), caractérise le taux d’utilisation du mode k pour exprimer
le systéme dans son intégralité. On attribue ici une valeur relative aux énergies des différents
modes, qui seront donc exprimées en pourcentage. L’énergie du mode k s’exprime alors :

Nt
100 1
E(¢k) = N [ Z azz,k]

2 me N% Z;V:tl a’?,m N5

i.e. N o
t
Ctoal
E(¢x) = 100 2ic1 Ci (3.20)

ZNk Ne .2
m=1 £sj=1"jm
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La comparaison des énergies des différents modes permet alors d’identifier ceux qui sont les plus
nécessaires a la représentation des évenements dans leur ensemble. Le profil des modes propres
permet de mieux comprendre les caractéristiques de ’ensemble des évenements. La comparaison
des coefficients de reconstruction associés aux modes les plus énergétiques permet d’identifier

la déviation de certains évenements par rapport a la tendance globale adoptée.

3.3.1.2 Application de la POD a un ensemble statistique d’images synthétiques

Afin de mieux comprendre quels intéréts présente la procédure POD dans le cadre de I'étude de
jets libres, celle-ci a été appliquée a un ensemble statistique d’images synthétiques représentant
une portion de jet dont la surface est déformée de fagon sinusoidale. Ces images devant s’ap-
parenter a des images expérimentales, elles sont donc binaires et de méme dimension, & savoir
L = 950 px de largeur et | = 822 pzr de longueur. Ces images ont été construites a partir de la

bibliotheque PIL de Python de la fagon suivante :

La phase liquide est construite au travers de deux sinusoides positionnées en opposition de phase
a partir des caractéristiques suivantes :
— Un espacement entre les sinusoides représentatif de celui des jets observée, estimé a D, =
165 pzx.
— Une amplitude constante fixée a une valeur arbitraire de 20 pz.
— Une longeur d’onde constante fixée a la longueur de I'image i.e. 822 pzx.
— Une phase p (par rapport a un point de référence fixe arbitraire) dont la valeur en pixel

est imposée entiere.

1 =822px

20 px

950 px

L

a3
ig]
o

F1cURE 3.5 — Exemple d’une image synthétique annotée des dimensions

relatives a sa construction.

La valeur des pixels de I'image localisés entre les deux sinusoides est alors fixée a 0 (noir) et
celle des pixels restant est fixée a 255 (blanc). Les images obtenues s’apparentent a la figure 3.5.
Afin de construire un ensemble statistique d’images, c’est-a-dire contenant toutes les configura-
tions géométriques du jet avec le méme poids, une image synthétique est créée pour chaque valeur
entiere de phase p des interfaces comprise entre 1 et 822 px. L’ensemble d’images synthétiques

est alors constitué de 822 images.
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On introduit la POD-image comme la procédure POD appliquée & un ensemble de Ny images
matricielles de largeur L et de longueur [. Pour reprendre les définitions et notations utilisées
en section 3.3.1.1, la réalisation u; correspond a 'image ¢ de cet ensemble. La base originelle
d’expression des réalisations consiste en un vecteur de L X [ composantes, correspondant aux
valeurs des pixels constituant I'image. Les composantes de ce vecteur sont ordonnées de la fagon
arbitraire suivante : les L premiers pixels correspondent a la premiere ligne de pixels de I'image
(de gauche a droite), les L pixels suivants correspondent & la deuxieéme ligne, etc.

La procédure de décomposition en modes propres est ainsi appliquée a la matrice des réalisations
de dimension (L x [) x N;. Pour ce faire, la fonction svd de la bibliotheque 1inalg du module
NumPy de Python est utilisée. Cette fonction retourne les matrices U, ¥ et V7 telles que
définies lors de la factorisation de la matrice des réalisation en équation (3.12). La k%™¢ colonne
de la matrice U contient ’expression du vecteur propre ¢ de la nouvelle base optimisée. Les
coefficients de reconstructions a; ; sont déterminés a partir des matrices X et vT .

a; k= Yk Vik (3.21)

A partir des valeurs de ces coefficients, les énergies relatives des vecteurs propres sont calculées
a partir de I’équation (3.20). Les vecteurs propres obtenus sont normalisés, et dans le but de
visualiser leur profil, une application de changement d’échelle est appliquée a chaque vecteur
propre ¢, selon laquelle :

— La valeur 255 est attribuée au coefficient maximal du vecteur ¢y.
— La valeur 0 est attribuée au coefficient minimal du vecteur ¢y.

— Les coeflicients de ¢y de valeur intermédiaire se voient attribuer une valeur entiere
comprise entre 0 et 255, proportionnellement a leur valeur initiale.

Suite & ce changement d’echelle, le vecteur ¢ est redimensionné en une matrice de la fagon
suivante : les L premiers éléments de ¢, constituent la premiere ligne de la matrice (de gauche
a droite), les L éléments suivants constituent a la deuxieme ligne, etc. On applique en fait la
transformation inverse de celle qui a permise de constituer la matrice des réalisations en début
de procédure. Ainsi, le vecteur ¢y, peut étre visualisé tel une image matricielle binaire codée en
8 bits.

On illustre ici les résultats de 'application de la POD au set d’images synthétiques. En Figure
3.6, les sept premiers modes propres ¢ sont représentés et les énergies E(¢y) associées y sont
renseignées. En Figure 3.7, les coefficients de reconstruction a; associés aux sept premiers
modes propres ¢y, sont tracés en fonction de la phase p de la déformation d’interface.

En Figure 3.6, on constate que E(¢;) est extrémement importante. On voit aussi sur la méme
figure que le profil de ¢; montre une sollicitation maximale au voisinage de I’axe du jet (zone
rectangulaire noire). De part et d’autre de cette zone, deux rectangles d’'un méme niveau de
gris uniforme sont visibles et montrent une sollicitation moindre. Chaque pixel de cette zone est
occupé par la phase liquide pour certaines réalisations, et par la phase gazeuse pour certaines
autres réalisations.
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E($,) = 1,0834 % E(¢,) = 0,2165 % E(dg) = 0,0926 %

E(¢;) = 97,0893 %

ap, k

E($s) = 1,0834 % E($s) = 0,2165 % E(¢,) = 0,0926 %

FIGURE 3.6 — Représentation des sept premiers modes propres ¢y an-

notées de leur énergie E(¢y).
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FIGURE 3.7 — Tracé des coefficients de reconstruction a;j associés

aux sept premiers vecteurs propres ¢ en fonction de la phase p de
la déformation d’interface.
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S’agissant des vecteurs propres suivants, on constate que E(¢2) = E(¢3), E(ps) = E(¢s), et
E(¢s) = E(¢7). En fait, la relation E(¢2;) = E(pai41)) (& partir de i = 1) est vérifiée. Sur
cette méme figure, il est également possible de constater qu’aucun de ces modes (k > 1) n’est
sollicité au centre du jet : en effet dans cette zone, les pixels ont le méme niveau de gris que
dans la phase gazeuse. On note aussi que la différence de profils entre les modes d’un méme
couple consiste en une parfaite translation axiale du motif de déformation (alternance de zones
blanches et de zones noires), indiquant une complémentarité des modes d’'un méme couple a
la représentation du motif de déformation. Cette interprétation est cohérente avec 1’égalité des
énergies au sein d’un méme couple.

Cette interprétation est également cohérente avec la distribution des coefficients de reconstruc-
tion a;; en fonction de la phase du motif de perturbation, visible en Figure 3.7. En effet, on
peut constater que pour les modes représentés, ag; ; est nul lorsque ag(; 1) (& partir de i = 1),
et vice-versa : ¢o; et ¢o(;41) agissent en quadrature.

3.3.1.3 Application de la POD aux images expérimentales

La procédure POD est ici appliquée a des images expérimentales ayant été traitées et ayant
subi une division en fenétres d’analyse tel que décrit en section 3.2. La POD est appliquée en
chaque position du jet. Pour s’affranchir des effets liés & d’éventuelles translations du jet dans
la direction normale a I’écoulement, un axe moyen du jet est déterminé en chaque position, et
toutes les images associées a cette position subissent une translation faisant correspondre leur
axe propre a cet axe moyen. Les résultats de la POD obtenus pour le point de fonctionnement
S8QB sont présentés ci-apres. En particulier, I’attention est portée sur quatre positions succes-
sives du jet, notées z1, 22, 23 et 24.

En Figure 3.8, les cinq premiers vecteurs propres obtenus en z1, zo, z3 et z4 sont représentés.
En Figure 3.9, les énergies des trois premiers vecteurs propres sont tracées en fonction de z.

Les profils obtenus dans le cas expérimental montrent globalement les mémes caractéristiques
que dans le cas synthétique (Figure 3.6) a quelques différences pres :

. C e th . .

— Le premier vecteur propre ¢; montre un profil similaire & ¢1¥""", avec une zone instation-
naire qui croit avec la distance a l'injecteur z. Ce vecteur propre concentre une grande
partie de I'énergie, méme si celle-ci diminue avec z.

— Parmi les vecteurs propres suivants, on reconnait deux vecteurs dont les profils montrent

th th .
YT et ¢, Ces vecteurs sont encadrés en bleu sur la

A~ ;. . S
les mémes caractéristiques que ¢,
Figure 3.8, et ne sont pas systématiquement positionnés en deuxieme et troisieme positions

par rang d’énergie. On parlera par la suite de vecteurs dits de Rayleigh.

— Un vecteur dit de translation/rotation est éventuellement présent parmi les cing premiers
vecteurs propres. Celui-ci est encadré en rouge sur la Figure 3.8. Comme le montre la
répartition des zones blanches et des zones noires, la sollicitation de ce vecteur est liée
a la translation et/ou a la rotation de 'axe des jets dans la direction normale a celle de
I’écoulement.

— Un vecteur dit d’ezpansion/contraction est éventuellement présent parmi les cinq premiers
vecteurs propres. Celui-ci est encadré en orange sur la Figure 3.8. Comme le montre la
répartition des zones blanches et des zones noires, la sollicitation de ce vecteur est liée a
I’expansion ou a la contraction du jet dans la direction normale & celle de I’écoulement.
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FiGURE 3.8 — Représentation des cinq premiers vecteurs propres ob-
tenus en zi, z2, 23 et z4 par application de la POD aux images
expérimentales du point de fonctionnement S8QB.
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FiGURE 3.9 — Evolution spatiale des énergies associées aux trois pre-
miers vecteurs propres obtenus par application de la POD aux images
expérimentales du point de fonctionnement S8QB.
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Les vecteurs propres de translation/rotation et d’expansion/contraction ne sont pas présents
dans la décomposition POD de I’ensemble synthétique puisque les images synthétiques ont été
construites sur la base d’une colonne de liquide de diametre fixe et d’axe fixe. Lorsque le jet subit
les déformations dues a l'instabilité capillaire, E(¢1) diminue au profit des vecteurs de Rayleigh
qui supplantent progressivement les vecteurs de translation/rotation et d’expansion/contraction,
comme on peut le constater en Figure 3.9. On constate que proche de l'injecteur, E(¢1) est
maximale et stagne sur un plateau avant d’observer une diminution progressive avec z. Cette
diminution est associée a une augmentation progressive des énergies des modes de Rayleigh
E(¢2) et E(¢3) qui restent tres proches. D’apres les obervations faites des résultats obtenus par
la POD sur des images synthétiques et sur des images expérimentales de jet, le déclenchement
des instabilités capillaires correspond a la position ou E(¢7) quitte le plateau. La détermination
de cette position n’est pas directe; on se propose dans un premier temps d’appliquer un fit
mathématique de F(¢1)(z) selon la fonction définie par :

M —m

YR (3.22)

fo(z) =m+

Cette fonction dépend de 4 parametres : m, M, E et h. Pour des valeurs de z positives, I'image
de fy varie entre un plateau haut de valeur M et un plateau bas de valeur m. Le signe du
parametre h définit le sens de cette variation : pour h < 0, fg(z) décroit du plateau haut
jusqu’au plateau bas lorsque z augmente; pour h > 0, fs(z) croit du plateau bas jusqu’au
plateau haut lorsque z augmente. La valeur absolue de h indique la raideur de cette transition.

Le parametre F indique dans quel domaine de z cette transition a lieu :

m + M

folz=E)=m+ —

(3.23)

On précise que ce fit est réalisé a partir de la fonction curve_fit de la bibliotheque optimize du
module SciPy de Python. A partir de la valeur des parametres du fit effectué, la position Zpset
est déterminée selon le critere suivant :

fo(Zonset(c)) = c M (3.24)

avec c inférieur et proche a 'unité. Trois valeurs de ¢ ont été prises pour tester la consistence de
la méthode de détermination de Zy,ser : 99,95%, 99,50% et 99,00%, en référence aux résultats
présentés et analysés ci-avant en Figures 3.8 et 3.9 :

fo(z1) = M

Falza) = 99,95% M

Falzs) = 99,50% M

fo(za) =99,00% M (3.25)

En Figure 3.10, les positions Zonset(c) sont tracées selon les 3 valeurs du parameétre ¢ pour
tous les points de fonctionnement de la solution S8. On observe qu’entre les différents point
de focntionnement, les espacements des 3 différentes positions Zypset(c) sont du méme ordre de
grandeur. Le choix de la valeur du parametre ¢ s’est finalement porté sur 99,95%, conduisant a
lassimilation de la position de déclenchement de 'instabilité capillaire comme Zy;,5¢¢(99, 95%),
qui sera plus simplement notée Z,,s; dans la suite de I’étude. La zone de latence correspond
alors a la zone spatiale [0, Zypset]-
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FIGURE 3.10 — Tracé des positions Z,user(c) selon 3 valeurs du pa-
rametre ¢ : 99,95%, 99,50% et 99,00% pour les points de fonctionne-
ment de la solution S8 en fonction de leur nombre de Reynolds associé.

3.3.2 Longueur de rupture du jet

L’intégralité des jets n’étant pas visualisée dans les images, la mesure de leur longueur de
rupture est effectuée par ’analyse des objets liquides contenus dans les images en chaque fenétre
d’analyse. La détection de la présence de plusieurs objets liquides distincts ou de ’absence
d’objets liquides dans une image révele 'occurrence d’au moins une rupture a la position associée
de la fenétre d’analyse. L’application de cette procédure de détection en chaque fenétre d’analyse
pour les N, images prises permet d’obtenir 1’évolution spatiale de 'occurrence de ruptures de
jet, noté Ny, (2). Cette évolution est tracée en Figure 3.11 pour le point de fonctionnement S5QB.

600

400

200 o Ny (2)
fou (2)
------ Ne =620

fou,z (2)
200 === <Llp,> =43.0mm

<4 LMH (Lpy) = 3.0 mm
150
100

50

30 35 40 45 50 55

FiGURE 3.11 — Evolution spatiale du pourcentage d’occurrences de rup-
tures de jets pour le point de fonctionnement S5QB. Distribution de lon-
gueurs de rupture du jet, extraction de la longueur de rupture moyenne
Ly, et de la largeur & mie-hauteur LM H(Ly,) associées.
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Cette évolution peut alors étre assimilée a la fonction cumulative d’occurences de ruptures,
dérivée de laquelle correspond la distribution de longueurs de rupture du jet. La fonction cumu-
lative est obtenue a partir des mesures par ’application d’un fit mathématique selon la fonction

a 4 parametres définie en section 3.3.1, a savoir :
M—-m

W (3.26)

fbu(z) =m +

grace a la fonction curve_fit de la bibliotheque optimize du module SciPy de Python. La dis-
tribution de longueurs de rupture obtenue est symétrique, caractéristique d’un jet libre. Cette
symétrie a lieu en z = E, correspondant & la valeur moyenne de la distribution, notée (Ly,). La
largeur a mie-hauteur de cette distribution, notée LM H(Ly,), est extraite afin de qualifier la

dispersion des mesures de longueurs de rupture.

Au cours de ce travail expérimental, des tentatives d’application de cette procédure ont été
réalisées sur des jets de solvants (Eau et isopropanol 5 %). Ces tentatives se sont révélées
infructueuses, ceci étant du a ’occurrence de ruptures prématurées des jets. Lors d’une rupture
prématurée, le jet se fragmente et forme une portion de jet, qui a son tour sera sujet a une
fragmentation formant les gouttes finales du spray. Un exemple de rupture prématurée est
présenté en Figure 3.12. Les ruptures prématurées ont lieu en des positions variables du jet
et ne sont pas reproductibles. Pour ces jets, la distribution Ny, ne peut étre assimilée a une
distribution cumulative, et auncune longueur moyenne de rupture n’a donc pu étre extraite.

—_— - ¢eee-—eoe 0- o

FIGURE 3.12 — Image normalisée de la rupture prématurée d’'un jet de
solvant (Eau et isopropanol 5 %).
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3.3.3 Evolutions morpho-topologiques du jet

3.3.3.1 Description multi-échelles

On considére un systéme de dimension 2 défini par I’ensemble Q C R? que l'on cherche &

décrire. Une description géométrique du systeme consiste a localiser tous les éléments de €2

dans un repere (O, e, ez2). Une telle description est accessible par une image matricielle.

Une description morpho-topologique de 'objet (connectivité, courbure géométrique, tortuosité)

est accessible aux travers des quantités/éléments suivants, référés sur ’exemple présenté en
Figure 3.13 :

La surface S de l'objet.

La circonférence L de 'objet, s’écrivant :

L= / dl (3.27)
cQ)

ou C(12) est le sous-ensemble de € constitué des éléments localisés sur le bord de 'objet.
La courbure moyenne H de 'objet, s’écrivant :
H= K dl (3.28)
c(Q)
avec k la courbure locale.

L’aze médian (ou squelette morphologique), étant défini par le sous-ensemble A(£2) de
Q) constitué de tous les éléments de €2 équidistants d’au moins deux éléments distincts
de C(€2). On peut alors définir pour chaque élément x de C(Q2) la longueur dist(x, A) du

segment normale a 'interface qui sépare 1’élément x de ’axe médian.

Le Reach, noté R, étant la distance minimale normale a la surface de I'objet relevée entre
laxe médian et le bord de l'objet : R = min({dist(z, A)},x € C(Q)).

Le Mazx, noté M, étant la distance maximale normale a la surface de ’'objet relevée entre
l’axe médian et le bord de l'objet : M = mazx({dist(z, A)},z € C(N)).

CQ)

FIGURE 3.13 — Schéma d’une description morpho-topologique d un ob-
jet 2D.
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Les quantités L, S et H sont appelées fonctionnelles de Minkowski. Elles présentent plusieurs
caractéristiques parmi lesquelles :

— Etant propres a la géométrie intégrale du systeme, elles sont invariantes par homothétie
et rotation du systeme.

— Elles sont additives i.e. les fonctionnelles de Minkowski d’un ensemble de sous-systemes
équivalent a la somme des fonctionnelles de chaque sous-systéme.

— En dimension 2, H est directement relié a la caractéristique d’Euler x par la relation :
H =2my (3.29)

X prenant la valeur 0 ou 1 si 'objet est homéomorphe a un cylindre 2D ou a un disque,
respectivement.

Les fonctionnelles de Minkowski d’un systeéme ainsi que A, R et M peuvent étre déterminées
par calcul, si des équations paramétriques décrivant €2 le permettent, ou par mesure numérique.
Nous allons voir & présent qu’une description dite multi-échelles du systeme est particulierement
bien adaptée pour cette mesure. Cette description est obtenue au moyen d’érosions successives
du systéeme par un élément structurant, ici un disque de diametre d, comme illustré en Figure
3.14. A chaque échelle d’érosion d correspond un systeme parallele 2(d) de circonférence L(d), de
surface S(d), de courbure moyenne H(d) (Lo, So et Hy désignant les fonctionnelles du systéeme
initial). On introduit dr 1’échelle d’érosion signant l'atteinte du Reach, valant 2R, et de méme
dpr Iéchelle d’érosion signant 'atteinte du Max, valant 2M.

Deux types de systemes se distinguent :

— Les systemes réguliers : le gradient de courbure est défini et continu en chaque élément
de C(Q2). En Figure 3.14, le systeme initital est régulier, ainsi que les systemes paralleles
obtenus apres érosions aux échelles d = 10[L] et d = 25[L]. Thiesset et al. (2019) montrent
que pour tout systeme €2(d) régulier, les fonctionnelles de Minkowski sont dépendantes les
unes des autres par les relations :

L(d) = — 25(d) 4
H(d) = — 2L(d) 4 (3.30)

— Les systemes non-réguliers : il existe des éléments de C(2), appelés singularités, pour
lesquels le gradient de courbure n’est pas défini ou n’est pas continu. Une singularité est
appelée cusp lorsque les points ’avoisinant présentent une courbure locale négative. En
Figure 3.14, le systeme érodé a ’échelle d = 45[L] n’est pas régulier, il présente deux
cusps. Dumouchel et al. (2022) démontrent que si le systéme €2(d) présente un ou plusieurs
cusps, la relation (3.30) n’est plus valable, & moins d’y apporter a ’équation (3.30) un
terme de correction pour chacun des cusps :

L(d) = —25(d) 4 (3.31)
n(d)

H(d)+ ) Ci(d) =—2L(d) 4 (3.32)
i=1

avec n(d) le nombre de cusp(s) que présente le systeme érodé a I’échelle d, pouvant prendre
la valeur 0 si ce systeme est régulier.
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FIGURE 3.14 — Schéma représentant 1’érosion d’un systeme a 3 échelles
différentes ([L] désigne une unité arbitraire de longueur).

Une carte des distances euclidiennes (aussi appelée "EDM”) du systéme est obtenue par la fonc-
tion Distance Map du logiciel FIJI. Comme visible sur la Figure 3.15, cette opération attribue
a chaque pixel z du systéme une valeur de niveau de gris égale & la valeur entiere de dist(x, .A).
Ainsi, les systémes paralleles correspondant aux différents niveaux d’érosion du systeme initial
sont identifiés : le systeme parallele Q(d) est constitué de tous les pixels dont la valeur est

4

inférieure ou égale a d.

FIGURE 3.15 — Carte des distances euclidiennes du systeme.

La mesure de la distribution d’échelles cumulative surfacique Fo est alors réalisée ; cette distri-
bution est définie par :

So—S(d
Ey(d) = 5o = S(d) (3.33)
So
La dérivée spatiale de cette distribution cumulative correspond a la distribution d’échelles sur-
facique es :

L(d
eg(d) = Eg’d(d) = L (3.34)

250

A partir de ces mesures et du systeme d’équations (3.31 - 3.32), une description morpho-
topologique multi-échelles du systeme est possible, par le systeme d’équations :

L(d) = 25062 (Cl)

n(d) .
H(d)+ Y, Ci(d) = —4Spez.q(d) (3.35)

ou les quantités H (d) ainsi que C;(d) sont inconnues a ce stade du développement.
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Ainsi, les jets étudiés dans cette étude expérimentale sont étudiés au travers d’une description
morpho-topologique multi-échelles répondant aux équations :

L(d) = 25062(d)
n(d) (3.36)
2mx(d) + 3 tan(0i(d)) — 0i(d) = —4Soez,a(d)
i=1
En Figure 3.16, la projection d’une colonne liquide déformée de facon sinusoidale est représentée
dans un plan (z,y). Quatre échelles d’érosion d sont schématisées :

— d = 0: il s’agit du systeme original. On note que ce systeme est régulier car il ne comporte
aucun cusp.

— d = dp : le reach du systeme est atteint et deux cusps apparaissent sur I'image synthétique.
— d = d3z > dg : deux cusps sont présents sur I'image synthétique.

— d = dy > d3 : échelle maximale du systeme est atteinte. Les deux cusps évoqués
précédemment disparaissent.

Le systeme original est régulier et son axe médiant est linéaire. Pour un tel systéme, Dumouchel
et al. (2022) expriment la fonction de correction C' comme :

Ci(d) = C(6:(d)) = tan(6;(d)) — 6i(d) (3.37)

avec 0;(d) le petit angle entre la normale a l'interface au point donnant le cusp 4 apres érosion
a Iéchelle d, et 'axe médian du systeme, tel que schématisé en Figure 3.16.

Image Synthétigue

\

(l'\”r /2

A/2 A

FIGURE 3.16 — Schématisation de 1’érosion d’une image synthétique de
jet dans un plan (z,y).

En considérant la symétrie du systeme étudié, cette fonction de correction doit étre considérée
deux fois : une fois pour la partie supérieure du systeme (y > 0) et une fois pour la partie
inférieure du systéeme (y < 0). Par ailleurs, on observe que si le systéme érodé est homéomorphe
a un disque, alors on an = 2 et H(d) = 27. Cette observation se généralise en écrivant : H(d) =
nm. En prenant en compte ces éléments ainsi que 1’expression 3.37, le systéme d’équations (3.36)
devient :

(3.38)

L(d) = 25062(d)
—2L 4(d) =nm+2n[tan(f(d)) — 0(d)]
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A partir des coordonnées du systeme étudié dans le plan (z,y), une équation paramétrique de
la fonction L 4 est établie. Pour ce faire, I'interface supérieure du systeme s’exprime par :

y = a + ncos(kx) (3.39)

ol a désigne le rayon de la colonne non-perturbée, n désigne 'amplitude de la perturbation et
k = 2m/ X\ désigne le nombre d’onde de cette perturbation.

Il est précisé que pour que tous les cusps se situe bien sur I'axe médian, la condition suivante

a? 2\?

est imposée :

Cette approche découle sur le systeme d’équations paramétrique suivant :

d = 2(a+ncos(kx))\/1+ (K sin(kx))?
L(d) = QSoez(d) (3.41)
—2L 4(d) =nm+2n [m — arctan (W)]

avec K = nk.

L’application numérique de ce développement est réalisée sur I'image synthétique présente en
Figure 3.16. Cette image comprend 822 px de largeur et représente une colonne de rayon a =
100 pz déformée selon une perturbation de longueur d’onde A = 822 px et d’amplitude n = 30 pz.
Les échelles maximale et de reach du systeme sont théoriquement données par :

dys = 2(a +1) = 260 px
dr = 2(a —n) = 140 px

En Figure 3.20, la distribution eg 4 théorique est tracée a partir du systeme d’équations (3.53)
et des caractéristiques de I'image énoncées précédemment. D’autre part, la distribution FEso est
mesurée sur la carte des distances euclidiennes par I’équation (3.33). Cette distribution lissée
une premiere fois par une moyenne mobile sur cing points. La distribution e est obtenu par
dérivée centrée selon 1’échelle d’érosion d. La distribution ey subit également un lissage et une
dérivation. Une derniere opération de lissage permet I'obtention de la mesure de ez 4. Celle-ci
est également tracée en Figure 3.20. On observe que :

— Pour des échelles d’érosion d < dg, le résultat théorique donne eg 4(d) = 0 puisque le
systeme érodé reste homéomorphe & un cylindre, donnant H(d) = 0 et n(d) = 0 dans
Iéquation (3.35). Ce résultat confirme le fait qu’aucune rupture topologique n’est créée
par les érosions aux échelles plus petites que celle du reach. Dans ces échelles, la mesure
de ez 4 présente des fluctuations autour de la valeur 0. L'origine de ces fluctuations est at-
tribuée a la pixellisation de 'image et & une amplification due aux opérations de dérivation
successives nécessaires a la mesure de ez 4.

— Aux échelles dg et dys, une dicontinuité de la distribution ez 4 est visible sur la courbe
théorique. Ces deux échelles correspondent & ’apparition et la disparition de cusps, respec-
tivement. Ainsi, pour ces deux échelles, 'angle 0 associé est de 7/2, et le terme correctif
associé C'(#) tend alors vers I'infini. De ce fait, selon I’équation (3.38), la distribution es 4
tend également vers 'infini. La présence de deux pics sur la mesure de e3 4 est représentative
de ces deux discrontinuités.
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— Pour des échelles d’érosions dp < d < dyps, les anges 6 associés aux cusps diminuent et
le terme correctif associé C(#) est fini et non-nulle. La courbe théorique présente une
forme en U et atteint une valeur minimale en d,, = 2av/'1 4+ K2. La courbe de mesure
reproduit également cette forme en U mais présente cependant des fluctuation au niveau
de ce minimum. Ces fluctuations sont également attribuées a la pixellisation de I'image et

aux opérations de dérivation.

— Pour des échelles d’érosions d > djy, le résultat trivial ez 4(d) = 0 se vérifie par la théorie

et la mesure.
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O Mesures
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FIGURE 3.17 — Tracés des distributions ez 4 théorique et mesurée as-
sociées au systeme synthétique présenté en Figure 3.16.

Cette procédure a été effectuée sur d’autres cas d’études, faisant varier plusieurs parametres :

— La phase de la perturbation : ce parametre n’altére ni le résultat théorique, ni la mesure.
Ceci est cohérant puisque les fonctionnelles de Minkowski sont issues des éléments de
géométrie intégrale du systeme étudié.

— Lerapport 77/ a : ce parametre influe sur la qualité de la mesure pour des échelles d’érosions
dr < d < dp;. On note que ’écart entre la théorie et la mesure est acceptable lorsque ce

rapport est compris entre 10 % et 40 %.

— Le nombre de longueur d’onde compris dans I'image : ce parametre n’a pas d’influence

significative sur la qualité de la mesure.

Ces applications ont montré que la description multi-échelles permet d’accéder aux caractéristiques
morpho-topologiques des jets. Une expression analytique des fonctionnelles de Minkowski propres
a un cylindre et & une sphere est également déterminée en dimension 2 (Dumouchel et al., 2017).
L’érosion de la projection 2D d’un cylindre de diametre D, et de longueur L. est schématisée
en Figure 3.18; on précise que la projection des surfaces latérales ne subit pas d’érosion. Pour
un tel systéme, on a :

1
ex(d) = | D pour d < D, (3.42)
0 pourd> D,



3.3 Mesures et analyses 121

La distribution ey propre a ce systeme est tracée en Figure 3.18. Il s’agit d’une fonction échelon
qui n’est pas continue ni dérivable en d = D.. Ainsi, la distribution ej 4 est nulle pour toute
échelle d’érosion d sauf en d = D, ou elle prend une valeur infinie. L’érosion de la projection
2D d’une sphere de diametre D, est schématisée en Figure 3.18 .Pour un tel systeme, on a :

2 (1-4 d < D,
ea(d) =4 Ds ( Ds> pour ¢ < (3.43)
0 pour d > D

La distribution es propre a ce systeme est tracée en Figure 3.18. Il s’agit d’une fonction linéaire
de d pour d < D,. Cette fonction n’est pas dérivable en d = D,. Ainsi, ez 4 est constante et
non-nulle pour toute échelle d < D;.

I ‘$ d e 1/Dc Cylindre v

= Sphere

2/Dq 08

0.6
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dlL]
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FIGURE 3.18 — Schéma de 1’érosion d’un cylindre et d’une sphere (a
gauche). Tracés des distributions es et ey 4 associées avec : D, = 15[L],
Dy =35[L], L. = 60[L] (& droite).

Les objets liquides constituant un jet liquide peuvent étre décrits par ’assemblage de cylindres
et de spheres. L’assemblage de ces deux types de systeme se fait au moyen d’une jonction
circulaire, comme visible en Figure 3.19. Un tel systeme est représentatif de la géométrie de
perle-sur-ficelle et son étude constitue alors un intérét particulier dans le cadre de I’étude des
jets viscoélastiques. Pour un tel systeme, Tirel (2019) montre qu’on a :

SrDic—l—(l—ST)D% (1—D%> pour d < D,
ea(d) = (1-— ST)DAS (1 — Dis) pour D. < d < Dj (3.44)
0 pour d > D
avec
L.D.
G =—— (3.45)
LeDe+ =5

Les distributions ez et ez 4 propres a ce systeme sont tracées en Figure 3.19. Pour d < D,
e2(d) est constante et est représentative de la partie cylindrique du systéme. Pour d > D, ea(d)
présente une décroissance progressive comme en témoigne I’évolution —es 4(d) qui décroit de
Pinfini pour d = D, jusqu’a converger vers une valeur constante au voisinage de d = D;. En
d = D, la fonction ey 4(d) présente un échelon, caractéristique de la présence d’une sphere (Eq.
(3.43)). Ainsi cette application montre que la forme du pic de la distribution ep 4 est directement
liée a la géométrie de la jonction liant la partie cylindrique de la partie sphérique du systeme.
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FIGURE 3.19 — Schéma de ’assemblage d’un cylindre et d’une sphere
avec jonction circulaire (& gauche). Tracés des distributions eg (trait
plein) et es 4 (point-tillés) associées avec : D. = 15[L], Dy = 35[L],
L. =60[L] et Ry = 8.75[L] (a droite).

Par ailleurs, les fonctionnelles de Minkowski étant additives, elles sont adaptées a la description
multi-échelles d’un ensembles de systemes. En particulier, Thiesset et al. (2019) établissent une
expression analytique des fonctionnelles propres & un ensemble de cylindres et a un ensemble

de spheres dont les diametres D se répartissent selon la distribution cumulative numérique Fy.

La distribution d’ensemble €29 s’exprime :

Ensemble de cylindres :  257°%¢]% (d) = =N L fy(D)
(3.46)
Ensemble de spheres :  257%%e]%(d) = —&r(1 - Fy(D))

ol N désigne le nombre de systémes contenus dans I’ensemble, S*! désigne la somme des sur-
faces des systemes contenus dans I’ensemble et fy(D) = Fy p(D).

Les différentes dynamiques des jets sont étudiées par I’évolution temporelle de leurs caractéristiques

morpho-topologiques. On s’intéresse en particulier a I’évolution temporelle de deux échelles, qui
sont le Reach R et le Max M.

3.3.3.2 Mesures d’échelles dr et dj; du jet

Afin d’identifier les deux échelles d’érosion caractéristiques dgr et dys, les ditributions Es, es
sont étudiées. En Figure 3.20, les distributions associées a l'image synthétique présentée en
Figure 3.16 sont tracées. Comme évoqué précédemment, 1’érosion du systeme aux échelles dr
et djs signe 'apparition d’un premier cusp et la disparition d’un dernier cusp, causant deux
discontinuités de la distribution ez 4. Ces discontinuités sont visibles sur les distributions E> et
ea, tracées en Figure 3.20. Ainsi, ces échelles peuvent étre repérées sur les distributions Fs et eo
comme ’échelle la plus petite et ’échelle la plus grande auxquelles survient une discontinuité,
respectivement. En pratique, ces deux échelles sont mesurées de la facon suivante :

— L’échelle dps est la plus petite échelle d’érosion pour laquelle Es(d) = 1, comme présenté
en Figure 3.20.
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— L’échelle dg est déterminée a partir de la distribution es. En raison de la forte pixellisation
des images dans les petites échelles d’érosion, la distribution F5 est préalablement lissée par
une moyenne mobile sur cing points avant dérivation, puis lissée une deuxieme fois apres
dérivation par rapport a d. L’échelle dr est alors détectée sur la distribution ey (Figure
3.20) de facon itérative suivant deux criteres :

— e2(dR) doit étre compris entre 95% et 105% de €2 maz, €2,mae €tant la valeur maximale
de la distribution es. Cette valeur est obtenue en moyennant les distribution d’échelles
associées aux 4 premieres échelles d’érosion non nulles : €24, = (€2(7)),_ 1,6,8,10°
repérées en noir sur la Figure 3.20.

— En aval de I’échelle dg, la pente relative de la distribution e doit excéder une certaine
valeur qu’on notera ici y :

ez(dR) — eg(dR + 1) S

€2 max

Cette procédure de détection est appliquée pour toutes les échelles d’érosion d a partir de
dyr jusqu’a d = 4. Lorsque aucune échelle d’érosion ne satisfait les deux criteres présentés
ci-dessus, la valeur du parametre y est abaissée pour une itération suivante. Cette procédure
itérative est nécessaire du fait d’un bruit de mesure de la distribution Fs aux petites échelles
et également de la présence éventuelle d’un point d’inflexion entre les échelles dgr et dyy,
comme visible en Figure 3.20.
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FIGURE 3.20 — Tracés des distributions Fs, es mesurées sur le systeme
synthétique présenté en Figure 3.16. Repérage des échelles dr et dyy.

L’application de cette procédure sur le systeme synthétique donne dg = 140 px pour 140 px en
théorie et dj; = 262 px pour 260 px en théorie. L’erreur de mesure relevée lors de ’application
de la procédure sur différents systeme synthétiques reste inférieure ou égale a 4 pz. Ce niveau de
précision est satisfaisant, le pas de précision de la mesure multi-échelle par carte des distances
euclidiennes étant de 2 pzx.
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3.3.3.3 Diameétre moyen du jet

Entre la sortie de la buse d’injection et le déclenchement des instabilités capillaires, la phase
liquide est soumise a un réarrangement du champ de contraintes et du champ de vitesses, et
subit I'influence de I'air ambiant. Cette zone a été définie comme la zone de latence du jet et
mesurée en section 3.3.1. Dans cette zone, bien qu’aucune perturbation ne croisse au cours du
temps, des déformations de la surface du jet peuvent se manifester. Le diametre local du jet
peut alors différer de celui de la buse d’injection D,,. Afin de prendre en compte ces effets, on
introduit un diametre moyen du jet non-perturbé Dj.;. Sa valeur est calculée en Z,pse par :

<Djet> = %<dM(Zonset) + dR(Zonset)> (347)

ou (e) = Zf\il e;/ N;. A la méme position, une valeur moyenne de 'amplitude de perturbation

initiale 7 est mesurée par :

1

(n) = 2 {das(Zonser) = dr(Zonset)) (3.48)

A partir de la mesure de (Dj¢;) et du débit volumique @, une vitesse de jet Vje; est déterminée
par :

4Qy
7T<Djet>2

Cette vitesse differe légérement de la vitesse d’injection Vj,;, qui elle est calculée a partir du

Vier = (3.49)

diametre d’orifice de buse D,.. A chaque position z du jet, un temps équivalent ¢ est associé

(:) = - [V + 202 = Vil (3.50)

Cette relation s’appuie sur la formule de la chute libre, permettant ainsi la prise en compte des

par la relation :

effets de gravité sur le jet.

3.3.3.4 Taux de croissance des instabilités capillaires

La mesure du taux de croissance des instabilités capillaires s’effectue a partir de ’évolution
temporelle de la déformation de la surface des jets. Cette derniére est accessible a partir de
deux échelles moyennes différentes : (dr)(t) et (das)(t). Par construction, elle est également
accessible par (n)(t) = $(dy — dg)(t). L’évolution temporelle de ces trois grandeurs moyennes
est tracée en Figure 3.21 pour le point de fonctionnement S5QA. Le temps de déclenchement
des instabilités, noté T;,s; et mesuré en section 3.3.1, est également repéré sur cette figure.
On peut constater qu'une croissance/décroissance de type exponentielle de ces trois grandeurs
prend forme en T,,4¢ Ou en son voisinage.

On remarque que pour des temps inférieurs a Ty,set, C'est-a-dire dans la zone de latence, ces
grandeurs évoluent légerement, mais leur évolution n’est pas exponentielle. En ce sens, pour
tous les cas de fonctionnement étudiés, T,,se; apparalt comme le point de déclenchement des
instabilités capillaires et confirme la consistence de la procédure POD introduite en section
3.3.1. De ce fait, 'évolution temporelle des quantités in ((dr) + (Djet)), In ({(dar) — (Djer)), et
In ({n)) est tracée afin de repérer un intervalle de temps correspondant au régime de Rayleigh,
en Figure 3.21.
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Dans cet intervalle de temps, un fit mathématique de (dr)(t), (dar)(t), et (n)(t) est appliqué
selon les fonctions :

(dar)(t) = far(t) = Bag emlETonset) 4 5
(dr)(t) = fr(t) = Br el Torset) 4 5 (3.51)
m)(t) = fo(t) = By e Tonee) 4 5,

grace a la fonction curve_fit de la bibliotheque optimize du module SciPy de Python. Cette
fonction comporte trois parametres : «, 0 et d. a est le taux de croissance temporelle des
instabilités. Le parametre 3 correspond a ’amplitude initiale de la perturbation. Le parametre
J est une constante, dont la valeur est proche de (D) lorsque le fit est appliqué a (dg)(t) et a
(dar)(t), et proche de 0 lorsque le fit est appliqué a (n)(t). Ces trois fits sont visibles en Figure
3.21.
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3.3.3.5 Longueurs d’onde de perturbations

La détermination de la longueur d’onde de perturbation des jets est effectuée a partir de la
mesure de la distribution ep 4 et & partir du systeme d’équations (3.53) établi en section 3.3.3.1
et rappelé ci-apres :

d = 2(a+mncos(kx))\/1+ (K sin(kx))?
L(d) = 2Spea(d) (3.52)
—2L 4(d) =nm+2n [m — arctan (m)]

avec K = nk. Ce systeme d’équations se réécrit de la facon suivante :

~—

y(kx) = a-+ncos(kx)

_n@d |z 1 1
—627d(d) = ZTO bl + ﬁ — arctan ﬁ (353)
2y(ka) ) 2y(kz) )

2y (kx)

Pour différentes images synthétiques, la comparaison des distributions ez 4 théoriques et me-

\

surées montrent que de facon générale, les échelles dy et do sont les échelles qui présentent un
écart minimal entre la théorie et la mesure. Ces deux échelles sont repérées comme les échelles
d’érosion précédant les pics de mesure de ez 4, comme visible en Figure 3.20. Ainsi, la résolution
numérique du systeme d’équation (3.53) est effectuée pour les échelles d’érosion d; et da. Les
nombres de cusps n(d;) et n(dy) associés a ces échelles sont déterminés en utilisant les modules
cv2 et skimage de traitements d’images de Python. En appliquant la procédure de détermination
de la longueur d’onde sur 'image synthétique présentée en Figure 3.16, on trouve :

A1 = 683.8 px

Ao = 949.8 px
I’image synthétique ayant été construite sur la base d’une perturbation de longueur d’onde
822 px, les résultats de mesures montrent une sous-estimation de 16.8 % a I’échelle d; et une

sur-estimation de 15.5 % & I’échelle dy. On introduit la longueur d’onde équivalente A4 corres-
pondant & la moyenne des deux longueurs d’ondes déterminées :

1
)\eq = 5()\1 + )\2) (3.54)

Pour le cas synthétique étudié, on a Ao, = 816.8 px, correspondant a une sous-estimation de
seulement 0.6 %. Ce résultat valide la mesure de la longueur d’onde par la description multi-
échelles.

La procédure de détermination des longueurs d’onde est appliquée aux images expérimentales.
Au vu d’un manque de précision sur la détermination de ey ¢(d) lorsque 'amplitude 7 est trop
faible, les conditions suivantes sont établies :
m =PI 18 (3.55)
= B tlied 5 18 (3.56)

La condition d’un axe médian linéaire (3.40) doit également étre vérifiée aux deux échelles, i.e. :

Diet)? [ AN\:  (Dje
m<\/<“>+< ) _ {Diet) pour i=1,2 (3.57)

16 o 4

Les images ne vérifiant pas les condition (3.55), (3.56) et (3.57) ne sont pas considérées.



3.3 Mesures et analyses 127

3.3.3.6 Propriétés élongationnelles du liquide

Dans cette section, la zone de régime élasto-capillaire (REC) du jet décrite en section 1.3.2.3
est identifiée. Une mesure du temps de relaxation et de la viscosité élongationnelle terminale
du liquide est réalisée. Ces mesures sont illustrées en Figure 3.22 sur le cas de fonctionnement
S5QD. Elles sont réalisée sur ’appui des éléments de la littérature suivant :

— Durant le REC, le taux de déformation é subit par le jet est constant et peut se mesurer
comme : .
d
¢ = —ol0r) (3.58)
(dr)
Afin de mesurer cette quantité, ’évolution de 1’échelle moyenne (dg) est étudiée. Pour
s’affranchir au mieux du bruit expérimental que comporte 1’évolution temporelle de (dgr),
un lissage paramétrique de type Lowess est préalablement effectué sur (dg)(t). Pour ce faire,
la fonction smoothers_lowess de la bibliotheque nonparametric du module Statsmodels de

Python est utilisée (Figure 3.22-a)). Une dérivation centrée de cette fonction lissée permet

Pobtention de (dg)(t). Le rapport —2%@) est tracé en Figure 3.22-b).
— Dulrant le REC, la dynamique d’amincissement du jet suit une décroissance temporelle en
e (Mathues et al., 2018), imposant :
@ - _1 (3.59)
(dR) 2t,
Cette équation, associée a la définition de € en équation (3.58), permet la détermination
du temps de relaxation par :

te == (3.60)

Cette quantité est tracée en Figure 3.22-c).

— Durant le REC, la viscosité élongationnelle apparante 7ng 4y, est caractérisée par une
évolution temporelle croissante. A la sortie du REC, les chalnes polymériques ont été
déroulées et étirées a leur maximum. Dans le régime visco-capillaire (RVC), la dyna-
mique d’amincissement d’un ligament est alors linéaire et caractérisée par la viscosité
élongationnelle terminale définie par :

Net = —@ (3.61)

Cette quantité est tracée en Figure 3.22-d).

— La largeur de distribution sans dimension LD(dg) est un indicateur de la dispersion des
valeurs de dg. Elle est définie par :

2
LD(dg) = dR—QTQ — (3.62)
dR3y
Durant le REC, Tirel et al. (2020) montrent qu’en supposant qu’au début du REC tous
les polymeres sont caractérisés par le méme temps de relaxation, une variation temporelle
de LD(dR) correspond & une variation du temps de relaxation des polymeres ¢,. Cette
quantité est tracée en Figure 3.22-¢).
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Comme visible en Figure 3.22, I’évolution temporelle des quantités présentées ci-avant fait ap-
paraitre 6 zones temporelles, numérotées de 1 & 6 par ordre d’apparition :

Dans la zone 1 : L’absence de croissance de g 4, indique que le REC n’a pas débuté.

Dans la zone 2 : Une croissance de 1g, qpp indique le début du REC. Cependant, 1'observa-
tion d’une décroissance de €, et donc d’une croissance de t,, est incohérente physiquement. La
présence d’un pic de LD(dr) dans cette zone indique une forte dispersion des valeurs de dr. On
en déduit que la zone 2 est une zone de recouvrement entre la zone de RIC et la zone de REC.
Cette déduction s’est confirmée par la diversité des profils d’interfaces visualisés sur les images :
au temps correspondant au pic de LD(dg), des déformations sinusoidales sont observées sur
certaines images alors que sur d’autres images la formation de structures de perles sur ficelle
est visiblement déja avancée. La position du pic de LD(dR) est choisie pour délimiter la fin de
la zone de régime inertio-capillaire (RIC) et le début du REC. On note cette position Z .

Dans la zone 3 : Une croissance de 1g 4pp accompagnée d’une stagnation de ¢, de ¢, et de
LD(dg) indiquent une zone de REC dite "pure” (pas de recouvrement avec un autre régime).
La position de début de ce régime pur est désignée par Z}é ECp

Dans la zone 4 : Une croissance de 7g qpp indique que le REC n’est pas terminé. Cependant,
une croissance de €, et donc une décroissance de t, sont observées, ainsi qu’'une croissance de
LD(dg). On attribue ces variations a la présence de mécanismes de dégradation des chaines
polymeériques, entrainement une diminution du temps de relaxation de ¢,; a t, ;. La pente v de
cette diminution est extraite par ’application d’une régression linéaire de ¢,(¢) dans la zone 4.

Dans la zone 5 : Les quantités étudiées observent les mémes variations que dans la zone 3.
On en déduit que la zone 5 est également une zone de REC pure.

Dans la zone 6 : Une stagnation de ng 4pp a la valeur ng; est observée. On en déduit que le
commencement de la zone 6 correspond & la fin de la zone de REC et au début de la zone de
RVC. On note cette position Z]J;EC.

Ainsi, I'étude de I’évolution temporelle des grandeurs (dg), ¢, ¢ 1, et LD(dr) permet d’affirmer
que la considération systématique d’un temps de relaxation constant dans la zone de REC n’est
pas correcte.

La procédure d’identification exposée ci-avant pour le cas de fonctionnement S5QD est appliquée
pour les jets de solutions S8 et S5. On note par ailleurs que les zones 3, 4 et 5 sont de taille
variable, et que la zone 5 n’est pas systématiquement présente. Pour les jets de solutions S1 et
S06, sauf exception, aucune zone de REC n’a pu étre détectée par cette procédure, témoignant
de la tres faible viscoélasticité de ces solutions. Lorsqu’une zone de REC est détectée, ses position
de début Z}é pe et defin Z {2 e sont identifiées. Les temps de relaxation t,; et ¢,y sont déterminés,
ainsi que le coefficient de dégradation temporel v associé. La viscosité élongationnelle terminale
du liquide ng; est également mesurée.
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3.3.3.7 Coalescence

Lorsque le jet présente des structures de perles sur ficelle, le phénomene de coalescence de perles
peut survenir. Ce phénomene, notamment étudié par Li et Fontelos (2003), est décrit comme un
coulissement d’une perle vers une autre ou de deux perles le long du ligament. Ce phénomene
donne alors naissance & une perle d’échelle plus importante (3.23-b)), mais aussi & un ligament
plus long (3.23-c)).

@ b— —

a) b) c)

FIGURE 3.23 — Exemple d’une image : a) sans coalescence, b) avec coa-
lescence mais non comptabilisée dans le calcul de &, ¢) avec coalescence
comptabilisée dans le calcul de &.

Une procédure de détection d’occurrence de coalescence est effectuée, se basant sur la détection
de ligament ne comportant pas de perle. Pour se faire, les échelles caractéristiques dr et dys
sont mesurées et comparées. Un cas d’occurrence de coalescence est comptabilisé lorsque :

dy —dr < 0.3 <Djet> (363)

Cette procédure de détection est appliquée en chaque fenétre d’analyse. Les images présentant
une rupture de jet, repérées en section 3.3.2 dans le cadre de la mesure de longueur de rupture
du jet, sont écartées de cette analyse. Par position, un pourcentage d’occurrence de coalescence
est alors extrait, et noté £. En Figure 3.24, £(z) est tracé pour le point de fonctionnement S8QC.
Seuls les positions z situées en aval de Z}é pc sont étudiées.
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FiGURE 3.24 — Tracé de I’évolution spatiale du pourcentage d’occur-
rence de coalescence £(z) et mesure de &4, pour le point de fonction-
nement S8QC.

On constate que le pourcentage de coalescence augmente linéairement a partir d’une position
Z%Ecp >z > Z%EC. Cette observation est cohérente puisque la coalescence n’est attendue que
sur des structures de perles-sur-ficelle. Par ailleurs, on remarque que £(z) continue sa croissance
au-dela du REC. Le pourcentage de coalescence prend une valeur maximale &4, dans le RVC.
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3.3.4 Tailles de gouttes
La mesure de tailles de gouttes est effectuée suivant deux techniques :

— La méthode dite multi-échelles basée sur les mesures de la distribution d’échelles Es.

— La méthode dite directe basée sur ’analyse d’images.

Ces deux méthodes sont appliquées sur les images traitées completes, ¢’est-a-dire sans procéder
a une division en fenétre d’analyses comme décrit en section 3.2.2.

3.3.4.1 Méthode multi-échelles

Comme montré en section 3.3.3.1, la distribution es 4 ¢ contient les caractéristiques des distribu-
tions de spheres d’un systeme. Sachant la propriété d’additivité des fonctionnelles de Minkowski
et equation (3.46) propre a un ensemble de spheres, on a :

ST ETNd) = YN SiEj(d)
(3.64)
25Tete]ol(d) = —2E (1 — Fyo(D))

Ainsi, la procédure de détermination de la distribution de taille de gouttes consiste en la mesure

de E2T °t et en l'application d'une triple dérivée. En Figure 3.25, la distribution eQT’?lt est tracée
pour le point de fonctionnement S8QC. Dans les faibles échelles d’érosion, un bruit de mesure
est présent, et ne permet pas d’identifier correctement une éventuelle distribution de gouttes
satellites. De plus, les images analysées pour cette application contiennent dans certains cas
encore des objets liquides qui ne sont pas totalement atomisés, comportant ainsi des struc-

tures liquides de petite échelle. Pour ces raisons, 'attention est ici exclusivement portée sur les

gouttes principales, d’échelles DP plus importantes. Un intervalle d’échelles [Dfm-n; D;jnam] de la
distribution de tailles de gouttes principales est identifié :

— L’échelle D? . correspond & la séparation de egglt de la valeur plateau egj’dr"p 5

— L’échelle Db, correspond & ’échelle la plus grande & partir de laquelle e%jf’it = 0 pour

toute échelle supérieure.

La distribution eggtd contenue dans l'intervalle de ces échelles est tracée en Figure 3.25. Le

diametre moyen DY, des gouttes principales est mesuré. Le nombre totale de gouttes mesurées
Narops est estimé a partir de la deuxieme équation du systeme (3.64) :

2
Nd'rops = _;SToteg:(;t,drops (365)

eg'zlt’dmp * étant la valeur plateau repérée tel que sur la Figure 3.25.

Pour I'exemple présentée en Figure 3.25, on trouve Ny,qps = 1209. Ce résultat nous donne une
indication sur la consistence de la mesure de taille de gouttes. Pour tous les cas de fonction-
nement étudiés, on a Ngrops > 1000. La consistence de la mesure est évaluée en comparant
la surface mesurée ST des objets liquides contenus dans les images analysées a la surface
Sdrors calculée & partir du diametre moyen DY, des grosses gouttes considérées alors comme

sphériques :
D?
SdTOpS == Ndropsﬂ- 410 (366)
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On trouve ainsi I’écart relatif suivant :

Sdrops _ STot
~3,1% (3.67)

STot
Cet écart relatif est faible et reste inférieur & 6% pour tous les cas de fonctionnement étudiés.
On en déduit d’une part que les éventuels objets liquides de faible échelle ne constitue pas une
source d’erreur importante dans la mesure de tailles de grosses gouttes, et que ces dernieres sont

relativement sphériques.
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3.3.4.2 Méthode directe

Cette méthode consiste a analyser la forme des objets liquides par traitement d’images. Comme
visible en Figure 3.26, les objets localisés sur les bords de I'images ne sont pas considérés (objets 1
et 8). Un fit est appliqué au contour des objets liquides restants : il consiste & associer & chaque
contour l’ellipse la plus proche possible du contour original et dont la surface équivaut a la
surface de I'objet original. Ce traitement est réalisé sur le logiciel FIJI en utilisant les fonctions
Analyze Particles et Fit Ellipse. Pour chaque objet considéré, la longueur de ’axe majeur L et
de ’axe mineur [ de l'ellipse équivalente sont extraites, permettant ’analyse suivante :

— Si L < 200 pm : L’objet est considéré petit et automatiquement sphérique (objets 3
et 5).

— Si L > 200 pum : L’objet est considéré grand, et il est considéré sphérique si % <0.9
(objets 4, 6 et 7).
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FIGURE 3.26 — a) Exemple d’une image originale, b) Elimination des
objets liquides localisés en bord d’image et application d’un fit elliptique
aux objets restants, ¢) Elimination des objets considérés non sphériques.

Comme on peut le voir en Figure 3.26, cette procédure vise a écarter les objets non-sphériques,
qu’il s’agisse de gouttes déformées ou d’objets liquides encore connectés par un ligament. On
associe aux objets considérés sphériques un diametre équivalent défini par :

D= %(L +0) (3.68)

En Figure 3.27 est présentée la distribution de taille de gouttes obtenue par la méthode directe
pour le cas de fonctionnement S8QC. Deux distributions se distinguent : 'une traite des gouttes
principales (en gris) caractérisée par un diametre moyen DY, et l'autre traite des gouttes sa-
tellites (en blanc) caractérisée par un diametre moyen D53¢. La proportion en gouttes satellites

Dsat €St calculée ; elle vaut ici 18.5 %.
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Ficure 3.27 — Distribution de tailles de gouttes obtenues par la
méthode directe sur le cas de fonctionnement S8QC.

3.3.4.3 Comparatif des deux méthodes

La méthode multi-échelles ne permet pas une mesure fiable des gouttes satellites. Cependant,
une superposition des deux distribution de tailles de gouttes principales en Figure 3.28 nous
montre une bonne fiabilité concernant la mesure de celles-ci. En effet, les distributions sont
tres proches 'une de 'autre, avec un écart de diametre moyen de 7 um seulement. On note
tout de méme que la méthode multi-échelles n’est pas tout a fait fiable sur les bords de cette
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distribution. En particulier, I'échelle D? . n’est pas correctement déterminée, elle est surévaluée.
Cette erreur est attribuée au bruit induit par la mesure de la distribution Es, et amplifié par
trois opérations de dérivation successives par rapport a I’échelle d’érosion d.
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Ficure 3.28 — Comparaison des distributions de tailles de gouttes
principales obtenues sur le cas de fonctionnement S8QC par la méthode
multi-échelle et par la méthode directe.

3.3.5 Schématisation des éléments mesurés

En Figure 3.29, une vue schématique des différentes mesures exposées ci-avant est présentée.
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FIGURE 3.29 — Schématisation des différentes mesures effectuées sur les
jets.
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3.4 Resultats

Dans cette section, les éléments mesurés précédemment sont présentés pour tous les cas de fonc-
tionnement. Les différents régimes d’évolution des jets sont exposées et chaque phase d’évolution
des jets est analysée dans I'ordre suivant : le processus d’injection et le mécanisme de dégradation
associé, le déclenchement et le développement des instabilités capillaires, ’écoulement élongation-
nel du REC et un second mécanisme de dégradation associé, et les caractéristiques des gouttes
résultantes, associées au phénomene de coalescence.

Les valeurs numériques des principales mesures effectuées en section 3.3 sont présentées dans
trois tableaux différents situés en Annexe B : le tableau B.1 contient les résultats relatifs a la
zone neutre et au régime inertio-capillaire des jets, le tableau B.2 contient les résultats relatifs
aux régimes élasto-capillaire et visco-capillaire des jets, et le tableau B.3 contient les résultats
relatifs a la rupture des jets et aux gouttes résultantes.

3.4.1 Régimes d’évolution des jets

Pour chaque point de fonctionnement, en Figure 3.30 et 3.31, les zones associées a chaque
régime sont représentées spatialement et temporellement, respectivement. Les jets de solutions
S5 et S8 se distinguent par la présence d'un régime élasto-capillaire qui a pu étre détecté en
section 3.3.3.6. La procédure utilisée a permis entre autres d’établir un intervalle de temps
[t%EC;tﬁEC} et d’espace [ZIQEC; Z};EC} associés au REC, et donc indirectement les positions
et temps associés a la fin du RIC et au début du RVC. Ainsi, pour ces jets, trois régimes ont
pu étre identifiés & la suite de la zone de latence : le régime inertio-capillaire, le régime élasto-
capillaire, et le régime visco-capillaire. Pour les jets de solutions S06 et S1, cette procédure n’a
pas permis d’identifier un régime élasto-capillaire. Ainsi, pour ces jets, seulement deux zones
ont été distinguées : la zone de latence, et la zone suivante, désignée sous le terme de zone active.
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FiGURE 3.30 — Représentation spatiale des jets par zones pour tous les
points de fonctionnement étudiés.
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FiGURE 3.31 — Représentation temporelle des jets par zones pour tous
les points de fonctionnement étudiés. La légende est la méme qu’en
Figure 3.30.

Apres avoir exposé la méthode de détermination des échelles dg et djps, 'intéret est porté sur
leur évolution. En Figure 3.32, les distributions de dp et dj; mesurées sur 600 images sont
tracées en différentes positions du jet, pour le point de fonctionnement S5QA. Superposée a ces
distributions, la distribution moyenne (es 4) est également tracée. Quatre positions différentes
ont été choisies, appartenant a la zone neutre du jet, a la zone de régime inertio-capillaire (RIC),
a la zone de régime élasto-capillaire (REC), et enfin & la zone de régime visco-capillaire (RVC).
Les observations sont les suivantes :

Dans la zone neutre, les distributions de dgr et de djs sont quasiment confondues. Ces dis-
tributions sont tres étroites, de méme que la distribution (e 4), qui est localisée aux mémes
échelles. En effet, dans cette zone, les déformations de surface du jet sont minimes. Dans cette
zone, (e2 4) caractérise presque exclusivement une distribution de taille de cylindre.

Dans la zone de régime inertio-capillaire, les distributions de dg et de djs restent centrées
mais s’élargissent de facon comparable, et leur valeur moyenne s’éloigne 1'une de I'autre. Cela
saurait s’expliquer par le développement dans cette zone de perturbations de surface de type si-
nusoidale. La distribution (e 4) s’élargit également tout en restant centrée. Cependant, I’échelle
d caractérisant son pic semble inchangée. De méme que dans la zone neutre, (ez 4) caractérise
ici une distribution de taille de cylindre.

Dans la zone de régime élasto-capillaire, la distribution de dr s’amincie et se déplace
dans les petites échelles. Elle n’est pas centrée : une traine du pic de distribution est visible
dans le sens de 'augmentation de d. La distribution de dj; quant a elle s’est élargie et déplacée
vers les plus grandes échelles. Elle n’est pas non plus centrée : une traine du pic de distribution
est visible dans le sens de la diminution de d. Le régime élasto-capillaire est caractérisé par
la formation de structures de perles-sur-ficelles. La distribution de (e 4) présente un pic tres
étroit dans les petites échelles. Le pic de cette distribution ne correspond pas tout a fait au pic
de la distribution de dr. C’est la portion montante de ce pic qui est associée a la distribution
de diametre de ligaments, la portion décendante étant associée a la distribution de taille des
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éléments de raccordements. La présence de ces éléments indique que les pinch-off ne sont pas
(encore) présents sur les ligaments. Ce pic est suivi d'un plateau dans les échelles médianes et
d’une diminution progressive dans les grandes échelles, qui quant a elle est associée a la distri-
bution de taille de perles.

Dans la zone de régime visco-capillaire, les trois distributions observent un profil similaire
que celles de la zone de régime élasto-capillaire. Cependant, on note que la traine associée a la
distribution de dr a quasiment disparu, signant la réduction des éléments de raccordement et
I’apparition de pinch-off sur les ligaments. D’autre part, la traine associée a la distribution de
dyr est toujours présente, et rencontre méme la distribution de dg. Cette caractéristique est le
signe de l'occurrence de phénomenes de coalescence : certaines gouttes se déplacent le long du
ligament jusqu’a coalescer avec une autre perle, laissant ainsi une ficelle sans perle, qui se trouve
étre caractérisé par deux échelles dp et djs voisines. Cet élément d’analyse a été exploitée par
la procédure exposée en section 3.3.3.7.
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FIGURE 3.32 - Distributions de dg, de dp, et (e2 4)(d) mesurées sur 600
images dans la zone neutre, la zone de régime inertio-capillaire (RIC),
la zone de régime élasto-capillaire (REC), et la zone de régime visco-
capillaire (RVC) pour le point de fonctionnement S5QA.
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En Figure 3.33 sont tracées les longueurs d’instabilité capillaire des jets, définies par (Ly,) —
Zonset, €n fonction du nombre de Reylolds. Pour les solutions S1 et S06, ces longueurs sont pro-
portionnelles au nombre de Reynods, comme prévu par la théorie, permettant deux régressions
linéaires satisfaisantes et tres proches I'une de ’autre. Ce n’est pas le cas pour les solutions S5
et S8 pour lesquelles une déviation de ces longueurs vers de plus faibles valeurs est observées
pour les points de fonctionnement de nombre de Reynolds plus importants. Cette déviation
est également observée dans les travaux de Mun et al. (1998). Pour les solutions S5 et S8, les
régressions linéaires sont réalisées en ne prenant en compte que les cinq et quatre premiers
points de fonctionnement, respectivement. On note par ailleurs que pour de faibles nombres de
Reynolds, la longueur des instabilités est plus importante pour les solutions S5 que pour les
solutions S8 et que cette tendance s’inverse en augmentant le nombre de Reynolds.
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FiGURrE 3.33 — Diagramme de stabilité des jets pour tous les points de
fonctionnement étudiés.

3.4.2 Processus d’injection et dégradation associée

En Figure 3.34-a), les temps de relaxation t,; sont tracés en fonction du taux de déformation dans
I'injecteur, défini par é;,; = 8Q,/ (wD3,). Ces temps de relaxation sont mesurés par la procédure
décrite en section 3.3.3.6 et caractérisent le liquide ayant subit une éventuelle dégradation dans
I'injecteur sans avoir encore été dégradé par I’écoulement élongationnel prenant place dans le
REC. On constate dans un premier temps que t,; est systématiquement plus élevé pour la
solution S5 que pour la solution S8. La solution S8 est caractérisée par des chalnes moléculaires
plus longues et un plus grand volume pénétré. De ce fait, cette solution est plus susceptible
d’étre dégradée lors du processus d’injection. On constate ensuite que t,; diminue avec le taux
de déformation. Pour les deux solutions, cette diminution semble linéaire.
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FIGURE 3.34 — Tracés :
taux de déformation dans l'injecteur é;,; et b) de l'indice de scission

a) du temps de relaxation t,; en fonction du

IS;,; en fonction du nombre de Reynolds Re pour S5 et S8.

Ces résultats sont mis en perspective avec ceux obtenus expérimentalement par Merrill et Leo-
pairat (1980). Dans leurs expériences, les auteurs font passer des liquides viscoélastiques a plu-
sieurs reprises dans un injecteur. Les distributions de masses molaires sont mesurées a chacun
des passages, permettant une analyse de la dégradation des fluides par le processus d’injection.
Parmi leurs résultats (énoncés en section 1.3.4.1), on note que cette dégradation est dépendante
de la vitesse d’injection V;,; de facon linéaire et de la masse molaire initiale du liquide My par
une loi de puissance selon la formulation :

d[Meo _q
M —2.23

L AM., (3.69)
AVing :

ot M, et M sont les masses molaires moyennes en nombre du liquide avant et apres injection,
respectivement. A est une constante. La quantité Mo/ M — 1 est appelé indice de scission. Les
distribution de masse molaires des solutions n’ayant pas été mesurées au cours des expériences
de these, cette quantité n’est pas accessible. Néanmoins, selon le modele de Zimm décrit en
section 1.2.2.1 :

1
tr,ZimkaTMlgy kg
Mo = ( s N3 b3 - = fu(tr) (3.70)
Les approximations suivantes sont réalisées :
M’U,O = fM(tr,Zimm) (371)
Mv = fM(tm') (372)

Dans ces approximations :

Le temps de relaxation de Zimm ¢, zimm s’assimile au temps de relaxation de la solution
avant injection.

Le temps de relaxation t,; s’assimile au temps de relaxation de la solution une fois le
T
processus d’injection terminé.

Les temps de relaxation ¢, zimm et t,; sont supposés étre catactéristiques du comportement
moyen adopté par 'ensemble des polymeres contenus par la solution.

b)
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En exprimant la vitesse d’injection au moyen du nombre de Reynolds, 1’équation (3.69) se

réécrit : -
dlSin; _ oy Mo kT M3 t, zimm \ > (3.73)
dRe Por fis N3V b3 ’
avec IS;,; I'indice de scission propre au processus d’injection, défini comme :
1
tr 2; £
I1S:,; = (r,i@@m) -1 (3.74)
T
L’équation (3.73) peut se réécrire :
2.2
o (kpTM 5
or S
:=ADB Re+C

Les données graphiques contenues dans les travaux de Merrill et Leopairat (1980) permettent
d’obtenir A ~ 2,918.107!6. En Figure 3.34-b), I'indice de scission 1S;,; est tracé en fonction
du nombre de Reynolds Re pour les points de fonctionnement propres aux solutions S8 et S5.
Cet indice augmente avec le nombre de Reynolds, confirmant la tendance des polymeres a se
dégrader de facon plus importante lorsque la vitesse d’injection augmente. Une régression de
type affine est tracée pour les deux séries de mesures. Dans les deux cas, cette régression satisfait
correctement les mesures expérimentales. Ces régressions s’expriment de la fagon suivante :

freg(ss)(ISinj) = s(s8)yA B(gg) Re + C(gg)
freg(ss)(ISing) = s(s5)4 B(ss) Re + C(gs) (3.76)

oll s(gg) €t s(g5) sont deux corrections appliquées a la constante A provenant des travaux de
Merrill et Leopairat (1980). Ces deux quantités valent :

S(58) ~ 457
8(85) ~ 489

Ces valeurs sont élevées, indiquant un large écart avec le facteur A déterminé par Merrill et
Leopairat (1980). L’origine de cet écart est inconnue dans 1'état actuel de ces recherches. En
revanche, les valeurs s(gg) et s(g5) sont tres proches l'une de I'autre, validant la nature de la
corrélation liant ’indice de scission des polymeéres a la masse molaire initiale de la solution et
la vitesse d’injection (Eq. 3.69).

3.4.3 Développement de l’instabilité

En Figure 3.35, les diametres moyens des jets non-perturbés (D), définis en section 3.3.3.3,
sont tracés pour tous les points de fonctionnement en fonction du nombre de Reynolds Re. Ces
diametres de jets sont proches du diametre de sortie de buse d’injection D,, ; ’écart maximal
relevé entre ces deux diametres est de 15 um. Pour les points de fonctionnement de solution
S06, les mesures de (D) sont systématiquement inférieurs & D,,, contrairement aux points de
solution S1, S5 et S8. On note une diminution globale de (Dj¢;) avec 'augmentation du nombre
de Reynolds pour les solutions S06 et S5. Cette tendance n’est pas observée pour les solutions
S1 et S8.
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Ficure 3.35 — Tracé des diametres moyens des jets non-perturbés
(Djet) en fonction du nombre de Reynolds Re pour tous les points de
fonctionnement étudiés. Comparaison avec le diametre d’orifice D,

En ce qui concerne les taux de croissance et amplitudes intitiales de déformation du jet, les
mesures effectuées sur les évolutions temporelles de (dys), (dgr) et (n) montrent que :

— Les taux de croissance apr et a; sont proches et légérement inférieurs a o ;.

— L’amplitude Bg est légerement supérieure a (7. L’amplitude 3, avoisine (8r + Bar)/4, ce
qui est cohérent au vu de la définition de ().

Les observations énoncées ci-avant sont valables pour la majorité des points de fonctionnement
étudiés. Les différences de taux de croissance relevées peuvent s’expliquer par les contributions
non-linéaires a la déformation du jet. Les travaux théoriques effectués en section 2.3.3.2 (voir

la Figure 2.11) permettent les prédictions suivantes :
— Lorsque l'interface du jet adopte la configuration II, ap; < ag.

— Lorsque l'interface du jet adopte la configuration III, aps > ag.

D’autre part, les travaux de simulations numériques sur jets capillaires de Dumouchel et al.
(2017) ont également eu pour résultat : aps > apr. Dans leurs travaux, le faible écart des taux
de croissance «j; avec les prédictions de la théorie de Rayleigh laisse supposer que 1’échelle
dyr, au travers de ayy, est I’échelle la plus appropriée pour caractériser le développement des
instabilités. Cependant, la procédure de détermination de la longueur d’onde de perturbation
appliquée sur des images synthétiques a démontré que la longueur d’onde Ay, déterminée a par-
tir d’une érosion a ’échelle dy (tres proche de dpy), constitue une sur-estimation de la mesure

de longueur d’onde.
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En Figure 3.36, les longueurs d’onde moyennes (A1), (A2) et (A\ey) sont tracées en fonction de
la coordonnée z pour les points de fonctionnement S06QC et S5QA. Dans la premiere partie
du régime de Rayleigh, 'amplitude de déformation de la surface du jet est trop faible si bien
que la procédure ne peut étre correctement appliquée. Les premieres positions de mesures sont
caractérisées par (\o) > (A1). La différence entre ces deux longueurs d’onde indique que la
déformation de la surface du jet n’est pas sinusoidale. Cette différence décroit progressivement
avec z. A la fin du régime de Rayleigh, (A1) ~ (A\2) pour S5QA, indiquant une sinusoidalité
de la déformation. Par la suite, (A1) > ()2), indiquant la formation de structures de perles
sur ficelle. En z = Z4 -, la différence (A1) — (\2) semble se stabiliser. Ce comportement est
globalement observé sur les points de fonctionnements S5 et S8. En revanche, les solutions peu
viscoélastiques S06 et S1 ne vérifient pas ce comportement. Pour ces solutions, la décroissance
de la différence (A1) — (A\2) est moins marquée, et pour la plupart des points de fonctionnement,
Pégalité (A1) = (A\2) n’est pas observée. Ce résultat est cohérent avec le fait que le REC est quesi-
inexistant pour ces jets. Concernant 1’évolution de (\¢q) par rapport a z, les résultats montrent
une croissance ou une stagnation, indépendamment de la vitesse d’injection et de la solution.
La longueur d’onde retenue dans la suite du document est noté simplement A et correspond a
la moyenne des longueurs d’onde équivalentes mesurées dans le régime de Rayleigh.
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FIGURE 3.36 — Tracé des longueurs d’onde moyennes (A1), (A2) et (Aeq)
en fonction de la coordonnée z pour les points de fonctionnement : a)
S06QC et b) S5QA. La zone spatiale contenant une fleche correspond au
régime de Rayleigh.

Le graphe de dispersion présenté en Figure 3.37 présente les taux de croissance «j; adimen-
sionnés par le temps capillaire ¢, en fonction du nombre d’onde adimensionné k = 2w/ par
le rayon du jet non-perturbé (Dje)/2. La relation de dispersion (2.71) a été résolue pour le
cas Newtonien avec un nombre d’Ohnoesorge Ohg = 0.178 d’une part et pour le point de
fonctionnement S5QA d’autre part. L’écart relatif maximal relevé entre les valeurs de la solu-
tion associé au mode instable est inférieur & 1.5 % pour tous nombres d’onde k confondus. Ce
calcul théorique indique que les quatres solutions testées devraient présenter des taux de crois-
sance et des longueurs d’ondes comparables. Au vu de ce graphe de dispersion, cette attente
est vérifiée, excepté pour la solution S1 pour laquelle une déviation vers des nombres d’onde
plus élevés est notable. Le mode optimal théorique est caractérisé par kqp; ~ 0.69 et oo ~ 0.32.
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FI1GURE 3.37 — Graphe de dispersion présentant les taux de croissance
adimensionnés oy en fonction du nombre d’onde adimensionné k.

En Figure 3.38-a) et 3.38-b), les taux de croissance a;s et longeurs d’onde adimensionnés A sont
tracés en fonction du nombre de Reynolds, respectivement. On constate qu’en grande partie :
— Les taux de croissance diminuent avec l'augmentation du nombre de Reylolds. D’autre
part, ils sont inférieurs a la valeur théorique oy associée au mode optimal. Ce constat
peut s’expliquer notamment par I'influence des modes subdominants qui, étant des modes
stables, ne peuvent qu’abaisser la valeur d’un taux de croissance mesuré.

— Les longueurs d’onde augmentent avec 'augmentation du nombre de Reylolds. D’autre
part, elles sont supérieures a la valeur théorique A,,; associée au mode optimal.
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FIGURE 3.38 — Tracés : a) des taux de croissance a;s et b) des longueurs
d’onde A en fonction du nombre de Reynolds Re pour tous les points
de fonctionnement.
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Dans leurs travaux théoriques, Goren et Gottlieb (1982) démontrent que I'existence d’une ten-
sion aziale non-relaxée lors du déclenchement des instabilités abaisse le taux de croissance et
éleve la longueur d’onde associés au mode optimal de 'instabilité. Ainsi, I'existence d’une ten-
sion axiale pourrait expliquer les écarts relevés entre les valeurs expérimentales et théoriques de
taux de croissance et de longueur d’onde. La tension axiale est une force agissant colinéairement
a la Paxe du jet. Selon les travaux de Gavis et Gill (1956), la tension axiale peut s’exprimer
sous la forme d’une somme de deux contributions :

Tjer(2) = Ty + Te(z) (3.77)

ou T, est une contribution constante provenant directement de la création de l'interface li-
quide/gaz du jet. Cette contribution vaut o/a soit 1 apres adimensionnalisation. T'e(z) est une
contribution liée a la relaxation des contraintes axiales lors de la création du jet. Selon Goren
et Gottlieb (1982), il s’agit d’une fonction décroissante de la coordonnée z qui se formule par :

Te(z) = Ty exp [—t ‘z/ t] (3.78)
rVje

ou Tj est une constante. Ainsi, la contribution variable T'e(z) diminue de fagon plus rapide
lorsque le temps de relaxation ¢, augmente et lorsque Vj.; augmente. Selon Bousfield et al.
(1986), la constante Ty dépend a la fois de la géométrie du jet, des propriétés du liquide et des
conditions d’injection par la formulation :

o 32u(ty — tD)V;'Qet
0 30 (Djer)

(3.79)

La constante Ty est d’autant plus importante que la solution est viscoélastique et que la vitesse
du jet est importante.

Selon Goren et Gottlieb (1982) et Christanti et Walker (2001), le déclenchement de I'instabilité
capillaire se produit des lors que la tension axiale Tje:(z) est suffisamment faible. Il ne semble
qu’aucune valeur numérique n’ait été proposée dans la littérature pour quantifier cette valeur.
Néanmoins, la formulation de cette tension axiale telle que proposée ci-avant préconise une
augmentation de Z,,s¢ avec le temps de relaxation ¢, et avec la vitesse du jet V.. En Figure
3.40, Te(Zonset) est tracée en fonction du nombre de Reynolds Re pour tous les points de
fonctionnement. Cette quantité a été déterminée a partir des équations (3.78) et (3.79) avec
t, = t,; pour les solutions S5 et S8 et avec t, = t,. zimm pour les solutions S06 et S1. On constate
que pour les points propres a la solution S5, cette tension est proche de I'unité (légérement
inférieure globalement), indiquant que pour ces jets, I'instabilité capillaire se déclenche lorsque
la contribution variable de la tension axiale est comparable & sa contribution constante, T,. C’est
également le cas pour les points S8 caractérisés par les deux plus faibles débits d’injection. En
revanche, les quatre débits suivant ne vérifient pas cette observation. Pour ces derniers débits,
I'instabilité capillaire se déclenche alors que la contribution variable vaut encore plus du triple
de T,. On constate en Figure 3.40 que pour les solutions S06 et S1, la contribution variable de
la tension axiale est completement ou quasiment completement relaxée lors du déclenchement
de l'instabilité capillaire.
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FIGURE 3.39 — Tracé de T'e(Zonset) en fonction du nombre de Reynolds
Re.

En Figure 3.40, trois classes de longueurs sont tracées :

— La longueur Ly theo = tou2 te Vjet, ol tpy2 est la longueur de rupture théorique calculée
en section 2.3.3.1 par I'exploitation des résultats de I’analyse faiblement non-linéaire du
cas d’application D avec Ohg = 0.02. Ce cas d’application est le plus proche des points de
fonctionnement étudiés expérimentalement.

— La longueur Z}EEC — Zonset pour les solutions S5 et S8. Cette longueur correspond a la
longueur du RIC.

— La longueur (Ly,) — Zonset pour les solutions S06 et S1. Ces solutions ne présentant pas ou
quasiment pas de REC, on peut affirmer que cette longueur correspond approximativement
a celle du RIC.

Une courbe point-tillée d’équation linéaire par rapport au nombre de Reynolds Re a également
été tracée. On remarque que les points de méme classe et de méme solution présentent glo-
balement un alignement parallele a cette courbe. Cette premiere observation indique que les
différentes classes sont relativement représentatitive du RIC. Les marqueurs bleus sont alignés
entre eux, excepté pour la solution S06 qui présente des Ly theo moins importantes. Pour S06
et S8, les marqueurs rouge et bleu sont relativement proches (sauf pour le point de fonction-
nement S8QD). Pour un certain nombre de points de fonctionnement, les marqueurs rouges et
bleus sont proches. Ceci indique une bonne corrélation entre Ly, theo €t Z;% BC — Zonset POUr les
solutions viscoélastiques et entre Ly, theo €t (Lpwy) — Zonset PoUr les solutions peu viscoélastiques.
Pour la majorité des cas, la longueur Ly, theo €st la plus élevée. Cet écart peut provenir d’une
sur-estimation de Z,,set-
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FIGURE 3.40 — Tracé de la longueur Ly, theo (en bleu), de Z}éEC — Zonset
(en rouge) pour les solutions S5 et S8, et de (Lpy) — Zonset (€n rouge)
pour les solutions S06 et S1. La ligne point-tillée est la courbe d’équation
y = 0.0125Re.

3.4.4 Propriétés élongationnelles et dégradation dans le REC

En Figure 3.41-a), le temps de relaxation ¢, associé a la fin du REC est tracé en fonction
du taux de déformation dans l'injecteur é;,; pour les solutions S5 et S8. On constate dans un
premier temps que la solution S5 présente des ¢, plus élevés que la solution S8. Ce résultat
indique qu’apres deux processus de dégradation, I'un dans I'injecteur et ’autre au cours du
REC, la solution S8 apparait en fin de parcours comme la solution la moins viscoélastique. On
constate dans un second temps une diminution des temps ¢,; avec le taux de déformation é;,;.
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FIGURE 3.41 — Tracé : a) du temps de relaxation ¢, en fonction de é;,;
et b) du taux de scission I Sggc en fonction du nombre de Reynolds Re
pour les solutions S8 et S5.



3.4 Resultats 147

En analogie avec le mécanisme de dégradation relatif au processus d’injection (section 3.4.2),
un indice de scission relatif au REC est introduit :

1
ISrECc = <t”) Y (3.80)
t, f
Afin de mesurer cet indice, les temps de relaxation t,; et ¢,y ont été réévaluées a partir des
régressions affines ¢,; = f(é;n;) (Figure 3.34-a)) et t,; = f(éin;) (Figure 3.41-a)). Pour chaque
point de fonctionnement, une correspondance entre le taux de déformation €;,; et le nombre de
Reynolds Re est connue. Ainsi, 'indice de scission I.Sgpc est tracé en fonction du nombre de
Reynolds en Figure 3.41-b). On remarque pour les deux solutions une diminution de cet indice
avec le nombre de Reynolds. Ce résultat est cohérent : pour les jets de plus grande vitesse, les
polymeres ont été sujets a plus de dégradation au cours de l'injection, et offrent donc moins de
potentiel a une dégradation supplémentaire. Cette interprétation se confirme au vu des valeurs
des indices de scission, qui sont plus faibles dans le REC qu’au cours de l'injection. Aux plus
faibles Re, l'indice ISggc est plus élevé pour S5 que pour S8. Ce résultat confirme ’obser-
vation précédente, sachant 1.S;,;(S5) < ISi;(S8) (Figure 3.34-b)). En revanche, & partir de
Re =~ 1050, l'indice de dégradation I.Sgrpc devient plus élevé pour S8 que pour S5, alors que
I'inégalité 1.5;,;(S5) < 1.5i,;(S8) est toujours vérifiée. Le raisonnement effectué jusqu’alors ne
suffit pas a expliquer ce comportement. L’exploitation de ces résultats n’est pas complete. La
mesure des distributions de masses molaires des polymeres avant injection, apres injection et
apres le régime élasto-capillaire permettraient de mieux caractériser la scission des polymeéres
et de mieux comprendre les mécanismes de dégradations relatifs a I'injection et au REC.

En Figure 3.42-a), les coefficients de dégradation temporels v sont tracés en fonction du taux de
déformation dans l'injecteur é;,; pour tous les cas de fonctionnement propres aux solutions S8
et S5. Aucune tendance particuliere ne semble se dégager de ces résultats. Cela semble indiquer
que le mécanisme de dégradation, son intensité mise a part, ne dépend ni des propriétés du
liquide, ni de la vitesse d’injection.
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FIGURE 3.42 — Tracé : a) du coefficient de dégradation temporel v en
fonction du taux de déformation dans I'injecteur é;,,; et b) de la viscosité
élongationnelle terminale ng; en fonction du temps de relaxation t,;
pour les points de fonctionnement S8 et S5.
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En Figure 3.42-b), la viscosité élongationnelle terminale ng ; est tracée en fonction du temps de
relaxation ¢,y associée a la fin du REC. Comme attendu, la viscosité élongationnelle terminale
augmente avec le temps de relaxation. Les mesures réalisées sur les solutions S5 et S8 décrivent
une tendance proche de la loi empiriquement établie par Stelter et al. (2002), cette loi s’écrivant :

ey = 3074.9t, + 0.003 (3.81)

L’écart entre les points expérimentaux et cette loi indiquerait une sur-estimation de ¢,y ou une
sous-estimation de ng ;. Néanmoins, on note qu’un écart du méme ordre de grandeur est obtenu
par Tirel (2019) avec une solution de méme masse molaire et concentration que S8 (Figure
1.24).

3.4.5 Distributions de taille de gouttes et mécanismes de coalescence

Comme présenté en section 3.3.4.3, la détermination des distributions de diametres de gouttes
par les méthodes multi-échelles et directe ameénent des résultats comparables concernant les
gouttes dites principales. La méthode directe reste plus appropriée pour la mesure des gouttes
de plus faible diametre (gouttes satellites et secondaires). Pour chacun des points de fonction-
nement, les distributions obtenues montrent deux classes de gouttes :

— Une classe de gouttes principales caractérisée par un diametre moyen DY,.

— Une classe de gouttes de moindres diametres qui, apres visualisation d’images, sont iden-
tifiées comme étant des gouttes satellites. En effet, celles-ci sont pour la plupart formées
au proche voisinage de la rupture et non pas en amont comme il aurait été le cas pour des
gouttes secondaires. Cette classe de gouttes se caractérise par un diametre moyen D58 et
une proportion p*® calculée parmi ’ensemble des gouttes diagnostiquées.
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Deux exemples de distributions de gouttes obtenues par la méthode directe sont présentés en
Figure 3.43. La Figure 3.43-a) est représentative des distributions propres aux solutions S1 et
S06, en comparaison avec la Figure 3.43-b) qui est représentative des distributions propres aux
solutions S8 et S5. Sur la premiere distribution, les deux classes se joignent et la présence de
cette jointure peut étre assimilées a la présence de gouttes secondaires dans le spray final. Cette
jointure n’est pas présente pour les solutions viscoélastiques comme en témoigne la seconde dis-
tribution. Cette observation est en accord avec le résultat théorique obtenu en section 2.3.3.2 :
Pajout de viscoélasticité rend moins probable la formation de gouttes secondaires. Ce résultat
est par ailleurs vérifié par les distributions obtenues expérimentalement par Christanti et Walker
(2001). Dans un second temps, on constate que la proportion de gouttes satellites est bien plus
importante pour le cas S1QA que pour le cas S5QC. Ce constat est commenté par la suite pour
I’ensemble des points de fonctionnement.

En Figures 3.44-a) et 3.44-b), les diameétres moyens de gouttes principales DY, et de gouttes
satellites D$a" adimensionnés par le diametre du jet non perturbé (Dj;) sont tracés en fonction
du nombre de Reynolds Re pour tous les points de fonctionnement. Les prédictions faites a
partir de la théorie linéaires annoncent D}/ (Dje) = 1.89. Sur la Figure 3.44-a), on constate
que cette valeur est dépassée pour les solution S5 et S8; ce n’est pas le cas des solutions peu
viscoélastiques S06 et S1. Concernant les diametres de gouttes satellites, ils sont plus élevés pour
les solutions peu viscoélastiques. Ces résultats sont en accord avec ceux de Christanti et Walker
(2001), qui observent que l'ajout de viscoélasticité augmente le diametre moyen des gouttes
principales et diminue celui des gouttes satellites. La dépendance des diametres de gouttes
principales et satellites envers le nombre de Reynolds n’est pas forte, ce qui est cohérent avec
la théorie. On remarque toutefois une légere augmentation de DY et une légere diminution de
D38 en augmentant le nombre de Reynolds.
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En Figure 3.45-a), la proportion de gouttes satellites p*® est tracée en fonction du nombre de
Reynolds. Cette proportion est environ quatre fois moins importante pour les solutions S5 et
S8 que pour les solutions S06 et S1. Ce résultat est en accord avec les travaux de Christanti et
Walker (2001) qui montrent une diminution de la production de gouttes satellites avec I’ajout

de viscoélasticité. Le nombre de Reynolds ne semble pas influer la valeur de cette proportion.

En Figure 3.45-b), le diametre moyen adimensionné des gouttes principales DY, est tracé en
fonction du pourcentage de coalescence maximal &4, pour les solutions S5 et S8. On constate
que le diametre des gouttes principales augmente avec le pourcentage de coalescence. Aucune
corrélation n’a été identifiée entre 'occurrence du mécanisme de coalescence et la proportion de
gouttes satellites.
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Chapitre 4

Conclusions et Perspectives

La caractérisation de l'influence de la viscoélasticité sur le processus d’atomisation d’un jet
libre basse-vitesse a été réalisée au cours de cette these. Deux approches ont été adoptées : 'une
théorique et 'autre expérimentale.

L’approche théorique a consisté en ’analyse faiblement non-linéaire de stabilité temporelle
d’une colonne cylindrique sujette & une perturbation. Cette analyse s’inspire principalement des
travaux de Garcia et Gonzalez (2008) et de Renoult et al. (2018) traitant du cas Newtonien. La
formulation du probléme ainsi que sa résolution ont été effectuées indépendamment du type de
la perturbation : pure-deformation (déformation de l'interface) ou pure-impulse (perturbation
du débit). La résolution du probleme posé met en ceuvre la méthode de perturbation aux petites
amplitudes. Cette méthode consiste & exprimer toutes les grandeurs physiques du probléeme sous
la forme d’une série de puissance du petit parametre de perturbation initiale. De par la nature
des équations décrivant le probleme, chaque grandeur physique s’exprime selon une dépendance
temporelle exponentielle fonction d’un taux de croissance. Ces deux éléments de méthodologie
permettent de subdiviser le probleme général en sous-problemes selon les non-linéarités présentes
dans les équations régissant le probleme général. Ainsi, un sous-probléme linéaire et un sous-
probleme faiblement non-linéaire ont été distingués. Pour chacun de ces sous-problemes, deux
types de résolution ont été introduits :

— La résolution du probleme aux valeurs propres. Son objectif est de déterminer sous quelles
conditions le jet évolue de fagon instable. La résolution de ce probléeme repose sur la
détermination d’une relation de dispersion reliant le taux de croissance temporel aux
autres parametres du probleme (parametres propres a la géométrie de I'état de base, a la
perturbation et aux propriétés du liquide). Cette résolution fait intervenir les équations
d’état et les conditions de saut du probleme.

— La résolution du probleme aux valeurs initiales. Son objectif est d’obtenir une expression
complete des grandeurs physiques du probleme posé. Cette résolution fait intervenir les
résultats de la résolution du probleme aux valeurs propres ainsi que les conditions initiales
du probleme.
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De facon globale, la résolution du probleme comporte d’importantes similitudes avec le cas
Newtonien analogue, traité par Renoult et al. (2018). Les principales déviations reposent sur
deux points :

— En raison de la nature dynamique de ’équation constitutive du liquide viscoélastique, la
nature de la relation de dispersion est changée. Le nombre de solutions non-identiquement
nulles passe de deux pour le cas Newtonien a trois pour le cas viscoélastique. L’existence
d’une solution supplémentaire dans le cas viscoélastique implique la nécessité d’une condi-

tion initiale supplémentaire pour la fermeture du probleme aux valeurs initiales.

— En raison de la nature non-linéaire de ’équation constitutive du liquide viscoélastique,
d’importantes complications de calculs sont ajoutées a la résolution du probleme aux va-
leurs initiales.

L’analyse faiblement non-linéaire effectuée dans cette these se distingue de la littérature sur les
deux points principaux suivants :

— Le probleme a été formulé et résolu en ne présumant pas d’un choix spécifique concernant
le type de perturbation appliquée sur 1’état de base.

— Les modes stables (au nombre de deux) appelés aussi modes subdominants ont été considérés
dans l'intégralité de 'analyse, alors que ces modes ont habituellement été négligés par le
passé.

Les résultats de cette analyse ont été exploités par 1’étude de 1’évolution temporelle de 'in-
terface d’une colonne de liquide sujette a une perturbation initiale de type pure-deformation.
Plusieurs points de fonctionnement ont été testés, faisant varier les propriétés du liquide et les
caractéristiques de la perturbation initiale. Des prédictions de temps de rupture de ces jets et
de la formation de gouttes secondaires ont été réalisées. Les résultats principaux montrent que
pour un jet libre régi par le mode optimal (i.e. le plus instable) de perturbation :

— L’ajout de viscoélasticité réduit le temps de rupture du jet.

— L’ajout de viscoélasticité tend a réduire la probabilité de formation de gouttes secondaires.

Par ailleurs, I'importance relative de la prise en compte des modes stables a été caractérisée.
La conclusion de cette caractérisation n’est pas unanime mais pour un nombre non-négligeable
d’applications réalisées, les résultats montrent que la prise en compte des modes subdominants
est nécessaire aux prédictions évoquées précédemment.

En dernier lieu, la limite de cette étude a été caractérisée au travers du suivi temporel du volume
de liquide contenu dans le jet. Ce volume n’est pas conservé; il augmente au cours du temps.
Les résultats montrent que les prédictions évoquées précédemment sont réalisées alors que le
volume du jet a déja augmenté de 5 % par rapport & son volume initial. En conséquence, les
principales conclusions énoncés précédemment doivent étre considérées avec modération.
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Les perspectives de travail qui permettraient de compléter cette approche théorique sont :

— Une exploitation des résultats considérant un mode de perturbation pure-impulse permet-
trait d’étudier I'influence du type de perturbation initiale imposée.

— La prise en compte d’un ordre supplémentaire de non-linéarités permettrait d’augmenter
la précision des prédictions effectuées et évoquées précédemment. Elle augmenterait en
revanche de facon importante le niveau de complexité de résolution du probleme.

— L’étude d’un nombre plus important de points de fonctionnement permettrait de confir-
mer avec plus d’assurance les tendances observées et les conclusions réalisées quant a
Iinfluence de la viscoélasticité.

L’approche expérimentale a consisté en la formation et I’étude de jets libres de liquides
viscoélastiques basses-vitesses dans de ’air au repos. Plusieurs points de fonctionnement ont
été mis en ceuvre, faisant varier la viscoélasticité du liquide et le débit d’injection. En chaque
position du jet, un large nombre d’images haute-résolution spatiale du jet a été pris. Pour
chaque point de fonctionnement, ’analyse de ces images par méthode dite directe a permis la
détermination :

— D’une position correspondant au déclenchement des instabilités capillaires.
— D’une longueur de rupture.

— D’une distribution de tailles de gouttes.

A partir de ces images, une description multi-échelles du jet est effectuée. Cette description,
derniérement présentée par Dumouchel et al. (2022), permet d’étudier la morphologie d’objets
sans tenir compte de leur orientation ni de leur position dans un plan donné. En chaque position
du jet, deux échelles caractéristiques sont déterminées a partir de cette description : 1’échelle
maximale du jet et ’échelle du pincement du jet. L’évolution temporelle de ces deux échelles
est étudiée et permet de déterminer :

— Le taux de croissance des instabilités capillaires.
— La longueur d’onde de la perturbation du jet.

— Un intervalle de temps correspondant au régime élasto-capillaire du jet. A partir des
éléments de la littérature, des temps de relaxation initial et final sont mesurés ainsi que
la viscosité élongationnelle terminale.

— Un pourcentage d’occurrence de coalescence.

— Une granulométrie des gouttes du spray final est également effectuée. Néanmoins, du
fait de la pixellisation des images, cette granulométrie s’avere défaillante pour les faibles
échelles de gouttes.

Tous les éléments mesurés par méthode directe et multi-échelles permettent une description
détaillée du jet et des mécanismes mis en jeu :

— Globalement, les mesures montrent que la longueur des instabilités capillaires évolue
linéairement avec la vitesse d’injection, comme prévu par la théorie.

— La dégradation des polymeres au cours du processus d’injection est étudiée. Cette dégrada-
tion augmente avec la masse molaire des polymeres (et donc leur longueur) et avec la
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vitesse d’injection. Les tendances observées confirment les conclusions de Merrill et Leo-
pairat (1980) et Nguyen et Kausch (1988) : & un méme taux de déformation, les longues
chaines polymériques sont plus susceptibles de se rompre.

La position de déclenchement des instabilités capillaires varie avec la vitesse d’injection.
Suite au processus d’injection du liquide, le profil de vitesse se relaxe et une force colinéaire
a 'axe du jet, appelée tension axiale, se relaxe également (Goren et Gottlieb, 1982). La
majeure partie des résultats de cette theése montre que le déclenchement des instabilités
se produit a condition que la tension axiale soit suffisamment relaxée. Ceci se traduit par
une augmentation de la zone neutre avec la vitesse et le temps de relaxation. Cependant,
une partie des résultats ne vérifient pas cette tendance : une perturbation (de débit ou
d’interface) élevée pourrait alors étre suffisante au déclenchement des instabilités sans
pour autant que le profil de vitesses et la tension axiale soient relaxés.

La caractérisation expérimentale du développement de ces instabilités capillaires par la
mesure du taux de croissance et d’une longueur d’onde moyenne de perturbation est ef-
fectuée. Une diminution des taux de croissance et une augmentation des longueurs d’onde
avec la vitesse d’injection ont globalement été observées. Ces deux tendances ont été
vérifiées indépendamment des solutions testées, indiquant que ces comportements ne sont
pas exclusivement liés a I’ajout de viscoélasticité. Selon le travail théorique de Goren et
Gottlieb (1982), la présence d’une tension axiale non relaxée au déclenchement des insta-
bilités augmente leur taux de croissance et leur longueur d’onde. D’autre part, les mesures
de longueurs d’onde sur deux échelles distinctes du jet montrent une non-sinusoidalité de
la déformation de la surface du jet lors du développement des instabilités. Cette non-
sinusoidalité évolue au cours de la propagation du jet jusqu’a ’atteinte du régime-élasto-
capillaire avec la formation de perles-sur-ficelles.

Au cours du régime élasto-capillaire, les polymeres sont exposés a des taux de déformation
suffisamment élevés pour causer une seconde dégradation. Cette seconde dégradation est
moins importante que la premiere et décroit avec la vitesse d’injection. Ce résultat s’ex-
plique par le fait que suite a I’injection, les chaines polymériques sont plus courtes et donc
moins susceptibles de casser par la suite. D’autre part, les mesures réalisées montrent
que la viscosité élongationnelle terminale diminue quasi-linéairement avec le temps de
relaxation final, confirmant ainsi les résultats de Tirel et al. (2020) et Stelter et al. (2002).

Les résultats concernant le mécanisme de coalescence montrent qu’une augmentation du
nombre de coalescences est a I'origine d’une augmentation de la taille moyenne des gouttes
principales du spray final. Aucun lien entre le mécanisme de coalescence et le mécanisme
de dégradation des polymeres n’a été effectué.

La mesure des tailles de gouttes a montré 'existence de deux classes de gouttes : une
classe de gouttes principales et une classe de gouttes satellites, de moindres diametres.
Les gouttes secondaires sont inexistantes dans les sprays finaux. Ce résultat confirme les
prédictions effectuées lors de ’étude théorique ainsi que celles réalisées par Ardekani et al.
(2010). La proportion de gouttes satellites diminue avec 'ajout de viscoélasticité. Cette
observation confirme les résultats expérimentaux obtenus par Christanti et Walker (2001).
D’autre part, les résultats montrent que l'ajout de viscoélasticité augmente le diametre
moyen des gouttes principales et diminue celui des gouttes satellites. Ces observations
confirment de nouveau les résultats de Christanti et Walker (2001). Enfin, aucune ten-
dance n’est clairement identifiée quant a la variation du diametre des gouttes principales
et des gouttes satellites avec la vitesse d’injection. Cette observation est en accord avec
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les prédictions théoriques.

Ainsi, lanalyse statistique des images de jets et de leur description multi-échelles a permis
d’étudier le comportement de plusieurs jets, de leur formation & leur rupture. Les résultats de
ce travail expérimental ont permis de valider I'utilisation de la description multi-échelles et de
caractériser 'influence de la viscoélasticité sur la propagation du jet. Ces résultats confirment
et completent ceux de la littérature et apportent des éléments supplémentaires.

Les perspectives de travail qui permettraient de compléter cette étude expérimentales sont les
suivantes :

— Une mesure de la distribution de masse molaire des polymeres présents dans le liquide
permettrait de caractériser de fagon plus précise le mécanisme de dégradation des po-
lymeres. Afin de distinguer la dégradation due au processus d’injection et celle ayant
lieu dans le régime élasto-capillaire, cette mesure devrait étre effectuée avant injection
du liquide, entre la sortie de l'injecteur et le régime élasto-capillaire, et apres le régime
élasto-capillaire. Ainsi, pour chacune des deux dégradations, les mesures permettraient
d’évaluer en quel endroit des chaines polymériques une scission a lieu et la proportion de
polymeres ayant subi une scission .

— Une variation plus importante de la masse molaire des polymeres, une variation de la
concentration en polymeres et une variation de la géométrie de I'injecteur permettraient
de compléter la compréhension des mécanismes de dégradation.

— La mise en place de systemes optiques et d’imagerie supplémentaires sur le banc expérimen-
tal pourrait permettre d’obtenir des informations sur le changement de conformation des
chaines polymériques au cours de I’évolution du jet. De telles informations permettraient
en particulier de mieux comprendre comment se comportent les chaines polymériques dans
la zone neutre et au cours du régime élasto-capillaire.

— Une amélioration de la mesure des longueurs d’onde et une étude plus approfondie de
leur dynamique pourraient apporter d’importantes informations sur le comportement des
polymeres et de ’écoulement dans les régimes inertio-capillaire et élasto-capillaire.

— L’étude expérimentale de jets forcés permettrait d’étendre et éventuellement de confirmer
les résultats (expérimentaux et théoriques) propres aux taux de croissance, aux longueurs
d’onde et aux distributions de tailles de gouttes. Une telle étude permettrait également
de vérifier la méthode du ROJER sur jets forcés utilisée par Keshavarz et al. (2015) pour
déterminer le temps de relaxation de solutions viscoélastiques.
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Annexe A : Fonctions de Bessel

Définitions :

I(z) = Z’vip!gyi);)! <Z';U>2P+l/

p=0
_ rly(z) - L(z)
Kz) = 2 sin(vm)
Valeurs notables :
I(0) = 1
I,(0) 0
K (0) = 400
Propriétés notables :
Olp(x)
ox = hi@)
8[1 (ac) . Il(.f)
el Io(z) .
(1 + ae + be) I (z((1 + ae + be?)) = I (z) + eaxly(x) + O(€?) (A.1)

L L
/ xlp(yx) de = —I,(yL) (A.2)
=0 Yy
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Approximations polynémiales :

Comme exposé par Newman (1984), Iy(x) peut étre exprimé sous la forme polynomiale suivante :

+oo
Io(z) = Z QQ(FUHTQ(%U
i=1

ou la valeurs des 9 premiers coefficients est donnée dans le Tableau A.1. La fonction I;(z) étant
la dérivée de Iy(x) par rapport a x, on a :

+oo
Ii(z) = Z 2(i — 1)‘]2@—1)952(1_2)
i=1

Lorsqu’il sera nécessaire, les produits de ces fonctions de Bessel seront approximées par les
sommes suivantes :

N i
Io(ax)lo(bx) = Y aag-n)tai-pr” Va0

i=1 j=1
N i . . . .
L(az)L(bz) = 4> (i — j)azigaq—jz a2
i=1 j=1
N Z‘ . . . .
Io(ax) L (bx) = 22 Z(] - 1)Q2(j—1)‘]2(1’—]‘)5521_3@2(1_])b2j_3
i=1 j=1

ou la précision de ces approximations est régie par la valeur du parametre N.

1/ q2(i—1)
1
4
64
2304
147456
14745600
2123366400
416179814400
106542032486400

O[O0 J| | T = WD .

TABLE A.1 — Tableau des Coefficients go(;_1)



Annexe B : Mesures expérimentales

Solution | Point de | (Djet) | Viet | Zonset o A
fonct. (um) | (m/s) | (mm) | (1/ms) | (um)
S06 S06QA 198 3.7 7.8 1.69 -
S06Q0B 196 4.4 11.2 2.31 964
S06QC 195 5.1 10.2 2.40 985
S06QD 195 5.7 8.5 2.01 967
SO06QE 194 6.4 7.4 2.09 983
S06QF 190 7.1 5.9 1.88 906
S06QG 192 7.7 6.8 1.90 918
S1 S1QA 206 4.2 7.3 2.17 967
S1QB 207 4.5 7.7 1.92 934
S1QC 206 5.2 7.1 1.55 1019
S1QD 209 5.6 4.3 1.85 972
S1QE 207 6.3 4.5 1.45 1002
S1QF 207 6.3 4.5 1.26 950
S1QG 212 6.8 6.7 1.21 817
S5 SBEQA 215 3.6 9.5 1.45 1036
S5QB 215 4.1 10.9 2.11 1026
S5QC 212 4.9 10.3 1.79 1063
S5QD 211 5.4 11.3 2.08 969
S5QE 209 6.9 15.8 1.44 929
SBQF 207 6.5 15.8 1.97 1016
SBQG 202 7.3 13.8 2.07 983
S8 S8QA 205 4.0 8.0 2.04 1047
S8QB 209 4.4 10.8 2.19 1019
S8QC 200 5.5 5.5 1.39 1060
S8QD 203 5.9 4.7 1.72 1012
S8QE 208 6.0 4.3 1.39 1137
S8QF 206 7.1 4.1 1.41 1088

TABLE B.1 — Résultats relatifs a la zone neutre et au régime inertio-
capillaire des jets.
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Solution | Point de tzREC t?EC tri trr NE,t ~ Emax
fonct. (ms) | (ms) | (ms) | (ms) | (Pa.s) | (=) | (%)
S5 S5QA 44 8.7 2.28 | 1.77 2.85 0.31 9.3
S5QB 42 8.1 2.10 | 1.65 2.75 0.39 | 11.8
sS5QC 39 6.5 1.59 | 1.36 2.75 0.36 | 13.4
35QD 41 7.1 1.76 1.27 2.40 0.47 | 11.1
S5QE 40 6.9 148 | 1.25 2.70 0.29 9.9
S5QF 41 5.6 1.40 | 1.29 1.62 0.23 8.6
S5QG 36 5.3 1.08 | 0.95 1.65 0.21 | 10.7
S8 S8QA 4.1 7.0 1.69 | 1.34 2.30 0.31 | 104
S8QB 4.5 7.1 1.58 | 1.15 2.17 0.42 9.9
38QC 3.0 5.6 1.43 | 1.02 2.05 0.31 | 15.7
S8QD 3.6 5.2 1.19 | 1.10 1.65 0.12 | 16.8
S8QE 2.9 5.0 1.23 1.05 1.95 0.40 19.4
S8QF 2.8 4.2 1.14 | 0.87 1.60 0.29 | 14.8

TABLE B.2 — Résultats relatifs aux régimes élasto-capillaire et visco-
capillaire des jets.

Solution | Point de | (Lpy) | LM H(Ly,) | DY, | D3at | p(sat)
fonct. (mm) (mm) (um) | (pm) (%)
S06 S06QA 14.4 1.7 339 128 78
S06QB 17.1 1.9 349 125 75
S06QC 19.2 2.6 336 126 76
S06QD 18.1 2.7 347 126 85
SO06QE 19.3 3.9 347 124 74
S06QF 14.7 4.0 328 108 86
S06QG 17.8 5.0 359 99 88
S1 S1QA 11.6 1.9 353 130 68
S1QB 15.6 2.2 352 130 80
S1QC 15.9 3.2 351 145 75
S1QD 12.9 3.0 372 134 75
S1QE 14.2 2.9 366 141 70
S1QF 14.8 4.3 362 128 73
S1QG 19.0 2.8 377 100 41
S5 S5QA 40.0 3.5 451 92 21
S5QB 43.0 3.0 455 73 7
sS5QC 43.7 4.7 456 67 7
S5QD 48.0 8.5 437 61 6
S5QE 47.8 7.7 440 86 13
SBEQF 48.0 7.5 432 87 17
S5QG 49.2 13.9 441 68 8
S8 S8QA 35.5 3.0 430 79 12
S8QB 39.0 3.3 442 82 19
sS8QC 37.5 4.8 451 84 18
S8QD 41.8 9.2 462 87 16
S8QE 39.7 6.6 471 90 17
S8QF 39.8 6.3 453 89 16

TABLE B.3 — Résultats relatifs a la rupture des jets et aux gouttes
résultantes.
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