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Franchel GATSE

Spectre ordonné et branches analytiques
d’une surface qui dégénére sur un graphe

Dans ce travail, nous donnons un cadre général de surfaces riemanniennes qui dégénérent sur des graphes
métriques que nous appelons surfaces décomposables en cylindres et en jonctions.

Les surfaces décomposables en cylindres et en jonctions dépendent d’'un parameétre t qui traduit le mécanisme
d’écrasement sur le graphe. Quand le parametre t tend vers 0, les circonférences des cylindres tendent vers
0 et leurs longueurs restent fixes. On obtient ainsi les arétes du graphe limite. Les jonctions, elles sont
écrasées dans toutes les directions et donc dégénérent sur les sommets du graphe limite.

Nous étudions alors le comportement asymptotique du spectre de ces variétés lors de cette déformation. Nous
adoptons les points de vue de la convergence des valeurs propres ordonnées et de celle des branches
analytiques. Ces deux approches sont fondamentalement différentes. Le cas des valeurs propres ordonnées
est assez classique et nous retrouvons la convergence vers le spectre du graphe limite. L’étude des branches
analytiques est plus original. Nous montrons la convergence et donnons une caractérisation des limites
possibles.

Ces résultats s’appliquent dans le cas des surfaces de translations qui possédent une direction complétement
périodique.

Mots clés : Géométrie spectrale, surfaces de translation, surfaces a petits carreaux, perturbations analytiques,
graphe métrique, perturbations singuliéres

Ordered spectrum and analytical branches of a surface
degenerates on a metric graph

In this work, we give a general framework of Riemannian surfaces that can degenerate on metric graphs and
that we call surfaces made from cylinders and connecting pieces.

The latter depend on a parameter t that describes the degeneration. When t goes to 0, the waists of the
cylinders go to 0 but their lengths stay fixed. We thus obtain the edges of the limiting graph. The connecting
pieces are squeezed in all directions and degenerate on the vertices of the limiting graph.

We then study the asymptotic behaviour of the spectrum of these surfaces when t varies from two different
points of view, considering the spectrum either as a sequence of ordered eigenvalues or as a collection of
analytic eigenbranches. In the case of ordered eigenvalues, we recover a rather classical statement, and prove
that the spectrum converges to the spectrum of the limiting object. The study of the analytic eigenbranches is
more original. We prove that any such eigenbranch converges and we give a characterisation of the possible
limits.

These results apply to translation surfaces on which there is a completely periodic direction.

Keywords : Spectral geometry, translation surfaces, square-tiled surfaces, analytic perturbations, metric graph,
singular perturbations
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Résumé

Dans ce travail, nous donnons un cadre général de surfaces riemanniennes qui dégénerent sur
des graphes métriques que nous appelons surfaces décomposables en cylindres et en jonctions.
Les surfaces décomposables en cylindres et en jonctions dépendent d’un parametre t qui traduit
le mécanisme d’écrasement sur des graphes. Quand le parametre ¢ tend vers 0, les circonférences
des cylindres tendent vers 0 et leurs longueurs restent fixes. On obtient ainsi les arétes du graphe
limite. Les jonctions, elles sont écrasées dans toutes les directions et donc dégénerent sur les
sommets du graphe limite.

Nous étudions alors le comportement asymptotique du spectre de ces variétés lors de cette
déformation. Nous adoptons les points de vue de la convergence des valeurs propres ordonnées
et de celle des branches analytiques. Ces deux approches sont fondamentalement différentes. Le
cas des valeurs propres ordonnées est assez classique et nous retrouvons la convergence vers les
spectre du graphe limite. L’étude des branches analytiques est plus originale. Nous montrons
la convergence et donnons une caractérisation des limites possibles.

Ces résultats s’appliquent dans le cas des surfaces de translations qui possedent une direction
completement périodique.

Abstract

In this work, we give a general framework of Riemannian surfaces that can degenerate on
metric graphs and that we call surfaces made from cylinders and connecting pieces. The latter
depend on a parameter ¢ that describes the degeneration. When t goes to 0, the waists of
the cylinders go to 0 but their lengths stay fixed. We thus obtain the edges of the limiting
graph. The connecting pieces are squeezed in all directions and degenerate on the vertices of
the limiting graph.

We then study the asymptotic behaviour of the spectrum of these surface when t varies
from two different points of view, considering the spectrum either as a sequence of ordered
eigenvalues or as a collection of analytic eigenbranches. In the case of ordered eigenvalues, we
recover a rather classical statement, and prove that the spectrum converges to the spectrum
of the limiting object. The study of the analytic eigenbranches is more original. We prove that
any such eigenbranch converges and we give a characterisation of the possible limits.

These results apply to translation surfaces on which there is a completely periodic direction.
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Introduction

Cette these porte sur certaines familles de surfaces riemanniennes qui dégénerent sur des
graphes métriques. Plus précisément, nous allons nous intéresser a la fagon dont le spectre
dépend du parametre qui donne la dégénérescence des surfaces sur ces graphes.

Décrivons le mécanisme dans le cadre des tores plats. La dynamique du flot géodésique
associé a la métrique plate sur un tore est bien comprise. Il existe deux types de directions :

— Les directions completement périodiques ;

— Les directions denses.

Dans une direction completement périodique, on peut voir le tore comme une bande de
géodésiques de meémes longueurs et on peut interpréter la longueur de ces géodésiques comme
le parametre qui traduit I’écrasement du tore. Quand on fait tendre cette longueur vers 0, le
tore dégénere sur un cercle (graphe métrique).

Prenons I'exemple du tore plat construit a partir du rectangle.

FIGURE 1 — T2, = [0;a] x [0;0]

Ecraser T, dans la direction verticale revient a se donner la famille de tores plats T,
construits a partir des rectangles [0;a] x [0;tb].

tb

FIGURE 2 — Famille de tores Tfmb



Notre objet d’étude principal sera le spectre du Laplacien associé. Dans cet exemple, on
montre que les valeurs propres s’écrivent :

2 2
)\fmn = 47? (% + (Z))Q> avec m,n € N.

On voit ainsi, que quand t tend vers 0, les premieres valeurs propres sont obtenues en faisant
n = 0. Elles convergent alors vers les 4#22%2 qui est le spectre du cercle-limite.

Une autre facon d’étudier ce spectre consiste a fixer m et n et a étudier le comportement
de la fonction analytique correspondante. Dans ce cas, on remarque que la branche analytique
correspondant & (m, n), renormalisée par ¢ tend vers 4%22—22 qui correspond au spectre du cercle
transverse, le long duquel le tore a été écrasé.

Cet exemple met en lumiere le fait que le comportement asymptotique du spectre est fon-
damentalement différent selon qu’on le regarde comme une suite de valeurs propres ordonnées
ou comme une collection de branches analytiques.

Dans cette these, nous allons définir un cadre général dans lequel on peut définir ce type
de dégénérescence et étudier les mémes questions spectrales : celui des surfaces que nous avons
appelé surfaces décomposables en cylindres et en jonctions.

Ces surfaces sont naturellement équipées d’une métrique plate dans les cylindres. Dans les
jonctions, la métrique pourra étre relativement arbitraire. Dans certains exemples, elle sera
aussi plate a singularités coniques. On définira alors une déformation qui consiste a écraser
les cylindres selon une direction alors que les jonctions seront elles dilatées dans toutes les
directions. Ceci généralise le cas du tore précédent, et la surface s’effondre maintenant sur un
graphe métrique (les arétes viennent munies d’une longueur).

Nombre de mathématiciens se sont intéressés a ce type de perturbations singulieres et aux
liens entre le spectre des surfaces et 'objet limite. D’autres auteurs ont fait le chemin inverse.
C’est-a-dire que pour comprendre le spectre de certains opérateurs différentiels définis sur un
graphe, ils associent au graphe une surface qui s’effondre sur lui et ensuite ils essaient de
comprendre comment obtenir ce spectre a partir de la surface.

Ces problemes trouvent des applications en physique et en chimie, nous renvoyons aux
références données dans les travaux de J.Rubinstein et M.Schatzman [41], P.Kuchment et
H.Zeng [33], P.Exner et O.Post [14]. On peut aussi mentionner les travaux de C. Anné [I]
et de K. Pankrashkin, S. Roganova et N. Yeganefar [39] pour des perturbations plus générales
dans le méme esprit. Tous ces travaux adoptent le point de vue des valeurs propres ordonnées.
Le point de vue des branches analytiques est lui, développé notamment dans les papiers de L.
Hillairet et C. Judge [24] 25], 26] et est utilisé pour démontrer des résultats spectraux génériques.

Les deux points de vue nécessitent des approches différentes. Pour la convergence des valeurs
propres ordonnées, nous avons procédé en deux étapes. La premiere étape consiste a mettre en
place un résultat de compacité pour une suite de fonctions propres associées a une suite de va-
leurs propres bornées. Le travail consiste alors a montrer que cette limite appartient au spectre
de 'hamiltonien défini sur le graphe limite. Pour cela nous aurons besoin de théoremes fonda-
mentaux d’analyse hilbertienne et de théorie spectrale (injection compacte, convergence forte
et faible notamment ...). On en déduit ensuite la convergence des valeurs propres ordonnées.
Cette approche est légerement différentes de celle utilisée dans [41], [33], [14] dans lesquelles on
construit un opérateur de transfert qui transplante les fonctions de la surface qui s’effondre sur
I'objet limite et vice-versa et qui permet de comparer les formes quadratiques de la surface et
de l'objet limite. Un outil principal pour ces démonstration est le principe du min-max.

Pour I'étude des branches analytiques, on s’appuie sur la philosophie générale derriere les
travaux de L. Hillairet et C. Judge. Il s’agit donc, dans un premier temps, de montrer que les



branches analytiques (éventuellement renormalisées) convergent et, dans un deuxieme temps
d’essayer de caractériser les limites possibles. Les démonstrations utilisent alors de fagon cru-
ciale la formule de Feynman-Hellmann qui donne la dérivée d’une branche analytique et des
propriétés de concentration des fonctions propres. Les méthodes de [26] reposent sur la com-
paraison avec un opérateur modele dans lequel on peut séparer les variables. Dans notre cas,
pour les surfaces décomposables en cylindres et en jonctions, nous utiliserons aussi la séparation
de variables dans les cylindres, qui a ’aide d’un développement en série de Fourier permet de
ramener I’étude a des problemes d’équations différentielles ordinaires (en dimension 1).

Une motivation pour I'étude spectrale des surfaces décomposables en cylindres et jonc-
tions est ’étude des surfaces de translation. Ces dernieres sont munies d'une structure eucli-
dienne a singularités coniques et ont de nombreuses propriétés géométriques et dynamiques tres
intéressantes. Beaucoup de mathématiciens ont étudié ces surfaces, par exemple W.Veech qui
fait partie des pionniers dans ce domaine [44], 45], J.C.Yoccoz, A.Zorich, H.Masur, M.Troyanov,
S.Tabachnikov et la liste n’est pas exhaustive ([30, 42, 43| [48]). La plupart des travaux concernent
le coté géométrique, du coté spectral on peut mentionner [22, 23]. Le cadre général de cette
structure est tres riche et de nombreuses questions (difficiles) restent ouvertes. Certaines classes
particulieres des surfaces ayant une structure euclidienne & singularités coniques ont été plus
spécifiquement étudiées ou consacrées a des theses et articles. Voir par exemple les theses de
Zmiaikou [47], Cabrol [6], Malouf [35] et les articles de Yoccoz [46], Zorich [48], et Kerchkoff-
Masur-Smillie [32]. Parmi ces surfaces particulieres mentionnons les surfaces a petits carreaux
et plus généralement les surfaces de Veech. Sur ces dernieres on peut montrer qu’il existe des
directions completement périodiques donc elles sont constituées de cylindres plats. En écrasant
ces cylindres, on définit une déformation dans I’espace des surfaces de translation que les travaux
présentés ici permettent d’étudier du point de vue spectral.

Chapitre

On va étudier le spectre du tore plat comme prototype des surfaces décomposables en
cylindres et en jonctions. Le tore faisant partie des rares variétés riemanniennes dont on peut
expliciter le spectre, nous pouvons voir comment varie ce spectre quand on fait tendre les
longueurs de géodésiques vers 0 dans une direction completement périodique . L’étude du
spectre des tores reste tres instructive pour beaucoup de domaines des mathématiques.

Chapitre

Ce chapitre a pour but d’introduire le cadre général dans lequel nos résultats vont s’appli-
quer.

On introduit les surfaces décomposables en cylindres et en jonctions associées au graphe.
On définit les principaux éléments qui constituent ce type de surfaces. On dégage les propriétés
géométriques et spectrales qui nous intéressent sur ces surfaces.

Chapitre

Dans ce chapitre nous traitons la convergence des valeurs propres ordonnées. Outre le fait
de généraliser ce qui se passe sur un tore plat, les techniques abordées dans cette these sont des
cas particuliers des résulats plus généraux développés dans la littérature voir par exemple [41],
[33], [14].

Le principal résultat est (voir théoréme [3.0.1)) :

Théoreme 0.0.1. Soit (Xéz)t la famille de surfaces décomposables en cylindres et en jonctions
associée au graphe Gyx. La k-iéme valeur propre du spectre de Xéx converge vers la k-iéme
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valeur propre de Gy, i.e.
Yk, lim AL = 0=,

t—0

Chapitre

On étudie la convergence des branches analytiques des surfaces décomposables en cylindres
et en jonctions. Ce résultat est obtenu grace a la formule Feynman-Hellmann, qui donne la
variation des valeurs propres, et le théoreme spectral pour une forme quadratique. Nous nous
sommes essentiellement inspirés des travaux de L.Hillairet et C.Judge. Dans notre cadre nous
disposons d'un prototype, le tore plat, pour lequel on peut expliciter le spectre. On généralise
le comportement des branches analytiques du tore sur une surface décomposable en cylindres
et en jonctions quelconque.

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant (voir théoreme [4.2.1]) :

Théoréme 0.0.2. Soit (¢, u') une branche analytique de (Q", 7). Alors, il existe 1° € [0, +00)
tel que
t 0
ut— .
t—0t
On montre ensuite la cractérisation des limites possibles. Ou bien la limite p° est une valeur
propre d’un des cercles qui ont été écrasé (valeur propre transverse) ou bien u° est une valeur
propre d’une surface non-compacte obtenue en prolongeant les manchons cylindriques au bord
d’une des jonctions par un demi-cylindre infini. (voir théoréme [4.3.1))

Chapitre

Ce chapitre a pour but de définir le cadre naturel qui a motivé 'introduction des surfaces
décomposables en cylindres et en jonctions.

Nous allons commencer par introduire les surfaces munies d’une structure euclidienne a
singularités coniques et ensuite donner des classes particulieres de ces surfaces. Nous parlerons
des surfaces a petits carreaux qui sont des exemples tres particuliers des surfaces de Veech.
Ces surfaces possedent une géométrie tres particuliere et des propriétés dynamiques proches
de celles d'un tore plat. Nous allons définir des surfaces de translation et en donner quelques
exemples. Pour terminer ce chapitre nous énoncerons quelques propriétés des surfaces a petits
carreaux.

Chapitre

Dans ce dernier chapitre qui sert d’annexe, nous présentons des rappels sur les opérateurs
non bornés et leur théorie spectrale.

11



Chapitre 1

Etude des tores plats

Ce chapitre a pour but de présenter dans un cadre simple - celui des tores plats - le type de
questions spectrales qui vont nous préoccuper. La premiere motivation pour étudier les tores
plats est qu’ils font partie des rares variétés riemanniennes pour lesquelles on peut calculer le
spectre explicitement. Une deuxieéme motivation est qu’on y observe les phénomenes que nous
chercherons a généraliser par la suite.

Sur un tore, on comprend bien la dynamique du flot géodésique associé a la métrique plate
(voir par exemple [42]). 1l existe deux types de directions :

— les directions rationnelles, dans lesquelles toutes les trajectoires sont périodiques,

— les directions irrationnelles, dans lesquelles toutes les trajectoires sont denses.

On peut alors considérer la famille de tores obtenue en écrasant les géodésiques d'une direction
périodique et étudier la facon dont le spectre se comporte. On verra alors que les résultats sont
différents selon que l'on regarde ce probleme du point de vue de la convergence des valeurs
propres ordonnées ou de celui de la convergence des branches analytiques.

Dans les chapitres suivants, nous étudierons des surfaces pour lesquelles on peut définir un
type de déformations analogues et nous verrons que I’étude du spectre a la fois du point de
vue des valeurs propres ordonnées et du point de vue des branches analytiques présente des
similarités avec le cas des tores.

1.1 Calcul du spectre

Tout le long de ce chapitre, nous ferons occasionnellement I'identification C ~ R2.

Il y a plusieurs manieres de définir les tores plats. Nous choisissons le point de vue des
surfaces polygonales, dont le concept sera précisé un peu plus loin dans cette these (voir cha-
pitre . Ainsi, on construit un tore plat en partant d’'un parallélogramme du plan euclidien
dont on identifie les cotés paralleles par translation. La métrique provient alors de la métrique
euclidienne ambiante.

En prenant une matrice 2 x 2 inversible, on transforme un parallélogramme en un autre
parallélogramme. Cette opération induit une action des matrices inversibles sur ’ensemble des
parallélogrammes et, par conséquent sur les tores plats car les identifications sont préservées.
L’étude de cette action permet de voir que tout tore plat est isométrique a un tore de la forme
suivante muni de la métrique dz? + dy? :
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FIGURE 1.1 — Tore plat T,

avec 7 dans

D= {z € C|S(z) > 0,]2] > 1,|R(2)] < 1/2}7
voir par exemple [L3].

On associe au tore plat T, 'ensemble R(7) = Z + 7Z. C’est un sous-groupe discret de
C qu’on appelle un réseau. On peut alors vérifier que la définition donnée (par les surfaces
polygonales) du tore T, est équivalente a une autre définition classique disant que le tore T,
est le quotient du plan par I'action des translations associées au réseau.

Une fonction f du tore T, est donc définie comme une fonction de R? qui satisfait la
condition suivante :

VéE e R(T), fF(X+E) = f(X) VX € R

Une telle fonction est dite R(7) périodique. Pour tout k& > 0, on définit les espaces de
Sobolev du tore T, de la fagon suivante (voir [5] pour la définition des espaces de Sobolev sur
R?) :

HY(T,) = {f € Hi(R?), f est R(r)— périodique }.

L’opérateur de Laplace Beltrami associé & la métrique g = do? + dy? est alors donné par :
dom(A) = H*(T,), A=-07-0..
Par régularité elliptique, une fonction propre f, solution de 1’équation

Af(x,y) = M(z,y),

sera automatiquement C°.

Pour calculer le spectre de I'opérateur A ainsi défini sur le tore T, nous allons faire un
changement de variables qui nous donnera un nouveau probléeme aux valeurs propres, posé
maintenant sur le tore T;q,.

Pour cela, nous effectuons le changement de variables linéaire associé a la matrice

_R()
A =1 750 ).
0 1
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Si on désigne par ($,y) les coordonnées de départ, les nouvelles coordonnées (u, v) sont

donc données par :
Yy v

Géométriquement cela se traduit par la figure suivante :

Yy v
T R(T
Y CRR )
0 1
R(r)
P e
T 0 1
> X u
0 1 0 1

FI1GURE 1.2 — Changement de variables

Grace a ce changement de variables, nous pouvons traduire ’équation aux valeurs propres
des coordonnées (x,y) dans les nouvelles coordonnées (u,v).
Considérons une fonction f définie sur le tore T, et posons :
— -1
F:=fop "
On commence par montrer 'équivalence f est R(7) périodique si et seulement si F' est R(iS(7))

périodique.
Nous allons montrer une implication, 'autre se prouve de la méme fagon.
Supposons que f est R(T) périodique et montrons que F' est R(i3(7)) périodique.
Soient n € R(iS(7)) et Y € R%. Un calcul simple montre que ¢;'(n) € R(7), ainsi :

FY+n)=fop " (Y +n)

= fe: (V) + 7' (n)
= f(e7'(Y))
— F(Y).

Nous avons ainsi fini de montrer que f est R(7) périodique si et seulement si F' est R(i3(7))

périodique.
Calculons maintenant les dérivées partielles de F'

OuF(u,v) = dF(u,v)(1,0)
_ (df(%l(u,v)) odw#(u,w)(l,m
— dF (o () (1,0)
- aa:f(go;l(uﬂ U))7
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et donc :
O, F = 8xfocp;1.

Oy F(u,v) = dF(u,v)(0,1)

= (a0 o) oo ) ) 0.1

— 0 ) (G )
- 28@]‘(@?1(%@)) + 0, (o7 (u, )

et donc : P
O F = (\ET;&J ot +0,fopt.

S\T

Ces deux calculs entrainent I’équivalence :
feHNT,) < F e H (Tis).
Par récurrence, on en déduit
Vk >0, f € HYNT,) < F e H"(Tisr))-

De plus, en exploitant les expressions obtenues ci-dessus et les mémes regles de calcul on a :

00, F = (07f) o7’ (A1)
2

0 0’F = (ig;aﬁf + 2§E:§a§yf + 8jf) o @ (A2)

092 F = @8 O2f + 02, f> o, (As)

La relation

R(r)? LR
<1+%(7)2)(A1) 2 (A3) + (As9)

3(7)

donne

R(r)? R(7)
1 OF —2——L02 F+0.F = (0:f + 0 .
( * S(r)2) S(r) T4 (0 +8,8) o -
= —Afop .
Ainsi, nous pouvons traduire le probleme aux valeurs propres de T, sur Ty

{Af:)\f @{PF:)\F

fe M (T,) F e H*(Tis(r) (1-1.1)

avec

2
P —[(1 + 1) )aﬁ SPLOP )

()2 (1)

de domaine H?(Tig(r)).
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On appelle réseau dual de R(i(7)), le réseau

R (iS(r)) = R(OL).

3(7)

Fixons £ € R*(i3(7)). La fonction définie sur R? par

Fe(Y) = e e ()

(T

~—

est R(iQ(7))— périodique. En effet, pour n € R(iS(7)), on a :

(&ln) € Z.

Ce qui entraine que :

F:(Y +n) = Fe(Y) pour Y € R% € R(i(7)).

Nous allons montrer que les fonctions F¢ sont fonctions propres de P et exhiber les valeurs
propres qui leur sont associées.

On commence par observer que F; est manifestement dans HQ(TZ-g(T)). Par ailleurs, par
définition du réseau R*(i3(7)),
£ € R (iS(1)) & I(m,n) € Z* tel que &€ =m + Z%
S(7
Ainsi,
472
S(7)?

On a montré que le couple (F¢, A¢(7)) est un couple d’éléments propres de P.

PFe = Xe(T)Fy  avec \¢ = (|7’|2m2 —2mn¥R (1) + nQ).

Nous allons montrer que tous les éléments propres de P sont de cette forme, ce qui démontrera
le théoreme suivant.

Théoréme 1.1.1. L'opérateur P est auto-adjoint sur H*(Ts(r)) et son spectre est

o(P) = {Ag\é € R*(z’%(T))} = {)\m,n(T) | (m,n) € ZQ}.

Les fonctions propres associées (Fe)ecpe(is(ry) forment une famille totale.

Preuve. On commence par remarquer que la famille (F¢)eepeis(r)) est une base hilbertienne
de L*(T,5()) pour la mesure dY (non-normalisée), comme produit tensoriel de deux bases
hilbertiennes. Ainsi, toute fonction g € LQ(Tig(T)) se décompose dans la base hilbertienne sous

la forme
9=, cloFe
E€R*(i(7))

ot la somme est convergente dans L?(Tyg(r)), et le coefficient de Fourier ¢, est défini par

ce(g) = L g(Y)e ™ (ev) gy,

V S(7) Tig(r)
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Pour tout A ¢ {)\5 | £ € R (z%(T))}, et tout g € L?(Tjg(r)), on peut résoudre le probleme

(P=XNf=g

de la fagon suivante.
S’il existe un tel f, ces coefficients de Fourier doivent vérifier la relation

(Ae = Nee(f) = celg)-
On définit donc

f= > ACSLFE. (1.1.2)

—A
R (i3()) é(7)

Comme I'ensemble {\¢(7), & € R*(iS(7))} est discret fermé, et A n’appartient pas a cet
ensemble, il existe € > 0 tel que

VE € R*(i3(7)), A= Ae(T)| > €.

On en déduit que la somme définissant f converge dans L2(Tig(7)).

Comme les (Fi)geR*(is
gonale dans H2. Nous allons montrer que la somme converge normalement dans H?, ce
qui donnera sa convergence au sens de la norme H? et par suite on en déduira par complétude
que f € dom(P). Il faut donc montrer que la norme H? du terme général de la série est
controlée par le terme général d'une série convergente.

Commencons par calculer les dérivées d’ordre 1 et 2 de F :

) forment une base hilbertienne dans L?, qui est également ortho-

ang = ZQ’/T&'F&

et
O Fe = —AT*EE F.
Alors,
10 Fe||* = 4m*€; (1.1.3)
et
10%; Fell” = 167¢2 5. (1.1.4)

En comparant (1.1.3)), (1.1.4) respectivement avec A¢,A7 et en utilisant un argument d’ho-
mogénéité, on a 'existence d’une constante C' telle que :

[Fell7p < C(1+ 7). (1.1.5)
En effet, on étend & R? la définition de A :
R(r)? R(7)
42 2 2
Ae = A [(1 + %<7.)2)f1 2%<7_)§152 + 52]

Puis, on définit, pour j, k valant 1 ou 2, sur R? \ {0}

_ 4#25]2 B 16#45?513
a;(§) = B Bir(€) = )\—g
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Ces fonctions sont homogenes de degré 0 sur R?\ {0}, elles sont donc bornées, ce qui prouve
I’estimation (|1.1.5]).

Ainsi :
ce(9)? > ce(9)’ 2
—— || Fel5e < C———=(1+ A7), (1.1.6)
(A=) (Ae =)
ce qui permet de conclure puisque la quantité
1+ N
v 2
(Ae =)

est bornée quand & parcourt R*(i¥(7)).

1422 . .
ﬁ — 1 et pour A\¢ > A, cette fonction est continue et
Ae—A
strictement positive. Ce qui permet de conclure, puisque, si £ € R*(iS(7) alors on a qu'un

nombre fini de A\¢ < A.

Ainsi, si \ ¢ {)\g | £ € R*(iS(7)) ¢, P — X réalise une bijection de H? sur L2 En effet, nous

En effet, quand \¢ — o0,

avons montré la surjectivité et I'injectivité résulte de I'unicité des coefficients de Fourier. En
particulier, A n’est pas une valeur propre.

La formule de Plancherel montre que I'opérateur P est symétrique sur H*(Tyg(r)). La pro-
position du chapitre [A] conclut alors au fait qu’il est autoadjoint; ce qui termine la
preuve. O

D’apres 1'équivalence ([1.1.1)) on en déduit le corollaire suivant :
Corollaire 1.1.1. Le spectre du Laplacien euclidien sur le tore T, est [’ensemble :

472

o(T,) = {Am,nm =507 (|T|2m2 — 2mnR(r) +n2), m,n € z}.

1.1.1 Valeurs propres ordonnées ou branches analytiques

Considérons le tore plat associé au réseau Z + i0Z (c’est-a-dire on prend 7 = io). Ce tore
est représenté par le rectangle euclidien dont les cotés paralleles sont identifiés par translation.
Cela revient donc a faire le produit du cercle S; de longueur 1 et du cercle S, de longueur o :

Tlexso

et écraser ce tore dans la direction verticale, revient alors a changer la longueur du deuxieme
cercle

Tt = 81 X So’t

avec 0 < t <1 qui tend vers zéro ou encore a prendre le réseau Z + itoZ.
D’apres le corollaire [1.1.1] Le spectre de T est donc donné par :

2
2. 2 neoy .
{)\mm(t) =47 (m + W),m,n € Z}.
Pour m, n fixés, t — A\, (t) est analytique sur ]0; 1] et représente une valeur propre de T :

on parle de branche analytique (de valeur propre) et on observe que le spectre de T est donc
la réunion de ces branches analytiques.
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Représentons graphiquement les branches analytiques de T*

C \ Seuil

FIGURE 1.3 — Les branches analytiques de T?

Ces branches analytiques mettent en évidence le comportement asymptotique du spectre
quand le tore dégénere. Pour éviter d’avoir a traiter des branches qui tendent vers I'infini, il est
naturel de renormaliser par ¢?> et donc de considérer

t 2 2 2,2 n’
Py = t"Amn(t) = 47 (mt + ;)
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+~N_ N \\\ N\
~

FIGURE 1.4 — Les branches analytiques de T renormalisées

Remarque : On gardera a l'esprit que ces figures ne refletent pas le fait qu’il y a une infinité
de branches analytiques qui convergent vers chaque valeur propre transverse (Voir le chapitre
pour cette terminologie) : en effet, a n fixé, pour tout m, la branche uﬁmn converge vers 47;22”

On observe le phénomene suivant : les branches analytiques renormalisées convergent. Si u° est

la limite d’une telle branche alors il existe n tel que u° = 4";2"2. Ces valeurs possibles (4";2”2)%2
forment le spectre du cercle S, .

La convergence des valeurs propres ordonnées répond a une question différente : on se fixe
k, et on étudie le comportement, quand ¢ tend vers 0 de S\k(t) qui est, par définition, la k—ieme
valeur propre de T*. D’apres la figure représentant les \,,, ,(t), et d’apres I'expression du spectre,
il est clair que pour ¢ assez petit (mais dépendant de k), les j premieres valeurs propres de T
sont 0,472, ..., 47252, (qui correspondent & prendre n = 0). Plus généralement, on observe le
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résultat suivant : Si on se fize un seuil C, une suite (t,),>0 tendant vers 0 et une suite de
valeurs propres (A\),>o de Tt bornée par C' alors, les seules valeurs d’adhérence possibles sont
{47252, 7 € N} N [0,C]. Ces valeurs possibles forment le spectre du cercle Sy .

— Quand on écrase le tore plat, les valeurs propres ordonnées convergent vers les valeurs
propres de l'objet limite ;
— Les branches analytiques des valeurs propres renormalisées convergent vers des valeurs
spécifiques, ici appelées valeurs propres transverses, terminologie qui sera précisée apres.
Nous allons définir une classe plus large de variétés riemanniennes de dimension 2 pour
lesquelles on pourra définir des déformations comparables a 1’écrasement des cylindres. On
étudiera ensuite les deux phénomenes décrits ci-dessus.
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Chapitre 2

Définition des objets et position du
probleme

Ce chapitre a pour but de fixer le cadre dans lequel nos résultats spectraux s’appliqueront.

Reprenons 'exemple de la fin de la partie précédente, c’est-a-dire la famille de tores
Tt - Sl X So’t-

Du point de vue dynamique, cela revient a faire tendre la longueur des géodésiques dans la
direction verticale vers 0, nous reviendrons sur cette formulation au chapitre 5

D’un point de vue plus naif, on a écrasé le tore sur le cercle de longueur 1. On pourrait faire
le chemin inverse partir du cercle limite et, en 1’épaississant, reconstruire le tore.

Ce qui nous intéresse est de généraliser cette procédure en remplacant le cercle limite par un
graphe métrique. On veut ainsi étudier comment certaines surfaces dégénerent sur des graphes,
et comment reconstruire ces surfaces a partir de leur graphe limite.

Par exemple, considérons le graphe suivant :

€1

€2 €4

€3

F1GURE 2.1 — Graphe limite d’une surface

Intuitivement, on peut associer a ce graphe limite une famille de surfaces qui s’effondrent
sur lui comme suit :
— On épaissit chaque aréte en cylindre dont les circonférences dépendent d’un méme pa-
rametre ¢ ;

22



— On remplace le sommet par une surface dont les composantes de bords ont des voisinages
isométriques aux bouts des cylindres précédents. Cette surface dépend donc de ¢t. On
appellera jonction ces morceaux.

Il suffit ensuite de recoller les composantes de bords des cylindres et celles de la surface
associée au sommet d'une maniere convenable pour avoir une surface. Lorsque ¢t — 0 cette
surface s’effondrera sur notre graphe pourvu que les jonctions puissent étre remplacées, dans
un sens convenable par les sommets.

Cette partie va consister a donner une définition mathématique des objets qui composent
la surface : graphes, cylindres et jonctions.

On munira cette surface d’une métrique (événtuellement avec des singularités coniques dans
les jonctions). Cette métrique dépendra du parametre ¢ qui donne la dégénérescence de la surface
sur le graphe. L’objectif principal de la these sera de comprendre le comportement du spectre
de cette métrique quand la surface s’écrase.

On commence par faire un bref rappel sur les graphes. Les définitions données ici sont en
partie empruntées a [4].

2.1 Graphe

2.1.1 Graphe combinatoire

Le but de cette section n’est pas de faire une étude détaillée de la théorie des graphes. Nous
allons donner des éléments qui serviront a la compréhension des surfaces que nous voulons
introduire et de la théorie spectrale qu’on peut faire sur les graphes. Il y a plusieurs manieres
de considérer des graphes notamment, on peut privilégier un point de vue combinatoire ou un
point de vue métrique. Commencons par le point de vue combinatoire.

Traditionnellement, un graphe G est formé d’un ensemble fini ou dénombrable infini de som-
mets )V = (Vj)j et un ensemble £ = (ek) , d’arétes reliant les sommets. Dans cette présentation,
il ne peut y avoir qu'une seule aréte entre deux sommets. Pour autoriser les arétes multiples,
on se donne une fonction symétrique :

N:VxV—=N

qui donne le nombre d’arétes qui relient deux sommets donnés. Autrement dit, si N(v;,v;) =
n, on considere qu’il y a n arétes entre v; et v;. Un graphe apparait donc comme la donnée
du couple (V, N) et on continue a noter £ 'ensemble des arétes que I’'on supposera toujours fini.

Remarque : Dans la littérature, on appelle parfois multigraphe cette généralisation. Nous
continuerons a utiliser le mot graphe.

Deux sommets vy, vy sont dits adjacents ( noté vy ~ VQ) s’il existe au moins une aréte les
connectant, c’est-a-~dire si N(vy,vy) > 0.

L’application N nous permet aussi de définir la notion de chemin dans un graphe combina-
toire.

Définition 2.1.1. Dans le graphe (V, N), on appelle chemin une suite de sommets (Vj)
telle que :

1<j<k

V7, N(Vj, Vj+1) > 0.

On dira qu'un graphe combinatoire est connexe si, et seulement si pour deux sommets dis-
tincts, il existe toujours au moins un chemin les reliant.
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Les figures suivantes illustrent cette notion sur deux exemples.

e
® —@

S

e3 e

FIGURE 2.2 — Graphe non connexe

er

€5

Vo
V3
€6
€1

€3 €9

Vi

FIGURE 2.3 — Graphe connexe

Décrivons la fonction N associée au graphe [2.3

Vi | Vo | V3
\'Al 2 1 0
Vo 1 0 3
Vs 0 3 1

FIGURE 2.4 — Tableau de la fonction N du graphe [2.3

Une autre facon de définir le graphe est de se donner V et £ et deux applications
0:E—=V ett:€—=V.

On définit alors N(v;,v;) comme le nombre d’arétes e telles que soit o(e) = v; et t(e) = vy,
soit o(e) = v; et t(e) = v;. Remarquons que définir o et ¢ revient a choisir une orientation sur
chaque aréte : celle pour laquelle o(e) est I'origine et t(e) le point terminal.
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On dira qu'une aréte e est adjacente & un sommet v si ou bien ¢(e) = v ou bien o(e) = v.
On le notera e — v.

Remarque : Partant du graphe, pour définir o et ¢ on choisit une orientation sur chaque aréte.
On a deux choix pour chaque aréte.

Reprenons 'exemple du graphe 2.3 et donnons deux choix d’applications o et t possibles.

Les deux tableaux qui suivent donnent la premiere orientation.

FIGURE 2.6 — Tableau de la fonction ¢ du graphe [2.3

Une autre orientation possible du graphe 2.3 est donnée par les deux tableaux suivants :

e fea|esfeq|es|e|er
[ve [vi[vifvs [ve]vs[vs

F1GURE 2.7 — Tableau de la fonction o du graphe [2.3

e fes|esfen|es e e
[vifvi v fvefvs|ve[vs

FI1GURE 2.8 — Tableau de la fonction ¢ du graphe [2.3

2.1.2 Graphes métriques

Nous allons maintenant associer aux graphes combinatoires construits dans la partie précédente
une structure qui permettra de les voir comme des variétés singulieres de dimension 1, munie
d’une métrique.

Remarque : Il faut noter que notre terminologie differe de celle habituellement utilisée pour
laquelle un graphe métrique est simplement un graphe combinatoire muni de la distance com-
binatoire.

On part d’un graphe combinatoire noté G, ; c’est a dire qu’on se donne V, £ et les applica-
tions o et t. On se donne maintenant une application L de £ dans ]0, 400[ qui, a chaque aréte
e associe une longueur /.

Ceci nous permet de voir une aréte abstraite comme un segment de longueur /.
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e
o o
FIGURE 2.9 — Aréte

On veut maintenant recoller ces segments en suivant la combinatoire donnée par G.. On
pose :

G = J0,l]uV,

ecé

et on construit 'application :

telle que

— pour z € [0; 1]
— () =xsizel0;l;
— i(0) = o(e);
o Z(le) = t(e) ;

— pour v € V, i(v) =v.

On définit le graphe métrique G = (G, L) comme le quotient de G par cette application.
Autrement dit, on identifie deux points qui ont la méme image par i. Concretement, la construc-
tion précédente revient a dire qu’on a identifié le sommet v avec l'origine de [0,[.] si o(e) = v
et avec son point terminal si t(e) = v. L’ensemble des sommets V apparait donc comme une
partie de GG. Les points de notre graphe métrique G seront non seulement les sommets de G,
mais aussi tous les points intermédiaires sur l'aréte e identifiée a [0, l,]. Plus précisément, un
point m € G\ V appartient a un unique segment |0, [o[.

Pour pouvoir faire de I’analyse sur le graphe G, il convient de définir des espaces fonctionnels
adéquats. Une méthode consiste a définir une fonction sur G qui passe au quotient.

Si X est un espace métrique, on peut ainsi définir 'espace C°(G, X) des fonctions continues
sur G a valeurs dans X : c¢’est ’espace des fonctions de G dans X telles que

1. la restriction & chaque intervalle [0, [,] est continue,
2. la fonction passe au quotient.

Autrement dit, si on se donne une énumération e, -- e, de & :
C’(G,X) = {(f1, e fk) € UCO([O;lei],X)]fj(lj) = f;(0), chaque fois que t(e;) = o(ei)}.

Remarque : On pourrait définir une distance sur GG en définissant la longueur de chemins dans
le graphe GG. La notion de fonction continue pour cette distance coincide alors avec la définition
précédente. Comme nous n’utiliserons pas cette distance et que les vérifications sont un peu
fastidieuses, nous avons préféré donner directement la définition qui nous servira par la suite.

La présence de la coordonnée x le long des arétes permet aussi de définir la mesure de
Lebesgue dx sur chaque aréte et, par suite sur le graphe. Avec cette mesure, on définit d’autres

espaces fonctionnels standards sur G.

On introduit la notation H* (e) pour désigner I'espace de Sobolev des fonctions sur I'aréte
e, i.e. des fonctions de 'espace L? (e) dont toutes les dérivées au sens des distribution jusqu’a
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Pordre k appartiennent a L?(e) (cf. [5]).

Partant de ces espaces, on a alors les définitions suivantes.

Définition 2.1.2. (1) L’espace L* (G) sur G est constitué des fonctions qui sont mesu-
rables et de carré intégrable sur chaque aréte e, muni de la norme

111z e) = 22 Fel e o)

ecé

En d’autres termes, L? (G) est la somme directe orthogonale des espaces L* (e).

(2) L’espace de Sobolev Hl(G) est constitué de fonctions continues sur G telles que les
restrictions de ces fonctions sur les arétes e sont dans Hl(e). La norme associée est

115 (0) = 21 el Fa o)
ecf

La condition de continuité imposée sur les fonctions de I’espace de Sobolev H! (G) signifie
que toute fonction f de cet espace prend la méme valeur au sommet v de toutes les arétes adja-
centes a v, et ainsi f(v) est uniquement définie. C’est une condition naturelle pour les fonctions
H! unidimensionnelles.

On pourrait définir de facon récursive des espaces de Sobolev d’ordre s upérieur mais ceux-ci
ne seront plus nécessairement adaptés au cadre des graphes quantiques que nous définissons
ci-dessous. Intuitivement, les sommets des arétes sont des singularités et contrairement au cas
k =1, les fonctions de H* ne vérifient pas de conditions naturelles aux sommets. Nous verrons
que les conditions aux sommets caractérisent 'opérateur qu’on étudie sur le graphe et pour
plus de détails nous renvoyons a [4].

On définit néanmoins les espaces suivants :
Définition 2.1.3. On note par H* (G) l’espace
=D ()
eef

constitué des fonctions f € L* (G) qui sur chaque aréte e appartient & l’espace de Sobolev H* (e)
et telles que

115 (0 = D2 el w2

ecé

Remarque : La définition de H! dit exactement que :

H'(G) :=H'(G) NC°(G).
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2.1.3 Graphes quantiques

Un graphe métrique devient quantique une fois qu’il est équipé d'une structure addition-
nelle : on lui assigne un opérateur différentiel d’ordre 2 et un domaine sur lequel il est autoad-
joint. Conventionnellement cet opérateur est appelé hamiltonien.

Dans cette these, on va s’intéresser a I’hamiltonien qui agit comme le laplacien positif sur
chaque aréte :

2
f=-=0.f
Pour avoir un opérateur autoadjoint, des conditions supplémentaires sont requises sur les

sommets. Pour s’en convaincre on peut se référer au cas classique des opérateurs différentiels
sur un segment (qui correspond au cas d’un graphe avec une seule aréte) (Cf [5], [4]).

Plus précisément la définition d'un graphe quantique est donnée par :

Définition 2.1.4. Un graphe quantique est un graphe métrique muni d’un opérateur différentiel
de second ordre (hamiltonien), avec des conditions appropriées aux sommets. Ainsi, un graphe
quantique G est un triplet

{gmphe métrique G, hamiltonien, conditions aux sommets}.

Dans tout ce qui suit, et pour assurer le caractere autoadjoint, on munira le graphe métrique
d’une forme quadratique et 'opérateur associé a cette forme sera notre hamiltonien. La forme
quadratique avec laquelle on travaille prescrira automatiquement les conditions aux sommets
qui caractérisent le graphe quantique.

Pour une étude détaillée des conditions aux sommets qui caractérisent les graphes quan-
tiques voir [4].

Soit le graphe métrique GG défini dans la partie précédente. C’est-a-dire associé aux arétes
(e)ece, aux sommets V' = (v)yep et aux longueurs (lg)ecs. Pour des raisons qui deviendront
claires dans la partie suivante, on choisit aussi une famille de poids strictement positifs sur
chaque aréte, ¥ = (0)ece. On notera Gy, le graphe ainsi pondéré.

On définit alors un produit scalaire ng,, sur L?*(G) par

Vu,v € L*(G), ngy(u,v) = Z/Oeu(x)v(x) oedr,

et on définit la forme quadratique ag,, sur H'(G) par :

le
Vu,v € HY(Q), agy(u,v) = Z/ ul(x)vl(x)oedr.
—Jo

La forme quadratique ag,, est fermée et semi-bornée relativement & ng,, (voir [A.0.9)). Elle
définit donc un unique opérateur auto-adjoint (Voir [A.0.1)) Ag,,. Le domaine dom(Ag,) C
H! (G) est caractérisé par

N |=

u € dom(Ag,) <= ueHYG) et IC >0, Vv € H'(G), |ag,(u,v)| < Cng,(v)2.

On a alors

Vu € dom(Agy,), Yo € H'(G), agy,(u,v) = ngy (Acyu, v) (2.1.1)

L’ensemble H! (G) s’injecte compactement dans > (G) Donc, le spectre de Ag,, est discret
et s’accumule en +o00. On désignera par (gzﬁkGE, Ak (Gg)) un couple d’éléments propres de Ag,..
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2.1.4 Condition au bord associée a Ag,

Dans cette partie, on détermine le comportement au voisinage des sommets des fonctions
dans le domaine de Ag,,.

On commence par définir la notion de dérivée normale sortante au bord d’une aréte e. Avec
I'identification e ~ [0;/] et en désignant par 0, la dérivée normale sortante sur une aréte e,
on pose :

o Oyuq(le) = u’(le) :
e 0 ue(0) = —u/(0).

Le domaine de Ag,, est donné par :
dom(Ag,,) = {u € HY(G); 3C, > 0, Vv € H'(G); agy, (u,v) < Cyngy, (v,v)1/2}.

Soit u € dom(Ag,) et e une aréte fixée. On teste contre une fonction v telle que v, €
Cs°((0,1)) et v = 0 pour les autres arétes. La caractérisation des dérivées faibles implique
alors ue € H%(0,1e) (cf [5]). Ainsi, toute fonction u € dom(Agy,) est aussi dans H2(G).

Une intégration par partie dans donne alors, pour u € dom(Ag,,) et v € HY(G) :

aedx+209[e Ta( )r. (2.1.2)

0

le

acy (u,v)

On en déduit les deux points suivants :
1. Tout d’abord on a (Agyu), = —ul.

En remplacant dans I’égalité précédente (2.1.2)), on doit alors avoir :

le

o oo =Y (vettmt) ~ o))
- (anueue)v—e(ze) + 0,1, 07%(0))
= Z Ve(v) D TeOntie(v

vey e—v

=0.

2. On choisit, sur chaque aréte e — v une fonction plateau qui vaut 1 sur le sommet qu’on
veut évaluer et 0 sur l'autre on obtient :

> Gednue(v) = 0. (K-N)

v—e

Les conditions caractérisent Ag,. et sont appelées conditions de Kirchoff-Neumann.

Cette appellation est justifiée par le fait que cette condition sur un sommet libre est exacte-
ment la condition de Neumann et sur les autres sommets la condition peut-étre retrouvée par
les lois de courant dans un circuit électrique. En assimilant le graphe a un circuit électrique, les
conditions de Kirchoff-Neumann sont exactement les lois du courant dans ce circuit avec des
0. = 1.
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Iy

€2

FIGURE 2.10 — Loi du courant

Dans la suite tous les graphes quantiques sur lesquels on travaillera seront de la forme

(G ,AGE,(K-N)> et on utilisera essentiellement la définition par une forme quadratique.

2.2 Surfaces décomposables en cylindres et en jonctions
associées a des graphes

Nous commencons par introduire les éléments composant ces surfaces.

Définition 2.2.1 (Cylindre). On appelle cylindre, la surface a bord (avec deux composantes de
bords)

[0;1], x <R/UZ)
y
munie de la métrique g = dz? + dy?.
Cette surface est caractérisée par les deux parameétres réels positifs | et o représentant res-
pectivement la longueur et la circonférence du cylindre. Ce cylindre sera noté C;, et s’il n’y a
pas d’ambiguité il sera simplement noté par C.

Nous introduisons également les objets mathématiques que nous appellerons “jonctions”.

Définition 2.2.2 (Jonction). Une jonction est une surface riemannienne a bord J avec une
métrique h éventuellement avec des singularités coniques. Pour chaque composante de bord B,
il existe un couple de réels positifs (l, 0) et un voisinage de B isométrique au cylindre C;,. On
notera dm [’élément d’aire.

On a défini, dans la partie précédente la notion de graphe pondéré Gy. En remplacant
les sommets de Gy, par des jonctions adéquates, on définit ainsi une surface décomposable en
cylindres et en jonctions X¢,,. Plus précisément on a la définition suivante :

Définition 2.2.3. Soit Gy, = (€ = (ex)i, V = (v});, (le)ece (0s)ece)) un graphe pondéré. Une
surface sera dite décomposable en cylindres et jonctions si elle est obtenue en remplacant
— chaque aréte e par le cylindre Cy_ ,, ;
— chaque sommet v par une jonction J, ;
— pour chaque jonction, le nombre de composantes de bord d’une jonction J, est le nombre
d’arétes e telles que e — v ;
— on respecte l'identification des composantes de bord.
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Une telle surface sera notée Xq,,.

Remarque : Pour l'identification des composantes de bord, on va commencer par fixer un
choix de coordonnées euclidiennes.
Soient € et [ deux réels. On prendra le cylindre de gauche isométrique a

C,=]—¢€;0] xS

et celui de droite isométrique a

Cd:[O;E[XSl.

En désignant par (z,,y,) (resp. (4, yd)) les coordonnées euclidiennes de C, (resp. Cd), on
identifie les cercles correspondant a x, = 0 et x4 = 0 en introduisant la relation d’équivalence

<O7yg) ~ (O7yd) — Yg = Yd-

La surface X¢,, est, par construction munie de la métrique euclidienne dans les cylindres et
de la métrique de la jonction dans ces dernieres. Autrement dit la métrique g est définie par

— g = dr? + dy? dans le cylindre C, = [0,1.] X S,,,

— g, = h, dans la jonction v.

Donnons un exemple pour illustrer cette définition.

~—— (e2,09)
v

<~ (e1,01)

FIGURE 2.11 — Graphe Gy, formé de deux arétes.

Commencons par définir les cylindres associés aux arétes et la jonction associée au sommet.

(a) -

FIGURE 2.12 — Cylindre C,, , 0¢,

(b) E

FI1GURE 2.13 — Cylindre Cze2,0e2
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FIGURE 2.14 — Jonction J,

On remarque que nous avons quatre composantes de bord, cela cadre bien avec la définition
donnée. En effet, nous avons deux arétes qui partent du sommet v et également deux qui en
arrivent.

Une surface décomposable en cylindres et en jonctions associée a ce graphe avec les trois
données est la suivante :

FIGURE 2.15 — Une surface décomposable en cylindres associée au graphe Gy ci-dessus

La construction géométrique de ces objets ne sera pas nécessaire pour les questions que
nous allons traiter, on utilisera surtout les formes quadratiques. Mais sa compréhension reste
toutefois fondamentale pour aborder ces questions.

Par exemple pour le graphe connexe de la figure [2.3] une surface décomposable en cylindres

est donnée par sept cylindres (Clek,g%) et trois jonctions (ij) dont les nombres de

1<k<7 1<5<3

composantes de bord sont donnés par le graphe a savoir 5,4 et 5.
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Espaces fonctionnels associés a X,

Les espaces L*(Xg,,) et H'(Xg,) sont associés a la métrique riemannienne sur Xg,.. On
utilisera sur H'(X¢,.) la norme associée au gradient riemannien :

ey = [ Vil dm.
G

b

On peut identifier L?(X¢,, ) avec la somme directe orthogonale
LQ(XGE) = @6L2<Cle70e) Dy LQ(Jva hv)

Ainsi, on verra un élément v € L*(X¢,) comme une collection u = ((ue)ece, (Uv)vev)-
Les éléments de H'(X¢,.) sont caractérisés par les trois propriétés suivantes :
— Pour tout e, u, est dans H'(Cy,,.);
— Pour tout v, v, est dans H'(J,);
— Pour tout e — v, en notant S,, le cercle a I'interface entre C;, ,, et J alors

IYSa-e UV = 'YSde Ue )

oll vs,, est I'opérateur de trace sur le bord S,, (noté abusivement de la méme maniere
que 'on voie ce cercle comme un bord du cylindre ou de la jonction).
Cette caractérisation s’obtient grace a la continuité H' de I'opérateur de trace au bord et & une
formule d’intégrations par parties. Remarquons que tous ces calculs peuvent se faire dans un
voisinage de S,, isométrique a | — a, a[xS,,.

2.2.1 Dégénérer sur le graphe

Il y a deux fagons de décrire la déformation qui consiste a écraser une surface décomposable
en cylindres sur le graphe initial. D’un point de vue géométrique, on veut remplacer la surface
X, par une surface XEE dans laquelle tous les cylindres C;, ,, ont été remplacés par les
cylindres Cy, 4, et il nous faut donc expliquer comment remplacer les jonctions. On veut donc
remplacer une jonction J, par une jonction J! pour laquelle la longueur des cercles du bord a
été multipliée par t. Une facon simple de réaliser ceci est de munir J, de la métrique t*h,. On
peut alors remarquer que la déformation des cylindres peut aussi se réaliser en munissant le
cylindre initial Cy, ,, de la métrique dz? + t>dy?. Ce ci nous amene a la définition suivante :

Définition 2.2.4 (Mécanisme d’écrasement). Le mécanisme d’écrasement consiste a munir la
surface Xay, d’une famille de métrique (g")ic0,) définie de la fagon suivante.

— Dans chaque cylindre (Cle,oe), on pose gt = dx?* + t3dy? ;

— Dans chaque jonction (JV), on pose hl = t*h,.

Avec cette définition, la déformation géométrique écraser les cylindres, qu'on peut voir
comme une famille de surfaces qui dégénere sur le graphe est réalisée en considérant une famille
de métriques définies sur une variété fixe X¢,,. Les problemes spectraux associés s’énoncent
alors de fagon beaucoup plus simple et deviennent posés dans un cadre fonctionnel fixe (voir
aussi chapitre [5)).

Remarque : Les calculs sur les tores effectués dans le chapitre [1| relevent du méme principe :

on remplace I'étude d’un opérateur fixe (—0% — 85) sur une famille de tores par une famille
d’opérateurs (différentiels elliptiques d’ordre 2 et & coefficients constants) sur un tore fixe.
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Le probleme spectral sur (Xg,,g')
Le produit scalaire associé a la métrique g restreinte a L? (Cle,ae) est donné par :

ni(ueasoe) = t/ ue(x7y)a¢e($7y) dIdy
C

le,oe

et la forme quadratique associée au gradient riemannien, définie sur H'(C,) s’écrit :

i) =t |

De méme, si on note m, la mesure riemannienne associée a la métrique h, sur J,. Le produit
scalaire sur L? (J ) associé a la métrique t*h, est :

1
|0yt |Pdzdy + ;/ |0, ue|*dzdy.

Clexo'e

le,oe

nt (Uv,wv) =2 / vethydmy,

Jy

et la forme quadratique associée est définie sur H!(J,) par :

Go(w) = | Vil dms.
Jyv

On définit alors le produit scalaire n’ sur L?(Xg,.) par
nt=>"nl+> nl,
e v

et la forme quadratique ¢' sur le domaine H!(Gx)

Remarque : On peut remarquer que, pour ¢ > 0, les normes n! et les formes quadratiques
q' sont toutes équivalentes entre elles et que la norme de référence sur L?(Xg,.) correspond a
prendre t = 1. On a un énoncé comparable au niveau des formes quadratiques.

Pour tout ¢ > 0, la forme quadratique ¢* étant fermée et semi-bornée inférieurement relati-
vement a n', il existe donc un unique opérateur auto-adjoint At de domaine dom(A?) C H! tel
que :

Vo € dom(AY), Vip € H',  ¢'(p,0) = n'(A%p, ) (2.2.1)

Les injections de Sobolev classiques montrent que Ve H! (Cle,ge) — L2 (Cle,ae, td:cdy) com-
pactement (voir par exemple [30]). Un résultat de ce type existe aussi dans les jonctions (y
compris en présence de singularités coniques) voir par exemple Cheeger et Taylor [9]. On en
déduit que U'injection de (H', ") dans (L? n') est compact. Par suite A’ est & résolvante com-
pacte.

Les valeurs propres de A! seront rangées par ordre croissant et répétées suivant leur multi-
plicité. On les notera par 0 = \q (Xt) <\ (Xt) < <N\ (Xt) < ... et la k-iéme fonction
propre associée a la valeur propre A, (X") sera notée ¢},.

De (2.2.1)), on voit que (902, X,@) est un couple d’éléments propres de A’ si et seulement si
@t € H' et pour chaque ¢ € H1,

¢ (L 10) = Ap - n' (01, 1), (2.2.2)

La caractérisation du domaine de A’ est donnée par :
dom(A?) = {4 € H'; 3C, > 0, Vo € H'; ¢ (v, @) < Cyn' (,) "}
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voir par exemple [34].
On peut traduire I’équation () dans les cylindres et les jonctions en utilisant les fonc-
tions tests localisées. On obtient les équations aux valeurs propres suivantes :

1
—t0?ul — ~0%ul = tA\'u!  dans Cp .. (2.2.3)
z%e $yTe e )

et
—Agul =t*\! dans J,. (2.2.4)
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Chapitre 3

Convergence des valeurs propres
ordonnées

Nous nous intéressons a la facon dont le spectre de (XGE, gt) dépend de t, et plus parti-
culierement dans la limite ¢ — 0. Comme on l’a vu dans le cas du tore, I’étude est différente
selon que 'on considere le spectre ordonné ou les branches analytiques de valeurs propres. Nos
résultats généralisent alors ceux du tore :

— dans le cas des valeurs propres ordonnées, on montre que la k—ieme valeur propre

converge vers la k—ieme valeur propre du graphe Gyx.

— dans le cas des branches analytiques, on montre que toute branche (renormalisée) admet

une limite lorsque ¢ tend vers 0.
Dans ce chapitre, nous étudions le cas des valeurs propres ordonnées.

Il existe toute une littérature étudiant le spectre de surfaces (ou de domaines euclidiens)
dégénérant sur un graphe [41], [14], [33], nos résultats peuvent se déduire de ces travaux (en
montrant que les lemmes 3.1 et 3.2 de [33] s’appliquent). Nous avons toutefois préféré donner
une preuve légerement différente s’appuyant sur la proposition [3.1.1 Le fait que la métrique
dans les jonctions est obtenue en dilatant une métrique fixe, c’est a dire de la forme #>h permet
aussi de simplifier les estimations et, finalement, un des points essentiels de la preuve sera
I’estimation a priori donnée dans le lemme (3.1.1

Commencons par rappeler le cadre général. Le graphe Gy est le graphe métrique, pondéré,
que nous avons introduit dans le chapitre [2 A chaque aréte e sont associées une longueur [, et
une circonférence o.. Sur ce graphe, nous avons défini I'espace de Sobolev H!(Gy) et la forme
sesquilinéaire hermitienne ag,, définie par

le
ags (u,v) = Z/ uL (z)vl(z) oodz.

ece /0

L’opérateur associé est le Laplacien avec la condition de Kirchoff-Neumann [K-N] (voir le chapitre
. Le spectre associé est discret et s’accumule en +o00 : on a noté (/\k(Gg)) ., ¢e spectre ordonné.

La surface (XGE,gt) est obtenue en remplacant chaque aréte e € Gy par un cylindre
C. = ([0,l)] xR /0 Z, dz*+t*dy?) et en remplacant les sommets par des jonctions J¢ = (J, t?h,).
On obtient ainsi une surface riemannienne (en autorisant des singularités coniques dans les
métriques hy).

Notation : dans cette partie, le graphe Gy, étant fixé, on notera X' au lieu de (XGE, gt).

On rappelle que 'espace de Hilbert L?(Xg,,) et I'espace de Sobolev H!(Xg,.), définis en ,
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ne dépendent pas de ¢. On munit L?(Xg,.) du produit scalaire :
Vu,v € L*(Xay,), n'(u,v) = Zt/ u(z,y)v(x,y) dedy + Zt2/ uv dmy, (3.0.1)
e C4e v Jv

La norme de référence sur L?(Xg,,) correspond a faire ¢ = 1 dans 'expression précédente. Pour
ne pas surcharger les notations, on s’autorisera a écrire simplement L?.
On définit aussi la forme sesquilinéaire ¢' sur le domaine H'(Xg,,)

Vu,v € HY (Xay), ¢'(u,v) = Z [/

Ce

__ 1 _ __
t0,u0,v + gayuﬁyv dxdy} + Z VuVovdm,. (3.0.2)

e v Iy

LA encore, la norme de référence sur H'(Xg,.) correspond a t = 1 et on autorise la notation H*
quand il n’y a pas d’ambiguité.

Le laplacien riemannien A’ (de Friedrichs en présence de singularités) est I'unique opérateur
autoadjoint associé a ¢' relativement a n'. L’élément propre (), ¢) est donc caractérisé par

{ ¢ € H'\ {0}, VveH!
¢'(¢,v) = A-n'(¢,v).

On notera ()\k(Xt))k>0 le spectre ordonné.
Le résultat principal de cette partie est le

(3.0.3)

Théoreme 3.0.1. Dans le cadre précédent, pour tout entier k, on a
t—0

La preuve de ce théoreme se fait en deux temps, tout d’abord nous montrons un résultat de
convergence pour une suite (A, p");er (ot T est une suite qui tend vers 0) d’éléments propres de
X" sous la condition que la suite (A") est bornée. La deuxieéme partie de la preuve s’appuie alors
sur le résultat précédent et sur des arguments de type min-max pour comparer les spectres de

Gy, et de X*.

Remarque : Dans la deuxieme partie de la preuve, nous définirons un opérateur permettant
de transporter sur la variété X' une fonction définie initialement sur le graphe. Cet opérateur
apparait déja dans [41], [33]. L’approche suivie dans ces références consiste alors & construire
un opérateur qui transporte des fonctions de X vers des fonctions sur le graphe et & compa-
rer les formes quadratiques pertinentes (voir le lemme 2.1. de [14] qui formalise cette stratégie).

3.1 Un résultat de convergence spectral
Dans cette partie, nous montrons la proposition suivante.

Proposition 3.1.1. Soit T une suite qui tend vers 0 et ((pt = ((ul)ece, (V!)vev), )\t> une
teT
suite d’éléments propres de ¢' telle que la suite (\')ier est bornée. Alors on peut extraire une

sous-suite (ty)r>0 tendant vers 0 telle que o' converge dans L* et A converge dans R.
Si on note (300,)\0) la limite, alors il existe une fonction w® définie sur le graphe et des
constantes (CV>VGV telles que :

@ = ((w2<x>1soe<y>>eeg7 (Ovmvev)-

De plus, w° est une fonction propre de Ag,, associée a la valeur propre \°.
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Le corollaire suivant en découle immédiatement.

Corollaire 3.1.1. Si on sait, a priori, que la suite (/\t)t converge, on obtient que la limite

€T
appartient a Sp (AGE).

Nous allons établir la preuve de la proposition en plusieurs étapes.

Idée de la preuve :

1. On commence par extraire une sous-suite convergente de (A\');et, et on note g la limite.
2. On montre ensuite que, pour ¢ = ((ul¥)eee, (V¥ )vev) la fonction propre de X' associée
a A\ alors :
(a) TI existe une fonction (w?)ece € L?(Gyx) telle que

Ve ug(z,y) — ug(z,y) = w(w)lse (y)
pour la convergence forte dans LZ(Ce) ;
(b) et des constantes (Cy)yey telles que

Vv, o =) =C,1y,

pour la convergence forte dans L? (J V) ;
0

e

3. Enfin, on montre que (w° = (w?)ece, A) est un couple d’éléments propres de agy..

Le premier point est immédiat en utilisant le théoreme de Bolzano-Weierstrass. Le deuxieme
point s’appuie sur des estimations a priori. On utilise le fait que la suite de valeurs propres est
bornée et I’équation aux valeurs propres pour montrer que, dans chaque cylindre, la norme
H! est bornée. Des arguments classiques d’analyse hilbertienne permettent alors d’extraire des
sous-suites convergentes et d’étudier la forme de la limite. Le cas des jonctions est un peu plus
délicat car I’équation aux valeurs propres ne suffit plus pour obtenir la borne H'. On aura
besoin, pour cela du lemme [3.1.1] Le troisieme point s’obtient en utilisant la formulation varia-
tionnelle des valeurs propres et des fonctions tests bien choisies puis en passant a la limite.

Remarque : Tous les espaces utilisés ( L*(Xea,.), L*(C,), H'(J,) etc ) viennent munis

d’une famille de normes qui dépend de ¢ et d’une norme de référence (obtenue en faisant ¢t = 1).
Dans tous les énoncés, quand on parle de convergence dans un de ces espaces, c’est toujours
relativement a la norme de référence.

3.1.1 Contréle des normes H' des fonctions propres normalisées

L’objectif est d'utiliser les injections de Sobolev pour construire des suites qui convergent
au sens fort dans L2. Pour cela, on va estimer les normes H' des ¢' = ((uf)ece, (V1)vev)

On commence par normaliser ¢! en imposant
1
;nt(cpt) =1« Z/ |l |? dwdy —|—tZ/ [vt|2dm = 1. (3.1.1)
—Jc. — Ja.
Dans (3.0.3)), on pose v = ¢ = ¢’ et on divise par t # 0 pour obtenir

1 1
> (/ 10,0t [2dzdy + t_2/ ]ayug\2dxdy) + ¥Z/ IVl [2dm = M. (3.1.2)
C. C. — Ja.

e

Cette estimation va nous permettre de controler les normes des dérivées des ul, et des vi.
On commence par étudier les fonctions définies dans les cylindres.
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Dans les cylindres

Fixons une aréte e € £. De 'égalité (3.1.2)), on déduit :
/ |0, ul |Pdzdy < sup A,
C. t

/ |0,ul|*dzdy < % sup A, (3.1.3)
C. ¢

et de (3.1.1]) on tire
/ |t |Pdrdy < 1.

e

Cela entraine que |ul|y1(c,) est bornée. Dans un espace de Hilbert, de toute suite bornée
on peut extraire une sous-suite faiblement convergente. Ainsi, il existe u € H!(C,) telle que,
apres extraction d’une sous-suite :

tk
e

u'*  converge faiblement vers u) dans H* (Ce)

Comme H'(C,) s’injecte compactement dans L?(C,) (voir [5]), on peut extraire une nouvelle

sous-suite telle que (uf*) , converge vers u? fortement dans L?*(C,).

Nous allons montrer que cette limite s’écrit

we () 1see (y)
avec w) € H'(e).
Puisque la suite (A");er est bornée, 'estimation (3.1.3]) entraine que d,u’ converge fortement
vers 0 dans L? (Ce). Comme on sait déja que u! converge faiblement vers u? dans H' (Ce), on

obtient que d,ul converge faiblement vers d,ul dans L? (Ce).
En comparant les deux, on obtient

Oul = 0.
Par suite, il existe w? € L*(e) telle que
ug(,y) = we()1se (y) € H'(Ce).

Le calcul de la dérivée faible de ul par rapport & x entraine w? € ’Hl(e) ; en effet, pour
Y e CCOO(Ce), on a:

<U’27 8Z77/)>L2 (Ce) = _<6IU27 ¢>L2 (Ce) . (314)
En prenant un ¢ de la forme (z)1g. (y) avec ¢ € C® (e), équation 1) devient :

0w, v') (o) = (0¥ () (3.1.5)

et donc

, 1
|88 (] < S-l9mSliece

e

1
VA

V| 2(c.)

IN

Dll2)-

[0zuellr2(c.)
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L’arbitraire sur ¢ implique alors w? € H' (e).

Ainsi, pour toute aréte on peut extraire une sous-suite telle que la suite correspondante
(ul¥) k>0 converge vers une fonction ayant les propriétés annoncées. A priori, la sous-suite dépend
de I'aréte choisie mais, comme il n’y a qu’un nombre fini d’arétes, en traitant les arétes successi-
vement et en extrayant, a chaque fois une nouvelle sous-suite de la sous-suite obtenue a 1’étape
précédente, on peut trouver une sous-suite qui convient pour toutes les arétes simultanément.

Remarque : On ne détaillera plus cet argument d’extraction successive qui sera donc utilisé
implicitement plusieurs fois par la suite.

Dans les jonctions

Montrons que, pour tout v, a extraction d’une sous-suite, (vf,) , converge dans L? (JV) vers
une fonction v?, puis montrons qu’il existe une constante C, telle que

Ug = Cv]_JV.
Fixons un sommet v € V. De I'égalité (3.1.2)), on tire
/ Vol |2 dm, < t\,
JV

avec V = V}, le gradient riemannien associé a h. Comme la suite (A");er est bornée, on en
déduit que la suite

(‘Vvi‘iQ(Jv)>teT

est elle aussi bornée.

Contrairement au cas des arétes, la normalisation ne permet pas de controler la suite (vf,) et

dans H!(J,). En effet, la normalisation implique seulement :

tZ/ [vt|2dm < 1
v Jy

et donc pour ¢ petit, la norme L? de v! pourrait étre trés grande.

Le lemme qui suit va nous permettre de controler cette quantité.

Lemme 3.1.1. Pour tout v € V, il existe une constante C' telle que,

VoeH (J.), vliaa,) < C(IIthllizuv) + ||v|aJvHiz(aJv>)-

Preuve du lemme[3.1.1. Soit v € V fixé. On va raisonner par contradiction, et on suppose donc
que, pour tout k > 0, il existe v, € H(J,) tel que :

loellZaa, > k(nwknim ; ||vk|m||%z<a;,)).

Quitte a normaliser v, on en déduit I'existence d’une suite telle que
° ||vk||%2(Jv) =1, et
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o [|Vuil]3. y ||Uk|8Jv||L2 03,) = %

Soit (%);20 une base hilbertienne de fonctions propres du laplacien associé a h, sur J,
avec les conditions de Neumann. La fonction propre 1y est donc l'indicatrice normalisée. On
décompose v, dans cette base, ce qui s’écrit :

Uk = (Uk, Vo)t + UkL'

On appelle p la premiere valeur propre non-nulle du Laplacien de Neumann sur J,. Le théoreme

spectral donne
VoeH (), [Vo'liag,) = ulvtllieqg,:

Cette estimation entraine que :

1
ot 3ag,) < (1+ ;)”V“LH%Q(JV)

Calculons maintenant ||<Uk,¢0>¢0|8Jv||%2(mv). Tout d’abord, et puisque 1), est une fonction
constante normalisée, on obtient

(Zoe> (v, Y0) > = 1wk, Yo)tojas, 17203,

e—vVv

avec |J,| la mesure de J,.
Par ailleurs, on a, en utilisant I'inégalité triangulaire, la continuité de la trace relativement a
la norme H! et les estimations précédentes déduites de I'hypotheése de contradiction.

1{vk, Yo)Yojog, 2 03,) = (e — vi)os, | L2 (03,)

IN

||(Uk)|aJvHL2 o1 + 1(0i)ea, |l z203,)
k72 4+ Ol |y
Ck™z.

IA

IA

Ces deux calculs entrainent donc que
| (vk, Po)| — 0.
k—o00

On en déduit |[vg| 2 = 0, ce qui contredit la normalisation. O
— 00

On peut maintenant revenir a 1’étude de v,.

Pour chaque aréte e — v, notons S, le cercle qui forme la frontiere commune a J, et Cs..
Puisque la suite (ul)ier est bornée dans H!'(C,), la continuité de l'opération trace entraine
que la suite ((ué)|s%)tGT est bornée dans L*(S,,). Par définition de H'(Xg,.), on en déduit
que la suite ((v)s,,) ser ©st bornée dans L?(S.). En faisant ce raisonnement pour toutes les

composantes du bord de Jy, on en déduit que la suite (((v%)s,)ter est bornée dans L*(9J,).
Comme on sait déja que (Vo');er est bornée dans L?(J,), le lemme précédent permet d’assurer
que (v')ier est bornée dans L?(J,).

On peut donc extraire une sous suite (vi*);>¢ qui converge faiblement dans H'(J,) vers une
fonction v°, en utilisant l’injection compacte de H! dans L?, et quitte & extraire de nouveau,
on peut supposer que (v'*)er converge fortement dans L? vers 1°.

Remarque : Lorsque la jonction contient des singularités coniques, l'injection de H! dans L?
reste compacte (voir par exemple les travaux de Cheeger-Taylor [9]).
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De la relation (3.1.2)), on tire
1
—/ Vol 2dm < AL
tJs,

En passant & la limite faible dans H! cela entraine que Vo® = 0 et donc que v° est constante.
Ainsi, il existe une constante C, telle que

Uf,k — Cv]-Jv-

k—o0

Pour finir la preuve de la proposition [3.1.1] il reste donc a montrer que la limite est bien
solution du probleme aux valeurs propres sur Gy.

3.1.2 Etude de la limite

Commengons par montrer que la fonction définie par (w).ce appartient & H'(G). On a déja
vu dans la partie sur les arétes que

Ve € &, wl e H'(e),

de sorte qu’il suffit de montrer que la condition de continuité au sommet est satisfaite, c’est a
dire que
Ve, — v, w2(0) = w(0),

e

(ou1 on a paramétré chaque aréte de sorte que v corresponde a 0).
Cette propriété est assurée par le lemme suivant.

Lemme 3.1.2. Sie — v, en utilisant une paramétrisation e = [0;1ls] telle que que v corres-
ponde a 0, alors,

wt(0) = [ 0.0y w0) = €.
0

Preuve du lemme[31.4. Commencons par définir la moyenne de u! sur le cylindre par :

wh(x) = L /Oge ul (z,y)dy. (3.1.6)

Oe

Soit ¢ € C§°((0,1s),). On définit ¥ sur C, par

U(z,y) = P(x)1s0 (y).

Cette fonction est dans C§°(C.) et donc, en testant I’équation (2.2.3) sur v, on voit que w!
vérifie I’équation
—(wt)" = Nt (3.1.7)

e

au sens des distributions dans (0, ).
En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
—/i@@wﬂy
0

/mu%m:/

e e|0e
1 7 t 2
= (e, ) Pdy ) de
Oe¢ e 0

1

Y
Oe

2

1
dx

IN

VAN
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en utilisant la normalisation (3.1.1]).

Ce calcul montre aussi que l'opérateur de moyenne est continu de L?*(C,, dvdy) dans
L*(e, dz).

De I’équation , on tire alors que la suite (w!”) est bornée dans L? puis dans H?(e).

e
Ainsi, & extraction d’une sous-suite pres, (w!) converge fortement dans H!(e). Comme I'opération

de moyenne est continue de L*(C,) dans L?(e), la limite de (w!) est forcément w?.
Ainsi, a extraction d’une sous-suite, on a :

e

w! = we dans H'(e).

Par continuité de la trace en 0 relativement & la norme H!(e), on en déduit

1
= / W (0, ) dy = wh(0) — ul(0).
O¢ So.

tx—0

D’autre part, v! — C,1y, dans H'(J,), car v} — 02 = C,1,, pour la convergence forte
—
dans L*(J,), et

|V vl [Pdm < ¢\
Jv

On en déduit, par continuité de la trace

1
—/ (v))s,. dy — Cy, dans L*(S,,).
Oe Sae € t—0

Ce qui conclut le lemme vu que (vl)s,. = u*(0, -). O

Oe

On utilise maintenant la formulation variationnelle des valeurs propres pour montrer que
w® vérifie I’équation aux valeurs propres du probleéme limite. Il s’agit donc de montrer que

VfEeH (Gs), acy(f,w") = Nngy(f,w")

Nous allons utiliser 'opérateur de transfert 7" introduit par Rubinstein et Schatzman dans
sa version améliorée par Kuchment et Zeng [33].

Soit f = ( fe)ee ¢ une fonction définie sur le graphe Gy. On définit T [f] sur la surface X,
par

T(f] = ((felsae)eeg, (f(V)lJv)vev)‘

Par construction I'opérateur T ainsi défini applique H!(Gy) dans H'(Xg,,).
Soit (¢, A") un couple d’éléments propres de (q¢*,n‘), alors on a :

q' (", TIf]) = Nn' (¢, T[£]).

Ceci se réécrit, compte tenu des définitions de ¢*, n' et T[f] :
Z/ Oy foOpul dxdy = N (Z/ foul dudy + th(v)/ u_gdmv>. (3.1.8)
e Ce e Ce v Jy
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Le membre de gauche tend vers

; /efé(x)Wae dz,

car ul, converge vers wils,_ faiblement dans H'(C,). De méme, la premiére somme du membre

de droite converge vers
Z / fe(x)wl(x)oedz.

La deuxiéme somme converge vers

Zf / Ldm.

Vu le facteur ¢ devant cette deuxieme somme, on obtient bien la relation souhaitée :

Z/f aex_AOZ/fe wd(z)oodx.

Ce qui termine la preuve de la proposition.

3.2 Preuve du théoréeme |3.0.1

On montre d’abord une majoration de A% uniforme en ¢. On montrera ensuite que la suite
. ) lei
Al a pour unique valeur d’adhérence \.*.

3.2.1 Une premiere estimation

A Taide de l'opérateur de transfert 7' introduit dans la partie précédente, on montre le
lemme suivant

Lemme 3.2.1. Pour toutt >0 et tout k>0 on a :
AL < X(Gy).
Démonstration. Soit F' le sous-espace engendré par les k premieres fonctions propres de ag,..
Le théoreme spectral entraine
acy (f
vfe F\{0}, ﬁ < M(Gs).
11726

L’opérateur T étant linéaire, T[F)] est un sous-espace vectoriel de H'. De plus, d’apres les
calculs menant a (3.1.8) a la fin de la partie précédente :

VfeF, ¢(T[f]) = agy(f)
VfeF, n'(T[f]) = 1f122ae):

Ces inégalités entrainent d’une part que la restriction de 7" & F' est injective, et donc que T'[f]
est de dimension k, et d’autre part :

¢ (Tl _ _aes(f)
nt(T[f]) — ||f||L2(G>;

Comme T[F] est de dimension k, le lemme s’en déduit par application du min-max.

Vf e F\{0}, < M(Gy).

Nous pouvons maintenant montrer la convergence ordonnée des valeurs propres.
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3.2.2 Fin de la preuve

Soit v une valeur d’adhérence (pour ¢ tendant vers 0) de U'ensemble {\%}. Notons (¢,)n>0
une suite tendant vers 0 telle que
)\Z” — .

n—oo

Pour chaque valeur de n, choisissons une famille orthonormée de fonctions propres (903-”)199
associée aux k premieres valeurs propres.
D’apres le lemme |3.2.1} on a

Vn>0,Y1<j <k, A <A < M(Gr).

On peut donc trouver des v; (avec v, = v) et des qﬁ? et extraire une sous-suite (que I’on continue
a noter (£,)n,>o telle que

VI<j<k A — v,
n—oo

V1<j<k, ¢j — ¢) fortement dans L*(Xg,),
n—oo

et, d’apres la proposition , vj est une valeur propre de Gy. Soit w? la fonction sur Gy
associée a ¢?. D’aprés la convergence forte dans L?(Xg,.) et les calculs qui suivent 1’équation
(13.1.8),

vj)jlv nt(gbinvgb?}) — <w?7w?’>L2(GE)-

n—oo

Ce qui assure que la famille (wf) reste orthonormée dans L?(Gx). On en déduit qu'il y a au
moins k — 1 valeurs propres de Gy, (comptées avec multiplicité) plus petites que v de sorte que

1% 2 )\k<G2)7

et par suite v = A\ (Gyx). Ainsi, {\i} admet \¢(Gyx) pour unique valeur d’adhérence. Ce qui
termine la preuve du théoreme [3.0.1]
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Chapitre 4

Convergence des branches analytiques

Dans cette partie, nous étudions le spectre de (XGE, gt) du point de vue des branches ana-
lytiques. Ce point de vue est moins étudié dans la littérature que celui des valeurs propres
ordonnées. Il permet de montrer des résultats génériques dans des familles de problemes spec-
traux dépendant de parametres géométriquement pertinents voir [24, 25]. Nous empruntons
d’ailleurs a ces réferences la philosophie générale et certaines méthodes.

Comme nous ’avons vu dans le cas du tore (voir le Chapitre, le comportement des branches
analytiques est fondamentalement différent du comportement des valeurs propres ordonnées.
Notre objectif principal est ici de montrer, qu’apres renormalisation, toutes les branches ana-
lytiques de valeurs propres convergent quand ¢ tend vers 0. Nous commencons par présenter le
probleme aux valeurs propres renormalisé ainsi que le théoreme abstrait qui permet de définir
les branches analytiques de valeurs propres. Nous montrons ensuite la convergence des branches
analytiques. La preuve s’appuie d’une part sur la formule de variations des valeurs propres (for-
mule de Feynman-Hellmann) et d’autre part sur des estimations a priori dans les cylindres. Une
décomposition en série de Fourier permet alors de ramener ces estimations a I’étude de formes
quadratiques en dimension 2. Nous terminerons cette partie par une caractérisation des limites
possibles. Cette derniere repose sur la compréhension de la facon dont les fonctions propres
peuvent se concentrer dans les cylindres ou dans les jonctions.

4.1 Renormalisation et théorie des perturbations analy-
tiques

Il y a plusieurs notions de perturbations associées a un probleme spectral. Le livre [31]
fournit une approche tres complete a ce type de probleme. Dans cette partie, nous considérerons
des perturbations analytiques alors que le chapitre précédent rentrait plutot dans le cadre des
perturbations singulieres.

La théorie des perturbations analytiques vise a comprendre sous quelles conditions les
éléments propres d’un probleme spectral dépendant analytiquement d’un parametre ¢t dépendent
eux aussi analytiquement du méme parametre. Nous énongons le théoreme sous les hypotheses
qui nous servirons par la suite. Nous renvoyons a [31] chapitre 7 pour plus de détails sur cette
théorie et une preuve de ce théoreme.

Théoréme 4.1.1 (Kato-Rellich). Soit (H, ||-||) un espace de Hilbert. Soient Q*, 0" deux familles
de formes quadratiques dépendant analytiquement de t € Iy, un intervalle de R, telles que :

— les n', produits scalaires, définissent des normes équivalentes a || - || sur H
— le domaine de Q', dom(Q") = D, ne dépend pas de t, est dense et s’injecte compactement
dans H.

Alors il existe
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— wune suite de fonctions o valeurs scalaires (pit)k>o et
— une suite de fonctions ¢}, a valeurs dans D,
analytiques sur Iy et telles que
— pour tout t dans Iy, et tout k > 0, @i est vecteur propre de Q' relativement a n', associé
a la valeur propre pl,
— les @l forment une base hilbertienne de H muni de n'.

Donnons quelques précisions sur ce théoréme, dans le cas ou (0,1] C Iy et ou || - || = al.
— Pour tout t, ('H, ﬁt) est un espace de Hilbert, et il existe une constante c¢(¢) > 0 tel que

Vu € H, ct) n(u) < a(u) < ()™ al(u)

— pour tout ¢, (D, ﬁt) est dense dans H ;

— lanalyticité du couple (Q',7') se traduit par :
— Yu € H, t — n'(u) est analytique;
— Yu € D, t — Q'(u) est analytique.

Plagons nous maintenant dans le cadre des surfaces décomposables en cylindres et en jonc-
tions. Comme dans la partie précédente, on considere la famille (XGZ, gt) qui dégénere sur le
graphe Gy, quand le parametre ¢ tend vers 0. Nous avons équipé les X¢,, des espaces fonction-
nels H = L? (XGE) et D =H! (XGE) (nous renvoyons au chapitre [2| et au chapitre précédent
pour plus de détaﬂs).

Soient (nt) =0 €t (qt) =0 les formes quadratiques de la partie précédentes définies respecti-

vement sur L?(X ) et H'(Xg, ). On pose Q" :=tg" et i’ := n', de sorte que :

e I3(Xg,), W)=Y /C [uPdrdy + 13 /J 2,

v e M (Xg,), Q) =) (ﬂ/c |Oxwe\2dxdy+/c |ay¢e|2dxdy) +tZ/J Vb, |2dm,.

e

Dans les deux cas, les fonctions ¢ — Q' () et t — n'()) sont polynomiales en ¢, et donc
analytiques par rapport & t. De plus on a choisi le domaine de Q! indépendant de ¢.
Pour tout ¢ € (0, 1], on a aussi :

t-nt <al<nl

de sorte que toutes les normes 7' sont équivalentes a la norme 7! et donc elles sont toutes
équivalentes entre elles.

Les hypotheses du théoréme de Kato-Rellich sont donc toutes satisfaites et le spectre de Q°
relativement & n! est organisé en branches analytiques.

Dans la suite de cette partie, on considere une branche analytique fixée (¢, pi")ie(0,1). Rap-
pelons que t — ¢! est analytique & valeurs dans H'(Xg,.). Le probléeme aux valeurs propres
s’écrit donc

Vi € W (Xay), Q'(¢" ) = u'n' (¢, 9). (4.1.1)

En comparant avec le probléme aux valeurs propres pour ¢' relativement a n!, on a donc la
propriété suivante :
vt € (0,1], Ik >0, u' = 2\,

Dans cette assertion, le numéro k de la valeur propre dépend a priori de t. Cela explique la
différence entre considérer les valeurs propres ordonnées et ’étude des branches analytiques.
On peut montrer que la fonction ¢ — k(t) qui & u' associe son numéro dans la liste des
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valeurs propres ordonnées est constante au voisinage d'un t, tel que la valeur propre p' est
simple. Passer d'une formulation a I’autre nécessite donc en général une compréhension soit des
croisements de branches analytiques, soit une étude fine des valeurs propres multiples (cf [24]).

On aura besoin des expressions des dérivées par rapport a t de ) et n. En notant cette
dérivation par un point, on calcule

Lo 2

n(yY) = gv /Jv [ty |“dm (4.1.2)
(o) — 2 2
Q(y) =2t Ee /C |Ontpe|"dzdy + §v /J Vs |“dim. (4.1.3)

4.2 Limites des branches analytiques

Dans cette partie nous montrons le théoreme suivant.

Théoréme 4.2.1. Soit (o', u') une branche analytique de (Q*,n'). Alors, il existe u° € [0, +o0)
tel que
ut— 1O
t—0t
La preuve de ce théoreme se fait en plusieurs étapes.

1. Nous commencerons par utiliser la formule de Feynman-Hellmann pour avoir une ex-
pression de ji'. 1l suffira ensuite de minorer cette dérivée par une fonction de ¢ intégrable
au voisinage de 0 pour conclure (Voir le lemme 4.2.3]).

2. Pour obtenir des estimations sur ji!, on se rameéne d’abord & une expression qui fait
intervenir la fonction propre uniquement dans les cylindres de X¢,,. Dans chaque cy-
lindre, une décomposition en série de Fourier partielle nous amene a étudier des formes
quadratiques dans C2.

3. On peut alors faire une étude directe de chaque probleme et obtenir des estimations
uniformes que 'on peut sommer pour revenir a ¢’

4.2.1 Formule de Feynman-Hellman

Dans le cadre d'une perturbation analytique, la formule de Feynman-Hellmann exprime
la variation des valeurs propres. Cette caractérisation s’avere importante pour la géométrie
spectrale (voir [24]).

Lemme 4.2.1 (Feynman-Hellmann). Soit (gpt, ut) une branche analytique du probléeme spectral
(Qt, ﬁt). Pour tout t € Iy, on a la relation

it - it (eh) = Q") — pt - ' (") (F-H)
Preuve. Soit ¢ € Hl(XGZ), le théoreme de Kato-Rellich donne 'analyticité des applications
t = Q¢ ¥)
t = n' (')
t st

On peut donc dériver par rapport a ¢ 1'équation aux valeurs propres (4.1.1). On obtient

Q' (" 0) + Q&' v)

it it (oh 0) + <ﬁt(¢ta ) +n' (& ?ﬂ)) :
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Cette équation étant vraie pour toute fonction ¢ € H'(X¢,.), on peut maintenant 1’évaluer en
="

Qt<gpt7¢t> + Qt«bt’gpt) _ /lt . ﬁt((,Ot,th) —l—,LLt (ﬁt(¢t7¢t) + ﬁt(gbt’gpt)). (4_2_1)

La fonction ¢ — ¢ est analytique a valeurs dans H'(Xg,. ). Ainsi, ¢' € H'(X¢,.). L’équation
aux valeurs propres appliquée & ¢ = @' entraine alors

Q" ¢") = p'at (&' ¢").

On peut donc simplifier les termes contenant ¢! dans 'équation (4.2.1]), de sorte que

Qt(spt) =it ﬂt(wt) + ot ﬁt(spt)_ (4.2.2)
[

Les formules (4.1.2) et (4.1.3) donnent 'expression de Q° et 72'. En remplacant dans la
formule de Feynman-Hellmann, on obtient :

phnt(ph) = 2tZ/ |00t [P dxdy + Z/ V! [2dm, — - Z |t Pdm,.  (4.2.3)
e C. v Jy v Jy

Nous prendrons ¢’ normalisée dans la suite, i.e.

1
Al =1 = Z/ ot [2dm, = ¥<1—Z/ |g02|2dxdy> (4.2.4)
T JI — Jc.

Cette normalisation et 1’équation aux valeurs propres permettent d’exprimer le probleme
uniquement dans les cylindres. En effet, de 1'équation aux valeurs propres (4.1.1]) (écrite pour
@' de norme 1) on tire

t 1
S [ wetpim =t - (¢ [ ostpasays g [ oitasay). 29
— Ja. C. C.

e

En utilisant (4.2.4]) et (4.2.5)) dans (4.2.3), on obtient :
= 1 2 t|2 t2 ¢ t2
p=2) O0vpePdady — | [Oype)dudy + ' | |l Pdady ). (4.2.6)
e Ce Ce Ce

Cette formule est le point de départ de notre analyse. Comme annoncé, elle ne fait intervenir
que les cylindres. Dans les cylindres, nous pouvons faire une décomposition de Fourier partielle
qui ramenera notre probleme a 1’étude d’une famille d’équations différentielles ordinaires sur
un intervalle.

4.2.2 Décomposition en séries de Fourier partielles

Dans le cylindre C, de circonférence o,, on note, pour tout k € Z, vi(e) := 27 et, on

Oe

1
définit e;, par ex(y) := oo * exp(ivk(e)y).

Remarque : Dans toute cette section, nous allons paramétrer les intervalles de longueurs [

par longueur d’arc et on prendra toujours I, := [—% ; %] pour la commodité des calculs. On
identifie donc C, & [, %] x S,,..
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Soit ¥, € Lz(Ce), le théoreme de Fubini entraine que, pour presque tout x, la fonction
y = Yeo(x,y) € LQ(SUe). Pour presque tout x, on peut alors décomposer ¥, (z,-) en série de
Fourier par rapport & la deuxiéme variable. Dans L?(S,,) on a alors :

Vol,7) = Y ven(z)en(:),

kEZ

avec

Ve p () : \/_/ exp —wk( )y)we(x,y)dy.

De plus, en utilisant la formule de Plancherel et I'interversion somme-intégrale pour les fonctions
positives, on a

(2, )| dedy = . d
/ce"“”)' vy = [ 3 sl da

¢ keZ

Z \vek )|? da.

kEZ

Cette identité entraine d’une part que les applications suivantes :

J : L*C,) — EQ(Z; LZ(Ie)) K : ¢? (Z; LQ(Ie)) — L?(C,)
et
e — (Ve ) kez (Ve k) kez — Zkez Ve,k & €

sont bien définies et d’autre part que ce sont des isométries. (on rappelle que, par définition,
si f est une fonction définie sur I, et g une fonction définie sur S, f ® g est définie par
[f @ gl(z,y) = f(z)-9(y)).

En prenant . sous la forme y ® e, avec x € C§°(1,), on voit que I'image de J contient
le sous espace {y(Z; C§°(1.)) des suites a support fini dont tous les termes sont C'* a support
compact. De plus, sur ce sous-espace, I'orthogonalité des e, entraine J o K = id. On en déduit
que J est un isomorphisme isométrique et que K = J~1. Cela se traduit en écrivant

Vipe € LX(Ca), & = D ek ® 4, avec

kEZ

Vk € Z, vop = / exp (— i(e)y) e, y)dy
Se

1
Ve
On dira que (ve)rez est la suite des coefficients de Fourier de 1) . On notera aussi X =
J! (EO(Z C’O"( ¢)) le sous-espace de L?*(C,) formé des fonctions dans C§°(C,) dont la série de
Fourier n’a qu’un nombre fini de termes.

La décomposition (partielle) en série de Fourier donne des formules simples pour les dérivées
faibles. On les regroupe dans le lemme suivant.

Lemme 4.2.2. Soit ¢, € L? (Ce), et (Ver)rez la suite de ses coefficients de Fourier. Pour
tout multi-indice (o, B) € N? tel que 05951 € L?, on a :

(y,fvg?g>k € (7 LX(L)), et
Qe = (1) ) @ ey

keZ
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Preuve. On commence par tester 95051, € L* sur une fonction x ® &, avec x € C5°(I).

(020700 x 0 &)

. (ivg)? (—=1)° /Ie Ve (2)0%x(x) dx
oll on a noté (,)
distribution.

On en déduit

oryp 1€ crochet de dualité (bilinéaire) correspondant a 1’évaluation d’une

(e x)., | < Clle
Ainsi, pour tout k, (iyk)ﬁvif",g est L2.

On teste ensuite 3?85@&6 € L? sur une fonction y = Z]_VN Xek ®ep € X C C°(Ce). Par un
calcul direct, on trouve

(@200 x) = Z () (o2 o),

L’inégalité de Cauchy-Schwarz entraine alors

2

v(Xe k)—N<k<N,

Z/I i) 0 (@) Xe () dz| < M (; er,kHZ>

Par densité, on peut utiliser cette inégalité pour des suites (X7 ;)n>0 telles que

V—N <k <N, x" — (i)' dans L.
7 n—oo ’

On en déduit v

> @) ugll? < M.

-N
Ce qui donne le premier résultat puisque N est arbitraire. Le deuxieme s’en déduit d’apres le
calcul précédent et la densité de X. O

Ce lemme permet donc de dériver sous le signe somme au sens faible. On obtient notamment

Outbe(,y) = D> vop(@)ex(y),

kEZ

Oye(,y) = Y ivn(e)v s (x)er(y)-

keZ

On utilise la formule de Plancherel pour prendre la norme L? :

II(%weH2 => | ekH2

kEZ
|10, ¢e || =ka(efllve,kll2 :
r(e) & (1)
||1/1e||2 =3I ek||2 ()
e
kEZ
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En remplacant dans I'expression de la dérivée ji (équation (4.2.6])), on trouve finalement
I’expression :

le

i = X ([ tetorpae + SO [P pa). a2

!
5 5
Notre objectif est maintenant de montrer le lemme suivant.
Lemme 4.2.3. Il existe M € R tel que pour tout t € |0;1], on ait :
[t > —tM.
En effet, avec ce lemme, on peut finir de démontrer le théoreme 4.2.1}

Fin de la prewve du théoréme[{.2.1. On définit la fonction f sur (0,1] par

2
f@)=p'+ %M.

Le lemme implique que f est croissante sur |0;1]. D’autre part la fonction f est bornée
inférieurement par 0, puisque pf I'est. On en déduit que

lim f(t) existe et est positive.

t—0t+
Par suite :
lim p' existe et est positive.
t—0t+
O
4.2.3 Preuve du lemme [4.2.3
On part de I'équation (4.2.7) que l'on écrit :
le le
_ 2ot 2 (W —w(e)®) 2, 4 1
P> (/ (ot Pt D [ o
e —V, e 2 2
pimmerso o) [ (4.2.8)
2t 2 B~ Vg€ 22
+ty Y (/ley(ve,k)\ d:z:+t—2/_le - da:).
e ,u _Vk e)2>0 2 2

On en déduit

le

iz S ([ letpae s S P pa). 2

e ut—vg(e)2<0 T2 2

En testant I’équation aux valeurs propres (4.1.1]) contre une fonction de C5°(C,), on observe
que
200, — Doy = 'l (4.2.10)

au sens faible.

En utilisant la méme méthode que pour le lemme on montre que si (Ué,k)kez est la
suite des coefficients de Fourier de ¢! alors

"
0, — el = Y (o, + mle)ly) @ e

keZ
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Par unicité des coefficients de Fourier, les v, sont donc solutions faibles de 1'équation
suivante posée dans D'(I.) :

—#2(0l)" + (u(e)? = Yol = 0.

Par régularité elliptique (Voir le théoreme 7.X.26 de [5]), les v;k sont aussi solutions au sens
fort. Définissons, pour k tel que v(e)? — uf > 0

t vi(e)? — pf
Wer =\ T @

Pour w > 0, on définit ’espace fonctionnel

le 1
FE,., = {v €C™ (]—56 : Ee[’ C);—v” + W = 0}.

D’apres la théorie classique des équations différentielles linéaires a coefficients constants, E
est un espace vectoriel de dimension 2 dont une base est (2 — exp(—wz), z — exp(wz)).
Considérons les formes quadratiques A.,, et N, définies sur E,,, par :

le le

Ag () :/lz |v'|2dx—u)2/l2 |v|2da,

le
2 2

le

N.(v) :/ o[2da.

T2

On a alors, en utilisant la normalisation,

DD Nelvey) = ZZ/I vg (@) P de < 1 (4.2.11)

e keZ e keZ v -'e

et, en utilisant (4.2.9)
A=Y 0 Aeue (0. (4.2.12)

e keZ

Calcul des valeurs propres de A, relativement a N,

Déterminons les expressions de N, et A, dans la base (z — exp(—wz),z — exp(wz)).

Soit v € E, tel que
Vo € I, v(x) = vy exp(—wz) + vg exp(wz).
On calcule
Vo € I, [v(z)]* = |v|* exp(—2wx) + Trvs + 0103 + |vs|? exp(2wi)

Vo € I, |V (2)]* = w? (]vl|2exp(—2wx) — Tvy — 0103 + |vg|? exp(?wx)).

Par intégration, on trouve :

|U2|2

_|U1|2

N.(v) = %(exp(—wle) — exp(wls)) + Lo (V12 + v173) + %(exp(wle) — exp(—wls))
inh (wle inh (wle
_ I ) e+ o) + S
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et
Aew(v) = =20°1e (D10 + 1173)

Les matrices de ces formes quadratiques dans la base choisie s’écrivent donc (avec un abus

de notations)
sinh(wle) le 0 i 2w2le
N, = ( . sinh(wle) ) et Ae,w = ( _2w2le 0 ) : (4213)

w

Les valeurs propres cherchées sont les solutions de I’'équation
det (Ae,w —Z- Ne) = 0.
On calcule

_sinhlwle) 77 90,21, — ZI,
22, — Zl,  —Emhel) 7

. 2 2
_ (—Smhwe)z> _ (2w2le +Zle> .
w

Ce qui donne les valeurs propres suivantes :

det (Ao — Z - Noy) = ‘

B —2w?l,
Ze (w) - sinh(wle)
s
et 002
ZHW) = s

sinh(wle) .y :
w e

Les fonctions ZF sont bien définies sur R et, pour w > 0, Z; (w) < 0 < ZF (w).
Le théoreme spectral donne donc :

Vw >0, Yv € Eoy, Z, (w)Ne(v)

IN

Aew(v) < Z:(W>Ne(v>

)

La fonction définie sur |0, +oo[ par

2w,
sinh(wle) +1

e

W =

est continue, positive et ses limites en 0 et 400 sont nulles. On peut donc définir

2wl
Me = Sup W < 0.
weRT Te —+ le

Ainsi, on obtient :
DI WHHERESD 3 (D SR ACH))
e kezZ , e ut—vg(e)?2<0

On pose :
M := max{M,, e € £},

de sorte que

B> 0D Aeur (0hy) = =Mt > Ney(vly) = =M -, (4.2.14)

e keZ e ut—yi(e)2<0

en utilisant la majoration (4.2.11]).
En remplacant dans (4.2.12)), on obtient ji* > —M¢t. Cela termine la preuve du lemme m
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4.3 Etude des limites possibles

Dans cette partie, on cherche & caractériser quelles valeurs u° peuvent étre obtenues comme
limites d’une branche analytique (u');~o. On a vu dans le cas du tore plat( carré de coté 27), que
les limites possibles sont seulement les entiers m? : cela résulte du fait que les branches sont de
la forme )\ﬁmn =n’+ T—; et de la renormalisation qui consiste & multiplier par t2. Cette question
est par ailleurs motivée par les travaux [24] et [25] dans lesquelles une telle caractérisation est
centrale. Ces travaux nous apprennent aussi que 1’étude des limites est reliée aux phénomenes
de concentration des fonctions propres.

Commengons par définir ce que nous entendons par valeurs propres transverses dans un
cylindre C,.

Définition 4.3.1. On appelle valeurs propres transverses du cylindre C, les éléments de [’en-
semble N défini par

N = {w(e)? k € Z}.
On définit aussi :

N = M.

ecé

Remarque : L’ensemble N, est le spectre de I'opérateur —85 dans C..

Dans cette partie, on va considérer une branche analytique (¢, u') telle que
t 0 0
— t .
po et i ¢ N

Sans perte de généralité, on peut de plus supposer que ¢ est normalisée (V¢ > 0, n'(¢') = 1).
Comme N est une partie discrete fermée, il existe § > 0 et ¢y > 0 tels que

Vt < ty, Ve €&, Vk €N, |vp(e)® — pf| > 6. (4.3.1)

On commence par montrer un phénomene de non-concentration dans les cylindres.

4.3.1 Non-concentration dans les cylindres

L’objectif de cette partie est de montrer que sous I’hypothese sur 4%, on peut trouver une
sous-suite (t,),>0 telle que la masse de (¢™),>o tend vers 0 dans chaque cylindre C,. Plus
précisément, on montre la proposition suivante

Proposition 4.3.1. Soit ' une branche analytique de valeurs propres telle que i° ¢ N et ¢
la branche de fonctions propres normalisées associée. Il existe une sous-suite (t,)n>0 telle que,
pour tout ¢ < min{%, ecf },

le
z7¢ tn 2
Ee /_l /S | (@, y)|” dedy o0

e
5 T¢

Cette proposition exprime donc le fait que, sous '’hypotheése sur p° et le long d’une sous-
suite, la fonction propre associée se concentre dans les jonctions puisque sa masse dans les
cylindres tend vers 0. La preuve nécessite de séparer, dans chaque cylindres les grands et les
petits modes de la série de Fourier associée. Plus précisément, on note (U;k)kez les coefficients
de Fourier de ¢! et on veut donc estimer, uniformément par rapport & k, la quantité

e,
[ i)
_l ’

le
3 T¢

95



Le coefficient v}, est solution de I’équation différentielle ordinaire

v(e)” — p'

"
—v° + %

v =0,

dont le comportement qualitatif change selon le signe de v, (e)?— u!. Il n’est donc pas surprenant
de devoir utiliser des techniques différentes pour les petits modes (pour lesquels v (e)*—pu! < 0)
et les grands modes (pour lesquels vi(e)?> — ut > 0). L’hypothese sur p° et la définition de §
entrainent que ces deux régimes sont bien séparés.

Estimation des petits modes relativement a u'

L’estimation pour les petits modes utilise de fagon cruciale la formule de Feynman-Hellmann
et le fait que les branches analytiques convergent.
On utilise notamment le lemme suivant et son corollaire.

Lemme 4.3.1. Soit f une fonction continue positive sur un intervalle |0;a| avec a > 0.
Si .
[ <
o ¢

Alors, il existe une sous-suite <t")n>o qui tend vers 0 telle que f(t,) — 0.

n—-+o0o

Preuve. Nous allons raisonner par contraposition. S’il n’existe pas de sous-suite satisfaisant la
conclusion du lemme alors on peut trouver € > 0 et t, tel que

Vi <te, f(t) > e

Pour t < t., on calcule alors
f) e / f®)
t

On en déduit immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 4.3.1. Soit f continue positive sur |0,to]; s’il existe une fonction intégrable g au
voisinage de 0 telle que :
I
t

vt < to, < g(1),

alors il existe une sous-suite (tn) >0 qui tend vers 0 telle que f(t,) — 0.
n> n— 00

Passons maintenant a la preuve du résultat principal de cette sous-section.
On repart de 'expression de f! donnée en (4.2.8)). Dans cette expression, on utilise (4.2.14)
pour obtenir

le le

o> 2
-t > t 12 2 t |2
Hw +Mt_i E E </le ‘(Ue,k)| dx—i_wk/_le ’Ue,k| d$>
2

e put—vk(e)?2>0 T2

>tz Z Wk;/ |Uek’d$

e ut—vk(e)2>0
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en posant w? = W‘j—g(eﬁ
Par définition de 9, on a

Vo

Vit S t(), ‘v’e, Vk, Wi Z T

L’inégalité précédente devient alors :

Pt tM > - Z Z / VL k| da

e ut—v(e)2>0

Comme la fonction majorante est intégrable au voisinage de 0, d’apres le corollaire [4.3.1], il
existe une sous-suite (t,),>0 qui tend vers 0 et telle que :

Z Z /|v|dxn—>%0
)20

e th Vk e
La proposition suivante récapitule ’estimation ainsi trouvée.

Proposition 4.3.2. Soit ' une branche de valeur propre qui converge vers u° ¢ N, et ©' la
branche de fonction propre normalisée associée. Il existe une suite (t,)n>0 tendant vers 0 telle

que
Z Z / |vt"| dx — 0,
2>0

e Mtn Vk

ol (U?fk)kez est la suite des coefficients de Fourier de o' dans Cs,.

Estimations des grands modes relativement a p!

Pour estimer les grands modes, on reprend les méthodes de la partie [£.2.3]
On rappelle qu’on a posé
MO

et, pour w > 0, E,, est I'espace vectoriel des solutions de I'équation différentielle —v” +w?v = 0

sur | — & L],

Sur Fe, on a défini la forme quadratique

le

Na(w) = [ Jota)f do.

T2

Soit A >0, et t < L= on définit sur E,,, la forme quadratique

2A0
le At
¢ :? 2
Na) = [ o).
’ _le At
2 2

Cette forme quadratique est évidemment positive (Elle est méme définie positive puiqu’'une
fonction non-nulle de F, , ne peut pas s’annuler sur un intervalle ouvert).

Remarque : Pour obtenir la proposition m il suffirait d’étudier le cas A = =¢ mais on aura
besoin du cas général dans la partie suivante.

o7



Calculons les valeurs propres de N{ , relativement a N.. En travaillant dans la base des
solutions exponentielles, la matrice associée a la forme quadratique N! , est obtenue de la
méme fagon que précédemment. 11 suffit en effet de remplacer dans (4.2.13)) [, par [, — At, on
obtient :

sinh (w(le—At)) L — At
’ sinh (w(le—At))

w

Nea =
le — At
Les valeurs propres cherchées sont alors obtenues en calculant

(Sinh (w(le — At)) B ASinh (wle) >2

w w

det (N, 4 — AN,) = — (lo — At — AlL)%
On trouve les deux valeurs propres suivantes

sinh (w(le—At)) _ (le _ At)

A;W’A - sinh (wle) y
1—exp(—2w(le — At)) — 2w(le — At) exp ( — w(le — At)) exp (w(le — At))

)

1 —exp ( — 2wle) — 2wl exp ( - wle) . exp (wle)

A+ B sinh (wgefAt)) n (le _ At)
ew, A T sinh (wle)

+ le
1+ exp ( —2w(le — At)) + 2w(le — At) exp ( — w(le — At)) exp (w(le — At))
1+ exp ( — Zwle) + 2wl exp ( — wle) exp (wle)

On introduit les fonctions fy définies sur [0, +o00) par
fr(z) = 1+£e 2 £ 2ze ",

de sorte que

A;twA _ fi(w(le - At))e—wAt'

fr(wle)
Comme f* tend vers 1 en +o0, il existe b tel que
1
Vo > b, 5 = < fi(w) <
Pour ¢ < 4 3% le — At > %e, de sorte que

loVO
VA >0, V< -2 Y > 2\{

> — At) >
5 A , wle > w(le t) >

I, \/_3
t

> b, on aura alors

Des que t est suffisamment petit pour que {

D’apres le théoreme spectral, on en déduit :

le ) le 0 -
Vi< 2\—2_’ VA < %7 Vw > %’ Vo € Ee,un 0 < Ne,w,A(U> < de

On en déduit la proposition suivante.

m‘°>
S
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Proposition 4.3.3. Soit u' une branche de valeur propre qui converge vers pu° ¢ N, et ¢ une
branche de fonction propre associée. On note ly = min{l, e € £} et (v}, )rez les coefficients
de Fourier de o' dans le cylindre C,. Il existe § > 0 et b > 0 tels que

l [
Vit < Of, VA< 2 Yee&, VkeZ,
2b 2t
le At le
wer st = [ ptrar < e [ ep e
i -4

Remarque : Ici, il n’est pas nécessaire de normaliser la branche de fonction propre puisqu’on
donne une estimation homogene et 1’estimation est plus précise que si on avait borné par la
norme de 72/(p). De plus, cette estimation est valable pour tout ¢ assez petit, pas seulement le
long d’une sous-suite.

Preuve de la proposition m

Soit (t,)n>o la suite donnée dans la proposition m et ¢ donné dans les hypotheses. On

veut estimer
/l / (x y dxdy ZZ/ (I)‘2d$.
e+ Soe

On découpe la somme sur k en petits modes et grands modes. Pour les grands modes, on utilise
la proposition avec A = f—: ce qui est légitime puisque ¢ < lzo = A< 2@—071 On obtient

—fc

> Z / @fdr < 4753 % [

)2<ptn 7 e yg(e)?<puln

x)‘dez:

< de” |0 (2, )| dxdy

Vs
< 46 tn

> Vs
des que n est suffisamment grand pour que ¢, < =

Ainsi, la partie correspondant aux grands modes tend bien vers 0 quand n tend vers l'infini.
Pour les petits modes, on a

ZZ/ ]dx<22/_ ()" da.

e wp(e)2>ptn T e vi(e)?>uln

7—0

Cette partie tend donc vers 0 en utilisant la proposition [4.3.2l Ce qui finit de prouver la
proposition [4.3.1]
4.3.2 Détermination des autres limites possibles

Jonctions étendues

Pour identifier quelles sont les autres limites possibles, on aura besoin d’une collection de
surfaces non-compactes J, obtenues, de facon informelle en collant sur chacune des composantes
de bord de J, un demi-cylindre infini. Cette partie décrit précisément cette construction.
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Soit J, une jonction et S,, une de ses composantes de bord. Par définition, il existe a > 0 et
un voisinage de cette composante isométrique a (—a, 0]¢ x (Sge)77 muni de la métrique d&?+ dn?.
La surface jv est obtenue en étendant ce voisinage a (—a, +00[¢ X (Sge)n. La surface jv est donc
décrite comme R R

J, =J,ulJC.
e—v
ot C, est un demi-cylindre (infini) euclidien de circonférence o,. On utilisera systématiquement,
dans la suite I'identification :

C. = [0,+OO[5X(SUe)n, muni de d&? + dn?.

On utilisera aussi le fait que ces coordonnées (£, ) se prolongent a (—a, +00[¢ X (Sge)n. Comme

précédemment, pour une fonction zﬂ définie sur jv, on notera z[JV la restriction a J, et @e la
restriction au C)ylindre C..

La surface J, est munie de la métrique g qui coincide avec la métrique de départ dans J,
prolongée par la métrique euclidienne dans les cylindres. Notant dm la mesure riemannienne
associée on a les formules suivantes pour la norme L?, la forme quadratique de Dirichlet et le
laplacien :

v e 12(3,), / (i = / e dm + Y /C (€, m)|? dédn,

e—vV

Vi € HY(T,), A Vg Pdin = /J Vb [Pdm + ) /C (|ag@@e<5,n>|2 + |6nzﬂe<§,n>|2) dédn,

e—vV

Aty dans J,

Vi € dom(A), Ay = { —8521&9 _ (931[,6 dans ée.

Dans le lemme suivant, on utilise, pour chaque cylindre ée les coordonnées (£,n) définies
sur (—a, +00) X S, .
A Taide de la formule de Green, on montre le résultat suivant

Lemme 4.3.2. Soit ) € L2(J,) telle que
A;% - fv € L2<Jv)
Ve — v, (_852 - as)*we = fe € L2<Ce)

alors

A =f, + > fe

e—v
+ Z[’ya{&v - ’}/85’17@6]65%
e—v
+ Z[fﬂ;v - fwﬁe]axésgea
e—v

ot 7y est lopérateur de restriction au bord (défini sur H') et ds,_ est la mesure d’intégration
sur S, . R R )
Sous les mémes hypotheéses sur 1, on a1 € dom(A) si et seulement si

Ve — v, ’y&, = 'y&e et 785&, = ”yagzﬁe.
Dans ce cas, on a alors

A= fr+ ) fe

e—v
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Le dernier résultat dont on aura besoin est un critere de compacité dans L?*(J,). Pour
I’énoncer, on définit, pour B > 0, la partie JZ obtenue en restreignant tous les cylindres aux
¢ < B (des que B est suffisamment grand, c’est le voisinage de taille B dans J, du bord de J,).

Lemme 4.3.3. Soit K C L*(J,) N HL _(J,) vérifiant

loc

~

1. K est bornée dans L*(J,),
2. Pour tout € > 0, il existe B > 0 tel que

Yu € K, lul? dv, < ¢,
JN\IP

3. Pour tout B suffisamment grand, il existe Mg tel que

Vue K, [ |Vul’dv, < Mg,

7

Alors IC est relativement compacte dans LQ(jv).

~

Démonstration. Comme L?(J,) est un espace métrique complet, il suffit de montrer que, pour
tout € > 0, K est inclus dans un nombre fini de boules de rayon ¢.
On fixe donc € > 0, et d’apres la deuxieme hypothese, il existe B tel que

19
Vu € K, Null 2503 < 5

On fixe maintenant une fonction de troncature p € C‘X’(jv), a support dans ij+1’ et identi-

quement 1 dans :T\f . Par un calcul direct, la premiere et la troisieme hypothese entrainent que
I’ensemble

{up, u € K}

est borné dans H}(JB!). Comme Dinjection de HE(IJB) dans L2(JB*1) est compacte, on
trouve une collection finie (v;)1<;<y telle que

: 5
Vu € K, 3i, [lup — vil|2Gs+1y < 5

On note v; la fonction v; prolongée par 0 en dehors de jf +1, En utilisant que 0 < 1—p < ]ljv\jB,
on en déduit
lu — ﬁi”p(jv) < lup — UiHL2(3§+1) + HUHL2(EV\3§) < e

Ce qui conclut la preuve.
O

La surface jv est une surface a bouts cylindriques. Ce type de surface a été tres étudié d'un
point de vue spectral et notamment en théorie du scattering. (voir par exemple [11, 27] et le
chapitre 7 de [38]. Le spectre comporte une partie continue dont la multiplicité augmente aux
passages de seuils qui correspondent a nos valeurs propres transverses. Il peut aussi y avoir des
valeurs propres plongées dans le spectre continu méme si il est communément supposé que cela
n’arrive pas génériquement.

Le théoreme sur la détermination des limites s’énonce alors de la facon suivante.

Théoréme 4.3.1. Soit ' une branche analytique du probléme spectml qui converge vers
pl. Ou bien p° est un élément de N (et donc une valeur propre transverse), ou bien u° est une
valeur propre (donc plongée dans le spectre continu) d’une des surfaces a bouts cylindriques J,.
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Remarque : Si on sait a priori qu’aucune des surfaces J, n’admet de valeur propre plongée,
alors le théoreme entraine que les seules limites possibles sont les valeurs propres transverses.

La suite de cette partie est consacrée a la preuve de ce théoreme. L’idée est la suivante, on
part de la sous-suite ' identifiée dans la partie précédente. En multipliant ¢’ par une fonction
de troncature nulle sauf au voisinage des jonctions, on associe a cette fonction une collection de
fonctions vivant dans chaque J,. On cherche alors a extraire une sous-suite convergente pour
obtenir & la limite une fonction propre (L?) du laplacien sur J,. On utilise pour cela le critére
de compacité précédent pour lequel on a besoin d’une version raffinée de la non-concentration
établie a la partie précédente.

Troncature

Soit (t,)n>0 la suite donnée dans la proposition m Dans cette partie, on construit, a
partir de o' et de fonctions de troncature une fonction @" dans J

On choisit une fonction plateau p définie sur R. C’est-a-dire une fonction C'*°, décroissante,
positive, nulle sur [1, +oo] et identiquement 1 sur (—oc,1]. On choisit ¢ < 2 et on définit la
suite (A,)n>o0 par A,

Etant donné un Cyhndre C. C Xg,, que l'on parametre par [0,ls] X S,., et J, la jonction
correspondant & x = 0. On définit, sur le cylindre [0, 00), X (Sge)n la fonction ¢f , par

Gre(Em) = \/t_nsOZ"(tnﬁ,n)p(Ai)-

Cette définition a un sens des que [Ai < 1] = t,§ <., autrement dit, des que A, < If—e, ce
qui est satisfait par hypothese sur ¢ et définitions de A,, et lo.
La fonction ¢ est alors définie sur J, par

o = { Vi dans Jo,

v @7, dans chaque cylindre e — v.

Pour chaque v, on calcule, en faisant le changement de variable (¢,£,n7) = (z,y) dans les
cylindres :
¢ 2
[z = 1, [ jet e im + 30, / G mp(+-)| dedy
Jv e—v An
2 " r [
= dxdy.
/ oy (m))] g 7)| dedy

e—vVv

On fait maintenant la somme sur v et on regroupe les contributions des deux extrémités
du meéme cylindre C,. Observons que, dans le calcul précédent, la coordonnée x dépend de
I'extrémité choisie. Pour obtenir une formule lisible, on change de paramétrisation et on fait
maintenant 1'identification (comme dans la partie précédente) C, = [, ] x S,.. On obtient

Z/| |dm—Zt (m)[2 dm
+Z/ l

tn r+3
o (x,y)p( Antn)
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Comme A,t, < %e, les deux fonctions de troncature a chacune des extrémités sont a supports

disjoints de sorte que, pour tout e et x € [—%, %],

$+l§e2 %—x
a5 UL

0<1—p(

On obtient

/| |dm—ntn

a:’—i—l—e L —
=% e ll—p(Antjf—p(;ntn)z do
Antn

Z/ / |02 (x,y)[* dody
le+Antn

Par définition % = ¢ et donc, en utilisant la proposition on obtient la propriété
suivante

Z m)[2din — i, (o) — 0. (4.3.2)

n—-+o0o

On utilisera cette propriété ci-dessous pour exclure le fait que les normes de toutes les
fonctions ¢ tendent vers 0.

Cette estimation assure aussi que la norme LQ(jV) de la suite (¢I),>0 est uniformément
bornée. L’hypothese 1. du lemme 4.3.3| est donc vérifiée.

Calcul de A¢” et estimations

Puisque ¢ est une fonction propre de Q™ relativement & n'» on a (en utilisant des coor-
données euclidiennes pour le cylindre)

Vv, A*p' = pio™ dans J,
Ve, [—t28§ — 6’;] o' =t dans C..

Apres changement de variables, on en déduit que
Vv, A*g = pt¢", dans J,

An an le
ve; [_82 o ai] v = :utnSOnJ Slg < An < t_

n

Soit C, un cylindre qui se raccorde a la jonction J, et S, le cercle qui réalise la frontiere
commune. On peut choisir un voisinage V' de S,, paramétré par des coordonnées euclidiennes
(x,y) €] — a,a[xS,, telles que x = 0 corresponde & S,,, z <0aJ,NVetz>0aC,NV.

Si 1 est a support dans V', on a, en revenant aux définition de Q' et n' (et en utilisant que
¢' est a valeurs réelles)

0 [
‘ / VeV + / / 20,00 + D, = Q')
a JSs, 0 Soe

= utﬁt(sot ¥)
= pu'n'(', )

S L L)
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En appliquant la formule de Green pour a < 0 et a > 0, on calcule
| (106400, = £0,6(0,0] - 00, ) dy = 0.
SUe

Cette égalité étant vraie pour toute fonction 1, on en déduit que

3:;:903(07 ) =1- 81902(07 )

Ainsi, par construction, dans les coordonnées (£, 1) (qui paramétrisent un voisinage de la méme
jonction S,,, vue maintenant dans J,) on a

0c @y (0,-) = 9220, )
On a aussi
Sa:/l(()’ ) = @Z(Oa ')7
puisque ¢’ est dans H!'(Xg,.). D’apres le lemme [4.3.2 on a finalement

~

AQ™ = u' @, dans jf (4.3.3)

des que A, > B.
De méme, des que A,, > 2B,

[ Ve |? din = t/ |Vnelr|2dm
I7

4 / / 00 + |0y@0 Pdedn

e—v

— /|Vggpt” 2dm

YN / PI.LI? + 10,0 Pdrdy
e—v

S Qtn n)

< pi.

Cette estimation dit que la norme H! de ($"),>1 sur jf est bornée uniformément des que n
est suffisamment grand. Ce qui est équivalent a la troisieme hypothese du lemmem (puisqu’il
n’y a qu'un nombre fini de conditions a rajouter).

La suite (¢7),>1 vérifie donc les premiéres et troisiemes hypotheses du lemme [4.3.3] Il reste
a étudier la deuxieme.

Non-concentration améliorée

Lemme 4.3.4. Pour tout € > 0, il existe B, et n. tels que
Yn > n., Z/ " din < e.
- JINIB

Démonstration. soit € > 0, on choisit B; tel que de~B=Vo < ¢ 5 et ng tel que ¢, < 5. Pour tout
n > ng, on a B, < A, de sorte que, en utilisant le fait que la fonction de troncature p est
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toujours plus petite que 1, et en faisant le changement de variables (¢,£,1) = (x,y) on trouve

J g R < S [ [ e macan

e—vVv B Se
Antn
< / / |08 (2, ) |* dudy
e—v cln
SZ/ /|90 (,y)|* ddy
e—v <tn

On fait la somme sur v de ces inégalités et on regroupe les termes correspondants aux deux

extrémités du méme cylindre. En revenant a la paramétrisation par [—%e, %] X S, du cylindre

C., on obtient
5" i < / | letdsdy
Zv:/ﬁv\ife Z <+ Betn J So,

£ Betn tn|2
+ / / | |2dxdy
——Bgtn
< / / ok [Pdady.
+Bstn So'e

On décompose une fois encore en petits et grands modes. En utilisant la proposition [4.3.3
(avec A = 2B,) et le choix de B. on trouve qu'’il existe ns tel que, pour tout n > ng, on a

——Bgtn
/ /|gp|d:):dy< Z / 02| do + Z / 2| da
< 1 Betn JS,, le le 4 B.t
< Z / |ve,k|2da:+§/ o Pddy.

2<,LL

On fait maintenant la somme sur e et on utilise la normalisation pour dire que

Z/ |l Pdady < 1
On trouve que

19
/3\ng; Pain < S+ Y /_|vek|dx

e yp(e)2<uln

D’apres la proposition la somme restante tend vers 0 quand n tend vers 'infini. On peut
donc trouver un n; tel que cette somme est plus petite que § pour n > n; On obtient donc le
résultat annoncé en posant n. = max(ng, ny,ng). O

Corollaire 4.3.2. L’hypothése 2 du lemme est satisfaite.

En effet, pour n < n., on utilise le fait que $” est L? pour dire qu’il existe un B, tel que

| e <,
JAN\IT™

et on prend ensuite B = max{B., B,, n < n.}
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Fin de la preuve

D’apres ce qui précede, pour tout v, on peut extraire de (¢}),>o une sous suite qui converge

~

fortement dans L?(J,). Par extraction successive, on trouve une sous-suite (abusivement encore
notée n dans ce qui suit) telle que

v, 3y, 187 — dullpag, — 0.

n—o0

Pour tout A > 0, et pour tout n suffisamment grand (tel que A, > A), d’apres 1’équation

(4.3.3)) ci dessus, A
Vv, A*@in = il dans L*(J2).

Par continuité L? des dérivées faibles, et passage a la limite, on en déduit
Vv, A, = ,uozﬁv, dans L*(J,).

A ce stade, rien n’assure encore que u° est une valeur propre de A* car toutes les limites
Y, pourraient étre nulles. Mais ceci est exclu par l'estimation |D qui entraine (avec la
normalisation de @) par passage a la limite :

> lenlizeg, = 1.

Ainsi, au moins une des fonctions ¢, n’est pas nulle. Cette derniere est donc une fonction propre
L? de J, associée a u°. Cela conclut la preuve du théoreme .
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Chapitre 5

S.e.s.c., Surfaces polygonales, Surfaces
a petits carreaux, Surfaces de
Translation

Dans ce chapitre nous définissons des classes de surfaces qui peuvent étre décomposées en
cylindres et en jonctions et pour lesquelles la déformation étudiée précédemment s’interprete
géométriquement de fagon intéressante. Nous présentons ainsi les surfaces a petits carreaux
et les surfaces de translation. Ces dernieres ont fait I'objet de nombreux travaux du point
de vue dynamique [40], [48], [49], [37], [46], [20], [7] et il y a plusieurs fagons équivalentes de
les présenter. Notre travail concernant la métrique plate a singularités coniques dont on peut
munir ce type de surface, ils nous a semblé plus cohérent de partir d’une classe plus générale :
les surfaces euclidiennes a singularités coniques (ou surfaces polygonales).

Nous commencerons donc par définir ces surfaces euclidiennes a singularités coniques (s.e.s.c.)
et une fagon de les réaliser en recollant des polygones (surfaces polygonales). On définir en-
suite la notion de surfaces a petits carreaux. Sur ces dernieres, on définira la notion de di-
rection completement périodique et on montrera qu’on peut associer a une telle direction une
décomposition en cylindres et en jonctions. On verra aussi que ce cadre correspond en fait
a prendre un revétement ramifié du tore; ce qui explique la ressemblance avec les résultats
présentés dans le chapitre 1] . On terminera cette partie en présentant les surfaces de trans-
lation du point de vue général et la relation entre la déformation que 'on a considérée et les
travaux dynamiques dans ’espace des modules.

Dans ce chapitre, de nombreux résultats seront admis et présentés sans démonstration. Il
s’agit pour nous de donner un contexte naturel dans lequel nos travaux s’inserent.

5.1 Les surfaces euclidiennes a singularités coniques

Intuitivement une s.e.s.c. sera une surface qui ressemble localement soit & un ouvert de R2,
soit a un secteur euclidien ou un cone euclidien. De fagon formelle, nous définissons

Définition 5.1.1. On appelle secteur euclidien d’angle 0,,.,, 'ensemble

Sectg,, = {(nOlr 20, 0<6< 00}/ ~

max

muni de la métrique g = dr? + r2df? et o ~ est la relation d’équivalence qui identifie entre
eux tous les points (0,0).

Le cone euclidien d’angle Oqy, suit la méme définition ot on a remplacé lintervalle [0, 0qz)
par le cercle de longueur Opq,. On le notera Coney, .
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On observe que

— Par définition, un seul point correspond donc a r = 0 : c’est le sommet (du secteur ou
du cone).

— Le secteur euclidien d’angle 7 est isométrique a un demi-plan et le cone euclidien d’angle
27 au plan.

— 81 Opar < 2w, alors Secty
donnée par :

est isométrique a une partie de R? et cette isométrie est

max

d)gi Se — Rz

(r,0) — (7’ cosf,rsin 6) :

— 81 Oae > 2w, on peut se restreindre a des bandes de largeurs (< 27) et obtenir une
collection (gbgi)l. des isométries précédentes. Le secteur d’angle 6,,,, peut alors étre vu
en recollant les secteurs d’angle ;. Nous reviendrons ci-dessous sur ce Imécanisme de
recollement.

— De méme, le cone d’angle 6,,,, peut étre vu comme le secteur d’angle 6,,,, sur lequel on
a recollé les deux cotés [0, +00) x {0} et [0,4+00) X {Omaz}-

Nous pouvons maintenant définir une surface euclidienne a singularités coniques.

Définition 5.1.2. Soit Sy, (notée S s’il n’y a pas d’ambiguité) une surface connexe compacte
orientable de genre g et qui a b composantes de bord. Soit ¥ = {s1,- -+, $,} un ensemble fini de
points sur cette surface. On suppose que toutes les composantes du bord de S sont des courbes
fermées. On note 0S le bord de S et par Int(S) = S\0S Uinterieur de S.

On dit que S est une surface euclidienne a singularités coniques si S est munie d’une métrique
qui est localement isométrique soit a un ouvert du plan euclidien, soit d’un secteur euclidien,
soit d’un cone euclidien.

Plus précisément, on a la description suivante.
— Pour tout point z € Int(S)\X, il existe un voisinage U (x) isométrique a un disque ouvert
dans le plan euclidien ;
— pour tout point s € ¥ N Int(S), il existe un voisinage U(s) isométrique a un voisinage
du sommet d’un cone euclidien d’angle 0 < 0,4, < +00, avec 0,4, # 27;
— pour tout point z € 95\, il existe un voisinage U(x) isométrique a un voisinage du
sommet du secteur euclidien ¢ = 7 qui a comme sommet I'image de x;
— pour tout point s € 95 N X, il existe un voisinage U(s) isométrique a un voisinage du
sommet d'un secteur euclidien d’angle 0 < ¢, < +00 qui a comme sommet 'image de
S avec QPmaz 7# T-
Remarque : Il est parfois commode d’autoriser la présence de fausses singularités. C’est a
dire de particulariser sur S un ensemble ¥’ C S\ ¥ et de penser les points de ¥/ comme les
sommets d'un cone euclidien d’angle 27 ou d’un secteur euclidien d’angle 7.

On ne propose pas ici une étude systématique des s.e.s.c. (voir par exemple Malouf [35]
ou Troyanov [43]). On note toutefois que I'on peut prouver sur ces surfaces une formule de
Gauss-Bonnet, qui permet par exemple de retrouver le genre de la surface si on connait les
angles des singularités. Cette formule s’énonce de la fagon suivante (voir par exemple Ousama

35, Griffiths [18]).

Proposition 5.1.1 (La formule de Gauss-Bonnet). Soit S une s.e.s.c. de genre g a bord avec b
composantes, avec n singularités a l'interieur et m singularités sur le bord. Soit ( ) les angles

des singularités a l'interieur et (goj)j les angles des singularités sur le bord.

Alors, on a :
Z27r— —i—ZW—goJ (4 — 4g — 2b).
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La caractéristique d’Euler pour une surface S de genre g avec b composantes de bord est
donnée par

x(S)=2-29g-b

Pour comparer avec la formule de Gauss-Bonnet habituelle, et puisque la courbure est nulle
au voisinage d'un point régulier, il est commode de définir une courbure concentrée en chaque
point singulier.

Définition 5.1.3. La courbure k en un point singulier intérieur s d’angle 0 est donnée par
k=2m —0.

St s est localisé sur le bord, son angle sera noté ¢ et sa courbure devient
K=m— .

La courbure totale d’une s.e.s.c. est la somme de toutes les courbures aux points singuliers de
la surface :
K = Z(27r —0;) + Z(?T - ©j)
( J

La formule de la proposition précédente devient alors :
K = 27?)((5 ),

ce qui justifie la terminologie formule de Gauss-Bonnet.

5.1.1 Construire une s.e.s.c.

Dans cette partie, on explique comment construire une s.e.s.c. a partir de polygones eucli-
diens.

On commence par remarquer qu'un polygone possede une structure de s.e.s.c.. On illustre
ce fait dans le cas d'un triangle.

S1

53

FIGURE 5.1 — Triangle d’angles 6, 605, 65

Les sommets du triangle ont des voisinages isométriques a des secteurs euclidiens, les points
sur le bord ont des voisinages isométriques a des demi-disques et ceux des points a l'interieur
sont isométriques a des disques.

Le méme raisonnement s’applique pour n’importe quel polygone (c’est a dire d’une partie
de R? dont le bord est une ligne polygonale fermée sans point double).
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Le concept de surfaces polygonales emprunté a [I8] s’appuie sur la notion de recollement
que 'on explique maintenant.

On considere deux polygones distincts P et P, dans le plan euclidien. Sur chacun de ces
polygones P; on identifie un coté a;. On suppose que a; et ay sont de méme longueur L. Pour
chaque 7 il y a deux facons de paramétrer a; par longueur d’arc. Ces deux paramétrisations
orientent a; dans les deux sens possibles. On choisit la paramétrisation ~; de telle sorte que le
polygone P; se retrouve a gauche de a; et P, a droite de as. Le recollement consiste alors a
identifier les points 7 (t) et 72(t) pour tout t € [0, L]. On voit que la surface P, U P,/ ~ (ou ~
est l'identification précédente) est une s.e.s.c..

Cette méthode de recollement est aussi valable pour identifier deux cotés de méme longueur
d’un méme polygone. On autorisera donc aussi ce cas par la suite.

Exemple :

FIGURE 5.2 — Deux triangles rectangles qu’on recolle

Définition 5.1.4 (Surface polygonale). Une surface polygonale est une surface obtenue a partir
d’une collection finie de polygones (P7’>z plongés isométriquement dans le méme plan orienté et
recollés en suivant les deux regles suivantes :

1. Les recollements se font le long de coté de méme longueur comme expliqué ci-dessus ;

2. Au plus deuz polygones peuvent partager un méme bord.

Exemples de surfaces polygonales

a) Une surface polygonale avec des bords.
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FIGURE 5.3 — Famille de quatre polygones

FIGURE 5.4 — Recollement des polygones suivant les couleurs

b) Une surface polygonale sans bord.

FIGURE 5.5 — Famille de six carrés recollés pour obtenir la surface d’un cube

Remarques :

1. Une facon équivalente de voir le recollement, consiste a définir J 'isométrie affine directe
qui envoie a; sur as et a poser

m1€a1~m2€a2<:>mgzj(m1).

2. On peut montrer qu’en fait toute s.e.s.c. peut étre obtenue comme une surface polygo-
nale. Cela résulte du fait qu’on peut toujours trianguler une s.e.s.c. et que la structure
de s.e.s.c. coincide alors avec la surface polygonale obtenue en recollant ensemble tous
les triangles obtenus.
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Les surfaces de translations seront obtenues en requérant que tous les recollements sont faits
a l'aide de translations. Avant de présenter la construction générale, nous allons faire un détour
par les surfaces a petits carreaux.

5.2 Surfaces a petits carreaux

5.2.1 Présentation combinatoire

Pour motiver I'introduction des surfaces a petits carreaux considérons I’exemple suivant :

¢ — @

FIGURE 5.6 — tore plat

On peut identifier les bords verticaux et les bords horizontaux. La surface ainsi obtenue
est alors un tore plat. La méme construction peut se faire a partir de n’importe quel pa-
rallélogramme. Remarquons alors que les isométries affines directes associées a ces identifica-
tions sont des translations. Le sous-groupe engendré par ces deux translations donne alors le
réseau R défini dans le chapitre [I}

Introduisons maintenant les surfaces a petits carreaux. On se donne une collection de N
carrés euclidiens isométriques plongés dans un méme plan orienté et dont les bords sont tous soit
horizontaux soit verticaux. On les recolle en identifiant par translation chaque coté droit (resp.
bas) d’'un carré avec le co6té gauche (resp. haut) d’un autre carré (éventuellement le méme).

En numérotant les carrés par les entiers de 1 a N, cette fagcon de recoller correspond a se
donner un couple de permutations (h, v) € Gy X Gy tel que :

1. h(i) = j si le coté droit du carré i est collé au coté gauche du carré j;

2. v(i) =k si le coté haut du carré i est collé au c6té bas du carré k.

géométriquement cela se traduit par la figure

v(1)

7 h(7)

FIGURE 5.7 — Principe de recollement
Lorsque le groupe engendré par les permutations h et v agit transitivement sur {1,-, N} la

surface obtenue ainsi est connexe et on parlera de la surface a petit carreaux encodée par le
couple de permutation (h, v) et nous la noterons Sy (h, v).
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Exemples de surfaces a petits carreaux

1. On commence par la surface a petits carreaux triviale qui est encodée par le couple
(h =(1),v= (1)), topologiquement c’est le tore plat T2

[ ]
[

FICURE 5.8 — Surface encodée par (h = (1),v = (1))

2. On donne maintenant I'exemple d’une surface a petits carreaux formée de quatre carrés
et encodée par le couple (h =(1,2,3),v = (1, 3,4, 2))

| |
1

FIGURE 5.9 — Surface encodée par le couple (h = (1,2,3),v = (1,3,4,2))

Les points marqués sur les deux surfaces sont des singularités. Dans le cas du tore, on obtient
en fait une fausse singularité.

De nombreuses propriétés de Sy (h, v) sont codées dans les permutations h et v. Par exemple,
Le commutateur du couple de permutations encode le nombre de singularités de cette surface
et caractérise également les angles de ces singularités. C’est ce qu’exprime le lemme suivant
dont une preuve peut se trouver dans [22] ou [46].

Lemme 5.2.1. Soit ¢ le commutateur de h et v (c = h’lv’lhv). Dans la décomposition de c
en produit de cycles de support disjoints, chaque cycle de longueur [ correspond a une singularité
conique d’angle 2lr.

Dans le cas des surfaces a petits carreaux, il est commode de revenir un peu sur la notion
de singularités. On dit alors que chaque cycle du commutateur de h et v correspond a une
singularité, y compris les points fixes (qui sont, en fait des fausses singularités puisqu’elles
correspondent au cone d’angle 2w, c’est a dire au plan).

Exemples :

Le commutateur du couple de permutations (h =(1,2,3),v = (1,3,4, 2)) est ¢ = hvh vt =
(1)(2,3,4), et on retrouve le fait que la surface & petits carreaux encodée par le couple (h =
(1,2,3),v = (1, 3,4, 2)) a deux singularités d’angles respectifs 27 et 6.
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A Taide du lemme précédent, et dans le cadre d’'une surface a petits carreaux, Sy (h, v)
présentant k singularités, la formule de Gauss-Bonnet donne alors le genre sous la forme

 N—-k+2
9= 5 .
En effet, on décompose le commutateurs de h et v en k cycles de longueur [y, --- ,l; et on

écrit la formule de Gauss-Bonnet.

k

= 2km — 2w Z l;
i=1
= 2km — 2N.

Ce qui donne le résultat annoncé.
Ainsi, par exemple pour le tore plat T? on retrouve bien que le genre est ¢ = 1, et pour
54(h =(1,2,3),v = (1,3,4, 2)) le genre est g = 2.

Ces dernieres décénnies les surfaces a petits carreaux ont fait I’'objet de plusieurs articles et
theses voir par exemple Yoccoz [46], Zmiaikou [47], Hillairet [22], Cabrol [6]. On trouvera dans
ces ouvrages d’autres définitions possibles. Le fait de les voir comme des surfaces polygonales
est sans doute la plus simple. Une autre présentation classique est par la théorie des revétements
(voir par exemple [46, [6]). Nous donnons quelques éléments relatifs a cette construction dont
nous aurons besoin par la suite.

5.2.2 Par les revétements ramifiés

La théorie des revetements permet de transporter des informations d’une structure “simple”
sur des structures plus complexes. Notamment comprendre certains aspects du groupe fonda-
mental de Iespace topologique en haut a partir de celui du bas (Voir par exemple [16], [42]
pour plus de détails).

Soient M et N deux variétés de classe C*, n > 0. Soit II : M — N une application C*,
0 < k < n. Soit U une partie ouverte et connexe de N. On dit que U est un ouvert élémentaire
pour II si 17! (U ) est une réunion d’ouverts disjoints V; de M, tels que la restriction de II a
chaque V; soit un homéomorphisme de V; sur U.

On dira que IT : M — N est un revetement si Il est surjective et si chaque point de N
possede un voisinage qui est un ouvert élémentaire pour II. Dans ce cas le revétement sera
désigné par le triplet (M, N, H).

Nous aurons besoin de la notion de revétement ramifié. On le définit comme suit :

Définition 5.2.1. Soient M et N deux variétés de classe C" et Il : M — N une application
CF, 0 < k < n. On dit que II est un revétement ramifié s’il existe une partie discréte fermée
F C M pour laquelle :

1. 11 M\IITH(TI(F)) — N\II(F) est un revétement ;
2. TI(F) est une partie discréte et fermée de N.

Les points de F' sont appelés des points de ramification ou des points de branchement de [’ap-
plication I1.

Enoncons maintenant le résultat qui nous intéresse pour la proposition [5.2.1] .
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Théoréme 5.2.1. Soient (M, N, H) un revétement et vy : I = [0;1] — N un chemin dans N.
1l existe un et un seul relevement p de v a M ayant une origine donnée. Si deux chemins 7
et v1 dans N sont homotopes a extrémités fixes et si pg et py sont des relévements de vy et v,
ayant méme origine, alors g et py ont la méme extrémité et sont homotopes.

Pour ce résultat et les définitions données sur les revétements nous nous sommes essentiel-
lement inspirés de [42].

La proposition qui suit est le point clé pour le reste de ce chapitre. Elle permettra essentiel-
lement de transporter certaines propriétés du tore sur les surfaces a petits carreaux.

Proposition 5.2.1. Pour une surface a petits carreauxr S = SN(h, v) donnée, on note X
I’ensemble des sommets des carrés de notre surface. Alors Sy (h,v) est un revétement ramifié
de T? et Y représente les points de ramifications de cette projection. tous les points de ¥ sont
envoyés sur le méme point.

Preuve : La surface S est obtenue en recollant N carrés C', - - - Cy. On appelle T' le tore obtenu
a partir d’'un carré Cy isométrique aux C;. On vérifie alors que 'application Il définie de
U C; dans Cy qui, dans chaque C;, coincide avec la translation qui amene C; sur Cp, passe au
quotient au départ et définit un revétement ramifié. Géométriquement, on peut le représenter
schématiquement par la figure suivante.

®
v (i)
® ®
i h(i)
I
®

FICGURE 5.10 — Projection de Sy (h,v) sur T?

5.2.3 Cylindres dans une surface a petits carreaux

Pour pouvoir voir une surface a petits carreaux comme une surface décomposable en cy-
lindres et jonctions, il nous faut commencer par identifier des cylindres. Les circonférences d’un
tel cylindre seront des géodésiques périodiques associées a la métrique plate et on doit donc
comprendre les géodésiques périodiques. Comme une surface a petits carreaux est un revétement
ramifié du tore, on commence par étudier les géodésiques du tore. La dynamique sur le tore est
un probleme classique et tres étudié (voir [16], Tabachnikov [42], Faure [15]).

Comme la métrique est plate, une géodésique du tore T? est une droite. Suivant la pente
de la droite on a une dichotomie de leur comportement :
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1. Si la pente est rationnelle, la droite se reproduit périodiquement sur le tore;
2. Sinon elle est dense dans le tore.
On peut en fait étre plus précis, on a le résultat suivant qui est valable pour n’importe quel

tore n—dimensionnel avec n € N*.(voir [I5] pour une preuve)

Théoréeme 5.2.2 (équidistribution de Kronecker-Weyl, vers 1900). Un vecteur P = (p1,ps) €
R? est dit rationnel (resp. irrationnel) si B e Q(resp. 2 ¢ Q).

Si V€ R? est un vecteur irrationnel alors pour toute fonction f € C° (Tz) et tout point
initial Py € T?,
1 T
lim = / FVi+ Pyt = [ f)de,
0 T2

T—oo T

c’est-a-dire la moyenne temporelle de f sur une trajectoire trés longue devient égale a sa
moyenne spatiale. En particulier, la trajectoire x(t) = P.t + Py est dense sur le tore T?.

[Mlustrons géométriquement le théoreme précédent

vecteur rationnel «———b

P

FIGURE 5.11 — Géodésique périodique sur T?
Pour P vecteur irrationnel, la géodésique remplit le tore.

Dans la suite une direction 6 sera dite rationnelle (resp. irrationnelle) si la droite dans cette
direction a une pente rationnelle (resp. irrationnelle). En utilisant 'application de revétement
IT définie précédemment, on peut alors caractériser les géodésiques périodiques d’une surface a
petits carreaux.

Proposition 5.2.2. Soit Sy (h, v) une surface a petits carreauz alors une géodésique est périodique
si et seulement st sa direction est rationnelle.

Remarque : En fait, sur une surface a petits carreaux, on peut étre beaucoup plus précis
concernant les directions irrationnelles et montrer une propriété d’unique ergodicité (voir [6]).

Preuve de la proposition . Il est évident qu’une géodésique périodique sur la surface a
petits carreaux se projette sur une géodésique du tore. Cela entraine que la direction est
nécessairement rationnelle.

Réciproquement, soit zo € T? — {0} et 2y € I ({z0})

Nous allons désigner par ¢y le flot géodésique dans la direction rationnelle 8 sur le tore et
par @y le flot géodésique dans la direction rationnelle 6 sur Sy (h, v). Notons T' période de la
géodésique issue de zy dans la direction g, alors :

VneZ, @5 (d0) € I ({m}).
L’ensemble IT7* ({zo}) étant fini, on peut trouver k; et ks dans Z tels que :
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~(k1—ko)T [ ~ -
80((9 k) (350) = Zo.
Ce qui montre que la géodésique issue de =y dans la direction 6 est aussi périodique. O

En utilisant I'isométrie locale avec le plan euclidien en dehors des singularités, on voit quune
géodésique périodique de longueur 7' qui évite les sommets admet un voisinage isométrique au
cylindre | — €,e[xSy. Ce cylindre peut étre élargi tant que les trajectoires sur le bord ne
rencontrent pas les singularités : on parle alors de cylindre maximal.

D’apres ce qui précede, la surface a petits carreaux peut donc s’écrire comme une réunion de
cylindre maximaux sur les bord desquels se trouvent des segments qui relient deux singularités
(on parle de liens ou de connexions de selles). Si on enleve de chaque cylindre maximal un
voisinage de taille € de chacun de ses bords, on obtient alors une décomposition de la surface a
petits carreaux en cylindres et jonctions.

Exemple de Sy (h, U) .

FIGURE 5.12 — S3(h = (1,2);v = (1,3))

Cylinder C?

Junction J

Cylinder C!

FIGURE 5.13 — S3(h = (1,2);v = (1,3)) en cylindres et jonction.

Si on applique a cette décomposition la déformation des parties précédente, le graphe associé
est le suivant :
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FIGURE 5.15 — Petit voisinage d'une géodésique sur T?

5.3 Surfaces de translation

Les surfaces de translation sont des surfaces polygonales pour lesquelles tous les recollements
sont faits a I’aide de translations. On a donc la définition suivante.

Définition 5.3.1 (Surface de translation). Une surface de translation est une collection finie de
polygones plongés dans un meme plan orienté, dont les cotés sont identifiés 2 a 2 par translation.

Les polygones qui définissent une surface de translation doivent donc avoir des cotés qui
peuvent étre identifiés par paire d’une fagon compatible avec 'orientation ; notamment les cotés
d’une paire ont méme longueur et sont paralleles.

Exemples de surfaces de translation

On peut construire une surface de translation a partir d’'un polygone régulier qui a un
nombre pair de cotés. Le genre de la surface obtenue peut alors étre calculé a 'aide de la
formule de Gauss-bonnet.

Proposition 5.3.1. Soit un polygone régulier a n = 2k cotés dont les paires sont identifiés par
translation, on a la dichotomie suivante :

1. Si k est pair, le polygone est une surface de translation ayant une singularité conique
d’angle
0 =m(n—2)
et son genre est
R n.
9= 1’
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2. Sik est impair, le polygone est une surface de translation ayant deux singularités coniques

de méme angle
w(n—2)
0= ———
2

et son genre est
- n—2
g - 4 N

Preuve. On a déterminé les singularités de proche en proche, c¢’est-a-dire on représente ces
polygones pour k=2,3... et on détermine les singularités sur la figure. Les angles sont déterminés
avec de la trigonométrie élémentaire et le genre est déterminé par la proposition [5.1.1] O

En partant du carré, on retrouve le tore plat T? qui a une singularité d’angle 6 = 27 et est
du genre g = 1. Donnons deux autres exemples de polygones réguliers.

FIGURE 5.16 — Hexagone

On voit qu’on a deux singularités pour n=6 d’angle § = 27 et de genre g = 1.

FIGURE 5.17 — Octogone

Pour 'octogone n = 8. On a une seule singularité d’angle 6 = 67 et le genre est g = 2.

On a vu, dans la partie précédente, qu’une surface a petits carreaux pouvait étre décomposée
en cylindres et jonctions dans toute direction rationnelle. Dans la suite de cette partie on essaie
de voir si on peut toujours décomposer une surface de translation en cylindres et jonctions et
si on peut, le cas échéant décrire pour quelles directions cela arrive.
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5.3.1 Cylindres dans les surfaces de translations

On commence par chercher des cylindres plongés dans une surface de translation. Il suffit
pour cela de trouver des géodésiques périodiques. En effet, comme dans le cas des surfaces
a petits carreaux, une géodésique périodique arrivera toujours comme élément d’un cylindre
maximal. C’est un fait général valable sur toute s.e.s.c.

Proposition 5.3.2. Soit S une s.e.s.c. . S’il existe une géodésique simple fermée v sur S
qui me passe par aucun point singulier, alors v est contenue dans un cylindre. Si la surface S
contient des vraies singularités, alors la géodésique v est contenue dans un cylindre mazimal a
bord géodésique qui a des points singuliers.

Preuve. Puisque v est une géodésique qui ne passe par aucun point singulier alors pour tout
point x de v il existe un petit r, tel que la boule B(xz,r,) ne contienne aucune singularité.
La famille (B (x,rgc)):C recouvre v et par compacité on a une famille finie qui recouvre v. En
prenant le minimun r = min, r,,, on peut construire un e—voisinage de v qui ne contient pas des
points singuliers (e < r). Dans ce voisinage on a une famille de géodésiques paralleles a v qui
constituent un cylindre autour de «. Cette famille peut-étre élargie aussi loin qu’'un voisinage
régulier existe et ne peut pas étre étendue au-dela des points singuliers. O

L’existence d’une géodésique périodique ne permet toutefois pas de conclure quant a la
décomposition en cylindres et jonctions. En effet, une telle décomposition est liée a la pro-
priété plus forte qui demande que, dans une certaine direction, toutes les géodésiques sont
soit périodiques soit rencontre les singularités. Une telle direction est appelée completement
périodique.

Comprendre l'existence de directions completement périodiques sur une surface de trans-
lation est en fait lié a la compréhension d’une autre particularité des surfaces de translation :
Iexistence d’un espace de déformations sur lequel on peut poursuivre des investigations dyna-
miques.

5.3.2 Action de SL(2,R) et surfaces de Veech

Considérons une surface de translation, donnée comme une collection de polygones dont les
cOtés sont deux a deux identifiés par translation, et faisons agir une matrice de GL(2,R). Chaque
polygone devient un nouveau polygone et par linéarité, les cotés qui étaient identifiés restent
paralleles de méme longueur et compatibles avec I'orientation. Ainsi, on définit une nouvelle
surface de translation. L’action des homothéties étant facile & comprendre, on se restreint a
faire agir SL(2,R).

L’étude de cette action est fondamentale dans I’étude des propriétés dynamiques des surfaces
de translation depuis les travaux fondateurs de [45] 36]. Parmi les objets associés & cette action,
on définit le groupe de Veech d’une surface de translation :

Définition 5.3.2. Le stabilisateur d’une surface de translation X sous l'action de SL(2,R) est
appelé son groupe de Veech. 1l sera noté par SL(X).

On peut déterminer si une matrice de A € SL(2,R) appartient au groupe de Veech d’une
surface de translation donnée en examinant si les polygones obtenus apres I'action de A peuvent
étre découpés de fagon a reformer les polygones de départ apres identifications par translation.
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FIGURE 5.18 — T? représenté différemment

en découpant la surface transformée suivant les pointillés, on retombe sur T2. Autrement

. . 11 :
dit dans la matrice ( 01 ) appartient au groupe de Veech du tore.

2

1
De la méme facon on montre que la matrice ( 0 \/51—1 ) appartient au groupe de Veech

de 'octogone (voir [7]).

L’ensemble des propriétés des groupes de Veech que nous allons donner ici peuvent se trouver
dans [44]. On commence par établir que le groupe de Veech ne peut pas étre trop gros.

Proposition 5.3.3. Le groupe de Veech d’une surface de translation X est un sous-groupe
discret de SL(2,R) et le quotient SL(2,R)/SL(X) n’est jamais compact.

Cela ameéne a définir une classe particuliere des surfaces de translation.

Définition 5.3.3. Une surface de translation est une surface de Veech si SL(X) est un réseau
de SL(2,R), c’est-a-dire si SL(2,R)/SL(X) est de volume fini.

On peut alors montrer que toute surface a petits carreaux est une surface de Veech et le
théoreme de Gutkin-Judge suivant caractérise les surfaces a petits carreaux en terme de leur
groupe de Veech (voir [21]).

Théoreme 5.3.1. Une surface de translation est une surface a petits carreaux si et seulement
st son groupe de Veech est arithmétique.

On rappelle qu'un sous-groupe de SL(2,R) est arithmétique s’il partage un sous-groupe
d’indice fini avec SL(2,Z).

Du comportement de 'orbite de X sous I'action de SL(2, R) dans une strate, on peut déduire
les propriétés des directions des flots sur une surface de translation. La dichotomie de Veech
énoncée ci-dessous est une remarquable illustration de cela.

Théoréme 5.3.2 (Alternative ou dichotomie de Veech). Soit X une surface de Veech. Alors
pour chaque direction 0, le flot géodésique @y dans cette direction est soit complétement périodique,
soit uniquement ergodique.

Remarque : Un systeme dynamique est ergodique pour une mesure si les ensembles invariants
sont de mesure nulle, ou de complémentaire de mesure nulle. Il est uniquement ergodique si
une telle mesure est unique.

D’une certaine fagon, on peut voir cette alternative comme une généralisation de I’équidistribution
de Kronecker-Weyl sur les tores. Les droites de pentes irrationnelles sont denses et les autres
sont périodiques.

Comme on a pu le faire pour les surfaces a petits carreaux, déterminer toutes les directions
périodiques et uniquement ergodiques, pour une surface de Veech quelconque ces directions
sont en général inconnues.
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On peut en dire d’avantage sur ces deux notions dans ’espace des modules des surfaces de
translation. Les points des strates possédant une direction completement périodique sont peu
nombreuzr au sens de la mesure naturelle dont est munie une strate, la mesure de Masur-Veech.
Plus précisément on a le théoreme suivant.

Théoreme 5.3.3. L’ensemble des surfaces de translation admettant une direction complétement
périodique est de mesure nulle.

Des preuves de ce résultat peuvent se trouver dans [36] et [44].
Le théoreme suivant est di a Kerckhoff-Masur-Smillie, et il montre en quelque sorte que les
directions périodiques sont rares sur les surfaces de translation.

Théoréeme 5.3.4 (S.Kerckchoff, H.Masur, J.Smillie, 1986). Soit X une surface de translation.
Alors dans presque toute direction 0, le flot géodésique est uniquement ergodique.

Pour une preuve de ce résultat consulter par exemple [32] et pour plus de détails voir [17].

En conclusion de cette partie, les surfaces de Veech nous fournissent donc un cadre na-
turel dans lequel nos résultats spectraux pourront s’appliquer. En effet, dans une direction
completement périodique, on pourra faire la décomposition en cylindres et jonctions et ensuite
écraser les cylindres.

Une derniére motivation pour ce type de déformation réside encore dans 'action de SL(2, R).
En effet, un des arguments derriere la dichotomie de Veech consiste en fait a écrire une di-
chotomie pour un certain flot dans 'espace des surfaces de translations. Ce flot consiste a
écraser les longueurs dans une direction et a les dilater dans la directions orthogonales. Notre
déformation, a renormalisation pres, consiste donc a suivre la surface de translation le long de
ce flot. Comprendre I'évolution du spectre fournit donc un complément intéressant aux études
principalement dynamiques menées jusqu’ici.
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Annexe A

Rappels sur les opérateurs bornés et
leur théorie spectrale

Nombre des opérateurs qui interviennent en théorie spectrale sont non bornées. En plus la
théorie de ces opérateurs est intéressante en elle méme. Nous allons faire une petite introduction
de cette théorie.

Il s’agit essentiellement d’introduire les termes utilisés dans la these et de démontrer quelques
résultats fondamentaux.
Ensuite, puisque les opérateurs avec lesquels nous travaillons sont obtenus a partir des ”formes
quadratiques” au sens des opérateurs non bornés. Nous donnerons un résultat qui lie les deux
objets.

Nous allons commencer par donner un exemple d’opérateur non borné, qui sera le fil conduc-
teur des notions que nous introduirons dans la suite.

Exemple A.0.1. Considérons les espaces X,Y tels que X =Y = L*(R) et 'espace de Sobolev
HY(R). On définit 'opérateur T par :
T: H(R) — Y
f — Of.
1l est clair que cette application est linéaire, si elle était en plus bornée nous aurions pu la

prolonger a tout X par densité de H'(R) (ce qui n'aurait pas eu de sens, puisque H'(R) est
strictement contenu dans L*(R)).

Nous pouvons souligner un fait essentiel dans I'exemple précédent. Certes nous n’avons pas
la ”bornitude”, mais on a que le "graphe” de T est fermé (par continuité de la dérivation faible).
Les opérateurs ayant un graphe fermé possedent des propriétés suffisantes pour les problemes
que nous allons regarder.

A.0.1 Domaine, graphe et fermeture
Soit H un espace de Hilbert. L’espace de Hilbert H x H est muni du produit scalaire naturel :
(@, )|, y)x = @]2) + (WY ).

Notre exemple nous incite a définir un opérateur non borné comme étant une application
linéaire partiellement définie. C’est 'objet de la définition qui suit.

Définition A.0.1. Un opérateur T d’un espace de Hilbert H est une application linéaire d’un
sous-espace vectoriel D(T) de H a valeurs dans H.
D(T) est appelé le domaine de T .
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Dans certain cas, on est amené a noter 'opérateur 1" par le couple (T, D(T)).

Définition A.0.2. 1. Le graphe I'(T) d’un opérateur (T, D(T)) est le sous-ensemble de
H x H défini par :
D(T) = {(z, Ta)sz € D(T)}.

La linéarité de T implique que I'(T) est un sous-espace vectoriel de H® H, et un espace
pré-hilbertien pour le produit scalaire (.|.)x.
2. On dit que (T', D(T")) est une extension de (T, D(T)) si

D(T) ¢ D(T")
et
Te =Tz pour tout x € D(T).

Ce qui revient a dire que : T'(T) C I'(T"), et on le symbolise en écrivant T C T".

3. L’opérateur T est fermé si son graphe est fermé dans H x H pour la topologie associce
au produit scalaire (.|.)x.

4. Un opérateur T est fermable s’il posséde une extension fermée. Si c’est le cas, il possede
une plus petite extension fermée (au sens de l'inclusion des graphes) appelée fermeture
de T et notée T.

En désignant par m;, ¢ € {1,2} les projections de H x H données respectivement par
m(z,y) =z et my(z,y) = y.
Nous introduisons le lemme suivant, qui nous sera d’une utilisation constante dans la suite. Il
caractérise le graphe d’une application linéaire.

Lemme A.0.1. un sous-espace vectoriel G de H x H est le graphe d’un opérateur si et
seulement si

(an)EG — y=0. (g)

Preuve : Si G est le graphe d’une application linéaire,la relation (G) est triviale.
Réciproquement si (G) est vérifiée, nous allons construire une application linéaire qui a pour
graphe G.

Commencons par constater que :

7: m(G)

T

Il
< p

tel que (z,y) € G, est bien définie. En effet :
si (x,y1), (z,y2) sont dans G alors y; = ys.
Il est immédiat que 'application ainsi construite a pour graphe ’ensemble G. O
Le résultat qui suit, donne un critere simple pour caractériser des opérateurs fermables.

Proposition A.0.1. T est fermable si et seulement si T'(T) est le graphe d’un opérateur
linéaire et alors :

).

I(T) =1(
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Preuve : e Si ['(T') est un graphe, soit @) 'opérateur de domaine

D(Q) = {¢;F tel que (¢, ) € I(T)},

et défini par
Q(¢) = .

Cette application est bien définie puisque pour ¢ € D(Q) donné, il existe exactement

un ¥ tel que (¢, ) € I(T). o
Le graphe de l'opérateur @) est clairement I'(T), et (Q, D(Q)) est donc une extension
fermée de T. Si R est une extension fermée de T, alors I'(R) est un fermé contenant
I'(T), donc aussi I(T). Il en résulte que Q = T.

e Si T est fermable, soit S une extension fermée. Puisque I'(T) C I'(S), la caractérisation

évoquée dans le lemme 1.1 montre que I'(7T") est un graphe.

]

Le résultat suivant est une conséquence directe de la caractérisation séquentielle des fermés,
et s’avere tres utile dans la pratique.

Proposition A.0.2. Un opérateur (T, D(T)) est fermé si et seulement si pour toute suite
(xn)n C D(T) telle que :

lim, z, = x

et

lim, T'(x,) = v,

on a :
x € D(T)
et
T(x)=uy.

A.0.2 Adjoint

Dans toute la suite un opérateur sera dit ”densément défini”; si son domaine est dense.
De la méme facon que nous avons défini I'adjoint d’un opérateur borné, nous allons construire
I’adjoint d’un opérateur non borné. La difficulté ici vient du fait que nos opérateurs sont seule-
ment partiellement définis, ainsi nous nous placerons dans une classe d’opérateurs ”assez rai-
sonnables”, les opérateurs densément définis, pour définir les adjoints.

Définition A.0.3. Soit (T, D(T')) un opérateur densément défini, et considérons l’ensemble :
D(T*) ={x € H|D(T) >y — (Ty|lz)y soit continue}.

Grace a la densité de D(T') dans H, pour tout x € D(T™), la forme linéaire y — (Ty|z)3 s’étend
a un unique élément de H' (dual topologique de H ) qu’on écrit par le théoréme de représentation
Riesz comme (.|T*x)y. La linéarité de T* est immédiate, et on a :

{ Ve € D(T*), Yy € D(T)
(Tyle)w = (y|T" ).
Lopérateur (T*, D(T*)) est appelé adjoint de (T, D(T)).

Nous avons une relation simple, mais importante, entre les graphes de T" et T™ via I'isométrie
surjective
J: HxH — HXH
(,y) — (=y,2).
Nous avons besoin du résultat suivant, qui donne la stabilité de 'orthogonale par une isométrie
surjective.
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Lemme A.0.2. Soit k: H — H une isométrie surjective, alors :
VE CH, w(E')=r(E)"

Preuve : Nous allons procéder par une double inclusion :
e Soit y € k(EL) & Jz € E* tel que y = k(x).
Vz € F, une isométrie conservant le produit scalaire, on a :

(5(@)|6(2)n = (2|} =0 =y € w(E)"

Ainsi : k(EtY) C k(E)*.
e Le premier point donne :

k(E)* C k(E*).
D’ou le résultat voulu.

Proposition A.0.3. Soit (T, D(T)) un opérateur densément défini. Alors :
« L
(a) D(I*) = J (N(T))"
(b) T(T) = J((T"))"

Preuve : (a) on a :
(z,y) e N(T7) & Vz e D(T), (Tz|x)n = (2ly)n
& Vze D), ((z,y)[(-T2,2)), =0
& (z,y) e JI(T)".

(b) Puisque T'(T)* est un espace vectoriel et que J? = —Id, il en résulte que :
L(T") = J (D(T))"
J(O(T) = 7 |7 (0(T)]
J(D(T) = J*(D(T))"
J(D(T)) = T(T)*
(

J(D(T)* = T(T).

Proposition A.0.4. Soit (T, D(T')) un opérateur densément défini. Alors :
(a) T* est fermé;
(b) T est fermable si et seulement si D(T*) est dense;
(¢) Si T est fermable alors :

T — Trx
et
(T)* =T,

Preuve : (a) est une conséquence de la proposition 2.1.
(b) Si T* est a domaine dense, alors par la proposition 2.1, on a :

L(T™) = J(D(17))" = T(T).
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Par suite I'(T") est le graphe d’un opérateur et donc 7" est fermable par la proposition 6.0.1.
D’autre part, si D(T*) n’est pas dense, alors on peut trouver y # 0 dans D(T*):. Ainsi, on
vérifie que (y,0) € T(T*)* et que (0,y) € T(T) = J (I(T*))". Toujours par la proposition 6.0.1,
on a que 1" n’est pas fermable.

(¢) La proposition 1.1 et (2.1) impliquent que 7%* = T. En utilisant 1'égalité précédente avec
le point (a), on voit que :

A.0.3 Opérateurs symétriques, opérateurs autoadjoints

Dans ce qui suit, tous les opérateurs pour lesquels on parle de ’adjoint seront supposés
densément définis.

Définition A.0.4. Un opérateur T est symétrique, ou formellement auto-adjoint, si T C T,

e
D(T) ¢ D(T*)
et
Tr=T*x pour tout x € D(T).

Autrement dit,
Va,y € D(T), (Txly)n = (@|Ty)n-

Un opérateur T est auto-adjoint si T =T, i.e. :

D(T) = D(T7)
et
Tx =Tz pour tout x € D(T).

Remarque :

(a) Un opérateur symétrique 7' est toujours fermable puisque D(T*) D D(T) est dense
(proposition 2.2).

(b) Si T est un opérateur symétrique, alors 7™ et T"* sont deux extensions fermées de T
avec :
TcT™CcT.

(¢) Si T est un opérateur symétrique fermé, alors :
T=T"CT".

(d) SiT est auto-adjoint, alors :
T=T"=T"

Nous donnons un critere de base d’auto-adjonction.
Dans la suite nous désignerons par les lettres N et R respectivement le noyau et I'image.
Pour sa preuve, nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme A.0.3. Soit T' un opérateur symétrique fermé et X € C, alors :

N(T*+\) = R(T +\)*.
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Preuve : Soit y € R(T + X\)*. Alors pour tout 2 € D(T), on a :

(Tx + Mzly)y =0
(Tly)n = —Aly)n

et donc y € D(T*), T*y = —\y, ce qui prouve l'inclusion :
N(T* +X) D R(T +\)*.

Réciproquement, Soit y € N(T* + \). Pour tout z = Tz + Az avec x € D(T'), un calcul simple
donne : B
(2[y)u = (Tz + Azly)y = (2[T"y + Ay)u = 0.

Donc y € R(T + \)*.
[

Proposition A.0.5. Soit T un opérateur symétrique. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) T est auto-adjoint ;
(b) T est fermé, et N(T* £ i) = {0} ;
(¢) R(T £1i)="H.

Preuve : (a) = (b) : Soit T" auto-adjoint et x € D(T™*) = D(T) tel que z € N(T* £ 14). 1l suit
alors :

Fi(zle)y = (Fizlr)y = (T"z|r)n = (z[T2)y = Fi(z|r)n
D’ou z = 0.
(b) = (c) : Soit y € R(T % i)*, alors pour tout z € D(T), (T £ i)z|y),, = 0. Il s’en suit que
y € D(T*) et que T*y = +iy. Cest a dire que y € N(T* F i) = {0} et donc que R(T +1i) est
dense dans H.
Montrons que R(T £ i) est fermé. En effet, on a pour tout x € D(T')

(T xd)a|* = || T + |||,

par symétrie de T'. Ceci entraine que si (), C D(T') est une suite telle que (T'+1i)x,, — y, alors
x,, converge vers un certain . Comme 7" est fermé on en déduit que z € D(T") et (T'+1i)x = y.
D'ony € R(T +14) et on a ainsi R(T £1) = H.

(a) = (b) : Soit x € D(T™), comme R(T+i) = H, il existe y € D(T) tel que (T'—i)y = (T —i)x.
Puisque T'C T*, on a alors x —y € D(T*) et (T* —i)(z — y) = 0. Il en résulte que

v —y € N(T*—i) = R(T +i)" =H*+ = {0}.
Dounxz =y e D(T). O

Comme pour les opérateurs bornés, les images et les noyaux des opérateurs T, T' et T™ sont
liés.

Proposition A.0.6. Soit T' un opérateur fermable densément défini. Alors on a :
(a) N(T) = R(T*)";

(b) N(T)* = R(T*)
(¢) N(T*) = R(T)" ;
(d) N(T*)* = R(T)
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Preuve : Nous allons établir les points (a) et (¢) par une équivalence, les deux autres points
s’en déduisent par passage a ’orthogonal.
Pour le point (a) on a :

y e R(T")" & (Vo € D(T*), (T"x|y)n =0)
& (y € D(T*) = D(T) etVxec D(T*), (z|Ty)y =0),

D(T*) étant dense dans H, on a Ty =0, i.e. y € N(T).
Pour le point (¢) on a :

yeR(T) & (Ve € D(T), (Tzly)n =0)
& (y € D(T") et Vo e D(T), (z[T"y)n =0),
on conclut pareillement. O

Définition A.0.5. Un opérateur symétrique est dit essentiellement auto-adjoint si sa fermeture
T est auto-adjointe.

Le résultat qui suit, montre que nous pouvons parler sans ambiguité d’extension auto-
adjointe associée a un opérateur essentiellement auto-adjoint.

Proposition A.0.7. Un opérateur T essentiellement auto-adjoint posséde une unique extension
auto-adjointe (qui est sa fermeture).

Preuve : Soit S O T, une extension auto-adjointe de 7. Alors S > T** = Tetdonc S ¢ T =T.
Ce qui donne bien le résultat souhaité. O

Du critere d’auto-adjonction des opérateurs auto-adjoints, découle une caractérisation simple
des opérateurs essentiellement auto-adjoints.

Corollaire A.0.1. Soit T un opérateur symétrique. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :
(a) T est essentiellement auto-adjoint ;
(b) N(T*+i)={0};
(¢) R(T£1)="H.

Prewve : Puisque T = T*, (a) = (b) par la proposition 3.1 .

(b) < (c) résultat du lemme 3.1 .

Enfin, (c) = (a) découle de la proposition 3.1, en observant que R(T £ i) C R(T +1) et le fait
que, pour 1" fermé, I'image de T' + ¢ est fermée. O

Dans la pratique, nous sommes souvent amenés a se placer sur des parties denses du domaine
d’un opérateur pour regarder un probleme. D’ou la nécessité d’introduire la définition suivante :

Définition A.0.6. Un sous-espace vectoriel C' contenu dans le domaine d’un opérateur fermé
T est un ceur de T, si T est la fermeture de sa restriction a C : Tic = T. Autrement dit le
graphe de T est la fermeture de celui de sa restriction a C.

De méme que pour un opérateur borné, nous allons construire un opérateur auto-adjoint
"naturel” associé a un opérateur non borné.
Pour se faire nous avons besoin du lemme préliminaire suivant :

Lemme A.0.4. Soit A un opérateur borné auto-adjoint de H dans H injectif.
Alors (T = A™', R(A)) est auto-adjoint.

Preuve : Deux cas sont a distinguer :
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(a) R(A) =H.

T est borné par le théoreme des isomorphismes de Banach. Une petite manipulation
montre que 1" est auto-adjoint.

(b) R(A) £ H.

Puisque A = A*, alors :

R(A) = R(A*) = N(A)* =H

La petite manipulation évoquée précédemment, montre que 7" est symétrique, et :

R(T +i) ={Tx +iz|lx € R(A)}
= {T Az +iAz|r € H}
= {x + iAz|x € H}

= {Az —iz|v € H}
= R(A —1)
=H.

Proposition A.0.8. Soit T' fermé densément défini. On définit
D(T*T) ={x € D(T)|Tx € D(T*)}

et T*T sur D(T*T) par T*Tx = T*(Tx).
Alors (T*T, D(T*T)) est auto-adjoint et D(T*T) est un coeur de T

Preuve : On a montré que :

HeH=D(T)t J(I(T)).

Tout vecteur (z,y) € H & H peut s’écrire alors sous la forme suivante :
(z,y) = (@', Tx") + (=T"y,y) avec («,y) € D(T) x D(T").
En prenant y = 0, on obtient :

0 = Ta'+y,

donTa' =—y € DT*) et o= (I +T*T)x'.

On a ainsi montré que I + 77T est surjectif.

Pour = € D(T'), un petit calcul donne : |[({ + T*T)x|| > ||z]|.

Cette estimation montre que I + T*T est injectif.

On a établi que S = I +T*T est bijectif de D(T*T) sur H.

Comme on le verra plus loin, le fait que S soit fermé entraine que S~ est borné. De plus S~*
est symétrique et partout défini, donc S—! est auto-adjoint.

Par le lemme 3.2, on a que S est auto-adjoint.

{ r = ZL‘I—T*y/

Ainsi :
S = 9"
I+T'T =1+ (T"T)"
T = (T"T)".
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Prouvons maintenant que D(T*T") est un coeur de 7.
Il s’agit de montrer que :

Il
T(Tiperry)  =T(T),

autrement dit le graphe de la restriction de 7" a D(T*T') est dense dans I'(T") au sens de la
topologie associée a la norme ||.||q.
En effet, soit (x,Tx) € I'(T) orthogonal aux (y,Ty) € I'(Tip(r-1)), alors :

0= (z|y)u + (Tx|Ty)x
= (z|(I + T*Ty))n
= (z[Sy)n.

Il en résulte que = = 0, puisque R(S) = H.
Ce qui donne le résultat souhaité. O

A.0.4 Spectre

Définition A.0.7. Soit T un opérateur fermé. L’ensemble résolvant de T est l’ensemble, noté
p(T), des nombres complexes A tels que

T—-X:D(T)—H
est bijectif. Le spectre de T est [’ensemble

o(T) = C\p(T).

Pour X € p(T), lopérateur
Ry\(T) == (T —\)!

est appelé la résolvante de T en .
St A € C tel que
T—-X:D(T)—H

n’est pas injective, c’est a dire qu’on peut trouver x # 0 tel que
Tx = \x.

On dit que X\ est une valeur propre de T' et x un vecteur propre associé a \. L’ensemble des
valeurs propres est appelé spectre ponctuel.

Proposition A.0.9. Si A € p(T), R\(T) est un opérateur borné.

Preuve : Le graphe I'(T' — \) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire (.|.)s, puisque
T — X est fermé. L’application

a: NT—-)N — H
(x, (T —Nzx) — (T — Nz

est linéaire, continue et bijective. Par le théoréme des isomorphismes de Banach o' est conti-
nue. En désignant par [ la projection de I'(T"— \) sur sa premiere composante, elle est continue
et en observant

(T =) = fa~!

nous terminons notre preuve. ]
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Proposition A.0.10. Soit T' un opérateur fermé. Alors :
(a) p(T) est un ouvert de C;
(b) L’application
p(T) > X\ — Ry(T)
est analytique ;
(¢) Pour A\, € p(T), on a l’équation de la résolvante (aussi appelée identité de Hilbert) :

RA(T) = Ru(T) = (A — u) Ro(T) Ru(T)
= (A= )R (T)RA(T).

Preuve : (a) Soit \g € p(T') et A € C tel que
(R0 = M) R, (T[] < 1.
Alors I — (Mg — ARy, (T') est inversible et on observe que :

T—A=T—-X+X—A
= (T" = M)[I = (A = Ao) By (T)]
== (A= 2) B, (T)(T" = Ao)

[|7! est contenue dans

Cela nous dit exactement que la boule de centre A\ et de rayon || Ry, (T)
p(T'), larbitrairement sur Ao implique que p(7) est voisinage de chacun de ses points.

Des égalités précédentes nous tirons les relations qui suivent, elles sont importantes dans la
pratique

Ro(T)(I = (A = X0) R (T)) ™" = (I = (A = M) B (1)) ' Ry (T) = Ra(T). (Res)
(b) De (Res) avec X # Xg, on a :

RA(T) = Ry (T) D (A= Xo)" R (T)"

n>0

= Ry, (T) + (A = M) R (T)* + D (A = Xo)" Ry (T)"H!

n>2
RA(T) — R\ (T) 2 n—1 n+1
A_ )\00 = Ry, (T)* + ;(A — o)™ TRy, (T
En faisant tendre A\ vers \g, on obtient :
_ RA\(T) — R\ (T) 2
S s v v O

ce qui prouve le résultat voulu.
(¢) L’équation de la résolvante découle de :

RA(T) = Ry(T) = RA(T)(T — ) R(T) — Ro(T)(T ~ N R,(T)
= R(T)(T — p)Ra(T) — Ru(T)(T = \)Ra(T).

]

Comme pour les opérateurs bornés, le spectre d’'un opérateur auto-adjoint non borné est
contenu dans R.
Ce fait n’est pas aussi évident que dans le cas borné.
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Proposition A.0.11. Le spectre d’un opérateur auto-adjoint (T, D(T)) est réel, i.e. o(T) € R

et on a la majoration :
1

AC\R Il < ——.

Preuve : Soit AC\R avec A = oo+ i ou . («, ) € R x R*. Nous allons montrer que 7' — \ est
bijectif. Injective : Pour tout = € D(T), on a :

(T = Nz]]* = (T = a)a||* + 57| (Ad)
> B[],

d’ou l'injectivité de T'— .
Surjectivité : Nous allons procéder en deux étapes :
e Montrons que R(T — \) est fermée.
Soit (yn)n C R(T — \) telle que y,, — y, alors il existe (z,), C D(T) telle que

Un = (T — N)zp,.

Il résulte de (Ad) que (z,), converge vers un certain x € H. Comme T — \ est fermé, la
suite (x,,Tz,) € I'(T — \) converge dans I'(T" — \) vers (z,y). Par suite, x € D(T) et
y=(T—Nex.
Ce qui montre que y € R(T — \).

e Montrons que R(T — \) est dense dans H.
Soit z € R(T — A\)*. Alors pour tout x € D(T'), on a :

(T = N)z|z)u =0
(Tz|2)3 = Mx|2)y-

Il en découle que z € D(T*) = D(T) et Tz = Tz = \z.

En remplacant (T — \)z par (T — \)z dans (Ad), on a que z = 0.
On en déduit que R(T — \) = H.

Ainsi, pour tout A € C\R, 7' — X est inversible.

Par ailleurs de (Ad) on tire :

vy e H, BT =)yl < lyll,

d’ou ]
N < —-.

A.0.5 Forme quadratique

On qualifie de forme sesqui-linéaire, une application

B: HxH — C
(r,y) > B(x,y),

qui satisfait :
(a) B(Ax + By,2) = AB(x,2) + BB(y,2) linéarité a gauche;
(b) B(z, \y+ [z) = AB(z,y) anti-linéarité a droite;

(¢) B(z,y) = B(y,z) le caractere hermitien de B.
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Ou (z,y,2,\, 3) € H3 x C2
B est continue, s’il existe une constante M > 0 telle que :

|B(z,y)| < M|zl |lyll-
Les formes sesqui-linéaires continues sont liées aux opérateurs bornés par le lemme suivant :

Lemme A.0.5. Soit B une forme sesqui-linéaire continue sur H x H, alors il existe un
opérateur borné sur H tel que :

Ve,yeH, Bxy) = (Tzly)x.
Preuve : Fixons x € H, et considérons l'application
p: H — C
y — B(x,y).

@ est une forme anti-linéaire continue. Le lemme de Riesz implique l'existence d’un unique
vecteur z, tel que pour tout y :

o(y) = (22|y)n-

Posons :
T: HxH — H

T o Zg.
e Montrons que T est linéaire. En effet, pour (z1,22,\,8) € H*® C? on a :
B(Axy + Baa,y) = (T(Awy + Ba2)|y)wu,
et
B(Az1 + Bx2,y) = AB(21,y) + BB(z2,y)
= (AT (z1) + BT (x2)|y) -
Par unicité de T'(Azy + Sx3), on a :
T(Az1 + Brs) = AT '(21) + BT ().
e Montrons que 7' est continue. Pour tout z € ‘H, on a :
1T ||* = (T(2)|Tz)x

= B(z,Tx)
< [IBILITz ][Nl

Cette estimation nous dit que 7" est continue et que sa norme n’excede pas || B]].
O]

Il est légitime de se demander si une telle relation existe entre opérateurs non bornés et
formes sesqui-linéaires non continues. Plutot que de parler de forme sesqui-linéaire non continue,
nous utiliserons le terme " forme quadratique” au sens non habituel comme I'impose la tradition.

Définition A.0.8. On appelle forme quadratique toute forme sesqui-linéaire définie sur un
sous-espace vectoriel dense D(q) de H. D(q) est le domaine de q.

Si la forme q est hermitienne, on dit que q est symétrique.

Si pour tout © € D(q) ,q(z,z) > 0, on dit que q est posilive, et q est semi-bornée s’il existe
M > 0 tel que pour tout x € D(q) :

q(z,7) = —M||z||*.
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De méme que pour les opérateurs non bornés, il existe une notion de forme quadratique
fermable et de forme quadratique fermée.
Pour alléger les notations on pose ¢(z) = ¢(z, x).

Définition A.0.9. Une forme quadratique semi-bornée q est fermée si son domaine D(q) est
complet pour la norme :
|41 = (a(x) + (M + 1)J[[5) 72

IL est clair qu'une suite (z,), C D(q) converge vers x € D(q) pour la norme ||.||41 si, et
seulement si
zr, —» v dans Het ¢z, —z)—0.

On a le résultat plus précis suivant.

Proposition A.0.12. Une forme quadratique semi-bornée q est fermée si, et seulement si elle
vérifie la propriété suivante :
(P) Soit x € H et (x,)n C D(q) une suite telle que

|z — z||ly = 0, q(xn —xp) =0 quand n,m — +oo.
Alors x € D(q) et q(x, —z) — 0.

Preuve : Supposons ¢ fermée. Soit © € H et (x,), C D(q) une suite telle que
\|zn — 2|l = 0, q(z, —2m) — 0 quand n,m — +oc.

Alors la suite (x,,), est de Cauchy pour ||.||+1. Donc converge pour cette norme et forcément
vers x. Par suite (P) est satisfaite.
Réciproquement supposons (P) satisfaite. Soit (x,,), une suite de Cauchy pour ||.||11. La suite
(n)n est alors de Cauchy pour la norme de H, donc converge vers z, et x € D(q) par (P). Le
fait que ¢(z, — z) — 0 entraine

2 — ll 1 — 0.

]

La proposition qui suit, est I'un des outils fondamentaux qui nous servirons dans la suite.
Elle permet d’associer des opérateurs auto-adjoints aux formes quadratiques fermées et semi-
bornées.

Théoreme A.0.1. Soit q une forme quadratique fermée semi-bornée. Il existe un unique
opérateur auto-adjoint A de domaine D(A) C D(q) tel que :

Vo € D(A) Vy € D(q), q(z,y) = (Az[y)u.

Preuve : Par commodité, nous supposerons ¢ > 0, autrement dit M = 0.

Existence : Pour tout x € H, ’application anti-linéaire :

Lo (D@, [|l+1) — C
=H,
y — (zly)n

est continue et sa norme n’excede pas ||z||y (cela résulte du fait que ||.||+1 < ||-||n)-
En appliquant le lemme de Riesz, il existe un unique vecteur x, € D(q) tel que :

Vy S D(q)7 l(ZL') - (l’q|y)+1=
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ou (.,.)41 est le produit scalaire associé a ||.||+1.
De plus

zqll+1 = [l < [|][5-
De ce qui précede, 'application
B (R ) — (D), [|])
T o x
est bien définie.
Montrons que B est une application linéaire continue.

e La linéarité provient de I'unicité de z,.
e Le fait que
1Bzl < ||Ba|l 1 = |||

entraine que B est continue et que ||B|| < 1.
Montrons a présent que B est injective.
Soit x € H tel que Bz = 0. Donc, pour tout y € D(q) :

(zy)n = (Bzly) 11 =0,

(D(q), ||-]]3) étant dense dans H, nous obtenons que x = 0.
Notons

ey < |||

C=B"": (R(B), |Ile) — (H.[|-l]3)-
Soient x,y € R(B) :

(Cxly)y = (B(Cr)ly) 1
(]y) 1

= (ylz)

= (B(Cy)|r)+1
= (Cylo)n

= (z[Cy)u,

C' est donc symétrique, un calcul simple montre que B l'est aussi. Ce qui implique que B est

auto-adjoint puisqu’elle est continue.
Montrons que

mll-\l% —
puisque
v HIEY
D(q) " =H,
il suffit de montrer que
7o
R(B)"" = D(q).
En effet, la double inclusion
D(q) C —R<B)H~||H _y

donnera le résultat voulu.

La norme |[|.||11 controlant la norme ||.||y, la densité de (R(B),||.||+1) dans (D(q),||-||+1) im-
plique celle de (R(B), |||x) dans (D(q), || llx).

Soit y € D(q) N (R(B)*, (.].)41), pour tout x € H

(z|y)n = (Bz|y)11 = 0=y =0.
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Tout x € D(q) est limite d'une certaine suite (z,), € (R(B),||.||+1). Or
|on = 2ll3 < flan — 2[|41,
d’ou
Y- AL
R(B) = D(q).
Le lemme 3.2 montre que (C, R(B)) est auto-adjoint.
Pour (z,y) € H x D(q), nous avons :
(@ly)x = (Brly)n
(@ly)n = q¢(Bz,y) + (Bz|y)x
((I = B)zly)n = q(Bz,y).

En posant Bx = 2/, on a que x = C'z’. Ainsi nous obtenons :

g, y) = ((C = Da'ly)x,
et Popérateur (A := C' — I, R(B)) répond a la question.

Unicité : Commencons par remarquer le fait suivant :
Soit (y,x) x H x D(q) tel que pour tout z € D(q), on ait :
q(z, z) = (ylz)a.
Alors © € D(A) = R(B) et y = Ax.
En effet on a :
q(z,z) + (z]2)n = (z + y[2)u
(z]2) 11 = (z + y[2)n,
ie.x =Bz +y), douy= Ax.
Si (€', D(C")) est un autre opérateur auto-adjoint satisfaisant le probleme.
La remarque précédente montre que
c'ccC
et donc que
C=c

puisque les deux opérateurs sont auto-adjoints.
En effet, pour (z,y) € D(C') x D(q), on a :

q(z,y) = (C"z|y)n.
Soit

qa(z,y) + (z[y)u = (C"+ Dzly)xn
(@ly)+1 = ((C"+ DY),
ie.
(C"+ Iz = Bz
C'z = Az pour tout z € D(C").
Ce qui montre bien que
C'c A

Le fait que
ACB=B"CA"

permet de conclure.
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Les indices de défaut d'un opérateur symétrique semi-borné inferieurement sont égaux. Il
en résulte qu'un tel opérateur possede des exensions auto-adjointes. L’utilisation des formes
quadratiques permet de distinguer une extension auto-adjointe particuliere, appelée extension
de Friedrichs. Par addition d’'une constante, on se ramene au cas d'un opérateur positif.

Théoreme A.0.2. Soit (T, D(T)) un opérateur symétrique positif sur l’espace de Hilbert H,
et q la forme quadratique de domaine D(q) = D(T') donnée par :

Yu e D(T), Yve D(T), q(u,v) = (Tulv)y.

Cette forme posséde une plus petite extension fermée §, et l'opérateur auto-adjoint T associé
q par la proposition(*) est une extension auto-adjointe (extension de Friedrichs) de T.
T est l'unique extension auto-adjointe de T dont le domaine soit contenu dans D(q).

Avant de donner la démonstration de ce théoreme, nous allons rappeler quelques résultats
classiques d’analyse fonctionnelle qui sont d'une utilisation constante dans nos résultats.

A.0.6 Principe de prolongement d’applications uniformément conti-
nues

C’est un outil éfficace dans la construction de plusieurs objets mathématiques, parmi eux nous
pouvons citer :

e La théorie L? de la transformée de Fourier ;

e Le calcul fonctionnel continu en théorie spectrale;

e La construction de l'intégrale de Riemann ...
et la liste est loin d’étre exhaustive.

Proposition A.0.13. Soient (E,d) un espace métrique, (E',d") un espace métrique complet et
D une partie dense dans E.
Soit

f:D—F

une fonction uniformément continue. Il existe une et une seule fonction
f:E—SF
qui coincide avec f sur D. De plus, la fonction f est uniformément continue.
Pour établir ce résultat, nous avons besoin du lemme ci-apres.

Lemme A.0.6 (Critere de Cauchy). Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques ot £’
est supposé complet. Soit A une partie de E et a € A. Une fonction

f:A—=F

admet une limite en a si, et seulement si f vérifie le critére de Cauchy en a, a savoir :
e Ve >0, da > 0 tel que Vr,y € A,
o d(r,a) < aetd(y,a) <« alors d(f(x), f(y) <e.
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Preuve : Supposons que f vérifie le critere de Cauchy en a et montrons que f adment une
limite en a.
Soit (z,), C A admettant a pour limite, le critéere de Cauchy implique que (f(z,)), est une
suite de Cauchy dans F'; celui-ci étant complet, la suite (f(x,)), est convergente.
Inversement, supposons que f possede une limite [ en a. Pour tout € > 0, il existe a > 0 tel
que :

d(z,a) <a = d'(f(x),l) <e/2.
Soient x et y dans A tels que d(z,a) < a et d(y,a) < «, U'inégalité triangulaire permet de
conclure. O

Nous sommes en mesure de donner la preuve de la proposition 0.1 .

Preuve : e Construction d'un prolongement de f.
Soit @ € E. Puisque f est uniformément continue, pour tout € > 0, il existe o > 0 tel
que
Vz,y € D, d(z,y) <o = d'(f(z), f(y)) <e. (A.0.2)

En particulier, si :
d(z,a) < a/2 et d(y,a) < a/2,

alors
d'(f(z), f(y)) <e.

Ainsi, f vérifie le critere de Cauchy en a, donc f admet une limite en a. On pose :

lim f(z) = f(a)
La continuité de f sur D montre que pour tout a € D,
fla) = f(a)

et donc f est un prolongement de f.

o Montrons que f est unoformément continue sur F.
Soit € > 0 et soit a > 0 associé a e par (0.1).
Soient x et y dans E tels que

d(z,y) < /2.

Par densité de D, on a lexistence de deux suites (x,), et (y,), dans D telles que
limz, =2 et limy, =y.
n n
La continuité de la distance permet d’écrire
d(z,y) = limd(zn, yn)
et donc par l'inégalité triangulaire renversée, a partir d’un certain rang ng, on a :
d(@n, yn) < v,

et donc
d'(f(zn), f(yn)) <€ pour n > ny.
Par construction

fla) =l f(z,) et fly)=lim f(yn),

et donc

d(f(z), fly) <e.

Cela prouve que f est uniformément continue.
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e Unicité d’un tel prolongement.
Elle résulte du fait que pour f; et fo continues, I’ensemble

{r € E; fi(x) = fa(2)}

est fermé.

A.0.7 Complétude de B(E, F)

Soient (E,|.|g) et (F,|.|r) deux espaces normés, F(FE, F) 'ensemble des applications de
E dans F. Nous désignons par B(FE, F') le sous-ensemble de F(F, F') contenant les fonctions
bornées.
Soit K un corps donné, il est facile de vérifier F(FE, F') muni des opérations :

K x F(E,F) — F(E,F)
A f) — Af, (AN)(@) = Af(2)),

° F(E,F)x F(E,F) — F(E,F)

(f,9) — f+g, ((f +9)(x) = f(z) + g(z))

est un K espace vectoriel et que B(E, F') est son K sous espace vectoriel.
On peut normer B(E, F') par la norme :

f = 1fle = sup |f(z)|F
el

dite norme de la convergence uniforme sur E.
Si (F,|.|F) est un espace de Banach, on a le résultat :

Proposition A.0.14. (B(E, F),|.|o) est aussi complet.

Preuve : Elle se fait en trois parties.
Soit (fn)n C B(E, F) de Cauchy.
e On va montrer que la suite (f,,), converge simplement.
Pour tout € > 0, il existe ng € N, pour tout p,q € NN [ng;+o00[, ¢ > p:

|fg = foloo <€

Alors pour tout x € E, la suite (f,(x)), est une suite de Cauchy dans F'. Puisque F' est
complet, cette suite converge vers une limite f(z).
La suite (f,,), admet donc pour limite simple f.
e Montrons que f € B(E, F).
Toute suite de Cauchy étant bornée, il existe une constante M > 0, telle que pour tout
neN:
| frloo < M.

Pour x € E, on a :
[fa(@)|F <M = |f(2)|r < M.

L’arbitraire sur x permet de conclure.
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e Montrons que (f,), converge uniformément vers f.
Le caractere Cauchy de la suite (f,,), permet d’écrire :

Ve > 0,3ng > 0,V(p,q) e N* Vo € E

(p=mnoetq>p) = (foz) = fp(@)lr <e). (A.0.3)

En faisant tendre g vers +oo dans (0.2), les autres parametres étant fixés, on a :

(p=mn0) = (f(z) = fol@)lr <e),

donc pour tout € > 0, il existe ng > 0, pour tout p € N

(p=n0) = (If = fleo <€).

Ce qui donne le résultat voulu.

A.0.8 Complété d’un espace métrique

La notion de complétude est fondamentale en mathématique. Elle concerne notamment les
questions de convergences qui touchent plusieurs branches des mathématiques.
D’ou l'intérét de savoir comment se ramener a de tels espaces, plus précisement nous avons le
résultat suivant.

Théoréme A.0.3. Soit (E,d) un espace métrique. Il existe un espace métrique complet (E,d)
et une application isométrique
f: E—E
d’image dense.
L’espace (E, J) est unique au sens suivant :
Soit (E, ci) un espace métrique complet et

f:E—)E

une application isométrique d’image dense.
Alors il existe une application bijective et isométrique

h:E—E

avec

f=hof.
Preuve : e [xistence :
Nous avons montré que B(F,R) (I’ensemble des applications bornées ) muni de la dis-
tance do, associée a la norme sup ||« est complet.
On commence par fixer xq € E et on définit

f E — B(E,R)
r +— d(z,.)— d(zg,.)

i.e. pour tout z,t € F,

f(@)(t) = d(z,t) — d(wo, t).
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On a bien f(z) € B(E,R) pour tout = € E, cela résulte de l'inégalité triangulaire
renversée.
Pour z,y € £ , on a:

D’autre part, en prenant t = y, on voit que
tek
On a ainsi : 3 )
doo(f(2), f(y)) = d(z,y),
et donc f est une isométrie. .
Soit E' I'adhérence de f(E) dans B(E,R). Alors E est complet et

j‘: E— E
est isométrique et d’image dense.
e Unicité :
Soit (E,d) un autre espace métrique complet et
f E—E

une application isométrique d’image dense.

L’application o . R
g:=fof ' f(E) - E

est isométrique. Par la proposition 1.1, g s’étend en une application

h:E— F.
Il est clair que h est isométrique, il s’ensuit que
h(E) = f(E)
est complet et donc fermé dans E. comme f (E) est dense, on a donc
WE)=E.

Par conséquent, h est une bijection isométrique.
Par définition de ¢, on a :

hof=gof=Ff

A.0.9 Complété d’un espace normé

Nous allons essentiellement nous baser sur la section précédente. Le seul point qui va de-
mander un peu de travail, est le transport de la structure d’espace vectoriel de l'espace de
départ sur le complété.

Commencons par indroduire quelques résultats intermédiaires.

Soit (E,|.|g) un K (= R ou C) espace normé.
On vérifie aisément que 'application

d: ExFE — Rt
(z,y) — lz—yle
est une distance et vérifie les deux propriétés suivantes :
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a) Toute translation de vecteur a € F,

. F — F
r — T +a

est une isométrie, i.e.
d(Ta(J?), Ta<y)) - d(l‘, y)7
b) Toute homothétie de rapport A € K,

multiplie les distances par le module |\[, i.e.

d(hx(x), ha(y)) = [Md(z,y).

Dans la suite nous dirons qu'une distance est compatible avec la structure d’espace vectoriel,
si elle vérifie les points a) et b).

De tels espaces métriques sont normables. Le lemme qui suit donne une construction explicite
d’une telle norme.

Lemme A.0.7. Si(E,d) est un espace métrique compatible avec la structure d’espace vectoriel.
L’application
N: FE — R*
r — d(0,x)

est une norme.
Preuve : On commence par remarquer que :

0 stz =0
d<0’x)_{ >0 siz#£0,

d’apres 'axiome de séparation des distances.
Puisque 'homothétie hy multiplie la distance par |A|,

d(0, \z) = |A]d(0, x).

Nous terminons par 'inégalité triangulaire

d0,z+y) <d(0,z) +d(z,x +y) inégalité triangulaire pour d
< d(0,z) +d(0,y)
la derniere inégalité résulte du fait que 7, est une isométrie. O]

Si on se donne deux espaces normés (F,|.|g) et (F,|.|F), on peut munir 'espace produit
E x F de la norme suivante :

(@ 9)h = z]e + lyle.

Nous avons ainsi le lemme suivant :

Lemme A.0.8. Soit (E,|.|g) un K (= R ou C) espace normé avec K muni de sa topologie
canonique.
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1) Uapplication
S: ExFE — F
(z,y) — x+y

est lipschitzienne ;
2) L’application
M: KxFE — FE
\y) — Az

est continue.
Preuve : 1) Pour (z,y) et (z/,y’) dans E x E, on a :
1S(2",y) = S(z,y)le < |S(2', —2) + Sy, —y)|e

B
15(z", =) |6 + [S(', —y)le
(@), (2, y) -

2) De méme, pour (A, z) et (Ao, x¢) dans K x E, on a :

VARVAN I/\

‘M()\,QC) — M()\(],LC())|E = |)\(.Z' — .%'0) + ()\ — )\O)SCO’E
< M|z = zolg + |X = Xol|z0|E

Soit 19 > 0 arbitraire, et supposons
(A= Xo| < no.
On en déduit :
[M (X, x) = M(Xo, zo)|p < max(|Ao] + no, [zo]5)[(A, 2), (Ao, zo) |1
qui donne la continuité de M en (Ao, zo). O

Théoreme A.0.4. Tout espace normé (E,|.|g) est un sous-espace normé partout dense d’un
espace de Banach (unique a isomorphisme prés d’espaces normeés).

Preuve : En désignant par dp la distance associée & |.|g, on peut identifier (F,dg) a un sous
espace métrique de (E dE) Il s’agira ensuite de montrer que (E dE) possede une structure
d’espace normé et une seule, dont (E, dg) est un sous espace normé.

Pour définir addition dans E, on a vu que

S: ExE — E
(r,y) — x+y

est une application 1—lipschitzienne, donc uniformément continue.
On peut toujours la considérer comme prenant ses valeurs dans E, qui est complet, elle se
prolonge de fagon unique en une application uniformément continue

T3

S: Ex
(x,y

puisque E x E est partout dense dans E x E.
Les propriétés d’associativité

— E
— Tty

~—

(z+y) +tz=a2+(y+2),
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et de commutativité
r+y=y+=x

se prolongent a E. puisqu’elles sont valables sur E qui est partout dense dans E, et quelles
s’expriment en termes d’addition qui est une application continue.
On montrerait, de méme, que la multiplication externe

M: KxFEF — FE
Ny) — Az

se prolonge de facon unique en une application

M: KxE — FE
\y) — Az

On a ainsi muni £ d’une structure d’espace vectoriel dont E est un sous espace vectoriel.
Enfin on remarque que les applications

T : ExExE

=]

— R ~
— dp(z+a,y+a)—de(z,y)

et B B
T KxExE — R
sont continues. Comme elles sont identiquement nulles respectivement sur les sous espaces E3

(partout dense dans E?) et K x E? (partout dense dans K x E?), elles sont identiquement nulles
partout, ce qui signifie que dg est compatible avec la structure d’espace vectorielle de E. [

Remarque :

Il existe plusieurs facons de construire un complété d’un espace normé, bien qu’il soit
"unique” comme nous ’avons mentionné. Une des constructions possible est celle de 'injec-
tion d'un espace normé E dans son bidual topologique E**.

A.0.10 Preuve du théoreme 6.0.2
On munit D(7') de la norme

[ul41 = |uly + q(u,u).

—~—

L’espace (D(T),|.|+1) admet un complété D(T'), et donc ¢ peut-étre prolongée en une forme

quadratique fermée ¢ de domaine D(T).

—~—

Il s’agira ensuite de montrer que ¢ est fermée sur H, i.e. D(T) C H.
Pour cela nous allons considérer I'application identique

j : (D(T)7 |'|+1) — (Ha ||H)a

qui est manifestement continue et de norme au plus 1.

—_~—

Elle admet donc un prolongement, que nous continuerons d’appeler j, de D(T') dans H.
Prouvons que j ainsi prolongée est injective. Soit

P

ve D(T) tel que j(v) =0.
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Il existe une suite (v,), de D(T') de limite v au sens de |.|;1 donc a fortiori
’Un’H — 0.

En effet :
vl = [7(0n) e = [i(vn) = (V)3 < [0 — V)41
Prouvons maintenant que

|Un]31 — 0,  quand n — +oo,

ce qui entrainera v = 0, et donc l'injectivité de j.

[val31 = (Vlvn)+1
= (U |Vn — U + V) 11
[Vn|+1|vn — Vil 41 4 [(Vn|vm) 1]
|| 41]vn — Um|+1/+l(vn|TUm)H| + |(Un|vm)7-£l

-~

(P1) (P2)

N

La suite (v,), converge au sens de la norme |.| 41, donc elle est bornée et de Cauchy pour cette
norme. Ainsi, d’'une part il existe une constante C' > 0 telle que pour tout n € N,

|vnl41 < C.

D’autre part, soit € > 0. Il existe N(¢) € N tel que
Vm,n € NN [N(e);+oo[, |v, —vpli1 <e.
Ce qui revient exactement a dire, pour € > 0, Il existe N(e) € N tel que
Vm,n € NN [N(e);+oo[, (P1l)<Ce.
Fixons m > N(e). La convergence forte entrainant la convergence faible, on a :
(P2) - 0, quand n — +o0.
Il existe donc N'(¢) € N tel que pour tout n > N'(e),
(P2) <e.
En posant N”(e¢) = max(N(€), N'(€)), pour tout n € NN [N"(e); +o0],
|Un]+1 < Ce.

Ce qui donne le résultat voulu.
Nous venons d’établir que (cj,lg(\/T)) est une forme quadratique fermée sur H. On peut lui
associer un unique opérateur auto-adjoint (7', D(T)) tel que D(T) C 5(\f) et pour tout u €
D(T) et tout v € 5(\73

G(u,v) = (Tulv)y.

Par définition, pour tout u,v € D(T),

G(u, v) = q(u,v) = (u[Tv)3. (')

On a manifestement D(7T") C D(T'). La continuité de 'application

ur— (ulTv)y
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permet de prolonger (F'r) sur D(T') x D(T). Ce prolongement se traduit comme suit :
Yue D(T) Vv € D(T), (Tu|v)y = (u|Tv)y,
ve D(T*) = D(T), et Tu= Tu.
Ce qui montre que T'C T
Pour montrer 'unicité, nous allons prendre une extension symétrique quelconque S de T telle

que D(S) € D(T). On retrouve T est une extension de S, et par suite si S est auto-adjoint,
alors

S=T.
A.0.11 Propriétés spectrales associées a une forme quadratique

Nous venons de montrer que les formes quadratiques fermées et semi-bornées étaient as-
sociées a un unique opérateur auto-adjoint. Dans la pratique le cas qui va nous intéresser est
celui ou l'opérateur associé est a résolvante compacte. Il suffira de montrer que le domaine de
la forme quadratique s’injecte compactement dans ’espace ambiant.

La proposition qui suit donne une caractérisation fonctionnelle des opérateurs a résolvante
compacte.

Proposition A.0.15. Soit A € p(T'). R\(T) est a résolvante compacte si et seulement si D(T)
s’injecte compactement dans H.

Preuve : Soit ((pn)n C D(T) bornée pour la norme du graphe, i.e 3 C > 0 telle que Vn
1 Tpn|| + [lenl| < C.

Alors on a :
(T = Nenll < (1+[A)C,

R\ (T) étant compacte, on a que :
RA(T)(T = \)¢n = ¢n

admet une sous-suite convergente et donc D(7T') s’injecte compactement dans H.
La réciproque est évidente.

Le théoreme spectral

Soit (q, D(q)) une forme quadratique fermée et semi-bornée. En supposant de plus que D(q)
s’'injecte compactement dans H, alors (A,D(A)) I'unique operateur associé a (q, D(q)) est a
résolvante compacte. En désignant par (¢n,)\n) un couple d’éléments propres de (A,D(A))
avec les valeurs propres ordonnées par ordre croissant, on voit que :

Vu e D(q), q(u)= Z)\n‘(u]gbn)‘Q

n>1

Partant de cette relation, on peut donner une caractérisation variationnelle des valeurs propres
A, identique a celle des opérateurs symetriques en dimension finie.
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Théoréme A.0.5. Pour tout n

A, — min max —= a(v)
FCD(q) ueF ||ul|?
dim F=n u#0

ou 2, est l’ensemble des sous-espaces de dimension n.
Le minimum est atteint pour F' = vect(¢y,- - , ¢On).

Preuve : Prenons F' = vect(¢y,--+ ,¢p). Siu € F,

q(u) < Anllul
et pour u = ¢,,
q(u) = Ao [ul]*.
Par suite
Ap = max av)
uelF ||7,L||2
uZ0
De cette égalité nous en déduisons que
min max a(v) < A\,
FCD(q) weF ||ul|?
dim F=n U
Soit maintenant W C D(q), un espace vectoriel de dimension n, et F,,_y = vect(¢y, -+, Pn_1)-

Comme dim W > dim F,,_, alors F.- ; N W # 0.
Or,Vu € F-,NW, on a:

q(u) = Anlful|*.

u
min max ——=- a(u) >\,
FCD(q) uweF ||ul|?
dim F=n u#0
]
De cette relation on tire le résultat suivant qu’on va qualifier de relation des traces.
Théoreme A.0.6. Pour tout n
Z A = min tT(A‘F)
FCD(q
dlmF n
ot tT(A|F) est la trace de la restriction de A a F'.
Preuve : On commence par observer que :
u
An(A|F) = min max afu) >\,
WCF  ueW ||u|?
dim W=n u#0
Ce qui implique que :
tr(Ap) > A
k<n
Si on prend F' = vect(¢y,--- , pp), alors :
tT(A‘F) = Z)\k,
k<n
ce qui termine la preuve. O
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