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Résumeé.

Ce travail de these porte sur I’étude des diagrammes de phase de systémes de spins ferro-
magnétiques a tres basse température en dimension 2. En partant d’outils développés pour le
modele d’Ising - qui est le mieux compris de cette classe de modeles - on cherche a illustrer le
lien entre les fluctuations d’interfaces macroscopiques obtenues en forcant la coexistence de deux
phases distinctes et la complétude du diagramme de phase, c’est-a-dire la description exhaus-
tive de ’ensemble des mesures du systeme. Certains de ces outils sont de nature géométrique et
peuvent étre adaptés a une classe de modeles de spins assez large pourvu que ’on dispose d’une
notion d’interface ayant les bonnes propriétés. On présentera ces outils ainsi que des pistes pour
les appliquer & des modeles de spins autres que le modele d’Ising.

La motivation principale de ce travail est de comprendre le diagramme de phase d’un sys-
teme de longs batons interagissant par contrainte coeur dur. Ce modele, introduit initialement
pour comprendre des systemes de longs polymeres présents dans des cristaux liquides, présente
une structure microscopique complexe rendant son étude exacte compliquée. Toutefois, en in-
troduisant une bonne notion de spins, on peut associer a chaque configuration de batons une
configuration de spins et ainsi pouvoir utiliser les techniques correspondantes. Une des contri-
butions principales de ce travail de these est de montrer via un résultat d’unicité conditionnelle
que pour montrer la complétude du diagramme de phase du systéme microscopique de batons,
il suffit de la montrer pour le systéme de spins associé.

Mots clés : Interfaces, Systemes de spins, Mesures extrémales, Pirogov-Sinai, Interactions
coeur dur, Phase nématique.



Table des matieres

II.1  Lemodele d’Ising.| . . . .. .. . ... .. ..
[LIT Présentation dumodele] . . . . . . . ... ... ... L
[1.1.2 Développement a basse température.| . . . . . . . .. ... oL
[1.1.3  Fluctuations d’interfaces et théoreme d’Aizenman-Higuchi| . . . . . . ..

[L1.2  Outils généraux : théorie de Pirogov-Sinaif. . . . . . . .. .. ... ... ..
I1.2.1 La cluster expansion.. . . . . . . . . . . . . ...

1.2.2  Cadre de la théorie de Pirogov-Sinai|. . . . . . . .. ... ... ... ...

1.2.3 Etats d’énergie minimale et contours.| . . . . ... .. ... ... ... ..
[1.2.4  Diagramme de phase| . . . . ... ... o oo

1.3 Problématique et organisation de la these| . . . . . . ... .. ..o 0oL

Description du modele de batons avec contrainte coeur dur.|

[2.1.1  Description du modele de batons durs.. . . . . . .. ... ... ... ...
2.1.2  Comportement attendu aux différentes densites.| . . . . .. . . ... ...
[2.1.3 Comparaison avec la version continue. . . . . ... ... ... ... ... ..
2.2 omportements aux difféerentes densités.| . . . . . . ... ...
2.2.1 Isotropie a faible densité.| . . . . . . . . .. oo oo oL
[2.2.2  Phase nématique a densité intermeédiaire.| . . . . . . . .. ...
2.2.3  Exploration autour de la seconde transition de phase.| . . . .. .. .. ..

Complétude du diagramme de phase a tres basse température.|

3.1 Une technique géométrique a base de tluctuations d’interfaces.|. . . . . . . . . ..
13.1.1  Les interfaces traversantes partent de points diameétralement opposes.|
[3.1.2 Il y a au plus une interface traversante. | . . . . ... ... ... ... ...
[B.1.3 Décomposition de Ja mesure en mesures extrémales) . . . . . . . . . . ..
13.1.4  Conclusion et proprietés utilisées. | . . . . . . . . ... ... ... .....

3.2 Fluctuations gaussiennes a partir d’une structure de renouvellement.| . . . . . . .

3.2.2  Cas d’une marche centrée conditionnée a revenir en (0,0).] . . . . . .. ..
3.2.3  Preuve du résultat par biais exponentiel|. . . . . . ... ... ... ..

3.3 Exemple de I'etude du modele de Widom-Rowlinson.| . . . . . . .. ... ... ..
3.3.1  Rappel du modele et structure de renouvellement de I'interface). . . . . .
13.3.2  Propriété de 'interface via le processus de renouvellement.| . . . . . . ..
13.3.3  Preuve de la condition de séparation des masses.| . . . . . . . ... . ...

10
13
15
15
17
18
21
23

26
27
27
29
30
33
33
39
45

68
70
71
72
(s



TABLE DES MATIERES

4 Unicité des mesures microscopiques conditionnées par un paysage de spins.|
4.1 Nouvelle notion de spins et propriétés des contours.. . . . . . . .. .. ... ...
11 Dé&fnitions et notations - - - -« « « v v
[4.1.2  Description des contours de la mesure de spins ™| . . . . ... ... ...

4.2 Unicitée des mesures microscopiques conditionnées par un paysage de spins.|

[4.2.2  Preuve de la proposition.| . . . ... ... ... 000000
3~ Controle de la taille de I ,,4, par un argument de Peierls) . . . . . . . . .. ...
[4.3.1  Preuve de la proposition.| . . . . . ... .. oo

Ko Conclusionl . . . . . . . . e e e e e

[ Conclusion et perspectives]

p.2 Interactions a longue portee.| . . . . . . ... Lo L L

90
91
91
92



Chapitre 1

Introduction



1.1. LE MODELE D’ISING.

Cette these porte sur I’étude de systéemes de spins en dimension 2 a basse température, en
particulier sur leur diagramme de phase et le lien entre la complétude de celui-ci et les fluctuations
d’interfaces macroscopiques créées par des conditions au bord particulieres.

Dans ce chapitre d’introduction, on cherchera a introduire les concepts généraux nécessaires
pour comprendre ces problématiques ainsi que de donner les outils fondamentaux nécessaires
pour comprendre les parties suivantes.

On présente dans un premier temps ces questions dans le cadre du modele d’Ising, qui est le
modele pour lequel la plupart des techniques utilisées ont été introduites historiquement. Dans
un deuxiéme temps, on présente le cadre de la théorie de Pirogov-Sinai-Zahradnik qui permet de
généraliser les notions vues dans le modele d’Ising et d’étudier des modeles de spins généraux.
Enfin, on termine cette introduction par une partie détaillant les problématiques qui ont guidé
ce travail de thése ainsi que 'organisation et les résultats des chapitres suivants.

La présentation détaillée du modele de batons durs avec interaction coeur dur, qui était notre
motivation initiale, n’est pas présente dans ce chapitre car celle-ci constitue le coeur du chapitre
suivant.

1.1 Le modele d’Ising.

1.1.1 Présentation du modéle.

Commencons par introduire le modele de spins le plus simple et le mieux compris : le modele
d’Ising. Introduit dans les années 1920 par Lenz et Ising, c’est un modele congu pour expliquer
le phénomeéne d’aimantation spontanée de métaux ferromagnétiques : en chauffant un aimant
métallique, on observe une température critique appelée Température de Curie notée T, dépen-
dant de la nature du métal, au-dela de laquelle le matériau perd brutalement ses propriétés
d’aimantation (voir figure [L.1]).

Par souci de simplicité, présentons ce modeéle uniquement dans sa version en dimension 2.
Soit A un domaine fini connexe de Z? et £, I’ensemble des arétes du graphe Z? reliant des paires
de points de A. Une configuration de spins o dans A est un élément de Qy := {+1, —1}22. Pour
x € A, le spin en z est la valeur de o, qui est donc un élément de {+1,—1} (on utilisera parfois
seulement + et — pour faire référence aux valeurs +1 et —1 respectivement).

Pour un 8 > 0, l’inverse de la température, et h € R, la valeur du champ magnétique extérieur,
on introduit le Hamiltonien du systéme associé a une configuration o, qui représente le coiit
en énergie de la configuration o et est défini par

H/’iﬂ,h(a) =-4 Z O30y — hZUm.
(z,y)€EEA €A

Une fois défini le Hamiltonien H f_ 5.n» 00 peut définir la mesure de probabilité associée sur
Qp par
@
eXp(_HA;@h(U))

21
ZA;B,h

HRon(0) =

9

N 1%} . . , . oy N .
ou Zy 4, est une constante de normalisation appelée fonction de partition du systéeme qui assure
que la mesure ainsi définie est bien une mesure de probabilité :

Z/%;B,h = Z exp ( — Hi&h(a)).

geQp
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Tige de metal ferromagnetique Tige de metal ferromagnetique
>

Aimant Aimant

]

Source de chaleur Source de chaleur D

T <T. T >T.

FIGURE 1.1 — Une expérience permettant de mettre en évidence la transition de phase a la
température de Curie : en-dessous de T, la tige métallique est attirée par Paimant (régime basse
température), mais des que la température dépasse T, la tige perd son aimantation et n’est plus
attirée par 'aimant (régime haute température).

Ici, ’'exposant @ indique qu’il n’y a pas de condition au bord, mais on peut créer d’autres
mesures en ajoutant une condition au bord. Notons Q = Qg2 = {+1, —1}Zz I’ensemble des
configurations sur I’espace entier et soit € (2. On définit le Hamiltonien HX; 8.h du systeme avec
condition au bord 7 a température inverse 8 avec un champ magnétique h en rajoutant un terme
de bord au Hamiltonien Hf;ﬁ’h :

Hy5.0(0) = HYp (o) =B > Taly-
(z,y)E€E 2 , mEN,YEA

Terme de bord

A partir de ces Hamiltoniens, on peut définir ZX; s.n €t “X;ﬁ,h de fagon analogue au cas
précédent. Quand la condition au bord 7 est la configuration 7 = 41 (resp. n = —1) on utilisera
directement la notation + (resp. —) au lieu de 'exposant 7. Ces deux mesures particuliéres
joueront un role central dans la suite.

Toutes ces mesures vérifient une propriété de Markov spatiale qui s’exprime ainsi. Soient
A C Aetn,n € deux conditions au bord telles que n/(z) = n(z) pour tout € A°, on a alors

’

MK;@}L('W\A’ = 77|/A’) = U?\\A/;@h(-)-

Une autre propriété clée de ces mesures est 1’ inégalité FKG due a Fortuin, Kasteleyn et
Ginibre. Cette inégalité traduit la corrélation positive de ces mesures due au caractere ferroma-
gnétique du modele et généralise 'intuition suivante : si on sait que dans une partie de A, la
configuration o est constituée de spins +, cela augmente la probabilité d’observer des spins +
dans le reste du domaine. Mathématiquement, si f et g sont deux fonctions croissantes (pour
Pordre partiel de Q4 ) de carré intégrable sur £, , alors pour toute condition au bord *, en notant
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FIGURE 1.2 — Une configuration ¢ de spins dans A avec condition au bord +.

() A.5.n les espérances des mesures précédentes, on a

(fDApn = ) Apnl9Apn-

En particulier, on peut montrer comme corollaire de ce résultat que si f est une fonction
croissante et locale (c’est-a-dire dont le support est une partie A finie ne dépendant pas de A),
alors pour toutes conditions au bord n < 7/, on a

P < D s < s < HEsns

et en particulier, comme les conditions au bord + et — sont extrémales pour I'ordre sur €2, les
mesures induites dans A le sont également pour cette propriété (cette relation d’ordre est parfois
appelé domination au sens de FKG).

On souhaite désormais regarder des mesures en volume infini, c’est-a-dire portant sur les
configurations de . On dit qu’une suite (u,) de mesures sur {2 converge vers p si pour toute
observable locale f, on a p,(f) - (f)-

—+00
Pour une suite de domaines A, tendant vers Z? au sens de Van Hove (on pourra penser
a A, = [-n,n]?), on peut montrer que pour toute observable f locale, la suite (,uj{n s.n(f))

converge. En effet, si f est croissante, c’est le cas puisque le corollaire de I'inégalité FKG implique
que la suite est en fait décroissante et donc converge; par ailleurs, a un support fixé, on peut
trouver une base de fonctions croissantes de ’espace des fonctions locales ayant ce support, ce
qui implique la convergence pour toute observable locale. Ainsi, il existe une mesure limite sur
Q, notée ,u;’h, obtenue comme limite des mesures en volume fini avec condition au bord +, et

de méme, il existe L. limite des mesures en volume fini avec condition au bord —. On peut
montrer que ces mesures ne dépendent pas de la suite de domaines (A,,) choisie et que celles-ci
sont invariantes par translation.

Dans toute la suite, le champ magnétique sera pris égal a 0, donc on omettra les indices h
des notations.
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1.1.2 Développement a basse température.

Une fois construites les deux mesures en volume infini ,ug et 15 comme limites des mesures
avec condition au bord + et — respectivement, une question naturelle est la suivante : ces deux
mesures sont-elles distinctes ?

Quand g = 0, comme la condition au bord n’a aucune influence, on a trivialement ME =g,
et pour 8 = 400, u; est la mesure de Dirac en la configuration n’ayant que des spins + et de

méme pour fug avec la configuration de spins — partout. Une question naturelle est donc de se
demander ce qu’il se passe pour des températures non triviales.

Proposition 1 (Transition de phase). Il existe un paramétre critique 8. € (0,+00) tel que :
— Pour B < B¢, on a ,ug = ,ug.(Régz'me haute température).
— Pour > B, on a ,ug # g (Régime basse température).

Pour montrer ce résultat, on se base sur la notion d’ aimantation que l'on introduit rapi-
dement ici. En notant A,, = [-n,n]?, on appelle aimantation la moyenne des spins du systéme
avec une condition au bord +, donnée par la quantité suivante :

: 1 +
{005 = nh—)ngo<m Z Jw>Amﬁ'

TEA,

On peut montrer que cette quantité est croissante en 3 et que de plus NE =g si, et seulement
si, <UO>E = 0. En définissant 8. = sup{s > 0] <00>; = 0}, on voit directement que . est un
parameétre critique séparant deux régimes distincts comme voulu par la proposition. Le coeur de
la proposition est donc de montrer que (. est non trivial, c’est-a-dire que B, # 0 et 5. # +oo.

On ne montrera ici que la preuve du cas de la basse température car celle-ci nous permet de
présenter la notion de développement basse température qui est une construction cruciale pour
comprendre la notion plus générale de contours introduite dans la suite. Pour une preuve du
comportement & haute température, on pourra se référer & [FVI7] par exemple ou adapter la
preuve de percolation des zones de pertes de dépendance présentée dans le chapitre suivant
©21).

Remarquons que pour un domaine fini A avec une condition au bord 7 sans champ extérieur,
le Hamiltonien HX; 5 §’écrit comme une somme sur les paires de sommets voisins de A (ou entre A
et son complémentaire) et la contribution d’une paire de spins est de § ou —f selon que les deux
spins sont opposés ou non. En particulier, en notant £,» I’ensemble des arétes du graphe incluant
également celles joignant A et son complémentaire, et o(y) = o(y) si y € A et a(y) = n(y) si
y ¢ A, on peut réécrire le Hamiltonien du systéme sous la forme

Hi (o)== Y. (1-2-15,45,) = Cs+2B#{(z,y) € Exv;0u # 5(y)}

(z,y)EE\b

ot Cg est une constante ne dépendant pas de la configuration. La représentation basse tem-
pérature est une représentation graphique des configurations adaptée a cette écriture du Hamil-
tonien : en représentant les sites de A comme des cases de c6té 1, & une configuration o donnée,
associons un ensemble de courbes I'(o) représentant les interfaces, c’est-a-dire séparant les zones
de spins + et — (voir Figure. Pour cela, dans chaque case, pour chacune de ses quatre arétes,
on colorie cette aréte si les spins dans les cases de part et d’autre de cette aréte sont différents.
On dira que chaque aréte ainsi coloriée est une aréte frustrée. On peut de plus fixer une regle
arbitraire pour éliminer les ambiguités dans le cas ou les courbes ainsi créées présentent des
motifs en croix.

10
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AT+ T+ =+ ]+ A +
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FIGURE 1.3 — Une configuration o et ses contours I'(¢) avec une condition au bord +.

On obtient ainsi une bijection entre toute configuration o et ses contours I'(0), et en notant
|7] la longueur d’une courbe v de T'(c), on peut réécrire le poids de toute configuration o € Qy
comme

exp (28 % )

v€l (o)
MX;ﬁ(U): :
> ep(-28 X |l)
o'€Qp y€l(o’)

En d’autres termes, le poids d’une configuration o est exponentiellement petit en la longueur
de ses contours I'(o).

A partir de cette représentation, présentons largument de Peierls, introduit initialement dans
[Pei36].

On veut montrer que pour [ suffisamment grand, uniformément en n assez grand, on a
<‘70>Xn; 5 = ¢ pour une certaine constante ¢ > 0. Pour cela, on va majorer la probabilité que le
spin en 0 soit —1 quand la condition au bord est +.

Remarquons que si le spin en 0 est — dans la configuration o, alors nécessairement, il existe
un contour 7y entourant 0 dans I'(o). On a alors
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px,.5(00 = =1) < px 5(370; 7o entourant 0)
< > uk (0 eT(e)

Yo entourant O

e~ 2817

< Z o0 €T (o)v€el (o)
- =281
(&
Yo entourant O %’:’yell;([a’)

e~ 2Bl

Z o—28170] T0EL(@)VEN(0) ¥7 70

SS I e 2fh '

o’ vel(a’)

<

~o entourant O

=:A

ou le quotient de sommes A qui apparalt est plus petit que 1. En effet, pour chaque configuration
o contenant 7y dans ses contours, on peut construire une configuration ¢* obtenue en supprimant
le contour 7 des contours de o, et cette opération est de plus injective et fait correspondre a
chaque configuration contenant o dans ses contours une configuration qui ne le contient pas.

Comme le poids de la nouvelle configuration o* est exactement I1 el le quotient A
Y€ (0),v#0
est en fait le poids de toutes les configurations o* possibles, renormalisé par la somme des poids

de toutes les configurations, et est donc plus petit que 1. On obtient donc

MXMB(GO — —1) S Z 672’[3'70‘.

Yo entourant O

Pour obtenir le résultat, on va effectuer une comparaison énergie/entropie : chaque contour
entourant 0 a un poids exponentiellement petit en sa longueur, et en sommant sur ’ensemble des
longueurs de contours possibles, on va pouvoir montrer que cette probabilité peut étre rendue
arbitrairement petite lorsque S tend vers l'infini. Pour cela, on a besoin d’une borne sur le
nombre de contours 7y entourant 0 en fonction de sa longueur. Pour cela, remarquons qu’un
contour entourant 0 touche nécessairement un point de la demi droite a hauteur 0 partant vers
la droite. De plus, si un contour entourant 0 touche le point (m + %, 0), alors nécessairement il
est de longueur au moins 2m. Enfin, comme ce sont des courbes sur un graphe de degré 4, le
nombre de contours partant d’un point fixé d’une longueur I > 2 fixée est d’au plus 4 - 3\=1.

uXH;B(Oo =-1)< Z e~ 2Bl < Z Z o—28170l

Yo entourant O m>17v0 entourant 0
(m+3,0)ev0

1
< Z Z #{~o touchant (m + 5 0) de longueur [}e=2"

m>11>2m

< Z 24_31—16—255,

m>11>2m

et donc pour tout 0 < ¢ < 1, on peut prendre [ suffisamment grand pour avoir

+ _ 2m
Hialoo=-1)< > g o
m>1
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Ainsi, quand 8 — +00, la probabilité d’avoir un spin opposé a la condition au bord en 0 tend
vers 0, donc 'aimantation tend vers 1, et est notamment strictement positive pour 5 > [y pour
un certain Sy. En particulier, 5. < 4oc0.

Cette méthode illustre la compétition entre I’énergie (valoriser les configurations ayant une
énergie minimale) et 'entropie (favoriser les configurations désordonnées qui sont en beaucoup
plus grand nombre) & lintérieur du systéme, et est trés généralisable dans ’esprit, comme on
le verra par la suite. De fagon générale, en référence a cette méthode, on appellera argument de
Peierls toute méthode consistant a majorer la probabilité d’un évenement en le décomposant en
éléments élémentaires d’'un méme coilit et en comparant le nombre de scenarios possibles avec
leur cotit en énergie.

1.1.3 Fluctuations d’interfaces et théoreme d’Aizenman-Higuchi.

On a vu comment construire des mesures en volume infini du modele d’Ising a partir de limites
de mesures en volume fini avec des conditions au bord données. Donnons un sens général a la
notion de mesure en volume infini pour le modeéle d’Ising. Une mesure p sur Q = {+1, —1}22 muni
de la tribu cylindrique est appelée une mesure de Gibbs en volume infini du modele d’Ising
au parameétre S (ou état de Gibbs en volume infini) si elle vérifie la propriété de Dobrushin,
Landford et Ruelle ([Dob68] et [LR69]) - appelée Condition DLR. : "pour tout domaine fini
A, pour p presque toute configuration n € Q, conditionnellement a la restriction . de n au
complémentaire de A, la loi conditionnelle dans A est exactement donnée par la mesure d’Ising
dans le volume A avec la condition au bord n", ce que 'on peut noter

(| Fae)(m) = py.5()

ou Fpe est la tribu des éveénements mesurables & support dans A€.

On note Gg I'ensemble des mesures vérifiant cette propriété. On peut montrer que Gg est
un simplexe, et on dit qu'une mesure p € G est extremale si c’est un point extremal de cet
ensemble. On vérifie que les mesures ,u; et pug construites précédemment sont bien des éléments
de Gs et de facon générale, que si u est obtenue comme limite d’une suite #XT; 8 ou les A, sont
une suite de domaines tendant vers Z? et (n,) une suite de conditions au bord, alors u € G
ainsi que tous les barycentres de mesures ainsi construites, et que toute mesure extremale peut
étre obtenue de cette fagon.

Une des conséquences de la propriété FKG (|1.1.1]) est que les mesure H; et p15 sont extrémales.
La question de la complétude du diagramme de phases est la suivante : Fxiste-t-il d’autres mesures
extrémales que u™ et p~ ou bien toute mesure de Gibbs en volume infini est en fait un mélange
de ME et pg ? Cette question n’a d’intérét que pour 5 > (. car a haute température, on sait que
toutes les conditions au bord en volume fini donnent lieu a la méme mesure en volume infini, et
qu’il y a donc une unique mesure en volume infini : Gg = {u%}

En particulier, comme ,ug et puz sont invariantes par les transformations du réseau Z2, si
Gs = [,u;, ,ug] alors toutes les mesures de Gibbs en volume infini sont invariantes par translation.
Pour montrer que le diagramme de phases n’est pas complet, il suffirait de réussir a construire
une mesure de Gibbs non invariante par translation.

Dans ce sens, Dobrushin introduisit un contre-exemple en dimension 3 ([Dob73]) en montrant
que, pour des températures tres faibles, dans un cube centré en 0, la condition au bord qui attribue
a tous les sites du demi-espace supérieur un spin + et un spin — a tous les sites du demi-espace
inférieur crée un état de Gibbs en volume infini qui n’est pas invariant par translation dans la 3e
coordonnée. La raison est que cette condition au bord crée une interface macroscopique séparant
les phases + et — et que les parties essentielles de celle-ci fluctuent trés peu. Ainsi, dans la
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mesure en volume infini correspondante, on garde trace de ’altitude a laquelle la condition au
bord coupait 'espace en deux (voir figure et la mesure en volume infini n’est pas invariante
par translation selon la coordonnée correspondante. Quelques années plus tard, un argument
analytique plus rapide fut trouvé par Van Beijeren ([Beird]), mais l'analyse de la géométrie
stochastique des contours macroscopiques de la preuve initiale est une idée tres intéressante que
I'on peut appliquer a d’autres contextes et qui souligne I'importance de 1’étude de la géométrie
de Vinterface macroscopique.

FIGURE 1.4 — Comparaison des conditions de Dobrushin en dimension 2 et 3 et fluctuation
typique des interfaces macroscopiques correspondantes a trés basse température.

En dimension 2, en étudiant les interfaces macroscopiques de la condition au bord de Do-
brushin, Gallavotti ([Gal72]) réussit & montrer que les interfaces macroscopiques possédent une
structure de renouvellement et en particulier, ont des fluctuations Gaussiennes en la taille du
domaine quand S est pris suffisamment grand. Une des conséquences est qu’alors, en notant
p* la limite des mesures en volume fini ayant des + sur le demi espace supérieur et — sur le
demi espace inférieur, on a u?; = %(,uzg + :“E) et donc le contre-exemple de Dobrushin cassant
I'invariance par translation en dimension 3 ne fonctionne plus. Ce résultat fut étendu plus tard
par Abraham Reed et Messager et Miracle-Sole(JART76][MMST7]). Enfin, en se basant sur des
méthodes géométriques sur les composantes infinies de + et de —, Russo fit encore un pas de
plus dans la direction de la complétude du diagramme de phases en montrant que si une autre
mesure extrémale que ,ug ou fig existait, alors nécessairement, celle-ci n’était ni invariante par
translation dans aucune des directions du réseau, ni invariante par réflexion selon un axe du
réseau ([Rus79]). A partir des méthodes développées par Russo, de fagon parallele, Aizenman
([Aiz80]) et Higuchi ([Hig79b]) publierent chacun une preuve de la complétude du diagramme de
phase du modele d’Ising & basse température :

Theoreme 1 (Aizenman, Higuchi (1980)). Pour tout 3, les mesures de Gibbs du modéle d’Ising
en dimension 2 sont données par Gg = [[LE,/IJE],

Leurs preuves de ce résultat s’appuient toutes deux sur les travaux de Russo et passent par
I’étude des mesures extrémales de Gg en étudiant certains évenements de percolation mesurables
a linfini afin de montrer que celles-ci sont nécessairement invariantes par translation. Le caractere
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géométrique et non calculatoire de ces preuves est tres élégant, et peut étre adapté directement
a d’autres modeles dont les contours ont une géométrie semblable comme le modeéle de Widom-
Rowlinson & coeur dur ([HT04]). En revanche, ces preuvent n’utilisent que des considérations
sur les mesures en volume infini et des événements mesurables a ’'infini, c¢’est-a-dire qui ne
dépendent pas de la configuration localement dans des volumes finis. Ainsi, celles-ci n’utilisent
donc absolument pas le point de vue de fluctuation des interfaces qui peut guider I'intuition pour
comprendre ce résultat d’instabilité de la coexistence de phases différentes et ne donnent pas
d’information quantitative sur le comportement dans un volume fini. Enfin, du fait du caractere
exact de ces constructions, celles-ci ne sont pas robustes si I’on modifie légerement les systémes
étudiés (par exemple en perturbant légérement le Hamiltonien ou en allégeant la condition de
noyau dur dans le modele de Widom-Rowlinson).

Une nouvelle preuve de ce résultat centrée sur la fluctuation des interfaces fut donnée bien
plus tard par Coquille et Velenik ([CV12]). Leur preuve, qui repose sur une analyse en volume
fini des interfaces macroscopiques créées par une condition au bord quelconque nous semble
illustrer de fagon claire la signification physique du résultat de non coexistence de phases pures.
La stratégie de preuve est assez générale et peut étre appliquée a d’autres modeles ressemblant
suffisamment au modele d’Ising ferromagnétique, comme ¢a a été le cas dans [CDCIV14] pour le
modele de Potts. Cette preuve et la question de la généralisation possible de celle-ci a d’autres
modeles occupent une place importante dans la démarche de cette these et seront détaillés plus
loin (voir le paragraphe pour plus de détails).

1.2 Outils généraux : théorie de Pirogov-Sinai.

Les problématiques exposées dans le cadre du modele d’Ising ferromagnétique sont également
pertinentes pour une classe de modeles de spins bien plus large. Toutefois, beaucoup de mo-
deles ressemblant au modele d’Ising n’ont pas les mémes propriétés de symétrie ni de définition
naturelle de contours et leur étude est donc plus complexe.

Cette section introduit des outils utilisables pour étudier ces questions de fagon perturbative
pour des modeles de spins généraux.

1.2.1 La cluster expansion.

Un outil analytique tres utile pour I’analyse de modeéles de spins a tres basse température est le
développement en clusters (cluster expansion). On présente ici I'idée générale ainsi qu’un critére
de convergence pour celui-ci. Pour plus de détails, on pourra se référer au chapitre correspondant
dans [FV17] ou a [Bry84] dont les approches sont assez complémentaires.

Le développement en clusters est un outil qui permet d’exprimer le logarithme de la fonction
de partition de certains systémes en tant que série convergente d’amas de bouts de configurations
du systeme initial. L’étude du logarithme de la fonction de partition d’un systeme peut étre tres
utile car en plus d’étre directement liée a la pression, les dérivées de ce logarithme par rapport
a certains des parameétres du systéme donnent une autre expression de I’espérance d’observables
locales. Ainsi, connaitre le logarithme de la fonction de partition donne beaucoup d’informations
sur les propriétés statistiques de la mesure.

Soit A une partie finie de Z2. Supposons que la fonction de partition Z, s’écrive sous la forme
d’un modele de polymeres :

Za =Y (JTwm)e(@).

reQa ~er
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ou chaque configuration I = {7}, ¢cr est un ensemble de polyméres v qui sont des objets élémen-
taires géométriques appartenant a un certain ensemble de polymeres possibles contenus dans A.
La fonction w est une fonction de poids associant & chaque polymeére v un poids w(y). Enfin,
le terme ¢(I") est une fonction d’interaction entre les différents polymeres constituant I' et est
a valeurs dans [0,1]. Dans tous les cas qui nous intéressent, celle-ci sera l'indicatrice que tous
les polymeéres de la configuration interagissent par contrainte coeur dur, c’est a dire que deux
polymeres d’une configuration admissible ne peuvent pas se toucher.

Via la représentation basse température du modele d’Ising pour une condition au bord 4, on
voit que celui-ci rentre dans ce cadre puisque le poids d’une configuration o est proportionnel a

exp(—28 > |v|), et la fonction de partition pour cette écriture est donc
Y€l (o)

Zis=> (JJwm)e@)

I ~el

otl chaque polymére 7 est un contour dont l'activité est donnée par w(vy) = e =22 171, et I’indicatrice
©(T) est 'indicatrice que les contours 7y de T" ne se touchent pas (avec la régle de désambiguisation
dans les cas des sommets ol arrivent 4 arétes de contours).

Dans le cadre général, pour transformer analytiquement I’expression de la fonction de parti-
tion des polymeéres en faisant apparaitre ’exponentielle de son logarithme, la premiere étape est
de développer le terme d’interaction coeur dur ¢(T") :

90(]:‘) = H 17(%/’:@ = H (1 - lvﬂ'y’;ﬁ@) = Z H (_170”/’76@)’

¥#EY ¥#EY E'CEr (vy)eE’

ou ’ensemble Er est 'ensemble des arétes du graphe complet dont chaque sommet correspond a
un polymere v de I'. En développant I'indicatrice qui impose & I" d’étre totalement déconnecté,
on obtient une somme sur des sous-graphes créés a partir des polymeres constituant I' mais dont
toutes les arétes doivent unir des polymeres qui s’intersectent. Ainsi, cette opération permet
de passer d’une somme sur des configurations ou tous les polymeres sont isolés & une somme
ol au contraire, aucun polymeére n’est isolé (et méme, en décomposant encore ces graphes en
composantes connexes, on peut arriver a une somme sur des graphes connexes de polymeéres).

En poursuivant cette décomposition et en réarrangeant la somme, on obtient finalement, au
moins formellement, ’écriture suivante :

Zi=ep (NN (T we) 3 TT Loumas).

m>1 7 Ym i=1l..m GCGm (i,j)€EG
G connezxe

Ainsi, sous réserve de convergence, on a une écriture du logarithme de la fonction de partition

du systéme sous la forme
n(Zy) = Y (JJw®)e" ()
reQy ~erl

ott le terme T (') est un terme combinatoire dépendant uniquement du graphe d’adjacence des
différents polymeres constituant I' et tel que o?(I') = 0 si 'amas de polymeéres I' n’est pas
connexe. Remarquons que si A est fini, Z, est une somme finie de termes non nuls a cause de
la condition de non intersection, mais la somme donnée ici pour In(Z,) est une somme avec un
nombre infini de termes non nuls méme dans un domaine fini.

Une condition suffisante de convergence de la cluster expansion est la suivante :
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Proposition 2 (thm 5.4 de [FV1T]). Supposons qu’il existe une fonction a sur les polymeéres,
positive et telle que, pour tout point v* fizé, on ait

S fw()|e™ < a(y),

bl

oty ~ ~* est l’ensemble des polyméres v touchant v*. Alors

I+ ZkZ'“Z@T(’Yla’ma -"7716) H w(’}/z) § 604(71).

k>2 v i=2..k

En particulier, on a l’égalité

n(Zy) = Y (JJwm)e"@).

reQp, ~ell

L’inégalité donnée dans la proposition précédente permet d’avoir un controle exponentiel sur
la taille des amas de polymeres touchant un point donné dans le développement en clusters.

Remarquons que dans ’exemple du modeéle d’Ising, la condition de convergence est bien
vérifiée.

En effet, en prenant a(y) = |y| pour tout contour -, comme il y a au plus 4™ contours de
taille m touchant un point donné, et que le plus petit contour possible est de taille 4, on a

Z |w(,y)|ea(w) < Z Z Z e 2Pl < Iv*| Z gme=(2F-1)m Iy

Yt €Y m24y3z;[y|=m m24

pourvu que 3 soit pris assez grand (26 — 1 > In(4) par exemple). Le fait que ce développement
soit valable seulement pour des trés basses températures (comparer la valeur de 8 minimale avec
les estimations de 5. ~ 0.44) fait que cet outil est utile pour montrer des résultats de fagon
perturbative, et ne permet pas d’obtenir de résultat valable jusqu’au point critique a priori.

L’utilisation de cet outil sera omniprésente dans ce travail, mais un exemple d’utilisation
simple de celui-ci peut étre vu pour montrer l'isotropie a faible densité du modeéle de batons
durs, voir [2.2.1

Remarquons pour conclure que si le modele de polymeres est tel que chaque polymere a un
poids |w(v)| < e~“s1l pour une certaine constante Cj5 et que les polymeres sont des éléments
connexes d’un graphe de degré borné, alors il existe une constante M > 0 telle que le nombre
d’éléments connexes de taille m touchant un point donné est borné par M™ (cette borne, extré-
mement utile, est appelé lattice animal, voir section 5 de [Kes82)]), et la méme preuve nous donne
la convergence du développement en clusters pourvu que la constante Cg puisse étre prise suffi-
samment grande, ce qui sera le cas dans toutes les situations perturbatives que I’on rencontrera
dans cette these.

1.2.2 Cadre de la théorie de Pirogov-Sinai.

Pour étudier des systémes de spins plus généraux ayant des comportements "ressemblant" a
celui du modele d’Ising & basse température, il nous faut des outils plus génériques étendant la
notion de contours telle qu’elle a été rencontrée dans le développement basse température du
modele d’Ising. C’est tout l'objet de la théorie de Pirogov-Sinai (ou Pirogov-Sinai-Zahradnik)
développée historiquement dans [PS75], [PS76] puis étendue dans [Zah84)] et parallélement dans
[KP&4]. Leur but est le suivant : a partir de I’étude du Hamiltonien d’un systéme, identifier
des états de référence (I’équivalent des deux configurations ayant uniquement des + ou unique-
ment des — pour le modeéle d’Ising) et introduire une notion de contours comme étant les zones
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d’interfaces séparant des zones occupées par ces états de références. Tout 'objectif est alors de
montrer qu’a température suffisamment basse, si ces états satisfont une condition de stabilité
(condition de Peierls), alors chacun de ces états donne une mesure de Gibbs en volume infini
dont les configurations typiques ressemblent & des petites déformations de cet état de référence.
De facon plus générale, a partir d’informations sur le diagramme de phases d’un systéme pour
des parametres fixés de référence, la théorie de Pirogov Sinai permet de déduire des informations
similaires sur le systéme avec des parametres proches de ceux de références. Dans le cadre d’une
étude a tres basse température par exemple, on compare le systéme a celui a température nulle.
Dans l'étude de [DG13| basée sur la théorie de Pirogov Sinai pour un systéme de batons durs qui
est au coeur de cette these (voir , on a un exemple d’utilisation ou le parametre d’intérét
n’est pas la température, mais la densité de batons d’une orientation fixée, et on compare le
systeme & un systéme ou la densité de batons est nulle.

Dans le reste de cette section, on introduira les notions fondamentales de cette théorie, puis on
donnera un apergu des résultats que I’on peut obtenir avec. Pour plus de détails, on pourra consul-
ter larticle original de Zahradnik simplifiant la construction initiale de Pirogov et Sinai([Zah8&4]),
le chapitre dédié dans [FV17] ou encore [Kot06].

1.2.3 Etats d’énergie minimale et contours.

Introduisons plus précisémment les objets intervenant dans la théorie de Pirogov-Sinai. Pour
plus de clarté, on introduira ces objets en dimension 2. On regarde des configurations de spins o =
(02)zez2 ol chaque spin o, € S avec S est un ensemble fini donné. L’ensemble des configurations
de spins est 2 = 522, et pour une configuration ¢ donnée et A un sous-domaine de Z?2, on note
op la restriction de la configuration o au domaine A.

On se donne une famille de potentiels d’interaction (®4)4cz2 qui sont des fonctions sur S4
pour chaque sous-ensemble A de Z2? et que 'on suppose étre invariantes par translation et a
portée finie r, c’est-a-dire que ® 4 = 0 si le diametre de A est plus grand que r.

On définit alors le Hamiltonien de toute configuration ¢ dans un domaine fini A par

Hg(on) =Y _ ®a(0),

ACA

et le Hamiltonien avec condition au bord 7 par

Ho(oln) = Y ®aloaVnR)
ANA#D

ol oz V14 est la configuration de spins coincidant avec o dans A et avec n dans A°.

En revanche, le Hamiltonien de la configuration entiére sur Z2 n’a pas de sens car a priori,
la somme des interactions présentes dans la configuration serait infinie. Pour 0,6 € €0, on dira
~ L \ 73e . s o . . y . .
que o et & coincident a l’infini, ce que 'on notera o = &, si en dehors d’un domaine fini A, on a
~ . oo~ 3 . . . . .

Ope = Opc. S1 0 = G, on peut définir le Hamiltonien relatif de ces deux configurations par

Hy(G;0) = Z (®4(6) — Pa(0)),

A

ce qui est alors bien défini car le potentiel est supposé étre a portée finie.
On dit que o € Q est un état d’énergie minimale (pour ®) - ou état fondamental - si

Hg(6;0) >0
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pour toute configuration & = o. Physiquement, cela veut dire que toute perturbation locale de
la configuration ¢ a un coiit en énergie au moins plus grand que celui de o. On notera g(®)
I’ensemble des états d’énergie minimale de ®. Dans la suite, on s’intéressera plus précisémment
aux états périodiques d’énergie minimale, c’est-a-dire les o € g(®P) tels que o soit périodique,
c’est-a-dire tels qu’il existe 1,12 tels que oy = 04— (m,i1,,ma1,) POUT tout = € Z2,my,mg € Z. On
notera QP¢" ’ensemble des configurations périodiques et gP"(®) ’ensemble des états périodiques
d’énergie minimale de ®.

Exemple 1.2.1. Illustrons ces notions avec deux exemples : le modele d’Ising et le modele de
Widom-Rowlinson.

Pour le modele d'Ising, S = {+1,—1} et on a $4(0) = —0,0, si A est une paire de deux
voisins « ~ y et ® 4 = 0 sinon. On peut également prendre le potentiel équivalent associé a la
représentation basse température : ®4(c) = 1(o, # o,) pour A paire de deux voisins x ~ y et
® 4 = 0 sinon.

Pour le modeéle de Widom-Rowlinson, S = {4+1,0, —1}, et pour A € R, on définit le potentiel
par ® (o) = A\1(0, = 0) si A = {a}, ®)(0) = 1(0,0, = —1) si A = {x,y} avec z voisin de y et
@’ = 0 sinon.

Pour le modeéle d’Ising, les deux seuls états périodiques d’énergie minimale sont les configura-
tions constantes valant soit + soit — (¢P°"(®) = {+, —}) et pour le modele de Widom-Rowlinson,
cela dépend de la valeur de A :

— Si A > 0, on a également deux états périodiques d’énergie minimale gP (®*) = {+, —}.

— Si A =0, g(®*) contient notamment toutes les configurations constituées soit de + et de
0, soit de — et de 0. En particulier, gP**(®*) et g(®*) sont infinis.

— Si A <0, la seule configuration d’énergie minimale est la configuration constante valant O :

9(2*) = {0}.
Pour le modele d’Ising par exemple, il existe des états d’énergie minimale non périodiques,
par exemple la condition de Dobrushin o, = +1 si - (0,1) > 0 et 0, = —1 sinon, et il en

existe méme une infinité en prenant la condition de Dobrushin penchée d’un angle 8 : o, = +1
six-(—sinf,cosd) >0 et o, = —1 sinon.

Pour toute configuration périodique o € QP* on peut définir sa densité d’énergie (ou énergie
spécifique) par

. 1
ca() = lm = >, Palo),

ANAR#D

ot A, = [-n,n)?. En particulier, en notant es = igf es(0), on obtient une caractérisation
oeqper

qui justifie appellation d’états périodiques d’énergie minimale : o € gP®*(®P) si, et seulement si,

es(0) = eg-

La notion fondamentale suivante est la notion de frontiére et de contours d’une configuration.
Supposons que Iensemble gP®"(®) soit fini et notons n',...,n™ ces états périodiques d’énergie
minimale. Soit r > r(®), ol 7(P) est la portée des interactions. Pour o € Q et # € {1,...,m}, on
dit quun point = est #- correct si o coincide avec I’état n# sur la boule centrée en x de rayon
r (pour la norme infinie).

On appelle alors frontiere d’une configuration o l’ensemble de ses sites qui ne sont pas
#-correct pour aucun indice #. La frontiére d’une configuration sépare alors ’espace en régions
correctes correspondant a des états périodiques d’énergie minimale. Un contour de o est la
donnée de la restriction de la configuration ¢ a 'une des composantes connexes finies de la
frontiere de o (voir ﬁgurepour un exemple). On définit naturellement I'intérieur et I extérieur
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FI1GURE 1.5 — Deux bouts de contours au sens de Pirogov-Sinai pour le modele d’Ising. Les cases
mauvaises sont grisées et la frontieére est ’ensemble des cases grisées. Pour comparaison, on a
également tracé en rouge les contours au sens de la représentation basse température du modele
d’Ising.

d’un contour I' et on dit que I' est un #-contour si I' touche une composante #-correcte dans
son extérieur, et on note suppl’ son support.
Pour T" un #- contour d’une configuration o, définissons une notion d’énergie du contour I :

() => (JAI™" - |[AN suppl|®4(0)) — ex|suppl|.
A
Cette définition ne dépend de o que via sa restriction au support de I" et donc n’importe quel
choix de ¢ ayant I' comme contour convient. De plus, par construction, pour tout domaine fini
A et toute configuration o dont les contours sont inclus dans A, on a

H(oaloae) Z‘P +Ze#|A#|+Z|AmA| P (o),

AZA

ot la premiere somme porte sur les contours de o et Ay est ’ensemble des points #-corrects
et des points appartenant au support d’un #-contour. Comme les contours de o sont dans A,
par définition des contours, le dernier terme ne dépend pas de la configuration précise o5. En
particulier, un Hamiltonien équivalent (c’est-a-dire dont la différence avec le Hamiltonien original
est une constante ne dépendant pas de la configuration) est donné par

O'A‘O'Ac Z‘P +Z€#|A#|.
#

On peut montrer que I'on peut majorer I’énergie d’un contour par un multiple de la taille de
son support, mais une question importante est de savoir si a I'inverse, la présence d'un contour
impose une augmentation de ’énergie d’au moins un multiple de la taille de son contour.

On dira qu’un potentiel d’interactions ® satisfait la condition de Peierls si, d’'une part,
gP" (D) est fini et si d’autre part, il existe une constante p > 0 telle que pour tout I' #- contour
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pour un indice #, on ait
O(T) > p|suppl|.

La condition de Peierls implique notamment que si ’on perturbe un potentiel d’interaction
@0 satisfaisant la condition de Peierls par un terme W suffisamment petit en un sens dépendant
de la constante p précédente, alors on a

gper((po + W) C gper((bO)'

1.2.4 Diagramme de phase.

Le but de la théorie de Pirogov-Sinai est de créer, a partir de I’étude des états périodiques
d’énergie minimale d’'un potentiel de référence et d’une certaine notion de stabilité, des mesures
de Gibbs en volume infini & trés basse température (pour le Hamiltonien correspondant au
potentiel) correspondant & chaque état périodique d’énergie minimale stable.

Soit ®( satisfaisant la condition de Peierls et ® une perturbation petite de ®y telle que
P (@ = ®° + W) C gP(®°). Pour # correspondant & 1'un des n* € gP°*(®°), on peut définir
une mesure de probabilité dans un domaine fini A au parametre de température inverse 5 > 0
par

exp (— BHa (o))
#
Zgy (M)
ol les o sont des configurations dans A respectant la condition au bord de contour #, c’est-a-dire
que tous les points a distance au plus r* du bord du domaine sont #—corrects, ou encore que

les contours de o ne soient pas & distance inférieure a r* du bord de A et que tous les contours
extérieurs sont des #-contours. Z;’f (A) est la fonction de partition du systéme associé, et est telle

thq) (oa) =

que uf@ soit une mesure de probabilité.

Comme les contours d’'une configuration dans A déterminent uniquement celle-ci, on peut
chercher a réécrire la fonction de partition du systéme pour ne faire intervenir que les poids des
contours du systeme avec la condition au bord de contour #. Toutefois, les contours interagissent
entre eux par une condition de compatibilité : si un contour est contenu dans l'intérieur d’autres
contours, alors nécessairement, son type, c’est-a-dire la phase que voit son extérieur direct doit
étre le méme que celui de l'intérieur du plus petit contour qui le contient (voir figure .

On définit alors les contours externes de o comme ’ensemble de ses contours contenus dans
Iintérieur d’aucun autre de ses contours. En sommant sur toutes les facons de remplir son
intérieur, on peut alors définir un poids wx(7y) pour tout contour externe de la configuration
puis, en étudiant la fonction de partition de son intérieur, un poids pour les contours externes
dans son intérieur, et ainsi de suite. De proche en proche, on obtient finalement des poids w(7)
pour tous les contours 7y et on peut réécrire la fonction de partition du systéme comme

ZE(A) = e Per@IN N TTwg(y)

OEC(A,#) ved

ou C(A, #) est 'ensemble des configurations de #-contours ne se touchant pas a I’échelle r* et
respectant la condition au bord de contours # dans A.

La somme dans le membre de droite est exactement de la forme nécessaire pour pouvoir
utiliser la cluster expansion, mais il faut pour cela que les contours aient des poids qui ne soient
pas trop grands par rapport a leur taille. Physiquement, dans le cas ou # correspond a une
phase stable, on s’attend & ce qu’une configuration typique soit constituée uniquement de petites
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FIGURE 1.6 — Exemple de contours possibles sous la condition au bord de contours # dans A :
P'extérieur de I'; doit voir le méme état #1 que U'intérieur de I'y qui le contient, et I'extérieur de
I's voit #5 qui est aussi ’état que voit l'intérieur de I's. Les deux seuls contours externes sont
Fl et F4.

déformations autour de la configuration de référence n# et les poids des contours devraient donc
satisfaire cette condition.

Pour pouvoir utiliser la cluster expansion, on peut modifier les poids des contours en tronquant
les poids trop élevés. Pour 7 > 0 fixé, on définit de nouveaux poids

w;#(v) = min(wg(7), e_TM)

et on définit la fonction de partition Z4#(A) en remplacant wy () par wly (v) dans I'expression

de Z;f (A). Pour ce systéme, on peut alors utiliser les techniques de cluster expansion pour obtenir
une énergie libre pour ces nouveaux poids
fu(®) = L im Liogz #(A)
#U) T T AN A OB
que l'on appelle énergie libre métastable. L’idée étant que si # est un état de référence stable, alors
les poids de ses contours devraient tous vérifier wy(v) = wl(v), et donc I'énergie libre métastable
correspondrait a fortiori & I’énergie libre du systéme avec les poids initiaux. En revanche, si ’état
est instable, c’est-a-dire que ses grands contours ne sont pas assez pénalisés, alors I’énergie libre
métastable associée est strictement plus grande que 'originale.
Définissons alors pour chaque #

ay(®) = fu(®) — H#,Hf#' (@)
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et on dira alors que # est stable pour ® si ax(®) = 0. Le théoréme majeur s’exprime alors
ainsi :

Proposition 3 (Pirogov-Sinai-Zahradnik). Pour 8 suffisamment grand, pour chaque # stable
pour O il existe une mesure de Gibbs en volume infini u? € Go(B) qui est une perturbation de
Uétat 0 : la densité de points # corrects tend vers 1 et tous les contours de la configurations
sont de taille finie. Chaque mesure ,u? est invariante par translation, extrémale et ergodique, et
les mesures ainsi construites sont distinctes les unes des autres.

De plus, on peut montrer que tout % € g(®y) peut étre obtenu comme état stable de ®
pour des perturbations ® arbitrairement petites de ® (Uarticle original donne d’ailleurs une
description bien plus précise des états stables des perturbations autour de ®).

Enfin, mentionnons un résultat partiel de complétude du diagramme de phases dii & Zahrad-
nik :

Proposition 4 (Corrolaire 3.2, [Zah84]). Supposons que P soit un état de Gibbs associé au
potentiel ® obtenu comme limite de mesures en volume fini avec des conditions au bord (n,) et
des domaines (A,,) tendant vers Z? au sens de Van Hove.

Si P est de plus invariant par translation, alors P peut étre décomposé comme un mélange
des mesures extrémales ,uzé construites précédemment pour les # stables pour ®.

Ainsi, les mesures extrémales invariantes par translation de G () sont exactement celles
correspondant aux états périodiques d’énergie minimale stables pour ®. Remarquons que ce
résultat n’exclut en aucun cas l'existence d’autres états de Gibbs extrémaux qui ne seraient pas
invariants par translation (comme c’est le cas pour le modele d’Ising & trés basse température en
dimension d > 3 par exemple). Dans tous les outils développés dans cette théorie, les hypotheses
de périodicité et d’invariance par translation sont cruciales et ne peuvent pas étre dépassées dans
ce cadre. De fagon générale, réussir a exclure l'existence d’états de Gibbs non Sinvariants par
translation est I'une des difficultés majeures de I'étude des diagrammes de phases de systémes
de spins. Dans ce cadre, des avancées majeures ont été fournies par Dobrushin et Shlosman dans
[DS8E] pour des systémes dont les Hamiltoniens vérifient des conditions proches de la condition
de Peierls de la théorie de Pirogov-Sinai.

Toutefois, la notion de contours est tres intéressante en soi et peut étre appliquée a d’autres
contextes pour représenter des interfaces entre deux phases.

1.3 Problématique et organisation de la these.

Ce travail de thése a commencé par 'étude de [DG13]. Dans cet article, Disertori et Giuliani
regardent un modele de batons durs microscopiques introduit dans une plus grande généralité par
Omnsager dans [Ons49]. Pour ce modeéle, il était conjecturé que pour des densités intermédiaires
de batons, le systeme s’organise comme un cristal liquide nématique, ou les batons s’alignent
en immense majorité dans 'une des deux orientations possibles, mais ou la position précise des
centres des batons reste trés peu contrainte. Dans leur étude, en associant & chaque configuration
de batons une configuration de spins et en utilisant des outils inspirés de la théorie de Pirogov-
Sinai, Disertori et Giuliani ont réussi & montrer qu’en effet, pour des batons suffisamment grands,
aux densités intermédiaires, il existe deux états de Gibbs distincts (.) et (.)~ correspondant
chacun & une orientation privilégiée (voir [2.2.2).

La problématique initiale de cette thése est donc la question naturelle suivante : "Peut-on
montrer que, au moins dans un régime restreint de paramétres, comme pour le modele d’Ising,
les deuz mesures ()T et ()~ construites ainsi sont les seules mesures extrémales du systéme 2.
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En d’autres termes, peut-on montrer que le diagramme de phases du systéme de batons durs est
complet dans un certain régime de paramétres avec (.)* et (.)~ pour seules mesures extrémales.

Puisque la théorie de Pirogov-Sinai et ses extensions s’appuient sur ’étude du Hamiltonien
d’un systéme de spins, ses méthodes ne nous semblaient pas directement applicables car, du fait
de la géométrie microscopique complexe du modele, le Hamiltonien du systéme de spins obtenu
par projection du modele de batons durs sur un modele de spins est tres difficile & décrire. En
revanche, comme dans [DG13|, on peut trouver une notion de contours pour ce modele et ainsi
obtenir une notion d’interface de séparation entre deux phases.

Or, dans [CV12], Coquille et Velenik développent une preuve géométrique du théoréme de
complétude du diagramme de phases d’Aizenman-Higuchi pour le modele d’Ising & basse tempé-
rature en dimension 2. L’utilisation d’outils trés précis spécifiques au modele d’Ising leur permet
d’obtenir la complétude du diagramme de phase pour toute température inférieure a la tempé-
rature critique, mais les idées a la base de cette preuve sont tres générales, et devraient pouvoir
étre implémentées pour d’autres modeles sous des hypotheses de fluctuations des interfaces ma-
croscopiques.

Afin de répondre a notre problématique, nous avons donc cherché & comprendre cette preuve
et voir dans quelle mesure on pouvait ’adapter au modele de spins correspondant au systeme
de batons durs afin d’obtenir un résultat de complétude du diagramme de phases pour celui-ci.
Dans un second temps, on a cherché un établir un lien entre le diagramme de phases du systeme
de batons et celui du systeme de spins correspondant.

Les prochains chapitres sont organisés de la maniére suivante.

— Dans le Chapitre |2} on revient plus en détail sur le modele de batons durs au coeur de cette

these. On le définit précisément, et on explique son comportement (conjecturé ou prouvé)
pour différents régimes de parametres : isotropie aux densités tres basses, comportement
nématique aux densités moyennes, et structures sans orientation privilégiée aux tres hautes
densités.
Pour les basses densités, on montre 'unicité des mesures de Gibbs en volume infini en
implémentant des outils simples de cluster expansion ou de percolation ; pour les densités
intermédiaires, on donne plus de détails sur la construction de [DGI3] et pour les trés hautes
densités, on donne des arguments entropiques et dynamiques pour essayer de justifier cette
seconde transition de phase.

— Le Chapitre [3] est consacré a 1’étude d’outils généraux pouvant permettre de montrer la

complétude du diagramme de phases d’un systeme de spins en s’appuyant sur des méthodes
de fluctuations d’interface.
Dans un premier temps, on expose les idées majeures de la construction de [CVI12] qui
souligne le lien entre fluctuations des interfaces et complétude du diagramme de phases, puis
on discute des hypotheses nécessaires pour adapter cette construction a d’autres modeles
de spins. Dans un deuxiéme temps, on montre un théoreme central limite fonctionnel pour
des processus de points obtenus comme points de renouvellement d’une interface. Ainsi,
I’hypothese centrale de fluctuations est vérifiée des que ’on arrive a exhiber une structure
de renouvellement pour 'interface. Enfin, dans un troisieme temps, on montre comment
exhiber une telle structure dans I’exemple des interfaces du modele de Widom-Rowlinson,
en se basant sur une construction de [HK02]. On termine ce chapitre par une discussion
sur les problemes techniques que peuvent poser le cas d’interfaces épaisses, comme c’est le
cas pour le modele de Widom Rowlinson.

— Le Chapitre[d]est consacré au lien entre le diagramme de phases du systéme microscopique
de batons et celui du systeme de spins correspondant. Ce chapitre contient des éléments
nouveaux qui constituent une grosse partie de notre contribution personnelle a la problé-
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matique de cette these. Dans celui-ci, on montre un théoreme d’ Unicité conditionnelle des
mesures microscopiques conditionnées par un paysage de spins typique (théoréme . Un
corollaire direct de ce théoreme est que, pour montrer la complétude du diagramme de
phases du systeme microscopique, il est suffisant de le montrer pour le systeme de spins
correspondant. Soit Gepins €t Gmicro les mesures de Gibbs du systéme de spins et de batons
respectivement. Notons pt et = les deux mesures microscopiques en volume infini, et
et u leurs projections respectives sur les systémes de spins.

Theoreme 2 (voir Corollaire 1| du Théoreme [5)). Supposons que k est tel que l’ensemble
des mesures de Gibbs du systéme de spins vérifie Gspins = [u°, u"]. Alors on a également
gm'icro = [,Uiv,u+]-

Pour cela, on commence par définir une nouvelle notion de spins plus naturelle mais plus
complexe a manipuler et on montre que les contours pour cette notion de spins ont les
mémes propriétés statistiques pour les mesures ()T et (.}~ que les contours originaux
de [DGI13]. Pour cette nouvelle notion de spins, on est en mesure de montrer le résultat
d’unicité conditionnelle annoncé. Le reste du chapitre est consacré a la preuve du théoréme,
qui peut étre vue comme une adaptation compliquée des méthodes utilisées pour montrer
Iisotropie a tres faible densité.

— Enfin, le Chapitre [5|est un chapitre de conclusion. Dans celui-ci, on commence par revenir
sur les obstacles qu'’il reste a dépasser pour répondre positivement a notre problématique
initiale. On conclut ensuite cette theése sur une ouverture sur les modeles a portée infinie,
comme le modele d’Ising en dimension 2 avec des interactions a décroissance polynomiale,
pour lesquels les questions que nous nous posons dans cette these sont également per-
tinentes, et pour lesquels des méthodes géométriques a base de fluctuations d’interfaces
pourraient fonctionner pourvu que l'on arrive a trouver une notion d’interface adaptée.
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Chapitre 2

Description du modele de batons
avec contrainte coeur dur.
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2.1. PRESENTATION DU MODELE.

Le modele a la base de notre étude est un modele permettant de représenter de fagon simplifiée
des systemes de tres longs polymeéres unidimensionnels interagissant par des forces de répulsion
tres fortes agissant a tres courte portée. Cela modélise par exemple des systémes de molécules dans
un colloide, ou le diametre d’une particule est bien supérieur a la racine cubique de son volume.
Ces systemes, étudiés par Onsager dans [Ons49], peuvent avoir beaucoup de comportements
différents, et présentent des structures de cristaux liquides dans un certain régime de parameétres,
c’est-a-dire qu’ils peuvent avoir & la fois des corrélations a tres longue portée au niveau de leur
orientation et une structure libre pour les positions précises des particules. Plus précisément, le
modele étudié mathématiquement est un modele de configurations de batons durs d’une longueur
k fixée s’alignant sur une sous-partie de Z2 et dont ’activité chimique est donnée par un parametre
z. Ce modele, pourtant assez simple dans sa description, est trés riche mathématiquement car
il est supposé avoir deux transitions de phases dinstinctes, en passant d’un régime isotrope a
faible densité & une structure de cristal liquide nématique aux densités intermédiaires, avant de
redevenir isotrope a tres haute densité.

Dans ce chapitre, on introduit précisément ce modeéle, on montre comment on peut appliquer
des techniques basiques issues de I’étude des systémes de spins pour montrer certaines de ses
propriétés, et on revient plus en détail sur les comportements attendus aux différentes densités.

2.1 Présentation du modeéle.

2.1.1 Description du modele de batons durs.

On regarde un modele de configurations de batons sur une sous-partie de Z? pouvant prendre
deux orientations (horizontale ou verticale) et interagissant entre eux par contrainte coeur dur,
c’est-a-dire que seules les configurations ou les batons ne s’intersectent pas sont admissibles.
Formellement, on se donne deux parametres, z > 0 l'activité d’'un baton et £k > 1 un entier
donnant la taille d’un baton. On appelle baton r la donnée de k sites consécutifs verticalement
ou horizontalement de Z? et une configuration est la donnée d’un ensemble de bétons : R =
{r1,...,mn} pour un certain nombre n, le nombre de batons dans la configuration R. Pour une
région donnée A C Z?, on note 2, I’ensemble des configurations de batons dans A, c’est-a-dire
I’ensemble des configurations de batons R dont tous les batons ont leur centre dans A. Si k est
impair, le centre du baton est bien un site de Z? et il n’y a pas d’ambiguité possible, et si k
est pair, on définit arbitrairement le centre du baton r comme étant le site de Z2? directement &
gauche (respectivement en dessous) du centre géométrique de r si r est horizontal (respectivement
vertical).

On définit la fonction de partition Zy(A) avec condition au bord ouverte de la fagon suivante :

Zo(A) = Z Mo (R),

ReQA

ou |R| désigne le nombre de batons dans la configuration R et ¢ est l'indicatrice que R est
compatible avec la condition de coeur dur

QD(R) = H 90(7’5 7’/)701\1 (,0(7’, T/) = 1{Tﬂr':®}'
r#r'€R

Si A est fini, & cause de la condition de compatibilité noyau dur, il y a un nombre fini de
configurations admissibles, donc la fonction de partition est bien définie.

On regarde < . >, la mesure sur {2, associée, c’est-a-dire donnant un poids proportionnel a
2Bl 3 toute configuration de batons compatible R. On peut exprimer la densité asymptotique p
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FIGURE 2.1 — Un exemple de configuration admissible de batons.

(qui est une fonction des parametres k, z) de la fagon suivante :

A

o<n>y 1 2senetw, ]
= 1 _— = —_—— Y = 1 zl Z A )
PmnBe AL T aSz]AT Zo(A) A, Ta70(n Zo(4))

ot w) est le nombre de configurations admissibles avec exactement n batons dans Q5. On
remarque qu’a k fixé, c’est une fonction croissante de l'activité z, que p tend vers 0 quand z tend
vers 0 et vers 1/k quand z tend vers l'infini. Cette densité est la densité de centres de batons,
mais on pourrait obtenir la densité de sites occupés en la multipliant par k. On pourra également
définir de fagon similaire d’autres conditions au bord en changeant I’ensemble 25 par exemple
ou en changeant les poids de la configuration en fonction de la restriction de la configuration
a une région a une distance donnée du bord du domaine. En notant ¢ un type de condition au
bord avec ensemble de configurations Q% et < . >% la mesure associée dans le volume A, pour
A une observable locale, c’est-a-dire ne dépendant que de la donnée de la configuration sur une
région X finie de Z2, on a

<A>i=

> Ao(R)1(reay-
Zq(A)

ReQ}
Si pour toute observable locale A cette quantité a une limite quand A tend vers le graphe Z?2
entier, on définit < . >7 la mesure sur les configurations de Z? telle que, pour toute observable
locale A, on ait

<A>%= lim < A>9.
A—72

Des exemples de conditions initiales que I'on peut regarder sont les conditions de bord dur (ot
Pon interdit aux batons des configurations de toucher la frontiére du domaine A), des conditions
au bord périodiques (c’est-a-dire ol les configurations sont vues sur un tore et ou les batons qui
sortent de A interagissent également avec ceux de l'autre c6té du domaine A), ou ce que 1'on
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appellera des conditions au bord + ou — respectivement ou ’on interdira les batons proches
du bord du domaine a prendre 'une des deux orientations. Pour une configuration ¢ de batons
dans Z? compatible (c’est-a-dire n’ayant pas de batons qui s’intersectent), on peut également
définir la condition au bord o dans A ou les configurations doivent en plus étre compatibles
avec la restriction de o au complémentaire de A. Ces derniéres conditions au bord sont tres
naturelles pour définir les mesures de Gibbs en volume infini. Pour des parametres z, k fixés, on
appelle mesure de Gibbs du systéme aux parameétres z, k toute mesure sur {2z2 vérifiant
les équations de compatibilité de Dobrushin-Lanford-Ruelle (condition DLR), c’est-a-dire les
mesures p telles que pour p-presque tout o, pour tout A, en conditionnant par ¢ hors de A, la loi
induite dans le domaine A est la mesure en volume fini décrite précédemment avec la condition
au bord o :
p(lope) =<. >3 .

On note G(z, k) (ou G quand il n’y a pas d’ambiguité possible) ’ensemble des mesures de Gibbs
du systéme, et on cherchera a le décrire en fonction des parametres z, k.

2.1.2 Comportement attendu aux différentes densités.

Comme pour beaucoup de modeles de physique statistique, on cherche a étudier ’ensemble des
mesures en volume infini du systéme. Ce modele est d’un intérét particulier car, pour différentes
raisons, il est conjecturé qu'il y a deux transitions de phases quand la densité de la configuration
varie (ou de fagon équivalente, quand on fixe k et fait tendre lactivité vers +00), au moins pour
k assez grand.

En effet, on s’attend & avoir le comportement suivant (voir figure [2.2]) :

— Quand la densité est faible (p < p1), il existe une unique mesure en volume infinie, et cette
mesure est invariante par translation et isotrope (c’est-a-dire invariante par rotation de
m/2);

— Aux densités intermédiaire (p; < p < p2), il existe au moins deux mesures en volume
infini u* et p~ distinctes, toutes deux invariantes par translation, et anisotrope (chacune
favorisant une orientation de batons);

— Enfin, quand la densité devient proche de la densité maximale (p > p3), on s’attend & ce
que le systéme redevienne isotrope : les mesures en volume infini deviennent désordonnées
et sont invariantes par rotation de /2.

L’intuition physique derriére ces différents comportements est la suivante : a faible densité, la
densité de sites occupés est tellement faible que les batons sont typiquement tres éloignés les uns
des autres et 'orientation d’un baton donné fait rarement une différence sur la compatibilité ou
non de la configuration ; aux densités intermédiaires, la densité est suffisamment faible pour qu’a
I'intérieur d’une zone avec des batons d’une certaine orientation, ceux-ci interagissent peu entre
eux, mais que les batons horizontaux et verticaux interagissent tres fortement les uns avec les
autres, ce qui sépare l'espace en régions de batons soit uniquement verticaux, soit uniquement
horizontaux, ce qui ressemble & un modele ferromagnétique a basse température; et pour des
densités tres élevées, I'interaction entre les batons de méme orientation n’est plus négligeable et
il devient entropiquement désavantageux d’avoir des configurations ordonnées avec une majorité
des batons d’une orientation, ce qui fait que des motifs complexes utilisant des batons des deux
orientations apparaissent pour maximiser I’entropie.

Une description plus détaillée des différents comportements du systéme sera présentée dans
la section
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p < p1 p1<p<p2

=
N
A

hs

FIGURE 2.2 — Les trois différents régimes de densité et les comportements typiques attendus
pour chacun d’entre eux.

2.1.3 Comparaison avec la version continue.

Pour comprendre la spécificité de ce modeéle, on peut regarder ce qu’il se passerait dans
la version continue de ce modele ou les centres de batons ne sont plus contraints & étre des
sites du réseau. Pour z,k fixés, on peut définir un modele continu ou les centres des batons
seraient distribués selon une loi & densité par rapport & un processus ponctuel continu dans R2,
toujours avec des orientations forcées a étre verticales ou horizontales. Dans cette limite, les
points correspondant a des batons de la méme orientation n’interagissent pas presque stirement,
et le modele devient un modele de Widom Rowlinson a coeur dur.

De fagon générale, on présente une preuve étendue de Ruelle [Rue71] pour montrer que dans
le cas ou il n’y a que des interactions entre batons d’orientations différentes, pour toute densité
suffisamment grande, on peut construire u¥ et u~ deux mesures de Gibbs en volume infini pour
le systéme, distinctes et non isotropes.

Soit k > ko fixé et z > 0 le paramétre d’activité. On se place sur un sous-réseau A de Z2
et on regarde des configurations de batons avec deux orientations possibles et contrainte coeur
dur : une configuration est la donnée de deux fonctions €4,e5 : A — N et on dira que le site
2 a au moins une particule de type A si ea(x) > 0 (et de méme pour B) et on note g4 et
op les ensembles de sites ayant au moins une particule de type A ou B respectivement. Une
configuration sera dite admissible si la distance en norme infinie entre o 4 et op est supérieure a
R = % On note Z; la fonction de répartition du gaz libre en un site :

Zy=7Z1(z) = chz”,

neN

avec les ¢, > 0 et cg = 1. On suppose de plus que Z; > 1, c’est a dire que les ¢,, ne sont pas tous
nuls pour n > 1.

On peut remarquer que quand ¢, = % cela correspond pratiquement au modeéle continu
précédent, en regardant le modele continu sur R? ot £4(x) est le nombre de batons de type A
dont x est le plus proche sommet dans A (on oublie alors la position précise des batons autour
de ce point, ce qui fait que ce n’est pas exactement la projection du modéle précédent). Quand
co=c1 =1et ¢, =0pourn>2 onest dans le cas oll on ne peut mettre qu’au plus un baton
par sommet, ce qui correspond au modele initial ot 'on a enlevé la condition de répulsion coeur
dur entre batons de méme orientation (batons infiniment fins).
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On a alors :

Proposition 5. Avec les notations précédentes, il existe un paramétre zo tel que pour z > zg, il
y a un moins deuzx phases pures thermodynamiques distinctes.

Démonstration. Commencons par rajouter au-dessus de A une grille de tuiles de taille d x d, ou
d= L%j (on peut supposer que kg > 6 pour que d > 1). On note N le nombre de tuiles et on
choisit la condition de bord suivante : dans les deux rangées de tuiles adjacentes au bord, aucune
particule de type B n’est autorisée. Le choix de d impose que dans un carré de taille 3d x 3d, il
ne peut y avoir qu'un seul type de particules. Si une particule de type B est présente dans une
tuile, on colorie alors tout le carré de taille 3d x 3d autour de cette tuile centrale. On note I"
les bords de l’aire ainsi coloriée, que 'on décompose en composantes 71, ..., ¥, ou deux bouts de
contours sont dans la méme composante si ils sont & distance moins de R 1'un de 'autre.

Pour borner le nombre de contours possibles, on remarque que si le polygone ; est de longueur
ld, et a ¢ composantes connexes, alors on peut le recouvrir par une marche sur la grille & m pas,
oum <1+ 12(c—1) (on suit chaque composante connexe, et on peut passer de 'une & l'autre
avec un pont de taille < 6d, et on a besoin d’au plus ¢ — 1 ponts). De plus, chaque composante
connexe de 7; a une taille d’au moins 12 donc I > 12¢ ce qui donne 2] > m. En choisissant le
point de départ parmi toutes les tuiles possibles et en utilisant une borne simple sur les chemins
autoévitants, on obtient la borne suivante sur n(l), le nombre de polygones de taille Id possibles
pour une composante 7y; :

n(l) < N3%.

Pour faire marcher un argument de Peierls, il nous faut une borne exponentiellement petite
sur la probabilité d’observer un contour donné en fonction de sa taille.

O
V2
O
V3
V4

FIGURE 2.3 — Un exemple de contours obtenus : les particules de type B occupent les cases au
centre des carrés coloriés délimités par T, et la partie a 'extérieur directe de I" est G.

On note p(v) la probabilité d’observer v en tant que contour d’une configuration.

On suppose d’abord que 7 est un contour extérieur de I' (c’est-a-dire qu’on peut relier le bord
du domaine a 7 sans toucher un autre bout de contour de I'). Etant donné une configuration X
produisant un contour I' donnant v comme contour extérieur, on construit X* en échangeant
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toutes les particules de type B et de type A a l'intérieur de  (c’est-a-dire pouvant étre atteinte
en partant du bord en croisant un nombre impair de fois ) puis, en définissant G comme
I’ensemble des tuiles touchant par un c6té ou un coin le bord de v, on remplit G par un gaz libre
de particules de type A (G était nécessairement composé de tuiles vides avant cette étape). Cela
a pour effet d’effacer le contour extérieur ~, et le poids de la nouvelle configuration par rapport
a l’ancienne dépend uniquement des ajouts de particules dans G. Notons que comme il n’y a pas
d’interaction entre particules de type A, cela redonne une configuration compatible.

On a alors
p(7) = %7) < 22(77) -,
MZc  Za
ou Z est la fonction de partition générale, Z() est la contribution des configurations ayant
comme contour extérieur et Zg est la fonction de partition du gaz libre de A dans le volume G.
Comme le nombre de points dans G est plus grand que 2 Ldffjl > cd?l avec ¢ > 0,ona Zg > ZfdQl
ce qui donne donc
p(7) < exp(—log(Z1)ed?l).

Pour conclure, regardons dans un premier temps la probabilité quune tuile donnée (notée 0)
loin du bord du domaine A soit dans la composante connexe du bord de A dans la décomposition
de l'espace induite par les contours I' (on notera cet événement 0 € Ext(I") et 0 ¢ Ext(T)
son complémentaire si 'on fait référence a une famille de contours I' spécifique, et on enlevera la
dépendance en I' sinon). Remarquons que sur 'événement 0 ¢ Ezt(T"), I’ contient nécessairement
un contour qui intersecte la ligne horizontale touchant 0 et méme qui entoure 0. Cette observation
permet de faire fonctionner une comparaison énergie/entropie et conclure (argument de Peierls).
Notons P la mesure de probabilités des configurations dans le domaine A avec la condition au
bord spécifiée plus haut.

On a donc, en utilisant cette remarque ainsi que les inégalités précédentes.

P0¢ Ext]= >  PII< > P[]

I, 0¢ Ext(T) I, 0¢ Ext(T)
I'cA

< > Y P ) ()
v, 0€int(y) ', yel' v, 0€int(vy)

SDIED IR CED DD DEND DI )
M20~,0€int(y) M2=0126+2M «, |y|=l, (0,M) €y

(0,M)ey

< Z Z 32121—cd2z <2 Z q6+2M §4q6 -0

M>01>6+2M M>0 =0

des que z est suffisamment grand pour que l'on ait 32Z; ed” q < % Comme cette quantité
tend vers 0 quand z tend vers + infini, pour ¢ < 1/2 fixé, cela est toujours réalisé a partir d’un
certain parametre zg.
De la, comme dans une tuile dans 'extérieur des contours, on ne peut avoir que des particules
de type A, on obtient d’une part
Plop(0) > 1] < P[0 ¢ Ext] <4¢° — 0,

z—+00
et d’autre part,
1

Plo4(0) > 1] > P[0 € Ext]Plo4(0) > 1|0 € Ext] > (1 — 4¢%)(1 — ?) oLt
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Ainsi, pour z suffisamment grand, ces deux quantités sont nécessairement distinctes, et en
particulier, les mesures limites correspondant aux conditions au bord A (celle présentée ici) ou
B (ou lon a interverti les roles de A et B dans la construction précédente) sont nécessairement
distinctes, ce qui prouve le résultat. O

Ce comportement, semblable & un modele d’'Ising ferromagnétique a basse température,
pourra servir de guide pour lintuition du comportement de notre systéme, mais comme on
le verra, cette ressemblance n’est valable qu’a des densités suffisamment loin de la densité maxi-
male. En effet, au dela d’une certaine densité, les interactions entre batons de méme orientation
ne sont plus du tout négligeables et semblent étre a l'origine d’une seconde transition de phase
(qui n’existe pas dans le modele sans interaction entre batons de méme orientation).

2.2 Comportements aux différentes densités.

Cette section vise & donner des éléments de compréhension pour les différents comportements
du modele, prouvés ou conjecturés, dans les différents régimes de densité. Elle s’appuie majoritai-
rement sur des articles et des techniques déja existants et comporte un résumé des explorations
heuristiques que I'on a menées dans le but de comprendre la seconde transition de phase.

2.2.1 Isotropie a faible densité.

A basse densité, on s’attend & ce que le systéme soit isotrope, et on est en mesure de le
prouver au moins de facon perturbative pour de faibles densités. L’ordre de grandeur des densités
auxquelles on peut prouver ce résultat est comparable avec I'ordre de grandeur des densités ou
I'on s’attend a ce que ce résultat soit vrai.

Proposition 6. Il existe ¢ > 0 tel que pour tous z,k tels que zk? < e, on ait G(z,k) = {uo}
ou o peut étre vue comme la mesure limite obtenue d partir de conditions au bord vides. En
particulier, l'unique mesure en volume infini est invariante par translation et par rotation de /2
(Isotropie).

Notons que les invariances de la mesure découlent directement de 'unicité de la mesure en
volume infini et des symétries du réseau.

On présente deux méthodes de preuve de ce résultat qui donnent deux points de vue com-
plémentaires sur cette question en utilisant deux outils légerement différents. Ces deux preuves
utilisent deux idées qui seront généralisées dans un cadre plus complexe dans la construction
majeure du Chapitre [4]

Méthode analytique : Cluster Expansion.

Une premiere méthode pour prouver ce résultat se base sur une méthode analytique également
fondamentale pour les densités intermédiaires : le développement en clusters (cluster expansion)
(voir m pour une introduction a ces techniques). Cette méthode peut sembler abstraite, mais
cette preuve fournit un cadre simple d’application des techniques de développement en clusters
qui seront cruciales pour la preuve des résultats aux densités intermédiaires dans un contexte
plus complexe. De plus, voir les différents régimes de parametres comme différentes régions de
convergence ou non des développements en clusters peut donner une bonne intuition des différents
comportements du systeme.

Dans un domaine fini A, en regardant un ensemble de batons possibles 25 (éventuellement
restreint par une condition au bord), et en notant Z, la fonction de partition correspondante,
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on va pouvoir trouver une expression analytique de In Z, convergente quand la taille de A tend
vers l'infini.

En effet, on peut voir I’ensemble (24 comme un graphe ot chaque site correspond a la position
d’un centre et d’une orientation donnée d'un baton. Chaque site a k?+k voisins : k2 correspondant
aux centres de batons de 'autre orientation dans le volume exclu créé par notre point et k£ pour
ceux de méme orientation. La mesure sur les configurations traduit que les points interagissent
par contrainte de coeur dur et est telle que chaque point contribue au poids de la configuration
via l'activité z. Une condition suffisante de convergence de la cluster expansion est la suivante
(cf théoréme 5.4 de [FV1T]) : il existe une fonction a positive telle que, pour tout point v* fixé,

on ait
> lw()]et™ < a(y),
Y~y
ou dans le cas qui nous intéresse, |w(7)| est Pactivité du baton v et v ~ v* 'ensemble des batons
voisins de v* dans le graphe défini précédemment.
Or, si 3zk? < 1/e, en prenant a la fonction constante égale & 1 par exemple, on a

> lw@)]e*™ < 22(k* + k)e* <1 =a.

bladels

Ainsi, dans ce régime de parametres, la condition est satisfaite pour notre systéme donc toutes
les fonctions de partitions admettent un développement en cluster convergent.

Placons-nous dans ce régime de parametres et fixons un domaine fini A et une condition au
bord o quelconque. Notons ;¢ la mesure associée et Z§ la fonction de partition correspondante.
Notons également u% et Zf{ celles correspondantes a la condition au bord vide.

Fixons un événement local A possible de la forme suivante : des batons fixés {r1, ..., 7, } sont
présents dans la configuration et des batons fixés {ry,+1, ..., ar } sont absents de la configurations
pour des entiers 0 < m < M (les événements de cette forme engendrent la tribu des événements
locaux). Notons Q9% (resp. Qg) I’ensemble des configurations compatibles avec la condition au
bord o (resp. la condition au bord vide) et avec A au sens ou ils ne contiennent pas les ba-
tons {rm+1,..., "} et qui restent compatibles si on leur ajoute les batons {r1,...,7,}. On note
également Z9 (resp. Zg) leurs poids cumulés, de sorte & ce qu’on ait, pour q € {0, 0},

Zqu
q A
ui (A) =
A Z/q\

Notons D la distance entre le support de A et le bord du domaine A. On va montrer que
ui(4) ~ /L?\(A), ce qui suffit & prouver le résultat voulu. Grace au développement en clusters,

D—+oo
on a

Inpf(A)=mnz+nZy—InZ =mlnz+ Z w(R)pT (R)
Re(Q9~Q%)

et de méme
In pb (A) = mlnz+ Z w(R)e” (R)
Re(Q% Q%)

ott w(R) = 2Bl représente le poids d’un amas R et ¢’ (R) est un coefficient combinatoire dé-
pendant de la géométrie de R et tel que p? (R) = 0 si 'amas R n’est pas connexe. On remarque
également que pour qu'un R appartienne & (Q% ~ Q%) pour I'une des conditions au bord, R doit
toucher le support de A.

En comparant les deux, on a donc
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FIGURE 2.4 — Un amas de poids non nul dans le développement en clusters.

[ n 3 (A) = In g} (4)] < > [w(R)¢" (R)|.

Re(Q~Q9)AQA~Q9)

En particulier, tous les amas R présents dans la somme doivent nécessairement toucher le
support de A mais également toucher la zone d’influence de la condition au bord, et comme tous
les amas doivent étre connectés et qu'un baton permet au plus de franchir une distance k, un tel
amas doit avoir au moins D/k batons pour joindre ces deux régions, ce qui est un scenario dont
la probabilité est tres bien controlée par la cluster expansion.

Supp A

FIGURE 2.5 — Un exemple d’amas reliant le support de A et le bord du domaine

En sommant sur les points du support de A dont peuvent partir les amas et en se souvenant
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uniquement de la contrainte sur le nombre de batons dans R pour pouvoir atteindre le bord de
A a partir du support de A, on a finalement :

[In 3 (A) = Inpd (A)] < [Supp(A)] > Jw(R)e"(R)| < [Supp(A)|z(zk*)P/* e O
0€ER;|R|>D/k

D’apres ces calculs, on a donc uf (A) o /1%(14), donc si ces quantités convergent, elles ont
—

la méme limite. Par compacité et unicité de la limite, nécessairement, ces quantités convergent et
ce pour toute une classe d’observables locales qui engendrent la tribu des évenements locaux. Il
y a donc une unique mesure en volume infini, et celle-ci est en particulier invariante par rotation
de 7/2 et par translation.

Par lanalyticité du développement en cluster, on obtient également que les deux densités de
centres de batons horizontaux et verticaux vérifient

pr = po = 2(1+O(zk?))
et la densité de centres de batons est alors donnée par

p=2z(1+ O(zk?)).

Méthode géométrique : Percolation des zones de perte de dépendance.

Une autre fagon de montrer ce résultat est de se baser sur des méthodes géométriques de
percolation. En effet, une bonne fagon de comprendre un résultat d’unicité de la mesure en
volume infini est de le voir comme une perte de mémoire de la condition au bord : plus la distance
entre le support d’une observable locale et le bord du domaine ot s’exerce la condition au bord
croit, plus il y a une forte probabilité que des événements de "perte de mémoire" apparaissent
et séparent ces deux zones, rendant la configuration proche du centre de la boite indépendante
du choix de la condition au bord. Cette idée est a la base de la construction du chapitre ] pour
montrer un résultat d’unicité conditionnelle.

Plusieurs criteres d’unicité ont été développés lors de l'introduction de ces problématiques,
et on choisit de présenter ici une preuve inspirée de techniques de percolation de désaccord
(disagreement percolation) comme présentées de fagon générale par Van den Berg et Maes dans
[BM94].

Soit A un domaine fini, et 01, 02 deux conditions au bord quelconques. Sans perte de généra-
lité, on pourra supposer que A est un domaine carré de co6té Nk de sorte a ce que A soit pavable
par des tuiles carrées de coté k.

La preuve s’appuie sur deux ingrédients clés :

— SiI' est un circuit de tuiles partitionnant ’espace hors de I' en deux composantes intérieure
et extérieure, alors pour toutes configurations R;,; et Re;; de batons compatibles contenues
respectivement a 'intérieur et a 'extérieur de I', R;,: et Reyz: sont compatibles entre elles.
En particulier, si une configuration est telle que I’on peut trouver un circuit I' dont toutes
les cases sont vides de tout baton, alors elle peut étre décomposée en deux configurations
(intérieure et extérieure) automatiquement compatibles entre elles.

— Soit A une tuile fixée et w une configuration de batons compatibles hors de A, alors on a,
pour n’importe quelle condition au bord ¢ et pour tout p tel que 3zk? < p,
1 1

> o~ e 2R — 1 2? +o(zk*) > 1—p,

(A soit vide [ =wsur AN ) = 75 2 o >
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ou Z% et Zg sont les fonctions de partition dans la tuile A avec condition au bord w et
condition au bord vide respectivement.

Soit p > 0 fixé et z, k tels que 3zk? < p. Construisons un couplage entre les mesures u3' et
p3? en explorant les configurations depuis le bord du domaine A. Pour cela, numérotons les tuiles
pavant A en suivant "une forme d’escargot" : on attribue a la case la plus en haut & gauche le
numéro 1 puis on numérote toute la rangée la plus haute du domaine de gauche a droite. Une fois
arrivés a la fin de la premiere ligne, on continue la numérotation en descendant, jusqu’a atteindre
le coin en bas a droite, puis on va vers la gauche jusqu’a atteindre le coin en bas a gauche, puis
vers le haut jusqu’a atteindre la case la plus a gauche de la deuxiéme ligne. On tourne alors
vers la droite jusqu’a atteindre la case la plus en haut a droite non encore numérotée et ainsi de
suite jusqu’a avoir numéroter toutes les cases de A. On se donne une suite de variables aléatoires
(Un)n>1 1.1.d. et uniformes sur [0, 1]. On dira que deux cases sont voisines si elles se touchent soit
par un coté, soit par un coin.

Intl’

FIGURE 2.6 — Illustration de la procédure d’exploration a partir du bord pour trouver un chemin
T" de cases bonnes séparant le bord de 'intérieur du domaine. Les cases oranges représentent les
cases mauvaises.

Construisons deux configurations Ry et Ry de proche en proche de la fagon suivante.

— A T’étape 1, dans la premiere case Aj, les deux conditions au bord induisent deux lois de
probabilité sur les configurations restreintes & A. Or, d’apres le controle sur la probabilité
qu’une case donnée soit vide, nécessairement, pour ces deux lois, la probabilité d’étre vide
dans Aj est au moins égale & 1 — p. Construisons donc les configurations R; et Ry dans
A7 a l'aide de la variable aléatoire U; de telle sorte a ce que Ry et Ry suivent les bonnes
lois respectives, et que si Uy < 1 —p, Ry et Ry sont vides dans A;. Si U; < 1 — p, on dira

37



2.2. COMPORTEMENTS AUX DIFFERENTES DENSITES.

que la case A est bonne et qu’elle est mauvaise sinon. On retient alors les configurations
R1 et Ry dans cette case ainsi que le statut de la case.

— Pour n > 1, une fois I’étape n de I’algorithme réalisée, on a déja exploré n cases et découvert
les configurations dans ces cases, ainsi que leur statut. Soit i, le minimum des indices de
cases correspondant & une case adjacente au bord ou voisine d’une case mauvaise déja
explorée. Conditionnellement a R; et Ry, on obtient deux lois de probabilités pour la
restriction de la configuration a la case A; , qui vérifient toutes les deux que, quelles que
soient Ry et Rs, la probabilité que la case soit vide est plus grande que 1 — p. On construit
donc R; et Ry dans cette case a 'aide de U,11 de telle sorte que les configurations aient
les bonnes lois et que si U,+1 < 1 — p, les deux restrictions des configurations R; et Ro
sont vides dans A; .

— Si il n’y a plus de cases a explorer adjacentes soit au bord soit & une case mauvaise déja
explorée, algorithme s’arréte (et cela arrive toujours puisqu’il y a un nombre fini de cases).
On est alors dans I'une des deux situations suivantes : soit on a exploré toutes les cases, et
auquel cas Ry et Ry donnent des configurations dans A suivant les lois ;3" et u%? respective-
ment ; soit toutes les cases non explorées sont dans les intérieurs de circuits de cases bonnes
révélées par 'exploration. Dans ce cas, on construit les restrictions des configurations Ry
et Ry dans chacun des intérieurs X1, ..., X, de ces circuits avec Ry|x, = Ra|x, distribuées
selon la loi ,ugg D’apres la premiere observation, cela définit bien deux variables aléatoires

Ry et Ry ayant pour loi p}' et p%? respectivement.

Dans ce couplage, on a construit les configurations de telle sorte que les restrictions de R;
et Ry sont les mémes dans toutes les cases bonnes ou contenues dans 'intérieur d’un circuit de
cases bonnes. En particulier, Ry et Rs ne peuvent différer que sur des cases mauvaises révélées
par I'exploration, donc nécessairement reliées par un chemin de cases mauvaises au bord.

1
Choisissons maintenant pour parametre de l'exploration 0 < p < —, et montrons qu’avec

tres grande probabilité, il existe un circuit de cases bonnes délimitant la composante connexe des
cases mauvaises touchant le bord et ne s’éloignant pas de N® du bord, ou « > 0 est un parametre
arbitrairement petit. Notons C'(a) cet événement et Py"?? la loi du couplage. Remarquons que
sur le complémentaire de cet événement C'(«)¢, on a nécessairement un chemin autoévitant de
longueur N¢ de cases mauvaises partant d'une case du bord. Pour x € JA une case du bord,
notons I'(z) Pensemble des chemins auto-évitants partant de z. Comme le nombre de chemins
ancrés en un point de longueur L est plus petit que 77 et que le nombre de points du bord OA
est inférieur & C' - N pour une certaine constante C, en décomposant 1’événement C'(«)¢ selon
tous les chemins possibles de longueur au moins N ancrés au bord, on a

P72 [C ()] < Z Z Z P37y est constitué de cases mauvaises|
z€OA L>N yeT (z);|v|=L

<> > (<Nt = o

N—~+oc0
TEOAN L>N«

Donc, pour tout A local dont le support est a distance au moins N® du bord, on a

KR (A) = 2 (A)] < P (C0)] | = 0,

et ce pour tout événement local A et toutes conditions au bord o1, 02, ce qui montre I'unicité de
la mesure en volume infini.
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Remarquons que Pon aurait également pu prendre 0 < p < p.(G) ot p.(G) est le paramétre
critique de la percolation par site sur le graphe G constitué des cases pavant A avec la relation de
voisinage définie plus haut et utiliser la décroissance exponentielle des probabilités de connexion
entre deux points dans une percolation sous-critique (la percolation des cases mauvaises dans ce
cas) mais que la version que l'on présente ici a le mérite de donner des bornes simples et une
preuve autocontenue.

2.2.2 Phase nématique a densité intermédiaire.

Construction originale.

L’article fondamental traitant des densités intermédiaires est I’article de M. Disertori et A.
Giuliani [DG13]. Dans celui-ci, il est prouvé l'existence d’un régime de paramétres dans lequel
le systeme présente un comportement de cristal liquide nématique avec deux phases distinctes
correspondant aux deux orientations de batons possibles. Nous présentons ici brievement leurs
résultats, en revenant sur les différentes constructions de ’article qui nous semblent cruciales
pour comprendre les questions que nous nous sommes posées dans ce travail de these.

Leur idée est la suivante : pour pouvoir étudier analytiquement les deux mesures définies par
des conditions au bord 4+ et — naturelles correspondant aux deux orientations privilégiées, on
peut d’abord recouvrir le réseau par des cases de taille de 'ordre de k (coarse graining) puis
associer a chaque case un spin +, 0 ou — en fonction de l'orientation des batons que l'on y
voit, ce qui donne une représentation en spins du systéme. De facon similaire & ce qui est fait
dans la théorie de Pirogov-Sinai-Zahradnik, on définit des contours correspondant aux régions
ou les spins ne sont pas tous localement tous donnés soit par + soit par —, et en associant un
poids & chacun de ces contours, on réécrit la fonction de partition du systeme initial en une
fonction de partition d’un systéme d’ensembles de contours. Cependant, a cause de la définition
microscopique du modele, les contours ainsi obtenus interagissent entre eux a longue portée, ce qui
empéche d’étudier directement ces contours. Pour contourner cette difficulté, on réécrit le systéme
de contours en un systéeme de polymeéres basés sur les contours précédents avec une géométrie
et des poids plus compliqués. Un polymere est un ensemble de contours au sens précédent avec
des filaments de cases les séparant mais sont tels qu’ils interagissent entre eux uniquement par
contrainte coeur dur. En contrélant leur activité par rapport a leur taille, on est alors en mesure
d’écrire un développement en clusters convergent, et cela permet d’étudier analytiquement les
deux mesures d’intérét.

Plus précisément, leur théoréme est le suivant (la définition précise des mesures < . >T et
< . > sera donnée dans la suite).

Theoreme 3 (Disertori, Giuliani [DG13]). Pour des z,k tels que zk est suffisamment petit et
2k? suffisamment grand, les deuz mesures < . >9 pour q € {+, —} ewistent. Elles sont invariantes
par translation et distinctes. Il existe ¢ > 0 tel que pour toute case A fizée, en notant x,? le
poids de toutes les configurations pouvant donner un spin —q dans la case A, on a

_ _ 2
< XA >I< ek
De plus, sing, estla fonction indicatrice qu’il y ait un biton centré en xq, alors

p=< gy >T=< nyy > = 2(1+ O(zk, e=*)),

et
<ngny >T=<ngn, >"=p*(1+ O(e—CII—y\/k))_
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k
On suppose que le domaine A est pavable par des cases carrées de coté [ avec | = L§J l

est choisi de telle sorte & ce que dans une méme case A, il ne puisse pas y avoir deux centres
de batons d’orientations différentes. On définit alors trois spins +,0, — de la fagon suivante : on
attribue a chaque case ayant uniquement des batons horizontaux le spin +, le spin — aux cases
ayant des batons verticaux, et 0, + ou — aux cases vides. Remarquons que cette attribution n’est
donc pas unique, ce qui ne sera pas un probléme pour 'analyse faite dans [DG13], mais qui sera
un probléme crucial a contourner dans la suite. On attribue ensuite a chaque case & avec une
configuration de batons restreinte R l'activité z(¢) suivante : z(€) = 2I7¢l si le spin de & est +
ou — et z(§) = —1 si le spin est 0 (pour compenser le fait qu'une case vide est présente avec les
trois spins différents).

Configuration de batons dans une case  Spin correspondant

i D +
|

E—— ? (+, 0, ou -)

FIGURE 2.7 — Attribution des spins en fonction des batons présents dans la case. Dans le cas ou
la case n’a pas de batons, les trois spins sont possibles.

La fonction de partition canonique du systeme peut alors s’écrire

Zo(A) =Y > @R,

0€0,/ REQ(0)

ou la premieére somme porte sur toutes les attributions de spins possibles, et la seconde sur les
configurations de batons compatibles avec cette attribution de spins, et ou l'activité @(R) est
définie par

p(R) = | [T =" | o(®),

gen’

ot p(R) est l'indicatrice de la condition coeur dur.
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Pour ¢ € {+,—} on note ©%, I'ensemble des configurations de spins compatibles avec la
condition au bord ¢ c’est-a-dire les attributions de spins telles que toutes les cases a distance
inférieure & 5 du bord de A ont toutes un spin +, et on définit la fonction de partition associée

=YY 6

7€0?, REQ,(0)

Cela permet de définir les mesures < . >% de fagon similaire : si Ax est une observable locale
dont le support X est inclus dans A, alors

<Ax >i= A|q Z Z (R).

aeeq ReQ (o)

Si toutes les quantités < Ax >% convergent quand A tend vers Z? pour toute observable locale
Ax, on note < . >7 la mesure en volume infinie ainsi obtenue.

Pour une condition au bord ¢ fixée, on peut étudier sa fonction de partition Z(Al|g) en
la comparant & Z9(A) - la fonction de partition du modéle ayant uniquement des batons de
Porientation correspondant & q - en introduisant des contours semblables a ceux de la théorie de
Pirogov-Sinai-Zahradnik. En effet, en supposant que le domaine A est pavable par des carrés de
cOté 41, c’est a dire constitués de 16 cases, on dira qu'un carré est bon si I’ensemble de ses cases
ainsi que les 16 cases directement adjacentes au carré (sa peau) sont toutes du méme spin + ou
— et on que le carré est mauvais sinon. On définit alors la frontiére d'une configuration de spins
comme étant I’ensemble de ses carrés mauvais. On appellera contours les composantes connexes
de cette frontiére (ou deux carrés sont connectés si ils se touchent par un bord ou un coin). La
définition de la condition au bord est équivalente a dire que tous les carrés adjacents au bord du
domaine sont bons avec une aimantation g, et on peut définir 'extérieur d’un paysage de spins
comme ’ensemble des carrés bons de type ¢ dans la composante connexe du bord.

+ 4+ + + + ++ o+
+l+ + + [+ + + +|+
|+ o0 o0 +[+
+ |+ = 0|0 BN 0+ |+
+1+ 0 oSN 0 o [+ [+
+l+ +B o0 o +|+
|+ o= o BN o+ |+
+14+ 0 4+ 0]0 0 0 +[+
e R S S
+ o+ + + +++ o+

FIGURE 2.8 — Exemple d'un contour de type + constitué de 4 carrés mauvais.

Cette notion de contours permet de séparer I'espace en régions n’interagissant pas directe-
ment entre elles, c’est-a-dire que dans deux régions mauvaises déconnectées, quelles que soient
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les configurations de batons compatibles avec la condition coeur dur et avec l'attribution des
spins dans ces deux régions, les configurations sont nécessairement compatibles entre elles, et de
méme pour des configurations compatibles dans des régions bonnes n’appartenant pas a la méme
composante connexe.

Remarquons que tous les contours extérieurs, c’est-a-dire ceux contenus dans l'intérieur d’au-
cun autre contour - et donc touchant la composante connexe du bord du domaine - sont de type
q, c’est-a~dire que les spins des cases de leur peau extérieure sont nécessairement ¢, mais que ca
peut ne pas étre le cas pour des contours non extérieurs.

On décompose ensuite la fonction de partition Z(A|g) en fonction des différents ensembles de
contours possibles. Pour cela, il est pratique d’utiliser une notion de contour se souvenant de la
configuration de batons R, a I'intérieur du support du contour . On définit également la aiman-
tation externe et les aimantations internes m{m d’un contour comme étant le spin partagé par
les cases de sa peau extérieure et de la peau de ses différents intérieurs Int;I" respectivement. On
peut alors réécrire la fonction de partition Z(A|q) en fonction des contributions de ses différents
ensembles de contours extérieurs :

zl = 3 zEx@)]] [e(R)]]Z, Int,Dmi,)|.

9€Cext(N,q) vE€D J

ott Z4(Ext(9)) est la fonction de partition dans I'extérieur des contours 9 ol tous les batons
doivent étre de l'orientation ¢ et Z, indique comme condition au bord supplémentaire d’étre
compatibles avec les batons présents dans les contours v de 9, et Ceri(A, q) est 'ensemble des
configurations de contours extérieurs possibles. Pour faire apparaitre des activités de contours,
cette décomposition peut ensuite étre écrite sous la forme

Z(Alq) Z(Int;T)q) ] _yeetco
zi) — 2 GO Zagmmmy o
O€Cezt(A,q) YEOD j J

avec lactivité CS(V) d’un contour définie par

_ @(Rv) ZW(Inth|mZnt)
d(7) = Z‘I(F)IZI Z(Int;T|q)

et le terme d’interactions entre les contours extérieurs de 0 est donné par

Z(Ext(9)) 1 [Z9(D)[1 2% (Int;T)

e WeT(9) — RIS
Za(A)
Z(Int,;T’
En développant de facon similaire les quotients de fonctions M, puis en itérant le
Z1 (Inth)

processus jusqu’a n’avoir que des contours dont les intérieurs sont si petits qu’ils ne peuvent plus
contenir de contours, on obtient une écriture sous la forme

Z(Mg) = 20(8) > [TTet)]e @

9€C(A,q) ~€ED

ot C(A, q) est I'ensemble des configurations de contours possibles, (,(7) est un terme d’activité du
contour ~ (qui est exponentiellement proche de (y(7y) & des termes de développement en cluster
pres), et e="V(9) est un terme d’interaction entre les contours de 9 oi le potentiel W () s’écrit
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en fonction de termes du développement en clusters des configurations de batons orientés selon
la condition au bord et touchant les différents contours de 0.

A cause du terme d’interaction e~ (@) cette représentation du systeme n’est pas suffisante
pour conclure.

En revanche, en développant le terme d’interaction, on peut obtenir une représentation sous la
forme d’un systéme de polymeéres (voir ﬁgure. Dans ce nouveau systeme, la seule interaction
entre les polymeres se fait par une contrainte de non intersection, ce qui permet d’utiliser de
nouveau le développement en clusters une fois que l'on a contrélé leur activité en fonction de
leur taille.

71 Xy

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

75

FIGURE 2.9 — Trois polymeres X7, X5, X3 dans un environnement de batons horizontaux. Chaque
polymere est constitué de bouts de contours ~; reliés entre eux par des filaments horizontaux.

Par souci de concision, on ne donne pas ici la définition précise des polymeres ni la définition
de leur activité, mais on donne juste une idée graphique de la nature de ces polymeres. A partir
d’une configuration de contours 0 = {y}~ca, on va obtenir des configurations X = {X1,..., Xp, }
ou chaque polymeére X; recouvre géométriquement un ou plusieurs contours ~ et, s’il contient
plusieurs contours, il doit contenir également des filaments, c’est-a-dire des lignes (ou colonnes,
en fonction de ¢) de cases reliant les différents contours entre eux de fagon & ce que le polymeére
soit connecté. En notant K(SA) (X;) Pactivité du polymere X; (qui dépend du domaine A mais
converge exponentiellement vite vers sa limite), on a alors la représentation suivante de la fonction
de partition du systéme :

A|q L+ Z Z KéA)(Xl)-"K(gA)(Xm)(b({Xla-~-aXm})7

m>1{X1,.... Xm}
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ou ¢ est la fonction indicatrice de noyau dur, c’est-a-dire de non intersection des différents
polymeres Xj;.

Cette nouvelle représentation est exactement de la bonne forme pour pouvoir appliquer les
techniques de développement en clusters, et apres un travail de contrdle des activités des poly-
meres KéA) (X;), comme Z%(A) et la fonction de partition du systéme de polymeéres admettent
toutes deux des développements en cluster convergents, on obtient un développement en clusters
convergent pour le systeme :

Proposition 7. Pour zk et (zk?)~! suffisamment petits, on a l’écriture suivante

log (Z(Alg)) = Y =M™ (R) + ) [H K(SA)(X)] o7 (X).

ReQ} XCA Lxex

Une fois cette écriture obtenue, on a une écriture analytique du logarithme de la fonction de
partition en ses parametres d’activité. En changeant le parametre z en une famille de parametres
(22)z ou chaque baton possible a son activité associée, on peut donc dériver le logarithme de
la fonction de partition par rapport a ces parametres et ainsi obtenir une nouvelle écriture de
I’espérance de toute observable locale, ce qui permet d’obtenir le résultat.

Liens avec les systémes de spins.

Une fois ce résultat obtenu, on aimerait obtenir des résultats plus forts de complétude du
diagramme de phases comme c’est le cas pour les modeles de spins habituels auxquels notre sys-
teme ressemble fortement. Toutefois, la géométrie microscopique de ce modele rend la description
précise du modele de spin associé assez complexe.

Notons d’abord que 'attribution des spins n’est pas mesurable par rapport a la configuration
microscopique a cause des trois choix possibles pour le spin d’une case vide. En conséquence, si
cela permet quand méme d’étudier analytiquement la fonction de partition du systéme, cela ne
permet par exemple pas de définir directement de mesure sur les configurations de spins ou les
ensembles de contours. On pourrait utiliser une autre définition naturelle et mesurable de spins
en attribuant un spin correspondant a + uniquement si la configuration possede au moins un
baton horizontal dans la case, et de méme pour -, de sorte a ce que toutes les cases vides aient
le spin vide. D’un point de vue physique, cela ne change pas grand chose puisque, aux densités
considérées, une case de spin + a typiquement un nombre extrémement grand de batons et donc
a fortiori aurait le méme spin dans la nouvelle définition de spin. Toutefois, le fait d’imposer a
certaines cases d’avoir au moins un baton brise la monotonie du systéme. En effet, a une confi-
guration de spins donnés, une configuration admissible peut devenir non admissible si on lui
enléve des batons, ce qui change beaucoup de choses pour I'étude du systéme (par exemple, on
ne peut plus utiliser les techniques de développement en clusters dans les régions uniformément
magnétisées, et on perd la propriété d’énergie finie puisque certains motifs de spins deviennent
impossibles & réaliser ). Dans le chapitre on verra comment dépasser ces difficultés pour étudier
le systeme avec cette nouvelle définition mesurable de spins. On verra que beaucoup des outils
développés analytiquement ici permettent de développer une théorie de contours compatibles
avec la définition mesurable de spins et que ceux-ci ont les mémes propriétés statistiques que
ceux présentés dans ce paragraphe.

Une seconde remarque fondamentale est que la plupart des modeles de spins étudiés en
mécanique statistique sont définis a partir de la donnée d’un Hamiltonien et que la majorité des
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outils développés pour étudier le diagramme de phases d’un systeme utilise de facon cruciale les
propriétés de ce Hamiltonien. Or, quelle que soit la définition précise de spins que I'on utilise, le
poids d’une configuration de spins est obtenu en regardant la somme des poids de ses préimages.
Passer d’un tel poids a une écriture avec un Hamiltonien explicite semble a priori trés compliqué
si 'on considere la complexité des scénarios microscopiques possibles donnant lieu a un méme
paysage de spins. En revanche, au vu des propriétés microscopiques des batons (notamment
la portée finie des interactions entre batons et la tres faible dépendance spatiale passée une
certaine distance critique), il devrait étre possible de définir un Hamiltonien approché du systéme,
et puisque les outils développés dans la théorie de Pirogov-Sinai-Zahradnik sont généralement
stables par perturbations légeres du Hamiltonien, on pourrait utiliser ces techniques.

Pourtant, du fait de la complexité du systeéme, il n’est pas évident de trouver un bon choix de
Hamiltonien méme approché. Il semble clair que deux quantités particuliéres jouent cependant un
role central : d’une part le défaut d’entropie d’une case vide, et d’autre part, le défaut d’entropie
que crée une interface entre deux cases adjacentes de spins + et —. Afin de pouvoir étudier les
propriétés des interfaces du systéme, une premiere approximation est de prendre un Hamiltonien
qui donne un coiit élémentaire compatible avec le cas le plus simple ou l'interface est une ligne
droite séparant deux demi-espaces de spins + et — respectivement.

En faisant ce choix, on tombe sur un modele qui peut étre vu comme un modele de Widom-
Rowlinson sur le réseau avec un terme d’interactions a coeur mou. En effet, les modeles de
Widom-Rowlinson sont des modeles de présence de particules de deux types (notés généralement
A et B) ou chaque particule contribue au poids du systéme par son activité, sans interaction
entre particules du méme type et ou deux particules de types différentes interagissent par un
terme de répulsion locale.

Pour deux coefficients positifs a, b, pour des configurations o € {—,0,+}*, le Hamiltonien
d’une configuration peut étre écrit

H(o) =aNy_(0)+ bNy(o)

ol N,_ est le nombre de paires de cases de spins + et — adjacentes, et Ny est le nombre de
cases avec le spin 0 dans o.

Dans le chapitre suivant, on étudiera plus en détail ce modele en montrant comment on
peut lui appliquer différents outils existant pour le modele d’Ising pour obtenir des résultats de
complétude de son diagramme de phases.

2.2.3 Exploration autour de la seconde transition de phase.

Une de conjectures les plus intrigantes sur ce modele est la suivante : pour des densités proches
de la densité maximale, pour k suffisamment grand (la valeur conjecturée est k > 7), il y a une
autre transition de phase et le systéme redevient isotrope.

Cette conjecture est soutenue par plusieurs arguments, dont des arguments entropiques que
Pon présente ici (qui sont issus de [GDOT]). Depuis leur article initial, certains des auteurs ont
réussi a dépasser les limitations de leur algorithme initial et ainsi pu obtenir des simulations
numériques mettant en évidence la seconde transition de phase, au moins pour certaines tailles de
batons (JKRDSI12], [KRDS13]). Cependant, & I’heure actuelle, il n’y a pas de preuve rigoureuse
de cette conjecture, et on ne sait pas non plus décrire avec précision les propriétés typiques
qu’auraient les configurations a tres haute densité. Dans les paragraphes suivants, en plus des
arguments entropiques, on présente une approche dynamique que 'on a essayée pour chercher
a comprendre cette éventuelle seconde transition de phase. A ce stade cependant, cela ne nous
permet pas de tirer de conclusion additionnelle sur la validité de la conjecture ou sa preuve.
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Arguments entropiques.

Pour justifier heuristiquement la possibilité d’'une seconde transition de phase, les auteurs
s’appuient sur des outils numériques et entropiques. La premiere partie de leur étude consiste a
explorer numériquement la phase nématique et notamment la proportion de batons de ’orien-
tation minoritaire. A l'aide de simulations, ils obtiennent qu’en augmentant la densité dans la
phase nématique, la proportion typique de batons minoritaires dans le systéme devient inférieure
a1l %.

Une description approchée du systeme dans la phase nématique est donc un systéme essentiel-
lement unidimensionnel avec une densité p de batons d’une orientation donnée, et éventuellement
des batons de 'autre orientation qui s’insérent dans les espaces vides laissés par les batons majo-
ritaires quand au moins k trous sont laissés successivement. (Dans tout ce paragraphe, la densité
p est la densité de sites recouverts par un baton et varie donc entre 0 et 1, la densité maximale.
Elle differe de la notation des paragraphes précédents par un facteur k.)

En se basant sur cette observation, ils font ’approximation que I’entropie des mesures de la
phase nématique est comparable avec celle donnée par les configurations ou les batons ne peuvent
prendre qu’une orientation fixée.

A une densité p de cases recouvertes par un baton (donc étant égale & k fois la densité des
centres de batons), ils obtiennent ainsi une entropie de ces configurations nématique donnée par
celle du systeme en dimension 1 & cette densité :

CINA—p)— BN\ IN(E 1))
Z"“”“”‘( ' )‘(;Nﬁ«lmm!

et donc

Snem(p) = (1= p+ £)In(L = p+ £) = (1= p) In(1 = p) — £ In(pk).

On a alors Spem (1) = 0 et pour des densités p = 1 — € proches de 1, en faisant un dévelop-
pement limité en £, on obtient

1
Snem(p=1—¢) = eln(E) —eln(e) + e+ o(e?).

On peut ensuite comparer cette entropie avec celle de configurations désordonnées obtenues
en enlevant une fraction £ de batons a des configurations totalement compactes utilisant a part
égale des batons horizontaux et verticaux.

Pour ces configurations désordonnées, on obtient une entropie approximative donnée par

Sais(p =1 —¢) = Sais(1) +% <€ln(i) +(1-¢) ln(1i€)> ,

Pour estimer Sg;4(1), exhibons des configurations désordonnées a forte entropie quand p = 1.
La facon la plus simple d’en construire est de considérer un domaine pavable par des carrés
de coté k et dans chaque carré, de mettre soit & batons horizontaux, soit & batons verticaux.

2
Cela permet déja d’obtenir une borne Sy;s(1) > — - Toutefois, on peut construire d’autres

configurations donnant une entropie bien plus grande (voir figure .

Une autre construction que ’on propose (et que I'on peut raffiner pour obtenir de meilleures
bornes) est la suivante. Supposons le domaine pavable par des carrés de co6té 2k. Dans chacun
des carrés, coupons le domaine en deux rectangles de dimension k£ x 2k dans l'un des deux
sens possibles (ce qui n’a peu d’impact sur Pordre de grandeur de l'entropie que 'on obtient
pour de grandes valeurs de k mais peut étre pertinent pour de faibles valeurs de k). Dans un
rectangle vertical par exemple, on peut construire k configurations distinctes en insérant un bloc
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FIGURE 2.10 — Deux types de configurations désordonnées a la densité maximale : a gauche, a
partir d’un pavage par carrés de k x k, a droite par des rectangles de 2k X k.

de k batons verticaux a une hauteur donnée et en remplissant le reste du rectangle par des
batons horizontaux. Cela fournit 2k? configurations différentes par carré et donc une entropie

Ink
Sais(1) > o5 (cf figure
En utilisant ce type

2.10).

arguments multi-échelles, nous avons cherché a trouver d’autres types

de motifs désordonnés fournissant une entropie plus grande, toutefois, nous n’avons pas réussi a
trouver de types de configurations dépassant ’entropie des configurations découpées en bandes de
largeur k (ﬁgure. En effet, si le domaine est de hauteur multiple de k, on peut le découper en
bandes horizontales de largeur k, et remplir chaque bande par des blocs de k£ batons horizontaux
séparés par des batons verticaux.

Bande de largeur k de batons

1

Systeme 1-dimensionnel avec des batons d’activite 1

FIGURE 2.11 — Une configuration totalement compacte sur une bande et le systéme 1-
dimensionnel correspondant.

Ce systeme étant essentiellement I1-dimensionnel, pour calculer I'entropie de ces configura-
tions, remarquons que sur une bande de dimension k£ x N, en notant Zy la fonction de partition,
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la suite (Zy)y vérifie la relation de récurrence suivante : en fonction de si la premiére colonne
est occupée par un baton vertical ou par le début de k batons horizontaux, on a, pour N > k

ZN =ZN-1+ ZN—k,
et donc, en notant A la plus grande solution de \¥ = A*~1 4+ 1, on a Zjl\,/N — A
Pour trouver une approximation de A en fonction de k& au moins pour les k grands, remarquons
tout d’abord que nécessairement, 1 < A < 2 et en notant A = 1 + v, nécessairement v, — 0 et
u
en écrivant vy = ?k7 on a

k— uke(k—l) In(14 k)

et on en déduit que ug ~ In(k) (on peut aller plus loin et obtenir uy de 'ordre de In(k) —In(In(k)),
mais une telle précision ne change pas la validité de I'argument). Donc finalement, pour k grand,

In(k)

onal\~1+ % Cela fournit une borne approximative des configurations désordonnées

totalement compactes :
In(\) _In(k)
kTR
Dans un article tres récent [SDR22], en utilisant un argument de convexité, les auteurs
montrent que cette borne est du bon ordre de grandeur.
En comparant ainsi les densités proches de la densité compacte, on voit que

Sdis(]-) 2

Sdis(p =1- E) > Snem(p =1- 8)

2)

pour des densités p > p® pour un certain p(?, mais que comme Sy, croit en —eln(e) alors

que Sg;s croit en 7 In(e), nécessairement, les configurations nématiques deviennent celles avec

la plus grande entropie pour une densité correspondant au € tel que Sy;s(1) — % In(e) = —eln(e),

ce qui, en prenant pour Sg;s(1) ordre de grandeur de la borne obtenue plus t6t, donne une
inversion des configurations d’entropie prédominante a une densité
C
2 1 =2
P ~1 k2 )
ce qui est 'ordre de grandeur de la densité a laquelle on s’attend a avoir la seconde transition de
phase.

Stabilité des batons d’une orientation donnée.

Pour essayer de comprendre la potentielle seconde transition de phase, nous nous sommes
demandés si ’on pouvait voir une différence de comportement sur des modeles simplifiés ou 1’on
force l'apparition d’un baton vertical dans un environnement rempli de batons horizontaux a
I’équilibre. On regarde si le systeme de batons horizontaux a 1’équilibre est stable, c’est-a-dire
que dynamiquement, les batons verticaux pouvant ainsi apparaitre finissent par étre détruits par
la dynamique, ou si ce systéme est instable, c’est-a-dire que 'apparition d’un baton vertical peut
créer un amas de batons verticaux stables au milieu des batons horizontaux.

Description du modeéle utilisé. Pour un choix de parameétres k, z, on se place dans une bande
horizontale de dimension que 'on précisera a chaque fois (de taille telle que 1’on puisse avoir au
plus un baton vertical par colonne). On considére un systéme rempli de batons horizontaux a
I’équilibre, et on introduit initialement un baton vertical & une position donnée. Le systéme
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évolue ensuite de la fagon suivante : étant donnée I’ensemble des batons verticaux a un instant
N, on obtient la nouvelle configuration soit en ajoutant un baton dans la colonne directement a
droite du baton le plus a droite de la configuration, soit en supprimant le baton le plus a droite
de la configuration, et ce avec des poids respectifs compatibles avec le fait que I’environnement
de batons horizontaux reste a 1’équilibre.

Ainsi, on suit un ensemble de batons verticaux dans des colonnes successives dont le front
avance ou recule de 1 a chaque étape. La dynamique s’arréte si I’on supprime le dernier baton
vertical.

On cherche a voir si il existe des domaines tels que le systeme ait des comportements différents
en fonction de l'activité z.

Le parametre clé du systéme est A, le paramétre qui décrit la croissance exponentielle de la
fonction de partition du systéme 1 dimensionnel A = lim (Z,)'/™ de telle sorte que

n—oo
; . INi
Mo~ lim 22
N—+oco ZN

(on fera cette approximation dans toute la suite) et qui vérifie la relation fondamentale \* =
M=l 2 ou z est Vactivité d’un baton. En particulier, & & fixé, quand lactivité z tend vers +oo,
A se comporte comme z2/% et on a trivialement A*¥ > z.

On considere la dynamique dans trois domaines différents : dans une bande de largeur k,
dans une bande de largeur k + [ avec 1 <[ < k, puis dans un domaine cylindrique de la forme
Z/(k+1)Z x N. Ce dernier cas est le seul oi 'on verra un comportement intéressant.

Dynamique dans une bande de largeur k. Dans une bande de largeur k, il n’y a que deux
opérations élémentaires : soit ajouter un baton vertical a droite du dernier, soit supprimer le
dernier. Notons F; I’état du systéme ot le baton le plus a droite est en position 4

Pour que les poids soient compatibles avec le fait que le systéme de batons horizontaux soit
a I’équilibre dans le volume restant, ces poids doivent étre proportionnels a

Zk
T(E; = Eiy1) = lim =N = ik,
N —+o00 ZN+1 A
et k k
7 A
T(EZ d Ei—l) = lim N-;;l = —
N—+too zZy z

donc T(E; = E;y1) < T(E; — E;_1) (car A¥ > 2), et donc si on regarde la variable aléatoire
donnant ¢ la position du dernier baton avant de toucher 0, celle-ci est donnée par une marche
aléatoire a plus proche voisin sur N avec un biais négatif, et donc toute excursion revient a 0 en
temps fini p.s., ce qui veut dire que pour notre dynamique, presque stirement, il y a extinction des
batons verticaux dans le systéme, donc le systéme composé uniquement de batons horizontaux
a I’équilibre est stable.

Dynamique dans une bande de largeur comprise entre k£ + 1 et 2k — 1. On se place
cette fois dans une bande de largeur k + [ avec 1 <[ < k (les cas ou la largeur est plus grande
que 2k ne sont pas traités, non par leur manque d’intérét, mais a cause de la grande difficulté de
dénombrer facilement les scénarios possibles).

Commencons par le cas ou la largeur est de £+ 1. Un baton vertical a donc exactement deux
positions possibles, collé au bord haut ou au bord bas, ce que 'on appelera les deux types de
batons. La dynamique est déja plus complexe puisque les taux de progression vont dépendre du
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dernier motif visible. Plus précisément, on peut classifier les configurations en deux parties. Soit
tous les 7 > 2 derniers batons ont le méme type, et auquel cas, on dira que la configuration est
de type E;. Soit le dernier baton n’a pas le méme type que les précédents et dans ce cas, on dit
que la configuration est dans F; ou ¢ > 1 est la longueur du groupement de batons de l'autre
type précédant le dernier baton (on dira qu’il y a un trou de longueur i - voir figure ).

Les deux opérations d’ajout et de suppression du dernier baton sont compatibles avec ces
classes de configuration. En effet, aprés ajout d’un baton, en fonction du type du baton rajouté,
en partant d’une configuration de Fj, la nouvelle configuration fait partie de F;;1 ou de Fj, et
en partant de Fj, on obtient une configuration de Fs ou de F;. De méme pour la suppression
d’un baton : en partant d’une configuration de Fj, on obtient une configuration de E;, et en
partant d’une configuration de E; avec i > 2, on tombe dans une configuration de E;_; (avec la
convention £ = zgle)

Dernler trou (

-

Position actuelle du dcrmcr baton

FIGURE 2.12 — Un exemple de configuration de Fs.

Pour calculer les taux de transition du systéeme, on remarque que quand on ajoute un baton
d’un type différent des derniers, on crée de ce fait un trou de longueur i, ce qui se traduit en

Zi .
termes de fonctions de partition par un terme — = lim Z; N On obtient alors, si¢ > 2
b\ N—oo N+i
)\k z z Z;
TE;, — FE;_1) = E; E; ,TEi—)Fl = —F—
( 1) . T(E; — Eit1) = W ( ) DY
etsii>1 .
AY )\z z 1
T(F; — E;) = ; T(F; = E ; T(F; — F ——.

En calculant numériquement ces taux, on se rend compte que pour toute configuration initiale,
en calculant la différence entre les taux de rajouts et de suppression d’un baton, le biais est
toujours négatif (c’est-a-dire qu’enlever un baton est toujours favorisé par le systéme, voir figure
, ce qui nous fait dire que le systéme de batons horizontaux a 1’équilibre est stable.

Intéressons-nous désormais au cas de la largeur k+1 avec 1 <[ < k. Cette fois, chaque baton
vertical a [ 4+ 1 positions possibles, ce qui nous donne [ + 1 types possibles indexés par leur ligne
la plus haute par exemple. La situation est semblable a celle pour la largeur k 4 1 : I’ajout ou la
suppression du dernier baton libére des espaces vides bloqués auparavant par ce dernier baton.
Les taux font donc faire apparaitre pour chacun de ces espaces un ratio de fonction de partitions
dépendant de la taille du trou correspondant (ce qui concerne au plus [ lignes).
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Biais de progression & partir de F_i Biais de progression & partir de E_j
[i] 1.05
4 \/\N\M‘"—"—
-20 - /’\( -114
-40 - -1.15
-&0 —- 1.2+
-20 -1.25
-100 —- 13+
120 ] -1.35]
-140 — 1.4 o
-1&0 —- -1.45
-180 —- 1.5
-200 —- -1.55
-220 T T T T -16 T T 1 T
[i] 20 40 &0 a0 100 [i] 20 40 &0 a0 100

FICURE 2.13 — Biais de progression entre les taux de rajout d’'un baton et de suppression du
dernier baton dans les situations F; et Ej;, pour k=10 et z=100.

Deux trous : a; = 6;ay = 12.

<«

Position actuelle du dernier baton

FIGURE 2.14 — Un exemple d’avancement de batons verticaux dans une bande de hauteur &k + (.

Ainsi, quand on passe d’une configuration 1 & une configuration n’ en ajoutant un baton, on
crée un nombre de trous dépendant de la différence entre le numéro du type du dernier baton de
1 avec celui de 7/, et en notant a; les tailles de chaque trou, on obtient la formule suivante pour
le taux de passage de g a n’ :

z Z
T(U—Hf)zﬁ H TZa

trous(n’)

et donc en sommant sur toutes les images possibles de 7, on obtient le taux d’avancement du
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systeme a partir de 7, donné par :

z e Zaj )\k a;
w= 5 (X ) - TIT

ou l'exposant j fait référence a la configuration 77 obtenue en ajoutant & 7 un baton d’indice
Jj, et exposant — fait référence a la configuration n~ obtenue a partir de i en supprimant son
dernier baton, et les entiers a sont les longueurs des trous sur la ¢-ieme ligne de la configuration
correspondant a .

Z
Le comportement précis des rapports /\—Z est compliqué a étudier analyiquement, mais on

Z,
peut montrer au moins numériquement que pour tout @ > 1, on a )\—Z < Y < 1 (figure [2.15)).

0.6

0.55 o

0.5 4

0.45 H

0.4

0.25 4

0.3 4

0.25 4

0.2+

0.15 4

0.1+

0.05 H

FIGURE 2.15 — Taux % pour k = 10, z = 100.

On voit alors qu'une condition suffisante pour avoir un taux strictement négatif est la sui-
vante :

On remarque ensuite qu’'une configuration dont I'indice differe de celui du dernier baton de j
crée nécessairement des trous sur au moins j lignes. On a donc une majoration sous forme d’une
somme géométrique :

bl Z,; Lk/2) 9 A—Lk/2) _q
L<142) AT =142
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Posons donc
A Lk/2) 1

A—1 7
qui minore uniformément le biais vers la gauche du systeme. Ainsi, si cette quantité est stric-
tement positive, il y a un biais de progression uniforme vers la gauche dans le systéme et donc
la destruction du dernier baton est toujours entropiquement favorisée et ce pour tout I < k. En
faisant ’étude numérique, on se rend compte que c’est bien le cas (voir figure [2.16) : le biais
augmente avec la taille £ des batons, et a k fixé, cette quantité est toujours positive. Ainsi, les
batons horizontaux a ’équilibre sont encore stables.

T(k,z) = (%k)2 —1+2

Ewvalution de |a fanctionnelle du test du bisis pour x=100 et k=5:100 Ewvalution de |a fanctionnelle du test du bisis pour k=10 et x=1:1000
180 30
160
4 25
140 4
120 4 20 -
100 —
15
80
60 — 10~
40
4 54
20+
L e I S mo e e e o e o e e e O4——T—7 7T T T 7T T T 7T T 7T T 7
4] 10 20 30 40 50 &0 70 80 a0 100 [u] 100 200 300 400 500 &00 VOO 800 900 1000

FIGURE 2.16 — Evolution de la fonctionnelle du biais en fonction de k et de I’activité (notée ici

Puisque dans toutes les situations étudiées, on montre une stabilité du systéeme de batons
horizontaux a 1’équilibre, on abandonne I'idée de voir apparaitre la seconde transition de phase
dans I’étude d’'une dynamique d’apparition de batons verticaux dans un environnement de batons
horizontaux pour ce type de domaines.

Dynamique dans un environnement périodique.

On se place dans le cas périodique Z/(k + 1)Z x N. Comme précédemment, les taux de sup-
pression et d’ajout de batons se calculent en fonction des trous qui apparaissent ou disparaissent
et il y a k positions de batons possibles qui donnent k types distincts.

Remarquons que si I'on force les deux configurations & avoir des batons successifs de types
différents, la suppression du dernier baton ouvre toujours un trou de taille 1, et les ajouts de
batons n’ayant pas le méme type que le dernier créent tous des trous de taille 1. Ainsi si 'on
autorise uniquement la création de batons pour des types différents du dernier baton, toutes les
configurations ont les mémes taux (voir figure . Pour cette dynamique, les taux d’avancée
du systéme se calculent simplement et valent tous

2k plan
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E+1

Position du dernier baton.

FIGURE 2.17 — Dynamique dans un environnement périodique ou ’on se restreint aux configu-
rations ou 'on change d’indice entre chaque baton.

Il est clair que la progression du front selon cette dynamique est dominée stochastiquement par
celle de la dynamique étudiée précédemment. En particulier, si les taux sont positifs pour cette
dynamique, ils sont également positifs pour la dynamique étudiée précédemment. Graphiquement
(figure , on voit alors quelque chose de tres intéressant : pour des activités suffisamment
fortes, on a trois plages de comportements distincts en fonction de la taille des batons.

biais vers la droite du modéle periodique k+1 x N pour k=5:100 & x=50 biais vers |a drotte du medéle periodique k+1 x M pour k=5:100 & x=500
o o
2 1
4 2
6 3
& - 4
10 o 5 -

[} 0 20 30 40 50 &0 70 80 50 100 [} 0 20 30 40 50 &0 70 80 [0
bisis vers la droite du modzle periodique k4L x N pour k=5:100 & x=1000 bisis vers la droite du modéle periodique kL x N pour k=5:100 & x=2000
1
0
04
1] 2]
2] 2
e
3
a4
4
54
5 T T T T T T T T T & T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 &0 70 80 %0 100 0 10 20 30 40 50 &0 70 80 50

FIGURE 2.18 — Taux d’avancée en fonction de la taille des batons k, a plusieurs activités x
(z = 50, 500, 1000, 2000).
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Evolution du taux d avancée pour k=17 avec x entre 10~1 et 10°20

N

FIGURE 2.19 — Taux d’avancée a k fixé (k = 17) pour des valeurs de l'activité allant de 10! a
10%0.

A k fixé, comme \ > les taux vérifient

17k’

zk plan k Uk
T(k,2) = NeHL = Ak 7 / itoe

donc en particulier deviennent négatifs a tres forte densité. Donc si k est tel que le taux devient
positif & un moment, il y a deux transitions de phases en z.

Avant de prouver ce résultat, commencons par trouver un encadrement de \. Pour cela, comme
A — M=l = > on peut voir A comme point fixe de I'expression f(u) = (ﬁ)l/(k_l). Puisque
A est un point fixe et que f est décroissante, comme f(2) = 21/ (E=1) "on a les deux situations
suivantes : si A < 2, alors par décroissance, A > f(2) = zﬁ, et si A > 2, alors A < 277 Donc
soit A € [2,zﬁ], soit A € [zﬁﬂ].

Une remarque est que cela permet déja d’obtenir des approximations de A a k fixé quand z
tend vers 'infini car on a

A 1 1
! — — —
|f()\)|<1<:>>\_171+)\_1<k 1<:>>\>1+k_2,

ce qui est vérifié pour A > 2 par exemple, donc le point fixe est attracteur quand LT > 2, eten
itérant la fonction & partir de 2, on obtient des approximations successives de A. Par exemple, en
1

1 1
. . . R ettt .
itérant deux fois, on obtient une quantité équivalente a z*=1 -2 " *-D% et en poursuivant,

la suite des exposants de z que 1’on obtient est une série alternée convergeant vers 1 ce qui est
k

. 1 , N
cohérent avec l'ordre de grandeur de A = z% donné plus t6t.
Nous pouvons désormais énoncer et démontrer notre résultat.

Proposition 8. Soit T'(k,z) = )\iﬁl — )‘k:l le taux d’avancée du systéme de paramétres k et

z. Pour k > 16, T'(k,z) > 0 dés que z € [L\/%D,k(k_l)/‘l]. De plus, il existe un A > 0 tel que
T(k,z) <0 pour tous les z > A.
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Démonstration. Fixons k. Comme \ > z'/¥ on sait que T'(k,z) < k/z'/kF — 21/k D T
z—+00
donc pour z > A, T'(k,z) < 0.
Distinguons deux cas :
— Siz<2¥1l onale [zﬁ,ﬂ donc A < 2 et T'(k,z) > 25&1 - 2k;1

. Or

k 2k+1 2/€+1
i -0 = VE >

4
k=12
Vk

ce qui est possible dans un intervalle non trivial si & > 16. Donc si k& > 16, T(k,z) > 0

k—1

k—1_4_ k—1
pour 2 NG <z << 20T
k+1
1 1 =T 2
— Siz>2FT ona\<zF1, donc T(k,z) > Rz — kal =B 2% et

SRT 2 k=1

k 2 k—1 (k—1)/4

— —2F1 >0 < 2 <z<k ,

Z k-1

ce qui fournit un autre intervalle non trivial des que k > 16.

En regroupant ces deux cas, on a donc pour k > 16, T'(k, z) > 0 dés que z € [2“%1), E(=1/4],
O

Ce résultat nous permet d’avoir une description heuristique de ce qui devrait se passer dans
pour le systéme original dans ce domaine périodique (et de fagon similaire quand la largeur
du cylindre est entre k + 1 et 2k — 1). Notons r le paramétre nématique du systéme, c’est-a-
dire ’esperance de la proportion de batons verticaux sur I’ensemble des batons du systéme. On
devrait alors avoir le comportement suivant en fonction de la densité p (voir ﬁgure :

— Quand p est proche de 0, on est dans le méme cadre que celui étudié a faible densité : r
est proche de 1/2. (On peut montrer que r = 1 + O(zk?)).

— Quand p devient plus grand, la forme du domaine favorise les batons verticaux, on est dans
le cadre ou les batons horizontaux sont stables et r s’éloigne inférieurement de 1/2.

— Quand la densité devient encore plus forte, les batons verticaux qui apparaissent se stabi-
lisent et envahissent le systéme : r augmente et dépasse 1/2.

— Enfin, le comportement pour p proche de 1 n’est pas clair. Il est probable que r tende vers
0 car la plupart des motifs impliquant des batons verticaux créent des espaces vides, et
donc un défaut de densité.

Le lien entre la dynamique dans un cylindre et celle dans le plan n’est pas clair, mais il est
intéressant de voir que le systéme présente trois catégories de comportements distincts (avec le
quatrieme cas qui devrait étre un artefact de la spécificité du domaine), qui correspondent au
moins heuristiquement aux classes de comportements attendus pour le systeme dans le plan :
des configurations sans orientation privilégiée & basse densité, puis une plage de densité ou les
configurations ordonnées selon une orientation prévalent, et enfin, & haute densité, les configura-
tions ordonnées dans une direction ne sont plus stables et le systéme produit des configurations
mixtes utilisant les deux types de batons.

Remarque bibliographique.

Dans un article soumis pendant la rédaction de ce manuscrit de these ([SDR22]), certains des
auteurs des articles précédents ont continué leur étude numérique et entropique de la seconde
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- | A

>
Batons verticaux instables : P
Batons horizontaux dominants

FIGURE 2.20 — Un comportement vraisemblable du parametre nématique en conditions pério-
diques.

transition de phase. Si ce nouvel article ne donne pas de résultats de nature nouvelle permettant
de prouver rigoureusement la conjecture sur la seconde transition de phase, les explorations
numériques et entropiques ont des similarités avec ce que nous avons exploré de notre cété. Déja
dans la modification précédente de 1’algorithme ([KRDS12][KRDS13]), les bandes de tailles &k x oo
jouaient un réle important, ce qui fait écho a notre étude du cas dans des bandes périodiques.
Dans ce nouvel article, I’étude globale est faite pour ces bandes et la question de la généralisation
a des bandes de hauteur plus grande est posée.

De plus, via leur étude de la phase qu’ils nomment HDD (High Density Disordered) et ses
versions simplifiées HD D, et HDD>, on dispose désormais d’une meilleure représentation au
moins heuristique de ce a quoi devrait ressembler une configuration typique dans ce régime de
parametres.
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Chapitre 3

Complétude du diagramme de
phase a tres basse température.
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3.1. UNE TECHNIQUE GEOMETRIQUE A BASE DE FLUCTUATIONS D’INTERFACES.

L’objectif de ce chapitre est d’exposer une stratégie adaptée de techniques existant pour le
modele d’Ising pour montrer de fagon générale la complétude du diagramme de phases a tres basse
température d’un systeme de spins. Par sa nature géométrique et perturbative, cette stratégie est
assez robuste et devrait étre adaptable a des systémes de spins relativement généraux ressemblant
au modele d’Ising ferromagnétique a basse température.

3.1 Une technique géométrique a base de fluctuations d’in-
terfaces.

Dans le modele d’Ising & basse température, on sait que la complétude du diagramme de phase
est fortement liée a la fluctuation des interfaces macroscopiques imposées par les conditions au
bord. En effet, en dimension 3 ou plus, les interfaces macroscopiques créées par une condition
au bord de Dobrushin (c’est-a-dire quand le domaine est plongé dans un demi espace de spins +
d’une part et — d’autre part) ne fluctuent pas a trés basse température, et créent ainsi des états
qui ne sont pas invariants par translation et donc qui ne peuvent pas étre combinaison de u™ et
1~ . En dimension 2 en revanche, I'interface correspondante fluctue a une échelle mésoscopique
et le diagramme de phase est complet : toute mesure de Gibbs du systéme est barycentre de p*
et u~ (théoreme d’Aizenman-Higuchi [Aiz80][Hig79b]).

Plusieurs preuves de ce résultat existent, mais nous allons présenter une version géométrique
due a Loren Coquille et Yvan Velenik qui est un résultat en volume fini qui illustre le réle crucial
de la fluctuation des interfaces. Le résultat montré est le suivant :

Theoreme 4 (Coquille, Velenik [CV12]). Pour 5 > ., pour tout & < 1/2, et toute condition au
bord w € Q, pour tout 0 < § < 1/2 — &, pour n suffisament grand, on a des constantes a™* ()
telles que pour toute fonction f FA,. - mesurable, on a la décomposition

(NR,.5=a™BUNE + 1= a™)(f)5 +O(If]len™).

Ce résultat en volume fini a pour corollaire direct de montrer le théoreme d’Aizenman Hi-
guchi, c’est-a-dire que toute mesure en volume infini est un mélange de u; et pg. Leur preuve
utilise des estimées tres précises et spécifiques au modele d’Ising ce qui permet d’obtenir ce ré-
sultat pour toutes les températures jusqu’a la température critique et d’avoir un terme d’erreur
du bon ordre de grandeur, mais on peut utiliser des outils plus faibles et plus génériques pour
généraliser leur stratégie de preuve a d’autres modeles, au prix d’avoir ce résultat uniquement
de fagon perturbative a tres faible température. Nous présentons ici les trois grandes idées de
leur preuve, ce qui nous permettra de comprendre les étapes clés et d’identifier les propriétés
nécessaires pour les appliquer a d’autres modeéles.

Heuristiquement, 1'idée de la preuve est la suivante (voir figure . Toute condition au
bord w induite par une configuration de spins comportant des spins + et — sur le bord de
A,, force I'apparition d’interfaces dans les configurations de spins de A,, via la représentation
basse température du modele d’Ising. De telles interfaces macroscopiques partitionnent A, en
régions aléatoires voyant les conditions au bord + ou — sur leur bord. Or si on fixe une boite
de taille n¢ centrée en I’origine, on peut montrer que, & cause de la fluctuation de ces interfaces
macroscopiques qui se fait & un ordre de grandeur y/n bien plus grand que le diametre de la
boite de c6té né, sur un événement dont la probabilité tend vers 1, cette boite n’est pas traversée
par une interface macroscopique et se situe donc totalement dans l'intérieur de I'une des régions
aléatoires créées par les interfaces macroscopiques (et a grande distance du bord de cette région),
et voit donc une condition au bord soit uniformément + soit uniformément —.
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FiGURE 3.1 — Exemple de comportement typique des interfaces macroscopiques créées par une
condition au bord arbitraire : toutes les interfaces macroscopiques I';(o) passent loin de A, et
la loi conditionnelle de la configuration dans A,¢ est trés proche de (.)~.

Ainsi, & un terme d’erreur pres, la loi des configurations dans une boite de coté n® est donnée
par un mélange des mesures ME et ug, ou les coefficients du mélange sont les probabilités que
la boite soit totalement incluse dans une région délimitée par une condition au bord 4+ ou —
respectivement.

Dans les paragraphes suivants, on expliquera avec plus de détails les trois étapes importantes
qui permettent de formaliser cette idée.

3.1.1 Les interfaces traversantes partent de points diamétralement op-
posés.

Placons-nous dans le cadre du théoréeme. Dans toute la suite, pour tout N, on notera Ay
le domaine carré de c6té N centré en l'origine. Fixons une configuration w € € qui induit une
condition au bord dans le domaine A,,. La donnée de w sur le bord extérieur de A, impose un
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certain nombre d’interfaces macroscopiques a l'intérieur de A,. En effet, en notant by, ..., bops
pour un certain entier M les points séparant des spins + et — sur le bord extérieur de A,, (il y
en a nécessairement un nombre pair), on peut considérer la représentation basse température du
modele d’Ising pour les configurations dans A,,. Toutes les configurations de contours présentent
un certain nombre de courbes fermées et nécessairement M courbes ouvertes reliant deux points
distincts b;,b; pour des indices i # j. Ce sont ces M courbes ouvertes que 'on appellera des
interfaces macroscopiques et pour une configuration o, on notera I'(o) = {I'1(0),...,T'p(0)}
I’ensemble de ses interfaces macroscopiques.

FIGURE 3.2 — La premiere étape de la preuve : si une interface macroscopique relie deux points
non diamétralement opposés en touchant A, U'interface rencontre nécessairement L et s’éloigne
trop de son chemin le plus court.

Le premier point de la preuve est de montrer que si une interface macroscopique s’approche
du centre du domaine A,,, ses extrémités b et b’ sont presque diamétralement opposées sur le
bord de A, avec une tres grande probabilité. Concrétement, on montre que la probabilité qu’il
existe une interface macroscopique I'y ;» touchant A« pour un a < 1 fixé (et éventuellement pas
trop petit) sans que le segment reliant b & b’ ne touche Ag,« est exponentiellement faible.

En effet, supposons que w ait des points b,b" tels que le segment correspondant ne touche
pas la boite As,e (on peut supposer par exemple que ce segment passe strictement au dessus
de cette boite). Le segment [b,b'] sépare le domaine en deux parties et, en conditionnant par
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I’ensemble des interfaces macroscopiques dont les extrémités sont dans la partie inférieure de
la boite (que I'on note I'}(c)), on peut regarder la probabilité que b et b soient reliés par une
interface macroscopique I'p 5 et que celle-ci touche Aya.

En utilisant les équations DLR, comme I’ensemble de contours I'' induit une condition au
bord w(I'') sur un domaine aléatoire A(I'!) contenant b,’, on a la décomposition suivante :

w w w(I?!
3 oo N hpe £0) = > 5T (o) =Tk 5 (T N Ane #0).
Flecbyb/

Puis, pour se débarasser des interactions possibles entre les différentes interfaces macrosco-
piques, on va utiliser une caractérisation de I’événement qui nous intéresse par des évenements
décroissants et utiliser I'inégalité FKG et ses corollaires. Si ’on suppose sans perte de généralité
que les spins directement au dessus de I'interface I'y ; sont des spins —, sur I’évenement ot I'p 3

touche A,«, on a nécessairement un chemin de spins — reliant b et b’ & la droite £ définie comme
la paralléle au segment [b, b'] située & distance n® de [b, V'] entre ce segment et A,a. En notant

cet événement {b,b'} +— L (qui est bien décroissant) on a, en appliquant 'inégalité FKG :

w(r? w(r?! -
i) 5 (Do 0 e 2 0) < 5] 5 ({0,0} «= £)
<} = L)
< wf P (T N L #0),

ou la condition +(b,d") est la condition de Dobrushin de associée & b,b’ : tous les spins dans la
partie supérieure de l'espace délimitée par la droite (b,b') ont un spin — et un spin + sinon.

Or, sur I’événement I'y y N L # 0, interface 'y s'éloigne fortement de son trajet optimal
et cela permet de majorer cet événement. Pour ce faire, dans 'article original, on utilise des
représentations spécifiques au modele d’Ising et des informations sur la stricte convexité de sa
tension de surface. Toutefois, ce n’est pas nécessaire si I’on accepte d’avoir un résultat perturbatif.
Si ’on sait par exemple que les interfaces créées par une condition de Dobrushin convergent vers
un pont Brownien par exemple, on peut également montrer qu’il y a un surcoiit exponentiellement
cher dés que a > 1/2.

En combinant ces informations, on parvient a montrer la premiére étape du raisonnement : si
une interface s’approche du centre du domaine, alors ses extrémités sont nécessairement presque
diamétralement opposées.

3.1.2 1l y a au plus une interface traversante.

Une fois que l'on sait que les interfaces traversantes (c’est-a-dire s’approchant du centre de
la boite) partent de points du bord presque diamétralement opposés, on peut montrer qu’avec
une tres grande probabilité, le nombre d’interfaces traversantes est au plus 1.

En effet, en se plagant sur I’événement ou toutes les interfaces traversantes partent de points
diamétralement opposés (qui est de probabilité proche de 1), si I'on a au moins 2 interfaces
traversantes reliant by a b} et by & bl respectivement (de sorte & ce que by et by soient du méme
coté- voir ﬁgure, on obtient que nécessairement, les points by et by sont relativement proches
(et de méme pour les b}) :

max([[br — ball, |6} — b/[) < Cn®

pour une certaine constante C' alors que les points b; et b} sont & une distance de 'ordre de n.
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FIGURE 3.3 — La deuxiéme étape de la preuve : quand il y a deux interfaces traversantes -
scénario (1)- il serait beaucoup moins couteux pour le systéme de relier les points les plus
proches ensemble -scénario (2) - ce qui utilise une longueur d’interface au plus de lordre de n®
au lieu des interfaces traversantes qui utilisent une longueur d’ordre n.

En conditionnant par les interfaces macroscopiques partant de points a 'extérieur du paral-
lélogramme by, by, b, b] et en utilisant la propriété de Markov forte, on obtient un domaine &
Iintérieur duquel les interfaces macroscopiques joignent by & b} et ba & bs. En comparant cet
évenement a celui ou dans le méme domaine, les interfaces macroscopiques joignent by a bo et
by a bl (qui sont beaucoup plus proches), on obtient une probabilité exponentiellement petite
de cet évenement. Dans cette étape, on n’utilise que des estimées assez grossiéres sur 'interface
puisqu’on utilise le coflit en longueur de l'interface, et pas d’information fine sur ses fluctuations.

3.1.3 Décomposition de la mesure en mesures extrémales.

D’apres les étapes précédentes, on sait que I'événement Z = Zy U Z; ou le systeme n’a pas
d’interface traversante (Zy) ou exactement une (Z;) se produit avec une trés grande probabilité.
Or sur I’évenement Z;, comme il n’y a pas d’interface traversante, pour £ < a, le domaine
A,¢ est & distance d’ordre au moins n® de toute interface macroscopique. En particulier, elle est
dans l'intérieur d’'un contour macroscopique aléatoire v dont l'intérieur est un domaine aléatoire
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FIGURE 3.4 — Sur I’événement 7Z;, quand une interface macroscopique traverse A, I'interface
macroscopique créée dans la boite Ay« par la condition au bord fluctue de fagon Gaussienne et
évite donc avec tres grande probabilité la boite A,¢.

A(7). On peut alors décomposer Zy en deux événements, Z,” et Z; sur lesquels la condition au
bord induite par le contour macroscopique vy est + (respectivement —). Or, uniformément en ~
tel que ’on soit dans Igr , par relaxation exponentielle vers les mesures en volume infini, comme
le domaine A, est a distance au moins n® du bord du domaine A(7), la loi conditionnelle dans
A,c est exponentiellement proche de la loi limite (.)T en variation totale, donc

PEiy = 1+ O llee™"")

et de méme pour les 7y tels que I'on soit dans Z; . En sommant sur toutes les contributions des
~, on obtient

(FIZ0)3, = 15, (T o) () + 1, Ty 1Z0) ()™ + O fll0e=C"").

D’autre part, sur ’évéenement Z; ou il existe une interface traversante, on peut conditionner
par les points d’entrée et de sortie de l'interface dans le domaine A,.. Par fluctuations gaus-
siennes de l'interface dans la boite A,a, si £ < a/2, avec une trés grande probabilité, 'interface
macroscopique n’intersecte pas la boite Ay,¢, et sur cet événement, la boite A,¢ est a I'intérieur
d’un domaine aléatoire de condition au bord soit + soit —, et est & une distance au moins né du
bord. Comme précédemment, en décomposant Z; en Z;" et Z; selon si la condition au bord vue
dans ce cas est + ou — et Z{"*® si I'interface macroscopique touche la boite A, par relaxation
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exponentielle, on obtient finalement
IR, = w8, @O + 6k, (T 2O + O flleen ™).

En combinant les deux cas, et en notant Z+ = Z UZ," et de méme pour Z~, on obtient

<f>Xn = /’[’Xn (I+)<f>+ + M‘/"(n (I_)<f>_ + O(Hf”oonf—a/Q)

avec p§ (IH)+p§ (I7)=1+ O(n¢=%/2), soit le résultat voulu en posant a™* = py (TF).

3.1.4 Conclusion et propriétés utilisées.

Dans cette preuve, nous avons vu comment la présence d’une condition au bord quelconque
influe sur la loi de la configuration dans une boite macroscopique d’une échelle plus petite que
celle du domaine. En 'occurence, dans I'immense majorité des cas, cette boite sera loin de toute
interface macroscopique a cause de leurs fluctuations, et la loi vue au centre du domaine est
donnée par un barycentre des deux mesures extrémales + et — a un terme d’erreur pres qui tend
vers 0 polynomialement vite en la taille du domaine.

Méme si la preuve est plus difficile & mettre en oeuvre pour d’autres modeles, on s’attend a
ce que ce type de comportement reste vrai au moins a tres basse température pour toute une
classe de modeles ressemblant au modele d’Ising ferromagnétique.

Résumons ici les ingrédients clés utilisés pour faire fonctionner la preuve, afin de pouvoir voir
les modeles o la preuve est susceptible de pouvoir étre adaptée.

— Tout d’abord, on doit avoir une notion d’interface qui remplace celle utilisée ici issue de
la représentation basse température du modele d’Ising. Les interfaces doivent séparer les
phases pures entre elles et avoir un cotit proportionnel a leur longueur.

— Cette preuve utilise de facon cruciale la planarité du modele et semble spécifique a la
dimension 2.

— On a ici utilisé la monotonie du modele qui découle du caractere ferromagnétique du modele
avec 'inégalité FKG. Cette propriété simplifie les arguments mais pourrait étre remplacée
par des inégalités de controle si le systéme n’est pas totalement ferromagnétique (si I'on
ajoute des termes antiferromagnétiques de plus faible intensité par exemple).

— Pour pouvoir comparer la mesure dans un domaine aléatoire avec une condition au bord
donnée par un méme spin et la mesure en volume infini correspondante, on a besoin d’un
résultat de relaxation vers les mesures en volume infini.

— Enfin, l'ingrédient essentiel est la fluctuation macroscopique de l'interface macroscopique
induite par une condition de Dobrushin. Le fait que ces fluctuations soient gaussiennes
n’est en revanche pas nécessaire tant que celles-ci sont macroscopiques.

Dans la section suivante, on verra comment obtenir des fluctuations gaussiennes d’interfaces
macroscopiques a partir de propriétés de renouvellement de 'interface. Ainsi, pour une large
classe de modeles ayant cette structure de renouvellement, les fluctuations de l'interface sont
bien suffisantes pour appliquer la stratégie exposée dans cette partie.
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3.2 Fluctuations gaussiennes a partir d’une structure de
renouvellement.

3.2.1 Contexte et résultat.

Dans cette section, on montre un théoréme central limite fonctionnel pour des courbes inter-
polant des points d’un processus de renouvellement sous des hypotheses de moment exponentiel.
En particulier, une application directe sera de montrer que si une interface macroscopique est
décomposable selon une structure de renouvellement avec des moments exponentiels, alors celle-ci
fluctue de fagon gaussienne.

Remarque bibliographique. Le résultat démontré dans cette section n’est pas nouveau. En
effet, la question de la convergence des interfaces créées par des conditions au bord de Dobrushin
vers des ponts browniens est assez naturelle et a été prouvée assez vite ([Hig79a]), puis des
résultats de convergence plus larges ont été obtenus pour le modele d’Ising ([DH96],[DH97]),
ce qui peut étre appliqué a d’autres modeles comme certaines versions du modele de Widom-
Rowlinson par exemple ([HMWO04]). De fagon générale, toute une théorie existe sur le sujet (voir
par exemple [Iof15]).

Toutefois, nous avons choisi de consacrer cette partie & notre preuve de ce résultat afin de
présenter un résultat autocontenu. La preuve présentée ici est celle a laquelle nous sommes arrivés
avant de prendre connaissance des preuves existantes et les outils principaux sont évidemment
les mémes que dans d’autres preuves existantes (le théoréme central limite local notamment).
Cependant, certains des outils utilisés different un peu des autres preuves et nous semblent
intéressants en soi (la méthode du biais exponentiel non constant par exemple).

Contexte et énoncé. Soit S un processus ponctuel d’incréments i.i.d. X; = (I;, h;) & valeurs
dans Z? (ou un translaté de Z?), avec des moments exponentiels, et tels que E[h;] = 0 et I; > 0
presque stirement. On suppose de plus que le processus est apériodique, c’est-a-dire que les
trajectoires ne se limitent pas a un sous-réseau possible, ou encore que pour tout x suffisamment
grand, pour tout y € Z, P[AN; Sy = (x,y)] > 0. On identifiera S avec la courbe affine par
morceaux obtenue en reliant ses points (voir figure .

Proposition 9. Supposons que E[e®*X1] < 0o pour tout ¢ de norme suffisamment petite et que

P[AN; Sy = (L,0)] > 0. Alors, pour un certain o >0, on a :

(Sin)1 (Sin)2
IN: Sy = (L ;
( I U\/Z | ) Sn ( 70) selo.] L:)oo ( >Bt)t€[0,1]a

ot (Bt): est un pont brownien 1-dimensionnel.
Remarquons que quitte a soustraire a h son espérance, ce résultat donne également la conver-
gence vers des ponts browniens inclinés d’un angle non trivial pour des h non centrés.

3.2.2 Cas d’une marche centrée conditionnée a revenir en (0,0).

Dans un premier temps, on présente une preuve directe du cas le plus simple que 'on va
chercher & adapter dans la suite. Soit (X;) une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées a valeurs

n ~
dans Z?, de matrice de covariance ¥2. On regarde S, = > X;, et (S7¥);e[o,1] la courbe affine par
i=1
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Sy = (Z:il L, 2?;1 hi)

A
v

FIGURE 3.5 — Sous hypothéses de moments exponentiels, une marche aléatoire qui arrive en
(L,0) aprés N pas ressemble au graphe d’un pont brownien aprés changement d’échelle de L en
temps et de v/L en espace.

morceaux interpolant les N~1/2%-18 [tn]- On suppose de plus que la marche est apériodique,
c’est-a-dire que pour tout x € Z2, pour tout n suffisamment grand, P[S,, = z] > 0.

On sait déja par le théoreme de Donsker que le processus (S’,fv )te[o,1] CONVerge vers un mou-
vement brownien quand N tend vers l'infini.

On montre comment, en utilisant I’absolue continuité du pont brownien par rapport au mou-
vement brownien et un théoréme limite local (voir pour une preuve dans un cadre plus
général de ce résultat), on peut obtenir la convergence du processus conditionné & revenir a
lorigine vers un pont brownien dans R2.

Lemme 1. [Théoréme limite local] Uniformément en x € 7?2, si les X; sont centrés et de second
moment fini, on a
1 -2
lim [(27n)P(S, = z) — |S|tem 2z (== @) = 0.

n—-+oo
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Soit G : (RQ)’“ — R continue et bornée et soient 0 < t; < ... <t < 1. On a

e N E[G(SN,SN, .., SNP[Sy = (0,0)|SN
BIG(EY, 55, SIS = (0,0)] = ZLEGE 5o SLPIS = (0,0)15, ]

P[Sn = (0,0)]
_E[G(S)Y, S, SPSa-tyn = —ENV2S,, N]]

Or, en utilisant le lemmel[l] en notant Vy le volume élémentaire Vy = |[N~1/25-1[~1/2,+1/2]?],
et f,» la densité de la Gaussienne de covariance o215, on a

PISa—tyn = —SNY28, N] Vacgnfa—) (=S +o(Va)) (1 —tx) fie, (—S)

BN = 0.0] WwhOO)toWn) hoo oW

donc, en notant (B;) un Brownien standard et (3;) un pont brownien standard dans R?, et en
utilisant d’abord le théoreme de Donsker puis ’absolue continuité du pont brownien par rapport
au mouvement brownien,

(1 —tg) fi-e (=SE)
f1(070)

(1 —tg) fi—e, (—By,)
fl(0,0)

E[G(SY, SN, ... SM)|Sn = (0,0)] =E |G(SN, Sy, ... SY)

+0o(1)

=E |:G(BtlvBt27 ceey Btk)

= ]E[G(Btl7 7ﬂtk)] + 0(1)

ce qui conclut la preuve du cas centré.

} +0(1)

3.2.3 Preuve du résultat par biais exponentiel.

Méthode du biais exponentiel. Si la loi d'une variable X n’est pas centrée mais posseéde un
moment exponentiel suffisamment grand, on peut créer une loi annexe centrée en introduisant
un biais exponentiel telle que les marches aléatoires associées aux deux lois ont la méme loi
conditionnellement au fait de revenir en 'origine au bout d’un certain nombre de pas.

On se donne X une variable aléatoire dans R? et on regarde X de loi

ea'X

dP(X) = Z

dP(X),

ot @ € R? est une constante & ajuster et Z, = E[e®X] est une constante de normalisation. On

remarque que pour que la nouvelle loi soit bien définie, il est nécessaire que Z, = E[e“'X ] < 0.

En notant A(t) = E[e*X], on voit que I'espérance y = E[X] = [X((S)) est telle que o maximise

la quantité ¢ — y - t — log A(t). En particulier, si « est le parametre maximisant ¢ — log A(¢) et
que Z, est fini pour cet a, alors la variable aléatoire X correspondante existe et est centrée. De
plus, en notant S, la somme de n copies indépendantes de la variable X et S, la somme de n
copies indépendantes de la variable aléatoire recentrée X, le processus (Sn)i<n<n|Sn =0 ala
méme loi que le processus (S’n)lgnSN|§N =0.

Enfin, si la loi de la variable X dépend d’un parameétre extérieur L tel que E[X] — 0 quand
L tend vers I'infini, mais que Var(X) = £2 ne dépend pas de L, on peut montrer que le biais
a appliquer vérifie a = a(L) = O(E[X]) — 0 et que ¥2, la matrice de covariance de X, vérifie
%2 = 3?2 + O(a) quand L tend vers I'infini.
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Preuve de la proposition |§| : Soit S une marche aléatoire d’incréments i.i.d X; = (I;, h;) &
valeurs dans Z? (ou un translaté de Z?), apériodique, avec des moments exponentiels, et tels que
E[h1] = 0, et I; > 0 presque strement. On identifie S avec la courbe affine par morceaux obtenue
en reliant ses points et on veut montrer qu’il existe o > 0 tel que

(StN)l (Sen)2
AN ; Sy = (L,0 t .
( 17 oL | N =( ) o] ijw ( 76t)t€[0,1]

On remarque que par un argument de déviations modérées, on peut se restreindre au condi-
tionnement ot N € [ﬁ + L.96] par exemple. Dans cette preuve, on utilise une version légérement

modifiée du théoréme limite local, que 'on justifiera dans la section suivante (3.2.4)).
Commencgons par montrer la convergence pour un paramétre N fixé. Fixons un entier N

vérifiant N € [Eﬁ] + L9F] et introduisons les variables I; = I; L de facon a se ramener & un

conditionnement en zero. Les [; ont également un moment exponentlel et leur espérance satisfait
E[l;] = O(L~%%). Le biais exponentiel & leur appliquer pour centrer la variable X = (I,2) = (I, h)
est donc du méme ordre : a = O(L~%%) (et en particulier, on peut appliquer la méthode du biais
exponentiel pour L suffisamment grand).

On souhaiterait avoir un théoréeme limite local qui traite de la convergence de sommes de
N variables aléatoires centrées de matrices de covariance X2 = %2 + O(«) uniformément en «
prenant des valeurs d’ordre O(L~ 4) ce que 'on montrera danb la section suivante.

On note S le processus biaisé et S le processus renormalisé par un facteur ,v/N. Conditionné
A ce que Sy = (0,0), sa loi est la méme que le processus initial conditionné avec la méme
normalisation.

Montrons donc la convergence vers un pont brownien 2-dimensionnel de ce processus.

Soit G : (R?)* — R continue et bornée et soient 0 < t; < ... < #, < 1. On a alors,
uniformément en N € []EI[’” + L%6] (et o correspondant) :

SN SV SNV S — (0.0 [G(Stlagtz,---,gﬁ)P[S(l_tk)N = *EaNl/QgtkN]]
[ ( t1 7%t tk)| N_( ’ )} - ]P)[SN:((LO)]
(2) G
t1 9 Ctgr 00 Oty fl(Q)(O 0)
(1= t)fi2, (= Bs,)

2 2 2
—E|G(BY,BY, ... B) o(1)

(2)(0 0)

ott les f(?) désignent la densité d'une loi normale standard de dimension 2, et les B?) et les
B@) désignent des mouvements browniens et des ponts browniens standards de dimension 2
respectivement, ce qui est la convergence souhaitée. La deuxiéme égalité provient du théoréeme
limite local, la troisieme égalité est l'application du théoréme de Donsker au processus non
conditionné, et la quatrieme vient provient de I’absolue continuité de la loi des trajectoires du
pont Brownien sur un intervalle de temps [0, a] par rapport a la loi du mouvement Brownien sur
le méme intervalle.
De la, avec la normalisation annoncée du théoréme, on a

(S“WS <L,o>) - <t+ \/Lﬁig +o(1)|Sy = <o,o>) = (t+o(1))s
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3.2. FLUCTUATIONS GAUSSIENNES A PARTIR D’UNE STRUCTURE DE
RENOUVELLEMENT.

pour la premiére coordonnée (par le lemme de Slutsky) et sur la seconde,

Sin (YN Sy o _ Lo g
(Sisy - 0)>t‘<@@sN‘(°’0)>ﬁEm( &) = (A

ot 3 est un pont brownien 1-dimensionnel d’une certaine variance o2.
Soit donc (S;) le processus renormalisé comme dans I’énoncé, et G une fonction test bornée
appropriée pour la topologie de convergence.
On a alors :

BGUS))13N: 8y = (1.0] = gy =gy 2 FC(EINsnmol +o()
’ T Nelghy£Lo9)

- Z [;IPJ[\‘?A:S’; (:LgLO)]O)]]E[G((St)tHSN = (L,0)] +o(1)
NE[F + 7,0 6] ’ B

= Y amns i (Bl 50 + o) + ol
Ne[ghy£L0°] ON ’

= E[G((t7 ﬁt)t)] + 0(1)7
ou la premiere égalité vient de déviations modérées, la troisieme égalité vient de la convergence

en loi & N fixé, et la derniére est une application du théoréme de convergence dominée. Ceci
conclut la preuve de la proposition.

3.2.4 Théoréme limite local.

On prouve maintenant une généralisation du Lemme[I] qui est I'ingrédient central des preuves
présentées plus haut.

Pour N fixé, on se donne des variables i.i.d. Xi(N) = X; dans Z2 dont la loi peut dépendre de
N mais reste nécessairement centrée et dont la matrice de covariance Y3, est dans le voisinage

N
d’une matrice de covariance fixée ¥? (X% = £2 + 0o(1)), et Sy = > X; leur somme. On notera
i=1
(Pn(x))zez2 la loi de Sy. On suppose de plus que la marche est apériodique, c’est-a-dire que
|o()| =1 si, et seulement si toutes les coordonnées de « sont des multiples de 2.
On veut montrer qu’uniformément en x, sous les hypothéses précédentes, on a :
(@2 2%x)
e N

On notera Q(x) = (z-X%z) et Qn(x) = (z- X% ). Notons ¢ la fonction caractéristique de la
variable X (pour alléger les notations, on ne notera pas sa dépendance en N). On a alors

N . 1 _iz.a
(27 N) Py (z / et 0dg = o~ / oV ()T W da.

s

[—m,m]? a€|—VNr,v/ N2

On va montrer que pour A > 0 assez grand, en notant K le compact [—A, A]?, on a, unifor-
mément en x,
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1 N, O\ _iza 1 N/ O\ _iza
— —_— VN doo = — — VN d 1
A (Tw)e T da | ¢ (e datoll) Tea
a€[-vNn,v/Nr]? a€EK
1 _iz.a
:2—/6_%62”(“)6 Nda+o(l)+ea
™
acK
1 _iz.a
=5 e 39N e™ VN dov 4 0(1) + £4
™
acK
1 _iz.a
=5 e 2@ e VN da+ o(1) + €.
™
a€R?

La deuxieme égalité dans ce cas provient du théoreme de Taylor, la troisiéme est un théoreéme
de convergence dominée, et €4 et ¢/, sont des termes d’erreurs qui tendent vers 0 uniformément
en N quand A tend vers l'infini.

En reconnaissant la transformée de Fourier de la densité gaussienne dans la derniére égalité,
on obtient le résultat. Il reste donc & justifier la premiere égalité.

Pour cela, coupons le terme d’erreur en deux parties : pour r > 0, regardons les domaines
D = {|a|] € [A,rV/N]}, et [-vV/N7,v/N7]?> < D.

Remarquons d’abord que pour 7 suffisamment petit, pour a € D, on a |V (-%)| < e™ "1

N
et donc

% / @N(%) VYN do §% / e_QEl)da::zsA.
aeD Ja|>A

De plus, par apériodicité, pour tout r > 0 fixé , |¢(u)] < 1 —4d(r) pour un certain §(r) dés que
r < |u| < w. Ce §(r) peut étre choisi uniformément en la loi précise : puisque les lois ont toutes
leurs matrices de covariance proches, toutes les fonctions caractéristiques sont uniformément
proches de la fonction caractéristique limite donnée par la matrice de covariance 2.

On peut donc trouver une constante C' telle que l'intégrale de la fonction sur le domaine
[~V N7,V N7|? . D soit bornée par CN(1—6(r))™ ce qui tend donc uniformément vers 0 quand
N tend vers l'infini.

Le terme en €', s’obtient exactement de la méme fagon que €4, ce qui conclut la preuve.

3.3 Exemple de I’étude du modele de Widom-Rowlinson.

Dans cette section, on va étudier les interfaces du modele de Widom-Rowlinson dont on
rappelle qu’au moins heuristiquement, il devrait bien représenter le modele de batons avec in-
teraction coeur dur aux densités intermédiaires. On va montrer sur cet exemple comment une
structure de renouvellement peut émerger de fagcon naturelle dans I’étude des interfaces créées
par une condition au bord de Dobrushin. Cette méthode est directement adaptée de 'article
[HKO02] sur les asymptotiques d’Ornstein-Zernike pour le modele de Blume-Capel, qui est un
modele assez similaire a celui de Widom-Rowlinson. Cette méthode est elle-méme basée sur les
techniques développées pour le modéle d’Ising que I'on pourra retrouver dans [DKS92] et qui
comporte certains détails omis ici (le traitement des effets de bord liés au domaine notamment).
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3.3. EXEMPLE DE I’ETUDE DU MODELE DE WIDOM-ROWLINSON.

3.3.1 Rappel du modeéle et structure de renouvellement de ’interface.
Description du modele et de ses contours.

R . . 2 5 .

On considére des configurations de spins ¢ € Q = {—,0,+}2". A chaque configuration o
coincidant avec une condition au bord ¢ en dehors d’un domaine fini A, on associe le Hamiltonien
suivant :

HA(J|5') = (LNJrf + bNo,

ol a,b > 0 sont deux parameétres et N;_ est le nombre de paires de sites adjacents (avec au
moins un site dans A) ayant des spins opposés + et —, et Ny le nombre de sites ayant le spin 0
dans A. Dans la suite, pour présenter la méthode en toute généralité, on posera § = min(a,b)
que 'on suppose tendre vers l'infini. De facon standard, on définit les mesures de Gibbs en
volume fini correspondantes pf et leur fonction de partition Z§. Quand & est la configuration
ayant uniquement des spins +, on notera cette configuration simplement + (et pareil pour la
configuration —).

~lo|[-|+|-]-]-]- L]
—lo[+]+][+][+]0]0 |
~1=-1=1+1+1-1-1+

>
—|=1-fo|+][+]-|+
—|=lolo|-]-1+]- |

FIGURE 3.6 — Un exemple de configuration du modele de Widom-Rowlinson et ses contours
associés avec condition au bord libre (6= 0).

Il sera pratique de penser aux sites du réseau comme les faces du graphe dual de Z2, avec
des arétes séparant les différentes faces entre elles. A chaque configuration de spins on peut
associer ses contours, constitué d’une part de I'’ensemble des arétes du graphe dual frustrées
(c’est-a-dire séparant deux sites avec des spins + et — opposés), et d’autre part des cases de A
ayant un spin 0. Le Hamiltonien d’une configuration est alors a fois le nombre d’arétes frustrées
additionné a b fois le nombre de cases 0 constituant ses contours. On peut voir les contours comme
éléments d’un graphe X, dont les sommets sont 'ensemble des faces et des arétes du réseau Z2
original, et ou deux sommets du graphe sont connectés si les faces ou arétes correspondantes sont
connectées dans la représentation naturelle de Z2. Ainsi, un sommet associé & une face aura 20
voising, et un sommet associé a une aréte aura 12 voisins. En particulier, X est un graphe de
degré borné. L’ensemble I' = {7y} cr des contours d’une configuration o est obtenu en prenant
les composantes connexes de 1’ensemble des arétes frustrées et des cases de 0. Pour chacun de
ces contours -y, on peut associer des nombres f, e, int de faces de spin 0, d’arétes frustrées et
d’intérieurs distincts de v respectivement (ot un intérieur est une composante connexe de sites
de Z? séparées de l'extérieur de v par au moins une couche de 0 de 7). On peut alors associer &
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~ un poids w(vy) = exp(—af — be+1n(2) -int), de telle sorte a ce que la contribution & la fonction

de partition d’un ensemble de contours I' est [] w(7) :
yerl

Z3=> [Jwt,

P={~y}~el

ol la premiére somme est une somme sur tous les ensembles de contours I' compatibles (c’est-a-
dire dont les contours v peuvent étre obtenus comme composantes connexes de contours d’une
configuration o avec la condition au bord ). En effet, étant donné un ensemble de contours
possibles I" issus d’une condition au bord &, on peut reconstruire exactement la configuration w
a partir de ses contours a part dans les intérieurs de contours, ot I’'on a exactement 2 possibilités
(symétriques 'une de I'autre en changeant les spins + en - et réciproquement). Notons + la taille
de 7, c’est-a-dire le nombre de cases plus le nombre d’arétes frustrées dans . On a alors un
contrdle sur le poids d'un contour en fonction de sa taille : w(vy) < e~ (#=F) ayec By = In(2).
On peut désormais appliquer les résultats de la théorie du développement en clusters : une

condition suffisante & vérifier est d’avoir 3 |w(v)e”!" < 1 pour n’importe quel sommet z de
Yoz
X et D le degré maximal du graphe. Comme le graphe est de degré fini, le nombre de parties

connexes de taille n fixée contenant un sommet x fixé est majoré par A™ pour une certaine
constante A. En combinant cette remarque avec le contrdle sur le poids w(y) en fonction de sa
taille, on voit que la condition de convergence est satisfaite si § est pris suffisamment grand (ce
que 'on supposera vrai dans la suite).

On a donc

Zy =exp [ Y " (O ][[wi)

ICA ~er

ott les poids ¢ (T') dépendent de la géométrie de T' et sont nuls si I'ensemble I' = Uy n'est pas
connezre. On a également le controle suivant sur les poids des ensembles de contours contenant
un certain bout de contour v; :

k

1+ ZkZ---Zd)T(%v%: ...,’yk)Hw(%) < ePml,

k>2 72 Vi i=2

Notons que si ’'on modifie les poids en () = e*?"lw(y) pour 0 < x < 1, on peut également
utiliser le développement en clusters quitte & prendre § suffisamment grand pour que la condition
sur les poids soit encore vérifiée. En particulier, on peut obtenir la borne suivante & k fixé

67(T)] < -,

ou |T'| est la taille de 'amas T.

Comme aux températures considérées, les deux mesures de Gibbs en volume infini p™ et
1~ associées aux conditions au bord + et — respectivement sont différentes, il est intéressant
de considérer des conditions au bord de Dobrushin, c’est-a-dire constituées de spins + sur le
demi-plan supérieur (possiblement incliné d’un angle ) et consituée de spins — sur le demi-plan
inférieur. Le contact entre ces deux plans se fait soit directement (type 1), soit avec une case 0
(type 2).

Formellement, pour ¢ € R, on définit o*(t) = + si t > 0, o!(t) = — sinon, et 02(¢) = o (t) pour
tout t # 0, et 02(0) = 0. Pour (k,l) € Z? on définit la condition au bord inclinée de type a
inclinée d’'un angle 6 par 0%%(k,l) = 0%(l — |ktan(f)]) ot a € {1,2}, et la condition au bord
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mixte 0% (k,1) = 0% (k,1) pour k < 0 et 0?*(k,1) = 6%°(k,1) pour k > 0. On écrira Z/%a’b
pour la fonction de partition de condition au bord associée dans A. Les indices a,b € {1,2} de la
fonction de partition n’ont aucun lien avec les parametres a et b du Hamiltonien, cette notation
étant celle de 'article original sur Blume-Capel.

Quand le domaine étudié est Ap pr = [—L, L] x [-M, M], on écrira simplement les indices
L, M au lieu de Ay, as.

Structure de renouvellement et condition de séparation des masses.

On s’intéresse au comportement asymptotique de Zg’)‘}\’f/ZZr’ a €n prenant d’abord M qui
tend vers linfini, puis L, pour des angles § < 7/4, pour 8 suffisamment grand.

Observons que la condition au bord ¢%%? crée nécessairement une interface macroscopique
(c’est-a~dire un contour ancré en les points de discontinuité de la condition au bord) I reliant
les deux cotés du domaine. Notons Iﬁ’j\’f I’ensemble de ces interfaces macroscopiques possibles.
Chaque interface macroscopique sépare le domaine A en plusieurs parties : en notant A(I) 1’en-
semble des sites qui lui sont adjacents, on notera Az, (1) le domaine connexe totalement contenu
au-dessus de A(I), A7 ,,(I) la composante en-dessous de A(I), et Int(I) pour I'ensemble des
composantes restantes de Ar v~ A(I) (voir figure [3.7)) .

A

A
\/

FI1GURE 3.7 — Une interface I induite par une condition de Dobrushin inclinée d’un angle 6. I
sépare l’espace en deux demi espaces AJLr’ am (D) et A7 5, (1), ainsi que des parties intérieures Int(l)
séparées du reste du domaine par un circuit de cases 0.
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A cause de la symétrie entre les spins + et —, on obtient alors

0,a,b + -
ZL,M - Z w(I)ZI”t(I)ZAJrM(I)ZAZ,M(I)7

€Ty

puis, en utilisant le développement en clusters sur les différentes fonctions de partitions, on
obtient
ZG,a,b
0,ab _ “L,M T
ZL,M=Z+ = Z w(l)exp | — Z ¢
L,M

1ezysy CNA(I)#

En écrivant e=? (@) = (¢=¢"(©) — 1) + 1, on obtient

25 = > w) Y [ -,

Ier? ‘}Wb c={c} Cec
CNA(I)#0
et grace aux estimées sur ¢ (C), on a également [1(C)| = |e*¢T(C) — 1] < e~ rB=BolC],

En partant de cette expression, on voit que ’on peut écrire Zz’j\}[b comme une somme sur les
paires (I,C), ou I est une interface, et C une famille de contours attachés a I apparaissant dans les
termes de développement en clusters. On dira que la colonne d’abscisse x est réguliére dans (I, C)
de type a € {1, 2} si la ligne verticale de coordonnée x n’intersecte pas C, et que l'interface I dans
cette colonne coincide avec la forme d’une colonne de la configuration o®, c’est-a-dire consiste
uniquement en une aréte frustrée ou une case 0. De facon naturelle, on peut alors décomposer
(I,C) en composantes irréductibles (que 'on appellera des agrégats) en considérant les restrictions
de (1,C) entre deux colonnes réguliéres (voir figure [3.§). On a alors une correspondance bijective
entre (I,C) et les suites (I4,C4) de types compatibles, ou les types de chaque agrégat (I4,C4)
sont la donnée du type de sa colonne de départ et de sa colonne d’arrivée, et ou la condition de
compatibilité entre les agrégats est que le type de départ d’un agrégat et le méme que celui de
la fin du précédent.

On peut définir le poids d’un agrégat A = (I4,C4) de facon cohérente en définissant

() = w(la) [T @@ -1)

ce qui nous donne la réécriture suivante :

2P =Y "T] =)

A AcA

ou A est ’'ensemble des suites d’agrégats compatibles possibles.

Comme les poids sont exponentiellement proches de leur limite quand M tend vers l'infini,
on utilisera dans toute la suite les quantités limites et on omettra l'indice M.

Pour des nombres complexes |u] < v ol v est une borne a spécifier plus tard, on introduit la
fonction de partition grand canonique par :

Zab ZeﬁkuZQK,ab VL >1et Z(L b( ) — 5a7b7

olt les 0 valent ), = arctan(%).
On fait apparaitre alors une structure de renouvellement puisque cette fonction est reliée aux
poids des agrégats par la relation
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FIGURE 3.8 — Un agrégat compris entre deux colonnes réguliéres = (de type 1) et y (de type 2)
de hauteur h(A) et de longueur [(A) = y — 2 4+ 1. Les décorations issues du développement en
clusters sont en bleu. Sans celles-ci, les colonnes marquées d’une * seraient également régulieres.

L
=3 Y ¥ Il
5=l (mvz)Z:l (00,015000,05) @

miZLZ mi:L

ot les o; € {1,2} et 09 = a,0; =D, et

$h) = 3 M (a),

Aeal?

ou h(A) est la hauteur totale de 'agrégat A, et A?’b est I’ensemble de tous les agrégats possibles
entre deux colonnes régulieres de type a et b respectivement séparées par une distance .
Pour chaque paire de conditions au bord possible, on définit deux séries entiéres :

oo

Fap(u,w) =Y 2 (ww',  Zap(u,w) = 200 (u)w”
=1 L=1

et on note F et Z pour les matrices 2 x 2 correspondantes. Du fait de la structure de renou-
vellement, quand les séries correspondantes convergent, elles satisfont Z = > F" = [1 — F]~L.
n>0

Notons wg(u) la plus petite solution strictement positive de 1'équation det[1 — F(u,w)] = 0.
Pour obtenir les asymptotiques de ZZ’a’b, on a besoin d’un écart non trivial entre les deux

rayons de convergence des deux séries entiéres. Si 'on note r(u) le rayon de convergence de

Z(u,.) (qui est le méme que celui des Z%°(u,.)), et R(u) celui de F(u,.). On a directement

I’encadrement suivant :

0 <r(u) < R(u).
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L’inégalité stricte 0 < r(u) < R(u) est appelée la condition de séparation des masses (mass-
gap condition) et ¢’est I'inégalité cruciale pour pouvoir utiliser les techniques de renouvellement.

Pour obtenir cette condition, I'idée est de comparer les poids z;(u) des configurations possibles
entre deux colonnes réguliere avec 2z} (u), c’est-a-dire le poids des configurations ot 1'on aurait
eu uniquement des colonnes réguliéres sur la distance [. D’une part, par définition du rayon de
convergence R(u), cela nous donne une majoration du rayon R(u), et d’autre part, comme r(u)
est également la plus petite solution wg(u) de det[1 —F(u,.)] = 0, on peut comparer la matrice F
ala matrice F(u,w) = F'(u)-w ot F* = {z (w)“7}; jeq1,2y la matrice ot seuls les pas de distance
1 sont autorisées (ce qui correspond aux trajectoires créant uniquement des colonnes régulieres).
Pour cela, comme det[l — F] = 1 —w - trace(F') +w? det(F'), on regarde wy (u) = trace(F* (u))
(qui est 'ordre de grandeur de I’énergie typique d’un pas entre deux colonnes réguliéres) et qui
devrait vérifier r(u) ~ (wy(u))~L.

Pour différentes valeurs respectives des parametres a et b, la méthode pour obtenir la condition
de séparation des masses reste la méme, mais les controles sur w; (u) changent au cas par cas, en
fonction du scénario cotitant le moins d’énergie pour relier deux colonnes régulieres a distance
1 'une de Pautre. On présente ici la méthode dans le cas ou b < a/2, c’est-a-dire que les cases
0 sont fortement privilégiées par le systeme par rapport a la présence d’arétes frustrées. Dans
larticle original sur le modeéle de Blume Capel [HK02], on peut voir le traitement d’autres cas,
que l'on peut suivre pour obtenir la condition de séparation des masses pour le cas du modele
de Widom Rowlinson.

Dans ce cas, en regardant la matrice F!(u) quand u est d’ordre 1 et 8 = b < a/2, on pose
w1 (u) = e~ (1 + 2cosh(Bu)) = wy (u)(1 + o(e™?)). En comparant les poids & w; (u), on obtient
la condition de séparation de masses :

Proposition 10. I existe v > 0,3 > 0,v > 0 tels que pour 3 suffisamment grand, on a les
estimées suivantes uniformément en |u| < v, en les indices a,b € {1,2}, pour toutl > 1 :

a,b
o

(w1 (u))’

< e~ (1=R)(B=F)

avec 0 < v < Kk < 27v. On a alors
R(u) > (uy (u)) ")

et m(u) < (wi(u))~H(1 + o(1)) pour B — oo, ce qui nous donne la condition de séparation des
masses :

0<r(u) < R(u).

3.3.2 Propriété de l’'interface via le processus de renouvellement.

Décroissance exponentielle des incréments du processus de renouvellement.

Admettons temporairement le résultat précédent et revenons & notre problématique de points
de renouvellement décrivant l'interface afin d’obtenir une convergence de 'interface vers un pont
Brownien.

Dans la construction que l'on a choisie, le terme wi(u) qui sert & controler les poids est
en fait le poids des interfaces utilisant uniquement des pas élémentaires joignant deux colonnes
régulieres successives en utilisant uniquement une case 0 et en faisant un déplacement de hauteur
41,0 ou —1. Dans le régime de validité de la séparation des masses, le controle sur les poids peut
se réécrire, pour [ > 2,
z1(u)

wy

< Ce—’v(l—l)ﬁ7
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pour une certaine constante C, ce qui donne un contréle sur les poids des trajectoires utilisant
des portions d’interfaces irréductibles de taille [ > 2, puisque, uniformément en leur type, elles
ont un poids exponentiellement faible.

En effet, & L et v > 0 (par exemple) fixés, en notant py, la loi de I'ensemble des (I;, h;); (avec
> ;i = L) donnant les écarts en longueur et hauteur entre les différents points de renouvellement
de linterface, c’est-a-dire les points d’entrée et de sortie dans les différentes colonnes régulieres,
et Z, sa fonction de partition, on a

L
1 , 1 2((w)ZoZp—140 _ 21(v) _ _0_1)5
pulle = 1) = = Do (X(0) = )= P < S < e,
=1

wy

ou l'on a noté X (7) la position de la i-ieme colonne réguliére.
De plus, la loi de la hauteur conditionnée par la valeur de [ vaut

/LL[hZ:h”Z:”: s

ol 75, est la somme du poids de toutes les interfaces restreintes a celles ot h(I) = h et I(I) = L.

Dans la preuve de la séparation de masses, on a montré qu'un amas de hauteur h constitué de n
éléments sur une longueur I de colonnes irréguliéres a son poids majoré par e*?".(Ce=#)2 (Ce=F)n—2
pour une certaine constante C. Pour h positif et suffisamment grand, on a donc

prlhi =h] < Z prlhi = hll; =1 + poll; > h/3]

1<h/3
< Z 6u6hz(Cefﬁ)Ql(Cefﬁ)nfﬂ'((0676)72l67uﬁ2h/3)+Ch/3
1<h/3 n>h

IN

geuﬂh/3(06—6>h/3+ch/3
<ch

ou les ¢ et C sont des constantes (avec ¢ < 1/2) dont les valeurs peuvent changer d’une ligne &
Pautre. Ce résultat reste vrai si h n’est pas du signe de u (et est plus simple & montrer car le
biais w > 0 incite h a étre positif). Ainsi la variable |h;| décroit exponentiellement et les variables
(I;, h;) ont donc un moment exponentiel non trivial, et ce uniformément en L assez grand.

Comme la majorité des pas constituant une interface est typiquement composée de pas de lon-
gueur 1 et de variation de hauteurs 41,0, —1, la marche aléatoire limite S,, = >, (l;, h;) est bien
apériodique et on est donc en mesure d’appliquer les résultats des paragraphes précédents pour
obtenir la convergence vers un pont brownien du processus reliant les points de renouvellement
quand on conditionne par Y I; = L.

Une fois les moments exponentiels sur [ et h acquis, il est simple de controler également les
variations de hauteur maximale de I'interface entre deux points de renouvellement.

Notons h;y,; la différence de hauteur entre le point le plus haut/bas de l'interface entre deux
points de renouvellement consécutifs. Pour atteindre hjy,¢, sil < hine/4, cela contraint le morceau
d’interface correspondant & avoir au moins h;,:/2 éléments en trop par rapport au nombre d’élé-
ments minimal pour traverser la longueur [, et donc un cofiit exponentiellement élevé en le nombre
de ces éléments en trop. Comme par ailleurs la longueur entre deux points de renouvellement est
également de taille décroissant exponentiellement, on obtient que u[hin; > M] < M.

Par une borne d’union, on obtient que tous les h;,; sont bornés par (L) avec une probabilité
tendant vers 1 quand L tend vers I'infini pour toute fonction £(L) > log(L).
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3.3. EXEMPLE DE I’ETUDE DU MODELE DE WIDOM-ROWLINSON.

Ainsi, pour les angles correspondants aux valeurs de u telles qu’on ait la condition de sépa-
ration de masses, on a bien convergence vers un pont Brownien pour l'interface macroscopique
créée par la condition au bord de Dobrushin associée a cet angle 6.

Asymptotiques d’Ornstein-Zernike.

Pour comprendre le lien entre le parameétre u et ’angle de la condition au bord de Dobrushin
associée, revenons rapidement au cadre des asymptotiques d’Ornstein Zernike, dont le résultat
découle directement de la description des interfaces et de la condition de séparation des masses
obtenues précédemment.

Dans cette partie, comme tous les contréles sont uniformes en les types de conditions au bord
a,b € {1,2}, on ne marquera pas ces indices pour alléger les notations. Regardons dans un premier
temps Z(u,w) = > Zp(u)w” pour obtenir le comportement asymptotique de Zy (u)e~/8(WE
quand L tend vers I'infini.

OnaZ = (1—F)!etr(u) =e /8" est le plus petit réel positif tel que F(u,r(u)) = 1 donc
la condition de séparation des masses assure qu’alors Z a un pole simple en 7(u) par le théoréme
de Perron-Frobenius. En notant P(w) = (r(u) — w)Z(u,w), P est alors analytique (on notera ¢y,

ses coefficients), et ona l=Z(1 - F) = I:SUU) (1= F(w)), ce qui donne, apres dérivation en w et
évaluation en w = r(u),

P(r() =

De 14, on a (en ne précisant pas la dépendance en u) :

Plw) 1

[
5
\
g
[
S e
]
*3\\/1\2
(7]
3
©
3

Z(w) = ZZL’IUL =

I
S| =
~17]

ﬂ\

h
—
7= -

o

3

3

3
~—

N

h

donc par unicité du développement, pour L tendant vers l'infini, on a :

ZL’I“L =

T (L o)

Or rF'(r) = Ylzrt = p[l], ot pll] est la 'espérance de la longueur entre deux colonnes
I>1
régulieres. Ainsi
1
lim Z —fe(w)b — _—
pHm Zulu)e ull]
Pour obtenir le coefficient Z¢ (quand L tend vers I'infini), on va pouvoir utiliser la méthode
de Laplace : Zp(u) est analytique en u et on peut donc regarder Zy(u + iv) pour v un réel.

Comme a u et L fixé, la partition grand canonique s’écrit
Z}j’b(u) — Zeﬂkuzzk,a,b’
k

on peut définir la loi de la hauteur totale H du point de sortie de 'interface macroscopique par
Bkuzek
e
P.[H = k] = ———%-. Notons E, son esperance.
Zp(u)
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On fixe u tel que

L e (Z(u + i0))|omo = Eu[H/L] = tan(6).

dvilL
On a alors
_ 1 Zr(u+iv) _;
ZO — uwL tan(@)Z - / L iLv tan(&)d
L=¢ (), Zr(u) ¢ v
vE[—7,7]
— oUstw—utan(o)) L ZL(u)efm(u)L)?L / o L (% log(Ze (utiv))" (0)+LO(v*) g,
T
vE[—m7,7]

Or en admettons provisoirement qu’il y a localisation, c’est-a-dire que I'intégrale prise en dehors
1/2
de |v] < e avec e, = K % tend vers 0 quand L tend vers 0, on obtient les asymptotes

d’Ornstein-Zernike :

. e—L7s(0) 1
ZL ~ . "
Loo  pll]  \/27(log(Zr(u + iv)))"(0)
it 7(0) = =(fs(u) - utan(9)) = f3(tan(9)) (avec f3 la transformée de Legendre de f) donne

la tension de surface du systéme.
Pour la localisation autour de 0, remarquons que

Zr(u+10) oL tan(o) jo(H—L tan(0))
v an :]E (A% an
ZL(’LL) u[e ]

ou H est la hauteur totale au bout d’'une largeur L. Or, en conditionnant par la valeur N du
nombre de parties de l'interface (qui, avec tres grande probabilité, vérifie L/N € [M M]), on

T+e’ 1—¢
a
E, [eiv(H—Ltan(e)) ‘N] — Mu[eiv(hl—(L/N)tan(é))]N.
Or, comme h; n’est pas concentré sur un sous-réseau de Z, pour x € [fT[ll, %], on a pour

tout n > 0, 4

sup |Mu[ezv(h1—xtarl(9))” —c< 1.

[v[>n

e[441 1]

De plus, comme au voisinage de 0, uniformément en x € [{‘T[_lls, %], pour g, < |v| <,

eiv(hl—xtan(Q))]l e—Mv2+o(v2) < e—’yvz < L—ny/L

|Mu[

et pour L suffisamment grand, on a ¢ < L~/ également. Donc

/ ZLZ(u(—l—)w)ethan(e)dU < Z L_"rfliil[l—]s) +o(1)
L\u
ol>es jol>er NETELTT]
< Y L +o(1)
N<cL

avec k£ > 1 si 'on a choisi K suffisamment grand, donc la contribution de cette intégrale tend
vers 0 quand L tend vers +o0o ce qui prouve la localisation.
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Angles couverts par ces résultats - cas presque horizontal.

D’apres le paragraphe précédent, on a la relation clé suivante :

0
E, {7

L} = tan(0).

Estimons cette espérance en donnant une autre représentation de la variable aléatoire H.
Prenons d’abord une suite de longueurs (ly,...,{,,) dont la somme vaut > I; = L avec une
probabilité proportionnelle & w,, (l1, ...l.,) = [[21, (¢), ce qui donne une probabilité

i

L 21,
wi[[—#
i

ZL (u)
a toute suite telle que L = > I;.

]
Puis, conditionnellement & la suite des longueurs (ainsi que la suite des types associés),
donnons nous des variables aléatoires h; i.i.d. de loi compatible avec les poids z;, (u). Si la longueur
l; = 1 et la colonne est de type (2,2), la variable h; est donnée par une copie indépendante de X ou

X =1 avec probabilité m, X = 0 avec probabilité m et X = —1 avec probabilité
%, ce qui fait que I'espérance d’'un pas X est % ; et sinon, I'incrément h; vérifie
h; = h avec probabilité

ehﬁu Z efg(I)X(I)

I;h(I)=h
2l; (u)
ot X(I) est la somme des poids de tous les clusters possibles C que 'on peut attacher a I tels
que (I,C) soit un bout d’interface admissible entre deux colonnes régulieres & distance I; I'une
de l'autre.

Notons l;rreq la somme de toutes les distances [; qui soient du second cas, c’est-a-dire que
soit I; > 2, soit I; = 1 mais les colonnes n’ont pas le bon type. Les poids correspondants vérifient

zi(u ~

l(()) < e 71B=P)l et on a donc une densité tres faible de ces blocs avec trés grande probabilité

wilu

puisqu’on peut dominer stochastiquement la loi des colonnes contribuant a ;.4 par des variables
e_’Y(B_B)

1+ 6_7(5—5) '

—cL

de Bernouilli i.i.d. de parameétre eg = En particulier, on a P, [liweg >2eg]<e

pour un certain ¢ > 0.
Dans le cas ou u est positif, on obtient donc

2 sinh Su

Bu[H/L) > (1= 225) 15 mn

(1—ecb)

dont la limite quand L tend vers l'infini converge vers 1 dés que le produit fu — oo (ce que 'on
peut faire en gardant v < v). Comme E,[H/L] est croissante en u et E,—g[h/L] = 0, on peut
donc obtenir tous les angles 0 €] — 7/4, /4] pourvu que 8 soit choisi assez grand.

Angles couverts par ces résultats - cas presque diagonal.

Pour avoir un résultat valide a § fixé couvrant ’ensemble des angles possibles, et donc no-
tamment ceux proches de +m/4, une technique possible est de refaire la méme analyse que
précédemment bien a l'intérieur du domaine mais dans un nouveau réseau obtenu a partir du
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premier en tournant le repére de 7/4. Les colonnes de notre nouveau réseau sont alors consti-
tués des diagonale sdu réseau précédent, et les contours sont donnés par les traces des contours
précédents, c’est-a-dire des bouts de diagonales montantes ou descendantes (traces des arétes
frustrées) et de losanges ou demi-losanges (traces des cases de 0). Puisqu’on est dans le régime
ou le colit d’une aréte frustrée vérfie a > /2, on définit les colonnes réguliéres comme celles
ou l'intersection avec 'interface macroscopique est composée d’une diagonale d’une tuile 0. Pour
ne pas surcharger cette section, nous ne donnons pas le détail des calculs, mais de fagon simi-
laire & [HKO02], on peut analyser cette plage d’angles et obtenir une forme exponentiellement
décroissante des poids comme pour le cas précédent :

FIGURE 3.9 — Un bout d’interface dans la représentation diagonale du modele.

Lemma 1. Pourl > 3, en rajoutant auzx poids un biais €“# avec |e“#| < 05675/2, avec cg — 0
qui décroit vers 0 a vitesse polynomiale, on a

zl(u)

syt < Clas)™,

ot C' est une constante et gz — 0 polynomialement rapidement quand [ tend vers +oo.

On voit que seuls les espaces entre deux colonnes régulieres a distance 3 ou plus sont pénalisés,
donc les bouts d’interfaces typiques sont constitués de colonnes régulieres a distance 1 ou 2 (que
Pon appelera respectivement des I-sauts et des 2-sauts). Comme auparavant, la contribution
totale [>3 des bouts d’interfaces qui ne sont pas des 1 ou des 2-sauts est tres faible, et on peut
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montrer que le controle sur les poids donne Pﬁifg [I>3 > eL] < (Cgqp)°*/3 pour une certaine
constante C' par exemple.

De 14, en prenant ug > 0 par exemple, dans une tranche de largeur L composée uniquement
de 1 et de 2-sauts, 'espérance de la proportion de colonnes occupées par des 1—sauts est au
2
c
B

. 4oale A
moins egale a 72(6% i 1)

. Dans ce modele, les 1-sauts et 2-sauts ont des poids respectifs

z1(ug) = e P2cosh(ug) et zp(ug) =eP.
En notant Z;, la fonction de partition correspondante, on a :
ZL = Zl(Uﬁ).ZL_l + ZQ(UB)ZL_Q

donc comme R ~
21(ug).Zr—1 - C%B_ﬁZL—Q
zo(ug)Zr—2 ~ e PZp_,

I’espérance de la proportion de 1-sauts est d’au moins c% / (c[% +1) et comme il y a au moins [%]
sauts, on obtient le résultat.

Prenons ¢ = %, et notons comme précédemment H la hauteur au bout d’une distance L.
Comme l'espérance de la contribution des sauts de longueur 3 ou plus est positive car ug est
positif, on obtient la minoration suivante

di L/6\ _B
EU9H/T) 2 (1- (C'qa)H/®). 2
ce qui tend vers c% /2 quand L tend vers +oo.

Rappelons que dans le cas des angles presque horizontaux, on avait obtenu

2sinh Su (1—e—<b)
1+ 2cosh Su

donc pour obtenir tous les angles pour un méme 3, il suffit d’avoir C% /2 > 3ep par exemple. Or 3

E.[H/L] > (1 - 2¢5)

décroit exponentiellement vite en 3 donc en prenant cg = — par exemple, pour /3 suffisamment

grand, en prenant I'union des angles que ’on peut atteindre par les cas presque horizontaux et
par les cas presque diagonaux, on obtiendra le résultat simultanément pour tous les angles entre
[—7/4,7/4], et par symétrie, pour tous les angles possibles.

3.3.3 Preuve de la condition de séparation des masses.

Controle des poids 2" (u).

Dans ce qui précede, on a expliqué comment griace au développement en clusters, on peut
obtenir une structure de renouvellement en découpant la longueur L en tranches indépendantes
pour les interfaces décorées de clusters.

. a,b .

Rappelons que les poids z;”" sont donnés par

A0 = YD )

AeAl?

ou la somme porte sur les agrégats (I,C) entre deux colonnes régulieres a distance .
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Fixons une interface I et contrélons le poids de ’ensemble C des contours décorant I, c’est-a-
dire les contours apparaissant comme termes supplémentaires par le développement en clusters.
On écrira w(I) = e~ pour le poids de I. On a

Z B Duz(A)] < eff(I)Jrﬂh(I)VZew(ﬂfﬁo)IC\
AsTa=I c

ou la somme porte sur les ensembles de contours C' décorant I et tels que les éléments C' touchent
linterface I. On dira qu’une colonne est réguliére pour I si en prenant C = (), elle devient régulicre,
et notons r(I) le nombre de colonnes régulieres pour I (voir par exemple la figure . Comme
on doit nécessairement avoir au moins un morceau de contour décorant dans chacune de ces
colonnes, on a |C| > r(I), et ainsi, pour tout 8; > 0, on a

Y e R BBl < =R Aimfo)r(D (1 Zefnmm)ﬁ(f) = ¢ (B=B)r(D) =AD)
C oeC

ot A(]) est la taille de Pinterface épaissie de 1 et ¢ — 0 quand 8; — oco. En décomposant I en
ses 7(I) + 1 composantes irréductibles I}, séparées par des colonnes réguliéres pour I, on a donc

Z |ePMDuz(A)] < e”(B_B)HZ(Ik)

ATa=I k

ou les Z sont des nouveaux poids pour les bouts d’interfaces irréductibles I, définis par
(1) = e~ (ED)—eAD)+Br(D)v ,~r(B—B)

Chaque bout d’interface Iy, vient également avec des types ag, by qui ont besoin d’étre compatibles
entre eux. Comme le graphe est de degré borné, la taille de I'interface épaissie A(I) est controlée
par son énergie : A(I) < ¢/B.E(I) et donc E(I) — eA(I) > (1 —n/B)E(I) = Ag&(I) pour une
constante Ag que ’on peut choisir arbitrairement proche de 1 pourvu que g soit pris suffisamment
grand.

Controlons maintenant la somme Y e €DV oy 7 est 'ensemble des I irréduc-

Iezy’
tibles entre deux colonnes a distance .

Pour avoir une borne sur I’énergie minimale £(I) on va utiliser que chacune de ses colonnes
intérieures est forcée a étre mauvaise. Notons h(I) la différence de hauteur de linterface. Re-
marquons que toute colonne intérieure contribue un facteur au moins e~2(#=) au poids total,
et que comme l'interface est connectée, elle a au moins h éléments. On a également un facteur
majoré par e~ ? dii & la contribution des colonnes régulieres de départ et d’arrivée.

On utilise de nouveau de facon cruciale que comme le graphe sur lequel vit I est de degré
borné, il y a au plus A™ interfaces ancrés en un point donné et de taille n, pour une certaine
constante A.

Quand h(I) <2(I —1), on a donc le controle suivant pour |u| < v et 8 suffisamment grand :

S e M EMEBDY < =BT §T pnemhs(B-foln < o=BC( APV e Ns (BP0 ()

IeT? n>2(1-1)
h<2(1-1)

out C est une constante.
Pour le cas ot h > 2(I — 1), si de plus v < Ag, alors

$ e MEMFADY < =B §7 BT gngXe(B=Bon < (=B (AP Ao (AR )2I=1)

jezl”"’ h>2(1-1) n>h
h>2(I—1)
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pour une autre constante C'.
Ainsi, des que 0 < c<Ag—v<1l—-v,ona:
Z e~ MEMFBRIDY < (1= p=c(B=B)2(1-1)
1€z’

ot les valeurs de 3 et C' ont pu changer.
En revenant aux poids des paires (I, A), on a alors

D3 |66h(1)uz(A)‘§en(5—B)§l: 3 Zﬁ I e AeEBIHBI) = r(5=F)

I A;la=I m=1l1+...+l,,=l * klekGIla"b
k

l
< HB-ME-DS S (o~ 2elp=B) (5P ym
m=1l1+...4+1ln =l
< Cle—2e(3=Pl r(5-B)

dés que 2c — k — 1 < 0, ou l'indice de sommation * représente les différents ensemble de types
compatibles et o la valeur de § a pu changer de ligne & ligne pour absorber les constantes
multiplicatives.

Ainsi, on obtient

2" ()

L2 < Cle=2e(B=B)+Blor(B=B) < o= ((2e=1)=r)(B—B)
w1 (u)

pour un certain . Si ¢ vérifie aussi 2c — 1 > 0, on a le résultat voulu.

Enfin, si v < 1/2, on peut prendre 3 assez grand pour que Ag — v > 1/2, et choisir alors ¢ tel
que 1/2 < ¢ < 1 —w. Choisissons alors k (quitte & augmenter 5 tel que 0 < K/2 <2a—1< kK <1
de sorte a ce que, en posant v = 2a — 1 > 0, on ait

avec v — Kk < 0, et Iy — k > 0 pour tout [ > 2.

Contréle des rayons de convergence.
D’apres I'inégalité sur les poids, on a, pour 0 < u < v et pour tout [ > 2,

_ 1/1
wy (u)!

a,b
2l

(z00) =11 > (w1 ()L "1/DB=B),

wq (u)

et done R(u) > (wr(u))~te?B=H),
Pour 7(u), on sait que w est la plus petite solution positive wo(u) de det[l — F(u,.)] =1, et
c’est également le plus petit r > 0 tel que spr(F(u,.)) = 1. Définissons F(u, w) = F(u, w/wq(u)),

za’b(u)

de facon & ce que les F soient les Uél(u)l , qui tendent tous vers 0 pour [ > 2 quand S tend vers

I'infini. Les coefficients correspondant a [ = 1 tendent alors vers la matrice

Folw) = [O 0].

0 w
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Comme le rayon spectral vérifie spr(F) = w1 (u)spr(F), la plus petite solution 7(u) de I’équa-
tion det[1 — F(u,.)] = 1 vérifie r(u) = wy (u) " #(u). Or, d’aprés 'inégalité sur les poids, on a un
controle sur || F(u, w) — Fo(w)||se uniformément en |u| < v par un terme décroissant exponen-
tiellement vite en 5. On a donc

. L N+OllF-Flle) O - Foll)
L= Fluw) = 1= Folw) + Folw) = Fluw) = |07 "5 1 2 0(1F = Follw)

et donc } ~
det[1 — F(u,w)] =1 —w~+ O(||F — Fol|o)

ce qui donne 7(u) = wy (u) "7 (u) = w1 (u) (1 + O(||F = Folloo) = w1(u)~" (14 o(1)) quand 3
tend vers I'infini, ce qui conclut la preuve du résultat.

3.3.4 Conclusion et obstacles.

Dans les paragraphes précédents, on a montré que dans le modele de Widom-Rowlinson a
température suffisamment faible, les interfaces macroscopiques créées par une condition au bord
de Dobrushin présentent une structure de renouvellement, et que la loi des pas entre deux points
de renouvellement a un moment exponentiel. D’apres les outils développés précédemment, la loi
de 'interface macroscopique dans un tel domaine converge vers la loi d’un pont brownien et donc
a des fluctuations gaussiennes.

Puisque le modele de Widom-Rowlinson a également les propriétés que ’on a dégagées comme
essentielles pour adapter la preuve du comportement en volume fini créé par une condition au
bord quelconque, on s’attend a ce que la preuve soit adaptable a ce modéle.

Toutefois, une différence majeure avec le modele d’Ising est le fait que les interfaces ne sont
pas des courbes simples. En effet, dans le modele d’Ising, on peut représenter les contours par des
circuits d’arétes séparant des cases de spins opposés. Grace a une reégle de décision permettant de
séparer les points ot quatres bouts de contours arrivent en deux parties de courbes séparées, on
obtient sans ambiguité une représentation des contours en tant qu’ensemble de courbes fermées
(si elles ne touchent pas le bord) ou ouvertes si elles sont induites par la condition au bord. Cette
représentation est extrémement pratique par sa non-ambiguité puisque l'analyse de I'influence
de la condition au bord est alors équivalente & I’étude des courbes ouvertes créées par celles-ci.
Dans notre cas, l'interface peut étre épaisse. Comme 1’étude précédente porte sur les conditions
au bord de Dobrushin induite par des lignes de séparation d’épaisseur 1, il faut étre en mesure
de se ramener a ce cas la.

Ceci crée une difficulté supplémentaire dans I’application de la stratégie de preuve, méme si
cette difficulté semble purement technique. En effet, I’étude de la structure de renouvellement
montre justement que, bien a l'intérieur du domaine, la plupart des colonnes sont réguliéres,
c’est-a-dire que justement, I'interface créée par une condition de Dobrushin a une épaisseur de 1
a cet endroit, et que les zones ou celle-ci est plus épaisse ont des tailles exponentiellement petites
et donc que 'interface est génériquement une courbe, a part a certains endroits ou elle peut étre
légerement plus épaisse.

Pour essayer de contourner cette difficulté, on peut s’inspirer des outils développés dans
[CDCIV14] pour généraliser [CV12] au modele de Potts. On peut donc chercher a ajouter une
étape de nettoyage des interfaces, en montrant qu’avec une trés grande probabilité, en regardant
la configuration au bord induite dans un domaine légerement plus petit, seul un nombre d’in-
terfaces macroscopiques controlé parvient jusqu’au bord de notre nouveau domaine. Toutefois,
la condition au bord induite dans le nouveau domaine plus petit peut étre également difficile
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a traiter puisque chacune des interfaces macroscopiques peut arriver a la frontiére du domaine
dans une partie ou elle est épaisse, et ne pas ressembler localement & une condition au bord de
Dobrushin telle qu’étudiée dans les parties précédentes. Dans le modele de Potts, cette difficulté
peut étre contournée car, méme si les interfaces ne sont pas des courbes simples comme dans
notre modele, le modele est en bijection avec le modele de FK-percolation, et dans celui-ci, les
questions se reformulent en l’existence de chemins simples joignant deux points, ce qui permet
de travailler avec des courbes et non des objets potentiellement épais.

Ici encore, nous sommes persuadés que cette obstruction est technique et dépassable. En ef-
fet, voici ce que nous sommes en mesure de prouver. A partir de toute condition au bord on
peut définir une notion de contours essentiels telle que tout ensemble de contours I" peut
étre partitionné en deux sous-ensembles disjoints, un ensemble de contours dits essentiels T'css
et un ensemble de contours non essentiels I',,.. L’appellation de contours non essentiels vient du
fait que pour tout couple I' = (T¢ss, ['ne) compatible avec une condition au bord fixée, on peut
construire une configuration d’énergie minimale ayant pour contours (I'css, #) compatible avec la
condition au bord. La notion de contours essentiels prolonge alors les interfaces macroscopiques
créées par une condition au bord quelconque pour le modele d’Ising.

Construction des contours essentiels : Notons ¢ la condition au bord. Si ¢ est identiquement
0, ou ne contient uniquement des + ou uniquement des —, alors les contours de toute configuration
de contours T' sont tous non essentiels et I' se décompose en (0, =T).

On suppose désormais que o contient a la fois des spins + et — sur le bord du domaine (noté
A). Une premiére étape est de partitionner le bord du domaine en différentes zones : des zones
de type +, des zones de type — et les zones restantes. Les contours essentiels seront un ensemble
de contours qui représentent les interfaces macroscopiques entre les zones de type + et les zones
de type —. On dit qu’un ensemble de spins de o sur une partie connexe du bord de A est une
zone de type + si ses deux spins extrémaux sont tous les deux +, que tous les spins entre ceux-ci
sont + ou 0, et que cette partie est maximale pour cette propriété. On définit de méme les zones
de type —. Par construction, les zones restantes sont des zones entre les zones de type + et —
constituées uniquement de spins 0.

Fixons un ordre arbitraire sur les sites de A et soit I' un ensemble de contours compatible
avec la condition au bord o, avec I' = I'(w) pour un certain w (le choix d’un tel w peut ne pas
étre unique si I' a des circuits fermés de 0 par exemple, mais la construction ne dépend pas du
choix de w).

On commence par explorer chacune des composantes connexes de chaque zone de type +
ou — (ou la notion de composante connexe est celle induite par les contours I'). Par définition,
les frontieres de ces composantes connexes sont des contours. Pour chaque bout de contour vu
par deux explorations de type différent, c’est-a-dire séparant nécessairement deux composantes
connexes de zones de types différents, on dit que ce bout de contour est essentiel et on l'ajoute
a ensemble T'.g.

Si I’ensemble des contours révélé est entierement essentiel, nécessairement, on a épuisé tout
T". Sinon, on prend le premier élément de I' révélé par exactement une exploration et on veut
Ieffacer comme expliqué ci-dessous. On suppose sans perte de généralité que I’élément de contour
a été révélé par une exploration de type +, et la construction est totalement symétrique dans le
cas ou l'exploration est de type —.

— Si I’élément & effacer est une aréte frustrée séparant un + et un —, on change w en w’
oll w’ est obtenue & partir de w en changeant les spins de la composante connexe de —
touchant I’élément de contour a effacer en 4. Les contours de la nouvelle configuration
sont strictement inclus dans ceux de w, et on efface dans I tous les contours n’appartenant
pas a I'(w’).
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— Si I’élément & effacer est une case 0, on change w en w’ ol w’ est obtenue a partir de w en
changeant le spin correspondant a la case 0 en + ainsi que toute la composante connexe
éventuelle de — touchant cette case. Comme auparavant, on efface alors dans I' tous les
contours n’appartenant pas a I'(w’).

Les bouts de contours effacés par cette étape sont déclarés non essentiels et on les ajoute a
I’ensemble I',,.. Remarquons que par définition des contours essentiels, cette étape ne peut pas
effacer de bouts de contours essentiels.

Ensuite, on réitere la procédure & partir de I'(w’) : pour les nouveaux contours I'(w’), on
explore les composantes connexes des zones de type + et — de la condition au bord, et si de
nouveaux bouts de contours deviennent essentiels pour I'(w’), on les ajoute & I'css. Ensuite, on
continue la procédure en effagant des bouts de contours de I'(w’) en partant du premier élément
de contour non essentiel dévoilé par les explorations.

Quand la procédure se termine, on obtient bien deux sous-ensembles I'css, e C T' et une
configuration we tels que I'ess = I'(weso) pour la condition au bord o et la décomposition de Iy
par lalgorithme est (Tess, 0).

+@+ - i +@+ - - +

D

] W . \\7 /,J‘

@ +

FIGURE 3.10 — Exemple de la procédure d’effacement des contours. A gauche, les contours vus
par la premiere étape d’exploration, a droite, les contours essentiels de la configuration obtenus
apres avoir effacé les contours non essentiels de celle-ci. .

On dira que I'css est I'ensemble des interfaces essentielles de I'. On peut alors montrer la
propriété suivante :

Proposition 11. Pour 8 suffisamment grand, en notant P la loi des interfaces dans Ay =
[N, N)? avec une condition au bord o fizée, on a les propriétés suivantes uniformément en o :

— Pour tout 1/2 > £ > 0 fizé, en notant My,q, le nombre d’interfaces essentielles de T reliant
le bord de Ay au bord de A1_.)n, il existe une constante ¢y > 0 telle que pour tout M > 1

P?V[Mtrav = M] < e_CINNI~

En particulier, on peut fizer un M indépendant de N tel qu’avec une trés grande probabilité,
il y ait au plus M interfaces traversantes.
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— Les parties mon essentielles des contours ont une probabilité exponentiellement faible en
leur taille : il existe co > 0 tel que pour tout x € Ay, on ait pour tout m > 1,

P [Tpe contient un contour ~ touchant le point = de taille |y| = m] < e=¢2P™,
— Dans les contours T, la probabilité de voir un lacet est exponentiellement petite en la taille
de ce lacet : il existe cg > 0 tel que pour tout x € Ay, on ait pour tout m > 1,

P [T contient un lacet y touchant le point x de taille |y| = m] < e~ F™,

Le premier point permet de réaliser la premiére étape de nettoyage des interfaces, et les
deuxieme et troisieme points sont deux résultats quantitatifs qui devraient permettre de contro-
ler la géométrie des contours. L’étape suivante est de se ramener a une condition au bord propre,
c’est-a-dire de trouver avec une tres grande probabilité un domaine aléatoire A., avec cy lége-
rement plus petit que N tel que simultanément, les M interfaces traversantes sont d’épaisseur
1 sur le bord de A.,, ce qui permet alors d’étudier les M courbes macroscopiques créées par
la condition au bord comme dans le cas du modele d’Ising. Toutefois, & cause de la géométrie
particuliere des interfaces, nous ne sommes pas parvenus simplement a réaliser cette étape. En
revanche, nous sommes convaincus qu’en utilisant les outils de contrdle de la géométrie des inter-
faces introduits dans [CIV03] pour prouver les asymptotiques d’Ornstein-Zernike pour le modéle
d’Ising, cette étape de nettoyage des interfaces est réalisable méme si peu évidente a formaliser.

Cette difficulté dépassée, le reste de la preuve découle directement de la méthode décrite au
début de ce chapitre. En effet, sur I’évenement ot 'on peut trouver un sous-domaine A., tel
que la trace des contours essentiels soit donnée par au plus M points distincts, par monotonie
du modele (qui vérifie bien la propriété FKG) la loi de chacune de ces M interfaces essentielles
est comparable a celle créée par une condition de Dobrushin et converge donc vers un certain
pont Brownien. En particulier, elle évite avec une tres grande probabilité toute boite centrée en
lorigine de diamétre d’un ordre de grandeur inférieur & v/N, I'ordre de grandeur des fluctuations
de cette interface. Ainsi, avec une probabilité tendant exponentiellement vite vers 1 avec IV la
taille du domaine, ’origine se trouve soit tres a l'intérieur d’une zone voyant une condition au bord
uniformément +, soit trés a I'intérieur d’une zone voyant une condition au bord uniformément
—, et donc pour a suffisamment petit, la loi induite dans une boite Aya est exponentiellement
proche d’un mélange des lois pu+ et pu™.
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Chapitre 4

Unicité des mesures
microscopiques conditionnées par
un paysage de spins.
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4.1. NOUVELLE NOTION DE SPINS ET PROPRIETES DES CONTOURS.

Dans ce chapitre, on part des résultats de [DGI3] sur lexistence de deux mesures microsco-
piques distinctes que I’on notera ici u+ et 4~ dans un certain régime de parameétres du modele
de batons rigides, et on avance dans la direction de la complétude du diagramme de phases en
montrant un résultat d’unicité conditionnelle. Une conséquence majeure de ce résultat est que si
I'on peut montrer que le diagramme de phases du systéme de spins correspondant est complet,
alors celui du systeme microscopiques de batons 'est également.

4.1 Nouvelle notion de spins et propriétés des contours.

4.1.1 Définitions et notations.

On s’intéresse au systeme de batons rigides décrit précédemment : on note k la longueur
d’un baton, z 'activité d’un baton - que 'on prendra dépendante de k de facon a étre dans le
contexte des résultats de [DGI3]. Dans un domaine fini A de Z?, une configuration w (qui consiste
en la donnée d’un certain nombre de batons centrés en des sites de A et avec une orientation
horizontale ou verticale) a un poids proportionnel & Px(w) = 2/“!1(w) olt |w]| est le nombre de
batons dans w et 1(w) est l'indicatrice que w soit admissible, c’est-a-dire que ses batons ne se
touchent pas.

Dans Darticle original, on pave A en un sous-réseau A’ consitué de cases carrées de coté
I = k/2 dans A, puis on attribue & chaque case  de A’ un spin o, € {+,—,0} en fonction de
si les batons a 'intérieur de cette case sont horizontaux, verticaux, ou si la case est vide. Cette
attribution de spins permet une étude analytique de la fonction de partition qui ultimement sert
a montrer Pexistence de deux mesures distinctes en volume infini u* et u~ en s’appuyant sur une
théorie de contours proche de la théorie de Pirogov-Sinai-Zahradnik. Cependant, 'attribution de
spins & une configuration de batons n’est pas uniquement définie a cause des cases vides (qui
peuvent recevoir un spin +, 0 ou —) et les poids des configurations dans la nouvelle écriture de
la fonction de partition peuvent étre négatifs.

Dans ce chapitre, on va définir une nouvelle notion de spins, notés 7, plus naturelle et qui
aura la propriété d’étre mesurable par rapport a la configuration de batons w, au détriment d’étre
plus complexe & manipuler. Pour le méme pavage A’ de A, on attribue & chaque case z de A’ un
spin n(x) € {h,v,0} en fonction de si cette case contient des batons horizontaux, verticaux, ou
est vide respectivement. La principale différence avec le systeme de spin introduit précédemment
est que maintenant, une case de type h ou v doit nécessairement avoir au moins un baton,
ce qui casse les propriétés de monotonie sur les configurations de batons. En effet, étant donné
un paysage de spins o € {+, —, O}A/, si une configuration w est admissible et compatible avec o,
toute configuration plus petite - c’est a dire obtenue en enlevant des batons a la premiere - reste
compatible, ce qui n’est plus le cas pour un paysage de spin n € {h, v, (D}Al.

On notera p" et p les mesures sur les spins obtenues par projection des deux mesures pt et
u~ construites dans [DGI3|, ce qui est bien défini avec la nouvelle notion de spins.

Une des conséquences cruciales de la construction exposée dans I'article initial est la propo-
sition suivante, sur laquelle on s’appuiera pour établir un résultat similaire pour les contours
de spins créés par les mesures pu” et p¥. Par abus de langage, on parlera de contours pour la
trace géométrique des contours de l'article original, c’est-a-dire en ne gardant que la donnée des
spins des cases les composant ainsi que leur peau, sans leur associer une configuration de batons
sous-jacente.

Proposition 12. Soit 2 = k=177 avec v € (0,1), k suffisamment grand et A un domaine
simplement connexe pavable par des carrés de taille 41. Soit O un ensemble de contours extérieurs
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(c’est-a-dire contenus dans lintérieur d’aucun autre contour) compatibles entre eux et avec la
condition au bord.

Alors, en notant 0 € 9(w) le fait qu’une configuration w contienne O parmi ses contours
extérieurs, on a l'existence d’une constante Cy tendant vers linfini avec k uniformément en A
telle que

W0 € O(w)) < e,
ot 0| est la taille des contours composant 0, c’est-a-dire le nombre de cases qu’ils comportent.

On détaillera la preuve de cette proposition dans annexe[I.4] Dans toute la suite, la notation
w sera réservée aux configurations de batons, o désignera des configurations de spins {4, —, 0}
et ) des configurations de spins {h, v, (}.

4.1.2 Description des contours de la mesure de spins .

Pour les constructions & venir, on aura besoin de propriétés sur les contours de la mesure p"
et plus précisément d’une description des contours extérieurs que 1’on voit dans une configuration
restreinte & un domaine connexe fini A.

Fixons A un domaine connexe suffisamment grand et pavable par des carrés de coté 4,
chacun constitué de 16 cases de cdté [, ou | = k/2. Pour chacun de ces carrés, on appellera sa
peau I’ensemble des 16 cases de son extérieur partageant un c6té avec une case interne au carré.
Pour chaque configuration w, on attribue a chaque case z € A’ un spin 7, comme précédemment,
et on définit les contours du paysage de spins 7 de fagon analogue a ceux de l'article initial : on
dit qu’un carré est h—correct si toutes ses cases internes ainsi que sa peau sont toutes de spin
h, et on définit les carrés v—-corrects de fagon similaire (voir figure . On dit qu’un carré est
bon s’il est soit h-correct, soit v-correct, et on dit qu'un carré est mauvais s’il n’est pas bon. On
appelle contours de i) les composantes connexes de ses carrés mauvais. Pour la suite, il sera utile
de séparer les carrés mauvais en deux types. Pour chaque carré mauvais, on dira qu’il est rouge
§’il contient - dans ses cases intérieures et sa peau - a la fois un spin h et un spin v, et qu’il est
gris ¢'il contient uniquement des spins h et () (ou v et ). Avec ces définitions, pour un paysage
de spin 7, en regardant o un paysage de spins de type +, —, 0 compatible avec 7, c’est-a-dire
pouvant étre tous les deux obtenus & partir d’'une méme configuration w, les carrés bons pour 7
seront également bons pour o (tel que défini dans l'article original), les carrés mauvais rouges
seront toujours inclus dans les contours de ¢, mais les carrés mauvais gris peuvent étre ou ne pas
étre dans les contours de o en fonction de l'attribution de spin dans o des cases de spin 0.

Une propriété cruciale des mesures u+ et u~ est que la contribution des configurations com-
patibles avec un paysage de spins ¢ est exponentiellement petite en la taille totale des contours
extérieurs de o. On aimerait en déduire un résultat similaire sur les paysages de spins 7.

Pour cela, définissons la notion de contour extérieur pour un paysage n dans A avec une
condition au bord h (c’est-a-dire en interdisant les spins v dans les cases a distance moins de
5 du bord). Sous cette condition au bord, tous les carrés touchant le bord sont nécessairement
h-corrects ou gris. Dans un domaine A avec condition au bord h, I’extérieur d’un paysage de
spins 7 est la composante connexe (ot deux carrés sont voisins si ils se touchent par un coté) des
carrés h—corrects touchant le bord du domaine A, ainsi que I’ensemble des carrés voisins de cette
composante connexe. L’ensemble des carrés mauvais dont la peau intersecte cette composante
connexe est appelé 'ensemble des contours extérieurs de 7. On appellera motif extérieur dans
un domaine Ay un ensemble 9y de spins {h, v, ()} dans une sous-partie des cases de Aq telle que
Oy puisse étre obtenu comme extérieur d’une configuration admissible  dans le domaine Ay avec
une condition au bord h. On cherche & montrer que sous u”, la probabilité d’un motif extérieur
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FIGURE 4.1 — Un carré h-correct (et sa peau représentée en pointillés).

Jy est exponentiellement petite en la taille totale de ses contours extérieurs quand le domaine
Ag est suffisamment grand.

FIGURE 4.2 — Un exemple de motif extérieur J; dans un environnement h.

Pour cela, a dy et Ag suffisamment grand fixés, plagons nous dans un domaine A plus grand
et regardons les configurations de spins o de A compatibles avec Jy. Parmi ces représentations,
certaines n’ont pas le support de Jy dans leur extérieur, mais dans celles-ci, il y a alors au moins
un contour extérieur entourant Ag et donc de taille plus grande que le périmetre de Ag, ce qui
fait que ces configurations ont une contribution exponentiellement petite en la taille de Ay par
un argument de Peierls.

Pour les autres configurations ¢ dans A compatibles avec dy, les contours extérieurs dans Jgy
contraignent fortement o. D’une part, comme toutes les tuiles des carrés h-corrects ont nécessai-
rement un spin +, les carrés correspondants sont donc bons de type +, et donc le support de dy
est également compris dans 'extérieur de la représentation o. Par ailleurs, chaque carré mauvais
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rouge de Oy fait nécessairement partie d’un contour extérieur de o. En revanche, pour les carrés
mauvais gris, ceux-ci peuvent étre présents ou non dans les contours de o.

n=h
RO S R DR
“h'h h h h h h h h |h h h h|
hih h O 'h h h O h n=h [h b 0 h| n=h
“hih ® h'h h 0 v v lh 0 h:h|
“hih h hih h @ v v lh h h h|
SN2 N s O N AR N
n=h

FIGURE 4.3 — Les deux types de carrés gris : & gauche, un carré gris non isolé (un de ses carré
adjacent est mauvais) ; & droite, un carré gris isolé (tous ses carrés adjacents sont corrects).

Pour traiter ce probleme, on peut encore séparer les carrés gris en deux catégories. D’une
part, ceux isolés, c’est-a-dire dont tous les carrés adjacents sont soit h—corrects, soit également
des carrés gris, et d’autre part ceux qui sont adjacents & au moins un carré rouge et qui seront
donc adjacents & un contour extérieur dans o (voir figure .

Pour montrer la propriété que I’on souhaite sur les contours extérieurs de dy, on utilisera prin-
cipalement ces deux observations. La preuve consiste a regarder tous les paysages o compatibles
avec un motif extérieur dy donné, et voir que sur les paysages ou Ag est dans 'extérieur de A, la
compatibilité avec 0y impose a une partie des contours extérieurs de dy d’étre également présents
en tant que contours extérieurs dans o (les contours rouges et les contours gris ou les cases vides
ont été représentées par des +), et que cela impose déja un poids exponentiellement petit en
fonction de la taille de ces contours. Pour quantifier le fait que des contours gris extérieurs dans
0o aient pu disparaitre des contours extérieurs de o, on observe que si ces contours étaient isolés,
la proportion de configurations de batons compatibles ayant une attribution o mais compatible
avec 0y est tres faible puisqu’il est treés improbable d’avoir une case vide dans un environne-
ment ou les batons proches sont tous horizontaux. Pour les autres contours extérieurs qui ne
se retrouvent pas dans ceux de o, puisque c’étaient nécessairement des carrés gris adjacents a
un carré mauvais rouge, ce sont des carrés adjacents a un carré d’'un contour extérieur de o.
Comme chaque carré mauvais rouge peut avoir au plus 8 carrés adjacents gris, on peut controler
le nombre de telles cases par un multiple de la taille des contours extérieurs de o, ce qui est
suffisant.

Proposition 13. Avec les notations précédentes, soit Oy un motif extérieur de spins {h,v,0}
dans un domaine Ag. Il existe des constantes Cy tendant vers linfini avec k telles que, en notant
Cont(dy) les contours extérieurs de 9y et |Cont(dp)| le nombre total de cases composant Cont(dp),
quand la taille de Ay tend vers linfini, on a

Mh(80> < e—Ck|Cont(8g)| +0(1).
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Soit Ay un domaine suffisamment grand pavable par des carrés de cotés 41 et Jy un motif de
spins extérieurs. Comme " est la loi des configurations de spins {h, v, 0} sous la loi u* = limy “X
et que w € Jy - 'évenement ol w est compatible avec le motif Jy - est un événement local, il suffit
de montrer une égalité de ce type pour ,uX uniformément en A assez grand. Soit donc A D Ag et
A’ sa version pavée.

On a

Zy i (w € 0o) = > plw)l(w € o)

S T O ¢wa)1(ws € 80))1(w)

cEQ rxeEN wy
o€y

ol p(w) est le poids d’une configuration w et chaque configuration w, est une configuration de
batons dans la case x € A’ de lorientation correspondante & o(z), ((w,) est la contribution &
Pactivité de cette portion de configuration, et 1(w) est I'indicatrice que la configuration obtenue
en assemblant toutes les configurations partielles w, est bien compatible pour la condition coeur
dur et la condition au bord +.

Notons ensuite Q;eg les attributions de spins o telles que Ag est dans ’extérieur de o, c’est &
dire que Ag n’est contenu dans 'intérieur d’aucun contour extérieur de o, et coupons la somme
en deux parties A et B :

A= S JTO Cwalwe € 00))1w) Bi= > J] O Clwa)l(ws € 8))1(w)

oEQ  TEN wa ogQ , TEN wa

reg reg

o€dy €Dy

Gréce aux controles sur les contours extérieurs des attributions de spins o, comme une attri-
bution o ¢ .., contient nécessairement un contour de taille au moins per(Ay), le périmetre de
Ag, on a
£+ < ekaper(Ao) _ 0(1)

Z
et ce, uniformément en A. La notation C} désignera des constantes positives dépendant unique-
ment de k et tendant vers I'infini quand & tend vers 'infini. Leur valeur exacte pourra changer
d’une expression a ’autre.

Pour les o € €, définissons une fonction de compatibilité f(o,dp) comme suit :

I (Sin)l1er € a)1()
fo:00) = IS

TEN Wy

de sorte a ce que l'on ait :

aeQ TEN wy

reg

ogE€dp

Notons o la restriction de o aux cases ayant un spin dans Jy ou dans un carré adjacent -
remarquons que par définition des spins, les seules cases ou ¢ n’est pas déterminé par Jy sont
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celles de spin 0. Ainsi, il y a au plus C1%()l attributions oy possibles pour un 8y fixé, pour
((do)| désigne le nombre de spins @) dans dy. Notons de plus
Isol(og, dy) 'ensemble des cases de 9y avec un spin () et appartenant & un carré gris isolé de 9
effacé dans o, c’est-a-dire & un carrés gris isolé dans dy qui est bon pour 9 car toutes ses cases ()
ont un spin + dans o. La donnée de ces cases ne dépend que de la restriction oy de o au support
de 9y, et donc la notation Isol(cg,dp) est bien définie.

Lemme 2. Pour tout o € Q..., et tout Oy admissible dans Ay suffisamment grand, on a

reg’
f(O', a0) S 9(0-07 60) = e*Ck(ISOl(Uo,ao))’
avec C), une constante tendant vers +oo avec k.

En admettant ce lemme pour I'instant, remarquons que pour o fixé, pour toute représentation
de spins o € Q’Teg prolongeant oy, la taille des contours extérieurs du motif Jy est controlable par
le nombre de carrés gris isolés dans la représentation oy ainsi que la taille des contours extérieurs
dans la représentation o.

On a donc, en notant o O o les configurations de spins ¢ prolongeant og, w € o le fait que
la configuration de batons w est compatible avec o, et ot I'on a noté ¢(w) = [] ((w)l(w) :

zeN
A
75 < 2 9lo0d)Zr D98 | pERIIE
00€dp A oDopzeN we
= > 9(00,0) +ZZ|@
00€0o A cDogwer
SO DD = ®)
o0EDy A 0;Ag€EQ(o)wWEDT
S Z g(Uo,ao)e_Ckle‘ g Z e_Ck150[(0'0760)e_Ck|A0‘
00€do 00€0o
Z e~ CrlCont(do)] < C19(90)] o= C|Cont (o) < efck\cont(ao)\’
o0 €0y

ou l'on a noté Ag les contours extérieurs présents dans og, |Cont(dp)| la taille des contours
présents dans 9y, |#(9p)| le nombre de cases () dans dy, et ou 'on a utilisé la proposition [12| sur
les contours extérieurs d’une attribution o ainsi que le lemme crucial suivant :

Lemme 3. Soit og € 0y. On a la relation suivante entre la taille des contours de Oy, le nombre
de carrés gris isolés dans w(, et la taille des contours extérieurs Aoy de og :

Isol(og,00) + 9A¢ > |Cont(dyp)|.

Démonstration. Remarquons qu’un carré présent dans les contours de Jy est soit nécéssairement
présent dans les contours des représentations de Jy, soit c’est un carré mauvais gris et auquel
cas, dans une représentation o, il est soit adjacent & un carré de Ay soit est isolé. Comme un
carré présent dans Ag a 8 carrés voisins, on a bien l'inégalité voulue.

O

Prouvons maintenant le Lemme [2| afin de terminer la preuve de la proposition.
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Démonstration. Soient o € Q;eg et Jy admissible. Rappelons ’expression de la fonction de com-

patibilité f :
I (Sen)lies € a)1()
fo:00) = TSI i(@)

cEN Wy

Remarquons que la fonction f peut étre vue comme la probabilité d’étre compatible avec 0y,
sous une mesure de batons P qui est simplement la mesure de batons dans A associant & chaque
configuration w admissible un poids proportionnel & z/“!, oti Porientation des batons dans chaque
carré © € A’ est imposée par le spin o, (et ol une case avec un spin 0 impose qu’il n’y ait pas
de batons a l'intérieur).

Cette fonction de compatibilité est donc simplement la probabilité que sous P, les configura-
tions de batons dans le support de dy respectent les spins h, v, ) sachant les attributions de spins
o : c’est a dire que les configurations aient au moins un baton dans chaque case de spin h ou v
et que les cases avec le spin () soient vides de batons.

La restriction que les cases aient au moins un baton est trés peu contraignante, et la condition
qu’une case de label 0 soit vide est toujours vérifiée. L’information que ’on souhaite retenir est
celle des cases de spin o, € {+, —} alors que la case correspondante a un spin §) dans 9.

Pour A un ensemble de cases, notons Vac(A) I'évenement ou toutes les cases de A sont vides
de batons, et appliquons cet événement & ensemble de cases A = Isol(og,dp), I'ensemble des
cases de spins () de 0y, ayant un spin + dans o et & distance au moins 3 de toute case de batons
verticaux.

f(o,00) < P[Vac(Isol(og,00))],

ou P est la mesure de probabilité sur les batons relative a w introduite précédemment. Sous P, on
voit directement que la loi des centres des batons dans un sous-ensemble donné a ’environnement
fixé est dominée stochastiquement par un processus ponctuel d’intensité z dans ce domaine.
Quitte & ne garder qu’une fraction des cases de Isol(og,dy), on peut supposer de plus que
sur chaque ligne, chacune de ces cases est a distance au moins 5 des autres. Fixons Isol(cg, 0p)

un tel ensemble de cases et notons m son nombre de cases (on peut choisir Isol(cg,dy) tel que
m > |ISOl(00730)\)
= 5

. Introduisons les évenements F; pour ¢ = 1,...,m ou F; est I’événement ou,
pour la i-iéme case de Isol(og,dp), les deux cases & gauche et les deux cases a droite ont chacune
moins de [/6 batons - tous ces batons étant horizontaux puisque tous les spins correspondants
sont + par définition des carrés gris isolés.

Fixons n’importe quelle configuration de batons admissible selon P hors des m cases de
Isol(0og,8p) ainsi que leurs deux cases de droite et de gauche, et notons @ cette restriction.
Sous P(.|@), les lois des batons dans chacune des m zones autour des cases de Isol(cg,dg) sont
indépendantes entre elles. Remarquons que sous I’événement Fj;, nécessairement (/3 des lignes
de la i-iéme case peuvent avoir des batons sans rompre la condition de compatibilité coeur dur
avec le reste de la configuration. Donc pour que Vac(Isol(og,dp)) soit réalisé, pour chacune des
m cases, soit 'événement F; correspondant n’est pas réalisé (ce qui arrive avec une probabilité
er, tendant vers 0 uniformément en tout le reste), soit F; est réalisé mais les [/3 lignes libres sont

vides (ce qui a une probabilité e=="/3).
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On a donc

f(o.00) < PIVac(Tsol(c0,00))] < > P(@)P[Vac(Tsol(oo, 60))|]
< ZP

< ZP H en+ e /3) = e O

P[Ff|@] + P[La i-itme case est vide|F}, &)

sn,':]s

En se souvenant que m > |Isol(og,00)|/5, quitte a changer la constante Cy d’un facteur 5, on
obtient bien le résultat du lemme. O

4.2 Unicité des mesures microscopiques conditionnées par
un paysage de spins.

Grace aux propriétés des contours des configurations de spins 7 sous p”, on peut désormais
prouver le théoréme principal de ce chapitre.

Dans la suite, a z et k fixés, on considére ’ensemble des mesures G, ;-0 qui sont des mesures
sur les configurations de batons dans Z? et qui vérifient la propriété suivante que 1’on appellera
une propriété de Markowv.

On dit qu'une mesure p vérifie la propriété de Markov si pour tout domaine fini connexe
A de Z2, si on se donne une configuration wey; de batons centrés dans le complémentaire de
A, la mesure dans A conditionnellement & we,; est la mesure associant a chaque configuration
admissible un poids proportionnel a z”, ou n est le nombre de batons de la configuration, et ou
une configuration est dite admissible si la condition coeur dur est réalisée entre ses batons, et
avec ceux de wWegt.

Soit z = k=1~ pour un 7 € (0,1). Soient pi1, 2 € Gmicro, €t A un événement local dont le
support est inclus dans un domaine A fini.

Theoreme 5. Pour k suffisamment grand, et ¢ € {h,v} on a

e [pa(Alm) = pa(Almy, ) —,

Fixons un pavage de Z? en cases de c6té [ et regardons la projection 7 qui a une configuration
admissible associe ’ensemble de ses spins {h, v, 0} dans chacune des cases (par définition, (™) =
p et T(p~) = pv), et définissons Gepins = T(Gmicro)-

Corrolaire 1. Supposons que k soit tel que Gspins = [u?, u"]. Alors on a également
gmicro = [Nlia ,U'Jr]
Prouvons déja le corollaire du théoreme.

Démonstration. Soit p € Gmicro- Comme la loi (1) des configurations de spins 7 appartient &
Gspins, par hypothese il existe a € [0,1] tel que 7(p) = ap” + (1 — a)u®. Montrons qu’on a alors
p=oapt +(1-aju”

Fixons A un événement local, et A; un domaine contenant le support de A.
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En décomposant p(A) selon les valeurs possibles de 7, A Ona alors

u(A) = / w(Almy,, Ydu(n,, ) = / w(Alny,. )dp(n)

car 7)), ~est une fonction mesurable de Fipins, la tribu des événements de spins sur le pavage de
ZZ
On a ensuite

1(A) =a/u(A\mA1)duh(n)+(1 —a)/u(AlmAl)du”(n)
= ap™ (Al )]+ (1 =)’ [u(Aln,,)]

Or, comme gt (A) = p"[u (Aln;, )], en appliquant le théoreme & v et p, on a donc

s (Al )] = 1 (A) = i (Al ) = i (Al DL =0,

ZQ
et de méme pour la partie en p¥. On obtient donc

p(A) = [op™ (A) + (1 = a)p~ (A)] Az O

ce qui conclut la preuve. O

4.2.1 Présentation de la construction.

Fixons donc A et un paysage de spins 7, ainsi que A;, un domaine connexe pavable par des
cases de cOté [ et contenant A. On suppose que 7 a une unique composante connexe infinie, sur
laquelle tous les spins valent h, ce qui permet une bonne définition de ses contours : comme
précédemment, pour un pavage en carrés de coté 4/, un carré est bon si toutes ses cases internes
ainsi que celles orthogonalement adjacentes sont de méme spin h (ou v), et mauvais sinon, et les
contours de 7 sont les composantes connexes des carrés mauvais de 7.

Pour w, w’ deux configurations de batons compatibles avec la restriction de n & A1, on appellera
biconfiguration la donnée simultanée du couple de configurations (w,w’).

Etant donnée la biconfiguration (w,w’), dans les composantes h-bonnes du paysage de spins,
on dira qu’'un segment de k sites alignés horizontaux est un trou si ni w ni w’ n’ont de batons
centrés dans ce segment (voir [£.4). On définit la méme notion dans les composantes v-bonnes du
paysage de spins avec des segments verticaux. Un trou est donc une zone qui sépare une ligne
en deux parties telles que les batons de part et d’autre ne peuvent pas interagir entre eux via la
condition coeur dur.

On cherche a explorer la biconfiguration pour déterminer une surface bloquante de trous
isolant une zone de l'extérieur. Pour cela, a partir de la donnée des trous de la biconfiguration
ainsi que de 7, on construit une relation d’équivalence sur les points de A par les régles suivantes :

— Tous les points d’un contour sont connectés entre eux;

— Deux points sur la méme ligne dans la composante infinie de cases de spin h sont connectés
si sur la ligne horizontale qui les sépare, il n’y a pas de contour ni de trou (on appelle
alors cheveu la ligne horizontale les séparant) et un point a extréme droite (resp. gauche)
d’un contour est connecté aux cheveux qui touchent le point directement & sa droite (resp.
gauche) ;
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Les trous de (w,w’)

FIGURE 4.4 — Deux configurations w et w’ et les trous correspondants pour la biconfiguration
(w,w").

— Enfin, si un point est sur un cheveu reliant deux contours, il est connecté a tous les points
de sa case (ce qui forme des tubes dans les composantes bonnes du paysage de spins reliant
différents contours).

Les composantes connexes de cette relation sont alors constituées de différentes parties : les
contours, les tubes les reliant, et des cheveux n’appartenant a aucun tube, et par construction,
toute composante connexe finie est séparée de I'extérieur par un ensemble de trous.

A partir de A, on cherche & explorer la biconfiguration pour trouver une surface aléatoire
bloquante telle que les configurations a l'intérieur et a ’extérieur ne peuvent pas interagir entre
elles. Si l'on arrive a séparer un domaine contenant A de Iextérieur par une couche de trous,
alors les biconfigurations ne pourront pas interagir via la condition coeur dur entre 'intérieur
et Iextérieur. Toutefois, il ne suffit pas de prendre la composante connexe de A pour la relation
précédente car, du fait de la définition des spins, il peut y avoir un autre niveau d’interaction
provenant du fait que dans chaque case de spin h, chaque configuration doit contenir au moins
un baton, ce qui crée une interaction supplémentaire a prendre en compte.

Construisons I'y,42, qui sera la donnée d’un ensemble géométrique de cases ainsi que d’un
certain nombre de données sur la biconfiguration et son environnement direct que I'on appellera
des marques. I',,4, sera construit de telle sorte a ce que 'intérieur de I',,4, soit séparé du reste
de la configuration par des zones décorrélant les configurations. De plus, a 'intérieur de Iy, 44, les
configurations w et w’ deviennent interchangeables indépendamment du reste des configurations
a l'extérieur de I';,,00-

Définissons d’abord T' = A (o l'on rappelle que A contient le support de A) et T'ppe = 0. Si
a tout moment de la construction, I' ¢ Ay ou I'ezr ¢ A1 on arréte la construction, et on définit
Tonas = Z2.

Explorons d’abord les cheveux touchant I' : on ajoute a I' sa composante connexe pour la
relation définie précédemment. On définit ensuite la case racine d’un cheveu comme la case de
A ou d’un contour de n dont part le cheveu et on appelera une meche ’ensemble des [ cheveux
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partant d’'une méme case racine. La gaine d’une meche est 'extérieur direct des cheveux la
composant, c’est-a-dire ’ensemble des sites des cases touchant la meche mais n’étant pas des
cheveux, ainsi que la premiere case ne recontrant pas de cheveu de la meche.

On explore ensuite les environnements directs des cheveux de I'. Pour chaque case extérieure
de la gaine d’un cheveu de T', on regarde si exactement une des deux configurations w,w’ a des
batons centrés dans les lignes non occupés par les cheveux de I', mais ’autre non. Une telle case
sera dite mauvaise, et on dit qu'une meche est bonne si elle ne rencontre aucune case mauvaise
et est mauvaise sinon.

Pour chaque meche bonne, on explore alors la composante connexe de sa gaine, et on I'ajoute
a Fezt-

Si la meche est mauvaise, on rajoute la gaine de la meche a I" et on réitére la construction en
partant du nouveau I'.

Si le processus s’arréte avec I', 'y C Aq, on définit I',,,, comme étant la donnée de I', 'y
et de toutes les informations sur la biconfiguration (w,w’) dévoilées lors de la construction. On
dira que I'yae C Ay si Ty Do C Aq.

F1GURE 4.5 — Un exemple d’exploration I';, 4, possible. En explorant les cheveux de A, 'un d’eux
a rencontré v, et en explorant les cheveux partant de v, on a rencontré +'. Tous les cheveux se
sont ensuite arrétés sans rencontrer d’autre contour et ’exploration se termine.

De 1a, pour toute construction I';,,, C Ay compatible avec i sur Ay et toutes configurations
extérieures wy,ws sur le complémentaire du support de I';,4, et compatibles avec 1 sur A, on
a:

Z - pin X po(w € Al ez, w1, wa,m), ) = Z lA(w)z‘“"lellpmx(w,w’)lwl (W)L, (W)

w,w' Clmax

oll Z est une constante de normalisation ne dépendant pas de A; w,w’ C T'jq. désigne les
couples de configurations sur le support de I'ypaz ; 11, (W, w') signifie que (w,w’) est compatible
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avec I'max, et 1o, (w), 1o, (w') sont les indicatrices que les configurations w,w’ sont compatibles
avec les configurations extérieures wy et ws respectivement.

Pour deux configurations w,w’ telles que les trois dernieres indicatrices valent 1, on définit
la transformation de symétrisation partielle suivante : on échange les configurations w,w’ sur
T' et on conserve w,w’ a l'identique sur I'y,;. La construction de I',,,, est faite pour que cette
transformation donne une configuration également compatible avec I';,q: €t wi,ws. En effet,
toutes les marques de I'y,4, sont symétriques en les deux configurations, et les sources de non
compatibilité seraient que apres transformation, la biconfiguration pourrait ne pas vérifier la
condition que dans chaque case h, chaque configuration globale doit avoir au moins un baton.
Cette situation n’arrive pas car par construction de I'.,;, toutes les cases rencontrant des meches
sont bonnes, c’est-a-dire qu’il y a déja un baton de chaque configuration dans chaque case grace
a la partie de la configuration dans I'c,;. De plus, cette transformation est involutive et envoit
les biconfigurations ot w vérifie A sur les configurations ou w’ vérifie A.

Donc on a

S La@) (w0 Ly (@) ey (o)

7
w,w' Clmax

= Y @) (w0 L, (@)1, (@)

w,w'Clmax

ce qui donne

My X ,ug(w S Alrmawawl’UJQ?mAl) = 1 X M?(wl S A|Fmax7w1;w23n|/\l)7

et ce, pour tout I';yq C Ay et toutes configurations extérieures wy,ws compatibles avec 7 Ay
Pour obtenir le résultat, il ne reste qu’a prouver la proposition suivante :

Proposition 14. Pour k suffisamment grand, on a

Hh [Hl X p2(Toaz C A1|77|A1 )] A jZP
1

4.2.2 Preuve de la proposition.

La preuve de la proposition se fait en trois étapes : on controle d’abord la loi de la longueur
maximale d’un cheveu partant d’une case, puis on quantifie la probabilité qu'une meche soit
mauvaise, et avec ces éléments, on définit un processus de percolation qui va dominer stochasti-
quement ’exploration.

Commengons par établir une domination stochastique qui sera cruciale pour obtenir nos
différentes estimées.

i) Couplage monotone du nombre de batons par un processus de points.

Montrons une domination stochastique entre le nombre de batons du processus dans des cases
données avec un environnement donné par un processus de point de parameétre z conditionné a
avoir au moins un point par case.

A cause de la condition d’avoir au moins un baton par case, on ne peut pas directement
obtenir de couplage entre la loi des batons et une loi qui ne verrait pas la contrainte coeur
dur. En revanche, on peut réussir a créer un couplage monotone entre leur nombre et celui du
processus de point conditionné a avoir au moins un point par case.

En effet, le principal obstacle a un couplage monotone pour la position des batons est le fait
que si ce couplage se fait par une dynamique de Glauber avec des horloges communes, un baton
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commun aux deux configurations pourrait étre détruit dans la plus grande configuration, mais
sauvé dans la configuration plus petite si ce baton est le seul restant dans la case (voir figure
. En identifiant que ce scenario est le seul moment de découplage entre les configurations,
on parvient a trouver un couplage monotone qui fonctionne entre le nombre de batons présents
dans chaque case et celui dans un processus de point conditionné & avoir au moins un point dans
chaque case.

Mise a jour
—>

Y(t) Y (")

Mise a jour
—>

Z(t) Z(t)

FIGURE 4.6 — Une situation de découplage des positions des centres de batons : dans la configu-
ration Y () qui est plus petite que Z(t), le point orange ne peut pas étre supprimé car il doit y
avoir au moins un baton dans la case. Si son horloge sonne et qu’on devrait le supprimer, il est
supprimé dans la configuration Z(t) mais pas dans Y (¢). En revanche, on garde Y (¢t1)| < |Z(tT)].

Pour cela, fixons I’environnement des cases dans la configuration et partons d’une configu-
ration admissible quelconque dans les cases que 1’on regarde. Dotons chaque site d’une horloge
exponentielle de parametre 1, toutes indépendantes et donnons nous un ensemble de variables
uniformes X; sur [0, 1] toutes independantes et indépendantes des horloges. Quand la i-iéme
horloge sonne sur un site, si le site est occupé par le centre d’un baton et que la configuration
reste admissible si I'on supprime ce baton (c’est-a-dire que ce baton n’est pas le seul présent
dans la case), on le supprime si X; < 1/(1 4+ z), et si le site correspondant & I’horloge est vide
et que l'ajout d’'un baton centré en ce site est compatible avec la condition coeur dur, on le
rajoute si X; < z/(1 + z), et on ne change rien dans le reste des cas. On relance alors I’horloge
et remplace X; par une copie indépendante et on continue le processus. On vérifie que cette
dynamique est bien une chaine de Markov réversible et irréductible, dont la mesure invariante
est la loi des batons dans ces cases conditionnée & Penvironnement. On note (Y (¢)): le processus
ainsi construit.

Une fois la trajectoire du processus de batons (Y (¢)); connue, on va créer un autre processus
(Z(t)); dont la mesure stationnaire est celle d’un processus de points de parameétre z conditionné
a avoir un point dans chaque case. Partons de la configuration dans les cases avec des points
en chaque centre de baton. Construisons le processus a partir des mémes horloges et variables
uniformes que celles qui ont servi a créer le processus de batons. Tant que les centres des batons
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sont inclus dans l’ensemble des points du processus de point (ce qui est le cas au début), quand
une horloge sonne, si il y a un point présent sur le site de ’horloge, on le supprime si X; < 1/(1+2z)
et si le site n’est pas occupé par un point, on le rajoute si X; < z/(1+ z).

On remarque que si avant cette étape, les centres des batons étaient inclus dans ’ensemble
des points du processus, le nombre de batons est nécessairement inférieur & celui de points et
cette propriété reste vraie apres application de la regle : il ne peut pas y avoir d’ajout de baton
non accompagné d’un ajout de point uniquement si ’étape de suppression tue un point qui n’est
pas le centre d’un baton, et que pour qu’'une destruction supprime un point sans supprimer le
baton correspondant, il est nécessaire que le baton soit le seul dans sa case mais qu'’il y ait plus
de deux points dans la case, ce qui fait que méme apres suppression d’un point, le nombre de
batons dans la case reste inférieur ou égal au nombre de points dans cette case.

Remarquons que ce dernier scenario crée une situation ou ’ensemble des centres des batons
n’est plus inclus dans I’ensemble des points du second processus, mais que le nombre de batons
est toujours plus petit que le nombre de points.

Pour chacune des cases, numérotons ses [? sites et définissons une permutation o(t) valant
I'identité au temps 0. Si au temps ¢t > 0, une horloge sonne et crée le scenario discuté au dessus
(c’est & dire qu’aprés mise & jour, il reste un baton dans la case mais qu’il n’est plus sous un point
du second processus), on échange dans o(t) les numéros du site correspondant au baton et celui
du premier site occupé par un point de la seconde configuration (ce qui est toujours possible).
On remarque que grace & cet ajout, au temps ¢, on a bien o (t)(Y (t)) C Z(t).

Pour la suite du processus, si une horloge sonne au temps ¢ sur le site j, on met a jour le
site i = o(t)(j) correspondant dans le processus de point avec les mémes régles qu’avant : si il
y a un point présent sur le site, on le supprime si c¢’est possible si X; < 1/(1 + z) et si le site
n’est pas occupé, on ajoute ce point au processus si X; < z/(1 + z). Si & cette étape, le site j
et son image par o(t) sont tous deux occupés par un baton et un point respectivement, et que
Pétape détruit le point sans détruire la baton car il est le seul dans sa case, on change o(t) en
la transposition entre j (le site encore occupé par un centre de baton) et le numéro du premier
site occupé par un point du second processus. Ainsi, on a encore o(t)(Y (t)) C Z(t) aprés mise &
jour, et en continuant ainsi la construction du second processus a partir du premier, on obtient
un couplage tel qu’en tout temps ¢ > 0, on ait la propriété o(t) (Y (t)) C Z(t) donc en particulier,
pour tout ¢t > 0, on a |Y(t)| < |Z(t)|, et ce dans toutes les cases regardées.

Comme les lois marginales des deux processus limites correspondent aux lois voulues, on
a bien la domination stochastique annoncée entre la loi des batons et un processus de points
conditionné & avoir au moins un point dans chaque case.

ii) Controle de la taille d’une méche de cheveux.

Fixons une case d’ou partent des cheveux et notons L la longueur de la méche associée, c’est-
a~dire le nombre de cases a partir duquel soit tous ses cheveux ont rencontré un trou, soit un
cheveu de la meche a touché le bord d’un contour. Pour plus de clarté, on notera P la mesure de
probabilité régissant 'exploration, c’est-a-dire p1 X pa(.|n N ).

Lemme 4. Indépendemment des contours présents dans Ma, > il existe une constante Lo et une
quantité € tendant vers 0 quand k tend vers linfini telle que :

P[L > Lo+ m] < e’

La premiére étape pour montrer ce résultat est d’obtenir une inégalité sur la probabilité de
survie d'un cheveu donné sur un nombre de cases plus grand que m (c’est-a-dire de ne pas avoir
de trou dans les m premiéres cases) de la forme

P(une ligne donnée survive au moins m cases) < ¢’

104



4.2. UNICITE DES MESURES MICROSCOPIQUES CONDITIONNEES PAR UN
PAYSAGE DE SPINS.

pour une quantité c; que 'on déterminera et qui tend suffisamment vite vers 0.

En effet, on a ensuite directement que 'espérance du nombre de cheveux restant dans une
case donnée a distance m de la racine est majorée par I}’ par linéarité de ’espérance, et si tant
est que cette quantité est plus petite que ¢ pour un certain ¢ < 1 pour k suffisamment grand,
on a alors une borne uniforme sur 'espérance de la variable L.

Pour prouver I'inégalité, on travaillera dans un environnement ou tous les spins a droite de
la case racine sont des spins h, c’est-a-dire qu’on exclut le cas ot la meche rencontre un contour,
puisque ce cas donne des longueurs stochastiquement plus petites que celles du cas que ’on traite
ici, donc toutes les majorations restent valables uniformémement en le paysage de spin 7.

Fixons donc une ligne. Pour chaque entier m, notons FE,, ’événement ou la ligne survit au
moins jusqu’a la case a distance 6m de la racine. On veut controler la quantité P(E,,41|Ep,).

Pour m fixé, numérotons de 1 a 6 les cases 6m+1, ..., 6m+6 qui sont cruciales pour déterminer
cet évenement. Pour que FE,, 41 soit vérifié, il faut nécessairement que 'une des configurations
ait au moins un baton dans la case 3 ou 4 de la ligne qui nous intéresse. On a donc 4 scenarios
possibles Epy13, By, 113, Emt1,4, By, 114, en fonction de si il y a un baton de la premiere ou la
seconde configuration, et de si celui-ci est dans la case 3e ou la 4e case.

Sans perte de généralité, contrélons ici la probabilité pour E,, 1 3. Définissons F' I’évenement
o dans chacunes des cases 1,2,4 et 5 il y a au plus /12 occupées par des batons de la premiére
configuration. L’observation cruciale est que sur cet événement, il y a au moins 21/3 lignes qui
sont vides simultanément dans les cases 1,2,4 et 5, et donc tous les emplacements de batons dans
la case 3 sont possibles dans ces lignes, indépendemment des configurations précises dans les
cases 1,2,4 et 5.

Ecrivons donc

P(Ep+13|Em) <P(Epnt13NF|Ey) +P(FCE,).
Pour le premier terme, comme les configurations ou 1'on a supprimé le baton dans la ligne

qui nous intéresse mais ot il y a au moins un baton dans les 2[/3 lignes disponibles grice a
I’événement F' sont admissibles,, on obtient la majoration suivante :

zl
P(E,, NF|E,) < ————— <2zl
( +1,3 ‘ ) = (1 +Zl)2l/3 1 2
A Taide de la domination stochastique, dans chacune des cases, la loi du nombre de points
dans le processus dominant Nppp vérifie

E[Nppp] < Zl2 +1

< .
iz = iz S

P(Nppp > 1/12) <

Et ainsi, la probabilité de F'° est controlée par un multiple de zl, donc il existe une constante
¢ > 0 telle que
P(Emt13/Em) < czl =: ¢,

et donc par produit, pour au moins m > 2,
P(une ligne donnée survive au moins m cases) < ¢’

pour ¢ := ¢},*/%. Et on vérifie que grace a la condition z = k=177, la condition I¢]* < ¢™ est
bien vérifiée avec un ¢ < 1 uniformément en k assez grand ce qui donne le résultat.

On obtient que pour tout environnement de spins, pour un certain Ly, et un € < 1 qui tend
vers 0 quand k tend vers U'infini, la probabilité que la méche survive jusqu’a une distance d’au
moins m + Lg cases, c’est-a-dire qu’au moins 'une des [ lignes ne rencontre pas de trou avant
cette distance vérifie pour tout m > 0

P[La meche survive au moins m + Lg cases | < &}".
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iii) Controle des cases mauvaises le long d’une méche.

Dans la construction de I',.., rappelons que si une des meches du domaine exploré rencontre
une case mauvaise a une étape donnée, il y a un évenement de renouvellement. On integre a
notre domaine exploré I’ensemble de la composante connexe de la case mauvaise rencontrée et on
poursuit ’exploration a partir de celle-ci. Dans cette section, on souhaite controler la probabilité
des évenements de renouvellement. Sur ces évenements, dans I’environnement direct de la meche,
la configuration extérieure brise la symétrie entre les deux configurations en imposant a l'une
d’avoir au moins un baton sur les lignes correspondants a ses cheveux mais pas a 'autre. Pour
cela, conditionnellement a la longueur de la meéche, on va contréler la probabilité qu’une case
d’une meéche soit mauvaise, c’est-a-dire que son environnement n’ait des batons que dans 'une
des deux configurations.

Pour cela, nous allons utiliser des techniques similaires a celles du paragraphe précédent pour
contrdler 'environnement direct des cheveux.

Fixons une meéche de longueur finie L et numérotons les cases de cette meche de 1 a L.
Remarquons que le nombre de lignes non occupées par des cheveux dans chaque case est une
suite croissante du numéro de la case, et que par construction, 'extérieur direct des cheveux dans
la premiere case est dépourvu de batons. Notons F ’événement ot le nombre de lignes occupées
par des cheveux dans la premiere case de la meéche est inférieur & el (pour un e fixé vérifiant
0 < e < 1/100).

Fixons 4 un indice compris entre 2 et L, et regardons la probabilité que la i-ieme case soit
mauvaise, c’est-a-dire que son extérieur direct (la configuration sur le complémentaire des lignes
occupées par des cheveux dans la case) soit composé uniquement de batons d’une des deux
configurations seulement.

Traitons dans un premier temps le cas ou ¢ > 4. Sur I’événement E, on sait que 'on a au
moins N lignes dans Uextérieur direct de l'exploration de chaque case, avec N > (1 — ¢)l. Fixons
N de ces lignes. Notons B; le sous-événement de F suivant : dans les N lignes fixées des cases
1—2,i—1,i+1 et i+ 2, le nombre de lignes vides dans les deux configurations est plus grand que
11—1;. Ainsi, sur cet événement, il reste au moins é lignes vides de batons des deux configurations
dans les quatre cases simultanément.

De 14, si X; désigne I’évéenement ou la case ¢ est mauvaise, on a

PIX;|L] <P[X;NENB;]+PE‘L]+PENB{|L].

Traitons d’abord le premier terme. Sur I’évéenement E'N B;, la case n’est pas mauvaise si il y
a au moins un baton dans les é lignes dont les cases voisines sont vides. Sur ces lignes la, tous
les emplacements de batons sont possibles dans la i-ieme case.

On a donc

2
PX;NENB;)] < ———.
X i< (14 20)/3
Par ailleurs, d’apres le méme couplage qu’au paragraphe précédent, on a une domination du
nombre de lignes occupées par les batons d’une configuraion par un processus de point condi-
tionné a avoir au moins un baton dans la case, donc

P[E¢|L] < 2P[Nppp > —] <

Enfin, pour contrdler la probabilité de £ N Bf, remarquons que la construction du couplage
peut étre utilisée pour dominer la présence de baton d’une configuration dans (1—e€)l lignes fixées
non occupées par des cheveux dans la premiere case par des processus de points d’intensité z et

conditionnés & avoir au moins un baton par case, et cela indépendemment de 1’environnement.
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En notant Nppp un processus de points dans les (1 — €)l lignes, on a

8(1 —€)zl?

P[E N B{|L] < 8P[Nppp > 1/12] < e

< 962l.

On a donc, pour i > 4,

2

Pl X;|L] <200zl + ——— =:
[ | ]— Z +(1+Zl)l/d P

Pour les cases 2 et 3 on obtient des majorations similaires. En effet, pour la case 3, la do-
mination est encore plus simple, puisque dans ’événement correspondant au B; précédent, il ne
faut controler que les cases 2, 4 et 5.

Pour la case 2, de facon similaire, il n’y a pas de contrdle a gérer sur la case 1, mais I’événement
B doit inclure le fait que dans la case racine de la meche, il ne doit pas y avoir trop de lignes
occupées par des batons horizontaux, ce qui se fait avec le couplage présenté au paragraphe
221 sans aucun ajustement supplémentaire.

Ainsi, la probabilité que la meche soit mauvaise est majorée par

L

> P

=2

P[La meéche ait une de ses cases qui soit mauvaise] < E < Mpy, < e,

pour une constante €, < 1 tendant vers 0 quand k tend vers I'infini et ot 'on a utilisé M une
borne uniforme en k sur 'espérance de la longueur d’une méche (qui existe d’apres le lemme [4)).

4.3 Controle de la taille de I',,,, par un argument de Peierls.

4.3.1 Preuve de la proposition.

On va prouver que l'exploration reste confinée dans A; suffisamment grand en utilisant un
argument de type Peierls. Dans cette partie, pour plus de lisibilité, on notera 7 la variable aléatoire
des spins dans A; obtenue en prenant une configuration de spins selon p" et en regardant sa
restriction & Aj.

Pour cela, prenons un domaine A suffisamment grand contenant le support de A et inclus
dans A, dont la distance au bord de A; diverge avec la taille de A; . On va faire la somme
sur tous les chemins possibles 9 reliant le bord de A au bord de A; et comparer chacun de ces
chemins & son cofit, et conclure avec une comparaison énergie/entropie, puisqu’une exploration
sortant de A; devra nécessairement emprunter I’'un de ces chemins.

On peut supposer que A est pavable par des carrés de coté 4. Un chemin O est la donnée de
segments horizontaux (& échelle du pavage ) Ly, ..., L,, (avec chaque L; qui est une succession
de |L;| cases de taille I) et d’amas de blocs Ay, ..., A, ou chaque A; est un ensemble de |A;]
carrés connexes dans le pavage par carrés de taille 4] x 4] du domaine. On demande de plus que les
amas de carrés A; soient disjoint les uns des autres, que les segments Ly, ..., L, sont également
tous disjoints, et que I’ensemble formé des L1, ..., L,, et des amas Aq,..., A, est connexe. Sous
ces conditions, chaque segment L; relie nécessairement deux amas A; et A;. On impose de plus
que deux amas de carrés disjoints ne peuvent pas étre reliés par plus d’un segment L;. Comme
cela impose au chemin d’alterner des segments et des amas, on a une relation sur leur nombre,
car nécessairement, n > m — 1 (voir figure pour un exemple de chemin).

On dira qu'un paysage de spins 7 est compatible avec les amas Aq,...,A, si d'une part A
n’est inclus dans l'intérieur d’aucun contour extérieur de la restriction de 7 & Ay, et si d’autre
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part, Aq, ..., A, sont inclus dans les supports des contours extérieurs de 7. Pour un paysage de
spins 1 compatible avec A1, ..., A, on dira que I'exploration contient 0 si I’exploration inclut les
segments L1, ..., L, en tant que tubes de cheveux, c’est-a-dire que I’exploration touche les amas
A1, ..., A, et que les segments L; qui les rejoignent sont des tubes pour l'exploration, c¢’est-a-dire
qu’on a exploré les cheveux correspondants et que I'un d’eux a rencontré le contour extérieur
suivant avant de rencontrer un trou. On inclut dans I’exploration d’un cheveu le fait qu’on ait
pu tomber sur une meche mauvaise et qu’on ait continué ’exploration, ainsi qu’une fois qu’une
meéche de cheveu se termine dans I', on relance une exploration pour obtenir la composante
connexe de son extérieur et l'ajouter a I'cyy. On notera Lq,...,L,, € [',,q, cet événement, et
Ay, ..., A, € Ext(n) le fait que la configuration de spins ) dans A; soit compatible avec les amas
A, A
On aura besoin de deux lemmes que l'on prouvera dans le paragraphe suivant .

A

Ly

ﬂ % Lo | oA A

Ly

Ly

FIGURE 4.7 — Un exemple de 0 = (L1, La, L3, Ly, Ls; A1, Ao, Az, Ay) reliant A au bord de A;.

Lemme 5. Supposons que ’environnement n ait des segments Ly, ..., L, de longueurs ly, ...l
séparant des contours disjoints. Alors il existe un entier ly tel que pour tout k suffisamment
grand, on ait :

M1 X 2 [Lh ceey Ly, € F'rnaxm] < eickl"’

i=1..m
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avec ¢ une constante tendant vers +oo avec k et les I, = max(l; — lp,0) sont les longueurs
tronquées, et ce indépendemment de 7).

Lemme 6. Pour k suffisamment grand, il existe des constantes ci tendant vers l'infini avec k
et e tendant vers 0 quand k tend vers linfini telles que

AL, .., A, € Ext(n)] < sge—%@i Ail)

Démontrons maintenant la proposition

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut prendre A = Ay = [~ N, N]? la boule de rayon
N (en prenant N assez grand pour avoir le support de A inclus dans A) et prendre A; contenant
Ao . Puisque le contréle que ’on a sur les contours concerne uniquement les contours extérieurs
de la configuration, on fera une disjonction entre les environnements de spins ou A est inclus
dans l'intérieur d’un contour extérieur (ce qui implique l’existence d’un contour d’une taille d’au
moins le périmeétre de A et qui a un poids exponentiellement petit en N) et ceux qui ne le sont
pas. Notons A € Ext(n) I'événement ot A n’est pas inclus dans un contour extérieur de n et
A ¢ Ext(n) son complémentaire.

Dans les différentes étapes de la preuve, on utilisera les notations ¢ pour des quantités
positives dépendant uniquement de k et tendant vers l'infini quand k tend vers 'infini, et e
pour des constantes positives tendant vers 0 quand k& tend vers 0. Leur valeur précise peut
changer d’une expression a 'autre.

D’apres la preuve de la proposition [L3|sur les contours extérieurs de u”, on a d’une part

1" [ X paCimaw = 220 Aagpann)] < 1A ¢ Bat(n)] < e”

et d’autre part, pour les configurations restantes telles que A € Ext(n), on a les majorations
suivantes :

1" [y X p2(Timas = Z20) Iacparen] < 1" [ x po[A < A§|n].1aeporin) ]

P
< ot {Ml x po[A & Ai'n]'lAeEmt(n)}

8:A<—)A‘I
6 (&
< 22 > " {16677-#1 X po[A & Alln]}
D>Nm O: A=A
D(9)=D,m(9)=m
1é)
< XX > > ulM il X pa[A & Aqln)
D>Nm O:AA§ n;0€N
D(9)=D,m(9)=m
< Z Z Z Hh(Ala aAn € 77) sup p1 X HZ(Lla il € Fmam‘n)
D>Nm O:AA§ n;0€N
D(®)=D

O=(L1,-Lon; Aoy )
eneCk . [Ail g —ex PN

IN
Ny

D>Nm D:AAS
D(8)=D
O=(L1,...Lm;A1,...,Ar)
S Z aze—ck(D—mlU)
D>Nm D:AAS
D(8)=D

O=(L1,...Lm;A1,...,Ay)
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<4N > CP( X e + S emTh < Y ANCPe kD < gmenN,
D=N " m<q m> 2 D>N

ou l'on a utilisé les lemmes clés précédents ainsi que les notations suivantes. A <> A§ signifie

qu’il existe un chemin de type 0 entre A et le bord de Ay, A & A{ signifie que le chemin 0 joint
A au bord de A;. Pour un chemin 9 donné, on lui associe les quantités D(9) et m(9) qui sont
respectivement la taille de 0 (c’est-a-dire son nombre de case total) et le nombre de segments
L; le composant et enfin @ = (L, ..., Ly; A1, ..., A,,) signifie que le chemin 9 est consituté des
amas Ay, ..., A, et des segments L1, ...L,,. De plus, par construction, le nombre d’amas présents
dans le chemin vérifie n > m — 1, et si Y |A;| + > |l;| = D, alors nécéssairement, avec la méme
définition des longueurs tronquées I que dans le lemme 5, on a 3~ |A;|+ Y |If| > D —mlo. Enfin,
le nombre de chemins partant de A de longueur D est au plus 4NCP pour un C > 0 ou le facteur
4N provient du nombre de point d’ancrage possible sur le bord de A.

En ajoutant les contributions des deux types d’environnements de spins possibles, on obtient
Pinégalité suivante qui implique notre résultat quand N tend vers l'infini (i.e. quand A; tend
vers Z2) :

p [ X pa(Conae = Z%|n)] < e=*N.

4.3.2 Preuve des lemmes clés.

Pour conclure la preuve, il ne reste plus qu’a prouver les lemmes [5] et [}

Le lemme[f|est une conséquence directe du fait que les contours extérieurs utilisés par 'explo-
ration ont un cotit exponentiellement cher en leur volume, et que la présence d’un amas implique
un volume minimal de 16 pour le contour associé, donc on peut faire apparaitre un cofit constant
de €, par bloc que 'on utilise.

Pour la preuve du lemme |5} remarquons qu’un segment peut étre contenu dans l’exploration
par une succession d’explorations de cheveux successives si la méche est considérée mauvaise
(et ce, potentiellement plusieurs fois de suite), et que quand une méche prend fin et qu’elle est
bonne, on explore une derniére fois la gaine de sa case de fin qui peut alors également toucher
un contour.

De la, la probabilité qu'un segment de longueur [; soit dans I’exploration est inférieure a
la probabilité qu’une somme de T variables i.i.d. X; soit supérieure a [y, ou T a la loi d’une
variable géométrique de parametre €, a laquelle on a rajouté 2, ou €, est une borne sur la
probabilité qu’une meche soit mauvaise et le 2 provient de la premiere exploration, plus celle que
I'on peut devoir effectuer pour connaitre I'extérieur, et ou les X; sont i.i.d. de loi donnée par la
loi dominant la longueur d’un cheveu dans un environnement h (voir les paragraphes iii et
4.2.2}ii respectivement).

Pour un segment de longueur [/, on veut montrer qu’il existe un certain [y tel que

w1 X pally € Thazln] < el ce qui est impliqué par le fait que la variable Y = Y X, ait
i=1..T
un moment exponentiel.

Dans la partie correspondante, on a montré que la variable X; a un moment exponentiel.
On a donc, pour un nombre M fixé et pour s tel que E[e**1] < M < oo (uniformément en k
assez grand),

E[e™] =Y PIT = nE[e]" <> epM™ < 00
n>2 n>2
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pour k suffisamment grand.

Comme on peut dominer conjointement la probabilité que tous les segments soient dans
Pexploration par la probabilité que m copies i.i.d. Y; de loi décrite au dessus valent Y; > [; pour
chaque 7, on obtient le résultat du Lemme.

4.4 Annexe : Controle de la taille des contours originaux

Dans cette section, on explicite la preuve du corollaire des résultats de [DG13] sur la taille de
leurs contours. Pour cela, on va s’appuyer fortement sur des éléments pré-existant dans la preuve
originale (voir pour référence [2.2.2]).

Pour ¢ € {4, —}, on peut d’abord réécrire la fonction de partition du modeéle dans un domaine
A avec condition au bord donnant la mesure v¢ de la fagon suivante :

Z(Alg) = 27(0) S [Je)]e @,

9€C(A,q) v€D

ou la somme porte sur les 0 = {7},eo qui sont des ensembles de contours admissibles pour le
systeme, les (4(y) sont des poids des contours vy et le terme e=W(9) est un terme d’interactions
entre ces différents contours.

En réappliquant des techniques de développement en cluster, on peut développer le terme
d’interaction et réécrire la fonction de partition comme la fonction de partition d’une mesure
produit sur des nouveaux objets qui sont des polymeres disjoints ancrés sur les contours y précé-
dents : chaque polymere est un ensemble de contours disjoints v reliés entre eux par des filaments
dans la direction de la condition au bord qui représentent les possibilités d’interaction entre les
deux contours. Avec les nouveaux poids correspondants, on obtient 1’écriture suivante pour la
fonction de partition :

Z(Alg) _
Zi8) = 1+ %{Xlgm}fg(Xl)...Kq(Xm)gp(Xl, o Xom),

ou la fonction p(X7,...X,,) quantifie la condition de répulsion coeur dur des polymeéres.

Il faut ensuite montrer, en s’appuyant le fait que les contours représentent des configurations
de spins & haut cout en énergie, que les poids (,4(7y;) ont un colit exponentiellement petit en leur
taille, et de méme pour les poids des polymeres K, (X;).

Or, comme ces controles permettent d’utiliser des techniques de développement en clusters
et donc de définir un logarithme de la fonction de partition In(Z(Alq)) qui est analytique en tous
les paramétres et a une limite analytique quand A — Z2, toutes ces quantités permettent de
définir les poids associés a chacun de ces ensembles de contours.

En effet, une technique classique en cluster expansion est de remplacer les poids (,(7;) par
des poids Eq(’ﬂ) = (4(7i)%y;, OU 2z, sont des nombres complexes associés & chaque contour
géométrique ;. Dans la suite, on travaillera seulement avec les supports des contours précédents,
ce qu’on appellera des contours géométriques. Pour ces nouveaux poids, toutes les considérations
précédentes s’appliquent et les logarithmes des fonctions de partitions et leurs limites quand
A — Z? sont analytiques en les z,, tant que ceux-ci sont dans une boule de taille M > 1 fixée.

Dans un domaine fini A pavable de fagon compatible avec les contours (on notera A’ sa version
pavée), on définit une relation d’équivalence sur les motifs de spins {+,0, f}A' : on dit que deux
motifs o et o’ sont équivalents si ils ont les mémes motifs de contours extérieurs, et on note [J]
leur classe d’équivalence.
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Pour un motif de spins o € {+, 0, —}A/, définissons son poids signé Pa (o) par

Py(o)= Y @(R)

ReQa (o)

de sorte & ce qu'on ait Z(A|4+) = Y Pa(c). En définissant le poids de la classe d’équivalence [0J]

o
par Pa([0]) = > Pa(0), on a également la représentation suivante :

o€[0]
Z(Al+) = ZPA
t2)

Par ailleurs, par construction des contours, le poids d’une classe de contours extérieurs [J]
est exactement la somme des poids des ensembles de contours contenant ces contours comme
contours extérieurs.

Ainsi, ’ensemble des motifs de spins ayant des contours fixés 71, ..., v, & un poids qui est

Panean) = 250) 3 [[I)]e .

V1o Ym Eext(d) YED

et peut également étre réécrit en terme de polymeres qui contiennent nécessairement i, ..., Ypm
dans leur squelette et en tant que contours extérieurs.

On peut ensuite majorer la valeur absolue de ces poids par ’ensemble des configurations
de polymeres ayant 71, ...,v, dans leur squelette, et pas nécessairement en tant que contours
extérieurs, ce qui donne pour la probabilité de voir un ensemble de contours 71, ..., ¥, donné :

v DI ) IO ECl ES Wi ) (S0 Ftd

Y1y YmEext(d) | YED Y1y Ym €D YED

Or cette expression peut encore étre vue comme un ensemble de contours interagissant, avec
chaque contour v ayant le poids [¢ ()], et peut étre transformée exactement de la méme fagon
en fonction de polymeres X construits exactement a l'identique que dans I’article original, mais
avec (4 () remplacé par sa valeur absolue dans la définition des poids IN{S_A) (X). Toutes les
majorations obtenues restent valables tant que 1’on reste dans le domaine d’analyticité de ces
fonctions.

Or du fait de ’expression en tant que mesure produit de polymeres disjoints, on a

> [TTIg el e e — > KM (X)) KO (X)X, o Xin)

Ty Ym €D YED {X1,0 ' X }=C(71,.-9n)
11 Y Y BN X)WV (X)p (X X))
I>m+1Xmi1,..,X;
~ (A ~ (A
< 3 KM (x). KM (X,)
{X1, ;X }=C(Y1,5--,n)
(14 Y Y BV ) KO X)X, - X))
I>2m+1Xmy1,0,X1
< > KD (X0). K (X,0)e€



4.5. CONCLUSION

ot la notation {Xj, ..., X;,} = C(71,...,7») indique que chacun des X; touche au moins un
contour géométrique y; et réciproquement, tous les contours y; sont présents dans la configuration
de polymeres { X1, ...X,, }. On a également utilisé le fait que la fonction de partition des polymeéres
avait un logarithme convergent uniformément en A car les nouveaux poids restent dans le rayon
d’analyticité de la fonction.

11 ne reste donc plus qu’a majorer la quantité > KJ(FA)(Xl)...KJ(rA) (X)) pour

{ X1, Xm }=C(v1,---7n)

pouvoir conclure.

Une comparaison énergie/entropie va suffir & conclure en utilisant le fait que chaque X; est
une partie connexe d’'un graphe de degré fini et doit toucher un contour spécifique, et quun
polymere X; a son poids exponentiellement petit en son volume.

On peut écrire

3 EM(X0) K (Xon)o(X1 ey Xon)
(X1, X }=C(71,:-70)
< Z - H Z O Xil g=erl Xl
m=1..n i=1..m|X;|>d;
< Y ekt < gneme(mleti)
m=1..n

o n
< e~ (nlttlml)

oll @y, , quantifie le nombre d’attributions possibles des n contours dans les m polymeres, ol
Ck, Cj,» Ch, €/ sont des constantes positives tendant vers U'infini quand & tend Uinfini, et les d; sont
les tailles minimales des polymeres sachant les attributions des contours.
Ainsi, on a bien
[ PA(1 "'77”)| < e=er(il+ o+l
Zt(A) -

pour une constante ¢ positive tendant vers U'infini avec k et ce, uniformément en A assez grand.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré que dans le régime nématique, pour les paysages de spins
obtenus génériquement selon les mesures p et ¥ qui sont les projections des deux mesures p+
et p~ construites dans [DG13], il y a unicité de la mesure microscopique de batons conditionnée
au paysage de spins. Ce résultat est suffisant pour conclure a la complétude du diagramme de
phases quand le diagramme de phases pour les configurations de spins est lui-méme complet, ce
qui était notre motivation initiale.

Toutefois, la construction développée dans la preuve de ce résultat nous semble intéressante
en soi et donne plus d’informations sur les mesures microscopiques conditionnées par un paysage
de spins typique de p* ou V. On peut par exemple obtenir sans plus de travail des propriétés de
mélange de ces mesures conditionnées en adaptant la construction. En effet, si deux observables
ont des supports dans des domaines A et B séparés d’une distance tendant vers I'infini, on peut
leur associer deux domaines aléatoires 't et T2 qui isolent la configuration sur A et B
de leur extérieur, et avec une probabilité tendant vers 1 en la distance les séparant, ces deux
domaines ne se rencontrent pas, et donc ces éveénements deviennent indépendants.

Finissons ce chapitre par une remarque sur les mesures microscopiques conditionnées a un
paysage de spins. Dans ce chapitre, nous avons montré qu’en un sens, en conditionnant par des
paysages de spins typiques de p” et p?, il y a unicité de la mesure microscopique conditionnée.
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4.5. CONCLUSION

Si de plus, le théoréeme d’Aizenman-Higuchi est vrai pour le modele de spins correspondant,
alors tout environnement de spins obtenu depuis toute mesure de Gibbs est bien de cette forme.
Toutefois, il est intéressant de se demander si ce résultat est vrai sans I’hypothese que le paysage
de spins 7 est typique de " ou p?, c’est-a-dire si pour un environnement de spins 7 quelconque,
il n’y a qu’une unique mesure miroscopique conditionnellement a 7.

Dans la preuve présentée ici, les contours de la configuration jouent un réle particulier car
ils correspondent a des zones ou les batons de différentes orentations interagissent de facon
compliquée a contrdler précisémment, et notre approche consiste a ne pas traiter ces zones la et
les inclure completement dans le domaine I'y,,4., en s’appuyant sur le fait qu’avec une probabilité
proche de 1, les trous présents dans la composante infinie de spins h sont suffisamment nombreux
pour isoler totalement ’exploration de son extérieur. On peut se demander si le traitement des
contours de grande taille est uniquement une obstruction technique ou si la présence d’un contour
infini dans un paysage de spins pourrait effectivement créer des dépendances a longue portée qui
pourraient briser I'unicité de la mesure conditionnelle.

/! /] e Je Je I I .|

Position du premier baton dans chaque case.

FIGURE 4.8 — Dans une ligne de cases de spins h et v alternés, la position du premier baton est
une suite croissante comprise entre 1 et k. Un tel motif peut briser 'unicité conditionnelle.

Montrons sur un exemple particulier de paysage de spin 77 que la présence de contours infinis
peut briser I'unicité conditionnelle. Fixons une ligne de cases, et regardons la configuration de
spins n valant alternativement h et v sur les cases de cette ligne, et h partout ailleurs. Numérotons
les cases de cette ligne de gauche a droite en partant d’une case fixée, et pour une configuration
de batons w compatible avec 1, notons X; la position horizontale (comptée entre 1 et I = |k/2])
du centre de baton le plus a gauche dans chaque case. Du fait de la condition que chaque case
contienne au moins un baton de la bonne orientation et du volume exclu créé par un baton
vertical pour les batons horizontaux des cases voisines (et réciproquement), on observe que la
suite (X;);cz est nécessairement une suite croissante. En particulier, en se placant dans un
domaine fini donné, on peut trouver [ conditions au bord différentes imposant & la suite des
(X;) d’étre constante égale & une valeur donnée. En particulier, cela crée | mesures différentes
compatibles avec la condition DLR et le paysage de spin 7, et donc il n’y a pas unicité de la
mesure microscopique en conditionnant par le paysage 7.

Ainsi, la condition que le paysage de spins ne doive pas avoir de contours trop grands est
nécessaire pour avoir un résultat d’unicité conditionnelle.
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Chapitre 5

Conclusion et perspectives.
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5.1. RETOUR SUR LES RESULTATS DE LA THESE.

5.1 Retour sur les résultats de la theése.

La problématique principale de cette these était d’essayer d’obtenir un résultat de complétude
du diagramme de phases pour un systeme microscopique de batons durs que I’on pouvait projeter
sur un systéme de spins ressemblant au modeéle d’Ising ferromagnétique a tres basse température.

Une contribution importante de cette theése a été de montrer que, pour une notion de spins
légeremement modifiée, il était suffisant d’obtenir le résultat de complétude du diagramme de
phases sur le systéeme de spins pour ’avoir automatiquement pour le systeme microscopique de
batons correspondant. Pour montrer ce résultat sur le systéme de spins, une stratégie naturelle
est d’adapter la méthode présentée dans le chapitre [3] & base de fluctuations d’interfaces pour ce
systeme. Néanmoins, a ce stade, plusieurs obstacles restent a dépasser.

— Tout d’abord, pour controler les fluctuations des interfaces du systéme de spins, il semble
nécessaire d’avoir une expression de son Hamiltonien, ce qui s’avere compliqué car celui-ci
est & portée infinie et ses interactions dépendent subtilement de la géométrie du domaine.
Toutefois, il est possible que cette construction puisse étre réalisée pour une classe de
Hamiltoniens approximant suffisamment bien le Hamiltonien réel (mais méme le choix
précis de tels Hamiltoniens ne nous semble pas évident). Il resterait & montrer que la
construction proposée est stable par légere perturbation du Hamiltonien, ce qui devrait étre
vrai au vu des techniques utilisées, mais ne nous semble pas simple a réaliser techniquement.

— Le second obstacle, comme on l’a vu avec '’exemple du modele de Widom-Rowlinson,
est le traitement d’interfaces potentiellement épaisses. Nous pensons néanmoins que cette
difficulté est essentiellement technique et pourrait étre résolue en utilisant des techniques de
nettoyage des interfaces et de grossissement de celles-ci comme celles utilisées dans [CIV03].

Au dela de ces deux obstacles, nous pensons cependant que la réponse a notre interrogation
initiale est positive, c’est-a-dire que les seules mesures extrémales du systéme microscopiques de
batons durs sont bien (.)* et (.)™, au moins bien & l'intérieur du régime nématique. En effet, au
vu du comportement des interactions sur les spins correspondants dans le régime de parametres
étudié, nous ne voyons pas comment, au moins du point de vue physique, le systeme de spins
correspondant n’aurait pas le méme comportement que les systémes de spins étudiés dans le
chapitre [3] Puisque le résultat d’unicité conditionnelle prouvé dans le chapitre [f] exclut qu’une
autre mesure extrémale existe pour le systéme de batons sans exister pour le systéme de spins,
cela renforce notre réponse a cette question.

5.2 Interactions a longue portée.

Une autre raison d’essayer de développer un outil général et géométrique a base de fluctuations
d’interfaces pour montrer la complétude du diagramme de phases est I’étude de modeles de spins
a longue portée.

Un exemple d’un tel modéle est le modele d’Ising a portée infinie, c’est-a-dire ou toutes les
paires de sommets (x,y) contribuent au Hamiltonien et pas uniquement les plus proches voisins,
mais leur contribution est pondérée par un terme d’interaction J; , tendant vers 0 en décroissant
lorsque la distance d(z,y) — +00. Un exemple trés intéressant en dimension 2 est le cas ou

Jx,y = |$ - y|_a

pour un o > 2.
Dans [CvELNRIS], Coquille, van Enter, Le Ny et Ruszel ont montré que dans ce cas, il n’y a
pas d’états de Dobrushin, c’est-a-dire d’états limites de mesures en volume fini avec conditions au
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5.2. INTERACTIONS A LONGUE PORTEE.

bord de type Dobrushin qui ne soient pas invariants par translations. En particulier, puisque les
états de Dobrushin sont pensés étre les principaux candidats pour fournir des mesures non inva-
riantes par translation, ce résultat suggere fortement que les seules mesures extrémales devraient
étre les mesures pu et u=.

Un cas particulierement intéressant est le cas ou 2 < a < 3, car dans ce régime, des quantités
jouant un réle semblable a la fluctuation des interfaces devraient varier macroscopiquement mais
de fagon non gaussienne. Il serait particulierement intéressant d’arriver a définir un objet jouant
le role d’interfaces et dont on arriverait a montrer les fluctuations macroscopiques, et auquel cas
on pourrait théoriquement appliquer une preuve géométrique généralisée de la convergence des
interfaces.

Une difficulté majeure pour traiter ces modeles est de trouver une notion d’interface adaptée.
Dans la théorie de Pirogov-Sinai classique, le cas des interactions a portée finie se traite immé-
diatement par les outils existants car, quitte a changer ’espace de spins, on peut se ramener a
une interaction & portée 1. Plus tard, Park [Par88] a étendu cette théorie aux interactions & por-
tée infinie décroissant suffisamment rapidement en donnant une notion légerement différente des
contours, qui est trés semblable & celle utilisée pour le systéme de batons durs. En effet, on peut
voir le Hamiltonien comme une partie principale constituée de termes a portée finie perturbée
par un terme ayant des interactions a portée infinie, et on peut obtenir un modele de contours
ou chaque contour est un polymere constitué de bouts de frontiere de la partie principale reliés
entre eux par des filaments provenant de la perturbation du Hamiltonien. Néanmoins, si cela
peut étre appliqué a des modeles d’Ising a décroissance polyndmiale, les cas 2 < o < 3 sont a
décroissance trop lente pour pouvoir utiliser ces outils.

Une autre piste pour généraliser la notion de contours est celle des contours (M, r, a) introduits
dans [ABEHZ2]]. La construction de ceux-ci est semblable & celle de Pirogov Sinai mais est plus
complexe & mettre en place car elle repose sur un argument multi échelle. Cependant, cette piste
semble prometteuse puisque cette notion permet aux auteurs de faire marcher un argument de
Peierls similaire a celui du développement a basse température du modele d’'Ising a plus proche
voisin. Il serait intéressant de voir si cette notion de contours peut étre appliquée pour étudier des
conditions au bord de Dobrushin dans un premier temps, puis des conditions au bord données
par des configurations quelconques dans un second temps.

117



Bibliographie

[ABEH21]

[Aiz80]

[ART6]

[Bei75]
[BM94]
[Bry84]

[CDCIV14]

[CIVO03]

[CV12]

[CYELNRI18]

[DG13]

[DHO6]

[DH97]

L. Affonso, R. Bissacot, E. O. Endo, and S. Handa. Long-Range Ising Models :
Contours, Phase Transitions and Decaying Fields. arXiv :2105.06108 [cond-mat,
physics :math-phJ, September 2021. arXiv : 2105.06103.

M. Aizenman. Translation invariance and instability of phase coexistence in the two
dimensional Ising system. Communications in Mathematical Physics, 73(1) :83-94,
May 1980.

D. B. Abraham and P. Reed. Interface profile of the Ising ferromagnet in two
dimensions. Communications in Mathematical Physics, 49(1) :35-46, February
1976.

H. van Beijeren. Interface sharpness in the Ising system. Communications in

Mathematical Physics, 40(1) :1-6, January 1975.

J. Van Den Berg and C. Maes. Disagreement Percolation in the Study of Markov
Fields. The Annals of Probability, 22(2), April 1994.

D. C. Brydges. A short course on cluster expansions. Les Houches, (PART I),
1984.

L. Coquille, H. Duminil-Copin, D. Ioffe, and Y. Velenik. On the Gibbs states of
the noncritical Potts model on Z2?. Probability Theory and Related Fields, 158(1-
2) :477-512, February 2014.

M. Campanino, D. Ioffe, and Y. Velenik. Ornstein-Zernike theory for finite range
Ising models above T.. Probability Theory and Related Fields, 125(3) :305-349,
March 2003.

L. Coquille and Y. Velenik. A finite-volume version of Aizenman—Higuchi theorem
for the 2d Ising model. Probability Theory and Related Fields, 153(1) :25-44, June
2012.

L. Coquille, A. C. D. van Enter, A. Le Ny, and W. M. Ruszel. Absence of Do-
brushin States for 2d Long-Range Ising Models. Journal of Statistical Physics,
172(5) :1210-1222, September 2018.

M. Disertori and A. Giuliani. The Nematic Phase of a System of Long Hard Rods.
Commaunications in Mathematical Physics, 323(1) :143-175, October 2013.

R. Dobrushin and O. Hryniv. Fluctuations of shapes of large areas under paths of
random walks. Probability Theory and Related Fields, 105(4) :423-458, December
1996.

R. Dobrushin and O. Hryniv. Fluctuations of the Phase Boundary in the 2D
Ising Ferromagnet. Communications in Mathematical Physics, 189(2) :395-445,
November 1997.

118



BIBLIOGRAPHIE

[DKS92]

[Dob68]

[Dob73]

[DS85]
[FV17]
[Gal72]
[GDO7]

[Hig79a]

[Hig79b]

[HK02]

[HMWO04]

[HT04]

[Tof15]

[Kes82]
[Kot06]
[KP84]

[KRDS12]

R. L. Dobrushin, R. Kotecky, and S. Shlosman. Wulff Construction : A Global
Shape from Local Interaction. American Mathematical Society, 1992. Google-
Books-ID : ecyDAQAACAAJ.

R. L. Dobruschin. The Description of a Random Field by Means of Conditional
Probabilities and Conditions of Its Regularity. Theory of Probability € Its Appli-
cations, 13(2) :197-224, January 1968.

R. L. Dobrushin. Gibbs State Describing Coexistence of Phases for a Three-
Dimensional Ising Model. Theory of Probability € Its Applications, 17(4) :582-600,
September 1973.

R. L. Dobrushin and S. B. Shlosman. The problem of translation invariance of
gibbs states at low temperatures. Mathematical physics reviews, 5 :53—195, 1985.

S. Friedli and Y. Velenik. Statistical Mechanics of Lattice Systems : A Concrete
Mathematical Introduction. Cambridge University Press, 1 edition, November 2017.

G. Gallavotti. The phase separation line in the two-dimensional Ising model. Com-
munications in Mathematical Physics, 27(2) :103-136, June 1972.

A Ghosh and D Dhar. On the orientational ordering of long rods on a lattice.
Europhysics Letters (EPL), 78(2) :20003, April 2007.

Y. Higuchi. On some limit theorems related to the phase separation line in the two-
dimensional ising model. Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie und Verwandte
Gebiete, 50(3) :287-315, January 1979.

Y. Higuchi. On the absence of non translation invariant Gibbs states for the two
dimensional Ising model. Colloguia Math. Sociatatis Janos Bolyai, 27 :517-534,
1979.

O. Hryniv and R. Kotecky. Surface Tension and the Ornstein—Zernike Behaviour
for the 2D Blume-Capel Model. Journal of Statistical Physics, 106(3) :431-476,
February 2002.

Y. Higuchi, J. Murai, and J. Wang. The Dobrushin-Hryniv Theory for the Two-
Dimensional Lattice Widom-Rowlinson Model. Stochastic Analysis on Large Scale
Interacting Systems, 39 :233-282, January 2004.

Y. Higuchi and M. Takei. Some results on the phase structure of the two-
dimensional widom-rowlinson model. Osaka Journal of Mathematics, 41(2) :237—
255, 2004.

D. Toffe. Multidimensional Random Polymers : A Renewal Approach. In Random
Walks, Random Fields, and Disordered Systems, pages 147-210. Springer Interna-
tional Publishing, Cham, 2015.

H. Kesten. Percolation Theory for Mathematicians. Birkhduser Boston, Boston,
MA, 1982.

R. Kotecky. Pirogov-sinai theory. Encyclopedia of Mathematical Physics, 4 :60-65,
2006.

R. Kotecky and D. Preiss. An inductive approach to the pirogov-sinai theory.
Proceedings of the 11th Winter School on Abstract Analysis, pages 161-164, 1984.
J. Kundu, R. Rajesh, D. Dhar, and J. F. Stilck. A Monte Carlo algorithm for
studying phase transition in systems of hard rigid rods. pages 113-114, SRM
University, Kattankulathur, Tamilnadu, India, 2012.

119



BIBLIOGRAPHIE

[KRDS13]

[LR69)

[MMS77]

[Ons49]

[Par88]

[Pei36]

[PS75]
[PS76]
[Rue71]
[Rus79]

[SDR22]

[Zah84]

J. Kundu, R. Rajesh, D. Dhar, and J. F. Stilck. Nematic-disordered phase transi-
tion in systems of long rigid rods on two-dimensional lattices. Physical Review E,
87(3) :032103, March 2013.

O. E. Lanford and D. Ruelle. Observables at infinity and states with short range
correlations in statistical mechanics. Communications in Mathematical Physics,
13(3) :194-215, September 1969.

A. Messager and S. Miracle-Sole. Correlation functions and boundary conditions
in the ising ferromagnet. Journal of Statistical Physics, 17(4) :245-262, October
1977.

L. Onsager. The effects of shape on the interaction of colloidal particles. Annals
of the New York Academy of Sciences, 51(4) :627-659, May 1949.

Y. M. Park. Extension of Pirogov-Sinai theory of phase transitions to infinite

range interactions I. Cluster expansion. Communications in Mathematical Physics,
114(2) :187-218, June 1988.

R. Peierls. On Ising’s model of ferromagnetism. In Mathematical Proceedings of the
Cambridge Philosophical Society, volume 32, pages 477-481. Cambridge University
Press, 1936. Issue : 3.

S. A. Pirogov and Y. G. Sinai. Phase diagrams of classical lattice systems. Theo-
retical and Mathematical Physics, 25(3) :1185-1192, December 1975.

S. A. Pirogov and Y. G. Sinai. Phase diagrams of classical lattice systems conti-
nuation. Theoretical and Mathematical Physics, 26(1) :39-49, January 1976.

D. Ruelle. Existence of a Phase Transition in a Continuous Classical System.
Physical Review Letters, 27(16) :1040-1041, October 1971.

L. Russo. The infinite cluster method in the two-dimensional Ising model. Com-
munications in Mathematical Physics, 67(3) :251-266, October 1979.

A. Shah, D. Dhar, and R. Rajesh. Phase transition from nematic to high-density
disordered phase in a system of hard rods on a lattice. Physical Review E,
105(3) :034103, March 2022.

M. Zahradnik. An alternate version of Pirogov-Sinai theory. Communications in
Mathematical Physics, 93(4) :559-581, December 1984.

120



	Introduction
	Le modèle d'Ising.
	Présentation du modèle.
	Développement à basse température.
	Fluctuations d'interfaces et théorème d'Aizenman-Higuchi.

	Outils généraux : théorie de Pirogov-Sinai.
	La cluster expansion.
	Cadre de la théorie de Pirogov-Sinai.
	États d'énergie minimale et contours.
	Diagramme de phase.

	Problématique et organisation de la thèse.

	Description du modèle de bâtons avec contrainte coeur dur.
	Présentation du modèle.
	Description du modèle de bâtons durs.
	Comportement attendu aux différentes densités.
	Comparaison avec la version continue.

	Comportements aux différentes densités.
	Isotropie à faible densité.
	Phase nématique à densité intermédiaire.
	Exploration autour de la seconde transition de phase.


	Complétude du diagramme de phase à très basse température.
	Une technique géométrique à base de fluctuations d'interfaces.
	Les interfaces traversantes partent de points diamétralement opposés.
	Il y a au plus une interface traversante. 
	Décomposition de la mesure en mesures extrémales.
	Conclusion et propriétés utilisées. 

	Fluctuations gaussiennes à partir d'une structure de renouvellement.
	Contexte et résultat.
	Cas d'une marche centrée conditionnée à revenir en (0,0).
	Preuve du résultat par biais exponentiel.
	Théorème limite local.

	Exemple de l'étude du modèle de Widom-Rowlinson.
	Rappel du modèle et structure de renouvellement de l'interface.
	Propriété de l'interface via le processus de renouvellement. 
	Preuve de la condition de séparation des masses.
	Conclusion et obstacles.


	Unicité des mesures microscopiques conditionnées par un paysage de spins.
	Nouvelle notion de spins et propriétés des contours.
	Définitions et notations.
	Description des contours de la mesure de spins h.

	Unicité des mesures microscopiques conditionnées par un paysage de spins.
	Présentation de la construction.
	Preuve de la proposition.

	Contrôle de la taille de max par un argument de Peierls.
	Preuve de la proposition.
	Preuve des lemmes clés.

	Annexe : Contrôle de la taille des contours originaux
	Conclusion

	Conclusion et perspectives.
	Retour sur les résultats de la thèse.
	Interactions à longue portée.


