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Introduction

Cette these s’inscrit dans ’étude des groupes de rang de Morley (RM) fini, i.e., des
groupes abstraits dont les ensembles interprétables admettent une bonne notion de di-
mension qui généralise la dimension de Zariski pour les variétés algébriques. On parlera
aussi de groupes rangés.

Plus précisément, le rang de Morley, dans notre cas a valeurs dans les entiers, satis-
fait les axiomes suivants (voir p.57 de [BN94]) :

— Axiome A (monotonie) : Soit A un ensemble interprétable. Alors RM(A) > n+1
si et seulement si A contient une infinité d’ensembles interprétables deux-a-deux
disjoints de rang supérieur ou égal a n.

— Axiome B (définissabilité) : Si f : A — B est une fonction interprétable entre
deux ensembles interprétables A et B, alors pour tout entier n, le sous-ensemble
{be B: RM(f~1(b)) = n} est interprétable.

— Axiome C (additivité) : Si f : A — B est un fonction interprétable surjective, et
si RM(f~1(b)) = n pour tout b € B alors RM(A) = n + RM(B).

— Axiome D (élimination du quantificateur infini) : Pour toute fonction interprétable
f: A — B, il existe un entier m tel que pour tout b € B, la fibre f~1(b) est infini
des qu’elle contient au moins m éléments.

Les propriétés du rang de Morley nous permettent de définir une notion de composante
connexe analogue au cas des groupes algébriques. Nous obtenons également une notion
de partie générique : une partie interprétable est générique si elle est de rang maximal.

L’étude des groupes rangés est principalement motivée par la conjecture suivante, for-
mulée par G. Cherlin et B. Zilber :

Un groupe simple (infini) rangé est isomorphe & un groupe algébrique (affine).

Le programme de Borovik s’est révélé le plus fécond pour aborder cette conjecture. Il
nous invite, en s’inspirant de la classification des groupes simples finis, a distinguer plu-
sieurs cas suivant la structure des 2-Sylow® (voir plus bas pour une définition précise) :

1. le cas dégénéré : le groupe ne contient pas d’involutions.

2. le cas pair : les 2-Sylow® sont des 2-groupes connexes nilpotents d’exposant borné
(2-groupes unipotents).

3. le cas impair : les 2-Sylow® sont le produit direct d’un nombre fini de 2-groupes
de Priifer (cet entier est appelé le rang de Priifer).



4. le cas mixte : les 2-Sylow® s’écrivent comme le produit central d’un 2-tore et
d’un 2-groupe unipotent.

Remarquons qu’une réponse a été apportée dans [ABCO8| pour le cas pair et le cas
mixte : il n’existe pas de groupe simple rangé mixte et les groupes simples rangés pairs
sont bien isomorphes a des groupes algébriques affines (sur un corps de caractéristique
égale a deux).

Dans le cas impair, un certain nombre de configurations minimales lorsque le rang
de Priifer est inférieur ou égal & deux ont été mises au jour (voir par exemple [CJ04],
[Del07] ou [DJ16]) et résistent pour le moment & Panalyse.

Notre travail peut étre envisagé comme une contribution au cas impair. L’étude des
groupes de Frobenius de type impair, et plus généralement des quasi-groupes de Fro-
benius de type impair, est au coeur de notre analyse. Donnons maintenant quelques
définitions.

Soit C' < G une paire de groupes rangés, on dit que C est T si C'NCY # {1} implique
que (Y9 = C. Le sous-groupe C' est presque-autonormalisant si C' est d’indice fini dans
N¢g(C). Une paire de groupes connexes rangés C' < G est un quasi-groupe de Frobenius
si C' est TI et presque-autonormalisant. De plus, il est de type impair s’il contient des
involutions mais pas de 2-groupe unipotent.

Les groupes de Frobenius (Ng(C') = C) connexes de type impair, et plus spécifiquement
les groupes strictement 2-transitifs, i.e., G agit strictement 2-transitivement sur G/C,
sont des exemples paradigmatiques.

La classification des groupes strictement 2-transitifs rangés (de type impair) constitue
le point de départ de notre travail et fait I'objet du chapitre deux. Ces groupes peuvent
étre envisagés comme les groupes de transformations affines de structures algébriques
munies de deux opérations binaires, appelées presque-domaines.

A cet égard, on peut formuler deux conjectures. D’une part, un presque-domaine rangé
est un presque-corps, i.e., un corps gauche sans distributivité a droite (le groupe stric-
tement 2-transtif associé sera alors scindé). D’autre part, un presque-corps rangé est un
corps algébriquement clos (le groupe strictement 2-transitif associé sera alors standard,
i.e., il pourra s’écrire sous la forme K x K* pour un corps algébriquement clos K). En
prolongeant les résultats obtenus dans [ABW19], nous étudions les presque-corps rangés
de caractéristique 2 et sous une hypothese technique assez forte, nous démontrons le
résultat suivant :

Un presque-corps rangé de caractéristique 2 est un corps algébriquement clos.

On remarque que la partie additive (D, +,0) d’un presque-domaine D forme ce qu’on
appelle une K-boucle :

— Les équations du type x +a = b et a+y = b admettent une unique solution dans

D.

— (identité de Bol) : a + (b+ (a+¢)) = (a + (b+ a)) + ¢ pour tous a,b,c € D.

— (propriété de 'inversion par automorphisme) : —(a + b) = —a — b pour tous
a,be D.



Ce type de structures a été étudié de maniere détaillée par G. Glauberman en mobilisant
le concept de demi-plongement [Glau64]. Nous généralisons légérement son analyse au
cas rangé et nous caractérisons ainsi les presque-domaines rangés qui ne sont pas des
presque-corps en termes des propriétés algébriques de la K-boucle additive :

1. Soit B une K-boucle ot tous les éléments sont d’ordre fini impair qui est définissable
et qui est demi-plongée dans un groupe rangé G. Alors (B) est un groupe
définissable. De plus, (B) est un groupe résoluble ssi B est une boucle résoluble.

2. Soit D un presque-domaine rangé (de caractéristique différente de 2) qui n’est pas
un presque-corps. Alors DT est une K-boucle (uniquement 2-divisible) simple.

Dans le chapitre trois, nous développons la théorie des modeles des K-boucles (essen-
tiellement 2-divisibles) w-stables. En effet, en sus de son intérét intrinseque, I’étude des
K-boucles du point de vue de la théorie des modeles s’avere utile dans la classification des
groupes strictement 2-transitifs rangés, et plus généralement des groupes de Frobenius
connexes rangés de type impair. Notre analyse mobilisera de fagon cruciale la théorie des
symétrons développée par B. Poizat [Poi21]. A partir d’une nouvelle forme du théoreme
des indécomposables, on produira notamment un analogue de ’analyse de Lascar dans
ce nouveau contexte. On abordera également la question des K-boucles sans point fixe
w-stables génériquement commutatives. Voici les deux principaux résultats obtenus dans
ce chapitre :

1. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible automorphique de RM fini. Alors
Th(B) est fini-dimensionnelle et le rang de Lascar coincide avec le rang de Morley.

2. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible sans point fixe w-stable. Si B est
génériquement commutative, alors B est un groupe abélien.

Dans le chapitre quatre, nous abordons le probleme de la classification des quasi-groupes
de Frobenius de type impair. Sur la base des résultats de A. Deloro et de J. Wiscons
[DW20], nous envisageons cette question dans un cadre qui, du point de vue de la théorie
des modeles, englobe les univers rangés et les structures o-minimales. On parlera ainsi
de quasi-groupes de Frobenius dimensionnels. Les groupes classiques SO3(R), PGL2(C)
et CT x C* en constituent des exemples particulierement remarquables.

Ce sont les méthodes de 1’école de Bachmann qui joueront un réle prépondérant pour
interpréter SO3(R) dans un cadre dimensionnel. Remarquons qu’un tel groupe ne peut
pas exister dans un univers rangé (car les corps rangés sont algébriquement clos).

En ce qui concerne les quasi-groupes de Frobenius rangés de type impair, nous étudions
de fagon détaillée les produits des involutions. Il s’agira de démontrer ’existence d’un
sous-groupe de Borel, i.e., d'un sous-groupe définissable connexe résoluble maximal,
dont la structure est analogue & celle des sous-groupes de Borel de PGLy(C). Les
méthodes de [DJ16] occuperont une place importante. Ce chapitre est soumis pour
publication dans le journal Model theory.

Nous démontrons les trois théoremes de classification suivants :

1. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius dimensionnel avec involutions mais
sans 2-groupe unipotent infini et tel que C' est abélien. Si | CY contient tous les
produits de deux involutions alors G ~ SO3(K, f) o K est un corps interprétable
et f une forme quadratique anisotrope. Si on suppose de plus que C' < G est



définissable dans une structure o-minimale, Z(G) = {1} mais C est seulement
nilpotent, alors G ~ SO3(R) ou R est un corps réel clos interprétable.

2. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair tel que Ng(C)/C
est d’ordre pair (non-trivial). Si les sous-groupes de Borel de G sont généreux
alors G ~ PGLg(K) pour un corps interprétable K de caractéristique différente
de 2.

3. Soit €' < G un groupe de Frobenius connexe de type impair avec C' abélien. Si
les sous-groupes de Borel de GG sont généreux alors G est résoluble et scindé.

Dans un cinquiéme et dernier chapitre, nous explorons les liens entre la classification des
quasi-groupes de Frobenius rangés et les groupes définissablement linéaires sur un corps
rangé. On dit qu’un groupe est définissablement linéaire rangé (ou bien définissablement
linéaire sur un corps rangé) s’il est définissable dans un corps rangé K et s’il se plonge
dans GL,,(K') pour un certain n > 1.

Apres avoir isolé dans les travaux de B. Poizat et Y. Mustafin ([Poi01] et [Mus04]) un
critere pour éliminer les mauvais groupes, i.e., les groupes rangés non-résolubles dont
les sous-groupes définissables connexes propres sont nilpotents, nous étudions les quasi-
groupes de Frobenius de type impair scindés. On caractérisera également les contre-
exemples potentiels a la Conjecture de Cherlin-Zilber pour les groupes définissablement
linéaires sur un corps rangé de caractéristique nulle.

Nous démontrons ainsi les théoremes suivants :

1. Soit C' < G un groupe de Frobenius définissablement linéaire rangé connexe de
type impair. Alors G est scindé.

2. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius de type impair avec Ng(C')/C d’ordre
pair, définissablement linéaire sur un corps rangé. Alors G ~ PGLy(K) pour un
corps interprétable K de caractéristique différente de 2.

3. S’il existe un groupe simple non-algébrique définissablement linéaire sur un corps
rangé de caractéristique nulle, alors il existe un groupe de Frobenius C' < G
simple (non-algébrique) définissablement linéaire rangé, sans involutions, com-
posé d’élément semi-simples et tel que G = | J CY. Le groupe G est modele de la
théorie universelle des sous-groupes de type fini engendrés par des parties (finies)
non-entierement contenues dans un conjugué de C.

4. Soit G = A x C un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair. Alors C
est définissablement linéaire sur un corps rangé. De plus, si la caractéristique est
positive, alors C' est abélien; si la caractéristique est nulle, C' est recouvert par
ses tores linéaires maximaux.



Chapitre 1

Préliminaires

Notation

Soit G un groupe, H < G signifie que H est un sous-groupe de G. Pour = € (G, on pose
29 = g lag.

Soit X C G, onpose : X* =X\ {1} et X¢ ={29:2¢ X,g€ G}.

On définit le normalisateur et le centralisateur de X : Ng(X) ={ge€ G: 29 € X, Vze
X}tetCo(X)={geG:29=2, VrelX}

On définit les commutateurs [x,y] = z~ 'y tay pour x,y € G. Pour X,Y C G, [X,Y]
désigne le sous-groupe engendré par {[z,y] : z € X,y € Y}.

Les sous-groupes G" et G(™ sont définis inductivement :

FA=c0=qg c'=6¢V=[q,q, ¢"Y=[gM e =[G aY.

On dit que G est le produit central de Hi,...,H,, noté G = Hy * ...« H,, si G =
(Hi,...,Hy) et [H;, H;] = {1} pour i # j € {1,...,n}.

Si tous les éléments de G sont d’ordre fini plus petit qu'un entier n, on dit que le
groupe est d’exposant fini. Le plus petit entier n qui satisfait cette propriété est appelé
I'exposant de G.

On dit que G est n-divisible si pour tout 1 # g € G, il existe h € G tel que g = h"™. Le
groupe G est divisible s’il est n-divisible pour tout n.

On note I = {1 # i € G : i> = 1} Tensemble des involutions de G. L’ensemble
I-T={ij:i1€l,je I} désigne I'ensemble des translations.

On note 91 une £-structure quelconque. Si 91T est une sous-structure élémentaire de
M, on écrit N < M. Les formules sont notées ¢ (v, ), ¥ (vy,), ... (out on fait apparaitre les
variables libres). On désigne par S, (A) l'ensemble des n-types complets au-dessus d’un
ensemble de parametres A.

1.1 Quelques outils de la théorie des modeles

Nous supposons connues les notions de base de la théorie des modeles (notamment les
concepts de compacité, de types, de saturation...). On pourra consulter par exemple les
premiers chapitres de [Las09] ou bien de [TZ12]. Notre référence pour la théorie des
modeles sera le livre de D. Lascar [Las09].



1.1.1 Ultrafiltre et théoréme de Los

Définition 1.1.1.1. Soit I un ensemble infini. Un filtre sur I est une partie § de B(I)
qut possede les propriétés suivantes :

1.IcFetdé¢5s.
2.5 XeFetY €F, alors XNY €3.
3. 5 XeFetXCY,alorsY €3.

Un ultrafiltre sur I est un filtre $ tel que pour tout J C I, J € 3 ou bien I\ J € U. On
dit qu’il est principal s’il existe a € I tel que d={J CI:a€ J}.

Fait 1.1.1.2. [Las09, Proposition 1.2. Sec.1. Chap.2] Soit § un filtre sur I. Alors il
existe un ultrafiltre sur I contenant §.

Définition 1.1.1.3. Soit £ un langage et (IM; : i € I) une famille de L£-structures.
Soit L un ultrafiltre non-principal sur I. On définit une £-structure appelée ultrapro-
duit [[9M;. L’ensemble de base est obtenu en quotientant [[;.; M; par la relation
d’équivalentce suivante :

(ai)ier = (bi)ier ssi {ie€l:a; =b} el

Fait 1.1.1.4. (Théoréme de Los) [Las09, Théoréme 1.5. Chap 2] Soit L un ultrafiltre
(non-principal) sur I, et pour chaque i € I, soit M; une L-structure. Alors pour toute
formule ¢(v1, ...,v,) de £ et tous éléments a',...,a" de [Lic; M;, on a :

[I9% = o(al /st .a/8t)  ssi {i € T: 0 = é(aj,....a])} € 4.
i

Définition 1.1.1.5. Soit M une £-structure. On dit que M est pseudo-P si elle satisfait
l'une des propriétés équivalentes suivantes :

1. M est élémentairement équivalente a un ultraproduit de L£-structures IM; satis-
faisant la propriété P.

2. Pour tout £-énoncé ¢, M = ¢ implique existence d’une structure M, satisfai-
sant P telle que M, = ¢.

1.1.2 Généralités sur les théories w-stables

Soit T" une £-théorie. On fixe un modele monstre, i.e., tres saturé et tres homogene, €
de T'. En particulier, tous les modeles de T" qui nous intéressent peuvent étre identifiés
a des sous-structures élémentaires de €.

On rappelle que I'on peut associer a toute théorie T une théorie T qui élimine les
imaginaires, i.e., dans €%, pour tout classe définissable D C (C°?)", il existe un pa-
rametre « tel que « est exactement fixé par les automorphismes de la structure qui
laissent globalement invariant D. On dit dans ce cas que « est un parameétre canonique
pour D. Pour plus détails concernant cette construction, nous renvoyons a [Las09, Sec.4.
Chap.5].

Définition 1.1.2.1. Pour un ensemble définissable X C €™, on définit inductivement
sur l'ordinal o, le rang de Morley, noté RM :
— RM(X) >0 ssi X est un ensemble définissable non-vide.



— RM(X) > a+1 ssi il existe une famille (infinie) (X; : i € w) de sous-ensembles
de X définissables deux-a-deux disjoints tel que RM(X;) > «.
— Si «v est limite, RM(X) > « ssi RM(X) > 3, pour tout ordinal f < «.
On dit que RM(X) = o si RM(X) > «a mais RM(X) ? a+1 et RM(X) = oo si
RM(X) > « pour tout ordinal c.

Définition 1.1.2.2. On dit qu’une théorie T est w-stable (de facon équivalente, to-
talement transcendante) si pour tout n € N*, et pour tout sous-ensemble définissable
X C€" ona RM(X) < occ.

Fait 1.1.2.3. Si T est w-stable alors T est w-stable.
Dans la suite de la section, on suppose que T est une théorie w-stable.

Fait 1.1.2.4. [Las09, Sec.5. Chap.6] Soit X un ensemble définissable avec RM (X) = a.
On peut décomposer X en un nombre fini de sous-ensembles définissables deuz-a-deux
disjoints X1, ..., Xy, tel que RM(X;) = « et tel que pour tout i € {1,...,n}, X; ne peut
pas s’écrire comme ['union deuzr sous-ensembles définissables disjoints de rang «. Cet
entier est appelé le degré de Morley de X, noté DM (X).

On cite un résultat sur I'existence des modeles premiers.

Fait 1.1.2.5. [Las09, Proposition 3. Sec.2. Chap.8] Soit A C €, alors il existe un modéle
M absolument premier sur A, i.e., il existe une énumération de M = {m, : o < A}
(ot X est un ordinal) tel que pour tout oo < X, tp(ma/AU{mg : f < a}) est isolé. En
particulier, M est premier sur A.

On peut étendre le rang et le degré de Morley aux types.

Définition 1.1.2.6. Soit A C € et soit p un n-type sur A (non-nécessairement complet).
On pose :
RM (p) = inf{RM (¢(vp)) : ¢(v) est conséquence de p}

De plus, on définit le degré de Morley de p, noté DM (p), comme :

DM (p) = inf{DM(p(vp)) : ¢(v,,) est conséquence de p et RM (p(v,,)) = RM(p)}

Voici comme se comporte le rang de Morley vis-a-vis de la cloture algébrique :

Fait 1.1.2.7. [Las09, Proposition 1.4. Sec.1. Chap.6] Soient A C € et @,b des suites
finies d’élémets de €. Sia € acl(bU A), alors RM (tp(a/A)) = RM(a/A) < RM(b/A).

On caractérise la déviation dans le contexte d’une théorie w-stable.

Définition 1.1.2.8. Soient p C q deux types tels que p € Sp(A) et ¢ € S,(B), avec
A C B C €. On dit que q est une extension non-déviante de p si RM(p) = RM(q).

Il est possible de définir une autre notion de rang sur les types, le rang de Lascar.

Définition 1.1.2.9. Soit A C € et soit p € S,(A). On définit U(p) le rang de Lascar
de p inductivement sur l’ordinal o :

1. U(p) > 0 si p est consistant.

2. U(p) > « si pour tout § < «, il existe B, avec A C B C € et q une extension
déviante de p telle que U(q) > B.
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On dit que U(p) = o si U(p) > a mais U(p) 2 a+1 et U(p) = o0 si U(p) > « pour
tout ordinal .

Fait 1.1.2.10. Soit A C € et soit p € S, (A), on a U(p) < RM(p).

La (non)-déviation présente des propriétés remarquables dans le contexte d’une théorie
w-stable.

Définition 1.1.2.11. Soit p € S, (M) ot M est un modéle et ¢ € Sy(B), avec M C

B C €. On dit que q est U'héritier de p si pour toute formule ¢(vy,b) € q et toute suite
finie b € B¥, il existe m € M* tel que ¢(v,,, M) € p.

Fait 1.1.2.12. [Las09, Théoréme de la relation d’équivalence finie. Sec.4. Chap.6] Soit
p € Sp(A), pour A C €1 avec acl®(A) = A. Alors le type p est stationnaire, i.e., il
admet une unique extension non-déviante sur tout B avec A C B. En particulier, si
A = M est un modéle, l'unique extension non-déviante de p est son héritier.

Définition 1.1.2.13. Soient A C € et soit p € Syp(A). Soit ¢(v,,, Wy,) une formule, on
dit que le type p est ¢p-définissable par la formule Dy(wy,) si pour tout @ € A, on a :

¢(Un, @) €p  ssi = Dy(a).

Le type p est définissable s’il est ¢-définissable pour toute formule ¢.

Fait 1.1.2.14. [Las09, Théoréme 4.6. Sec.4. Chap.6] Soit p € S, (M) ot M est un
modele. Alors p est définissable.

Grace a la déviation, on peut définir une relation d’indépendance, notée | .

Définition 1.1.2.15. Soit A C € et a,b des suites finies de €. On pose :

a | b ssi RM(a/AUb) = RM(a/A).
A

Fait 1.1.2.16. [Las09, Paragraphe 2.10. Sec.2. Chap.6] Soient A C B C € et @,b des
suites finies de €. La relation d’indépendance | satisfait les propriétés suivantes :
— (invariance par automorphisme) Si f est un automorphisme, en posant A’ =

f(A), @ = f(a), §’ = f(0), ona:a | ,bssi al b
— (symétrie) a | , b ssi bl ,a B
— (transitivité) @ |, be ssia | ,beta | e
— (extension) Il existe @’ tel que @ = a, aveca | , B.
— (caractére local) Il existe Ay C A fini tel que a J/AO A.
— (caractére fini) EJ/A B ssi pour toute suite finie b de B, on a : EJ/Ab.

1.1.3 Groupes w-stables

Passons maintenant aux propriétés des groupes w-stables. On pourra consulter [Las09,
Sec.4 Chap.7] et [Poi87].

Définition 1.1.3.1. Un groupe G est w-stable si sa théorie, Th(G), est w-stable. Il
est de RM fini si de plus RM(X) < w pour tout sous-ensemble définissable X C &",
n € N*, ot & est le modéle monstre de Th(G).

11



Remarquons que le groupe G est considéré dans un langage potentiellement enrichi
qui étend le pur langage des groupes. Les sous-groupes définissables ne sont pas en
général des sous-structures au sens de la théorie des modeles. Par ailleurs, sauf mention
explicite, on ne distinguera pas les ensembles définissables des ensembles interprétables
(Fait 1.1.2.3).

De plus, étudier un groupe dont la théorie est w-stable ou bien un groupe définissable
dans une théorie w-stable revient au méme grace au théoreme suivant :

Fait 1.1.3.2. [P0i85, Corollaire 12.31] (séparation des paramétres) Soient M un modéle
d’une théorie w-stable T, et deuz formules ¢(v,) sans paramétre et (v,,b) avec pa-
rametres dans M ; alors il existe une formule x(U,,a), dont les paramétres satisfont
(Ty,), et qui est équivalente a ¢(v,,) A Y(Ty, b).

Tout d’abord, remarquons que les groupes w-stables satisfont la condition de chaine
descendante sur les sous-groupes définissables. Cela nous permet notamment de définir
la composante connexe G° de G (il s’agit de I'intersection des sous-groupes définissables
d’indice fini, c’est le plus petit sous-groupe définissable d’indice fini). De maniére ana-
logue, pour une partie X C G, on peut définir la cléture définissable de X, notée d(X),
comme l'intersection de tous les sous-groupes définissables de G contenant X.

Fait 1.1.3.3. [Las09, Proposition 4.2. Sec.4. Chap.7]

1. Soient Hy < Hy deux sous-groupes définissables de G. Si (Hy : Hs) est fini,
alors RM(Hy,) = RM(H3) et DM(Hy) = DM (Hs) x (Hy : Hy) ; sinon, on a
RM (H3) < RM(Hy).

2. Il n’existe pas de chaine infinie strictement décroissante de sous-groupes définissables

dans G.
Notons également que dans un groupe w-stable il n'y a de chaine infinie strictement
croissante de sous-groupes uniformément définissables.
Nous pouvons maintenant introduire la notion de stablisateur d’un type.

Définition 1.1.3.4. Soit p € S1(G) et g € G. On pose :
g-p={o(v1) : ¢(v1) est une formule a paramétres dans G et  ¢(g-v1) € p}

Le stabilisateur de p, noté Stab(p), est le sous-groupe :
Stab(p) ={g € G:g-p=p}

La définissablité des types et la condition de chaine descendante sur les sous-groupes
définissables entrainent la définissabilité du stabilisateur.

Fait 1.1.3.5. [Las09, Proposition 4.4. Sec.4. Chap.7]
1. Le stabilisateur d’un type p € S1(G) est un sous-groupe définissable de G.

2. Si G <X G et p est Uhéritier de p sur G', alors Stab(p) et Stab(p') sont définis
par la méme formule.

3. RM(p) > RM(Stab(p)).

Les éléments génériques jouent un role majeur dans la théorie des groupes w-stables.
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Définition 1.1.3.6. Soit A C G. On dit que p € S1(A) est générique si RM (p) est
maximal. Un élément a € G est générique sur A si tp(a/A) est un type générique. On
dit également qu’une formule est générique si elle est de rang mazximal.

Fait 1.1.3.7. [Las09, Propositions 1, 2 et 5. Sec.4. Chap.7]
1. Un type p € S1(QG) est générique ssi Stab(p) est d’indice fini dans G.
2. G est connexe ssi G a un unique type générique ssi DM (G) = 1.

3. Soit a € G, alors a = g1 - g2 ot g1 et go sont génériques sur a.

On peut étendre la notion de type et de formule génériques aux sous-groupes non-
définissables de G (voir [Wag90]).

Définition 1.1.3.8. Soit H C G un sous-groupe (non-nécessairement définissable). On
dit qu’une formule ¢(v1) = X a paramétres dans G est générique pour H s’il eriste
des éléments hy,....h, € H, et g1,...,9n € G, avec H C h1 Xg1 U ... Uh,Xg,. On dit
qu’un type p € S1(A), A C G, est générique pour H s’il ne contient que des formules
génériques pour H .

Fait 1.1.3.9. [Wag90] Soit un type p € S1(A) générique pour un sous-groupe H (en
particulier, il est finiment satisfaisable dans H ), alors Stab(p) = d(H)°.

Réciproquement, soit p € S1(A) un type finiment satisfaisable dans H, alors si Stabl(p) =
d(H)®°, le type p est générique pour H.

Corollaire 1.1.3.10. [Wag90] Un type p est générique pour H ssi ¢’est un type générique
de d(H).

1.2 Propriétés des groupes rangés

Nous passons désormais aux groupes rangés; nous citons plusieurs faits plus ou moins
spécialisés qui seront utilisés tout au long de ce travail. Les livres [BN94] et [ABCOS]
sont nos deux principales références.

Tout d’abord, commencons par le résultat fondamental de B. Poizat qui établit I’équivalence
entre la notion de groupe rangé et celle de groupe de rang de Morley fini.

Fait 1.2.0.1. [P0i87, Corollaire 2.1} et Théoréme 2.15] Un groupe est rangé si et
seulement si c’est un groupe de rang de Morley fini.

Nous avons vu qu'un groupe rangé admet une notion de composante connexe et que
pour toute partie X, on peut considérer sa cloture définissable d(X). Si X = H est un
sous-groupe (non-définissable), on pose H® = d(H)° N H.

Un certain nombre de propriétés sont préservées lorsque 1’on passe a la cloture définissable.

Fait 1.2.0.2. [BN94, Corollaire 5.38] Soit H un sous-groupe définissable d’un groupe
rangé G. Si H est résoluble (respectivement, nilpotent) de classe n alors d(H) a les
meémes proprieteés.

1.2.1 Généricité et générosité

L’étude des parties génériques joue un réle majeur dans la compréhension des groupes
rangés, en particulier des groupes connexes. En effet, dans un groupe rangé connexe,
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deux parties génériques s’intersectent toujours non-trivialement, et méme génériquement.

Introduisons un peu de terminologie. Soit G un groupe rangé. On dira qu’un sous-
groupe définissable H est généreuz si | geq HY est générique. On dira également qu’un
sous-groupe définissable H est presque-autonormalisant si H est d’indice fini dans son
normalisateur. Enfin, un sous-groupe définissable H est génériquement disjoint de ses
conjugués dans G si H\UgeG\N(H)(HﬂHg) est générique dans H. On indique plusieurs
résultats concernant la générosité des sous-groupes définissables (voir [Jal06]) :

Fait 1.2.1.1. 1. [ABCOS, Lemme 1V.1.2] Soient G un groupe rangé connexe et H
un sous-groupe définissable presque-autonormalisant et génériquement disjoint
de ses conjugués. Alors H est généreur dans G.

2. [ABC08, Lemme V.1.25] Soient G un groupe rangé connexe et H un sous-
groupe définissable connexe presque-autonormalisant. On considére § la famille
des conjugués de H. Alors H est généreux si et seulement si [’ensemble définissable
Hy={h e H:{X €F:hec X}est fini} est générique dans H.

3. [Jal06, Lemme 3.3] Soient G un groupe rangé connexe, H un sous-groupe définissable
et Y le sous-ensemble définissable de H qui consiste des éléments contenus dans
un nombre fini de conjugués de H. Alors pour tout sous-ensemble définissable U
de H tel que UNY # @, on a Ng(U)°® < Ng(H)°.

1.2.2 Le théoréeme des indécomposables et quelques résultats de génération

De fagon analogue aux groupes algébriques, les groupes rangés satisfont un théoreme
de génération (le théoreme des indécomposables de Zilber) qui garantit I'existence de
groupes définissables engendrés par des parties indécomposables. On dit qu’une partie
définissable X d’un groupe G est indécomposable si pour tout sous-groupe définissable
H, l'ensemble X est contenu dans un unique translaté de H ou bien intersecte une
infinité de translatés de H. On utilisera les deux faits suivants :

Fait 1.2.2.1. [BN9/, Corollaire 5.28] Soit G un groupe rangé. Alors le sous-groupe
engendré par une famille d’ensembles définissables indécomposables contenant I’élément
neutre est définissable et conneze.

Fait 1.2.2.2. [BNY/, Corollaires 5.29 et 5.32] Soit G un groupe rangé.

1. Soit H < G un sous-groupe définissable connexe et X une partie arbitraire. Alors
le sous-groupe [H, X] est définissable et connexe.

2. Soit H < G un sous-groupe définissable. Les sous-groupes (H)™ et (H)™ de
la série centrale descendante et de la série dérivée sont définissables. Si H est
connexe, ces groupes sont connezres également.

Le Socle, le Fitting et le Radical résoluble d’'un groupe rangé sont définissables.

Fait 1.2.2.3. [BN94, Théoréme 7.3] Soit G un groupe rangé et soit R(G) le groupe
engendré par les sous-groupes normauz résolubles (le radical résoluble). Alors c’est un
sous-groupe (caractéristique) définissable et résoluble.

Fait 1.2.2.4. [BN9/, Théoréme 7.3] Soit F(G) le groupe engendré par les sous-groupes
normaux nilpotents (le sous-groupe de Fitting). Alors ¢’est un sous-groupe (caractéristique)
définissable et nilpotent.
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Fait 1.2.2.5. [BN9/, Théoréme 7.8] Soit S(G) le groupe engendré par les sous-groupes
normauz minimauz (le socle). Si Z(G°) = {1}, alors c’est un sous-groupe définissable.
De plus, si G est connexe et de centre trivial, alors S(G) = A1 X ... x A, ot A; est un
sous-groupe définissable G-minimal simple ou abélien pour i € {1,...,n} (on remarque
que si R(G) = {1}, les sous-groupes A; sont simples).

1.2.3 Linéarisation

Un aspect important de la théorie des groupes rangés renvoie a la question de la
linéarisation : a quelles conditions est-il possible d’interpréter un corps et plus généralement
des actions linéaires 7 On mentionnera les trois faits suivants :

Fait 1.2.3.1. [BN9/, Théoréme 9.1] Soit G = A x H un groupe rangé ou A et H sont
des groupes définissables abéliens infinis. Si A est H-minimal et C(A) = {1} alors on
a:
1. Le sous-anneau K = Z[H]/anng gy (A) de End(A) est un corps algébriquement
clos interprétable ; il existe un entier m tel que tout élément de K peut étre
répresenté comme un endomorphisme Y i h; (avec h; € H).

2. A~ K*, H est isomorphe & un sous-groupe T de K* et agit sur A par multi-
plication.

3. En particulier, H agit de fagon réguliére sur A et K =T + ...+ T (m fois).

Fait 1.2.3.2. [BN9/, Théoréme 9.5] Soit A x G un groupe rangé conneze avec G
définissable, et A définissable, abélien, G-minimal tel que Cg(A) = {1}. Supposons
que G contient un sous-groupe infini définissable abélien normal H. Alors Cy(G) =
{1}, H est central dans G, l'anneau K = Z[H]/anngg)(A) est un corps interprétable
algébriqguement clos. De plus, A est un K-espace vectoriel de dimension finie (disons
n), Uaction de G sur A est par automorphisme linéaire et via cette action, on a G <
GLy(K). Finalement, H < Z(G) < Z(GLy(K)) ~ K* et agit par multiplication sca-
laire.

Fait 1.2.3.3. [LW93, Théoreme 4] Soit A x G un groupe rangé, tel que G est infini
définissable et que A est un groupe infini définissable abélien divisible sans torsion.
Supposons de plus que A est G-minimal et que Cg(A) = {1}. Alors il existe un corps
interprétable K et un sous-groupe définissable Ay < A tel que Ay ~ KT et G < GL,(K).

On rappelle que d’apres un théoreme de A. Macintyre les corps rangés sont algébriquement
clos [BN94, Théoreme 8.1].

1.2.4 Structure des groupes nilpotents

Dans le contexte des groupes rangés, il est possible de démontrer des théoremes de
structure assez forts pour les groupes abéliens et les groupes nilpotents.

Fait 1.2.4.1. [BN94, Théoréme 6.7] Soit G un groupe rangé abélien. Alors :

1. G =D ® B ou D est un sous-groupe divisible et B un sous-groupe d’exposant
fini (ces deux sous-groupes ne sont pas forcément définissables).

2. D=, premier (D1, Zpso) @ Q ot les indices I, sont finis.
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8. G =D+ B ou D, B sont des sous-groupes définissables caractéristiques, D est
divisible, B est d’exposant fini et D N B est fini. Le sous-groupe D est conneze.
Si G est connexe, on peut supposer que B est conneze.

Le résultat de structure sur les groupes abéliens peut étre généralisé au cas nilpotent.
De maniere plus générale, les groupes rangés nilpotents possedent un certain nombre
de propriétés remarquables qui rappellent celles des groupes algébriques nilpotents.

Fait 1.2.4.2. [BN9/, Théorémes 6.8 et 6.9; Lemme 6.2 et 6.3] Soit G un groupe rangé
nilpotent, alors :

1. G=B=x*D ou B et D sont des sous-groupes définissables caractéristiques, D est
divisible et B est d’exposant fini.

2. Soit T le groupe de torsion de D. Alors T est central dans D et il existe un
sous-groupe N nilpotent sans torsion tel que D =T x N.

3. Z(QG) est infini si G est infini.
4. Soit H un sous-groupe définissable de G d’indice infini. Alors H est d’indice
infini dans son normalisateur.

1.2.5 Structure de la torsion

Les groupes rangés peuvent étre analysés via leurs éléments de torsion. Il existe une
théorie des p-Sylow (p-groupes maximaux) mais elle n’est pleinement développée que
pour p = 2 ou dans le contexte des groupes (connexes) résolubles rangés.

Tout d’abord, dans un groupe rangé, il est possible de relever les éléments d’ordre fini
d’une section définissable.

Fait 1.2.5.1. [BN9/4, exercice 13p.73] Soit H un sous-groupe normal définissable de G.
Si T est un p-élément de G/H alors il existe un p-élément y € xH.

On rappelle le fait suivant pour les p-groupes localement finis (pour p = 2, cette condi-
tion est équivalente & celle d’étre un 2-groupe). On clarifie ainsi les notions abordées
dans l'introduction pour décrire la conjecture de Cherlin-Zilber.

Fait 1.2.5.2. [BN9/, Proposition 6.18-6.19, Corollaire 6.20]
1. Pour tout p premier, un p-groupe localement fini d’un groupe rangé est nilpotent-
par-fini.
2. Soit P un p-groupe nilpotent-par-fini d’un groupe rangé. Alors P° =T x B ou
T est un p-groupe abélien divisible et B un groupe d’exposant fini définissable
conneze.

3. Pour p =2, les 2-Sylow sont conjugués.

Dans cette perspective, un p-groupe unipotent est un p-groupe (nilpotent) définissable
connexe (infini) d’exposant fini. On dira qu'un groupe rangé est UpL s’il ne contient
pas de p-groupe unipotent. Un p-tore est a contrario un p-groupe abélien divisible
isomorphe a une somme finie de p-groupes de Priifer. Le p-rang de Priifer d'un groupe
rangé désigne alors le p-rang d’un p-tore maximal. Le cas p = 2 revét une importance
particuliere en raison du résultat de conjugaison évoqué précédemment. De plus, bien
qu’on ne dispose pas d'un analogue du théoreme de Feit-Thompson qui éliminerait le
cas dégénéré, les involutions comme dans le cas des groupes simples finis sont souvent
au coeur de l'analyse.
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Fait 1.2.5.3. [BN9/, Lemme 10.1, Proposition 10.2, Théoréme 10.5]
1. Soient i # j deuz involutions. Alors i et j inversent leur produit ij.

2. Soit G un groupe rangé et i # j deux involutions. Alors i et j sont soit d(ij)-
conjuguées soit commutent avec une autre involution de d(ij).

3. Soit G un groupe rangé et soit i une involution tel que Cq(i) est fini. Alors G°
est un groupe abélien inversé par i et [G°,i] = G°.

Dans le cas d’un groupe rangé connexe, la structure de la p-torsion satisfait la propriété
additionnelle suivante :

Fait 1.2.5.4. [BBC07] Soit G un groupe rangé connexe dont les p-Sylow sont finis.
Alors G ne contient pas de p-éléments.

On cite une autre conséquence de l'analyse de la torsion dans les groupes connexes :

Fait 1.2.5.5. [BBC07], [ABC08, IV.Corollaire 4.18] Soit G un groupe rangé connezxe.
Alors Cg(g)° est infini pour tout g € G.

1.2.6 Quelques propriétés des groupes résolubles

L’étude d’un groupe rangé passe en général par une compréhension de ses sous-groupes
de Borel, i.e., de ses sous-groupes définissables connexes résolubles maximaux. Plus
généralement, nous allons nous intéresser aux propriétés des sous-groupes définissables
(connexes) résolubles.

Fait 1.2.6.1. [BN94, Corollaire 9.9] Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors
G’ est nilpotent.

La structure de la torsion est particulierement bien comprise dans les groupes connexes
résolubles comme en témoignent les deux faits suivants :

Fait 1.2.6.2. [BN9/, Théoréme 9.29 et 9.35]
1. Dans un groupe rangé résoluble G, les p-Sylow sont conjugués.

2. Dans un groupe rangé connexe résoluble G, les p-Sylow sont connezxes.

1.2.7 Semi-simplicité

En exploitant I’analogie avec les groupes algébriques affines, on peut introduire pour
les groupes rangés une notion de tore (éléments semi-simples) et de radical unipotent.
Idéalement un groupe rangé connexe résoluble devrait pouvoir s’écrire comme produit
semi-direct d’un radical unipotent et d’un tore.

On commence par caractériser la semi-simplicité dans le contexte des groupes rangés.
Nous pourrons également mieux comprendre la nature des éléments génériques. Un sous-
groupe définissable abélien divisible est un tore décent si c’est la cloture définissable de
sa torsion; c’est un bon tore si cette propriété est héréditaire pour les sous-groupes
définissables infinis. Un pseudo-tore est un groupe abélien divisible rangé tel qu’aucune
section définissable n’est isomorphe & KT pour un corps interprétable K.

Le groupe multiplicatif d’un corps de caractéristique positive est un exemple typique de
bon tore comme le prouve le fait suivant qui se base sur des travaux de F.O. Wagner :
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Fait 1.2.7.1. [Wag01] Soit (K,...) un corps rangé de caractéristique positive p > 0
(avec une structure additionnelle) tel qu’une certaine puissance de l’endomorphisme
de Frobenius x — xP est un automorphisme de (K,...). Alors <F1§llg, ...) est une sous-
structure élémentaire. En particulier, si T < K> est un sous-groupe définissable propre
(on parle de mauvais corps), (F3" (Fg'9 N'T)) est une sous-structure élémentaire de
(K,T).

Fait 1.2.7.2. [ABC08, Proposition 4.20] Soit K un corps rangé de caractéristique po-
sitive. Alors K* est un bon tore.

Remarquons également que le résultat suivant de F.O. Wagner nous permet de conjec-
turer la non-existence des mauvais corps, i.e., des corps rangés tel que le groupe multi-
plicatif contient un sous-groupe définissable propre, en caractéristique positive :

Fait 1.2.7.3. [Wag03] S’il existe une infinité de p-nombres premiers de Mersenne, i.e.,
de la forme (p™ — 1)/(p — 1), alors il n’existe pas de mauvais corps de caractéristique
positive p > 0.

En caractéristique nulle, des mauvais corps rangés ont été construits [BHMPWOT7].
Néanmoins, il semble raisonnable de conjecturer qu’un sous-groupe multiplicatif définissable
propre est un pseudo-tore (on renvoie a [Fre09] pour plus de détails). On dira que le
groupe satisfait I’hypothese (PT).

Grace aux travaux de G. Cherlin et T. Altinel puis d’O. Frécon notamment, on sait
que le comportement des tores décents (et des pseudo-tores) présente des similitudes
avec celui des tores algébriques.

Fait 1.2.7.4. 1. [Che05] Soit G un groupe rangé. Alors les tores décents mazimaux
sont conjugués.

2. [Fre09, Théoréme 1.7] Soit G un groupe rangé. Alors les pseudo-tores mazimauz
sont conjugués.

3. [Fre06b, Lemme 3.1] Soit G un groupe rangé et N un sous-groupe définissable
normal. Soit T' un tore décent mazximal alors TN/N est un tore décent maximal
de G/N et tous les tores décents ont cette forme.

4. [Fre09, Corollaire 2.9] Soit G un groupe rangé connexe. Le pseudo-tore mazximal
de F(G) est central dans G.

5. [AB09, Théoréme 1] Soit T un tore décent d’un groupe rangé connexe G. Alors
Ca(T) est connexe, généreuxr dans G et Ng(Cq(T))° = Ca(T).

6. [Fre09, Corollaire 2.12] Soit T un pseudo-tore d’un groupe rangé connexe G.
Alors C(T) est connexe, généreuxr dans G et Ng(Cq(T))° = Ca(T).

On cite également un fait qui décrit la structure de la p-torsion lorsque la partie p-
unipotente est triviale.

Fait 1.2.7.5. 1. [BCO9, Théoreme 3] Soit G un groupe rangé conneze, et soit g un
p-€lément tel que Cg(g)° est Ulf-. Alors g appartient a un p-tore.

2. [BC0Y, Théoréme 5] Soit G un groupe rangé connexe tel que Ng(T)/Cq(T) =
WI(G) est d’ordre impair pour un tore décent mazximal T. Soit r le plus petit
nombre premier (impair) divisant l'ordre de W(G) alors ou bien un r-élément x
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représentant un élément d’ordre r dans W(G) centralise un r-groupe unipotent
ou bien un r-élément toral centralise un r-groupe unipotent.

1l s’agit d’un principe de toralité.

Une autre fagcon d’approcher la semi-simplicité consiste a s’intéresser aux sous-groupes de
Carter, i.e., aux sous-groupes définissables connexes nilpotents presque-autonormalisants.
Remarquons que dans les groupes algébriques réductifs, les sous-groupes de Carter sont
exactement les tores (algébriques) maximaux. Voici les principales propriétés des sous-
groupes de Carter :

Fait 1.2.7.6. 1. [FJ08, Théoréme 3.11] Soit G un groupe rangé. Alors G contient
un sous-groupe de Carter.

2. [Jal06, Théoréme 3.1] Soit G un groupe rangé connexe. Alors les sous-groupes
de Carter généreur sont conjugués.

3. [Wag94, Théoréme 29] Soit G un groupe rangé. Si G est résoluble alors ses sous-
groupes de Carter sont conjugués.

4. [Fre09, Corollaire 2.10] Soit G un groupe rangé. Alors tout pseudo-tore de G est
contenu dans un sous-groupe de Carter.

5. [Fre06b, Théorémes 1.1 et 1.2] Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors
tout sous-groupe H contenant un sous-groupe de Carter est définissable, connexe
et autonormalisant.

6. [FJ08, Théoréme 3.11] Soit G un groupe rangé résoluble. Alors ses sous-groupes
de Carter sont génériquement disjoints de leurs conjugués et généreut.

7. [ABC08, I.Corollaire 8.30] Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors G =
G'Q ot Q est un sous-groupe de Carter.

1.2.8 Unipotence

Nous passons maintenant a I’analyse de I'unipotence. En caractéristique p > 0, un p-
groupe unipotent est simplement un p-groupe définissable connexe nilpotent d’exposant
fini. On a le fait suivant :

Fait 1.2.8.1. [Bur06, Fait 1.1] Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors il existe
un unique p-groupe unipotent mazimal Up(G) et Uy(G) < F(G)°.

En caractéristique nulle, une théorie robuste de 1'unipotence a été élaborée par J.
Burdges (voir [Bur04] et [Bur06]).

On dira qu'un groupe définissable connexe abélien A est indécomposable s’il ne peut
pas s’écrire comme la somme de sous-groupes propres définissables. Son radical J(A)
désigne 'unique sous-groupe propre définissable connexe maximal.

Pour un groupe rangé G, on définit :

Up,r(G) = (A < G abélien indécomposable tq RM(A/J(A)) =)

et on note Uy(G) pour 7 maximal. On appelle un Uy ,.-groupe, un groupe rangé G tel que
G = Uy (G). Les {0,7}-Sylow sont les U -groupes nilpotents définissables (connexes)
maximaux. Voici quelques faits qui caractérisent 'unipotence en caractéristique nulle
pour les groupes rangés :
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Fait 1.2.8.2. 1. [Bur04, Lemme 2.11] Soit f : G — H un homomorphisme définissable
entre des groupes rangés. Alors f(Uy,(G)) < Upr(H) est un Up,-groupe. Si
Uo,r(H) < f(G) alors f(Uo(G)) = Upr(H).

2. [Bur04, Théoréme 2.15] Soit G un groupe rangé connexe résoluble tel que U,(G) =
{1} pour tout nombre premier p et Up(G) = {1}. Alors G est un bon tore.

3. [Bur04, Théoréme 2.16]) Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors Uy(G) <
F(G)°.

4. [Bur06, Corollaire 3.6] Soit G un groupe nilpotent rangé. Alors G = d(T') x
[U01(G) * ... x Up(G)] * [U2(G) X ... X Upmaaz(G)].

5. [Bur06, Théoreme 5.7] Soit G un groupe rangé connexe résoluble et QQ un sous-
groupe de Carter. Alors Uy, (G")Upr(Q) est un Up,-Sylow. De plus, tous les
Uo »-Sylow sont de cette forme pour un sous-groupe de Carter Q.

On peut définir donc un ordre sur 'unipotence. Les tores décents sont les moins unipo-
tents, puis viennent les Uy ,-groupes (classés selon r) et enfin les p-groupes unipotents
(classés de maniere décroissante selon p). On notera p un parametre d’unipotence arbi-
traire

On a le théoreme de génération suivant :

Fait 1.2.8.3. [FJ08, Proposition 2.10] Soit G = NC' un groupe rangé ou. C' et N sont
nilpotents définissables et N normal dans G. Supposons que N = (U,(N) : p parametre d'unipotence)
et C = (Uy(C) : p' parametre d'unipotence) tels que p' > p. Alors G est nilpotent.

Remarquons que les sous-groupes définissables connexes d'un Uy ,-groupe ne sont pas
forcément des Uy ,-groupes. Si c’est le cas, on parle de Uy ,-groupe homogéne. Ce constat
a conduit O. Frécon a introduire la notion de U-groupe : un groupe rangé G est un
U-groupe si G = U(G) ou U(G) est le groupe engendré par les sous U, -groupes
(définissables) homogenes normaux et les p-sous-groupes unipotents pour p premier.
On a les faits suivants :

Fait 1.2.8.4. 1. [FreO6a, Théoréme 4.11] Soit G un groupe rangé connexe et H un
sous Ug r-groupe définissable. Alors |G, H| est un Uy ,-groupe homogéne.

2. [FreO6a, Théoréme 5.3] Soit G un U-groupe rangé alors G = B * Uy 1(G) * ... *
Uo,ri(c)(G) ot B est définissablement caractéristique d’erposant fini, Uo, est
homogeéne et les intersections sont finies.

3. [FreO6a, Théoréme 6.8] Soit G un groupe rangé connexe résoluble. Alors G’ est
un U-groupe.
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Chapitre 2

Presque-domaines rangés et
demi-plongement

Nous allons nous intéresser dans ce chapitre a la classification des groupes strictement
2-transitifs rangés en privilégiant le point de vue algébrique des presque-domaines et
des K-boucles. On examinera également la possibilité d’étendre nos résultats a la classe
plus large des groupes de Frobenius rangés connexes de type impair.

2.1 Préliminaires sur les groupes strictement 2-transitifs

Définition 2.1.0.1. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On dira que G
agit 2-transitivement si pour tout (x1,x9), (z},7h) € X? ot les x; (resp. les x) sont
distincts, il existe g € G tel (2}, x}) = (g.21, g.22). L’action est strictement 2-transitive
st un tel g est unique.

On notera le stabilisateur d’un point Stab(z) par C, = C. Si G est strictement 2-
transitif, il s’agit d’un sous-groupe propre qui est malnormal : Ng(C') = C' et pour tout
g ¢ Ng(C), 'intersection CY9 N C est trivial. On appelle groupe de Frobenius un groupe
qui contient un sous-groupe propre malnormal (appelé le complément de Frobenius).

Remarquons tout d’abord qu’un groupe strictement 2-transitif contient nécessairement
des involutions : il suffit de considérer un élément g qui échange deux points. On dira que
le groupe G est de caractéristique 2 (car(G) = 2) (respectivement, de caractéristique
différente de 2, car(G) # 2) si C' ne contient pas d’involutions (respectivement, C
contient des involutions).

Le groupe des transformations affines d’'un corps K, que l'on peut écrire sous la forme
K* x K*, est un exemple typique de groupe strictement 2-transitif. Voici quelques
propriétés satisfaites en général par les groupes strictement 2-transitifs :

Fait 2.1.0.2. [BN94, Lemmes 11.44, 11.45, 11.47] Soit C < G un groupe strictement
2-transitif.

1. Le sous-groupe C' contient au plus une involution (qui est donc forcément centrale

dans C).

2. L’ensemble I des involutions forme une classe de conjugaison.
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3. I =39 pour toute involution j si car(G) =2; I =iUj% pouric C etj ¢ C,
sinon.

4. Onal -I1NU,eqC?={1}.

5. Sicar(G) # 2, alors Uensemble I-1\ {1} forme une classe conjugaison. De plus,
G =1iIC = IiC, pour i linvolution de C'.

6. Le groupe G est scindé, i.e., G = Ax C ssi I-1 est un sous-groupe ssi I -1 =il
pour une involution i € I, si car(G) # 2 ou bien I -1 =1TU{1}, sinon.

7. Si car(G) # 2, Uaction naturelle de G est équivalente a 'action de G par conju-
gaison sur I.

Si le groupe G est de caractéristique différente de 2, on dira qu’il est de caractéristique
nulle (respectivement, de caractéristique p > 0) si toutes les translations (qui sont
conjuguées) sont d’ordre infini (respectivement, d’ordre p > 0).

Dans un univers rangé, nous obtenons des informations supplémentaires.

Fait 2.1.0.3. /[BN9/, Lemmes 11.19 et 11.60]

1. Soit C < G un groupe de Frobenius rangé. Alors C est définissable dans la pure
structure de groupe.

2. Soit C' < G un groupe strictement 2-transitif rangé. Alors G et C' sont connexes.

Deux conjectures (vérifiées pour les groupes finis et les groupes algébriques) nous guident
dans le projet de classification des groupes strictement 2-transitifs rangés :

(A) Un groupe strictement 2-transitif rangé C' < G est scindé.

(B) Un groupe strictement 2-transitif rangé C' < G scindé est standard, i.e., G =
KT x K*, pour un corps K algébriquement clos.

Remarque 2.1.0.4. Des groupes strictement 2-transitifs infinis non-scindés ont été
construits, par exemple dans [RST17]. Travailler dans un univers rangé n’est donc pas
une hypothése superflue.

2.1.1 Les groupes strictement 2-transitifs vus comme groupes de trans-
formations affines d’un presque-domaine

Lorsque I’étude des groupes strictement 2-transitifs a été initiée de maniere systématique
(notamment par H. Karzel, W. Kerby, J. Tits et H. Wefelscheid), on a montré qu’il
est possible d’associer a chaque groupe strictement 2-transitif une structure algébrique
appelée un presque-domaine. ' De cette facon, le groupe strictement 2-transitif peut étre
réalisé comme le groupe des transformations affines du presque-domaine associé. A cet
égard, il devient également possible de reformuler les deux conjectures précédentes en
termes purement algébriques :

(A’) Un presque-domaine rangé est un presque-corps.

(B’) Un presque-corps rangé est un corps algébriquement clos.

1. En frangais, la terme de domain devrait étre traduit par anneau sans diviseur de zéro. En effet,
un anneau intégre est forcément commutatif. Pour simplifier notre terminologie, nous avons décidé
de traduire domain de maniere littérale par domaine. Par conséquent, on dira presque-domaine pour
near-domain.
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Nous allons maintenant donner les définitions d’un presque-domaine et d’un presque-
corps et expliciter succintement le lien avec les groupes strictement 2-transitifs. Nous
renvoyons le lecteur intéressé a la monographie de W. Kerby [Ker74].

Définition 2.1.1.1. Soit (D,+, x,0,1) une structure avec deux opérations binaires.
On dit que D est un presque-domaine si les propriétés suivantes sont satisfaites :

1. —a+0=0+4a pour tout a € D.

— les équations x+a = b et a+y = b ont une unique solution dans D pour tous
a,be D.

— a+b =0 implique b + a = 0 pour tous a,b € D.

(D \ {0}, x,1) est un groupe.

0-a=a-0=0.

Pour tous a,b,c € D, ona :c-(a+b)=c-a+c-b.

AR S

Pour tous a,b € D, il existe dgp € D\ {0} tel que pour tout c € D :
a+(b+c)=(a+b)+duy-c

Remarquons dés a présent qu'une structure (D,+,0) qui satisfait les deux premiers
points de la propriété 1 est appelée une boucle.
Passons maintenant & la définition d’un presque-corps.

Définition 2.1.1.2. Soit (D, +, x) un presque-domaine. On dit que D est un presque-
corps si de plus (D, +,0) est un groupe (commutatif).

Une notion de caractéristique peut étre définie pour un presque-domaine D : il s’agit
du plus petit entier n tel que 1+ ... + 1 = 0 (cette somme est bien définie). S’il n’existe

nfois
pas de tel entier, on dit que D est de caractéristique nulle. On la note car(D). Elle
correspond a la caractéristique du groupe strictement 2-transitif associé.

Introduisons un autre concept important de la théorie des presque-domaines : le noyau.

Définition 2.1.1.3. L’ensemble ker(D) ={zx € D :Vy,z€ D,(y+z2)-c=y-x+z- -z}
est un sous-groupe de D* contenant Z(D*), appelé le noyau du presque-domaine.

Considérons maintenant 75(D) I’ensemble des transformations affines du presque-domaine
D :
T(D) ={mpa: D — D,a,be D :1mpq(x) =b+a-x}

Nous cherchons a munir cet ensemble d’une structure de groupe. Notons que
Ty aTha(x) =0 4+d - (b+a-x)=b+ (@ -b+d -a-z)=0+d b)+dyap-ad-a-

ML

En identifiant T5(D) & DT x D* | il s’agit alors de vérifier que l'opération ”+” suivante
définit bien une structure de groupe :

(t',a") x (bya) = (' +a - b,dy op-a - a)

(b7a)_1 = (7(0'_1 : b)va_l)

Le groupe T(D) est donc un groupe interprétable dans la structure (D, +, ), qui agit
de plus strictement 2-transitivement sur le presque-domaine. Il a la forme d’un produit
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quasi-direct, une généralisation du produit semi-direct.

Afin de comprendre la facon dont un groupe strictement 2-strictement est isomorphe au
groupe des transformations affines d’un presque-domaine, il nous faut procéder mainte-
nant a des rappels sur la théorie des boucles et des produits quasi-directs.

Soit (B, +,0) une boucle, et soit Sp son groupe de permutation. Pour tout a dans
B, on définit la translation a gauche g, : * — a + x et on considere le groupe engendré
par les translations (a gauche) :

My(B) = (ga - a € B) < Sp.

Remarquons que les translations sont des bijections définissables (et donc leurs inverses
sont aussi des bijections définissables). Nous pouvons des lors définir les applications de
précession (& gauche) 6, = g;lbgagb. Elles sont caractérisées par la propriété suivante :

a4+ (b+c)=(a+0b)+dap(c).

Le groupe des applications intérieures (& gauche) est alors :
D(B) = (04 : a,b € B) < Sp.

Dans le cas d'un presque-domaine, pour chaque application de précession d,, il existe
un élément d,, € D\ {0} tel que dq(z) = dgp -« pour tout x € D.

Remarque 2.1.1.4. On peut aussi définir la translation o droite vy : x — x + b pour
b € B et ainsi considérer le groupe des translations bilatéres :

M(B) = (gq,mp : a,b € B).

Passons désormais au produit quasi-direct (voir section C.2. de [Kie02]).

On dira qu'un sous-groupe 7' de Aut(B) est un transassociant si T contient D(B)
(en particulier, dans cette définition du transassociant, on suppose que D(B) consiste
d’automorphismes).

Soient B une boucle et T un transassociant. Alors B X T est un groupe, appelé produit
quasi-direct. 11 est défini par les opérations suivantes :

(a’ a)'(bv ﬂ) = (a + a(b)a 5a,a(b)aﬁ)

et
(a,0)7 = (a7 Y (d), a0, L)

ol a’ est l'inverse & droite de a.

Nous allons maintenant voir que 'on peut canoniquement associer une boucle a une
action de groupe sur un ensemble. Sous certaines conditions, il sera également possible
de réaliser le groupe comme un produit quasi-direct.

Si G agit transitivement sur X, on rappelle que cette action est équivalente a ’action
de G sur G/C ou C est le stabilisateur d’un point. Si un sous-ensemble B contient
un unique élément de chaque translaté de C, on dira que B est une transversale pour
I’action.

Si B est une transversale, on note o : G/C — B l'application qui & gC' associe 'unique
I’élément de B N gC.
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Fait 2.1.1.5. [Kie02, Théorémes 2.7 et 2.8] Soit G un groupe agissant transitivement
sur G/C et B une transversale. On considére 'application 0 : G — Sp qui a g associe
b, : B — B, avec 04(a) = o(gaC'), Pour tous a,b € B, on pose a +b = o(abC'). Alors,
on a :

-1

1. (B,+) est une boucle ssi gBg™" est une transversale pour tout g € G.

2. 0 est un homomorphisme de noyau (5 C? = N qui induit une action de G sur
B équivalente a action de G sur G/C.

3. St B engendre G comme groupe alors (G) = My(B), 0(C) = D(B) et donc
D(B) ~ C/N
4. Si eBe™t C B pour tout ¢ € C alors D(B) C 6(C) = Inn(C) C Aut(B).

Le fait suivant explicite le lien entre le produit quasi-direct et la boucle définie a partir
d’une transversale :

Fait 2.1.1.6. [Kie02, Théoréme 2.16] Mémes hypotheéses et notations que le Fait 2.1.1.5.
Si B¢ C B pour tout ¢ € C, alors 0(C) est un transassociant pour B et application
f:Bxg0(C)—0(GQ); (a,a)— geov est un isomorphisme.

Soit maintenant C' < G un groupe strictement 2-transitif. Si car(G) = 2 (respective-
ment, car(G) # 2), alors I (respectivement il) est une transversale B pour l'action
de G sur G/C (équivalente a l'action naturelle de G). On peut donc munir B d’une
structure de boucle. De plus, (), CY = {1} et I¢ C I (respectivement, (iI)¢ C i,
pour ¢ 'involution de C'). Le sous-groupe C' contient D(B) et agit par automorphisme,
c’est donc un transassociant. Finalement, G ~ B xg C.

De plus, 'action de C sur B\ {0} est réguliere (par définition de la stricte 2-transitivité),
choisissons donc b € B\ {0} et pour tout a € B, notons p, 'unique élément de C' tel
que fiq(b) = a. On peut définir une opération ”-” sur B\ {0} :

xoy=pz(y), si z#0 et x-y=0, sinon.
La structure (B, +,0,-,b = 1p) est alors un presque-domaine et I'application
¢:15(B) — BxqC; The— (b,pta), a,be B,b#0

définit un isomorphime (nous renvoyons a [Kie02, Section D] pour plus de détails).

2.1.2 Premieres propriétés des K-boucles

Nous venons donc de brievement expliciter la correspondance entre les groupes stricte-
ment 2-transitifs et les presque-domaines. Du point de vue de la structure additive, la
boucle associée au presque-domaine satisfait des propriétés additionnelles et forme ce
qu’on appelle une K-boucle [Kie02, Théoréeme 7.10].

Définition 2.1.2.1. Soit (B,+,0) une boucle. On dit que B est une K-boucle si :
1. (Condition de Bol) Pour tous a,b,c € B, on a :

a+ b+ (a+c)=(a+ (b+a))+ec
2. (Propriété de linversion par automorphisme) Pour tous a,b € B, on a :

—(a+b)=—a—0b.
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Remarque 2.1.2.2. Si une boucle satisfait seulement la condition de Bol, on parle de
boucle de Bol. Notons que cette condition est suffisante pour démontrer ’existence d’un
unique Inuverse.

On dit que la K-boucle est uniquement 2-divisible si 'application x — x + x définit une
bijection. Voici quelques exemples de K-boucles (uniquement 2-divisibles) :

1. La partie additive d’un presque-domaine de caractéristique différente de 2.

2. Un groupe uniquement 2-divisible avec 'opération = + y = z'/2yz!/2.

3. Si a est un automorphisme involutif d’un groupe G, 'ensemble X = {a(g)g~ ! :
g € G} peut étre muni d’une structure de K-boucle si X est uniquement 2-
divisible.

Pour montrer qu’'un presque-domaine est un presque-corps, il suffit de démontrer que

la K-boucle additive est un groupe, qui sera alors nécessairement abélien.

Dans les K-boucles, un certain nombre de propriétés sont satisfaites, ce qui facilite

les calculs. En particulier, 'opération a-n = a + ... + a est bien définie pour tout n € N
nfois

(et donc pour tout n € 7).
Fait 2.1.2.3. (voir [Kie02])

1. a+b="084p(b+a).

2. Pour tout myn € Z, a-n+ (a-m+z)=a-(n+m)+z.

3. Pour tout m,n € Z, 0g.m,a-m = Id.

4 8,3 = Oba-

5. 0ap = O—phta-

6. dapta = Oab-

7. Les applications de précession sont des automorphismes de la K-boucle.

8 (a+b)-2=a+(b-2+a)

9. L’application x +— x - 2 est injective ssi K ne contient pas d’élément d’ordre 2.
10. Si B est une K-boucle uniquement 2-divisible et si € est un automorphisme invo-

lutif sans point fize de B alors e(x) = —x pour tout x € B.

Remarque 2.1.2.4. Les trois premiéres propriétés restent vraies lorsque [’on considere
seulement une boucle de Bol. En particulier, tout élément d’une boucle de Bol engendre
un groupe cyclique.

Dans les boucles de Bol (et donc a fortiori dans les K-boucles), les sous-boucles peuvent
étre caractérisées assez aisément :

Proposition 2.1.2.5. [NS02, Lemme 1.3] Soit B une boucle de Bol alors C C B est

une sous-boucle ssi C' est stable par inversion et addition.

Démonstration. Puisque C est stable par inversion et addition a —a = 0 € C, pour
a € C.Deplus, a+ (—a+z) = (a —a) + dq,—a(r) = z et donc 'équation a +z =b a
une unique solution dans C.

En utilisant Iidentité de Bol, on remarque que :

(—a+[(a+b)—a))+a=—-a+[(a+b)+(—a+a)=—a+(a+b)=0b

26



Par conséquent, —a + ((a + b) — a) est I'unique solution de I’équation = + a = b et elle
appartient a C. O
Remarque 2.1.2.6. Les sous-boucles d’une K-boucle sont des K-boucles.

Définition 2.1.2.7. On dit qu’une K-boucle B est sans point fixe, si toute application
intérieure (& gauche) non-trivial ¢ € D(B) n’a pas de point fize non-trivial.

La boucle additive d’un presque-domaine est une K-boucle sans point fixe. Remarquons
que dans une K-boucle sans point fixe B, un automorphisme de précession 4, est
définissable sur (a + b), (b + a).

En effet, si §,,(b+a) = 0,5(b+a) = (a+b) alors 6 40,y (b+a) = b+a et donc § 404y
admet un point fixe. Puisque 6 40, € D(B), on obtient que 6,5 = 95,y

De plus, dans ce contexte, les automorphismes de précession peuvent étre caractérisés
encore plus précisément :
Lemme 2.1.2.8. [KW 72b][KW 74] Soit B une K-boucle sans point fize, alors :

1' 56119([1)761@([)) - 63@12/5%1352/71
2. 50«756174-(1,6 = 5a,b+05b,c

Démonstration. Pour le point 1, on a :
6zyla+ (b+c)) = dzy((a+b)+dap(c) = (0uy(a) + 62,y(b)) + 62,y0a,60y,00z,y(c)

536,3/(@ +(b+c)) = (596,1/(@) + (5z,y(b) + 596,1/(0)) = (5:6,1/(@) + 5z,y(b)) + 561,y(a),6z,y(b)5m,y(c)

Finalement, on obtient que ds, , (a).5,.,(5) = 9z,y0a,60y,2-

Pour le point 2, on a :
a+ b+ (c+z)=a+ ((b+c)+ dhe(z) = (a+ (b+¢)) + OaprcOpe(T)

a+ (b+(c+x) =(a+b)+bap(c+ )
= ((a+b) + 0a,b(c)) + datb,5, 4 (c)9ab(T)
= (a+ (b+¢)) + 05, ,(b+a),00,(c)0ab(T)
= (a+ (b+¢)) + dap0brac(®)
Finalement, on obtient que 4 50p4a,c = a,b+cOb,c- ]
Dans le cas d’un presque-domaine, l'identification de D(B) a un sous-groupe de D*
nous fournit des informations supplémentaires :

Fait 2.1.2.9. [KW 724
1. Sidgy est central dans D>, alors dgp, = 1.

2. Si Uensemble {dyp : a,b € D} est fini, alors (D, +, X) est un presque-corps.
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2.2 Etude des presque-corps rangeés

Avant d’aborder la question délicate de la classification des presque-domaines rangés,
nous préférons au préalable nous engager dans I’'étude des presque-corps rangés. D’une
part, ces structures semblent plus aisées a manipuler car nous n’avons pas a traiter le
défaut d’associativité de I'opération additive. D’autre part, la conjecture (B’) est bien
indépendante de la conjecture (A’) et il semble raisonnable d’en espérer une résolution
favorable.

Soit (M, +, x) un presque-corps rangé infini. Tout d’abord, remarquons que M est ad-
ditivement connexe : soit A un sous-groupe propre additif définissable d’indice fini, alors
I =\,cprx TA est trivial (c’est un idéal a gauche en utilisant la distributivité a gauche
etsi0O#me Il alorsmim=1¢clet] = M), égal a une sous-intersection finie,
donc c’est un idéal d’indice fini, contradiction. Il existe donc un unique type générique
additif et par conséquent, un unique type de rang maximal qui est aussi I'unique type
générique multiplicatif. Le groupe M* est donc lui aussi connexe.

Or, tout élément de M* définit une action (définissable) sans point fixe sur M. Soit
T < M* un sous-groupe définissable connexe abélien. En considérant un sous-groupe
A < M™T qui est T-minimal, on peut utiliser le Fait 1.2.3.1 pour définir un corps K
tel que T — K*. En caractéristique positive, on peut donc en déduire que T est un
bon tore (Fait 1.2.7.2). Nous allons désormais considérer deux cas : car(M) = 2 et

car(M) # 2.

2.2.1 Le cas car(M) # 2

Nous démontrons dans cette sous-section qu'un presque-corps rangé de caractéristique
différente de 2 est un corps algébriquement clos. Il s’agit du principal résultat de
[ABW19]; nous suivons cet article dans notre exposition.

Nous utiliserons notamment le fait suivant :

Fait 2.2.1.1. /[BN9/, Corollaire 11.67] Soit M un presque-corps rangé. Si ker(M) est
infini (en particulier, si Z(M™) est infini), alors M est un corps algébriquement clos.

On démontre tout d’abord que les sous-groupes de Borel de M* sont des groupes
abéliens. Il s’agira de bons tores si la caractéristique est positive.

Le lemme suivant caractérise ’action d’un groupe rangé connexe résoluble sur un groupe
abélien.

Lemme 2.2.1.2. Soit A x B rangé tel que B est définissable connexe résoluble et A est
définissable abélien B-minimal. De plus, Cg(A) = {1}. Alors B est en fait abélien.

Démonstration. Le groupe dérivé B’ est définissable et connexe par le Fait 1.2.2.2. Sup-
posons que B’ n’est pas trivial, par connexité, il est infini. Par le Fait 1.2.6.1, B’ est
nilpotent, en particulier Z(B’) est infini (Fait 1.2.4.2). On remarque que Z(B') est ca-
ractéristique dans B (il est en particulier normal). Par le Fait 1.2.3.1, il existe un corps
définissable K tel que A est un K-espace vectoriel de dimension finie (disons n), B agit
linéairement et Z(B') agit scalairement (on raisonne de maniére assez analogue a la
démonstration de [BN94, Théoreme 9.8])
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Les éléments de Z(B') sont de déterminant 1 (puisque det(z~'y~lzy) = 1) et donc
agissent sur A comme racine n-éme de 1'unité. Par conséquent, Z(B') est fini (I’action
est fidele), contradiction. Le groupe dérivé est donc trivial et par conséquent B est
abélien. [l

Définition 2.2.1.3. Soit G un groupe rangé connexe. On dit que les sous-groupes de Bo-
rel de G sont héréditairement conjugués si les sous-groupes de Borel de G sont conjugués
et si pour tout sous-groupe définissable connexe H, les sous-groupes de Borel de H sont
conjugués (dans H ).

Corollaire 2.2.1.4. Soit M un presque-corps rangé. Alors les sous-groupes de Borel de
M* sont abéliens. De plus, si car(M) # 0, les sous-groupes de Borel sont exactement
les bons tores marimauz, ils sont en particulier héréditairement conjugués.

Dans [ABW19], les trois auteurs obtiennent un théoréeme sur la 2-torsion généralisé dans
[DW20] de la fagon suivante :

Fait 2.2.1.5. [DW20, Théoréme B] Soit G un groupe rangé connexe, Uzl, tel que les
sous-groupes de Borel sont nilpotents et héréditairement conjugués . Alors la 2-torsion
(potentiellement triviale) est centrale.

Corollaire 2.2.1.6. Soit M un presque-corps rangé, car(M) > 2, alors la 2-torsion
(non-triviale) de M* est donc centrale.

En suivant [ABW19], on compléte un peu le résultat précédent en montrant que :

Proposition 2.2.1.7. Soit G un groupe rangé connexe tel que les sous-groupes de Borel
sont des bons tores. Alors G = |J, BY ot B est un sous-groupe de Borel.

Démonstration. Soit B un sous-groupe de Borel. Puisque, par hypothése, B est un bon
tore maximal, tous les sous-groupes de Borel sont conjugués a B (Fait 1.2.7.4).

Soit g # 1, le sous-groupe Cg(g) est infini par le Fait 1.2.5.5. Il contient un sous-groupe
définissable (infini) abélien et donc un bon tore 7. On considere donc 7' un bon tore
maximal de Cg(g). Or, Cg(T') est connexe et donc g € Cq(T) = Cq(T)°.

Supposons que g € Cg(T) \ T. On considere Cg(T")/T = C'; c’est un groupe connexe.
Si C' est infini, alors le centralisateur de ¢g7' contient un sous-groupe infini définissable
connexe abélien A/T'. Le groupe A est donc définissable connexe résoluble ; il est contenu
dans un sous-groupe de Borel (qui est aussi un bon tore maximal) de Cg(g)°. Par
conséquent, A est un bon tore de C(g) contenant strictement 7', contradiction avec la
maximalité de T. O

Corollaire 2.2.1.8. Soit M un presque-corps rangé de caractéristique p > 0. Alors M*
est recouvert par ses sous-groupes de Borel qui sont exactement les bons tores mazimau.
Démontrons maintenant le théoreme principal de [ABW19].

Théoreme 2.2.1.9. Soit M un presque-corps rangé de caractéristique différente de 2.

Alors M est un corps algébriquement clos

Démonstration. En caractéristique nulle, ker(M) > Z(M*) est infini et donc par le
Fait 2.2.1.1, M est un corps algébriquement clos.
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En caractéristique p > 2, on remarque que la 2-torsion multiplicative n’est pas triviale
et qu’elle est infinie par le Fait 1.2.5.4 (M* est connexe). Or, d’apres ce qui précede, la
2-torsion est centrale. On conclut de méme par le Fait 2.2.1.1. O]

2.2.2 Le cas car(M) =2

Nous allons étudier les presque-corps rangés de caractéristique égale a deux. Sous une
hypothese technique assez forte, nous serons en mesure de démontrer que ce sont des
corps algébriquement clos. Dans ce qui suit, M désigne un presque-corps rangé de ca-
ractéristique égale a deux.

Proposition 2.2.2.1. Soit T' < M™* un sous-groupe définissable connexe résoluble
maximal. Alors il existe une chaine ascendante finie de sous-groupes additifs définissables
(connexes) abéliens T-invariants Ag = {0} < Ay < ... < A, = M tel que Aj11/A; ~
K:” et T — K pour un corps définissable (K;,+i, x;), pouri € {0,...,n — 1}.

Démonstration. Soit T' < M* un groupe résoluble définissable connexe (il est abélien
par le Corollaire 2.2.1.4, c’est méme un bon tore). On va construire la suite des sous-
groupes A; par récurrence. On pose Ag = {0}.

Le groupe T agit sur M /Ay par multiplication & gauche par automorphisme additif
définissable. De plus, cette action est sans point fixe (elle est en particulier fidele) :
t-m = m implique que t = 1. Soit A] un sous-groupe additif 7-minimal. Par le Fait
1.2.3.1, il existe donc un corps définissable K tel que A ~ Kar 9 en tant que Ky-espace
vectoriel de dimension 1 et T < K*°, ot Ky est 'anneau des endomorphismes de A,
engendré par T

Supposons que la construction a été faite jusqu’a I’étape i. Par hypothese de récurrence,
T agit sans point fixe (non-trivial) sur M /A;, le sous-groupe A;11/A; est T-minimal pour
un sous-groupe 7T-invariant A;1 et A;']rl ~ K Z+ . Montrons maintenant que 7' agit sans

fixe sur M/A; 11 pour I'action définie par t - m = tm.

Supposons par Pabsurde qu’il existe t # 1, m € M \ Aj+1 et a;+1 € Aj41 tel que
tm = m + a;11. Construisons maintenant un point fixe modulo A; afin d’obtenir la
contradiction.

Soient aj,; € A1\ A; et 0# a; € A; tel que

/
A;+1 = ai+1 + a;.
Pour tout a}, ; € Aj11\ A;, ona:
t(m—aj ) =m+aj; —taj, mod A;.

Par hypothese de récurrence le corps K; agit par multiplication scalaire sur A;11/A;.
On considere (¢ — 1) qui a un inverse o € K; au sens de K;* (mais pas forcément au
sens de M*). On pose ay, | = a - aj,, mod A;. On a donc :

(t—1)-af,; =aj;; mod A;.

/,

7 / /
tai+1 - a,l'+1 — ai+1 InOd A’L

par conséquent,
"o / " )
m—a; =m+a; —ta;,, mod A
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Finalement,

i 1
t(m — ai+1) =m—a;,, mod A;,

contradiction.

Nous avons donc construit une chaine strictement ascendante de sous-groupes définissables
connexes, par conséquent il existe un entier n tel que A,, = M.

Remarquons que dans la construction prédécente nous avons identifié 7" a son image
dans le corps K; : pour tout i € {1,...n}, on envoie t € T sur t-a; = ta; € A;/A;_1, pour
a; € A; \ A;—1. En particulier, pour tout i € {0,...,n—1},ona (t+;t')-a = ta+t'a
mais on ne sait pas a priori si ta + t'a = (t + t')a, pour @ # 0.

Il existe un autre point de vue équivalent : pour tout i € {1,..,n}, on considere
ai_l(Ai/Ai,l) pour a; € A; \ A;_1, il s’agit d'un groupe T'*-minimal. Dans ce cas,
on envoie t% € T% sur t% -1 = t%. On identifie ainsi I’addition du corps & I’addition
définie sur le quotient correspondant. ]

On travaille maintenant sous I’hypothese suivante (H) :
T9U{0}=K; et T+1=T.
Proposition 2.2.2.2. On se place sous les mémes hypotheéses et notations que la Pro-

position 2.2.2.1. Supposons que (H) est vérifiée. Sotentt € T et i € {1,...,n}, alors il
existe t' € T tel que pour tout a € A; \ Ai—1, on a :

ta+a="ta mod A;_1.

Si de plus t' = (t + 1) pour tout t € T et tout i € {1,...,n}, alors M est un corps
algébriquement clos.

Démonstration. Le premier point est clair d’apres la Proposition 2.2.2.1 (on remarque

que la multiplication scalaire définit sur les quotients une action réguliere et distributive

a droite).

Par hypothese, on a donc pour tout 1 <7 < n, tout x € A; et tout t € T :
tr+x—(t+1)z=0 mod A;_;.

En particulier en prenant i = n, donc pour M = A,,, on a pour tout m € M :

tm+m—(t+1)m=0 mod A,_;.

Montrons que la distributivité a droite est vraie sans quotienter par A,_i. Par hy-
pothese, on a bien que t(t+ 1) = (t+ 1)t pour tout ¢t € T'. On considére les morphismes
suivants (nous sommes en caractéristique 2 ce qui élimine les problémes de signe, en
particulier (t +1)2 =2+ 1 pour tout t € T' ) :

forx —tr+ao+ (t+ 1)z

tfy o — t2x +to +t(t + 1)
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feo oz — oo+ (t+1)%.
On a:

fee(@)+ fi(z)+tfi(z) = x+x+tm+tm~l—t2x+tzx+(t+1)(:p+tx+(t+1)x) = (t+1) fi(x).

Par conséquent, fi2(x) = fi(fi(x)). On obtient par récurrence que f,n = f2", pour tout
n € N. Or, on a montré que pour 1 <¢ <n et pour tout t € T :

fi(Ai) € A1

En itérant, on obtient pour un entier n suffisamment grand, f;*(M) = {0} pour tout
t € T. Soit k € N* tel que f2°(M) = {0} pour tout t € T. Soit t € T, il existe t’ € T tel
t/2k

que =t par 2-divisibilité de T. On a en particulier :

£(M) =2 (M) =0, ie., tm+m=(t+ 1)m.
On a donc pour tous t1,to € T :
(t1 +t2)m = to(ty 'ty + 1)m = to(ty ' tym +m) = tym + tam.

On en déduit la distributivité a droite pour tous les conjugués de T'. En effet, pour tous
m,m’ € M, nous avons :

(mtym ™t + 1)m’ = m(ty + )m ™ m’ = m(tym ™ m’ + m™tm') = mtym~tm/ + /.
Par la Proposition 2.2.1.7, les sous-groupes de Borel (qui sont aussi les tores maximaux)
sont conjugués et recouvrent M. Soient mi,mg,m € M, on remarque que msy Yy

appartient & un sous-groupe de Borel 1" = ™ pour m’ € M, on a donc :
(my +mg)m = mg(mglml + 1)m = myim + maom.

M est donc un corps gauche rangé. Finalement, M est un corps algébriquement clos
[BN94, Théoreme 8.10]. O

Remarque 2.2.2.3. Si M contient un sous-corps définissable K, on me peut pas a
priori munir M+ d’une structure de K-espace vectoriel de dimension finie en utilisant
la multiplication du presque-corps. En effet, la distributivité a droite fait précisément
défaut.

2.3 Breve étude des presque-domaines rangés

Dans cette section, nous donnons quelques criteres pour montrer qu’un presque-domaine
est un presque-corps.

La situation des presque-domaines de caractéristique égale a deux est complétement
élucidée par le fait suivant :

Fait 2.3.0.1. [ABW19, Théoréme 2] Soit C < G un groupe de Frobenius connexe
avec des involutions. Si C' ne contient pas d’involutions, alors il existe un sous-groupe
définissable normal N contenant toutes les involutions tel que N N C = {1}.
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Corollaire 2.3.0.2. [ABW19, Corollaire 4] Soit C < G un groupe strictement 2-
transitif rangé avec car(G) = 2. Alors G est scindé.

Démonstration. On remarque tout d’abord que RM (G) = 2RM (C') (car G = CUCgC
et CNCY = {1}, pour g ¢ C). De plus, RM(G) = RM(i%) + RM (Cg(i)) = RM (i%) +
RM(C).

Le groupe C' ne contient pas d’involutions, par conséquent il existe un sous-groupe
définissable normal N qui contient toutes les involutions et tel que N N C = {1}. Mais
alors RM(N) > RM(i) = RM(C) et donc 2RM(C) < RM(NC) < 2RM(C). Par
connexité de G, on obtient bien que G = N x C. 0]

Nous allons donc concentrer notre attention sur les presque-domaines rangés de ca-
ractéristique différente de 2. Remarquons tout d’abord que D contient un sous-presque
corps maximal (infini) [BN94, Théoreme 11.55] :

E={deD:1+d=d+1}

D’apres le Théoreme 2.2.1.9, le presque-corps E est en fait un corps algébriquement
clos.

Comme en témoigne le fait suivant, I’étude du noyau ker(D) semble pertinente pour la
question qui nous occupe :

Fait 2.3.0.3. [Ker74, Théoréme 8.5] Si car(D) # 2 et (1 + ker(D) \ {0}) N (ker(D) \
{0}) # @, alors D est un presque-corps.

Corollaire 2.3.0.4. [BN9/, Théoréme 11.73] Soit D un presque-domaine rangé tel que
car(D) # 2,3. Si tous les éléments d’ordre 3 et d’ordre 6 de E* sont dans Z(D*) alors
D est un presque-corps. En particulier, si E* est contenu dans un sous-groupe nilpotent
normal dans D*, alors D est un presque-corps.

Démonstration. Puisque E est un corps algébriquement clos, FE contient une racine
troisitme primitive de I'unité z. On a donc 14z +x2 = 0 et —(2?) est une racine sixieme
de I'unité. Par hypothese, x, —(2?) € Z(D*), et donc 1 +x = —(22) € (ker(D)\ {0}) N
(14 (ker(D) \ {0}) et on conclut.
Si E est contenu dans un groupe nilpotent normal, on a E < F(D*). Par conséquent, la
torsion divisible est centrale dans D*. Or, puisque E est un corps algébriquement clos,
il contient des racines troisieme primitives de I'unité. On conclut comme précédemment.
OJ

E.V. Bugaeva, E.B. Durakov et A.l. Sozutova démontrent un autre critere utile. Le
langage des groupes strictement 2-transitifs semble le plus approprié pour rendre compte
de ce résultat.

Théoreme 2.3.0.5. [BDS1/}] Soit C < G un groupe strictement 2-transitif. Supposons
que G contient un sous-groupe de Frobenius H = U x (CN H), i € HNC pour i
Vinvolution de C et U* = H \ Jy(C N H)". Si C N H contient un sous-groupe T
(d’ordre strictement supérieur a deuz) normal dans C et i € T, alors G est scindé.

Démonstration. On utilisera librement le Fait 2.1.0.2.
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Affirmation 1. On o T¢ = T*iTU{1} =iIT*U{1} = (T*)%9TU{1}, pour tout g € G.

Démonstration. On considere le groupe de Frobenius U xT < H (onai € T). On a
T*il = (T*i5) pour une involution i # j € U x T. Remarquons que U x T C iIT. Or,
(T*ij)¢ C (T*)Y car pour tout ¢t # 1, on a tij € T", avec h € H.

Pour I'autre inclusion, par stricte 2-transitivité, pour tout g € G\ C, il existe ¢1,co € C
tel que g = cyjca. Par conséquent, pour tout ¢t € T, t9 = (t°1)/°2 = /72, Mais t7 € iIT*
et donc t9 € iIT* = T*iI. On a donc (T*)% = iIT* = T*il. O

Affirmation 2. Soient g,cg € T avec ¢ € C. Alors c € T.

Démonstration. 1l existe k,j € I et t,t' € T tel que g = tij et cg = ctij = t'ik, par
conséquent k'j* € C' et donc k = j. Finalement, on a bien c € T'. 1

Montrons maintenant que pour tout j € I, il C jI. Remarquons qu’il existe 1 # g € G
tel que 9 = j. Soit 9k € 91, on a que 9%k = cil pour c € C; et il € il car G = Cil =
iIC.

Soit maintenant 1 # ¢ € T, on remarque que til = Ymt’9 pour t' € T et m € I
(Affirmation 1). Puisque lordre de TY est plus que grand que 2, il existe 1 # ¢"9 € TY
tel que 1 # (¢'t")9 € T9. Par conséquent, tilt"9 = i9m(t't")9 € i9IT*9 = T*il et donc
ilt"9 € T*iI (Affirmation 1).

Mais d’autre part, i9kt"9 = cilt"9 € 91(T*)9 = T*il (Affirmation 1) et finalement,
c € T (Affirmation 2). Or, i9% ¢ T*il = (T*)%, par conséquent, ¢ = 1 et i9%% = il.

On montre l'autre inclusion de maniere analogue et on conclut grace au Fait 2.1.0.2. [

Corollaire 2.3.0.6. Soit D un presque-domaine avec car(D) # 2. Si D contient un
sous-corps E avec T" < E* un sous-groupe normal dans D* (et d’ordre supérieur ou
égal a trois), alors D est un presque-corps.

Démonstration. On peut supposer que T contient —1. On consideére T5(D) le groupe
(strictement 2-transitif) des transformations affines de D. Il suffit de remarquer que
H = E* x EX est un groupe de Frobenius, avec —1 € EX et E* = H*\ Jz(EX)".
Le groupe T5(D) est donc scindé par le Théoreme 2.3.0.5 et donc D est un presque-
corps. ]

Sur la base du résultat précédent, nous avons également :

Proposition 2.3.0.7. Soit D un presque-domaine rangé avec car(D) # 2. Sid,p-E C
FE pour tous a,b € D, alors D est un corps algébriguement clos.

Démonstration. Pour tous a,b € D, on a donc d,p - E C E. Or, E est stable par
multiplication et donc dqp € E. Remarquons que X = {d,} : a,b € D} est un sous-
ensemble normal de D* (Fait 2.1.2.9) ; il engendre donc un sous-groupe 7" normal dans
D> qui est de plus contenu dans E. On distingue deux cas : si T est fini, on conclut par
le Fait 2.1.2.9; si ce groupe est infini, on utilise le Corollaire 2.3.0.6 (le presque-corps F
est un corps algébriquement clos et T < FE est normal dans D*). 1
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2.4 Un autre regard sur les K-boucles : la théorie du demi-
plongement

2.4.1 Définition et premiéres propriétés du demi-plongement

Caractériser la structure de la K-boucle associée a un presque-domaine semble pertinent
du point de vue du probleme de la classification des presque-domaines rangés.

A cet égard, G. Glauberman a étudié de facon détaillée les B-boucles (il s’agit des K-
boucles dont tous les éléments sont d’ordre fini impair). Un certain nombre de résultats
valables pour les groupes peuvent ainsi étre transférés aux K-boucles via la construction
de ce qu’il appelle un demi-plongement.

Définition 2.4.1.1. Un K-boucle B est demi-plongée dans un groupe G s’il existe une
injection n : B — G tel que n(B) C G satisfait les conditions suivantes :

Len(B), n(B)tCn(B), an(B)aCn(B) pourtout ac n(B).

On suppose de plus que application d’élévation au carré (au sens de l'opération du
groupe) est bien définie et bijective sur n(B).

Fait 2.4.1.2. [Kie02, Théoréme 6.15] Soient B une K-boucle uniquement 2-divisible et
T C Aut(B) un transassociant. Alors l’injection naturelle :

n:B—BxgT

est un demi-plongement.

Le fait suivant illustre le lien entre les K-boucles uniquement 2-divisibles et les sous-
groupes tordus.

Fait 2.4.1.3. [Kie02, Théoréme 6.14] Soit G un groupe avec un sous-ensemble B C G
tel que 1 € B. Supposons que B~ C B, aBa C B pour a € B, et que Uapplication
x> 22 est bien définie et bijective sur B (on parle de sous-groupe tordu). Posons

101
aob=az2ba2

Alors on a :

1. (B, o) est une K-boucle uniquement 2-divisible avec 1 comme élément neutre. Les
puissances des éléments dans B et G coincident.

2. B est commutative ssi [a,b] = [a=1,b7Y] pour tous a,b € B.

3. B est un groupe commutatif ssi [a,[b,c]] =1 pour tous a,b,c € B.

La théorie du demi-plongement est riche de conséquences car elle permet d’établir une
correspondance entre les propriétés des sous-boucles de la boucle demi-plongée et celles
des sous-groupes du groupe ambiant. Nous aimerions en particulier étudier le lien entre
la résolublité du groupe engendré par une boucle et un analogue de la résolubilité pour
la boucle elle-méme. Rappelons maintenant quelques définitions sur les boucles.

En général, la notion de quotient d’une K-boucle B par une sous K-boucle B’ n’a pas
de sens : la relation x = y ssi x —y € B’ n’est pas forcément une relation d’équivalence.
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Néanmoins, sous certaines conditions, un quotient bien défini peut étre muni d’une struc-
ture de boucle. D’apres le paragraphe IV.1 de [Bru71], une sous-boucle C' est normale
si elle satisfait les conditions suivantes :

b+C=C+b, (a+b)+C=a+b+C), C+(a+b)=(CH+a)+b

On peut également caractériser les sous-boucles normales en introduisant une notion
appropriée de groupe d’applications intérieures.

Définition 2.4.1.4. Soit B une boucle. On définit 1(B), le groupe des applications
intérieures, comme le sous-groupe de M(B) = (ga,7p : a,b € B), engendré par les
applications suivantes :

—1 -1 —1
Tab =Ta"T o1y YGab = Ja9b9p1q> Ca = TaJg -

Fait 2.4.1.5. [Bru71, Sec.1. Chap IV] Soit B une boucle.

1. Le groupe I(B) correspond exactement a l'ensemble des applications o € M (B)
qui fize 0.

2. Une sous-bouble B' < B est normale ssi elle est stable sous l'action de I(B).

Le noyau d’un homomorphisme de boucles est toujours une sous-boucle normale. Les
résultats valables pour les groupes se généralisent alors dans notre contexte :

Fait 2.4.1.6. [Bru71, Section IV.1]

1. Si C est une sous-boucle normale de B alors Uapplication x — x + C définit
un homomorphisme de boucles entre B et B/C. De plus, si C est le noyau d’un
homomorphisme de boucles ¢ alors ¢ induit un isomorphisme naturel entre B/C
et ¢(B).

2. Si C est une sous-boucle engendrée par un ensemble de sous-boucles normales
alors C' est une sous-boucle normale.

3. 51 C et D sont des sous-boucles telles que D est normale dans la sous-boucle
(D, C) engendrée par D et C, alors (D,C) =C+ D = D+ C, CND est une
sous-boucle normale de C'; C+ D/D ~ C/(C N D).

On parlera de boucle (définissablement) lagrangienne si étant donné une sous-boucle
(définissable), on peut partionner la boucle avec les translatés de la sous-boucle. On
dira également que la boucle est (définissablement) hamiltonienne si toutes les sous-
boucles (définissables) sont normales. Remarquons que les groupes commutatifs sont
des K-boucles hamiltoniennes.

Nous pouvons passer maintenant aux résultats de Glauberman sur le demi-plongement.
Ces derniers ont été initialement formulés pour les B-boucles mais pour la plupart, ils
se généralisent immédiatement aux K-boucles uniquement 2-divisibles.

Fait 2.4.1.7. Soit (B,o) une K-boucle uniquement 2-divisible demi-plongée dans un
groupe G. Alors on a :

1. [Glau64, Lemme 6] Pour tous x,y,z € B, en posant w = yx(z? o y?) %, on
a: (2?2 oy?) Lo (2?0 (y?o2)) = 2%. En particulier, on définit une application
intérieure et K% = K pour toute sous-boucle normale K de B.
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2. [Glau64, Théoréme 1] (B) = T(B)B = BT(B) ot T(B) est le sous-groupe en-
1
—32

gendré par les éléments de la forme yx(z% o y?)~2 pour x,y € B.

Remarque 2.4.1.8. [ci T(B) ~ D(B) par unique 2-divisibilité. Pour obtenir un pro-
duit quasi-direct, il suffit de vérifier que B est une transversale pour T'(B) (et que la
représentation induite est fidéle). Par exemple si nous avons affaire a un groupe stricte-
ment 2-transitif de caractéristique différente de deuz, c’est bien le cas : ijT(B) = ikT(B)
implique que kj € T(B) < C et donc k = j.

Fait 2.4.1.9. /Glau6/, Lemme 5] Soit (B, o) une B-boucle demi-plongée dans un groupe
G. Si N est un sous-groupe normal de G, N N B est une sous-boucle normale de B et
B/N N B est une B-boucle demi-plongée dans G/N.

Remarque 2.4.1.10. Si B est seulement une K-boucle uniquement 2-divisible alors
B/N peut étre identifié a un sous-groupe tordu de G /N mais ce n'est plus forcément un
ensemble uniquement 2-divisible. A priori, on ne peut pas le munir d’une structure de
K-boucle (quotient).

Fait 2.4.1.11. [Glau64, Théoréme 3] Soit (B, o) une K-boucle uniquement 2-divisible
demi-plongée dans un groupe G et K une sous-boucle normale (uniquement 2-divisible)
de B . Soit N le sous-groupe engendré par les sous-groupes (K)*, pour x € B. Alors on
a:

1. Siw = yx(z? oy2)_%, alors la boucle K contient k*k=1, k¥, kY*kY """ pour tout
ke K.

2. Pour tous k,k' € K et tout z € B, on a k*K'k* " € K.

3. (K) est un sous-groupe normal de N et N est un sous-groupe normal de (B).

Du point de vue de la théorie des modeles, on obtient un résultat de définissabilité pour
le groupe engendré par une K-boucle demi-plongée et définissable dans un groupe rangé.

En effet, pour tous x,y appartenant & un groupe G, l'opération y(z~ly) = s(z,y)
détermine une structure d’espace symétrique (nous définirons précisément cette notion
dans le chapitre suivant). Or, une K-boucle demi-plongée dans un groupe G est stable
par 'opération précédente ; on dit que c’est un ensemble convere. Remarquons qu’il en
est de méme pour les sous-boucles normales. Le résultat suivant de B. Poizat élucide la
question de la définissablité du groupe engendré par une partie convexe définissable :

Fait 2.4.1.12. [Poil8, Proposition 13] Dans un groupe G rangé, le groupe H engendré
par une partie convexe définissable S contenant l’élément neutre est définissable.

Corollaire 2.4.1.13. Soit G un groupe rangé et B une K-boucle uniquement 2-divisible
définissable demi-plongée dans G. Alors (B) est un sous-groupe définissable. De méme,
si By est une sous-boucle normale (uniquement 2-divisible) de B définissable, alors (B)
est un sous-groupe définissable.

Notons que la K-boucle associée a un presque-domaine de caractéristique différente de
2 admet un demi-plongement dans le groupe de ses transformations affines (qui est lui-
méme rangé). La boucle correspond dans ce cas a un ensemble de la forme i/ pour une
involution fixée 1.

En réalité, ce résultat est valable pour une classe plus large de groupes de Frobenius :
les groupes de Frobenius avec beaucoup d’involutions.
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On dit qu'un groupe de Frobenius C' < G a beaucoup d’involutions si 'ensemble des
involutions est non-trivial et agit transitivement sur G/C' et si de plus, C' contient au
plus une involution.

Fait 2.4.1.14. [BN94, Lemme 11.20] Soit C' < G un groupe de Frobenius rangé. Alors
les involutions de G sont conjuguées, C' en contient un nombre fini (elles sont C-
conjuguées) et elles sont centralisées par C°.

Proposition 2.4.1.15. Soit C' < G un groupe de Frobenius rangé conneze tel que C
contient des involutions. Alors c’est un groupe de Frobenius avec beaucoup d’involutions.
De plus, il est un sous-groupe tordu uniquement 2-divisible (définissable) de G. Il s’agit
d’une K-boucle (uniquement 2-divisible) sans point fize et G ~ il xq C.

Démonstration. Le complément de Frobenius C' est connexe et il contient donc une
unique involution ¢. On remarque de plus que les involutions forment une classe de
conjugaison.

L’action de G sur G/C' est équivalente a celle de G sur I par conjugaison (I’équivalence
est donnée par I'application f: G/C — I qui a gC associe igfl). Or, d’apres le Lemme
6.5 de [CT21], pour deux involutions i et j, il existe une unique involution k telle que
j = i*; autrement dit, I agit transivement par conjugaison.

Montrons que i/ est un sous-groupe tordu de G. On a bien it = 1 € il. De plus,
(ij)~' = ji = ij’ € il. Enfin, (ik)(ij)(ik) = ij%* € il.

Le sous-groupe tordu ¢/ est bien uniquement 2-divisible : il existe une unique involution
k tel que i* = j et donc (ik)? = ij. De plus, (ik)? = (il)? implique que ' = i* et donc
par unicité [ = k. D’apres le Fait 2.4.1.3, I’ensemble ¢/ peut étre muni d’une structure
de K-boucle uniquement 2-divisible.

La K-boucle ainsi obtenue est bien sans point fixe. En effet, (i/)¢ C il pour tout ¢ € C
et donc D(il) < C. Mais C agit sur il (par conjugaison) sans point fixe : (ij)¢ = ij
implique que j € C(i) = C, et i = j.

De plus, d’apres le Fait 2.1.1.5, G ~ il xq C. [l

Remarque 2.4.1.16. L’idée d’utiliser les K-boucles et les sous-groupes tordus pour
analyser les groupes de Frobenius rangés (connexes) apparait pour la premiére fois dans

[CT21].

2.4.2 Quelques applications de la théorie du demi-plongement

Il nous est désormais possible d’établir une correspondance entre les propriétés de
la K-boucle (uniquement 2-divisible) et celle du groupe dans lequel elle est demi-
plongée. Nous obtiendrons en particulier de nouveaux criteres pour classifier les presque-
domaines. On pourra les formuler en termes des propriétés algébriques de la boucle.
On dit qu'une boucle B est résoluble s’il existe une suite (finie) de composition de
sous-boucles B;, 0 < i < n avec :

{0} =B,<..<4B1<By=B

et tel que B;_1/B; est un groupe abélien pour tout ¢ € {1,...,n}.
Nous allons légerement généraliser le résultat suivant de Glauberman valable pour les
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B-boucles d’ordre fini.

Fait 2.4.2.1. [Glau6/, Théoréme 6] Soit B une B-boucle d’ordre fini demi-plongée dans
un groupe G.

1. Si (B) est résoluble, alors B est résoluble.
2. Si B est résoluble, alors (B) est résoluble.

3. Supposons que B est résoluble. Alors B est une p-boucle (les ordres des éléments
sont de la forme pF, pour un nombre premier p > 2 et k € N*) ssi (B) est un

p-groupe.

Démonstration. Nous ne démonstrons que le point 2 et renvoyons a l'article de Glau-
berman pour les deux autres parties du théoreme.

11 existe une suite de composition pour B et on note d(B) la longueur minimale d’une
telle suite. On procede par récurrence sur d(B). Si d(B) =0, on a B = {0}.
Supposons d(B) > 0. On consideére B; le premier facteur dans la suite de composition,
en particulier B/Bj est un groupe abélien. Soit N le groupe engendré par les sous-
groupes (B1)*, x € B. D’apres le Fait 2.4.1.11, N est normal dans (B) et chaque groupe
(B1)* est normal dans N. Puisque B; < N, B/BNN est un groupe abélien demi-plongé
dans le groupe G/N et donc (B)/N est résoluble (Fait 2.4.1.3).

Comme d((B1)*) = n — 1, on peut appliquer ’hypothése d’induction a ces groupes. Or,
N est engendré par un nombre fini de groupes résolubles normaux, c¢’est donc un groupe
résoluble. O

Nous pouvons désormais généraliser le résultat précédent dans le contexte rangé.

Proposition 2.4.2.2. Soit B une B-boucle demi-plongée et définissable dans un groupe
G rangé. Si B est définissablement résoluble (i.e., admet une suite de composition dont
les facteurs sont définissables). Alors (B) est un groupe résoluble définissable.

Démonstration. On proceéde par récurrence sur la longueur d’une suite de composition
(définissable) de longueur minimale. Soit B le premier facteur (définissable) de la suite
de composition. Le groupe N = (Bj) est définissable d’apres le Corollaire 2.4.1.13.

D’apres le Fait 2.4.1.11, pour tout x € B, N* est un sous-groupe normal de H = (N* :
x € B), lui-méme normal dans (B). Les sous-groupes N* sont des sous-groupes normaux
du sous-groupe définissable (.5 Na(N®) > H. Mais par hypothese de récurrence, les
sous-groupes N sont résolubles; ils sont donc contenus dans R((),.p Na(N®)) qui
est résoluble (Fait 1.2.2.3). Finalement, on conclut que H est résoluble. On procede
maintenant comme dans la démonstration du Fait 2.4.2.1. [l

Remarque 2.4.2.3. Comme le quotient d’un sous-groupe tordu uniquement 2-divisible
n’est pas forcément uniquement 2-divisible, travailler avec une B-boucle n’est pas une
hypothése surperflue.

Nous appliquons les résultats précédents a I’étude des groupes de Frobenius connexes.

Proposition 2.4.2.4. Soit C' < G un groupe de Frobenius connexe rangé tel que C
contient des involutions. Alors si la K-boucle il est une B-boucle définissablement ha-
miltonienne (respectivement, définissablement résoluble) alors G est scindé.
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Démonstration. On remarque tout d’abord que la K-boucle il = B est définissable et
demi-plongée dans G.

Supposons que B est une boucle définissablement hamiltonienne. D’apres [CT21, Lemme
6.5], il = U;erCa(ij) = Ujer 4j ot Ci(ij) = Aj est un groupe abélien 2-divisible.
On considere la boucle quotient B/A;, qui s’écrit comme I'union de groupes abéliens
définissables infinis. Il suffit de prendre A, A;/A; puis de répéter la construction pour
obtenir une suite de composition (avec facteurs définissables) pour B. La boucle B est
(définissablement) résoluble.

Remarquons que pour kl € I -1, on a kl = (ik?)(il). Le groupe (iI) = (I.I) est donc un
sous-groupe définissable normal résoluble par la Proposition 2.4.2.2. Par conséquent, le
groupe G contient un sous-groupe (infini) A définissable abélien normal. Il est de plus
d’intersection triviale avec C' : sinon, pour 1 # a € CNA, A < Cg(a) < C et donc
G = C, contradiction. On peut conclure grace a [BN94, Lemme 11.21]. ]

Comment caractériser la K-boucle d’un presque-domaine rangé qui n’est pas un presque-
corps ? Nous démontrons que dans ce cas nous obtenons une K-boucle simple (en tant
que boucle).

Proposition 2.4.2.5. Soit D un presque-domaine rangé de caractéristique différente
de deuz qui n’est pas un presque-corps. Alors DT est une K-boucle simple.

Démonstration. On considere le groupe (définissable) des tranformations affines, G =
D% xq D'. Pour —1 = i I'involution de D', on identifie Dt & il ol I désigne 'ensemble
des involutions de G.

On remarque tout d’abord que (iI) = (I - I} est 'unique sous-groupe normal minimal :
soit N < G un sous-groupe normal non-trivial et soit 1 # n € N, la translation
inin~! est contenue dans N et puisque les translations sont conjuguées, I - I C N. Par
conséquent, le socle S(G) de G est égal a (I - I). Il s’agit d’'un groupe simple, sinon
d’apres le Fait 1.2.2.5, il contiendrait un sous-groupe (définissable) abélien normal dans
G qui serait donc scindé.

La boucle iI = D™ est demi-plongée dans le groupe simple S(G). Montrons que DT
est simple. Soit D7 une sous-boucle propre normale, par simplicité et en appliquant le
Fait 2.4.1.11, on obtient que (D1) = S(G) = (D). Mais d’apres le Fait 2.4.1.7, on aurait
S(G) = D1 xg D(D1) = D x¢q D(D), et donc pour d € D\ Dy, d = d't, avec d’ € D,
et 1 # ¢ € C, contradiction car D est une transversale pour G/T'(D). O
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Chapitre 3

Théorie des modeles des
K-boucles w-stables

Nous cherchons maintenant & entreprendre une analyse des K-boucles w-stables (essen-
tiellement uniquement 2-divisibles) du point de vue de la théorie des modeles. Elles
seront considérées dans leur langage naturel qui inclut 'opération de la boucle et une
constante pour I’élément neutre. En particulier, on ne supposera pas l’existence d’un
demi-plongement dans un groupe w-stable.

L’étude pour elle-méme des K-boucles (en particulier uniquement 2-divisibles) nous
semble revétir un intérét propre mais elle sera également susceptible de nous fournir des
informations utiles sur les groupes rangés de type impair et de type dégénéré.

La notion de symétron introduite par B. Poizat (voir [Poi21]) jouera dans cette pers-
pective un role prééminent.

3.1 Premiers résultats

3.1.1 Conditions de chaine et enveloppe définissable

Par commodité, nous rappelons tout d’abord la définition d’une K-boucle. Par la suite,
on utilisera librement les propriétés démontrées dans le chapitre deux notamment pour
effectuer les calculs au sein de la K-boucle.

Définition 3.1.1.1. Soit (B,+,0) une structure munie d’une opération binaire avec
un élément neutre 0. On dit que B est une K-boucle si :

1. Les équations x +a = b et a +x = b ont une unique solution dans B pour tous
a,be B.

2. (Condition de Bol) Pour tous a,b,c € B, on a :
a+ (b+(a+c)=(a+ (b+a))+ec
3. (Propriété de linversion par automorphisme) Pour tous a,b € B, on a :

—(a+b) =—a—b.
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Quelles propriétés pertinentes du point de vue de la théorie des modeles peut-on établir
pour les K-boucles w-stables 7

L’étude des conditions de chaine constitue un préalable indispensable.

Soient B une K-boucle w-stable et C' une sous-boucle définissable. Soit z € B\ C, on
remarque que CNC +x =@ :sic+x = alors —c+ (¢ + ) =z = —c+ . Notons
de plus que RM(C) = RM(C + x).

Par conséquent, ou bien le rang de C' ou bien son degré est strictement inférieur.
Nous venons donc d’établir une condition de chaine descendante sur les sous-boucles
définissables. En particulier, toute partie non-vide est contenue dans une plus petite
sous-boucle définissable.

Si une sous-boucle est un groupe abélien, son enveloppe définissable est-elle un groupe
abélien ? Nous allons voir que c’est bien le cas pour le groupe cyclique engendré par un
élément si on suppose que la K-boucle est sans point fixe et w-stable.

Soit B une K-boucle sans point fixe (Définition 2.1.2.7). Rappelons que dans ce cas
b+ b =b + b est équivalent a 6b7b’ = 5b’,b = Id.
On définit pour un élément x € B, le centralisateur :

CB(I) = {b € B: 5307(, = 5,3371) = Id}

Nous pouvons maintenant introduire le centre du centralisateur :

Z(Cp(x)) ={b€ Cp(z) : dppy = Id, pour tout V' € Cp(x)}

Lemme 3.1.1.2. Soit B une K-boucle sans point fize. L’ensemble Cg(x) est stable par
Uapplication y — y - n, pour tout n € Z. De plus, Z(Cp(x)) est un sous-groupe abélien
définissable contenant le groupe engendré par x.

Démonstration. Tout d’abord, si b € Cg(x), alors b—z = —x+bet donc —b+z =x—b
(propriété de I'inversion par automorphisme). On proceéde par récurrence. Supposons
queb-n+x=x+b-n. Ona:

b-(n+1)+z=0b+b-n)+z=b+0b-n+x)=b+(x+b-n)

=0b+4+z)+&hsb-n)=0b+z)+b-n=(x+b+b-n=x+b-(n+1).
Les autres cas se traitent de fagon analogue. On remarque que pour tout b € Cg(x), on

a:b+xz-n=2x-n+0bpourn € Z. Puisque x engendre un groupe abélien, on a bien
(r) € Z(Cp(x)).

I suffit de vérifier que Z(Cp(z)) est stable par addition et par inversion (Proposi-
tion 2.1.2.5).

Soit by € Z(Cp(x)) et soit b € Cp(x), on note tout d’abord que by —b = —b+ by car
—b € Cp(x). Par conséquent, —by + b = b — by (propriété de l'inversion par automor-
phisme).

Soient by, by € Z(Cp(z)) et b € Cp(x). On doit montrer que b; + by commute avec b
(c’est suffisant car la boucle est sans point fixe). Notons que 0pp, = Opp, = b, p, = Id.

b+ (by+b3) = (b+b1)+by= (b1 +b)+by=0b1+(b+b2) =b1+ (ba+b) = (by +ba2) +b.
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Il s’agit donc d’une sous-boucle définissable mais puisque tous ses éléments commutent
entre eux, c¢’est un groupe commutatif. 1

Corollaire 3.1.1.3. Soit B une K-boucle sans point fixe qui contient un élément d’ordre
infini. Alors B contient un sous-groupe abélien définissable infini.

Démonstration. 11 suffit de considérer Z(Cp(z)) pour un élément = d’ordre infini. [

Corollaire 3.1.1.4. Soit B une K-boucle sans point fixe et w-stable. Alors pour tout
x € B, la sous-boucle d(x) = d({x)) est un groupe commutatif.

Nous pouvons également caractériser les K-boucles minimales.

Corollaire 3.1.1.5. Soit B une K-boucle sans point fire w-stable qui contient un
élément d’ordre infini. St B est minimale, i.e., ses sous-boucles définissables propres
sont finies, alors B est un groupe abélien.

Remarque 3.1.1.6. Dans [CT21], les deuz auteurs montrent qu’une K-boucle unique-
ment 2-divisible fortement minimale demi-plongée dans un groupe rangé G est un groupe
abélien.

3.1.2 Quelques résultats de classification pour les K-boucles sans point
fixe

Les K-boucles d’ordre fini et les K-boucles constructibles, i.e., définissables dans un
pur corps algébriquement clos, sont des exemples de K-boucles w-stables. Nous est-il
possible d’établir une classification des K-boucles sans point fixe constructibles ?

Les résultats de G. Glauberman sur les B-boucles clarifient considérablement la si-
tuation des K-boucles sans point fixe d’ordre fini. Nous devons d’abord définir la notion
de nilpotence appropriée pour les boucles.

Définition 3.1.2.1. Soit B une boucle. On définit les ensembles suivants :
N.(B)={a€eB:Vz,ye B, a+(z+y)=(a+z)+y}
Np(B)={a€B:Vz,ye B, z+(a+vy)=(x+a)+y}
Ni(B)={aeB:Vz,ye B, z+(y+a)=(@+y) +a}
Z(B)={a€ N(B)NNu(B):Vr € B, x4+a=a+x}
Fait 3.1.2.2. [Kie02, Théoréme 5.10] Soit B une K-boucle. Alors on a :

1. Z(B) = Ni(B) = Npn(B) < N,.(B).

2. Si B est sans point fize, alors ou bien Z(B) = N,(B) = Np(B) = Ni(B) = {0}

ou bien B = Z(B) est un groupe abélien.

On dit qu’une boucle B est centralement-nilpotente s’il existe une suite finie de compo-
sition de sous-boucles normales :

Byp=B>B;>..>B,=0

telle que B;_1/B; est contenue dans Z(B/B;) pour 1 < i < n. En particulier, le centre
d’une boucle centralement nilpotente non-triviale est lui-aussi non-trivial. On dit qu'une
K-boucle est une p-boucle si tous ses éléments ont pour ordre une puissance de p, pour
un nombre premier p fixé.
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Fait 3.1.2.3. [Glau6j, Théoréme 7] Pour p > 2, une p-K-boucle d’ordre fini est cen-
tralement nilpotente.

Corollaire 3.1.2.4. Pour p > 2, une p-K-boucle d’ordre fini sans point fixe est un
groupe abélien.

Nous allons généraliser le résultat précédent aux K-boucles sans point fixe pseudo-
localement finies qui sont des p-boucles.

Proposition 3.1.2.5. Soit B une K-boucle 2-localement-finie sans point fixe. On sup-
pose, de plus, que c’est une p-boucle pour un nombre premier p > 2. Alors B est un
groupe abélien.

Démonstration. Soient a,b € B, la K-boucle engendrée par a,b est une p-K-boucle
d’ordre fini sans point fixe donc c’est un groupe abélien. Par conséquent, d,4(b+ a) =
a+b=b+a et donc d, est trivial. O

Avant de généraliser les résultats précédents aux K-boucles pseudo-localement finies, il
convient de souligner que la propriété d’étre sans point fixe est élémentaire : pour tout
entier n, on peut dire par un énoncé au premier ordre que n’importe quel produit de n
automorphismes de précession est trivial s’il admet un point fixe non-trivial (I'inverse
d’un automorphisme de précession est un automorphisme de précession).

Proposition 3.1.2.6. Soit B une K-boucle pseudo-2-localement-finie sans point fixe
d’exposant fini. On suppose de plus que c’est une p-boucle pour un nombre premier
p > 2. Alors B est un groupe abélien.

Démonstration. La boucle B est élémentairement équivalente a un ultraproduit de K-
boucles 2-localement-finies. De plus, les K-boucles 2-localement-finies qui apparaissent
dans l'ultraproduit sont sans point fixes car étre sans point fixe est une propriété
élémentaire.

Par le Fait 1.1.1.4, on en déduit que chaque boucle 2-localement-finie qui apparait dans
I'ultraproduit est une K-boucle sans point fixe tel que chaque élément est d’ordre une
puissance de p; ce sont donc des groupes abéliens. Par le Fait 1.1.1.4 encore, on obtient
que B est un groupe abélien. O

Corollaire 3.1.2.7. Soit B une K-boucle sans point fixe d’exposant fini qui est de
plus une p-boucle pour un nombre premier p > 2. Supposons qu’elle est définissable
dans un pur corps algébriquement clos, un corps pseudo-fini ou un corps de RM fini de
caractéristique positive p > 0 dont la structure additionnelle est préservée par l’auto-
morphisme de Frobenius. Alors B est un groupe abélien.

Démonstration. On reprend la démonstration du Théoreme 4.1 de [Poi87]. Dans un pur
corps algébriquement clos, par élimination des imaginaires, on peut supposer que la
structure B et ses fonctions définissables sont définissables par des formules ¢(@). On
peut supposer que les parametres a suffisent pour définir la structure et ses fonctions
(définissables) ; la satisfaction d’un énoncé par B se traduit donc par la satisfaction
d’une formule (@) dans le langage des corps. Mais Jz1)(x) est satisfait dans un corps
algébriquement clos, et donc cet énoncé est aussi satisfait dans la cloture algébrique
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L des corps finis de caractéristique p pour un certain nombre premier p (pour la ca-
ractéristique nulle, on remarque qu’étant donné un ultrafiltre 4l (non-principal) sur
les nombres premiers, l'ultraproduit [, F} 9 est un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique nulle).

Soit b € L™ satisfant 1/)(5) La boucle By C L™ définie & partir de b comme B est
définie a partir de @ satisfait ’énoncé en question. De plus, elle est localement finie.
En effet, soient by,...,b; € L™, il existe un corps fini k contenant tous ces éléments
(ainsi que b). Puisque le corps k est parfait, 'opération (définissable) de la boucle n’a
pour image que des uplets contenus dans k. La boucle B; N k™ est donc finie et par
conséquent, By est localement finie.

La K-boucle B est donc pseudo-localement finie. On conclut par la Proposition 3.1.2.6.

Pour un corps pseudo-fini, on note qu'un tel corps est élémentairement équivalent a
un ultraproduit de corps finis de caractéristique positive. La boucle B est pseudo-finie
et donc a fortiori pseudo-localement finie. On conclut comme au paragraphe précédent.

Un corps rangé qui satisfait les hypotheéses du théoréme a une sous-stucture élémentaire
qui est localement-finie (Fait 1.2.7.1). La boucle B est encore une fois pseudo-localement-
finie. 0J

Corollaire 3.1.2.8. Un groupe de Frobenius avec beaucoup d’involutions définissable
dans l'une des structures précédentes et donc la K-boucle associée est une p-boucle
d’exposant fini pour un nombre premier p > 2, est scindé. En particulier, un groupe
strictement 2-transitif de caractéristique positive définissable dans l'une des structures
précédentes est scindé.

3.2 Symétrons et K-boucles uniquement 2-divisibles

Précisons maintenant les liens entre les symétrons et les K-boucles.

Définition 3.2.0.1. Soit X un ensemble et s(x,y) une opération binaire. On dit que
(X, s) est un espace symétrique si l'opération s satisfait les conditions suivantes :

1. s(z,z) =2
2. s(s(z,y),y) =z
3. S(S(%,Z),S(y, Z)) = s(s(a:,y),z)

Définition 3.2.0.2. On notera s,(z) = s(x,y) et on parlera de symétrie de centre y.
Un symétron est un espace symétrique tel que pour tous x,y il existe un unique z qui
vérifie s.(x) =y. On dira alors que z = m(x,y) est le milieu entre x et y.

Remarquons que les applications s(.,y) et m(.,y) sont des bijections (définissables).

Proposition 3.2.0.3. Soit (B, +) une K-boucle uniquement 2-divisible. Alors c’est un
symétron pour l'opération s(x,y) =y + (—z +vy).
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Démonstration. On vérifie successivement les quatres conditions.
s(r)=x+(—rv+x)=x

De plus,

Pour ce qui est de la troisieme condition, on obtient :

+(—y+2)+[-G+(—z+2)+ =+ (—y+2)]
+(—y+2)+[(—z+(z—2))+ (z+ (—y +2)]
+(—y+2)+[—z+ @+ (—2+ =+ (-y+2))]
+(-y+2)+[—2+ (@ + (-y+2))]
z4+[—y+ (z+ (—z+ (. + (—y + 2))]
=z+[-y+ (@ +(-y+2))]
z+

S(S(xv Z)v S(yv Z)) =

[(—y + (z—y)) + 2]

Montrons finalement qu’entre deux points a et b, il existe un unique milieu.

Soit a € B, on note que s(0,a/2) = a/24 (—0+a/2) = a et donc a/2 est le milieu entre
0 et a (par unique 2-divisibilité). On veut trouver une unique solution z & 1’équation
s(a,z) = b. Or, par unique 2-divisibilité, I'’équation s(0,z) = s(b,a/2) a une unique
solution, z = s(b,a/2)/2. Montrons que s(a, s(s(b,a/2)/2,a/2)) =b:

s(a, s(s(b,a/2)/2,a/2)) = s(s(0,a/2),s(s(b,a/2)/2),a/2))
s(s(0,s(b,a/2)/2),a/2))
s(s(b,a/2),a/2) =b.

0

Remarque 3.2.0.4. Dans [NS02], les auteurs montrent qu’une boucle de Bol unique-
ment 2-divisible est déja un espace symétrique (proposition 9.2). Nous reprenons la
démonstration qu’ils donnent de [’existence d’un unique milieu.

De facon réciproque, on peut définir une structure de K-boucle uniquement 2-divisible
a partir de la structure de symétron. En fait, la notion de symétron au sens de [Poi01]
coincide avec la notion de quasi-groupe symétrique étudiée dans [NS02, Sec. 9-11]. En
effet, (X, s) est un symétron ssi (X, +) est un quasi-groupe symétrique ot x+y = s(y, x).
Le fait suivant nous indique la facon d’interpréter la structure de K-boucle.

Fait 3.2.0.5. [NS02, Proposition 9.11 et Remarque 10.1] Soit a € (X,+) ou (X, +) est
un quasi-groupe symétrique. Notons Ly (z) = y+x = s(x,y) et Ry(x) =z +y = s(y,x)
et considérons ces applications comme des éléments du groupe symétrique de X. Alors
l'opération

x '('1‘ Yy = Rgl(m) + La(y) - S(La(y),R(;l(:L')) - S(S(y’a))m(x’a))'
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définit sur X wune structure de K-boucle uniquement 2-divisible (on note (X, s%) le
symétron associé). De plus, Uapplication s, définit un isomorphisme de boucles entre

(X, —{ll—) et (X, —l—)).

syu(a
L’application m(x,a) définit quant a elle un isomorphisme de symétrons entre (X, s%)
et (X,s).

Dans la mesure ou la structure de symétron et celle de K-boucle (uniquement 2-
divisible) sont mutuellement interprétables, les propriétés caractéristiques de la théorie
des modeles — stablité, RM fini, ... — se transferent d’un point de vue a 'autre.

En revanche, le groupe dans lequel une K-boucle uniquement 2-divisible est demi-
plongée n’est pas forcément interprétable & partir la structure de boucle (ni de symétron).

3.3 Symétrons et ensembles convexes

Dans cette section, nous présentons la théorie des modeles des symétrons développée
par B. Poizat dans [Poi21]. Comme contribution originale, nous généralisons la version
du théoreme des indécomposables donnée pour les symétrons de rang de Morley fini.

3.3.1 Conditions de chaine, symétriseurs et types génériques
Commencgons par deux définitions :

Définition 3.3.1.1. Soit Y un sous-ensemble du symétron S. Le sous-ensemble Y est
une partie conveze si sy(x) € Y, pour tous y,x € Y. On dira que Y est clos par prise de
milieu si pour tous x,y € Y, on a m(z,y) € Y. Enfin, le symétriseur de Y, Sym(Y),
est l’ensemble des points x tel que sx(Y) =Y.

On remarque que le symétriseur est un ensemble convexe. Soit z,z’ € Sym(Y), et
y € Y. Il existe donc ¢y € Y tel que y = s,(y'). Par conséquent, s(y,s(z’,z)) =
s(s(y,x),s(2',2)) = s(s(y/,2'),z) € Y car s(y/,2') € Y. On peut inverser les roles de x
et o'

De plus, Sym(Y) s’injecte dans Y si Y est non-vide : pour un y € Y fixé, a chaque
x € Sym(Y), on associe ’élément s, (y) qui appartient a Y .

Pour le moment, nous n’avons pas fait d’hypotheses qui relevent de la théorie des
modeles. Néanmoins, dans le cas w-stable et a fortiori si le RM est fini, la théorie
des symétrons présente des aspects remarquables.

Fait 3.3.1.2. [Poi21, Théorémes] Soit X une partie définissable du symétron w-stable
S. Alors X est convexe ssi X est clos par prise de milieu. De plus, X est égal a son
symétriseur. On parlera de sous-symétron.

Notons que la propriété de convexité est préservée par intersection finie.
Remarque 3.3.1.3. Il n’y a pas de chaine infinie descendante de sous-symétrons

définissables.

Démonstration. En effet, soit Y C S un sous-symétron définissable, et soit z € S\ Y.
Pour tout y € Y, sy(x) € S\Y (car Y est clos par les symétries ainsi définies et
ce sont des applications involutives) et donc l'application qui a y associe s, (x) définit
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une injection de Y vers S\ Y. Par conséquent, ou bien RM(Y) < RM(S) ou bien
RM(Y) = RM(S) mais DM(Y) < DM(S). O

Dans le contexte d’'un symétron w-stable, il est possible d’étudier les types, et en parti-
culier les types génériques (i.e. de rang maximal) du point de vue de leur symétriseur.
Soient p et ¢ deux types, on note Sym(p «— ¢q) Pensemble des z tels que s,(p) = q;
en raison de la définissabilité des types et de la condition de chaine descendante sur les
sous-symétrons définissables, il s’agit d’un ensemble définissable.

Les ensembles Sym(p) = Sym(p «— p) et Sym(p1,...,pn) ol les p; sont permutés par
symétrie sont des convexes définissables. En effet, si x et y sont dans Sym(pi, ..., pn)
alors pour une réalisation a; de p;,

s(ai, s(z,y)) = s(s(aj,y), s(x,y)) = s(s(aj, ),y) = s(ar,y) = am

avec aj, ai, a, des réalisations de types appartenant a I'ensemble {p1,...,p,}.

On remarque qu’étant donné deux génériques indépendants x et y, le mileu z est
un générique indépendant de z et de y, de méme z et s,(x) sont des génériques
indépendants. Nous obtenons une caractérisation des génériques similaire a la situa-
tion rencontrée pour les groupes w-stables :

Fait 3.3.1.4. [Poi21, Théorémes 12 et 13]

1. Dans un symétron S w-stable, toute partie convexe définissable non-vide est le
symétriseur de ses types génériques; elle se décompose de maniére unique en un
nombre fini, qui est impair, de sous-ensembles définissables convexes disjoints de
degré de Morley égal a un.

2. Une partie X définissable est générique (RM(X) = RM(S)) ssi S est recouvert
par un nombre fini de translatés de X, i.e de parties de la forme s,8,X.

Nous pouvons obtenir un analogue du Lemme 2.3 de [Poi87] dans le contexte des
symétrons w-stables :

Lemme 3.3.1.5. Soit S un symétron w-stable. On considére S" = Sym(p1, ..., pn) (pour
des types p; de méme rang). Alors RM(S") < RM(p;), 1 <i<n. Si 8" = Sym(p) et si
RM (p) = RM(S"), un générique de S’ est au mileu de p et d’un élément c € S.

Démonstration. On remarque que S’ est le symétriseur de ses types génériques. On
réalise p; par a et un type générique de S’ par b, de maniére indépendante. On a donc :

RM(b/S) = RM(b/SUa) = RM(sy(a)/S U a) < RM(sy(a)/S) = RM(p;) = RM (p;),

ol on obtient la deuxiéme égalité en remarquant que chaque point du triplet {a, b, sp(a)}
est définissable sur les deux autres.

Supposons désormais que S’ = Sym(p). En cas d’égalité, le tp(sp(a)/SUa) est 'héritier
de tp(sp(a)/S). Or, m(sp(a),a) = b € Sym(p) donc par héritage il existe ¢ € S tel
que m(sp(a),c) € Sym(p). Puisque sp(a) réalise p, le type "milieu” m(p, c) satisfait la
formule définissant Sym(p) et donc il s’agit d'un générique de Sym(p) (car il est de
meéme rang que p). O
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3.3.2 Le théoreme des indécomposables

Dans les symétrons de RM fini, il est possible de démontrer un analogue du théoreme
des indécomposables. Nous donnons ici une version légerement différente du théoreme
obtenu par B. Poizat dans [Poi21].

Définition 3.3.2.1. On dit qu’un symétron w-stable est connexe s’il ne contient pas de
sous-symétron définissable propre de méme rang.

Définition 3.3.2.2. Soit A une partie définissable d’un symétron. On dit qu’elle est
indécomposable si pour toute famille finie d’ensembles convexes définissables deux-a-
deuz disjoints (X; : 1 <i<mn), ona:AC X;U..UX, impligue A C X; pour un
certain i € {1,...,n}.

Le lemme suivant montre que I'indécomposabilité est préservée par prise de symétrie :

Lemme 3.3.2.3. Soit A une partie définissable indécomposable d’un symétron w-stable
S. Alors s(A, ) est une partie définissable indécomposable pour tout x € S.

Démonstration. Soit x € S, supposons par 'absurde que s(A, x) n’est pas indécomposable.
Il existe donc une famille finie d’ensembles convexes définissables deux-a-deux disjoints
Ay, .., Ay tel que s(A,z) C AjU...UA, et s(A,x)NA; # @ pour tout i € {1,...,n}, avec
n > 2. Or, s, est une bijection définissable qui préserve la convexité. Par conséquent,
s(s(A,z),x) = ACs(A,z)U...Us(Ap,z) et ANs(A;,x) # @ pour tout ¢ € {1,...,n},
contradiction. O

Proposition 3.3.2.4. (@ comparer avec [Poi87, Théoréme 2.7]) Soit A une partie
définissable d’un symétron w-stable. Alors A = X1 U ...U X, ou les X; sont des parties
définissables indécomposables deux-a-deux disjointes.

Démonstration. Si A est indécomposable, on conclut. Sinon, il existe des parties convexes
définissables deux-a-deux disjointes X7, ..., X, (avec n > 2) telles que

A=(ANX)U..U(ANX,),

ou de plus, AN X; # &, pour tout 1 < i < n. Si par exemple A N X; n’est pas
indécomposable, alors il existe des parties convexes définissables deux-a-deux disjointes
Xi1,...X1 (avec k > 2) avec :

ANX; = (AN(X1NX11)U..UAN(X1N X))

ou de plus, AN Xy ; # &, pour tout 1 < j < k. Mais X; N X1 1 est une partie convexe
définissable strictement contenue dans X (sinon, X; C X 1, et X1 1NX12 # &, contra-
diction). Par la condition de chaine descendante sur les parties convexes définissables,
on construit un arbre a branchement fini et branches finies. Par le lemme de Konig, cet
arbre est lui-méme fini. O

Remarque 3.3.2.5. Une partie définissable convexe connexe est indécomposable.

Considérons maintenant une partie définissable X d’un symétron w-stable S et un sous-
symétron (définissable) S’. On dit que X engendre elliptiquement S’ s’il existe un entier
n fixé, tel que tout élément de S’ est obtenu par au plus n applications successives de
prises de symétrie et de prises de milieu a partir d’éléments de X.
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Théoréme 3.3.2.6. (a comparer avec [Poi21, Théoréme 14]) Soit S un symétron de
RM fini. Soit (A; : i € I) une famille de parties définissables indécomposables telles que
Nicr Ai # 9. Alors | J;c; Ai engendre un symétron définissable connexe qui est en fait
elliptiquement engendré par un nombre fini de A;.

Démonstration. Pour chaque suite s = (i, ...,i,) et pour chaque n, on note Xg =
Uies Ai- Soit & € [;c; Ai. On considere X de rang maximal parmi les parties définissables
elliptiquement engendrées a partir d'un X, (on utilise ici que le rang de Morley de S
est fini). Soit maintenant p un type générique de X.

Pour chaque A;, 'ensemble s 4,(p) ne contient qu’un nombre fini de types {p1, ..., p,} de
méme rang que p (on remarque que s, (p) appartient a cette famille finie). En effet, pour
chaque a; € A;, Uensemble s,, (X) est une partie définissable elliptiquement engendrée
a partir d'un certain X telle que RM (sq,(X)) = RM(X). Si sa,(p) était infini, alors
s4,(X) serait une partie définissable ellitiquement engendrée par notre famille qui serait
de rang strictement supérieur a celui de X, contradiction.

On peut donc décomposer A; en un nombre fini de parties définissables deux-a-deux dis-
jointes A; 1, ..., Ajn, o0 A; j = AiNSym(p «— pj), 1 < j < n. Or, A; est indécomposable
et donc A; = A; N Sym(p <— pj;) pour un certain j avec 1 < j < k. Chaque A; est
donc inclus dans le convexe définissable S” = Sym(p +— sz(p)). On a donc :

RM(p) < RM(X) < RM(S') < RM(p).

Finalement, RM(X) = RM(S’). Comme tous les A; sont dans la méme composante
connexe (par indécomposabilité, les A; sont contenus dans Sym(p’ +— s,(p')) pour
P/ un type générique de S’), on peut supposer que S’ est connexe. Finalement, tout
élément de S” est au milieu de deux points génériques et donc de deux points de X ; par
conséquent, S’ = m(X, X) et S’ est elliptiquement engendré par les A;, i € s. 1

3.4 Les K-boucles uniquement 2-divisibles w-stables a la
lumieére des symétrons

Nous considérons maintenant une K-boucle uniquement 2-divisible w-stable et nous
cherchons a exploiter la théorie des symétrons pour étudier ses propriétés du point de
vue de la théorie des modeles.

3.4.1 Connexité et analyse de Lascar

On peut tout d’abord établir une correspondance entre certaines parties convexes définissables
et les sous K-boucles définissables.

Proposition 3.4.1.1. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible w-stable. Une partie
définissable X C B est une sous K-boucle ssi elle est convexe et contient (. De plus,
une sous K-boucle définissable est uniquement 2-divisible.

Démonstration. Le sens direct est clair. Supposons que X est une partie définissable
convexe (et donc aussi close par prise de milieu) contenant 0. On remarque que X
est stable par inversion : pour z € X, on a s(z,0) = 0+ (—z + 0) = —z. D’apres
la Proposition 2.1.2.5, il suffit de montrer que X est stable par addition. Remarquons
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tout d’abord que X est stable par passage au double et par extraction des moitiés :
s(0,2) =z -2 et s(0,2/2) = x.

Soit z,y € X, on consideére (x + y) - 2. Or, d’apreés le Fait 2.1.2.3, on a (z +y) -2 =
z+(y-2+z)=s((—y)- 2,2), mais (—y) -2 € X, et donc (z + y) - 2 € X. Finalement,
par extraction des moitiés, on obtient que (z +y) € X.

Finalement, remarquons qu'une sous K-boucle B; définissable est une partie convexe
définissable donc close par prise de milieu. Pour tout a € A, 1’élément a/2 est le milieu
de a et 0, on a bien a/2 € Bj. O

Corollaire 3.4.1.2. On peut associer a chaque partie convexre définissable X une sous-
boucle définissable de méme rang (a savoir s(X,x/2) pour x € X ).

Remarque 3.4.1.3. L’image d’une partie convexre définissable par un automorphisme
définissable est une partie convere définissable. En particulier, l'tmage d’une partie
indécomposable par un automorphisme définissable reste indécomposable.

Nous pouvons désormais clarifier la notion de connexité dans notre contexte.

Définition 3.4.1.4. Une K-boucle uniquement 2-divisible w-stable est b-connexe si elle
ne contient pas de sous-boucle définissable propre de méme rang.

Proposition 3.4.1.5. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible w-stable. La boucle
B est b-connexe ssi elle est connexe (en tant que symétron) ssi son degré de Morley est
égal a un.

Démonstration. Supposons que le degré de Morley de B est égal a un. Si la boucle
contenait un sous-symétron X propre définissable de méme rang alors B \ X serait
également une partie générique définissable disjointe de X (car X s’injecte dans B\ X),
contradiction.

Si B est connexe alors B est b-connexe : une sous-boucle propre définissable de méme
rang est en particulier un sous-symétron propre définissable de méme rang.

Si B est b-connexe alors le degré de B est égal a un. Sinon, il y aurait au moins deux
types génériques distincts. Soient pi,..,p, les types génériques, pour 1 < i < n, les
parties de la forme Sym(p; <— p;) sont des convexes définissables qui contiennent un
unique générique et qui sont deux-a-deux disjoints. Une de ces parties contient 0 et
forme donc une sous-boucle définissable propre de méme rang, contradiction. ]

Définition 3.4.1.6. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible w-stable. On dira que
la sous-boucle connexe de méme rang que B est la composante connexe (principale) de
B et on la notera B°.

Si la boucle B est en plus de RM fini, on obtient une version particulierement commode
du théoreme des indécomposables.

Corollaire 3.4.1.7. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible de RM fini et soit
(A; : i € I) une famille de parties définissables indécomposables contenant 0. Alors
Uier Ai engendre une sous K-boucle connexe définissable qui est en fait elliptiquement
engendrée par un nombre fini de A;.

Nous pouvons des lors tenter d’adapter I'analyse de Lascar aux K-boucles uniquement
2-divisibles de RM fini. Le principal obstable réside dans la construction d’une sous-
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boucle normale a partir d’ensembles indécomposables. En effet, dans une boucle, il n’y
a pas forcément de groupe définissable d’automorphismes intérieurs.

Définition 3.4.1.8. On dit qu’une boucle B est automorphique si I(B), le groupe des
applications intérieures (Définition 2.4.1.4), est composé d’automorphismes.

On rappelle qu'une sous-boucle est normale ssi elle est stabilisée par le groupe I(B) des
applications intérieures. Une boucle est définissablement hamiltonienne si toute sous-
boucle définissable est normale.

Le lemme suivant nous indique que le fait d’étre une K-boucle uniquement 2-divisible
automorphique passe au quotient.

Lemme 3.4.1.9. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible automorphique w-stable
et soit By une sous-boucle définissable normale. Alors la boucle quotient B/B; est une
K-boucle uniquement 2-divisible automorphique.

Démonstration. La boucle quotient B/ By est une K-boucle car les propriétés équationnelles
sont préservées par passage au quotient. De plus, elle est bien 2-divisible car a =
d+ad =d +d pour a = d + d. On remarque que si @-2 = 0 alors a -2 € Bj.
Mais B; est une partie convexe définissable; c’est donc un ensemble clos par prise de
moitié; on a donc a € Bj. La K-boucle quotient B/Bj ne contient pas d’élément d’ordre
2 et par le Fait 2.1.2.3, on en déduit que 'application qui a @ associe @ - 2 est injective.

Pour ce qui est du fait d’étre automorphique, on utilise [BP56, Théoreme 2.2]. O

Théoréme 3.4.1.10. (a comparer avec [Poi87, Théoréme 2.13]) Soit B une K-boucle
uniquement 2-divisible de RM fini (w-saturée) qui est de plus automorphique (respective-
ment, définissablement hamiltonienne). Alors il existe des formules fortement minimales
D1, ...y On telles que dans toute extension élémentaire propre, l’ensemble des réalisations
d’au moins une de ces formules augmente.

Démonstration. Soit A une partie définie par une formule fortement minimale. D’apres
la Proposition 3.3.2.4, il existe une partie définissable A’, de méme rang et méme degré
qui est indécomposable. Or, pour z € A, s(A’,x/2) = A; est une partie définissable
fortement minimale indécomposable qui contient 0.

On considere la famille (f(A1) : f € I(B)). Remarquons que pour tout f € I(B),
F(s(a,a')) = s(f(a), f(a)) et f(m(a,a')) = m(f(a), f(a)) pour a,a’ € Ar. Appli-
quons le Théoreme 3.3.2.6 a la famille (f(Ay) : f € I(B)) : on obtient une sous K-
boucle définissable connexe normale B elliptiquement engendrée a partir d’une partie
définissable fortement minimale (la sous-boucle ainsi obtenue est bien quasi-fortement
minimale).

Si By = B°, on arréte; sinon, on considere la K-boucle interprétable B°/B; (par
connexité, By C B°) et on repete le méme procédé.

Nous obtenons une suite de sous K-boucles définissables connexes : By <... <1 B,, = B°.
En passant a une extension élémentaire propre, ’ensemble des réalisation d’une des
formules fortement minimales déterminant les quotients doit augmenter.

Dans le cas d’une boucle définissablement hamiltonnienne, il suffit de considérer la
boucle engendrée par une partie indécomposable contenant 0. 1
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Remarque 3.4.1.11. On va voir que les formules fortement minimales obtenues dans le
théoréme précédent peuvent étre prises a parameétres dans le modéle premier de Th(B).
L’hypotheése sur la saturation n’est donc pas nécessaire.

Définition 3.4.1.12. Soit T une théorie w-stable et soient p,q deux types. On dit que
p et q sont orthogonaux si pour tout ensemble A contenant une base de p et de q,
toute réalisation a d’une extension non-déviante de p a A est indépendante de toute
réalisation b d’une extension non-déviante de q a A.

Définition 3.4.1.13. Soit T une théorie w-stable. On dit qu’elle est fini-dimensionnelle
s’il existe une famille finie de types stationnaires telle que toute type non-algébrique est
non-orthogonal a un des types de la famille.

Corollaire 3.4.1.14. Soit B une K-boucle uniquement 2-divisible de RM fini. Si B
est automorphique (respectivement, définissablement hamiltonienne), alors Th(B) est
fini-dimensionnelle. De plus, les formules fortement minimales qui déterminent les di-
mensions peuvent étre prises a parameétres dans le modéle premier.

Démonstration. Soit B un modele monstre de Th(B) et soit A C B. Soient ¢1, ..., ¢y
les formules fortement minimales obtenues dans le Théoreme 3.4.1.10. On considére un
type non-algébrique p sur A.

Prenons un modele B suffisamment saturé contenant A et les parametres des ¢;, pour
i€ {l,...,n}. Soit p' € S,,(B) une extension non-déviante de p et @ |= p’. D’apres le Fait
1.1.2.5, il existe un modele B’ absolument premier sur BU{a}. Or, d’aprés le Théoreme
3.4.1.10, on peut supposer qu'’il existe b € ¢1[B’] — ¢1[B]. Mais tp(b/B U @) est isolé et
donca B b. Par conséquent, le type p n’est pas orthogonal au type fortement minimal
déterminé par ¢;.

Une théorie fini-dimensionnelle n’a pas la propriété du recouvrement fini et donc une
formule minimale est fortement minimale (voir [Poi87, Théoréme 2.13] ou bien [Wag97,
Proposition 4.7.4 et Lemme 4.7.5]). 1l suffit de procéder comme dans la démonstration
du Théoreme 3.4.1.10 en considérant le modele premier de Th(B). O

Fait 3.4.1.15. [P0oi87, Corollaire 2.14] ou [Wag97, Proposition 4.7.10] Dans une théorie
fini-dimensionnelle ot les dimensions sont portées par des types fortement minimauz,

le rang de Morley est fini et il égal au rang de Lascar. De plus, pour tout entier n,
Uensemble {a : RM (¢p[x,a]) = n} est définissable.

Corollaire 3.4.1.16. Dans une K-boucle uniquement 2-divisible de RM fini qui est
de plus automorphique, le rang de Lascar et le rang de Morley coincident. C’est une
K-boucle rangée au sens de Borovik.

3.4.2 Un résultat de classification pour les K-boucles uniquement 2-
divisibles sans point fixe w-stables

Nous conjecturons que les K-boucles uniquement 2-divisibles sans point fixe w-stables
(ou au moins de RM fini) sont des groupes abéliens. Il s’agit précisément du type de
K-boucles qui apparait dans I’étude des groupes de Frobenius rangés connexes de type
impair. Rappelons que dans ce contexte la commutativité de 'opération implique son
associativité.

Dans le cas d’un presque-domaine (Fait 2.1.2.9), nous savons que s’il y a un nombre
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fini d’automorphismes de précession d,; — en particulier, chaque d,; est algébrique
sur le vide — alors le presque-domaine est un presque-corps. Si nous nous plagons dans
une théorie w-stable, cette condition implique notamment que pour une paire générique
(a,b), les éléments a + b et b+ a sont interalgébriques.

Plus généralement dans le cas d'une K-boucle (uniquement 2-divisible) sans point fixe
w-stable (connexe), nous allons montrer que si la somme a + b dépend ” génériquement”
de la somme b+ a alors la K-boucle est un groupe commutatif.

Définition 3.4.2.1. On dit qu’une boucle est génériquement commutative si pour tous
génériques a, b indépendants sur A, on a : a+ b= b+ a. La boucle sera génériqguement
algébriquement dépendante si on a acl(a + b/A) = acl(b+ a/A).

Notons que dans un groupe w-stable connexe les deux conditions sont équivalentes et
impliquent la commutativité du groupe.

On considere jusqu’a la fin de la section une K-boucle B uniquement 2-divisible sans
point fixe w-stable et connexe. Dans ce qui suit, nous utiliserons librement les éléments
imaginaires et nous identifierons donc le graphe d’une fonction définissable et son pa-
rametre canonique. Pour simplifier les notations, nous supposerons que A = &.

Proposition 3.4.2.2. Soient a et b deux génériques indépendants. Alors :
1. Sia et b commutent, 0,y est égal a l'identité.

2. Si acl(a" + V) = acl(V/ + a') pour toute paire o',V de génériques indépendants,
alors dq € acl(a) Nacl(b).

Démonstration. La premiere propriété est une conséquence directe du Fait 2.1.2.3.

Supposons que a + b et b 4 a sont interalgébriques. Comme . est définissable sur
{a+0b,b+ a}, on voit que d, est algébrique sur a + b et sur b+ a. Or, d’apres le Fait
2.1.2.3, dap = O6_ppta, mais —b+ (b+ a) = a, et donc d,y est algébrique sur a (on
remarque que —b et b+ a sont des génériques indépendants). Comme & , = 5;;, on en
déduit que d,p est aussi algébrique sur b. 1

Proposition 3.4.2.3. Si la boucle B est génériquement algébriquement dépendante
alors elle est génériquement commutative.

Démonstration. D’apres la proposition précédente, pour tous a et b génériques indépendants,
4. est algébrique sur a et sur b et donc ne dépend pas du choix de la paire de génériques
indépendants. Par conséquent, 6211) = Id (car dqp = 0pq)-

L’application 4,5 est donc soit I'inversion soit Iidentité (Fait 2.1.2.3). Supposons par

I'absurde que d,4 est U'inversion. On a alors d,4(b + a) = —b —a = a + b et donc
s(b,—a) = b. Mais par unicité du milieu, on obtient que —a = b, ce qui contredit
I'indépendance de a et b. [l

Théoréeme 3.4.2.4. Sila boucle B est génériquement commutative alors c’est un groupe
commutatif.

Démonstration. 11 suffit de montrer que 'opération est commutative.

Soit a,b € B. On considere a; générique sur a. Les éléments —ay et a; + a restent
génériques sur a et on a a = —aj + (a1 + a). On procede de méme pour b : on a
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b= —by + (by + b) avec by générique sur b. On note —a; + a = az et —by +b = by. On
peut supposer que b; est générique sur a,b pour i € {1,2} et que a; est générique sur
b,a,bi, by pour j € {1,2}. Remarquons que b; et 4, q,(b;) sont génériques sur ay, az, a, b
pour j € {1,2}. En effet, pour j € {1,2}, on a :

RM((Sal,GQ (bj)/al, as, a, b) = RM(bj/Clh as, a, b) = RM(bj/a, b) = RM(bj)
En particulier, a; | da;,0,(bj) pour 7,5 € {1,2}. On obtient donc :

a+b= (a1 +az)+ (b1 + b2)
= a1 + (a2 + daya, (b1 + b2))
= a1 + ((a2 + dag,a;, (01)) + az,as (b2))
= a1 + ((Vag,a; (b1) + a2) + day,a, (b2))
)
)

o~ o~ o~ o~

= a1 + (0ag,a; (b1) + (a2 + 0ay,a, (b2)

= (a1 + bay,a, (b1)) + (a2 + dag,a, (b2

= (0az,a: (1) + a1) + (6an,a1 (b2) + a2
= 0gg,a; (1) + (a1 + (dag,a: (b2) + a2)
= Oag,a1 (01) + (a1 + a0, (b2)) + a2
= Oag,a; (01) + ((8ag,a; (b2) + a1) + a2
= Sag,a1 (b1) + (0ag,a; (b2) + (a1 + a2)

~— — — ~— ~— ~—

On remarque que d'une part aj + 0qy,q, (b1) €t ag, et d’autre part, by et dp, 4(a;), pour
i € {1,2}, sont des génériques indépendants. Nous pouvons calculer la somme a + b
d’une autre facon :

a+b= (a1 +az)+ (b1 + b2)
= ((a1 +a2) + b1) + dap, (b2)
= (a1 + (a2 + dag,a;, (01))) + Sap, (b2)
= (a1 + (09,0, (b1) + a2)) + dap, (b2)

= ((a1 + bag.a:(b1)) + a2)) + o p, (b2)
= (0ag,a1 (b1) + a1) + (a2 + dap, (b2))
= (daz,a1 (1) + a1) + dap, (6, alaz) + b2)
= (daz,a1 (1) + a1) + dap, (b2 + 0p, a(a2))
= (0ag,a1 (b1) + a1) + (Oap, (b2) + ao

) )
= day,a, (b1) + (a1 + (dap, (b2) + a2))
= dag,a, (01) + (dap, (b2) + (a1 + a2))

En mettant ensemble les deux équations, on obtient que d4 4, (b2) = day,q, (b2) et donc
da,by = ag,a; (car la boucle est sans point fixe).

Or, puisque la boucle est sans point fixe et que by est générique sur a,aj,as, le Fait
2.1.2.8 nous donne :

522 ar — 5a27a16a1+a2,b1 = 5a2,a1+615a1,b1 = (Id)2 =1d

Par conséquent, (5a2 oy = Id. Mais par le Fait 2.1.2.3, Pautomorphisme g, 4, est soit
I'identité soit l'inversion. On peut procéder de méme pour by,bs : 'automorphisme
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by by €St soit I'identité soit 'inversion (puisque dp, p, est définissable sur by, b, cela ne
dépend que du type de by, bs). Or, nous avons :

@+ b= 0ay0,(b1) + (Baz,ar (b2) + (a1 + 02)) = aza1(b) + G, 0, (51),80g.0, (b2) (@) = TD + 0.

De plus, on peut supposer que —a,b # 0 et —a # b.

Sia+b=—b+a alors s(—a,b) = a et par unicité du milieu b = 0.

Sia+b=—b—a alors s(—a,b) = —a et par unicité du milieu, b = —a.
Sia+b=>b-—a,alors b= —a+ (b—a) = s(—b,—a). Mais par unicité du milieu, on
obtient que a = 0.

Par conséquent, a + b = b+ a. O

Remarque 3.4.2.5. Si on ne suppose pas que la K-boucle est sans point fixe mais
qu’elle est "génériquement associative” (041 = Id pour une paire (a,b) de génériques
indépendants) le théoréme de Weil-Hrushoski [Poi87, Théoréme 5.23] nous donne un
groupe définissable connexe et une bijection définissable qui transforme génériquement
l’opération de la boucle dans l’opération du groupe.
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Chapitre 4

Quasi-groupes de Frobenius
dimensionnels

Dans ce chapitre, nous considérons une classe de groupes munis d’une dimension finie,
qui inclut a la fois les groupes rangés et les groupes définissables dans une structure
o-minimale. Cette partie a été soumise pour publication au journal Model Theory.
Nous étudions dans ce cadre un certain type de groupes - les quasi-groupes de Frobenius
- dont la structure généralise celle des groupes de Frobenius.

Disons d’abord quelques mots sur I’analogie entre la dimension o-minimale et le rang
de Morley.

Les groupes algébriques sur un corps algébriquement clos sont des exemples typiques de
groupes rangés. Du point de vue du comportement de leur dimension, ils ressemblent
aux groupes de Lie réels et plus généralement aux groupes définissables dans les struc-
tures o-minimales. Ces derniers peuvent en effet étre également caractérisés par une
fonction de dimension qui présente de nombreux points communs avec le rang de Mor-
ley : elle satisfait les axiomes B et C de l'introduction mais pas I'axiome A. Dans les
deux cas, nous disposons d’une notion appropriée de généricité qui s’applique aux par-
ties définissables de dimension maximale.

Du point de vue de la théorie des modeles, il semble donc possible de décrire dans
un cadre commun - celui des groupes dimensionnels - les groupes de Lie (réels) et les
groupes algébriques (sur un corps algébriquement clos).

On peut illuster ce principe méthodologique en considérant les groupes SO3(R) et
PGLy(C). Ce sont des groupes dimensionnels qui présentent une structure interne tres
proche, se reflétant dans la géométrie d’incidence induite par les involutions. Comme
le font remarquer J. Wiscons et A. Deloro dans [DW20], les involutions forment un
plan projectif dans SO3(R); les axiomes sont satisfaits seulement génériquement dans
PGL2(C). 1l s’agira de déterminer dans quelle mesure cette géométrie des involutions
permet de caractériser ces groupes classiques parmi les groupes dimensionnels.

Pour établir cette théorie commune, nous sommes conduits & introduire la définition
suivante.
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Une paire C' < G de groupes dimensionnels (o-minimaux ou rangés) connexes, i.e., sans
sous-groupe définissable d’indice fini, est un quasi-groupe de Frobenius (QF) si C est
d’indice fini dans son normalisateur et s’il est TT (CY N C' = {1} pour tout g ¢ Ng(C)).
Si l'indice de C' dans son normalisateur est pair (respectivement impair, trivial), on
parlera de quasi-groupe de Frobenius pair (QFP) (respectivement de quasi-groupe de
Frobenius impair (QFI), de groupe de Frobenius connexe).

Rappelons que GA{(C) = CT xC*, le groupe des transformations affines complexes, est
un exemple de groupe de Frobenius connexe rangé. Les involutions induisent également
une géométrie d’incidence, mais cette derniere se distingue assez nettement de la géométrie
observée précédemment (pour plus de détails, on peut consulter [CT21]).

Nous cherchons a classifier les quasi-groupes de Frobenius dimensionnels, en distin-
guant d’une part, les (QFP) et d’autre part, les groupes de Frobenius connexes. En
général, nous supposerons que les groupes en question sont U2L : il n’y a pas de 2-
groupe abélien élémentaire infini. Du point de vue des (QFP), nous pouvons formuler
les deux conjectures suivantes :

1. (Conjecture A; de [DW20]) Soit C' < G un (QFP) rangé, contenant des involu-
tions et Us-. Alors G est isomorphe & PGLy(K) pour un corps algébriquement
clos K.

2. Soit C' < G un (QFP) définissable dans une structure o-minimale. Si |J CY
contient toutes les translations, i.e., les produits de deux involutions, alors G est
isomorphe a SO3(R) pour un corps réel clos R.

L’étude de ce type de configurations trouve son origine dans les articles [Nes89] et
[INPRI1]. Les groupes PGL2(K) et SO3(R) y sont identifiés parmi les groupes dimen-
sionnels de petite dimension (inférieure ou égale a trois). Par ailleurs, les quasi-groupes
de Frobenius apparaissent naturellement dans 1’étude des contre-exemples minimaux
a la conjecture de Cherlin-Zilber pour les groupes rangés de type impair (voir [CJ04],
[Del07] et [DJ16]).

Pour ce qui est des groupes de Frobenius connexes de type impair, nous nous limiterons
au cas rangé et nous verrons sous quelles conditions ils sont scindés. Cela prolongera les
résultats du chapitre 2.

Remarquons que la classification des groupes de Frobenius définissables dans une struc-
ture o-minimale est élucidée dans une large mesure par les articles [Tent00] et [MMTO00]
(les groupes de permutation définissables dans une stucture o-minimale y sont étudiés
en détail). En particulier, dans [Tent00], auteure montre qu'un groupe strictement
2-transitif est isomorphe au groupe des transformations affines d’un corps (potentielle-
ment non-commutatif) définissable. Le groupe PSLy(R), ou R est un corps réel clos, y
est également identifié comme groupe strictement 3-transitif.

4.1 Groupes dimensionnels et théoreme de Bachmann

Etant donné une structure M , on dira qu'un groupe G définissable dans M est di-
mensionnel si on peut munir les ensembles définissables de G et de ses puissances
cartésiennes d’une dimension finie dim satisfaisant les axiomes suivants (voir [BJO12]
et [BJO14]) :
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(A1) Si f est une fonction définissable entre deux sous-ensembles définissables A et B,
alors {b € B : dim(f~1)(b) = n} est définissable.

(Ag) Si f est une fonction définissable entre deux sous-ensembles définissables A et
B, telle que les fibres sont de dimension constante égale & m alors dim(A) =
dim(Im(f)) + m.

(Ag) A est fini si et seulement si dim(A) = 0.

(Ay) dim(AU B) = max{dim(A),dim(B)}.

Les groupes de rang de Morley fini, les groupes définissables dans une structure o-
minimale, dans le corps des nombres p-adiques, dans un corps P-minimal sont des
exemples de groupes dimensionnels.

On parlera de groupe dimensionnel® si de plus le groupe satisfait la condition de chaine
descendante pour les sous-groupes définissables et si la dimension peut étre étendue
aux sous-ensembles interprétables du groupe (I’existence d’un choix définissable fort ou
lélimination des imaginaires rendent possible une telle extension). En particulier, on
peut attacher une dimension aux sections définissables.

Les groupes définissables dans une structure o-minimale [Ed03, Théoreme 7.2] et les
groupes rangés (par définition) sont des exemples de groupes dimensionnels® (mais
ce n’est plus le cas des groupes définissables dans le corps des nombres p-adiques, par
exemple).
Comme pour les groupes w-stables, un groupe dimensionnel® G admet une compo-
sante connexe G°, i.e., un plus petit sous-groupe définissable d’indice fini : il suffit
de considérer I'intersection de tous les sous-groupes définissables d’indice fini. On dira
qu’il est conneze si G° = G. De plus, chaque sous-ensemble X C G est contenu dans un
plus petit sous-groupe définissable (noté d(X)). Remarquons que, comme dans le cas
rangé, certaines propriétés sont préservées lorsque l'on passe a la cloture définissable
d’un sous-groupe (non-définissable) H [BJO14, Lemmes 3.3 et 3.4] :

— Soit K C G. Si H est K-invariant alors d(H) est K-invariant.

— Si H est nilpotent de classe n, alors d(H) est nilpotent de classe n.
La condition de chaine descendante pour les sous-groupes définissables rend également
possible le relevement de la torsion :
Soit H un sous-groupe définissable normal tel que xH soit un p-élément dans G/H alors
il existe un p-élément dans xH [BJO12, Fait 3.9].

L’existence d’une dimension finie permet de caractériser facilement les parties qui sont,
en un certain sens, ”larges”. On dira qu’une partie Y est générique si elle contient
une partie définissable X tel que dim(X) = dim(G). On dira que X est large si
dim(G \ X) < dim(G). De plus, étant donné un sous-groupe définissable H, I'équation
dim(G) = dim(G/H) + dim(H) montre qu'un sous-groupe définissable H est d’indice
fini dans G ssi H est générique dans G.

Par ailleurs, 'additivité de la dimension et I’élimination des imaginaires permettent
d’effectuer des calculs de dimension analogues a ceux conduits dans [Jal06].

Définissons donc précisément ce qu’on entend par un quasi-groupe de Frobenius dimensionnel® :

Définition 4.1.0.1. Soient G un groupe et C' un sous-groupe propre. Alors on dit que la
paire de groupes C' < G est un quasi-groupe de Frobenius si C' est d’indice fini dans son
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normalisateur et s’il est TI, i.e., C9NC = {1} pour tout g ¢ Ng(C). Le sous-groupe C
est un quasi-complément de Frobenius. De plus, on dira que C < G est un quasi-groupe
de Frobenius dimensionnel® si C' et G sont des groupes dimensionnels® connezxes.

On remarque que Ng(C)° = C et que Ci(g)° < C, pour tout 1 # g € C : Cg(g) <
N¢g(C) par la propriété TT et C(g)° < Ng(C)° =C.

Avant de mener a bien Panalyse des quasi-groupes de Frobenius dimensionnels®, il
nous faut souligner une différence essentielle entre le contexte rangé et le contexte o-
minimal. Pour un groupe connexe rangé G, la notion de largeur et celle de généricité
coincident alors que ce n’est pas forcément le cas pour un groupe connexe définissable
dans une structure o-minimale. En particulier, deux parties génériques ne s’intersectent
pas forcément.

De plus, 'action des automorphismes définissables involutifs peut étre caractérisée de
fagon commode dans le contexe rangé (mais pas forcément dans le cas o-minimal) :
si un automorphisme définissable involutif d’un groupe rangé connexe a un nombre
fini de points fixes, alors 'action se fait par inversion et le groupe est abélien. Or,
la compréhension de ’action des involutions se révele indispensable a notre étude des
quasi-groupes de Frobenius dimensionnels®. Nous sommes donc conduits a proposer
un nouvel axiome pour identifier une sous-classe des groupes dimensionnels® :

(A5) Pour tout sous-groupe interprétable H et tout automorphisme involutif in-
terprétable ¢ de H, si Cy (i) est fini, alors H° est abélien inversé par i.

Nous ne savons pas si un tel axiome (vérifié par les groupes rangés) reste valable pour
une sous-classe naturelle de groupes définissables dans une structure o-minimale (par
exemple, pour les groupes définissablement simples et/ou définissablement compacts).
Dans la suite, nous indiquerons & quel moment (As) semble requis.

Notation : Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius dimensionnel®. Pour z € | J, CY,
on note C, le conjugué de C' contenant x.

Nous allons poursuivre 1'étude des translations menée dans [DW20] et nous utiliserons
les méthodes de ’école de Bachmann pour interpréter SO3(K) dans un cadre dimen-
sionnel.

Jusqu’a la fin de la section, soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius dimensionnel®
qui contient des involutions, Us", tel que (J, CY contient tous les 2-éléments (dans le
cas rangé, 'hypothese U~ suffit).

Nous supposons que toutes les translations (les produits de deux involutions) sont conte-
nues dans (J, CY.

Lemme 4.1.0.2. Le sous-groupe C' est d’indice pair dans son normalisateur. De plus,
il existe une involution 1 # k € Ng(C)\ C.

Démonstration. Soit ¢ une involution contenue dans C' et j # ¢ une autre involution
contenue dans un conjugué C; distinct de C. Par hypothese, la translation x = ij
est contenue dans un conjugué C, de C. On a donc Cg(z)° < C,; de plus i et j
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appartiennent & Ng(Cq(x)°) < Ng(Cy). Sii et j étaient contenues dans Cj, alors on
aurait d'une part C,NC # {1} et d’autre part C,NC; # {1} et finalement C = C, = C},
contradiction.

Par conséquent, ¢ et j appartiennent a Ng(Cy) \ Cs. OJ

On dit qu'un groupe est semi-simple s’il n’y a pas de sous-groupe abélien normal infini.
Les quasi-groupes de Frobenius dimensionnels® ont un centre fini : soit x € Z(G), et
supposons que Z(G) est infini, alors Z(G) < Ng(C) et donc Z(G)° < C, contradiction.

Lemme 4.1.0.3. Le groupe C < G est semi-simple.

Démonstration. Soit A un sous-groupe abélien normal infini. Quitte & considérer la com-
posante connexe de son enveloppe définissable, on peut supposer que A est définissable
et connexe. Si ANC # {1}, soit 1 # 2 € ANC alors A < Cg(x)° < C et donc C =G,
contradiction.

On a donc AN, CY = {1}. Le groupe A est en particulier 2-divisible car il ne contient
pas d’involutions. Soit ¢ une involution, le sous-groupe C4(7) est fini et il existe donc
un élément a € A tel que a’a”! = b € A est non-trivial et inversé par i. Mais alors
142 cAect b2 =bibli=i"ie Ugeq €7, contradiction.

Par conséquent, il n’y a pas de sous-groupe abélien normal infini. ]

On suppose désormais que C' < G satisfait également (As).

Lemme 4.1.0.4. Soit k une involution telle que k € Ng(C) \ C, alors Cc(k) est fini.
De plus, C' est abélien 2-divisible inversé par k (et donc C C1-1).

Démonstration. Supposons que Cc(k) est infini, on a donc Co(k)° < Cp N C et fina-
lement Cy = C, contradiction. Par (A4s), 'action de k est donc bien par inversion et
C est abélien. C’est un groupe 2-divisible car il contient un nombre fini d’involutions :
I’élévation au carré définit un homomorphisme de groupe définissable de noyau fini,
puisque le groupe est connexe, c’est un homomorphisme surjectif. ]

Remarque 4.1.0.5. Si on suppose que C' est abélien, alors (As) n’est plus nécessaire
pour montrer que l’action est par inversion.

On pose X = {a*a™' : a € A} (c’est un ensemble définissable inversé par k). Les
fibres de Uapplication définissable ¢ : A — X, définie par ¢(a) = aFa™t, ont méme
dimension que Ca(k), qui est un groupe fini. Par conséquent, ’additivité de la dimension
nous donne que dim(X) = dim(A). Le sous-groupe formé par les éléments inversés par
k est générique et donc il est égal a A par connexité.

L’aziome (As) n’est plus utilisé par la suite.

Lemme 4.1.0.6. Le sous-groupe (abélien) C' contient une unique involution et toutes
les involutions de Ng(C) \ C appartiennent au méme translaté.

Démonstration. Supposons par I'absurde que ¢ # j sont deux involutions distinctes ap-
partenant a C. Soit &« € Ng(C) \ C une involution. Puisque l'involution « agit par
inversion, elle commute avec I'involution z = ij mais x appartient & C(Cy) (car i et j
agissent par inversion sur C,) donc = € C,, (puisque C, ne contient qu’un nombre fini
d’involutions), contradiction.
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Soient j,k € Ng(C) \ C, alors puisque 'action est par inversion, jk € Cg(C). Mais
alors C < Cg(jk)° < Cji et donc Cj, = C et jk € C. Finalement, k € jC et donc
toutes les involutions de Ng(C) \ C sont égales modulo C. O

En procédant comme dans la démonstration du Théoreme 3.31 de [Poi&7], on peut munir
Pensemble des involutions d’une structure de plan projectif : & chaque involution (point),
on lui associe la ligne D; = {k € I : ki =ik} \{i} ={k €1:k e Ng(C;) \ C;} = kC;
pour k € Ng(C;) \ C;.

Dans ce cas, par deux points distincts i # j passe une unique ligne & savoir Dj ou
k est I'unique involution de Cj;. En effet, 7 et j inversent Cj; (mais n’appartiennent pas
a Cyj). De plussii, j € Dy # Dy, alors i, j € Ng(Cy)\ C) et donc x = ij € C, finalement
C; = C, = C}, contradiction.

De plus, deux lignes D; et D; s’intersectent en un seul point &, i.e., 'unique involution
contenue dans Cj;. En effet, pour une telle involution k, on a bien k € Ng(C;) \ C; et
k€ Ng(Cj)\ Cj car k € Cg(i) N Cq(j). Soit | # k € Dj N D;, alors Ik € C; N Cj, et
C; = C}, contradiction. En particulier, pour deux involutions distinctes i # j, il existe
une unique involution & (distincte de ¢ et de j) qui commute avec les deux.

Finalement, on remarque que trois involutions (distinctes) 4,7,k sont collinéaires ssi
ijk est une involution : ijk est une involution ssi ij est inversé par k (et ij n’est pas
une involution) ssi k,4,j € D(l) ou [ est I'involution contenue dans Cjj. On peut des
lors appliquer une forme du théoreme de Bachmann :

Fait 4.1.0.7. [BN94, Fait 8.15],[Schr82] Soit G un groupe contenant des involutions.
Si on peut munir ’ensemble des involutions I d’une structure de plan projectif tel que
trois involutions i, j et k sont collinéaires ssi ijk est une involution, alors le sous-groupe
(I) = I-1 estisomorphe a SO3(K, f) pour un corps K interprétable dans G et une forme
quadratique anisotrope f définie sur K3.

Il suffit de remarquer que I - I = J CY est un sous-groupe définissable de méme di-
mension que G (en utilisant [Jal06], on montre que dim(|J, CY) = dim(G/Ng(C)) —
dim(C) = dim(G) + dim(C) — dim(C) = dim(G)) et donc lui est égal par connexité.
Dans un univers rangé, un corps interprétable K est algébriquement clos et toute forme
quadratique définie sur un K-espace vectoriel de dimension supérieure ou égale a deux
est alors forcément isotrope. Par conséquent, comme corollaire, on obtient le Théoréme
A de [DW20] :

Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé, Us", alors U €9 ne contient pas
toutes les translations.

4.2 Le cas o-minimal

Meéme si 'axiome (As) pourrait ne pas étre vrai en général pour les groupes définissables
dans une structure o-minimale, il est possible de démontrer un résultat analogue en
supposant que le quasi-complément de Frobenius est nilpotent (et donc en affaiblissant
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I’hypothese de commutativité de la Remarque 4.1.0.5).

Nous mobilisons la théorie des sous-groupes de Carter et de Cartan développée dans
[BJO14]. Un sous-groupe de Cartan () est un sous-groupe nilpotent maximal tel que
pour tout sous-groupe X < ) normal d’indice fini, X est un sous-groupe d’indice fini
dans Ng(X). D’apres [BJO14], on sait que les sous-groupes de Cartan d’'un groupe
définissable dans une structure o-minimal sont définissables. De plus, les sous-groupes
de Carter, i.e., les sous-groupes définissables connexes nilpotents d’indice fini dans leur
normalisateur correspondent aux composantes connexes des sous-groupes de Cartan.
Il est possible de caractériser précisément la structure de sous-groupes de Cartan des
groupes définissablement simples définissables dans une structure o-minimale (et plus
généralement des sous-groupes définissables semi-simples).

Fait 4.2.0.1. [BJO14, Théoréme 57] Soit G un groupe définissablement simple définissable
dans une structure o-minimale. Alors les propriétés suivantes sont vraies :

1. Il y a un nombre fini (supérieur ou égal a un) de classes de conjugaison de
sous-groupes de Cartan.

2. 8 Q1 et Q2 sont des sous-groupes de Cartan et Q5 = Q3, alors Q1 = Q2.

3. Les sous-groupes de Cartan de G sont abéliens et ont tous la méme dimension.

Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius (avec involutions) définissable dans une
structure o-minimale tel que |J, C? contient les 2-éléments et les translations. Nous
savons déja que C' < (G est semi-simple. Les deux faits suivants nous donnent beaucoup
d’informations sur la structure des groupes semi-simples.

Fait 4.2.0.2. [PPS00a, Théoréme 4.1] Soit G un groupe semi-simple (définissable
dans une structure o-minimale). Alors G/Z(QG) est le produit direct de sous-groupes
définissables (dans la pure structure de groupe G) Hy, ..., Hy tel pour tout i € {1,...,k},
il existe un corps réel clos R; et un isomorphisme définissable entre H; et un groupe
semi-algébrique de GLy,(R;). Chaque H; est définissablement simple (pour la pure struc-
ture de groupe H;) et sa composante connexe HY est définissablement simple.

Fait 4.2.0.3. [Frel7, Proposition 2.11] Soit G un groupe définissable dans une structure
o-minimale M. Alors G°, sa composante connexe au sens de M, est définissable dans
la pure structure de groupe.

Nous supposons désormais que le centre de G est trivial et que C' est nilpotent (c’est
donc un sous-groupe de Carter).

Remarque 4.2.0.4. Comme le centre est fini, G/Z(G) est de centre trivial mais ce
n’est plus forcément un quasi-groupe de Frobenius.

Comme G a des involutions, on peut supposer que Hp contient des involutions. Soit
i € HyNCj, alors Hy < Cg(i)° < Cj, contradiction. Le groupe G est donc bien
définissablement simple. D’apres le Fait 4.2.0.1, ses sous-groupes de Carter sont abéliens
(et de méme dimension). Or, C' est un sous-groupe de Carter, c’est donc un groupe
abélien. On peut désormais appliquer les résultats de la section précédente.

Montrons désormais que le corps K interprétable est réel clos et que la forme quadra-
tique anisotrope correspond & un produit scalaire. Nous avons besoin du fait suivant :
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Fait 4.2.0.5. [Pill88, Théoréme 3.9] Un corps infini K définissable dans une structure
o-minimale est soit réel clos (et dim(K) = 1) soit algébriquement clos.

Puisque la forme quadratique est anisotrope, le corps K est réel clos. Finalement, le
théoreme d’inertie de Sylvester nous permet de conclure que G ~ SO3(K) ou K est réel
clos.

4.3 Le cas rangé

4.3.1 Esquisse d’une théorie générale

Nous commencons a élaborer une théorie générale des quasi-groupes de Frobenius
rangés. Un certain nombre de résultats valables pour les groupes de Frobenius rangés
(étudiés notamment dans [BN94]) se généralisent a ce cadre plus général. Remar-
quons que nous faisons usage de maniere cruciale d’arguments impliquant 1’étude de
la généricité et de la générosité dans les groupes connexes (ce qui les rend difficilement
généralisables au cas o-minimal).

Lemme 4.3.1.1. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé et H < G un sous-
groupe définissable conneze tel que H N C # {1} . Alors HNC < H est TI et d’indice
fini dans son normalisateur. De plus, HNC' est infini et connexe. Finalement, pour tout
conjugué Cy de C tel que (HNCYy) # {1}, il existe 1 # h € H, tel que HNCy = (HNO)".

Démonstration. Montrons que H N C est TI. Supposons que (HNC)"N(HNC) # {1},
on a donc C"NC # {1} et par conséquent C"* = C. Le méme raisonnement montre que
Ny(HNC) < Ng(C) et donc Ng(HNC)° < Ng(C)° =C,i.e., Ny(HNC)> < HNC.

Le groupe H N C est donc TT et d’indice fini dans son normalisateur.

On remarque que pour 1 # ¢ € HNC, Cy(c) < Nyg(H N C) et donc Cy(c)® <
Ny (H N C)°. Or, d’apres le Fait 1.2.5.5, Cy(c) est infini donc H N C' est infini.

Si H N C n’était pas connexe alors (HNC)° et (HNC)\ (HNC)° = X seraient
généreux. En effet, (H N C)° et X sont invariants sous 'action de Ny (H NC'); de plus,
si X" ou (HNC)°" intersecte (HNC') non-trivialement alors (HNC)N (HNC)" est non-
trivial et donc h € Ny (H N C). Par conséquent, les ensembles | J,; X" et |, (H N C)°"
sont génériques, contradiction.

Soit (H N Cq) # {1}. Par ce qui précede, c’est un sous-groupe généreux (dans H), tout
comme (HNC). Par connexité de H, il existe 1 # h € H, tel que (HNC)N(HNCy)" #
{1}. Par conséquent, CI' = C et finalement (H N C) = (H N Cy)". O

Lemme 4.3.1.2. (voir [DW20, Proposition 1]) Soit C' < G un quasi-groupe de Frobe-
nius rangé. Alors C' est généreux et pour tout 1 # ¢ € C, Cg(c)° < C. Si de plus, G est
Us-, alors les 2-éléments appartiennet a des tores décents et sont contenus dans |Jg CY.

Démonstration. On a RM(|J,C?) = RM(G) — RM(N¢(C)) + RM(C) = RM(G)
Soit 1 # ¢ € C, alors Ci(c) < Ng(C) puisque C est TT et donc Cg(c)° < Ng(C)° = C.
Puisque GG ne contient pas de 2-groupe unipotent, par toralité, les involutions appar-
tiennent & des tores décents (Fait 1.2.7.5).
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Soit T un tore décent maximal. Puisque Cg(T)° = Cq(T) est généreux ( Fait 1.2.7.4),
quitte & conjuguer, il existe 1 # z € C N Cg(T) et donc T' < Cg(z)° < C. O

Lemme 4.3.1.3. Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius rangé résoluble. Alors
G = G' % C avec C abélien. De plus, on peut interpréter un corps K tel que C — K*.

Démonstration. Soit H un sous-groupe définissable connexe nilpotent normal alors
HNC ={1}. En effet, soit 1 # c € HNC alors Z(H)° (infini car H est infini connexe
nilpotent) commute avec ¢ et donc Z(H)® < C. Mais alors H < Cq(Z(H)°)° < C et
donc C = G, contradiction.

Le groupe G’ est un groupe définissable connexe nilpotent normal et donc G'NC = {1}.
Par conséquent, C' est abélien et c’est un sous-groupe de Carter (il est en particulier
autonormalisant, Fait 1.2.7.6). On remarque que C' = Cg(c) pour tout ¢ € C. D’apres
le Fait 1.2.7.6, on a donc G = G’ x C.

Soit B < G’ un sous-groupe définissable abélien C-minimal (on peut supposer qu’il
est connexe). On a bien Cc(B) = {1} : soit 1 # ¢ € Cg(B), alors B < Cg(c)® < C,
contradiction. On peut donc appliquer le Fait 1.2.3.1 pour conclure. ]

Corollaire 4.3.1.4. Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius rangé résoluble. Alors
G est un groupe de Frobenius conneze.

Lemme 4.3.1.5. Soit G = U x C un groupe rangé ou U est définissable connexe
nilpotent et C' agit sur U en fizant un nombre fini de points. Alors U* = G\ |J, CY.

Démonstration. Par I'exercice 10.a p.98 de [BN94], on a : U = [U, ¢| pour ¢ € C. Soit
g=uc € G\U avec u € U et ¢ € C. Soit u; € U tel que u = [u;*, ¢ 1]. Alors
g“r e C. 1

Corollaire 4.3.1.6. Soit G = G’ x C un quasi-groupe de Frobenius rangé résoluble.

Alors G' = F(G)°
Il nous est également possible de caractériser la structure de 'unipotence.

Lemme 4.3.1.7. Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius rangé résoluble et soit p un
paramétre d’unipotence. Alors tout p-Sylow de G est soit contenu dans G', soit contenu
dans un conjugué de C.

Démonstration. On sait que G = G’ x C. Pour un p-groupe unipotent, on applique le
Fait 1.2.8.1.

Soit maintenant un Up ,-Sylow S de G. D’apres le Fait 1.2.8.2, on a S = Up ,(G")Up »(Q)
pour @ un sous-groupe de Carter de G. Mais C' est un sous-groupe de Carter (c’est un
quasi-complément de Frobenius) et d’apres le Fait 1.2.7.6, les sous-groupes de Carter
sont conjugués, par conséquent () est un quasi-complément de Frobenius.

Comme le groupe S est nilpotent, on a Z(S)° # {1}; soit 1 # ¢ € Up,(Q), on a

Z(5)° < Cg(e)° < Q et donc Uy, (G') < C(Z(S))° < Q. On a donce soit S = Uy, (G'),
soit S = Up,(Q) O
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4.3.2 Une caractérisation de la 2-torsion

Ce sont les quasi-groupes de Frobenius contenant des involutions qui nous intéressent
principalement. Nous montrons un certain nombre de résultats qui clarifient la situation
de la 2-torsion dans ce contexte.

Pour les groupes de Frobenius connexes, nous avons la situation suivante :

Proposition 4.3.2.1. Soit C < G un groupe de Frobenius rangé connexe avec involu-
tions. Alors G est U~ ssi C contient des involutions.

Démonstration. Supposons que G contient un 2-groupe abélien élémentaire infini A.
Supposons par I'absurde que C' contient des involutions. Puisque par le Fait 2.4.1.14 les
involutions forment une classe de conjugaison, on aurait I C J, C?. En particulier, il
existe 1 # x € AN C (quitte a conjuguer) ; par malnormalité, A < Cg(x) < C. Mais C
ne contient qu’un nombre fini d’involutions par le Fait 2.4.1.14, contradiction. Donc C'
ne contient pas d’involutions.

Réciproquement, supposons que C' ne contient pas d’involutions. Alors les 2-Sylow® de G
sont d’exposant fini (et en particulier contiennent des 2-groupes abéliens élémentaires
infinis). En effet, soit S un 2-Sylow® et supposons qu’il contient un 2-tore; on peut
I’étendre en un tore décent maximal 7. Mais Cg(T') est généreux et il existe donc
1 #ye Cq(T)NCY. Par malnormalité, T < Cg(y) < CY, contradiction. O

Corollaire 4.3.2.2. Soit G un groupe de Frobenius rangé connexe. Alors G ne peut pas
étre de type mizte.

Remarque 4.3.2.3. T. Clausen et K. Tent aboutissent a un résultat similaire (voir
Proposition 6.2 de [CT21])

Pour les quasi-groupes de Frobenius en général, la démonstration précédente ne fonc-
tionne que si on suppose que C' contient un nombre fini d’involutions. Pour cette raison,
nous nous limiterons aux quasi-groupes de Frobenius Us-, i.e., de type impair. A. Deloro
et J. Wiscons dans [DW20] étudient de fagon détaillée les (QFP) rangés de type impair.

Nous rappelons maintenant quelques faits concernant les groupes de type impair dont
le rang de Priifer est égal a un.

Fait 4.3.2.4. [DJ10, Proposition 1] Soit G un groupe rangé conneze de type impair, de
rang de Priifer égal a un. Alors il y a trois possibilités pour le type d’isomorphisme des
2-Sylow (S° est un 2-tore de rang 1) :

1. S = S°x (i) pour i une involution agissant sur S° par inversion (type PGL2(C)).

2. S = 85° (w) pour w un élément d’ordre 4 agissant sur S° par inversion. On a
de plus que w? est linvolution de S° (type SLs(C)).

3.8 =25°

Fait 4.3.2.5. [Del09] Soit G un groupe rangé, UpL, et soit © € G un p-élément tel que

2P € Z(G). Alors lexposant du groupe Cg(z)/Cq(x)° divise p™.

La proposition suivante caractérise completement la structure de la 2-torsion :
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Fait 4.3.2.6. [DW20, Proposition 1] Soit C' < G un (QFP) rangé de type impair. Alors
G a les mémes 2-Sylow que PGLs(C) (en particulier le rang de Priifer est égal a un). De
plus, on a Ng(C) = C x (k) avec k une involution agissant par inversion. En particulier,
C' est un groupe abélien.

Démonstration. On reproduit la démonstration donnée dans [DW20]. Puisque N¢(C)/C
est d’ordre pair, il existe un 2-élément z € Ng(C) \ C (relevement de la torsion) que
I'on prend d’ordre minimal de sorte que 2% € C. Mais C, # C, donc 22 € CNC, = {1}
et x est une involution. Comme C, # C, le groupe C¢(x) est fini et donc z agit sur C
par inversion.

Par conséquent, pour tout involution ¢ dans C, on a Cg(i)° = C'; de plus, i normalise
C, # C et agit par inversion. Le groupe C' contient une unique involution et donc par
le Fait 4.3.2.4, G a les mémes 2-Sylow que PGLy(C).

On remarque que Ng(C) = Cg(i). Mais par le Fait 4.3.2.5, le groupe Cg(i)/Cq(i)°
est d’exposant 2. Par la structure des 2-Sylow, Ng(C) = C x (k). O

On remarque que dans ce cas Ng(C) \ C est composé d’involutions agissant par inver-
sion. En effet, ckck = cc™ = 1; soit j une telle involution, on a C7 = C et l'action est
par inversion car Cj # C (sinon, C¢(j)° < Cj et Cj = C contiendrait deux involutions
distinctes).

On peut déterminer de la méme maniere la structure des 2-Sylow pour les groupes
de Frobenius connexes de type impair. En effet, le rang de Priifer est égal a un (Propo-
sition 4.3.2.1 et Fait 2.4.1.14).

Proposition 4.3.2.7. Soit C' < G un groupe de Frobenius rangé connexe de type impair.
Alors les 2-Sylow de G sont soit connexes, soit du type SLy(C)

Démonstration. Soit S un 2-Sylow et S° sa composante connexe; on peut I’étendre a
un tore décent maximal 7. Il existe donc un conjugué CY tel que T' < CY9. On note ¢
I'involution contenue dans CY.

Soit j # ¢ une involution et C; le conjugué de C qui la contient. Si j agissait par
inversion sur S° alors j commuterait avec 7. Par conséquent, 1 # ¢ € C;, contradiction.
Donc les 2-Sylow ne sont pas du type PGL2(C), et on conclut par le Fait 4.3.2.4. O

Pour les (QFI) de type impair, nous n’avons pas de contrdle sur le rang de Priifer.
Néanmoins, nous disposons d’un critere de scission valable pour tous les quasi-groupes
de Frobenius de type impair.

Proposition 4.3.2.8. (a comparer avec le Lemme 11.21 de [BN94]) Soit C < G un
quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair tel qu’il existe un groupe A définissable
connexe normal (infini) d’intersection triviale avec C. Alors il existe un groupe définissable
connexe abélien Aq tel que G = A1 x C.

Démonstration. Soit i € C, I'involution 7 agit par inversion sur A; sinon, Cy(i)° < C,

contradiction. Le groupe A est donc abélien uniquement 2-divisible ; si A contenait une
involution j alors on aurait A < C; et donc C; = G, contradiction.
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On considére maintenant Cg(A)°. On a bien C(A)° N C; = {1}; sinon, soit 1 # x €
Ca(A)° N, alors A < Ca(x)° < O, contradiction. L'involution ¢ agit aussi par inver-
sion sur C(A)°, qui est donc abélien. On a de plus C(Ci(A)°)° = Cg(A)°, quitte a
remplacer A par Cg(A)°, on peut supposer que Cg(A)° = A.

Soit g € G, alors [i,g] < Cg(A). En effet, i et 9 agissent par inversion et [i, g] = 9.
Par conséquent, [i, G] < Cg(A)° = A. Soit g € G, on considere a = [i, g] ; puisque A est

2-divisible, il existe a’ € A tel que a = a’?> = [i, a/]. Par conséquent, on a :

/—1 — a/z[i’g]a/—l _ a/—la/2a/—1 —1.

[i,9a'" "] = id'g ™ iga
On a donc G = ACq(i) = Ca(i)A, mais Cg(i) N A = {1} (sinon, A contiendrait un
élément a tel que o' = a = a~!, i.e., une involution, contradiction), par conséquent,
G = AxCg(i). Finalement, on déduit que Cg(i) = Cg(i)° = C et donc G =AxC. O

4.3.3 Le groupe de Weyl

Les quasi-groupes de Frobenius de type impair se distinguent en partie selon la structure
de leur 2-torsion. Une autre facon de les analyser consiste a s’intéresser a Ng(C)/C,
une forme de groupe de Weyl. En effet, pour un groupe algébrique réductif, le groupe
de Weyl désigne Ng(T')/Cq(T) ou T est un tore (algébrique) maximal. Or, pour les
groupes de Frobenius algébriques connexes, le complément de Frobenius est précisément
un tore maximal. De méme dans PGLy(K) qui est 'exemple paradigmatique de groupe
algébrique (QFP), le quasi-complément de Frobenius est un tore (algébrique) maximal.

En général dans le contexte rangé, plusieurs notions de groupes de Weyl peuvent étre en-
visagées. Nous montrons que sous I’hypothese supplémentaire que le quasi-complément
de Frobenius est résoluble, elles coincident toutes pour les quasi-groupes de Frobenius
de type impair. Nos résultats s’inspirent largement de [ABF13] qui étudie les groupes de
Weyl des groupes simples minimaux connexes rangés, i.e., des groupes simples rangés
tels que les sous-groupes définissables connexes propres sont résolubles.

Il nous faut d’abord décrire la structure des sous-groupes de Carter dans les quasi-
groupes de Frobenius.

Lemme 4.3.3.1. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé avec C résoluble.
Alors C' contient un sous-groupe de Carter généreux (pour G). De plus, un sous-groupe
de Carter est soit généreux contenu dans un conjugué de C, soit il n’est pas généreur,
intersecte trivialement C' et ses conjugués, et il est produit de p-groupes unipotents.

Démonstration. D’apres le Fait 1.2.7.6, le groupe C' contient un sous-groupe de Car-
ter . Or d’apres le Fait 1.2.7.6, les sous-groupes de Carter d’un groupe connexe
résoluble sont auto-normalisants, conjugués, génériquement disjoints de leurs conjugués
et généreux. Puisque C est généreux (et connexe), le groupe @ est un sous-groupe de
Carter généreux de G (car Ng(Q)° = Ne(Q)° = Q). En particulier, tous les sous-
groupes de Carter de C sont des sous-groupes de Carter généreux de G.

Si @1 est un sous-groupe de Carter généreux de G, alors Q1 N C (quitte a conjuguer C)
est non-trivial. On a donc @1 < C (il suffit de considérer le sous-groupe infini Z(Q1)°).
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Inversement, si ()1 est un sous-groupe de Carter qui intersecte C' non-trivialement, alors

Q1 < C et c’est un sous-groupe de Carter généreux.

Si Q1 intersecte trivialement C' et ses conjugués, il ne contient pas de torsion divisible.

Par le Fait 1.2.8.2, on peut donc supposer que Q1 = Up1(Q1) * ... * Uy rar(g,)(Q1) *
O

U3(Q1) X ... X Upmax(Ql)'

Proposition 4.3.3.2. (a comparer avec [ABF13, Proposition 3.2]) Soit C < G un
quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair. Alors on a Ng(C) = CNg(T) ou T est
un tore décent mazimal de C'.

Si de plus, C' est résoluble alors W(G) = Ng(T')/Ca(T) ~ Ng(Q)/Q ~ Ng(C)/C oi
Q@ est un sous-groupe de Carter généreux.

Démonstration. Soit T un tore décent maximal de C'. On remarque que les tores décents
maximaux sont conjugués (dans C'). On applique un argument de Frattini au groupe
Ng(C) :soit n € Ng(C), on a T™ < C' et par conjugaison des tores décents maximaux,
il existe ¢ € C tel que ¢ 'n € Ng(T), par conséquent Ng(C) = CNy,(c)(T). Mais
Ng(T) < Ng(C), par conséquent Ng(C) = CNg(T)

Supposons maintenant que C' est résoluble. Soit ) un sous-groupe de Carter généreux,
quitte a conjuguer, on peut supposer que 7' < @) < C'. On rappelle que les sous-groupes
de Carter de C sont conjugués et autonormalisants. Un argument de Frattini appliqué
a Ng(C) nous donne : Ng(C) = CNg(Q) (car Ny, )(Q) = Ng(Q)). Par conséquent,
Ng(C)/C ~ Ng(Q)/(C N Ng(Q)) = Na(Q)/Q. De plus, Q@ < Cg(T). Cette fois-ci
un argument de Frattini appliqué & Ng(T') nous donne Ng(T) = Cq(T)Ng(Q) (car
Na(Q) < Ng(T) puisque T est caractéristique dans Q). Puisque @ est autonormali-
sant dans Cg(T), on a Ng(T)/Cq(T) ~ Ng(Q)/Q. Finalement, W(G) ~ Ng(Q)/Q ~
Na(C)/C. O

Proposition 4.3.3.3. (4 comparer avec [ABF13, Corollaire 3.4]) Soit C < G un quasi-
groupe de Frobenius rangé avec C résoluble. Alors pour un p-tore mazximal non-trivial

S, on a Ng(S)/Ca(S) ~ W(G).

Démonstration. Le groupe S est contenu dans tore décent maximal 7" < ) ou @ est
un sous-groupe de Carter généreux (contenu dans C' quitte & conjuguer). On a : Q <
Ca(S)° = Cg(S) < C. On applique un argument de Frattini & Ng(S) pour obtenir
Ng(S5) = Ca(S)Nng(s)(Q). Mais S est caractéristique dans @, et donc Ny, ()(Q) =
N (Q). Par conséquent, N¢(S)/Cq(5) = Na(Q)/Na(Q) N Ca(S) = Na(Q)/Q (car Q

O

est autonormalisant dans C(S)).

Corollaire 4.3.3.4. (a comparer avec [BC09, Corollaire 5.2]) Soit C < G un (QFI)
rangé de type impair avec C résoluble. Alors W(G) n’est pas trivial. Soit p le plus petit
divisieur premier (impair) de l'ordre de W(G). Alors il existe x € Ng(T') \ Cq(T) un
p-élémént représentant un élément d’ordre p dans W(G) tel que Cg(x)° contient un
p-groupe unipotent.

Démonstration. On suit la démonstration de [BC09, Corollaire 5.2]. Supposons que pour

tout p-élément z représentant un élément d’ordre p dans W(G), le groupe Cg(x)° ne
contient pas de p-groupe unipotent. Alors d’apres le Fait 1.2.7.5, z appartient & un p-tore
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T. De plus, par le Fait 1.2.7.5 , il existe un p-élément toral y tel que C(y)° contient un
p-groupe unipotent. Or, y est dans un conjugué de C et Cg(y)° < C est résoluble. En
particulier, U,(Cg(y)°) # {1}. Par conjugaison des tores décents maximaux, on peut
supposer que x et y appartiennent au méme p-tore T'. Par conséquent, z € T' < Cg(y) et
puisque les p-Sylow du groupe résoluble C(y)° s’écrivent comme produit central d’un p-
tore et d'un p-groupe unipotent, on a U,(Cg(y)) < Cq(T) < Cg(x)°, contradiction. [J

Corollaire 4.3.3.5. Soit C < G un (QFI) rangé de type impair avec C' résoluble. Alors
le 2-rang de Priifer est supérieur ou égal a deux.

Démonstration. Supposons que le sous-groupe C' contient un 2-tore maximal 75 de rang
de Priifer égal & un. D’apres la proposition 4.3.3.3, Ng(T2)/Cc(Tz) ~ Ng(C)/C # {1}.
Or, d’apres le Fait 29 de [DJ10], Aut(T2) ~ Z5 et le seul automorphisme d’ordre fini
non-trivial est I'inversion. Le groupe Ng(C)/C serait d’ordre 2, contradiction. O

4.3.4 A la recherche d’un sous-groupe de Borel fortement standard

L’étude des involutions et des translations constitue un pan essentiel de ’analyse des
groupes de type impair. A. Deloro et J. Wiscons montrent un résultat trés important
sur la situation des translations dans notre contexte :

Fait 4.3.4.1. [DW20, Théoréme A] Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius de type
impair. Alors | e C9 ne contient pas toutes les translations.

Remarque 4.3.4.2. Si C < G est un groupe de Frobenius connexe de type impair, au-
cune translation n’est contenue dans UgeG CY9 :soitx =1ij € CY9, alorsi,j € Ng(C9) =
C9, et donc i = j (car le complément de Frobenius contient un unique involution).

Sur la base de ce théoreme, nous allons montrer I'existence d’un sous-groupe de Borel
non-nilpotent qui intersecte C' (quitte & conjuguer) dans une partie infinie mais qui n’est
pas contenu dans C. Idéalement, on conjecture qu'un tel sous-groupe de Borel devrait
contenir tout C.

Définition 4.3.4.3. Soit B un sous-groupe de Borel d’un quasi-groupe de Frobenius
rangé de type impair C < G. On dira que B est faiblement standard si B est non-
nilpotent d’intersection infinie avec C' mais n’est pas contenu dans C', standard si de
plus BN C contient une involution, et enfin fortement standard si B contient C'.

Autrement dit, nous allons montrer que G contient un sous-groupe de Borel faible-
ment standard. On utilise le terme ”standard” car dans le cas d'un (QFP), nous
cherchons & identifier un sous-groupe de Borel dont la structure est similaire a celle
des sous-groupes de Borel de PGLy(K) & savoir isomorphes au groupe strictement
2-transitif K™ x K*. Remarquons que dans PGLy(C) un sous-groupe de Borel est
généreux mais il n’est pas génériquement disjoint de ces conjugués. En effet, soient
B # B9 deux sous-groupes de Borel, ils s’intersectent dans un tore maximal 7" qui est
auto-centralisant dans G (groupe réductif). Or, Cg(T) = T est généreux dans B, par
conséquent RM (B \ Ug/n,(p) BY) < RM(B).

Pour les groupes de Frobenius connexes, nous cherchons plutét a montrer qu’ils sont
résolubles.
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La question de l'existence d’un tel sous-groupe de Borel fortement standard est cen-
trale dans la classification des groupes de type impair de petit rang de Priifer : une
réponse positive permettrait 1’élimination de nombre de configurations pathologiques
du point de vue de la conjecture d’algébricité. Dans notre perspective, nous remplagons
une hypothese globale de minimalité sur le groupe (étre minimal simple connexe ou bien
N¢g) par une étude locale d’un groupe connexe résoluble au sein d’un quasi-groupe de
Frobenius. Démontrer I’existence d’un sous-groupe de Borel fortement standard nous ap-
parait tout a fait hors de portée mais nous espérons mettre en exergue les conséquences
structurelles induites par le fait d’étre un quasi-groupe de Frobenius.

Tout d’abord, voici un lemme extrait de la démonstration du Théoreme B de [DW20].

Lemme 4.3.4.4. Soit C < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair.
Soient x une translation et i une involution qui linverse. Si C' est (x,1)-invariant alors

Démonstration. On distingue deux cas :

a) Supposons que i inverse C. Soit ¢ € T < C ou T est un tore décent maximal,

en calculant on obtient :
t:l? — t—IZ — t—i$71 — tZ71

Par conséquent, x? centralise t et 22 € Cg(T) < C.
b) Supposons que ¢ n’inverse pas C. Alors Cc(7)° < Cg()° est infini. Mais C(7)° < C;.
C, en

On a donc que C'NC; # 1 et puisque C est TI, C = C;. Par conséquent, i € T <
calculant on obtient (on remarque que z normalise C') :

=2t = 2% € x2C

Par conséquent, 22 € C. On a donc montré qu’il existe un conjugué de C' contenant 2.

Montrons maintenant que x appartient a |J, CY. Si x est une involution, alors x € C,

et on conclut. On peut donc supposer que 1 # 22 € C. Comme C est TI, on a donc
x € Ng(O) (car (22)* = z?).

Si Ng(C)/C est d’ordre impair alors x € C. Sinon, par le Fait 4.3.2.6, Ng(C) =
C' x 7,/27 ou l'involution agit par inversion et Ng(C) \ C' est composé d’involutions.
Par conséquent, ou bien x € C ou bien x est une involution contenue dans un conjugué
de C. 0]

Le résultat suivant permet de caractériser les groupes abéliens inversés par des involu-
tions.

Lemme 4.3.4.5. Soit A un groupe définissable abélien 2-divisible inversé par deux
inmvolutions © # j. Soit a € A, alors a € il N j1

Démonstration. : Soit @' € A. On obtient :

a? = (dVd =i eil
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Par 2-divisibilité de A, pour tout a € A, il existe a’ € A tel que a = (a/)? € iI. On
raisonne de la méme facon pour obtenir que a € jI. 1

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme :

Théoréeme 4.3.4.6. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair.
Alors il existe un groupe A définissable connexe abélien inversé par (au moins) deux
involutions 1 # j tel que AN{Jo C9 = {1}, et maximal pour ces propriétés. De plus, on
a les propriétés suivantes :

1. A est soit TI, soit normal.
2. Cq(A)° = A.
3. A n’est pas presque-autonormalisant et Ng(A)° = N° = A x (N°NC).

Démonstration. Par le Fait 4.3.4.1, on trouve une translation x = 5 qui n’est pas conte-
nue dans |J, CY, pour deux involutions i # j. On considere A = Cg(x)° (qui est infini
par le Fait 1.2.5.5). Remarquons qu’il s’agit d’un groupe (z, 7, j)-invariant.

Supposons que le groupe (z, i)-invariant C'4(7)° est infini. On a donc Cy(i)° < Cg(i)° <
C;. Puisque Cj est TI, il est aussi (z,%)-invariant et on aurait z € |J,CY (Lemme
4.3.4.4), contradiction.

Par conséquent, les groupes C'4(i) et C'4(j) sont finis et donc A est un groupe définissable
connexe abélien inversé par i et j. De plus, AN|J, CY = {1}.; le groupe A est en par-
ticulier uniquement 2-divisible.

Il existe donc un groupe définissable connexe abélien inversé par au moins deux in-
volutions et d’intersection triviale avec les conjugués de C'. On prend A maximal pour
ces propriétés et on note i # j deux involutions linversant. Si A n’est pas normal,
supposons par 'absurde qu’il existe un conjugué A’ # A et soit 1 # 2/ € A'N A.

On a donc 2’ € iI N jI (Lemme 4.3.4.5). De plus, A, A’ < C;(2')° = A;. En raisonnant
comme précédemment, on obtient que le groupe A; est abélien inversé par i et j (sinon,
puisque A; est (2,1, j)-invariant, ' appartiendrait & | J, CY par le Lemme 4.3.4.4). Par
ailleurs, A1 N{J, CY9 = {1} et donc par maximalité de A, on obtient que A = A; = A’
contradiction.

On considere C(A)°, c’est un groupe (i, j)-invariant, inversé par i, j. De plus, Cg(A)°N
Ue €9 = {1}. Par maximalité de A (et puisque A est abélien), on a Cg(A)° = A

Si Ng(A)° = A, alors le groupe A serait généreux et donc intersecterait un conjugué de
C, contradiction. Le groupe A n’est donc pas presque-autonormalisant.

On note Ng(A) = N. Remarquons que i, j,x € N. Si les groupes Cn (i) et Cn(j) étaient
finis alors 4, j inverseraient le groupe abélien N°. En particulier, N° = Cg(A)° = A,
contradiction. On peut donc supposer que CR (i) < N N C; est infini.

. ’ -N© . o . .
En considérant V", on raisonne comme dans la Proposition 4.3.2.8 pour obtenir que

NG(A)O =Ax (CZ N Ng(A)O). ]

Remarque 4.3.4.7. Dans [CT21], les auteurs obtiennent un énoncé plus précis lors-
qu’il s’agit d’un groupe de Frobenius.
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Si C' est résoluble, pour obtenir un sous-groupe de Borel faiblement standard, il suffit
de considérer un sous-groupe de Borel B contenant le groupe connexe résoluble N°. Le
Lemme 4.3.1.3 nous permet de conclure que B est non-nilpotent et B = B’ x (BN C)
(c’est un groupe de Frobenius scindé).

Remarque 4.3.4.8. Dans un groupe strictement 2-transitif, on a Ng(Cg(ij)) = Ca(ij)x
Neo(Cg(ig)) = Kt x K* (Théoréme 2.2.1.9). 1l s’agit en particulier d’un sous-groupe
de Borel standard (car Cq(ij) =il NjI, [BN94, Lemme 11.50], et pour donc pour tout
groupe B définissable connexe résoluble contenant Ng(Cg(ij)), on a Cq(ij) = B').

Remarque 4.3.4.9. On rappelle qu’un sous-groupe de Borel faiblement standard B
s’écrit sous la forme B = B’ x (BN C), avec (BNC) < K*, pour un corps K. Par
conséquent, si B contient un p-groupe unipotent alors sous l’hypothése de l'infinité des
p-nombres premiers de Mersenne, le Fait 1.2.7.3 nous permet de conclure que B est un
sous-groupe de Borel standard.

Considérons maintenant A le groupe obtenu dans le Théoréme 4.3.4.6. Si Ng(A)° = N°
contient des involutions (en particulier, si N° contient un p-groupe unipotent et si
on suppose qu'il n’existe pas de mauvais corps en caractéristique positive), alors nous
obtenons un sous-groupe de Borel standard que 1’on peut caractériser assez précisément.

Proposition 4.3.4.10. Sous les mémes hypotheses et notations que le Théoréme 4.3.4.6,
supposons de plus que 1,5 € N° = A x (C; N N°) avec N° résoluble. Alors N° est un
sous-groupe de Borel.

Démonstration. 11 existe un sous-groupe de Borel B tel que N° < B. Le groupe B est
un quasi-groupe de Frobenius résoluble et donc d’apres le Lemme 4.3.1.3 et le Lemme
43.1.5,ona B =B x (BNC)et B = B\ Jg(C N B)’. Par conséquent, A < B’ et
B’ est définissable connexe abélien inversé par i et j (et intersecte trivialement C' et ses
conjugués). Par maximalité de A, on a donc A = B’. Par conséquent, B = Ng(A)°. O

Pour un tel sous-groupe de Borel standard, il nous est des lors possible de déterminer
les intersections avec ses conjugués d’une fagon qui rappelle ce qui se passe par exemple
dans les NS-groupes (voir [DJ10]).

Proposition 4.3.4.11. Sous les mémes hypotheéses et notations que le Théoréme 4.3.4.6,
supposons de plus que N° = B est un sous-groupe de Borel standard et que C' est
résoluble. Pour B # BY, on note 1, = (B N BY)°. Alors l'un des deuz cas suivants se
produit :

1. 1, est trivial, i.e., BN BY est fini.

2. 1, est un tore, i.e., un groupe définissable abélien divisible.

Démonstration. On peut tout d’abord supposer que G n’est pas résoluble. Supposons
que I, = (B N BY)° est non-trivial. Si I, N C' n’est pas trivial (quitte a conjuguer
(), par le Lemme 4.3.1.1, on sait que cette intersection est infinie. Supposons que
I, # (I;NC). Par le Lemme 4.3.1.3, on a : Iy = F(I;)° x (C'N1,). Le groupe F'(I,)°
est contenu dans F(B)° N F(BY)° (Lemme 4.3.1.5). Mais d’apres le Théoreme 4.3.4.6,
on a F(B)° = F(BY)° (par la propriété TT).

On considere désormais Ng(F(B))°)° qui contient B et BY. C’est un quasi-groupe
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de Frobenius de type impair. Par la proposition 4.3.2.8, le groupe est scindé et donc
résoluble. On a donc B = BY, contradiction.

SiIyN g C9 = {1} alors I, < F(B)° N F(BY)° et on raisonne comme au paragraphe
précédent.

On a donc I, < C N (BN BY) (quitte a conjuguer). Mais le groupe C' N B est un
quasi-complément de Frobenius dans B et donc I, < K*. Il s’agit bien d'un tore.  [J

Comment obtenir un sous-groupe de Borel fortement standard ? Dans [FJ08], les au-
teurs considerent plusieurs conjectures de généricité, notamment la générosité des sous-
groupes de Borel (GB) et la générosité des sous-groupes de Carter (GC) (dans le
deuxieme cas, par [Jal06], cela implique la conjugaison des sous-groupes de Carter). On
peut envisager ces hypotheses de générosité comme la reformulation dans le contexte
rangé d’hypotheses topologiques de densité.

L’hypothese (GB) est suffisante pour démontrer que nous avons des sous-groupes de
Borel fortement standards si le quasi-complément de Frobenius est abélien et méme
nilpotent (modulo I’hypothese (PT), voir p. 18). Remarquons que O.Frécon a montré
dans [Fre08] que les groupes simples minimaux connexes satisfont (GC). Néanmoins,
les configurations pathologiques de petit rang de Priifer ont des sous-groupes de Borel
non-généreux (voir [Del07] et [DJ16]).

Lemme 4.3.4.12. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé avec C' abélien ou
bien C' nilpotent (sous Uhypothése (PT)). Soit B un sous-groupe de Borel faiblement
standard. Alors si B est généreux, on obtient que C' < B.

Démonstration. Par le Lemme 4.3.1.3, B = B’ x (BN C). Notons que BN C est un
groupe abélien divisible (car il se plonge dans K* pour un corps définissable K). Si
la caractéristique est positive, c’est un bon tore, en particulier ¢’est un groupe central
dans C'. Si la caractéristique est nulle, alors, par hypothese, c’est un pseudo-tore, central
dans C' également.

On remarque que B N C est généreux dans B. Or, puisque B est généreux (dans G) et
presque-autonormalisant, il existe une partie définissable générique X tel que pour tout
x € X, 'élément z est contenu dans un nombre fini de conjugués de B (Fait 1.2.1.1).
Par connexité de B, il existe 1 # ¢ € C' N X (quitte a conjuguer). Mais ¢ est central
dans C, par conséquent ¢ € BN B pour ¢’ € C.

Le groupe C'N Ng(B) est donc générique dans C' et par connexité de C', on obtient que
C < N¢(B)° = B. O

Pour conclure cette section, donnons un critere pour déterminer la générosité d’un sous-
groupe de Borel standard.

Lemme 4.3.4.13. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair. Soit
B un sous-groupe de Borel standard. Si toutes les intersections BN BY sont finies alors
B est généreux.

Démonstration. On considere la famille uniformément définissable {B N BY : g € G}.
Si tous les membres de cette famille sont finis alors il existe une borne n pour leur
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cardinalité (Axiome D).

Or, B ne peut pas étre génériquement d’exposant n. Sinon, B satisferait génériquement
une équation du type ™ = 1. Mais d’apres la proposition IV 4.16 de [ABCO08], O2(B)
(le 2-groupe normal maximal, a priori non-définissable) serait unipotent et donc trivial,
et B/Oy(B) = B serait sans involutions, contradiction.

Le groupe B est donc génériquement disjoint de ses conjugués et puisque il est presque-
autonormalisant, on peut conclure que B est généreux par le Fait 1.2.1.1. ]

4.3.5 Théorémes de classification
Nous pouvons maintenant démontrer nos deux théoremes de classification :

Théoréme 4.3.5.1. Les (QFP) rangés de type impair tels que les sous-groupes de Borel
sont généreuz (ou bien qui contiennent un sous-groupe de Borel fortement standard) sont
isomorphes a PGLy(K) pour un corps K (rangé) algébriquement clos de caractéristique
différente de 2.

Théoréme 4.3.5.2. Les groupes de Frobenius connexes rangés de type impair avec
complément abélien (respectivement, nilpotent satisfaisant (PT)) tels que les sous-groupes
de Borel sont généreuz (ou bien qui contiennent un sous-groupe de Borel fortement stan-
dard) sont résolubles et scindés.

Nous formulerons certains lemmes intermédiaires sous ’hypothese de l'existence d’un
sous-groupe de Borel faiblement standard (ou standard). Nous souhaitons dans la me-
sure du possible éviter d’utiliser toute la force de I’hypothese de 'existence d’un sous-
groupe de Borel fortement standard.

Pour les (QFP), nous savons que le quasi-complément de Frobenius est abélien. Néanmoins,
comme indiqué précédemment, il pourrait s’agir d’un sous-groupe de Borel (une situa-
tion fortement non-algébrique). On retrouve la I'un des contre-exemples (Cibog) mini-
maux potentiels a la Conjecture de Cherlin-Zilber pour les groupes de petit rang de
Priifer (voir [DJ16]). Une résolution complete de la conjecture A; de [DW20] permet-
trait donc I’élimination de cette configuration pathologique.

L’identification de PGLy(K) se fait via 'existence d’'une (B, N)-paire scindée spéciale
de rang 1. Dans tout groupe algébrique réductif, un sous-groupe de Borel B et Ng(T')
ou T est un tore maximal contenu dans B forment une (B, N)-paire. Le rang de la
(B, N)-paire correspond au nombre d’involutions qui engendrent le groupe N/B N N.
Plus spécifiquement, dans PGLy(K), une telle (B, N)-paire est scindée de rang 1 (on a
en effet B = B, x T ou B, est le radical unipotent et T le tore algébrique maximal).
De plus, dans ce cas, un tore maximal T est un groupe TI presque-autonormalisant tel
que Ng(T)/T est d’exposant 2.

Nous nous inspirons de la stratégie employée dans [DJ16] (voir en particulier la Propo-
sition 3). Nous renvoyons également a [Del07].

Une (B, N)-paire scindée spéciale de rang 1 est un quadruplet de groupes B, N, H =
N N B avec H normal dans N et U un groupe nilpotent, qui satisfait les axiomes
suivants :

1. G = (B,N).
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2. [N:H]=2.
3. Pour tout k € N\ H,on a H =BnNB* G=BUBkB, et B* # B.
4. B=UxH.

Les deux théoremes suivants permettent d’identifier des groupes algébriques wvia des
(B, N)-paires dans le contexte rangé.

Fait 4.3.5.3. (adapté de [DMTO08, Théoréme 2.1]) Dans un univers rangé, soit (B, N,U, H)
une (B, N)-paire (définissable) scindée spéciale de rang 1 tel que U est divisible sans
torsion. Alors G ~ PGLy(K).

Fait 4.3.5.4. (adapté de [Wis11, Théoréme 1.2]) Dans un univers rangé, soit (B, N,U, H)
une (B, N)-paire (définissable) scindée spéciale de rang 1. Supposons que de plus U
contient un élément d’ordre p > 2. Soient L = (B9 et M = (U9 : g€ G)L; si H# L
et si (HNM)/L ne contient pas de p-groupe abélien élémentaire, alors G/L ~ PGLy(K).

Rappelons que dans un quasi-groupe de Frobenius résoluble B, on a B’ = F(B)°. De
plus, le rang de Priifer d'un (QFP) ou d’un groupe de Frobenius connexe de type impair
est égal a un.

Lemme 4.3.5.5. Soit C < G un (QFP) rangé de type impair tel qu’il existe un sous-
groupe de Borel fortement standard B, i.e., B = B’ x C;. Alors B¥ # B pour tout
k € Ng(C;) \ C;. De plus, B est autonormalisant.

Si C < G est un groupe de Frobenius connexe de type impair et sous les mémes hy-
potheses autrement, B est autonormalisant.

Démonstration. On rappelle que si G est un (QFP) alors Ng(C;) \ C; consiste d’invo-
lutions (voir Fait 4.3.2.6).

Soit k € Ng(C;) \ C; une involution. Supposons par I’absurde que B* = B. Le groupe
Cp(k)° est infini (sinon B serait abélien). D’apres, le Lemme 4.3.1.1, C < B et donc
k € B. Mais d’apres le Corollaire 4.3.1.3, B est un groupe de Frobenius et donc k € C},
contradiction.

Montrons maintenant que B est autonormalisant. Soit ¢ € Ng(B) \ B, le groupe Cf
est un quasi-complément de Frobenius de B et par le Lemme 4.3.1.1, il existe b € B tel
que C’igbi1 =C;.Ona: g€ Bssigh! € B. On peut donc supposer que g € Ng(C;), si
g € C; alors on conclut, sinon g est une involution normalisant C; et B, le paragraphe
précédent montre qu’alors g =1 € Cj.

Si C; < G est un groupe de Frobenius alors en raisonnant comme dans le paragraphe
-1

précédent, il existe un b € B tel que Cfb = (;, mais gb-! € Ng(C;) = C; et par

conséquent g € B. Le groupe B est bien autonormalisant. 1

Lemme 4.3.5.6. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair avec
C' résoluble (et de rang de Prifer égal a un). Soit B un sous-groupe de Borel standard,
i.e., B=B'x (BNCy) avec i € B. Supposons de plus que Ng(B) Ni® = BN iC.

Soit Tg(k) = {b € B : b=t = bF} ou k est une involution ne normalisant pas B. Alors
ou bien G est résoluble ou bien i\ Ng(B) et

Kp = {k €i%\ Ng(B) : RM(Tg(k)) > RM(B) — RM(Cc(i))}
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sont génériques dans iC.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que d’apres le Corollaire 4.3.3.5, le groupe
C' < @ ne peut pas étre un (QFT).

Les involutions de G forment une classe de conjugaison i¥. Par hypothese, Ng(B)Ni¢ =
BNi%. Supposons que i\ Ng(B) n’est pas générique dans i€, i.e., i N\Ng(B) = i“NB
est large dans i€. Le groupe N = N BY = (\1<;<n, BY est un groupe définissable normal
contenant toutes les involutions (car i% \ g BY = i% \ U, <<, B% est non-générique) ;
c’est en particulier un sous-groupe infini. -

Si H = C'N N° est trivial, alors par la Proposition 4.3.2.8, G = A x C' pour un
sous-groupe définissable abélien A et G est résoluble. On peut donc supposer que H est
non-trivial.

Le groupe N° est i-invariant. Si Cyo (i) était fini alors N° serait abélien. Mais il exis-
terait 1 # h € H et donc on aurait N° < Cg(h)° < Cj, contradiction. On peut donc
supposer que H est infini.

Le groupe H < N° est donc un quasi-groupe de Frobenius; mais pour tout g € G,
il existe n € N° tel que HY = H". Par conséquent, G = N°. Ng(H).
Mais Ng(H) < Ng(C). Or, Ng(C) est résoluble. Le groupe G est donc résoluble.

Supposons maintenant que i \ Ng(B) est générique dans i“. Dans la suite, nous re-
prenons la démonstration de la Proposition 2 de [DJ16] pour obtenir que

Kp = {k €i%\ Ng(B) : RM(T5(k)) > RM(B) — RM(Cc(i))}

est aussi générique dans 7.

On considere la fonction définissable ¢ : i¥ \ Ng(B) — G/B qui envoie k sur sa
classe kB.

Le domaine est de rang RM (i®) = RM(G) — RM(Cg(i)) et 'image de rang au plus
RM(G) — RM(B). La fibre ¢~'(¢(k)) pour k générique dans i¥ est donc de rang au
moins RM (B)—RM (C¢(i)). Mais si k et j appartiennent & la méme fibre, on a jB = kB
et donc kj € Tr(k).

Par conséquent, pour k une involution générique, on a

RM(Tp(k)) > RM(6™'é(k)) = RM(B) — RM(Cq(i)).
O

Remarque 4.3.5.7. Les hypotheses du lemme précédent sont en particulier satisfaites
si B est fortement standard. En effet, d’aprés le Lemme 4.3.5.5, on a Ng(B) = B.

Lemme 4.3.5.8. Soit C' < G un quasi-groupe de Frobenius rangé de type impair avec
C' résoluble (et de rang de Priifer égal a un). Supposons qu’il existe un sous-groupe de
Borel fortement standard B = B’ x C. Supposons de plus que i\ B et Kp = {k €
i\ B : RM(Tg(k)) > RM(B) — RM(Cq(i))} sont génériques dans i®. Alors pour
toute involution k € Kg, le groupe I, = (BN B¥)° est un conjugué de C' contenant une
involution ji.
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Démonstration. Comme précédemment, le groupe C' < G ne peut pas étre un (QFI).
On a tout d’abord RM (Tg(k)) > RM(B) — RM(Cg(i)) = RM(F(B)).

On remarque que Ts(k) C (BN B*) et donc RM (I},) > RM (F(B)°). Le groupe I}, est
k-invariant. Supposons que Cf, (k)° < Cj est infini : le groupe B N Cy est un quasi-
complément de Frobenius de B donc conjugué a C' et finalement C}, < B, contradiction.

Le groupe I est donc abélien inversé par k. Par le Fait 1.2.8.2,

Ik = d(T) * U()J(Ik) X o0k UO(Ik) * [Ug([k) X ..o X Upmax(lk)]

On remarque qu'un Uy j-Sylow de Ij, s’étend en un Uy -Sylow de B (et de Bk). Or,
d’apres le Lemme 4.3.1.7, les Uy ;-Sylow de B sont soit contenus dans B’ soit contenus
dans un conjugué de C (de méme pour BF). De plus, d(T) s’étend en un tore décent
maximal et il est donc contenu dans un conjugué de C.

Montrons d’abord que d(T") # {1} ou bien Up ; (1)) # {1} pour un Up j-groupe contenu
dans C.

Supposons par ’absurde que :

Ik = Ug’l(fk) kL. UO(Ik:) * [U3<Ik) X ... X Upmar(Ik)] S B/

Les p-groupes qui apparaissent sont contenus dans B’ N (B¥) et donc I}, < B’ N (B*)'.
Puisque k agit par inversion et RM (Ty(B)) > RM(B'), on a B’ = (B¥)'.

On considere Ng(B')° qui contient B et B¥. Mais alors Ng(B’)° est un quasi-groupe de
Frobenius contenant un groupe définissable connexe normal B’ d’intersection triviale
avec C; et donc par la Proposition 4.3.2.8, Ng(B')° = A x C; ou A est abélien. Le
groupe Ng(B')° est définissable connexe résoluble et contient B et B¥, contradiction (
car k ne normalise pas B).

Le groupe abélien I}, est donc contenu dans conjugué C, qui intersecte B et BF (l'in-

tersection définit un quasi-complément de Frobenius dans B et B¥). Par conséquent,
Cj, < B*N B et donc Cj, = I. O

Corollaire 4.3.5.9. Soit C < G un groupe de Frobenius connexe rangé de type impair.
Supposons qu’il existe un sous-groupe de Borel standard B = B’ x C. Alors G est
résoluble et donc scindé.

Démonstration. D’apres le Lemme 4.3.5.6, ou bien G est résoluble ou bien i%\ Ng(B) et
Kp = {k € i\ Ng(B) : RM(Tg(k)) > RM(B)—RM (Cg(i))} sont génériques dans i®.

On peut donc supposer que nous sommes dans le deuxieme cas. Mais d’apres le Lemme
4.3.5.8, pour k € Kp, le groupe (BN Bk)O = I, est un conjugué de C. Mais on a alors
k € Ng(Ix) et donc k € I, < B, contradiction car k ne normalise pas B.

Le groupe C' < GG est donc résoluble et on conclut par la Proposition 4.3.1.3 1
Corollaire 4.3.5.10. Soit C < G un groupe de Frobenius connexe rangé de type impair
tel que C' est résoluble et les sous-groupes de Borel de G sont conjugués (respectivement,

les sous-groupes de Borel sont généreuz et C' est nilpotent et satisfait (PT) ou bien est
abélien ). Alors G est résoluble et scindé.
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Démonstration. : D’apres la Proposition 4.3.4.6, il existe un sous-groupe de Borel B
faiblement standard. Supposons que C' est un sous-groupe de Borel alors par hypothese
B serait un conjugué de C, contradiction (une translation ne peut pas étre contenue
dans un conjugué de C'). Le groupe C est contenu strictement dans un sous-groupe de
Borel et on conclut par le Corollaire 4.3.5.9

Si C' est nilpotent et satisfait 'hypothese (PT) (ou bien si c¢’est un groupe abélien)
et si B est généreux, alors par le Lemme 4.3.4.12, on a donc C' < B. Nous pouvons
conclure comme précédemment. 1

Remarque 4.3.5.11. Dans [CT21], T. Clausen et K. Tent aboutissent également a
un résultat de classification des groupes de Frobemius comnexes de type impair avec
complément nilpotent. Ils font I’hypothese de l’absence de mauvais corps en caractéristique
nulle.

Si nous identifions Ng(A)° = N° & un sous-groupe de Borel, ot A est le groupe obtenu
au Théoréme 4.3.4.6 (en présence d’involutions par exemple), il nous est possible de
donner une version plus spécialisée du Lemme 4.3.5.8. Nous pourrons ainsi analyser
plus précisément certains groupes de Frobenius, en particulier les groupes strictement
2-transitifs.

Lemme 4.3.5.12. Soit C < G un groupe de Frobenius rangé connezxe de type impair
tel que B = N° est un sous-groupe de Borel (standard) et C' est résoluble. Alors l'une
des deux possibilités suivantes se produit :

1. G est résoluble.
2. Tg(k) est fini, pour k € K ; de méme que BN B*.
Si de plus, si RM(B) > RM(C') alors G est résoluble.

Démonstration. On obtient que Ng(B)Ni® = BNi% : soit j € Ng(B), alors Cp(j)° <
C;N B est infini et donc C;N B est un complément de Frobenius dans B ; ce sous-groupe
est donc conjugué a B N C;. 11 contient I'involution j (la seule involution de CY}).
D’apres le Lemme 4.3.5.6, si G n’est pas résoluble, alors i \ Ng(B) et Kp = {k €
i%\ Ng(B) : Tg(k) > RM(B) — RM(Cg(i))} sont génériques dans i“.

Supposons que Tg(k) est infini pour k& € Kp. Le groupe I, = (B N B¥)° est abélien
inversé par k : sinon, Cg(k)° = BNC} est infini et en raisonnant comme précedemment
on obtient que k € B, contradiction.

Puisque par hypothese, on a N° = B, d’apres la Proposition 4.3.4.11, I}, < C (quitte a
conjuguer). Donc par k-invariance, on a I, < Cj et donc BNCY; est un quasi-complément
de Frobenius dans B et en raisonnant comme précedemment on obtient que k € B,
contradiction.

Si RM(B) > RM(C), alors RM(Tg(k)) > RM(B) — RM(C) > 0 et donc G est
résoluble. 0J

Corollaire 4.3.5.13. Soit C' < G un groupe strictement 2-transitif rangé de type impair
et soit B = Ng(Cq(ij)) pour deux involutions i # j. Alors l'un des deuz cas suivants
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se produit :
1. G est résoluble et donc scindé.
2. Pour k € Kp(k), Tg(k) et lintersection B*¥ N B sont finis.

Démonstration. On remarque que G est un groupe de Frobenius connexe. Soient i #
j deux involutions. Le groupe Ng(Cg(ij)) = Cq(ij) x (Nco(Cq(ij)) est un groupe
strictement 2-transitif par la Proposition 11.51 de [BN94]. Mais le Théoreme 2.2.1.9
nous donne : Ng(Cg(ij)) = K+ x K*, pour K un corps interprétable algébriquement
clos. Le groupe Ng(Cg(ij)) est le sous-groupe de Borel standard que 1’on cherche. Il
nous suffit donc d’appliquer le théoreme précédent. 1

Nous pouvons désormais compléter la suite des lemmes précédents pour identifier PGLa(K)
parmi les (QFP).

Lemme 4.3.5.14. Soit C < G un (QFP) rangé de type impair. Supposons qu’il existe
un sous-groupe de Borel fortement standard, B = B’ x C;.

De plus, supposons que i® \ B et Kp = {k € i\ B : RM(Tg(k)) > RM(B) —
RM(Cq(i))} sont génériques dans i€ et que d’autre part pour tout involution k € Kg,
I, = (BN B*) est un conjugué de C' contenant une involution j.

Alors pour tout g € G\ B, on a G = BU BgB et donc G est un groupe 2-transitif
(pour laction sur G/B).

Démonstration. On rappelle que par le Lemme 4.3.5.5, le groupe B est autonormali-
sant.

On remarque de plus que RM (Tg(k)) = RM(I;) > RM(B) — RM(C;) = RM(B').
Mais I, < B est un quasi-groupe de Frobenius et par conséquent on peut interpréter
un corps K tel que RM(B') > RM(K*) = RM(K*) > RM(I}) et donc RM(B') =
RM (Ix) = RM(C;). Cette égalité est vraie pour les conjugués de B et les conjugués
de C qui y sont contenus. En particulier, B’ est soit un groupe abélien divisible sans
torsion soit un p-groupe abélien élémentaire.

Il existe une fonction définissable de K vers i® qui & chaque k € Kp associe I'unique
involution jj de Ij. De plus, si ji = j; alors BN B! = BN B* et donc [ normalise le
conjugué C;, = I, i.e., l € Cg(ji). Les fibres sont de rang RM (Cg(i)). On a donc :

RM(G) — RM(Cg(i)) = RM(i%) = RM(Kg) < RM(i®) + RM(Cq(4))

= RM(i®) + RM(Cp(i)) = RM(B)

Finalement, RM(G) < RM(B) + RM(C;) = RM(B) + RM(B’).

Soit g € G\ B. On considere X = (C; N BY)°

Supposons que X n’est pas trivial; on aurait X = C; (TI et conjugaison des quasi-
compléments de Frobenius). On note I, = (BN BY)°. Si I, = C; alors B’ N BY est fini.
Sinon, C; < I, est un quasi-groupe de Frobenius résoluble (non-nilpotent). D’apres le
Lemme 4.3.1.3, on a I, = I} x C;. D’aprés le Fait 4.3.1.5, on a I, < B'N(BY)" et comme
ces groupes sont abéliens, on a B, (BY)" < Ng(I;)°. Mais on a aussi C; < Ng(Ig)° et

80



donc B, B9 < Ng(I)°. Finalement par la Proposition 4.3.2.8, on déduit que Ng(I)°
est résoluble et donc B = Ng(I)° = BY, contradiction.

Par conséquent, ou bien (B’ N BY)° ou bien (C; N BY)° est trivial. Les fibres de 'ap-
plication de B’ x B (respectivement C; x B) vers B'gB (respectivement C;gB) qui
a (f,b) associe fgb (respectivement qui a (t,b) associe tgb) sont finies. On a donc
RM(B'gB) = RM(G) (respectivement RM (C;gB) = RM(G). Dans les deux cas la
double classe BgB est générique.

Par conséquent, pour tous g, ¢’ € G\ B, les doubles classes BgB et Bg'B sont génériques
dans G et donc par connexité de G, g € Bg’B. On a donc G = BU Bg'B. Le groupe G
est donc 2-transitif pour l'action de G sur G/B. U

Remarque 4.3.5.15. Le calcul de rang mis en oeuvre dans la démonstration précédente
utilise pleinement I’hypothése de [’existence d’un sous-groupe de Borel fortement stan-
dard.

On peut désormais conclure la démonstration du Théoreme 4.3.5.1

Démonstration. D’apres le Fait 4.3.2.6, le groupe C' est connexe abélien et contient une
unique involution <. Il existe un sous-groupe de Borel B qui contient strictement Cj, i.e.,
un sous-groupe de Borel fortement standard. En effet, d’apres le Théoreme 4.3.4.6, il
existe un sous-groupe de Borel B faiblement standard et puisque, par hypothese, B est
généreux, le Lemme 4.3.4.12 montre que B est en fait un sous-groupe de Borel fortement
standard.

Nous allons montrer que (B, Ng(C;)) induit une (B, N)-paire (définissable) scindée
spéciale de rang 1.

D’apres le Lemme 4.3.5.5, pour tout k& € Ng(C;) \ C;, B¥ # B. De plus, B est au-
tonormalisant.

Soit Tg(k) = {b € B : b=! = V*} olt k est une involution ne normalisant pas B.
D’apres le Lemme 4.3.5.6, 'ensemble Kp = {k € Ng(B)\ B : RM(Tg(k)) > RM(B) —
RM(Cq(i))} est générique dans 7.

On a bien BN Ng(C;) = C; car C; < B est un groupe de Frobenius connexe. On
a donc [Ng(Cj) : (Ng(C;) N B)] =2 (car Ng(C;)/C; est d’exposant 2, Fait 4.3.2.6). De
plus, pour k € Ng(C;) \ Ci, C; < BN B¥ et (BN B¥) = C; (car (B N B*)° est abélien
inversé par k et Np(C;) = C;). Par ailleurs, B = B’ x C; ou B’ est abélien. On a donc
vérifié 'axiome 4, 'axiome 2 et une partie de I'axiome 3.

Soit k € Kp, alors d’apres le Lemme 4.3.5.8, I, = (B N B¥)° est un conjugué de
C; contenant une involution jj.

Finalement par le Lemme 4.3.5.14, on obtient :

G = B U BkB pour tout k € Ng(C;) \ C; et G = (B, N).

On a donc montré que (B, Ng(C;), C;, B') forme une BN-paire (définissable) scindée
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spéciale de rang 1.

Or, (e BY est trivial. En effet, on a BN B¥ = C; pour k € Ng(C;) \ C; et donc
Nyec BY < Ci. Par la propriété TI, G = Ng((\,eq BY)° < Na(Ci)° = Ci.

Si B' est un p-groupe abélien élémentaire, alors en remarquant que U,(C;) = {1} (on
peut interpréter un corps K tel que C; < K*) on applique le Fait 4.3.5.4 et on a
G/Nyeq B? ~ PGL2(K) et donc G ~ PGLy(K).

Sinon, B’ est abélien divisible sans torsion et on applique le Fait 4.3.5.3. Dans les
deux cas, on obtient G ~ PGLy(K). O

En guise de conclusion, notons que tout I’enjeu est de montrer que le sous-groupe de
Borel faiblement standard est un sous-groupe de Borel fortement standard. Il s’agit
d’un probleme difficile dont la résolution nous semble hors de portée pour le moment.
Cependant, nous espérons que les résultats présentés dans ce chapitre seront susceptibles
de motiver une approche inductive de cette question, au moins en caractéristique positive
(on lexistence de mauvais corps est improbable).
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Chapitre 5

Quasi-groupes de Frobenius
définissablement linéaires rangés

Dans ce chapitre, nous travaillons la plupart du temps avec une hypothese plus res-
trictive que le fait d’étre rangé en considérant les groupes définissablement linéaires
rangés (on dira également groupes définissablement linéaires sur un corps rangé), i.e.,
les groupes définissables dans un corps rangé K (potentiellement avec une structure ad-
ditionnelle) que I'on peut plonger dans GL,,(K) pour un certain n > 1. Remarquons que
les groupes algébriques (affines) sur un corps algébriquement clos sont des exemples de
groupes définissablement linéaires rangés. La conjecture de Cherlin-Zilber a été établie
pour les groupes simples définissablement linéaires rangés en caractéristique positive.
On dira quelques mots sur la structure d’un contre-exemple hypothétique pour la ca-
ractéristique nulle.

Nous reprendrons ensuite a nouveaux frais notre projet de classification des quasi-
groupes de Frobenius dans ce contexte. L’analyse des groupes définissablement linéaires
rangés nous donnera également de précieuses informations sur les quasi-groupes de Fro-
benius rangés scindés de type impair.

5.1 Propriétés des groupes définissablement linéaires rangés

5.1.1 Rappels sur les groupes définissablement linéaires rangés

L’étude des groupes définissablement linéaires rangés a été initiée par B. Poizat puis
prolongée par Y. Mustafin.

Pour un sous-groupe G' < GL,(K), on note G sa cloture de Zariski, i.e., le plus petit
sous-groupe fermé qui contient G.

On rappelle qu'un élément semi-simple est un élément diagonalisable de M,,(K). Un
élément unipotent u est un endomorphisme linéaire qui s’écrit comme la somme de
lidentité et d’'un endomorphisme nilpotent (c’est équivalent au fait d’avoir 1 comme
unique valeur propre). Les unipotents de GL,,(K) forment un fermé défini par 1’équation
(x — Id)™ = 0 (en caractéristique p > 0, les unipotents sont exactement les p-éléments).

Fait 5.1.1.1. [Mus04, Lemme 1.2] Soit G un groupe définissablement linéaire sur un
corps rangé et H un sous-groupe normal définissable relativement Zariski-clos dans G,
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i.e, HNG = H. Alors G/H est canoniquement isomorphe a un sous-groupe du groupe
algébrique G/H ; de plus G/H est définissablement isomorphe a un groupe linéaire.

Définition 5.1.1.2. Soit G un groupe définissablement linéaire sur un corps K rangé
de caractéristique nulle. On désigne par Gy le groupe engendré par tous les éléments
unipotents de G.

Fait 5.1.1.3. [Mus04, Lemme 1.7] Soit G un groupe définissablement linéaire sur un
corps K rangé de caractéristique nulle. Alors Gy est un sous-groupe fermé.

La décomposition de Jordan reste valable pour les groupes définissablement linéaires
Sur un corps rangeé.

Fait 5.1.1.4. [Mus04, Proposition 1.11] Soit G < GL,(K) un groupe définissablement
linéaire sur un corps rangé K.

1. Tout élément g de G s’écrit de fagon unique comme produit d’un élément uni-
potent g, et d’un élément semi-simple gs qui commutent.

2. Si gh = hg alors (gh)s = gshs et (gh)y = guhu.

3. Sig e, alors gs € G et g, € G.

4. Soit A un sous-groupe abélien définissable de G, alors A, ={g€ A:g=gu} et
As={g € A:g=gs} sont des sous-groupes définissables. De plus, A = Agx A,.

5. Soit f : G — GLy,(K) un homomorphisme définissable. Alors f(gu) = f(g)u et
fgs) = f(9)s-

On dispose d’une notion de tore (linéaire) qui généralise celle de tore algébrique.

Fait 5.1.1.5. [Mus04, Lemme 1.12] Soit G un groupe définissablement linéaire rangé.
Un sous-groupe définissable T est un tore linéaire, i.e., un sous-groupe définissable
connexe diagonalisable (abélien) si et seulement T est un groupe abélien divisible sans
unipotents.

Fait 5.1.1.6. [Mus04, Proposition 1.15] Soit G un groupe définissablement linéaire
rangé et soit T un tore linéaire. Alors Cq(T) est d’indice fini dans Ng(T).

Définition 5.1.1.7. Soit G un groupe définissablement linéaire. On désigne par G
le groupe engendré par les tores linéaires mazimauz (définissable par le théoréme des
indécomposables).

Fait 5.1.1.8. [Mus04, Lemme 1.19] Soit G un groupe définissablement linéaire sur un
corps rangé K et soit F une extension élémentaire de K. Alors (GL) = (Gr)¥', en
particulier G est engendré par ses tores linéaires si et seulement si GF' est engendré par
ses tores linéaires.

Fait 5.1.1.9. Soit G un groupe définissablement linéaire sur un corps rangé K et soit
f: G — GL,(K) un homomorphisme définissable. Alors f(Gr) = (f(G))r.

On cite un théoréme sur le relevement des tores linéaires maximaux.

Fait 5.1.1.10. [Mus04, Corollaire 2.17] Soit f : G — GLy,(K) un homomorphisme
définissable, avec G un groupe définissablement linéaire rangé connexe. Si 1" est un tore
linéaire de f(G) alors il existe un tore linéaire T" de G tel que f(T') =T.
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Les groupes définissablement linéaires sur un corps rangé satisfont toutes les conjectures
de conjugaison naturelles dans le contexte rangé.

Fait 5.1.1.11. Soit G un groupe définissablement linéaire rangé connexe. Alors :
1. [Mus04, Proposition 2.11] Les sous-groupes de Borel de G sont conjugués.
2. [Mus04, Proposition 2.12] Les sous-groupes de Carter de G sont conjugués.

3. [Mus04, Proposition 2.16] Les tores linéaires mazimaux de G sont conjugués.

Dans un groupe définissablement linéaire rangé, le radical unipotent, noté U(G), désigne
le plus grand sous-groupe normal unipotent. C’est un sous-groupe définissable (et rela-
tivement Zariski-clos) nilpotent ; en caractéristique p > 0, il correspond au plus grand
p-sous-groupe normal (voir [Mus04]). Les groupes résolubles définissablement linéaires
rangés connexes sont scindés et s’écrivent comme le produit semi-direct de leur radical
unipotent et d’un tore linéaire maximal :

Fait 5.1.1.12. [Mus04, Corollaire 2.18] Soit G un groupe résoluble définissablement
linéaire rangé connezxe. Alors G = U(G) x T ou U(G) est le radical unipotent et T un
tore linéaire mazximal.

En caractéristique positive, nous avons la situation suivante :

Fait 5.1.1.13. [Mus04, Théoréme 2.8] Soit G un groupe définissablement linéaire connexe
sur un corps rangé de caractéristique positive. Alors G = U(G) - Gr.

5.1.2 Quelques propriétés intéressantes

Dans [Poi01], B. Poizat démontre la conjecture de Cherlin-Zilber pour les groupes
simples définissablement linéaires sur un corps rangé de caractéristique positive.

Fait 5.1.2.1. [Poi01, Théoréme 1] Si K est un corps de rang de Morley fini et de ca-
ractéristique non-nulle, tout sous-groupe définissable simple G de GL,(K) est définissablement
isomorphe a un groupe algébrique sur K.

Nous nous inspirons largement des méthodes utilisées dans cet article pour éliminer les
mauvais groupes. Ce sont des configurations particulierement pathologiques, fortement
non-algébriques. Il existe plusieurs notions ; pour le moment, on dira qu'un groupe rangé
connexe G est un mauvais groupe si G est non-résoluble et si ses sous-groupes propres
définissables connexes sont tous nilpotents.

La plupart des résultats de cette sous-section peuvent étre probablement obtenus en re-
marquant que les groupes définissablement linéaires sur un corps rangé de caractéristique
p > 0 sont des K-groupes, i.e., des groupes rangés dont les sections simples définissables
sont des groupes algébriques (nous renvoyons au chapitre 4 de [Tind13] pour plus de
détails).

Fait 5.1.2.2. [P0i87, Théoréme 3.31 et Corollaire 3.32]

1. Un mauvais groupe a un quotient définissable qui est un mauvais groupe simple.

2. Un mauvais groupe satisfait un énoncé qui est faux dans tout groupe localement
fini, i.e., un mauvais groupe n’est pas pseudo-localement fini.

On isole de la démonstration du Théoréeme 1 de [Poi01] un lemme qui permet d’éliminer
les mauvais groupes définissablement linéaires en caractéristique p > 0.
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Lemme 5.1.2.3. Soit G un groupe définissablement linéaire rangé connexe (sur un
corps de caractéristique positive). Alors G ne peut pas étre un mauvais groupe.

Démonstration. Supposons par ’absurde que G est un mauvais groupe. Si G était d’ex-
posant fini, sa cloture de Zariski serait aussi d’exposant fini et ce serait un groupe
nilpotent. Il existe donc un g € GG d’ordre infini dans une extension élémentaire saturée
tel que g = gsg,. Or, en caractéristique p > 0, les unipotents sont les p-éléments ; quitte
a élever g & une puissance suffisamment grande, on trouve un élément ¢’ semi-simple
d’ordre infini qui appartient a un tore linéaire (pour le raisonnement précédent, voir la
démonstration du Théoreme 1 de [Poi01]). Dans 'extension saturée, le groupe Gr, i.e.,
le groupe engendré par les tores linéaires maximaux de G est définissable et connexe
(infini) par le théoréme des indécomposables. Par le Fait 5.1.1.8, cela reste le cas dans
le groupe de départ.

D’apres le Fait 5.1.1.13 et le Fait 5.1.1.9, on a (G/U(G))r = G/U(G) (le groupe G/U(G)
est définissablement linéaire car U(G) est relativement Zariski-clos dans G). De plus,
G/U(G) est un mauvais groupe; on peut donc supposer que G est un mauvais groupe
(définissablement linéaire) engendré par ses tores linéaires maximaux.

Par le théoreme des indécomposables et la conjugaison des tores linéaires maximaux, G
s’écrit comme un produit fini 79t...79".

On remarque que G est définissable avec parametres dans la structure (K,T") (ol on
oublie la structure additionnelle). Or, puisque le groupe T est uniquement p-divisible
(par le Fait 5.1.1.5, le sous-groupe T est divisible et nous sommes en caractéristique
p > 0), Pautomorphisme de Frobenius respecte la structure (K, T). Par le Fait 1.2.7.1,
il existe une sous-structure élémentaire (F%Y, F49 N T') localement finie.

Le groupe G est donc pseudo-localement fini. Or, G a une structure de mauvais groupe.
D’apres le Fait 5.1.2.2, G a une section définissable qui est un mauvais groupe simple, de
plus cette section est interprétable dans (K, T) et méme définissable par élimination des
imaginaires (voir [Wag01]), c’est donc un groupe pseudo-localement fini. Finalement, on
obtient la contradiction par le Fait 5.1.2.2. O

La situation en caractéristique p > 0 est idéale et on retrouve beaucoup de propriétés
valables pour les groupes algébriques affines. Néanmoins, le théoreme suivant ne dépend
pas de la caractéristique.

Théoréme 5.1.2.4. ([Hum75, Théoreme §19.2] pour le cas algébrique) Soit G un
groupe résoluble définissablement linéaire rangé connexe. Alors G est nilpotent si et
seulement si G est un groupe central (égal au tore linéaire mazimal).

Démonstration. On procede par récurrence sur le rang.

Par le Fait 5.1.1.12, G = U(G) x T ou T est un tore linéaire (maximal) et U(G) est le
radical unipotent. Supposons que G est nilpotent.

Par le Fait 1.2.4.2, Z(G) est infini, on remarque de plus que Z(G) est relativement
Zariski-clos dans G, i.e., Z(G) = Z(G) N G. On peut donc supposer que le groupe
G/Z(G) est nilpotent définissablement linéaire rangé (Fait 5.1.1.1) de rang inférieur.
Soit s € G semi-simple, par induction, [s,g] € Z(G) pour tout g € G. Or, G' < G est
composé d’unipotents par le théoreme de Lie-Kolchin. On a donc s[s, g] = [s, g]s = s,
mais s est un élément semi-simple et la décomposition de Jordan reste valide pour G,
i.e., tout élément s’écrit de maniere unique comme produit d’un élément unipotent et
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d’un élément semi-simple qui commutent et par conséquent, [s, g] = 1.

Supposons maintenant que G5 < Z(G); il y a donc un unique tore linéaire maximal T
qui est central dans G. Par conséquent, G = T x U(G); le groupe G/Z(G) est donc
isomorphe & un groupe nilpotent (le radical unipotent est nilpotent) et G est lui-aussi
nilpotent. ]

Voici une propriété que 1’'on aimerait valable dans le contexte rangé.

Proposition 5.1.2.5. ([Hum75, Proposition B. § 21.4] pour le cas algébrique) Soit
G un groupe définissablement linéaire rangé connexe, sur un corps de caractéristique
p > 0. Si les sous-groupes de Borel de G sont nilpotents alors G est nilpotent.

Démonstration. On remarque que si G est résoluble alors c¢’est son propre sous-groupe
de Borel.

Supposons par I'absurde que G n’est pas résoluble. Si tous les sous-groupes définissables
connexes propres sont nilpotents, alors G est un mauvais groupe. Sinon, il existe un sous-
groupe propre définissable connexe non-résoluble dont les sous-groupes de Borel sont
nilpotents (les sous-groupes de Borel de G sont nilpotents). Quitte a remplacer G, par
la condition de chaine descendante, on peut supposer que G est un mauvais groupe. On
obtient la contradiction par le Lemme 5.1.2.3. O

Remarque 5.1.2.6. On peut produire une démonstration analogue pour les groupes
algébriques en utilisant le fait que les groupes définissables dans un pur corps algébriquement
clos sont pseudo-localement finis [Poi87, Théoréme 4.1]. Remarquons que la démonstration
habituelle mobilise les propriétés des variétés complétes (pour un groupe algébrique af-
fine connexe G et un sous-groupe de Borel B, l’espace homogéne G /B peut étre muni
d’une structure de variété projective donc compléte).

Dans le cas définissablement linéaire en caractéristique p > 0, les sous-groupes de Carter
sont totalement analogues aux sous-groupes de Cartan algébriques : ce sont précisément
les centralisateurs des tores maximaux.

Corollaire 5.1.2.7. ([Hum75, §21.4] pour le cas algébrique) Soit G un groupe définissablement
linéaire rangé connexe, sur un corps de caractéristique p > 0. Si G a un unique tore
linéaire maximal alors G est nilpotent. En particulier, Cq(T) = Cq(T')°, ou T est un

tore (linéaire) mazimal, est nilpotent.

Démonstration. On remarque tout d’abord que pour tout tore 7', le groupe C(T) est
connexe : par le Fait 1.2.7.2, T est un tore décent et par le Fait 1.2.7.4, les centralisateurs
des tores décents sont connexes.

Soit T I'unique tore linéaire maximal de G' et B un sous-groupe de Borel le contenant.
Alors T' est normal et méme central dans B (puisque B = U(B) x T')), par conséquent
B =T x U(B) et B est nilpotent (Théoreme 5.1.2.4). Or, d’apres le Fait 5.1.1.11, les
sous-groupes de Borel sont conjugués, ils sont donc tous nilpotents. Par la Proposition
5.1.2.5, G est nilpotent.

Le groupe Cq(T') contient un unique tore linéaire maximal par conjugaison des tores
linéaires maximaux, il est donc nilpotent. O
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Nous terminons cette section par un résultat sur I'interprétation d’un corps au sein de la
pure structure de groupe d’un groupe définissablement linéaire rangé (en caractéristique
positive).

Théoréeme 5.1.2.8. Soit G un groupe définissablement linéaire rangé connexe sur un
corps K de caractéristique p > 0. Alors l'un des deuz cas suivants se produit :
— G est nilpotent.
— G n’est pas nilpotent et contient un sous-groupe définissable résoluble non-nilpotent
qui interpréte (dans le pur langage des groupes) un corps définissablement iso-
morphe a K.

Démonstration. Supposons que G n’est pas nilpotent. Soit H un sous-groupe définissable
connexe non-nilpotent de rang minimal. Les sous-groupes propres connexes de H sont
nilpotents. Or, H ne peut pas étre un mauvais groupe donc H est résoluble non-
nilpotent. En considérant un sous-groupe H-minimal du centre de H’, on peut in-
terpréter un corps k qui est définissablement isomorphe & K par la preuve du Théoréeme
1 de [Poi01]. O

5.2 Les mauvaises paires définissablement linéaires rangées
pour la caractéristique nulle

5.2.1 Contre-exemples a la conjecture de Cherlin-Zilber en caractéristique
nulle

Quelle est la situation en caractéristique nulle 7 Suite aux travaux de A. Borovik et J.
Burdges (voir [BB09]), nous savons qu’un groupe simple non-algébrique définissablement
linéaire sur un corps rangé de caractéristique nulle est recouvert par ses tores linéaires
maximaux. De plus, il ne contient pas d’involutions. On améliorera un peu ce résultat
(voir infra).

Lemme 5.2.1.1. Soit G un groupe définissablement linéaire sur un corps rangé de
caractéristique nulle. Si T < G est un tore décent définissable alors T est un tore
linéaire.

Démonstration. D’apres le Fait 5.1.1.4, T' = T,, x Ts. Mais en caractéristique nulle, les
éléments de torsion sont semi-simples et donc toute la torsion est contenue dans le sous-
groupe définissable Ts. Mais T est la cloture définissable de sa torsion, par conséquent
T = Ts. On conclut par le Fait 5.1.1.5. O

Proposition 5.2.1.2. (Nous réécrivons la démonstration de [BB09].) Soit G un groupe
simple non-algébrique définissablement linéaire sur un corps rangé de caractéristique
nulle. Alors les sous-groupes de Borel coincident avec les tores linéaires mazimauz, ils
sont autonormalisants et recouvrent G. Le groupe G ne contient pas d’involutions. De
plus, les tores linéaires maximaux sont relativement Zariski-clos dans G.

Démonstration. D’apres le Fait 5.1.1.3, G est un sous-groupe fermé normal contenant
tous les éléments unipotents. Puisque G est un groupe simple qui n’est pas Zariski-clos,
Gy = {1} et donc tous les éléments de G sont semi-simples.

Soit B un sous-groupe de Borel, par le théoréme de Lie-Kolchin, B’ < B’ consiste
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d’éléments unipotents; B est donc abélien, c’est un tore linéaire maximal. De plus, par
le Fait 2.2.1.5, G ne contient pas d’involutions.

Le groupe G est UpL pour tout nombre premier p : si G contenait un p-groupe nilpotent
infini d’exposant fini alors G contiendrait un groupe abélien p-élémentaire infini dont la
cloture définissable serait contenu dans un tore linéaire, contradiction.

Montrons que les sous-groupes de Borel, i.e., les tores linéaires maximaux sont autonor-
malisants. On peut supposer que G contient de la torsion ; sinon, soit B un sous-groupe
de Borel, Ng(B)/B serait sans torsion et donc Ng(B) = B (car B = Ng(B)° = C¢(B)°
puisque B est un tore linéaire et donc Ng(B)/B est fini). Soit T' un groupe divisible
de torsion maximal (qui existe car d’apres le Fait 1.2.7.5 tout élément d’ordre fini est
contenu dans un tore décent). D’apres le Fait 1.2.7.5, Ng(T') = Cq(T)° car G ne contient
aucun p-groupe unipotent et aucune involution.

Soit B = T’ un sous-groupe de Borel contenant d(T") (ce groupe est un tore décent
contenu dans un tore linéaire maximal). Le groupe T est caractéristique dans B et donc
Na(B) < Ng(T) = Cq(T)°. Or d’apres le Lemme 1.2 de [BC09], le groupe C(T')°/d(T)
est sans torsion; il en est de méme du groupe Ng(B)/B et donc Ng(B) = B

Soit g d’ordre fini, d’apres le Fait 1.2.7.5, g est contenu dans un tore décent que 'on
peut étendre a un tore linéaire maximal car il n’y a pas d’unipotents. Soit maintenant g
d’ordre infini, il est contenu dans un tore algébrique T' < G et TNG est infini. L’élément
g est contenu dans un groupe définissable abélien diagonalisable maximal dont la com-
posante connexe est un tore linéaire maximal. Puisque les tores linéaires maximaux sont
autonormalisants, on conclut.

Soit T un tore linéaire maximal, on a 7' < T NG. Mais T NG est abélien et on a égalité
puisque T est autonormalisant. ]

Nous introduisons une classe de groupes de Frobenius qui généralisent les mauvais
groupes simples au sens de Poizat. Une mauvaise paire est un groupe de Frobenius
C < G rangé connexe tel que les conjugués de C' recouvrent . Voici quelques pro-
priétés des mauvaises paires rangées.

Fait 5.2.1.3. [Poil8, Lemme 15] Soit C < G une mauvaise paire rangée. Alors les
propriétés suivantes sont vraies :

1. Le sous-groupe C est définissable connexe infini.

2. Tout sous-groupe fini ou résoluble est contenu dans un conjugué de C. Le groupe
G ne contient pas d’involutions.

3. Soit H est un sous-groupe définissable connexe qui n’est contenu dans aucun
conjugué de C' et tel que (HNC) # {1}. Alors (HNC) < H est une mauvaise
paire et (C' N H) est un complément de Frobenius pour tout C' conjugué de C' tel
que C'" N H # {1}.

4. G contient une mauvaise paire spéciale définissable : une mauvaise paire définissable
connexe tel que le complément de Frobenius et ses conjugués sont précisément
les sous-groupes définissables mazximauz. Tout sous-groupe définissable est alors
contenu dans un conjugué du complément de Frobenius. Il s’agit de plus d’un
groupe simple.

Remarque 5.2.1.4. Les mauvaises paires ont été introduites pour la premiére fois par
E. Jaligot dans [Jal01] sous le nom de ”full Frobenius groups”. Le terme de "mauvaise
paire” vient de [PoilS].
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Voici un fait utile qui caractérise les automorphismes involutifs des groupes sans invo-
lutions (on y fera surtout référence dans l’analyse des mauvaises paires) :

Fait 5.2.1.5. [Poil8, Lemme 9]

Soit G un groupe rangé sans involutions et soit v un automorphisme involutif (définissable)
de G. On note I l’ensemble (définissable) des éléments fixés et I I’ensemble (définissable)
des éléments inversés. Alors pour tout 1 # g € G, il existe un unique [ € F et un unique
1 €1 tels que g = f -1i. De plus, aucun élément de F autre que l'identité n’est conjugué
a un élément de I.

Nous allons voir qu’a partir d’un contre-exemple hypothétique a la conjecture de Cherlin-
Zilber pour les groupes définissablement linéaires sur un corps rangé de caractéristique
nulle, on peut définir une mauvaise paire spéciale définissablement linéaire rangée (qui
sera donc un groupe de Frobenius simple non-algébrique définissablement linéaire rangé).

Proposition 5.2.1.6. Soit G un groupe simple non-algébrique définissablement linéaire
sur un corps rangé de caractéristique nulle. Alors on peut interpréter une mauvaise paire
spéciale avec complément de Frobenius abélien, définissablement linéaire rangée.

Démonstration. On sait que G ne contient que des éléments semi-simples, que ses sous-
groupes de Borel sont des tores linéaires maximaux autonormalisants qui recouvrent le
groupe. De plus, G ne contient pas d’involutions (Proposition 5.2.1.2).

Soit I une intersection maximale entre deux tores linéaires maximaux (comme les tores
linéaires maximaux sont conjugués, la famille formée des intersections de deux tores
linéaires maximaux est uniformément définissable; par la condition de chaine ascen-
dante sur les sous-groupes uniformément définissables, une telle intersection maximale
existe). C’est un groupe relativement Zariski-clos dans G puisque les tores maximaux
sont relativement Zariski-clos.

On considere le groupe H = Cg(I)°/I qui est définissablement linéaire car I est re-
lativement Zariski-clos (Fait 5.1.1.1). Ce groupe est composé uniquement d’éléments
semi-simples et ne contient pas d’involutions (sinon on pourrait les relever en des 2-
éléments du groupe initial). Le groupe H est donc recouvert par ses tores linéaires
maximaux, qui sont de plus autonormalisants.

De plus, soient T7,T5 des tores linéaires maximaux de H tel que Ty N Ty = I’ # 1.
Or d’apres le Fait 5.1.1.10, les tores linéaires se relevent completement, on peut donc
relever I’ en I’, 'intersection de deux tores linéaires maximaux, qui contient strictement
I, contradiction.

Le groupe H est donc une mauvaise paire. Par le Fait 5.2.1.3, il existe un sous-groupe
définissable connexe qui est une mauvaise paire spéciale qui est de plus définissablement
linéaire rangée. [l

5.2.2 Quelques tentatives de caractérisation des mauvaises paires rangées

Idéalement, nous devrions étre en mesure d’éliminer les mauvaises paires spéciales
rangées, au moins dans le cas définissablement linéaire. Dans cette perspective, nous
proposons différentes caractérisations de tels groupes.

Remarquons tout d’abord que les groupes de Frobenius peuvent étre envisagés comme
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des groupes de permutation. Soit C' < G un groupe de Frobenius, alors G agit sur G/C
de facon transitive non-réguliere tel que seule I'identité fixe deux éléments.

Proposition 5.2.2.1. Soit C' < G un groupe de Frobenius rangé qui contient un sous-
groupe définissable connexe normal N. Alors deux cas se présentent :
1. NNC = {1} et N agit semi-réguliérement, i.e., n-x = x implique que n = 1,
pour n € N.

2. NNC # {1}, N agit transitivement et G = N - C.

Démonstration. On remarque que G agit sur X = G/C et on peut identifier C' a
Stabg(z) pour = € X. Supposons que N N C = {1}. Pour tout z € X, on a NN
Stabg(z) = {1}. Or, n.z = x implique que n € Stabg(x) et donc n = 1. L’action est
semi-réguliere.

Sinon, N N C' < N est un sous-groupe de Frobenius. Or, pour tout g € G, N 1 C
et N N CY sont généreux dans N (c’est un groupe connexe) et donc pour tout g € G,
il existe n € N tel que NN CY9 = N N C™. Par malnormalité dans G, C9 = C™ et
donc n7tg € C. On a donc en particulier que G = N - C. De plus, 'action de G est
équivalente a laction par translation sur N - C/C = G/C et par conséquent N agit
transitivement. O

Définition 5.2.2.2. Soit G un groupe agissant sur un ensemble X. On dit que l’action
est primitive si pour x € X, le sous-groupe Stab(z) est maximal. Si de plus l'action est
définissable, on dit que l'action est définissablement primitive si Stab(x) est un sous-
groupe définissable mazimal.

Lemme 5.2.2.3. Une mauvaise paire spéciale rangée C' < G est un groupe de permu-
tation primitif.

Démonstration. On identifie encore C' au stabilisateur d’un point pour 'action de G sur
G/C. D’apres le Fait 5.2.1.3, le sous-groupe C' et ses conjugués sont les sous-groupes
définissables maximaux. L’action est donc définissablement primitive. Mais C' est infini
et donc d’apres la Proposition 2.4 de [MP95], l'action est primitive. [l

Disposer d’une action primitive donne quelques informations sur le groupe : il préserve
la structure d’'un graphe. On rappelle qu'un graphe (non-orienté) est une ensemble
de points muni d'une relation d’adjacence (on parlera d’arétes non-orientées). On dira
qu’il est conneze (comme graphe) si entre deux points quelconques il existe un chemin
(non-orienté), i.e., une suite d’arétes adjacentes.

Proposition 5.2.2.4. Soit C' < G une mauvaise paire rangée. On peut interpréter un
graphe H = (X, R) sur lequel G agit primitivement, ou X = G/C. De plus, en tant que
graphe, H est connexe et la relation R est antisymétrique.

Démonstration. Le groupe G agit diagonalement sur X x X ou l'action est définie par
g.(x,y) = (g.x,g.y). Une orbite O sous l'action diagonale (étant donné un coupe (z,y)
avec x # y) permet de définir une structure de graphe : les sommets sont les points de
X et la relation d’adjacence R est définie par x1Ry; ssi (z1,y1) € O ssi il existe g # 1
tel (g.x1,9.y1) = (x,y). D’apres le Théoréeme 3.7 de [BMMN9S], I’action de G préserve
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la structure du graphe.

La relation R est antisymétrique : sinon, il existerait un élément g échangeant deux
points distincts, i.e., une involution, contradiction.

Enfin pour toute orbite O (orbital) pour I'action de G sur X? (et différente de la dia-
gonale) on a RM(0O) = RM(G) (G agit régulierement sur un orbital) : 'application
définissable qui & tout g associe g.(z,y) € O est bijective; (g.x,9.y) = (¢ .x,¢".y) im-
plique que ¢'~'g fixe (z,y) et donc ¢’ = g (groupe de Frobenius). O

Dans le cas définissablement linéaire rangé, nous avons affaire a une mauvaise paire
spéciale dont le complément de Frobenius est abélien. Il s’agit d’'un exemple de groupe

CSA.

Définition 5.2.2.5. Un groupe G est CSA si les centralisateurs des éléments (non-
triviauz) sont autonormalisants et abéliens. On dira qu’il est CSA* si de plus il ne
contient pas d’involutions.

Remarque 5.2.2.6. Les groupes libres, les groupes limites et les groupes hyperboliques
sans torsion sont des exemples de groupes CSA*.

Voici quelques propriétés intéressantes des groupes CSA :

Fait 5.2.2.7. [Ould08, Lemme 2.4] Soit G un groupe CSA. Les propriétés suivantes
sont vérifiées :

1. 87l contient un sous-groupe abélien normal, alors c¢’est un groupe abélien.

2. 57 est fini, alors c’est un groupe abélien.

Lemme 5.2.2.8. Soit C < G une mauvaise paire rangée, avec C' abélien. Alors c’est
un groupe CSA* non-abélien. De plus, tout sous-groupe de type fini engendrée par une
partie (finie) qui n’est pas entiérement contenue dans un conjugué de C' est un sous-
groupe C'SA* non-abélien infini.

Démonstration. Notons tout d’abord que G ne contient pas d’involutions. Soit x € G,
puisque C' < G est une mauvaise paire, on a x € C’, pour un conjugué ¢’ de C. Or, C’
est malnormal et abélien, par conséquent, C’ = Cg(z). Comme les centralisateurs des
éléments (non-triviaux) sont abéliens et malnormaux, il s’agit donc d’un groupe C'SA*.
Soit {ey, ..., ¢p } une partie finie qui n’est pas entierement contenue dans un conjugué de
C'; on considere H = (cy, ..., ¢,). On remarque tout d’abord que H n’est pas abélien.

Soit h € H, comme G est une mauvaise paire, il existe un conjugué C” de C tel que
h € C”. Mais alors (C" N H) < H est un groupe de Frobenius avec complément abélien.
Par conséquent, Cy(h) < (C” N H) < Cg(h). Les centralisateurs des éléments non-
triviaux sont donc abéliens et malnormaux; le groupe sous-groupe H est un groupe
CSA* non-abélien (il est en particulier infini). O

Nous allons caractériser les mauvaises paires (spéciales) rangées avec complément abélien
en étudiant leurs sous-groupes de type fini. Cette description fera en particulier sens
dans le cas définissablement linéaire. Nous verrons qu’'une large classe de sous-groupes
présente beaucoup de similitudes avec les groupes limites (non-abéliens).

Définition 5.2.2.9. Soit G un groupe de type fini. On dit que G est un groupe limite
s’il satisfait 'une des conditions équivalentes suivantes :
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1. G est complétement résiduellement libre, i.e., pour toute famille finie d’éléments
distincts x1,...xy, il existe un morphisme h de G vers un groupe libre tel que
h(z1), ..., h(xy,) sont distincts.

2. G est modéle de la théorie universelle du groupe libre.

3. G est un sous-groupe d’un groupe libre non-standard.

Remarque 5.2.2.10. Pour des définitions alternatives des groupes limites plus en lien
avec la théorie géométrique des groupes, nous renvoyons le lecteur intéressé a [CGOS].

Fait 5.2.2.11. [CG05, Proposition 3.1] Soit G un groupe limite (de type fini). Alors on
a:

1. G est sans torsion et CSA.
2. Tout sous-groupe de type fini de G est lui-méme limite.

3. Deuz éléments distincts de G engendrent soit un groupe libre abélien ({1},7Z,72),
soit un groupe libre non-abélien.

La pertinence de I'étude des groupes limites et de la théorie universelle des groupes
libres (non-abéliens) pour le probleme des mauvaises paires rangées est révélée par le
résultat suivant :

Fait 5.2.2.12. [MusP06, Corollaire B] Tout modéle superstable de la théorie universelle
des groupes libres est commutatif.

Proposition 5.2.2.13. Soit C < G un groupe avec C' un sous-groupe propre tel que
N C? = {1}. Alors G est modéle de la théorie universelle des sous-groupes de type
fini engendrés par des parties (finies) qui ne sont pas entiérement contenues dans un
conjugué de C.

Démonstration. Soit I = { parties finies de G qui ne sont pas entierement contenues
dans un conjugué de C }.

Pour tout ¢ € I, on considere G; = (i) et [; ={j € 1:iC j}.

On vérifie que B = {I; : i € I} est une base de filtre, i.e., est clos par intersection finie :
Lyn.nl,={jel:iCjke{l,..,nt}={jel:U_jip Cj}=1I,_ i €D car
Up_qix € 1.

On considére § = {J CI:3i € [,I; C J}, c’est un filtre qui est donc contenu dans un
ultrafiltre 4.

Le groupe s’injecte dans [[,.; G; pour I'injection h(g) = [0;(g)] o 6;(g9) = g si g € Gi,
et d;(g) = 1, sinon.

Définissons maintenant un plongement h* de G vers [[;; G; par h*(g) = [h(g)]y. Le
plongement est bien défini car pour h # g, il est bien défini sur I, ;r € § pour h' tel
que {g,h,h'} n’est pas contenu dans un conjugué de C. Par le théoréme de Los, en
tant que sous-structure de [] G, le groupe G est modele de la théorie universelle des

G;. O

Un résultat de cette nature ne fait vraiment sens que dans un contexte ou il nous est
possible de décrire précisément la classe des sous-groupes de type fini considérés (et
d’extraire ainsi des informations sur leur théorie universelle). Pour les mauvaises paires
linéaires avec complément abélien, nous sommes dans la situation suivante :
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Corollaire 5.2.2.14. Soit C' < G une mauvaise paire rangée avec C' abélien. Supposons
que G est linéaire composé d’élément semi-simples. Alors G contient un sous-groupe de
type fini engendré par une partie (finie) non entierement contenue dans un conjugué de
C qui n’est pas un groupe limite mais qui est un groupe C'S A infini non-abélien composé
d’éléments semi-simples.

Pour éliminer les mauvaises paires définissablement linéaires rangées en caractéristique
nulle, il faudrait tenter de mieux comprendre la structure des groupes linéaires C'S A*
de type fini et notamment étudier leurs liens avec les groupes limites. Il s’agirait en
particulier de décrire leur théorie universelle et de faire le lien avec la superstabilité du
groupe ambiant. Nous suggérons quelques pistes en ce sens.

Les groupes de type fini linéaires peuvent étre décrits assez précisément : ils sont
résiduellement finis et admettent une topologie naturelle qui en fait des groupes to-
pologiques.

Fait 5.2.2.15. [Diz71, Corollaire 10.2] Soit G < GL,(K) un groupe linéaire de type
fini. Alors il existe m > 0 tel que pour tout 1 # g € G, il existe un corps fini F, et
un homomorphisme g : G — GLy,(F,) tel que v4(g) # 1. Le groupe G est donc
résiduellement fini. En particulier, un groupe linéaire infini de type fini ne peut pas étre
simple.

Fait 5.2.2.16. [Diz71, Théoréme 10.5A] Soit G un groupe linéaire de type fini. Alors
i (G) Vintersection des groupes mazimauz d’indice fini est nilpotent. En particulier,
®(G), i.e., le groupe de Frattini (intersection des sous-groupes mazimaux) est nilpotent.

Fait 5.2.2.17. [Weh73, Théoréme 10.16] (alternative de Tits) Soit G un groupe linéaire
de type fini. Alors ou bien G est résoluble-par-fini ou bien G contient un groupe libre
non-cylique.

Puisque les groupes linéaires de type fini sont résiduellement finis, on peut les munir de
la topologie profinie [Hall50].

Soit G un groupe résiduellement fini (de type fini). Les sous-groupes normaux d’in-
dice fini forment une base de voisinage pour l'identité. De plus, cette topologie est
séparée et totalement discontinue. On remarque qu'un groupe N normal d’indice fini
est un ouvert-fermé : il est ouvert par hypothese et G\ N = g1 N U...U gx N est ouvert
(les translations sont des homéomorphismes). En particulier, 'intersection de tous les
sous-groupes normaux d’indice fini est trivial. Le complété G de G est un groupe profini,
limite projective de quotiens finis de G, (donc compact) dans lequel G est dense. Si G
est lui-méme compact alors G = G.

On pourrait se demander si les groupes de Frobenius linéaires de type fini (donc résiduellement
finis) sont scindés et admettent un complément nilpotent. La réponse est négative : il
suffit de considérer les groupes libres (non-abéliens) de type fini.

Il en va différemment pour les groupes de Frobenius profinis. Pour une présentation
des notions pertinentes, nous renvoyons au chapitre 2 [RZ10].

On appelle n un entier supernaturel un nombre n = Hp p"?, oll n, peut étre un entier ou
et le ppem(n;)ier = [ p

min(nip) max(n;p)

un symbole co. On définit le pged(n;)ier = [[p
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Soit E l’ensemble des sous-groupes normaux ouverts (de fagon équivalente les sous-
groupes normaux fermés d’indice fini), pour H un sous-groupe fermé, on définit 1’indice
[G : H| comme le ppem{[G/U : HU/U| : U € E}. Pour 7 un ensemble de nombre pre-
mier, un w-groupe de Hall est un sous-groupe fermé tel H est un m-groupe (les facteurs
premiers sont dans 7) et 'indice de H dans G est un 7'-groupe (les facteurs premiers
sont dans 7’ et 7’ N7 = &). On peut donc énoncer le théoreme :

Fait 5.2.2.18. /[GHR79, Théoréme 3.6] Soit C < G un groupe profini tel que C est
malnormal. Supposons de plus que C' est un mw-sous groupe de Hall. Alors G = K x C,
K est un sous-groupe ouvert-fermé nilpotent normal et C' est un sous-groupe fermé (et

Remarque 5.2.2.19. On appelle groupe de Frobenius profini un groupe profini qui est
limite projective de groupes de Frobenius finis. C’est une formulation équivalente des
hypothéses du théoréeme précédent

Corollaire 5.2.2.20. Soit G un groupe CSA non-abélien linéaire de type fini. Alors
son complété profini n’est pas un groupe de Frobenius profini.

Démonstration. Supposons que G est un groupe de Frobenius profini. Alors d’apres le
Fait 5.2.2.18, G contient un sous-groupe K normal d’indice fini nilpotent fermé. C’est
un sous-groupe ouvert. Mais G est dense dans G et donc G intersecte non-trivialement
K : G contient donc un sous-groupe normal résoluble, contradiction. O

Pour le moment, nous n’avons pas utilisé le fait que que I'on peut supposer que la
mauvaise paire est composée d’élément semi-simples (sur un corps de caractéristique
nulle). Or, comme en témoigne la démonstration de lalternative de Tits, les éléments
semi-simples interviennent de maniere privilégiée pour construire des groupes libres (a
travers une forme appropriée du Lemme du ping-pong). A cet égard, le résultat suivant
pourrait étre utile.

Définition 5.2.2.21. [GP06] Soient (K, |.|) un corps local, i.e. un corps topologique
localement compact, E un K-espace vectoriel (normé) de dimension finie et g : E — E
un endomorphisme semi-simple (donc diagonalisable). On dit que E = X1 & Xo & X_
est une g-décomposition de E s’il existe des réels r > s > 0 avec X4 # {0} engendré
par les sous-espaces propres de g associés aur valeurs propres dont la valeur absolue est
supérieure ou égale a r, X_ # {0} engendré par les sous-espaces propres de g associés
aux valeurs propres dont la valeur absolue est inférieure ou égale a s, et Xg engendré
par le reste des sous-espaces propres.

Fait 5.2.2.22. [GP06, Théoréme 2.5] Soit E un K -espace vectoriel de dimension fini
pour un corps local K. Supposons que g,h sont des éléments semi-simples de GL(E)
et soient E = X, ® Xo® X_ et E =Y, & Xg® X_ une g-décomposition et une h-
décomposition. Si toutes les intersections Xy _ N (Yo® Y4 _), Yo N (Xo @ Xy ) sont
triviales, alors pour tous entiers m,n suffisamment grands, le groupe (g™, h"™) est libre.

Remarque 5.2.2.23. Dans la démonstration de l’alternative de Tits, pour un sous-
groupe linéaire de type fini (sur un corps de caractéristique nulle), on consideére le corps
finiment engendré par les coefficients des générateurs. Comme c’est une extension de
type fini de Q, pour tout élément x non-nul qui n’est pas racine de l'unité, on peut
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plonger cette extension dans un corps local (K, |.|) tel que |x| > 1. Pour plus de détails
sur Ualternative de Tits, nous renvoyons a [Ben97].

Nous sommes conduits a poser deux questions :

1. Peut-on classifier les groupes de type fini linéaires C'SA composé d’éléments
semi-simples 7 Est-il possible de décrire précisément leur théorie universelle 7

2. Des arguments analogues a ceux utilisés dans la démonstration de ’alternative
de Tits pourraient-ils nous permettre d’établir des criteres pour déterminer si un
groupe linéaire de type fini CSA est un groupe limite 7

Nous proposons maintenant une derniere caractérisation des mauvaises paires spéciales
qui apparaissent comme contre-exemples potentiels a la conjecture de Cherlin-Zilber
pour les groupes rangés définissablement linéaires en caractéristique nulle.

Soit G un groupe rangé et X un ensemble définissable. On dit qu’une action (définissable)
transitive G sur X (notée (G : X)) est génériquement n-transitive si l’action induite sur
X™ admet une orbite générique. De plus, on définit le plus grand degré de transitivité
générique d’une action (G : X) :

gdt(G : X) = sup{n : (G : X) est génériquement n-transitive}

Nous reprenons ici les notions de degré de transitivité générique introduites par V.
Popov (voir [Pop05]) pour les groupes algébriques puis par A. Borovik et G. Cherlin
pour les groupes rangés [BorC08]. Remarquons que la démontration de la scission des
groupes strictement 2-transitifs linéaires repose sur ces idées (voir [GG14]). On rappelle
qu’un groupe algébrique est réductif si son radical unipotent est trivial. De plus, dans un
groupe réductif, le centralisateur d’un élément semi-simple est lui-aussi réductif [Hum?75,
Chapitre VIII. Section 26].

Fait 5.2.2.24. 1. [GG14, Corollaire 2.16] Soit G un groupe algébrique conneze et
H < M < G des sous-groupes fermés. Alors gdt(G : G/M) > gdt(G : G/H).

2. [GG14, Théoréme 2.17] Soient H < G des groupes algébriques réductifs. Alors
gdt(G:G/H) =1

Proposition 5.2.2.25. (voir [GG14]) Soit C < G un groupe de Frobenius linéaire tel
que C' contient un élément semi-simple ¢ central dans C. Si l'action de G sur G/C est
génériquement 2-transitive alors G a un sous-groupe normal abélien non-trivial.

Démonstration. Supposons que G ne contient pas de sous-groupe normal abélien. Quitte
& quotienter par le radical unipotent de G, on peut supposer que G est réductif (I'in-
tersection entre le groupe nilpotent R, (G) et G est trivial).
Puisque C' = Cg(c), on a C' < Cx(c). Or, le groupe Cx(c) est réductif. Par le Fait
5.2.2.24, on a :

gdt(G : G/Cgx(c)) = gdt(G: G/C) > 1

Mais pour des groupes algébriques réductifs G, H, le Fait 5.2.2.24 nous donne ¢dt(G :
G/Cx(c)) = 1, contradiction O

Corollaire 5.2.2.26. Soit C < G une mauvaise paire linéaire contenant uniquement
des élément semi-simples, avec C abélien. Alors gdt(G : G/C) = 1.
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Remarquons que pour les groupes strictement 2-transitifs linéaires, 'existence d’une
décomposition de Bruhat (G = CUCgC') permet de conclure que le degré de transitivité
générique est supérieur ou égal a 2 quand on passe a la cloture de Zariski. De maniere
plus générale, la décomposition de Bruhat (via les sous-groupes paraboliques) pour
les groupes algébriques réductifs joue un role essentiel dans [Pop05] pour établir une
classification des groupes algébriques (réductifs) selon le degré de transitivité générique
(notamment pour borner ce degré).

5.3 Classification des quasi-groupes de Frobenius rangés
du point de vue linéaire

Dans le cadre des groupes définissablement linéaires sur un corps rangé, il est possible
d’établir une classification complete des quasi-groupes de Frobenius de type impair.
Nous obtenons donc :

1. Les (QFP) de type impair définissablement linéaires sur un corps rangé sont
isomorphes a PGLa(K).

2. Les groupes de Frobenius connexes de type impair définissablement linéaires sur
un corps rangé sont scindés. Ils sont de plus résolubles si la caractéristique est
non-nulle.

Théoréme 5.3.0.1. Soit C < G un (QFP) de type impair définissablement linéaire sur
un corps rangé. Alors G ~ PGLy(K).

Démonstration. On rappelle que C' est abélien (Fait 4.3.2.6). Supposons par 'absurde
que C' est un sous-groupe de Borel. Soit B un sous-groupe de Borel faiblement standard
(non-nilpotent). D’apres le Fait 5.1.1.11, il existe g € G tel que B = CY, contradiction.
Par conséquent, il existe un sous-groupe de Borel fortement standard. On conclut par
le Théoreme 4.3.5.1. O

La situation des groupes de Frobenius algébriques est completement élucidée par le fait
suivant :

Fait 5.3.0.2. [Her71, Théoréme 4] Soit C < G un groupe de Frobenius algébrique.
Alors G est scindé.

Théoréme 5.3.0.3. Soit C' < G un groupe de Frobenius conneze rangé de type impair
définissablement linéaire. Alors G est scindé.

Démonstration. On peut supposer que R(G) = {1} : sinon, G contiendrait un sous-
groupe abélien normal A tel que ANC = {1} et d’apres [BN94, Lemme 11.21], G serait
scindé. Comme le centre de G est trivial, G contient donc un sous-groupe définissable
simple normal S (il suffit de considérer I'une des composantes du socle S(G)).

On procede par récurrence sur le rang de G. Soit G un contre-exemple de rang minimal.
Si G était simple et algébrique alors il serait scindé par le Fait 5.3.0.2, contradiction.
De plus, en caractéristique nulle, si G était simple et non-algébrique, il ne contiendrait
pas d’involutions, contradiction (Proposition 5.2.1.2).

On peut donc supposer que S est un sous-groupe propre. Si S N C = {1}, on conclut
par le Fait 4.3.2.8.
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Sinon, on peut supposer que (SN C) < S est un groupe de Frobenius simple. S’il était
algébrique, il contiendrait donc une involution. Or, par hypothese de récurrence, il se-
rait scindé, contradiction. Le groupe G est donc scindé en caractéristique positive (Fait
5.1.2.1).

En caractéristique nulle, on peut donc supposer que (S N C) < S est un groupe de
Frobenius simple non-algébrique qui ne contient pas d’involutions. Il ne contient donc
que des éléments semi-simples, il est recouvert par ses tores linéaires maximaux qui
sont conjugués et autonormalisants (Proposition 5.2.1.2). De plus, S admet des auto-
morphismes involutifs (soit ¢ une involution, ¢ agit sur S non-trivialement car sinon, on
aurait S < Cg(i) < C;).

Le complément S N C contient un tore linéaire maximal : comme S est recouvert par
les tores linéaires maximaux, il existe 1 # g € (SN C)NT, ou T est un tore linéaire
maximal et donc 7' < Cg(g) < (SN C). Par conjugaison des tores linéaires maximaux
(Fait 5.1.1.11), on a S = [J,cg 7% < ;e (SN C)®. Le groupe (SNC) < S est donc une
mauvaise paire simple.

Soit ¢ I'involution contenue dans C, i définit donc un automorphisme involutif (définissable)
de S dont le groupe de points fixes est SN C. Puisque S = F - I (Fait 5.2.1.5), il existe
1 # s € S inversé par ¢ contenu dans un conjugué (SNC’) de (SNC) puisque (SNC) < S
est une mauvaise paire.

Comme (SNC)N(SNC) # {1}, on a (SNC’) = (SN C’). Mais i ne fixe aucun
élément non-trivial de (S N C’) car €’ # C et donc il inverse (S N C') (Fait 5.2.1.5).
Mais (S N C’) est un conjugué de (SN C), contradiction (Fait 5.2.1.5). O

Les propriétés des groupes définissablement linéaires rangés nous permettent également
de décrire la structure des quasi-groupes de Frobenius scindés de type impair. En un
certain sens, ces groupes sont "standards” : on peut plonger le complément dans un
groupe définissablement linéaire sur un corps rangé et en caractéristique positive p > 0,
il s’agit d’un bon tore. Nous obtenons un résultat analogue au théoreme principal de
[CGNVI1] qui décrit la structure des groupes linéaires (sur un corps algébriquement
clos) strictement transitifs pour leur action naturelle.

Théoréme 5.3.0.4. Soit G = A xC un quasi-groupe de Frobenius rangé scindé de type
impair. Alors l'un des deux cas suivants se produit :

1. C < GL,(K), ou K est de caractéristique positive p > 0, et C est un bon tore.

2. C < GL,(K), ou K est de caratéristique nulle et si C' n’est pas abélien alors C a
une structure analogue a celle d’un mauvais groupe : il est recouvert par ses tores
linéaires maximaux. De plus, sa cloture de Zariski est génériquement composée
d’éléments semi-simples.

Démonstration. Soit A; < A un sous-groupe définissable infini C-minimal. Le groupe
Aj est abélien et connexe. On remarque que C agit fidelement sur A; : soit 1 # c € C
tel que A1 < Cg(c), on a A; < Cg(c)® < C, contradiction. En particulier, C' est un
groupe infini d’automorphismes de A;. On distingue deux cas : ou bien A; est divisible
sans torsion ou bien A; est d’exposant fini.

a) A; est d’exposant fini p # 0 : Soient B < C un sous-groupe définissable connexe
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résoluble maximal, et Ao < A; un sous-groupe définissable (infini) B-minimal. On re-
marque que l'action reste fidele. D’apres le Lemme 2.2.1.2, le sous-groupe B est abélien
et on interprete un corps K de caractéristique p > 0 tel que B < K*. D’apres le Fait
1.2.7.2, B est un bon tore. Par le Fait 2.2.1.5, la 2-torsion infinie de C' est centrale, en
particulier Z(C') est infini.

Par le Fait 1.2.3.2, il existe un corps définissable K tel que A; est un K-espace vectoriel
de dimension finie et C' agit linéairement. On peut donc identifier C' & un sous-groupe de
GL,,(K) ou K est un corps rangé (définissable dans (). Quitte & enrichir le langage Lp
(le langage des anneaux) d'un prédicat pour C, on peut supposer que C' est définissable
dans K (la structure reste de RM fini).

D’apres le Fait 5.1.1.4, la décomposition de Jordan reste valable pour les groupes
définissablement linéaires rangés. Montrons que C' ne contient pas d’unipotents et donc
seulement des éléments semi-simples. Soit ¢ € C' unipotent, sa seule valeur propre est
donc égale & un, le sous-espace propre associé {a € Ay : ¢-a = a} est de dimension au
moins égale a un, ce qui implique que ¢ a un nombre infini de points fixes, contradiction.
On peut supposer que C' n’est pas résoluble, sinon on conclut par le Lemme 2.2.1.2.
Les sous-groupes de Borel de C' sont abéliens (ce sont des tores linéaires car les groupes
abéliens composés d’éléments semi-simples sont diagonalisables) et forment une classe
de conjugaison générique. En effet, soit B < C' un sous-groupe de Borel, le groupe dérivé
de sa cloture de Zariski est composé d’unipotents (de méme que B'), ce qui implique
que B est abélien. On conclut grace a la Proposition 5.1.2.5.

b) A; est divisible sans torsion. Par le Fait 1.2.3.3, il existe un corps définissable K (de
caractéristique nulle) tel que C' < GL,(K). Le sous-groupe C' est donc définissablement
linéaire sur un corps rangé. De plus, en procédant comme précédemment, on obtient que
C' est composé d’éléments semi-simples et qu’il est donc engendré par ses tores linéaires
non-algébriques. On peut aussi supposer que C' n’est pas résoluble.

Soit C' la cloture de Zariski de C. La fonction f qui & chaque élément de GL,(K)
associe sa partie semi-simple (décomposition de Jordan) est une fonction définissable.
D’apres le Théoreme 1.11 de [Mar96], on peut trouver une fraction rationnelle r telle
que {c € O, f(c) = r(c)} définit un ouvert générique de C, qui reste générique pour C.
Or, sur C la condition fermée r(c) = c est vérifiée, elle est donc vraie pour C : sur une
partie générique C est composé d’éléments semi-simples (sur la partie non-générique la
fraction rationnelle ne définit pas forcément la méme chose que f). [

Corollaire 5.3.0.5. Soit C' < G un groupe de Frobenius de type impair définissablement
linéaire sur un corps rangé de caractéristique p > 0. Alors G est résoluble.

Le résultat précédent pourrait nous aider a caractériser les sous-groupes de Frobenius
d’un groupe de Frobenius connexe de type impair lorsqu’on ne suppose pas que le
complément de Frobenius est résoluble.
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Résumé : Cette these est consacrée a I'étude de certains groupes de rang de Morley fini de type impair. Dans
un premier chapitre, nous considérons le probleme de la classification des groupes strictement 2-transitifs rangés
du point de vue algébrique des presque-domaines et des presque-corps. Nous étudions les presque-corps rangés de
caractéristique égale a deux et sous une hypothese technique assez forte, nous démontrons que ce sont des corps
algébriquement clos. Une caractérisation des presque-domaines en termes des propriétés du demi-plongement de
la K-boucle additive est également esquissée. Dans un deuxieme chapitre, nous établissons un certain nombre
de résultats sur la théorie des modeles des K-boucles uniquement 2-divisibles w-stables. Le lien avec la notion
de symétron introduite par B. Poizat est exploité. Nous donnons dans ce contexte un analogue de I'analyse de
Lascar des groupes de rang de Morley fini. Dans un troisieme chapitre, la classe des quasi-groupes de Frobenius
- qui contient notamment SO(3, R), PGL(2, C) et GA(1, C) - sera l'objet de notre attention. La question de
Iidentification de ces groupes classiques dans un contexte qui étend celui des univers rangés et des structures
o-minimales est discutée en détail. Dans un quatrieme et dernier chapitre, nous examinons le lien entre le projet de
classification des quasi-groupes de Frobenius rangés et les groupes définissablement linéaires sur un corps rangé.
Une caractérisation des mauvaises paires rangées définissablement linéaires en caractéristique nulle est proposée.
On considere également le probleme de la résolubilité des quasi-groupes de Frobenius scindés de type impair.

Mots clés : groupe de rang de Morley fini, presque-domaine, groupe de Frobenius, K-boucle, symétron.

Study of quasi-Frobenius groups and K-loops of finite Morley rank

Abstract : This thesis is devoted to the study of certain groups of finite Morley rank and odd type. In the first
chapter, we consider the problem of the classification of ranked sharply 2-transitive groups from the algebraic
point of view of near-domains and near-fields. We study ranked nearfields of characteristic equal to two and
under a rather strong technical hypothesis, we prove that they are algebraically closed fields. A characterization
of the near-domains in terms of the properties of the half-embedding of the additive K-loop is also sketched. In
a second chapter, we establish a number of results on the model theory of uniquely 2-divisible w-stable K-loops.
The link with the notion of ”"symétron” introduced by B. Poizat is exploited. We give in this context an analogue
of Lascar’s analysis of groups of finite Morley rank. In a third chapter, the class of quasi-Frobenius groups - which
contains in particular SO(3, R), PGL(2, C) and GA(1, C) - will be in focus. The question of the identification of
these classical groups in a context that extends ranked universes and o-minimal structures is discussed in detail.
In a fourth and last chapter, we examine the link between the classification project of ranked quasi-Frobenius
groups and definably linear groups over a ranked field. A characterization of definably linear bad pairs in zero
characteristic is proposed. We also consider the problem of the solvability of split quasi-Frobenius groups of odd

type.

Keywords : group of finite Morley rank, near-domain, Frobenius group, K-loop, symmetric space.
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