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INTRODUCTION

Ce memoire se situe en TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.
Soient V11 et M111 deux varî tes differentielles la variete V*1

etant supposee compacte sans bord. On ne suppose aucune condition sur les en—
tiers m , η >κ 0 . On note Hom(VnfMm) l'espace des applications differen-
tiables de V*1 dans M111 muni de la topologie C°° , PiiV^M111) le sous-espace
des plongements. Soient k un entier 0 et f un plongement de V31 dans

. Ce memoire a pour objet l1etude des groupes d* homo to pie relatifs
η. (Hoiniv11,!̂11), Pi(vn,Mm), f )· Pour k = 0 le probl&me est de determiner si ■K o
une application continue f : V11 -* rf11 est homotope ou non a un plongement.

Un argument de position generale (cf. III.1.3.) montre que les groupes 
consideres sont triviaux pour 0^ m-2n-1 . Le domaine ainsi defini s'ap- 
pelle le domaine stable.

Moyennant des conditions sur la connexite de f et sur les entiers 
k, m, n, Andre Haefliger a obtenu dans [7] pour k = 0 et 1 certains ren- 
seignements sur ces groupes. II montre que pour 2m-3n-3 0 , toute applica­
tion continue f : V*1 ^  (2n-m+1 )-connexe est homotope a un plongement. II 
montre aussi que le groupe π̂ (Ηοιηζν*1,!̂11), Pi, fQ) est trivial pour 
2m-3n-4 0 lorsque le plongement fQ est (2n-m+2)-cumiexe · line premiere 
etape suivie dans 1'etude des groupes π^(HomCV1,]̂ ), , T^) u consiste a 
generaliser ces resultats pour des valeurs de k 2 . C'est le sujet de these 
que m'avait propose Jean Cerf. J'ai ainsi pu annoncer dans [2] que pour
1 k ̂  2m-3n-3 > n*-n-2 et f (2n-m+k+1 )-*connexe, les groupes cpnsideres
sont triviaux. J'ai pu montrer par la suite (VI prop. 4.2.) que la condition 
k ̂  m-n-2 ne pouvait pas etre supprimee. Par contre on peut supprimer cette

(1) Dans tout ce memoire, les varietes differentielles et les applications dif-
00ferentiables sont supposees de classe C



condition si 1'on modifie la condition portant sur la connexite de f 
(VI prop. 4.1.).

Dans la recherche de groupes π, (Hom(Vtl,Mm), Pi, f ) non triviaux, ilxC O
etait naturel de regarder tout d'abord les groupes correspondent a des valeurs 
de k, m, n situees juste apres le domaine stable, c'est-a-dire telles que 
k = m-2n . Cette seconde etape dans l'etude des groupes π, (Homiv11,]̂ ), Pi, f )j£ O
generalise des theoremes de H- Whitney [2θ] et W.T. Wu [22] sur la suppres­
sion des points doubles isoles. Jfai montre en particulier (cf. VI prop. 2.1. 
cor.) que les groupes consideres etaient pour k ̂  1 , m n+3 > somme directe 
de groupes isomorphes au groupe 2? des entiers ou au groupe des eiitiers
modulo 2. Les resultats de cette etape ont ete annonces dans [3] et legerement 
ameliores par la suite (cf. VI.2.).

La comparaison des deux etapes precedentes m'a suggere que les groupes 
π, (Ηοιηίν̂ ,Μ111), PZ9 f ) avaient un lien avec certains groupes de bordismeJ£ O
normal. Au chapitre I, on definit et etudie ces groupes de bordisme normal, 
groupes qui ont des proprietes analogues aux groupes d'homologie. Au chapitre 
II, on definit et etudie les groupes de cobordisme normal, notion duale a la 
precedente.

Au chapitre IV, on etablit le lien entre les groupes π, (Hom(V*1,!!̂ ), Pi, f )O
et les groupes de bordisme normal. Par exemple, pour ίϋΓ = Rm , on definit 
pour tout entier j 0 un homomorphisme (application pointee si j = O)

“j+1 5 πj f0) — > ,0w2n ; “ )® vW)
OU w2” est une variete compacte definie en IV.1., vW son fibre normal stable
et un fibre vectoriel de base Ŵ n defini en IV. 1. On definit (meme pour
m < n) un element aQ(Vri,m) £ Ω̂ η ( W^.dW2" ; ιηω ® vW) dont lf ordre est une
puissance de 2. On a une dualite de Poincare

Q2n-m+j+1̂ w2n,0w2n ; ““ ® vW) “ ; ιηω) .
aQ et a +̂-| sont definis a partir des notions de families excellentes d1 appli­
cations et de families parfaites df applications, notions introduites au chet-

0-2 .



pitre III-
On demontre alors au chapitre V que aj+«j e3  ̂ 11X1 isomorphisme pour

® 4 3 4 2m-3n-4 et que a (ν̂ πι) =0 si et seulement s*il existe un plonge-
ment de V31 dans Rm «, moyennant la condition 2m-3n-3 > 0 . On utilise pour
cela une methode generalisant a plusieurs parametres les methodes utilisees par
Ao Haefliger dans [7] et fio]- Cette methode consiste a utiliser un modele de
deformation (c-fc V„2o) qui est une extension du modele dlelimination des points
doubles de Whitneyo

Pour une variete Μ01 quelconque, on obtient des resultats analogues (an-
nonces dans [4] 3 cfu IVo3«) dans le domaine 0 <1 k ̂  2m-3n--3 appele domaine
me t as table o Ce domaine eontient le domaine stable 0 <: k ̂  m-2n-1 (sauf le
cas k = 0, n = 0j, m = 1)„

L'etude des groupes π̂ Ηοιπίν̂ ,Μ111), Pi? f ) dans le domaine metastable
est ainsi ramenee a 19etude de certains groupes de bordisme normal ou de co-
bordisme normal* Cela permet au chapitre VI de determiner certains groupes
tu, (Hom(VnsMm), f ) et de retrouver les resultats des deux premieres eta-jc c
peso Au chapitre VII on etend les resultats obtenus au cas ou V11 est une va­
riete a bord et aux espaces d* immersions ·

En. terminant cette introduction, je tiens a remercier Monsieur Jean Cerf 
de m2avoir initie a la Topologie Differentielle et de mJavoir soutenu par ses 
encouragements dans 11 elaboration de cette these dont il a ete le directeur.
Je voudrais aussi remercier Monsieur Andre Haefliger pour les conversations 
que j*ai pu avoir avec luiP et pour les conseils qu'il m'a donnes. Sans cer­
tains de ses travaux? cette these ne serait jamais paruee

Qu.?il me soit permis d*associer a ces remerciements mon professeur 
Monsieur Henri Cartan qui a accepte de presider le jury de cette these, et 
Monsieur Michel Demazure qui a bien voulu faire partie du jury·

Je remercie enfin Madame Parvan du soin qu'elle a apporte en dactylogra- 
phiant ce memoire e

Jean-Pierre Dax 
Centre d'Orsay.

Universite Paris-Sud - Mars 1971
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CHAPITRE I : BORDISME NORMAL.

Etant donnee une paire topologique (X,A) et un fibre vectoriel stable 

ξ de base X , on definit au §1 pour tout entier i >, 0 le groupe de bordisme 

normal de dimension i. de la paire (x9A) a coefficients dans ζ , note 

Ω^(Χ,Α ; ξ). On donne au §2 une interpretation homotopique de ce groupe. Plus 

precisement, on montre que ce groupe est isomorphe au groupe d'homotopie stable 

πΝ+±(τ(ξΝ), Τ(ξΝ|Α)), N > i+2 ; on a note Τ(ξΝ) et Τ(ξΝ|Α) les espaces de 

Thom associes aux fibres vectoriels et ξ^|Α · On montre ensuite que les

groupes Ω^(Χ,Α ; ξ) ont des proprietes du type homologique. En particulier* 

il existe un isomorphisme du type Thom-Gysin.

1 Definition des groupes de bordisme normal.

1.1. Soient (X,A) une paire d'espaces topologiques (Ac: X) et un fibre

vectoriel reel localement trivial de base X et de rang N . On se donne un 

entier i > 0 et l'on suppose N i+2 . On se propose de definir un groupe 

abelien Ω (̂Χ,Α ; ξ^).

On appelle application normale dans (Χ,Α ; ξ̂ ) un triple (A,b,B) dans 

lequel

(a) (Δ,όΔ) est line sous-variete de classe C°° compacte du disque 

DN+i , de dimension i , telle que Δ /f\ = όΔ ;

(b) b : (Δ,όΔ) - (X,A) est une application continue ;

(1) Tous les fibres vectoriels consideres dans ce travail sont supposes reels 
et localement triviaux.



(c) B : νΝ(Δ) - ξΝ est un mcrphisme strict de fibres vectoriels au- 

-dessus de b [i.e. un morphisme de fibres vectoriels qui soit un isomorphisme 

sur chaque fibre], oil ν̂ (Δ) est un fibre normal a (Δ,όΔ) c: (D̂ +i,

Un cobordisme normal entre deux applications normales (A,b,B) et 

(Δ1»b1,B1) dans (x„A ; ξ^), ou Δ et Δ̂  sont deux varietes de dimension 

i , est un triple (δ*,^1?®1) dans lequel

(a?) (Δ'ρόΔ2) est une sous-variete de classe C°° compacte de 

(̂ N+i χ  ̂  ̂ χ l))p de dimension i.+1 , coupant d (D̂ +i x i) et

gN+i-1 χ {o„l} transversalement et telle que Δ® (D̂ +i x {0}) = Δ x {o} , 

Δ* x {1}) = Δ̂  x { 1} ; cn note U = 5Δ3 ĝ +ir-1 x j y variete

compacte de bord dU = όΔ n όΔ̂  (voir figure 1) ;

(b*) b* ; (δ? ,U) -> (X9A) est une application continue telle que

b' | Δ = b , b>|A1 = b1 ;
/ \ N/ \ N
\c*) B8 : v (,Δ*; -* ξ est un. morphisme strict au-dessus de b1 tel que 

Β*|ν(Δ) x {0} = B , Β*|ν(Δ̂ ) x {1} = B̂  · On a note ν̂ (Δ*) un fibre normal 

a Δ1 c: DN+i x I tel que νΝ(Δ7)|Α x {ο} = ν̂ (Δ) x {ο} , νΝ(Δ')|Α̂  x {1} =

1.2

figure 1

N
=  v (Ο



1-3
/ N\On dit que deux applications normales dans vXj>A ; ξ ) sont bordantes 

s'il existe un cobordisme normal entre elles* On montre qu'il s'agit d*une 

relation d1equivalence. On note Q (̂X,A ; ξ̂ ) 1*ensemble quotient et 

[Δ^,Β] ou plus brievement [b] la classe de bordisme normal de (A?b,B).

On met sur Ω^(χΡΑ ; ξ̂ ) une structure de groupe abelien au moyen de

11union dis.jointe :

[Δ1 ,b] + [δ^,^,Β^ = [δ1 ii Δ̂ , B a. B^ ,

lorsque aVi = 0 «> L'hypothese N >, i+2 intervient ici« I/element neutre

s'obtient en prenant Δ = $ . Une application normale dont la classe de bor-
N+i N+idisme normal est nulle s'appelle un bordo Si u s R -* R est un iso- 

morphisme lineaire, [u  ̂(δ) , b o u9 B o u#] est egal a [A,bfB] ou a son 

oppose suivant que le determinant de u est positif ou non®

1 o2 c Comme D̂ +i c= ? toute sous-variete Δ de telle que

Δ SN+±  ̂= όΔ est une sou&-variete de j)N+i+1 telle que Δ /fl = 5Δ ·

De plus on peut prendre (δ) = ν̂ (Δ) X R * De sorte que l1 on peut definir

un homomorphisme suspension

S : Ω±(ΧΡA ; ξΝ) — *· Ω±(χ,A ; ξΝ X R.) 

par s([A9b,B]) = [A,b?B x id(|R)]« En utilisant l2hypothese N ̂  i+2 , on mon­

tre que S est un isomorphisme« II en resulte que le groupe abelien 

Q±(X9A ; ξΝ) ne depend que de la classe de stabilite ξ du fibre vectoriel .

Par suite si ξ est un fibre vectoriel stable de base X et A un sous- 

espace de X , on definit pour tout entier i  ̂0 un groupe abelien 

Qi(x,A ; ξ) = Ω±(χ,A ; ξ̂ ) ou est un representant de rang N ̂  i+2 de ξ ,



1 .4

ξΒ+Η’ = {" X RN'

Ω^Χ,Α ; ξ) est le groupe de bordisme normal de dimension i de la 

paire topologique (XfA) a coefficients dans le fibre vectoriel stable ξ 

de base X .

On note Ω*(Χ,Α ; ξ) = Φ  Ω,(Χ,Α ; ξ), 0.(ϊ ; ζ) = Ω.(χ,0 ; ξ) et
±>0 1 1 1

Ω*(χ ; ξ) = Q j x ,0  ; ξ).

Soient (Υ,Β) une paire topologique et η un fibre vectoriel stable de

base Y · Soient f : (Χ,Α) -* (y,B) une application continue et F : -*

un morphisme strict de fibres vectoriels au-dessus de f . On leur associe un

homomorphisme F„ s Ω.(χ,Α ; ξ) -»Ω.(Υ,Β ; η) defini par1 1
f*(Ĉ ,b,B]) = [Δ,ί o b,F ο B]., Ω^ est ainsi un foncteur covariant.

2 o- Isomorphisme de Thom- Pontr .i agin.

Une methode utilisee par Thom [ 19] et Pontrjagin [15] va nous permettre 

de montrer que le groupe de bordisme normal Ω^(χ,Α ; ξ) est isomorphe au 

groupe d'homotopie stable 9 τ(ξΝ|Α)) pour N i+2 ·

Soit [A,b,B] G Ω^Χ,Α ; ξ). Le morphisme strict B : ν̂ (Δ) -*· , N >, i+2 , 

induit une application continue entre espaces de Thom, t(b) : Τ(ν̂ Δ) τ(ξ̂ ) ·
#

NL’espace du fibre v Δ peut s1 identifier a un voisinage tubulaire de

(Δ,όΔ) cz (d "̂̂ , SN+i )̂. En collapsant le complementaire de ce voisinage, 

obtient une application (D̂ + ,̂ Ŝ +  ̂ -* (τ(ν̂ Δ), Τ(ν̂ Δ|,όΔ))· En composant 

cette application avec t(b), on obtient une application

(dn+\  sn+1" 1) — ► (τ (ξΝ), τ(ξΝ|a ))

on



qui represente un element de π^+ (̂τ(ξ̂ ), τ(ξΝ|Α)). On montre que cet element

ne depend que de la classe de bordisme normal de l'application normale (A,bjB),

et l'on a ainsi defini un homomorphisme

τ ! Ω^Χ,Α ; ξ) — > "N+i(TUN), Τ(ξΝ|Α)) pour N > i+2 .

On definit main tenant un homomorphisme

P ' nN+i(T(ZN) ’ τ(ξΝ|Α)) — ► Ω±(Χ,Α ; ξ) pour N ̂  i+2 .

Un element de π^+̂ (τ(ξ̂ ), Τ(ξ̂ (Α)) est represente par une application continue

h : (DN+1, SN+1"1) — ► (τ(ξΝ), τ(ξΝ|A)) .
NX s*identifie a la section nulle de ξ et par suite a un sous-espace de

Τ(ξ^)o De meme A s'identifie a un sous-espace de Τ(ξ̂ |Α). On peut supposer

1*application h "transversale" a X et 11 application h|s^+*"̂  "transversale”
■" 1 ■" 1a A · La paire (δ*5Λ) = (h~ (x ) 9 h" (A)) est alors une sous-variete compacte

de DN+1 telle que Δ fF\ SN+1“1 = dL· . On pose b = h|A : (Δ,όΔ) -* (X,A).

L’application h est transversale a X · Elle induit done un morphisme strict 
N/ \ NB ; v ν.ΔJ -♦ ξ - On montre que la classe de bordisme normal de 1' application

normale (A,b,B) ne depend que de la classe d'homotopie de h et l'on pose

p([VI) = [>,bfB].

II resulte des definitions de τ et p que τ o p = id , p ο τ = id ,
-1de sorte que τ est un isomorphisme et p = τ  · τ  est 11 isomorphisme de 

Thom- Pt>n tr .i agin.

En particulier, en prenant (X,A) = ({*}, 0) 9 on montre que 

Ω^(* ; 0) K π? ού π? z 7Ê+i(sN), N > i+2 9 est le i-stem des groupes 

d'homotopie stables des spheres·

1.5



3 o- Proprietes du type homologique.

Notons (ê  , e^9oo., ^ase canon!que de IR̂+  ̂. L* orientation
/■ r Ν+ί— 1 /. Xconsideree sur S sera 1J orientation definie au point ê  par le repere

(ê ? e ,··β9 identifie SN+'i’—1 {e ̂} a pĝ  diffeomorphisme

compatible avec les orientations*

Soit (A,b,B) une application normale dans (Χ,Α ; ξ) . όΔ est une sous-

variete compaote de Ŝ +i™ ̂ « Si ê  όΔ 9 vue 11 identification precedente*
* * oN+i— 1on peut- considerer 5Δ comme une sous—variete compacte sans bord de D .

De sorte que l'on peut definir un homomorphisme bord

d : Ω±(Χ,Α ; ξ) --> Ω±./Α 5

par ό([Δ^,Β]) = [όΔ9 bjdA, Β|ν(όΔ)] · δ est un morphisme de foncteurs. 

Proposition 3.1 On considere les inclusions i ; A -* X et j s (Xŷ O “* (Xj»A) - 

La suite d^omomorphismes

>..-*0±(Α ; ξ I A) Ω±(Χ ; ξ) -ϋ* Ω±(Χ,Α ; ξ) 0±_1 (A j  ξ|Α) - ...

est exactec On l'appelle suite exacte de bordisme normal du couple (Χ,Α ; ξ).

L'assertion est evidente sauf 1·inclusion Ker 5 c Im e Demontrons 

auparavant le lemme suivant s

lemme - Soit (A1,bJ>B) une application normale dans (Χ,Α ; ξ) « Soit Δ̂  une

sous-variete compacte de codimension 0 de Δ * ayant eventuellement des an-
-1 / \ ° gles c On suppose que b (.Ay contienne Δ — Δ̂  - Alors

0,b,B] = [A^bjA^BlvCA^] f. Ω±(Χ,Α ; ξ).

Demonstration du lemme.. Moyennant certaines considerations sur les angles,

un cobordisme normal entre les applications normales (A,b,B) et

Io6



(δ̂  9 Ι̂δ̂ , β| ν (δ̂  )) est donne par (δ1 j,be9B*) ou Δ* = Δ x I 9 b® = b o pr̂  9

B* = B o pr̂  o On identifie Δ a Δ x ίθ} et Δ̂  a Δ̂  x {1 } „

Demonstration de Ker d c Im «, Soit [A,b9B] £ Ω^(Χ9Α ; ξ). Dire que

d([Aj,b?B]) = Ο n c'est dire qu'il existe une sous-variete compacte U de

DN+i telle que δΔ = U S1̂ ""^ « une application continue c : U -*■ A 9 et

un morphisme strict G s v(u) ξ|Α au-dessus de c tels que ο|όΔ = b|dA ,

θ|ν(όΔ) = Β|ν(δΔ)ο Considerons la variete recollee Δ* = Δ U ; c'est une
5Δ

variete compacte sans bord» Notons b* ; Δ' X 1 * application bUc * Le mor*- 

phisme strict C permet de prolonger le morphisme strict B en un morphisme 

strict B* : ν(Δ’) ξ au-dessus de b· · D’apres le lemme., on a 

[>’,b',B·] = [APb3Bj dans Ω±(Χ5Α ; ξ)«

Proposition 3°2o- Soient ζ ejfc η deux fibres vectoriels stables de bases
N NX ert Y o Soit F s ξ x I -* η un morphisme stricto On note Fq et_ F̂  

les restrictions de F a, x {o} et_ X { 1} ° Alors les homomorphismes 

(P0)# £t_ de Ω̂ (Χ ; ξ) dans Ω*(Υ ; η) sont egaux.

Demons tr at ion« Notons £9 fq et f̂  les projections de F, Fq et F̂  

sur les bases e Soit [δ,b,B] ion element de Ω̂ (Χ ; ξ) « Un cobordisme normal 

entre (δ, fQ o br F̂  ο B) et (Δ,ί̂  o b, F̂  ο B) est donne par

(Δ x I* f o (b x id(I))3 F ο (B x id(l))«
/ \ — oProposition 3c3o- (excision) * Soit U un sous-e space de A tel que U c  A .

Alors 1* inclusion i : (X-U, A-U) -* (xpA) induit un isomorphisme

i* s Ω*(Χ-υ9 A-U ; ξ|Χ-υ) - Ω*(ΧΓΑ ; ξ) ο

Demons tr at ion» Montrons la surjectivite de î  9 la demonstration de

1-7



1.8

11 injectivite est analogue. Soit [Δ,ΐ>,Β] un element de Ω̂ .(Χ,Α ; ξ). II existe

une fonction differentiable φ s Δ -* fô l] egale a 0 sur b̂ (X-A)., a 1

sur b̂ (u), et qui est transversale a la valeur 1 /Z ainsi que φ|όΔ « Consi—

derons la variete = φ ([θ9ΐ/2])«. D'apres le lemme les applications normales

(A,b9B) et (Δ. 9 bjA-9 Β|ν(Δ,)) represen tent le meme element de Ω„(Χ9Α ; ξ) . i l l
Mais (Δ , ^|δ^ρ Β|ν(Δ̂ )) represente aussi un element de Ω*(Χ-υ* A-U ; ξ|Χ-ϋ).

4o— Consequences des proprietes homologiques c 

4c1. On suppose que l’espace X est pointe ; notons * le point de base.

On definit alors des groupes reduits Ω (̂Χ ; ξ) par £L(X ; ξ) = Ω̂ (Χ,* ; ξ). 

Dfapres la suite exacte de bordisme normal du couple (X,* ; ξ)Ρ ces groupes 

reduits entrent dans la suite exacte

• · ·-* it® — ► Ω±(χ  ; ζ) — *· £k(X ; ξ ) -»

Si le fibre ξ est trivial., le morphisme inclusion ξ̂ | {*} -* admet une 

retractiono Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0 — * π3 — *· Ω.(Χ ; ο) — * Ω. (X ; 0) -> 0X ± ' 1 ’ '

et l'on a Ω.(Χ s Ο) s @ Ω„(Χ ; 0) <■ On a note 0 la classe de stabilite 1 1 1 7 '

du fibre trivial ξ «,

4o2o Pour chaque triple X => A B et chaque fibre vectoriel ξ de base X s 

on a μηβ suite exacte d!homomorphismes

. . . - * Q ± (A,B ; ξ I A) -  Q± (X,B ; ξ )  -  Ω± (Χ,Α  ; ξ )  -» Ω ±_ ν(Α,Β ; ς | Α )

Εη prenant Β = {*}, * £ A on montre que pour tout couple (x,A)* on a la 

suite exacte

c. ο—» Ω̂ ( A 9 ζ J A) Ω̂ (Χ ; ξ ) Ω^(Χ9 A ; ξ )  ̂ 5 ζ I ̂0 ~~>a ° °



4«3. On note SX la suspension usuelle de X , a savoir l'espace X x I avec 

X x 0 et X x 1 identifies chacun h un point. On identifie X avec X x 1/2. 

On considere les cones

C_=Xx [0,l/2]/3&<0 , C+ = Xx[l/2,l]/ w  

Soit ξ un fibre vectoriel stable de base SX . On a alors des isomorphismes 

£2±(SX ; ξ) ft* Q±(SX, C+ ; ξ) s Qi(C_, X ; ξ|θ_) * 5 ξ| X) -

On a done s

Proposition 4.3.1 Pour tout fibre vectoriel ξ de base la sphere S*1 , on _a 

Q^S11 ; ξ) « nj_n ·

5 Relations avec les groupes d^omologie o

Etant donne un fibre vectoriel ξ de base X 9 on note 3?(ξ) le systeme

local de base X des entiers tordus par les orientations des fibres du fibre

ξ . Si ξ et η sont deux fibres vectoriels de base X 9 on a

*(ξ Φγη) « 2Τ(ξ) ® »(η). Si 1* on note ηξ la somme directe sur X de n exem- X X
plaires du fibre vectoriel ξ et 2Γ(ξ)η le produit tensoriel sur X de n 

exemplaires du systeme local Ζ(ξ) 9 on a 2Τ(ηξ) a Ζ(ξ)η . (ft designant le 

corps des rationnels* on note φ(ξ) = Ζ(ξ) ®  Q .

On definit un homomorphisme μ : Ω ^ Χ 9Α ; ξ) -♦ Η ^ Χ ΡΑ ; Ζ(ξ)) par le dia- 

gramme commutatif suivant (N ̂  i+2) ;

Ω (Χ ,Α  ; ξ) --- t*— ► Η (χ ,Α  ; 2Γ(ξ))

1.9

τ
( Thom- Pon tr j agin )

Φ
(Thom-Gysin)

πΝ+ι(τ(ξΝ)»Τ(ξΝ|Α)) ----► Η (τίξ^,τίξ^Α))
(Hurewicz)
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Le diagramme montre que μ est h. un isomorphisme yrha un homomorphisme 

de Hurewicz. D'apres le tĥ or̂ me de Hurewicz relatif, on a done s 

Proposition 5.1.- Si_ IL(X,A ; 2Γ(ξ)) = 0 pour i < n , alors Ω^Χ,Α ; ξ) = 0 

pour i < n , et,

(a) μ : Ωη(χ,Α ; ξ) — > Hn(X,A ; »(ξ)) est un isomorphisme ;

(b) μ s Ωη+1(Χ,Α ; ξ) — ► Η^ζΧ,Α ; ζ(ξ)) est un epimorphisme.

Le tĥ orfeme de Hurewicz relatif g6n6ralis£ aux classes de Serre (cf. [17],

9·6··21#) permet d'Etendre la proposition preĉ dente.

Cor oil air e. μ : Qq(X,A j ξ) — * Hq(X,A ; ζ(ξ)) est un isomorphisme ;

μ : Ω̂  ( x ,A ; ξ) — ► Η^Χ,Α ; ίΚξ)). est un Epimorphisme.

Par suite le groupe Qq(x,A ; ζ) est isomorphe It la somme directe des grou-

pes 7 / \ , c £ π (X*A) - {*}, avec m(c) = 0 ou 2 suivant que la restric- m \ c / o
tion de Ζ(ξ) h. la composante connexe par arcs c est un syst&me local tri­

vial ou non [on a not6 I « ST ]. Autrement dit, m(c) = 0 ou 2 suivant que 

la restriction du fibrE vectoriel ξ & la composante connexe par arcs de c 

est un fibr£ vectoriel orientable ou non. Ce r̂ sultat se montre aussi directe- 

ment & partir de la definition de Qq(X,A ; ξ).
ooSoit Δ une varî t£ de classe C compact© avec ou sans bord, de dimen­

sion i . Le groupe Ω^Δ,5Δ ; ν(Δ)), οίι ν(Δ) est le fibre normal stable k 

Δ , contient lf6lement canonique [δ, ίά(Δ), id(vA)]. Cet Element s'appelle 

la classe fondamentale de bordisme normal de la variete Δ1 · Notons 

[δ] = μ([Δ, id(A), id(vA)]) € Η±(Δ,όΔ ; 7(νΔ)). [δ] s!appelle la classe fonda­

mentale d^omologie de la vari£t£ Δ1 .
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Si (A,b,B) est une application normale dans (Χ,Α ; ξ), on peut lui asso- 

cier le diagramme commutatif

Ω±(Δ,δΔ ; νΔ) --ϋ— » Η±(Δ,όΔ ; Ζ(νΔ))

Β *  Β *

Ω±(Χ,Α ; ξ) --£— ► Η±(Χ,Α ; ζ(ξ))

de sorte que l'on a μ o B#(£id(vA)]) = B# ο μ([ϊά(νΔ)]), soit 

μ([Δ^,Β]) - Β#([Δ]) .

Le groupe πΐί+ϊ^^Ν '̂ Τ(ξ̂ | a)) est stable puisque N ̂  i+2 · Par suite, 

si on tensorise 1 fhomomorphisme h de Hurewicz avec les rationnels ft , on 

obtient un isomorphisme. On a done s

Proposition 5-2.- L1 homomor phisme μ ® id(ft) : Ω^Χ,Α ; ξ) ® Q -» H±(x,A ; (̂ξ)) 

est un isomorphisme <.

6 Isomorphisme de Thom- Gy sin.

Soit σ = (Ε,Χ,π) un fibre vectoriel de rang s muni d'une structure 

euclidienne. On note Β(σ) et s(a) les fibres associes, respectivement en 

boules et en spheres de rayon unite. Soit ξ un fibre vectoriel stable de 

base X .

On va tout d'abord definir un homomorphisme

Φ : Ω.(Β(σ), S(a) ; π* ζ) — ► Q. U  ; a ® ξ) .1 1— S
Soit [A,b,B] G Ω.̂ (Β(σ), s(a) ; π* ξ) · On identifie X a la section nulle de 

a - On suppose que 11 application b : (Δ,όΔ) -* (b(o) , S(σ)) est transversale 

a X c  Β(σ). L'espace = b\x) est alors une sous-variete de Δ de classe
ooC compacte sans bord, de dimension i-s . L*application b induit un morphisme
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strict Bq : ν(Δ ; Δ̂ ) -► σ au-dessus de | Δ̂  : Δ̂  -♦ X , οΐι ν(Δ ; Δ̂ ) est 

un fibre normal a Δ̂  dans Δ . Comme ν(Δ̂ ) = ν(Δ ; Δ̂ ) φ ν(Δ)|Δ̂  , (δ  ̂ , 

b J Δ ̂» Bq φ β|δ )̂ represente un element de Ω̂  g(X ; σ φ  ξ)- Cet element ne de­

pend que de la classe [A,b,B] dont on est parti et l1 on pose 

®([AfbfB]) = [ΔΓ b|Ar Βο ΦΒ|Δ1] .

Definissons maintenant un homomorphisme

Ψ : Ω (X ; σθ ξ) — ► Ω,(Β(σ), s(a)  ; π* ξ) .
1— S 1

Soit [δ ,b ,Β ] £ Ω. (X ; σ φ ξ) . On pose Δ = b*(B(σ)), b : b*(B(a)) Β(σ) .I l l  l— s 1 1
L'application normale B̂  : ν(Δ̂ ) σ φ  ξ induit un morphisme strict 

ν(Δ)|Δ̂  -* ξ que l1 on prolonge en un morphisme strict B : ν(Δ) -** π* ξ au-des- 

sus de b . La classe de bordisme normal 0,b,B] ne depend que de la classe 

[δ^,^,Β^ dont on est parti et l'on pose ψ([Δ ,d ,B ]) = [A,b,B]·

II resulte des definitions de Φ et ψ que Φ o ψ  = i d , ψ o Φ  = id 

(on peut utiliser le lemme du §3)· Par suite Φ est un isomorphisme et 

Ψ = Φ . Φ est 11 isomorphisme de Thom-Gysin en bordisme normal.

En ecrivant la suite exacte de bordisme normal de la paire 

(b(c), S(a) ; π* ξ) et en utilisant 11 isomorphisme de Thom-Gfcrsin, on obtient 

une suite exacte de Gysin

Ω . (s (o )  ; π* £|s(o)) — ► Ω.(Χ 5 ξ) — ► Ω. (X ; σ 0  ξ)
1  1 1— S

Si le fibre σ possede une section partout non nulle, le morphisme strict 

π* £|s(a) — > ξ possede une section. La suite exacte de Gysin se decompose alors 

en suites exactes courtes et l1on a

0±(3(σ) ; π* ζ|8(σ)) * Q±(X ; ξ) Φϋ._β+1(Χ ; σ 0 ξ) .



En appliquant ce qui precede au fibre produit pr̂  : Ŝ  x -* Ŝ  ,

on obtient le corollaire suivant (oil 0 designe la classe de stabilite d'un 

fibre vectoriel trivial) :

Corollaire« Qi(Ŝ  x Ŝ· ; 0) » Ω^ε^ ; Ο) φ ; 0) ·

Rappelons que d'apres 4.1. et 4·3·> on a Q̂ Cs31 ; 0) z π? Φ πι_ηβ 

7 De termination de certains groupes de bordisme normal.

On se donne une paire topologique (X5A) et un fibre vectoriel stable 

ξ de base X *

Proposition 7.1.- .Si π.(Χ,Α) = 0 pour 0 ̂   ̂c et tout point de base9J
alors Ω^(Χ?Α ; ξ) = 0 pour 0 ̂  i ̂  c. et tout fibre vectoriel ξ de base X .

Demonstration. Soit [A,b,B] £ Ω.(Χ,Α j ξ), i ̂  c . Puisque π .(Χ,Α) = 0 

pour 0 ̂  ^ c et tout point de base, il existe une homotopie bf : Δ x I X 

telle que b'jA x {o} = b , b'(A x |ΐ)υ5Δ x i) c A . On prolonge, B defini 

sur ν(Δ) x {0} en B* s ν(Δ) x  I -*■ ζ au-dessus de b1 „ (A,b,B) borde 

(Δ X I « , b * 9B 1 ) .

Corollaire. Si 1 * espace X est c-connexe 9 11 inclusion {*} X induit un 

isomorphisme Ω^(Χ ; ξ) « pour i c-1 et̂ un epimorphisme &C(X ; ξ) β

Lorsque le fibre ξ est trivial 9 cet epimorphisme est un isomorphisme.

En effet, on a une suite exacte (4.1.) :

...- π® — > 0±(Χ ; ξ) — *· Ω±(Χ,* ; ξ) - ...

X est c-connexe, autrement dit π̂ (Χ,*) = 0 pour i ̂  c . La proposition 7.1. 

entraine Ω̂ (Χ,* ; ξ) = 0 pour i c , d'ou le corollaire- Lorsque ξ est tri­

vial, on sait (4.1.) que 1 ’homomorphisme π? -* Ω^(Χ ; ξ) est injectif.
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Remarque. Lorsque X est o-connexe, 1'homomor phisme tiS Ω (X ; ξ) n'estc c
pas toujours injectif. Par exemple si X est connexe par arcs et si le fibre

ξ n'est pas orientable, on a Qq(X 5 ξ) * (cf· 5.1. cor.) alors que
s _ 
πο " y ·

La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7«1·. 

Proposition 7o2e- Soit [A1,b,B] un element de Ω^(Χ,Α ; ξ)- On suppose que 

Δ1 = U  (D1  ̂x DJ) _ou φ est 11 application d'attachement d'une anse 

d*indice i-j , 0 ̂  j ̂  i« Alors9 si π .(X,A) = 0 pour tout point de base» 

il existe une application normale (Δ^,^,Β^) dans (Χ,Α ; ξ) telle que 

[A,b,B] = [Δ1 j,b̂ ,Bi| ] dans Ω±(Χ,Α ; ξ).

Demonstrationo Puisque π̂ .(Χ9Α) = 0 pour tout point de base, 1*applica­

tion b s (Δ,άΔ) -* (Χ,Α) est homotope a une application

(Δ,όΔϋ (D1  ̂x D̂ )) -* (Χ,Α) « On utilise alors le lemme du §3.
9

Corollaire. Si n (x ,A) = 0 pour 0 ̂   ̂i-1 ejt tout point de base, tout 

element de Ω^Χ,Α ; ξ) est somme d'elements de la forme [>D:L,bfB] ou D1 

est le disque de dimension i . jjji de_ plus A est connexe par arcs, i ^ 1, 

tout element de Ω_̂ (Χ,Α ; ξ) est de la forme fD1,b,B].

Notons IP̂ l'espace projectif reel de dimension n et le 1-fibre

vectoriel canonique de base IPn - Soit k un entier ^ 0 . D'apres l1 isomor­

phisme de Thom-Pontrjagin, le groupe Ω̂ ΟίΡ11 ; k λ̂ ) est isomorphe au groupe 

ui+̂ (T(k λ.̂ )) pour i  ̂k-2 . Ces groupes sont aussi isomorphes au groupe 

lIi+k(Vn+k+15n+1) pcur Vn+k+1,n+l est la variete de Stiefel
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des (n+1 )-reperes de Rn+ :̂+̂ [cf. VII 1.4· ou encore Husemoller [ ί2] 15··1»7* 

et 15·* 9· 2·]· 011 a done s

Proposition 7«3« On a un isomorphisme Ω  ̂ * k λη> z π ' k ̂Vn+k+1,n+1̂  J22HL

i k-2 o

8.- Revetements a. deux feuillets.

Soit n % X -* X un revetement a deux feuillets· On peut lui associer 

lf involution a de X qui permute deux points ayant meme image par π . 

Soient A un sous-espace de X , A = π (a) et ξ un fibre vectoriel stable 

de base X e L? involution a de X induit une involution 2 de π* ξ · On 

note [Ω^ΧρΑ ; π* ξ)]° le sous-groupe de Ω^Χ,Α ; π* ξ) forme des elements 

invariants par Σ * o

Proposition 8.1.- L1 homomorphisme π* : [ω^(Χ,Α ; π* ξ)]σ -* Ω^(Χ,Α ; ξ) est 

un isomorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes. Le noyau est forme 

dfelements d’ordre 2o

Avant de demcntrer la proposition, on definit un homomorphisme 

s: Q (X,A ; l) - [Ω±(Χ,A j π* ξ)]σ comme suit. Si (A,b,B) est une applica­

tion normale dans (Χ,Α ; ξ), on considere 1*image reciproque de X par b s
λι p rvΔ — — > X

1.15

Δ est un revitement d'ordre deux de Δ , de sorte que l'on a un morphisme 

strict naturel Η : ν(Δ) -* ν(Δ). On pose s([A,b,B]) = [δ,ο, B ο H] . 

Demonstration. Soit [δ,Ιϊ,β] € Ω^Χ,Α ; π* ξ)- On a



s o Tt#([A,b,B]) = [δ il Δ, b ii (α o b), B 1  (ς o B)]. Par suite, si [A,b,B] 

est invariant par Σ* , on a so u#([A,b,B]) = 2[A,b,B]. En particulier le 

noyau de π* i £ω^(Χ»Α ; π* ξ)]σ -* Ω (̂Χ,Α ; ξ) est forme d'elements d'ordre 2.

Lorsque le revetement π : X -* X est trivial, π* o s est la multiplica­

tion par 2. II en est ainsi pour (X»A) = (Dnp S*1 )̂. Nous allons montrer que 

π* o s : Ω^Χ,Α ; ξ) -* Ω (̂Χ,Α ; ξ) est un automorphisme modulo la classe de 

Serre des 2-groupes. II suffit de demontrer le resultat pour A = 0 et d'uti- 

liser le lemme des cinq.

Supposons que π* o s : Ω_̂ (Χ ; ξ) -* Ω^(χ ; ξ) soit un automorphisme modulo 

la classe de Serre des 2-groupes lorsque X est un CW-complexe avec au plus 

k cellules. Supposons que X soit un CW-complexe avec k+1 cellules.

X = X1 U  Dn ou X* est un CW-complexe avec k cellules. On a le diagramme 
Φ

commutatif

; ξ| Dn) — v Ω.(Χ' ; ξ|χ·) — ► Ω.(Χ ; ξ) -* ... 

x(2)

— ^  Ω±+1 1 ; ξ|ΰη) — > Ω±(χ' ; ξ|χ·) — *> Q±(x ; ξ) -  . . .

II resulte du lemme des cinq que π* o s est un automorphisme modulo la 

classe de Serre des 2-groupes.

Lorsque X est un espace quelconque, on considere le systeme induetif 

des applications des CW-complexes finis dans X . Un objet de ce systeme in- 

ductif est une application f : X̂  X , ou Xf est un CW-complexe fini.
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π * 0 s

Un morphisme est une application φ : X -* X telle que g = f ο φi >g g i I ig



On a ^(X 5 ξ) = lim l £*(ξ))> π* o s = 11ιη(π* o ŝ ) . Par suite

π* o s est un automorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes.
cqfd.

On applique ce qui precede au revetement canonique S*1 -♦ pn . On note 

λη le 1-fibre vectoriel canonique de base ^  .

L1 involution Σ : f*1 x definie par Σ (x,t) = (-x, -t) induit un

automorphisme Σ* de ; O). La suite exacte de Gysin du fibre

Dn+  ̂ * induit le diagramme commutatif

0 — ► — > Ω. (S*1 ; o) --► TIS — * o

Ji(-I)ke<l Js, |x(-l)k
0 — *· nS — > Q.CS11 ; 0) — » %3. — » 0 i-η l 7 l

ou les suites exactes horizontales se relevent. II existe done un isomorphisme 

; 0) « π** 0 avec Ê (a,b) = [(-i)k a, (-ΐ)̂ +η+  ̂b] · On a done

d'apres la proposition 8.1· :

Proposition 8.2o- Le groupe abelien Ω.(^ 5 k λ,̂) est isomorphe modulo la 

classe de Serre des 2-groupes h

1.17

0 si n impair, k impair f
s π. 1 si n pair, k pair,
s
πί-η si n pair 9; k impair,

τί3± 0 s
πί-η si n impair e k pair .

On peut*associer cette proposition a la proposition 7.3· pour obtenir 

des renseignements sur les groupes d^omotopie des varietes de Stiefel.



CHAPITRE II : COBORDISME NORMAL..

Etant donnee une paire de CW-complexes finis (x9A) et un fibre vecto­

riel stable ξ de base X , on definit au §1 pour tout entier relatif i 

le groupe de cobordisme normal de dimension i de la paire (x,A) a coef­

ficients dans ξ , note Q1(X,A ; ξ)ο On montre que ces groupes ont des pro- 

prietes du type cohomologique» Lorsque X est une variete differentielle com- 

pacte, il y a entre bordisme normal et cobordisme normal une dualite du type 

dualite de Poincare, ξ etant un fibre vectoriel de rang r et de base 

un CW-complexe fini, on lui associe σ(ζΓ) £ ΩΓ(Χ ; ξ) qui est une obstruc- 

tion a 1*existence d'une section par tout non nulle de ξ ; lorsque 

dim X^ 2r-3 9 c'est 1 •unique obstruction*,

1.- Definition des groupes de_ cobordisme normal .

1.1. Soient (X*A) une paire de CW-eomplexes finis et ξΓ un fibre vectoriel 

reel localement trivial de base X et de rang r „ On note ξ le fibre vecto-
j*riel stable represente par ξ . On se propose de definir pour tout entier

i ί 2 un groupe abelien Q1(x,A ; ξ)ο

On note δ(ξΓ x R) le fibre en spheres associe au fibre vectoriel
pξ x R o Ce fibre possede une section naturelle s definie par

f

s (x) = (o , 1)e On note Γ.(ξΓ) lfespace des sections continues de r̂ x ii — —————

s(cr  x R) egales a s au-dessus de A , muni de la topologie de la con- 

vergence compacte.

On note 3Γ.(ξΓ) la suspension pointee de Γ (ξΓ), le point de baseA. A



etant s ■ On a une application naturelle Sr (ξΓ) -*■ Γ.(ξΓ x IR) . On note
gJC A A

S. 1Japplication composee (j entier >, O)

W 5'»’ y  ^  1'ό+/'5-ηΑ(5Γ)’ 3ξΓ> — ■ V , < rX  x 8>- 35r J  ·
S designant 13 application suspension,,

On appelle groupe de cobcrdisme normal de dimension i ί Z de_ ̂La paire

de CW-complexes finis (x ,A) a coefficients dans le fibre vectoriel stable

ξ de_ base X P le. groupe abelien def ini par

Q1(X,A J ξ) = lim w (ΐ\(ξΝ), β ).
N-* +°° ξ

On a note un representant de ξ de rang N .

On note Ω*(χ,Α ; ξ) = θ  Ω^Χ,Α ; ξ), Ω1(χ ; ξ) = ΩΑ(Χ,0 ; ξ),ϊζΖ
Ω*(Χ ; ξ) = Ω*(Χι0 ; ξ). On a Ω1(* ; 0) w π®± .

1.2. On montre en utilisant le theoreme de suspension (cf. [17], th„8.5o1l]

que 1 * application S. def.in.ie en 1e1e est une bisection pour j  ̂2r-dim X-2r

une surjection pour j ^ 2r-dim X-3« Par suite on a

Ω1(χΡΑ ; t) η % ,(ΓΛ(εΝ)5 s ) pour N >y dim X-i+2 .JM— 1 A £,JN
rEn particulier supposons que ξ ait une section partout non nulle sq e

/ \ rNo tons Γ*Λξ“) 1*espace des sections partout non nulles de ξ 9 egales _a A — —  ——

S Q sur A y muni de la topologie de la convergence compactee On a alors 

Ω1(χρA ; ξ) « s0) pour r >s di“ X-i+3 .

L'espace Γ.(ξΓ) est fr-dim X-l]-connexe. On a done Ω1(Χ,Α ; ξ) = 0A
pour i ,> dim X+1 «

Isi- Soient (y?B) une paire de CW-complexes finis et η un fibre vectoriel
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stable de base Y « Soient f ; (X*A) -* (Yj>B) une application continue et

P ; un morphisme strict de fibres vectoriels au-dessus de f e Au

couple (f9F) est assoeiee une application continue r(F) : Γ_(η̂ ) -* ΓΛ(ξ̂ )B A
definie par P c r(F)(s) = s o f 0 En passant aux groupes d'homotopie, cela

donne un homomorphisme F* s Ω^Υ,Β ; η) - Ω~(Χ»Α ; ξ). Ω* est ainsi un

foncteur contravariant de la categorie des fibres vectoriels stables de base

une paire de CW-complexes finis, avec pour morphismes les morphismes stricts,

dans la categorie des groupes abeliens.

2 Proprietes du type cohomologiqueo

2d o L1 application restriction Γ(ξ̂ ) Γ(ξ̂ | A) est un fibre de Serre de 
/ N \fibre ΓΛξ )* On a done une suite exacte dBhomotopie

Λ

···- V i +1(r(̂ A)) ·*πΗ-ϊ(ΓΑ(ξΝ)) V i (r(?N)) " V i (r(̂ A)) ■*·*·
qui donne la suite exacte (et definit d)

Q1_1(a I ξ|λ) Λ  Ω1(Χ»Α ; ξ) 4^* Ω1(χ ; ξ) -iX Ωχ(α ; ξ|Α)

On a note i 1* inclusion de A dans X et j 1* inclusion de (X9̂ ) dans 

(XfA).

2.2. Soient et deux fibres vectoriels de bases X et Y . Soit

N NF : ξ x I -» η un morphisme strict. On note Fq et F̂  les restrictions 

de F a x 0 et ξΝ x 1 . Alors les applications (F0)* (ί1̂)* de

Γ(η̂ ) dans Γ(ξ̂ ) sent h.omotopes0 Par suite les homomorphismes (®q )*

(F )* de Ω*(γ ; η) dans Ω*(χ ; ξ) sont egauXo

2.5. (Excision). Soit B e  A c  X tel que B <= A . On suppose que
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(X-B, A-B) est une paire de 0\bcomplexes finis. Alors l1inclusion

i : (X-B, A-B) -* (XsA) induit un isomorphisme 

i* : Ω*(Χ,Α ; ξ) -* Ω*(ϊ-Β, A-B ; ξ | X-B) .

En effete 11 application restriction Γ (ξ̂ ) -* Γ (ζ̂ |χ-Β) est un home-a Ac J3
omorphisme.

3.- Consequences des proprietes cohomologiques0

5.1. On suppose que lfespace X est pointe ; notons * le point de base.

On definit alors des groupes reduits Ω1(χ ; ξ) par Ω1(Χ ; ξ) = Ω1 (Χ , * . ; ξ ) . 

D’apres 2.1« ces groupes reduits entrent dans la suite exacte

Ωχ(Χ ; ξ) - Ω1(χ ; ξ) - - Ω1+1(X ; ξ)
Νι \ NSi le fibre .ξ est trivial, le morphisme inclusion ξ | {*} ξ admet une 

retraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0 - Ω^Χ ; ο) -* Ω1(χ ; 0) - π®± - 0 

et l'on a Ω1(Χ ; 0) as π8^© Ω1(Χ ; θ).

Pour chaque. triple X d  A ̂  B , on a une suite exacte

Ω1"1 (A,B ; ξ| A) - Ω1(Χ,Α ; ξ) - Ω1(Χ,Β ; ξ) - Ω1(Α»Β ; ξ| A) . 

En prenant Β = {*} , * ί A 9 on montre que pour tout couple (X,A), on a la 

suite exacte

Ω1“ 1(Α ; ξΓΑ) -* Q1(x,A ; ξ) - Ωχ(Χ ; ξ) - ΩΧ(Α ; ξ|Α) .

Comme pour les groupes Ω̂  (i. 4·3«)> si ξ est un fibre vectoriel 

stable de base SX , le groupe §1(SX ; ξ) est isomorphe au groupe 

Ω (X ; ξ|χ). En particulier Ω^β11 ; ξ) »  ̂.
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4·- Relations avec les groupes de cohomologie.

Soit ξ un fibre vectoriel stable de base une paire de CW-complexes

finis (X,A). On note un representant de rang N du fibre ξ et

la projection de ·

Soit [h] € π„.(Γ.(ξΝ), s ) « Ω1(χ,Α ; ξ), N etant un entier suffi- JM““ 1 ii ζ
samment grand» h est une famille de sections

( s 1* " 1  X X , * X X U S ^ 1 x A) - ( s ( c N x R), s ( x ) )  .
ξ

Par·, suite, on a un homomorphisme

h* : H*(s(cN x R), s N(X) ; ζ(π*+1 ξ)) - (^(Χ,Α ; ζ(ξ)) .

On note Β ( ξ Ν) le fibre en boules associe a « Soit

U  ̂€ Η^(Β(ξΝ), δ(ξΝ) ; 2Γ(π* ξ)) la classe de Thom en cohomologie du fibre 
ζ

N / N\ / N \vectoriel ξ .On note c 2 Β\,ξ ; -* S(,£ x R; 11 application obtenue en

collapsant le bord de chaque fibre de Β(,ξ ; . c induit un isomorphisme 

c *  : ΗΝ( Β ( ξ Ν ) ,  s ( £ N) ; ζ ( π *  ξ ) )  - 2 *  A s ( ξ Ν x  R ) ,  s ^ n ( x )  ; * ( π * +1  ξ ) ) .  

L'element h * [ ( c * )  (̂U )] ne depend que de [ h ] · On pose
ξ

μ([>]) = h*C(c*r'(U J] et l1 on a ainsi defini tin homomorphisme
ξ
μ : Ω1(Χ,Α ; ξ) - ΗΧ(Χ,Α ; Ζ(ξ)) .

On peut aussi, de la meme maniere, definir μ([ΐι]) en partant de

[g] € π̂ , )» s jji) ^ont la suspension iteree est [h] - (l'entier N1
ζ

pouvant etre eventuellement petit).

5-- Dualite de Poincare.

Entre bordisme normal et cobordisme normal, il existe un isomorphisme
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D du type dualite de Poincare, donne par la proposition suivante :
OOProposition 5«1 ·- Soit X une variete de classe C compacte dont le bord 

est la reunion de deux sous-varietes dis.jointes ά ̂X at d^X · Soit ξ un 

fibre vectoriel de base X . existe alors un isomorphisme naturel 

D : Ωη*"1(Χ,ό X ; ξ) ~ Ω±(Χ,θ X j ξ φ ν (x)) ou v(x) est le fibre normal 

stable de X e

Pour demontrer la proposition 5·1·1·» on construit tout dfabord un homomorphisme 

D ί Ο ^ Χ ^ Χ  ; ξ) - 0 ±(Χ,52Χ ; ξ φ v(x)) .

Soit [h] € Qn-1(X,d ̂X J ξ) e *]j.n+i χ(Λ)> * 6tant un entier suffi- 

samment grand, h : ŝ “n+i χ χ*1 -* s(£̂  χ r) est une famille de sections telle 

que h(*,x) = (θχ*ΐ) et h(t,x) = (0χ,1) pour x £ d^X [* etant le point 

de base de Ŝ "n+“*] . On peut supposer que h et h| χ dX sont trans-
η ^  4versales a la section -s β Δ ="h (-s N(x)) est alors une sous-variete

ζ ξ
compacte a bord, de classe C°° , de bord όΔ =Ίι (-s .̂(όΧ̂ ))· Notons 

b : (Δ,δΔ) (Χ,ό^Χ) l'application pr̂  ο 1α\ά . La transversalite donne de 

plus un morphisme strict v(ŝ "~n+:L x x* ; Δ1) au-dessus de b , ou

v(sN-n+i χ n̂  ̂ un fibre normal a Δ"** c: χ f1 e En sush-

pendant ce morphisme strict par l'identite de v(x) ,  fibre normal stable a 

X , on obtient un morphisme strict B : ν(Δ) -* ξ  ® v(x) au-dessus de b · La 

classe de bordisme normal [A»k,B] ne depend pas du representant h de

[h] £ Ωη 1(X,dJjX ; ξ) dont on est parti et lfon pose D(fh]) = [A,b,B] ·
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On construit maintenant un homomorphisme

U ; Q±{X»d2X ; ξφνϊ) - Qn-1(x!,d X ; ξ) .

Soit 0,b,B] € Ω±(Χ»ό2Χ ; ξΦνΧ). Si N est un entier suffisamment grand, 

il existe un plongement Ac gN-*n+i &οη± 1 »image ne contient pas le point de 

base * de e jje m0rphisme strict B : ν(Δ) -♦ ξ 0  v(x) induit un

morphisme strict B̂  ; v(SH- n+1 X X , Δ) - ξ pour N suff isamment grand.

Ce dernier permet de definir une famille de sections h : ŝ "n+ ·̂ χ χ -> $(ξ x R) 

telle que h(*c,x) = (θχ,ΐ) pour x G X et h(t,x) = (θχρΐ) pour x G d^X · 

h represente done un element £h] G Qn 1(X9d^X ; ξ)β On montre que [h] ne 

depend que de et l'on pose U([A,b,B]) = [h] ·

On montre que D o U = identite* U o D = identite,, ce qui aeheve de demon- 

trer la proposition 5c1·

6o- Existence d*une section partout non nulle d*un fibre vectoriel reel. 

Soit ξ un fibre vectoriel reel de base un CW-complexe fini X * On 

va montrerque, pour dim X ̂  2r-3 9 la seule obstruction a l'existence d*une
psection partout non nulle du fibre ξ est un element du groupe abelien 

ΩΓ(Χ j ξ).

6o1o Soient (x*A) une paire de CW-complexes finis et ξΓ un fibre vecto­

riel de base X · Soit s une section de ξΓ telle que s(x) φ 0 pour 

x G A o Quitte a remplacer s par une section homotope, on peut supposer 

que s induit une application s s X -*· Β(ξΓ) telle que s(x) G S(£P) pour 

x G A e
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Par ailleurs on a une application naturelle c ; Β(ξΓ) -* s(£r x R) obte-

nue en collapsant le bord de chaque fibre de Β(ξΓ). Notons

σΛ(ξΓρs (A) = [c o s] C π (r (ξΓ))ο La suspension envoie π (γλ(ξΓ)) dans ο O A. Ο £l.

ΩΓ(ΧΡΑ ? ξ) ο On note σ(ξΓ58 |Α) 1 8image de α^(ξ,Τ 9s\k) dans ΩΓ(Χ,Α ; ξ)* 

Lorsque A = 0 9 on note σ(ξΓ) = a(̂ rss|̂ )o

6o2 o PropositionSi s | A _se_ prolonge en une section par tout non nulle au- 

dessus de X 9 alors σ(ξΓ,3 |Α) = 0 « Reciproquement9 si dim X ̂  2r-3 et si 

σ(ξΓ9s| A) = 0 , la section s | A au-dessus de A se_ prolonge en une section 

partout non nulle au-dessus de X e 

Demonstration,

a) Si sjA se prolonge en une section partout non nulle sur X , s est 

homotope rel A a une section s8 telle que (̂x) ί S(̂ r) pour x ί  X · On 

a done [c o s] = [c o sJ] = 0 dans π0 (ΓΑ(ξΓ))» d'ou σ(ξ9 s|a) = 0 .

b) On suppose maintenant σ(ξΓ,3|Α) = 0 « Si dim ̂  2r-2, d*apres le 

§1o2o cette hypothese est equivalente a σ (ξΓ,β|Α) = 0 . Autrement ditf la 

section c o s  est homotope rel A a la section s  ̂. On en deduit que

s est homo tope rel A a une section partout non nulle s si la suspension 

S s (ff ->7r̂ (Sr) est injective pour i ̂  dim X , surjective pour

i ̂  dim X+1 « Par suite, pour dim X ̂  2r-3 9 s|a se prolonge en une sec­

tion partout non nulle au-dessus de X o
c.q.f.d.

σ(ξΓ) £ ΩΓ(Χ ; ξ) est invariant par tout automorphisme de ΩΓ(Χ ; ξ)
rinduit par un Xr-automorphisme de ξ 0 Cela est evident si l1 on definit
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σ(ξΓ) & partir de la section nulle de ξΓ e Plus generalement, si f : Y -* X 

est une application continue entre CW-complexes finis et si F : ηΓ -* ξΓ

est un morphisme strict au-dessus de f , on a Ρ*(σ(ξΓ)) = σ(ηΓ) .

N6o5o On note la projection du fibre ξ e D* apres la definition de 1'ho­

momorphisme μ i ΩΓ(Χ | ξ) Η1"(X ; Ζ(ξ) ) 9 on a μ(σ(ξΓ)) = s*(Û ) oil s est 

une section de ξΓ et G ΐ^(Β{ξ,Τ) 9 3(ξΓ) ; 2Τ(π*(ξ))) la classe de Thom en 

cohomologie du fibre vectoriel ξΓ o Mais par definition s*(Û ) est la classe 

d1 Euler χ(ξΓ) f. H^X ; ϊ(ξ)). On a done :

Proposition.- L1 image de σ(ξΓ) G ΩΓ(Χ ; ξ) par 1 homomorphisme 

μ : ΩΓ(Χ ; ξ) — H^Cx ; Ζ(ξ)) est la classe d'Euler χ(ξΓ) .

L1 application c : Β(ξΓ) -* δ(ξΓ x fO represente un element 

U0̂  C ΩΓ(Β(ξΓ), 8(ζΡ) ; π*(ξ)) que l'on. appelle classe de Thom en cobordisme 

normal. On a μ(ϋ° ) = U <, De plus, si s s (X90O (Β(ξΓ) ,3(ξΓ)) est une 

section du fibre ξΓ , on a s*(U° ) = σ(ξΓ) .
ξΓ

6.4. On suppose que ^  est une variete differentielle compacte de bord dX

eventuellement vide*, On suppose que dX est la reunion disjointe de deux sous-

varietes d^X et d^X e Soient ξΓ un fibre vectoriel de base X?1 et s

une section de ξΓ , partout non nulle au-dessus de δ̂ Χ. On note a(£rfs|d,|X) =

])(σ(ξΓ, sjd^)) € Qn_r(X,d2X ; ξθνΧ) .

D'apres la definition de D P on peut donner une construction de

σ(ξΓ, s|d X) comme suit· On remplace tout d'abord s par une section telle

que s et sld^X soient transversales a la section nulle X de £ · On 
d r
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11.10

™· 1 ■■ 1note Δ = s (x), sous-variete compacte de bord όΔ = s (d^X). On note b

1*inclusion de (Δ,όΔ) dans (Χ,ά^Χ) · La transversalite induit aussi un 

morphisme strict νΓ (Χ ; Δ) -» ξΓ au-dessus de b . En suspendant ce morphisme 

strict par I'identite de v(x), on obtient ion morphisme strict 

B ; ν(Δ) ^ ξ φ  v(x) au-dessus de b . Alors on a |>,b,B] = ο(ξΓ »8|ό,|Χ) .

6.5. Soit π s X -* X un revetement a deux feuillets. Soit ξ un fibre veo- 

toriel de base X et de rang r . On suppose que X est tine variete diffe- 

rentielle. En 1.8.., on a defini un homomorphisme

s s Qi(X,dX ; ξ) - Ω±(Χ,6Χ ; π*ξ) .

D'apres 6»3·» on a 8(σ(ξΓ)) = σ(π* ξΓ) .

r — / ρ \En particulier, j3i π* ζ  est trivial, on a σ(π* ξ ) = Ο, d*ou

3(σ(ξΓ)) = 0 . D'apres 1.8.1.» σ(ξΓ) est alors un element dont lfordre est

une puissance de 2» II en est done de meme de σ(ξΓ) par dualite de Poincare0



CHAPITRE III s APPLICATIONS EXCELLENTES ET APPLICATIONS PARFAITESo

Dans ce chapitre, on introduit les applications excellentes et les applicar- 

tions parfaites· Ces applications permettront au chapitre IV de faire le lien 

entre les groupes d'homotopie des espaces de plongements et les groupes de bor- 

disme normal0

1«- Definition et etude des applications excellentesc 

lolo Soient Xa et Y*3 deux varietes differentielles (de classe C°°) 9 

f ο X -* Y une application differentiable, f# i τΧ “♦ τΥ son application li- 

neaire tangenteo On note τ*Χ le fibre de base X forme des vecteurs tangents 

non nuls a X «

Definition. On dit que 19 application f est correcte au point x̂  £ X si 

l1application ί̂ |Ε(τ*Χ) : Ε(τ*Χ) -* Ε(τΥ) est transversale a la section nulle

de E(tY) en tout point de Ε(τ* X)«. On. dit que 1 1 application f est correc-
o

te si elle est correcte en tout point x̂  C X „
£L "bSoit f s (r ,0) -> (iR 90) un germe d*application differentiable0 f est

correct a I'origine si et seulement si pour tout vecteur non nul

X = (Χ1?..ο, X&) tel que f̂ (o,X) = 0 , les 2 a vecteurs
a 2

(1.1.1.) 1 < 1 < a » Σ Ζ  xi dTW~  (o)’ 1 < i * a ’i i=1 i j 
bengendrent l*espace vectoriel R

Exemple 1 * Une fonction X -» R est correcte en un point critique si et seule­

ment si c'est un point critique non-degenere.

Exemple 2. Soit r le rang de f au point xq £ X * On suppose que la premiere



derivee de f , f1 s X - J1(X>Y) [ ou est l'espace des 1-jets de

X dans Y] 9 est transversale en xq a la sous-variete des jets de rang r e

Alors 1* application f est correcte.au point xq · Et pour r = inf (a,.b)*-1 p

ces proprietes sont equivalentes«

Munissons X d'une structure riemannienne et notons S(tX) le fibre en

spheres forme des vecteurs tangents a X de longueur uni te« L*application f

est, correcte au point xq £ X si et seulement si 1'application

f Js(^X) s S^X) Ε(τΥ) est transversale a la section nulle de Ε(τΥ) en

tout point de δ(τ X) «
o

On note Hom(X,Y) l’espace des applications differentiables de X dans

Y muni de la topologie « L1 application f -* f̂ \ S(tY) de Hom(XpY) dans

HomCsC'uX), Ε(τΥ)) est continue0 Les applications de s(tX) dans Ε(τΥ) trans- 

versales a la section nulle de Ε(τΥ) forment un ouvert de Hohi(s(tX), Ε(τΥ))« 

Par suite les applications correctes de X dans Y forment un ouvert de 

Hom(x,Y)o Cet ouvert est dense d'apres le lemme de transversalite [utiliser 

par exo ["l3]j> 6o05> lemme fondamental] 0

1 o2o Definitiono On dit qufune application f de_ X dans Y est excellente 

si elle est correcte et si de plus 11 application f x f  s X x X -* Y x Y res- 

treinte au complementaire de la diagonale de X x X est transversale h la 

diagonale Δγ de_ Y x Y «

Exemple s une fonction f s X -* R est excellente si et seulement si cfest une 

fonction de Morse, cBest-a-dire si tous ses points critiques sont non-degeneres
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et toutes ses valeurs critiques distinctes0

Proposition 1c2<»1o- Les applications excellentes de X dans Y forment un 

ouvert dense de Hom(X9Y) muni de la topologie t

Compte-tenu du lemme de transversalite au but? cette proposition decoule 

du lemme suivant s

lemme 0 Soit f s X -* Y une application correcte« II existe un vo is inage ou- 

vert U de la diagonale de Δ„ de X χ X et un voisinage ouvert V" de' Λ 1 — —— —— "

f e Hom(Xj,Y) tels que pour g 6 D" f g x g | U-Δ so.it transversale a, laA
diagonale Δ̂  de Y χ Y .

Ce dernier lemme se demontre a partir du lemme local suivant s

lemme local „ Soit f ο X -*■ Y une application correcte au point xq £ X « II

existe un voisinage ouvert V de_ x̂  f. X ejfc un vo is inage ouvert V* de

f £ Hom(XpY) tels que pour g C , g x g |  V x V -Δ^ soit transversale

a. la diagonale de Y χ Y «,

Demonstrationo On met au voisinage de xq dans X et au voisinage de

f(x ) dans Y des systemes de coordonnees (χ ,,οοο* x ). et (y y, )o 1 a l b
centres en x̂  et (̂x0) 0 Soient x9 xJ deux points distincts voisins de

q* "b "bl’origine dans R „ f x f est transversale a la diagonale de E x R au

point (xjx1) si et seulement si les 2 a vecteurs _~(χ), _~(χ») engen-
i i

drent R lorsque f(x') = f(x)°

Mais on peut ecrire
a

f(x') - f(x) = V ' (χ! - χ.)ο.(χ,χ') 
i=1

(x *) - î-(x) = y ' (xt - χ.) α. .(x,x·) , dx. dx. 4—* x 1 i.j' J ’
3 3 1=
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ou les a. et a. . sont des applications differentiables qui peuvent etre 1 J
ό fchoisies de fagon continue en fonc.tion de f « De plus α̂ (θ) = ?

“i,3(0) “ 53^'°) ·
1 3

Par suite f x f est transversale a la diagonale de IR̂ x au point

(x,x')j x / x1 9 si et seulement si les 2 a vecteurs 
df a—  (x)P 1 s< i N< a , Y 2  (χί - x±) ain 1 4 i 4 * >

\  1"1 a
engendrent R chaque fois que 5"̂  (x· - x ) a.(x«,x8) = 0 o Le lemme locali=1 1 1 1

resulte alors de (ΐ·1.1β)·

1.5. Soient V11 et Μ01 deux varietes differentielles, etant compacte

sans bordo Soit f = (f,) ^ une famille differentiable d*applications de

V31 dans Μ01 telle que f so.it un plongement pour t ε όΐ^ . Soitx
f1 : V11 x I ^ M *  x Ik 18application definie par ί'(χ,ΐ) = (f̂ (x)j> t).

Nous dirons que f est une famille excellente (resp0 correcte) si 1*applica­

tion ff est excellente (resp0 correcte)e

Soit f = (f ) , une famille differentiable d*applications de V31 
t til*

dans M*1 telle que f̂  soit un plongement pour t ί dl^ . Nous allons mon-
]ctrer que l'on peut tou.jours approcher f rel d I par une famille excellente,

En effet, d'apres la proposition 1o2o1e, on peut toujours approcher

f > rel V*1 x dlk par une application excellente h : V31 x Ik -» rf11 x Ik ·

LBapplication ζ : V31 x Ik -ί) definie par ζ (x,t) = (x,.h(x,t)) est un

— 1diffeomorphisme voisin de l8identite« h ο ζ est alors de la forme g* 

ou g est une famille excellente voisine de f 0
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En particulier, pour 0 ̂  k ̂  m-2n-1, on peut tou.iours approcher f 

rel όΐ par une famille de plongements« Le domaine 0 k ̂  m-2n- 1 s'ap- 

pelle domaine stable*

Nous allons demontrer dans ce paragraphe deux lemmes ou interviennent les 

applications correctes et les applications excellentes, lemmes dont nous aurons

besoin au chapitre V -
a b klemme 1.4« 1 · Soit X une sous-variete de Y x I telle que lf application

I diX soit correcte „ Soit u un champ de vecteurs non nuls le long de

a aX tel que <dt,u> = 0 ; on suppose que u est transverse a X le long
a ad’un ferme F de X „ Alors, si k+b-2a-1 >Λ 0 , il existe le long de X un 

chagtp u1 de_ vecteurs non nuls aussi voisin de u que I'on veut, transverse
9la. X , egal a u sur F et satisfaisant a <dt,u8> = 0 «

Demonstration„ On note s(c) le fibre en spheres associe a un fibre

vectoriel ξ β Le champ u de vecteurs non nuls tel que <dt,u> = 0 peut
b k aetre considere comme une section du fibre en spheres s[ (τΥ X I )|x ] · Le

champ u sera transverse a Xa si la section evite N = Ŝ CtŶ  x Γ̂ ) | Χ&]π3(τΧ&)«

L*application t est correcte, cela equivaut a dire que les deux sous-varietes

S[(tŶ  x Ik) | Xa] et s(TXa) de S[t(Ŷ  x Γ̂ ) | Xa] sont transversales <, Par
b k asuite N est une sous-variete de s[ (τΥ X I )|x ] de codimension b-a+k „

b k aDone, si b-a+k >, a+1 , on peut approcher la section u de s[(tY x I )|x ] 

par une section u8 evitant N , egale a u sur le ferme F .

c.q.f«do

III.5



lemme 1o4.2. Soient X, Y, Z trois varietes de dimensions a, b, c, la variete 

Z etant compacte. Soit τ : X Y une application excellente. Soient 

f G Pi(Z,X) et_ A une sous-variete fermee de codimension 0 de Z tels 

que τ o f|A soit un plongemento On suppose realisee la condition (c) sui- 

vante s τ o f|A et. τ|Χ- f(A) sont deux applications transversaleso Alors, 

si b ^ 2c+1 j, on peut approcher f autant que lfon veut par un plongement g 

colncidant avec f sur A et_ tel que τ o g soit un plongement.

La condition (c.) est entrainee par la condition (cJ) suivante qui est in- 

dependante de la variete A : τ o f x τ € Hom(Z x X, Y x Y) est transversale

a Δγ en tout point (z,x) tel que x ^ f(z).

1 1Lemonstr a t ion. On note «̂ (ζ,Χ) le sous-espace de J (z,X) forme des

jets de rang c. . On note N le sous-espace de Ε(τ*Χ) forme des vecteurs

dont 18image par τ* est un vecteur nul de τΥ . LBapplication τ etant

correcte, N est une sous-variete fermee de codimension b de Ε(τ*Χ)« On

ccnsidere 1 “application naturelle

φ : E(s(tZ)) X_ J1(z,x) Ε(τ*χ) z o

(tz ’ V "
φ etant une submersion, P = φ (n) est une sous-variete fermee de codimen-

sion b de E(s(xZ)) Xg Ĵ (Z„X).

f etant un plongementj, toute application g suffisamment proche de f

est un plongemente τ o g est une immersion si et seulement si la premiere

1 1derivee g s Ζ -* Jo(z9X) evite pr̂ (p) . τ o f|A etant un plongement,
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f^|A evite pr̂ i.P). D'apres le lemme de transversalite, si

dim Jo(Zj,X) - dim P dim Z+1 9 i.e. b 2c 9 il existe un plongement g

voisin de f 9 egal a f sur A 9 tel que ĝ  evite pr̂ (p) · τ o g est

alors une immersion.

La condition τ ο ί(Α)πτ o g(Z-A) = f6 equivaut; a dire que
- 1

g|Z-A s Z-A -* X-f(A) evite (u|X-f(A)) (τ o f(A) ) 9 sous-variete fermee de codi­

mension b-c d'apres la condition (c)o DJapres le lemme de transversalite, 

si b-c dim(Z-A) + 1 9 i.eo b >, 2c+1 9 quitte a remplacer g par un plon­

gement voisin egal a f sur A 9 τ o f (Α)Λ τ o g(Z-A) = 0 „

το g sera un plongement si et seulement si g x g : Z x Z - * X x X  
-1

evite (τ x τ) (Δ ) - Δ , sous-variete de codimension b car 1 * application I Λ.
τ est excellenteo g x g J A x Z evite deja cette sous-variete«, D*apres le 

lemme de transversalite au but9 si b ^ 2c+1 9 quitte a remplacer g par un 

plongement voisin egal a f sur A « τ o g est un plongement*
c eqef ede

2 Etude des points singuliers de type Σ ̂ ? ̂ o

Soient et ^  deux varietes differentielles„ On rappelle tout d?a-

bord la definition et quelques proprietes des points singuliers de type e

Definition., v £ V11 est un point singulier de type Σ ̂ 9° dB 11 application 

differentiable f : V11 -♦ M111 s±_ l8 on a. les proprietes suivantes ;

(s ) le rang de f au point v est egal a n-1 ;

(s ) la premiere derivee de f , f̂  : V11 M01) est transversale

au point v a, la sous-variete de l*espace (v*19 M21) (espace des 1-jets de
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V*1 dans nF) formee des .jets de rang n- 1 ;

il suit de la que les points singuliers de f forment au voisinage de v une 

sous-variete S de_ dimension 2n-m- 1 ;

(ŝ ) f | S est une immersion au point v .

Pour n = 2 , m = 3 * on parle de point cuspidal, et pour m = n 9 on 

parle de plio

Soit f : (Rn90) -* (fî O) un germe d'application differentiable tel que

^I(O) = 0 o f admet l'origine comme point singulier de type Σ^’° si et 
dX1.
seulement si

2d f1 ό I(1) les vecteurs 2 ̂  i x< n , d"x~x~■ (0) , 1 N< i ̂  n engendrent 
Xi X1 Xi

m R ;
2

ό f ό f(2) les n vecteurs -— (θ) 9 2 N< i ̂  n , — 5(0), sont lineairement in-ox. N c
1 dx„

dependants e

Si v est un point singulier de type Σ^’° de f s V*1 -* M51 9 il existe

des cartes en v et f(v) telles que f ait pour expression locale

2X ) = ( x . ,  X . , . . . ,  X , X I . , . . . ,  XX „) .
1 n 1 2  n 1 2 1 m-n+r

lemme 2.1. (Propriete universelle des points singuliers de type ).

On considere deux paires  de v a r id te s  p o in tees ,  (V1, v) e t

(W. Z*-2*, m) et un germe de point singulier de type 9 f : (X,v) (z,m),
 ̂ Q M . . . .Tout germe de point singulier de type Σ 9 9 f s (V,v) (M,m), prolongeant 

f , possede la propriete universelle suivante s

Quels que soient la variete pointee (W?w), le germe g : (V,v) -* (W,w)

III.8



et le germe θ i (Z9m) (W,w) tels que θ o f = g|l , il existe un germe 

ψ : (Mgin) *-» (W,w) rendant commutatif le diagramme

III.9

„(W,w)

La differentielle de ψ au point m est independante du choix particulier 

de ψ ·

Demonstrationo f etant un germe de point singulier de type Σ ̂ , il

existe un systeme de coordonnees (a9 x̂  p^) sur ^ au voisinage

de v , nulles en v , et un systeme de coordonnees (ap X̂

p) s?jLr  ̂ au voisinage de m 9 nulles en m , tels que

f* (a o x j o 005 x . ) —— (a 9 xpoeoo x . $ ax 90.0. ax ) .
1 n-p-1 1 n-p- 1 1 m-n-p

On etend le systeme (a, χ^?οο. 9 un systeme de coordonnees

(a9 x x̂  sur V au voisinage de v 9 nulles en v 9 et le systeme

(Ap X.neooo X ,, Υ,,οο,} Y ) en un systeme de coordonnees * Γ n-p-1 1* m-n-p

(A, X<9.oe5 X γ,,».., Y p Y ,.οοο Y .) sur M au voisinage de m ' 1 n-1’ 1 m-n-p9 n-p 9 n-1

nulles en m . On definit un germe de point singulier de type Σ 

f : (V9v) -* (M?m)P prolongeant f 9 par

1,0

2
o'"y "!»···» “η-Γ " ? ““ ~η-Γ —  “ m-n-p’“ n-py' ”ef ~n'fλ(aj Χροοοφ x J — (a 9 xpooop x 9 ax ««οo 9 ax 9 ax ,00.9 ax

Nous allons montrer que f possede la propriete universelle enoncee 

dans le lemme 2«1 Choisissons un systeme de coordonnees sur W au voisinage 

de w 9 nulles en w e La relation θ o f = glx s'ecrit en coordonnees locales

(Χ,ν) (Z,m)
π

(τ,ν) ( Μ . η )
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2si&O X . f β · « · X . p Ο,ββββ 0 ) — Θ (a a X a · · » « X . f 8JC . β · * « | 8X ) o1 n-p-1 1 n-p-1 1 m-rt-p
Pax suite il existe des germes uk : (V,v) -* (W,w), 0 ̂  i ̂  p-1> tels que

2  ̂g(a,x) = e(a , x xn_p_ 1 * ax ax ) + J2 x ± u>.(a,x)
 ̂ i=o

ou χ = (χ 9.·., x̂  )̂ · II existe aussi d'apres Whitney des germes et ;

(V?v) -* (Ŵ w), Q 4 1 4 ν-Ί , tels que

ακ(β?χ) = oĉ Ca ?x) + a >x) «

II suffit done de prendre pour φ le germe defini par

φ(α,χ,υ45.οο, y , y γ ) = θ(α,χ«,..., X 4»υ4» · · · 9 y )1 m-n-p n-p n-r 1 n-p-1* v m-n-p'
P-1 P-1

+ Υ“" X .α.(Α,Χ) + T Y . β.(Α,Χ)4— * n-p+i 1 ’ A—  n-p+i 1 '
1=0 1=0

ou l'on a note X = (ΐ,οοοο X .) 01 n-1
La differentielle de ψ au point m est independante du choix particu- 

lier de φ ; en effet9 la relation ψ o f = g entraine 

§ j w . * & w t  
da

§f-(m) = £jr(v) , 1 N< i 4 n-1
i i

^■U) = d'̂ (v) 5 1 < j « m-n-p, n-p x< j ,< n-1 . 
j D

[Ou encore ; en un point double d de f voisin de m , les images par 

(f ) des espaces tangents engendrent l'espace tangent a M en m ; paro *
suite la differentielle de ψ au point d est independante du choix par-

ticulier de ψ ; on termine en remarquant que m est adherent a l1 ensemble
-ides points doubles de fQ eJ

1 0Montrons maintenant que tout germe de point singulier de type Σ 9 , 

f : (V,v) (M,m), prolongeant f , possede la propriete universelle enon-



cee dans le lemme 2d. <> f poss4dant cette propriete universelle, en pre- 

nant g = f , (W,w) = (Μ,ιη), Θ = inclusion de Z dans M , on montre qu'il 

existe un germe φ s (M,m) -* (M,m) tel que φ o f = f , <p| Z = inclusion de Z 

D'apres ce qui precede, on a

|J  W  -  *  M  .da

3x""(m) = ^ ’ 1 ̂  1 ̂  n~11
1 i

^ ■ U )  = da  lx (y )> 1 ^ ^  m-n-Pp n -P  n< 3 n< ^ 1  ·
3 3

/ 1 oLe point v etant un point singulier de type Σ 9 de f , les vecteurs

precedents engendrent Rm , done φ est un diffeomorphisme local au point

v , ce qui acheve la demonstration du lemme 2.1«, „

3 Definition et description des applications parfaites»

On considere dans ce paragraphe deux varietes differentielles V11 et /  . 

Definitiono On dit qu8une application differentiable f : -+ est parfaite 

si elle possede les proprietes suivantes s

(ϊ5̂) les points singuliers de f sont de type Σ^9® ;

(P ) un point double n'est pas 1*image d*un point singulier ;

(P ) en un point double 6 = f(d̂ ) = f(d̂ ), d̂  ^ d̂  , les images par f̂  

des espaces tangents a ^  en d̂  ejt d̂  engendrent l^space tangent a ^  

en δ ;

(p ) f n*a pas de point triple «.

Pour la fin de ce paragraphe, on suppose que la variete V*1 est compacte 

sans bord.
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D'apres le §2, les points singuliers d'une application parfaite

f i V*1 -* Μ01 forment une sous-variete compacte g2n-m-1 ^  n̂  ̂ points

doubles de f forment dans l'interieur d'une sous-variete compacte

2̂n-m ôn .̂ -̂e ^  Qg-fc f (s) · | D̂ 31"111 = f̂  (δ) est une sou&-variete

compacte sans bord de V11 , possedant S comme sous-variete de codimension

1 o S est aussi 1®ensemble des points singuliers de f|D i D -* Δ et ces

points singuliers sont des plis [i.e. ils possedent une expression locale de
2la forme u_ ) -* (u4, u_,..., u_ )1.

1 2n-m 1 2 2n-m/J

I I I . 12

D'apres le lemme de transversalite, sd 2m-3n-1 0 , les applications 

parfaites de V11 dans forment un ouvert dense de HomCv^M111) pour la

topologie C°° ([7], 2·5ο)« D'apres les conditions (p̂ ) et (P̂ ), une appli­

cation parfaite est excellente.

Soit f = Une differentiable d1 applications de V1

dans Μ211 telle que f̂  soit un plongement pour t € dl^ - Soit 

f8 : V* x Ik -* Μ01 x Ik l'application definie par f'(x3t) = (f̂ (x),t)c Nous 

dirons que f est une famille parfaite si l'application f' est parfaite«,

On montre, en utilisant la meme methode qu'au §1.3o* que pour k ̂  2m-3n-1, 

on peut approcher la famille f rel ό I par une famille parfaite«

igure 2

f
ό Δ



CHAPITRE IV : ETUDE DES ESPACES DE PLONGEMENTS.

Soient V11 une variete differer?tielle (de classe C ) compacte sans 

bords M111 une variete differentielle 9 m9 n >y 0 . On note HomCV^M111) 1 * es- 

pace des applications de classe C de Z1 dans M111 muni de la topologie 

C° „ Pi(V11,Μ®) le sous-espace des plongements o Dans ce chapitre on se pro­

pose d*associer a toute application continue f : V*1 -* if1 une paire topolo­

gique »d¥) et un fibre vectoriel stable de base - Ensuite a 

toute application continue f ; V*1 -* M111 on associera un element 

aQ(f) € Q2n-m^f ,dW,®f Et * tout entjLer k ̂  1 et tout plongement 

f o : V11 - M”1 , on associera un homomorphisme (application si k = l)

ak : ^(HomCAM111), P/, fQ) >dW ; ΘΡ  *

On terminera ce chapitre en enongant le resultat fondamental de ce travail, 

resultat qui concerne «

1»- Construction du fibre vectoriel stable -

On se donne une variete differentielle V*1 compacte sans bord, une va- 

riete differentielle et une application continue f : V*1 -* . On cons-

truit dans ce paragraphe successivement une variete differentielle Ŵ n com­

pacte a bord (eventuellement vide), un fibre vectoriel differentiel ω de 

base ¥ et de rang 1, une paire d*espaces topologiques (if̂ jdw) et un fi­

bre vectoriel stable de base o 

1o1. La variete differentielle Ŵ n c

On construit tout d'abord une variete differentielle Ŵ n compacte sans



bord, munie d'une involution differentiable a 9 de la fagon suivante» On 

note F̂  la sous-variete de jjai
formee des points fixes de a « On prend

- P , c ) = (v“ X V" - Δ„ . a ) ou Δ__ est la diagonale de l/1 x /  et σ v v
s(x,y) = (y?x) . On prend pour F̂  la variete differentielle des sous-espaces 

vectoriels de dimension 1 des fibres du fibre tangent a V*1 « Munissons V*1 

d'une structure riemannienne et notons sCtV*1) le fibre en spheres de rayon 

unite associe au fibre tangent τ"/1 «. Notons (ε ^ O) la variete diffe­

rentielle quotient de sCtV*1) x [-ε, ε] par la relation qui identifie

(t,a) et (-t--a)o F s'identifie a T « La variete differentielle ¥̂ n 
9 a o

s'obtient alors en recollant T et V*1 x V0' - Δ„ «, ε > 0 suffisammentε V
petit * au moyen du plongement

T - T — *· V*1 x V* - Δ_(1) ε ° V
(t,a) i— > fexp(-at), exp(at)] .

wPn f fW est une variete differentielle compacte sans borde σ est une invo-
, ~ 2n ,lution differentiable de W dont les points fixes forment une sous-variete

F̂  de codimension 1, On montre que la structure differentielle mise sur 

(V x V - A^)uF^ pour obtenir Yr est independante de la metrique rieman­

nienne choisie sur if1 . L*application (l)9 prolongee par 1 Application iden- 

tique de l'espace x /■- Δ^ dans lui-meme, definit une application dif­

ferentiable

On note Ŵ n la variete quotient de Ŵ n par σ dans la categorie des 

varietes differentielles. On note r : W W 18 application differentiable
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quotient ; les points singuliers de r sont des plis fi.e. ils possedent une 

expression locale de la forme (û ,..·, U2n) Ug*···* U2n^ * 8S^

une variete compacte dont le bord dW s'identifie a Tq .

1 ,2 o Le 1-fibre vectoriel ω de_ base W ·

lemme 1 „2· 1 . Soit ξ un fibre vectoriel differentiel dont la base X est une 

variete differentielle sans bord, Soit σ une involution differentiable li­

ne aire fibree de ξ « On suppose que les points fixes de σ = σ| X forment 

une sous-variete de_ X de_ codimension 1 - Alors le quotient de ξ

par σ existe dans la categorie des fibres vectoriels differentielss le rang

du fibre quotient est egal au rang de ξ ; le. morphisme quotient r s ξ ξ /' ' σ
est au-dessus de 11 application differentiable quotient r : X X/^ «, 

Demonstration.

a) On suppose que X = Rn , ξ = Rn χ |Rr χ RS et que σ soit donne par

cr(x̂ 9 ·> ο β o Xj > *' βϊ Xp 9 3̂  ̂= (““χί » ^ 2 9 * ° °9 Xn 9 s *e *9 f * °

On a alors σ(χ̂  x̂ ) = (-x̂ * xn)· Le quotient de Rn par σ
✓ ✓ x ✓ n— 1dans la categorie des varietes differentielles est la variete IR+ x R et

1*application differentiable quotient est l1 application r s Rn x IRn"̂
2 „ definie par r(x , x ,β·0? x ) = (x , x ,···, x ). Le quotient de ξ par ai w η 1 n

dans la categorie des fibres vectoriels differentiels et le morphisme quotient 

sont alors donnes par

r : Rn x βΓ x RS --- » (r+ x Rn”1) x Rr x RS

(x , X , Y) ( r(x) , X , x,jY)
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b) On suppose que σ n'ait pas de point fixe. On note Ε(ζ) l!espace 

total du fibre ξ et on considere le quotient Ε(ξ)̂ . dans la categorie des 

ensembles ainsi que l'application quotient r̂  s E(e) ^  munit 

Ε(ξ)/- de 1'unique structure de fibre vectoriel differentiel de base X/ 

faisant de r̂  un morphisme de fibres vectoriels et un diffeomorphisme local. 

Ε(ξ)̂ £> est alors le quotient de ξ par σ dans la categorie des fibres veo- 

tor.ie.ls differentiels et r̂  le morphisme quotient,,

c) Le cas general se dedu.it des cas precedents par recollement«,
c. q o fado

Munissons le fibre vectoriel produit VxR. de base W de 1* involution 

definie par â (xj,a) = (σ(χ)5 -a) o On note ω le 1-fibre vectoriel quo­

tient de W x R par dans la categorie des fibres vectoriels differentiels.

X ** 1Ce quotient existe d'apres le lemme 102o10c Le morphisme quotient r̂  s W x R  -* ω

est au-dessus de .l'application quotient r s W:-*■ W «,
~ ~ / 1 \L'application r s W -* W se releve en un plongement i i W -* Ε(ω )

defini par i(x) = r (xpl)e

IV. 4

1,5c La paire topologique (i?̂ ,P0W)0

On note Λ(ί) le mapping cylinder de l'application continue f s V -» M.

On note Q(c^C[t) ; V) l'espace des applications continues

o ! ([-1> 1], (-1, 1)) - 1 .4 (1 ), V)

muni de la topologie de la convergence uniforme. On note e : Q(ĉ (f) ; V) -> YxV 

l'application continue definie par e(c) = (c(-l)9 c(l))«



Soit s(u>) le fibre en spheres associe a ω « C'est un revetement a

deux feuillets de base W . L*application quotient r : W -♦ W se releve en

un plongement i s W -* Ε(ω) (voir 1o2.) ; cela montre que l1 on a une applica?-

tion continue naturelle Z i S(u)) W « On considere 11 application

μ ο Z % S(a>) V x V o

On definit l'espace comme le quotient du produit fibre de S(u>) et

de Ω M U )  i v) au-dessus de V x V par la relation qui identifie (x9c)

et (-x, c~1)? c  ̂ etant le chemin defini par c~1(u) = c(-u) pour

u  ̂[-1* 1]. On peut identifier V au sous-espace de Ω(ο̂ (ί) ; V) forme des

chemins constants.» Le quotient de S(u*|dW) x V est un sous-espace de V
VxY 1

que I1 on identifie a dW «

L'application e : (f) ; V) V x V est un fibre de Serre. Par suite

la projection pr i S(w) x &(ĉ (f) ; V) -» s(a>) est un fibre de Serre» On
1 VxV

note p s -* W 1'application continue obtenue a partir de pr̂  par passage 

au quotient· C’est un fibre de Serre. Si M est connexe9 la fibre est l'es­

pace ΩΜ des lacets de M issus d'un point donne* muni de la topologie de 

la convergence uniforme0

Remarque 1·3·1ο Lorsque l2application f : V M est un plongementj, on peut 

considerer un espaoe defini de la meme maniere que l'espace en rem-

plagant Ω(^(ί) ; V) par Ω(Μ ; f(v))o Les espaces et ^  ont alors

le meme type d'homotopie*

On note Q(ĉ (f) ; V) le sous-espace de Ω(^(ί) ; v) forme des chemins
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c satisfaisant a

c(u) = (c(-1), 2(l+u)), -1 ^ u ̂  - -J-

c(u) = (c(l), 2(l-u)), ■£· ̂  u ̂  1

c(u) € M c î (f) , - i  { u « £ .

A l'espace Q(c/%(f) ; V) est associe un soua-espace de . L'inclu-

sion est une equivalence d1 homo to pie ·

Soient f et g deux applications continues de V11 dans M*31 . Soit

h = (Il ) une homo to pie de f dans g . On considere une application de λ \CI
Ω(^(β) 5 V) dans f) ; V) qui au chemin c associe le chemin ĉ

defini par

f h2(l+2u)(o(- ’ )) ·

IV. 6

Cette application continue induit une application continue H(h) s )ff

qui est une equivalence d'homotopie, son inverse a homotopie pres etant 
_ _  *  1 —  1H(h" ), h etant l'homotopie de g dans f definie par hT = (h/ \) <

υ “ λ ; . λ € ΐ

Les inclusions c= c; ̂  etant des equivalences d*homotopie,

on en deduit une equivalence d’homotopie H(h) s I? -♦ tSL bien definie a ho- 

motopie pres. On peut meme prendre H(h) de fagon que H(h)|dW = id(dW) ·

1.4. Le fibre vectoriel stable θ̂. .

On definit une application continue q : -* M par passage au quotient 

de l1application composee
pr

S(u) x Q(«̂ (f) ; V) -- ^  Q(e£(f) ; V) — *■ c#(f) - M
VxV c * c.(0)

c (u) = ;(4 u) 1
I u

h2 ( l - 2 u ) ( ° ( 0 ) 4 < u '<



On note P = p x q : f^ -» W x M .

Pour N entier suffisamment grand., on suppose que (w,0w) est une sous-

variete de (dNs S1*-1) et que W fR = dW . On note ν(ν)^”^11 un flbr6

normal a (W*0W) dans (D̂ , S^” )̂ .

On note = (ω̂  ®  τΜ™) Φ  (v(w)^~^n χ Μ), fibre vectoriel differentiel

de base W x M et de rang N+m-2n. On note θ„ „ = Ρ*(θ„), fibre vectoriel def, N N
base et de rang N+ifr-2n . On note (resp. θ) le fibre vectoriel sta­

ble associ£ a Θ„ „ (resp. 0W).
I 9 JM N

Avec les notations de 1.3»* on peut choisir H(h) de sorte que 

o H(h) = P̂  o [On note Ρ̂  l1application P associee a 1*application con­

tinue f ]. Par suite H(h)*(0f) = Θj- §
2o- Definition de 1 Application .

Soient V51 et M11 deux varietes, V11 £tant compacte sans bord» On ne

suppose aueune condition stir les entiers m et n autre que m, n > 0 .

Soit k un entier >, 0 . Soit f = (f, ) _ : V*1 X 1^ -* Μ*0 une famille dif-
t teik

ferentiable d'applications de V*1 dans m” representant

[f] € *. (Horn ( A  Μ*), Pi ( A  iT), f ) pour k 1 [respe une application deJ£ O
V1 dans Μ311 pour k = θ] ·

On se propose de definir un element

<*k( M >  e ο Λ  (?f ,4» ιβ( ).
o o

Un tel element sera represente par une application normale (A,b,B) dans

( tff , dW ; 0f ), oil
o o
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(a) (λ ,0Δ) est une sous-vari£t£ compacte de , de dimension 

2n-m+k , telle que Δ ιίΐ g^+k-1 _ ̂  .

(b) b : (Δ,δΔ) -* ,dW) est une application continue ;
o

(c) B : ν(Δ) -* Θ- „ est un morphisme strict au-dessus de b , oil ν(Δ)
o'

est un fibr6 normal h. (Δ,δΔ) c: (d^+ ,̂ S ^ 6"^).

On notera bQ = p o b  : Α-*ϊ , p : -* W 6tant 11 application continue
o

d^finie au §1.?·.

Bans les paragraphes suivants, on d^finira successivement Δ , b , b eto
B (ηοΐέ aussi B ( f  )).

2.1. Definition de Δ et b .' ” —— ■ —  —  Q

B’aprfcs III.1.3., quitte & remplacer f par une famille voisine, on
wpeut supposer la famille f excellente. μ : W - * T x  V 6tant 1'application

ϋ ** lcd£finie au §1.1., on consid&re 1'application h s W x l  -* Μ χ M dSfinie

par h(x,t) a [^(pr., ο μ(χ)), ο μ(χ))] .

lemma 2.1.1. "h1̂ )  est de la forme BU (P^ x 1^), oil D^n""m+^ est une sous-
M Ofrvari£t£ compacte sans bord de W x l  . invariante par a et transversale

h F x Ik .— a

Demonstration. SI (x,t) εΤι^Δ^) - Fo X Ik , l1 application h est trans­

versale & au point (x,t) car la famille f est excellente. Bone au 

voisinage de (x,t), Τι (Δ̂ ) est une sous-vari4t4 de dimension 2rt-m+k .

Si (x,t) ε  P  x I  cifx I , 1 'application μ  possfcde au voisinage 

de x une expression locale donn£e par le germe & l'origine de
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(Rn x Rn“ 1 X R ------- ►  Rn x R3

(u , v , a) i— > (u-av, u+av)
..n

IV .9

ou u = (u un)p v = (1, vn), v = (v2,..o, vn) o
•̂1 k Par suite ""h (Δ̂ ) - F x I est donne au voisinage de (x,t) pax

f̂ .(u+av) - f̂ _(u-av) = 0 .

L'application f̂ (u+av) - f̂ .(u-av) etant une application impaire de a,

il existe un germe au point (0,t), g = (g ) : (βη x Rn"1 x R) x Ik Rmτ tGI
tel que

(1) ft(u+av) - ft(u-av) = a gt(u,v,a2) „

Done au voisinage de (xpt)r Τι (Δ̂ ) coincide avec la reunion de F̂  et d'un
2ensemble defini par g, (u,v,a ) = 0 · Si g, (o) / 0 «, il n'y a que F . Siτ· t c

g,(o )  = 0 , on a g (u,vsa) = 2(f.) (u,v) d'apres (1). La famille f etantX T T *
2supposee correcteP 1*ensemble defini par g,(u?Vj,a ) = 0 est une sous-variete

de dimension 2n-m+k transversale a F „ Ί
a ceqefode

L 1 involution (x̂ t) (c (x )9 t) de W X 1̂  induit une involution de 

D no tee 9 dont les points fixes forment une sous-variete fermee S de 

D de codimension K  On note Δ = D/̂  9 le quotient etant pris dans la cate­

gorie des varietes differentielles ; on note r ; D Δ l'application diffe­

rentiable quotient (ses points singuliers sont des plis)e Δ est une variete

compacte de bord όΔ eventuellement video
·*■ kOn considere la projection pr̂  s W x I ■-* W . L1 application 

pr^D i D W  est compatible avec les involutions de D et a de W 9

±oe 0 on a a o (pr^D) = (pr^D) ο . En passant au quotient, on obtient



une application differentiable bQ : (ΔρδΔ) -*■ (W?0W) o D etant transversal

a F x 1̂  „ b coupe dW transversalement et b̂  (dW) =  όΔ o 
a 9 o * o '

k - u pr2 On note j : D -* V 11 application composee D cz W x I --- > W -*-> VxV-- **V.

D etant une sous-variete de W x I^ transversale a F x 1̂  p 1 * application

j possede les proprietes suivantes :

( 0  j (d )  Φ  d(aD(d)) s i  d i  S ;

(2) j*|kerd ((σΒ)# + id) n'est pas nul pour d G S .
k kOn considere la projection pr̂  s W X I -* I « L*application

pr^jD ; D -* 1̂  est telle que (pi·̂ ( D) o = pr^D * Par passage au quotient
1 k11 application pr̂ j D induit une application differentiable notee τ s Δ -* I

(dont 1* image τ(δ) est contenue dans 1^=1^'-» 5Γ^)β
 ̂ kD etant une scus-variete de W x I transversale a P x I . il enσ

✓ kresuite que fc x τ s Δ -* W x I est un plongemento Δ peut etre considere c
T  J jrcomme une sous-variete de W x I et lBon a L· ft) (dW x I ) = 5Δ ·

2 o2 . Definition de_ 1* application continue b o

Nous allons relever b̂  dans (fff pdW) 9 c'est-a-dire definir une appl.i~
o

cation continue

b : (δ ,5Δ) -  (\?f ,dW)
o

telle que p o b = b  p p; -* W etant .18 application continue definie
o

au §1o3o o

On definit tout d.8abord une application continue

C = (c,) ; D -* ω(«# (f ) 5 V) par α d€D 0

IV. 10



c-d(u) = (j(o(d)),2(l+u)),-1 < U -1 5 cd(u ) = f( i + 2 u ) T ( r ( d ) ) ^ ^  U ̂  °

cd(u) = (,j (d), 2( 1-u) ) , \ 4. u ^ 1 ; cd(u) = f ̂ 1-2α)τ(Γ(d) ) ̂ ' d^  * 0 u ̂  *

Pour d G S 9 on a c(u) = c(-u), u € [-1, l]«, L’application continue C est

homotope a une application continue C* = (cl) telle que c* soit un che-
d dGD d

min constant pour d G S 9 e o C i = e o C ,  e etant defini au §1c3ao C*

permet de relever l'application bQ en une application continue :

b : (Δ,δΔ) (iff pdW) o 
o

i J o  Definition du morphisme strict B e

L3 application h s W x I Μ x M definie en 2»1e est transversale a

ik / 1c
Δ^ en dehors de x I · Par suite, si on note v(W x I ; Δ) un fibre

normal a Δ cz W x Ik , l'application h induit un morphisme strict (defini

a homotopie pres)

U(f) ; v (w x Ik ; Δ) -  ω 0  τ Μ

a u -d essu s  de P o b ; A - * W x M P P s  W X M e ta n t  d e f in i  en 1o
Au §1 c4»s on a suppose W c  , W /ί̂ = dW . On a done

k  jij
Δ ci W x I c  D x I et par suite

/.vm-2n+N /TT _k α\Πι ^ γ /Tr\N-2n kn. 
v (Δ) = v(W x I ; Δ) 0  Lv(W) x I J j Δ e

En suspendant U(f)r on obtient done un morphisme strict

τϊ /. \m-2n+N
Bo(f) ϊ ν(Δ) - Θ Ν

au-dessus de P o b ζ Δ W x M .

Le fibre vectoriel ^ etant le fibre Ρ*(θ ), le morphisme strict
o9

Bq se releve en un morphisme strict

B(f) s ν(Δ)-2η+Ν - Θ
ftfN
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au-dessus de b ; Δ -► .
o

2^. Definition de 1? application pour k ̂  1 ·

Soient f = ( O  1- g = (g. ) η deux families excellent.es d'appli-t teik t teik
cations de Ψ1 dans m” representant le meme element de π, (HomCV^M111) 9Pi9f^)o
pour k > 1 o D'apres III. prop» 1.2·1· 9 il existe une homotopie excellente 

h = (h, ) v de f dans g [iee. telle que l'applicationtei ,χζι

h*s V*1 x I* x I M* X Ik x I definie par 11* (x,tj,\) = (h+ .(x)»t,\) soit excel­
lente].

A la famille f est associee au §2«3o une application normale B(f). De 

la meme maniere on associe a h un cobordisme normal B(h) entre les applica­

tions normales B(f) et B(g)« B(f) et B(g) representent done le meme ele­

ment de Ω^ ) ° Pour k 1 9 on peut done definir une appli-
o o

cation

ak j ^(HomCv31̂ ) ,  Pi, fQ) — ► k (**f ,d¥ s 0f )
o o

par afc([f]) = [B(f)]«.

Proposition 2.4.1«.- Pour k ̂  1 on pointe 11 ensemble π, (Hom(vnilMm)» Pi, f )<———  —  Q

par * 9 classe d'une famille constante. Alors on â â X*) = 0 ; autrement 

dit0 est un morphisme dgensembles pointeso Pour k ̂  2 , oĉ. est un hemo-

morphisme de groupes 0

Demonstration. Si f = (f,) Ί est une famille de plongements9 on a
t tei*

Δ = 0 9 dJou = 0 o Les definitions des structures de groupes de

^(HomiV^prf11), Ft* f Q) pour k >, 2 et de Ω̂ η ) montrent
o o

IV. 12
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Proposition 2.4.2.- Si "a (o) = {*} pour tout point de base fQ € PiCV^Mm),

alors a1 est injective.

Demons tr at ion. Soient c = (c ) et c * = (c1) : (I, {0,1}, 0)
λ λ£Ι λ λίΐ

(HomCv̂ oM111)«, VZ9 f ) deux chemins excellentso On definit un chemin 

C s (I, {0,1}, 0) -> (HomiV^rf11), Pi , ĉ ) par

cOO = c( 1- 2λ )  , o 4 \  4 ±  ,

C(\) = c' (-1+2λ) , i  4 \ 4 1 .

Quitte a modifier c et c1 au voisinage de λ = 0 , C est un chemin excel­

lent d'origine ĉ  „

On suppose α̂ ([ο]) = a^([cJ]) ; autrement dit B(c) et B(c2) cobordent 

normalemento On en deduit que B(c) est un bord. Comme par hypothese α̂ (θ) = * 

pour le point de base ĉ  , C est homotope rel |0,l} a un chemin de plonge- 

ments. Cela entraine que les chemins c et c1 sont homotopes. Autrement 

dit [c] = [ο·] € π (Ham(Vn,Mm), Pi , fQ).
c o q of.de

2o5« Definition de 11 application a .

Si 18 application f : Ϋ1 -Μ* est excellente, on lui associe 

aQ(f) = [B(f)] £ Ω̂ η m ( f θ̂ )· Supposons maintenant que l'on ait une

application differentiable quelconque f : V11 -*· Μ111 e Soient g une applica­

tion excellente de V*1 dans M111 et h une homotopie de f dans g . Aux 

§1.3· 1.4. on a associe a h une equivalence d'homotopie

H(h) s ()f ,dW) ( tSL,dW) telle que Θ = H(h) (θ„). On pose g i β
aQ(f) = H(h)<Ji>(ao(g)) £ ^^*dW ; θ̂ ) et l*on montre que aQ(̂ ) ne depend
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que de f « On a alors la proposition su.iyante :

Proposition 2.5-1·- .Si f est homo tope a. un plongement § on ja aQ (f) = 0 .

Lorsque = Rm , on pose a( ,(Λ*) = [B0(f)] e Q ^ C W ^ W  5 Θ) . 

a (V^m) joue le meme role que aQ(f) puisque dans ce cas 1 'application 

p : (fcf,d¥) - (W,dV) est une equivalence d'homotopie.

D’apres ΙΙ·6ο4· on a = σ(ιηω) · Le fibre πιω est quotient du

fibre produit s(a)) x Rm par l1 involution (x*a) -* (-x, -a). D’apres II.6.5·» 

on a done :

Proposition 2o5.2o- a^V^m) est un element du groupe Ω2η m ^ ^ W * dont 

l'ordre est une puissance de 2 .

2o6o Cas ou l1on considere une famille parfaite.

On suppose que la famille f = (f.) v est parfaite (cf. 111.3c)· Dans
t ter*

ce cas 1 'application j χ ( τ o r) : I)̂ η" πι+·^— ψ V11 χ 1^ est un plongement

x _n kqui permet d1 identifier D a une sous-variete de V χ I « L'ensemble S 

des points fixes de est alors 1 'ensemble des points singuliers de f1 o

f1 j S est un plongement o
];·On a ταη plongement Δ -* Μ χ I defini par la diagramme commutatif

D — — *■
jx(i 0 r)

f j  ik

Δ s'identifie done a une sous-variete de Μ*11 x · L'interieur de Δ est

forme des points doubles de f1 . Son bord est f'(s) . On a de plus

IV . 14
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3o- Enonce du resultat fondamental.

On se propose au chapitre V de demontrer le theoreme suivant qui consti- 

tue le resultat fondamental de ce travail.

Theoreme A.- Soient V*1 et̂  M*11 deux varietes differentielles de classe 0°° , 

la variete V11 etant compacte sans Jbord.

Soit f : v” ->· une application continue. Si 2m-3n-3 ̂  0 9 f est 

homo tope _a un plongement si et seulement si aQ (f) est 1 1 element neutre du

groupe s2n-m̂  »dW 5 ef) *

Soient k un entier } 1 et. f : V*1 -* Mm un plongement »L* homomorphisme

(application pointee si k = 1).

a, s π, (Hom(v9/ ) 9 P/9. f ) — * , (Ϊ?Λ 9dW ; ΘΛ ) est un isomor-k k * o 2n-m+k f f ------------o o
phislne (bisection si k = 1) pour k < 2m-3n- 3  9 un gpimorphisme (sur.jection 

si k = 1) pour k = 2m-3n- 2  .

Le dcmaine 0 ̂  k^ 2m-3n-3 s'appelle le domaine metastable. II contient 

le domaine stable 0 4 ^ 4  ni-2n-1 · De l'enonce precedent,, on deduit immedia- 

tement le meme enonce en classe (f , r ^ 1 . Cela tient a ce que toute va­

riete de classe Cr 9 r 1 , peut etre munie d'une structure de classe C°° 9 

et tout plongement de classe (F peut etre approche par un plongement de
ooclasse C

Lorsque la variete Μ01 est l1 espace euclicjien Rm , le theoreme A s*enonce 

de la fagon suivante s

Theoreme B Soit V11 une variete differentielle de classe C°° compacte sans
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bord. Si 2m-3n-3 > 0 , il existe un plongement de V*1 dans |Rm si et seule- 

ment si l1element (dont 1 1ordre est une puissance de 2) α (ν̂ ,πι) est lfele­

ment neutre du groupe Ω^η m(W,dW 5 ^  ® v̂ ) · Soient j un entier ^ 0 et 

f : V* -> Rm un plongement. L1homomorphisme (application pointee si j = 0)

«J+1 : ^ ( ^ ( / M ^ ) , : ^ )  — (w,dW ; πιω Φ  vW) 

est un isomorphisme (bisection si j = 0) pour j ̂  2m-3n- 4  , un epimorphisme 

(surjection si j = O) pour j = 2m-3n- 3  ·

On a vu au §2.5· que cxo(Vn?m) = σ(πιω)β Comme σ(ιηω) = Β(σ(πιω)), ou D 

est la dualite de Poincare, d'apres II06e2., lorsque 2m-2n-3 > 0 , 

a <
,m) = 0  si et seulement si le fibre vectoriel πιω possede une section 

partout non nulle.

En II<,1«2· on a note Γ*(ιηω) l'espace des sections partout non nulles 

du fibre vectoriel mu) , muni de la topologie de la convergence compacte· Si 

f : V11 - Rm est un plongement, on peut lui associer 1 1 application partout 

non nulle

v11 X V» - Δν --- > Rm

U  » y) · * f(y)-f(x)

et par suite un element de Γ*(nuo| Vf-dW) - Γ*(ιηω) · On a done un homomorphisme 

(application pointee pour j = o) :

δ : π ( ^ ( W ) ,  £ ) — ► π.(Γ*(πω), s ) .ϋ O J Ο
D*apres 11.1.2 ο, pour 0 4 j 4 2m-2n- 4  , on a un isomorphisme suspension 

S : itj(r*(mu>), bq) -Ξ-* Ω̂ -1 (W ; πιω) « On considere aussi la dualite de Poincare

IV. 16



D :  ̂(W : nuo) — ► Ω,. . . (W,5W ; ιηω φ  vW)· On a la relation2n-m+j+1

â.+  ̂= D o S c δ j, de sorte que l'on peut enoncer le theoreme B sous la forme 

duale suivante :

Theoreme C.- Soit V11 une variete differentielle de classe C°° compacte sans

bord. Si 2m-3n-3 >, 0 , il existe un plongement de V*1 dans Rm si et seule-

2ώ.ment si le fibre vectoriel mto de rang m et de base W possede une sec­

tion partout non nulle« Soient j un entier 0 ejt f : V*1 -» Rm un plonge­

ment . l· * homomorphisme (application pointee si j = 0)

δ : π , f ) ----* π .(r*(ma))» s )j o j o

est un isomorphisme (bisection si j = o) pour j ^ 2m-3n-4> un epimorphisme 

(sur.iection si j = o) pour j = 2m-3n-3 .
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CHAPITRE V : DEMONSTRATION DU RESULTAT FONDAMENTAl·.

Dans ce chapitre, on se propose de demontrer le th^or&me A έηοηοέ au 

chapitre IV. Tout d'abord, dans les §1 h. 4 , on d^montre que le noyau de 

est trivial pour 0 < k ^ 2m-3n-3 · Au §5 on d6duit de la demonstration ρτό- 

c^dente la surjectivite de pour 1 ^ k ^ 2m-3n- 2  .

1 Etude du no.vau de ·

1 *1 - Soient 11° et if  deux varietes, V11 etant compacte sans bord. Soit

une famille differentiable representant 

[f] £ π. (HomiV11,!^11), Pi ( Ά ^ 1) » f ) pour k^, 1 [resp. une application deA· O
V*1 dans iF pour k ■ o]. Si k < 2m-3»-1, on peut supposer la famille f 

parfaite (of. I I I .3 .).. . II lui est alors associe en IV.2· une application 

normale (A,b,B) oil

(a) (Δ,δΔ) est une sous-variete compacte du dlsque , de dimension 

2n^m+k, telle que Α.γΤ\  ̂ m 3 4 , n etant un entier suffisamment grand ;

(b) b i (Δ,δΔ) -* pdV) est une application continue ;
0

(c) B : v ^ B+*a(A)-* θ- m est un morphisme strict aup-dessus de b , οΐχ 

v^"m+2n(^) est un fibre normal k (Δ,ύΔ) c  (D ^ * , gN+lft-1) ^

Cette application normale est un representant de «^([f])· On note

ϊβ · ρ ο ϊ ι 4 · * ϊ , ρ ι ^ · * 1 (  etant 1' application oontinue definie en IV. 1.3.
0

hi- On suppose que a^([f]) ■ 0 et l'on veut montrer dans ce chapitre que, 

pour 0 < k ^ 2nn3n-3  » la classe [f] est egale & * (classe d'une famille 

constants) si k ^ 1 , 1 ' application f est homotope & un plongement si



k = 0 o L'hypothese oĉ ([f]) =0 se traduit par l8existence d8un triple 

(A'pb'pB') dans lequel

(af) (Δ8,όΔ8) est une sous-variete compacte de (DN+kx I, d(D^+kx i)) 9 

de dimension 2n-m+k+19 ooupant d(D^+kx i) et ĝ +k-1 x {o, 1} transversar- 

lement et telle que Δ8 A  (D̂ +k x {Oj) = Δ x {ο} , Δ1 f\ (DN+k x {1}) = $ ; on 

note U = d Δ1 A  ̂x I 9 variete compacte de bord dU = 5Δ ;

(b«) b» s ( Δ , υ )  - (t? .aw) est une application continue telle que
'c

b81 Δ = b ; on note b̂  ~ p o b8 *

(c-) B> s v^m+2n(AV) - 0 est un morphisme strict au-dessus de
o9

bf tel que Β8|ν(Δ) = B 9 ou \ ̂ Δ“ ) est un fibre normal a Δ 8 c: χ  I

tel que ν ( Δ 8) | Δ  x Jo} = ϊ ( δ ) x {o}

Vo2

figure 3°

1o5o On remplace b̂  par une application differentiable voisine telle que 

b̂  coupe dW transversalement et "b̂ (dW) ·- U = δΔ8 - R o Nctons r8 s D8 -* Δ8

rj
l8 image reciproque de r s W -* W par b̂  s Δ8 -* W o !D8 est une variete com— 

pacte de bord D et r'|D = r » Β-»Δ (cfo IVo2 o1<,)«,
** IL* involution σ de W induit une involution de D8 et | T> = .

L8ensemble S8 des points fixes de a^g est une sous-variete de D8 de codi­

mension 19 et S8 fii D = S e



V.3

L'application D1 -* W induit une application s D1 -*· V lorsqu'on
ΡΓρ

la compose avec W —^  V χ V --- * V . On a j’|D = j (cf. IV02.1.) et j'

possede les proprietes suivantes s

(r) d'(d) φ  j*(aD,(d)) si d t  S· ;

(2’) j.jjjker.̂  ((σ^,)* + id) n’est pas nul pour d £ S’ .

1 .4. On note f’ : V χ 1^ -► B x 1^ l’application d£finie par f1 (x,t)=(f (x,t)st) .

On note t (resp. t*) la seconde projection de V x 1̂  (respe Μ x 1̂ ) ·

La famille f = (f, ) , est homo tope rel δΓ^ a une famille de plonge- t t€I*
ments si et seulement si 1 7 application f1 est homo tope a. un plongement par 

une homo to pie h , s £ I 9 fixe sur V11 x d Ik et_ respectant les projections 

sur 1̂  (i.e· telle que tB o h = t pour tout s £ I ).g  — —

Pour deformer f * en un plongement de cette fagon, on utilisera un mo- 

dele de deformation que I*on construira au §2 a partir des donnees (aJ)j> (ba)·

2 o- Construction d'un modele de deformation.

On note la variete Δ1 prolongee le long de Δ par un collier

Δ χ [θΡε]Ρ ε > 0 ; on prolonge de fagon analogue D® en D* ainsi que lesε
applications , r1 et j* eo.

Δ* est une sous-variete de χ I et Δ* χ {ο} = Δ · On note

λ = ργ̂ |δ' et lJon prolonge λ a de fagon que -1 < \(d) < 0 pour
_  >|

d £ Δ χ ]θ9ε] . 0 est alors une valeur reguliere de λ et λ (ο) = Δ .

On note ωΛ, le quotient du 1-fibre vectoriel trivial D* x R par l?in- 
ε ε

volution (d,a) (a^id), -a), (cf- IV. 1.2 .1·)· ωΔ„ s'identifie a b£(o))
ε



οΐι ω est le 1-fibre vectoriel de basd W defini en IV.1.2.. Le plongement

D1 -* D* x R qui h. d £ D' associe (d,l) induit un plongement i : Df -*Ε(ωΑΙ), ε ε ε ε Δε
Soit ξ un fibr£ vectoriel diff&rentiel de base D̂  . On note η le quo­

tient du fibre vectoriel differentiel ξ Φ  σ*. ξ par lf involution a definieDf -Dε
par a(x9y) = (-y* -x)» (cf. IV. 1.2.1.)· η est un fibre vectoriel de base

· On note p : ξ -* η la composition de l1 injection naturelle ζ -* ξ ξ
ε

sur le premier facteur avec le morphisme quotient. Le morphisme p est au-

dessus de r1 2 Df -* Δ1 .ε ε
On considere alors les applications

γ : --- ► Ε(ωΔ,)
ε

d i— *· \(r*(d))i(d)

Γ : Ε(ξ) 1 > ®  ή)
xd »—♦  [γ(<0» p U d)]

On identifie D' & la section nulle de Ε(ξ). ε
lemme 2.1. Γ (resp. γ) est une application parfaite. Pour tout voisinage 

*\y de_ D1 dans Ε(ξ), Γ est homotope h. un plongement par une homotopie Γ 

fixe en dehors de V* et respectant la pro.jection sur η .

La premiere partie du lemme se verifie sans peine. Pour demontrer la se- 

conde partie, on considere une fonction differentiable π : Ε(ξ) [θ,ΐ] nulle 

en dehors de V  , egale a 1 sur D1 . II suffit de prendre

rs(xd) = C (d.)) - ir(xd)s) i(d), p(xd)] .

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons rg comme modele de 

deformation.
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V.6

3e- Premiere etape de la demonstration.

Quitte a remplacer la famille f = (f, ) par une famille voisine aur' t£I
00 / \ k sens C 9 on peut supposer que 1a application ;cf β IV.2-1 .; τ : Δ -* I est

1 kexcellente, que 12 application zj dΔ z d Δ I est excellente et que 11 applica­

tion τ|Δ ~ όΔ est transversale a τ|δΔ « En effet9 Δ est une sous-variete 

de M® x Ik (cf. IV.2.6.) et lJon a τ = “b1 J Δ · II existe done (cf. Ill prop. 

1.2 -1·) un diffeomorphisme rel (Μ"1 x 0Ik)? ; M x Ik Ji) , voisin de 1* iden­

tity, tel que t’ ο j Δ : Δ -* 1̂  ait les proprietes enoncees ci-dessus. On 

note le diffeomorphisme de x defini par

Ĉ (x,t) = (x, t? ο (f ̂_(x) ? t)) ο II suffit alors de remplacer ff par 

ζ1 o f’ ο ζ~1 .

On munit le fibre vectoriel daune structure euclidienne telle que
ε

l1 image du plongement i 2 D* -* Ε(ω^ 2 ) scit formee de vecteurs de longueur
ε

4 1 o On note Ε̂ (α>Δ? ) le sous-espace de Ε(ω^,) forme des vecteurs de .lon-
ε ε

gueur 4 2 « On note p̂  la projection d.u fibre « On demontre dans ce
€

paragraphs la proposition suivante s

Proposition 1e- Si 0 ̂  k ̂  2m-3*i-3 9 il existe des plongements φ 9 ψ et 

une application τ 1 rendant commutatif le diagramme

DBε
4

E2(̂ ' } > Δ
eψ 1 A

x Ik t· . ;k ■ ■■ > 1

et satisfaisant a

(i) <p|D est lf inclusion de D dans V*1 x 1̂  (et par suite ψ|Δ est



kl1 inclusion de Δ dans Μ x I et_ τ* |δ = τ) ;

(ii) _si_ ξ est un fibre normal au plongement φ , le fibre vectoriel 

fi(5)n ψ*(τ Ε2(ωΔ, )) est compose de vecteurs nuls ;
ε

(iii) f'Cv11 x Ik)n ψ(Ε2(ωΔ,)) = ψ ο γ (ί)’) .
ε

k IsSoit τ® s — I une application differentiable prolongeant τ : Δ I

dont 1*image soit situee dans 1'interieur de I . En generalisant III.prop.

1·2·1«9 on montre que, quitte a remplacer τ1 par une application voisine au
OOsens C , egale a τ sur Δ «, on peut supposer que t* est excellente,, 

τ'Ιϋ excellente et que τ'Ιδ* - U est transversale a τ ! | υ
i ε ---------------------------J —  I ε  ε -------------------------------------I £

5.1o Construction du plongement φ .

On va construire le plongement φ en utilisant le §1.3«° On cherche 

φ de la forme j* x τ* or* s IV -* V11 χ 1̂  . On va montrer qu'en remplagant
OO

y  et τ1 par des applications vcisines au sens C 9 sans les changer sur 

D et Δ , on peut imposer a φ d'etre un plongement. Alors φ sera un plon­

gement rendant commutatif le diagramme
rDB — ---> Δ’ε

Φ

ε

ΐ” χ ί  — U  I-

et φ| D sera l'inclusion de D dans IT1 x 1̂  (condition (i))·

5.1.1. On impose h φ d? avoir pour restriction h un vo is inage de D un 

plongement.

On considere sur D un champ v de vecteurs tangents a D1 9 transver- 

ses a D 9 tels que σ*(νχ) = νσ(χ) Pour x € D . II existe sur D un champ
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_n ifu voisin de <p*(v), de vecteurs tangents a v x I , transverses a D et

tels que <dt9u. > = <dt,u / \> pour x £ D . Un tel champ u peut Stre ob- x 0\X/
tenu par position generale car dim(v x I ) >y 2 dim D+1 , i.e· k ̂  2m-3n-1 · 

Ce champ u permet de modifier legferement j· et τ1 au voisinage de D et 

Δ , sans les changer sur D et Δ 9 de fagon a avoir la propriety 3-1-1··

3d q2q On impose a φ d* avoir pour restriction a un voisinage de DUS' un 

plongement«,

On modifie tout d'abord legerement j1 et τ' , sans les changer sur

D et Δ 9 de fagon que la restriction de φ a DUS® soit un plongement*,

Cela est possible par position generale car dimC-/1 x Î ) ^ 2 dim S'+l*

i.e. k ̂  2m-3n-1 ®

DJapre3 1«3eP pour chaque point x G S1 9 j*(ker ((σ^β) + id)) est■* x D* *
un sous-espace vectoriel de dimension 1 de · L"application

etant correcte9 moyennant la condition k ̂  2m-3n-1 v on peut utiliser le 

lemme III«1o4o1o qui permet de modifier legerement Ji(ker ((σ̂ ,) + id)) deX D *
fagon a avoir 3o1o2o«

5o1.5o On impose a φ dfetre un plongement„

Considerons le diagramme commutatif

Vo8

j1 x r* est un plongement d'apres 1ο3ο« φ est un plongement au voisinage
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de DU S' o L®application τ* est excellente, il en est done de meme de

1 * application id(v) x τ? ® Vues les proprietes de 11 application τ* , la 

condition (cf) du lemme IIIe1.4o2e est verifieeo Si k ̂  2m-3n-39 on peut 

done approcher x r* par g tel que (.id(v) x τ1) o g s D̂  V x I soit 

un plongement, g egal a x r’ an voisinage de DUS' ·

Mais r^D* - S' est une submersion. II existe done (quitte a diminuer ε) 

un diffeomorphisme ζ : voisin de l'identite et egal a l'identite au

voisinage de DUS' , tel que pr̂  o g ο ζ = r* · .11 suffit alors de rempla- 

cer y  par pr̂  o g ο ζ pour avoir 3«1o3oo 

Construction du plongement ψ 0

On va construire le plongement ψ en utilisant les donn̂ es (b) et (b1)

du §1« Ces donnees fournissent une application continue L : Ε (̂ωΔ,) -* rf11
ε
jn ktelle que L ο γ = f ο φ ° Notons ψ = L χ (χ* ο p̂ ) : Ε^(ω^,) -* W x I

ε
On va montrer que, quitte a remplacer 1'application L par une application 

differentiable homotope, sans la changer sur γ(ΰ̂ ), ψ est un plongement 

ayant les proprietes indiquees dans l'enonce de la proposition 1.

3o2o 1. On impose a ψ d8avoir pour restriction a un voisinage de γ(ΐ̂ ) un 

plongement,

En utilisant la propriete universelle des points singuliers de type
1 0Σ 9 (cf· III lemme 2.1·), on montre que I1 on peut remplacer L par une 

application differentiable voisine et qu*alors la restriction de φ a un 

voisinage de Δ est un plongement»



Soit v un champ de vecteurs transverses a γ(^ - D) dans Ε^(ω^9)ο
ε

On. constru.it le long de ψ ο γ(ΐ>̂  - D) un champ v8 de vecteurs transverses 

a f'Cv11 x Ik) tels que <dt', ν'ψ (x)> = <d(-c' ο p^, νγ(χ)> » x € - D » 

voisin du champ ψ*(ν) et egal a ψ*(ν) au voisinage de Δ . Cela revient 

a approcher une section d8un (m-n)-fibre vectoriel differentiel de base 

une (2n-nn-k+1 )-variete par une section partout non nulle, ce qui est possible 

par position generale car k 2nt-3*1-2 . Les champs v et v' permettent 

alors de modifier L au voisinage de γ(^ - D) pour avoir 3-2«1o«

5c2o2o On impose _a ψ d'avoir pour restriction a, chaque fibre de E^(ω̂ ,) un
ε

plongement <>

L'application L s Ε̂ ζω̂ ,). - Μ 0 peut etre regardee au-dessus d'un voi—
ε

sinage de chaque point de comme une famille a dim Δ̂  parametres d8 ap­

plications d?un segment dans Μ01 . Par suite, si dim M dim Δ8 + 2 , 

i«ee k 2m-2n-3 9 on peut remplacer L par une application homotope, sans

changer L au voisinage de de fag on que L x p̂  ι Ε̂ (ω̂ , ) Μ“ χ Δ ;
ε

soit un plongemente

5o2o5o On impose h ψ d*etre un plongement.

On note A la region fermee de Ε^(ωΔ,) limitee par γ(ΐ)8) et B la
ε

region fermee exterieure h γ(ΐ)1). A Π® = γ(ΰ8)ο Quitte a reduire ε 9 d'apres 

3o2o1e? on peut modifier L pour que la restriction de ψ a un voisinage de 

B soit un plongement o

Considercns le diagramme commutatif

Vo10



L x est un plongement d'apres 3 ·2 .2 « · L 1 application τ* est excellente,

il en est done de meme de l'application id(M) x τ 1 · L'application τ 9 etant

excellente* la condition (c 8) du lemme 111*1 «4 .2 · est verifiee· Par suite* si

dim(M x 1^) ^ ,2  dim Ε^ζω^,) + 1 9 i .e .  k ^  3m-4n-5 9 il existe un plongement

ε

G voisin de L x , egal a L x au voisinage de B et tel q;xe

x τ 1) o G soit un plongement.

Mais p^ est une submersion. II existe doncun diffeomorphisme

ζ s Ε ^ίω ^ ,)^  voisin de l 8identite, egal a l'identite au voisinage de B 9 

ε

tel que pr^ o G ο ζ = . II suffit alors de remplacer L par pr^ o G c ζ 

pour avoir 3o2.3 ·*

5o2o4« On impose a ψ de satisfaire a la condition (i ii )«

La condition (i i i )  est equivalente a ψ(Ε^(ω^, ) - γ (Β ·))Λ  f ' (v x I1*) = gf .

ε

Quitte a diminuer ε * on peut supposer que l 'on  a 

ψ(Β-γ(Β^)) Π f * (V x 1^) = 0 . D'apres le diagramme oommutatif

T ̂
A-y(D') -- ---- » Μ X (A-y(D· ))

id(M) x (τ' o p ) 
ω

M x Ik

la condition (i ii )  est Equivalente a la condition

- 1

L°(A-Y(d · ) ) ^  [i<i(M) x (τ 1 o p )] [f»(V  x Ik)j = 0  .
CO

Or 1 8 application id(M) χ (τ* o p )  est transversale a f 1 (V x 1^) 9 done

v.11

Ε2(ωΔ.)
ε

Ι ι Χ ρ ω

Ψ

Μ χ Δ '  
ε

id(H) χ τ*
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[id(M) χ (τ1 o Ρω)][ί'(ν χ Ik)] est une sous-variete de Μ x (A-y(Dl )) de

codimension (m-n). D'apres le lemme de transversalite, si dimCA-yCD'))  ̂m-n-1P

i.e. k< 2m-3n-3, on peut modifier legerement 1'application L sur E(a^f),
4.ε

sans la changer au voisinage de B , pour que ψ satisfasse a la condition (iii). 

4·- Deuxieme etape de la demonstration.
j lOn note ξ un fibre normal au plongement φ : D1 -* V χ I . Au §2« on aε

associe au fibre ξ un fibre η de base Δ1 . On met sur le fibre η uneε
structure euclidienne. Dans ce paragraphe, on se propose de demontrer la pro­

position suivante :

Proposition 2«- Si 0 ̂  k ̂  2m-3n-3 9 il. existe un voisinage ouvert u _de_

Ε^ζω^) dans Ε̂ (ωΔ, Φ η), des plongements Φ et. ψ , et une application 
ε ε

T affine sur chaque fibre 0 rendant commutatif le diagraming (p) suivant

"r5 (u) -- Til M — > u --- — ----» Ε(η)

Φ Ψ
-n Tk f1 m k t' Tk_ *kV X I -------- > M x I —----- * I CR^

et satisfaisant Jl

(j) Φ|ϋ est 1*inclusion de D dans V*1 x 1̂  (et par suite ψ|Δ est 

1* inclusion de Δ dans / x l k et τ|Δ = τ) ;

(j-j) f'Cv11 x Ik)n¥(u) = ψ o rC”̂  (u)).

De la proposition 2 et du lemme 2 . 1 il resulte que f* est homotope 

rel V31 x 51̂ · a un plongement par une homotopie respectant les projections
k χsur I · D'apres 1.4·? cela acheve de demontrer 1.2..



± Λ . Construction de Φ jrt de_ T «

On prend φ| = φ * ζ etant un fibre normal a φ(ΐ̂ ) dans IT1 x 1̂  ,

il existe un voisinage ouvert U de Ε^(ω^9) dans Ε̂ ίω̂ , 0 r;) tel que le
ε ε

plongement φ : -+ V11 x se prolonge en un plongement Φ s 1̂ (u) -♦ V1* x 1̂  

avec t c Φ sT? (u) -* 1̂  application affine sur chaque fibre de ξ . La con­

dition (i) de la proposition 1 entraine la condition (i) de la proposition 2.

Au §2ο* nous avons defini une application lineaire fibree p : ξ -*■ η ο 
kOn note Τ : Ε(η) -* R 1*unique application affine sur chaque fibre rendant 

commutatif le diagramme suivant 2

"r (u) — -— *- ε (π) 

φ
’ ,k t ,kV X I ---- ~f l a IR

On a τ|Δ̂  = τ" et T est une application de rang k .

JL·2» Construction de Ψ sur E^(ω^,) et_ sur un voisinage de Δ o
ε

On definit de,ja Ψ sur E^Oaĵ ,) par ^Ι®2^ωΔ*̂  =  ̂'J ο̂υΓ achever de
ε ε

demontrer la proposition 2* il suffit9quitte a reduire U , de prclonger ψ 

en un plongement ψ de U dans M01 x rendant commutatif le diagramme 

(P.) de la proposition 2.· Bn effet, les conditions (ii) et (iii) de la pro­

position 1 entrainent alors la condition (jj) de la proposition 2«

La commutativite du diagramme (p) definit; deja ψ 3ur

Γ( Γ (U))UE (ωΔ,). En utllisant la propriete universelle des points singuliers 
ε

de type (cf. Ill lemme 2-1.), on montre qu'il existe un voisinage ou­

vert V* de Δ dans U tel q.ue ψ d6jh defini sur r( 1̂ (u))UBg(w^p) se
’ ε
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prolongs a en un plongement rendant commutatif le diagramme ( p ) .

Extension de la  restriction de a. un voisinage de Δ dans en

un morphisme strict

χ ο τ (TJ) j Δ^ τ (M x Ik ) j φ(Δ^_) au-desses de ψΙ Δ ? ? compatible avec les

i \ k t
projections (kT λ pr jU)^ et_ t^ sur I' χ (R 0

k k
L r inclusion Δ c: W χ I se prolongs en un plongeirent Δ® c: W χ I χ I

induit. par φ ; D* -* V x Ik et. \ s Δ 5 -* [ 0 P1 j « On modifie legerement b^

pour que ce plcngement soit egal a b^ χ τ* χ λ · 

Les morphismes strict?? ^ ( f )  = 0 ^  = 0 9 

P* o ©f  Θ induit par P s ^  -* W χ M » en.trent dans le diagramme

o - “ o

commutatif

νΝ+Π?" 2η(Δ) = v ( W  x Ik  ? Δ) Θ [ v ^ ^ i W )  X Ik ] | Δ

(1) l  (ω®τΜ)Φ(νΝ" 2ΐ1(ν )χ  M)

f  B'
νΝ·«η~2ϊΐ(Δ , s _ ( w χ  j k  χ Ι ? Δ . )  φ  [ . > 2 r - { v )x  r~ x χ]| Δ ι 0

B ^(f) d*apres sa definition menis respecte les projections sur v (w ). 

On peut remplacer B* par un morphisme strict home tope, rel ν(Δ) et respeo-
o

tant les projections sur v (w )· En e f fe t 9 1 8 ~tstruction. se trouve dans les 

groupes ^  Pour dim Δ® , groupes qui sont tr.iv.iaux pour

dim Δ9 ^  m-* 9 :iee 0 pcur .k <; 2m-2r*-2 «

Le diagramme precedent induit alors le diagramme ccmmutatif

V. 14
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Quitte a remplacer U3 par un morphisme strict homotope9 on peut supposer 

que U® est au-dessus de b̂  x (pr̂  ο ψ|Δθο

Le diagramme commutatif suivant ( c f o  §2*)

Ε(ξ.) E(o) © τι)

(3) id(E(̂ )) x 0

Ε(ξ,) X I 
(*d s s)

id(E(to Φ  v)) X 0 

Ε(ω Φ η) χ I

induit d1'aprfes IVo2«3® le diagramme commutatif

■(w x I ; δ) u ( r ) ■* a 0  . I A

(4)
1

v(W x Tk x I ; A ·) - ££'Λ> ω ® i.~U) U ’

On. a note (τ,υ)̂  = ker(T c pr̂ Ju)̂  0

Les diagramme8 (2) et (4) induisent un morpin.isme au-dessus

de pr̂  · φΙδ* 9 entrant dans le diagramme ?cmmutatif

(5) cM

(rU) |δ· o'
Le morphisme strict χ se prolonge en un morphisme strict 

χ ! (τϋ)|Δ' --► τ(Μ x 1̂ ) j φ ( Δ *  ) au-dessus de ψ|Δ̂  9 respeetant les pro­

jections sur Ik x IRk [ieae tel que (T o pr (ϋ)̂  - ο χ] « Quitte a rem­

placer χ par un morphisme strict homo tope re.l Δ 9 r-r, pe;.t supposer que χ

coincide aver S' au-dessus d8un voisinage de Δ dans Δ3* c



4.4o Quitte a_remplacer χ par un morphisme strict homotope„ on peut supposer

que χ et. Φ* coSncident sur τ ,E(u> , ) | Δ* et que l'on a y [ ΓK (£: I SM = (f1 ο Φ)# .
ε

La condition 4o4o est deja realisee au-dessus d?un voisinage ouvert Y 

de Δ dans o On prend pour Y un voisinage tabulaire ouvert de Δ dans

o On considere une tr:iangulation de - Y · On va obtenir 4«4o par recur- 

rence sur les simplexes de la tr.iangulation0 Soit a un simplexe9 c sa

frontiers o On suppose que χ et coincident sur r Ε(ω̂ ,)(δ 0
ε™ 1 , . kL*application t ο Φ ι Γ (U) -♦ .I etant une application de rang k 9 le

-., , , < 2 (m-n-1) ι , , „ 1 m-n-1fibre vectoriel r> Ισ est de i.a forme ®  9 avec

T ι; Ε(η ) applica+ion de rang k 0 Done si ?n n te

+̂.k+1 _  ̂Ε(ω̂ ,)|ο ® 5 1 “application lineaire fibree pr̂  ? T# s nr -* R̂"

est de rang k- sur chaque fibre0 On note ‘5f‘J + ̂ - (pr T T )(o) et l'on choi-o 2 *
ksit une decomposition. nr = ̂  x |R

On construct -m morphisme χ : nf -♦ ·: (Μ21 x 1̂ ) au-dessus de ψ| σ 

satisfaisant a s

(a) est un menomorphisme sur chaque fibre :
/ \ J k 'tb) χ est compatible avec les projections sur R ί

(c) χ coincide avec sur τ Ε(ω ,̂)|σ et coincide avec χ sur
ε

nrj σ

Pour cela? on commence par construire un morphisme χ* ; nr -* x 1̂ ) au-

dessus de φ(σ satisfaisant a (b) et (c)e Si k ̂  2m-3̂ -2 9 on peut remplacer 

χ® par un. morphisme χ̂ ; voisinP au-dessus de ψ( a 9 satisfaisant a (a) et
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γ"
(c) β Notcns h l’application composee nr — -»» τ(ΐα χ I ) -* R * Soit ζ

I * automorphisme de nr = nro x R^ defini par ζ(χ9ΐ) = (x9 h(x,t))o II suffit 

alors de prendre = χ” c ζ  ̂ «

Le morphisme strict x|wq ’ T̂Q τ ^  est homotope rel nrja » au-dessus 

de φ(α ? aiJ- morphisme strict X-jl̂  s ^  ‘G Mm si n+-j) = 0 pour

i  ̂dim Δ* j, i0e· si k ̂  2m-3n~3 ® Le morphisme strict χ|π7 est done homotope 

rel nrj or a>. morphisme strict par une homotopie au-dessus de ψ|σ , compa?-

tible avec les projections sur R o Cette homotopie montre que5 quitte a rent- 

placer χ|σ par un morphisme strict homotcpe rel δ 9 on peut imposer a χ 

et de coincider sur τ Β(ω^ϊ)(α o On impose aussi χ |r*U|s·) = (f· ο φ)# .

Construction du plongement ψ 0 

On va prolonger χ en un morphisme strict

X : τ(υ)|^(ωΔ.) - -.(m"1 x Ik)
ε

kau-dessus de φ P compatible avec les projections sur \R et co’incidant

avec ψ^ au-dessus d*un voisinage de Δ et sur Γ̂ (τ Ε(ξ)|D3)U τ Ε̂ (ω̂ , ) ·
ε ε

II sufi'ira alors de prendre egal a X au-dessus de ψ s ^  x 1̂  ,
ε

ce qui permettra d'achever la construction du plongement ψ.β

On construit tout dBabord un morphisme de fibres vectoriels

X Ϊ ς x [0}1] - x ik)

au-dessus de 1Bapplication D® x [θ9ΐ] )) definie par
ε

(d9a) γ(ΐ) )9 morphisme satisfaisant a
/ \ Λâ; la restriction de X a chaque fibre est un monomorphisme d* image
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transverse a ψ(̂ (ωΔΐ ) )

V· 18

ε
/ \ Λ k(b) ,X est compatible avec les projections sur IR ;

(c) x\ ξ x {0} = χ o p [ou p ; ξ -* η] , £| ξ x {1 f = (f' ο Φ) J  ξ ,

et x| (ξ(DuŜ X {t} est independant de t € [0,l] .
""" ̂ kCompte-tenu de ce que t ο Φ s Γ (u) "* I est une application de rang k , 

si k ̂  2m~3n~3 9 on peut const.rui.re le morphisme X au mcyen de la methode 

utilises en 4«4o pour construire y e

II n'y a alors aucune difficulty pour prolonger χ en X e 

5o- Sur.jectivite de a, pour 0^ k x< 2m-3n-“3 °K+1
Soit f le plongement pris pour point de base de ^(V1, m"1) . Soit

O ]  un element du groupe Ω̂ η ) 9 B* etant une application
o o

normale (Δ1 ?0A? v (Δ1 )) ( ̂  pdW ; 0f ) .

On considere la famille a .k parametres f = (f f  ̂ ^ definie par
k  ̂f̂  = f pour t i l  · L*application normale B* peut etre regardee comme

ion ccbordisme normal entre deux applications norm ales dont la source est vide-

DJapres le §2® on peut done associer a B“ un modele de deformation

Γ s Ε(ξ) Ε(ω „ φ η)9 s G I o Et si 0 ̂  k^ 2m-3n.-3 ? la demonstration deS Δε
la proposition 2 nous donne le diagramme commutatif

"r- (u) rl y  W  > u Ε(η)

Φ Ψ

x V  fl-fi-xia(lk)> ,fXIfc -- i U l kcil'

En transmuant la deformation Tg (fixe en dehors d’un voisinage suffi-
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samment p e t i t  de D' dans r  (ü)) à l 'a i d e  des plongements $ e t  ¥ , on 

o b tie n t une fam ille  à (k+1 ) paramètres F = (f  ) . d 'a p p lic a tio n s  de V11
t t€rS<i

dans H11 t e l l e  que f .̂ s o i t  un plongement pour t  £ ô l^ +  ̂ • La fam ille  P 

e s t  donc un. re p ré sen tan t d 'un élément [ f ]  de nk (HbmOfn ,Mm) ,  P i, f Q) .  Et 

l 'o n  a « ^ ^ ( [ F ] )  = [ b ']  d 'ap rè s  l a  construc tion  même de $ , f  e t  T . Par 

su i te  l 'a p p l ic a t io n  e s"*: s u r je c t iv e  pour 0 ^ k ^ 2m-3n-3 «

-1



CHAPITRE VI : CONSEQUENCES DU RESULTAT FONDAMENTAL.

Dans ce chapitre, on note V11 une variete differentielle compacte sans 
0

bord9 Μ01 une variete differentielle et f un plongement de V*1 dans Μ21 .

On obtient des resultats sur les groupes d'homotopie relatifs

π, (Horn(V̂ M111) 9 Pi, f ) dans le domaine metastable 0 ̂  k ̂  2m-3n-3 en uti­le o
lisant les theoremes A9 B et C du ch. IV. §3 · La plupart de ces resultats 

ont ete annonces dans [5] ·

1 o- Remarques sur les groupes d1 homo to pie des es paces de plongements.

Pour 2m-3n-4 > 0 , on met sur l'ensemble pointe π^(H o m ( , Pi, fQ)

une structure de groupe abelien en transportant celle de Ω̂ η m+-j )
o o

par la bisection . Pour 2m-3n-5 0 11 isomorphisme montre que le

groupe π̂ Ηοιηζν̂ ,Μ111), Pip f̂ ) est abelien.

En prenant ^  ^  9 on obtient ainsi une structure de groupe abelien 

sur πο(3?̂ (νη'?ΚΠ1) 3 admettant la classe [̂ 0J pour element neutre. On

peut considerer 1 'application

d : ^ ( ^ ( ν 11,^)) X πο(^(νη,β111)) - Q2n-m+/W,0W ; 

definie par d([fQ] , [f̂ ]) = â ([f̂ ]), 1 1 application dependant du plon­

gement fQ o On a la relation d([fQ], [fg]) = d([f0]s lf [f2])·

Proposition 1 01«- Pour 0 ̂  j ̂  2m-3n-4 , les groupes abeliens π . (SJKV11,!̂ ) ,f )J ^
sont de type fini.

Demonstration. Pour 0 ̂  j  ̂2m-3n-4 , le groupe abelien π .J
est isomorphe au groupe (τ(θ^), T(ô jdW)) pour N entier suffisamment



grand. L'entier N etant suppose grand, les espaces ^  t C©jj| dW)

sont simplement connexes. Or un espace simplement connexe a ses groupes d'ho- 

motopie de type fini en toute dimension si et seulement si ses groupes d'ho- 

mologie sont de type fini en toute dimension (voir par exemple Spanier £17], 

9.6.16.). Les espaces Τζθ^) et T(0^|dW) etant des CW-complexes finis, les 

groupes H^(t(8jj)) et H^(T(e^|dW)) sont de type fini. Par suite les groupes 

π^(τ(θ^)) et π^(τ(θ^|dw)) sont de type fini en toute dimension. Comme les 

groupes abeiiens de type fini forment une classe de Serre, il en resuite que 

le groupe πΑ(τ(θΝ), T(eN|dW)) est de type fini.

Proposition 1.2.- Pour 2m-3n-3 0 , 1*existence d'un plongement de V11 dans 

Rm ne, depend pas de la structure differentielle de V11 . Pour 0 ̂  j 4 2m-3n-4> 

les groupes abeiiens (V^R01), fQ) ne dependent que de 1*espace topolo-

giaue soua-.iacent h la, variete diff^rentielle V11 , ji. isomorphisme prfes. Pour

1 4 i  4 2ro-3n.~4 , 1* espace SE^V31 »B^) est .i-simple.

Demonstration. Notons V* l1 espace quotient (v x V - Δ^ .)/3 , a etant 

1'involution de V x V d^finie par e(x,y) = (y,x). D'apr&s le theorbme B, 

pour 2m-3n-3 ^ 0 , il existe un plongement de V11 dans Rm si et seulement 

si le fibr^ vectoriel mu>| V* poss^de une section partout non nulle. Cette 

oondition ne depend que de 1*espace topologique sous-jacent h V11 .

D'apr&s le th^or^me B et la dualite de Poincare, pour 0 4 j ^ 2m-3^-4* 

le groupe π^( S^CV^r”1), fQ) est isomorphe au groupe Q ^ ^ C v *  ; mw|v*), 

groupe qui ne depend que de 1 'espace topologique sous-jacent h V*1 .
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Enfin, il resulte de la definition de 1*application q.ue l'espace

est j-simple pour  ̂ 4 ά 4 2m-3n-4 .

2 Generalisation h k parame tres du the or erne de Whitney sur la sup­

pression des points doubles isoles«

Dans ce paragraphe* on etudie les groupes d*homotopie relatifs

π, (Hom(vn,Mm), P£, f ) pour k = m-2n * On est amene a considerer l'isomor- κ o
phisme (cf. 1.5*1· cor.)

μ : Q0(tff H0^ f  ’dW * z(̂ f )) -
0 0 o o

Le theoreme A s'enonce alors comme suit (Dax, [3]» legerement ameliore) :

Proposition 2.1.- Soient V31 et_ Μ01 deux varietes, la variete V*1 etant 

compacte sans bord. Lorsque m = 2 n n   ̂3 9 une application continue 

f : V11 M111 est homotope a un plongement si et seulement si μ(«ο(ί)) = 0 

dans HQ(l?£,dW ; 2Τ(θ̂ ))ο Lorsque m—2n > 1 , 11 application naturelle

* ° V 2 n  : % _ 2n(Hom(vn,Mm),Pif f ) - Η ( » ,dV ; »(ef ))
Ο o

est un isomorphisme pour m > n+3 ? un epimor phisme (sur.iection si m-2n=1) 

pour m = n+2 ·

Cor oil air e. Pour m-2n > 1 , m > n+3 , les groupes abeliens π (Horn (V31, Μ*1 ) ^ ffQ) 

sont somme directe de groupes isomorphes _a 2 ou ·

La proposition precedente contient comme cas particuliers les resultats 

suivants :

a) II existe un plongement de V11 dans R^n pour n > 3 (Withney [20]).

b) Si V11 est connexe, le groupe d'homotopie ( fStjZ (V^R111) , fQ) est
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trivial pour 0 ̂  j  ̂m-2n-1 , m > n+3 [remarquons que le domaine stable est 

defini par 0 ̂  j  ̂m-2n-2] - En particulier, si V*1 est connexe, n ̂  2 , 

deux plongements de V11 dans sont isotopes (Wu [22])·

c) Supposons que V11 ait deux composantes connexes, et , et que

M* = Rm . LBapplication (m-2n ̂  1)

* * ° V 2n : fo> * Ηο(ϊ, * V2 ! ϊ(νν,)β*(νν2))

est un isomorphisme pour m > n+3 - Le groupe ^ (v ^  x V̂  ; Z(vV^) ® Z(vV^)) 

est .isomorphe a Z ou Ẑ  suivant que V*1 est orientable ou none Dans le 

premier cas on peut choisir 18 isomorphisme de fagon naturelle a partir d8une 

orientation de V“ ·

On appelle nombre d8enlacement de x £ *jum £n -j ( ^ 4 (v11,^), fQ) le nombre

μ ° V 2 n ^  € 2 0U Z2 ‘
On appelle nombre d'enlacement d’un plongement : V11 -* R^n+  ̂ le

nombre μ o £ 2  ou 2̂  » en prenant pour fQ : V31 -* R^n+  ̂ un plon­

gement tel que f^V3̂) <= R^n χ ]-°°p0[? (— x ]̂ s+00C · Pour n 2
n 2n+ ̂les classes d8isotopie des plongements de V dans R sont classifiees

par leurs nombres d8enlacement (Haefliger, [9]> 1.3·®·)·

3 Cas ou 18une des varietes V11 , M01 est c-connexe o 

On dit que V11 est homologiquement c-connexe9 c entier -1 , si 

Hi(v11 ; Z) = 0 pour O ^ i ^ c . S i  V*1 est une varie te compacte sans bord 

homologiquement c-connexe, on a H^W ; 2f) = 0 et H1(w ; Ζ(ω)) = 0 pour

i > 2n-c (cf« [8] preuve de 2.8.). D'apres 1.5.1·* le theoreme B s'enonce
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alors comne suit z

Proposition 3 · 1 ·- Soit V*1 une variete compacte sans bord homo.1 ogiquement 

c-connexet c > -1 . Si 2m-3n-3 ^ 0 , m > 2n-c «, il_ existe un plongement de 

V11 dans Rm o Si 0 ̂  j ̂  2m-3n-4 9 pour tout plongement ; V11 -* Rm , le

groupe abelien π.. (S^Cv^R111) 9 fQ) est trivial pour C>4  j 4 m-2n+o-1 et 

isomorphe h H^n c  ̂(W · 2T((o)m) pour j = m-2n-Ks > 0 o

Dans la proposition precedente* la partie concernant 1:existence d*un 

plongement et le cas j = 0 ont ete demontres par Haefliger (f9]p 1*3. et 

[11])-

On suppose maintenant que la variete Μ* est o-connexe. L*application

p : -* W etant un fibre de Serre de fibre ΩΜ P est c-connexe. D'apres
o

1*7.1. le groupe ) est alors isomorphe au groupe
o o

Q±(W,dW ; θ) pour i ̂  c o On a done s

Proposition 3 ° 2 Soient V31 une varie+~e compacte sans bord et μ“ me 

varietd o-connexe. Si 1 ^  k  ^ 2m-3n-3 et_ k m-2n+3-1 , le groupe 

π, (Ηοπ^Άμ111) , P£, f ) est isomorphe au groupe π, (̂ (V1 1  ̂f ) .

Application. Pour 0 4 ^ 4  2m-3n-4 9 on a un isomorphisme

u^CHomiAsP), Pi(A^). tQ) ~ fo) .

4 Cas ou 1 'on fait des hypotheses de connexite sur f : V21 -* Μ10 .

Soit V11 une variete compacte ccnnexe sans bord de dimension n ^ 1 . 

Soient Dn un disque plonge dans V*1 et a un point de S*1""̂ = dDn .
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Etant donnee une application continue f : V11 ^  , on note 

î 2 π1(V11- S'1 , s11-1, a) f(a)) 1 “homomorphisme (application poin-

tee si i = 0 ou 1) defini par la composition

ui(Vn-lP, S11"1, a) -iU· π±(νη,Εί1) β π±(νη,&) -ίϊ» π^Μ*, f(a)), 

ou j designe 1'inclusion de (V̂ -D11, S*1"̂ ) dans (V^D*1),,

lemme« On suppose les varietes V11 ejt M111 connexes9 n ̂  1 . La varie te dW 

est alors connexe non vide. Pour tout entier i >, 0 9 (i?f»dW) =0 si et 

settlement si 11 application f ̂ est in.iective et 1*application sur.ieo-

tive.

Demonstration*. Mettons sur la variete V11 une metrique riemannienne et

notons d la distance associee* On note le sous-espace de V χ V forme

des couples (x,y) tels que d(x,y) X 2ε . On note Ω (^(f) ; V) le sous-ε
espace de Q(c^{ f) ; V) forme des courbes c telles que d(c(-1),c(1)) ^ 2ε ·

A tout element (x?y) de T on peut associer la geodesique allant de x a yε
(e;petit)peut etre ainsi considere comme un sous-espace de ; V) .

Pour ε > 0 suffisamment petit, la paire topologique (Ω (^(f) ; V), dT )ε ε
est homeomorphe a un revetement a deux feuillets de (i?̂ sdW)« Par suite, 

pour (XQ> yQ) £ , il existe des isomorphismes

~ π±(Ωε(<̂ (ί) ; V), dT̂  , (xo,yo)) 

pour tout entier i ^ 1 · De plus πο(̂ ?̂ ,ό>ί) =0 si et seulement si

u0 (a e (« ^ ( f )  t v )> ό τ ε ) = o .

Considerons le fibre de Serre Π : ; V) -» V defini par
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n(c) = c(-l). On note Dn le sous-espace de V11 forme des y £ V11 tels que

d(xQ,y) ^ 2ε · Si ε est suffisamment petit, Dn est une sous-variete a bord

de V31 diffeomorphe a un disque de dimension n . Le fibre precedent a pour

fibre au-dessus de xq l*espace Q(t/̂ (f) ; V-Dn, XQ)> espace des courbes de

f) d'origine xq et d'extremite situee dans V̂ -D11 . Considerons le fibre

de Serre π| T s T V . Sa fibre au-dessus de x s'identifie a 9ε ε ο
bord de Dn . De sorte que l'on a des isomorphismes

π±(Ωε ( 6 ^ ( ί )  ; V ) , d T e , ( x o , y o ) )  « ; V -l)11, x q ) , S*1 - 1 , y Q)

pour tout entier i ^ 1 . De plus (f) ; V), dT£) =0 si et seule­

ment si ; V - Dn, XQ)y Sn"1) = 0 ·

Ces derniers groupes entrent dans la suite exacte d2 homo to pieII
I

n i ( Q ( ^ ( f )  ; V -S j,  x o ) ,  S*1" 1, y Q)

Ti± ( Q ( c ^ ( f )  ; V-Dn:, x q ) ,  ; s ' 1" 1 , x ^ ,  y Q)

dil
*;i_ i(a(< ^ (f) ; s jp 1» \)> s11-1» yQ)

I
I

ou di est l'homomorphisme bord (application pointee si i = 0, 1 ou 2).

Par suite, pour tout entier i ^ 0 , )g ̂  ,dW) =0 si et seulement si le 

noyau de est trivial et 1'application d^+<| surjective® Pour tout en­

tier i >y, 0 , d . entre dans le diagramme commutatif suivant :

VI.7



«.(Q(<|(f);ii-r“,Io),al^(f);s“- 1,xo),yo) -  ),ψ>,*,).o iA f);^,Ι0),y0)

(.
π,Ο̂ ΪΡ,ίΡ"1^ )

3*|
n4(V , lP , y )

ί “*

f . 1

(e2)<J~
π±(̂ (ίί)5ΰη,Υ0) 

ί”
* ± ( ·£ (* )»  yQ) 

i-
-» π±(Μ , f(yQ))

__ I
On a note : fi(̂ (f) ; V-rf1,, xq) — > V-I)n et _e : Q(*£(f) ; 6̂ (f) >x0)“̂

les applications continues definies par c »-* c(l)° Ce sont des fibres de Serre 

et par suite les homomorphismes (applications pointees si i = 0 ou l) 

et (e2 *̂ ^ont des isomorphismes pour tout entier i  ̂0 « Lshomomorphisme 

bord d (application pointee si i = 0, 1 cu 2) est un isomorphisme car les 

espaces Q(e^(f) ;c%{f)P xq) et Dn sont contractiles«. On a note i l1 inclu­

sion de fi(*£(f) ; Sn~^9xo) dans Q^(f) % ΐΡ,χ )* L* application 

Q(e£(f) ; Dn,XQ) -* Dn definie par c »-* c(l) est un fibre de Serre· Par suite 

î  est un isomorphisme pour tout entier i  ̂2 et pour i = 1 pi* est sur- 

jective, i*(0) = 0 .

D'apres le diagramme precedent, pour tout entier i } 0 , le noyau de δi 

est trivial si et seulement si le noyau de f est trivial, 1 Application

est surjective si et seulement si 15 application es  ̂surjective·

On termine la demonstration du lemme en remarquant que, meme pour i = 0 ou 1 ,

VI.8

π ^ _ ι  (ω(«̂ L-1
Χο) Dr%xo),Dn,yo)



le noyau de f\ est trivial si et seulement si f\ est injective-
c oc[of .do

Compte-tenu du lemme precedent, de 1*5.1 · et I07.1., le theoreme A a pour 

consequence la proposition suivante ·

Proposition 4.1 Soient V11 et_ Μ01 deux varietes connexes, n >A 1 , et. 

f : V ^ M ”1 une application continue° On suppose V31 compacte sans bord et 

injective pour 0 ̂  i v< c , surjective pour 0 ̂  i < c+1 P c > -1 « Soit 

k un entier. 0 ̂  k ̂  2m-3n-3 ® Alors f est homo tope a. un plongement pour 

k = 0 p m ^ 2n- c . Pour tout plongement f ̂ homo tope a, f le. groupe 

π,(Hom(VnpMm)i> F£9 f ) est trivial pour 1 ^ k ̂  m-2n+o et isomorphe aa! O
Hc+1Cef »aw ; ar(ef )) pour k = m-2n+:;+1 1 o

o c
Si la variete V11 est d-connexe, d > 0 P d“apres le theoreme d'excision

homotopique (cf« [l5] ? 9·3·5ο)? 1 'application

J ,  , -  xP, s " - 1) —

est une bijection si 0 4 i ̂  n+d-2 9 une surjection si 0 ̂  i ̂  n+d-1 o Par 

suite 9 3±_ k 4: m-n+d-2 ΰ on peut dans la proposition precedente remplacer les 

conditions sur les pour les memes conditions sur les f# ; n^CV11) nl (M“).

En particulier, si k ̂  m-n-2 « on peut toujours le faire et cela donne le 

resultat annonce dans [*2] ; ce resultat a ete redemontre par une autre me- 

thode par Morlet ([h]? IIIo5o). Pour k = 0 ou 19 la condition k ̂  m-n-2 

est tou jours verifiee dans le domaine metastable (O 4 k ̂  2m-3n-3) et l'on 

obtient alors un resultat de Haefliger £7] <,
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Corollaire ° No tons e : S*1 -» S*1 x Rm n le plongement defini par θ(χ) = (x,0). 

Pour 1 < k ̂  2m-3n-3 » k ̂  mr-3, n > 1 , le groupe UkCHomCS^S11 χ K "-11) ,  P i, β )  

est trivial *

En effetj, 13 application ê  entre dans le diagramme commutatif

V I.10

ou d est 1 homomor phisme bord et S 1 * homomor phisme suspension· D'apres 

le theoreme de suspension de Freudenthal, ê  est un isomorphisme pour

i ̂  2n-3 p un epimorphisme pour i = 2n-2 ·
ceq<.fedo

D'apres le lemme, lorsque V11 et Μ*31 sont connexess n > 1 , 

πο( = 0 si et seulement si l'application f̂  : π (V - D^S*1"̂ ) -* (M)

est sur.ject.iveo On a done s

Proposition 4o2o- On suppose V11 e_t M111 connexes9 n ^ 1 0 Pour m-2n ̂  1 ,

m > n+3 .le. groupe 7cm (̂Ηοπιζν11 ̂M321) , PiP f^) est trivial si et seulement si

lg application (ff s (V - D*1 , S11"1) — π^(X) est sur.jeetiveo
1 1  m 1En particulier, pour m > 4 , le groupe π 2(Hom(S 9S x R " ), Pi, e) 

n'est pas trivial [e(x) = (x,0)]·

On appelle pseudo-famille de plongements (resp. famille de plongements),

un plongement V*1 χ I* ‘ X Ik respectant sur V*1 x dlk (resp. V11 x Ik)
1c 1 1c / 1 k+ ̂la projection sur I . Soit f : S x I - * ( S x R  ) x l  » k > 2 , un re-

1 1 i ipresentant d'un element non nul de û (Hom(s , S x R )P Pi? e)* DJapres



la proposition 4.1 „ generalisee aux varietes a bord., e etant une equivalence
1 k xdJhomotopie, 19 application f est homo tope rel S x dl a un plongement g · 

g est une pseudo-famille de plongements non homotope (dans 1 *espace des pseudo- 

families de plongements) h une famille de plongements«,

5 Tensorisation avec les rationnelSe

D*apres I.5o2«, le theoreme A entraine la proposition suivante :

Proposition 5o 1 Soient V11 une variete compacte sans bord et ^  une va­

riete o Alors, pour 1 ^ k 4 le groupe abelien π, (HomiV̂ rf11) ,Pi9f )® Q

est isomorphe au groupe H2n-m+k(ef 'dW ! )5·o o
Corollaire- Soit V11 une variete compacte sans bord„ Alors » pour 0 < j <2m-3n-4*

le groupe abelien π . (5?i (V̂ IR131) 9 f ) ® est isomorphe au groupe abelienJ o
Η01 5~1(W ; (̂ω)111) · Par suite ? pour m < „j < 2m-3n-4 0 les groupes abeliens 

(^^(V21,!̂ ) 9 fQ) sont finiso Et  ̂(̂ i(V̂ pIR111) 3 f̂ ) ® Q est isomorphe

A Φ ou 0 suivant que m est pair, n ^ 0 , ou non9 V11 etant supposee 

connexe.

6·- Etude des groupes π ̂ (S^R131) 5 ^Q)e

Notons W(Vn) la variete Ŵ n associee a en IV l.l.o A deux points

distincts de S*1 9 on peut associer une direction de Rn+  ̂ , o'est-a-dire un 

element de lBespace projectif reel C5*1 · Cela definit une application 

π : W(sn) - f? qui est un fibre en boules Dn associe a un fibre vectoriel σ*1 .

On montre que ω = π* <> ou λ est le 1-fib.re canonique de base pn o 

De plus vW est stablement equivalent a vti?1 - σΠ et zti?1 stablement equi—
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valent a (n+1) λ · L 8isomorphisme de Thom-Gysin

V I.12

n

Ω . ^ ( ^ ( S 11) ,  dVKs*1) ; mo) 0  vW) « Q . .(P^* ? (m-n-1) \  ) conduit a la
2n-m+j+1 n-m+j+1 n

proposition suivante, compte-tenu de I .7„3o s

Proposition 6do- Pour 0 ^  j ^ 2m-3n-4 et_ tout plongement f Q ; , on

_a des isomorphismes

w .C$e(SnpB?n) ) «  Ω ; (m-n-1 )\ ) b * , (t ( (m-n-l)\ ) «  n . ( V  , ) ,
,] c n-m+j+1 n 7 ;] n* j mjjn+r’

ou est le 1-fibre vectoriel canonique de base 1 ?espace pro.iectlf reel

IPn P T = espace de Thom et n+-j est la variete de Stiefel des (n+1)- 

reperes de Rm «,

On a les isomorphismes suivants :

H1 (P*1 ? Z) s H2 (PU ; ζ ( λ ) )  s . . .  a H ^ C .P 11 ? Ζ(λ)η ) » Z2 , 

H ^ P 11 ; Z(\) ) s HgCP11 ; 2T) s ; Ζ(λ)η ) s 0 ,

Ηη(ΐ^  ; Ζ) ~ Ζ , H ^ P 11 ; Ζ (λ )) « Zg si η φ 0 , Z si n = 0 ,

Η (P11 ? Ζ(λ )η _1 ) s Ζ on ?

La connaissance des groupes H . (T(m-n-1 )λ) H .  ̂(lP,rl ; Ζ(λ,)ΠΙ~Ι1"β1)
3 ' ’ n-m+o+i * ' .

conduit aux propositions suivantes en utilisant Io5°1o (generalise aux classes 

de Serre) et Ic5.2o %

Proposition 6.2o- Pour 0 ^ 2m-3n.-4 et tout plongement f  : S11 Rm 9

on a

r 0 pour 0 4. j  4 m-n-2

Z pour j = mr-n-1 «, m-n impair ou n = 0 

 ̂ Z^ pour j = m-n-lg m-n pair et η φ 0 .

Si de plus m-n est pair 9 les groupes π . ( Stz (S ^ R 131) 5 f ) sont des 2-groupes
J ^

π , ( £ ί (
J

r" )



finis pour j ^ m-2 si m pair, pour tout j si, m impair<,

En particulier si 2m-3n-4 > 0 deux plongements de S11 dans Rm sont 

isotopes (Haefliger [t]).

Proposition 6.3o- Pour 0 ̂  rn̂-n ̂  j ̂  2m-3n-4 * le groupe π i^(Sn,Rm)) est 

fini sauf pour m pair9 j = m-1 ; dans ce cas? le_ groupe est somme directe 

du groupe Z êt d'un groupe fini«

La proposition I.8o2o conduit a la proposition suivante s
4

Proposition 6«4.- Pour 0 4 j  ̂2m.-3n.-4 le groupe π . ( S^Cs^R111)) est iso- 

morphe modulo la classe de Serre des 2-groupes a,

0 si. n impair , m impair 0

"n-m+j+1 —  n pair 9 m igipair >

< s
nj m+-j JiLi. n pair , m pair 0 

"n-m+j+l Φ *J-m+1 n iffiEair, m jsair .

7«-Plcngements de V*1 dans x Rm""̂ ·

Etant donne a ζ /  5 on note Ω(Μ ; a) lBespaee des lacets de M d'ori­

gine a , muni de la topologie de la convergence uniforme ; on note & le la— 

cet constant* Lorsque f : V*1 -* M111 est 1'application cons tan te f (x) = a pour 

tout χ £ V 9 la paire topologique (fe^dW) est homeomorphe au quotient de la 
° , 

paire ((V χ V - T ) χ Ω(Μ ; a), dT χ {a}) par 1 * involution (x9y,c) ++ (y,x,c;, ε ε
ε > 0 suffisamment petit.

Lorsque M111 = x Rm  ̂ 9 notons Ω+(3̂  ι a) c: Ω ^  ; a) le sous-espace

V I. 13



des lacets de degre > 0 . Dans ce cas la paire ( *t?£,dW.) a le meme type

o 1
d'homotopie que la paire (W II [ (v χ V - Τ ) χ Ω (s ; a ) ] p dW)? done que

ε “H

la paire (W il . -LL. (V χ V - T ) „ 9 5W)« Le fibre vectoriel Θ- de
* l enxier>1 e x f

base correspond au fibre vectoriel Θ au-dessus de ¥ et a un fibre

vectoriel trivial au-dessus de (v χ V - T ) . Final.ement9 cn a un iscmor-
ε i

phisme

Ω η (fc,dW ; o J  μ Ω . (W,6W ; θ) 0  ^  (Ω0 . (V χ V-T ;0 ))  
2n-m+k f 9 f 2n-m+k" ± entier 2n-m+kv ε ’ " ±

Si .1a variete V est o-connexe? on a Q^(W,dW  ; θ)=0 pour i^c d^apres ]e §3

o
de plus V χ V - est c-eonnexeP done d°apres Ι,Τ .Ι» on a

Q

Ω̂ (ν χ V - j θ) “ π! pour ;i ^ c « On a done s

Proposition 7 <, 1 <>- Soit V11 une varie te cempacte sans bord c- 2.onnexe « Pour

1 ^ k ^ 2m-3n-39 k ^ m-2n+c _et_ tout plongement f s V11 -* Ŝ  x homo­

tope a une application constante, le groupe π, (Hom( V*19 Ŝ  x R m~1) ? F£9 f )
” ” ” ”  — —  Q

n-1'est iaomorphe au ̂ ou£S. Λ  ^ L - m + k ^  ” >·

i entierc

En prenant V11 = Sn 9 on obtient le corollaire suivant :

Coroll aire c Pour n > 2 9 2m-3n-4 > 0 9 on .a

π (^?^(sn «,ŝ  x Rm ^)) » 0  tC  . 3 i entier«
o ‘ i>1 2n-m+1 -----

Par exemple les classes dcisctopie des plongements de Sn dans S  ̂ X R^n ,

n > 2 , sont classifiees par φ  Z ; les classes dBisotopie des plongements
i>1

de S*1 dans Ŝ  x R^n  ̂ <, n > 4 9 sont classifiees par 0  2. , Ce corol-
i> 1 2

laire a ete demontre dans .la categorie PeL e par Hacon [β ]β
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8.- Cas ou V ji plusieurs composantes connexes de dimensions differentes.

On suppose que la variete V compacte sans bord a r composantes con-

nexes V. , i = 1, o..« r« de dimensions n. ; eventuellement differentes. Soit 1 i
f : V -M* une application continue. On definit une variete W(v) et un es- 

pace topologique comme suit :

w(v) = ( 11 w(v )) ii ( H  v x v )i 1 i<j 1 J

fe = ( 4 L f c iv ) ϋ  ( l i  K J« j i<j

VI. 15

ou . . s, .i < ri p est l2espace des courbes lp J
C : ([-1,1], -1, 1) -  (4 (f). V jJ

muni de la topo.logie de la convergence uniforme« dW(V̂ ) etant un sous-espace

de ^fly 9 on Peut considerer dW(v) comme un sous-espace . On note
* i

p s V. χ V. 13application continue definie par p(c) = (c(-l), c(l))·1 D
On note Θ le fibre vectoriel de base defini parI X

Θ£,Ν= ( ¥  θί|νι,Ν) Ά (j^ 0ΐ1 θ1,jjN est le fibre image reci-

proque de (V. x V_.) par 1" application p i I? -» χ V .On.

note θ„ le fibre vectoriel stable associe a „ et 0. , celui associe f f9.N iffj

k  Θ -  ·  1VT ·

La definition de generalise o Si N est un entier suffisamment

grand, on peut definir une application

ak " ',c2C(Hom(VpMm) , Pip ^ N  |dW))
o? os

pour k > 1 et un element â (f) £ π (τ(θ„ „) , Τ(θ« JdW)). Le theoreme AΟ JM X j» JN I

est encore valable dans ce cas en remplagant n par sup η. o



Par exemple, si V a deux composantes connexes vjj* et V̂  > et si

M® = Rm , le groupe π . (£i(v,Rm), f ) est isomorphe pour 0 ̂  j  ̂2m-3 sup(pf q)-4J ®
au groupe

™ .(^ (vP ,R m) , f o|vP) 0  CJjc(v^.e?11) I v | )  Φ ap+q_m+j +1 χ V* ; vV1 x vV2) .

Etudions le cas particulier V = SP 1L Ŝ  « D'apres I.4.1·» 1.4 .3. et 1.6.3·»

VI.16

on a

Ω . (SP x S* ; Ο) * ^  . . Φ  π3 . A 0 7tS . . 0 πδ 4p+q-m+j+1 p+q-m+j+1 p-m+j+1 q-m+j+1 j-m+1
D'apres la proposition 6d on a done :

Proposition 8.1.- Pour 0 < j < 2m-3 sup(p9q) - 4 et tout plongement

fQ : SP u Sq - Rm 9 le groupe π., ( *£,0 (sP 11 Sq,R.m), fQ) est isomorphe au groupe

π.(V ) φ π .(γ ) φ π3 &  ns ® na ® n3 mm, p+1 j m, q+1 p+q-m+j+1 p-m+j+1 q-m+j+1 J-m+1
Si de plus j  ̂m - sup(p?q) - 2 r on _a

^(fcCs* ii s V ) ,  f0) . « ^ J+1 · ■

On appelle 2-chaine dans Rm un plongement f : SP ii Sq Rm · Si

2m > 3 sup(p,q) + 4 » les classes d*isotopie des 2-chaines correspondent

aux elements de π^(S111"̂ "̂ ), (Haefliger, [9], 1.3. c).

Lorsque j = m-p-q-1 , on peut definir comme au §2* le nombre d' enlacement

d'un element χ ί π . (&( VP JLi Vq 7 R111)̂ f ) 5 nombre entier ou entier modulo 2J 1 1 c
suivant que V est orientable ou none On definit de meme le nombre d*enlace- 

ment d'un plongement f : VP li Vq -* 0 p0ur q < p < 2q-2 , les classes

d'isotopie des plongements de VP 11 Vq dans sont classifiees par leurs

nombres d1enlacement.



CHAPITRE VII : EXTENSIONS DU RESULTAT FONDAMENTAL.

La methode utilisee dans les chapitres IV et V pour definir l'homomor̂ - 

phisme et demontrer le resultat fondamental peut etre utilisee dans

bien d'autres situations· En particulier, elle permet d'obtenir des resultats 

sur les espaces de plongements lorsque l?on considere des varie tes a bord et 

sur les espaces dJ immersions„

1 .- Extensions aux varietes _a bordQ

Dans ce paragraphe V*1 designe une variete compacte h bord, M111 une 

variete. De la meme maniere que dans le cas d*une variete V*1 sans bord 

(cf. IV.1.1.), on definit une variete Ŵ n = (V*1 x V11 - T )/s , un espace

, un fibre de Serre p : -* W et un fibre vectoriel stable de

base . On note d,W = (dT )/s , d0W = dW - d„W .ί \ ε d 1
On se donne un plongement ĝ  : dV -* dM . On note HomCV^M311 ; g ) l'es- 

pace des applications differentiabl.es f : V*1 -*■ M331 telles que f|dV = gQ , 

muni de la topologie . On note PiiV^M111 ; g ) le sous-espace des plon­

gements ·

En generalisant la definition de a, 9 on obtient pour tout entier£
k ̂  1 et tout plongement fQ i V*1 -► M111 un homomorphisme (application poin­

tee si k = 1) '

«k : , f 0 |i> V ).P .I,f ) -  Q (Iff ,6 W , 9 ).
o o-

De plus a tout f € Homiv11,!̂11 ; g ) on peut associer

aQ(f) C Q2 n - m ^ f q-ue ao ^  = 0 si f est homotope rel dV11



a un plongement. On montre alors le theoreme suivant :

Theoreme 1 .1.- est un isomorphisme (bisection si k = 1) pour k ̂  2m-3n-3,

un epimorphisme (sur.iection si k = 1) pour k = 2m-3n-2· De plus pour 

2m-3n-3  >x 0 , f € Ηοηιίν11,!!111 ; gQ) est homo tope rel dV*1 a un plongement si 

et seulement si aQ(f) = 0 °

Notons Pi^S^S111) 1B espace des plongements de Sn dans ^  dont on 

s'est donne le germe en un point de Sn * I/espace 9̂ )  a le meme

type dBhomotopie que I 8espace F£(lP'9jiSL ; i) ou i : f L i · '  , . t  18 in­

clusion naturelle. L8espace Hom(Dn?Dm 5 i) etant convexe, d’apres le theo­

reme 1 . 1 c  pour 0 j 4 2m-3n-4  , on a

^ ( (Ji#(sQf̂ 1), fo) s s2n_m+j+1 (wirf1) · djWirf1) ; θ) .
Mais W(Dn) se retracte par deformation sur 0 ŵ(Dn)? done d'apres 

1.7.1. les groupes de bordisme normal de (w(Dn)P d̂ w(Dn) ; θ) sont tri- 

viaux en toute dimension. On a done s

Proposition 1.2»- ([5]? 7)«, Pour 0 < j  ̂2m-3n-49 on a. π . (^^(S^s"1) ) = 0 

pour tout point de base.

Dans [18] Svarc montre que H.(Pi (s^sf1)) = 0 , pour 0 < j < 2m-4n-3 .
3

II montre aussi que 1*espace P£ih(s \ ^ 1) pour n } 4 est acyclique en toute 

dimension ^ 3̂ -10 excepte 2n-6 , le groupe Ĥ n giPi^Cs^S11) ; 2) etant 

isomorphe au groupe Z des entiers.

En generalisant la definition de 9 on obtient pour tout entier k ̂  1

et tout plongement fq : V*1 -» M51 un homomorphisme (application pointee si
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k  = 1)

ak : π^Ηοπιίν11 ,Mm),P i , fo) ^ Q2n_m+k(%  ^ W l/ p ^ w ) ; 9f  ) .
o o

De p lu s  a  to u t  f  G Eom(Va 9l f [L) 9 on peut a s s o c ie r  ao ( f )  £ Ω2η— ^  ^

t e l  que aQ( f )  = 0 s i  f  e s t  homotope a un plongemento On a a lo r s  :

Theoreme 1 .3  „- S o i t  V11 une v a r i e  te  compacte a, bord ( r e s p . pouvant e t r e  cons­

t r u c t  e par ad .jonction  d* anses d 8 in d ic e s  4; p < n) . A lo r s  e s t  un isomor­

phisme ( b is e c t i o n  s i  k  = 1) pour 1 ^ k   ̂ 2m-3kl- 3  ( r e s p .  1 ^ k  ^ 2m -2n-p-1) ,  

un epimorphisme ( s u r j e c t i o n  s i  k  = 1) pour 1  ̂ k  ^ 2m-3n-2 ( r e s p .

1 ^ k  ^ 2m -2n-p). De p lu s  pour 2m-3n- 3  > 0 ( r e s p o 2m -2n-p-1 ^ 0 ) ,  

f  £ HomiV^pM111) e s t  homo tope a un plongement s i  e t  seulem ent s i  &0 ( f )  = 0 .

On a p p liq u e  ce qu i precede en prenant pour V11 l e  d isque Dn e t  pour 

M* l 8espace  e u c l id ie n  Rm . G ela  donne pour 0 ^ j   ̂ 2m-2n-2 un isomorphisme 

n ^ ( <? £ ( B n 9IRm))  ~ Qm  ̂ ^(W(Dn ) ; πιω)» L 'e s p a c e  W(Dn ) se r e t r a c t e  par deforma­

t io n  sur Pn~ 1 . Par s u i t e  on a

nJ&(rf\Rm) )  e Ω™- 1 ( p11-1 . m λ ^ )

S Ωη-ιη+/ · ρη~ 1 5 (m~n) λ η - 1 } *

Par a i l l e u r s  on s a i t  que π . ( ? i  (D^R331) ) ζ  π»( ν  ) ou V e s t  l a  v a r i e t e
J J flipn m,n

de S t i e f e l  des n - r e p e r e s  de Rm · On a done s

P r o p o s it io n  1 . 4 „- Pour 0 ^ j  ^ 2πΗ·2η- 2  9 on _a des isom orphismes

! (" -n) · 

ou  ̂ e s t  l e  1 - f i b r e  v e c t o r i e l  canonique de base l 8espace  p r o . je c t i f  

r e e l  ^   ̂ , T = espace  de Thom e t  ^ e s t  l a  v a r i e t e  de S t i e f e l  des

VII ο 3
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n—reperes de

Notons r : <3>i(Dn+1 ,Β®) -* ^(s11 ,Β51) 1’application definie par 

r(f) = fls11 9 S31 etant identifie au bord de Dn+  ̂ . Notons j 1“ inclusion 

de wCS*1) dans ν(ΐΡ+1) . Considerons le diagramme commutatif (c

V II. 4

ion a une re­

lation lT1 o a. = S ο δ comme en IV.3·) ·
n̂+1 ,̂πινν Γ*π . (fo (Dn+1 ,Rm) ) ---— > π, ( (sn?Rm) )

3 3 

-1D ο a.
Ί

2m_d-1(w(En+1)5muJ) -- O-S-'dii)! *0

Liinclusion j admet une retraction par deformation, par suite j* est un 

isomorphisme. On a done s

Proposition 1.5o- Lgapplication de restriction r s 7i(]f1+<* pR131) <?i(snpRm)

induit un isomorphisme des groupes dghomotopie en dimension j 9

0 2m-3n-4 <» En particulier (Ti (s^R331)) s n+-j) pout

0 ̂  j  ̂2m-3n-4 ° De plus pour 2 < 3 4 2m-2n-4 ejt tout plongement

f : S* - Rm f le groupe abelien π . (S^R111) 9 f ) est somme directe du o j o
groupe 7rj^mn+-|) et d8un groupe abelieno

No tons gR111) lsespace des plongements isometriques de S*1 dansISO

Rm . La premiere partie de la proposition 1.50 revient a dire que l8inclusion

L) induit un isomorphisme des groupes d?homotopie enISO

dimension j 9 0 ̂  j ̂  2m-3n-4 · II suffit pour le voir de considerer le dia­

gramme commutatif suivant



J
?£. (Dn + 1,Rm) - ? .■ > <$z. (sn ,Et“ )

ISO ISO

et de remarquer que l 1inclusion f c . e (Dn +1 ,Rm) c <ft(Dn+V )  admet une re-
ISO

traction par deformation.

2 Extensions aux espaces d* immersions.

On suppose dans ce paragraphe que V11 est une variete compacte sans 

bord. On note Ιτηιηζν^Μ111) le sous-espace de HomCv31,]^ )  forme des immer­

sions. f designe un plongement ou une immersion de V*1 dans suivant 

les cas.

En utilisant la  methode ayant servi a definir ct̂ . 9 on peut definir pour 

tout entier k ^ 1 des homomorphismes (applications pointees si k = 1)

ek : - “2„-«+k(l?f > ®f ) « fo £
o o

Yk : π^Ηοπιίν11,!!®), Xmmfo) “* Ο ^ ι-πη· ] ^  J f o £ W ? " Λ  ·

De plus a f € ImmCv11,!!^) on peut associer β0 (*") C Ω^η ; ef ) tel

que β0 (^) = 0 si f  est regulierement homotope a un plongement. A 

f  € Hom(Vn ,Mm) on peut associer Υ0 (^) £ Ω2η m 1 * ^|dW) tel que 

YQ(f) = 0 si f  est homotope a une immersion.

Pour tout entier k ^  1 et tout plongement f Q : V*1 -*· Mm , ak 9 β .̂ 9 

entrent dans le diagramme commutatif 

wk+1 (Hom,Imm,fo) — > ^ (lm m ,P i  , f Q) — V iuk(HomfPi ,f  ) --> ^ (H c m , Iinm,fo)
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rk+1
i*

G>w i 9|aw)̂ i >ef )-2J
ak

,dW;0„ )-0
2n-m+k 9 1 7 '  2n-m+kw f 9 f  ' 2n-m+kw f ’ ’ f  ' 2n-m+k-1

o o o o
,(d¥;e|dW)

W V ) W .lT )



La premiere ligne horizontale du diagramme est la  suite exacte d'homotopie

du triple (Hom(vn ,Mm) , ImnijPi) au point de base f £ Pi(vn ,Mm) .  La deu-

xieme ligne horizontale du diagramme est la  suite exacte de bordisme normal

de la  paire ,dW ; )-

o o

Le plus on a y Q( f )  =  d (a Q( f ) )  pour f  £ Hom(vn ,Mni)j aQ(^) = j * (P Q( f ) )  

pour f  £ EnmCv^rf11) .

Le theoreme A se generalise alors comme suit s

Theoreme 2 d .-

Pour 1 ^  k ^ 2m-3n-3 * et. β .̂ sont des isomorphismes (bi.iections si k=1) .

Pour 1 ^  k ^  2m-3n-2 , et_ β .̂ sont des epimorphismes (sur.iections si k=1) .

Pour 1 ^  k ^ 2m-3n-1 , est un isomorphisme (bisection si 1&=1) .

Pour 1 ^  k ^  2m-3n 9 γ ̂  est un epimorphisme (sur.jection si k= 1 ) «»

Si 2m-3n-3 ^  0 et a (f )  = 0 , f  est homo tope a un plongement c

Si 2m-3n-3 ^  0 ert β^(ί*) = 0 , f  est regulierement homo tope a. un plongement»

Si 2m-3n-1 0 et_ γ ( f ) = 0 9 f  est homotope _a une immersion.

On suppose V*1 connexe« n ^  1, ce qui entraine w(V0,) connexe. Soit 

f  : ^  - R2n une immersion. A f  est associe PQ(f )  £ » 0)~Hq (w ; 2 ( θ ) ) β

Mais θ = (2η)ω ®  vW 9 de sorte que ζ (θ )  ~ Z(vW) . Par suite 

Hq (W ; Ζ (θ ) ) « Hq (W ; *(vW )) « 2 ou suivant que W est orientable ou

non.

Si n est impair ou si V n 'est  pas orientable, W n 'est  pas orienta­

ble , par suite βο (ί“) £ 2^ « .Si n est pair et si V est oriente, W est
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oriente, on a alors ion isomorphisme naturel Ho(W ; z(vW)) * 3 , par suite

Po( f )  e i  .

PQ(f) e z oil ainsi defini s1 appelle le nombre algebrique de sglf-

intersections de f . Et d'apres le theoreme 2.1., on a s

Proposition. 2 „2. (Whitney £'2θ]) · Soit V11 une varie te compacte connexe sans 

bord, Soit f % V11 -*■ R^11 une immersion. Pour n > 3 , f est regulierement 

homotope a un plongement si et seulement si β0(̂ ) = 0 ·

Lorsque M*11 = Rm , l'invariant γ (f) £ Ω- „(dW s ©IdW) ne depend1 o 2n-m«1 *
pas de la classe d'homotopie de f . On note γ (V*1 »m) ■= γ„(ί)· On aΟ o
Yo(Vn ,m) = a(nuo|dW)·

Supposons Vn connexe, n ^ 1 et M01 = R^n~̂  . ό¥ est alors conr.eJce- 

non vide. L’eldment γ (νη,2η-ΐ) C Qo(dW ; ejdW) e s t d9 or dr e 2 d * apr e s i. 1.6.3; · ·

Considerons la suite exacte
a jL*

Q (W,dW j Θ) (dW 5 0 |dW) ------► Qq (W ; θ) ·

Comme γο(ν°',2η-ΐ) = d 9m)) 9 on a ί*(γο(ν%2η~ 1)} =- 0 · Si

Ω (dW j ©IdW) ~ 2 , on a ne cess air ement v (Vnf2n-1) = 0 car v (Ψ" '« 2n-1) o 1 1 o o
est un element d’ordre 2. Si Ω (dW ; 0|dW) ~ 2L , i. est un isomorphisms,o 2
et comme i«(v ( , 2n— 1) ) = 0 , on a encore v ( 'Γ',2n~ 1) = 0 . L»obs true tior.o o
Yo(Vll,2n-l) est par consequent toujours nulle. On a dono s

Proposition 2o3.- (Whitney [21 ]) · Soit V11 une varie te compacte oonnexe sang
π v̂i— 1bord. Pour n ̂  3 » il existe tou.jours une immersion "V dans R

Et-udions pour terminer les groupes π, (Imm ( S*1 *Rm ) ,P£, f ), k 1 .£ o
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L'application π : W(H)1 ) P?1 definie en VI.6. est un fibre en boules. Par 

suite, on a un isomorphisme

; θ) * “zn-m + X  I ^ η>λ> ·

D'apres 1.7.3·» ce dernier groupe est isomorphe pour k ̂  2m-3n-2 au groupe

π, (V . .). D'apres le theor&me 2.1., on a done k+n m+1,n+r

Proposition 2.4·- Pour 1 ^ k ̂  2m-3n-3 et tout plongement f : S11 -* Rm ,

le groupe π, (immCs119^ )  ,Pt , f  ), k > 1 , est isomorphe au groupe0 ——— "

llk+n^m+1 ,n+1 ̂ *

Compte-tenu de VI.6.2., on en deduit la proposition suivante :

Proposition 2.5·- Pour 0 ^ j ^ m-n-2, j  4 2m-3n-3 , on a

π . (lmm(Sn' ,Rm)) s π . (V . .) . 
j  j + n  m+1,n+1

D'apres le theoreme de classification des immersions de Smale fl6], 

(generalise aux families d1immersions a plusieurs paramfetres), la proposi­

tion 2.5· est valable en supprimant l'hypothese j ^ 2m-3n-3 «
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