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INTRODUCTION

Ce mémoire se situe en TOPOLOGIE DIFFERENTIELLE.

Soient V et M" deux variétés différentielles (1), la variété v
étant supposée compacte sans bord. On né suppose aucune conditidn sur les en-
tiers m , n 5 O . On note Hom(Vn,Mm) l'espace des applications différen-
tiables de Vn dans M muni de la topologie én ’ Pz(Vn,Mp) levsous—espace

des plongements. Soient k un entier > 0 et f un plongement de Vn dans

(o)

. Ce mémoire a pour objet 1l'étude des groupes d'homotopie relatifs

nk(Hom(Vn,Mp), PZ(Vn,Mm),.fo).‘Pbur k=0 le proﬁléme est de déterminer si

une application continue f : Vn - Mm est homotope ou non & un plongement.
Un argument de position générale (cf. III.1.3.) montre que les groupes

considérés sont triviaux pour O  k { m-2n-1 . Le domaine ainsi défini s'ap-

pelle le domaine stable.

Moyennant des conditions sur la connexité de fo et sur les entiers
k, m, n, André Haefliger a obtenu dans [7] pour k=0 et 1 certains ren-
seignements sur ces groupes. I1 montre que pour 2m-3n-3 > O , toute applica-
tion continue f : V- — M° (on-m+1)-connexe est homotope & un plongement. Il
montre aussi que le groupe n1(Hom(Vn,Mm), Pg, fo) est trivial pour
2m-3n-4 » O lorsque le plongement fo est (2n-m+2)-courmexe. Une premiére
étape suivie dans 1l'étude des groupes nk(Hom(Vn,Mg), Pz, fo) w consisté a
généraliser ces résﬁltats pour des valeurs de k » 2 . C'est le sujet de thése
que m'avait proposé Jean Cerf. J'ai ainsi pu annoncer daﬁs [2] que.pour
1< kls 2m-3n-3 , k { m-n-2 et fo (2n-m+k+1)=connexe, les groupes considérés
sont triviaux. J'ai pu montrer par la suite (VI prop. 4.2.) que la condition

k ¢ m-n-2 ne pouvait pas &tre supprimée. Par contre on peut supprimer cette

(1) Dans tout ce mémoire, les variétés différentielles et les applications dif-

férentiables sont supposées de classe c .
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condition si l'on modifie la condition portant sur la connexité de fo
(VI prop. 4.1.).

Dans la recherche de groupes nk(Hom(Vn,Mm), P, fo) non triviaux, il
était naturel de regarder tout d'abord les groupes correspondant & des valeurs
de k, m, n -situées Jjuste apréélle domaine stable, c'est-&-dire telles que
k =m-2n . Cette secoﬁde étape dans 1'étude des groupes nk(Hom(Vn,Mp), P, fo)
généralise des théorémes de H. Whitnéy [20] et W.T. Wu [22] sur la suppres-
sion des points doubles isolés. J'ai montré en particulier (cf. VI prop. 2.1.
cor.) que les groupes considérés étaient pour k » 1 , m » n+3 , somme directe
de groupes isomorphes au groupe Z des entiers ou au groupe Zé des entiers
modulo 2. Les résultats de cette étape ont été annoncés dans [3] et légeérement
améliorés par la suite (cf. VI.2.).

La comparaison des deux étapes précédentes m'a suggéré que les groupes

nk(Hom(Vn,Mm), Pe, fo) avaient un lien avec certains groupes de bordisme

normal. Au chapitre I, on définit et étudie ces groupes de bordisme normal,
groupes qui ont des propriétés analogues aux groupes d'homologie. Au -chapitre
II, on définit et étudie les groupes de cobordisme norﬁal, notion duale & la
précédente.

Au chapitre IV, on établit le lien entre les groupes nk(Hom(Vn,Mg), Pz, fo)

et les groupes de bordisme normal. Par exemple, pour MF = R" » on définit

pour tout entier j » O un homomorphisme (application pointée si j = 0)
: - ¢ n,
Ojq Ty Pe (VBT £)— -an_m+jsp1‘*;¥'2n’°"’2 ; mw @ VW)
2n

ou W est une variété compacte définie en IV.1., VW son fibré normal stable

et w' un fibré vectoriel de base W2n défini en IV.1. On définit (méme pour

m < n) un élément ao(Vn,m) € gzn_m(wzn,awzn ; mw @ vW) dont 1l'ordre est une
puissance de 2. On a une dualité de Poincaré
(Wzn,dwzn ; mw @ VW) ® gm‘?‘1(w2n ; mw) .

a, et aj+1 sont définis & partir des notions de familles excellentes d'appli-

Q2n-m+j+1

cations et de familles parfaites d'applications, notions introduites au che-
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pitre III.

On démontre alors au chapitre V que « est un isomorphisme pour

J+1
0« J < 2m-3n-4 et que ao(Vn,m) = 0 si et seulement s'il existe un plonge-
mentide Vn dans R" » moyennant la condition 2m-3n-3 » O . On utilise pour
cela une méthode généralisant & plﬁsieurs parametres les méthodes utilisées par
A. Haefliger dans [7] et [10]. Cette méthode consiste & utiliser un moddle de
déformation (ef. V.2.) qui est une extension du modéle d'élimination des points
doubles de Whitney.

Pour une variété M- quelconque, on obtient des résultats analogues (an—
noncés dans [4], cf. IV.3.) dans le domaine O  k { 2m-3n-3 appelé domaine
mé tastable. Ce domaine contient le domaine stable 0 ( k 4.m~2np1 (sauf le
cas k=0, n=0,m=1).

L'étude des groupes nk(Hom(Vn,Mm)s Py, fo) dans le domaine métastable
est aiﬁsi ramenée & 1'étude de certains groupes de bordisme normal ou de co-
bordisme normal. Cela-permet au chapitre VI de déterminer certains groupes
nk(Hom(Vn,Mm), P, fc) et de retrouver les résul*tats des deux premidres éta—
pes. Au cﬁapitre VII on étend les résultats obtenus au cas ou V= est une ve-
riété & bord et aux espaces d'immersions.

En terminant cette intro&uction, je tiens & remercier Monsieur Jean Cerf
de m’avoir initié & la Topologie Différentielle et de m’avoir soutenu par ses
encoﬁragements dans 1l'élaberation de cette thése dont ii a été le directeur.

Je voudrais aussi remércier Monsieur André Haefliger pour les conversations
que j'ai pu avoir avec lui, et pour les conseils qu'il m'a donnés. Sans cer-
tains de ses travaux, cette thése ne serait jamais barue;

Qu'il me soit permis d'associer & ces remerciements mon professeur
Monsieuf Henri Cartan qui a.accepté de présider le jury de cette thése, et
Monsieur Michel Demazure qui a bien voulu faire partie du jury.

Je remercie enfin Madame Parvan du soin qu'elle a apporté en dactylogra=-

phiant ce mémoire.
Jean-Pierre Dax
Centre d'Orsay.

Université Paris—Sud - Mars 1971



CHAPITRE I : BORDISME NORMAL.

Etant donnée une paire topologique (X,A) et un fibré vectoriel (1) stable

g de base X , on définit au §1 pour tout entier i » O le groupe de bordisme

normal de dimension i de la paire (X,A) 2 coefficients dans E , noté

Qi(X,A ? £). On donne au §2 une interprétation homotopique de ce groupe. Plus
précisément, on montre que ce groupe est isomorphe au groupe d'homotopie stable
nN+i(T(gN), T(gNIA)), N » i+2 ; on a noté T(gN) et T(gNIA) les espaces de
Thom associés aux fibrés vectoriels gN et gNIA . On montre ensuite que les
groupes Qi(X,A ; £) ont des propriétés du type homologique. En particulier,

il existe un isomorphisme du type Thom-Gysin.

1.~ Définition des groupes de bordisme normal.

1.1. Soient (X,A) une paire d'espaces topologiques (A< X) et gN un fibré

vectoriel réel localement trivial de base X et de rang N . On se donne un
entier i ) O et 1'on suppose N ) i+2 . On se propose de définir un groupe

abélien Qi(X,A H §N)-

On appelle application normale dans (X,A ; gN) un triple (A,b,B) dans

lequel

(a) (n,0A) est une sous-variété de classe ¢ compacte du disque

DN+l , de dimension i , telle que A ﬂ\ SN+1—1 = 0A

(b) b (A,OA) - (X,A) est une application continue ;

(1) Tous les fibrés vectoriels considérés dans ce travail sont supposés réels

et localement triviaux.
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N N . . s . .
(c) B: v (a)— £ est un mcrphisme strict de fibrés vectoriels au-
—dessus de bt [i.e. un morphisme de fibrés vectoriels qui soit un isomorphisme

sur chaque fibre], ol vN(A) est un fibré normal & (A,dA) CZ(DN+1, SN+1-1).

Un cobordisme normal entre deux applications normales (A,b,B) et
(A1,b1,B1) dans (X,A ; gN), o A et A, sont deux variétés de dimension
i, est un triple (A',b',B') dans lequel

(a') (A',0A?) est une sous-variété de classe C_ compacte de

N+1

( N+i x I)), de dimension i+1 , coupant (D

o1, o (0

x I) et

N+i-1

S x {0,1} transversalement et telle que A'fh (DN+i

x {o}) = a x {o} ,
AWﬁ(ﬂﬂx{H)=Mx{ﬂ;cnmm U=M’& gﬂﬂxl,vwﬁ%

compacte de bord 93U = A u A, (voir figure 1) ;

1

(p') ' : (A',U) » (X,A) est une application continue telle que

b*|a =1, b’|A1 =%,

(e') B' : vN(A') - gN est un morphisme strict au-dessus de D' tel que

B'|v(a) x {o} =B, B'lv(A1) x {1} = B, - On anoté wY(A") un fibré normal
a A D I tel que v(at)[a x {0} = +N(a) x {0} , vN(A')lA1 x {1} =

= vN(A1) x {1} . dA dA

Z

- - - —

- 7
- v 7/

’////////
;o ‘.0

figure 1



I.3

On dit que deux applications normales dans (X, H gN) sont bordantes

s'il existe un cobordisme normal entre elles. On montre qu'il s'agit d'une
relation d'équivalence. On note Qi(X,A H gN) 1l'ensemble quotient et

[Apb,B] ou plus briévement [B] la classe de bordisme normal de (A,b,B).

On met sur Qi(X,A H gN) une structure de groupe abélien au moyen de

l'union disjointe :
[a*,b,B] + I_-A:;,b,l,B“] = [a* .uA:"l', bub, BuB1] ,
lorsque Alf\A? = @ . L'hypoth®se N » i+2 intervient ici. L'élément neutre

s'obtient en prenant A = ¢ . Une application normale dont la classe de bor-

disme normal est nulle s'appelle un bord. Si u RN+1‘* RN+1 est un iso-

N

morphisme linéaire, [u-1(A), bou, Bo u*] est égal & [A,b,B] ou & son
opposé suivant que le déterminant de u est positif ou non.

N+i

N+ DN+1+1 » toute sous-variété A de D telle que

1.2. Comme D c

- . .
At% SN+1 " = dA est une sous-variété de DN+1+1 telle que A iﬁ SN+l = 0A .

De plus cn peut prendre vN+1(A) = VN(A) x R . De scrte que l’on peut définir
un homomorphisme suspensicn |
S : Qi(x,A ;e — Q, (X,4 ; eV x R)
par S([a,b,B]) = [A,b,B x id(R)]. En utilisant 1'hypothése N ) i+2 , on mon-
tre que S es* un isomorphisme. Il en résulte qué le groupe abélien
Qi(X,A ; gN) ne dépend que de la classe de stabilité & du fibré vectoriel gN .
Par suite si § est un fibré vectoriel stable de base X et A un sous-
espace de X , on définit pour tout entier i ) O un groupe abélien

Qi(X,A H g) = Qi(X,A H gN) ol ;N est un représentant de rang N ) i+2 de E ,
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Qi(X,A ; £) est le groupe de bordisme normal de dimension i de la

paire topologigue (X,A) & coefficients dans le fibré vectoriel stable £

de base X .

On note Q*(X,A 3 E)

S xas ), ax;e) =a,(xg;e) et
Q,.(x 5 &) = (x4 ;5 ).

Soient (Y,B) wune paire topologique et 1 wun fibré vectoriel stable de

base Y . Soient £ : (X,A) - (Y,B) une application continue et PF : gN - nN

un morphisme strict de fibrés vectoriels au-dessus de f . On leur associe un

homomorphisme F, : Qi(X,A ; E) - Qi(Y,B ; ) défini par

f*([A,b,B]) = [A,f o b,F 0 B].: Q, est ainsi un foncteur covariant.

*
2.~ Isomorphisme de Thom—Pontrjagin.
Une méthode utilisée par Thom [19] et Pontrjggin [15] va nous permettre
de montrer que le groupe de bordisme normal Qi(X,A , £) est isomorphe au
groupe d'homotopie stable nN+i(T(§N), T(E,NIA)) pour N 3 i+2 .
soit [A,b,B] € szi(x,.A. ; £). Le morphisme strict B : vN(A) - gN s N> is2 ,

induit une application continue entre espaces de Thom, T(B) : T(vNA) - T(F,N).

L 4

L'espace du fibré vNA peut s'identifier & un voisinage tubulaire de

N+1 N+t-i-

(a,080) = (DT, s 1). BEn collapsant le complémentaire de ce voisinage, on

N+i3 N+i-
(D+1’S+1 1)_,

obtient une application (T(VNA), T(vNAl,bA)). En composant

cette application avec T(B), on obtient une application

(o™, MY (), (eNa))
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qui représente un élément de nN+i(T(§N), T(gNIA)). On montre que cet élément
ne dépend que de la classe de bordisme normal de l'application normale (a,b,B),

et 1'on a ainsi défini un homomorphisme

v :Q (XA ;E) — nN+i(T(gN), 7(e¥|4)) pour Ny i+2 .

On définit maintenant un homomorphisme
o : nN+i(T(§N), T(gNlA)) — Qi(X,A ; £) pour N 3 i+2 .
Un élément de nN+i(T(§N)’ T(gNIA)) est représenté par une application continue
hoe 0V, ST (22, 2(2Ya) .
X st'identifie & la section nulle de gN et par suite & un sous-espace de

T(gN). De méme A s'identifie & un sous-espace de T(gNIA). On peut supposer

N+i-1

1l'application h "transversale" & X et l'application h|S "transversale"

b

4 A . La paire (A,0A) = (H-1(X), h-1(A)) est alors une sous-variété compacte

de D™ telle que A M SV —3a . 0n pose b =n|a : (a,08) » (X,4).

L'application h est transversale & ‘X . Elle induit donc un morphisme strict
B: vN(A)-* gN . On montre que la classe de bordisme normal de l'application
normale (A,b,B) ne dépend que de la classe d'homotopie de h et 1l'on pose
p([n]) = [2,b,B].

Il résulte des définitions de © et p que T op=31id , p ot = id ,

de sorte que Tt est un isomorphisme et p =% . T est l'isomorphisme de

Thom—Pontr jagin.
En particulier, en prenant (X,A) = ({*}, ¢), on montre que
Q.(* 3 0) =~ n. ol oz om (SN) N> i+2 , est le i-stem des groupes
i ? . i ™ TN+ ! z ’

d'homotopie stables des sphéres.
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3.~ Propriétés du type homologigue.

Notons (e1, e2,..., eN+i) la base canonique de RN+1 . L'orientation
considérée sur SN”'-'1 sera l'orientation définie au point e, par le repére
i ON+i=~
(ez, ©gpo00s eN+i)° On identifie SN+1-J{e1} x P+ par un difféomorphisme

compatible avec les orientations.

Soit (A,b,B) une application normale dans (X,A ; E£E). OA est une sous—

N+i-1

variété ccmpazte de S - 8i e, ¢ 0A , vue 1'identification précédente,
c s . ON+i-~1
on peut considérer OA comme une sous-variété compacte sans bord de D .

De sorte que 1l'on peut définir un homomorphisme bord

d Qi(X,A s £) — Q,

NOSERANY
par o([A,v,B]) = [958, b|da, B|v(dAa)] . d est un morphisme de foncteurs.

Proposition 3.1.- On considdre les inclusions i : A—- X et j : (X,4) — (X,4).

La suite d'homomorphismes
. R J= o)
oo szi(.b. ; E|la) — czi(x 3 £) ——> Qi(X,A ; E) = 91_1(1:. ; E|a) - ...

est exacte. On 1l'appelle suite exacte de bordisme normal du couple (X,A ; E).

L'assertion est évidente sauf 1l'inclusion Xer 0 € Im j, - Démontrons
auparavant le lemme suivant :

lemme - Soit (AY,b,B) une application normale dans (X,A ; £) . Soit A, une

1

sous-variété compacte de codimension O de A , ayant éventuellement des an-—

- o
gles. On suppose gue b '(4) contiemne A - A, - Alors
[2,0,8] = [a,,0[a,,8]v(a,)] € 2,(X,4 5 £)-
Démonstration du lemme. Moyennant certaines considérations sur les angles,

un cobordisme normal entre les applications normales (A,b,B) et
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(A1=r b|A1f Blv(A1)) est donné par (A',b',B') ou A' =AxI,b'=bogpr, ,
B' =B o pr, . On identifie A 2 A X fo} et A, & A X {1} .

Démonstration de Ker d < Im Jx - Soit [A,b,B] € Qi(X,A ; £). Dire que
O(L-A,b,B]) =0 , c'est dire qu'il existe une sous-variété compacte U de
DN+i telle que aA =T Ei Smﬁi‘1 . une application continue ¢ : U — A ; et
un morphs.;me strict C : <« (U) - §|A au-dessus de c¢ tels que cle = b|oA ,
Clv(aA) = B’v(éA)o Considérons la variété recollée A' = A a\’.i U ; c'est une
variété compacte sans bord. Notons b' : A'* - X 1l'application bUc . Le mor-

phisme strict C permet de prolonger le morphisme strict B en un morphisme

strict B!

v(A') - & au-dessus de b' . D’aprés le lemme, on a

[a?,p*,B'] = [A,b,B] dans Qi(x,A 3 E)o

Proposition 3.2.- Scient & et n deux fibrés vectoriels stables de bases

X et Y . Soit F : gN x I— nN un morphisme strict. On note Fo et F1

les restrictions de F & Y x {o} et eV x {1} . Alors les homomorphismes

(F)

Dy et (F,), de Q. (X ;&) dans @, (Y ; 1) sont égaux.

1°%

Démonstration. Notons £, fo et f1 les projections de F, Fo et F1

sur les bases. Scit [A,t,B] un élément de Q*(X $ £). Un cobordisme normal

entre (A, f,0ob, F o B) et (A,f, o b, F, o B) est donné par

1 1

(Ax I, fo (bpxid(1)), Fo (B x ida(1)).

- o)
Proposition 3.3.- (excision)n Soit U un sous—-espace de A tel que Uc A .

Alors l'inclusion i : (%U, AU) - (X,A) induit un isomorphisme
i, + Q. (XU, &U ; E]X-U) - Q,(X,4 ; E).

Démonstration. Montrons la surjectivité de i, , la démonstration de

*
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1l'injectivité est analogue. Soit [A,b,B] un élément de Q*(X,A s £). Il existe
uﬁe fonction différentiable ¢ : A —»[0,1] égale & O sur '31(X-i), a 1
sur ©'(T), et qui est transversale & la valeur 1/2 ainsi que p|dA . Consi-
dérons la variété A1 = 51([031/2])° D'apreés le lemme les applications normales
(A,b,B) et (A1, b|A1, BIv(A1)) représentent le méme élément de Q,(X,A ; E).
Mais (A1, b|A1, BIV(A1)) représente aussi un élément de 9*(X-U, AT ; §|X—U).

4.~ Conséquences des proprié+és homologiques-

4.1. On suppose que l'espace X est pointé ; notons * le point de base.
On définit alors des groupes réduits ﬁi(x s £) par ﬁi(x 5 &) = Qi(X,* s E)e
D*aprés la suite exacte de bordisme normal du couple (X,* s £E), ces groupes
réduits entrent dans la suite exacte

ceoms ni — Qi(X 3 £) —> ﬁi(x $ E) = cue
Si le fibré E est trivial, le morphisme inclusion gNI{*}- EN admet une
rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0 —3 ni — Qi(X 3 0) —s §i(X 3 0) — O
et 1'on a Qi(x ? 0) = ni‘@ ﬁi(x ; O)- On a2 noté O 1la classe de stabilité
du fibré trivial E .
4.2. Pour chaque triple X D A DB et chaque fibré vectoriel £ de base X,

on a yne suite exacte d’homcmorphismes

(&;B ;5 £|4) -...

R Q (4,8 ; £|a) -, (X,B; g) - (X4 ; &) - Q. _,

En prenant B = {*}, * € A on montre que pour tout couple (X,A), on a la
suite exacte

e 0 (A5 2]8) 8 (X5 E) e (Xa 5 E) 8 (A E|a) ...
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4.3. On note SX la suspension usuelle de X , & savoir l'espace X x I avec
Xx 0 et X x 1 identifiés chacun & un point. On identifie X avec X x 1/2.

On considére les cdnes

c=xx[0.1/2] o » C =Xx[1/2:1] 5,

+
Soit & wun fibré vectoriel stable de base SX . On a alors des isomorphismes
G;(sx 5 8) »(sx, ¢ ;8)~alc, x;elc)sa ,(Xx;¢Ex) .

On a donc

Proposition 4.3.1.— Pour tout fibré vectoriel & de base la sphére s, on a

ﬁl(Sn ; §') I 1o

s
i-n

5.— Relations avec les groupes d'homologie.

Etant donné un fibré vectoriel F, de base X , on note 2Z(£) 1le systime
local de base X des entiers tordus par les orientations des fibres du fibré
& .81 & et m sont deux fibrés vectoriels de base X , on a
Z(c an) = Z(&) ®Xz(n_). Si 1'on note nE 1la somme directe sur X de n exem~
plaires du fibré vectoriel & et 2Z(£)" 1le produit tensoriel sur X de n
exemplaires du systéme local Z(£) , on a Z(ng) = Z(g)™ . @ désignant le
corps des rationnels, on note Q(¢) = Z(£) ® Q .

On définit un homomorphisme p : Qi(X,A ; E) = Hi(X,A ; Z(¢)) par le dia~
gramme commutatif suivant (N » i+2) :

Q. (X,4 ; &) —E H (X4 5 2(¢))

T
(Thom-Pontr jagin)

~
~

(Thom-Gysin)
mys (TED,2ENL)  —2s m (), 2N A))
(Hurewicz)
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Le diagramme montre que u est & un isomorphisme prés un homomorphisme

de Hurewicz. D'aprés le théoréme de Hurewicz relatif, on a donc :

Proposition 5.1.- Si Hi(x,A ; 2()) = 0 pour i < n , alors gi(x,A ; E) =0
pour i< n, et

2(¢)) est un isomorphisme ;

(8) w @ (X4;8) — B (XA

() p: (X,4 ; £) — Hn+1(x,A ; 2(£)) est un $pimorphisme.

gn+1

Le théordme de Hurewicz relatif généralisé aux classes de Serre (cf. [17],

9.6.21,) permet d'étendre la proposition précédente.

(0]

Corollaire. p : QO(X,A ; E) — HO(X,A ; 2(z)) est un isomorphisme ;
pos 9_1(x,.n. ; E) — H1(X,A ; #(£)) est un épimorphisme.

Par suite le groupe QO(X,A ; £) est isomorphe & la somme directe des grou-
pes Z (. » e € no(x,A) ~ {*}, avec m(c) =0 ou 2 suivant que la restric-
tion de 2Z(¢) & la composante connexe par arce c est un systdme local tri-
vial ou non [on & noté 7 = 2;]. Autrement dit, m(c) = 0 ou 2 suivaent que
la restriction du fibré vectoriel § & la composante connexe par arcs de c
est un fibré vectoriel orientable ou non. Ce résultat se montre aussi directe~
ment & partir de la définition de QO(X,A ; E).

Soit A une veriété de classe C. compacte avec ou sans bord, de dimen-
sion i . Le groupe Qi(A,bA ; v(a)), ou v(A) est le fibré normal stable &
A , contient 1'élément canonique [A, id(A), id(vAa)]. Cet élément s'appelle
la classe fond;mentale de bordisme normal de la variété A . Notons

[a] = u([a, ia(a), ia(va)]) € Hi(A,OA ; #(va)). [A] s'appelle la classe fonda-

mentale d'homologie de la variété At .
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si (A,b,B) est une application normale dans (X,A ; E), on peut lui asso-

cier le diagramme commutatif
Qi(A,aA 5 va)  —E—  H (4,08 ; z(va))
B, B,
Q.(X,4 5 €) —E— B (X4 ; 2(2))
de sorte que l'on a g o B,([id(va)]) = B, o p([ia(va)]), soit
n([a,v,B]) = B, ([2]) .
Le groupe nN+i(T(§N), 2(gN| )} est stable puisque N 3y i+2 . Par suite,

si on tensorise. l'homomorphisme h de Hurewicz avec les rationnels @ , on

obtient un isomorphisme. On a donc :

Proposition 5.2.- L'homomorphisme p & id(Q) : Qi(X,A s E)® Q- Hi(X,A ; (&)

est un isomorphisme.

6.~ Isomorphisme de Thom—Gysin.

Soit o = (B,X,n) un fibré vectoriel de rang s muni d'une structure
euclidienne. On note B(o) et S(o) 1les fibrés associés, respectivement en
boules et en sphéres de rayon unité. Soit & un fibré vectoriel stable de
base X .

On va tout d'abord définir un homomorphisme

2 :Q,(B(c), S(o) 5 n*g) — @, (X; 008) .
Soit [A,b,B] € Qi(B(d), S(c) ; n* £). On identifie X & la section nulle de
o - On suppose que 1l'application b : (A,3A) - (B(c), S(c)) est transversale
1

4 X< B(o). L'espace A, = 51(X) est alors une sous-variété de A de classe

d” compacte sans bord, de dimension i-s . L'application b induit un morphisme
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strict Bo : via H A1) —- o au-dessus de blA1 :t A, X, ou v(a H A1) est

1

un fibré normal & A1 dans A . Comme v(A1) = v(Aa ; A1) @v(A)|A1 , (a

7
b A1, Bo ® B|A1) représente un élément de Qi—s(x ; o®E). Cet é1ément ne dé-
pend que de la classe [A,b,B] dont on est parti et 1l'on pose
o([a,b,B]) = [A1, b|A1, BO$B|A1] .

Définissons maintenant un homomorphisme

v o: Qi_s(X ; oPE) — Qi(B(c), S(o) ; m* ) .

soit [a,,p,,B,] €@ (X; c®E). On pose A =b*¥(B(0)), b : b¥(B(c)) ~ B(o).
L'application normale B1 H v(A1) - o® & induit un morphisme strict
v(A)|A1 —= & que 1l'on prolonge en un morphisme strict B : v(a) - n* £ au-des-
sus de b . La classe de bordisme normal [A,b,B] ne dépend que de la classe
[A1,b1,B1] dont on est parti et 1l'on pose ‘If([A1,b1,B1]) = [a,b,B].

I1 résulte des définitions de ® et ¥ que ®Po¥ =1id , ¥ 0 & = id

(on peut utiliser le lemme du §3). Par suite @& est un isomorphisme et

¥y =0 . ® est l'isomorphisme de Thom-Gysin en bordisme normal.

En écrivant la suite exacte de bordisme normal de la paire
(B(c), S(c) 5 ¥ F;) et en utilisant l'isomorphisme de Thom-Gysin, on obtient

une suite exacte de Gysin

ceem Qi(S(c) ; n* g s(o)) —> szi(x ;s E) — Qi_s(x ; o®E) —...
Si le fibré o posséde une section partout non nulle, le morphisme strict
T¥* «‘;IS(G) —> £ posséde une section. La suite exacte de Gysin se décompose alors
en suites exactes courtes et 1'on a

2,(s(e) 5 n* g[s(a)) v, (x;8)DQ__ (X5 0@E) .

i-s+1
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BEn appliquant ce qui précéde au fibré produit pr, sP x IRq-'-‘I - sP ’
on obtient le corollaire suivant (o O désigne la classe de stabilité d'un
fibré vectoriel trivial) :
Corollaire. Qi(Sp x s%; 0) = Qi(Sp ; 0) P Qi_q(sp ; 0) .
n

Rappelons que d'aprés 4.1. et 4.3., on a Qi(Sn ; 0) = n?_@ ni_ .

7.—- Détermination de certains groupes de bordisme normal.

On se donne une paire topologique (X,4) et un fibré vectoriel stable
§ de base X .

Proposition 7.1.- Si nj(X,A) =0 pour 0 j ¢ c et tout point de base,

alors Qi(X,A H g) =0 pour 0 ig ¢ et tout fibré vectoriel & de base X .

Démonstration. Soit [A,b,B] € Qi(X,A ; ), i { ¢ . Puisque nj(X,A) =0

pour 0 J g ¢ et tout point de base, il existe une homotopie D' : A x I - X
telle que b'|a x {0} =b, Db'(Ax {1}UdA X I) © A . On prolonge B défini
sur v(A) x {O} en B' : v(A) x I - £ au-dessus de b' . (A,b,B) borde

(A x I,b',B"). |

Corollaire. Si l'espace X est c-connexe, l'inclusion {*} —» X induit un

isomorphisme gi(x ; E) w nz pour i c-1 et un épimorphisme nz i QC(X ; g).,

Lorsque le fibré g est trivial, cet épimorphisme est un isomorphisme.

En effet, on a une suite exacte (4.1.) :
s
e, —> Q. (X5 8) — (X* 5 E) » ...
X est c—-connexe, autrement dit ni(X,*) =0 pour i ¢ . La proposition 7.1.
entraine Qi(x,* ; £) =0 pour i £ ¢, d'ou le corollaire. Lorsque & est tri-

vial, on sait (4,1.) que 1l'homomorphisme n?_ - Qi(X ; £) est injectif.
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Remarque. Lorsque X est c—connexe, 1l'homomorphisme nz - Q (X £) n'est
pas toujours injectif. Par exemple si X est connexe par arcs et si le fibré
& n'est pas orientable, on a QO(X H F,) 8 ZZ (cf. 5.1. cor.) alors que
'y &
La proposition suivante est un raffinement de la proposition 7.1..

Proposition 7.2.- Soit [AY,b,B] un élément de Qi(X,A ; £). On suppose gque

At = A:;' \g (079 x 1) o ¢ est l'application d'attachement d'une anse

d'indice i-j , 0§ j € i. Alors, si ch(X,A) = 0 pour tout point de base,

il existe une application normale (A1,b1,B1) dans (X,A ; E) telle que

[a,v,B] = [A1,b1,B1] dans Qi(X,A 5 E)e

Démonstration. Puisque nj(X,A) = 0 pour tout point de base, l'applica-
tion b : (A,0A) » (X,4) est homotope & une application
(0,000 (D9 x 1)) - (X,A) . On utilise alors le lemme du §3.
. o] .

Corollaire. Si nJ(X,A) =0 pour O j g i~1 et tout point de base, tout

élément de Qi(X,A ; £) est somme d'éléments de la forme [Dl,b,B] o D

est le disque de dimension i . Si de plus A est connexe par arcs, i 1,

tout élément de R, (X,A ; £) est de la forme [D',b,B].
Notons an l'espace projectif réel de dimension n et }“n le 1-fibré
vectoriel canonique de base an . Soit k wun entier » O . D'aprés 1l'isomor-

phisme de Thom—Pontrjagin, le groupe Qi(-an ;s k }‘n) est isomorphe au groupe

1+k<T(k A )) pour i { k-2 . Ces groupes sont aussi isomorphes au groupe

(v

) pour i k2 ,o0u V est la variété de Stiefel

Tk n+k+1 sn+1 n+k+1,n+1
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I

des (n+1)-repéres de R et [ef. VII 1.4. ou encore Husemoller [12] 15.1.7.

et 15‘9.2.]. On a donc :

Proposition 7.3. On a un isomorphisme Ql(Pn s k }‘n) s ni+k(

Voke,ne1)  BOUE
i g k2 .

8.~ Revétements & deux feuillets.

Soit = : J~( - X un revétement & deux feuillets. On peut lui associer
1t'involution o de ;( qui permute deux points ayant méme image par m .
Soient A wun sous-espace de X , k =-Tl:1 (A) et & un fibré vectoriel stable
de base X . L'involution ¢ de X induit une involution L de 7w*¥E . On
note [Qi(i,z ; w¥ g)]“ le sous-groupe de Qi(f(,I ; n* £) formé des éléments
invariants par I, .

Proposition 8.1.- L'homomorphisme ™, ¢ [Qi(i’z‘ ;s w¥ g)]o - Qi(X,A H };) est

un isomorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes. Le noyau est formé

d'éléments d'ordre 2.

Avant de démcntrer la proposition, on définit un homomorphisme

~ o~

s: Qi(X,A ; E) - [Qi(X,A ; 7 £)]° comme suit. si (A,b,B) est une applica-

tion normale dans (X,A 5 g), on considére l'image réciproque de X par b :

PR

T

—

c
—_—
b
———p

> «—D2

>

A est un revétement d'ordre deux de A , de sorte que l'on a un morphisme

strict naturel H : v(a) - v(a). On pose s([A,b,B]) = [2,c, B o H] .

Démonstration. Scit [A,b,B] € Qi(i,z ; ¥ E). On a
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s o n,([A,b,B]) = [Anwn, bu(cob), Bu(z o B)]. Par suite, si [A,b,B]
est invariant par Z, , on a s o n*([A,b,B]) = 2[A,b,B]. BEn particulier 1le
noyau de m, @ [Qi(i,z ; ¥ g)]“ - Qi(X,A ; £) est formé d'éléments d'ordre 2.
Lorsque le revétement m : X-X est trivial, n, o s est la multiplice-
tion par 2. I1 en est ainsi pour (X,A) = (ﬁn, Sn-1). Nous allons montrer que
My O 8 8 Qi(X,A H g) - Qi(X,A ? £) est un automorphisme modulo la classe de
Sérre des 2-groupes. Il suffit de démontrer le résultat pour A =@ et d'uti-
liser le lemme des cing.
Supposons que m, O S : Qi(X ;s E) — Qi(X ; £) soit un automorphisme modulo
la classe de Serre deé 2-groupes lorsque X est un CW-complexe avec au plus
k cellules. Supposons que X soit un CW-complexe avec k+1 cellules.
X=X ;’ﬁn oi X' est un CW-complexe avec k cellules. On a le diagramme
commutatif
N szi+1(1)n,sn'1 ; £[D7) — o (x

x(2) l n, 08

§IX') —_ Qi(X 3 E) > ...

v, (D48 5 DY) — e (x5 E]X) — Q. (X E) > ...
i+1 i i
I1 résulte du lemme des cing que n, © 8 est un automorphisme modulo la
classe de Serre des 2-groupes.
Lorsque X est un espace quelconque, on ccnsidére le systéme inductif
des applications des CW-complexes finis dans X . Un objet de ce systéme in-
ductif est une application f : X% -X, ou Xf est un CW-complexe fini,

Un morphisme est une application Pe g : Xg‘* Xf telle que g=f o Pe g *
H 9
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On a Qi(X 3 E) = lim Qi(xf ; £%(€)), n, o s = lim(n, o sf). Par suite

n, 0 S est un automorphisme modulo la classe de Serre des 2-groupes.
cqfd.
On applique ce qui précéde au revétement canonique s* - P* . on note
hn le 1-fibré vectoriel canonique de base Fn .

L'involution % : S° x B O aéfinie par I (x,t) = (-x, =t) induit un

automorphisme I, de Qi(Sn ; 0). La suite exacte de Gysin du fibré

n+1

D - % induit le diagramme commutatif
0 —> 1:? —_ Q(Sn ; 0) —_ n? —> 0
i=n i i
k - k
lx(-1) i lz* 1::(.1)
0 — x° — (50 — 1° — 0
i-n i i

ol les suites exactes horizontales se relévent. Il existe donc un isomorphisme
<P s s k k4n+1

Qi( ; 0) = niGBni_n avec 2*(a,b) =[(=1)"a, (-1) b] . On a donc

d'aprés la proposition 8.1. :

Proposition 8.2.~ Le groupe abélien Qi(an s k }‘n) est isomorphe modulo la

classe de Serre des 2-groupes &

T. si n pair, . k impair,

s 8 . . . .
LA ® %, Si n impair, k pair .
On peut-associer cette proposition & la proposition 7.3. pour obtenir

des renseignements sur les groupes d'homotopie des variétés de Stiefel.



CHAPITRE II : COBORDISME NORMAL.

Etant donnée une paire de CW~complexes finis (X,A) et un fibré vecto-
riel stable § de base X , on définit au §1 pour tout entier relatif i

le groupe de cobordisme normal de dimension i de la paire (X,A) & coef-

ficients dans § , noté Qi(X,A ; £). On montre que ces groupes ont des pro-
priétés du type cohomologique. Lorsque X est une variété différentielle com-—
pacte, il y a entre bordisme normal et cobordisme normal une dualité du type
dualité de Poincaré. gr étant un fibré vectoriel de rang r et de base

~

- X . r T
un CW-complexe fini, on lui associe 0(5 ) £Q (

X ; g) qui est une obstruc-
tion & l'existence d'une section partout non nulle de ar ;s lorsque

dim X { 2r-3 , c'est l'unique obstruction.

1.~ Définiticn des grcupes de cobordisme normal.

1.1. Soient (X,A) une paire de CW-complexes finis et gr un fibré vectoriel

réel localement trivial de base X et de rang r . On ncte & le fibré vecto=
riel stable représenté par gr . On se propose de définir pour tout entier
i € Z un groupe abélien Q(X,A ; E).

On note S(E,r x R) le fibré en spheres assccié au fibré vectoriel

§r X R . Ce fibré posséde une section rnaturelle s . définie par

£

s r(x) = (Ox’ 1). On note PA(gr) l'espace des sections continues de

£
s(g” x R) égales & Sg au-dessus de A , muni de la topologie de la con-

vergence compacte.

On note SFA(ar) la suspension pointée de PA(gr), le point de base
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étant s s " On a une application naturelle srA(gr) - rA(gr x R). On note
3 _ .
S'j 1l'application composée (j entier » 0)
r S (sr (¢T r
ns(r, (g ) sgr) — =, (sr,(£7), sgr) — 7, (1, (& x &), Sgrle) 5

S désignant l'application suspension.

On appelle groupe de cobcrdisme normal de dimension i € Z de la paire

de CW-complexes finis (X,A) & coefficients dans le fibré vectoriel stable

§ de base X , le groupe abélien défini par

i : N
o (%45 £) = 1im = (1,(£7), s ).

N—> 40 g

On a noté gN un représentant de § de rang N .
On note Q*{(X,A ; E) = ggzsal(x,A 1 E), (x5 E) = (x4 ; E),
i€ v

Q*(X ; £) = @*(X,0 ; E). ona Q'(*; 0) v n°, .

1.2. On montre en utilisant le théoréme de suspension (cf. [17], th.8.5.11]
que l'application Sj définie en 1.,1. est une bijection pour j  2r-dim X-2,

une surjection pour Jj  2r-dim X3. Par suite on a

N), s N) pour N > dim X-i+2 .

i . (
(X4 5 8) momy (T, (¢ ]

En particulier suppesons que gr ait une section partout non nulle Sy -

Notons rz(gr) l'espace des sections partout non nulles de gr . égales_g
s, Ssur A , muni de la topologie de la convergence compacte. On a alors

QN (XA 3 E) = ox (PK(ar), s)) pour T ) dim X-i+3 .

r—i~1
L'espace PA(gr) est [r—dim X%1]=connexe. On a donc Ql(X,A ; §) =0

pour i » dim X+1 .

1.3. Scient (Y,B) une paire de CW-complexes finis et mn wun fibré vectoriel
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stable de base Y . Soient f : (X,A) - (Y,B) une application continue et
F: gN'* nN un morphisme strict de fibrés vectoriels au-dessus de f . Au
couple (f,F) est associée une application continue F(F) : PB(nN)-ﬂ.FA(EN)
définie par F ¢ F(F)(s) =38 o f . BEn passant aux groupes d'homotopie, cela
donne un homomorphisme F¥* ; Qi(Y,B ;) ﬂ-Qi(X,A ; E). Q* est ainsi un
foncteur contravariant de la catégorie des fibrés vectoriels stables de base
une paire de CW-complexes finis, avec pour morphismes les morphismes stricts,

dans la catégorie des groupes abéliens.

2.~ Propriétés du type cohomologique.
. . s N | 1,
2.1. L'application restriction T(g ) - T(f |A) est un fibré de Serre de
fibre PA(gN)v On a donz une suite exacte d'homotopie
N N N N
o g PETT) = (1, €)=y (0ED) = (1Y)
qui donne la suite exacte (et définit )

e s
== Ql(A ; gIA) - ..

n'.1 - S .
e @ a5 g S et (xa 5 ) P alt(x k)
On a noté i 1'inclusion de A dans X et j 1'inclusion de (X,#) dans
(X,4) .

2.2, Soient gN et nN deux fibrés vectoriels de bases X et Y . Soit

F: gN X I=- nN un morphisme stric%. On note Fo et F1 les restrictions
. N . N . .
de F & & xO0 et & X 1 . Alors les applications (FO)* et (F1)* de
N N . .
T'(n') dans Tr(¢") sont homotopes. Par suite les homomorphismes (F;)* et

(F1)* de @*(Y ; n) dans Q@*(X ; £) sont égaux.

- 0
2.3. (Bxcision). Soit Bc AcC X tel quen  BC A . On suppose que
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(K-B, A-B) est une paire de CW-complexes finis. Alors l'inclusion
i : (B, &B) - (X,A) induit un isomorphisme
i* : Q*(X,A ; E) » Q*(X-B, A-B ; £ | X=B).
. . . s N N .
En effet, 1'application restriction FA(g ) *-FA_B(g IX+B) est un homé-
omorphisme.

3.~ Conséquences des propriétés cohomologiques.

3.1. On suppose que l'espace X est pointé ; notons * 1le point de base.
On définit alors des groupes réduits ﬁi(x ; £) par ﬁi(x ; E) = Qi(x,*.; E).
D'aprés 2.1. ces groupes réduits entrent dans la suite exacte

e B (X5 E) ~ 0N (X 5 E) wat -8 (X s ) s
Si le fibré & eét trivial, le morphisme inclusion gNI{*}-* ;N admet une
rétraction. Dans ce cas la suite exacte se scinde en suites exactes courtes

0-&(x; 0) »a'(x; 0 =2 0

et 1'on a sai(x 5 0) = ufie s"zi(x ; 0).
2.2. Pour chaque triple X DO A OB ;, on a une suite exacte

e @7 (4,B 5 E|A) » 2 (x4 ;5 E) -2 (X,B 5 &) ~ @ (4,B ; E[a) ...
En prenant B = {*} , ¥ € A , on montre que pour tout couple (X,A), on a la
suite exacte

e @75 E[D) @t (a5 E) X E) ~ &N (a5 g[a) ..
3.3. Comme pour les groupes Qi (I. 4.3.), si £ est un fibré vectoriel
stable de base SX , le groupe ﬁi(sx ; £) est isomorphe - au groupe

51-1(X ;i £|X). En particulier §i(sn ; E) ® ni—i .
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4.~ Relations avec les groupes de cohomologie.

Soit é un fibré vectoriel stable de base une paire de CW~-complexes
finis (X,A). On note gN un représentant de rang N du fibré § et Ty
N

la projection de & .

soit [n] € m. (0. (M), s ) » @ (X,A ; £), N &tant un entier suffi-
w1i'Ta . A

samment grand. h est une famille de sections

F1ox , * X xus¥? x 4) - (S(lr;N xR), s N(X)) .

g

(s
Par.suite, on a un homomorphisme
e s B (s(EY x R), 5 (X) ;5 2y, €)) - (H(X,4 ;5 2(E)) -
£ +1

on note B(gY) 1le fibré en boules associé i gN . Soit

U HN(B(gN), S(gN) ; Z(nﬁ £)) la classe de Thom en cohomologie du fibré
g

vectoriel gN . On note c : B(gN)'ﬁ s(gN x BR) 1l'application obtenue en

collapsant le bord de chaque fibre de B(gN) « ¢ 1induit un isomorphisme

o+ 5(B(E"), s(gV) ; 2ng £)) 2> H(s(e" x®), s (X); Azt E)).
&

L'élément h*[(c*)—1(U N)] ne dépend que de [h]. On pose
: €
p([n]) = h*[(c*)_1(U N)] et 1'on a ainsi défini un homomorphisme
A E _
i i
bR (XA E) > E(X4; 2(8)) .

On peut aussi, de la méme maniére, définir p([h]) en partant de

1

[g] € nN,_i(PA(gN ), s N') dont la suspension itérée est [h] . (1'entier N
‘ g

pouvant 8tre éventuellement petit).

5.—~ Dualité de Poincaré.

Entre bordisme normal et cobordisme normal, il existe un isomorphisme
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D du type dualité de Poincaré, donné par la proposition suivante :

Proposition 5.1.- Soit X une variété de classe ¢’ compacte dont le bord

est la réunion de deux sous-variétés disjointes o,X et 9

1 X . Soit & un

2

fibré vectoriel de base X . Il existe alors un isomorphisme naturel

D: Qn_l(X,d1X ; E) S Qi(X,GZX ; ED V(X)) ou v(X) est le fibré normal

stable de X .
Pour démontrer la prcposition 5.1.1., on construit tout d'abord un homomorphisme
N=-1
D :Q (x,a1x ; E) -»Qi(x,azx ;s EDv(X)) .

Soit [h] € gn'l(x,a1x 1 E) e (1"o x(gN)), N étant un entier suffi-

Nen+i 1

samment grand. h : SN_IH'l x X' - S(gN x R) est une famille de sections telle

que h(*,x) = (ox,1) et h{t,x) = (ox,1) pour x €9 X [* étant 1e point

Nen+i

SN_n+l:| . On peut supposer que h et h[S x 0X sont trans-

de base de

N £

compacte & bord, de classe C°° s de bord 0A =-h1 (-s N(axz)). Notons
' g

b : (A,00) = (X,OZX) l'application I, 0 h|A . La transversalité donne de

versales & la secticn ~s . At =-h1 (-s N(X)) est alors une sous-variété
F

plus un morphisme strict v(SN_nﬂ' X x H Al) - EN au-dessus de b , ou

W

: Al) désigne un fibré normal & = SN-nH' x X' . En sus-
pendant ce morphisme strict par 1'identité de v(X), fibré normal stable &
X , on obtient un morphisme strict B : v(A) - £ ® v(X) au-dessus de b . La

classe de  bordisme normal [A,t,B] ne dépend pas du représentant h de

[n] € szn'l(x,a1x ; £) dont on est parti et 1'on pose D([h]) = [A,b,B] .
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On cornstruit maintenant un homomorphisme

U (X,0,X; E® vE) —»san‘l(x,a1x 5 E) .

2

X; EDvX). Si N est un entier suffisamment grand,

Soit [A,b,B] € Qi(x,o2

N-n+i

il existe un plongement A C S dont 1l'image ne contient pas le point de

base * de SN_n+l - Le morphisme strict B : v(A) - £P v(X) induit un

morphisme strict B,' H v(SN_n+i x X , A) - & pour N suffisamment grand.
Cé dernier permet de définir une famille de sections h : SN_n"'i x X = S(E x R)
telle que h(*,x) = (Ox’1) pour x € X et h(t,x) = (Oxf1) pour x € 61X .
h représente donc un élément [h] € Qn—i(X,b1X ; £). On montre que [h] ne
dépend que de [A,b,B] et 1'on pose U([A,b,B]) =[h] .

On montre que D o U = identité, U o D = identité, ce qui achéve de démon-

trer la proposition 5.1.

6.~ Existence d'une section partout non nulle d'un fibré vectoriel réel.

Soit gr un fibré vectoriel réel de base un CW-complexe fini X . On
va montrer.qus, pour dim X § 2r-=3 , la seule obstruction & l'existence d'une
secticn partout non nulle du fibré gr est un élément du groupe abélien

Q" (x5 E).

6.1. Soient (X,A) une paire de CW-complexes finis et ;»;r un fibré vecto-

riel de base X . Soit s une section de £ telle que s(x) #£0 pour

X € A . Quitte & remplacer s par une section homotope, on peut supposer

que s induit une application s : X —» B(E') telle que s(x) € S(£F) pour

x € A .
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Par ailleurs on a une application naturelle c : B(E') - S(£¥ x R) obte-
nue en collapsant le bord de chaque fibre de B(gr), Notons
co(gr,s!A) =[cos] ¢ no(l‘A(gr))° La suspension envoie no(FA(gr)) dans
Q" (X,4 ; £). On note c(gr,slA) 1'image de co(ér,slA) dans Q@ (X,4 ; E).
r r
Lorsque A = ¢ s Oon note c(g ) = o(§ 9s|¢)q

6.2. Proposition.- Si s]A Se prolonge en une section partout non nulle au-

dessus de X , alors c(gr,s!A) = O . Réciproquement, si dim X  2r-3 et si

c(gr,slA) =0 , la section slA au~-dessus de A se prolonge en une section

partout non nulle au-dessus de X .

Démonstration.

a) Si slA se prolonge en une section partout non nulle sur X , s est
homotope rel A & une section s' +elle que &(x) € s(gr) pour x € X . On
a donc [c o s8] = [c ¢ s8'] =0 dans nn(FA(gr)), dtox o(g, s'A) =0 .

b) On suppose maintenant a(gr,slA) =0 . Si dim  2r-2, d'apres le
§1.2. cette hypothdse est équivalente & co(ér,slA) = 0 . Autrement dit, la
section ©¢ o s es% homotope rel A & la section s r° On en déduit que

g
s est homotcpe rel A & une section partout non nulle, si la suspension
( r-1 /sr s . . . . . .
S : ns 1\S ) - ni\ ) est injective pour i  dim X , surjective pour

i dim X+1 . Par suite, pour dim X ¢ 2r-3 , slA se prolonge en une sec-

tion partout non nulle au-dessus de X .

c.q.f.d.

o(e¥) € (X ; &) est invariant par tout automorphisme de @ (X ; E)

induit par un X-automorphisme de gr . Cela est évident si 1l'on définit




IT.9
c(gr) a4 partir de la section nulle de gr - Plus généralement, si f : Y- X
est une application continue entre CW-complexes finis et si F : nr a-gr
est un morphisme strict au-dessus de f , on a F*(c(gr)) = o(nr) .

6.3. On note =w, 1la projection du fibré gN . D'aprés la définition de 1'ho-

N
) r r R
momorphisme p : @ (X ; &) »H (X ; 2(g)), on a ple(e™)) = s*(Ug) o s est
une section de gr et Ut € 7 (8(g"), s(F) ; Z(n;(g))) la classe de Thom en

cohomologie du fibré vectoriel gr . Mais par définition s*(UE) est la classe

d!'Euler x(gr) € Hr(X H Z(g))o On a donc :

Proposition.- L'image de o(£") € Q°(X ; £) par 1'homomorphisme

w:Q(X;E)-H(X; 2(8)) est la classe d'Euler y(g°) .

L'application c¢ : B(gr) - S(P;r X R) représente un élément

Ucr ¢ @5 (B(eT), s(T) ; ﬂ;(g)) que 1'on appelle classe de Thom en cobordisme

£ , )

normal. On a p(UCr) =T r De plus, si s : (X,¢) = (B(£"),s(£")) est une
2 g

section du fibré gr , On a s*(Ucr) = c(gr) o

g
6.4. On suppose que X' est une variété différentielle compacte de bord 9oX

éventuellement vide. On suppose que dX est la réunion disjointe de deux sous-
variétés 61X et 62X . Soient gr un fibré vectoriel de base X et s
une section de gr » partout non nulle au-dessus de_a1X. Og note E(gr,s|a1x) =
D(o(g", slo,x) €@ _ (X3,X ;5 £ @ vX) . |

D'aprés la définition de D , on peut donner une construction de

(g7, s]a1X) comme suit. On rempiace tout d'abord s par une section telle

que s et s|62X soient transversales & la section nulle X de E. - On
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note A = 51(X), sous-variété compacte de bord JdA = 51(621{). On note Db
1'inclusion de (A,OA) dans (X,OZX) . La transversalité induit aussi un
morphisme strict vr(X ; A) > §r au~-dessus de b . En suspendant ce morphisme
strict par 1'identité de v(X), on cbtient un morphisme strict
B : v(a) » F,.GB v(X) au-dessus de b . Alors on a [A,b,B] = 3(§r,s|61x) .
6.5. Soit m ¢ X » X un revétement & deux feuillets. Soit E_,r un fibré vec-

toriel de base X et de rang r . On suppose que X est une variété diffé-

rentielle. En I.8., on a défini wun homomorphisme
s 3 szi(x,ax ; E) - Qi(i,ai ; TXE) .
? 2 = (=T — w(n* ¥T
D'aprés 6.3., on a s(o(g)) =o(n* &) .

En particulier, si n* £ est trivial, on a o(n* £°) = 0, d'oh

S(E(F,r)) =0 . D'aprés I.8.1., '&(gr) est alors un élément dont 1'ordre est

une puissance de 2. Il en est donc de méme de o(gr) par dualité de Poincaré,



CHAPITRE III : APPLICATIONS EXCELLENTES ET APPLICATIONS PARFAITES.

Dans ce chapitre, on introduit les applications excellentes et les applica=
tions parfaites. Ces applications permettront au chapitre IV de faire le lien
entre les groupes d'homotopie des espaces de plongements et les groupes de bor-
disme normal.,

1.~ Définition et étude des applications excellentes.

1.1. Soient X* et Y° deux veriétés différentielles (de classe C),
f : X—»Y une application différentiable, f, : tX - 1Y son application li-

néaire tangente. On note <1*X 1le fibré de base X fcrmé des vecteurs tangents

non nuls & X .

Définition. On dit gue l'application f est correcte au point x € X si

l'application f,|E(t*X) : B(t*X) - E(zY) est transversale & la section nulle

de E(1Y) en tout point de E(‘E; X). On dit gue l'application f est correc-

[¢]

e si elle est correcte em tout point X, € X .
Soit f : (R%,0) - (Rb,o) un germe d'application différentiable., f est
correct & l'origine si et seulement si pou? tout vecteur non nul
= (X1,..n; Xa) tel que f*(O?X) =0, les 2 a vecteurs

a
of
(1.1.1.) —(0), 1¢iga, E:Xléxbx (0), iga,
1 3 . .

dx; i=1
engendrent l'espace vectoriel Rb .
Exemple 1. Une fonction X —- R est correcte en un point critique si et seule-

ment si c'est un point critique non-dégénéré.

Exemple 2. Soit r 1le rang de f au point xo € X . On suppose que la premiére
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dérivée de T , £' : X = J(x,Y) [ot J'(X,Y) est l'espace des 1-jets de
X dans Y], est transversale en X 4 la sous-variété des jets de rang r .
Mors 1l'application f est correcte .au pbint X, . Et pour r = inf(a,b)-1,
ces propriétés sont équivalentes.

Munissons X d'une structure riemannienne et notons S(tX) 1le fibré en
sphéres formé des vecteurs tangents & X de longueur unité. L'application f
est correcte au point x, € X si et seulement si 1l'application
f*IS(€X) : S(TX) - E(TY) est transversale & la section nulle de E(mY) en
tout point de S('::x X) .

o
On note Hom(X,Y) 1'espace des applications différentiables de X dans.
(= <]
Y muni de la topologie C . L'application f - f*IS(TY) de Hom(X,Y) dans
Hom(S(zX), E(tY)) est continue. Les applications de S(tX) dans E(1Y) trans-

versales & la section nulle de E(tY) forment un cuvert de Hom(S(TX), E('UY))°

Par suite les applications correctes de X dans Y forment un ouvert de

Hom(X,Y)° Cet ouvert est dense d'aprés le lemme de transversalité [utiliser

par ex. [13], 6.05, lemme fondamental].

1.2. Définition. On dit qu'une application f de X dans Y est excellente

si elle est correcte et si de plus l'application £ xf : XX X—->Yx Y res-

treinte au complémentaire de la diagonale de X x X est transversale & la
diagonale AY de YXY.
Exemple : une fonction f : X - R est excellente si et seulement si c'est une

fonction de Morse, c'est-&-dire si tous ses points critiques sont non-dégénérés
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et toutes ses valeurs critiques distinctes.

Proposition 1.2.1.- Les applications excellentes de X dans Y forment un

ouvert dense de Hom(X,Y) muni de la topologie > .
Compte-tenu du lemme de transversalité au but, cette proposition découle
du lemme suivant :

lemme. Scit f ¢ X = Y une application correcte. Il existe un voisinage ou-~

vert U de la diagonale de Ax de X x X et un voisinage ouvert 1V de

f € Hom(X,Y) tels que pour g €V . g X g U—AX soit transversale & la

diagonale AY de Y XxY.

Ce dernier lemme se démontre & partir du lemme local suivant :

lemme local. Soit f i X —» Y une application correcte au point X € X . Il

existe un voisinage ouvert V de x_ € X et un voisinage cuvert VW de

soit transversale

f € Hom(X,Y) tels que pour g € V¥ , gxgl V><V-AV

2 la diagonale de Y x Y .

Démonstration. On met au voisinage de x dans X et au voisinage de

f(xo) dans Y des systémes de coordonnées (x1,,.,,,, xa)v et (y1,.,.., yb)

centrés en x_ e* f(xo) . Soient x, x' deux points distincts voisins de
o a . . . b b

l'origine dans R . f X f est transversale & la diagonale de R X R au
. N ‘ Of (y of

point (x,x') si et seulement si les 2 a vecteurs 6—;,,3:), 3 x') engen-

5 .
drent R° lorsque f(x') = f£(x).

Mais on peut écrire
a
fx') - f(x) = Z (x:'L - xi)oci(x,x')
i=1 ) .
a
of ' of _ . '
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ol les a; et a; . sont des applications différentiahbles qui peuvent é&tre
9

choisies de fagon continue en fonction de f . De plus ai(O) = gEL(O) 9

2
- o°f.
%,5(0) = 525%(0) -
I R

Par suite f x f est transversale & la diagonale.de Rb X Rb au point

(x,x'), x # x' , si et seulement si les 2 a vecteurs

a
of . .
SEE(X)’ 1iga ? §=; (xi - xi) aigj(x,xf), 1« q g a
a.
engendrent R chaque fois que z:: (xi - xi) ai(x,x') = 0 . Le lemme lccal
i=1 .

résulte alors de (1.1.1.).
1.3. Soient V' et M* deux variétés différentielles, v étant compacte

sans bord. Soit f = (f+)+€ x une famille différentiable d'applications de
l- t: I

k

V' dans M telle que f, soit un plongement pour t € 09I . Soit

t

£ P x e x ¥ l'application définie par f'(x,t) = (ft(x), t).

Nous dirons que f est une famille excellente (resp. correcte) si l'applica—

tion f' est excellente (respo correcte).

Soit £ = (£) , unme famille différentiable d'applications de V'

t€I

dans M" telle que f, soit un plongement pour +t € eIk . Nous allons mon-

t

trer que 1l'on peut toujours approcher f rel 6Ik par une famille excellente.
En effet, d'aprés la propesition 1.2.1., on peut toujours approcher
' vn k . . e k M k
f!' rel x oI par une application excellente h : xI - X I .
L'application € : V" x 9 daéfinie par € (x,t) = (x,h(x,t)) est un
difféomorphisme voisin de l'identité. h o C—1 est alors de la forme g'

oli g est une famille excellente voisine de f .
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En particulier, pour O k  m-2n-1, on peut toujours approcher f

rel bIk per une famille de plongements. Ie domaine 0 k  m-2n-1 sfap-

pelle domaine stable.

1.4. Nous allons démontrer dans ce paragraphe deux lemmes ol interviennent les
applications correctes et les applications excellentes, lemmes dont nous aurons
besoin au chapitre V .

lemme 1.4.1. Soit X* une sous-variété de Yb X Ik telle que l'application

t = prglxa soit correcte. Soit u un champ de vecteurs non nuls le long de

X* tel que <dt,u> = 0 ; on suppose gue u est transverse & x* le long

d'un fermé F de x* . Alors, si k+b-2a~-1 3. 0 , il existe le long de Xau_n_

champ u' de vecteurs non nuls aussi voisin de u que l'on veut, transverse

a2 x*, égal 2 u sur F et satisfaisant & <dt,u'> =0 .

Démonstration. On note S(§) le fibré en sphdres associé & un fibré

vectoriel & . Le champ u de vecteurs non nuls tel que <dt,w> = O peut

8tre considéré comme une section du fibré en sphéres S[(th X Ik)lxa] . Le

champ u sera transverse & x* si la section évite N = S[(—cYb X Ik)lxa]ns(m—xa).
L'application t est correcte, cela équivaut & dire que les deux sous-variétés
St(TYb X Ik)ilxa] et S(tx®) de S[‘c(Yb X Ik)lxa] sont transversales. Par

suite N est une sous-variété de §[ ('cYb X Ik)lxa] de codimension. b-a+k .

Donc, si b-a+k ) a+1 , on peut approcher la section u de S[('cYb X Ik)lxa]

~par une section u' évitant N, égale & u sur le fermé F .

c.q.f.d.
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lemme 1.4.2. Soient X, Y, Z 1trois variétés de dimensions a, b, c, la variété

Z étant compacte. Soit T : X = Y une application excellente. Soient

f € P¢(Z,X) et A une sous-variété fermée de codimension O de 2Z tels

que T o f|A soit un plongement. On suppose réalisée la condition (c) sui-

vante ¢ T O fIA et m[x - f(A) sont deux applications transversales. Alors,

8i b 2c+1 , on peut approcher f autant que l'on veut par un plongement g

coincidant avec f sur A4 et tel qgue T o g soit un plongement.

La condition (c) est entrainée par la condition (c') suivante qui est in-

€ Hom(Z x X, Y x Y) est transversale

)

dépendante de la variété A : 1t o f X

& A, en tout point (z,x) tel que x # £(z).

Démonstration. On note J;(Z,X) le sous-espace de J1(Z,X) formé des

Jjets de rang ¢ . On note N 1le sous-—espace de E(t*X) formé des vecteurs
dont 1'image par <1, est un vecteur nul de <Y . L'application <t étant
correcte, N est uﬁe sous-variété fermée de codimension b de E(t*X). On
considére l'application naturelle
9 : B(5(x2)) X, 3)(2,X) — E(w*x)
(b, 5 3 om0 5,0)

¢ étant une submersion, P = 51(N) est une sous-variété fermée de codimen-
sion b de E(5(s2)) X, I (2,%).

f étant un plongement, toute application g suffisamment proche de f
est un plongement. T o g est une immersion si et seulement si la premiére

dérivée g1 HE AR J;(ZQX) évite prZ(P) s T O f]A étant un plongement,
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f1|A évite prz(P). Diaprés le lemme de transversalité, si
dim J;(Z,X) - dim P » dim Z+1 , i.e. b » 2c , il existe un plongement g
voisin de f , égal & f sur A , tel que g1 évite prZ(P) . T 0g est
alors une immersion.
La condition <t o f(A)n< o g(z-4) = @ équivaut & dire que
-1 ,
g|z-a : z-A - %=£(a) évite (7]|X%-£(4)) (v o £(4)), sous-variété fermée de codi-
mension b-c dfaprés la condition (c). D'aprés le lemme de transversalité,
si b-c > d:Lm(Z-A) + 1, i.eo« P » 2c+1 , quitte & remplacer g par un plon-
gement voisin égal & f sur A , © o £(A)NT o g(Z-4) = 7 .
T 0 g 8Sera un plongement si et seulement si gx g : 2xZ—-XxX
v -1
évite (t.x 1) (AY) - AX y sous-variété de codimension b car l'application
t est excellente. g X g | A X Z évite déjia cette sous-variété. D'apres le

lemme de transversalité au but, si b > 2¢c+1 , quitte & remplacer g par un

plongement voisin égal & f sur A, t 0 g est un plongement.

c.q.f.d.

2.- Etude des points singuliers de type g1:0

Soient V- et M' deux variétés différentielles. On rappelle tout d'a-

bord la définition et quelques propriétés des points singuliers de type 21’0 .

1,0

Définition. v € V' est un point singulier de type X de l'application

différentiable f : V' - M s8i l'on a les propriétés suivantes :

(s1) le rang de f au point v est égal & n-1 ;

) la premidre dérivée de f , TR Jl(Vn, M") est transversale

(s

2

au point v & la sous-variété de l'espace S (™, M) (espece des 1-jets de
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V' dans M") formée des jets de rang n-1

“e

il suit de 1la gque les points singuliers de f forment au voisinage de v wune

sous-variété S de dimension 2n-m-1 ;

(s3) fIS est une immersion au point v .

Pour n =2, m=3, on parle de point cuspidal, et pour m =n , on

parle de pli.

Soit f : (Rn,O) - (Rm,O) un germe d'application différentiable tel que
of o s . - . N 1,0 .
OT(O) =0 . f admet l'origine comme point singulier de type =X si et

seulement si

of. . O f \ .
(1) les vecteurs a—{;(o), 2¢ign, dx—1b§-. (0) , 1 ign engendrent
IRm H
2
(2) les n vecteurs :—;—(O), 2L ign, 6—2(0), sont linéairement in-
i ax1
dépendants.,
1,0

Si v est un point singulier de type I de £ : Vlr1 - Mm » il existe

des cartes en v et f(v) telles que f ait pour expression locale

2
f(x19..°, xn) = (x1, X,s0ees X 5 XX

2 172°°°°? x1xm-n+1)

lemme 2.1. (Propriété universelle des points singuliers de type 21’0 )

On considére deux paires de variétés pointées, (V', X P, v) et

1,0

(", Zm-ZP, m) et un germe de point singulier de type = , £ ¢ (X,v) » (Z,m).

1,0 , £ : (V,v) » (M,m), prolongeant

Tout germe de point singulier de type X
f , posséde la propriété universelle suivante :

Quels gue soient la variété pointée (W,w), le germe g : (V,v) - (W,w)
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et le germe 0 : (Z,m) - (W,w) tels que 6 o f = gIX » 1l existe un germe
¢ (M,m) - (w,w) rendant commutatif le diagramme
. .
1 0

f
(Vov) ——  (M;m)

\g\\,(w,w)

La différentielle de ¢ au point m est indépendante du choix particulier

de ¢ .

Démonstration. f étant un germe de point singulier de type 21’0 s 11
existe un systéme de coordonnées (a, x1,..°9 xn—p—1) sur X au voisinage
de Vv , nulles en v , et un systéme de coordonnées (A, X1,.°., Xn_p_1,
Y,00009 Y ) sur Z au voisinage de m , nulles en m , tels que

1 . I~n-p i
£(ay X pneer X ) = (82, X,puees X 8X, ,eep 8X_ ) .
9 19 9 n_p_1 9 19 9 n_p_19 1’ 9 m—n"p.

On étend le systéme (@, X,,00.5 X ) en un systéme de coordonnées

1 n~-p-1

(a, X,5000p xn 1) sur V au voisinage de v , nulles en v , et le systéme

1

(Af K seoes xh—p-1’ Y1f°°" Yﬁ—n—p) en un systéme de coordonnées
(A? X1,..., xn-1f Y1,g.., Yﬁ—npp’ Yﬁ—p"°°? Yh_1) sur M au voisinage de m ,
nulles en m .-On définit un germe de point siﬁgulier de type 21’0 ,
fo : (v,v) » (M,m), prolongeant f , par
F (8, X, 50009 X ,) = (a2, X, po0009 X .5 8K, peccy 8X 28X _g5ocey@X_),
o 1 n-1 1 n—-1 1 mM=N=p n-p° n

.Nous allons montrer que posséde la propriété universelle énoncée

H?
o

dans le lemme 2.1.. Choisissons un systéme de coordonnées sur W au voisinage

de w , nulles en w . La relation 6 o f = g]X s'écrit en coordonnées locales
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2
s(a’ x1,,..f xn_p-19 O,on-, O) = e(a 9 X1,...,‘ Xn_p_19 a-x1!ooo’ axm_n_p) o

Par suite il existe des germes w, : (V,v) - (W,w), 0 1ig p-1, tels que

p-1

2
g(a,x) = e(a ’ x1,'°“, xn—p—1’ a.x1,...ST axm—n-p) +§ xn-p+i wi(a,x)

ol x = (x1,.°., be ). I1 existe aussi d'aprés Whitney des germes a et ﬁi :

n—1
(V,v) - (W,w), 0 ig p1, tels que

wi(agx) = ai(a?‘,x) + a _Bi(az,x) .

I1 suffit donc de prendre pour ¢ le germe défini par

¢(A,X,Y19..., Y nep’ Yn_p,“.,, Yn_1) = 9(A,X1,..., xn_p_1,Y“..., Ym_n_p)
p=1 : p-1
+ g X, pri® (AK) + > L B, (4,X)

ol 1'on a ncté X = (X1foaop Xn-1) o

La différentielle de ¢ au point m est indépendante du choix particu-

~

lier de ¢ ; en effet, la relation ¢ o fo =g entraine

2
55 @ =15 ),
a

oA

o _ o0& .

ﬁ;(m) = 5=x—l(v) » 11 ¢ n=1

¢ o g . .

gT-_(m) = W(V)s 1 JXmn-p, n~p ¢ J\< n-1 .

J

[Ou encore : en un point double d de f‘o voisin de m , les images par
(f‘o)* ‘des espaces tangents engendrent l'espace tangent & M en m ; par
suite la différentielle de (¢ au point d est indépendante du choix par-
ticulier de ¢ ; on termine en remarquant que m est adhérent & l'ensemble
des points doubles de Eo ]

Montrons maintenant que tout germe de point singulier de type 21’0 ’

~

f: (v,v) - (M,m), prolongeant f , posséde la propriété universelle énon-
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cée dans le lemme 2.1. . %o possédant cette propriété universelle, en pre~
nant g =f‘ 9 (W,w) = (M,m), 6 = inclusion de Z dans M , on montre qu'il
existe un germe ¢ : (M,m) - (M,m) tel que ¢ o f‘o =T N q)IZ = inclusion de 2Z .

D'aprés ce qui préctéde, on a

2~
o9 1ot
=5 (@) Tbaz (v) ,'
> of .
-a-%(m) =30 (v), 1&1ign=1,
i i
d d°f . .
a—-—%(m) =gg—a—x—j(v)s 1 J & m=-n—-p, n—-p J L n=-1 .

1,0 de f , les vecteurs

Le point v étant un point singulier de type I
précédents engendrent R" , donc ¢ est un difféomorphisme local au point

v , ce qui achéve la démonstration du lemme 2.1. .

3.~ Définition et description des applications parfaites.
On considére dans ce paragraphe deux variétés différentielles vV oet M.

Définition. On dit qu'une application différentiable f : V' - M' est parfaite

8i elle posséde les propriétés suivantes :

(P1) les points singuliers de f sont de type g1 H

(P2) un point double n'est pas l'image d'un point singulier ;

(P,) en un point double & = £(d

) =£(4,), 4, #4d, , les images par f,

3 1

des espaces tangents & v en d1 t d‘2 engendrent 1'espace tangent & M"
en 6 ;

(P4) f n'a pas de point triple .

Pour la fin de ce paragraphe, on suppose que la variété V‘n est compacte

sans bord.
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D'aprés le §2, les points singuliers d'une application parfaite

S2n-m— 1

f : Vn - M* forment une sous-variété compacte de V' . Les points

doubles de f forment dans M 1'intérieur d'une sous-variété compacte

2n-m

A dont le bord oA est f£(S)- inzn‘m

=7 (A) est une sous-variété
compacte sans bord de v , posaédant S comme sous-variété de codimension
1 . S est aussi l'ensemble des points singuliers de f|D : D—= A et ces
points singuliers sont des plis [i.e. ils possédent une expression locale de
la forme (u1,...,., u

2
2n—m) (u1, Uy u2n—m)]'

D oA

figure 2 .

D'aprés le lemme de transversalité, si 2m-3n-1 ) O , les applications

parfaites de V' dans M" forment un ouvert dense de Hom(Vn,Mm) pour la
o .
topologie € ([7], 2.5.). D'aprés les conditions (P1) et (P3), une appli-
cation parfaite est excellente.
Soit f = (ft)tEIk une famille différentiable d'applications de VIl

dans M" telle que f, soit un plongement pour t € bIk . Soit

t

£1 s VP ox 1K > M x 15 1l'application définie par f'(x,t) = (ft(x),t)o Nous

dirons que f est une famille parfaite si l'application f' est parfaite.

On montre, en utilisant la méme méthode qu'au §1.3., que pour k  2m-3n-1,

on peut approcher la famille f rel aIk par une famille parfaite.




CHAPITRE IV : ETUDE DES ESPACES DE PLONGEMENTS.

Soient V' une variété différentielle (de classe Cw) compacte sans
bord, M®  une variété différentielle, m, n > O . On note Hom(Vn,Mm) 1l'es~

pace des applications de classe C°° de Vn dans Mm muni de la topologie

(o)
c 5 P,e(Vn,Mm) le sous-espace des plongements. Dans ce chapitre on se pro-
pose d'associer & toute application continue f : VI1 - M" une paire topolo-

‘gique (L"f,GW) et un fibré vectoriel stable 6, de base fo . Ensuite &

£

toute application continue f : V' > M® on associera un élément
oco(f) € QZn—m &"f,aw;ef). Et & tout entier k > 1 et tout plongement

fo H V'n - Mm s on associera un homomocrphisme (application si k=1)

o nk(Hom(Vn,Mm), Pz, fo) -Q (&”f,éw : ef) .

2n-m+k

On terminera ce chapitre en énongant le résultat fondamental de ce travail,

résultat qui concerne @ e

1.- Construction du fibré vectoriel stable ef .

On se donne une variété différentielle V- compacte sans bord, une va-
riété différentielle M. et une application continue f : v - M . On cons-
truit dans ce paragraphe successivement une variété différentielle wZn com;
pacte & bord (éventuellement vide), un fibré vectoriel différentiel w de
base W et de rang 1, une paire d'espaces topologiques (L"f,aw) et un fi-
bré vectoriel stable 6_. de base L"f o

f

1,1. La variété différentielle W-" .

On construit tout d'abord une variété différentielle W2n compacte sans
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bord, munie d'une involution différentiable ¢ , de la fagon suivante. On
note Fc la sous-variété de ﬁZn formée des points fixes de o . On prend

(W - F s o) = (VW x v - Ay » 8) ok A, est la diagonale de Vx Vet

v
s(x,y) = (y,x) . On prend pour F_ la variété différentielle des sous-espaces
vectoriels de dimension 1 des fibres du fibré tangent & V' . Munissons V'
d'une structure riemannienne et notons S(TVn) le fibré en sphéres de rayon
unité associé au fibré tangent «V . Notons '.[‘8 (e 3 0) la variété diffé-
rentielle quotient de ‘S(Tvn) X [—s, s] par la relation qui identifie
(t,a) et (-tea). F_s'identifie & T . La variété différentielle W'
s'obtient alors en recollant Te et Vn X Vn - AV s £ > 0 suffisamment
petit, au moyen du plongement
o1 — PxV -
(1) £ o v
(t,a) —> [exp(-at), exp(at)] .

ﬁZn est une variété différentielle compacte sans bord. ¢ est une invo-
lution différentiable de %Zn dont les pcints fixes forment une sous-variété
‘Fo de codimension 1. On montre que la structure différentielle mise sur
(vx v-=- Av)\)FG pour obtenir W est indépendante de la métrique rieman-
nienne choisie sur Vn . L'application (1), prolongée par l'application iden-
tique de l'espace Vn X an- AV dans l#i—méme, définit uné.appiication dif-
férentiable p : Ve x T

On note W2n la variété quotient de WZn par ¢ dans la catégorie des

variétés différentielles. On note r : ﬁZn - w2n l'application différentiable
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quotient 5 les points singuliers de r sont des plis [i.e. ils possédent une
. 2 n
expression locale de la forme (u1,..,., uZn) [ (u1, uz,..., u2n)] . WZ est

une variété compacte dont le bord oW s'identifie & 'I‘0 .

1.2, Le 1-fibré vectoriel w de base W .

lemme 1.2.1. Soit & wun fibré vectoriel différentiel dont la base X est une

variété différentielle sans bord. Soit o une involution différentiable li-

néaire fibrée de E . On suppose gque les points fixes de o = o|X forment

une sous-variété FG de X de codimension 1 . Alors le quotient de &

par o existe dens la catégorie des fibrés vectoriels différentiels; le rang

du fibré quotient est égal au rang de & ; le morphisme guotient T, £~ é;/_
- o

est au-dessus de l'application différentiable quotient r : X — x/c .

Démonstration.

B, =R xR xR et que o soit donné par

a) On suppose que X

3(X1,--e, Xn, X1,,.e, XI', Y1,eocg YS) = (—X1, X X X1,.ea, xr,.-Y1,.=.?—YS).

preces X

n

On a alors c(x1,,.., X ) = (—x1

» Xypeens xn).,Le quotient de R~ par o

dans la catégorie des variétés différentielles est la variété R+ X Rn—‘I et

l'applicaticn différentiable quotient est l'application r : B - |R+ X Rn-1

s . - 2 . -
définie par r(x1, x2,A.,.., xn) = (x1, x2’”°f xn). Le quotient de & par o
dans la catégorie des fibrés vectoriels différentiels et le morphisme quotient

sont alors donnés par

r1:.anxIRers _ (R-'_xﬁn"1)xIRr'><l‘c'ts

(x s X 9Y) —> (r(x) y X ’x1Y)
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b) On suppose que o n'ait pas de point fixe. On note E(E) 1'espace
total du fibré £ et on considére le quotient E(g)/% dans la catégorie des

ensembles ainsi que l'application quotient r, : E(g) - E(F,)/% .« On munit

1

E(F,) de l'unique structure de fibré vectoriel différentiel de base X
o - c

faisant de r, un morphisme de fibrés vectoriels et un difféomorphisme local.

1

E(g)/.& est alors le quotient de § par o dans la catégorie des fibrés vec-

toriels différentiels et r1 le morphisme quotient.

c) Le cas général se déduit des cas précédents par recollement.

c.q.f.d.
Munissons le fibré vectoriel produit W x R de base ;l de 1l'involution
01 définie par 01 (x,a) = (c(x), -a). On note u)1 le 1-fibré vectoriel quo-

tient de W x R par o, dans la catégorie des fibrés vectoriels différentiels.

1
1

Ce quectiert existe d'aprées le lemme 1.2.1.. Le morphisme quotient 1"I : Wx R=w
est au~dessus de l'application quotient r : W= W .
L'applicaticn r : ;I - W se relive en un plongement i : W E(w1)

défini par i(x) = r1(x91),

1.3. La paire topologigue (8f,aw)°

on rote M {(f) 1le mapping cylinder de l'application continue £ 3 V - M.
On note Q(u‘t £) 3 V) l'espace des applicati;)ns continues
o i ([=1, 11, {=1, 1}) = L (2), V)
muni de la topologie de la convergence uniforme. On note e : Q(Jé(f) s V) > UxV

l'application continue définie par e(c) = (c(=1), c(1)).
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Soit S(w) 1le fibré en sphdres associé & w . C'est un revétement &
deux feuillets de base W . L'application quotient r : W—= W se reldve en
un plongement i : ;I - E(w) (voir 1.,2.) ; cela montre que l'on a une applice-
tion continue naturelle £ : S(w) - ;I - On considére l'application
pog:sSw-VxV.

On définit l'espace ‘Cf comme le gquotient du produit fibré de S(w) et
de Q(a‘t (£) 5 V) au~dessus de V X V par la relation qui identifie (x,c)
et (-x, 0‘1), c-j‘l étant le chemin défini par cf1(u) = c(-u) pour
u € [-1, 1]. On peut identifier V au sous—espace de QA (£f) ; V) formé des
chemiz;s constants. Le quotient de S(wléW) X V est un scus-espace de ff

VXV

que 1l'on identifie & OW .

i.’application e s Q((/[ (f) :+ V) » Vx V est un fibré de Serre. Par suite
la pro,jjection pr1 3 S(-w) V§V Q(a“ (:f‘) ; V) -» S{w) est un fibré de Serre. On
note p : ff - W ‘l'application continue obtenue & partir de pr1 par passage
au quctient., C'est un fibré de Serre. Si M est connexe, la fibre est l'es-
pace QM des lacets de M issus d'un point donné, muni de la topologie de
la convergence uniforme.
Remarque 1.3.1. Lorsque l'application f : V— M es% un plongement, on peut
considérer un espace L’% défini de la méme manidre que l'espace L’f en rem-—
plagant QA (f) ; V) par QM ; £(V)). Les espaces ‘t?f et Ef', ont alors
le méme type d'homotopie.

on note Q(H(f) ; V) 1le sous-espace de Q(H(f) ; V) formé des chemins
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¢ satisfaisant &

(e(=1), 2(1+u)), -1 gug-%

c(u)
c(u)

(c(1), 2(1=u)), *gug

c(u) € Mc J(£) s —Fgugt.

A l'espace Q(A(f) ; V) est associé un sous-espace ?f de t’f . L'inclu~

sion ?f c ?ff est une équivalence d'homotopie.

Soient f et g deux applications continues de Vn dans Mm . Soit
h = (h}\))\GI une homotopie de f dans g . On considére une application de
5({/&(g) ; V) dans 5((/2&‘) ; V) qui au chemin c¢ associe le chemin c‘|

défini par

h2(1+2u)(°('1)) ’ -’}Sus-%
c1(u) = c(4 u) , _711\<u\<71‘-
h2(1_‘2u)(c(1)) , -‘11\< ug ¥

Cette application continue induit une application continue E(h) : Eg - Ef
qui est une équivalence d'homotopie, son inverse & homotopie prés étant

1 gtant l'homotopie de g dans f définie par v = (h(1_)\))

), o .
_ A€

Les inclusions ?f c Ef , ‘Eg c L’g étant des équivalences d'homotopie,
on en déduit une équivalence d'homotopie H(h) : ng - \‘.’f bien définie & ho-
motopie prés. On peut méme prendre H(h) de fagon que H(h)lbw = id(owW) .

1.4. Le fibré vectoriel stable Op -

On définit une application continue q : €

Pl M par passage au quotient

de l'application composée

s(w) x_e@(£) 5 V) 2, (A (£) 5 V) — H(z) » M .
WV - ¢ > c(0) .
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On note P=pxq : E}‘* Wx M.
Pour N entier suffisamment grand, on suppose que (W,0W) est une sous-

variété de (DN, s¥1) et que WIR s¥1 _ oW . on note v(W)N-zn un fibré

normal & (W,0W) dans (DY, s©¥ 1) .

N-2n
)

On note 6 = (w1 Q M) & (v(w x M), fibré vectoriel différentiel

N = P*(ON), fibré vectoriel de

de base Wx M et de rang N+m=2n. On note ef
H

base E}. et de rang N+m-2n . On note 6 (resp. ©) 1le fibré vectoriel sta-

f

ble associé & ef,N (resp. GN).
Avec les notations de 1.3., on peut choisir H(h) de sorte que

Pf o Hn) = Pg . [On note Pf l'application P associée & l'application con-

tinue f ]. Par suite H(h)*(ef) =6, -

2.~ Définition de l'application a

k

Soient V= et M  deux variétés, V¥ étant compacte sans bord. On ne
suppose aucune condition sur les entiers m et n autre que m, n ) 0 ,
Sceit k un entier » 0 ., Soit f==(ft)t€1k : Vn X Ik'f M® une famille dif-
férentiable d'applicatims de V' dans M représentant
[£] € nk(Hom(Qn, ), pe(V, M), fo) pour k » 1 [resp. une application de
V' dans M° pour k = O]°

On se propose de définir un élément

o lf]) ea, o (Z?fo,aw ; efo) .

Un tel élément sera représenté par une application normale (A,b,B) dans

(1:f » OV 5 6, ), ol
. (o] .

(o)
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(a) (a,0A) est une sous-variété compacte de DN+k , de dimension

Ntk 1

2n-m+k , telle que AI‘R S =04 ;

(b) b : (a,04) - (’Gf ,OW) est une application continue ;
o .

(e) B : v(a) - 6, y st un morphisme strict au-dessus de b , ol v(a)
1

(o]

est un fibré normal 3 (A,04) = (DN+k’ SN+k_1).

On notera bo =pob:A-W, p: t’f - W étant 1l'application continue
. o _
définie au §1.3..
Dans les paragraphes suivants, on définira successivement A , bo y b et
B (noté aussi B(f)).
_LJ_.. Définition de A et b_.
D'aprds III.1.3., quitte & remplacer f par une famille voisine, on

peut supposer la famille f _excellente. u : W-VxV étant 1l'applicaticn

définie au §1.1., on considdre l'application h : W x Ilc - M x M définie

par h(x,t) = [£,(m, o u(x)), £,(pr, 0 u(x))] .

2n-m+k

lemme 2.1.1. '111(AM) est de le forme DU(FO X Ik), ol D est une sous-

~ 0
variété compacte sans bord de W X I~ y invariante par o et transversale

R Ik .

o

Démonstration. Si (x,t) E-h1(AM) - Fa X Ik » l'application h est trans-
versale & AM au point (x,t) car la famille f est excellente, Donc au
voisinage de (::,'c),-vh‘I (AM) est une sous-variété de dimension 2n-m+k .

si (x,t) € F_x *cixI® , l'application p possdde au voisinage

de x une expression locale donnée per le germe & l'origine de



Iv.9
B xB'xR —s B xB
(w, & , a) — (u-av, utav)
0{1 u=(u1gnoc5 un)9V=(1, vzgoco, Vn), 'l\;=(v2’o-o, Vn) o
Par suite (AM) - F_x ¥ est dorné au voisinage de (x,t) par
ft(u+av) - ft(u-av) =0 .
L'application ft(u+av) - ft(u—av) étant une application impaire de a,

il existe un germe au-point (0,t), g = (gt)teIk : (BF x BT x R) x Ik-» B

tel que

(1) ft(u+av) - ft(u—av) a gt(u,ﬁ,az) .

Donc au voisinage de (x,t), fﬁ (AM) coincide avec la réunion de Fc et d'un
PP 2 . ( . . <
ensemble défini par gt(u,ﬁ,a ) =0 . 8si gt\o) ¥ 0, i1 n'y a que Fc . Si
gt(O) =0, on a g+(u,69a) = 2(f+)*(u,v) d'apreés (1), La famille f étant
supposée correcte, 1'ensemble défini par g+(u,9,a2) = 0 est une sous-variété
de dimension 2n-m+k transversale & F .
o c.g.f.d.

L'involution (x,t) ~ (o(x), t) de W x T induit une involution de

D notée dont les points fixes forment une scus~-variété fermée S de

op »
D de codimension 1. On note A = D/B » le quotient étant pris dans la caté-
D

gorie des varié*és différentielles ; on note r : D= A 1l'application diffé-

.z

rentiable quotient (ses points singuliers sont des plis). A est une variété

compacte de bord 0A éventuellement vide.

On considére la projection pr,

s W ox Ik'-> W . L'application
pr1 D: D—W est compatible avec les involutions GD de D et o de ﬁ 9

i.e. ona go (pr1|D) = (pr1|D) 0 6., . En passant au quotient, on obtient

D
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une application différentiable b  : (A,0A) - (W,0W). D étant transversal

a Fo X Ik 9 bo coupe OW traunsversalement et 5; (dw) =34 .

. . . p - k Py - By pr2
On note j : D—=> V 1l'application composée DC WX I —s W VXV —>V,.
z s 242 fad k N k ) .
D étant une sous-variété de W x I transversale a Fc x I , 1l'application
j possedde les propriétés suivantes :

(1) 3la) # 3(o {d)) si 4 g s ;

(2) j*lkerd ((UD)* + id) n'est pas nul pour 4 € S .

On considére la projection pr2 s W X Ik'* Ik - L'application

prZID : D-— Ik est telle que (prle) 0 o = pr2|D . Par passage au quotient

D

s A— Ik

<i

1l'applicaticn prZID induit une application différentiable notée

o
(dont 1'image <(A) est contenue dans Sl aIk)°

z . 7 rd > k N k -
D étant une scus-variété de W x I transversale a Fc x I , il en

résulte que bc X T $ A= WX Ik est un plongement. A peut &tre considéré

ky

comme une Sous-variété de Wxﬁ ﬂl%naA&(WxI =9dA .

2.2. Définition de 1l'applicaticn continue b .

Nous allons relever bO dans (E} ,OW), c'est=d~dire définir une appli-~
cation continue
b : (A,08) - (E’f ,OW)
: o

telle que po b = bo s P28, — W étant l'application continue définie

f
o

au §1.3..
On définit tout d'abord une application continue

Cc= (cd)dGD : D> (g) 5 V) par
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Cd(u) (§(ofa))s2(14u)) =1 € u < =% ; Cd(u) = f(1+2u)1(r(d))(3(5(d))’-% < mgO0

cq(u) = (5(a), 2(1-u)) » w15 eq(@) = £y 5y (n(q))(3lA))s O v < £ -
Pour d € S, ona clu) =cl(-u), uce [-1, 1]. L'application continue C est
homotope é.une application continue C' = (Cé)deb telle que céi soit un che-
min constant pour d € S, e o C' =e o C, e étant défini au §1.3.. ¢

v perme* de relever l'application bo en une application continue :

b : (A,00) — (t?f LOW) .
o)

2.3. Définition du morphisme strict B .

‘L'application h : W x Ik - M x M définie en 2,1. est transversale &

AM en dehors de F(y X Ik . Par suite, si on note v(W x Ik ; A) un fibré

normal & A< W X Ik , l'application h induit un morphisme strizt (défini

& homotopie prés)

u(f) :u(w.xlk s A) Pw® T M

au-dessus de Pob : A>WxM, P: ©_ >WxM étant défini en 1.3..

5
Au $1.4., on a supposé WC Y 0 whs™' = ow . on a dons

AC W Xx IkC DNx Ik et par suite
v(a) B o x I A% e [T x 1K)a .

En suspendant U(f)o on obtient donc un morphisme strict

B (£) : v(a)e2o oy
au-dessus de Pob : A= WXM.
Le fibré vectoriel G%N étant le fibré P*(GN), le morphisme strict
Bo se reléve en un morphisme strict
B(£) : v(a)™ 2N O x

[e;
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au-dessus de b : A = E’f .
5

2.4. Définition de 1'application @ pour k3 1 .
Sniernt f = (ft) X et g = (gt) k deux familles excellentes d'appli-~
t€T t€I
cations de V- dens M" représentant le méme élément de nk(Hom(Vn,Mm),P,eng_)
pecur k ) 1 . Dlaprés III. prop. 1.2.1., il existe une homotopie excellente

h=1{th, )

- d‘ .- o t ' i i
5,0 tEIk,AEI e f dans g [1 e elle que l'application

nts V x 1%

xI-M x I x I définie par h'(x,t,A) = (b, }\(x),t,}‘) soit excel-
lente]o Ve

A la famille £ est associée au §2.3. une application normale B{f). De
la méme maniére on associe &4 h un cobordisme normal B(h) entre les applica~
ticns normales B(f) et B(g). B(f) et B(g) représentent donc le méme é1é-

) Pour k 3 1 , on peut donc définir une appli-
o

/ .
ment de Qan-m+k\ K’fO,OW ; 6p

cation

o

k

: nk(Hcm(foMF), P2, £ ) —> I

(o) (o}

per a ([£]) = [B(£)].

Proposition 2.4.1.~ Pour k ) 1 on pointe 1'ensemble nk(Hom(Vn,Mm), P, fo)

par * , classe d'une famille constante. Alors on a ak(*) = 0 ; autrement

dit, a, est un morphisme d'ensembles pointés. Pour k3 2 ; a  est un hcmo-

k

k
morphisme de groupes.

Démonstration. Si f = (ft) est une famille de plongements, on a

teTk

A= ¢ s diol ak(*) = 0 . Les définitions des structures de groupes de

nk(Hom(Vr‘,Mm), P, fo) pcur k) 2 et de Q

2n—m+k(rf 0W 5 6, ) montren’
0

(o)

immédiatement que a est un homomorphisme de groupes pour k ) 2 .

k
c.q.f.d.
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Proposition 2.4.2.- Si '031(0)

{*} pour tout point de base £ € pe (v, M),

alors a1 est injective.

Démonstration. Soient ¢ = (c et c' = (c! : (I, {0,1 0) »
(o) () ¢ (5 {01}, 0

(Hom(Vr‘,Mm), P, fo) deux chemins excellents. On définit un chemin

¢c: (1, {0,1}, 0) » (Hom(V",M"), Py, c1) par

cA) =c(1=2a) , ogA gt

c(a)

et (=1420), T KA1 -
Quitte & modifier ¢ et c¢' au voisinage de A =0 ,; C est un chemin excel-

lent dfcrigine c1 o

On suppose a1([c]) = cx1([c']) ; autrement dit B(c) et B(c!) cobordent
-
normalement. On en déduit que B(C) est un bord. Comme par hypothése a‘1(0) = *

pour le point de base Cy o C est homotope rel {0,1} a4 un chemin de plonge-

ments. Cela entraine que les chemins ¢ et c' sont homotopes. Autrement

ait [c] =[c?] ¢ n1(Hom(Vn,Mm), P, £ ).

c.q.f.d,

2.5. Définition de l'application a e
: . . n . .

Si l'application f : V -’MH1 est excellente, on lui associe

_ c . . . ' .
ao(f) [B(f)] 3 QZn—-m (z?f,aw H Gf) Supposons maintenant que 1l'on ait une
application différentiable quelconque f : vV - M" . Soient g une applica-
tion excellente de V- dans M" et h une homotopie de f dans g . Aux
§1.3. et 1.4. on a associé & h une équivalence d'homotopie

*

H(h) : (lfg,aw) - (‘c’f,aw) telle que o, = H(h) (ef). On pose

( = ({ € . [ 5
@, (£) H(h)*\rxo(g)) 3 Q2n—m( t’f,aw H Gf) et 1l'on montre que ao(f) ne dépend
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que de f . On a alors la proposition suivante :

-_ fo)

Proposition 2.5.1.—- Si f est homotope & un plongement, on a « (f) =0 .
Lorsque M = B" , on pose ao(Vn,m) = [Bo(f)] € QZn_m(W,aW ; 0) .
ao(Vngm) joue le méme rble que ao(f) puisque dans ce cas l'application
p (Ef,aw) - (W,dW) est une équivalence d'homotopie.
D'aprés I1.6.4. on a ao(Vn,m) = o(mw). Le fibré mw est quotient du
fibré ;;aroduit S(w) X Rm par l'involution (x,a) - (—x, -a). D'aprés II.6.5.,

on a donc :

Proposition 2.5.2.- cxo(vn,m) est un élément du groupe QZn_m(W96W ; ©) dont

l'ordre est une puissance de 2 .

2.6, Cas ol 1l'on considére une famille parfaite.

On suppose que la famille f = (ft)tGIk est parfaite (cf. III.3.). Dans

2 P X estwn plongement

ce cas l'application jx ( t or) :
qui permet d'identifier D & une sous-variété de v x Ik - L'ensemble S
des points fixes de % est alors l'ensemble des points singuliers de f£f' .
f'|S est un plongement.

On a un plongement A - M x Ik défini par la diagramme commutatif

D —rb A

jx(= or)l l
k k

' 8
anI —f—-rmeI

A s'identifie donc & une sous-variété de Mm X Ik . L'intérieur de A est

formé des points doubles de f' . Son bord est f'(S) . On a de plus

D =_f]' (A) o
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3.~ Enoncé du résultat fondamental.

On se propose au chapitre V de démontrer le théoréme suivant qui consti-

tue le résultat fondamental de ce travail.

Théordme A.- Soient V° et M" deux variétés différentielles de classe ¢,

la variété V' étant compacte sans bord.

Soit f : V' » M" une application continue, Si 2m-3n-3 > 0 , f est

homotope & un plongement si et seulement si ao(f) est 1'élément neutre du
groupe , - (¥€.,0W ; 6.).

Soient k un entier > 1 et f : = 'e un plongement.L"homomorphisme

(application pointée si k= 1).

o, ¢ mk(Hom(Vn,Mm), Pz,.Afo) — Q

k

(L’f W 5 6, ) est un isomor-
0 o

2n-m+k

phisme (bijection si k = 1) pour k § 2m-3n~3 , un épimorphisme (surjecticn

si k=1) pour k= 2m-3n-2 .

Le dcmaine 0  k £ 2m-3n-3 s'appelle le domaine métastable. I1 contient

le domaine stable O ¢ k { m-2n-1 . De 1l'énoncé précédent, on déduit immédia-
tement le méme énoncé en classe C , r > 1 . Cela tient & ce que toute va-
riété de classe (}r s T >» 1, peut 8tre munie d'une structure de classe ¢ N
et tout plongement de classe Cr peut étre approché par un plongement de
oo
classe C .
Lorsque la variété M est 1l'espace euclidien R » le théortme A s'énonce

de la fagon suivante :

Théordme B.- Soit V° une variété différentielle de classe C  compacte sans




bord. Si 2m-3n~3 ) 0 , il existe un plongement de V' dans R° si et seule-

ment si 1'élément (dont 1'ordre est une puissance de 2) ao(Vn,m) est 1'é1é-

ment neutre du groupe QZn_m(W,GW ; mw @ vW). Soient j 21_1_ entier ) 0 et

fo : V‘n - lRm un plongement. L'homomorphisme (application pointée si j= O)

s (§
@y, n (PR ) —> 0, o, (W0W 5 e & )

est un isomorphisme (bijection si j = 0) pour j < 2m-3n-4 , un épimorphisme

(surjection si j = 0) pour j = 2m-3n-3 .

On a vu au §2.5. que ao(Vn,m) = o(mw). Comme o(mw) = D(o(mw)), o D
est la dualité de Poincaré, d'aprés II.6.2., lorsque 2m-2n-3 ) O ,
ao(Vu,m) =0 si et seulement si le fibré vectoriel mw posséde une section
partout non nulle.

En IT.1.2. on a noté I‘*(mw) l'espace des sections partout non nulles
du fibré vectoriel mw , muni de la topologie de la convergence compacte. Si
f:V >RY estun plongement, on peut lui associer l'application partout
non nulle

anVn—Av _ B

(x,5)  — £)-fx)
et par suite un élément de I‘*(mle—bW) = r*(mw). On a donc un homomorphisme
(application pointée pour j = 0) :
& : nj(ﬁ’z(vn, ™, fo) — nj(l"*(mw), so) .

D'aprés II.1.2., pour 0  j § 2m~-2n-4 , on a un isomorphisme suspension

S : nj(l“*(mw), so) =50 -3-1(W ; mw). On considére aussi la dualité de Poincaré
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. o d=Tw . _ ( ) : .
D:Q (W ; mw) — QZn—m+j+1 (W,0W ; mw @D vW). On a la relation

aj+1 =DoSo b , de sorte que l'on peut énoncer le théoréme B sous la forme

duale suivante :

Théoréme C.- Soit V' une variété différentielle de classe ¢ compacte sans

bord. Si 2m-3n-3 ) O , il existe un plongement de V' dans R" si et seule-

ment si le fibré vectoriel mw de rang m et de base W2n posséde une sec—

ticn partout non nulle. Soient Jj un entier > 0 et fo : V' - B" un plonge-

ment. L'homomorphisme (application pointée si j = 0)

& s nj(g’,e(vn,ﬁm), fo) —-)nj(l"*(mm), so)

est un isomorphisme (bijection si j = 0) pour Jj § 2m-3n-4, un épimorphisme

(surjection si j = 0) pour Jj = 2m-3n-3 .



CHAPITRE V : DEMONSTRATION DU RESULTAT FONDAMENTAL.

Dans ce chapitre, on se propose de démontrer le théordme A énoncé au
chapitre IV. Tout d'abord, dans les §1 & 4, on démontre que le noyau de Oy
est triviael pour O § k § 2n~3n-3 . Au §5 on déduit de la démonstration pré-
cédente la surjectivité de @, pour 1 k¢ 2n-3n-2 .

1.-'m9.9.95mm@. a .

1.1. Soient vV et M® deux veriétés, vV étant compacte sans bord. Soit
£ = <ft)t€Ik : ¥ x I - M une famille différentiable représentant

[£] € nk(Hom(Vn,Mm), pe(vV, M%), fo) pour k) 1 [resp. une epplication de
V' dans M® pour k= 0]. 81 k¢ 2m=3n-1, on peut supposer la famille f
perfaite (ef. III.3.). . I1 lui est alors associé en IV.2. une application
normale (A,b,B) oh

N+k

(a) (a,0a) est une sous-variété compacte du disque D , de dimension

Ntk 1

en-m+k, telle que A4.Tr\ S = A, N étent un entier suffisamment grand ;

() b : (a,04) - (’Gf ,dW) est une application continue ;
: 0

(¢) B: vN-m+2n(A)_. ] est un morphisme strict au~dessus de b , od

£ooN

vN—m+2n(A) est un f£ibré normal & (A,3A) = (DN"'k. s

N#k-1).
Cette application normale est un représentant de ak([f]). On note
bo =m=pob:A-W, p: ff - W étant l'application continue définie en IV.l.3..
: 0
J.2. On suppose que ak([f]) = 0 et l'on veut montrer dens ce chapitre gque,
pour O k § 2m=3n~3 , la classe [f] est égale & * (classe d'une famille

constente) si k) 1, l'application f est homotope & un plongement si
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k = 0 . L'hypothése ak([f]) = 0 se traduit par l'existence d'un triple
(A',b',B') dans leqguel

(a') (A',0A') est une sous-variété compacte de (DN+kx I, b(DN+kx 1)),

Ntk 1

N+k>< I) et S x {0,1} transversa-

de dimension 2n-m+k+1, zoupant a(D

lement et telle que A (T\ (DN+k X fOS) = A X {O} 9 A'(\(_DN-"k X {1}) =¢ ; on

note U =9 A! l% S:m'k-1 x I , variété compacte de bord 9dU = dA ;
(p?) bt (A,U) - (Ef ,OW) est une application continue telle que
b'|A=b 3 on note bc')=po b!

(c') B : BN L g

N est un morphisme strict au-dessus de
2
o)

b' tel que B'|v(A) =B , ou ./A') est un fibré normal & A' C Ve 1

tel que v(A')|Aa x fo} = +/A) x {o}

figure 3.

1:.3. On remplace b(', par une application différentiable voisine telle que

bc.> coupe OW “*ransversalement e* ‘bj;(bW) =U=0A"=2 .Nctens z' : D' - A
1'image réciproque de r : W W par b(') : A' > W . D' est une variété com-
pacte de bord D et r'|D=r . D> A ({cf. IV.2.1.).

L'involution o de W indait une involution o de D' et

D' D=c -

Opr D

L'ensemble S' des pcints fixes de S est une sous-variété de D' de codi-

mension 1, et S'&D: S .
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L'application D' - W induit une application j' : D' - V lorsqu'on
_— pT, |

la compose avec WL Vx V—S3V.0na j'|p=3 (ef. IV.2.1.) et 3!
posstéde les propriétés suivantes :

(11) 3'(a) # 3'(op, (@) si ags ;

(29) j;lkerd ((oD,)* + id) n'est pas nul pour 4 € S' .

| K K . . o

1.4. Onnote f' : Vx I - MxI l'application définie par f'(x,t)=(f(x,t)t).

On note t (resp. t') la seconde projection de V x % (resp. M x Ik) .

est homotope pel OIk & une famille de plonge-

La famille f = (f,)
= t ek

ments si et seulement si l'application f' es* homotnpe & un plongement par

une homotopie hs s 8 € I , fixe sur v x OIk et respectant les projections

sur Ik (i.e. telle que %' o hs =1t pour tout s € I ).
Pour déformer f' en un plongement de cette fagon, on utilisera un mo-
déle de déformation que I'on construira au §2 & partir des données (at'), (b?).

2.~ Construction d'un modele de déformation.

On note A; la variété A? prolongée le long de A par un collier
A x [O,e], € > 0 ; on prolonge de fagon analogue D' en D:: ainsi que les

applications o r' et j' ...

Dt o?
A' est une sous-variété de DI\I+k x I et A E\ DN"'k x {0} = A . On note
A= przlA' et 1l'on prolonge A & A; de fagon ciue -1 <a(d) < 0 pour
d € AX ]JO,e] . 0O est alors une valeur régulidre de A et -)\1 (0) =a .
On note Was le quctient du 1-fibré vectoriel trivial Di: X R par 1'in-
€

volution (d,a) — (oD,(d), -a), (ef. IV.1.2.1.). w stidentifie & b;(w)

A?
€
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ol w est le 1-fibré vectoriel de base W défini en IV.1.2.. Le plongement
D&': - De': xR qui & 4d ¢ DE': associe (d,1) induit un plongement i : Dé - E(wA,).
Soit E un fibré vectoriel différentiel de base Dé . On note 1 le quo-
tient du fibré vectoriel différentiel E $' c"]‘i, £ par l'involution o définie
Ds
par o(x,y) = (-y, -x), (ef. IV.1.2.1.). 1 est un fibré vectoriel de base
Aé « On note p : £ *n la composition de l'injection naturelle g = § %'c'ﬁ, g
. A . e
sur le premier facteur avec le morphisme quotient. Le morphisme p est au-
dessus de r!' : D' —» A' .
€ €

On considére alors les applications

Y @ DE': —_— E(wA,)
€

a —> A(r'(a))i(q)

T : B(g) — E(wA, ®n)

a [v(@); p(xy)]

On identifie D! 4 la section nulle de E(&).

lemme 2.1. I’ (resp. vy) est une application parfaite. Pour tout voisinage

¥ de D' dans E(g), I' est homotope & un plongement par une homotopie T
Le gans, fom 2 un ane pomotopie [

fixe en dehors de V¥ et respectant la projection sur 7 -

La premiére partie du lemme se vérifie sans peine. Pour démontrer la se-
conde partie, on considére une fonction différentiable x : E(F,) - [0,1] nulle
en dehors de W , égale & {1 sur D' . Il suffit de prendre |

Ty(xg) = [(A(E1(a)) - n(xy)s) i(a), plxy)] -
Dans la suite de ée chapitre, nous utiliserons Ty éome modele de

déformation.



crn,(x)

VA = ¥(S)

&gure 4.

V.5
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3.~ Premiére étape de la démonstration.

Quitte & remplacer la famille f = (£ ) x Fer une famille voisine au
© o tcT

sens dw » on peut supposer que l'application (cf. IV.2.1.) T : A— Ik est

excellente, gque l'application r!aA : A — Ik est excellente et que 1l'applica-

tion <|A - dA es* transversale 3 <|dA . En effet, A est une sous-variété

de M® x 1¥ (of. IV.2.6.) et 1'on a 7 = %'|A . Il existe donc (cf. III prop.
. s . X -I/wn k k N N t =

1.2.1.) un difféomorphisme rel{M x I ), T, s Mx I 5 , voisin de 1l'iden-

tité, tel que t' ¢ C1| A: A Ik ait les proprié*és énoncées ci-dessus. On

note ¢, le difféomorphisme de v x Ik défini par

2
cz(x,t) = (x, t' ¢ :1(ft(x),t))° I1 suffit alors de remplacer f' par
g, o f' o C—1 o
1 2

On munit le fibré vectoriel W d?une structure euclidienne telle que

1'image du plongement i ; Dé - E(wA,) scit formée de vecteurs de longueur
€

£ 1 - On note EZ(mA,) le sous-espace de E(wA,) formé des vecteurs de lon-

£ £

gueur 2 . On note P, la prejection du fibré Wps e On démontre dans ce

[

paragraphe la proposition suivante :

Proposition 1.~ Si O k  2m-3n-3 , il existe des plongements ¢ , ¢ et

une application ' rendant commutatif le diagramme

pI
D! X, Ez(wA, —2y

Al
£ £
£ .
C.Pl ¢ l r'l

? + 9
Vn X Ik -E—a Mm X Ik ——E—fy 'Ik

et satisfaisant &

(1) ¢|D est 1'inclusion de D dans V  x * (et par suite ¢|aA

(0]
[0}
ct




l'inclusion de A dans meIk et ':'|A='1:);

(ii) si & est un fibré normal au plongement ¢ , le fibré vectoriel

f;(g)n ¢*(1: EZ(wA,)) est composé de vecteurs nuls ;
€
(1i1) £' (V™ x In ¢(E2(wA,)) =¢ oy (D::) .
€
Soit ' ¢ Aé - Ik une application différentiable prolongeant =T : A — Ik,
dont 1l'image soit située dans 1l'intérieur de Ik . En généralisant III.prop.

1.2.1., on montre que, quitte & remplacer <! par une application voisine au

oo e
sens C , égale & T sur A, on peut supposer gue ' est excellente,

T'IUs excellente et gque ’I:'IAé - U8 est iransversale & =' Ue .

3.1. Construction du plongement ¢ .
On va construire le plongement ¢ en utilisant le §1.3.. On cherche
39 ] T . ? Vn k 1]
¢ de la forme j' X t' or' : Da - X I . On va montrer qu'en remplacgant
j' et =<' par des applications vcisines au sens c , sans les changer sur
D et A, on peut imposer & ¢ d'étre un plongement. Alors ¢ sSera un plon-
gement rendant commutatif le diagramme
DV — A

P

an Ik —-)t Ik

et ¢|D sera l'inclusion de D dans V' x * (condition (i)).

-1.1. On impose & ¢ d'avoir pour restriction & un vcisinage de D’

2

plongement.

On considére sur D wun champ v de vecteurs tangents & D' , transver—

ses & D, tels que c*(vx) = Vo(x) pour x € D . Il existe sur D un champ



V.8
R v k N
u voisin de ¢*(v), de vecteurs tangents a x I , transverses & D et
tels que <dt,ux} = <dt,uc(x)> pour x € D . Un tel champ u peut &tre ob-
tenu par position générale car dlm(vn x Ik) > 2 dim D+1 , i.e. k  2m-3n-1 &
Ce champ u permet de modifier légérement Jj' et <' au voisinage de D et

A , sans les changer sur D et A , de fagon & avoir la propriété 3.1.1..

3.1.2. On impose & ¢ d'avoir pour restriction & un voisinage de DVUS' un
plongement . | |

On modifie tout d'abord légtrement j*' et <' , sans les changer sur
D et A, de fagon que la restriction de ¢ & DVS' soit un plongement.
Cela est possible par position générale car dim(V" x Ik) > 2 dim S'+1,

i.e. k ¢ 2m=-3n-1 .

D'aprés 1.3., pour chaque point x € S' , j_;_(kerx((cD,)* + id)) est
un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Tj,(x)v . L'application <'|S!
étant zorrecte, moyennant la condition k { 2m-3n-1 , on peut utiliser le
lemme IIT.1.4.1. qui permet de modifier 1égdrement j_)'(_(kerx((cD,)* + id)) de
fagon & aveoir 3.1.2..

2103. Or impose & ¢ d'étre un plongement.

Considérons le diagramme commutatif

8 | 1
D; - vaé

j' xr' est un plongement d'aprés 1.3.. ¢ est un plongement au voisinage
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de DVS' . L'application <t' est excellente, il en est donc de méme de
1l'application id(V) x ' . Vues les propriétés de l'application =<' , la
condition (c') du lemme III.1.4.2. est vérifide. Si k § 2m-3n-3, on peut
donc approcher j' x r' par g tel que (id(V) x ') o g D:: -V x Ik séit
un plongement, g égali & Jj' x r' au voisinage de DUS' . |
Mais r'lD' - S' est une submersion. Il existe donc (quitte 4 diminuer ¢)
un difféomorphisme ¢ : D&":f) voisir de l'identité et égal & 1'identité au
voisinage de DVS' , tel que p:r'2 0 gol¢ =r' . Il suffit alors de remple~

cer j' par pr,cgo ¢ pour avoir 3.1.3..

3.2. Construction du plongement ¢ .

On va construire le plongement ¢ en utilisant les données (b) et (b')
du §1. Ces données fournissent une application continue L : Ez(mA,) - M
€
telle que Loy =f o ¢ . Notons ¢ = L x (g' o pw) : EZ(mA,) -0 x I .
. €
On va montrer que, quitte & remplacer l'application L par une application
différentiable homo*tope, sans la changer sur Y(De‘:)’ ¢ est un plongement

ayant les propriétés indiquées dans 1l'énoncé de la proposition 1.

. €

3.2.1. On impose & ¢ d'avoir pour restriction & un voisinage de y(D') un
plongement. |

En utilisant la propriété universelle des points singuliers de type
21f0 (cf. III lemme 2.1.), on montre que l'on peut remplacer L par une
applicatior‘x différentiable voisine et qu'alors la restriction de ¢ & un

voisinage de A est un plongement.
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Soit v wun champ de vecteurs transverses & y(D;: - D) dans E-z(wA')"
€

On cons*ruit le long de ¢ o Y(Dé -~ D) un champ v' de vecteurs transverses

k ’ V
> 0 ] 1 —_ ] L
a f (V x I) tels que <dt', v )> = <d('z: (o] pw)g v‘y(x)> s X € Ds D,

eyl
voisin du champ q,*(v) et égal & q,*(v) au voisinage de A . Cela revient
4 approcher une section d'un (m-n)-fibré vectoriel différentiel de base

une (2n-m+k+1)-variété par une section partout non nulle, ce qui est possible

par position générale car k § 2m-3n-2 . Les champs v et v' permettent

alors de mecdifier L au voisinage de Y(Ds': - D) pour avoir 3.2.1..

3.2.2. On impose & ¢ 4d'avoir pour restriction & chaque fibre de Ez(wA,) un
_ €

Dplongement.

L'application L : Ea(wA,) - M peut étre regardée au-dessus d'un voi-
. €
sinage de chaque poinf de A:: comme une famille & dim A&': paramétres d'ap-
plications d*un segment dans M . Par suite, si dim M » dim A' + 2 ,
i.eo k¢ 2m-2n-3 ; on peut remplacer L par une application homotope, sans
changer L é.u vcisinage de Y(Dé)’ de fagon que L X pw : EZ(wA,) - Mm X Aé
. €

soit un plongement.

3.2.3. On impose & ¢ 4'étre un plongement.

On note A la région fermée de EZ(wA'
€

) limitée par y(D') et B 1a
région fermée extérieure & y(D'). ANB = v(D'). Quitte & réduire e , d'apres
3.2.1.5, on peut medifier L pour que la restriction de ¢ & un voisinage de

B soit un plongement.

Considércns le diagramme commutatif



p(.L)
> 1

¢ id(M) x <
M x Ik
L x P, est un plongement d'aprés 3.2.2.. L'application ' est excellente,

il en est donc de méme de 1l'application id(M) x ' . L'application =<' é&tant
excellente, la condition (c') du lemme III.1.4.2. est vérifide. Par suite, si
dim{(M x Ik) > 2 dim EZ(wA,) + 1, i.e. k § 3m-4n~5 , il existe un plongement

€
G voisin de L x P, * égal & L x p, au voisinage de B et tel que
(ia(M) x 7'). 0 G soit un plongement.

Mais P, est une submersion. Il existe doncun difféomorphisme

¢ s Ez(wA,)fD voisin de l'identité, égal & 1l'identité au voisinage de B ,

[p}
(a1

tel que pr2 o Gog = P, - I1 suffit alors de remplacer L par pr1 o G

pour aveir 3.2.3,.

ii
AN

La conditicz (iii) est équivalente & q;(EZ(wA,) - y(D;))(\ £V x Ik) ;
[ .
Quitte & diminuer e , on peut supposer que l'on a

¢(B-y(Dé))(\f'(V X Ik) =@ . D'aprés le diagramme commutatif

Ay (D) __.I;o___, M x (&-y(D"))

¢ id(M) x (z' » r,)

M x Ik

la condition (iii) est équivalente & la condition
- -1
/———\
1 (a-y(0))n [1a) x (x* 0 p)] [£'(Vx 9] = 4 .

Or 1'application id(M) x (z' o Pb) est transversale & f’(V X Ik), donc
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1

,_._____._.\\

[ia(m) x (=’ o pw)][f'(v x,Ik)] est une sous-variété de M x (Ay(D')) de

codimension (m-n). D'apreés le lemme de transversalité, si dim(A—-y(D')) § m=n=1,

j.e. k  2m-3n-3, on peut modifier légérement l'application L sur E(QA"),
‘,_e .

sans la changer au voisinage de B , pour que ¢ satisfasse & la condition (iii).

4.- Deuxiéme étape de la démonstration.

k.Au§2.ona.

On note & wun fibré normal au plongement ¢ : De': -7 x I
associé au fibré g un fibré mn de base Aé . On met sur le fibré n une

structure euclidienne. Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer la pro-

position suivante :

Proposition 2.- Si 0 < k § 2m-3n-3 , il existe un voisinage ouvert U de

E?_(wA') dans EZ(wA,QBn), des plongements ® et ¥ , et une application
> €

T affine sur chaque fibre, rendant commutatif le diagramme (P) suivant

- pr_|U
P IHT@ —-’“2—'-* E(n)
D v T
V‘n X Ik —-f'——> Mm ><..Ik t Ikc?'.l?lk

et satisfaisant &

(j) @|D est l'inclusion de D dans V x 1% (et par suite ¥|A es

l'inclusion de A dans me Ik t T|A='c);

(35) £ (P x n¥@) = v o (T @)).
De la proposition 2 et du lemme 2.1., il résulte que f' est homotope

rel W X GIk &4 un plongement par une homotopie respectant les projections

sur Ik . D'aprés 1.4., cela achdve de démontrer 1.2..
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4.1. Construction de ® et de T .

On prend @[Dé =¢ . E étant un fibré normal & ¢(D;) dans V' x Ik s

il existe un voisinage ouvert U de EZ(wA‘) dans EZ(wA, ®r) tel que le
€ €
! - ) - 1 k
plongement ¢ :.Dé - 7 x Ik Se prolonge en un plongement 9 : H (U) o VP x I
. 79 k . . . - .
avec t o & ¢ (v) -1 application affire sur chaque fibre de & . La ccn-
dition (i) de la proposition 1 entraine la condition (3) de la proposition 2.
Au §2., nous avons défini une epplication linéaire fibrée p : E =7 .

On note T : E(n) - Rk l'unique application affine sur chaque fibre rendant

commutatif le diagramme suivant :

-1

T (v) —ts E{n)
1
Vo ¥ Ko gE

On a TIAé =1' et T est une application de rang k .

4.2. Constructicn de ¥ sur E_(w,,) t sur un voisinage de A .

2/ ===

On définit déjad ¥ sur Ez(wA,) par T]Ez(wA,) = ¢ - Pour achever de
: (3 3
démontrer la propesition 2, il suffit,quitte & réduire U , de prclonger
en un plongement ¥ de U dans M x Ik rendant commutatif le diagramme
(P) de la proposition 2.. En effet, les conditions (ii) et (1ii) de la pro=
position 1 entrainent alors la condition (jj) de la proposition 2.
La commutativité du diagramme (P) définit déja ¥ sur

-1
T( r (U))LJE ). En utilisant la propriété universelle des points singuliers

2(Wp
€
de *ype 21’0 (ef. III lemme 2«1.), on montre qu'il sxiste un voisinage ou-

vert VW de A dans U tel que ¥ déja défiri sur P(fﬁ (U))LJEZ(wA?) se

[



przlcrnge & 1 en un plongement rendant commutatif le diagramme (P).

4.3. Extensicn de la restriction de ¥, & un voisinage de A dans Aé en

*

un morphisme strict .

X ¢ '3(’J)IA; id "(M X Ik)lq;(,A;) au—dessus de ¢!A_’ , ~cmpatible avec les
- o r.

: k
projestions (T prZ!U/ x &t t, sur Ik x R .
- k . k
L'inclusion A=W X I se prolonge 2n un plongerent A' CWx I x I

k

induit par g9 2 D' > V¥V x I e% A : A - [0,1). On modifie légdrsment b!

1
. o
pour que ce picrgement soit égal & bl x =' x A .

Les morphismes stricths Bo(f) =P, o B/f) e+ B! =P, ¢ B" , ot

- Wx M, entrent dans le diagramme

(1) @ My =22 (s M)

Rt MV S TPX

¥ (A= (W x I° x I3AY) @
B (.f\ d'aprés sa définitinon méms respecte les proientions sur ‘J(W,\'.

On peut remplacer B; rar un morphisme s*rist homc%ips rel () et respec—

tant les projecticns sur vIW). Ex effet, L'-ts*rucktion se trouve dans les

N

v ) pour i ¢ dim A' , groupes qui sont triviaux pour

groupes Ay reon, N-2n

dim A' { m~* , i.e. pour k { 2m-2%-2 .

Le diagramme pré:édent induit alors le diagramme ccmmutatif

k
W 5 A)
w
(2) w® =M

AW x I x I AY)

N
=
X
-



V.15
Quitte & remplacer U' par un morphisme strict homotope, ¢n peut supposer
que U' est au-dessus de b! x (pr1 o ¢|ar).

Le diagramme commutatif suivant (cf. §2.)

E() -———> Ew®n)
(3) 4id/E(g)) x © id(Blw® r)) x ©
l-ll

B(E) x I ——> EBlo®n) x1I

(x5 8) = (r(x), =)

3
indait dtaprés IV.2.3. le diagramme commutatif

vw(W x Ik : A) v ® 5T} ’A

1 1

(s
VO x T x 15 ar) LI, e ) tar

ulr)

EEPeN

On a noté (=U) = ker(T ¢ prZIU)* o
Les diagrammes ‘2) et (4) induisant un morpriswce sTri-* y  an~dessus

de pr, - w!A' , extrant dans le diagramme z>o-mmutatif

f-=m)_|a
(5) ] TM
XO
(":U)ol A

Le morphisme strict X, Se prolonge er un morphisme strict

X @ (TU)IA; —> (M x Ik)]¢(Aé) au-dessus ds ¢|AL , respectant les pro—

jections sur Ik:x Rk [i.e. tel que (T o pr2

U)* =, c ¥] . Quitte & rem-
placer X, bpar un morphisme s*trizt homotope rel A , ~xn peut suproser que ¥
coincide aver V¥

x @au—dessus d'un voisinage de A dans A' .
€
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4.4. Quitte & remplacer x par un morphisme strict homotope, on peut supposer

que x et ¢, colincident sur = .E(-qu)lA; et gue l'orn a x|, (g]s*) = (£10 @), .
€

La condition 4.4. est déja réalisée au~dessus d’un voisinage ouvert Y
de A dans A; o On prend pour Y wun voisinage tubulaire cuvert de A dans
A; - On consid®re une triangulation de A; ~Y . On va obtenir 4.4, par récur-
rence sir les simplexes de la triangulaticn. Stit o un simplexe, ¢& sa
fronti®res. On suppose que x et ¢, <ocincident sur =< E‘,wA,)!B °

£

-1 -

Lapplicaticn t o @ : T (u) -» Ik étant une applicaticr de rang k , le
s P s V) ewr = N 4

‘n2(m 11.1)!U m--2: 1®hm n—1

t de la for n
es e la forme r, P

fibré vectoriel , avec

T ¢ E(q1) s I.k' applization de rang k . Donc si ~n nte

sk
m‘n+k+' = < E{wA,)!s & Ty 0 l'application linéaire fibrée pr, ° Ty : W™ Rk
2 : -1
est de rang k sur chaque fibre. On note m‘nH = (pr = T )(O\ et 1'on choi-
q 5 2 »

] . . k
sit une décompositirn w=w xR .
. e = k
On sonstruit un morphisme x1 tw U( x I \ au~-dessus de q,.]c
sa*isfaisant & ¢
a) X4 est un monomorphisme sur chaque fikre
k @

J
t) Xy est compatible avec les projections sur R

(c) )(,1 coincide avec ¢y SuUr < E(mA,)Is et coincide avec y sur
€

o

w| &
: . . ' _(Mm . k

Pour cela, on commence par construire un morphisme Xy ¢ WS x I) au~

dessus de q,!.c satisfaisant & (b) et (c). Si k & 2n-%t=2 , on peut remplacer

x; par un morphisme )(1 voisin, au-dessus de d,.ld , satisfaisant & (a) et
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(¢)o Notcns h 1'application composée w —_l+ 1(M¢ X Ik)'* Rk » Soit ¢

l'automorphisme de w = w X Rk défini par c(x,t) = (x, h(x,t)). I1 suffit

alors de prendre Xy = X¥ c C-1 o

Le morphisme strict leb tw, T " est homotope rel mblé s au—-dessus

m
de ¢!g » @1 morphisme strict x1|mb tw, > o M si w. (Vv ) =0 pour

i 'm,n+1
ig dim A' , i.e. 81 k { 2m~3n-3 . Le morphisme strict x[m' est donc homotope
rel ml& as morphisme strict x1 par une homotopie au~dessus de ¢|c , compéa~
tible avec les projections sur Rk - Cette homotopie mcntre que, quitte & rem-
placer x]c par un morphisme strict homotcpe rel 6 , on peut imposer &

et ¢, de coincider sur =< E(wA,)lc . Or. impcse aussi xlr*(§|S') = (f* o @)* .

=,

4.5. Constructicn du plongement V¥ .
On va prolonger ¥ en un morphisme strict
Xt 5(D]E, (w,,) = v x 19
AR EE W A X
3
au~dessus de (¢ , compatible avec les projections sur Rk et coincidant
avec ¥, au-dessus d'un voisinage de A et sur T*<T E(g)lDé)th §§wA,)
I1 suffira alors de prendre ¥, égal & X au-dessus de ¢ s %£wA,)'* M x Ik s
s.
ce qui permetira d'achever la ~zonstruction du plongement V..
On construit tout d'abord un morphisme de fibrés vectoriels
FS . (Mm k
Xs&Ex[0,1] =<0 x 1)
au~-dessus de 1l'applicaticn D; X [091]‘* ¢(E2(wA,)) définie par
' €
(d,a) - ¢(a yfi)), morphisme satisfaisant a

(a) la restristion de X a chaque fibre est un monomorphisme d'image



transverse & q,(Fé(wA,)) 5
(>

(b) i est compatible avec les projections sur [Rk H

(c) Xlgx {0} =xop [o p:2-=nl, Xz x {1} =( 02),]e,
et X|(g|pus)x{t} est i{ldépendant. de * € [0,1] -

-1 k

Compte-tenu de ce que % o @ : I (U) » I est une application de rang k ,
si k¢ 2m=3n=3 , on peut comstruire le morphisme X au mcyen de la méthode
utilisée en 4.4. pour construire x1 o

I1 n'y a alors aucune difficulté pour prolonger y en X .

5.— Surg.ectivi’fé de % g Rour 0 kg 2m-3n-3 .

Soit f0 le plongement pris pour pcint de base de 5%(Vn, Mm) . Soit

] 21 é + Q
[B] un €lément du groupe an-m-n-k

(‘ef W 5 6, ), B' étant une application
Q (o]

normale {A',dA' ; v(A?)) - (ff 0W 3 6, ) .

~

On considdre la famille & k paramdtres f = (f,) définie par

5 4e 1K

ft = f0 pour t % Ik . L’application normale B' peut étre regardée comme
un cctordisme rormal entre deux applications normales dont la source est vide.
D'aprés le §2. on peu+r donz associer & B' un moddle de déformation
ry ¢ E(x) -*E(,wN Bn), s€I.Btsi O0g¢kg 2m-3n~-3, la démonstration de
£
la propositicn 2 nous donne le diagramme commutatif
"1-1 (U) M U ..E.Z_IU_., E(n)

) v T

] I"CR

k
n = i 41 k
D Ik fi=fxid(I ): ;ank

En transmuant la déformation I‘S (fixe en dehors d'un voisinage suffi-
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-1 .
samment petit de D' dans T (U)) & 1'aide des plongements @ et ¥ , on

obtient une famille & (k+1) paramdtres F = (ft) K, d*applications de v
. t€ITXI

1

dans M telle que f, soit un plongement pour t € 6Ik+ o La famille F

t

est donc un représentant d'un élément [F] de nk+1(Hom(Vn,Mm), Pg, fo). Et
l'on a ak+1({F]) = [B'] d'aprés la construction méme de @ , ¥ et T . Par

suite 1'application « est surjective pour 0 ¢ k { 2m=-3n-3 .

k+1



CHAPITRE VI : CONSEQUENCES DU RESULTAT FONDAMENTAL.

Dans ce chapitre, on note V' une variété différentielle compacte sans
bord,_o.l*'Im une variété différentielle et fo un plongement de V' dans M .
On obtient des résultats sur les groupes d'homotopie relatifs
nk(Hom(Vn,Mm), Ps, fo) dans le domaine mé%:astable 0§ kg 2m-3n-3 en uti-
lisant les théoreémes A, B et C du ch. IV. §3 . La plupart de ces résultats

ont été annoncés dans [5] .

1.~ Remarques sur les groupes d'homotopie des espaces de plongements.

Pour 2m-3n-4 ) O , on met sur l'ensemble pointé n1(Hom(Vn,Mm), Py, fo)

une structure de groupe abélien en transportant celle de

922n-m+1(§‘f0’eW j ef )

(o)

par la bijection (x1 . Pour 2m-3n-5 » O 1l'isomorphisme «, montre que le

2

groupe nZ(Hom(Vn,Mm), Pr, fo) est abélien.

En prenant Il » on obtient ainsi une structure de groupe abélien
sur no(ﬁe(\)‘l’l,ﬁf{m)9 fo), admettant la classe [fo] pour élément neutre. On
peut considérer l'application

2n-ms1(WO¥ 3 ©)

d : 150(32,8(_\;1,Rm)) X no(.f’z(vn,am)) - Q

définie par d([fo], Lf1]) = a1([f1]), 1l'application «, dépendant du plon-

1

gement f . On a la relation d([£f ], [fa]) = a(f£ 1, [f1]) + d([f1], [fz]).

Proposition 1.1.- Pour 0 Jj < 2m-3n-4 , les groupes abéliens nj(g?,e(Vn,IRm),fo)

sont de type fini.

Démonstration. Pour O g j § 2m-3n-4 , le groupe abélien nj(ﬁ?z(‘fl,ﬁm),fo)

est isomorphe au groupe (T(GN), T(GNIOW)) pour N entier suffisamment

TN+3+1
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grend. L'entier N étant supposé grand, les espaces T(eN) et T(eNlaw)
sont simplement connexes. Or un espace simplement connexe & ses groupes d'ho-
motopie de type fini en toute dimension si et seulement si ses groupes d'ho-
mologie sont de type fini en toute dimension (voir par exemple Spanier [17],
9.6.16.). Les espaces T(GN) et T(GNIBW) é‘t%a.nt des CW-complexes finis,. les
groupes Hi(T(eN)) et Hi(T(eNIOW)) sont de type fini. Par suite les groupes
ni(T(eN)) et ni(,'I‘(GNIOW)) sont de type fini en toute dimension. Comme les
groupes abéliens de type fini forment une classe de Serre, il en résulte que

le groupe ni(m(eN), T(eN|aw)) est de type fini.

Proposition 1.2.- Pour 2m-3n~3 » O , l'existence d'un plongement de v dans
R" ne dépend pas de la structure diffé:;-entielle de V" . Pour 0 j ¢ 2m-3n-4,
les groupes abéliens uj(iiz(vn,am), fo) ne dépendent gque de l'espace topolo-
gigue sous-~jacent A la w}ariété différentielle v, & isomcrphisme prés. Pour

1§ 3¢ 2m3n-4 , L'espace Po(V',E") est j-simple.

Démonstration. Notons V* 1l'espace quotient (V x V - Av)/s y 8 étant
1'involution de V x V définie par s(x,y) = (y,x). D'aprds le théordme B,
pour 2m-3n-3 » O , il existe un plongement de ' daz'ls R® si et seulement
si le fil;ré lvectoriel meV* possdde une section partout non nulle. Cette
condition ne dépend que de l'espace topologique sous~jacent & .

D'aprds le théordme B et la dualité de Poincaré, pour O & j § 2m=3n-4,
le groupe nj(%(v",n‘“), fo) est isomorphe au groupe Qm-;]-1(v* 5 mo| V),

groupe qui ne dépend que de l'espace topologique sous-jacent & .
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Enfin, il résulte de la définition de l'application a.

41 que l'espace

Re(V,B") est j-simple pour 1 j € 2w-3n-4 .

2.- @énéralisation & k paramétres du théoréme de Whitney sur la sup-

pression des points doubles isolés.

Dans ce paragraphe, on étudie les groupes d'homotopie relatifs
nk(Hom(Vn,Mm), Pg, fo) pour k = m=-2n . On est amené & considérer 1'isomor—
phisme (cf. I.5.1. cor.)

pos Qo(t’fo’dw ; R ) —>H°(2:fo,aw ; z(ef )) -

(0] (¢)

Le théoreme A s'énonce alors comme suit (Dax, [3], légérement amélioré) :

Proposition 2.1.- Soient v et M"  deux variétés, la variété V' étant

compacte sans bord. Lorsque m = 2n, n ) 3 , une application continue

f: V' »M" est homotope & un plongement si et seulement si p,(ao(f)) =0

dans Ho(!?f,bw : z(ef)). Lorsque m-2n 3 1 , l'application naturelle

boa oty o (Hom(V,MY), R, 1) = 5,8, 00 5 2o )

0

un isomorphisme pour m » n+3 , un ¢pimorphisme (surjection si m-2n=1)

ot

es

pour m = n+2 .

Corollaire. Pour m-2n » 1 , m ) n+3 , les groupes abéliens L 2n(Hom(Vn,l'/lm),P,(z,:t;))

sont somme directe de groupes isomorphes & Z ou 22 .

La proposition précédente contient comme cas particuliers les résultats
suivants :
. vn 2n .
a) Il existe un plongement de dans R pour n ) 3 (Withney [20]).

b) Si V'n est connexe, le groupe d'homotopie nj(?,,e(Vn,Rm), fo) est
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trivial pour 0 § j { m-2n-1 , m ) n+3 [remarquons que le domaine stable est

défini par O ¢ J m—2n—2]. En particulier, si Vn est connexe, n ) 2 ,

2n+1

deux plongements de V' dans R sont isotopes (Wu [22]).

c) Supposons que Vn ait deux composantes connexes, V? et Vg s et que

M= B L'application (m-2n ) 1)

l-loam_2n H Ttm_zn_1(g?.e(vnpﬂm)s fO) - HO(V1 X V2 H 2(\)V1) ® Z(\)Vz))

est un isombrphisme pour m » n+3 . Le groupe HO(V1 X V2 H Z(vV1) ® Z(vVZ))
est isomorphe & Z ou Zé suivant que V' est orientable ou non. Dans le

premier cas on peut choisir 1l'isomorphisme de fagon naturelle & partir d'une

n
orientation de V .

On appelle nombre d’enlacement de x € m_2n_1(g?£(vn,ﬂm), fc) le nombre

bo am_2n(x) €2 ou 2, .

On appelle nombre d'enlacement i'un plongement f, : V- g 1o

nombre u o a1([f1]) € Z ou Zé » en prenant pour fo : *'R2n+1 un plon-

gement tel que fo(V?) Ciﬁzn X ]4»,0[9 fo(Vg) C:R2n X ]O,+u{ « Pour n » 2

R2n+1 sont classifiées

les classes d'isctopie des plongements de V' dans
par leurs nombres d'enlacement (Haefliger, [9], 1.3.e.).

3.— Cas ou l'une des variétés ' ’ M" est c-connexe.

On dit que e est homologiquement c-connexe, c¢ entier » -1 , si
ﬁi(Vn ; 2) =0 pour Ogigc.Si V estune variété compacte sans bord

homologiquement c-connexe, on a Hl(W ; &) =0 et Hl(w ; 2(w)) = 0 pour

iy 2n-c (cf. [8] preuve de 2.8.). D'aprés I.5.1., le théordme B s'énonce
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alors comme suit

Propesition 3.1.- Scit V‘n une variété compacte sans bord homologiguement

c-connexe, ¢ » -1 . Si 2m-3n-3 > O ; m » 2n-c , il existe un plongement de

V' dans B . S1 0g j< 2w-3n-4 , pour tout plongement £ : V' =R , le

groupe abélien nj(@g(vn,nm), fo) est trivial pour O j § m2n+c-1 et

N

isomorphe & H2n_c_1(w ; Z(w)™) pour 3 =m-2n+2 ) O .

Dans la precpcsition précédente, la partie concernant liexistence d'un

plongement et le cas j = O ont été démontrés par Haefliger ([9], 1.3. et

(11D

On suppose maintenant que la variété M" est o-connexe. L'application

p:&. =W étant un fibré de Serre de fibre QM , est c-connexe. D'apreés
fo

I.7.1. le groupe Qi(Z?f L,OW 3 Gf ) est alors iscmorphe au groupe
o o

gi(w,aw ; ©) pour i £ ¢ . On a deone

Propcsition 3.2.~ Soient Vn une variété compacts sans bord et Mm une

variété c-connexe. Si 1 ¢ k¢ 2m-3n-3 et k  m-2n+o-1 , le groupe

nk(Hom(Vn,Mm)g PL, fo) est isomorphe au groupe nk_1(g3,e(Vn,Rm), fo) .

Application. Pour 0 ¢ j & 2m-3n-4 , on a un isomorphisme

Wj+1(H°m(vnssm)9 P/e(vnssm)s fo) s ‘ﬂ?j(.g}z(vnsﬁm)s fo) o

4.~ Cas ou 1l'on fait des hypothéses de connexité sur f : Vot

Scit V© une variété compacte ccnnexe sans bcrd de dimension n ) 1 .

Soient D% un disque plongé dans V' et a wm point de Sn-‘| = éDn .
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Etant donnée une application continue f : oM , on note
- 9] -
i ni(Vn -0, & 1, a) -’ni(Mm, f(a)) 1'homomorphisme (application poin—

tée si i =0 ou 1) défini par la composition
° ‘ -i Jx Ty
Tci(vn"‘Dns Sn 9 a) —_— ‘Ei(vn,Dn) 8 ni(Vn,a) —)ﬂ:i(Mm, f(a))’

o -
ol j désigne l'inclusion de (Vn-Dn, s* 1) dans (Vn,Dn)e

lemme. On suppose les variétés v et M" connexes, n ) 1 . La variété ow

est alors connexe non vide. Pour tout entier i » O , ni(ﬂf,GW) =0 siet

seulement si 1l'application Ti est injective et l'application ?i+1 sur jec-
tive.

Démonstration. Mettons sur la variété ' ~une métrique riemannienne et

notons d 1la distance associée. On note Te le sous-espace de V x V formé
des couples (x,y) tels que d(x,y) ¢ 2 . On note Qs(IIZ(f) ; V) le sous-
espace de Q((/z(f) H V) formé des courbes c telles que d(c(-1),c(1)) > 2e .
A tout élément (x,y) de Te on peut associer la géodésique e;llant de x &y
(g,;;ﬁiit).b‘Ts peut &tre ainsi considéré comme un sous-espace de Qe(({(f) ; V) .
Pour ¢ > O suffisamment petit, la péire topologique (Qe(UZ(f) s V), éTe)
est homéomorphe & un revétement & deux feuillets de (ngOW)n Par suite,
pour (xo, yo) € bTe , il existe des isomorphisme‘s

ni(‘é’f,aw) = (@ (f(2) 5 V), 0T, (x,¥,))
pour tout entier i ) 1 ..De plus no(‘ef,.bW) =0 si et seulement si
n (@ (4 (£) 5 V), bTe? =0.

Considérons le fibré de Serre II : Qe(«/Z(f) ; V) - V défini par
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I(c) = c(-1). On note D' 1le sous—-espace de V' formé des y € v tels que
d(xo,y) £ 2e - 81 € est suffisamment petit, Dn est une sous-variété & bord
de T difféomorphe & un disque de dimension n . Le fibré précédent a pour
on
fibre au-dessus de xo 1l'espace Q(«}L(f) ;s V<D, xo), espace des courbes de
A i Sn s 2z sz
at(f) d'origine x et d'extrémité située dans V=D . Considérons le fibré
de Serre I'IIT€ : ’l‘; - V . Sa fibre au-dessus de x s'identifie & Sn_1 ’

bord de D" . De sorte que 1l'on a des isomorphismes

ny (2 (A (£) 5 )00, (x ,3) = n (@Wh(e) 5 VT, x), &1, v )
pour tout entier i ) 1 . De plus no(Qe(t/Z(f) 3 V), aTe) =0 si et seule-
ment si no(Q(UZ(f) ; V--%n, xo), Sn_1) =0 .

Ces derniers groupes entrent dans la suite exacte d’homotopie

{
ﬂi(Q(fz(f) H V"%ns xo)s sn-19 yo)

l

n (@ (£) 5 w8, x ), @@ (€) 5§, x ), v)
<)

Tti_.‘(g(%(.f) ’ Sz—‘ls xo)9 Sn—1: yo)

ol bi est 1'homomorphisme bord (application pointée si i = 0, 1 ou 2).

Par suite, pour tout entier i ) O, ni()ff,aw) = 0 si et seulement si 1le

noyau de ai est trivial et 1l'application °i+ surjective. Pour tout en-

1

tier i > 0, bi entre dans le diagramme commutatif suivant :
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ix

n @) 5 Fx ),y ) S n alle) 5 Pox),Ty)

biT 9 Iﬁ

ny QU =5x )0 l(2)587 x ) ) = my (QUHE)sl2) 1x, ) 0 el)307x ).y,

()| = (e ) =
m (30,5 y ) >, W),y )

:i*l / ““
(v, P, y) n, ((£), )
= (V,y,) > (M, £(y))

1

C

. o
On a noté e, i Q@i(f) ; V=D, xo) —> D" et LA QW(£) ;oﬁ(f),xo)ﬁyﬂf)
les applications continues définies par ¢+ c(1). Ce sont des fibrés de Serre
et par suite les homomorphismes (applications pointées si i = 0 ou 1) (e1)*
et (ez)* sont des isomorphismes pour tout entier i ) O . L*homomorphisme
bord o (application pointée si i = O, 1 cu 2) est un isomorphisme car les
n . P .
espaces Q@l(f) ;02(1‘)_q xo) et D sont contractiles. On a noté i 1'inclu-
. sn--1 . T R . .

sion de QUY£) ; ,xo) dans QU/(f) ; ’xc)° Lt'application
Q@i«f) ; Dn,xo)'* D" définie par c + c(1) est un fibré de Serre. Par suite
i, est un isomorphisme pour tout entier i ) 2 et pcur i =1, i, est sur-
e =]
jective, ;*(O) =0 .

D'apreés le diagramme précédent, pour tout entier i ) O , le noyau de éi

est trivial si et seulement si le noyau de ?i est trivial, 1l'application

Q. est surjective si et seulement si 1l'application ?i

i+

est surjective.
+1 )

On termine la démonstration du lemme en remarquant que, méme pour i = O ou 1 ,
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le noyau de ?i est trivial si et seulement si Ti est injectives

c.q.f.d.
Compte-~tenu du lemme précédent, de I.5.1. et I.7.1., le théoréme A a pour

conséquence la proposition suivante :

Proposition 4.1.~ Soient v et M" deux variétés connexes, n % 1 , et

f:V >N une application continue. On suppose ' cocmpacte sans bord et
Ti injective pour 0 1 § ¢ , surjective pour O i ¢ c+1 , 2 > =1 . Soit

k un entier, O k ¢ 2m-3n-3 . Alors f est homotope & un plongement pour

k=0, m) 2n~> . Pour tout plongement f_  homotope & f le groupe

nk(Hom(Vn,Mm)g Pg, fo) est trivial pour 1 § k { m-2n+c et isomorphe &

H (!?f LOW 3 z(ef )) pour k = m-2n+:+1 3 1 .
o .

c+1
. o
Si la variété V- est d-connexe, d » O , d'aprés le théoréme d'excision
homotopique (ef. [15] , 9.3.5.), l'application
. 9n ‘ -1
Iyt n'i(Vn -, 8T ni(VnsDn)

est une bijection si 0 i { n+d-2 , une surjection si O i { n+d-1 - Par

suite, si k ¢ m-n+d-2, on peut dans la proposition précédente remplacer les

conditions sur les ?i pour les mémes conditions sur les f* : ni(Vn)'* ni(Mm).

En particulier, si k  m-n-2 ;, on peut toujours le faire et cela donne 1le
résultat annoncé dans [2] ; ce résultat a été redémontré par une autre mé-
thode par Morlet ([14], III.5.). Pour k=0 ou 1, la condition k { m-n-2
est toujours §érifiée dans le domaine métastable (0O £ kg 2m-3n-3) et l'on

obtient alors un résultat de Haefliger [7].
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Corollaire. Notons e : § — S x R* le plongement défini par e(x) = (x,0).
Pour 1 ¢ kg 2m-3n-3 , k{ =3, n » 1 , le groupe mk(Hom(Sn,Sn X Rm-n), PL, e)
est trivial.

En effet, 1'applicaticn ;i entre dans le diagramme commutatif

ry (871 —2s 5 ()

o

=1
mi g (87
ohw O est l'homomorphisme bord et S 1'homomorphisme suspension. D'apreés
le théoréme de suspension de Freudenthal, E; est un iscmorphisme pour

i 2n-3 , un épimorphisme pour i = 2n-2 .
c.q.f.d.

D'aprés le lemme, lorsque Vn et Mp sont crnnexes, =n » 1 ,
. ) . )
1, (8.:0W) = O si et seulement si 1'application T, : (V- D°,5° 1 - . ()

est surjective. On a donec :

Propositicn 4.2.— On suppose Ve et M connexes, n » 1 . Pour m-2n » 1 ,

m ) n+3 , le groupe nm_Zn(Hom(Vnng), Pr, fo) est trivial si et seulement si

— (¢} —
1'application (,f‘__)1 : n1(v -, & 1) - n1(M) est surjective.

En particulier, pour m )» 4 , le groupe nm_z(Hom(S1,S1 X BP-1), Pz, e)
n'est pas trivial [e(x) = (x,0)].

On appelle pseudo-famille de plongements (respy famille de plongements),

un plongement ' X Ik'* Mm X Ik respectant sur v ox aIk (resp. ' X Ik)

k

1 ) x I , k3 2, un re-

la projection sur Ik . Soit f : 8 X Ik - (S1 X Rk+1

k+1), P¢, e). D'apres

présentant d'un élément non nul de nk(Hom(S1, S1 X R
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la proposition 4.1. généralisée aux variétés & bord, e é&tant une équivalence

d'homotopie, l'application f est homotope rel S‘I X bIk 4 un plongement g .

g est une pseudo-famille de plongements non homotope (dans 1'espace des pseudo-

familles de plongements) 4 une famille de plongements.

5.~ Tensorisation avec les rationnels.

D'aprés I.5.2., le théoreéme A entraine la proposition suivante :

Proposition 5.1.— Soient V' une variété compacte sans bord et M" une va-

riété. Alors, pour 1  k { 2m-3n-3, le groupe abélien nk(Hom(Vn,Mm),P,e,fo)® Q

est isomorphe au groupe H2n—-m+k(8fo”ow ; Q(efc)).

Corollaire. Soit V© une variété compacte sans bord. Alors, pour O J 2m-3n-4,

le groupe abélien uj(ﬁ?z(_vn,am), fo) ® Q est isomorphe au grcupe abélien

Hm—3-1(w ; Q(w)m). Par suite, pour m § j  2m-3n-4 , les groupes abéliens

g?,e(vn,ﬁm), fo) ® Q est isomorphe

nj(ﬁig(vn,am), fo) sont finis. Et nm—‘l('

4 Q ou O suivant qgue m est pair, n £ 0 , Ou non, vV &tant supposée

connexe.

6.— Etude des groupes nj(?..e(sn,am), fo).

Notons W(V®) la variété W associée & V' en IV 1.1.. A deux points

distincts de Sn s on peut associer une direction de RIH-‘l » c'est-&-dire un

élément de l'espace projectif réel P’ . Cela définit une application

o W(Sn) - P qui est un fibré en boules D" associé & un fibré vectoriel o .
On montre que w = xn* A_ , ol A est le 1-fibré canonique de base .

n

De plus VW est stablement équivalent & vB' = " et <P stablement équi~-
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valent & (n+1) A, - L'isomorphisme de Thom-Gysin

(Pn ; (m-n-1) kn) conduit & la

Q2n-m+;]+1 n-m+j+1

(W(s™), ow(s™) ; mw ® vW) = Q

proposition suivante, compte-tenu de I.7.3.

Proposition 6.1.— Pour O ( j € 2m-3n-4 et tout plongement fo : §* - R" s on

a des isomorphismes

1 m -~ ( . —_—— ~ ( Tl ~

n — ==

ou A_ est le 1-fibré vectoriel canonigue de base l'espace projectif réel

est la variété de Stiefel des (n+1)-

an, T=espace de Thom et vm,n+1

reperes de " .

On a les iscmorphismes suivants :

H,(F" : 2) = H2(Pn : Z0)) & ...

g (@ ; 2(0)) = H2(Pn 1 2) s ...

kl
m

2%

Hn(l-"n ; 200 & 0,

s}
~
"
5
2
N
jas]
9]
~
&t
N
>
N
p—
Q

Z si n#£0, Z si n=0,
Hn(l’n 5 Z()\)n-1) 8 Z o

i o . m=-n-1
La connaissance des groupes Hj(T(m-n—1)}\) Hn—m+j+1(Pn ; Z(\) ‘ )

conduit aux propositions suivantes en utilisant I.5.1. (généralisé aux classes

de Serre) et I.5.2., ¢

Proposition 6.2.- Pour 0 ¢ j  2m-3n-4 et tout plongement f_: S - K ,

on a

O pour O ¢ j § m-n=2
mj(ﬁl(sn,ﬁm), fo) ) Z pour J = xﬁ—n—19 m~n impair ou n = O

72 pour j = m=n-1, m-n pair et n £O0 .

Si de plus m-n est pair, les groupes nj(fz(Sn,Rm)g fo) sont des 2-groupes



VI.13

finis pour j m-2 si m pair, pour tout j si m impair.

En particulier si 2m-3n-4 ) O deux plongements de Sn dans lRm sont

isotopes (Haefliger [7])

Proposition 6.3.- Pour 0 { m-n § j € 2m-3n-4 ., le groupe nj(ﬁl(sn,lﬂm)) est

fini sauf pour m pair, j =m~1 ; dans ce cas, le groupe est somme directe

du groupe Z et d'un groupe fini.

La proposition I.8.2. conduit & la proposition suivante :

Proposition 6.4.~ Pour 0 ¢ j § 2m-3n-4 le groupe nj(cf_’,e(sn,ﬁm)) est iso-

morphe modulo la classe de Serre des 2-groupes &

[ 0 si n impair , m impair,
ns si n air m impair
n-m+j+1 = ? ?
.

- si n air m air
‘"J_.m+1 —_— L—— ’ Lg

s () S si n dimpair, m air
R R HApalrs = ‘

L .

7.~Plcngementis de V' dans S1' X Rm-'1 .

Etant donné a ¢ M , on note Q(M ; a) lfespace des lacets de M dfori-
gine a , muni de la topolcgie de la convergence uniforme ; on note & 1le la-
cet constant. Lorsque f : Vo M" est l'application constante f(x) = a pour
tout x € V , la paire topologique (Bf,ew) est homéomorphe au quotient de la

O - -
paire ((Vx V- Te) x QM ; a), aTs x {&}) par 1l'involution (x,y,c) v (y,x,c 1),
€ > O suffisamment petit.

Lorsque Mm = S1 X (Rm_1 s notons Q_'_(S1 ; a) 9(81 H a) le sous-espace
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des lacets de degré > O . Dans ce cas la paire (ff,aw) a le méme type

2 1
d'homotopie que la paire (wu [(V x V= Ta) X Q+(S H a)], dW), donc que

o]
. V - Y L . ‘r » -
la paire (W u i eWtier 1 (V X Te?i 9 OW) e fibré vectoriel ef de

base t’f correspond au fibré vectoriel 6 au-dessus de W et & un fibré
e}
vectoriel trivial au~dessus de (V x V = Te)- . Finalement, cn a un iscmor-
i .
phisme

(Wow ; &) €D (Q (Vv x V1 ;o)). .

(€..0W 5 6.) = @
i entier 30

Q2n—m+k f 2n-m+k 2n m+k

Si la variété V est c~connexe, on a Qi(W,GW ; 00 pour ...gc d'apré e §3;
o)
de plus Vx V = Ts est o-connexe, denc d'aprés I.7.1. on a

‘ ~ 8 .
Qi(va-Ts;o) Baq, pour ig ¢ . On a donc :

. . . 1 . Ve -
Proposition 7.1.—- Soit Vr une variété compacte sans bord c—--onnexe. Pour

1§ kg 2n-3n-3;, k { m-2n+c et tout plongement fO N L X Rm-1 homo-

. -1
tope & une applicaticn constante, le groupe 'nk(H..'sm(Vr,S1 X lRm \ Py, fo)
) : 3 ) w -1
est isomorphe au grsupe ?1 2n—m+k , o (nZn-m+k“. ke 1(Sm ),
i entier.
En prenant V= st » on obtient le corollaire suivant :

Corollaire. Pour n » 2 , 2m~3n-4 3 O , on a

n(‘Pz(s 8! x g® 1))~ 3

&, Z —mtl i entier,
/

Par exemple les classes d'isctopie des plongements de s” dans S1 X RZn ’

n ) 2, sont classifiées par @ 2Z ; les classes d'isotopie des plongements
_ iy .
1 2n-1

de " dans S xR s 1> 4 , sont classifides par ,@1 22 . Ce corol-
- B 1"

lajre a été démontré dans la catégorie P.L. par Hacon [6].
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8.—- Cas ou V a plusieurs composantes connexes de dimensions différentes.

On suppose que la variété V compacte sans bord a r composantes con-
nexes Vi s 1 = 1400y r, de dimensions n, . éventuellement différentes. Soit
f:V-~- M*  une application continue. On définit une variété W(V) et un es-

pace topologique &} comme suit :

wv) = (1L w(v.)) un ( V. x V.)
i 1 143 1 J
- (L (Ll & .
t’f ( - fflvi) i ilZ.L; rlp‘])
ol f; j° i< j, est l'espace des courbes
» .

c : ([-191]9 =1y 1) "(dz(f)9 Vi’ Vj)
muni de la topologie de la ccnvergence uniforme. OW(Vi) étant un sous-espace

de t?

fIV , on peut considérer dW(V) comme un scus-espace . . On note
i .

£

P : E& j-* Vi X Vj 1l*application continue définie par plec) = (c(=1), <(1)).
X . L .

On note 6 le fibré vectoriel de base P

£.N £ défini par

) = ( e ) 4 8. . ol o, . est le fibré image réci-
ey = 4 £l N (&Y o5 1,3,N 8
proque de va_ni-nj(V,. x V.) par 1'application p : ti.j =V x V. on

note ef le fibré vectoriel stable assccié & ef N et ei 3 celui associé
9" )

[

o. . .
i,J,N

La définition de «, se généralise. Si N est un entier suffisamment

k

grand, on peut définir une applicaticn
o nk(Hom(,v,Mm), Pt, fq) ->11:k+N(T(efh9N’), T(efo’NIGW))
pour k » 1 et un élément ao(f) € nN(T(eng), T(ef,NIGW)). Le théoréme A

est encore valable dans ce cas en remplagant n par sup n, -
i
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Par exemple, si V a deux composantes connexes VI1) et Vg , et si

M = R" , le groupe nj(fb(v,mm), £ ) est isomorphe pour 0« j < 2w-3 sup(p,q)-4
au groupe

P Rt P q P q
™ (?z(v R ) £,17}) @ = S (vi,e"),ze |V D@, (VX Vv xouv)

Etudions le cas particulier V = sp_u_ st . D'aprés I.4.1., I.4.3. et I.6.3.,

on a

(prSq;O)ﬁns . @ns . @s @ns

Qp+q—m+:]-c-1 p+q-m+j+1 p-m+j+1 TIq-m+,j+1 J-m+1

D'aprés la proposition 6.1., on a donc :

Proposition 8.1.~ Pour 0 J € 2m-3 sup(p,q) - 4 et tout plongement

£, ¢ sPusi-Rr", le groupe nj(@z(sp u s%,r"Y), fo) est isomorphe au groupe
J( n p+1) D n (V

S S S S
q+1) ® np+q-m+j+1® 1tp-m+,j+1 ® 1tq—m+j+1 ® n,j—m+1
Si de plus  j g m- Sup(psq) -2,0na

’ P, o1 gl o ~q-1
ny(F(s® 848", £) = 02 S no s (8
On appelle 2-chaine dans " un plongement f : sPu st-R". si

2m » 3 sup(p,q) + 4 , les classes d'isotopie des 2-chaines correspondent

aux éléments de np(Sm-q-1), (Haefliger, [9], 1.3. c.).

Lorsque j = m-p-g~1 , on peut définir comme au §2, le nombre d'enlacement
d'un élément x € nj(CS,),e(VI; i V(11 , B), fc)S nombre entier ou entier modulo 2

suivant que V est orientable ou non. On définit de méme le nombre d'enlace-

ment d'un plongement f, : VI: u Vg - Rp+q+1

1 . Pour q { p € 29=2 ;, les classes

p+qa+1

d'isotopie des plongements de VI: i Vg dans R sont classifiées par leurs

nombres d'enlacement.



CHAPITRE VII : EXTENSIONS DU RESULTAT FONDAMENTAL.

La méthode utilisée dans les chapitres IV et V pour définir 1'homomor-

phisme et démontrer le résultat fondamental peut étre utilisée dans

%
bien d'autres situations. En particulier, elle permet d'obtenir des résultats

sur les espaces de plongements lorsque l'on considére des variétés & bord et

sur les espaces d'immersions.

1.- Extensions aux variétés & bord.

Dans ce paragraphe v désigne une variété compacte & bord, M une

variété. De la méme maniére que dans le cas d'une variété V' sans bord
‘ P n 9
(ef. IV.1.1.), on définit une variété R o (V" x V™ - TE)/s , un espace

€. , un fibré de Serre p : €. > W et un fitré vectoriel stable 6 de
f f f

base f

e - On note o,W= (a’l‘e)/s s 0

N = Fw_-'a_1w .

On se donne un plongement g, ¢ OV = 93M . On ncte Hom(\ln,tflm H go) l'es-
pace des applications différentiables f : V> M telles que fIbV =8, »
muni de la topologie & . On note Pgz(V*,M" ; go) le sous-espace des plon—
gements.

En généralisant la définition de @, » on obtient pour tout entier
k > 1 et tout plongement fo N T homomorphisme (application poin-

tée si k = 1).

a 7, (Hom (V7 M" ; £ [oV),Pe,f ) ~

QZn-m+k(efo’a1w 3 6p )

o-

De plus & tout f € Hom(Vn,Mm 3 go) on peut associer

o (£) € Q?_n—m(‘gf’_a1w ; 6,) tel que a (f) =0 si f est homotope rel oV
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4 un plongement. On montre alors le théoréme suivant :
Théoréme 1.1.- a est un isomorphisme (bijection si k= 1) pour k § 2m-3n-3,

un épimorphisme (surjection si k = 1) pour k = 2m-3n-2- De plus pour

am-3n-3 > 0 , £ € Hom(Vn,Mm H go) est homotope rel oV 3 un plongement si

et seulement si ao(f) =0.

Notons Pz*(Sn,Sm) l'espace des plongements de Sn dans S* dont on
s'est donné le germe en un point de Sn . L'espace Pz*(Sn,Sm) a le méme
type d'homotopie que 1l'espace PZ(Dngﬁm H 15 ou i : Sﬁ—1<: §D-1 est 1'in-
clusion naturelle. L’eépace Hom(ﬁn,ﬂm ; i) étant convexe, d'aprés le théo-

réme 1.1. pour 0 ¢ j  2m-3n-4 , on a

nj(@J*(Sn,Sm)o £) = (w(p™), o, w(D") ;5 o) .

Qe m+j+1

Mais W(ﬁn) se rétracte par déformation sur 9 W(ﬁn), donc d'apres

1

I.7.1. les groupes de bordisme normal de (W(Dn)9 61W(Dn) ; ©6) sont tri-

viaux en toute dimension. On a donc :

Proposition 1.2.- ([5], 7). Pour 0 j € 2u-3n-4, on a nj(@z*(sn,sm)) =0

pour tout point de base.

v o
Dans [18] Svarc montre que Hj(Pz*(Sn,Sm)) =0, pour 0¢ j < 2m-4n-3 .
I1 montre aussi que 1l'espace Pz*(s1,sn) pour n » 4 est acyclique en toute

dimension ( 3n~10 excepté 2n-€ , le groupe (Pz*(S1,Sn) ; 2) étant

H2n-=6
isomorphe au groupe Z des entiers,

En généralisant la définition de @, » on obtient pour tout entier k ) 1

et tout plongement fo : V> Mm un homomorphisme (application pointée si
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k=1)

ak : nk(Hom(\fl,an),P,e,fo) -

-1
92n_m+k(?:’fo,a1wu_p(azw) 5 6, ) -

(o]

De plus & tout f € Hom(Vn,Mm), on peut associer ao(f) € Qan'_m(?? ,61Wt)_p1(62W);9f)

tel que ao(f) =0 si f est homotope & un plongement. On a alors :

Théoréme 1.3.- Soit V' une variété compacte & bord (resp. pouvant &tre cons—

oy est un isomor-

truite par adjonction d'anses d'indices ( p < n). Alors

phisme (bijection 8i k= 1) pour 1 g kg 2m-3n-3 (resg. 1€ kg 2m—2n-p—1),
un épimorphisme (surjection si k = 1) pour 1 k £ 2m-3n-2 (res;g.

1 & k  2m-2n-p). De plus pour 2m-3n-3 » O (resp. 2m-2n-p-1 3 0),

f e Hom(Vn,an) est homotope & un plongement si et seulement si ao(f) =0 .
On applique ce qui précéde en prenant pour o le disque Dn et pour

M 1l'espace euclidien R" . Cela donne pour O § j € 2m=-2n-2 un isomorphisme

nj(?,e(Dn,lRm)) = Qm—'j_1(W(Dn) ; mw). L'espace W(D') se ré1-;racte par déforma-

tion sur Pn_1 . Par suite on a

nj(ﬁ’,e(bngam)) s &N S
. ) o
so T @) A

. . myy s iz
Par ailleurs on sait que nj(gze(Dn,R )) = nj(vm,n) o V _ estla variété

s

de Stiefel des n-repéres de R" . on a donc :

Proposition 1.4.~ Pour 0 j £ 2m~2n~-2 , on a des isomorphismes

~ 1
ou A est le 1-fibré vectoriel canonique de base  l'espace projectif

n-1 ===

réel P!, T = espace de Thom et V = est la variété de Stiefel des
H
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n-repéres de R" .

Notons r : QQ(ﬁn+1,Rm)-* ?%(sn,m?) l'application définie par

r(f) = flSn 5 s® étant identifié au bord de ﬁn+1 . Notons j 1l'inclusion

de W(Sn) dans W(ﬁn+1) . Considérons le diagramme commutatif (on a une re-

lation 3-1 o aj =98 0 8 comme en IV.3.) :
r
¥*
n @ (0LRY) 2 (Pa(s"RD)

70 a. 7 loa.
J d

F WP Y m)  — 2 @ (W) m)

L'inclusion j admet une rétraction par déformation, par suite j* est un

isomorphisme. On a donc :

Proposition 1.5.- L'application de restriction r : 3’,3(Dn+‘I B - Pe(s™,RD)

induit un isomorphisme des groupes d'homotopie en dimension j ,
0 j§ 2m-3n-4 . En particulier nJ(,?z(sn,Rm)) x nj(V ney) BOUE
. . d

m

0 Jjg 2n~-3n~4 . De plus pour 2 ¢ Jj § 2m-2n-4 et tout plongement

£ s" - R" , le groupe abélien nj(ﬁ’z(sn,am), £ ) est somme directe du

9 rd .
groupe nj(vm,n+1) et d'un groupe abélien.

Notons ?’eiso(sn?am) l'espace des plongements isométriques de s® dans
R" . La premiére partie de la proposition 1.5, revient & dire que l'inclusion
?,eiso(sn,ﬂm) c ?,e(sn,Rm) induit un isomorphisme des groupes d’homotopie en
dimension j , 0 j  2m-3n-4 . Il suffit pour le voir de considérer le dia-

gramme commutatif suivant
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(" R I "R

J ]
(.?,8. (Dn+1 ,Rm) __":i__) ?giso(sn’ﬁm)

1s0

et de remarquer que l'inclusion 3kiso(ﬁn+1,Rm) CZ?%(Dn+1,Rm) admet une ré-—

traction par déformation.

2.~ Extensions aux espaces d4d!immersicns.

On suppose dans ce paragraphe que V' est une variété compacte sans

bord. On note Imm(V",M") 1e sous-espace de Hom(Vn,Mm) formé des immer—
sions. fo désigne un plongement ou une immersion de V' dans M" suivent
les cas.

En utilisant la méthode ayant servi & définir «,_, on peut définir pour

k

tout entier k ) 1 des homomorphismes (applications pointées si k = 1)

: 'nk(lmm(vn,bfn),P,e,fo) - Q

ﬁk 2n-m+k

(®, 50, ), £ € pe(v,")
(o]

o}

‘A nk(Hom(V“,Mm),Immih) - Q

(aw 5 efow), £_ € Imm (V,M°)

2n—-m+k-1

De plus & f € Imm(V",M") on peut associer Bo(f) € QZn—m(t} ; ef) tel

que Bo(f) =0 si f est réguliérement homotope & un plongement. A

f € Hom(V*,M") on peut associer yo(f) € Q m_1(0W ; 6|oW) tel que

2n—

yo(f) =0 si f est homotope & une immersion.

Pour tout entier k > 1 et tout plongement fo : Vn'* Mm s O s Sk 9

Yy entrent dans le diagramme commutatif

(Hom,Imm,fo) — T (Imm,Pz,fo) — nk(Hom,Pz,fo) S (Hcm,Imm,fc)

T T k Xk

Yiee1 _ Py oy | Yi

1 j* 6
S Qo OV 5 B[O — 2y (8 e 30 )7 an-m+k<tfo’°w’efo)" 2on-me (O W501W)
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La premitére ligne horizontale du diagramme est la suite exacte d'homotopie
du triple (Hom(V",M"), Imm,Pz) au point de base £, € pe(V*, ™). La deu-
xiéme ligne horizontale du diagramme est la suite exacte de bordisme normal
de la paire (I?f L,OW ; ef )-
. 0 0-
De plus on a y_(£) = 3(« (£)) pour £ ¢ Hom (V*,M"), a (£) = 3,(8,(£))

pour f € Imm(Vn,an).

Le théoréme A se généralise alors comme suit :

Théoréme 2.1 .-

Pour 1 & k § 2m-3n-3 @ et Bk sont des isomorphismes (bijections si k=1).

sont des épimorphismes (surjections si k=1).

Pour 1 ¢ k § 2m-3n-2 , o et Bk

est un isomorphisme (bijection si k=1).

Pour 1 { k ¢ 2m-3n-1 , 7y, un
Pour 1 { kg 2m=3n Yy est un épimorphisme (surjection si k=1).

i

Si 2u-3n-3»0 et a (f)

0, f est homotope & un plongement.

0, f est régulidrement homctope & un plongement.

Si 2u-3n-33 0 et g (f)

O, £ est homotope & une immersion.

Si 2m=-3n-13 O et Yo(‘f)

On suppose V;n connexe, n ) 1, ce qui entraine W(Vn) connexe. Soit

Vn 2n . . . ¢ ~
f: - R une immersion. A f est associé Bo(f) € QO(W : e)~Ho(w ; 2(0)).
Mais © = (2n)w ® vW , de sorte que z(e) = 2(vW). Par suite

HO(W ; Z(0)) = HO(W ; 2(ww)) ~ 2 ou 2, suivant que W est orientable ou

2

none.

Si n est impair ou si V n'est pas orientable, W n'est pas oriente-

ble, par suite Bo(f) €2 .58 n est pair et si V est orienté, W est
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orienté, on a alors un isomorphisme naturel HO(W $ Z(wW)) « 2 s par suite

B;(f) € 7.

ﬁo(f) € Z ou Zé ainsi défini s'appelle le nombre algébrigue de self-

intersecticns de f . Bt d'aprés le théoréme 2.1., on a :

Proposition 2.2. (Whitney féb]). Soit V© une variété compacte cornexe sans

bord. Soit £ = Vn *'Rzn une immersion. Pour n » 3, f est géggliérement

homotcpe & un plongement si et seulement si Bo(f) =0 .

(6w ; olew) re dépend

_ el ' ; c
Lorsque M = R » l'invariant Yo(f) - an_mn1‘a

pas de la classe d'homotopie de f . Cn note Yb(vn,m) = yo(f). On a
. A
yo(vn,m) = olmw|awW) .
Supposons i connexe, n 2 1 et M = R2n~1 - OW est alors connexe
.non vide. L'élément yo(Vn,Zn—1) £ Qo(aw ; e]aw) est d'ordre 2 d'aprés Il.5.%..
Considérons la suite exacte

i
\ *
2, (W,oW 5 ©) 2 0 (oW 5 6Jow) —» @ (W; 8) .

2

Comme yo(Vn,Zn«1) = b(ao(vn,m)), on a i*(yo(vn,2n~1» =G .
QO(GW 3 e]aw) ~ 2 , on a nécessairement yo(Vn,2n~1) = 0 car yr(Vn,2n~1)
= &)

est un élément d'ordre 2. Si QO(GW ; olow) = 2 i, es%t un iscmorphisme,

27
et comme i*(yo(vn,2n~1)) =0 , on a encore yO(Vn,Zn—1) = 0 . L'obstruction

yo(Vn,an—1) est par conséquent toujours nulle. On a donc

Propcsition 2.3.- (Whitney [21]). Soit v une variété compacte connexe sans

bord. Pour n » 3 , il existe toujours une immersion de V- dars B> .

Etudions pour terminer les groupes nk(Imm(Sn,Rm},Pe, fo), k1.
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L'application « : W(Sn) - Pn définie en VI.6. est un fibré en boules. Par

suite, on a un isomorphisme

(w(s”) 5 0) = (B" ; (m-n)r)

Q2n-m+k

D'aprés I.7.3., ce dernier groupe est isomorphe pour k  2m-3n-2 au groupe

(v

n+1 n+1)' D'apreés le théortme 2.1., on a donc
9

T
k+n

Proposition 2.4.~- Pour 1  k { 2m-3n-3 et tout plongement fo : Sn *'Rm ’
le groupe nk(Imm(Sn,Rm),Pz, fo), k ) 1, est isomorphe au groupe

(v ).

Tk4n ' 'm+1,n+1

Compte-tenu de VI.6.2., on en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.5.~ Pour 0 ( j § m~-n-2, j  2n~-3n-3 , on a

. (Imm(sn )) s, (V

J+n m+1,n+1) :
D'aprés le théoréme de classification des immersions de Smale [16],

(généralisé aux familles d'immersions & plusieurs paramétres), la proposi-

tion 2.5. est valable en supprimant 1l'hypothése j  2m-3n-3 .
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