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RESUME

Cette these se situe a l'interface de la Statistique, paramétrique et non-paramétrique, des pro-
cessus stochastiques, et de l'analyse des équations aux dérivées partielles paraboliques. Le fil
conducteur des travaux présentés ici a été d’obtenir des informations sur le flot de mesures de
probabilités, solution d’une équation de Fokker-Planck-Kolmogorov non-linéaire, dite équation de
McKean-Vlasov, et sur le coefficient de drift de cette équation, a I'aide de I’observation continue de
la solution du systéme linéaire de diffusions en interaction ’approchant en limite de champ moyen,
i.e. quand le nombre de particules de ce systeéme croit vers I'infini.

Dans une premiére partie, nous présentons les résultats obtenus quand le coefficient de drift
dépend d’un parameétre inconnu. Nous suivons le programme d’estimation de Ibragimov et Has-
minskii : nous montrons que la propriété de normalité locale asymptotique est vérifiée par ce
modele et nous en déduisons des propriétés fines de convergence et de normalité asymptotique de
I'estimateur du maximum de vraisemblance de ce parametre. Nous proposons un nouveau critére
de vérification de la non-dégénérescence et de I’identifiabilité de ce probleme statistique.

Dans une deuxiéme partie, nous présentons les résultats obtenus quand le coefficient de drift
est inconnu, mais appartient a une certaine classe de fonctions caractérisées par leur régularité : les
fonctions localement holderiennes. Cette partie repose sur une nouvelle inégalité de concentration
de type Bernstein, et sur des techniques de statistique non-paramétrique : nous construisons des
estimateurs a noyaux adaptatifs de la densité solution de 1’équation de McKean-Vlasov et de son
drift a l'aide de la méthode de Goldenshluger-Lepski, et nous montrons que ces estimateurs sont
optimaux au sens minimax pour un risque ponctuel. Enfin, nous construisons un estimateur de la
force d’interaction dans le cas d’un drift de type Vlasov a ’aide d’une méthode de déconvolution.

Mots-Clés

Statistique paramétrique/non-paramétrique, Statistique des processus aléatoires, modeéle de
McKean-Vlasov, Systemes de particules en interaction, Limite de Champ moyen, Propagation du
chaos, Inégalités de concentration, Equation aux dérivées partielles paraboliques non-linéaires,
Equation de Fokker-Planck-Kolmogorov non-linéaire, Espaces de Holder, Estimation minimax
adaptative, Normalité locale asymptotique, Programme d’Ibragimov-Hasminski, Estimateur du
maximum de vraisemblance, Inégalités oracles, Estimateurs a noyaux, Sélection de fenétres, Méthode
de Goldenshluger-Lepski, Déconvolution.






ABSTRACT

This thesis lies at the crossroads of non-parametric and parametric Statistics of processes, and
parabolic partial differential equations analysis. The aim of the present work was to obtain infor-
mations about the flow of probability measures solution of a nonlinear Fokker-Planck-Kolmogorov
equation, known as McKean-Vlasov equation, and about the drift coefficient of this equation,
thanks to the continuous observation of the solution of a linear system of interacting diffusions
as an approximation in a mean-field limit, 7.e. as the number of particles in this system grows to
infinity.

In a first part, we present our results when the drift coefficient depends on an unknown para-
meter. We follow the estimation program of Ibragimov and Hasminskii : we show that our model
verifies the local asymptotic normality property, and we deduce from it precise properties of conver-
gence and asymptotic normality of the maximum likelihood estimator of the parameter. We give
a new criterium for verifying that this statistical problem is non-degenerate and identifiable.

In a second part, we present our results when the drift coefficient is unknown, but lies in a
certain class of functions characterized by their regularity : the local Hélder functions. This part
relies on a new Bernstein type concentration inequality, and on nonparametric statistics tools :
we build adaptive kernel estimators of the density solution of the McKean-Vlasov equation and of
its drift, and we show that these estimators are optimal in a minimax sense for a pointwise risk.
Finally, we construct an estimator of the interaction force in the case of a Vlasov type drift by
means of a deconvolution method.

Keywords

Nonparametric statistics, Parametric statistics, Statistics of stochastic processes, McKean-
Vlasov model, Interacting particle systems, Mean-field limit, Propagation of chaos, Concentration
inequalities, Nonlinear Parabolic Partial differential equation, Nonlinear Fokker-Planck-Kolmogorov
equation, Adaptive minimax estimation, Local Asymptotic Normality, Ibragimov-Hasminski’s pro-
gram, Maximum likelihood estimator, Oracle inequality, Kernel estimation, Bandwidth selection,
Goldenshluger-Lepski’s method, Deconvolution.
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NOTATIONS

Throughout our present work, we will make a constant use of the following notations :

[eC4

co

T > 0 is the time horizon (fixed once for all);
d > 1 is the dimension of the space where our particles will live and evolve;;
T will stand for the transpose of a vector or a matrix;

Mg(R) (resp. 84(R), 87 (R), 85+ (R)) is the set of the d-dimensional square matrices (resp.
the set of the d-dimensional symmetric square matrices, the set of the d-dimensional sym-
melric non-negative square matrices, the set of the d-dimensional definite positive symmetric
square matrices) ; for M € My(R), Tr(M) (resp. det(M) ) stands for the trace (resp. the
determinant) of M ; I; stands for the d-dimensional identity matrix ;

For some real numbers x, z’,
{z}+ = max(z,0), {z}_ := —min(z,0), |z| .= {z}++{z}_, |z] =max{n €Z; n < z};
z Az’ :=min(z,2') , V2’ = max(x,2’);

For some sets A,B C R%,q > 1, A— B := {x —y; (z,y) € A x B}, and in particular, for
x9g €RY, 29— B:={zo} — B;

For some positive integer ¢, Sy is the set of the permutations of {1,...,¢};

For some finite set S C RY,¢q > 1, Card(S) is the cardinality of S, that is to say the number
of elements in S';

We say that s = (s1,...,54) € N? is a multi-index ; we define the order of s by
[s| :=s1+ ...+ 84,
the s-derivative by

ol

D?= ———
ot ..o

where 0; = 0,,, 1 <i<d,



NOTATIONS

and the power-s by
v =ty y= (v, ,ya) €RY

let U=1[0,T] (or U= (0,T), U =R% U=1[0,T] xR, U = (0,T) x R? ), for some integer
g > 1, and some function f : U — RY, we will denote by f!,...,f?: U — R its coordinate
functions, that is to say f = (f,..., f9), and we define @(U; RY) as the space of continuous
functions from U to R?, Cy(U ; R?) as the space of continuous and bounded functions from D
to R?, C. (U ; Rq) as the space of continuous functions from U to R? with compact support
inU;

for 1 < k < oo, we define CF (Rd; Rq) as the space of k-times continuously differentiable
functions from R? to R? (that is to say, for every s € N, |s| < k, D*f',... D f? exist and
are continuous on Rd), we also define G’g (Rd; Rq) (resp. ck (Rd; ]Rq)) as the functions of
C*(R%; RY) N Cy(R?; R?) such that every s-derivative, for s € N, |s| < k, is bounded (resp.
the functions of C* (Rd; Rq) with compact support in Rd) ;

for ¢ = 1, and f € Gl(Rd; ]R) (resp. fe Gz(Rd; R)) we will denote by Vf : x € R?

(axlf(:v), .. .,8xdf(ac))-r the gradient of f (resp. by D?f : 2 € R? — [82 f(;v)]1<ij<d the

Hessian of f) and we will sometimes write V, (resp. Dg) to precise that the differentiation
is made with respect to the variable x, in the case where f is a function of more than just
one variable ;

for some integers ni,ng, we define G2 ((O,T) x R%; Rq), for some positive integer ¢, as
the space of continuous functions f € C?((O7 T) x RY; Rq), such that for every s e N;0 < s <
n1,s" € N4 0 < |s'| < no, 05 f, D;/f exist and are in G((O,T) x R4 : ]Rq) : for J an interval
such that J C (0,T) and U some ball of R?, we define €172 (J xU; Rq) in the same manner ;
Let (Q2,F,P) a probability space, and let X a random variable on (2, F,P) with values in
some Polish space (F, ). We will denote by Lp(X) (or just £(X) if there is no possible

misunderstanding) the law of X under P, and for some probability law P on E, we will
denote by X ~ P the fact that X is of law P (under P);

For some integer r > 1, P,.(R?) is the set of probability measures v on R? with a finite moment
of order r, that is to say such that

mv) = [l (dy) < oo

for d = 1, we will also use the moments
m,.(v) ::/yTl/(dy) :
R

The space P; (R?) is endowed with the 1- Wasserstein distance W (also called the Kantorovich-
Rubinstein distance, see the Chapter 6 of the Villani’s monograph [I85]) defined by : for
v, € Pi(RY),
Wiwv)i= _inf  Ee[|Z-27']],
Zrov, Z' v’
where the infimum is taken over all random variables Z, Z’ defined on the same probability
space (2, F,P) with values in R? respectively of laws v and v/';
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« We will aslo consider the total variation distance ||.||ry defined on P;(R?) by : for v,1’ €
P1(RY),
|V —v|lrv:i= sup [V (B)-v(B)|=_inf P(Z#Z),
BeB(RY) Zrov, 2!
where B(R?) is the Borel o-algebra of R, and the infimum is taken over all random variables
Z,7' defined on the same probability space (Q,F,P) with values in R? respectively of laws
vand v/

« We will also make use of the 2-Wasserstein distance Wa on Po(R?) (see again [185]) defined
by : for v,v" € Py(RY),

)

Wy (v,v') ;= inf EPUZ — Z"Q] Ve

Z~v, Z !

where the infimum is taken over all random variables Z, Z’ defined on the same probability
space (2, F,P) with values in R? respectively of laws v and v/ ;

> We say that f : [0,7] — R belongs to the Hélder class H*(to) for some ¢y € (0,7) and
a > 0, if there exists some relatively compact neighbourhood Uy, of tg in (0,7) such that

f e el (uto : R) and a}‘”f is (a — |a])-Holder on Uy, , that is to say

L] prr La]
Lo o 0, f(') — 0, f(1)]
[at f} a—lafUy, t,t’e?ﬁf’t;&t’ |t/ _ t‘a— o]

< o0

without loss of generality we will consider Uy, as an interval such that Uy, C (0,7), and we
obtain a norm on H*(tg) by setting

La]
[ Flaceio) = | fl3caateg) = D sup 10551+ [0 ], o jac,,

s=0 t€Uo

or by considering the equivalent norm

Flace = sup |f(t +max< max sup |07 f(t)|; |07 f . )§
ey = sup 17(0) AR IR ) R

the extension of these definitions to R%-valued functions, for some positive integer ¢, is
straightforward by considering coordinate functions : a mapping f = ( fk)1gkgq :[0,T] — R
belongs to H(to) if f* € H(to) for every k =1,...,q;

we say that f belongs to the Holder class H ((0,T)) if for every ty € (0,T), f € H*(to), that
is to say for every interval J with J C (0,T), f € 3*(J) in the sense that f € €l (J; ]R)
and a}‘” [ is (o — [a])-Holder on .J, and we obtain a norm |f[s«(s) on H*(J) by replacing
Uz, by J in the definition of | f[gca () ;

= We say that f : R? — R belongs to the Holder class H?(xg) for some 2o € R? and § >
0, if there exists some relatively compact neighbourhood U,, of xg in RY such that f €
€A (Uy, 3 R) and for every s € N, |s| = | 8], Dif is (8 — | B))-Holder on Uy, that is to say

|Dzf(z) = D f ()]

S pp—
(Do 1ppans, = et wa @ — 2|1

< o0
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without loss of generality we will consider U,, as a ball, and we obtain a norm on 3*(zg)
by setting

| fl3cs 2oy = | flaesu,y) = Z sup | D f(x)] + Z [Dif]ﬁ,w;uxo ,

seNd,0<|s|< (8] T€Ueo sENT, |s|=| 8]

or by considering the equivalent norm

sup |D;f(z)|;

flocs(zy = sup |f(z +max( max max Dif _ );
lac0 o xeum| @l seNT1<[s|<16) ety seNdAsI:LBJ[ o,

the extension of these definitions to R%-valued functions, for some positive integer ¢, is
straightforward by considering coordinate functions : a mapping f = (f*)1<k<, : R? — RY
belongs to H?(z¢) if f¥ € HP(x0) for every k= 1,...,q;

we say that f belongs to the Holder class ﬂffx (Rd) if for every zg € R?, f € HP(xy), that
is to say for every ball U of R%, f € HP(U) in the sense that f € elsl (U; R) and, for every
s e N4 |s| = [B], Dif is (B — |3])-Holder on U, and we obtain a norm |f|s¢s(r) on HP(U)
by replacing U, by U in the definition of | f|g¢s

zo)’

We say that f : [0, 7] x R? — R belongs to the anisotropic Hélder class 3P (to, ) for some
(to,z0) € (0,T) xR and «, 8 > 0, if there exists some relatively compact neighbourhood W,
of zo in R? such that f(-,z) € H*(to) uniformly in € U, , and there exists some relatively
compact neighbourhood U}, of ¢ in (0,T) such that f(t,-) € H?(zo) uniformly in ¢ € U},
and we obtain a norm on H*#(tg, ) by setting
|f|9€avﬁ(to,$o) ‘= sup |f('7$)|f}fo‘(to) + sup |f(t7 )|3f[3(w0) )
ur, teUy

fAS N

the extension to R%-valued functions, for some positive integer g, is straightforward : a map-
ping f = (f*)1<k<q : [0,T] x R — R? belongs to HA(tg, o) if fX € H*P(tg,z0) for every
k=1,...,q;

we say that f belongs to the Holder class J—Cﬁ)cﬁ ((0,T) xRY) if for every (to,zo) € (0,T) xR,

f € H™B(ty, z0), that is to say for every interval J such that J C (0,T), and every ball U of

R?, f € H*P(J x U) in the sense that f € CleLlAl(J x U; R), 8}an is (a — |«])-Hélder in

t on J, uniformly with respect to € U, that is to say
oo;U

o1t 0) — 0 f (1 )|
ok =sup [0} f(,x = sup 19 : L 4
[ t f} a—|al;J oclU [ t f( )]a—LaJ;J CCULY EJ bt |t/ _ t|a7|_ocj

< o0,

for every s € N4 |s| = | 3], Dsf is (8 — |8])-Hélder in = on U, uniformly with respect to
t € J, that is to say

s p100:d L s . o
[Dajf] ﬁ_LﬁJvU = ig}:}) [Dmf(t7 )]ﬁ—LﬁJ,J - teJ’z’aS:}lepU,w;éw/ |x/ — x|67|_BJ < 0 9

and so, we obtain a norm | - |g¢a.s(sxry on H*P(J x U) by setting

Lo
|f\9co<w5(.le) ZZZ sup |07 f(t,z)| + Z sup |D;f(t, )|

s—0 (t)EIXU sEN,0<s|<| 8] (t,x)eJxU

oo U s oo;J
O+ X P
sENY, |s|=[B]
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s
= We say that f : [0,T] x R? — R belongs to the parabolic Hélder space (‘31+§’2+6((0, T) x RY)

loc
(see e.g. [IT3] and [II8]) if £ € €2((0,T) x RY) and 9,£,02,, f € €2 ((0,T) x RY).

> We finally introduce the following parabolic Sobolev spaces (see sections 1.1. and 6.2. of [17]) :
for an interval .J of (0,7') and an open ball U of R%, for § € [1,00), we say that f : JxU — R
is in H'*(J x U) if for almost every t € .J, f(t,-) is in the usual Sobolev space W°(U) (that
is to say f(t,-) € L°(U) and f(t,-) has generalized derivatives O, f(t,), ..., 0, f(t,-) which
are themselves in L°(U)), and

d 1/6
[ fllmrs (rxvy = (Hf(@')”Léuj)4*j£:||azif(@')HLﬁ(U))6dt <00 (1)
J
=1

we denote by H™9(J x U) the dual space of Hé’% (JxU) where for §' € [1,00), H(l)"s,(J xU)
is the set of functions in H™' (J x U) with Wol’él(U) (the closure of €2°(U;R) in Wl"s/(U))
instead of W% (/) in the definition ;
we say that f is in H19(J x U) if f € HY9(J x U), 9,.f exists (in the generalized sense) and
is in H™1°(J x U) (see also e.g. [70]) ;

= For f:R? — R? and v € P;(R?), the convolution between f and v is defined by

(Fen)@) = ([ 1= wwii)

1<k<d’

@ For f:R? — R? with f* € L}(R9), 1 < k < d, the Fourier transform of f is defined by

TN = ([ e ) L€






INTRODUCTION

1 Présentation du modele de McKean-Vlasov

Nous présentons dans cette section notre cadre de travail dans cette these : le modéle de McKean-
Vlasov. Nous pourrions méme parler d’écosysteme, puisqu’il peut s’entendre au sens d’une équation
différentielle stochastique, ou bien d’une équation auzx dérivées partielles qui lui est d’une certaine
maniere équivalente, et que ’on peut également lui adjoindre un systéme d’équations différentielles
stochastiques composé de N processus de diffusions en interaction qui en constitue une approxima-
tion en limite de champ moyen, c’est-a-dire quand le nombre de diffusions N devient tres grand.
Dans la Section [2] nous donnerons les hypotheses précises sous lesquelles nous nous placerons tout
au long de ce manuscrit, puis nous montrerons que sous ces dernieres les objets mathématiques ma-
nipulés ci-dessous existent bel et bien, et nous énoncerons les propriétés probabilistes et analytiques
préalables a notre étude statistique du modele de McKean-Vlasov.

1.1 Equation aux dérivées partielles de McKean-Vlasov

Cette these a pour objet ’étude statistique du probléme de Cauchy suivant constitué d’une
équation auzx dérivées partielles (EDP) parabolique, dite de Fokker-Planck-Kolmogorov, et d’une
condition initiale :

d d )
at:ut = % Z 821% ((UGT)(t’ ')ij:ut) - ;aﬂﬂz (bl(tv '7ut)ut)7 (t,l‘) € (OaT) X Rda

4,j=1

(2)

:u|t:0 = Mo,

ou 'horizon de temps T > 0 est fixé, ainsi que la dimension d > 1 de 'espace, la fonction de
diffusion est o : [0,T] x RY — M4(R), la fonction de drift est b : [0,T] x R? x P1(RY) — R?, et
la condition initiale est py € P;(R?). L’EDP du probléme est dite non-linéaire car le drift b
dépend de py.

Nous nous placerons dans notre étude sous des hypotheéses classiques pour le résolution de ces
problémes : intégrabilité forte de pg, stricte uniforme ellipticité de ¢ := oo, lipschitziannité de b
et o (les conditions précises seront détaillées dans la Section [2.1]).
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Nous nous inspirerons fortement de la monographie de Bogachev, Krylov, Réckner et Shapo-
shnikov [I7], en particulier de ses Chapitres 6 4 9, pour notre étude analytique de cette EDP.

Nous considérerons dans un premier temps ce probléeme dans un sens faible, sur les mesures
(voir Section [2.3)) : nous montrerons que ce probléme admet une unique solution p, dite solution de
probabilité selon la terminologie de [I7], qui est une mesure borélienne sur [0,7] x R? de la forme
p = (pt)eepo,r) @-e. que p(dt,dx) = py(dx)dt, et telle que pour tout t € [0,T7], u; est une mesure
de probabilité sur R?. Nous noterons 8 l'application qui au triplet (b, c, j1o) associe la solution .
Nous verrons ensuite que, sous nos hypotheses, pour tout ¢ € (0,7"), p; admet une densité par
rapport & la mesure de Lebesgue sur R?, que nous noterons par simplicité également 1, et que
celle-ci vérifie bien stir 'EDP , au sens faible, sur les fonctions. Nous démontrerons plusieurs
propriétés d’intégrabilité et de régularité vérifiées par cette solution (certaines de ces propriétés sont
élémentaires et bien connues, et nous ne les démontrerons que par souci d’exhaustivité, d’autres
sont, & notre connaissance, originales dans le cadre choisi), et nous énoncerons également des condi-
tions suffisantes pour que u soit solution au sens classique, sur les fonctions du probleme .

Le premier exemple d’étude d’une telle équation est donné par l’article fondateur de McKean de
1966 [146], dans lequel auteur se place dans le cadre d = 1, o(t, ) = 1, b(t, z,v) = [p(y—=) v(dy),
autrement dit dans lequel le probléme se réécrit

{ Orpy = %Aﬂ't — Oy (( fRd (y — ) e (dy) ):ut)7 (t,z) € (0,T) x Rd’ (3)

:u|t:0 = Mo,

Nous utiliserons tout au long de cette introduction comme exemple simple le modeéle suivant,
généralisation du modele de McKean :

d>1,0(t,z)=0lg 0>0,b(t,x,v)=(ha+9)+ 193/ (y —z)v(dy) . (4)
R4

La fonction de drift b dépend donc ici d’un parameétre ¥ = (J1,92,93) € R x RY x R, et 1'expression
de p peut alors étre obtenue explicitement (voir ([9)).

En effet, cette these traite a la fois du cadre paramétrique, dans lequel nous supposons que
b=by(¥; ), avec ¥ € © ol © est un sous-ensemble connu compact de RP, p > 1 quelconque,
et by est une fonction supposée connue a 1 pres, et du cadre non-paramétrique, dans lequel b est
supposée complétement inconnue. Nous noterons p = p® quand nous voudrons mettre en évidence
la dépendance de p en la fonction de drift b. En particulier, dans le cadre paramétrique, nous
noterons p = pu” pour mettre en évidence la dépendance en le parametre o,

Dans la sous-section suivante, nous allons donner, suivant en cela les idées séminales de I'article
[146], une interprétation probabiliste du probléme sous forme d’équation différentielle stochas-
tigue (EDS) dite de McKean-Vlasov : par métonymie, nous nommerons donc également EDP de
McKean-Vlasov ’équation du probléeme (|2]).

1.2 E‘quation différentielle stochastique de McKean-Vlasov

Le probleme a une contrepartie stochastique, que nous allons définir dans un cadre canonique
qui sera utile tout au long de ce manuscrit. Soit € = G([O, T]; ]Rd) I’espace des fonctions continues
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sur [0, 7] & valeurs dans R, muni de la filtration (F;)o<;<7 induite par les applications canoniques
X; :w € € w(t) € RY Nous appellerons processus canonique sur (€, Fr)

X = (Xt>t€[0,T] TwE C—w= (w(t))te[O,T] S C.

Pour toute condition initiale y et fonction de diffusion o fixées, pour une fonction de drift b,
nous noterons P, I'unique mesure de probabilité sur (€, Fr) sous laquelle Xy ~ pg et le processus

—b

t
(By)tepo,r) = (/0 0_1/2(57X8)(dX8 - b(S’XS’L@b(XS))dS))te[o T

est un mouvement brownien standard sur R? (¢~'/2 désignant une des racines carrées de ¢!, son
choix ne modifiant pas le probleme, voir e.g. la partie 5.3 de [I'71]). Il s’agit donc d’un probléme
de type point fize : nous admettons pour le moment que la famille (P}), est bien définie sous
nos hypothéses (voir le Théoréme , et nous le prouverons rigoureusement dans 1’Annexe
En particulier, le processus canonique X sur (€, JFr) est solution, sous Py, de I’équation de
McKean-Vlasov

dX, = b(t, X,, L5, (X,))dt + o(t, X,)dBy, t € [0,T),

[J(Xo) = Mo - (5>

Par définition, L5, (X) = Py, et nous noterons, pour tout ¢ € [0,T], p1; = L5, (Xy).

~ Dans le cadre paramétrique pour lequel b = bo(¥; - ), nous noterons également Py & la place de
Py, et p? & la place de p?l.

La particularité de I’équation par rapport a une EDS usuelle est que le drift ne dépend plus
seulement de X; mais également de la loi de X : c’est ce que 'on appelle, en hommage & [146],
une non-linéarité au sens de McKean. La forme de cette fonction de drift

b:(t,z,v) €[0,T] x R x P1(RY) — b(t,z,v) € RY

permet donc de modéliser une interaction entre une particule, via sa position x € R?, et une loi
de probabilité, v € Tl(Rd) : dans 'equation , la particule X; interagit ainsi avec sa propre loi,
L5, (Xt).

Py

En définissant 8° : (t,z) € [0,T] x R+ b(t, z, u?), nous pouvons également dire que, sous Py,
X est solution de 'EDS usuelle (autrement dit linéaire au sens de McKean)

dX, = B(t, X,)dt + o(t, X,)dB,, t € [0,T], (©)
L(Xo) = Mo -

Le lien avec 1’équation s’établit de la maniere habituelle suivante pour les équations de
Fokker-Planck-Kolmogorov. Prenons une fonction test réguliere ® € C°(R?; R). D’aprés la formule
d’Ttd (voir e.g. [I71]), nous avons, pour tout ¢ € [0, 7],

t d t d
B = 0(X0) + [ (530 [ OB8(X.)eis(5,X0) + 3 08X )b (5, X)) s

i,j=1 i=1
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d t
—b
+Z/0 3¢®(X‘g)gi.(57Xs)st ’
=1

[PREN NIRT) 4
d’ot, en passant a ’espérance E@b,

t d t d
/]Rd ddpb = /Rd Ddpy —|—/O /Rd (% Z /0 8%@(1‘)6,»]»(5,3:) —|—Z81@(33)171(5,x,uZ)),ug(dx)ds,

i,j=1 i=1
ce qui signifie exactement (voir la Définition que b est solution de probabilité du probléme .

Cette interprétation probabiliste du probleme était déja présente dans l'article de McKean
[146] : il en déduisait que la solution p de est la densité de 'unique solution forte, sur un
espace de probabilité filtré quelconque (2, F, (F¢)¢ejo,77, P) donné, muni d’'un mouvement brownien

d-dimensionnel B et d'une variable aléatoire )~(0 de loi py, go—mesurable, et indépendante de B , de

{ dX; = (Bz[X;] — X)dt + dBy, t € 0,T], (7)

X‘t:o == )ZV() .

Cette EDS, qui est un cas particulier ’EDS d’Ornstein-Uhlenbeck (voir e.g. I'Exemple 5.6.8 de
[110]), a pour solution explicite

t
X, =e ' Xo+ (1 — e Hmy (o) + / e~ =9dB, [t € 0,T],
0

qui est donc un processus gaussien conditionnellement & )}0 sous @, ce dont McKean déduisit que,
pour tout (tg, o) € (0,T) x R,

_ o\ 2

(o — "oy — (1 —e~")my(uo))

Hto (T0) = /R \/ﬁ exp ( - 1 — o2t ) to(dy) -

Nous pouvons étendre son raisonnement a notre exemple ,
d>1,0(t,z)=0lg, 0>0,b(t,x,v) =by(%t,z,v) := (hz+ ) + 193/ (y—x)v(dy) .
Rd

u? = p? est alors la densité de 'unique solution forte de

{ dX; = (01X; + 9a)dt + 03 (E5[X,] — X¢)dt + 0dBy, t € 0,1, )

X‘tzo = XO .

Sous certaines conditions sur ¢ et my(ug) (voir la Section du Chapitre 1), en notant pour
te(0,7)

- 0 ~ _ ~ 2 _
m(t) == 19%(6191:& — 1) +my(po)e” (1 — e ") 5(t) := M(eﬂﬂl dat 1),

10
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nous avons, sous IE’, pour tout tg € (0,T), sachant Xo,
Xyo ~ Na(eP1=79)% X+ i(to) , 5(to)1a)
ce qui implique que, pour tout (tg,zo) € (0,T) x R,

1 | zg — (P19t 4 — m(tg) |2
/‘fg(xo) = /Rd W €xXp ( - 25(to) ) po(dy) - 9)

Nous disposons en fait ici d’un des seuls cas pour lequels Papplication § est explicite (voir [9] pour
quelques autres cas particuliers en champ moyen). Elle est de plus injective en ¥, & o, p19 fixés (voir
également le Théoreme pour ces questions dans le cadre général).

11 convient cependant de préciser que, dans le cas sans interaction, i.e. lorsque b(¢, z,v) = b(¢, x)
ne dépend pas de la mesure, si ¢ est de plus assez réguliere, nous disposons de formules explicites
pour u° et donc pour 8 (voir e.g. Genon-Catalot et Jacod [80]), formules qui deviennent méme
assez simples lorsque d = 1, b(t,x) = b(x), c(t,x) = c(x) et po est la distribution invariante du
probléme (sous réserve qu’elle existe). Cependant, nous nous concentrerons dans cette theése sur le
cadre de champ moyen, et donc avec interaction, ce qui entraine qu’en toute généralité I’application
8 ne peut pas s’exprimer explicitement.

Dans la sous-section suivante, nous allons introduire les observations que nous avons utilisées
pour procéder & l'estimation statistique des fonctions u’ et b(-,-, u?). Pour cela, nous allons in-
verser notre point de vue sur I’équation de McKean-Vlasov : nous n’allons plus temporairement
la considérer per se, mais au contraire comme 1’équation limite en un certain sens d’un systeme
constitué d’un grand nombre d’équations.

1.3 Interactions & Limites de champ moyen, Propagation du chaos
Genese de ces concepts

Le processus stochastique solution de (5)) peut étre approché en limite de champ moyen (ou
mean-field limit) par un systéme de particules en interaction quand le nombre N de particules
tend vers l'infini. C’est d’ailleurs cet aspect simplificateur de (5)), qui revient & étudier 1’évolution
d’une unique particule plutét que celle d’un trés grand nombre de particules interagissant, qui est
a lorigine de son élaboration. Précisons avant toute chose que le terme particule sera compris dans
cette theése au sens générique d’agent, d’individu, d’unité.

Les grands systemes de particules en interaction sont en effet présents dans de nombreux do-
maines : en Physique de I'infiniment petit (particules élémentaires, ions, atomes, molécules, .. .), en
Physique de linfiniment grand (corps célestes, galaxies, ...), en Biologie (dynamiques collectives
d’animaux) et, a I’échelle humaine, en Sciences Economiques et Sociales (mouvements de foules, in-
teractions d’agents financiers, propagation d’idées ou de comportements au sein d’une population,
...). Des modeles microscopiques, c’est-a~-dire a I’échelle des particules considérées, permettent
de représenter les interactions au sein de ces systémes : nous pouvons par exemple penser aux
équations de Newton ou de Liouville. Malheureusement, ceux-ci sont d’autant plus compliqués a
traiter analytiquement et computationnellement que le nombre de particules N augmente. .. et
celui-ci peut étre gigantesque! Par exemple, la constante d’Avogadro représentant le nombre de

11
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particules dans une mole de matiére est de I'ordre de 1023, Nous faisons alors face & ce que ’on
peut appeler le fléau de la dimensionnalité.

Le probléeme crucial est donc de trouver un moyen de réduire la complexité du modele, en
réduisant sa dimensionnalité, tout en gardant une représentation aussi proche que possible du
modele initial et de la réalité. La stratégie classique pour atteindre un tel objectif est de déduire du
modele microscopique un modele macroscopique, c’est-a-dire une description continue des dyna-
miques ou 'information est contenue dans des densités, typiquement solutions d’EDP non-linéaires,
comme ’EDP de McKean-Vlasov.

L’idée d’une telle description de ces systémes remonte aux premiers travaux de Physique Sta-
tistique et de Cinétique des gaz dilués au XIXeme siecle, a I’hypothese dite du chaos moléculaire
(ou du Stosszahlansatz selon la terminologie de P. et T. Ehrenfest [69]) introduite par Boltzmann
en 1872 dans [22], selon laquelle les vitesses de deux particules de gaz qui entrent en collision sont
a priori non corrélées, hypothese développée dans la continuité des travaux de Carnot, Thomson,
Clausius et Maxwell. Cependant, cette hypothése est restée pendant longtemps (et reste encore
dans de nombreux cas ...) difficile a formuler rigoureusement et a démontrer.

En 1907, Weiss introduisit quant a lui la notion de champ moléculaire et les limites de champ
moyen pour le modeéle dit de Curie-Weiss des matériaux ferromagnétiques (voir [I88]), dans des
régimes sans collisions (i.e. dans lequel les collisions surviennent rarement et les particules inter-
agissent les unes avec les autres a longue distance). De 1915 & 1919, Jeans réinterpréta cette notion
de champ moyen dans le cadre de I'étude des dynamiques galactiques ([103] [104]). De maniére
indépendante, Vlasov parvint en 1938 dans son article [I87] & la méme équation que Jeans, mais
dans le cadre de I’étude des plasmas, équation qui porte depuis le nom d’équation de Viasov (voir
aussi [186]).

En 1956, dans son article Foundations of Kinetic Theory [109], Kac se pencha sur le probléme
de la justification des équations de la Physique Statistique, en particulier de 1’équation de Boltz-
mann, & partir des équations microscopiques. Il développa dans ce but un programme global de la
Physique Statistique : il proposa d’étudier des modéles microscopiques plus simples (en particu-
lier les équations maitresses), ou 'hypotheése de chaos moléculaire est non seulement plus facile a
formuler rigoureusement, mais susceptible d’étre démontréee mathématiquement, et montra que,
pour certains de ces modeles simples, la propriété de Boltzmann se propage dans le temps : c’est
ce que l'on appellera la propagation du chaos.

Enfin, McKean dans son article [I46] développa un analogue stochastique & ’équation de Vlasov,
créant ainsi ce qu’il sera ensuite convenu d’appeler le modéle de McKean-Viasov, et démontra la
propriété de propagation du chaos pour son modele dans [147].

Présentation de notre systéme de particules en interaction

Introduisons maintenant rigoureusement notre systéme de diffusions en interaction. Soit €V :=
€([0,T]; (RY)N) Iespace des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs dans (R?)Y, muni de la filtra-
tion (FN)o<i<7 induite par les applications canoniques X} : w € €V + wi(t). Nous appellerons
processus canonique sur €V, I'application

XN = (Xl,. . ,XN) W E @N — (wi(t))lgiSN,tE[O,T] S GN .

12
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Pour toute condition initiale Mg@ N et toute fonction de diffusion ¢ fixées, pour une fonction de drift
b, nous noterons P I'unique probabilité sur (CV, FN) sous laquelle X} ~ uS™ et le processus

t
BNt — (BEbY. — (/ —1/2(¢ X\ (dX' — b(s. X1, iV )d )
(By")1<i<Nteo,1] | (5, Xg)(dXg — b(s, Xg, ps )ds) Lcienaelo]

est un mouvement brownien standard sur (RY)™; (uf)ieo,r) désigne ici la mesure empirique du
systéme de particules (X )telo,1], @-e. que (uly )tefo,7) est la famille de mesures aléatoires définies
sur (€N, FN) et & valeurs dans P;(RY), telle que pour tout t € [0, 7]

N
1
p =N (XY = 5 D 0x;  tE0,T],
=1

N
ou pN(YVN) = %215;” pour tout vecteur YN = (Y! ..., YN) € (RN : autrement dit, nous

N N
avons, pour tout w € €V, u (w) = + ZI(SX;(M) = %2600?
i= i=

Nous noterons ]P’f;’ a la place de }P’év dans le cadre paramétrique, pour mettre en évidence la
dépendance en le parametre ¥ € ©. Nous admettons pour le moment que la famille (IP’{)V )p est
bien définie sous nos hypothéses (voir le Théoréme [31)), et nous le prouverons rigoureusement dans
1’Annexe En particulier, le processus canonique XV est solution, sous P, du systéme d’équations
de diffusions en interaction

{ dXi = b(t, X!, pN)dt + o (t, XH)dBI®, t € [0,T), 1 <i< N, (10)
LX) = ug™

Nous avons donc, par définition, que LPéV (XN) =P,
Notre objectif statistique général sera d’estimer les fonctions pb et b(-,-, u®) a T'aide des ob-

servations X%, Par exemple, pour notre modele de référence (4)), le probleme (10 se réécrit de la
maniére suivante : sur un espace de probabilité filtré quelconque (QN FN , (ff"i\' )eelo. 1) PN ) donné,

muni de N mouvements brownlens d-dimensionnels B1 BN indépendants, et d'un vecteur
aléatoire (XL, ..., XN) de loi p&V, FN -mesurable, et 1ndependant de BY,...,BY, nous avons
~. . N
dXtZ:(’BlXZﬁ"l?Q)dtﬁ”ﬂg(%z X})dt +0dBi, t€[0,T], 1<i <N, (a1)
j=1

(XY XN o = (XGy- s X{)V),

et nous chercherons alors, & ’aide des observations ()N(l,...,)}N), a estimer ¢ = (U1, 92,93),
:ub = :uﬂ7 et b(7 nuﬂ) - bo(ﬁ, y Ty M )

Revenons au cas général. La présentation qui suit est fortement inspirée de [II5] et [184]. Le
systeme d’équation peut se réécrire

dx = b (8, XN)dt + o™ (¢, XN)dB", t € [0,T), (12)
LX) = ug™

b
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oll nous avons posé

bV (t,(a:l,...,xN)) € [0, T)x(RHN (b(t,xl,uN(xl,...,xN)),...,b(t,a:N,,uN(xl,...,xN)))T,

o(t,a') (0)
oM (t, (2t 2N)) €10, x (RHN
(0) o(t,a)
Notons, pour tout ¢ € [0,7], ™ la loi de XN sous PN : u™ est donc une loi de probabilité

sur (Rd) que nous voudrlons essayer de decrlre plus précisément. Pour cela, nous pouvons tout
d’abord utiliser la méthode usuelle consistant a déterminer quelle équation elle vérifie. Pour toute
fonction test ® € €2°((R?)Y ; R), nous avons d’apres la formule d’Ito (voir e.g. [I71]), pour tout
t e 0,7,

t
1
(X)) = o(X}) +/O <§Tr(c(N)(s,XiV)D2<I>(XiV)) +vq>(x§>Tb<N>(s,gi))ds
t
+/ VoY) T (s, XY)aBl .
0

En prenant 1’espérance Epiv, nous trouvons donc, pour tout ¢t € [0, 7],

/ Sdpy :/ ®dpi™ / / (™) (s,)D*®) + VO 6N (5,)) du Vs,
(RN (RN Rd)N E

ce qui signifie que u™V est solution de probabilité du probléme de Cauchy

N,N N,N . N,N
Orpy” Z ( ( g ) = le(b(N)(ta g )
1,5=1 (13)
pour (¢, (z%,...,2™)) € (0,T) x (RH)N
“|t o = ug™
NN est donc solution d’une équation linéaire, mais en grande dimension. Une telle équation (dite

équation maitresse ou équation de Liouville) est d’autant plus difficile & traiter que le nombre N
devient grand. Or nous avons vu que ce dernier est amené a étre gigantesque! Aussi, il convient
d’envisager une autre maniére d’étudier la loi de XV,

Heureusement, notre systéme de particules XV est ici symétrique sous ]P’é\' , ce qui signifie que la
loi de (X1,..., X) sous PY (c’est-a-dire P} elle-méme) n’est pas modifiée par une permutation
des particules. En effet, étant donné que Lpiv (xg,...,x") = ug}N, que cette loi est symétrique,
et que la dynamique gouvernant I’évolution du systéme est elleeméme symétrique, nous aurons
également que LPII)V (X}, ..., X}N) est une loi symétrique pour tout ¢ € [0, T]. En particulier toutes
les particules sont de méme loi sous ]P’év , loi que nous noterons IP’;’N. De maniere générale, pour
1 < K < N, nous noterons ]P’f’N la loi sous IP’{)V d’une sous-famille X%V de K particules de XN

(quelconques parmi les N par symétrie), et pour tout ¢ € [0, T], nous noterons /,LiK N 1a loi de Xf( N
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Nous pouvons alors nous poser la question suivante : connaissant la loi des N particules au
temps initial, pouvons-nous obtenir des informations sur la loi des positions de ces particules a un
temps t ultérieur, lorsque N — oo ? En particulier, quel est le comportement de la densité limite
d’une particule du systeme, i.e. de ﬂtI’N lorsque N — oo ? Etablir une limite de champ moyen dans
notre cadre de travail consiste précisément a obtenir un modele sur la densité statistique limite des
particules, en partant de la famille XV, et en passant & la limite lorsque N tend vers l'infini.

De la méme maniére que ci-dessus pour ™" pour tous ® € € (R?; R) et ¢ € [0,T],

/Rdfb(xl)dutl’l\/(zl):/ O (") dpo(x A/Rd “Tr(c(s, 2*) D?®(x")) dpl N (1) ds
//Rd)N (@h),b(s, b, pN (2t a™)) ) dud N (@t e )ds

et il est facile de voir qu’hormis dans le cas trivial ou les trajectoires des particules sont indépendantes,
ce qui ne peut arriver que lorsqu’il n’y a pas d’interaction, I’équation vérifiée par u'V n’est pas
fermée, puisqu’elle dépend elle-méme de pV-N

Pour contourner ce fléau de la dimension, la technique usuelle est de travailler avec la mesure
empirique p du systéme de particules plutot qu’avec sa configuration microscopique. En effet,
d’une part, nous pouvons considérer que, tous les ut N N >1,t €[0,T], vivent dans le méme espace,

I’espace des mesures aléatoires définies sur H e, ® S"T) et & valeurs dans P (R?) :
=1 =1

N
. 1
i w = (W)iens — N 25%; € P1(RY)

i=1

et il devient donc possible de se demander si u converge vers quelque chose lorsque N — oo.
D’autre part, grace au caractére symétrique de notre systéme de particules, N contient toutes les
informations nécessaires (cf. [I73]) pour établir le comportement asymptotique du systéme quand
le nombre de particules N tend vers l'infini.
La limite de champ moyen de notre systéme de particules solution de est en fait la solution
b de I’équation de McKean-Vlasov (5)) : pour tous t € [0,T], ® € C.(R%;R) et € > 0,

Pév(‘/ ‘Pd(ui\’—u?)‘ﬂ) - 0.
Rd N— oo

Nous avons établi dans cette these un résultat de concentration qui quantifie précisément cette
limite de champ moyen (voir le Théoréme [109)).

L’autre question usuelle lors de 1’étude d’un tel systéeme de particules est la question de la
propagation du chaos. Nous avons supposé que les états des particules au temps initial ¢ = 0
sont .7.d. sous IP’éV uév N M?N . Est-ce que la propriété d’indépendance reste vraie aux temps
ultérieurs, ou au moins approximativement vraie, lorsque N — oo ? Autrement dit, le chaos est-
il préservé par la dynamique? Il se trouve que dans notre cadre la propagation du chaos est
bien vérifiée : pour tout t € [0,7], (u"™)n est pl-chaotique, i.e. u) ™ est proche de (ufz)®
quand N — o0, au sens ol, pour tout entier K > 1, pour toute fonction test ®(z1,...,zn) =
Dq(z1) X ... x Pr(xk), avec D; € C’b(Rd; R) ,1<i<K,

K
ddpN /(I)iidbi.
J 2 o T e ante
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Les particules sont donc proches d’étre indépendantes et identiquement distribuées, en tout temps
t € [0,T], dans la limite N — oo.
En réalité, la propriété du chaos est méme vraie a 1’échelle du processus entier : la loi ]P’év sur

G([O,T] ; (Rd)N), assimilé a G([O,T] ; Rd)N7 est Py-chaotique au sens o, pour tout entier K > 1,
pour toute fonction test ®(z!,...,zV) = ®1(z!) x ... x Px(z), avec ®; € C,(€([0,T]; R?); R)
pour tout 1 < i < K, nous avons

K
odPY / By () dBy(a) .
/eqoyT];Rd)N b N 1;[1 e([0,T]; RY)

Et cette propriété implique la propagation du chaos, voir en particulier a ce sujet notre Proposition
02l

Nous allons a présent donner un apergu (non-exhaustif) des articles de ces derniéres décennies
consacrés a 1’étude des propriétés de ’équation de McKean-Vlasov, et présenter quelques articles
traitant des applications possibles.

1.4 Historique & Applications
Chronologie des résultats probabilistes & analytiques sur les modéles et (10)

Ces travaux pionniers de Kac et McKean ont ouvert la voie & un domaine des Probabilités tres
prolifique. Citons tout d’abord les travaux fondateurs des années 1980-1990 qui apportérent sur
le modele de McKean-Vlasov des résultats de propagation du chaos, d’étude des fluctuations dans
différents espaces fonctionnels, et de grandes déviations. Citons les travaux de I’école japonaise a
la suite de Tanaka (Hitsuda, Funaki, Mitoma, Nagasawa, Shiga, Tamura, voir [179} [178] [76] 114}
170], 93| [158], 177, [153]) ; de Dawson et Gartner [55, (6] 57, [78], Sznitman [I72], Oelschlager [I61],
Léonard [124], 125, [126], Scheutzow [168], Finnoff [72], Méléard, Jourdain, Fernandez et Roelly-
Coppoletta [149] 150} [7T], [T07], Ben Arous, Brunaud et Zeitouni [10), [TT].

Puis, les années 2000-2010 virent un raffinement de ces résultats de propagation du chaos et
de limite de champ moyen avec 1’établissement d’inégalités géométriques et de concentration, en
particulier par Bolley, Cattiaux, Gentil, Guillin, Malrieu et Villani (voir e.g. [142] 20, 38, [21]),
ou plus récemment des résultats de Gobet et Pagliarani [86], Jourdain et Tse [I08], Chassagneux,
Szpruch et Tse [4I], Jabir [100].

En parallele, ces résultats de type champ moyen ont justifié ’élaboration de méthodes par-
ticulaires pour l'approximation numérique des solutions des EDP et EDS non-linéaires de type
McKean-Vlasov, en particulier par Talay, Bossy et leurs co-auteurs [25], [26] [24] [176], Kohatsu-Higa
et Ogawa [112] (voir également le livre de Gobet [85]). Et plus récemment dans les travaux de
Jourdain, Bencheikh, Delarue, Chassagneux, Szpruch, Tse [13] [I74] [I75], Belomestny, Schoenma-
kers, Pilipauskaité et Podolskij [9, 8], Liu et Pages [I33] (avec également un papier en préparation
de Hoffmann et Liu), des méthodes de type Multi-level Monte-Carlo ou de Cubature [52] Souvent
motivées par les travaux précédents, des propriétés de régularité de I’équation de McKean-Vlasov
ont également été mises en évidence : voir les travaux de Jourdain [I07], Morien [I56], Ganz-Bustos
[77], Crisan et McMurray [51], Chaudru de Raynal et Frikha [62] [59] [61 58], Tse [I80] et Han [91].
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Applications des modéles de champ moyen

Cependant, jusqu’au début des années 2000, la formulation d’un programme d’estimation sta-
tistique dans ce contexte était globalement hors de portée (avec cependant de notables exceptions
comme les travaux de Locherbach [I34] en temps grand, et Kasonga [I11]), au moins pour deux
raisons : d’abord, les outils probabilistes requis pour l’estimation adaptative non-paramétrique
étaient en cours de développement ; deuxiemement, les systémes de particules microscopiques issus
de la Physique Statistique ne sont pas naturellement observables et la motivation pour une étude
statistique de ces systemes n’était donc pas évidente dans ce contexte.

Mais la situation évolua progressivement au cours des deux décennies suivantes, qui virent une
sorte de renouveau des modeles de type dynamiques collectives en interaction de champ moyen
et McKean-Vlasov dans différents domaines d’applications pour modéliser des mouvements col-
lectifs cette fois-ci observables : allant des biomathématiques (neurosciences, Baladron et al. [6],
des modeles structurés en dynamique des populations, Mogilner et al. [154], Burger et al. [32],
Brillinger et al. [28] 29, [30]) aux Sciences Sociales (dynamiques d’opinions, Chazelle et al. [43],
comportements coopératifs, Canuto et al. [33]) et & la Finance (risque systémique, Fouque et Sun
[73]). En particulier, les jeuz a champ moyen, développés aux alentours de année 2006 par Lasry
et Lions (voir [121), [122], Cardaliaguet et al. [35], les notes de cours de Cardaliaguet [34] et le livre
de Carmona et Delarue [37]), et indépendamment par Caines, Huang et Malhamé [96], apparaissent
ainsi comme un nouvel objectif pour les développements statistiques (la récente contribution de
Giesecke et al. [84] ouvre d’ailleurs la voie dans cette direction).

Ce domaine probabiliste a donc atteint ces dernieres années la maturité suffisante pour faire
lobjet d’études statistiques, et celles-ci se sont en effet développées & partir de 2015 environ (voir
les références ci-dessous). Cette thése s’inscrit dans ce mouvemement de fond ainsi que, de maniére
plus large, dans plusieurs axes de recherche des Statistiques actuelles que nous développons ci-
dessous.

Cadre statistique de cette these

Cette these s’inscrit tout d’abord dans le cadre des études statistiques de processus aléatoires,
et plus particulierement de processus de diffusions. Nous pouvons faire remonter ce domaine des
Statistiques aux années 1960-1970 avec les travaux de [’école russe (Kolmogorov, Sinai, Arato,
Novikov, Shiryaev, Lipster, Ibragimov, Hasminskii, Kutoyants, Spokoiny ...) et de I’école indo-
américaine (Prakasa Rao, Rubin, Basawa, Striebel ...), complétés & partir des années 1980-1990,
par les travaux de l’école francaise (Jacod, Bosq, Dacunha-Castelle, Florens-Zmirou, Ait-Sahalia,
Banon, Genon-Catalot, Picard, Laredo, Comte, Gassiat, Hoffmann ... ), de Hopfner, Locherbach,
Reiss, Belomestny ..., puis depuis les années 2000 par beaucoup d’autres (souvent éléves des
précédents!).

Mais cette these s’inscrit également dans le cadre des modeles statistiques relatifs & des EDP,
dont l'intérét a progressivement émergé au sein de la communauté statisticienne au cours de la
derniere décennie : nous pouvons citer les travaux Doumic et al. [67, 68], Hoffmann et Olivier
[95], Boumezoued et al. [27], Ngoc et al. [94], Maida et al. [I4I]. L’analyse d’EDP elliptiques,
paraboliques, ou de transport-fragmentation apporte une lumieére nouvelle sur la structure des
expériences statistiques associées, et enrichit la théorie classique de Statistique des Processus.

Nous faisons donc dans cette thése un pas en direction d’une certaine classe d’EDP non-linéaires
paraboliques, les EDP de McKean-Vlasov, en utilisant des méthodes relativement récentes dans le
cadre non-paramétrique (méthode de Goldenshluger-Lepski [87, [88] [89] dans sa version développée
dans [27, [105]), et relativement classiques dans le cadre paramétrique (théorie de Ibragimov et
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Hasminski [98], et théorie LAN de Le Cam [123]).

Etat de I’art des méthodes d’estimation statistique du drift dans le cadre
des systémes de diffusion en interaction de champ moyen & et de 1’équation de
McKean-Vlasov

Nous allons enfin passer en revue, en essayant cette fois-ci d’étre le plus exhaustif possible,
les articles traitant de l'estimation statistique du drift dans le cadre de systemes de diffusions
indépendantes, de systemes de diffusions en intéraction, et enfin dans le cadre de I’équation de
McKean-Vlasov elle-méme.

Tout d’abord, concernant I’étude statistique de N diffusions i.i.d. sur [0,T], & T > 0 fixé, et
dans 'asymptotique N — 00, nous pouvons citer les articles d’estimation non-paramétrique sui-
vants : pour des observations continues, l’article de Comte et Genon-Catalot [48] (par une méthode
de projection, le coefficient de diffusion pouvant étre non borné) et 'article de Marie et Rosier [144]
(par un estimateur de type Nadaraja-Watson, voir [I57]) ; pour des observations discrétes, I'article
de Denis, Dion-Blanc et Martinez [66] (par un estimateur ridge obtenu par minimisation d’un
contraste des moindres carrés contraint).

Concernant ensuite les systemes de diffusions en interaction, nous pouvons faire remonter leur
programme d’estimation statistique & Kasonga [I11], dans lequel 'auteur estime paramétriquement
le drift pour des modeles linéaires en la mesure et en le parametre. Un des objectifs de cette these
(voir [64] et le Chapitre 1) a été d’étendre les résultats de Kasonga & des modéles plus généraux.

En paralléle de notre travail, dans des articles récents, Giesecke, Schwenkler et Sirignano [84],
Sharrock, Kantas, Parpas et Grigorios [169], et Amorino, Heidari, Pilipauskaité et Podolskij [3],
ont également poursuivi dans la voie ouverte par Kasonga, et considéré un cadre paramétrique
trés général pour lequel des estimateurs de minimum de contraste, convergents et asymptotique-
ment normaux, sont construits. Chen a quant a lui utilisé les propriétés des processus d’Ornstein-
Uhlenbeck pour en déduire des inégalités fines de grandes déviation pour le maximum de vraisem-
blance [44] tandis que, dans un cadre non-paramétrique, Comte et Marie [49] ont étudié statisti-
quement des diffusions avec des mouvements browniens corrélés.

Récemment, une série de travaux se sont intéressés a l'estimation non-paramétrique de 1'in-
teraction dans un systéme de particules : tout d’abord dans un cadre déterministe (systéme du
premier ordre homogene [23], [I38], systeme du premier ordre hétérogene [136], systéme sur une
variété riemanienne [140], systéme hétérogene du second ordre [I51], [190]), puis dans un cadre
stochastique (& partir de multiples trajectoires dans [I37], puis [I30] et [129] se sont concentrés sur
la condition de coercivité qui permet I'identifiabilité de la fonction d’interaction).

Enfin, concernant de maniere spécifique I’estimation du drift dans I’équation de McKean-Vlasov,
nous pouvons citer les articles suivants. Tout d’abord dans le cadre paramétrique : [189], [132], [169]
(pour des observations continues en temps long), [82] (pour des observations continues en variance
petite), [164] (pour des observations discrétes par minimisation d’un contraste basé sur le schéma
d’Euler-Maruyama tamed, voir [97]) et enfin [81]. Ensuite, dans le cadre non-paramétrique, [119)]
(pour des observations discrétes), [120] (pour des observations continues), [65] (c.f. Chapitre 2
de cette theése), et [I19] 120] qui se concentrent quant & eux sur la condition de coercivité pour
obtenir l'identifiabilité de la fonction d’interaction, et sont la contrepartie stochastique de [I37]
130}, 129]. Enfin, récemment, Belomestny et al. [8] ont travaillé sur I'estimation semi-paramétrique
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de I’équation de McKean-Vlasov.

Bibliographie généraliste en lien avec notre modéle & Prolongements possibles

Plusieurs articles, livres ou notes de cours donnent une vue d’ensemble des équations de
McKean-Vlasov, des systemes de particules en interaction, des limites de champ moyen et de
la propagation du chaos. Citons, sans objectif d’exhaustivité, Sznitman [I73], Méléard [148], Vil-
lani [I84], Mischler [I52], Jabin et Wang [99], Chevallier [45], Carmona et Delarue [37], Lacker
[115], Chaintron et Diez [39, 40]. Ils traitent également pour certains de cas que nous n’étudierons
pas dans cette these : diffusion dépendant de la mesure, drift irrégulier, drift polynomiaux dérivant
de potentiels avec des contraintes de convexité pour des questions de temps grand et d’ergodicité,
évolution sur un ensemble borné avec des conditions de réflexion aux bords, modeles en interac-
tions modérées, modeles cinétiques, mouvement brownien remplacé par un processus de type Lévy,
ajout d’un bruit commun, etc. Certains de ces modeles ont déja fait 'objet d’études statistiques
approfondies (voir les auteurs et références donnés ci-dessus), d’autres pourraient constituer un
prolongement naturel des travaux entrepris au cours de cette these.

2 Hypotheéses & Premieres propriétés

2.1 Hypotheses générales sur (b, o, 1)
Hypotheése sur la condition initiale p

Nous ferons une hypothese d’intégrabilité forte sur pg. Plus précisément, dans le cadre pa-
ramétrique, nous supposerons que

Hypothése 1. pg admet des moments finis de tout ordre, i.e. g € (ﬂr21 Pr(RY)) .
Et, dans le cadre non-paramétrique, nous ferons ’hypothese suivante.

Hypotheése 2. II existe o > 0,71 > 1, tel que [ exp(yo|z]?*)po(da) < 71 .

Nous noterons o (o), v1 (o) des réels vérifiant cette hypothese.

Remarque 3.

(i) Des exemples de lois de probabilité vérifiant I'Hypothése [2[ sont donnés par les lois & support
borné, les lois gaussiennes, ou encore les lois sous-gaussiennes au sens de [31].

1/2
(ii) L'Hypothese [2[implique l’Hypothése avec, pour tout 7 > 1, m,.(uo) < (::(1155 )“3 )

r!

1/r
(iii) Notons, pour tout entier r > 1, q,.(10) := (M) . L’Hypothéseimplique I’'Hypothese

si I'on suppose de plus que la suite (q,(i0))r>1 est bornée. Nous prendrons alors

. — 0 Tm "
0 <70(po) < (limsup (o)) ERIESY M _

r=0

(iv) Des exemples de lois de probabilité vérifiant l’Hypothésemais pas I’'Hypothese sont donnés
par les lois pg pour lesquelles il existe une fonction f: Ry — Ry tendant vers +o0o en +oco,
tel qu’a une constante prés, pour tout entier r > 1, ma,.(uo) > (rf(r))"; ceci est par exemple
vérifié pour les lois exponentielles.
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Hypothéses sur la fonction de diffusion o

Dans le cadre paramétrique, comme dans le cadre non-paramétrique, nous supposerons tout
d’abord que c est strictement uniformément elliptique, autrement dit :

Hypotheése 4. Il existe o+ > 0 tel que, pour tout (t,x) € [0,T] x R?,
o2 ly? < (c(t,2)y) Ty < otlyl® .
Remarque 5.

(i) Des exemples de telles fonctions o sont donnés par o(t,z) := f(x)I4, out f : R? — R bornée
et telle que infga | f| > 0 : nous avons alors 'Hypothese 4| avec oy = | f|so, 0— = infga || ;

(ii) Sic vérifie 'Hypothese[d alors o et ¢ sont bornées : en effet en notant |.| la norme euclidienne
usuelle sur M4(R), qui est donc la norme de Frobenius-Hilbert-Schmidt sur cet espace de
matrices, il existe une constante Cyy > 0 tel que pour tout (¢,) € [0,7] x R?

c(t,z)| < Cylo(t, 2)|]? = Cy Tr(e(t, z)) < Cydo? .
+

o sera également supposée lipschitzienne en x € R uniformément par rapport a t € [0,T] :
Hypotheése 6. Il existe C > 0 tel que, pour tout (t,z,2') € [0,T] x R? x R4,
lo(t,z) — o(t,z')] < Clz — 2’|,
et nous noterons |o| Ly la plus petite constante C > 0 pour laquelle ceci est vrai.
Remarque 7.

(i) Des exemples de telles fonctions ¢ sont donnés par o(t,z) := f(x)Ig, ot f : R? — R est
lipschitzienne ;

(ii) Un exemple de fonction o vérifiant I’'Hypothese |§| mais pas I’'Hypothese || est donné par
o(t,x) = f(x)Iq ou f est lipschitizienne mais non bornée, par exemple f(z) = |z|;

(iii) Un exemple de fonction o vérifiant I'Hypothese 4| mais pas 'Hypothése |§| est donné par
o(t,x) = f(x)Ig avec f bornée et infga|f| > 0, mais f non Lipschitzienne, par exemple
fl@) =1+ 221 <1.

Hypotheéses sur la fonction de drift b

Nous ferons tout d’abord I’hypotheése suivante de bornitude ponctuelle de b : dans le cadre
paramétrique, nous supposerons

Hypothése 8. sup(y i coxo,r [bo(V;t,0,00)| < oo,
et dans le cadre non-paramétrique, nous supposerons

Hypotheése 9. sup,co 7 [b(t,0,00)| < oo .
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Remarque 10. b vérifie de maniére évidente 'Hypothese [§] (resp. I'Hypothese E[) lorsqu’il est
continu en ¥ et ne dépend pas de ¢, ou bien lorsqu’il est continu en (9, ¢) (resp. lorsqu’il ne dépend
pas de t ou bien est continu en t).

L’hypothése suivante traite de la régularité de b en (z,v). Dans le cadre paramétrique, nous
supposerons by lipschitzienne en (z,v) € REx Py (RY) uniformément par rapport a (9,t) € ©x[0,T] :

Hypothése 11. Il existe C' > 0 tel que pour tout (9,t) € © x [0,T]
|bo (958, 2, V) — bo(9; ¢, x,v)| < C (|2’ — x| + Wh (', v)) ,

et nous noterons |bo|Lip la plus petite constante C' > 0 pour laquelle ceci est vrai.

Exemples 12. (i) Un exemple de telle fonction by est donné par notre modele de référence :

bo(ﬂ;t,x,u)z(ﬁlx—i-ﬂg)—i-ﬂg/ (y— 2)(dy) , 0 = (V1,92,95) ER x RE xR .
Rd

(ii) Un autre exemple de telle fonction by est donné par la généralisation de ’exemple précédent :
bo(V;t,x,v) = 9 f(x) + J + 193/ gy —x)v(dy) , 9 = (91,92,93) e R xR xR, (14)
Rd
ou f,g:R* — R? lipschitziennes.

(iii) Le modele suivant, que nous appelerons modéle d’attraction-répulsion ou de flocking (voir
des modeles d’essaims, de nuées e.g. [154], ou dans une version cinétique [19]) et qui permet
de modéliser une attraction a longue portée et une répulsion a courte portée, en constitue un
autre exemple :

bo(;t,x,v) = . VUs(y — x)v(dy) , ¥ = (91,92,03,94) € (Rj_)4 , (15)
R

ol Ug : R? — R est une famille de potentiels de la forme
Ug(z) = =01 exp(—a|2|?) + O3 exp(—d4|2[?) , z € R,
Y1, U3 et 99,19, étant respectivement la force et la longueur de I’attraction et de la répulsion.

(iv) Enfin, un exemple de telle fonction by, cette fois-ci non-linéaire, & la fois en le parametre 9,
et au sens de McKean en la mesure, est donné par

bo (st x,v) = F(ﬁ/

gly—a)v(dy)) , I ER, (16)
Rd

oll, pour un certain entier ¢ > 1, g : R — R9 et F : RY — R¢ sont lipschitziennes.
Pour affiner nos résultats (de régularité dans le cadre paramétrique, et de champ moyen de
maniére générale), nous aurons besoin d’une notion de régularité en la mesure provenant de la

Théorie des Jeux & Champ Moyen : la différentiabilité linéaire fonctionnelle en la mesure (voir
[37], [60], [108]).
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Définition 13. Soit un entier ¢ > 1. Une application f : P1(RY) — R? a une différentielle linéaire
fonctionnelle s’il existe 6, f : RY x Py(RY) — RY tel que

1
1) =500 = [ [ 87,0 N+ W) 7 = v)(dg) .
o Jra
vérifiant les propriétés de régularité suivantes
0,f (' V") = 8 fy,v)| S C(Iy —yl + WiV, v)),
0y (6, f(y, ") = 0, f(y,v))| < CWL(V,v),

pour un certain C > 0. Nous noterons |6, f|Lip,0o la plus petite constante C > 0 pour laquelle ceci
est vrai.

Nous pouvons itérer le processus décrit dans la Définition [13]: nous obtenons alors, pour tout entier
k > 1, une notion de différentielle linéaire fonctionnelle k-iéme via 'existence d’applications

SLf (RYE x Py(RY) — R pour £=1,...,k,

définies récursivement par 6°f = 6, 0 6°71f et vérifiant les propriétés de régularité associées (et
dont nous noterons les constantes minimales 5% f|Lip o0 )-

Remarque 14. Il convient de remarquer que les différentielles linéaires fonctionnelles définies de
cette maniére le sont en fait & une constante additive prés étant donné que [;,(v' — v)(dy) = 0.
Une normalisation possible est d’imposer itérativement, pour 1 < ¢ < k, la condition

SEf(yt, ...yt v) =0siun des y¥,1 < i < £ est nul.

Les différentielles linéaires fonctionnelles successives sont alors définies de maniere unique. Cepen-
dant, par abus de notation, nous noterons 6% f(y',...,y*, v) pour une des différentielles linéaires
fonctionnelles possibles.

Exemples 15. Un exemple d’une classe de fonctions f : [0, 7] x R? x P; (R?) — R admettant une
k-iéme différentielle linéaire fonctionnelle, uniformément par rapport a (t,x) € [0, T] x R%, mais pas
de (k+1)-iéme différentielle linéaire fonctionnelle est donné, pour ¢’ > 1, f: [0,T] xR? x R — RY
réguliére, et F' € C’]g"'l(RqI ; RY)\ (?Ilf"'z(qu ; RY), par :

f(tx,0) = /ftwy ()

Nous ferons finalement I’hypothese suivante sur b dans le cadre non-paramétrique.
Hypothese 16. Une des trois conditions suivantes est satisfaite pour un certain C' > 0 :
(i) (Lipschitz) d =1 et
‘b(t,x’,u') — b(t,x,l/)| < C’(|a:’ — x|+ Wl(z/,y)) ;
nous noterons |blrip la plus petite constante C > 0 pour laquelle ceci est vrai.

(ii) (Existence d’une k-iéme différentielle linéaire fonctionnelle en la mesure.) Soit k > 1. Pour
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(iii)

(d=1etk>1)ou(d=2etk>2)ou(d>3etk>d/2),

nous avons
b(t, 2, V") = b(t,z,v)| < C(|2' — x| + W1 (v, 1)).

et Uapplication
v b(t,z,v)

admet une k-iéme différentielle linéaire fonctionnelle au sens de la Définition[13, uniformément
par rapport a (t,x), avec de plus la représentation suivante :

55b(t7xa (ylv"'ayk)vlj) = Z ®(65b)j,j)m(t,l‘,yj,l/),

Jc{1,...k},m>1 jeI

ol la somme en m est finie avec au mazximum my termes et les applications (5§b)j7j7m :
[0,T] x RY x R? x Py (RY) — R? sont telles que

|(55b)5,j,m(t7xlvy/,l/) - (5lljb)3,j,m(t,xvy71/)| < C(|£L'/ - (E‘ + |y/ - y|) 5

nous noterons |(5];;b|Lip la plus petite constante C' > 0 pour laquelle cette hypothése est vraie,
pour Uordre de différentiabilité k} le plus élevé de b (au sens ot b n'est pas ki +1 linéairement
différentiable en la mesure).

(Viasov.) d > 1 et pour un certain £ > 1
btoow) = [ Bltay) v )
(Rd)l’,

avec y* = (y1,...,ye), pour une certaine application mesurable
b:[0,7] x R x (R)! — R?

telle que : N N
bt 2!, (y")) = bt 2 y)] < C (12" = al + (") = o).

en supposant de plus que b est (¢ —1)-fois dérivable en y* uniformément par rapport a (t,x)
et de dérivées lipschitziennes en (x,y%) uniformément par rapport a t.

Remarque 17. La condition est vérifiée par des drifts de la forme

b(t,z,v) = ZF]- (t,a@/}Rq2 G, (t,x,/Rd Hj(t,amz)u(dz),z’)/\j(dz')) ,

Jj=1

pour des entiers J, q1,q2,q3 > 1, des fonctions régulieres Fj(¢,z,-) : R® — R4 G;(t,z,-) : RT x
R% — R%, H;(t,x,-) : R? — R et des mesures positives A; sur R, sous certaines conditions
techniques, et par des combinaisons de tels drifts. Des exemples explicites de modeles de champ
moyen ot le drift est de la forme[(i7] plutot que[(7) ou [(ii) sont donnés par exemple dans [46) 162]
148, ?]. La condition est une condition intermédiaire entre |(%) et
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Remarque 18. La condition est plus forte que la condition : en effet, sous la condition
b a alors une k-ieme différentielle linéaire fonctionnelle pour tout k& > 1, et pour k > £,
8%b(t,x,-,v) = 0 : par convention, en reprenant les notations du cas précédent, nous dirons que
kf =04 1. Pour 1 < k < { (cf. Exemple 2.7 de l'article de Jourdain et Tse [I08]), nous avons

6l’jb(t’ z, yk’ V) = Z /(]Rd)(lk) b(tv €T, yﬁ(l)7 cee 7yﬁ(€))y®(£7k) (dyk-i-l’ s 7dy€) )
seGy

ce qui donne par exemple, pour £ = 1 (resp. £ = 2) , §*b(t,z,-,v) =

{Hamq sik=1

0 sik>2
Y= fpa (g(t,x,y, 2) +b(t, z, 2, y))v(dz) sik=1
(resp. Skb(t,z, - v) = { (y,y) = bt,z,y,y') + bt 2, v, y) sik=2 )
0 sik>3

Exemples 19. (i) Un exemple de noyau d’interaction vérifiant la condition pour £ =1 est
donné par notre modele de référence , ou par notre modele .

(ii) Un exemple de noyau d’interaction vérifiant la condition pour £ > 1 est donné par
¢

em(—%ﬁ—%Zw
i=1

0 sinon

2
)mtzn

~ 4 2 ~
b(t,z,y") = exp (f‘xf% Sy ) (ou encore par b(t, z,y*) =
Ci=1

pour un certain temps critique T, € (0,7) ).

Remarque 20. En combinant les hypotheses de bornitude ponctuelle et de régularité, nous ob-
tenons que b est au plus linéaire : dans le cadre paramétrique,

bo (V3 ¢, z,v)| < sup |bo (951", 0,00)| + [bo|Lip (J2] +m1(v))
(9,¢/)€0x0,T]

et dans le cadre non-paramétrique,

b(t,z,v)| < sup [b(t',0,00)] + |bluip (|| + m1(v)) .
t'€[0,T)

Enfin, dans le cadre paramétrique, nous ferons une hypothese usuelle de régularité de by en 9 :

Hypothése 21. I existe 11,73 > 1 et C' > 0 tel que la fonction ¥ +— by(V;t,z,v) est deux fois
différentiable dans Uintérieur de © uniformément par rapport a (t,z,v), et pour tous 1 < £,/ < p,
pour tout point ¥ dans l'intérieur de ©,

S[up] (|819£b0(19;t,x71/)| + |8129[19@/b0(19;t1xa V)D < C(l + \35|T1 +my, (V))a
te[0,T

sup |9g,bo(9;t, 2", V") — 0y,bo(9;t,x,v)| < C(|a’ — x| + W1 (v, V),
t€[0,T)

et nous noterons respectivement r1(bg),r2(bo) et |D1(92)b0 les plus petites valeurs de 1,75 > 1

}Lippo
et C > 0 pour lesquelles ceci est vrai.
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Remarque 22. Cela implique que, pour tout 1 < ¢ < p,

sup (|b0(19’;t,x’, V') — bo(ﬁ;t,x,u)| + ‘agzbo(ﬁ’;t,x’,ul) - agzbo(ﬂ;t,a:,u)’)
te[0,T)

Sl —a| + Wi, v) + [0 = 9|(1+ |2] ")+ w4 (v)) -
Exemples 23. Reprenons notre Exemple [12]
(i) Pour les cas (4) et , D%by = 0, et l’Hypothéseest bien vérifiée pour r1(bg) = r2(bg) = 1.

(ii) Pour le cas , bo(V;t,2,v) =2 [u ($192(y — z)e=P2lv=2l® _ 9.9, (y — x)e_ﬂ“'y_””‘z)l/(dy) ,
et donc ’'Hypothese |21 est bien vérifiée pour r1(bg) = r2(bo) = 1.

(iii) Enfin, pour le cas , si F est de classe ! (resp. €2), nous avons

Dobi)(V:t, 2, V) = (/

y gy — fv)l/(dy)) ,

oty —2)ldy)) v (o [

Rd

(resp. O30} (05t x,v) = <D2Fi (19 /Rd

st=owian)( [ atw=owan).( [ sw-opa)) ).
d’ott le fait que, si DF est lipschitzienne (resp. si D?F est lipschitzienne), nous avons
109bo (V3 t, 2", V") — Dubo (V5 t, 2, v)| S (|2" — 2| + Wi (v, v)) (1 + |z] + myi(v)) ,
(xesp. [03b0(93t,a',v/) = D3bo (V5 t,2,0)| S (10 = ] + WiV, ) (1+ [af? + ma(v)) )

et, si par exemple g est de plus bornée, I'Hypothese [21] est vérifiée pour 71 (bg) = r2(bo) = 1.

Pour résumer, dans le cadre paramétrique, nous nous placerons sous les Hypotheses [1} [4] [6]
et tandis que dans le cadre non-paramétrique, nous nous placerons sous les Hypotheses
B 6 [ et [I6}

2.2 Modéele statistique considéré

Nous pouvons réinterpréter notre modele de la maniére suivante. Définissons tout d’abord les
ensembles utilisés pour décrire les propriétés des mesures initiales :

Mg = m Pe(RY) |, My m == {10 € My, VL >0, may(po) < mar}
0>1

g,m = {,UO € 9nd,m > ((mzeg(!#‘)))lM)

pour d € N*, m = (my)>0 € (Ry)N. Lorsque nous considérerons le cas g € MY ., nous suppose-

bornée} ,
>1

rons implicitement que la suite ((©3£)!/)y>1 est elle-méme bornée.

Définissons ensuite les ensembles auxquels appartiennent les fonctions de diffusion :

Crg = {c :[0,7] x R? — 817 (R) mesurable ; sup W < 00,
t€[0,T),z,z’' €RY
r#x!
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T T .
0< inf ¥y _ALTY Ic(t‘f)y < sup LARALIL T(t‘f)y < oo} )
te[0,T],z,yerd ¥ t€[0,T),z,yckd 7
y#0 y#0
ainsi que son sous-ensemble
ta')—o(t,
Crds, s_,cq i= {C €lrg; sup W <,
t€l0,T),z,z’' €RY
T elta u
5. < inf y T(‘lféd’«)y < sup Yy T(Tf)y < 5+} ,
te[0,T),z,yeRe y£0 ¥ te[0,T),z,yeRe y£0 7
pour T'>0,d e N* s, ,5_,¢1 > 0.
Enfin, définissons les ensembles auxquels appartiennent les fonctions de drift :
Br g = {b [0, 7] x R x P (R?) — RY mesurable ;
b(t,a’,v') —b(t,z,
sup_b(t,0,d0)| < o, sup e dtzall < 0o
t€[0,T] t€l0,T],z,z’ €R*,v,v’' €P1 (R?) ’
(z,)# (! v
ainsi que ses sous-ensembles
%T,d,h,n,cz,go, = {b S %T,d ; sup |b(t70750)‘ S C2, klt S ha mp S n,
t€[0,T)
BlLip, [ 61| B8O b Lip oo, |08 blLip) <
max(|b|Lip, [0, b|Lip,cc; - - - 5 00" blLip,o0, [60" DlLip) < ¢3¢
%;"1,;2?;7(:4243 = {b € Brd,hncaes 5 IV € O, bt,z,v) = bo(d;t,z,v), V(t,z,v) € [0,T] x RY x Tl(Rd) )

r1(bo) < t1,72(bo) < 12, |D1(92)b0|Lip,o<> < C4} ;

pour T'>0,d e N* hneN, ¢o,c3 >0, vq,t5 € N* ¢4 > 0.

Nous allons considérer un ellipsoide de notre modele paramétré par
b:=(T,d,m = (mg)r>0,5+,5_,¢1,h,n,¢2,¢3,t1,02,¢4) € E,
o N 3 2 2 2
€ =R} x N x (Ry)" x (R})” x (N)* x (R})” x (N*)* xR%,
et, dans toute la suite, de maniére générale, la notation A < B signifiera qu’il existe une constante

C = (Y, dépendant uniquement de b, telle que A < Cy B.

Finalement, dans le cadre paramétrique (resp. non-paramétrique), nous considérerons le modele

T1,t2,c *
(b ¢, po) € sBI{d,Qb,tf,cz,cg XCr ds s c0 XMam (reSp~ (b, ¢, 110) € Brapnccs XCrds, s 0 de,m)'

2.3 Quelques propriétés classiques & D’autres moins classiques
Sur PEDP & I’EDS de McKean-Vlasov

En suivant le cadre fourni dans la monographie de Bogachev et al. [I7] (section 6.7(iii), corres-
pondant a l'article [143] de Manita et Shaposhnikov), le probléme est compris au sens faible
suivant.

26



INTRODUCTION 2. HYPOTHESES & PREMIERES PROPRIETES

Définition 24. pu est dite solution de probabilité du probleme (@) st p est une mesure borélienne
sur [0,T] x R, de la forme 1 = (pi)repo,r) i-e. p(dt, dz) = pi(dx)dt, vérifiant

(i) pour tout t € [0,T), s est une mesure de probabilité sur RY ;
(i) pour tous 1 < i,j <d, les fonctions

(t,z) € [0,T] x R v ¢;;(t, @) , (t, ) € [0,T] x R v b¥(t, z, 1)

sont mesurables, et dans L'([0,T] x U, 1) pour toute boule fermée U C R? ;
(iii) pour toute fonction test ® € CX (R R) et tout t € [0,T],

t
[ odu— [ wduo= [ [ 12, @)duads.
Rd Rd 0o Jrd

ou Uopérateur LY, est défini par :

d d
LAt a) =1 )" 02, d(@)ei(tx) + Y 0a, ()b (t,, ue) -
i,j=1 i=1

Pour établir certaines propriétés sur P, nous aurons besoin également de I'outil suivant : pour

’

b . .
(e 10) € €rds, s ci X Mam » €t b0 € By gpncscy, DOUS Noterons X I'unique solution forte
sur (€,Fr), sous Py, de

—b

{ dX,) " =y, X, ) )dt + o(t, X, ")dB,, t €[0,T]
b
X|t:0 = Xo,

b’ b . , - <70'.b = =70'.b /
X" est donc, par construction, couplé avec X et vérifie L5, (X7 7) =Py et L5, (X, ) = pu¥ pour

tout ¢ € [0,7]. Lorsque b,b" € ’B%’dﬁ’;,%% sont de la forme b = by(¥;+),b = bo(¢¥;-), 9,9 € O,
, ) 0,0 | Vb
nous noterons également respectivement X a la place de X .

Nous regroupons dans le théoréme suivant des propriétés tres utiles vérifiées par ’équation de
McKean-Vlasov. La preuve en sera faite en Annexe

Théoréme 25. Soit (¢, f19) € €rgs, s ,c; X Mam. Alors

(i) Pour tout b € Br g p .5, la loi de probabilité Py, sur (C,Fr) est également bien définie,
Uapplication b € Brapnes,cs — B = 8(bc, o) est bien définie, p® € C([0,T]; P1(R)) et
(ﬂ?)te[O,T] est l'unique solution de probabilité du probléme de Cauchy ;

(it) Pour tout entier v > 1, pour tout b € B ahncr.c5 (Tesp- b€ BEIYT ),

[ suwp X7 S 1),

sup m,(u?) < EE[ sup | Xy|"] S1 (resp, sup m, () < Sug Egz o
€ telo,

te[0,T)] te[0,T) (9,6)€O%[0,T] v

ce qui entraine que, pour tout (t,z) € [0,T] x R? (resp. (¥,t,x) € © x [0,T] x R?)

|b(ta$7ug)| < sup |b(t/70560)| + |b|L2p( |.’17| + sup my (Mlt)’))
€[0,T) t'€[0,7]
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(7“6810- o t,z, 1)) < sup [bo('3t,0,00) + [bolwp (2l +  sup  my(uf))) >7
(9 4")€OX[0,T] (9 4")€OX[0,T)

et donc pour tous xo € R?, R > 0, il existe ks = rs(zo, R,b) > 0, tel que

sup |b(t, 2, u})| < k5 (resp. sup |bo (V3 t, @, ) )| < K5) ;
+€[0,T],Jo—zo | <R (9,0)€0x(0,T],[z—z0 | <R

(ii) Si po € My, il existe ¢5 = ¢5(b) > 0, tel que pour tout b € BT 4 n,cy,c5 €t tout entier ¢ > 1,

sup ]EE [’thq} <qlel;
te(0,T]

en particulier, Xy est sous-gaussienne sous Py (voir la définition du Chapitre 2 et l’article
37)) ;

(iv) Pour tout b € Brapn.cs.csr t € [0,T] = pb € P1(R?) est régulicre :
Wi (uf,, 7)< Bg, [| X, — X, 1] S [ta — ta|'/? pour tous ty,t5 € (0,77 ;

(v) Lapplication b € Br g pn.cy.cs = 1 = 8(b,c, o) est réquliére en distance de Wasserstein Wy
et en variation totale : pour tous bi,bs € Br.d.pncocq5

1/2
Q;LZi(dz)ds) L tel0,T), i=1,2,

t
sup Wil ) S ([ [ ol i) =ba(s.zont)
0

s€0,t]
et, étant donné que Py, et Py, sont équivalentes avec, pour tout t € [0,T],
dPy,

t

_ _ T

log — (X)), :/ ((c 1bl)(s,Xs,,ugl)—(c 1b2)(87X57M22)) dX,
dPy, 0

1

t
— 5 | U0 6 X )P = (6 ) o X i) )

t 1/2
sup (=l S ([ [ Jbals.oiple)balo,m ) Pl doyis) b 0.7, i = 12
s€[0,4] 0 JRrd

dans le cadre paramétrique, ¥ € © — u? est méme lipschitzienne :

max (sup Wi(u*, ") 5 sup | = |lov) S 102 — 1|, pour tous 9,9 € ©;
te[0,T] t€[0,T]

(vi) Pour tout b € B a4 cocs, pour tout t € (0,T), ub admet une densité par rapport a la
mesure de Lebesque sur R, que nous noterons également p? : pb(dt,dx) = pl(x)dzdt ; de
plus, il existe un représentant de pb continu sur (0,T) x RY, et méme localement Holder sur

(0,T) x R?, que nous noterons également u® : plus précisément, pour tout o, 8 € (0, %),

pb e P ((0,T) x RY) ;

loc

(vii) Dans le cadre paramétrique, nous pouvons, pour chaque ¥ € ©, choisir un représentant de la
densité ¥ tel que

(0,t,2) €O x (0,T) x R = ) (z)) € €(© x (0,T) x R*; R) ;
Papplication ¥ € © — p¥ € Ll((O,T) X Rd) est alors également continue (ce qui signifie que

Vapplication ¥ € © + p? est continue en variation totale) ;
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(viii) Pour tout b € B g ncy,csr U est strictement positive en tout point :
pour tout (t,z) € (0,T) x R, pl(x) > 0;

de plus pu® est localement bornée : pour tous xg € RY, R > 0 et [Ry, Ry] C (0,T), il existe
K3 = 53(1'07 Rv Rl, RQ; b)? Rg = "{4(1'07R7 Rla R27 b) >0 tel que

Ky < inf pb(z) < sup i (x) < ks ;

> t >
t€[R1,Ra],|z—z0|<R te€[R1,Ra],|z—x0|<R

(iz) L application b € Br,ap n,cs,c; NC([0,T] x R x Py (RT) 5 RY) — p® = 8(b, ¢, o) est injective”
au sens otl, pour by, by € By, gp.nes,co N C([0,T] x RY x Py(RY); RY) tel que pb* = pbz

bl(to,xo,uf;) = bg(to,xo,uf;) pour tout (to, o) € [0,T] x R ;
en particulier, pour by = by(9;;-),9; € ©,i=1,2, si u’* = 2, alors

bo (1 ;to,xo,,ufol) = bo (V2 ;to,xo,,ufol) pour tout (tg,zo) € [0,T] x R?.

Preuve. La preuve est détaillée en Annexe (1| (sauf pour le point dont la preuve est donnée dans

la Section [8.1) du Chapitre 2).
),

Les points [0] et |(ii)|sont prouves en Sectlonuet- (existence, unicité et moments uniforméments

bornés de p°), le point en Section |1.2| (régularité en temps de u’), le point - en Section
(régularité de b — pb), le point en Section (existence et régularité Holder de la den81te)

le point en Section régularité dans le cadre paramétrique), le point en Section
(positivité de p), le point en Section ("injectivité” de b — pb). O

Pour 119 admettant une densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? (que nous note-
rons également pg), nous allons & présent énoncer un ensemble d’hypothéses supplémentaires qui
entrainent, associées & nos hypotheéses de base, que u® est solution au sens classique du probleme
de Cauchy , c’est-a-dire que pb € €42((0,T) x R?; R) vérifie pour pour tout (¢,z) € (0,7) x R?

d d
e f;z (1.2)2 (@) +Z(Za cytx) — B(1.2) ) O ()

( i 2, Cij(t, ) — Z(“) ﬂ’tm)ut(),

otl nous avons noté 3 : (t,z) € [0,T] x R? = b(t, z, u?). Nous verrons de plus que p® peut s’écrire a
I'aide d’une solution fondamentale du probléme, construite a I’aide d’une méthode dite parametriz
dont les prémisses sont diis & Levi au début du XXe siécle (voir [128], et les monographies [75],
[118], [113]).

Le jeu d’hypotheéses que nous considérerons est tiré de l'article d’Angiuli et Lorenzi [4], mais
I’on peut faire remonter ce type d’hypotheses aux travaux fondateurs sur les EDP paraboliques a
coefficients non bornés des années 60 (Nash, Aronson, Besala, Krzyzanski, Bodanko, Chen, Kuroda,
Eidel’'man, ... ), et plus particulierement & larticle d’Aronson et Besala [5]. Nous pouvons aussi
mentionner les travaux des années 2000-2010 de Addona, Lunardi, Metafune, Pallara, Rhandi

..(voir la monographie de Lunardi [139] pour une vision d’ensemble sur ’aspect semi-groupes de
ce type de problémes), et 'article de Deck et Kruse [63].
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Hypothése 26. Il existe § € (0,1) et C > 0 tel que, pour tous 1 <i,j <d,
(i) po € Co(R*; R) ;
4 s
(ii) ci, B € C2°((0,T) x RY; R) ;

loc

. s
(iit) Oy, cij, agﬂj Cij, O, B existent et sont dans (‘12’5((O,T) xR R)

loc

(iv) |8§imjcij(t,x)| < C pour tout (t,z) € (0,T) x R?

Remarque 27. Etant donné que (b,c) € Br a,h,n,c5,c5 X €T,d sy s_,c;» DOUS savons déja que

e c est lipschitzienne en x € R? uniformément par rapport a ¢t € [0,7], donc a fortiori, pour
tout § € (0,1), c est localement §-Hélder en z € R? et, de plus, 0, c existe au sens généralisé
et est borné par |c|Lip ;

o pour ty € [0,T], (t,z) — b(to,z, ub) est dans Hz1([0,T] x RY), car b est lipschitzienne en
(z,v) et pour tout ¢, € [0,T], Wy (ub,ub) < |t' — t['/2, donc une condition suffisante pour
S
qu’il existe § € (0,1), tel que S soit dans (?2’5((0,T) x R%; R?) est

loc

b(t', 2, V") = b(t,z,v)| < C(|¢' — Y2 + |2’ — x| + Wy (), V), (17)

s
pour un certain C' > 0, et dans ce cas, pour tout § € (0,1), 5 € @2’6((07T) x R¢: Rd).

loc

o les dérivées partielles 9,,3%,1 < i < d existent au sens généralisé et sont bornées par |b|pp.

Nous disposons donc du Théoréme suivant :

Théoréme 28. Soit (b, ¢, 110) € Br,dpn,cs,cs X CTdysy 5o X Mam. Sil existe § € (0,1) tel que
(i) (b,c,po) € COL0((0,T) x R x P1(R?); RY) x €2((0,T) x R%; M4(R)) x €,(R%; R),

S

(i) cij,amicij,aixjcij € Gfof((O,T) x R4 R) pour tous 1 < i,j < d, et D2c est borné,

(iii) b vérifie , v Oy, b1 (t, m,v) est lipschitzienne uniformément par rapport a (t, ), et 0,,8" €
s

62’5((0,T) x RY: R) pour tout 1 < i <d,

loc

alors b est solution au sens classique du probléme de Cauchy (@ et

it € e, ([0,7) x RY) n et 32 ((0,1) x RY) .

loc

Notons D = {(s,{;t,m) € [0,T] x RE x [0,T] x R? ; s < t}. 1l existe de plus une fonction
(dite solution fondamentale du probléme @) Z : D~ R% tel que pour tout (s,€) € [0,T) x RY,

s
Z(s,&;-,-) € (‘31+2’2+6((5,T) x RY) et est solution de 'EDP (@) sur (s,T) x R, et pour tous

loc

0<s<t<T, etxeRY,

o) = [ 25,6t aule) ds

En particulier, pour tout (t,z) € (0,T] x R%,
o) = [ 20,6t oml€)ds
R
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Preuve. Voir l'article d’Angiuli et Lorenzi [4]. O

Enfin, nous traitons du cas particulier dit de Viasov (voir [I73]), avec un drift homogéne en
temps et une diffusion constante de la forme suivante

b(t, z,v) = bz, v) = / bz, y)(dy), ot B(z,y) = F(z - y) + G(z), 2.y € RY,

Rd
o(t,x) =0ly,0 >0,

pour lequel le probleme se réécrit

{ ety = % Al — div((G + Fx p)ub) , (t,2) € (0,T) x R, 18)

,u'l\)tzo = Ho -

Théoréme 29. Supposons que
(i) 1o € Co(R%; R),
(ii) G lipschitzienne et G € HC (RY; RY), 6¢ > 1,

loc
(iii) F est a support compact, F' € %?&(Rd; RY), 6p > 1,
alors pub € (31’2((0,T) X ]Rd) N Gb([O,T] X Rd) est solution classique du probléme (@ De plus,
o S 5@ ¢ N*,

143

pbe 36,2 0((0,T) x RY)

loc
e $i0g € N*, pour tout § € (0,1),

LoGgJ+1+6
2

e H ’L5GJ+1+5((O,T) x R) .

loc

Preuve. Voir ’Annexe [LL8 O

Enfin, pour I'étude paramétrique de notre modele dans le Chapitre 1, nous aurons besoin de
loutil suivant : pour (c, i) € €1, 5 ,c; X Maym » €t b1, 0] € B g n,cy,c5, NOUS NOtEroONs Py, v
Punique loi sur (€, Fr) sous laquelle Xy ~ po et

/ t ,
(E’t’“”l ::/0 e M2(s, X,) (dX, — bl(s,Xs,ugl)ds)>t€[o .

est un mouvement brownien standard d-dimensionnel. Le processus canonique X sur (C,Fr) est
donc solution, sous Py, p, de PEDS linéaire au sens de McKean

dX; = by (t, Xy, )t + o(t, X )dB", t € 0,77,
L(Xo) = po ,

autrement dit, en notant g% : (¢,z) € [0,T] x R% — by (Lx,uf;), de
dX, = P (1, Xp)dt + o(t, X)dB,"™, t € [0,T]
L(Xo) = po ,
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ce qui nous permet d’une certaine maniere de découpler le drift et le parametre de mesure. Nous

1717

noterons, pour tout ¢t € [0, 7], u = L5, - (X¢), et nous retrouvons que, pour b € B q.p.n.co,cs5
1

Py =Py B =B et ub = b

Pour b,b1,b] € Brapn.cs,cs, Une maniere de coupler les lois Py, et Py, 4 sur (G, Fr) est la
y 91,01 R NSNS 1,07

suivante : nous noterons X b I'unique solution forte, sous Py, de
{ dX Y =, T B ar g (s, XONYGBY, e 0,17,
(b b)).b
X|t10 = Xo ,
(b1,b7),b

et nous avons alors, par définition, que X
——(b1,b}),by  — b1,b! —(b1,b}),b
Lﬁb (X ! ) = ]P)bl,b/l’ et /,Ltl 1= ’CJ?b(Xt ! )

est couplé avec le processus canonique X,

Lorsque b, by, b} € BT sont de la forme b = bo ¥;+),b1 = bo(V1;-), by = bo(Vy;-), 9,91, €
1 T,d,b,n,c2,c3
("91: )"‘9 bl;b/l

)

p . =U1,9
O, nous noterons également respectivement ]P’lglﬂgl B et X
—(b1,b}),b
t X( 1 1)

a la place de Fbl,bi, B

Nous disposons alors des propriétés suivantes.
Théoréme 30. Soit (¢, f10) € €r.a5, 5 ,c; X Mam. Alors

i) Pour tous b,b' € B g nco e, la loi de probabilité Py sur (C,Fr) est bien définie, lapplica-
,d,hn,c2,c3 . ) ,
tion (b,b') € Brap.ncarcs X Brodpncares — U0 est bien définie, et > € €([0,T]; P1(RY)) ;
(it) Pour toutb € Biyiy17 et tout entier ¢ > 1,

sup  sup Eg [|YE191’191W

|q < .
~ )
6715116/] €6 te[O,’l]

i) La fonction (9,9') € © x © s p?? est réguliere en distance de Wasserstein Wy et en
1

T1,72,¢

variation totale : pour tout b € B, Lh,ca ey LOUS ¥, 91,91, 91,9 € O, et tout entier ¢ > 1,

—(92,95),9 <=(91,97),9
sup Wi (%, uf"") < sup By [[X7T XS 0y — 0y 4 19— 04
t€[0,T] te[0,T)

tSEL(l)p H,u%’ /‘tﬁh HTV < Hpﬂzﬁ’ — Py, 9

TVN|192_191|+|19/ 19/1‘7
en particulier, pour tous 9,9 € ©,

max (sup Wi ) sup [ = pid|| 1) < 19— 9]
te[0,T) te[0,T]

Preuve. Voir Annexe [I] O

Nous passons maintenant aux propriétés sur le systéeme de particules en interaction et sa loi de
probabilité, en particulier nous prouvons un résultat de type limite de champ moyen.
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Sur le systéme de diffusions en interaction & sur PV

Pour établir certaines propriétés sur Pb , nous aurons besoin des deux outils suivants : pour

Ny b _ 3,b",b
(¢ 110) € Cras, s ci XMam , €t b, € B g pnco,cyr DOUS NOterons X = (X; )te[o,T],lgigN
'unique solution forte sur (€, FN), sous PJ¥, de

{ X = b (8, X N (XY dt + o (1, XYV dBYY, e [0,T], 1<i <N,

N b _ N

XV x
=N,b’",b —i,b’,b . . N aN N

et X = (X, tep1)1<i<n P'unique solution forte sur (CN, FY), sous P}, de

N, N

{dX“’b b, X W Vdt + oo (t, XN dB, te [0,T), 1<i< N,
X‘t 0 :XO .

7 5

Les processus XN-0"0 et X
]P)b/ et LPIJJV (XN’b 7b) = I[Db/

Lorsque b, 0" € B3 ., . sont de la forme b = by(v;-),b" = bo(¢';-), 0, 9" € ©, nous noterons
<Nb' b

. ’ Yl /
sont donc, par construction, couplés avec XV, et vérifient Lpév (XNV:BLbY =

9’

également respectivement XV 90 ot X N a la place de XV bb ot X

Nous avons les résultats suivants dont la preuve est faite dans I’Annexe[I]:
Théoréme 31. Soit (¢, f10) € €ra s, s_,c; X Mam. Alors
(i) Pour tout b € B4 .n,cs.c5, pOur tout entier N > 1, PN est bien définie ;

(it) Pour tout entier v > 1, pour tout b € B ahncr.cs (Tesp- b€ BEIVT ),

Sup sup ]E]vaN[ sup |X§|’] <1 (Tesp. sup sup sup EIPIJ;I[ sup \Xﬂ’] < 1) ;
N>11<i<N te[0,7] N>11<i<N 9€O te(0,T]

(iii) Pour tout b € By g pm.cr.csr t € [0,T] — ul¥ est réguliere : pour tous 0 < t,t' < T,

sup Egy [W1 (¥, )] < sup By [| X — X5
N>1 N>1

JSle—v1.

(iv) Pour tous b,b1,ba € Br.qpncs,c5, POUr tout entier N > 1,

—QN
. ]P’{)V et IP’? sont équivalentes, et

(e}

N T
dP - i - i T iy
log d@M(XN) Z/ (' o)(t, X, 1) = (710t X3 py)) - dX;
b =1

1 '
— 5 2 () i) = () X )|
=1

. IP’{X et ]P’{)\; sont équivalentes, et

d]P)I])V N Sy 1 i N 1 i N\ v
log d]}])]\1 (X ) :Z/O ((C_ bl)(thtl7/J“t )_ (C_ b2)(t7Xt17Mt )) dXZ
b2 i=1
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1 ‘
=5 2 (1200 (0, X ) = [ b2 (8, X))t
=1

[\V]

(v) Pour tout b € Br.gpncocs (resp. 9 € @) la limite de champ moyen pN N—> ul (resp.
—00

uN — uﬁ) est vérifiée au sens ot : pour tout entier g > 1,

N—o00

Epy [ sup Wi(py',u)?] = 0 (resp. supEpx [ sup Wi(uy',p!)?] — 0 );
te[0,T7] N—o0 ) te[0,T] N—oo

plus précisément, il existe § > 0 (dépendant de la dimension d de l’espace) tel que pour tous
entiersq>1 et N > 1,

Epn [ sup Wi(ud, 1)) S N7°C (resp. sup Epn [ sup Wi(ud,pud)] S N7 ),

® “telo,T) ve® U "telo,T]
de méme,
<N,b,b bb _
Epv [ sup Wi (p¥ 1N (X, 7)) < sup E]pbzv[ sup | X} — X" |9 < N~%
t€[0,T] 1<i<N te[0,T)
z 19 9

(resp. sup By [ sup Wi (¥, V(X)) < sup sup By [ sup [X{=X, "1 S N7 ) ;

9e0 7 "tel0,1) 1<i<N9€O 7 "tef0,T]
(vi) Pour tous b,b' € Br g ncses (resp. 9,9 € ©), pour tous entiers ¢ >1 et N > 1,

Epx [ sup Wi (), pN (X)) < sup Epn[ sup [X; — X0
te[0,T] 1<i<N te[0,T]

) 4 1/2
< sup (Epgy[ sup \b(t,XZ,uiV)—b'(t,XZ,uiV)IM])
1<i<N t€[0,T]

9,9 i “9 0
(resp. Beg [ sup W01 (G0 ] < s Eey [ s 15 -

S W=91");

(vii) Pour tous b,b' € Br.apmncs.cs (resp. 9,9 € ©), pour tous entiers ¢ > 1 et N > 1,

NV b —N,bb —ib b —ibb
Epy [ sup Wi (uV (X, 7 7), N (X 7)) < sup Epx [ sup [X7 7 - XY
te(0,T) 1<i<N te[0,T]
Sibb —N,b,b < b b —N,b,b 1/2
S sup (Epp [ sup bt X, (&) = (X" N (&) )
1<i<N te[0,7)
— N0 —N,9,9 i —i,0,9
(resp. Epx [ sup Wi (VX "), N (&) < sup Epy[ sup X7 X
te[0,T] 1<i<N t€[0,T
S| =) ) .

Preuve. Pour le point nous renvoyons a l’Annexe pour le point nous renvoyons & I’Annexe

et au Chapitre 1, pour les points et |(vii)l nous renvoyons au Chapitre 1. La preuve des

autres points est détaillée en Annexe [2|: en Section pour le point en Section pour le

point O

Maintenant que nous avons énoncé nos hypotheses de travail, ainsi que les propriétés proba-
bilistes et analytiques qui nous seront utiles tout au long de cette theése, nous pouvons passer a
I’étude statistique de notre modele.
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3 Objectifs statistiques & Résultats obtenus

Notre objectif sera d’écrire un programme d’estimation de p puis b, d’abord dans le cadre
paramétrique, puis dans le cadre non-paramétrique. Pour cela, nous disposerons dans les deux cas
de Pobservation continue du systéme de particules (XY = (X7,..., X{V))eo,17-

Nous considérerons donc, dans le cadre paramétrique, pour (c, to) € €r.a,6, s ,c; X Mgm donné,
les expériences statistiques suivantes :

eN = (GN,?;,JY,(PIJ,V)L,E%WW ) = (GN’SF%(PQI)%@) ;

T,d,h,n,co,c3

Pexpérience limite

H= (G,ffﬂ (Py)peopraora < ) = (G,?zw (@19)1966> :

T,d,h,n,co,c3

et sa contrepartie N-tensorielle

—QN —QN
:}C®N = (eNagjjjya(Pb )be%rl’m‘r ) = (eNa?TNa(EDﬁ )196@) 5

T,d,h,n,co,c3

la famille d’expériences limite Gy, (Y9 € ©) pour
S, = (@,3"% (Fﬂ,ﬂo)ﬁe(ﬂ)

et sa contrepartie N-tensorielle 9§ON (Yo € ©) pour
N ZON
G5N = (N, 7%, By, )vee ) -

Dans le cadre non-paramétrique, pour (c, pp) € €1 g4 _ o XI5 - donné, nous considérerons
P ’ ;54,5 ,C1 d,m ’
I'expérience statistique

N N gN (pN
&Y = (e 73:T7(]P)b )bE%T,d,h,n,c2,c3) ’
Pexpérience limite

H = (@,EFT, (ﬁb)be%T,d,h,n,cz,cg,) )

et 'expérience limite N-tensorielle
N N N mON
HEN = (e 73~T7(Pb )bE%T,d,n,n,cg,c3) :

La limite de champ moyen (voir le point du Théoreme établit que ’expérience limite
HEN est une approximation de 'expérience &V . Il est en fait méme impossible, sous certaines condi-

. L © s QN . s e
tions sur b, de discriminer statistiquement entre IP’{)V et P, asymptotiquement. Plus précisément,
nous avons le résultat suivant :

Proposition 32. Pour (c, j1g) € €rqs, s ,c; X EIR;}m, il existe une constante f = f, > 0 telle que

. dP2Y N
lim sup sup Esen | log —x (X )} <f<oo,
b

ﬁ®
N— o0 be%Tvdvbv“vczch b
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et donc, pour tout b € B g pn,cs,c5, U Y a propagation du chaos :
KN QK KN =®K < K
pour tout 1 < K < N, sup ||ut — Uy ||TV§H]P’b - P, ||Tv~ N
t€[0,T)

Si de plus nous supposons que § < 2, alors nous avons

I ~ A 1.
l]IanBop bE%Tle)l?n,cz,Q, H ’ ’ HTV )

Preuve Voir Annexe [3] O

Remarque 33. Cette derniere inégalité montre que, si b vérifie certaines conditions préliminaires,
alors il n’existe pas de test statistique de 1I’hypothése nulle

—®N
Ho: PN =By
contre ’hypothése alternative
=®N
H, :P) #£P,
qui ait des erreurs de premiére et seconde espéces asymptotiquement arbitrairement petites quand
N — oo. En effet, pour b € B1.4.p,n,c,,c, fiXé, un test qui rejette Hy sur I’évenement Ry a pour
erreur de premiere espece EQ? (Rn), et pour erreur de deuxiéme espece PiY (R%), et la somme de
ces deux erreurs vérifie donc

P, (Ry) + Y (Ry) = (BY (Rn) + P (R%) — (BY (R) — B, (Rw)) = 1~ [BY — B, v .

La somme des erreurs de premiere et seconde especes de ce test est donc asymptotiquement minorée
par une quantité strictement positive :

lim inf (@?N(RN) +Pév(ng\f)) >0.

N —oc0

Nous présentons dans les Sections suivantes les résultats obtenus au cours de cette thése, d’abord
dans le cadre paramétrique, puis dans le cadre non-paramétrique. Nous comparerons ensuite ces
résultats dans le cadre particulier des applications 8§ qui s’expriment explicitement.

3.1 Estimation paramétrique

Nous présentons dans cette Section les résultats de Statistique paramétrique obtenus dans
Particle [64], et nous nous appuierons pour cela sur les outils et les résultats présentés dans les
livres de Ibragimov et Hasminskii [98] et de Genon-Catalot et Picard [83]. Nous supposerons dans
toute cette partie que

T1,02,04
(b7 G, ,U()) € %T,d,bm,cz,cs X QT’d’ﬁJﬂﬁ—"l X Ma,m

et donc que

be {bo(ﬂ; ~);19€@},
avec by connue & 9 preés, et vérifiant les Hypotheses [§] [T1] et 21}
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Vraisemblance du modéle &V

Nous définissons la log-vraisemblance du modéle €N par
N T , LT :
éNw;XN):Z/ <c—1bo)<19;t,Xz,uiV)TdXz—52/ (e %bo) (938, X[, ) )dt - (19)
i=1 70 i=170

pour tout ¢ € ©. En effet, d’apres le Théoreme de Girsanov, les lois ]%V sont toutes absolument
continues par rapport & WY, définie comme étant I'unique probabilité sur (CV, ?ITV ) sous laquelle
L(Xg, s XY) = uS™ et les processus

(/ *1/2(5X)dx) 1<i<N,
0 tE[OT]

sont des mouvements browniens d-dimensionnels standards indépendants. De plus, pour tout 9 € ©,

Py
dWN

(XN) = exp (€N(19 ; XN)) W -presque stirement.

Nous noterons £V (-;XN) = exp (¢V(-; X)) pour la vraisemblance du modéle Y. En suivant la
nomenclature de Ibragimov et Hasminski [98], nous avons

Proposition 34. (V) y>1 est régulier, c’est-a-dire que
(i) 9 LN(9;XN) est différentiable pour tout ¥ dans lintérieur de ©, WY -presque sirement,
(ii) VLN (0;XN) est continue dans L2(CN, W), pour tout 9 dans lintérieur de ©,

(iii) Uinformation de Fisher est finie :
Epy (Vo™ (9;XN)|?] < oo pour tout ¥ dans Uintérieur de © .

Pour tout ¥ dans l'intérieur de ©, nous pouvons donc définir la matrice d’information de Fisher
de &N en ¥ par

Ten (9) = Epy [Vo N (95 XN ) VN (0, XY) T,

qui peut aussi se réécrire

d T
Ig~ (9) :ZZE%V[/O V(e 2b0)! (938, X}, p ) Vo200 (93, X, 1Y) Tl

i=1 j=1

N T
= (ZEW[/ D, (¢ /200) (054, X1, 1Y) D, (e /200) (05, X7, ¥t ) . (20)
= 0

14,0 <p

Exemples 35. Pour notre modele de référence , en prenant d = 1 pour simplifier les expressions,
la log-vraisemblance et son gradient s’éxpriment de la maniere suivante :

N N
U3 I3 ) i\ 2
o (¢; XN § / D X 09+ NE XJ —X; )dXt % E / D X 09+ WE (X,{—XQ) dt ,
j=1 Jj=1
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1
p)

q |~
M=

[ Xidxi -

-

N
[ Xi (01 XE+ 02+ 230 (X] - XD))dt
j=1

Il
=
-
Il
—

k3

_P‘az

VolN (9;XN) = =

o

(XT XO)

i1

T . N
(91X 402+ % 3 (X XD)ar
N

v > LX) - xhdxi -

i
— SO

. . . N
C(X] = XI) (01 X0+ 92+ % S (XE - X)) dt

k=1

Q
3~
M=

S
&,
Il
-

Notons a présent, pour tout 9 dans I'intérieur de O,
) 22/ Vole Y 2b0) (05 t, 2, 1l ) Vg (¢ 200) (95 t, 2, 1) T i (da)dit
Rd
T
:(/ aﬂe(cil/QbO)(ﬁ;tv‘ra“f)—raﬂzf (Cil/zbo)(ﬂ;t’wvﬂf) M?(dm)dt) :
0 Rd 1<el'<p

La fonction I & valeurs dans lespace des matrices My(R) apparait alors comme linformation de
Fisher asymptotique normalisée de &V :

Proposition 36. Pour tout ¢ dans l'intérieur de O,

N7 en(9) — TI(9).

N—oc0

Preuve. Voir la Proposition [[.11] du Chapitre 1. O

Vraisemblance du modéle limite 7 & de sa contrepartie N-tensorielle H®Y

Nous définissons la log-vraisemblance du modele H par

T T
0(;X) ::/0 (c*lb())(ﬂ;t,xt,uffdxt—%/0 (™Y 200) (938, Xo, )| "dt, ¥ € ©.

En effet, d’aprés le Théoreme de Girsanov, les lois Py, 9 € ©, sont toutes absolument continues par
rapport & W, définie comme étant 'unique loi de probabilité sur (€, Fr) sous laquelle £(Xp) = uo
et sous laquelle le processus ( fg v 2(s,XS)dXS) 0.1] est un mouvement brownien standard
telo,T
d-dimensionnel. De plus, pour tout ¥ € O,
dP _
d—mi(X) =exp ((U;X)) W-presque stirement.

Nous noterons £(-; X) := exp (£(-; X)) pour la vraisemblance du modéle H.

De méme, pour tout entier N > 1, nous définissons la log-vraisemblance du modéle H®N par
N

N T
MMy Z ﬁ;Xl):Z/ (¢ 00) (958, X7, ) T dX;
i=170
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1L /T } ,
_52/ [(c™2bo) (95, X}, )| "dt, 9 € ©,
i=170

—QN
puisque, d’apres le Théoreme de Girsanov, les lois ]P’? ,¥ € O, sont toutes absolument continues
par rapport & WY et, pour tout ¥ € O,

-2 _(XN) = exp (ZN (9;XN)) WN-presque strement.

Nous noterons ZN(~ ;XNV) = exp (ZN(~ ; XN))) pour la vraisemblance du modéle H®N .

Introduisons une hypothése supplémentaire nécessaire a ’étude de la régularité du modele .

Hypothése 37. La fonction 9 — b(9;t,x, u?) est différentiable sur lintérieur de ©, uniformément
par rapport a (t,x) € (0,T) x R

L’expérience limite H vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 38. Sous I’Hypothése supplémentaire [37, nous avons que
(i) H (resp. HEN ) est un modéle régulier ;

(ii) Uinformation de Fisher Isc de 3 est égale d l'information de Fisher normalisée N~ 'lgen de
HON | et est donnée, pour tout ¥ dans Uintérieur de ©, par

Iyc(9) = Bp, [Vol(9; X)Vol(9; X) "]

d T
:Z/ / Vﬁ[(c_l/zbo)j(ﬁ;t,x,uf)]Vg[(c_l/zbo)j(ﬁ;t,x,,uf)]—r,uf(dx)dt
=)o Jre

T
- (/O /Rd Do, [(c™200) (0 11, 2, 1)) Do, [(cV/2b0) (951, 2, 1?)] uf(dm)dt)

1<6,0<p
Remarque 39. Dans lexpression de Iy (¢) la dérivée en 9 est prise sur la fonction ”globale”
9 (c7V2bo) (95, -, 1), et donc, en toute généralité, Tgc(19) n’est pas égale a I(¥9).
Vraisemblance de la famille de modeéles limite Gy, (J € O)
& de sa contrepartie N-tensorielle 9?01\[(190 €0)

Pour tout Yy € ©, nous définissons la log-vraisemblance du modéle Gy, par

T T
T, (9; X) ;:/0 (¢ o) (931, Xy, 1u°) T dX, — %/O (7 200) (958, X, 12°)|Pdt, D € ©.

En effet, d’apres le Théoreme de Girsanov, les lois @197190,19 € O, sont toutes absolument continues
par rapport a W, et de plus, pour tout ¥ € ©,

d@ﬁﬂ%
dW

(X) =exp (Ly,(¥; X)) W-presque siirement.

Nous noterons Ly, (-; X) := exp (ly,(-; X)) pour la vraisemblance du modéle Gy, .
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De méme, pour tout ¥y € O et tout entier N > 1, nous définissons la log-vraisemblance du
modéle 9?01\[ par

N N T
zf;[o(ﬂ;XN) = ZZﬂU(ﬂ;XZ) = Z/O (¢ bo) (91, XZ,#fO)TdXZ
i=1 i=1
1o [T ‘ ,
- 52/0 (e 2bo) (95, X[, p®) [ "dt, ¥ € ©,
i—1

—QN
puisque, d’apres le Théoréme de Girsanov, les lois ]P)?ﬂgo,ﬁ € 0, sont toutes absolument continues
par rapport & WY et, pour tout ¥ € ©,

— 20 (XN = exp (Zf;; (9;XN)) WN-presque strement.

Nous noterons Zf;; (-;XN) = exp (Zf;;(- ;X)) pour la vraisemblance du modéle 9?01\[.

La famille d’expériences limite Gy, (g € ©) vérifie les propriétés suivantes.
Proposition 40. Pour tout ¥y € ©,
(i) Sv, (resp. S?ON) est un modéle régulier ;
(i) Uinformation de Fisher Ig, —de Sy, est égale @ l'information de Fisher normalisée N_1]IS®N
90

de GEN | et est donnée, pour tout ¥ dans lintérieur de ©, par
Jo

]1900 (19) = Es [v19z190 (19 N X)W%O (19 3 X)T]

Py,o,

d T
Z/ Vol 2bo) (95t w, 1) V(™ 2b0) (95,2, 1) T g™ (dir)dt
=1J/o0 JRrd

T
= ( / 819[. (C_l/QbO)(ﬁ ity M?O)Taﬁzl (C_l/QbO)(ﬁ bz, /J“fo) ’uf,ﬁo (dx)dt)
0 R4

1<L,8/<p

(iii) ¥ Ig, () est lipschitzienne.

Remarque 41. Dans l'expression de Ig, (9) la dérivée en 9 est cette fois prise sur la fonction
découplée” ¥ — (c=1/2bg)(I;-, -, u?0), et étant donné que p?70 e u? (voir le Théoréme ,
o0o—

nous avons, pour tout ¢ dans l'intérieur de O,

I, (9) = 10)

Identifiabilité & Non-dégénérescence de I’'Information de Fisher

Identifiabilité

Avoir une paramétrisation bien posée de notre modele est une condition nécessaire a toute inférence
statistique dans ce modele pour obtenir des estimateurs au moins consistants. Par paramétrisation
bien posée, nous entendons 1’identifiabilité du modele au sens suivant.
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Définition 42. Le modeéle (EN)n>1 (resp. H, Gy, (0o € ©)) est dit identifiable (globalement sur
@) si 9 = (PY)N>1 (Tesp, 9= Py, 9 Py, (Vo € @)) est injective sur ©.

Les hypotheses suivantes garantissent I'identifiabilité (globale) de ces différents modeles sur O.

Hypothése 43. (i) Pour tout ¥ € ©, pour tout entier N > 1, pour IP’f;]—presque tout w, pour tout
/ . b X N ) ( 1oy X (N) )
W #9, les fonctionst — (b(ﬁ,t Hw), 1 (w)) Lcien ett— (b( 58, X)(w),py (W) Lcien

ne sont pas dt-presque partout €gales ;

(ii) Pour tout 9 € O, pour Py-presque tout w, pour tout 9 # 9, les fonctions t — b(9;t, X¢(w), 1)
et t v b(V';t, Xo(w), ul") ne sont pas dt-presque partout égales ;

(iii) Soit 99 € ©. Pour 9 € O, pour Py y,-presque tout w, pour tout ¥ # 9, les fonctions t
b(l?;t,Xt(w),ufo) et t — b(ﬁ’;t,Xt(w),ufo) ne sont pas dt-presque partout égales.

Nous avons donc que le point [(i)] (resp. (iii)) de I'Hypothese [43| garantit I'identifiabilité globale
sur O de (SN)Nzl (resp. X, 9g0).

Cette Hypothese difficile a vérifier en pratique, est relativement standard dans la littérature
de la Statistique des processus stochastiques et minimale (voir par exemple [79]). Vérifions le
par exemple dans le cas du modele H. D’apres le Théoreme de Girsanov, pour deux parametres
9,9 € O, les lois Py et Py sont absolument continues I'une par rapport a I'autre et

T '\ T
<)f>::j£ (™ bo) (0 5 Xas 1) — (e~ bo) (9 5, Xon ")) T dX,

1

T
- 5 / (‘(6_1/21)0)(19 3 S, st /”'?)|2 - ‘(C_l/QbO)(ﬁl 75y Xsa :U/f/)|2)d8
0

Supposons alors que I"'Hypothese soit en défaut pour un certain ¥ € 0,19 # 9. Cela
dﬁﬁ
?9/

impliquerait donc que, Py-presque stirement, (X) = 1, c’est-a-dire Py = Py, ce qui contredirait

I'identifiabilité (globale) de H dans ©.

d

@

Remarque 44. L’Hypothese |43| est par exemple satisfaite des que ¢ — ((t7 x,v) — by (Vs t, z, V))
est injective.

Exemples 45. Ceci est le cas dans notre modele de référence (4). En effet, supposons que pour
9,9 € O, nous ayons by(¥;-) = bo(9;-), c’est-a-dire pour tous z, v,

191$+’L92+’l93/

(v = 2)oldy) = tha+ 0+ 05 [ (o= ()
Rd

Rd

alors, en considérant successivement les cas (z,v) = (0,00), z = 0 et [, yv(dy) # 0, et enfin z # 0,
nous obtenons ¥ = ¥’.

Ceci est aussi a rapprocher du résultat d’injectivité de 'application b — 8(b, ¢, 19) du Théoréme

Nous traitons dans le paragraphe suivant de 1'identifiabilité locale de (EV)n>1 et de ses liens
avec les propriétés locales de I'information de Fisher asymptotique normalisée I de (V) N>1-
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Identifiabilité locale € Non-dégénerescence faible asymptotique
de (EN)Nzl

Soit ¥ dans l'intérieur de ©. Nous dirons que

Définition 46. Le modéle (V) y>1 est localement identifiable en 9 si 9’ — (PY)n>1 est injective
dans un voisinage de 9.

Nous dirons également, suivant en cela une dénomination classique, que

Définition 47. Le modéle (EN)n>1 est asymptotiquement non-dégénéré faiblement en ¥ si 1(9)
est inversible.

Nous disposons alors du résultat classique suivant qui lie ces deux notions.

Proposition 48 (Théoréme 1 de [I67], voir aussi [50], [I81]). Soit ¢ dans lintérieur de ©. Si
(EN)N>1 est asymptotiquement non-dégénéré faiblement en ¥, alors (EN)n>1 est localement iden-
tifiable en V.

Cette propriété usuelle de non-dégénérescence faible asymptotique de (V) ~>1 est cependant
insuffisante, en toute généralité, dans notre cadre de travail : nous avons besoin de la définition
plus forte suivante pour vérifier les hypotheses de la théorie de Ibragimov et Hasminski et obtenir
ainsi des propriétés fines sur 'estimateur du maximum de vraisemblance.

Non-dégénérescence forte asymptotique de (EV)n>1

Définition 49. Nous dirons que le modéle (EN)Nzl est asymptotiquement non-dégénéré fortement
sur © si

d T
inf det(Z/ Vol Y 200) ([0,9] 5 t, 2, )V (e 2bo) ([0, 0] ;t,x,uf)Tuf(dx)dt) >0,
[9,9]CO =170 R4

(21)
ot pour une fonction ¢ définie sur ©, ¢([9,9']) := fol A0+ A0 —9)) dA.

Remarque 50. Si (V)y>; est asymptotiquement non-dégénéré fortement sur ©, nous avons

I;Iéf@ detI(9) >0, (22)

ce qui est équivalent au fait que le modele () ~N>1 est asymptotiquement non-dégénéré faiblement
en tout point de O, puisque d’apres la Proposition [38] 9 ~ I(1) est continue, et par hypothése ©
est compact.

Nous donnons dans la sous-section suivantes des conditions suffisantes pour la non-dégénérescence

asymptotique forte de (6) y>1, d’abord dans un cadre général, puis dans des modéles particuliers.

Conditions suffisantes pour la non-dégénerescence asymptotique forte de (EV) N>1
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Une difficulté spécifique a 1’étude de la non-dégénérescence asymptotique du modele (EV) v réside
dans la présence dans I'expression de I(¥)) de (1 )o<i<7. Or, cette derniére n’est jamais explicite,
hormis dans quelques cas particuliers précédemment cités, avec par exemple dans le modele (4))
une structure de dépendance en g a travers ses moments qui permet aussi d’obtenir une formule
explicite pour I(«¢}). Dans ce cas particulier, nous trouvons directement, grace & cette expression,
des conditions suffisantes sur © et o pour que le modele (EV)y>1 soit asymptotiquement non-
dégénéré fortement (voir la Section [d] du Chapitre 1).

Dans le cas général, peut cependant étre testée de la maniére suivante : la Définition
étant équivalente au fait de montrer que

d T
inf min Z/ / (Vg (c_l/Qb)j([ﬁ,ﬂ'];t,x,uf)Tz)zuf(dx)dt >0,
— Jo Jre

[9,9]CO \z\:lj

et étant donné que d’apres les points |(vi) et du Théoreme il existe une version continue
et strictement positive de la densité de p,

(9,t,7) € © x (0,T) x R 5 ' (z)) € €(© x (0,T) x R4 R)

par un simple argument de continuité, il est donc suffisant de montrer qu’il n’existe pas de segment
[¢,9'] C © et de vecteur z € RP, |z| = 1, tels que la fonction

T d
o [0 3 (Tale 200 (0,0 st ) )
it

tende vers 0 quand |z| — oo, ou méme, dés que l'on a de la continuité en ¢ quand ¢t — 07, qu'une
des fonctions

Tt vﬁ(cil/2b0)j([§aﬁl]; 0,$7M0)T23 .7 = 13 R d

ne s’annule pas sur tout R?. Ce dernier critére, que I’on formalise dans la proposition suivante, a
I'avantage d’éviter le terme p? pour ¢ > 0.

Proposition 51. Supposons que les fonctions
t V(e 200) (10,9t 2, 1)), G=1,....d

sont toutes continues en t = 0 pour tout [9,9'] C © et presque pour tout x € RY.
Si, pour tout [9,9'] C © et tout z € RP,|z| = 1, une des fonctions

z = V(e Y 2b)([0,0');0,2,0) T2, j=1,...,d (23)
ne s’annule pas sur tout R?, alors (EN)N>1 est asymptotiquement non-dégénéré fortement.

Dans la Section [d] du Chapitre 1, nous appliquons ce critére aux Exemples

Maintenant que nous avons traité des questions d’identifiabilité et de non-dégénérescence de
notre modele, nous pouvons, dans la section suivante, passer a ’étude de sa régularité.
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La propriété LAN

La propriéte de normalité asymptotique locale (local asymptotic normality ou LAN) d’un modele
statistique caractérise sa régularité : elle exprime le fait que l’expérience ressemble localement &
un shift gaussien dans une certaine échelle optimale donnée par l'information de Fisher. Plus
précisément, nous considérons la définition suivante.

Définition 52. La suite d’expériences (EN)Nzl satisfait la propriété LAN en ¥ € O, avec pour
tauz d’infomation NI(9), si pour u € RP
dPgﬂNﬂ(ﬂ))*l/Qu N TeN _ 1,12
W(X )=u & — glul” +rn(d,u) (24)
ot &Y converge en loi sous P} vers une variable gaussienne standard dans RP, et ry(9,u) — 0 en
PY -probabilité.

Remarque 53. (24) n’a de sens que si ¥ + (NI(9))~/?u est bien définie, ce qui est le cas si
(EN)n>1 est non-dégéné faiblement asymptotiquement en tout point de © (voir la Définition ,
et si ¥ + (NT(9))*/?u est dans O, ce qui est le cas pour ¥ dans 'intérieur de © et pour N assez
grand.

Nous avons alors le théoréme suivant.

Théoréme 54. Si l’on suppose que (EN)Nzl est asymptotiquement identifiable et fortement non-
dégénéré sur © alors, pour tout 9 dans l'intérieur de O, la suite d’expériences statistiques (EN)Nzl
est localement asymptotiquement normale en ¥ avec pour taux d’information NI(¥F).

Le Théoreme est le résultat le plus fort que l'on peut obtenir sur la structure locale de
(EN)n>1 . Nous pouvons le reformuler de la maniére suivante. Soit 9 un point dans lintérieur
de ©. Alors pour tous N > 1 et ¥ € O, en prenant vy := (NI(99))*2(9 — ¥), nous avons
¥ = 9o + (N1(99))~/?vy. Nous pouvons donc reparamétriser (EV)y>; localement autour de 9y,
sous la forme

€0 1= {Popn1(00)) -1 /20y # ON € Vi)

avec Vy = {oy € RP;9y + (NI(9))~Y?vy € ©}. Alors, d’aprés la propriété LAN, la log-
vraisemblance est de la forme

N
dPﬁ0+(N]I9 (19()))71/2’01\[

dP}y

log XNy =0T — L + ryv (o, vN),

avec ffs\g qui converge en loi sous Pf;’o vers une variable gaussienne standard dans R?, et rn (Yo, vn) —
0en IF’Q; -probabilité. Donc, ]P’f;’o -asymptotiquement, la log-vraisemblance ressemble a la log-vraisemblance
de I’expérience la plus simple possible, a savoir un shift gaussien sur RP,

TN .= {UN—Ff; UN EVN}

ou ¢ suit une N,(0,Idg»), puisque pour tout z € RP,

—p/2 lz—on |
(2m) 7/ exp(_%>

-
2 = UNZ -
(27)~P/2 exp ( - %)

log
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Bornes inférieures minimax asymptotiques exactes

Dans toute la suite, nous appellerons fonction de perte polynomiale sur RP toute fonction
w : RP — [0, 00) symétrique, admettant un majorant polynomial, et telle que, pour tout ¢ > 0,
lensemble {w < ¢} est convexe.

Pour 9 dans I'intérieur de © et pour une fonction de perte polynomiale w sur RP, nous définissons
le risque associé & w pour un estimateur ¥ dans EV :

RY (I3 9) = Epa [w((NT(9))2 (D = 9))] ,
et pour tout sous-ensemble ouvert non vide Og de O,

:RN(ﬁNaGO) = sup :R (19Na )
ISSH)

La premiere conséquence simple de la propriété LAN est donnée en termes de bornes inférieures
minimaz asymptotiques exactes par le résultat suivant.

Corollaire 55. Soit ¥ dans lintérieur de © et w une fonction de perte polynomiale sur RP. Si
l’on suppose que (8N)N21 est asymptotiquement identifiable et asymptotiquement fortement non-
dégénéré sur un voisinage ouvert de 6 alors, pour tout estimateur 1§N dans EN, pour tout § > 0
assez petit, nous avons

liminf sup Epw [w((NI(9))/2(Uy — )] Z(QW)*M?/ w(z) exp(—3|z[*)da
N=oo yecB(os)  ° RP

Le Corollaire est une simple application du Théoréme de convolution de Hajek (voir par
exemple [I4] et le Théoréme I11.9.1 de [98]), étant donnée la propriété LAN du Théoréme [54] (cf.
Théoreme 11.12.1 [98]),

Remarque 56. Suivant en cela la Remarque I1.12.1 de [98], le Corollaire nous fournit une
borne inférieure asymptotique minimazx locale précise :

liminfinf sup ]EPN[ ((N]I(ﬁ))l/Q(@N—ﬁ’))] > (271')7”/2/ w(z) exp(—1|z|*)dx
N=oo Gy 9eBs) RP

La propriété LAN a également de nombreuses conséquences en termes de propriétés fortes de
P’estimateur du maximum de vraisemblance, c’est ’objet de la sous-section suivante. En particulier,
Pestimateur du maximum de vraisemblance atteint la borne minimax du Corollaire précédent.

Estimateur du maximum de vraisemblance

Exemples 57. Dans le cadre du modele (4f), pour d = 1, nous obtenons que lestimateur du
maximum de vraisemblance est 9N:mte = (9™ ylhme gVmey qefing par

N N
g— 7 i z [ 7 T j 7
I I)Zfo XdX _72 fo X %Z(XT_XO)+GE2 Z fo thdXt

N, mle i=1 i,j=1
0

_ —
Bt Zfo (xpyrdt = (%3 Jy Xidt)

7=

[ V)

/N

—
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1 & 1 LT
1’9\N,m1e _ Xi N Xz o {9\N,m1e . det
2 O'NTizl( T 0) 1 2\71'*:;1 0 t ’
N N
=X f) deXufo XjdX;
{9\N,m1e _ :J_l = . {9\N,m1e

)

o(% Zfo (X§)2dt — i]‘ Xjxjdt)

et nous pouvons directement vérifier sa consistance et sa normalité asymptotique grace a cette
forme explicite et aux propriétés de limites de champ moyen.

Dans le cadre général, nous avons prouvé certaines propriétés de 'estimateur du maximum de
vraisemblance, qui reposent sur une version uniforme de la propriété LAN du Théoréme (voir

le Chapitre 1) : les résultats obtenus sont plus fins que les usuels développements asymptotiques
faibles.

Théoréme 58. Supposons que le modéle (8N)N21 est asymptotiquement identifiable. Alors, pour
N assez grand, Uestimateur du mazimum de vraisemblance dans &V, i.e. la solution 9™ de

(19“‘1e xN) = SggLN(ﬂ xM) (25)

est bien définie. De plus, si (EN)Nzl est asymptotiquement non-dégénéré fortement, nous obtenons
les bornes supérieures asymptotiques sutvantes.

(i) Pour tout ¥ € O, 1?}'\‘,“ est consistant et asymptotiguement normal :
VN (98 — ) — N, (0,1(0)71)

en ]P’f;’—loi quand N — oo ;

(ii) Pour toute fonction de perte polynomiale w et tout ¥ dans lUintérieur de ©, nous avons
loptimalité minimazx locale asymptotique exacte :

limsup  sup B [w((NI@)V2 (08 — 9'))] — (2m) P2 / w(z) exp(—Lz?)da
N—oo 19/63(19 5) 9! 5—0 RP

(iii) Pour toute fonction de perte polynomiale w et tout sous-ensemble ouvert non vide Oy de ©,
nous avons l’optimalité minimax asymptotique globale : quand N — oo

RN (9522, 00) = inf RY (D53 00) (1 4 0(1)) .
IN

Nous retrouvons ainsi les propriétés asymptotiques classiques d’un estimateur du maximum de
vraisemblance.
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Observations discrétes

Enfin, nous avons complété l'article [64] par une étude théorique, dans le cadre paramétrique,
lorsque nous disposons de M observations discrétes de chacune des N particules a la place des
observations continues, et nous avons obtenu les résultats qui suivent dans la double asymptotique
N, M — oo (les preuves de ces résultats sont données dans ’Annexe . Cette étude s’appuie sur
la nomenclature et les résultats du Chapitre 3 de [54], ainsi que sur des techniques classiques de
discrétisation et d’estimation en haute fréquence (voir e.g. les livres de Jacod et de ses co-auteurs
2, (10T, 102]).

Soit ¥y dans l'intérieur de ©. Pour M € N*, nous supposons donc que nous disposons mainte-

nant des observations discretes XNM = (X/y), .y o<j<m € (RHN>MHD de PY | aux instants
MI1<i<N,0<5<

tj»” =jApN,j=0,..., M, séparés par un pas constant A,; := %

Nous définissons tout d’abord la fonction de log-vraisemblance approchée (ou approximate log-
likelihood) suivante, basée sur le schéma d’approzimation d’Euler-Maruyama

N M
IN.M (9 NM -1 i N \T/vi i
PV XY =3 0> (e o) (05500 X e ) (X — X )

i=1 j=1
1 N M ‘ ,
3 2 I s Xy ) A

et ensuite Uestimateur du mazimum de vraisemblance approché (ou approximate mazimum likeli-
hood estimator, AMLE) associé 191?}“}\?[ par

VM (Gamte s XN = gup (VM (93 XV
LSOl

Notons UNM (9 y) := —20NM (9 y) |, y = (y;i)lgSN,ongM. Nous utiliserons le processus de
contraste 1
UN,M(ﬁ; XNMY = N(UN,MW; XNy U—N,M(%;XN,M)) :

ce qui signifie que UN’M(ﬁ; XNMY est, égal &

M
1 — — 7 T 7 7
NZZ( o) (934571, X sifle ) = (€7 00) (Dot X il ) (X — X )

Jj=1
1 on = (172 i N |2 —-1/2 M i N |2
NZZ( b() 197 j— 17XMl7MtJJ_V£1)| - ’(C bo)(’ﬂo;tjtht?{l’lu’t;‘{l)’ )AM7

l\DM—l

et ce qui entraine bien sir que 19"‘““ e € argmin UN-M (39 ; XN,
ISC)

Nous obtenons alors la consistance de 'estimateur du maximum de vraisemblance approché
sous une hypothese de régularité plus forte en t de by et ¢ :

Théoréme 59. Supposons que
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(i) Uexpérience statistique (EN)n>1 est asymptotiquement non-dégénérée faiblement,
(i) pour un certain v € (0,1], by et ¢ sont y-Holder en t uniformément par rapport a (9, z,v),

~

alors 19]‘2,1‘::}\} est consistant :
Aza\;nﬁ — o
en IP’Q/O— probabilité, quand N, M — co.
Preuve. Voir Annexe [4 Section [£.1] O

Enfin, sous des hypotheses de régularité un peu plus restrictives sur by et ¢, ainsi qu’une
condition du type N <« M (caractéristique de 'estimation statistique en haute fréquence), nous
obtenons la normalité asymptotique de 'estimateur du maximum de vraisemblance approché.

Théoréme 60. Sous les hypothéses du Théoréme[59, si nous supposons de plus que
(i) pour un certain v € (0,1], pour tout 1 < k < p,
D, (c"tbg) est o/ -Holder en t uniformément par rapport a (9, z,v) ,

(i) bo est deux fois continiment différentiable en ¥ uniformément par rapport a (t,z,v),

(iii) NM~27 - 0,
N,M— oo

alors @j{,‘“lﬁ est asymptotiqguement normal :

VN (9388 —095) — N,y (0,1(9) )
en loi sous IP’Q{), quand N, M — oo.

Preuve. Voir Annexe [ Section O

Nous présentons maintenant dans les sections suivantes les résultats de Statistique non-paramétrique

obtenus dans l'article [65]. Dans ces sections, nous nous appuierons sur les outils et les résultats
présentés dans les livres de Tsybakov [182] et Comte [47], et nous nous placerons sous les hypotheses

(b, G, /J'O) € 3(b) = %T,d,h’ﬂ’fmfz X 6T,d,5+,5—,€1 X gﬁz,m ,be€.
Commengons par I'estimation de la solution u® = 8(b, ¢, o) de .

3.2 Estimation non-paramétrique de p°
Rappel des hypothéses
(i) po € ZDOin(]Rd), avec Mag(pg) < moy et la suite ((%)1/0[21 bornée;
(ii) o2|yl* <y'e(t,z)y <oilyl?, 0<s <o <oy <sy;
(iii) |o(t,2") —o(t, 2)| < [ofLip|a” — 2|, o|uip < e
(iv) sup [b(,0,00)| < ¢2;
t€[0,T]
(v) [b(t, 2", ") = b(t, 2,v)| < [bluip (|2" — @] + W1 (v, 1)) ;
(vi) best au plus kj fois linéairement différentiable en v et de décomposition & au plus m; termes,
avec ki < b, mp < n;

6§;b‘Lip,oo’ 6ljgb‘L1p) S 3 -

(vii) max (|b|Lip7

2
OWb| i o
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Objectif principal & Quantification de la qualité des estimateurs

Rappelons que, sous ces hypotheses, d’apres le T héoréme u® = 8(b, ¢, o) admet une densité
continue et strictement positive

pl e (t,x) € (0,T) x R pb(z) € RY .

Nous Voulons pour tout (to, o) € (0,T) x RY, estimer p (JUO) a partir des observations continues
XY = (X{)sep, - Pour un estimateur quelconque iV de u?, construit a partir de XV, i.e. fonction
mesurable de XY, nous définissons le risque quadratique de i en (ty, o) par

Rito o) (B, 1°) = B (B (o) — a8, (20))”] -

Estimateurs 4 noyaux

Parmi la classe des estimateurs ]\ (zo) de pf (o) construits a partir de XJ, nous nous
intéressons plus particulierement a la famille des estimateurs a noyaux

{in (to, w0) s h € Ha}, Hy C (0,1),

définis de la maniére suivante :
iy (to, xo) : ZKh Xi,) / Kn(zo — @) iy, o (dz)

ou Ky(x) := h™?K(%-%), K étant un noyau, c’est-a-dire une fonction intégrable de R? dans
R vérifiant la condition [, K(y)dy = 1, et H; est I'ensemble (pour le moment quelconque) des
fenétres possibles.

Remarque 61. Par définition, pour toute fenétre h > 0, K} est lui aussi un noyau.

Exemples 62. Des exemples de telles fonctions K est donné par les densités de probabilités
sur RY, par exemple par le noyau gaussien K(y) = (27)~%2e~1¥1"/2 ou le noyau de Silverman
K(y) = e~ 1¥/2sin (lu[‘ + Z) (voir e.g. [182]).

Cette méthode de 'estimation par noyau d’une densité ,ufo a partir d’un systéme de particules
(X{,)1<i<n, dite méthode de Parzen-Rosenblatt, généralise la méthode d’estimation par histo-
gramme : l'estimation est maintenant continue grace au paramétre de lissage ou fenétre h > 0.
Rosenblatt introduisit cette méthode en dimension d = 1 dans article [I66], pour estimer au
point x( la densité ,u’t’o d’un échantillon indépendant et identiquement distribué (Xfo)lgig N par

%Eﬁ110*h<X}i <zo+h> I-€. en prenant pour noyau le noyau uniforme, K(y) = %1[71,1] (y), puis
i=1 0

Parzen généralisa cette méthode au cas d’un noyau K quelconque dans Varticle [163].

Ici cependant, nos particules, bien que de méme loi ui(;N, ne sont en toute généralité pas
indépendantes, puisque leurs dynamiques intéragissent via la mesure empirique du sytéme entier
N dans la fonction de drift b. Pour que les N trajectoires X*, 1 < i < N, soient indépendantes, il
faudrait que b ne dépende pas de la mesure, autrement dit que b(t, z,v) = b(t, ). Dans ce cas par-
ticulier, "N = u®, et nous retombons sur un probléme classique en Statistique non-paramétrique
(voir e.g. [I82]). Mais lorsque b dépend effectivement de la mesure (ce que nous supposons par
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défaut dans cette these), les particules dépendent les unes des autres, et ui{;N n’est plus qu’une
approximation de .

Comme pour le choix du nombre de classes dans un histogramme, le choix de la fenétre h
est essentiel pour la qualité de approximation. Un h petit (correspondant & un grand nombre
de classes dans un histogramme) ameéne & un sous-lissage : 'estimation va osciller trop fortement
autour de la valeur réelle. Au contraire, un h grand (correspondant & un petit nombre de classes
dans un histogramme) améne & un sur-lissage : Uestimation n’est alors pas assez précise et ne
permet pas de bien capter les détails. Il faut donc trouver un équilibre entre ces deux écueils et
chercher le compromis optimal, i.e. ici une fenétre h € H; optimale en un sens a déterminer. C’est
I’objet de la section suivante.

Décomposition du risque quadratique ponctuel

Nous allons décomposer notre risque quadratique ponctuel en un terme de biais et un terme de
variance. Par définition, nous avons pour (tg,zo) € (0,7T) x R, h € H;y,

~ . 2
R(to,mg)(ﬂhNaﬂb) = Eﬂ»{)’ [(#hN(to»xo) - /«L?o (fo)) ] .
Nous avons alors (au moins) deux possibilités pour décomposer Ry, 4, (AR , 1°) : utiliser
~ . 5 2 . 2
R(to,xo)(ﬂhNa Nb) = ]EIF’S] [(:u’hN(tﬂa SC()) - ]EIP’N [N“hN(tm 1'0)]) ] + (E]P’bN [:Ll‘hN(th .T()):I - lu?o (1’0))

2
= Vargy [ (o.ao)] + ([ Ko = )iy (do) = ity o)

ce qui, étant donné la présence de N et I'interdépendance des particules dans le cas général, ne
nous simplifie pas la tdche, hormis dans le cas b(t,z,v) = b(t, z), ol les particules sont alors 4.i.d.
de loi N = p® et olt nous retrouvons la décomposition biais-variance usuelle

~ 1 2
R 1o o) (11 > 1) = ~ Varpy [Kn(z0 — Xy)] + ( o Kp(wo — x)put, (dx) — g, (xo)) ;

ou bien plutot utiliser (c’est ce que nous ferons) la décomposition approximative suivante

Rty T 1) < 2By [( [ Koo = )l = ) o)) ] +2( [ Koo = et () = 0))

Nous appellerons terme de biais (au carré) et terme de variance) respectivement

([, %o = oy ) = ity 0)) et B [ ( [ Bloo = o] = ) (a)) ]

Nous allons traiter ces deux termes séparément, en commencgant par le terme de variance.

Remarque 63. Nous nous conformons a la nomenclature statistique habituelle en conservant ces
termes de biais et variance mais, dans notre cadre de travail, ces termes ne recouvrent pas la
réalité quils sont censés définir. En effet, d'une part, [p, Kn(zo — 2)pb (dz) — ph (x0) n'est (en
toute généralité) pas le biais de notre estimateur fil (to, 7o) au sens de Epv (8 (to, x0)] — pb, (o)

puisqu’étant donné que ™V n’est qu'une approximation de u?,

By [} (to:20)] = | Kn(wo = @)ps;” (da)
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n'a pas de raison etre egal a a Ap (Lo — T ) xX). autre part, pour la meme ralsoll,
’ de raison d’étre égal & [n, K, b (dz). Bt d’autre part la méme rai

Epwv [( Joa Kn(wo—x)(ufy — u?ﬂ)(d:r))z] n’est (en toute généralité) pas la variance de notre estima-

teur [l (to, zo) au sens de Epwv [(BR (to, z0) — Epn [ (to, xo)])Q] .

Dans toute la suite, nous ferons I’hypotheése suivante sur le noyau K que nous utilisons :
Hypothése 64. K est borné et a support compact.

Exemples 65. Un exemple de tel noyau K est donné par le noyau uniforme K (y) = %1[—1,1] (y).

Terme de variance

Pour traiter ce terme, nous avons utilisé tout d’abord le fait que

ey [( [, tan =)} = o)) ] = T2 (] [ Bt = o)) =t )| > 172}

0

ce qui nous a amené a chercher comment majorer de maniéere fine les probabilités de déviations

B ( [ ola)udl -t o) > 22)
pour ¢(x) = £Kp(z¢o — x). Nous avons dans ce but établi le résultat d’inégalité de concentration
de type Bernstein suivant (nous y reviendrons en détails dans la Section :

Théoréme 66. Il eviste k1 = r1(b), ko = ra(b) > 0 tels que pour toute fonction bornée ¢ : RY —
R,

Nz?
K2
622t ) + 9l

]P’,I)V(/ gb(y)(,ui\g - ufo)(dy) > z) < K1 exp ( - ) , pour tout z >0 .
R

Comme, par hypothése, K est bornée, nous avons |¢|ec = h~%|K|s, et comme K est également
a support compact supp(K) et h € H; C (0,1),

—x 2
620 0 = h™ Qd/ ‘K j b (x)dxgh’“/
L2 0ng) (zo—h supp(K)) ( ) o (

zo—supp(K))

() o

et comme nous savons, d’apres le Théoreme que pb est localement bornée autour de (to, o)
par x3 = k(1 to, 7o) > 0,

o — X\ |2
|¢‘L2 M ) S h_zd/( ) ‘K( Oh )‘ H3d$ S I€3h_d|K|g .
Zo—supp

Nous obtenons donc que

2 > Nhiz
_ N _ b < _
Epy [( y Kn(wo — ) (p, ,uto)(dx)) } < /0 2K1 exp ( Ko ro K £ |K] 21/2)d
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< o ((@th>—1 (mgth)—2)
~ kK1 max y
w3l K3 | Koo

S (N~ (NP2

Nous nous laissons a présent la possibilité de choisir un ensemble de fenétres dépendant de N
et nous le notons H%¥. Nous ferons I’hypothése supplémentaire suivante :

Hypothese 67. HY C [(N~'(log N)?)*/?; 1] et Card(HY) < N.
Remarque 68. Cela implique donc que, pour h € HY, (Nhd)~1 < 1.

Proposition 69. Sous les Hypothéses 6] et [67,

2
By [( [ Bntoo = 2)(uif - ) (o)) | S (VmT) (26)
Rd
2
Passons maintenant au terme de biais (au carré) (fRd Kp(zo — x)pl (dz) — pl, (,7:0)) .

Terme de biais

Ce terme se traite via la régularité de /,qu localement en xg. Dans cette section, comme dans
Particle [65], nous ne considérons comme espaces quantifiant cette régularité que des espaces de
type Holder définis de la maniére suivante.

Définition 70. Soit un réel 8 > 0, nous noterons || le plus petit entier strictement inférieur a
. Nous dirons que ,uff’o est localement B-Holder en xg, et nous noterons ,ult’o € HP (), s’ existe
un voisinage (relativement compact) U = U, de zo dans R? tel que

(i) 1, est |B] fois dérivable sur U,

(ii) il existe C > 0, tel que pour tout s = (s1,...,5q4) € N? vérifiant |s| := Zle si < 8], pour
tout z,x’ € U,
| Dty (a') = Dipy, (2)| < Cla’ — |7~

T xT

Dipp () = 03t ... 32 pf, () -

Nous noterons [,ui’o] le plus petit réel C > 0 telle que la condition ci-dessus est vérifiée, et

P (z0)
nous munirons HP(xq) de la norme

[t 3¢5 oy 7= SUP L1ty ()] + (1t 505 oy -

Remarque 71. Il serait plus juste de noter cet espace H? (Uyg,), mais nous garderons la notation
ci-dessus par souci de simplicité.

Nous allons maintenant définir 1’ordre du moyau K, autrement dit un entier caractérisant la
capacité de K a prendre en compte des informations de plus en plus précises sur la fonction a
estimer.
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Définition 72. Nous dirons que K est un noyau d’ordre o+ 1 pour un certain o € N*, si

K(y)y*dy =0, pour tout s € N tel que |s| <o,
Rd

Oi‘L, pour y = (y17"'yd) c Rd} yS = yfl ,..y;d .

Remarque 73. Un tel noyau existe toujours, nous pouvons par exemple définir K par :
d
HKyz = (y1,...,y4) € R?, avec K(z) Zqﬁk Jor(2)L2 <1,z €R,
olt (¢ )ken est la base orthonormale de L?([—1, 1]) constituée des polynomes de Legendre (cf. [I82]).

Supposons a présent que pé’o € HP(xp) pour un certain réel 3 > 0, et que K est un noyau
d’ordre o + 1 pour un certain entier o. Nous avons alors, en utilisant que [, K(y)dy =1,

K = ) (o) = by a0) = [ K)ol (oo = ) =t o))y

Rd
et par application du théoréme de Taylor, en notant pour s € N¢, s! = s1!...s4!, ceci vaut
[E@ 3 Do)y dn e du
T oghsI=(UBI— DA
+/ K(y) |5 '/ NEFLDE b (20 — Ahy)(—h) ! it . yit dhdy . . . dya
Is|= LBJA

Or, par définition de Pordre de K, pour tout |s| < o, [oa K(y)yi* ... y5" dy1 ... dyq = 0. Donc le
premier terme est nul, et le second se réécrit

1
S _ S
E |3—'|(—h)|8|/ (1—)\)Is\ 1 y K(y)(DxMto( —Ahy)—D ,uto(aco))y yd dyy...dyqgdA .
ls|=18]A0 ~ 0 '

En utilisant le fait que p? € 3?(z0), nous obtenons finalement
| [ Ko — @t (o) = ul, o)
R

sl s - - ) s
< Z ghl | » K (y)] [/ifobm(xo)hﬁ Wy P~y |*r . fyal® dyy . . . dya ,
lsl=18]r0 =

<h5W“W“Om]WWMQMA®2AJK@mmWWHWMwy

Proposition 74. Si K est d’ordre o+ 1 ot 0 € N*, et ui’o € HP(xg) ou >0,

2
| [ Ko — 2)u, (d2) — b, (w0)|  BEELIIHEIND < 2089 pour tout h € (0,1) .
Rd
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Risque quadratique

En regroupant les résultats des Propositions [69] et [74] nous obtenons la borne supérieure suivante
sur le risque quadratique de i en (to, o).

Proposition 75. Sous les Hypothesesﬂ et@ st K est d’ordre o4+1 ot o € N*, et ut € HP (o)
ot B > 0, alors pour tout h € HY

:R(to,xo)(ﬁthMb) S WM 4 (NR) T

et Uinfimum du terme de droite étant atteint en hﬁ =N 2(5A0)+d qui est dans HY pour N
assez grand, nous avons
b N b e
inf  Rz,mo) (AN, ub) < :R(to,wo)(/’[”gz\r b)) S N 2BAoHd (27)
heXN 8,0

Risque minimax sur les classes de Holder

Nous allons maintenant estimer u® en (ty, o), donc en tant que fonction du temps et de l’es-
pace, et nous définissons, pour quantifier sa régularité en ces deux variables, la classe de fonctions
suivante.

Classe de Holder anisotrope

Définition 76. Soient deuz réels a, 3 > 0. Nous dirons que p® est localement (v, 3)-Hélder en
(to, o), et nous noterons u® € HP(ty,xq), s’ existe des voisinages relativement compacts Uy,
de to dans (0,T) et Uy, de xo dans RY tel que pb(z) € H*(ty) uniformément en v € U,, et
pe () € HP (o) uniformément en t € Uy, i.e.

o il existe C1 > 0, tel que pour tout entier 0 < s < |, pour tous t,t' € Uy,, et € Uy,
|07 1y () = O i ()] < Crlt! — ¢ >t
o il existe Cy > 0, tel que pour tout s € N¢, 0 < |s| < | 8], pour tous z, 2’ € Uy,, et t € Uy,
|Dz:“t0 ) Dé/‘to( )‘ < C’2|515/ _=73|/8_LﬁJ .
Nous munirons H*B (tg, z0) de la norme

b b b
Bty zo) = SUP ST ara + sup t,- .
|1 |35 (16 20) ity |1( )] ¢ ) "ol |1’ ( )|9{ﬂ(x0)

z0

Soient deux réels o, 3 > 0, nous définissons la classe §*7(ty,z) de solutions de 1’équation de
McKean-Vlasov par

Sg’ﬁ(to,xo) = {(bv ¢, o) € T(b) ; p* =8(b,c, o) € g{a’ﬁ(toaxo)},

et nous définissons, pour L > 0, ’ellipsoide
57 (t0,0) = { (b, 110) € 837 (10, 20) [l gy ey < 1}

Ce dernier ensemble va nous servir de modele de régularité pour la fonction inconnue pu°.
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Risque minimax, Vitesse de convergence optimale € Estimateur oracle

Nous définissons le risque quadratique sur la classe de régularité ng (to,xo), pour un estimateur
N de p® construit a partir de XV par

R(ﬁN; S(fi’f (tov xo)) = sSup :R(to,ro) (ﬁNa ;U'b) .
(b’cvﬂo)esgjf(to,zo)

Dlapres (27)),
B 2(8N0)
~N , __2(Bro)
fR(N’/]_:g; ;SE,L(t()a:EO)) S N 2(BAo)+d 7
__(BAo)
ce qui signifie que la vitesse de convergence de 'estimateur ﬁ%fw est vév,o .= N 2(PRo)+d et sinous

B,0
choisissons un noyau K d’ordre o+ 1 = || + 2, nous obtenons alors, en notant h]BV = hév L8] +1°

28

R(y: 837 (t0.20)) S NP

. 3 s ~N N ._ N — N 28+d
et donc que la vitesse de convergence de I'estimateur ,uﬁg est vy =g 544 = N 26+d,

Ce résultat souleéve plusieurs questions. Peut-on améliorer cette vitesse de convergence en pre-
nant un autre estimateur que ﬁ%lN 7 Quel est la meilleure vitesse de convergence possible 7 Comment
B

choisir un estimateur si nous ne connaissons pas (a, 3) ?

Pour répondre a ces questions, nous introduisons la notion de risque minimaz sur la classe de
; s eafB .
régularité 87 (to, o) :

R* (8477 (to, z0)) = inf R(E™; 8377 (0, o)) .
I
ou I'infimum est pris sur les estimateurs i construits & partir de Xég . L’ estimateur oracle, i’¥-°racte,
sur S‘;f (to, zo), est défini par :

:R(ﬁN,oracle; ng (to, fL'O)) = R* (S(;:f (t(), J,'())) .

Dans la Section [7.3] du Chapitre 2, nous avons établi la borne inférieure suivante sur le risque
minimax.

Théoréme 77. Pour tous 5,L > 0, b € €, il existe une constante Cg r, > 0 telle que, pour N

assez grand,
_ 28
:R*(Sl?f(tova)) >CppN 28+d .

Cela implique que l’estimateur ﬁ%N atteint bien la wvitesse de convergence optimale minimax
s

B
vév’* ;= N 2P+d associée a la classe Sg’f(to,xo). Nous pouvons donc dire (qu’a une constante

pres) ﬁ%’N se comporte comme ’estimateur oracle.
8
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Cependant, en toute généralité, la régularité 5 de la solution ufo est inconnue, et donc ’estima-
teur oracle est lui-méme inconnu. Nous pouvons cependant espérer construire un estimateur 7%V
qui se comporte asymptotiquement presque de la méme maniere que lui, au sens ou

R(u"; ng(to, x9)) = R* (Sﬁf(to, o)) (1 +0(1)) ,

et ceci est I'objet de la section suivante.

Estimateur minimax adaptatif & Méthode de Goldenshluger-Lepski

Définition 78. Un estimateur i, construit a partir de XN, est dit adaptatif au sens minimax
sur {Sg‘f(to,a:o); a,B,L > 0,b € L’E} st pour tous a,B,L > 0,b € €&, il existe une constante
Ca.,B,6,L,(to,z0) > 0 tel que, pour N assez grand,

_ 28
R(E; 81 (t0, 20)) < Cagop,L(towe) N 2774 .

Pour construire un (presque) tel estimateur nous allons utiliser une variante de la méthode de
Goldenshluger-Lepski pour lestimation ponctuelle (voir les articles fondateurs de cette méthode
[87, B8, [8I], ainsi que [47]; la variante utilisée ici est celle introduite dans [27]) : cette méthode
adaptative va nous permettre de choisir une fenétre optimale, et ce uniquement a partir des données
XY, sans connaissance préalable sur la régularité de ) .

Dans toute la suite, nous supposons que le noyau K utilisé dans la définition de ﬁﬁ[ vérifie
I'Hypothese [64] et que H{ vérifie 'Hypothese

Définissons tout d’abord le biais a I’échelle h € HY de u au point (tg,zo) par :

By () (to, w0) == sup K (w0 — @) g,y (x)dx — py, (0)|- (28)

b <h,h/ €HN ’ R4
Nous avons alors
([, K = o) = sy o)) < B )t 0
Définissons a présent le prozy suivant pour la variance de notre estimateur
Vi = w1|K[5(log N)(NA?) ™, (29)

ou w; > 0 est un hyperparamétre a fixer de maniere préliminaire. Nous avons alors, d’apres la

P iti
roposition . , N
oy [( ] Kao =)ol = ) a) | S Vi

et finalement, pour tout h € HL,
:R(tmwo)(:a}]yhub) S 'Bily(:u)(tmxo)Q + VhN .

Il nous reste maintenant & choisir une fenétre optimale R, au sens ot elle vérifie une inégalité
oracle, c’est-a~dire que notre fenétre fait toujours aussi bien que l’oracle au sens :

Ritgao) (s 1) S E Rty (R 1)
1
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En réalité, notre estimateur va vérifier I’inégalité oracle approrimative suivante

1

Nous choisissons notre fenétre optimale A"V uniquement & partir des données X?g (et donc sans
rien savoir de la régularité de ,ufo) de la manieére suivante :

N e argmin (A} + V5), (30)
hedHlN

ot AV est une approximation du biais au carré de I'estimateur, et est définie par

N N 2
Ay = max {(Mfzv(toafo) — Fips (o, x0)) ™ — (V3 +VI]z\C)} )
h' <h,h! €HN +

ce qui revient donc & comparer deux-a-deux les estimateurs possibles {ﬁhN (to,xo); h € U'C{V }.
Notre estimateur de Goldenshluger-Lepski de pf (x¢) est alors

AL (to, o) == i (to, o) -

Remarque 79. Cet estimateur dépend du noyau K et de ’hyperparametre w;. En pratique,
I'hyperparametre w; doit étre réglé de maniére préliminaire par d’autres méthodes. De telles ap-
proches dans le contexte des méthodes de type Lepski ont été récemment introduites par Lacour
et al. [I17, 183]. Ce défaut est néanmoins commun & toutes les méthodes non-paramétriques qui
dépendent du choix d’une fenétre a partir des données.

Nous obtenons, comme annoncé ci-dessus, 1'inégalité oracle approximative suivante, qui permet
donc d’évaluer la performance de notre estimateur de pf (o).

Théoréme 80. Sous les Hypothéses et @, supposons que ﬁgL(tO,xo) est calibré avec wy >
16/{2_1,%3, alors il existe une constante Cy ¢ (1,,24) > 0 telle que, pour N assez grand, nous avons

:R(tmwo)(:agLvub) < Cb,K,(to,wo) hIélgi{nN (B;LV(M) (to, 1‘0)2 + Vflv)
1

Enfin, pour terminer notre étude de I'estimation non-paramétrique de u?, nous nous intéressons
a son estimation minimax adaptative dans les espaces de Holder. Nous obtenons la borne supérieure
adaptative suivante.

Théoréme 81. Prenons comme espace des fenétres

log N — 2log(log N) }
7 .
Pour tout b € €, st ﬂgL(to,mo) est construit a partir d’un noyau K vérifiant I’Hypothése et

d’ordre o + 1 > 1, alors, pour tous 3,L > 0, il existe une constante Cy k 3.1, (t0,20) > 0 telle que,
pour N assez grand, nous avons

J{{V::{e*k;lgkg

log N) 2(BNo)/(2(BNo)+d)

R(1ici, (to, o) ; ng(to,ﬂ?o)) < C,K.8,L,(to,x0) ( N
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Nous obtenons (& un terme logarithmique supplémentaire pres, conséquence du phénomeéne de
Lepski-Low, classique pour l'estimation ponctuelle, voir [127, [135]) le taux de convergence opti-
mal usuel N~(820)/((Bro)+d) Jrestimation de ,u?o (z9) comme une fonction de la variable d’état
d-dimensionnelle xg, pour un tg fixé, a partir d’un systéme de N particules 7.7.d. (Xtio)lgiSN de loi
ui’o (ce qui, rappelons-le, serait le cas de nos observations X,{g si b ne dépendait pas de la mesure)
et d’'un noyau d’ordre o 4+ 1. Ce taux de convergence ne dépend bien siir pas de la régularité de

t = pg (o).

Nous passons maintenant a l’estimation non-paramétrique de la fonction de drift b. Nous nous
appuierons pour cela sur les méthodes utilisées et les résultats obtenus dans la section précédente.
En particulier, toutes les remarques d’ordre général sur les estimateurs & noyaux que nous avons
faites précédemment s’appliqueront également mutatis mutandis dans la section qui suit.

3.3 Estimation non-paramétrique de b(-, -, 11’
Objectif principal & Quantification de la qualité des estimateurs

Nous voulons, pour tout (fg, o) € (0,T) x R?, estimer b(to, zo, ub,) € R? & partir des observa-
tions continues XN = (X)),c(0,77-

Remarque 82. C’est donc bien la fonction (t,z) € (0,7) x R + b(t, z, ub) que nous estimons, et
non pas la fonction globale (t,z,v) € (0,T) x R? x P1(RY) ~ b(t, 2, v), qui reste en toute généralité
inaccessible dans le cadre d’estimation considéré ici. Cependant, dans le cas particulier du modele
de Vlasov, pour lequel b(t, z,v) = b(z,v) = G(x) + F x v(x), nous pouvons obtenir une estimation
globale de la fonction (t,z,v) — b(t,x,v) : ceci sera l'objet de la Section (voir également le
Chapitre 2).

Soit (to,20) € (0,T) x R%. Pour un estimateur quelconque b de la fonction (¢, z) € (0,T) x
RY — b(t, z, ui’), construit & partir de XV, i.e. fonction mesurable de XV & valeurs dans R?, nous
définissons le risque quadratique ponctuel de bN en (tg,x¢), par

R(to,xo)(gN’ b(a a:ub)) = ]E]P’év [’ng(tOMxO) - b(toamOaM§0)|2:| .

Posons 7 : (t,z) € (0,T) x R? + b(t,z, ub)ub(z) € RY. Nous allons en fait commencer par
estimer 7°(ty, o), et nous évaluerons la qualité de notre estimateur de la maniére suivante. Pour
un estimateur quelconque 7 de la fonction 7, construit & partir de XV, nous définissons le risque
quadratique ponctuel de T en (to, ), par

~ ~ 2
:R(towo)(ﬂ-N”n—b) = E]P’bN [|7TN(t07=TO) - 7Tb(t07x0)| } .
Estimateurs a noyaux

Estimateurs a noyaux de 7°(tg, )

Parmi la classe des estimateurs 7V (to, o) de ﬂb(to,mo) construits a partir de X nous nous
intéressons plus particulierement a la famille des estimateurs a noyaux

{7h (to,0) ; h = (h1,ha) € Ha}, Hy C (0,1) x (0,1),
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ol
T (to, o) = / (H @ K)p(to — t, x0 — x)n' (dt, dx) (31)
[0,T] xR
N .
est défini & laide de 7™ (dt,dxr) = %ZdXZéXz (dz), qui est caractérisé par son action sur les
i=1

fonctions tests ® : [0,7] x R? — R :

N
D(t (dt, dx) (t, X})dX}
/[O,T]de (t,z)r” =) Z/ b

et a l'aide d’un noyau tensoriel
(H® K)p : (t,2) € (0,T) x R v Hy, (t)Kp,(2) ,

qui est constitué d’un noyau temporel H : (0,7) — R i.e. tel que fo t)dt = 1, et d’un noyau
d’espace K : R? — R i.e. tel que Jpa K (z)dz = 1, et pour lequels

t
Hy, (t) := hy 'H (o~

hl),Khz( ) = hy 'K (

)
Estimateurs a noyaur de b(to,xo,,ufo)

Parmi la classe des estimateurs bV (to, o) de b(to, zo, ufo) construits & partir de XV, nous nous
intéressons plus particulierement a la famille des estimateurs a noyaux

(0N (to,20)w 3 h € Hy, b= (hy,ha) € Ha}, 3 C (0,1),Ha € (0,1) x (0,1) , > 0,
définis de la maniere suivante :

h (to, Zo)

N, (¢ , T =
nafo 20) il (to,zo) Vo’

ou w > 0 est un hyperparamétre de seuil qui empéche I'estimateur d’exploser pour de petites va-

leurs de 1Y (to, xo).

Notre estimateur de b(to, zo, 117, ) est donc un estimateur quotient, de w°(to, z0) = b(to, o, uf, )uf, (o)
par ,ut (z9), tout a fait dans lesprit des estimateurs de type Nadaraya- Watson pour la régression

[157]. Et nous allons voir dans la section suivante pourquoi la performance de notre estimateur de

b(to, o, ufo) va donc étre de I'ordre de la pire performance entre ’estimateur de ,ufo (x0) et celui

de 7 (tg, o).

Décomposition du risque quadratique ponctuel pour ’estimation de b(-, -, %)

Soit (tg, o) € (0,T) x R%, (h,h) € Hy x Ha, et R, Ry, Ry > 0 tel que [Ry, Rz] C (0,T). D’aprés
le Théoréme [25, nous savons que u” est localement bornée autour de (tg, ) :

. b b
< inf pe () < sup pi(r) < k3.
t€[Ry, Rol,|z—a0|<R t€[R1,Ra),|lz—0|<R
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En utilisant la décomposition suivante,

Bt 20) bl o, i) = 00t (0) ~ B (fo,20) V) (R (fo, ) — b 20) iy (o)
’ ’ p, (zo) iy (to, zo) V @ 1y (o) g (to, zo) V @

nous obtenons, dés que w < Ky,

‘Bﬁf,h(to,mo)w — b(thx()nu?O)‘ < ‘ﬁflv(towo) - M?O(l’o)! + |%;J¥(t07330) - Wb(ﬁo,l’o)| ;

et donc, comme nous pouvions le supposer,
N b ~N b ~N _b
R(to,ro)(bh,h s b('7 S )) S :R(tg,a:o)(lu/h , ) + :R(to,zg)(ﬂ-h y T ) .

Etant donné que nous connaissons déja l'ordre de .’R(to’mo)(ﬁhN , %), il nous reste & étudier le terme
Rt z0) (Th 7°).

Décomposition du risque quadratique ponctuel pour ’estimation de 7°
Pour tout (tg,z0) € (0,T) x R, h € Hy, comme par définition,
~ ~ 2
:R(to,xo)(ﬂibvvﬂ-b) = ]ElP’bN |:|7T£Lv(t0,1'0) - Wb(thxO)} :| 5
nous utilisons la décomposition biais-variance approxrimative suivante
T 2
Rt0,00) (TN 1) S By H / / (H ® K)n(to — t, 30 — x) (™ (dt, dz) — (¢, x)da:dt)‘ }
o Jrd
T 2
+ ’ / / (H® K)p(to — t,x0 — x)m°(t, z)dzdt — Wb(to,xo)‘
0o Jrd

Nous appelons terme de biais (au carré) le terme

2
|

T
\ / / (H® K)n(to — t, 20 — 2)7°(t, )dadt — 7°(to, z0)
0 Rd

et terme de wvariance le terme
’ 2
Epy H / / (H ® K)n(to — t,x0 — ) (x™ (dt, dx) — wb(t,a:)dxdt)‘ } :
b 0 JRd

Comme précédemment pour I'estimation de ufm (z0), cette nomenclature est inexacte formellement
mais nous la gardons par habitude statistique, et nous traitons ces deux termes séparément.

Dans toute la suite, nous ferons les hypotheses suivantes sur les noyaux H et K :

Hypothése 83. H (resp. K) est borné et a support compact dans (0,T) (resp. R?).

Terme de variance
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Pour traiter ce terme, nous le redécomposons d’abord de la maniére suivante :
T 2
Ery | / / (H @ K)n(to — t, 70 — 2)(x™ (dt, dr) — n*(t, x) )| |
b 0 JRd
T 2
S El| [ ] e Bt -t — ot a i) ud - ) o)
T 2
B | [ @ Kntto = too = ) (t.1aY) =it ()t
0
!

2
Premier terme : Epy H fOT Jpa(H @ K)p(to — t,zo — 2)b(t, z, ud) (ud — ,u?)(dx)dt‘ }

N T
1 i i i,b
+ Epy H* E._l /0 (H® K)n(to — t,z0 — X})o(t, X{)dB;

Ce premier terme se traite de la méme maniére que le terme de variance dans la décomposition du
risque quadratique de ﬂﬁ(to,xo), en utilisant l'inégalité de concentration de type Bernstein plus
générale suivante que nous avons établie dans [65] (nous y reviendrons dans la Section |3.6)) :

Théoréme 84. Il existe k1 = K1(b), k2 = K2(b) > 0, tel que pour toute mesure de probabilité p(dt)
sur [0,T] et toute fonction bornée ® : [0,T] x RY — R,

N 22

Py D(t N—pb)(d dt) > z) < - >0.
V(2D 2R 2 =) < e (rap )22

L2 (day@p(ar)) T |Bloo?

Remarque 85. Nous en déduisons bien le Théoréeme pour ¢y € (0,7T) quelconque en prenant
p(dt) := 04y (dt), et @ : (t,x) € [0,T] x R? +— ¢(x) € R bornée.

Nous appliquons le Théoréme a la mesure de probabilité p(dt) = T _1Il[0’T] (t)dt et, pour
1 <k <d, a la fonction

O(t,z) == +(H @ K)p(to — t,z0 — ) b*(t, 2, u2) .

En utilisant le fait que p® et b sont bornées localement d’apres le Théoréme et comme H et K
sont supposées bornées et a supports compacts (respectivement supp(H) et supp(K')), nous avons

@[ < (1hg) " H @ Kook
|@|iz(ug(dx)®p(dt)) < (hahg)'T7HH © K[3r3ks

avec k5 = ks (o, supp(K), b), k3 = k3(to, xo,supp(H ), supp(K), b). Cela donne donc

T 2
B || [ [0 @ Kontto o =)t i o = )t |
0
> HQT_lN}hth
< | 2d (— )d
_/0 K1 eXp 53/{§|H®K|%+H5‘H®K|mzl/2 z
KZQT_lNhlhg -1 /igT_lNhlhg —2
< e T -2 e T2
Nlﬁmax((ngnaH@K@) ’(/{5|H®K|Oo) )
< (Nhahg) ™' 4 (Nhohg) =2 .
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2
Deuziéme terme : Epn H fOT Jpa(H @ K)p(to — t,20 — x) (b(t, , pnf ) — b(t,z,uf))ufv(dx)dt‘ }

Pour traiter ce terme, nous séparons, grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la partie en (H ®
K)n(to —t,m9 — ) et la partie en b(t, z, ul¥) — b(t, z, ub). Le deuxiéme terme est donc inférieur &

Epy [(/OT /]Rd |(H ® K)n(to —t, @0 — I)F“év(dz)dt)?] "

x Epy [(/OT /Rd lb(t, 2, 1) — b(f,w7u’£)|2uiv(d$)dt)2]

1/2

D’une part, en décomposant pl¥ en ul + (ul¥ — pul) et en utilisant les mémes techniques que
précédemment, nous montrons que

T 211/2
Epiv[(/ / ((H K )n(to—t, zo—) 2u (dw)dt) | S (hahg) ™ 4N "2 (hahd) /24N (hah) .
0 R

D’autre part, par symétrie du systéme de particules,
g N by|2, N 211/2 N N N by A2
B [ 10t bt P ayae) T 5 sup B[ttt XY ]
€10,

S 1/2
S (N2 [ s B (XY ) < b XY )| 2 0 ) SN
kg N =2 t€[0,T]

oll nous avons utilisé I'inégalité de déviation suivante sur [b(t, X}, ufY) — b(t, XV, uf)|, prouvée

dans [65] (voir également le Chapitre 2) :
Lemme 86. Il existe kg = kg(b), ky = k7(b), ks = kg(b) > 0 tel que, pour N assez grand

( k7 Nu?

sup Pl])V(w(thtNa//‘iN)_b(taXthﬂ?” ZU) < Kg €Xp —m

) Su > /<;8N_1/2 .
t€(0,T]

Nous obtenons finalement ’inégalité suivante sur le deuxiéme terme :

ey | | ' [0 Bt = oo =) bt ) = bt )i (o]

< (Nhhd) ™'+ (Nhy hd) =32 4 (Nhyhd) 72

]

Enfin, ce troisieme et dernier terme étant plus petit, & une constante multiplicative pres, que

Troisiéme terme : Epy H% Zfil fOT(H ® K)n(to —t,x0 — X})o(t, Xi)dBi®

T
N By [ [ 10 Bontto — b0 — )P ds)ar]

en décomposant comme ci-dessus p¥ en p? + (ul¥ — p?), nous trouvons que

2
| S (VR (VR RG) T (N )2

N T
1 i i\ R
EP?HN 2_1/0 (HRK )R (to—t, xo—X)o(t, XI)dB}"®
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Conclusion pour le terme de variance

En additionnant les majorations des trois termes composant la variance, nous obtenons

! 2
Epy H / / (H @ K)n(to — t,zo — x) (7N (dt,dz) — °(t, a:)dxdt)‘ }
* o Jra
< (Nhihg) ™ + (Nhihg)™3/2 + (Nhyhg) 2 .

Nous nous laissons a présent la possibilité de choisir un ensemble de fenétres dépendant de N
et nous le notons 32. Nous ferons I’hypothése supplémentaire suivante :

Hypothése 87.
Hy C (N7 (log N (log N) 2] x [(N™ ! (log N)*)/ @D 1] et Card(H5) S N -
Remarque 88. Cela implique donc que, pour b = (hy, ho) € HY, (Nhih$)~ < 1.

Proposition 89. Sous les Hypothéses [83 et[57,

EMVH/OT /}Rd(H®K)h(to —t, 20 — z) (" (dt, dz) —wb(t,x)dxdt)m < (Nmhd)™l.  (32)

Passons maintenant au terme de biais (au carré)

T 2
\ / / (H® K)n(to — t, 20 — 2)7°(t, )dadt — 7°(to, zo)
0 Rd

Terme de biais

Ce terme se traite de la méme maniére que le terme de biais de u®, via la régularité hélderienne
locale de 7° dans un voisinage de (to, z¢). Etant donné que, pour tout h = (hy, hy) € Ha, nous
disposons de la décomposition

T
‘/ / (H®K)h(t0—t,$0—J})ﬂ'b(t,l‘)dlﬁdt—ﬂb(to,l‘o)’
0o Jre
T
< [ 1G] [ ) (10— has,m — hay) = 710, 0 — hay) |y
R 0
T

s [HO| [ K@) 00— hag) — 7 t0,0)) o ds
0 R4

nous avons le résultat suivant.

Proposition 90. Supposons que 7° € H*P(tg,x0), pour certains o, 8 > 0, et que H (resp. K ) est
un noyau d’ordre o +1 € N* (resp. o +1 € N*). Soit h = (hy, h2) € Hy. Alors

T
| /O /R (H® Kty 70 — o) (1, a)dwdt — (1o, 0)| £ WM 4 Ao

Risque quadratique
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En regroupant les résultats des Propositions [89| et nous obtenons la borne supérieure suivante
sur le risque quadratique de 75 en (to, xo).

Proposition 91. Sous les Hypotheéses et st H (resp. K ) est un noyau d’ordre oy +1 € N*
(resp. ok +1 € N*), et ¥ € H¥P(tg,x0), pour certains a, 3 > 0, alors pour tout h € HY,

R(to,lo)(ﬁh ) ) S hBAOH + hﬁ/\OK + (Nhlhd)

et Uinfimum du terme de droite étant atteint en

~N —1/(2(BAox ) +d+ 202K —1/(2(anom)+1+d 202k
a.B,0m,0x " (hl a3, 0H70K7h2 a,p, OH,OK) ( /( or) anoH ) N /( anon ﬂAOK)) s
qui est dans HY pour N assez grand, nous avons
7 25,1(0(,,3,01.1,0}()
inf :R(to,Io)(ﬂ-hv ) < :R(to a;o)(ﬁ’]yN R b) 5 N 2sa(a,B0m,0x)+1 , (33)

hGiHN has, OH 0K

, -1
ot sa(a, B, 0m,0K) = (5 + B/\doK) -

Risque quadratique ponctuel pour ’estimation de b(-, -, u%)

Maintenant que nous avons majoré le risque quadratique pour I'estimation de 7, il nous reste
a majorer le risque quadratique pour l’estimation de b(-, -, u?).

Proposition 92. Sous les Hypothéses [64, [67[83, et si nous supposons que l’estimateur de
1y, (z0) est construit a Uaide d’un noyau d’ordre o+ 1 > 1, et que Uestimateur de 7°(to, o) est
construit a 'aide de noyauzr d’ordre o + 1,05 +1> 1, et que de plus pb, 7° € H¥P(ty,x0), alors
nous avons, pour tout (h,h) € HY x HY

:R(to,azo) ( th,h, ) b(7 Y .U’b)) /S :R(to,wo) (ﬂ}12[7 .ub) + :R(to,;vo)(%ljyv ﬂ'b)
< WA 4 (NRT) =L 4 BYNH 4 WSRO 4 (Nhyhg)

Finalement,
inf Rizo 2wy (BN, 0(, - 12)) < inf Ry oy (BN, 1)+ inf Ry ooy (7Y, 70,
(hoh)EHN x Y (to, 0)( h,h ( ,u)) ~ heHN (to, o)(:uh 1% ) ety (to, o)( h )

et, pour N assez grand,

:R(tg,l(])( N ~N ) b(a ) Hb)) 5 :R(to,wo) (ﬁ%fzv s K ) + fR(to,Lo)(W’\N ) 7rb)
BO’ a,B,0 0K B,0 aBoH oK
2(BNo) 254 (e, B3,0H,0K)

< N 20A0)+d 4 N Zsa(afomox)+1 |

Risque minimax sur les classes de Hoélder

Soient deux réels a, 3 > 0. Nous utiliserons comme modeles de régularité pour 7° et b(-, -, u?),
la classe

g (t0, 7o) == 8¢ (t0, 70) [ ) D (to, 70)
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et, pour L, L’ > 0, Dellipsoide

H?:L,L/(to, xg) = ng (to, o) m D‘;‘f, (to, o) »

ou nous avons adopté les notations suivantes :

'Dg’ﬁ(to, 1‘0) = {(b, c, /,60) € ‘I([])

) b(’ aIU/b) € :H:a,ﬁ(toaxo)} 5
D/ (to,0) == {(byesp10) € T(0) 5 (b0 s 1) gty ) < L' -

également que ° € HP (tg, 7).

Remarque 93. Etant donné que la condition (b, ¢, ug) € Hg’ﬁ (to, wo) entraine que u’ et b(-, -, ub)
sont dans H*P(tg, xg), et étant donné que par définition 7°(¢, z) = b(t, z, u?)ub(z), cela implique

Risque minimax, Vitesse de convergence optimale & Estimateur oracle
Nous définissons le risque quadratique sur la classe de régularité Hﬁy’f’y(to,iﬁo) pour un esti-
mateur bY de b(-, -, u?) construit a partir de XV par

fR(gN3 Hgf,y (tvaUO)) =

sup jQ(to,aco)(bN ) b(a Bl Mb)) .
(b.c.po)€TIY Y (to,0)
D’apres la Proposition [92]
=R 2(BNo)
R(b]/YN ~N 5 B
hB,O’havﬁ»OHvOK

B _ _2sa4(a,8,01,0K)
s My 1o (to, 20)) SN 2(8A)+d 4 N 2salefomon)+1
ce qui signifie que la vitesse de convergence de Iestimateur Y

N SN est

B,0"" o, B0, 0K
__2(Bno) __2saq(a,8,01,0K)
= N 2Bro)+d 4 N 2sa(.B,om,0x)+1
et, si nous choisissons un noyau d’ordre o + 1

d’ordres respectifs oy +1 = |a| +2 et og + 1
alors, en notant

a,$3,0,01,0K *

| 3] + 2 pour l'estimation de u’, et des noyaux
= |B] + 2 pour l'estimation de 7°, nous obtenons
~ ~ ~N ~N
N ._TN
hg = hg 1541 5
que

hop="haop a)+1, 18141 5

N . 7B _ 28 _ 220
:R(b/ﬁg,;;zﬁ ; Hb,L,L/(t()’xO)) 5 N2+ 4+ N 2sq(aB)+1 ,
ou sq(a, B) = sq(o, B, o) + 1, 8] +1) = (i + %)71 est la régularité effective anisotrope. Or
26 _ AP 254(a,8)
36+ — 3(2)-1F1 = Zsa(a,f)+1 donc
N __2sgq(a,B)
:R(bQN ~N H:’f L/(to,.’to)) 5 N
}LB ’h(x,B ey

TalePrT
et la vitesse de convergence de l’estimateur by v est donc

B b s

N N _ 2s4(a,B)
- — PIFICHOES!
Va6 = Va,8,8)+1,la)+1,[8]+1 = IV > :
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Comme lors de 'estimation de p?, ce résultat souléve plusieurs questions. Peut-on améliorer ce

taux de convergence en prenant un autre estimateur que bﬁN ~~ ! Quel est la meilleure vitesse
hY h
B, B
de convergence possible 7 Comment choisir un estimateur si nous ne connaissons pas (a, 3) ?

Pour répondre & ces questions, nous introduisons, comme lors de I’estimation de p?, la notion
de risque minimax sur la classe de régularité H‘;’f,p (to, o) :

R* (g7 1 (to, w0)) := inf R(BVSTI7 1 (to, 70))

bN

ou linfimum est pris sur les estimateurs de b(-,-, u?) construits & partir de XV = (X}¥),c(0,7).

L’estimateur oracle, EN’OraCIe, sur Hg,’ﬁy (to,xo0), est défini par :
RO 97 ) (to, w0)) = R (1057 1 (fo, o)) -

Dans la Section du Chapitre 2, nous avons établi la borne inférieure suivante sur le risque
minimax.

Théoréme 94. Pour tous a, 5,L, L' > 0,b € &, il existe une constante Co g 1,176 > 0 telle que,

pour N assez grand,
8 __2s4(,B)
(0%
R* (I, 1 (to,20)) > Caporre N 25a(@R+L

Cela implique que l’estimateur bﬁN .~ atteint bien la vitesse de convergence optimale mini-
hY b
B, B
N sd(a,B) P
K N 2 , 1 ibde 3 a, : '
maz v,y = N 2sa(@f)+1 gssociée & la classe HB’L’L, (to, o). Nous pouvons donc dire (qu’a une

~

constante pres) bj,\fN ~~ se comporte comme l'estimateur oracle. Cependant, en toute généralité,
g a,p
la régularité (a, 3) de la fonction b(-,-, u%) est inconnue, et donc I'estimateur oracle est lui-méme

inconnu. Nous pouvons cependant espérer construire un estimateur b qui se comporte asympto-
tiquement presque de la méme maniére que lui, au sens ou :

ROV 07 1 (b, w0)) = R (T3 1, (Fo, 70)) (14 (1))

et ceci est I'objet de la section suivante.

Estimateur minimax adaptatif & Méthode de Goldenshluger-Lepski

Définition 95. Un estimateur EN, construit a partir de XN, est dit adaptatif au sens minimaz sur
{H;{)ZB"L/(tO»CEO); a,B,L, L' > 0,b € €} si pour tous o, 3, L, L' > 0,b € €, il existe une constante
Ca,8,6,0,10 > 0 telle que, pour N assez grand,

_ __2s4(,B)
R(OV; TMg] 1 (to, 20)) < Cappr,pe N 2a(@HT

Pour construire un (presque) tel estimateur nous allons utiliser, pour le choix d’une fenétre opti-

male dans le cadre de I'estimation de 7°(to, 2¢), la méme variante de la méthode de Goldenshluger-
Lepski pour l’estimation ponctuelle que celle utilisée précédemment pour estimer ui’o (z9) : cette
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méthode adaptative va nous permettre de choisir une fenétre optimale, et ce uniquement a par-
tir des données XV sans connaissance préalable sur la régularité de 7°. Nous allons également
réutiliser Pestimateur iy (to, zo) de pb (xo).

Dans toute la suite, nous supposons que les noyaux H et K utilisés dans la définition de 7?,];’
vérifient I'Hypothese [83] et que HL vérifie 'Hypothese De plus, nous supposons que

Hypothése 96. Y est muni d’une relation d’ordre =< tel que pour tous h,h’ € KLY, ou bien
h < h', ou bien K’ < h.

Définissons tout d’abord le biais a ’échelle h € H5 de 7° au point (ty, o) par :
T
BN (70 (to, x0) == sup ‘ / / (H® K)p(to — t,xo — )7’ (t, z)dadt — 7°(to, z0)|. (34)
h'<h,hexy ' Jo JRd

Nous avons alors

T 2
’ / / (H X K)h(to — t71'0 — m)wb(t,x)dxdt — ’/Tb(t(),l'o) S Bg(’ﬂ'b)(to,xo) .
0 R4

Définissons a présent le prozy suivant pour la variance de notre estimateur
Vi = wo|H @ K|3(log N)(Nhih§) ™, (35)
ou wo > 0 est un hyperparamétre a fixer de maniere préliminaire. Nous avons alors, d’apres la

Proposition [89]

T 2
Epy H / / (H & K)n(to — t, 30 — o) (7 (dt, dz) — wb(t,x)dxdt)‘ ] < VN
0o Jre
et finalement, pour tout h € HZ,
Rto o) (Th 1) < By (1°)(to, w0)? + Vi,
ce qui entraine également globalement que, pour tout (h,h) € HY x HY,

R(tn,mo)(/l;hN,h’ b(-, -,uf’)) S (szv(ﬂb)(towo)z + Vﬁv) + (Bg(ﬂb)(tovxoy +V;1¥) .

~N
Il nous reste maintenant & choisir une fenétre optimale h € HLY, au sens ou elle vérifie une
inégalité oracle, c’est-a-dire que notre fenétre fait toujours aussi bien que l’oracle au sens :

~ b . ~ b
:R(to,aco)(7'%_,(]}[1\’77'r ) SJ hggl\’ :R(tg,aro)(ﬂ—ljja ™ ) .

En réalité, notre estimateur va vérifier 1’inégalité oracle approrimative suivante

R(to,ro)(%gNy ’]Tb) < hiergN <3g(ﬁ)(to,xo)2 + V’Z:f) .

2

Nous choisissons notre fenétre optimale uniquement & partir des données XV (et donc sans rien
savoir de la régularité de 7°) de la maniére suivante :
h' € argmin(A} +Vy), (36)
hedy
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ou Aﬁ est une approximation du biais au carré de ’estimateur, et est définie par

AN .= max {%Nt,x — 7 (to, x 2—VN—i-VN/} ,
h |7 (o, 20) = Fni (to, 20)[” = (Vi + Vi)

ce qui revient donc & comparer deux-a-deux les estimateurs possibles {%,]:7 (to, o) ; h € HY } de
b
7w (to, To)-

Notre estimateur de Goldenshluger-Lepski de 7°(to, xo) est alors
%gL(th $0) = %/]’;VN (to, $0) .

Remarque 97. Cet estimateur dépend des noyaux H et K et de I’hyperparametre ws. En pra-
tique, comme I’hyperparameétre c; pour Uestimation de p®, 'hyperparametre sy doit étre réglé
de manieére préliminaire par d’autres méthodes.

Nous obtenons, comme annoncé ci-dessus, 1'inégalité oracle approximative suivante, qui nous
permet donc d’évaluer la performance de notre estimateur de 7°(tg, zo).

Théoréme 98. Sous les Hypothéses et@ si TN (to, xo) est calibré avec
wy > 12dk3 max(12Tky ' w2, 25|Tr(c)|oo)

il existe une constante Cy p r¢ (t,24) > 0 telle que, pour N assez grand, nous avons

R(to ) FELs T) < Co, ¢, (10,20) hfélji?]\, (BR () (to, m0)® + Vi ).
2

Enfin, 'estimateur de Goldenshluger-Lepski de b(to, 2o, iz, ) construit & partir des données XV
est alors
ﬂ-%\,N (t07 Z‘[))

b (to, x0) =Y, (t0, 20)er = (37)

fign (to, z0) V@’

ou le seuil w > 0 est un hyperparametre a calibrer. Et nous obtenons I'inégalité oracle approxima-
tive suivante, qui nous permet d’évaluer la qualité de notre estimateur de b(to, o, pi’o).

Théoréme 99. Sous les Hypothéses @ et@ st ﬂgL (to, o) et %gL(tm xo) sont calibrés
respectivement avec

@y > 16k; 'k , wo > 12dkg max (12T k5 ' K2, 25|Tr(¢)|0o) 5

et si de plus @ < k4, alors il existe une constante Cy g, 1 K, (t9,20) > 0, 0U Ko est le noyau utilisé
pour construire ,ugL(to,xo), telle que, pour N assez grand, nous avons

iR(to,zo) ( bgL7 b(7 Y H’b)) S jz(to,wo) (ﬂgL7 ,ub) + :R(to,wo) (%gLa 7Tb)
< Cb, Ko, H, K, (to,z0)

x ( min, (B (1)(to,20)* + VA) + min_ (BY (m)(to,20)* + Vi) )
heg! he3)
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Enfin, pour terminer notre étude de l’estimation non-paramétrique de 7° et b(-, -, u*), nous nous
intéressons a leur estimation minimax adaptative dans les espaces de Hélder.

Dans cette derniére partie, nous ferons ’hypothése suivante sur («, ).

Hypothese 100. « est une fonction croissante de 3, telle que la fonction 8 — % est décroissante
sur R* .
+

Remarque 101. Ceci est bien le cas lorsque « dépend affinement de 3, par exemple lorsque o« =

[N]jes

one SN ~'(k/log N) -1 N 1 _sa(a(B).f)
Posons § kEN**—)Wk, et Bk =g (k’/lOgN), oug.ﬁl—)Bm,et
prenons comme espace des fenétres

log (N/(log N')?)
d+1 ’

log (N/(log N)Q)
< &N <
2loglog N < oV (ks) < . }

HY = {(e*kl,e*’fz) k= 0N (ko) 1 < ko <

Nous définissons un ordre < sur 32 par :
ho= (b, ha) < B = (B ) si b (k)" Oh) 4 ha(ha) e < (k)78 4 (k)5 (389)

ot h = (hy,ha) = (h1(ka), ha(ka)) = (e"SN(’“Z),e*’W) et de méme pour h’. Le fait que h < h’ se
raméne alors & la seule condition ko > kb.

Nous obtenons la borne supérieure adaptative minimax suivante pour I'estimation de 7°(tg, x).

Théoreme 102. Pour tout b € &, si %évL(tm xo) est construit a partir de noyaux H et K d’ordres
respectifs og + 1,0 +1 > 1 et vérifiant I’Hypothese et est calibré avec

wy > 12drz max(12Tky k2, 25|Tr(¢)|0o)

alors pour tous o, 3, L, L' > 0, il existe une constante Cy 5 i a.8,L,1/,(to,z0) > 0 telle que, pour N
assez grand, nous avons

2s 4(a,B8,0,0K)
10gN> 25 4(c,B,0,0K)+1

R(FEL (o, x0) s T} 1 (t0,%0)) < Coo 1 K.0,8,L, 1 (10 0) ( N

)

) _ 1 d \~1
ou Sd(aMB?OH?OK) - (Oé/\OH + ,B/\OK) :
Enfin, nous obtenons la borne supérieure adaptative minimax suivante pour 'estimation de
b
b(thx07/’[/t0)'

Théoréme 103. Prenons HY et HY des espaces de fenétres définis comme lors de la construction
de 1181 (to, o) et 78 (to, o). Pour tout b € €, si iy (to,x0) (resp. 7N (to,x0)) est construit a
partir d’un noyau Ky d’ordre o+ 1 > 1 vérifiant Z’Hypothése (resp. de noyaux H et K d’ordres
og + 1,0 + 1> 1 vérifiant l’Hypothése et est calibré avec

wy > 16k; "k (resp. wy > 12dk3 max(12T551n§,25|Tr(c)|oo)) ,

69



INTRODUCTION 3. OBJECTIFS STATISTIQUES & RESULTATS OBTENUS

et s1 de plus w < k4, alors, pour tous o, B, L, L' > 0, il existe une constante

Co, Ko, H,K,0,8,L,L",(t0,z0) > 0

telle que, pour N assez grand, nous avons

R(by (to, x0) ; Hﬁ‘f,y (t0,20)) <Ch, Ko, H,K.00,8,L,1" (to.z0)

b

( (log N) 2800/ CER+D) (logN) P
N N

ce qui entraine, si tous les noyaux sont du méme ordre o+ 1 > 1, que

10 N 2(ale+[3;l\a)_1
g )2(04%0*[1%0)71*1
N

)

iR( bgL(th CEO) ) Hgf,L’ (t07 xo)) < Ch,K07H,K7a7ﬂ7L7L’7(t0,370) (

et donc, pour og := ﬁ,

2(sq(e,B)Nog)
logN) 2(sq(o,B)Aog)+1
N .

Ce dernier théoréme montre bien qu’estimer b(tg, xo, ufo) a la méme complexité qu’estimer d
fonctions de 1 + d variables en temps et espace : chaque composante t +— b¥(t,x, ;) étant de
régularité «, et chaque composante z¢ — b*(t, (z',... 2% ..., 2%), ;) étant de régularité 3 pour
¢=1,...,d, cela revient & estimer la fonction (t,x) + b*(t, 2, u?) de 1 + d variables de régularité
anisotrope («, 3,..., ). Nous retrouvons donc bien la vitesse de convergence minimax anisotrope

usuelle, pour la régularité effective sq(c, 3), qui est reliée & la moyenne harmonique de (a, 8, ..., 3).

R@gL(tOJUO) ; Hﬁ,’g,y(to,mo)) S (

3.4 Comparaison : paramétrique ou non-paramétrique ?

Tout au long de cette theése, nous avons suivi le fil conducteur suivant : comment, a partir de
'observation du systéme de particules en interaction XV, estimer u® = §(b, c, o) et b, -, uf’) ?

Or, si nous considérons que p € {8(bo(9; ), ¢, po) ; ¥ € ©} ol O est un sous-ensemble compact
de RP, by est connu & 9 prés, ¢ et gy sont connus, alors = p’o = S(bo (903 ), ¢, ;Lo) pour un certain
Yo € O, et donc théoriquement, grace aux résultats vus dans le cadre paramétrique, nous pourrions
prendre comme estimateur de ,ub, au point (g, zo),

//J’\N’mle(tOV $0) = S(bo(@N)mle; ')a & /~L0) (tO, 1’0) ;

3 N,mle
N,mle( 1 ( O) .

to, o) = fuy,
Remarque 104. Dans les faits, 'application 8§ agit le plus souvent comme une application in-
connue, une sorte de boite noire, et nous ne pouvons alors pas construire de maniere effective un
estimateur ainsi. Cependant, il existe quelques cas particuliers ou 'application § est explicite, et
ce sont ces cas particuliers que nous considérons ici.

ot ¥ NVle est Iestimateur du maximum de vraisemblance de ¥, et donc i

Nous pouvons nous demander s’il serait ainsi possible d’améliorer la précision de notre esti-
mation de u?o (x0) par rapport au taux de convergence obtenu & l'aide de notre estimateur non-

paramétrique N (to, o). Etudions pour cela le risque quadratique de ™™ (¢, x0).
hN

Dans toute cette section, nous nous placons sous ’hypothese suivante.
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Hypothése 105. ¥ — u?(x) est €1 sur Uintérieur de ©, uniformément par rapport a (t, ).

Nous avons

EPN “ lee(thxO) 7[[11;900($0)| EPN |/ v ,uﬂo-l-)\(ﬂNnne 790)( ).(1’9\N,m1e7190) d>\|2:|
SEPQI [’{9\N,m1e_190|4}1/2
0

3N,mle 1/2
X Epn [ sup ’V@/f?ﬁ)‘w ﬁo)(xo)‘ﬂ

%o L xe[o,1]
SN Ig(0o)| Sup\VﬂMto (zo)l ,

d’ou )
:R(t(),ib() ( N,mle M ) EPN |:’MN mle t 7330) _Mfoo(xo)’ i| 5N_1

. _ . o _ 28
et nous obtenons ainsi un taux de convergence de N~!, ce qui améliore le taux N~ 27+d obtenu
dans le cadre non-paramétrique (rappelons que 8 désigne ici la régularité holderienne de uﬂo en x
dans un voisinage de ).

Passons maintenant & Pestimation de b(tg, o, ,ugo) = bo(Jo; to, o, pfo"). Nous pouvons utiliser
comme estimateur théorique

BN (40 20) = by (§N7mle; to, o, 1N ™ (t0,)) ,
qui comporte le risque quadratique suivant :
Rto,a0) (ZN’mle(to, 20),b(-, -, 1)) = EP{% [|bo (5N’mle;to, o, 1™ (to, ) — bo(ﬂo;to,xo,ufoo) ﬂ
S Eey | b0 (@Y™ to, o, 1N b0, ) — bo (TN to, w0, i) ||
+ Epy [|bo(3N’mle;t07xovuf§) - bowosto’xo’ﬂfoo)ﬂ
S Eey [Wi(@¥™(to, ), Hie)?]
+Epy [0 90| ] (14 [ol*"* +may, (1)) -

9 3 N,mle

Enfin, comme ™™ (ty, ) = i, (+), nous avons, d’apres le Théoréme

Wi (@Y™ (b, ), agg) S 10—l

~ 2 _
IR(to,mo) @N’mle(tm ‘T'0)7 b(7 5 p“b)) 5 EIF’Q’O [ |,L9N,mle - 190’ ] S N ! ’
. . . ’1: —725‘1(&’/3)
et nous obtenons ainsi un taux de convergence de N1, ce qui améliore le taux N 2:a(@:A+T obtenu
dans le cadre non-paramétrique (rappelons que (c, ) désigne ici la régularité holderienne de ¥
en (t,x) dans un voisinage de (to, o) et que Sd(; 5= a 14 ﬁ)

Dans une derniére section, nous présentons une méthode proposée dans l'article [65] pour esti-
mer le noyau d’interaction dans le cadre non-paramétrique, lorsque la fonction de drift vérifie une
relation de type Vlasov.
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3.5 Estimation du noyau d’interaction dans le cadre non-paramétrique

Nous nous plagons ici dans le cadre dit de Viasov (voir [I73]) avec un drift homogéne en temps
et une diffusion constante :

b(t,z,v) = b(z,v) = /

Rd

b(z,y)v(dy), ol Z(ac, y)=F(z —y)+ G(z), z,yeR?,

o(t,z) =0lg,0 >0.

Nous noterons ici PY = Pé\} G)» 1 & la place de 1P, et nous ferons dans toute la suite de cette
section I’hypothese d’intégrabilité suivante :

Hypothése 106. F € L}(RY), G € L*(RY) N L*(RY)
Comme la fonction de drift se réécrit dans ce cadre

B(t,x) = bz, u) = G(x) + F x pe(x), (39)
I'EDP se réécrit

{ Oy = G Apy — div((G + F % i)y 5 (t,2) € (0,T) x R,
Hjt=0 = Mo -

et 'EDS se réécrit
dX} = G(X})dt + N~V S0 F(X} — X])dt + 0dB}, 1<i< N, tel0,T],
L(XG,. 0 X3 = ™.

Nous nous intéressons au probléme de l'identification de la fonction d’interaction x — F'(z) & partir
des données XV, puis de l'identification de z + G(z), que nous considérons cependant dans un
premier temps plutét comme un parametre de nuisance : notre probléme s’apparente donc a un
probléme de déconvolution avec un bruit additif, et la solution proposée s’inspire de Johannes [106].

Nous introduisons pour traiter ce probleme une forme linéaire £ qui agit sur les fonctions tests
¢ :[0,T] — C de la maniére suivante

Ly o= / p(tyut)p(de), (40)
[0,T7]

ol p est une certaine mesure de probabilité sur [0,7] et w : [0,7] — R est une fonction de poids
vérifiant I’hypothese

Hypotheése 107. w fonction bornée, a support compact, et telle que f[o ] w(t)p(dt) = 0.

Nous noterons, pour ® : [0,7] x R — C,
pour tout z € RY, L&(-,2) := / O(t,z)w(t)p(dt) , et L : 2 € RY— LB(-,2) .
[0,7]

En appliquant £ de chaque c6té de I'équation , nous obtenons
LA(a) = (FxLp)(z), v € R, (41)
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ce qui implique en utilisant les propriétés de la transformée de Fourier F, et en notant

T(28)(©) = [ L0 d
que
F(LB) =TF(F)-F(Lp.) ,

i.e. que
F(Lb(- 1)) = F(F) - F(Lp)

et ce qui nous donne finalement la décomposition formelle

_ (L, p)  T(Lb( ) - T(Lp.)
T = "Few) ~—  FEnP ()

des que ce quotient est bien défini.
Nous prenons comme estimateur de F(Lp ) (&) = LF(u.)(§) le périodogramme

e [ et = [ e ) = 3o

pour lequel nous n’avons pas besoin d’ajuster de fenétre, et nous obtenons donc un estimateur

F(];w,’h’h’r) de F par la formule
- F(L(ONR)()5)) - FLpN)
?(F(vaﬂvw,hﬁ,r)) = 7 | F(LpN)[2 Lgcuy)p>w) € R ) (43)
avec .
-~ r by (to, To)w Si|xo| <7
th,h(tO,fL'O)wz 2—{ Ohsv;ln(ogl 0) | 0|

comme estimateur trongué de b(to,xo,ult’o), construit a partir de I’estimateur BhNh (to, xo)w de la
Section 3.3

Notre estimateur de F' dépend donc de cing parametres : d'une part deux seuils w,r > 0 qui lui
sont propres, d’autre part @’ > 0 et (h, h) qui sont respectivement le seuil et les fenétres dans la
définition de Destimateur de b(to, zo, 47, ).

Nous obtenons finalement le théoréme de consistance suivant.
Théoréme 108. Si |F(Lp.)(§)| > 0 di-presque partout, il existe un choix de (w,w’,h,h) =

(wn,@Wh,hy,hn) = 0 et 7 =1rNy — 00 tel que

EP%,G) [ |ﬁ(]‘z\;,w’,h,h,r) - F|;] — 0 quand N — oo.

Nous pouvons donc bien reconstruire la force d’interaction F' & partir des données XV. Nous en
déduisons également ’estimateur de G suivant :

~

N TN nN ~N
Glo o hohyr) = by (tos ) — Fio o hhr) * Hiy (to, ),

pour tg € (0,T) quelconque, et nous pouvons obtenir un résultat de consistance sur cet estimateur
de la méme manieére que pour 'estimateur de F'.

73



INTRODUCTION 3. OBJECTIFS STATISTIQUES & RESULTATS OBTENUS

Enfin, nous consacrons la section suivante a la présentation d’une nouvelle inégalité de concen-
tration de type Bernstein que nous avons établie au cours de notre étude statistique du modele de
McKean-Vlasov et de son systeme de particules en interaction, ainsi qu’aux résultats intermédiaires
de type probabiliste qui nous ont permis d’y parvenir.

3.6 Inégalité de concentration de type Bernstein pour P

Nous avons vu que les estimations non-paramétriques de u® et b(-,-, u’) reposent en grande
partie sur I'inégalité de déviation de type Bernstein suivante que nous avons prouvée dans [65].

Théoréme 109. Il existe k1 = k1(b), ke = K2(b) > 0, tels que, pour toute mesure de probabilité
p(dt) sur [0,T], pour toute fonction bornée ® : [0,T] x R? — R,

Nz2

z>0.

N N__ b
]P)b (/[0 T]X]Rd @(t7$)(ut p’t)(dy)®p(dt) Z Z) g K1 exp( |(I)|L2 )+ \‘I)LX)Z) 9 -

(12 (dy)®p(dt)

Cela entraine que, pour tout ty € (0,T), pour toute fonction bornée ¢ : R4 — R,

z2>0.

Nz2 )7

(2 )

Nous donnons dans la suite la trame de la démonstration de ce résultat, ainsi que des résultats
intermédiaires que nous avons établis (ou utilisés concernant le Théoréeme 2 de [74]).

Systéme limite de particules indépendantes

=®N
Rappelons que la probabilité N-tensorielle IP’Z;@ est 1'unique mesure de probabilité sur (€N, FN)
sous laquelle £(X}) = ,u?N et le processus suivant est un mouvement brownien standard sur

(RN

t
—Nb  —ib ;
BV = (B, ;:( “12(g XOV(dXT — b(s, X?, u0)d ) .
B nesesena = ([ VA6 XD@X =0 Xip)n)
Sous @;@N, le processus canonique XV = (X',..., X) est donc solution de

dXi = b(t, X}, yb)dt + o(t, X))dB,", 1<i <N, te[0,T],
(44)
[‘(Xé""vXéV) :N6®N

Le processus réel
Nb Z/ _1/2b S Xz”ui\/) o (C_l/Qb)<57X§,ug))TdEZ’b, (45)

NET ZON .
est quant a lui une ]P’i9 -martingale.
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N,b

5 )¢) Vexponentielle de Doléans-Dade de Miv’b et (M,N’b)t

—QN —N,b
son compensateur prédictible. D’apres le Théoréme de Girsanov, la IE”? -martingale locale E,(M. ")

Soit Et(M,N’b) = exp (Miv’b - LM

—QN —QN
est en fait une vraie P;@ -martingale, et ]P’{)V et IF’? sont absolument continues I'une par rapport
a lautre, avec
dPN —_Nb
dp,
La proposition suivante (qui constitue en fait un analogue du critére de Novikov du Théoréme
de Girsanov, dans sa version discrétisée développée dans le livre [?], Lemme 5.14, p.198) permet

).

=®N
de controler uniformément en N le changement de probabilité entre P? et PY.

Proposition 110. Pour tout T > 0, il existe o9 = do(T,b) > 0 tel que
—N,b —N,b
sup  sup Egen [exp (T(<M Yers — (M )t))} < (4,
N>1te[0,T7-6] ~°
pour tout 0 < 6 < &g et un certain C, = C1(7,b) > 0.

. SON .
Soit AN:t € FN. Comme P et P, coincident sur F2¥, nous avons

P (A) = By [BY (AN F0)] = Bgon [P (A |0)].

Pour toute subdivision 0 = to < t; < ... < tg < T et tout évenement FY¥-mesurable AN:?,
nous obtenons par des techniques de type grandes déviations (voir par exemple Gértner [78] ou le
Théoréeme 2.6 de Lacker [I16]) que

K K P J—
Epy [P (AN |50)] < Epen [P (AN [ 52)]"" T Bpen [ exp (2(AL ")y, = (17"),,,))

Jj=1

)

}j/4

ce qui entraine, pour 7 =2, t; = jT/K et K assez grand pour que ¢; —t;_1 < dg, que

—QN 4K —N,b —N,b K(K+1)/8
]P){)V(.AN’b) S ]P)b (AN,b)l/ sup sup (]%@N [exp (2(<M >t+50 — <M >t)):|>
N>1t€[0,T—d0] b
_ K
S ClK(KJrl)/s ]P?N(‘AN,b)l/‘l )

Enfin, en prenant
A= { / D(t,) (¥ — ) (d) © pldt) > 2} ,
[0,T] x R4

nous obtenons le résultat voulu grace & 'inégalité de Bernstein usuelle suivante (voir [145]) : pour

Z1,...,Zn des v.a. réelles centrées, indépendantes et bornées par @ > 0,
]P’( Z; > y) < exp ( — ~ ) pour tout y > 0.
i=1 20 B[22 + %)

Dans la suite de cette section, nous présentons les résultats intermédiaires essentiels a la preuve
de la Proposition [II0} et donc de cette inégalité de concentration.
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Contréle de la distance entre b(s, X!, i) et b(s, X%, u?)

C’est en effet I’élément essentiel de la preuve de la Proposition puisque par définition
—N,b —N,b 9 N et N b
<M‘ ’ >t+5 - <M ’ >t <o” Z/ |b(8’X;?Ms ) - b(SaXévus)‘ ds .
i=171
Lemme 111. Notons N (x) = b(s,z, ul¥) — b(s, x, u%). Nous avons alors, sous l’Hypothése
Wy (pl, )2 dans le cas|(i)

kr—1 ; 2
Efi1 %’ f(Rd)l 5fbb(8,X§ayea Ng)(uév - Ug)®e(dy€)‘

N (yiy]?
X < C *
& X = +W1 (Y 12)2 AWy (pdY, 1)k dans le cas|(i1)

kr—1 i 2
21 | Jmaye 0ub(s, X3y pd) () — p)®(dy")|”  dans le cas|(iii)

pour un certain C' > 1 explicite ne dépendant que de b.

Le second élément essentiel & la preuve de la Proposition [I10]est I’inégalité de déviation suivante
provenant du Théoréme 2 de Fournier et Guillin [74] :

=QN
sup P, (Wi (), 1l) > z) Senla),

0<s<T
exp(—CNz?) si d=1,
22 .
avec ey (1) = exp(—C’NW)l{xél} +exp(—=CNa?)1,sy si d =2,
exp(—C’Nacd)l{mgl} + exp(—CNx2)1{z>1} si d>3,

ou C = C(d,c5) > 0, ce qui garantit que la Condition (1) du Théoréme 2 de [74] est satisfaite, d’ou
P'uniformité en s € [0, 7T7.

Enfin, le troisitme et dernier élément essentiel & la preuve de la Proposition [T10] est le résultat
suivant, établi dans [65] (cf Chapitre 2), que l'on peut relier & certaines bornes sur les moments
des U -statistiques :

Lemme 112. Soit p > 1. Pour 1 < ¢ < k < N, pour toute fonction f : [0,T] x R% x (R%)* — R?
lipschitzienne en les variables d’espace, nous avons

plK}

Epen | /() £l X6 = )= @] < ot (46)

pour une constante Ky = K,(b) > 0 explicite.

Ces résultats extraits de Particle [65] (cf. Chapitre 2), nous ont également été essentiels pour

—®@N
prouver la Proposition (i-e. contrédler la distance en variation totale entre ]P’g§> et ]P’{,V ).
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4 Composition de la these

La suite de cette these est divisée en trois parties :

e le [Chapitre I] est consacré a article d’estimation paramétrique

The LAN property for McKean-Vlasov models in a mean-field regime ,

co-écrit avec le Pr. Marc Hoffmann, accepté pour publication, voir [64] ;

¢ le [Chapitre II] est consacré a Particle d’estimation non-paramétrique

Nonparametric estimation for interacting particle systems : McKean-Vlasov models ,

co-écrit avec le Pr. Marc Hoffmann, publié, voir [65] ;

e le [Chapitre II1] est consacré aux Annexes : nous y démontrons les résultats, énoncés dans
I'Introduction, supplémentaires par rapport aux deux articles pré-cités.
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CHAPITRE 1

LTHE LAN PROPERTY FOR MCKEAN-VLASOV MODELS IN A
MEAN-FIELD REGIME

1 Introduction

1.1 Motivation

Collective dynamics models are becoming increasingly popular in modelling complex stochastic
systems, with a versatiliy of applications, ranging from mathematical biology (neurosciences, Bala-
dron et al. [6], structured models in population dynamics, Mogilner et al. [I54], Burger et al. [32])
to social sciences (opinion dynamics, Chazelle et al. [43], cooperative behaviours, Canuto et al. [33])
and finance (systemic risk, Fouque and Sun [73]), or more recently, mean-field games (Cardaliaguet
et al. [35], Cardaliaguet and Lehalle [36]). Whereas stochastic systems of interacting particles and
associated nonlinear Markov processes in the sense of McKean [146] date back to the 1960’s and
have been studied extensively over more than half a century, see e.g. [21] 173, 172, 148, 179] among
a myriad of references, the development of statistical inference in this setting is only emerging,
(with some notable exceptions like Locherbach [I34] in large time or e.g. Kasonga [IT1] or Bishwal
[16]) in a mean-field limit. Recently, Giesecke et al. [84] and Sharrock, Kantas, Parpas and Grigo-
rios [169] revisit the work of Kasonga and consider a parametric framework where convergent and
asymptotically normal contrast estimators are constructed. Several other parametric frameworks
(that consider various observation schemes and asymptotic frameworks) have also been recently
considered, like [44] [132], [I89] or Genon-Catalot and Laredo [81],[82]. There also exist recent results
in nonparametric inference : we mention our work [65] and Belometsny et al. [§], together with
studies in identification like [120, 129, [130] or learning [119] 137, [136].

The present paper, close in spirit to [16, 84, [ITI] and [I69] (in their so-called offline case)
considers a parametric framework in a mean-field regime over a fixed time horizon. We take a
deeper look at the asymptotic structure of the associated statistical experiment, in the sense of
local asymptotic normality or LAN, in order to derive strong results for the maximum likelihood,
both in asymptotic distribution and in an asymptotic minimax sense (up to constants) for various
loss functions. For simplicity, we keep-up with continuous observations, but we briefly explain how
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to move to a discrete data setting. Also, we look for simple and explicit criteria that enable us to
verify identifiability and non-degeneracy of the model. This is a non-trivial issue in the context of
nonlinear McKean-Vlasov models that is usually a bit overlooked in the literature.

1.2 Setting

We have a parameter of interest ¢ lying in a compact set © C R? (with non empty interior), for
some fixed p > 1. For some fixed time horizon T > 0, we continuously observe a stochastic system
of N interacting particles

X(N) = (thv"'vXtN)tE[O,T]a (11)

evolving in an Euclidean ambient space R?, that solves

{ dX} = b(0;t, X, 1 (N))dt+a(t Xi)dBi, 1<i<N, tel0,T], 12)

L(XE, .., X)) = uS™,

where ;L%N) = N1 Zf\il 5XZ’ is the empirical measure of the system. The (Bf)te[o,;p] are inde-
pendent R?-valued Brownian motions. The initial condition pg, the drift b and the diffusion coef-
ficient ¢ are at least sufficiently regular so that

N
pN) = (M§ ))te[O,T] = 1= (Bep,T)

in distribution as N — oo, where p is a family of probability measures that solves (in a weak sense)
the parabolic nonlinear equation

{ Ot + diV(b(ﬁ; * F‘)M) = % Zz,kle 313;« (Ckk/ﬂ)v te [07 T]7 (1_3)
Hi=0 = Ho,

we are interested in estimating from data (L.1)) the parameter ¥ € © of the function (9;t, x,v) —

with ¢ = oo 7. We will write ;¥ = (N?)te[O,T to emphasise the dependence in 9. In this context,
b(9;t, z,v) € R%. Asymptotics are taken as N — oo.

A particular case of interest that covers many examples is when the dependence in the measure
variable for b is linear : we then have

N
bt X ™) = [ B Xl NSO XD, (1.4

for some function b: © x R? x R? — R<. A typical form is b(d;t,z,y) = Gg(z) + Fy(x — y) where
Gy, Fy : R? — R? play the role of a common external force to the system and an interaction force
respectively.

1.3 Results and organisation of the paper

In Section [2| we rigorously construct the (sequence of) statistical experiment(s) generated by
the observation under the dynamics that we denote (EV)y>1. It is well defined and
regular in the classical sense of Ibragimov and Hasminski [98] under strong integrability of the
initial condition pg and standard smoothness assumptions on the drift ¥ — b(J; ) and the diffusion
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matrix ¢ = oo ', see Assumptions and and Proposition The deep study of

the asymptotic identifiability of &V and the asymptotic non-degeneracy of its information matrix
e~ (¥9) is simplified via the two following accompanying experiments. The first one is H®V, where
H is generated by the continuous observation of a solution to the McKean-Vlasov equation

{ dXy = b(0;t, Xy, ud)dt + o(t, X;)dBy, t € [0,T],
'C(XO) = Mo,

for a standard Brownian motion (By)eo,r] on R? and where pf is the marginal distribution of
the solution at time t. The second one is the family of experiments S?ON ,¥o € O, where for every
Yo € O we denote by Gy, the experiment generated by the continuous observation of a solution to
the linear (in the McKean sense) equation

{ dX, = b(0;t, Xy, pl00)dt + o(t, X )dBy, t € [0,T],
L(Xo) = po,

for a standard Brownian motion (B;)¢cjo, 7] on R?. In particular, in the case of representation
we have that €Y and H®Y do not separate asymptotically by a simple entropy argument, see
Proposition [I.I0] We also have the convergence of the normalized Fisher information matrices :

N~ en (9) — 1(9)

to some kind of a proxy Fisher information matriz I(9) in a mean-field limit N — oo, as established
in Proposition Actually, if, for every Jy € ©, Ig, (¥) denotes the Fisher information matrix
of the experiment Gy, (if it exists), I(J) can be seen as the limit of Ig, (1) as Jo — . Nonetheless,
if we denote by Ig¢(¢) the Fisher information of the experiment 3 (if it exists), we de not have that
I(«¢) and I5¢(9) coincide in general (yet, this would be of course the case in the "degenerate” case
where b does not depend on the measure parameter). Despite this fact, this approximation is still
the gateway to obtain explicit identifiability and non-degeneracy criteria, as detailed in Section
[2:4] In particular, under additional regularity assumptions, we obtain a quite simple criterion for
I(¥) to be non-degenerate in Proposition namely the property that one of the functions

x> Vlg(c_l/Zb)j(ﬁ; 0,2,0) 2, j=1,...,d (1.5)
is not identically vanishing, for every z € R? with |z| = 1, with ¢~/? a square root of ¢ = oo | . We
use the notation f = (f7)1<j<q4 componentwise, the f7 being real-valued functions. In particular,
has the advantage to only relate to the initial condition pg in the measure argument and
not the whole (1);e(0,7] which is (almost) never explicit. Having a simple criterion to achieve
the non-degeneracy of the Fisher information seems to have been a bit overlooked in the literature
(where it is usually simply assumed to hold true) and our result is thus of interest for other studies.

In Section [3] we state the main results of the paper, Theorem [I.I7] where we establish the
LAN property : if we reparametrise the experiments via ¥ = 9y + N /24 locally around a fixed
point 9o, with 4 € RP being now the unknown parameter, then €V looks like a Gaussian shift : we
observe

YN = w4 1(09) V%€

where £ is a standard Gaussian random vector in RP. This has important consequences in terms of
existence and properties of optimal procedures : we have Héjek’s convolution theorem (Corollary
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, namely for any estimator 9 N

liminf sup Epy [w (NI/QH(§)1/2(1§N -9")] = Elw(¢)], (1.6)
N—oo jgr_gj<s ¥

for small enough § > 0, where P}/ is the distribution of the data when the parameter is ¥’ and w
is an arbitrary loss function satlsfylng some regularity properties. The bound (|1.6]) is achieved by

the maximum likelihood estimator 19’“18 obtained by maximising the contrast
9 s 0V (9; X)) Z/ (o) (0 t, X, "N TdX] — Li(cV/20) (05, X[, H§N>)|2dt). (1.7)

This implies in particular the convergence
VN (95 —9) — N(0,1(9)7?) (1.8)

in distribution. Moreover, we have in Theorem the minimax asymptotic optimality of 5}'\}19, in
the sense that R
RN (982:0) = inf RY (J; ©)(1 + o(1))
In

where RY (J;©) = supyce Epy [w (NY21(9)1/2(Jy — ¥))] is the classical minimax risk. Thus the
LAN property enables us to obtam considerably stronger results than simply (1.8] . In Section
' we investigate several non-trivial examples that generalise the results of [IT1], and where our
identifiability and non-degeneracy criteria easily apply. We treat in particular the case of a kinetic
mean-field double layer potential that may serve as a representative model for swarming models,
see in particular [I9] and the references therein. The proofs are delayed until Sections |5|and @, with
an appendix (Section E[) that contains useful technical results.

In practice, maximising the function (1.7)) is not feasible, since only discrete data are available.
It is then reasonable to replace the ideal observation (|1.1)) by the more realistic

x (Nm) _ (th, . ’ng)te{t(T,...,t,mn}’

where (0 =t <" < ... <t =T) is a subdivision of [0, 7] with mesh

max (t™ —t™.) < Cm ™%
1§j§m( ;) S

We thus have (m + 1) x N data with values in R?. We may then replace (1.7) by

- m i N i i
9 N™ 122( )W 7 X g )T (X = X )
=1 j=0

B D57 X DI 1) ).

J Jj—1
Assuming the function (¢,2) — (¢=1/2b)(9;t, z, ugN)) to be smooth, we may safely expect the dis-
crete approximation to be close to its continuous counterpart up to an additional error of order
m~1/2, by standard high-frequency discretisation techniques, see the textbooks of Jacod and co-
authors [2, 101} 102]. In particular, if m > N, the same results as for continuous observations
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are likely to hold true. While this paper was under review, new results about contrast estimation
from discrete data in the same setting (actually a bit more general with respect to the form of the
diffusion coefficient) were proposed by Amorino, Heidari, Pilipauskaité and Podolskij, see [3]. It is
shown in particular that contrast estimators based on discrete data achieve optimality in the sense
of , up to an m~1/2 error term.

2 Construction and properties of the statistical model

2.1 Notation

The dimension d > 1 of the state space R? and the dimension p > 1 of the parameter space ©
as well as the time horizon T' > 0 are fixed once for all. We write | - | for the Euclidean distance
on R? (¢ = p,d or any other integer, depending on the context) or for a matrix norm on RP ® RP
fixed throughout.

We consider functions that are mappings defined on products of metric spaces (typically © x
[0,T] x RY x Py or subsets of these) with values in R or R%. Here, P; denotes the set of probability
measures on R? with a first moment, endowed with the Wasserstein 1-metric

Wi (p,v) =  inf / |x — y‘m(dm,dy) = sup ¢d(u — V),
R4 xR

mel(p,v) lplLip<1 JRI

where I'(11, v) denotes the set of probability measures on the product space R% x R? with marginals
p and v. For a probability measure ;1 on R%, we also set

w0 = [ Ity

for its moment of order r > 1 and we say that u € P, if m,(u) is finite. All the functions in
the paper are implicitly measurable with respect to the Borel-sigma field induced by the product
topology. A R¢-valued function f is written componentwise as f = (f¥);<r<q where the f* are
real-valued. We denote by 0y, , Vy, 81%“% respectively the partial derivative of a function with
respect to the k-th component 9, the gradient of a real-valued function with respect to ¢, the
second order partial derivative of a function with respect to the k-th and I-th components 9, ;.

Finally, we repeatedly use the notation C' for a positive number that does not depend on N,
nor ¢, that may vary from line to line and that we call a constant, although it usually depends on
some other (fixed) quantities of the model. In most cases, it is explicitly computable.

2.2 Model assumptions
Well-posedness of the model and its associated statistical experiment

We work under the following strong integrability property for the initial condition .
Assumption 1.1. For every r > 1, we have ug € P,..

As for the diffusion matrix o : [0,7] x R? — RY ® R?, we make the following strong ellipticity
and Lipschitz smoothness assumption.
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Assumption 1.2. The diffusion matriz o is measurable and for some C > 0, we have

lo(t,x') —o(t,x)| < Cla’ — z|.

T

Moreover, c = oo ' is such that o2 |y|* < (c(t,z)y) Ty < o2 |y|? for some oy > 0.

As for the drift part b: © x [0,T] x R? x P; — R?, we work under usual Lipschitz smoothness
assumptions.

Assumption 1.3. The drift b is measurable and for some C > 0, we have

sup ’b(ﬂ;t,x',z/) - b(ﬂ;t,x,u)‘ < C(|l2" — x|+ Wi(,v)),
te[0,7],9€0

and

bop= sup |b(t,0,80) < oo.
t€[0,T],0€0

We let |b|Lip denote the smallest C' > 0 for which Assumption [I.3| holds.

Assumptions together are sufficient to guarantee the well-posedness of the statistical
model : there exists a unique weak solution to for every ¢ € © hence the data X) of is
well-defined. More precisely, we let €N = €([0, 7], (R4)") denote the space of continuous functions
on (RY)™, equipped with the natural filtration (7" );e[0,7] induced by the canonical mappings

XM (w) = (X} @)y, XN (W) = wi.

For pg € (Pl and Y € O, the probability P4 on (CN,FN) under which the canonical process
XWN) = is a solution of ([1.2]) for the initial condition ,u?N is uniquely defined under
Assumptlons u[d and Recommended reference (that covers our set of assumptions) is the
textbook by Carmona and Delarue [37] or the lectures notes of Lacker [I15]. Moreover, for every

¥ € ©, the parabolic nonlinear equation (|1.3)) has a unique probability solution pu = (uf)te[o,;p] and

(N)

we have the convergence py ' — pu¥ under PY in distribution, for every 9 € ©.

We thus study under Assumptions the (sequence of) statistical experiment(s)
generated by the observation (I.1)) under the dynamics (1.2)) and that we realise as

(EV)wz1 = (€%, 57, (PY,0 € 0))

N>1

Note that at that stage, we do not impose any identifiability assumption i.e. we do not assume
that the mapping ¥ — IP’{;’ is one-to-one. We will discuss that matter together with the non-
degeneracy of the model later in Section [2.4]

Regularity of the experiment £V

In order to study the regularity of the model, we need specific smoothness properties for the
function 9 — b(9, -).
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Assumption 1.4. There exist r1,79 > 1 and C' > 0 such that for every point 9 in the interior of
O and every (t,z,v) € (0,T) x R% x Prnax(ri,ra), the function ¥ b(V;t,x,v) is twice differentiable
and for every 1 < 4,0 < p,

S;%](Iaﬂzb(ﬁ;t,xw)l +105,9,b(0;t,2,v)) < C(1+ |2 + my, (1)),
te|o,

sup |09, b(V;t, 2’ V') — 09, b(9;t,z,v)| < C(|2" — z| + W1 (', v)).
t€[0,T]

The smoothness properties of the map ¢ — b(J;-) granted by Assumption enables us to
explore further the regularity of the experiment &V. First, note that we have a log-likelihood by
setting

N T N T
N xN) =3 / <c*1b)(ﬁ;t,Xz,u§N>>TdXZ—%Z / (™ 2b) (95, X7, ™) Pdt, (1.9)
i=170 i=1 70

where ¢=1/2 is fixed once for all. Indeed, by Girsanov’s theorem again, the laws PY are all absolutely
continuous w.r.t. W/ defined as the unique probability on (G, FY) under which the processes

t
(/ 0*1/2(5,X;j)dxg‘) L 1<i<N
0 te(0,T]

are independent standard Brownian motions on R?, together with £(X{,..., XV) = N?N . In turn,
for every ¥ € O,

dPy ) N (9. X (V)

W(X ) = exp (Y (0; X))

holds WV -almost-surely. We further write £V (0; X)) = exp (¢¥(9; X(V)) for the likelihood
process, indexed by the parameter ¥ € ©. We recall one possible classical definition of a regular
statistical experiment, following [98].

Definition 1.5. The dominated (sequence of) experiment(s) (EN)n>1 is regular if
(i) 9 LN (9; XN)) ds differentiable for every 9 in (the interior of) ©, WN -almost surely,
(ii) O+ VLN (9; X)) ds continuous in quadratic WN -mean, for every 9 in (the interior of)

(iti) we have finite Fisher information
Epx [V (9; X)P] < o0
for every ¥ in (the interior of) ©.
Proposition 1.6. Under Assumptions and the (sequence of) experiment(s)

(EN)N>1 s regular.

(Sketch of) Proof. By exchanging the order of the differentiation with respect to ¢ and the sto-
chastic integral we have

N T
09, N (9 XV =3 / Do (¢ 10) (0, X7, u" ) T X
=1
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N T . )
—Z/ Do (7 20) @38, X, ™) T (7 20) (958, X, ™)t
i=170
We obtain the representation
N T _
g, 0N (9; X)) = Z/ B, (¢ H20) (958, X7, ") TaBy ™, (1.10)
i=170

where the
B ietor = ([ €25, X0 @XE = bioss, XiupM)as)) 1IN
0 t€[0,T

are independent Brownian motions on R? under P}. The properties (i), (ii) and (iii) are then a
simple consequence of Assumption [I.4] together with the following moment bound,

Lemma 1.7. Under Assumptions for every r > 1, we have

sup Epn [|X{]|"] < 0.
9€0,te0,T),N>1 °
Note that EPgHXﬂ’”] does not depend on 1 < ¢ < N. The proof of Lemma is given in
Appendix [71] O

Finally, we have a notion of Fisher information matrix by setting
Ten (9) = Epn [Vt (9; X)W gN (9; X )T,
Thanks to (1.10]), we also have

N T
_ i N — i N
Ien (9) = (;Ew[ / 00 (/20)(0;1, X ™), (D) 05 XE ™) ]}

(1.11)

2.3 The companion McKean-Vlasov product experiment and its linear
counterpart

We let € = C([0,T],R%) denote the space of continuous functions on R%, equipped with the
natural filtration (J;)o<i<7 induced by the canonical mapping X;(w) = w;. For every ¥ € ©, we
let Py denote the unique law under which the process

t
(Bf)te[o,:r] - (/0 671/2(5,XS)(dXs — b(z‘};s,Xs,Mg)ds))tE[O .

is a standard Brownian motion on R¢, appended with the condition £(Xo) = uo, and u’ o=
(14 )tejo, 1 is a probability solution of (I.3)). The family (Py)gce is well-defined under Assumptions
In particular, the canonical process X on (€, Jr) is a solution to the McKean-Vlasov

equation

{ dXy = b(9;t, Xy, ) )dt + o(t, X;)dBY, t € [0, T, (1.12)

£(Xo) = po-

The following result is the counterpart of Lemma Note in particular that the marginals of Py
coincide with the solution u? = (47 )¢ejo,r) of the Fokker-Planck equation (L.3).
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Lemma 1.8. Under Assumptions for every r > 1, we have

swp By (1] =  swp [ el de) < .
9€0,te[0,T] 9€O,te[0,T] JRA

The proof is given in Section We also have the following smoothness property in the
parameter ¥, proof of which is delayed until Section [6.1}

Proposition 1.9. Under Assumption and the mapping ¥ +— uY is Lipschitz

continuous in the Wasserstein-1 metric Wy, uniformly in t € [0,T)].
We next consider the first one of our two limit experiments
H=(C,Fr,(Py)veco)
and its N-fold counterpart
3N = (¥, 5%, (@5 )oco)

that serves as an approximation in the mean-field limit for the experiment £V . Inspired by classical
propagation of chaos techniques (see in particular [I16]), we can easily show that the measures ]P)Q’

and @?N are indistinguishable when the drift is of the form

b(9;t,x,v) = /]Rd g(ﬁ;t,x,y)u(dy), (1.13)

for some kernel b(d; ) : [0,T] x R x RY — R? such that

sup  [b(0st;a)| < C(1+ || + Jy[™) (1.14)
t€(0,T],9€0

for some r1,75 > 1, a situation that covers most of our examples, see Section [4] below. More
precisely, we have the following

Proposition 1.10. Under Assumptions if b has moreover the form (L.13))-(1.14), we

have
i
lim sup sup E- [10 } < 00. 1.15
Neoo 9c6 Fo & dPy (1.15)

In particular, if
T
sup [ [ st ) P! ) e < 402,
9€0 Jo JRixRA

then

lim sup sup ||P’ —@?NHTV <1, (1.16)
N—oo Y€O

where || - ||7v denotes total variation distance and o_ is defined in Assumption[1.9).
The proof is given in Section Some remarks are in order : 1) The estimate (I.15) tells
—®N
us that it is impossible to statistically discriminate between P} and IP’? asymptotically. More
precisely, inequality (1.16) shows in particular that provided b is not too big or 7" not too large,
—®N —®N
then there exists no test of the null Hy : P} = IP’? against the alternative Hj : P} # IP’? with
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asymptotically arbitrarily small first and second kind error in the limit N — oo in the following
sense : for fixed ¥, any test which rejects the null on the event Ry has sum of the first and second
kind errors equal to @?N(SRN) +PY(RS) > 1— ||PY — @?NHT\/, which is asymptotically bounded
away from zero by . 2) Finally, may hold in wider generality when the dependence
in the measure variable in the drift is nonlinear, as soon as we have some differentiability in the
following sense : there exists 9,b(9;t, x,-) : R? x P; — R such that

1
b(V;t, z,v) — b(V;t,x, V) = / Ab(Vst, z,y, v+ (1 — M) (v — ') (dy)
0

for every v,v/ € Py and 0,b(9;t, x,-) satisfies additional smoothness properties. Iterating the ope-
rator 9, if Okb(9;t,z,-) : (R)* x Py — R? exists and satisfies some smoothness and integrability
properties, we may expect to hold as soon as k > d/2. We refer to Assumption 4 and Pro-
position 19 of [65] where this approach is developed.

We also have a log-likelihood in the experiment H®V by setting
N N T . . 1 N T .
P X =3 [ @t Tax; - 530 [ e @ X P (1)
i=170 2= Jo

=8N
This is the same argument as before : the laws }P’? are all absolutely continuous w.r.t. WY, and

for every ¥ € ©,
apeY N
— (XM =exp (€ (9; X)) (1.18)

holds W¥ -almost-surely.

Finally under Assumptions and the (sequence of) experiment(s) H®V is also a
regular model and its (normalised) Fisher information Is¢(9) = N~ !gcon (9) is given by

Lo (¥) =N~ Bgon [Vol - (85 X)) Vo7" (95 X)) 7]
d T ‘ ' i
= Z/ / Vo [(0—1/21))] (05t, x, ,uf)] Vo [(c—l/2b)J (9, x, ,u?)] Mf(dm)dt
i=1/0 Jrd

as soon as ¥ ~ b(V;t,x, u?) is smooth enough, with appropriate integrability properties of its
derivative w.r.t. 9.

We now consider our second limit experiment, or actually our family of limit experiments. For
every ¥, € ©, we let Py y, denote the unique law under which the process

t
9,90 _ —1/2 _ . Jo
(BY")c0.1) ( /O V2 (s, Xo)(dXs — b(9; 5, X, oy )ds))tem

is a standard Brownian motion on R?, appended with the condition £(X() = po. For every Jy € O,
the family (Py.g,)vco is well-defined under Assumptions In particular, the canonical
process X on (€, Fr) is solution to the linear (in the McKean sense) equation

(1.19)

{ dX, = b(0;t, Xy, pl°)dt + o(t, X, )dBY"°, t € 0,T],
£(Xo) = po.
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Our second limit experiment is then the family of experiments Gy,, 99 € O, where for every fixed
Yy € O, B
S9, = (€, 7, (Py,5,)vco)

and N-fold counterpart family of experiments
—@N
9’?990]\] = (GN’S;JJY’ (Pﬂ,ﬂo)ﬁe@)aﬁo € 0.

We also have, for every 9y € ©, a log-likelihood in the experiment 9?01\[ by setting
-N N T .
Cg, (0; XNy = Z/ (7o) t, X7, plo) TdX} — Z/ Y20 (95, X7, ul0)|2dt. (1.20)
— J0

.. =N .
This is the same argument as before : the laws ]P)?ﬂgo are all absolutely continuous w.r.t. WV, and

for every ¥ € ©,
dPSY
9,9
W (X)) = exp (@90 (9; XVY) (1.21)

holds W/ -almost-surely.
Finally under Assumptions I . E and n, the (sequence of) experlment( ) 9?0N is also a

regular model and its (normalised) Fisher information Ig, (9)= N~ ]IS®N () is given by
90

I, (9) = N™'Egen [Voly, (9; X)Wl (0; XN)T]
- Z/ Vo (c™Y20)I (05,2, ul0) Vg (¢ 20) (958, 0, 1) Ty 0 (d)dt
R

where 120"’ denotes the law of X} under Py g,. The mapping (g, 9) — Ig,, (9) is smooth, and we
can then define, for every ¢ € O,
I(9) := lim Lg, (9)
190‘)19 0

which means that
=D / / V(e V20Y (0,0, 1) Vo (™ 20) (05 8,0, ul)) Tl (da)dt
° 0 R4

The mapping ¥ — I(¢#) is of course itself smooth and appears as the (normalised) asymptotic
information of &N :

Proposition 1.11. Under Assumptions cmd the mapping O — 1(¢) is Lipschitz
continuous. Moreover, for every 9 in (the interior of) ©, we have

N~en (9) — I(9)

as N — oo, where Ign (V) is the Fisher information matriz of the experiment EN defined in (T.11))
above.

The proof is given in Section [6.3] We remark that, in the case of the limit experiment JH,
because of the fact that we must take a derivative w.r.t. ¥ in b(9;t, z, u?), the Fisher information
Ig¢(9) differs from the limiting information I(¥) of the experiment £V
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2.4 Identifiability and non-degeneracy of the Fisher information
Motivation

In the preceding section, we have built €V, H®N (equivalently H), and the family 9%?(190 € 0)
(equivalently Gy, (9o € ©)) as possibly redundant, in the sense that the mappings 9 — P, 9 s Py,
9+ Py y, (99 € O©) are not necessarily one-to-one on ©. Having a well-posed parametrisation is
required since we wish to have at least consistent estimators.

Asymptotic identifiability of £V is somehow linked to the non-degeneracy of the (normalised)
asymptotic information matrix I. The experiment &V is called locally asymptotically identifiable
at ¥ if the mapping ¥ ~ (PJ))x>1 is injective in a neighbourhood of 9. We have the following
classical result (that goes back at least to Cramer [50]) :

Proposition 1.12 (Theorem 1 in [I67]). Let 9 in the interior of ©. If 1(¥) has full rank, then €N
is locally asymptotically identifiable at ¥.

Unfortunately, there is no hope to obtain a global result that links the two notions unless in
very specific cases, see Proposition[I.16] below. We next give ad-hoc assumptions that give sufficient
(and independent) condition for both identifiability and non-degeneracy of the Fisher information.

An identifiability assumption

We first have a relatively weak assumption that guarantees global identifiability in &V, 3 and

Gy, (P € ©) :

Assumption 1.13. (Cm'tem'on for SN) : For allY € ©, for ]P’f;]—almost allw, for ally # ¥, the two
sequences of functions t — (b(V;t, Xti(w),uiN)(w)))lgiSN and t — (b(¥'; t,Xf(w),ugN)(w)))lgiSN
are not dt-a.e. equal.

(Cm'tem'on for fH) : For all ¥ € O, for Py-almost all w, for all ¥ # 9, the functions t +
b(0;t, Xe(w), 1n?) and t — b(9';t, Xe(w), 1) are not dt-a.e. equal.

(Crz’tem’on for S, (9o € @)) : For all 9 € O, for Rl:o -almost all w, for all 9" # 9, the functions
t = b(9;t, Xy (w), 1) and t — b(9';t, Xy (w), 1b°) are not dt-a.e. equal.

Assumption [I.13] is relatively standard in the literature of statistics of random processes and
minimal (see e.g. [79] in a somewhat analogous context). Indeed, let us check this for instance for
H : by (L.18)), for two different parameters 9,19’ € ©, the laws Py and Py, are absolutely continuous
and

dﬁ ’ T ’
log () = [ (€ 0055 X ) = (10055, X i) TAX,
dPy 0
LT e 912 —1/2 9N (2
3/ (™ 720) (5 8, X, g )7 = (7 70) (s 5, X, p15) ") dls.
Having Assumption |1.13| fail for some ¥ implies Py (%(X) = 1) =1, i.e. Py = Py. Assumption
9

may be difficult to check in practice. Yet, it is satisfied as soon as the mapping ¥ — ((¢t,z,v) —
b(ﬂ;t,aj,u)) is one-to-one. Also, for certain form of the likelihood, we have other criteria, see
Proposition [I.16] below.
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Non-degeneracy of the information

We need some notation. For any 9,9 € O such that the segment [9,9'] = {J + A(¢¥ — V), A €
[0,1]} C © and a function ¢ defined on ©, we set

_ /1 S0+ A0 — 9))dA.
0

Definition 1.14. The family of statistical experiments (SN)Nzl is asymptotically non-degenerate
if

inf detI([9,7']) >0, 1.22

o nf  detI([9, 7)) (1.22)

where det denotes the determinant.

Equivalently, we can rewrite ((1.22)) as
inf det (Z / V(e Y20)7([9,9');t, 2, u )V (¢ 20) ([0, 9); L, Mf)Tuf(da:)dt) >0
© R

where the infimum is taken over all segments [J,9'] C ©. Obviously, if (V) x>1 is asymptotically
non-degenerate, taking ¥ = ¢, Definition [1.14] boils down to

éIelf@ detI(¢) >0 (1.23)

i.e. ¥ — I(9¥) has full rank uniformly in ¢ and we find back the usual non-degeneracy of the
Fisher information. The somewhat stronger non-degeneracy criterion that we pick in Definition
[I.14) enables us to check the assumptions of the theory of Ibragimov and Hasminski for obtaining
sharp properties for the maximum likelihood estimator (see in particular Step 2 of the proof of
Theorem in Section below). In explicit examples, proving is no more difficult than
proving (|1.23)), see Sectio below.

Checking (1.22) or (1.23) in practice

The special difficulty for the statistical analysis of €V (resp. H, Gy, (Jo € ©)) lies of course

in the presence of (,UEN))ogth (resp. (u?)o<r<r, (12°)o<t<T) in the drift. Moreover, even if the
study of Tgn (1) reduces asymptotically to the study of its asymptotic information matrix I(«}),
(u?)o<t<r still appears in the form of I(¥), and is never explicit, except in very special cases with
a specific moment structure in the measure dependence, see Section [4] below and Belomestny et
a.l. [9, 8.

Nevertheless, it is noteworthy that ((1.22)) can usually be tested in a simple way given an explicit
parametrisation. Indeed, Definition is equivalent to show that for every segment [¢,9'] C ©,

—1/2 2 9
1191’1fCG)|Izr|llan/ y (Vo (7207 ([0, 9]t 2, 1)) " 2) " pf (d)dt > 0.

Under Assumptions we have that p?(dz) = p?(x)dz is absolutely continuous on R?
for t > 0, and we may pick a version ¥ of the density that is continuous and positive on R?. This

91



INTRODUCTION 2. CONSTRUCTION AND PROPERTIES OF THE STATISTICAL
MODEL

follows from classical Gaussian tail estimates for the solution of parabolic equations. We refer for
example to Corollary 8.2.2 of [I7]. By a simple continuity argument, it is then sufficient to show
that there cannot exist a segment [¢},9'] C © and some |z| = 1, such that the function

T d
T / Z (Vﬁ(c_l/Qb)j([é‘,ﬁ’];t, ac,,uf)—rz)2dt
(Rt

vanishes asymptotically, or, as soon as we have continuity in ¢t as ¢ — 0, if one of the functions
:Z:'_>vﬂ(671/2b)j([’l977_9/];0,:Z:,‘LLO)TZ7 ] = 17"'7d

does not identically vanishes. This last criterion has the advantage to avoid the term u? for ¢ > 0.
We gather these observations in the following :

Proposition 1.15. Work under Assumptions and [1]} Assume moreover that the
functions '
t = Vol V20 ([0,9);t,2,uY), j=1,...,d

are all continuous at t =0 for every [9,9'] C © and a.e.-almost x € RY.

If, for every [9,9'] C © and any z € RP with |z| = 1, one of the functions
x> V(e V20 ([0,9];0,2,10) 2, j=1,...,d (1.24)

does not identically vanish, then (EN)n>1 is asymptotically non-degenerate in the sense of Defini-

tion [I.13)

We specifically apply this criterion in the examples Section and check that the criterion (|1.24])
is particularly simple to establish when the dependence in the measure argument of the function

b is of the form (1.13).

A case of equivalence between global identifiability and non-degeneracy of the infor-
mation

We revisit Theorem 3 in [I67] to obtain the following criterion :

Proposition 1.16. Work under Assumptions|[I.]], [1-3 and[1]} Assume that the log-likelihood
N (9; X)) in €N defined by (1.9) has the form

N, XNy =9TGN (X)) 19T HN (X)), (1.25)

where GN and HN are functions of the trajectory X N) with values in RP and RP @ RP respectively,
and (HN)T = HN is symmetric. If O C © is a convex set such that 1()) is non-singular for every
¥ € Oq, then, (EN)N>1 is identifiable on .

By identifiability of the sequence of experiment (€) N>1, We mean injectivity of the mapping
Y — (PY)n>1 (di.e. simultaneously for every N > 1). The proof is given in Section In the
specific case of McKean type models that date back to [146], [I73] [I78] and widely used in practice
(see e.g. [37, 73] or [ITI] in statistics), we have in some instances a representation like (1.25)) and
explicit formulas for I(+}), which gives global identifiability for free as soon as I() is non-degenerate.
See the examples in Section [4]
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3 Main results

3.1 The LAN property

The local asymptotic normality property of a statistical model characterises its regularity :
it expresses the fact that the experiment locally resembles a Gaussian shift in an optimal scale
driven by the Fisher information. It has powerful consequences in terms of properties of optimal
procedures via the celebrated Hajek convolution theorem [90]. More precisely the sequence of
experiments (€n)n>1 satisfies the LAN property at 9 € © with information rate NI(9) if
de;IJr(N]I(ﬁ))*lﬂu

5 =u'&) — %|u|2 +ryv (9, u), (1.26)
dPy

log

where ¢J converges in distribution under P}’ to standard Gaussian variable in R? and rx (¢, u) — 0
in PY-probability. Of course, the convergence is meaningful only if ¥ + (NT(9))~'/?u € ©
and is well-defined, .e. if detI(¥) > 0. This is granted for instance for ¥ in the interior of © for
large enough N and under .

Theorem 1.17. Work under Assumptions and . Assume moreover that EN
is asymptotically non-degenerate according to Definition|1.14 For every ¥ in (the interior of) ©,

the sequence of experiments (EN)ns>1 is then locally asymptotically normal at ¥ with information
rate NI(¥).

Several remarks are in order : 1) Theorem [I.17]is the most powerful result one can obtain about
the structure of (EN)y>1 : it tells us that around a given point ¥y, if we parametrise locally the
experiment via ¥ = 99+ N /2y with u € R? being the unknown parameter, then the experiments
look like the simplest possible experiment, namely a Gaussian shift

VN = u+1(0) /2 + o(1)

where ¢ is a standard normal N(0, Idgs) and o(1) is a small term that vanishes in P} probability,
locally uniformly in u. 2) The LAN property has several consequences in terms of strong properties
of the maximum likelihood estimator, see Theorem below. In particular, the first simple
consequence is given in terms of exact asymptotic minimax lower bounds : call a centrally symmetric
function w : RP — [0, 00) such that the sets {w < ¢}, ¢ > 0 are all convex a polynomial loss function
if it admits a polynomial majorant.

Corollary 1.18. In the setting of Theorem [1.17, let w be a polynomial loss function. Then, for
any estimator 19N in EN and any sufficiently small § > 0, for every ¥ in (the interior of) © for
which detI(¥) > 0, we have

liminf sup Epn [w (Nl/z]l(ﬁ)lﬂ({?\N—ﬂ’))] > (27r)7p/2/ w(z) exp(—1|z|*)dz
N—oo |9r—9|<§ 9! RP

Corollary is a simple application of Hajek convolution theorem, given the LAN property of
Theorem [L.17] see e.g. Theorem I1.12.1 (and in particular Remark I11.12.1) in [98]. It gives a sharp
local asymptotically minimax bound. We shall see below that the maximum likelihood estimator
achieves this bound.
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3.2 Maximum likelihood estimation and properties

We elaborate on the properties of the maximum likelihood estimator by relying on (a uniform
version of) the LAN property of Theorem It implies several fine results that go beyond the
usual asymptotic weak expansions given by an ad-hoc study of the form of the estimator, as is
usually the case in the literature.

Theorem 1.19. Work under Assumptions 3 and[I-13 Then, for large enough N,

the solution 9T to
LN (@ XNy = sup £V (9; X (V) (1.27)
veO
is well-defined. Moreover, the following asymptotic upper bounds are valid :

(i) if €N is asymptotically non-degenerate in the sense of Deﬁnitionm
VN (95 —9) = N(0,1(9) )

in P -distribution as N — co.

(ii) For every polynomial loss function w and any ¥ in the interior of ©, we have ezxact local
asymptotic minimaz optimality :

limsup sup  Epx [w(NY2I(0)Y? (@3 — 9))] = (2m) /> / w(z) exp(—L[z[?)de
N—oo |[9/—9|<s ¥ RP

as 6 — 0.

(iii) For every polynomial loss function w and any (non empty) open set ©g C O, we have global
asymptotic minimax optimality :

RY (952 00) = inf RY (V3 ©0)(1 + o(1))

w
IN

as N — oo, where

RN (I ©0) = sup Epy [w(NY21(0)V2 Iy — 9))].
YEBOy v

Some further remarks : 1) We find back the classical asymptotic properties (i) of the maximum
likelihood estimator that are given in the literature, but the result is appended by a much stronger
convergence in (ii), that matches in particular the lower bound of Corollary 2) We finally
obtain global asymptotic minimax optimality by (iii), which is the parametric analog (in a much
more precise way) of our minimax results of Section 4 in [65] in the nonparametric case. 3) Theorem
is likely to remain valid if we replace the experiment €N by H®N or 9?01\’ (99 € O), with
appropriate modifications of the definition of the maximum likelihood and the information matrix :
1/9\]“\‘,19 would be now defined respectively via the log-likelihood 7 (9; X)) as defined in and

via the log-likelihood Zf;; (9; X)) as defined in (T.21)), and I(9) by respectively Is¢(¢) and Ig,, (9).
However, let us stress that this is not a feasible choice since these likelihoods explicitly depend
respectively on u? and ufo which are intractable in practice (and that we need additional regularity
property on the model in order to ensure that Isc(J) is well defined).
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4 Examples

In this section, we elaborate on specific examples that appear in the literature and in appli-
cations. We first revisit the linear McKean model studied at length in [ITI]. We slightly extend
in Section his example (1.3) from p = 2 to p = 3. In Section we develop an example of a
generalised linear form and show in particular how our identifiability and non-degeneracy criteria
of Section are easily implementable and avoid to use the machinery of [IT1]. In Section we
develop a non-trivial example of kinetik mean-field model with a double layer potential that may
serve in many applications, like swarming models or more general individual based-models, see
[19] and the references therein. We finally develop a genuinely non-linear example, i.e. when the
measure argument is not linear like in , as for instance in the examples of [162]. Assumption
[[)is in force throughout.

4.1 McKean-like models
In many applications, (|1.2)) takes the explicit form

N
dX] = (01 X] +99)dt — 93N> (X] — X])dt +dBj, i=1,...,N (1.28)

j=1

with X € R. The parameter is ¥ = (J; ¥z ¥3) . In [I11] the case ¥o = 0 is studied at length
in particular. In our setting, we can encompass a more general situation with X} € R? for some
arbitrary d > 1 and replace U5 by a parameter in R? ® R? as well as ¥ by a parameter in R?.
In this case, Assumptions and are readily checked. Likewise, the identifiability and
non-degeneracy assumptions can be obtained with some extra care on the initial condition. We
elaborate on a specific case below.

Likelihood equations

To keep-up with notational simplicity, we detail the case p = 3 with ¥ = (9; U2 J3)" €O as a
compact subset of R? for an ambient dimension d = 1, with 91 # 93 and ¥; # 0. Introduce

a2 v —(— M) @

Al (z) = x 1 0 , BN(2) = 1
N
™2 0 (M) (=)

where we use the bracket notation (-,v) to denote integration w.r.t. the measure v. Define

T
AY = [ s (1.29)
0
and
BY = N‘lz/ BN(X})dX}. (1.30)
i=170

Thanks to the linearity in ¢ of the drift b(J;t,z,v) = V12 + 99 — 3 [ (x — y)v(dy), the likelihood

equations are explicit and the maximum likelihood estimator 1/5:)'\‘,16 solves

ANgme — BN (1.31)
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Moreover, the asymptotic information matrix is given by

T
19) = / (A(0: ), i),

with
z? T _<' -z, :U’?>2
Ac(;2) = x 1 0
_<'_:I"7/J’?>2 0 <'—£E,/Jf>2
Non-degeneracy and identifiability

The property detI(¢) > 0 can be verified on the explicit form of its matrix :

det I(9) = /OTVar(,uf)dt (T/Tml(M?)Zdt— (/Tml(,uf)dt)Q)

with Var(v) = [, (z—m1(v))?v(dz) and Wy (v) = [p. 2v(dz). Therefore det I(9) > 0 unless p is de-
generate for all ¢ or stationary. In the case of a linear equation of the type (|1.28)), the accompanying
limiting measure ;¥ associated to the McKean-Vlasov equation

Xy = (91 X¢ + Va)dt — 95(X, — B [X,])dt + dB,

is a Gaussian process that can be thought of as an inhomogeneous Ornstein-Uhlenbeck model for
which we have closed-form moment formulas :

my (u)) = =97 e 4 (Mg (o) + 97 '02) exp(v1t) (1.32)
and
malii) = exp (= 2001 — Da)e)Var(uo) + oA I Gl (133)

In particular, having
HI(NO) +’l91_1192 # 0, 191 74— 0, 191 7£ 193 (134)

yields the non-degeneracy of I(9) as well as the asymptotic non-degeneracy of £ in the sense of
Definition since Vyb(9;t, z,v) does not depend on 9. Also, the convergence AY — I(¥J) in
]P’f;’ -probability as N — oo tells us that has a well defined and unique solution with ]P’f;’
probability tending to one as N —> oo This last statement can be quantified via the convergence
Lemma |1.21] _ 1| below. Writing ¢(x,v) — Jplz — dy)), the log-likelihood

T
N (9; XNy = Z/ T (X pN)axi — Z/ (T o(x7, ™))t (1.35)
i=170
has representation ((1.25) with
N(x (M) = Z/ o(Xi,pM)dX] and HN (X)) = Z/ o(X1,mM (X, ™) Tt

and we obtain the asymptotic identifiability of (€V)n>1 over compact parameter sets © C R?
that are moreover convex and satisfy the constraint - by Proposition [L.16] Finally, explicit
formulas for I(+}) and its inverse can be derived thanks to and (1.33).
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4.2 Generalised linear like models
We push further the preceding linear structure by considering the following model
N .
dX] =01 f(X})dt + 9N~ " g(X] — X{)dt +dB}, 1<i<N
j=1

where f and g are known and Lipschitz continuous real-valued functions and X; € R for simplicity.
The parameter is ¥ = (1,92) € R%. Thus p = 2 which again yields simple and explicit formu-
las. Assumptions and are readily checked. Writing ¢(z,v) = (f(z) g * v(x))T, with
g*v(z) = [, g(x —y)v(dy) the log-likelihood function ¢V (9; X (M) has again representation
hence holds as well and we obtain the asymptotic identifiability of (€V)x>1 over compact
parameter sets © C R? that are moreover convex as soon as det[(¢) > 0 by Proposition

Non-degeneracy

For proving asymptotic non-degeneracy (that implies in particular detI(¢) > 0), we plan to
apply Proposition We first notice that Vyb(9;t, z,v) = ¢(z,v) does not depend on ¥, hence
Vob([0,9');t,2,v) = (f(z) gxv(x))T does not depend on the segment [1J,1'] either. The continuity
of t + (f(x) gxp?(x))T follows from the representation

(f(2) gl (@) T = (f(2) Bz, lo(X2)])

the fact that ¢t — X, is continuous in probability at ¢t = 0 under Py and Lebesgue dominated
convergence. Now, let 2 = (21,22) with 27 + 23 = 1. In order to obtain non-degeneracy, it is
sufficient by Proposition to show that the function

x = f(x)z1 + g * po(x)22

is non identically zero. If f does not identically vanishes, we may assume that zo # 0. Then it is
sufficient to have that

x = Af(x) + g* po(z) does not vanish identically for every A # 0. (1.36)

It is then very easy to build families of functions and initial condition (f, g, po) such that (1.36) is
satisfied. For instance, if j19 = d,, for some arbitrary zo, then having f non-identically equal to a
constant is sufficient.

Likelihood equations

Finally, we explicitly solve the likelihood equations. Again, they are of a simple form, and the
maximum likelihood estimator 95 solves

ANgme — BN (1.37)
where AY and BY are defined via (1.29) and (1.30)), with

) = /@)’ F@)gle=,m™) | gy - /(@)
At()<f<x><g<x—->,u§“> (9w =) m))? ) Bt()<<g<x—->,u§m>)'
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Again, we have

H(ﬁ)_<f foT f2 ﬂt> fo g*ﬂt ?>dt>,
0

Flgx ), plydt [ g*ut), pf)dt

by taking the limit in PY'-probability of AY = fo (AN (z), ,ugN)>dt. We also know that detI(«}) >
0 by the non-degeneracy property established above thanks to Proposition Hence AY is
invertible with I%V -probability that goes to one as N — oo and ¥4+ is asymptotically well defined.

4.3 A double layer potential model

We depart from the structure (1.25)) of the likelihood as in the two preceding linear-like models
and study the model

N
dX} = N"'> " VUy(X} - X])dt +dB;, 1<i <N,

j=1

with ambient state space R? for d > 1 and where Uy : R? — R is a family of pairwise potentials of
the form
Ug(x) = =191 exp(—a|z|?) + 93 exp(—d4|z|?)

modelling short range repulsion and long range attraction, where 11,93 and 192,194 are respectively
the strengths and the lengths of attraction and repulsion. The parameter is ¢ = (¥y,...,94) €
(0,00)%. As minimal identifiability condition, we impose 5 # ¥4. Such models are commonly used
(in their kinetic version) in swarming modelling, see e.g. [19].

We have b(9;t,z,v) = VUy x v(x) and it is readily verified that Assumptions and
are met. Here, there is no hope to explicitly solve the likelihood equations, and a numerical scheme
has to be implemented. We further investigate the identifiability and non-degeneracy of the model
Note that the assumptions on the drift and the initial condition ensure that for every ¥ € ©, u? is

absolutely continuous with a nowhere vanishing density for ¢ > 0 (we refer to [17] and in particular
Corollary 8.2.2).

Identifiability

We study the injectivity of the mapping ¥ — Py via the injectivity of 9 ((t, x) — VUy *pf)),
see Assumption If 9,9’ are such that Py = Py, this also implies u? = u?" for every ¢ € [0, T].
Hence the condition-

VUy * /J,? = VUy x /j,?,

for almost every ¢ € [0, 7] becomes

VUy * il = VUgr * i (1.38)

for almost every ¢t € [0,7]. Let F(v = [pa€™ Ty dx) denote a Fourier transform of v (well
defined if v is a probability measure or an integrable function). Since & — F(u)(€) is continuous
and F(ps)(€) = 1 (the py are all probability measures on R9), there are infinitely many points
¢ € R? such that F(u)(€) # 0 . Applying F on both side of (1.38)), we obtain

F(VUy)(€) = F(VUy)(8)
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for such points £. Moreover
VUy(x) = 201022 exp(—da|x|?) — 2030942 exp(—d4|z|?), (1.39)

and
F(VUg)(€) = ien¥? (910, Y% exp(— 13- 1€12) — 0395V exp(— - 1€2)).

It follows that the condition ¥4 # 14 is sufficient to achieve identifiability, i.e. ¥ = . Henceforth,
we may parametrise our model via any compact © C (0,00)* such that 95 # 04.

Non-degeneracy

We plan to apply Proposition [1.15| From ([1.39)), we have

Vob(0;t, x,v)! = Vy(VUy xv(2))! = G(9;2) xv(x),

with
2991 exp(—d2|z|?)
20125(1 — Va|[?) exp(—dalz|?) 1
-2V, exp(—d4|z|?) A
—2032;(1 — Va|z]?) exp(—da|z]?)

G(9;z) = ,d

The mapping ‘ ‘
t = Vb([0, 19/]; t,, ﬂf)] = Eﬁg [G([ﬁv 19/]3 €T = Xt)J}

is continuous at ¢ = 0, as a simple consequence of the fact that ¢t — X, is continuous in Py-
probability at ¢t = 0. It is then sufficient to prove that for any z € R* with 2§ + 23 + 23 + 27 = 1,
one of the functions

= (G([90,9); ) xpo(z) T2, 5=1,...,d

does not vanish identically. Assume on the contrary that (G([9,9'];)7 % o) "2 is identically 0
for every 1 < j < d. Then this is also the case for F((G([0,9'];)? x po) " z). Assume now that
F(p0)(§) # 0 dé-a.e. Then from

TG, 9] ) # 10)T2) (&) = F(G(9, 9]V (€)=~ F(o) ()

we must have

= F(G([9,0;))(€) T2 =0 d —ace.
for every 1 < j < d, or equivalently

x (G([ﬁ,ﬁ’];x)j)-rz =0 dr — a.e.

This is not possible, as proved by an inspection of the equation
1
/ ([92, 93]z exp(—[D2, V5]alx[*) 21 + [91, 0] xa; (1 — [D2, V5]a]x[?) exp(—[02, 9] xl|*) 22) dA
0
1
:/ ([94, 94]azs exp(—[0a, D4]a|2[*) 25 + [95, 95]na; (1 — [V, Vi]a]2]?) exp(—[0a, D4]a|2[*)24) dA,
0

for almost every z € R, which further reduces to

([92, 05)x, w21 + [01,91]x, 25(1 = [92, 93], 2]*) 22) exp(= [0, 93], 2]?)
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=([04, 9] w523 + [O3, 055, 25 (1 — [Da, O] [2]*)24) exp(—[0a, 9] x, [2]?) (1.40)

for almost every = € R%, by the mean-value theorem for some M., \, € [0, 1], that also respectively
depend on (¥1,92, 97,95, 21, z2) and (U3, 4, 95,9}, 23, 24). A simple sufficient condition is Vg # 94 :
indeed, if ¥ and ¥, take values in disjoint intervals for instance, then for every 9,79’ € ©, with

9,9'] C ©, we have [¥a,05] N [¥4,0)] = 0. Then one easily checks that (1.40) cannot hold for
2 4
sufficiently large |x|.

If we only need to verify that I(J) is non-degenerate, it is sufficient to take ¢ = ¢’ in ((1.40)
that simply becomes

(192sz1 + V2, (1 — 192|x|2)z'2) exp(—da|z|?) = (194sz3 + J32,(1 — 194|x|2)z4) exp(—d4]2[?)
for almost every x € R, in which case having 15 # 9,4 is sufficient (and somewhat easier to obtain

than the asymptotic non-degeneracy of €V in the sense of Definition [1.14)).

In conclusion, as soon as F(up) is non-vanishing almost everywhere and © C (0,00)* is a
compact such that ¥ and ¥, take values in disjoint intervals, we obtain the asymptotic non-
degeneracy of (EV)n>1.

4.4 A genuinely non-linear example

We end-up this section by inspecting an example where the parametrisation v — b(9; ¢, z,v) is
genuinely non-linear in the measure argument. Consider the model

N
dXi = F(ﬁN‘l 3 g(xi - th))dt +dBi, 1<i<N,
j=1

with X/ € R and 9 > 0 for simplicity. The functions F,g : R — R are known and smooth, g
is nonnegative, integrable, with positive mass and F' is one-to-one on the positive axis. We have
b(9;t,x,v) = F(dg x v(x)).

The smoothness of ' and g yields Assumptions and As for the identifiability of the
model, assume that Py = Py/, and so uf = ,u}? as well. If, for almost every z € R, we have

F(Wg i (z)) = F(0'g % uf (2)),

then, since g(x) > 0 and u?(z) > 0 for every z € R and ¢ > 0, the function g x u¥ is positive on
the whole real line R. Since F' is one-to-one on the positive axis, it follows that

0g % i (x) = ' g i ()

and that can only be true if ¥ = 9’ since g%y} () is nowhere vanishing. As for the non-degeneracy,
we have

Bob(0st, 2, ) = g py (@) F' (09 % g () = B, [g(a — X;)|F' (VB3 [9(z — X¢)])
which is continuous at ¢ = 0 by the continuity in Py- probability of t — X, at ¢ = 0. Finally, assume

that £ has a positive density. Then @ +— g* fig(x)F’ (9g* p10(x)) is non-identically vanishing since
g * o is positive and F” is non-vanishing on (0, 00). We conclude by Proposition m
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5 Proof of the main results

5.1 Preliminaries : couplings

For technical reasons, we will need certain couplings on the canonical space (CV, V). We now
fix ¥ € O, and introduce, for every ¢ € ©, the following two processes

x (V)0 (th’ﬁ ,...,XtN’ﬁ )te[O,T]

and (N), 9’ 1,9 N9
X" :(Xt, a'~'aXt) )tE[O,T]
defined on (CN,FN) by
P . t . t . al .
th =X; —|—/ b(??';s,X;’19 7M§N) i )ds —I—/ o(s, X")dB N, (1.41)
0 0
with u(N) a4 -1 ZZ 1 X7 o and
—i,9’ ¢ 'l t i )
X, =Xi+ / b5, X, ,ut "ds +/ o(s, X, YdB"NY, (1.42)
0 0
and

BN = /t V2 (s, XD(AXE = b(9, s, XL, u{M)ds).
0

Note that X9 and Y(N)’ﬂ/ actually depend on 9 pathwise via (BZ"N’ﬂ)te[O,l] under P} but not

their laws! Indeed, the (BZ’N’ﬁ)te[oJ] are standard Brownian motions under P}. For notational

simplicity, we omit the dependence upon ¥ here. Otherwise, we write X L0 o X X . Thus

XM and X! )9’ are deﬁned as functions of X(™) (as strong solutions of ( and -

and have law P} and ]P’ﬁ, under PY. This is a convenient Way to couple Py and Pﬂ, while still

working with the canonical process under IP’Q’ . We write Mi =N"! Ei:l 1) Xis for the empirical
measure of the canonical process. We also introduce

'uN)ﬁ 12(5ng/

(N), 0,9

and write u( )9 and i whenever we want to emphasise that the coupling is constructed

with the processes (BZ’N’ﬁ)te[O,T] for 1 <14 < N. We have the following approximation results :

Lemma 1.20. For every 9,9 € © and every r > 1, we have

sup B [Wy (™" uf™)7] < sup Epx [N 1Z|X“9 T X <o -9, (1.43)
te[0,T] te[0,T]

sup Ep [Wy (™7 @MY ] < sup B [N 1Z|X“9 CoXT < o). (1.44)
t€(0,T) te[0,T)
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There exists 6 > 0 such that for everyr >1 :

sup  Epx [Wi (™, uf)'] < ON7O7, (1.45)
te[o,T),9e® °
ol i i,9,9
sup N7V Epn[|IX] - X, < ONTY (1.46)
te[0,T],9€0 =

as N — oo.

The proof is given in Appendix [7.3]

5.2 Proof of Theorem [1.17]

We prove a slightly stronger result, namely a uniform type LAN condition, following Chapter
IT of [98]. Let (un)n>1 be a sequence of RP such that uxy — v and (Un)n>1 a sequence of © such
that 9y + (NI(9n))~2un € © for large enough N and such that 9 — 1, for some ¥ such that
I(¥) > 0. We claim that

dPgN—F(NH(ﬁN))*l/?uN
APy

(v(On;uy) = log =u'Ty — 2ul? + rv (N, un), (1.47)

where I'y — N(0,Idg») in distribution under P4 and rx(9n,un) — 0 in PY-probability. Clearly,

(1.47) implies (1.26) and thus Theorem Note that since I(¥)) > 0 we have that I(Jy) is in-
vertible for large enough N, thanks to the continuity of the mapping ¥ +— 1(9), recall Proposition

The asymptotic expansion (1.47)) is therefore meaningful for large enough N.
Step 1. (Preliminary expansion.) We have
CN(Insun)

N T
= [ (00 + (VH0) it X ) = ()0t X)) B
i=170
1L [T _ -
- 52/ (20 (On + (NT(@On) " Punst, XJ, pf) = (¢720)(0ni t, X, )|t
1=1 0

where the BPYVIN = fot c12(s, X)) (dX] — b(ﬁN;s,Xé,ugN))ds), 1 < i € N are independent
Brownian motions on R¢ under H"f;[N. A first-order Taylor’s expansion therefore yields the repre-
sentation,

(v(Iniun) = uy (]I(ﬂN)_l/Q)TAN,’ﬁN (un) — %uJTV (H(ﬂN)_l/Q)TiN,ﬂN (UN)H(ﬁN)_l/QUN

where

N d T
ANy (u) = N*l/zzz/o Vol Y20) ([9n, On + (NH(ﬁN))71/2u];tXZ,Mi\])d(Bz,N,ﬁN)J

i=1 j=1
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and

N

a0 = N30 [ 90l (0, 0 + (V)2 X )

=1 j=1

x (Vg (c™2b) ([0, I + (NT(0n)) " 2ulst, X2, u)) ' dt,

with the notation ¢([0,9']) fo d(9 + A" — 9))dX that we introduced before. We rewrite the
above expansion as

(vniun) = ul (LWN) %) T A gy (0) — L|uf?

and thus (1.47) follows from
(I(Wxn) ") T Aoy (0) = N(0, Idgs) (1.48)

under ]P’f,YN in distribution together with the convergence to 0 of the last two components.

Step 2. (Convergence of the Gaussian part.) We prove (1.48]) or equivalently, the convergence

d
ETAWN) ) T ANon (0) = Y &N )y Anoy (0)g — N(O, |€)

q,9'=1

in distribution under }P’Q’N for every € € RP. We apply a classical semimartingale convergence result,
following for instance Jacod and Shiryaev [102] (Corollary 3.24). For ¢t € [0,T7], the process

A,y (0 1/222 / V(e 20 (In; s, X1, 1)) d(BeN0N Y
i=1 j=1

is a continuous local martingale under P} and sois (¢ (I(Un)~1/2) TAn o, (O)t)te[o 1+ It coincides
with €T (I(In)"2) T AN, (0) at t = T and has predictable compensator

<§T(]I(19 )~ 1/2)TAN19N Z §q1§q2 (In)~ 1/2 )qq (]I(lgN)fl/Q)qllqlx
ak,q;,=1
N d ¢
N_lzz/ 819{1 ( _1/2b) (ﬁN’S Xs):us )8’19 /( _1/2b) (19]\],8 X17MgN))d
i=1 =170 !

that converges to

p
Y CanlanM0) )0, (U(0)T2) g1,

qr,q;,=1

Z/ 7, [0, (7200 (955, X0, 1)y, (¢ 1/20)7 (0; 5, XC, )] ds,
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in IP{;[N—probability, but that last quantity is exactly |£|? at ¢t = T, which proves (1.48). As for
the last convergence in probability, it is a simple consequence of the continuity of ¢ — I(19), see
Proposition [[.1T] and the following lemma

Lemma 1.21. Let 3 > 0 and ¢ : © x [0,T] x R x Pg — R be such that for some C,a > 0, we
have

sup |p(9'st,2",0)=d(0;t, z,v)| < C(|[9' =0 +|2"—2[+ W1 (v, v)) (1 +|2|* +]2"|*+ma (V) +ms (V).
te[0,7]

Then, there exists 0 < 6 < 1/2 such that for every t € [0,T] and every m > 0, we have

¢
1 (N Jo_
EPgN ‘N E / d(On;s, XL, uN))ds /0

We apply Lemma [1.21[to ¢(9; s, z,v) = 819q (c _1/21)) (V5 8,2,v)0, ( ~1/2b)3 (9; s, x, v), thanks
to Assumption The proof is given in Appendlx

[ 9050 i)l de)ds| | < CIx—I" 4N )

Step 3. (Convergence of the remainder terms.) We first prove
uf ([ON) ") TAN gy (un) = u T (LW0N) %) T An,95 (0) = 0 (1.49)

in P -probability. Since I(Jx)~'/2 is well defined for large enough N and converges to I(J)~/2
and uy — w, it is sufficient to prove Ay gy (un) — Ay, (0) = 0 in PJ -probability. Introduce
the process

1
G (9,u); = / (D9, (¢ 2b) (9 + A(NT(9)) " 2ust, X7, ™) = 0y, (¢ /20) (951, X7, u{™))dA
0

for 1 <r <pandte€[0,T] By Itd’s isometry

p
]EP‘];]N [|AN,19N(UN) — AN,ﬁN ZE]PN |N 1/2 / GZT ’l9N7uN)TdBZN19N| ]

r=1

:Z 12/ Epy [IGN (0, un)el?]dt.

Moreover

G (O, un )if? < Z sup [(V9g,c/2b) (08, X7, p " YNNI n )~ 2un|?
j= 1
<CNT'1+ |XZ‘|2“ e, (™)),
for large enough N, thanks to Assumption [[.4] We conclude

sup EPN UG (ﬁN,UN) | ] SCN71
te[0,T]

for large enough N by Lemma n and (|1.49) follows.

The convergence of the second remainder term is a simple consequence of F]f]\w ~un) = I(9)
thanks to Lemma together with the continuity of ¥ — I(+)) and Proposition The Proof
of Theorem is complete for the experiment V.
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5.3 Proof of Theorem [1.19

We plan to apply the classical theory of Ibragimov-Hasminski, and more specifically Theorem
II1.1.1 of [98]. We introduce the notation

N
dPﬂJr(N]I(ﬁ))*l/?u

9

We first establish two key regularity properties of the likelihood process.
Step 1. (A regularity property for the likelihood process.) Here, we prove that for any r > 2
Epy (2N (9; u) /" — ZN(ﬁ;U)l/T"T] <CO+ K-, (1.50)

for some positive «,v’, uniformly in w,v such that Zy(¥;u) and Zy(¥;v) are well-defined and
|u|, |v| are bounded by x > 0. Pick any r > 2. By a first-order expansion

1
Epy [|2n (0 u) /T — ZN(ﬁ;v)l/T|T] < lu—v|"Epy [l / Vo (Z3)YT (050 + A(v — u))d)\m
0

1P
< CIU*”\T/O D B [|0u, (23)Y7) (@50 + Av — w))|]dA.
- (1.51)

Define, for ¢ € [0, 7], the random process

t
003 1) = exp ([ ()5, XE X - § / (20, X5 p00) 2d5).

0
Since
N H Or(0 + (NI(9))~/u, X', u™)
u 9
0, X0, )
we have

X 0u, (07" (9 + (NI(9) "2 X7, M)
1/r . — ug \¥1 3 5
o T S0 (V) 2 X i)
i 295 X p)

i V(03 ") (9 + (NI(9)) ™Y 2u; X7, )T (NI())7/2)
= 270+ (NI(0))=1/2u; X, )

H o1 (9 + (NI(9))~/2u; X7, ™))

7 (0 XV )
= <zN>1/T<ﬂ~u><<Nﬂ<ﬁ>> 12) x

Zw log(¢7/")) (9 + (NL(9))~/2u, X7, 5 M),
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Interpreting Zx (¥;u) as a Radon-Nikodym derivative entails

Epy [[0u, (28)"7) (95)]]

N
= (1)) I g [[N12 3V, (log(63")) (0 + (NI(0) 20T (1.52)

I+ (NI(D)) ~1/ 20 ‘
i=1

N

94 (NI(9))—1/20" Next, by definition of ¢;, we have, for

by a change of probability between IE”{;[ and P
every 9 € ©

r L 1 T — A i
9y, (log (/") (' X7, ™)) =~ / D, (™) (0515 X7, ™)X,
0

1 /T B 4 - )
“ar [ 200, (T O X0 ™) T B0 X ™

1 /T _ o
L[ 0 @ X 0B
0
where the (B?N,ﬁl)te[ofﬂ - (f(f V2 (s, XD (dXE — b(ﬂ/;S,XéyllgN))ds)te[O,T]a 1 <i < N are

independent Brownian motions on R? under IP’ng,. Plugging-in this representation in (1.52]) at 9" =
9 4 (NI(9))~'/?u, we infer

Epn [|0u, (23)"/7) (03 0)]")

N T
< CBay (N2 3 [ 0, (200t X aB | ]
i=1

< CEex [

N T
N”Z/O 90, (7200 (0"t X ™) 2|77
=1
N T
— LT N)yr
=CN 12/0 (U By (17177 + (™))t
i=1

T
S C(l +/ ]E]P:QI/ [nglea‘x(T'l’Tz)]dt).
0

where we succesively used the Burckholder-Davis-Gundy, Assumption [[.4] and the fact that r > 2.
Now, we claim that with ¢/ =9 + (NT1(9))~Y2(u 4+ A(v — u)), we have

T
/ Epx [| X7 |rmex(rir2)]qr < C(1+ &7) (1.53)
0 9+ (NI(9)) ™1/ 2 (utA(v—u))

for some « > 0, uniformly in |u|, |v| bounded by x and where C' depends on © only. Indeed, keeping
up with the abbreviation 1, we have

B (X170 ] < (e, [1X; = X[ 0] 4 By [0 )

By (1.43) of Lemma
]EIPW Usz . Xti,ﬁ‘rmax(rl,TQ)] < C|19 o 19/|r max(ry,ra)
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= Cl(N]I(’ﬂ))—l/Q(u + /\(U _ u))|rmax(r1,r2)
<CN~" maX(T1,T2)/2I{T max(r1,72)

and the second term that only depends on 19 by coupling is uniformly bounded by Lemma 1.7} The
estimate (1.53) follows. Going back to (L.51), we conclude

Epy [|2n5(0;0)"/" — ZN(ﬂ;u)l/Tm < Clu— o[ (1 + &7 mx(1r2))
and (1.50) is established with v = r max(ry,r2) and ' = 7.

Step 2. Here we prove a moment bound for the likelihood ratio process, namely, for every r > 0

Epy [ZN(ﬁ;u)l/Q] < Clu|™", (1.54)
uniformly in 9 € © and v = (NI(9))Y2(¥ — 9) with ¥/ € ©. Introducing for t € [0,7] the
]P’f;’ -martingale

N t
MY () =3 / ((c™/2B)(9 + (NI(9)™2u; 8, X5 puN)) — (7 /28) (95 5, X7, u{V)) T dBEN?,

i=170

we have

Zn (95 u) = exp (M7 (9;u) — (MY (9 u))7).
It follows that
Epx [Zn (05u)'/?] = Epy {exp(—%M%ﬂ;U) — (MY (05 u))r) exp (- %(M?V(ﬁ;u)ﬁ)]
< E]Pg [GXP( *_‘TMT (V5 u) — % K
1/3
< By [exp (— &MY (05 u)7)] ",
thanks to Holder’s inequality and the martingale property of (%Mﬁv (95 u))¢ejo,r)- With the help of
the parametrisation v = (NI(9))Y2(0' — 9), we rewrite (MN (9;u))7 as

N T
S [l @ X ™) — st )
. 0

N d .1 / .
= 12T c~1/2p)d r i
;;/@ (((NT(9)) ) /0 Va( D) (9 + AW — 0);t, X2, p™))dN) at
=u ]1(19) I/QEN([Tg,19’];’11)]1(19)_1/2’11,7
with
SN, u 122/ Vol 20) ([9,9'];t thalit )(W(C_”Qb)j([ﬁ,ﬁ’];t,X;‘,uﬁN)))Tdt

i=1 j=1

which converges by Lemma to

(19, 9'); Z / [ V(e 219,02, (Tl 20 (0, v 1) ()
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in Pg—probability. Abbreviating further iN(ﬂ; u) = H(ﬁ)—l/QgN([g, V); u)I[(19)_1/2 and i(ﬁ; ) =
I(9) =25 ([9,9'];u)I(9) /2, we have

Epxy [ZN(ﬁ;u)1/2] < Epx [exp ( — f’—GuTiN(ﬁ; u)u)] 1/3

<PY (uTiN(ﬁ; u)u < %uTi(ﬂ; u)u)l/3 +exp (— g—éuTi(ﬁ; u)u). (1.55)
The non-degeneracy assumption (recall Definition [1.14)) ensures u %(d; u)u > ¢|u|? for some ¢ > 0

that does not depend on ¥ nor u (but that depends on ©), hence the remainder term decays faster
than any power of |u|. The first term in the right-hand side of (L.55)) is bounded above by

~ 1
u' B (d;u)u)3
i
< I%VOUT (iN(ﬂ;u) - i(ﬂ,u))u| > %c\u|2> s

IP’{;I(|UT (iN(ﬂ;u) — i(ﬁ,u))u| > %

Wl

< C|U|7QTW]E]P>§1 HuT (f)N(ﬁ; u) — B(; u))u|m}

for every m > 0 by Markov’s inequality and where we used the non-degeneracy assumption again.
For 1 < £,¢' < p, introduce

bo.o([0,9];t,2,v) = (D, (c™20)([9,9');t,2,0)) T Dy, (¢ 20)([9,9'); t, z,v),

so that (SN (9;u) — £(J;u)), ,, is simply

Nz

N T T
N—lz/ ¢47Z,([19,19’];t,XZ,MEN))dt—/ /d¢e,ef([19,ﬁ’];t,x,u?)ut(dx)dt
= Jo 0o JR

By Lemma we derive

Epy [|(ZY (05u) = £(05u)), .| "] < ONTO™,

I
therefore

E]pf;f HuT (EN(ﬂ;u) — i(ﬁ;u))u}m]1/3 < C’|u\27”/3]\7_57”/37
and finally

PY (Ju” (EN (9;u) — (95 u))u| > %Ji(ﬁ;u)u)% < CN7Im/3 (1.56)

Pick » > 1. Combining and , we infer

[0l By [Zv (95 4) /2] < Clul” N=07/% 4 Jul" exp(— uf?).
For u = (NT(9))'/2(¢' — ¥9) with ¢ € ©, we have |u| < CN'/2. The first term in the right-hand

side of the previous estimate is thus bounded as soon a m > 3r/(2d). The second term is bounded
uniformly in |u|. We thus have established (1.54)).

Step 3. We are now ready to apply Theorem III.1.1 of [98] and gather several properties of the maxi-
mum likelihood estimator. Note that the continuity of the likelihood function ¥ + LN (9; X (V)
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and the compactness of © ensures that a solution 1/9\}\‘,19 to (1.27)) exists.

The uniform LAN condition given in the proof of Theorem [I.17]is the Condition N1 of Chapter
IIT [98]. The non-degeneracy assumption (according to Definition ) is related to the uniform
use of Condition N2 of [98]. Step 1 and Step 2 are respectively Condition N3 and N4 of [98]. We
may thus apply Theorem IIL1.1 of [98] and we readily obtain Statement (i) of Theorem [L.19]
Statement (ii) is a consequence of Corollary III.1.1 of [98] while Statement (iii) is a consequence
of Theorem IIT.1.3 of [98].

The proof of Theorem [1.19]is complete.

6 Remaining proofs

6.1 Proof of Proposition [1.9
Anticipating the proof of Lemma [I.20] we prove a slightly stronger result, namely

(Eox [X," - X7 1)) < O — 9| (1.57)

for r > 1. Indeed, Proposition [I.9]is then a consequence of

Wil 1) < Eex [ X, - X7 1] < By [IX77 - X0 P) 7

6 i
for any 7 > 1. From X, = X, , we have

R —
g

t . T t L o .
XX = / (b9 5, X7 1?) — b5, X7 ') ds + / (0. X") — (s, X)) dBIN Y.
0 0

Using Assumption [I.2] and the Burckholder-Davis-Gundy inequality, we infer

K —i — ; 2r - i, r
Eey || / (o5, X2") = o5, X)) aBi| 7| < CBay [ ( / X =X fas) |
t ) . qr
< CEgy | / X=X as)
0

S

since 7 > 1. Thanks to the smoothness properties of b granted by Assumptions [I.3] and [T-4] and
incorporating the previous estimate, we obtain

0,9 =i,9 9,
Epg HXt - Xy ‘2 ]
¢
r Y 29, s 0,9 =i, r o
< [ By 10— 0P IR g )+ [ - T W) ds
¢
r <40 =i, 9 "\op
<O -0+ [ (B[R =X+ Wi, ] ds)
0
where we used that Epy [\Yi’ﬂvl] = m,(?) is bounded uniformly in ¢ € [0,7] and ¥ € © for all

values of r’ > 1 by Lemma[[.8] We obtain (L.57) for 2r by Grénwall’s lemma, hence for every r > 1
by Cauchy-Schwarz’s inequality. The proposition follows.
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6.2 Proof of Proposition [1.10

By Girsanov’s theorem,

—QN N T
dPy 1 —1/23(.9. i (N) —1/23.(9. i, 92
Egen | log dpg}:2EP§N{Z/O e 2(0: ¢, X1 ™) — 12001, X7, ) Pt
N T N
— _ 8 i 1 2
s;a_%z;/o Egen [|N 1_2;<b<z9;t,xt,Xi)fE [b(0: 8, ¢, XP)]ex:) | ]t
1= 1=

We plan to use the following decomposition

N
NS U0 XL X )~ By [E(ﬁ;t,C,Xi)]C:X;
7j=1
N7Y(b(;t, X}, X]
N
1

[ (¥5t,¢, X )]( XL)

+

=
NAWN =17 0 (0005, X{, XT) — Egea [b(0: 6, X], X7) [ X]]).
J=1,g#i

i

Using the elementary inequality (a +b)? < (1+ p)a® + (14 p~1)b? valid for every p > 0, we obtain

N
— 7 i j 2
Egon [|[N71 D 0(0:t, X, X)) — Eg, [b(0; £, ¢, X )]e—x;|')
j=1
“1\ A = N-1 ~
< (L4 p ONTZEg, [0t X7, Xi)IP] + (1 + p) 5~ By [[0(0; £, X, X7) ],
and therefore
QN
dP 1
lim sup sup Eﬁgw[log L } < +PG_2 sup/ / z,y) (1) @ pl)(dx, dy)dt.
N—oo 9€© 7 dPﬂ V€O ]Rdled

By assumption,

/ 0(; t,w,9) (1) @ pf)(dw,dy) < C(1+ sup  (my, (1)) +mpy (1))
R4 xR? t€[0,T],9€0

which is finite by Lemma We thus obtain (1.15). In order to obtain (|1.16)), we simply apply
Pinsker’s inequality :

QN
lim sup sup ]P’N ]P’ 1 5 lim sup sup Ecen [10 v }
N—oo | ”TV Nooo 9€0 9 & dPyy
_ 1
colilay [0 ) © f)(dr, dy).
YeO Rded

The conclusion follows by taking p sufficiently small.
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6.3 Proof of Proposition [1.11
Let

(¢[7£/(19; t,x, V)) 1<0,0/<p = (6194 (cil/Qb)(ﬁ; t,z, H’?)Taﬂy (cil/zb)(ﬂ; iz, /J’?))lge,zlng

We have
T ’
1(0) e, — LV ) e =/ (Bz, [de0 (95, Xo, 1)) — B, [pee (958, Xy, 1) )] )t
0
T
—1,9 —19
= / (Ben [Ge,0 (98, X, 1) = Goor (936, X, ", )] )dt.
0
Thanks to the smoothness properties of b and o granted by Assumptions[I.2] [[-3] and [T.4] we have

9’

—1,9 1,9
|¢275/(19;th1§ ,,LL?) - QSZ,E’(ﬁl;ta Xt a/u’t )
’ 1,9 —1,9 9 <19 4 —1,9 @ 9 9’
SC(W*ﬁ|+|Xt - X, |+W1(Nt 7Mt))(1+‘Xt |+ 11X, "+ ma(py) +mp(py ))

We have IEPHYi’ﬁ\T] = m, (1Y), which is uniformly bounded in ¢ € [0,7],9 € © for every r > 1

by Lemma Likewise Epy [|Yt1’19 ") < C(my (1)) + Epx [|Y; X1 0 1), therefore, by Cauchy-

Schwarz’s inequality
—1,9 —1,9 ’
|Epx [Gee (9,6, X, 1) = b (9,6, X))
—1,9 =19 ’ —1,9 =19
<C(19 =9+ Een[[X," =X, PDY2+ Wi, 1) (1 + Ben [| X, = X, [)'?)

and the Lipschitz smoothness follows by applying (1.44) of Lemma and Proposition The
convergence N g~ () — I(99) is a simple consequence of Lemma [1.21

6.4 Proof of Proposition [1.16

Note that for every 1 < ¢ <p:

p
aﬂlgN(ﬁ;XN) = GN(X(N))Z +2 Z ﬁZ/HN(X(N))E’Z/.
=1

Let 9,79 in ©¢ be such that Psf = IP’f,Y, for every N > 1. (This also implies Py = Py by Lemma
- for instance.) Using the symmetry of H(X®V )) we note that

p
9T HN (XMWY — () THN (XM =" (9, —9)) Z N(XPNY, (D +9).
(=1 =
It follows that

p
=N XNy — N (', XNy = Z 9, — ) (GN(X(N) +22HN XMy, 19@/;19;,)
(=1 =1
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p
9+,
(GN (XM 2> 2 N (X)) (0 — )
=1

[
M*ﬁ

o~
Il
_

D, N (9% XN ey = Vgl (9% X)) Te,

[
M’E

~
Il
—

with £ =9 — ¢ and ¥* = %(19 +9") € ©p by the convexity of O and that does not depend on
X) - Assume now that 9 # . This implies that for some & # 0, we have

0= (VN (@05 XN T TN (9% XN T = T (9.

Thus I¢~ (9*%) is degenerate for every N > 1. Letting N — oo and applying Proposition we
infer that I(¢*) is degenerate as well, a contradiction.

7 Appendix

7.1 Proof of Lemma [1.7]
By Assumption [I[.3] we have
. N .
[b(0; 5, X5, p™)| < C(L+ X+ N7 T IXL)
i=1
uniformly in s € [0,7] and ¥ € ©. For M > 0, define 75y = inf{s > 0,max1<;<n | X} > M} AT
and note that 7y is a (FV)-stopping time. We have

) tATM . tATM . .
Xinn | <X+ / 169, 5, X7,y ) ds + | / o(s, X1)dBIN |

tATNM

AT .
<\X0|+C/ 1+|Xl|+le\Xl ds+|/ o(s, X1)dBLN"|
t . .
<\X0|+C’/ (L4 |Xinm, |+ N7 1Z\XWM |)ds + sup }/ o(s, X1)dB:N|
0<t<T Jo

Taking PJ-expectation of order r > 1, we obtain
. . t
Epx [|Xinry "] < C(1+Epy [|Xg|] +/ (1+ Epy [[Xinr,, ["]ds),
0

using Jensen’s inequality, the exchangeability of I%V and the Burckholder-Davis-Gundy inequality
together with Assumption [I.2] to obtain

E[ sup |/ (s, X1)dBiN?|"] < CE[( /|O’SX1)|2 )T/2]<C/

0<t<T

By Gronwall’s lemma, we infer
Epy [|Xirr, "] < (Epy [ Xg]"] + C) exp(Ct).

Letting M — oo, we conclude by Fatou’s lemma.
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7.2 Proof of Lemma [1.§

It is a slight variation of the proof of Lemma By Theorem 4.21 in [37], we have Eg_[supg<;<r |X{"] <
oo for every r > 1. (Their argument is developed for r = 2 but the extension to any r > 1 is
straightforward.) Therefore, only the uniformity in 9 requires a proof. From

Epx (|77 17] < O (Bpy [1X7 = X, 1] + B [|X117]),

and the fact that Epy Hyzﬂm = Eg, [|XZ’19|7”]7 Lemma is now a simple consequence of ([1.46})
in Lemma together with Lemma [[7]

7.3 Proof of Lemma [1.20l
Proof of
The first inequality is obvious. Then, since X§ = Xé’ﬂl, we have
t t
Xti - Xf’ﬁ, = /0 (b(z?; s, X;, ,ugN)) —b(¥; s, X;*ﬁl, ,ugN)’l(’v))ds —|—/0 (a(s, X;) —o(s, Xi’ﬁ/))de’N’ﬁ.
Thanks to the smoothness properties of b and o granted by Assumptions and taking

expectation to the power r on both side and applying the Burckholder-Davis-Gundy inequality, we
infer

Epy [|X; — X¢7["]
t
<c / Eo ([0 — 0" (14 X7 4wy, (u$0))" 4 X5 = X077 4 Wy (a0 )] ds
t
<C(lo— o + / (Bea [1XE — X7+ Wy (7, 1)) ds)

where we used that Epy [m,., (,ugN))"] < Epy [|X7#|"2"] which is bounded uniformly in ¢ € [0,7] and

¥ € © by Lemma Also, using the first part of (1.43)), namely

N
B [Wy (a7, y )] < ON7VS T B [|X7E - X27T]
i=1
and taking averages over ¢ = 1,..., N on both sides, we infer

N . ’ t N . . ’
NTUY e [1X] - XV < C(l9 - ') + / NN Epy [1XE - X" ds).
i=1 =1

We obtain the second part of (1.43) by Gronwall’s lemma.

Proof of (|1.44)

The first inequality is obvious. The second part is simply (1.57)) from the proof of Proposition
ral
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Proof of (1.45) and (|1.46)

By triangle inequality,

N
_(N),0 9 — i Y _(N),9
Wilat™, ) < Wi (™, 7™ ) W @ ) < N IX-X T W @ i) (1.58)

=1

By Theorem 2 of [74], we have sup,c(o 1],9co Ep (W1 (72 (M), ﬂ,u )"] < CN=°" for every r > 1 and
some 0 > 0. The value of § depends on the dlmensmn d of the state space. The uniformity in
(t, ) follows in particular from the uniform moment bounds of Lemma (see the conditions of

Theorem 2 of [74]). Therefore ( is a consequence of
In order to establish (| , since X} = XO , We write

Xi - X = /0 (b9 XE i) — (95, K27, %)) ds + /O (o(s, X7) — 0(s, X)) dBIN.

Taking expectation to the power r on both side and applying the Burckholder-Davis-Gundy in-
equality, we infer

E]P)N UXZ 119

t
7 ~ 7 r r
V0 [ By X =T W, ) s

t .

<C / Epx [|X) = X7+ Wi (a0, ud)] ds
0
¢ ; -1,
<en+ c/ Epn [| X} = X,"["]ds,
0

arguing as in (1.58), and where ey = CT SUD;e[0,7],9c0 Epy (Wi (s (M) 197 p ) | < CN~°". Note that
the constants in each line are uniformly bounded in ¥ € @ We obtain (1.46]) by Gronwall’s lemma.

7.4 Proof of Lemma [1.21]

We plan to use the following decomposition
1Z/¢19N,5X1,u9 / o(0; 5,2, p )\l (da)ds = I + 1T + 111,
Rd
with
I=N- 12 / oI5, X1, 1)) — 605, X0 i) ds
_ —i,0 —i,0
II =N 12/ (¢(19stvxs Na:ugN)_(b(ﬂaSvXé 7”?))d8

117 = N~ 12/ o(0;5, X5 u?)d /¢ﬂs,Yi”9,uf)ds]~
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Thanks to the properties of ¢ the term I is bounded by a constant times

N t
_ i hY HIN o ila
N 12/0 (1K = X7+ W () ™)) (14 (X 41X+ mp (™) + mg (i) ds

Nt X 2 . \1/?
NI [T W) )

—i 9N 1/2
<o(N 12/ (1 (X374 X+ map (™) + mas(u)) ds )

by Cauchy-Schwarz’s inequality. Applying Cauchy-Schwarz’s inequality again together with Jen-
sen’s inequality, the ]P’fng -expectation to the power m of the first term is then bounded by a constant
times

N t
_ ; X m11/2
Boy, [N 2 [ (XX P Wi i )]
i=1

! LIN 2ma i|2ma N) 1/2
([0 By [0 ] () + s () )

The first term is bounded by a constant times N~ by (1.45) and of Lemma, |1.20f u Also
the P} -expectation of |X |27”°‘ | XE2m and mays (,ug )) is umformly bounded in s € [0,T]
by Lemma u and so is Map,s(u?™) by Lemma [1.8, We conclude

Epy [|J|m] <CN™™.
N

The second term I1 is bounded by a constant times

12/ Wy — 0|+ X7 - X7

Taklng IE”N -expectation to the power m and applying successively the first and second part of

in Lemma _ we obtain

(W™, u?))ds.

Epy [111™] < Cl9 —In|™

Finally, the third and last term converges to 0 by the law of large numbers, applying for instance
Rosenthal’s inequality for a precise bound in N. We obtain

m —m/2
Epy [[11I]"] < ON-™2.
The proof of Lemma [1.21]is complete.
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CHAPITRE 2

LNONPARAMETRIC ESTIMATION FOR INTERACTING
PARTICLE SYSTEMS : MCKEAN-VLASOV MODELS

1 Introduction

1.1 Setting

We continuously observe a stochastic system of N interacting particles
X, =(X},..., XN, teo,T) (2.1)
evolving in an Euclidean ambient space R?, that solves
dX}{=b(t, X}, plN)dt + o(t, X})dBi, 1<i<N, te[0,T],

(2.2)
L(XE, .., X)) = ud™,

where pl¥ = N~! Zi\; § Xi is the empirical measure of the system. The B’ are independent R%-
valued Brownian motions, and the transport and diffusion coefficients b and o are sufficiently
regular so that pu¥ — p; weakly as N — oo, where y; is a weak solution of the parabolic nonlinear
equation
. d
{ Oupre + div(b(t, -, o) pe) = 5 o -1 Orr (00 ) (E, D e (2.3)
Ht=0 = MO,

see Section [2 below. In this context, we are interested in estimating nonparametrically from data
1) the solution (¢,z) + u(x) of ([2.3) and the drift function (,, i) + b(t,z,u) € R? at the
value (t,z, u) = (t,x, ut). The time horizon T is fixed and asymptotics are taken as N — oc.

A particular case of interest is a homogeneous drift with a linear dependence in the measure
argument. The drift term in (2.2]) then takes the form

N
bt X ) = [ BOXE el () = NSO XD (24)
j=1
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for some function b : R? x R? — R<. In the paper, when we specialise on this case, we consider b
of the form

b(x,y) = F(x —y) + G(z)

for some regular F,G : RY — R%. In this case, we have
b(t, Xi, g ) = Fx pp (X)) + G(X]),

where x denotes convolution. The function F' plays the role of an interaction force applied to the
particle system while G accounts for an external force in the motion of each particle. If the forces
F and G derive from smooth potentials V,W : R? — R, the interaction then takes the form
F(z) = —=VW/(x) and we have a confinement G(z) = —VV(z) , see e.g. [12, 92} B38|. However, we
work on a fixed time horizon [0, T] in the paper, and will not need this point of viewﬂ

In the semi-linear representation (2.4)), we are interested in estimating nonparametrically from
data (2.1)) the interaction force x — F'(x); the parameter x — G(x) is considered as a nuisance.

1.2 Motivation

Stochastic systems of interacting particles and associated nonlinear Markov processes in the
sense of McKean [146] date back to the 1960’s and originated from statistical physics in plasma
physics. Their importance in probability theory progressively grew in the following decades, and a
versatility of fundamental tools were developed in this context like e.g. coupling methods, geometric
inequalities, propagation of chaos, concentration and fluctuations in abstract functional spaces, see
Sznitman [172} [173], Tanaka and Hitsuda [I79], Fernandez et al. [71], Méléard [148], Malrieu [142],
Cattiaux et al. [38], Bolley et al. [21], among a myriad of references. However, until the early 2000’s,
a modern formulation of a statistical inference program in this context was out of reach (with some
notable exceptions like e.g. Kasonga [I11]), at least for two reasons : first, the fine probabilistic tools
required for nonparametric adaptive estimation were still in full development ; second and perhaps
more importantly, microscopic particles systems issued from statistical physics are not naturally
observable and the motivation for statistical inference is not obvious in this context. The situation
progressively evolved around the 2010’s, with the start of a kind of renaissance of McKean-Vlasov
type models in several application fields that model collective and observable dynamics, ranging
from mathematical biology (neurosciences, Baladron et al. [6], structured models in population
dynamics, Mogilner et al. [154], Burger et al. [32]) to social sciences (opinion dynamics, Chazelle
et al. [43], cooperative behaviours, Canuto et al. [33]) and finance (systemic risk, Fouque and
Sun [73]). More recently, mean-field games (Cardaliguet et al. [35], Cardaliaguet and Lehalle [306])
appear as a new frontier for statistical developments, see in particular the recent contribution of
Giesecke [84]. The field has reached enough maturity for the necessity and interest of a systematic
statistical inference program, starting with nonparametric estimation. This is the topic of the paper.

Parallel to understanding collective dynamics from a statistical point of view, some interest in
the study of statistical models related to PDE’s has progressively emerged over the last decade.
Typical examples include nonparametric Bayes and uncertainty quantification for inverse problems,
see Abraham and Nickl [I], Monard et al. [155], Nickl [159, [160], and the references therein, or
inference in structured models from microscopic data (Doumic et al. [67, [68], Hoffmann and Olivier
[95], Boumezoued et al. [27], Ngoc et al. [94], Maida et al. [I41]). The analysis of elliptic, parabolic

1. usually required to control the model for convergence to equilibrium when 7T is large.
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or transport-fragmentation equations sheds new light on the underlying nonparametric structure
of companion statistical experiments and enrich the classical theory. To that extent, we provide in
this paper a first step in that direction for a certain kind of nonlinear parabolic equations, in the
sense of McKean [I46]. Finally, our work can also be embedded in the framework of functional data
analysis, where we observe N diffusion processes with common dynamics, see e.g. the recent work
of Comte and Genon-Catalot [48] formally contained in our framework, for d = 1 and in absence
of interactions in the drift b.

1.3 Results and organisation of the paper

In Section [2| we detail the notations and assumptions of the model and build kernel esti-
mators for p¢(x) and b(t,z, ut). Whereas the estimation for u; is standard, the estimation of
the drift requires a smoothing in both time and space of the empirical measure 7 (dt,dr) =
NN dx:(dr) X' (dt), that estimates the intermediate function m(t,z) = b(t, 2, u) (). We
then use a quotient estimator to recover b.

In Section [3] we adopt the Goldenshluger-Lepski method [87] [88] [89] to tune the bandwidths
of both estimators in a data driven way and obtain oracle inequalities in Theorems [2.7] and [2.9] for
both £ and b. We further develop a minimax theory in Section[d when p and b belong to anisotropic
Holder spaces in time and space variable, that are built upon the solution of the parabolic nonlinear
limiting equation and prove the optimality and smoothness adaptivity or our estimators in
Theorems and We finally explore in Section [5] the identification of the interaction force F
in the Vlasov model where the drift takes the form b(z, u) = F % (x)p + G(z), for some sufficiently
well localised functions F' and G. We prove in Theorem [2.17] that one can consistently estimate F
(hence G) by means of a Fourier type estimator, inspired by blind deconvolution methods, see e.g.
Johannes [106].

We develop the probabilistic tools we need to undertake our statistical estimates in Section
@ We study the fluctuations of ;Y around its mean y; in Theorem with time dependent
extension to the fluctuations of u (dz)p(dt) around v(dt,dx) = p(dx)p(dt) for arbitrary weight
measures p(dt). We prove a Bernstein concentration inequality that reads

N T ]
Prob (V- > | et xiotan - /{QT]XRdfb(t,y)ut(dy)p(dt) =

/{2]\71‘2

Tt ), Vx>0,
|¢|%2(l,) + |¢‘oo$>

< K1 exp (

over test functions ¢ and for some x; = k;(T, 0, b, o) > 0. It improves on variance estimates based
on coupling or geometric inequalities that usually need ¢ to be 1-Lipschitz, whereas nonparametric
statistical estimation requires ¢ = ¢ to mimic a Dirac mass as N — oo that can be controlled
in L2-norm but behaves badly in Lipschitz norm. Bernstein’s inequality for a range of deviation
valid for all > 0 is also the gateway to nonparametric adaptive estimation ; it is not provided by
concentration in Wasserstein distance like in Bolley et al. [2I] that moreover has the drawback of
adding an additional unavoidable dimensional penalty in the rates of convergence.

Our method of proof avoids coupling by relying on a Girsanov argument, following classical
ideas, recently revisited for instance by Lacker [116], a key reference for our work. We classically
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require strong ellipticity for the diffusion coefficient and Lipschitz continuity in the space variable.
As for the drift, we assume at least Lipschitz continuity

‘b(tv‘%ﬂ) - b(tvxlvul)‘ < C(|'T - ml‘ + Wl(ﬂ"nu/))

in Wasserstein-1 metric W;. In our approximation argument, the logarithm of the Girsanov den-
sity between the law of the data and a companion coupled system of independent particles is of
order NfOT Jra [b(s, 2, pdY) — b(s,x,us)|2pév(d:c)ds < Nsupgey<r Wi, pe)? for which we need
sharp integrability properties uniformly in N. In order to circumvent the unavoidable dimensional
effect of the approximation Wy (i, py) = N~/ max(2.d) "see Fournier and Guillin [74], we assume
moreover k-linear differentiability for b in the measure variable, see Assumption in Section
This enables us to control by a sub-Gaussianity argument for U-statistics each term of a Taylor-like
expansion of b(t,x, ul¥) — b(t, z, i) in the measure variable ; we obtain the desired result, provided
k > d/2 (with a special modification in dimension d = 2). In particular, in the Vlasov model, we
formally have k = oo and the result is valid in all dimension d > 1.

Section |§| and |2| are devoted to the proofs and an Appendix (Section contains auxiliary
technical results.

2 Model assumptions and construction of estimators

2.1 The system of interacting particles and its limit

We fix an integer d > 1 and a time horizon 7' > 0. The random processes take their values
in RY. We write | - | for the Euclidean distance (on R or R?) or sometimes for the modulus of a
complex number, and "z = |z|2.

Functions

We consider functions that are mappings defined on products of metric spaces (typically [0, T x
R? x Py or subsets of these) with values in R or R%. Here, P; denotes the set of probability measures
on R% with a first moment, endowed with the Wasserstein 1-metric

Wi (u,v) =  inf / ‘x—y‘m(dm,dy): sup /qﬁd(u—u),
R xRd R4

mel (u.v) |6luip<1

where T'(, v) denotes the set of probability measures on R? x R? with marginals p and v. All the
functions in the paper are implicitly measurable with respect to the Borel-sigma field induced by
the product topology. A Re-valued function f is written componentwise as f = (f*)1<r<a where
the f* are real-valued. The product f ® g of two R%valued functions is the R%valued function
with R2? variables with components (f ® g)*(x,y) = f*(z)g*(y). If f :[0,T] x R? — R, we set
|floo = sup, . [f(t,z)| and |f], = (f[o T)xRe |f(t,z)|Pdx dt)l/p for 1 < p < oo. Depending on the
context, if f:[0,7] — R or f : R? — R is a function of time or space only, we sometimes write
|f|p for (fOT |F(®)[Pdt) /P or ([ua |f(x)|Pdz)'/P when no confusion is possible.

Constants

We repeatedly use positive quantities k;,w;, C;,7 = 1,2,... that do not depend on N, that
we call constants, but that actually may (continuously) depend on model parameters. In most

120



INTRODUCTION 2. MODEL ASSUMPTIONS AND CONSTRUCTION OF
ESTIMATORS

cases, they are explicitly computable. We also use special letters like &, 6,7, c, ..., but they will
only appear once. The generic notation C' is sometimes used before it is set depending on a model
parameter. The notation w; stands for quantities that need to be tuned in an algorithm (like an
estimator).

Assumptions

We work under strong ellipticity and Lipschitz smoothness assumptions on the diffusion matrix
o :[0,T] x R? - R? ® RY and the drift b : [0,7] x R? x P; — R? as well as strong integrability
properties for the initial condition ug.

Assumption 2.1. For some vy > 0,71 > 1, the initial condition pg satisfies

/R explroll)po(dz) < . (2.5)

Assumption 2.2. The diffusion matriz o is measurable and for some C > 0, we have
lo(t,x') —o(t,x)| < Cla’ — z|.
Moreover, ¢ = oo ' is such that o2 |y|* < (c(t,z)y) "y < o2 |y|? for some oy > 0.
As for the regularity of the drift
b:[0,T] x R x Py — RY,

the notion of linear differentiability, commonly used in the literature of mean-field games and
McKean-Vlasov equations in order to quantify the smoothness of p +— b(t,x, 1) as a mapping
P; — R? will be the most useful in our setting. We refer in particular to the illuminating section
2.2. in Jourdain and Tse [I08] and the references therein.

Definition 2.3. A mapping f : Py — R is said to have a linear functional derivative, if there
exists 8, f : R4 x Py — R (sometimes denoted by g—i) such that

1
£ = 160 = [ [ 8080000 = D008 = o (26)
0
with the following smoothness properties

|00 f (W' 1) = 0uf (y, )] < COML 1) + 1y =y,
|0y (8, f (ys 1) = 8, f (y, 1)) | < CWL (1, 1)

for some C > 0.

We can iterate the process described in (2.6)) and obtain a notion of k-linear functional derivative
via the existence of mappings

5 f i (RY x Py —» R for £=1,....k

defined recursively by 5,{ f=d,0 5,{4 f and enjoying associated smoothness properties.
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Assumption 2.4. The drift b:[0,T] x R x P; — R? is measurable and

bo = sup |b(¢t,0,d)] < 0.
t€[0,T)

Moreover, one of the following three conditions is satisfied for some C >0 :

(i) (Lipschitz continuity.) We have d =1 and
‘b(t,l‘/, ,U//) - b(t7 xu“’)‘ < C("xl - .Tl + Wl(/j//a/j/)>

(ii) (Existence of a functional derivative of order k.) Let k > 1. For (d=1and k> 1) or (d =2
and k >2) or (d >3 and k > d/2), we have (i) and the map

p— b(t,x, )

admits a functional derivative of order k in the sense of Definition[2.3 Moreover, the following
representation holds

6;]jb(t7 €, (y17 o 7yk)7 ,UJ) = Z ®(5ﬁb)j,j7m(t, Ty Y5, :u)a (27)

IC{1,...k},m>1 je€I

where the sum in m is finite with at most my terms and the mappings (5fjb)37j7m : [0, T] x
R4 x R? x P; — R are such that

|(5Zb)3,j’m(tvxlﬂ y/v ILL) - (6Zb)57j,m(tﬂ x»yau)| < C(‘xl - $| + |y/ - yl)

(iii) (Viasov case.) We have d > 1 and
b(t, 2, 1) = /R Bty ldy)

for some measurable b: [0,T] x R% x RY — R? such that :
[b(t,a",y/) = b(t, 2, )| < Clla’ —al + Iy’ — y])-

We let |b|rip denote the smallest C' > 0 for which Assumption (i) holds and [6%b|r;, the
smallest constant C' > 0 for which Assumption [2.4] (ii) holds for the highest order of differentiability.

Remark 2.5. 1) The representation in Assumptz’on (i) is merely technical and enables
one to obtain a control in W1 -distance of the remainder term in Taylor-like expansions of b(t, x, p)
in an easy way, see in particular the proof of Proposition [2.19, Step 2 below. It can presumably
be relaxed, but will be sufficient for the level of generality intended in the paper. It accomodates in
particular drifts of the form

b(t,z, ) = Z F; (t,x,/R
j q

for smooth mappings F;(t,z,-) : R — R% G;(t,x, ) : R x R® — R% H;(t,z,-) : R - R% and
positive measures Aj on R% in some cases and combinations of these, see Jourdain and Tse [108)].
Ezxplicit examples of mean-field models where the structure of the drift is of the form (i) rather

G, (t,:r,/Rd Hj(t,x,z)u(dz)7z’))\j(dz’))

2
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than [2]] (i) or (iii) are given for instance in [£6, (162, 148, [107]. 2) Condition (iii) is stronger
than (ii) : under Assumption [2.4] (iii),

/Rd b(t,z, )d(' —p) < C sup pd(p' — p) = CWi(u', p),

[¢lLip<1JR4

thus |b(t7x,vﬁbl) - b(tvxvﬂ)| = fRd(E(ta (E/, ) _g(t’xv '))dlu'/ - f]Rd g(tvxv ) d(:u - N/)‘ < C(|"T/ - :C| +

Wi (1, 1)) and Assumption (1) holds true. Moreover 6,b(t,x,y, 1) = b(t,x,y) and Assumption
(ii) holds true as well.

We let € = C([0,T], (R)N) denote the space of continuous functions on (R%)", equipped with
the filtration (F)o<i<r induced by our observation, namely the canonical mappings

Xi(w) = (X} (W), ..., X[ (w)) = wy

and modified to be right-continuous for safety. For g € Py, the probability PV on (€, ) under
which the canonical process X = (X},..., XN )o<i<1 is a weak solution of for the initial
condition ,uf?N is uniquely defined under Assumptions and Recommended reference
(that covers our set of assumptions) is the textbook by Carmona and Delarue [37] or the lectures

notes of Lacker [115]).

2.2 Kernel estimators

We pick two bounded and compactly supported kernel functions H : (0,7) — R and K : R? —
R such that

T
/ H(s)ds = K(y)dy = 1.
0 Rd

Let £ > 1 be an integer. We say that the kernels H or K have order ¢ if, for k =0,...,¢ — 1, we
have

T
/ o H(s)ds = / W K@)yt = ... = / WK ()dy® = 1y, (2.8)
0 Rd Rd
with y = (y',...,9%).

Construction of an estimator of y,(z) € R
Let (tg,z0) € (0,T] x R%. For h > 0 we obtain a family of estimators of uy, (7o) by setting
fin (to,z0) = | Kn(wo — @)peg (d), (2.9)
R

with Kj(x) = h=¢K(h~'x).

Construction of an estimator of b(t,z, u;) € R?
Let (tg,z0) € (0,T) x R%. Abusing notation slightly, define the R%-valued random measure

N
wN(dt, dr) = N™' > X (dt)éx; (dx),
i=1
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defined by
N T
/ ¢(t7x)7rN(dt,dx):N_1Z/ o(t, X dX!
[0,T]xR4 i=170

for a test function ¢ : [0,T] x R? — R. Letting
(H @ K)p(t,z) = Hp, (t)Kp,(x) for h = (hy,ha),h; >0,

with Hy,(t) = h='H(h~='t), we obtain a family of estimators of 7(tg, zo) = b(to, To, fit, ) f1e, (T0) Dy
setting

ﬁ,fj(to,xo):/ (H ® K)n(to — t, 20 — 2)7™ (dt, d)
[0, 7] xRd
= H® K)p(to —t, 1o — NYE(dt. d 2.10
A (e M 0) IR A )

i.e. by smoothing componentwise 7' (dt, dr). We finally estimate b(to, o, tiz,) by

h (to, 7o)

/Z;hNyh(t()’xO)w = € Rda h = (hlv h2)7

//J\;lv(to,l’o) V w

with h, h; > 0 and some threshold w > 0 that prevents the estimator to blow-up for small values
Of ﬁ{z\,(t()v .’,UO)-

3 Nonparametric oracle estimation

Our results involve positive quantities that continuously depend on real-valued parameters of
the problem, namely
b= (703 Y1, bO, ‘b|Lipa |5ﬁb|Lipa my, 04, T? d),

defined in Assumptions and together with the dimension d > 1 of the ambient space
and the value of the terminal time 7' > 0. In the following, the notation Ay < By means the
existence of C' > 0 (possibly depending on b but not N) such that Ay < CBy for every N > 1.

3.1 Oracle estimation of ()

We fix (tg, ) € (0,T] x R? and implement a variant of the Goldenshluger-Lepski’s algorithm
[87, 88, BI] for pointwise estimation. Pick a discrete set

HY  [N"Vi(log N)¥4, 1],

of admissible bandwidths such that Card(3) < N. The algorithm, based on Lepski’s principle,
requires the family of estimators

(ﬂﬂv(to,xo)ﬁ € %{V)

defined in (2.9) and selects an appropriate bandwidth Y from data ,uig (dz). Writing {x}4 =
max(x,0), define

N N 2
A = max {(Mﬁv(toaio) — Fips (to, x0)) ™ — (V3 +V;z\c)} ; (2.11)
h' <h,h/ €HN +
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where
VYN = o |K|2(log N)N~'h=4, @y > 0. (2.12)

Let
N e argming gy (A,{LV + Vflv) (2.13)

The data driven Goldenshluger-Lepski estimator of i, (zo) defined by
fici (o, x0) = %VN (to, o)
is specified by K and w;.

Remark 2.6. The choice of the penalty Aflv and the threshold VhN mn and are standard
in the GL methodology : Al is a kind of prozy for the estimation of the mean of iy (to, zo) while
V}Jy 1s the exact penalty needed in order to balance the size of the variance of the estimator in h, of
order |K|3N—Yh=9, inflated by a logarithmic term log N and tuned with @, > 0. This enables one
to control all the stochastic deviation terms. See in particular the proof of Theorem[2.7] We also
refer to the original sources in Goldenshluger and Lepski [87, [88, [89].

Oracle estimate

We need some notation. Given a kernel K, the bias at scale h > 0 of pu at point (to,xg) is
defined as

BY (W)(to, o) = sup K (@0 — @)y (2)dz — peg (w0)]. (2.14)

B! <h,h/€HN ‘ Rd
We are ready to give the performance of our estimator of u;(x), by means of an oracle inequality.

Theorem 2.7. Work under Assumptions cmd. Let (to, z0) € (0,T] xR%. The following
oracle inequality holds true :

B (8 (o, w0) — ity (20)) 7] < i (BA (1) (to, z0)® + V),

for large enough N, up to a constant depending on (to,zo), |K|s _and b, provided ud (to,xo) is
calibrated with w; > 1655153, where ko is specified in Theorem and k3 is a (local) upper
bound of pu,, see Lemma[2.23 below.

Some remarks are in order : 1) Up to an inessential logarithmic factor, our estimator achieves
the optimal bias-variance tradeoff among every possible bandwidth h € H¥. 2) The requirement
Nhd > (log N)? for h € HY could be tightened to Nh? > (log N)'*¢ for an arbitrary € > 0; this
is slightly more stringent than the usual bound Nh¢ > log N in the literature [87, 88| [89], but this
has no consequence for the subsequent minimax results. 3) The choice of a pointwise loss function
at (to,xo) is inessential here : other integrated norms like | - |, would work as well, following the
general strategies of Lepski’s principle. 4) The construction of the estimator of p,(xo) requires
a lower bound on w; that has to be set prior to the data analysis. The bound we obtain are
presumably too large. In practice, @ has to be tuned by other methods, possibly using data. Such
approaches in the context of Lepski’s methods have been recently introduced by Lacour et al. [117].
This weakness is common to all nonparametric methods that depend on a data-driven bandwidth.
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3.2 Oracle estimation of b(¢, x, 1)
Similarly to the estimation of p.(x), we pick a discrete set
HY [N~V @D (log N)2/ D (log N)~2] x [N~V (@D (1og N)2/(4+D) 1], (2.15)

with cardinality Card H2 < N. We assume that 32 is equipped with some ordering < such that
for every h,h’ € HY, we have either h < h’ or h’ < h. The construction uses i (to, o), given
in addition the family of estimators

(%’Zy(to,xo), h e j‘(év)
defined in (2.10)) and constructed with the kernel H ® K. Define

AN = max  {[RN (to,0) = 7 (to,0)[* = (VY + VD | (2.16)
h/<h,h'eH} +
where
VY = wy|H @ K|2(log NN~ hithy ¢, @y > 0. (2.17)
Let

~N
h € argming, gy (A,IY + V}JY)
The data-driven Goldenshluger-Lepski estimator of b(tg, zg, fit,) is defined as

%gzv (to, xo)

/b\gL(th ‘TO) = /I;’JEVN ;;N (t07 xO)W3 = (218)

: I (to, 20) V @3

and is specified by H, K, w1, w2 and the threshold w3 > 0 that prevents the estimator to blow-up
for small values of L (to, zo).

Remark 2.8. The same comments as in Remark apply here for the specification of AL in
2.16) and VY in [2.17), noting that in the anisotropic case, the variance of 7 (to, o) is now of
order |H® K|3N~Th; Thy®.

Oracle estimates

Given a kernel H ® K, the bias at scale h of m = bu at point (tg,xo) is defined as

BN (1) (to, x0) = sup ‘ / (H® K)p (tg — t,xg — )7 (t, x)dxdt — w(to, zg)|. (2.19)
h/=<h,h e3y | J[0,T]xRd

We are ready to give an oracle bound for the estimation of b(t, z, u;).

Theorem 2.9. Work under Assumptions and. Let (tg, z0) € (0,T) xR, The following
oracle inequality holds

=~ 2 . .
Epn [[b3L (to, 20) — b(to, o, 111,)| ] S min (B (1) (to, 20)* + Vi) + min_ (B (7)(te, 0)* + Vi),
heX N heXy

for large enough N, up to a constant depending on (tg, zo), |H ® K|x, and b, provided
wy > 12dkz max (12T ky ' k2, 25|Tr(c)|0o) and ws < Ky,

where Ko is defined in Theorem and K3, k4, k5 are (local) upper or lower bounds on p and b
defined in Lemma[2.23 below.

126



INTRODUCTION 4. ADAPTIVE MINIMAX ESTIMATION

Some remarks : 1) The same remarks as 1), 2), 3 and 4) after Theorem [2.7) are in order. This
includes the calibration of @y, w3 and the requirement Nhihg > (log N)? for h € 3L that could be
tightened to Nhihd > (log N)1*¢ for an arbitrary € > 0. However, the requirement h; < (log N)~2
is a bit unusual and necessary for technical reason : it enables us to manage the delicate term
IT in the proof. Fortunately, this has no consequence for the subsequent minimax results, since
we always look for oracle bandwidths of the form N ¢ that are much smaller than (log N)~2. 2)
The estimator /l;gL is a quotient estimator that estimates the ratio of « (¢, z) = b(t, z, s ) (x) and
ue (), very much in the sense of a Nadaraya-Watson (NW) type estimator in regression [I57]. Its
performance is similar to the worst performance of the estimation of the product 7 and u. However,
the smoothness of p is usually no worse than the smoothness of b and we do not lose in terms of
approximation results, see Section [4] and Proposition 2.13] below for the formulation of a minimax
theory in this setting.

4 Adaptive minimax estimation

4.1 Anisotropic Holder smoothness classes for McKean-Vlasov models

Definition 2.10. Let 29 € R? and U a neighbourhood of xo. We say that f : R — R belongs to
H*(xo) with o > 0 if for every x,y € U

|D*f(y) — D* f(x)| < Cly — x|*~ (2.20)

for any s such that |s| < |a], the largest integer strictly smaller than o ; s € N is a multi-index
with |s| =s1+ ...+ sq and D* = ol

= 571 -
a51...a;

The definition depends on zy via U but this is further omitted in the notation for simplicity.
We obtain a semi-norm by setting

| floca (o) = sup | f(2)| + C(f),
zel

where C(f) is the smallest constant C' for which (2.20) holds. The extension of Definition
for R%-valued functions is straightforward by considering coordinate functions. For time-varying
functions defined on (0,7") we have the

Definition 2.11. Let (tg,z0) € (0,T) x R? and o, B > 0. The function f : (0,T) x R? — R
belongs to the anisotropic Holder class 5P (to, xq) if there exist relatively compact neighbourhoods
Uy, of to in (0,T) and Uy, of To in R such that f(-,z) € H*(to) uniformly in x € Uy, and
f(t,) € HP(z0) uniformly in t € Uy,, so that

|fl3co5 (to,m9) = SUP ‘,ub(',x)|ﬂa(to) + sup |ub(t,~)|j{ﬁ(%) < 00. (2.21)
u 0 tGutO

z x

Again, the extension to R%-valued functions is straightforward : a mapping f = ( fk)lgkgd :
(0,T) x R* — R? belongs to HP(tg, zq) if f¥ € H¥P(tg,x¢) for every k= 1,...,d.

We model Holder smoothness classes for the density function p;(xz) and the drift b(¢, x, pt).
The McKean-Vlasov model (2.2)) is parametrised by (b, o, o), or rather (b, ¢, uo), with ¢ = oo ".
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We denote by P = P(b) the class of (b, ¢, ug) satisfying Assumptions and with model
parameter b. We let

(ba ¢, /U'O) = p= S(ba ¢, /U'O)
denote the solution (or forward) map of (2.3).

Definition 2.12. Let a, 3 > 0. The anisotropic Holder class 8P (ty,xo) to the solution of (2.3))
is defined by

87 (to,70) = { (b€ o) € P, = 8(b,c, 10) € H(t0, 20) .

Before establishing minimax rates of convergence, we briefly investigate how rich is the class
8B (tg,x0). 1) If b(t, , 1) = b(t, ) does not involve an interaction, then we have explicit formulas
for p in some cases when c is regular, see e.g. Genon-Catalot and Jacod [80] and the formulas
become relatively tractable in dimension d = 1, especially when b(t,z) = b(x), c(t,z) = ¢(z) and
Ho is the invariant distribution of the diffusion process X; provided it exists. In that case, one can
construct p € HP(tg, zo) with arbitrary «, 8 > 0 for specific choices of ¢ and b thanks to Feller’s
classification of scalar diffusions (see e.g. Revuz and Yor [165]). 2) For a non-trivial representation
of b(t,z, ) as in the Vlasov model, we have the following result, that shows how versatile the
classes H*#(tg, zo) can be.

Proposition 2.13. Let c(t,z) = 10%Id with 0 > 0 and b(t,z, 1) = b(z, p) = Fx p(z) + G(z), with
F having compact support, pg € P1 with a continuous bounded density satisfying Assumption |2.1
and

|Glaes + [Flgear + ol gesr < 00,
for some 8,3 > 1 and " > 0 (and 3 non-integer for technical reason). Here, H” denotes the

global Hélder space (obtained when taking U = R? in Definition . Then, for every (tg,xo) €
(0,7) x R, we have p € H*PHL(tg, z0) and b(-, -, p.) € H*P(tg, x0) with o = (B +1)/2.

The proof relies on classical estimates for parabolic equations, see e.g. the textbook by Bo-
gatchev et al. [I7]. See also Méléard and Jourdain [I07] for analogous results. It is sketched in

Appendix. 823}

4.2 Minimax adaptive estimation of ()

For o, B, L > 0, we set

837 (0, 20) = { (b€, 10) € P, [8(b, € 10) e 10,000 < L} (2.22)

that shall serve as a smoothness model for the unknown p, where the semi-norm | - |gca.5(¢y,20) i

defined in (2.21)).

Since the estimator iy (to, o) is built on ,ui\g solely and not the whole process (ul¥)o<i<7, We
study minimax rates of convergence in restriction to the experiment generated by ui\g . We have
the following adaptive upper bound and accompanying lower bound for estimating u :

Theorem 2.14. Work under Assumptions and . Let ﬁgL(to,xo) be specified with a
kernel K of order £ > 1 as defined in (2.8)). For every (ty,zo) € (0,T) x R?, we have,

log N \ BAE/(2BAL+d)
i) (2.23)

sup (Een [ (i (to,0) — g (20)) ")) < (2

(b,e,p0)
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for large enough N, up to a constant that depends on b, K, 8 and L only. Moreover

inf sup Epw |7 — gy, (20)[] 2 N~/ (2.24)
w(be,po)

for large enough N. The infimum in (2.24)) is taken over all estimators constructed with u%. The
supremum in (2.23) and (2.24) is taken over Sg’ﬁ(to,xo) for arbitrary o, 5, L > 0.

Some remarks : 1) We obtain the (nearly) optimal rate of convergence N —B/(26+d) for estimating
e, (To) as a function of the d-dimensional state variable x for fixed ty. The result obviously does
not depend on the smoothness of ¢ — p(z) and is constructed from data (X} ,...,X{) for
fixed tg. 2) The extra logarithmic payement is unavoidable for pointwise estimation, as a result
of the classical Lepski-Low phenomenon [127], [I35]. 3) Although the result is stated for arbitrary
a, B > 0, the mapping (¢, z) — p(x) is locally smooth ; there is no contradiction and result must
be understood as bounds that are valid over smooth functions y having prescribed 8% (o, o)
semi-norms. 4) Our concentration result Theorem for the fluctuation of y¥ around y; enables
us to improve on the estimation result in Proposition 2.1 of Bolley et al. [2I] that achieves the
(non-adaptive) suboptimal rate N—#/(28424+2) This is due to the fact that Bolley et al. [21] rely
on controlling the fluctuations of p¥ around p; in Wasserstein distance, and therefore have to
accomodate a dimension effect that we do not have here.

4.3 Minimax adaptive estimation of b(¢, x, )

For a, 8 > 0 and L > 0, in analogy to the class S%’B (to, o) defined in (2.22)) above, we model
the smoothness of the function (¢,z) — b(t, x, us) via the class

'D%”@(tO»:EO) = {(ba & ,U/O) € UJ7 |b(7 '7S(b7 C, MO)-)|?CO"B(t0,zg) < L}
Define the effective anisotropic smoothness sq4(a, §) by

1 1 d

sa@B) a B

We have the following adaptive upper bound and accompanying lower bound for estimating the
drift b :

Theorem 2.15. Work under Assumptions and . Let /b\gL (to, o) be constructed with
kernels H and K of order £ > 1. For every (tg,zo) € (0,T) x R%, we have

7

1og N)Sd(Oé,ﬂ)/\ed/(QSd(Oé,ﬂ)/\ed+1)

sup (]E]P’N |:|/b\gL(t0’ -rO) - b(tO) Zo, ,U/to)|2:|)1/2 5 ( N

(b,c,p0)

. (2.25)

for large enough N, with £ = £/(d+1), up to constants that depend on b, H® K and «, 8, L only.
Moreover, R
inf sup Epw [[b— b(to, mo, pe,)[] 2 N>R/ Gaalef)Fh), (2.26)
b (b,c,p0)
for large enough N . The infimum in (2.20)) is taken over all estimators constructed with (,uiv)ogth-

The supremum in (2.25)) and (2.26)) is taken over Sz’ﬁ(to,xo) N D%”B(to,mo) for some known non-
decreasing parametrisation o = «(B) > 0 such that a(B)/B is non-increasing, with 8 > 0 and
L>0.
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Some remarks : 1) Theoremestablishes that estimating b(t, z, ) has the same complexity
as estimating d functions of 1 4 d variables in the time and space domain. Each component ¢ >
b*(t,x, 11;) has smoothness a, while z — b*(t, (z',... 2% ... %), us) has smoothness 3 for £ =
1,...,d, resulting in an anisotropic function (¢, ) + b¥(t, z, i) of 1+ d variables with smoothness
index (a, 8, ..., ). We therefore recover the usual anisotropic minimax rate of convergence, with
effective smoothness s4(c, 8) obtained as the arithmetico-geometric mean of the smoothness index
(o, 8,...,8). 2) For technical simplicity, we consider o and S to be linked, as for instance in
Proposition where we have o = «(8) = (f + 1)/2. This somehow weakens our anisotropic
adaptation result, but enables us to easily construct a well-behaved ordering < for 2 that behaves
well with respect to the bias at scale h as defined in . Dropping this restriction is possible in
principle, as in the original paper of Goldenshluger and Lepski [88], yet at a significant additional
technical cost. 3) The remarks 2) and 3) of Theorem are valid here as well.

5 Estimation of the interaction in the Vlasov model

In this section, we work under Assumptions and with a constant c(t, ) = 0%Id for some
o > 0 and Assumption (iii), ¢.e. in the Vlasov case

b(t,z,p) = b(x, ) = /Rd b, y)u(dy),

for d > 1 and with a time homogeneous drift kernel
be,y) = F(z —y) + G(z), =,y R
Model then reads
dX} = G(X))dt + Nt Zjvzl F(X} — X))t +odBi, 1<i<N, te[0,T],

L(XGg, o XYY = SN,

We assume that each component F* € L'(R?) for every k = 1,...,d. We are interested in identi-
fying the interaction function x — F(z) from data (2.1)) and possibly x — G(z), rather considered
here as a nuisance parameterﬂ We have

bo ) = G@)+ [ Pla = piu(dy
=G(x) + F > u(x), (2.27)
where fx py(z) = (fga [ (x —y) e (y)dy)1<k<d denotes the convolution between f : R4 — R¢ and
Mt -

5.1 Identification of the interaction F'

Introduce the linear form £ acting on test functions ¢ : [0,7] — C defined by

o= [ wtuitpta) (2.28)
[0,T]

2. In particular, it is a first step toward the interesting problem of testing the hypothesis F' = 0 against a set of
local alternatives that quantify how far F' is from being constant.
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where p is a probability distribution on [0,7] and w : [0,7] — R a bounded weight function such
that f[o 7] w(t)p(dt) = 0. Note that £L1 = 0 where 1 denotes the constant function. Applying £ on

both sides of , we obtain
Lb(z,p) = Fx Lu(x) (2.29)

by Fubini’s theorem. For f = (f*)1<p<q : R? — R? with f* € L'(R?), define a Fourier transform

e_2i7r§-r$fk<x)dx)1§k§d’ 6 c Rd,

O =( [

Rd

so that whenever g € L'(R), we have F(f x g) = F(f) - F(g). We infer from (2.29)
F(Lb(- ) = F(F) - F(Lp).

This yields the formal decomposition

F(£Lb(, )

) = =5y

(2.30)

provided the quotient is well defined.

5.2 Comnsistent estimation of I

A first estimation strategy consists in plugging-in our estimators of b(t, x, u;) and p; in (2.30)
above. A somewhat simpler estimator of F(Lu)(§) = LF(p)(&) is given by the periodogram

’C(/Rd e_%ﬂf-rx,uN(d.’E)) — /Rd e—QiWETxLMN(dx) — ?(L,uN)(ﬁ)

for which we need not tune a bandwidth. Following Johannes [106], we obtain an estimator of F
by the formula

F(L(®N L)) - FLuN)
|F(Lp)[?

for some threshold w > 0 vanishing as N — oo, with the estimator

FEN _) =

w,

1{‘3(‘5“1\1)‘2213} c Rd (2.31)

th’h(to, Qfo);/ = th,h(t07 l‘o)wll{‘w‘gr}

of b(tg, o, i1, ), constructed in Section for some threshold @’ > 0 and bandwidths A > 0 and
h > 0. We also set the estimator to be equal to 0 outside |z| < r for some r > 0. We obtain a
consistency result under the following additional assumption :

Assumption 2.16. We have |F(Lp)(§)| > 0 d€-almost everywhere.

Theorem 2.17. Work under the assumptions of Proposition[2.13 and Assumption [2.16 Assume
moreover that G is in L*(R?) N L2(R?) componentwise. If w has compact support in (0,T), there
exists a choice of (w,w’, h,h) = (wn, @y, hn,hn) = 0 and r = ry — o0 such that

Epwﬂﬁgw,ng] —+0 as N — oo.
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Some remarks : 1) Theorem [2.17) proves that we can reconstruct the interaction force F from
data , while the function G remains a nuisance parameter. This is a first step for the construc-
tion of a statistical test based on data for the presence against the absence of interaction
between particles in the Vlasov model. 2) Although we obtain consistency, we do not have a rate
of convergence and our result is not uniform in the model parameter. A glance at the proof of
Theorem [2.17] shows that it is possible to cook-up a result with a rate of convergence and some
uniformity in the parameter, provided we have a sharp control from below on the decay |F(Lu)(€)|
or rather [F(u)(§)] as [{| — oo as well as the decay of infy[y, 1), || <r t¢(7) for given [r1, 2] C (0,T)
as r — oo. This requires the exact knowledge of the smoothness of the solution map p = 8(b, ¢, po),
and it is a delicate issue, see Proposition ; we can anticipate ill-posedness. 3) From our esti-
mator of F'; we may construct a plug-in estimator for the function G by setting

GN (@) = ~Dpn (b 2) e = FE %0 i (1),
A consistency result can be obtained in the same way as for Theorem 4), the deconvolution
method we employ here requires quite a stringent localisation assumption on the external force G
and the interaction force F'. As pointed out by a referee, it does not apply for gradient forces of
the form G = —VV and F = —VW where V' and W diverge polynomially at infinity like e.g. in
[12] 921 B8] for which alternative methods yet need to be constructed.

6 Probabilistic tools : a concentration inequality

6.1 A Bernstein inequality

Let p(dt) be a probability measure on [0, T]. We establish a deviation inequality for the sequence
of signed measures vV (dt, dx) — v(dt,dx), where

VN (dt,dx) = plY (dz) ® p(dt) and v(dt,dz) = py(z)dz @ p(dt).
We have a Bernstein concentration inequality :

Theorem 2.18. Work under Assumptions and . Let (ut)o<t<r denote the unique
solution of (2.3) with p—o = po satisfying Assumption , Then there exist k1, ko > 0 depending
on b such that

Nz? )

PN / ot y) (VN (dt, dy) — v(dt,dy)) > x) < ki1exp [ — ko —g———
( A CUICMCR R ) <mexp( G+ s

for every x > 0, for every bounded ¢ : [0,T] x RY — R, and for any probability measure p(dt) on
[0,7].

As a corollary, for a bounded ¢ : R? — R and any 0 < ¢y < T, picking p(dt) = &, (dt), we
obtain

Nz? )

HJ’N(/W () (1t (dy) — o (y)dy) > w) < K1exp ( T

Several remarks : 1) Up to the constants k;, the result is quite satisfactory and comparable to the
Bernstein deviation inequality for independent data, see e.g. Massart [145]. Theorem is the
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gateway to derive sharp nonparametric estimators, although it has an independent interest as a
deviation inequality. 2) The constants k; are explicitly computable, but certainly far from being
optimal with the method of proof employed here. 3) Our method of proof uses a change of measure
argument based on Girsanov’s theorem, in the spirit of the recent work of Lacker [I16]. It can pre-
sumably be extended to path dependent coefficients in , but it is essential that the diffusion
coefficient does not depend on Y. 4) We have an interplay between the smoothness k of the drift
b in its measure argument and the dimension d of the ambient state space. This is explained by the
fact that we need to control an exponential moment of Zz 1 :+5 1b(s, X1, ulN) — b(s, X2, ps)|?ds
over small intervals [t, ¢+ d] in order to approximate the law of the data by the law of independent
particles. This approximation is roughly controlled by N Wl(,uiv , it¢)? for which a dimensional ef-
fect drastically deteriorates the rate of convergence, see e.g. Fournier and Guillin [74]. The k-linear
differentiability of u — b(t, z, 1) enables us to mitigate this effect. In particular, in the Vlasov case
covered by Assumption (iii), we formally have k = 0o, and the result is valid in any dimension
d>1.

The remainder of Section [f]is devoted to the proof of Theorem [2.18]

6.2 Preparation for the proof of Theorem [2.18

We let @N denote the unique probability measure on (€, Fr) under which the canonical process
X =(X1,..., X") solves

dX} = b(t, X, pe)dt + o(t, X))dB,, 1<i<N, tel0,T],
(2.32)
L(XL, .. XYY = N,

where

y t . . .
EQ:/ (s, X5) V2 (dX7 — b(s, X7, pg)ds), 1<i< N,
0

=N =N
are independent d-dimensional P -Brownian motions. The existence of P follows from Carmona
and Delarue [37] or the lectures notes of Lacker [I15]. In turn, the real-valued process

Y Z / 20)(s, X1 ) — (c=/2b)(s, X?, 1)) d B, (2.33)

—N
is a P -local martingale. Here, ¢~ /2 denotes any square-root of ¢~ = (g0 ')~

The following estimate is the central result of the section. It is the key ingredient that enables
us to implement a change of probability argument in order to obtain our concentration estimates.
Its proof is delayed until Section

Proposition 2.19. Work under Assumptions[2.1}, [2.4 and[2.]} For every T > 0, there exists 6o > 0
depending on T and b such that

sup  sup [Egw {exp( ((M,N%_H; — <MN)75))} <,
N>1te€[0,T-6]

for every 0 < 6 < &y and some Cy that depends on b and 7.
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Let St(M,N) = exp (Miv — %(MN>t) denote the (martingale) exponential of Miv and <MN>t its

predictable compensator. By Novikov’s criterion — in its version developed in the classical textbook

[110], Lemma 5.14, p.198 — Proposition shows that the local martingale Et(M,N) is indeed a
true martingale. This enables us to define a new probability measure on (€, Fr) by setting

~ —N., =N
PN =¢&r(M.)-P .
By Girsanov’s theorem, under PN , the canonical process solves ([2.2). By uniqueness of the weak
~ —N
solution of (2.2)), this proves PV = PV and shows in particular that PY < P~ and
dpN — N

F - (QJT(M

).

6.3 Proof of Theorem [2.18

Step 1 : Let AN € Fp. Since PV and ﬁN coincide on Fy, we have
PY(AN) = Epn [PV (AN | Fo)] = Eow [PV (AN | Fo)].

Next, for any subdivision 0 = tg < t; < ... <tg < T and any Fp-measurable event AN we claim

kK - - j/a
Eow [PV (AN | F9)] < Eon [BY (AN | F3,0)] " H%N{exp (AT}, — (),))] " 20

It follows that

B |
PN (AN) < Epw [PV (AN | F7)] [ e [exp (2((T),, - WMJ)T“

_ K _ _

< IF’N (AN) 1/4 sup  sup (EﬁN [eXp (2(<M,N>t+50 — <MN>f))
N2>1te[0,T—do]

< CFE+D/BEN (AN)1/4K (2.35)

by (2.34]) and Proposition with 7 =2, t; = jT/K and K large enough so that ¢; —t;_1 < do.

DK(KH)/S

Step 2 : Let

A ={ /[O,T]XW o(t,9) (v (dt, dy) — v(dt, dy)) > «}

= {i (/OT o(t, X{)p(dt) —/[O’T]XW (b(t,y),ut(dy)p(dt)) > Nx}

so that AN € Fp. Recall Bernstein’s inequality : if Z, ..., Zy are real-valued independent random
variables bounded by some constant () and such that E[Z;] = 0, we have

2

N
IP’( Z; > y) <exp| — Y for every y > 0.
; ( 2T EZ7] + Q;’))
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Under @N the random processes (X})o<t<r are independent and identically distributed processes.
Noticing that fo ryxra (b 2 (d)p(dt) = Egn [fOT o(t, X})p(dt)], we apply Bernstein inequality

with Z; = [} ¢(t, X{)p(dt) — Egx [ [ 6(t, X{)p(dt)], y = Nz and Q = 2|¢|w to infer

Nz? )
29, + 29t

using E[Z7] < Eov [(fo o(t, X})p dt))z} < |¢[72(, by Jensen’s inequality. By (2.35), we also have

P (.AN) < exp (

N(AN) SCf(K+1)/8PN(‘AN)1/4 SCf(K-‘rl)/sexp(724K(|¢|2 (i+2|¢ {E>>
L2 (v 317l

and we obtain Theorem with k1 = ClK(KH)/8 and ky = 27147

Step 8 : It remains to prove the key estimate (2.34)), adapted from large deviation techniques, see
e.g. Gértner [78] and the estimate (4.2) in Theorem 2.6 in Lacker [I16]. We proceed by induction.
First,

Egn [PV (A | F,_,)] = Egr [Een [PV (A" [ 5,) | 72, ]|

&, (31"
_EN}EPN[M (AN‘Srt)’g,t :|i|
&, (M N) NN
=Eon [ PV (AN |7,
o[ T @Y 19)]
see e.g. Lemma 3.5.3 p. 193 in [?]. Next,

N MN M M 1/2 M Vi 1/2
Etjyf(l\/!.N)) =&, (200" =31, )Y (exp (L), — (1), )2, (2.36)

As shown before, under @N, the process &; (2(MN — Mﬁv 1)) >¢. . is a martingale and
Jj— 2ti—1

—N  —N
Eov (&, (20 ~ M, )] =1. (2.37)
Using (2.36) and Cauchy-Schwarz’s inequality twice together with (2.37)), we obtain

—N
Ev. (M
E@N{ t.7( . ) PN

8tj—1 (MN)

N

(AY|,,)] < Bon [B¥ (AY | 3,,)% exp (0T, — (AT }1/2

>tj—1>

N

<En [N (AN | S"tj)4]1/4E@N {exp (2(<M,N)tj — (M. }1/4.

>tj—1)>

By Jensen’s inequality, we infer

N

Eov [PV (A |7, )] < B [PY (A [ 3:,)] 7 B [ exp (231, — (O [

>tj—1))

Repeating the argument over the subdivision 0 = ¢y < ¢; < ... < tx proves (2.34). The proof of
Theorem [2.18] is complete.
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6.4 Proof of Proposition [2.19
Preparation

Recall that the notation Ay < By : it means the existence of C' > 0 possibly depending on
b and also 7 in this part of the paper, but not N, such that Ay < CBy for every N > 1. The
following classical moment estimate will be needed.

Lemma 2.20. In the setting of Theorem[2.18, for every p > 1, we have

sup Egv [|Xﬂ2p] <p!C%.
t€[0,T]

for some Cy > 0 that depends on b only.
. —N
In particular, the X] are sub-Gaussian under P and satisfy

2P
o [

1 i
]FfPN [eﬂ‘xtﬁ] =1+ Z

p>1

1xi 7] < 2. (2.38)

The proof is classical (see e.g. estimates of this type in Méléard [148] or Sznitman [I73]) and
postponed to Appendix B3]

Completion of Proof of Proposition [2.19

Let 7 > 0. All we need to show is that for small enough d, we have

te[%ujp_g] Egnv [exp (T(<M']V>t+6 - (MN%))} S 1. (2.39)

We start with a useful estimate.

Lemma 2.21. Let N (z) = b(s,z, ulY) — b(s, z, us). We have

Wi (12 ps)? under Assumption i),
k—1 i o\ |2
|§N(XZ)’2 < C Z(;l }f(]Rd)f 6fbb(8?Xs7yZ7:U/8)(:uéV _/J’S)®€(dy[)’
- (s WL, 1) AW, ) under Assumption BAi),
| [ b(s, XN ) (1 — ps)(dy) |2 under Assumption iii),

for some explicit C > 1 depending on b.

Démonstration. The estimate follows from the Lipschitz continuity of b under Assumption (i)
with C' = \b|%ip and from the definition of the Vlasov case with C' = 1 under Assumption (iii).
We turn to the estimate under (ii). The k-linear differentiability of b enables us to write

k—1
. 1 .
géN(X;) = E o /(]R e 5ﬁb(st;7 yé,us)(ué\[ - MS)®Z(dye) + Ry, (2'40)
=t daye
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where y* = (y1,...,y¢) € (R)* and
1 1 ,
Ry, = 7/ (1- 19)’“*1/ 0yb(s, X4y [l mslo) (g — 1) ®* (dy™) o),
(k=1 Jo (R%)*

with [, psle = (1 — 9)ps + Ipl, as stems from the definition of linear differentiability and the

iteration 6ﬁb = 5H05f[1b, see also Lemma 2.2. of Chassagneux et al. [42] where (2.40)) is established
by induction.

Thanks to representation (2.7)), the remainder term Ry equals
1 ! _
—(k_l),/ (L=t > / Q65035 (5, X 1 o) (1 — o) ¥ (dy* ).
*J0 ICq1,....k},m>1 * jes

Note that the product integral vanishes for all terms in the sum in J except J = {1,...,k} since
(1N — ps)(R?) = 0. By definition,

‘(65b){1,“‘,k},j,m(87ng 5 [N.év7/-l/s]19)|Lip < |6Zb|Lip for every (]a m)

and the sum in m has at most m; terms by assumption. It follows that

mp
[Re |/ DY H/ V1o (8, X505 (s s)o) (= o) (dy; )|
m=1j=1
my k—1|5kypk N k
1— . _
S—1 !!/( v) |5Mb|Llp(apSI};1§)§1/Rd<pd(us us)) dv|
my 0011
< TLPWN AT LS
l—1

Writing v* = (y*~1,y) € (RY)*"! x R?, we also have the rough bound

[, S0 X ) )

/Rd oL b X ) ) = ) (@) G+ 1) ® 0 ()

yt—le(Rd)e—1 7Ms)’Lip

x| sup / () (1 — ps)(dy)| (u + ps) B D (dy )
lolLip<1JRd (Rd)e—1

= 26_1 sup |(5ﬁb(5,X27(yé_lv')7#5)|Lipwl(ﬂévvﬂs)
yl—le(Rd)e—1

< 2710 bluip Wi () s )
Plugging this estimate in (2.40) and using the Lipschitz property for b, we obtain

klfl

Rel < (bluap + 3 5 1000hp) W (4 1)
(=1

137
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and we conclude
|Ri| = |Rec(s, X2l )| < C W (s ) AW (s ), (2.41)
with

2@1

C’ = max ( u |5kb|L1p7 |b|Lip + Z 7 |5é b|L1p)

=1
From (2.40) and (2.41) we conclude

k—1
EN(XDIP < k( Z 2|/d)£ b(s, X2,y 1) (1 — 1) ®4dy )| + |Rie(s, X2 1Y, 1))
=1

k—1
Z /uw b(s, X1 y" s ) (i — )2 (dy") | + W (el 1) AW (i, 1)),
=1

where C' = kmax(1, (C")?) incorporates the constant in (2.41]). O
We now establish (2.39). By (2.33)) and Lemma we have

N o pt+s A
LT B SIS
— Jt
th+6 Wi (u, 1s)%ds underi),
5 i 2
< K ft+ Z'fvl Z ‘f(Rd)Z 6 b S X 7y€7/1/8)(/jév - ,LLS)@@(dye)’ dS (242)
T AN LWl )2 AW (Y ) s under [2.4i1),
f:+6 Dim 1|fRd 5, X, y) (1 — ps)(dy) ’ ds, underiii).

with k = 7|Tr(¢™!)|C, where C is the constant of Lemma We now heavily rely on the sharp
deviation estimate

sup P (Wi () is) > 2) S ew(a), (243)
0<s<T
with
exp(—€Nz?) it d=1
2 .
en(z) = eXp(_eN(log(ziw>1{x§1} + eXp(—(’:Nan)l{m>1} if d=2,
exp(—Q:Nwd)l{Igl} + eXp(—Q:Nxz)l{m>1} if d>3,

(2.44)

extracted from Theorem 2 of Fournier and Guillin [74]. Here € depends on C and d only, thanks
to (2.38)) that guarantees that Condition (1) of Theorem 2 in [74] is satisfied, hence the uniformity

138
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insel0,7T].

We complete the proof of (2.39) under Assumption (i) that implies in particular d = 1.
From (2.42), we infer

Eon [oxp (7((M ivs — (01 1))
<5t " Epn [exp (RONW1 (1, p15)?)] ds

< sup Egw {exp (H5NW1([L£V,MS)2):|

s€[0,T)

<14+ kd sup / eXP(K52)@N(W1(M§7MS)2N_1/2z1/2)dz
s€(0,7]J0

S /0 exp ((kd — €)z)dz, (2.45)

where € is the constant in (2.44]). The integral in ([2.45)) is finite as soon as § < 77| Tr(c™ )|t |b|gii€
and (2.39) follows.

We next complete the proof of (2.39) under Assumption (ii). When d = 1, we can rely on
the previous case. Assume now that (d = 2 and k£ > 2) or (d > 3 and k¥ > d/2). By Jensen’s
inequality

——N ——N
Eon [exp (7((M.")iys — (M. )1))] < T+11,

with
1 N ¢ i 0 N ®L( 7, £\]2
]:7/ E-~ | exp (kOkN 8,0(8, X2, vy', ) (g — ps)®°(d ds,
kN . ;; g [exp (k3kN| e D X ) = ) (dy)[)]
1 t+48
I = 5E ) Bsn [exp (ndeWl(uéV, )% A Wl(ug,ﬂs)%)]ds.

We first estimate the remainder term I7 : by inequality (2.43)), we have

1 o —
I71 < f(l-l— sup mék/ erokzp (NW1 (1, 1) AW (Y 1) ?* > z)dz)
t€[0,T 0

N
<14 sup / e”ékzﬁN(Wl(ui\ﬂut) > N—l/(2k)zl/(2k)>dz
t€l0,7] J0o

+ sup/ e”ékZFN(Wl(uiv,ut)ZNfl/zzl/Q)dz.
tel0,T]J N

We first estimate the integral over [0, N] :

N N
/ efﬁ(;kz@N (W1(Miv, Mt) > N—l/(Qk‘)Zl/(Qk))dZ 5 / exp (Iiékz _ Q:Nl—d/(Qk)zd/(Qk‘))dz
0 0

1
= N/ exp (N(kdkz — Qﬁzd/(%)))dz S
0
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for 2 < d < 2k as soon as § < k~'kx~1€. The case (d = 2 and k > 2) is slightly more technical but
elementary and we omit it. For the integral over [N, 00), we proceed as under Assumption (i)
to obtain

oo oo
/ enok=p (W1 (g 1) > N_l/Qzl/Q)dz < / exp ((k6k — €)z)dz S 1
N 0
for § < k= 'k~ '€ and we conclude II <1 in that case.

We next turn to the term I. Observe first that by exchangeability

2
I< sup  Egw [exp (kdkN| 8,0t XNyt ) (d — 1) ®(dy")|")]
1<0<k—1,t€[0,T) (Rd)*
KkOkN )P 2
=1+ Z % sup E@N |:|/ 6ﬁb(t7XtN7y£aMt)(M;tN - :ut)®e(dy£)’ p]'
o1 p: 1<€<k—1,t€[0,T] (R)¢

We then use the following estimate, reminiscent of moment bounds for U-statistics, however in a
weaker and simpler form in our context. For an integer ¢ > 1, we call G; the class of functions
f:00,T] x R? x (R%)* — R? that are Lipschitz continuous in the space variables.

Lemma 2.22. Letp>1. For 1 <{ <k, f€ Gy and N > k+ 1, we have

Vzpl(f( )) = ]E@N U/ f(t»XtN,yé)(,uiV o Nt)@f(dye)ﬁp} <

(RT)*

) (246)

for some explicitly computable Ky = Ky(b) > 0.

The proof of Lemma is quite elementary, yet technical, and is delayed until Appendix
The remainder of the proof of (2.39) is then straightforward : by Lemma with f(t,z,y") =
85b(t, z, ", pe), it follows that

I<1+4) (k6kN)P

p>1

P
% sup |5 b(t, ,Mt)hfi)p S
(N k‘) t€[0,T]

as soon as § < £~k (k + 1) K, supgepo gy [04D(t -, i) |- Since IT < 1 is established as well,
we obtain Proposition under Assumption (ii) provided Lemma is proved.

We finally prove (2.39) under Assumption (iii) when d > 1 is arbitrary. By (2.42) and
Jensen’s inequality together with the exchangeability of (X})1<i<n, we have

Eon [exp (T(<M.N>t+6 - <MN>t))}

t+45
< 5/ Egn [exp Ii(52|/ " b(s, XL y)(pl —Ms)(dil/)|2)]ds

< sup Eon[exp "55N|/ 5, X, y) (ks —,us)(dy)|2)]

s€[0,T]
SN
<10 N G m 1] B X2 ) = o)) 1
p: s€[0,T]
p>1

as soon as § < +x VK1 SUP,e(0,7] |fl;(s7 -)|E§) by Lemma 2.22l Therefore (2.39) is established under
Assumption (iii) and this completes the proof of Proposition [2.19}
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INTRODUCTION 7. PROOF OF THE NONPARAMETRIC ESTIMATION RESULTS

7 Proof of the nonparametric estimation results

We will repeatedly use estimates of the form

/ exp(—2")dz < 2r W T exp(—v"), v,r >0, v > (2/r)". (2.47)
" h Vi <c DY o 0 2.48
/0 GXp<—m) Z > le&X((g) 7(2) )7 a,0,¢,p >, ( : )

with Cp =2 fooo exp(—3(min(y/z, 2))?)dz, stemming from the rough bound

az? < azP azP/? 0
xb (= ) o (= gy ) e (- T50) 20

The estimate (2.48)) is far from being optimal, but will be sufficient for our purpose.

7.1 Proof of Theorem [2.7]
Preliminaries
We first state local upper and lower estimates on (¢,x) — p(z).

Lemma 2.23. Work under Assumptz'ons and . Let (to, o) € (0,T] xR, Let r > 0 and
[r1,m2] € (0, 7).

(i) There exists k5 depending on (to,xo),r and b such that

sup |b(t, 2, ur)| < Ks. (2.49)
t€[0,T],Jx—mzo|<r

(ii) There exist k3, ky depending on xg,r1,72,7 and b such that

0<ky< inf (z) < sup we(z) < Ks. (2.50)

et
t€[ri,ra], |z —z0|<r telri,ra],|z—zo|<r

In turn, for a compactly supported kernel K, this implies the existence of r = r(K) such that
the estimate

| Kp(zo — -)|%2(M0) = /d h_QdK(h_lx)Q,uto(:Eo — x)dx < r3(r)h | K |3 (2.51)
R

holds true.

Démonstration. For x such that |z — zo| < r, we have

IA

|b(t10750)‘ + |b|Llp(|w| + Wl(/itﬂso))

sup. [b(t,0,60)] + [bluiy (20| + 7+ sup / ylpe(dy) (2.52)
t€[0,T] tefo,1] Jra

‘b(tvxvﬂt”

IA

that defines x5 thanks to Assumption [2.4] and Lemma This establishes (2.49)). The estimate
(2.50) follows from classical Gaussian tail estimates for the solution of parabolic equations. We refer
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for example in our context to Corollary 8.2.2 of [I7] : for every compact interval [ry,rs] C (0,7,
there exist constants ¢+ > 0 depending on 71,72 and b only such that

exp (= c—(1+]2%)) < () < exp (ep (1+]2]?))

for every (t,x) € [r1,r2] x R This establishes (2.50). Actually, if we moreover have 1/2-Holder
smoothness in time for the diffusion coefficient, investigating further Theorem 7.3.3 and Example
8.3.10 of [I7], it is possible to prove sup,cga f1+(2) < oo uniformly in ¢ € [r1,75], hence k3 can be
taken independently of r.

O

We next prove a standard bias-variance estimate for the quadratic risk of ﬁﬁ] (to,xo)-

Lemma 2.24. In the setting of Theorem[2.7, if K is a bounded and compactly supported kernel
and h € HY, we have

e [(7h (o, w0) — ity (20)) ] < B (1) (to, 20)? + VY,

up to a constant that depends (continuously) on (to, o), |K|x and b, and where By (w)(to, o) is

defined in (2.14) and Vi in ([2.12).

Démonstration. Write [y (to, zo) — it (v0) = I + I1, with

I'= | Kn(wo—a)p(2)ds — piy (w0)
R

and

17 = y Kp(zo — x)(uﬁ(dw) — o (2)dz).

We have I? < BN (u)(to, z0)? for the squared bias term. For the variance term, using successively

Theorem and the estimate (2.51)) we have

Epn [117] :/ PN (|11] > 2'/?)dz
0

o KoNz
< 2/@1/ exp | — dz
0 ( Kn (@0 = )Zaqu,) + a0 = -)\oozl/Q)
i ko Nhez
<2 (- )
= I<L1/0 exp n3|K|§ + |K|0021/2 z
< (NE)THL+ (NAD) ™)
SV
where we used ([2.48)) and the fact that maxhe}f{v(th)*l <1 O

Completion of proof of Theorem

We essentially repeat the main argument of the Goldenshluger-Lepski method (see e.g. [87], 88|
89] for the pointwise risk). We nevertheless give a proof for sake of completeness. Recall that h™
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denotes the data-driven bandwidth defined in (2.13)).

Step 1 : For h € Y, we successively have

Epx [ (A1 (t0, 20) = pg (w0))”]
< B (B8 (to, 20) — il (t0, 0)) ] + Epw [(B (f0, %0) — pueo (20))”]
S Epw {(,U/]\V (to, o) — 1ijy (to, 550))2 -V - V]ng}Jr + Vi + VéVN} + Epn [(13 (to, 20) — i1, (ffo))z]

[

SEpn [AN oy VA VL] + Bex [ (o, 20) — pusy (0))]

< E]PN [Aflv] + Vh + Ep~ I:AAN + V/;;VN} + Ep~ [(ﬂhN(to, l‘o) — Ui, (xo))g]
(A

S Een [AY] + Vi + BY (1) (o, m0)?,
where we applied Lemma, in order to obtain the last line.

Step 2 : We first estimate AL . Write py,(to, zo) for fRd K, (2o — ) s, (v)dz. For h,h' € HY with
h' < h, since

(1in (to, o) — ﬁﬁ(to,l’o))Z

< 4(A (to, m0) — (o, 20))” + 4 (pn (to, o) — pre (20))” + 4(pn (to, x0) — o (o))

+ (g (to, m0) — pw (to, 3?0))27
we have

~ ~ 2 ~
(i) (tos wo) — igs (to, w0)) ™ — V3 = Vi < 8By (1) (to, w0)? + (4(1a5, (to, w0) — pn(to, x0))* = Vi)
+ (475 (to, m0) — punr (to, m0))* — Vi)

using k' < h in order to bound (1Y (t,a) — pn (to, 20))? by the bias at scale h. Taking maximum
over h/ < h, we obtain

max { (7 (fo, 7o) = il (to, 20))” = Vit = ViV }, (2.53)

< 8BY (1) (to, 70)? + {4(l) (to, z0) — pn(to, 0))* —= VI },
+ max {4(/7% (to, o) — (to,xo))2 - V%}_‘_.

Step 8 : We estimate the expectation of the first stochastic term in the right-hand side of (2.53)).
We refine the computation of the term I7 in the proof of Lemma [2:24] By Theorem and using

estimates of the form and (2.48)), we have
Ep~ [{4(7 (to, z0) — Mh(to,xo))2 - Vit
/ PN (4(70) (to, w0) — pn(to, 20))” = VI > 2)dz
0
/

PN (|7l (to, o) — pan (to, x0)| > S (VA + 2)1/2)dz
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<9 /‘X’ HQth%Z d
< 2K exp ( — ) z
vy K3 K3 + | Koo 521/2

i ko Nhiz o Ko Nhiz1/2
< exp(f )dz+/ exp(fi)dz
/V TTIA 11K

NhivN ko NhA(VN)L/2
S (VR Vexp (- 2 Sh) 4 (NR) ANV ) 2 exp (- T
S (VRT)exp ( Sral K2 )+ (VRN exp ( 1K | )
1/2
< (NRhTIN ==/ (m0) 4 (Npd) =32 (10g N)V? exp (— “2LEZ1 (log N)™2),

SNT?

as soon as w; > 16k; k3, thanks to MAaxj,egeN (Nh4)~1 <1, and using mingegen b > (N~1(log N)?)t/¢

to show that the second term is negligible in front of N 2.
Step 4 : For the second stochastic term, we have the rough estimate
- 2
Epw [g}% {477 (to, x0) — pe (to, 0))” = Vi } ]

< 57 Een [{4(A0) (to, 20) — e (o, 20))* = VIV }, ] < Card(3Y)N -2 < N
h'<h

where we used Step 3 to bound each term Epn [{4(125) (0, x0) — - (o, xo))2 -Vy J independently

of h together with Card(3¥) < N. In conclusion, we have through Steps 2-4 that Epn [Aibv] <
N~1 + BN (u)(to, 0)%. Therefore, from Step 1, we conclude

. 2 _
Epn [(ugL(th w0) — Hty(20)) 7] S B (1) (to, 0)> + Vi + N~*

for any h € HY. Since N~! < V;LV always, the proof of Theorem is complete.

7.2 Proof of Theorem [2.9|
Preliminaries

The assumptions of Theorem are in force in this section. We first study the fluctuations of
the random measure © (dt, dz) — 7 (t, z)dtdz, where 7N (dt,dz) = N~ 3N | dx; (dr) X*(dt).

Lemma 2.25. Let ¢ : (0,T] x RY — R be bounded and compactly supported. The following decom-
position holds

[ st dn) — nt,a)dr)
[0,T] xR
— /O » o(t, @) (b(t, m, pue) (il (dx) — pe(z)dz) + &Y () pd (v)dw)dt + MY (¢),

where N (x) = b(t,z, ul¥) — b(t,z, ) and MY (¢) = (MY (9)L,..., MY (¢)?) is a d-dimensional
PN -continuous martingale with predictable compensator such that

N(p)* -1 rcoot s,xzivzs. .
OV () < NI [ ] ot (o) (2.54)
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Démonstration. we have

/ o(t, z) (rN (dt, dz) — 7 (t, z)dtdz)
[0,T]xRd

N T ) ) ) .
i=1

[0,T] xR
T
= [ [ ot (bt ) = bt o)+ 2 ),
where
N t
M) =N 1Y [ ol Xia(s XD)dB:
i=170

is a martingale with bracket satisfying (2.54)). The result follows.
O

We next have a bias-variance estimate for the quadratic risk of 7 (o, o), in the same spirit as
in Lemma [2.24]

Lemma 2.26. Assume that H ® K is a bounded and compactly supported kernel on (0,T) x RY.
Let h € HY. Then

~ 2
Epn~ [|7T;.LV(t0,$0) — W(t0,$0)| } < 'B;.LV(TF)(tQ,I())Q +V;J:[,

up to a constant that (continuously) depends on (to, o), |H® K| and b, and where By () (to, z0)

is defined in (2.19) and Vi in (2.17).

Démonstration. Write 7 (to, zo) — m(to, w0) = I + I1, with

T
I= / / (H® K)p(to — t,xo — x)m(t, x)dxdt — m(to, o)
0o Jrd

and

T
II = /0 /Rd(H®K)h<tO —t, 20 — 2)(xN (dt, dx) — 7(t, x)dtdz).

We have |I|2 < BN (7)(to, z0)? for the squared bias term. For the variance term, applying the
decomposition of Lemma with test function ¢(t,z) = (H @ K)p(to — t,z9 — x), we obtain

11> S T+ 1V 4V,
with

2

9

T
=] [ [ ottt ) (do) ~ o(a)do) s
0 R4

T 2
w=| [ ] st @ @]
v =)

7
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where &N (x) = b(t,x, ul) — b(t, x, pg). Writing b = (b%,...,b%) in components, note first that for
v(dt,dx) = py(dx)T~1dt, we have

|¢bk(',ﬂ~)|i2(u) < kg3 T H @ K[5(hah3) ™", |00 ()| < ks|H © Kloo(hah3) ™, (2.55)

by Lemma and the compactness of the support of ¢. By Theorem applied to vV (dt, dx) —
v(dt,dx) = (ud (dz) — p(dz))T~1dt, it follows that

d o0
B[S Y0 [ PN [ ottt ) (de) — o)) T ] 2 2%
=10 [0,T]x R4
o HQNhlth
<2d - d
B Kl/o exp( H3K§T_1|H®K|§+f15|H®K|OOz1/2) *

< (Nhihg) ™ (1 + (Nhihg) ™)
SVi

using maxpe gy (Nhihg) < 1. We conclude
Epn [I1I] S V7. (2.56)

We next turn to the term I'V. We need a deviation result for the fluctuation &N (z) = b(t, z, ul¥) —
b(t, z, py) that will also be helpful later.

Lemma 2.27. There exist positive numbers kg, k7 and kg, depending on b, such that for large
enough N

Nu?
PN (|eN (X)) > u) < (_L) > kgN~1/2,
ozltlgT (|£t (X3 _u) < kg exp T N7y for u > kg
Démonstration. Writing &Y (X)) = (¢V(XM)!, ..., &Y (X)?) in components, we have
d

PY(IEV (X)) 2 w) < Y PV (6N (X)) = ud ™)
(=1

It suffices thus to prove the result for each component &Y (XV)¢, substituting k¢ and kg by dkg
and dkg to obtain the general case. For notational simplicity, we drop the superscript £ and prove
the result for &V (X) instead of [ (X}Y)], up to a inflation of kg by a factor 2.

By (2.40) in the proof of Proposition we may write
& (X)) = ¢ (X7) + Re,
with

k—1
1
=35 /( bt X,y ) () — )™ (dy),
=1

d)Z
having k¥ = 1 under Assumption (i), with ‘ka’ SWy (1, ) AWy (1, p1)* under Assumption
(ii) by (2.41), and having k = 1 with 6,b = b and Ry = 0 under Assumption (iii). Tt is
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enough to prove the deviation bound for each term separately.

Let u > 0. We first bound the remainder term Rj. Applying (2.35)) in the proof of Theorem
for the event AN = {Wy(ulN, p1s) AWy (1, p1e)* > u} we obtain

47K

—N
PN (W1 (il i) AW (el ) > ) < OB (W () AWy (1) > )
-K
< ClK(K‘Fl)/s(EN(ul/k) A EN(U))4

where the last estimate stems from the deviation inequality (2.43) of Fournier and Guillin [74].
Under Assumption (i), with (d = 1 and k = 1) or under Assumption (ii) with (d = 2 and
k>2)or (d>3andk>d/2),

en(u/®) A en(u) < exp(—€Nu?) for every u > 0

as follows from the definition of e (z) in (2.43). Therefore Ry, has the right order. As for the main
term, we first note that for every p > 2, we have

k—1
B [|X ) < Y B | |
=1 (

p
oub(t X0yt ) = ) ()]
R4)¢
< N7P/2pICP,

by Lemma [2:22] and Cauchy-Schwarz’s inequality, for large enough N and some C5 depending on
b. With no loss of generality, we take C5 > 1. In particular, by Cauchy-Schwarz’s inequality,

| [N (X)) < V205 N~V2 = ggN—1/2

that defines the constant kg. We next use the following version of Bernstein inequality that can
be found in Lemma 8 in Birgé and Massart [I5] : if Z is a real-valued random variable such that
E[|Z|F] < %!UQCP_Q for ¢,v > 0 and every p > 2, then
u?/2
v2 + cu

P(Z —E[Z] > u) <exp ( - ) for every u > 0. (2.57)

We then apply [2.57) to Z = (N (X}N) with ¢ = CsN~1/2 and v = v/2N~/2C5 and obtain

CGNU2

P (G O0) — Bpn [ (X)) 2 ) < exp (= 5

) for every u > 0,

with C = (4C2)~" using C5 > 1. Finally, for u > kg N~/2, setting u' = u— kg N~/? and applying
(2.35) in the proof of Theorem for the event {¢N(X}N) > u}, we derive

PN (XN 2 u) SEY (T (XY 2 0)t

—N 4=k
<P (M) — Epn [N (X)) 2 o)
Ced KN (u)?
<exp (=)
< ( C@4‘KNu2)
1+ N1/2y
and the lemma follows with k7 = 47K Cj. O
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We are ready to bound the term I'V. Applying Cauchy-Schwarz’s inequality twice, we have

EPN[Iv]gEPN //|gz5tx|2 dx)dt) EPN //|5t 2 dm)dt)f.

On the one hand, by exchangeability and Lemma we have

mon ([ [ 16 @rn )] < (1 [ B [ )’

% N ([eN( v N 1/4 1/2
S swp ([ PY(EN ()] 2 2z
o<t<T \Jo
oo Nz1/2 1/2
< [ An—2 k7 ) )
~ (HSN +H6/O eXp( 1+ N1/2,1/4 dz
<N (2.58)

On the other hand

271/2

Epx / [ ott.apy Y (dyit) |
0 N 241/2
/ ot (a)dodt + Bpn [| [ ot ud (o)~ el |
R [0,T] x R4
/
SioB+ ([ PV (b, ) (e () — pu(da)) Tt ] > 2/2))
0 [0,T]x R4
o KoNz 1/2
N |¢|§+ (2/{1/0 eXp(‘ H3T71|¢|3+|¢|goz1/2)dz)

_ _ 1/2 _ _
S 13+ (N Yeld + N2(g[L) 2 S 1013+ N V262 + N Yol %, (2.59)

using Lemma and the fact that ¢ is compactly supported to obtain the first term and Theo-
rem applied to vN(dt,dz) — v(dt,dx) = (ulN (dx) — p(dz))T~1dt together with |¢2|2L2(V) <
k3T~ 1|¢[ to obtain the second term. Putting together (2.58) and (2.59)), we conclude

Epn [IV] S N7H(1gl5 + N7V 015 + N7Ygl%)
< (Nhih) ™ (1 + (Nhihg) Y2 + (Nhihg) ™) S VR (2.60)

Finally, by Lemma and Theorem again we have

d
Epv [V] =Y Epv [(MN(¢)F)7]
k=1

< ANV Tr(c)| oo Epn [ / (s, 2)2 Y (dx)ds]
[0,T]xR4
< N0 + N~'Epx | ]/ s, 2)? (1 () — o)) T |
[0,T]x R4
SN o+ N [T RN 05, 2)2 (12 (d) — po(a))T~1ds| > 2)dz
0 [0,T] x R4
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[e%e) N22
§N_1¢2+N_12/$1/ exp(— 2 )dz
ok ; Tl + 19

SN+ N2 gl + N72|gl2

< (Nhihd) (1 + (Nhyhg) Y2 + (Nhihg) 1) S V. (2.61)
Putting together (2.56)), (2.60) and (2.61)) establishes Ep~ [I1%] < V7 and concludes the proof of
Lemma [2.206] O

Completion of proof of Theorem [2.9]
Let (h,h) € HY xHLY and (tg, z¢) € (0,T)xR?%. Remember that we set 7 (¢, ) = b(t, x, ju¢) s ().

Step 1 : We plan to use the decomposition

/l)\f]:[,h(to?xO)wQ, - b(t07x07ut0) =I+1I,

with R
I 7 (to, o) (bt (w0) — 15 (to, To) V w3)
Hto (HCO)ﬁhN(to,wo) V w3
and R
17— (TR (to, z0) — m(to, o)) 11, (0)

tto (o) 7Y (to, zo) V w3

First, we have
11 ey (o) = B (t0,20) V 3| S ey (0) = i (10, )
as soon as w3 < k4 by Lemma for some (small) r > 0 fixed throughout. In the same way,
|[I1| < wglﬁﬁ(to,xo) — m(to, xo)|-
Picking h = N ,h= EN, taking square and expectation, we have thus established

Ep [[681, (o, @) — b(to, 7o, 11,)|”]
< Epw [(R3L(fo, o) — pro (xo))z] + Epv H%g’\’ (to, o) — m(to, $0)|2] (2.62)

as soon as ws < k4. By Theorem 2.7 we already have the desired bound for the first term.

Step 2 : We study the second term in the right-hand side of (2.62)). For any h € HJ', similarly to
the proof of Step 1 in Theorem 2.7 we have

Epw~ H%gN (to, zo0) — W(to,x0)|2] S Epn [AR] + VR + BR (7)(to, 20)?

thanks to Lemma In order to estimate Epn [Ag ], we repeat Step 2 of the proof of Theorem
and obtain

~ ~ 2
g@%ﬂﬂﬁ(toaxo) - 7Th/(to,éﬂo)| ~ Vi — Vﬁ[/}Jr (2.63)
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=~ 2
< By (7)(to, z0)” + {4’71',]:[(750,:130) - Wh(to,x0)| _ V’I:f}+
o~ 2
+’III/12}’§ {4|7T,11‘V;(t0,l‘0) *ﬂ'h/(to,zo)| 7V’]¥,}+
with the notation 7p (to, o) = foT fRd(H @ K)p(to — t,xz0 — 2)7(t, z)dzdt.

Step 8 : We estimate the expectation of the first stochastic term in the right-hand side of (2.63)).
By Lemma setting ¢(t,z) = (H @ K)p(to — t,xo — x), we have

{47 (to, 20) — mn(to,z0)|* — VN }, < T+ 11+ 111,

with
[0,T] xR +
2
11 = {12 / ot 2)e (@) (dwyat* — Vi }
[0,T]x R4 +
_ N 2 1\N
111 = {12 () [* = 4V }+.
For the term I, writing b = (b',...,b%) in components, we have
I <1272 / )0 (t, 2, ) (N (d) — e () dae) T~ 2t QVN
Z{ e Y1) (0 (d) = pl@)do)T )" — Vi

Applying Theorem m to (ul¥ (dx) — py (x)dx) T~ dt and using the estimates ([2.55)) of Lemmam
above, we infer

o [{(f 000 ) ) = ety T4~ Vi) ]

5/ IPN(’ ¢(t)$)bk(t,x,ut)(uiv(dm) pie(x)da)T 1dt‘ (z+ 36deVN)1/2)dz
0 [0,T]x R4

<ok /oo exp ( _ HzNh1hgz )dz
~ o VN /(36dT2) w3RE T H @ K5 + w5 H @ K|oo2!/?

S (Nhlhg)—lN—(72dT)’ln2n3 1n5 ws

mgﬂglw;/2|H ® K|y
12d2T|H @ K|

+ (log N)Y2(Nhyh3) = exp ( — (log N)'Y/2(Nhyhg)'/?)
SN2

as soon as wy > 144dT k5 *k3k?2, thanks to max , ny)yescy (Nha hg)~! < 1. We also use the assump-
tion ming,, p,)escy N hg > (log N)? given by (2.15) to show that the second term is negligible in
front of N=2. We conclude

Epnv [I] SN2 (2.64)
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We next consider the term 1. For 7 > 0, introduce the event

BY = { /[O,T]XW o(t. )| (de)dt < 7}

By Cauchy-Schwarz’s inequality, on BY | we have
Yy T

2
/ o(t, m)ftjv(a:)uiv(dx)dt‘
[0,T]xR4

N T N z 2 N "
< /[O T]X]Rdw(t,x)\ut (d:c)dt/ |6t )| €N ()|l (da)dt

[0,T) xRd

<r / 6(t, )| [€N ()P ().
[0,T] x R4

By Lemma and exchangeability, we also have the rough bound

Epw [| (t, 2)eN (@)l (dz)dt|'] < oA T? sup Epn [|€N (XN)["]
[0,T]xR4 0<t<T

< (hahg)TINT?, (2.65)

where we estimate Epn [|£tN(XtN)|4] as in (2.58) above. It follows that IT < IV + V, with

2
1v = 12r{ /[ o O @ ()it GV} 1
T x

T
N(.\|2, N 1 N
= 12T|Kh2\oo/0 [ Hp, (to — t)|{ /Rd &7 (@) e (d2) — sermmimnT= Va }+dt Lz,
2
V= 12\/ o(t, )& (x)py) (da)dt| g ye.
[0,T] xR

Taking expectation and using exchangeability, we further have

T
Epn [IV] < |Kh2|00/ |Hp, (to — t)|Epn H|§tN(XtN)|2 - ng}Jdt

T
N |Kh2|00/ |Hp, (to — 1)] v PV (1N (x| > zl/Q)dzdt
m

e KNz )dz

<|Kh2|oo/ exp (— —INE
~ 1 1+ N1/2,1/2
367 THT Kl VA TN Rz

HeK
71(hg)7lexp( —MWQ‘ © |2h

1
1 N)
20| H| Ko L8

/<;7w;/2|H®K|2 h_1/2(10gN)1/2>

£ N Y AD T RTY 2 (1og NYY/2 ex (f
(h3) 1 “(log V) p 127—1/2|H|i/2|K|<1>é2 1

Vi > N7 '(log N)? > kiN~! for

~

by Lemma using in particular the fact that W

.
large enough N. Since max;, j,)escy h1 < (log N)~2 by assumption ([2.15)), both terms are negli-
gible in front of N2 and we conclude Epn [IV] < N72.
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We turn to the term V. By Cauchy-Schwarz’s inequality and (2.65]), we have

BtV < 2B [ ot o amye] ] ()

Snd) Y[ el > 1),

[0,T] xR4
Note that f[o xR |p(t, )| e (dz)dt < k3|p|1 hence, for the choice 7 > 2k3|H ® K|, that we make

from now on and that does not depend on N, we have

/ 16(¢,2) e (da)dt < Lr.
[0,T]x R4

By triangle inequality and a union bound argument, it follows that

P ( / (¢, 2) [l (de)dt > )2
[0,T]x R4

<F( /[ g P DN () — (o)) T | > 17t

HQNhlhg%T_QTQ )
ksTHH @ K2+ |H® K|ooiT-'7

< (261)Y%exp ( -3

where we applied Theorem Using min,, p,)eac Nhihd > (log N)? granted by (2.15)), we
obtain Epn[V] < N2, Putting together our estimates for IV and V, we conclude

Epn [[1] < N2 (2.66)

Finally, we consider the term I71. The classical following deviation bound holds for continuous

martingales :
2

N (@) > u (MY (@) < v) < exp (- o)

for every u,v > 0, see e.g. [I65]. Let £ > 0 to be tuned below. The choice v = ﬂ(Vﬁ)l/Q(log N)~lu
entails

]PN(MZZY(@k > u) < exp ( _ %ﬁ—l(\/’]:[)

It follows that

_1/2(logN)u) + PN(<MN(¢)k>T > ff(V,Z:[)lﬂ(log N)_lu).

d

e [I11] <12 Epn [{ (MY (9)%) — 7:VA 1, ]
k=1

d o0
52/ PN (MY (6)*] = (2 + 55, VA)Y?)dz S VI + VI,
k=1

with

oo
VI = / exp (- %n_l(vg)_lm(log N)2'%)dz,
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VIT = Z / N (MY ()8, > w5 (V)Y (log N)~12Y/2)de.

364V
Taking for instance & = (25v/d)~" < (24v/d)~', we obtain
VI < VY (log N) "IN~/ (126d'%) < N=2,
In order to bound the term VII, we first notice that by Lemma we have
O (@) <N I [ oft) e (do)
[0,T] xR4

< N TH(O)]oo (s (a1 H @ K3 + | Ot 1) (uf (dar) — pa ()] ).

[0,T] xR
Next, the condition
N7YTr(e) | sokia(hh) " H @ K3 > Lr(VA) "% (log N)~121/2
is equivalent to
2 < 4k Tr() Ror3 H @ KISN > (h) > (Vi)™ (log V)
< 4/{72|Tr(c)\2 Kawy 2V

A
36d h

as soon as ws > 300d|Tr(c)|soks. It follows that VIT is of order

o _ 1/2 _
[ B ot ) — i 2 NI () g )
36d x

</°° exp(— ko T N3 Tr(c)| 5262 (VR ) (log N) 2T 22 )du
~ vy kaT 1|0l + |62 NI Te(c) [l (VY) /2 (log N)=1T-121/2

K2k | Tr(c )|oow2|H®K|2Nh )
288rk3dT|H @ K|} ih
rok|Tr(c)| 3w | H @ K3 d

oo Nhyh )
24d'2T|H @ K |2,

< (Nhihd)~2(log N) exp (

+ (Nh1hg)~2(log N) exp (
SN

where we applied again Theorem [2.18{and used min;, ,.ycqcv Nhihg > (log N)? granted by (2.15)).
(h1,h2)€XH]

We infer VII < N=2 and conclude
Epn [[1I] < N2 (2.67)

and putting together (2.64), (2.66) and (2.67]), we have established

Epv [{4]7 (to, o) — Wh(t0,$0)|2 ~VR SN2

Step 4 : The control of the second term in the right-hand side of (2.63)) is done in the same way
as in Step 4 of the proof of Theorem [2.7) and only inflates the previous bound by a factor or order
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Card(H') £ N. In turn Epn [AY] S N71 4B ()(to, z0)? and we have established by Step 2 that
for any h € 3L,

Eew [[# (to, w0) = m(to,w0)| ] S BY (m)(to, 20) + VA + N~

holds true. Putting together Step 1 and Theorem and using N=1 < Vg completes the proof of
Theorem [2.91

7.3 Proof of Theorem [2.14]
Proof of the lower bound
Step 1
Pick an infinitely many times differentiable function V; : R? — R such that
(i) VV; is Lipschitz continuous,
(i) limsup|y_oo —VVl(J:)T(:l:/\:L’F) <0,
(iii) V4 = 0 in a neighbourhood of z.
Let Cy, = [ga exp(—2Vi(z))dz and define

vi(x) = C;ll exp (—2Vi(z)), =€ R?.

From the classical theory of multidimensional diffusion processes (see e.g. the classical textbook of
Stroock and Varadhan [?]), properties (i) and (ii) imply that v is the unique invariant measure
of the diffusion process d¢; = —VV;(&)dt + dW; for some Brownian motion W on R?. In turn
v1(t,z) = vy () as a function defined on [0, 7] x R? satisfies

vy = S(bl,ld, Z/1> with bl(t,x,u) = —V‘/i(.%‘),

assuming morever that Vj is such that vy satisfies Assumption a choice which is obviously
possible. Since 14 is constant in a neighbourhood of (tg,x¢) we may (and will) assume that
(bl,Id, Vl) € Sz’/g(t(),l‘o). Next, we set

VN (x) = Vi(x) + WCVIN_1/2T2/2¢(TN(Z‘ - xo)), 0< 7N — 00,

for some 0 < @ < 1, where ¢ : R¢ — R is infinitely many times differentiable, compactly supported
and satisfies

VO =1L Wl <1, [ vadds =0, [0l =1,
R
hence VV3V satisfies (i) and (ii) and (iii). It defines in turn a solution
vl = (0,14, with ) (t, 2, 1) =~V (a),

having

v (x) = C;;V exp (—2V3" (z)) with Cyy = /Rd exp(—2V5 (z))dx

and v (t,x) = vl¥ () is understood as a function defined on [0, 7] x R<.
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Step 2 : We claim that for every 8 > 0, setting 7y = N/ (2F+d) and taking w sufficiently small,
we have (b),1d, ) € 8% (tg, o) for large enough N. Indeed, in a neighbourhood of z, we have
V1 = 0 hence for x in such a neighbourhood, we have

vy (x) = Cpk exp (= 200y N™27 2 (ry (2 — o)) ).

On the one hand, wN’l/zTIc\l/QW)(TN(- — 20)) |98 (o) < @[Y]5¢5 (2o) Which can be taken arbitrarily
small. On the other hand, we also have CV2N — Cy, as N — oo, see in particular (2.68)) below,
and the claim follows.

Step 3

For (b, ¢, po) € P, we write IP{)YCW«O for PV to emphasise the model parameter (b, ¢, ). For data
extracted from uf\g solely, we restrict the model to

Phico(to) = (Xigr- s Xi) 0 Phl g

the law of (tho7 ... 7Xt]g) under P . Note that for a drift b(¢, =, 1) = b(t, z) independent of an

b,c,po
interaction measure term g, we have

N _ Y N _ ®N
Pb,&ﬂo - Pb,c,uo hence ]P)@CMU (to) = Hyy -

By Pinsker’s inequality, it follows that

1P a0 (t0) = PR 10 () Iy = [0 = ()N 3,

CvN

=N [ @) (05 @) = Vi(w)d+ 5 lox -

for large enough N, where || - |7y denotes the total variation distance, using successively
V¥ () = Vi(2) = wCn NP1 (r (@ = @0)) = @ (@) N 2720 (v (@ - 20)),

since v1(z)~! = Cy, in a neighbourhood of zy and the fact that ¢ (7y(z — z0)) = 0 outside this
neighbourhood, for large enough N, thanks to the fact that Supp(¢) is compact, together with the
cancellation fRd (x)dz = 0. Moreover, a Taylor’s expansion yields
OV2N
Cy,

-1= / v () exp(—2w1/1(x)_lN_l/%K,/Zw(TN(x —xg))dx — 1
Rd
= 2w’ N~ /Rd vi(z) (T (2 — 20)) 29N () de,

thanks to the cancellation property of ¢ again, with a remainder term satisfying

0< 19N(sc) < exp (QWN_1/2TJ%/2|1/’|00 sup 1/1(56')_1) <2
x€Supp(9)
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for large enough N. It follows that

Cyn
‘L - 1’ <4w®N~' sup  p(x)"PSNTL (2.68)
Vi z€Supp(v))

The inequality log(1 + ) < z for > —1 enables us to conclude

1B e (t0) =Bl o (to)lBy < 200> sup w(a)™" <

bi,c,m1 (2.69)
z€Supp(¥)

N

for large enough N by taking @ > 0 sufficiently small.

Step 4

We conclude by a classical two-point lower bound argument using Le Cam’s lemma : if P;,
i = 1,2 are two probability measures defined on the same probability space and ¥U(P;) € R is a
functional of IP;, we have

inf max Ep, (19— w(P:)[] > 3@ (Py) — U(Py)[(1 — ||Py — Pallzv), (2.70)
v =1

where the infimum is taken over all estimators of U(P;), see e.g. [123] among many other references.
We let
U(Py) 14, (t)) = v1(to, x0), V(B 14, (to)) = 13 (to, z0),

so that
Cw
|9 10,0, (F0)) = U (BN 1 (10))] 2 Vl(zo)( vaz — exp (2@ (z) ) N—l/zﬁyzw(m))
1

> NU2p8/2 _ N-/28+d)

in the same way as before, using the properties of 1 and (2.68]). We conclude by applying Le Cam’s
lemma together with (2.69)). The proof of the lower bound (2.24)) is complete.
Proof of the upper bound (2.23)

The argument is classical (see e.g. [87, B8], 89]). Pick
HY = {e*k, 1<k<d'logN —2d7! loglogN}.
We have Card H < N holds as well (and is actually much smaller). Moreover, for every h € HI :
By (1) (to, 20)* S B*N and VY S N7'h™(log N).
Applying Theorem 2.7, we obtain
~ 2 . 1, -
Ep [(81(tos 20) — puo (20)) 7] S i, (RPN + N71h~?(log N))
1
< log N\ 2681/ (281 0+d)
< (g

N

for large enough N, since for every 8 € (0,4], we have e=*"+1) < (N/log N)~1/(28+d) < o=k

with kY = L251_~_d (log N —loglog N)|. This proves (2.23) and completes the proof of Theoremm
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7.4 Proof of Theorem [2.15]
Proof of the lower bound ([2.26)

We apply the same strategy as for Theorem [2.14] establishing a two-point inequality and ap-
plying Le Cam’s lemma for two drift functions that have no interaction. We write ]P’b o for the law

of (X},..., XN)o<i<r parametrised by (b, ¢, j1g). We start with the following simple consequence
of Girsanov’s theorem :

Lemma 2.28. Fori=1,2, let b;(t,x, ) = b;(t, ) be two drift functions that satisfy Assumption
with no interaction. Set A(t,x) = ba(t,x) — by (t,x). We have

T
1P a0 — P sy < & / A ) Bag

where p = 8(by,1d, pg) is a solution of (2.3)) with parameter (by,1d, o), up to an explicitly com-
putable constant that only depends on pg and by.

Démonstration. With the notation of Section [6.2] by Girsanov’s theorem,

d]pé\f Id o ; ;
— 20l — g0 (MN(A)), where MY (A) :Z/ A(s,X))TdB!

N
AP, 1,

is a Py 14, -martingale, with Bj = [7 (dXE —bi(s, X7)ds). Moreover, since there is no interaction
term in the drift b;, we have

T
N 1412 _ . 2
Epy o [N N/ Eppy . [1AE XD ]dt_N/O A )2 -
N 2 1 de 1d .
By Pinsker’s inequality || P}’ Tduio — Py td o l7v < EEPle,Id,u [log m] The conclusion follows
from
dPY 14 dPyy
vidpo | o, Id, o | 1 N
e oo B B ] = 8 a8 ] = 3o, [V ()]
. . N N
and the previous estimate on (M. (A)>T under Py 14,0 O
Step 1

Pick now a function b; : [O T] x R — R? satisfying Assumption and any initial condition
Lo such that (bl,Id ,U()) S SL/Q(to,IEo) N ‘:D%f;(to,l‘o).

Let ¢ = (¥',...,9%) : (0,T) x R? — R? be infinitely many times differentiable, compactly
supported and such that for every 1 < k < d, we have

WH0) = 1, |w’“|oo§1,/ Bt 2) dede = 0, [$F] = 1.
[0,T]xRe
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For N > 1 and some 0 < w < 1, we define
bév(t, l‘) = b1 (t, .l“) + wN_l/QT]b/z(?’N)l/le(TN(t - to), ;N(JJ - xo)),
where 7 and Ty are defined via
=G’ = Nsa(@.B)/(2sa(a,B)+1)

By accomodating by and @ > 0, we may (and will) assume that (bY,1d,u0) € 8% (to,20) N
'D%”@(to,xo) for every N > 1. Setting AN (¢,x) = b (t,x) — b1 (t, ) and noting that

T
| A gt S =2V

thanks to the compactness of the support of ¢ and Lemma we obtain

N N 2 2
”thldvlto - ]P)bé\’,ld,uo 7y S @ < %

by Lemma for a suitable choice of w > 0.

Step 2

We conclude in the same way as in the proof of the lower bound of Theorem [2.14]: by Le Cam’s

lemma (2.70), with

W(Pé\i,ld,uo) = bl (to, 1‘0) and \II(]P)ZIEVJd,MO) = bév(to,zo),

we have

_ 1/2 /~ —s4q(a sq(a
|\p(]p>£\i71d’“0) _ \p(plfy\g\]’ld >N 1/27-N/ (TN)1/2 — N—salef)/(2sa(e,f)+1)

7M0)|

and the conclusion follows. The proof of the lower bound (2.26) is complete.

Proof of the upper bound (2.25)

Let (kLo N
= 9B/ lesN)
a(g=t(k/log N))
where g1 is the inverse of the function g(3) = %%, which is non-increasing for 8 > 0

thanks to the assumption that 5 — «(f) is non-decreasing and 8 +— «(5)/f is non-increasing.
Pick

HY = {(e*kl,e*k"’),kl = 0N (ky), 1 < ky < (d+1)"(log N — 2loglog N),
2loglog N < 6N (k) < (d+1)"'(log N — 210g10gN)}.

The condition (2.15) for the grid HY is satisfied and Card H2 < N holds as well (and is actually
much smaller). Now, set 8, = g~ (k2/log N). We define an ordering < on HJ' that has the right
behaviour with respect to the bias of 7 at scale h. We say that h = (hy, ha) < h' = (h}, h}) if

ha (k)2 Br2) 4 Ry (k)P < B (kD)%) 4 B (k5) %, (2.71)
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where we write b = (h1,hy) = (hi(ks), ho(ks)) = (e79" (2) e=*2) and likewise for h’. We have
that h < k' is equivalent to ko > k! since

B (ko) *(B52) 4 g (g) P2 = DN = 5(0(Bry) By )/ (2500 (Bry) By )+1)
and the fact that 8 — sq(a(B), 8) is non-decreasing, following from the assumption that 8 +— «(p)
is non-decreasing. Hence h < h' or A’ < h. Moreover,
(b, ¢, o) € 897 (to, 20) N DY’ (tg, x0) implies 7 € HYP(to, z,0 ).
Therefore, for every h = (hy, ha) € HY :
BR (m)(to, 20)? < B3N + RSN and VY < N7'hythyY(log N)

thanks to the definition of the ordering < in (2.71)). It follows that for every sq(c, 3) € (0,£/d], we

have
o~ (kY +1) < N—o 'sa(ef)/(2sa(a,8)+1) < ok

with kY = | 2405 og N | and

o (D) o N =B sa(@8)/(25a(a,f)+1) < o~k

with k3 = \_% log N |. Applying Theorem we obtain

- 2 : 11— -
Epw [|781 (t0, 0) — ity (w0)| 7] S " ’ILH;IEIHN (h3N 4 h3PN 4 N7 h T hy Y(log N)) + N7
1,h2 H

< log N 2sq(a,B)N\ba/(28a(c,B)NLa+1)
(%) -
This proves (2.23)) and completes the proof of Theorem m

7.5 Proof of Theorem [2.17]
Preliminary results
Lemma 2.29. Work under Assumptions |21}, [2.3, and[2.]} We have

iy Ep [|F(L(u" — ) ()] SN

Démonstration. Writing ¢1(x) = cos(2réTz) and @o(z) = sin(27¢"z), we have by Jensen’s in-
equality and Theorem [2.18

AL (N — 1) (de)[*] = B | /[ 7 e i = ) doyop(an

<)
[0

< sup maX/ IP’N(|/ ord(uy — )| > 2'/?)dz
tefo, 7] k=12 Jo Rd

e Nz
< e V< N1
N2f<;1/0 exp( ’i21+21/2>~N

using |¢k|r2(y,) < 1 that stems from || < 1. Since this bound is uniform in £ € R?, the result
follows. O

]E]P)N H e e

T

)

B[] [ o727 — ) o) (0ot
! Ré
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Completion of proof of Theorem [2.1

‘We have R ~
EY L —FRS|FEN )~ F(F)3=1+11,

with

F(L((OF )5 ))F(Lu) )
I'= ‘( ( ( |;?LHA)’§|2 e _CF(F))l{I?(LuN)IQZw} 27

2
IT = [F(F)1{g(en)2 <o} |-

On {|F(LpN)|? > @} and using the fact that |F(Lp)(€)| > 0 almost everywhere, we write

e o d)
(TEONR)L) — F(Lb)TLEN)  FLh)F(LuN)
- TP MG
(TN L)) — FLh)F(LpN) FLpN)  F(Lp)
= R + 5D (G55 ~ )

thanks to F(Lb) = F(F) - F(Lu). Tt follows that for » > 0, we have
Epn [I] < TIT+ 1V,

with

~

11T = @ 2Epn [|F(L(ON )5 — 0)]2],

@ 2
_ =N 2
IV = @ Bpn [|F(F)F(LpM)F (LN — )]
By Parseval’s identity, and the boundedness of £, we have
I <w™? sup Epn [‘Bﬁh(t,x)w/ - b(x,ut)‘z] +w™?  sup / bz, ) |2 de.
|| >

teSupp(w),|z|<r teSupp(w)

By Lemma [2.24 and Lemma [2.26] we have

-~ 2 _
st Epx [|bpp (t, 2) e — bla, ) |7] S @' (r) 72 (BY () (1 ) + By (m) (8, ) + Vi +Vy).
teSupp(w),|z|<r

Moreover, by Proposition [2.13] the smoothness of F', G and pg entails some Holder smoothness on
w and b (hence on 7) that implies in turn the estimate

sup BN (u)(t, @) + BY (m)(t,2) S Cr) (Y +h] +hY),

teSupp(w),|z|<r

for some ~,7',7" > 0 and C(r) a locally bounded function in r. We infer

_ ~ 2 _ _
w2 sup Epn |03 1 (6 @) — b(, )| S @ 2@’ (r) 2C(r)un,
teSupp(w),|z|<r
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with uy — 0, for a choice (h,h) = (hy,hy) — 0 as N — oo. Since b(z, ) = G(x) + F * p(x),
the second term in I71 can be bounded as follows :

b(x, pe)|*de < G(z)|*dx Flr — )2 de (d
[ ewobirs [ icwpas [ ([ PP

by Fubini’s theorem, and both terms converge to 0 at some rate C (r) = 0 as r — oo by dominated
convergence since F' and G are in L?(R?). We conclude

11T < w2 (@ (r)2C(r)un + C(r)).
By Parseval’s identity, the boundedness of F(LuV) and Lemma we also have

IVSw? s, Eex [|F(£(1"™ — ) (€)P]IF3 Sw 2N~1.
(S

We finally turn to the term I7. We have

Eew [11]) < Eow [|FF) 15 (uv - 22wy 5] + [FE) Lz epm2<2my |5

S sup Bow [F(0(" — ) ©F] 1P + H(=)

<w?N!'4+ H(w),

where H(w) — 0 as @w — 0 by dominated convergence thanks to the property |F(Lu)(€)] > 0
almost everywhere of Assumption [2.16] We conclude

Een [|[FY L — FI2] S @ (@' (r)2C(r)un + C(r)) + N71) + H(w).

Let 7y — oo slowly enough so that @’ (ry) 2C(rn)uy — 0. This yields vy = C(TN)uN+C~’(7‘N +
N~! — 0. Pick now wy — 0 slowly enough so that w;[QvN — 0. The proof of Theorem
follows.

8 Appendix

Characterisation of sub-Gaussian random variables

We recall a classical definition of a sub-Gaussian random variable. Recommended reference is
[31].

Definition 2.30. A real-valued random variable Z such that E[Z] = 0 is A% sub-Gaussian if one
of the following conditions is satisfied, each statement implying the next :

(i) Laplace transform condition
E[eXp(ZZ)] < exp (%)\222) for every z € R.

(i) Moment condition
]E[ZQP] < plAXNAP for every integer p > 1.

(iii) Orlicz condition
]E[exp (&ZQ)} < 2.
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(iv) Laplace transform condition (bis)
E[exp(zZ)] < exp (31A%2°) for every z € R.

We will also use the following additive property of sub-Gaussian random variables : if the
random variables Z; are independent and A\? sub-Gaussian, then p(Z; + Z2) is |p|>(A\} + A3) sub-
Gaussian for every p € R.

8.1 Proof of Lemma [2.20]
By Assumption the estimate

[b(t, @, p1e)| < bo + [blLip (] + B [|X3])

holds for every (t,z) € [0,T] x R?, where by = sup;e(o 77 [b(t, 0, 8)|. Remember that
— t . . .
B, = / (s, XH) T2 (dXE - b(s, X, ps)ds), 1<i<N,
0

—N
are independent d-dimensional P -Brownian motions. By Minkowski’s and Jensen’s inequality, we
have

x| < |x¢] +/Ot |b(t, X7, i) |ds + | /Oto(s,Xi)dBi|
< 18] + bt + bl /Ot (1) + Ego [| X)) ds + /Ota@,xg‘)ng
< |X2[ + boT + [blusy /0 (X7 + o [| 2] )ds + b, (2.72)
where Ci = supg< <1 | Ji o(s, X1)dBy|. Integrating w.r.t. B", we also have
B 1K) < B ]+ 00T + 20l [ B (11 + B[]
We infer by Gronwall’s lemma,

Eon [|X7]] < (Bpn [|X6]] + 00T + B [Cr] ) e?IPlw?

and plugging this estimate in we infer
t
| X7| < |X5| 4+ boT + [bluip / | Xi|ds + (Bgn [|X0]] + boT + Egw [Cr])e2PlueT 4 ¢F..
0

Applying Gronwall’s lemma again, we derive

| X7| < (| X5] + 00T + (Epn [| X0]] + boT + Egw [Cr]) Pl 4 ¢ Yelthwt
< (| X8| + Egw [| Xa]] + 20T + G + g [Chr] ) e3l0lnt,
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Taking the exponent 2p and expectation w.r.t. @N, we further obtain
Eov [|X7]™] < 5271 (2Bgw [| X3 ™) + (260T)P + 2B [(¢5) %] ) Iesn TP

< OF (Bgn [| X5 + (00T + B [(¢1)])

with Cs = 50 ®lPltie” | By Assumption the initial condition | X{| satisfies
Epr [exp(rol X§ )] =1+ 3 "1 [| 4[] <
p>1 "
hence for every p > 1, we obtain
B [| X617 < (32"

since y1 > 1.By Burkholder-Davis-Gundy’s inequality with constant (C*)P/?pP/? for some numeri-
cal constant C*, see e.g. Barlow and Yor [7], we also have

e (7] < (52g) "B [ ot x000E[”]

< (2) "oy ([ et xyay]

< pP(8C*T|Tr(c)| )P < p! (8C*eT|Tx(c)| . )".

Putting these estimates together, we conclude
7 2 1 * p
Eow [|X7]%] < p!cg(;—o + T(by + 8C e|Tr(c)}oo))

and Lemma is established with Cy = Cg(% + T(bo + 80*e|Tr(c)|oo)).

8.2 Proof of Lemma [2.22]
Fix I = {i1,...,ir} C {1,...,N}. For g : [0,T] x (R)* x (R?)* — R?, we define
gjk(t7y£) = g(t’Xtil’ s 7Xtikvy£)'

For technical convenience, we establish a slightly stronger, replacing Vévp ( f, )) in ((2.46) by

7 7 Th— 041 2.
VI (900 (6) = Eg | [ g6, X0 X0 X ) = i) )

‘ (RH)*

for every Jx_s41 C {1,..., N} with cardinality k — £+ 1 and every function g : [0, 7] x (R%)k=#+1 x
(R4)* — R4, Lipschitz continuous in the space variables, that defines in turn a class Gk—r+1,¢- In
particular V3, ,(f(¢,-)) and V3 ,(gs,_,., (t,-)) agree for £ = k in which case the class Gy ; coincide
with G and we obtain Lemma We prove the result by induction.
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Step 1 :
The case £ = 1. For g € Gx 1, 2 € (RY)* and I C {1,..., N}, let

A3(97w’“)=/ gt 2", y) (W] — ) (dy),
Rd

where we write pd (dz) = |]~* >_icg Ox;(dz) for the empirical measure in restriction to J. Observe
that AJ(g,z*) is a sum of independent and centred random variables under P . We write
N i n - i iy i ix
Ail }(gaXt17' e ath) =N ' Z (g(tatha' . 7th7Xt> - /d g(tatha e athay):U‘t(dy)>
R

i€Jy

N—k . ,
+7A g, XI, L X,

since |Ji| = k. We obtain the decomposition

= i i 2 _
Vé\z[v,l (gﬂk(t’ )) = Egv UAFV ,N}(%thv e 7th)‘ p} < 2% 1(I+ 1),

with
kPt i T i 2p
Y (E@N [\g(t,th,...,th,Xt)—/Rdg(t,Xta... X0, y)p(dy)| D
1€Jg
N — k\2p e . o
11 = (5 ) "B AT (g X2 X0
The term [ is controlled by the smoothness of g :
ka i 2p —2p,1(1.2 p
1 |96ty DB | [ 1XE — uPPady)] < N7 (RAC) g (4, ),

1€y

where the last estimate stems from Lemma For the term II, writing g = (g',...,g%) where
the functions ¢/ are real-valued, we further have

N — k\2p d e ,
= (T) d2p712%N [ATH (g7, X, X)), (2.73)

Moreover, for every x € R%, the term

Al ’“(g z® N ’ Z (t, 2%, X)) — Egn [gj(t,a:k,XZ)])
1€y,

is the sum of independent centred random variables that are independent of (X/*,..., X/*) and
g (t, kX1 — Epn [gj (t, z*, th)]

is A* sub-Gaussian with \> = 24C5|g?(t,-)|7;, via the same estimate as for I and the fact that
(ii) implies (iv) in Definition 2.30} Thanks to the additivity property of independent sub-Gaussian

random variables, we further infer that Afz (¢7,2%) is X2 sub-Gaussian with
1

~ 1 j
32— m)ﬁ = m2402|g](t7 ')|iip'
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Conditioning on (X}*,..., X*), we derive

R

by (ii) of Definition Plugging this estimate in (2.73)), we obtain

p!(96Cod?)P
IT < ﬁ| g(t, ),

and putting together our estimates for I and I1, we conclude

/\

with K; = 16(k? + 24d?)C5. This establishes Lemma for g in the case £ = 1.

Step 2 :

We assume that ([2.46) holds for V2pe(93k w1 (t,)), for every Jp_gq C {1,..., N} with cardi-
nality £k — ¢+ 1 and every g € Gp_r41,¢ with £ < k. Let g € Gp_g¢+1 and Jk,g c{l,...,N}. We
have :

2
Vé\; £+1 (gjk e( )) E N [| (et 934 (tv yl+1)(ﬂi\7 - ,u,t)®(€+1)(dy€+l)| P}
<22 NIIT+1V),

with

N
- ) ? i 2
=N B | [ o0 X0 X)) (@],

IV:/ E@N[! g(t. X, X ))(uiv—ut)®e(dy€)|2p}ut(dy)~
R4 (R)*

Let ig € J5,_, and put Jx_s41 = Jp—¢ U {ig}. The term IV can be rewritten as

V= /]Rd Vé\;’e (ggkfzﬂ (t’ ')(y»,ut(dy),

where, for fixed y € RY, the function ¢'(t,zi,,...Ti_,, iy, ¥)(y) = g(t, iy, 20, (y,y%))
with the artificial variable z;, belongs to G;_¢41¢. By the induction hypothesis and noting that
SupyeRd |gl(t7 '7y)|Lip S |g(t7 ')|Lip7 we infer

p!Ké7

We split the sum in I11 over indices in J;_, and J§_,. If i € J,_;, in the same way as for IV, we
write

g(ta Xtila s aXtZk_ga (X;a yé)) = ga/k,z+1 (ta yf)
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with J,_p11 = Jp—¢ U {ig} for some arbitrary ig € J¢_, and with ¢”(t, @i, ..., % _,, Tig, y*) =
g(t, Tiyy e vy Tigy_yy (T4, yz)), where 7 coincides with one of the ¢; € J;_,. Also, g” belongs to Sx—¢41.¢.
If ¢ € 3¢ _,, we write

g(t,Xtil,...7X“‘ CXLyh) =g i (6 y")

n

with ¢"'(t, xil,...,xikfg,zi,ye) = g(t,xil, ey Ty (x4, 4" )) and ¢’ belongs to Gx_r11¢ as well.

We infer

Pl K?

III< (k f) é\gﬁ(gf]k g+1( Z v2p, gf]k gU{}( )) — (N—Z) | ( )lLlp
1€J¢

/\

k—¢

by the induction hypothesis and noting again that |¢”(¢,-)|Lip and [¢"”' (¢, -)|Lip are controlled by
lg(t,)|Lip- We conclude

PR e
v — kyr 9t iy

pIK7
Vé\;,é-&-l (gﬂkfe(tf)) QQPW‘ ( )|L1P

with Ky1 = 4K,. The proof of Lemma [2.22]is complete.

8.3 (Sketch of) proof of Proposition [2.13]

Step 1 : Thanks to Chapters 6 and 9 of [I7], since F,G are bounded and pg satisfies Assump-
tion it can be shown that (| admits a unique probability solution 4 in the sense of [I7],
absolutely continuous w.r.t. the Lebesgue measure, that we still denote w(t, x) = pe(z). Moreover
uw e f}{fo/f 0 = N(to,a,0)€(0,T) xRaF /23 (ty, z0) for every 0 < § < L. The main arguments of these
properties rely on the existence of a suitable Lyapunov function assomated to . following the

terminology of [143] and [17] (for instance z +— 1 + |z|?) together with Sobolev embeddings.

Step 2 : Define
ar(t,z) = G*(x) +/ F*(z — ) (y)dy, k=1,....d,
]Rd

and
a(t, z) = div(G(z) + y F(z —y)m(y)dy),
which are well defined since 3, 8’ > 1. Consider next the Cauchy problem associated to ([2.3)) in its
strong form :
{ Oy = 502 A iy — Zk 1 @k (t, ) Okfiy — alt, -) i (2.74)
frt=0 = Ho-

Taking 6 = 8 — | 8] we obtain a;,a € Gl(f; LBD/2:.6-15] by Step 1.

Step &8 : Using inf @ > —oo and the existence of a Lyapunov function associated to the problem,
by Theorem 2.3 of [4], there exists a unique solution g of . Moreover, i is continuous on
(0,T) x R% and

fi e EI+(B-181)/2.2+6~158]

loc

It is also the unique solution defined in Theorem 12 of Chapter 1 of [75], therefore the unique
integrable solution of the problem ({2.3]). By uniqueness, p = [i.
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Step 4 : If | 3] = 1, we obtain u € HAFTA/21H8 (15 24) for every (to,z0) € (0,T) x R Otherwise,
we can iterate the process thanks to results of Section 8.12 in [II3] : successively :
(B—181)/2.8—18]

loc

 Since 0,,,ax and 9, a are in € , we have

am,u S ellot(ﬁfmJ)/Q,ZJrﬁf 18] .

e Since 0;a;, and 0;a are now in Gl(fc_ LBJ)/ZB_W, we have
O € Gll+(5*L5J)/2,2+5*LBJ_

Therefore, if | 3] = 2, we obtain yu € HI+A/2148 (14 24) for every (tg, xo) € (0,T) x R Otherwise,
we can iterate again the process and so on. The result follows.
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APPENDICES

1 Proof of Theorem [25] of the Introduction

In order to prove this Theorem, we are going to juggle between the probabilistic point of view
on the McKean-Vlasov equation like in the textbook of Carmona and Delarue [37] or the lecture
notes of Lacker [115], and the analytic point of view like in the textbook of Bogachev, Krylov,
Rockner and Shaposhnikov [17].

1.1 Existence, Unicity & Uniformly bounded moments of .’

We follow here the probabilistic point of view of [37] in order to prove the points|(i)|and of
Theorem

Theorem 2.31. Let (b,c, 110) € Brapn,co,cs X CTids, 5 ,c0 X My. Let (€, 7, (f;"t)te[oyT],]ﬁ’) a (com-

3@y 1),

plete) filtered probability space endowed with a Brownian motion B. Let Xo ~ po, measurable with

respect to f}o and independent from B. Then, there exists a unique strong solution (Yf)te[O,T] of
the McKean-Viasov SDE

dX, = b(t, X, £(X,))dt + o (t, X,)dBy, ¢ € [0, T,
— ~ (2.75)
X|t:0 - XO .

Moreover, Yb has continuous trajectories and, if we denote pb := (U?)te[O,T] where for every

t€[0,T), ut = L@(Y?), we have p° € C([0,T]; P1(R?)) and, for every r > 1, there exists some
constant krp > 0 such that

—b, —b,
sup m, (1) = sup Ex[|X|"] <Eg[ sup [X,|"] < -
t€[0,T te(0,T) t€(0,T)
Finally, considering X" as the random function X we (Q,Fr,P) — Yb(w) = (Yg(w))te[O,T] €,

we denote by Py the pushforward measure on (C,Fr) image ofIAEB by Yb, We then have that Py, is
the unique probability law on (C,Fr) under which Xy ~ uog and the process

t
E’t’ ;:/ 2 (s, X5) (dXs — b(s, X5, pb)ds), t € [0,T],
0
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is a standard Brownian motion on R? (where X is the canonical process on C).

Proof. This fact is well-known (it corresponds for instance to the Theorem 4.21 of [37]) and its proof
is based on a traditionnal fixed-point argument. For sake of completeness, we give it thereafter (we
follow here the proof given in [37]).
Step 1. Let v € €([0,T]; P2(R?)). Thanks to Assumptions @ and Remark the linear
SDE
dX, = B(t, X;)dt + o(t, X;)dBy, t € [0,T], (2.76)
X|t:0 = Xo ) .

where 3 : (t,z) € [0,T] x R? — b(t,z,1;), has a unique strong solution that we denote X" =

(XY )iepo,m (see e.g. Theorem 5.2.9. of [I10]).

Step 2. By assumption pg € My, which means that )N(o € L™ for every integer r > 1. Therefore, we
also have that X} € L" for every t € [0,T], and for every integer r > 1. Indeed, as P2 (R%) C P;(R?),
we have v € ([0, T]; P1(R?)), and so Sup,epo,r) M1 (vs) < 00, and then there exists some C.p > 0
such that

T

t t
|Xt’/|7‘ < |X0|T + / ‘b(s,X;j, 1/3)|7‘d5 + ’ / J(S,XSV) dBg
0 0

T

t t
< |Xo|" + CT’bT(l + sup ml(us)r) + Cr’b/ | XY|"ds + ‘/ o(s,XY?)dBs
s€[0,T7] 0 0

)

which implies thanks to Burkhélder-Davis-Gundy inequality and Remark [} that there exists some
constant C,. , > 0 such that, for every ¢ € [0, 7],

t
B (K417 < Ol (14 B3 (1Kol ] + sup ma()” + / By (| X0 ds)
s€1[0,T] 0

So, thanks to Grénwall Lemma, for every t € [0,T],

B < Ol mio) + sup ma())eh
se[0,T

and then

sup E@H)?ﬂﬂ <00,
t€[0,T]

Actually, we even have

¢
Ex[ sup [X/["] < Cr (1 + E5[[Xo|"] + sup mq(vy)" —|—/ E[ sup | X" ds) ,
te[0,T] s€[0,T] 0 u€l0,s]

and so, thanks again to Gronwall Lemma, for every ¢ € [0, 7],

gl sup |X7|") < Cpy(1+me(po) + sup my(vs)")ere .
te[0,T] s€[0,T]

Step 3. Let us now define the application

B ;v € (0, T); Pa(RY) = (L(X]))icion -
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We want to show that ® has a unique fized point in C([0,T]; Po(R?)). As this metric space is
complete, we plan to apply the Fixed-Point Theorem of Banach-Picard. In order to do this, it is
sufficient to show that some iteration of ® is a contraction, that is to say there exists some integer
k > 1, and some constant 0 < x < 1, such that for every v, € €([0, T]; P2(R?)),

sup Wa(®F ('), ®% (1)) < k sup Wa(v), 1) .
te[0,T) t€[0,T]

So, let v,v" € €([0,T]; P2(R9)). We have :

s S

t t
XY — X7 < 2T/ lb(s, X¥', 1) —b(s,X;’,us)|2ds+2|/ (0(s, XY") — (s, X¥))dB,|* .
0 0
Thanks to Doob’s inequality and Assumptions {4| and @ there exists C;’ p > 0 such that
t
Byl sup X2 = XU < Oy [ (5l sup XY = Ko+ Wi (0w )?)ds
s€[0,t] 0 u€(0,s]
Then, thanks again to Gronwall Lemma, for every ¢ € [0, 7],
t
Byl sup %2~ 1) < Oy [ Wt ds
s€0,t] 0

and so .
sup Wo(®(V)s, ®(v)s)? < C;,’becbe/ Wy (V) vs)%ds .
s€[0,4] ’ 0
Iterating this, we find that for every k& > 1,
" eC;./’ T\ kmk
sup W (®F(V)),, ®F(1),)% < w sup Wy (v}, v,)%ds ,
s€[0,T i s€[0,T

and then Yb = X" is the unique strong solution of the SDE ({2.76)). Finally, we have that u® €
([0, T); Po(R%)), but as Wy < Wy, we also have u® € €([0, T; P (R?)).

Defining P, as the pushforward measure on (C,J7) image of P by X implies that Lg, (Xo) =
%(Yﬁ) by definition and that, for every 0 <t; <...<t, <T,

and so, for k large enough, ®* is a contraction. We denote by ffb the unique fixed-point of ®,

b —b

L Fil""’Btn):Lﬁ(gtn"wgtn),

5, (

—b —
so that B is a d-dimensional standard Brownian motion under P.

In the next section, we take back the canonical space point of view in order to prove the point

of Theorem

1.2 Regularity in time of p°
Let (b, ¢, p10) € Brdpneo,cs X Cridsy s ,er X Mam. We have, for every 0 <t <t/ <T,

¢

t/
Eﬁb UXt/ 7Xt|:| § \/t E@b Ub(S,XS,‘LLg)HdS*{“]Eﬁb[\/t |C(S7Xs)|d5]1/2
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t/
< / Eg, [1+ [Xs| +my(pd)]ds + (¢ — t)L/2
t

SE =11+ sup my(ud)) + (¢ —1)'/?,
s€[0,T]

and so,
Wi (uhr, ) < Bg [|X0 — Xi|] S (¢ —0)'/2

Remark 2.32. In the same way, we even have that, for every r > 1, for every t,¢' € [0,T],

Eg, [| X — Xu|"] S| — #7772

1.3 x° is the unique probability solution of the Cauchy problem (2! @
Let (b,c, 10) € Brdpneares X Crdysy s, X Mam. By 1t6’s formula, for every ® € Cx(R%R),

vvvvv

B(X,) = B(Xo) +Z/aq> )X + 22/ X,)eij(s, Xs)ds , t €[0,T],

7,7=1

So, taking the expectation E@ gives

Eg, [2(X)] = E5 [®(Xo / Zacb )bi(s, X, pub) + / s)ci (s, Xs)]ds

3,7=1

¢
/ @dui’:/ @d,u()+/ / L"bfl)(s,x)ug(dz)ds.
R Rd o Jrd

In the same way, for every 0 < ¢ <t < T, we have

t
/fbdui’:/ @duf,—k// L”b@(s,x)ug(dx)ds,
Rd Rd ¢ JRd

which means that

and so,
/ ddpb — Ddpg ,
Rd t'—0 Jrd
as
|/ @dug_/ Bapio| < B, [| X0 — Xol] SV .
R4 R4
Finally,

/t/t /Rd L“b¢(8,$),ug(dac)ds:/ (/)dug_/ Syl
- / bt — / bijio = / /]R Do t(de)ds.

As, for every t € [0,T], u? is the probability law of X; under P, and as, following Remarksand
(t,z) + c(t,z) and (t,z) > b(t,x, u?) are locally bounded, these functions are in L([0, 7] x U, u°)
for every U ball of R%, and so u’ is the unique probability solution of the Cauchy problem.

In the next section, we prove the point of Theorem
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1.4 Regularity of b+ u°

Let b17b2 S %T,d,h,n,CQ,c;;; (Ca MO) S Q:T,d,5+,5_,cl X 93td,lﬂ'

Regularity in Wasserstein distance

Let ((NZ, F , (é}t)te[o,T]a ]IN”) a (complete) filtered probability space endowed with a Brownian motion
B. Let )?0 ~ Lo, measurable with respect to ¥y and independent from B. We denote by Xt (resp.

X"2) the unique strong solution of the McKean-Vlasov SDE with by (resp. by) as drift function.
We have, for every t € [0, T,

Wiy, upt) < B[ |X72 = X7|]

where
XfQ _Xi?l :/ (b2(87X527M22)_bl(‘S?Xglnugl)) d8+/ (J(S,st)—J(S,Xgl)) dB; .

0 0

So, using |ba(s,z’, V") —bi(s,x,v)| < |ba(s,a’, V") — ba(s, z,v)| + |ba(s, z,v) — b1 (s, 2, V)|, we obtain
t
Sb. > > 2
Eﬁ[‘sz - X§)1|2] 5 Eﬁ[/ ’bQ(stgzvugz) - bl(‘S?Xglv:u’ng dS]
0
t
B[] [ (oo X02) = oo, X0 aB P
0
t _ _ t )

< [ EslRE - X0Plds [ ] sat) — bt Pl dods

which, by Gréonwall Lemma, implies that
t
Eg[1X72 — X7 7] 5/ / |2 (s, 2, 1) — by (s, 0, b)) bt (d)ds
0 JRre

and so finally

by b ' b biy|2 b 1/2

Wl(/u’t2,/it1) 5 (/(; /]Rd |b2(8,$7ﬂsl) - b1(8,$,,usl)| /~L51 (dx)ds) .

As we also have |ba(s, 2", 1) — b1 (s, z,v)| < |ba(s,a’,v") — by (s, 2", v")| + |bi(s,2’, V") — by (s, z,v)],
we obtain, swapping the roles of % and ub2,

t 1/2
Wil i) S ([ [balssoine) = b))
o Jrd
In the parametric case, if b; = by(¥;; -),7 = 1,2, we have

t 1/2
AN (/O /Rd |bo (Va5 5,2, u2*) _bo(ﬁﬁ87$7M§1)|2ugl(dl')ds) < |0y — V4],
as

|b0(192;571‘,ufl) - b0(191; S,:E,,Ltfl)| 5 |192 - ﬂll(l + |z|7‘1(b0) + mrg(bo)(:u’fl)) .
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Regularity in total variation distance
We have, for every t € (0,T), by Pinsker inequality (see e.g. Lemma 2.5 in [I82])

1 dP
= iy < S, [log = (X)]
le® = it llvy < 5B, ogde2( it

1 Lo _ T
= 58, [ (0 Xesl) = (o) s, X)) X,

1

t
=5 [0 X )P ()5, X )]
0

And, as under Py, ,
dX, = by (s, X,, p2)ds + o(s, X)dBY |

we have

1 to ~ i
[l = w2 < 155, [/O [(c™2b) (5, X5, pi2) — (71 %b1) (5, X, 1) ds}
1 [t - ) )
= i/0 /Rd |(c 1/2b2)(s,x,'u1;2) —(c 1/261)(87%#21” ’ul;l (dz)ds

t
S [ sty = balsd ) it doyis.
0 R

And so, finally,

t 1/2
2
ot = lla < ([ Il ple) = ) Pl i)

We can also swap the roles of ' and p”? in Pinsker’s inequality, which gives :

It = ey < ([ a2 =Gl (i)
If b, = bo(¥;;+),7 = 1,2, it implies that
1uf? = oy S 102 — a
as, thanks to Wy (u?2, u%1) < |95 — 91| and Remark
’bo(ﬁg; s,x,u?) —bo(Y1; s, T, ufl)’ < gy — 191|(1 + \x|”(b°) + mrz(bo)(ufl)).

In the next section, we prove the point of Theorem

1.5 Existence of a regular density of .’

Let b1,02 € Br.dp,n,c0,c5 (G, 10) € € a5y s c; X Mam. Thanks to Theorem 6.3.1., Corollaries
6.3.2. and 6.4.3. of [I7], we know that p® admits a density, in the sense that there exists some
function, still denoted by u”, such that u® : (t,z) € (0,T) x R? — p?(z) and for every t € (0,7),
b (dz) = () d.

Moreover, for every 0 < Ry < Ry < Ry < Ry < T, ty € [R1, Rs], and R’ > R > 0, 7y € R,
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o for every 0 € [1, %], there exists some constant Cg, g, z,,r,Rr} Ry, k6 > 0 such that

17 1L Ry, Ro]x B(wo,R)) < CRy.Ro .20, R.R} R R/ b
o for every § > d+ 2, pu* € H([Ry, Ro] x B(zo, R)) (which definition is in the Notations
section, see ), which implies, thanks to the Parabolic Sobolev Embeddings (reminded e.g.
in Theorem 6.2.2. of [17]), that x’ is locally Holder on (0,T) x R? : for every a, 3 € (0, 3),
" € € ([Ry, Ro] x B(wo, R)) C H*P (to, z0) ;

and in particular, for every 8 € (0, %)7

,ub € eg"@([RhRQ] X B(l’o,R)) - j‘f%ﬁ(to,xo) .

It also implies that u® has a local supremum bound on (0,7) x R? : for every (to,z¢) €
(0,T) x R?, for every 0 < Ry < tg < Ry < T, R > 0, for every (t,z) € [Ry, Ro] x B(xo; R),
for every 8 € (0,1),

b b b 2
It ) = 1 (o, 20)| < (1) 2 gy oy x B ansrr) (It = t0l™2 + |2 = 0] %)
b 2
< ['u ]g>5§[R1,R2]XB(x0;R)((R2 a Rl)ﬁ/ + Rﬂ) ?
and so, there exists some constant k3 = k3(to, o, R, R1, Ra, b, 3)

|Nb(ta :U)| < |/~Lb(t07x0)| + [Mb}g,ﬁ;[Rth]xB(zo;R) ((R2 - Rl)ﬁ/2 + Rﬁ) < K3 .

In the next section, we prove the point of Theorem

1.6 Positivity & Local bounds of p°

We plan to apply the Theorem 8.2.1. and the Corollary 8.2.2. of [I7], that is to say consequences
of Parabolic Harnack type inequalities. Let us rewrite our equation in divergence form. We have
p® solution of dyu” = L, u, where for every smooth test function ® € €2°((0,T) x R;R),

L,p®(t,x) ZB (Cij(t, )0y, ®(t, ) +sztx8 O(t, ),

3,7=1 i=1

where for every 1 <14,5 <d,
~ 1
Cij(t,x) == icij(t,x) ,

b (t, ) = b'(t, 2, 1) ZE)IJc” (t,x)
We remark that d,,c;; is well defined in the generahzed sense, and bounded, as ¢;;(t, .) is Lipschitz

by assumption. It then implies that ¢;;, b® are locally bounded on (0,7) x R%, and so integrable
with respect to p®. Let us check the assumptions of Theorem 8.2.1. and Corollary 8.2.2. of [17]. Let
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J =[Ry,Ry] C (0,T) and U some ball of R%. For every t € J, ub € WHH(U) as pub € W9 (U) for
every § > d + 2 by the precedent subsection, and so, for every 1 < i < d, 9,,u’ € L*(U) c L' (U)
and

o1 -1
[ ] ot < 01 [ 1onstilusn e < 1017 191+ [ ol dt) < oo

It then implies that, for every 1 <i,j < d, ¢;;0,,u" € L*(J x U) as ¢;; is bounded on J x U, and
biub € L'(J x U) as these functions are locally bounded on (0, T) x R%. Finally, for every t € (0,7T),
u? does not vanish identically as pb(z)dr € PL(R?). It remains to check the Lyapunov condition
type of Theorem 8.2.1. of [I7]. We have

- 1

|b(t7 Z‘)| < |b(t’ €, :U’?)| + 5 Z |8chij(t7 l‘)| ;

j=1

and so, thanks to Assumption |§| and Remark there exists some constant Cp, > 0 such that

~ ~ |x‘
sup |b(t,z)| <Coll+—).
te(o,T)| (t.) h( 2)

We then take, keeping the notations in [I7], § = 2, and V : z € Ry — 5’[,(1 + z) which is
well increasing and positive. We conclude by applying Corollary 8.2.2. in [I7] : there exists some
constant Ky g, r, > 0 such that for every t € [R1, Ry] and = € R?,

o Koy (VDT H2l) < by < Kooy (17 (e +21)

We finally deduce from it that there exists some constant K b,R,R; > 0 such that for every t €
[Rl, RQ] and x € Rd,
e~ Kommy (H21*) < b(g) < Fomra (1F10l?)

which gives upper and lower local bounds on u®, and its positivity :

pb(x) > 0 for every (t,z) € (0,T) x R%.
In the next section, we prove the point of Theorem

1.7 Injectivity of b+ ub

Let b1,02 € Brd,pn,cs,e5 N C(0,T] X R? x Py (R?);RY) such that u® = pb2. Then, for every
smooth test function ® € €°((0,7) x R? R), for k = 1,2,

d

g ¢ 2 i b b
/0 /Rd (at@(t,x) + 3 Z 0z, P, x)eis(t, ) + Z311@(15,x)bk(t7m7ut’“))ut’“(x)dxdt =0,

ij=1 i=1
and so

T
| Veit)T ()~ bt ) (o)t =0
0 R4
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Let (tg,70) € (0,T) x RY. We now consider some sequence (®,,), of smooth test functions with
compact support in some neighbourhood of (¢g,z¢), and such that (V®,), converges uniformly
to (t,x) = bo(t, @, ) — by (t, 2, ul*) in [r1, 7] x B(zo;r), for some 0 < 7 < tg < ro < T, 1 > 0.
Then, by dominated convergence theorem,

/ (b1, 121) — b (0,0, ) 2l () it = 0
[r1,r2]x B(zo;r)

and so, by continuity of (¢,x) — |ba(t,x, u*) — by (t, z, u?*)|2ub (z) and positivity of ul*(x), for
every (t,x) € [r1,r2] X B(xo;T),

bl(tamvl’[’?l) = bQ(t’xau/?l) .
Finally, as it is true for every (to,x0) € (0,7) x R?, by continuity of b; and b,

bi(t,, ") = ba(t,x, ") for every (t,x) € [0,T] x R%.
In the next section, we prove the Theorem [29| given in the Introduction.

1.8 More regularity in the Vlasov case
Let us denote, for every integer n > 1,
dam = Logont1 + (0 — [0c ) Lsgetmm+t1] » OFmn := Lspsni1 + (0F — [0F])1spemm+] >

and d¢g F = min (6G;1,(5F;1).
Step 1. Let 1 <i < d, t,t' € [0,T] and x,2’' € R%, we have

B0 = B0 < G@) = Gl + | [ (P! =)= Pl =)o)
S RACEIE

On the one hand, G* is Lipschitz by assumption. On the other hand, F? is Lipschitz, as it is in €'
and with compact support. So

B, 2") = B'(t,2)| < |Gluple’ — 2| + |DaFloo (|2’ — 2| + Wi, 1)) S 1t = t]"? + |2" — 2 ,
and ' € %%’1([O,T] x R?). Moreover, for every (t,z) € [0,T] x R?,
0..6'(t,) = 0,G'(a) + [ 0, F'(a— y)ub(dy).
R
Let t,#' € (0,T), 7o € RY, R > 0, and 2,2’ € B(xo; R). As 0y, Fi € 5 (RY),

loc

| [ 0nFi = ) (it = ) )| < e, 102, F (o = Xir) = 0o = X))

SEalXe - X S I,
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and, as 9,,G' € H 9 (RY), we finally have

loc

|8xiﬁi(t’,a:’) - awiﬂl(ux)‘ < |8$1Gl(xl) - 6I1Gl(x)| + ‘ /]Rd (8931F1($/ - y) - aIze(x - y))u?,(dy)‘
+ ’ /Rd 0 F' (z — y) (1 — /Lf?)(dy)‘

< |$I _ x|(5g;1 + |t/ o t|5F;1/2 + |1,/ o 1,|6F;1 S |t/ 7 t|6c;,p/2 + ‘II o $|5G,F.

~

Therefore, as 5*,0,.8" € H, 2 06, 0,7) x R%), 1 < i < d, by Theorem [28, u® € CL2((0,T) x
i loc

Rd) N Gb([O, T] x Rd) and is a classical solution of the problem (it is of course the unique one,
by uniqueness of the probability solution). Moreover, for every ¢ € (0,1) N (0, g, ],
S
b e T ((0,T) x RY)

loc

so taking back the part 9,,3", we have for every (¢,z) € (0,T) x R?,

Oz, B (t, ) = 00, G () + / 0p, F'(x = y)pig (dy) = 0, G (@) + | F'(2)0p, ) (x — 2)dz .
R4 Rd

and, so for every t,t' € [Ry, Ra] C (0,T), R >0, 29 € RY, 2,2" € B(zo; R),
|a$iﬂi(t/7xl) - 8$1B’L(t7x)| S “T, - ZZ:|6G;1 + | /d (FZ(I/ - y) - Fl(x - y))aﬂczu?’(y)dy|
R

+1 [ 0P =) (b o)~ k)

<o’ — 2’61 + | Dy Floola’ — 1 sup 10,11 (9"
(t,y")E€[R1,R2]X Ba R, F

+ | DaF|oo[supp(£)] sup |Opatn (")t — 1|
(t",y"”)€E[R1,R2]X By, R, F

Sl —afer 4 —al+ | — 1],

~

dai1

where By, g,r = B(zo; R) — supp(F). So, 8,,5° is actually in H_? 963 ((O,T) X Rd), and so, for
b ol 246 d 14+ 246, d
every 81 € (0,1) N (0,6¢.1], u* € € ((0,T) x RY) c K ((0,T) x RY).

loc loc
Step 2. If §¢ € (1,2], it ends the proof, otherwise we can iterate the previous method, thanks
to the results of Section 8.12 of [I13]. So, let us suppose now that dg > 2, we then have dg.; = 1,

. 1
and so, for every 1 < i < d, 0,,6" € }Clzél((O,T) X Rd). Moreover, for every 1 < 4,7 < d, and
(t,z) € (0,T) x R4,

0. B (tw) = 0; . G'(x) + | F'(2)0; , iz — 2)dz .

Jrr Rd

91
3501
loc

((0,T) xR%) for every &, € (0,1), we have, for every

loc

82 € (0,1) N (0,6¢.2], 02 ,. B € (2% ((0,T) x R?), and so, thanks to Theorem 8.12.1 of [I13],

TiT; loc

As (’ﬁjmiGi € 3o (R4), and agjxlub eXH

b 1492 246 d
O, 1’ € €272 ((0,T) x RY)

: loc
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and then ,
92
b€ Hu P ((0,T) x RYY

loc

In the same way, for every 1 <14 < d, and (¢,z) € (0,7) x RY,

B (t,x) = . F'(x —y)0u (y)dy ,

00,5 (t.2) = [ 0 F' (o~ 9)0udly)dy
R

S5
301

and so, as yu’ € 2" ((0,T) x R?) for every & € (0,1), 9,8°,9,0,,8" € H
every 61 € (0,1). Thanks to the Remark 8.12.4 of [I13], for every d; € (0,1),

5
20
loc

((0,T) x R%) for

)
Qi € CLE T ((0,7) x RY)

loc

and so s
21
pb e HETTAN((0,T) x RYY

loc

To conclude this step, we can say that for every d3 € (0,1) N (0, dg.2],

346

pb e HEEEITR (0, 7) x RY) 30702 ((0,T) x RY) .

loc loc

Step 3. If §¢ € (2,3], |[dc] = 2, and so it ends the proof. Otherwise we can again iterate again the
method, and so on.

In the next section, we prove the point of Theorem

1.9 Continuity in the parameter

We mimick here the proofs given in [I8]. Let (¢),)n,9 € © such that ¢,, — J. We denote by
wn(dtdz) = p”n (t,z)dtdz. Let ¢ : N — N increasing, let us show that there exists some ¢ : N — N
increasing such that p”+m) converges locally uniformly on (0,7) x R%. Let us take a countable
covering of (0,7) x R? by a sequence of increasing compacts (K,), where K, := [s41, S4.2] X U,
with sq41,1 < 8¢,1 < 8g,2 < S¢+1,2 and Uy a strict subset of Ug4q.

Let us first show that for every g, {pflﬁ(q”) ., is relatively compact. In order to do that we will apply
Arzela-Ascoli Theorem.
First step. Let us show that {pfl‘?im }. is bounded. In order to do that, we want to apply Theorem

6.5.4 in [I7]. We just have to verify that
o Y4 is a locally finite Borel measure on (0,7) x RY;
o c is uniformly elliptic;

((t, ) = cij(t, 7)) € Lige((0,T) x RY, pife )

((t, ) = b (Op(ny: t, 2, ,ufd’(")) € LL ((0,T) x R psm);
for every test function ® € €°((0,7) x R% R),

plon)

~/(0 T) xR (8t(I) + Lc,b @)d,u,‘%(n) =0.
’ X
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All these items are well verified by definition of ;”¢( | and so the conclusion of Theorem 6.5.4 in

. . d+2 .
[17] applies : for every v > %=, there exists some constant

C= C(dv T7 v Uq7 Uq+1a Sq,155¢,25 Sq+1,15 Sq+1,2; U:t)

such that

Sq+1,2
1974 =1, < C /U (1407 + e gy )"0 (dt, da)
g+1

Sq+1,1

where

d
i i D y(n 1
g¢(n)(t7x) =b (19¢(n);t,$,/14t “ )) - 5 Zajcij(tvx) 5
j=1

which is well-defined almost surely as ¢ is Lipschitz in = by Assumption. By the Assumptions on
b and by we easily show that

/19 n !
/ |b(19¢(n)7 tv Ty [y . ))‘27/119(1)(") (dtdl‘) 5 1+ sup Sup mgy max(h,rz)’y(uf ) )
Kgia 9'€0 t€(0,T)

and so finally, by the uniform ellipticity of ¢, there exists some
C/ = C/(d7 T7 6777Kq7Kq+170-ﬁ:77617r2)
such that, for every n,

P70 || L (1,) < C”

Second step. Now let us show that {p‘%(”)}n is uniformly equicontinuous. In order to do that, we
plan to apply Theorem 6.2.7 in [1I7]. Let us take ¢’ > g, » > 0 and 7 € (0,T) such that

K, CQ(r) cQ@r) C Ky,

where
Qlr):=(r— 7'2,7') X BHOO(O,T) .
The assumptions of this theorem
¢ ¢ uniformly elliptic,

o there exist ¢; > 2,92 > 1 such that ﬁ + q% < 1 and gg(n) € L72((0,T) x Uy) , where

T
||gfj)(n)||Lq1’q2((0,T)><Uq/ = (/ (/[J |gfi)(n) (t)x)|lhdx)q2/qldt)l/q2 5
0 ’

q

. plem € HY2((0,T) x Uy)

are easily verified, and so, there exists some constants

'}/ = ’y/(da 04, 8up ||g<zj>(n’) | ‘qu’qz ((0,1) XUy ) ’
n’

C" = C"(d, 04, 5up |95 (|| Lara2 (0.1) <, )
n/
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such that for every (¢,z), (s,y) € K,
0% (¢, 2) = p (5,9)| < C"r™7 (|l =yl + |t = 5|7 x {10% || L (am) »
and by what precedes, we already know that, for every n,

||Pﬁ"’<”)||L°°(Q(3r)) <,

which ends the second step.

Third step. By a diagonalisation argument, there exists an increasing function ¥ : N — N such

¢ (¢ (n )))

that, for every ¢, (p| Ky converges uniformly in K. We will denote by g, on K. As K, C Kgy1,

by unicity of the limit on K, we have p, = pg+1x,, and so we can define for (t,z) € K,

p(t,x) = p,(t,x) ,

and we have p?¢v() converges locally uniformly on (0,7) x R? to p, which is then non-negative
and continuous on (0,7) x R<.

Fourth step. Let us denote m(dt, dx) := p(t, z)dzdt and m.(dx) := p(t, z)dzx. As p is continuous,
m and m; are Borel measures, and it remains to show that for almost every t € (0,T), m; € P(R?)
which is implied by [;, m(dz) = 1.
By the Prokhorov theorem, the family {,u?“’(”’(")) }n is tight if and only if it is relatively compact
for the weak topology. Let us show that the family {Mtﬁ/}glee is uniformly tight. In order to do so,
we are going to find a Borel function W : R? ++ R positive non-decreasing and locally bounded

such that W(z) — oo as |z| — oo and such that

Cw := sup sup Wd,uf, < 00.
¥’'€0 tel0,T] JRE

We can simply take W (z) = 1 + |z| which verifies these assumptions.
Let us show that it implies that {;” }g¢/ce is uniformly tight. Let ¢ > 0,

,uﬂl (((OaT) X Rd)\([ i k;] X B(Oa Re))) = / 1t¢[ki,k§]1|m\>Reuﬂl (dtdﬂf)
(0,T) xR
S/ Ligirs, ke]Wg‘ = (dtdz)W(R)/ Logt g s) / W (a dx)dt< T(CIXLZ) ’
(0,T) xR

So it is sufficient to take W( i3 < €, and this is possible as W(x) — oo when |z] — oo.

<¢>(1P(n))}

So the famlly {1 n is tight, and then there exists an increasing function y : N — N such

that (u “’(w“‘("”))n converges weakly. We denote by 7y, its weak limit. So, we have for every test
functlon P € C(R%4R),

/ B(x)py O (dx) = [ B (dx)

R R4

as n — 00, and taking ® = 1, we obtain that [, ¢ (dx) = 1.

Let us now show that 7m; = m;. First, we will show that for every compact A € B(R?), we have
that m;(A) = my(A). Let us take a sequence of non-negative test functions (®;), C € (R%R)
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such that ®; converges uniformly to 14. Then, successively by dominated convergence theorem,

Fo(w(x(n . . . .
weak convergence of (y, ““*"), convergence as k — oo uniformly in n, and again dominated

convergence theorem as p?#(¢(x(») converges locally uniformly on (0,7) x R? to p,

m(A) = /]Rd 14(x)my(dz) = lim Oy (x)my(dz) = lim  lim @k(x)uf‘b(w"("m(dx) ,

k—oo Jrd k—ocon—o0 [pd

= lim lim @k(x)uf‘»(“’("("m(dx) = lim [ pYeveo (t,x)dx = / p(t,x)dr =m(A) .
A

n—00 k—00 Rd n—oo [ 4

Now, we will show this equality for all A € B(R9). As 74, m; are Borel measures, on R a locally
compact space in which every open set is o-compact, they are regular, and so

m¢(A) = sup{m(K); Kcompact C A} = sup{m(K); Kcompact C A} = m(A) .
We conclude that m¢ = my and so [, mq(dz) = 1.
Fifth step. By Scheffé’s lemma
||p?e@e) —m||py — 0

as n — 00, because

T
litson < mllay = [ [ (P t,0) = o) dode
0 R4

It remains to show that Ljm = d;m, where for some test function @,

d
Ly®(t, ) Z % (t,x) 82 O(x )+Zbi(9;t,m,uf)6i¢>(x) ,

Jj=1 =1

as then by unicity of the solution of this equation on (0,7’ x R?, we will have m = u”. We remind
that, by definition, it consists in showing that

o forevery 1 <i,j<d, ((t,x) — c;j(t,x)) € LL ((0,T) x R4, m) ,
o for every 1 <i <d, ((t,z) — b (0;t,z,u?)) € LL ((0,T) x RY,m) ,
o for every test function ® € €°((0,7) x R%R),

/ (0,® + Lo®)m(dtdz) —
(0,T) xR4
Let 1 <i,j <d,and J C (0,7),U C R? such that J x U is compact. We have

/ |lcij (t, x)|m(dtdz) < |c|oT
JxU

/ |bi(19;t7w,uf)lm(dtdw)5/ (1 + |2 + mpy, (1)) p(t, ) dadt
JxU JxU

ST+ sup my (i) -
t€[0,T]
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We first have, as 0;®, 9; € C.((0,T) x R?) by dominated convergence theorem

/ OO (t, x)m(dtdx) = lim O ®(t, x)p?e ) (t, x)dxdt
(0,T) xR n00 J(0,T) x R4

d d
1
—cij(t, )02 0 (t, 2)m(dt, dz) = lim
/(o,T)led ”ZZI 2" J e Z

0.T)xR? =

2,7

(¢, 2) 5.2 D(t,z)plswe) (t, x)dadt .

[\D\H

As for the term .

[ S H st o o)t ) dade
0,T) xR

let us show that it is equal to

n— oo

d
lim / o) RdZbi(ﬂqs(w(n));t,x,uf““"”)ai@(u:r)pﬁ““"”(uw)dxdt~
X i=1

As 0;® € C.((0,T) x R?) by dominated convergence theorem, we have

d
/( e D0 s OB )l

d
= lim / Zbi(ﬂ;t,:c,,uf)al-@(t,x)p%(w<n>)(t7x)dxdt’
0,T)xR¢

n—oo (
and so it remains to show that for every 1 <i < d,
/ 1 (D) by 1y * ) = (03 t, 2, u) ][0, (8, )| 07200 (¢, ) dedt — O
(0,T) xR
as n — 00. As p+@) converges locally uniformly to p, and 9;® € C.((0,T) x R%), we have that
for n large enough, for (¢,z) in the support of 9;®, p?¢we) (t,x) < 1+ p(t,z), and as

i 9 n % T 9 n
B Dot @ ") = B @3t 1) S Wiy = I+ ™ ey ("))

we have for n large enough

/ b (Vo)) t @, ,uf"’(”’("))) — b (03 t, x, u?)]|0; @ (2, )| p e ) (t, ) dadt
(0,T) xRe

I 19 p(n
S Wepny) *ﬁl/ _ (T4 J2|™ + mp, (p “ N[0 @ (E, ) |(1 + p(t, x))dadt

which tends to 0 as n — oco. It ends the proof of 9ym = Lym, and so m = p?, and p = p” almost

everywhere.

Final step. Let (9,t,x) € © x (0,T) x R? and (9,,,t,,7,) — (9,t,2) as n — oo. There exists
some compact K, C (0,7) x R? such that (9,t,z) € K, and, for every n, (Jn,tn,z,) € K.
Following the proof of the equicontinuity of {py,,, r, }n, We have

|p19n (tnawn) - pﬁ(tax” < |p19n (tn,mn) - pﬁn (tv Z)| + |p19n (ta :E) - pﬁ(t,$)|
S (|2 — x|+ [ta = 72 + 110" = p°l|1=(x,)

which tends to 0 as n — oco.
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2 Proof of Theorem [31]
2.1 Proof of Theorem [31|(i)| : PY is well-defined

This result corresponds to the Lemma 3.2. of [II5] and we remind here its proof for sake of
completeness. We use the formulation of the equation (2.77)), that is to say

dXN = bM) (£, XN dt + oM (£, XN)aBN?, t € [0,T7,
LX) = p§™

SARAS (t, (:vl,...,xN)) € [0, T)x(RHN (b(twl,uN(xl,...,xN)),...,b(t,xN,uN(x17...,xN)))T ,

oft,z') (0)
U(N):(t,(xl,...,IN))G[O,T}X(Rd)N
(0) ot z™)
Then, bV), o) are Lipschitz in (x,...,2N), uniformly with respect to t. Indeed for every t €

[0,7], 2™ = (2',...,2™),y™ = (', ..., y") € (RY)", on the one hand

N

B (£, 00) — b (1,2 ) 2 = 37 [b(t, 5, 5 () — bt 2, p (@00))
i=1
N .
< 2|b‘ilp Z (Iy x1|2 + W%(MN(Z/(N)LMN(QU(N))))
i=1

< 2l (v ™) = 2™ + NWE (N (™), 1 )))

and so, as

Mz

2( N (N)\ , N/ (N)
W3 (1N (y"), pN () = <|<1>|1LI.1E<1

2 1 XN
) 3 Eet = o

we finally have

)

15V (2,5 ™) — b (2, M) | < 2bgipy™ — 2™

and then

M) (£, ™) | < B (£,(0,...,0))| + 2[blLipla™| < VN sup [b(t,0,80)| + 2/blnip|z ™) .
t€[0,T]

On the other hand,
lo@™) 2,y ™)) — ™) (£, 2™ | < o] [y™) — 2™,
and therefore, thanks to Remark
6™ (6,2 ™)] < 6N (1, (0, ..., 0))| + o luiple™)| < Vs + [oluipla™]
So, thanks to usual SDE’s results (see e.g. Theorem 5.2.9. of [I10]), for some fixed integer

N > 1, for a (complete) filtered given probability space (N, FN, (FN )eelo.1]> PY), endowed with
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N independent Brownian motions El, . ,EN of dimension d, and a vector ()?&, e ,)?év) of law
,u%Z’N, measurable with respect to Fy, and independent of B',..., BV, the system of SDE’s

dX} = b(t, X{, pN(X},..., XN))dt + o(t, X})dB}, t € [0,T), (2.77)
(Xl 7X. )\tfoz(X(}a'--aXév)v .
has a unique strong solution ()?1, . ,)?N), and so its law under @N, which is denoted by Pév, is

well defined.

2.2 Proof of Theorem ﬂm

Let (¢, 10) € €rd,s,,5_,c, X My, and let (€, 7, (?t)te[o 15 P) a (complete) filtered probability

space endowed with a Brownian motion B. Let Xo ~ o, measurable with respect to 3"0 and
independent from B. We know that, for each b € BT,d,h,n,c0,c4, there exists a unique strong solution

()th)te[o,T] of the McKean-Vlasov SDE

dj(it = b(t,it,Lﬁ(Xt))dt + U(t,)?t)dgt, t e [O,T],
X\t:O = Xo ’

and that the law of X under P is indeed P,. Moreover, we denote by ()Z'to )te[o,7) the unique strong
solution of the SDE

d)?t = O'(t,)?t)dét, te [O,T},
X|t:O = Xo )

and its law under P by W (which is consistent with the notation given in the Introduction). Then,
for every b € Br.apn,cs.csr AS fOT |(c=1/2b) (¢, XP, ub)[2dt and fOT [(c™1/2b)(t, X2, ub)|2dt are finite
P-almost surely, thanks to Girsanov Theorem (see e.g. the result 7.6.4. in [I31]), we have that P,
and W are equivalent and,

dP, r -1 T 1 —1/2 by |2
log 0 (X)m:/ (= 1B)(t, X, 1) dXt—f/ (= Y/2b) (¢, X, i) 2t

In the same way, for every b1,b2 € Br qp.n,c0.c5 ﬁbl and @bz are equivalent and,

dP T B .
log ——2L (X)|5r :/ ((c71b0) (8, Xy pi) — (7 b2) (8, Xy p1?)) Xy
dPy, 0
1 [T, _
*5/0 (I 2by) (8, X, pf") P — (7 2ba) (t, Xy, p1?) %) dt .

Now, let N > 1and (¢, 1) € €r e, s, XM, and let (0¥, TV, (F)rco77, V) a (complete)
filtered probability space endowed with N independant d-dimensional Brownian motions Bl 1<
1 < N. Let (XO s, X ~ 0 , measurable with respect to H’N and independent from BN We

know that, for each be %T7d7h7n7cZ7c3, there exists a unique strong solution ()?Z’b)lgng,te[mT] of
the system of SDE’s

dXj = b(t X puN(X} . X ))dt+a(t Xi)dBi, 1<i< Ntel0,T)
(XY XN g = (X, X))
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and the law of (X1, ..., X™:t) under PV is indeed PY . Moreover, we denote by (XZ’O)lgigN,te[o,T]
the unique strong solution of the SDE

dXj = o(t,X{)dBj, t € [0, T,
(Xl aX. )\t—O*(XOa" XO);

and its law under PN by W/ (which is consistent with the notation given in the Introduction).

Then, for every b € B 4p.n,c,,c5, a5 the quantities

N T ) _ _ N T . _ _
> /0 (20, X0 uN (X0, X)) Pt /0 (e 20) (8, X0, N (X0, X0 Pt
i — =1

are finite PV -almost surely, thanks to Girsanov Theorem (see e.g. the result 7.6.4. in [I31]), we
have that IP’{)V and WY are equivalent and,

dPZI)v N a T —1 i, N\T 7 1 Y T —-1/2 i, NY|2
lOg dWN (X )|5TT = Z (C b)(tathut ) dXt - 52 0 ‘(C b)(taXthut )‘ dt .
i=1 i=1

In the same way, we know that, for each b € Br 4.n,c,,c4, there exists a unique strong solution
(Xi’ J1<i<n,telo,r) of the system of SDE’s

dXi = b(t, X;,ut)dt+o(t X’)dB;, 1<i<Ntel0,T],
(Xl 7X. )|t70_(X07" XO)7

—1,b —N.b SN i =®N
and the law of (X ,..., X ) under PV is indeed IP’? . Then, for every b € Br1.q,hn,cs,c5, a5 the
quantities

Z/ (= 120)(, X, b)) 2t Z/ (™ V20)(t, X0, ub) 2dt

~ —QN
are finite PV -almost surely, thanks to Girsanov Theorem, we have that IP’? and WV are equivalent
and,

P 3 K3 — 3
log dWN XN I?T Z/ )(t Xtv/it)TdX - Z/ 1/2b)(t Xtaﬂt)‘2dt

. FON .
Finally, for every b € B7.4p.n,c5,c5» Pi and IP;@ are equivalent, and

dﬁ@N i -1 i N\ jyi
log dIE”N IiTT Z tXt;Hf) (e77b)(t, Xi, iy )) dX;

_72 / (PO XL )P = (e 20) (4 X )Pt
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3 Proof of Proposition

We generalize the proof in [65]. By Pinsker’s inequality (see Lemma 2.5. in [182]),

—QN 1 d@®N
Y — By 3y < 5Epen [log Tex]

so it is sufficient to prove that

‘m s \ U P
lim sup sup E@?N [log Y } ST,
N—oo bE%T,d,h,n,c2,cg

By Girsanov theorem, we have

IE}®N[log de Z/ (e Y20) (s, X1, uN) = (c7/2b) (s, X1, b)) ds

N
<> / g [bls, X0, ) — b5, X1, p) ) ds
=1

We use Lemma and Theorem 2 of [74]. In the case |(i)| of Assumption we have

E]p@N{lOg 5]1)1?1\7 N/ E@N[Wl(us  1g)?]ds

<N// BN Wy (1, 1) > 2/?) dzds

,SN/ e Nz
0
<1.

In the case of Assumption (16} we have by Lemma [112] for N large enough
71
. 2
Egon | log T | Z / pon | é\ / LG W) (dy)| Jas

NZ@./ Ny e s 1

Finally, in the case of Assumption

—1
. 2
Ego | log T | Z / %\ /() Lb(s, X2yt 1) (Y = i) (dy")| | ds
E:l

+N / g (W (' i) AW ' )]s

For the first part in the right term we mimick the proof of the case For the second part, we
only show it for the subcase d > 3 and kj > d/2 (the case d = 2 gives the same result, but is more
technical because of the log term in this case of Theorem 2 in [74]) :

* Oo—@N *
L TANT AWl )] :/0 Py (Wa(ull, p2)? AW (il , ) > 2)dz
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1 o]
=QN * QN
sAm mm&@nmwww+[lm(mw£@z£®w.

On the one hand

1 L )
/ BN (Wil ) > %) 5 [ eV g o
0 0 N
and on the other hand
007 0o 1
/ P;(@N(Wl(ﬂivaﬂg) > Zl/2)d2’ < e Nz, < v
! 1

So finally

To establish the propagation of chaos result, we proceed like in [T42]. Let 1 < K < N, we have,
for every t € [0, 7], and B((R?)¥X) the Borel o-algebra of (R%)K

™ =¥ oy = sup [N (B) — i ®5(B))
BeB((RH)F)
K,N —QK
= sup |PN((X),...,X[)eB) =B, ((X/,....X[) € B)|
BeB((R4)K)

=QK
PN B, |y

IN

and, again by Pinsker’s inequality,

. SOK 11/2
BEN B ||y < B [1og e |

= V2 B dey

dPE* 7 . . . =K K,N
As Egox {log W} is the Kullback-Leibler divergence between PP, and P, , we also have (see
b b
e.g. [53), [I1]) that

—QK K
E?;@K {log (‘iﬁ%} < NEP®N [log Ef;N } ,

so finally,

K

o™ = b5 |y < ~

4 Parametric estimation of the drift : discrete observations

4.1 Consistency of the AMLE : Proof of Theorem

As © is well compact, we will follow Theorem 3.2.8 in [54]. We have first to show that ¢ € © —
UNM(9;y) is continuous in every y = (y))1<i<no<j<m € (R)N*MF “and equal to

N M
1 _ - i T i
N ZZ ( 1bo ; ] 179] 1,uN(yj_1)) —(c 1170)(190 étjM—hyj_pﬂN(yj—l))) (yj - yj—l)
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1 N M L
N ZZ ( _1/2b0 ,tj lvy] 17MN(yj71))|2 - |(C_1/2b0)(190 ;t]‘]\{hy;—*l’u]v(yj*l))F)AM ’

[\J\P—‘

the continuity of ¥ € © — UMM (1¥;4) follows directly from the continuity of ¥ € © > by(¥;-).
Then, we have to show that our contrast process UN-"M (9 ; XV:M) verifies a contrast property (cf
[54], [79]), that is to say there exists some function K : © x © — R such that for every ¥, € O,
Y+ K(9,9) has a strict minimum for ¥ = 9y, and UN-M (9 ; XV:M) tends in probability when
N,M — 00 to K(ﬁ,ﬁo)

Firstly, as under PQ{] ,

tM M
Ziw - thwl = /tM bo(Po; 8, X1, ulN)ds + /tM o(s,X:)dB; ,
j—1 j—1
we have that UMM (9 ; XN-M) is also equal, under ]P’f;’o, to
1 LM . . Tt o
N >0 ((CflbO)(ﬂ§tjM—17XZ;W_1’N§\;IW_1) - (Cilbo)(ﬁo;tjl\{letly_lvﬂigﬂ_l)) /M o(s,X!)dB:
i=1 j=1 : : M
1 LY . , Tty ,
- NZZ (( o) (034550, Xiar gy ) = (C_lbo)(ﬁo§t§V£1aX§§y£1,M%/\{l)) /M bo(Po; s, X1, il )ds
i=1 j=1 i1
] MM , ,
o oo oo (120 @5t X e ) = N 200) (Do 110, X il )I7) s
i=1 j=
and simple calculations show that this quantity is also equal to ANVM 1+ AVM L ANM where
P q y q 1 2 3
| NoM +
Aiva = N Z (( _lbo)(qgvt_y 1aXtMl7/’[’1]5\]1[V ) ( 1b0)(1907 j 17XtM ,,UtM ))
i=1 j=1
5! o
></ o(s,X2)dB. ,
tM,

N M
1 T
Aév,M = § E (C_lb())(ﬁv j— 17X1M 7/’[/1]5\1/\{ ) - ( bO)(’l907 j— 1,XZM ?:U’é\eri )
N -1 —1 Tt

i=1j=1
t
/M (bo(ﬁo,s XS,MS)—bo(ﬁo, G 17X1A41,Nﬁv11))d8,
t]. 1 Ji—
1 L& 2
N]\/[ — i — i
Az WZZ ™ 2ho) (954550, Xiar e ) — (€7 12b0) (D05 4550, Xine o agne )| A

Let us first show that AY™ and AY"" tend in probability to 0 under P as N,M — oo. Let m

e . N,M
a positive integer. We rewrite A;"" as
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where T

fi(s) = ((c7"bo) (958, XL, ) — (¢ "bo) (D038, XL, ),
gi(s) == U(s,Xﬁ) .
We have

90

/
Z/ (s Zfl M e as] ]
1 M 1/2
5W(;EPN{/O l9i(s) g ) Laepr 2" ds))

|79 — 19O|m 1/2
S Ty ok (U sup | max By, [, (7))
T
~ Nm/2

which tends to 0 as N, M — oo. Now we turn to AéV’M, we rewrite it as

M

LIS e [ s,
=1 j=1 _7—1
where . 4
hi(t321,5) = bo (Yo 5 5, X5, 1) — bo(Doi t51, X e ) -
We have
Nmmy 1 > m
EP{,YO [‘Az | ]NNZ . E]P’N HZfi jo1)hi(t;Z 173)186[151”_1,151‘/’)‘ }ds
i=1
X
399 I ZEW A" a1 ey ds
< ‘19—190‘7"

which tends to 0 as N, M — oo. Finally, let us show that the term AéV’M tends in probability
under P§ as N, M — oo to our contrast function

1 /7 _ _ 2
K(’l9’190> =3 < |( 1/2b )(19’ ) 7:“1‘, ) - (C 1/2b0)(190 7t7 B M?O) 7/1‘?0 >dt .
2 0

We use the notation
f(9,90;s,2,v) = (c_l/zbo)(ﬂ;s,m,u) — (0_1/260)(190;s,x, V).
We then have that ]Epsyo HAév’M — K(19,90)|] is equal to

}

M tM
1 J

EPI’JYO [’221/tM <|f(19’190;tj]\4—17'7u1{\]l,‘/£1)|2 MtM Z/ <|f 19 190, S, 7#’9 27Hfo>ds
J= j—1
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M

1
52‘/tM ZEPN ‘f,ﬁ,ﬂo’SXs”us) f(ﬁ7ﬁ07 J— 1»XZN117M%11)|2}615

=1 i=1

M M
1 ! Nyi2 N YoN|2 0
+§Z/M ]EIF’QIO [<|f(197190;53'nus )| y Mg >7<|f(19’190;5’.’u80)‘ a:u'so>]d5

j=1 tj—l

S

)

1 M 2 i % 2 N N 2
SJQJ 1/2;” ZE]}»N S—t |’Y+|X Xt;w—l‘ ‘i_’VVl(‘LL‘S ,/.Lt;yil) ]dS

M M
1 J
+§Z/M Epy [(1£(9, 9035, ud) 1) = (1£(9, 0055, ul®)[*, )] ds .

j=1 tj—l

As for the first part, we use the fact that for every ¢,t' € [0, 7],

Egn Wi(pd, )] < Bon [|XY = XV S 1E—1V2,
90 90

which gives that

M tM N
1 i1 M |2 i i2 N N 1 1
2;/1%4 N;EP% [|5*tj—1\ W+|X.97Xt§/£l| + Wi (s s Had | ) ]dSS e JrM-
J= J 1=

As for the second part, we apply Lemma with the function ¢(9;s,z,v) = |f(9,90;s,2,v)|?,
which verifies

605 s,2",0") = ¢(0:5,2,v)| S (]2 — 2| + Wi (v, ) (1 + [a|™ + 27| + my, (v) + my, (1)) -
K is a non-negative function and K (¢, ) equals 0 if and only if
Py, (Vt € [0,T],bo(95¢, X}, pi®) = bo(P0 3, X1, 1)) = 0.

We can also rewrite K (9, Jp) in the following form :

K (9, 60) = z /OT [

_ %@1(190, 9)(9 — o), 0 — Vo)

1 ' 2
| Vale 200 (004 A0 = 00350~ )N (o
0

where we have used the notation
d T ‘ )
H(ﬁo’ 19) = (Z / vﬁ (071/21)0)] ([190’ 19] itz M?)Vﬂo (Cil/zbO)] ([1907 19] itz ﬂfo )T/u‘fo (dx)dt) ’
Rd

and as the statistical experiment is supposed strongly non-degenerate in the sense of Definition
we know that I(dg, ) is a definite positive matrix for every ¢ € © (such that [Jg, 9] C ©). So
K(9,9) equals 0 if and only if ¢ = 9.
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Finally we have to show that there exist some decreasing to 0 sequences (1), (€x)x such that
for every k,

I%\L( sup |UN’M(19';XN’M) fUN’M(ﬂ;XN’M)’ > ek> — 0.
[ =9 |<mi k—ro0

In order to do so, as

PY, (s UMM (XN < VM (9 XV > )
|9— "9/‘<77k

< fE N [ sup |UN,1VI(19/;XN,M) _ UN’M('&;XN’M)” ,
€k 90" | <

we plan to use Kolmogorov’s continuity theorem (see the Appendix of [98]). Let 9,9’ € ©, and
m a positive integer. We can use the previous results by replacing 99 by ¥’ in the definitions of
AkN’M7 k=1,2,3. It remains to deal with the term Epg [|AéV’M|m], and we easily have

0

1 N M
Egy [|43""] WZZ e (18] S 19— 9P

So, as © is compact,

N,M (/. xN,M N,M N,My|™m A L / 2m / m
Epy [[UM (0 XV — UM (0, XM < + Rl AR SR AR M

~ Nm/2 My

and taking m > d, we have by Kolmogorov’s theorem

Epy [ sup UMM (@ XNM) - N (XN | g
[9—0"|<n

It remains to take, for instance, m = 2d, n, = k! and ¢, = 77,1/4 to conclude. It ends the proof of
Theorem (.11

4.2 Asymptotic normality of the AMLE : proof of Theorem

We will follow Part 3.3.4. of [54]. First, for every y, ¥ — U™ M (¥, y) is two-times continuously
differentiable on a neighbourhood of ¥y by assumption on b. Now, let us show that

VNV UNM (95, XNM) = N, (0,1(0))
in law under ]P’f;{) as N, M — oo. Firstly
N M

T i
819kUNM v, y) Zzaﬁk 1bo - 1»3JJ 1»NN(yj—1)) (yj*yj—l)

lel

_ T, i
+— Zza Y200) (955 1yt N (yi-1)) (e 200) (032 1y g N (yi—1)) A

11]1
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N,M NAM | gAN.M
So, under P , we have @y, UNM (9, XN-M) = Aji A5y +Ag, » where

Ai\f}cM = 722&% 1bO ﬂOa G 17XtM ,MtM )T

=1 j=1
tM

J . .
></ (bo (D05 8, X2y ") = bo (D03 321, Xpar s ppas ))dls
o N

1 J 3 ; - i -
A=y ZZ/M (0, (™ b0) (Vo3 550, Xiae | pgis ) = D (e bo) (Vo 5, X, 1))
i=1 j=1"7%"1
o(s, X)dB!
Agi” =~ fZ / B9, (cH2bo) (Vo3 5, X1, plY) TdBL .

We treat the term Aiv;cM with the same method as for the term AéV’M in the preceding part, and

we obtain .

] ~ M'y :
So, if NY/2M~7 — 0 as N, M — oo, we obtain that Nl/zAiv’M — 0in Plj;g—probability as N, M —
0.

We treat the term AéV;CM with the same method as for the term A} and we obtain

]E]P:N HA

1 1 1

EPN [|ANM| ] S N(W + M)’

and so N1/2AN M 5 0in ]P’N -probability as N, M — oo.
Finally, for the term AL (AN M)nggp, we have

T
A3 = ZZ / Ve 20) (90:, X1 i )d(BLY
i=1 j=1"70

and we already know that

VNAYM - N, (0,1(9))

in law under ]P’QL as N, M — oo.

Now we will show that
DRUNM (95, XM 3 1(9)

in Pfs.\g—probability as N, M — oo. Let 1 < k,l < p, we have that 8129”% UNM (9 y) is equal to

=1 j=1

N M
szaﬁzﬁk _1b0)(7‘9’ J— 17yj lvluj 1( )) (y]_y] 1)
AM N M A
+TZZ(6129”9,9(07160)(ﬁQtjA{uy;'—pﬂ;V—l( )) 50(19, j— 1,% 13;“’3 1(y ))
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+aﬁk(c_lbo)(ﬁ?tjj\{lvy;flaﬂqu( )) aﬁzbo( 3l 17yj 1>/~LJ 1y )))

So, under PJ , 95 , UNM (9, XNM) = APM 4 ATM AT ANGM ) where

N M

1 ; T
N,M _ i
AT = = 5 30D 050, (¢ 00) (0 X i)
i=1 j=1 ' '
tM
! i i N
X/ (50(190§3aX5aM5 ) —bo(ﬂo, j— 1aXM ’/’LtM )) dS,
M -t st
N,M 1 N AT ' . _
1487 = Zaﬂlﬂk B bO 7 _] 1 tM17/’Lt§V£1) /M (S7X;)dB; ’
=1 j=1 tJ 1
1
N.M _
4 - ZZ/M 679 (e 1/2b0>(190’ J— 17XtM w“tM ) 99, (c 1/2b0)(190, j— 17XfM 7MtM )
=1 j=1

— 0y, (V20 (D3 5, XL 1)) T D, (71 %b0) (Vo3 8, X1, iy ))ds ;
N,M 1 [T —1/2 i N)T —1/2 i N
AN N Z D9, (c712bg) (Vo3 8, X2, pd ) g, (¢ %bo) (D03 5, X1, ) )ds
i=170

In the same way as before, we show that, AéV’M,AéV’M,AéV’M tend to 0 in Pljx)—probability as
N, M — oo, and that

A%’M ﬁ/ e Dy, (c 1/ bo)(%as T Ms ) Dy, (c 1/250)(?9078 z Ms ) °(dz)ds [ (’190)}

in PS{) -probability as N, M — .
Finally, we have to show that, for every r > 0 such that B(ﬁo, r) C ©, we have, for some m > d,

Epy Lm\lp 03,0, UM (9o + 1, XNM) = 035, UV (9, XVM)|| it/

In order to do so, we again make use of the Kolmogorov’s theorem : let 9,9’ € ©, and a positive
integer m, we have, under IP’{;IO ,

82,9, UNM (9 XNy — 92 | UNM (9, XNMy = APPM 4+ AM 4 AN
where

N M
1 _ i - [ T
A= - NZZ 0510, (™ 00) (054520, Xiar e ) = 05,9, (7 00) (95520, Xr s pige )

tM

J . .
<[ (oo, X0 = ba(0ost) X e ))ds
tM j—1 j—1
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N M
1 _ i - i
A == 3 oy ) (0 Xy ) = B ) (058 X )

z:l j=1
M

x/] a(s,Xé)dBi,
M

i T i
(7 2b0) (95500 X e ) Do (e 200) (05500 Xiar e )

Mz

A

N,M M

Az = N Z
=1 1

.
.
Il

— Dy (/%) (95 17ij.wgl7uf;.{{ ) "B, (7 2bo) (95 12 1’X:§”,1’“i§£1)) .
And we obtain
By, 1030, (0, K¥M) — 3,0, UM (@0, XYM "] < ' — o]
and so, by Kolmogorov’s theorem, for m > d,

Epy [lst 05,9, UNM (90 + u, XVAM) — aglﬁkUNvM(ﬁo,xNvM)\] Sortodim

Let us show briefly how to conclude the proof. We have

0 = VNV UNMGNM XNMY — \/NTUNM (9, XNM)

1
+/ D2UNM (9 4 AONM — 9), XNMY g\ x VN (@ONM — ;) .
0

So, as VyUNM (99, XN-M) = 0, if, for large enough N, M, fol D2UNM (954 N(ONM ), XN-M ) g\
is invertible, we have

VNE@NM _gg) = / DEUNM () £ A@GNM _ 9p), XNM)CD\> X VNV UNM (99, XN:M)

We have already shown that
VNVUNM (99, XNMY — N, (0,1())

in law under P} as N, M — oo, it then remains to show that
1 ~
/ DAUNM(9g 4+ AONVM — 95), XNMY) d) — T(0)
0

in IP’Q{] -probability as N, M — co. As I(¥y) is invertible, we will then have for large enough N, M,
fol D2UNM (94 4+ A(ONM — 95), XNM) d) invertible P} -almost surely.

We already know that
D3UNM (99, XNVM) 5 1(d)
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in IP’{;’O -probability as N, M — oo, and it just remains to prove that
1 ~
/ VM (90, 9NM XY dX — 0
0

in }P’fgvo -probability as N, M — oo, where we have defined
VVM(9g,9,X) := DZUNM (99 + A9 — o), XVM) — DZUNM (9, XM |

We have, for every r > 0,

1 1
e [ [ V0] [ oy 50 8 Mg
1
+/ Epy [|[V (90, 9%, N1 5vne 5] dA
0
< plod/m g ]P’S’O (|1§N’M — o > 7).

So for every e > 0, taking r'=%™ = ¢/2, as |1§N’M — Yo — 0in P&—probability as N, M — oo, for
large enough N, M, }P’Q’O(\@N’M — 99| > 1) < €/2, which ends the proof ot Theorem
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RESUME

Cette these se situe a linterface de la Statistique, paramétrique et non-paramétrique, des processus stochastiques, et de I'analyse des
équations aux dérivées partielles paraboliques. Le fil conducteur des travaux présentés ici a été d’obtenir des informations sur le flot
de mesures de probabilités, solution d’'une équation de Fokker-Planck-Kolmogorov non-linéaire, dite équation de McKean-Viasov, et sur
le coefficient de drift de cette équation, a I'aide de I'observation continue de la solution du systéme linéaire de diffusions en interaction
I'approchant en limite de champ moyen, i.e. quand le nombre de particules de ce systéme croit vers l'infini.

Dans une premiére partie, nous présentons les résultats obtenus quand le coefficient de drift dépend d’un paramétre inconnu. Nous suivons
le programme d’estimation de Ibragimov et Hasminskii : nous montrons que la propriété de normalité locale asymptotique est vérifiée
par ce modele et nous en déduisons des propriétés fines de convergence et de normalité asymptotique de I'estimateur du maximum de
vraisemblance de ce paramétre. Nous proposons un nouveau critere de vérification de la non-dégénérescence et de I'identifiabilité de ce
probléme statistique.

Dans une deuxiéme partie, nous présentons les résultats obtenus quand le coefficient de drift est inconnu, mais appartient a une certaine
classe de fonctions caractérisées par leur régularité : les fonctions localement hélderiennes. Cette partie repose sur une nouvelle inégalité
de concentration de type Bernstein, et sur des techniques de statistique non-paramétrique : nous construisons des estimateurs a noyaux
adaptatifs de la densité solution de I'équation de McKean-Vlasov et de son drift a I'aide de la méthode de Goldenshluger-Lepski, et nous
montrons que ces estimateurs sont optimaux au sens minimax pour un risque ponctuel. Enfin, nous construisons un estimateur de la force
d’interaction dans le cas d’un drift de type Vlasov a I'aide d’'une méthode de déconvolution.

MOTS CLES

Statistique paramétrique/non-paramétrique, Statistique des processus aléatoires, modele de McKean-Viasov, Systemes
de particules en interaction, Limite de Champ moyen, Propagation du chaos, Inégalités de concentration, Equation aux
dérivées partielles paraboliques non-linéaires, Equation de Fokker-Planck-Kolmogorov non-linéaire, Espaces de Holder,
Estimation minimax adaptative, Normalité locale asymptotique, Programme d’lbragimov-Hasminski, Estimateur du maxi-
mum de vraisemblance, Inégalités oracles, Estimateurs a noyaux, Sélection de fenétres, Méthode de Goldenshluger-Lepski,
Déconvolution.

ABSTRACT

This thesis lies at the crossroads of non-parametric and parametric Statistics of processes, and parabolic partial differential equations
analysis. The aim of the present work was to obtain informations about the flow of probability measures solution of a nonlinear Fokker-
Planck-Kolmogorov equation, known as McKean-Vlasov equation, and about the drift coefficient of this equation, thanks to the continuous
observation of the solution of a linear system of interacting diffusions as an approximation in a mean-field limit, i.e. as the number of
particles in this system grows to infinity.

In a first part, we present our results when the drift coefficient depends on an unknown parameter. We follow the estimation program
of Ibragimov and Hasminskii : we show that our model verifies the local asymptotic normality property, and we deduce from it precise
properties of convergence and asymptotic normality of the maximum likelihood estimator of the parameter. We give a new criterium for
verifying that this statistical problem is non-degenerate and identifiable.

In a second part, we present our results when the drift coefficient is unknown, but lies in a certain class of functions characterized by their
regularity : the local Hélder functions. This part relies on a new Bernstein type concentration inequality, and on nonparametric statistics tools
: we build adaptive kernel estimators of the density solution of the McKean-Vlasov equation and of its drift, and we show that these estimators
are optimal in a minimax sense for a pointwise risk. Finally, we construct an estimator of the interaction force in the case of a Vlasov type
drift by means of a deconvolution method.

KEYWORDS

Nonparametric statistics, Parametric statistics, Statistics of stochastic processes, McKean-Vlasov model, Interacting par-
ticle systems, Mean-field limit, Propagation of chaos, Concentration inequalities, Nonlinear Parabolic Partial differen-
tial equation, Nonlinear Fokker-Planck-Kolmogorov equation, Adaptive minimax estimation, Local Asymptotic Normality,
Ibragimov-Hasminski’s program, Maximum likelihood estimator, Oracle inequality, Kernel estimation, Bandwidth selection,
Goldenshluger-Lepski’'s method, Deconvolution.
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