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ceux avec qui j’ai directement collaboré dans le cadre de divers projets. Je remercie
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Je remercie les ingénieurs et chercheurs d’autres entreprises rencontrés dans le
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Cadre de la thèse

J’ai réalisé le travail de thèse présenté dans ce document en tant qu’ingénieur au
sein de la société GENESIS dans le cadre d’une convention industrielle de formation
par la recherche (CIFRE). Ce cadre de travail a été déterminant dans l’étude qui a
été menée. En effet, la thèse s’est inscrite dans le projet de recherche de GENESIS
sur l’utilisation des représentations temps-fréquence pour le design sonore industriel
dont le but est le développement et la commercialisation d’outils logiciels. Ainsi,
le cadre applicatif de la thèse a été fixé de façon très précise dès le début et il est
nécessaire de bien le cerner pour comprendre les contraintes qu’il implique et qui sont
déterminantes dans les choix faits dans l’étude des aspects théoriques apparaissant
dans ce travail.

En conséquence, cette partie introductive détaille l’application visée dans cette
thèse en présentant dans un premier temps le processus de design sonore industriel,
puis en précisant le mode d’utilisation des représentations temps-fréquence pour la
transformation des sons retenu dans le cadre du projet de recherche.

1.2 Le processus de design sonore industriel

Le design sonore est une discipline en émergence aux limites encore mal définies.
Le terme de design sonore peut en particulier désigner des activités variées, comme
par exemple celle du concepteur de l’habillage sonore d’un site web, d’une sonne-
rie de téléphone, ou encore d’un jingle sonore pour une marque. Le design sonore
recouvre également l’activité de celui qui va déterminer le son que doit émettre
le pot d’échappement d’un nouveau véhicule automobile pour qu’il respecte un en-
semble de contraintes externes, comme la limitation de la gêne perçue, les contraintes
réglementaires, ou encore les demandes de constructeurs souhaitant que le son per-
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

sonnalise la marque ou le modèle.
Cependant, à travers ces différentes facettes, le design sonore poursuit toujours

le même objectif : s’assurer que le son créé répondra bien à un ensemble de critères
souhaités. Ces critères seront de natures variées selon le type de design sonore pra-
tiqué et les sons mis en jeu. Il s’agira par exemple de critères perceptifs, comme la
limitation de la gêne ou le jeu sur le timbre du son, de critères physiques, comme la
limitation de la puissance acoustique rayonnée, de critères esthétiques, ou encore de
critères de fonctionnalité, lorsque le son doit transmettre un message (par exemple,
un signal d’urgence doit bien être perçu comme tel), ou de tout autre critère que le
designer souhaite prendre en compte.

Les outils créés dans cette thèse s’adressent à un type de design sonore bien
spécifique que nous qualifierons de design sonore industriel.

Dans les exemples de design sonore tels que l’habillage d’un site web ou la
création d’un jingle sonore, les contraintes physiques sur la production sonore sont
assez faibles puisque le son va être créé par un système dédié à la reproduction du
son et capable de reproduire fidèlement tout type de son. Dans ce type de cas, la
liberté de création dans le design des sons est quasi-totale en ce qui concerne les
contraintes physiques de production du son.

Dans le cas du design sonore industriel, l’industriel conçoit un produit (au moins
partiellement) mécanique, et c’est le fonctionnement mécanique du produit qui est
à l’origine du son. Ainsi les caractéristiques mécaniques déterminent le son émis
et les contraintes liées à la conception mécanique du produit ont donc une grande
influence sur les possibilités de design sonore.

Dans la démarche de design sonore industriel, on cherche idéalement à établir les
liens entre les paramètres mécaniques et la perception. Cependant, pour la plupart
des produits industriels, compte tenu de la complexité et de la finesse de la perception
humaine, et des limitations des simulations mécaniques à l’heure actuelle, il n’est
pas possible d’étudier directement ces liens. En effet, les simulations ne permettant
en général pas de synthétiser des sons suffisamment réalistes pour recueillir des ju-
gements d’auditeurs conformes aux conditions normales d’utilisation des produits, il
serait nécessaire de réaliser directement une série de prototypes aux caractéristiques
mécaniques variées afin de corréler ces caractéristiques à la perception qu’en ont les
auditeurs. Une telle démarche demanderait un temps de réalisation et un coût trop
élevé pour être employée en pratique.

En conséquence, on est amené à introduire une étape intermédiaire d’analyse et
de traitement du signal pour pouvoir étudier le lien entre la mécanique et la percep-
tion. Comme on peut le voir schématisé sur la figure 1.1, l’étude se décompose alors
en deux sous études distinctes. D’une part on étudie le lien entre les caractéristiques
mécaniques du produit et les caractéristiques du signal acoustique qu’il émet, et,
d’autre part, on étudie le lien entre les caractéristiques physiques du signal et le
jugement perceptif des utilisateurs.
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système 
mécanique

signal
acoustique

perception 
auditive

phénomènes 
vibroacoustiques

phénomènes 
psychoacoustiques

cadre d'application de la thèse

Fig. 1.1 – Décomposition du lien mécanique/perception dans le cadre du design
sonore industriel

L’exemple suivant permet de bien comprendre comment cette démarche peut
être mise en place et comment elle permet d’établir le lien entre la mécanique et la
perception.

Exemple 1.1 Un constructeur automobile souhaite concevoir un nouveau véhicule
qui soit clairement identifié comme un véhicule sportif. Il sait que le son du moteur
est déterminant dans l’appréciation du caractère sportif par ses clients et souhaite en
conséquence lors de la conception s’assurer que le son sera conforme à leur attente.

On peut considérer que le son dans l’habitacle du véhicule est constitué de deux
composantes principales :
• une composante harmonique dont la fréquence fondamentale est directement

liée au régime de rotation du moteur,
• une composante bruitée, regroupant le bruit aérodynamique et le bruit de rou-

lement.
Comme on l’a déjà indiqué, pour étudier la perception du son du moteur à

l’intérieur du véhicule, il serait trop coûteux de construire une batterie de moteurs
prototypes en modifiant les caractéristiques mécaniques puis de recueillir un juge-
ment perceptif d’auditeurs pour établir directement le lien entre la mécanique et la
perception. Cependant, par simulation numérique, le constructeur est souvent ca-
pable d’établir le lien entre la mécanique du moteur qu’il est en train de concevoir
et certains aspects du signal acoustique. Il peut par exemple estimer l’amplitude re-
lative des partiels de la composante harmonique créée par le moteur. Cependant
la connaissance de ce seul paramètre du signal ne lui permet pas de faire aboutir
son étude jusqu’à la perception de l’utilisateur. En effet, les sons qu’il pourrait re-
construire en synthétisant la composante harmonique seule ne sont pas réalistes,
puisqu’ils n’intègrent pas la composante bruitée.

Le constructeur a cependant la possibilité d’étudier le lien entre les ca-
ractéristiques du signal et la perception en partant d’enregistrements de signaux réels
et en les modifiants avec des outils de traitement du signal. Dans le cas de notre
exemple, le constructeur, pourra effectuer un enregistrement sonore d’une phase de
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conduite à l’intérieur de l’habitacle d’un véhicule existant, puis modifier l’amplitude
des partiels sur le son enregistré en conservant les autres composantes du son (bruit
de roulement et bruit aérodynamique). Il peut ainsi faire varier très précisément les
caractéristiques des partiels tout en conservant le réalisme des sons. À partir de sons
créés de cette manière, le constructeur peut recueillir les jugements perceptifs d’utili-
sateurs. Le constructeur peut ainsi déterminer un son cible ayant les caractéristiques
perceptives souhaitées pour le véhicule sportif qu’il est en train de concevoir. Les ni-
veaux relatifs des partiels de ce son sont alors utilisés comme référence dans la
conception mécanique, permettant au constructeur de faire aboutir sa démarche de
design sonore.

Remarque 1.1 Il est à noter que la procédure de recueil des jugements perceptifs est
à la fois complexe, longue et coûteuse. En effet, elle fait intervenir les méthodes de
la psychoacoustique et nécessite en conséquence tout un groupe d’auditeurs écoutant
et jugeant un ensemble de sons créés par le constructeur en faisant varier les ca-
ractéristiques du signal. Une analyse statistique des jugements émis par les audi-
teurs est ensuite effectuée pour corréler les différentes caractéristiques du jugement
aux différents paramètres des signaux. Cet aspect fait ressortir un des intérêt de la
décomposition en deux phases de l’étude du lien entre mécanique et perception. L’in-
dustriel peut n’effectuer qu’une seule fois l’étude de lien signal/perception et peut la
réutiliser pour divers modèles d’un même produit. De plus, une fois l’étude du lien
signal/perception réalisée, l’industriel a la possibilité d’exprimer des spécifications
perceptives directement à partir de grandeurs mesurées sur le signal, ce qui permet
d’intégrer beaucoup plus facilement les contraintes perceptives dans le cahier des
charges du produit et dans l’ensemble du processus de conception.

Les outils qui vont être développés dans cette thèse sont destinés à la phase
d’étude du lien signal/perception et plus précisément à la transformation de signaux
réels pour créer de nouveaux sons qui pourront servir pour le recueil du jugement per-
ceptif. Il s’agira en conséquence d’outils de traitement des signaux audionumériques
dont on peut relever quelques spécificités :
• Ces outils étant destinés à l’étude de la perception de sons naturels, ils doivent

permettre de créer des sons réalistes. En particulier ils doivent permettre de
limiter les artefacts de traitement pour que le traitement ne puisse pas être
repéré par l’auditeur.
Pour utiliser facilement les traitements dans ce contexte, on doit également
pouvoir leur attribuer un certain “sens perceptif” afin de traiter de manière
globale un ensemble de composantes qui ont une unité perceptive et de pouvoir
anticiper l’effet du traitement. Par exemple, on souhaite qu’une composante
harmonique, perçue comme un élément unique, puisse être traitée comme un
unique objet, plutôt que d’avoir à traiter individuellement chacun de ses par-
tiels.
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On peut noter que cette spécificité de traitement marque une différence avec
l’utilisation des traitements audionumériques dans le contexte musical, cadre le
plus courant de leur étude. En effet, le musicien s’inscrivant dans une démarche
de création peut utiliser les traitements comme un outil de création de son à
part entière et il peut même être amené à utiliser spécifiquement les artefacts
de traitement pour créer de nouveaux sons, sans tenir compte d’une quelconque
contrainte de réalisme.
• Même si le lien mécanique/signal et les outils pour l’analyser n’entrent pas

dans le cadre de cette thèse, il est nécessaire de tenir compte du fait que
cette phase devra être étudiée dans une démarche globale de design sonore
industriel. On doit en conséquence pouvoir attribuer aux traitements un “sens
mécanique”. Il faut donc éviter de proposer des traitements trop “exotiques”
qu’il serait impossible de relier à des effets mécaniques. Il s’agit là aussi d’une
limitation qui n’apparâıt pas dans les applications musicales.
• Compte tenu de l’application visée, le contexte d’utilisation peut être précisé

et les contraintes associées dégagées. Les outils sont destinés aux ingénieurs
travaillant dans l’acoustique industrielle, ils doivent en conséquence pouvoir
s’intégrer facilement dans leurs méthodes de travail.
D’un point de vue matériel, ceci implique qu’il doivent n’utiliser que des
supports standards. En l’occurrence, la discussion avec des industriels à fait
ressortir que les traitements doivent pouvoir être réalisés sur un ordina-
teur PC standard pour des sons de 5 minutes maximum avec une fréquence
d’échantillonnage autour de 50 kHz en conservant des temps de calcul raison-
nables.
Les outils doivent proposer un niveau de confort d’utilisation professionnel.
Ceci implique de limiter la difficulté d’utilisation des outils, afin de ne pas
requérir un niveau d’expertise trop important. Pour cela, l’ergonomie d’uti-
lisation doit être spécialement étudiée et les outils conçus doivent être suffi-
samment intuitifs pour pouvoir s’adresser à des utilisateurs non-spécialistes en
traitement du signal.
Les outils doivent cependant rester suffisamment généralistes pour répondre
aux besoins des différentes applications industrielles. On pourra ainsi par
exemple être amené à préférer construire un outil nécessitant l’intervention
de l’utilisateur mais lui permettant d’effectuer des traitements dans des condi-
tions difficiles, plutôt que proposer des outils totalement automatiques qui
ne fonctionneront de façon satisfaisante que pour une classe trop limitée de
signaux.

Après avoir précisé l’objectif de cette thèse, c’est à dire construire des outils
d’analyse et de transformation des signaux audionumériques adaptés au design so-
nore industriel, nous allons maintenant préciser l’a priori fait dans le cadre du projet
de recherche associé à la thèse : utiliser la représentation graphique temps-fréquence
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des signaux comme base des outils de traitement.

1.3 Traitement temps-fréquence des sons

Les outils de traitement audionumérique pour des applications de design sonore
industriel doivent permettre de modifier les sons de manière fine, et ce pour des
signaux réels qui peuvent être complexes. En particulier, les sons étudiés seront
très souvent non-stationnaires, c’est à dire que leur contenu évoluera en fonction du
temps, éventuellement rapidement. C’est par exemple le cas des partiels du bruit
de moteur signalé dans l’exemple de design sonore précédent, puisqu’ils varient en
fonction du temps avec le régime du moteur, c’est également le cas de tous les sons
transitoires comme les bruits de chocs.

Les éditeurs de sons commerciaux actuellement disponibles, développés pour des
applications musicales et audiovisuelles, ne permettent en général de ne réaliser
que des traitements purement temporels (copie, coupe, collage, mixage de segments
temporels de signaux) ou purement fréquentiels (filtrage linéaire). Ces traitements
restent trop limités pour les applications de design sonore industriel, en particulier
pour le traitement des sons non-stationnaires. Pour proposer des traitements plus
puissants, GENESIS a été amené à chercher des outils mieux adaptés et s’est na-
turellement tourné vers la représentation temps-fréquence des signaux qui est bien
adaptée à l’analyse des signaux non-stationnaires et permet un lien naturel avec la
perception auditive à travers la notion de fréquence.

Le mode d’utilisation des représentations temps-fréquence retenu pour le projet
de recherche est décrit sur la figure 1.2 tirée de [24]. Il s’agit de mettre en place une
boucle d’analyse/modification/synthèse des signaux qui se décompose de la façon
suivante :
• l’analyse correspond au calcul de la transformée temps-fréquence d’un signal

original,
• la modification se fait directement sur les coefficients de la transformée ; une

représentation construite à partir des coefficients de cette transformée est
présentée à l’utilisateur qui peut agir sur la transformée à l’aide d’outils
spécifiques contrôlés à la souris,
• La synthèse correspond à la reconstruction du signal à partir de la transformée

modifiée.
L’utilisateur peut à la suite de sa modification écouter le signal reconstruit pour

juger si la transformation correspond à ses attentes. S’il est satisfait, il conserve
la modification et peut poursuivre son traitement en recommençant la procédure à
partir du son modifié ; s’il ne l’est pas, il annule la modification et reprend le trai-
tement à partir du son avant modification. Ce fonctionnement par essai/correction
permet de converger rapidement vers le traitement souhaité et facilite l’exploration
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Fig. 1.2 – Boucle de traitement des sons par modification de leurs représentations
temps-fréquence
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du lien signal/perception, l’utilisateur étant en mesure à chaque instant d’écouter
l’effet de sa transformation.

1.4 Structure du document

L’objet de cette thèse est l’étude des éléments théoriques et pratiques nécessaires
à la mise en place de la boucle de traitement temps-fréquence décrite sur la figure
1.2, le but étant de proposer un cadre cohérent permettant de construire un outil
complet et effectif de traitement.

En considérant la boucle de traitement temps-fréquence, on peut identifier deux
points-clefs concernant l’étude théorique :

Comment “bien” représenter le signal dans le plan temps-fréquence ?
Il est nécessaire de bien mâıtriser les étapes de transformation temps-
fréquence (calcul de la représentation temps-fréquence) et de son inversion, en
assurant en particulier que la représentation soit bien adaptée à notre cadre
d’application. Ce problème fait l’objet du chapitre 2.

Comment détecter et estimer des composantes structurées ?
Pour permettre à l’utilisateur d’effectuer des traitements puissants et fa-
cilement interprétables perceptivement, il est nécessaire de lui donner des
outils pour agir directement sur des composantes structurées. Se pose alors
le problème de la détection et de l’estimation de ces composantes sur la
représentation temps-fréquence. Ce problème fait l’objet du chapitre 3.

Pour la mise en place effective de la boucle de traitement il est nécessaire de
préciser comment ces éléments théoriques peuvent être appliqués en pratique, ce qui
est l’objet du chapitre 4.

La structure du document est la suivante :

chapitre 2 Ce chapitre décrit les représentations temps-fréquence utilisées dans
la boucle de traitement, en précisant comment certaines limitations des
représentations classiques peuvent être dépassées et en proposant une approche
pour assurer la bonne qualité de la représentation.

Nous identifions, parmi les approches temps-fréquence courantes, celle qui
parâıt la mieux adaptée à notre cadre de travail : l’approche atomique. Nous
présentons alors les décompositions atomiques courantes (transformée de Ga-
bor, transformée en Ondelettes).

Nous étudions ensuite comment outrepasser certaines limitations aux-
quelles sont soumises ces transformées. Pour cela, nous construisons des
décompositions atomiques dans lesquelles la résolution temps-fréquence peut
évoluer très librement en fonction du temps ou de la fréquence.
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Puis nous étudions comment optimiser de manière automatique la qualité de
la représentation temps-fréquence en introduisant des éléments d’adaptati-
vité dans la décomposition. Pour cela, on introduit une notion de “meilleure”
représentation basée sur des critères entropiques mesurant la parcimonie des
représentations.

On étudie alors deux cas de figure :
• d’abord dans un contexte supervisé, on propose une méthode permettant à

l’utilisateur de déterminer les composantes pour lesquelles il souhaite obtenir
une bonne représentation,
• puis dans un contexte non-supervisé, en systématisant l’approche

précédente, on met en place un algorithme numérique de décomposition ato-
mique adaptative désigné sous le nom de puzzle temps-fréquence. Plusieurs
variantes de l’algorithme sont décrites et étudiées.
Cet algorithme permet d’obtenir une décomposition de Gabor multifenêtre
qui peut également être formulée sous forme de décomposition multicouche.
On peut ainsi notamment obtenir une décomposition du signal sous la forme
d’une somme d’une composante tonale, d’une composante transitoire et d’un
résidu.

chapitre 3 Ce chapitre présente des méthodes de détection et d’estimation de com-
posantes structurées à partir des représentations temps-fréquence des signaux.
On s’intéresse à deux types de composantes : les composantes localement har-
moniques et les composantes transitoires.

En ce qui concerne les composantes localement harmoniques, après les avoir
définies puis caractérisées dans le plan temps-fréquence, nous décrivons
un critère permettant par optimisation de détecter ces composantes. Nous
étudions ensuite deux approches pour réaliser l’optimisation :
• d’une part, une approche stochastique, utilisant l’algorithme de recuit si-

mulé, en précisant les limites de cette approche dans notre contexte,
• d’autre part, une approche par programmation dynamique, qui permet une

résolution déterministe efficace du problème.
En ce qui concerne la détection de composantes transitoires, nous explorons
comment les éléments mis en place au chapitre précédent dans l’algorithme de
puzzle temps-fréquence peuvent être utilisés pour la détection de transitoires.

chapitre 4 Ce chapitre précise la manière dont les éléments théoriques présentés
dans les deux chapitres précédents ont été mis en pratique. Pour cela, nous
précisons l’application logiciel qui en a été faite à travers le développement du
logicielle d’expertise acoustique (LEA) développé et commercialisé par GE-
NESIS. Puis nous décrivons des traitements réalisés avec ces outils pour des
applications de design sonore.

chapitre 5 Ce chapitre conclut le document en résumant les résultats obtenus dans
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cette thèse et en évoquant les perspectives qu’ils ouvrent.

Remarque 1.2 Pour des raisons de confidentialité, certains compléments sur
l’implémentation des transformées et des algorithmes présentés dans cette thèse
ne sont pas décrits dans ce document. Ceci ne devrait cependant pas nuire à la
compréhension des éléments présentés, ni empêcher de juger de la véracité des
résultats y apparaissant.

Ces compléments sur l’implémentation ont été regroupés dans un rapport interne
de GENESIS [25].

1.5 Exemple d’application

Pour conclure cette introduction, nous présentons au lecteur un exemple de trai-
tement complet réalisé avec le logiciel LEA (présenté en 4.1) partiellement développé
dans le cadre de cette thèse. Cet exemple permet de bien identifier le type de traite-
ment que l’on souhaite réaliser et également de voir comment s’articulent les divers
éléments présentés dans la thèse.

La figure 1.3 montre le spectrogramme du signal original obtenue à partir de
la transformée de Gabor (décrite en 2.1.3). Le signal est constitué du mixage d’une
note de flûte traversière avec un son d’oiseau. On peut noter sur la représentation les
structures horizontales qui correspondent aux partiels harmoniques du son de flûte,
et dans la zone de 1s à 2, 5s et de 2500Hz à 4000Hz, les cris d’oiseau qui émergent
du son de flûte.

Fig. 1.3 – Transformée de Gabor du signal original



1.5. EXEMPLE D’APPLICATION 23

En utilisant l’outil d’adaptation automatique de la taille de fenêtre (basé sur
les éléments présentés dans 2.3.3), on choisit la taille la mieux adaptée à la
représentation des cris d’oiseau.

On obtient ainsi la représentation apparaissant en haut de la figure 1.4. On voit
que sur cette représentation, l’énergie correspondant aux cris d’oiseau est effecti-
vement mieux localisée et peut facilement être sélectionnée, à l’aide des outils de
sélection disponible dans LEA. On peut alors extraire le son d’oiseau pour obtenir le
signal dont la représentation apparâıt au milieu de la figure 2.3.3, ou encore suppri-
mer l’énergie correspondant aux cris d’oiseau pour ne conserver que le son de flûte
et obtenir la représentation apparaissant en bas de la même figure.

On peut alors continuer le traitement sur le son de flûte ainsi extrait. Pour cela,
on applique l’outil d’adaptation de taille de fenêtre sur les partiels harmoniques
du son. On obtient ainsi la représentation visible en haut de la figure 1.5, sur la-
quelle les partiels sont bien localisés. On peut alors utiliser l’outil de détection des
composantes localement harmoniques (basé sur les éléments présentés en 3.1). On
sélectionne de cette manière les régions de la transformée correspondant aux partiels
harmoniques, qui peuvent être extraits, en obtenant la représentation au milieu de
la figure 1.5, ou supprimés, pour ne conserver que la composante bruitée du son de
flûte, correspondant au bruit de souffle, apparaissant en bas de la figure 1.5.
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Fig. 1.4 – Traitement du son d’oiseau : en haut, transformée de Gabor du signal
original avec une taille de fenêtre optimisée pour la représentation des cris d’oiseau,
au milieu, transformée de Gabor des cris d’oiseau extraits, en bas, transformée de
Gabor du son de flûte extrait en supprimant le son d’oiseau
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Fig. 1.5 – Traitement du son de flûte : en haut, transformée de Gabor du son de flûte
extrait avec une taille de fenêtre optimisée pour la représentation des partiels har-
moniques, au milieu, transformée de Gabor de la composante harmonique extraite,
en bas, transformée de Gabor de la composante bruitée du son de flûte
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Chapitre 2

Représentations temps-fréquence

2.1 Les outils d’analyse temps-fréquence

2.1.1 La notion de fréquence

Le signal temporel représentant l’évolution de la pression acoustique recueillie
lors d’une prise de son ne donne pas directement une bonne représentation de l’infor-
mation pour une interprétation perceptive. Ainsi, pour pouvoir exploiter le signal,
une étape d’analyse est nécessaire pour structurer l’information de manière mieux
adaptée.

L’oreille est sensible à la façon dont évolue la pression acoustique au cours du
temps. En particulier, la notion de fréquence de cette évolution apparâıt comme un
des attributs principaux de la perception auditive. On est ainsi naturellement amené
à construire des notions mathématiques qui pourront facilement être reliées à cet
attribut perceptif pour structurer l’information du signal.

Mathématiquement, la notion de fréquence apparâıt naturellement pour les si-
gnaux périodiques comme l’inverse de la période du signal. Cependant pour traiter
des signaux réels, il est nécessaire d’étendre la classe des signaux pour lesquels la no-
tion est définie. Pour un signal x ∈ L2(R), la généralisation de la notion de fréquence
est obtenue en définissant la transformée de Fourier par :

x̂(ν) =

∫
x(t) e−i2πνt dt. (2.1)

La transformée de Fourier permet de représenter le signal sous forme d’une
somme infinie de composantes sinusöıdales complexes correspondant chacune à une
fréquence pure et s’étendant dans le temps de −∞ à +∞, selon la relation d’inver-
sion :

x(t) =

∫
x̂(ν) ei2πνt dν. (2.2)

27
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La notion de fréquence introduite dans cette relation n’est cependant facilement
interprétable que pour les sons stationnaires. En effet, on peut voir dans la formule
d’inversion de la transformée de Fourier que le signal est représenté comme une
somme de composantes fréquentielles élémentaires à support temporel infini, c’est à
dire qu’implicitement, on suppose que la composante est toujours présente dans le
signal au cours du temps.

Cette notion de fréquence permet donc difficilement de rendre compte de
l’évolution temporelle du contenu spectral du signal, qui est pourtant naturelle d’un
point de vue perceptif, comme en témoigne par exemple la notation musicale occi-
dentale dont le propos est justement de décrire cette évolution.

Pour obtenir une représentation qui rende compte du contenu fréquentiel
du signal, mais également de son évolution au cours du temps, on utilise des
représentations temps-fréquence, qui font à la fois intervenir des variables tempo-
relles liées à l’évolution du signal au cours du temps et des variables fréquentielles
liées au contenu spectral.

2.1.2 Les différentes approches temps-fréquence

Nous proposons sur la figure 2.1 une1 classification possible des différentes ap-
proches temps-fréquence. En parcourant cette classification, nous allons rapidement
présenter les différentes approches temps-fréquence les plus courantes. Ceci permet-
tra de bien situer le cadre d’étude retenu dans la suite du chapitre et de préciser
pourquoi ce cadre a été retenu.

représentations
temps-fréquence

paramétriques

non-paramétriques
bilinéaires

atomiques
rigides

adaptatives

Fig. 2.1 – Classification des approches temps-fréquence

Approche paramétrique

L’approche paramétrique suppose une connaissance a priori des caractéristiques
du signal permettant de déterminer un modèle du signal. L’analyse consiste alors

1D’autres classifications sont bien-sûr possibles.
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à estimer, à partir du signal, les paramètres du modèle correspondant. C’est alors
la connaissance du modèle et de ses paramètres qui caractérisent le contenu spec-
tral du signal et son évolution au cours du temps. On peut signaler par exemple la
modélisation du signal sous forme de somme de sinusöıdes variant lentement dans le
temps souvent utilisée pour le signal audionumérique dans les applications de traite-
ment de la parole et d’informatique musicale [33] [42] [11] [10] (voir la bibliographie
de [43] pour plus de références).

L’intérêt de l’approche paramétrique, pour un modèle bien choisi, est de per-
mettre la représentation de l’information sur un faible nombre de coefficients qui
sont les paramètres du modèle. La représentation du signal obtenue peut ainsi être
très concise. De plus, l’interprétation physique de ces coefficients est en général très
facile car elle est directement liée à la modélisation choisie. Les représentations pa-
ramétriques peuvent en conséquence constituer des outils puissants pour l’analyse
et la transformation des signaux.

Cependant la représentation paramétrique, comme elle s’appuie sur un modèle
de signal, n’est bien adaptée qu’aux signaux qui correspondent effectivement à ce
modèle. Compte tenu de l’universalité recherchée pour les outils développés dans
cette thèse, cette caractéristique sera trop limitative pour concevoir des outils de
traitements audionumériques suffisamment génériques pour notre application.

De plus, l’estimation des paramètres du modèle à partir du signal est en général
un problème difficile, en particulier lorsque les signaux analysés s’écartent du modèle
ou que le modèle est complexe. Or pour pouvoir traiter des signaux audionumériques
de nature variée, on est amené à mettre en place un modèle très générique pour lequel
l’estimation des paramètres est complexe. La mise en place d’un tel modèle s’appuie
généralement sur le modèle de signal déjà évoqué plus haut dans lequel le signal
est représenté par une somme de sinusöıdes variant dans le temps, auquel il faut au
minimum adjoindre un modèle spécifique pour les composantes transitoires, et un
autre pour les composantes bruitées, afin d’obtenir une représentation convenable
pour une classe de sons suffisamment étendue. Pour un tel modèle, compte tenu
de la complexité du problème, l’estimation des paramètres se fait généralement à
partir de représentations temps-fréquence non-paramétriques. Ainsi la qualité de
l’estimation dépend de la qualité des représentations non-paramétriques utilisées.
Dans ces conditions, l’étude des représentations non-paramétriques apparâıt comme
un préalable à l’utilisation des représentations paramétriques.

Compte tenu de cette constatation et des limitations des méthodes pa-
ramétriques, nous avons choisi de fonder notre étude sur la deuxième approche,
l’approche non-paramétrique, pour construire nos outils de traitement du son.
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Approche non-paramétrique

L’approche dite non-paramétrique ne présuppose pas de connaissance a priori
sur les signaux. Dans cette approche on cherche à structurer l’information présente
dans le signal de manière mieux adaptée à son analyse. Plus précisément, le but
est de construire à partir du signal une fonction de deux variables, le temps et la
fréquence (ou des variables qui sont directement liées à ces deux variables), qui va
décrire le contenu du signal pour l’instant et la fréquence donnés.

Dans l’approche non-paramétrique, on peut distinguer deux types de
représentations :
• d’une part, les distributions bilinéaires temps-fréquence d’énergie, construites

en représentant l’énergie de signal dans le plan temps-fréquence,
• d’autre part, les décompositions atomiques du signal, dans lesquelles le signal

est représenté sous la forme d’une somme de composantes bien localisées en
temps et en fréquence, les coefficients de la décomposition fournissant une
représentation alternative du signal.

Approche non-paramétrique bilinéaire

Les distributions bilinéaires temps-fréquence, sont des fonctions ρx(τ, ν) de deux
variables, le temps τ et la fréquence ν, qui permettent de représenter l’énergie Ex

du signal x dans le plan temps-fréquence. Elle vérifient pour cela :

Ex =

∫
|x(t)|2 dt =

∫∫
ρ(τ, ν) dτdν. (2.3)

En imposant certaines propriétés aux fonctions ρx, on détermine la classe des
distributions bilinéaires temps-fréquence, appelée la classe de Cohen [5] [20], dans
laquelle la distribution de Wigner-Ville tient une place centrale. La définition de
cette distribution est :

Wx(τ, ν) =

∫
x

(
τ +

t

2

)
x

(
τ − t

2

)
e−i2πνtdt. (2.4)

La présence de termes d’interférences dans les distributions bilinéaires limite for-
tement les possibilités d’utilisation de ces dernières pour la modification des signaux
audionumérique. Plus précisément, en l’écrivant pour la distribution de Wigner-
Ville définie plus haut, la transformée de la somme de deux signaux x et y n’est pas
simplement la somme des transformées des deux signaux, mais on a :

Wx+y(τ, ν) = Wx(τ, ν) + Wy(τ, ν) + 2<(Wxy(τ, ν)) (2.5)

où

Wxy(τ, ν) =

∫
x

(
τ +

t

2

)
y

(
τ − t

2

)
e−i2πνtdt. (2.6)
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Le terme d’interférence 2<(Wxy(τ, ν)) fait apparâıtre des valeurs souvent non-
négligeables dans la représentations entre les composantes bien localisées du signal,
ce qui limite fortement la lisibilité des représentations pour les signaux complexes,
comme les signaux audionumériques. Pour des signaux complexes, il devient difficile
de savoir si la distribution fait apparâıtre de l’énergie en raison de la présence d’une
composante ou à cause des interférences entre deux composantes. L’interprétation
de ces représentations peut demander en conséquence une expertise que n’ont en
général pas les utilisateurs visés dans cette thèse.

Exemple 2.1 La figure 2.2 illustre la présence des interférences pour un signal de
synthèse constitué d’une somme de deux sinus de fréquence 3000 Hz et 6000 Hz
modulés par une enveloppe gaussienne. Sur la représentation, on voit effectivement
apparâıtre les composantes sinusöıdales aux fréquences 3000 Hz et 6000 Hz, mais il
apparâıt également entre les deux composantes, autour de 4500 Hz, une zone oscil-
lante de niveau élevé qui est due aux interférences entre les deux composantes.
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Fig. 2.2 – Exemple de représentation temps-fréquence obtenue à partir de la distri-
bution de Wigner-Ville

Si l’on souhaite utiliser la distribution pour faire des modifications sur le signal,
comme par exemple supprimer une composantes bien localisée, il est nécessaire de
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supprimer à la fois les valeurs de la distribution le long de la composante, mais
également les interférences entre cette composante et toutes les autres composantes
du signal, ce qui rend le traitement très difficile à mettre en place.

L’importance des termes d’interférence dans les distributions bilinéaires peut
être limitée en introduisant un lissage des distributions. Cependant on perd alors la
propriété d’inversibilité de la distribution qui est nécessaire pour notre application,
puisqu’on doit s’assurer que, lors d’un traitement, le signal est reconstruit exac-
tement dans les zones non-modifiées de la transformée. Si la reconstruction n’est
qu’approximative, l’erreur de reconstruction s’ajoute à chaque itération du traite-
ment, et, comme le nombre d’itération peut être important, l’erreur risque de devenir
trop importante.

Pour ces différentes raisons, nous n’avons par retenu les distributions bilinéaires
temps-fréquence pour construire les outils pour le traitement des sons dans cette
thèse. Les décompositions atomiques qui vont maintenant être décrites leur ont été
préférées. Il faut cependant noter que pour l’affichage visuel des représentations, ce
sont effectivement des distributions bilinéaires temps-fréquence construites à partir
des décompositions atomiques qui sont représentées, comme cela sera précisé dans
la suite.

Approche non-paramétrique atomique

Le principe des décompositions atomiques est de représenter le signal sous
la forme d’une combinaison linéaire de fonctions localisées dans le plan temps-
fréquence. La décomposition obtenue pour le signal x sera donc de la forme :

x =
∑

k

akfk, (2.7)

où (fk)k∈Z est la famille2 de fonctions de L2(R) sur laquelle est effectuée la
décomposition et (ak)k∈Z une famille de nombres complexes qui constituent les co-
efficients de la décomposition.

Les coefficients ak donnent accès à une autre représentation du signal qui contient
toute l’information puisqu’elle permet la reconstruction du signal. L’interprétation
temps-fréquence de cette information se fait grâce à la connaissance des fonctions
fk et en particulier grâce à la connaissance de leurs localisations temps-fréquence.

La modification des signaux se fait facilement à partir de la décomposition en
modifiant directement les coefficients ak.

2La famille choisie peut être indénombrable, la somme étant alors remplacée par une intégrale.
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Approche non-paramétrique atomique “rigide”

Nous utilisons le terme “rigide” pour distinguer l’approche classique, dans la-
quelle la construction des atomes se fait de manière assez contrainte à partir d’atomes
de base, des approches adaptatives présentées dans la suite, et qui permettent une
plus grande liberté dans le choix des atomes utilisés.

Pour construire les familles de fonctions utilisées dans les décomposition ato-
miques, l’approche la plus courante est de rechercher des familles de fonctions
pouvant être utilisées de la même manière que des bases de l’espace des signaux
considérés. Le calcul des coefficients est alors simple et se fait par projection sur les
éléments de la famille pour obtenir une décomposition de la forme :

x =
∑

k

〈x, fk〉fk. (2.8)

Dans l’approche classique, les atomes sont de plus construits à partir d’une fonc-
tion de base, un atome père, en appliquant des transformations spécifiques, de type
translation temporelle, modulation fréquentielle, ou encore dilatation, et en s’assu-
rant que la famille obtenue puisse être utilisée pour effectuer une décomposition de
la forme (2.8). C’est la démarche utilisée pour la transformée de Gabor et la trans-
formée en ondelettes qui sont les décompositions atomiques les plus couramment
utilisées, et qui sont présentées en 2.1.3 et 2.1.4.

L’intérêt de cette démarche, même si elle implique une construction assez rigide
des atomes, vient du fait que grâce à la structure des familles, l’étude théorique de
ces décompositions peut se faire de manière poussée. Ainsi, les nombreux résultats
obtenus pour ce type de décompositions permettent de bien contrôler les propriétés
des décompositions dans les applications pratiques et d’assurer des mises en oeuvre
efficaces des décompositions à l’aide d’algorithmes rapides, ce qui explique leur uti-
lisation courante.

La méthode de construction des atomes permet également d’imposer des pro-
priétés de covariance à la décomposition, ce qui facilite son interprétation. Par
exemple, lorsque la décomposition est covariante par translation temporelle, la trans-
formée d’une copie translatée du signal est une version translatée de la transformée
du signal.

Les décompositions atomiques “rigides” peuvent ainsi être utilisées de façon sa-
tisfaisante pour de nombreuses applications, et sont en particulier bien adaptées à
l’application qui nous intéresse dans cette thèse : le traitement des signaux audio-
numériques.

Pour ces raisons, nous avons retenu cette approche pour construire
les représentations temps-fréquence dans notre boucle de traitement temps-
fréquence des sons.
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Cependant, afin de dépasser certaines limitations des approches classiques, nous
allons étudier en 2.2 comment les représentations peuvent être améliorées en utilisant
des constructions moins rigides des atomes.

Approche non-paramétrique atomique adaptative

Pour permettre une plus grande souplesse dans la décomposition et éliminer
certaines des limitations apparaissant dans les décompositions rigides, des méthodes
de décomposition adaptatives ont été proposées.

Ces méthodes utilisent généralement de vastes dictionnaires d’atomes temps-
fréquence qui, associés à une procédure adaptative de choix des atomes utilisés en
fonction du signal, permettent d’obtenir des représentations plus concises du signal
en améliorant la parcimonie de la représentation, c’est à dire en minimisant le nombre
de coefficients significatifs dans la décomposition.

Parmi ces décompositions, on peut citer le matching pursuit [32], le matching pur-
suit orthogonal [9], le basis pursuit [4] qui permettent d’obtenir des décompositions
bien adaptées aux applications de traitement des sons [22]. Cependant ces différentes
méthodes nécessitent une capacité de calcul qui reste aujourd’hui trop importante
pour une application dans les conditions visées pour cette thèse. Nous n’avons en
conséquence pas étudié ces méthodes pour construire nos outils de traitement.

Cependant l’introduction d’une dose limité d’adaptativité dans les
décompositions atomiques permet à la fois d’améliorer les représentations ob-
tenues et de faciliter l’utilisation en réduisant généralement le nombre de paramètre
d’analyse à régler par l’utilisateur. Aussi, nous allons proposer des méthodes pour
introduire l’adaptativité dans les décompositions rigides en section 2.3 et 2.4. Cette
approche permet de profiter des bénéfices de l’adaptativité des représentations
obtenues en conservant un coût de calcul compatible avec une application dans
des conditions réalistes. Ces méthodes s’appuient sur l’idée de ne pas effectuer une
recherche exhaustive dans le dictionnaire, trop coûteuse en temps de calcul, mais
de mettre en place une recherche plus structurée.

2.1.3 Transformée de Gabor

Définition

Les atomes de la transformée de Gabor3 sont obtenus par translation temporelle
et fréquentielle (modulation) d’une unique fonction que l’on désigne sous le nom de

3Nous avons choisi de limiter la présentation de la transformée de Gabor dans ce document aux
éléments nécessaires aux constructions qui sont faites dans les chapitres suivants. Nous renvoyons
le lecteur aux références [3] [18] [23] pour des présentations plus détaillées.
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fenêtre d’analyse, notée ici g. La construction des atomes se fait en conséquence de
la façon suivante :

soit g une fonction de L2(R) vérifiant la condition d’admissibilité :∫
|g(t)|2 dt = 1, (2.9)

la famille d’atomes (gτν)(τ,ν)∈R2 est définie par

gτν(t) = g(t− τ) ei2πν(t−τ). (2.10)

La transformée de Gabor continue Gg
x d’un signal x de L2(R) est obtenue par

produit scalaire du signal sur les atomes de la décomposition, selon la relation :

Gg
x(τ, ν) = 〈x, gτν〉 =

∫
x(t) g(t− τ) e−i2πν(t−τ) dt . (2.11)

Remarque 2.1 La transformée de Gabor continue est plus communément appelée
transformée de Fourier à court terme (en anglais short-time Fourier transform) ou
transformée de Fourier glissante. Certains auteurs réservent le nom de transformée
ou décomposition de Gabor à la version discrétisée avec une fenêtre quelconque de
la transformée continue, d’autres à la version discrétisée de la transformée utilisant
une fenêtre gaussienne. Ceci s’explique par le fait que l’article de Gabor [21] à l’ori-
gine de cette dénomination propose effectivement une version discrétisée de cette
transformée avec fenêtre gaussienne.

Nous avons choisi de retenir le nom de transformée de Gabor car il est associé
à l’interprétation de la transformée comme décomposition atomique et que cette
interprétation est particulièrement bien adaptée à la compréhension dans le cadre
du traitement temps-fréquence.

Remarque 2.2 Nous avons choisi ici une définition de la transformée de Gabor
continue pour les signaux de L2(R), ce qui permet d’assurer l’existence de la for-
mule d’inversion de la transformée présentée dans la suite. Cependant on voit dans
l’équation 2.11 que la transformée peut être définie sur une classe plus large de fonc-
tions ou de distributions. Nous ne détaillons pas ce point qui dépasse notre cadre de
travail et nous renvoyons le lecteur intéressé à [15] [16].

Interprétations

Plusieurs interprétations de la transformée de Gabor sont possibles :

Décomposition atomique : La première est l’interprétation comme décompo-
sition atomique sur les atomes gτν . On utilise dans la pratique une fenêtre
g dont l’énergie est bien localisée autour de l’instant 0 et dont la transformée
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de Fourier concentre elle aussi l’énergie autour de la fréquence nulle, ainsi la
fonction g est bien localisée autour de l’origine dans le plan temps-fréquence.
Compte-tenu de la définition des atomes, qui sont obtenus par translation
temporelle et fréquentielle de g, les caractéristiques de localisation temporelle
et fréquentielle sont identiques pour tous les atomes, à une simple translation
dans le plan temps-fréquence près. Ainsi la décomposition se fait sur une fa-
mille d’atomes ayant les mêmes caractéristiques de localisation dans tout le
plan temps-fréquence. La figure 2.3 présente une représentation symbolique
des caractéristiques de localisation temps-fréquence des atomes.

Analyse de Fourier à court terme : La deuxième interprétation est à l’origine
du nom de transformée de Fourier à court terme ou glissante également donné
à la transformée. En définissant le signal xτ (t) = x(t + τ) g(t), c’est à dire
en fenêtrant le signal x autour de l’instant τ avec la fenêtre g, la transformée
de Gabor s’écrit comme la transformée de Fourier du signal fenêtré, selon la
relation :

x̂τ (ν) =

∫
xτ (t)e

−i2πνt dt (2.12)

=

∫
x(t + τ) g(t)e−i2πνt dt (2.13)

=

∫
x(t′) g(t′ − τ)e−i2πν(t′−τ) dt′ (2.14)

= Gg
x(τ, ν). (2.15)

Pour un instant τ la transformée peut donc être interprétée comme un spectre
à court terme du signal, la transformée de Gabor permettant ainsi d’analyser
l’évolution spectrale du signal au cours du temps.

Remarque 2.3 C’est cette interprétation et la formulation associée qui sont
généralement utilisées pour l’implémentation pratique de la transformée. En
effet, elle permet de tirer profit des algorithmes rapides de calcul de la trans-
formée de Fourier discrète, identifiés en anglais sous le terme de fast Fourier
transform (FFT), pour obtenir des implémentations performantes de la trans-
formée.

Banc de filtres : Enfin, on peut interpréter la transformée comme la sortie d’un
banc de filtres continu. Pour chaque fréquence ν, en définissant rν(t) =
g(−t)ei2πνt, on peut écrire la transformée sous la forme du signal x filtré par
le filtre de réponse impulsionelle rν , selon la relation :

Gg
x(τ, ν) =

∫
x(t)rν(τ − t)dt. (2.16)
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La réponse en fréquence du filtre vaut :

r̂ν(ξ) = −ĝ(f − ν). (2.17)

La transformée peut donc être interprétée comme une analyse en banc de filtres
utilisant des filtres de largeur de bande identique pour toutes les fréquences et
dont les réponses en fréquence sont obtenues par translation fréquentielle d’un
même gabarit.
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Fig. 2.3 – Pavage temps-fréquence pour la transformée de Gabor

Propriétés

Propriété 2.1 (Linéarité) La transformée de Gabor continue est linéaire, c’est à
dire :

∀(λ, µ) ∈ C2, ∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, Gg

λx+µy = λ Gg
x + µ Gg

y. (2.18)

Propriété 2.2 (Covariance) La transformée de Gabor continue est covariante par
translation fréquentielle (modulation), c’est à dire :

en définissant, pour une translation fréquentielle d’une fréquence ν0 ∈ R d’un
signal x ∈ L2(R), le signal modulé xν0 tel que xν0(t) = x(t) ei2πν0t, on a

∀(τ, ν) ∈ R2, Gg
xν0

(τ, ν) = Gg
x(τ, ν − ν0). (2.19)
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La transformée de Gabor continue est covariante par translation temporelle, c’est
à dire :

en définissant, pour une translation temporelle d’une durée τ0 ∈ R d’un signal
x ∈ L2(R), le signal translaté xτ0 tel que xτ0(t) = x(t− τ0), on a

∀(τ, ν) ∈ R2, Gg
xτ0

(τ, ν) = Gg
x(τ − τ0, ν). (2.20)

Propriété 2.3 (Isométrie) La transformée de Gabor continue est une isométrie,
c’est à dire qu’elle conserve le produit scalaire par la relation :

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈Gg

x, G
g
y〉 = 〈x, y〉. (2.21)

En effet, pour x et y dans L2(R),on a :

〈Gg
x, G

g
y〉 =

∫∫
Gg

x(τ, ν) Gg
y(τ, ν) dτ dν (2.22)

=

∫∫∫∫
x(t) y(u) g(u− τ) g(t− τ) ei2πν(u−t) dt du dτ dν (2.23)

=

∫∫∫
x(t) y(u) g(u− τ) g(t− τ) δ(u− t) dt du dτ (2.24)

=

∫
x(t) y(t)

(∫
|g(t− τ)|2 dτ

)
dt. (2.25)

Comme g vérifie
∫
|g(t)|2dt = 1, la propriété d’isométrie est bien vérifiée.

Propriété 2.4 (Inversion) La transformée de Gabor continue est inversible selon
la relation suivante, dans laquelle l’égalité est prise au sens du produit scalaire4 dans
L2(R) :

∀x ∈ L2(R), x =

∫∫
Gg

x(τ, ν) gτν dτ dν, (2.26)

ce qui signifie :

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈x, y〉 =

〈∫∫
Gg

x(τ, ν) gτν d τ dν, y

〉
(2.27)

En effet, pour (x, y) ∈ (L2(R))
2
, en remplaçant Gg

y par sa définition, on a

〈Gg
x, G

g
y〉 =

∫∫∫
Gg

x(τ, ν) gτν(t) y(t) dt dτ dν (2.28)

=

〈∫∫
Gg

x(τ, ν)gτνdτdν, y

〉
(2.29)

Comme G est une isométrie, on a bien l’égalité cherchée.

4L’égalité au sens du produit scalaire implique l’égalité presque partout. Pour plus de détails
sur cette notion, voir par exemple [7].



2.1. LES OUTILS D’ANALYSE TEMPS-FRÉQUENCE 39

Propriété 2.5 (Conservation de l’énergie) La propriété d’isométrie implique
la conservation d’énergie par la transformée, selon la relation∫

|x(t)|2 dt =

∫∫
|Gg

x(τ, ν)|2 dτ dν. (2.30)

Remarque 2.4 Compte tenu de la relation de conservation de l’énergie, |Gg
x|2 peut

être interprétée comme une densité temps-fréquence d’énergie, puisqu’elle répartit
l’énergie du signal dans tout le plan temps-fréquence. Elle est nommée spectro-
gramme et fait partie de la classe de Cohen évoquée en section 2.1.2.

On peut noter que le problème lié aux termes d’interférences pour les distributions
bilinéaires de la classe de Cohen évoqué précédemment a un effet limité dans le cas
du spectrogramme. Comme la transformée de Gabor est linéaire, on a pour deux
signaux (x, y) ∈ (L2(R))

2

∣∣Gg
x1+x2

∣∣2 =
∣∣Gg

x1

∣∣2 +
∣∣Gg

x2

∣∣2 + 2<
(
Gg

x1
Gg

x2

)
. (2.31)

Pour le spectrogramme, les interférences sont donc négligeables lorsque les compo-
santes sont suffisamment éloignées dans le plan temps-fréquence. En revanche elle
deviennent importantes lorsque les composantes sont très proches, ce qui se traduit
dans la pratique par une limitation de la résolution temps-fréquence.

C’est en fait le spectrogramme qui est habituellement représenté lorsque l’on
construit des visualisations sonagraphiques à partir de la transformée de Gabor.
Il est de plus en général représenté en utilisant une échelle en décibel (dB) afin de
faire apparâıtre les énergies des composantes de manière mieux adaptée à la per-
ception auditive (la perception de niveau subjectif en fonction du niveau de pression
acoustique suit approximativement une loi logarithmique qu’une loi linéaire).

Pour les applications visées dans cette thèse, c’est ce mode de visualisation qui
a été retenu. La visualisation graphique présentée à l’utilisateur est construite à
partir du spectrogramme sur une échelle en dB, c’est à dire à partir de la fonction
10 log10 (|Gg

x|2). L’information de phase de la transformée n’est donc pas représentée.
Les transformations des sons sont cependant effectuées en utilisant directement les
coefficients complexes de la transformée de Gabor.

Exemples de transformées de Gabor

Pour étudier le comportement de la transformée, on donne quelques exemples de
transformées pour des signaux académiques.

Remarque 2.5 Certains signaux dans les exemples suivants ne font pas partie de
L2(R), cependant comme indiqué dans la remarque 2.2, il est possible de définir la
transformée de Gabor pour ces signaux. Nous avons choisi de les faire figurer car
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ils constituent des cas extrèmes permettant de bien illustrer le comportement de la
transformée.

Exemple 2.2 Pour une impulsion de Dirac x(t) = δ(t), on a la transformée :

Gg
x(τ, ν) = g(−τ) ei2πντ . (2.32)

Sur la transformée, l’énergie du signal est donc concentrée autour de l’instant nul
dans une bande verticale couvrant toutes les fréquences et dont la forme est donnée
par la fenêtre g. La figure 2.4 donne un exemple de représentation obtenue pour une
impulsion avec une fenêtre gaussienne.

On voit donc que la localisation de l’énergie sur la représentation dépend di-
rectement de la forme de la fenêtre. En particulier plus la fenêtre est courte, plus
l’énergie est bien localisée autour de l’instant nul pour l’impulsion.
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Fig. 2.4 – Exemple de transformée de Gabor pour une impulsion

Exemple 2.3 Pour un sinus, x(t) = sin(2πν0t + ϕ0), on a :

Gg
x(τ, ν) =

1

2i

(
ei(2πν0τ+ϕ0) ĝ(ν0 − ν)− e−i(2πν0τ+ϕ0) ĝ(−ν0 − ν)

)
. (2.33)

Pour une fréquence ν0 suffisamment élevée, le terme ĝ(−ν0−ν) est négligeable pour
les fréquence positives, et l’énergie du signal apparâıt dans cette région concentrée
autour de la fréquence ν0 dans une bande horizontale dont la forme est donnée par
ĝ. La figure 2.5 donne un exemple de représentation obtenue pour un sinus avec une
fenêtre gaussienne.

On voit donc que la localisation de l’énergie sur la représentation dépend direc-
tement de la transformée de Fourier de la fenêtre. En particulier plus la fenêtre est
longue et plus l’énergie est bien localisée autour de la fréquence ν0 pour le sinus. On
a donc un comportement dual de celui obtenu pour une impulsion.
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Fig. 2.5 – Exemple de transformée de Gabor pour un sinus

Exemple 2.4 Pour une fonction de la forme x(t) = A(t) cos
(
2π
∫ t

0
f(u) du + φ

)
,

en supposant que l’amplitude A(t) et la fréquence instantanée f(t) varient suffisam-
ment lentement avec t, on a l’approximation, pour ν positif (voir [3] pour plus de
détails) :

Gg
x(τ, ν) ≈ 1

2
A(τ) ei(2π

R τ
0 f(u) du+φ)ĝ(f(τ)− ν). (2.34)

Lorsque les variations sont suffisamment lentes, la transformée de Gabor se comporte
donc localement autour d’un instant τ comme pour un sinus de fréquence f(τ) et
d’amplitude A(τ), et l’énergie sur la représentation sera localisée autour d’une crête
(ridge en anglais) qui suit la fréquence instantanée. Un exemple de représentation
pour ce type de composantes est donné sur la figure 2.6. L’amplitude A(t) du signal
est une gaussienne et la fréquence instantanée f(t) varie sinusöıdalement autour
d’une fréquence de 10000Hz.

Les transformées obtenues pour l’impulsion et le sinus font apparâıtre que la
localisation des composantes sur la représentation dépend fortement de la fenêtre
obtenue, et en particulier de sa longueur (où un paramètre équivalent mesurant sa
localisation temporelle si elle n’est pas à support fini). On voit en particulier que
des fenêtres de courte durée permettent une meilleure localisation de composantes
très localisées dans le temps, le cas extrême de localisation temporelle correspondant
à l’impulsion. À l’inverse, une grande fenêtre permet une meilleure localisation des
composantes bien localisées dans l’espace de Fourier, le cas extrême correspondant
au sinus. Les fenêtres peuvent être en conséquence plus ou moins bien adaptées à la
représentation d’un signal en fonction des caractéristiques du signal et de la fenêtre.

Le choix de la fenêtre d’analyse dans la transformée de Fourier apparâıt ainsi
comme un problème particulièrement important dans le cadre du traitement temps-
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Fig. 2.6 – Exemple de transformée de Gabor pour une sinusöıde d’amplitude et de
fréquence variant lentement dans le temps

fréquence des signaux. Le choix de la fenêtre conditionne très fortement le type de
composantes bien identifiables sur la transformée et donc les traitements que peut
effectuer l’utilisateur sur cette transformée.

Exemple 2.5 L’exemple représenté sur la figure 2.7 montre l’importance d’un choix
bien adapté de la fenêtre sur un signal constitué d’une somme de deux chirps
linéaires. On voit qu’il existe une taille optimale permettant de bien résoudre les
deux composantes, alors qu’avec une taille de fenêtre trop petite ou trop grande, les
deux chirps ne sont pas résolus.

Modification de signaux à partir de leur transformée de Gabor

La transformée de Gabor est très couramment utilisée pour le traitement des
signaux, et en particulier dans le domaine audionumérique, et ceci depuis de nom-
breuses années, comme en témoignent les références [39] [35]. Elle est généralement
désigné dans ce contexte sous son nom de transformée de Fourier à court terme, et
également sous le nom de vocodeur de phase, qui indique en général que la trans-
formée est utilisée pour réaliser un type spécifique de traitement, l’élongation tem-
porelle du signal sans changement perceptif de fréquence (ou le traitement “dual”,
la transposition fréquentielle sans changement de durée).

Il ne s’agit pas du type de traitement que nous souhaitons étudier dans notre
contexte. Nous nous intéressons à un autre type de traitement, qui peut être in-
terprété comme un “filtrage variant dans le temps” et qui consiste à utiliser un type
particulier d’opérateur : les multiplicateurs de Gabor [17]. Il s’agit en fait simplement
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Fig. 2.7 – Influence de la taille de fenêtre sur les représentations obtenues avec
la transformée de Gabor : pour un signal composé d’une somme de deux chirps,
en haut, transformée obtenue avec une taille de fenêtre moyenne, en bas à gauche,
transformée obtenue avec une petite taille de fenêtre, en bas à droite, transformée
obtenue avec une grande taille de fenêtre
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de multiplier les coefficients de la transformée de Gabor par une fonction du temps
et de la fréquence, puis de reconstruire le signal à partir des coefficients modifiés
avec la formule d’inversion de la transformée.

Avec la formulation continue, pour modifier un signal x ∈ L2(R), on introduit
donc une fonction bornée M ∈ L∞(R2) et on reconstruit le signal :

xmod =

∫∫
M(τ, ν) Gg

x(τ, ν) gτν dτ dν. (2.35)

Il faut noter que les possibilités de traitement en utilisant les multiplicateurs de
Gabor sont contraintes par la redondance de la transformée de Gabor.

Remarque 2.6 En effet, l’espace des fonctions de L2(R2) qui sont des trans-
formées de Gabor d’un signal de L2(R) ne constitue qu’un sous-espace de L2(R2)
qui est “plus petit” (mais qui reste en dimension infinie) que L2(R2). Ainsi, la
fonction M(τ, ν) Gg

x(τ, ν) n’est généralement pas la transformée de Gabor d’un si-
gnal et la transformée de Gabor du signal reconstruit xmod ne vaut pas exactement
M(τ, ν) Gg

x(τ, ν) (mais elle s’en approche, pour des choix “raisonnables” de M).
Pour qu’une fonction H ∈ L2(R2) soit la transformée d’un signal de L2(R),

elle doit satisfaire la relation à noyau reproduisant traduisant la redondance de la
transformée, c’est à dire : il existe g ∈ L2(R) tel que

∀(τ, ν) ∈ R2, H(τ, ν) =

∫∫
ei2πν′(τ−τ ′)Gg

g(τ − τ ′, ν − ν ′) H(τ ′, ν ′) dτ ′ dν ′. (2.36)

On ne peut ainsi pas obtenir n’importe quelle modification de la transformée de
Gabor du signal, les transformées obtenues après reconstruction étant lissées par le
noyau reproduisant. L’exemple suivant permet de voir l’effet du noyau reproduisant
en pratique.

Exemple 2.6 Sur un bruit blanc, noté b, dont la transformée de Gabor Gg
b est

représentée en haut de la figure 2.8, on souhaite appliquer un multiplicateur M
qui annule les coefficients de la transformée dans un rectangle donné. On souhaite
ainsi obtenir la représentation du milieu de la figure 2.8 qui représente le module
au carré de la fonction M(τ, ν) Gg

b(τ, ν). En calculant la transformée de Gabor du
signal reconstruit à partir de M(τ, ν) Gg

b(τ, ν), on obtient la représentation du bas
de la figure 2.8. On voit que la transformée obtenue est une version lissée de la
transformée souhaitée. Les modifications qui pourront effectivement être réalisées à
l’aide de la transformée de Gabor seront limitées par les caractéristiques du noyau
reproduisant (qui dépend lui-même uniquement de la fenêtre d’analyse).

Les modifications des sons à partir des transformées présentées dans la suite se
font avec le même type d’approche (la multiplication des coefficients de la trans-
formée). On obtient également des limitations sur les modifications du même type,
car les transformées proposées sont redondantes.
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Fig. 2.8 – Effet du lissage par le noyau reproduisant : en haut, transformée de Gabor
du bruit blanc original, au milieu, transformée souhaitée, obtenue en annulant les
coefficients de la transformée dans une zone rectangulaire, en bas, transformée de
Gabor du signal reconstruit à partir de la transformée souhaitée
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Discrétisation

Pour une utilisation pratique, il est nécessaire d’utiliser une version discrétisée
de la transformée. Le cadre d’étude de la discrétisation de la transformée de Gabor
est la théorie des repères5 (frame en anglais).

La définition d’un repère est la suivante : une famille de fonctions (φn)n∈N d’un
espace de Hilbert E est un repère de E s’il existe des constantes A et B réelles
vérifiant 0 < A ≤ B telles que

∀x ∈ E , A‖x‖2 ≤
∑
n∈N

|〈x, φn〉|2 ≤ B‖x‖2. (2.37)

L’intérêt des repères est qu’ils permettent la reconstruction du signal à partir de
sa décomposition sur les éléments du repère. En effet si (2.37) est satisfaite, il existe
un repère (φ̃n)n∈N de E (qui n’est généralement pas unique), appelé repère dual, tel
que :

∀x ∈ E , x =
∑
n∈N

〈x, φn〉φ̃n. (2.38)

On a également la relation :

x =
∑
n∈N

〈x, φ̃n〉φn. (2.39)

Si A = B, on dit que le repère est strict (tight frame). Dans ce cas on peut utiliser
le même repère pour la décomposition et la reconstruction avec la relation :

x =
1

A

∑
n∈N

〈x, φn〉φn, (2.40)

et on retrouve pour A = 1 la forme de l’équation (2.8).
On montre, par exemple dans [8], que sous certaines conditions, la discrétisation

de la transformée de Gabor aboutit à la construction de repères qui peuvent être uti-
lisés pour le traitement de signaux discrets. L’étude du lien entre la version continue
et la version discrète de la transformée est décrit dans [28].

Une présentation détaillée de la théorie des repères de Gabor est donnée dans
[23] [18] [19].

Une description des repères de Gabor dans le cadre discret pour les applications
au traitement du signal audionumérique est présentée dans [13]. J’ai également décrit
la version discrète de la transformée de Gabor pour les signaux discrets de dimension
finie dans [25].

5On désigne également les repères sous le nom de structures obliques.
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Dans le cas discret en dimension finie, on peut calculer explicitement le repère
dual qui est obtenu par translation en temps et en fréquence d’une fenêtre
duale unique. On assure ainsi la reconstruction exacte du signal à partir de sa
décomposition. On peut également construire des repères stricts et donc utiliser
des décompositions de Gabor discrètes de la forme présentés dans l’équation (2.8),
bien appropriées aux applications de modification des signaux.

2.1.4 Transformée en ondelettes

Nous ne donnons ici que la définition de la transformée en ondelettes, car nous ne
l’utiliserons pas directement pour le traitement des sons. Elle sera cependant utilisée
pour la construction d’autres transformées dans la partie 2.2.7. Pour plus de détail
sur la transformée en ondelettes, on peut consulter par exemples les références [7]
[31].

Pour simplifier la présentation de la transformée en ondelettes, nous nous plaçons
dans cette section dans le cadre de l’étude des signaux analytiques, c’est à dire des
signaux de l’espace de Hardy H2(R) défini par :

H2(R) = {f ∈ L2(R) : f̂(ξ) = 0, ξ ≤ 0}. (2.41)

Cette limitation n’est pas gênante car les signaux qui nous intéressent sont à valeur
réelle, et il possible de faire facilement le lien entre les signaux à valeur réelle de
L2(R) et H2(R) en utilisant la transformée de Hilbert H. Elle permet d’associer
à un signal x ∈ L2(R) à valeur réelle un signal analytique Zx ∈ H2(R) vérifiant
Zx(t) = [I + iH]f(t), avec I l’opérateur identité. Le signal x peut être facilement
obtenu à partir de Zx selon la relation x(t) = <(ZX(t)).

Définition

Les atomes de la transformée en ondelettes sont obtenus par translation tempo-
relle et dilatation d’une unique fonction que l’on désigne sous le nom d’ondelette
mère ou d’ondelette d’analyse, notée ici h. La construction des atomes se fait en
conséquence de la façon suivante :

soit h une fonction de H2(R) vérifiant la condition d’admissibilité∫ +∞

0

|ĥ(ν)|2 dν

ν
= 1, (2.42)

la famille d’atomes (hτa)τ,a∈R×R∗
+

est définie par

hτa =
1

a
h

(
t− τ

a

)
. (2.43)
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La transformée en ondelettes continue T h
x d’un signal x de H2(R) est obtenue

par produit scalaire du signal sur les atomes de la décomposition, selon la relation :

T h
x (τ, a) = 〈x, hτa〉 =

1

a

∫ +∞

−∞
x(t) h

(
t− τ

a

)
dt (2.44)

Interprétations

Comme pour la transformée de Gabor, plusieurs interprétations de la transformée
en ondelettes sont possibles :

Décomposition atomique : La première est l’interprétation comme
décomposition atomique sur les atomes hτa. On utilise dans la pratique
une ondelette h dont l’énergie est bien localisée autour de l’instant 0 et dont
la transformée de Fourier concentre l’énergie autour d’une fréquence centrale
ν0 avec une largeur de bande ∆ν . Compte tenu de la définition des atomes
hτa, temporellement, l’énergie de l’atome est localisée autour de l’instant τ ,
en se concentrant dans une région qui fait a fois la taille de celle obtenue
pour h. Ainsi, plus la valeur d’échelle a est grande, plus l’énergie de l’atome
est étalée dans le temps. En revanche, on a un effet inverse en fréquence. En
effet, la transformée de Fourier de l’atome hτa vaut :

ĥτa(ξ) = e−i2πξτ ĥ(aξ). (2.45)

Pour une échelle a, la fréquence centrale vaut donc ν0

a
et la largeur de

bande ∆ν

a
. Ainsi, plus la fréquence centrale de l’atome est faible, c’est à dire

plus la valeur d’échelle a est grande, plus la concentration de l’énergie en
fréquence est grande. La décomposition se fait donc sur une famille d’atomes
dont les caractéristiques de localisation dépendent de la fréquence : tous les
atomes occupent la même “aire” temps-fréquence, mais lorsque la fréquence
augmente, leur localisation temporelle s’améliore alors que leur localisation
fréquentielle diminue. La figure 2.9 présente une représentation symbolique
des caractéristiques de localisation temps-fréquence des atomes.

Banc de filtres : On peut également interpréter la transformée comme la sortie
d’un banc de filtres continu. Pour chaque échelle a, en définissant ra(t) =
1
a
h(− t

a
), on peut écrire la transformée sous la forme du signal x filtré par le

filtre de réponse impulsionelle ra, selon la relation :

Gg
x(τ, ν) =

∫
x(t)ra(τ − t)dt. (2.46)

La réponse en fréquence du filtre vaut :

r̂ν(ξ) = −ĥ(aν). (2.47)
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Donc pour une échelle a, la fréquence centrale du filtre vaut ν0

a
et la largeur de

bande ∆ν

a
. La transformée peut donc être interprétée comme une analyse en

banc de filtres utilisant des filtres à facteur de qualité (rapport de la largeur
de bande sur la fréquence centrale) constant.
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Fig. 2.9 – Pavage temps-fréquence pour la transformée en ondelettes

2.2 Représentations adaptées

Les deux exemples de représentations atomiques que nous avons décrits en 2.1.3
et 2.1.4 sont basés sur une construction simple et relativement rigide : une série de
transformations géométriques simples est appliquée à un atome père. Cette construc-
tion a pour effet de fixer des propriétés de localisation temps-fréquence communes
à tous les atomes de la famille.

Or les signaux réels possèdent souvent une forme d’“instationnarité” (temporelle
ou fréquentielle) qui rend cette rigidité pénalisante.

Nous allons voir dans ce qui suit qu’il est possible d’échapper (dans un certaine
mesure) à cette rigidité, et d’introduire des familles d’atomes temps-fréquence de
résolution variable, tout en préservant la propriété essentielle : l’existence d’une
formule d’inversion pour la transformation.
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2.2.1 Transformées covariantes par translation fréquentielle

Pour le traitement des signaux présentant une “instationnarité” temporelle, il est
souhaitable, pour obtenir une bonne représentation, de pouvoir adapter la résolution
temporelle des atomes au cours du temps. La transformée de Gabor instationnaire
présentée ici permet cette adaptation en assurant l’inversibilité de la transformée.

Définition

Pour permettre aux atomes de varier au cours du temps, on n’utilise plus une
unique fenêtre mère comme dans la transformée de Gabor, mais on introduit une
famille de fenêtres de L2(R) (gτ )τ∈R qui dépendent du paramètre temporel τ en
vérifiant la condition d’admissibilité :

∀ t ∈ R,

∫
|gτ (t)|2 dτ = 1. (2.48)

Les atomes gτν sont alors obtenus par translation fréquentielle des fenêtres gτ ,
selon la relation :

gτν(t) = gτ (t) ei2πν(t−τ). (2.49)

La transformée de Gabor instationnaire Hg
x d’un signal x de L2(R) est obtenue

par produit scalaire du signal sur les atomes de la décomposition, selon la relation :

Hg
x(τ, ν) = 〈x, gτν〉 =

∫
x(t) gτ (t) e−i2πν(t−τ) dt = ei2πντ

∫
x̂(ξ) ĝτ (ξ − ν) dξ. (2.50)

Remarque 2.7 Il existe bien des familles de fenêtres vérifiant la condition 2.48.
En effet, on peut par exemple remarquer que la transformée de Gabor classique est
un cas particulier de la transformée de Gabor instationnaire, puisqu’en définissant
pour la fenêtre g ∈ L2(R) vérifiant

∫
|g(t)|2dt = 1 les fonctions gτ par :

∀t ∈ R, gτ (t) = g(t− τ), (2.51)

on a bien

∀ t ∈ R,

∫
|gτ (t)|2 dτ =

∫
|g(t− τ)|2 dτ = 1. (2.52)

Une méthode de construction de familles de fonctions vérifiant la condition est
proposée en partie 2.2.5.
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Interprétations

Décomposition atomique : Pour que la variable temporelle τ conserve une in-
terprétation comparable au paramètre de translation temporelle de la trans-
formée de Gabor classique, on choisit pour chaque valeur de τ une fonction gτ

dont l’énergie est bien localisée dans le temps autour de l’instant τ .

On choisit également d’utiliser des fonctions gτ passe-bas, afin de localiser
l’énergie des fenêtres en fréquence autour de l’origine.

Typiquement, gτ sera une fenêtre d’analyse spectrale translatée temporelle-
ment d’une valeur τ , comme dans le cas de la transformée de Gabor, avec
cependant maintenant la possibilité d’avoir pour les différentes valeurs de τ
des tailles et des formes de fenêtres différentes.

Les caractéristiques de localisation temps-fréquence des atomes varient donc
avec le temps, mais ne varient pas, pour un instant τ donné, avec la fréquence.
La figure 2.10 présente une représentation symbolique des caractéristiques de
localisation temps-fréquence des atomes.

Analyse de Fourier à court terme : En définissant le signal xτ (t) = x(t +
τ) gτ (t + τ), c’est à dire en fenêtrant le signal x avec la fenêtre gτ , la trans-
formée de Gabor s’écrit comme la transformée de Fourier du signal fenêtré,
selon la relation :

x̂τ (ν) =

∫
xτ (t)e

−i2πνt dt (2.53)

=

∫
x(t + τ) gτ (t + τ)e−i2πνt dt (2.54)

=

∫
x(t′) gτ (t

′)e−i2πν(t′−τ) dt′ (2.55)

= Hg
x(τ, ν). (2.56)

Comme dans la transformée de Gabor classique, pour un instant τ la trans-
formée peut donc être interprétée comme un spectre à court terme du signal,
la transformée de Gabor instationnaire permettant ainsi d’analyser l’évolution
spectrale du signal au cours du temps, avec cependant une analyse dont les
caractéristiques varient dans temps, d’où la dénomination instationnaire de la
transformée.

Propriétés

Propriété 2.6 (Linéarité) La transformée de Gabor instationnaire est linéaire,
c’est à dire :

∀(λ, µ) ∈ C2, ∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, Hg

λx+µy = λ Hg
x + µ Hg

y . (2.57)
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Fig. 2.10 – Exemple de pavage temps-fréquence pour la transformée de Gabor ins-
tationnaire

Propriété 2.7 (Covariance) La transformée de Gabor instationnaire est cova-
riante par translation fréquentielle (modulation), c’est à dire :

en définissant, pour une translation fréquentielle d’une fréquence ν0 ∈ R d’un
signal x ∈ L2(R), le signal modulé xν0 tel que xν0(t) = x(t) ei2πν0t, on a

∀(τ, ν) ∈ R2, Hg
xν0

(τ, ν) = Hg
x(τ, ν − ν0). (2.58)

Propriété 2.8 (Isométrie) La transformée de Gabor instationnaire est une
isométrie, c’est à dire qu’elle conserve le produit scalaire, par la relation :

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈Hg

x, Hg
y 〉 = 〈x, y〉. (2.59)

En effet, pour x et y dans L2(R),on a :

〈Hg
x, Hg

y 〉 =

∫∫
Hg

x(τ, ν) Hg
y (τ, ν)dτ dν (2.60)

=

∫∫∫∫
x(t) y(u) gτ (u) gτ (t) ei2πν(u−t) dt du dτ dν (2.61)

=

∫∫∫
x(t) y(u) gτ (u) gτ (t) δ(u− t) dt du dτ (2.62)

=

∫
x(t) y(t)

(∫
|gτ (t)|2 dτ

)
dt. (2.63)
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Comme la famille (gτ )τ∈R vérifie la condition d’admissibilité 2.48, la propriété
d’isométrie est bien vérifiée.

Propriété 2.9 (Inversion) La transformée de Gabor instationnaire est inversible
selon la relation suivante, dans laquelle l’égalité est prise au sens du produit scalaire
dans L2(R) :

∀x ∈ L2(R), x =

∫∫
Hg

x(τ, ν) gτν dτ dν. (2.64)

En effet, pour (x, y) ∈ (L2(R))
2
, en remplaçant Hg

y par sa définition, on a

〈Hg
x, Hg

y 〉 =

∫∫∫
Hg

x(τ, ν) gτν(t) y(t) dt dτ dν (2.65)

=

〈∫∫
Hg

x(τ, ν)gτνdτdν, y

〉
(2.66)

Comme H est une isométrie, on a

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈x, y〉 =

〈∫∫
Hg

x(τ, ν) gτν d τ dν, y

〉
(2.67)

Propriété 2.10 (Conservation de l’énergie) La propriété d’isométrie implique
la conservation d’énergie par la transformée, selon la relation∫

|x(t)|2 dt =

∫∫
|Hg

x(τ, ν)|2 dτ dν. (2.68)

Discrétisation

J’ai décrit une version discrète en dimension finie de la transformée dans [25].
Cette version est utilisable pour une implémentation effective.

Il est également possible de construire une version semi-discrète de la transformée
en conservant des fonctions de variables continues, comme présenté ci-dessous.

2.2.2 Version semi-discrète

L’élément clé dans la démonstration des propriétés de la transformée est la cova-
riance par rapport à la translation suivant la variable continue ν. L’autre variable,
la variable temporelle τ , peut être discrétisée en conservant les bonnes propriétés de
la transformée.

On introduit alors une famille dénombrable de fenêtres (hm)m∈Z à laquelle on
impose cette fois de vérifier la condition d’admissibilité :

∀ t ∈ R,
∑
m∈Z

|hm(t)|2 = 1. (2.69)
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On note τm le centre de gravité de hm, et on définit la famille semi-continue d’atomes
(hmν)(m,ν)∈Z×R par translation fréquentielle des fenêtres hm, selon la relation :

∀t ∈ R, hmν(t) = hm(t) ei2πν(t−τm). (2.70)

On introduit l’espace E vérifiant :

E = {X : Z× R→ C :
∑
m∈Z

∫
|X(m, ν)|2dν < +∞}. (2.71)

L’espace E a une structure d’espace de Hilbert, grâce au produit scalaire suivant :

∀(X, Y ) ∈ E , 〈X, Y 〉 =
∑
m∈Z

∫
X(m, ν)Y (m, ν)dν. (2.72)

On définit alors la transformée du signal x de L2(R) comme la fonction Ih
x

vérifiant :

Ih
x (m, ν) =

∫
x(t) hm(t) e−i2πν(t−τm) dt, (2.73)

Si (2.69) est vérifiée, alors Ih
x ∈ E , et les propriétés de la transformée sont

conservées, les démonstrations s’effectuant de manière similaire en remplaçant
l’intégrale par rapport à la variable τ par une somme sur l’indice m.

En particulier, la formule d’inversion s’écrit :

∀x ∈ L2(R), x =
∑
m∈Z

∫
Ih
x (m, ν) hmν dν. (2.74)

On verra en 2.2.5 comment des familles vérifiant les conditions (2.48) et (2.69)
peuvent être construites, mais on va d’abord comparer le cas des transformées co-
variantes par translation temporelle.

2.2.3 Transformées covariantes par translation temporelle

Définition

Pour permettre aux caractéristiques des atomes de varier avec la fréquence,
on introduit une famille de fonctions L2(R) (gν)ν∈R qui dépendent du paramètre
fréquentiel ν et dont les transformées de Fourier vérifient la condition d’admissibi-
lité :

∀ ξ ∈ R,

∫
|ĝν(ξ)|2 dν = 1. (2.75)

Les atomes gτν sont alors obtenus par translation temporelle des fenêtres gν ,
selon la relation :

gτν(t) = gν(t− τ). (2.76)
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On définit la transformée Kg
x d’un signal x de L2(R) par produit scalaire du

signal sur les atomes de la décomposition, selon la relation :

Kg
x(τ, ν) = 〈x, gτν〉 =

∫
x(t) gν(t− τ) dt =

∫
x̂(ξ) ĝν(ξ) ei2πξτ dξ. (2.77)

Interprétations

Décomposition atomique : Pour que la variable temporelle ν conserve une in-
terprétation comparable au paramètre de translation fréquentielle de la trans-
formée de Gabor classique, on choisit pour chaque valeur de ν une fonction gν

telle que sa transformée de Fourier concentre l’énergie autour de la fréquence
ν.

On choisit également d’utiliser des fonctions gν bien localisée dans le temps
autour de l’instant nul.

Les caractéristiques de localisation temps-fréquence des atomes varient donc
avec la fréquence, mais ne varient pas, pour une fréquence τ donné, avec
le temps. La figure 2.11 présente une représentation symbolique des ca-
ractéristiques de localisation temps-fréquence des atomes.

Banc de filtres : On peut interpréter la transformée comme la sortie d’un banc de
filtres continu. Pour chaque fréquence ν, en définissant rν(t) = gν(−t), on peut
écrire la transformée sous la forme du signal x filtré par le filtre de réponse
impulsionelle rν , selon la relation :

Gg
x(τ, ν) =

∫
x(t)rν(τ − t)dt. (2.78)

La transformée peut donc être interprétée comme une analyse en banc de filtres
utilisant des filtres de largeur de bande variable avec les fréquences.

Propriétés

Propriété 2.11 (Linéarité) La transformée est linéaire, c’est à dire :

∀(λ, µ) ∈ C2, ∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, Kg

λx+µy = λ Kg
x + µ Kg

y . (2.79)

Propriété 2.12 (Covariance) La transformée est covariante par translation tem-
porelle, c’est à dire :

en définissant, pour une translation temporelle d’une durée τ0 ∈ R d’un signal
x ∈ L2(R), le signal translaté xτ0 tel que xτ0(t) = x(t− τ0), on a

∀(τ, ν) ∈ R2, Kg
xτ0

(τ, ν) = Kg
x(τ − τ0, ν). (2.80)
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Fig. 2.11 – Exemple de pavage temps-fréquence pour la transformée Kg
x

Propriété 2.13 (Isométrie) La transformée est une isométrie, c’est à dire qu’elle
conserve le produit scalaire, par la relation :

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈Kg

x, Kg
y 〉 = 〈x, y〉. (2.81)

En effet, pour x et y dans L2(R), en utilisant la formulation de la définition à partir
des transformées de Fourier des fonctions, on a :

〈Kg
x, Kg

y 〉 =

∫∫∫∫
x̂(ξ) ŷ(ζ) ĝν(ζ) ĝν(ξ) ei2πτ(ξ−ζ) dξ dζ dτ dν, (2.82)

et on voit apparâıtre une formulation “duale” de l’expression obtenue pour la trans-
formée de Gabor instationnaire, dans laquelle les fonctions sont remplacées par leurs
transformées de Fourier et où les variables temporelles et fréquentielles sont inter-
changées.

On obtient alors :

〈Kg
x, Kg

y 〉 =

∫
x̂(ξ) ŷ(ξ)

(∫
|ĝν(ξ)|2dν

)
dξ. (2.83)

Comme la famille (gν)ν∈R vérifie :

∀ ξ ∈ R,

∫
|ĝν(ξ)|2 dν = 1, (2.84)
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et comme la transformée de Fourier est isométrique, la propriété d’isométrie est bien
vérifiée.

Propriété 2.14 (Inversion) La transformée est inversible selon la relation sui-
vante, dans laquelle l’égalité est prise au sens du produit scalaire dans L2(R) :

∀x ∈ L2(R), x =

∫∫
Kg

x(τ, ν) gτν dτ dν. (2.85)

En effet, pour (x, y) ∈ (L2(R))
2
, en remplaçant Gg

y par sa définition, on a

〈Kg
x, Kg

y 〉 =

∫∫∫
Kg

x(τ, ν) gτν(t) y(t) dt dτ dν (2.86)

=

〈∫∫
Kg

x(τ, ν)gτνdτdν, y

〉
(2.87)

Comme K est une isométrie, on a

∀(x, y) ∈
(
L2(R)

)2
, 〈x, y〉 =

〈∫∫
Kg

x(τ, ν) gτν d τ dν, y

〉
(2.88)

Propriété 2.15 (Conservation de l’énergie) La propriété d’isométrie implique
la conservation d’énergie par la transformée, selon la relation∫

|x(t)|2 dt =

∫∫
|Kg

x(τ, ν)|2 dτ dν. (2.89)

Discrétisation

J’ai décrit une version discrète en dimension finie de la transformée dans [25].
Cette version est utilisable pour une implémentation effective.

Il est également possible de construire une version semi-discrète de la transformée
en conservant des fonctions de variables continues, comme présenté ci-dessous.

2.2.4 Version semi-discrète

L’élément clé dans la démonstration des propriétés de la transformée est la cova-
riance par rapport à la translation suivant la variable continue τ . L’autre variable,
la variable fréquentielle ν, peut être discrétisée en conservant les bonnes propriétés
de la transformée.

On introduit alors une famille dénombrable de fenêtres (hn)n∈Z à laquelle on
impose cette fois de vérifier la condition d’admissibilité :

∀ ξ ∈ R,
∑
n∈Z

|ĥn(ξ)|2 = 1, (2.90)



58 CHAPITRE 2. REPRÉSENTATIONS TEMPS-FRÉQUENCE

et on obtient la famille semi-continue d’atomes (hτn)(τ,n)∈R×Z par translation tem-
porelle des fonctions hn, selon la relation :

∀t ∈ R, hτn(t) = hn(t− τ). (2.91)

On introduit l’espace F vérifiant :

F = {X : R× Z→ C :
∑
n∈Z

∫
|X(τ, n)|2dτ < +∞}. (2.92)

L’espace F a un structure d’espace de Hilbert, grâce au produit scalaire suivant :

∀(X, Y ) ∈ F , 〈X, Y 〉 =
∑
n∈Z

∫
X(τ, n)Y (τ, n)dτ. (2.93)

On définit alors la transformée du signal x de L2(R) comme la fonction Lh
x

vérifiant :

Lh
x(τ, n) =

∫
x(t) hn(t− τ) dt, (2.94)

Si (2.90) est vérifiée, alors Lh
x ∈ F , et les propriétés de la transformée sont conservées,

les démonstrations s’effectuant de manière similaire en remplaçant l’intégrale par
rapport à la variable ν par une somme sur l’indice n.

En particulier, la formule d’inversion s’écrit :

∀x ∈ L2(R), x =
∑
n∈Z

∫
Lh

x(τ, n) hτn dτ. (2.95)

On voit donc que les deux cas étudiés (conservation de la covariance par trans-
lation fréquentielle ou par translation temporelle) sont similaires, la translation
fréquentielle étant remplacée par la translation temporelle dans le second cas et les
conditions similaires s’appliquant sur la transformée de Fourier des atomes plutôt
que sur les atomes eux-mêmes.

En conséquence, un seul problème reste maintenant à résoudre pour traiter les
deux cas : comment construire des familles de fonctions vérifiant les conditions
obtenues précédemment ?

2.2.5 Remarque sur la construction des atomes

Les deux types de transformations présentant des caractéristiques communes,
nous prenons un peu de recul en présentant une méthode6 de construction des atomes

6Il s’agit d’une des approches possibles pour la construction des atomes. D’autres approches
sont facilement envisageables.
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applicables aux deux types de transformées. Dans le cas des transformées covariantes
par translation fréquentielle, la méthode s’applique directement sur les atomes, la
variable λ étant alors une variable temporelle. Dans le cas des transformées cova-
riantes par translation temporelle, la méthode s’applique sur les transformées de
Fourier des atomes et la variable λ est alors une variable fréquentielle.

Dans le cas d’une famille indénombrable, le problème étudié est la construction
d’une famille de fonctions (gλ)λ∈R vérifiant la condition

∀u ∈ R,

∫
|gλ(u)|2dλ = 1. (2.96)

Les atomes peuvent être facilement construits à partir de la famille (γλ)λ∈R
vérifiant la condition moins restrictive suivante : il suffit de supposer qu’il existe
des constantes positives A et B vérifiant 0 < A ≤ B <∞ telles que :

∀u ∈ R, A ≤
∫
|γλ(u)|2dλ ≤ B. (2.97)

En effet, il suffit alors de considérer la famille (gλ)λ∈R telle que

∀λ ∈ R,∀u ∈ R, gλ(u) =
γλ(u)√∫
|γλ(u)|2 dλ

, (2.98)

qui vérifie la condition 2.96.
Dans le cas d’une famille dénombrable, le problème étudié est très similaire, il

s’agit de la construction d’une famille de fonctions (hk)k∈Z vérifiant la condition

∀u ∈ R,
∑
k∈Z

|hk(u)|2 = 1. (2.99)

On effectue le même type de construction en partant alors d’une famille (ηk)k∈Z
vérifiant : il existe des constantes positives A et B vérifiant 0 < A ≤ B < ∞ telles
que

∀u ∈ R, A ≤
∑
k∈Z

|ηk(u)|2 ≤ B. (2.100)

C’est alors la famille (hk)k∈Z telle que

∀k ∈ Z,∀u ∈ R, hk(u) =
ηk(u)√∑
k∈Z |ηk(u)|2

(2.101)

qui vérifie la condition 2.99.
Pour une utilisation pratique, la condition 2.100 peut par exemple être remplie

en utilisant des fonctions ηk à supports supp(ηk) finis et strictement positives sur
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leurs supports, telles que l’ensemble des fonctions couvre tout l’axe réel, c’est à dire⋃
supp(ηk) = R et que en chaque point, il y ait un nombre borné de fenêtres qui se

chevauchent, c’est à dire qu’il existe N ∈ N∗ tel que

∀u ∈ R, card {k; u ∈ supp(ηk)} < N. (2.102)

Nous verrons dans la partie 2.2.7 qu’une méthode alternative peut être mise en
place pour construire des familles dénombrables vérifiant la condition (2.99) à partir
de familles indénombrables vérifiant (2.96).

Avant cela, l’application de cette construction dans le cas des transformées co-
variantes par translation fréquentielle va être illustré à travers une étude plus ap-
profondie de la transformée de Gabor instationnaire.

2.2.6 Transformée de Gabor instationnaire

La construction précédente peut être utilisée pour définir une transformée de
Gabor instationnaire, c’est à dire une transformée de Gabor dans laquelle la fenêtre
d’analyse évolue dans le temps. Comme on l’a vu en 2.1.3 avec la transformée de
Gabor, l’influence de la fenêtre utilisée sur la représentation obtenue est importante
et pour un signal dont les caractéristiques fréquentielles évoluent fortement dans le
temps, on peut souhaiter modifier la fenêtre, et en particulier sa taille, au cours du
temps afin de l’adapter à chaque instant aux caractéristiques du signal.

Pour cela on utilise la méthode de construction des atomes à partir d’une famille
de fenêtres vérifiant (2.100) et qui évoluent en fonction du temps de manière adaptée
au signal, selon des caractéristiques définies par l’utilisateur.

Le problème avec cette construction vient du fait que les fenêtres effectivement
utilisées pour l’analyse ne sont pas celles qui sont choisies par l’utilisateur, puis-
qu’elles sont déformées afin que la famille de fonctions vérifie la condition (2.69).
Cependant, sous certaines conditions, la déformation des fenêtres peut rester suffi-
samment limitée pour que l’interprétation de la représentation reste naturelle. Pour
cela, il faut que la forme de la fenêtre choisie par l’utilisateur varie lentement au cours
du temps par rapport à la taille de la fenêtre . On peut alors localement considérer
que la fenêtre ne varie pas, et la transformée de Gabor instationnaire se comporte
localement comme un repère de Gabor classique, dans lequel la déformation de la
fenêtre dépend de la finesse d’échantillonnage temporel.

En revanche, lorsque la fenêtre varie rapidement, elle est fortement déformée
autour de la zone de variation, comme le montre la figure 2.12. Sur cette figure,
on représente la forme des fenêtres autour d’une zone de changement de taille en
représentant seulement une fenêtre toutes les douze fenêtres afin de faciliter la li-
sibilité de la figure. De plus toutes les fenêtres sont normalisées en amplitude afin
qu’elles atteignent toutes un maximum de 1, ce qui facilite la comparaison des formes
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des différentes fenêtres et permet de bien apprécier la déformation. En bas de la fi-
gure est représentée la taille de fenêtre utilisée en fonction de l’indice temporel. On
voit à gauche que lorsque le changement de taille est brusque, les fenêtres chevau-
chant la zone de changement de taille sont fortement déformées, alors qu’à droite,
en réalisant un changement de taille progressif sur un nombre d’échantillon qui reste
cependant limité, on obtient une déformation limitée des fenêtres dans la zone de
changement de taille.

Exemple 2.7 La figure 2.13 illustre l’intérêt de la transformée de Gabor insta-
tionnaire pour la représentation de signaux réels variant fortement au cours du
temps. Le signal analysé est un son de glockenspiel dont les caractéristiques sont
très différentes selon la portion de signal considérée : dans les zones correspon-
dant aux attaques des notes, on a un signal transitoire fortement instationnaire sur
une très courte durée qui est bien représenté en utilisant une petite fenêtre tempo-
relle ; dans les zones correspondant à la résonance des lames, on a un signal quasi-
stationnaire composé de partiels sinusöıdaux sur une plus longue durée, qui est bien
représenté en utilisant une grande fenêtre permettant de bien localiser et séparer les
différents partiels. On peut effectivement voir sur la représentation du bas de la fi-
gure 2.13 obtenue par transformée de Gabor classique avec une petite taille de fenêtre
que les attaques des notes sont bien localisées sur la représentation. Cependant la
faible résolution fréquentielle de la fenêtre implique un étalement des partiels dans
la partie de résonance où on peut constater que les partiels ne sont pas résolus. En
revanche sur la représentation du centre, obtenue par transformée de Gabor clas-
sique avec une grande fenêtre, les partiels sont bien résolus, mais les attaques sont
maintenant “étalées”. La représentation du haut est obtenue par transformée de Ga-
bor instationnaire, en choisissant une petite taille de fenêtre (celle utilisée pour la
représentation du bas) dans les zones d’attaques et une grande fenêtre (celle utilisée
pour la représentation du centre) dans les zones de résonance, et en faisant varier la
taille de fenêtre suffisamment lentement pour éviter de trop fortes déformations des
fenêtres, comme évoqué plus haut. On obtient alors une meilleure représentation du
signal global, puisqu’on a dans les zones d’attaques une représentation très proche de
celle obtenue avec petite fenêtre et dans les zones de résonance une représentation
très proches de celle obtenue avec la grande fenêtre.

Pour finir, signalons deux remarques sur la transformée de Gabor instationnaire :

Remarque 2.8 La transformée de Gabor instationnaire permet d’améliorer la
représentation pour des signaux contenant à chaque instant des composantes aux
caractéristiques temps-fréquence proches. Par contre, lorsque le signal contient au
même instant des composantes aux caractéristiques temps-fréquence très différentes
à des fréquences différentes, des difficultés se posent toujours. Pour résoudre
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Fig. 2.12 – Influence de l’évolution de la taille des fenêtres au cours du temps sur la
forme des fenêtres utilisées pour la transformée de Gabor instationnaire : à gauche,
forte déformation dans le cas d’un passage brusque d’une taille de 64 à 1024 points,
à droite, faible déformation dans le cas d’une passage d’une taille de 64 à 1024 points
en 250 échantillons de signal



2.2. REPRÉSENTATIONS ADAPTÉES 63

Temps (s)

Fr
éq

ue
nc

e 
(H

z)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2
x 10

4

Temps (s)

Fr
éq

ue
nc

e 
(H

z)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2
x 10

4

Temps (s)

Fr
éq

ue
nc

e 
(H

z)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.5

1

1.5

2
x 10

4

Fig. 2.13 – Comparaison des représentations obtenues avec la transformée de Gabor
instationnaire et la transformée de Gabor classique : sur un son de glockenspiel, en
haut transformée de Gabor instationnaire, au centre transformée de Gabor classique
avec une grande fenêtre, en bas transformée de Gabor classique avec une petite
fenêtre
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ce problème, il faut aller plus loin en permettant d’utiliser des fenêtres d’ana-
lyse différentes dans différentes régions du plan temps-fréquence. Une méthode
numérique pour mettre en place une analyse de ce type est présenté dans la par-
tie 2.4.

Remarque 2.9 L’utilisation de la transformée de Gabor instationnaire implique
l’indication de l’évolution de la taille de fenêtre au cours de temps, ce qui augmente
fortement le nombre de paramètres que l’utilisateur doit régler. Pour faciliter ce
réglage, la partie 2.3 propose une approche pour l’adaptation automatique de la taille
de fenêtre.

2.2.7 Paquets d’atomes temps-fréquence

Comme on l’a vu en 2.1.3 et 2.1.4, la transformée de Gabor et la transformée en
ondelettes peuvent être interprétées comme des analyses par des bancs de filtres.
La relation entre la fréquence centrale et la largeur de bande de ces filtres est
complètement déterminée par le type de représentation et l’atome générateur de la
transformée : pour la transformée de Gabor, la largeur de bande est constante pour
toutes les fréquences et fixée par les caractéristiques de la fenêtre d’analyse, pour la
transformée en ondelettes, la largeur de bande est proportionnelle à la fréquence cen-
trale, et le coefficient de proportionnalité dépend des caractéristiques de l’ondelette
mère.

Pour pouvoir aller plus loin dans l’analyse des signaux, on peut souhaiter
construire des bancs de filtres plus flexibles dans lesquelles la largeur de bande peut
varier en fonction de la fréquence centrale de manière plus souple, par exemple en
suivant une “loi” fréquentielle fixée à l’avance. Il est ainsi possible d’adapter l’ana-
lyse au signal, où encore de construire une analyse utilisant une échelle fréquentielle
perceptive comme dans [6].

Des transformées de ce type peuvent être mises en place à partir de transformée
de Gabor ou de la transformée en ondelettes, en utilisant une construction spécifique
des atomes que nous allons maintenant décrire. Dans le cas où la construction est
réalisé à partir de la transformée en ondelettes, on retrouve les paquets d’ondelettes
continus proposés dans [14] [36] et repris pour des applications au traitement audio
dans [24] [26].

Méthode de construction des paquets

Pour construire les paquets d’atomes temps-fréquence, on utilise une méthode
de construction des atomes dans le cas dénombrable alternative à celle décrite dans
2.2.5.
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Pour cela, on part d’une famille (gλ)λ∈R indénombrable vérifiant la condition
(2.96) et on définit une suite de réels (λk)k∈Z vérifiant λk < λk+1 et telle que
limk→+∞ λk = +∞ et limk→−∞ λk = −∞, la condition (2.96) peut s’écrire :

∀u ∈ R, 1 =

∫
|gλ(u)|2 dλ =

∑
k∈Z

(∫ λk

λk−1

|gλ(u)|2 dλ

)
. (2.103)

En introduisant pour tout k ∈ Z une fonction hk telle que

∀u ∈ R, |hk(u)|2 =

∫ λk

λk−1

|gλ(u)|2 dλ, (2.104)

on construit donc une famille de fonctions (hk)k∈Z vérifiant la condition (2.99).
Cette méthode de construction peut en particulier être utilisée en prenant comme

famille indénombrable de départ celle utilisée dans la transformée de Gabor ou la
transformée en ondelettes.

Construction à partir de la transformée de Gabor

Dans le cas de la transformée de Gabor, la condition d’admissibilité se ramène
uniquement à la relation de normalisation la fenêtre d’analyse g :

∫
|g(t)|2dt = 1.

Comme la transformée de Fourier est isométrique, on a pour la transformée de
Fourier ĝ de la fenêtre g : ∫

|ĝ(ξ)|2 dξ = 1, (2.105)

et donc, en définissant pour tout ν la fonction gν par

∀ t ∈ R, gν(t) = g(t)ei2πνt, (2.106)

on a :

∀ ξ ∈ R,

∫
|ĝ(ξ − ν)|2 dν =

∫
|ĝν(ξ)|2 dν = 1. (2.107)

De là, on va pouvoir réaliser la construction que nous venons de décrire.
Pour une suite de nombres réels (νn)n∈Z vérifiant pour tout n ∈ Z, νn < νn+1

et telle que limn→+∞ νn = +∞ et limn→−∞ νn = −∞, on considère les fonctions Γn

telles que leurs transformées de Fourier vérifient :

∀ ξ ∈ R, |Γ̂n(ξ)|2 =

∫ νn

νn−1

|ĝν(ξ)|2 dν =

∫ νn

νn−1

|ĝ(ξ − ν)|2 dν. (2.108)

D’après la relation (2.107), la famille de fonctions (Γn)n∈Z vérifie la condition

∀ ξ ∈ R,
∑
n∈Z

|Γ̂n(ν)|2 = 1, (2.109)
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et permet, d’après ce que l’on a vu en 2.2.3, de définir la décomposition du signal
isométrique suivante :

LΓ
x(τ, n) =

∫
x(t) Γn(t− τ) dt, (2.110)

à partir de laquelle le signal peut-être reconstruit selon la relation

x(t) =
∑
n∈Z

∫
LΓ

x(τ, n) Γn(t− τ) dτ. (2.111)

Remarque 2.10 On désigne les fonctions Γn par le terme de paquets d’atomes
temps-fréquence car chaque fonction Γn est construite en regroupant par intégration
dans l’espace de Fourier des atomes de la transformée de Gabor.

Construction à partir de la transformée en ondelettes

Comme dans 2.1.4, on restreint dans cette section la construction au cas des
signaux de H2(R) pour simplifier la formulation.

Pour la transformée en ondelettes, la condition d’admissibilité prend la forme∫ +∞

0

|ĥ(ν)|2

ν
dν = 1. (2.112)

Pour a > 0, en effectuant le changement de variable a = ν
ξ

on a donc

∀ξ ∈ R∗
+,

∫ +∞

0

|ĥ(aξ)|2

a
da = 1. (2.113)

En introduisant les fonctions ha telle que

∀t ∈ R, ha(t) = a−
3
2 h(

t

a
) (2.114)

qui vérifient

∀ξ ∈ R, ĥa(ξ) =
ĥ(aξ)√

a
, (2.115)

on peut donc écrire

∀ξ ∈ R∗
+,

∫ +∞

0

|ĥa(ξ)|2da = 1. (2.116)

En introduisant la suite de nombres réels (an)n∈Z vérifiant pour tout n ∈ Z
an+1 > an et telle que limn→+∞ an = +∞ et limn→−∞ an = 0, et en définissant les
fonctions Ψn telles que leurs transformées de Fourier vérifient

|Ψ̂n(ν)|2 =

∫ an

an−1

|ĥa(ν)|2 da =

∫ an

an−1

|ĥ(aν)|2 da

a
, (2.117)
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on obtient une famille de paquets d’ondelettes (Ψn)n∈Z vérifiant la condition

∀ ν ∈ R+,
∑
n∈Z

|Ψ̂n(ν)|2 = 1, (2.118)

et permettant de définir la décomposition du signal isométrique suivante :

LΨ
x (τ, n) =

∫
x(t)Ψn(t− τ)dt, (2.119)

à partir de laquelle le signal peut-être reconstruit selon la relation

x(t) =
∑
n∈Z

∫
LΨ

x (τ, n)Ψn(t− τ)dτ. (2.120)

En introduisant une fonction φ, appelée fonction d’échelle7, vérifiant :

|φ̂(ν)|2 =

∫ +∞

1

|ĥ(u ν)|2 du

u
, (2.121)

et en notant Φn la fonction telle que

Φ̂n(ν) = φ̂(anν), (2.122)

on a :

|Φ̂n−1(ν)|2 − |Φ̂n(ν)|2 =

∫ +∞

1

|ĥ(u an−1 ν)|2 du

u
−
∫ +∞

1

|ĥ(u an ν)|2 du

u
(2.123)

=

∫ +∞

an−1

|ĥ(a ν)|2 da

a
−
∫ +∞

an

|ĥ(a ν)|2 da

a
(2.124)

=

∫ an

an−1

|ĥ(a ν)|2 da

a
(2.125)

= |Ψ̂n(ν)|2. (2.126)

Ainsi, seule la connaissance de la fonction d’échelle est nécessaire pour construire
les paquets d’ondelettes.

7Le terme “fonction d’échelle” est choisi par analogie avec les analyses multi-résolution (voir
par exemple [31] pour une définition), où la construction est précisément basée sur une fonction
d’échelle qui joue le même rôle.
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Caractéristiques fréquentielles des paquets

Compte tenu du mode de construction des paquets, leurs caractéristiques
fréquentielles dépendent de la fenêtre g, ou de l’ondelette h selon le type de pa-
quet, et des bornes d’intégration. Pour pouvoir utiliser les paquets en suivant une
“loi” fixée donnant la largeur de bande en fonction de la fréquence, il est nécessaire
de contrôler ces caractéristiques.

Pour cela, on définit les notions de fréquence centrale et de largeur de bande
des paquets à partir des moments de leurs transformées de Fourier. On peut alors
calculer explicitement les relations liant la fréquence centrale et la largeur de bande
d’un paquet à celles de la fenêtre g, ou de l’ondelette h selon le type de paquets, et
aux bornes d’intégration. Le détail des définitions et des calculs est présenté dans
l’annexe A.1 de ce document.

Pour les paquets construits à partir de la transformée de Gabor, on obtient ainsi
pour le paquet Γn la fréquence centrale :

fΓn =
νn−1 + νn

2
. (2.127)

La largeur de bande ∆Γn vérifie :

∆2
Γn

= ∆2
g +

(νn − νn−1)
2

12
. (2.128)

Pour les paquets construits à partir de la transformée en ondelettes, en notant
µn = 1

an
, la fréquence centrale du paquet Ψn vaut

fΨn =
µn + µn−1

2
fh, (2.129)

et largeur de bande vérifie

∆2
Ψn

=
µ2

n + µnµn−1 + µ2
n−1

3
∆2

h +
(µn − µn−1)

2

12
f 2

h . (2.130)

On peut utiliser ces expressions, pour construire une analyse dans laquelle la
largeur de bande suit une fonction F de la fréquence centrale fixée par l’utilisateur.

Pour cela, dans le cas où les paquets sont obtenus à partir de la transformée de
Gabor, on fixe une valeur ν0, puis on résout (analytiquement ou numériquement,
selon la fonction F utilisée) de proche en proche pour n ∈ Z, ∆Γn = F (fΓn), ce
qui permet de fixer successivement des valeurs de νn, et de construire les paquets
correspondants.

Dans le cas où les paquets sont obtenus à partir de la transformée en ondelettes,
on utilise le même principe de construction de proche en proche, en partant d’une
échelle initiale a0 que l’on fixe.
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Remarque 2.11 On voit que cette méthode induit certaines limitations sur le choix
de F . En effet, par exemple dans le cas où on part de la transformée de Gabor, le
choix de F est limité par le fait que l’équation ∆Γn = F (fΓn) doit avoir une solution
pour tout n ∈ Z avec la valeur de ν0 choisie.

On peut déjà noter dans ce cas une première limitation simple sur F dans l’ex-
pression de la largeur de bande du paquets, puisqu’on a ∆Γn ≥ ∆g, il faut donc avoir
∀f ∈ R, F (f) ≥ ∆g.

De la même manière, en partant d’ondelettes, on peut noter que la largeur de
bande minimale pour un paquet dont une des bornes d’intégration est an est cette
fois ∆h

an
, c’est à dire la largeur de bande de l’ondelette à l’échelle an.

Remarque 2.12 Il faut également remarquer qu’avec cette construction, l’utilisa-
teur ne choisit pas directement la valeur de la fréquence centrale des paquets, puis-
qu’elle est imposée par la limite d’intégration du paquet précédent et la loi liant
la largeur de bande à la fréquence centrale. En particulier, l’utilisateur ne peut pas
imposer le nombre de paquets présents dans une bande de fréquence donnée. Ce
dernier dépend à la fois de la loi utilisée et de la largeur de bande de l’atome père,
ce qui détermine également la redondance de la représentation. Cependant, on peut
augmenter la redondance de la représentation, en utilisant simultanément plusieurs
constructions similaires réalisées à partir d’une valeur de ν0 (ou a0 selon le cas)
différente.

Exemple 2.8 La figure 2.14 illustre l’utilisation des paquets d’ondelettes continus
sur un extrait de parole (les mots “le masquage”). Elle permet de comparer les
représentations obtenues pour la transformée de Gabor, la transformée en Onde-
lettes, et avec des paquets d’ondelettes ayant une largeur de bande constante sur
l’échelle des Barks. Cette échelle est une échelle fréquentielle perceptive basé sur la
mesure des bandes critiques de l’oreille. La construction de cette échelle est présentée
dans [49].

On voit que, la représentation la plus satisfaisante pour ce signal est celle obtenue
avec les paquets d’ondelettes. En effet, sur la transformée de Gabor, les fréquences
supérieures à 5000 Hz sont inutilement détaillées, alors que dans le signal, seul le son
“s” crée une énergie significative dans cette région. Sur la transformée en ondelettes,
les premiers partiels sont inutilement détaillés, alors que les partiels de rangs plus
élevés ne sont plus résolus. Sur la transformée utilisant les paquets d’ondelettes, les
partiels sont bien résolus et le nombre de coefficients consacrés aux fréquences aiguës
reste limité tout en permettant de distinguer nettement le “s”.
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Fig. 2.14 – Comparaison des représentations obtenues par transformée de Gabor,
transformée en ondelettes et transformée sur une échelle en Barks : sur un extrait de
parole, en haut, transformée de Gabor, en bas à gauche, transformée en ondelettes,
en bas à droite transformée suivant une échelle fréquentielle en Barks
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2.3 Représentations adaptatives supervisées

On a vu en 2.1.3 l’importance du choix des paramètres d’analyse pour la qua-
lité des représentations temps-fréquence obtenues. Pour faciliter l’utilisation de ces
représentations, en particulier par des non-spécialistes, il est souhaitable de disposer
de méthodes automatiques de choix des paramètres afin d’assurer la bonne qualité
de la représentation.

Une stratégie possible est de se donner une famille paramétrique de
représentations dans laquelle on recherche la “meilleure”. Il faut pour cela se doter
d’un critère définissant ce que l’on entend par “meilleur”.

Dans ce travail, on se limite au cas de l’optimisation de la fenêtre d’une trans-
formée de Gabor au signal. Cependant, les critères introduits sont définis à partir
du spectrogramme associé à la transformée de Gabor et une extension de l’approche
proposée à d’autres transformées bilinéaires dans lesquelles des paramètres doivent
être réglés est envisageable.

Deux approches vont maintenant être évoquées pour définir les critères d’opti-
malité. La première est basée sur des critères d’adéquation qui mesurent la “ressem-
blance” de la fenêtre au signal. La deuxième repose sur des critères de parcimonie qui
permettent d’identifier la représentation qui concentre le mieux l’énergie du signal
sur un faible nombre de coefficients.

2.3.1 Critères d’optimalité

Dans cette section, le point de départ est un signal fixé x dont on considère la
transformée de Gabor continue Gg

x. Le problème posé est de trouver la meilleure
fenêtre g ∈ L2(R), ‖g‖ = 1.

Critères d’adéquation

Cette approche est proposée par W. Kozek dans [29]. Dans cette approche, la
fenêtre optimale est définie comme celle dont l’“étalement” dans le plan temps-
fréquence est le plus proche de celui du signal. La notion d’“étalement” temps-
fréquence est mesurée à l’aide des fonctions d’ambigüıté Ax et Ag du signal x et de
la fenêtre g, avec :

Ax(τ, ν) =

∫
x(t) x(t− τ)e−i2πν(t−τ)dt. (2.131)

Le choix de la fenêtre optimale gopt selon cette démarche prend, dans les formu-
lations les plus simples, la forme :

gopt = arg max
{g∈L2(R):‖g‖=1}

〈|Ax|2, |Ag|2〉, (2.132)
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Cette optimisation peut alors être réalisée numériquement, dès lors que l’on s’est
donné une famille paramétrée de fenêtres. Les choix classiques incluent notamment
des familles de copies d’une fenêtre de référence, à laquelle on fait subir des transfor-
mations simples, telles que des dilatations, ou parfois des “rotations” dans le plan
temps-fréquence.

Cette approche parâıt particulièrement intéressante lorsqu’une connaissance a
priori permet de caractériser la forme de la fonction d’ambigüıté du signal, afin
d’effectuer la recherche de la fenêtre optimale dans une classe de fonctions bien
adaptées. Dans un cadre plus général, cette approche devrait faire apparâıtre le
même type de limitations que celles que nous verrons dans la deuxième approche,
en nécessitant un coût de calcul du critère d’optimalité plus important. Pour cette
raison, nous n’avons pas retenu cette approche dans nos applications. Nous détaillons
maintenant l’approche que nous avons développée.

Critères de parcimonie

Une approche alternative consiste à évaluer la qualité d’une représentation
temps-fréquence par sa capacité à “concentrer” l’information sur un nombre limité de
coefficients, ou sur des régions les plus compactes possibles du plan temps-fréquence.
On parle alors d’approches parcimonieuses. C’est sur ces approches que nous nous
sommes particulièrement focalisés.

Suivant Wickerhauser [44], on adapte les notions d’entropie issues de la théorie
de l’information, dont on exploite la capacité à mesurer la “concentration” d’une
densité de probabilité. Notre stratégie est la suivante : une normalisation bien choisie
transforme le spectrogramme d’un signal fixé x en densité de probabilité. À chaque
choix de fenêtre g correspond une telle densité, et la “meilleure” fenêtre au sens de la
parcimonie est celle qui minimise l’entropie choisie. Avant de discuter les limitations
de cette approche, commençons par en donner les détails.

Les entropies utilisées sont l’entropie de Shannon et les entropies de Rényi, qui
sont définies selon les relations suivantes8 :

à partir du spectrogramme normalisé ρg
x du signal x défini par

ρg
x(τ, ν) =

|Gg
x(τ, ν)|2

‖x‖2
, (2.133)

l’entropie de Shannon est définie par :

S(g) = −
∫∫

ρg
x(τ, ν) log2(ρ

g
x(τ, ν))dτdν , (2.134)

8Pour simplifier les notations on ne fait pas apparâıtre la dépendance des valeurs d’entropie au
signal x, car on travaille à signal fixé, en utilisant ces entropies pour comparer plusieurs transformées
obtenues pour le même signal x.
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et la famille des entropies de Rényi par :

Rα(g) =
1

1− α
log2

(∫∫
(ρg

x(τ, ν))αdτdν

)
, α ∈ (0, 1) . (2.135)

Remarque 2.13 Il est intéressant de noter que l’entropie de Shannon est la limite
de l’entropie de Rényi, selon la relation :

S(g) = lim
α→1

Rα(g). (2.136)

Remarque 2.14 Optimiser Rα revient à optimiser la norme ‖ρg
x‖α définie par :

‖ρg
x‖α =

(∫∫
(ρg

x(τ, ν))αdτdν

) 1
α

. (2.137)

L’optimisation de ce type de norme est un autre choix classique de critère de par-
cimonie. L’introduction de l’entropie de Rényi permet de faire le lien entre cette
approche et l’utilisation de l’entropie de Shannon, autre choix classique.

Remarque 2.15 Signalons que, dans notre contexte, on ne s’intéresse qu’à l’in-
terprétation de ces entropies en tant que mesure de parcimonie. D’autres in-
terprétations sont possibles et utilisées dans d’autres contextes. Par exemple,
l’interprétation des entropies en tant que mesure de l’information dans les
représentations temps-fréquence pour l’entropie de Rényi est utilisée dans [1] où
le but est de mesurer la complexité de la représentation et non sa parcimonie.

On ne s’intéresse en conséquence pas à des informations plus fines qui pourraient
être donnée par les valeurs d’entropie sur les représentations. En revanche il est im-
portant que le choix de la fenêtre optimal soit dans une certaine mesure indépendant
du choix de l’entropie utilisée, afin que la notion de meilleure représentation soit
définie sans ambigüıté.

Remarque 2.16 Pour une utilisation pratique, on n’utilise pas la transformée
continue de Gabor, mais des repères de Gabor discrets. Pour effectuer le calcul
des entropies à partir des coefficients discrets, on est alors amené à remplacer les
intégrales apparaissant dans les définitions ci-dessus par des sommes discrètes. Pour
que les valeurs d’entropie ainsi obtenues permettent effectivement de comparer deux
représentations, il faut alors que les intégrales soient approchées par des sommes
discrètes obtenues avec une même densité d’échantillonnage. Pour cela, on compare
des représentations de Gabor qui ont la même redondance, en conservant constant
le rapport entre la taille de fenêtre et le pas de calcul entre deux fenêtres. Ainsi,
pour une fenêtre plus petite, on a une échantillonnage temporel plus serré et un
échantillonnage fréquentiel plus lâche que pour une grande fenêtre, et on obtient
pour un même signal des transformées contenant le même nombre de coefficients
pour des tailles de fenêtres différentes.
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Nous allons maintenant étudier les problèmes apparaissant lorsque l’on utilise
ces critères entropiques pour l’adaptation de la taille de fenêtre sur l’ensemble de
signaux complexes.

2.3.2 Limites de l’optimisation globale

Le but de cette section est de mettre au “banc d’essai” les idées d’optimisa-
tion d’entropie que nous avons explicitées plus haut, et telles qu’elles sont souvent
utilisées dans la littérature. On va voir que leur domaine de pertinence reste assez
limité, ce qui motive les développements présentés plus loin.

On s’intéresse au cas de l’optimisation globale du critère entropique, c’est à dire
le cas dans lequel la fenêtre optimale est choisie comme celle permettant d’obtenir la
valeur d’entropie la plus faible pour la transformée calculée sur l’ensemble du signal.

Pour faire apparâıtre les limites de cette démarche, on étudie, sur des exemples
simples, les résultats que l’on obtient en faisant les calculs analytiques des critères
entropiques. Ces résultats (exacts ou approchés) corroborent les tests numériques
effectués sur des signaux plus complexes.

Nous choisissons pour cela d’utiliser des signaux et des fenêtres gaussiennes qui
permettent de mener les calculs explicites à leur terme et ainsi de disposer d’outils
simples pour tester nos idées.

Pour un atome gaussien

Tout d’abord, on s’intéresse à un signal x constitué d’un atome temps-fréquence
gaussien d’échelle σ0 et de fréquence ν0 de la forme suivante :

x(t) = ei2πν0t e
− t2

2σ0
2 , (2.138)

et on réalise la transformée de Gabor en utilisant une fenêtre gaussienne g normalisée
d’échelle σ :

g(t) =
1√
σ
√

π
e−

t2

2σ2 . (2.139)

On souhaite savoir quelle est la valeur du paramètre σ qui détermine la largeur
de la fenêtre optimale pour les critères entropiques considéré.

Il s’avère qu’il est possible dans ce cas de mener à bien l’optimisation des en-
tropies de façon explicite. Les calculs d’entropie correspondant sont détaillés dans
l’annexe A.2.1.

On obtient l’expression suivante pour l’entropie de Rényi :

Rα(g) = −1− log2(α)

1− α
+ log2

(
σ

σ0

+
σ0

σ

)
(2.140)
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et pour l’entropie de Shannon l’expression :

S(g) =
1

ln(2)
− 1 + log2

(
σ

σ0

+
σ0

σ

)
(2.141)

On voit que l’expression Rα(g) est minimale indépendamment de la valeur de
α lorsque σ0 = σ, c’est à dire lorsque la largeur de la fenêtre est égale à celle de
l’atome analysé. On obtient également le même résultat avec l’entropie de Shannon.
Ce résultat est satisfaisant puisque le choix de la fenêtre optimale est indépendant du
critère utilisé. Cependant, dès que le signal devient plus complexe, une dépendance
de la valeur optimale au critère apparâıt. Pour illustrer cela on peut effectuer les
mêmes calculs en ajoutant au signal x un deuxième atome aux caractéristiques
temps-fréquence différentes.

Pour deux atomes gaussiens éloignés

On s’intéresse donc maintenant au cas où le signal x est composé de la somme
de deux atomes gaussiens x1 et x2 d’échelles σ1 et σ2 et de fréquences ν1 et ν2 très
éloignés dans le plan temps-fréquence :

x(t) = x1(t) + x2(t) = ei2πν1t e
− t2

2σ1
2 + ei2πν2t e

− t2

2σ2
2 . (2.142)

On a alors l’approximation (voir l’annexe A.2.2 pour le détail des calculs) :

Rα(g) ≈ −1− log2(α)

1− α
− α

1− α
log2(σ1 + σ2)

+
1

1− α
log2

(
σα

1

(
σ

σ1

+
σ1

σ

)1−α

+ σα
2

(
σ

σ2

+
σ2

σ

)1−α
)

.(2.143)

Le calcul direct du minimum de cette expression ne peut pas se faire facilement.
Mais pour des valeurs de σ1 et σ2 fixées, on peut calculer numériquement le minimum
du critère pour diverses valeurs du paramètre α et ainsi tracer la courbe de l’échelle
optimale en fonction de α. Cette courbe est représentée sur la figure 2.15 dans le cas
où σ1 = 1 et σ2 = 10. On voit que l’échelle optimale dépend maintenant fortement
du critère choisi, pouvant presque passer du simple au triple selon la valeur de α,
les petites valeurs de α favorisant le choix d’une plus petite fenêtre que les grandes
valeurs de α.

La réalisation de tests numériques sur des signaux réels confirme la dépendance
du choix de la taille de fenêtre optimale au critère dès que le signal contient des
composantes aux caractéristiques temps-fréquences variées.
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Fig. 2.15 – Influence du critère sur le choix de la fenêtre optimale : valeur de l’échelle
σ de la fenêtre d’analyse optimale en fonction du paramètre α de l’entropie de Rényi
pour un signal constitué de deux atomes d’échelles σ1 = 1 et σ2 = 10

Remarque 2.17 On peut considérer ce phénomène comme un témoignage de l’am-
bigüıté qui parâıt naturelle lorsque l’on cherche à définir une taille de fenêtre opti-
male pour des sons complexes. En effet, si l’on considère par exemple le cas extrême
d’un signal composé d’une somme d’impulsions et de sinusöıdes, on sait qu’en utili-
sant une petite fenêtre, on obtient une représentation bien localisée des impulsions,
mais une représentation peu localisée des sinusöıdes, et inversement, avec une grande
fenêtre, la représentation des sinusöıdes est bien localisée, alors que celle des im-
pulsion ne l’est pas. Ainsi, le choix d’une meilleure fenêtre dans un tel cas implique
un compromis entre la qualité de représentation des deux types de composantes et
la notion de meilleure représentation est relative à ce compromis. On peut ainsi
considérer que le choix d’une valeur de α du critère de Rényi correspond à un choix
particulier de compromis. Si, dans des cas particuliers, on peut imaginer identifier
grâce à une connaissance a priori quel compromis parâıt le plus intéressant, dans le
cas général, aucun critère entropique ne semble plus justifié qu’un autre, et l’intérêt
de l’optimisation globale pour les sons complexes parâıt en conséquence très limité.

Cependant pour certaines composantes temps-fréquence bien localisées, ou une
somme de composantes de même caractéristiques temps-fréquence, l’influence du
critère sur le choix optimal devient très faible (voir nulle dans le cas de l’atome
gaussien unique, par exemple). Ainsi, la notion de meilleure représentation introduite
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par les critères entropique ne semble présenter de réel intérêt que pour ce type de
composantes. Comme les sons réels contiennent ce type de composantes, il reste
possible d’utiliser avec profit l’adaptation automatique de la taille de fenêtre. Pour
cela, une optimisation non plus globale mais locale dans le plan temps-fréquence doit
être mise en place, afin d’isoler les composantes pour lesquelles la notion de meilleure
représentation présente un intérêt. Dans cette situation, les calculs de cette section
semblent indiquer que le choix du critère ne sera pas déterminant.

2.3.3 Optimisation locale supervisée

Pour isoler du signal une composante, ou un ensemble de composantes aux ca-
ractéristiques temps-fréquence communes, on va travailler localement dans le plan
temps-fréquence, en permettant à l’utilisateur de définir sur la transformée de Ga-
bor Gg

x d’un signal x une région Ω du plan temps-fréquence délimitant la où les
composantes d’intérêt. Le signal correspondant à cette région est ensuite reconstruit
selon la formule de reconstruction partielle suivante :

xg,Ω(t) =

∫∫
Ω

Gg
x(τ, ν)g(t− τ)e2iπν(t−τ)dτdν. (2.144)

La fenêtre est alors choisie en réalisant l’adaptation sur le signal reconstruit xg,Ω,
c’est à dire que l’on sélectionne la fenêtre gopt pour laquelle la transformée de Gabor
de xg,Ω minimise le critère entropique choisi.

La transformée de Gabor du signal original x est alors recalculée et affichée avec
la taille de fenêtre adaptée à la région Ω sélectionnée, c’est à dire que l’on calcule et
affiche G

gopt
x .

Un exemple d’utilisation de cette méthode sur des signaux réels a déjà été
présenté dans l’introduction de ce document, en 1.5. On donne ici un exemple sur
un signal de synthèse.

Exemple 2.9 La figure 2.16 montre, sur un exemple didactique constitué d’une
somme d’atomes gaussiens, les représentations temps-fréquence obtenues à la suite
de la procédure d’adaptation pour trois sélections temps-fréquence différentes.
On voit que l’adaptation locale permet bien d’optimiser la parcimonie de la
représentation dans la zone sélectionnée. En revanche la représentation peut, comme
on s’y attend, devenir moins bonne dans d’autres régions temps-fréquence, puisque
la représentation est recalculée avec la fenêtre sélectionnée pour l’ensemble du signal.

Remarque 2.18 A première vue, il parâıtrait plus simple de choisir la fenêtre op-
timale en calculant le critère entropique uniquement dans la région temps-fréquence
sélectionnée, à partir d’une transformée de Gabor calculée sur l’ensemble du signal.
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A
B

C

Fig. 2.16 – Exemple d’adaptation locale supervisée : en haut à gauche, transformée
de Gabor initiale faisant apparâıtre trois sélections temps-fréquence notée A,B et
C, en bas à gauche, transformée de Gabor obtenue après adaptation de la taille
de fenêtre pour la région A, en haut à droite, transformée de Gabor obtenue après
adaptation de la taille de fenêtre pour la région B, en bas à droite, transformée de
Gabor obtenue après adaptation de la taille de fenêtre pour la région C
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Mais avec un telle méthode, même si sur la représentation originale la sélection
isole bien une composante, il est possible que, pour une autre fenêtre, l’énergie de
composantes voisines apparaisse dans la région sélectionnée et perturbe la valeur du
critère.

En utilisant la reconstruction partielle, on s’assure d’isoler totalement la com-
posante sélectionnée. Tant que la composante sélectionnée est bien résolue sur
la représentation et qu’elle est totalement sélectionnée, on reconstruit sensible-
ment le même signal après sélection indépendamment de la fenêtre utilisée pour
la représentation initiale. Le processus d’adaptation est alors, dans ces conditions,
lui aussi indépendant de la fenêtre initiale.

Remarque 2.19 Pour une utilisation pratique de l’adaptation locale, on peut
mettre simplement en place un outil de sélection de la région d’intérêt à la souris
sur la représentation initiale. L’utilisateur peut alors, à chaque fois qu’il souhaite
travailler sur un ensemble spécifique de composantes, adapter la représentation à ces
composantes et ainsi toujours travailler sur une bonne représentation pour effectuer
des sélections et des traitements. Comme, dans la pratique, les fenêtres utilisées sont
à support fini, le signal reconstruit à partir de la sélection Ω a un support tempo-
rel plus court que celui du signal original et même souvent considérablement plus
court. Il est ainsi possible d’effectuer l’adaptation sur le signal reconstruit rapide-
ment. L’utilisation de l’outil d’adaptation est ainsi très souple et facilite notamment
l’utilisation des représentations temps-fréquence pour les non-spécialistes en permet-
tant de gérer facilement les problèmes de réglage des paramètres d’analyse. Un tel
outil a été intégré au logiciel développé dans le cadre de cette thèse et décrit dans la
partie 4.1.3.

2.4 Représentations adaptatives non supervisées

2.4.1 Objectif : une représentation multifenêtre

Une extension naturelle de l’optimisation locale supervisée consiste à sup-
primer l’intervention de l’utilisateur et à réaliser l’optimisation locale de
manière systématique dans tout le plan temps-fréquence. On construit ainsi une
représentation qui utilise des fenêtres d’analyse différentes dans les différentes régions
temps-fréquence. La transformée obtenue fait en conséquence partie de la classe des
décompositions de Gabor multifenêtres proposée dans [48] qui consiste à décomposer
le signal simultanément sur plusieurs repères de Gabor. Cependant, dans notre ap-
proche, on s’intéresse aux décompositions multifenêtres réduites [12], c’est à dire
qu’au lieu d’utiliser l’ensemble des atomes des différents repères de Gabor utilisés,
on utilise un nombre limité d’atomes de chaque repère en choisissant les atomes bien
adaptés au signal de manière automatique.
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Une manière simple de mettre en place cette démarche d’optimisation non-
supervisée est de partitionner le plan temps-fréquence en rectangles (�m,n)(m,n)∈Z2

de largeur temporelle ∆τ > 0 et de largeur fréquentielle ∆ν > 0 définis par

�m,n = [(m− 1

2
)∆τ , (m +

1

2
)∆τ )× [(n− 1

2
)∆ν , (n +

1

2
)∆ν), (2.145)

qui constituent bien une partition du plan temps-fréquence :

R2 =
⋃

(m,n)∈Z2

�m,n. (2.146)

En définissant ensuite une version localisée des critères de parcimonie présentés
en 2.3.1, on choisit dans chaque rectangle (�m,n)(m,n)∈Z2 la meilleure fenêtre. Le
signal est alors représenté dans le rectangle (�m,n)(m,n)∈Z2 par les coefficients obtenus
dans cette région avec la meilleure fenêtre.

Exemple 2.10 La figure 2.17 illustre la démarche proposée à partir de l’exemple
de la figure 2.16 : les quatre transformées de Gabor apparaissant sur la figure
2.16 et reproduites en haut de la figure 2.17 sont partitionnées en rectangle temps-
fréquence identiques, puis on construit la représentation du bas de la figure 2.17 en
sélectionnant dans chaque rectangle la meilleure représentation.

L’approche que nous venons d’évoquer n’est pas directement exploitable pour la
transformation des sons, car elle ne permet pas la reconstruction du signal à partir
de sa transformée. En effet, si on utilise pour chaque rectangle temps-fréquence la
méthode de reconstruction utilisée pour une transformée de Gabor complète, des
erreurs de reconstruction vont apparâıtre dans les zones de transitions entre les
rectangles utilisant des tailles de fenêtre différentes.

Il est en conséquence nécessaire d’adapter la construction pour pouvoir l’utiliser
dans le cadre de l’application au traitement des sons. Pour cela, un algorithme
itératif, que nous désignerons sous le nom de “puzzle temps-fréquence”, peut être
mis en place pour corriger les erreurs de reconstruction du signal et obtenir une
représentation satisfaisante.

L’idée générale est très simple : après sélection de la meilleure fenêtre dans chaque
rectangle, on applique la formule d’inversion de Gabor en feignant d’ignorer que la
reconstruction n’est pas exacte, puis en calculant la différence entre le signal initial
et le signal ainsi reconstruit, on obtient un résidu sur lequel le même traitement peut
être appliqué, et on réitère ainsi le même traitement sur le dernier résidu obtenu.

Il s’avère que cette itération converge (bien que nous n’en ayons pas la preuve
mathématique).

Cet algorithme est présenté plus en détails (avec quelques variantes) ci-dessous.



2.4. REPRÉSENTATIONS ADAPTATIVES NON SUPERVISÉES 81

Fig. 2.17 – Principe de l’adaptation locale non supervisée : en haut, les trans-
formées de Gabor obtenues avec quatre tailles de fenêtres différentes (il s’agit des
transformées apparaissant sur la figure 2.16) sont partitionnées en rectangles temps-
fréquence, puis, en bas, on construit une représentation en prenant dans chaque
rectangle la meilleure des quatre fenêtres au sens du critère de parcimonie
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2.4.2 Puzzle temps-fréquence

Dans cette section, on utilise une version discrétisée des critères entropiques
définis précédemment pour choisir la fenêtre optimale dans chaque rectangle temps-
fréquence. Plus précisément, pour α ∈ (0, 1) fixé, on calcule l’entropie de Rényi pour
un vecteur u ∈ CN par :

Hα(u) =
1

1− α
log2

(
N−1∑
n=0

(
|un|2

‖u‖2

)α
)

. (2.147)

Puzzle temps-fréquence, variante 1

On considère R fenêtres gr de L2(R), à partir desquelles on définit R repères de
Gabor (gr

mn)(m,n)∈Z2 tels que

∀(m,n) ∈ Z2,∀t ∈ R, gr
mn(t) = gr(t−mτr) ei2πnνrt, (2.148)

avec τr et νr respectivement les pas de discrétisation temporelle et fréquentielle du
repère lié à gr de la grille de discrétisation Lr = τrZ× νrZ du repère r.

On utilise le pavage du plan temps-fréquence présenté précédemment en
définissant la famille de pavés rectangulaires (�(s))(s)∈Z2 par la relation :

�(s) = �m,n = [(m− 1

2
)∆τ , (m +

1

2
)∆τ )× [(n− 1

2
)∆ν , (n +

1

2
)∆ν), (2.149)

avec ∆τ la largeur temporelle des rectangles et ∆ν leur largeur fréquentielle.
Pour chaque repère, on identifie les atomes qui se trouvent dans un rectangle

donné, c’est à dire qu’on définie pour chaque grille Lr le sous-ensemble Lr,s = Lr ∩
�(s) des éléments de la grille appartenant au rectangle �(s).

Dans chaque rectangle �(s), on détermine quelle est la fenêtre la mieux adaptée
pour représenter le signal x. La fenêtre optimale gr(x,s) est définie par :

r(x, s) = arg min
r=0...R−1

Hα(v(x, r, s)), (2.150)

avec v(x, r, s) = {〈x, gr
mn〉 , (m,n) ∈ Lr,s} l’ensemble des coefficients correspondant

aux atomes du repère r qui se trouvent dans le rectangle �(s).
On note H(x, s) la valeur optimale de l’entropie obtenue pour le rectangle �(s)

définie par :
H(x, s) = H(v(x, r(x, s), s)). (2.151)

La première approximation x(1) du signal x est obtenue par sommation des re-
constructions partielles à partir des coefficients optimaux dans chaque rectangle,
selon la relation :

x(1) =
∑

s

∑
λ∈Lr(x,s),s

〈
x, g

r(x,s)
λ

〉
g̃

r(x,s)
λ . (2.152)
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Comme indiqué précédemment, la reconstruction obtenue par cette méthode
n’est pas exacte. Le résidu R1(x), correspondant à l’erreur de reconstruction, est
défini par :

R1(x) = x− x(1). (2.153)

La procédure de décomposition est alors itérée sur le résidu, selon les relations :

x(k) =
∑

s

∑
λ∈L(x,k,s)

〈
Rk−1(x), g

r(x,k,s)
λ

〉
g̃

r(x,k,s)
λ , (2.154)

Rk(x) = Rk−1(x)− x(k), (2.155)

où r(x, k, s) = r(Rk−1(x), s) est le numéro du repère sélectionné dans le rectangle
�(s) à l’itération k et L(x, k, s) = Lr(x,k,s),s les points de la grille de repère sélectionné
appartenant au rectangle �(s).

À l’itération K, on obtient ainsi une décomposition du signal x sous la forme :

x =
K∑

k=1

x(k) +Rk(x). (2.156)

Le processus itératif s’arrête lorsque le résidu Rk(x) est jugé suffisamment petit.

Remarque 2.20 L’étude théorique de cet algorithme est très complexe et nous
ne sommes pas parvenu à prouver sa convergence. Cependant nous étudierons
numériquement dans la suite le comportement de l’algorithme sur divers exemples
qui font tous apparâıtre une convergence rapide.

Le schéma itératif proposé ici permet dans la pratique d’obtenir une approxima-
tion atomique du signal x avec une erreur d’approximation aussi petite que souhaitée.
Un des intérêts de la démarche et qu’elle permet une interprétation multicouche de
la décomposition obtenue que nous allons maintenant détailler.

Décomposition multicouche

Si on se limite à une reconstruction partielle en ne faisant intervenir que les
atomes d’un repère r fixé, on isole les composantes du signal qui sont “bien
représentées” avec le repère r. En effectuant cette reconstruction partielle pour cha-
cun des repères, on obtient une représentation multicouche du signal dans laquelle
chaque couche correspond à un des R repères utilisés.

Remarque 2.21 Cette décomposition est en particulier intéressante dans les cas le
plus simple où seulement deux repères sont utilisés (cas R = 2). En effet, en choisis-
sant deux fenêtres suffisamment différentes, une petite et une grande, on peut alors
isoler des composantes aux caractéristiques temps-fréquences bien différenciées :
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• d’une part des composantes très localisées dans le temps et bien représentées
avec la petite fenêtre qui correspondent aux composantes transitoires du signal,
• d’autre part des composantes quasi-stationnaires bien localisées en fréquence

et bien représentées avec la grande fenêtre qui correspondent aux composantes
tonales du signal.

La distinction entre ces deux types de composantes est particulièrement intéressante
dans un contexte de traitement audionumérique, car les deux couches obtenues dans
la décomposition ont un “sens perceptif” bien différencié, ce qui n’est généralement
pas le cas lorsqu’on utilise plus de deux fenêtres.

En conséquence, le cas R = 2 est le cas présentant le plus grand intérêt pour
les applications. Il s’agit également du cas le plus léger en coût de calcul et le plus
simple à décrire.

En conséquence de la remarque précédente, dans la suite, nous nous limiterons
à l’étude du cas où seulement deux repères de Gabor sont utilisés (cas
R = 2). L’extension à plus de deux repères peut être aisément déduite.

Pour une itération donnée k et un repère ρ fixé, on note S(x, k, ρ) = {s :
r(x, k, s) = ρ} l’ensemble des rectangles temps-fréquence dans lesquels le repère
ρ a été sélectionné lors de l’itération k. On peut alors réécrire l’expression (2.154)
de façon à séparer les atomes des deux repères, sous la forme :

Rk(x) =
1∑

ρ=0

∑
s∈S(x,k,ρ)

∑
λ∈L(x,k,s)

〈Rk−1(x), gρ
λ〉 g̃

ρ
λ. (2.157)

On en déduit la décomposition multicouche suivante du signal :

x = `0(x) + `1(x) +RK(x) , (2.158)

où le résidu RK(x) reste défini comme précédemment, et `0(x) et `1(x) sont les deux
couches correspondant aux deux fenêtres définies, avec ρ ∈ {0, 1}, par :

`ρ(x) =
K∑

k=1

∑
s∈S(x,k,ρ)

∑
λ∈L(x,k,s)

〈Rk−1(x), gρ
λ〉 g̃

ρ
λ. (2.159)

Dans cette formulation de l’algorithme, on voit apparâıtre la structure de l’algo-
rithme dans le cas à 2 fenêtres, résumée sur la figure 2.18. On voit que la structure
de l’algorithme reste simple et son implémentation ne nécessite que le calcul de la
transformée de Gabor et la reconstruction associée avec les deux tailles de fenêtres
utilisées, ainsi que les calculs du critère entropique de sélection des coefficients.

Exemple 2.11 La figure 2.19 montre la décomposition obtenue avec l’algorithme
sur un son de glockenspiel. L’image du haut représente la transformée de Gabor du
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Fig. 2.18 – Structure de l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1) utili-
sant deux repères de Gabor : G0 et G1 représentent le calcul de la transformée de
Gabor avec les deux repères, G̃0 et G̃1 représentent la resynthèse partielle à partir
des coefficients temps-fréquence sélectionnés, H représente le calcul d’entropie et la
décision associée

son original, en bas à gauche, la représentation temps-fréquence obtenue à partir des
coefficients de la couche associée à la petite fenêtre, en bas à droite, la représentation
temps-fréquence obtenue à partir des coefficients de la couche associée à la grande
fenêtre. On voit que comme on l’attendait, la couche correspondant à la petite fenêtre
contient les zones transitoires du signal, c’est à dire les attaques des notes dans le cas
du glockenspiel, et la couche correspondant à la grande fenêtre contient les partiels
sinusöıdaux des notes. Cependant, on voit sur la représentation associée à la couche
“transitoire” correspondant à la petite fenêtre que de l’énergie correspondant aux
partiels est parfois présente.

Remarque 2.22 La figure 2.20 permet de comprendre pourquoi une partie de
l’énergie des partiels est présente dans la couche correspondant à la petite fenêtre.
Elle montre le module au carré de la transformée de Fourier d’un sinus à 1000
Hz fenêtré avec deux fenêtres de tailles différentes. Ces courbes correspondent donc
aux valeurs des modules au carré des coefficients obtenues pour des composantes
sinusöıdales sur la transformée de Gabor calculée avec deux tailles de fenêtres
différentes. Supposons que les limites fréquentielles des pavés temps-fréquence uti-
lisés pour le calcul des entropies soient 970 Hz, 990 Hz, 1010 Hz et 1030 Hz. Dans
les rectangles couvrant la plage de fréquence de 990 Hz à 1010 Hz, on a bien comme
on l’attend une distribution des coefficients plus piquée pour la grande fenêtre, ce qui
entrâıne la sélection de la grande fenêtre par le critère entropique. La couche corres-
pondant à la grande fenêtre récupère ainsi quasiment l’intégralité de l’énergie corres-
pondant au sinus. En revanche, pour les rectangles couvrant les plages de fréquences
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Fig. 2.19 – Décomposition obtenue avec l’algorithme de puzzle temps-fréquence
(variante 1) : sur un son de glockenspiel, en haut, transformée de Gabor du signal
original avec une taille de fenêtre intermédiaire, en bas à gauche, représentation de
la couche de la décomposition pour la petite fenêtre, en bas à droite, représentation
de la couche de la décomposition pour la grande fenêtre
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de 970 Hz à 1010 Hz d’une part et de 1010 Hz à 1030 Hz d’autre part, on se trouve
dans une zone où la distribution des coefficients pour la grande fenêtre est déjà très
plate, alors que l’inflexion est encore importante pour la petite fenêtre, ce qui en-
trâıne la sélection de la petite fenêtre par le critère. On récupère donc à nouveau une
partie de l’énergie correspondant au sinus, mais cette fois dans la couche associée à
la petite fenêtre, ce qui fausse la décomposition.
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Fig. 2.20 – Module au carré de la transformée de Fourier d’un sinus à 1000 Hz
fenêtré pour deux tailles de fenêtres : en trait plein, avec un fenêtrage par une
grande fenêtre, en trait discontinu, avec un fenêtrage par une petite fenêtre

Pour éviter ce problème et faire en sorte que l’estimation de la composante tran-
sitoire ne soit pas perturbée par présence de la composante tonale et inversement,
on propose une deuxième variante de l’algorithme dans laquelle on estime alterna-
tivement l’une des deux composantes puis l’autre.

Puzzle temps-fréquence, variante 2

La première étape consiste comme précédemment à choisir le repère optimal dans
chaque rectangle �(s) et à définir l’entropie correspondante :{

r(x, s) = arg minr=0,1 H(α(x, r, s)) ,
H(x, s) = H(α(x, r(x, s), s)) ,

(2.160)

Cependant, la première approximation est obtenue en n’utilisant que les compo-
santes correspondant à la première fenêtre :

x(1;0) =
∑

s:r(x,s)=0

∑
λ∈L0,s

〈x, g0
λ〉 g̃0

λ. (2.161)
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Ceci produit un résidu intermédiaire :

R
1
2 (x) = x− x(1;0), (2.162)

et les transformées de Gabor avec les deux repères sont recalculées pour ce résidu. Le
repère optimal est choisi dans chaque rectangle comme précédemment, et on effectue
une reconstruction partielle n’utilisant cette fois que les composantes correspondant
à la deuxième fenêtre :

x(1;1) =
∑

s:r(R
1
2 ,s)=1

∑
λ∈L1,s

〈R
1
2 (x), g1

λ〉 g̃1
λ . (2.163)

Ceci produit un nouveau résidu :

R1(x) = R
1
2 (x)− x(1;1) = x− x(1,0) − x(1;1), (2.164)

auquel on va à nouveau appliquer ces deux étapes.
En itérant cette procédure, on met en place la récurrence suivante :

x(k;0) =
∑

s:r(Rk−1(x),s)=0

∑
λ∈L0,s

〈Rk−1(x), g0
λ〉 g̃0

λ (2.165)

x(k;1) =
∑

s:r(Rk− 1
2 (x),s)=1

∑
λ∈L1,s

〈Rk− 1
2 (x), g1

λ〉 g̃1
λ , (2.166)

les résidus étant définis par :

Rk− 1
2 (x) = Rk−1(x)− x(k,0) , (2.167)

Rk(x) = Rk− 1
2 (x)− x(k;1) . (2.168)

Après K itérations, on aboutit à une décomposition du signal x sous la forme :

x =
K∑

k=1

(
x(k,0) + x(k,1)

)
+RK(x), (2.169)

qui peut comme précédemment se réécrire sous forme de décomposition multicouche :

x = `0(x) + `1(x) +RK(x) , (2.170)

avec

`0(x) =
K∑

k=1

x(k,0) (2.171)

`1(x) =
K∑

k=1

x(k,1) , (2.172)

l’interprétation des deux couches étant la même que plus haut.
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Exemple 2.12 La figure 2.21 permet de vérifier que le problème observé sur la
figure 2.19 est résolu avec cette variante de l’algorithme. En reconstruisant à la
première demi-itération uniquement la couche correspondant à la grande fenêtre, la
quasi-totalité de l’énergie des composantes sinusöıdales est extraite du signal. Les
sinusöıdes ne peuvent alors plus perturber l’estimation de la couche correspondant à
la petite fenêtre qui est faite par la suite.
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Fig. 2.21 – Décomposition obtenue avec l’algorithme de puzzle temps-fréquence
(variante 2) : sur le son de glockenspiel utilisé pour la figure 2.19, à gauche,
représentation de la couche de la décomposition pour la petite fenêtre, à droite,
représentation de la couche de la décomposition pour la grande fenêtre

2.4.3 Étude numérique de l’algorithme

Le comportement de l’algorithme est particulièrement difficile à étudier
théoriquement, du fait de sa forte dépendance au signal et de la complexité du
critère de choix utilisé. Ainsi il ne nous a pas été possible de prouver sa convergence.
Cependant, un certain nombre de constatations et de tendances peuvent être ob-
servées à l’aide de tests numériques sur quelques signaux biens choisis. Pour cela,
on étudie la convergence de l’algorithme pour un son donné en traçant le rapport
signal à bruit défini comme le rapport de l’énergie du signal analysé sur l’énergie
du résidu en fonction du numéro d’itération de l’algorithme. Pour faciliter la lecture
des courbes obtenues, on affiche le rapport signal à bruit en dB. Toutes ces courbes
sont obtenues en utilisant une décomposition avec deux tailles de fenêtres différentes
(cas R = 2), sauf mention contraire.
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Influence du type de signal

En premier lieu, la figure 2.22 montre que la vitesse de convergence est différente
selon la nature du signal analysé. La figure représente le rapport signal à bruit obtenu
pour les mêmes paramètres d’analyse sur trois sons différents, un bruit blanc, un
son de glockenspiel, et un son constitué d’une somme de sinus et d’impulsions.

La convergence est plus lente pour le bruit blanc, bien qu’elle reste très satisfai-
sante, puisqu’un rapport signal à bruit de plus de 100 dB, que l’on peut considérer
convenable pour les applications audionumériques, est atteint en 13 itérations. Cette
moins bonne efficacité de l’algorithme s’explique par le fait que la parcimonie de la
représentation du bruit n’est bonne ni avec la petite fenêtre, ni avec la grande fenêtre
et les erreurs lors des passages d’un repère à l’autre entre les différents rectangles
temps-fréquence sont importantes.

La convergence est la meilleure pour le son constitué d’une somme de sinus
et d’impulsions, conçu spécifiquement pour avoir une représentation parcimonieuse
avec cette décomposition. En effet, les impulsions sont bien représentées avec la
petite fenêtre et les sinus avec la grande fenêtre. Les erreurs dues au changement de
repères restent limitées car au sein de chaque rectangle temps-fréquence, l’énergie
est très bien localisée.

Le son de glockenspiel aboutit à une convergence intermédiaire. Le son est bien
adapté à l’algorithme de par sa structure constituée d’attaques très marquées et de
partiels quasi-sinusöıdaux, ce qui explique la meilleure convergence que pour le bruit
blanc.

On peut toutefois noter que la différence se fait sur les premières itérations, les
trois courbes évoluant ensuite de façon quasi-parallèle. Ceci milite en faveur d’un
convergence exponentielle, comparable à celle de l’algorithme de matching pursuit
en dimension finie.

Influence de la taille des rectangles

La vitesse de convergence est également dépendante des paramètres d’analyse
utilisés pour réaliser la décomposition. Sur la figure 2.23, on peut voir l’influence de
la taille des rectangles utilisés pour découper le plan temps-fréquence. La taille des
pavés est exprimée de la manière suivante : un pavé de taille m×n contient m points
de discrétisation temporelle pour la grande fenêtre et n points de discrétisation
fréquentielle pour la petite fenêtre.

On voit que la vitesse de convergence augmente avec la taille des rectangles.
Ceci est dû au fait que l’énergie présente dans le résidu provient essentiellement des
erreurs de reconstructions qui apparaissent aux interfaces entre des rectangle temps-
fréquence pour lesquelles des tailles de fenêtres différentes ont été choisies. Lorsque la
surface des rectangles augmente, la taille relative de la zone où se créent ces erreurs
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Fig. 2.22 – Influence du type de signal sur la convergence de l’algorithme de
puzzle temps-fréquence (variante 1) : rapport signal à bruit en fonction du nombre
d’itérations, ◦ : pour un bruit blanc, + : pour un son de glockenspiel, × : pour une
somme de sinus et d’impulsions
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diminue, ce qui implique une énergie plus faible dans le résidu. Dans le cas extrême, le
rectangle couvre toute l’énergie du signal. On retrouve alors le cas de l’optimisation
globale de la fenêtre, et comme on utilise des repères avec reconstruction exacte, une
seule itération de l’algorithme est alors nécessaire. Ainsi, on peut être tenté d’utiliser
une grande taille de rectangle, pour obtenir une convergence rapide. Cependant,
ceci va à l’encontre de l’objectif initial qui était la localisation dans des régions
suffisamment “concentrées” du plan temps-fréquence. Comme souvent, il y a là un
compromis à trouver pour l’utilisateur. L’étude théorique de ce compromis semble
ardue.
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Fig. 2.23 – Influence de la taille des rectangles sur la convergence de l’algorithme de
puzzle temps-fréquence (variante 1) : rapport signal à bruit en fonction du nombre
d’itérations pour un bruit blanc, ◦ : rectangles de taille 1×1, + : rectangles de taille
3× 3, × : rectangles de taille 5× 5

Comparaison des deux variantes de l’algorithme

La figure 2.24 permet de comparer la convergence des deux variantes de l’algo-
rithme sur le son de glockenspiel. Nous avons été amenés à proposer la variante 2
en raison du problème apparaissant dans la décomposition sur les partiels et décrit
dans la remarque 2.22. On peut constater que l’effet de ce problème apparâıt sur les
courbes de convergence lors des premières itérations. Ainsi, avec la variante 2, en
évitant le problème sur les partiels, on limite fortement l’erreur lors de la première
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itération.
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Fig. 2.24 – Comparaison de la convergence des deux variantes de l’algorithme de
puzzle temps-fréquence : rapport signal à bruit en fonction du nombre d’itérations
pour un son de glockenspiel, ◦ : variante 1, + : variante 2 avec grande fenêtre en
premier

Convergence avec trois repères

Pour vérifier la convergence de l’algorithme dans le cas où l’on utilise plus de
deux tailles de fenêtre simultanément, le cas à trois fenêtres a été implémenté (cas
R = 3). La figure 2.25 montre les résultats de convergence obtenus dans ce cas sur
un bruit blanc et un son de glockenspiel. La convergence est là aussi rapide et tout
à fait comparable à celle observée pour deux fenêtres sur la figure 2.22. Cependant,
l’intérêt pratique de la version avec trois tailles de fenêtres est limitée dans le cadre
général, car les couches obtenues ne sont pas aussi facilement interprétables que dans
le cas à deux tailles de fenêtres.

Remarque 2.23 On peut imaginer de nombreuses variantes de l’algorithme, par
exemple en utilisant des décompositions sur des atomes chirpés. On risque cependant
de se retrouver face au même problème que dans le cas à trois fenêtres : les différentes
couches de la transformée risquent alors de ne pas être facilement interprétable dans
un cadre général (mais elles peuvent être bien adaptées à des cas particuliers).
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Fig. 2.25 – Convergence de l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1)
utilisant trois tailles de fenêtres : ◦ pour un bruit blanc, + pour un son de glockenspiel

2.4.4 Puzzle temps-fréquence avec seuillage sur les valeurs
d’entropie

Description de l’algorithme

L’algorithme de puzzle temps-fréquence est basé sur l’idée qu’en choisissant dans
chaque région du plan temps-fréquence la représentation la plus parcimonieuse, on
construit une représentation finale ayant une bonne parcimonie. Cependant, pour
certaines composantes, même en choisissant la meilleure représentation il n’est pas
possible d’obtenir une “bonne” représentation, c’est à dire une représentation suffi-
samment parcimonieuse. C’est par exemple le cas avec un bruit blanc pour lequel la
parcimonie de la transformée de Gabor est mauvaise indépendamment de la fenêtre
utilisée.

Ceci pose en particulier des problèmes dans l’interprétation multicouche de la
transformée. En effet, dans le cas où l’on utilise deux fenêtres, si l’on peut bien
s’attendre à ce que les composantes transitoires soient bien représentées avec la
petites fenêtre et que les composantes tonales soient bien représentées avec la grande
fenêtre, il n’est pas évident de savoir comment seront représentées les composantes
bruitées par exemple. Ces dernières sont en fait représentées avec les deux tailles
de fenêtres, la représentation étant meilleure avec la petite fenêtre dans certaines
zones et avec la grande dans d’autres, en restant peu parcimonieuse dans tous les
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cas. Certaines composantes se trouvent ainsi “partagées” entre les deux couches de
la décomposition, ce qui rend l’interprétation de la décomposition moins directe.

Dans ce contexte, on peut souhaiter que les composantes pour lesquelles la
représentation n’est pas suffisamment parcimonieuse ne soient pas incluses dans les
couches de la décomposition et soient conservées dans le résidu à chaque itération.
Compte tenu de la structure de l’algorithme, ceci peut-être mis en place de façon
simple en considérant les valeurs d’entropie obtenues dans chaque rectangle temps-
fréquence.

Dans l’algorithme, seul le niveau relatif des valeurs d’entropie est pris en compte
pour sélectionner la meilleure fenêtre, c’est à dire celle pour laquelle la valeur d’en-
tropie est la plus petite. Mais la valeur en elle-même de l’entropie donne aussi une
mesure absolue du niveau de parcimonie de la représentation et il est ainsi possible,
en comparant cette valeur à un seuil, de s’assurer que la parcimonie avec la meilleure
fenêtre est satisfaisante.

On peut ainsi modifier les deux variantes de l’algorithme de manière à n’intégrer
les composantes d’un rectangle temps-fréquence dans la couche correspondant à la
fenêtre optimale qu’à la condition que l’entropie correspondante soit inférieure à un
seuil fixé, les composantes étant conservées dans le résidu dans le cas contraire.

Plus précisément, pour la première variante de l’algorithme, cela revient à intro-
duire un seuil τ et à modifier les calculs de la première itération en remplaçant les
relations (2.152) et (2.153) par :

x(1)
τ =

∑
s:H(x,s)≤τ

∑
λ∈Lr(x,s),s

〈x, g
r(x,s)
λ 〉 g̃

r(x,s)
λ (2.173)

R1
τ (x) = x− x(1) . (2.174)

On introduit de la même manière cette condition de seuil dans les relations
d’itération de l’algorithme.

On obtient ainsi après K itérations une décomposition qui garde la forme
précédente :

x =
K∑

k=1

x(k)
τ +Rk

τ (x), (2.175)

que l’on peut également l’exprimer sous une forme multicouche en regroupant les
composantes correspondant à chaque fenêtre :

x = `0,τ (x) + `1,τ (x) +RK
τ (x) . (2.176)

Cependant dans ce cas il n’y a plus convergence vers 0 du résidu, puisque les
composantes mal représentée avec les deux tailles de fenêtres y sont conservées.
Ainsi le résidu n’est plus négligeable mais devient une couche à part entière de la
décomposition. L’utilisateur peut ainsi par la suite choisir pour ces composantes un
mode de représentation bien approprié.
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Remarque 2.24 Le même principe de seuillage peut être mis en place pour la va-
riante 2 de l’algorithme de puzzle temps-fréquence. Cependant l’intérêt d’utiliser la
variante 2 avec seuillage est limité, car l’introduction du seuillage dans la variante
1 permet déjà de résoudre le problème évoqué sur l’exemple de la figure 2.19. Les
résultats obtenus pour les deux variantes avec seuillage sont très proches, alors que
la charge de calcul est plus élevée pour la variante 2.

Exemple 2.13 La figure 2.26 présente la décomposition obtenue sur un exemple
didactique constitué d’une somme de sinus, d’impulsions et d’un bruit blanc. Comme
on l’attend, la couche correspondant à la petite fenêtre contient (approximativement)
les rectangles contenant les impulsions, la couche correspondant à la grande fenêtre
contient les rectangles contenant les sinus et le résidu contient le bruit (exceptée
l’énergie du bruit qui a été sélectionné avec les autres composantes dans les deux
couches précédentes).

Exemple 2.14 La figure 2.27 présente la décomposition obtenue pour un signal de
parole (le mot “test”). L’algorithme permet de séparer de manière assez précise les
différentes lettres du mot : les “t” apparaissent dans la couche correspondant à la
petite fenêtre, le “e” dans la couche correspondant à la grande fenêtre, et le “s” dans
le résidu. Il faut noter que le résultat obtenu est assez sensible au calage temporel
du signal et aux valeurs de seuil utilisées.

Remarque 2.25 Pour faciliter le réglage du seuil par l’utilisateur, pour qui les
valeurs d’entropie risquent d’être peu “parlantes”, car difficilement interprétables,
l’approche statistique suivante peut être mise en place : la distribution des valeurs
d’entropie est estimée numériquement à partir de la transformée de Gabor d’un bruit
blanc de référence pour chaque fenêtre, puis le seuil τ est réglé par l’utilisateur en
fixant un niveau de signification par rapport au bruit. En d’autres termes, on rejette
un rectangle temps-fréquence lorsque la probabilité pour que le signal présent dans
ce rectangle soit du bruit dépasse un niveau fixé.

Évolution du rapport signal à bruit

Comme on l’a déjà indiqué, le résidu ne converge plus vers zéro lorsque l’on intro-
duit le seuillage sur les valeurs d’entropie. Cependant, il reste intéressant d’étudier
l’évolution du rapport signal à bruit en fonction du nombre d’itérations. La figure
2.28 représente pour cela le rapport de l’énergie du signal sur l’énergie du résidu
exprimée en dB en fonctions du nombre d’itérations sur un son de glockenspiel. On
voit apparâıtre après quelques itérations une stabilisation de l’énergie du résidu, à
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Fig. 2.26 – Décomposition obtenue avec l’algorithme de puzzle temps-fréquence
(variante 1) avec seuillage des valeurs d’entropie : sur un signal constitué d’une
somme de sinus, d’impulsions et d’un bruit blanc, en haut à gauche, transformée
de Gabor du signal original, en haut à droite, représentation de la couche de la
décomposition pour la petite fenêtre, en bas à gauche, représentation de la couche
de la décomposition pour la grande fenêtre, en bas à droite, transformée de Gabor
du résidu
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Fig. 2.27 – Application de l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1) avec
seuillage des valeurs d’entropie sur un signal de parole : en haut, forme d’onde
du signal original (le mot “test”), en dessous, forme d’onde de la couche de la
décomposition pour la petite fenêtre, en dessous, forme d’onde de la couche de la
décomposition pour la grande fenêtre, en bas, forme d’onde du résidu
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Fig. 2.28 – Évolution du rapport signal à bruit en fonction du nombre d’itérations
pour l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1) avec seuillage

un niveau qui dépend de la valeur de seuil choisie par l’utilisateur. On retrouve ce
comportement sur l’ensemble des sons testés.

Ce comportement pourrait laisser penser qu’après un certain nombre d’itérations,
plus aucune valeur d’entropie ne dépasse le seuil et donc que plus aucun rectangle
temps-fréquence n’est sélectionné dans les deux couches de la décomposition. En
considérant le nombre de rectangles sélectionnés pour chaque couche en fonction du
numéro d’itération, on s’aperçoit que ce phénomène ne se produit pas en réalité : le
nombre de rectangles sélectionnés converge lui aussi. Il semble ainsi que l’algorithme
converge vers des états quasi-stables où il effectue les mêmes sélections à chaque
itérations sans qu’elles n’entrâınent de modification notable de l’énergie du résidu.
Les tests que nous avons menés pour étudier ce comportement n’ont pas permis de
dégager une explication simple de ce phénomène.
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Chapitre 3

Détection et estimation de
composantes

Après avoir étudié comment assurer une bonne représentation des signaux dans
le plan temps-fréquence au chapitre précédent, nous allons maintenant étudier com-
ment améliorer l’accès à l’information perceptive présente dans ces représentations,
de manière à permettre à l’utilisateur de réaliser facilement des traitements plus
puissants. Pour cela nous allons proposer des méthodes de détection de composantes
structurées sur ces représentations. Deux types de composantes sont abordés : les
composantes localement harmoniques et les composantes transitoires.

3.1 Composantes localement harmoniques

3.1.1 Définition et caractérisation

Définition

On s’intéresse aux composantes localement harmoniques de la forme :

x(t) =

k2∑
k=k1

Ak(t) cos

(
2π

∫ t

0

k f0(u) du + φk

)
(3.1)

où f0 est la fréquence fondamentale (variable dans le temps) de la composante, Ak

est l’amplitude (variable dans le temps) de l’harmonique k, φk est la phase à l’origine
de l’harmonique k, k1 est le rang du premier harmonique et k2 le rang du dernier
harmonique.

Nous utilisons cette dénomination pour ces composantes car notre analyse est
basée sur l’heuristique1 suivante : lorsque les fonctions du temps f0 et Ak pour

1Pour donner un sens plus précis à cette heuristique, il faut se doter d’outils mathématiques

101
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k = {1, . . . , K} varient suffisamment lentement par rapport à la valeur de la
fréquence fondamentale f0, on peut, autour d’un instant t, considérer localement
ces fonctions comme des constantes et donc considérer localement la composante
comme harmonique.

Remarque 3.1 L’étude de ce type de composantes est particulièrement intéressante
pour les applications de design sonore industriel car les composantes localement har-
moniques apparaissent dans de nombreux domaines industriels. En effet, lorsqu’un
système physique linéaire est excité de manière périodique, il crée ce type de compo-
santes. C’est en particulier le cas des machines tournantes que l’on retrouve dans de
nombreuses applications industrielles. Dans les machines tournantes, la fréquence
fondamentale de la composante localement harmonique émise lors du fonctionne-
ment évolue au cours du temps en fonction de l’évolution du régime de rotation du
moteur.

Dans le cadre de notre application au design sonore, notons que d’un point de
vue perceptif, une composante localement harmonique est perçue comme un élément
unique. Il est en conséquence souhaitable de permettre à l’utilisateur de traiter cette
composante comme un seul objet. Il faut pour cela mettre à sa disposition des outils
permettant de détecter ces composantes et de les traiter de manière globale.

Pour mettre en place une méthode de détection de ces composantes, on doit tout
d’abord étudier comment elles apparaissent sur les représentations temps-fréquence,
plus précisément sur une transformée de Gabor. De là, on pourra ensuite proposer
une méthode de détection dans le plan temps-fréquence.

Caractérisation temps-fréquence

En utilisant l’approximation présentée dans l’exemple 2.4 à la section 2.1.3,
lorsque les fonctions Ak(t) pour k ∈ {k1, . . . , k2} et f0(t) varient suffisamment len-
tement avec le temps, on a l’approximation suivante pour la transformée de Gabor
de la composante localement harmonique x définie précédemment :

Gg
x ≈

1

2

k2∑
k=k1

Ak(τ) ei(2π
R τ
0 k f0(u) du+φk) ĝ(f0(τ)− ν). (3.2)

Dans ces conditions, et avec une fenêtre appropriée, l’énergie de la composantes ap-
parâıt sur le spectrogramme localisée autour de crêtes (ridges en anglais) qui suivent
la fréquence instantanée de chacun des partiels, et se trouvent donc à chaque instant
à des fréquences en rapport harmonique. La détection des composantes localement

permettant de quantifier ce que l’on entend par “lentement variable” et “localement”. Ce sera là
le rôle de la fenêtre que nous utiliserons dans le cadre de la transformée de Gabor.
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harmoniques se fera en conséquence en recherchant sur le spectrogramme des crêtes
harmoniques de ce type. La figure 3.1 montre le spectrogramme obtenu pour un
exemple de composante localement harmonique composée de quatre harmoniques
avec une fréquence fondamentale variant sinusöıdalement autour d’une fréquence de
4000 Hz et avec une amplitude Ak gaussienne identique pour tous les partiels.
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Fig. 3.1 – Exemple de spectrogramme pour une composante localement harmonique

Remarque 3.2 Le choix de la fenêtre utilisée joue un rôle essentiel dans la validité
de l’approximation (3.2). En effet, la notion de variation lente de la fréquence fonda-
mentale f0 et des amplitudes Ak est définie par rapport à la fenêtre : sur la durée de
la fenêtre, la variation de f0 et des Ak doit être suffisamment faible pour que ces fonc-
tions puissent être considérées comme constantes. On est donc amené à choisir une
fenêtre suffisamment courte pour que cette condition soit respectée. Cependant, pour
que le spectrogramme obtenu fasse effectivement apparâıtre une crête pour chaque
harmonique, il faut que les harmoniques soient bien résolus. Pour cela, on est amené
à choisir une fenêtre suffisamment grande par rapport à la fréquence fondamentale
qui détermine la proximité des harmoniques dans le plan temps-fréquence. Si la
fenêtre est mal adaptée, les termes d’interférences entre les harmoniques deviennent
importants et le spectrogramme ne fait plus simplement apparâıtre une crête pour
chaque harmonique, comme on l’a vu sur l’exemple 2.5 de la section 2.1.3.

On a donc généralement un compromis à trouver entre une taille de fenêtre suffi-
samment grande pour assurer la bonne résolution des harmoniques et suffisamment
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courte pour que la variation des fonctions f0 et Ak reste faible. Dans certains cas
de figure, lorsque ces fonctions varient trop rapidement par rapport à la valeur de
la fréquence fondamentale, il n’est pas possible de trouver de taille de fenêtre satis-
faisante. On peut limiter le nombre de cas de ce type en utilisant la transformée de
Gabor instationnaire présentée en 2.2.6 qui permet d’adapter la taille de la fenêtre
au cours du temps.

3.1.2 Approches courantes pour la détection

Les approches décrites dans la littérature utilisent généralement la ca-
ractérisation temps-fréquence sur la transformée de Gabor que nous venons de
décrire pour détecter les composantes2 localement harmoniques. Les méthodes pro-
posées consistent donc à rechercher des lignes de crêtes sur le spectrogramme du
signal.

Nous allons donner ici très rapidement la structure généralement retenue pour
réaliser cette recherche. Pour une présentation plus détaillée des méthodes de
modélisation sinusöıdale, on pourra consulter [40]. On pourra également trouver
une comparaison des résultats obtenus avec diverses méthodes dans [47].

La recherche des crêtes dans le plan temps-fréquence se fait généralement en
deux étapes, en découplant la recherche selon la dimension fréquentielle et selon la
dimension temporelle :

Détection des pics spectraux : la première étape consiste à rechercher pour
chaque instant de calcul de la transformée les maxima locaux “significatifs”
du spectrogramme,

Détermination des trajets des partiels : la deuxième étape consiste à lier tem-
porellement les maxima locaux détectés précédemment pour retrouver les
lignes de crêtes correspondant aux différents harmoniques (ou partiels dans le
cas où l’on utilise un modèle plus général de sinusöıdes sans rapport spécifique
de fréquence).

Dans chacune des deux étapes, quelques problèmes-clefs se posent.
Concernant la détection des pics spectraux, la principale difficulté est d’iden-

tifier, pour un instant donné, les maxima locaux de la transformée correspondant
effectivement à une composante sinusöıdale. En effet, beaucoup de maxima locaux
peuvent apparâıtre sur la transformée, en particulier lorsque le signal est bruité,
mais également à cause des lobes secondaires de la fenêtre d’analyse. Différentes
méthodes sont proposées pour faire face à ce problème, par exemple en jouant sur

2Il faut noter que les auteurs ne se limitent pas toujours au cas des composantes localement
harmoniques, mais utilisent souvent un modèle plus général de somme de sinusöıdes d’amplitudes
et de fréquences variant lentement dans le temps sans rapport spécifique entre les fréquences des
sinusöıdes. Les composantes localement harmoniques constituent un cas particulier de ce modèle.
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la taille du voisinage utilisé pour définir la “localité” du maximum, ou en corrélant
le spectre avec la réponse en fréquence de la fenêtre pour identifier les pics ayant
une forme appropriée.

Concernant la détermination des trajets de partiels, la difficulté est d’éviter les
erreurs dans le suivi d’une composante sinusöıdale, en sélectionnant un maximum
spectral correspondant à une autre composante, ou un maximum ne correspondant
pas à une composante sinusöıdale. Pour éviter ces erreurs, on introduit dans les
processus de décision des connaissances a priori sur les composantes, en particulier
le fait qu’elle varient lentement dans le temps. L’introduction de ces a priori se fait
de manière plus ou moins formelle selon les auteurs, allant d’une simple limitation
de la zone de recherche à l’utilisation de modèle probabilistes plus poussés.

Il est intéressant de noter que la recherche de crêtes se fait rarement par une op-
timisation temps-fréquence directe sur la transformée : généralement, les dimensions
fréquentielle et temporelle sont traitées séquentiellement, comme on vient de l’indi-
quer, et même dans des cas où la recherche des trajets de partiels se fait de manière
globale, cette recherche ne se fait pas directement sur la transformée, mais sur les
pics détectés lors de la première étape [11]. On peut cependant citer l’approche
décrite dans [10] qui propose une modélisation sinusöıdale probabiliste du signal, les
paramètres du modèles étant estimés de manière globale sur la transformée.

3.1.3 Critère pour la détection de composantes localement
harmoniques

Comme nous nous intéressons à la détection de composantes localement harmo-
niques dans des cas qui peuvent être très bruités, compte tenu de notre application
au design sonore industriel, nous souhaitons mettre en place une approche qui soit
robuste au bruit. Pour cela, l’approche à deux étapes (détection de pics, recherche de
trajets de partiels) généralement utilisée ne semble pas bien adaptée. En particulier,
en présence de fort bruit, la distinction des maxima locaux correspondant à des si-
nusöıdes des maxima dus au bruit est particulièrement difficile. De plus, les maxima
correspondant à une sinusöıde peuvent localement être déplacés voir disparâıtre en
raison du bruit. Ainsi l’effet du bruit peut être localement très important, mettant
en défaut une approche de détection trop locale.

Pour être plus robuste, nous allons utiliser une approche de détection plus globale
en introduisant les a priori que nous avons sur les composantes cherchées (compo-
santes localement harmoniques sans inharmonicité variant lentement dans le temps,
et contenant des rangs d’harmoniques supposés connus) et en réalisant une optimi-
sation globale dans une région temps-fréquence.

Cependant, nous souhaitons mettre en place une méthode de détection qui reste
bien adapté à notre cadre d’étude. En particulier, nous souhaitons que son coût de
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calcul reste compatible avec le traitement de son de plusieurs minutes, et également,
qu’elle ne requiert pas le réglage d’un trop grand nombre de paramètres, pour faciliter
son utilisation. Pour ces raisons, nous n’avons pas retenu d’approche bayésienne du
type de celle proposée dans [10] .

Notre méthode de détection se base sur l’optimisation d’un critère de détection
et utilise la stratégie proposée dans [3], en l’adaptant à notre cadre d’étude, c’est à
dire au cas où l’on a plus d’un harmonique.

Compte tenu de leur caractérisation temps-fréquence, pour détecter les compo-
santes localement harmoniques, nous cherchons dans la représentation des peignes
harmoniques de crêtes. Deux arguments sont utilisés dans cette démarche pour
construire un critère de détection :
• Pour détecter les crêtes, on recherche la fréquence fondamentale pour laquelle

l’énergie sur la transformée de Gabor est maximale sous le peigne harmonique
correspondant. Pour cela on définit pour une fréquence fondamentale f fonc-
tion du temps le critère suivant :

E(f) = −
∫

M(τ, f(τ)) dτ (3.3)

où

M(τ, ν) =

k2∑
k=k1

|Gg
x(τ, ν)|2 (3.4)

représente l’énergie apparaissant sur la représentation à l’instant τ sous un
peigne harmonique de fréquence fondamentale ν. La fonction f minimisant le
critère E correspond à celle pour laquelle l’énergie est maximale et cöıncide
donc avec la fréquence fondamentale f0 lorsque l’on analyse une composante
localement harmonique. Nous utilisons ici le fait que la composante est sup-
posée strictement harmonique avec des rangs d’harmoniques connus.
Dans les applications pratiques, le signal peut être plus complexe et contenir
d’autres composantes dont l’énergie va fausser le critère E et biaiser l’estima-
tion de la fréquence fondamentale. En particulier, lorsque le signal est forte-
ment bruité, des maxima locaux d’énergie dus au bruit peuvent devenir loca-
lement prépondérants par rapport à l’énergie de la composante harmonique,
ce qui va se traduire par un saut dans la valeur de la fréquence fondamentale
optimale obtenue en utilisant le critère E. Pour tenir compte de ce phénomène,
on introduit un deuxième terme dans le critère, dont le rôle est d’assurer une
certaine régularité à la fréquence fondamentale et éviter les sauts brusques.
• Dans une composante localement harmonique, la fréquence fondamentale varie

par hypothèse lentement au court du temps. On peut en conséquence introduire
dans le critère un terme de pénalisation sur la régularité de la fonction f afin
de favoriser les variations lentes de la fréquence fondamentale.
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Pour cela, on introduit un terme de régularisation basé sur la dérivée f ′ de la
fonction f donnant la fréquence fondamentale, pour obtenir le critère :

C(f) = −
∫

M(τ, f(τ)) dτ + c

∫
|f ′(τ)|2 dτ, (3.5)

où c est une constante positive permettant de contrôler l’importance relative
des deux termes du critère, une plus grande valeur de c favorisant une plus
grande régularité à la solution. La détection est donc finalement réalisée en
cherchant la fonction f minimisant le critère C.

Remarque 3.3 (Réglage du paramètre c) Le réglage a priori du paramètre c
ne parâıt pas possible. En effet, si on fait l’hypothèse que le signal y sur lequel on
effectue la détection est constitué d’une composante localement harmonique x et d’un
bruit blanc gaussien additif b, l’expression du critère devient :

C(f) = −
∫ k2∑

k=k1

(
|Gg

x(τ, k f(τ))|2 + E
(
|Gg

b(τ, k f(τ))|2
))

dτ + c

∫
|f ′(τ)|2 dτ.

(3.6)
On souhaite que le terme de régularité c

∫
|f ′(τ)|2 dτ puisse compenser l’effet du

bruit, il doit donc être du même ordre le terme
∫ ∑k2

k=k1

(
E |Gg

b(τ, k f(τ))|2
)

dτ . La

valeur de c devrait donc idéalement dépendre de la variance du bruit b et de la borne
supérieure de |f ′0|, qui sont inconnus.

La valeur de c doit en conséquence être réglée par l’utilisateur en fonction du
signal, de manière à assurer un bon compromis permettant de limiter le biais d’es-
timation dû au terme de régularisation tout en compensant l’influence du bruit et
assurer une bonne détection (c permet en fait de régler le compromis biais/variance
de l’estimateur).

Pour faciliter le réglage du paramètre c, en constatant qu’il parâıt naturel que le
résultat de la détection soit indépendant du facteur d’amplitude du signal, l’utilisa-
teur règle en fait une constante c1 tel que c = c1

px
, où px est la puissance moyenne

du signal (qui est bien définie car on réalise dans la pratique la détection sur une
durée finie).

3.1.4 Discrétisation du critère

Pour une utilisation pratique, l’optimisation est faite numériquement. Pour cela
on utilise une version discrétisée Cd du critère C avec un pas de discrétisation tem-
porel ∆t et un pas fréquentiel ∆t. On remplace les intégrales par des sommes et on
approxime la dérivée de f en t par f(t+∆t)−f(t)

∆t
. Le critère à minimiser est donc de
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la forme :

Cd(f) = −c2

∑
p

M(p∆t, f(p∆t)) dτ + c3

∑
p

|f((p + 1)∆t)− f(p∆t)|2 , (3.7)

avec c2 et c3 des constantes positives.
De plus, la détection se fait sur une durée limitée, l’indice temporel varie donc en

fait entre 0 et un entier P − 1. Enfin, on limite également entre deux bornes fmin et
fmax la zone de recherche de fréquence fondamentale en imposant à f la condition :
∀t ∈ R, 0 < fmin ≤ f ≤ fmax. La limitation inférieure est motivée par la limitation
de résolution fréquentielle de la transformée (qui dépend de la fenêtre d’analyse), la
limitation supérieure est liée à l’hypothèse de bande limitée des signaux discrets.

Plus de détails sur la discrétisation du critère sont donnés dans [25].
Cependant, même si on limite ainsi la zone de recherche, cette zone peut être de

très grande dimension, puisqu’on souhaite traiter des sons de longue durée avec des
fréquences d’échantillonnage élevées. Il n’est en conséquence pas possible de réaliser
l’optimisation numérique directement, car elle serait beaucoup trop coûteuse en
temps de calcul.

Nous allons proposer deux approches alternatives permettant de réaliser cette
optimisation de façon compatible avec une application réaliste :
• La première est une approche par optimisation stochastique basée sur l’algo-

rithme de recuit simulé. Nous verrons quelles sont les difficultés et les limita-
tions rencontrées avec cette méthode.
• Nous verrons ensuite que le problème d’optimisation peut être résolu de

manière efficace et déterministe en utilisant des méthodes de programmation
dynamique. Cette approche permet une solution rapide tout à fait compatible
avec les applications sans présenter les difficultés de l’optimisation stochas-
tique.

3.1.5 Résolution par optimisation stochastique

Une première approche possible est d’utiliser des algorithmes stochastiques d’op-
timisation, comme cela est proposé dans [3]. L’idée de base de ces méthodes est de
modifier les méthodes de gradient en laissant la possibilité de déplacements dans
l’espace des paramètres dans des directions autres que la direction de plus fort gra-
dient. Ceci permet, sous certaines conditions, d’échapper aux minima locaux. De tels
déplacements sont permis avec une certaine probabilité qui décrôıt au fur et à me-
sure que l’on avance dans les itérations ce qui assure la convergence de la méthode.
On s’intéresse en particulier à l’algorithme de recuit simulé3 qui, appliqué à notre

3Pour une présentation générale de l’algorithme de recuit simulé et du cadre de son étude, on
peut se référer à [45].
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problème d’optimisation, peut être formulé sous la forme de l’algorithme 1 et dont
nous allons maintenant décrire le fonctionnement.

Il consiste à choisir une valeur de fréquence fondamentale initiale f 0, puis à tirer
au hasard un instant p et à modifier la position de la fréquence fondamentale à cet
instant, en l’augmentant ou en la diminuant d’un pas fréquentiel selon un choix fait
au hasard (choix de ε). Si la nouvelle position de fréquence fondamentale h permet
d’obtenir une meilleure valeur du critère, on conserve la nouvelle position comme
référence. Si la nouvelle valeur du critère est moins bonne, on peut tout de même
conserver la nouvelle position de fréquence fondamentale comme référence, avec une
probabilité donnée, ce qui permet d’éviter de rester bloquer par un minimum local
du critère. Le processus de déplacement est ensuite itéré jusqu’à ce que la position
de la fréquence fondamentale soit inchangée depuis un nombre N d’itérations fixé
par l’utilisateur.

La convergence de l’algorithme est assurée par le fait que la probabilité de conser-
ver une position de fréquence fondamentale pour laquelle le critère est moins bon
tend vers zéro au fur et à mesure du déroulement de l’algorithme. Cette probabilité

est fixée à exp
(

C(fn−1)−C(h)
Tn

)
où Tn est un paramètre, appelé température, qui varie

avec le numéro d’itération n. Cette valeur de température est donnée par la relation
Tn = T0

log2(n+2)
, où T0 est une température initiale fixée par l’utilisateur. Cette relation

de mise à jour permet théoriquement d’assurer une convergence vers le minimum
global du critère pour une valeur initiale de température T0 suffisamment élevée.

Influence de la température initiale

L’utilisation pratique de l’algorithme pose certaines difficultés. La principale est
liée au choix de la valeur initiale de température T0. En effet, dans l’algorithme 1,
lorsque la température Tn tend vers 0, la probabilité d’aller vers une position pour
laquelle le critère est moins bon tend également vers 0, ce qui signifie que si la
température devient trop faible, l’algorithme risque de ne pas parvenir à dépasser
un minimum local qu’il devrait passer pour atteindre la position optimale corres-
pondant au minimum global du critère. Il faut en conséquence que la température
initiale soit suffisamment grande pour qu’en début d’algorithme la probabilité de
déplacement “en sens inverse” du critère soit suffisamment élevée pour sortir des
bassins correspondant à des minima locaux et permettre au système de se figer en
convergeant vers la bonne solution. Le choix de la valeur de T0 doit donc dépendre du
niveau et du nombre des minima locaux à passer depuis la position initiale. Comme
dans le cas général, ces minima locaux sont inconnus le choix a priori de T0 est très
délicat.

Exemple 3.1 La figure 3.2 montre les résultats obtenus sur un son de synthèse avec
l’algorithme de recuit simulé pour la même sélection initiale de fréquence fondamen-
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[Initialisation du numéro d’itération n]
n← 1
Répéter

[Choix d’un instant p]

p← HASARD({0, . . . , P − 1})
[Choix d’un déplacement ε]

ε← HASARD({−1, 1})
[Définition de la position de fréquence fondamentale candidate h obtenue
à partir de la position précédente en déplaçant le point à l’instant p de ε]

h← fn−1

hp ← fn−1
p + ε

Si (C(h) < C(fn−1)) Alors
[Le critère est meilleur pour la nouvelle position, on la conserve]

fn ← h
Sinon

[Le critère est moins bon pour la nouvelle position, on peut cependant

la conserver avec la probabilité exp
(

C(fn−1)−C(h)
Tn

)
]

Tn ← T0

log2(n+2)

Si (HASARD([0, 1]) < exp
(

C(fn−1)−C(h)
Tn

)
) Alors

fn ← h
Sinon

fn ← fn−1

Fin Si

Fin Si
[Mise à jour du numéro d’itération]

n← n + 1

jusqu’à ce que (fn = fn−1 = ... = fn−(N−1))

ou HASARD(E) renvoi un élément de l’ensemble E tiré au hasard uni-
formément parmi les éléments de E

Algorithme 1: Algorithme de recuit simulé appliqué au problème d’optimisation
du critère C
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tale, mais avec deux valeurs différentes de T0. Le son est constitué d’une somme
d’un bruit blanc et d’une composante localement harmonique dont la fréquence fon-
damentale varie sinusöıdalement et contenant trois harmoniques. On voit qu’avec
une valeur élevée de T0, le résultat est satisfaisant, alors qu’avec une valeur plus
faible, l’algorithme est bloqué par un minimum local dû au bruit, ce qui se traduit
par une mauvaise détection entre les instants 0, 2 s et 0, 4 s.
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Fig. 3.2 – Exemple de détection de composante localement harmonique avec l’al-
gorithme de recuit simulé : en haut, les lignes blanches représentent la position des
harmoniques à l’initialisation de l’algorithme, en bas les résultats de la détection ob-
tenu pour deux valeurs de température initiale, à gauche une valeur faible, à droite
une valeur plus élevée

Remarque 3.4 Par rapport au cas où un seul harmonique est présent, comme dans
[3], l’optimisation du critère est plus complexe lorsque plusieurs harmoniques sont
présents. En effet, le critère présente alors des minima locaux importants du fait de
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la structure du problème étudié. En plus des minima locaux dus au bruit, et dont les
niveaux dépendent du niveau relatif du bruit, le terme énergétique du critère calculé
sur un peigne harmonique présente des minima locaux pour les fréquence multiple
et sous-multiple de la fréquence fondamentale. En considérant par exemple un cas
où l’on recherche une composante harmonique contenant 6 harmoniques avec une
fréquence fondamentale fond, l’énergie mesurée sous un peigne de 6 harmoniques
avec la fréquence fondamentale fond

2
est importante puisque l’on récupère l’énergie

des trois premiers harmoniques. Si de plus le niveau des harmoniques est décroissant
avec leur rang, comme c’est généralement le cas dans des signaux réels, la différence
de valeur de la partie énergétique du critère entre une fréquence fondamentale de
fond et une fréquence fondamentale de fond

2
, qui correspond à l’énergie des harmo-

niques 4 à 6, peut être faible. On peut donc avoir un minimum local très marqué et
de niveau proche du minimum global pour la fréquence fondamentale fond

2
. Si la po-

sition initiale f 0 est plus proche de fond
2

que de fond, il faut donc que la température
soit très élevée pour permettre la convergence de l’algorithme vers la bonne solution.

Cependant, comme l’augmentation de la température initiale implique une
convergence plus lente, et donc un temps de calcul plus élevé, on souhaite choi-
sir une température initiale aussi faible que possible. Concrètement, dans certains
cas de figure, pour assurer la convergence vers le minimum global, on est amené à
utiliser des valeur de T0 pour lesquelles le temps de calcul devient trop élevé et in-
compatible avec une utilisation de la méthode dans un contexte de traitement pour
le design sonore industriel.

Le risque de convergence vers un minimum local du critère pour une valeur
inadaptée de T0 implique une ambigüıté sur la validité de la solution trouvée : il
n’est pas possible de s’assurer que la solution obtenue soit bien le minimum global
du critère. Ceci pose en particulier des problèmes pour l’étude de l’influence du
paramètre c permettant de régler l’importance de la régularisation dans le critère.
Il devient en effet très difficile de distinguer l’effet des deux paramètres c et T0. Par
exemple, dans le cas où une augmentation de c permet, pour une même valeur de
T0, d’obtenir un résultat satisfaisant, on ne sait pas si le bon résultat est dû au
fait que l’augmentation de c a effectivement replacé le minimum global du critère
à la position correspondant à la composante harmonique, en contrebalançant une
perturbation due au bruit, ou si l’augmentation du c a permis de supprimer un
minimum local vers lequel l’algorithme convergeait à tort en raison d’une valeur de
T0 trop petite, le minimum global du critère correspondant déjà à la bonne solution.

Influence de la condition d’arrêt

Un deuxième élément est déterminant en ce qui concerne la durée de convergence
de l’algorithme. Il s’agit du nombre d’itérations sans déplacement N intervenant
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dans la condition d’arrêt de l’algorithme. Ce nombre doit être suffisamment grand
pour s’assurer que le système a effectivement atteint une position d’équilibre. Ce-
pendant, comme pour la température initiale, une valeur plus élevée de N implique
une plus grande durée de convergence.

En effet, même lorsque la fréquence fondamentale se trouve à la position
optimale, elle peut encore se déplacer puisqu’une position correspondant à une
moins bonne valeur du critère peut être retenue avec la probabilité non-nulle

exp
(

C(fn−1)−C(h)
Tn

)
. Or, à proximité de la position optimale, la valeur du critère

pour la position h qui ne diffère de fn−1 que d’un pas fréquentiel du fondamen-
tal en un instant est très proche de celle obtenue pour fn−1. Plus précisément, le
déplacement faible du fondamental autour de la position optimale correspond à un
déplacement sur le sommet des lobes principaux apparaissant sur la transformée
autour des crêtes. Le niveau d’énergie évolue lentement le long de ces lobes et la
différence C(fn−1)−C(h) peut donc être très faible autour de la position optimale.
La probabilité associée peut rester importante, même avec une faible valeur de Tn.
Si N est trop grand, on risque ainsi d’avoir une valeur de fréquence fondamentale
qui “vibre” lentement mais longtemps autour de la position optimale en attendant
un grand nombre d’itérations inutiles avant d’avoir N itérations sans déplacement
et de stopper l’algorithme. Pour limiter cet effet, on peut par exemple modifier la
condition d’arrêt en vérifiant si les N dernières valeurs de fréquence fondamentale
sont suffisamment proches plutôt que strictement égales.

En conclusion, l’algorithme de recuit simulé permet effectivement de résoudre le
problème d’optimisation étudié, mais dans le cas général, on est amené à utiliser des
valeurs élevées de T0 et de N pour assurer la convergence vers le minimum global,
ce qui implique des temps de calcul incompatibles avec une application pratique au
traitement pour le design sonore industriel.

Recuit à température faible ou nulle

Cependant, si la position initiale f 0 de la fréquence fondamentale est suffisam-
ment proche de la solution, il devient possible d’utiliser une valeur de T0 faible et
d’avoir une convergence rapide de l’algorithme vers la bonne solution. C’est fina-
lement dans ce cas de figure, c’est à dire avec une faible température initiale, que
l’algorithme de recuit simulé peut être utilisé de façon satisfaisante. Ce qui apparais-
sait comme un défaut pour résoudre le problème d’optimisation global peut même
alors devenir une qualité. En effet, dans certains cas de figure, on utilise avec profit
la capacité de l’algorithme à converger non pas vers le minimum global, mais vers
un minimum local du critère. Par exemple, lorsque le signal est constitué de deux
composantes localement harmoniques de fréquences fondamentales différentes avec
une des deux composantes de plus forte énergie que l’autre, l’optimisation globale du
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critère ne permet de détecter que la composante la plus énergétique. En revanche,
avec l’algorithme de recuit simulé, si on initialise l’algorithme avec une fréquence
fondamentale initiale suffisamment proche de la fréquence fondamentale de la com-
posante de plus faible énergie, et si la température initiale est suffisamment faible, on
peut converger vers le minimum local correspondant à la composantes de plus faible
énergie. On a le même cas de figure lorsque l’on souhaite sélectionner uniquement
les harmoniques paires d’une composantes localement harmoniques : l’optimisation
globale ne permet de détecter que la fréquence fondamentale de la composante lo-
calement harmonique, alors qu’en initialisant l’algorithme à proximité du double de
la fréquence fondamentale de la composante, on peut sélectionner avec l’algorithme
uniquement les harmoniques paires.

Dans l’optique d’une utilisation du recuit simulé avec une faible température
initiale, le cas limite où la température devient nulle peut avoir un intérêt particulier.
La probabilité de conserver un déplacement pour lequel le critère est moins bon
devient alors nulle, et seuls les déplacements vers une meilleure valeur du critère sont
alors possible. L’algorithme a alors un comportement de type descente de gradient.

Pour étudier le cas limite du recuit simulé avec une température nulle, il est
intéressant de mettre en place l’algorithme 2 dont le comportement est très proche,
mais qui permet de réduire le temps de calcul. En effet, à chaque itération, le choix
d’un instant et d’un déplacement ne se font plus au hasard, mais dans un ordre
systématique. L’algorithme devient ainsi déterministe, ce qui permet de lever la
difficulté du choix de N pour la convergence de l’algorithme, qui est maintenant
détectée facilement lorsque la fréquence fondamentale obtenue pour un instant p est
identique à celle obtenue la fois précédente où l’instant p a été considéré.

Cet algorithme permet une convergence rapide, par contre, il est très sensible
aux minima locaux, ce qui peut être gênant pour des sons très bruités, pour lesquels
il est nécessaire de sélectionner précisément la fréquence fondamentale initiale pour
obtenir un résultat satisfaisant. Ce phénomène est illustré sur la figure 3.3 où l’on
peut comparer les résultats obtenus avec l’algorithme 2 sur le même signal que dans
la figure 3.2 pour deux sélections de fréquences fondamentales initiales différentes.

En conclusion, on observe que l’optimisation du critère est possible en utilisant
l’algorithme de recuit simulé ou l’algorithme 2. Cependant, pour obtenir un résultat
satisfaisant dans des conditions réalistes d’utilisation sur un signal bruité, on doit
débuter l’optimisation à partir d’une position initiale proche (voir très proche) de
la solution, ce qui est trop contraignant pour une utilisation pratique. On préférera
en conséquence utiliser la deuxième approche, qui, grâce à une résolution par pro-
grammation dynamique, permet le calcul déterministe efficace du minimum global
du critère.
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[Initialisation du numéro d’itération n]
n← 1
Répéter

Pour p de 0 à P − 1 faire
[Définition de deux positions de fréquence fondamentale candidates
h1 et h2 obtenue à partir de la position précédente en déplaçant le
point à l’instant p de +1 et −1]

h1 ← fn−1

h1
p ← fn−1

p + 1
h−1 ← fn−1

h−1
p ← fn−1

p − 1
[Mise à jour de la position de fréquence fondamentale avec
la meilleure position parmi les deux candidates et la position
précédente]

fn = arg ming∈{h1,h−1,fn−1}(C(g))
[Mise à jour du numéro d’itération]

n← n + 1
Fin Pour

jusqu’à ce que (fn = fn−P )

Algorithme 2: Algorithme déterministe similaire à un recuit simulé à
température nulle appliqué au problème d’optimisation du critère C
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Fig. 3.3 – Exemple de détection de composante localement harmonique avec l’al-
gorithme 2 : en haut, les lignes blanches représentent la position des harmoniques
pour deux initialisations différentes de l’algorithme, en bas les résultats de détection
correspondants
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3.1.6 Résolution par programmation dynamique

Dans le cadre du réseau européen HASSIP (Harmonic Analysis and Statis-
tics for Signal Processing) coordonné par Bruno Torrésani, j’ai eu l’opportunité
de visiter l’IBB (Institut für Biomathematik und Biometrie) du GSF (Forshung-
szentrum für Umwelt und Gesundheit, Neuherberg) également membre du réseau,
durant une semaine. Cette visite était motivée par les difficultés décrites dans
la section précédente, liées à l’utilisation de l’algorithme de recuit simulé. Le
groupe de recherche en modélisation mathématique de l’IBB possède en effet une
grande expérience dans l’utilisation de ce type d’algorithme, ainsi qu’une très forte
compétence dans la théorie associée, particulièrement grâce à la présence de Ge-
rhard Winkler, spécialiste du domaine [45], et de Felix Friedrich, spécialiste de
l’implémentation de ce type de méthodes et développeur de la vaste bibliothèque
dédiée AntsInField disponible à l’adresse http ://www.antsinfields.de.

Lors de ma visite, Felix Friedrich, par analogie avec ce qui avait été fait aupara-
vant dans l’équipe sur un autre problème d’optimisation habituellement résolu par
optimisation stochastique4, a repéré que l’optimisation de la version discrétisée du
critère pouvait être réalisée efficacement de manière déterministe.

Ceci est permis par la structure “causale” du critère dans sa formulation discrète
grâce à laquelle il est possible de mettre en place une méthode de résolution par
programmation dynamique, c’est à dire en résolvant une série de sous-problèmes
d’optimisation du critère qui utilisent les résultats des sous-problèmes déjà résolus
pour réduire la charge de calcul.

Pour retrouver le formalisme de programmation dynamique utilisé en théorie des
graphes, on peut réécrire le problème d’optimisation du critère comme un problème
de recherche de plus court chemin dans un graphe construit à partir des valeurs de
M . Le problème d’optimisation peut alors être résolu en utilisant un algorithme de
recherche de plus court chemin classique. Pour des raisons de confidentialité, j’ai
décrit en détail la formulation correspondante et l’algorithme de résolution associé
dans [25].

La méthode proposée permet une résolution déterministe du problème d’opti-
misation avec un temps de calcul très réduit, ce qui permet son utilisation sur des
signaux longs.

Influence du paramètre de contrôle de régularité

Avec cet algorithme, l’influence du paramètre de contrôle de régularité c peut-
être évaluée sans ambigüıté, puisqu’on est assuré d’obtenir le minimum global du
critère. On observe bien le comportement attendu : l’augmentation de la valeur de
c favorise la sélection d’une fréquence fondamentale plus régulière, aboutissant dans

4Il s’agit du modèle de Potts, voir [46] pour plus de détails.
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le cas extrême d’une très grande valeur de c au choix d’une fréquence fondamen-
tale constante. Lorsque le signal contient d’autres composantes que la composante
localement harmonique à détecter, et en particulier lorsque le signal est très bruité,
on constate bien, comme on l’avait évoqué dans la remarque 3.3, que le réglage du
paramètre c doit être bien adapté au signal pour obtenir un résultat satisfaisant. Il
faut cependant noter que le choix de c ne devient critique que pour les forts niveaux
de bruit. En effet, en dessous d’un certain niveau, les maxima locaux d’énergie dus
au bruit ne dépassent pas le niveau des crêtes correspondant à la composante lo-
calement harmonique. En utilisant une faible valeur de c, la détection ne sera donc
pas perturbée. L’influence de c est illustrée sur l’exemple suivant.

Exemple 3.2 On peut voir sur la figure 3.4 les résultats de détection obtenus pour
un signal bruité avec diverses valeurs du paramètre c. Le signal est constitué d’une
composante localement harmonique dont la fréquence fondamentale varie sinusöıda-
lement autour de 2000 Hz, à laquelle on ajoute un bruit blanc, avec un rapport signal
à bruit de -13 dB. On voit qu’avec une trop faible valeur de c, la fréquence fonda-
mentale présente des sauts brusques vers des maxima locaux d’énergie du bruit. En
augmentant la valeur de c, ces sauts sont supprimés, et le résultat est satisfaisant.
Pour une valeur trop élevé de c, le résultat obtenu est quasiment constant, l’influence
du terme énergétique du critère devenant trop faible.

Robustesse au bruit

La robustesse au bruit de la méthode de détection est bonne. Pour l’illustrer,
nous avons repris le signal utilisé dans l’exemple 3.2 en diminuant le rapport signal
à bruit, c’est à dire en augmentant le niveau du bruit, pour chercher jusqu’à quel
niveau de bruit la détection restait possible. Sur cet exemple, la limite se situe au-
tour d’un rapport signal à bruit de -20 dB. On peut voir sur la figure 3.5 que la
composante localement harmonique n’est pas visible sur le spectrogramme dans ce
cas (elle ne semble pas perceptible à l’écoute du signal non plus). L’algorithme de
détection permet cependant de retrouver approximativement la forme de la compo-
sante localement harmonique (cette composante est la même que dans l’exemple 3.2,
on souhaiterait donc idéalement retrouver le même résultat que sur la représentation
du bas à gauche de la figure 3.4). Il faut noter que la qualité du résultat obtenu avec
ce rapport signal à bruit est particulièrement sensible au réglage du paramètre c.
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Fig. 3.4 – Influence de paramètre c sur la détection : en haut à gauche, spectro-
gramme du signal analysé, en haut à droite, détection pour une faible valeur de
c, en bas à gauche, détection pour une valeur intermédiaire de c, en bas à droite,
détection pour une grande valeur de c
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Fig. 3.5 – Exemple de détection en présence d’un fort bruit : à gauche, spectro-
gramme du signal analysé (rapport signal à bruit de -20 dB), à droite, résultat de
la détection

3.1.7 Reconstruction de composantes localement harmo-
niques

Approches courantes pour la reconstruction

La détection de composantes localement harmoniques se fait généralement dans
le but d’obtenir une représentation paramétrique du signal. Dans ce cadre, après
la détection, la reconstruction des composantes localement harmoniques (ou plus
généralement de sinusöıdes variant dans le temps) se fait généralement en estimant
de manière explicite les paramètres du modèle associé aux composantes : on estime
f , Ak, φk à partir de la transformée, puis on reconstruit directement les composantes
à partir de la formule (3.1). Pour connâıtre les méthodes d’estimation des paramètres
du modèle sinusöıdal proposées dans la littérature, on pourra consulter [37].

Pour obtenir une bonne précision, l’estimation des paramètres du modèle n’utilise
généralement pas uniquement le module de la transformée de Gabor, mais, également
sa phase. Comme la transformée de Gabor est calculée avec un pas temporel plus
grand que celui du signal, il est nécessaire d’interpoler les valeurs des paramètres
estimés entre deux instants de la transformée.

Lorsque le nombre de sinuöıdes est important, la charge de calcul pour la recons-
truction, qui se partage entre l’interpolation des paramètres estimés et la formule de
reconstruction (3.1) elle-même, peut devenir importante. Des algorithmes rapides
ont été proposés pour permettre une reconstruction plus rapide à partir des pa-
ramètres du modèle. Par exemple, l’algorithme FFT−1 de l’Ircam [41], utilise pour
cela la formule d’inversion de la transformée de Gabor appliquée à une transformée
approchée déterminée directement à partir des paramètres du modèle.
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Reconstruction dans notre cadre de travail

Dans notre cadre général de traitement des sons par modification de leur
représentation temps-fréquence, une manière simple de reconstruire les composantes
localement harmoniques est d’utiliser les multiplicateurs de Gabor évoqués en 2.1.3.
Pour cela, on fait l’hypothèse que l’énergie d’une composante sinusöıdale se loca-
lise sur sa transformée de Gabor dans une bande de largeur finie ∆f autour de la
fréquence instantanée de la sinusöıde et qu’elle est négligeable en dehors de cette
bande5. On prendra typiquement comme largeur de bande la largeur du lobe prin-
cipal de la fenêtre d’analyse. On reconstruit alors la composante localement harmo-
nique par inversion de la transformée de Gabor du signal en ne conservant que les
coefficients de la transformée se trouvant dans une bande de largeur ∆f autour des
crêtes détectées par l’algorithme.

Les difficultés apparaissant avec cette méthode sont les suivantes :

• La reconstruction des composantes n’est pas exacte, puisqu’on néglige une
partie de l’énergie des composantes dans le plan temps-fréquence. Cependant,
cette approximation peut être très bonne en utilisant des fenêtres appropriées,
c’est à dire des fenêtres avec des lobes secondaires de très faible niveau.
• La variation de la fréquence instantanée d’une sinusöıde sur la durée d’une

fenêtre d’analyse entrâıne un élargissement du lobe principale en fréquence.
Si la fréquence évolue suffisamment lentement, cet effet est négligeable, en
revanche lorsque le variation devient rapide, il est souhaitable d’élargir la
bande fréquentielle dans laquelle on conserve les coefficients pour la recons-
truction, afin de conserver la même proportion de l’énergie de la composante
indépendamment de la pente de sa fréquence instantanée. Ceci est parti-
culièrement important dans le cas des composantes localement harmoniques,
puisque la variation de fréquence instantanée n’est pas la même pour les
différents rangs d’harmoniques (elle est proportionnelle au rang). Si on uti-
lise la même largeur de bande pour reconstruire les différents harmoniques
alors que la variation de fréquence instantanée est importante, on récupère
une proportion plus faible de l’énergie des harmoniques de rangs plus élevés,
ce qui modifie le niveau relatif des harmoniques et n’est pas satisfaisant dans
le cadre de traitements audionumériques. Il faut donc adapter la largeur de
bande en fonction de la pente de chaque harmonique pour éviter ce problème.
• En présence d’une autre composante, et en particulier de bruit, on ne re-

construit avec cette méthode pas uniquement la composante localement har-
monique, mais on récupère également l’énergie de l’autre composante qui se

5Cette approximation est de même nature que celle faite dans l’algorithme de reconstruction
FFT−1 [41]. On peut d’ailleurs remarquer que la méthode de reconstruction à l’aide des multi-
plicateurs de Gabor est très proche de l’algorithme FFT−1, à la différence que les paramètres du
modèle sinusöıdal ne sont pas estimés explicitement.
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trouve dans la zone sélectionnée. On peut négliger ce phénomène lorsque le
niveau relatif de l’autre composante est suffisamment faible. Par contre lorsque
les deux composantes sont de niveaux comparables dans la zone sélectionnée,
comme sur la figure 3.5, ou que le niveau de l’autre composante est plus élevé,
un problème se pose. Aucune solution basée sur les simples multiplicateurs
de Gabor ne semble alors possible. On peut cependant remarquer que dans
ce type de cas, la composante que l’on souhaite reconstruire n’est pas audible
dans la zone de chevauchement des composantes à cause des effets auditifs de
masquage. On peut ainsi envisager dans certains cas de ne pas reconstruire ces
portions de la composante localement harmonique.

Malgré ces limitations, la reconstruction à l’aide des multiplicateurs de Gabor
présente un grand intérêt dans notre cadre de travail puisqu’elle s’intègre directement
dans la boucle de traitement des sons par modification de leur représentation temps-
fréquence en ne constituant alors qu’une méthode spécifique de sélection de régions
temps-fréquence, parmi un ensemble de méthodes de sélection proposé à l’utilisateur.
Cette méthode utilise pour la reconstruction l’inversion de la transformée de Gabor
et ne demande pas d’estimation intermédiaire des paramètres du modèle. Elle permet
donc une reconstruction avec un temps de calcul limité, compatible avec des signaux
de grande durée.

De plus, l’utilisateur ne souhaite pas systématiquement extraire la composante
localement harmonique. Il peut souvent vouloir simplement modifier le niveau de
cette composante, ou le niveau relatif des harmoniques de cette composante, par
exemple. L’utilisation des multiplicateurs de Gabor permet d’effectuer simplement
ce type de traitements.

Une illustration sur un signal de montée en régime automobile des méthodes
de détection et de reconstruction de composantes localement harmonique que nous
venons de proposer est présenté en section 4.2, sur l’exemple 4.1.

3.2 Composantes transitoires

3.2.1 Caractérisation

Bien que couramment utilisé en traitement du signal audionumérique, la
définition du terme “transitoire” reste imprécise et en particulier, il n’existe pas
de modélisation mathématique simple des composantes transitoires comparable à
celle donnée dans l’équation (3.1) pour les composantes localement harmoniques.
Les composantes transitoires sont généralement associées aux attaques des notes en
informatique musicale.

Pour décrire les composantes transitoires, on utilise généralement la ca-
ractérisation suivante : les composantes transitoires correspondent à des régions
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de très courte durée dans lesquelles le signal évolue brusquement et rapidement,
généralement de manière peu prévisible. Ces composantes apparaissent donc sur
une représentation temps-fréquence comme des structures verticales occupant une
large bande fréquentielle et bien localisées temporellement. Typiquement, ces com-
posantes correspondent à la zone temporelle proche de l’impact dans un son de choc
(avant une éventuelle zone de résonance).

La détection de ces composantes se fait généralement en recherchant directement
les zones du signal correspondant à cette caractérisation. Dans des cas simples,
la détection peut se faire directement à partir du signal en recherchant les zones
d’augmentation brusque de l’énergie à court terme. Pour cela, on peut par exemple
rechercher les pics de la dérivée de l’énergie à court terme du signal. Cependant
lorsque les sons sont plus complexes, en particulier lorsque plusieurs composantes se
superposent dans le temps, les transitoires peuvent ne pas apparâıtre directement sur
la forme d’onde du signal. On est alors amené à utiliser les caractérisation temps-
fréquence des transitoires, en réalisant la détection à partir d’une représentation
temps-fréquence du signal.

D’autres approches sont possibles, on pourra se référer à [2] pour plus d’approches
et plus de détails sur les approches évoquées ici.

Dans la suite, nous allons explorer rapidement les pistes qui peuvent être sui-
vies pour utiliser les éléments présentés dans le cadre des puzzles temps-fréquence
(voir 2.4) pour la détection de transitoires. Cette section ne prétend pas présenter
une méthode complète de détection des transitoires. En particulier, aucune étude
systématique des méthodes n’est réalisée. Pour évaluer ces méthodes et choisir les
paramètres les mieux adaptés à la détection, il serait nécessaire de mettre en place
une base de tests, ce qui est particulièrement long et difficile pour les composantes
transitoires, en particulier en raison de l’absence de bonne définition des compo-
santes (voir [30] pour les problèmes de méthodologie).

3.2.2 Détection dans le cadre du puzzle temps-fréquence

On a vu dans la partie 2.3.3, à travers l’interprétation multicouche de l’algorithme
de puzzle temps-fréquence, que l’algorithme utilisé avec deux tailles de fenêtres a
tendance à isoler les composantes transitoires dans la couche correspondant à la
petite fenêtre d’analyse. Il parâıt ainsi intéressant d’étudier comment les éléments
mise en oeuvre dans cet algorithme, et en particulier les critères entropiques, peuvent
être utilisés dans le cadre spécifique de la détection des transitoires.

Compte tenu de leur caractérisation, les composantes transitoires apparaissent
de manière bien localisée sur une transformée de Gabor utilisant une fenêtre de
courte durée. Sur une telle représentation, elles peuvent être caractérisées comme
des composantes “verticales” (qui occupent une plage de fréquence étendue), le
cas extrême de telles composantes étant l’impulsion, représentée comme une bande
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verticale étroite couvrant toutes les fréquences pour une petite fenêtre d’analyse. En
exploitant l’approche présentée dans la partie 2.3.1, on peut identifier les régions de
la transformée de Gabor correspondant à ces caractéristiques, en recherchant des
régions où l’algorithme de puzzle temps-fréquence a assez systématiquement préféré
les fenêtres courtes.

Nous illustrons ce type d’approche sur le signal de glockenspiel déjà utilisé
précédemment, qui n’est pas un exemple difficile, mais permet de bien montrer
le comportement des différents critères que nous proposons.

Pour détecter les transitoires, on peut déjà remarquer sur la courbe du milieu de
la figure 3.6 qu’un simple comptage au cours du temps du nombre de rectangles pour
lesquels la petite fenêtre a été choisie dans l’algorithme de puzzle temps-fréquence
variante 1 sans seuillage lors de la première itération fait apparâıtre des pics aux
instants correspondant aux transitoires. La bonne localisation temporelle de ces com-
posantes implique le choix de la petite taille de fenêtre par le critère de parcimonie,
et la présence de la composante dans une plage de fréquences étendue implique un
nombre important de régions sélectionnées à l’instant correspondant.

On voit cependant que le nombre de rectangles sélectionnés peut également être
important dans des zones où il n’y a pas de transitoire marqué. Ceci est dû au
fait déjà évoqué à la fin de la partie 2.4, que la petite taille de fenêtre peut être
sélectionnée dans des régions pour laquelle aucune des deux tailles de fenêtre n’est
bien adaptée et où la valeur d’entropie reste grande pour les deux tailles de fenêtre.
C’est en raison de ce phénomène qu’une variante de l’algorithme de puzzle temps-
fréquence avec seuillage sur les valeurs d’entropie a été introduite. Ainsi, pour effec-
tuer une bonne détection des transitoires, il est nécessaire d’introduire ce seuillage.
On vérifie effectivement sur la courbe du bas de la figure 3.6 que le problème est
ainsi résolu, le comptage du nombre de rectangles sélectionnés ne présente des pics
que pour les transitoires d’attaque du signal. On peut ainsi envisager une détection
automatique des transitoires à partir de la fonction du temps obtenue, par exemple
par seuillage des valeurs afin de détecter les pics dépassant un niveau suffisant.
Sur l’exemple étudié, on voit que le choix du seuil ne sera pas “critique”. Il peut
évidemment en aller autrement pour des signaux plus complexes.

L’intérêt de cette méthode dans le cadre de l’utilisation des décompositions à
partir de l’algorithme de puzzle temps-fréquence est qu’elle permet de détecter les
transitoires sans avoir à introduire de calculs supplémentaires, la décomposition et
la détection étant réalisés simultanément.

3.2.3 Détection dans un cadre général

Dans un cadre où l’on ne cherche qu’à effectuer la détection de composantes tran-
sitoires sans décomposition du signal, une méthode simplifiée donnant des résultats
assez similaires peut être utilisée, puisqu’il n’est alors plus nécessaire de calculer la
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Fig. 3.6 – Évolution au cours du temps du nombre de rectangles temps-fréquence
sélectionnés pour la petite fenêtre par l’algorithme de puzzle temps-fréquence sur
un son de glockenspiel : en haut, forme d’onde du signal de glockenspiel, au milieu,
nombre de rectangles sélectionnés pour la petite fenêtre lors de la première itération
de l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1) sans seuillage, en bas nombre
de rectangles sélectionnés pour la petite fenêtre lors de la première itération de
l’algorithme de puzzle temps-fréquence (variante 1) avec seuillage
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transformée de Gabor avec la grande fenêtre et d’effectuer une phase de choix entre
la petite et la grande fenêtre. Il suffit alors de calculer la transformée de Gabor
du signal avec une petite fenêtre, puis de calculer la valeur du critère entropique
dans chaque rectangle d’un pavage rectangulaire du plan temps-fréquence, et enfin
de compter pour chaque instant le nombre de rectangles pour lesquels la valeur du
critère est inférieure à un seuil donné. Comme on peut le voir sur la figure 3.7, on
obtient ainsi sensiblement la même courbe que celle obtenue précédemment sur la
figure 3.6 en comptant le nombre rectangles sélectionnés dans l’algorithme de puzzle
temps-fréquence avec seuillage.
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Fig. 3.7 – Évolution au cours du temps du nombre de rectangles temps-fréquence
dont l’entropie est inférieur à un seuil fixé : en haut, forme d’onde du signal de
glockenspiel, en bas nombre de rectangles dont la valeur d’entropie est en dessous
d’un seuil fixé

On peut noter que cette méthode implique l’introduction d’un seuil sur les valeurs
d’entropie, ce qui se traduit par l’ajout d’un paramètre à régler pour l’utilisateur et
risque par conséquent de nuire à la simplicité d’utilisation de la méthode. On peut
éviter l’introduction du seuil dans cette étape en abordant le problème de manière
un peu différente. En conservant les deux mêmes premières étapes, c’est à dire le
calcul de la transformée de Gabor avec une petite fenêtre, puis le calcul des valeurs
du critère entropique, on peut ensuite directement sommer6 pour chaque instant

6On prend ici la somme des valeurs d’entropie, ce qui est équivalent à prendre la moyenne
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les valeurs d’entropie obtenues dans les rectangles qui se trouvent à cet instant.
Lorsqu’un transitoire est présent, on a une faible valeur d’entropie pour plusieurs
rectangle à l’instant du transitoire, ainsi, la fonction obtenue par sommation des
valeurs d’entropie a une valeur plus faible dans la zone du transitoire. On peut ainsi
détecter les transitoires à partir de cette fonction en recherchant les “puits” de la
fonction (diminutions brusques de la valeur suivies d’une remontée). On vérifie sur
la figure 3.8 que ces puits sont bien marqués dans le cas de l’exemple du glockenspiel
et donc bien exploitable pour effectuer la détection.
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Fig. 3.8 – Évolution au cours du temps de la somme des valeurs d’entropie obtenues
pour un pavage rectangulaire du plan temps-fréquence sur un son de glockenspiel : en
haut, forme d’onde du signal de glockenspiel, en bas, somme des valeurs d’entropie

On peut envisager deux cadres d’utilisation des fonctions de détection que nous
venons de proposer :

Cadre supervisé : Dans un cadre supervisé, l’utilisateur détermine une zone du
signal où il souhaite détecter un unique transitoire. On cherche alors le pic (ou
le puits, selon l’approche utilisée) le plus marqué de la fonction de détection
pour détecter le transitoire. Pour cela, une méthode simple est de repérer

arithmétique des valeurs pour la détection. On peut se demander si d’autres moyennes (par exemple
pondérées) ne peuvent pas être mieux appropriées. Pour répondre, il faudrait mettre en place une
méthode d’évaluation des algorithmes de détection et comparer les résultats obtenus avec plusieurs
moyennes.
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l’extremum (maximum ou minimum selon l’approche utilisée) de la fonction
dans la zone sélectionnée.

Cadre non-supervisé : Dans un cadre non-supervisé, on cherche à détecter les
transitoires de manière automatique sur l’ensemble du signal. Pour cela, il va
donc être nécessaire de repérer les pics (ou les puits, selon le cas) de la fonction
de détection. On peut par exemple utiliser un simple seuillage de la fonction de
détection pour repérer les transitoires. D’autres approches plus fines peuvent
être envisagées. On peut consulter [2] pour une présentation des méthodes de
détection de pics sur la fonction de détection.

3.2.4 Reconstruction

Un des intérêts de notre approche est qu’elle permet naturellement le traitement
et la reconstruction des composantes transitoires détectées. En effet, en seuillant les
valeurs d’entropie obtenues sur la transformée de Gabor avec la petite fenêtre à l’ins-
tant correspondant au transitoire, on peut identifier les composantes dont l’énergie
est bien concentrée à cet instant. On peut ensuite reconstruire ces composantes par
inversion de la transformée de Gabor en ne conservant que les rectangles sélectionnés
après seuillage.

Une illustration de la méthode de détection avec reconstruction par cette
méthode est donnée sur l’exemple suivant.

Exemple 3.3 La figure 3.9 présente le résultat de la détection obtenu sur un signal
de musique indienne (tabla et sitar). La méthode utilisée est le comptage au cours du
temps du nombre de rectangles dont l’entropie est au dessous d’un seuil fixé. On voit
que la méthode permet bien de détecter et de reconstruire l’attaque des sons percussifs
en préservant les partiels dans certaines zones riches en composantes tonales.
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Fig. 3.9 – Exemple de détection de composantes transitoires : en haut, spectro-
gramme du signal original, au milieu, spectrogramme des composantes transitoires
extraites, en bas, spectrogramme du résidu obtenu par soustraction des composantes
transitoires extraites au signal original
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Chapitre 4

Application

L’ensemble des transformées et des algorithmes décrits dans les chapitres 2 et 3 a
fait l’objet d’implémentations de test en utilisant le logiciel de calcul numérique Mat-
lab afin de valider les concepts proposés, d’étudier le comportement des algorithmes
en fonction de leurs divers paramètres et d’évaluer leurs possibilités de traitement
sur des extraits de signaux réels.

Ces implémentations rapides, même si elles ont effectivement permis de tester et
d’évaluer les algorithmes, ne fournissent pas des niveaux d’ergonomie, de finalisation
et d’efficacité de calcul suffisants pour pouvoir être réellement utilisés comme des
outils pour le design industriel comme décrits au chapitre 1.

Si l’on considère la boucle de traitement des sons par modification de leur
représentation temps-fréquence, présentée en figure 1.2 au chapitre 1, on voit que
les chapitres 2 et 3 ont permis de proposer les outils pour construire la boucle de
transformation temps-fréquence, modification, puis reconstruction. Pour obtenir des
outils exploitables pour le design sonore industriel, il faut maintenant s’intéresser à
l’interfaçage de cette boucle avec l’utilisateur. Ceci se fait à travers l’affichage gra-
phique des représentations, le contrôle des modifications et la restitution sonore des
sons modifiés.

Les aspects d’interfaçage des traitements ne sont généralement pas étudiés en
détail dans une thèse de traitement des signaux audionumériques. Cependant,
compte tenu du contexte de la thèse et de son objectif, l’étude a pu être poussée à son
terme puisque GENESIS commercialise aujourd’hui un logiciel intégrant la boucle
de traitement temps-fréquence décrite en introduction. Ce logiciel est nommé LEA
(Logiciel d’Expertise Acoustique).

Nous allons d’abord préciser les étapes qui ont permis d’aboutir à la réalisation du
logiciel, puis, après une courte présentation générale des fonctionnalités du logiciel,
qui ne se limitent pas au seul traitement temps-fréquence des signaux, nous décrirons
plus en détail comment la boucle de traitement temps-fréquence a effectivement été
mise en place, en insistant sur les choix retenus pour l’interfaçage avec l’utilisateur.

131
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Enfin, nous décrirons rapidement quelques traitements qui ont été réalisés avec
LEA dans des cadres appliqués de design sonore.

4.1 Logiciel d’Expertise Acoustique (LEA)

4.1.1 Genèse du projet LEA

Un prototype embryonnaire d’outil graphique de traitement temps-fréquence des
sons avait été développé au cours de mon stage de DEA réalisé à GENESIS [24].
Les points étudiés au cours du début de thèse ont rapidement été intégrés à ce
prototype auquel un certain nombre d’améliorations ergonomiques ont également
été apportées afin de pouvoir tester dans de bonnes conditions la pertinence des
approches proposées. Ce prototype a été montré à des industriels pour leur présenter
le concept proposé et recueillir plus précisément leurs besoins en matière d’outils
pour le design sonore industriel. Les traitements disponibles ont retenu l’attention
d’un certain nombre d’industriels, ce qui a débouché sur des demandes de traitements
sur des exemples sonores afin d’évaluer la capacité des outils et également sur des
demandes d’outils logiciels commerciaux permettant de réaliser les traitements.

En vue du développement futur d’un produit commercial, et pour dépasser les
limites du prototype liées au développement sous le logiciel Matlab, notamment en
matière de taille des données traitées, de vitesse de calcul et de possibilités d’in-
terfaçage, il a alors été décidé de mettre en place une structure logicielle d’outil
d’édition temps-fréquence spécifique dans laquelle des implémentations optimisées
des algorithmes proposés dans la thèse pourraient être intégrés. La création de cette
structure logicielle, codée en C/C++, a débuté lors du stage de fin d’école d’ingénieur
de Florent Poirot [38], que j’ai encadré d’avril à septembre 2003 au sein de GENESIS.

Cependant, compte tenu de l’engagement d’un partenaire industriel, le stage a
été intégré dans un projet commercial en vue de concevoir un logiciel d’expertise
acoustique comprenant notamment l’outil d’édition temps-fréquence. Ainsi, le stage
a été consacré à la conception du logiciel complet, réalisée de manière commune
par Florent Poirot et moi-même, et au début du développement du logiciel. Dans le
développement, Florent Poirot s’est principalement consacré à l’interfaçage homme-
machine et je me suis principalement consacré aux algorithmes de traitement du
signal. Le développement s’est ensuite poursuivi avec l’embauche par GENESIS de
Florent Poirot et l’intervention d’autres ingénieurs de GENESIS. Le développement
et la mise au point de la première version du logiciel s’est déroulé sur 21 mois, d’avril
2003 à décembre 2004.

Au moment de la rédaction de ce document, le logiciel est utilisé par des
équipes de recherche de grands groupes industriels (Valeo, Renault, Volkswagen,
SCE Klaxon) et de laboratoires de recherche (France Telecom R&D, équipe d’acous-
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tique perceptive du Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique de Marseille).

4.1.2 Description générale du logiciel LEA

LEA est un logiciel dédié à l’analyse de mesures acoustiques, l’étude de la qualité
sonore et le design sonore industriel, permettant l’analyse et la transformation de
signaux numériques.

Il est constitué de plusieurs modules consacrés à différents types d’analyses et
de traitements que nous allons rapidement décrire.

Module temporel

Le module temporel, dont l’aspect est présenté en figure 4.1, regroupe les fonc-
tions de base que l’on trouve généralement dans les éditeurs de sons. Il permet
l’édition des signaux à partir de leur forme d’onde, la comparaison de plusieurs
signaux en superposant leurs représentations et en repérant des zones tempo-
relles au moyen de curseurs et propose des traitements courants tels que la co-
pie/collage/coupe de segments, le mixage de signaux, l’application de gains et le
rééchantillonnage.

Fig. 4.1 – Exemple d’affichage obtenu avec le module temporel de LEA

Un égaliseur en bande de Bark permettant le filtrage en temps-réel des sons
stéréophoniques est également associé au module temporel. Bien qu’associé au mo-
dule temporel, cet égaliseur réalise en fait un traitement temps-fréquence pour ef-
fectuer ce filtrage, puisqu’il utilise une implémentation temps-réel de la transformée
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de Gabor et de son inversion afin d’appliquer dans chacune des bandes Bark une
atténuation définie en temps-réel par l’utilisateur à l’aide d’un ensemble de curseurs.

Module spectral

Le module spectral, dont l’aspect est présenté en figure 4.2, permet d’effectuer
une analyse spectrale des signaux par la méthode du périodogramme de Welch
avec la possibilité de comparer les spectres entre eux ou avec des gabarits. Diverses
opérations d’analyse de niveaux sur les spectres sont également mises en oeuvre.

Fig. 4.2 – Exemple d’affichage obtenu avec le module spectral de LEA

Module temps-fréquence

Le module temps-fréquence est une implémentation complète de la boucle de
transformation des sons par modification de leur représentation temps-fréquence
décrite au chapitre 1, et constitue en conséquence une réalisation de l’objectif de
cette thèse.

Le module permet l’affichage de représentations temps-fréquence des signaux à
partir de leur transformée de Gabor et le traitement temps-fréquence des signaux
par sélection graphique de régions du plan temps-fréquence et application de gains
sur ces régions.

Une présentation plus détaillée de ce module est faite en section 4.1.3.
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Fig. 4.3 – Exemple d’affichage obtenu avec le module temps-fréquence de LEA

Module psychoacoustique

Le module psychoacoustique permet l’estimation, à partir de modèles algorith-
miques, des principaux indices psychoacoustiques des sons (sonie, acuité, force de
fluctuation, rugosité). Il permet d’obtenir des valeurs globales des indices sur un seg-
ment de signal, comme le montre l’exemple présenté en figure 4.4, mais également
d’obtenir des courbes montrant l’évolution en fonction du temps de certains des
indices. Ce module s’appuie sur le projet de recherche mené au sein de GENESIS
sur la sonie des sons non-stationnaires, dont fait partie le travail de thèse d’Isabelle
Boullet sur la sonie des sons impulsionnels (soutenance prévue en 2005).

Module reporting

LEA permet également d’exporter les représentations et les résultats d’analyse
directement dans le logiciel Word pour faciliter la réalisation de rapports d’analyse.
Selon les besoins des utilisateurs, il est également possible de châıner automati-
quement des analyses afin d’optimiser le dépouillement systématique de mesures
acoustiques.
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Fig. 4.4 – Exemple d’affichage des valeurs d’indices globaux obtenu avec le module
psychoacoustique de LEA
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4.1.3 Fonctionnalités du module temps-fréquence

Cette section décrit rapidement les fonctionnalités disponibles dans le module
temps-fréquence de LEA. Plus de détails sur la conception et l’implémentation du
module sont donnés dans [25].

Calcul des transformées temps-fréquence

Le module temps-fréquence met en place la boucle de traitement temps-
fréquence des signaux décrite en 1.3 en utilisant la transformée de Gabor pour
construire les représentations temps-fréquence. Pour cela, nous avons développé une
implémentation particulièrement soignée de la transformée de Gabor discrète en di-
mension finie décrite dans [25] en nous appuyant sur une bibliothèque de fonctions
optimisées de traitement du signal. Nous disposons ainsi d’une implémentation très
efficace permettant le traitement de sons de quelques minutes dans un temps “rai-
sonnable”, comme le souhaitaient les utilisateurs.

Les paramètres d’analyse réglables par l’utilisateur pour la transformée sont la
taille de fenêtre, le type de fenêtre, la taille de transformée de Fourier et le taux
de recouvrement entre deux fenêtres successives. Pour faciliter le réglage de la taille
de fenêtre, un outil d’adaptation supervisée de la taille de fenêtre est disponible.
Il est basé sur l’approche présentée en 2.3.3 : l’utilisateur sélectionne à la souris la
zone temps-fréquence contenant les composantes pour lesquelles il veut adapter la
représentation, puis la meilleure taille de fenêtre est choisie en minimisant un critère
entropique.

Affichage des représentations

L’affichage des représentations est de type sonagraphique et se fait à partir du
spectrogramme avec une échelle de niveau en dB. L’affichage des représentations
a également été particulièrement soigné, afin d’assurer une bonne ergonomie de
visualisation. Pour cela, nous avons mis en place un rééchantillonnage spécifique
du spectrogramme pour l’affichage permettant de bien localiser les zones de forte
énergie à tous les niveaux de zoom. Ce rééchantillonnage permet notamment d’éviter
des pertes (disparitions) d’informations visuelles à certains niveaux de zoom que
l’on constate généralement dans les logiciels affichant des représentations temps-
fréquence.

Pour optimiser la visualisation de la représentation, l’utilisateur a également la
possibilité d’adapter l’échelle de couleur utilisée pour le codage des niveaux sur le
spectrogramme en choisissant les couleurs qui la constitue et la plage de niveaux
codés sur cette échelle.
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Traitements

Les traitements temps-fréquence utilisent les multiplicateurs de Gabor évoqués
en 2.1.3. Plus précisément, l’utilisateur sélectionne une région temps-fréquence à
l’aide d’un ensemble d’outils spécifiques qu’il peut combiner suivant trois modes de
superposition des sélections (union, intersection, différence). Le traitement est alors
réalisé en appliquant un gain fixé par l’utilisateur sur les coefficients sélectionnés,
puis en reconstruisant le signal à partir des coefficients ainsi modifiés. Le logiciel
affiche alors le spectrogramme du signal reconstruit. L’utilisateur peut écouter ce
signal pour juger si le traitement lui convient.

Deux types d’outils de sélection sont disponibles :

• D’une part, l’utilisateur peut tracer directement la sélection (un rectangle, un
segment de droite, ou une forme quelconque “à main levée”) avec des outils
simples de sélection non-automatiques.
• D’autre part, l’utilisateur peut utiliser des algorithmes de détection supervisés

à travers des outils de sélection semi-automatiques. Pour cela, il dispose de
deux outils spécifiques.
Le premier est appelé “baguette magique” en référence à l’outil équivalent
disponible dans les logiciels de retouche d’images. Il permet de sélectionner
une région connexe au point cliqué contenant les points dont le niveau est
proche de celui du point cliqué, avec une tolérance fixée par l’utilisateur.
Le deuxième est un outil de détection de composantes localement harmoniques
mettant en œuvre la méthode de détection par programmation dynamique
décrite en 3.1.6. L’utilisateur précise le rang des harmoniques recherchés et
délimite la zone de recherche des composantes en indiquant graphiquement
la position approximative d’un des harmoniques et une largeur de recherche
autour cette position.

4.2 Exemples d’utilisations industrielles et

académiques

Au cours de la thèse, le logiciel LEA, et le prototype développé sous Matlab qui
l’a précédé, ont été utilisés pour réaliser des traitements effectifs dans des cadres de
recherche industrielle et académique. Ces traitements ont été réalisés pour les besoins
propres de GENESIS, mais également pour des partenaires industriels, dans le cadre
de collaborations et de contrats commerciaux. Nous allons décrire les principaux
traitements réalisés afin d’illustrer l’intérêt applicatif des éléments décrits dans cette
thèse.
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4.2.1 Traitements de sons automobiles

GENESIS a réalisé pour le compte d’un constructeur automobile deux expertises
de traitement des sons automobiles pour le design sonore. J’ai réalisé la première de
ces deux expertises, la deuxième a été réalisée par un autre ingénieur de la société.

L’objectif de ces expertises était l’évaluation des possibilités de traitement des
outils proposés et développés dans le cadre de la thèse sur les sons automobiles. Pour
cela, quelques traitements-types pour l’étude et le design de l’environnement sonore
dans l’habitacle ont été identifiés, et une banque de sons a été confiée à GENESIS
pour traitement.

On peut distinguer deux grandes classes dans les traitements réalisés :

• d’une part le traitement de composantes localement harmoniques, à travers
l’extraction et la suppression de la composante harmonique créée par le moteur
dans des prises de sons de montées en régime, et à travers l’extraction et la
suppression de bruits de turbo,
• d’autre part, le traitement de composantes transitoires, à travers le décliquage

de prises de sons (par exemple la suppression de claquement de porte-clefs
dans des montées en régime), l’extraction et la suppression de bruit de chocs
dus aux raccords de routes, l’extraction du “bruit de claquement” de ralentis
de moteurs diesel.

Les outils proposés dans la thèse ont permis d’obtenir des résultats de traitements
jugés satisfaisants (le constructeur a depuis acquis des licences du logiciel LEA).

Pour aller plus loin dans l’utilisation de ce type de traitements pour le design
sonore, GENESIS a par la suite étudié les possibilités de resynthèse en temps-réel
des composantes extraites. L’étude s’est portée en particulier sur les sons de montée
en régime. Pour cela, j’ai réalisé une version spécifique de l’outil de détection de
composantes localement harmoniques permettant d’estimer et de stocker les valeurs
des paramètres de la composante détectée (fréquence instantanée et amplitude des
harmoniques en fonction du temps). Ces paramètres extraits sont ensuite utilisés
pour alimenter un module de synthèse en temps-réel. La composante bruitée du
moteur, obtenue en supprimant la composante localement harmonique sur le signal
original, est elle aussi modélisée. Pour cela, on estime à partir du spectrogramme le
niveau de bruit dans des bandes déterminées en fonction du temps. Ces données sont
elles aussi utilisées pour alimenter un module de synthèse en temps-réel. L’utilisateur
dispose ainsi en fin d’analyse d’un module de synthèse temps-réel du son complet.
La qualité du son synthétisé avec cette méthode est bonne, le son obtenu est très
proche du son original et très réaliste.

Avec ce module de synthèse temps-réel, l’utilisateur peut rejouer le son en
contrôlant maintenant en temps-réel la valeur de régime. Il peut également mo-
difier très simplement les caractéristiques du signal indépendamment pour chaque
valeur de régime. Ce module peut alors par exemple être utilisé dans un simulateur
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de conduite, permettant ainsi d’étudier facilement la perception du son dans des
conditions de conduite simulées réalistes.

Exemple 4.1 La figure 4.5 présente un exemple de traitement réalisé sur une
montée en régime automobile. La prise de son est réalisée dans l’habitacle du
véhicule. On peut voir sur la représentation du haut de la figure le spectrogramme
du signal original. On présente en dessous les résultats du traitement réalisé avec
LEA : d’abord l’extraction de la composantes localement harmonique, puis sa sup-
pression. Enfin, sur la représentation du bas, on voit le signal synthétisé avec le
module temps-réel dans le cas où l’on utilise la même loi de commande du régime
que le signal original.

4.2.2 Design sonore des sons de démarreurs

J’ai encadré le stage de DEA de Denis Jolivet [27] réalisé au sein de GENESIS
sur l’étude des sons de démarreurs automobiles. Cette étude s’est appuyée sur une
collaboration avec un équipementier automobile entamée autour du développement
de LEA, l’équipementier ayant participé à la définition des spécifications du logiciel.
L’objectif de ce stage était l’étude des possibilités de synthèse de bruit de démarreur
à partir de ses caractéristiques mécaniques. Pour cela, une étude mécanique du
démarreur a été menée. Cette étude a été couplée à une analyse d’enregistrements
de bruit de démarreurs à l’aide d’outils de traitement du signal. Cette analyse a
principalement été menée à l’aide du logiciel LEA.

Le stage a abouti à la création d’un modèle semi-physique de synthèse du son
de démarreur s’appuyant à la fois sur les caractéristiques mécaniques du démarreur
(type de démarreur, nombre de dents des engrenages, ...) et sur des éléments extraits
d’enregistrements de démarreurs (loi de variation des vitesses de rotation, bruits de
chocs, mesure de résonances).

LEA a permis de réaliser les analyses et les traitements nécessaires à cette étude.
En particulier, l’outil de détection de composantes localement harmoniques a été
utilisé pour extraire les lois de variations de vitesse du rotor et du volant moteur, qui
sont utilisées pour commander le module de synthèse. Le module temps-fréquence
de LEA a également été utilisé pour extraire les bruits de chocs apparaissant dans
les différentes phases de démarrage qui sont également directement utilisés par le
module de synthèse.

4.2.3 Étude de la perception des sons de plaques

L’utilisation de LEA ne se limite pas aux utilisations en contexte industriel.
Le logiciel constitue en effet un outil privilégié pour l’étude du lien entre les ca-
ractéristiques physiques des signaux et leur perception. Il peut donc être utilisé avec
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Fig. 4.5 – Exemple de traitement de montée en régime automobile : en haut, spectro-
gramme du signal original, en dessous, spectrogramme de la composante localement
harmonique extraite, en dessous, spectrogramme du signal obtenu par suppression de
la composante localement harmonique, en bas, spectrogramme du signal synthétisé
par le module temps-réel en suivant la loi de variation de régime du signal original
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profit dans les travaux de recherche en psychoacoustique, dont l’objet et justement
l’étude de ce lien.

Ainsi, par exemple, LEA est actuellement utilisé par Florence Demirdjian dans
le cadre de sa thèse en psychomécanique (couplage d’études vibroacoustiques et
psychoacoustiques) réalisée au LMA (Laboratoire de Mécanique et d’Acoustique,
Marseille). Sa recherche porte sur l’étude de la perception auditive des plaques en
acier rectangulaires encastrées soumises à un force impulsive.

LEA permet dans ce cadre de réaliser le filtrage des modes de résonance de la
plaque sur des enregistrements ou sur des sons de synthèse pour repérer l’influence
perceptive des différents modes. En particulier, LEA est utilisé pour identifier très
facilement les modes responsables de la perception de “battements” dans les sons,
par écoute des signaux obtenus après suppression individuelle des différents modes.
LEA facilite également l’identification des modes responsables de dissemblances per-
ceptives entre des sons enregistrés et des sons obtenus par modélisation vibratoire,
en utilisant la même approche. Dans ce cadre, plus que dans la complexité des
traitements effectués, l’intérêt de LEA réside principalement dans la facilité et la ra-
pidité de traitement qui permettent une identification très simple des composantes
d’intérêt.



Chapitre 5

Conclusion

Dans ce chapitre de conclusion, nous allons d’abord décrire de manière
synthétique les résultats qui ont été présentés dans cette thèse, puis nous donne-
rons quelques perspectives envisageables.

5.1 Résultats

5.1.1 Résultats théoriques

Décompositions atomiques

Dans le chapitre 2, nous avons proposé plusieurs approches pour la construction
de transformées temps-fréquence atomiques permettant de dépasser certaines limi-
tations des approches classiques rigides (transformée de Gabor ou transformée en
ondelettes), tout en assurant l’inversibilité des transformées et en conservant une
charge de calcul limitée.

Dans un premier temps, en 2.2, nous avons étudié comment, en conservant
la covariance de la transformée selon une des dimensions, soit le temps, soit la
fréquence, il était possible de relâcher très fortement la contrainte sur l’évolution de
la résolution des atomes selon l’autre dimension. Ceci nous permet de construire des
représentations covariantes par translation fréquentielle dans lesquelles la résolution
temporelle des atomes évolue assez librement avec le temps et des représentations
covariantes par translation temporelle dans lesquelles la largeur de bande des atomes
évolue assez librement avec la fréquence (interprétables comme des bancs de filtres
pouvant suivre une loi donnant la largeur de bande en fonction de la fréquence
presque quelconque). La liberté d’évolution de la résolution des atomes est ex-
primée à l’aide d’une condition d’admissibilité sur une famille d’atome utilisée pour
générer les atomes de la décomposition. Une méthode de construction d’atomes
vérifiant cette condition d’admissibilité est proposée. Avec cette approche, nous
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avons construit une transformée de Gabor instationnaire, c’est à dire dans laquelle
la taille de fenêtre évolue dans le temps, et nous avons vérifié son intérêt pour l’ana-
lyse et le traitement de signaux naturels. Nous avons également construit une trans-
formée utilisant des paquets d’atomes temps-fréquence construits à partir d’atomes
de la transformée de Gabor et de la transformée en ondelettes. Le calcul explicite de
la fréquence centrale et de la largeur de bande de ces paquets en fonction de ceux
des atomes pères utilisés pour la construction est effectué. Ceci permet alors d’uti-
liser la transformée proposée pour réaliser une analyse temps-fréquence suivant une
loi de fréquence choisie librement, par exemple en suivant une échelle de fréquence
perceptive.

Dans un deuxième temps, en 2.4, nous avons proposé une approche pour adap-
ter la résolution des atomes simultanément selon les deux dimensions. Pour cela,
nous avons mis en place l’algorithme itératif adaptatif de puzzle temps-fréquence.
Cet algorithme, construit à partir de transformées Gabor calculées avec plusieurs
fenêtres, permet de décomposer le signal en utilisant des atomes aux caractéristiques
de localisation temps-fréquence différentes dans différentes régions rectangulaires du
plan temps-fréquence. Nous avons étudié numériquement le comportement de cet al-
gorithme et notamment vérifié que l’algorithme permet la reconstruction du signal
avec une erreur de reconstruction aussi petite que souhaitée (sans malheureusement
pouvoir le prouver analytiquement).

Adaptativité

Nous avons étudié dans la section 2.3 une approche permettant d’introduire
une part d’adaptativité dans les transformées atomiques rigides. Cette approche est
basée sur l’optimisation de la parcimonie des représentations mesurée à l’aide d’un
critère entropique. Nous avons repéré dans quel cadre cette approche pouvait être
utilisée de manière satisfaisante, en montrant les limites d’une approche globale et
proposant un cadre d’adaptation locale supervisée dans le plan temps-fréquence qui
s’est montré pertinent pour une application aux signaux naturels.

En étendant ce cadre d’adaptation locale au cas non-supervisé, nous avons pro-
posé l’algorithme de puzzle temps-fréquence évoqué plus haut. L’adaptativité de cet
algorithme est particulièrement intéressante lorsqu’il utilise deux fenêtres de tailles
très différentes. En effet, l’interprétation multicouche de l’algorithme permet alors
de séparer dans le signal les composantes bien représentées avec une petite taille de
fenêtre, généralement interprétables comme les composantes transitoires du signal,
des composantes bien représentées avec une grande taille de fenêtre, généralement in-
terprétables comme les composantes tonales du signal. Pour pousser plus loin cette
interprétation, nous avons proposé des variantes de l’algorithme assurant que les
composantes séparées soient bien de la nature souhaitée, transitoire ou tonale. En
particulier, en introduisant un seuillage sur les valeurs d’entropies, l’algorithme per-
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met de séparer les composantes transitoires des composantes tonales en conservant
dans le résidu les composantes d’une autre nature, en particulier les composantes
bruitées.

Détection de composantes harmoniques

Nous avons proposé en 3.1 une méthode de détection de composantes localement
harmoniques robuste au bruit. Cette méthode s’appuie sur un critère énergétique
régularisé calculé à partir du spectrogramme du signal. Deux approches ont été
étudiées pour l’optimisation de ce critère :
• une approche stochastique utilisant l’algorithme de recuit simulé,
• une approche déterministe utilisant une méthode de programmation dyna-

mique.
Nous avons décrits les difficultés d’utilisation du recuit simulé qui limitent sa mise
en œuvre dans certains cas de figure. Nous préférons en conséquence utiliser une
méthode d’optimisation par programmation dynamique qui consiste à rechercher le
plus court chemin dans un graphe.

Nous avons étudié l’influence du paramètre de régularité du critère sur les
résultats de détection et vérifié la bonne robustesse au bruit de l’algorithme.

Enfin, nous avons signalé une méthode simple de reconstruction des composantes
utilisant les multiplicateurs de Gabor et bien adaptée à notre cadre de travail.

Détection de composantes transitoires

Nous avons exploré rapidement en 3.2 les possibilités d’utilisation des éléments
mis en œuvre dans l’algorithme de puzzle temps-fréquence pour la détection de
composantes transitoires. Un intérêt de cette approche est qu’elle permet la recons-
truction des composantes détectées. Nous avons vérifié qu’on obtenait des résultats
pertinents sur des exemples simples.

5.1.2 Résultats pratiques

Réalisation de l’objectif : LEA

L’objectif initial du projet de recherche, c’est à dire la création d’un outil de
traitement temps-fréquence des sons pour le design sonore industriel, est atteint. En
effet, le logiciel LEA actuellement commercialisé par GENESIS intègre, à travers
son module temps-fréquence, une boucle complète de traitement des signaux par
modification graphique de leur transformée de Gabor. Il utilise pour cela une partie
des algorithmes proposés dans cette thèse.

Même s’il n’était pas initialement prévu qu’un produit logiciel complet soit
déjà disponible et commercialisé à la fin de la thèse, nous avons pu aboutir à une
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première version complète du logiciel avant ce terme. J’étais chef de projet pour
le développement de LEA et j’ai participé à la conception et au développement du
logiciel complet, en collaboration avec d’autres ingénieurs de la société.

Utilisation des outils proposés

Plusieurs clients ont acquis le logiciel LEA et l’utilisent régulièrement pour
l’étude de la qualité sonore et le design sonore. Nous avons également eu l’occa-
sion d’utiliser les outils proposés dans cette thèse pour réaliser des traitements ef-
fectifs pour le design sonore, à travers des contrats et des collaborations avec des
industriels.

5.2 Perspectives

5.2.1 Perspectives théoriques

Couplage des approches proposées

Certains points étudiés dans cette thèse pourraient facilement être utilisés de
manière conjointe pour améliorer la qualité des résultats obtenus. On peut citer les
couplages suivants :
• La taille de fenêtre dans la transformée de Gabor instationnaire pourrait être

choisie de manière adaptative en utilisant les critères entropiques de parcimo-
nie. Des difficultés se poseraient cependant pour assurer la variation lente de
la taille de fenêtre afin d’éviter de trop fortes déformations des fenêtres uti-
lisées. On pourrait également avoir une ambigüıté de définition de la meilleure
fenêtre, comme dans le cas de l’adaptation globale, lorsque des composantes
avec des caractéristiques très différentes sont présentes à un même instant.
On pourrait également coupler la méthode de détection de transitoire pro-
posée (ou une autre) avec la transformée de Gabor instationnaire de manière
à réduire automatiquement la taille de fenêtre dans les zones transitoires et
obtenir de manière automatique des représentations du même type que celle de
la figure 2.13 de la section 2.2.6. Cette démarche poserait moins de difficultés,
mais resterait limitée à des signaux alternant des attaques marquées avec des
résonances quasi-sinusöıdales avec faible variation de la fréquence instantanée.
• La méthode de détection de composantes localement harmoniques proposée

en 3.1 pourrait facilement être utilisée sur une transformée de Gabor insta-
tionnaire du signal, plutôt que sur une transformée de Gabor classique, ou
encore sur la composante tonale extraite à l’aide de l’algorithme de puzzle
temps-fréquence. Dans les deux cas, la méthode de détection devrait être di-
rectement utilisable.
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Extensions des approches proposées

L’extension des approches proposées dans cette thèse est envisageable. On peut
citer en particulier :

• L’extension à d’autres représentations temps-fréquence de l’approche d’adap-
tation des paramètres d’analyse à partir des critères entropiques. Ceci peut se
faire facilement avec la même approche en se donnant une famille paramétrée
de représentations temps-fréquence sur lesquelles on peut calculer les valeurs
de critères.
• La mise en place de pavages adaptatifs dans l’algorithme de puzzle temps-

fréquence, notamment pour réduire la sensibilité de l’algorithme au calage
temporel. Cet aspect semble cependant assez difficile à mettre en place, le
problème ne semblant pas trouver de solution simple.
• L’introduction de structures dans l’algorithme de puzzle temps-fréquence par

l’intermédiaire de modélisations dans le domaine des coefficients, dans le but
d’améliorer la qualité de la décomposition transitoire/tonale. Pour cela, on
peut s’appuyer sur les approches utilisant les châınes de Markov décrites dans
[34].

Utilisation et adaptation des décompositions proposées pour des
problèmes classiques

Les décompositions proposées dans cette thèse sont des transformées non-
paramétriques utilisables dans un cadre général. On peut en conséquence les ap-
pliquer dans d’autres domaines du traitement du signal. En restant dans le domaine
de traitement des signaux audionumériques, ces décompositions peuvent être uti-
lisées comme pré-traitement dans des problèmes classiques. Par exemple :

• L’estimation d’un modèle sinusöıdal du signal peut se faire sans modification
de la méthode d’estimation sur la composante tonale obtenue avec l’algorithme
de puzzle temps-fréquence. L’estimation des paramètres du modèle pourraient
se faire ainsi plus facilement, le signal contenant moins de composantes per-
turbatrices. L’estimation du modèle pourrait également se faire sur une trans-
formée de Gabor instationnaire, ce qui permettrait d’optimiser les paramètres
d’analyse en fonction du temps.
• La décomposition obtenue avec l’algorithme de puzzle temps-fréquence pour-

rait faciliter certaines tâches classiques comme le débruitage, la segmentation,
la séparation de source ou encore la transcription musicale.
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5.2.2 Perspectives pratiques

Intégration des méthodes proposées dans LEA

Actuellement, LEA n’intègre pas l’ensemble des décompositions et algorithmes
proposés dans cette thèse. L’implémentation des algorithmes non intégrés est envi-
sagée (ou envisageable), en particulier :
• l’ajout de la transformée de Gabor instationnaire,
• l’utilisation des transformées covariantes par translation temporelle pour la

mise en place de la transformée en ondelettes ou d’une analyse sur une échelle
perceptive,
• l’ajout de l’algorithme de puzzle temps-fréquence, avec possibilité de

représentation graphique temps-fréquence multicalque, par analogie aux lo-
giciels de retouche d’images,
• l’ajout d’outils de détection de transitoires,
• l’ajout d’un module de resynthèse temps-réel des composantes localement har-

moniques.
D’autres extensions à partir de résultats issus d’autres programmes de recherche

sont également envisagées. En particulier, des outils pour le traitement de la parole
vont être intégrés à court terme.

Utilisateurs de LEA

Enfin, les plus grandes perspectives pratiques sont ouvertes par les utilisateurs
du logiciel LEA. J’espère qu’il leur permettra d’étudier plus facilement, plus effica-
cement, et plus précisément la perception de leurs sons.



Annexe A

Détails de calculs

A.1 Calcul des moments des paquets d’atomes

temps-fréquence

Cette partie utilise les définitions et les notations introduites dans la partie 2.2.7.

A.1.1 Paquets construits à partir de la transformée de Ga-
bor

Pour une fonction g ∈ L2(R), la fonction ρg ∈ L1(R) définie par

ρg(ν) =
|ĝ(ν)|2∫
|ĝ(ν ′)|2 dν ′

(A.1)

représente la densité d’énergie de g dans le domaine fréquentiel. Le calcul des mo-
ments de cette densité va permettre de définir les notions de fréquence centrale et
de largeur de bande de la fonction g. A partir du moment d’ordre k de ρg, défini par

〈νk〉g =

∫
νkρg(ν) dν, (A.2)

la fréquence centrale de g est définie par fg = 〈ν〉g, et la largeur de bande est définie
comme l’écart type ∆g de ρg vérifiant ∆2

g = 〈ν2〉g − 〈ν〉2g.
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Pour le paquet Γn, on a :∫
|Γ̂n(ν)|2 dν =

∫ ∫ νn

νn−1

|ĝ(ξ − ν)|2 dξ dν (A.3)

=

∫ νn

νn−1

∫
|ĝ(ξ − ν)|2 dν dξ (A.4)

=

∫ νn

νn−1

∫
|ĝ(u)|2 du dξ (A.5)

=

∫ νn

νn−1

dξ (A.6)

= νn − νn−1. (A.7)

On suppose que le moment d’ordre k de g, 〈νk〉g, est défini.
Pour le calcul de 〈νk〉Γn , on a donc :

〈νk〉Γn =
1

νn − νn−1

∫
νk

∫ νn

νn−1

|ĝ(ξ − ν)|2 dξ dν (A.8)

=
1

νn − νn−1

∫
νk

∫ νn−ν

νn−1−ν

|ĝ(u)|2 du dν (A.9)

après intégration par partie par rapport à la variable ν, on a :

〈νk〉Γn =
1

νn − νn−1

[
νk+1

k + 1

∫ νn−ν

νn−1−ν

|ĝ(u)|2 du

]−∞
−∞

(A.10)

− 1

νn − νn−1

∫
νk+1

k + 1

(
−|ĝ(νn − ν)|2 + |ĝ(νn−1 − ν)|2

)
dν (A.11)

Or, on peut montrer, que si le moment d’ordre k de g est défini, alors le terme[
νk+1

k+1

∫ νn−ν

νn−1−ν
|ĝ(u)|2 du

]−∞
−∞

est nul. Il reste donc :

〈νk〉Γn = − 1

νn − νn−1

∫
νk+1

k + 1

(
−|ĝ(νn − ν)|2 + |ĝ(νn−1 − ν)|2

)
dν (A.12)

=
1

νn − νn−1

∫
(νn − u)k+1 − (νn−1 − u)k+1

k + 1
|ĝ(u)|2 du (A.13)

=
1

k + 1

∫
(νn − u)k+1 − (νn−1 − u)k+1

(νn − u)− (νn−1 − u)
|ĝ(u)|2 du (A.14)

=
1

k + 1

∫ ( k∑
l=0

(νn − u)l (νn−1 − u)k−l

)
|ĝ(u)|2 du (A.15)

=
1

k + 1

k∑
l=0

〈(νn − ν)l(νn−1 − ν)k−l〉g (A.16)
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Pour les deux premiers moments du paquet Γn, on a donc :

〈ν〉Γn =
1

2
(〈νn−1 − ν〉g + 〈νn − ν〉g) (A.17)

=
νn−1 + νn

2
− 〈ν〉g (A.18)

et

〈ν2〉Γn =
1

3

(
〈(νn−1 − ν)2〉g + 〈(νn − ν)(νn−1 − ν)〉g + 〈(νn − ν)2〉g

)
(A.19)

=
1

3
(ν2

n−1 + νn−1νn + ν2
n)− (νn−1 + νn)〈ν〉g + 〈ν2〉g. (A.20)

Pour une fenêtre g réelle, ρg et symétrique et on a 〈ν〉g = 0, on obtient alors sans
surprise pour le paquet Γn la fréquence centrale :

fΓn =
νn−1 + νn

2
(A.21)

et la largeur de bande ∆Γn vérifie :

∆2
Γn

= 〈ν2〉Γn − 〈ν〉2Γn
(A.22)

=
1

3
(ν2

n−1 + νn−1νn + ν2
n) + 〈ν2〉g +

(
νn−1 + νn

2

)2

(A.23)

= ∆2
g +

(νn − νn−1)
2

12
. (A.24)

A.1.2 Paquets construits à partir de la transformée en on-
delettes

On a : ∫
|Ψ̂n(ν)|2 dν =

∫ ∫ an

an−1

|ĥ(aν)|2 da

a
dν (A.25)

=

∫ an

an−1

(∫
|ĥ(u)|2 du

)
da

a2
(A.26)

= ‖h‖2
(

1

an−1

− 1

an

)
(A.27)

= ‖h‖2 (µn−1 − µn), (A.28)

en posant µn = 1
an

.
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D’où pour le calcul du moment d’ordre k

〈νk〉Ψn =
1

‖h‖2(µn−1 − µn)

∫
νk

∫ an

an−1

|ĥ(aν)|2 da

a
dν (A.29)

=
1

‖h‖2(µn−1 − µn)

∫ an

an−1

∫
uk|ĥ(u)|2 du

da

ak+2
(A.30)

=
1

‖h‖2(µn−1 − µn)
‖h‖2〈νk〉h

∫ an

an−1

da

ak+2
(A.31)

=
1

µn−1 − µn

〈νk〉h
1

k + 1

(
1

ak+1
n−1

− 1

ak+1
n

)
(A.32)

=
1

k + 1

µk+1
n−1 − µk+1

n

µn−1 − µn

〈νk〉h (A.33)

=
1

k + 1

(
k∑

l=0

µl
n µk−l

n−1

)
〈νk〉h (A.34)

La fréquence centrale du paquet vaut donc

fΨn =
µn + µn−1

2
fh, (A.35)

et largeur de bande vérifie

∆2
Ψn

= 〈ν2〉Ψn − 〈ν〉2Ψn
(A.36)

=
µ2

n + µn µn−1 + µ2
n−1

3
〈ν2〉h −

(
µn + µn−1

2

)2

f 2
h (A.37)

=
µ2

n + µn µn−1 + µ2
n−1

3
(∆2

h + f 2
h)−

(
µn + µn−1

2

)2

f 2
h (A.38)

=
µ2

n + µnµn−1 + µ2
n−1

3
∆2

h +
(µn − µn−1)

2

12
f 2

h (A.39)

A.2 Calcul des entropies pour un et deux atomes

gaussiens

A.2.1 Pour un atome gaussien

On s’intéresse à un signal x constitué d’un atome temps-fréquence gaussien
d’échelle σ0 et de fréquence ν0 de la forme suivante :

x(t) = ei2πν0t e
− t2

2σ0
2 , (A.40)
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et on réalise la transformée de Gabor en utilisant une fenêtre gaussienne g d’échelle
σ normalisée :

g(t) =
1√
σ
√

π
e−

t2

2σ2 . (A.41)

On a :

Gg
x(τ, ν) =

1√
σ
√

π

∫
ei2πν0t e

− t2

2σ0
2 e−

(t−τ)2

2σ2 e−i2πν(t−τ)dt (A.42)

=
1√
σ
√

π

∫
e
− 1

2

�
1

σ2
0
+ 1

σ2

�
t2

ei(2π(ν0−ν)−i τ
σ2 )t e−

τ2

2σ2 +i2πντdt, (A.43)

en utilisant la relation connue

∀ a ∈ R∗
+, ∀ b ∈ C,

∫
e−

t2

2a2 eibt dt = a
√

2π e−
a2b2

2 , (A.44)

et en posant λ = σσ0√
σ2+σ0

2
, il vient :

Gg
x(τ, ν) =

λ
√

2π√
σ
√

π
e−

τ2

2σ2 +i2πντ e−
λ2

2 (2π(ν0−ν)−i τ
σ2 )

2

(A.45)

=
λ
√

2π√
σ
√

π
e
− τ2

2(σ2+σ2
0) e−2π2λ2(ν0−ν)2 e

i2πτ
�
ν+ λ2

σ2 (ν0−ν)
�
, (A.46)

de plus,

‖x‖2 =

∫
|x(t)|2dt =

∫
e
− t2

σ2
0 dt = σ0

√
π. (A.47)

donc

ρg
x(τ, ν) =

|Gg
x(τ, ν)|2

‖x‖2
(A.48)

=
1

σ0

√
π

2πλ2

σ
√

π
e
− τ2

σ2+σ2
0 e−4π2λ2(ν0−ν)2 (A.49)

=
2λ2

σσ0

e
− τ2

σ2+σ2
0 e−4π2λ2(ν0−ν)2 . (A.50)
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L’entropie de Rényi pour un atome gaussien vaut donc :

Rα(g) =
1

1− α
log2

(∫∫
(ρg

x(τ, ν))αdτdν

)
(A.51)

=
1

1− α
log2

((
2λ2

σσ0

)α ∫
e
− ατ2

σ2+σ2
0 dτ

∫
e−α4π2λ2(ν0−ν)2dν

)
(A.52)

=
1

1− α
log2

((
2λ2

σσ0

)α
√

π(σ2 + σ2
0)

α

√
π

2πλ
√

α

)
(A.53)

=
1

1− α
log2

(
2α−1

α

(
σ σ0

σ2 + σ2
0

)α√
σ2 + σ2

0

√
σ2 + σ2

0

σ σ0

)
(A.54)

=
1

1− α
log2

(
2α−1

α

(
σ

σ0

+
σ0

σ

)1−α
)

(A.55)

= −1− log2(α)

1− α
+ log2

(
σ

σ0

+
σ0

σ

)
. (A.56)

Et l’entropie de Shannon correspond à la limite pour α tendant vers 1 :

S(g) =
1

ln(2)
− 1 + log2

(
σ

σ0

+
σ0

σ

)
(A.57)

A.2.2 Pour deux atomes gaussiens éloignés

On s’intéresse maintenant au cas où le signal x est composé de la somme de
deux atomes gaussiens x1 et x2 d’échelles σ1 et σ2 et de fréquences ν1 et ν2, que
nous supposons très éloignés dans le plan temps-fréquence pour simplifier
les calculs :

x(t) = x1(t) + x2(t) = ei2πν1t e
− t2

2σ1
2 + ei2πν2t e

− t2

2σ2
2 . (A.58)

On conserve la fenêtre gaussienne définie précédemment.

Comme les deux atomes sont très éloignés dans le plan temps-fréquence, les
termes d’interférences entre les deux atomes x1 et x2 sont très petits dans le spec-
trogramme de x, on peut alors faire l’approximation :

|Gg
x|2 = |Gg

x1
+ Gg

x2
|2 ≈ |Gg

x1
|2 + |Gg

x2
|2, (A.59)

qui implique l’approximation :

ρg
x(τ, ν) ≈ σ1

σ1 + σ2

ρg
x1

(τ, ν) +
σ2

σ1 + σ2

ρg
x2

(τ, ν). (A.60)
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L’approximation de la valeur du critère dans ces conditions peut alors être
déduite,

Rα(g) =
1

1− α
log2

(∫∫
(ρg

x(τ, ν))αdτdν

)
≈ 1

1− α
log2

(∫∫ (
σ1

σ1 + σ2

ρg
x1

(τ, ν) +
σ2

σ1 + σ2

ρg
x2

(τ, ν)

)α

dτdν

)
compte tenu de l’éloignement des deux atomes, on peut encore une fois ignorer
les termes croisés et approximativement effectuer ce calcul comme si les supports
temps-fréquence des deux atomes étaient disjoints et on a :

Rα(g) ≈ 1

1− α
log2

(∫∫ (
σ1

σ1 + σ2

ρg
x1

(τ, ν)

)α

+

(
σ2

σ1 + σ2

ρg
x1

(τ, ν)

)α

dτdν

)
≈ −1− log2(α)

1− α
− α

1− α
log2(σ1 + σ2)

+
1

1− α
log2

(
σα

1

(
σ

σ1

+
σ1

σ

)1−α

+ σα
2

(
σ

σ2

+
σ2

σ

)1−α
)

. (A.61)
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Français d’Acoustique, 2002.

[27] Denis Jolivet. Design sonore industriel - application aux démarreurs auto-
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récepteur d’information. Masson, 1981.



BIBLIOGRAPHIE 161



Représentation et traitement temps-fréquence des signaux audionumériques pour
des applications de design sonore

Florent JAILLET

Résumé
Cette thèse décrit un certain nombre de développements théoriques, algorithmiques et logiciels en vue d’appli-

cations au design sonore industriel. Le design sonore met en oeuvre une série de traitements effectués sur des signaux
audionumériques, allant de la représentation à la synthèse, en passant par des étapes d’analyse et de modification.
Ce mémoire présente des contributions aux différentes étapes de traitement.

La première partie est consacrée au problème de représentation, en se limitant au cadre des représentations
temps-fréquence “atomiques” (transformation de Gabor, ondelettes, ...). On montre comment ces approches peuvent
être modifiées pour y introduire davantage de souplesse, ce qui permet de les adapter à un signal, une classe de
signaux, ou une problématique donnés. On montre également comment ces techniques peuvent être mises en oeuvre
dans le cadre d’algorithmes adaptatifs, supervisés ou non supervisés.

La deuxième partie est consacrée à la détection et l’estimation de composantes structurées dans les signaux, à
partir de représentations adaptées telles que celles développées dans la première partie. On considère en particulier
le cas de signaux localement harmoniques, et celui de signaux transitoires.

La troisième partie décrit les grandes lignes d’un développement logiciel effectué dans le cadre de ce travail, et
mettant en oeuvre des approches décrites dans les deux premières parties du mémoire. Elle présente également des
exemples de traitements réalisés dans un cadre industriel.

Mots clefs : représentation temps-fréquence, transformée de Gabor, transformée en ondelettes, traitement du son,
décomposition adaptative, détection d’harmoniques, détection de transitoires

Abstract
Title : Time-frequency representation and processing of audio signal for sound design applications

This thesis describes a number of theoretical issues, algorithms and software developments in view of industrial
sound design applications. Audio processing for sound design involves a set of processing steps, including signal
analysis, representation, modification, and synthesis. This document describes contributions to these different steps.

The first part deals with time-frequency representations, focusing on the case of atomic decompositions (Gabor
transform, wavelets, ...). We show how these approaches can be modified to bring more freedom in the decomposition,
enabling to adapt the decomposition to given signal or class of signals, or a specific problem. We also show how
these elements can be used in the context of supervised and unsupervised adaptive algorithms.

The second part deals with dectection and estimation of structured components, starting from an adapted
representation such as the ones proposed in the first part. We study the cases of locally harmonic components and
transient components.

The third part describes the main aspects of software tools developed as part of this work. This software
implements several of the new approaches described in the first two parts. It also shortly describes a few examples
of processing for sound design done in an industrial context using the tools described in this thesis.
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