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Résumé : À la fin de leur vie, les étoiles massives
explosent et produisent un phénomène appelé su-
pernova. Tout commence lorsque les réactions de
fusion au cœur de l’étoile s’épuisent. Le cœur de
l’étoile s’effondre jusqu’à devenir si dense que les
forces nucléaires contrebalancent la gravité, créant
un rebond. Le cœur interne donne alors naissance
à un astre compact, une protoétoile à neutrons
(PNS) d’un rayon de ∼50 km à sa formation.
L’onde de choc générée par ce rebond se propage
alors vers les couches extérieures, continuant à s’ef-
fondrer. Cependant, l’énergie de ce choc n’est pas
immédiatement suffisante pour qu’il atteigne direc-
tement la surface de l’étoile. Il devient stationnaire
à un rayon de ∼200 km. L’explosion de l’étoile en
supernova dépend de la capacité de ce choc à être
relancé pour atteindre la surface de l’étoile. L’in-
teraction entre la matière et les neutrinos joue un
rôle essentiel dans cette dynamique. Les neutrinos
émis par la PNS peuvent être absorbés par la ma-
tière dense se trouvant sous le choc. Le chauffage
qui en résulte induit un gonflement du choc.

Le développement d’instabilités hydrodyna-
miques affecte l’efficacité d’absorption des neutri-
nos sous l’onde de choc stationnaire. Parmi les
instabilités, la convection est favorisée par l’éta-
blissement d’un gradient négatif d’entropie. Les
mouvements convectifs prolongent l’exposition de
la matière au flux de neutrinos.

D’autre part, l’instabilité du choc d’accrétion
stationnaire (SASI) est due à un cycle entre des
ondes acoustiques et l’advection des perturbations
d’entropie et de vorticité générée par la déforma-
tion du choc. Par sa géométrie spirale, elle permet
une augmentation locale de la densité et augmente
aussi la probabilité d’interaction des neutrinos avec
la matière.

Dans cette thèse, nous présentons une analyse
linéaire (analytique et numérique) de ces deux in-

stabilités, permettant d’établir les domaines de pa-
ramètres pour lesquels chacune des instabilités do-
mine la dynamique du flot. Nous étudions ensuite
l’impact de la rotation sur ces domaines. Cet ef-
fet de la rotation sur les instabilités est encore peu
étudié et est une question ouverte dans la commu-
nauté.

En absence de rotation, l’intensité du chauf-
fage de la matière par les neutrinos, évaluée à tra-
vers un paramètre χ de comparaison du temps de
flottaison et du temps d’advection, permet la dis-
tinction entre le domaine de SASI et le domaine
convectif. Nous démontrons les lacunes de ce cri-
tère et proposons une autre méthode, plus géné-
rale, afin de déterminer le seuil de croissance de
la convection. Contrairement aux résultats trou-
vés par Foglizzo et al. (2006), nous montrons que
la transition d’un domaine SASI à un domaine
convectif ne se fait pas pour une valeur seuil de
χ ∼ 3 mais sur un domaine de chauffage tel que
χ ∈ [3, 4].

Nous présentons ensuite une analyse de l’in-
fluence de la rotation sur la croissance linéaire de
ces instabilités. Pour des rotations lentes, le critère
d’instabilité fondé sur le paramètre χ diminue. Si
la rotation excède 10% de la rotation Képlérienne
à la surface de la PNS, alors des modes mixtes
SASI/convection/rotation apparaissent à grande
échelle. Pour les rotations fortes (> 30% de la
rotation Képlérienne à la surface de la PNS), l’in-
fluence du paramètre χ sur le taux de croissance et
sur la fréquence du mode le plus instable devient
négligeable. Cette faible dépendance indique que la
convection ne joue alors plus de rôle dans l’instabi-
lité dominante qui est d’origine rotationnelle. Dans
ce régime, l’interprétation des fréquences mesurées
en ondes gravitationnelles peut être facilitée car la
fréquence du mode dominant est directement liée
au taux de rotation du cœur de l’étoile.
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Abstract : At the end of their lives, massive stars
explode and produce a phenomenon called a su-
pernova. It begins when the fusion reactions in the
core of the star run out of fuel. The core of the star
collapses until it becomes so dense that the nuclear
forces counteract the gravity, creating a rebound.
The inner core then gives rise to a compact star, a
protoneutron star (PNS) with a radius of ∼50 km
at its formation. The shock wave generated by this
bounce then propagates towards the collapsing ou-
ter layers. However, the energy of this shock is not
enough for it to reach the star’s surface directly. It
becomes stationary at a radius of ∼200 km. The
explosion of the star into a supernova depends on
the ability of this shock to be revived and reach
the star’s surface. The interaction between mat-
ter and neutrinos plays an essential role in these
dynamics. Neutrinos emitted by the cooling PNS
can be absorbed by the dense matter beneath the
shock. The resulting heating induces a swelling of
the shock.

The development of hydrodynamic instabilities
affects the absorption efficiency of neutrinos under
the stationary shock wave. Among these instabi-
lities, convection is favoured by the establishment
of a negative entropy gradient. Convective motions
prolong the exposure of matter to the neutrino
flux.

On the other hand, the stationary accretion
shock instability (SASI) is due to a cycle between
acoustic waves and the advection of entropy and
vorticity perturbations, generated by the shock de-
formation. By its spiral geometry, it allows a local
increase of the density which increases the proba-
bility of interaction of neutrinos with matter.

In this thesis, we present a linear analysis (ana-

lytical and numerical) of these two instabilities, al-
lowing us to establish the parameter domains for
which each instability dominates the flow dyna-
mics. We also investigate the impact of rotation
on these domains. The effect of rotation on these
instabilities is still poorly known and is an open
question in the supernova community.

In the absence of rotation, the intensity of
neutrino heating, evaluated through a χ parame-
ter comparing the flotation time and the advec-
tion time, allows the distinction between the SASI
domain and the convective domain. We demons-
trate the shortcomings of this criterion and sug-
gest another, more general, criterion to determine
the convective growth threshold. Contrary to the
results found by Foglizzo et al. (2006), we show
that the transition from SASI to convection does
not occur for a threshold value of χ ∼ 3 but on a
heating domain such that χ ∈ [3, 4].

We then present an analysis of the influence of
rotation on the linear growth of these instabilities.
For slow rotations, the instability criterion based on
the χ parameter decreases. If the rotation exceeds
10% of the Keplerian rotation at the PNS surface,
then mixed SASI/convection/rotation modes ap-
pear at large scales. For strong rotations (> 30% of
the Keplerian rotation at the PNS surface), the in-
fluence of the χ parameter on both the growth rate
and the frequency of the most unstable mode be-
comes negligible. This weak dependency indicates
that convection no longer plays a role in the domi-
nant instability, which is of rotational origin. In this
regime, the interpretation of the measured gravita-
tional wave frequencies can be facilitated because
the frequency of the dominant mode is directly re-
lated to the rotation rate of the star’s core.
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Grandeurs physiques et notations

Constantes et unités

- constante universelle de gravitation : G ≃ 6.67× 10−11m3 kg−1 s−2

- vitesse de la lumière dans le vide : c ≃ 3× 108ms−1

- parsec : 1 pc ≃ 3.1× 1016m

- électronvolt : 1 eV ≃ 1.6× 10−19 J

- erg : 1 erg ≃ 1× 10−7 J

- rayon galactique : RMW ≃ 15 kpc

- masse du Soleil : M⊙ ≃ 2× 1030 kg

- rayon du Soleil : R⊙ ≃ 7× 108m

- champ magnétique du soleil calme : B⊙ ≃ 50Gauss (G)

- rayon d’une protoétoile à neutrons : RPNS ≃ 50 km

- masse d’une protoétoile à neutrons : MPNS ≃ 1.4M⊙

Notations

- fréquence de Brunt-Väisälä (BV) : N ou ωBV

- protoétoile à neutrons : PNS (protoneutron star)
- supernova superlumineuse : SLSN (superluminous supernova)
- paramètre de chauffage : χ
- longueur d’onde : λ
- nombre d’onde : k = 2π/λ
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Introduction générale

Observations historiques

Les supernovæ sont des phénomènes très énergétiques d’explosion d’étoiles, causant une
augmentation brève et intense de leur luminosité. Cette augmentation soudaine de la luminosité
peut donner l’impression de l’apparition d’une nouvelle étoile : « nova » (nouvelle, en latin).
Depuis le IIe siècle, des rapports asiatiques racontent l’observation d’apparition d’étoiles « invi-
tées » dans la voûte céleste. Ces nouvelles étoiles, très brillantes, apparaissaient soudainement
dans le ciel puis perdaient progressivement en luminosité jusqu’à ne plus être visibles. Grâce à
ces récits, il est possible de localiser certaines supernovæ et de trouver, dans le ciel d’aujourd’hui,
les traces de ces évènements passés. La première supernova décrite de façon claire date de l’an
185 et est aujourd’hui appelée SN185. Il est mentionné dans les récits une étoile apparaissant
dans la constellation actuelle du Centaure et disparaissant au bout de quelques mois. Grâce à
ce récit, le reste de l’étoile explosée a pu être identifié et il est aujourd’hui encore observable
par les télescopes Chandra et XMM-Newton. Depuis 185, d’autres supernovæ ont sûrement été
observées (comme SN393), mais leurs descriptions ne sont pas assez précises/exactes pour que
leurs restes soient identifiés de façon certaine. La seconde supernova identifiée clairement est
celle de l’an 1006. Il s’agit de la supernova la plus brillante dont une trace nous soit parvenue.
Des descriptions de cette supernova ont été effectuées par des observateurs en Afrique, en Asie
et en Europe. Grâce à ces nombreux récits, son reste a été identifié et se trouve à ∼ 2 kilopar-
secs (kpc) de la Terre. Cette supernova a pu être observée à l’œil nu en plein jour, atteignant
une magnitude apparente de ∼ −7, soit l’équivalent d’un quartier de lune.

Trois autres supernovæ ont pu être observées à l’œil nu et ont ainsi permis une description
du phénomène par plusieurs scientifiques. La première de ces supernovæ est apparue en 1054.
La lumière de l’explosion aurait été visible en plein jour pendant plusieurs jours et pendant
plusieurs mois dans le ciel nocturne. Ce reste de supernova a ensuite été observé par Charles
Messier (1730-1817) en 1758. Il s’agit d’ailleurs du premier objet inscrit par l’astronome dans le
catalogue des nébuleuses et des amas d’étoiles M1 (M : Messier, 1 : premier objet du catalogue).
À l’époque, les instruments ne permettaient pas une résolution suffisante pour déterminer la
forme des objets observés et des objets de types très différents ont été regroupés sous le nom
de nébuleuse. La nébuleuse M1, appelée nébuleuse du Crabe à cause de sa forme, a par la suite
été observée par des instruments plus performants, permettant une meilleure résolution de la
nébuleuse.

En 1572 et 1604, deux supernovæ sont apparues et ont été observées par les astronomes
européens Tycho Brahe et Johannes Kepler, respectivement. Les deux phénomènes ont été ob-
servables pendant plusieurs mois avant de disparaître. Chaque astronome a décrit sa supernova
dans un ouvrage : Tycho Brahe dans De Stella Nova (1573), Johannes Kepler dans Stella Nova
in Pede Serpentarii (1606).

Il y a environ 300 ans, une autre supernova a explosé dans notre galaxie. Cette dernière
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Figure 1 – Observation multi-longueurs d’onde de la nébuleuse du Crabe. En bleu clair les
observations en rayons X avec le pulsar central, en vert et bleu foncé les observations visibles et
en rouge les infrarouges. Crédit : NASA, ESA, CXC, JPL-Caltech, J. Hester et A. Loll (Arizona
State Univ.), R. Gehrz (Univ. Minn.), et STScI

n’a pas fait parler d’elle et l’incertitude sur l’année de son explosion est grande. Cependant, le
reste de supernova est lui bien connu et documenté, il s’agit de Cassiopée A (CasA).

Classifications des supernovæ d’après les observations

Novæ et supernovæ

Deux phénomènes distincts peuvent mener à une apparition brutale d’étoile dans le ciel. En
1934, les courbes de lumière de ces évènements conduisent Baade and Zwicky (1934b) à pro-
poser qu’il existe deux mécanismes bien distincts avec des luminosités et des causes différentes.
Ils les classent donc en deux catégories : les novæ communes, dont le maximum de luminosité
vaut ∼ 104 fois la luminosité solaire (L⊙), et les supernovæ, dont le maximum de luminosité
avoisine celle de leur galaxie hôte (∼ 107 L⊙). Ces intensités de luminosité dépendent cepen-
dant du type de la supernova. Les supernovæ se produisent pour des étoiles dont les masses
vont de 1 masse solaire (M⊙) à 100 M⊙ et correspondent à l’explosion d’une étoile. Les auteurs
proposent que ces événements sont le résultat de la transformation d’une étoile standard en
une étoile à neutrons (Baade and Zwicky, 1934a). Les observations de la nébuleuse du Crabe
ont d’ailleurs mené, en 1968, à la découverte d’une étoile à neutrons au cœur de la structure
(Staelin and Reifenstein, 1968; Comella et al., 1969), confirmant la relation de causalité entre
certaines supernovæ et les étoiles à neutrons, avancée par Baade and Zwicky (1934a) et Colgate
and White (1966). Lorsqu’elle est en rotation et magnétisée, l’étoile à neutrons est notamment
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détectée grâce à des signaux radio brefs et extrêmement réguliers, qui lui ont valu le nom de
pulsar. La première découverte d’un pulsar est attribuée à Jocelyn Bell 1 en 1967 par la détection
de ces signaux en ondes radio. Ces derniers procurent une information directe sur la période de
rotation des étoiles à neutrons.

Classification spectrale
En 1941, Minkowski propose une division de la catégorie supernova en deux sous-catégories

basées sur les éléments chimiques (hydrogène, hélium et silicium) présents dans les spectres
d’absorption des éjectas des évènements. Parmi ces trois éléments chimiques, seul le silicium
n’est pas présent dès le début de la vie de l’étoile, les deux autres sont synthétisés lors de la
nucléosynthèse primordiale puis de la vie de l’étoile pour l’hélium. Si l’hydrogène est absent du
spectre, cela signifie que l’étoile a éjecté son enveloppe d’hydrogène et la supernova est de type
I. Dans le cas contraire, la supernova est de type II.

Cependant, cette distinction I versus II n’est pas suffisante pour séparer les mécanismes
d’explosion et une variété de spectres est observée dans chacune des catégories. Pour remédier
à cette dégénérescence, des sous-catégories sont nécessaires (Fig. 2).

Pour les sous-catégories du type I, deux autres éléments chimiques sont alors pris en compte :
l’hélium et le silicium. Bien que l’hélium soit présent dans l’étoile dès sa formation, sa quantité
augmente au cours de la vie de l’étoile. En effet, l’hélium et le silicium sont issus de la fusion
nucléaire au cœur de l’étoile : en début de vie pour l’hélium (couche sous l’hydrogène) et
en fin de vie pour le silicium (couche interne). Commençons avec le silicium, dont la fusion
va donner le fer. Si du silicium est présent lors de l’explosion de l’étoile, alors il s’agit d’une
supernova de type Ia. Si le silicium est absent, il faut étudier la présence d’hélium. Si ce dernier
est observé dans le reste de la supernova, alors il s’agit d’une supernova de type Ib. Dans le
cas contraire, il s’agit d’une supernova de type Ic. Une sous-catégorie des supernovæ de type Ic
correspond aux hypernovæ, aussi appelées Ic-BL pour broad lined type Ic supernovæ. Pour ces
explosions, l’énergie cinétique de l’explosion est dix fois plus importante que celle des supernovæ
classiques, soit environ 1052 erg. Dans ce cas, la rotation stellaire joue probablement un rôle
non négligeable dans le devenir de l’étoile. Ces explosions peuvent mener à la formation d’une
étoile à neutrons fortement magnétique (magnétar) en rotation rapide (Shankar et al., 2021) ou
d’un trou noir 2 (Aguilera-Dena et al., 2020), associée à l’émission d’un sursaut gamma (appelé
GRB pour Gamma Ray Burst) (Iwamoto et al., 1998). Un magnétar est une étoile à neutrons
dont le champ magnétique vaut 1014 − 1015 Gauss (G), soit plus de cent fois celui d’une étoile
à neutrons classique (1011 − 1013 G).

Pour les supernovæ de type II, une sous-classification est effectuée suivant la largeur et
l’intensité des raies liées à l’hydrogène. Si des raies fines sont présentes, en plus des raies larges
venant de l’éjecta en expansion rapide, la supernova est de type IIn (« narrow »). Si les raies
d’hydrogène sont faibles face aux raies d’hélium, alors la supernova est de type IIb.

1. La découverte du premier pulsar par Jocelyn Bell a valu l’attribution du prix Nobel de physique 1974 à son directeur
de thèse uniquement.

2. Les trous noirs sont des objets tellement compacts que toutes les particules s’en approchant d’un peu trop près se
font absorber, d’où l’appellation trou. La lumière n’échappe pas à cette règle et cela lui a valu sa dénomination de noir.
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Figure 2 – Classification des supernovæ selon leurs signatures spectrales. En rose, les types de
supernovæ correspondant à un effondrement gravitationnel.

Courbes de lumière

Les courbes de lumière sont un autre outil de diagnostic du type de supernova observé.
Certaines supernovæ de type II présentent un plateau dans leur courbe de luminosité. C’est-
à-dire qu’il existe une période pendant laquelle leur luminosité ne décroît pas ou très peu.
Elles sont nommées II-P (plateau). Les autres, qui possèdent une décroissance linéaire de leur
courbe de lumière, sont nommées II-L (linéaire). Dans la classification en Fig. 2, ces types se
distinguent du type IIn (raies fines) par la largeur des raies d’hydrogène qui ne sont pas fines
pour les II-P et II-L. Enfin, il existe une catégorie de supernovæ pour laquelle la luminosité
est cent fois plus élevée que les luminosités moyennes observées, ce sont des supernovæ super-
lumineuses appelées SLSN. Certaines sont de type IIn et la luminosité très élevée peut alors
souvent être interprétée comme venant de l’interaction entre l’éjecta de la supernova et la
matière circumstellaire. D’autres SLSN sont de type Ic. Pour ces dernières, la source d’énergie
supplémentaire de ces explosions semble provenir d’un champ magnétique fort qui peut se
développer dans l’étoile à neutrons. Cette dernière est alors appelée magnétar. La Figure 3
présente où se trouvent ces objets par rapport aux pulsars dans un diagramme P − Ṗ , où P
est la période de rotation de l’objet compact et Ṗ sa dérivée temporelle.

En plus de spectres différents, les observations de supernovæ suggèrent une différence
d’origine entre les supernovæ de type Ia et les autres. Tout d’abord, cela s’observe par les
caractéristiques des galaxies hôtes de ces supernovæ. En effet, ces dernières sont observées dans
toutes les galaxies, quels que soient leur âge et leur taux de formation d’étoile. Au contraire, les
types II et Ib/c sont uniquement observés dans les jeunes galaxies, pour lesquelles la formation
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Figure 3 – Évolution des périodes pour les objets compacts. En points les pulsars et en triangles
les magnétars. Les lignes diagonales représentent les iso-ans et les iso-champs magnétiques.
Crédit : Ng and Kaspi (2011).

d’étoiles est encore active. Nous avons donc deux types de galaxies : les jeunes, dans lesquelles
tous les types de supernovæ peuvent se produire, et les plus vieilles, où l’on n’observe plus que
des supernovæ de type Ia. Une forte différence entre ces deux types de galaxies provient du type
d’étoiles présentes. Pour les jeunes galaxies, toutes les masses d’étoiles sont présentes dans la
galaxie. Lorsque la galaxie vieillit, les étoiles les plus massives sont les premières à atteindre la
fin de leur vie. Ainsi, plus une galaxie est vieille, moins ses étoiles sont massives. Les supernovæ
de type Ia seraient donc associées à des étoiles de plus faible masse que les étoiles associées
aux supernovæ de types II et Ib/c. L’association de ces supernovæ à des étoiles massives peut
aussi être déduite, de façon indirecte, à partir des travaux de Baade and Zwicky (1934a) et
de l’observation multi-longueurs d’onde de la galaxie d’Andromède (M31). En effet, d’après le
scénario de Baade and Zwicky (1934a), les supernovæ donnent naissance à des objets compacts
(visibles en rayons X). Dans la galaxie d’Andromède, le centre galactique est pauvre en étoiles
massives (cœur rougi dans l’image de gauche de Fig. 4) et riche en objets compacts (image
de droite de Fig. 4). Il est donc possible qu’un même processus ait mené à la disparition des
étoiles massives et l’apparition des objets compacts.
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Figure 4 – Galaxie d’Andromède observée en lumière visible (gauche) et en rayons X (droite).
Crédit : Optique : MPE/R. Gendler, rayons X : ESA/XMM-Newton/EPIC/W. Pietsch, MPE.
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Les supernovæ et les objets compacts dans l’ère de l’astronomie multi-
messagère

Importance astrophysique des supernovæ

Les explosions de supernovæ sont au cœur de divers processus permettant d’expliquer
l’univers observable. Tout d’abord, les supernovæ sont à prendre en compte afin d’expliquer
les taux de formation stellaire dans les galaxies. Ces dernières forment moins d’étoiles que ce
qui pourrait être estimé en ne considérant que la gravité opposée aux supports thermique et
radiatif du gaz. Il faut prendre en compte la turbulence du milieu interstellaire. En particulier,
une explosion de supernova injecte de la turbulence dans le milieu interstellaire et régule ainsi
la formation d’étoiles.

L’étude du processus d’explosion permet aussi de comprendre la composition de l’univers,
l’évolution des éléments et l’origine de tous les métaux (éléments plus lourds que l’hélium) dont
est composé notre quotidien. En effet, tous ces éléments étaient absents de la composition
chimique primordiale. À la fin de la nucléosynthèse primordiale, survenue quelques minutes après
le Big Bang, l’univers n’était composé que d’hydrogène (∼ 75%), d’hélium (∼ 25%) et de traces
de lithium (< 1%). Lorsque les premières étoiles se sont formées, elles ont commencé à créer
les éléments plus lourds que l’hélium. C’est la nucléosynthèse stellaire. Cependant, ces éléments
n’existent que dans leur cœur et ne sont pas disponibles pour former planètes, astéroïdes et
comètes. Il est donc nécessaire qu’un mécanisme physique permette la dispersion du cœur de
l’étoile, donnant accès aux éléments nouvellement synthétisés. Ces nouveaux éléments sont alors
disponibles pour la formation de nouveaux objets. Cependant, à l’instar de la nucléosynthèse
primordiale, la fusion stellaire est limitée et ne produit pas d’élément plus lourd que le fer. Pour
certaines étoiles, les processus s (capture lente de neutrons) peuvent permettre de synthétiser
certains des éléments au-delà du fer, mais pas tous. Pour d’autres étoiles, le mécanisme de
désintégration du cœur, évoqué plus haut, va être favorable à une nucléosynthèse explosive.
Encore une fois, ce processus ne permet pas d’expliquer toutes les abondances de métaux
observées. Les différents types de supernova fournissent différents éléments et l’étude de chacun
de ces types est donc nécessaire pour l’étude de la composition de l’univers.

Les supernovæ de type Ia peuvent avoir un intérêt cosmologique. En effet, leur courbe
de luminosité est typique et bien connue. Ainsi, elles peuvent servir à mesurer les distances
cosmologiques, jusqu’à ∼ 10Gpc, et sont appelées chandelles standards. Elles ont permis
d’estimer la constante d’Hubble H, caractérisant l’expansion de l’univers.

L’onde de choc créée par l’explosion de l’étoile peut aussi mener à la création/accélération
de rayons cosmiques lors de son interaction avec le milieu interstellaire (Giuffrida et al., 2022).

Les supernovæ produisant des objets compacts tels que les étoiles à neutrons, les magnétars
et les trous noirs, leur étude est intrinsèquement liée à l’étude de ces objets. Elle peut permettre
de mettre des contraintes sur leur masse lors de leur création mais aussi d’expliquer l’origine
de leur champ magnétique, de leur mouvement propre et de leur taux de rotation. Ce dernier
effet est décrit dans la partie suivante. Lors de l’explosion en supernova, les asymétries de la
matière peuvent fournir une vitesse à l’objet compact. Lorsque l’étoile explosant en supernova
possède un compagnon, ce « kick » peut avoir une influence sur le système binaire. Son axe
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de rotation ou la distance entre les deux étoiles peut varier suite à l’explosion. Pour les kicks
plus forts, la vitesse cédée à l’objet compact peut détruire le système binaire.

Enjeux de la rotation
L’étude de la rotation lors d’une supernova est particulièrement intéressante car cela béné-

ficie à deux communautés : évolution stellaire et objets compacts. Une fois les étoiles formées,
il est nécessaire de connaître leurs caractéristiques afin de déterminer leur évolution. Une ca-
ractéristique à l’étude est le taux de rotation des étoiles. Leur rotation de surface peut être
déterminée à l’aide de télescopes comme Kepler. Cependant, le processus de transport du mo-
ment cinétique à l’intérieur de l’étoile est peu contraint, ce qui induit que la rotation du cœur
des étoiles est peu connue. C’est pourquoi son étude est importante afin de pouvoir être intro-
duite de manière réaliste dans les simulations d’étoiles et ainsi pouvoir fournir des progéniteurs
pertinents en conditions initiales de simulations d’explosions de supernovæ. En particulier, la
rotation est un phénomène important à comprendre pour expliquer les SNSL, certains magné-
tars et les hypernovæ. Les recherches récentes dans le domaine de l’astérosismologie permettent
de commencer à poser des contraintes sur la rotation centrale des étoiles. Un autre moyen de
poser ces contraintes est de déterminer comment la rotation se manifeste lors d’une explosion
de supernova et comment son intensité va influer sur les différents mécanismes en jeu lors de
l’explosion, afin de détecter cette influence dans les signaux reçus. D’autre part, l’observation
de la rotation des étoiles à neutrons alliée à l’étude des explosions de supernovæ permet de
mettre des contraintes sur la rotation au cœur des étoiles massives pré-supernovæ. Cependant,
cette méthode n’est possible que pour certaines étoiles à neutrons jeunes, pour lesquelles il est
possible de remonter au taux de rotation lors de la formation.

Il est donc important de déterminer, de façon théorique, comment la rotation se manifeste
dans les signaux multi-messagers d’une explosion de supernova. Cela permettrait de remonter
à la rotation initiale du cœur de l’étoile et ainsi compléter les études astérosismologiques des
cœurs des étoiles. Cette approche permettrait aussi de mettre des contraintes sur les rotations
initiales des pulsars et des magnétars créés lors de l’explosion.

La révolution de l’astronomie multi-messagère
Plusieurs observations laissent espérer une observation multi-messagère des supernovæ. La

première et la plus importante concernant les supernovæ s’est produite il y a plus de 30 ans.
En 1987, une supernova a été observée dans le grand nuage de Magellan, situé à 50 kpc

de nous. Il s’agit d’une galaxie satellite de la nôtre, visible depuis l’hémisphère sud. Cette
supernova est historique car il s’agit de la première (et la seule à l’heure actuelle) pour laquelle
une détection de neutrinos est associée à la détection électromagnétique. Dans le paradigme
initial de la fin de vie des étoiles massives (initialement proposé par Baade and Zwicky, 1934a),
ces dernières subissent un effondrement de leur cœur, menant à la formation d’une étoile à
neutrons. Ce scénario d’effondrement gravitationnel est d’ailleurs validé par les énergies de
neutrinos détectés en 1987. Ces derniers valident aussi l’existence d’un objet central d’un rayon
d’une dizaine de kilomètres pour une masse proche de celle du soleil, un objet compact. Se
pose alors le besoin de comprendre comment le phénomène s’inverse. Comment passe-t-on
d’une contraction du cœur, et une chute de la matière qui l’entoure, à une étoile à neutrons
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dont l’enveloppe a explosé ? Quel est le rôle des neutrinos dans cette explosion ? Deux approches
complémentaires permettront sûrement de répondre à ces questions : les études théoriques de
la fin de vie des étoiles confrontées aux prochaines observations multi-messagères.

La seconde observation, qui concerne la compréhension de la synthèse des éléments lourds,
s’est produite en 2017. Pendant longtemps, les seuls évènements de création d’éléments lourds
ayant été observés sans ambiguïté étaient des supernovæ de type I ou II. Cependant, il existe
un phénomène encore théorique avant 2017, prédisant que les éléments les plus lourds tels
que l’or sont synthétisés grâce à la coalescence d’étoiles à neutrons. En effet, la rencontre
d’étoiles à neutrons va permettre l’enrichissement rapide des noyaux en neutrons : le processus r.
Cet enrichissement rapide va créer de nouveaux éléments, certains éléments instables vont se
désintégrer et créer, eux aussi, de nouveaux éléments. Le 17 août 2017, les interféromètres
de la collaboration LIGO-Virgo ont détecté un signal qui va confirmer le scénario de création
des éléments les plus lourds. En effet, un signal associé à la coalescence d’étoiles à neutrons a
été détecté en ondes gravitationnelles 3, en rayon γ puis en visible-infrarouge. Quelques jours
plus tard, un signal a aussi été détecté en rayons X et dans le domaine radio. C’est la première
détection sûre, et complète, d’une coalescence d’étoiles à neutrons et l’explication tant attendue
de la création des éléments les plus lourds. L’étude des supernovæ est d’ailleurs importante pour
comprendre les processus de formation des objets compacts, seuls ou en systèmes multiples,
afin de comprendre comment ces coalescences d’objets compacts peuvent se produire : capture
gravitationnelle d’un autre objet compact ou binarité préexistante.

Les nombreuses observations d’ondes gravitationnelles émises lors de coalescences d’objets
compacts ainsi que la détection de SN1987 en neutrinos laissent espérer une détection complète
de la prochaine supernova galactique. Ce type d’observation, alliée à une étude théorique du
phénomène, représente un moyen d’expliquer la vitesse, la rotation, le champ magnétique des
objets compacts ainsi que la rotation des cœurs stellaires.

Une détection complète multi-messagère est, cependant, plus compliquée pour les super-
novæ que pour les coalescences d’objets compacts. En effet, bien que les explosions d’étoiles
massives soient des évènements fréquents dans l’univers, très peu se trouvent dans la bulle de
détection des détecteurs de neutrinos et d’ondes gravitationnelles, ce qui rend leur détection
plus rare. Pour avoir un suivi total de la supernova via tous les messagers possibles, il fau-
drait une supernova galactique, située à moins de 2-3 kpc seulement (rayon de notre galaxie
∼ 15 kpc). Les améliorations des détecteurs d’ondes gravitationnelles laissent espérer une dé-
tection jusqu’à 10 kpc (Kuroda et al., 2016). De plus, afin que le signal soit complet (ondes
gravitationnelles/électromagnétiques et neutrinos), il faut qu’il y ait le moins possible d’absorp-
tion ou d’altération des signaux entre l’étoile et les télescopes/détecteurs. En particulier, il est
préférable que le centre de notre galaxie ne se trouve pas sur la ligne de visée. À toutes ces
contraintes observationnelles, s’ajoute le fait que notre galaxie est vieillissante, elle produit donc
de moins en moins d’étoiles massives et son taux de supernova est donc d’une à trois explosions
par siècle (à comparer à ∼ 10 pour une galaxie il y a huit milliards d’années, Graur et al.,
2015). Cependant, ce taux est statistique et ne garantit pas une supernova par siècle, ni que

3. Les ondes gravitationnelles sont des distorsions de l’espace-temps se propageant à la vitesse de la lumière. Elles
sont créées par l’accélération d’une distribution non sphérique de matière. En particulier, pour la coalescence d’objets
compacts, le signal en ondes gravitationnelles est d’autant plus fort que l’asymétrie de masse de la source est grande.
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cette supernova sera observable depuis la Terre. En effet, la dernière explosion observée dans
la Voie Lactée s’est produite il y a plus d’un siècle, ce phénomène est donc rare. Ainsi, il est
important d’étudier la théorie de ces phénomènes dès maintenant, afin d’être prêts à récolter
tous les signaux nécessaires à leur compréhension lors de la prochaine supernova galactique.
Les études sur les supernovæ permettent de prédire dans quel domaine de fréquences le phéno-
mène peut être observé via les ondes gravitationnelles et quelles énergies et courbes de lumière
sont attendues pour les détections de neutrinos. Bien que SN1987A ait conduit à la détection
d’un petit nombre de neutrinos (vingt-quatre), les améliorations des détecteurs de neutrinos
et d’ondes gravitationnelles laissent espérer que la prochaine supernova galactique pourra être
observée en signal multi-messager : les photons, les neutrinos (plusieurs dizaines de milliers,
Tamborra et al., 2013) et les ondes gravitationnelles. Les études théoriques des supernovæ sont
aussi indispensables afin d’interpréter ces observations et pouvoir remonter aux propriétés de
l’étoile progénitrice (notamment sa rotation), à la physique de l’explosion, et aux propriétés
de l’étoile à neutrons nouvellement formée (Torres-Forné et al., 2019a). Ces observations, al-
liées à la théorie, sont aussi un outil précieux afin d’étudier le comportement de la matière
et des neutrinos dans les conditions extrêmes présentes à la surface d’une étoile à neutrons.
Parmi les enjeux théoriques actuels se trouve la capacité à obtenir, en simulations tridimension-
nelles (3D), des explosions d’étoiles à des énergies correspondant aux énergies attendues. D’une
part, les simulations 3D ont montré qu’il était plus difficile de provoquer une explosion en 3D
qu’en 2D (Couch and O’Connor, 2014; Takiwaki et al., 2014). Pour ces codes, il est important
d’identifier l’effet de la résolution numérique sur ces explosions. D’autre part, les énergies ciné-
tiques des explosions obtenues numériquement sont souvent inférieures aux énergies observées
de 1051 erg (Murphy et al., 2019). L’obtention d’explosions suffisamment énergétiques dans
les simulations a été un enjeu pendant plusieurs décennies. Cependant, les simulations utilisent
souvent une étoile à symétrie sphérique comme condition initiale. L’utilisation d’un progéniteur
initialement 3D et de simulations numériques suffisamment longues semble réduire l’écart entre
les observations et les résultats de simulations (Müller et al., 2017; Bollig et al., 2021).

Enjeux de cette thèse

Le but de cette thèse est de participer à cet effort théorique de préparation et d’analyse en
vue d’une détection multi-messagère de supernova gravitationnelle. Dans ce projet, nous nous
concentrons sur la dynamique de la phase d’effondrement du cœur de l’étoile massive précédent
l’explosion, afin de répondre aux questions évoquées plus haut, concernant le mécanisme de
transition d’une implosion vers une explosion. En effet, l’étude du comportement de la matière,
et de son interaction avec les neutrinos, pourra permettre d’interpréter les futures observations
de supernovæ gravitationnelles en identifiant les signaux des différentes instabilités prédits par
les études théoriques. L’identification des instabilités se développant dans le cœur de l’étoile per-
met d’avoir une chronologie des phénomènes dominants. En particulier, cela permet d’identifier
la physique dominante au cœur de l’étoile en fonction de l’instabilité dominante (Chap. III). Les
signatures les plus directes de ces instabilités étant disponibles dans les émissions de neutrinos
et d’ondes gravitationnelles, leur étude à l’heure de l’astronomie multimessagère est particuliè-
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rement pertinente. De plus, nous souhaitons analyser l’effet de différents phénomènes physiques
sur l’évolution dynamique de l’étoile en effondrement, tel que l’effet de la rotation stellaire. Bien
que plusieurs simulations incluent ce dernier paramètre, une analyse systématique de l’effet de
la rotation sur les instabilités présentes dans le cas d’une supernova est manquante. Ce dernier
point nous est permis par l’utilisation d’une analyse linéaire (limité aux petites perturbations des
grandeurs physiques) permettant une meilleure compréhension physique du phénomène et une
grande exploration des taux de rotation. Ces études linéaires se sont montrées pertinentes pour
l’étude en ondes gravitationnelle (Torres-Forné et al., 2019b). L’étude de la rotation, alliée à
l’observation d’étoiles à neutrons jeunes, pourrait permettre de contraindre le taux de rotation
du cœur de l’étoile progénitrice. Ces résultats, combinés aux résultats fournis par l’astérosismo-
logie, sont précieux pour établir les modèles d’évolution stellaire utilisés comme progéniteurs
dans les simulations numériques.

Le premier chapitre de cette thèse décrit un état des lieux des connaissances actuelles concer-
nant les mécanismes d’explosion stellaire et plus particulièrement le mécanisme des supernovæ
gravitationnelles. Une deuxième partie est consacrée aux différents détecteurs de neutrinos et
d’ondes gravitationnelles laissant espérer une détection lors de la prochaine explosion galactique.
Enfin, la dernière partie de ce chapitre se concentre sur les différents processus hydrodynamiques
en jeu lors de l’explosion d’une étoile massive. Dans le second chapitre, nous abordons les dif-
férents ingrédients physiques qui influencent la dynamique de l’effondrement. En particulier, la
prise en compte de l’interaction des neutrinos avec la matière, la perte d’énergie par dissociation
de la matière ainsi que la rotation stellaire. Ensuite, nous décrivons les méthodes analytiques
et numériques utilisées pour l’analyse perturbative de la dynamique de l’effondrement. Les troi-
sième et quatrième chapitres se concentrent sur les résultats obtenus. Ils présentent une analyse
sans et avec rotation de la matière au-dessus de l’étoile à neutrons, sujette au développement
d’instabilités. En particulier, le premier de ces deux chapitres étudie un critère sans rotation
de développement de l’instabilité convective dans une zone traversée par la matière accrétée.
Le second traite de l’influence de la rotation en géométrie sphérique lorsque différents taux de
chauffage et de dissociation sont considérés. Par cette approche, nous couvrons un large domaine
de paramètres, ce qui nous a permis d’identifier les différents régimes de développement des
instabilités. Cette étude constitue un outil d’analyse des simulations complexes et non-linéaires
effectuées en trois dimensions. Elle représente une possibilité de prédire les fréquences propres
des instabilités, afin de pouvoir lier une signature en ondes gravitationnelles et/ou neutrinos
à une instabilité. Par exemple, la signature en ondes gravitationnelles d’une de ces instabilités
est prévue autour de 100Hz (Kuroda et al., 2016; Mezzacappa et al., 2020), correspondant au
domaine optimal de détection des observatoires d’ondes gravitationnelles actuels.
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Les supernovæ à effondrement de cœur
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I.1 Contexte

I.1.1 Naissance et vie d’une étoile

Tout commence par un nuage de gaz, peu dense et froid (10 - 150 K). Ce nuage, essentiel-
lement composé d’hydrogène moléculaire, possède une taille typique de plusieurs parsecs (pc)
pour une densité de particules de 103 cm−3 (Fig. I.1). Cela correspond à une densité de parti-
cules ∼ 109 fois moins élevée que la densité en particules atteinte dans la chambre à vide de
la NASA au Space Power Facility, Ohio. Ce nuage est principalement composé d’hydrogène et
d’hélium. Concentrons-nous maintenant sur une zone un peu plus dense que la moyenne de ce
nuage. Sous l’effet de perturbations externes, cette région dense va s’effondrer sur elle-même.
Petit à petit, elle va devenir de plus en plus dense, jusqu’à être opaque à son propre rayon-
nement. Les photons ne peuvent plus que s’échapper en surface et le refroidissement devient
donc moins efficace, la température dans le cœur pré-stellaire augmente. Sa température et sa
densité vont continuer à augmenter, plus ou moins rapidement selon les phases d’effondrement.
Lorsque la température au cœur de l’étoile atteint ∼ 107 K, les noyaux d’hydrogène vont com-
mencer à fusionner pour créer des noyaux d’hélium. C’est la fusion de cet hydrogène au cœur
de l’étoile qui libère de l’énergie et permet aux forces de pression de contrebalancer la gravité.
Un équilibre est atteint entre l’énergie potentielle et l’énergie thermique libérée par les réactions
nucléaires, l’effondrement gravitationnel s’arrête. C’est le début de la séquence principale. C’est
la région du diagramme de Hertzsprung-Russel (HR, Fig. I.3) commune à toutes les étoiles et
dans laquelle l’étoile va passer la majorité de sa vie.

Figure I.1 – Observation par le James Webb Space Telescope (JWST) de la nébuleuse de la
Carène, pouponnière d’étoiles. Crédit : NASA, ESA, CSA, and STScI
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La luminosité de cette jeune étoile ainsi que sa durée de vie dépendent de sa masse. En
effet, toutes les étoiles n’ont pas la même masse et il est plus aisé de former des étoiles moins
massives. Lors de l’effondrement du nuage moléculaire, la fragmentation du nuage sous l’effet
de la gravité (Beuther et al., 2019) permet la création de plusieurs étoiles de moindre masse, là
où seulement quelques étoiles massives auraient pu naître. La rotation, le champ magnétique
et la turbulence dans le nuage peuvent limiter cette fragmentation (Li et al., 2017a,b). De plus,
plus le nuage est riche en atomes lourds, plus le refroidissement est favorisé, ce qui augmente la
probabilité de fragmentation (Hocuk and Spaans, 2010). Au fur et à mesure de l’enrichissement
d’une galaxie en éléments lourds, la formation d’étoiles très massives au sein de cette galaxie
diminue. En 1955, Salpeter établit une loi empirique de distribution des masses pour les étoiles
plus massives que le soleil. Il obtient :

ξ(M) ∝M−2.35 (I.1)

avec ξ(M) le nombre d’étoiles de masse M . Cette loi indique qu’un faible nombre d’étoiles
massives (M ≳ 8M⊙, avec M⊙ la masse du soleil) est effectivement cohérent avec un grand
nombre d’étoiles de masses proches de la masse solaire, résultat suggéré par l’étude de la
fragmentation des nuages moléculaires.

Lorsqu’elle naît, une étoile est majoritairement composée d’hydrogène. La fusion de quatre
atomes d’hydrogène donne un atome d’hélium dont la masse est inférieure à la masse totale
des quatre atomes d’hydrogène initiaux. Ce défaut de masse ∆m correspond à l’énergie ∆E

libérée par la réaction de fusion via la relation :

∆E = ∆m c2, (I.2)

où c est la célérité de la lumière dans le vide. La fusion de l’hydrogène permet de libérer de
l’énergie, il s’agit d’une réaction exothermique. La fusion au cœur de l’étoile constitue donc une
source d’énergie permettant aux forces de pression de compenser la gravité de l’étoile. Sans
cette source d’énergie, l’étoile s’effondrerait sous l’effet de sa propre masse.

Pendant plusieurs milliards d’années, l’étoile va consommer son réservoir d’hydrogène, de
façon plus ou moins rapide suivant sa masse. En effet, bien que les étoiles massives possèdent
un réservoir d’hydrogène plus grand, les conditions de pression et de température dans leur cœur
leur imposent de consommer cet hydrogène bien plus rapidement. Ainsi, les étoiles massives
consomment leur hydrogène en quelques dizaines de millions d’années, soit 1000 fois plus
rapidement qu’une étoile de type solaire. Lorsqu’une étoile consomme l’hydrogène central, on
dit qu’elle se trouve sur la séquence principale.

Lorsque l’hydrogène au cœur de l’étoile est épuisé, l’étoile quitte la séquence principale pour
suivre la branche des sous-géantes puis des géantes ou supergéantes suivant sa masse. Le réser-
voir central d’hydrogène s’épuisant, les réactions de fusion sont moins importantes et l’énergie
libérée par ces dernières n’est plus suffisante pour que les forces de pression contrebalancent la
gravité au cœur de l’étoile. Ce dernier va donc se contracter, ce qui va augmenter sa tempé-
rature et pression jusqu’à atteindre la température de ∼ 108 K nécessaire pour commencer la
fusion de l’hélium en carbone et oxygène. Lorsque ces nouvelles réactions de fusion commencent,
une nouvelle source d’énergie est disponible pour que les forces de pression contrebalancent la
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Figure I.2 – Structure d’une étoile de 15 M⊙ à la fin de sa vie, avant l’effondrement de son
cœur. Les tailles relatives des couches ne sont pas à l’échelle.

gravité et le cœur cesse de se contracter. Cette fusion de l’hélium va durer quelques centaines
de milliers d’années, soit dix fois moins longtemps que n’avait duré la fusion de l’hydrogène.

Contrairement au cœur de l’étoile, l’enveloppe de l’étoile gonfle lorsque l’hydrogène s’épuise.
C’est une réaction à l’augmentation de la température au cœur de l’étoile qui se contracte.
L’enveloppe s’étant dilatée, son opacité diminue, menant à une augmentation de la luminosité
de l’étoile tandis que les couches externes, qui se trouvent plus loin du cœur, se refroidissent. La
conséquence de ce refroidissement est le rougissement de la surface de l’étoile, suivant la loi de
rayonnement du corps noir. La température de surface diminue et la luminosité augmente donc
l’étoile quitte la séquence principale et se déplace vers le coin supérieur droit du diagramme
HR (Fig. I.3). Deux exemples d’étoiles géantes sont Bételgeuse et Rigel, situées toutes deux
dans la constellation d’Orion et observables en hiver dans l’hémisphère nord. L’étoile est donc
maintenant composée d’une première enveloppe d’hydrogène, renfermant un cœur d’hélium
dont la partie centrale est en train de se transformer en carbone et oxygène. Cela produit une
structure en couches d’oignon (Fig. I.2) des différents éléments dans l’étoile.

Le destin de l’étoile au-delà de la fusion de l’hélium dépend de sa masse. Plus l’étoile est
massive, plus la température en son cœur augmente lors du processus de contraction et plus la
fusion crée des éléments lourds.
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Figure I.3 – Diagramme de Hertzsprung-Russel représentant les luminosités des étoiles en fonc-
tion de leur température. Au centre, la séquence principale et les branches des géantes qui en
partent. En bas à gauche, les naines blanches et en haut à droite les géantes rouges. Les étoiles
les plus bleues sont les plus chaudes. Crédit : ESO
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I.1.2 Mort d’une étoile et naissance d’un objet compact
Les supernovæ correspondent à la fin de vie explosive de certaines étoiles. Ces dernières

deviennent alors brusquement extrêmement lumineuses. Leur luminosité est alors comparable à
celle de leur galaxie hôte toute entière. Cependant, toutes les supernovæ ne sont pas dues aux
mêmes processus physiques et leur luminosité peut varier selon le processus en jeu. Nous allons
évoquer ici les différents processus responsables de l’explosion d’une étoile. La classification
exposée ici est différente de celle historique, basée sur les observations des spectres et courbes de
lumière des explosions. Ici, nous présentons une classification basée sur des processus physiques
qui dépendent de la masse initiale de l’étoile considérée.

À la fin de leur vie, les étoiles donnent naissance à des objets compacts. Cette appellation
est basée sur la compacité Ξ de leur structure radiale, définie comme

Ξ =
GM

Rc2
, (I.3)

avec G la constante universelle de gravitation, M la masse et R le rayon de l’objet. Si cette
compacité excède ∼ 10−4, alors l’objet est dit compact. C’est le cas des naines blanches, étoiles
à neutrons et trous noirs que nous allons considérer dans cette section.

I.1.2.a Destin des étoiles de masse faible à intermédiaire (≲ 8 M⊙)
Dans cette partie, nous allons considérer des étoiles de masses faible et intermédiaire. Sur

la séquence principale, ces étoiles ont des températures de surface inférieures à 2.104 K et se
trouvent donc dans la partie droite du diagramme HR (Fig. I.3). Elles représentent plus de 98%

des étoiles.

Les nébuleuses planétaires et leurs naines blanches
Pour les étoiles isolées de moins de 8M⊙, la fin de vie est paisible. Si l’étoile est de type

solaire (proche du soleil dans le diagramme HR), les réactions de fusion cessent après la création
du carbone et de l’oxygène, car la masse est trop faible et le cœur, en se contractant, ne parvient
pas à atteindre la température seuil d’ignition de la fusion du carbone. En effet, la contraction est
stoppée par la pression de dégénérescence des électrons avant que la température de ∼ 109 K
soit atteinte. Les couches externes de l’enveloppe se trouvant loin du cœur se verront alors
expulsées pour former une nébuleuse planétaire, comme on peut voir sur la Fig. I.4. À la fin de
la vie de l’étoile, il ne restera donc plus que son noyau contracté et inerte, appelé naine blanche,
mis à nu par l’éjection des couches supérieures de l’étoile. Les naines blanches sont les corps
les moins compacts (Ξ ∼ 10−3) de la famille des objets compacts. En moyenne, les naines
blanches ont une masse proche de 0.6M⊙, pour un rayon comparable au rayon terrestre, soit
104 km. Leur dénomination de naine blanche vient de leur petite taille et leur température élevée
(∼ 105 K). Si cette naine blanche est solitaire, elle va poursuivre sa vie en se refroidissant petit
à petit par rayonnement, sur des échelles de temps de l’ordre de l’âge de l’univers. Ces étoiles
se trouvent dans la zone de faible luminosité/forte température du diagramme HR (Fig. I.3).

Pour toutes les étoiles de masse faible à intermédiaire (M ≲ 8M⊙), la mort de l’étoile
conduit à la création d’une naine blanche et d’une nébuleuse planétaire. Cependant, suivant
la masse de l’étoile progénitrice, la composition de la naine blanche peut varier. Les étoiles de
plus faible masse (M ∈ [0.1, 0.8] M⊙) produiront des naines blanches d’hélium. Les étoiles de
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Figure I.4 – Nébuleuse planétaire de l’œil de chat et son étoile en fin de vie. En bleu le signal X
et en orange et violet le signal optique. Crédit : X : NASA/CXC/SAO ; Optique : NASA/STScI

masse similaire à celle du soleil vont produire une naine blanche de carbone/oxygène. Plus la
masse est élevée, plus les réactions de fusion vont synthétiser des éléments lourds et des naines
blanches de néon (Ne)/magnésium (Mg) seront formées. La durée de vie de ces étoiles est
cependant supérieure à l’âge de l’univers, nous ne pouvons donc pas encore observer leur mort
et la naine blanche qui en résulte.

Novæ et supernovæ thermonucléaires
Si la naine blanche possède une étoile compagnon suffisamment proche, un transfert de

matière peut avoir lieu entre l’étoile compagnon et la naine blanche. L’accrétion de matière à la
surface de la naine blanche peut déclencher de brèves réactions thermonucléaires, augmentant
sa luminosité et rendant l’étoile visible temporairement dans le ciel. Depuis la Terre, on a
l’impression qu’une nouvelle étoile est apparue et ce phénomène est donc appelé nova. Cela
peut se produire plusieurs fois au cours de la vie de la naine blanche, ce qui peut être à l’origine
du phénomène désigné sous le nom de «nova récurrente».

En revanche, si l’accrétion de matière issue de l’étoile compagnon se poursuit, alors la masse
de la naine blanche augmente jusqu’à atteindre la masse critique de Chandrasekhar 1.45M⊙.
Cette masse correspond à la masse limite que la pression de dégénérescence des électrons
relativistes peut supporter et s’exprime comme

MCh = 1.45M⊙

(
Ye

0.5

)2

, (I.4)

avec Ye la fraction électronique proche de 0.5 pour une naine blanche. Au-delà de cette masse
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Figure I.5 – Observation par Chandra du reste de la supernova de Tycho (type Ia), situé à
∼ 2.8 kpc de la Terre. Crédit : X : NASA/CXC/SAO ; Optique : DSS

critique, l’étoile n’est plus stable, les réactions thermonucléaires s’emballent et la naine blanche
explose totalement pour créer une supernova de type Ia, aussi appelée supernova thermonu-
cléaire (Fig. I.5). Cette explosion ne laisse rien d’autre derrière elle que les restes dispersés de
la naine blanche.

I.1.2.b Les supernovæ gravitationnelles

Pour les étoiles de masse supérieure à 8-10M⊙, le destin est tout autre et l’explosion de
l’étoile est appelée supernova gravitationnelle ou supernova à effondrement de cœur. Pour les
étoiles massives, les réactions de fusion ne s’arrêtent pas lorsque le réservoir d’hélium central
s’épuise. Pour la plupart des étoiles massives, la succession de phénomènes de contraction du
cœur et d’ignition d’une nouvelle fusion continue jusqu’à ce que le produit de fusion soit le
silicium (Si) ou le fer (Fe). Ainsi, la structure en couches d’oignon de l’étoile s’est enrichie.
Il y a toujours une couche externe d’hydrogène sur une couche d’hélium et ainsi de suite
jusqu’à la partie la plus centrale de l’étoile composée du dernier produit de fusion (Fig. I.2).
L’évolution dynamique de cette structure dépend de la masse de l’étoile. Hormis le cas des étoiles
extrêmement massives, les explosions observées sont liées à l’arrivée en surface d’une onde de
choc créée au cœur de l’étoile. Les masses définissant les seuils de transition d’un processus à un
autre sont indicatives et peuvent varier selon la rotation et la composition chimique des étoiles.
Les supernovæ gravitationnelles peuvent donner naissance à deux types d’objets compacts.
Le premier, formé pour les étoiles les moins massives parmi les étoiles massives, correspond
aux étoiles à neutrons. Leur compacité vaut Ξ ∼ 0.2 et leur autogravité est compensée par
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l’interaction forte. Le second type d’objet pouvant être formé par une supernova gravitationnelle
est un trou noir. Les trous noirs sont les objets les plus compacts (Ξ = 0.5 à 1 selon leur
rotation). Toutes les particules s’en approchant d’un peu trop près sont absorbées. Plus le trou
noir est massif, plus ce rayon d’absorption, appelé rayon de Schwarzschild ou horizon du trou
noir, augmente. Dans ce cas, il n’y a pas de force permettant de compenser l’autogravité.

Les supernovæ par capture électronique

Les étoiles les plus légères parmi les étoiles massives (8 à 10M⊙) produisent les supernovæ
par capture électronique (Hiramatsu et al., 2021). Pour ces étoiles, les réactions de fusion s’ar-
rêtent à la fusion de l’oxygène. Lorsque ces réactions cessent, le cœur se contracte et la pression
de dégénérescence des électrons devient la force permettant de contrebalancer la gravité. Les
noyaux de néon et magnésium au cœur de l’étoile vont capter des électrons (Hillebrandt et al.,
1984). L’absorption de ces électrons crée une diminution de la pression de dégénérescence des
électrons et donc un déséquilibre des forces permettant l’effondrement de l’étoile suivie de son
explosion.

Les supernovæ classiques

Pour les étoiles de 10 à 60M⊙, les réactions de fusion cessent après la création d’un cœur
de fer, diminuant la pression radiative. Le cœur de fer va donc s’effondrer sur lui-même et
donner naissance à une protoétoile à neutrons. Les couches extérieures de l’étoile vont être
éjectées, laissant seul l’objet compact central, en rotation rapide (P∼1 s vs. P∼30 jours pour
Rigel). D’autre part, une asymétrie dans l’éjection de la matière peut donner une impulsion à
la protoétoile à neutrons, faisant qu’elle ne se trouve pas à l’emplacement exact de la super-
géante progénitrice (Fig. I.11). Les processus de formation de cet objet compact et d’explosion
de l’étoile sont détaillés plus tard (Sect. I.1.3). Ces explosions représentent plus de 99% des
supernovæ gravitationnelles. C’est dans le cadre de l’étude de ces évènements que s’inscrit cette
thèse.

Les supernovæ par production de paires

Les étoiles de masse comprise entre 60-80M⊙ et 140M⊙ produisent, en théorie, des super-
novæ à instabilité pulsationnelle de paires (PPISN, pour pulsational pair-instability supernovæ).
La borne inférieure peut varier selon la métallicité et la rotation considérées. Plus la métallicité
augmente, plus l’étoile perd de la masse par son vent stellaire et moins son cœur d’hélium
est massif. En effet, afin que l’instabilité se développe, il faut créer un cœur d’hélium de 30 à
65M⊙. Dans ces étoiles, les rayons gammas (γ) sont suffisamment énergétiques pour produire
des paires électrons/positrons par la réaction γ → e− + e+. Ces créations de paires diminuent
la pression radiative, créant un déséquilibre de pressions. Cela mène à un effondrement partiel
et à l’ignition brusque de fusion de l’oxygène (ou du silicium) avant d’atteindre un nouvel équi-
libre. Ces phénomènes peuvent se répéter plusieurs fois jusqu’à la création d’un cœur de fer. Le
phénomène d’effondrement gravitationnel qui suit est similaire à celui des étoiles de plus faible
masse et conduit à la formation d’un objet compact : une étoile à neutrons ou un trou noir.
Les trous noirs les plus massifs pouvant être formés par ce processus possèdent des masses de
l’ordre de ∼ 50M⊙ (Woo; Rahman et al., 2022).

Les étoiles plus massives que 140M⊙ jusqu’à ∼ 300M⊙ produisent, en principe, des su-
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pernovæ par production de paires (PPSN ou PISN pour pair-instability supernova). Pour ces
étoiles, la masse du cœur d’hélium dépasse 65M⊙. Comme dans le cas précédent, il y a aussi
des créations de paires électron/positron, mais la fusion brutale de l’oxygène est suffisamment
énergétique pour détruire l’étoile, ne laissant pas d’objet compact derrière elle. Ainsi, il y a
un fossé dans la distribution de masses des trous noirs entre 50 et 150M⊙, zone d’explosion
de ces étoiles (Heger and Woosley, 2002). Cela est cohérent avec les observations de fusions
de trous noirs stellaires effectuées par la collaboration d’observatoires d’ondes gravitationnelles
LIGO-Virgo-KAGRA (Fig. I.6). Bien que les observations montrent que certains trous noirs
impliqués dans les fusions possèdent des masses entre 50 et 150M⊙, ces derniers représentent
seulement ∼ 10% des observations et peuvent être issus de précédentes fusions de trous noirs
moins massifs.

Figure I.6 – Masses des objets compacts impliqués dans des fusions et du reste de leur fusion.
La majorité des trous noirs impliqués dans une fusion se trouvent sous la barre des ∼ 50M⊙.

Pour les étoiles encore plus massives, un trou noir est formé lors de l’effondrement gravita-
tionnel. Dans ce cas, l’effondrement n’est pas suivi d’une explosion.

Les deux processus d’explosion par production de paires pourraient expliquer certaines des
supernovæ superlumineuses (SLSN). Ce type de supernova correspond aux évènements les plus
lumineux (Fig. I.7). Ces explosions sont aussi très rares et représentent seulement 0.1% des
supernovæ observées. Dans le cas d’une SLSN due à une PPISN, la luminosité accrue vient
d’un milieu circumstellaire enrichi par l’éjection des couches superficielles de l’étoile. Un exemple
de ce type est la SLSN PTF12dam (Tolstov et al., 2017) dont le spectre est cohérent avec le
spectre attendu d’une PPISN. Dans le cas d’une PISN, la luminosité accrue vient plutôt de la
quantité de nickel radioactif 56Ni produit lors de l’explosion (plusieurs masses solaires, Kozyreva
et al., 2014).
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Cependant, si on prend en compte le champ magnétique, les SNSL peuvent aussi être
expliquées par la présence d’un magnétar comme moteur central de l’explosion, permettant
d’extraire efficacement de l’énergie de la rotation (Dessart et al., 2012; Nicholl et al., 2013).
Des taux de rotation élevés sont nécessaires pour produire ces SLSN par l’action d’un magnétar
au cœur de l’explosion. Seules les rotations les plus rapides peuvent être à l’origine de la création
de cet objet.

Figure I.7 – Courbes de lumière de divers types de supernovæ. Les supernovæ superlumineuses
ont un pic de luminosité ∼ 100 fois plus élevé que les autres. Crédit : Gal-Yam (2012)

La physique menant à l’explosion de l’étoile est ainsi très variée. Cependant, pour qu’une
étoile à neutrons se forme, il faut que le phénomène menant à l’explosion se produise sur une
échelle de temps suffisamment courte. En effet, si le phénomène est trop lent, l’accrétion de
matière sur l’objet central va faire augmenter sa masse et franchir le seuil de formation d’un
trou noir. Il se peut qu’une étoile à neutrons transitoire soit formée avant que n’apparaisse le
trou noir (Rahman et al., 2022).

I.1.3 Scénario actuel de formation des supernovæ gravitationnelles par effon-
drement du cœur de fer

Les supernovæ gravitationnelles classiques concernent les étoiles massives entre 10M⊙ et
60M⊙. Comme évoqué précédemment, le premier indice que les supernovæ gravitationnelles
sont liées aux étoiles massives vient des caractéristiques de leur galaxie hôte. Ces explosions
ne sont observées que dans les jeunes galaxies, formant encore des étoiles. Les galaxies vieilles,
elliptiques ou lenticulaires, ne présentent pas de supernovæ gravitationnelles, uniquement des
supernovæ thermonucléaires. Ainsi, le phénomène de supernova gravitationnelle est associé à
la mort des étoiles massives qui ont une durée de vie plus courte et donc meurent plus tôt dans
l’histoire de leur galaxie hôte, quand cette dernière est encore jeune et active.

La dernière réaction de fusion dans le cœur de l’étoile est la fusion du silicium en fer. À
partir du fer, la fusion n’est plus possible car la masse par nucléon croît du fer à l’uranium et
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du fer à l’hydrogène. En effet, le fer possède la plus faible masse par nucléon. Pour les réactions
de fusion précédant le fer, la fusion libère de l’énergie car la masse des réactifs est supérieure
à la masse des produits. Pour les noyaux plus lourds que le fer, c’est la fission qui est plus
avantageuse énergétiquement.

En un jour, le réservoir de silicium dans le cœur interne est épuisé. Ce dernier n’est plus
composé que de fer et ne libère plus d’énergie. Le cœur de l’étoile commence à se contracter
jusqu’à ce que la pression de dégénérescence des électrons contrebalance la gravité. La contrac-
tion est alors stoppée pour quelques instants. Le milieu étant dégénéré, les niveaux d’énergie
des électrons sont remplis jusqu’au niveau de Fermi 1. Ainsi, par principe d’exclusion de Pauli 2,
la création de nouveaux électrons est coûteuse en énergie car cela nécessite de produire des
électrons d’énergie de plus en plus importante, au-delà du niveau de Fermi. La réaction de
désintégration β inverse ou capture électronique

p + e− −→ n + νe (I.5)

est donc favorisée face à la réaction β

n −→ p + e− + νe. (I.6)

Dans ces deux réactions, les termes νe et νe désignent des neutrinos et antineutrinos électro-
niques, des particules de très faible masse interagissant peu avec la matière et se déplaçant à
une vitesse proche de la vitesse de la lumière. Le milieu s’enrichit donc en neutrons par capture
électronique, diminuant la fraction électronique Ye dans le cœur. Cela mène à la diminution de
la masse limite de Chandrasekhar (Eq. I.4) jusqu’à ce que la pression de dégénérescence des
électrons ne soit plus suffisante pour contrebalancer la gravité et que la contraction du cœur
reprenne.

Lorsque ce cœur se contracte, il atteint des densités et des températures extrêmes de
l’ordre de 1014 g.cm−3 et 1011 K qui ne permettent plus d’assurer l’intégrité des noyaux. La
pression exercée sur ces derniers est trop forte, ils sont donc désintégrés pour donner naissance
à un mélange de nucléons. La densité peut donc continuer à augmenter. Lorsque les densités
au cœur de l’étoile atteignent la densité nucléaire, l’équation d’état se raidit brusquement.
L’indice adiabatique γ de la matière passe de 4/3 (gaz dégénéré relativiste) à γ ∼ 2.5 (Bethe
et al., 1979). L’interaction forte va alors devenir fortement répulsive. Le cœur cesse alors de
se contracter et une protoétoile à neutrons (PNS) de rayon RPNS ∼ 50 km se forme. Depuis
l’apparition du cœur de fer jusqu’à la création d’une protoétoile à neutrons, il ne s’est écoulé
que quelques centièmes de seconde. À ce stade, l’explosion associée aux supernovæ n’est pas
encore visible.

Pour comprendre d’où vient l’explosion, il faut considérer les transferts d’énergie au cœur
de l’étoile. L’énergie potentielle libérée ∆Ep par l’effondrement d’un cœur interne de fer de

1. Le niveau de Fermi correspond au niveau d’énergie maximal occupé par des fermions à 0 K. En pratique, cela reste
valable pour les températures inférieures à la température de Fermi TF des électrons. Cela est vérifié lorsque la pression
de dégénérescence des électrons stoppe la contraction (TF ∼ 7× 109 K vs. Tcœur ∼ 3× 109 K)

2. Principe d’exclusion de Pauli : Dans un gaz de fermions dégénérés, deux fermions ne peuvent pas occuper le même
état quantique d’énergie.
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masse MFe = 1.4M⊙ passant d’un rayon de RFe = 1 500 km à RPNS = 50 km est de

∆Ep ∼ GM2
Fe ×

(
1

RPNS
− 1

RFe

)
∼ 1053erg. (I.7)

Cette énergie va être transmise au cœur externe, lorsque la force nucléaire entre nucléons
parvient à contrebalancer la gravité, par la création d’une onde de choc se propageant vers
l’extérieur de l’étoile. Cependant, cette énergie gagnée par l’effondrement et le rebond sur le
cœur interne n’est pas suffisante pour que le choc atteigne la surface de l’étoile et crée une
explosion. En effet, toute l’énergie potentielle n’est pas transformée en énergie cinétique vers
l’extérieur de l’étoile. Une grande partie de l’énergie est perdue via l’émission de neutrinos. Une
autre part de l’énergie est perdue par la matière lors de son passage à travers le choc. En effet,
le choc provoque la photodissociation des noyaux de fer présents dans le cœur via les réactions :

γ +56 Fe −→ 13 4He + 4n, (I.8)
γ +4 He −→ 2p+ 2n. (I.9)

Cela crée une perte de 8.8MeV par nucléon de fer (soit 1.7×1052 erg.M−1
⊙ ) traversant le

choc. Cette perte est à comparer à l’énergie potentielle convertie en énergie cinétique lors
l’effondrement jusqu’au rayon du choc

∆Ek

M⊙
= 2.5× 1052 erg.M−1

⊙

(
M

1.4M⊙

)(
Rsh

150 km

)−1

. (I.10)

La dissociation consomme donc près de 68% de l’énergie fournie par la contraction du cœur de
l’étoile au niveau du choc à 150 km. Cette valeur sera commentée au Chap. IV. La dissociation
et la fuite des neutrinos ralentissent la progression du choc qui devient stationnaire à une
centaine de kilomètres de la surface de l’étoile à neutrons. Pour pouvoir obtenir les explosions
observées, il faut pouvoir relancer ce choc jusqu’à la surface de l’étoile se trouvant à plusieurs
millions de kilomètres de la surface de l’étoile à neutrons.

Cette relance du choc est possible si une fraction suffisante de neutrinos est absorbée par
la matière au-dessus de la PNS (Colgate and White, 1966; Bethe and Wilson, 1985). Il faut
de très grandes densités pour qu’un milieu soit opaque aux neutrinos. C’est le cas de la PNS,
dont les neutrinos sont piégés à l’intérieur d’une neutrinosphère. Il s’agit d’une sphère dans
laquelle le libre parcours moyen des neutrinos est faible (<50 km). Ce terme est analogue à
la photosphère des étoiles pour les photons. Le rayon de cette sphère est proche du rayon de
la PNS et dépend du type de neutrino considéré. À la surface de cette sphère, les neutrinos
s’échappent de la PNS et permettent son refroidissement. Certains de ces neutrinos (∼ 4% -
10%, Burrows et al., 2012) sont absorbés par la matière se trouvant entre le choc et la surface
de l’étoile à neutrons. Cela va chauffer la matière et créer une zone appelée région de gain où
le chauffage par absorption des neutrinos est supérieur au refroidissement par émission de ces
derniers. Cette région se trouve juste sous le choc et s’étend jusqu’au rayon de gain, en dessous
duquel le refroidissement domine le chauffage. La première idée de mécanisme d’explosion
proposait que le chauffage effectif de la matière dans la région de gain permette d’augmenter
le rayon du choc jusqu’à atteindre la surface de l’étoile. En suivant cette logique, Burrows and
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Goshy (1993) ont proposé un critère pour l’explosion basé uniquement sur la compétition entre
la luminosité des neutrinos (le terme « luminosité des neutrinos » désigne ici et dans la suite
de ce manuscrit le flux d’énergie transporté par les neutrinos) et le taux d’accrétion à travers le
choc. Ils proposent que pour chaque taux d’accrétion Ṁ , il existe une luminosité critique Lνe,crit

au-delà de laquelle le chauffage par les neutrinos est suffisant pour déclencher une explosion.
De façon réciproque, pour chaque valeur de luminosité des neutrinos Lνe , ils définissent un taux
d’accrétion critique Ṁcrit au-delà duquel il ne peut y avoir d’explosion :

Ṁcrit ∼ 1.1 M⊙.s
−1

(
Lνe

5× 1052erg.s−1

)2.3

. (I.11)

La luminosité des neutrinos dépend de la température à la surface de la neutrinosphère. En
particulier, un rayon de neutrinosphère plus faible permet une émission de neutrinos plus éner-
gétiques. Ainsi, la rotation rendant la PNS oblate, il y a une diminution de l’énergie des neutrinos
dans le plan équatorial, pouvant avoir des répercussions sur la forme de l’éjecta final. Bien que
la luminosité des neutrinos et le taux d’accrétion jouent un rôle clé afin de raviver le choc (Ertl
et al., 2016; Suwa et al., 2016), d’autres ingrédients physiques doivent être pris en compte afin
d’obtenir une explosion. En effet, parmi les simulations 1D, pour lesquelles ce critère devrait
être vérifié, seules les étoiles les moins massives parviennent à une explosion. Cependant, les
simulations 2D, permettant les mouvements non radiaux et ainsi le développement d’instabilités
non radiales, obtiennent des explosions plus facilement qu’en 1D. En particulier, le critère de
luminosité se trouve diminué en 2D par rapport au cas 1D (Murphy and Burrows, 2008). Le
consensus actuel prévoit que les instabilités hydrodynamiques se développant dans la région
choquée et dans la PNS vont pouvoir permettre une meilleure absorption des neutrinos et ainsi
permettre la relance du choc avant que l’accrétion ne devienne trop forte. Ces instabilités vont
ainsi modifier le critère basé sur l’état stationnaire. En prenant en compte l’importance des
instabilités, beaucoup d’études ont suivi afin de déterminer l’origine de la reprise de progression
du choc à partir de divers critères comme le rapport entre le temps d’advection de la matière
à travers la zone choquée τadv, le temps de chauffage τht et le temps de développement de
l’instabilité convective τcv (Janka, 2001; Thompson et al., 2005; Buras et al., 2006a; Murphy
and Burrows, 2008; Gogilashvili and Murphy, 2022). Il est proposé que

- l’accrétion domine si τadv < τcv < τht,
- l’explosion se produise si τcv < τadv ∼ τht ou τht < τcv ∼ τadv.

C’est dans le cadre de l’étude de ces instabilités hydrodynamiques, décrites en Sect. I.3, que
s’inscrit cette thèse. Par souci de simplification, les instabilités liées au champ magnétique ne
seront pas abordées. En effet, il n’est pas certain que la dynamo, permettant de générer un
champ magnétique fort, se développe suffisamment rapidement pour avoir une incidence sur les
phénomènes que nous considérons. Cependant, l’influence d’un champ faible sur l’évolution de
la supernova en rotation est encore peu explorée en 3D, et pourrait avoir un effet à prendre en
compte dans l’évolution de la supernova.

En se propageant dans l’enveloppe de l’étoile, le choc va entraîner une nucléosynthèse ex-
plosive permettant de synthétiser des éléments au-delà du fer. Lorsque le choc atteint la surface
de l’étoile («shock breakout»), un signal lumineux est émis et l’étoile explose en supernovæ.
Contrairement au cas des supernovæ de type Ia, ce sont uniquement les couches externes qui
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explosent. Ces dernières laissent derrière elles une étoile à neutrons. Cette étoile à neutrons va
alors se refroidir, son diamètre sera d’une douzaine de kilomètres seulement pour quelques 1030

kilogrammes (∼ 1−2M⊙). Ces deux paramètres font d’une étoile à neutrons un objet compact
(Ξ ∼ 0.2).

C’est seulement à partir de la sortie de l’onde de choc de l’étoile que l’on peut observer
un signal électromagnétique associé à la supernova. Cependant, même après l’explosion, le
cœur de la supernova n’est pas directement observable car le milieu est opaque à toutes les
longueurs d’onde : c’est la phase photosphérique. Dans cette phase, le rayonnement de l’éjecta
est semblable à l’émission d’un corps noir. Quelques mois plus tard, en se dispersant dans le
milieu interstellaire, l’éjecta va se diluer et devenir transparent : c’est la phase nébulaire. À
partir de ce moment seulement, les télescopes en ondes électromagnétiques peuvent acquérir
des données sur le cœur de la supernova. Cependant, des données concernant l’éjecta peuvent
être collectées dès la phase photosphérique. Les spectres vont fournir des informations sur
la vitesse de l’éjecta ainsi que sa composition. Cette analyse permet de déterminer que les
supernovæ sont responsables de l’enrichissement en éléments au-delà de l’hélium du milieu
interstellaire. Cependant, les simulations hydrodynamiques de supernovæ classiques ont montré
que les processus r étaient limités par l’abondance des protons dans ce type d’explosion (Janka
et al., 2008; Roberts et al., 2010; Hüdepohl et al., 2010). Ainsi, ces simulations ont permis
d’établir qu’un phénomène supplémentaire était nécessaire pour expliquer la nucléosynthèse
des éléments les plus lourds tels que l’or. Ce phénomène est la coalescence d’objets compacts,
appelé kilonova (Goriely et al., 2011; Rosswog, 2019).

I.1.4 Influence de la rotation stellaire
Pour ces mêmes types étoiles, donnant naissance à une étoile à neutrons en absence de

rotation, le scénario d’explosion peut être modifié par la prise en compte de la rotation de
l’étoile. En effet, les forts taux de rotation pour des étoiles sont particulièrement pertinents
pour les étoiles massives, à l’origine des supernovæ, car le catalogue des vitesses angulaires des
étoiles (Glebocki and Gnacinski, 2005), montre que les rotations des surfaces les plus élevées
(∼ 100− 200 km.s−1) sont observées pour les étoiles les plus massives. Pour aller plus loin, des
facteurs externes peuvent aussi avoir un impact sur la rotation d’une étoile massive. En effet,
les étoiles massives ayant souvent un/des compagnon(s) (Sana et al., 2012), il serait intéressant
de comprendre l’influence de la binarité sur les taux de rotation. En effet, un compagnon peut
agir sur la rotation initiale de l’objet compact formé (Fuller and Lu, 2022). Cette binarité peut
aussi agir, avant l’effondrement, sur la rotation du progéniteur et l’accélérer. de Mink et al.
(2013) suggère que c’est le cas pour environ 20% des étoiles massives ayant un compagnon.
Ce taux diminue lorsque la métallicité augmente.

Dans la classification des étoiles au chapitre précédent, nous avons évoqué les hypernovæ
et certaines supernovæ superlumineuses, dont les caractéristiques proviennent probablement
d’une forte rotation. Pour pouvoir étudier comment ces phénomènes se produisent, il faut avoir
une connaissance précise de la rotation dans l’étoile. Cependant, bien que toutes les étoiles
soient en rotation plus ou moins rapide (P ∼ 30 ans pour la surface de Bételgeuse), seule
leur rotation de surface est observée et la rotation dans leur cœur est encore peu contrainte.
L’astérosismologie permet depuis peu des contraintes sur la rotation au cœur des étoiles de
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masse intermédiaires (Cantiello et al., 2014; Ouazzani et al., 2019; Pedersen, 2022), mettant
en évidence la sous-estimation du transport du moment angulaire par les modèles actuels (Beck
et al., 2012; Mosser et al., 2012). La connaissance de ce transport de moment angulaire et
son inclusion dans les modèles d’étoiles massives est nécessaire afin d’avoir des progéniteurs
réalistes utilisés dans les simulations numériques.

Les premiers progéniteurs utilisés donnaient des taux de rotations rapides du cœur de l’étoile
avec des moments cinétiques spécifiques de l’ordre de 1016 − 1017cm2.s−1 3 (Heger et al.,
2000; Fryer and Heger, 2000; Fryer and Warren, 2004). Ces fortes rotations sont obtenues
en négligeant le transport de moment cinétique dû au champ magnétique. Une révision de
ces modèles a ensuite été effectuée afin de prendre en compte l’effet du champ magnétique
(Spruit, 2002; Maeder and Meynet, 2004; Heger et al., 2005). Cela permet d’avoir des moments
cinétiques plus faibles (∼ 2.5× 1014 cm2.s−1). Les valeurs restent cependant élevées, menant
à des pulsars dont les périodes de rotation P sont telles que P < 15 ms, pour des progéniteurs
de masse supérieure à 12M⊙. Cela semble être en désaccord avec les taux de rotation des
pulsars à leur naissance (Popov and Turolla, 2012). Aucune donnée d’observation de la rotation
du cœur des étoiles massives n’est disponible. Cependant, les travaux sur les étoiles de type
solaire montrent que cette prise en compte du champ magnétique n’est pas suffisante pour
expliquer les périodes élevées de rotation des étoiles (Cantiello et al., 2014). Des données
supplémentaires concernant le taux de rotation des cœurs des étoiles massives sont nécessaires.
L’astérosismologie ou l’étude des supernovæ peuvent être un moyen d’obtenir ces contraintes.

Les supernovæ représentent le lien entre rotation stellaire et rotation des objets compacts.
Ainsi, par la connaissance de l’influence de la rotation sur les mécanismes au cœur des super-
novæ, il est possible de faire un lien entre la rotation initiale des objets compacts et la rotation
au cœur de l’étoile progénitrice. Néanmoins, si l’observation de quelques pulsars jeunes nous
permet de remonter à leur taux de rotation lors de leur formation (Fig. I.8, Popov and Tu-
rolla, 2012; Noutsos et al., 2013), cela n’est possible que pour un petit nombre d’objets (<100
actuellement). Ce faible nombre permet d’avoir des données moyennes sur le taux de rotation
des cœurs des étoiles et indique que les pulsars occupent préférentiellement les faibles périodes
de rotation (P∼10-100 ms) à leur naissance. Cependant, cela ne suffit pas à déterminer un
seuil de rotation maximale des étoiles à neutrons lors de leur création, ni de contraindre une
éventuelle population en rotation rapide. Contrairement au cas des pulsars, cette étude n’est
pas possible pour les magnétars dont le champ magnétique extrême crée un freinage trop rapide
de leur rotation (Prasanna et al., 2022) alors que leur période de rotation initiale pourrait être
inférieure à 2 s (Jawor and Tauris, 2022). Ainsi, bien que les périodes de rotation des magnétars
observés soient élevées (en haut à droite dans la Fig. 3, Ng and Kaspi, 2011), cela n’implique
pas forcément que leur taux de rotation initial était faible. En particulier, il est proposé que les
magnétars formés lors d’une hypernova ou une SLSN soient en rotation rapide à leur création.
Cependant, ce n’est pas le seul lieu de création des magnétars. En effet, ces derniers repré-
sentent 10% à 40% (Beniamini et al., 2019) des étoiles à neutrons alors que les hypernovæ
ne représentent que quelques pourcents des explosions d’étoiles massives. D’autres explosions

3. Il est intéressant de noter que le moment cinétique spécifique Képlérien J d’un cœur de fer de masse 1.4M⊙ et de
rayon 1500 km est J ≃ 1.6× 1017 cm2.s−1
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Figure I.8 – Distribution des périodes de rotation des pulsars à leur création. Crédit : Popov
and Turolla (2012)

d’étoiles, avec des rotations plus faibles que celles donnant lieu aux hypernovæ, doivent être
prises en compte pour expliquer la population des magnétars.

En résumé, l’étude de la rotation dans une supernova comporte plusieurs enjeux. Elle peut
permettre de mettre des contraintes sur les taux de rotation des cœurs stellaires ou des ma-
gnétars à leur création. Les rotations rapides pourraient expliquer la formation des magnétars
pouvant donner lieu à des SLSN ou des hypernovæ. Il est également possible que des rotations
intermédiaires aient une influence non-négligeable sur l’explosion dans une plus grande fraction
de supernovæ. Il est donc pertinent d’étudier l’influence de rotations intermédiaires dans les
phénomènes menant à une supernova.

I.1.5 Observations contemporaines
L’observation du pulsar dans la nébuleuse du Crabe en 1968 avait déjà confirmé la relation

entre supernova gravitationnelle et création d’un objet compact. Cependant, avant 1987, la
théorie physique de création de cet objet par contraction gravitationnelle et l’évacuation de
l’énergie libérée via les neutrinos n’était pas encore confirmée par des observations (Bethe and
Wilson, 1985).

En 1987, une géante bleue explose en supernova dans une galaxie satellite de la Voie
Lactée : le Grand Nuage de Magellan. Bien que cette supernova ne soit pas galactique, elle
est suffisamment proche de nous (∼ 50 kpc) pour avoir permis des observations très détaillées.
En particulier, un signal a été détecté par plusieurs observatoires de neutrinos. Au total, ce
sont 24 neutrinos qui ont été détectés par trois observatoires différents. Trois heures après
cette détection de neutrinos, un signal électromagnétique associé à une supernova a aussi été
détecté. Ces deux détections associées confirment deux attentes du scénario d’effondrement
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Figure I.9 – Observation par le télescope spatial Hubble de SN1987A (gauche) et les neutrinos
associés, détectés sur Terre (droite). Crédit : NASA, ESA (gauche) et Suzuki and Koshiba
(2009) (droite)

gravitationnel des étoiles massives.
Dans un premier temps, le délai entre le signal en neutrinos et le signal en ondes électroma-

gnétiques, pour une supergéante bleue (R∼50 R⊙) avec un choc se propageant à 3 000 km.s−1

(vitesse typique de l’éjecta, Kjær et al., 2010), doit être de ∼3h10. Un décalage de 3h est donc
cohérent avec le scénario des neutrinos émis au cœur de la supernova et se propageant à une
vitesse proche de la lumière, et d’un signal lumineux émis à la surface de l’étoile lorsque le
choc arrive. Le décalage entre les deux signaux provenant du temps de propagation de l’onde
de choc entre la surface de la PNS et la surface de l’étoile, cela confirme aussi l’évaluation de
la position du choc stationnaire par rapport à la surface de l’étoile.

La deuxième attente confirmée par cette détection est de type énergétique. En effet, les
détecteurs de neutrinos sont capables de déterminer l’énergie des neutrinos détectés. Pour le cas
de SN1987A, l’énergie des neutrinos détectés valait ∼ 15 MeV (2.4×10−5 erg). Connaissant la
distance Terre-SN1987A ainsi que le taux de détection des appareils, on peut estimer le nombre
de neutrinos émis et ainsi déduire l’énergie rayonnée par émission de neutrinos Eν ∼1053 erg.
Cette valeur est proche des attentes concernant l’énergie gravitationnelle libérée par l’effondre-
ment donnée en Eq. (I.7).

L’observation des éjectas peut aussi renseigner sur les processus physiques ayant conduit
à l’explosion. En 1989, Chevalier and Soker propose une explosion asymétrique pour expliquer
l’asymétrie de l’éjecta de SN1987A observée par Jeffery (1987) et Papaliolios et al. (1989).
Cette première observation a motivé le développement de simulations multidimensionnelles
pour rendre compte de ces asymétries. L’observation du reste de supernova CasA, à seulement
∼3.4 kpc, a montré que la répartition chimique des éléments n’était pas homogène, suggérant
une explosion asymétrique (Nagataki et al., 1998). En effet, des études ont montré, par des
comparaisons entre des observations et des simulations, que la distribution asymétrique du titane
44Ti ne pouvait pas être expliquée par une explosion symétrique, ni par une explosion bipolaire
due à une forte rotation (Grefenstette et al., 2014; Wongwathanarat et al., 2017; Jerkstrand
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Figure I.10 – Carte des espèces chimiques du reste de la supernova CasA. En rouge le fer, en
vert le rapport silicium/magnésium et en bleu le titane. Crédit : Grefenstette et al. (2014)

et al., 2020). Cependant, des instabilités de grande échelle telles que la convection ou l’instabilité
du choc d’accrétion stationnaire peuvent expliquer ces observations de répartition chimique dans
l’éjecta de la supernova (Nagataki et al., 1998; Orlando et al., 2021). Les simulations doivent
être multidimensionnelles pour pouvoir observer ces instabilités brisant l’axisymétrie.

Un autre indicateur d’explosion asymétrique provient de l’étude de la position de l’étoile à
neutrons. Plusieurs observations montrent des vitesses de déplacement élevées. Par exemple, la
Fig. I.11 montre une étoile à neutrons à grande vitesse en train de quitter son lieu de création.
Le pulsar de la guitare, situé à seulement quelques kiloparsecs de la Terre, en est un autre
exemple. Sa vitesse est de l’ordre de 1 500 km.s−1, ce qui est bien plus rapide que la vitesse de
son étoile progénitrice, estimée à 85 km.s−1 grâce à l’étude du groupe d’étoiles Cygnus OB3
(Tetzlaff et al., 2010) dont est probablement originaire le pulsar (Tetzlaff et al., 2009). Cette
augmentation de la vitesse dans une direction privilégiée peut s’expliquer par une explosion
asymétrique. Cette dernière pourrait être une explication aux grandes vitesses (>100 km.s−1)
de la plupart des étoiles à neutrons. En effet, si une direction est favorisée par l’explosion,
l’étoile à neutrons peut être poussée dans la direction opposée à l’éjecta le plus rapide ou
attirée dans la direction de l’éjecta le plus lent par effet gravitationnel (Scheck et al., 2006;
Müller et al., 2017; Janka, 2017; Nakamura et al., 2019). On parle alors du kick de l’étoile à
neutrons. Les observations suggèrent que la direction de ce kick a tendance à être alignée avec
l’axe de rotation de l’étoile à neutrons (Wang et al., 2007). Les modèles de création du kick
sont donc mis au défi de rendre compte de cette corrélation.

Ces indices d’une asymétrie lors de l’explosion d’une supernova suggèrent que des ondes

31



Figure I.11 –Observation par le télescope spatial Chandra du reste de supernova G292.0+1.8 et
de son étoile à neutrons se déplaçant à plus de 105 m.s−1. Crédit : X-ray : NASA/CXC/SAO ;
Optique : DSS2

gravitationnelles sont créées. En effet, ces dernières sont émises lors d’une accélération d’une
distribution asymétrique de matière. Pour pouvoir être observé par les détecteurs d’ondes gra-
vitationnelles actuels, il faut que le signal lié à la supernova soit suffisamment fort dans la
bande de fréquences [10,104] Hz. Ces fréquences peuvent être dues à la fréquence de rotation
de l’objet et aux instabilités hydrodynamiques qui peuvent se développer lors de l’effondrement.

Des signatures des instabilités peuvent aussi être observées dans le signal en neutrinos.
Suivant sa quantité et sa densité, la matière se trouvant au-dessus de la PNS peut moduler
l’émission des neutrinos. Cette modulation dépend aussi des asymétries présentes au niveau de
la surface de la neutrinosphère, d’où sont émis les neutrinos.

Ces deux signaux (ondes gravitationnelles et neutrinos) sont les vecteurs de l’information
concernant la physique au cœur de l’étoile, avant même l’explosion. Comme souligné précédem-
ment, le signal électromagnétique ne donne accès au cœur de l’explosion que plusieurs mois
après le début de l’effondrement. En effet, pendant ces premiers mois, le milieu est opaque
pour les photons et seuls ceux émis proches de la photosphère nous parviennent. Ce n’est pas
le cas pour les ondes gravitationnelles et les neutrinos qui, quant à eux, interagissent très peu
avec la matière et seul l’intérieur de la PNS est suffisamment dense pour être opaque aux
neutrinos. Ainsi, le signal en neutrinos émis par la PNS va être modulé par la matière. Après
avoir quitté l’étoile, les neutrinos vont nous parvenir tels qu’ils étaient à la sortie de l’étoile, en
ayant conservé l’information concernant la physique à l’œuvre au cœur de l’étoile.

Concernant les ondes gravitationnelles, le principe est le même. Ces ondes n’interagissent pas
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avec la matière et ne peuvent pas être modifiées par la matière se trouvant entre l’observateur
et le lieu d’émission. Lors de la détection, elles conservent donc les caractéristiques acquises
lors de leur émission.

Bien que non altérés par la matière, l’amplitude de ces signaux décroît avec la distance, ce
qui rend leur détection difficile pour une supernova extragalactique.

I.2 Les détecteurs multimessagers

Bien que les supernovæ soient des phénomènes courants du ciel nocturne, beaucoup de
questions restent en suspens concernant la physique au cœur de l’étoile. En effet, les supernovæ
suffisamment proches pour pouvoir être étudiées sont rares et aucune supernova galactique n’a
été observée depuis plus de 300 ans. Les explosions de supernovæ représentent pourtant un
sujet d’étude crucial pour contraindre la physique stellaire et la physique des objets compacts.
Pour détecter les signaux en neutrinos et ondes gravitationnelles, des observatoires terrestres
ont été développés. Les détecteurs de neutrinos ont déjà prouvé leur utilité pour l’évolution
des connaissances des processus menant à une supernova (Burrows and Lattimer, 1987) grâce
à la détection de neutrinos provenant de la supernova 1987A. Leurs sensibilités permettent
d’espérer des signaux de 104 à 106 neutrinos, selon le détecteur, pour une étoile de 27M⊙
à 10 kpc (Tamborra et al., 2013). En parallèle, les améliorations de sensibilité des détecteurs
d’ondes gravitationnelles laissent espérer la détection de la prochaine supernova galactique.
Cela pourrait donner des informations précieuses sur les caractéristiques physiques de la PNS
centrale (rayon, densité, masse, équation d’état, Torres-Forné et al., 2019b).

I.2.1 Les détecteurs de neutrinos
Du fait de leur faible interaction avec la matière, les neutrinos sont une source riche d’infor-

mations concernant la physique dans le cœur d’une supernova. Cependant, cela les rend aussi
très difficiles à détecter car la détection des neutrinos se fait de manière indirecte. Pour pouvoir
être détecté, un neutrino doit interagir avec la matière située dans le détecteur ou à proximité
de ce dernier. Cependant, bien que de nombreux neutrinos, de diverses sources, arrivent sur
Terre chaque jour, seulement une infime partie de ces neutrinos sont détectés en moyenne. Leur
probabilité d’interaction avec la matière dépend de leur type (tauique, muonique, électronique
ou l’antiparticule correspondante) et de leur énergie. Une plus grande énergie implique une plus
grande probabilité d’interaction. En effet, la Fig. I.12 montre que la section efficace des neutri-
nos augmente avec leur énergie et dépend de leur nature via les différentes réactions possibles
selon le type de neutrino. En 1987, il est estimé que pour les 24 neutrinos détectés, environ
1014 sont parvenus jusqu’à la Terre et ont continué leur route sans interagir.

Pour détecter les neutrinos émis par une supernova, de grands réservoirs de matière trans-
parente sont construits. Dû au faible taux d’interaction des neutrinos avec la matière, la plupart
de ces particules vont traverser ces réservoirs sans interagir avec la matière, mais quelques
neutrinos vont rencontrer une particule sur leur chemin. Les interactions qui ont lieu dépendent
du détecteur et déterminent leur sensibilité aux différents types de neutrino. Pour les détecteurs
composés d’eau liquide/solide, l’interaction du neutrino avec la particule va libérer un lepton
correspondant au type du neutrino (électronique, muonique ou tauique). La vitesse de cette
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Figure I.12 – Évolution des sections efficaces des neutrinos en fonction de leur énergie pour les
différentes réactions pouvant se produire dans les détecteurs à lumière Tcherenkov. La gamme
d’énergie illustrée représente le domaine pertinent pour l’étude des supernovæ. Crédit : Fogli
et al. (2005)

particule chargée va alors excéder la vitesse de la lumière dans le milieu (sans dépasser la vitesse
de la lumière dans le vide). À l’instar d’un bang sonique lors du franchissement du mur du son,
un bang lumineux va être émis par le lepton ayant dépassé la vitesse de la lumière dans le
milieu. Ce bang lumineux est appelé lumière Tcherenkov. Grâce au caractère transparent des
détecteurs, cette lumière va pouvoir être détectée par les capteurs optiques, se trouvant sur les
parois ou dans le volume, et ainsi donner des informations sur le sens, la direction et l’énergie
du neutrino à l’origine du phénomène. Afin de diminuer le bruit externe et ainsi favoriser la
détection de signal, il est important que le réservoir du télescope à neutrinos soit plongé dans
le noir (cuve fermée ou forte profondeur dans la mer ou la glace). Dans ce cas, la seule source
de lumière possible est le rayonnement Tcherenkov (et la bioluminescence des crevettes pour
les détecteurs se trouvant dans la mer).

Plusieurs détecteurs de neutrinos sont actuellement opérationnels, ou en cours de construc-
tion, et d’intérêt pour la détection des supernovæ. IceCube (Abbasi et al., 2011), au pôle sud,
est un télescope constitué de 1 km3 de glace, sensible aux antineutrinos électroniques via leur in-
teraction avec un proton dans une réaction β inverse. Super-Kamiokande (Suwa et al., 2019), au
Japon, est une cuve remplie de 107 litres d’eau purifiée, mélangée depuis 2020 à du gadolinium.
Il est le successeur de Kamiokande (Hirata et al., 1987) et sera remplacé par Hyper-Kamiokande
en 2027 (Kudenko, 2020; Abe et al., 2021). À chaque nouvelle génération de Kamiokande, la
capacité du réservoir a été augmentée d’un facteur 10 et les détecteurs photosensibles ont été
améliorés. Comme IceCube, il est surtout sensible aux antineutrinos électroniques, produits par
la réaction β inverse. Il s’agit du même type de neutrinos que ceux détectés en 1987. Un second
détecteur utilisant l’eau est en cours de construction : KM3NeT (Cubic KiloMetre Neutrino
Telescope), successeur de ANTARES (Astronomy with a Neutrino Telescope and Abyss environ-
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mental RESearch). Contrairement aux précédents détecteurs utilisant une cuve remplie d’eau
pure, ces deux expériences sont composées de détecteurs photosensibles placés directement
dans les profondeurs de la mer Méditerranée, faisant office de cuve. KM3NeT est composé de
deux expériences : ARCA et ORCA (Astroparticle & Oscillations Research with Cosmics in the
Abyss). Une partie de ARCA est déjà opérationnelle et il est prévu que le projet soit totale-
ment opérationnel en 2027. Il est attendu que ces expériences soient capables de détecter les
neutrinos issus d’une supernova galactique (Aiello et al., 2021).

Située en Chine, l’expérience JUNO (Jiangmen Underground Neutrino Observatory) sera
capable d’observer les neutrinos émis lors d’une explosion de supernova. La mise en activité du
détecteur est prévue pour 2023. Il n’est pas rempli d’eau, mais d’un solvant appelé scintillateur
liquide. D’autres détecteurs utilisant cette méthode sont actuellement en état de fonction-
nement : SNO+ (Solar Neutrino Oscillations), NOvA et KamLAND. Dans ces détecteurs, la
réaction β inverse produit un positron et un neutron lors de l’interaction du liquide avec un
antineutrino électronique. Les détecteurs de ces télescopes détectent les rayons émis lors de
l’annihilation du positron et de l’absorption du neutron. L’utilisation de scintillateurs liquides
permet une meilleure résolution temporelle et énergétique de l’interaction de l’antineutrino avec
une particule de la cuve. Cependant, leur résolution spatiale se trouve fortement diminuée face
aux détecteurs utilisant de l’eau.

Plusieurs détecteurs utilisant l’argon (Ar) liquide sont en projet : DarkSide, Argo et DUNE
(Deep Underground Neutrino Experiment) (DarkSide-20k Collaboration et al., 2021). DUNE est
complémentaire aux détecteurs cités précédemment, sensibles aux antineutrinos électroniques,
car il sera particulièrement sensible aux neutrinos électroniques. Pour ces types de détecteurs,
il n’y a pas de détection de lumière Tcherenkov mais d’un champ électrique créé par le passage
du lepton associé au neutrino. Le premier avantage de l’argon liquide est sa densité supérieure
à l’eau, permettant une augmentation de la probabilité d’interaction du neutrino avec une
particule de la cuve. Cependant, l’avantage principal de l’utilisation d’argon est la détection des
neutrinos électroniques via la réaction

νe +
40Ar −→ 40K∗ + e− (I.12)

créant un noyau de potassium (K) excité et un électron. Le détecteur HALO (Helium And Lead
Observatory) au Canada est un nouveau type de détecteur sensible aux neutrinos électroniques.
Contrairement aux détecteurs mentionnés précédemment, il est composé de plomb et d’hélium.

Parmi tous ces détecteurs, IceCube, Super-Kamiokande, KM3NeT, KamLand, SNO+ et
NOvA font partie d’une collaboration déclenchant une alerte en cas de détection de neutrinos
issus d’une supernova à effondrement de cœur : SNEWS (SuperNova Early Warning System).
Grâce à cette alerte, des signaux correspondant à cet évènement peuvent être recherchés dans
les autres détecteurs et les télescopes peuvent être orientés dans la direction de la supernova
afin d’avoir un signal multimessager de l’évènement aussi complet que possible, en longueur
d’onde et en durée.
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I.2.2 Les détecteurs d’ondes gravitationnelles
Un autre type de détecteurs pouvant donner l’alerte pour l’observation d’une supernova

gravitationnelle est le détecteur d’ondes gravitationnelles. La taille d’un détecteur étant liée à
son domaine de sensibilité (Barish and Weiss, 1999), nous ne nous intéressons qu’aux détecteurs
pertinents pour les détections de supernovæ, illustrés Fig. I.14, donc sensibles à des fréquences
dans l’intervalle [10, 103] (Kotake et al., 2006). Les autres détecteurs, bien plus grands, opèrent
à des fréquences trop basses pour pouvoir détecter une supernova.

Nous allons dans un premier temps détailler rapidement les ondes gravitationnelles. Ces
dernières sont émises lors d’une accélération non symétrique de la matière via l’approximation
de l’équation du quadrupôle obtenue par Einstein en 1916. L’amplitude de l’onde gravitationnelle
h détectée par une source à une distance D de la Terre peut s’exprimer comme :

h =
2G

Dc4
d2Q

dt2
, (I.13)

où G est la constante universelle de gravitation, c la vitesse de la lumière et Q est le moment
quadrupôlaire de la distribution de masse. Pour une distribution ovale, allongée le long de l’axe
équatorial, Q est négatif et inversement pour une élongation le long de l’axe polaire. C’est la
variation temporelle de cette grandeur qui est à l’origine des ondes gravitationnelles. De façon
simplifiée, cela peut s’exprimer comme

hD ∼ ϵ
GMv2

c4
, (I.14)

où M est la masse de la distribution de matière considérée, v sa vitesse et ϵ le degré de non-
sphéricité de la source. Pour une distribution sphérique, ϵ = 0, aucune onde gravitationnelle
n’est émise (Abdikamalov et al., 2022).

Les ondes gravitationnelles représentent une déformation de l’espace-temps, entraînant une
dilatation ou contraction des durées et distances dans des directions privilégiées. Pour les dé-
tecter, une version améliorée de l’interféromètre de Michelson est utilisée.

Un détecteur d’onde gravitationnelle est un interféromètre composé de deux bras orthogo-
naux de plusieurs kilomètres. Chaque bras est un tunnel dans lequel passe un laser préalablement
séparé en deux par un miroir semi-réfléchissant placé à l’intersection des deux bras. Au bout de
ce tunnel se trouve un miroir sur lequel le laser est réfléchi et revient vers sa source, commune
aux deux bras. Sur le chemin de retour, un miroir partiellement réfléchissant crée une cavité
de Fabry-Perot (« Partially reflective mirror » dans la Fig. I.13) qui induit un grand nombre
de réflexions du faisceau entre ce miroir et le miroir placé en fin de bras. Lorsque le faisceau
d’un bras quitte cette cavité, il interfère alors avec le faisceau de l’autre bras et crée une figure
d’interférence. Lorsqu’une onde gravitationnelle traverse le système, une différence de marche
est introduite entre les deux bras et la figure d’interférence est modifiée. Cette différence est
mesurée par un détecteur se trouvant au bout des deux faisceaux (Fig. I.13). Le grand nombre
de réflexions permet d’être sensible à des fréquences plus basses que celles permises avec une
réflexion simple.

Les principaux détecteurs d’ondes gravitationnelles actuels, dits de deuxième génération,
sont LIGO (Laser Interferometer Gravitational Wave Observatory, NASA), Virgo (ESA) et
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Figure I.13 – Schéma de fonctionnement du détecteur d’ondes gravitationnelles LIGO. Crédit :
http://www.skyandtelescope.com/

KAGRA (Kamioka Gravitational Wave Detector, JAXA). Jusqu’à maintenant, ces détecteurs
n’ont pas permis la détection d’ondes gravitationnelles produites lors d’une supernova, donnant
des nouvelles contraintes sur le taux de supernova par unité de temps et d’espace (Abadie
et al., 2012; Abbott et al., 2020). Cependant, lors de leurs prochaines phases d’acquisition en
2023 (O4), puis 2026 (O5), ils devraient être capables de détecter une supernova classique
([10,60] M⊙) à 10 kpc de la Terre (Szczepańczyk et al., 2021). Cela est équivalent à seulement
deux tiers du rayon de notre galaxie. Les supernovæ les plus énergétiques, et donc plus rares,
pourraient être détectées jusqu’à 100 kpc.

Une troisième génération de détecteurs devrait venir compléter cette liste d’observatoires
d’ondes gravitationnelles d’intérêt pour l’étude des explosions de supernovæ. Pour ces détec-
teurs, la taille des bras sera augmentée et les bruits thermiques et sismiques diminués. Le projet
européen Einstein Telescope (ET, trois bras de 10 km chacun) devrait être dix fois plus sensible
que LIGO-Virgo et pouvoir détecter des supernovæ classiques jusqu’à plusieurs centaines de ki-
loparsecs (Powell and Müller, 2020). Aux Etats-Unis, le projet Cosmic Explorer (CE, deux bras
de 40 km chacun) devrait détecter les supernovæ galactiques et celles des galaxies satellites
telles les nuages de Magellan (Roma et al., 2019). Ces deux détecteurs sont prévus pour la fin
des années 2030. Les domaines de détection des supernovæ pour les différents détecteurs sont
montrés dans la Fig. I.14. L’axe des ordonnées montre la déformation caractéristique h induite
par l’évènement. Comme précisé dans l’Eq. (I.14), cette grandeur dépend de la fréquence du
signal, de la distance à laquelle se trouve la source ainsi que du degré de non-sphéricité de la
source.

Comme mentionné précédemment, les signaux d’ondes gravitationnelles et de neutrinos
nous parviennent inaltérés et donnent une information directe sur les mouvements de matière
au cœur de l’étoile. En particulier, les différentes instabilités pouvant se développer lors de ces
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Figure I.14 – Domaine de signature des supernovæ (en violet) et détectabilité pour les diffé-
rents détecteurs terrestres (lignes noires) : Advanced Virgo, advanced LIGO, KAGRA, Einstein
Telescope, Cosmic Explorer. Crédit : adapté de Moore et al. (2015)

phases peuvent posséder des signatures particulières.

I.3 L’hydrodynamique au cœur de l’effondrement

L’étude des instabilités au cœur de l’étoile en effondrement, avant leur détection via les
différents messagers, permet de faire des prédictions sur les signaux possibles d’une supernova.
Dans un premier temps, cela permet de déterminer si les supernovæ et leurs instabilités peuvent
être détectées et, si oui, jusqu’à quelle distance. Ensuite, ces études permettent de définir
dans quel domaine de fréquence les instabilités peuvent être détectées et ainsi savoir quels
instruments sont les plus susceptibles d’effectuer ces détections. Grâce à cela, des déductions
rapides pourront être faites lors de la prochaine détection de supernova galactique concernant
les mécanismes à l’œuvre dans la supernova.

La compréhension de ces mécanismes est essentielle pour comprendre l’explosion finale de
l’étoile ainsi que les caractéristiques de l’étoile à neutron formée. Le développement des in-
stabilités facilite l’explosion et, par le développement de ces dernières, une explosion peut se
développer avec une luminosité des neutrinos inférieure à celle prédite sans instabilité (Murphy
and Burrows, 2008; Müller and Janka, 2015). Ces instabilités sont aussi évoquées pour expliquer
la rotation ainsi que le kick des étoiles à neutrons. Elles peuvent donc agir sur plusieurs méca-
nismes : faciliter l’explosion, augmenter le taux de rotation du cœur et donner une impulsion à
l’étoile à neutrons.

Un ingrédient important à prendre en compte pour l’étude de ces instabilités est la rotation
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stellaire (Sect I.1.4). En effet, les étoiles tournent et leur effondrement amplifie cette rotation
par conservation du moment cinétique, pouvant produire un effet dynamique non négligeable.
Afin de savoir si le mécanisme d’explosion en présence de rotation est similaire à celui sans
rotation, il est nécessaire d’étudier l’effet de la rotation sur les instabilités semblant dominer
l’explosion sans rotation. De plus, si le mécanisme d’explosion est modifié, il est important de
savoir pour quel taux de rotation critique s’effectue cette transition de mécanisme responsable
de l’explosion. Cette étude d’instabilités, avec et sans rotation, est donc primordiale afin de
comprendre les mécanismes d’explosion d’étoiles massives, l’évolution des étoiles à neutrons
encore jeunes, de leur création à leur état actuel, ainsi que la distribution de leur taux de
rotation.

Nous considérons d’abord les instabilités pouvant se développer sans rotation, ainsi que
l’effet potentiel de la rotation sur leur développement. Ces instabilités non liées à la rotation
sont la convection (dans les diverses parties du cœur de l’étoile), une instabilité liée au choc
d’accrétion stationnaire appelée SASI et, enfin, l’instabilité liée à une asymétrie de densité
leptonique (électrons et neutrinos). La dernière instabilité présentée est liée à la rotation : low-
T/|W|. Pour chacune de ces instabilités, nous présentons le comportement sans et avec rotation
ainsi que les détections attendues en signaux multimessagers.

I.3.1 La convection

Dans un fluide, la convection peut être instable sous l’effet d’un gradient d’une ou plu-
sieurs quantités conservées, dont nous verrons deux exemples pertinents dans le contexte des
supernovæ. Par exemple, un gradient d’une grandeur physique telle que la température peut
être à l’origine d’un mouvement convectif. C’est ce qu’il se passe dans une casserole d’huile
placée sur une source de chaleur. Dans ce cas, l’huile chaude du fond va remonter sous l’effet
de la poussée d’Archimède, pousser le fluide froid, et plus lourd, qui va aller vers le fond de la
casserole. Cela donne naissance à des cellules convectives particulièrement bien visibles dans le
cas de l’huile. Plus précisément, c’est le gradient d’entropie qui doit être considéré lorsque la
densité n’est pas uniforme. Cette première cause a donné naissance au critère de Schwarzschild
(Schwarzschild, 1906) :

CS =
∂ρ

∂S

∣∣∣∣
P,Yl

dS

dr
, (I.15)

avec ρ la densité, S l’entropie, P la pression, Yl la fraction leptonique 4 du fluide et r le rayon.
Pour ce critère, un gradient d’entropie S négatif peut donner naissance à la convection (si
∂ρ/∂S|P,Yl

>0).
Un autre moteur de la convection peut être une différence de composition. Le critère de

Ledoux (Ledoux, 1947) CL est une généralisation du critère de Schwarzschild réunissant ces
deux effets. Il peut s’exprimer comme CL > 0 où CL est défini par (Buras et al., 2006b) :

CL =
∂ρ

∂S

∣∣∣∣
P,Yl

dS

dr
+

∂ρ

∂Yl

∣∣∣∣
P,S

dYl
dr

. (I.16)

4. La fraction leptonique correspond à la somme des nombres leptoniques (1 ou -1) de chaque particule divisée par
le nombre de nucléons. Le nombre leptonique des électrons et des neutrinos vaut 1. Il vaut -1 pour leurs antiparticules.
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Si CL > 0, la configuration est instable et la convection va se développer. En particulier, un

gradient d’entropie négatif (
dS

dr
< 0) peut entraîner une instabilité. De même, un gradient

négatif de fraction leptonique Yl peut entraîner une instabilité selon l’équation d’état de la
matière (Roberts et al., 2012). Dans ce cas, la forte proportion d’électrons et neutrinos aux
petits rayons donne naissance aux mouvements convectifs.

Le critère de stabilité de Ledoux définit le signe du carré de la fréquence de Brunt-Väisälä :

N2 ≡ −1

ρ

dΦ

dr

[
∂ρ

∂S

∣∣∣∣
P,Yl

dS

dr
+

∂ρ

∂Yl

∣∣∣∣
P,S

dYl
dr

]
= −1

ρ

dΦ

dr
CL (I.17)

avec Φ le potentiel gravitationnel. Dans un milieu stablement stratifié (N2 > 0), il s’agit de
la fréquence d’oscillation d’une particule déplacée verticalement. L’équation (I.17) montre que
la fréquence de Brunt-Väisälä peut aussi être utilisé comme critère convectif. On établit que
si N est imaginaire, i.e. si N2<0, alors le milieu est instable à la convection. Dans ce cas,
N mesure le taux de croissance de l’instabilité. Par la suite, nous choisirons cette fréquence
comme référence.

Dans le cas des supernovæ, l’idée d’un mélange produit par la convection avant l’explosion
de l’étoile a été introduite dans un premier temps à l’intérieur de la PNS pour résoudre le
problème de non-explosion des simulations 1D (Epstein, 1979; Colgate, 1978; Bruenn et al.,
1979). Plus tard, elle a aussi été suggérée hors de la PNS, ce qui permet de plus d’expliquer
les observations de distribution du fer dans le reste de la supernova SN1987A. Un mélange du
nickel (se désintégrant en cobalt puis en fer) pendant l’explosion de l’étoile permet d’obtenir
les caractéristiques de la distribution du fer observée pour cette supernova.

Finalement, la convection se développe dans trois cas que nous décrirons successivement :
dans la PNS due à un gradient de fraction leptonique, dans la région choquée, juste avant que
le choc ne devienne stationnaire due à un gradient d’entropie laissé par la décélération du choc
ou sous l’influence des neutrinos créant un gradient d’entropie.

I.3.1.a La convection au sein de la protoétoile à neutrons
Dans la PNS la convection est due à la composition du milieu. En 1979, il est montré qu’un

gradient négatif de fraction leptonique s’établit à l’intérieur de la PNS (Epstein, 1979). Dans
cette situation, un gradient d’entropie positif cohabite avec un gradient de fraction électronique
ou leptonique négatif. Le caractère stable ou instable est déterminé par le signe issu de la
combinaison des deux termes (entropie stable et fraction leptonique instable). Cette situation
est illustrée dans la Fig. I.15, où l’on peut voir apparaître le gradient de fraction électronique,
négatif entre 10 km et 25 km. On peut aussi voir sur cette figure que la convection donne
naissance à un gradient d’entropie nul dans cette région.

L’impact de la convection dans la PNS représente un enjeu important de la dynamique des
supernovæ et de la formation des étoiles à neutrons. En effet, la convection peut augmenter
de façon significative la luminosité des neutrinos et donc être potentiellement importante dans
l’évolution vers une explosion (Burrows, 1987; Burrows and Lattimer, 1988; Burrows and Fryxell,
1993). Cependant, des simulations numériques axisymétriques 2D puis 3D montrent que cette
amplification de la luminosité est au maximum de 30% (Dessart et al., 2006; Nagakura et al.,
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Figure I.15 – Profil radial, moyenné en angle, de la fraction électronique Ye (en haut) et de
l’entropie S (en bas) dans la PNS. Ces profils sont présentés pour plusieurs masses de progé-
niteurs, à deux moments distincts : 200 ms (gauche) et 500 ms (droite) après la création du
choc. Crédit : Nagakura et al. (2020)
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2020) et donc insuffisante pour être l’ingrédient principalement responsable de l’explosion. Cette
zone convective pourrait néanmoins être une zone privilégiée pour le développement d’une
dynamo convective et l’augmentation du champ magnétique pouvant expliquer les champs
extrêmes des magnétars (Raynaud et al., 2020; Nagakura et al., 2020; Masada et al., 2022).

Pour cette instabilité, la rotation semble être défavorable et diminuer le taux de croissance
(Miralles et al., 2004; Andresen et al., 2019).

I.3.1.b La convection prompte

Lorsque le choc ralentit, avant de devenir stationnaire, un gradient d’entropie négatif est
créé dans la région traversée par le choc (Bethe et al., 1987; Burrows and Lattimer, 1988; Bethe,
1990). Ce gradient donne naissance à une convection appelée convection prompte. En effet,
en l’absence de source de chauffage pour maintenir le gradient d’entropie négatif, ce dernier
devient plat, donc stable, en ∼15 ms par l’effet de la convection qui se développe (Burrows and
Fryxell, 1993) et son effet sur la luminosité des neutrinos est faible. Cette convection n’a donc
qu’un effet mineur sur la dynamique de l’étoile (Bruenn and Mezzacappa, 1994).

I.3.1.c La convection due aux neutrinos

Contrairement à la convection prompte, la convection qui se développe de façon entretenue
pendant la phase de choc stationnaire a un effet majeur sur la relance du choc. La source de
cette convection est l’émission de neutrinos par la PNS, permettant l’entretien de l’instabilité.
Une fraction des neutrinos s’échappant de la PNS (∼ 4% − 10%, Burrows et al., 2012) sont
absorbés par la matière via les réactions :

νe + n −→ p+ e−, (I.18)
νe + p −→ n+ e+. (I.19)

Dans ces conditions, la région de gain mentionnée précédemment apparaît. Dans cette région
de gain, l’absorption des neutrinos produit un gradient d’entropie négatif favorable au dévelop-
pement d’une instabilité convective (Fig. I.16, gauche). Si cette dernière se développe, elle va
augmenter l’efficacité du chauffage de la matière par les neutrinos et permettre de relancer le
choc. Dans la région de gain, juste sous le choc, le gradient d’entropie est très négatif tandis que
le gradient de fraction électronique est nul ou faible. Sous ces conditions, le terme de gauche
dans l’Eq. (I.16) domine et la convection instable peut se développer.

Cependant, le critère de Ledoux établi précédemment suppose un équilibre hydrostatique.
La matière dans la région de gain étant en train d’être accrétée par la PNS, l’advection doit
être prise en compte dans l’établissement d’un critère de développement de la convection.
En effet, la matière ne fait que passer à travers la zone de gain. Pour que cette instabilité
convective puisse se développer, les perturbations doivent passer suffisamment de temps dans
la zone de chauffage (instable), afin de pouvoir s’amplifier avant d’être advectées dans la zone
de refroidissement (stable). Ainsi, plus la région de gain est grande, plus la convection due
aux neutrinos est susceptible de se développer. En s’appuyant sur une analyse linéaire, Foglizzo
et al. (2006) a proposé un nouveau critère de stabilité applicable dans cette situation, utilisant
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Figure I.16 – (gauche) Profil de l’entropie par nucléon, 350ms après la création du choc pour une
étoile de 50 km en 1D et 2D (Mabanta et al., 2019). (droite) Profil de la fraction électronique
dans une étoile de 15M⊙, 1D, 307ms après la création du choc, pour deux traitements du
transport des neutrinos (Mezzacappa et al., 1998). Dans ces figures, le rayon du choc se situe
à environ 200 km et le rayon de la PNS à environ 50 km.

le paramètre χ défini par :

χ =

∫ rsh

rg

Im(N)

|vr|
dr (I.20)

avec vr la vitesse radiale du fluide accrété, rg le rayon de gain et rsh le rayon du choc. Selon ce
critère, l’instabilité convective peut se développer si χ ≳ 3. On peut ainsi remarquer qu’un plus
grand rayon de choc permet une valeur de χ plus grande et donc favorise le développement de la
convection instable. Ce critère semble avoir été vérifié dans des calculs perturbatifs (Fernández
et al., 2014; Kazeroni et al., 2018) et des simulations 2D et 3D (Scheck et al., 2008; Burrows
et al., 2012; Cardall and Budiardja, 2015; Glas et al., 2019b). Ces études montrent que la
convection se développe sur des échelles angulaires relativement petites, telles que l ∼ 3 − 6

selon le taux de dissociation considéré.
Cependant, plusieurs éléments suggèrent que des questions ouvertes persistent autour de

ce critère de stabilité. En effet, le critère établi en 2006 est basé sur une étude restreinte à la
région de gain, ignorant la zone de refroidissement située en dessous et ne considérant pas les
autres instabilités. L’analyse linéaire de Fernández et al. (2014) ne souffre pas de ces limitations
mais le critère d’instabilité convective n’y a pas été testé de manière approfondie. Bien que
Fernández et al. (2014) affirme confirmer le critère de Foglizzo et al. (2006), une analyse de
leur Fig. 1 laisse penser que la prise en compte de la région de refroidissement pourrait mener
à des apparitions de la convection pour des χ un peu plus élevés que 3. Par ailleurs, dans
les simulations où seuls les modes les plus instables peuvent être observés, il est très difficile
de déterminer le chauffage seuil permettant le développement de l’instabilité convective. De
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plus, ces simulations étant chronophages, l’espace des chauffages n’est pas quadrillé de façon
précise, ne permettant pas de déterminer si χ < 3 peut mener au développement linéaire de la
convection. Enfin, ces résultats numériques peuvent être brouillés par l’apparition non-linéaire
de mouvements convectifs déclenchés dans un régime linéairement stable à la convection. Si
l’amplitude des perturbations devient trop importante pour que l’analyse linéaire soit applicable,
il est alors possible d’observer le développement d’une instabilité convective pour des valeurs de
χ inférieures à 3. Dans ce cas, un critère est appliqué sur l’amplitude des perturbations (Scheck
et al., 2008; Kazeroni et al., 2018).

L’utilisation d’un critère précis pour le développement de l’instabilité convective permet
d’utiliser des codes 1D (plus rapides) incluant des effets 2D (la convection). L’avantage de
l’utilisation de critères est qu’ils regroupent plusieurs paramètres. Pour les supernovæ, leur
utilisation permet de passer de plusieurs ilots de stabilité dans l’espace complet des paramètres,
lorsque ces derniers sont pris en compte séparément, à une condition unique de seuil d’instabilité
en utilisant un paramètre plus global, regroupant plusieurs des paramètres initiaux. Le critère
de Foglizzo et al. (2006) nécessite donc d’être amélioré afin d’être plus prédictif et de pouvoir
être utilisé dans les simulations 1D. L’étude de ce critère est le sujet de la première partie de
cette thèse (Chap. III).

I.3.1.d Convection et rotation

Un autre aspect de la convection, d’intérêt en astrophysique et notamment pour l’étude
des supernovæ, est son comportement en présence de rotation. L’étude de ce comportement
est pertinente pour l’étude du champ magnétique terrestre ou le développement des ouragans.
Plusieurs études ont été menées afin de déterminer l’effet de la rotation sur le développement
de la convection dans le cas où un gradient de température est aligné sur l’axe de rotation
(Chandrasekhar, 1961; Rossby, 1969; Wedi et al., 2021). Dans ces expériences, un fluide est
placé dans un cylindre et est chauffé au contact de l’extrémité basse et refroidit au contact de
la face supérieure. Le cylindre est ensuite mis en rotation au taux de rotation Ω. Il est alors
observé que le nombre de Rayleigh 5 critique Rac, au-delà duquel la convection se développe,
augmente de façon proportionnelle à Ω4/3. Pour que la convection continue avec rotation,
l’écart de température entre les deux faces doit donc augmenter lorsque la rotation augmente.
Grâce à cela, le nombre de Rayleigh du fluide augmente en même temps que le nombre de
Rayleigh critique et le critère de convection est toujours vérifié. Ce résultat indique donc que,
dans cette configuration, la rotation est défavorable au développement de la convection. Dans
le cas astrophysique, cette étude peut être assimilée à l’étude de l’effet de la rotation sur la
convection polaire.

Pour les supernovæ, plusieurs aspects entrent en compétition pour pouvoir prédire l’impact
de la rotation sur la convection. D’une part, la rotation tend à créer un plus grand rayon de
choc, favorisant la convection. D’autre part, la rotation tend à augmenter le rayon de la PNS,
diminuant l’énergie des neutrinos, ce qui est défavorable au développement de la convection.
Pour l’étude de la convection dans la région de gain, il faudrait cependant ajouter une vitesse

5. Le nombre de Rayleigh Ra caractérise la vigueur de la convection par le rapport Ra ≡ αg∆TH3/(νκ), avec α le
coefficient de dilatation du fluide, g l’accélération de pesanteur, ∆T l’écart de température, H la taille caractéristique du
système, ν la viscosité cinématique et κ la diffusivité thermique.
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Figure I.17 – Illustration du mécanisme donnant naissance à SASI.

d’advection verticale dans ces études. L’effet de la rotation différentielle hors des pôles sur la
convection, d’intérêt pour les études astrophysiques d’objets sphériques en rotation, reste très
peu étudié. Pour les supernovæ, cela est pertinent pour l’étude de la convection à l’intérieur
de la PNS et dans la région de gain. En particulier, l’effet de la rotation à l’équateur est
l’objet du Chap. IV. Les études menées sur ce sujet sont contradictoires et nécessitent un
approfondissement (Fryer and Heger, 2000; Fryer and Warren, 2004; Nakamura et al., 2014;
Summa et al., 2018).

I.3.2 L’instabilité de choc d’accrétion stationnaire (SASI)

I.3.2.a Le mécanisme de SASI

Une autre instabilité peut se développer en absence de rotation, l’instabilité du choc d’ac-
crétion stationnaire (SASI, Blondin et al., 2003). Contrairement à l’instabilité convective, cette
instabilité est dominée par les grandes échelles angulaires de degré l = 1, 2. Elle a été ob-
servée dans des simulations idéalisées (Fernández et al., 2014; Kazeroni et al., 2016; Blondin
et al., 2017), et de nombreuses simulations 2D et 3D (Kotake et al., 2007; Scheck et al., 2008;
Marek and Janka, 2009; Suwa et al., 2010; Hanke et al., 2013; Couch and O’Connor, 2014;
Glas et al., 2019b; Mezzacappa et al., 2020). Les mouvements instables du mode axisymétrique
l = 1, m = 0 correspondent à un déplacement unidirectionnel («sloshing») de la région post-
choc. Les modes non axisymétriques m = 1, 2 sont généralement appelés modes spiraux. Ces
modes spiraux entraînent un transport de moment cinétique vers l’étoile qui est alors entraînée
dans le sens inverse des modes SASI de la région post-choc (Blondin and Mezzacappa, 2007b;
Guilet and Fernández, 2014; Kazeroni et al., 2016). Pour un progéniteur sans rotation initiale,
cela peut mettre en rotation la PNS. Dans le cas d’un progéniteur avec une rotation initiale,
cette rotation induite par la présence de SASI peut diminuer le spin de l’étoile à neutrons, voire
même l’inverser (Blondin and Mezzacappa, 2007b; Kazeroni et al., 2017). Les modes spiraux
de SASI sont donc un ingrédient important pour comprendre le spin des pulsars.

SASI est le résultat d’une interaction entre le choc et la surface de la PNS par un cycle
advectif-acoustique (Foglizzo et al., 2007; Guilet and Foglizzo, 2012). Des perturbations d’en-
tropie et de vorticité sont créés par la déformation du choc et sont advectées vers la surface de
la PNS. Lorsque ces perturbations atteignent la surface de la PNS, elles donnent naissance à des

45



ondes acoustiques qui peuvent remonter le flot subsonique jusqu’au choc, le perturber et don-
ner naissance à de nouvelles perturbations de vorticité ou d’entropie de plus grande amplitude.
L’amplification du phénomène à chaque cycle (Fig. I.17) produit l’instabilité SASI.

Le mécanisme de l’instabilité montre que la fréquence de SASI, ainsi que son taux de
croissance, sont inversement proportionnels au temps d’accrétion, et donc au rayon du choc.
Ainsi, contrairement au cas convectif, un choc proche de la surface de la PNS va être favorable
à SASI. En effet, en réduisant la distance entre le choc et la surface de la PNS, le temps
d’advection est diminué, menant à une augmentation de la fréquence et du taux de croissance
de l’instabilité (Foglizzo et al., 2007). L’instabilité est donc plus vigoureuse pour les plus petits
rayons du choc. De plus, les perturbations d’entropie et de vorticité sont sensibles aux autres
perturbations (convection, instabilité de Kelvin-Helmoltz, accrétion de l’interface Si/O,...) et
peuvent être altérées, annihilant le développement de SASI (Guilet et al., 2010; Müller et al.,
2017). Un choc plus proche pourrait aussi permettre de diminuer la probabilité d’altération de
ces perturbations d’entropie/vorticité.

I.3.2.b SASI et rotation

La rotation dans le cœur des étoiles peut avoir un rôle très important dans le développe-
ment des instabilités. Par exemple, elle donne une direction privilégiée aux modes spiraux de
SASI et augmente son intensité (Yamasaki and Foglizzo, 2008). Plusieurs études perturbatives
(Yamasaki and Foglizzo, 2008; Walk et al., 2022) et simulations, idéalisées (Iwakami et al.,
2014; Kazeroni et al., 2017; Blondin et al., 2017) ou non (Summa et al., 2018; Andresen et al.,
2019), montrent une amplification des modes spiraux progrades de SASI. Cet effet est obser-
vable même à faible rotation. De plus, la rotation tend à modifier la taille de l’échelle dominante.
Bien que tous les modes spiraux progrades SASI soient favorisés par la rotation, les modes de
plus petite échelle sont plus favorisés. Ainsi, par la rotation, le mode le plus instable passe de
m = 1 à m = 2 (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Blondin et al., 2017). Cependant, la plupart
de ces études étant très idéalisées, l’effet de la rotation sur SASI en présence de chauffage
est encore peu connu. Il faudrait une étude systématique de l’influence du chauffage et de la
rotation afin de comprendre le comportement de SASI dans un cas plus réel, où le chauffage
est pris en compte de manière systématique.

I.3.2.c La fontaine SWASI

Afin d’étudier l’instabilité SASI et ses paramètres de façon plus intuitive, complémentaire des
simulations numériques, un modèle analogique de l’instabilité a été développé (Foglizzo et al.,
2012) : «Shallow Water Analogue of a Shock Instability» (SWASI). Dans cette expérience, une
fontaine circulaire est utilisée pour représenter le phénomène SASI en 2D. L’eau est injectée par
la périphérie de la fontaine et s’écoule vers un trou dans un cylindre central. La forme du fond de
la fontaine est l’analogue du potentiel gravitationnel, la profondeur d’eau représente la densité
et les ondes de surface sont l’analogue des ondes sonores. L’obstacle que constitue le cylindre
central crée un ressaut hydraulique qui se stabilise à un certain rayon dans la fontaine. Ce
ressaut est similaire au choc devenant stationnaire dans le cas d’une supernova. Les équations
de l’écoulement de l’eau dans la fontaine sont analogues aux équations hydrodynamiques dans le
cas astrophysique pour un gaz isentropique d’indice adiabatique γ = 2 en géométrie cylindrique.
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Figure I.18 – Illustration des instabilités présentes sans rotation. On observe la PNS en bleu et
la convection interne. Hors de la PNS se trouve la zone de refroidissement puis la région de
gain où se développe la convection due aux neutrinos. Enfin, le mode l=1 de SASI crée une
déformation du choc qui oscille de gauche à droite sur ce schéma. Crédit : Müller (2020)

Les résultats de l’expérience semblent qualitativement cohérents avec les résultats obtenus par
analyse linéaire et simulation.

I.3.3 SASI et convection
I.3.3.a Différences entre les deux instabilités

Les instabilités convective et SASI se développant dans la même zone, il est intéressant
de les comparer. Tout d’abord, la valeur du rayon du choc influe différemment sur les deux
instabilités. Un temps d’advection plus court est favorable à SASI et défavorable à la convection.
Ensuite, contrairement à l’instabilité convective, SASI n’a pas besoin de chauffage par neutrinos
pour pouvoir se développer. D’autre part, comme évoqué précédemment, ces deux instabilités
agissent sur des échelles différentes. La convection a une échelle typique de l’ordre de la taille
de la région de gain ou moins (Foglizzo et al., 2006), tandis que SASI n’est pas dépendante
du chauffage et agit donc sur de plus grandes échelles (l ≃ 1) comme illustré en Fig. I.18. En
particulier, l’échelle du mode le plus instable de SASI est déterminé par la taille de la région
de couplage advectif/acoustique de l’instabilité. Les modes les plus instables correspondent aux
modes basse fréquence et grande échelle (Foglizzo, 2009).

I.3.3.b Signaux multimessagers de l’instabilité convective et SASI

La convection
La signature de l’instabilité convective est subtile à détecter. Dans le signal en neutrinos,

la convection mène à une oscillation de faible amplitude et haute fréquence du signal (Mirizzi
et al., 2016). Dans le signal en ondes gravitationnelles, la trace d’une instabilité convective
est aussi difficile à trouver et souvent indirecte. En effet, sa présence peut être déduite des
observations d’autres phénomènes comme les oscillations du mode g (mode de gravité) à la
surface de la PNS (Fig. I.19, droite) (Radice et al., 2019). Ce mode de surface de la PNS peut
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Figure I.19 – (gauche) Détections attendues en neutrinos en fonction du temps par le détecteur
Hyper-Kamiokande pour une étoile de 27M⊙ (Tamborra et al., 2013). (droite) Diagramme
temps-fréquence du signal en ondes gravitationnelles prédit pour une étoile de 15M⊙ sans
rotation située à 10 kpc (Kuroda et al., 2016). La barre de couleur indique l’intensité de h,
la signature caractéristique, en échelle logarithmique. En A le mode g de la PNS et en B la
signature de SASI pour l’équation d’état « douce » SFHx (M max

PNS = 2.13M⊙, Steiner et al.,
2013). Dans les deux figures, l’échelle de temps commence au rebond marquant la formation
de la PNS. Ces signatures fortes de SASI correspondent à un mode spiral.

être excité par la convection se développant au-dessus et en dessous de la surface de la PNS.
Ce signal pourrait être détecté jusqu’à 17 kpc par LIGO/Virgo et 180 kpc par ET (Powell and
Müller, 2019).

La seconde observation indirecte pourrait venir de la présence ou absence du signal d’une
autre instabilité dans les signaux en ondes gravitationnelles. En effet, il est attendu que nous
puissions détecter la signature de SASI autour de 100Hz ainsi qu’une modulation périodique
du signal en neutrinos. Si ces signaux ne sont pas observés, cela peut être le signe qu’un
phénomène perturbe le développement de cette instabilité dans la zone choquée. Parmi les
phénomènes possibles à faible rotation se trouve la convection (Müller, 2020).

SASI

SASI possède une fréquence propre produisant une modulation périodique du signal en
neutrinos et une signature en ondes gravitationnelles (Fig. I.19). En ce qui concerne les ondes
gravitationnelles, le lien entre la fréquence détectée et la fréquence de l’instabilité dépend du
mode l. Pour les modes de degré 1, la fréquence détectée équivaut à deux fois la fréquence
du mode. Pour les modes de degré 2, ces deux fréquences sont égales. La Figure I.19 montre
la signature attendue de SASI en neutrinos et ondes gravitationnelles (Tamborra et al., 2013;
Kuroda et al., 2016). SASI produit une modulation quasi-périodique du signal en neutrinos de
plus grande amplitude (10− 20%) que la convection, avec une fréquence de ∼100 Hz suivant
l’équation d’état et la taille de la région choquée. Cette modulation du signal n’a pas pu être
identifiée en 1987 en raison d’un trop faible nombre de neutrinos détectés. Les améliorations des
détecteurs laissent maintenant espérer une détection suffisante pour observer ces modulations
à 10 kpc (Tamborra et al., 2013). La signature de SASI, autour de 100Hz, peut aussi être
vue dans le signal en ondes gravitationnelles sur la figure de droite de Fig. I.19. Sur la figure,
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Figure I.20 – (gauche) Carte du flux du nombre leptonique (Nνe − Nν̄e), normalisé par sa
moyenne sur la sphère, 350ms après la création du choc. (droite) Carte du flux total d’énergie
des neutrinos (e, µ, τ et leurs antiparticules), normalisé par sa moyenne sur la sphère, 350ms
après la création du choc. Crédit : Janka et al. (2016)

cela correspond au signal basse fréquence présent entre 150 et 300 ms après rebond. Il est
attendu que cette signature en ondes gravitationnelles puisse, elle aussi, être observée jusqu’à
10 kpc avec les détecteurs actuels (Kuroda et al., 2016; Shibagaki et al., 2021). Ce signal en
ondes gravitationnelles peut être corrélé au signal obtenu en neutrinos (Kuroda et al., 2017).
L’augmentation de SASI par la rotation rend cette instabilité plus forte et donc augmente le
signal en ondes gravitationnelles (Andresen et al., 2019).

I.3.4 Asymétrie leptonique
Bien que la convection à l’intérieur de la PNS ne semble pas être le paramètre prédominant

pour l’explosion de l’étoile, elle peut donner naissance à une autre instabilité d’asymétrie lepto-
nique : LESA. Le phénomène LESA (« Lepton number Emission Self-sustained Asymmetry »)
se manifeste dans les simulations par une asymétrie de la fraction électronique Ye, correspon-
dant à l’harmonique sphérique de degré l = 1, observée dans la zone convective de la PNS
(Tamborra et al., 2014). La source de cette instabilité n’est cependant pas encore connue de
façon sûre. Cette asymétrie pourrait être due à une asymétrie de la convection dans la PNS
(Powell and Müller, 2019; Vartanyan et al., 2019). Une plus forte convection dans une zone
entraîne un meilleur transport des électrons d’une zone riche en leptons (zone interne) vers une
zone de fraction électronique plus faible (zone externe) (Janka et al., 2016).

Cette instabilité pourrait avoir une répercussion sur le signal en (anti)neutrinos électro-
niques. L’asymétrie de fraction électronique dans la PNS peut en effet mener à une asymétrie
des flux de neutrinos νe et νe émis par la PNS et donc avoir une influence. Ce phénomène ayant
été identifié dans plusieurs simulations utilisant diverses méthodes de transport des neutrinos,
il semble robuste (Glas et al., 2019a). Il est attendu que les antineutrinos électroniques, émis
préférentiellement par la partie de faible nombre leptonique, soient plus énergétiques (Tamborra
et al., 2014; Janka, 2017). Cette asymétrie d’énergie est illustrée dans la Fig. I.20. En consé-
quence, l’absorption de ces neutrinos dans la région de gain est plus efficace pour chauffer la
matière dans cette direction 6. Cela pourrait donner une direction privilégiée à l’explosion et
ainsi à la création du kick de la PNS.

Les premières études de simulations avec rotation semblent indiquer que la rotation tend à

6. La section efficace d’un neutrino augmente proportionnellement au carré de son énergie.
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diminuer l’asymétrie du nombre leptonique (Walk et al., 2019).
Cette asymétrie est prédominante pour les (anti)neutrinos électroniques et peu présente

pour les autres types. En l’absence d’oscillation des neutrinos (changement de type), elle se
manifesterait par une forte asymétrie entre les détections de νe et νe mais pas pour les autres
types de neutrinos (Janka et al., 2016). Cette observation peut disparaître avec l’oscillation
des neutrinos ainsi que selon l’angle d’observation de la supernova. De plus, les neutrinos νe
et ν̄e étant absorbés respectivement par les neutrons et les protons, cette asymétrie d’émission
des neutrinos peut mener à une asymétrie neutron/proton menant à différents produits de
nucléosynthèse lors de l’explosion. Les implications en ondes gravitationnelles de cette asymétrie
restent à déterminer (Powell and Müller, 2019).

I.3.5 L’instabilité low-T/|W|

Les instabilités décrites précédemment existent sans rotation et peuvent se trouver modi-
fiées par cette dernière. Cependant, ce n’est pas le seul effet de la rotation. En effet, la rotation
peut induire une instabilité due à la rotation différentielle dans l’étoile. Des modes d’instabilité
m = 1 ou m = 2 peuvent apparaître sous l’effet de la rotation (Rampp et al., 1998; Shibata
et al., 2000). Ces motifs sont observés dans les simulations numériques d’étoiles en rotation
différentielle selon la valeur du rapport β ≡ T/|W | où T est l’énergie cinétique de rotation
et W l’énergie potentielle gravitationnelle. Il apparaît que les modes spiraux (m = 1) ou barres
(m = 2), liés à la rotation différentielle, peuvent apparaître pour des valeurs de β de quelques
pourcents (∼ 6-8%) (Centrella et al., 2001; Shibata et al., 2002; Saijo et al., 2003; Ott et al.,
2005), correspondant à des moments cinétiques spécifiques de l’ordre de 1015 − 1016 cm2.s−1.
Ce résultat est surprenant car, pour des étoiles en rotation solide, le seuil d’apparition de ce
type instabilité est plus élevé, de l’ordre de 27% (Ostriker and Tassoul, 1969). Il semble exister
une relation entre l’existence d’un rayon de corotation dans la PNS 7 et le développement de
l’instabilité (Ott et al., 2005; Watts et al., 2005a; Passamonti and Andersson, 2015; Yoshida
and Saijo, 2017; Shibagaki et al., 2020). Cependant, le seuil de rotation d’apparition de cette
instabilité ainsi que le mécanisme physique à son origine nécessitent un approfondissement.
D’autre part, pour obtenir cette instabilité, il est nécessaire d’inclure la PNS dans les simula-
tions. En effet, elle se développe à partir d’un rayon d’environ 20 km. Lorsque la PNS n’est pas
prise en compte, une instabilité différente de low-T/|W| et liée à la corotation, peut apparaître
dans la zone choquée (Kazeroni et al., 2017). Cependant, les bras spiraux de cette instabilité ne
semblent pas apparaître systématiquement dans les simulations et cela nécessite un approfon-
dissement sur une autre instabilité pouvant apparaître lorsque l’étoile est en rotation (Summa
et al., 2018; Andresen et al., 2019).

Dans le cas d’une forte rotation initiale du cœur de fer (Ω ∼ 2 rad.s−1) il serait possible
d’observer cette instabilité avec les détecteurs d’ondes gravitationnelles actuels (KAGRA-LIGO-
Virgo) jusqu’à une distance de 10 kpc. Si cette instabilité se développait dans une supernova
à 1 Mpc, seul le maximum d’émission serait observable par les détecteurs actuels, mais une
grande partie du spectre serait observable par les deux futurs projets Einstein Telescope et
Cosmic Explorer (Shibagaki et al., 2020, 2021).

7. Rayon pour lequel la fréquence de rotation d’un mode coïncide avec celle de la matière.
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Figure I.21 – Contraste de densité dû à l’instabilité low-T/|W| (gauche). Le mode m = 1
domine dans un premier temps puis le mode m = 2 prend le dessus. À droite, la signature en
ondes gravitationnelles pour une étoile de 70M⊙ située à 10 kpc. (Shibagaki et al., 2020)

Cependant, la prise en compte du champ magnétique dans ces études purement hydro-
dynamiques pourrait mener à une diminution de la vigueur de cette instabilité pour les fortes
rotations, entraînant de plus forts champs magnétiques. En effet, l’instabilité est favorisée par
une forte rotation différentielle, favorable aussi au développement de forts champs magnétiques.
Ce champ magnétique peut permettre la redistribution du moment cinétique et donc être défa-
vorable au développement de l’instabilité low-T/|W|. Cependant, des résultats contradictoires
sont obtenus et des études plus poussées sont nécessaires afin de déterminer l’effet du champ
magnétique sur l’instabilité, ainsi que les seuils d’apparition de ces effets (Muhlberger et al.,
2014; Bugli et al., 2023).

I.3.6 Instabilités et simulations numériques
Les instabilités citées dans cette partie ont été découvertes au fur et à mesure des études

et des simulations. Pour reproduire ces instabilités dans les simulations numériques, ces der-
nières doivent être multidimensionnelles ou utiliser une prescription ad hoc afin de prendre en
compte les effets convectifs, intrinsèquement multidimensionnels, dans des simulations 1D. Le
développement des simulations 3D utilisant des paramètres physiques de plus en plus réalistes
(transport des neutrinos, équation d’état, structure de progéniteur, etc.) ont permis d’appro-
fondir l’étude de ces instabilités. Cependant, leurs détails restent à étudier précisément afin de
comprendre le comportement de chaque instabilité en fonction du progéniteur utilisé. De plus,
les raisons et implications des phénomènes les plus récents (low-T/|W| et LESA) sont encore
peu étudiés en trois dimensions. Ainsi, les mécanismes précis des instabilités étant encore mal
compris, des analyses linéaires sont nécessaires afin d’identifier les paramètres pertinents des in-
stabilités. En effet, cet outil permet une meilleure compréhension des divers mécanismes en jeu
que les simulations numériques. C’est dans le cadre de cette approche linéaire, complémentaire
aux approches non-linéaires, que se place cette thèse.
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I.4 Questions et enjeux de cette thèse

I.4.1 Les instabilités et leurs signaux
Si nous nous intéressons maintenant aux phénomènes internes à l’étoile, nous remarquons

que beaucoup d’instabilités interviennent et peuvent mener à une explosion. En effet, nous
avons montré précédemment que l’idée d’un simple rebond de la matière était insuffisant pour
expliquer l’explosion et que le développement d’instabilités était nécessaire. Une fois que ces
instabilités sont identifiées et bien comprises individuellement, il est nécessaire de comprendre
dans quelles conditions elles vont pouvoir coexister et comment elles vont interagir et influer
les unes sur les autres. Ce dernier point est encore à l’étude, notamment dans la région de gain
où convection et SASI peuvent se développer. Comprendre le comportement de ces instabilités
est donc crucial pour comprendre le devenir de l’étoile.

Plusieurs approches complémentaires sont possibles pour ces études. Tout d’abord, les
simulations numériques peuvent permettre de décrire les phénomènes dominant la dynamique
au cœur de l’étoile. Ces études permettent des études de plus en plus réalistes en utilisant
des simulations multi-dimensionnelles de l’effondrement de l’étoile. Cependant, ces simulations
sont très coûteuses en temps de calcul et ne permettent donc pas une étude systématique
de l’influence de chaque paramètre : rotation, métallicité, taux d’accrétion, luminosité des
neutrinos, perturbations pré-effondrement du progéniteur. . . De plus, ces simulations ne donnent
accès qu’aux modes les plus instables des différentes instabilités. Il n’est donc pas possible
d’avoir accès à la stabilité marginale d’un mode précis. Enfin, plus le réalisme de ces simulations
augmente, plus les résultats de simulations sont difficiles à analyser. Ces simulations nécessitent
donc un premier travail en amont sur des modèles simplifiés et des études analytiques combinées
à des études numériques.

Les études linéaires présentent des avantages et inconvénients complémentaires de cette
approche réaliste. Les études linéaires, comme présentées dans cette thèse, sont des travaux
simplifiés, n’incluant pas toute la physique (physique des neutrinos, équation d’état, relativité gé-
nérale, magnétohydrodynamique, nucléosynthèse explosive, etc.). Cependant, elles permettent
d’avoir une meilleure compréhension des différents mécanismes impliqués. Ce type d’analyse
rend possible l’exploration quadrillée de l’espace des paramètres (rotation, dissociation, rayon
du choc, etc.) et, ainsi, permet d’identifier les paramètres pertinents dont la variation peut me-
ner aux résultats attendus (explosion, énergie, etc.). Pour cela, la définition linéaire de critères
regroupant plusieurs de ces paramètres (ex. : χ), permet de réduire l’espace des paramètres
et ainsi faciliter son exploration pour les simulations futures. C’est dans ce cadre d’études en
amont des simulations que se place ma thèse.

Je me suis concentrée sur l’étude de deux instabilités hydrodynamiques dans la zone cho-
quée : la convection due aux neutrinos et SASI. Dans le Chap. II, nous verrons les différents
paramètres de notre étude, ainsi que ses limites. Nous avons ensuite repris le critère d’instabilité
convective χ établi en 2006 afin de le rendre plus général à l’aide d’un modèle simple plan. Afin
de compléter cette première étude simplifiée, nous avons étudié l’évolution de ce critère dans
le cas d’un effondrement sphérique qui inclut l’instabilité SASI (Chap. III).
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I.4.2 La rotation stellaire
L’étude des supernovæ peut être un moyen de poser des contraintes sur la rotation au cœur

des étoiles pré-effondrement ainsi que sur les taux de rotation des objets compacts formés post-
effondrement. Nous avons évoqué plus tôt que l’étude des effets de la rotation sur la dynamique
de l’étoile était un enjeu à la fois pour les études de rotation stellaire et de population des objets
compacts. Cependant, cet effet est encore peu étudié pour les rotations intermédiaires, sans
champ magnétique. Des études linéaires sans chauffage ainsi que des simulations ont étudié
son impact sur SASI. Des simulations à forte rotation ont montré l’émergence de l’instabilité
low-T/|W|. Néanmoins, l’effet de la rotation sur la convection reste peu contraint lorsqu’on
s’éloigne des pôles. Ainsi, nous nous intéressons, dans le Chap. IV, à l’effet de la rotation sur
les instabilités SASI et convectives. En particulier, nous avons étudié l’influence de la rotation
du cœur sur la transition d’un régime dominé par SASI à un régime dominé par la convection.
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Dans ce chapitre, nous allons décrire la démarche suivie afin d’étudier le développement des
instabilités de convection et SASI dans le contexte d’explosion d’une étoile. Nous allons voir
dans une première partie la physique générale prise en compte dans les modèles étudiés. Nous
allons ensuite aborder plus en détail les études analytiques puis les codes numériques ayant
permis cette étude. Ce chapitre décrit ces deux étapes pour deux modèles différents. Nous
commençons par un modèle simplifié plan puis passons à l’étude d’un modèle sphérique plus
adapté aux supernovæ.

II.1 La physique commune

L’hypothèse de condition initiale de notre approche est que nous avons un flot stationnaire.
Cette hypothèse de stationnarité du fluide se justifie par l’évolution du rayon du choc. En effet,
les simulations numériques montrent qu’au bout de ∼50 ms, le rayon du choc moyen se stabilise
autour de 200 km pendant quelques dizaines à quelques centaines de millisecondes selon les
simulations effectuées (Burrows et al., 2012; Nakamura et al., 2019; Pan et al., 2021; Nagakura
et al., 2020; Burrows and Vartanyan, 2021). L’écoulement stationnaire est ensuite soumis à des
perturbations de faible amplitude afin de rester dans le régime linéaire. Le calcul de l’évolution
dynamique ultime des instabilités, au-delà de l’approximation perturbative, nécessite des simu-
lations numériques complexes. Malgré cette limitation, le calcul perturbatif est précieux car il
prédit efficacement les fréquences observables dans le signal en ondes gravitationnelles. En effet,
Torres-Forné et al. (2019b) a montré qu’une moyenne angulaire du flot hors équilibre pouvait
servir de condition initiale à l’analyse linéaire et fournir des fréquences de modes cohérentes
avec les fréquences directement extraites des simulations numériques. Ainsi, l’analyse linéaire
des modes est un outil utile d’interprétation des futures observations d’ondes gravitationnelles.

II.1.1 L’état stationnaire

Pour toute cette étude, les grandeurs physiques considérées sont :
— la pression : P ,
— la vitesse du son : c,
— la densité : ρ,
— la vitesse du fluide : v,
— l’entropie sans dimension : S ≡ 1

γ−1 log
(

P
ργ

)
.

Les trois premières grandeurs sont liées via l’équation d’état P = ρc2/γ, où γ est l’indice
adiabatique. Pour un gaz relativiste, comme c’est le cas au cœur de l’étoile, γ vaut 4/3. Plus
on se rapproche de la PNS, plus l’équation d’état se « durcit » et γ devient proche de 2.5

à l’intérieur de la PNS (Bethe et al., 1979; Fischer et al., 2011). Ce changement d’indice
adiabatique n’est pas pris en compte dans notre étude et on utilise γ = 4/3.

Pour modéliser le chauffage et refroidissement de la matière via l’absorption et l’émission de
neutrinos, nous introduisons une fonction de chauffage Lh et une fonction de refroidissement Lc.
Ces deux termes de signes opposés constituent la fonction globale de chauffage/refroidissement
non adiabatique L = Lh + Lc.

Le lien entre les grandeurs pré-choc et post-choc est assuré par les relations de Rankine-
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Hugoniot. Ces dernières assurent la conservation de la masse, de l’énergie et de la quantité de
mouvement à travers le choc :

ρ1v1 = ρshvsh, (II.1)
v21
2

+
c21

γ − 1
=

v2sh
2

+
c2sh
γ − 1

+ ε
v2ff
2
, (II.2)

P1 + ρ1v
2
1 = Psh + ρshv

2
sh, (II.3)

où les indices « 1 » et « sh » se réfèrent respectivement à la matière au-dessus et juste
en dessous du choc. ε est la fraction d’énergie cinétique spécifique de chute libre incidente au
choc v2ff/2 (donnée Eq. (I.10)), utilisée pour dissocier les atomes de fer, avec

v2ff =
2GM

rsh
. (II.4)

Dans nos calculs, la valeur de ϵ est évaluée dans la situation où le chauffage et la rotation sont
nuls. Lorsque ces derniers augmentent, le rayon du choc augmente, entraînant une diminution
de la vitesse de chute libre au niveau du choc. Ainsi, la valeur effective de ε dépend de la
valeur du rayon du choc et de sa variation par rapport à la situation sans rotation, chauffage
ou dissociation.

L’évolution des grandeurs dans la zone choquée est déterminée via les équations de conser-
vation de la masse, d’Euler et de conservation de l’énergie qui dépendent de la géométrie du
système choisi.

Les éléments physiques qui ne sont pas pris en compte dans cette étude sont les réactions
nucléaires, le champ magnétique, la relativité générale et la seule source de gravité considérée
est la gravité due à la PNS. La dynamique convective de l’intérieur de la PNS, pouvant entrainer
une légère augmentation de la luminosité des neutrinos (Buras et al., 2006a), n’est pas prise en
compte. Nous négligeons aussi la déformation équatoriale par la force centrifuge et la diminution
graduelle du rayon de la PNS par refroidissement.

Dans tout le Chap. III, la rotation de la matière n’est pas prise en compte. Ainsi, le champ
magnétique généré dans cette situation est dû à la contraction de la matière et la turbulence.
Cela ne semble pas impacter de façon significative la dynamique du choc (Endeve et al., 2012).
Cependant, lorsque nous introduisons la rotation, ces résultats ne sont plus valides. Plusieurs
arguments nous poussent alors à ne pas prendre en compte le développement du champ ma-
gnétique dans nos considérations. Tout d’abord, l’impact d’un champ magnétique modéré sur
la dynamique au cœur de l’étoile est encore peu connu et à l’étude. Ensuite, les champs ma-
gnétiques initialement forts représentent une faible fraction de progéniteurs, ce qui limite notre
étude à quelques types de supernovæ. Enfin, l’échelle de temps sur laquelle se développe un fort
champ magnétique est mal connue et pourrait être supérieure aux temps de développement des
instabilités convective et SASI, rendant précoce leur prise en compte dans la phase linéaire.

Nous négligeons l’autogravité de la matière hors de la PNS car, en supposant une densité
moyenne de 109g.cm−3 dans la région post-choc (Mabanta et al., 2019), et des rayons RPNS =

50 km et Rsh = 200 km, on obtient une masse de ∼ 10−2M⊙. Cette masse est donc négligeable
devant les ∼ 1.4M⊙ de la PNS.
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La contraction de la PNS, liée aux différentes équations d’état pouvant être utilisées, est
un effet non négligeable lorsque l’on veut prendre en compte l’énergie des neutrinos émis par
cette PNS. En effet, une contraction plus forte de la PNS entraîne une température d’émis-
sion des neutrinos plus élevée et donc une plus grande énergie de ces derniers. D’après notre
compréhension du phénomène d’explosion, cette augmentation de la luminosité des neutrinos
favoriserait la relance du choc et donc l’explosion (Yasin et al., 2020). La prise en compte de
la contraction de la PNS pourrait aussi avoir un effet sur SASI et la convection (Scheck et al.,
2008). Ce résultat est cependant en partie dû à une augmentation du taux de chauffage par
les neutrinos. Cette variation du taux de chauffage est prise en compte dans notre approche
paramétrique de la région post-choc.

La luminosité des neutrinos est aussi affectée par la prise en compte de la relativité générale.
En effet, cela induit la formation d’une PNS plus compacte et donc une luminosité de neutrinos
plus élevée (Kuroda et al., 2012), favorable à l’explosion. Cette augmentation de la lumino-
sité des neutrinos (∼ 15% pour les antineutrinos électroniques) induit une plus forte énergie
cinétique spécifique non radiale dans la région de gain lorsque la relativité générale est prise en
compte. Cela représente une augmentation de 100% de cette énergie dans la région de gain par
rapport à une gravité newtonienne (Müller et al., 2012b). L’explosion est ainsi favorisée par la
relativité générale.

II.1.2 Le flot perturbé
Nous souhaitons étudier les instabilités de façon analytique et numérique. Pour cela, nous

nous concentrons sur la phase linéaire de développement des instabilités, valide tant que l’am-
plitude des perturbations reste petite devant les grandeurs de l’état stationnaire. Pendant cette
phase, les différents modes n’interagissent pas entre eux et l’évolution temporelle des pertur-
bations peut être décrite avec une exponentielle temporelle exp(-iωt). La fréquence propre ω
est un nombre complexe qui caractérise la stabilité d’un mode. La partie réelle de la fréquence
propre, ωr, mesure la fréquence des perturbations de période 2π/ωr :

— si ωr > 0 le mode est oscillant,
— si ωr = 0, le mode ne correspond pas à un phénomène oscillant.

La partie imaginaire ωi de ω correspond au taux de croissance et renseigne sur le caractère
instable du développement des perturbations :

— si ωi < 0, le système est stable,
— si ωi = 0, le système est à la limite entre stabilité et instabilité (stabilité marginale),
— si ωi > 0, les perturbations sont amplifiées, le système est instable.
Les grandeurs physiques perturbées sont exprimées avec la notation suivante :
— P = P0 + δP ,
— v⃗ = v0 + δ⃗v,
— c = c0 + δc,
— ρ = ρ0 + δρ.
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II.2 Méthodes

Nous avons choisi d’étudier le problème du développement de la convection dans la région de
gain d’un choc de supernova avec une physique de plus en plus réaliste. Nous avons commencé
par étudier le problème en géométrie plane, qui permet de simplifier la dynamique convective en
empêchant le développement d’une instabilité de type SASI. Nous avons ensuite étudié l’effet
de la géométrie sphérique dans un cas proche de la physique des supernovæ où l’instabilité SASI
peut se développer et où la rotation de l’étoile peut être prise en compte.

II.2.1 Géométrie plane
Dans un premier temps, l’approche en géométrie plane nous permet de développer une in-

tuition physique du phénomène grâce à une étude simplifiée analytique. Nous avons utilisé, pour
cette étude, deux approches complémentaires. Nous avons considéré numériquement l’évolution
de la stabilité marginale de la convection (ωi = 0) en présence d’advection. Cette approche est
complétée par une approche analytique de calcul du taux de croissance de l’instabilité quand
l’advection n’est pas prise en compte. Cela permet de mieux interpréter les résultats numériques
et déterminer le comportement dû à l’advection. Cela est utile afin de déterminer un critère de
stabilité analytique.

Pour les deux approches, analytiques et numériques, nous supposons une absence de ré-
flexion des ondes.

II.2.1.a Étude analytique en l’absence d’advection
Nous avons étudié analytiquement le taux de croissance de l’instabilité convective en l’ab-

sence d’advection afin de caractériser l’évolution de l’instabilité convective seule. Une hypothèse
d’adiabaticité simplificatrice a été faite pour cette analyse. Notre étude se limite à la région de
gain et ne considère pas la région de refroidissement se trouvant dessous. Bien que le chauf-
fage soit pris en compte dans l’état stationnaire, les perturbations sont supposées adiabatiques
δ (L) = 0. L’étude de la validité de cette hypothèse nécessite néanmoins un approfondissement.
Cependant, il faut noter que les Eqs. (B10-B13) de Kazeroni et al. (2018) correspondent à un
régime pour lequel l’évolution des perturbations est strictement adiabatique. Ces équations ont
permis un calcul analytique du seuil de stabilité dans la limite d’un faible nombre de Mach,
d’un faible chauffage et d’une faible gravité, en accord avec le calcul numérique. Le mécanisme
responsable de la stabilisation advective de la convection est donc adiabatique au moins dans
cette limite.

L’analyse du système et de ses fréquences propres, pour ces hypothèses, se trouve dans les
annexes A et B.

59



II.2.1.b Code perturbatif avec advection
Pour le code perturbatif plan, nous avons considéré un modèle proche du modèle utilisé dans

Kazeroni et al. (2018). Dans ces travaux, les auteurs considèrent une échelle caractéristique
pour leur modèle : Hg. Une fonction de chauffage est définie sur toute la région de leur calcul
([−Hg, Hg]). De plus, la gravité hors de cette région est négligée. Ils utilisent une fonction
rampe ψ(z), adaptée pour notre modèle, afin de déterminer les profils des fonctions de chauffage
(indice S) et de gravité (indice g). Nous explicitons ici ψ utilisé par Kazeroni et al. (2018), que
nous appelons ψg pour notre étude :

ψg ≡


1 , si |z| ≤ xgHg,

Hg − |z|
Hg (1− xg)

, si xgHg < |z| ≤ Hg,

0 , si Hg < |z|,

(II.5)

où le facteur xg est un paramètre d’entrée et vaut 1/2 dans l’étude de 2018. Dans ce modèle, la
région [−Hg, Hg] correspond à la taille de la région de gain. On peut alors exprimer l’intensité
adimensionnée de la gravité Kg dans cette région comme :

Kg ≡ ∇Φ
Hg

c2up
ψg(z), (II.6)

avec Φ le potentiel gravitationnel et l’indice « up » désignant les grandeurs à la borne supérieure
de la région (z = Hg). Dans la suite de notre étude, les grandeurs du flot stationnaire seront
notées x ou x0, de façon équivalente, et les valeurs perturbées δx. Dans notre travail, nous
introduisons une nouvelle grandeur caractéristique HS permettant de décrire l’échelle spatiale
du chauffage. La fonction de chauffage dans notre modèle peut alors s’exprimer comme :

L ≡ KH

(
ρupMupc

3
up

γHS

)(
ρ

ρup

)
ψS(z) (II.7)

avec KH ≡ HS∇S et S l’entropie. Dans l’Eq. (II.7), la fonction ψS(z) est définie comme la
fonction ψg(z), en remplaçant les indices « g » de la gravité par l’indice « S » du chauffage.
Ainsi, l’état stationnaire dans notre modèle correspond à la situation décrite en Fig. II.1. Nous
reprenons donc la démarche de Kazeroni et al. (2018) en utilisant une zone de chauffage plus
localisée que dans leur étude.

Avec cette fonction de chauffage et en considérant une vitesse d’advection de la matière
selon z telle que v⃗ = v⃗0 + δv⃗, le système d’équations stationnaires s’écrit comme :

∂

∂z
(ρv) = 0, (II.8)

∂S

∂z
=

L
Pv

, (II.9)

∂

∂z

(
v2

2
+

c2

γ − 1
+ Φ

)
=

L
ρv
. (II.10)
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Figure II.1 – Profils des grandeurs pour HS = Hg/2, xS = xg = 1/2, KH = 1, Kg = 3 et
Mup = 0.3.

D’autre part, nous supposons que le système stationnaire est uniforme selon kx, le nombre
d’onde horizontal, et donc les perturbations peuvent s’écrire comme : exp (−iωt + ikxx),
avec kx>0.

Afin de simplifier le système d’équations à résoudre, nous effectuons un changement de
variable pour résoudre l’état perturbé. Cela nous mène à considérer les variables δf , δh, δS et
δK introduites dans Foglizzo et al. (2006) et définies par

δf ≡ vδv +
2c

γ − 1
δc− δq, (II.11)

δh ≡ δv

v
+
δρ

ρ
, (II.12)

δS ≡ 2

γ − 1

δc

c
− δρ

ρ
, (II.13)

δK ≡ ivkxδwy +
k2xc

2

γ
δS(= k2xδfsh − ωkxδvx). (II.14)

où δwy est la perturbation de vorticité. Le système d’équations perturbées linéarisé au premier
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ordre est donc :

∂δf

∂z
=

iω

v0 (1−M2)

{
v20δh− δfM2 + c2

[
1 + (γ − 1)M2

] δS
γ

}
+ δ

(
L
ρv

)
,(II.15)

∂δh

∂z
=

iω

vc2 (1−M2)

(
µ2δf − v20δh− c2δS

)
+ i

δK

v0ω
, (II.16)

∂δS

∂z
=

iω

v0
δS + δ

(
L
Pv0

)
, (II.17)

∂δK

∂z
=

iω

v0
δK + k2xδ

(
L
ρv0

)
, (II.18)

avec

µ2 ≡ 1− k2xc
2

ω2

(
1−M2

)
(II.19)

Dans le cas où la borne supérieure est un choc, les grandeurs perturbées sont initialisées afin
de conserver les relations de Rankine-Hugoniot (Eqs. II.1-II.3) :

δfsh = (vsh − v1)∆v +∆ζ

(
L1

ρ1v1
− Lsh

ρshvsh

)
, (II.20)

δhsh =

(
1

vsh
− 1

v1

)
∆v, (II.21)

δSsh =
∆ζ

c2sh

[
L1

ρ1v1
− Lsh

ρshvsh
−G

(
1− vsh

v1

)]
− v1∆v

c2sh

(
1− vsh

v1

)2

, (II.22)

δvx, sh = ikx∆ζ (v1 − vsh) (II.23)

avec ∆ζ la variation de position du choc et ∆v ≡ −iω∆ζ la vitesse de déplacement du choc.
Dans le cas où la borne supérieure n’est pas un choc, on impose une condition d’onde

sortante. C’est-à-dire que les ondes acoustiques peuvent sortir du domaine mais aucune onde
acoustique ou perturbation ne peut entrer par la borne supérieure. Cela se traduit par

δf = 1, (II.24)
δh = − µ

Mc2
δf, (II.25)

Pour la condition limite à la borne inférieure, on considère une condition d’onde acoustique
sortante. Comme pour la borne supérieure sans choc, cela implique qu’aucune onde acoustique
ou perturbation ne peut entrer par la borne inférieure. Cela revient à imposer l’Eq. (34) de
Foglizzo et al. (2006) :

µ

Mc2
δf −

(
1 +

µ

γM
1−M2

1 + µM

)
δS +

1−M2

ω2 (1− µM)
δK − δh = 0 (II.26)

Dans ce code, nous utilisons la méthode de Newton-Raphson afin de déterminer numérique-
ment le flot stationnaire ainsi que les perturbations satisfaisant les conditions limites imposées.
Ce code nous permet d’étudier deux aspects de l’instabilité. Tout d’abord, nous pouvons calculer
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Figure II.2 – Évolution du taux de croissance et de χ marginal en fonction du nombre d’onde
horizontal kx, pour les paramètres M1 = 0.3, γ = 4/3, Kg = 3, HS = 0.1Hg et Hg = 1. Le
taux de croissance est normalisé par la fréquence de Brunt-Väisälä ωBV.

le taux de croissance de l’instabilité pour une valeur de χ fixée. L’autre étude possible à partir
de ce code, et celle sur laquelle nous nous sommes concentrés, est le calcul du chauffage critique
de stabilité marginale (ωi = 0) en fonction des longueurs d’onde horizontales considérées. Les
paramètres d’entrée communs à ces deux approches du code sont :

— le nombre de Mach incident M1,
— la taille de la zone de chauffage HS ,
— la taille de la zone de gravité Hg,
— l’intensité de la gravité Kg = gHg/c

2,
— l’indice adiabatique γ.
Si on souhaite étudier l’évolution de l’instabilité à un chauffage donné, un dernier paramètre

doit être donné en entrée du code : la valeur souhaitée de χ. Si c’est la stabilité marginale qui
est intéressante, alors ωi = 0 est fixé et la valeur de χ est adaptée par la méthode de Newton-
Raphson. Ainsi, nous pouvons obtenir les deux figures données en Fig. II.2 avec l’évolution du
taux de croissance ou de χ en fonction du nombre d’onde kx considéré.

Les approches analytiques et numériques détaillées ici seront utiles dans le Chap. III où
nous les utiliserons afin de démontrer la nécessité d’affiner le critère de développement de la
convection établi par Foglizzo et al. (2006). Elles seront ensuite utilisées pour déterminer un
nouveau critère, plus prédictif.
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II.2.2 Géométrie sphérique

Bien que l’analyse plane permette une bonne compréhension des phénomènes physiques,
il est nécessaire d’introduire une étude en géométrie sphérique afin de se rapprocher de la
géométrie réelle de l’objet que l’on souhaite étudier : le cœur d’une étoile massive. Cette
approche sphérique est utilisée pour deux études. Une première étude prend en compte toute
la sphère à rotation nulle et la seconde étude se concentre sur l’évolution des instabilités dans
le plan équatorial lorsque la rotation est prise en compte. Cette restriction au plan équatorial
permet une description précise des forces centrifuge et de Coriolis et a été utilisée dans plusieurs
travaux étudiant l’influence de la rotation sur SASI en géométrie cylindrique (Yamasaki and
Foglizzo, 2008) ou sphérique (Blondin et al., 2017; Walk et al., 2022).

II.2.2.a Code numérique

Pour cette approche, un second code est utilisé. Cet outil nous permet de suivre l’évo-
lution de plusieurs modes, correspondant chacun à une harmonique sphérique Yl,m, et leurs
harmoniques de fréquences supérieures, et ainsi voir l’émergence de différentes instabilités
lorsque l’intensité du chauffage par les neutrinos est variée. La forme de la fonction de chauf-
fage/refroidissement utilisée ici est différente du cas plan et s’exprime comme une fonction de
chauffage Lh et une fonction de refroidissement Lc possédant chacune une intensité propre et
pouvant agir séparément :

Lh = Ah
ρ

r2
(II.27)

Lc = −Ac ρ
β−αPα, (II.28)

où Ah et Ac sont les intensités respectives du chauffage et du refroidissement. Ces deux pro-
cessus de chauffage/refroidissement sont pris en compte par une fonction globale L = Lh+Lc.

Dans ce code, le système d’équations stationnaires est modifié par l’effet de convergence
de la matière en géométrie sphérique :

∂

∂r

(
ρvr2

)
= 0, (II.29)

∂S

∂r
=

L
Pv

, (II.30)

∂

∂r

(
v2

2
+

J

2r2
+

c2

γ − 1
− GM

r

)
=

L
ρv
, (II.31)

où J est le moment cinétique spécifique, G la constante gravitationnelle universelle et M la
masse de la PNS. Dans un premier temps, nous avons étudié le cas J = 0.

Le système perturbé est, lui aussi, modifié par le changement de géométrie. Pour cette
nouvelle approche perturbative, nous utilisons le système de variable utilisé par Yamasaki and
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Foglizzo (2008) qui permet de simplifier les équations sous la forme :

d

dr

δf

ω
=

ic2

v (1−M2)

{
M2

(
δh− ω′

c2
δf

ω

)
(II.32)

+
[
1 + (γ − 1)M2

] δS
γ

− δq

c2

}
,

dδh

dr
=

iω

v (1−M2)

(
µ2
ω′

c2
δf

ω
−M2δh− δS +

δq

c2

)
, (II.33)

dδS

dr
=

iω′

v
δS + δ

(
L
Pv

)
, (II.34)

dδq

dr
=

iω′

v
δq + δ

(
L
ρv

)
, (II.35)

où les variables (δf, δh, δS) sont les mêmes grandeurs que celles définies dans le système
(II.11)–(II.13) avec une composante supplémentaire vϕ pour le vecteur vitesse. δq est définie
dans Yamasaki and Foglizzo (2008) par :

δq ≡ δ

(∫
L
ρv
dr

)
. (II.36)

Dans le système différentiel perturbé, on définit :

ω′ ≡ ω − mJ

r2
, (II.37)

µ2 ≡


1− l (l + 1)

r2
c2

ω′2
(
1−M2

)
, si J = 0,

1− m2

r2
c2

ω′2
(
1−M2

)
, si J ̸= 0,

(II.38)

où la grandeur ω′ correspond à la pulsation du phénomène physique, déplacée par effet Doppler,
et l et m le degré et l’ordre de l’harmonique sphérique Yl,m considérée. La transformation du
terme l(l + 1) en m2 vient du fait que seul le plan équatorial est considéré lorsque la rotation
est introduite. La différence que ces deux formules de µ2 induisent dans les courbes de taux de
croissance sans rotation est représentée dans la Fig. II.3.

Comme précédemment, les conditions limites des perturbations au niveau du choc s’ex-
priment grâce aux équations de conservation de Rankine-Hugoniot :

δfsh
ω

= iv1∆ζ

(
1− vsh

v1

)
, (II.39)

δhsh = −i ω
′

vsh
∆ζ

(
1− vsh

v1

)
, (II.40)

δSsh = i
ω′v1
c2sh

∆ζ

(
1− vsh

v1

)2

− Lsh − L1

ρshvsh

∆ζ

c2sh
(II.41)

+

(
1− vsh

v1

)
∆ζ

c2sh

(
2v1vsh
rsh

+
J2

r3sh
+
GM

r2sh

)
,

δqsh = −Lsh − L1

ρshvsh
∆ζ, (II.42)
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Figure II.3 – Différence de modes propres en fonction du chauffage pour les deux expressions
de µ2 (Eq.II.38).

où ∆ζ est le déplacement du choc et les indices «1» et «sh» indiquent les valeurs respective-
ment au-dessus et en dessous du choc.

Comme précédemment, nous utilisons la méthode de Newton-Raphson afin de déterminer
les paramètres permettant l’annulation de la vitesse radiale à la surface de la PNS tels que
le taux de refroidissement ou le rayon du choc. Ainsi, lorsque le taux de chauffage augmente,
le rayon du choc est adapté (augmente) afin de conserver la condition limite au bord interne.
Nous adoptons alors la notation suivante :

- rsh représente le rayon du choc dans les conditions précisées,
- rsh0 représente le rayon du choc sans chauffage, rotation et dissociation.

Ces analyses numériques en géométrie sphérique sont utilisées dans les Chaps. III et IV.
Dans le premier de ces deux chapitres, ces calculs servent à déterminer un critère convectif en
géométrie sphérique et sans rotation. Dans le second chapitre, les calculs avec rotation sont
utilisés afin de déterminer l’effet de la rotation sur ce critère et sur les instabilités convective et
SASI.

II.2.2.b Analyse énergétique

Dans cette section, nous décrivons une analyse des termes sources d’énergie cinétique dans
le but d’aider à interpréter la physique des instabilités, notamment en présence de rotation. En
utilisant le formalisme utilisé dans Mocák et al. (2014) pour l’étude d’un fluide compressible en
géométrie sphérique, on définit la moyenne de Reynolds comme :

q(r) =
1

∆Ω

∫ ∫
q(r, θ, ϕ)sin(θ)dθdϕ (II.43)
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avec ∆Ω l’angle solide sur lequel la moyenne est faite. Une quantité q du fluide peut alors être
exprimée en fonction de cette moyenne q et d’une déviation à cette moyenne q′ comme :

q = q + q′. (II.44)

À partir de cette définition, on peut définir la moyenne de Favre qui est la moyenne de Reynolds
pondérée par la masse volumique :

q̃ =
ρq

ρ
. (II.45)

Dans ce cas, une quantité q du fluide peut être exprimée comme sa moyenne de Favre q̃ et une
perturbation à cette moyenne q” :

q = q̃ + q”. (II.46)

Notons que ce formalisme est plus général que l’analyse linéaire détaillée précédemment en ce
qu’il ne suppose pas que les perturbations soient infinitésimales.

En utilisant ce formalisme, Mocák et al. (2014) obtient l’équation d’évolution de l’énergie
cinétique des perturbations sous la forme :

ρD̃tk̃ = −∇r(fk + fP )− R̃ir∂rũi +Wb +WP +Nk (II.47)

où D̃t = ∂t+(ũ.∇). Dans leur cas, Nk représente un effet numérique que nous ne prenons pas
en compte. Les autres éléments sont définis comme :

— ρ, la densité,
— u = (ur, uθ, uϕ), la vitesse,

— k̃ =
1

2
ũi”ui”, l’énergie cinétique des perturbations,

— fk =
1

2
ρ ˜ui”ui”ur”, le flux de l’énergie cinétique des perturbations (négligeable car

d’ordre 3 en perturbation),
— fP = P ′u′r, le flux acoustique,
— R̃ir = ρũi”ur”, le tenseur de Reynolds,
— Wp = P ′∇u”, la pression de dilatation des perturbations,
— Wp = ρur”g̃r, la flottaison et gr l’accélération de pesanteur.
Dans notre formalisme linéaire, une grandeur q du fluide est divisée entre son flot stationnaire

q0 et sa perturbation linéaire au flot stationnaire δq. On obtient les correspondances :

q0 + δq + δ2q = q + q′ = q̃ + q”, (II.48)

où le terme δ2q est un terme non-linéaire d’ordre plus élevé négligé dans l’analyse linéaire. Ce
terme n’intervenant pas dans l’expression des différents termes source à l’ordre le bas (donnés
ci-dessous), nous ne l’indiquerons plus dans les calculs ci-dessous.

En utilisant les relations entre les deux moyennes, on peut exprimer le terme de flottaison
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comme :

Wb = ρ× ρg

ρ
u”r (II.49)

= −ρgρu
′
r

ρ
(car q” = −ρq

′

ρ
) (II.50)

= −gρ
ρ

× ρ′u′r (car p′q = p′q′) (II.51)

Wb = −g̃ρ′u′r, (II.52)

avec g > 0. On peut exprimer ρ′ en fonction des variables du code :

ρ′ = −γ − 1

γ
ρS′ +

P ′

c2
, (II.53)

donc, avec les données en sortie du code numérique où g < 0, on obtient :

Wb = −gρ
(
γ − 1

γ
S′ − P ′

γP

)
u′r. (II.54)

En insérant les perturbations de notre formalisme linéaire, nous obtenons la formulation intégrale
suivante où une intégration radiale a été effectuée entre le rayon de gain et le rayon du choc :

δEkin = π

∫
r2ρ0

(
|δvϕ|2 + |δvr|2

)
dr, (II.55)

δEflow,kin(r) = πr2ρ0vr0
(
|δvϕ|2 + |δvr|2

)
, (II.56)

fpflow(r) = 2πr2 Re
(
δPδvr

)
, (II.57)

Rrr = 2π

∫
r2ρ0

∂vr0
∂r

Re
(
|δvr|2

)
dr, (II.58)

(Rϕr) δErot = 2π

∫
r2Ωρ0 Re

(
δvrδvϕ

)
dr, (II.59)

(Wb) δEbuoy = 2π

∫
r2gρ

[
−γ − 1

γ
Re
(
δSδvr

)
+

1

γP0
Re
(
δPδvr

)]
dr, g < 0 (II.60)

Wp = 2π

∫
r2Re

(
δP∇rδvr

)
dr + 2π

∫
r2 Re

(
δP∇ϕδvϕ

)
dr, (II.61)

où δx désigne l’amplitude complexe de la perturbation de la quantité x, et δx désigne le
complexe conjugué δx.

Par ces considérations, on peut déduire l’évolution du taux de croissance à partir de l’ana-
lyse énergétique du système et en considérant des perturbations sous la forme exp (−iωt) et
uniquement la partie réelle de l’équation finale. En effet, la partie réelle de la dérivée de l’énergie
donne :

D̃tk̃ = 2ωik̃. (II.62)

Le terme de gauche de l’Eq. (II.47) peut s’écrire comme :∫
ρD̃tk̃dr = 2ωiδEkin. (II.63)
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Avec nos notations et une formulation intégrale, le terme de droite de l’Eq. (II.47) s’écrit :

− [δEflow,kin(rsh)− δEflow,kin(rg)]−[fpflow(rsh)− fpflow(rg)]−Rrr∂rvr+δErot+δEbuoy+Wp.

(II.64)
Finalement, on obtient une équation permettant de contraindre l’évolution du taux de

croissance par l’évolution des différentes énergies :

ωi =
1

2δEkin
{− [δEflow,kin(rsh)− δEflow,kin(rg)]− [fpflow(rsh)− fpflow(rg)]

−Rrr∂rvr + δErot + δEbuoy +Wp} . (II.65)

Par cette étude énergétique, il est possible de prédire l’évolution du taux de croissance
ainsi que le terme principal responsable de cette évolution. Cette étude nous sera utile dans le
Chap. IV.

En résumé, nous avons présenté dans ce chapitre les différents outils qui seront utilisés dans
la suite :

- une approche analytique et numérique plane afin de déterminer un nouveau critère de
convection plus prédictif,

- une approche numérique sphérique sans rotation afin de tester ce critère,
- une approche numérique sphérique équatoriale avec rotation afin de voir l’impact de la

rotation sur les instabilités,
- une approche énergétique afin d’expliquer la source des variations de taux de croissance

en présence de rotation.
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Chapitre III
Instabilités hydrodynamiques sans rotation
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Figure III.1 – Schéma du modèle plan-parallèle utilisé par Foglizzo et al. (2006). Les cellules
convectives sont supposées circulaires et la longueur d’onde (λ) est approximativement égale à
quatre rayons des cellules.

Dans ce chapitre, nous nous concentrons sur le développement des instabilités en absence
de rotation. Les instabilités que nous considérons sont la convection due aux neutrinos dans
un premier temps, puis cette convection et SASI, ensemble, dans un second temps. Dans
une première partie, nous souhaitons déterminer un critère général de développement d’une
instabilité convective lorsque la matière est advectée à travers une région de chauffage. Nous
souhaitons ensuite appliquer cette étude au cas plus réaliste d’une supernova en utilisant une
géométrie sphérique et en prenant en compte la deuxième instabilité présente dans la région
choquée en même temps que la convection : SASI.

III.1 Géométrie plane et critère de convection

Dans le but de construire une intuition physique sur ces instabilités, nous considérons dans
un premier temps un modèle simplifié plan.

III.1.1 Critère χcrit ∼ 3

III.1.1.a Un modèle simplifié...
Afin d’établir un critère de stabilité pour la convection dans la zone de gain, un modèle

simplifié de la zone de gain a été développé par Foglizzo et al. (2006). Dans ce modèle, la
physique du choc se limite à une coupure de gravité au-delà du choc et les conditions limites
exposées dans le Chap. II. La matière n’est pas prise en compte avant son arrivée au niveau du
choc autrement que via les relations de saut de Rankine-Hugoniot. De même, une coupure de
gravité est introduite à la borne inférieure du domaine. Ainsi, la gravité n’est considérée que
sur la zone de chauffage délimitée par [−Hg;Hg]. La zone de chauffage coïncide avec la zone
de gravité non nulle. De plus, une condition limite imposée au bord inférieur permet aux ondes
acoustiques de sortir du domaine, mais aucune onde acoustique ne peut entrer dans le domaine
par ce bord.

Le chauffage/refroidissement de la matière par absorption/émission de neutrinos est pris en
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compte via la fonction de chauffage/refroidissement L similaire à celle de Bethe and Wilson
(1985). Cette fonction s’écrit

L =
Lρ

1− β

[
1− β

(
T

Tsh

)6
]
, (III.1)

où Tsh est la température au choc, β est le rapport refroidissement/chauffage au choc et L
l’intensité du chauffage. Dans cette fonction, le terme en température exprime l’intensité du
refroidissement et l’autre terme de la parenthèse représente celle du chauffage. Le chauffage
étant plus important que le refroidissement au niveau du choc lorsqu’il y a une région de gain,
ceci implique β < 1. Hors de la région de gain, on néglige les processus non adiabatiques en
imposant L = 0.

Le critère χ (Eq. I.20) est établi pour une configuration plane de la région de gain (Fig. III.1).
Il est fondé sur la comparaison de deux temps caractéristiques pour la convection : le temps
typique de la convection τbuoy associé à la fréquence de Brunt-Väisälä N et le temps passé par
une particule dans la région de gain τadv ∼ 2Hg/|v|, avec v la vitesse moyenne de la particule
sur la région. Dans le cas d’une vitesse uniforme, cette estimation du temps d’advection est
exacte. Dans ce modèle, le taux de croissance local de Brunt-Väisälä est exprimé comme :

N =

(
γ − 1

γ
g∇S

) 1
2

, (III.2)

avec γ l’indice adiabatique de la matière, S l’entropie et g l’accélération de gravité. Dans cette
étude, le temps caractéristique τbuoy associé à la convection est τbuoy = N−1. Le calcul per-
turbatif de Foglizzo et al. (2006) indique que si le temps passé dans la zone de chauffage est
supérieur à environ 3τbuoy alors l’instabilité convective peut se développer dans une gamme limi-
tée de longueurs d’onde. Dans ce modèle, le critère d’instabilité χ > χcrit ∼ 3 peut s’exprimer
approximativement en utilisant une vitesse moyenne v sur la taille de la région de gain :

χ =
2Hg

v

(
γ − 1

γ
g
∆S

2Hg

) 1
2

=

(
γ − 1

γv2
2gHg∆S

) 1
2

≳ χcrit (III.3)

en rappelant la définition de χ :

χ =

∫ rsh

rg

Im(N)

|vr|
dr. (III.4)

En comparant les deux expressions Eq. (III.3) et Eq. (III.4), nous remarquons le passage de
variables locales à des grandeurs globales. En particulier, le gradient d’entropie s’est simplifié par
une grandeur prenant en compte seulement les valeurs initiale et finale de l’entropie via ∆S. Il
faut alors prendre un compte une longueur typique du chauffage. Dans l’étude de Foglizzo et al.
(2006), la longueur typique choisie pour établir le gradient d’entropie est Hg. L’équation (III.4)
montre que la valeur locale de N est pondérée par le temps local d’advection dr/|vr|. Plusieurs
paramètres peuvent donc permettre le développement de l’instabilité (faible vitesse, grande
zone de chauffage, forte gravité et fort gradient d’entropie).

73



Figure III.2 – Évolution de la stabilité du système lorsque la taille de la région de chauffage
diminue.

III.1.1.b ... comportant des lacunes

Démontrons une limite physique de ce modèle grâce à une expérience de pensée. Pla-
çons deux fluides d’entropies différentes dans une zone de gravité constante. Supposons main-
tenant que l’entropie du fluide supérieur est très faible devant l’entropie du fluide inférieur
(Sup ≪ Sdown). Cette situation possède donc un très fort saut d’entropie ∆S ≫ 1 entre les
deux fluides. On peut penser à de la vapeur d’eau, très chaude, placée sous de l’eau liquide
froide, idéalisée ici comme un gaz de forte densité et de faible entropie. L’eau liquide incidente,
par son passage dans la zone de chauffage, est vaporisée. Dans ces conditions, la vitesse et la
taille de la région de chauffage sont déterminantes pour le développement de l’instabilité. Si le
critère exprimé par Eq. (III.3) était correct, alors il existerait une vitesse critique vcrit au-delà de
laquelle le système serait stable :

vcrit ∼
1

χcrit
×
(
γ − 1

γ
2gHg∆S

) 1
2

. (III.5)

Pour g et ∆S fixés, cette vitesse ne dépend plus que de la taille Hg de la zone de chauffage.
Si le seuil χcrit ∼ 3 était universel, on pourrait choisir Hg suffisamment petite pour que la
vitesse vcrit soit négligeable. Ainsi, en gardant l’analogie de l’eau froide sur de la vapeur d’eau,
ce critère établirait qu’une vitesse infiniment faible peut suffire à stabiliser le système malgré le
fort saut d’entropie.

Pourtant, un simple argument d’énergie potentielle suffit à nous convaincre que l’équilibre
d’une couche d’eau sur une couche de vapeur devrait être instable. Nous allons donc remettre
en cause l’universalité du seuil χcrit ∼ 3. D’après l’Eq. (III.5), la valeur de χcrit peut être déduite
de la relation entre vcrit et la taille de la région de chauffage. Nous introduisons une longueur
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Figure III.3 – Effet de la distinction d’échelles sur la stabilité marginale. En rouge, le minimum
de la courbe en dessous duquel le système est stable pour toutes les longueurs d’onde.

caractéristique supplémentaire dans le problème précédent, correspondant à la taille de la région
de chauffage HS , sur laquelle le gradient d’entropie est défini. L’expression approximative du
gradient d’entropie n’est donc plus ∆S/Hg mais ∆S/HS , où l’indice S désigne les grandeurs
se rapportant à l’entropie ou au chauffage.

Pour vérifier cette intuition physique, j’ai réutilisé le code numérique ayant mis en évidence
le critère χcrit ∼ 3, utilisé par Kazeroni et al. (2018). Afin de diminuer l’effet de la coupure de
gravité aux bords, et d’étudier seulement l’influence de la taille de la région de chauffage HS ,
nous utilisons une zone de chauffage inférieure à la zone de gravité Hg. Nous avons alors deux
échelles distinctes :

— la zone de gravité non nulle [−Hg;Hg],
— la zone de chauffage [−HS ;HS ].
Si on place ces deux grandeurs dans l’équation III.3, on obtient une nouvelle expression :

χ ∼ 2Hg

v

(
γ − 1

γ
g

∆S

2HS

) 1
2

. (III.6)

De nouveau, cette expression est exacte pour une vitesse uniforme donc pour un faible saut
d’entropie et une faible gravité. En termes de Kg et KH introduits en Sect. II.2.1.b, cela se
traduit par Kg ≪ 1 et KH ≪ 1.

La Figure III.3 représente la stabilité marginale de la convection en fonction des longueurs
d’onde considérées. Au-dessus de cette courbe, la convection est instable et peut se développer.
En dessous de cette courbe, elle est stabilisée par l’advection. On peut remarquer que lorsque
HS = Hg, la courbe atteint un minimum pour χ ∼ 3. Ainsi, lorsqu’il n’y a qu’une échelle
spatiale dans le modèle, on retrouve les résultats de Foglizzo et al. (2006) et Kazeroni et al.
(2018). Cependant, lorsque HS < Hg, on peut remarquer que le minimum de la courbe ne
se trouve plus à χ ∼ 3. La valeur de χcrit diminue lorsque l’extension verticale de la zone de
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chauffage diminue. Cela signifie que lorsque le saut d’entropie est fort, sur une petite zone, la

vitesse de stabilisation augmente plus vite que H
− 1

2
S correspondant au résultat de l’Eq. (III.6)

si χ ne variait pas avec la taille de la région de gain.
Nous souhaitons donc déterminer un critère de stabilité de la convection, plus général, qui

rende correctement compte des variations de χcrit suivant les différents paramètres tels que
HS/Hg.

III.1.2 Approche analytique

Nous avons donc montré que le critère χcrit ∼ 3 établi en 2006 avait des lacunes et
n’était pas capable d’expliquer le développement de la convection dans toutes les situations. Un
nouveau critère est donc nécessaire. Le but de ce nouveau critère est d’être applicable quelles
que soient les échelles spatiales des différents phénomènes en jeu. En particulier, il devrait être
applicable non seulement dans la configuration des supernovæ, mais plus généralement dans
toutes les situations de fluide advecté dans une région potentiellement instable à la convection.
Dans cette partie, nous cherchons donc à exprimer un nouveau critère prenant en compte les
différentes échelles du problème.

Nous avons montré que la prise en compte de différentes échelles verticales était importante
pour déterminer l’allure de la courbe de stabilité marginale dans le domaine (χ,Hgkx). Nous
allons donc distinguer trois longueurs caractéristiques :

— la zone de gravité non nulle [−Hg;Hg],
— la zone de chauffage [−HS ;HS ],
— l’échelle caractéristique de variation de la densité Hρ.
Pour établir le critère χ, le temps de développement de la convection a été établi en utilisant

la valeur locale du taux de croissance de Brunt-Väisälä. Cependant, ce taux de croissance
concerne uniquement les perturbations de faible longueur d’onde (grand nombre d’onde) par
rapport aux échelles caractéristiques du problème. Si les cellules convectives possèdent des
diamètres de l’ordre de la taille de la région de gain, le taux de croissance N n’est pas approprié
pour définir leur temps caractéristique de développement. Pour définir le nouveau critère, nous
choisissons d’utiliser le taux de croissance hydrostatique ωi de l’instabilité. Contrairement à N ,
ce taux de croissance est global. Il ne dépend donc pas du rayon considéré, mais dépend de la
longueur d’onde du mode dont on cherche à déterminer la stabilité. On cherche donc à étudier
la possibilité d’établir un critère de convection à partir de la grandeur Ψ = ωiτadv. Dans cette
formule, la vitesse et l’échelle spatiale à prendre en compte pour définir le temps d’advection sont
à définir en fonction du problème considéré et des échelles spatiales pertinentes. Ce problème
est abordé dans l’approche analytique qui suit.

Nous établissons dans un premier temps un modèle simplifié et hydrostatique comportant
un fluide supérieur compressible, isotherme, stablement stratifié, reposant sur un fluide inférieur
incompressible. Les deux fluides sont séparés par une interface au niveau de laquelle la densité
du fluide supérieur est supérieure à la densité du fluide inférieur, donc potentiellement instable.
L’utilisation d’un fluide compressible uniquement dans la partie supérieure de notre modèle est
motivée par une recherche de simplicité et se justifie par le fait que ce fluide représente la
masse dominante et donc est celui qui régira l’évolution de l’énergie du système. L’hypothèse
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z

0

Échelle de stratification de la densité

xinterface

ρu, Pu, v⃗u, fluide compressible

ρd, Pd, v⃗d, kz = −ikx, fluide incompressible

Hρ ≡ c2

g

g⃗ = −ge⃗z

Figure III.4 – Modèle simplifié hydrostatique permettant de déterminer le taux de croissance
hydrostatique de l’instabilité.

hydrostatique est permise par le caractère subsonique de la région post-choc. Elle est utilisée
afin de simplifier le système et comprendre les mécanismes de la convection sans advection. Ce
paramètre est pris en considération plus tard. Nous avons donc effectué des calculs analytiques
pour la situation décrite dans la figure III.4. Le détail des calculs est disponible dans l’Annexe A.

Dans ce modèle, les indices « u » et « d » correspondent au fluide supérieur (« up »)
et inférieur (« down »), respectivement. Les grandeurs ρ, P et v désignent, respectivement, la
densité, la pression et la vitesse du fluide.

Dans le fluide supérieur isotherme, P = ρc2 avec c, la vitesse du son, uniforme dans le milieu.
Dans la suite, l’indice 0 désigne la grandeur stationnaire des grandeurs du fluide supérieur, de
sorte que :

Pu = P0 + δPu (III.7)
ρu = ρ0 + δρu. (III.8)

L’ordre zéro de l’équation d’Euler donne

∂P0

∂z
= −ρ0g, (III.9)

avec g>0 tel que g⃗ = −ge⃗z. Cela permet d’établir l’équation différentielle vérifiée par la densité
dans le fluide

c2
∂ρ0
∂z

= −ρ0g. (III.10)

Finalement :

ρ0(z) = ρ0 exp

(
− z

Hρ

)
(III.11)

avec Hρ ≡ c2

g
et ρ0 la densité du fluide supérieur à l’interface.
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On choisit le système de variables perturbées δPu/
√
ρ0 et

√
ρ0δvz,u, pour lequel les per-

turbations peuvent s’exprimer comme exp (−iωt + ikxx+ kz) où k est la valeur propre du
système perturbé satisfaisant la condition limite d’évanescence des perturbations en z −→ +∞,
c’est-à-dire Re(k±) < 0. On a donc :

k = ±

√
1

4H2
ρ

+ k2x − ω2

c2
(III.12)

On définit le nombre d’Atwood comme :

At ≡ (
∼
ρ0 − ∼

ρd) > 0, (III.13)

avec
∼
ρ0 = ρ0/(ρ0 + ρd) et

∼
ρd = ρd/(ρ0 + ρd).

La fréquence ω des perturbations de longueur d’onde horizontale 2π/kx est déduite de la
condition limite de nullité des perturbations à l’infini :

— si Hρkx ≫ 1, alors ω2 = −Atgkx, où nous retrouvons le cas incompressible de
l’instabilité de Rayleigh-Taylor,

— si Hρkx ≪ 1, alors ω2 = −Atk
2
xc

2

∼
ρd

, où la croissance des perturbations est plus lente.

En effet, dans ce cas, la compressibilité du fluide se fait davantage sentir et on peut
avoir une limitation par la vitesse finie du son c.

Si nous nous plaçons de nouveau dans le cas d’une transition continue entre les fluides,
avec une région de transition HS très petite devant l’échelle de stratification de la densité Hρ,
on s’attend à ce que les résultats trouvés précédemment pour une discontinuité ne soient pas
modifiés. Cependant, pour les plus petites longueurs d’onde, très inférieures à la taille de la
zone de chauffage (HSkx ≫ 1) on se rapproche du cas incompressible. Ainsi, en supposant
les perturbations incompressibles et en se plaçant dans l’approximation Boussinesq consistant
à négliger les perturbations de densité hors du terme de la force de flottaison dans l’équation
d’Euler, on obtient le taux de croissance de l’instabilité

ω2 =
γ − 1

γ
g∇S, (III.14)

qui correspond bien à la fréquence N de Brunt-Väisälä.
Ces attentes de dépendance du taux de croissance en fonction de l’échelle des perturbations

sont résumées dans le tableau III.1.
Grâce à ces considérations, nous pouvons exprimer τbuoy = ω−1. Comme mentionné précé-

demment, pour exprimer le temps d’advection, il faut déterminer quelle échelle et quelle vitesse
prendre en compte. Plusieurs choix sont a priori possibles pour l’échelle spatiale à prendre en
compte. Nous faisons l’hypothèse physique que l’échelle de longueur appropriée correspond à
l’étendue verticale des perturbations. Dans le cas incompressible, l’étendue verticale des per-
turbations correspond exactement à l’étendue horizontale de ces dernières. Ainsi, si nous nous
plaçons dans un domaine de longueur d’onde où la stratification de la densité ne se fait pas
sentir et où le taux de croissance est égal à celui obtenu pour des fluides incompressibles,
alors nous pouvons considérer que l’étendue verticale des perturbations est similaire à leur ex-
tension horizontale. Nous choisissons donc d’utiliser l’échelle caractéristique des perturbations
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Échelle des perturbations (λz) ω2 analytique τadv vcrit

Hρ ≪ λz ω2 = −Atc
2k2

x
∼
ρd

Hρ

v
∝ kx

HS ≪ λz ≪ Hρ ω2 = −Atgkx
1

kxv
∝ k

−1/2
x

λz ≪ HS ω2 =
γ − 1

γ
g∇S pas décisive constante ou 1/kx

Table III.1 – Résumé des attentes analytiques concernant le taux de croissance suivant l’échelle
caractéristique des perturbations.

λx = 2π/kx sur la zone dans laquelle la stratification de la densité se fait peu sentir (λx ≪ Hρ).
Si les perturbations possèdent des longueurs d’onde supérieures à l’échelle de stratification de
la densité, cette échelle devient limitante de ce mouvement et Hρ est utilisée pour déterminer le
temps d’advection. Sous ces conditions et avec l’hypothèse de départ que la stabilité marginale
est définie par une valeur constante de Ψcrit = ωτadv, on peut déterminer la dépendance de
vcrit en kx donnée par la table III.1.

En particulier, le profil de vitesse critique en fonction de kx possède un maximum pour
kx ∼ 1/Hρ (Fig. III.5), qu’on estime par les formules asymptotiques : vcrit ∝

(
Atc

2
)1/2. Pour

les vitesses supérieures à cette vitesse, le système est stable pour toutes les longueurs d’onde.
En injectant ce résultat dans l’expression de χ de 2006, on devrait obtenir :

χcrit ∝

 ∆S

tanh
(
γ−1
2γ ∆S

)
1/2

×

√
Hs

Hρ
(III.15)

avec At = tanh
[
γ−1
2γ ∆S

]
. Ainsi, sans choc et à Hρ fixé, on a χcrit ∝ H

1/2
S . De même, à HS

fixe, on s’attend à obtenir χcrit ∝ H
−1/2
ρ .

III.1.3 Approche numérique
On utilise le code perturbatif présenté en section II.2.1.b du chapitre II afin de vérifier le

comportement asymptotique de l’instabilité convective en présence d’advection. On veut aussi
connaître son comportement entre les régimes asymptotiques.

En faisant varier séparément HS et Hρ, on obtient la Fig. III.6 qui confirme l’attente
concernant la dépendance de χcrit en HS (Eq. III.15). Cependant, si HS est fixé, la dépendance
de χcrit en H−1/2

ρ n’est pas vérifiée et semble plutôt être en H0.1
ρ . D’après les définitions des

grandeurs données dans l’Eq. II.6 et en supposant ψg(z) = 1 sur tout le domaine, on peut
exprimer Hρ en fonction de Hg et Kg :

Hρ ≡ Hg

Kg
. (III.16)
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Figure III.5 – Allures des vitesses décrites dans la table III.1 en fonction du domaine de longueur
d’onde considéré.

Ainsi, lorsque Hg est fixe, l’échelle de stratification de la densité ne dépend que de l’intensité
de la gravité via Kg. Cela signifie que, numériquement, χcrit dépendrait de K−0.1

g .
Ces résultats s’expliquent par le fait que, contrairement à nos considérations analytiques,

la longueur d’onde critique à laquelle la vitesse nécessaire pour stabiliser le système est la plus
grande ne se trouve pas en λx = Hρ. En effet, si c’était le cas, on devrait avoir la dépendance

kx ∝ 1

Hρ
. (III.17)

Lorsque HS varie, la valeur de Hgkx,crit varie effectivement très peu (Fig. III.7). Cependant,
l’évolution de kx,crit lorsque Hρ varie ne correspond pas à nos attentes, Hρkx,crit augmente
avec Hρ.

D’autre part, la Fig. III.6 montre que parmi les deux possibilités sur l’évolution de χcrit

en fonction du choix d’échelle pour H (l’échelle unique utilisée dans les études précédentes),
obtenues dans l’Annexe A (instabilité de Rayleigh-Taylor entre un fluide compressible dense sur
un fluide incompressible peu dense, dans le domaine des grandes longueurs d’onde) :

χ ∝



(
HS

Hρ

)1/2

si H = HS ,(
H2

g

HρHS

)1/2

si H = Hg,

(III.18)

aucune n’est valide. Plusieurs causes pourraient expliquer cette différence entre les attentes
analytiques et les attentes numériques, sans nécessairement remettre en doute le critère Ψ.
Tout d’abord, les attentes numériques sont obtenues pour des cas asymptotiques (λx ≪ Hρ ou
λx ≫ Hρ) et nous avons extrapolé ces résultats à λx ∼ Hρ pour déterminer la vitesse maximale
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Figure III.6 – Dépendance de χcrit, sans choc, en fonction de HS/Hρ pour Hρ = 1/3 fixé
(gauche) et HS = Hg/10 fixé (droite). Les courbes en tirets noirs représentent les ajustements
des courbes par des puissances.

Figure III.7 – Évolution de l’échelle la plus instable suivant les différentes échelles de chauffage
et de stratification de la densité considérées. À gauche, pour la courbe bleue, HS est fixé à
Hg/10 et Hρ est fixé à Hg/3 pour la courbe magenta. À droite, l’évolution de Hρkx pour
laquelle on s’attendait à avoir une droite horizontale.
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Figure III.8 – Évolution du taux de croissance en fonction du nombre d’onde Hgkx pour HS =
Hg, avec (gauche) et sans advection (droite). On illustre en magenta la limite de validité de la
méthode WKB, avec KH = HS∇S et Kg = gHg/c

2.

nécessaire pour stabiliser la convection. Ensuite, nous supposons que le taux de croissance
obtenu analytiquement sans advection est le même qu’obtenu numériquement. Cependant, le
profil d’entropie peut être altéré par l’advection et produire un taux de croissance différent de
celui considéré analytiquement. Enfin, le code numérique utilise une marche de gravité non prise
en compte dans les calculs analytiques. La partie suivante montre que ce choix de modélisation
peut avoir un impact sur les grandes longueurs d’onde.

III.1.4 Marche de gravité et instabilité artificielle
Nous avons étudié l’impact de la marche de gravité présente dans le code sur le déve-

loppement de l’instabilité et donc sur la valeur de χcrit. Les calculs analytiques détaillés sont
exposés dans l’Annexe B, où nous utilisons l’approche WKB (Wentzel, Kramers et Brillouin)
pour résoudre le système aux petites longueurs d’onde. Ces calculs sont valables pour les lon-
gueurs d’onde suffisamment petites. Si les nombres d’onde considérés sont trop petits et que
la condition :

Hgkx ≫ γ − 1

γ

HgHS∇S
Hρ

(III.19)

n’est pas vérifiée, alors l’expression de la pulsation ω =
√
HgkxN n’est plus valable.

Pour ces grandes longueurs d’onde, l’approximation WKB n’est plus valide et l’analyse
numérique montre l’émergence d’une instabilité dont le taux de croissance ne semble plus
dépendre de la longueur d’onde, même dans la limite kx → 0. En particulier, on vérifie que
cette instabilité existe à une dimension en imposant kx = 0. Ce comportement est illustré
dans la Fig. III.8 où l’on voit les deux domaines avec l’instabilité 1D ne dépendant pas de
la longueur d’onde horizontale. Cela nous permet de confirmer que cette instabilité n’est pas
liée à la convection, phénomène multidimensionnel par nature. Cette instabilité semble donc
être artificielle, due à la présence d’une marche de gravité. En effet, il est possible que ce
phénomène provienne de la coupure de gravité en Hg où l’on fait une approximation plate du
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Figure III.9 – Présentation du système en eau peu profonde analogique. Les lignes continues
illustrent l’état d’équilibre stationnaire tandis que les lignes pointillées illustrent l’état perturbé.

potentiel (g=0) alors que la forme réelle est en 1/R. La partie qui suit illustre l’impact de cette
différence.

Une analyse énergétique du phénomène 1D via l’analogie en eau peu profonde utilisée dans
Foglizzo et al. (2012) permet de déterminer l’origine exacte de cette instabilité. En particulier,
il est intéressant de savoir si cette instabilité est bien due à la coupure de gravité supérieure.
Le détail des calculs analytiques est présenté dans l’Annexe C.

III.1.4.a Analyse énergétique

Afin d’étudier un système physique analogue au cas de deux coupures de gravité, nous
étudions le modèle présenté Fig. III.9. Nous étudions un cas analogue à deux fluides non miscibles
dont les densités ρ1 et ρ2 vérifient ρ1 < ρ2. Dans notre analogie, les deux fluides possèdent
différentes profondeurs afin de rendre compte de leurs entropies différentes. Les deux fluides
sont séparés par une interface verticale solide sans masse pouvant se déplacer librement au gré
des perturbations.

Dans cette analogie, les correspondances des grandeurs physiques sont telles que :
— la dimension z devient x dans l’expérience analogique ;
— le potentiel gravitationnel gz est proportionnel à l’intensité gl de la gravité du laboratoire

et l’altitude z du fond : sol plat (gravité constante) suivi d’une montée linéaire z =

α(x− x0) (gravité croissante) puis à nouveau plat, Fig. III.9 ;
— la force analogique de gravité qui en découle correspond donc à αgl ;
— la densité du gaz analogue ρg correspond à la densité surfacique ρ1,2h1,2 (avec h1,2 la
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profondeur du fluide 1 ou 2 et ρ1,2 sa densité) ;
— la vitesse du son c2 correspond à glh ;
— l’indice adiabatique du gaz équivalent vaut γ = 2 ;

— la pression du gaz analogue Pg = ρgc
2/γ correspond donc à

ρ1,2glh
2
1,2

2
;

— la variation d’entropie S1 − S2(>0) à l’interface des deux fluides s’exprime comme
1

γ−1 ln(ρ2/ρ1) = 2 ln(L1/L2) avec les équivalences mentionnées, S1 = ln (g/(2ρ1)),
L1,2 définis comme la profondeur du fluide 1, 2 au niveau de l’interface, à l’équilibre.
Dans cette situation, l’équilibre des forces de pression donne alors ρ1L2

1 = ρ2L
2
2.

On étudie les variations d’énergie potentielle ∆EP et cinétique ∆Ek lors d’un déplacement
horizontal infinitésimal de l’interface δx. Pour cela, on suppose que les fluides ne sont pas
limités horizontalement et que les variations de hauteur de liquide δz1,2 sont négligeables. Dans
ce cas, la variation d’énergie potentielle totale lors d’un déplacement δx de l’interface vaut :

∆EP =

(
ρL2

)
2

α|δx|2gl ×
[
1

L1
− 1

L2

]
. (III.20)

Si les variations de hauteur de liquide ne sont pas négligeables, alors la variation d’énergie
potentielle s’exprime comme :

∆EP =

(
ρL2

)
2

|δx|gl ×
[
δz1
L1

+
α|δx|
L1

+
δz2
L2

− α|δx|
L2

]
(III.21)

La condition d’instabilité ∆EP < 0 donne alors la contrainte d’instabilité :

δz1
|δx|L1

+
δz2

|δx|L2
< α

(
1

L2
− 1

L1

)
. (III.22)

Si l’on introduit des bornes aux domaines telles que xi est la position horizontale de l’interface,
xPNS correspond à la borne du domaine 1 (la surface de la PNS) et xu correspond à la borne
du domaine 2 placée à l’infini, la conservation du volume donne :

L1|δx| = δz1(xi − xPNS), (III.23)
L2|δx| = δz2(xu − xi). (III.24)

Dans ce cas, la condition d’instabilité devient :

1

xi − xPNS
+

1

xu − xi
< α

(
1

L2
− 1

L1

)
. (III.25)

On note alors XPNS = xi − xPNS et Xu = xu − xi.
Pour trouver le taux de croissance de cette instabilité, nous utilisons l’équation ∆Ek = −∆EP .

L’énergie cinétique s’exprime :

∆Ek = −ω
2δx2

2
(ρ1V1 + ρ2V2) , (III.26)
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où V1,2 est le volume du fluide concerné. Après simplification des termes communs, l’équilibre
des énergies s’écrit :

ω2

(
V1
L2
1

+
V2
L2
2

)
= gl ×

[
1

XPNS
+

1

Xu
+ α

(
1

L1
− 1

L2

)]
. (III.27)

Cette équation permet d’obtenir le taux de croissance et donc de définir un domaine d’instabilité.
En faisant l’analogie zmin = XPNS, zmax = Xu, g = αgl, c2up = glL2 et glH(x −→ ∞) = Φ,
avec c2up la vitesse du son à l’interface dans le gaz supérieur et Φ la valeur du potentiel
gravitationnel à l’infini :

ω2 = 8gc2up

(
1

zmin
+

1

zmax

)
c2up + g

(
e−

∆S
2 − 1

)
8gc2up

(
zmine

−∆S
2 + zmax

)
+ 4gΦ (zmine−∆S − zmax) + 3Φ2 (1− e−∆S)

,

(III.28)
en utilisant l’équilibre initial des forces L2

1ρ1 = L2
2ρ2 et ∆S = S1 − S2.

Le dénominateur étant toujours positif tant que L2 > 2H, on retrouve bien le critère de
stabilité établi précédemment avec ω2 < 0 équivalent à(

1

zmin
+

1

zmax

)
c2up + g

(
e−

∆S
2 − 1

)
< 0. (III.29)

On souhaite vérifier que cette instabilité est due à la présence de la marche de gravité. Pour
cela, on étudie de la même façon d’autres formes de potentiels.

III.1.4.b Utilisation d’un potentiel hyperbolique
Si on considère un potentiel hyperbolique tel que :

z = −R
2

x
= αx, (III.30)

α =
∂z

∂x
(xi) =

R2

x2i
, (III.31)

où
R2

xi
= |zi| est le niveau du sol à l’interface dans la position d’équilibre initial. Dans ce cas,

la condition d’instabilité implique L2 < |zi|, illustré dans la Fig. III.10. Cela implique que la
surface du fluide de droite rencontre le sol. En particulier, cela implique que le déplacement de
matière dans le fluide (2) entraîne une variation de la profondeur du fluide. Si cette variation
de profondeur entraîne une rencontre entre le fluide et le sol à l’infini, alors l’instabilité n’est
pas possible. En effet, l’intégrale de 1/x étant divergente, cela entraînerait une masse infinie
du fluide de droite via l’équation :

m2 = ρ0

∫ ∞

xi

dx

x
(III.32)

Ainsi, l’instabilité n’est pas possible lorsqu’on considère un potentiel Newtonien.
Si l’on considère un potentiel en 1/xn, avec n > 1, alors l’instabilité redevient possible.

85



Figure III.10 – Description du système dans le cas d’un sol hyperbolique.

III.2 Géométrie sphérique

Par l’utilisation d’une géométrie sphérique, nous nous rapprochons du cas physique de la
supernova. En particulier, nous pouvons prendre en compte l’effet géométrique de convergence
de la matière lorsqu’on se déplace vers les petits rayons. Pour faire cela, on utilise le code de
la partie II.2.2 du chapitre II. Par cette approche, on souhaite étudier l’évolution du paramètre
χ correspondant à la stabilité marginale de la convection en fonction de plusieurs paramètres
pertinents dans l’étude des supernovæ. Nous allons étudier l’influence de l’intensité du chauffage
par les neutrinos via χ, du nombre de Mach de la matière incidente M1, l’équation d’état via
l’indice adiabatique γ, le rayon du choc rsh et la dissociation au choc ε.

Afin de déterminer quel mode étudier, nous parcourons le domaine (ωr, ωi) pour chaque
mode afin de déterminer quel harmonique est le plus instable. Nous sélectionnons ensuite le
mode dont le taux de croissance ωi est le plus élevé, qui se trouve être le mode de plus basse
fréquence ωr. Ainsi, nous avons étudié le comportement du mode fondamental en fonction des
divers paramètres.

III.2.1 Impact du chauffage
Lorsque l’on modifie l’intensité du paramètre de chauffage, les propriétés des modes propres

sont affectées. En particulier, sur la Fig. III.11 nous voyons apparaître deux comportements
distincts en fonction du chauffage, déjà observés par Yamasaki and Yamada (2007) et Fernández
et al. (2014). Pour les faibles valeurs de χ, on observe une instabilité oscillante (ωr non nul),
dominée par les petites valeurs de l : SASI. Pour les valeurs de χ les plus élevés, une instabilité
non oscillante (ωr = 0) se développe : la convection.
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Figure III.11 – Évolution du taux de croissance et de la fréquence de plusieurs modes en fonction
du chauffage. Deux régimes apparaissent, liées aux deux instabilités SASI, pour les faibles
chauffages, et convective au-delà.

III.2.1.a SASI
Comme expliqué au chapitre I, l’instabilité liée au choc stationnaire est le résultat d’une

interaction entre le choc et la zone de refroidissement au-dessus de la PNS. Elle implique deux
temps caractéristiques :

— τadv, le temps mis par les perturbations d’entropie/vorticité pour être advectées du choc
jusqu’à proximité de la surface de la PNS où elles produisent une rétroaction acoustique,

— τac, le temps mis par la rétroaction acoustique pour atteindre le choc.
Le taux de croissance et la fréquence de l’instabilité, sans chauffage, sont donc inversement
proportionnels à la taille de la région choquée. Lorsque l’intensité du chauffage augmente, le
rayon du choc augmente. On s’attend donc à ce que le taux de croissance et la fréquence
de l’instabilité diminuent de façon proportionnelle à l’inverse de la taille de la région choquée
rsh − rPNS.

Cependant, plus le chauffage augmente, plus la convection perturbe le développement de
SASI. Ainsi, au-delà d’un certain chauffage, la fréquence de SASI décroît plus vite que ce qui
peut être prédit par l’augmentation de la taille de la région choquée seule, jusqu’à devenir
nulle. À partir de ce moment, l’instabilité liée au choc stationnaire est sous-dominante et la
convection se développe. Dans un régime amorti pour les intensités de chauffage intermédiaires,
puis instable pour les taux de chauffage les plus grands.
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Figure III.12 – Évolution de la valeur de χ à la stabilité marginale pour différents taux de
dissociation ε. La croix rouge au minimum de chaque courbe indique l’emplacement du χcrit

pour chaque taux de dissociation.

III.2.1.b Transition convective
Pour chaque mode de nombre d’onde azimutal m, il est possible de déterminer un seuil de

stabilité marginale χmarg,m tel que (ωr, ωi) = (0, 0) 1. Ce seuil correspond à la transition vers une
convection instable. Sa valeur est représentée dans la Fig. III.12 en fonction du mode considéré,
pour plusieurs taux de dissociation. Si on considère tous les modes, nous pouvons définir un
seuil critique global χcrit ≡min(χmarg,m). Ce comportement est illustré dans la Fig. III.12.

Cette valeur critique d’apparition de l’instabilité convective est à comparer à la valeur
χcrit ∼ 3 établie en 2006. Nous allons nous intéresser à la variation de ce chauffage de transition
lorsque les paramètres de dissociation ε, de nombre de Mach incident M1, d’équation d’état γ
et de rayon de choc rsh sont variés.

III.2.2 Test de χcrit

Lorsque l’on fait varier le paramètre de dissociation, une partie de l’énergie de la ma-
tière incidente est perdue pour dissocier les noyaux de fer. Les relations de Rankine-Hugoniot
(Eqs. II.1-II.3) établissent que cette énergie incidente est transformée en énergie cinétique, ther-
mique et est utilisée pour la dissociation des noyaux de fer. Une plus grande dissociation a donc
deux effets. Tout d’abord, le support thermique sous le choc se trouve diminué, entraînant une
récession du choc par équilibre des forces de pression. Ensuite, cela crée une diminution du
nombre de Mach juste en dessous du choc Msh, la vitesse de la matière est diminuée et le
refroidissement nécessaire pour atteindre une vitesse radiale nulle au bord interne est diminué

1. Dans les faits, cela n’est pas possible pour le modem = 1, toujours instable. Pour ce mode particulier, la transition
vers un mode convectif instable est définie par la condition ωr = 0.
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Figure III.13 – Évolution du taux de chauffage à la stabilité marginale de la convection en
fonction des divers paramètres (ε en bleu, rsh0 en magenta, M1 en cyan, γ en rouge) en
conservant le rayon du choc sans chauffage rsh0 = 5 rPNS et le nombre de Mach de la matière
incidente M1 = 5 (sauf précisé autrement). En tirets bleus, l’évolution de χcrit lorsque la
microphysique est conservée constante et que le taux de dissociation varie.

lui aussi. Ainsi, lorsque la dissociation au choc est prise en compte, deux hypothèses de calcul
peuvent être faites :

— la taille de la région choquée reste la même et l’intensité du refroidissement diminue,
— l’intensité du refroidissement reste la même et le rayon du choc diminue.
Ces deux possibilités permettent de diminuer le taux de refroidissement intégré sur la région

choquée mais la première option supposerait une modification de la microphysique du refroidis-
sement de la matière. À l’instar de Fernández et al. (2014), gardant le rayon du choc constant
lorsque le taux de dissociation au choc est varié, nous choisissons de garder le rayon du choc
et le nombre de Mach au-dessus du choc constants dans cette comparaison. Le refroidissement
varie avec les paramètres tandis que le rayon sans chauffage est imposé. En effet, lorsqu’on
impose le rayon du choc ou le nombre de Mach, c’est le refroidissement qui doit s’adapter afin
de conserver la condition de vitesse nulle au bord interne. Nous acceptons donc de modifier
la microphysique du refroidissement afin de pouvoir comparer tous les paramètres pour des
situations initiales similaires. Pour l’étude plus approfondie de l’effet de la dissociation à venir,
nous utiliserons une microphysique constante et laisserons varier le rayon du choc ainsi que le
nombre de Mach associé.

Les variations induites par ces quatre paramètres (rsh0, ε, M1, γ) sont présentées sur la
Fig. III.13.

Grâce à cette analyse, on peut quantifier l’amplitude des variations de χcrit dans l’espace
des paramètres considérés. On remarque que ces variations ne sont pas négligeables mais restent
restreintes dans l’intervalle [3; 4], ce qui est compatible avec les résultats de Glas et al. (2019b).
De plus, le paramètre ayant le plus d’influence sur la valeur de transition vers une instabilité
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Figure III.14 – Profil du carré de la fréquence de Brunt-Väisälä ωBV en fonction du rayon pour
différentes valeurs de χ.

convective semble être l’indice adiabatique γ. Des valeurs de γ plus grandes impliquent des
transitions plus tardives, à des χ plus élevés. Cela est important car, pour le cas plus proche
des conditions astrophysiques possédant un indice adiabatique γ ≳ 4/3, la valeur critique de
χ tend vers 4. Contrairement aux résultats de l’analyse plane, nous n’obtenons pas une valeur
de χcrit très inférieure à 3 dans tout l’espace de paramètres. Au contraire, même pour des
dissociations telles que ε = 0.5, la valeur du χcrit reste supérieure à 3. Grâce à l’analogie du
cas plan effectuée précédemment, cela s’explique partiellement via l’étude des échelles spatiales
impliquées dans cette analyse sphérique. Dans le cas sphérique, la zone de chauffage se mesure
via le profil de la fréquence de Brunt-Väisälä dans la zone de gain (Fig. III.14). En particulier, la
largeur à mi-hauteur du pic de cette fréquence est l’analogue sphérique à HS définie dans le cas
plan. On remarque que le pic peut devenir étroit pour des grandes valeurs de χ mais que l’effet
est très limité autour de χ ∼ 3. La diminution de la zone de chauffage dans le cas sphérique
est donc moins importante que la diminution de HS considérée précédemment, dans le modèle
plan. Nous n’observons donc pas la décroissance de χcrit obtenue dans la partie précédente.

Cet écart aux attentes planes pourrait s’expliquer par le développement de SASI pour les
faibles valeurs de chauffage. En effet, cet effet était éliminé dans le cas plan par la condition
limite d’onde sortante uniquement. Par ailleurs, cette instabilité semble affectée par la convec-
tion avant de disparaître. En effet, on peut voir dans le second graphique de la Fig. III.11
que la fréquence de SASI semble décroître de façon abrupte, proche de la transition vers une
instabilité purement convective. Cela est surement dû à la présence sous-jacente de la poussée
d’Archimède venant perturber l’évolution d’une instabilité purement SASI. Ainsi, il se pourrait
qu’en l’absence de SASI, la convection instable puisse être observée pour des taux de chauffage
inférieurs à χ = 3, lorsque le rapport de taille des régions de chauffage et de gain est inférieur
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à 1.
Ainsi, contrairement au cas plan où des valeurs faibles de χcrit peuvent être atteinte par

des petites zones de chauffage, le cas astrophysique est bien décrit par le modèle et le critère
établis en 2006.

III.2.3 Évolution de l’échelle dominante
Une analyse plane de la taille des cellules convectives dominant l’instabilité menée par

Chandrasekhar (1961), montre que ces cellules sont circulaires. La formule trouvée par Foglizzo
et al. (2006) estime que la valeur du l dominant puisse s’exprimer comme :

ldom =
π

2

rsh + rg
rsh − rg

. (III.33)

Ainsi, pour les rayons de choc les plus petits, où la courbure de la sphère se fait le moins sentir,
on s’attend à ce que l’échelle du mode le plus instable corresponde à des cellules convectives
circulaires de rayon (rsh − rg)/2.

La Fig. III.15 montre l’influence des paramètres (ε, rsh, γ, M1) sur l’échelle dominante
ainsi que l’écart à la valeur attendue par la formule donnée en Eq. III.33. On remarque que les
valeurs et leurs variations sont bien prédites par cette formule, bien que nous puissions observer
une sous-estimation presque systématique de l’échelle. L’écart à la valeur théorique est inférieur
à 1 pour presque tous les cas. D’autre part, on peut noter que le paramètre ayant le plus
d’influence sur la variation de la taille du mode le plus instable est la dissociation au choc. Ce
paramètre sera donc conservé pour les futures études.

Nous proposons une interprétation à la différence presque systématique observée. Pour
les plus grands rayons de choc, le phénomène de convergence est plus fort et l’estimation
plane surestime donc la taille des cellules convectives. Il en est de même, lorsque les différents
paramètres influant sur le rayon du choc sont variés. Nous nous attendons donc à ce qu’une
augmentation de la dissociation au choc ou une diminution du nombre de Mach incident,
augmentant le rayon du choc, mène à une estimation moins fiable de la taille des cellules
convectives par l’Eq. III.33.

III.3 Conclusion sur le critère de stabilité

Le critère établi en 2006 dans des conditions simplifiées (Foglizzo et al., 2006; Kazeroni
et al., 2018) a été remis en cause. Nous avons montré que dans le cas général, non astro-
physique, ce critère n’était pas assez général et ne permettait pas de décrire correctement le
développement de la convection en présence d’advection. Nous avons testé ici la possibilité
d’un nouveau critère, dépendant des dimensions du problème et des longueurs d’onde considé-
rées : Ψ. Ce critère est plus global et utilise le taux de croissance hydrostatique de l’instabilité
convective. Les approches analytiques de ce critère ne sont cependant, pour le moment, pas
totalement en accord avec les résultats numériques. Plusieurs paramètres restent à vérifier afin
de s’assurer que cette différence ne provient pas d’une hypothèse invalide. Parmi ces paramètres
se trouvent l’adiabaticité des perturbations et les échelles de longueurs utilisées pour définir le
temps d’advection. Il semble que cette valeur soit cruciale pour déterminer la vitesse critique
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Figure III.15 – Évolution de la taille des cellules convectives en fonction du rayon du choc lorsque
les paramètres (ε, rsh0, γ, M1) sont variés. En tirets sont représentées les valeurs attendues via
l’Eq. (III.33). Le point noir désigne le point de départ commun tel que ε = 0, rsh0 = 5 rPNS,
γ = 4/3, M1 = 5.

de stabilisation de la convection. D’autre part, une piste en cours d’étude porte sur l’étude du
taux de croissance hydrostatique et l’influence du profil d’entropie sur cette grandeur.

Bien que nous ayons démontré que le critère χ comporte des lacunes, nous avons pu
déterminer que, dans le cas astrophysique de l’étude de la convection dans la zone de gain
d’une supernova, ce critère restait approximativement valable et applicable. En effet, la valeur du
paramètre χ à la stabilité marginale de la convection varie peu lorsque les différents paramètres
d’entrée sont variés. Nous observons des transitions convectives sur le domaine χcrit ∈ [3, 4].
Cette variation, bien que faible, peut rendre la valeur de χcrit trop imprécise pour être utilisée
dans les simulations numériques 1D où il est nécessaire d’avoir un seuil précis pour déclencher
les effets convectifs. Ce paramètre nécessite donc un affinement.

Les résultats obtenus en géométrie sphérique ne sont cependant pas totalement expliqués par
le rapport de tailles des régions et motivent donc des études plus approfondies du phénomène.
En effet, la valeur de χcrit attendue par l’approche numérique plane serait de 1.5 dans le cas
appliqué aux supernovæ. Cette différence entre le taux de chauffage critique attendu et celui
obtenu dans les calculs appliqués aux supernovæ peuvent avoir plusieurs sources :

- Tout d’abord, nous avons considéré un modèle permettant de prendre en compte l’in-
stabilité SASI, absente dans les calculs plans. Il est possible que l’advection des pertur-
bations d’entropie et de vorticité retardent le développement de l’instabilité convective.

- Dans le modèle sphérique, nous prenons en compte une fonction de refroidissement,
non prise en compte dans l’analyse plane.

Bien que le critère proposé par Foglizzo et al. (2006) semble rester valide dans le cas astrophy-
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sique, des études restent à faire afin de développer un critère plus général, valable pour toutes
les géométries et tailles de région de chauffage.
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Impact de la rotation...
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Dans ce chapitre, nous étudions l’influence de la rotation sur les instabilités convective et
SASI. Les modes fondamentaux, dominants en l’absence de rotation et dans une grande partie
de l’espace des paramètres, sont décrits dans la section IV.1 qui reproduit un article soumis
pour publication. D’autres modes, d’importance moindre, sont discutés dans la section IV.2 :
les harmoniques à plus hautes fréquences d’une part, et les modes rétrogrades d’autre part.
Enfin, nous présentons des résultats préliminaires de l’analyse énergétique permettant d’étudier
l’origine des variations du taux de croissance liées à la rotation.

IV.1 ... sur le mode fondamental

La première partie de ce chapitre détaille l’étude de l’impact de la rotation sur les modes
fondamentaux des instabilités convective et SASI dans le plan équatorial. Cette étude a été
acceptée par le journal Astronomy & Astrophysics (Buellet et al., 2023). Le texte original en
anglais est présenté dans cette partie, après un résumé en français.

IV.1.1 Résumé de l’article
Le développement des instabilités convectives et SASI au cœur de l’étoile est crucial afin

de relancer le choc stationnaire et créer l’explosion et nous cherchons ici à savoir comment ce
rôle est modifié lorsque la rotation est prise en compte. Nous savons que la rotation affecte
SASI, même pour les petits taux de rotation (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Blondin et al.,
2017). Cependant, l’effet de la rotation sur le développement de l’instabilité convective, due
aux neutrinos, est encore méconnu. Cet article représente un premier pas vers l’identification
de l’effet de la rotation sur les instabilités de la zone choquée, lorsque le chauffage est pris en
compte. Pour les taux de chauffage les plus faibles, nous étudions l’impact de la rotation sur
SASI. L’impact de la rotation sur la convection est étudié pour les taux de chauffage les plus
élevés. La caractérisation de la fréquence du mode m = 2 est particulièrement importante pour
interpréter le signal en ondes gravitationnelles d’une supernova.

Pour faire cela, nous utilisons une analyse linéaire, restreinte au plan équatorial. De plus,
nous nous intéressons uniquement au gaz compris entre le choc et la PNS. La dynamique
de la PNS n’est donc pas prise en compte. De plus, nous nous sommes concentrés sur les
modes fondamentaux, négligeant les harmoniques. L’étude des harmoniques est abordée dans la
Sect. IV.2. Cette approche simplifiée nous permet de pouvoir explorer le domaine des paramètres
tels que le taux d’accrétion, la luminosité des neutrinos et le moment cinétique. En effet, nous
considérons des moments cinétiques de 0 à 1.5× 1016cm2/s.

Par cette étude, nous avons pu démontrer que la nature de l’instabilité du mode non
axisymétrique dominant dépend du taux de chauffage (via le paramètre χ) et du taux de
rotation. Pour les forts taux de chauffage (χ > 5), le taux de croissance des modes convectifs
du plan équatorial est amoindri par la rotation différentielle. Cependant, pour les plus petits taux
de chauffage, des modes mixtes SASI/convection tirent avantage de la rotation différentielle,
Ces modes sont à grande échelle (m = 1, 2, 3) et deviennent dominants pour des rotations
intermédiaires : 10% − 30% de la rotation Képlérienne au niveau de la surface de la PNS,
où les effets centrifuges sont encore faibles. Pour les taux de rotation plus élevés, le taux de
croissance et la fréquence du mode dominant dépendent peu du taux de chauffage. Cela met en
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évidence l’émergence d’une nouvelle instabilité pour laquelle la convection n’intervient plus. En
particulier, pour ce régime d’instabilité et dans les unités vsh/rsh, la fréquence du mode le plus
instable semble ne plus dépendre du taux de chauffage et le mode m = 2 domine la dynamique
du flot sur une grande partie du domaine exploré. Dans ce domaine de taux de rotation et
avec ces unités, il existe une relation linéaire entre la fréquence d’oscillation du mode dominant
et le taux de rotation du gaz accrété, valable pour toutes les intensités de chauffage par les
neutrinos.

Finalement, cette étude nous a permis d’identifier trois régimes de rotation pour lesquels le
comportement du mode dominant varie. Tout d’abord, pour les faibles taux de rotation (< 10%

de la rotation Képlérienne au niveau de la surface de la PNS), la rotation a un effet linéaire,
augmentant le taux de croissance de SASI. Selon le taux de chauffage, la rotation diminue
(χ > 5) ou augmente (χ < 5) quadratiquement le taux de croissance de la convection. Pour les
rotations intermédiaires (10% − 30%), des modes mixtes SASI/convection/rotation à grande
échelle dominent la dynamique du gaz. Pour les taux de rotation les plus forts, la poussée
d’Archimède ne joue plus de rôle dans l’instabilité et la fréquence et le taux de croissance du
mode dominant ne dépendent pas ou peu de l’intensité du chauffage par les neutrinos.
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IV.1.2 Introduction

The death of massive stars begins with the collapse of their iron core, which forms a
proto-neutron star (PNS) for zero-age main sequence stellar masses in the range [10, 60] M⊙
(Woosley et al., 2002; Woosley, 2017). The bounce creates a shock wave that propagates
outwards and gradually loses energy, dissociating iron atoms until it stalls. The development
of multi-dimensional instabilities during the stalled shock phase impacts both the revival of
the shock (e.g. Herant et al., 1994; Janka and Mueller, 1996; Couch and O’Connor, 2014;
Takiwaki et al., 2016) and the multi-messenger signature (e.g. Tamborra et al., 2013; Janka
et al., 2016; Kuroda et al., 2016; Müller, 2020; Burrows and Vartanyan, 2021). The standing
accretion shock instability (SASI ; Blondin et al., 2003; Blondin and Mezzacappa, 2006) can
generate shock oscillations and contributes to pushing the shock farther up (Scheck et al.,
2008; Marek and Janka, 2009; Hanke et al., 2013). The magnitude of this effect depends on
the concurrent growth of the neutrino-driven convection, which can generate turbulence in the
post-shock region (Abdikamalov et al., 2015; Radice et al., 2016). Different paths to explosions
dominated by either neutrino-driven convection or SASI may occur depending on the precise
physical conditions determined by the progenitor structure (Müller et al., 2012a; Murphy et al.,
2013; Fernández et al., 2014) and the magnitude of pre-collapse turbulence asymmetries (Couch
and Ott, 2013; Müller et al., 2017).

The development of neutrino-driven convection and/or SASI leaves clear signatures in gra-
vitational waves (GWs ; Murphy et al., 2009; Kuroda et al., 2016; Andresen et al., 2017).
The eigenfrequencies deduced from a perturbative analysis can be recognised in the GW signal
(Torres-Forné et al., 2018, 2019b) and can be used to constrain parameters such as the PNS
mass and radius or the shock radius (Torres-Forné et al., 2019a; Sotani and Takiwaki, 2020;
Sotani et al., 2021). These asteroseismic properties can also help constrain the equation of
state at nuclear densities (Kuroda et al., 2016; Sotani et al., 2017; Kuroda et al., 2022).

The neutrino signal is also a precious messenger, carrying direct information on the frequency
of large-scale shock oscillations induced by SASI, and is currently detectable for galactic super-
novae. In addition, the correlated detection of neutrino modulation and GWs could constrain
the instability at work (Kuroda et al., 2017; Shibagaki et al., 2021).

A detailed understanding of the mechanism of each instability is necessary when interpreting
the results of numerical simulations and in guiding the exploration of the parameter space. It is
also useful for identifying potential numerical artefacts, for example on the competition between
SASI and convection (Fryer and Warren, 2004; Hanke et al., 2013; Ott et al., 2013). SASI results
from the interaction of pressure and advected perturbations of entropy and vorticity between
the shock and the surface of the PNS (Foglizzo et al., 2007; Foglizzo, 2009; Fernández and
Thompson, 2009a; Guilet and Foglizzo, 2012). The convective instability in the post-shock
region is driven by neutrinos emitted by the cooling PNS : in the region where the absorption
of neutrino energy exceeds the losses by neutrino emission, the heating by neutrino absorption
creates a negative entropy gradient that is favourable to convection (Herant et al., 1992). The
growth of this neutrino-driven convection requires neutrino heating to be strong enough that
the buoyancy timescale is shorter than one-third of the advection timescale across this region
(Foglizzo et al., 2006). Above a critical heating rate, the fundamental oscillatory mode of SASI
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becomes the purely growing convective instability that dominates the dynamics of the flow
(Yamasaki and Yamada, 2007; Fernández et al., 2014).

Most core-collapse simulations and theoretical work neglect the impact of rotation, which
is therefore not well known. Rotation is, however, thought to play an important role in at
least a small fraction of core-collapse supernovae with more extreme properties, such as super-
luminous supernovae (Woosley, 2010; Inserra et al., 2013) or hypernovae and long gamma-ray
bursts (Woosley, 1993; Metzger et al., 2011). It is furthermore possible that rotation plays
a less extreme role in a larger fraction of core-collapse supernovae. Theoretical models of
stellar evolution constrained by the efficient transport of angular momentum inferred from
asteroseismic observations of red giants (Cantiello et al., 2014) and the observations of pulsar
spins (Popov and Turolla, 2012) suggest that the majority of supernova explosions originate from
slowly rotating stellar cores, and the rotation frequency, Ω, could be as low as 2× 10−3 rad/s
(Ma and Fuller, 2019).

Rotation rates of up to 2 rad/s are more exceptional but are commonly considered to explain
extreme events such as hypernovae, super-luminous supernovae, and gamma-ray bursts. In this
regime, the convective dynamo (e.g. Thompson and Duncan, 1993; Raynaud et al., 2020)
and the magnetorotational instability (e.g. Akiyama et al., 2003; Guilet et al., 2022; Reboul-
Salze et al., 2022) are expected to efficiently amplify the magnetic field of the PNS. Raynaud
et al. (2020) hypothesise that magnetar-like magnetic fields can be generated by the strong field
branch of the convective dynamo, which takes place at early times for specific angular momenta
larger than 4× 1015 cm2/s. This threshold corresponds to an angular frequency of 0.4 rad/s at
1000 km in the progenitor. The extraction of rotational energy with such a strong magnetic field
can lead to strong magnetorotational explosions (e.g. Takiwaki et al., 2009; Kuroda et al., 2020;
Bugli et al., 2021). The dynamo timescale being uncertain, the hydrodynamical approximation
is often chosen for simplicity to model the majority of supernovae.

Beside the generation of magnetic fields, rotation can have several other effects on the shape
of the neutrinosphere and on the development of instabilities. The centrifugal force diminishes
the action of gravity and results in a larger radius of the neutrinosphere in the equatorial plane.
The equatorial decrease in neutrino luminosity and neutrino mean energy is not favourable
to the explosion according to axisymmetric simulations (Marek and Janka, 2009). The lower
equatorial temperature favours neutrino heating in the polar region and a bipolar explosion
(Suwa et al., 2010).

Stellar rotation can be favourable to the development of a vigorous, prograde, spiral SASI
mode (Blondin and Mezzacappa, 2007a). The destabilising effect of differential rotation exists
even for slow rotation with a negligible centrifugal contribution, as shown by perturbative ana-
lyses (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Walk et al., 2022) and confirmed by numerical simulations
(Kazeroni et al., 2017; Blondin et al., 2017), in which neutrino heating was neglected. Howe-
ver, the driving mechanism of this rotational destabilisation is not understood yet (Walk et al.,
2022).

Classical studies of the effect of rotation on convection considered a rotation axis aligned
with gravity. In a viscous fluid with thermal diffusion, the critical Rayleigh number defining
the onset of thermal convection is increased by rotation (Chandrasekhar, 1961; Rossby, 1969;
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Wedi et al., 2021). The studies of convection that considered the impact of differential rotation
(Feudel and Feudel, 2021) did not involve radial advection, which is crucial in the supernova
case. According to the Solberg-Høiland criterion, the development of axisymmetric convection
can be stabilised by rotation if the specific angular momentum increases outwards (Endal and
Sofia, 1978). In axisymmetric simulations of stellar core-collapse, this effect produces less vi-
gorous convective motions in the equatorial plane and results in later-time explosions that are
weaker at the equator than at the poles (Fryer and Heger, 2000). These 2D results seemed
to be confirmed in 3D for the fastest spinning progenitors (Ω ∼ 4.1 rad/s at 1000 km ; Fryer
and Warren, 2004) in a regime where centrifugal effects can be dominant at reducing both the
effective gravity and the neutrino luminosity in the equatorial plane, and thus producing a lower
buoyancy than in the polar region.

Estimating the effect of modest rotation in the equatorial region of post-shock convection is
less obvious when centrifugal effects are small, since inward accretion produces a uniform profile
of specific angular momentum. With a rotation rate of Ω ∼ 1.3 rad/s at 1000 km, core-collapse
simulations have shown an earlier onset of neutrino-driven convection that produced a stronger
explosion in the equatorial plane, earlier than in the non-rotating case (Nakamura et al., 2014).

Even a modest amount of rotational kinetic energy, T , compared to the potential energy,
|W |, can trigger a spiral instability known as ‘low-T/|W | instability’ in the interior of isolated
neutron stars (Shibata et al., 2002; Watts et al., 2005b; Passamonti and Andersson, 2015).
The mechanism of this instability relies on the extraction of energy and angular momentum
from internal regions rotating faster than the spiral pattern towards the external region, which
is rotating more slowly (Cairns, 1979; Saijo and Yoshida, 2006). A similar instability has been
observed in 3D simulations of stellar core-collapse, where it enhances the energy transport from
the PNS to the shock and can lead to stronger explosions (Ott et al., 2005; Cerdá-Durán et al.,
2007; Takiwaki et al., 2016, 2021).

The interplay of centrifugal effects, SASI, convection, and the low-T/|W | instability can
be difficult to disentangle in numerical simulations considering the diversity of progenitors and
numerical approximations (Ott et al., 2008). Our current understanding relies on a very sparse
sampling of this diversity. During the collapse of a 27M⊙ progenitor, the dynamic of the shock
is driven by SASI and the convection for small rotation rates, and is dominated by the low-
T/|W | instability for high enough rotation rates (Ω = 2 rad/s ; Takiwaki et al., 2021). The
enhancement of SASI by differential rotation can compensate for the loss of neutrino energy due
to the centrifugal force during the collapse of a 15M⊙ progenitor (Summa et al., 2018). The GW
analysis of these simulations can help us identify physical processes such as the enhancement of
SASI for high rotation rates (Andresen et al., 2019). The 3D simulations of stationary accretion
by Iwakami et al. (2014) consider a range of rotation rates, mass accretion rates, and neutrino
luminosities. The structure of the dominant instability and the observed patterns are classified
into three main categories : spiral, buoyant bubbles, or spiral and buoyant bubbles. However, the
simultaneous variation in both rotation and neutrino luminosity make it difficult to disentangle
their respective effects.

Previous studies of the impact of rotation on SASI (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Blondin
et al., 2017) did not consider the effect of heating. Conversely, perturbative studies on the effect
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of heating on both SASI and the convective instability did not consider rotation (Yamasaki and
Yamada, 2007; Fernández et al., 2014). To have a better understanding of the effect of each
parameter on the growth of instabilities, we used a linear analysis, varying the rotation and the
heating rate separately. Doing this, we were able to disentangle the effect of these parameters
in the linear regime. By focusing on the accretion region above the surface of the PNS, we
did not include the interaction with the low-T/|W | and the convective instabilities developing
inside the PNS. The aim of this paper is thus to study the impact of rotation on the onset of
neutrino-driven convection and its interplay with SASI when both the neutrino heating and the
rotation rate are varied. In Sect. IV.1.3 we detail the numerical setup and define the stationary
and perturbed flows. We study in Sect. IV.1.4 the effect of rotation on SASI and convection as
well as their interplay. Finally, we focus in Sect. IV.1.5 on the features that might be observable
in a GW signal coming from an exploding supernova.

IV.1.3 Methods
IV.1.3.a Numerical setup

To study the growth of the convective and SASI instabilities, we numerically solved the
system of perturbed equations corresponding to an idealised model of stationary accretion of a
perfect gas, in spherical geometry restrained to the equatorial plane as in Walk et al. (2022),
using the coordinates (r, ϕ). Our setup is an adaptation of the linear analysis of Fernández et al.
(2014) that includes rotation. The parameters we varied are : the reference shock radius (rsh0)
obtained without neutrino heating ; dissociation and rotation ; the rate of nuclear dissociation
across the shock (ε) ; the neutrino luminosity ; and the specific angular momentum (J) that
reaches the surface of the PNS.

IV.1.3.b Stationary flow
In spherical geometry, the system of stationary equations describing the conservation of

mass, the entropy profile S(r), the conservation of angular momentum, and the profile of the
Bernoulli parameter in the equatorial plane is

∂

∂r

(
ρvr2

)
= 0, (IV.1)

∂S

∂r
=

L
Pv

, (IV.2)

∂J

∂r
= 0, (IV.3)

∂

∂r

(
v2

2
+

J

2r2
+

c2

γ − 1
− GM

r

)
=

L
ρv
, (IV.4)

where G is the universal gravity constant and M is the mass of the PNS, v the radial velocity
and c the sound speed in the gas with pressure P and density ρ. The self-gravity of the infalling
matter is neglected compared to that of the PNS. Non-adiabatic heating and cooling processes
are described by a local function L ≡ Lh + Lc, as in Fernández et al. (2014). The cooling
function Lc used in Houck and Chevalier (1992) is a parametric function of P and ρ :

Lc = −Ac ρ
β−αPα. (IV.5)
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We used α = 3/2 and β = 5/2 as in Blondin and Mezzacappa (2006), Foglizzo et al. (2007),
Yamasaki and Foglizzo (2008), Fernández and Thompson (2009a), Fernández et al. (2014),
Guilet and Foglizzo (2012), and Blondin et al. (2017). Using a dimensional analysis, we express
Ac as a function of the PNS radius, rPNS, the surface gravity,GM/r2PNS, and the mass accretion
rate, Ṁ :

Ac = Ãc × Ṁ1−β

(
GM

r2PNS

)1−α+β
2

r
5β
2
−2−α

PNS , (IV.6)

where Ãc is a dimensionless quantity. The value of Ãc sets the value of the shock radius rsh
without dissociation, rotation, or heating. Ãc does not vary when these parameters are changed.
The heating function Lh is expressed as

Lh = Ah
ρ

r2
. (IV.7)

The normalisation constant Ah is proportional to the neutrino luminosities and the neutrino
opacities per unit mass. It is varied as a free parameter in our model. The heating and cooling
functions are effective in the post-shock region and are turned off above the shock, as in
Fernández et al. (2014).

In order to study the influence of stellar rotation on the growth of the instabilities, we vary
parametrically the specific angular momentum J . Its dimensionless measure j is defined using
the Keplerian specific angular momentum at the PNS surface :

j ≡ J

(GMrPNS)
1/2

. (IV.8)

We note that j2 measures the ratio of the centrifugal and gravitational forces at the PNS
radius :

J2

r3PNS

r2PNS

GM
= j2. (IV.9)

In our analysis, we varied j from 0 to 0.5, which corresponds to a maximum centrifugal force
equal to 25% of the gravitational force at the PNS boundary. The angular momentum at 50%
of the Keplerian rotation can be expressed as

J = 1.5× 1016 cm2/s
j

0.5

(
rPNS

50 km

M

1.4 M⊙

)1/2

, (IV.10)

which corresponds to an angular frequency Ω = 1.5 rad/s at a reference radius r = 1000 km in
the progenitor. For comparison, the strong dynamo branch described in Raynaud et al. (2020)
could be generated for j ≳ 0.13. Our hydrodynamical study neglecting magnetic fields assumes
that dynamo processes are too slow to interfere.

Angular momentum conservation leads to a uniform specific angular momentum in the
stationary flow (Eq. IV.3). The profile of angular frequency is therefore

Ω(r) =
J

r2
= 150 rad/s

j

0.5

(
100 km

r

)2

. (IV.11)
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In our model, the dissociation parameter ε corresponds to the fraction of specific kinetic
energy of the incoming matter that is used to photo-dissociate the iron nuclei. ε is expressed in
units of the specific kinetic energy v2ff0/2 associated with free-fall at the reference radius rsh0.
The Mach number is imposed so that M1 = 5 above the shock, without heating, rotation, or
dissociation. The Bernoulli parameter is set to zero above the shock, and the adiabatic index is
set to γ = 4/3. The default values of the shock radius and the dissociation rate are rsh0 = 5rPNS

and ε = 0. For each figure, the value rsh0 = 5rPNS is used and the only exception is the use of
rsh0 = 3.2rPNS for comparison in Figs. IV.1 and IV.5. This specific value is chosen such that the
shock radius without heating coincides with the case with (j, ε) = (0, 0.3) and rsh0 = 5rPNS.
The value of rsh specified in each figure corresponds to the shock radius taking into account
the neutrino heating, dissociation and rotation associated with the parameters (Ah, ε, j). The
shock radius decreases when dissociation increases. As the rotation or the heating rate Ah is
increased, the shock radius increases (blue curve in Fig. IV.1) and the corresponding Mach
number immediately above the shock decreases.

Distances are normalised with either the PNS radius rPNS or the reference shock radius
rsh0. Densities are normalised with the density immediately above the shock ρ10, and velocities
with the free-fall velocity vff0 at rsh0. These units are chosen for (Ah, ε, j) = (0, 0, 0) and they
do not vary when (Ah, ε, j) are varied. With these units, the heating normalisation constant is
written

Ah = Ãhv
3
ff0rsh0, (IV.12)

where Ãh is a dimensionless parameter characterising the heating rate. Another dimensionless
measure of the heating rate is the convection parameter χ defined in Foglizzo et al. (2006) as

χ ≡
∫ rsh

rg

N(r)
dr

|v|
, (IV.13)

where rg is the gain radius above which absorption of neutrino energy exceeds the losses by
neutrino emission, and N(r) is the local Brunt-Väisälä frequency :

N ≡
(
γ − 1

γ
g∇S

) 1
2

. (IV.14)

In this equation, the gravity term g was not corrected by the centrifugal force for the sake of
simplicity, which is acceptable because of the low value of the ratio of those two forces in the
parameter domain that we explore. Indeed, Eq. (IV.9) shows that even for the fastest rotation
rate considered (j = 0.5), the ratio of those forces reaches only ∼ 7% in the middle of the
post-shock region.

We thus used (rsh0, χ, ε, j) to explore the 4D parameter space associated with the mass
accretion rate, neutrino luminosity, dissociation rate, and rotation.

Figure IV.1 illustrates the dependence on neutrino heating of the shock and gain radii for
typical rotation and dissociation parameters. The gain radius is located near the shock for small
values of χ, approaches twice the PNS radius for χ ∼ 2 and remains constant for χ≫ 2 while
the radius of the stationary shock is pushed further out by the strong heating of the matter.
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Figure IV.1 – Evolution of the shock (blue) and gain (red) radii as a function of the convection
parameter, χ. Unless stated otherwise, the values of the parameters are rsh0 = 5rPNS, ε = 0,
and j = 0. The case (j, ε) = (0, 0) and rsh0 = 3.2rPNS (dashed lines) is chosen so that the
shock radius without heating coincides with the case with (j, ε) = (0, 0.3) and rsh0 = 5rPNS.
As expected, the shock radius increases with χ and the introduction of rotation increases the
shock radius when the cooling normalisation, Ac, is conserved. Note that for the moderate
value of angular momentum j = 0.1, the stationary flow is almost unaffected by rotation.

The stronger the dissociation, the lower the energy after the shock. This leads to lower
velocities of sound and matter than in the case without dissociation. As a result, the integrated
intensity of the cooling function needed to decelerate across the shocked region is reduced. As
Ãc is determined with ε = 0, the size of the shocked region decreases when the dissociation
rate increases, as observed in Fig. IV.1.

The centrifugal force increases the shock radius by ≃ 15% for the fast rotation rate j = 0.4.
On the other hand, the impact of rotation is barely visible in this figure for a moderate rotation
rate j = 0.1 because of the quadratic dependence of the centrifugal force with the rotation
frequency as measured by Eq. (IV.9). With j = 0.1, we obtain a centrifugal effect of only
j2 = 1%. However, we will see in the next section that this modest rotation is large enough to
have significant effects on SASI and the convective instability.

IV.1.3.c Perturbed flow

For the perturbed system, we used the same set of perturbed variables as in Yamasaki and
Foglizzo (2008). The terms δf , δh, δS, and δq are defined as follows :

δf ≡ vδv +
J

r
δvϕ +

2c

γ − 1
δc− δq, (IV.15)

δh ≡ δv

v
+
δρ

ρ
, (IV.16)

δS ≡ 2

γ − 1

δc

c
− δρ

ρ
, (IV.17)

δq ≡ δ

(∫
L
ρv
dr

)
. (IV.18)
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The time and angular dependence of the perturbations are assumed to follow the form exp (−iωt+ imϕ).
Their radial dependence is then governed by the same differential equations as Eqs. (6-11) in
Yamasaki and Foglizzo (2008) with kz = 0, despite the different geometry (spherical-equatorial
instead of cylindrical) and the inclusion of neutrino heating in the local function L :

d

dr

δf

ω
=

ic2

v (1−M2)

{
M2

(
δh− ω′

c2
δf

ω

)
(IV.19)

+
[
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, (IV.21)

dδq

dr
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v
δq + δ

(
L
ρv
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, (IV.22)

where

ω′ ≡ ω − mJ

r2
, (IV.23)

µ2 ≡ 1− m2

r2
c2

ω′2
(
1−M2

)
. (IV.24)

In these equations ω′ corresponds to the Doppler-shifted value of ω and is thus a function of
radius. We note that this effect of rotation is linear with respect to Ω, whereas the centrifugal
force is proportional to Ω2 as discussed above. A linear dependence allows for strong effects of
slow rotation, as will be discussed later.

The boundary conditions at the shock are expressed using conservation laws across a per-
turbed shock :

δfsh
ω

= iv1∆ζ

(
1− vsh

v1

)
, (IV.25)

δhsh = −i ω
′

vsh
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)
, (IV.26)

δSsh = i
ω′v1
c2sh

∆ζ

(
1− vsh

v1

)2
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ρshvsh
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+

(
1− vsh

v1

)
∆ζ

c2sh

(
2v1vsh
rsh

+
J2

r3sh
+
GM

r2sh

)
, (IV.27)

δqsh = −Lsh − L1

ρshvsh
∆ζ, (IV.28)

where ∆ζ is the shock displacement. The indices ‘1’ and ‘sh’ refer to the values above and below
the shock, respectively. The only difference with the boundary conditions (12-15) in Yamasaki
and Foglizzo (2008), who assumed a cylindrical symmetry, is the factor 2 implied by our choice
of spherical-equatorial geometry, in the term 2v1vsh/rsh in Eq. (IV.27).
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We used the same lower boundary condition as in Yamasaki and Foglizzo (2008) at the PNS
surface, where the radial velocity vanishes. We used the Newton-Raphson method to find the
eigenvalues of this system when ε, M1, χ, and rsh (or Ãc) are given. This method determines
the perturbation growth rate ωi and frequency ωr associated with the complex eigenfrequency
ω ≡ ωr + iωi, for each azimuthal number, m.

In order to identify the effect of the four parameters (rsh0, ε, χ, j) on the growth of instabili-
ties, we select a mode and follow its evolution when the parameters are varied. For a given value
of m, studied the evolution of each harmonic without rotation and selected the overtone with
the highest growth rate, which happens to be the fundamental mode as obtained by Yamasaki
and Yamada (2007). We therefore follow the properties of this fundamental mode when the
parameters (rsh0, ε, χ, j) are varied. When rotation exceeds j ∼ 0.15, we noticed that some
higher harmonics can be slightly more unstable than the fundamental mode, but this effect is
marginal.

IV.1.4 Results
IV.1.4.a SASI and the convective instability without rotation

Figure IV.2 – Evolution of the growth rate (upper panel) and frequency (lower panel) of the
fundamental modes as a function of the convection parameter, χ. Two instability domains can
be identified : SASI (ωr ̸=0) for modest neutrino heating and the convective instability (ωr =0)
for stronger heating.

Figure IV.2 shows the effect of the heating parameter χ on the growth rate and the frequency
of the fundamental mode corresponding to several azimuthal numbers m = 1 to 5. Similarly to
Yamasaki and Yamada (2007) and Fernández et al. (2014), for each value of m, the instability
is oscillatory (like SASI) for modest heating and purely growing (like the convective instability)
for stronger heating. The most unstable perturbations in the oscillatory regime have a large
angular scale corresponding to a small azimuthal number m = 1, as expected for SASI. For
each mode, the SASI frequency decreases abruptly to zero when the heating rate is increased.
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The transition to a mode with zero frequency corresponds to a steep increase of the growth
rate. The azimuthal scale of the dominant convective modes is smaller (i.e. larger m, here
m = 4) than SASI modes. The χ parameter corresponding to the transition between SASI and
convection is ∼7% smaller than expected from Fernández et al. (2014). This difference may
be due to their use of an entropy cut-off in the heating/cooling function, exp − (S/Smin)

2,
where Smin is the entropy at the PNS surface. Except for this small quantitative difference, the
general behaviour is the same as in Fernández et al. (2014).

To illustrate the influence of the dissociation parameter ε on the growth of the convective
instability, we fixed the value χ = 4 such that the dominant mode is convective for every
dissociation rate. Figure IV.3 compares the azimuthal number mnum corresponding to the most
unstable mode obtained numerically (triangles), to the expected value estimated analytically by
Foglizzo et al. (2006) (dotted line) :

mana =
π

2

rsh + rg
rsh − rg

. (IV.29)

The analytical formula is in approximate agreement with mnum and reproduces reasonably well
its increase with the dissociation parameter ε. This dependence on ε can therefore be understood
using Eq. (IV.29), which is a geometric formula based on the assumption that convective cells
have a circular shape, radially centred in the gain region. When dissociation is increased, the
shock radius decreases while the gain radius is barely affected (see Fig. IV.1). The smaller
radial size of the convective zone therefore leads to smaller-scale convective cells. Beyond the
approximate agreement, Fig. IV.3 shows that the analytical formula tends to underestimate
the value of mnum by 15− 25%, which can be interpreted as follows. Eq. (IV.29) neglects the
spherical geometry of the star and the fact that the local value of the Brunt-Väisälä frequency
is highest near the gain radius such that the width of its radial profile is only a fraction of the
gain region size. As a result, the limiting scale for the convective cells is smaller than the whole
gain region and comparable to the size of the most buoyant region, as can be seen in Fig. IV.10.
This can explain the offset between the blue triangles and the blue curve in Fig. IV.3, indicating
that mana over-estimates the angular size of the dominant convective scale.

We also varied rsh0 between 2 and 4.5 times the PNS radius by changing the cooling intensity
Ãc and adapting the pre-shock Mach number M1 such that M1 = 5 for rsh = 5rPNS, ε = 0.
For this variable, the agreement between mnum and mana is similar to the one obtained in
Fig. IV.3 without dissociation.

IV.1.4.b Influence of stellar rotation
In this section we characterise the dependence of the growth rate and the oscillation fre-

quency on the rotation rate for both SASI and the convective instability. We highlight the
existence of three rotation regimes, reflected by the properties of their eigenfrequencies and
structures. For small rotation rates (j ≲ 0.1, Sects. IV.1.4.b and IV.1.4.b), we identify the de-
velopment of SASI or the convection, depending on the convection parameter. For intermediate
rotation rates (j ∈ [0.1, 0.3], Sect. IV.1.4.b), the distinction between the two instabilities is no
longer possible and we observe the growth of mixed modes. For high rotation rates (j ≳ 0.3,
Sect. IV.1.4.c), the effect of the χ parameter on both the frequency and the growth rate
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Figure IV.3 – Influence of the dissociation of nuclei across the shock on the azimuthal number
of the most unstable fundamental mode, mnum (triangles), at χ = 4 for three different values
of the rotation rate. The numerical values of the most unstable modes (triangle) are compared
to the analytical predictions of Eq. (IV.29) (dashed lines) as a function of the dissociation rate.
We allow for quarter-integer values of mnum for an easier comparison with Eq. (IV.29).

becomes negligible and a rotational instability arises.

Effect of rotation and heating on SASI
The growth rate of SASI is expected to increase approximately linearly with the rotation

rate, and the angular scale of the dominant mode is expected to diminish when the rotation
rate increases. The corotation radius, defined as

rcorot ≡
(
mJ

ωr

)1/2

, (IV.30)

is also expected to increase with the rotation rate. These results were obtained without neutrino
heating using a perturbative analysis and numerical simulations both in cylindrical geometry
(Yamasaki and Foglizzo, 2008; Kazeroni et al., 2017) and in spherical geometry (Blondin et al.,
2017; Walk et al., 2022).

Our perturbative analysis in spherical-equatorial geometry, shown in Fig. IV.4, confirms
these results for χ = 0 and measures the impact of neutrino heating for χ = 2. The lower
plot in Fig. IV.4 shows the same dependence of the corotation radius on the rotation rate as
in Yamasaki and Foglizzo (2008) despite the different geometry. We note that increasing the
rotation rate introduces a corotation radius rcorot > rPNS associated with the mode m = 2 for
a lower rotation rate than the mode m = 1. This hierarchy is conserved when neutrino heating
is taken into account. In addition, in Yamasaki and Foglizzo (2008), the frequencies for which
rcorot = rPNS are fp2 ∼ 0.15 kHz and fp1 ∼ 0.25 kHz for m = 2 and m = 1, respectively.
These values are very close to our spherical-equatorial results, where fp2 ∼ 0.17 kHz and
fp1 ∼ 0.28 kHz.

As in Yamasaki and Foglizzo (2008), the growth rate of the mode m = 1, dominant without
rotation, becomes inferior to the growth rate of the mode m = 2 for sufficiently fast rotation
rates. We find that this behaviour is robust when neutrino heating is taken into account, as
illustrated in Fig. IV.4 for χ = 2.
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Figure IV.4 – Evolution of the growth rate, ωi, in units of vsh/rsh (top), and the corotation
radius in units of rPNS (bottom) as a function of the rotation rate, measured as in Yamasaki
and Foglizzo (2008) with fp, the pulsar frequency at 10 km. The azimuthal numbers m = 1
(blue) and m = 2 (red) are displayed for χ = 0 (solid line) and χ = 2 (dash dotted line). To
allow for a comparison with Fig. 1 of Yamasaki and Foglizzo (2008), we considered the same
parameter rsh = 5rPNS with a strong adiabatic shock.

In the absence of dissociation and heating (solid lines in Fig. IV.4), the observed transition
with the mode m = 2 dominating the instability for j ∈ [0.3, 0.5] is consistent with the results
of Blondin et al. (2017) where the mode m = 2 dominates for j ∼ 0.36 (corresponding to
h = 0.115 in their units). When neutrino heating is taken into account, Fig. IV.4 shows that
the transition from m = 1 to m = 2 requires a slightly larger amount of rotation. On the other
hand, this transition requires a smaller amount of rotation when the shock radius is smaller
or when dissociation is taken into account (Fig. IV.5). The influence of dissociation can be
explained by its effect on the advection timescale. For a given shock radius (kept constant in
Fig. IV.5), the matter velocity decreases with ε because of the larger compression through the
shock. As a consequence, the advection timescale rsh/vsh increases with ε and the frequency
of the SASI modes decreases. A slower rotation is therefore sufficient to be comparable to
the SASI frequency, which can explain the steeper effect of rotation. This interpretation is
confirmed by the bottom panel of Fig. IV.5 where the rotation rate has been normalised using
the advection timescale. This re-normalisation indeed collapsed the curves with and without
dissociation, at least for the small rotation rates. We note, however, that this argument cannot
explain the dependence on the shock radius of the rotational destabilisation of SASI, which
remains mysterious.
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Figure IV.5 – Influence of rotation on the growth rate of SASI with dissociation (solid lines) and
without dissociation (dashed lines). The bottom panel presents the rotation rate normalised with
a proxy for the advection timescale from the shock to the PNS calculated for (χ, j) = (0, 0).
Other parameters are χ = 0 and rsh (j = 0) = 3.2rPNS.

Effect of rotation on the convective instability
We consider in Fig. IV.6 the effect of the convection parameter on the eigenfrequency of

the mode m = 4 for different rotation rates. The mode m = 4 was chosen because it is the
first mode exhibiting a convective instability when j = 0. The most striking feature regarding
the oscillation frequency (lower plot in Fig. IV.6), compared to Fig. IV.2, is the loss of a sharp
transition between an oscillatory instability for modest neutrino-heating and a purely growing
instability for strong enough neutrino-heating. This effect blurs the distinction between SASI
and convection. This distinction becomes difficult for j ≳ 0.1 as will be discussed in the next
section. In this section we focus on the regime of slow rotation (j ≲ 0.1), in which the two
instabilities can still be distinguished.

Even with modest angular momentum, the differential nature of rotation implies that
convective motions are sheared, in addition to being entrained in rotation with a frequency
intermediate between the shock and PNS rotational frequency. The region most unstable to
buoyant motions – namely, the radius rBV corresponding to the largest Brunt-Väisälä fre-
quency N(r) (Eq. IV.14) – is expected to contribute most to defining the phase frequency of
the convective mode (i.e. the rotation frequency of the frame in which the convective pattern is
stationary). In Fig. IV.7 we compare rBV with the corotation radius rcorot defined by Eq. (IV.30).
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Figure IV.6 – Evolution as a function of χ of the growth rate, ωi (top), and the frequency, ωr

(bottom), of the fundamental mode with an azimuthal number m = 4 for different values of
the rotation rate.

For small rotation rates (j ≲ 0.1), we remark that rcorot is close to rBV as anticipated for a
purely convective mode.

Figure IV.8 illustrates the effect of rotation on the growth rate of convective modes at
χ = 6.5, which is significantly larger than the marginal stability threshold of the most unstable
mode (χ = 3.5−4). For both dissociation rates considered (ε = 0 and ε = 0.3), the differential
rotation reduces the growth rate of the convective instability, in particular for the smaller scale
modes. The adverse effect on the convective instability is less abrupt for larger-scale modes,
which we interpret as a smaller effect of the shear between the shock and the PNS. As a result,
larger angular scales become dominant for high rotation rates. At the largest scales (m = 1 for
ε = 0, m = 1− 2 for ε = 0.3), the effect of rotation is an increase of the growth rate, which
will be discussed in the next paragraph and section.

Figure IV.9 shows the effect of rotation on the convection parameter at marginal stability,
referred to as χmarg. This threshold for unstable convective modes decreases with rotation for all
m considered, thus showing a destabilising effect on convection near its marginal stability. Such
a destabilising effect is surprising and stands in striking contrast to the adverse effect of rotation
at χ = 6.5 discussed in the last paragraph. We interpret this effect as a consequence of the mixed
nature of the modes near the transition between SASI and convection. In this interpretation, the
destabilising effect of rotation on convection is a residual effect of the rotational destabilisation
of SASI, which is well established numerically (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Blondin et al.,
2017; Walk et al., 2022) but has never been explained physically. The effect of rotation is
thus expected to depend on how close the convection parameter is to the SASI–convection
transition. This expectation is in agreement with Fig. IV.9, which shows that the convection
parameter at marginal stability χmarg decreases faster with rotation for modes with smaller m.
In the absence of rotation, when m increases, the transitional χtrans from SASI to convection

111



Figure IV.7 –Evolution of the corotation radius, rcorot, as a function of the rotation rate for ε = 0
(top) and ε = 0.3 (bottom). The corotation radius of the most unstable mode is represented
with a blue line (numbers above the line specify the corresponding azimuthal number, m). For
comparison, grey lines show the PNS radius, rPNS, the gain radius, rgain, the radius of the
Brunt-Väisälä frequency maximum, rBV, and the shock radius, rsh. With both values of the
dissociation, the corotation radius of the most unstable mode is close to rBV for slow rotation
and moves away for higher rotation rates (j > 30%).

decreases (see Fig. IV.2) while the marginal stability χmarg depends little on the azimuthal
number. As a result, the difference ∆χ ≡ χtrans − χmarg increases with m, and the residual
effect of SASI decreases. This highlights the mixed SASI-convection nature of the modes near
χtrans for small rotation rates.

Mixed SASI-convective mode induced by rotation
For intermediate rotation rates (0.1 < j < 0.3), the behaviour of the modes is modified by

rotation to such an extent that it becomes impossible to distinguish clearly between convective
and SASI modes. As described in this section, the modes in this regime retain characteristics
of both instabilities and are best understood as mixed SASI-convection-rotation modes.

In order to gain a deeper understanding of the transition between SASI dominated and
buoyancy dominated regimes including rotation, we show in Fig. IV.10 the entropy structure of
the eigenfunction for the modes m = 1, 2, 4, 5 for three values of the angular momentum j = 0,
0.1 and 0.4 and χ ∼ 6. Without rotation (first column in Fig. IV.10), the entropy structure
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Figure IV.8 –Growth rate evolution depending on the rotation rate for several modes at χ = 6.5
with ε = 0 (top panel) and ε = 0.3 (bottom panel). For j = 0, rsh(ε = 0) = 7.8rPNS and
rsh(ε = 0.3) = 4.1rPNS. For this convection parameter, non-axisymmetric convective modes
are quenched by rotation. In the absence of rotation, all modes are above the transition from
SASI to convection, except for the mode m = 1 in the bottom panel.

113



Figure IV.9 – Impact of rotation on the convection parameter at marginal stability, χmarg. We
consider several azimuthal numbers with m > 3, for which SASI is stable in the absence of
rotation. The m = 1 and m = 2 are not shown because they are unstable to SASI, which
prevents us from measuring χmarg. The curves are cut when the mode is unstable for all
convection parameters, in which case χmarg does not exist anymore.

of SASI (first line) is uniformly spread in the radial direction as a spiral pattern. It is clearly
distinct from the structure of convection, whose perturbations are more localised in the vicinity
of the gain radius and do not display any spiral pattern. In the second column of this figure, we
note that the m = 1 spiral SASI pattern is little affected by a moderate rotation with j = 0.1

(compare left and middle columns). This can be interpreted by the fact that for such moderate
rotation, the corotation radius is close to the PNS surface. For the same rotation rate, the
differential rotation shears the convective cells with m = 2− 5. This leads to spiral structures
that are smaller but similar to a SASI pattern. However, the convective nature of the mode is
still visible by the localisation of the perturbations near the gain radius. These similar structures
suggest that the mode is not purely convective, but a mixed SASI-convection-rotation regime.

A global panorama of the parameter space is shown in Fig. IV.11 where χ and j are varied
for three values of the dissociation parameter ε = 0, 0.3 and 0.5 (upper to lower rows). The
four columns represent the growth rate and oscillation frequency of the most unstable mode,
its azimuthal number m and the corotation radius rcorot. A prominent effect of dissociation is
a reduction in rsh and thus the timescale of advection across the gain region.

For small values of j, a sharp jump in frequency and m is visible in Fig. IV.11 where
neutrino heating exceeds the threshold χ ∼ 4, corresponding to the transition from SASI to the
convective instability as the most unstable mode. However, as rotation increases, the frequency
of the convective instability increases until it becomes similar to the SASI frequency. When the
angular momentum reaches jcrit ∼ 0.08−0.12, the jump disappears and it becomes impossible
to distinguish clearly convective from SASI modes : this is the regime of mixed modes.

The occurrence of mixed modes can also be recognised in the evolution of the corotation
radius shown in Fig. IV.7. Above a critical rotation rate, the corotation radius indeed moves
away from the Brunt-Väisälä radius, where it is located for a convective mode. We remark
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Figure IV.10 – Spatial structure of the eigenmode entropy perturbation in the equatorial plane,
for ε = 0.3 and χ ∼ 6. Each row corresponds to a value ofm = (1, 2, 4, 5) (from top to bottom)
and each column to a rotation rate with j = (0, 0.1, 0.4) (from left to right). In magenta and
cyan, we represent the gain and corotation radii, respectively. The diagonal sequence of framed
plots corresponds to the most unstable modes. Coordinates x and y are expressed in rPNS units.
The deformation induced by rotation is stronger for smaller-scale modes.

that rcorot shifts outwards for rotation rates exceeding j ∼ 10%, indicating a lower frequency
than expected for a purely convective mode. This slower oscillation frequency compared to
the rotation rate of the most buoyant layer indicates that some physical process associated
with rotation and/or SASI contributes significantly to the instability mechanism. However, the
decrease of the azimuthal number of the dominant mode (see below) maintains the corotation
close to the Brunt-Väisälä radius, indicating that convection still plays a role in the instability
mechanism.

We remark in the third column of Fig. IV.11 that the azimuthal number m of the most
unstable mode decreases with the rotation rate for χ > 4, while it increases for χ < 4. The
change of dominant convective scale induced by rotation is not predicted by Eq. (IV.29) :
comparing the magenta and blue triangles in Fig. IV.3 indicates a shift to larger angular scales
induced by a moderate angular momentum j = 0.1, despite a negligible change in the size of
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Figure IV.11 – From left to right, maps of the growth rate, ωi, frequency, ωr, azimuthal number,
m, and corotation radius of the most unstable fundamental mode with three dissociation rates :
ε = 0 (top row), 0.3 (middle row), and 0.5 (bottom row). Above the dashed magenta line, the
growth rate of equatorial perturbations decreases with rotation. In the two left columns, the
white lines show where the corotation radius equals rPNS and rgain. In the two right columns,
the black lines highlight the variation in the dominant azimuthal number, m. The numbers in
the third and fourth columns highlight the azimuthal number of the most unstable mode.
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the gain region. For this small rotation rate, the shortcoming of Eq. (IV.29) is not surprising
when considering the rotation-induced distortion of the convective cells in Fig. IV.10 and the
residual influence of SASI. The rotational stabilisation of perturbations with a large azimuthal
wave number m can be understood as a consequence of their strong shear (Eq. IV.23), which
induces a short radial wavelength 2πv/ω′ for advected perturbations near the PNS, and thus a
phase mixing particularly visible in the lower right corner of Fig. IV.10.

Figure IV.12 – Evolution of the critical rotation rate, jcrit, depending on the dissociation using
two methods. This critical rotation corresponds to the apparition of the mixed modes. The
higher the dissociation, the later the transition. For the blue points, we used the discontinuity
end of the dominant m at χ ∼ 4. For the magenta points, we used the advection timescale,
τadv, from the shock to the gain radius for m = 4 and χ ∼ 4.

The third column of Fig. IV.11 can be used to better constrain the domain of existence of
these mixed modes. For small rotation rates, the azimuthal number contours converge to a line
at χ ∼ 4. It corresponds to the transition from purely SASI modes to purely convective modes,
across which the azimuthal number and frequency of the dominant mode is discontinuous.
Above this boundary, the high m modes dominate, and their frequency depends linearly on
the rotation rate. However, this frontier disappears for higher rotation rates, and the transition
from small m to higher m is continuous. The value of the rotation rate jcrit when the frontier
disappears slightly increases when the dissociation rate increases (blue points in Fig. IV.12).
This behaviour can be quantitatively reproduced if we assume that mixed modes appear when
the frequency of the convective mode ≃ mΩ(rBV) matches the frequency of the corresponding
SASI mode in the absence of rotation or heating ≃ 2π/τadv. This criterion defines a critical
specific angular momentum,

Jmix ≡
2πr2BV

mτadv
, (IV.31)

which reproduces remarkably well the variation of jcrit when considering the mode m = 4

(magenta points in Fig. IV.12). This is the signature of the growth of mixed modes SASI-
convection-rotation.

The first column in Fig. IV.11 shows the adverse effect of rotation on the growth rate of
the convective instability for χ > 5, as discussed in Sect. IV.1.4.b. For each rotation rate, the
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magenta line highlights the value of χ above which rotation has an adverse effect on the growth
of convection in the equatorial plane. In this region, the dynamic of the flow is dominated by
axisymmetric convective modes in the plane (r, z), which are expected to be little affected by
rotation for j ∈ [0, 0.3]. This stands in contrast with the beneficial effect of rotation on the
growth rate of SASI for χ < 3 − 4, as discussed in Sect. IV.1.4.b, where spiral modes are
therefore expected to dominate the dynamics. Interestingly, rotation has a beneficial effect on
the growth rate of the dominant non-axisymmetric convective modes for moderate convection
parameters χ ≃ 4− 5 (Fig. IV.11). The same behaviour can be observed for the m = 4 mode
in the upper plot of Fig. IV.6, where the growth rate for χ ∼ 3− 4 is significantly enhanced by
rotation. It is also linked to the easier onset of convection with rotation shown by the decrease
of χmarg in Fig. IV.9, as discussed in Sect. IV.1.4.b. All these observations suggest that the
perturbation of the shock induced by the convective instability produces an advective-acoustic
cycle favourable to enhance the convective instability, as already suggested by the entropy
structure in Fig. IV.10. The mode m = 1 in Fig. IV.8 calls for a particular attention, with a
significant enhancement of the growth rate by rotation (this is also true for the m = 2 mode in
the lower panel of the same figure) in a regime χ = 6.5 a priori dominated by convection with an
adverse effect of rotation. This peculiar behaviour of the m = 1−2 modes can also be explained
by a mixed state of this mode, with the advective-acoustic cycle interacting constructively with
the convective mode. Indeed, for these low values of m the transition from SASI to convection
takes place at a rather large value of χ (e.g. χ ≃ 6 for m = 1 in Fig. IV.2). As a consequence,
mixed modes with a beneficial effect of rotation are expected for larger values of χ close to this
transition.

Figure IV.13 – Growth rate (top) and frequency (bottom) evolution of several modes depending
on the rotation rate, j, for χ = 4.5, ε = 0, and rsh(j = 0) = 6.8rPNS.

Figures IV.13 and IV.14 illustrate the effect of rotation on both instabilities in two confi-
gurations mainly differing by their shock radius, induced by different values of the dissociation
parameter. The value χ = 4.5 is chosen in the region where the most unstable mode is convec-
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Figure IV.14 – Same as Fig. IV.13 but for ε = 0.3 and rsh(j = 0) = 3.9rPNS.

tive and the growth rate increases with rotation (below the magenta line of the first column
in Fig. IV.11). In the bottom panel of these figures, the oscillation frequency without rotation
(j = 0) reveals the convective (ωr = 0) or SASI (ωr ̸= 0) nature of the modes. We can
see that the convective frequency, enhanced by rotation, is similar to the SASI frequency for
j ∈ [0.02, 0.08]. The top panels of this figure show that the effect of rotation varies depending
on the nature of the instability. The growth rate of SASI modes is enhanced by rotation, as in
Yamasaki and Foglizzo (2008) and Blondin et al. (2017). As mentionned in Sect. IV.1.4.b, for
convective modes, the effect of rotation depends on the proximity of χ to the transition value
χtrans (defined in Sect.IV.1.4.b).The rotation can induce an increase of the growth rate, similar
to the effect of rotation on SASI, if ∆χ < 1. Otherwise, the convective modes are quenched
by rotation, as observed in Fig. IV.8.

Figure IV.15 illustrates the global complexity of the impact of rotation depending on the
azimuthal number. The growth rate of SASI modes (m = 1, 2) is increased as seen on the
left part of the plot. However, the effect of rotation on convective modes depends on both
the rotation and the azimuthal number. For m ∼ 3, the destabilising effect of rotation on the
convective instability can be clearly seen in continuity with the increase of the SASI growth
rate. For m ∈ [3, 5], the effect of rotation on convection is similar to its effect on SASI, but
with a smaller magnitude. For higher m ≳ 6 and low rotation rates, rotation has an adverse
effect and leads to a decrease of the growth rate. The effect changes for high rotation rates
and will be discussed in Sect. IV.1.4.c.

In summary, rotation smoothes the transition from SASI to convection, leading to a mixed
mode regime. These mixed modes appear when the corotation radius moves away from the
Brunt-Väisälä radius and exist up to j ∼ 30% where the properties of the modes start to
change to the regime induced by strong rotation.
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Figure IV.15 – Evolution of the growth rate depending on the azimuthal number, m, for several
rotation rates and χ = 4.5.

IV.1.4.c Strong rotation-induced instability
The mixed state of the modes seems to disappear when the rotation becomes too strong.

When the rotation rate exceeds j ∼ 20%, Fig. IV.6 shows that both the frequency and the
growth rate of them = 4 mode, when expressed in units of vsh/rsh, become strikingly insensitive
with respect to the convection parameter. Rotation also changes the behaviour of the most
unstable mode m as a function of heating. While the dominant m increases with χ for small
and intermediate rotations, it decreases slightly with heating for higher rotation rates. Rotation
also diminishes the influence of the parameter χ on the frequency and growth rate of the most
unstable mode for j ≳ 0.3 (Fig. IV.11). This suggests that the mode loses its convective nature
and that the buoyancy driven by the entropy gradient no longer plays an important role in the
strong rotation regime. Another indication comes from the fact that the corotation radius moves
definitively away from the Brunt-Väisälä radius for high rotation rate j ≳ 30% (Fig. IV.7).

The right column of Fig. IV.10 illustrates the structure of the modes in the strong rotation
regime. The localisation around the Brunt-Väisälä radius, a characteristic of the convective
instability that was still visible at intermediate rotation, is absent in this regime. The radial
profile of entropy perturbations suggests that it is driven by the deformations of the shock
rather than by the region of maximum buoyancy. The spiral mode structure of SASI is also
clearly perturbed by rotation due to the corotation radius, which is well inside the domain. The
pattern is similar to the one obtained by Blondin et al. (2017) at high rotation rates without
heating. In an adiabatic flow where entropy perturbations are simply advected, the entropy
pattern would trace the flow lines and display a change of direction at the corotation radius
since the pattern rotates faster than the outer flow and slower than the inner flow. In Fig. IV.10,
a change in the direction of the spiral pattern is clearly visible in the strong rotation case (right
column). The radial location of the pattern extrema is slightly above the corotation radius due
to the non-adiabatic heating/cooling functions.
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For these high rotation rates (j > 0.3), it seems that the modes are no longer mixed
SASI-convection-rotation but result from a rotation-induced instability. Some characteristics of
this instability can be inferred from the evolution of the growth rate. Comparing Figs. IV.13
and IV.14, we remark that when the modes properties do not depend on the χ parameter, the
dependence of the modes on the rotation rate is stronger for increasing dissociation rates. In
addition, the slope of this increase is approximately independent of the value of the azimuthal
number. This behaviour of the mode for high rotation rates can also be seen in Fig. IV.15.
We notice that the rotation enhances the growth rate of every mode. In particular, for initially
convective modes, this effect is opposite to the rotation effect for low rotation rates.

IV.1.5 Expected consequences on the gravitational wave signature
The mode frequencies computed with a linear analysis of the PNS have been shown to

reproduce well the frequencies present in the GWs spectra in non-linear numerical simula-
tions (Torres-Forné et al., 2018, 2019b; Westernacher-Schneider et al., 2019; Westernacher-
Schneider, 2020). Our work can thus be used to predict the frequency of GW emission. We
first focus on the properties of the fundamental mode m = 2, which has a direct impact on the
production of GWs according to the quadrupole formula. We include the effect of dissociation
with ε ∼ 0.3 (Fernández and Thompson, 2009a; Fernández et al., 2014; Huete et al., 2018)
and consider the typical range of shock radius rsh ∼ (3− 7)rPNS.

Figure IV.7 (bottom) shows that the mode m = 2 is dominant in the high rotation regime
j ∈ [0.2, 0.5] for χ = 6.5 and ε = 0.3. The modes m = 2, 3 are actually dominant over a
large domain of the parameter space (j, χ) according to the third column in Fig. IV.11 for
ε = 0.3− 0.5.

Figure IV.16 – Frequency of the m = 2 fundamental mode as a function of the specific angular
momentum, j, for several values of χ. The grey-shaded region illustrates the frequency range
corresponding to a corotation radius located between the gain radius, rgain, and the radius,
rBV, that maximises the Brunt-Väisälä frequency. The frequency is expressed in units of the
approximate inverse advection timescale, vsh/rsh.

Figure IV.16 shows the impact of rotation on the m = 2 mode frequency for different values
of χ. In the case of SASI modes (χ = 0 and χ = 2), the frequency increases almost linearly
with the rotation rate for j varying from 0 to 0.5. The convective mode corresponding to χ = 6
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has a more complex behaviour. For small rotation (j ≲ 0.1), the frequency is approximately
proportional to the rotation rate similarly to the convective modes in Figs. IV.13 and IV.14. This
behaviour can be interpreted with an approximately constant corotation radius located between
rgain and rBV (Fig. IV.7), as expected for the convective instability and visualised by the grey-
shaded region in Fig. IV.16. At higher rotation rates j > 0.2, the frequency separates from
this linear trend, corresponding to the corotation radius moving to larger radii (Fig. IV.7) when
the mode takes a mixed nature. At still higher rotation frequencies (j ≳ 0.3), the frequencies
expressed in units of vsh/rsh converge towards a single linear trend that does not depend on
the convection parameter. The effect of heating has been erased by rotation. This is consistent
with the behaviour of the dominant modes seen earlier.

Assuming a PNS radius of 50 km, the inverse advection timescale without heating nor
rotation is vsh/rsh ∼ 30 Hz. With increasing rotation rates, this frequency decreases to ∼ 25 Hz
when j = 0.5. As a result, in Fig IV.16, the frequency of the mode m = 2, without heating,
varies from ∼ 120 Hz to 250 Hz. In the case χ = 6, the frequency of the m = 2 mode is in
the range [0,80] Hz. These frequencies overlap with the optimal detection frequency range of
the current GW detectors.

Figure IV.17 – Maps, for varying heating and rotation rates, of the growth rate, the frequency,
and the corotation radius of the most unstable fundamental mode between modes m = 1 and
m = 2. In the second panel, we plot 2ωr when m = 1 is dominant to account for the doubled
frequency expected in the GW signal. In the third panel, the black line separates the regions
dominated by the fundamental mode m = 1 or m = 2.

To account for the possible signature of a dominant mode m = 1 on the GW signal, we
include in Fig. IV.17 the doubled frequency of the mode m = 1 when it is more unstable than
the mode m = 2. We note that this frequency is higher than the frequency of the m = 2 mode.
This remarkable property can be deduced from Figs. 5 and 6 in Foglizzo et al. (2007) where
the frequency of the SASI mode m = 2 is always smaller than twice the frequency of the mode
m = 1. We observe that the region of the parameter space dominated by the mode m = 1 is
limited to moderate convection parameters χ < 5.2 and modest rotation rates j < 15%.

In the regime j ≥ 30%, an analytical form of the linear dependence illustrated by Fig. IV.16
would be useful to directly translate the frequency observed in the GW signal into a relation
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between j and the advection frequency at the shock vsh/rsh.

IV.1.6 Conclusion and discussion
In this paper we study a spherical-equatorial toy model that considers the dynamics of the

equatorial plane between the shock and the surface of the PNS. Thanks to a linear analysis,
we computed unstable non-axisymmetric modes for varying rotation and heating rates and
different dissociation energies through the shock. This led to several discoveries concerning the
properties of the convective instability with rotation and its interplay with SASI and rotation-
induced instabilities.

Relatively slow rotation rates (less than 10% of the Keplerian rotation at the PNS radius),
for which centrifugal effects are very small, can have a strong and complex influence on both
SASI and neutrino-driven convection :

— In the presence of rotation, convective modes have an oscillation frequency that cor-
responds to a corotation radius located close to the maximum of the Brunt-Väisälä
frequency, where the convective engine is expected to be most powerful. The appea-
rance of this non-vanishing oscillation frequency blurs somewhat the abrupt transition
between SASI and convection.

— For large convection parameter values, χ ≳ 5, rotation hampers the growth of non-
axisymmetric convective modes. The decrease in growth rate is more pronounced for
larger m modes, which can be interpreted from the greater stabilising effect of the
shear due to differential rotation. In this regime, axisymmetric modes are expected to
dominate the dynamics because they are only slightly affected by rotation.

— By contrast, for χ ≲ 5, where the advection has a strong influence on the growth
of convection, rotation increases the growth rate of both SASI and the convective
instability. The increase in the SASI growth rate with rotation is well known in the
absence of heating (Yamasaki and Foglizzo, 2008; Kazeroni et al., 2017; Blondin et al.,
2017) and is here shown to hold in the presence of neutrino heating. On the other
hand, this behaviour was not expected for the convective instability, which was generally
thought to be hampered by rotation. The destabilising effect of rotation on convection
in this regime leads to a decrease in the value of χ which defines marginal stability. We
interpret this effect as a residual influence of an advective-acoustic cycle that acts to
reinforce convective motions close to the transition between convection and SASI.

— We observe two different effects of rotation on the dominant scale, depending on the
instability mechanism that dominates without rotation. For SASI, the dominant m
increases with rotation (as in Yamasaki and Foglizzo, 2008 and Blondin et al., 2017),
while it decreases for the convective instability.

At moderate rotation rates (10% to 30% of the Keplerian rotation at the PNS surface),
the modes are so modified by rotation that it becomes impossible to distinguish clearly between
convective and SASI modes. When the heating rate is increased, the frequency and azimuthal
number of the most unstable mode change smoothly, with no clear transition from one insta-
bility to the other. Modes retain characteristics of both instabilities and should therefore be
understood as mixed SASI-convection-rotation modes. The dominant mixed modes have a re-
latively large angular scale with m = 1−3, and their growth rate increases with faster rotation.
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This regime takes place above a critical angular momentum where the frequency of a convective
mode (corotating with the radius of the maximum Brunt-Väisälä frequency) is comparable to
the frequency of SASI. The non-oscillatory nature of convection and the low frequency asso-
ciated with SASI both allow for the appearance of a corotation radius at moderate rotation
rates. The corotation radius enables the extraction of energy and angular momentum from the
interior region, which is rotating faster than the region exterior to the corotation (Cairns, 1979;
Yoshida and Saijo, 2017; Saijo and Yoshida, 2006). For a PNS radius of rPNS = 50 km, the
mixed mode regime corresponds to an interval of specific angular momentum 3−9×1015 cm2/s.
Extrapolated to the radius ∼ 12 km of a cold neutron star, this corresponds to relatively fast
rotation periods of ∼ 1− 3ms.

For high rotation rates (more than 30% of the Keplerian frequency at the PNS surface,
i.e. j ≳ 0.3), the frequency and growth rate are independent of or only weakly dependent
on the heating rate when they are expressed in terms of the advection timescale, rsh/vsh.
Together with the significant deviation of the corotation radius from the most buoyant region,
this suggests that the instability is dominated by rotational rather than buoyancy effects. The
study of Walk et al. (2022), which does not include neutrino heating, detects the existence of
a similar instability regime where the frequency of the dominant mode depends too little on
the advection time to be explained by an advective-acoustic cycle. Our results suggest that
their results, obtained without heating, are still valid when heating is taken into account. We
note that the regime of rapid rotation appears for j ∼ 0.3, which corresponds to a small
ratio, ∼ 0.03, of the centrifugal force to the gravity at the corotation radius, even though the
centrifugal displacement of the stationary shock is not negligible. A precise understanding of
this strong rotation regime is still missing, but the corotation radius seems to play an important
role in the instability mechanism.

A future detection of GWs is expected to provide information on the physical phenomena
occurring during stellar core-collapse. Our identification of three different instability regimes
depending on the rotation rate should help clarify the still poorly known influence of rotation
on the GW signal. Non-axisymmetric convective modes become oscillatory in the presence of
rotation. Their frequency could be identified in the low-frequency part of the GW spectrum. For
low to moderate rotations, the corotation radius of the m = 2 convective-mixed mode is close
to the gain or Brunt-Väisälä radius. The identification of the mode frequency would therefore
give access to the rotation frequency at this radius. Non-axisymmetric equatorial modes with a
large angular scale, m = 1, 2, are strongly destabilised by rotation and dominate the dynamics
in a wide region of the parameter space for moderate to strong rotation, which should be
favourable to a strong emission of GWs. In the regime of strong rotation, the frequency of
the m = 2 mode becomes independent of the convection parameter and depends only on the
advection timescale, rsh/vsh, and the angular momentum, j. This reduction of the parameter
space should help us extract physical information from the measure of the mode frequency.
These modes should be incorporated into future asteroseismic studies similar to Torres-Forné
et al. (2018, 2019b), with non-axisymmetric perturbations taken into account.

Our results can be compared to previous 3D numerical simulations of core-collapse super-
novae that include rotation. Simulations with the fastest rotating rates are difficult to compare
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because they are often dominated by the low-T/|W| instability growing rapidly inside the PNS
(Ott et al., 2005; Cerdá-Durán et al., 2007; Kuroda et al., 2014; Takiwaki et al., 2016; Shiba-
gaki et al., 2021; Takiwaki et al., 2021; Bugli et al., 2023), which is not included in our analysis.
We focus our discussion on the simulations where the dynamics is dominated by post-shock
instabilities. Some simulations focused on the GW signal (Westernacher-Schneider et al., 2019;
Powell and Müller, 2020; Pan et al., 2021) do not contain a detailed enough description of the
post-shock dynamics to allow for a significant comparison.

Fryer and Heger (2000) and Fryer and Warren (2004) found that convection was quenched
by rotation, especially in the equatorial plane. For models A and B of Fryer and Warren (2004),
this may be explained by the strong centrifugal effects for such strong rotation (j2 > 0.4,
Eq. IV.9). Convection in the slow rotating model C (j ∼ 0.03) does not seem to be confined
to the poles, which is consistent with our study, where a purely convective instability can be
observed in the equatorial plane up to j ∼ 0.1.

The setup of Iwakami et al. (2014) is similar to ours in that it did not involve the interior
of the PNS and considered a similar range of rotation rates (corresponding to j = 0 − 0.33

in our units). In their models D, E, and F, as displayed in Fig. 5 of their study, for higher
rotation and lower neutrino luminosity, the scale of entropy structures is larger and buoyant
patterns become spiral ones. This structure change is consistent with the rotation-induced
transformation of convective modes into mixed spiral modes with a larger angular scale. The
precise interpretation of their results is, however, complicated by the fact that both rotation
and the neutrino luminosity are changed, meaning it is difficult to disentangle their respective
influences. In addition, we note that they identified a pattern referred to as a spiral motion with
buoyant-bubble, which may be related to the mixed SASI-convection-rotation modes identified
for moderate rotation rates.

The 3D simulations of Summa et al. (2018) show two models with specific angular momenta
of ∼ 5 × 1014 cm2/s and ∼ 1016 cm2/s at the shock (∼ 150 km) during its stalled phase
(∼150 ms). These values correspond to j ∼ 1% and j ∼ 33%, respectively. In the low rotation
case, convection is observed in the stalled phase of the shock. This behaviour is consistent with
our results, showing that a convective behaviour is possible for j < 10%. For the fast rotating
simulation, the large-scale (l = 1) instability associated with SASI, without a tightly wound
spiral pattern, is consistent with the morphology of our eigenmode in the fast rotating regime
(Fig. IV.10). Although Fig. IV.11 suggests that the fastest growing mode corresponds to m = 2

rather than m = 1 in this regime, Fig. 12 in Summa et al. (2018) shows a dominant l = 2

component in the turbulent energy spectrum and calls for a more detailed comparison of the
m = 1, 2 components in the simulation.

To gain a better understanding of the processes at work at the onset of the shock revival,
a non-linear analysis of the dynamics of the fluid would be necessary. It would shed light on
how rotation acts on the saturation mechanism (Guilet et al., 2010) and show how the system
evolves from the linear phase to the explosion. This last part would provide information on the
signatures of linear phenomena that may remain observable in the multi-messenger signal.

One should keep in mind that our model is idealised in many respects. We assumed an
ideal gas equation of state with γ = 4/3, dissociation was taken into account as a fixed energy
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sink, and neutrinos were parameterised through analytical cooling and heating terms. We also
did not describe the equatorial swelling of the PNS due to the centrifugal force. This effect
increases the neutrinosphere radius, leading to cooler neutrinos and a lower heating rate in the
equatorial plane. As discussed above, such a centrifugal effect is expected to be very small
at low to intermediate rotation rates (j < 0.3) but can become significant for the fastest
rotations considered in this analysis. Part of this complexity is avoided by displaying our results
as a function of χ rather than the heating rate. We note that when χ is kept constant and
the rotation increased, the heating constant, Ãh, decreases in a qualitatively similar way as the
expected impact of the neutrinosphere swelling.

The centrifugal force induces a deformation with respect to the spherical symmetry (Fuji-
sawa et al., 2019), which is challenging to take into account in our formalism because it would
couple different spherical harmonics. To avoid such a complexity, we restrained our analysis to
the equatorial plane while keeping the effect of radial convergence in spherical geometry. As
a result, our conclusions are limited to modes with spherical harmonic indices m = ±l and
cannot describe the dynamics outside the equatorial plane, such as convective motions along
the polar axis. The equatorial non-axisymmetric modes described here are nonetheless expected
to dominate the dynamics in most of the parameter space, except at χ ≳ 5− 5.5, and slow to
moderate rotation, where axisymmetric convective modes are expected to be more unstable.

The highest specific angular momentum considered in this study should lead to the deve-
lopment of the low-T/|W | instability inside the PNS (Takiwaki et al., 2021; Bugli et al., 2023).
Being restricted to the post-shock region without including the PNS interior, our linear analysis
cannot describe the low-T/|W | instability and may miss the most unstable mode in the regime
of strong rotation. A linear stability analysis that includes both the post-shock region and the
PNS interior is therefore an important next step. Previous linear mode calculations focused
on the prediction of GW mode frequencies and included the post-shock region in addition to
the PNS interior, but they were restricted to axisymmetric modes and assumed a hydrostatic
equilibrium, neglecting advection (Torres-Forné et al., 2018, 2019b). To describe all unstable
modes and their possible interactions, a linear stability analysis will have to face the challenge of
combining the PNS in approximate hydrostatic equilibrium and the advection in the post-shock
region.

Finally, the magnetic field neglected in this study is expected to play an important role for
strong rotation. A strong magnetic field can, for example, quench the development of the low-
T/|W | instability (Bugli et al., 2023). Even in the absence of rotation, the magnetic field can
have a complex influence on the post-shock dynamics because of the propagation of vorticity
through Alfvén waves (Guilet and Foglizzo, 2010; Guilet et al., 2011), and a small-scale dynamo
can amplify its strength (Endeve et al., 2012; Müller and Varma, 2020). The magnetic field
should thus be taken into account in future studies of post-shock instabilities.
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IV.1.7 Discussion du taux de dissociation

Dans l’article, le choix de ε = 0.3 semble en désaccord avec le résultat de l’Eq. (I.10),
trouvant 68% de l’énergie cinétique de la matière utilisée pour dissocier les atomes de fer. Il
faut cependant retenir que cette valeur de 30% que nous utilisons est établie pour un certain
rayon de choc et sa valeur effective peut être différente lorsque le rayon du choc varie. En
particulier, le rayon du choc augmente avec le chauffage et la rotation, menant à des taux de
dissociation effectifs plus élevés.

La valeur de ε a été choisie en accord avec les travaux de Fernández et al. (2014). Cependant,
les travaux de Fernández and Thompson (2009b) puis de Huete et al. (2018), basés sur des
simulations 1D, suggèrent une valeur de ε proche de 0.6 pour une dissociation totale des atomes
de fer. Cette valeur est en accord avec le résultat de l’Eq. (I.10).

Les résultats présentés dans l’article sont donc à nuancer en prenant en compte leur dé-
pendance vis-à-vis du taux de dissociation au choc. En particulier, le mode le plus instable est
augmenté lorsque la dissociation augmente. Ainsi, le mode le plus instable dans la partie des
rotations intermédiaires à fortes n’est plus m = 2 mais plutôt m = 3 pour une valeur plus
réaliste du taux de dissociation au choc. Le taux de croissance du fondamental du mode m = 2

est néanmoins proche du taux de croissance du mode m = 3. Cependant, ce changement de
mode dominant ne change pas le comportement de la fréquence du mode m = 2 lorsque la
rotation augmente.

IV.2 ... sur les harmoniques et modes rétrogrades

IV.2.1 Fondamental et harmoniques

Si l’on ne considère plus uniquement le monde fondamental, mais que nous prenons aussi
en compte les harmoniques, alors nous pouvons voir que les taux de croissance des modes les
plus instables se trouvent légèrement modifiés. En effet, pour un mode m fixé, les harmoniques
peuvent devenir plus instables que le mode fondamental. Si ce mode m était le mode dominant
l’instabilité, alors le taux de croissance maximal, représenté dans la Fig. IV.11, se trouverait
augmenté par la prise en compte des harmoniques.

Nous souhaitons donc vérifier l’influence de la prise en compte des harmoniques des modes
sur les conclusions de la partie précédente. Sur la figure de gauche de la Fig. IV.18, nous pouvons
remarquer que les différences entre le taux de croissance dominant des modes fondamentaux
et le taux de croissance dominant en considérant tous les harmoniques sont faibles. De plus,
cette valeur ne se trouve modifiée que pour les forts taux de rotation j ≳ 0.35. L’analyse
des fréquences montre que les sauts vers un harmonique de rang supérieur se font pour des
taux de croissance dépendants du mode m considéré. Pour le mode à plus grande échelle
m = 1, le premier harmonique devient plus instable que le fondamental pour j ∼ 0.4 alors
que cette transition se produit dès j ∼ 0.1 pour m = 4. De plus, on remarque que les petites
échelles sont les plus impactées par le changement d’harmoniques. Cependant, l’analyse du
taux de croissance montre que cela se produit lorsque ces échelles sont sous-dominantes. De
plus, ces échelles restent sous-dominantes après les changements d’harmonique. Les conclusions
établies précédemment restent donc valides. Cependant, une étude future, prenant en compte
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Figure IV.18 – Comparaison des taux de croissance (gauche) et fréquence (droite) des modes
fondamentaux (tirets) et harmoniques les plus instables du mode m (croix). Les sauts de
fréquence indiquent les changements d’harmonique le plus instable. Ces résultats sont obtenus
pour ε = 0, χ = 4.5 sans rotation et χ = 6.5 à j = 0.5.

les harmoniques, permettrait des conclusions plus quantitatives.
En passant à des harmoniques de rang de plus en plus élevé, on s’éloigne de l’optimum de

sensibilité des détecteurs d’ondes gravitationnelles. Ces différences de fréquences sont illustrées
dans la Fig. IV.18 où vsh/rsh vaut 15Hz sans rotation et 8Hz à j = 0.5. En particulier, pour
le mode m = 2 dont la fréquence varie de 0 à 15 vsh/rsh (figure de droite), cela donne une
variation de fréquence entre 0 et 225Hz en considérant les harmoniques. Si on ne considère
que le fondamental du mode m = 2, on obtient plutôt une fréquence variant entre 0 et 75Hz.
Cette fréquence, aux fortes rotations, est légèrement plus favorable à la détection des ondes
gravitationnelles par les détecteurs mentionnés en Sect. IV.1.5.

IV.2.2 Modes prograde et rétrograde
L’introduction de la rotation modifie aussi le comportement du mode rétrograde de SASI.

La rotation brise la symétrie fréquentielle entre mode prograde et rétrograde. Pour le taux
de croissance de SASI, la Fig. IV.19 montre que la rotation lève la dégénérescence et fait
apparaître deux comportements différents selon le sens de rotation du mode. Pour les faibles
taux de chauffage (χ < 4), le taux de croissance du mode rétrograde se trouve diminué de
façon symétrique à l’augmentation du taux de croissance du mode prograde par rapport à
leur valeur sans rotation. Ce comportement efface la bifurcation entre SASI et la convection,
présente sans rotation. Pour les taux de chauffage plus importants, l’effet de la rotation devient
identique sur les deux sens du mode et le taux de croissance se trouve diminué. La figure IV.19
montre donc que le mode prograde reste bien le mode le plus instable lorsque la rotation est
augmentée. Cependant, le comportement fréquentiel est différent. En effet, la rotation augmente
la fréquence des deux modes.
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Figure IV.19 – Évolution des taux de croissance et fréquences avec rotation (j =
0.001, 0.02, 0.06) pour les modes progrades (traits pleins) et rétrogrades (tirets).

IV.3 Étude énergétique du taux de croissance

Dans cette partie, nous utilisons la méthode d’analyse énergétique présentée dans la Sect. II.2.2.b.
La figure de droite de la Fig. IV.20 montre que cette approche décrit bien la tendance générale
du taux de croissance. Cependant, l’égalité entre les deux grandeurs devrait être exacte et une
étude plus approfondie est nécessaire afin de comprendre la source de l’écart entre la courbe
de ωi et la somme des énergies impliquées.

Le résultat de cette analyse est illustré dans les Figs. IV.20-IV.21 avec et sans rotation pour
m = 4. On choisit m = 4 car il s’agit du mode pour lequel l’instabilité convective apparaît
pour le plus petit taux de chauffage. Pour les petits taux de chauffage, où SASI est l’instabilité
dominante, on remarque que ce sont les termes « autres » qui dominent. En particulier, les flux
d’énergies acoustique et cinétique dominent dans cette région (Fig. IV.22). Nous pouvons voir
dans cette figure que, conformément à ce qui est attendu pour l’instabilité convective, c’est
le travail de la poussée d’Archimède qui domine le bilan d’énergie dans le domaine des forts
chauffages. La poussée d’Archimède est donc la principale responsable de l’augmentation du
taux de croissance avec le chauffage pour l’instabilité convective. Le mode oscillant stable de
SASI domine tant que le travail de la force de flottaison reste du même ordre que les autres
sources d’énergies impliquées.

Lorsque la rotation est prise en compte (Fig. IV.23), on peut observer deux comportements
selon le taux de chauffage.

Lorsque le chauffage est faible (figure de gauche de la Fig. IV.23) et que l’instabilité SASI
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Figure IV.20 – Gauche : Évolution des taux d’injection d’énergie lorsque l’intensité du chauffage
varie dans un cas sans rotation, avec ε = 0.3 et m = 4. Les taux d’injection d’énergie sont
normalisés par l’énergie cinétique des perturbations afin d’obtenir la contribution de ces termes
au taux de croissance. Droite : Comparaison du taux de croissance (symboles bleus) avec la
prédiction obtenue par l’analyse énergétique (ligne magenta). Les unités utilisées en ordonnées
sont csh/[2(rsh − rPNS)] à gauche et csh/(rsh − rPNS) à droite.

Figure IV.21 – Comme la Fig. IV.20, avec j = 0.1.
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Figure IV.22 – Répartition des sources d’énergie sans rotation, avec m = 4 et ε = 0.3. L’unité
utilisée en ordonnées est csh/[2(rsh − rPNS)].

Figure IV.23 – Termes sources de l’énergie en fonction de la rotation pour χ = 1 (gauche) et
χ = 6.5 (droite). Les différentes lignes représentent la flottaison (bleu), l’énergie de rotation
(orange), la somme des autres termes (noir) ainsi que le taux de croissance (magenta).
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est dominante, la rotation mène à une augmentation de tous les termes. Le fait que la rotation
augmente l’injection d’énergie rotationnelle était attendue pour expliquer l’augmentation du
taux de croissance de SASI avec la rotation. Cependant, bien que l’effet de la rotation sur
le travail de la force de flottaison soit faible, cette augmentation de la flottaison n’était pas
attendue.

Pour les taux de chauffage plus élevés (figure de droite de la Fig. IV.23) nous pouvons
remarquer que l’importance du travail de la force de flottaison diminue à partir des rotations
intermédiaires (j ≳ 25%). Sur le même intervalle, le taux de croissance du mode augmente,
illustrant la conclusion précédente : la flottaison n’est plus le seul moteur principal de l’instabilité.
Cependant, la poussée d’Archimède reste la source d’énergie principale jusqu’à j = 0.5, alors que
l’injection d’énergie rotationnelle est faible et négatif. Cela semble contredire les conclusions
précédentes sur des modes pour lesquels le moteur d’instabilité est lié à la rotation. Cette
tendance des sources d’énergie reste à approfondir afin d’expliquer plus précisément l’évolution
du taux de croissance.

IV.4 Conclusion

L’étude du comportement du mode rétrograde lorsque la rotation est prise en compte
nous permet d’affirmer que ce mode ne devient pas dominant. Ainsi, l’étude des mécanismes
dominant l’instabilité au cœur de l’étoile ne nécessite pas de considérer ce mode.

D’autre part, l’étude des harmoniques a permis de déterminer que leur prise en compte
ne changeait pas de façon significative l’étude menée sur les modes fondamentaux. Ainsi, des
études considérant uniquement le fondamental du mode prograde, semblent rester valides.

Nous avons donc démontré que l’introduction de la rotation n’avait pas un effet trivial sur
les instabilités dans la zone choquée. Nous retrouvons bien les résultats obtenus sans chauffage
pour SASI : augmentation du taux de croissance et diminution de l’échelle dominante. Nous
observons que ces résultats restent valides lorsque des taux de chauffage (χ ≲ 3) sont introduits.
Pour la convection, nous observons un comportement dépendant du taux de chauffage. En
particulier, la rotation provoque une mixité des modes entre SASI et la convection. Cet état
existe pour des taux de chauffage proches de la transition entre SASI et convection pour les
rotations faibles (j ≲ 0.1). Son domaine d’existence semble ensuite augmenter et des modes
avec des caractéristiques SASI et convection sont présents pour une large gamme de chauffages,
jusqu’à j ∼ 0.3. Pour les rotations fortes, un dernier régime, lié à la rotation, semble apparaître.
En particulier, pour ces nouveaux modes, l’influence du taux de chauffage est très faible sur la
fréquence et le taux de croissance.

Bien que l’étude en énergie nécessite un approfondissement afin d’avoir un accord parfait
entre les taux de croissances obtenus par les deux méthodes, cette approche semble prometteuse.
Pour l’instant, nous arrivons à reproduire le comportement général du taux de croissance par
l’étude énergétique. Des points surprenants apparaissent avec ces résultats préliminaires. Tout
d’abord, la poussée d’Archimède semble dominante même à fort taux de rotation. Cela ne semble
pas en accord avec les résultats obtenus en considérant le taux de croissance de l’instabilité.
De plus, l’énergie rotationnelle est faible et négative aux forts chauffages/fortes rotations. Ce
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résultat est, lui aussi, en contradiction avec les résultats précédents qui montrent plutôt que la
rotation est le moteur de l’instabilité dans ce régime. Cette étude reste à approfondir afin de
mieux comprendre l’origine de l’évolution du taux de croissance des modes obtenus.
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Conclusions et perspectives

Conclusions

Dans une première partie, nous avons démontré les lacunes comprises dans l’établissement
du critère de développement de la convection établi par Foglizzo et al. (2006). Nous avons en
effet démontré qu’une réduction du problème à une seule échelle caractéristique rendait l’analyse
moins universelle que précédemment pensé. L’étude d’un modèle plan a notamment montré un
exemple où la convection peut se développer pour de petites valeurs du paramètre de chauffage
χ lorsque la région de chauffage est localisée. Nous avons ainsi entrepris de développer un critère
plus général, pouvant être appliqué à toute situation de convection en présence d’advection.
Par une approche analytique combinée à une approche numérique, nous avons démontré que le
critère doit prendre en compte la taille de la région de chauffage. Cependant, son comportement
en fonction des différentes échelles reste encore à éclaircir. Nous avons proposé un critère basé
sur la comparaison du taux de croissance adiabatique d’un équilibre hydrostatique, dont le
profil d’entropie serait le même qu’avec chauffage et advection, avec le temps d’advection à
travers la région de gradient d’entropie négatif. Une première difficulté consiste à choisir l’échelle
verticale de référence pour définir ce temps d’advection. Une seconde difficulté provient du choix
du taux de croissance, adapté à la longueur d’onde horizontale des perturbations. Les résultats
numériques que nous avons obtenus n’ont pas permis de valider ce nouveau critère pour la
convection en géométrie plane.

Malgré la mise en défaut du critère d’instabilité χ ∼ 3 dans le modèle plan, nous avons
montré, par une exploration des différents paramètres (ε, M1, rsh0, γ), que ce critère restait
approximativement valable dans l’analyse des supernovæ grâce à la structure particulière de
ce cas astrophysique proche de la géométrie supposée par Foglizzo et al. (2006). Plutôt qu’un
seuil fixe χ ∼ 3 valable pour toutes les configurations, nous avons mis en évidence la présence
d’une zone de seuil. L’exploration de l’espace des paramètres a montré que la transition vers une
instabilité convective se faisait sur l’intervalle χ ∈ [3, 4]. Le paramètre ayant le plus d’influence
sur cette valeur dans notre approche est l’indice adiabatique γ.

Nous avons ensuite étudié, par une approche perturbative, l’impact de la rotation sur le
développement de la convection dans le plan équatorial. L’évolution de cette instabilité en
présence de rotation et d’advection a peu été étudiée, que ce soit par des simulations numériques
ou des calculs perturbatifs. Pour les faibles taux de rotation, la rotation a deux effets sur
l’instabilité convective. Tout d’abord, elle introduit une composante fréquentielle proportionnelle
au taux de rotation, absente sans rotation. Nous avons ensuite étudié l’impact de la rotation
sur le taux de croissance et sur la valeur du seuil χmarg de chaque mode convectif. Nous
montrons que pour tous les modes, la rotation tend à diminuer cette valeur seuil. La convection
instable apparaît donc pour des taux de chauffage plus faibles lorsque le taux de rotation
augmente. Cet effet dépend de l’échelle angulaire des perturbations considérées et est plus
prononcé pour les plus grandes échelles. Ce premier résultat est surprenant car la rotation est
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généralement considérée comme étant un frein au développement d’une instabilité convective.
Ce comportement peut être expliqué par un effet résiduel de SASI sur les modes convectifs pour
des chauffages proches du chauffage de transition entre ces deux instabilités. Pour les faibles
taux de rotation, ce caractère mixte reste restreint à des valeurs de χ proches de la transition
SASI/convection et permet l’augmentation du taux de croissance convectif par la rotation.
Lorsque le paramètre χ est trop grand et dépasse cette région de transition, la rotation tend à
diminuer le taux de croissance de la convection. Ce dernier résultat correspond aux attentes.

Les résultats précédents restent valides tant que le paramètre de rotation j, relatif à la
rotation Képlérienne, vérifie j ≲ 0.1. Pour les rotations plus fortes, un nouveau comportement
des modes apparaît. Nous avons montré l’émergence de modes mixtes SASI/convection/rotation
pour les rotations intermédiaires, dans une région plus étendue que la zone de transition de
chaque mode, jusqu’à des valeurs du paramètre de chauffage χ ∼ 5. Dans ce régime, les modes
possèdent des caractéristiques de SASI et de la convection. Le rayon de corotation se trouve près
du rayon auquel la fréquence de Brunt-Väisälä est maximale (convection), le taux de croissance
augmente avec la rotation (SASI) et les plus grandes échelles angulaires sont les plus instables
(SASI).

Pour les taux de rotation encore plus élevés, nous avons pu identifier un domaine de rotation
où le mécanisme d’instabilité semble changer de nature. En effet, pour ces rotations, l’intensité
du chauffage a un impact minime sur la dynamique du flot. Le moteur de l’instabilité semble
être la rotation. Cependant, notre analyse énergétique montre une faible énergie due à la
rotation dans cette région. Ce régime nécessite donc une analyse plus approfondie, en particulier
un développement plus exact de notre approche énergétique qui ne produit que des résultats
qualitatifs pour l’instant. Lorsque cet outil d’analyse sera opérationnel, il pourra être utilisé dans
plusieurs situations. En particulier, il pourrait permettre de comprendre l’origine énergétique
permettant la rotation des modes SASI.

Nos résultats sont précieux dans la perspective d’une future détection d’ondes gravitation-
nelles provenant d’une supernova gravitationnelle. Nous avons montré que les modes à petite
échelle angulaire étaient stabilisés par la rotation tandis que les modes m = 1, 2 pouvaient
devenir dominants avec des taux de rotation plus élevés. Ces modes sont les modes détectés par
les ondes gravitationnelles, ce qui laisse donc espérer une signature en ondes gravitationnelles.
Pour les forts taux de rotation, la fréquence de ces modes ne dépend que de vsh, rsh et j. Cette
propriété pourra être exploitée pour interpréter les futures détections en ondes gravitationnelles.
De plus, pour les rotations faibles et intermédiaires, nous avons établi que le rayon de corotation
du mode dominant est proche du rayon auquel la fréquence de Brunt-Väisälä est maximale.
La mesure de la fréquence de ce mode, lors d’une future détection d’ondes gravitationnelles,
pourrait donc permettre de contraindre le taux de rotation à ce rayon.
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Perspectives dans le cadre théorique de cette thèse

Plusieurs travaux sont à faire afin d’affiner les résultats obtenus avec et sans rotation. Tout
d’abord, pour l’approche de la convection sans rotation, deux possibilités peuvent expliquer
les différences entre les résultats numériques et analytiques. Il est possible que le critère hy-
drostatique proposé ne convienne pas pour décrire l’apparition de l’instabilité convective en
présence d’advection. Cependant, plusieurs pistes sont à explorer et des vérifications d’hypo-
thèses sont nécessaires afin de vérifier si le critère, basé sur le taux de croissance hydrostatique
de la convection, est pertinent pour décrire la convection en présence d’advection.

En effet, nous devons encore établir les limites de validité de l’hypothèse analytique de
perturbations adiabatiques. D’autre part, nous n’avons pas encore vérifié le choix de l’échelle
verticale pertinente pour définir le temps d’advection de la matière.

De plus, les taux de croissance hydrostatique et avec advection peuvent différer. En par-
ticulier, la piste actuellement à l’étude est l’influence du profil d’entropie établi avec et sans
advection. En effet, le profil d’entropie utilisé dans les calculs analytiques, hydrostatiques, peut
être différent de celui établi lorsque l’advection est prise en compte, bien que la région post-choc
soit subsonique. Ainsi, nous utilisons dans notre approche un taux de croissance calculé pour
un profil d’entropie différent de celui présent dans la matière lorsque l’advection est prise en
compte.

Dans les travaux avec rotation présentés au Chap. IV, une première étude plus poussée est
nécessaire afin d’explorer les taux de dissociation au choc plus élevés. En particulier, lorsque le
rayon du choc varie, la valeur de ε ∼ 0.3 que nous avons privilégiée peut ne pas être suffisante
pour décrire les phénomènes au niveau du choc d’une supernova.

Enfin, une analyse plus poussée des calculs énergétiques est nécessaire afin de déterminer
l’origine de la différence observée entre taux de croissance obtenu numériquement et taux de
croissance obtenu énergétiquement.

Limitations du cadre théorique et perspectives

Tous les résultats présentés dans cette thèse sont obtenus par analyse linéaire, en ignorant
la dynamique de la PNS centrale, les effets magnétiques ainsi que l’influence de la rotation hors
du plan équatorial. Dans cette partie, nous allons revenir sur ces approximations en considérant
les approximations pouvant avoir le plus d’influence en priorité.

Prise en compte de la PNS
Dans les analyses linéaires, l’inclusion de la PNS dans le plan équatorial peut mener à

différents comportements impactant l’évolution de l’explosion ainsi que les signaux en ondes
gravitationnelles et neutrinos. Un premier effort pour prendre en compte la PNS serait de
considérer la variation de son rayon : contraction lorsque la PNS se refroidit et augmentation due
à la force centrifuge. Ces variations peuvent amplifier ou défavoriser les instabilités convective
et SASI. En effet, l’expansion du rayon de la PNS liée à la rotation mène à la diminution de la
température des neutrinos émis dans le plan équatorial (et inversement pour la contraction de
la PNS). Il y aurait donc deux tendances de variation du choc opposées lorsque la rotation est
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prise en compte. D’autre part, nous avons montré que la rotation poussait le choc, augmentant
la taille de la région de gain. Il y a donc trois effets favorisant/défavorisant l’explosion. D’une
part, la rotation et le refroidissement permettraient un chauffage plus fort, dans une région
de gain plus grande. D’autre part, la rotation diminuerait le taux de chauffage. Une prise en
compte de la physique du rayon de la PNS permettrait de déterminer quel effet est dominant.
Par ailleurs, si l’intérieur de la PNS est pris en compte, une instabilité convective se développe
autour de 20 km. Si la rotation de cette PNS est prise en compte, l’instabilité low-T/|W| peut
se développer avec un rayon de corotation lui aussi proche de 20 km.

La prise en compte simultanée de la région post-choc et de la PNS n’est cependant pas
triviale pour un calcul de stabilité linéaire. En effet, la PNS est approximativement en équilibre
hydrostatique alors que la région choquée est traversée par la matière. Cette région supérieure
n’est donc pas à l’équilibre hydrostatique. Elle est cependant supposée stationnaire pour les
besoins du calcul perturbatif. La juxtaposition des deux régions produirait donc une augmenta-
tion de la masse à l’interface entre une PNS hydrostatique et une région choquée stationnaire.
Ces deux conditions sont compliquées à combiner et rendent difficile l’établissement d’un état
stationnaire, nécessaire pour le développement d’une analyse linéaire.

Tous ces effets devraient être pris en compte dans le plan équatorial. Il faut aussi comprendre
le comportement des instabilités hors du plan équatorial.

Structure poloïdale
Une étude de toute la sphère serait utile afin de déterminer l’influence de la rotation pour

toutes les latitudes et les modes axisymétriques. En effet, le choix d’utiliserm2 plutôt que l(l+1)

dans le plan équatorial peut avoir des conséquences sur les résultats obtenus. Nous avons montré
dans la Sect. II.2.2 une différence de la valeur du seuil de chauffage χmarg due à cette hypothèse
simplificatrice, supposant qu’il n’y a pas de dépendance poloïdale dans nos considérations. Il est
donc nécessaire d’avoir une description de la structure poloïdale. Cependant, plusieurs difficultés
apparaissent lorsque toute la sphère est prise en compte.

Tout d’abord, pour les faibles taux de rotation, la décomposition des modes en harmoniques
sphériques indépendantes n’est plus possible. En effet, la prise en compte exacte de la force
de Coriolis affecte cette décomposition sur plusieurs harmoniques sphériques (Rieutord, 1987).
Dans ce cas, les modes se décomposent sur plusieurs harmoniques sphériques. Il y a donc des
couplages des Yl,m.

Pour les plus forts taux de rotation, la déformation centrifuge de la PNS nécessite le déve-
loppement de modèles 2D en géométrie non sphérique. Cela est techniquement compliqué à la
fois pour le flot stationnaire et le flot perturbé.
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Linéarité

L’analyse linéaire utilisée est globalement justifiée par les résultats de Torres-Forné et al.
(2019b) montrant qu’une analyse linéaire peut prédire une grande partie des fréquences des
modes observables dans le signal en ondes gravitationnelles des supernovæ. Une analyse non-
linéaire plus poussée est tout de même nécessaire pour déterminer l’amplitude de ces ondes
gravitationnelles.

Une analyse non-linéaire est aussi nécessaire pour déterminer comment les perturbations
linéaires évoluent et lesquelles dominent au moment de l’explosion. C’est aussi indispensable
pour déterminer l’origine exacte du spin et du kick des étoiles à neutrons, ainsi que leur aligne-
ment (Johnston et al., 2005; Noutsos et al., 2013). Comme présenté précédemment, l’origine du
spin des pulsars est un outil précieux pour contraindre la rotation au cœur des étoiles massives
pour lesquelles la rotation est encore peu contrainte.

Champ magnétique

Enfin, un dernier paramètre semble important pour l’évolution finale de certaines étoiles :
le champ magnétique. Plusieurs phénomènes peuvent mener à des champs magnétiques forts,
pouvant avoir une influence sur le devenir de l’étoile.

Les processus de création d’un champ magnétique suffisant pour avoir un effet sur la dyna-
mique des instabilités hydrodynamiques sont encore peu connus. Pour les progéniteurs dont le
champ magnétique est initialement faible, il se peut que le champ magnétique ne se développe
pas suffisamment rapidement pour avoir une influence quantitative dans la phase linéaire des
instabilités hydrodynamiques de la région choquée. Cependant, ce champ magnétique pourrait
avoir une influence pour des études futures, non seulement dans la phase linéaire mais aussi
dans la phase non-linéaire via des phénomènes d’amplification dynamo. Cette piste est à l’étude
(Raynaud et al., 2020; Bugli et al., 2021; Reboul-Salze et al., 2021).

Des études montrent que, sans rotation, la contraction de la PNS alliée aux instabilités
dans la région post-choc peuvent mener à l’amplification du champ magnétique jusqu’à 1014G

(Endeve et al., 2012; Obergaulinger et al., 2014; Matsumoto et al., 2020; Müller and Varma,
2020; Varma et al., 2023). Cependant, l’effet de ce champ magnétique sur la dynamique de
l’explosion est encore peu connu. Des simulations suggéraient un champ magnétique sans impact
sur la dynamique de l’explosion (Endeve et al., 2012; Obergaulinger et al., 2014), tandis que
des études récentes suggèrent que cet effet magnétique serait finalement à prendre en compte
(Müller and Varma, 2020; Varma et al., 2023). Ainsi, des analyses linéaires des instabilités
hydrodynamiques avec champ magnétique pourraient être intéressantes. De plus, son influence
peut être plus ou moins grande selon le champ magnétique du progéniteur (Matsumoto et al.,
2022).

La prise en compte du champ magnétique semble plus importante pour les analyses avec
forte rotation et prenant en compte la dynamique de la PNS, où le champ magnétique peut
être amplifié par la rotation différentielle et des phénomènes de dynamo (Raynaud et al., 2020).
Dans ces cas d’amplification du champ magnétique, l’issue de la supernova ne serait plus
une simple étoile à neutrons mais un magnétar. Ainsi, le champ magnétique peut avoir un
rôle non négligeable (redistribution du moment cinétique, création de jets, sursaut gamma).
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L’étude des instabilités magnétohydrodynamiques est donc nécessaire pour comprendre l’origine
des champs magnétiques intenses des magnétars. En effet, ces objets possèdent des champs
magnétiques cent fois plus importants que le champ magnétique d’une étoile à neutrons standard
et pourraient être à l’origine des explosions les plus énergétiques (hypernova et SLSN).
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Annexe A.

Rayleigh Taylor compressible isotherme sur
incompressible, sans advection

Dans cette annexe, nous allons développer les calculs analytiques d’une instabilité entraî-
née par la superposition de deux fluides de densités différentes. Ces calculs se rapportent aux
systèmes présentés dans les Chaps. II-III en géométrie plane. Le fluide supérieur est dense et
compressible. Le fluide supérieur est supposé incompressible et de densité inférieure à celle du
fluide supérieur.

z

0

Échelle de stratification de la densité

interface

ρu, Pu, v⃗u, fluide compressible

ρd, Pd, v⃗d, kz = −ikx, fluide incompressible

Hρ =
c2

g

A.1 Notations

Les grandeurs perturbées, en absence d’advection, sont notées :
— pression : P = P0 + δP ,
— vitesse : v⃗ = δ⃗v,
— densité du fluide compressible : ρ = ρ0 + δρ,
— Relation utile : P = ρc2 et δP = c2δρ

— forme des perturbations en temps et en x : exp (−iωt+ ikxx), avec kx>0.
Pour les conditions à l’infini, on impose un flux d’énergie sortant pour la borne supérieure

et une onde évanescente pour la borne inférieure. De plus, les grandeurs à l’interface doivent
vérifier la continuité de la composante verticale de la vitesse et la continuité de la pression à
l’interface.
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A.2 Dans le plan supérieur (z>0)

A.2.1 Densité
On se trouve dans le cas isotherme donc on a P = ρc2 avec c la vitesse du son dans le

milieu, supposée constante. D’autre part, l’ordre zéro de l’équation d’Euler donne :

∂P

∂z
= −ρg, (A.1)

avec g > 0 tel que g⃗ = −ge⃗z. On a donc : c2
∂ρ

∂z
= −ρg. Finalement :

ρ0 = ρ0 exp

(
− z

Hρ

)
(A.2)

avec Hρ =
c2

g
, l’échelle de stratification de la densité dans le fluide supérieur.

A.2.2 Équation de continuité
L’équation de continuité s’écrit :

∂ρ

∂t
+ ρ0∇⃗.δ⃗v + δ⃗v.∇⃗ρ0 = 0. (A.3)

Avec l’expression exponentielle des perturbations, on peut réécrire cette expression comme :

−iωδρ+ ρ0

(
ikxδvx +

∂δvz
∂z

)
− δvz

ρ0
Hρ

= 0 (A.4)

A.2.3 Équation d’Euler
L’équation d’Euler s’exprime comme

ρ
∂v⃗

∂t
+ ∇⃗P + ρ∇⃗Φ = 0 (A.5)

et peut donc être écrite à l’ordre 1 comme :

sur x : − iωρ0δvx + ikxδP = 0, (A.6)

sur z : − iωρ0δvz +
∂

∂z
δP + gδρ = 0. (A.7)

A.2.4 Mise en équations
Nous voulons maintenant combiner ces équations afin d’obtenir l’expression de la pulsation

de l’instabilité ω.
D’après l’Eq. (A.6), on a :

δvx =
kxδP

ρ0ω
, (A.8)

et l’Eq. (A.7) donne :
∂δP

∂z
= −g δP

c2
+ iωρ0δvz. (A.9)
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On peut intégrer ces expressions à l’Eq. (A.4). Dans ce cas, on obtient :

∂δvz
∂z

=
iδP

ρ0

(
ω

c2
− k2x
ω

)
+
δvz
Hρ

. (A.10)

On obtient alors un système sur
δP
√
ρ0

et
√
ρ0δvz du type X ′ = AX, avec

A =

 − 1

2Hρ
iω

iω

c2
− ik2x

ω

1

2Hρ

 et X =

 δP
√
ρ0√

ρ0δvz

 . (A.11)

La matrice A a pour valeurs propres :

k± = ±

√
1

4H2
ρ

+ k2x −
ω2

c2
(A.12)

Pour satisfaire la condition limite en z −→ +∞, on doit avoir Re(k±) < 0. Soit k la valeur
propre satisfaisant cette condition. On a alors les perturbations X qui s’expriment comme
exp (−iωt+ ikxx+ kz) .

La continuité de la pression à l’interface donne alors :

ω2 = gkx (ρd − ρ0)

[
2Hρk + 1

(2Hρk + 1)ρd − 2Hρkxρ0

]
. (A.13)

On pose alors :
—

∼
ρ0 =

ρ0
ρd + ρ0

,

—
∼
ρd =

ρd
ρd + ρ0

,

— le nombre d’Atwood : At = (
∼
ρ0 −

∼
ρd) > 0,

— (
∼
ρ0

2
− ∼
ρd

2
) = A.

Alors l’Eq. (A.13) peut s’exprimer comme :

k = − 1

2Hρ
+

∼
ρ0kx

∼
ρd +

Atgkx
ω2

(A.14)

Cependant, d’après l’Eq. (A.12), on a : k2 =
1

4H2
ρ

+ k2x −
ω2

c2
.

En élevant au carré les Eqs. (A.12) et (A.14), on élimine k et on obtient le polynôme en
ω2 suivant :(

ω2

gHρ
− k2x

)( ∼
ρdω

2 +Atgkx

)2
+ k2x

∼
ρ0

2
ω4 =

kx
∼
ρ0ω

2

Hρ

( ∼
ρdω

2 +Atgkx

)
(A.15)

Voyons le comportement du taux de croissance dans des cas asymptotiques de longueurs d’onde.
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A.2.4.a Domaines des petites longueurs d’onde Hρkx ≫ 1

Dans ce cas, les termes en 1/Hρ sont négligeables devant les termes en kx et on obtient le
polynôme :

∼
ρ0

2
ω4 =

( ∼
ρdω

2 +Atgkx

)2
(A.16)

Ce qui donne :

ω2
± = gkx

( ∼
ρd ±

∼
ρ0

)
. (A.17)

Si ω2
+ = gkx, il s’agit d’un cas stable. Il faut vérifier si cette valeur de ω mène à une valeur

de k satisfaisant la condition limite en +∞. On est dans le cas Hρkx ≫ 1 donc
1

2Hρkx
−→ 0.

À l’aide l’Eq. (A.14), cette valeur pour ω donne : k −−−−−−−→
Hρkx→+∞

kx > 0 . La condition n’est pas

satisfaite.
Si ω2

− = −Atgkx, il s’agit d’un cas instable. Comme précédemment, on vérifie que la
condition limite est respectée. Dans ce cas, l’expression pour ω donne : k −−−−−−−→

Hρkx→+∞
−kx < 0.

La condition est satisfaite.

A.2.4.b Domaine des grandes longueurs d’onde Hρkx ≪ 1

Dans ce cas, les deux termes en k2x sont négligeables et le polynôme de l’Eq. (A.13) peut
s’exprimer comme :

ω2

gHρ

( ∼
ρdω

2 +Atgkx

)2
=
kx

∼
ρ0

Hρ

( ∼
ρdω

2 +AtGkx

)
ω2 . (A.18)

Cette équation possède trois solutions pour ω :

ω2
1 = 0, (A.19)

ω2
2 = −Atgkx

∼
ρd

, (A.20)

ω2
3 = gkx (A.21)

Si ω2
1 = 0, la valeur 0 n’est pas une racine du polynôme de départ (Eq. A.15). Certaines

approximations faites étaient trop fortes. En particulier, si on prend ω2
1 ∝ Hρ, alors les termes

en kx ne sont plus négligeables face aux termes en ω/Hρ et les termes en ω4 sont négligeables :(
ω2

gHρ
− k2x

)
A2

t g
2k2x =

kx
∼
ρ0ω

2

Hρ
×Atgkx (A.22)

Cela donne la racine :

ω2
1 = −Atgk

2
xHρ

∼
ρd

(A.23)

On vérifie que cette racine satisfait la condition sur k à l’aide de l’Eq. (A.14). Le terme dominant
est celui en 1/(2Hρ) et on a bien k < 0.
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Si ω2
2 = −Atgkx/

∼
ρd, l’expression de ω2 mène à une division par zéro quand elle est

introduite dans l’Eq. (A.14). Ainsi, on suppose qu’elle s’écrit réellement :

ω2
2 = −Atgkx

∼
ρd

+ ε+O(ε2) (A.24)

où ε = ε(Hρ).
En injectant cette solution dans le polynôme de l’Eq. (A.15) et en tenant compte de l’hy-

pothèse Hρkx ≪ 1, on obtient l’expression de ε suivante :

ε = −Atgk
2
x
∼
ρ0

∼
ρd

2 Hρ < 0 (A.25)

Cela donne une équation sur ω

ω2
2 = −Atgkx

∼
ρd

− Atgk
2
x
∼
ρ0

∼
ρd

2 Hρ. (A.26)

Ainsi, ω2
2 est négatif, il s’agit donc d’un cas instable. On vérifie que cela satisfait la condition

limite sur k. Le terme dominant reste 1/(Hρkx) dans la limite Hρkx ≪ 1. Cette solution ne
satisfait pas la condition limite car k −−−−−→

Hρkx→0
+∞.

Si ω2
3 = gkx, il s’agit d’un cas stable car ω3 est réel. En injectant ce résultat dans

l’Eq. (A.14) :

k −−−−−→
Hρkx→0

− 1

2Hρ
. (A.27)

La condition limite sur k est satisfaite.
Si on ne garde que les solutions instables d’ondes évanescentes à l’infini, on a :
— si Hρkx ≫ 1, alors ω2 = −Atgkx et on retrouve le cas incompressible de l’instabilité

de Rayleigh-Taylor,

— si Hρkx ≪ 1, alors ω2 = −Atk
2
xc

2

∼
ρd

.

A.3 Conséquences pour χ

Si on se place dans le cas instable des grandes longueurs d’onde Hρkx ≪ 1 tel que ω2 =

−Atc
2k2x
ρ̃d

, alors :

τadv =
1

kxv
, (A.28)

et

τbuoy =

√
ρ̃d√

Atkxc
, (A.29)

donc, avec un nouveau seuil tel que seuil = τadv/τbuoy :
√
At

M
∝ seuil (A.30)
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avec M = v
c le nombre de Mach. En utilisant la fréquence de Brunt-Väisälä N, on exprime χ

tel que définit en 2006 :

χ =
2NH

v
=

2HN

Mc
, (A.31)

donc
M =

2HN

cχ
. (A.32)

En injectant ce résultat dans l’expression du seuil Eq. (A.30) :√
At

χc

2HN
∝ seuil. (A.33)

On approxime At ≃ H∇S et N ≃
√
g∇S, ce qui donne :

χc
√
H∇S

2H
√
g∇S

=
χc

2
√
gH

∝ seuil. (A.34)

Finalement :

χ = 2

√
gH

c2
× seuil ∝

(
H

Hρ

)1/2

. (A.35)

Dans les calculs faits en 2006, la grandeur H se rapporte à la taille de la zone de chauffage
ainsi qu’à la taille de la zone de gravité. Plusieurs expressions sont donc possibles en faisant
la distinction des échelles. Tout d’abord, l’échelle caractéristique intervenant avec le gradient
d’entropie ∇S est HS donc on peut approximer le nombre d’Atwood par At ≃ HS∇S. Deux
possibilités apparaissent suivant le choix de H dans l’Eq. (A.31) :

χ ∝



(
HS

Hρ

)1/2

si H = HS ,(
H2

g

HρHS

)1/2

si H = Hg.

(A.36)
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Annexe B.

Rayleigh Taylor compressible, sans advec-
tion, avec marche de gravité et gradient
d’entropie

Nous présentons ici une partie des calculs analytiques effectués pendant cette thèse. Ceux
présentés dans cette partie correspondent à l’approche analytique du système présenté aux
Chaps. II-III en géométrie plane. Ils présentent une étape plus poussée que les résultats de
l’Annexe A car le gradient d’entropie est ici pris en compte.

Nous considérons un fluide compressible, au repos dans l’espace (x, z), et une zone de
gravité non nulle de taille 2Hg, centrée sur z = 0 et infinie en x. En dehors de cette région, la
gravité est négligée. En particulier, les densités à l’extérieur de la zone de gravité sont constantes
et égales aux densités en z = ±Hg.

z

0

Marche de gravitéHg

g = 0, ρu = ρ(Hg), compressible

Marche de gravité−Hg

g = 0, ρd = ρ(−Hg), compressible

g ̸=0 ρ, P , δv⃗, S, compressible
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B.1 Équations stationnaires

Nous considérons un cas sans advection donc v⃗ = 0⃗. Les grandeurs du flot stationnaire
dans la zone de gravité sont donc :

Pression : P =
ρc2

γ
, (B.1)

Euler :
∂P

∂z
= −ρg, g > 0, (B.2)

Entropie : S =
1

γ − 1
log

(
P

ργ

)
, (B.3)

avec P la pression, ρ la densité et S l’entropie dans la zone de gravité non nulle.

B.2 Équations perturbées

Si on se concentre sur le flot perturbé, les équations de continuité, d’Euler et d’entropie
peuvent être exprimées à l’ordre 1.
La linéarisation de l’équation de continuité permet de déterminer l’équation vérifiée par la
perturbation de vitesse verticale. Cela donne :

−iωδρ+ δvz
∂ρ

∂z
+ iρkxδvx + ρ

∂δvz
∂z

= 0, (B.4)

donc :
∂δvz
∂z

= iω
δρ

ρ
− δvz

ρ

∂ρ

∂z
− ikxδvx. (B.5)

De même, l’équation d’Euler s’écrit comme :

−iρωδv⃗ + ∇⃗δP + g⃗δρ = 0. (B.6)

En projetant sur x et z on obtient :

Sur x : iρωδvx = ikxδP, (B.7)

Sur z : iρωδvz = gδρ+
∂δP

∂z
(B.8)

avec g⃗ = −gu⃗z. On peut donc exprimer les équations de perturbations de vitesse horizontale
et de pression :

δvx =
kxδP

ρω
, (B.9)

∂δP

∂z
= iρωδvz − gδρ. (B.10)

Enfin, on peut exprimer les perturbations d’entropie comme :

δS =
1

γ − 1

(
δP

P
− γδρ

ρ

)
, (B.11)

et l’équation d’évolution de l’entropie comme :

−iωδS + δvz
∂S

∂z
= 0. (B.12)
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B.3 Structure des perturbations

Les équations du flot stationnaire et perturbé étant établies, nous pouvons déterminer la
structure verticale des perturbations dans les différentes zones (gravité nulle ou non-nulle).

B.3.1 Dans la zone g ̸= 0

Dans un premier temps, on souhaite déterminer l’équation d’évolution des perturbations de
pression. D’après l’Eq (B.8) :

∂δP

∂z
= iρωδvz − gδρ, (B.13)

et, d’après B.11 et B.12 :

δρ = −ρ
γ

(
(γ − 1) δS − δP

P

)
, (B.14)

δS =
δvz
iω

∂S

∂z
, (B.15)

donc :

δρ = −ρ
γ

(
(γ − 1)

δvz
iω

∂S

∂z
− δP

P

)
. (B.16)

Finalement,
∂δP

∂z
= iωρδvz + g × ρ

γ

(
(γ − 1)

δvz
iω

∂S

∂z
− δP

P

)
. (B.17)

De même, nous souhaitons établir une équation sur les perturbations de vitesse verticale. D’après
l’Eq. (B.4), on avait :

∂δvz
∂z

= iω
δρ

ρ
− δvz

ρ

∂ρ

∂z
− ikxδvx, (B.18)

donc, d’après l’Eq. (B.16) et l’Eq. (B.7) d’Euler sur x , on obtient :

∂
√
ρδvz

∂z
= −γ − 1

γ

√
ρδvz

∂S

∂z
+ iω

δP
√
ρc2

−
√
ρδvz

ρ

∂ρ

∂z
− i

k2xδP√
ρω

+

√
ρδvz

2ρ

∂ρ

∂z
. (B.19)

Ainsi, on obtient un système du type X ′ =MX où :

M =

−
(
g

c2
+

1

2ρ

∂ρ

∂z

)
i

(
ω − g

γ − 1

ωγ

∂S

∂z

)
i

(
ω

c2
− k2x
ω

)
−(γ − 1)

γ

∂S

∂z
− 1

2ρ

∂ρ

∂z

 et X =

 δP
√
ρ√

ρδvz

 , (B.20)

où l’on a utilisé la relationP = ρc2/γ. L’expression de la matrice M peut être simplifiée en
utilisant les relations établies pour l’état stationnaire :

N2 =
γ − 1

γ
g
∂S

∂z
, (B.21)

∂P

∂z
= −ρg, (g > 0), (B.22)

1

ρ

∂ρ

∂z
=

1

γP

∂P

∂z
− γ − 1

γ

∂S

∂z
. (B.23)
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avec N la fréquence de Brunt-Väisälä.
On peut donc ré-exprimer la matrice M sous la forme :

M =


N2

2g
− g

2c2
iω

(
1− N2

ω2

)
i

(
ω

c2
− k2x
ω

)
−N

2

2g
+

g

2c2

 . (B.24)

Afin de déterminer la structure verticale des perturbations des perturbations δP/
√
ρ et

√
ρδvz,

on cherche les valeurs propres kz de ce système, satisfaisant l’équation :

k2z +

(
N2

2g
− g

2c2

)(
−N

2

2g
+

g

2c2

)
+ ω

(
1− N2

ω2

)(
ω

c2
− k2x
ω

)
= 0. (B.25)

Les deux valeurs propres possibles sont donc :

kz = ±1

2

√
N2

(
2

c2
+
N2

g2
− 4k2x

ω2

)
+
g2

c4
− 4ω2

c2
+ 4k2x. (B.26)

La structure verticale des perturbations est donc établie dans cette première zone avec gravité. Il
faut déterminer cette même structure dans les zones avec gravité et comment les deux structures
se raccordent aux interfaces en −Hg et Hg.

B.3.2 Dans la zone g = 0

Nous pouvons ensuite établir la structure verticale des perturbations dans la zone avec
gravité. Les calculs sont les mêmes que ceux présentés précédemment, avec une simplification
grâce à l’absence de gravité. On obtient un système du type X ′ =MX où :

M =

 0 iω

i

(
ω

c2
− k2x
ω

)
0

 et X =

 δP
√
ρ√

ρδvz

 . (B.27)

On cherche les valeurs propres de ce système :

K± = ±
√
k2x −

ω2

c2
, (B.28)

donc, en posant K =

√
k2x −

ω2

c2
, on peut exprimer les perturbations dans la zone z > 0 :

δPu√
ρu

=
A

√
ρu

exp (−Kz), (B.29)

√
ρuδvzu =

−KA
iω

√
ρu

exp (−Kz), (B.30)

et dans la zone z < 0 :
δPd√
ρd

=
B

√
ρd

exp (Kz), (B.31)

√
ρdδvzd =

KB

iω
√
ρd

exp (Kz). (B.32)

(B.33)
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où A et B sont les amplitudes respectives des perturbations de δPu et δPd.

B.4 Méthode WKB

Afin de résoudre le système et déterminer la structure des perturbations dans la zone avec
gravité, nous utilisons la méthode WKB (Wentzel, Kramers et Brillouin). Majoritairement uti-
lisée en mécanique quantique pour résoudre l’équation de Schrödinger, cette méthode permet
de simplifier un système lorsque les longueurs d’onde sont petites devant les échelles du pro-
blème. Ici, cela suppose des longueurs d’onde faibles comparées à Hg. On note les perturbations

comme X =
√
ρδvz et Y =

δP
√
ρ

et on suppose que g et N sont indépendants de la position z

dans la zone avec gravité. Dans ce cas, on traduit les expressions obtenues Sect. B.3.1 avec la
notation X, Y :

∂Y

∂z
=

(
N2

2g
− g

2c2

)
Y + iω

(
1− N2

ω2

)
X,

∂X

∂z
= i

(
ω

c2
− k2x
ω

)
Y +

(
−N

2

2g
+

g

2c2

)
X.

(B.34)

Cela donne l’expression de X :

X =

[
∂Y

∂z
−
(
N2

2g
− g

2c2

)
Y

]
× iω

(N2 − ω2)
. (B.35)

En utilisant cette expression dans la dérivée de la première équation du système B.34, avec g,
ω et N constants par rapport à z, on obtient :

∂2Y

∂z2
= Y

[
N2

(
1

2c2
+
N2

4g2
− k2x
ω2

)
+ k2x −

ω2

c2
+

g2

4c4
+
g

c3
∂c

∂z

]
(B.36)

On pose alors W (z) tel que Y ′′ +W (z)Y = 0, ce qui donne :

W (z) = N2

(
− 1

2c2
− N2

4g2
+
k2x
ω2

)
− k2x +

ω2

c2
− g2

4c4
− g

c3
∂c

∂z
. (B.37)

On obtient donc
Y ∝ 1

W 1/4
exp (±i

∫ z

0
W 1/2 dz). (B.38)

On peut comparer W (z) à k2z , la valeur propre de la matrice M dans la zone de gravité, dans
le cas où la vitesse du son ne dépend pas de z :

k2z =

(
N2

(
1

2c2
+
N2

4g2
− k2x
ω2

)
+

g2

4c4
− ω2

c2
+ k2x

)
= −W (z)− g

c3
∂c

∂z
(B.39)

La méthode WKB est valide lorsque la condition
∂W

∂z
≪ W 3/2 est vérifiée. Ce critère donne

donc la condition :(
N2

c3
+
g2

c5
− 2ω2

c3
+

3g

c4
∂c

∂z

)
∂c

∂z
− g

c3
∂2c

∂z2
≪
[
N2

(
− 1

2c2
− N2

4g2
+
k2x
ω2

)
− k2x

+
ω2

c2
− g2

4c4
− g

c3
∂c

∂z

]3/2
. (B.40)
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Cette inégalité est vérifiée si c −→ ∞ ou
∂c

∂z
−→ 0, où

∂c

∂z
= −

(
γ − 1

2c
g − N2c

2g

)
. En

particulier, cela est vérifié dans une approximation incompressible ou isotherme.

B.5 Raccord des structures aux interfaces

B.5.1 Conditions limites en ±Hg

Si g est non nul, on rappelle :

δvx =
kxδP

ρω
, (B.41)

δρ =
ρδP

γP
− δvz

iω

N2ρ

g
, (B.42)

∂ρ

∂z
= −

(
ρ2g

γP
+
N2ρ

g

)
, (B.43)

δvzg ̸=0
=

iωδP

ρ (N2 − ω2)
×
(
kz +

g

2c2
− N2

2g

)
, (B.44)

avec kz = ±|kz| la structure verticale des perturbations (δP/
√
ρ,

√
ρδvz) dans la zone avec

gravité. On rappelle aussi la notation A et B comme étant les amplitudes respectives des
perturbations de δPu et δPd.
La condition de continuité de la pression aux interfaces donne les égalités :

en z = +Hg : A exp (−KHg) = δPg ̸=0,+, (B.45)

en z = −Hg : B exp (−KHg) = δPg ̸=0,−. (B.46)

La condition de continuité de la vitesse verticale aux interfaces donne les égalités :

en z = +Hg : δvzg ̸=0,+
= δvzu =

−KA
iωρu

exp (−KHg), (B.47)

en z = −Hg : δvzg ̸=0,− = δvzd =
KB

iωρd
exp (−KHg). (B.48)

Comme précédemment, on se place dans le cas où g et N ne dépendent pas de z. En utilisant
les résultats de la partie B.4, avec Y = δP/

√
ρ, on peut exprimer les perturbations (δP, δvz) :

δP =

√
ρ

W 1/4

(
αei

∫ √
W + βe−i

∫ √
W
)

(B.49)

δvz =
iω

N2 − ω2

[(
g

2c2
− N2

2g

)
× 1

√
ρW 1/4

(
αei

∫ √
W + βe−i

∫ √
W
)
+

1
√
ρ

∂Y

∂z

]
(B.50)

On avait d’après la dérivée de l’Eq. (B.38) :

1
√
ρ

∂Y

∂z
= − W ′

4W
√
ρ

1

W 1/4

(
αei

∫ √
W + βe−i

∫ √
W
)
+

√
W

W 1/4√ρ

(
iαei

∫ √
W − iβe−i

∫ √
W
)
.

(B.51)

154



En supposant le critère WKB
∂W

∂z
≪W 3/2 valide, on obtient :

1
√
ρ

∂Y

∂z
∼ iW 1/4

√
ρ

(
αei

∫ √
W − βe−i

∫ √
W
)
. (B.52)

Dans ce cas :

δvz ∼
iω

N2 − ω2

[(
g

2c2
− N2

2g

)
× 1

√
ρW 1/4

(
αei

∫ √
W + βe−i

∫ √
W
)

+
iW 1/4

√
ρ

(
αei

∫ √
W − βe−i

∫ √
W
)]

(B.53)

On se place dans le cas où l’approximation WKB est vérifiée et telle que la vitesse du son ne
dépende pas de la position z. Sous ces hypothèses :

k2z = N2

(
1

2c2
+
N2

4g2
− k2x
ω2

)
+

g2

4c4
− ω2

c2
+ k2x ∼ −W (z). (B.54)

Les équations de continuité de la pression peuvent alors se réécrire en remplaçant i
√
W (z) par

kz comme :

A exp (−KHg) =

√
ρu

(−k2z)
1/4

(
αekzHg + βe−kzHg

)
, (B.55)

B exp (−KHg) =

√
ρd

(−k2z)
1/4

(
αe−kzHg + βekzHg

)
. (B.56)

Pour la perturbation de vitesse verticale, on obtient :

KA

ω2√ρu
exp (−KHg) =

1

(N2 − ω2) (−k2z)
1/4

×
[(

g

2c2
− N2

2g

)
×
(
αekzHg + βe−kzHg

)
+kz ×

(
αekzHg − βe−kzHg

)]
,(B.57)

−KB
ω2√ρd

exp (−KHg) =
1

(N2 − ω2) (−k2z)
1/4

×
[(

g

2c2
− N2

2g

)
×
(
αe−kzHg + βekzHg

)
+kz ×

(
αe−kzHg − βekzHg

)]
.(B.58)

On peut alors mettre le système sous forme matricielle MX = 0 avec :

M =



−1 0 ekzHg e−kzHg

0 −1 e−kzHg ekzHg

−K

ω2
0

ekzHg

N2 − ω2

(
g

2c2
− N2

2g
+ kz

)
e−kzHg

N2 − ω2

(
g

2c2
− N2

2g
− kz

)
0

K

ω2

e−kzHg

N2 − ω2

(
g

2c2
− N2

2g
+ kz

)
ekzHg

N2 − ω2

(
g

2c2
− N2

2g
− kz

)

 , (B.59)
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et

X =



A exp (−KHg)√
ρu

B exp (−KHg)√
ρd
α

(−k2z)
1/4

β

(−k2z)
1/4


. (B.60)

On suppose ω = ΛHgNkx, kxHg ≪ 1 et c constante. Dans ce cas, ω2 ≪ N2 et le déterminant
de M devient :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

−1 0 ekzHg e−kzHg

0 −1 e−kzHg ekzHg

− K

Λ2H2
gN

2k2x
0

ekzHg

N2

(
g

2c2
− N2

2g
+ kz

)
e−kzHg

N2

(
g

2c2
− N2

2g
− kz

)
0

K

Λ2H2
gN

2k2x

e−kzHg

N2

(
g

2c2
− N2

2g
+ kz

)
ekzHg

N2

(
g

2c2
− N2

2g
− kz

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

(B.61)
On cherche à déterminer l’expression de Λ. Après le développement de ce déterminant, nous
obtenons la relation entre Λ et kz :

− kzK

Λ2H2
gk

2
x

+
th(2kzHg)

2

[(
N2

2g
− g

2c2

)2

+ k2z +
K2

Λ4H4
gk

4
x

]
= 0 (B.62)

et l’expression de kz

k2z = N2

(
1

2c2
+
N2

4g2
−

Λ2H2
gk

2
x

c2

)
+

g2

4c4
− 1

Λ2H2
g

+ k2x. (B.63)

En utilisant ∂c/∂z ∼ 0 et en supposant g/c2 ≪ 1/(Hgkx) et ∆S ≪ 1, avec ∆S le saut
d’entropie, cela se résume à :

kz ∼ ± i

ΛHg
. (B.64)

On suppose que kz correspond à la racine positive.
On peut injecter cette expression de kz dans l’Eq. (B.62) afin de déterminer Λ :

− iK

Λ3H3
gk

2
x

+
tanh (2i/Λ)

2

[(
N2

2g
− g

2c2

)2

− 1

Λ2H2
g

+
K2

Λ4H4
gk

4
x

]
= 0. (B.65)

Pour avoir cela, on a supposé que
∂c

∂z
= −

(
γ − 1

2c
g − N2c

2g

)
était négligeable (hypothèse

WKB), donc :

− iK

Λ3H3
gk

2
x

+
tanh (2i/Λ)

2

[
− 1

Λ2H2
g

+
K2

Λ4H4
gk

4
x

]
= 0 (B.66)
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De plus, Hgkx ≪ 1 et tanh ix = i tanx, donc :

−i+ i tan(2i/Λ)
K

2ΛHgk2x
= 0 (B.67)

1− tan(2/Λ)
K

2ΛHgk2x
= 0 (B.68)

Or K =

√
k2x −

ω2

c2
, ∆S ≪ 1 donc, sachant que N2 ∝ g∆S/(2Hg), on obtient :

K ∼ ±kx (B.69)

et

tan

(
2

Λ

)
2

Λ
= 4Hgkx. (B.70)

On cherche le mode le plus instable donc la valeur la plus grande possible de Λ donc la plus
petite de 1/Λ.

Si Λ ≫ 1 :
On effectue un développement limité de la fonction tangente et on obtient une première

expression pour Λ : Λ =
1√
Hgkx

.

Nous cherchons à vérifier la validité de cette solution.
Les temps d’instabilité et acoustique horizontal s’expriment comme :

ω−1
RT = (Atgkx)

−1/2, (B.71)

ω−1
ac ≡ 1

kxc
, (B.72)

avec At le nombre d’Atwood, faible quand ∆S l’est. L’hypothèse incompressible suppose ωRT ≪
ωac. Ainsi, si on se place dans la limite incompressible, on doit avoir kx ≫ Atg/c

2. Dans notre
cas, At et g/c2 sont faibles par hypothèse. Ainsi, pour satisfaire l’hypothèse Hgkx ≪ 1, nous
avons besoin que kx soit petit et nous avons aussi besoin qu’il soit supérieur à Atg/c

2 pour
pouvoir satisfaire la limite de kx dans le cas incompressible.

D’une part, on doit avoir ω = ΛHgNkx ≪ kxc donc Λ ≪ c

HgN
.

D’autre part, on doit avoir N ≫ ω donc N ≫ ΛNHgkx donc
1

Hgkx
≫ Λ.

Ainsi, si Λ =
1√
Hgkx

alors ω =
√
HgkxN . Cela n’est compatible avec l’hypothèse ω ≪ kxc

que sur un faible domaine de nombre d’onde horizontal kx. En effet, cela implique
√
HgkxN ≪

kxc. Cependant, lorsque kx diminue, la fonction racine diminue moins vite que l’identité. Il existe
donc un seuil en kx en dessous duquel la condition

√
HgkxN ≪ kxc n’est plus vérifiée. Cette

première racine ω =
√
HgkxN ne convient donc pas sur tout le domaine. Nous considérons

donc la racine suivante.
Les solutions suivantes de l’Eq. (B.70) en Λ correspondent à :

2

Λ
= nπ + y, (B.73)
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avec y ≪ 1. Dans le cas précédent, on avait n = 0. Si on prend n = 1, alors :

tan(π + y) =
4Hgkx
π + y

(B.74)

Deux solutions sur y existent :

y+ =
4Hgkx
π2

, (B.75)

y− = −π − 4Hgkx
π2

. (B.76)

Nous considérons dans un premier temps la validité de l’utilisation de y+. Dans ce cas, Λ

s’exprime comme :

Λ+ =
2

π
(B.77)

Dans ce cas, Λ ne dépend pas de kx donc les conditions sont vérifiées. Cette solution est donc
une solution acceptable à notre problème.

Cependant, si on considère la racine négative y−, on a : Λ− = − 2π2

Hgkx
< 0. Cela implique

que |ω| > |N |. Cette expression n’est donc pas solution du système que nous considérons.

B.6 Impact sur le seuil de stabilité

Nous partons de l’hypothèse que le critère pertinent pour l’étude de la stabilité marginale
de l’instabilité convective s’exprime comme un rapport des temps d’advection de la matière et
de flottaison obtenu sans advection. Ainsi, cela s’exprime :

Seuil =
τadv
τbuoy

∼ 1, (B.78)

avec τadv = (kcv)
−1 et τbuoy = ω−1, avec ω la valeur trouvée dans la partie précédente :

ω = 2HgkxN/π. Ainsi, ce seuil peut être exprimé comme :

Seuil =
ΛHgN

v
. (B.79)

Le critère χ établit par Foglizzo et al. (2006) peut s’exprimer comme :

χ =
2NHg

v
. (B.80)

En injectant ce résultat dans l’expression du seuil, on obtient :

Seuil =
Λχ

2
. (B.81)

Dans nos considérations, nous n’avons pas pris en compte le choc au bord supérieur. Ainsi, nos
résultats ne sont pas à comparer à χ ∼ 3 obtenu en 2006 mais plutôt à χ ∼ 2 obtenu par
Kazeroni et al. (2018) dans le cas sans choc avec faible gravité et faible saut d’entropie (Kg ≪ 1

et KH ≪ 1). Dans ce cas, la valeur seuil de stabilité marginale de l’instabilité convective peut

s’exprimer comme : Seuil = Λ =
2

π
.
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B.7 Vérification numérique

Nous souhaitons vérifier que l’introduction d’une advection faible nous fournit le même
résultat qu’attendu pour les mêmes conditions de faible saut d’entropie (KH ≪ 1) et faible
gravité (Kg ≪ 1). On s’attend donc à avoir ω =

√
HgkxN pour les valeurs de kx les moins

faibles puis voir l’apparition d’un régime ω = 2HgkxN/π pour les plus grandes longueurs
d’onde.

Ces attentes ne sont pas totalement satisfaites dans l’approche numérique sous ces condi-
tions, pour les plus faibles nombres de Mach. Dans la figure B.1, on remarque que pour
Hgkx > 2.10−5, ωi = a

√
Hkx avec a ∼ ωBV = N . Nous remarquons donc l’apparition

de la première attente de taux de croissance puis un régime de transition vers un autre compor-
tement du taux de croissance pour les grandes longueurs d’onde. Ce nouveau comportement
dépend cependant du nombre de Mach. Pour des nombres de Mach suffisamment grands, nous
trouvons bien le comportement en ω ∝ Hgkx attendu. Cependant, pour les plus faibles nombres
de Mach, qui devraient fournir les résultats les plus proches de nos attentes hydrostatiques, nous
observons que le taux de croissance ne dépend plus de la taille des perturbations.

On a donc une instabilité 1D qui se développe dans ce modèle. Cette instabilité est inat-
tendue car nous sommes à 2D, la convection devrait dominer et donc on devrait avoir un taux
de croissance nul quand on tend vers kx = 0. L’origine de cette instabilité est étudiée en détail
dans l’Annexe C par une analogie en eau peu profonde.
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Figure B.1 – Profil de l’évolution de ωi en fonction de kx sans advection. Ce résultat est obtenu
pour KH ≪ 1 et Kg ≪ 1 afin de correspondre à nos hypothèses de faible gravité et faible saut
d’entropie. (ωBV = N)
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Annexe C.

Étude énergétique de l’instabilité 1D
Dans cette annexe, nous présentons le détail des calculs permettant d’établir le taux de

croissance de l’instabilité 1D, apparaissant pour les grands nombres d’onde dans nos calculs
numériques plans (Sect. III.1.4). Nous souhaitons aussi élucider son origine afin d’établir s’il
s’agit d’une instabilité physique ou générée par notre modèle simplifié possédant des coupures
de gravité. Pour cela, nous effectuons une analyse de variation de l’énergie cinétique et de
l’énergie potentielle. Nous remplaçons les gaz superposés par deux fluides de profondeur et de
densité différente. Le fluide peu dense est profond et le fluide dense est peu profond.

Les notations utilisées sont rappelées dans la Fig. C.1.
Dans cette analogie, les correspondances des grandeurs physiques sont telles que :
— la dimension z devient x dans l’expérience analogique ;
— le potentiel gravitationnel gz est proportionnel à l’intensité gl de la gravité du laboratoire

et l’altitude z du fond : sol plat (gravité constante) suivi d’une montée linéaire z =

α(x− x0) (gravité croissante) puis à nouveau plat (Fig. III.9) ;
— la force analogique de gravité qui en découle correspond donc à αgl ;
— la densité du gaz correspond à la densité surfacique des liquides ρ1,2h1,2 (avec h1,2 la

profondeur du fluide 1 ou 2 et ρ1,2 sa densité) ;
— la vitesse du son c2 correspond à glh ;
— l’indice adiabatique du gaz équivalent vaut γ = 2 ;
— la pression du gaz ρc2/γ correspond donc à 1

2ρ1,2glh
2
1,2 ;

— la variation d’entropie positive à l’interface des deux fluides s’exprime comme S1−S2 =
1

γ−1 ln(ρ2/ρ1) = 2ln(L1/L2) avec les équivalences mentionnées, S1 = ln [g/(2ρ1)], et
L1,2 définis comme la profondeur du fluide 1, 2 au niveau de l’interface, à l’équilibre.
Dans cette situation d’équilibre des forces de pressions s’exprime par ρ1L2

1 = ρ2L
2
2.

C.1 Expression de la pression

Dans un premier temps, nous présentons l’analogie permettant d’établir γ = 2 dans le
modèle analogique. Afin de simplifier les notations, le signe ∼ désigne les grandeurs dans notre
analogie avec un gaz et les valeurs sans ∼ correspondent aux grandeurs du liquide considéré.
La pression locale dans le liquide vaut P = ρglz. La pression moyenne du gaz équivalent
s’exprime comme :

P̃ (x) =

∫ h

0
ρglzdz =

ρglh
2

2
, (C.1)

où c2 = glh et h est la profondeur de fluide. Ainsi, P̃ (x) =
ρ̃c2

2
avec ρ̃ = ρh. Ainsi, on a bien

γ = 2. (C.2)
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Figure C.1 – Illustration du dispositif étudié pour l’analogie en eau peu profonde.

C.2 Étude de la stabilité

Nous allons maintenant aborder les variations d’énergies lorsque l’interface entre les deux
fluides est déplacée. Pour cela, nous commençons par étudier l’énergie potentielle.

C.2.1 Énergie potentielle
Pour étudier la variation d’énergie potentielle, nous étudions la variation de hauteur du

barycentre de la matière déplacée. Lorsque l’interface est déplacée de δx, son point de rencontre
avec le sol se trouve à une hauteur différente δh = αδx, où α est la pente du sol. Cela nous
permet de séparer le problème en deux masses déplacées : la masse d’un rectangle (h−δh)×δx
et celle d’un triangle (δh)× δx.

C.2.1.a Bilan d’énergie potentielle du fluide de gauche (1) :
La masse déplacée lors du mouvement de l’interface est donc

δm1 = δm1r + δm1t, (C.3)

où

δm1r = ρ1|δx|L1(rectangle), (C.4)

δm1t = ρ1δx
2α

2
(rectangle), (C.5)

et L1 la profondeur du fluide (1) au niveau de l’interface à l’équilibre.
La variation de hauteur du centre de gravité peut s’exprimer en fonction de la profondeur de
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fluide h et la variation de profondeur liée au déplacement de masse δz. Le centre de gravité
initial s’exprime comme :

z1 = h1 +
δz1
2
. (C.6)

Les centres de gravité finaux pour chacune de deux masses considérées peuvent s’exprimer
comme :

z1r =
L1

2
+ zi =

h1 + zi
2

, (C.7)

z1t = zi +
αδx

3
, (C.8)

où zi est la hauteur à laquelle l’interface rencontre le sol à l’équilibre.
Ainsi, pour ces deux masses, nous pouvons établir la variation d’énergie potentielle en faisant
la différence avec l’état initial :

δEP1r = −δm1rgl ×
[
h1 +

δz1
2

− h1 + zi
2

]
(C.9)

= −δm1rgl ×
[
h1
2

+
δz1
2

− zi
2

]
(C.10)

= −δm1rgl ×
[
L1

2
+
δz1
2

]
(C.11)

δEP1t = −δm1tgl ×
[
h1 +

δz1
2

− zi −
αδx

3

]
(C.12)

= −δm1tgl ×
[
L1 +

δz1
2

+
α|δx|
3

]
(C.13)

Finalement, la variation d’énergie potentielle dans le fluide (1) s’exprime :

δEP1 = δm1rgl ×
[
L1

2
+
δz1
2

]
+ δm1tgl ×

[
L1 +

δz1
2

+
α|δx|
3

]
(C.14)

= ρ1|δx|L1gl ×
[
L1

2
+
δz1
2

]
+ ρ1δx

2α

2
gl ×

[
L1 +

δz1
2

+
α|δx|
3

]
(C.15)

= ρ1|δx|gl ×
[
L2
1

2
+
L1δz1
2

+
α|δx|
2

(
L1 +

δz1
2

+
α|δx|
3

)]
(C.16)

= ρ1|δx|gl ×
[
L2
1

2
+
L1δz1
2

+
α|δx|
2

L1 +
α|δx|δz1

4
+
α2|δx|2

6

]
. (C.17)

C.2.1.b Bilan d’énergie potentielle du fluide de droite (2) :
La masse déplacée lors du mouvement de l’interface est :

δm2r = ρ2|δx| (L2 − δz2) , (C.18)

δm2t = ρ2|δx|
α|δx|
2

. (C.19)
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où L2 est la profondeur du fluide (2) au niveau de l’interface à l’équilibre.
Pour ces masses, le centre de gravité initial s’exprime comme :

z2r = zi +
L2 − δz2

2
, (C.20)

z2t = zi +
α|δx|
3

(C.21)

La hauteur du centre de gravité final est

z2 = h2 +H − δz2
2

(C.22)

où H est la hauteur du sol dans la partie de droite.
Pour les deux masses, nous pouvons établir la variation d’énergie potentielle en faisant la
différence avec l’état initial :

δEP2r = −δm2rgl ×
[
zi +

L2 − δz2
2

− h2 −H +
δz2
2

]
(C.23)

= −δm2rgl ×
[
L2

2
− L2

]
(C.24)

= δm2rgl ×
[
L2

2

]
, (C.25)

δEP2t = −δm2tgl ×
[
zi +

α|δx|
3

− h2 −H +
δz2
2

]
(C.26)

= −δm2tgl ×
[
−L2 +

α|δx|
3

+
δz2
2

]
. (C.27)

Si nous faisons la somme de ces variations, nous obtenons :

δEP2 = ρ2|δx|gl ×
[
−(L2 − δz2)L2

2
+
α|δx|
2

(
−L2 +

α|δx|
3

+
δz2
2

)]
(C.28)

=
ρ2|δx|g

2
×
[
−L2

2 + L2δz2 − α|δx|L2 +
α2|δx|2

3
+
α|δx|δz2

2

]
. (C.29)

C.2.1.c Variation d’énergie potentielle totale
L’équilibre des forces à l’équilibre s’exprime par ρ1L2

1 = ρ2L
2
2. En ne gardant que les termes

d’ordre 2 :

∆EP = δEP1 + δEP2 (C.30)

= ρ1|δx|gl ×
[
L2
1

2
+
L1δz1
2

+
α|δx|
2

L1 +
α|δx|δz1

4
+
α2|δx|2

6

]
+
ρ2|δx|g

2
×
[
−L2

2 + L2δz2 − α|δx|L2 +
α2|δx|2

3
+
α|δx|δz2

2

]
(C.31)

=

(
ρL2

)
2

|δx|gl ×
[
1 +

δz1
L1

+
α|δx|
L1

− 1 +
δz2
L2

− α|δx|
L2

]
(C.32)

=

(
ρL2

)
2

|δx|gl ×
[
δz1
L1

+
α|δx|
L1

+
δz2
L2

− α|δx|
L2

]
(C.33)
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Dans le cas où les deux domaines sont infinis, on peut dire que les variations de hauteur des
surfaces δz1 et δz2 sont nuls, donc on obtient :

∆EP =

(
ρL2

)
2

α|δx|2gl ×
[
1

L1
− 1

L2

]
(C.34)

Le système est instable si la variation d’énergie potentielle est négative. C’est-à-dire que de
l’énergie potentielle dans la position d’équilibre se transforme en énergie cinétique dans le
système perturbé. Cela implique

∆EP < 0 ⇒ δz1
L1

+
α|δx|
L1

+
δz2
L2

− α|δx|
L2

< 0, (C.35)

⇒ δz1
L1

+
δz2
L2

< α|δx|
(

1

L2
− 1

L1

)
, (C.36)

⇒ δz1
|δx|L1

+
δz2

|δx|L2
< α

(
1

L2
− 1

L1

)
. (C.37)

Si les fluides sont bornés par des murs à la position xu à droite et la position xs à gauche, alors
la conservation du volume dans ce cas nous donne (au premier ordre) :

L1δx = δz1(xi − xs) (C.38)
L2δx = δz2(xu − xi) (C.39)

avec xi la position de l’interface. Dans ce cas, la condition d’instabilité devient :

1

xi − xs
+

1

xu − xi
< α

(
1

L2
− 1

L1

)
. (C.40)

Cette condition d’instabilité reste vraie en symétrie cylindrique où l’énergie potentielle est sim-
plement multipliée par un facteur 2πri avec ri le rayon auquel se trouve l’interface.

C.2.2 Taux de croissance
Maintenant que nous avons établi un critère d’instabilité, nous pouvons évaluer la valeur

de la pulsation de l’instabilité à l’aide de l’énergie cinétique :

∆Ek = −ω
2δx2

2
(ρ1V1 + ρ2V2) (C.41)

avec

V1 = L1XPNS +
HXPNS

2
− 3H2

8α
(C.42)

où XPNS ≡ xi − xPNS et H est la hauteur du sol à droite, et

V2 = L2Xu −
HXu

2
+

3H2

8α
(C.43)

où Xu ≡ xu − xi.
À l’aide de l’équation ∆Ek = −∆EP , on obtient :

1

XPNS
+

1

Xu
+

α

L2

(
L2

L1
− 1

)
=

ω2

[(
XPNS

L2

L1
+Xu

)
1

gL2
+

H

2glL
2
2

(
XPNS

L2
2

L2
1

−Xu

)
+

3H2

8αL2
2

(
1− L2

2

L2
1

)]
. (C.44)
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Figure C.2 – Illustration du dispositif avec un potentiel en 1/x.

En faisant l’analogie zmin = XPNS, zmax = Xu, gl = αgl, c2up = glL2 et glH(x −→ ∞) = Φ,
avec c2up la vitesse du son à l’interface dans le gaz supérieur (du problème initial) et Φ la valeur
du potentiel gravitationnel à l’infini :

ω2 = 8gc2up

(
1

zmin
+

1

zmax

)
c2up + g

(
e−

∆S
2 − 1

)
8gc2up

(
zmine

−∆S
2 + zmax

)
+ 4gΦ (zmine−∆S − zmax) + 3Φ2 (1− e−∆S)

.

(C.45)
On retrouve bien le critère de stabilité établi précédemment avec

ω2 < 0 ⇐⇒
(

1

zmin
+

1

zmax

)
c2up + g∗

(
e−

∆S
2 − 1

)
< 0. (C.46)

C.3 Pour un potentiel en 1/x

Si on ne considère plus un potentiel constant-rampe-constant mais en 1/x comme illustré
dans la Fig. C.2, alors la condition d’instabilité s’exprime comme :

L2

(
1

xi − xPNS
+

1

xu − xi

)
< α

(
1− L2

L1

)
, (C.47)

avec z = −R
2

x
= αx donc α =

∂z

∂x
(xi) =

R2

x2i
. Ainsi, l’instabilité nécessite les relations d’ordre

suivantes :

L2 < L2

(
xi

xi − xPNS
+

xi
xu − xi

)
<
R2

xi

(
1− L2

L1

)
<
R2

xi
= |zi| (C.48)
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donc : |zi| > L2. La surface du fluide de droite (2) est donc située sous l’asymptote de la

courbe −R
2

x
. Il existe donc un |zu| tel que L2 + |zu| = |zi| ⇒ L2 = |zi| − |zu|. Donc, d’après

l’Eq. (C.47) :

|zi|
(
1− L2

L1

)
> (|zi| − |zu|)

(
xi

xi − xs
+

xi
xu − xi

)
(C.49)

Ce qui, en remplaçant zi = −R2/xi et zu = −R2/xu, implique finalement xu < xi. Comme
xu > xi par définition, on en déduit que le critère d’instabilité (C.47) ne peut pas être satisfait
si la forme du sol est en 1/x.
Cette instabilité n’existe donc pas pour un potentiel gravitationnel réaliste. L’instabilité 1D
observée dans notre étude en géométrie plane est donc créée artificiellement par l’introduction
d’une coupure dans le profil de potentiel gravitationnel.
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