
Dynamique non linéaire des systèmes mécaniques avec
interfaces de contact : application aux interactions aube/carter

Thibaut Vadcard

26 avril 2023

Membres du jury :
M.-A. Galland École Centrale de Lyon examinatrice
C. Béguin Polytechnique Montréal examinateur
G. Kerschen Université de Liège rapporteur
Z. Liu École de Technologie Supérieure rapporteur
F. Thouverez École Centrale de Lyon co-directeur de thèse
A. Batailly Polytechnique Montréal co-directeur de thèse



Introduction

Contexte et enjeux
industriels

Interactions aube/carter

Problème à résoudre

État de l’art

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

Sommaire

2 / 31

Soutenance
de doctorat

1 Introduction



Introduction

Contexte et enjeux
industriels

Interactions aube/carter

Problème à résoudre

État de l’art

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

Contexte et enjeux industriels

2 / 31

Soutenance
de doctorat

Impact environnemental

D’ici à 2050 1 :

diminution du bruit de 65%

réduction des rejets de NOx de 90%

limitation des émissions de CO2 de 65%

Défis de conception

augmentation du rendement des
turbomachines

réduction de la masse des pièces

maîtrise des niveaux vibratoires

: nécessité de modéliser les non-linéarités

.

.

turbomachine aéronautique 2

Modélisation des interfaces de contact

défis théoriques : lois de contact non régulières, phénoménologie complexe

défis numériques : modèles de grande taille, temps de calcul

1ACARE : Advisory Council for Aviation Research and Innovation in Europe, url : www.acare4europe.org
2 COLAÏTIS. « Stratégie numérique pour l’analyse qualitative des interactions aube/carter ». Thèse de doctorat. Polytechnique Montréal, 2021.
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Équation du mouvement non linéaire

α

β2 Mẍ(t) +
α

β
Cẋ(t) + αKx(t) + fnl(x, ẋ) = fex(t) (1)

conditions de résolution :

1 déterminer les efforts de contact fnl(x, ẋ)
2 garantir le respect de l’équation du mouvement (1)

Conditions de contact unilatéral (Hertz-Signorini-Moreau)

0 ⩽ g(t) ⊥ f
N
nl(t) ⩾ 0 (2)

avec

g(t) : jeu entre les structures

fN
nl(t) : efforts de contact dans la direction normale

g

fN
nl
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Paradigme temporel 3,4,5,6

Paradigme fréquentiel 7,8

Avantages

simplicité d’implémentation

extension multi-physique/multi-non linéaire
aisée

régimes transitoires et apériodiques
accessibles

Défis

multiplicité de solutions

solutions périodiques

Avantages

solutions périodiques

multiplicité de solutions

Défis

théorie complexe

lois non linéaires exprimées dans le
domaine temporel

simulations multi-non linéaires

3 CARPENTER et al. « Lagrange constraints for transient finite element surface contact ». Int. J. Numer. Meth. Eng. (1991).
4 MOREAU. « Unilateral Contact and Dry Friction in Finite Freedom Dynamics ». Nonsmooth Mechanics and Applications (1988).
5 JEAN. « The non-smooth contact dynamics method ». Comput. Methods Appl. Mech. Eng. (1999).
6 PAOLI et al. « A Numerical Scheme for Impact Problems I : The One-Dimensional Case ». SIAM J. Numer. Anal. (2002).
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condensation exacte des degrés de liberté linéaires

Évaluation des efforts non linéaires?
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Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Méthode de l’équilibrage
harmonique (HBM)

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

DLFT-HBM 8

9 / 31

Soutenance
de doctorat

correction
Newton-Raphson

k = k + 1

x̃k
r

f̃
N,k

nl,pre(x̃
k
r )

IDFT
fN,k
nl,pre(x̃

k
r )

domaine
temporel

domaine
fréquentiel

prédiction

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l,
p
re
(t
)

1 5 10

0,5

1

harmonique j

c
j

..

8 NACIVET et al. « A dynamic Lagrangian frequency–time method for the vibration of dry-friction-damped systems ». J. Sound Vib. (2003).



Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Méthode de l’équilibrage
harmonique (HBM)

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

DLFT-HBM 8

9 / 31

Soutenance
de doctorat

correction
Newton-Raphson

k = k + 1

x̃k
r

f̃
N,k

nl,pre(x̃
k
r )

IDFT
fN,k
nl,pre(x̃

k
r )

fN,k
nl (x̃k

r )

correction

domaine
temporel

domaine
fréquentiel

prédiction

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l,
p
re
(t
)

1 5 10

0,5

1

harmonique j

c
j

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l
(t
)

..

8 NACIVET et al. « A dynamic Lagrangian frequency–time method for the vibration of dry-friction-damped systems ». J. Sound Vib. (2003).



Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Méthode de l’équilibrage
harmonique (HBM)

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

DLFT-HBM 8

9 / 31

Soutenance
de doctorat

correction
Newton-Raphson

k = k + 1

x̃k
r

f̃
N,k

nl,pre(x̃
k
r )

IDFT
fN,k
nl,pre(x̃

k
r )

fN,k
nl (x̃k

r )

DFT
f̃
N,k

nl (x̃k
r )

correction

domaine
temporel

domaine
fréquentiel

prédiction

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l,
p
re
(t
)

1 5 10

0,5

1

harmonique j

c
j

1 5 10
0

0,5

1

harmonique j

c
n
l

j

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l
(t
)

..

8 NACIVET et al. « A dynamic Lagrangian frequency–time method for the vibration of dry-friction-damped systems ». J. Sound Vib. (2003).



Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Méthode de l’équilibrage
harmonique (HBM)

DLFT-HBM

Configuration
académique

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

DLFT-HBM 8

9 / 31

Soutenance
de doctorat

correction
Newton-Raphson

k = k + 1

solution
trouvée

x̃k
r

f̃
N,k

nl,pre(x̃
k
r )

IDFT
fN,k
nl,pre(x̃

k
r )

fN,k
nl (x̃k

r )

DFT
f̃
N,k

nl (x̃k
r )

correctionconvergence ?

domaine
temporel

domaine
fréquentiel

prédiction

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l,
p
re
(t
)

1 5 10

0,5

1

harmonique j

c
j

1 5 10
0

0,5

1

harmonique j

c
n
l

j

0 T/2 T
−1

0

1

2

fN
,k

n
l
(t
)

..

8 NACIVET et al. « A dynamic Lagrangian frequency–time method for the vibration of dry-friction-damped systems ». J. Sound Vib. (2003).



Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Configuration
académique

Barre éléments-finis

LCP-HBM

Comparaison DLFT-HBM —
LCP-HBM

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

Sommaire

10 / 31

Soutenance
de doctorat

4 Configuration académique



Introduction

État de l’art

DLFT-HBM

Configuration
académique

Barre éléments-finis

LCP-HBM

Comparaison DLFT-HBM —
LCP-HBM

Configuration
industrielle

Recherche d’isolats
en réponse forcée

Conclusion

Barre éléments-finis

10 / 31

Soutenance
de doctorat

Modèle de barre éléments-finis 2

kobs

xobsx

A B

1 2 3 . . . i . . . n

L g0

E,S, ρ

fex(t) = A cos(ωt)

6 6,2 6,4 6,6 6,8

·104

0

2

4

·10−4

ω1

g0

ω (rad/s)

||x
(t
)||

∞
(m

)

Objectifs de l’étude

1 valider la DLFT-HBM par rapport à une stratégie de référence

2 étudier le comportement de la HBM en vibro-impact

3 comparer deux stratégies fréquentielles : DLFT-HBM et LCP-HBM

2 COLAÏTIS. « Stratégie numérique pour l’analyse qualitative des interactions aube/carter ». Thèse de doctorat. Polytechnique Montréal, 2021.
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Forme du carter

profil mathématique rigide
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contact à toutes les vitesses de rotation Ω
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Ω
j

dj(ti)

carter ovalisé 2
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2 COLAÏTIS. « Stratégie numérique pour l’analyse qualitative des interactions aube/carter ». Thèse de doctorat. Polytechnique Montréal, 2021.
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21 CARPENTER et al. « Lagrange constraints for transient finite element surface contact ». Int. J. Numer. Meth. Eng. (1991).
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ASME Turbo Expo. 2015.
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mode
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ω

||x
(t
)||

∞

Modes complexes non linéaires 32(non conservatif)

Mẍ + Cẋ + Kx + fnl(x, ẋ) = 0 (7)

recherche d’une solution libre décroissante par HBM

x(t) ≃
1
2

a0 +

Nh∑
k=1

e−kζt (ak cos(kωt) + bk sin(kωt)) (8)

dépendance des fréquences propres à l’amplitude de réponse
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32 LAXALDE et al. « Complex non-linear modal analysis for mechanical systems : Application to turbomachinery bladings with friction
interfaces ». J. Sound Vib. (2009).
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Principe énergétique de Melnikov 31

Bilan énergétique d’une perturbation non conservative sur une solution libre xc du mode NL

signe de M1:k =

travail

|W 1:k| −
dissipation

|R| ?

W 1:k(A, fex) = kAπ
√

⟨ac
k

, fex⟩2 + ⟨bc
k

, fex⟩2

R(C, fnl) =

∫ T

0

⟨ẋc(t), Cẋc(t) + fnl(t)⟩dt

|W 1:k| > |R| : 2 solutions

|W 1:k| = |R| : 1 solution

|W 1:k| < |R| : 0 solution

Détection d’isolats

1 courbe principale

2 mode non linéaire
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Objectifs de l’étude

1 fournir une preuve d’applicabilité de la stratégie de recherche d’isolats aux systèmes industriels
hautement non linéaires

2 comprendre les mécanismes d’apparition des isolats en réponse forcée

3 mettre en évidence de nouveaux types de familles d’isolats à travers plusieurs formes d’excitation
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Problème de contact

minimisation de l’énergie du système :

∀v ∈ K min
u∈K

Π(u, v) avec Π(u, v) = a(u, v − u)︸ ︷︷ ︸
efforts internes

− L(v − u)︸ ︷︷ ︸
efforts externes

+ Πc︸︷︷︸
contact

(9)

avec K l’espace des champs de déplacements cinématiquement admissibles

Pénalité

Πc =
1
2

∫
Γc

εNg
2
NdΓ

avec gN = max(−gN, 0) ;

efforts de contact : f N
nl = εNcN(x)gN

avantage :

problème (9) non contraint

défis :

solutions dépendantes de εN

difficultés numériques si εN est trop
grand

Lagrangiens augmentés

Πc =


∫

Γc

(
λNgN +

εN

2
g

2
N

)
dΓ si λ̂ ⩽ 0,∫

Γc

−
1

2εN
|λN|2 dΓ si λ̂ > 0,

avec λ̂N = λN + εNgN ;

efforts de contact : f N
nl = cN(x)(λN + εNgN)

avantages :

fonctionnelle (9) localement convexe autour de la
solution

produit une estimation de la solution exacte

défi :

vitesse de convergence dépendante de εN
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Loi de pénalité régularisée

f
N
nl(t) = −κ

g(t)
2

+

√(
κ

g(t)
2

)2
+ γ2

1

κ

(0, γ)• g

fN
nl

pénalité ( ), pénalité régularisée ( ), unilatéral ( )

Filtrage de Lanczos

f N
nl(x, ẋ) ≃

1
2

anl
0 +

Nh∑
k=1

σk

(
anl

k cos(kωt) + bnl
k sin(kωt)

)
(10)

où :

σk = sinc(χk) avec χk =

{
0 pour k < 1
k

Nh + 1
pour 1 ⩽ k ⩽ Nh

(11)
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Équations de la DLFT-HBM

Zrx̃r + f̃ N
nl − f̃ex,r = 0 (12)

f̃ N
nl = f̃ex,r − Zrx̃r − ε(̃gx − g̃y) = f̃ N

nl,p(x̃r) + f̃ N
nl,c(ỹr) (13)

prédiction-correction des lagrangiens augmentés :

1 prédiction harmonique des efforts de contact : f̃N
nl,p = f̃ex,r − Zrx̃r − ε (x̃r + g̃0)︸ ︷︷ ︸

g̃x

2 transformée de Fourier inverse de la prédiction f̃N
nl,p :{

fN,i
nl,p

}
i=1...Nt

= F f̃N
nl,p (14)

3 correction des efforts :
▶ Si fN,i

nl,p ⩽ 0 : il y a séparation donc on corrige tel que fN,i
nl = 0

▶ Si fN,i
nl,p > 0 : il y a contact donc on ne corrige pas et fN,i

nl = fN,i
nl,p

4 transformée de Fourier directe pour obtenir le vecteur multiharmonique f̃N
nl :

f̃N
nl = F

{
fN,i

nl

}
i=1...Nt

(15)

5 calcul du résidu harmonique : Hr(x̃r) = Zrx̃r + f̃N
nl − f̃ex,r
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Équations de la DLFT-HBM

Zrx̃r + f̃ N
nl − f̃ex,r = 0 (16)

f̃ N
nl = f̃ex,r − Zrx̃r − ε(̃gx − g̃y) (17)

0 10 Nh 30 40 50 60 70 80 90 100
100

101
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104

harmonique

|D
FT

(f
N nl

)|
(N

)

1·108 1·109 1·1010 1·1011 2·1012
ε (N·m−1)

IT obstacle flexible ( ), LCP-HBM ( ), DLFT-HBM ( ), bande passante HBM ( )
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Équations de la DLFT-HBM

Zrx̃r + f̃ N
nl − f̃ex,r = 0 (18)

f̃ N
nl = f̃ex,r −Zrx̃r −ε(̃gx − g̃y) (19)

Équations de la LCP-HBM

f̃ N
nl =FCNΛ et

{
G = WΛ + p
0 ⩽ G ⊥ Λ ⩾ 0

(20a)

(20b)

0 1 2 3 4

·10−4

0

1

·105

g (m)

f
N nl

(N
)

période entière

−4 −2 0 2 4

·10−7

0

0,5

1

1,5

·105

g (m)
f

N nl
(N

)
autour de g = 0

DLFT-HBM ε = ε0 = 1·1011 N·m−1 ( ), DLFT-HBM ε = 215ε0 ≃ 1·1016 N·m−1 ( ),
LCP-HBM ( ), contact unilatéral ( )

La DLFT-HBM tend asymptotiquement vers la LCP-HBM lorsque ε → ∞.
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DLFT-HBM

avantages :

▶ approxime les solutions exactes
▶ détection des instants de transition
▶ utilisé dans l’industrie pour le contact

aube/disque et aube/aube

difficultés :

▶ effet de Gibbs
▶ calcul des dérivées secondes
▶ analyses de stabilité en vibro-impact

(spectres haute freq. non physiques)

RL-HBM

avantages :

▶ calcul des dérivées analytiques aisé
▶ analyses de stabilité en vibro-impact
▶ peu d’effet de Gibbs

difficultés :

▶ dépendance des solutions à la raideur
de contact

▶ régularisation affecte la loi de contact
▶ calibration des paramètres de la loi

Bilan

temps de calcul équivalents, donc autres paramètres à prendre en compte ...

application : académique ou industriel ? multi-non linéaire? obstacle flexible ou rigide?

besoin : précision physique ? stabilité numérique du calcul ? phénomène simulé?

type de calcul : CRF ? stabilité? suivi de bifurcations ?
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Suivi de bifurcations

continuation des points limites (points de retournement) dans un espace paramétrique augmenté

calcul de l’opérateur hessien des efforts de contact
∂2fnl

∂x̃2
nécessaire

Global terrain method

parcours de la fonctionnelle par phases de descente/remontée du résidu

directions obtenues par résolution d’un problème aux valeurs propres sur l’opérateur hessien
∂2fnl

∂x̃2

Méthode d’homotopie

continuation des zéros de l’équation H(x̃, λ) = λQ(x̃) + (1 − λ)P(x̃) en fonction de λ ∈ [0; 1]
restreint aux systèmes polynomiaux + nombreux chemins divergents → degré de Q important

Bases de Gröbner

forment un lien entre systèmes polynomiaux et algèbre linéaire (problèmes aux valeurs propres)

restreint aux systèmes polynomiaux + temps de calcul croit fortement avec le nombre d’inconnues
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m1 m2

x1 x2

k1

c1

k2

c2

xobs

kobs

g0

m2

7 8 9 10 11 12 13

1

2

3

4

5

quasi-périodique

ω-périodique

( ω
10)-périodique

(ω2 )-périodique

(ω4 )-périodique

chaotique

apériodique

ω (rad/s)

||x
2
(t
)||

∞
(m

)

courbe principale ( ), isolats ( ) ( ), IT ω-périodique ( ), IT autre ( )
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