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Actions quasi-convexes d’un groupe hyperbolique,
flot géodésique

M a r c  BOURDON

R é s u m é .  On étudie les actions isométriques quasi-convexes d’un groupe hyperbo- 
lique T au sens de M. Gromov sur les CAT(-l)-espaces X . A une telle action, sont 
associés :

-  Un flot géodésique (qui généralise le flot géodésique habituel du fibré unitaire 
tangent à une variété riemannienne compacte).

-  L’ensemble limite de T dans le bord de X , muni d’une structure conforme 
canonique, sur lequel T agit par transformations conformes.

On étudie les liens entre ces deux systèmes. En utilisant le groupe on construit une 
représentation symbolique du flot. Celle-ci permet de traiter simplement des problèmes 
ergodiques comme le mélange du flot, et des problèmes variationnels comme la conti
nuité ou l’analyticité de l’entropie lorsque l’action varie.

Abstract. We study the isometric quasi-convex actions of a hyperbolic group T 
according to M. Gromov on the CAT(-l)-spaces X . With such an action are asso
ciated :

-  A geodesic flow (which is a generalization of the usual geodesic flow on the 
unitary tangent bundle of a riemannian compact manifold).

-  The limit set of T in the boundary of X , equipped with a canonical conformai 
structure, on which T acts by conformai transformations.

We study the links between these two systems. By using the group we construct 
a symbolic representation of the flow. This allows us to study in a simple way ergodic 
problems like the mixing of the flow, or such variational problems as the continuity and 
the analyticity of the entropy when the action varies.

M ots clés. Groupes et espaces hyperboliques, CAT(-l)-espaces, ensemble limite, 
flot géodésique, dimension de Hausdorff, entropie topologique, application de Markov, 
flot spécial, formalisme thermodynamique.
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Introduction

On étudie ici les actions isométriques quasi-convexes d’un groupe hy
perbolique au sens de M. Gromov, sur les CAT(-l)-espaces. Ces espaces, 
qui remontent à Aleksandrov, connaissent depuis quelque temps déjà un 
regain d’intérêt sous l’impulsion de M. Gromov. Ils forment une vaste gé
néralisation des variétés riemanniennes simplement connexes à courbure 
inférieure à -1, les exemples les plus fameux étant les polyèdres hyper
boliques de M. Gromov. Nous nous intéressons plus particulièrement au 
flot géodésique associé à une action quasi-convexe sur un tel espace, et 
à l’action du groupe sur son ensemble limite. Le plan de la thèse est le 
suivant :

Structure conforme sur le bord d ’un CAT(—1) -espace :

Comme tout espace hyperbolique, un CAT(-l)-espace X  admet un 
bord, lui-même muni d’une structure quasi-confome canonique (un inva
riant de quasi-isométrie de X ) .  La propriété CAT(—1) permet d’affiner 
cette structure : nous construisons sur d X  une structure conforme cano
nique compatible avec sa structure quasi-conforme et invariante par les 
isométrie de X . Elle est décrite par une famille de métriques visuelles 
deux à deux conformes que nous construisons à partir des fonctions de 
Busemann.

Soit maintenant une action isométrique quasi-convexe d’un groupe hy
perbolique T sur un CAT(-l)-espace X . On sait que l’ensemble limite 
de T dans d X  et le flot géodésique sont intimement liés au groupe. En 
effet si T agit comme précédemment sur deux CAT(-l)-espaces, alors les 
ensembles limites associés (qui sont canoniquement homéomorphes à ô r  ) 
se correspondent par un homéomorphisme 0 , canonique, T-équivariant 
et quasi-conforme. De même, d’après une construction de M. Gromov, 
les espaces du flot géodésique se correspondent par une équivalence d’or
bites (un homéomorphisme envoyant orbites sur orbites sans préserver 
en général le paramétrage). Nous montrons que l’homéomorphisme quasi- 
conforme Çî est conforme si et seulement si l’équivalence d’orbites de M. 
Gromov est réalisée par une conjugaison des flots géodésiques (une équiva
lence d’orbites qui préserve le paramétrage). Ainsi la structure conforme 
de l’ensemble limite détermine le flot géodésique et inversement.

Codage du bord d ’un groupe hyperbolique et conjugaison du f lo t géo
désique par un f lo t spécial :

Afin de simplifier l’étude du flot géodésique, nous en donnons une 
représentation symbolique. L’idée (qui remonte à Morse, Nielsen,. . .  ) est 
d’utiliser le groupe. La méthode est inspirée des travaux de Bowen-Scries 
sur les groupes fuchsiens.

On définit d’abord la notion d’application de Markov sur un groupe 
de type fini T . Lorsque T est hyperbolique l’existence de telles applica
tions est garantie par un théorème de J.W. Cannon. A une application 
de Markov sur T est associée un sous-shift de type fini unilatéral E+ qui 
permet de coder dT  par une application :

q : s+ -  ar
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Hôlder continue surjective à fibres finies de cardinal uniformément borné.
Notons que sur une large classe d’exemples (qui contient les groupes 

fuchsiens et certains groupes de Coxeter dans Isom(Hg) ) l’application de 
Markov sur T s’étend en une application de Markov sur dT  (le cas des 
groupes fuchsiens a été traité par R. Bowen et C. Séries). L’application q 
est alors génériquement bijective.

Lorsque T agit par isométries de manière quasi-convexe sur un 
CAT(-l)-espace X , on obtient par suite une conjugaison du flot géodé
sique par un flot spécial. Ce dernier est défini par suspension d’une fonc
tion Hôlder continue ip (le “facteur conforme de l’application de Maxkov 
sur l’ensemble limite”), au-dessus du sous-shift bilatéral S naturellement 
associé à E+ . Cette conjugaison n’est pas en général bijective (sauf si T 
est un groupe fuchsien, c’est alors une conséquence immédiate des travaux 
de Bowen-Series), elle est seulement continue surjective à fibres finies de 
cardinal uniformément borné. Elle est donc moins précise que celles déjà 
construites par Sinaï, Bowen, . . .  , qui utilisent des sections de Poincaré 
et le caractère Anosov du flot lorsque T est cocompact et X  est une va
riété riemannienne. D’un autre côté elle est plus naturelle : le sous-shift 
ne dépend que du groupe, la fonction ip reflète la structure conforme de 
l’ensemble limite. Elle est aussi plus simple et sans doute plus générale.

Mélange du flo t géodésique :

Puisque le flot géodésique est décrit par un flot spécial, il a les proprié
tés des flots hyperboliques généraux. En particulier les propriétés suivantes 
sont équivalentes :

(i) La mesure d’entropie maximale est mélangeante.

(ii) La mesure d’entropie maximale est faiblement mélangeante.

(iii) Le flot est topologiquement mélangeant.

(iv) Le spectre des longueurs des orbites périodiques n’est inclus dans 
aucun sous-groupe discret de R .

En adaptant une preuve de D. J. Rudolph, nous montrons le mélange 
du flot sous l’hypothèse que le bord du groupe n’est pas totalement dis
continu. Notons que si le bord de T est totalement discontinu alors T est 
commensurable à un groupe libre (d’àprès un théorème de Stallings). Dans 
ce cas le mélange n ’est pas automatique et une étude visant à caractériser 
les actions de T donnant un flot mélangeant, serait nécessaire.

Continuité et analyticité de la dimension de Hausdorff de l ’ensemble 
limite et de l ’entropie du flo t géodésique :

On considère l’ensemble des actions isométriques d’un groupe hyper
bolique T sur les espaces ¿-hyperboliques de M. Gromov (5 est fixé). 
On munit cet ensemble de la topologie de Gromov. On montre alors de 
manière géométrique que les actions quasi-convexes forment un ouvert de 
cette topologie et que la dimension de Hausdorff de leur ensemble limite 
(relativement à une métrique visuelle de paramètre fixé) varie continue- 
ment sur cet ouvert .

Dans le cas des actions quasi-convexes de T sur les CAT(—1) -espaces, 
la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite est égale à l’entropie topo
logique du flot géodésique (un phénomène mis en évidence par Manning,
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Sullivan, . . .  ). Ainsi on obtient également la continuité de l’entropie du 
flot géodésique.

Enfin, en utilisant la description symbolique du flot, on montre la 
réelle analyticité de l’entropie associée à une représentation quasi-convexe 
de T dans Isom(H£) ou Isom(Hc). La méthode consiste à relier l’entropie 
à une valeur propre d’un opérateur (opérateur de transfert de D. Ruelle) 
qui dépend analytiquement de la représentation.
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1. Préliminaires

On rappelle dans ce chapitre les notions d’espaces et de groupes hy- 
peboliques, qui nous seront utiles par la suite. Pour plus de détails, on 
pourra se référer à [G], [G-H], [C-D-P], [C].

1.1. Généralités sur les espaces métriques

Sont rassemblées ici les définitions qui seront d’un usage constant.
Soient (X , d x ) ,  (y, d y )  deux espaces métriques. Afin d’alléger les no

tations, la distance d(x, x') sera souvent notée \x — x'\.

Quasi-isométrie : Une application /  : X  —* Y  est une (A, fc)-quasi- 
isométrie, si quels que soient les éléments x ,x '  de X  :

A-1 |x — x\x  — k < |/(æ) — f ( x ' ) \Y < A |x — x'\x  +  k .

On dit qu’elle est une quasi-isométrie, si l’on ne tient pas à préciser les 
constantes A et k.

Remarquons qu’une quasi-isométrie n’est pas en général continue.

Espaces quasi-isométriques : Les espaces métriques X  et Y  sont 
quasi-isométriques, s’ils satisfont l’une des deux conditions équivalentes 
suivantes :

(i) Il existe des quasi-isométries f  : X  —► Y , g : Y  —> X  et un réel 
e > 0, tels que /  ° g et g ° /  soient e -proches de l’identité.

(ii) Il existe une quasi-isométrie /  : X  —* Y  et un réel e > 0, tels que 
f { X )  soit e-dense dans Y .

Rappelons qu’un sous-ensemble Z  de Y  est e-dense, si le e-voisinage 
de Z  dans y  est y .

Géodésiques : Un segment géodésique (resp. un rayon géodésique), 
(resp. une géodésique) de X , est une isométrie :

où I  est un intervalle de R, fermé borné, (resp. fermé semi-infini), 
(resp. R).

Etant donné deux éléments x ,x '  de X , on notera [xx'\ tout segment 
géodésique :

7  : [a, 6] —» -Y ; avec 7 (a) =  x , 7 (6 ) = x ' .

D’autre part, on se permettra souvent de confondre un segment 
géodésique, ou un rayon, ou une géodésique, avec son image.

Espaces géodésiques : L’espace X  est géodésique, si deux éléments 
quelconques de X  peuvent être reliés par un segment géodésique.
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Quasi-géodésiques : Un (A, fc)-quasi-segment géodésique, (resp. rayon 
géodésique), (resp. géodésique) de X , est une (A, k) -quasi-isométrie :

7  : I - > X

où I  est tin intervalle de R, fermé borné, (resp. fermé semi-infini), 
(resp. R). Si l’on ne tient pas à préciser les constantes A et k,  on  dira 
seulement quasi-segment géodésique (resp. rayon), (resp. géodésique).

Quasi-convexe : Supposons X  géodésique. Un sous ensemble Z  de X  
est C  -quasi-convexe, si deux points quelconques de Z  peuvent être reliés 
par un segment géodésique contenu dans le C-voisinage de Z  dans X .

Il est quasi-convexe, s’il est C-quasi-convexe pour un certain réel C .

1.2. Espaces hyperboliques géodésiques

Désormais (X, d x )  est un espace métrique géodésique.

1 .2 .1 .  D é f in it io n .

a) Le triangle [xy] U [yz] U [zx] de X  est 6 -fin si pour tout u appartenant 
à [xy], on a :

dx  (u , [yz] U [zx]) <  8 .

b) X  est 8 -hyperbolique si tout triangle de X  est ¿-fin. Il est hyper
bolique, s’il est ¿-hyperbolique pour un certain réel 8.

Observons qu’un espace 8 -hyperbolique a la propriété suivante : deux 
segments géodésiques de mêmes extrémités, sont à distance de Hausdorff 
inférieure à 8 . Autrement dit, chacun est contenu dans le 8 -voisinage de 
l’autre.

1 .2 .2 .  Ex e m p l e s .

a) Un arbre métrique est O-hyperbolique.

b) L’espace hyperbolique réel n -dimensionnel Hg est log 3 -hyperbolique.

c) D’après le théorème de comparaison d’Aleksandrov-Toponogov, toute 
variété riemannienne simplement connexe à courbure < —b2, est - 
hyperbolique.

Une première propriété fondamentale des espaces hyperboliques est :

1.2.3. Théorèm e, (propriété des quasi-segments géodésiques). H existe 
une constante C  ne défendant que de X, k , 8 ,  avec la f r o f r ié té  su i
va n te :  tout (A, fc) -quasi-segment géodésique d ’un esface 8 -hyperbolique, 
est à distance de Hausdorff inférieure à C , de n ’importe quel segment 
géodésique jo ignant ses extrémités.

Dont on déduit immédiatement :
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1.2.4. Corollaire (Invariance de l’hyperbolicité par quasi-isométrie). Soient 
(X , d x ), (Y , d y ) deux espaces géodésiques.

a) Si Y  est hyperbolique et s ’il existe une quasi-isométrie de X  dans 
Y , alors X  est hyperbolique.

b) Si X  et Y  sont quasi-isométriques, alors X  est hyperbolique si et 
seulement si Y  l ’est.

1.2.5. Corollaire (Invariance des quasi-convexes par quasi-isométrie). 
Soient ( X , d x ) ,  ( Y ,d y )  deux espaces géodésiques et f  une quasi- 
isométrie de X  dans Y . Si Y  est hyperbolique, l ’image par f  de tout 
quasi-convexe de X  est un quasi-convexe de Y .

1.3. CAT(—62)-espaces

Nous décrivons une généralisation des exemples 1.2.2. Ces espaces 
seront pour nous d’un intérêt particulier.

Soit ( X , d x )  un espace métrique géodésique, et soit H |(—62) l’espace 
hyperbolique réel deux-dimensionnel, à courbure constante —b2 .

A tout triangle A =  [æy] U [yz] U [zx] de X  associons un triangle 
A =  [xÿ] U [ÿz] U [zx] de M |(—b2) dont les côtés ont même longueur que 
ceux de A . Le triangle A est unique à isométrie près. Il est appelé triangle 
de comparaison associé à A .

Soit :

A -  Â

S H  j

l’application naturelle dont la restriction à chacun des côtés de A est une 
isométrie.

1 .3 .1 .  D é f in it io n .

a) Ôn dit que A satisfait CAT(—b2) (comparaison Aleksandrov Theo- 
rem), si quels que soient s , t  appartenant à A :

dx{s,t) < dœ£(-&2)(^*) •

b) X  est un CAT(—62)-espace si tout triangle de X  satisfait CAT(—b2) .

Les CAT(—&2)-espaces ont la plupart des propriétés des variétés rie- 
manniennes simplement connexes à courbure < —b2 . En voici quelques- 
unes, immédiates à partir de la définition :

a) Deux points de X  déterminent un unique segment géodésique

b) X  est hyperbolique

c) X  est contractible

d) La fonction distance entre deux segments géodésiques est strictement 
convexe.
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Une autre propriété importante, est leur caractérisation locale sui
vante. Elle permet de construire de nombreux exemples de CAT(—62)- 
espace, dont les fameux polyèdres hyperboliques de M. Gromov (voir [G- 
H] chapitre 10, [Be], [Ha]).

1 .3 .2 . D éfinition-théorèm e . L’espace X  est dit à courbure inférieure 
ou égale à — b2 , si tout point de X  admet un voisinage satisfaisant 
CAT(—£>2).

Si X  est simplement connexe à courbure < —b2 , alors X  est un 
C AT ( —b2) -espace.

1.4. Bord d ’un espace hyperbolique

Soit ( X , d x )  un espace ¿-hyperbolique. Afin de lui appliquer le 
théorème d’Ascoli, supposons-le propre (un espace métrique est propre, 
si ses boules fermées sont compactes).

Définissons TZ l’ensemble des rayons géodésiques et munissons-le de 
la relation d’équivalence suivante : Deux rayons sont équivalents s’ils sont 
à distance de Hausdorff bornée.

L’ensemble des classes d’équivalence est le bord de X , on le note d X . 

On définit une topologie sur X  U d X , de la manière suivante :
Soit x  une origine dans X , et soit 7Z(x) l’ensemble des rayons et des 

segments géodésiques :
7 : I - > X

où I  est un intervalle du type [0 , +oo[ ou [0 , a], a € R+ , et 7  vérifie 
7 (0 ) =  x .  Si I  =  [0 ,a], convenons de prolonger 7  à [0 , +oo[, en posant 
7 (t) =  7 (a) pour t  supérieur à a . Munissons IZ(x) de la topologie de 
la convergence uniforme sur les compacts. D’après le théorème d’Ascoli, 
7Z(x) est compact et l’application naturelle de lZ(x) dans X  U d X  est 
surjective. Equipé de la topologie quotient, X  U d X  est un compact, dans 
lequel l’espace métrique X  est ouvert et dense. Ainsi le compact d X  
permet de compactifier X . On montre que la topologie est indépendante 
de l’origine x .

Le théorème d’Ascoli et les propriétés du paragraphe 1.2 donnent : 

1.4.1. Proposition.

a) Soit x G X , et f  € d X . Il existe un rayon géodésique d ’extrémités 
x et Ç. On le notera [æ£). Deux rayons géodésiques de mêmes extrémités 
sont à distance de Hausdorff inférieure à 26.

b) Soient £ et £' deux points distincts de d X . Il existe une géodésique 
d ’extrémités £ et £'. On la notera (££')•

Deux géodésiques de mêmes extrémités sont à distance de Hausdorff 
inférieure à 46.

c) (Propriétés des quasi-rayons géodésiques et des quasi-géodésiques). 
Il existe une constante C  ne dépendant que de 6 , \ , k ,  avec la propriété  
su ivan te :  tout (A, k) -quasi rayon géodésique (resp. quasi-géodésique) de 
X , est à distance de Hausdorff inférieure à C  d ’un rayon géodésique 
(resp. géodésique) de X .
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1 .4 .2 .  REMARQUE. Lorsque X  est un CAT(—62)-espace, deux points de 
X  U d X  détermine un unique arc géodésique. C’est immédiat par compa
raison avec H |(—fe2).

1 .4 .3 .  Ex e m p l e s .

a) Le bord d’un axbre réel propre est totalement discontinu.

b) Soit X  une variété riemannienne simplement connexe, de dimension 
finie, à courbure inférieure à —b2 . Etant donnée une origine x dans X ,  
l’application exponentielle de l’espace tangent en x , induit un homéomor
phisme de la sphère imité sur d X .

c) Soit X  un C AT ( —b2) -espace, et x une origine dans X .  Notons 
5(æ,R )  la sphère de centre x et de rayon R .  Deux points de X  déter
minent un unique segment géodésique, donc pour R  >  R 1, il existe une 
application naturelle de S ( x ,R )  dans S ( x ,R ' ) .  On montre que d X  est 
homéomorphe à la limite projective des S(x ,  R ) , lorsque R  tend vers l’in
fini.

Notons que le bord d’un C AT (—b2) -espace est généralement com
pliqué. N. Benakli [Be] a construit des exemples (polyèdres de Gromov), 
dont le bord est une courbe de Menger ou de Sierpinski.

1 .5 . M étriques visuelles sur d X

De même qu’un changement conforme de métrique sur Hjj[, permet 
d’identifier son bord à celui de la boule euclidienne de rayon un, on peut 
modifier de manière “conforme” la métrique d’un espace ¿-hyperbolique 
X , afin que X  U d X  soit le complété de X  pour cette nouvelle métrique. 
(Voir [G], [C.D.P], [C], pour plus de détails).

Ainsi d X  hérite d’une métrique compatible avec sa topologie. Les 
métriques obtenues de cette manière ont la propriété de visibilité, c’est-à- 
dire :

1 .5 .1 .  DÉFINITION. Soit x mie origine dans X . Une métrique d a x  sur 
d X  a la propriété de visibilité, si elje est reliée à celle de X  de la façon 
suivante :

Il existe une constante C  > 1 et un réel t >  1, tels que pour tous 
éléments £, £' de d X  :

C - H - *  < da x ( U ' )  <  C t - d ,

avec

d = <l.v(*, (« '))•
Une telle métrique est appelée métrique visuelle de paramètres (x , t ). 

L’énoncé précis est le suivant :

1.5.2. Théorèm e (Gromov). Il existe un réel to > 1, ne dépendant 
que de S , tel que pour tout t appartenant à ]l,<o[> k  bord de X  admette  
une métrique visuelle de paramètres (x , t ).
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1 .5 .3 .  R e m a r q u e s .

a) Pour les C AT ( —b2) -espaces, le résultat est plus fin : leur bord admet 
une métrique visuelle de paramètre t , quel que soit t appartenant à ]1, e6] . 
Une manière de le montrer est d’utiliser les idées de W.J. Floyd [F]. Nous 
en proposerons une autre au paragraphe 2.5. Notons que eb est optimal 
car il l’est sur H]£(—b2) .

b) Deux métriques visuelles d  et d' de paramètres respectifs ( x , t )  et 
(x ' , t ') ,  sont facilement comparables :

Si t =  t 1, alors elles sont Lipschitz-équivalentes : il existe une 
constante D  >  1, telle que :

D ~ l d < d ' <  D d .

Sinon, elles sont Hôlder-équivalentes : il existe une constante D  >  1 
et un réel a  > 0, tels que :

D ~ l da <  d! <  D d a .

Ici a  est égal à ,

c) D’après b), toute isométrie de X  est un homéomorphisme bi-Lipschitz 
du bord de X  muni d’une métrique visuelle.

1.6. A ction au bord  des quasi-isom étries

Commençons par rappeler la définition d’application quasi-conforme. 
Un k -anneau, k >  1, d’un espace métrique (E , d ), est un couple 

(i?i,2?2) de deux boules concentriques, dont les rayons r x et r2 vérifient 
la relation :

r2 = kr  i .

Une application :
/ :  (E ,  </),-.

est quasi-conforme (au sens des anneaux), s’il existe une fonction ip de 
[l,+oo[ dans lui-même, telle que l’image par f  de tout fc-anneau est 
contenue dans un ip(k)-anneau de (E ' , d ') .  Autrement dit, si (5j,JB2) 
est un ¿-anneau de (E , d ), alors il existe un -anneau (B [ ,  B2) de 
( E 1, d ' ) , tel que :

C f ( B \ )  C /(-B2) C B'2 .

Notons en particulier que l’image d’une boule de (E,  d) est contenue 
dans un ^(1 )-anneau de (E ' , d ') .

Un homéomorphisme /  est quasi-conforme si /  et f ~ l sont quasi- 
conformes. De même, un plongement est quasi-conforme, s’il est un homéo
morphisme quasi-conforme sur son image.

Afin de décrire les boules, et par suite les anneaux d’une métrique 
visuelle sur le bord d’un espace ¿-hyperbolique, rappelons la notion clas
sique d’ombre :
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1 .6 .1 . DÉFINITION (Margulis). Soit x une origine dans .Y. L’ombre 
portée à partir de x , de la boule B (y ,  R ) de -Y , est le sous-ensemble 
de d X  noté 0 ( y , R ) ,  des extrémités des rayons géodésiques issus de x 
passant par B ( y , R ) . On dit que 0(y, R ) est centrée en £, si y  appar
tient à un rayon géodésique [æ£). (Voir figure 1).

d X

Figure 1

Etant donnée une métrique visuelle d de paramètres (x, t)  sur d X , 
à l’ombre 0(y, R )  attachons le rayon :

r (y )  =  i - !* -»! .

La propriété de visibilité donne alors :

1.6.2. Lemme. Pour R  suffisamment grand, (  R  >  38 convient), il 
existe une constante D  =  D (R )  >  1, telle que pour toute boule B ( £ , r )  
de ( d X , d ) , on puisse trouver des ombres 0 ( y \ , R )  et 0 ( y 2 , R ) centrées 
en £, vérifiant :

0 ( y u R ) c B ( Ç , r ) c 0 ( y 2, R )

et

D ~ l r (y 2) <V < D r { y i )  .

Ainsi, les boules de (Ô X , d) ressemblent aux ombres.

D’après la propriété des quasi-rayons géodésiques dans un espace 
hyperbolique, l’image d’une ombre par une quasi-isométrie se compare 
aisément à une ombre. De cette manière et par la propriété des quasi- 
rayons et des quasi-géodésiques, on obtient :

1.6.3. Théorèm e. Soient X  et Y  deux espaces 6 -hyperboliques, sup
posons leurs bords équipés de métriques visuelles

a) toute quasi-isométrie de X  dans Y  s ’étend en un plongement quasi- 
conforme, bi-Holder, de d X  dans d Y .

b) Si X  et Y  sont quasi-isométriques, leurs bords se correspondent par  
un homéomorphisme quasi-conforme, bi-Hôlder.
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1.6.4. REMARQUE. Deux métriques d\ et d2 sur un même espace E  sont 
dites quasi-conforme si l’identité de (E ,d^)  sur ( E , d 2) est un homéo
morphisme quasi-conforme. Clairement la composée de deux applica
tions quasi-conformes est quasi-conforme. Aussi, la relation : “ d\ et d2 
sont quasi-conformes”, est une relation d’équivalence sur l’ensemble des 
métriques de E . La classe d’équivalence d’une métrique d de E  est ap
pelée structure quasi-conforme de (E , d ), (voir [Pan] pour une définition 
plus générale).

Le théorème 1.6.3.b) indique que la structure quasi-conforme d’une 
métrique visuelle sur d X , est un invariant de quasi-isométrie de X .

1.7. G roupe hyperbolique

Soit T un groupe de type fini et S  =  { a i ,  i — 1 , . . . , s} un système 
de générateurs de T . Supposons S  symétrique, c’est-à-dire :

Vt € {1,... ,s} ; ai ^  e

et
ai €  5  =* a“ 1 € S .

La métrique des mots relative à S , est définie de la manière suivante :

\9 “V i s  =  inf{n e N I 0- V  = ■ ■ ■ a i n, a ik € 5} .

La distance |e — g\s  sera généralement notée |<jr|5 .
Observons que T agit à gauche par isométries sur (r, | |s). L’involu- 

tion de T, qui associe à un élément son inverse, est également une isométrie 
car S  est symétrique.

Le graphe de Cayley Ç?(r, S) est un 1-complexe simplicial géodésique 
et propre, dans lequel (r, | |s ) est plongé isométriquement. Ses sommets 
sont les éléments de T, deux sommets g,g'  sont reliés par une arête si 
g ~ 1g' € S ,  c’est-à-dire si |g — g'\s  = 1. Il est muni de la métrique simpli- 
ciale.

1.7.1. DÉFINITION. Le groupe r est hyperbolique si l’espace métrique 
géodésique propre Q (T,S )  est hyperbolique.

D’après l’invariance de l’hyperbolicité par quasi-isométrie, cette défi
nition est indépendante du système de générateurs S . En effet, si S 1 en 
est un autre, (r , | |s ) et (r , | |s,), et par suite Ç?(r, S)  et Ç/(r, S 1) sont 
quasi-isométriques.

1.7.2. EXEMPLES e t  PROPRIÉTÉS . Sont hyperboliques :

a) Les groupes finis

b) Les groupes libres de type fini

c) Les groupes à petite simplification C'( 1/6).

Un groupe hyperbolique jouit des propriétés suivantes :

a) Il est de présentation finie, et “presque tout” groupe de présentation 
finie est hyperbolique.
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b) Il ne contient qu’un nombre fini de classes de conjugaison d’éléments 
de torsion.

c) Il ne contient aucun sous-groupe abélien de rang supérieur ou égal 
à 2.

d) Ou bien il est fini, ou bien il est une extension finie de Z, ou bien 
il contient un groupe libre de rang au moins deux. Dans les deux pre
miers cas il est dit élémentaire. S’il est non élémentaire il est à croissance 
exponentielle.

e) Il est automatique (voir [C.D.P], [C.E.H.P.T]).

1.8. G roupes quasi-convexes

1 .8 .1 .  DÉFINITION. Soit X  un espace métrique géodésique propre, et x 
un élément de X . Un sous-groupe d’isométries de X  est quasi-convexe, 
s’il est proprement discontinu, et si l’orbite de x est un quasi-convexe de 
X .

On vérifie que la définition est indépendante du point x choisi. No
tons qu’un sous groupe d’isométries proprement discontinu cocompact, est 
quasi-convexe.

La propreté de X  permet de montrer :

1.8.2. P roposition. Un groupe quasi-convexe T d ’isométries de X , 
est de type fini. De plus, si S  est un systèm e symétrique de générateurs 
de T, l ’application:

<r,|
g >-* gx

est une quasi-isométrie.

Pour montrer cette proposition il suffit d’exhiber un système de 
générateurs S  adéquat. Si l’orbite de x est C-quasi-convexe, on vérifie 
que l’ensemble :

S  = {a,- € T — {e} | |æ — a{x\x  < 2C  +  1}

convient.
Supposons maintenant X  hyperbolique. Alors, par l’invariance de 

l’hyperbolicité par quasi-isométrie :

1.8.3. C orollaire. Tout groupe quasi-convexe d ’isométries d ’un espace 
hyperbolique, est hyperbolique.

Par l’invariance des quasi-convexes par quasi-isométries, on obtient 
la caractérisation suivante des groupes quasi-convexes :
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1.8.4. Corollaire. Soit T un sous-groupe d ’isométries d ’un espace 
hyperbolique X . Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) T est quasi-convexe

b) T est de type fini, et quels que soient le système symétrique de géné
rateurs S  de T , et l ’élément x de X ,  l ’application

(r,| \s)-*x
g ■-+ gx

est une quasi-isométrie.

Rappelons que l’ensemble limite A d’un sous-groupe d’isométries T 
de X  est défini de la manière suivante :

Soit x E X , considérons T{æ} l’adhérence de l’orbite de x dans le 
compact X U â X .  Alors:

A = f > }  n d x .

D est compact et indépendant du point x choisi.
Si maintenant T est quasi-convexe, alors d’après le théorème 1.6.3, 

la quasi-isométrie :

T - > X  

g *-+ gx

s’étend en un plongement quasi-conforme, bi-Hôlder, de #T dans d X . 
Clairement il est indépendant du point x choisi, et son image est A. Dès 
lors :

1.8.5. Corollaire. Le bord d ’un groupe quasi-convexe d ’isométries  
d ’un espace hyperbolique, et son ensemble limite, se correspondent par un 
homéomorphisme quasi-conforme, bi-Hôlder, canonique.

Nous donnons une dernière caractérisation des groupes quasi-convexes 
d’isométries d’un espace hyperbolique X . Celle-ci permet de faire le lien 
avec les groupes convexes cocompacts de Thurston.

Soit E  un soüs-ensemble de d X . Son enveloppe de Gromov, notée 
Q ( E ) , est l’ensemble des (images des) géodésiques dont les deux extrémités 
appartiennent à E .  C’est un quasi-convexe de X . Si T est un sous-groupe 
d’isométries de X , l’enveloppe de Gromov de son ensemble limite est T- 
invariante; et on a (voir [C]) :

1.8.6. Proposition. T est quasi-convexe si et seulement s i il est pro 
prem ent discontinu et si Q (A ) /T  est compact.

1.8.7. EXEMPLES. Soit r un sous-groupe d’isométries de Hjj[. Rappelons 
que T est convexe cocompact, s’il est proprement discontinu, et s’il agit 
de manière cocompacte sur l’enveloppe convexe H ( A) de son ensemble 
limite. Il est quasi-convexe si et seulement si il est convexe cocompact. En 
effet, Q( A) et H  (A) sont à distance de Hausdorff finie. Une manière de 
le montrer est la suivante (voir [C]) :
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H  (A) est la réunion des n-simplexes idéaux de ïïg , dont les arêtes 
sont des géodésiques de Q (A). Or tout point d’un n-simplexe de est 
à distance majorée par une constante universelle C(n), de ses arêtes.

Signalons aussi que T est convexe cocompact si et seulement si il est 
géométriquement fini sans parabolique (une conséquence de la décompo
sition de Margulis en parties fine et épaisse).

Enfin, tout groupe fuchsien de type fini est géométriquement fini, 
(voir [Bea] chapitre 10). Aussi, un groupe fuchsien est quasi-convexe si et 
seulement si il est de type fini sans parabolique.
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2. Structure conforme sur le bord d ’un 
C A T (-l)-espace.

Ensemble limite et flot géodésique associés à une
action quasi-convexe

2.0. Introduction

Soit X  un C A T (-l)—espace. Nous montrons que son bord admet 
une structure conforme canonique, compatible avec sa structure quasi- 
conforme. Plus précisément, nous construisons sur d X  une famille de mé
triques visuelles { d x, x  € -Y}, deux à deux conformes, qui ont la propriété 
que les isométries de X  soient des applications conformes de ( d X ,  dx) .

Rappelons qu’une application /  : (A,d&)  —> (B , d u ) est conforme, si 
quel que soit ao € A , la limite lorsque a tend vers «o de

<W(g),/(«o))
dA{a,a  0 )

existe et est finie non nulle. On l’appellera le facteur conforme de f  en ao.  
Rappelons également que deux métriques d i , d 2 sur A , sont conformes, 
si l’identité ( A , d \ )  —* ( A , d 2) est conforme.

Soit maintenant une action isométrique quasi-convexe d’un groupe 
hyperbolique T sur un CAT(-l)-espace X . A cette action sont associés :

— L’ensemble limite de T dans d X , muni de la structure conforme 
induite, sur lequel agit T par transformations confonnes.

— Un flot géodésique qui généi'alise le flot géodésique habituel du 
fibré unitaire tangent à une variété riemannienne compacte (voir [G] et 
2.8).

Nous montrons que la structure conforme de l’ensemble limite déter
mine le flot géodésique et inversement.

Précisons ceci :
Supposons que T agisse par isométries de manière quasi-convexe, sur 

deux C A T (-l)—espaces A’i et A'2 . Notons respectivement Ai, A2, € 1 , 
S2 , les ensembles limites et les espaces du flot géodésique associés aux 
deux actions de T. D’après 1.8.5, Ai et À2 se correspondent par un 
homéomorphisme canonique, T-équivariant et quasi-conforme :

Çt : Ai —► A2 .

D’autre part, l’ensemble :

Ai x A,- — { diagonale}/r ,¿  = 1,2,

s’identifie à O,-, l’ensemble des orbites (orientées) du flot de Donc 
l’homéomorphisme T -équivariant :

Çî x fi : Ai x Ai — {diagonale} —*• A2 x A2 — {diagonale}
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donne par passage au quotient une bijection :

F  : O i -> 02 .

M. Gromov montre l’existence d’une équivalence d’orbite de £ \ sur 
8 2  qui induit l’application F  entre 0 \  et O 2 • (Une équivalence d’orbite 
est un homéomorphisme envoyant orbites sur orbites sans préserver en 
général le paramétrage). Nous montrons :

2.0.1. Théorème. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) L ’hom éom orphism e quasi-conforme Q est conforme.

(ii) L ’équivalence d ’orb ite  précédente est réalisée p a r  une conjugaison  
des îlo ts  géodésiques (une équivalence d ’orb ite  préservant le  param étrage).

Sans doute ce théorème est-il déjà connu des spécialistes. (U. Ha- 
menstâdt fait des choses assez semblables dans [H]). Il ne semble pourtant 
pas avoir été écrit sous cette forme, ni dans cette généralité.

Aux paragraphes 2.1, 2.2, 2.3, nous rappelons brièvement les dé
finitions des fonctions de Busemann, de distances horosphériques et d’ho- 
rosphères. Les paragraphes 2.4, 2.5, 2.6 sont consacrés à la construction de 
la structure conforme de d X . Les paragraphes 2.7,2.8,2.9,2.10 traitent de 
l’ensemble limite et du flot géodésique associés à une action isométrique, 
quasi-convexe, d’un groupe hyperbolique sur X . On développe briève
ment la notion de mesure conforme sur l’ensemble limite, et on rappelle 
une construction de la mesure d’entropie maximale du flot géodésique. Au 
paragraphe 2.11, nous montrons le théorème 2.0.1.

2.1. Fonctions de Busemann

Soit r  : [0, + 0 0 [—> X  un rayon géodésique, et x € X . D’après l’in
égalité triangulaire, la fonction

i 1—> |æ — r(i)| — t

est décroissante et minorée par — |a: —r(0)|. Appelons br(x)  sa limite 
en + 0 0 . L’application br de X  dans R ainsi définie, est la fonction de 
Busemann associée au rayon r .

2.2. Distances horosphériques

Soit x, y  € X ,  f € d X , et r : [0, +oo[—+ X  un rayon géodésique 
d’extrémité £. La quantité

lim \x -  r{t)\  -  \y -  r(t)\
t —►-f-oo

est égale à br(x)  — br (y ) .  Elle est indépendante du rayon r  d’extrémité 
£. En effet si r' est un autre rayon d’extrémité £, par comparaison avec 
Mjg, on a :

(2.2.0) t Umod(r'(i),r) = 0.
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La limite B ç ( x , y )  =  ̂lim |æ — r(i)| — |y — r(<)| est appelée distance 

horosphérique de x à y relativement à Ç . Elle vérifie :

(2.2.1) Bç(x,  y)  =  —Bç(y,  x)

(2.2.2) B ç ( x , z )  = B ç ( x , y )  +  B ç ( y , z )

(2.2.3) Bç(x,  y)  < |x -  y| 

avec égalité si et seulement si y € [x£)-

2.3. Horosphères

Considérons les ensembles de niveau de la fonction :

f x : z  Bç(x,  z ) .

D’après 2.2.2, ils sont indépendants de x .  Plus précisément, l’ensemble de 
niveau t  de f x est égal à l’ensemble de niveau t  — dç(x,  y)  de f y . Ce sont 
les horosphères en £.

La distance horosphérique s’exprime maintenant de la manière sui
vante: Soient H x ç et H y  ̂ les horosphères en £, passant par x  et y. On 
a d’après 2.2.3 :

|B{(*,y)| = d(x,H,,e) = .

Signalons aussi une autre définition des horosphères, qui permet de 
les relier aux sous-espaces fortement stables et fortement instables du flot 
géodésique : Soit £ € d X . Pour .t  € X , notons r x : [0, +oo[—► X  le rayon 
géodésique issu de x et d’extrémité £. Alors :

(2.3.1) H , t( =  {» € JT | lim |r,(i) -  r,(t) | =  0} •
t —►+oo  .

Notons que les deux définitions coïncident, grâce à 2.2.0.

2.4. Produit de Gromov de deux éléments de d X

Soit x , y, z  trois points de X . Rappelons que le produit de Gromov 
de y , 2  relativement à x, est défini par (voir figure 0) :

( y  \ z ) x  =  \  (k  - y \  +  k  - z \ - \ y -  ar|)

Soit maintenant £, f ' deux points distincts de d X , x un point de 
X , et p  appartenant à (££'). Suivant V. Kaimanovich [K], considérons 
l’expression :

\ ( B z { x , p )  +  B ? ( x , p ) )  .

Elle est indépendante du point p  choisi sur (££'). On l’appellera produit 
de Gromov de £ et £' relativement à a;, et on la notera (£ | £')*. (voir 
figure 1)
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Figure 0 

Figure 1

Notons que

(2-4.1) (i | ( %  = ((' | ( ) ,

(2.4.2) ({ | ( ' ) ,  =  ( i I i')« -  è (B {(x,!/) + B{,(^ y ))  •

Le lecteur vérifiera sans peine la proposition suivante :

2.4.3. Proposition. Soit y  € [#£) et y' (E [x^). Le produ it de G rom ov  
(y  I y')x converge vers (£ | £')*, lorsque y et y' tendent respectivem ent 
vers £ et £'.

2.5. Une famille de m étriques visuelles sur d X

Soit x  une origine dans A'. Pour £, £' € d X , définissons :
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<i«(f,î') =  e‘ U m * ô{?É{'
dx(Ç,£') = 0 sinon .

2.5.1. Théorème. est une métrique sur d X .

2.5.2. REMARQUE. dx est une métrique visuelle de paramètres (x, e) (voir 
1.5.1). En effet, l’expression

|(£IOx-d(*,(£0)l
est majorée par une constante universelle.

Afin de montrer le théorème, nous introduisons un angle de compa
raison, ou plutôt son sinus : Soit y , y 1 deux éléments de X  — {x}. Soit 
( x ÿ ÿ 1) un triangle de comparaison de ( x y y 1) dans 1I| . Posons :

(2.5.3) a x( y , y') =  sin ^ -  .

On peut également exprimer a x(y,  y') sans recourir à un triangle de 
comparaison. En effet, d’après les formules de trigonométrie dans on 
a :

tt,(», y.) = f *  I» -  y1! -  <*(!« -  V\ - 1* ~ «'!> V/2 .
xyy ,y  } V 2sh |x — y| sh |x — y'\ )

Le théorème découlera des deux lemmes suivants :

2.5.4. Lemme. Soit S ( x , r )  la sphère de X , de centre x et  de rayon 
r . S u r  S ( x , r ) ,  r >  0, a x est une métrique.

2.5.5. P r e u v e  DE 2.5.4. : Seule l’iùégalité triangulaire n’est pas triviale. 
Soient donc y , z , t  appartenant à S ( x , r ) .

D’après la relation 2.5.3, les valeurs de a  appartiennent à [0,1]. 
Aussi, pour montrer l’inégalité triangulaire :

<*x( y , t )  <  a x{ y , z )  + a x( z , t ),

supposons :

(1) a x( y , z )  + cxx( z , t )  <  1.

Soit x, ÿ, z , t 6  Hjg, tels que :

a) (x ÿ z )  et (x z t )  soient des triangles de comparaison de (x y z )  et de 
(x z t ).

b) (x z )  sépare ÿ  et t .  (voir figure 2)
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Figure 2

D’après 2.5.3, on a :

fn\ , s • W *  , , x  *Xt(2) a x(y,  z ) =  sm —  , a x(z,  t ) = sm —  .

L’hypothèse (1) implique :

ÿ x z  +  z x t  < 7T ,

de plus :

\ x - ÿ \  =  \x - z \  =  | æ - ï |  ,

et ( xz )  sépare ÿ et t .

Donc le segment [ÿt] coupe [xz] en un unique point ü. Soit u € [xz] , 
le point correspondant à ü. L’inégalité triangulaire et l’inégalité CAT(—1) 
donnent alors :

Iy -  <| < Iy -  «I + |u -  <|
< \ÿ -  ü| + |û -  F|

= |ÿ-i|.

D’où

«  ( v  t ) =  (  c h h / - * l ~  <=h(k — yl — la: — t | ) \ 1/2 

1 ’ \  2sh |æ — y\ sh(|æ — i| )

< /  ch \ ÿ ~ t \  ~  chfls -  ÿ\ -  \x -  f|) \  1/2 

”  y 2 s h | * - ÿ | s h ( | * - < |  J
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c’est-à-dire encore :

(3) a (y ,i)<  sin

Or ÿ x t  =  ÿ x z  +  ÿ x t ,  et sin(a + b) <  sin a +  sinè, pour a,b  appartenant 
à [0, - |]. Donc (2) et (3) donnent :

ocx( y , t )  <  a x( y , z )  + a x( z , t ) .

□

2.5.6. Lemme. Soient y  € [x£), y' € [æO> alors:

lim a *(y, y') = <**(£,£') •
v-+t
v'->S'

2.5.7. P reuve DE 2.5.6 : On a :

, /  c h j y - y ' j  _  ch(|x — y| -  I x - y ' p V 72 
’ \2 sh  |x — y \sh |x — y'\ 2sh |x — y| sh |x — y ' \ )

Un calcul montre que :

=  è(coth |x -  y\ coth |s -  y'| -  1).
2sh |x — y| sh |x — y'| 2V 1 y| 1 * 1 '

Cette expression tend vers 0 lorsque y —► £, y' —> . Par ailleurs :

____ \v ~ y  I_______^  e|y-y'|-l*-ir|-|*-v'| _  e-2(ÿ I y’)x
2sh |x — y| sh |x — y'\ ’

or d’après la proposition 2.4.3, on a :

lim (y | y' )x = (£ | £')* • 
v-*t

D’où le lemme. □

2.5.8. P reuve DU théorème 2.5.1 : Seule l’inégalité triangulaire n’est 
pas triviale. Elle résulte des lexnmes 2.5.4 et 2.5.6. □

2.5.9. Exemples.

a) Prenons X  =  . Soit x le centre du modèle en boule. Alors :

; /c t'\ •£ ) — S111 ty

est la moitié de la longueur du segment euclidien reliant £ à £', (voir 
figure 3).
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Figure 3

Ce n’est pas la métrique naturelle sur d X , qui est la métrique angu
laire. Néanmoins elle lui est conforme, de facteur conforme constant égal 
à | .

b) Si X  est un arbre réel :

=  e - <f 1 «'>■ ,
où (£ | £;)r est la longueur du trajet que font ensemble les deux rayons 
géodésiques issus de x et allant vers £ et £'. (voir figure 4).

Figure 4

2.6. S truc tu re  conforme sur d X

Nous montrons maintenant que la famille de métriques { d x, x € X } , 
définit une structure conforme sur d X . On a :

24



2 .6.1. Proposition. Soit x une origine dans X  et y, z  deux élém ents 
de X . La fonction sur ( d X , d x),  définie p ar :

Ç* -+B t ( y , z )

est lipschitzienne.

2 .6 .2 .  P r e u v e  : D’après les relations 2.2.1 et 2.2.2, on a :

Bç(y,  z )  = - B ç ( x ,  y) + B^(x, z ) .

Aussi, il suffit de montrer que la fonction :

f i-> B ç(x , y )

est lipschitzienne sur ( d X , d x ).  D’après la définition des métriques dx et 
d’après la relation 2.4.2, on a :

df (£,£') = dx( Z , t ' ) ^ {Bt(x'y)+Bi' {x’v))

ou encore

(1) B ç ( x , y )  = 2 lo g c /j ,^ ')  -  21ogd*(f,£') -  5 €.(* ,y ).

Supposons que d X  ne soit pas réduit à un point. Soit alors V  un 
petit voisinage compact de £ et £' un élément fixé en dehors de V . La 
fonction :

f  ■-+ 2 logd* (£,£')

est lipschitzienne sur (V, dx) . Les métriques dx et dy étant des métriques 
visuelles de paramètres respectifs (x,e) et (y,e) , elles sont Lipschitz- 
équivalentes (voir 1.5.3.b)). Donc la fonction

f h* 21ogdj,(£, £')

est également lipschitzienne sur ( V ,d x).  Dès lors, par la relation (1), la 
fonction :

£ ■-> Bç(x,  y)

est lipschitzienne sur (V ,d x) . Maintenant la compacité de ( d X ,  dx) 
montre qu’elle est lipschitzienne sur Ô X . □

2.6.3. Corollaire.

a) Quels que soient les élém ents x et y de X , les m étrique dx et dy 
sont conformes.

b) Soit g une isom étrie de X . A lors g est une application conforme 
de ( d X ,  dx) , dont le  facteur conforme en £ est :

líAOI, :
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2 .6 .4 .  P r e u v e  :

a) D’après la relation 2.4.2 et la définition des métriques d c , on a :

dy( t , 0  =  dx{t,Z')eïiBt(x'yHB*’{x’v)).

Donc la proposition 2.6.1 donne :

d y ( Z ' Q  ______ ¥ M x , y )

dx(Ç,Ç’)

ce qui montre que dx et dy sont conformes.

b) Puisque g est une isométrie de X , on a :

(«{I sC), = (f I £*),-« •

Donc :

dx( g U O  =  ds- ' * ( W )

et la fin de la preuve est identique au a). □

2 .6 .5 .  E x e m p l e s .

a) Prenons X  =  et x le centre du modèle en boule. Le groupe 
Isom(H£) agit par transformations conformes sur la sphère S n munie de 
la métrique euclidienne. Notons Hfiî OII Ie facteur conforme en £ d’un 
élément g de Isom(H£). D’après l’exemple 2.5.9 a) on a :

llî'(OII = Is'tëll* = .

b) Prenons X  =  HJi et normalisons la métrique afin que sa courbure 
soit comprise entre -4 et -1. Soit x le centre du modèle en boule.

Le groupe Isom(ÏÏ£) laisse invariant le champ d’hyperplans {P^, £ 6 
S 2,1-1}, défini par :

P* = {u € TçS2^ 1 ; h t f , u )  =  0}

où h est la forme hermitienne de C” :

n

H t ’u ) =  • 
¿=1

Il agit par transformations conformes sur {P$,£ € 5 2n-1} muni de 
la métrique euclidienne. Notons ||<7;(£)|| Ie facteur conforme sur P^ d’un 
élément g de Isom(Hç). Nous allons voir qu’à nouveau :

ll»'(OII = = |s'(f)|, .

Pour ce faire, ramenons-nous à l’exemple a) par un argument de D. 
Sullivan ([Su], p. 423). Observons tout d’abord que ||</;(£)|| ne dépend 
que de g ~ l x . En effet, si h € Isom(HtJi) vérifie h~ l x = g ~ 1x , alors la
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composée g ° h 1 fixe x le centre du modèle en boule, donc g ° h 1 
appartient à U(n)  et :

wm =  wmw •

Choisissons donc judicieusement h . Notons y  l’intersection de l’ho- 
rosphère H ç , basée en £, contenant g ~ 1x , avec la géodésique (x£). Le 
stabilisateur de Hç dans Isom(M^) agit transitivement sur H ç , de plus 
le facteur conforme de ses éléments en Pç est 1. Soit p  un élément de 
S tab(iiç), vérifiant

p( g~ 1x) =  y .

Soit aussi une copie de Hjg[ contenant la géodésique (x£). L’espace 
tangent à son bord en £ est contenu dans P ç . Soit t un élément de 
Isom(M^) qui fixe cette copie et envoie y  sur x .

D’après l’exemple a), on a :

||f'(£)|| = eBl M  = eBi(x,g-l x)

Par ailleurs, la composée h — t o p  vérifie h ~ l x =  g ~ xx , d’où :

l l i ' ( f ) l l  =  « ¡ ' ( O U  | | î » ' ( { ) | |  =  | | i ' ( i ) | |  =  .

2.7. M esures conformes su r l’ensemble lim ite d ’un groupe quasi- 
convexe

Soit T un groupe quasi-convexe d’isométries de X  (voir 1.8), non 
élémentaire. Son ensemble limite A hérite de la structure conforme de 
Ô X . Notons p(x ,y ,£) le facteur conforme en £ € A, de l’application 
identité de (A, d x) sur (A,dy ). D’après le corollaire 2.6.3 (ou plutôt sa 
preuve), on a :

(2.7.1) p ( x , y , 0  =  eB<M .

D’autre part, d’après le corollaire 2.6.3, T agit par transformations 
conformes sur (A, dx) . Le facteur conforme de g £ T en £, est :

(2-7.2) 1^(01« = P ( x , 9 ~ 1x , 0 .

Comme dans le cas des groupes convexes cocompacts d’isométries de 
Hjj[, on définit la notion de mesure a  -conforme sur A (voir [P], [Su], [N],
[C ].!*])'-

La collection de mesures {¡-ix, x <E -Y} est une mesure a-conforme, si 
pour tout x  € X , p.x est finie non nulle, de support inclus dans A, et si 
pour tout x , y  € X  et g € T :

,97,v n  = boziî/iorv*
(¿ ‘•■à) * I /,£*

g /.il — l¿g~l x 19 li l-lX

La théorie des mesures conformes est essentiellement la même que 
pour les groupes convexes cocompacts de HjJ. La seule différence est

27



qu’une boule de A n’est pas en général une ombre. Néanmoins elle en 
est presque une d’après 1.6.2. Aussi contentons-nous d’énoncer les résul
tats :

Soit r  la dimension de Hausdorff de (A, d x). Soit ux la r -  mesure 
de Hausdorff de (À, dx).

2.7.4. Théorèm e. La collection { v x, € X } est une r -m esu re  conforme. 
D e plus, to u te  mesure conforme est une r  -mesure conforme, égale à une 
constan te p rès  à { v x, x € X } .

De plus :

2.7.5. Théorème.

a) La dim ension r  est égale au taux de croissance de T dans X . 
C ’est-à-d ire :

T = n5ïL ” loS #{9  € r | |* -  gx\x  < n} .

b) La vx -m esure d ’une boule de (A, dx) , est proportionnelle à son rayon  
à la  puissance t  . A u trem ent d it : il ex iste  une constante C x > 1 , telle  
que p o u r  to u te  boule B(Ç, r)  centrée sur A, on ait :

C x l r T < u x( B { i , r ) ) < C xr T .

2.8. Flot géodésique associé à une action quasi-convexe

Soit X  un CAT(-l)-espace, sur lequel agit Y par isométrie de ma
nière quasi-convexe. Notons A l’ensemble limite de T dans d X . Définis
sons G A l’ensemble des géodésiques (paramétrées) de X , dont les extré
mités appartiennent à A :

G A = { 7  : R —> X isométries avec j ( —0 0 ) G A,7 (+oo) € A} .

Et équipons-le de la métrique suivante :

f + ° °  e —1*1 
It -  y  Iga = /  k o  -  y (o i*  — ■d t  •

J —00

La topologie associée est celle de la convergence uniforme sur les compacts. 
En effet, on a :

2.8.1. Proposition. Quel que soit T  >  0, alors :

e~ T sup |7 (t) -  y(i)LY < I7  -  r  |GA < sup |7 (i) -  y(i)LY+ 2 e - r . 
t€[-T ,T\  <e[-T,T]
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2.8.2. PREUVE : L’inégalité de droite est un simple calcul. L’inégalité de 
gauche provient de l’inégalité de Jensen appliquée à la fonction convexe 
(voir 1.3) :

t  ■-> 17 (t) -  y ( t) |x  .

□

Clairement, le groupe T agit par isométries sur (GA, | |GA) de ma
nière proprement discontinue. L’espace métrique quotient :

£  =  G A / T

est l’espace du flot géodésique, associé à la paire (X , T ).
Notons que £  est compact. En effet, T est quasi-convexe, donc le 

quotient de l’enveloppe de Gromov de A par T est compact (voir 1 .8 .6 ).
Le flot géodésique de GA est le groupe à un paramètre d’homéomor- 

phisme { $ r , T  G R}, provenant de l’action naturelle de R sur GA. Il est 
défini par :

(2.8.3) $ r ( 7 ) = 7 t  » avec 7 x(t) = ' i i t  + T ) .

Remarquons que pour tout T € R , g G T,  et 7  Ç GA :

(2.8.4) $ t (  <77) = 9$ t ( 7) •

Le flot géodésique de £  est le groupe à un paramètre d’homéo- 
morphismes, induit sur £  par la relation 2.8.4. On le notera encore 
{ $ r ,T € R } .

Par analogie aux flots d’Anosov, on définit les sous-ensembles forte
ment stables et fortement instables de (£, $ r )  • En 7  € £  ,ils sont respec
tivement définis par :

W"(7 ) = {>) S £  | |*T(Ç) -  *r(7 )|e 0}

«'**(7 ) = {f? € £  I l«-r(>7) -  * -r(7 )le  °}  •

Ils forment un feuilletage -invariant de £ .  De même, sont définis 
les sous-ensembles fortement stables et fortement instables de (GA, $ t )  . 
D’après 2.3.1, ils sont liés aux horosphères de la manière suivante :

g . .  ^**(7 ) =  {17 s  GA I !)(0 ) € H y m M + x ) , 1)1+03) = 7 (+oo)} 

W“ (7 ) = { , C GA | ,(0) £ ( - 0 0 ) = 7 (-oo)} .

Observons qu’ils sont canoniquement homéomorphes à A privé d’un point.

2 .8 .6 . P roposition . Soit n la projection  de G A sur £ ,  alors :

W ‘ \ * {  7)) = * ( W " (  7))
W “ { 7T(7 )> = x(W“ (r)).
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2.8.7. PREUVE : Elle découle du simple fait suivant :
Il existe e > 0, tel que pour tout intervalle I  et tout élément 7 ,7 7  € £ , 

vérifiant :

VT € I ,  |$r (7 ) ~  $r(» l ) \ s  <  £ • 

on puisse trouver 7,77 € G A , relevés de 7,77, tels que :

VT € I , |$ t ( t )  -  $t(î7)Iga = I 'M t)  -  $ r(î7)U •

Autrement dit, deux orbites de sont proches dans £ , si et seulement 
si elles admettent des relevés proches dans G A . □

Le sous-ensemble faiblement stable (resp. instable) de G A en 7 , est 
la réunion des sous-ensembles fortement stables (resp. instables), le long 
de l’orbite de 7  sous • En d’autres termes :

W(i) =  | J  tF sa( $ r (7)) =  {»7 € GA | 77(+oo) =  7 (+ °o )}
T€®

W'M = [J IT“(*t(7)) = {V € GA | ,(-00) = 7(-oo)} .
Te s

De mêm,e, sont définis les sous-ensembles faiblement stables et in
stables de S . D’après la proposition 2.8.6, ils sont correspondance avec 
ceux de G A , via la projection de G A sur S .

2.9. Le param étrage de Hopf de (£, $ r)

Choisissons une origine x dans X . Soit A la diagonale de A x A . 
On définit une application de (A x A — A) x R dans GA, de la manière 
suivante : à l’élément (£_,£+, i) de (A x A — A) x R , associons l’unique 
élément 7 de G A vérifiant (voir figure 5) :

(2.9.1) 7 (-oo) = f _ , 7 (+oo) = £+ ,£ ç+(a;,7 (0 )) = i .

Figure 5 
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Le lecteur vérifiera aisément que l’application ainsi définie est un ho
méomorphisme. Notons que dans ces coordonnées $>t  s’écrit :

(2.9.2) * T(Ç_,Ç+,t) = (£_,£+,i + T ) .

Notons également que les sous-ensembles fortement stables du flot ont 
pour coordonnées (voir 2.8.5) :

(2-9-3) 6 A - {{+}}.

Par ailleurs, en coordonnées l’action de T s’écrit :

(2.9.4) 0 (f_ ,f+,i) = (<?£_,</£+,* -  B i+ (a.flT1*)) .

Aussi, on obtient un homéomorphisme :

(2.9.5) (A x A -  A) x R /^  -> £

en définissant la relation d’équivalence suivante sur (A x A -  A) x R :

(É-,€+,t).~ (£.,*+,0 

si et seulement si, il existe g € T tel que :

£- = g £ -  =  g£+ =  t - B ç +( x , g ~ l x ) .

2 .10. M esure  d ’entropie  m axim ale

On rappelle ici une construction de la mesure d’entropie maximale 
du flot géodésique, due à D. Sullivan [Su], [Su2] dans le cas des groupes 
convexes cocompacts d’isométries de , puis généralisée par V. Kaima- 
novich [K],

Soit x  un élément de X , et soit respectivement r  et ux la dimension 
et la mesure de Hausdorff de ( A , d x) (voir 2.7). La mesure :

(2.10.1) ii = ..U x X V x  

[ d * ( t e ' ) ] 2T

est une mesure de Radon sur A x A — A. Elle est indépendante de x 
et T-invariante. En effet { v x, v  € X} est une mesure r -  conforme (voir 
2.7.4), de plus d’après 2.4.2 et 2.7.1 :

dy{£, O  = dr((, £') [p(ar, y, £)p(*> y» O f 7* •

Le paramétrage de Hopf permet d’identifier G A à (A x A — A) x R. 
Soit alors m la mesure sur GA définie par :

m — fi x d t .

C’est une mesure de Radon, T-invariante et $ j- -invariante. La mesure 
m ,  restriction de m au compact £, (considéré comme un domaine fonda
mental de T dans GA), est finie et $ t - invariante. On a:

31

« í - , í + , í ) , í -



2 .1 0 .2 . Théorèm e. $ 7 - est ergodique sur (S,?n) .

La preuve de ce théorème est mot pour mot la preuve classique de 
Hopf [Ho]. Le point essentiel est que /x s’écrive comme un produit de 
deux mesures sur A.

Clairement, l’ergodicité de <S>t  sur (£ , m ) est équivalente à celle de 
T sur (A x A — A , f i ) . Puisque ¡x et vx x v x sont absolument continues, 
l’ergodicité de T sur (AxA —A,//) entraîne l’ergodicité de T sur (A, vx) . 
D’où,

2.10.3. Corollaire. L ’action de T est ergodique sur (AxA —A,//) et 
sur ( A , u x).

Notons respectivement h et hm , l’entropie topologique de et 
l’entropie mesurable de ($ 7’, ra). Elles se calculent comme dans le cas 
convexe cocompact (voir [Su2 ], [K]). On obtient :

2.10.4. Théorèm e. h =  hm =  r . Ainsi m  m axim ise l ’entropie m esu 
rable.

2 .1 1 . P reuve du  théorèm e 2 .0 . 1

Nous renvoyons à l’introduction pour les notations. Nous montrons 
d’abord deux lemmes :

Soient Xi , X2 des origines respectivement de X\ et X2 . Notons d \ 
et cfe les métriques dXl et dX2 sur Ai et A2 .

2 .1 1 .1 . Lemme. Supposons que l ’application  f i  : ( A i , dx) —» ( A 2 , <¿2) 
so it conforme. Alors, son facteur conforme ui est continu sur A i.

2.11.2. PREUVE d e  2.11.1 : Puisque fi est conforme, les ensembles li
mites Ai et A2 ont même dimension de Hausdorff r . De plus, en notant 
v \ et v i  les r-mesures de Hausdorff de (Ai, d i)  et (A2 , ¿2 ), on a :

(1) OV2 =  U)TV\ .

Soit fii et fi2 les mesures sur Ai x Ai — A et A2 x A2 — A , définies 
par la relation 2.10.1. D’après l’égalité (1 ), la mesure :

( f t  X ti)*H2

est absolument continue par rapport à ¡j.\ . De plus, /.¿2 est T - invariante et 
Çî est T - équivariant, donc (fi x fi) * ^ 2 est T - invariante. Alors, puisque 
l’action de T est ergodique sur (Ai x Ai — A,/ii) (corollaire 2.10.3), les 
mesures (fi x fi)*/X2 et fi\ sont égales à une constante près. Donc, à une 
constante près leurs densités par rapport à v\ x v x sont presque sûrement 
égales. D’où V\ x i/x - presque sûrement :

^ r ( £ K ( Q  = Cste

[di(e,i')]2r " [*{«({), nii'))]*' ’
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soit encore

[* (« « ) , 0(Î'))]2 =  ( C8te),/M ÎM Î')  [* (î, Î')]2 ■

L’application fi : (À i,di) —► (A2 , ¿2 ) étant continue, w l’est égale
ment. Notons qu’en faisant tendre vers f , on trouve Cste = 1 . □

Soit maintenant st- l’involution de GA,- définie par :

s i(7 ) = V avec V(i) = 7 { - t ) .

Par passage au quotient on obtient une involution de £,• que l’on notera 
encore s*.

2.11.3. Lemme. Supposons que l ’hom éom orphism e G : Si —* € 2  

conjugue les S o ts  géodésiques. Q u itte  à rem placer G p a r  G 1 = $ t 0 0 G 
p o u r  un certain réel Tq , on p eu t supposer :

G ° $1 — $2 ° G .

2.11.4. PREUVE DE 2.11.3 : Soit T  la fonction sur £\ dans R, définie de 
la manière suivante : Etant donné 7  € Z \ , T(7 ) est l’unique réel vérifiant :

(1) $ r(7)(G ° s i (7)) = s2 0 $r(7)(G(7)) •

La fonction T est continue et invariante par le flot de Z \ . Aussi elle est 
constante (par l’ergodicité du flot sur (Si ,  m i )  (théorème 2 .1 0 .2 )). Notons 
To la valeur constante de T , et G' l’application $ t 0 0 G. D’après (1 ), on 
a :

G 1 ° $1 — $2 0 G 1.

□

2.11.5. PREUVE DE 2.0.1 : Montrons (i) => (ii).
Soit g 6  T. Notons respectivement \g'\x et \g'\2 , le facteur conforme 

de g sur (Ai,o?i) et (A2 , ¿2 )• En écrivant :

iî ° g =? g ° Q ,

et en calculant le facteur conforme des deux membres, on obtient :

(1) (w 0 g )  Ifif'li =  (V b  0 Œ)w •

Construisons maintenant notre conjugaison :
Paramétrons GAi et G A 2 comme au paragraphe 2.9, en choisissant 

pour origines les points xi et x 2 . Définissons une application G de GAi 
dans G A 2, par :

e(i_,£+,t) = (n(£_),n(i+),<-iog«({+)).

D’après le lemme 2 .1 1 .1 , u  est continue, donc G est un homéomorphisme. 
D’après la relation 2.9.2, il conjugue les flots de GAi et GA2 . De plus, 
quel que soit g € T , il vérifie :

(2 ) Ô ° g = g ° G .
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En effet, d’après 2.9.4 on a :

( Qo g ) ( Ç_ , Ç+ , t )  =

t ~ £*+(*1* ff“1*!) “  log^ ° 9(t+))

et

(sr°ÔXC-,Î+,i) = ( g ° i ï ( £ - ) , g ° Q { t + ) ,

t -  logu>(Ç+) -  Bçi^+)(x 2 , g ~ 1x 2) j  .

Or d’après le corollaire 2.6.3,

£e+(*i,0 -1*i) = log b'(£+)li

et

Bn(ç+)(x 2, g ~ 1x 2) = log(lâf' | 2 « f i(f+ )) .

Ainsi l’égalité (2 ) provient de ( 1 ) et de la T-équivariance de iî. Grâce 
à (2), on obtient une conjugaison des flots de £\ et £o . Par construction, 
elle induit l’application F  entre 0 \ et Oo •

Montrons (ii) => (i).
Soit G : £\ —► £o une conjugaison des flots, qui induit l’application 

F  entre 0 \  et 0 2.
D’après le lemme 2.11.3, on peut supposer :

(3) G  « Si = $2 o G .

Relevons la conjugaison G  à G Ai et G A 2 de la manière suivante : Soit 
7fj la projection de GA; sur £,•. Pour 7  : R —► À'i appartenant à GAi, 
soit 7 ' : R —» X%, un élément de G K2 vérifiant :

t '( -o o )  = fl(7 (-o o )) , 7 ,(+oo) = iî(7 (+oo))

et

*3 (7 ').=  G(ir!(7 )).

Notons que 7 ' existe puisque G induit F  entre 0 \  et Q 2. De plus, si 
^ 1(7 ) n’appartient à aucune orbite périodique de £ \ , 7 ' est unique. On 
obtient ainsi une application

G : GAi —► GA2

7  1 ►  7 '

définie sauf sur les relevés des orbites périodiques, qui conjugue les flots, 
vérifie :

G O 7Ti =  7T-2 ° G ,

ainsi que, d’après (3) :

(4) G » ¿1 = ¿>2 0 G .
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Paramétrons GAx et G A? comme au paragraphe 2.9, en choisissant 
les points x \  et x 2 comme origines. Puisque G est une conjugaison conti
nue entre les compacts S\ et S2 , elle est uniformément continue. Aussi 
elle envoie sous-ensembles fortement stables sur sous-ensembles fortement 
stables. D’après sa définition et la proposition 2.8.6, G a la même pro
priété. Aussi, d’après 2.9.3, G s’écrit en coordonnées :

= (ft(i-),n ({+),«- iogW(i+) ) ,

pour une certaine fonction u> de Ai dans ]0 , +oo[.
Notons que ceci permet de définir G sur GAi tout entier.
Comparons maintenant les métriques d x =  dXl et d2 = dX2 sur Ai 

et A2 : Soit £ et £' deux point distincts de A i, et p  appartenant à (££'). 
Soit 7  l’élément de G A \ , vérifiant :

7 (-oo) = i  , 7 (4 -0 0 ) = ^  et 7 (0 ) = p  .

Les points (?(7 )(0 ) et C?(si(7 ))(0 ) appartiennent à la géodésique (iî(f)iî(£')) 
de X 2. D’après (4) ils sont égaux. Notons-les q. En coordonnées on a:

1  =  , B ? ( x x,p ))

et
^ 7 ) = ( r ,£ ,^ ( a - i ,p ) ) .

D’où:

Ô(7) = m O M C h B ^ i p )  -  l o g u ( O )

et

5(s,(7)) = (C!(0,ft(0.-Bi(*i.P) -log^«))
donc

(5) B m ,)(x2,q)  =  B qU,) [x 2, G { 7 )(0 )) = B ? ( x i , p )  -logu>(f') 

et

(6) Bçi{ç)(x2,q) =  B q($  (a;2 ,G(5 1(7 ))(0 )) = B ç ( z x,p)  -  logu;(£) .

Ainsi (5) et (6 ) donnent :
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Puisque l’application 0  de (Aj, c/i) sur (A2 ,c?2 ) est continue, u  l’est 
également. Alors, en faisant tendre £' vers £, Q, est conforme de facteur 
conforme u>. □





3. Un codage “à la Bowen-Series” d ’un groupe 
hyperbolique et de son bord

3.0. Introduction

De nombreux auteurs ont obtenu une représentation symbolique d’un 
groupe hyperbolique et de son bord. Citons notamment : J.W. Cannon 
[Ca], M. Gromov [G], E. Ghys et P. de la Harpe [G.H], M. Coornaert 
et A. Papadopoulos [C.P], V. Kaimanovich (communication orale). Notre 
approche s’inspire des travaux de R. Bowen et C. Sériés sur les groupes 
fuchsiens ([B2], [B.S], [SI], [S2]). Elle a le mérite d’être naturelle et 
d’être constructive sur quelques exemples. De plus, elle permet d’obtenir 
simultanément un codage de T et de son bord.

Le résultat de R. Bowen et C. Sériés dont nous nous sommes inspirés, 
est le suivant (voir [S 2]) :

Soit T un groupe fuchsien de type fini, sans parabolique. Soit A 
son ensemble limite. Il existe un système de générateurs S de T, une 
application /  de A dans lui-même, et une partition finie de A :

V  =  { E j , j  =  l ,

t els que :

(i) Sur chaque E j , f  soit la multiplication à gauche par un élément de 
S :

/MO
où aj  € S .

(ii) La paire (/, V )  ait la propriété de Markov :

mj

Vi €'{1....... t} ; ■/('£!#)
k=i

A une application Markov correspond un sous-shift de type fini, qui 
est défini de la manière suivante :

Soit B  =  (bi j ) ,  i , j  € {1,... , i} , la matrice carrée définie par :

bij = 1 si f ( E i )  D Ej  

bij = 0 sinon.

Et soit E # , le sous-shift de type fini :

= {j = ( jk)kL0 | j k  € {1,... , t }  et B jkjk+l =  1} .

Dans [S2], C. Sériés démontre les résultats suivants :
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(iii) Quel que soit j € S g , l’ensemble

{ e > a jo 1 a j o a j l  5 * • • » a Î 0  • ' ' a j n  5 • • • }

est un rayon géodésique du graphe de Cayley de (r, S ) .

(iv) Soit x  une origine dans Hjg. L’application q de E g  dans A définie 
par :

g(j ) =  lim aj o . . .  ajnx
n—»-t-oo

est bijective, sauf peut-être au-dessus d’un nombre dénombrable de points, 
où elle est deux sur un.

Au paragraphe 3.1, nous définissons la notion d’application de Mar
kov d’un groupe de type fini. Lorsqu’elles existent, de telles applications 
généralisent l’application de Bowen-Series. Elles permettent de coder un 
groupe hyperbolique et son bord par un sous-shift de type fini.

Au paragraphe 3.2, nous utilisons un théorème de J.W. Cannon, afin 
de montrer que tout groupe hyperbolique admet une application de Mar
kov.

Le paragraphe 3.3 est consacré à la construction d’applications de 
Markov sur quelques exemples. Sur une classe d’exemples, nous montrons 
que l’application de Markov sur le groupe s’étend en une application de 
Markov sur son bord. Comme cas particulier, nous retrouvons l’application 
de Bowen-Series.

3.1. A pplications de M arkov sur un groupe de type fini

Soit T un groupe de type fini, et soit

5 = = l , . . . , s }

un système symétrique de générateurs de T .

Notons | | la métrique des mots de (r, S ) . Suivant J.W. Cannon, 
définissons le type conique d’un élément g de T :

C(g) = {A € T | \gh\ = \,\ + |ft|) .

Pour i 6 { 1 ,..., 5 }, soit Ui le sous-ensemble de T :

Ui ”  *

Remarquons que Ui est l’ensemble des éléments de T , dont une écri
ture minimale commence par a,-. Aussi, en posant Uq — {e}, l’ensemble

U =  { U i , i  = 0 , . . . , s}

est un recouvrement de T .
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3.1.1. DÉFINITION. Une application de Markov de (r, S )  est un couple 
où:

(i) V  =  { V j , j  =  0,...,<} est une partition finie de T, dont les éléments 
sont inclus dans les éléments de 7Z. Plus précisément, on demande que Vo 
soit égal à Uq , et que V j , j  >  1 , soit inclus dans un Ui, i >  1 .

(ii) /  est une application de T dans lui-même, vérifiant :

/(e) =  e,

et pour j  =  1 , . . . ,  t  :

f\vj (9) =  a j 1g

où a,j est un élément a,- de 5 , tel que Vj soit inclus dans a,C(a,) = Ui.

(iii) Le couple (/, V )  a la propriété de Markov, c’est-à-dire :

rrij

V ; e { o ....... i } ; / ( n ) =  U  v« -
Jt=l

3.1.2. Exem ples. Pour chacun des groupes sxiivants : T = Z * Z, T =  
Z 0  Z , construisons une application de Markov.

a) T =  Z * Z :
Notons ai  et a2 les générateurs des deux composantes du produit. 

Et posons :

°3  =  « r 1 > a 4 =  a 2 1

et
S  = {ai,0 2 , 0 3 , a4} .

La figure 1 représente le graphe de Cayley de (r, S ) . Les ensembles Ui 
sont délimités par des pointillés.

Puisque %  est déjà une partition, prenons

V  =  K .

Il n’y a alors qu’une manière de définir /  :

/ ( e )  =  e

et pour * > 1 :

f \ui{g) =  ct~i g.

Clairement, /  vérifie pour i > 1 :

/(Î7i) = U» U (J U„.
a-k^aT1

Donc ( f , V )  a la propriété de Markov.

b) r = z  ® z
Prenons le même système de générateurs S . La figure 2 représente le 

graphe de Cayley de (r, 5) privé de ses arêtes. Les ensembles Ui sont les 
demi-plans délimités par les pointillés
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| «4 ,

I I

1 1 I 1 I 1 1
, u4 ,

Figure 2

La figure 3 représente une possible partition V  cle T.

Chacun des ensembles Vî, V2 , V3 , P4 est inclus dans un unique U i .
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Figure 3

Aussi, pour définir /  sur V \ ,  V2, V3, V 4 , on est obligé de poser :

f \ v i(g) =  g -  ai .

Par contre, sur chacun des ensembles V5 , V$, V7 , Vs , il y a deux choix 
possibles. Néanmoins, quelque choix que l’on fasse, on vérifie que le couple 
( /, V )  a toujours la propriété de Markov.

Au paragraphe 3.2, nous montrerons que tout groupe hyperbolique 
admet une application de Markov. Auparavant, nous énonçons un théo
rème qui généralise le résultat de Bowen-Series.

Supposons que (r , 5) admette une application de Markov (/, V). 
Associons-lui un sous-shift de type fini, de la manière suivante :

Soit A  =  (A ij ), i , j  € {0,.. . ,  i} , la matrice carrée définie par :
»

Aij  =  1 si f(V{) D Vj 

A ^  — 0  sinon.

Le sous-shift de type fini associé à (/, V)  est :

s j  = {j = 0 '*)K  | Jt 6 {0, et AM w  =  1} .

Puisque /(e ) = e, on a la décomposition suivante :

-  S n- 'A  — ^ u —‘B ,

où :
S = {j € S 4 | jk — 0  à partir d’un certain rang} 

et où E"g est le sous-shift de type fini

Sfl =  Ü S S j  I VI € N,J» #  0} .
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La matrice B  s’obtient en privant A de sa première ligne et de sa première 
colonne.

On a alors, en posant ao =  e :

3.1.3. Théorèm e.

a) Pour to u te  suite finie (jfc)fc=o > vérifiant '

jk  € {1,. . . ,*}

e t

■ A j k j k + i =  11

récritu re  aJO...  aJn est de longueur m inimale.

b) R em arquons que pou r  j € S,  la  su ite  d ’élém ents de T ;

( a jo ■ ■ ■ a j k )k£N

est stationnaire. L ’application p  de S dans T :

p(j) = lim aj o . . .  ah
K —► + OO

ainsi définie, est bijective.

c) Supposons T hyperbolique, e t équipons son bord d ’une m étrique  
visuelle. L ’application q de Eg dans d V , définie p a r  :

q(j ) =  lim ajo . . .  ajk
k —»--hoo

est surjective, H ôlder continue, à fibres finies de cardinal xmiformément 
borné.

3.1.4. REMARQUE. On ne peut rien dire de général sur le cardinal de la 
fibre de l’application q du 3.1.3.c). Par exemple, considérons le produit 
libre T =  Z * Z , le système de générateurs S , et l’application de Markov 
/ ,  de l’exemple 3.1.2.a). Il est facile de voir que l’application q associée 
à / ,  est une bijection. Maintenant, au lieu du système de générateurs S , 
prenons :

S' = { 0 € r - { e } | | < , | s <2} .

Le lecteur pourra construire une application de Markov de (r, S ' ) , telle 
que l’application q associée, soit partout deux sur un.

Il y a toutefois un cas où q est (génériquement) bijective : Supposons 
que l’application de Markov s’étende au bord de i \  Autrement dit, sup
posons que les traces des ensembles Vj  sur <9r, soient d’intérieur deux à 
deux disjoints. Alors q est bijective au-dessus d’un G s -dense de c?r. Dans 
ce cas, on obtient une bonne généralisation de la propriété (iv) de l’appli
cation de Bowen-Series. Au paragraphe 3.3, nous donnerons des exemples 
de groupes et de systèmes de générateurs, admettant des applications de 
Markov qui ont cette propriété.

Pour montrer le théorème, nous avons besoin des deux lemmes sui
vants qui caractérisent les écritures minimales :
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3.1.5. Lemme. Soit g e t g' deux élém ents de T. Les conditions 
suivantes sont équivalentes :

( ¡ )  |M * I =  I s l  +  Isr'l
(U) C ( g ' ) n g - ' C ( g ) ï * .

D e p lu s , si l ’une de ces conditions est vérifiée, alors :

C(gg') = C W )n g ' - 'C (g ) .

3.1.6. P reuve : Elémentaire. □

3.1.7. Lemme. Soit a ik, k =  0 , . . . ,  n des élém ents de S . Les conditions 
suivantes sont équivalentes :

(i) L ’écriture a,-0 . . .  a,n est de longueur minimale.

(“ ) £(a*n ) n a7*C(a in- i  ) H...  D a“ 1.. . )^<f> .D e  plus, si l ’une
de ces conditions est vérifiée, alors :

£ ( a io * ' *a»n) =  ^ (a»n) a in ^ (a*n-l) ^  Qin • * - a »i ^ (a îo)*

3.1.8. PREUVE : Par récurrence, en utilisant le lemme 3.1.5. □

3.1.9. PREUVE DU THÉORÈME 3.1.3 :

a) Rappelons que pour j  € {1,...,<}, nous avons noté a j l’élément 
de S ,  vérifiant f \ v } {g) — aJ 19 • Nous noterons de même Uj l’ensemble 
a jC (a j ) .  D’après la définition 3.1.3, on a :

(1) Vj C Uj .

Soit maintenant une suite finie (jk)k=o vérifiant :

jk  e  {1 

Ajiijk+i ~  1 •

D ’après la définition de la matrice A , ces deux conditions sont équivalentes 
\a :

jk  € 

k—0

c’est-à-dire

J * € { l , . . . , t }

Vj0 ^ ajoVji n ... n ajo. . . ajn_l Vjn <j>.

En appliquant l’inclusion (1), on obtient 

jk  € { l , . . . , i } ‘
Uj0 n aj0Ujt n. . .  naJ0 . . .o.jn_1Ujn ^ <f>
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soit encore :

aioC(ajo ) D ajoah C(ah  ) n . . .  fl aj o . . .  ajnC(ajn 

Alors, en multipliant à gauche par (aj0 . . .  :

C ( a i n  ) n a j ^ C i ü j ^  ) n ... n a"1... «j/Cfo,,) f  <f>.

Donc, d’après le lemme 3.1.7, l’écriture aj0 ...  ajn est de longueur mini
male.

b) Tout d’abord, notons que /  a la propriété suivante :

Si |/(S)| =  Isl — 1 ■

En effet, c’est immédiat d’après la définition d’une application de 
Markov de (r , 5 ). On en déduit, de proche en proche :

(2) /!»!(,) = e .

Montrons maintenant la sujeçtivité de p  : Soit g € T, considérons la 
suite j  =  ( j k ) i = 0 , définie par :

f “(g) e Vj t .

Clairement j  appartient à . D’après (2) elle appartient à S . Montrons 
que j  est un antécédent de g . Par définition de j , on a :

(3)

+oo

9 e n / " ‘ ( rç . ) -
k=0

Or, quel que soit n G N :

ñ / • * « . ) =
fc=0

donc, puisque j € S :

(4)

oo

H r*ivit) = {p(j)j
k=0

d’où, en utilisant (3) :

9 = P ( j)-

Montrons l’injectivité :
Soit j , j '  e  S , vérifiant p(j) = p(j'). D’après (4), on a :

donc j = j ' .
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c) q est surjective : Soit £ € <?r et soit r : N —* T un rayon géodésique 
d’extrémités e et £. Soit j ra l’élément de S , vérifiant :

PÜ") = r ( n ).

Extrayons de la suite (jn)«eN, une sous-suite convergente et appelons j 
sa limite. Par compacité j appartient à E # . Donc, d’après a),

{e, ajo, aj0a j1, . . . ,  aj0 . . .  a jn, . . .}

est un rayon géodésique de T . Par construction, il est à distance de Haus
dorff bornée du rayon r . Donc :

î(j) = r (+ o o )  =  f .

q est Hôlder continue : Equipons d’une métrique visuelle dgr de 
paramètres (e, t ) , associée à la métrique des mots de (I \S ) . Rappelons 
qu’il existe une constante C  =  C ( T , S , t ) ,  telle que pour tous £,£' € d T , 
et pour tous rayons géodésiques r, r' d’extrémités :

r(0) == r'(0) = e 

r(+oo) = Ç, r'(+oo) = £ ',

on ait :

c - h - d < d dT{ W ) < c t - d

(5) avec

d =  lim (r ( k ) | r ' (k) )e .
k —* -foo

Soit maintenant j, j '  €  E g , vérifiant ¿(j,j') = 2"” . On a donc

(6) Vfc € { 0 , . . . , n -  1}; j k = j'k .

Soit r  =  {e,aio, . . . , a io . . . a ifc, . . .}  pt.r' = {e,«,», . . .  ,ayo . . .  , . . .  } les 
rayons géodésiques associés à j et j ' . Ils ont pour extrémités :

r(0) = r^O) = e 

r(+oo) = ç (j) , r(-oo) = ç(j') .

De plus, d’après (6) :

r(n) =  r ' ( n ) .

Donc (5) donne :

^9r(if(j),</(j/)) < c r n

soit encore :
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Donc q est Hôlder continue.

q est à fibres de cardinal uniformément borné :

Tout d’abord remarquons le fait suivant : Pour chaque j  € {1 ,...,<}, 
soit N j =  inf{|g|, g €. Vj} et soit N  = max N j . Alors clairement, toute

j
suite finie (jk)k=o vérifiant A jkj k+1 =  1, se prolonge en une suite i de E , 
telle que :

Vfc € {0,.. .,n} ; i k = j k  

U  Vfc > n +  N  ; i fc = 0.

Soit maintenant j 1, . ..  , jm, m éléments de Eg > deux à deux distincts, 
vérifiant :

9Ü1) =  . . .  = 9 ( D -  

Montrons que m est borné : Les rayons géodésiques associés aux suites 
j* , i  =  1 , . . . , m ,  ont mêmes extrémités. Donc ils sont à distance uni
forme inférieure à K  les uns des autres, K  ne dépendant que de (r, S ) . 
D’autre paxt, puisque les j* sont deux à deux distinctes, il existe n G N tel 
que les suites finies (i£.)£=o, t  — 1, . . . ,  m soient deux à deux distinctes. 
Complétons-les en des suites if de E , comme en (7). Les suites i* sont 
bien sûr deux à deux distinctes. L’application p  du b) étant injective, les 
éléments p ( ie) , i  =  l , . . . , m ,  de T, sont deux à deux distincts. Or ils 
appartiennent tous à une boule de rayon I\ +  N . D’où :

m < # B ( e , K  +  N ) . Ü

Nous terminons ce paragraphe par une remarque concernant la série 
de Poincaré de (r, 5) :

s« = E  € r I l«ls = "K
n£N

et le taux de croissance de (r , S) :

Ts =  n H + o o  n l 0 g  6  r  ' ^ =  U  ̂ '

3.1.10. Corollaire. Supposons que (T, S) adm e tte  une application de  
M arkov f . Soit A  la m atrice associée à f . Alors :

a) 5(*) =  ( l - î ) ( 1 0 . . . 0 ) ( J - M ) - ‘ i : j .

b) r s  est égal au logarithme de la plus grande valeur propre de A .

3.1.11. PREUVE : En utilisant 3.1.3 a) et b), on montre facilement l’éga
lité :

(1) # { 5 € r | | s , | s < n } =( 1 0 . . . 0 ) . 4 ' ‘ M  .
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Alors, un calcul élémentaire donne l’expression cherchée de S .

ts est égal à l’entropie topologique du shift sur E . Donc, d’après 
un phénomène bien connu, rs  est égal au logarithme de- la plus grande 
valeur propre de *4. 0

3.2. Existence d ’applications de M arkov

Rappelons le théorème suivant, dont on trouvera une preuve détaillée 
dans [G-H] chapitre 9, et dans [C-D-P] chapitre “groupes automatiques”.

Théorèm e (J.W. Cannon). Soit T un groupe hyperbolique, e t S  un 
systèm e sym étriqu e de générateurs. Les ensem bles C(g) ,  g € T , sont en 
nom bre Gni.

Comme corollaire nous obtenons :

3.2.1. Théorèm e. Soit T un groupe hyperbolique, S  un systèm e  
sym étriqu e de générateurs de T. Alors (T,S ) adm et une application de 
M arkov.

3.2.2. PREUVE DE 3.2.1 : Elle se fera en plusieurs étapes. Tout d’abord 
définissons une application f  de T dans lui-même. Pour i € { 0 ,..., s} , 
soit W i les sous-ensembles de T :

W 0 = U0

et pour t G {1 , . . . ,  s} :

¿ - i

W i  =  Ui -  U  W t . 

k=t>

Ils forment une partition de T . Soit /  l’application de T dans lui-même, 
définie par :

/ ( e )  =  e

et pour i >  1 :

f \ w A g )  = « r e 
construisons une partition de Markov V  de / .  Pour ce faire suppo

sons :

(1 ) i 7  ̂j  =£• di 7  ̂dj

et introduisons l’ordre suivant sur 5 :

«i < «2 < . -. < aa .

On obtient ainsi un ordre lexicographique sur les écritures minimales 
de (r, 5). On appellera écriture réduite d’un élément g de T—{e}, sa plus 
petite écriture minimale pour l’ordre lexicographique. Pour g € T — {e}, 
définissons :

V( g)  =  {h G T, tels que l’écriture réduite de g h commence par g}  .
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Remarquons que :

gV(g )  =  { m  € T, dont l’écriture réduite commence par g}  . 

Remarquons également que pour i € {1 ,... , 3 }, on a d’après (1) :

(2) Wi =  ciiV(ai).

Le lemme suivant, qui sera montré un peu plus tard, est un corollaire 
du théorème de J.W. Cannon :

3.2.3. Lemme. Les ensembles V ( g ) , g  € T, sont en nom bre fini.

Soit maintenant V q l’ensemble constitué de {e} et des sous-ensembles 
a i V ( g ) , où ai appartient à S , et où g est un élément de T — {e} dont 
l’écriture réduite finit par a,-. C’est un recouvrement de T car d’après (2) :

{Wi ,  i =  0, . . . ,  5 } C V Q .

De plus, d’après le lemme 3.2.3, c’est un recouvrement fini.

3.2.4. Lemme. L ’im age p a r  f  d ’un élém ent de V q est une réunion  
d ’élém ents de V q .

Nous montrerons ce lemme ultérieurement. Achevons la construction 
de V . Pour g 6 T , soit :

v(g)= n ^  n
EfÇV  0 E }£ V  o
</€£; g<f.Ej

et soit
V = {V(g),ger}.

Puisque V q est un recouvrement fini de T, "P est une partition finie 
de T. L’application f  restreinte à chacun des W{ , est une bijection sur 
son image. De plus, chaque élément de V q est inclus dans un unique W i. 
Alors le lemme 3.2.4 montre que ( /, V )  est une application de Markov de 
( T , S ) .  □

3.2.5. PREUVE DU LEMME 3.2.3 : Les ensembles C(g)  et T>(g) vérifient :

(3) 9V{g)  = g C { g ) ~  (J g'C(g') .

a'<9

La relation gC(g) fl g'C(g') ^  <p, entraîne que g et g' appartiennent 
à deux segments géodésiques de mêmes extrémités.

Puisque T est hyperbolique, deux tels segments sont à distance uni
forme majorée par une constante K , qui ne dépend que de (r, S ) .

Aussi, pour que :
yC(g )ng 'C(g' ) ï< t>

et

\9\ = W\
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g

e ^ ____ u m

g'
Figure 4

il faut qu’il existe u € B ( e , I \  ) tel que (voir figure 4) :

g' =  g u .

Donc en notant :

B (g )  =  {u € B(e ,  K )  | |gf«| = \g\ et gu <  g}  , 

l’égalité (3) s’écrit :

gV{g)  = gC(g) -  ( J  g u C (gu ) .
u€B(g)

Alors, en multipliant par g -1 à gauche :

(4) P(9)=C(ÿ)- (J uC(gu).
ueB(g)

D’après le théorème de J.W. Cannon, les ensembles C(g) , g € T, sont 
en nombre fini. Les ensembles B(g)  sont bien sûr en nombi'e fini. Donc 
(4) montre que les T>(g) sont en nombre fini. □

3.2.6. P r e u v e  d u  LEMME 3.2.4 : Soit aiD(g)  € V q . Puisque l’écriture 
réduite de g finit par a*, on a :

a-iD{g) C ajî?(aj) = Wi

donc d’après la définition de /  :

f (ai t>(g) )  =  V ( g ) .

Or clairement :

V ( g ) =  ( J  a j V ( g a j )  U {e}
uj £Sr \ V ( g )

avec a j V ( g a j )  € Vq , car aj € 5 D V ( g ) .

D’où le lemme. □

3.2.7. REMARQUE. Le théorème 3.2.1 reste sans doute vrai dans le cadre 
plus général des groupes automatiques (voir [C-D-P] [C-E-H-P-T]).
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3.3. Problème du prolongement au bord d ’une application de 
Markov. Exemples de construction d ’applications de Markov

Dans ce paragraphe nous considérons des groupes admettant une réa
lisation géométrique très simple (définition 3.3.1). Celle-ci nous permet
tra de caractériser géométriquement les écritures minimales (proposition 
3.3.3), de prolonger des applications de Markov au bord (corollaire 3.3.7), 
et en construire sur quelques exemples. Dans le cas des groupes fuchsiens 
de type fini sans parabolique, nous retrouverons l’application de Bowen- 
Series.

Les idées que nous développons ici, sont essentiellement celles de 
S. Birman et C. Series (voir [Bi-S]).

Afin de simplifier notre exposé, nous nous limitons à des sous-groupes 
d’isométries de l’espace hyperbolique réel MN . La définition 3.3.1, la pro
position 3.3.3, et le corollaire 3.3.5, s’appliquent cependant à d’autres 
groupes notamment aux groupes euclidiens.

3 .3 .1 .  DÉFINITION. Soit r un sous-groupe discret d’isométries de MN . 
Nous dirons que T a la propriété (*), s’il admet un domaine fondamental 
R  avec la propriété suivante :

(i) R est un polyèdre, (de volume fini ou non), ayant un nombre fini de 
faces.

(ii) L’ensemble T d R  = (J g d R  est une réunion d’hyperplans.
»€ r

3 .3 .2 .  E x e m p l e s .

a) Le groupe fuchsien isomorphe au groupe fondamental d’une surface 
de genre g >  2, dont un domaine fondamental est le 4g-gone régulier 
d’angle ^  , a la propriété (*).

b) C. Series a montré que tout groupe fuchsien de type fini sans para
bolique, est isomorphe à un groupe fuchsien ayant la propriété (*) (voir 
[B-S]).

c) Soit R  un polyèdre de ayant un nombre fini de faces et des angles 
diédraux intérieurs de la forme j , k E N, k >  2. Le groupe engendré par 
inversions par rapport aux faces de i? a la propriété (*).

Soit T et R comme dans la définition 3.3.1. Soit S  = {at-, i =  1 ,..., 5 } 
le système symétrique de générateurs, défini de la manière suivante : No
tons 1 , . . . , s , les faces de R. Pour i G {1,.. . ,  ¿¡} , a* est l’unique élément 
de T , vérifiant :

ciiRC] R est la face i .

A une écriture quelconque a,0...  a,n dans (r , S ) , associons la famille 
d’hyperplans {Pk,k — 0 suivante :

Po contient R fl cii0R

et pour k = 1, . . .  , n :

Pic contient a,0... au._ l R fl alQ ... a,-t R..
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Notons que, puisque (T, R)  a la propriété (*) :

VA: € {0 ,..., n} ; Pk C T Ô R .

3 .3 .3 .  Proposition. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) L ’écriture aj0. . . a tn est de longueur m inim ale dans (I\ S).

b) Les hyperplans P k sont deux à deux distincts, c ’est-à-dire :

k ±  k' => P k ^  P k, .

c) Quel que soit k € {0 ,..., ?î} , et quel que soit £ vérifiant k < i  < n ,  
l ’hyperplan  P k sépare R  de a,0 . . .  a, t R .

3 .3 .4 .  P r e u v e  :

b) <=> c) est facile et laissée au lecteur.

c) => a) : Soit g =  a,i0 . . .  ctin , et soit cij0 ...  aJm une autre écriture de 
g . Montrons que m > n : Soit {P'k, k =  0, . . . ,  m} la famille d’hyperplans 
associée à l’écriture aj0. . .  ajm . D’après l’hypothèse c) appliquée à i  =  n, 
on a :

(1) { P k, k  =  Q , . . . , n }  C { P ’k, k  =  0 , . . . , m )  .

D’autre part, puisque c) implique b), les hyperplans Pk sont deux à deux 
distincts d’où :

(2) k =  0 , . . .  ,n} =  n +  1.

Alors (1) et (2) montrent que :

m > n .

a) =» b) : Tout d’abord construisons une écriture aj0 . . .  ctjm de g , 
telle que les hyperplans associés à cette écriture, soient deux à deux dis
tincts. Pour ce faire, soit c un segment géodésique de , reliant R  à 
g R ,  transverse aux (N  — 1)-faces de T d R ,  et ne passant par les ( N  — 2)- 
faces de T d R . Notons aj0, . . . ,  aJm les éléments de S , tels que c passe 
successivement par les domaines :

R , ajo R , ajo ajl R , . . . , a j o . . .  ajm R  =  g R .

Le segment c rencontre successivement et transversalement les hyperplans 
P'k associés à l’écriture aj0 . . .  (ijm . Ils sont donc deux à deux distincts.

Les P'k satisfont l’hypothèse b), donc l’hypothèse c). Alors, d’après 
la démonstration de c) =>• a) :

{P'k, k =  0, . . . ,  m} C {Pk,  k = 0 , . . . ,  n}  .

Puisque les P k sont deux à deux distincts, on obtient :

# { P k, k = 0, . . . ,  n}  >  m  + 1.
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Or m  >  n , donc :

#{Pfc,A: = 0 , . . . ,n}  > n +  1 

et donc les P* sont deux à deux distincts. □

Nous donnons deux corollaires à cette proposition. Le premier décrit 
géométriquement les ensembles Ui =  a,C(a.,) associés au système de gé
nérateurs S .  Le second concerne le problème du prolongement au bord 
d’une application de Markov de (r, S ) .

3.3.5. Corollaire. N otons H i , i  €  {1, .. .,  s} , l ’hyperplan contenant la  
face i de R .  Alors l ’ensemble

U iR  =  (J gR
ff€Ui

est le demi-espace de frontière H ,,  ne contenant pas R .

3.3.6. PREUVE : Soit El le demi-espace de frontière H i , ne contenant 
pas R .

E i D U iR  : Soit g € U i , il admet une écriture minimale commen
çant par a,-. L’hyperplan P q associé à cette écriture est H i . D’après la 
proposition 3.3.3. c), Hi sépare R  et gR  donc g R  C E i.

E{ C U iR  : Soit g R  C E{ et c un segment géodésique reliant R  à 
g R ,  transverse au (N  — 1)-faces de T d R ,  ne passant pas par les (N  — 2)- 
faces de T d R  et tel que le deuxième domaine que c rencontre soit d iR .  
Comme dans la preuve de 3.3.3, on associe à c une écriture minimale de 
g . Celle-ci commence par at-, donc g € U i , et g R  C U iR . □

Supposons en plus des hypothèses précédentes, que T soit convexe 
compact. Alors F est hyperbolique (voir 1.8.3 et 1.8.7), et on a :

3.3.7. Corollaire. (T, S ) adm et une application de M arkov qui se 
prolonge à d T . En particulier l ’application q du théorèm e 3.1.3.c) est 
bijective au-dessus d ’un G s -dense de d T .

3.3.8. PREUVE : Puisque T est convexe cocompact, son bord est homéo- 
morphe à A, l’ensemble limite de T. D’après le théorème 3.2.1, (r ,S") 
admet une application de Markov. Considérons l’application /  construite 
dans la preuve du théorème 3.2.1 et montrons qu’elle convient.

Il suffit de voir que les V j  traces des Vj sur dT  sont d’intérieur deux 
à deux disjoints, ou encore puisque ¿)r ~  A que les V jR ,  traces des V j R  
sur A, sont d’intérieur deux à deux disjoints.

D’après le corollaire 3.3.5, le lemme 3.1.7 et la preuve du lemme 3.2.3, 
les V jR  s’obtiennent par réunions et intersections finies de demi-espaces. 
Donc pour i ^ j ,  V j R f \  \')R  est inclus dans une réunion finie de (N  — 2)- 
sphères de S N~ l =  .

a) Supposons que A ne soit contenu dans aucune ¿-sphère de S N _ 1 , 
0 <  k <  N  — 2, et raisonnons par l’absurde :

51



. o o

Soit i et j  , i ^ j ,  tels que VjR  fl ViR 7  ̂(f>. Puisque

O

O  O  s* ■!  ■ ■ ■ ■  ^  I ■ ■ I I N S

V~Rf)V^R =  V ~ R f ) V R ,

il existe un ouvert U de A inclus dans une ( N —2 )-sphère de S N _1 . Alors 
A étant auto-similaire, un argument simple montre que A est inclus dans 
une (N  — 2 ) -sphère de S N~l , ce qui contredit l’hypothèse.

b) Supposons que A soit contenu dans une k -sphère S k de S N_1 (avec 
k € { 0 ,..., N  — 2} ) mais dans aucune ( k — 1 ) -sphère :

Alors T fixe le (k +  1) -plan P  de de bord S k . Quitte à réindexer 
les faces de R ,  on peut supposer que pour i =  1 , . . .  , p , les hyperplans Hi  
soient transverses à P  et que pour i =  p + 1 , . . . ,  s , Hi  contienne P . Pour 
cette indexation des faces de R , c’est un exercice de voir que l’application 
/  construite dans la preuve du théorème 2 .1  convient. □

3.3.9. EXEMPLE. Soit r le groupe fuchsien isomorphe au tî\ d’une surface 
fermée de genre 2, dont un domaine fondamental R  est l’octogone régulier 
d’angle j  (figure 5). (r, R)  a la propriété (*). Soit S  le système symé
trique de générateurs indiqué sur la figure 5. Construisons une application 
de Markov de (r, S )  :

Pour i =  1, . . .  , 8 , soit T{ le domaine s’appuyant sur la face i de R  
comme sur la figure 5. D’après le corollaire 3.3.5, T* C UiR.  Posons

/ h  (a?) = a î 'x

et

/ I R = id .

Considérons les géodésiques contenues dans T d R  qui rencontrent R  
(figure 6 ). Il est facile de voir que les composantes connexes de H2 privé 
de ces géodésiques forment une partition de Markov de / .

/  ou plutôt son extension au bord, n’est autre que l’application de 
Bowen-Series. Et ce procédé de construction est général pour les groupes 
fuchsiens (voir [B-S, Lemme 2 .2 ], [S-2 ]).

3.3.10. EXEMPLE. Cet exemple est dû à M. Gromov (voir aussi [Be]). 
Soit R  le tétraèdre régulier de H3, de volume infini et d’angles diédraux 
j . Soit T le groupe engendré par linversions par rapport aux faces de 
R .  Le couple (T ,R)  a la propriété (*). Soit S  le système symétrique de 
générateurs dont les éléments sont les inversions par rapport aux faces de 
R .

Les faces de R  rencontrent S* en 4 triangles. En tronquant les faces 
issues d’un même triangle, 011 obtient un tétraèdre tronqué R ' , compact, 
et d’angles diédraux j  et £ .

L’ensemble T R 1 est une sous-variété à bord de H3 , totalement géodé
sique. C’est l’enveloppe convexe de l’ensemble limite A de T. Puisque R 1 
est compact, T est convexe cocompact. Notons que N. Benalcli [Be] a 
montré que A est une courbe de Sierpinski.
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Figure 5

Figure 6

Plutôt que de construire une application de Markov de (r , 5 ), 
construisons son extension à A. Observons que A est inclus dans le do-
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maine D  de S 2 obtenu en privant S 2 des traces des 4 demi-espaces qui 
s’appuient sur les faces extérieures tronquées de R ' . La figure 7 repré
sente S 2 privée de ces 4 disques (qui est comme un disque à 3 trous, les 
trous sont en foncé). Elle représente également les axes'd’inversion des 
éléments de 5 , qui sont aussi les frontières des U iR,  i = 1,. . .  ,4, d’après 
le corollaire 3.3.5.

La figure 8 représente une partition de Z? à partir des UiR.  Pour 
i =  1, . . . ,  4, Ti est inclus dans UiR  et on pose :

/ k ( 0  = «r^-

On considère alors la trace sur S 2 des plans contenus dans T d R ,  
qui rencontrent R  (figure 9). On vérifie que les composantes connexes 
du disque à 7 trous privé de ces arcs de cercle, forment une partition de 
Markov de / .  Ainsi, l’application /  restreinte à A, est une application 
de Markov.

Figure 7
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Figure 8

Figure 9
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4. Flots géodésiques et flots spéciaux

4.0. Introduction

Soit T un groupe hyperbolique agissant sur un CAT(-l)-espace X , 
par isométries, de manière quasi-convexe. Soit (£ ,$ r ) , le flot géodésique 
associé. Nous expliquons dans ce chapitre une construction très simple, 
qui permet à partir d’un codage de c?r, de conjuguer (£ ,$ t)  par un flot 
spécial.

L’existence de telles conjugaisons est déjà connue, (au moins lorsque 
X  est une variété et T est cocompact. Elle résulte alors du caractère 
Anosov du flot géodésique, voir [B-3]). La méthode par contre, semble 
nouvelle.

Les flots spéciaux que nous considérons sont définis par suspension 
d’une fonction hôldérienne sur un sous-shift de type fini bilatéral. Rappe
lons leur construction :

Soit B  — ( B i j ) ,  i , j  G {1,...,<}, une matrice composée de 0 et de 1, 
et Ejg le sous-shift bilatéral:

^B  =  {j =  (jk)t=-oo  I 3 k € {1,. ..  , t } , B j kjk+l = 1} .

Notons a  le shift sur E s , c’est-à-dire l’homéomorphisme de E s dans 
lui-même, défini par :

avec ifc=jfe+1 .

Soit (p : E s —► R une fonction hôldérienne vérifiant la propriété suivante : 
il existe n € N*, tel que la fonction :

n —1

Sn<p =  0 <rk 
k=0

soit strictement positive. Le flot spécial associé à la paire (EB,<p) est défini 
de la manière suivante : Considérons l’homéomorphisme de E s x R :

F & t )  =  (cr(i), t -  <p(i)) .

Puisque S n<p > 0, le groupe { F n, n  € Z} agit de manière proprement 
discontinu et cocompacte sur E s x R. L’espace du flot est le quotient de 
E s x R par cette action. On le notera

Le flot est le groupe à un paramètre d’homéomorphismes de , 
défini par :

* t ( P )  =  ( I 7 + t ).

Notons que lorsque (p est strictement positive, s’écrit :

€ Ea,0 < i < 9 ( j ) ) /W ( j ) )  ~  MH.0)-

Et on représente alors ( T ^ ^ t ) comme sur la figure 1.

56



R

A

¥>(j ) .......... ^  ------------------ graphe de <p
%%««-* 'A«

-------------------1---------±1--------------------------------------ÜB
1 î ÎO)

Figure 1

Le paragraphe 4.1 est consacré à la construction de notre conjugaison.
Au paragraphe 4.2, nous montrons que lorsque T est isomorphe à un 

groupe de surface de genre supérieur ou égal à deux, la conjugaison est 
bijective sauf au-dessus d’un ensemble de très petite taille.

4.1. C onstruction  d ’une conjugaison du flot géodésique p a r un 
flot spécial

Soit S  un système de générateurs de T . On se propose de construire, 
à partir d’une application de Markov /  de (r , 5 ), une conjugaison de 
(S,  $ 7 -) par un flot spécial.

Rappelons que nous avons associé à f  une matrice B  = ( B i j ) ,  i , j  6  

{1 , . . . ,  , telle que le sous-shift unilatéral Eg code <9 r  (voir théorème 
3 .1 .3 .c)). Considérons maintenant le sous-shift bilatéral :

SB = {j = O'OÎT-o. Ih € { 1 , . . =  1} .

D’après le théorème 3.1.3.a), quel que soit j  € E b , l’ensemble

• • » a j-l ‘ ‘ • a j-n  ’ ’ ‘ ' ’ a j-l 1 e ’ a Î0 » ' ' ' ’ ” ’ ' a jn » * • • |

est une géodésique de (r, S ) . Choisissons une origine x dans X . L’en
semble

’ ‘ » « j - !  ' ' ‘ ‘ ‘ ‘ ’ i  ^ ¿ 0 ® »  ' 1 • 5 " • ^ jn  * * " }

est alors une quasi-géodésique de -Y. Ses extrémités

ç_(j) = lim a ï 1 x
v*" n — * + OO ■'-1 J— n

et

Ç+Ü)= aio • • • aj n xn——foo
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appartiennent à À, et sont indépendantes de l’origine x choisie. Notons 
que :

9-M i)) = aJoQ-(j)
(4.1.1) et

?+(<7(j)) = aj'q+0) •

Définissons une application Q  de E s x R dans GA, de la manière 
suivante : paramétrons GA  comme au paragraphe 2.9, en prenant pour 
origine le point x ; et posons :

QCM) = (5-(j)>Ç+(j),*).

Remarquons que, d’après 2.9.2 :

(4.1.2) Q o o Q .

Soit maintenant ip la fonction sur E s  définie par :

¥>(j) = B q+ü ) ( x , a jox ) .

Alors Q  induit une application Q de dans £ .  En effet, d’après 4.1.1 
et 2.9.4, on a :

-  <p(j)) =  (<z_(<7(j)),9+(<r(j)),i -  *(j))

=  (aJo^-ÜW o^+Ci)’* “  B q + Q ) ( X >a î o x ) )

- aJ0

De plus, l’égalité 4.1.2 montre que Q conjugue les flots de et de S .

4.1.3. Théorème.

a) La fonction :

<p : Es —► R

est H ôlder continue, e t il existe  n € N* tel que S n<p so it stric tem en t 
positive .

b) La conjugaison

S

est surjective, continue, à fibres finies de cardinal uniform ém ent borné.

4 .1 .4 .  R e m a r q u e s .

a) L’Hôlder continuité de <p, plutôt que sa simple continuité, peut sem
bler de peu d’intérêt. Il n’en est rien, car contrairement aux flots spéciaux 
définis par une fonction hôldérienne, on ignore presque tout des autres.

b) Observons que le cardinal d’une fibre de Q est une fonction $ r -  
invariante de S . Puisque la mesure d’entropie maximale m de ( S ,$ r )  
est ergodique (théorème 2.10.2), le cardinal des fibres de Q est m-presque 
sûrement constant.

c) Il n’est pas étonnant que la fonction ip permette de conjuguer les 
flots. En effet, d’après le corollaire 2.6.3, exp (¿>(j) est le facteur conforme
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en q+(j)  de pour la métrique dx sur A. En d’autres termes exp<p 
est le facteur conforme de l’application de Maxkov /  “étendue” à A. Or, 
on a vu au chapitre 2, que la structure conforme de A détermine le flot à 
conjugaison près.

Signalons à ce propos, que la même fonction <p permet d’exprimer 
la mesure de Hausdorff de (A, dx) comme une mesure de Gibbs sur E #. 
(Voir [Bo] et la remarque 5.2.2 pour plus de détails à ce sujet).

4 .1 .5 .  P r e u v e  d e  4 .1 .3  :

a) ip est Hôlder continue : Il suffit de le montrer sur chacun des en
sembles :

C(*) = { j€ E B | j 0 = *}
où k appartient à {1 ,... , i} . Sur C (k ), ip s’écrit :

¥>Ü) =.-Bg+(i)( *» « * * )  •

D’après le théorème 3.1.3. c), l’application q de E b  dans <9r, définie par:

3Ü) = n—►H-oo

est Hôlder continue. L’homéomorphisme canonique de ô r  sur A, est égale
ment Hôlder continu (voir 1.8.5). D’après la proposition 2.6.1, l’application 
de A dans R :

£ tr* B s ( x ,a kx)

est lipschitzienne.
Donc par composition <p est Hôlder continue.

H existe n € N* tel que S nip soit strictement positive : Un calcul 
élémentaire montre que :

Sn<pQ) =  B q+Q)(x, ajo. . .  cijn_1x ) .

L’ensemble

a j o a'» • • • 1 a j o  • • • a j n - l X 1 - - }

est un quasi-rayon géodésique de X , d’extrémité ç+(j). Donc, il existe 
une constante A  6 R+ , ne dépendant que de (X ,  T, S ) , telle que :

- A  <  S n(p(j) -  I* -  aj o . . .  x| < A .

Donc, pour n assez grand, S n<p est strictement positive.

b) Q est continue : Comme précédemment, les applications q -  et q+ , 
de E# dans A, sont continues. Alors Q  est continue, donc Q aussi.

Q est surjective : L’ensemble des orbites de $ r )  s’identifie à 
/{ ffn n€2 } • L’ensemble des orbites de (£, $ t )  s’identifie à A x A—A / r ,

ou encore à c?r x dT — A / T . Puisque Q conjugue les flots, elle induit une 
application :

H  : £ fî /  -*  dT 'x  dT -  A / T .
'  {<r’* ,n € Z }
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Clairement la surjectivité de Q  est équivalente à celle de H .

Soit donc (£_,£+) € c?r x c?r — A. Montrons qu’il existe j € E s et 
g € T , tels que :

?- x 9+(j) =

Soit 7  : Z —* (r , 5), une géodésique d’extrémités 7 (—oo) =  £_ et 
7 (+oo) =  £+. Pour £ € N , soit i* € S g , tel que :

lim 7 ( —£)ai/ . . . a , {  =  £+.
n — + 0 0  '  *0 *»

L’ensemble

{ 7 ( -0 » 7 ( -0 « iS .• • • >7M H < • • • <*»i,• • • }

est un rayon géodésique de (r , S)  d’extrémité 7 ( —£) et £+. Il est donc 
à distance uniforme bornée, par une constante K  qui ne dépend que de 
(r, 5 ), du rayon géodésique :

N - > T

n h-► 7 (n — £ ) .

En particulier, on a :

7 — 7(0) | < K .

Aussi la suite {7 (—̂ )a^ ...  i }<eN est bornée. Quitte à extraire une 
sous-suite convergente, supposons-la constante, et appelons h sa valeur. 
Pour £ € N, définissons j* = ( j i ) ^ = _ e par :

J k  —  l k + e  •

D’après la définition de h , l’ensemble :

{hajt1 . . .  ajt*,..., ha~i1 , h, hajt,..., Ziâ ... ,...}
est confondu avec le rayon géodésique :

{y(-£),  7(-¿H <, . . . , 7(-€)a,-j . . .  , . . . } .

Il appartient donc à un K  -voisinage de la géodésique 7 . Extrayons de 
la suite {j*}/eN, une sous-suite convergente et appelons j sa limite. Par 
compacité, j appartient à Efl. Par construction, la géodésique

{..., ha~\ . . .  a~}n,..., ha~\, h, hajo,..., hajo. . .  ajn,...}
est dans un K  -voisinage de 7 . Alors, on obtient :

X a+(j) = .

Q est à fibres finies de cardinal uniformément borné :
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Considérons le diagramme commutatif

E s  x R — 2 - . G A

I i
Puisque les actions de { F n, n  € Z} sur £  b x R, et de T sur GA, 

sont proprement discontinues et cocompactes, l’application Q  est à fibres 
finies de cardinal uniformément borné, si et seulement si Q  est à fibres 
finies de cardinal uniformément borné. Aussi, en identifiant GA à (c?r x 
d T - A )  x R, nous voyons qu’il suffit de montrer que l’application :

q- x q+ : £b  —► dT x d r  -  A

est à fibres finies de cardinal uniformément borné.
Pour ce faire, rappelons que l’application

q : £  J  -> dT

est à fibres finies de cardinal uniformément borné, (voir théorème 3.1.3. c)). 
Soit M  un majorant du cardinal de ses fibres. Soit (£ _ ,£ + )  €  â T x â T —A ,  
et soient j* , t  = l , . . . , m ,  des éléments deux à deux distincts de £ b , 
vérifiant q -  x ç+(j€) = (£_,£+). Majorons m  :

Choisissons N  >  0 assez grand, de manière que les suites >
£•=  1, . . .  ,m,  soient deux à deux distinctes. Puisque les géodésiques asso
ciées aux suites j* ont mêmes extrémités, elles sont à distance uniforme 
inférieure à K  les unes des autres, K  ne dépendant que de (r ,  S ) . En 
particulier les éléments :

9 t l =  a ~t • • • a 7^J - i  J-N

appartiennent à une même boule de rayon K . On a donc :

q+(°~NQe)) =

(1) avec
# { 9 t , £  = 1,...  ,m} < # B ( e , K ) .

D’après la définition de N , les projections sur E j  des suites (t~ n (j*), 
£ = 1 , . . . ,  m , sont deux à deux distinctes. Le cardinal des fibres de q étant 
majoré par M , la relation (1) donne :

m  <  #B (e, K ) M .

□

4.2. Un exem ple pour lequel la conjugaison est génériquement 
bijective

Supposons que T soit isomorphe au 7rj d’une surface fermée de genre 
supérieur ou égal à 2. Et prenons comme application de Markov /  de T , 
l’application de Bowen-Series, (voir l’exemple 3.3.8, lorsque g — 2). Soit
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(S , $ t) le flot géodésique associé à une action quasi-convexe de T sur un 
CAT(-l)-espace X . Soit le flot spécial associé, construit à partir de 
l’application / .  En utilisant la forme très particulière de / ,  et les idées 
de R. Bowen et C. Sériés, nous montrons :

4.2.1. Théorèm e. Sauf au-dessus d’un nom bre fini d ’ensem bles faible
m en t stab les et instables de (£, $ r ) , la conjugaison Q  : —» S est un 
hom éom orphism e.

Nous montrerons ce résultat pour g = 2 . Le lecteur vérifiera sans 
peine, que la preuve se généralise à g > 2. La démonstration repose sur 
l’idée de C. Sériés [S-l], de géodésiques extrêmes à droite ou à gauche 
dans (r, S) . Avant d’en donner la définition, reprenons et complétons les 
notations de l’exemple 3.3.8 :

Les traces des ensembles VjR,  j  = 1, . . .  ,48 sur S1 ~  dT, (voir fi
gure 6, chap. 3), sont des intervalles fermés, que nous noterons I j . Appe
lons , j  — 1, . . . ,  48, leurs extrémités. Remarquons que le sous-ensemble 
de S1 :

J5? = r{fc,« = l , . . . ,48}

est l’ensemble des extrémités des géodésiques contenues dans TdR. Ap
pelons F  son complémentaire dans S 1. Puisque /  s’étend à S1, l’appli
cation q : Eb —» S1 s’écrit encore :

+ 0O

« © - n / - * ( ' * ) ■
k= 0

Aussi q est injective au-dessus de F , e t deux sur un au-dessus de E .

Soit maintenant 7 : Z -»T ,  une géodésique de (r, 5 ). Associons-lui 
le polygone 7R de H2 , défini par :

7R = U Tr(”)-R •
n €  Z

Identifions S1 et dT. Nous noterons de la même manière les éléments 
de S1 et ceux de ô r . Soit 7-  et 7+ les extrémités de 7 .

Le bord de 7R est constitué de deux courbes disjointes, contenues 
dans TdR, reliant 7_ à 7+. Lorsqu’on parcourt 7R de 7-  à 7+, une de 
ces courbes se trouve à droite, l’autre à gauche. Notons-les respectivement 
c d (7), Cg(7)-
4.2.2. Définition.

a) Nous dirons que la géodésique 7 de (r , S), est convexe à droite (resp. 
à gauche), si la courbe q ( 7 ) (resp. <̂ (7 ) ) est convexe. Autrement dit, 
si les angles d’intérieurs au polygone 7R ,  le long de £ (̂7 ) (resp. cg(7 )), 
sont inférieurs ou égaux à 7r.

b) Nous dirons que la géodésique 7 de (r, S) , est extrême à droite 
(resp. à gauche), si la courbe q ( 7 ) (resp. cg(7)) est strictement convexe. 
Autrement dit, si q ( 7 ) (resp. cg(7 )) est convexe et ne contient aucun 
rayon géodésique.
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Le théorème découlera des deux lemmes suivants :

4.2.3. Lemme. Soit j € S b , ei so it 7  la géodésique de ( T , S )  associée  
à j . A lors :

a) 7  est convexe à droite.

b) Si ses ex trém ités appartiennent à F , 7  est extrêm e  à droite.

4.2.4. P r e u v e  : Le a) résulte de la définition de / ,  (voir figure 5, chap. 3). 
Le b) se déduit du a). En effet, F  est le complémentaire des extrémités 
des rayons géodésiques contenus dans T d R . □

4.2.5. Lemme. Soit 7 , 7 ' deux géodésiques de (T, S ) , de m êm es ex
trém ités.

a) Si 7  est ex trêm e à droite, alors le  po lygone 'f'R se trouve à gauche  
de la  courbe c j ( 7 ).

b) Si 7  e t 7 ' sont extrêm es à droite, alors elles sont confondues.

4.2.6. PREUVE : Le b) est une conséquence immédiate du a). Montrons 
a) :

Il suffit de montrer que pour toute géodésique D  contenue dans T d R  
et tangente à Cd(7 ), le polygone y 1 R  est contenu dans le demi-plan P , 
délimité par D  et contenant 7 R  (voir figure 2).

Figure 2

La trace du demi-plan P  sur S 1 est un intervalle fermé I . Puisque 7
O

est extrême à droite, ses extrémités 7 -  et 7 + appartiennent à I . Les ex
trémités de 7 * sont également 7 -  et 7 +. Alors, si le polygone y 'R  n’était 
pas contenu dans P , il traverserait D  à deux reprises. C’est en contra
diction avec la minimalité de 7 ',  d’après la caractérisation des écritures 
minimales de la proposition 3 .2 .3 .b). □
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4.2.7. P r e u v e  DU t h é o r è m e  4 .2 .1  : Identifions A à S 1 =  d T , et G A  
* ( S 1 x S1 -  A) x R. Considérons les sous-ensembles faiblement stables 
de GA :

(S1 - { î i ) ) x { 6 ) x R ,  t = 1....... 48,

et les sous-ensembles faiblement instables de G A :

{&} x ( S 1 -  {&}) x R , * = 1, . . . ,48.

Leurs images dans €  sont des sous-ensembles faiblement stables et in
stables de (£, • Notons G  leur complémentaire, et montrons que Q  
est bijective au-dessus de G .  D’après le théorème 4.1.3. b), il suffit de 
montrer l’injectivité.

Considérons le diagramme commutatif :

Eb x R —Q—* G A

i I
r . - 8 - . e

Le relevé à G A du sous-ensemble G de S , s’identifie à ( F  x  F  — A ) x R .  
Aussi, il nous faut montrer que si ( j , i ) , ( j ', t') € Sb x  R, et g 6 T, 
vérifient :

(1) «- X ï+(j') = 9(1- X 4+0))
(2) q -  x  î+ (j) € F  x F

(3) q -  x q + ( j ' ) € F  x  F

(4) t' =  t -  B , t W ( x , g - ' x ) ,

il existe n € Z , tel que c’est-à-dire :

j' =  *"Ci)
t' =  t -  5„v?(j)

ou encore

j' =  ^n(J)
t' = t , si n = 0

t' =  t -  B q+Q)( x , aj0...  ajn_t x ) , si n >  0 

t 1 =  t -  B q+Q)(x, «7_\ . ..  a“ 1 a:), si n < 0 .

Donc d’après (4), il suffit de montrer l’existence d’un entier n tel que :

j' =  * n(j)
<7_1 = e , si n = 0

g - 1 =  ajo . ..  ajn_ l , si n >  0

g ~1 = . . .  a“ 1 , si n < 0 .
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Soit 7  et y ,  les géodésiques de (r ,S) , associées à j et j ' . D’après 
les relations (2) et (3), et le lemme 4.2.3. b), elles sont extrêmes à droite. 
Puisque l’action de T sur H2 conserve l’orientation, il en est de même des 
géodésiques 7 ' et <77. D’après l’égalité (1), elles ont mêmes extrémités. 
Aussi, par le lemme 4.2.5, 7' et <77 sont confondues. En particulier <77 

contient e, donc 7 contient g~l . Posons n =  |<7-1 1 ou — \g~l 1, selon 
qu’on aille de e à g~x dans le sens positif ou négatif. On a alors :

g~l =  e , si n =  0

9~l — ajo • • • ajn-i , si n > 0

ÿ-1 =  aj^  . . .  aj  ̂ , si n < 0 .

De plus, 57 est la géodésique associée à Ainsi, les géodésiques
associées à j' et à crn(j) , sont confondues. Alors, en utilisant l’injectivité 
de l’application :

q : E+ -  S 1 ,

au-dessus de F, et en considérant les projections sur Eg des éléments 
<r-m(j'), <7n_m(j),m  € N, on obtient :

j' = * n(j) •

□
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5. Applications

5.0. In troduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux trois problèmes suivants :

a) Le mélange du flot géodésique pour la mesure d’entropie maximale.

b) La continuité de la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite d’une 
action isométrique quasi-convexe, d’un groupe hyperbolique, sur un espace 
8 -hyperbolique, lorsque l’action varie dans la topologie de Gromov.

c) La réelle analyticité de l’entropie topologique du flot géodésique, ou 
ce qui revient au même, de la dimension de Hausdorff de l’ensemble li
mite, d’une représentation quasi-convexe, d’un groupe hyperbolique dans 
Isom(H£) ou Isom(Hc).

La représentation symbolique du flot géodésique du chapitre 4, nous 
est utile pour l’étude du premier et du troisième problème. Elle permet 
d’aborder simplement le mélange du flot, et elle sans doute en l’état actuel 
un passage obligé pour montrer l’analyticité de l’entropie.

Le second problème se traite de manière très élémentaire par des 
méthodes du type espaces hyperboliques. Bien que n’utilisant pas les cha
pitres 2, 3, 4, il est intéressant d’avoir un résultat très général, dont un 
cas particulier est le troisième problème.

Les paragraphes 5.1, 5.2, 5.3 sont consacrés à des préliminaires et 
rappels sur le formalisme thermodynamique. Au paragraphe 5.4, nous 
montrons que, sauf pour certains groupes très spéciaux (du type groupes 
libres), le flot géodésique associé à une action quasi-convexe sur un 
CAT(-l)-espace, est toujours mélangeant. Les paragraphes 5.5 et 5.6, 
traitent tour à tour des deux derniers problèmes. En 5.5 on définit la 
topologie de Gromov sur les actions isométriques d’un groupe. Puis on 
établit l’ouverture des actions quasi-convexes, ainsi que la continuité de la 
dimension de Hausdorff de leur ensemble limite. En 5.6, on relie l’entro
pie à une valeur propre d’un opérateur qui dépend analytiquement de la 
représentation ; l’analyticité de l’entropie en résulte.

5.1. Lemme de réduction

Reprenons la conjugaison :

du paragraphe 4.1. Afin d’appliquer à {T^, $ r )  le formalisme thermody
namique, nous avons besoin d’hypothèses supplémentaires sur la matrice 
B  associée à : l’irréductibilité et l’apériodicité. L’objet de ce para
graphe est de montrer que, quitte à modifier B  et , on peut toujours 
supposer ces hypothèses vérifiées.

Commençons par rappeler les définitions de matrice irréductible et 
apériodique. Nous ferons désormais l’hypothèse suivante :
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(i) Chaque élément de {1, . . . ,<}, (  t  est l’ordre de B  ), apparaît dans au 
moins une suite j  de E s  • (Sinon on peut trouver une matrice C , d’ordre 
strictement inférieur à t , telle que E c  =  E s ).

A la matrice J3 est associé le 1-complexe simplicial, orienté, C , sui
vant :

Ses sommets sont les symboles l , . . . , f .  Deux sommets i et j  sont 
reliés par une arête orientée i —► j , si B ij =  1. Les éléments de E s sont 
ainsi en bijection avec les chemins orientés, biinfinis de C .

La matrice B  est irréductible, si deux sommets quelconques i et j  
de C , sont reliés par un chemin orienté allant de i à j . Compte tenu 
de (i), on vérifie sans peine, que l’irréductibilité équivaut à la transitivité 
topologique de a  sur E s»

La matrice B  est irréductible et apériodique, s’il existe un entier n , 
tel qu’entre deux sommets quelconques i et j  de C , il y ait toujours 
un chemin orienté de longueur n de t à j . Notons que cette définition 
est clairement équivalente à B n >  0. En effet, le coefficient i j  de B" 
est le nombre de chemins orientés, de longueur n , de i à j . On montre 
également facilement, compte tenu de (i), qu’elle équivaut au mélange 
topologique de a  sur E b  •

Lorsque B  est irréductible, E b  admet la décomposition suivante : 

(5.1.1) E© =  Fi n . . .  u Fm

où les Fi sont des compacts, vérifiant :

a) pour i =  1, . . . ,  m  -  1, a(F i) =  Fi+ i , et a (F m) -  Fx.

b) <rm | Fi est topologiquement mélangeant.

c) (Fi,am | Fi) est homéomorphe à un sous-shift de type fini E c, avec 
C  irréductible et apériodique.

Ainsi le cas apériodique correspond à m =  1.

Soit maintenant $ t )  un flot spécial, dont la matrice associée est 
B .  Alors B  est irréductible si et seulement si est topologiquement 
transitif sur En effet, l’orbite de (j, i) sous T  € R+ , est dense 
dans si et seulement si l’orbite de j  sous a n , n  € N , est dense dans 
S s .

D’autre part, pour ce même flot, la distinction entre matrice irréducti
ble et matrice irréductible apériodique, est sans réel objet. En effet si B  
est seulement irréductible, considérons la matrice C  irréductible apério
dique, donnée par la décomposition 5.1.1. Le sous-shift E c  s’identifie à 
un compact <7m- invariant de E b  - Soit alors xj> la fonction suivante sur
Sc:

m —1

v>œ = 5».¥>(«= 2> o<T‘(j)- 
k= 0

Clairement, l’inclusion de Ec dans E s , induit un homéomorphisme 
conjuguant t ) au flot associé à (Ec,V0-

5.1.2. Lemme. Dans la  conjugaison du paragraphe 4.1, on p eu t m odiûer  
la  m atrice B  et le fonction , de manière à ce que B  soit irréductible  
apériodique, tou t en conservant les conclusions du théorèm e 4.1.3.
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5.1.3. P reuve du lemme 5.1.2 :
D’après le procédé de réduction décrit plus haut, il suffit de montrer 

qu’il est possible de remplacer B par une matrice irréductible. Puisque 
la mesure d’entropie maximale est ergodique sur (£, $  j-), et puisque son 
support est £ , (£, § t ) admet une orbite dense : il existe u € £ , tel que 
l’ensemble

{$t (u) , T €  R+}

soit dense dans £ . Notons que l’orbite sous , t G R+ , de tout élement 
v du sous-ensemble faiblement stable en m, est également dense. En effet, 
pour un certain Tq € R , on a :

lim |$t+ t„(v) -  $ r(u ) |f =  0 .
i — ►+OO

Soit (j,<) € Sb x R , un antécédent de u . Soit N  € N, assez grand, 
de manière à ce que chaque symbole j  € {1 , ...,£} ' apparaissant dans 
la suite ( jk ) t^ N  » y apparaisse une infinité de fois. Soit C  la matrice 
obtenue en privant B  des lignes et des colonnes indexées par les symboles 
qui n ’apparaissent pas dans la suite ( jk ) t^ N  •

Par construction, la matrice C  est irréductible. Le sous-shift E c  
s’identifie à un compact <r-invariant de T,q . La restriction de y? à Ec 
définit un flot spécial Gv , qui s’identifie à un compact -invariant de 
T y . Aussi, son image par Q est un compact $ 7 -invariant de £ . Montrons 
qu’elle est égale à £ :

Complétons la suite ( jk )k^ N en une suite i de E c , vérifiant :

h = j k ,  pour k >  N .

Notons v l’image dans £ de l’élément (i, t) de E c x R. Elle appartient 
au sous-ensemble faiblement stable de u.  Donc son orbite sous $ 7* est 
dense dans £ . Dès lors, l’image de Gv  par Q est égale à £ . □

5.2. Formalisme thermodynamique

Les propriétés des flots spéciaux sont en partie explicitées par la théo
rie spectrale de l’opérateur de Perron-Frobenius-Ruelle, que nous rappe
lons ci-dessous. Pour plus de détails on pourra consulter [P-P].

Soit B  une matrice irréductible apériodique, <p une fonction Hôlder 
continue sur E d ’exposant a .  Supposons que (p ne dépende pas du 
passé. (Cette hypothèse n’est pas restrictive car le cas général s’y ramène. 
D’autre part les fonctions <p du paragraphe 4.1, ont cette propriété). Ainsi, 
(p s’identifie à une fonction a-hôldérienne sur E ^ .

Définissons l’espace de Banach Ca(Eg), des fonction a-hôldériennes 
sur , muni de la norme :

IMIo = Ma + IMIoo
OÙ

M a =  supd(w(j),w(j,))/.[rf(j»j,)]a •
J J
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L’opérateur de Perron-Frobenius-Ruelle est défini sur C Q(E]g) par :

( * » 0 )  =  E  «'"“’“’(i) ■
i€<r- 1(j)

Il a les propriétés suivantes :

5.2.1. Théorèm e ([B-l], [P-P], [Gu-Ha]).

a) Cv adm et une unique valeur propre réelle p o s itive  , qui est sim ple, 
isolée e t dom inante, de vecteur propre  hv  stric tem en t positif.

b) Il ex iste  une unique mesure uv , vecteur propre  de l ’adjoin t de  
avec valeur p ropre  \ v , vérifiant vv (h) =  1 ,

c) lim \ ~ nC v u) = v v (yi)h u , p ou r tou t u> appartenant à Ca(Eg).
n—►4-oo ^

d) La m esure de probabilité  [iv  — est invariante p a r  le  shift a  

su r  E g . Elle est appelée m esure de G ibbs associée à  (Eg,¥>).

Le logarithme de \ v  s’appelle la pression de et se note P(<p) .
Observons que la famille d’opérateurs C - aifi, s  G R, est analytique 

réelle en s .  Donc, puisque \ - a<p est simple et isolée, par perturbation 
analytique, la fonction :

s P (-S ip )  

est analytique réelle en 5 , de dérivée :

±P(-Sv) = -J^vdfi-.V.
B

ou encore, d’après la cr -invariance de n ~ atp '•

Vn G N ; P{-s<p) =  - -  f  Sn<p ^ _ sv>. 
ds n 7S+

Aussi, lorsque S n(p >  0  pour un certain entier n , P ( —s<p) est stricte
ment décroissante sur R et sa dérivée est majorée par un réel strictement 
négatif. L’unique solution à l’équation :

P ( - s ip )  = 0

est l’entropie topologique du flot spécial associé à (Es,y?).

5 .2 .2 .  REMARQUE. Lorsque B  e t (p sont définies comme au paragraphe 
4.1, l’entropie topologique de $ t )  est égale à celle de (£ , $ t )  , car 
les flots sont conjugués par une application continue surjective, à fibres 
finies de cardinal uniformément borné. D’après le théorème 2.10.4, elle est 
aussi égale à r ,  la dimension de Hausdorff de (A ,d x).

La mesure u - Ttf> du théorème 5.2.1 b) est également explicite, au 
moins lorsque l’application de Markov s’étend presque partout (relative
ment à la mesure de Hausdorff) en une application de Markov sur A . En 
effet, si tel est le cas, l’application q de Eg dans A, définie par :

î(j) = î+ (j )=  üm ajo- - -aj nxn—►-roo

69



soit encore, puisque a(i) = j :

£-rv>lc(*0,..Jfc„)(j) =  e_rv,(Â:a,)lc(*o...*n)(*oj) •

La fonction est le facteur conforme de a” 1 en ç(i) pour la métrique 
dx (voir remarque 4.1.4 c)), donc :

q*ux ( C - T<fil C(k0. . .kn ) )  =  Vx ( | ( f l * 01) , ( « * o O | , r  1 g(C(fc0...fcn))(a * o O )

=  ( a k0 ) * u x ( | ( a r o1) , | J r lg(C(Jko. . . * „ ) ) )  •

Puisque ux est une r  -mesure conforme (voir 2.7), la dernière ligne 
est égale à la ux - mesure de q(C(ka . . .  kn)) , ou encore à la q*ux - mesure 
de C(ko . . .  kn). D’où l’égalité 5.2.3.

Indiquons pour terminer une construction de la mesure d’entropie 
maximale d’un flot spécial $ t ) • Les idées sont les mêmes que lors de 
la construction de la mesure d’entropie maximale du flot géodésique (voir 
2.10) :

Soit r  l’entropie topologique de $ r ) . La fonction h - Tip permet 
de rendre la mesure v~ Ttp a -  invariante. La mesure H - Ttp ainsi obtenue, 
se prolonge en une mesure £t_rv, sur E s , grâce à la or- invariance. En
effet, si u  » a k est une fonction sur E g , il suffit de poser :

p - rip(u) =  ¡¿-rV(u  °  ° k) •

La mesure :

ni—rip =  P-rip x dt

sur E s x R, est -invariante, elle est également F-invariante car ¡5_TV> 
est <r- invariante. Sa restriction à (considéré comme un domaine fon
damental de l’action de { F n,n  G Z} sur E s x R), est finie et $ t -  inva
riante, c’est la mesure d’entropie maximale de (F<p, $ t )  • Nous la noterons 
simplement .

70

est bijective, sauf peut-être au-dessus d’un ensemble de mesure de Haus
dorff nulle de A. (Le paragraphe 3.3 fournit des exemples de telles situa
tions). Notons alors v x la mesure de Hausdorff de (A, d x) ,  et vérifions 
qu’à une constante près :

u - r(p =  q*ux .

Il suffit de voir que l’égalité :

(5.2.3) £-,*(«•* ',) =  q*vm

est satisfaite sur chacun des ensembles :

C(ka . . .  kn) =  {i € E j  , avec i i  =  ki,V£ € {0, . . .  ,n}} .

On a :

■ E ■C - r v  1, - T i f i i) J
.)(*)■>(J)



5.2.4. REMARQUE. La construction précédente permet d’associer à toute 
mesure a- invariante finie sur E b,  une mesure invariante finie sur 
(ftp, $ r ) . Notons que cette correspondance respecte l’ergodicité. Notons 
également que les mesures de Gibbs fi du théorème 5.2.1.d), et leur pro
longement à E s , sont ergodiques et même mélangeantes (une conséquence 
de la propriété c) du théorème 5.2.1, voir [B -l], p. 23).

5 .3 .  M élange d ’un flot spécial

Nous rappelons ici les propriétés de mélange de la mesure d’entropie 
maximale m v  d’un flot spécial N o u s  verrons au paragraphe
suivant qu’elles subsistent sur le flot géodésique.

Tout d’abord quelques définitions :
Soit (Ç, $j>) un flot général muni d’une mesure borélienne invariante

m .
La mesure m est mélangeante, si quels que soient les boréliens A  et 

B  de Q :

^lim m (A  fl $ t {B ))  =  m (A )m (B ) .

Elle est faiblement mélangeante, si quels que soient les boréliens A  et 
B , m (A  fl $ t (B ))  converge en moyenne vers m ( A ) m ( B ) , c’est-à-dire :

1 /“*lim -  /  m ( A n $ T (B ))d T  =  m (A )m (B ) .  
t—+oo t J0

On montre que le mélange faible équivaut à l’absence de fonctions 
propres non triviales : Si une fonction borélienne h non nulle à valeurs 
complexes, et un réel A, vérifient m- presque sûrement :

VT € R ; h o < è T =  eiXTh 

alors h est m-presque sûrement constante et À est nul.

Le flot est topologiquement mélangeant sur Q , si pour tout ouvert 
U  et V de Ç , il existe un réel Tq tel que :

VT > T0 ; U D $ T (V ) ±  <j>.

Enfin, le spectre des longueurs des orbites périodiques de (Ç, $ r )  est 
l’ensemble des longueurs des orbites périodiques.

Pour un flot spécial, $ r ) , construit à partir d’une matrice ir
réductible apériodique et d’une fonction hôldérienne w, on a (voir [Gu- 
Ha]) :

5 .3 .1 .  Théorèm e. Les assertions suivantes sont équivalentes :

a) m v est mélangeante.

b) est faiblem ent mélangeante.

c) est topologiquem ent mélangeant.

d) Le spectre  des longueurs des orbites périodiques de $ t)>  n ’est 
inclus dans aucun sous-groupe discret de R.
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5.3.2. REMARQUES. La partië difficile du théorème est l’implication b) =>• 
a). On en trouvera une preuve dans [Gu-Ha], chapitre IV. L’implication 
a) =>• b) est classique et générale, de même que l’implication a) =» c) 
lorsque le support de la mesure est l’espace tout entier. Pour les flots 
spéciaux les implications c) => d) et d) =» b) semblent également bien 
connues, néanmoins il est difficile d’en donner une référence précise. Aussi, 
voici quelques indications sur leurs preuves :

Les deux conditions suivantes suffisent clairement à ce que le flot 
général (G, $ t ) ait la propriété d) :

(1) est topologiquement mélangeant et

(2) vérifie le lemme de fermeture, c’est-à-dire : Quel que soit e > 0, 
il existe Te € R , tel que pour tout T  > T S et tout u € Ç vérifiant :

d(u, $r(tt)) < £
il existe T ' € R et u' € Ç,  tels que :

$T'(ui) =  u>
\ T - T ' \ < e

V <€[0 ,T ];d ($ t(uf) , $ t( u ) ) < £ .

Un flot spécial, construit à partir d’une fonction Hôlder continue, 
vérifie trivialement le lemme de fermeture. Ainsi on obtient c) =£• d).

Pour montrer l’implication d) => b), on raisonne par l’absurde. Sup
posons que ne soit pas faiblement mélangeant. Alors admet une 
fonction propre non triviale : il existe A € R et une fonction borélienne h 
sur , à valeurs complexes, tels que, my - presque sûrement :

(3) V T 6 R , h o <S>T =  eiXTh .

On peut supposer A ^  0 et h de norme un, car est ergodique (voir 
5.2.4). Y. Guivarc’h et J. Hardy ont montré que les fonctions propres des 
flots spéciaux sont presque sûrement égales à une fonction continue ([Gu, 
Ha], chapitre III). Donc l’égalité (3) est vérifiée sur tout entier. En 
l’appliquant aux éléments périodiques et leurs périodes, on obtient une 
contradiction avec d).

5.4. Mélange du flot géodésique

Nous établissons d’abord un théorème analogue au théorème 5.3.1. 
Ensuite, nous montrons que presque tous les flots géodésiques construits 
précédemment sont mélangeants.

5.4.1. Théorèm e. Soit (£, $ r )  Je Sot géodésique associé à une action 
quasi-convexe d’un groupe hyperbolique sur un CAT(—1)- espace. Soit 
m la mesure d’entropie maximale de (S, $ r ) . Sont équivalents :

a) m est mélangeante.

b) m est faiblement mélangeante.

c) est topologiquement mélangeant.

d) Le spectre des longueurs des orbites périodiques de (S, $r)> n ’est 
inclus dans aucun sous-groupe discret de R .
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5 .4 .2 .  PREUVE : Les implications a) =>• b) et a) => c) sont classiques et 
générales.

Afin de montrer les autres, soit :

Q:ÇFv,*T)-*{e ,*T)
une conjugaison du flot géodésique par un flot spécial comme au para
graphe 4.1. D’après le lemme 5.1.2, on peut supposer la matrice B  asso
ciée à , irréductible et apériodique. Notons m9  la mesure d’entropie 
maximale de $ r ) . En normalisant m  et m v , on a :

(1) Q*ïïltp — Tïl •

Puisque $ t )  vérifie le lemme de fermeture (voir 5.3.2), (£, $ r )  
aussi (un exercice simple). Aussi, comme dans la remarque 5 .3 .2 , on obtient 
c) =>■ d).

Montrons que d) implique a). Au-dessus de chaque orbite périodique 
Q  est un revêtement fini d’ordre uniformément borné. Aussi, puisque 
(£ ,$ t)  a- la propriété d), $ t )  l’a également. Dès lors, d’après le 
théorème 5.3.1, m v  est mélangeante. Donc, par l’égalité (1 ), m l’est aussi.

Il reste à montrer que b) implique a). Pour ce faire montrons que 
le mélange faible de m entraîne celui de m v . Raisonnons par l’absurde, 
supposons que ( ^ , $ 7 ,?«^) ait une fonction propre non-triviale h.  Il 
existe alors A 6  R, telle que m v-presque sûrement :

(2) VT € R : h » = eiXTh .

Puisque m v  est ergodique (voir 5.2.4), on peut supposer A non nul 
et h de norme tin.

Soit alors h la fonction sur €  définie par :

j(«) = n  '»M •

v€Q- 1(u)

D’après la remarque 4.1.4, le cardinal des fibres de Q  est m-presque 
sûrement constant. Notons N  sa valeur m-presque sûrement constante. 
D’après (1 ) et (2 ), on a m- presque sûrement :

VT € R : h o '<èT =  eiNXTh

avec h de norme 1 et N X  différent de 0 . Ce qui contredit le mélange faible 
de m. □

5 .4 .3 .  Ex e m p l e s .

a) Soit X  le bouquet de deux cercles c\ et c2, dont les périmètres 
respectifs sont £\ et (voir figure 1 )

Le revêtement universel X  de X , est un arbre réel sur lequel agit 
de manière isométrique et cocompacte, le groupe T =  Z * Z ~  ( X ) . 
D’après la caractérisation d) du théorème 5.4.1, le flot géodésique associé 
à (X, T) est mélangeant, si et seulement si est irrationnel.

b) D.J. Rudolph [R] a montré que le flot géodésique associé à toute 
action convexe-cocompacte d’un groupe kleinien, est toujours mélangeant 
(et même bemouilli). La première étape de sa preuve, (la partie facile),
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Figure 1

établit le mélange faible de (£, $ r ) . En adaptant les arguments qui y sont 
donnés, nous obtenons :

5 .4 .4 .  Théorèm e. Soit T un groupe hyperbolique dont le  bord  n ’est 
p a s  to ta lem en t discontinu. Le Bot géodésique associé à to u te  action isom é
trique, quasi-convexe de T sur CAT(-l)-espace, est m élangeant po u r la  
m esure d ’en tropie m axim ale.

5 .4 .5 .  REMARQUE. D’après un théorème de Stallings (voir [G-H] cha
pitre 7), si son bord est totalement discontinu, T est commensurable à 
un groupe libre. L’exemple 5.4.3 a) montre que le flot associé à une ac
tion quasi-convexe d’un groupe libre sur un C AT (—1 ) -espace, n’est pas 
toujours mélangeant.

5 .4 .6 .  PREUVE DE 5.4.4 : D’après le théorème 5.4.1, il suffit de montrer 
le mélange faible. La preuve suit celle de D.J. Rudolph [R]. Soit h une 
fonction continue sur £ à valeurs réelles, et a  € R*. Soit :

___  1 » - i

h(u) =  lim -  V '  h  o $*a(u) . 
n—H-oo n z ' 

k=Q

Nous montrons que h est m-presque sûrement constante. Ainsi 
est ergodique sur (£, m) pour tout a , et donc , T  6 R est faiblement 
mélangeant.

La preuve est assez semblable à la preuve de Hopf de l’ergodicité du 
flot. Au lieu d’une fonction constante sur les orbites du flot, nous aurons 
ici une fonction a -  périodique.

Tout d’abord quelques propriétés de h : Puisque £ est compact, h 
est uniformément continue. Aussi :

(a) Quel que soit u € £ , la fonction :

Î H f t o  $7>(ti)

est continue et a-périodique.

(b) h est constante sur chaque sous-ensemble fortement stable de 
(£ ,$ t) .
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D’après le théorème ergodique de Birkhoff, m-presque sûrement, on
a :

- n —1 .. n —1

h(u) =  lim — h o $fca (w) =  lim — h o $ _ fca(u) . 
v '  n—+00 n  n-*+oo n  '

*= 0  fc=o

Aussi, en notant s  l’involution de € ,  définie par :

«(t) = 7 ' avec 7 '(0  = 7(-<), 

on obtient, m-presque sûrement :

(1) h(u) =  h « s ( s ( u ) ) .

Soit H , s , f h ,  les relevés à G A de h, s et m. D’après l’égalité (1), on 
a m-presque sûrement :

(2) H (u)  = HT~s (s (u )) .

Choisissons une origine x dans X . Soit u la mesure de Hausdorff 
de (A,«?*), (voir 2.7). L’espace G A s’identifie à (A x A — A) x R. Les 
mesures m et v x v x. dt sont absolument continues l’une par rapport à 
l’autre (voir 2.10). Donc par Fubini, pour v x u -presque tout (£_,£+) € 
A x A — A , l’égalité (2) est vérifiée, dt -presque sûrement le long de l’orbite 
d’extrémités £_ et £+. D’après (a), le long d’une orbite, les deux membres 
de l’égalité (2) sont continus. Aussi, en appliquant à nouveau Fubini :

(c) Pour u -presque tout £+ € A, l’égalité (2) est vérifiée le long de 
l’orbite d’extrémités £_ et £+, pour v -presque tout £_.

Notons F  l’ensemble des £+ qui ont cette propriété. Son complé
mentaire est négligeable. On montre maintenant que H  est constante sur 
l’union des sous-ensembles faiblement stables basés sur F . Par Fubini, H  
sera m - presque sûrement constante.

Pour ce faire, fixons un élément £° de F .  Notons Ŵ o le sous- 
ensemble fortement stable basé en £°, qui se projette dans X  sur l’ho- 
rosphère en £° contenant l’origine x . D’après (b), H  est constante sur 
W ( o . Soit A sa valeur constante sur . Etant donné un élément £ de
F  — {Ç0}, montrons que H  est constante égale à A sur le sous-espace 
faiblement stable basé en £. A cet effet, associons à tout élément rj de 
A — {£°,£}, les éléments u(rj) et v(rj) de G A ,  définis de la manière sui
vante (voir figure 2) :

Soit Vv le sous-ensemble fortement instable basé en ïj et tangent à 
. Soit Wç(rj) le sous-ensemble fortement stable basé en £ et tangent 

à Vv. Alors :

u(r]) est l’intersection de W^o et de Vv 

v (j i ) est l’intersection de Vv et de W^(rj) .

Par construction, H(u(r])) est égal àA. D’après (c), pour u -presque 
tout r} €  A — {£°, f }, on a :

H(u(r/)) = H T s (s(u(ri))) 

H i v W - H T H s i v i r j ) ) ) .
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n  W«(l)

(“ y (
Figure 2

Les éléments s(u(r})) et s(v(rj)) appartiennent au même sous-ensemble 
fortement stable. D’après (b), l’application H  o s  est constante sur chaque 
sous-ensemble fortement stable. Donc pour u- presque tout rj G A —

H ( v ( V)) =  H(u(rj)) = A, 

donc, d’après (b), pour u -presque tout rj € A — {£°,£} :

(3) H | = A.

Soit G  l’ensemble des r] 6  A — {£°,£}, qui satisfont cette égalité. 
Son complémentaire est négligeable. Afin de décrire les ensembles W^(ti) 
lorsque rj parcourt G , paramétrons par R les sous-ensembles fortement 
stables basés en £, en prenant pour origine celui qui se projette dans X  
sur l’horosphère en £ contenant x . Dans ces coordonnées l’application :

p : r } - >  Wç(r)) ,

s’écrit :
p(rj) =  ^ ( * ,* (» ( 17)))

où ?r(v(rj)) désigne la projection de v(rj) dans X . D’après la définition 
de dx (voir 2.5), on a :

B ç  ( x ,  7 t ( ü (7 / ) ) )  =  - 2 l o g  d x ( ( ,  rf)  - B v ( x ,  t t ( v ( tj) ) )

et
Br,(x,Tr(v(ri))) =  B n (a;, tt(w(t7))) = -2  log d*(£“, 77)

d’où :

(4) p(,)=21ogiÊ r i -
D’après (a) et (b), la restriction de H  au sous-ensemble faiblement 

stable en f , induit une fonction continue a -  périodique de R dans R. 
Notons-la H ç . D’après (3), elle est constante égale à A sur p (G ) .  Puisque 
G  est dense dans A, et puisque les applications p  et  H  ç sont continues, 

est constante égale à A sur p  (A — {£°, £}) •
Soit maintenant C une composante connexe de A ~  d r , non réduite 

à un point. L’image de C — {£°,£} par p  est un intervalle de R, (en effet 
p  s’étend en une application continue de A dans R = R U {±0 0 } ).

Si F  D C ^  <f>, prenons £° dans cet ensemble. Alors l’expression (4) 
montre que l’image de C — {£°,£} par p , est un intervalle de longueur 
infinie. Puisque H ç  est périodique, elle est dès lors constante égale à A.
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Si F  fl C =  <f>, choisissons £° proche de C (c’est possible car F  est 
dense dans À). L’expression (4) montre que pour £ en dehors d’une boule 
centrée en £°, dont le rayon décroît vers 0 avec la distance de £° à C , 
l’image de C — {£} par p ,  est un intervalle de longueur supérieure à a ,  la 
périodicité de H ç .  Dès lors, Hç  est constante égale à À. □

5.5. Topologie de Gromov sur les actions isométriques d ’un 
groupe

Soit 8 un nombre positif fixé et T un groupe hyperbolique. Notons A  
l’ensemble des actions isométriques de T sur les espaces ¿-hyperboliques. 
Un élément de A  est donc un couple ( X , p ) ,  où X  est un espace 8-  
hyperbolique et

p : T x X - + X  

(g ,x )  i-> gx

une action isométrique de T sur X .
La topologie de Gromov sur A  est définie de la manière suivante : 
Soit S  un système symétrique de générateurs de T. Notons | |s  la 

métrique des mots de (r , 5). Un système fondamental de voisinage de 
a =  ( X ,  p) Ç A  est formé des ensembles :

Ua( x , R ,  e ) , x €  X  , R >  0 , e > 0.

Un élément b =  (Y , p ') de A  appartient à Ua(x, R,  e ) , s’il admet une 
orbite sous {g  € r ,  |<7 |5  < i2}, e-proche de l’orbite de x sous {g  € 

M s 5: R }  dans a.  Plus précisément, l’élément b =  (Y , p ') appartient à 
Ua( x , R , e ) , s’il existe un élément y de y  tel que pour tout élément g de 
T vérifiant :

Iflis ^ &

on ait :

\x -  gx\x  -  e < | y -  gy \Y <  \x -  gx\x  +  e .

Puisque les actions de T sur (T, | |s ), (X, | |x ) et (F, | |y ) sont 
isométriques, cette condition équivaut à : pour tout élément g, g' de T 
vérifiant :

\ g - g ' \ s < R

alors :

I gx -  g'x\x  — e < \ g y  — g'y\Y <  | gx -  g'x\x  +  e .

La topologie ainsi définie est indépendante du système de générateurs 
S  choisi. En effet si S 1 en est un autre, les espaces métriques (r, | |5) et 
(r,l |s.) sont quasi-isométriques, donc leurs boules sont comparables. 
D’autre part, elle ne distingue pas deux actions isométriques l’une de 
l’autre.

5 .5 .1 .  EXEMPLE. L’ensemble des représentations de T dans Isom(H£) est 
une variété algébrique réelle, sur laquelle agit Isom(lHIjj) par conjugaison. 
Le quotient par cette action, est l’ensemble des actions isométriques de T 
sur Hjj , à isométries près. Aussi, il possède a priori deux topologies : l’une
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provenant de la structure algébrique, l’autre de la topologie de Gromov. 
F. Paulin [Pau] a montré leur équivalence.

Soit maintenant a = (X, p) une action isométrique quasi-convexe de 
T , et x  un élément de X . Nous nous proposons de montrer que les élé
ments d’un petit voisinage Ua(x, R ,e) de a ,  admettent une orbite sous T , 
quasi-isométrique à l’orbite de x dans a , et d’en estimer les constantes de 
quasi-isométrie. Nous en déduirons l’ouverture des actions quasi-convexes, 
ainsi que la continuité de la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite 
d’une action quasi-convexe.

Pour ce faire, nous commençons par définir une base de voisinage 
de a plus maniable que la précédente et nous construisons le candidat 
quasi-isométrie.

L’action isométrique a =  (X, p) étant quasi-convexe, l’application :

(r, | |s )-»(Jr,|  \x )

gb-> gx

est une quasi-isométrie. Donc une base de voisinage de a est formée des 
ensembles :

Va(x, R , e ) , x Ç . X , R > 0 , e > 0 ,

définis de la manière suivante : un élément 6 =  (F, p') appartient à 
Va( x , R , e ) ,  s’il existe y Ç. Y  tel que pour tout g,g' 6  T, vérifiant :

\ g x - g ' x \ x  <  R

on ait :

\gx -  g'x\x  -  e <  |gy -  g'y\Y <  |gx -  g'x\x  +  e .

Aussi, lorsque l’application de T dans X  qui à g associe g x , est 
injective, on obtient une application :

MrW.I lx)-(r{»},| ly)
g x i - tg y

qui a la propriété suivante (quasi-isométrie locale) : Quels que soient z , z ' 
appartenant à r{x } , vérifiant :

\z — ~\,x  .< R ,

alors

(5.5.2) \ z - z ' \ x - e  <  \i(z) -  i ( z ' ) \z  <  \ z - z ' \ x + e .

Si l’application de T dans X  qui à g associe g x , n’est pas injective, 
on peut construire i de manière à ce que :

(5.5.3) |i(gx ) -  gy \Y <  e .

Elle vérifie encore les inégalités 5.5.2.
Observons que si i est une quasi-isométrie, alors d’après la relation

5.5.3, les orbites (r{æ},| | Y) et ( Y{ y } ,  \ |y ) sont quasi-isométriques.

5.5.4. Lemme. Soit a =  (X , p) une action isométrique quasi-convexe de  
T ,  et x un élément de X . Pour R  suffisamment grand, e suffisamment 
p e t i t ,  e t b =  (Y ,p ') appartenant à Va(x, R, e ) , l ’application :

* : (r{*},| lx) -* (r{y},| |y)
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définie précédem m ent, est une quasi-isométrie. P lus précisém ent, il existe  
des fonctions o(R ) et C ( R ) , des réels Ro et £q , tels que pou r R  >  R o , 
e <  £q e t b =  (Y, p') appartenant à Va( x , R , e ) , on ait quels que soient 
z , z' G r{a;} :

(1 -  o (R)) \z -  z\x  -  C(R) < |i(») -  i(z')\y < (1 + O(K)) |Z -  z'\x + C(R) 

avec :

lim o(R ) =  0.
R—t+oo

Pour montrer le lemme 5.5.4, nous utiliserons le critère suivant ([G- 
H], chapitre 5, théorème 16) :

Critère de quasi-géodésie : Soit Y  un espace ¿-hyperbolique, et K  
une constante strictement positive. Si une suite (y*)*=0 de points de Y  
vérifie pour tout k €. {1, . . . ,  n — 1} :

|y*-i -  y k + ily > rnax {|y*_i -  y*|Y , |y* -  yfc+i|Y} +  185 +  K ,

alors
\ y o - y n\ > K n .

5.5.5. P reu v e  DU lemme 5.5.4 : Soit C  une constante telle que r{z} 
soit C-quasi-convexe. Prenons

£o =  2 C

Ro =  18C + 365.

Soit alors e <  £q et R  >  R 0 , b =  (F, p') appartenant à Va( x ,R ,s )  
et z ,  z ' deux éléments de T{x}. Estimons |i ( z )  — î(^ ) |y  en fonction de
\z ~ z'\x-

Notons d  la distance \z — z'\x . Soit :

7 : [0,d] -> X  , 7(0) = z , 7(d) =  z'

un paramétrage par longueur d’arc du segment [ z zf] . Soit R 1 le nombre 
réel vérifiant :

2R! +  2 C  =  R .

On a donc :
R 1 >  SC + 185.

Considérons la subdivision suivante de [0, d\ :

0 =  to < t i  <  . . .  < t n =  d

avec

V& € { 0 ,..., n  — 1}; t k =  kR!

et
d  — R! <  in_x < d .

Puisque r{æ} est C-quasi-convexe, choisissons des éléments z k , k =  
1 , . . . ,  n — 1 de T {x}, vérifiant (voir figure 3) :

V& € {1, . . . ,  n — 1} ; jsfc — 7(tfc)lx — ^  •

Soit aussi zo =  z  et z n =  z ' .
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z  — z n

Z3 J

( . s yfi» ) 
l ^ A s ^  jL z2

*1
Figure 3

Pour fc appartenant à { 0 ,..., n — 1} on a :

l̂ fc — Zfc+i lx — ^  "I" < R , 

et pour fc appartenant à { 1 ,..., n — 2} :

2 #  - 2 C  < Izjfc.x -  z*+1|x  < 2R! + 2 C  =  R .

Alors, d’après la propriété de quasi-isométrie locale de i : Pour k appar
tenant à {0, . . . , n — 1} :

(1) ^ R -H 2C + e ,

et pour k appartenant à { 1 ,..., n — 2} :

(2) 2RI — 2C  — £ <  |î'(zfc-i) -  i ( z k+i ) |y < R  +  £ .

Majorons |î(z) — i ( z ') |y . Par l’inégalité triangulaire et la relation (1) :

|i(z) — i ( z ') |y < n(R! + 2C  +  £)

soit encore :

K O  -  * V ) ly  <  ( i  +  ^ r 1 )

d’où, puique nR' est inférieur à \z — z'\x  + R ' , et e à eo :

(3 ) |i(z ) -  i ( * ') ly  <  ( l  +  ^ W 1 )  I* -  2'l^  +  *  +  2 0  +  £» •

Pour minorer |i(z) — i ( z ' ) |y , nous appliquons le critère de quasi-
géodésie à la suite (î(2*))fc=o * D’après les relations (1) et (2), pour trouver 
une constante K  adéquate, il suffit de comparer les quantités :

2R! - 2 C - £

et

(R! +  2 C  +  £) +  185.

On a :

2 R 1 — 2C — £ =  (R 1 +  2C  +  £) +  185 + (R' -  4 C  -  2e -  185).
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Posons donc :
I< =  R ' - 4 C - 2 e - 1 8 8 .

Observons que K  est strictement positive, à cause des choix de R q et de 
£o • Donc d’après le critère :

et puisque n est supérieur à - 5- |z  — z'\x  :
R

La distance |i(zn- i )  — i(z ') \Y étant majorée par R 1 +  e :

K O  -  <(*')! y > f  I z - z ' \ x - K - I t - e .

Et finalement :

✓>i\ 1 7  \ •/ /m ^  f i  4C + 2eo + ,  ,, OE>,(4) |i ( z )  -  t ( z  )|y > i 1 -----------—--------1 \z -  z  \x  -  2 R  .

Aussi, d’après les relations (3) et (4) les fonctions

, m 4C +  2e0 +  185<R)------- ^-----
C (R )  =  2  R'

conviennent. □

Le lemme donne immédiatement :

5.5.6. P roposition. Les actions isométriques quasi-convexes de T 
forment un ouvert de A  dans la topologie de Gromov.

5.5.7. REMARQUE. En particulier, les représentations convexes cocom- 
pactes de T dans Isom(Hjg) forment un ouvert. On retrouve ainsi un 
théorème de Thurston [T].

Notons Aa l’ensemble limite d’un élément a =  (X , p) de A .  Rappe
lons qu’il existe un réel <01 strictement supérieur a l ,  ne dépendant que 
de S , tel que pour tout t  € ]l,io [ 5 le bord de X  admette une métrique 
visuelle de paramètre t . Deux telles métriques sont Lipschitz équivalentes, 
aussi la dimension de Hausdorff de A0 est indépendante de la métrique 
visuelle de paramètre t  sur d X . Fixons un réel t  dans ]1 , i 0[- Notons 
d a une métrique visuelle quelconque de paramètre t  sur d X , et r(a) la 
dimension de Hausdorff de ( Aa, d a) .

Soit maintenant a quasi-convexe. Alors d’après le lemme 5.3.4, pour 
R  suffisamment grand et e petit, les éléments b =  (Y ,p ')  de Va( x , R , e ) ,  
sont également quasi-convexes. La quasi isométrie :

l * ) - ( r { y } , |  Iy)

s’étend en un homéomorphisme quasi-conforme entre (Aa, d a) et (Ab,db)-  
Notons-le encore i .  Les majorations du lemme 5.3.4 montrent que pour 
tout £ et £' appartenant à Aa :

D- 1 [<ia(i,i')]‘+‘,(JI> < *(;«),>•«')) <
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où D  est une constante dépendant de a, b, da et cîj, et :

lim o(R ) = 0 .
H—*4-oo

L’homéomorphisme i étant quasi-conforme, on obtient :

( 1  -  o (R ))r (a )  <  r(b ) <  ( 1  +  o(Æ))r(a)

avec :

lim o(R ) =  0.
R—+00 V '

D’où:

5.5.8. Théorème. Quel que so it t  appartenant à ]l,to[, la  dim ension  
de H ausdorff p o u r  une m étrique visuelle de param ètre t ,  de l ’ensem ble  
lim ite  d ’une action  isom étrique quasi-convexe de T, est continue dans la  
topologie de Grom ov.

Compte tenu du théorème 2.10.4, on obtient aussi :

5.5.9. Corollaire. L ’entropie topologique du S o t géodésique associé à 
une action isom étrique quasi-convexe de T sur un CAT(—1 ) -espace, est 
continue dans la  topologie de Gromov.

5.6. Analyticité de l’entropie topologique sur l’ensemble des 
représentations quasi-convexes de T dans Isom(Mj^) ou Isom(Mg)

L’espace 7Z des représentations de T dans P O (n , 1 ) ~  Isom(EIjj) ou 
dans P U (n , 1 ) ~  Isom(Hg), est défini de la manière suivante. Soit

(®i ,*••>«« | f*i =  • • • =  =  1)

une présentation finie de T . L’espace 71 est la sous-variété algébrique réelle 
de (P O {n , l) )a ou (P U (n , l))â , définie par les équations matricielles :

r i =  . . .  =  rp =  Id .

Elle est indépendante de la présentation choisie, à transformation 
analytique près. D’après la proposition 5.5.6, les représentations quasi- 
convexes de T forment un ouvert U de 1Z.

Nous expliquons brièvement comment relier l’entropie topologique du 
flot géodésique, à une valeur propre isolée d’un opérateur qui dépend ana
lytiquement de la représentation. Par perturbation analytique, la réelle 
analyticité de l’entropie topologique, en découlera. Le cas de l’hyperbo
lique complexe se traite de la même façon que le cas réel, (comparer les 
exemples 2.6.5 a) et b)). Aussi, contentons-nous du cas réel.

Soit donc u un élément de U . Supposons le système de générateurs 
S  = { a i , . . . ,a a} symétrique. Soit alors B  =  ( B i j ) ,  i , j  € { 1 , .. . ,¿}, la 
matrice associée à une application de Markov de (I \S ) . Notons auj , 
j  =  1 , . . . ,  i l’image dans Isom(HJ|) de l’élément a.j de 5 , par la repré
sentation u.  Soit ipu la fonction sur S b  :

«̂(j) = Bqu{j){x iau>iox)
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où x est le centre du modèle en boule de Hn , et où ç«(j) est défini par :

qu(j ) =  lim a uJo . . . a uJnx .
71— ►- f -O O

D’après le théorème 4.1.3, le flot géodésique (£ u, $ t ) associé à la 
représentation u , est conjugué au flot spécial $ t )  associé à la paire
(E b , <£>«).

Donc d’après 5.2, l’entropie topologique de (£u, $ t )  est l’vmique so
lution de l’équation de la variable réelle s :

P ( - s < p u) =  0

ou encore, avec les notations du théorème 5.2.1 :

^ —Stpu ~  ^  •

Notons qu’il n ’est pas clair que qu , et par suite JC.-slfiu , soient analy
tiques en u . On peut contourner ce problème en introduisant un second 
opérateur. A cet effet, et pour simplifier, faisons les hypothèses suivantes :

(a) La matrice B  est irréductible et apériodique

(b) La fonction ipu est strictement positive sur £b  •

Sinon, on modifie B  et ipu , afin de s’y ramener.
D’après l’exemple 2.6.5.a), la quantité :

exp(v?«(j))

est le facteur conforme de a“ ^o en qu(j ) , pour la métrique euclidienne sur 
5'”-1 =  . Autrement dit :

( 1)  e x p ( » , „ 0 ) )  =  t l ( “ « i „ ) ' ( 9 » C i ) ) l l  •
Aussi, pour i =  1 , . . . ,  t , considérons les ensembles :

£(*) =  {J e Sb avec j 0 =  ¿} , 

et les sous-ensembles de 5 n_1 :

qu(C(i)) •

D’après l’hypothèse (b) et la relation (1), a“j  est dilatante sur 
qu(C ( i ) ) . De plus, d’après la propriété de Markov, on a :

= U  î“(cÜ»-
B,-j =1

Donc, lorsque B ij  =  1, aUi» vérifie :

(2) au,iÇu{C(j)) C ,

et elle est contractante sur qu( C ( j ) ) . Soit alors pour j  =  1 ,... , t , Fj un 
e-voisinage fermé dans Cn_1, de l’ensemble qu{C(j) )  considéré comme 
un sous-ensemble de Rn_1 c  Cn_1. Choisissons e suffisamment petit de 
manière à ce que :

(3) Si B ij  =  1, a u>i soit contractante sur F j , de coefficient de contraction 
majoré par une constante strictement inférieure à 1.
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En particulier on a, compte tenu de (2) :

(4) Si =  1, alors au,iFj C  F i .

Observons que les conditions (3) et (4) sont ouvertes dans 1Z. Il existe 
un voisinage F  de u dans 1Z , tel que pour v  appartenant à V , les élé
ments aijV satisfassent encore les conditions (3) et (4).

Soit alors pour j  =  1, . . . ,  t , E j  l’espace de Banach des applications
O

holomorphes sur F  j  et continues sur F j , et soit E  l’espace de Banach :

t
E  =  (££) E j  . 

i=i

Pour ( v , s )  € V  x R, soit L v>a l’opérateur de E  dans lui-même, 
défini de la manière suivante : Soit h =  ( h i , . . . ,  ht) un élément de E ,  

alors L v,sh =  avec :

£>(*) = ZI Bii IKiWir hi °
1 = 1

||a'U)i(z)|| désigne par abus de notation la fonction holomorphe sur F j ,  

dont la restriction à Rn_1 est l’application analytique réelle ||aj, ,(x)|j. 
Par définition de V , L Vj3 est bien défini.

Ce type d’opérateur a été introduit par D. Ruelle [Rue], étudié et 
utilisé par de nombreux auteurs, dont M. Pollicott [Po], D. Mayer [M]. 
Lorsque la matrice B  est irréductible apériodique et lorsque les appli
cations aVti satisfont la condition (3), ils sont compacts, ont une unique 
valeur propre réelle /3ViS qui est simple isolée et dominante.

Un vecteur propre de L Vj8 donne par restriction, un vecteur propre 
de C - aVv de même valeur propre. Donc :

P v ,a  =  A —stpv •

De plus, L v>s dépend analytiquement des paramètres. Dès lors, par 
perturbation analytique et par le théorème des fonctions implicites analy
tiques, on obtient la réelle analyticité de l’entropie topologique.

Enfin, compte tenu du théorème 2.10.4, on obtient également la réelle 
analyticité de la dimension de Hausdorff de l’ensemble limite.
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