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Résumé : Cette thése s'articule autour de
I'équation de Schrédinger, dans le cas avec non-
linéarité cubique ainsi que dans le cas linéaire
avec un potentiel.

Le premier travail, dans le cas cubique en
dimension 1, permet la construction d'une nou-
velle classe de solutions a régularité limite
par rapport au changement d'échelle laissant
I'équation invariante, c'est a dire dans les es-
paces F(L>°) et dans H* pour tout s < —1.Ce
travail est motivé par I'étude des tourbillons fi-
lamentaires dont la dynamique est modélisée
par le flot binormal.

C'est en s'appuyant sur la transformation

de Hasimoto (permettant de relier directement
les solutions de Schrédinger a celles du flot bi-
normal) que dans un deuxiéme travail, il a été
établi une nouvelle preuve de la formation de
singularités pour les tourbillons, plus simple
que les précédentes sous réserve de satisfaire
des hypotheses plus fortes.

Enfin, pour le cas linéaire, nous présentons
les premiers éléments qui permettront d'obte-
nir une estimation de dispersion en présence
d’'un potentiel V' = —# en dimension plus
grande que 3, en s'appuyant sur des arguments
dus a Ginibre ensuite adaptés dans les espaces
de Lorentz.

Title : Dispersive and focussing results for the Schrodinger equation and applications to the bi-

normal flow

Keywords : Partial differential equations, Dispersive, Schrodinger, Binormal Flow, Scattering

Abstract : This thesis is based on the Schrodin-
ger equation, in the case non-linear cubic and
in linear case with a potential.

The first work, for the cubic case in dimen-
sion 1, depicts the construction of a new class
of solutions with borderline regularity with res-
pect to the scaling invariance of the equation,
thatis to say in F(L>®) and in H* forall s < —1.
This work is motivated by the study of vortex
filaments whose dynamics are modeled by the
binormal flow.

By using the Hasimoto transform (allowing

to directly link the Schrédinger solutions to
those of the binormal flow), a second work
consists in a new proof of the formation of
singularities for vortices has been established,
simpler than the previous ones under stronger
assumptions.

Finally, for the linear case, we present the
first elements which will allow us to obtain an
estimate of dispersion in the presence of a po-
tential V = —# in dimension larger than 3,
relying on arguments due to Ginibre then adap-
ted in Lorentz spaces.
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1.1. Présentation des travaux

Cette thése s'inscrit dans le domaine de I'étude des équations différentielles. Une
équation différentielle est un objet mathématique décrivant I'évolution dans le temps
d'un phénomene physique. Plus précisément, nous nous intéressons ici a I'équation de
Schrédinger formulée de la maniére suivante :

{ i0u+ 02u= f(u), (t,z)€R xR,

u(0,2) = wy, xR ()

issue de la mécanique quantique et décrivant I'évolution d'une onde localisée v soumise a
des forces extérieures représentées par f. Suivant les configurations possibles, quelques
caractéristiques remarquables des solutions peuvent étre observées, telles que la conser-
vation de la masse, de I'énergie ainsi que des propriétés de symétries ou d'invariance que
nous expliciterons plus tard. Il est également parfois possible de mettre en évidence le
phénoméne de dispersion, correspondant a I'étalement de la solution dans le temps.

Lorsque f = 0, cette équation représente I'évolution de la particule sans aucune
contrainte, aussi appelée évolution libre. Les résultats théoriques dépendent alors uni-
quement de la condition initiale u( et de I'espace associé a la variable d’espace. Mainte-
nant, lorsque f # 0, I'existence de solutions et leurs propriétés dépendent alors égale-
ment de la régularité de cette donnée, que I'on quantifiera par son intégrabilité et celle
de leurs dérivées par rapport a la mesure de Lebesgue.

Rappelons donc ici la définition des espaces usuels que nous allons manipuler.

Tout d'abord les espaces de Lebesgue :

Vi<p<oo LP(R”):{f:R”%(C/ |f(m)|pdx<oo}, (1.2)
Rn

muni de la norme

ey = ([ @) 0.3

Dans le cas ou il n'y a pas de confusion sur les espaces, on notera L? au lieu de LP(R").
On peut ensuite affiner ces espaces en demandant également de I'intégrabilité sur les
dérivées des fonctions, ce qui permet de définir les espaces de Sobolev d’'ordre entier s.

WeP(R™) = {f € LP(R")Na |a| <s, D°f € LP}. (1.4)

Dans le cas ou p=2, ces espaces normés sont des espaces de Hilbert. On notera alors
W$?2 = H*. Grace a l'identité de Parseval, on peut alors donner une définition équivalente
faisant intervenir f, la transformée de Fourier de f :

mo®) = {7 e @)/ [ (4 IgPrIfO P < (.5)

ce qui permet d'étendre les définitions a s € R. Enfin, nous pouvons aussi considérer les
espaces de Sobolev homogenes, définis par :

e = {7 e @) [ jePIiePa < (0.6
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qui demandent un comportement plus restrictif pour f au voisinage de l'origine. Ceci
étant défini, revenons a I'équation de Schrodinger (1.1). Nous considérons dans cette these
deux cas.

Tout d'abord, nous étudions I'équation en dimension 1 avec non-linéarité cubique,

c'est-a-dire lorsque

flu) = Jul?u.

Les questions qui nous intéressent concernent des solutions de régularité critique par
rapport au changement d'échelle laissant I'équation invariante, c'est-a-dire dans les es-
paces F(L>) (i.e. avec une transformée de Fourier dans L*°) et aussi dans H?* pour
s = —%_. Un exemple de telle distribution est la masse de Dirac. L'un des travaux de
cette these a été de construire une nouvelle classe de solutions a régularité critique dans
[26] en lien avec une somme de masses de Dirac et présentée plus en détail dans la Sec-
tion[1.3.5|de ce chapitre puis dans le Chapitre 2}

Ce probleme est également motivé par I'étude des tourbillons filamentaires décrits
par le modele du flot binormal. Il existe en effet une correspondance (due a Hasimoto
[30]) entre ces deux équations permettant d'associer a chaque solution de I'équation de
Schrédinger cubique, une solution du flot binormal. En partant d'une masse de Dirac, la
solution du flot binormal que I'on obtient avec cette transformation est une solution pré-
sentant une singularité auto-similaire. Plus précisément, on peut démontrer I'existence
d’'une trace de cette solution a temps zéro formant géométriguement un coin grace a [28].
Ce type de comportement auto-similaire est cohérent avec des dynamiques observées
dans les fluides (Figure[t.1ci-dessous). Ces résultats expérimentaux ont motivé I'étude des
perturbations de ces solutions. Durant cette thése, nous avons proposé une démonstra-
tion plus directe dans [27] de I'obtention de I'évolution par le flot binormal d'une courbe
réguliére partout sauf en un point. L'énoncé complet est détaillé dans la Sectionf1.4.6|de
ce chapitre puis dans le Chapitre[3]

Ensuite, nous considérons un cas linéaire en dimension supérieure ou égale a 3, avec

a

flu) = WU = —Vu,

pour a > —%. Physiquement, cela correspond a I'évolution de la fonction d'onde en
présence d’'un potentiel dont la masse se trouve principalement en o.

D'un point de vue de la régularité, ce potentiel n'est pas intégrable car il possede trop
de masse en o, et aussi il ne décroit pas assez vite en l'infini. Ce défaut d'intégrabilité
peut tout de méme se quantifier puisque V' est dans un espace de Lebesgue faible. C'est
pourquoi, le bon espace fonctionnel dans lequel il faut travailler est celui des espaces de
Lorentz, interpolant de LP a LP**° en intégrant sur des lignes de niveaux.

Dans ce contexte |3, I'un des travaux de cette these consiste a retrouver le phénomene
de dispersion dans certains espaces de Lebesgue. Cela dépend alors de la norme avec
laquelle on veut mesurer cette décroissance, ainsi que de la régularité de la condition
initiale.
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Figure 1.1- Observation d'un tourbillon présentant une singularité auto-similaire, H. Werlé,
ONERA 1963.

L'inégalité de dispersion est un outil crucial pour I'étude des équations de Schrédin-
ger. Il s'agit en effet d’'une propriété quantitative tres utile a 'étude de (i.1). L'une des
applications les plus notable sont les inégalités de Strichartz pour I'équation linéaire que
I'on retrouve avec I'argument TT™* qui sera rappelé dans le Théoréme 1.4} Pour I'équa-
tion avec linéaire avec le potentiel V = —#, les inégalités de Strichartz ont cependant

&Y 7 Ve 7 I —_ 2 . . .
déja été prouvées par d'autres moyens dans [12] pour a > —% puis dans le cas limite

a= —% dans [43].

Lorsque a > 0, linégalité de dispersion L! — L> a été démontrée par Fanelli, Fellia,
Fontelos et Primo en dimension 3 dans [19] puis en dimension 2 dans [20]. Leur approche
repose sur la théorie spectrale et leur permet d'obtenir le noyau de 'opérateur différentiel
—02 + Ix% Avec ce noyau, ils prouvent une estimation de dispersion L' — L plus faible

—_ 2 7 7
lorsque —% < a < 0 et montrent dans [21] que l'opérateur n‘est pas borné de L!

(n

_T2)2 < a < 0. La question est maintenant de savoir s'il est possible
d'obtenir une estimation de dispersion L™ — L" pour un r > 1 lorsque —% <a<0.
Une premiére démonstration dans le cas ou le potentiel est plus régulier avait été proposé
dans [33], mais nous avons choisi de reprendre un argument perturbatif proposé par Jean
Ginibre qui n'a cependant pas été publié a ce jour. Les premiers résultats obtenus sont
décrits dans la Section [1.5.2]de ce chapitre puis dans le Chapitre [4]

L'introduction s'articule de la maniére suivante. Dans la Sectionfi.2] nous rappelons les
principaux résultats permettant I'étude de I'équation de Schrodinger linéraire : existence
et premieres propriétés. Nous montrons ensuite dans la Section i.3comment ces résul-
tats ont étés étendus au cas cubique 1D, avant d'étudier les singularitées cités ci-dessus a
partir de la Sectionr.3.3]

Nous présentons ensuite dans la Section [1.4] le lien entre ces résultats et I'étude des

vers L*° lorsque —
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Figure 1.2 - Représentation tronquée du potentiel V' = —# en dimension 3

singularités auto-similaires pour le modeéle du flot binormal décrivant I'évolution de vortex
filamentaires.

Enfin, la Section [1.5]décrit le contexte dans lequel nous étudions I'équation de Schro-
dinger avec un potentiel.

1.2. Introduction a I'équation de Schrédinger linéaire

Nous rappelons dans cette partie les premiers résultats classiques que I'on peut ob-
tenir sur 'équation de Schrédinger libre posée sur R”, qui sont I'existence, l'unicité et les
propriétés de dispersion des solutions.

L'équation considérée est donc la suivante :

{ i0u+ 0%u = 0, (t,z) eRxR" (1.7)

u(0,z) = wo(x), z=e€R"

1.2.1. Condition initiale réguliére

Commencons par regarder ce qu'il est possible d'obtenir avec une condition initiale
trés réguliére. Pour cela, rappelons la définition de la classe de Schwartz S :

S(R™) = {f € C®R")/¥(cv, B) € N“2,|| fllap < 00}, (1.8)

I fllas = 12*DP f|l oo (1.9)
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Nous avons alors la propriété suivante.

Proposition 1.1. Soit uy € S(R™), alors admet une unique solution u € C*°(R, S(R"))
donnée par :

u(t) = K(t) *up (1.10)
avec
ifx|?
e 4t
K =—_ -
(t,x) (4int)? (1.11)
et
at,€) = wp(€)e e, (1.12)

Démonstration. Puisque est linéaire et définie sur I'espace tout entier, on utilise la
transformation de Fourier. Pour u € C*° (R, S(R™)) solution de ({1.7), on a

10yt — |€]*0 =0

donc
a(t,€) = e Pt (e).

Réciproquement, puisque uy € S(R™), on vient de définir une unique solution de sur
R x R™. Enfin, en remarquant que K (¢, ) = F(e~#l"), nous utilisons les propriétés de
la transformation de Fourier pour avoir (1.10). O

Il est possible d'étendre facilement ce résultat pour une condition initiale choisie a un
autre instant grace a la remarque suivante.

Remarque 1.1. Pour ty # t, nous avons par linéarité de l'exponentielle
(t,€) = ap(€)e L,

Dans le but de généraliser ce résultat aux espaces LP, nous allons d'abord traiter le
cas des distributions.

1.2.2 . Condition initiale dans I'espace des distributions
L'espace des distribution S’ est défini comme le dual topologique de I'espace de Schwartz.

Proposition 1.2. Soit uy € S'(R™), il existe une unique solution u € C(R,S'(R")) de (1.7) au
sensou :
Vip e SR") t—=<wu,¢>s s estcontinuesurR, (1.13)

etV € C(R, S(R™), Vt € R,
t
< ult), d(t) Ss5 — < o, B(0) > 15— —i /0 < uls), (96 + i026)(s) >ers ds  (114)
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Démonstration. Unicité : par linéarité, considérons u € C(R, S'(R)) tel que uy = 0 et mon-
trons que u = 0. Soit ¢ € S(R™) et ¢t € R. Soit ¢ la solution de

i0sp(s,x) — O2¢(s,z) = 0 dans R x R"
{ Bt ) = (). 09

En choisissant ¢ comme fonction test dans (1.14), il découle que
<u(t),y >s15=0

donc u(t) = 0 pour tout ¢t € R.
Existence : soit u(t) = F~ (e~ 75(+)), alors

Vi € S(R™)  <u(l), >s.5= <a(t),d >s 5= (2m) " <Ug, e MY S50,

N
(2m)"

donc u est continue. L'identité (1.14) se retrouve en calculant

/t Os(e 71 (s,€)) ds.
0

Remarque 1.2. Pour uy € S’(R™) condition initiale de (1.7), nous noterons la solution
u(t) = €102 .

1.2.3 . Invariances et lois de conservation

Maintenant que nous avons l'existence des solutions, remarquons ici quelques une
de leurs propriétés.

Proposition 1.3 (Conservation de la masse). La quantité
M(t) = |Ju(t)| 12 (1.16)
est constante au cours du temps.

Physiquement, cela est cohérent avec le fait que u(¢, x) représente la densité de pro-
babilité d'une fonction d'onde a l'instant ¢ en la position .

Proposition 1.4 (Conservation de I'énergie). Soit

B = [ [Vou(w)Pdo = |Vou(t) . (117
R
alors E est constant au cours du temps.

Il s'agit la encore d'une quantité issue de la physique et permettant d'utiliser des tech-
niques d'analyse variationnelle.

Disposant d'une solution, la propriété suivante nous montre comment en obtenir
toute une famille, en jouant sur les symétries de I'équation.
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Proposition 1.5 (Invariance Galiléenne). Soit u solution de (1.7), alors pour tout N € R"
N(t,x) = e_ithP“N'xu(t, x — 2Nt) (1.18)
est aussi solution de (.7) pour ulY (z) = Ny (z).
Il est possible de généraliser ces propriétés lorsque f # 0 dans certains cas, nous

verrons quelques exemples au cours de ce chapitre.

1.2.4 . Estimations de dispersion dans les espaces de Lebesgue
En utilisant les formules précédemment démontrées, on obtient directement de pre-
miéres estimations de l'opérateur /% dans le cadres L2 — L2 et L' — L.
Théoréme 1.1. Soit uy € L2(R™) et u(t) = e ug, alors u(t) € L*(R") et

[u(®)[[z2 = [Juollz2-
Soit ug € L' (R™) et u(t) = e/%uq, alors Vi € R u(t) € Co(R™) et
1
U(t) || Lo < —||uol| -
IOl < ool
Démonstration. Siug € L?, alors ug € L? et w € L?. De plus, par Plancherel

lu()llz2 = [la(®)ll L2 = l[wollr2 = lluoll .2 (1.19)

Soit ug € L'. La continuité est obtenue par densité de S(R™) dans L. En particulier,

u€ L et ||u(t)||p=~ < mHuOHLl en utilisant la définition. O
7

Afin de généraliser ce résultat a d'autres espaces de Lebesgue, nous avons besoin du
résultat d'interpolation suivant (voir par exemple [9]).

Théoréme 1.2 (Interpolation complexe). Soit X et Xo deux espaces mesurés. Soit A un opé-
rateur linéaire tel que A : LP°(X;) — L9%(X3)et A: LP1(X;) — LT (X3), avec (po, qo, p1,q1) €

1, 00]%.
Soit § € [0,1] et soit pa, o tels que - = L0 4 Lot L — =04 8 glors A: LP>(X;) —
L%(Xs) et

A ez xy).2o0 (xa)) < IANZ o0 (1), 200 gy A2 L1 (30,2 (32

La preuve repose sur des éléments d'analyse complexe et les inégalités de Holder.
Nous allons tout de suite appliquer ce théoréme a I’opérateur du groupe libre de Schro-
dinger. Soit 6 € [0,1] et posons - = 17 + Set L = . Alors L 4+ L = Tetf = 2(;5 — J),
d’ou le résultat suivant.

Théoréme 1.3 (Estimations de dispersion dans les espaces de Lebesgue). Soitr € [2, ]

et T son exposant conjugué, alors
1

e Nl m) <

T (1.20)
(4rft])t==)

L'exposant n (% — %) est parfois appelé exposant de dispersion.
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1.2.5 . Estimations de Strichartz

Une application de I'estimation de dispersion repose sur le théoréme suivant et per-
met d’'obtenir les estimées de Strichartz.

Théoréme 1.4 (L'argument T'T*). Soit (U(t)):cr une famille d'opérateurs unitaires de L*(R™)
telle que

c

Je>0, VfelLl, Ytt)eR?: |[UOU*H)f|r~ < \t—t’|UHfHL1’ (1.21)
alors pour tout (p, q) € [2,00)? tel que
2 2
S+ —get(q0) # (00,1), (1.22)
p q
il existe c, 4 tel que
Yug € L2, ||U(t)U0HLp(R7Lq(Rn)) < Cp7q||’l,LQ”L2. (1.23)

En appliquant ce résultat a 'opérateur de Schrodinger avec o = 7, on obtient les
inégalités de Strichartz.

Théoréme 1.5 (Estimations de Strichartz homogenes). Soit (p,q) € [2, 00])? sauf (2, 0) si
n = 2 tels que

2 n n
o= (1.24)
p q 2
alors
2192
Vug € L, [[e"%uo|| po(r, pa(rny) < cpglltollze. (1.25)

Un couple (p, q) vérifiant est appelé un couple admissible. La premiere démons-
tration de ces inégalités en 1977 a été faite par R. Strichartz dans [51], pour p = g = 2+ 7.
J. Ginibre et G. Velo les ont ensuite généralisées dans [23] dans le cas p > 2. Les cas li-
mites p = 2 pour n > 3 ont par la suite été traités par Keel et Tao dans [34]. Pour n = 2, le
contre-exemple pour le cas (p, q) = (2, 00) a été donné par Montgomery-Smith dans [44].

A noter également que dans des cas non euclidiens ces inégalités restent vraies méme
sice n'est pas le cas pour les estimations de dispersion. La démonstration de ces dernieres
peut alors étre basée sur des estimations de résolvante, comme par exemple dans [12].

1.2.6 . Equation de Schrédinger linéaire avec un terme source

Nous présentons enfin d'un dernier résultat, dans le cas ou il y a un terme source ne
dépendant pas de u :

{ i0u+ 0*u = f(t,) (1.26)

u(0,2) = g

Rappelons tout d'abord que nous disposons d’'une expression explicite des solutions.
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Proposition 1.6 (Formule de Duhamel). Soit uy € S’'(R") et f € C(R, S’ (R™)), alors il existe
une unique solution u € C(R, S'(R™)) donnée par

t
u(t) = ey + / e =)0 £(5)ds. (1.27)
0

Cette formule s'obtient en intégrant (1.26). Le résultat annoncé est le suivant, donnant
un contrdle du terme de Duhamel pour des couples espace-temps admissibles.

Proposition 1.7 (Estimations de Strichartzinhomogenes). Soient (p, q) et (p, ¢) deux couples
admissibles. Soient T > 0 et f € LP(R, L4(R™)), alors

t
/ ei(tfs)ﬁgf(s)ds

0

< cpapillfll 5 0.1, L7 wn ) (1.28)
LP([0,T],L9(R™))

Ces estimations sont dues a K. Yajima dans [53]. Sa démonstration utilise 'estimation
de dispersion puis l'inégalité de Hardy-Littlewood-Sobobev, et ensuite les estimations de
Strichartz et le lemme de théorie de la mesure de Christ-Kiselev. Il est également possible
de les obtenir par 'argument TT*, comme dans le Théoréme 1.2. de Keel-Tao de [34].

Nous pouvons alors les combiner avec les estimations de Strichartz pour I'évolution
libre pour obtenir un contréle sur les solutions.

Corollaire 1.1. Soit ug € L*(R"), soient u solution de et (p,q), (p,q) deux couples ad-
missibles, alors

depgpg VI >0, ”UHLP([O,T],Lq(R”)) < Cpgpii (HUOHL2 + ||f||L§([o,T],LE(Rn))> . (1.29)

Ces inégalités permettent d'obtenir des résultats sur le caractére bien posé de I'équa-
tion de Schrédinger non-linéaire.

1.3. Solutions a régularité critique pour I'équation de Schroédinger cu-
bique en dimension 1

Afin de comprendre dans quelle mesure les solutions que nous allons présenter sont
de régularité critique, présentons tout d'abord quelques résultats sur I'équation de Schro-
dinger non-linéaire pour un degré de non-linéarité et une dimension quelconques.

1.3.1. Equation de Schrédinger non-linéaire en dimension n

Dans cette partie nous considérons I'équation de Schrédinger suivante, posée sur R",
avec non-linéarité type puissance a € RY :

0 + Oyt + |ulou = 0 t.2) €R x R™,
{ i0pu u £ |ul%u (t,z) (1.30)

u(0,z) = wup(x) =€R™

Le choix du signe détermine le caractére de I'équation : focalisant ou défocalisant. En effet,
lorsque le coefficient devant le terme non-linéaire est négatif, le paquet d'onde va avoir

20



tendance a se confiner afin de minimiser son énergie, tandis que dans le cas inverse la
densité de probabilité sera encline a s'étaler, se défocaliser. Afin de comprendre dans quel
contexte cette équation sera bien posée, il faut remarquer l'invariance par changement
d'échelle suivante. Soit u) défini par:

uy(t,x) = )\%u()\zt, Az), (1.31)

. I Cee 2
alors u), est solution de (1.30) avec pour condition initiale ué(t, x) = Aaug(A\x).
Ensuite, I'exposant critique pour la régularité L? (c'est-a-dire laissant invariante par ce
changement d'échelle la norme L? des solutions) est a = %. De méme, 'exposant critique
4

s gl _
pour la régularité H" esta = —=.

Théoréme 1.6. Soit a < %, on obtient la majoration suivante en utilisant les inégalités de

Strichartz et de Holder valables pour tout couple (p1,q1) admissible :

t
H/ eit=")%; |u|*udr
0

et pour certains 6 € Ry et (p2, q2), (p3, q3) admissibles.
De méme, pour a < % et 0 < B < a on obtient la majoration suivante en utilisant les
inégalités de Strichartz et de Holder valables pour tout couple (p1, q1) admissible :

< CT@HUHLPz([O,T],qu(Rn))HU||aLp3([o,T],qu(Rn))7 (1.32)
L71 ([0,71,L7 (&)

t
/ i (t=7)0; |u|*udr
0

LP1([0,7],Wh a1 (R™))
SCTOHUHLP2([O,T],leqQ(R”))Hu”i;gﬂ([o’TLng(Rn))Hu”goo([(),TLHl(Rn))y (1.33)
et pour certains 6 € Ry et (p2, q2), (p3, q3) admissibles.

Ces deux estimations permettent donc d'obtenir I'existence locale de solutions dans
L?sia < 2 etdans H' sia < -%; a laide d'un argument de point fixe.

1.3.2. Equation de Schrédinger non-linéaire cubique en dimension 1

A partir de maintenant et pour le reste de l'étude de I'équation non-linéaire, nous
considérons le cas a = 2 et n = 1. L'équation considérée est alors appelée 1D cubic NLS
(de I'anglais cubic, signifiant cubique car c'est le degré de la non-linéarité, et NLS acronyme
en anglais de Non Linear Schrédinger) :

- 2 2, _
{ i0u + O2u + [ulfu= 0 (t,z) e R x R. (NLS)

u(0,2) = wp(x) x€R.

Nous ne disposons cette fois-ci que d'une formule implicite des solutions via la formule
de Duhamel (1.27).

Au vu de ce qui précede, le caractére bien posé de I'équation a été prouvé dans [22]
et [15] dans H* lorsque s > 0. Ce n'est cependant plus le cas lorsque s < 0. Par exemple,
un phénomene de norm inflation (signifiant que le flot n'est pas uniformément continu
sur les bornés de H®) est mis en avant dans [16]. On peut donc trouver des conditions
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initiales trés proches qui apres un temps tres court s'écartent beaucoup. Ensuite, I'espace
de Sobolev critique pour le changement d'échelle (1.37), ici uy (t, z) := Au(\%t, \r) est H 3.
Pour —% < s < 0, le contrdle des solutions de Schwartz dans les espaces de Sobolev
sur le tore et la ligne ont été prouvés dans [36] et [38]. Plus récemment, leur caractere
globalement bien posé a été prouvé dans [29] pour tout s > —%.

Lorsque s < —3, des exemples de norm inflation avec perte de régularité ont été
exhibés dans [[i4] et [37]. Ceci a été généralisé autour de n'importe quelle condition initiale
dans [45].

Par ailleurs, I'espace critique Fourier-Lebesgue pour cette équation est F(L), i.e.
transformée de Fourier dans L°. Le caractere bien posé a été prouvé pour des données
initiales a transformée de Fourier dans LP avec p < +oo dans [52],[25] et [17].

La suite de cette section va traiter le cas limite d'une donnée dans H~ 3 et & transfor-

mée de Fourier dans L°.

1.3.3 . La solution fondamentale et ses perturbations

Le but de cette partie est de présenter toute une famille de solutions de aré-
gularité critique. Le prix a payer est que ces solutions n‘admettrons donc pas de trace a
temps zéro a cause d’'une divergence logarithmique de la phase. On parle ici de famille
ou de classe de solutions, car d'une maniére qui sera définie plus loin, ces solutions sont
toutes proches d’'une solution en lien avec une masse de Dirac, présentée ci-dessous.

1.3.3.1 Caractére mal posé lorsque uy, =

Etant donné les résultats ci-dessus, (NLS) est mal posée pour ug = 6 car 6 € H*® pour
s < —3. Le théoréme suivant, antérieur a ceux déja cités, nous décrit plus précisément ce
qui se passe pour cette donnée particuliere.

Théoréme 1.7 (Kenig, Ponce, Vega [35]). Soit il n’y a aucune solution faible a (NLS) dans
I'ensemble

{u/u*u € L>°([0,00),S'(R)) tels que lim u(t, -) = o dans S'(R)}, (1.34)
—
soit il y en a plus qu’une.

La preuve de ce théoréeme est constructive, nous prenons donc le temps de I'écrire ici
pour comprendre la forme d'une solution exhibée, qui est une modification de la solution
fondamentale de I'équation de Schrodinger linéaire.

Démonstration. Par I'absurde, considérons u = w(t,z) I'unique solution faible de
telle que |ul?u € L*([0, 00),S’(R)) et que ug = J. Alors, pour tout ¢ € S(R), la définition
de solution au sens faible donnée par dans le cas de I'évolution libre se généralise
en écrivant que :

/00 /oo(iuﬁtqﬁ — ud2¢ F olul*u)(t, z)dzdt = ¢(0).
—o0 J0
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Par invariance galiléenne énoncée dans la Propositionfi.5| encore valable pour (NLS), nous
avons que pour tout N € R

un(t,z) = e_itN2+iqu(t, x — 2Nt)
est aussi solution faible de (NLS). Puisque e!N*§ = §, on a par unicité que
u(t,xz) = e_itN2+iN””u(t, x — 2Nt).
En différentiant par rapport a IV, on obtient que
0=1i(z —2tN)u(t,z — 2Nt) — 2t u(t, z — 2Nt).

En posantn =x — 2Nt,on a
2
u(t,n) = g(t)e',

ou g(t) est choisie tel que u soit solution de (NLS). Nous allons maintenant déterminer
I'expression de g(t). En injectant cette expression dans (NLS), on obtient que pour tout

t>0:
t
ig/ 1)+ 92+ 1g(0)g(1) = 0. (1.35)

En multipliant par 2tg(t) et en prenant la partie imaginaire, on obtient que :
lg(t)? + 2tR(g'(H)7(1)) = 0, (1.36)

ce qui permet de dire que t|g|* est constante. Ainsi, il existe a € C et 6(t) réel, tels que
g(t) = %ew(t). En utilisant cette nouvelle expression de ¢(¢) dans (1.35), on a pour tout
t>0:

|of?

0'(t) = +
(t) ot

(1.37)

et nous avons donc ;

g(t) = %eﬂ|a‘2lnt+ic avec (a,c) € C?.

Sans perdre de généralité, on peut prendre ¢ = 0. Ainsi en reprenant la notation usuelle
x pour la variable d’espace, on a construit une solution

o L ilac|?
Uq(t,x) = 7€i’|a‘21nt+77 (1.38)

de (NLS) sur (0, 00) qui ne converge pas en 0 (divergence logarithmique de la phase). O
Notons qu’en I'absence de divergence, il aurait fallu choisir « = 1 pour retrouver 4.

Nous allons maintenant nous servir de cette solution pour construire d'autres solutions
de (NLS) que u,(t, ) dans des conditions de régularité similaires.
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1.3.3.2 Stabilité de la solution fondamentale
Les résultats obtenus a présent ne dépendent pas du caractére focalisant ou défocalisant
de I'équation, nous ne noterons donc plus que + au lieu de +. Il a été prouvé dans [3] que
la solution u,, est stable, au sens ou elle appartient a une classe de solution plus large, du
type
_ ilaf? Int=—= 7{
u(ta ‘T) - ua(t’x) te U4 92 Jr’f’(t,:l?),

ou u caractérise la perturbation et r est un reste dont la convergence vers0at = 0
est contrdlée. Pour obtenir ce résultat, on applique la transformation pseudo-conforme.
Cela permet de regarder I'équation sous une autre échelle, qui envoie notamment ¢ = 0
en l'infini. Par la suite, il s'agit de montrer un théoréme d’existence en temps grand, autour
d’'une solution de type libre. Disposant de la formule de Duhamel, nous appliquons une
méthode de point fixe. La théorie correspondante est appelée la théorie de la diffusion
(aussi appelée scattering en anglais) et consiste a associer, si possible, aux solutions du
probléme non-linéaire un état asymptotique de type évolution libre.

Le probléme peut étre vu de deux maniéres différentes. Tout d'abord, existe-t-il un
opérateur d'onde, c'est-a-dire est-il possible de construire une solution de ayant
comme état asymptotique une solution de I'équation d'évolution de Schrodinger libre
donnée? Réciproquement, vérifie-t-on la complétude asymptotique : c'est-a-dire est-
il possible d’associer un tel état asymptotique a chaque solution globale de (NLS)? Cette
deuxieme question est plus délicate car demande de trouver des propriétés qualitatives
d’'une solution non-linéaire en temps grands.

Pour commencer nous réécrivons le probléme sous une meilleure forme avec deux
transformations. Tout d'abord le changement de phase

Wty @) = e O by (¢, 1), (1.39)

donnant la renormalisation de Wick de I'équation (NLS) :

2
i) + 020 + (W]* = ) =0, (1.40)

permet de traiter la divergence de la phase en zéro. Remarquons alors que le changement

de phase appliqué a la solution u, (1.38) exhibée dans la preuve du Théoreme[1.7]
est la solution fondamentale

el
Ya(t, ) = 7 (1.41)
Ensuite, comme annoncé, on effectue une transformation pseudo-conforme :
22
ew— (1 x
olt.) = Tw)(ea) = <5 (3.5). (1.42)

qui appliquée a donne:
T(e M) = T(Ya) = o
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L'équation (NLS) est alors équivalente a

) 1
10 + 02v + Z(MQ —a?)w =0, (1.43)
et la question est donc de savoir s'il existe des solutions sur [tg, c0) proches de solutions
constantes. En notant

vi(t,z) = T(e " Mhuy) + e (z) = a+ e uy (z), (1.44)

nous sommes désormais ramenés a un point fixe avec la fonctionnelle

Ry v|? — a?)v
d(v)(t) = vi(t) + z/ e!(t=7)0% <(H) — (i0- + 6§)vl(r)> dr. (1.45)
t T
Nous expliquons dans les deux prochaines sections dans quels contextes les questions
d’existence d'opérateur d'onde et de complétude asymptotique ont été traitées.

1.3.3.2.a Existence d’'opérateurs d'ondes
Les premiers résultat démontrés sont I'existence d'opérateur d'onde pour des états asymp-
totiques associés a uy € L' N L? dans [3]. Ainsi, il a été obtenu un résultat d'existence de
solutions dans l'espace C([to, o), L?) N L*([tg, 00), L°°) en supposant u, assez petit ou ty
assez grand. La nature de cet espace est dictée par l'utilisation des estimations de Stri-
chartz dans la preuve pour les couples (00, 2) et (4,00). La décroissance obtenue,
quantifiée par

[o(®) —v1(®)llz = 7@ L2,

est alors en ¢~ 1.

Dans le but d'obtenir une meilleure vitesse de convergence, le contrdle des intégrales
oscillante sera plutdt traité par des intégrations par parties que par les estimations de
Strichartz (1.25). Pour obtenir des solutions plus réguliéres, a savoir avec un nombre s de
dérivées, on suppose u, € W*'NH*NH~2, ce qui permet d'avoir I'existence de solutions
dans C([to, o0), H*(IR)) toujours dans [3]. On obtient alors une décroissance des normes
L?ent "z, et des normes H* en t~L. En développant (1.45), différentes puissances de ¢
apparaissent. Dans le cas L?, la décroissance est gouvernée par le terme quadratique
en €%, Dans le Théoréme A1 de [4] 'hypothése u, € L! peut en fait étre relaxée en
demandant juste zu. intégrable pres de l'origine.

Enfin, il est possible de préciser I'estimation L? transférée sur u en supposant u,. dans
L?(x*dzx) en utilisant une propriété du groupe de Schrédinger. Pour

i iz?

e’ at
Vit

onau—u; € C([tp,o0), L?) N L*([tg, 00), L°°), avec un taux de convergence dans ces
1
espacesent 1.

ui(t,r) =« 4 eto” lntﬁ (—E> , (1.46)

2
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1.3.3.2.b Complétude asymptotique

La complétude asymptotique étant une propriété plus forte, elle n'a pour linstant été
prouvée que dans un cadre fonctionnel plus restreint. Pour cela, considérerons 0 < v < %,
a > 0etty > 0 afin de définir 'espace X;{) de fonctions f telles que

Iy = ;}ufm + L f© e (147)
soit borné, et 'espace Y, de fonctions g dont
_ 1 to\* ty 2y A
o =sup  ploOlia + (%) lePalmea | a8

estborné. Le Théoréme 1.1de [4] donne alors I'existence de solutions globales u dans YN
L*((1,00), L>) admettant un état asymptotique f, € L? avec un taux de convergence

donné par

—ia?In i(t—1)02 C 04,5
T mu(t) = % 1 < ST ) (1.49)

oul<éd< i — 7. Ce résultat plus difficile a obtenir est tout d’abord prouvé pour I'équa-

tion linéarisée avant d'utiliser un argument perturbatif reposant sur I'étude d'intégrales
oscillantes.

1.3.4 . Solutions en lien avec une somme de masses de Dirac

Une question naturelle est maintenant de considérer non pas une unique masse de
Dirac mais une somme, avec des poids en chaque point. On est alors confrontés a des
phénoménes d'interaction entre les différentes singularités.

Il a été cette fois-ci possible d'anticiper la forme des solutions et de directement véri-
fier cet ansatz, sans passer par la transformation pseudo-conforme. Il a ainsi été prouvé
dans le Theorem 1.3 de [7] qu'il existe T' > 0 et une unique solution de (NLS) sur (0,7 de
la forme

(2=3)
iy et
U{aj}(t,lf) =e 21M1ntZAj(t)77 (1.50)
JEL
ou
Aj(t) = el a4 Ry() et M=) Jayl”
JEL
En introduisant I'espace (%7 associé a la norme
o7 = D (14151 ?, (1.51)
jEL
les (R;);jez sont une famille de fonctions telles que pour 0 < vy < 1:
sup 7| R;(7)[20 < C(T) lajlliz.a:7)- (1.52)

o<r<T
La encore, il est possible d'obtenir un résultat de stabilité sur les solutions de (NLS) don-
nées par (1.50) en utilisant la théorie du scattering, comme présenté ci-dessous.
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1.3.5. Contribution : nouvelle classe de solutions pour I'équation de Schré-
dinger cubique 1D
La question de I'existence d'opérateur d'onde (présentée dans la Section a
été traitée autour de la solution 7 (€M™, 1)f|de

1
i + 02v + % (Jv]* =2M) v =0, (1.53)

dans un travail faisant l'objet du Chapitre [2| de cette thése et pré-publié dans [26]. Les
résultats se transposent ensuite sur et les estimations obtenues dans H* (pour un
degré de régularité s de I'état asymptotique) sont en {2 .

L'énoncé du théoréme fait intervenir la solution uy,;, de donnée par (1.50), la
norme [>49 définie par (1.51), la transformation pseudo-conforme définie par (1.42), et éga-
lement l'opérateur pseudo-conforme, défini par:

It a) = (5 +itV) f(t.2). (1.54)

Théoréme 1.8 (Théoréme 1 de [26]). Soit s € N*, (o) € *7avecq—s > 3, uy € H°N
H2NWhs tel que

ur () K
VpeZ Vk<s ——~’ ¢ H"R). 1.
p Sy (R) (1.55)

Soit

ur(t, @) = ugq,y + e~ 2iMIntE= (_g) '

Alors, si ||cj||;2.4 est suffisement petit, il existe Ty < T' et une unique solution u de (NLS) sur
(0,T1), telle que :

W= o,y — e MIOT (R (@) € (0, T1], IA(R)),
avec:

VE € [0, s],

(=) % [u(t, 2) = o, (o) | = e 20T (VR0 (2) )

De plus, si V*u, € (z*L?*(R)) pour tout k € [0, s], alors :

u—wuy € C((0,T71], Lz(R))y

avec:
k _ _ —2iMnt (T ko~ T _ 1=
Vk € [0,s], ||J [u(t,x) u{aj}(t,m)] e (2> u+< 2) L2_(’)(t2 ). (1.57)
En particulier, pour k = 0 on obtient :
Ju— w2 = 07 ). (1.58)

1. ou T est la transformation pseudo-conforme et ug,,) estla solution de (NLS) donnée
par
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La condition n'est pas tres restrictive dans la mesure ou elle ne demande que a
uy d'étre assez petit en des points équidistants. Le fait que ces points soient dans Z/2 n’est
pas tres surprenant car des bornes en 1/d(x,7/2) apparaissent déja dans les preuves de
(7.

Les techniques utilisées sont celles présentées ci-dessus, a savoir essentiellement
I'étude des intégrales oscillantes. La démonstration de cet énoncé consiste a montrer un
théoreme de point fixe appliqué dans un espace de Sobolev approprié. Comme dans [3],
la fonctionnelle utilisée pour le point fixe est donnée par la formule de Duhamel. Le déve-
loppement de la non-linéarité cubique fournira plusieurs termes que nous regrouperons
en puissances de /%y, . L'hypothése de petitesse sur |laj||;2.s provient du terme linéaire.
Le terme qui fournira la décroissance temporelle la plus faible est le terme quadratique
avec des phases conjuguées.

1.4 . Lien entre I'équation de Schrédinger 1D cubique et la dynamique des
tourbillons

Avant de mettre en évidence le lien que nous utilisons entre la mécanique des fluides
et la mécanique quantique, présentons d'abord le modele utilisé pour décrire la dyna-
mique des tourbillons filamentaires.

1.4.1. Le modéle du flot binormal
Le modele du flot binormal est défini par

Xt = Xz N Xzz> (BF)

ou x(t, z) estavaleur dans R?, t représente le temps et z est la variable de paramétrisation
de longueur d'arc. Cette équation a été posée en 1906 par DaRios dans [18] avant d'étre
retrouvée en 1965 par Arms et Harma dans [1], dans le but de modéliser la dynamique
des vortex filamentaires soumis aux équations d'Euler incompressible.

En quelques mots, voici comment I'équation se dérive. En notant u la vitesse du fluide
et w sa vorticité, la loi de Biot et Savart s'écrit :

T — w(t,
u(t,x) = /}R3 ( 47573:/: y(|3 v) dy.

Maintenant, puisque I'on suppose que le fluide représente un tourbillon filamentaire, cela
revient a supposer que w(t) est localisé sur une courbe 1D (i.e. w = I'x,dy) avec x, de
norme 1, ce qui donne:

u(t,z) =

L™ ool nxitd),,

E —00 "r - X(tv S)P

Onva de plus supposer que x(¢,0) = (0,0,0), que x.(¢,0) = (1,0,0) etque z = (z1, 2, 0).
On pose € = /z7 + x3. En premiére approximation, un développement limité en zéro sur
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la variable d’espace sur un domaine d'intégration borné (de la forme [—L, L]) donne:

L 52
u(t, (x1,2,0)) %% /L e T(gi%;;(t_’gfs/\ DG l00) % oxeslt 0))d8
L L
PG [ T 0 avt0) [ s
s € —L (14 52)2 4T —L |2 + 2|2
r g2
- S?XS(tvo) A Xss(t,0) /L md&

Le premier terme décrit la rotation d'un fluide autour de I'axe vertical. Il ne donne cepen-
dant pas d’information sur la maniere avec laquelle ce tourbillon se déplace. Le deuxieme
terme est en fait nul, par parité. Enfin le troisieme terme est équivalent aprés renorma-
lisation temporelle au terme a droite de I'égalité dans (BF). Ainsi, ce modele est parfois
également appelé en anglais Local Induction Approximation (LIA).

Il a déja été étudié notamment dans [8] , [48] et plus récemment par Jerrard et Seis
dans [32] avec des arguments plus rigoureux nécessitant des hypotheses un peu plus
fortes.

En se placant dans un repére tangent a I'évolution de y, I'équation différentielle peut
se reformuler de différentes manieres permettant d'obtenir quelques simplifications. Tout
d'abord, voici comment le flot binormal est décrit dans le repére de Frenet.

1.4.2 . Repére de Frenet d’'une courbe

Le repére orthonormé (7', n,b) tel que T' = x, (vecteur tangent), T, = cnetb =
T ANnetb, = —7n est appelé repére de Frenet de la courbe x. Les vecteurs n et b sont
appelés vecteurs normal et binormal. Le coefficient ¢ est appelé courbure et 7 la torsion.
On obtient tout d'abord le systeme complet vérifié par ce repere.

T 0 c 0 T
n = —c 0 7 n . (1.59)
b 0 —7 0 b

xT

Dans le cas du flot binormal, on obtient alors la proposition suivante.
Proposition 1.8. Si y est solution de (BF), alors on a
Xt = cb. (1.60)

La dérivée temporelle de y est colinéaire au vecteur b, d'ou le nom de flot binormal.
Il est maintenant possible d’obtenir les équations sur la dérivée temporelle du repére
(T, n,b), ces équations sont appelées équations intrinséques au repere de Frenet.

1.4.2.1 Equations intrinséques au repére de Frenet

29



Figure 1.3 - Représentation du repére de Frenet

Comme T' = x,, en dérivant[BF, on obtient que
Ty =T NTyy. (1.61)

Puisque T'(t,z) € S?, onretrouve la Schrédinger map sur R & valeur dans la sphére. A partir
de la, on peut obtenir le systeme d'EDO en dérivant (7', n, b) selon la variable temporelle :

T 0 —cT Cx T
2
n = cT 0 Cre T n |, (1.62)
2
Cpx—CT
b . —Cy — S 0 b
mais aussi un systéme pour la courbure et la torsion :
2
Ct = _(C g)z ( ¢ )
_er? 1.63
Tt — (Cw;L»CCT ) + Cxc 9
x

sous réserve que la courbure ¢ ne s'annule pas. Ces systemes différentiels se retrouvent
en dérivant les vecteurs et en utilisant quelques relations d'orthogonalités.

1.4.2.2 Utilisation du repére de Frenet : la transformation de Hasimoto
En 1972, Hasimoto relia les solutions de x(t, =) de (BF) avec les solutions de Schrodinger
1-D cubique en utilisant le repéere de Frenet introduit ci-dessus dans [30]. Cette transfor-
mation est similaire a la transformation de Madelung introduite en 1927 [42], envoyant
I'équation de Gross-Pitaevskii sur I'équation d’Euler-Korteweg.
L'idée estla suivante : considérer la courbure comme un module et la courbure comme
la dérivée d'une phase.
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Proposition 1.9 (Transformation de Hasimoto). Soit x une solution de (BF), ¢ sa courbure
et T sa torsion. On définit
Y(t,z) = c(t,x)eifo 7(t,s)ds (1.64)

Si ¢ ne s‘annule pas, alors v est solution de I'équation de Schrodinger cubique

, 1

i+ Y + 5 (W17 = AW =0, (1.65)
pour un certain potentiel A dépendant seulement du temps.

La preuve consiste simplement en un calcul.

Démonstration. On obtient par :
xr "
Py = <ct + ci/ T (t, s)ds) et Jo T(t.s)ds
0
2

2 x _ 2 .
_ <_<CT>m e / (G (Z)xds> i i (t)ds
0

c c
2 3

N <_ 7 + iCpy — dCT? + ZC2> et Jo T(t:s)ds
c

_ 2 2 .
+ic(t, z) <C“(t’0) c(;f(g?)O)T (t,0) | ¢ %’0)) G I T(ts)ds.

Or
Yoz = (Cpg + 1T + 2iTCy — TQC)ei Jo T(t’s)ds, (1.66)
donc en posant
Caa(t,0) — 73(t,0)c(t,0)
c(t,0)
on obtient que 1 est solution de I'équation de Schrédinger cubique (1.65). O

A(t) =2 + c2(t,0)

Il est maintenant possible de construire une solution u de (NLS) a partir de la solution
Y de en effectuant d'abord le changement d'échelle :

Dt ) =¥ (; i) , (1.67)

de sorte que ¢ soit solution de :
106 + Oaat) + ([0 — A(t))dh = 0, (1.68)

suivi du changement de phase :
u(t,z) = et/ ADP(t, z), (1.69)

Notons que la renormalisation est alors un cas particulier de pour A(t) = 0;—2
le potentiel associée est la solution fondamentale (1.41). Nous donnons d’'autres exemples
de solutions dans la Sectionfi.4.4]

En pratique, c'est cette transformation qui est utilisée pour obtenir une solution de
a partir d'une solution de (NLS). Dans I'autre sens, nous allons voir qu'il est possible
d'obtenir des formules plus simples a utiliser en se plagant dans un autre repére.
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1.4.3 . Repére de transport paralléle d’'une courbe
Introduit dans l'article de 1975 de Bishop [10] nommé a juste titre "There is More than
One Way to Frame a Curve", le repére de transport paralléle se construit sur I'ildée suivante.
En gardant le vecteur tangent, il est en fait possible de former un repére orthonormé avec
un couple qui varie seulement dans la direction de T'.
Pour étudier de plus pres le lien entre repére de transport parallele et repére de Fre-
net, on peut se référer a [30].

1.4.3.1 Equations intrinséques au repére de transport paralléle

Un repére de transport paralléle est un repére (T, ey, eo) déterminé par (o, 3) € R? et
tel que

T 0 a B T
el = —a 0 0 el . (1.70)
€9 —B 0 O €2

T

Tout comme dans la Section[1.4.2.1 il est possible d'obtenir un systéeme sur la dérivée en
temps de ce repére, lorsque T est le vecteur tangent a y, une solution de :

T 0 =B oy T
et | = B 0 » er |, (1.71)
e2 /, —a; — 0 €2

ou « vérifie v, = —aa, — 55, et peut donc étre choisi a une fonction dépendant unique-

ment de ¢ pres. Par la suite, on note N le vecteur complexe e; + ies.

1.4.3.2 Utilisation du repére de transport paralléle pour obtenir une solution

de (1.65)

Nous présentons ici un moyen de définir une solution ) de a partir d'une solution
x de décrite dans un repeére de transport paralléle.

Proposition 1.10. Soit o, 3 et ~y les paramétres définis dans la Section associés a la
description d'une solution x de (BF). Soit ) = o + i/3, alors on a

(1)
2
Puisque ~ n'est défini que par sa dérivé par rapport a la variable d'espace on peut
encore une fois choisir un potentiel A ne dépend que de ¢ tel que
At)  [v(t,2))?
7(t7 x) - 92 - 92 )
de sorte que ¢ défini ci-dessus vérifie bien (1.65). La preuve est tout simplement calcu-
latoire, c'est pourquoi nous ne la reportons pas ici. Remarquons cependant que, comme
annoncé, il n'y a plus besoin d'avoir des parametres qui ne s'annulent pas pour procéder
a la transformation.

Wy + Yy —yp =0, avec v, = — (1.72)

(1.73)
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1.4.3.3 Utilisation du repére de transport paralléle pour obtenir une solution

de (BF)

On dispose de 1 solution de Schrddinger cubique et on veut construire une solution
du flot binormal correspondante, avec condition initiale en (¢o, o).

Proposition 1.11. Soit v une solution de (1.65), alors il existe (T, N') un repére de transport
paralléle tel que :

T, = %(JN% N, = —¢T, T, = %(%N% Ny = _'waT - Z%(W}F - A(t))Na (1.74)

ou R (respectivement 3) désigne la partie réelle (respectivement la partie imaginaire). De plus,
T vérifie la Schrédinger map sur R & valeur dans S?, a savoir

T, =TNA\ Txma (175)
ce qui permet de déduire qu'il s‘agit du vecteur tangent & une solution x de (BF).

Cette proposition est tres utile car elle permet ainsi de relier directement les vecteurs
T et N avec +. Nous allons voir dans la démonstration comment sont construits les vec-
teurs T et N mais aussi x. On parle encore de et non de (NLS) car le potentiel A
intervient dans I'expression de N; dans (1.74). Remarquons que I'on peut partir d'une so-
lution e**M(t, z) de pour laquelle la construction de la Proposition donne
(T, e N), donc la méme solution de (BF).

Démonstration. Soit (a(t,z), B(t,z)) = (R(p(t, 2)), (¥ (L, x))) et v = L(|y|> — A(¢)). On
veut définir (T, e1, e2) comme suit. Soit (tg, 7o) € R2, on commence par poser (T e1, e2)(to, T0) =
(v1,v2,v3) Une base orthonormée de R3.

On définit ensuite cette base pour (¢, x¢) pour tout ¢t € R en imposant les évolutions
suivantes dictées par :

Tt(ta'xo) - _ﬁl‘el(ta'mo) + a162(tax0)7
e1,(t,wo) = B.T(t, z0) + vea(t, 2o), (1.76)
e, (t, o) = —aT(t,z0) — vea(t, xp).

Ensuite, ces valeurs en (¢, xo) nous permettent de définir ce repére pour tout z € R en
les imposant en condition initiale de

T.(t,x) = aei(t,x) + Bea(t, z),

Vte RS ey, (t,z) = —aT(t, x), (1.77)
e, (t,x) = —pT(t, x).
T(t,x)
Vérifions alors que | ey (¢, ) satisfait la méme EDO pour tout x que celle imposée en
62(t,$) t

Q.
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Soit (a, b, ¢) fonctions telles que :

T 0 a b T
e1 (t,e)=| —a 0 ¢ er | (t,x). (1.78)
€9 b —c 0 €2

t

En effet, (T, e1, e2) estun repére orthogonal donc la matrice ci-dessus est anti-symétrique.
Les vecteurs de ce repére sont également de norme constante, donc la matrice ci-dessus
est a diagonale nulle. Par définition, nous avons au point (¢, xo) :

a(t,xo) = —PBx(t, x0),
b(t,m0) = ay(t, z0), (1.79)
C(t> $0) = _7(t7 1’0)-

Ensuite en calculant 7,y = T}, et ey, = e1,, ON arrive au systéme suivant :

a 0 0 -p a o
b = 0 O « b |+ 6 |. (1.80)
c 6 —a 0

xz

Or « + if3 est solution de (1.65), donc
i(la+i8)t + (ag + i) — v(a+i8) =0, (1.81)
et par définition de ~,
Vo = a0y + BBg, (1.82)

donc (—f,, oz, —) est solution du méme probleme de Cauchy que (a, b, c) et on obtient
I'égalité désirée :

(CL, b, C)(t,l’) = (_Bwvaﬂh _7)(t7x)' (1'83)
Maintenant que le systéeme est bien défini, on peut calculer

Thy = _(052 - ﬁ2)T + ager + ﬁme%

donc
Tox NT = —fre1 + ages =Ty,

ce qui signifie que T vérifie la Schrédinger map sur R & valeur dans S2. Pour construire une
solution de (BF), et on pose alors

T

t
X(t2) = x(to, 7o) + / (T AT (r, 20)dr + / T(t, s)ds. (1.84)
to xo
En effet, d'une part :
xt(t,x) =T(t, zo) AT (t,x0) +/ T(t,s) N Typp(t,s)ds

= [ s ATt 5))d
=T(t,x) N Ty(t, x)

34



mais également
Xz(t,z) =T (t,x) et xuu(t,z) =Tyt x).

Avec la notation N = e + iep on obtient les relations suivantes :
T, = R(WYN), Np=-T, T, =S.N), N;y=—itp,T —iyN. (1.85)

Notons que nous disposons également d'une autre relation qui n'était pas annoncée dans
I'énoncé:

Xt = S(YN). (1.86)

O

En pratique, on utilise la transformation de Hasimoto pour passer de solutions de
aux solutions de et la Proposition utilisant le repére de transport paralléle pour
obtenir une solution de a partir d'une solution de (1.65).

1.4.4 . Quelques solutions particuliéres réguliéres

Nous donnons ici quelques exemples simples de solutions obtenues par la construc-
tion de la Proposition

Pour A = 0, v = 0 est solution de (1.65). On obtient immédiatement que cela cor-
respond a la solution de courbure nulle. Le filament correspondant est alors une ligne
droite.

Pour A = %, Y = % est solution de (1.65). Le filament correspondant a une courbure
constante égale a % et une torsion nulle. Il s'agit donc de cercles de rayon R.

Par invariance galiléenne, énoncée dans la Propositionfi.5] si ¢ est solution de (1.65),
alorsVN € Rty (t, x) = e *N*+izNy, est solution de (1.65). Ainsi pour A = 1, ¢ (t, ) =
e~ itN*+izN ast donc solution de (1.65). En considérant le repére de transport paralléle, on
obtient que le filament correspondant est une hélice :

xt = S(¢.(e1 +ieg)) = —sin(N?t 4+ xN)ey + cos(tN? + zN)ey . (1.87)

ezt

Enfin, pour A = 1, les ondes solitaires sont aussi solutions : Q(t, x) = 5 o (@) Donc

i _ —itN2+4izN et H : Bl <’ agl
les fonctions QN(t, x)' =e 277 co(z) aussi. Ici, on peut montrer qu'il s'agit de la
"bosse" du soliton qui se déplace sur I'hélice.

1.4.5 . Solutions auto-similaires

Nous allons maintenant relier ce qui faisait I'objet de I'étude de la partie précédente,
a savoir les solutions de (NLS) a régularité critique issue de masses de Dirac, avec leurs
correspondants en mécanique des fluides.

1.4.5.1 Le cas de la solution fondamentale auto-similaire
Les solutions auto-similaires de (BF) jouent un rdle important car permettent de mettre
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en évidence un lien avec les solutions fondamentales de (NLS) définies par (1.41). Puisque
(BF) est invariante par le changement d'échelle :

x(t, ) = AT (A%t \x), (1.88)

une solution y est dite auto-similaire lorsque 'on peut trouver G fonction d'une seule

variable, telle que x (¢, x) = \/EG(%), c'est-a-dire en choisissant A = %

Proposition 1.12. Les solutions de auto-similaires forment une famille { x o }o>0, 0U chaque
Xa est défini dans le repére de Frenet par c(t,z) = % et 7(t,x) = 3;. De plus, la solution de

Vit
(c’est-a-dire de pour A(t) = 0‘72) correspondante est
22
(t,r) =0~ (189
Ua(t,r) = . 1.
(&7 ﬁ 9

Il s'agit de la solution fondamentale (1.41).

Nous sommes donc en présence d'un filament dont la courbure explose a temps o.
Cela rend compte d'une irrégularité en ce temps. Quand a la torsion, elle est d'autant
plus grande que l'on s'éloigne du centre. La caractérisation de [28] (faisant l'objet de la
Section permet d'affirmer que la courbe forme un coin en (0,0). La preuve ci-
dessous montre comment obtenir des solutions auto-similaire et utilise la transformation
de Hasimoto pour faire la correspondance avec (NLS).

Démonstration. Tout d'abord, cherchons une solution de auto-similaire de la forme
x(t,z) = \/EG(%) pour une certaine fonction G. En injectant dans (BF), on retrouve toutes
les solutions auto-similaires :

1 T T T x 1 x
—G(—=) - =G(—=) =G (=) N —=—=G"(—=). 1.90
2\/%(\/%) 2t(\/%) (ﬁ)ﬁ(ﬁ) (1.90)
On pose ensuite s = % ou s est la variable auto-similaire. Ceci implique alors :
1
5G(s) - gG'(s) — G'(5) A G"(5). (1.91)

En dérivant et puisque G’(s) =T, ona —5T, = T A T, i.e. dans le repere de Frénet :
xr
— §cn =csb—crn . (1.92)
En identifiant les coefficients, il s'ensuit qu'il existe une constante a € R, telle que:

¢, =0 donc c=a et 7‘:; (1.93)

En reprenant les variables usuelles (en opposition a la variable auto-similaire), on obtient
que

et 7(t,z)= L (1.94)

«
t =
e(t,2) :

Vi
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Par ailleurs, avec la transformation de Hasimoto, on obtient que

z
/ SdS

a ' Jy 2 a izt

t,xr) = e JO = e'2t

Vit ) Vit Vit

est solution de (NLS). O

Nous avons donc bien retrouvé la solution (1.41) de (1.40).

1.4.5.2 Caractérisation des solutions auto-similaires par Gutiérrez, Rivas et
Vega

Les solutions x, exhibées dans la Proposition ont été caractérisées plus en détail
par Gutiérrez, Rivas et Vega dans [28]. Il a été établi que ces solutions auto-similaires
présentent une singularité issue de l'intersection de deux lignes droites. Plus précisément,
il existe AT et A deux vecteurs unitaires de S? dont l'angle § entre eux est donné par la
relation

0 o2
sin 3 =e 2. (1.95)
et vérifiant
Xa(t, ) — AT g o) — TAZ L (oo op| < 20V/1. (1.96)

L'étape suivante est donc d'obtenir des résultats de stabilité sur cette solution a partir
des résultats sur (NLS).

1.4.5.3 Perturbations de la solution fondamentale

Les résultats de scattering de la Section[1.3.3.2ldonnent alors I'existence de solutions du
flot binormal définies pour des temps strictement positifs. Comme expliqué précédem-
ment, deux questions ont été traitées : 'existence d'opérateurs d'ondes et la complétude
asymptotique.

Pour les opérateurs d'ondes, ce résultat va nous permettre de répondre a la question
suivante : étant donné une courbe xo donnée présentant une singularité, existe-t-il une
solution x de admettant yo comme limite en zero?

La complétude asymptotique permet de se demander si en partant d'une perturba-
tion de solution auto-similaire a temps strictement positif, la solution forme une singula-
rité a temps zéro possédant les mémes caractéristiques que la solution auto-similaire.

Les deux réponses a ces questions ont été traitées dans [6]. En fait elles suivent ri-
goureusement la méme démonstration une fois le résultat de scattering obtenu. Tout
d'abord, on peut construire des solutions de (BF) pour ¢t > 0 a partir des résultats de scat-
tering en utilisant la Propositionft.11] Il faut pour cela choisir le bon état asymptotique u4
pour trouver le profil de la courbe désiré lorsque ¢ — 0. La Proposition [i.11 construit un
repére de transport parallele (T, N), I'étape suivante consiste a obtenir une limite pour
ces vecteurs T' et N lorsque x — +o0, qui s'avere également étre indépendant du temps.
A partir de 13, une méthode itérative donne un développement des vecteurs T et N au
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voisinage de la singularité, permettant de faire tendre ¢ vers 0. On utilise alors la carac-
térisation des singularités des solutions auto-similaires x,, de (BF), prouvée dans [28] et
présentée dans la section précédente.

L'un des travaux de cette these, pré-publié dans [27], consiste a donner une preuve du
résultat associé a I'existence d'opérateur d'onde [3] permettant de retrouver at = 0 une
singularité auto-similaire. Cette nouvelle démonstration ne s'appuie pas sur I'existence
des limites de T" et IV lorsque = — 400 et est donc plus directe. Cela est possible grace au
meilleur taux de décroissance pour I'existence des opérateurs d'onde dans [3] par rapport
au résultat de [4] utilisé pour [6]. Plus de détails sont donnés dans la Section suivante.

Concernant le résultat de [7] présenté dans la Section[1.3.4sur I'existence de solution
de associée a une somme de masses de Dirac, il est montré dans le méme
article [7] que la solution de correspondante décrit I'évolution d'une ligne brisée a
travers le flot binormal.

On s'attend alors a ce que le résultat de stabilité de [26] de cette solution de
corresponde a I'évolution d'une courbe présentant un nombre dénombrable de singula-
rités.

1.4.6 . Contribution : formation de singularité pour le flot binormal

Nous présentons ici I'un des travaux de cette thése, faisant I'objet du Chapitre[3]et pré-
publié dans [27]. Le principal résultat donne I'existence d’'une solution de admettant a
temps zéro une trace donnée présentant une singularité en 0 et réguliére partout ailleurs.
Ce type de résultat a déja été prouvé par exemple dans le Théoreme 1.2 de [6], mais la
preuve établie ici est plus directe. L'énoncé est donc le suivant.

Théoréme 1.9 (Théoréme 1de [27]). Soit xo une courbe paramétrée de R3, réguliére partout
sauf en un point situé au point de paramétrisation x = 0 ou elle forme un coin d’angle 6. Soit
¢ la courbure de x, T sa torsion et « donné par a partir de 6.

Si « est suffisamment petit, et si

ce W3 nH?, SewrnH? 2Pce W3 NHL (1+a2)cel? a2cel?
X
re H?> and 7%e HY,
alors il existe ty > 0 et
x(t,z) € C([~to, to], Lip) N C([~to, to]\{0},C"), (1.97)
une solution de (BF) sur (0, to], admettant x, comme limite a t = 0, et il existe C' > 0 tel que :

sup x(t,) — xo(x)| < OV, (1.98)

De plus, le vecteur tangent T' = O, x a une limite en zéro vers laquelle il converge a la méme
vitesse :

=

Vi>0 VeeR 3C(z) |T(t,x)— dxxo(z)| < C(x)ta. (1.99)
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La premiere partie de la preuve consiste a appliquer un résultat d'existence d'opéra-
teur d'onde présenté dans la section a partir d'un état asymptotique u déter-
miné en fonction de yo. A l'aide du repére de transport paralléle {i.72), on construit les
vecteurs T et N caractérisant une solution y de pour des temps strictement posi-
tifs. Dans cette nouvelle démonstration, il est possible d'obtenir directement la limite des
vecteurs T'(t,z) et N(t,2) quand ¢ tend vers zéro, sans passer par leurs limites lorsque
x — *+oo. Ceci a été possible en supposant plus de régularité sur yg, impliquant plus
de régularité sur u., permettant d'obtenir un meilleur taux de convergence du résultat
d'existence d’'opérateur d’onde vers I'état asymptotique déterminé par ... A partir de 13,
la singularité de x a (z,t) = (0,0) est caractérisé par les résultats de Gutiérrez, Rivas et

Vega présentés dans la Section

1.5 . Dispersion pour I'équation de Schrédinger avec un potentiel

Dans cette section, nous considérons I'équation de Schrédinger avec un terme source:

i0u + 02u + Vu dansR x R"
(1.100)

=0
u(0,z) = wup(xz) dansR"

Cela correspond a I'évolution d’'une particule en présence d’'un potentiel V. Nous note-
rons W l'opérateur du semi-groupe associé et U I'opérateur du groupe libre. L'objectif est
d’'obtenir des inégalités de dispersion sur 'opérateur de Schrédinger comme présentées
pour I'évolution libre dans la Sectionfi.2.4l Nous pouvons d'ores et déja orienter le lecteur
vers [50] dans lequel d'autres références sont listées a ce sujet. Une premiere différence
avec 'évolution libre a noter est que W peut posséder cette fois-ci des vecteurs propres
non nuls. Ces solutions ne seront donc pas sujettes au phénomeéne de dispersion. Afin
d'éviter ces cas la, nous devons considérer I'opérateur W P, ou P, est la projection sur le
spectre continu de —92 + V.

Dans ce contexte, les résultats obtenus sont dépendants de la décroissance de V,
pouvant étre quantifiée de maniere ponctuelle par

V()| < ()7 (1.101)

pour un certain 3 (ou la notation (-) désigne le crochet japonais : () = V14 z2), ou
encore en demandant V' € LP pour un certain p.

L'une des premiéres démonstration d'estimées de dispersion a été donné par Rauch
dans [47] pour des potentiels encore plus décroissants, a savoir a décroissance exponen-
tielle. Par la suite, Jensen et Kato ont obtenus des résultats en dimension n > 3 dans [31]
pour des estimations des espaces L? a poids, définis de la maniére suivante :

LR ={f:R"=C/ |(x)*fllr2 < oo}, (1.102)

avec une condition de type pour 3 > 2. Cela a permis d'obtenir la dispersion L' —
L*° dans [33] par des arguments perturbatifs toujours en dimension n > 3. Tout comme
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dans la Section[i.2.4} on retrouve alors toutes les relations de dispersion par interpolation
avec la conservation de la masse L2

Pour citer d'autres méthodes, des arguments de scattering ont étés utilisés dans le
cas de potentiels dépendant du temps dans [54], [55] et [2] permettant d'obtenir les esti-
mations L' — L sous des hypothéses plus faibles. Notons que c'est dans [55] que les
premiéres estimations en dimension 2 ont étés prouvés pour la dispersion et Strichartz.
En fait, cette méthode peut également étre qualifiée de perturbative dans le mesure ou
la décroissance suffisante de V permet de se ramener a une évolution libre.

Maintenant lorsque V' = —#, remarquons d’'abord que 'homogénéité du potentiel
est la méme que celle du Laplacien. Pour cette raison, il n'est alors a priori plus possible
d'utiliser des arguments perturbatifs. Le probléme est en fait que le potentiel en |z|~2
est un cas limite pour I'existence d'estimations globales en temps de I'équation de Schro-
dinger comme expliqué dans [49]. De plus, le manque d'intégrabilité de ce potentiel ne
satisfait plus les hypotheses des résultats précédents. Cependant, Burq, Planchon, Stal-
ker et Tahvildar-Zadeh ont obtenu des estimations de Strichartz pour a > —@ via
des estimations de L? pondérées dans I'espace-temps pour I'équation de Schrédinger
dans [12]. La borne inférieure pour a est nécessaire pour que l'opérateur auto-adjoint
—8% + ﬁ soit bien défini (voir [46] pour 'exemple). Les estimations de Strichartz au point

final a = —% ont été traitées plus tard dans [43].

En ce qui concerne la dispersion, Fanelli, Fellia, Fontelos et Primo ont obtenu l'esti-
mation classique de L' — L pour a > 0 en dimension 3 dans [19] et plus tard en
dimension 2 dans [20] également pour a > 0, comme un cas particulier de I'étude des flux
de Schrodinger électromagnétiques. Leur approche repose sur la théorie spectrale et leur
permet d'obtenir le noyau de l'opérateur différentiel —92 + # en fonction de ses fonc-
tions propres généralisées. Avec ce noyau, ils prouvent une estimation plus faible de la
dispersion L' — L> lorsque —% < a < 0 et montrent dans [21] que 'opérateur n'est

pas borné de L' & L™ lorsque —% < a < 0. Cecivalide le fait que la dispersion faible

de L' — L est optimale. Le but de ce chapitre est de rechercher une estimation régu-
_ _0\2

liere de la dispersion L™ — L" pour un certain r» > 1 approprié lorsque =27 <,

4
avec une approche basée sur les idées de Ginibre.

1.5.1. Commentaires de J. Ginibre sur le papier [33]:lecas V ¢ L3s

Dans cette section, nous présentons les arguments de J. Ginibre présentés dans [24]
permettant d'obtenir une preuve plus concise du résultat de [33]. L'objectif est ensuite
d'étendre cette preuve au cas ou V' est moins régulier. Le résultat de [33] est le suivant.

Théoréme 1.10 (Dispersion pour |'équation de Schrédinger avec un potentiel). Soit r €

[2, 00], notons T son conjugué. Soit § = n (% — l). Supposons que

r

VeF(LY, Vel and(z)*V e L5, (1.103)
Pe L(L)NL(L")YNL(L) and [P,W(t)] = 0, (1.104)
PW(t) € L(L2, L2,,) and || P.W (t)|| grz.r2 ) < C(2mt) ™", (1.105)
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alors on a )

tits.
La premiére étape de la démonstration consiste a itérer la formule de Duhamel. Nous
avons tout d’'abord :

| PW ()| 17 e < (1.106)

PV (t) =W (t)P, = U(t) P — i / Ut — D VEW (1)
0
_U()P, —i / Ut — VR (r)dr + / -y / "Ulr — o)V PW (0)dodr
0 0 0

Maintenant nous pouvons utiliser le résultat suivant :

Lemme 1.1. L'opérateur P.W peut s’écrire pour tout T € R :
PW(r) = PU(T) - Z/ PW(r —o)VU(0)do.
0

Autrement dit, le flot de I'évolution libre appliqué a I'évolution avec un potentiel est le
méme que le flot de I'évolution avec un potentiel appliqué a I'évolution libre. Nous avons
donc

PW(t)=U(t)P. — i/ot U(t—71)VPU(T)dr + /Ot Ut—r)v /OT PW(r —0o)VU(o)dodr.

A partir de 13, nous pouvons esquisser en quelques lignes la suite de la preuve. L'objectif
est d'utiliser I'estimée de dispersion dans les espaces L? & poids sur W de [31]. C'est pos-
sible car de par sa nature, le potentiel V envoie en effet L? dans L2, défini par (#.102). Pour
les autres intégrales, on peut utiliser des estimations usuelles en remarquant également
que grace a I'hypothése (1:103), V envoie L" dans L™ quand U envoie L" dans L". Enfin,
lintégrabilité de la transformée de Fourier de V permet de traiter les singularités en zéro
de l'intégrale sur la variable 7 en justifiant que d’'une certaine maniére U(t — 7)VU(r1) se
comporte comme U (¢)V. Tous les détails sont dans le Chapitre [4] de cette thése.

1.5.2. Contribution :verslecas V € L2

L'un des travaux mené dans cette these, décrit dans le Chapitre[4] consiste a obtenir
une estimation de dispersion pour V' = —ﬁ. Ce potentiel n'est dans aucun L?, il faut
donc trouver d'autres espaces dans lesquels travailler.

1.5.2.1 Le cadre fonctionnel : les espaces de Lorentz
Si V n'est dans aucun L7, il est en fait dans 'espace Lz, défini de la maniére suivante :

LPoe = {f:R" — C/sup{tPu{z/|f(z)| >t} < oo}, (1.107)
t>0
associé a la quasi-norme

fllree = sup{tu{z/|f ()| > 1} (1.108)
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Une maniére de mettre en lien ces espaces dits de Lebesgue faible avec les espaces de
Lebesgue est de regarder ce que donne le calcul d'une norme en intégrant sur les lignes
de niveaux :

£ = [ wtafif@)] > t}ptﬁ‘f); ~ ([ wtansr > t}‘f);. (1109

Enfin, les espaces de Lorentz LP? sont définis comme l'interpolation entre ILP = LPP et
LP>°, et associés a la quasi-norme :

1 & adt @
e =9 ([~ ot > 035 ) (.10

Ces espaces sont alors adaptés a notre étude et disposent d'inégalités de Holder et d'un
théoreme d'interpolation réelle. Cela va nous permettre d'adapter la preuve présentée
dans la Section[1.5.1, ce qui fait 'objet du chapitre [4] de ce manuscrit.

1.5.2.2 Présentation des résultats

La démarche proposée consiste a adapter la preuve de Ginibre. Tout d’abord, la disper-
sion dans les espaces a poids (initialement prouvée par Jensen-Kato dans [37]) a
été démontrée pour le potentiel V' = —ﬁ dans la Proposition 2 de [12] et impose d'avoir

—9)2 .
le coefficient des espaces a poids a = § et la condition a > —%. De plus, pour avoir

V e L™, il faut également choisir
7271 (1.111)
r= , .
n—2
ce qui a pour conséquence de fixer § = 1, nous placant dans le cas limite pour intégrer

des quantités en t% Il faudra alors plutét s'attendre a une borne en mTt

Ayant ceci en téte, les deux lemmes suivants permettent de vérifier que la formule de
Duhamel sera bien définie, pour pallier a 'hypothése (1.103).

Lemme 1.2. PourV = —ﬁ, onaVU(t) € L(L",L"). Plus précisément :

VoeL” VU@l <tV g el

Ce résultat découle des inégalités de Holder dans les espaces faibles et du théoreme
d'interpolation réelle de Marcinkiewiez. Il est possible d’énoncer un résultat similaire pour
les espaces L2.

Lemme 1.3. Pour V = —fs, on a VU(t) € L(LT, L2). Plus précisément :
VoeL” IVU®)ellz <t IV wllell e

Il faut cette fois-ci utiliser le fait que V e £(L"", L2), ou bien que (z)*V € L5, Enfin,
reste a traiter les singularités de

t
/ Ut —7)VU(T)dr (1.112)
0
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en contournant 'hypothése V € F(L'). Nous disposons a ce jour d'un premier résultat
permettant d'analyser une partie de l'intégrande.

Lemme 1.4. Soit 7 > 0, l'opérateur U(—7)VU (1) est dans L(L", L") et son noyau est donné
par

(DFa
K = . .
(@, y) S Ean (i) (2 — g)"? (1.113)
De plus,
la]
[U(=n)VU(T)ellr < WH@HLF (1.114)

L'estimation s'obtient avec I'inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev, pouvant étre
vue comme l'analogue de l'inégalité de Young pour une fonction de type puissance in-
verse. Contrairement a la démonstration initiale, nous regardons ici des estimations L™ —
L" etnon L' — L*. Eninterpolant avec la conservation de la masse, nous n‘obtiendrons
donc pas toutes les inégalités de dispersion entre L' — L et L? — L2, mais seulement
celles entre L™ — L" et L? — L2. Lorsque a est négatif, il est expliqué dans [21] qu'il n'est
de toute facon pas possible d’'obtenir de dispersion L' — L.

Les travaux actuels consistent a partir de cette estimation pour controler dans
L.
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2 - A new class of critical solutions for 1D cubic NLS

Principia - Harapan Ong

The chapter is the reproduction of the article [26].
Résumé

Le but de cet article est de prouver I'existence d'une nouvelle classe de solutions de I'équation
de Schrodinger non-linéaire cubique 1-D avec une donnée initiale liée a une somme de
masses de Dirac, de régularité critique dans F(L>), et appartenant & H* pour tout s <
—%. Ce probleme est motivé par l'absence de résultat pour des conditions initiales de
régularité critique, et aussi par I'étude de la dynamique des vortex filamentaires approchés
par le flot binormal. Notre résultat est basé sur une approche de scattering, aprés avoir ef-
fectué une transformation pseudo-conforme, ainsi que sur des estimations fines d'intégrales
oscillantes.

Abstract

The aim of this article is to prove the existence of a new class of solutions of 1D cubic
NLS with an initial data related to a sum of Dirac masses, of critical regularity F(L>),
and belonging to H® for any s < —%. This problem is motivated by the lack of result for
critical regularity initial condition, and also by the study of the vortex filaments dynamics
approximated by the binormal flow. Our result is based on a scattering approach, after
performing a pseudo-conformal transformation, and on fine estimations of oscillatory
integrals.
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2.1. Introduction

2.1.1. The cubic NLSon R

The starting point of this article is the cubic nonlinear Schrédinger equation on R:
i0pu 4 0% + ul*u = 0. (NLS)

This equation has been largely studied from theoretical and applied points of view, and
appears in several areas of physics such as optics and plasma.

In the following, all the results will be valid for both focussing and defocussing cases.
For simplicity we shall consider the focussing case.

Let usfirstrecall the local well-posedness results in Sobolev spaces. It has been proven
in [22] and [15] that the equation is well-posed in H* for any s > 0. However, it is no longer
the case when s < 0. For exemple, in [16] a norm inflation phenomena is pointed out.

Then, the critical Sobolev space associated with the scaling invariance u(t,z) :=
Au()?t, Azx) is H~2. For s < —%, it has been proven in [14] and [37] that norm inflation
happens along with a loss of regularity, and in [45] that we have in fact a norm inflating
phenomena around any data. For —% < s < 0, the control of Sobolev norms of Schwartz
solutions on the torus and the line is proven in [36] and [38]. More recently, global well-
posedness has been proven in [29] for any s > —3.

On the other hand, the critical Fourier-Lebesgue space associated to this equation is
F(L>), i.e. Fourier transform in L*°. The well-posedness has been proven for initial data
with Fourier transform in L? for p < +oc in [52],[25] and [17].

One would like to consider the initial value problem with data a sum of Dirac masses.
Unfortunately, Dirac masses are in (L) and borderline in H~, and the problem is
ill-posed for data uy = adp. Indeed, in [35] the authors proved, using Galilean invariance,
that there is either no weak solution or more than one to that Cauchy problem. More
precisely, assuming uniqueness, the solution for ¢ > 0 of is:

22

eta

70

—ia?Int

U (t, x) = ae (2.1)
but does not converges towards ug as t goes to zero.
However, this issue can be bypassed by a change of phase, which shows that
eva

Vit

is the solution of the renormalized equation (see (2.10)) with initial condition ady. As a
matter of fact, similar problems have also been treated using renormalisation in context
of Gibbs measures, such as in [41] or [11]. Once this obstruction has been identified, Banica
and Vega constructed in [3] and [4] solutions of that are smoother perturbations of
Ugy -

Ya(t,z) = «
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Now, we shall recall the results related to a sum of several Dirac masses. Let ¢ > %
let (a;)jez € 1%9(C)f and set:
M=oyl 22)
jez
It has been proven in Theorem 1.3 of [7] that there exists 7" > 0 and a unique solution of
(NLS) on (0, T] of the form

;i @=9)?
—21 n € 4
Uy (1) = € 2%M1 tZAj(t)77 (2.3)
JEL
where
—ila;|? In
Ay(t) = el (a1 Ry(1)),
with (R;);ez a family of functions such that for any 0 < v < 1:
sup 77| Rj(7)[l2.0 < C(T [lexjl2.0)- (2.4)

o<r<T

In this article, we construct in Theorem[2.1much more solutions of (NLS) as large pertur-
bations of the particular one given by (2.3). The theorem involves the pseudo-conformal
transformation given by:

»

e (1 x
T = <27 (1.5).
and the pseudo-conformal operator:

J(f)(t,z) = (g n itV) F(t, ). (2.5)

Theorem 2.1. Let s € N¥, (o) € 129 with g — 5 > 3, uy € H*N H~2 N W such that

uy () K
VpeZ Vk< € H"(R). 2.6
P Sy (R) (2.6)
Let -
—2iM Int—=
ui(t,z) = uga;) te KT <—§> .

Then, if ||| ;2. is small enough, there exist Ty < T and a unique solution v of on (0,T1],
such that:
U — Ula;} — 672iM1ntT (eit8£U+ ([B)) € C((Oa Tl]? L (R))v

with:

= O(t2 ).

VE € [0, s], L 2
2.7

(=0T [ult,) = gy ()] — e 2V 0T (020, (2))|

1. we define the space (%9 with ||a;[|%,, = Z(l + 151)%|s ]2
JEZ
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Moreover, if VFu, ¢ (z*L?*(R)) for all k € [0, s], then:

u—uy € C((0,T1], L*(R)),

with:
k _ oMt (T\F=( = Pt
vk e 10, |74 [utt.) o 10)] =200 () T (<) —06h). s
In particular, for k = 0 we have:
lu = wllz = Ot ). 2.9)

Condition is not very restrictive and is only about u being small enough at equidis-
tant points. The fact that those points are in Z/2 should not be surprising since bounds
in terms of 1/d(x,Z/2) already appear in proofs of [7].

The proof of Theorem .1 starts by performing, as in [7], a change of phase

b(t,x) = MMt z),
leading to the Wick renormalisation of equation (NLS):

104 + 024) + <]1/z2 — 21\4) ¥ =0. (2.10)

Then, if we define v as the pseudo-conformal transformation of :

»

o(t,z) = T(W)(t, z) = ei/zw (1 f) , (2.11)

the function v is a solution of:

1
i0pv + 02v + %(W —2M)v = 0. (2.12)

Since those transformation are reversible, we can rephrase Theorem 2.1/in term of (2.12)
as follows. First, define

vi(t,z) = T(eQiMlntu{aj}) + eitaﬂ%u+(a:) = A(t,z) + eit83u+(x), (2.13)
where ) .
Alt,x) = Z et P Int (G 4 Rﬁ(;))e’i%”% (2.14)

solves (2.12). We wantto find 77 > 0and a solution v of (2.12) such thatv—uv; € C([T1, 00), H*(R)),
with a decay rate given by:

Vi€ [0,s], [IVF(v—v1)@®)|p2 =002 ). (2.15)

48



This v will write

o(t) =Y e 1N @+ Ry

JEZ

%De‘i%’% + "%y (x) + r(t,z).
for some remainder term r of decay given by (2.15). Note that this will prove the decay (2.7),
but not yet. To obtain (2.8), we make use of Schrédinger linear evolution properties,
as explained in section[2.2.5|

Although a bit computational, the proof can now be sum up as a fixed point theorem in
an appropriate Sobolev space. As in [3], the functional used for the fixed point is given by
the Duhamel’s formula. The expansion of the cubic non linearity will provide several terms
that we will group in powers of /%y, . The smallness hypothesis on llaj||;2.s comes from
the linear term. The term that will provide the weaker time decay is the quadratic one, with
conjugated phases. Finally, we perform the reverse pseudo-conformal transformation in
section[2.2.5to conclude with the proof.

Concerning the tools at our disposal, we will deal with oscillatory integrals on which we
often perform integration by parts after a Fourier transform. That gives sharper estimates
than the use of Sobolev embeddings or Strichartz estimates.

2.1.2. Link with vortex dynamics singularities

In addition to the study of low regularity solutions of the 1-D cubic Schrédinger equation,
this article is also motivated by the study of dynamics of vortex filaments. More precisely,
we are referring to a model derived from Euler equations by Da Rios in 1906 in [18] called
the binormal flow:

Xt = Xz N Xazs (BF)

where x is an arc length parameterized curve in R? and where the vortex is supposed to
be located near x(t). For further informations and references about this equation, see
for instance the introduction of [7].
If T' represents the tangent vector of a solution x, then T solves the Schrédinger map
with values in S
T, =T NTy;. (2.16)

Moreover, Hasimoto constructed in [30] a correspondance between solutions of
and solutions of (BF) using the Frenet frame, considering the curvature of x (¢, z) as the
modulus of the NLS-solution, and the torsion as the derivative of its phase. This transfor-
mation stands in the spirit of the Madelung transform.

In 7], Banica and Vega showed that the solution (for which we are proving the
stability) depicts, via the Hasimoto transform, the evolution of a polygonal line through the
binormal flow. In a few words, every Dirac mass corresponds to the formation of a corner
in x(t) atarclength parameter x = j € Z, as the one developed by the self-similar solution
of of curvature Q—Jt Hence, the odds are high that the class of solutions exhibited in
Theorem [2.1 could correspond to the evolution of a curve with several corners through
binormal flow. With the convergence rate of O(t%_) in Theorem the method should
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be the same as for the case of one corner done in [5] and [6]. However, this method is
quite intricate, and adding much more complicated terms when considering several Dirac
masses makes this task dense enough to be the object of a future work.

2.2 . Scattering in Sobolev spaces: proof of Theorem @

The proof follows the same path as the proof of Theorem 1.4 in [3] and is based on
a scattering argument. To do so, we introduce an appropriate functional ¢ on which we
perform a fixed point argument. Compared to [3] where only one term is considered, the
analysis will be much more delicate here, due to the increased complexity of the function

A(t, z) defined by (2.14).

2.2.1. Fixed point functional

Comparing at infinity the solution v of to vy defined by amounts to consider
the functional given by the Duhamel’s formula:

Rl 2_2M

¢ v(t,x) = v(t,z) + z/ el (t=7)0% (—’U‘zv — (10 + @m)m) dr.
t T

Since A solves (2.12), we have

|A|?2 —2M
2t

(i0) + Oy )v1 = (i0; + Opw) A + (i0) + Opg)ePouy = A.

We will control the non linear term in v by comparing it to the nonlinearity of v;:

®© 2—2M 2_2M
P(v) — vy = +i/ el(t=T)0% <— il v+ o vy
¢ 2T 27

2_oM A2 —2M
_‘1)1| 5 v1+| | 5 A) dr.
T T

We then develop the v;-cubic term:
(Jor]? = Myvy =((A+ ™y ) (A + e "5u7) — 2M)(A+ " uy)
=(|A]? —2M)A + 2|A|2eita£uJr - 2Meita”%uJr + A2e_itaiﬁ + 2A[6itaﬂ%‘u+ 2
+Z(eit8£u+)2 + ‘eit8%u+|26it8,%u+7

so we get

Sl 2 _oM 2_oM
d(v) —v = +i/ it="); <— vl v+ [v1] v1> dr
‘ 2T 2T

0
. V92 52 .52 ) 52
+l/ ez(t 7)81(_2‘A’261781u+ +2M€ZTBIU+ —A2€ z‘r(’)zu+ - 214’6”6“”71,_;,_ 2

t

— 9792 152 52 1
_ AeQZTBZ u?i- _ ’ezt@c Uy ’26”81 U+) Zdr.
T
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Finally, after expanding |A|?, the functional ¢ writes

d(v) —v1)(t, x)
> —2M 2_2Mm
+Z/ i(t— 7-)82< El§ o (| )U1> i (2.17)
" 27 2T
— 9 /oo i(t—7)02 e—z(|ap\2—|aj\ )lnT i(p— ])%a—pajeij2zp27'ei7'8§u+dl (2.18)
-
t psﬁy
% i(t—m)o2 o—illop|?—lay[?) InT+i(p—3) 5
P J 2 (2.19)
t J)EZ2
2 d
x (@R; + Rya; + ByR;)e 1 Teim: +7T
oo
d
—i/ i(t=7)03 f2o=iT0y 77 (2.20)
t
[ it—r)a2 o2 12, o2, N2y 4T
-1 e =(2A]e7%uy | + A(e" % uy) )7 (2.21)
t
oo
, . . d
—’L'/ ez(t—T)ag%‘61703u+|28z7'83u+77— (2.22)
t

:I(v)—i-Ja,—i-Jb-l-Jc—‘rJd—‘rJe,

where I(v) is the first term and J, are the following source terms. Since we will treat the
norm of each integral separatly, we will not be regarding whether they write with +i or —i.
We will not either keep the minus sign in the phase as it doesn't affect the computation.

Thanks to their behavior, the R; terms inside J;, and J. will be very easy to treat, as
well as J. where we can largely exploit dispersion of the Schrédinger operator:

e |l 1ge < \[Hmllp (2:23)

Then, the fact that there is a phase depending on j or p in some of these integrals will

produce a shift after an integration by parts and requires the hypothesis on uy /(- +7Z/2).
. 1 . . . .

Finally, the slowest decay rate 1/t2 comes from using dispersion estimates for J,.

We want to apply the fixed point theorem on ¢ : X5 — X5, where

X5 =A{v € C([to,0), L*(R))/[[v — v1]|s < 6},
with

Iflls =Y suptIVE(F)(B)]l.2

0<k<s0St

for pand ¢ strictly positives, to be chosen later. The first step is to verify that ¢(Xs) C Xs.

2.2.2. Estimates on the fixed point argument terms
In this subsection, we give estimations of I(v), Jg, Jy, Je, Ja, Je and the iterated gradients.
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Lemma 2.1 (Estimation of I(v)). Let I be defined by (2.17):

SOl 2 _ 2
I(v) = z/ oi(t=7)02 <(’”’ 2M)v (Jvi QM)?H) dr,
t

2T 2T

then,

j C(t j )8 u —
HI(U)HS S/H’U — UlHS (”aJ”lQ,q ( 0, HO‘JHP ) || +H Il HU 1}1”5) ‘
I

to (u+2y)  to(l+p) to

Note that we do not need any smallness hypothesis on u_ if we choose ¢y large and
llaj|;2.a small.

Proof. The idea of the proof is to first apply Strichartzinhomogeneous inequality with the
admissible couple (00, 2) and then use the dispersion inequality as well as and
some usual upper-bounds:

i /°° . (W oMy (nf - 2M)vl> .
to<t t 2T 2T L2
o0 9 9 dr
ssuptﬂ/ of2o — [o1[20r — 20M (0 — v1)|| 12
to<t t T
u ° 9 9 dr
<supt [ (@M + oa|3oe + ollZee) o — vn 2 2
to<t t T
<Jlv — vl sup / T @M 4 R o)
~ to<t Jt Tith

2M b dr
N R 5<+supt“/ 3[v1]|%00 + 2||v — 1 200)
o =il (5 +sup e [ 3on e + 20 = vl

0<

oM 6llajlla,  Clto, |leyzs 6 Jlusl? > dr
Sl = wnlls (20 Al Cnsleslien) 6 Toelie y gup e (% o - ).
Iz 1 to (p+2y)  1+p to to<t Jt T

Since ¢ > % we have also controlled in the last steps the [ norm with the i?>* norm of

(o)) jez, using Cauchy-Schwarz. Finally, we apply Gagliardo-Nirenberg's interpolation

113 < ANzl (12 (2.24)
on the last integral:

& dr o dr
su t“/ v — 01|20 —— <su t”/ v—v1||2||V(v —v1)|| 12—
supt” | lv = v1llZee supt” | v —v1][£2]IV( M2

o=l

— ;,l, )

to

2. Where < means "< up to a constant".

52



to conclude that

2 5 )
(&%} C(t ; s u _
II()|ls < |lv—vils (” il n (tos levjlliz.s) s [I71 ||lv v1\|5> ‘
"

to (u+2y)  to(l+p) to

We now control the gradient of this integral with the following lemma.

Lemma 2.2 (Estimation of V¥1(v)). Let I be defined by @17):

o 2 _ 5
I(v) = z/ pi(t—7)02 <(”U! 2M)v (v 2M)Ul> dr,
t 2T 2T

then, for k € [1,s] and v € X5s:

2

lojllza \? | [ Clto, lojllizs) \? vt [l 5 \°
sup [P0z % fo-uals | ( o (Cloliolle)\* | f Mol )7 (6
to<t L 0 (1 +)t8 \/{50(% + 1) 24ty

Proof. To obtain this, we need the following computations. Using Gagliardo-Nirenberg
interpolation (@2.24), we have for k € [0,s — 1]:

1 1 5
V@ —v) 0] < OV =) OlIFIVE (0 = o) (DI < - (2.25)

Since V¥ commute with the Schrédinger operator, we have

' k
ety | < IV Ul (2.26)
Vit
Thus, we can control the k" gradient of v, for k € [0, s — 1], introducing v1:
Vhu 5
Tho(o)] < CIT 0]+ 1940 - (0] SIT* e + 224 2 e
1 [V || 0
< re — el
Sllagllza + - + NG e (2.28)

Indeed, by hypothesis g — k > 3 for each k considered here, so we can control || V* A
with the (%9 norm of «; and with the bound @4). Similarly, the expansion of the k"
gradient of v? with k € [1,s — 1] gives:

k
k
VR <> (p) |VPo||VF Py (2.29)
p=0
< ~ (k IVPA| +M+é (2.30)
Np:[) P Lo NG m -3
k—p 5
k=D All 7 oo IVF Puillpr | 6
< (Iverape + el 2,
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Now, let k € [1,s — 1], the first step is to use L>°L? Strichartz estimates on I:

> dr
sup t*|[V*I(v)(t)|| 2 < sup t“/ IV (oo = [o101) [l 2 + 12MV* (v — v1) || 2 —
to<t to<t t T

The first norm in this integral can be expanded as follows:

VE([vlo = [vr]*vr)

k
=3 (k> (VPOVFE P2 — VPGTVRPof 4 VPOTVFPo? — VP VA Py?)

p=0 \P
RN (f;) (VP (0= 01) V¥ P0% + VP(1? — 0})V*Pa7)
p=0
- ko (ﬁ) (VP (0 =vn)VE P 4 VP[(0 = 01) (v + 01)]V*Por)
(-

Therefore, using the preliminary computations:

sup || V*1(0) (1)l 2 (2.31)
0>
k
2M e k _
<=l +swper [ (3 (M)I970 - o)l 9572 2.32
H to<t t =0 \P
P LR (p . - - dr
22 190 = v) 22194 Pon o (19720 e + (977901 |1) | <
e\ \g
M st tu/“iuv—vms’g E=pY (g ¢ IVl 6
S o= wills + sup | 2ot 2\ Lo N —
(2.33)
A k—p—j §
k—p—]A - Hv u+HL1 9
(19 + S22l 2
~ k »p k—
lv—vills (o IV5 Pl
+§;1<r;t“/t D L
= p=0q=
_ [T PP IV
PrAl e + —————— + — YAl pee + ————— | dT.
(1or-eaoe + 2l S ponag o 20 ) o
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We are now left with integrations:

2
2M (6%} 2 C t S, || ,S u ,8 C(S
supt“”VkI(v)(t)Hm <|jv—vills | — + oz + (fo. | ]Hl;) + H +|1’Wl + o
to<t H M (1 +27)t; Vio(5 + 1) 2uty

lajlliz.a 1 vt [l 4
+ + + +
( 7 (L+Mt V(3 +p)  2ut)

l|aj]2.0 JFC(to,IIOCszzS)jL l|ug || prr.s
Y 1 )
n (1 + )t Vio(5 + 1)

which implies the conclusion of the Lemma for k € [1,s — 1].
For k = s, we proceed similarly but instead of estimating

00 dr
supt [ o~ vl ol 90l
t

in by using Gagliardo-Nirenberg on || V*v|| 1, we rather write

o0 dT
sup t“/ (lv = villpee [l e[|V (v — v1) |2 + [[v — vl g2 Jol| oo [ VP01 ]| o) —
to<t t T
Similarly, instead of estimating
0 dr
supt [ o= vro o120 T =
to<t t T
in (2.32), we rather write
u o0 s s dr
sup ¢ ([l = vil[zeel[v1]| o= [[V* (v — v1)[[ 22 + [[v — vill 2 [lv1][ Lo [[ VP01 oo ) —,
to<t t T
and obtain a similar bound. O

Lemma 2.3 (Estimation of V*.J,). Let .J, be defined by @.18):

00 252 d
. (f— 2 i 2 o z 17 —p 2 T
Ju(t, ) = _22/ it T)axze illas P~y ) 7 ilp=0)3 gy i 75 02y, T
t P#j

then

e
sup t*|VF I, 72 < C(||avi |26 ) su H H
sup V- Ll < Cllo ) sip | s |

Proof. The first step is to perform a Fourier transform on the space variable:

VE I, (¢, ) =€'t0: / /zf Yreire? wfza azeillopl’=las*)Inm —ir(E—132)?
p#ﬂ

]_p ngi

X uy(§ — T)

”82Zapa / (i) e T ( _p)/ ir(j—p) (B2 46— 132) —i((ap |2~y [?) InT AT dg
p#j t
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As p # j, for all £ except £ = § we now perform an integration by parts on the variable 7
to gain integrability:

/OO eiT(]'*p)@*j%p+%)efi(|ap\2*|aj| )lanT
t

T

GtG-P)E=5E+])  pillap|2—|as|?) Int /oo TP (E—15242) [ g=illapl2—loy[?)InT )
= — , + — — 4 T.
i(j—p)€ -+ 35) t t (i —p)E—F+ ) T .

Undoing the Fourier transform, we have:

ito7; —i(Jop|? [ [?) Int 22 e .
VEJu(t, ) _° . ! Z © : el T tvk[eZ(p—J)gezta%ui(w)]
p#j S
itdy oo —i(|op[*—|a;[*) InT 22 e .
n e . / Z (e OTpOéjGZJ = TVk'[el(p_J)ﬁe”agui(x)]dT,
! b p# T T
where 760
w3 U
Wl () = =7 (2.34)

£+3

To conclude, we now take the L2 norm and use the fact that (a;) € [** to obtain:

up PV Tl < Cllgles) sy
0

+Z/2HHk

Lemma 2.4 (Estimation of V*.J,). Let .J, be defined by [2.19):

Jy = — Zi/ i(t=")02 Z e*i(|ap|2*|aj|2)lnr+i(pfj)%(OTPR]. + Ryo; + RyR;)
' (p.d)€Z?

then

tH
sup t]| V5 Jy(t)[| 2 < C(to, llajll2) sup = [l | v
to<t to<t tY

Proof. This proof does not require any integration by parts. We only exploit the integra-
bility provided by the decay of the Rj's:

V5 To(t) | 2 </ > e (ep*~logP)In (R + Ryaj + RyR;)
(p.j)€L?

. 27 3 j J d
x TR E R g )J||L21

/ S Cltollo )l s

(p,J)€Z?
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so that

tH
sup (| V*Jy(t) | 2 < Clto, H%Hm)sup

sup >l e
0>

Lemma 2.5 (Estimation of V*.J,). Let J. be defined by ([2.20):
J, = —’L/ ol i(t—7)0 A2 —iTO2 +d7’7
t T

then

tl‘
sup | VF T2 < Clto, llag o) (sup "
to<t to<t t

uy () '
-+ Z)2

sl )
4+ su u .
Hk—1 to<p tv HLHE

Proof. The proof is in two steps, according to the following decomposition:
[e'e] 2, .2 .
J. = _/ ei(t*"')ag Z 7041,04]‘67”717 IJ +ix%efi(|aj|2f|ap| )lnﬂ'efu-a2 dr
t

-
(4:p)€Z?

_/OO T2 S (@R, + Tty + Ry y) e it gillag P Hap )
t

The diagonal term (when j = p) of .J, could be controlled with inhomogeneous Strichartz

with the couple (4, o) of dual (%, o0), but we rather use IBP in Fourier space on the whole
term to obtain a better time decay:

k k > i(t—7)02 —_— —iTk +] —wa —i(Joj|2+|ap|?) InT —i7'82—d7-
V¥, =V e = g apoe e g P e "y
-
' (jp)en?

2

2 .
zt82/ /ng 7 int 3 g emirt 2 oy 2+ap[?) In T jir(642E )2

(J,p)€Z?
+ dr
XU+(£+p2‘7)d£
—itd? = P+]
itd2 Z apa]/ Zf k ZJL‘E £+ )
(4,p)€Z?
" / T i iyl ) i S 2ire? ire (o) OT e
-
07 Z ozoz/zf zx£—§+p+])
P
(4,p)€Z?

X /OO e—illaj*+lap| )lnTeiT(zg(g-"_%)—’—%)dldé'
t
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We now perform for any ¢ - except the countably set of roots of the phase - an IBP on
the time integral:

/ " gmillagPHap?) In ir (266 25+ ) 4T
t T

e—illay 2 +ap|?) Int ,it(26(€+250)+5) /oo oI (26 (E+ )+ BY) (e—i(|aj2+|ap2)ln7'> ;
(2i€(&+ B5) + Bt e 2AE+E)+ .

T

Undoing the Fourier transform, we have:

: it02 2, .2 i —
1e"% Y ko 2 2 . L (p+d) . 492 >
sz]cl — 5 § : aape it i(|og|* — || )1ntvk 1[611‘,—2 Te ztazuzj_](x)]
(4,p)€Z?
ito; oo 2,2 [ o—=i(loj]2+|ap?)InT v _
% i Pt e J P k17 ir®rd) . _; 52 ;
+ — E e T4 VA el ™ 2 2T % b ().
2i P . [ Y (@)]
(]7p)EZQ T

where uﬁj has been defined by (2.34). As for .J,, we conclude with this term by taking the
L norm on the space variable and use the fact that («;) € (>4

sup |V e, | 12 < C(H%sz)
to<t

+Z/2'

Hk—1

Finally, we estimate J., as for J,, using (2.4):

o0
sup " | V* Je, || 2 <C(to, [l 2) sup tu/ vl HV o
to<t ‘ fost ! "

tH
<C(to, llojll 2 llu | e sup =,
to<t

hence:

th
~+ sup

sup t* VkJ 2 < C(to, || Rj|l2.k ( H U k)
sup 9412 < Ol 1y 1) o R

Lemma 2.6 (Estimation of V*.J,). Let J, be defined by @.27):

[ i(t—7)02 iTO2 2 | A(iTOZ 2 dr
Jg=—i e =(2A)e7%uy|* + A(e" % uy) )7,
t

then

th
sup ¢4 V* Jall 12 < Clto, |l 2) sup

— llug ][ [[ug [ e
to<t to<t t2

As announced, this is the limiting term for the time decay.
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Proof. In this proof, we just use direct upper-bounds and dispersion estimate on
the Schrodinger group.

i, dr
sup |7z <sup e [ (gl + DI T 16 P o3 (0 )12
0>
& dr
Cltoslagllas sup et [ sl s
to<t t T
> [us [z dT
<C(tg, ||ail|;2.x supt“/ U p —————
(to gl sup ¢ | e e =2
t#
C(to, [l llp2.x) sup — [ | o1 flus [ v
to<t t2
O
The last term J. is easier to control, using again Schrodinger dispersion inequality.
Lemma 2.7 (Estimation of V*.J,). Let J. be defined by (2.22):
J :_i/oo i(t— 732|6z7'(9u |2 m-axu dl
e ] + T )
then
o k < tH 2
sup t*(|V5 e[| 2 S Sup - [ [ e[| ars
to<t t
Proof. For this lemma, we write:
o dr
[PAGIFE S/ e uy e ”aW+HH57
t
o . d w2 llu s
< [T et & g el el
¢ T t
0

2.2.3. The stability

Combining the lemmas from the previous section,

2
llvj 12,4 2 C(to, llajll2.s) 2 |ty |[yy.s 5\’
d(v) — v gvvs( Ty = =L

tH tH tH
+ C(to, ut, [|ajll2.q) <sup — +sup — + sup ) (2.35)
t to<t tY to<t t2

so we have the stability inclusion ¢(X;) C X5 holds for [|e;l2.c and 6 small and ¢, large
enough, and choosing i < max(%,’y).
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2.2.4 . The contraction

In order to apply the fixed point, we still have to prove that ¢ contracts.
Letvand vin Xj;.

From - ) o v
d)(v) _ gb(f}) — / z(t T) <‘U’ — 2M "U’ -2 ’D) dT’
¢ 2T 2T

yields
sup t*(|p(v) — ¢(0)] 2

to<t

> 9 9. dr
<supt! l|v]*v — |7| U—QM(U—U)HLz—
to<t t

< L 0 dr
Ssupt (2M + [|v]|Fe + [[0]1700) v — U”mf
to<t t

2M o dr
<llv—1v — +su t“/ 0(T)||20e + [|0(7) |20 )
| Hs< R A (ol Zee + 10T 2o0)

=~ 2M > - dr
Sl = alls (25 4 supe [" 2o — vl + 200~ ol + el )
1 to<t t T

o (2M lullZe 0% dr
Sl = ils (55 +super [ (slA + 87 4 a5

1
to<t  Jt Tith

- oM  SllAll 7 Sl 12 05)2
suv—v”S<M+ Al Sl | ©9) >

n to(L+p)  t3M(1 + 2pu)
Moreover, for k € [1,s — 1]:

su<p | VE(p(v) — ¢(9))]| 12

to<t

k
2M . o k - _
<2 o= olls+super [ 3 (F) 1920 - 029572
2 to<t t =0 \P
Pk P dr
D (p) ()19 = a2 9ol = (900l + |97 51 | 2
p=0 ¢=0

k—p AT
||y — Al 7,00
<l =lls / () ( q ><HV I N
kp— HVk*p*qUJrH dr
<|V PROA| e + BV 77 Tth

el [T (9)(2) (1ot + 197l )

p=0 ¢=0

- VP ]| | 0 dr
9 (WP 9A poo 4+ 1ML 0 ) 9T
<HV = + VT +T“ T
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As for Lemma 2.2} we must avoid estimating

L © - s dr
supt v — 0|l g2 ||wi || oo [| VEwel| oo —,
to<t t T

by using Gagliardo-Nirenberg on ||V3v||p~. Therefore we rather write

o . . dr
sup t“/ (lv = ol zoe lwll Lo [V (w2 = v1)ll 22 + llv = 0l 2[[wr || Lo [[ VP01 ]| Lo ) —,
to<t t T

for (wy,ws) € {9, v}%
To conclude, we finally use the Gagliardo-Niremberg interpolation inequality
" - s lv—7lls
lv =llzee < flv =070V (v = 0)[ 7 < ——
so that
" o - s - s dr
sup t [ ([lv = 0]l zee[lwil[ Lo [V (w2 = v)l L2 + [[v = Oll L2 lwi ]| Lo [[ V01 o) —
to<t t T
> [walls Vi) dr
< thllv — o | —= +||V? Al L= .
<superfo—lls [ e (P2 4 oA + )

Putting everything together, we have that

[6(v) = ¢(0)[|ls < flv—0[|sC(to, [[evjlliza, ut),

therefore ¢ contracts for ||a;||;2.« and 6 small and t, large enough, and solutions exists on
[to, 00). This terminates the first part of existence of solutions of Theorem

2.2.5. End of the proof: estimates to

Let v be the solution of on [tg, 00) constructed in Section Note that we also
dispose of the following estimate on v:

vk e [0,s], [[VE@w—v1)(t)]l2 = Oz ). (2.36)

Firstwe set T} = % and use the pseudo-conformal transformation on v to obtain ¥,
a solution of on (0, 7] that satisfies:

ew_ (1 x
olt) =T = <75 (3.5).
Since v is defined by (2.13), we have:
vi(t,x) = T(eQiMlntu{aj}(t, x))+ eitagqu(:c),
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and estimate (2.36) becomes:

vhe 05l V4T (0t.2) = M Mg (1)) - (@) |, = 0.

L2
Then we normalize back the solutions v of to obtain an estimate on the solutions u
of (NLS) on (0, T1]. As T preserves the L? norm, we use the fact that, for .J defined in the
introduction by we have:
VT = T(=i)"J*,
to obtain estimate (2.7):
1

=0(t2 ).

vk € [0, ], H(—i)kjk [u(t, ) — u{a;}(t, 2)] — e 2M Ity (e“a%vku+(x)) ‘ p

Finally, when V*u, € (2*L%(R)) for all k € [0,s], the L? estimate comes from
Schrédinger evolution properties applied to the perturbation and has already been done
in section 2.2 of [3]:

() - (45)' % (-5)

The last estimate is exactly estimate with k = 0 and Theorem [2.1]is proven.

=02 ). (2.37)
L2
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3 - On self-similar singularity formation for the binor-
mal flow

Bend it like Geller - Ben Harris

This chapter is the reproduction of the article [27].
Résumé

Le but de cet article est d’établir une preuve concise d'un résultat de stabilité des so-
lutions auto-similaires du flot binormal, dans certains cas plus restrictifs que dans [6].
Cette équation, également connue sous le nom d'approximation d'induction locale, est un
modele standard pour décrire la dynamique des vortex filamentaires, et sa solution auto-
similaire décrit la formation d'une singularité présentant un coin sur le filament. Notre
approche utilise fortement le lien que Hasimoto a mis en évidence en 1972 entre la so-
lution du flux binormal et celle de I'équation de Schrodinger cubique 1-D, ainsi que les
résultats d’existence associés a cette derniere.

Abstract

The aim of this article is to establish a concise proof for a stability result of self-similar so-
lutions of the binormal flow, in some more restrictive cases than in [6]. This equation, also
known as the Local Induction Approximation, is a standard model for vortex filament dy-
namics, and its self-similar solution describes the formation of a corner singularity on the
filament. Our approach strongly uses the link that Hasimoto pointed out in 1972 between
the solution of the binormal flow and the one of the 1-D cubic Schrédinger equation, as
well as the existence results associated to the latter.
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3.1. Introduction

In this paper, we propose a new proof of the stability of self-similar solutions of the
binormal flow
Xt = Xz N\ Xaz- (3)

In terms of physics, x(¢, z) belongs to R3, ¢ represents the time and z is the arclength
variable. This equation was proposed in 1906 by DaRios in [18] and re-discovered in 1965
by Arms and Harma in [1], for modeling a vortex filament dynamic under Euler equations.
In a few words, its formal derivation goes as follows. If we consider the velocity of an
incompressible fluid v and its vorticity w, the Biot-Savart law tells us that:

|z — y|?

Then, if we suppose that w(t) belongs to a 1D curve (i.e. w = I'x,d,) with x, of norm 1,

we can write: o ( (t,s)) ANw(t, x(t,s))
B xr — X\, s wit, X\t,s
u(t,z) = / dm|e — x(t,s)]? o

—o
Conducting a Taylor expansion around zero on the space variable and restricting the do-
main of integration to [—L, L] approximates the previous integral by:

r /L ((z1,22,0) — sys(t,0) — %Xss(t,O))A(Xs(t,O)+5X85(t,0))d8

u(t,0) ~—
(t,0) A |_; |(z1, 22, —5)[3

I (—x,11,0) / ds r /L s
= T 4 — (w1, 29,0) A Xss(t,0 —
i & L1t ) + - (@1, 22,0) A s (2, 0) T s

L

- = (t 0)/\ (t O)/6 782 d
7 aS.
8 XS 9 XSS Y f ‘1 82|%

The first term corresponds to a fluid rotating around a still vertical axis, the second term
vanishes by a parity argument, and the third term gives us (3.1), after a time-renormalization.
This model is sometimes called the Local Induction Approximation (LIA) or vortex filament
equation (VFE), and is the subject of further discutions in [8], [48] and more recently by
Jerrard and Seis in [32] with stronger assumptions but rigorous arguments.

In 1972, Hasimoto linked the solutions x(¢, ) of (3.1) to solutions of a 1-D cubic Schrédinger
equation by using the Frenet and parallel frames in [30]. This transformation is in the
same spirit as the Madelung transform.

Conversely, for a given real potential « and a given solution 1 of

W+ e + 5 (0P~ alt) =0, 32

the Hasimoto transformation is reversible by using Frenet frames for non vanishing cur-
vatures vortices. However the calculations are much faster and work for any curvatures
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by constructing first parallel frames (T, e1, e2)(t, x) that satisfy:
T, =R@N), No=-yT, Ti=S(@N), No=-ixT - Z(6F - a)N, (33)

with N = e + ieg, and any orthonormal basis as initial data. It follows that the vector T’
satisfies the 1-D Schrédinger map with values in S2:

Ty =T N1y,

and can be integrated into a solution x of the binormal flow starting at a point P at
(to, xo) with the formula:

T

x(t,z) =P+ /t(T NTy) (7, xo)dT +/ T(t,s)ds, V(t, ).

to zo

In this paper, we study the stability of the self-similar solutions {x }a>0 Of deter-
mined for ¢ > 0 by a curvature of % and a torsion of 3;.The behaviour of x4 (t, s) for ¢ > 0
was exhibited by physicists in [39] and [40] and a numeric study on it was done in [13]. In
[28], it has been proven that they are solutions of (3.2), smooth as long as ¢ > 0 and have
atrace att = 0 forming a one corner polygonal line of angle 6 such that

(¥2
sing =e T2, (3.4)

This class of solutions correspond to solutions of 1-D cubic NLS solutions

Yalt,z) = aﬁ

taking a(t) = O‘TQ in (3.2).

Theorem 3.1 (The initial value problem for the binormal flow). Let xo a smooth arc-length
parametrized curve of R3, except at one point located at arc-length x = 0 where it forms a
corner of angle 6. Let c be the curvature of x, T its torsion and « given by (3.4).

If a defined from 6 by is small enough, and if

ce W3R)NHAR), < e WLAR)NH2(R), z2ce W3HR)NHA(R), (1+2%)ce LA(R),
xr
t2ce L*(R), 7€ H*R) and 7°c H'(R),
then there exists to > 0 and
x(t,x) € C([~to, to], Lip) N C([—to, to]\{0},C%), (3.5)

a solution of the binormal flow on (0,to], having xo as a limit at time t = 0, and there
exists C' > 0 such that:
sup |x(t, %) — xo(x)] < CVt. (3.6)
x

Moreover, the tangent vector T' = 0, x has a limit at time zero with the same time-decay rate:

Vt>0 VYzeR 3C(z) |T(tz)—duxo(z)| < C(a)tt. (3.7)
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This type of result has already been proven by Banica and Vega in Theorem 1.2 of
[6], under weaker assumptions on the curvature and torsion of xo. As a counterpart,
the corresponding scattering results for (existence of wave operator and asymptotic
completeness) obtained in [4] are with weaker decay. As a consequence, the proof require
to obtain asymptotic space states for 7'(¢, ) and N (¢, z) when z — 400, and a much more
technical iterative argument to obtain the limit for 7"and N at time ¢ = 0.

In here, we will use a stronger convergence rate (obtained in the existence result of the
wave operator in [3]) to give a concise proof of Theroem

We note that even under more restrictive hypotheses than in [6], we do not have
an asymptotic completeness result with better decay, that would allow us to give also a
concise proof of Theorem 1.3 of the second stability result in [6].

Let us streamline here the constructive proof of Theorem|[3.1 Denoting Ty the tangent
vector to yo, we define the complex valued functions g € C and Ny € S? + iS? defined by
the parallel frame system:

{ Tou(x) = R(g(x)No(z)), (3.8)

Noz(2) = —g(2)To(z),

with initial data (A}, B}) for x > 0 and (A;, B;) for x < 0, where AT and B stand
for the complex vectors appearing in the asymptotics of the normals vectors of the same
self-similar solution x,, (see Theorem 1 of [28]).

Let us note that, using Frenet frame, there exists v € [0, 27| such that:

g(x) = c(x)ells Te)ds ), (3.9)

as explained in Remark 2.1 of [5].
Now set:
up = F Wi (g(2-)em2 logH) . (3.10)

The hypotheses of Theorem[3.10n ¢ and 7 allow u. to belong to some particular Sobolev
spaces in order to use the existence of a wave operator for proved in Theorem 1.4 of
[3]. More precisely, uy isin H=2 N H2N W2 and « is small, so there exists ¢, > 0 and a
unique solution of on (0, o] of the form:

Y(t,x) = ei/g (a +u (1 f)) : (3.11)

with u being a perturbation that writes:

u(t,z) = eitaﬂ%u+(x) + r(t, ). (3.12)

The proof of this result uses scattering methods after performing a pseudo-conformal
transformation, and allows us to have the following control on the time decay of the re-
mainder term r, for k =1and k = 2:

Ir@®)lz = 02) , [VEr(t)llz = 0@, (3.13)
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The next step in our proof is to use the parallel frame (3.3) with the function « given
by to construct a solution x of on (0, tp].

Then, we consider the vectors T and N given by (3.3), as well as N a modulated version
of IV defined later. We prove in section that T and N admit a trace at time ¢ = 0,
thanks to bounds on the perturbation u given in Corollaryfi) consequence of bound (3.13).

Then, in section We find the ODE system satisfied by 7}, and ]\7|t:0 forxz #0
that turns out to be the same as the one of T, and Ny, due to (3.10). Sections[3.2.2]and
[3.2.3)are the part of the proof that simplify consistently the proof in [6].

Finally, in section we use self-similar paths to determine 7j,_, and N\t:o atx =
0" and z = 0~ for the ODE system, that coincides with the corner singularity directions of
Xo and complete the Cauchy Problem. These last results allows us to conclude in section
[3.3]that we recovered xq at time ¢ = 0.

Data sharing not applicable to this article as no datasets were generated or analysed
during the current study.
3.2. Construction of perturbed self-similar solution of the binormal flow

As announced in the introduction, we first define the complex-valued function g with
the system satisfied by x's tangent and normal vectors Ty and Ny:

Tox(x) = R(g(x)No(x))
, A
A 314
with initial data (A%, BY) forx > 0 and (A, B;) for x < 0, and consider
wyp = FIi (g(2:)eio? o 1) (315)

We now deduce regularity on u from the the hypotheses of Theorem oncand T,
which is the purpose of the following lemma.

Lemma 3.1. Consider the curvature c and the torsion T of a parametrized curve. Define u.

by formula and recall expression (3.9) of g.
If

c € W3H(R)NH?(R), g c WH(R)NHA(R), z?cec W3 R)NHA(R), (1+z%)c e LA(R),

and
t2ce L*(R), 7€ H*R) and 7°c H'(R),

then
uy € WHAR)NHAXR)NH 2R) and (1+ 2%)uy € L®(R), (1+ 2%)zuy € L®(R).

This lemma will allow us to apply a wave operator existence theorem right after, but
also to use the weighted L> bound on u. in the proof of Corollaryfy]
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Proof. Theidea of the proofis to write the inverse Fourier transform formula and perform
integration by parts on it, to gain decay. We have by definition:

'LL+(.T) — /Rezxy\[zc(zy)ez(f()Qy T(s)ds+’y)eia2 10g|y\dy’

so integrating by parts two times leads to:

—izy . .
uy(z) = — /R - \ﬁ(20'(2y)+ic(2y)r(2y)+iaQC(Zy))el(f(?yT(s)dsJ”’)emQloglydy

—1T

—izy g ]
:/ ‘ Vi(4d" (2y) +i2d (2y)T(2y) + i20(2y)7”(2y))el(f02' 7(s)ds+) gia* log [yl g,
R

2

—izy 2 (2 ) 2 )
+/Rex2 Viia? yc'( y;;’ <( y)ez(f(JQ”T(s)ds+’y)€1a210g|y\dy

—izy . .
+ / ‘ Vi (2y)(2¢ (2y) + ic(2y)T(2y) + ia2@)ez(f02y 7(s)ds+) gio® log |y g,
R Y

$2
— e %). . ‘
+ /R 6x2 ﬂ%(ch(Qy) + ic(2y)7'(2y) + ia2c(yy))e’(f02y T(s)ds+’y)61a2 10g|y|dy.

Because all of the terms in those integrals are by hypotheses either L', or a product of
two L? functions, it all converges and we deduce that u; € L' and (1 + 2?)uy € L.
Then, it is straightforward to check that (1 + z?)zu, € L° with an additional integration
by parts. To obtain Vu, € L', we write :

Vuy(z) = —i/ e_myy\/ic@y)ei(fo% 7(s)ds+7) gia® log [y g,
R

and perform as well two integration by parts. We similarly show that V?u, € L.
Finally, for the L? hypothesis, we use Parseval identity to claim that (1 + 2?)c € L? and
v~ 2c e L? imply thatu, € H> N H2. O

Thanks to this lemma we have that u. is in W21 H2 N H~2 under the hypotheses of
Theorem 3.1 Therefore, we can apply Theorem 1.4 of [3], to obtain a unique solution of
on (0, to] that writes:

eta (1 x
w(t, .%') = W <Oé +u (t, t)) y (3-16)
where:
u(t,z) = e"%u (z) + r(t,z), (3.17)
with r satisfying (3.13).

Then, equations (3.3) of Hasimoto's construction allows us to construct y, a solution
of on (0, to] by its tangent and normal vectors 7" and N. However, in order to identify
the trace of x(¢) at time ¢t = 0, we need a better understanding of the perturbation w.
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3.2.1. Preliminary bound

In order to obtain a bound on « that is sharp enough, we shall use the decay given by

Corollary 1 (L*>° bound on the perturbation u). Let u defined by (3.17). Under the hypotheses
of Theorem 3.1, we have the following bound on w and its derivative as t goes to zero:

1 x 1 x
ul —,— r|—,—
t't t't

1 1
axu< x)’smﬂi, with arr(t,f)'st?

t't Vi

1T ;12 1z 112 1z
—e'toe - — — |e't"x - —
e (1) [ (G

The last estimate comes from a cancellation, and gives us more decay than expected.

[

3
< t1,

<tz2, with

and

Moreover, we have:

< t%. (3.18)

Proof. First, we give a bound of the remainder term r and its derivative using the de-
cay given in Theorem 1.2 of [3] (wave operator existence). For this, we apply the
Gagliardo Niremberg interpolation inequality:

_1 1

t 4 axr <t, >

1 =z 1 1
St o
£t t 12
1 =z
o [ =, 2 )| < ta.
(5]
Next, we simply write:

%, (%)‘ = ‘/\[teiz(f_y)QUJr(y)dy‘ < Vitllug| g1,

1
2 2

]

<t

)

L2
and similarly:

N

and for the other term we use the fact that zu, (z) € L', obtained in Lemma
o.ettu, (5)] <o [ ﬁez‘ﬂf—w%(y)dyl = [Eertory (4) M [ Vi L gy

2t
that ensures:

I

Finally, comes directly from the previous expression, as we write:

i 1 . 1 . i
I gt (t, f) _ [gi@%w (t, m _ ‘ / ﬁezzu—yvgwy)d@,"

We are now ready to tackle our proof.

69



3.2.2. Limitattime¢ =0

As announced, the next step is to prove the existence of a limit for vectors T"and N, up
to a phase.

Lemma 3.2 (Limit of vector T'). The tangent vector T' of x has a limit at time zero with a
convergence rate given by:

Vitp >to>t1 >0 Ve elR |T<t2,$) — T(tl,x)\ < ]m\tf +t§ + W

This lemma, gives us the convergence rate (3.7) announced in Theorem|3.1

Proof. Now letty > t1 >0,

T(t2,2) = T(tr, )| =

to ta
/ Tt(t,x)dt‘ = ‘% YN (t, x)dt’
t

1 t1

2
t2 o= [ —ig 1 x T 1 x
= — — = | —1— -, — N(t, z)dt
J/,:1 Vit <2tu<t’t> Z2t+{u<t’t>L> (t.2)

1 t2 2 o
<zty +t2+ %/ e 't ——N
t1 21‘?\/’2

2
2 o=V [—ir 14 T 192 T
+ S ——elt%y (—) + [ezfaﬂﬂu (—)} N(t,z)dt],
/t1 Vi < 2t T\t 7)), ) NE)

where the terms with the remainder r has provided enough decay. Then, if we use (3.18),
we have that:

2
t2 671'%5 —1X 192 T 192 x
Q) — etz (7> [ 1% <7>} N(t,2)dt| < ts.
\y/tl \/Z<2te u+t+e u+t i (t,z)dt| < to

For the other term, we integrate by parts:

(t, x)dt’

9 to
cx% LT

1)
Q) e ta N(t,z)dt| <
’ /t 26/t ) ’

X

22 24/t
R |:€_Z4t \[aN(t,x)]

t1

2 .22/t
+'%/ eV \[aNt(t,x)dt‘
t X

1
to 22
SQOME + ‘%/ et 2vta
t Xz

xT

1
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We must now expand the term in Ny:

b2 22/t
‘s/ elu\[aNt(t,m)dt’
t1 €

2
t2 2 i ] 1 1
< %/ (it 2Vt et (mu <w> ity [u (xﬂ )T(t,x)dt
" r i \2t'\ e 2 t°t)],

to . 1 z\ |2 1z
n %/ e_i%Q\/EaE u (%, %) _}_Q%(U(t’t)a) N(t,z)dt
” x 2 t t
3¢
<tl 42

]
T

using both and the fact that 7" is real, so we have:
to O[2

%/ —T'(t,z)dt = 0.
t1 t

To sum up, we showed that:

Vi)

1 3
Vig >ty >t >0 Vo eR* |T(ty,x) — T(ty,z)| < wtd +td + X2,
xr

and the lemma is proven.
Note that, for self similar paths, we also obtained that T'(¢, z+/t) has a limit as t, % and zv/t
simultaneously go to zero. O

In order for N to converge, we must add a phase.

Lemma 3.3 (Limit of vector N). Let us write

- 29 x| .
N(t,z) =¢e" n ViIN(t,z) = e'®N,
where N is the normal vector of x. Then N has a limit at time zero with a convergence rate
given by:
¥

i i NI
Vig>ta >t >0 Yo eR* |N(ta,z) — N(ty,z)| <atg +t5 + L2+ 2
X X

Note that the factor |z| in ¢ could be replaced by anything independent of ¢, but is
chosen for assuring properties at time t = 0 as we will see in Lemma|3.5

Proof. To follow the proof, the reader must only keep in mind that |u (%, Z) | behaves at
worse like ¢z and |0,u (3,%) | at worse like v/t + %

Recalling that:
N, = N, — ig—tN(t, ),
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given 0 < t1 <ty < to, we have:

N(tQ, LE) — N(fl, :E)
to _ to ) . 2 ) 2
= Ni(t,z)dt = / —ith, Te™ + %(|¢!2 - %)Newdt — i%

t1 t1

2
to 12 - 1 1 .
SR (mu <m> I i g {u (xﬂ )T(t,x)e”)dt
LoVt \2t \tt 2t tt)],
(o RGDE G Do .
- ’ i - N (¢, z)edt.
+ 5 /t1 f + ; + . ; (t,z)e

to 042 .
- / i—N(t,z)e'dt.
Y

N(t,z)e'

As before, we use so terms with w in the first integral partially cancel with each other.
Using bounds of Corollary[ we are now left with only a difference to study:

~ ~ 1 1 t2 gi% 1T . t2 a2 .
|N(to,z) — N(t1,x)| < atd +t3 +|— | i—=—aT(t,z)edt —/ igN(t,:r)e“ﬁdt .

7
t1 \/E 2t t1

For that, we integrate by parts the first term:

2
to 1% )
/ €4txozT(t,x)e“z’dt
t

L 2tV
to t t
22 24/1 ) 2 .22 1 , 2 a2 2/t »
= [ezu ,\[aT(t,x)ew} —/ et ——aT(t,x)e'dt —/ e’ .\[aTt(t,x)e“i’dt
i 4 Jn izt t i

to 22 a? .
+ / el ——aT(t, z)edt,
t1 x\/Z

and get:

11\ /f
[N(t2,z)=N(t1,z)| < xt§+t22+\/f+

i i 294 - o2 :
/ elu,\[aTt(t,x)ewdt—/ ig—tN(t,az)emdt .
i

t1 t1

We then use the fact that 7, = (1o N) = 2 (o N — ¢, N) to write:

24224/ ;
/ etat ,\[aTt(t, x)edt
t i

1 (22 (- 1 1 ;
—— PN ,’f BRSS9 ﬂf N(t,z)edt
2i Jy, iz 2t t't 2t tt)],

1 [ .22 2 (iz_[(1x To 1=z - ;
- = e Tl [ R I R L] N(t,z)e'dt.
% ), ¢ " <2tu<t’t>+z2t +[u<t’t>]x> (£ 2)e
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Again, thanks to Corollary[i only the terms without u are worth studying. Moreover, the
first term cancels with the term coming from the phase ¢. Therefore we have:

_ B 1 ta 22 2
N (ta,2) — Nty 2)| < atd + 15 + 2 4 5 / eZQTtO; N(t,z)eidt] .
X 4

The other one has a phase, so we perform a second integration by parts on it:

1 t2 242 OZQ

1 [ 22 202 61?1 [ 2202
=— [eﬂu @ N(t,x)e“f’] + / i S N(t,x)e @t
20 Jy, ix?

t_ ) 1 [tz . )
N(t,z)e%dt + — ST ——N(t,z)e?dt.
2% " ZIE2 t( 7:’6)6 + i " € CL‘2 ( ,ZL‘)@

1 [t 1222 202t —

We finally expand the N, term and observe that it has the desired behavior:
- et
2i J, ix?
n 1 /t2 Z% 202t i [ —ix 1 x T
20 Jy, 2 \/t

2 { ( )} >T(t,:c)ei¢dt
1 [ a220t (lu@ ?) |2 3%(u(% 1) @)
t

— i ) N(t,z)edt.
% /., 2 t ) (tz)e

(t,z)edt

+

To sum up, we proved that:

N

~ ~ 1 1 t
Vg >ty >t >0 Yo e R |N(ts,z) — N(ty,z)| <atg +t5 + L2+ 2
T x

As for T, we also obtained that, for self similar paths, N(t, xﬁ) has a limitas ¢, % and zv/t
simultaneously go to zero. O

3.2.3. More information about the tangents vectors at time ¢ =0

The aim of this section is to quantify the evolution of T},_, and N|t:0 with respect to
the space variable. More precisely, we will show that:

Tm(07 .’IJ) = %%ﬁ_\"_ (%) e*io[2 log|av\]§/*(07 x)’

Nu(0,2) = —Ju (%) eie?1oelIT(0, 2),

Those two claims can be proved separately and that is what we are going to do.

Vz # 0.

Lemma 3.4 (Properties of T),_). Let x € R*, then we have:

1 . .
L(0,2) = I To(t, 2) = R (g) e~io? 10g || (0, ).
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Proof. Let (z1,22) € R%2. We are going to write the variation of T at t > 0 between x;
and g, with the idea to make ¢ go to zero:

T(t,x2>—T(t,$1)—/x2 tsds—/ ROHN)(t, s)ds

—afe/ “ (1 ‘j) +a)N(t, 5)ds

=R [ —ii 2\/ } + ?R/ 71* (t,s)ds
32 g2
+ §R/ —e' 7T (t,s)ds + 3?/ %elﬂﬂ <17 i) T(t,s)ds

18
+§R/ _z“ L5 N, s)d
T ,8)ds.

The last term will provide us the differential equation that we are looking for. The term in
o? vanishes since it is an imaginary term inside the R operator. All the other terms go to
zero with ¢ thanks to CoroIIary!

Now, recall that u (1, 2) = €'t %uy (2) + 7 (1, 2). If we write:

22

iz

152 T €4t iTY Y

e t%q ( ) = e '2e
t .

e
N

‘ug (y)dy,

=

we have:

o) S () b

since [[r (1,2) || < ¢1. Note that in [6], » decays like t1 so the present argument is not
enough.
Then, let us consider (£, )nez such thatVn € N, ¢@’l8Vin — 1 andt, —s 0,

n—o0
~ o2 lz| . ) ~
N(tn,z) = e D N(t,, 2) = e % Vin N(t,, z) — e~ loglzl N (0, 2),
so by multiplying the limits:
iz

e itn 1 =z 1 T 2 ~
R (L2 Nty — Rl () o osbl (0, ),
m“(tn tn> o) SR \3) € (©2)

and by dominated convergence:

x) -
N(tn,s)ds — R

S N g [ 5) 50,
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To sum up, we proved that:

- i PP —ia? log|z| N
T(ty,z2) — T(tn, 1) — R \[u+ ( ) e N(0, z)dz,
and the conclusion of the lemma is obtained by taking 1 = z, 2 = x + h, dividing by h,
using Lemma|[3.2land chosing n large with respect to h. O

Lemma 3.5 (Properties of N\t:O)- For x # 0, we have:

s N 1 )
No(0,2) = i Na(t,0) = —-7 (g) e—ia?log|2|T(0), ).

Proof. Let (z1,72) € R%?, we write:

~ - xr2 xro 2 )
N(t,x2) — N(t,x1) :/ N (t,s)ds = / (—yT + i%N)e“bds.
1 1
The term produced by the phase will help removing an otherwise non vanishing term, so
we start by looking at the integral of N,:

.2 52
Z2 ) T2 olyy . T2 olag 1 s
U(t, $)T(t, s)eds :/ oT(t,s)eds —I—/ < > eT(t,s)ds
/x1 1 \/i 1 \/i tt

522 L1 T2 29/t :
= [e 1 l aT(t, s)ezd’} —i—/ e'at %aT(t,s)e“ﬁds
is ey Ja is

1

T2 52 2/t T2 2 2/t ;
—/ ezﬂl T(t, s) Zd’ds—/ e'at \[ L(t, 5)e'ds
. is s . is

1
2
™% (1 -
+ al =, 2 ) T, s)eds.
[ 5)mee

As with T', we will treat the term with « at the end, first we have to make sure that the T
term goes to zero with ¢, using that Ty = R(¢YN):

T2 29 T2 29 /¢ _ .
| e VE T, s)eieds = | e Vi O (t t)N(t §)ei?ds
1 (2

21 is \/i
T2 21 . T2 1 .
L / 2% L 02N (1, s)ei ds + / 02N (t, s)eds
o is o 1S
T2 '52 1 _52 1 .
_|_/ elﬁ_—ae_zﬂu (, S) N(t, s)e"z’ds.
- 18 [

The first term is treated with Cauchy-Schwarz, as well as the fourth. The third one is
canceled by the phase. For the second term, an IBP shows that it goes to zero with ¢,
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using that Ny = —¢T"

221 , 05
/ X —a?N(t,s)e'®ds = |27 —;
T

1 18 —S

27 o] T g2 2 o ié
a“N(t,s)e + e —a”N(t, s)e"%ds
1 x1 —S

1 —S$ 1

ot g ot g io?
+/ e —a U(t,s)T(t,s)eds —/ et —a N(t,s)—e'ds.
- —s s

We shall now obtain the differential equation satisfied by N. Again, using (t,)nez such
that e’ logvVin — 1 and t, — 0,

n—o0

ei¢(t"’x)T(tn,$) — eiO‘Zlog'mlT(O,x),

n—oo

and by multiplying the limits under the integral we write:

1

*2 ei‘ftn 1 T2 1 _— /s 9
— i} = =2\ _ia*log|z|
U T(t,s)ds — U < )e T(0,s).
/z th (tn tn) ( ) n—00 x1 \ﬁ * 2 ( )

Hence: v ] —

\ _ N _ —ia? log |s|

N(tpn,x2) — N(tn,x1) 2 \[u+ ( ) e T(0,s)ds,
and the conclusion of the lemma is obtalned by taking z1 = z, 2 = = + h, dividing by A,
using Lemma and chosing n large with respect to h. O

3.2.4 . Description of the angles via self-similar paths

For the description of the angles, we will follow the same proof as for Proposition 5.1 of
[5]. For sake of completeness, we recall here the proof. As recalled in the introduction, we
denote by AT ¢ S? the directions of the corner generated at time ¢ = 0 by the canonical
self-similar solution (¢, z) of the binormal flow of curvature %:

A;t = xXa(Oa Oi)'

The frame of the profile x(1) satisfies the system:

{ axTa(l,l’)Z %(aeii%Na(Lx))ﬂ (3.19)

O:No(l,x) =  —ae'TT,(1,2),
and for z — +o0, there exists BX | AL, with R(BY), 3(AL) € S? such that:
1 , 1
T.(1,z) = AT + O(~) and ele*loglel v (1, 2) = BE + O(-).

Lemma 3.6 (Self similar paths ). Let t,, be a sequence of positive times converging to zero.
Up to a subsequence, there exists for all x € R a limit given by:

(Te(2), Ne(2)) = W(T (b, 220 ), N (tns 2/ En)),
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such that (T, N, (zx)) satisfies system in the strong sense.

Moreover, there exists a unique rotation ©, such that, for x — +oc:
1
||

1

T.(x) = O(AE) + O( ]

), Ni(z)=0O(BI)+0(—).

Proof. Let (tp)nen € R{\i a sequence of positive times converging to 0. As explained in [5],
u € L*((1,00), L) so we can chose (t,)nen such that ||u(1/t,)||L~ goes to zero.
We now naturally define the following sequences:

V€N (Tn, No) = (Ttn, 2v/En), N (tn, 2v/E)).

Since ||T||z= < 1and || N|z < 2itis obvious that those sequences are bounded. Let us
prove their equicontinuity.
Foralln € N, T, is differentiable and using that T, = R(¢¥)N) and N, = —T,

T (@) = VRN (b, 2v/En) = Rlae™ N(t, 2v/E0)] + 0(1) No(2).

Similarly, for all z € R,

N () = Vo (=N (ks 23/E0) = —aet T(t, 2v/En) + (1) Ta ().

Sequences (T, N,) are uniformly bounded, so (7,,, NV,,) are equicontinuous.

By d'Arzela-Ascoli theorem on 7 = {T,,,n € N} and N' = {N,,,n € N}, there exists a
subsequence of (T},, N,,), converging toward (T (z), N.(z)). For convenience, we will not
write the extractice.

As the coefficients involved in the ODE are analytic, we conclude that (7%, N.(z)) satisfies
system in the strong sense, as (T, (), No(z)).

Therefore, there exists a unique rotation © such that

So we conclude that for x+ — +oc:
+ 1 +
T.(a) = (A7) +O( ), Nola) = O(BF) + O
Lemma 3.7 (Description of the singularity). We have
T(0,0%) = ©(4AE) and e lelIN(0,0%) = ©(BY),
where © has been introduced in Lemma[3.6]

The proof of this lemma uses all we did in the previous section concerning the limit of
vectors N and T.
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Proof. Lete > 0. The main idea of this proof is to write

7(0,0%) — ©(AL)| <IT(0,07) = T(0,2v/tn)| + 1T(0, 2v/tn) — T(tn, 2/t)|
T (tn, 2vtn) — Tu(@)] + |Tu(z) — O(AL)]-

First, we chose x big enough, such that |T%(z) — ©(A})| < £, thanks to Lemma

Then we chose n big enough, such that |T'(t,,zv/%,) — Ti(x)| < § thanks to conver-
gence, such that |T'(0, z\/t,) — T(tn, z\/t,)| < § thanks to Lemma and finally such
that |7°(0,0") — T(0,2+/£,)| < §, using Lemma[3.4}

IT(0,0%) = T(0,2v/%n)| < | T lloctvtn < Cluy)zv/tn.
So we have |T'(0,07) — O(A1)| < e, i.e.
T(0,07) = 0(AL).

Similarly, for x < 0 we prove that 7'(0,07) = ©(A,).
For N we follow the same path, taking care to handle the phases. For (t,)nen € Rl}l
converging to zero, such that
exp(ia?log vi,) =1,

we have:

©(B5) — N(0,07)]

a
S’@(B(j) - eia2 log|a:\N*(x)‘ + ’eiaQ 10g|x|N*<x) - eia2 10g\x|N(tn’x\/in)‘

[N (1, 2v/En) — € Vi Nt aVE)| + N (ta, 2v/E) — N (0, 2v/)|

The first term is small for = big enough thanks to Lemma The second is small for n
big enough thanks to Lemma[3.6] The third term is zero, the fourth term is small when ¢,
is small enough using Lemma Finally, the last term is controlled by C(u)z+/t,, due to
Lemma|3.5} and we have the desired result. O

3.3 . Recovering the initial curve y,

In this section, we prove that the curve y is equal to yg at time zero, combining the
results of the two previous parts and the choice of uy in the introduction.
The system that verify N and T at time zero is the following:

viaav
Nu(0,2) = —Juz (%) eie?1oe T (0, 2),

{ T,(0,z) = RLay (§)e " lelsIN(0, ), e 20

with initial value given by

T(0,0%) = O(AE) and €2l N (0,0%) = O(BY).
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Recalling the definition of u,. given by (3.10), 7(0) and N(0) satisfy the same Cauchy sys-
tem (3.8) as 7p and Ny, hence x(0) = xo.
Finally, we are left to prove the convergence rate (3.6) of x(¢, z) as t goes to zero. Since

Xxt(t,x) = c(t,z) and ¢(t,z) = |[Y(t,z)| < %, we have:

to
(2, 2) — x(t1, )] < / %dt < Vi,

t1

and Theorem 3.1)is proven.
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4 - Dispersion for the Schrodinger equation with the
inverse square potential in dimensionn > 3

Blomberg’s laboratories - Andi Gladwin

This chapter depicts the state of our work on this problem.

4.1. Introduction to dispersion estimate for the Schrédinger equation
with a potential

In this section, we will consider the Schrédinger equation with a source term:
10w + éﬁu + Vu=0, (4.1)

in dimension n > 3. This corresponds to the evolution of a particle in presence of a
potential V. We will note W := ¢*(A+V) the operator of the associated semigroup and
U := "> the operator of the free group. The goal is to obtain dispersion estimates on
the Schroédinger operator of the type:

1
lu@®llzr < S5 lluoll e (4.2)

for a solution u of and (r,7) conjugated exponents. We can already direct the reader
to survey [50] conducted by Schlag in which references are given on this subject. A first
point to note is that W can have non-zero eigenvectors. These particular solutions will
not be subject to the phenomenon of dispersion. In order to avoid these cases, we must
consider the operator W P, where P, is the projection onto the continuous spectrum of
-A+V.

In this context, the results obtained depend on the decay of the potential V/, which
can be measured by upper-bounds like

V()| < ()7, (4.3)

for some 8 (where the notation (-) designates the Japanese bracket: (x) = /1 + x2), or
by asking that V' € LP for some p. One of the first proof of dispersion estimate has been
proven for even more regular decaying potentials with exponential decay in [47]. Then,
Jensen and Kato in [31] obtained estimates in L? weighted spaces in dimension n > 3,
defined as follows:

L3(R™) = {f : R" = C/|[(2)* fllz> < o0}, (4-4)
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and for V controlled by with 8 > 2. This allowed them to obtain the L' — L> disper-
sion in [33] by perturbative arguments still for n > 3. Just as explained in the introduction
of this thesis, one then obtains all the dispersion relations by interpolation with L? mass
conservation.

To cite other methods, scattering arguments have been used in [54], [55] and [2] al-
lowing to obtain L' — L estimates under weaker assumptions. Note that it is in [55]
that the first estimates in dimension 2 (i.e. lower that 3) have been proved for dispersion
and Strichartz. In fact, this method can also be called perturbative insofar as the sufficient
decrease of V' allows one to assimilate solutions to a solution of the free evolution.

Now when V = —ﬁ, let us first notice that the homogeneity of the potential is the
same as the one of the Laplacian. For this reason, it is then a priori no longer possible to
use perturbative arguments. The problem is in fact that the potential in |z| =2 is a limiting
case for the existence of global time estimates of the Schroédinger equation as explained
in [49]. Moreover, the lack of integrability of this potential no longer satisfies the assump-
tions of the previous results. This chapter is constructed as follows: in Section [4.2] we
detail the proof of the result of [33] with the simplification by Ginibre in [24] and in Sec-
tion[4.3]we present the work that has already been done to adapt those arguments to the
case where V = —ﬁ.

4.2 . Comments on the paper [33] by Jean Ginibre in [24]
In this section, we detail the arguments given by Ginibre in [24] and provide all the

proofs of his estimates. From now on, we consider r € [2,00] and 7 its conjugate. The
theorem studied is the Theorem 1.1 of [33].

Theorem 4.1 (Dispersion for Schrodinger with a potential, [33]). Letd =n (% — %) If

Ve F(LY), VelL¥and(z)VelLs, (4.5)
P. € B(L*)NB(L")NB(L") and [P., W (t)] = 0, (4.6)
PW(t) € B(L3, L2,,) and || PW (t)l| gz, 2 ) < C(2mt) ™7, (4.7)

then we have the following dispersion estimate for any r > 2:

1
IPW (Ol L7 pr < 5

5 (4.8)

Note that the estimate is taken here as an hypothesis but has been proven in our
case in [31]. The original proof relies on high and low energy estimates. However, Ginibre
arrived to the same result with simpler perturbative arguments that we detail below.

4.2.1. Iterations of Duhamel’'s formula

82



The first step is to iterate the Duhamel’s formula & times, for £ > 6. We will apply later
the formula one more time. If we write it two times, we have:

W(t)P, =U(t)P, — i /0 Ut — VD () 4.9)
4 /O - v /0 "Ulr — o)V PW (0)dodr
In order to generalize this formula, we introduce Uy(t) = U(t) and for k € N*:
Ug(t) = (—i)k/ Ut —t)V..VU(ty — t1)VU (t1)dty...dty,
0<ty <. <ty <t

and by induction, we obtain that:

k t
W(t)P. =Y Uj(t)P. — i / Ui (t — 7)VW (1) P.dr. (4.10)
=0 0
The following lemma will allow us to make use of the Jensen-Kato estimate (4.7) by com-
mutating some terms in the last integral.

Lemma 4.1. Forany T € R, for any k € N, we have:

k .
PW(r)=P.» Uj(r)—i / P.W(r — 0)VUy(c)do. (4.11)
=0 0

Proof. First, for k = 0 we have Uy = U. Since A = (A + V) — V, the use of the Duhamel’s
formula for this operator gives us another expression for U:

U(r) =W(r)+1 /T W(r —o)VU(0o)do, (4.12)
0
so we deduce that:
PW(r)=PU(T)—1 /T P.W(r —o)VU(0)do. (4.13)
0

Now, iterating this k times gives us the desired result, similar to (4.10):

k T
RIW(r) =B Uy(r) ~i [ RW(r = o)V Ui(o)do, (41
=0 0

O

Dispersion estimates on U provide a t% bound, so ¢t = 0 would become a singularity
in the integrals. To avoid that, Ginibre proposes the following expression, by using the

83



formula of the Lemmalg.10n the last integral, and for some a > 0:

t T
—i—/o /0 X(t > a)Ug(t — 7)VP.W (1 — 0)VU(0)dodr.

Finally, we cut the last integral to avoid 7 — ¢ be close to zero:

k t t
W(t)P. =Y Uj(t)P. - z/o x(r < a)Up(t — 7)VW (1) P.dr — z/o X(r = @)U(t = 1)VP > Uj(r)dr

j=0 j=0
t T
+/ / xX(t >a)x(t —o <a)Ux(t — 1)VP.W (1 — 0)VU(0)dodr
0o Jo
t T
+ / / X(t—o > a)Ui(t — 7)VPW(r — 0)VUi(0)dodr, (4.15)
0o Jo
and this expression can be adequately treated with the following estimations.
4.2.2 . Estimations of the operators
All our upper-bounds are supported by the three following estimates:
|U:(8) | x <(27t)~°Cy, min(1, t*), (4.16)
3 > o~
’ / X(1 < @)Ut — 1) VW(r)||  <(2rt)°Cy min(1, t*)aelV v, (4.17)
0 X
1PW ()]l 2,2, <Ca(2mt) ™", (4.18)

with § = n (% — l) the usual dispersion exponent obtained by interpolation and X =

s

B(L", L") our ambient space.
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Using Ginibre's indication[]| we obtain this bound for k > 4:

‘min(1,#) 1 t min(1, t¥)

k o~
IWOPdx €3 €5 P+ Oy o IV I
7=0

+[;M72dkkm2%ti7 VP}ZCIm;;T
t min — 1)k min(1, 7 S~
+/ x(T (27(r1(t(i T))?S | g (27(7177)5 )dea”wh”V”l

B min(1, (t — 7)) Ch min(1, o)
/ [ oz e T e O ey o

| \/

a)Ch.

We are left to show that

to obtain (4.8).

Since § > 1:

t s 12 §
Ig:2/2dt1 <2/2dt1:2 71 — g 0t! (1—5)<l,
a t—t)ts — 0 Jo 1 0\t ~ 10

and we have (4.8).

4.2.3 . Proof of the estimations and

For those two inequalities, Ginibre refers to the Lemma 2.2, 2.5 and 2.6 of [33]. For the
sake of completeness we recall them here, along with their proofs.

Lemma 4.2 (Lemma 2.2 of [33])). For k € N*, for any family of positive times (s;), we have:
k

H (s,)VU(—s;) <

IV [|}
tz

(4.19)

3
3

Ll,Lo°

This lemma is a consequence of a kind of commutation between U and Fourier fre-
guencies.

Proof. Inthe case n = 1, the kernel K (z,y) of U(—u)e*¢U(—v) writes:

o~z 2= y|2
e 4iu e 4iv
K(z,y) = e (4.20)
() /R\/élm'u V4 zv

1. “The first estimate above takes care of the second integral: no singularity in ¢ — 7 because k
is large, and no singularity in 7 because 7 > a. The second estimate takes care of the first integral.
In the third integral, use the first estimate on the left of P and the second estimate on the
right of P.
In the last integral, use the first estimate for the two Uy's and the Jensen-Kato black box for
W."in [24].
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wich is of the form . y
Gla,y) x H (§+ =+ %)

where H is the Fourier transform of e_izz(ﬁJrﬁ), that is ce‘iu%(')Q. So K is of the form

eia§2 ei(b§x+c£y) é(x’ y) 7

with a, b, ¢ constants depending on « and v. Letting ¢ go to zero, we identify G with the
kernel of U(—(u + v)), so we have

U(—u)e®™ U (—v) = e U (—(u + v))e.

Then, Lemma is obtained by dispersion inequality, after writing V' with the Fourier
formula and noting that V € L!. When n > 1, the properties of the exponential allow us
to proceed similarly. O

There is a similar result with the operator W:

Lemma 4.3 (Lemma 2.5 of [33]). For k € N*, for any family of positive times (s;), we have:

k A~
UR) | [TU(=s)VU(s) | U(=s)VIW (s1) < 2|V kestVin, (4.21)

=2 Ll’Loo

Since we don't have dispersion for W, this lemma requires a bootstrap argument,

handled by the Gronwald’s lemma.

Proof. Let

Fy(s) = sup |U(s — t)eim£W(*S)||LlLoo.
£eR™

With Duhamel’s formula, we have:

Fy(s) < sup [[U(s—t)e™SU (—s)|| 1 oo+ sup
£eR EeER

and if we apply Lemma 4.2}

)

L1,Lo°

/S U(s —1)e U (u — s)VW (—u)du
0

1 .
Fy(s) <— + IV]l1 sup
n2 EeR™

/s Ulu — t)e™ W (—u)du
0

LY, Le°

<+ 1Vl [ Fwde
0

3
|

Finally, we conclude with Gronwald's lemma:

Fy(s) < — eIV,

S
N|= =

and we have Lemma4.3| by writing V' as the integral of its Fourier transform. O
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With those two lemmas, we can obtain a first estimation of U and the integral of
U VW. By interpolation we have that:

k A~
\a k
H (s))VU(=s))|| < | t5”1‘ (4.22)
.7:1 X
So for Uy, we can compute:
Ukl x g/ Ut = )V VU (b — 6)VU (11)|| x ..t
0<t1 <.t <t
711k
g/ HV(Jhdtl...dtk
0<t1<..<tp<t t
~ ktk
Syl
Similarly, we deduce:
t
‘ / X(T < ULE— VW ()| < @) CrtkaclV |7, (4.23)
0 X

Since k > 4, this bound will be useful for ¢ close to zero. However, we need to be sharper
for large times, obtain the min(1, t*) in and (4.17). For that, we use a last lemma.

Lemma 4.4 (Lemma 2.6 of [33]). For m > 1, for § > 0, (uy, ..., un,) in either Ry or R_, so
that | Y u;| > € there exists C such that

H (u;)VU () <c(Vih+1IviD ][] ———=. (4.24)
iy o <uy >2
Ll,LOO Vi
m— . o um|[V ]l
H () VIV (1) < (VI + Vi) H (4.25)
P . e

In the originial paper, the proof of Lemmal4.4/was omitted, but let us write it here.

Proof. Let {ki,...,kp} C [1,m] the maximal set of increasing indices such that Vg €
[1,p] |uw,| > . So we can write:

m— p—1 ||kg+1—1

H (u) VU (tm) <III TI v@u)v I Uw)VU(um)

J=1 L1,Lo° q=1|| j=kq L1, J=kp L1,

The last terms behaves exactly as the other, except thatit lacks a factor V. For the previous
ones, it depends of the number of terms in the product.
If kg1 — kg = 1, we use dispersion inequality:

kgy1—1 .
1 (1—|— —)2
IT vw,)v = U (V1. < VL= < V]l
=k U2 < ug, >2
I=kq L1,L> g
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If kgy1 — kg > 1, we use Lemmalf4.2}

|3

kgt1 ) . kgt1
IT v(u)v VI Dy
j:kq I 7Loo j:kq

n 1+2

<V g 2 < VL
<u

Therefore we have:

m—

P
H (u)VU () < CpeF(V) H <ug, > 2< O

LI,LOO

)z
=

>3

N\:

where F (V) is a product of powers of ||[V||; and ||V||; at the power at most m — 1, hence

(4.24).

The proofis exactly the same for (4.25), except that we apply Lemmal4.3|for the majoration

of the last product.

O

Those results are for L', L> estimate, but as usual, by interpolation we can deduce

the ones in the X spaces that replaces the exponent § 4 py 4.

If we apply Lemmal4.4on the lefthand side of (4.16 - ) and (4.17), we have that:

1 1

Uk llx < Ck, V11, IIVHl)/
and

LAX&S@%ﬁ—ﬂVWﬁ)

X
1 1

0<t1 <..<tp<t <t-— tk >5“‘< t2 - tl >6 < tl >6

1

1

SC(k, HVHI’ HVH1)6&|W||1 /

So to obtain and (4.17), we want to have:

/t dt; _
<t°,
0 <t—t] >0ty >0

that is for large ¢t the same as:

that has already been treated.

(n—2)?

4.3.CaseV = — |‘T‘Qforr— annda>— 1

0<t;<..<tp<r<a <t— tk >5'“< to — 11 >6 <t1—T >5 <T >5

dty..

In this section we discuss the case where V = —#, which does not satisfies the

hypothesis (4.5) required in the previous section, that is the core of our current work.
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4.3.1. Comments on the constants and Jensen-Kato estimate

Before we begin, we shall explain the choices of the values of ¢ and r and their po-
tential consequences. First, the condition a > —% is determined by the Lemma
in the use of Hardy's inequality and has already been asked in [12] to obtain the Strichartz
estimates for the equation but doesn't interfers anywhere else in the proof. By the way,
Lemmal4.5|also imposes to set the exponent of the weighted spaces o = 4.

Now, the choice r = % is necessary for V to belong in a weak LP space in Lemma
(that ensures the formula (4.15) to be well defined). It's interesting to note that r is then the
Sobelev exponent for the classical Sobolev injection W?2P(R") < Lis, However, this sets
0 = 1 and will get us in trouble when integrating t%; That's why we shall expect dispersion
in h‘Tt Since § = 1, we can chose k£ = 1 and the starting point of our computations is:

t
VﬂﬂP:U@er/ﬂU@—ﬂVRUUMT (4.26)
t T ’
+ / / Ut —7)VP.W(r —0o)VU(0o)dodr.
0o Jo

Finally, the only inequality that we obtained are for the momentin B(L", L"), so instead of
expecting all the dispersion estimates between L? and L* by interpolation, we will much
probably have them between L? and L".

That being said, we already have a Jensen-Kato (like (4.7)) estimation at our disposi-
tion, proved in [12].

Lemma 4.5 (Proposition 2 of [12]). Let u be a solution of Schrédinger equation with V. =
— 2, then
‘$|2/

1
< t—aHx"‘uOHL%. (4.27)

u(t)

2| {[ 12
The proof relays on the introduction of the pseudo-conformal vectorfield.

Proof. Let L = £ + itV the pseudo-conformal vectorfield, and C' = L? + atz‘x%. We have,
after computations

[i0r + A =V, Clu =it 2ai+ax'v 1 u =0,
j? |z ?

22
so C commutes with the equation and ||Cu||3 is conserved. Now, let M = e“4. Noticing
that AMu = t%ML2u, we apply the Hardy inequality:

Mu 4 2 4 2
— || € ——=|AMu|]z € ——==||MCu|z + ——== ||[Ma—=ul| , (4.28)
22|y = (n—2)%2 (n —2)212 (n —2)%t2 [zl
sofora>—%:
4 Mu n—2)2
A= lalG =) | a2 2—( 4t2) IMCuls. (429)




Then we get rid of M and use the norm conservation:

U

|z ?

n—2)32 n—2)>2
< =2 g, = (=2

1z leluolla. (4.30)

2

Finally, we end the proof by interpolating this with the L? conservation, i.e. fora = 0. O

Consequently, we must take oo = 4.

4.3.2. Current work in the Lorentz spaces
If V isn't in any L space, it however belongs to Lz, defined as follows:

P ={f:R"— R”/iug{tpu{x/lf(x)l > 1} < oo}, (4.31)
>
associated with the quasi-norm
[fllLpoe = iglg{t”u{x/ [f ()| > t}. (4-32)

If we integrate Lebesgue function on level sets, we can see how Lorentz spaces can be
seen:

1 = ([ wter1> e )" = ([ atensr > t}f)’l’ S

so that LP? are defined as the interpolation between LP? = LPP and LP>*°, and associated
with the quasi-norm:

1 & adt @
s = ([~ ot/ > 03 ) (439

Those spaces provide us with the proper framework of our study, as they dispose of

Holder inequalities as well as a real interpolation theorem. Moreover, the choice r = %

implies having V' € Lz, This will allow us to bypass the lack of regularity of V as a
multiplication operator. For this, we will use the following interpolation theorem on U(¢).

Theorem 4.2 (The general Marcinkiewiez interpolation theorem). Let A a linear operator
such that A . LPo-"0 — [90:5 gnd A . [PL™1 — L9951 with py # pl and qy # q1.

Let 0 € [0,1] and set pa, g such that - = 1]7—09 + pil and L = 1q;09 + (% then for any r € (0, oc]
we have A : LP>" — L927 and

-0 0
”AHE(LP%T,L‘H”) < ||~A||};(Lpoﬂ'o,moﬁo)||A||L(LP147‘17L01,81)-

This theorem can be found in Theorem 5.3.2 of [g]], and will provide a key argument
in the next lemma.

Lemma 4.6. We have that VU (t) € L(L", L"). More precisely:

VoeL” VU@l <tV gl
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Proof. First, using the general Marcinkiewiez interpolation theorem we have:
WO errirmy S WU E D ooy IUO G 12,12y < (4-35)

Then, since V € L2°°, we have by Hélder on Lorentz's spaces that:

Vo e L™ Vol =Valrre < VI, 3.0l @llirr, (4.36)
because
1 25 1 1 1 1
—=—+-and - = — 4 —
T n T T (0.8} T
Now we let ¢ € L™ and set ¢ = U(t)p. By (4.35), » € L™", and the desired result is given
by (4.36). 0

Then we also need the same result for weighted spaces L2.
Lemma 4.7. We have that VU (t) € L(L", L?). More precisely:
Voe L” [VU®)¢llz <t VI g ol

The proof is the same as the one of Lemma if we notice that V € £(L"",L?), or
also (z)*V e L5°°,

Next, we need a way to bypass the singularities near zero without having V€ F(L').
More precisely, we aim to recover bounds like and (4.17). We have a first result given
by the following lemma.

Lemma 4.8. Let T > 0, the operator U(—7)VU (1) sends L" to L" and its kernel is given by

(—1)%a e|z\24”\y\2
K(z,y) = 5o CHCEEh (4.37)
Moreover, we have
[UAVU el < gl (4.38)
Proof. Let ¢ € R and let K¢ be the kernel of U(—7)e™ U (7). We have

N

|| |yl

e ¢ & - X/eiz(£+2fr_2?r)dz
(dinT)2 (—dinT)2

:G(.’]}', y) X 6§:u7
2iT

because the Fourier transform of 1 is the Dirac ¢ in the sense of the distributions. Now,

note that
e) — . _ —ize_ @
W@—wi>@—/f e




so F (#) (NE) = N2 F (#) (&) and F (ﬁ) (&) is an homogeneous function of de-
gree 2 — n. Using that, the kernel K of U(—7)e™¢U(7) is given by:

— T n—2
K(e) = [ 6oty V@ = Ga)? (57) = Gl 202 a9

%ir 2T
Finally, for ¢ € L™, we have

(2iT)" 2

U(-rVU(r)e =a [ Gla) =

So since

-+ =14- (4.40)
T n T

we apply Hardy-Littlewood-Sobolev inequality to obtained the desired estimate:

|al

WW=nVUDeler < g s llelor (4.47)
O

Note that we don't obtain an estimate for the L> norm. Therefore, after interpolating
with the conservation of the mass we won't get all the dispersion estimate between L2
and L™ but only those between L? and L". Our current work consist in using this lemma
to bound fg U(t—7)VU(T)dr in L".

92



Bibliography

(]

(2]

[3]

(8]

[9]

[10]

(1]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

R.J. Arms and F.R. Hama, Localized-induction concept on a curved vortex and motion
of an elliptic vortex ring, Phys. Fluids, (1965), 553-559.

G. Artbazar and K. Yajima, The LP-continuity of wave operators for one dimensional
Schrédinger operators, |. Math. Sci. Univ. Tokyo, 7 (2000), 221-240.

V. Banica and L. Vega, On the stability of a singular vortex dynamics, Comm. Math.
Phys., 286 (2009), 593-627.

V. Banica and L. Vega, Scattering for 1D cubic NLS and singular vortex dynamics, ).
Eur. Math. Soc., 14 (2012), 209-253.

V. Banica and L. Vega, Stability of the self-similar dynamics of a vortex filament,
Arch. Ration. Mech. Anal., 210 (2013), 673-712.

V. Banica and L. Vega, The initial value problem for the binormal flow with rough
data, Ann. Sci. Ec. Norm. Supér., 48 (2015), 1421-1453.

V. Banica and L. Vega, Evolution of polygonal lines by the binormal flow, Ann. PDE.,
6 (2020), 1-53.

G.K. Batchelor, An Introduction to the Fluid Dynamics, Cambridge University Press,
1967.

J. Bergh and J. Lofstrém, Interpolation Spaces, an introduction, Springer Science &
Business Media, 223 (2012).

R.L. Bishop There is More than One Way to Frame a Curve, The American Mathe-
matical Monthly, 82 (975), 246-251.

J. Bourgain, Periodic nonlinear Schrédinger equation and invariant measures,
Comm. Math. Phys., 166 (1994), 1-26.

N. Burg, F. Planchon, ).G. Stalker and A.S. Tahvildar-Zadehd, Strichartz estimates
for the wave and Schrodinger equations with the inverse-square potential, J. Funct.
Anal., 203 (2003), 519-549.

T.F. Buttke, A numerical study of superfluid turbulence in the Self-Induction Approx-
imation, |. of Comp. Physics, 76 (1988), 301-326.

R. Carles and T. Kappeler, Norm-inflation with infinite loss of regularity for peri-
odic NLS equations in negative Sobolev spaces, Bull. Soc. Math. France, 145 (2017),
623-642.

T. Cazenave and F.B. Weissler, The Cauchy problem for the critical nonlinear
Schrédinger equation in Hs, Nonlinear Anal., 14 (1990), 807-836 .

M. Christ, J. Colliander and T. Tao, Asymptotics, frequency modulation, and low reg-
ularity ill-posedness for canonical defocusing equations, Amer. ). Math., 123 (2003),
1235-1293.

93



[17] M. Christ, Power series solution of a nonlinear Schrédinger equation, Mathematical
aspects of nonlinear dispersive equations, Ann. of Math. Stud., 163 (2007), 131-155.

[18] L.S. Da Rios, On the motion of an unbounded fluid with a vortex filament of any
shape, Rend. Circ. Mat. Palermo, 22 (1906), 117-135.

[19] L. Fanelli, V. Felli, M.A. Fontelos and A. Primo Time Decay of Scaling Critical Electro-
magnetic Schrédinger Flows, Commun. Math. Phys. 324 (2013), 1033-1067.

[20] L. Fanelli, V. Felli, M.A. Fontelos and A. Primo Time Decay of Scaling Invariant Elec-
tromagnetic Schrodinger Equations on the Plane Commun. Math. Phys. 337 (2015),

1515-1533.
[21] L. Fanelli, V. Felli, M.A. Fontelos and A. Primo Frequency-dependent time decay of
Schrédinger flows, ). Spectr. Theory 8 (2018), 509-521.

[22] J. Ginibre and G. Giorgio, On a class of nonlinear Schrédinger equations. I. The
Cauchy problem, general case, ]. Funct. Anal., 32 (1979) 1-32.

[23] J. Ginibre and G. Velo, The global Cauchy problem for the nonlinear Schrédinger
equation revisited, Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 2 (1985), 309-327.

[24] J. Ginibre, Private communication.

[25] A. Grunrock, Bi- and trilinear Schrédinger estimates in one space dimension with
applications to cubic NLS and DNLS, Int. Math. Res. Not., (2005), 2525-2558.

[26] A. Guérin, A new class of critical solution for 1D-cubic NLS, ArXiv:2212.08564 (2022).

[27] A. Guérin, On self-similar singularity formation for the binormal flow,
ArXiv:2212.08569 (2022).

[28] S. Gutiérrez and J. Rivas and L. Vega, Formation of singularities and self-similar
vortex motion under the localized induction approximation, Comm. Part. Diff. Eq.,
28 (2003), 927-968.

[29] B. Harrop-Griffiths, R. Killip, R. and M. Visan, Sharp well-posedness for the cubic
NLS and mKdV in H*(R), arXiv:2003.05011 (2020).

[30] H.Hasimoto, A soliton in a vortex filament, ). Fluid Mech., 51 (1972), 477-485.

[31] A.Jensen, and T. Kato Spectral properties of Schrédinger operators and time-decay
of the wave functions, Duke Math. J., 46 (1979), 583-611.

[32] R. L. Jerrard and C. Seis, On the vortex filament conjecture for Euler flows, Arch.
Ration. Mech. Anal., 224 (2017), 135-172.

[33] J.L.Journé, and A. Soffer and C.D. Sogge, Decay estimates for Schrédinger Operators
, Com. on Pure App. Math. Vol XLIV, 573-604, 1991.

[34] M. Keel and T. Tao, Endpoint Strichartz estimates, Amer. ]J. Math., 120 (1998),
955-980.

[35] C. Kenig, G. Ponce and L. Vega, On the ill-posedness of some canonical non-linear
dispersive equations, Duke Math. ]., 106 (2001), 716-633.

94



[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

R. Killip, M. Visan and X. Zhang, Low regularity conservation laws for integrable PDE,
Geom. Funct. Anal., 28 (2018), 1062-1090.

N. Kishimoto, Well-posedness of the Cauchy problem for the Korteweg-de-Vries equa-
tion at the critical regularity, Differential Integral Equations, 22 (2009), 447-464.
H. Koch and D. Tataru, Conserved energies for the cubic NLS in 1-d, Duke Math. J.,
167 (2018), 3207-3313.

M. Lakshmanan and M. Daniel, On the evolution of higher dimensional Heisenberg
continuum spin systems, Phys. A, 107 (1981), 533-552.

M. Lakshmanan, T. W. Ruijgrok, and C. J. Thompson, On the the dynamics of a
continuum spin system, Phys. A, 84 (1976), 577-590.

[41] J.L. Lebowitz, H.A. Rose and E.R. Speer, Statistical dynamics of the nonlinear

[42]

[43]

[44]

[45]

[46]

Schrédinger equation, ). Stat. Physics, 50 (1988), 657-687.

E. Madelung, Quantentheorie in hydrodynamischer form, Zeitschrift fur Physik 40
(1927), 322-326.

H. Mizutani, Remarks on endpoint Strichartz estimates for Schrédinger equations
with the critical inverse-square potential, ). Diff. Eq., 263 (2017), 3832-3853.

SJ. Montgomery-Smith, Time decay for the bounded mean oscillation of solutions
of the Schrédinger and wave equation, Duke Math. J., 91 (1998), 393-408.

T. Oh, A remark on norm inflation with general initial data for the cubic nonlin-
ear Schrddinger equations in negative Sobolev spaces, Funkcial. Ekvac., 60 (2017),
259-277.

F. Planchon, J. Stalker, and A.S. Tahvildar-Zadeh, Lp estimates for the wave equa-
tion with the inverse-square potential, Discrete Contin. Dynam. Systems, 9 (2003),
427-442.

[47] ). Rauch, Local decay of scattering solutions to Schrédinger’s equation, Comm. Math.

(48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

Phys., 61(1978),149-168.

R.L. Ricca, The contributions of Da Rios and Levi-Civita to asymptotic potential theory
and vortex filament dynamics, Fluid Dynam. Res., 18 (1996), 245-268.

I. Rodnianski and W. Schlag, Time decay for solutions of Schrédinger equations with
rough and time dependent potentials, Invent. Math., 155 (2001), 451-513.

W. Schlag, Dispersive estimates for Schrédinger operators: a survey, Ann. of Math.
Stud., 163 (2005), 255-285.

R.S. Strichartz, Restrictions of Fourier transforms to quadratic surfaces and decay of
solutions of wave equations, Duke Math. J., 44 (1977), 705-714.

A. Vargas and L. Vega, Global well-posedness of 1D cubic nonlinear Schrodinger
equation for data with infinity L*> norm, J. Math. Pures Appl., 80 (2001), 1029-1044.

K. Yajima, Existence of solutions for Schrédinger evolution equations, Commun.
Math. Phys., 110 (1987) 415-426.

95



[54] K.Yajima, The W¥»-continuity of wave operators for Schrédinger operators, ). Math.
Soc. Japan, 47 (1995), 551-581.

[55] K. Yajima, LP-boundedness of wave operators for two-dimensional Schrodinger op-
erators, Comm. Math. Phys., 208 (1999), 125-152.

96



	Introduction
	Présentation des travaux
	Introduction à l'équation de Schrödinger linéaire
	Condition initiale régulière
	Condition initiale dans l'espace des distributions
	Invariances et lois de conservation
	Estimations de dispersion dans les espaces de Lebesgue
	Estimations de Strichartz
	Équation de Schrödinger linéaire avec un terme source

	Solutions à régularité critique pour l'équation de Schrödinger cubique en dimension 1
	Équation de Schrödinger non-linéaire en dimension n
	Équation de Schrödinger non-linéaire cubique en dimension 1
	La solution fondamentale et ses perturbations
	Solutions en lien avec une somme de masses de Dirac
	Contribution : nouvelle classe de solutions pour l'équation de Schrödinger cubique 1D

	Lien entre l'équation de Schrödinger 1D cubique et la dynamique des tourbillons
	Le modèle du flot binormal
	Repère de Frenet d'une courbe
	Repère de transport parallèle d'une courbe
	Quelques solutions particulières régulières
	Solutions auto-similaires
	Contribution : formation de singularité pour le flot binormal

	Dispersion pour l'équation de Schrödinger avec un potentiel
	Commentaires de J. Ginibre sur le papier journe1991decay : le cas VLn2
	Contribution : vers le cas VLn2,


	A new class of critical solutions for 1D cubic NLS
	Introduction
	The cubic NLS on R
	Link with vortex dynamics singularities

	Scattering in Sobolev spaces: proof of Theorem 2.1 
	Fixed point functional
	Estimates on the fixed point argument terms
	The stability
	The contraction
	End of the proof: estimates (2.7) to (2.9) 


	On self-similar singularity formation for the binormal flow
	Introduction
	Construction of perturbed self-similar solution of the binormal flow
	Preliminary bound
	Limit at time t=0
	More information about the tangents vectors at time t=0
	Description of the angles via self-similar paths

	Recovering the initial curve 0

	Dispersion for the Schrödinger equation with the inverse square potential in dimension n3
	Introduction to dispersion estimate for the Schrödinger equation with a potential
	Comments on the paper journe1991decay by Jean Ginibre in fax 
	Iterations of Duhamel's formula
	Estimations of the operators
	Proof of the estimations (4.16) and (4.17)

	Case V =-a|x|2 for r=2nn-2 and a>-(n-2)24
	Comments on the constants and Jensen–Kato estimate
	Current work in the Lorentz spaces


	Bibliographie

