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Chapitre 1

1.1 Contexte

En 2015, les travaux de Drosdov et al. [1], motivés par des résultats théoriques anté-

rieures [2], ont permis de mettre en évidence l’existence d’un état supraconducteur dans

un cristal d’H3S à une température encore inégalée jusqu’à lors : 203 K. Le précédent record

était alors détenu par le système HgBaCaCuO et ses 133 K [3]. Cette découverte permit de

relancer la course vers un matériau supraconducteur à température ambiante. Néanmoins,

et malgré les efforts théoriques déployés jusqu’à maintenant, il est encore difficile de com-

prendre finement les mécanismes à l’oeuvre dans ce cristal. En utilisant des méthodes ab

initio de haute précision, on se propose dans cette thèse de décrire ce composé. On se pla-

cera pour ce faire dans un cadre intégralement quantique, nécessaire afin de rendre compte

au mieux des interactions électroniques et ioniques.

1.1.1 Supraconductivité

Découverte

La supraconductivité, et en particulier la supraconductivité à haute température cri-

tique, est au coeur des recherches en physique de la matière condensée. Elle représente

même pour certains le Saint Graal de ce domaine, tant pour les révolutions sociétales qu’elle

pourrait charrier, que pour les avancées théoriques permises par l’étude et la compréhen-

sion de sesmécanismes et par les outils développés à cet égard. Un historique, non exhaustif,

s’impose donc afin de comprendre l’intérêt suscité par cet état et ses propriétés depuis plus

de 100 ans maintenant, et pourquoi celui-ci continue de produire une littérature scientifique

prolifique et vivace encore aujourd’hui, littérature dans laquelle ce travail tente de s’inscrire

modestement.

C’est donc en 1911 [4], lors d’expériences sur les propriétés de transports des métaux,

que Kamerlingh Onnes mit en évidence l’une des propriétés de l’état supraconducteur, qui

lui vaudra alors son nom, à savoir l’annulation stricte et brutale de la résistance électrique

au sein du mercure en-dessous d’une certaine température caractéristique appelée tempé-

rature critique, notée Tc, et qui vaut ici 4.2 K. Cette expérience avait pour but de mieux

appréhender les propriétés électriques des matériaux à très basse température ainsi que la

nature même des électrons. Cette découverte, qu’il identifia comme un nouvel état encore

inconnu et qui lui valut le prix Nobel en 1913, marqua donc un tournant, voire un point de

départ, dans notre compréhension des propriétés microscopiques des matériaux.

Suite à cela, cette propriété de résistance nulle a été observée et la Tc mesurée dans

d’autresmétaux puis alliages, dans le but demieux comprendre lesmécanismes sous-jacents

en espérant atteindre une température critique toujours plus élevée (par exemple : V à 5.03,

Pb à 7.19 K, Nb à 9.26 K, NbN à 16 K [5]).
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Figure 1.1 – Illustration de

l’effet Meissner. Les champs

magnétiques ne pénètrent

pas le matériau supracon-

ducteur (à droite).

En 1933, Meissner [6] mit en évidence une seconde propriété

des matériaux dans l’état supraconducteur, leur diamagné-

tisme parfait, c’est-à-dire l’absence totale de champ magné-

tique interne et leur capacité à éjecter les champsmagnétiques

à des température inférieures à Tc (Fig. 1.1).

C’est London, dès 1934, qui proposa une théorie phéno-

ménologique [7] pour décrire cette propriété, prédisant l’exis-

tence d’une longueur de pénétration. En 1950 et en s’appuyant

sur la théorie des transitions de phases déjà établie, Ginzburg

et Landau généralisèrent cette approche [8] en introduisant

une théorie qui permettait de mieux appréhender les proprié-

tés électromagnétiques et les transitions de phases des supra-

conducteurs par le biais d’une nouvelle grandeur caractéris-

tique : la longueur de cohérence.

Théorie microscopique et médiation des phonons : l’approche BCS

Ce n’est qu’en 1957 que, grâce aux avancées théoriques de lamécanique quantique et par

celles expérimentales, Bardeen, Cooper et Schrieffer proposèrent une théoriemicroscopique

de la supraconductivité [9] pour laquelle ils obtinrent le prix Nobel de Physique en 1972.

Cette description est basée sur l’interaction électron-phonon qui permet la formation de

paires d’électrons (paires de Cooper) au sein du matériau. Ces paires forment alors un corps

bosonique, permettant ainsi la condensation sur un même état cohérent. C’est cet état de

cohérence qui permet aux paires, porteuses de charge, de circuler dans le matériau sans

diffusion, sans "collision" entre les électrons et donc sans résistance.

Ce développement vient de l’observation théorique de Cooper d’une instabilité de la

surface de Fermi sous l’effet d’un potentiel attractif entre deux électrons. Ces deux élec-

trons présentent alors une énergie inférieure à la somme de l’énergie des deux électrons

individuels et donc inférieure à l’énergie de Fermi, ouvrant un gap supraconducteur. Dans

ce cadre, la Tc est interprétée comme la température pour laquelle l’énergie apportée au sys-

tème sous forme de chaleur est supérieure au gap, brisant les paires de Cooper. On retombe

alors dans l’état métallique.

Par ailleurs l’existence d’un effet isotopique sur la température critique [10, 11], c’est-

à-dire la dépendance de la température critique à la masse des ions du métal considéré,

permit de supposer que le mécanisme de couplage qui induit la formation des paires de

Cooper serait d’origine ionique et dû aux vibrations du réseau. Autrement dit, il repose sur

l’interaction entre les électrons et les phonons.
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Dans le cas d’un couplage faible, on peut montrer [12] que la température critique peut

s’écrire analytiquement comme :

Tc = 1.13ωD e
− 1

N(EF )λ , (1.1)

avecωD la fréquence de Debye, proportionnelle à 1/
√
M , oùM est la masse des noyaux,

N(EF ) la densité d’états au niveau de Fermi et λ le couplage électron-phonon.

Malgré les succès prédictifs de la théorie BCS, on observe néanmoins certaines dévia-

tions importantes, notamment pour des métaux ou alliages de métaux lourds. La théorie

BCS repose en effet sur des approximations de l’interaction électron-phonon, considérée

ici comme immédiate. C’est Eliashberg qui proposa une description plus générale et pré-

cise de la supraconductivité [13] en s’appuyant sur les travaux de Migdal qui avait montré

que la théorie des perturbations de Feynman-Dyson permettait de résoudre le problème de

l’interaction électron-phonon retardée avec un haut niveau de précision dans les métaux

[14]. C’est cette théorie qui permet aujourd’hui de décrire précisément les supraconducteurs

conventionnels, c’est-à-dire les supraconducteurs dont le mécanisme repose sur l’interac-

tion électron-phonon.

Cuprates supraconducteurs

Malgré une théorie robuste, la quête de la supraconductivité à température ambiante

était encore bien peu avancée. Les matériaux dont la température était la plus élevée pei-

naient à dépasser les 23 K (Nb3Ge [15]). Jusqu’en 1986 lorsque Bednorz et Müller mirent

en évidence l’existence d’un état supraconducteur dans un nouveau type de supraconduc-

teur d’oxyde mixte de baryum, cuivre et lanthane (LaBaCuO) autour de 35 K [16]. Très

rapidement, comme on le voit sur la Fig. 1.2, la course aux supraconducteurs à haute tem-

pérature critique était relancée, jusqu’à son point culminant en 1993 avec la synthèse de

l’HgBaCa-CuO et sa Tc = 133 K à pression ambiante [3], soit bien au-delà de la tempéra-

ture de liquéfaction de l’azote (77 K), très commode d’un point de vue expérimental puisque

l’azote est un gaz très abondant et dont le procédé technique de liquéfaction est relative-

ment simple et peu coûteux. Cette avancée représente un net avantage sur l’hélium, alors

utilisé jusque là pour refroidir les supraconducteurs.

Ces nouveaux matériaux sont appelés des cuprates, dû à leur point commun structural

de contenir des feuillets d’oxyde de cuivre CuO2, intercalés par des structures composées

d’éléments plus lourds (lanthane, yttrium, baryum etc.) qui jouent le rôle de réservoir de

charge. Il a été démontré par la suite que ce n’est pas l’interaction électron-phonon qui

est responsable de la supraconductivité dans les cuprates [17]. Les mécanismes exacts qui

oeuvrent à la supraconductivité dans ces matériaux sont pour l’heure encore méconnus et

sources d’intenses recherches et débats. L’hypothèse actuelle la plus suivie repose sur l’im-

portance des corrélations fortes entre électrons comme source d’interactions, ce qui définit

une nouvelle famille de matériaux supraconducteurs désignés comme non-conventionnels.

Néanmoins, si pendant un temps la recherche de supraconducteurs conventionnels a

laissé sa place à une intense recherche sur les cuprates, les progrès techniques et théoriques
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Figure 1.2 – Illustration de l’évolution de la température critique de certains matériaux au

fil des années. En vert les supraconducteurs dits conventionnels (qui reposent sur l’interaction

électron-phonon), en bleu les cuprates.

récents ont permis d’ouvrir la voie vers une nouvelle famille de supraconducteurs à haute

température critique (HTC), conventionnels ceux-ci : les hydrures.

1.1.2 Hydrures

Hydrogène métallique

C’est en 1968 qu’Ashcroft a ouvert une réflexion au sujet de l’hydrogène [18] qui, selon

lui, pourrait être métallique à très haute pression - bien au-delà des pressions envisageables

à l’époque - et éventuellement supraconducteur. Cette suggestion tient notamment du fait

que dans la théorie BCS (et son extension par Eliashberg), la valeur de la température cri-

tique dépend entre autre de l’inverse de la racine de la masse (Eq. 1.1). Ainsi, compte tenu du

fait que l’hydrogène est l’élément le plus léger, on peut s’attendre à une Tc élevée. En effet,

la théorie derrière la supraconductivité conventionnelle n’impose aucune limite supérieure

à la température critique Tc, bien qu’à l’époque on peinait à franchir expérimentalement

les 30 K, comme nous l’avons vu précédemment. Par la suite, et grâce aux progrès techno-

logiques en physique des hautes pressions, aussi bien du point de vue des calculateurs, que

des appareils de mesures et dispositifs expérimentaux, certains travaux récents [19] ont pu
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mettre en évidence le caractère métallique de l’hydrogène et dessiner, pièce par pièce, son

diagramme de phase dont on peut trouver un exemple sur la Fig. 1.3.

Figure 1.3 – Diagramme de phase supposé de l’hydrogène, proposé par Silvera et al. [20]

Il est à noter cependant que cette question, et en particulier la question de l’identification

des différentes structures de l’hydrogène, des pressions de transitions et des températures

critiques, n’est toujours pas élucidée de manière consensuelle et reste en suspens. Néan-

moins, les études théoriques les plus récentes et les plus fiables semblent tendre vers une

pression de transition isolant → métal autour de 500 GPa [21] voire plus précisément 447

GPa [22], à température nulle et selon des calculs très récents de Monte Carlo Quantique

(QMC). Ces valeurs semblent être en accord avec les expériences les plus récentes [19, 23]

mais restent à être affinées et confirmées, surtout en ce qui concerne le traitement souvent

approximé des effets quantiques nucléaires. Pour la phase métallique atomique, celle que

l’on prévoit être supraconductrice [24], des calculs QMC pour la partie électronique et te-

nant compte des effets nucléaires, suggèrent une pression de transition autour de 600 GPa

[25].

Hydrogène supraconducteur

Ainsi, au vu de la pression "dantesque" dont il est question, il est encore difficilement en-

visageable de mettre en évidence expérimentalement la supraconductivité de l’hydrogène.

Malgré tout, et sur la base du fort couplage électron-phonon et la présence d’une densité

d’état non-négligeable au niveau de Fermi (Eq. 1.1), il a été montré que la température cri-

tique de l’hydrogène serait très élevée, voire même largement supérieure à la température

ambiante, en particulier dans sa phase métallique atomique [26]. Le premier calcul ab initio

de la température critique de l’hydrogène via la théorie BCS-Eliashberg est celui de Barbee

et al. (1989) [27], qui l’évaluèrent autour de Tc = 230 ± 85 K pour de l’hydrogène cristal-

lisé selon une maille hexagonale, pour une pression d’environ 400 GPa. D’autres travaux

proposèrent des températures critiques bien plus élevées, allant même jusqu’à 600 K [28].

Néanmoins, les études les plus récentes, qui tiennent compte des forts effets anharmoniques

de l’hydrogène dans le cadre de la DFT, prédisent plutôt des valeurs comprises entre 250 et

300 K [24, 29, 30].

24



Introduction et état de l’art

S’il semble ainsi théoriquement établi que l’hydrogène soit susceptible d’exhiber une

température critique très élevée comme le suggérait Ashcroft dès 1968, on ne s’attendait

cependant pas à devoir recourir à telles pressions, les calculs ayant tendance à repousser

toujours plus loin les pressions nécessaires, à mesure des avancées théoriques [25].

Hydrures supraconducteurs

Pour ces raisons Aschcroft suggèra en 2004 [31] que les alliages composés d’hydrogène

constitueraient d’excellents candidats à la supraconductivité HTC. Il serait alors possible,

selon lui, de préserver les avantages de l’hydrogène sur la haute température critique tout

en abaissant la pression nécessaire pour atteindre l’état supraconducteur à température

ambiante grâce à la chimie des hydrures. Motivés par les résultats de travaux théoriques

[2], c’est Drozdov et al. [1] qui synthétisèrent et mirent en évidence le caractère supra-

conducteur du sulfure d’hydrogène, pour une Tc = 203 K à environ 150 GPa. Ce record

expérimental ouvrit la voie à l’exploration d’un grand nombre de composés, dont le pre-

mier à battre ce record expérimental, en 2017, est le LaH10 [32], avec Tc = 250 K pour une

pression d’environ 170 GPa.

L’étude de ces deux composés, a permis de mieux cerner les mécanismes et spécificités

de ces matériaux, et en particulier l’effet de l’hydrogène, qui leur permet d’atteindre ces

températures critiques [33-35]. Il semblerait que le rôle de l’élément métallique (S ou La)

soit de stabiliser le matériau dans une structure particulière, mais qu’en dernière instance

ce sont les hydrogènes les responsables de la supraconductivité. Pour le LaH10, par exemple,

le lanthane ne contribue que de l’ordre de 2% au total de la constante de couplage λ [36].

Cette structure doit permettre une interaction électron-phonon optimale - donc une valeur

de λ maximale - de sorte à maximiser la température critique. Ainsi, le rôle de la pression

est important et il existe une pression maximale après laquelle la constante de couplage

électron-phonon λ décroît, entraînant avec elle la température critique, aussi bien pour

H3S que pour LaH10 [33, 34].

Perspectives des hydrures

En parallèle des composés à base de soufre et de lanthane, un grand nombre de nouveaux

composés ont depuis été étudiés, expérimentalement ou théoriquement. On reporte dans la

Table 1.1 certains d’entre eux.

Pour l’heure, les composés binaires étudiés jusqu’à maintenant n’ont pas permis de dé-

passer ni même d’atteindre le seuil de la température ambiante pour des pressions opéra-

tionnelles raisonnables. Ainsi, l’orientation actuelle dans ce domaine tend vers l’exploration

des composés ternaires i.e. constitué d’hydrogène et de deux autres éléments distincts, afin

d’exploiter une plus grande flexibilité dans la chimie de ces matériaux. Certaines études

suggèrent même qu’aucun composé binaire ne permettrait d’exhiber des propriétés supra-

conductrices à température et pression ambiantes [55-57].

Ainsi, des récents travaux [58] portant sur un cristal initial de LaH10, ont suggéré la

mise en évidence expérimentale de la supraconductivité dans un composé de nature et de
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Composé Tc (K) P (GPa)

H3Se [37] 105 135

Si2H6 [38] 79 -

FeH5 [39, 40] 51 130

UH7 [41] † 54 22

CeH9 [42] 115 95

ThH9 [43] 146 175

PrH9 [44] 9 120

NdH9 [45] 136 110

LiH8 [46] † 31 100

CaH6 [47] † 220 150

BaH6 [48] 38 100

ScH9 [49] † 130 285

VH8 [50] † 71 200

SrH10 [51] † 259 300

YH10 [52] † 305–326 250

ThH10 [53] † 220 100

AcH10 [54] † 204–251 200

Table 1.1 – Températures critiques et pressions associées de quelques hydrures supraconduc-

teurs. La marque † indique lorsqu’il s’agit de résultats théoriques uniquement.

structure inconnue mais dont la température critique serait de 550 K. Ce résultat, bien que

critiquable a néanmoins motivé la recherche in silico (par ordinateur) de composés ternaires

à base de lanthane, à commencer par le La-X-H10 [59], qui n’a cependant pas permis de

corroborer théoriquement une telle valeur de température critique.

1.1.3 Sulfure d’hydrogène et H3S

Dans les conditions de pression et de température ambiantes, le sulfure d’hydrogène se

présente sous la forme d’un gaz, que l’on retrouve dans la nature et notamment en biologie

où il est le produit de la dégradation des protéines [60]. Ce gaz est constitué de molécules de

stoechiométrie H2S très similaire à l’eau H2O. Ce comportement chimique n’est pas fortuit

puisque le soufre (Z = 16) et l’oxygène (Z = 8) sont situés sur la même colonne du tableau

périodique (cf. Fig. 1.4). Dans cette stoechiométrie, ces deux composés sont par ailleurs des

systèmes chimiques fermés (closed-shell system), c’est-à-dire que tous les états électroniques

des orbitales occupées sont remplis et tous les électrons sont appairés.

Figure 1.4 – Tableau périodique des éléments.
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Avant les travaux de Drozdov et al. [1], il existait une littérature abondante sur l’étude

théorique de ce matériau et notamment au sujet de ses phases solides à haute pression, où

il se différencie de l’eau, et dont le diagramme de phase présente une riche complexité.

Figure 1.5 – Diagramme

de phase proposé par Fu-

jihisa et al. [61]).

À pression ambiante, le sulfure d’hydrogène (H2S) cristallise

selon trois phases moléculaires différentes (I-III) selon la tem-

pérature [62, 63]. En augmentant la pression, il semble présen-

ter trois autres phases distinctes (IV-VI) [64-67] dont la nature

exacte (groupe d’espace, décomposition chimique, stoechiomé-

trie, caractère métallique) a longtemps été sujette à débat. Il est

en effet très difficile d’accéder à la structure exacte étant donné

la faible diffusion des rayons X par l’hydrogène. Expérimentale-

ment Fujihisa et al. ([61]) (cf. Fig. 1.5) suggèrent qu’H2S cristallise

selon une phase tétragonale de groupe I41/acd pour la phase IV,

là où Endo et al. [68] proposent plutôt une phase monoclinique

Pc.

Des simulations théoriques de dynamiquemoléculaire ab ini-

tio proposent au moins trois candidats pour la phase IV : une

phase tétragonale P42/ncm (T = 300 K) [69], orthorhombique

Pbca [70] et Ibca (T = 100 K) [71]. À pression ambiante à partir de la structure P42/ncm,

Rousseau et al. prédisent deux candidats pour les phases V et VI, respectivement Pmn21 et

Cmc21 [72], toutes deux orthorhombiques.

Concernant la métallicité du sulfure d’hydrogène, une étude du spectre infrarouge sug-

gère que H2S puisse devenir métallique autour de 96 GPa [67]. Cette interprétation est

remise en cause par Rousseau et al. qui suggèrent d’après des calculs ab initio, qu’à cette

pression le sulfure d’hydrogène est déjà dissocié et que la métallicité observée pourrait donc

être celle de l’élément S uniquement [72].

Figure 1.6 – Évolution de

la Tc d’H3S (en noir) et D3S

(en rouge) en fonction de la

pression. (Fig. 2 in [1])

En réalité, des études plus récentesmontrent que le sulfure

d’hydrogène reste stable sous haute pression (jusqu’à 200
GPa) [73] mais qu’il évolue selon une stoechiométrie plus éle-

vée de l’hydrogène ((H2S)2H2 ou H3S ) dont Duan et al. [2]

évaluent la température critique autour de Tc = 190− 200 K
par une approche théorique ab initio.

En 2015, Drozdov et al. [1], arrivent à synthétiser et étudier

le sulfure d’hydrogène à haute pression en confirmant d’une

part la stoechiométrie H3S au-dessus de 100 GPa par spectre

Raman, et d’autre part la prédiction théorique de la supracon-

ductivité au sein du matériau, dont ils mesurent la tempéra-

ture critique à 203 K. Initialement sujette à débat, cette valeur

a par la suite solidement été confirmée par différentesmesures

de transports in situ et magnétiques [74].

Ils montrent également, comme on le reporte sur la Fig. 1.6,

que la Tc n’est pas constante en fonction de la pression mais présente en fait un maximum

autour de 150 GPa avec deux comportements distincts avant et après. Cet effet est d’autant
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plus visible pour l’isotope D3S qui présente lui une Tc maximale autour de 170 GPa, avec

une plus faible Tc = 150 K, comme on peut s’y attendre conformément aux discussions

précédentes au sujet de l’effet de la masse (effet isotopique). Les auteurs suggèrent que ce

comportement, et la différence de régime en fonction de la pression, serait la signature d’une

transition de phase du cristal d’H3S .

Sur la base de travaux expérimentaux de diffraction des rayons X et de travaux théo-

riques [75-79], le cristal d’H3S passerait d’une phase R3m à basse pression, à une phase

Im3̄m.

La symétrie Im3̄m est une structure cubique centrée (body-centered cubic, BCC) où les

atomes de soufre occupent les coins du cube ainsi que son centre, et les atomes d’hydrogène

le centre des arêtes et des faces du cube. La structure trigonale R3m est assez semblable à

la phase cubique Im3̄m à ceci près qu’elle est très légèrement distordue et que les atomes

d’hydrogène sont excentrés des axes S-S (cf. Fig. 1.7).

Figure 1.7 – Représentation des deux phases R3m (à gauche) et Im3̄m (à droite), tiré de l’article

d’Errea et al. (2016) [79], où a représente la distance S-S ainsi que le paramètre de la maille

du cube (constituée de deux mailles élémentaires) ; et d1 ̸= d2 les distances entre le soufre et

l’hydrogène sur l’arête.

Dans notre travail, et afin de préserver un nombre de symétries que l’on pourra exploiter

dans les calculs afin de réduire leur coût, la structure trigonale R3m (dite asymétrique) sera

approximée par une structure BCC, dans laquelle la seule différence avec la structure Im3̄m
(dite symétrique) sera alors la position du proton, négligeant ainsi la très légère distorsion

du réseau. La validité de cette approximation repose sur l’angle rhomboédrique qui vaut

environ 109.49
◦
à 150 GPa dans la structure trigonale originale, là où il vaut 109.47

◦
dans

l’approximation BCC [79, 80]. Par la suite, quand nous parlerons de la phase R3m, nous

indiquerons toujours par là la phase cubique correspondante.
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1.2 Difficulté de l’approche théorique

Afin de décrire avec précision ce système, on se place dans un cadre intégralement quan-

tique. Dû à leur légèreté, les atomes d’hydrogène sont, en effet, sujets à des effets nucléaires

notables comme nous l’avons esquissé dans les sections précédentes. Il devient alors néces-

saire de traiter les électrons et les noyaux, ainsi que leurs interactions, de manière quan-

tique.

1.2.1 Le problème quantique à plusieurs corps et l’approximation
de Born-Oppenheimer

Dans ce cadre, la grandeur permettant de décrire l’état du système est la fonction d’onde,

notée usuellementΨ. Celle-ci permet d’accéder aux différentes observablesmacroscopiques

du dit système. En particulier, en appliquant l’opérateur hamiltonien, noté H , qui contient

toutes les interactions du système, il est possible de déterminer son énergie interne, notée

E, en résolvant l’équation aux valeurs propres :

HΨ(r1 . . . , rN ,q1, . . . ,qM) = EΨ(r1 . . . , rN ,q1, . . . ,qM), (1.2)

avec {ri}1...N l’ensemble des positions desN électrons, que l’on notera simplementR dans

la suite, et {qI}1...M celles desM noyaux, que l’on noteraQ. Dans la plupart des cas, nous

serons intéressés par l’énergie la plus basse parmi les valeurs propres, c’est-à-dire l’énergie

de l’état fondamental. De manière générale, les interactions au sein d’un solide constitué

de N électrons etM noyaux peuvent être décrites par l’hamiltonien [81] :

H =− ℏ2

2me

N∑
i

∇2
i −

M∑
I

ℏ2

2MI

∇2
I

+
e2

4πε0

[
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I
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+

1

2

N∑
i

N∑
j ̸=i

1

|ri − rj|
+

1

2

M∑
I

M∑
I ̸=J

ZIZJ

|qI − qJ |

]
,

(1.3)

où ℏ est la constante de Planck réduite,me la masse de l’électron,MI la masse du noyau

I , e la charge de l’électron, ε0 la constante de permittivité du vide, ZI le numéro atomique

associé au noyau I , ri la coordonnée de l’électron i et enfin qI la coordonnée du noyau I .
Les deux premiers termes décrivent les énergies cinétiques des électrons et des noyaux res-

pectivement, les trois derniers les interactions coulombiennes électrons-noyaux, électrons-

électrons et noyaux-noyaux respectivement.

Pour simplifier les calculs, on peut dériver un système d’unités cohérent et approprié

aux systèmes atomiques, moléculaires et solides appelé système d’unités atomiques (u.a.).

À partir des constantes fondamentales ℏ,me, e et ε0 qui, en u.a., prennent les valeurs ℏ =
1 ,me = 1 , e2 = 1 , 1

4πε0
= 1, il est possible de construire n’importe quelle autre grandeur

comme par exemple l’énergie dont l’unité est appelée Hartree, défini comme EHa =
e2

4πε0
et
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notée Ha (1 Ha ≈ 4.36 × 10−18
J) ou encore la distance, dont l’unité est le rayon de Bohr

a0 =
4πε0ℏ2
mee2

et notée a0 (1 a0 ≈ 5.29× 10−11
m).

Il est alors possible de réécrire l’hamiltonien de l’Eq. 1.3 comme :
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i

1

MI
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−
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1
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+

1

2
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I
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I ̸=J

ZIZJ

|qI − qJ |
.

(1.4)

L’hamiltonien de l’Eq. 1.4 exhibe une grande complexité et il est impossible de sépa-

rer les contributions individuelles des différents corps dans l’évaluation de l’énergie dans

l’Eq. 1.2 sans faire appel à certaines approximations. On parle alors du problème à plusieurs

corps (many-body problem).

L’une de ces approximations, consiste à séparer la contribution des électrons de celle des

noyaux, dont la pertinence repose sur le fait que la masse des noyaux est très supérieure à

celle des électrons (mp/me ≈ 1.9×103 avecmp la masse du proton) ; le mouvement de ceux-

ci est alors beaucoup plus rapide que celui des noyaux qui peuvent donc être considérés

comme immobiles au regard de la dynamique des électrons. Il s’agit de l’approximation de

Born-Oppenheimer (BO) [82] aussi appelée approximation adiabatique [83, 84]. La fonction

d’onde s’écrit alors : Ψ(R,Q) = ψQ(R)χ(Q), où la fonction d’onde ψQ(R) est la fonction
d’onde électronique et état propre de l’équation :

[
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2
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∇2
i +−
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M∑
I

ZI

|ri − qI |
+

1

2

N∑
i

N∑
j ̸=i

1

|ri − rj|

]
ψQ = EQψQ, (1.5)

où Q est alors un paramètre dans cette équation. De manière analogue, χ(q1 . . . ,qM)
est la fonction propre de la partie purement nucléaire de l’hamiltonien de l’Eq.1.4. On peut

réécrire l’équation aux valeurs propres de l’Eq. 1.2 comme :

EQψQχ+

[
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2

M∑
i

1

MI

∇2
i +

1

2

M∑
I

M∑
I ̸=J

ZIZJ

|qI − qJ |

]
ψQχ = EtotψQχ, (1.6)

qui conduit, après approximation sur le terme cinétique, à une forme ne faisant inter-

venir que les degrés de liberté des noyaux :

[
−1

2

M∑
i

1

MI

∇2
i +

1

2

M∑
I

M∑
I ̸=J

ZIZJ

|qI − qJ |
+ EQ

]
χ = Etotχ. (1.7)

Il est alors possible de résoudre l’équation aux valeurs propres totale et accéder à l’éner-

gie totale en deux étapes séparées. La première consiste à déterminer la fonction d’onde
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électronique ψQ(R) pour une configuration nucléaire Q donnée, puis résoudre la partie

nucléaire en considérant l’énergie électronique EQ déterminée précédemment comme un

potentiel effectif dans l’Eq. nucléaire 1.7. E(Q) = EQ + 1
2

∑
I,J

ZIZJ

|qI−qJ |
est aussi appelée

surface d’énergie potentielle (Potential Energy Surface, PES).

1.2.2 Contribution électronique

La qualité de la description électronique est fondamentale dans notre approche. C’est

en effet de celle-ci dont dépend la résolution de la contribution des noyaux, plongés dans

le potentiel E(Q) issu de ces calculs, comme nous l’avons vu dans la section précédente.

La théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional Theory, DFT), très ré-

pandue en physique du solide pour son faible coût de calcul et sa précision, permet entre

autres de calculer l’énergie fondamentale d’un système quantique pour une configuration

donnée. Néanmoins, comme nous le décrirons dans le chapitre 2, cette évaluation de l’éner-

gie repose sur plusieurs approximations et notamment sur la contribution des interactions

électroniques (énergie d’échange et corrélation), ce qui peut être une source de biais ma-

jeure selon les systèmes.

Dans la section 1.1.3, nous avons exposé un certain nombre de résultats issus de travaux

aussi bien antérieurs que postérieurs à la mise en évidence expérimentale de la supracon-

ductivité d’H3S . L’essentiel de ces travaux était réalisé sur la base de calculs DFT et re-

produisait assez mal les données expérimentales, que ce soit d’un point de vue structurale

(phases en jeu et point de transition entre celles-ci), que d’un point de vue dynamique, c’est-

à-dire l’étude de l’interaction électron-phonon, et l’évaluation de la température critique.

On reporte dans la Tab. 1.2, les données obtenus par Bianco et al. [80] sur le base de l’étude

DFT de la transition R3m→ Im3̄m, résultats largement cités dans la littérature postérieure.

Fonctionnelle Pc [GPa] (classique) Pc [GPa] (quantique)
PBE 173 91

BLYP 256 114

Table 1.2 – Pressions de transition vers la phase Im3̄m pour les paramétrisations fonctionnelles

PBE et BLYP en considérant les noyaux comme classiques et quantiques. Données issues des

travaux de Bianco et al. [80]

Au-delà des effets quantiques des noyaux et de l’anharmonicité, points qui seront abor-

dés dans la section suivante et dans le Chap. 4, la dépendance des résultats au choix de

la paramétrisation fonctionnelle dans l’évaluation de l’énergie (PBE ou BLYP), indique que

la description des interactions électroniques est un enjeu majeur pour décrire ce système.

Cette remarque suggère de recourir à une théorie beaucoup plus précise, plus générique et

transférable et qui pourra servir de référence. C’est pourquoi nous utiliserons dans cette

thèse une approche qui tient compte de manière explicite des corrélations électroniques :

le Monte Carlo quantique (Quantum Monte Carlo, QMC).
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Une des motivations principales derrière l’usage du QMC repose sur le fait que cette mé-

thode permet de traiter des systèmes proches du nôtre avec une grande précision où la DFT

fait défaut, même dans ses développements les plus avancés. Dans l’étude de l’hydrogène

simple, il a par exemple été montré que le QMC permettait de mieux décrire les résultats

expérimentaux que les calculs DFT [85-87], ainsi que dans l’étude du diagramme de phase

de l’hydrogène sous haute pression [21, 88, 89]. Il en va de même pour l’étude quantique

des différentes propriétés de l’eau [90, 91], mal décrites par les calculs DFT [92, 93]. Dans le

cas spécifique des hydrures, on a également montré que le QMC permettait de décrire avec

une grande précision l’état fondamental d’un certain nombre de composés [94].

Pour ces raisons, le QMC semble donc être une approche pertinente en vue de décrire

précisément le PES de notre système. Il servira alors de référence pour juger la qualité des

calculs DFT. Un précédent travail, proposé par Azadi et al. [95] en QMC, va dans le sens

des calculs DFT concernant la phase adoptée pour les très hautes pressions (Im3̄m), mais ne

permet pas de conclure quand à la transition R3m→ Im3̄m. Par une étude de la variation de

l’enthalpieH(P ) = E − PV du système en fonction de la pression, la phase Im3̄m semble

favorisée par rapport à la phase R3m sur une gamme de pression allant de 140 à 320 GPa.

Compte tenu de la précision de leur méthode et de l’écart de ce résultat par rapport à ceux

obtenus en DFT (voir la Tab. 1.2), ce travail nous motive davantage à recourir au QMC afin

de mieux comprendre la source de ce désaccord. C’est ce que nous nous proposons de faire

dans cette thèse, en utilisant le QMC pour la partie électronique et le traitement quantique

des noyaux pour la partie ionique.

1.2.3 Contribution nucléaire, étude dynamique et phonons

Effets quantiques nucléaires

Une approximation courante en physique du solide [81] est de considérer les noyaux

comme classiques, c’est-à-dire comme des particules ponctuelles, décrites par leurs posi-

tions dans l’espace, Q. Leur énergie à T = 0 K dans un état à l’équilibre Qeq est alors

définie par le minimum (local ou global) du PES E(Q). Cela peut être vu comme limite de

masse infinie de l’Eq. 1.7. Notre système étant largement constitués d’hydrogène, l’élément

le plus léger du tableau périodique, il s’éloigne considérablement de cette limite. Or, nous

savons que plus un corps est léger, plus la description classique diverge de la description

quantique et plus son formalisme ondulatoire est adapté. Pour juger quantitativement de

la meilleure approche, classique ou quantique, il est nécessaire de se poser la question des

grandeurs caractéristiques en jeu. En l’occurence, la longueur d’onde de De Broglie λ (Eq.1.8),
nous permet d’évaluer la longueur d’onde typique d’une particule quantique, que l’on peut

associer à sa délocalisation, en fonction des énergies en jeu dans le système [96] :

λ =

√
2πℏ2
mkBT

, (1.8)

où ℏ est la constante de Planck réduite, m la masse de la particule, kB la constante de
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Boltzmann et T la température du système. Ainsi, pour une température de 200 K, soit la

température approximative en jeu ici, λ ≈ 2.32 a0 pourm = mp, soit une longueur d’onde

de l’ordre de la longueur caractéristique λc ≈ a, le paramètre de maille de l’H3S qui est

de 5 à 6 a0 dans la gamme de pression que l’on étudie. Cela signifie que le proton est très

délocalisé par rapport au reste du système et ne peut raisonnablement pas être confiné en

un point q de l’espace. La description quantique, régie par l’Eq. 1.7, apparaît donc nécessaire

pour décrire ce système avec précision.

Phonons et anharmonicité

L’étude des propriétés dynamiques d’un matériau et en particulier celles vibrationnelles

de son réseau cristallin, caractérisées par les phonons, revêt un intérêt particulier. À partir

des spectres phononiques il peut être possible, par exemple, de visualiser la signature d’une

transition de phase. Dans le cas de la supraconductivité très spécifiquement, l’interaction

électron-phonon est responsable du mécanisme de la supraconductivité conventionnelle et

les fréquences phononiques entrent directement dans l’estimation du couplage électron-

phonon λ (voir l’Eq. 1.1).

Une manière peu coûteuse et souvent précise pour décrire les vibrations du réseau dans

un grand nombre de matériau, consiste à développer au second ordre le potentiel BO au-

quel sont soumis les noyaux (cf. Sec. 1.2.1), autour de leurs positions d’équilibre Qeq. On

peut alors montrer ([81] et Chap. 4) qu’en partant de ce développement limité, il est pos-

sible d’accéder aux fréquences des phonons. Cette approximation repose implicitement sur

l’hypothèse que l’amplitude de déplacement des noyaux est faible. Elle est dite harmonique

car elle est la solution d’un potentiel de deuxième ordre. Dans le cas où le déplacement

est large ou bien lorsque le réseau présente des instabilités, proche d’une transition struc-

turale par exemple, l’approximation harmonique échoue [56]. On parle alors de régimes

anharmoniques. Dans la Fig. 1.8, on représente deux régimes d’anharmonicité différents.

Figure 1.8 – Illustration de deux régimes anharmoniques différents, faible (a) et fort (b). Dans

le premier cas, l’approximation harmonique reproduit bien le minimum du potentiel et conduit

simplement à une mauvaise estimation de la fréquence du mode considéré. Elle peut être cor-

rigée en considérant une approche perturbative [97, 98]. Dans le second cas, l’approximation

harmonique conduit à une instabilité (fréquence imaginaire dûe à la courbure négative) et ne

se stabilise qu’en tenant compte rigoureusement de l’anharmonicité. (Illustration adaptée de la

Fig. 14 in [56])
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Dans le cas particulier d’H3S , on s’attend à ce que les effets anharmoniques ne soient

pas négligeables. De précédents travaux théoriques ont en effet montré que les spectres

phononiques de certains hydrures (AlH3 [99], PdH [100, 101], PtH [101] ainsi qu’H3S en

particulier [76, 102]) étaient fortement affectés par les effets anharmoniques. Pour PdH par

exemple [100], la constante de couplage électron-phonon calculée dans l’approximation

harmonique vaut λ = 1.55 et λ = 0.40 en tenant compte des effets anharmoniques, ce qui

induit une variation notable de la température critique. Pour l’H3S à 200 GPa, Errea et al.

[76] estiment λhar = 2.64 et λanh = 1.84, ce qui correspond aux températures critiques

T har
c = 250 K et T anh

c = 194 K (respectivement 226 K et 190 K à 250 GPa selon la même

étude), calculées à partir des équations de Migdal-Eliashberg (Sec. 1.1.1) selon l’hypothèse

que le système se situe dans la phase symétrique. Ce résultat est cohérent avec les travaux

d’Akashi et al. [103], qui évaluent la température critique à 267 K, sans tenir compte des

effets anharmoniques, pour la phase Im3̄m à 200 GPa avec la fonctionnelle PBE, dans le

cadre de la SCDFT (une extension de la DFT pour les calculs de systèmes supraconducteurs

[104, 105]). Cela confirme également la nécessité de tenir compte de tels effets.

On note cependant que les effets anharmoniques varient selon le matériau étudié. Par

exemple dans le cas de LaH10, il semble être possible d’obtenir une estimation fiable de la

Tc, en dépit du fait que cette valeur soit calculée dans le cadre de l’approximation harmo-

nique [52]. À l’inverse, les effets anharmoniques semblent particulièrement forts dans le cas

de l’hydrogène à haute pression [25, 106], contrairement à ce qu’ont pu suggérer d’autres

études antérieures [24]. On ne peut alors pas a priori prévoir l’impact de ces effets sur le

matériau étudié, il convient donc d’en tenir compte systématiquement dans nos calculs.

Approches anharmoniques

Dans un régime de faible anharmonicité (illustration de gauche sur la Fig. 1.8), l’ap-

proche privilégiée consiste à traiter les termes d’ordres supérieures comme des perturba-

tions : c’est l’approche perturbative [97, 98]. Dans le formalisme de Feynman-Dyson [107],

cela se traduit par une contribution additionnelle à la self-energy phononique [108], notée

Πµ. Cette approximation est valide dans le cas de faible anharmonicité où la self-energy

du phonon |Πµ| ≪ ω, où ω est la fréquence qui lui est associée. Dans un régime de forte

anharmonicité (illustration de droite sur la Fig. 1.8), où la fréquence est imaginaire, cette

approximation n’est alors plus valide.

D’autres méthodes, via l’approximation harmonique auto-cohérente (SCHA) [109] ou la

méthode du champ auto-cohérent (SCF) [110, 111] permettent de traiter des cristaux anhar-

moniques indépendamment du régime de celui-ci, au-delà de l’approche perturbative. Une

implémentation stochastique de la SCHA, dite approximation harmonique auto-cohérente

stochastique (SSCHA) [112], permet de tenir compte des effets quantiques des noyaux dans

les systèmes complexes comme ceuxmodélisés à partir des premiers principes, tels que l’hy-

drogène [24, 80], les systèmes aqueux [113, 114] ou encore les hydrures [100, 101]. Cette

méthode repose sur la minimisation de l’énergie libre F [ρ] = E[ρ] − TS[ρ] d’un système

quantique, où ρ est la matrice de densité du système, approximée ici par une forme gaus-

sienne et identifiée uniquement par les positions atomiques moyennesQ et les fluctuations

thermiques et quantiques Φ autour d’elles ; E le potentiel BO associé au système, T la tem-

pérature et S l’entropie.
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Bianco et al., qui font partie du groupe qui, le premier, a developpé la SSCHA, l’ont

utilisé pour tenir compte des effets quantiques nucléaires et de l’anharmonicité dans la des-

cription de la transition structurale R3m → Im3̄m d’H3S . Ils situent la transition autour

de la pression Pc = 91 GPa (resp. 114 GPa) avec une description électronique issue des

calculs DFT-PBE (resp. DFT-BLYP) en utilisant des PP de type US [80] (voir la Tab. 1.2). Ces

valeurs sont largement sous-estimées par rapport à celles expérimentales. Néanmoins, ils

évaluent la température critique Tc autour de 190 K pour des pressions de 200 GPa et 250

GPa dans la phase Im3̄m, ce qui est proche de la valeur observée expérimentalement pour

ces pressions, qui se situe autour de 190 K (Ref. [1]). Les auteurs de la référence [80] attri-

buent à l’approximation de la fonctionnelle la cause de l’écart entre pression de transition

expérimentale et théorique, ce qui nous motive une fois de plus à remplacer la DFT par le

QMC comme théorie électronique de référence.

La méthode que nous utiliserons dans cette thèse pour traiter quantiquement la dy-

namique des noyaux est une dynamique moléculaire ab initio (AIMD) qui permet de te-

nir compte des effets quantiques nucléaires grâce au formalisme des intégrales de chemin.

Elle est appelée Path Integral Molecular Dynamics (PIMD) et repose sur l’isomorphisme

quantique-classique des noyaux [115]. Les calculs PIMD requièrent cependant des temps

de simulation relativement longs, ce qui en fait une technique coûteuse. À ce jour, la litté-

rature concernant le cas particulier d’H3S traité avec la PIMD n’est donc pas très avancée.

On peut cependant mentionner le travail très récent de Chen et Shi [116], qui calculent une

température critique Tc = 201 K pour la phase Im3̄m à partir de calculs PIMD, pour une

pression de 200 GPa avec une description électronique DFT-PBE en utilisant un PP de type

PAW. Néanmoins, ces auteurs ne se posent pas la question de la transition de phase liée à

la symétrisation du proton, qui sera en revanche l’objet principal de cette thèse.

1.3 Ambitions et organisation de cette thèse

L’objectif de cette thèse est d’étudier le cristal d’H3S, ayant constitué un tournantmajeur

dans l’émergence d’une nouvelle famille d’hydrures supraconducteurs à très haute tempé-

rature critique : les superhydrures. Dans ce travail, nous nous intéresserons essentiellement

à décrire la transition structurale R3m → Im3̄m qui est liée à la symétrisation du proton

dans la maille d’H3S . Elle est supposée être à l’origine du maximum de Tc, mais à l’heure

actuelle aucune approche théorique ne permet de la localiser à la pression où le pic de Tc
est observé expérimentalement. À ce jour, aucune méthode n’a été capable de confirmer

cette hypothèse et ansi d’éclairer la vraie nature du pic de la Tc.

Pour étudier cette transition, le cristal sera traité de manière pleinement quantique et

on utilisera les méthodes les plus avancées en matière condensée (QMC pour la partie élec-

tronique et PIMD pour la partie nucléaire) rarement exploitées pour ce système, mais non

moins fiables et éprouvées pour des systèmes voisins comme celui du cluster d’eau [91].

Ces méthodes nous permettront de proposer un autre point de vue, dans le but de décrire

avec précision ce système sous haute pression, ouvrant la voie vers une généralisation de

cette approche.
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À la suite de ce chapitre 1, introductif, cette thèse se divise en trois chapitres et une

conclusion. Le chapitre 2 s’intéresse à la description de la partie électronique via une ap-

proche ab initio par champ moyen à l’origine de la plupart des travaux évoqués précédem-

ment, la DFT. On s’intéressera dans ce chapitre aux approximations qu’elle comporte en

caractérisant les erreurs et biais que celles-ci peuvent apporter dans la description du sys-

tème. Dans le chapitre 3, on introduira une autre méthode, dite corrélée, de description de

la partie électronique : le QMC. Cette méthode, comme nous le détaillerons, est construite

de sorte à reproduire les interactions et corrélations électroniques de manière très précise,

permettant ainsi de s’affranchir de l’approximation du terme d’échange-corrélation, intrin-

sèque à la DFT. Les résultats de ce chapitre constitueront ainsi une référence pour juger la

qualité de l’approche DFT du Chap. 2. Enfin, dans le chapitre 4, nous nous intéresserons

aux effets quantiques nucléaires, clé de voûte d’une description pleinement quantique, et

donc a priori la plus complète et la plus fiable, du système. On abordera également dans ce

chapitre la question de la dynamique ionique à température finie, traduite dans les spectres

phononiques et dans la distribution quantique du proton.
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Chapitre 2

2.1 Introduction et motivations

En vu de décrire la structure électronique du sulfure d’hydrogène, la première méthode

qu’on se propose d’utiliser est la théorie de la fonctionnelle de la densité (Density Functional

Theory ou DFT) afin de calculer l’énergie électronique et les forces ioniques. Cette méthode

est la plus commune grâce à un faible coût de calcul - de par ses approximations - et à un

niveau de précision acceptable dans la plupart des cas. Elle repose sur une description du

système par champ moyen en terme de densité électronique n(r) définie en tout point de

l’espace comme :

n(r) = N

∫
d3r2...d

3rNΨ
∗(r, r2, ..., rN)Ψ(r, r2, ..., rN), (2.1)

où N est le nombre d’électrons et Ψ(r, r2, ..., rN) la fonction d’onde électronique du

système 3M -dimensionnel, réduisant ainsi le problème many-body de 3M à 3 coordonnées

d’espace. Cette réduction de complexité est a priori exacte grâce à la validité des théorèmes

d’Hohenberg et Kohn (Sec. 2.2.1) qui permettent d’exprimer l’énergie du système quantique

comme fonctionnelle unique de la densité n(r).

De manière générale pour un système ab initio, l’hamiltonien électronique décrivantN
électrons en interaction entre eux et avecM noyaux s’écrit :

H =
N∑
i

p2i
2m

+
1

2

N∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
−

N∑
i

M∑
j

Zj

|ri − qj|
, (2.2)

avec m, la masse des électrons,

∑N
i

∑M
j

Zj

|ri−qj | =
∑N

i vext(ri) le potentiel externe dû

aux interactions avec les noyaux et
1
2

∑N
i ̸=j

1
|ri−rj | =

∑N
i ̸=j vint(|ri−rj|) le potentiel interne

dû aux interactions électroniques. Dans le cadre de la DFT, et comme on le détaillera dans

la Section 2.2, on peut alors montrer que résoudre l’équation aux valeurs propres H |Ψ⟩ =
E |Ψ⟩ à ions fixés et trouver l’énergie fondamentale électronique revient à minimiser la

fonctionnelle suivante :

E[n] = Ts[n] +

∫
drvext(r)n(r) +

∫∫
vint(|r1 − r2|)n(r1)n(r2)dr1dr2 + EXC [n], (2.3)

où Ts est le terme cinétique des électrons libres. Le deuxième terme qui dépend des

interactions électroniques est appelé terme de Hartree et EXC est la fonctionnelle dite

d’échange-corrélation qui se décompose elle-même en deux parties : un terme d’échange

qui rend compte de l’interaction due au principe d’exclusion de Pauli et un terme qui traite

l’énergie de corrélation entre les électrons. La DFT est une théorie approximée dû au fait

que l’expression exacte de la fonctionnelle d’échange-corrélation est inconnue et doit être

construite selon certaines hypothèses de sorte à décrire les propriétés du système. Ce terme

introduit donc un biais qui dépend des approximations utilisées dans la fonctionnelle.
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Une autre approximation courante dans les calculs DFT consiste à introduire un poten-

tiel effectif (pseudopotentiel) pour reproduire les interactions des électrons de coeur, dont

la description quantique exacte serait trop coûteuse due aux variations rapides de la fonc-

tion d’onde proche du noyau. La validité de cette approximation repose sur le fait que les

électrons de coeur ne participent pas activement aux liaisons chimiques contrairement aux

électrons de valence. Cependant, l’usage des pseudopotentiels peut introduire un biais ad-

ditionnel, si la séparation entre électrons de coeur et de valence devient moins nette, ou,

plus généralement, quand les électrons de coeur ne peuvent pas être traités comme distri-

butions de charges rigides. Afin de pallier ce problème, des approches qui incluent tous les

électrons et qui les résolvent au niveau DFT existent (approche all-electron, AE), mais sont

beaucoup plus coûteuses en temps de calcul et ne sont ainsi pas toujours viables.

L’approximation de la fonctionnelleEXC et celle des pseudopotentiels constituent donc

des sources d’erreurs non-négligeables selon les systèmes étudiés et en particulier dans un

système comme le nôtre. La validité et la précision de ces approximations sont en effet

mises en cause par le rétrécissement de la cellule élémentaire sous pression, qui fait varier

les corrélations électroniques dans le système, et qui augmente le recouvrement entre la

région de valence et celle de coeur, en rendant la séparation entre les deux moins claire.

Comme nous l’avons vu dans l’introduction générale, les travaux récents réalisés avec la

DFT pour le système H3S ne permettent pas de rendre compte des données expérimentales

pour estimer la pression de transition de symétrisation du proton qui pourrait avoir lieu au

pic de la Tc [79]. Cela peut être dû à l’échec des approximations de la DFT mais aussi à la

nature quantique des noyaux, négligée dans l’équation 2.2. Les noyaux peuvent être traités

quantiquement une fois que la surface énergétique est déterminée dans l’approximation de

Born-Oppenheimer, par la solution du problème électronique à chaque position nucléaire

(Eq.1.7).

Le but de ce chapitre est double : le premier est d’identifier et d’estimer quantiativement

les biais introduits par les approximations dans le cadre de la DFT, Sec. 2.5.1 ; le second est de

générer à partir des calculs DFT une surface d’énergie potentielle (PES) qui nous permettra

par la suite - dans le Chapitre 4 - de traiter quantiquement le problème nucléaire. Cette sur-

face sera paramétrée d’abord via un potentiel unidimensionnel (Sec.2.5.3), dont on justifiera

l’usage et dont on pointera les limites. Ce modèle sera alors étendu au cas tridimensionnel

(Sec.2.5.4), qui permet une meilleure description des fluctuations des noyaux, tout en limi-

tant au maximum le nombre de degrés de liberté effectifs. À ce stade purement classique, les

modèles que nous dériverons dans ce chapitre pour les PES nous permettent de reproduire

plus ou moins précisément la structure du cristal et la pression critique déterminée en DFT.

Dans la première Section 2.2, nous présenterons la théorie générale de la DFT, les diffé-

rentes approximations qui la sous-tendent, les théorèmes et équations sur laquelle elle est

construite. Nous introduirons dans les Sec. 2.3 et 2.4 deux approches différentes de la DFT,

respectivement l’approche par pseudopotentiel (PP) et l’approche all-electron (AE). Cette

dernière servira de référence pour juger de la qualité de la première. C’est dans la Sec. 2.5

où nous présenterons la méthode et les résultats obtenus dans la détermination de la tran-

sition structurale du cristal H3S avec noyaux classiques. Enfin, on conclura dans la Sec. 2.6

sur l’approche DFT.
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2.2 Théorie de la fonctionnelle de la densité (DFT)

2.2.1 Principe général et théorèmes d’Hohenberg et Kohn

En mécanique quantique, toute l’information électronique d’un système constitué deN
électrons est contenue dans la fonction d’onde Ψ(r1, r2, ..., rN). En considérant l’hamilto-

nien générique de l’Eq. 2.2, l’énergie E du système peut alors être obtenue en résolvant

l’équation aux valeurs propre :

H |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ . (2.4)

En pratique, il n’est possible de résoudre cette équation exactement que pour un nombre

restreint de cas. Dans le cas d’un solide, compte-tenu du nombre d’électrons et de noyaux

intéragissant entre eux, il devient impossible de résoudre exactement l’Eq. 2.4 pour 3M
coordonnées. Comme nous l’avons déjà introduit, dans le cadre de la DFT, la fonction d’onde

Ψ(r1, r2, ..., rN) est remplacée par la densité électronique n(r), définie comme il suit :

n(r) = ⟨Ψ|
N∑
i

δ(r− ri)|Ψ⟩

=

∫
dr2...

∫
drN |Ψ(r, r2, ..., rN)|2+

...+

∫
dr1...

∫
drN−1|Ψ(r1, ..., rN−1, r)|2

= N

∫
d3r2...d

3rN |Ψ(r, r2, ..., rN)|2, (2.5)

où Ψ est normalisée (⟨Ψ|Ψ⟩ = 1) et N =
∫
drn(r).

Chaque système électronique peut être décrit par un hamiltonien tel que défini dans

l’introduction de ce chapitre (Sec. 2.1) et, en particulier, par un potentiel externe vext dont
son état fondamental est Ψ0. Si cet état fondamental n’est pas dégénéré, pour un potentiel

externe vext donné, correspond une unique fonction d’onde ψ (définie à une phase près) et

donc à une unique densité électronique n permettant de le décrire :

vext(r) −−−−−−−−→ n(r). (2.6)

En 1964, Hohenberg et Kohn [117] ont montré que cette correspondance peut être in-

versée, et qu’à chaque densité d’état fondamentale n(r) correspond un unique potentiel

vext(r) à une constante près :

n(r) −−−−−−−−→ vext(r) + const. (2.7)
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Cette correspondance est appelée le premier théorème de Hohenberg-Kohn. Le second

théorème montre quant à lui qu’il existe une fonctionnelle universelle E[n] exprimant

l’énergie selon la densité électronique n(r). L’énergie de l’état fondamental E0 peut ainsi

être obtenue de manière variationnelle par minimisation de cette fonctionnelle. Il existe une

densité n0 qui minimise l’énergie totale correspondant alors à celle de l’état fondamental

E0 exact :

E[n(r)] ≥ E[n0(r)] = E0. (2.8)

2.2.2 Equations de Kohn-Sham

En utilisant les théorèmes précédents, qui forment le coeur théorique de la DFT, Kohn

et Sham proposèrent un algorithme de résolution du problème à N corps en introduisant

un système de particules isolées (qui n’intéragissent pas entre elles) dont la densité d’état

fondamental est la même que celle pour le système en interaction mais avec un potentiel

externe différent. L’équation d’une particule effective est obtenue par l’équation :

{
−1

2
∇2

i + V eff [n(r)]

}
ψi = ϵiψi, (2.9)

oùV eff
correspond à la partie "potentiel", c’est-à-dire non-cinétique définie dans l’Eq. 2.3

que l’on peut résumer ainsi :

V eff [n(r)] = V ext [n(r)] + V H [n(r)] + VXC [n(r)] , (2.10)

où, pour un système d’électrons indépendants :

n(r) =
∑
i

|ψi(r)|2. (2.11)

Remarquons que le potentiel effectif inclut les effets d’interactions, évalués à la densité

correspondante, en guise de potentiel externe selon un schéma typique de théorie à champ

moyen.

Ces équations sont appelées équations de Kohn-Sham et peuvent être résolues par une

approche auto-cohérente. La résolution de l’Eq. 2.9 nous permet d’obtenir ψi qui dépend

de V eff [n] et donc de la densité n(r), qui est définie à son tour par la fonction d’onde ψi

selon l’Eq. 2.11. Ainsi, pour résoudre ces équations, on part d’une densité de charge d’essai

arbitraire n0(r), on détermine alors le potentiel V 0,eff
, que l’on injecte dans l’Eq. 2.9 ce

qui permet de résoudre cette équation et ainsi déterminer ψ1
i (r) dont on déduit la nouvelle

charge de densité n1(r) grâce à l’Eq. 2.11. On procède alors de manière itérative jusqu’à

convergence de la densité de charge.
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2.2.3 Approximations pour l’énergie d’échange-corrélation

La fonctionnelle d’échange-corrélation est définie de la façon suivante :

VXC [n(r)] =
δEXC [n(r)]

δn(r)
. (2.12)

Or, nous l’avons dit dans l’introduction, cette fonctionnelle n’est pas connue exacte-

ment. Il est donc nécessaire de déterminer une approximation qui permette de résoudre les

équations de Kohn-Sham. Ainsi, un grand nombre de fonctionnelles approximées ont été

développées, plus ou moins adaptées à la nature des systèmes étudiés et à leur complexité.

Il est donc difficile d’anticiper à quelle fonctionnelle on doit faire appel pour résoudre un

problème donné avec une précision satisfaisante. Nous esquissons ici les fonctionnelles les

plus courantes et utiles pour notre étude.

Approximation de la densité locale (LDA)

L’approche de la densité locale est la plus simple des approximations possibles. Elle

est inspirée d’un gaz uniforme d’électrons dont la fonctionnelle d’énergie d’échange et de

corrélation est formulée de la façon suivante :

EXC [n] =

∫
n(r)εhomXC [n(r)] dr. (2.13)

εhomXC [n] est l’énergie d’échange-corrélation pour une particule dans un gaz homogène

d’électrons (homogeneous electron gaz, HEG). On peut décomposer εhomXC en deux termes

d’échange et de corrélation. L’énergie d’échange pour le cas d’un gaz d’électron homogène

est connue analytiquement et elle prend la forme suivante : εX = −3
4

(
3
π

) 1
3
∫
n(r)

4
3dr.

Pour un HEG, la forme analytique de εC est connue seulement pour les cas limites à

basse et haute densité. Or, des calculs Monte Carlo quantique ont été effectués sur des va-

leurs intermédiaires de cette densité [118]. Les valeurs d’énergies obtenues par QMC sont

très précises et permettent de paramétrer une forme interpolée reproduisant exactement

les comportements de la densité aux limites connues. Ainsi, la fonctionnelle εC est complè-

tement déterminée pour le HEG.

Dans le cadre de la LDA, on attribue localement, à chaque point de l’espace r, une densité
d’énergie d’échange-corrélation propre au gaz homogène d’électrons ayant lamême densité

électronique que celle du vrai système en ce point.
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Approximation des gradients généralisés (GGA)

Pour aller au-delà de la localité de la LDA, on peut choisir les fonctionnelles des gra-

dients généralisés, qui sont en principe une amélioration de la fonctionnelle LDA décrite

précédemment. Le terme de gradients généralisés vient du fait qu’on corrige l’énergie d’échange-

corrélation par une expression dépendante du gradient de la densité électronique, ce qui

nous permet de jouer sur la portée du gradient pour obtenir les propriétés électroniques

désirées. Les fonctionnelles des gradients généralisés prennent la forme suivante :

EXC [n] =

∫
n(r)ϵXC [n(r), |∇n(r)|] dr. (2.14)

En pratique, on utilise un facteur d’améliorationFXC sur l’énergie d’échange-corrélation

obtenue par LDA :

EXC [n] =

∫
n(r)ϵhomXC FXC [n(r), |∇n(r)|] dr. (2.15)

Dans notre étude, on utilisera deux fonctionnelles de type GGA, l’une proposée par

Perdew, Burk et Enzerhof (PBE) [119] et l’autre par Becke, Lee–Yang–Parr (BLYP) [120,

121].

Fonctionnelle hybride de Becke, Lee–Yang–Parr (BLYP)

La fonctionnelle BLYP revêt une importance particulière dans notre étude, car celle-

ci semble fournir des résultats précis pour des systèmes semblables au nôtre, notamment

les systèmes sous pression à base d’hydrogène [122]. Cette fonctionnelle est composée de

deux termes : EX [n], l’énergie d’échange et EC [n], l’énergie de corrélation, dont on doit le

développement à Becke [120] et Lee, Yang et Parr [121] respectivement.

La fonctionnelle d’échangeEX est une fonctionnelle construite demanière semi-empirique,

dont la forme à un paramètre est déduite d’une analyse dimensionnelle et corrigée de sorte

à reproduire le caractère asymptotique de l’énergie d’échange exacte lorsque r → ∞, où

elle doit tendre vers le potentiel Coulombien U = −1/r. Le paramètre est quant à lui déter-

miné empiriquement de sorte à reproduire les données obtenues par méthode Hartree-Fock

pour une large gamme d’atomes.

La fonctionnelle de corrélationEC est une fonctionnelle adaptée à partir des formules de

Corre et Solvetti, permettant de calculer l’énergie d’un système grâce aux matrices densités

déterminées des calculs Hartree-Fock. Ces formules sont le fruit d’une analyse théorique

et de certaines approximations qui reposent essentiellement sur l’hypothèse que la matrice

densité de second ordre - qui inclue les corrélations électroniques - peut être approximée par

une matrice densité de second-ordre Hartree-Fock multipliée par un facteur de corrélation.

Là encore, il s’agit d’une approche semi-empirique où les paramètres de la fonctionnelle

sont ajustés sur l’énergie de corrélation calculée pour l’atome d’hélium.
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2.2.4 Cristal périodique et théorème de Bloch

Un cristal est défini par unmotif cristallin répété dans l’espace tridimensionnel. On peut

identifier ce motif, i.e. cette maille élémentaire, par trois vecteurs (a1, a2, a3) qui définissent
le réseau de Bravais du cristal. Le potentiel V du cristal aura alors la symétrie de translation

du réseau :

V (r) = V (r+T), (2.16)

oùT est un vecteur primitif du réseau tel queT = l1a1+ l2a2+ l3a3, avec li des entiers.

En tenant compte des symétries cristallines, on remarque que les équations de KS sont

invariantes par translation. En théorie des solides, on doit à Félix Bloch [123] l’étude des

fonctions d’ondes dans ces milieux cristallins soumis à une symétrie de translation. Son

théorème énonce que dans un solide périodique, les états propres d’un hamiltonien à un

corps avec un potentiel V de même périodicité que le réseau peuvent être écrits comme le

produit d’une onde plane eik·r et d’une fonction fi(r) de même périodicité que le réseau de

Bravais :

ψi,k = eik·r fi,k(r), (2.17)

où fi,k(r + T) = fi,k(r) est la fonction de Bloch et k, appelé vecteur de Bloch, joue le
rôle de nombre quantique de translation. Il caractérise la fonction d’onde à un électron ψi

et les valeurs propres correspondantes εi. L’ensemble des valeurs propres εi(k) est appelé
la structure de bande du système. k est un vecteur du réseau réciproque confiné dans la

première zone de Brillouin (BZ), la plus petite unité du réseau réciproque permettant de

reconstruire totalement le système par symétrie.

On peut alors résoudre les équations de KS pour chaque vecteur d’onde k de la BZ,

dont les valeurs propres seront indexées par i. La densité n(r) nécessaire à l’évaluation du

potentiel de KS peut s’écrire comme l’intégrale, sur tous les points k couplés via leur densité

individuelle n(k, r) :

n(r) =
(2π)3

Ω

∫
BZ

dk
∑
i

αini(k, r)
2, (2.18)

où ni(k, r) = |ψi,k(r)|2 = |fi,k(r)|2 et αi est l’occupation de l’orbitale ik.

En pratique, l’intégrale est remplacée par une somme sur une grille de points k, que l’on
s’assurera d’être suffisamment dense pour permettre une description précise du système.

2.2.5 Approximation de la base

Pour résoudre l’Eq. 2.9 des orbitales de Kohn-Sham, et toujours dans l’optique d’être le

plus efficient possible dans les calculs, celles-ci peuvent-être développées en série de fonc-
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tions de base plus simples à manipuler. Nous présentons dans cette partie deux possibilités

d’expansion qui respectent les symétries de translation des solides.

Expansion sur base gaussienne

Une première expansion est la base gaussienne, rendue périodique, que l’on peut écrire

ainsi :

ψi,k(r) =
∑
T

∑
j,l,m

C
(i)
j,l,m e−αj |r+T|2 Yl,m(r+T) eik·(r+T) . (2.19)

L’avantage de cette méthode est qu’elle nécessite un nombre restreint de coefficients

C
(i)
j,l,m et les intégrales que l’on aura à calculer par la suite faisant intervenir ψi sont analy-

tiques. Les inconvénients de ce genre de base tiennent de la non-orthogonalité possible. Le

recouvrement entre les différentes gaussiennes peut conduire à des instabilités numériques

lors de la diagonalisation de l’hamiltonien, dues à des matrices de recouvrement mal condi-

tionnées. C’est l’approche utilisée dans les codes Gaussian, CRYSTAL et dans la partie

DFT du code TurboRVB, que nous utiliserons dans cette thèse.

Expansion sur base d’ondes planes

L’expansion la plus utilisée en DFT est l’expansion en ondes planes, intrinsèquement

périodique. Celle-ci peut s’écrire sous la forme suivante :

ψi,k(r) =

|G|<Gmax∑
G

ci,k,G ei(k+G)·r, (2.20)

définie en chaque point de l’espace réel r et pour un point k donné de l’espace réci-

proque. Les vecteursG représentent les vecteurs élémentaires de l’espace réciproque.

Puisqu’il s’agit d’une expansion en série de Fourier, il est facile par des algorithmes FFT

(Fast Fourier Transform) de passer d’une représentation dans l’espace réel à une autre dans

l’espace réciproque. Cela représente un avantage car, par cette représentation, le temps

de calculs ne croît que de manière quadratique avec correction logarithmique (N2 logN )

en fonction du nombre N d’électrons, permettant ainsi de simuler aisément des centaines

d’atomes. Aussi, ici la base est complète et orthonormal par construction. Enfin, il est

possible de contrôler la précision en faisant varier le paramètre |Gmax|, que l’on peut re-

lier à une énergie cinétique, qui sera parfois appelée l’énergie de cutoff, définie comme :

Ecut = G2
max/2 en Hartree où ℏ = 1 etm = 1.

Cette représentation induit tout de même quelques inconvénients. À savoir qu’elle re-

quiert notamment un grand nombre de coefficients (plusieurs milliers contre une dizaine

pour la base gaussienne). Le second inconvénient est dû à la présence de "cusps" et aux

fluctuations importantes des fonctions ψi à proximité du noyau, qui nécessiteraient alors
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une expansion très large pour permettre de décrire correctement la fonction d’onde dans

cette région. C’est pourquoi il devient nécessaire, dans ce formalisme, de recourir à une

approximation supplémentaire et à l’usage de pseudopotentiels.

2.3 DFT par pseudopotentiel (PP)

Proche du noyau, la fonction d’onde des électrons présente des fluctuations rapides et

des noeuds dus au principe d’orthogonalité des fonctions d’ondes atomiques, comme nous

l’avons exposé précédemment. La base nécessaire à la décomposition en onde plane de cette

partie dite de coeur, rendrait donc les calculs extrêmement coûteux, par l’utilisation d’une

très grande énergie de cutoff nécessaire à la convergence en ondes planes, ou à un grand

nombre de fonctions atomiques en base gaussienne. L’idée est donc de remplacer la partie de

coeur, dont on précisera les contours, par une fonction d’onde plus douce et ainsi pouvoir la

décomposer dans une base restreinte. En particulier, pour les calculs en base d’ondes planes,

les PP permettent une convergence beaucoup plus rapide en fonction de l’énergie de cutoff

de la base. Le potentiel des électrons de coeur est généré par des calculs atomiques de sorte à

rendre compte des propriétés des électrons de valence dans une molécule ou dans un solide

et donc in fine à reproduire les propriétés du système étudié. Cette méthode a l’avantage

de réduire le temps de calcul et est une approximation suffisamment précise dans un grand

nombre de cas.

Figure 2.1 – Illustration de la pseudisation de la fonction d’onde. En bleu, la fonction d’onde

originale qui présente des noeuds et variation rapides, en rouge fonction d’onde pseudisée. Après

le rayon de coupure celle-ci coïncide parfaitement avec la fonction d’onde originale et est rendue

plus douce avant

Comme on le voit notamment sur la Fig. 2.1, une part importante de la configuration

d’un PP est arbitraire. Relativement au système, des compromis doivent être trouvés selon

plusieurs critères comme la précision, la transférabilité (i.e. la possibilité d’utiliser le même

PP pour plusieurs systèmes) ou le temps de calcul : plus la fonction est douce dans la partie

de coeur, plus la base sera restreinte et moins les calculs seront coûteux. Un paramètre très

important et en même temps représentatif de cet arbitraire est le rayon de coupure rc. C’est
le rayon qui délimite la zone de coeur et la zone de valence : au-delà, la fonction pseudisée

doit reproduire le plus fidèlement possible la fonction d’onde du système réel (Fig.2.1). On

présente rapidement différentes approches dans la construction des PP :
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Norm-conserving (NC) PP : Dans cette construction, on impose à la norme des pseudo-

fonctions d’être égale à la norme des fonctionsAE. L’avantagemajeure de cette construction

est qu’elle permet une grande précision et une grande transferabilité. Cependant, elle n’est

pas appropriée pour les éléments légers et les métaux de transition, car elle rend la pseudo-

fonction beaucoup trop dure [124], ce qui constitue un désavantage pour le développement

de la base.

Ultrasoft (US) PP : En relâchant la contrainte de conservation de la norme, on obtient

des PP beaucoup plus doux, c’est ce que propose de réaliser cette approche. Dans ce cas, la

base est alors considérablement restreinte et le coût de calcul beaucoup moins important.

On perd cependant en transferabilité et en précision.

Projector augmented waves (PAW) PP : L’approche du PP PAW est une des plus

précises, le pseudopotentiel est directement ajusté sur des calculs atomiques all-electron

en utilisant des projecteurs locaux, centrés sur les noyaux, et en gardant explicitement la

charge du coeur dans les calculs PP. Une généralisation de cette approche est constituée par

la méthode LAPWque l’on développera ci-après, où la charge du coeur n’est plus gelée mais

est développée sur une base atomique augmentée, en faisant de LAPW une méthode all-

electron. On s’attend donc à ce que les PP PAW donnent des résultats proches des approches

all-electron comme la méthode LAPW.

Effective core potential (ECP) PP : L’approche par ECP est une méthode très lar-

gement utilisée par la communauté de chimie quantique qui a développé des PP particu-

lièrement adaptés à une utilisation dans le cadre des calculs en base gaussienne ou base

localisée. Les PP ECP eux-mêmes sont développés sur une base gaussienne, à l’inverse des

précédents, construits sur une base d’ondes planes. Ils prennent la forme du potentiel défini

de la manière suivante :

VECP (r) = − Z

|r|
+

lmax∑
l=0

Nl∑
k=1

Ak
l exp(−akl r2)P̂l

r2−nk
l

+

Nloc∑
k=1

Ak
loc exp(−aklocr2)

r2−nk
loc

, (2.21)

avec r un vecteur qui relie un noyau à un électron lui orbitant autour, oùZ est la pseudo-

charge, r = |r|, Nl le nombre de gaussiennes par moment angulaire l, lmax le nombre total

de composantes angulaires, P̂l est le projecteur sur un sous-espace d’Hilbert de symétrie

angulaire l etAk
l ,A

k
loc, a

k
l , a

k
loc, n

k
l et n

k
loc des paramètres du pseudopotentiel. VECP remplace

donc le potentiel coulombien électron-noyau dans l’Eq. 2.2. Il est un pseudopotentiel semi-

local avec une dépendance des moments angulaires qui reproduit les effets de répulsion et

d’orthogonalité des électrons de coeur et de valence. Le dernier terme de l’équation 2.21 est

la partie locale du pseudpotentiel qui inclut les composantes supérieures.

Les ECP décrits par l’Eq. 2.21 sont en général beaucoup plus durs (localisés), ce qui leur

permet d’atteindre des niveaux de précision, de transférabilité et de vitesse parmi les plus

élevés. Entre autre, ils sont très adaptés pour les calculs en Monte Carlo quantique (Chap.

3), car ces calculs utilisent eux-aussi des bases localisées. Leur construction se base sur un

fit du spectre d’excitations atomiques généré par des méthodes de chimie quantique telles

que l’Hartree-Fock ([125, 126]) ou le Coupled Cluster ([127]). Dans ce dernier cas, les cor-

rélations électroniques sont explicitement incluses dans la génération du PP ECP ce qui lui
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vaut le nom de correlation consistent ECP (ccECP [128]). Cette propriété est particulière-

ment intéressante dans le cadre des calculs QMC, car les parties de coeur et de valence sont

traitées au même niveau vis-à-vis des corrélations.

Des pseudopotentiels d’énergie ajustée ont été développés par plusieurs groupes comme

Burzatki, Filippi et Dolg (BFD) [125, 126], Trail et Needs [129, 130], Mitas et al. (ccECP) [128].

Pour certains d’entre eux, la forme gaussienne a été traduite sous une forme maniable par

le code DFT à ondes planes.

Cependant, la méthode des pseudopotentiels, et selon toutes les approches développées

précédemment, reste une approximation qui peut, comme nous le verrons ultérieurement,

présenter des biais et fausser nos résultats. Il est donc nécessaire de pouvoir comparer ces

différents pseudopotentiels et quantifier leurs biais. C’est pourquoi il est nécessaire de consi-

dérer l’utilisation d’une approche all-electron qui permettra de tenir compte des effets de

coeurs sans pseudopotentiel et nous servira donc de référence pour une comparaison di-

recte.

2.4 DFT All-electron (AE)

Dans l’approche all-electron, nous utiliserons la méthode LAPW (Linearized Augmented

Plane Wave) [131]. Dans cette approche, l’espace est divisé en différentes régions : à chaque

atome est associé une région dite muffin-tin, caractérisée par son rayon (muffin-tin radius,

MTR). Entre chacune de ces régions, on défini une région dite intersticielle. La motivation

derrière ce découpage est de garder l’approximation de décomposition en ondes planes

pour les électrons éloignés du coeur, étant alors plus ou moins libres. A l’inverse, proche

du coeur, on utilisera des fonctions d’ondes de type atomique, très précises pour décrire les

électrons de coeur.

Figure 2.2 – Illustration de la méthode LAPW. En rouge la fonction d’onde LAPW qui coïncide,

dans la région intersticielle avec une fonction d’onde plane (en bleu)

Ainsi, la fonction d’onde Ψ peut être décomposée sur les éléments de base suivants :

ψi,k
G (r) =

{
1√
V
ei(k+G)·r r ∈ I,∑

ℓ,m

(
Aα,k+G

ℓ,m uαℓ (r
′, E0) +Bα,k+G

ℓ,m u̇αℓ (r
′, E0)

)
Y ℓ
m(r

′) r ∈ Sα,
(2.22)

où r′ = r− rα est la position dans la sphère Sα, relativement au centre rα de celle-ci. I
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est la région intersticielle,A etB des coefficients pour assurer une correspondance continue

entre les deux régions, uαℓ les parties radiales de la solution à l’équation de Schrödinger pour
un atome α d’énergie E et Y ℓ

m(r
′) les harmoniques sphériques.

2.5 Résultats

Après avoir exposé les différentes approches, approximations et limites de la DFT, on

présente dans cette partie les résultats de notre étude du système H3S . Dans la première

partie (Sec. 2.5.1), il sera question de définir les PP utilisés et d’illustrer qualitiativement

et quantitativement leurs différences pour les fonctionnelles PBE et BLYP. On dévelop-

pera alors une méthode pour juger de la qualité des PP, ce qui nous permettra finalement

de déterminer quels sont les PP les plus adaptés à notre système. Dans la seconde partie

(Sec. 2.5.2) on construit l’équation d’état (EOS) du système, qui relie l’énergie ou la pres-

sion au volume du cristal H3S , dans le but de déterminer par la suite la pression critique

Pc pour laquelle a lieu la transition de symétrisation du proton. Enfin, dans les Sec. 2.5.3

et 2.5.4, nous développerons un modèle simplifié du PES du système (respectivement uni-

demensionnel puis tridimensionnel) dans le but de réaliser un échantillonage du paysage

énergétique en réduisant considérablement la dimension de l’espace de configuration de

l’espace des noyaux - et donc le coût de calcul - afin de déterminer le volume de transition

Vc.

Tous les résultats DFT présentés dans ce chapitre sont obtenus en utilisant le codeQuan-

tum Espresso ([132, 133]) pour les calculs PP sur une base d’ondes planes et le code Elk

[134] pour la méthode LAPW. Tous les calculs sont réalisés sur une cellule de type BCC

qui contient deux unités élémentaires d’H3S. Tous les volumes mentionnés sont ceux de la

maille élémentaire et peuvent s’écrire comme V = d3SS/2 où dSS est la distance entre deux

soufres premiers voisins et arête du cube de la cellule BCC.

2.5.1 Comparaison PP/AE

Paramètres de convergence PP

Les principaux paramètres à fixer, c’est-à-dire ceux dont on doit vérifier la convergence,

sont les paramètres |Gmax| (Sec. 2.2.5), qui est ici exprimé en énergie Ecut = |Gmax|2/2, la
valeur du paramètre de smearing qui fixe l’occupation des électrons (ici grâce à uneméthode

gaussienne et déterminé par le paramètre degauss du code QE) et le nombre de points

k. Pour respecter les symétries du système, on prendra une grille de points k cubique ; on

aura donc une grille de taille Nk1 ×Nk2 ×Nk3 = N3
k . La précision souhaitée est de l’ordre

du meV par unité H3S .

Au vu des calculs présentés sur la Fig. 2.3, nous fixerons alors : Nk = 32, degauss=
0.002 Ry,Ecut = 60 Ry. Ces valeurs de convergence sont valables pour des pseudopotentiels
de type PAW.
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Figure 2.3 – Calculs de convergence pour les différents paramètres utilisés dans Quantum Es-

presso. Les calculs sont réalisés sur une cellule de volume 110 a30 avec la fonctionnelle BLYP. Les

énergies sont données en meV/H3S afin de les comparer avec la précision souhaitée de l’ordre

du meV/H3S et dont l’énergie de référence (E0 = 0) est la valeur associée à la valeur de conver-

gence de chaque paramètre.

Paramètres de convergence AE

Les deux méthodes PP et AE étant basées sur la DFT, il existe un jeu de paramètres

communs entre les deux approches (nombre de points k, smearing etc.). Après avoir vérifié

la convergence dans les deux approches, on les prendra alors égaux par cohérence dans les

calculs.

Les principaux paramètres libres qu’il reste alors pour la méthode AE sont d’une part

le nombre de points dans l’espace réel de la région muffin-tin autour de l’atome considéré

(H ou S) et le moment angulaire des fonctions APW (Eq. 2.22) d’autre part, dont la valeur

est fixée par le paramètre lmaxapw dans la code Elk.
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Figure 2.4 – Calculs de convergence pour les différents paramètres utilisés dans Elk. Les calculs

sont réalisés sur une cellule de volume 110 a30 avec la fonctionnelle BLYP. Les énergies sont

données en meV/H3S afin de les comparer avec la précision souhaitée de 1 meV/H3S et dont

l’énergie de référence (E0 = 0) est la valeur associée à la valeur à convergence des chaque

paramètre.

Notre critère de convergence étant toujours fixé à une précision de l’ordre du meV, on

prendra ici une grille de 300 points pour l’hydrogène et 600 pour le soufre. Pour le moment

angulaire, on fixera la valeur de cutoff à 8.
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Choix des PP

Nous allons ici étudier la qualité de quelques PP des types présentés dans la Section

2.3 pour l’hydrogène et le soufre, afin de déterminer quelle est la meilleure combinaison

donnant les résultats les plus proches aux calculs all-electron effectués avec la même fonc-

tionnelle.

Pseudopotentiel de l’hydrogène : Pour l’hydrogène nous allons essentiellement com-

parer trois PP différents : l’un de type US, un autre de type PAW et le dernier de type Cou-

lomb. Celui-ci reproduit complètement les interactions coulombiennes électron-noyau de

l’atome, c’est-à-dire le potentiel en −1/r de l’hydrogène, que l’on coupe à une distance rc
très proche du noyau. Ayant fixé un rc à une valeur très faible, on s’attend donc à ce qu’il

serve de référence. Ce pseudopotentiel reste viable seulement pour l’hydrogène. Pour les

autres éléments, l’interaction devient trop attractive pour être traitée en ondes planes. Il est

à noter qu’un tel PP requerra une énergie de cutoff plus élevée, que l’on prendra égale à 90
Ry.

Pseudopotentiel du soufre : Le soufre (Z = 16, Nvalence = 6), est un atome relati-

vement lourd, dont le processus de pseudisation peut donc s’avérer délicat. Comme on le

verra, la qualité de nos calculs est extrêmement dépendante du choix du PP utilisé pour cet

atome. Dans notre étude, nous utiliserons deux PP de type PAW notés S-PAW 2 et S-PAW

3, et générés via le code atomic de la suite Quantum Espresso
1
que nous comparerons

avec le pseudo S-US utilisé pour ce système par Errea, Calandra et al. [79]. La différence

entre S-PAW 2 et S-PAW 3 repose sur le rayon de coupure du pseudopotentiel, situé res-

pectivement à 1.6 et 1.8 a0. On s’attend donc à ce que la transférabilité pour des conditions

thermodynamiques différentes soit améliorée pour le PP S-PAW 2 qui a, par construction,

un rayon de coeur plus petit. Enfin, on utilisera un PP de type ECP [135] très adapté pour des

théories électroniques corrélées, comme le Monte Carlo Quantique, ou pour les méthodes

chimiques post-Hartree-Fock. Bien que ce type de PP soit développé à l’origine sur une

base gaussienne, il existe une version "traduite" dans une forme compatible avec Quantum

Espresso
2
.

Méthodes de comparaison

La comparaison de ces différents PP est basée à la fois sur des grandeursmacroscopiques,

comme la pression de transition, et sur une approche plus microscopique qui s’appuie sur

la comparaison directe de la surface d’énergie potentielle générée par ces PP en fonction du

déplacement nucléaire. La cohérence entre ces deux approches nous garantira la fiabilité de

nos conclusions sur la qualité de ces PP.

En ce qui concerne l’approche microscopique, on considérera la surface d’énergie po-

tentielle calculée pour un agencement simplifié de la structure, où l’atome d’hydrogène

reste strictement dans l’axe S-S. Cette contrainte nous permettra de réduire le calcul de la

1. https://www.quantum-espresso.org/pseudopotentials/ps-library/s res-

pectivement : S.pbe-n-kjpaw-psl.1.0.0.UPF pour S-PAW 2 et S.pbe-nl-kjpaw-psl.1.0.0.UPF pour S-PAW 3

2. https ://pseudopotentiallibrary.org/
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surface aux configurations les plus importantes pour la symétrisation du proton. En effet,

dans une géométrie totalement relaxée l’atome d’hydrogène évolue également dans le plan

perpendiculaire à l’axe S-S, de l’ordre de quelques dizaines de mBohr. Même si cette relaxa-

tion hors-axe fait gagner quelques dizaines de meV et peut déplacer la transition de manière

non-négligeable, nous nous contentons ici d’étudier la surface potentielle aux alentours du

vrai minimum. Cela est tout à fait suffisant pour déterminer la qualité des PP et va rendre

l’analyse plus simple.

Dans ce cadre, pour une gamme de volumes allant de 85 à 110 a30, on réalisera un échan-

tillonage du paysage énergétique en fonction du déplacement δ de l’hydrogène sur l’axe S-S.
La valeur de δ sera reportée ici en unité cristalline, fraction de la longueur de l’axe S-S. Pour
δ = 0.5, l’hydrogène se trouve exactement au milieu de l’arête S-S, entre les deux soufres

premiers voisins. En prenant la même énergie de référence E0 = E(δ = 0.5) = 0 pour

les deux méthodes AE et PP, on peut comparer les paysages énergétiques entre eux pour

chaque volume. On cherche donc à construire une grandeur D qui quantifie la différence

entre le paysage énergétique PP et celui AE. On peut définir trois sondes différentes :

— L’intégrale de la différence entre chaque paysage (sonde “absolue”)

Da =

∫ δmax

δmin

dδ |EAE(δ)− EPP (δ)|; (2.23)

— L’intégrale du rapport entre la différence et la valeur AE estimée localement pour

chaque δ (sonde “locale”)

Dl =

∫ δmax

δmin

dδ
|EAE(δ)− EPP (δ)|

|EAE(δ)|
; (2.24)

— Le rapport de l’intégrale de différence sur l’intégrale du paysage énergétique (sonde

“globale”)

Dg =

∫ δmax

δmin

dδ |EAE(δ)− EPP (δ)|∫ δmax

δmin

dδ |EAE(δ)|
; (2.25)

où δmin = 0.435 et δmax = 0.565, symétriquement disposés par rapport à δ = 0.5.
On s’attend à ce que la forme du paysage énergétique EAE(δ) ou EPP (δ) soit un puits

centré autour de δ = 0.5 pour les faibles volumes où le proton est symétrique, et qu’elle

devienne un double puits pour les plus grands volumes dans le régime de configuration

asymétrique. Dans l’approche macroscopique, on peut identifier le volume critique Vc pour
lequel le double puits apparaît. Grâce à l’équation d’état de Birch-Murnaghan (voir Section

2.5.2) ajustée aux données correspondantes, nous serons alors en mesure de déterminer la

pression critique Pc associée. Finalement, on pourra comparer ces données avec celles de

la méthode AE, qui serviront de référence.
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Comparaison PBE et BLYP selon les calculs PP et AE

On trace d’abord le paysage énergétique pour différentes fonctionelles et différents PP,

dans la Fig. 2.5. Nous remarquons que, parmi les PP testés, celui US est le plus éloigné des

calculs AE, car la barrière énergétique est surestimée, ce qui conduit à une sous-estimation

du volume de transition et donc à une surestimation de la pression associée.
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Figure 2.5 – Illustration du paysage énergétique et de l’influence de différents pseudopotentiels

en fonction du volume. Sont représentés ici trois volumes correspondant à trois régimes (symé-

trique, proche de la transition, asymétriques de gauche à droite) et quatre PES calculés pour

différents PP et en AE (trait noir).
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Pour quantifier ces différences avec un plus large ensemble de PP, on évalue alors les

grandeurs D{a,g,l} définis précédemment que l’on représente en fonction du volume et de

la fonctionnelle (PBE ou BLYP) dans les Fig. 2.6 et 2.7.
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Figure 2.6 – Comparaison des différents pseudopotentiels utilisées en PBE pour les trois sondes.
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Figure 2.7 –Comparaison des différents pseudopotentiels utilisées en BLYP pour les trois sondes.
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Nous remarquons une certaine hiérarchie, indépendamment de la sonde utilisée pour la

comparaison. D’abord, comme évoqué précédemment, parmi les PP testés, celui US reste le

plus éloigné, ce qui met en cause la précision des résultats déjà publiés dans certains articles

[78-80]. Pour ce qui est du souffre, les PP S-PAW2 et ECP sont les meilleurs avec une plus

grande constance pour le PP ECP, aussi bien pour BLYP que pour PBE. Pour l’hydrogène,

l’impact du choix du PP est plutôt négligeables si on compare H-PAW et H-Coulomb. Cela

est particulièrement clair dans le cas de la fonctionnelle PBE, où remplacer H-Coulomb

par H-PAW donne les mêmes résultats. Il semble évident que le biais du pseudopotentiel

vient majoritairement du soufre avec une meilleure performance de S-ECP par rapport aux

S-PAW. La meilleure combinaison est H-Coulomb et S-ECP.

On remarque également que le biais introduit par l’usage des PP est plus important pour

la fonctionnelle BLYP que pour PBE, car les différences sont plus grandes et leur variabilité

en fonction du volume plus marquée.

Ces résultats sont confirmés par l’approche d’analyse macroscopique, qui se base sur

les volumes et les pressions de transition toujours dans le cas unidimensionnel (proton

contraint dans l’axe S-S), reportés dans la Table 2.1. Dans les calculs DFT-PP qui suivront,

on utilisera alors le pseudopotentiel ECP pour le soufre et le potentiel Coulomb pour l’hy-

drogène, afin d’étudier plus en détail la transition dans ce système.

PBE Vc (a30) Pc (Gpa)
All-electron 97.01 151.4

H-Coul S-ECP 97.52 151.6

H-PAW S-ECP 97.34 152.6

H-Coul S-PAW2 97.11 154.7

H-PAW S-PAW2 96.55 154.4

H-PAW S-PAW3 96.51 155.3

H-US S-US 96.50 155.3

BLYP Vc (a30) Pc (Gpa)
All-electron 90.93 209.0

H-Coul S-ECP 90.17 217.3

H-PAW S-ECP 89.67 221.7

H-PAW S-PAW2 88.95 225.5

H-Coul S-PAW2 88.64 227.6

H-PAW S-PAW3 88.65 228.7

H-US S-US 87.82 234.5

Table 2.1 – Tables comparatives des volumes et pressions de transition pour l’hydrogène

contraint dans l’axe S-S, obtenus avec les fonctionnelles PBE et BLYP. Les valeurs de référence

sont représentées par les résultats AE, et les lignes sont ordonnées par ordre croissant des pres-

sions de transition Pc.

2.5.2 Équation d’état et transition en PBE et BLYP

Une fois les meilleurs pseudopotentiels déterminés, nous allons étudier la symétrisation

du proton dans H3S sans contrainte sur la postion des atomes d’hydrogène. Cela permettra

l’évaluation des propriétés thermodynamiques de la transition, telles que le volume et la

pression critique.

Afin d’associer à chaque volume V une pression P correspondante, nous allons établir

l’équation d’état E(V ) décrivant l’évolution de l’énergie interne du système en fonction
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du volume, pour les phases symétriques et asymétriques d’H3S. Grâce à cette équation, la

pression peut être calculée directement, selon la relation suivante :

P (V ) = −∂E
∂V

. (2.26)

Pour étudier le diagramme de phase des matériaux en fonction des variables thermody-

namiques, il existe un grand nombre d’équations d’état (equation of state, EOS) empiriques

qui permettent de déterminer la fonction E = E(V ) sur la base de quelques paramètres

physiques, tels que le volume d’équilibre et le module d’élasticité isostatique. Une des EOS

les plus utilisées en physique du solide est l’équation de Birch-Murnaghan [136], qui est par-

ticulièrement adaptée pour décrire leurs propriétés sur une gamme de pression modérée et

qui prend la forme suivante :{
E(V ) = E0 +

9V0B0

16

[
(η2 − 1)B′

0 + (η2 − 1)
2
(6− 4η2)

]
,

P (V ) = 3B0

2
(η7 − η5)

(
1 + 3

4
(B′

0 − 4) (η2 − 1)
)
,

(2.27)

avec E0 l’énergie de référence, V0 le volume d’équilibre, B0 = −V dP
dV

le module d’élas-

ticité isostatique, B′
0 sa dérivée et η =

(
V
V0

)1/3
. Cette EOS a été utilisée pour calculer les

pressions dans les calculs préliminaires reportés dans la Sec. 2.5.1, afin de vérifier la qualité

de nos pseudopotentiels (voir Table 2.1).

L’EOS de Birch-Murnaghan (BM) a été améliorée en 1987 par Rose et Vinet [137], dans

le but de décrire les solides à très haute pression et pour corriger la surestimation de la

rigidité (stiffness) obtenue par BM. Dans l’étude de la symétrisation du proton dans H3S,

nous allons donc utiliser régulièrement l’EOS de Rose-Vinet, qui s’écrit comme il suit :E(V ) = E0 +
2V0B0

(B′
0−1)2

[2− (5 + 3η(B′
0 − 1)− 3B′

0) exp(−3/2(B′
0 − 1)(η − 1))] ,

P (V ) = 3B0

(
1−η
η2

)
exp(3/2(B′

0 − 1)(1− η)).

(2.28)

Cette EOS s’avère très adaptée et précise pour décrire les solides à plusieurs dizaines

voire centaines de GPa, comme on en retrouve notamment dans les couches internes de la

Terre [138, 139] ou bien produits en laboratoire dans les cellules à enclume de diamant.

Dans un premier temps, on réalise des calculs DFT (PBE et BLYP) en n’imposant au-

cune contrainte géométrique au système, sauf pour la position des soufres qui sont agencés

selon une maille cubique centrée (body-centered cubic, BCC). Les protons sont alors libres

de prendre la position qui minimise l’énergie interne du système. Afin de reproduire la

physique correcte du système sous pression, ces calculs sont donc, à fonctionnelle et pseu-

dopotentiel fixés, plus pertinents que ceux auxquels nous avons eu recours dans la section

précédente, dont le but était limité à la comparaison des pseudopotentiels entre eux.

En relâchant la pression du système les protons s’excentrent. On est alors dans la phase

asymétrique. Par des calculs de relaxation, et indépendamment de la fonctionnelle et des

pseudopotentiels utilisés, on peut remarquer qu’en plus de s’excentrer selon l’axe S-S, ils
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sortent également de cet axe. On reporte dans la Tab. 2.2 les coordonnées des atomes de la

mailles élémentaire (en coordonnée fraction de la distance S-S correspondant au volume)

après relaxation de la géométrie pour différents volumes dans le cadre de la fonctionnelle

BLYP.

V = 85 a
3
0 x y z

S 0.0 0.0 0.0

Hx 0.5 0.0 0.0

Hy 0.0 0.5 0.0

Hz 0.0 0.0 0.5

90.85 a
3
0 x y z

S 0. 0. 0.

Hx 0.4749 0.0092 0.0092

Hy 0.0092 0.4749 0.0092

Hz 0.0092 0.0092 0.4749

110 a
3
0 x y z

S 0. 0. 0.

Hx 0.4432 0.0144 0.0144

Hy 0.0144 0.4432 0.0144

Hz 0.0144 0.0144 0.4432

Table 2.2 – Table comparative des positions des différents atomes de la maille élémentaire à

différents volumes avant et après transition.

Après relaxation, la coordonnée δ ∈ [0, 1] exprime la position du proton dans les unités

dSS sur chacun des trois axes S-S orientés dans les directions x, y et z. Cette coordonnée
δ est représentée dans la Fig. 2.8 pour les fonctionnelles PBE et BLYP. Le système devient

asymétrique au moment où δ ̸= 0.5. Pour optimiser cette géométrie, nous sommes partis

des plus gros volumes, en configuration asymétrique, et nous avons réduit progressivement

la dimension de la cellule, afin d’éviter que les protons ne soient bloqués sur le point-selle

au milieu des arêtes S-S, dans le cas du chemin inverse.
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Figure 2.8 – Évolution de la position du proton projeté sur l’axe S-S divisé par sa longueur

(dSS) en fonction du volume pour les fonctionnelles PBE (à gauche) et BLYP (à droite). On peut

estimer le volume de transition Vc au point V où la courbe se détache du trait pointillé noir qui

correspond à δ(V ) = 0.5.

Par le biais de l’observable δ, on peut estimer que la transition se situe autour du volume

Vc ≃ 94 a30 pour PBE et Vc ≃ 85 a30 pour BLYP.

Comme illustré dans la Fig. 2.9, le gain énergétique entre les phases symétrique et asy-

métrique se développe de manière lisse à partir du volume critique, sans présenter de bri-

sure. On retrouve ce comportement dans la pression, dont l’EOS asymétrique se détache de

l’EOS symétrique de manière continue. Cela traduit une transition de second ordre, confor-

mément à ce que l’on peut retrouver dans la litérature [79].
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Figure 2.9 – Équations d’états en énergie pour une maille élémentaire, ajusté sur les énergies

DFT-PBE et BLYP selon les Eq. 2.28 de Rose-Vinet. Les panneaux du haut représente l’énergie

de la phase symétrique (en Ha/H3S ), les panneaux du milieu le gain énergétique de la phase

asymétrique par rapport à la phase symétrique (en meV/H3S ), et les panneaux du bas les

pressions associées à ces EOS (en GPa).

Dans la suite, nous prendrons donc comme référence l’EOS de la phase symétrique, ob-

tenue en ajustant les énergies calculées en DFT pour la maille H3S toujours dans le cadre des

fonctionnelles PBE et BLYP en fonction du volume. Dans la configuration où l’hydrogène

se situe au milieu de deux soufres premiers voisins, les coordonnés internes sont entière-

ment déterminées par la symétrie de la cellule. Seul le paramètre de maille cubique (dSS) va
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changer en fonction du volume correspondant. L’ajustement des énergies DFT-PBE via les

équations de Rose-Vinet (Eq. 2.28) donne alors les courbes en énergie et en pression tracées

dans la Fig. 2.9.

2.5.3 Modèle unidimensionnel

Dans cette partie, on développe et justifie l’usage d’un modèle dit unidimensionnel, de

sorte que le paysage énergétique pour chaque volume puisse être décrit à l’aide d’une seule

coordonnée nucléaire collective, δ. On en étudie également les limites, que l’on dépassera

alors dans la partie suivante où l’on enrichira le modèle unidimensionnel par d’autres co-

ordonnées géométriques, celles transverses, qui donnent lieu au modèle tridimensionnel.

Description du modèle

Afin de construire notre modèle, on se base sur la Table 2.2. Nous pouvons remarquer

que :

1. Les composantes hors-axe sont les mêmes pour chaque axe et pour chaque proton de

la maille élémentaire, une conséquence de la symétrie cubique du système ;

2. Le déplacement hors-axe est faible par rapport au déplacement sur l’axe S-S ;

3. Le déplacement hors-axe s’annule dans la phase symétrique ;

4. Le déplacement hors-axe s’accroît avec le volume.

Sur la base des remarques 2 et 3, on peut alors construire en première approximation un

modèle où l’on néglige les composantes hors-axe. Le mouvement collectif des trois protons

est alors décrit par l’unique composante δ avec les protons contraints sur les axes cubiques
S-S (Fig. 2.10). La quatrième remarque, quant à elle, nous enjoint à pointer la limite de ce

modèle notamment pour les grands volumes. Cependant, le modèle unidimensionnel est

très utile pour comprendre la physique de la transition structurale et l’impact des effets

quantiques nucléaires (Chapitre 4) dans un système qui retient les ingrédients fondamen-

taux pour décrire la physique du système.

Échantillonnage et paysage énergétique (PES)

Afin de dériver le potentiel du modèle unidimensionnel, on échantillonne le paysage

énergétique pour différents volumes enDFT-BLYP. Entre PBE et BLYP on choisit la deuxième

fonctionnelle pour modéliser des potentiels effectifs, car elle est censée être plus précise que

la fonctionnelle PBE pour ce genre de système comme le suggère la littérature. C’est en effet

le cas avec l’hydrogène pur [122], et c’est ce que l’on peut déduire des précédents travaux

sur l’H3S [79, 80]. La précision de ces fonctionnelles sera évaluée dans le chapitre suivant

par comparaison directe avec les calculs QMC, ce qui confirmera cette hypothèse. Ainsi,

à chaque volume, on calcule l’énergie totale BLYP pour différentes géométries en faisant
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Figure 2.10 – Illustration du modèle unidimensionnel, où les protons sont confinés sur l’axe

S-S de longueur dSS . Les trois atomes d’hydrogènes sont identifiés par une même coordonnée

sur les trois axes, δ

varier les positions des protons sur l’axe S-S selon la coordonnée δ ∈ [0.44 : 0.56] (unité
fraction de la distance S-S, dSS) et on trace dans la Fig. 2.11 les paysages obtenus.

On remarque que le potentiel est symétrique par rapport au centre de l’axe S-S de co-

ordonnée δ = 0.5 et sa forme est typique d’un potentiel de Landau, que l’on peut écrire

comme :

f(δ) = a+
1

2
b(δ − 0.5)2 +

1

4
c(δ − 0.5)4. (2.29)

En ajustant les énergies DFT par la fonction de l’Eq. 2.29, on obtient les courbes repor-

tées dans la Fig. 2.11 en trait continu.

On remarque ici que, selon ce modèle unidimensionnel, la transition (en considérant les

protons comme classiques et à température nulle) doit avoir lieu entre les volumes V = 85.0
a30 et 90.8 a

3
0. Afin de mieux quantifier le volume de transition, on peut étudier l’évolution

du paramètre du terme quadratique b en fonction du volume. Ce terme traduit la courbure

au point δ = 0.5, négative dans le cas asymétrique, positive dans le cas symétrique et nulle

au point de transition où b = 0. Dans la Fig. 2.12, on représente l’évolution du paramètre b
en fonction du volume, que l’on ajuste ici par un polynôme de degré 2. En déterminant le

volume de transition par interpolation, on trouve alors Vc = 90.2 a30 qui correspond à une

pression Pc = 217 GPa, selon l’EOS de l’Eq. 2.28 ajusté pour la phase symétrique (Fig. 2.9).

Nous venons d’étudier la variation du paramètre b en fonction du volume. Pour ce qui

concerne l’évolution du paramètre a, elle doit suivre le même comportement que l’EOS

pour la phase symétrique dans la Fig. 2.9, construite sur les énergies DFT au point δ = 0.5.
La dépendance de a en fonction du volume est ainsi donnée par l’EOS de Vinet Eq. 2.28.

Nous remarquons que ces deux paramètres a et b ont une évolution douce en fonction du
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Figure 2.11 – Tranches en volume du paysage énergétique échantillonné en δ (points bleus)

et ajusté (trait continu bleu) sur les énergies BLYP par le potentiel de Landau dans l’Eq. 2.29.

Le minimum de chaque tranche est mis à 0. L’erreur quadratique moyenne (RMS, pour Root

Mean Square), qui permet de juger de la qualité de l’ajustement est inscrite sur chaque figure

en meV/H3S

volume. En ajustant maintenant le paramètre c par une droite, qui semble fournir une inter-

polation raisonnable, on peut alors définir un potentiel U 1D

DFT
(δ, V ) qui nous permet d’inter-

poler l’énergie DFT pour toute position δ et pour n’importe quel volume dans l’intervalle

d’interpolation. Pour des raisons pratiques, comme on le verra dans le Chapitre 4 où les

protons du modèle unidimensionnel seront traités quantiquement, on préfère remplacer la
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Figure 2.12 – Évolution du paramètre b de l’Eq. 2.29, traduisant la courbure du paysage éner-

gétique au point δ = 0.5 et donc la phase, symétrique ou asymétrique, de la position du proton.

La transition a lieu lorsque ce paramètre s’annule, ici pour V = 90.2 a30, valeur obtenue par

ajustement polynomiale des points sur les données BLYP.

dépendance en V par celle en dSS . On peut alors réécrire l’Eq. 2.29 comme :

U 1D

DFT
(δ, dSS) = a(dSS) +

1

2
b(dSS)(δ − 0.5)2 +

1

4
c(dSS)(δ − 0.5)4, (2.30)

avec les fonctions a(dSS), b(dSS) et c(dSS) définies comme il suit :
a(dSS) = E0 +

2V0B0

(B′
0−1)2

[2− (5 + 3η(B′
0 − 1)− 3B′

0) exp(−3/2(B′
0 − 1)(η − 1))] ,

b(dSS) = abd
2
SS + bbdSS + cb,

c(dSS) = acdSS + bc,
(2.31)

où η = (V/V0)
1
3 = dSS(1/2V0)

1
3 et avec E0 = −11.83680202, V0 = 6.37366711, B0 =

2.79508963, B′
0 = −0.11490885, ab = 8.7154, bb = −117.622, cb = 386.305, ac =

−422.621 et bc = 4676.93, dans les unités telles que u est exprimé en Ha par H3S .

On note que la valeur critique Vc = 90.2 a30 s’éloigne de celle déterminée ab initio via

les calculs par relaxation, située autour de 85 a30. Cela indique une lacune dans le modèle

1D, insuffisant pour décrire la transition. On peut étendre ce modèle en introduisant les

coordonnées transverses à l’axe S-S, négligées jusqu’à maintenant.

2.5.4 Modèle tridimensionnel

Motivé par la remarque sur la limite du modèle unidimensionnel, qui néglige la contri-

bution des coordonnées hors-axe, on s’intéresse à améliorer ce modèle en tenant compte

de la dynamique des protons dans tout l’espace. De la même façon que dans la partie uni-

dimensionnelle, on échantillonnera le paysage énergétique dans le but d’identifier, par in-

terpolation, le volume et la pression pour laquelle on passe d’une phase symétrique à une

asymétrique.
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Description du modèle

Dans ce modèle, les protons sont autorisés à sortir de leur axe respectif. Le choix le plus

judicieux au vu de la géométrie d’équilibre du système reportée dans la Table 2.2 est de

considérer des coordonnées cylindriques autour de chaque axe S-S. La position de chaque

proton sera alors décrite par les coordonnées δ, r et ϕ, où δ - la côte - désigne la coordonnée
du proton projetée sur l’axe S-S, r la distance à l’axe et ϕ l’angle. On peut alors représenter

le modèle comme reporté dans la Fig. 2.13.

Figure 2.13 – Illustration de la géométrie du modèle tridimensionnel, où chaque proton de la

maille élémentaire est identifié selon les mêmes coordonnées cylindriques (δ, r, ϕ) autour de

son axe.

Conformément aux remarques évoquées plus haut, on peut considérer le mouvement

collectif des protons comme paramétré par les trois coordonnées cylindriques δ, r et ϕ,
qui vont déterminer la position des trois hydrogènes. Leurs coordonnées cartésiennes, ex-

primées en base cylindrique, peuvent alors s’écrire, selon une des jauges permises par la

symétrie du réseau, comme il suit :

H1 : δ, r sinϕ, r cosϕ

H2 : r sinϕ, δ, r cosϕ

H3 : r cosϕ, r sinϕ, δ

(2.32)

Le mapping formulé par les coordonnées de l’équation 2.32 permet de réduire la liberté

variationnelle de l’espace 9 dimensionnel des configurations des trois protons à une surface

d’énergie potentielle qui ne dépend que de 3 coordonnées cylindriques. Cette réduction de

coordonnées définit une surface qui passe par le minimum global du système et permet de

décrire le point de selle au milieu de l’arête S-S, tout en respectant les symétries du système

relaxé.
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Échantillonage et paysage énergétique (PES)

Afin de déterminer la forme du potentiel U3D
DFT

qui permet de décrire le paysage éner-

gétique tridimensionnel, on s’intéresse à la forme de celui-ci et à ses symétries. Comme

nous l’avons remarqué précédemment, dans les géométries d’équilibre où δ ≤ 0.5, la confi-
guration qui minimise l’énergie est celle où les coordonnées hors-axes des protons sont

positives et égales (Tab. 2.2), autrement dit, lorsque ϕ = π/4 dans l’Eq. 2.32. À l’inverse,

on peut montrer, par calcul DFT explicite, qu’elle est maximale lorsque les coordonnées

hors-axes sont négatives et égales, c’est-à-dire ϕ = 5π/4. Par une étude de l’évolution de

l’énergie DFT-BLYP en fonction de l’angle ϕ pour δ ≤ 0.5 et r fixés, on peut ainsi détermi-

ner que l’évolution de énergie selon ϕ est 2π−périodique avec un minimum pour ϕ = π/4
et un maximum à ϕ = 5π/4 et que son comportement angulaire est bien représenté par

une fonction sinus déphasée de 5π/4 (Fig. 2.14).

-60

-40

-20

 0

 20

 40

 60

 0  0.5  1  1.5  2

E
n

er
g

ie
 [

m
eV

/H
3
S

]

φ [rad/π]

Dependance angulaire du PES

Points DFT

Aj. sinusoidal

Figure 2.14 – Dépendance angulaire de l’énergie calculée en DFT-BLYP pour δ = 0.44 dSS et

r = 0.02 dSS . Les points (orange foncé) sont 2π−périodique et ils peuvent être ajustés par une

fonction sinus déphasée de 5π/4 (trait pointillé brun).

Pour appréhender la variation en ϕ du potentiel U , nous n’aurons alors besoin que des

deux plans (δ, r) définis respectivement par les lieux des points ϕ = π/4 et ϕ = 5π/4
constants, dont les énergies seront décrites par les fonctions fmin(δ, r) et fmax(δ, r) para-
métrées plus loin dans l’Eq. 2.35. On peut donc simplifier énormément la dépendance de la

fonction U par la forme suivante :

U(δ, r, ϕ) = A(δ, r) +B(δ, r) sin(ϕ+ 5π/4), (2.33)

avec :

A(δ, r) =
fmax(δ, r) + fmin(δ, r)

2
, B(δ, r) =

fmax(δ, r)− fmin(δ, r)

2
, (2.34)

En considérant maintenant les coordonnées 1 − δ au lieu de celles δ, on a verifié que

le comportement sinusoïdal s’inverse : le maximum est situé à ϕ = 5π/4 et le minimum

à ϕ = π/4. On en déduit donc une symétrie supplémentaire qui peut s’exprimer par la

relation suivante : U(1 − δ, r, ϕ + π) = U(δ, r, ϕ). Cela implique que les fonctions fmin et

fmax doivent obéir à la symétrie suivante : fmin(δ, r) = fmax(1− δ, r).
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Pour déterminer fmin et fmax, nous avons déjà vu dans la Section 2.5.3 que le potentiel

unidimensionnel, obtenu par projection du PES tridimensionnel avec r = 0, δ fixé et ϕ
quelconque, peut être décrit par la fonction de Landau de l’Eq.2.29. Cela définit la forme de

fmin et fmax à r = 0, telle que fmin(δ, 0) = fmax(δ, 0) = f(δ). Pour ce qui est de la dépendance
radiale, on explore le paysage énergétique par tranche δ et pour ϕ fixés, comme représenté

dans la Fig. 2.15. Ici on remarque que l’évolution de l’énergie par rapport à r peut être

décrite par un polynôme du second ordre.

À la suite de toutes ces considérations, nous parvenons finalement à établir la forme des

fonctions fmin et fmax, comme il suit :

fmin,max(δ, r) = a+
1

2
b(δ − 0.5)2 +

1

4
c(δ − 0.5)4

+ dr +
1

2
er2

± f(δ − 0.5)r ± g(δ − 0.5)r2

± h1(δ − 0.5)3r ± h2(δ − 0.5)3r2

+ h3(δ − 0.5)2r + h4(δ − 0.5)2r2

+ h5(δ − 0.5)4r + h6(δ − 0.5)4r2.

(2.35)

Cette expression inclut les termes polynomiaux croisés jusqu’au quatrième ordre en δ et au
deuxième ordre en r.

Les Equations 2.33, 2.34 et 2.35 permettent de décrire le paysage énergétique en te-

nant compte des symétries du système avec un nombre très restreint de paramètres. Afin

d’échantillonner l’espace réel tridimensionnel, on peut alors le découper en définissant une

grille telle que δ = [0.42, 0.44, 0.46, 0.48, 0.5] (en unité dSS), r = [0.00, 0.02, 0.05, 0.08]
(en unité dSS) et ϕ = [π/4, 5π/4]. Une fois les énergies du PES évaluées par DFT-BLYP

sur les points de la grille, nous effectuons un ajustement des Équations 2.33, 2.34 et 2.35.

L’ajustement est réalisé en quatre temps :

— r = 0, on détermine a, b et c de l’Eq. 2.35

— δ = 0, on détermine d et e

— On détermine les paramètres des termes croisés en ajustant l’Eq. 2.35 pour différents

δ et ϕ fixés (cf. Fig. 2.15)

— On relache toutes les contraintes et on réajuste l’Eq. 2.35.

Les potentiels obtenus pour différents volumes depuis les calculs DFT-BLYP sont repré-

sentés dans la Fig. 2.16, qui montre leur projection selon la coordonnée δ en abscisse (x) et
les coordonnées hors-axes (y = z).
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Figure 2.15 – Évolution de la partie radiale de l’énergie pour δ et ϕ fixés. Le volume est ici de

110 a30. 67
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Figure 2.16 – Projection à deux dimensions du potentiel tridimensionnel. Les énergies sont

données en meV. L’énergie de référence U 3D

DFT
(0.5, 0, 0) = 0 est représentée en blanc. L’erreur

quadratique moyenne est indiquée sur les PES directement issus des calculs et est donnée en

meV.
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Détermination du point de transition

On remarque clairement sur la Fig. 2.16, que les minima de la phase asymétriques sont

en-dehors de l’axe S-S et l’erreur en énergie introduite en ne considérant que la contribu-

tion sur l’axe S-S est de l’ordre de quelques dizaines de meV/H3S dans l’estimation de la

profondeur du puits pour V = 110 a30 par exemple. Le modèle unidimensionnel introduit

donc un biais non-négligeable, particulièrement pour les grands volumes. Pour quantifier

cette différence, on peut alors étudier l’évolution du potentiel et identifier les phases symé-

triques et asymétriques. Ici, la transition apparaît autour de V = 85 a30, le même du volume

trouvé pour les calculs ab initio BLYP.

Pour une comparaison plus fine avec les calculs ab initio relaxés, on compare l’écarte-

ment du proton en fonction du volume ainsi que l’évolution de la hauteur de la barrière

énergétique entre le minimum et le point de selle (δ = 0.5), représentés respectivement en

Figs. 2.8 et 2.9 pour les données DFT-BLYP, avec les résultats obtenus en minimisant le PES

du modèle 3D avec l’algorithme BFGS [140]. La comparaison entre ces données est illustrée

dans les deux graphes de la Figure 2.17.
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(en rouge). À gauche le gain énergétique entre les EOS de la phase symétrique et asymétrique

(en meV/H3S ) pour les calculs DFT-BLYP, à droite l’évolution de la position du proton selon

l’axe S-S.

En relâchant la contrainte de la dynamique du proton et lui permettant de sortir hors

de l’axe S-S, le modèle tridimensionnel améliore donc la description structurale du cris-

tal par rapport au modèle unidimensionnel et permet de décrire avec précision la surface

énergétique, conformément aux calculs DFT relaxés.

Pour avoir une résolution des propriétés physiques plus dense en volume, nous pouvons

interpoler lemodèle 3D grâce à un ajustement polynomial des paramètres de fit de l’Eq. 2.35.

Cet ajustement est reporté en Annexe A.1 pour tous les paramètres du fit.
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2.6 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons pointé les limites de la méthode DFT et nous avons dé-

veloppé un PES modèle 3D qui permet de reproduire de manière précise les données éner-

gétiques et structurales obtenues en DFT. Nous avons identifié et quantifié deux sources

majeures d’erreur, issues des approximations intrinsèques à la méthode :

— Les pseudopotentiels ;

— La fonctionnelle utilisée.

En comparant différents pseudopotentiels avec des calculs all-electron, on a pu voir que

l’usage de PP-US (ultrasoft), ne permettait pas de rendre compte des volume et pression de

transition déterminés selon les calculs AE. Le PP ECP est le plus approprié pour décrire le

soufre et le PP Coulomb pour l’hydrogène. Ceux-là donnent les meilleurs résultats aussi

bien pour PBE que pour BLYP, comme on l’a vu dans la Section 2.5.1. Nous les avons pris

comme référence pour tous les calculs DFT du cristal d’H3S qui suivront.

Nous avons également vu que les volume et pression de transition sont extrêmement

dépendant du choix de la fonctionnelle, qui est censée décrire les interactions électroniques,

comme déjà évoqué dans l’introduction et comme représenté dans la Figure 2.18 et dans la

Table. 2.3.
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Figure 2.18 – Comparaison du comportement énergétique (à gauche) et structurale (à droite)

des deux fonctionnelles PBE et BLYP.

Dans la Tab. 2.3, on reporte les observables (volume et pression de transition) déterminés

précédemment en les comparant avec la littérature et l’expérience.

En considérant la structure électronique quantique et les noyaux classiques, l’écart entre

nos calculs avec l’expérience est important, en particulier pour BLYP. On note également

que nos résultats convergent avec ceux d’Errea et al., en dépit du fait qu’ils utilisent un PP

qui surestime la hauteur barrière énergétique, comme étudié en Sec. 2.5.1. La différence en

terme de pression de transition n’est que de l’ordre de quelques GPa, aussi bien pour PBE

que pour BLYP. Nous verrons plus tard que dans le cas quantique, en revanche, la différence

entre nos résultats et les leurs est accrue.
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PBE BLYP
Vc [a

3
0] Pc [GPa] Vc [a

3
0] Pc [GPa]

H-Coul S-ECP 94 172 85 263

H-US S-US [79] 93 175 85 257

Expérience [1] - ≈ 150 - ≈150

Table 2.3 – Résumé des volumes et pression de transition calculés selon la fonctionnelle et le

pseudo-potentiel utilisé. On compare ici ces observables avec le meilleur PP déterminé Sec. 2.5.1

(H-Coulomb S-ECP) avec les observables déterminées par Errea et al. [79] avec le PP-US, ainsi

qu’avec la valeur expérimentale du pic de la Tc [1]

Par anticipation des résultats à venir dans les chapitres suivants, nous avons utilisé la

fonctionnelle BLYP pour construire un modèle de dimension réduite (3M → 3 coordon-

nées) qui nous permet d’une part de reproduire les grandeurs macroscopiques de la transi-

tion et que nous utiliserons dans le Chapitre 4, lorsque nous nous intéresserons aux effets

quantiques nucléaires.

Comme nous l’avons vu, ce modèle est construit par échantillonage du paysage énergé-

tique via DFT-BLYP et de son analyse. Nous avons d’abord construit un modèle unidimen-

sionnel, où le proton est confiné à se déplacer selon l’axe S-S du cube, que l’on a étendu

par la suite en étudiant le PES lorsque le proton sort de l’axe. Ce dernier modèle permet de

décrire de manière précise l’évolution de la structure d’H3S en fonction du volume, aussi

bien d’un point de vue énergétique que structural, comme nous l’avons montré dans la

Fig 2.17 pour BLYP. Le modèle 3D améliore largement la description par rapport au mo-

dèle unidimensionnel comme on le voit dans la Fig. 2.19 et dans la Table 2.4, qui montrent

la comparaison directe entre les deux. Les pression et volume de transitions sont reportés

dans la Table 2.4.
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Figure 2.19 – Comparaison du comportement énergétique (à gauche) et structurale (à droite)

des deux modèles uni et tridimensionnel, ajustés sur les donnés ab initio BLYP.

Ayant donc éprouvé la qualité du modèle 3D, qui offre les mêmes résultats que les cal-

culs ab initio (Tab. 2.4), on l’utilisera par la suite dans le chapitre suivant, consacré à l’étude

du cristal d’H3S par Monte Carlo Quantique (QMC). Le coût des calculs QMC étant plus

important qu’en DFT, il devient alors hors de portée de réaliser des calculs d’optimisation
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BLYP
Vc [a

3
0] Pc [GPa]

ab initio (3MD) 85 263

Modèle 3D 85 263

Modèle 1D 90.2 217

Table 2.4 – Comparaison des volume et pression de transition selon le type de PES déterminé

sur la base de la fonctionnelle DFT-BLYP où est M est le nombre de noyaux dans la cellule

unitaire.

géométrique. C’est pourquoi nous utiliserons ce modèle, dont on connaît maintenant la

précision, afin de déterminer le PES basé sur l’ajustement des énergies QMC. Nous pour-

rons finalement l’utiliser dans le Chapitre 4, lorsqu’on s’intéressera aux effets quantiques

nucléaires.
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3.1 Introduction

Dans le précédent chapitre, nous avons décrit la transition structurale du cristal d’H3S -

en ne tenant compte que de la contribution électronique - via une théorie du champmoyen :

la DFT. Nous avons souligné l’importante différence entre les résultats DFT-PBE et DFT-

BLYP et donc le rôle central du choix de la fonctionnelle, censée décrire les corrélations

électroniques. Ainsi, cette étude ne nous a pas permis de conclure sur la robustesse de ces

résultats.

Pour cette raison, on se propose ici de réaliser une étude analogue via une méthode

dite corrélée, qui permet de tenir compte explicitement des corrélations électroniques, se

passant ainsi de l’approximation de la fonctionnelle. L’approche considérée ici est stochas-

tique, le Monte Carlo quantique (QuantumMonte Carlo, QMC). Comme nous le verrons, elle

permet de décrire le paysage énergétique électronique avec un haut niveau de précision et

permettra de servir de référence en ce qui concerne les calculs électroniques.

À la différence de la DFT, le QMC est une approche qui utilise la fonction d’onde à N
électrons Ψ(r1, ..., rN) ≡ Ψ(R) pour décrire le système, et non pas la densité de charge

n(r) comme en DFT. Comme nous le détaillerons, le but est alors de calculer l’énergie E0

de l’état fondamental |Ψ0⟩ du système, tel que H |Ψ0⟩ = E0 |Ψ0⟩, où H est l’hamiltonien

et E0 la valeur propre la plus basse. Au lieu de résoudre l’équation aux valeurs propres, on

peut estimer l’énergie de l’état fondamental sur la base du principe variationnel, dont on

peut tirer l’équation suivante :

⟨H⟩ = E =

∫
dRΨ∗(R)HΨ(R)∫

dR|Ψ(R)|2
≥ E0, (3.1)

et dont on peut évaluer les intégrales via une approche stochastique par la méthode

de Monte Carlo. Une telle approche suppose néanmoins de connaître la fonction d’onde

Ψ(R). Dans un premier temps, l’enjeu est de construire une fonction d’onde paramétrée

ΨT (R; {αk}k=1,...,p) dont on optimise les p paramètres {αk}k=1,...,p (où comme nous le ver-

rons p est de l’ordre du millier), de sorte à minimiser l’énergie. C’est l’approche variation-

nelle du Monte Carlo (VMC). La fonction d’onde ΨT , que l’on détaillera dans la Sec. 3.2.1

doit permettre de rendre compte des interactions entre les électrons et de leurs corrélations.

On utilisera pour ce faire un ansatz de la fonction d’onde appelé JSD pour Jastrow Slater

Determinant qui prend la forme :

ΨT = ΦSD · eJ , (3.2)

où ΦSD est le déterminant de Slater sur les orbitales moléculaires à un corps et J le

terme dit de Jastrow qui traite des corrélations électroniques.

Pour aller plus loin, on utilisera dans un second temps une autre méthode, complé-

mentaire, qui consiste à projeter la fonction d’onde d’essai optimisée ΨT sur la fonction

d’onde d’état fondamental du système Ψ0 via un processus de diffusion-branchement, ap-

pelé Monte Carlo diffusionnel (DMC), lui aussi stochastique. Parmi la famille des méthodes
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diffusionnelles, nous utiliserons le Monte Carlo diffusionnel régularisé sur réseau (Lattice

regularized diffusion Monte Carlo, LRDMC), qui permet une évaluation stable de l’énergie

projetée du système, même en présence des pseudopotentiels.

Ce chapitre nous permettra d’une part de confronter la qualité des calculs DFT et en

particulier de conclure sur la validité et la précision des approximations de la fonction-

nelle de la densité. D’autre part, les calculs QMC nous permettront d’évaluer, en utilisant

les mêmes modèles de PES - uni et tridimensionnel - le volume et la pression de transi-

tion, pour ce qui est de la contribution électronique. Ces modèles prennent tout leur sens

dans cette approche. En effet, s’il était encore envisageable de réaliser des calculs d’optimi-

sation géométrique en DFT, le coût important des calculs QMC ne permet pas d’effectuer

aisément ce genre de calcul. C’est pourquoi nous procéderons par échantillonage du PES

via un nombre restreint de configurations afin de dériver les modèles à plus basse dimen-

sionalité. Les potentiels alors obtenus nous seront en outre d’autant plus nécessaires dans

le chapitre suivant, consacré aux effets quantiques nucléaires, car c’est en partant de ces

potentiels que nous pourrons traiter les noyaux comme particules quantiques.

Dans la Sec. 3.2, nous décrirons la théorie qui sous-tend les calculs QMC. On abordera

les généralités sur l’aspect stochastique des calculs Monte Carlo, la forme de la fonction

d’onde ainsi que son contenu physique, l’algorithme qui permet d’optimiser ses paramètres

et enfin le processus de diffusion incluant ses développements récents, qui font de cette

méthode une approche de haute précision. Par la suite nous détaillerons dans la Sec. 3.3

les critères de convergence en QMC, tels que l’extrapolation à la limite thermodynamique,

dont nous soulignerons le sens et l’importance. En revenant aux applications de la méthode

QMC en relation avec notre problème scientifique, les Sec. 3.4 et 3.5 nous permettront de

déterminer la pression de transition dans l’H3S par échantillonage du PES, dans le cadre

de nos modèles, et de comparer ces résultats et ces PES avec ceux obtenus dans le chapitre

précédent via les calculs DFT et en particulier DFT-BLYP. Nous conclurons finalement ce

chapitre à la Sec. 3.6.

3.2 Théorie

3.2.1 Approche variationnelle (VMC)

Généralités et algorithme Metropolis-Hasting

Comme évoqué en introduction, le Monte Carlo Quantique (QMC) est une méthode

basée sur la fonction d’onde Ψ(r1, . . . , rN) du système à N électrons là où, pour rappel,

la DFT ne dépendait que de la densité électronique n(r) en tout point r de l’espace. Dans
l’approche variationnelle du Monte Carlo, on propose une fonction d’onde d’essai à p pa-
ramètres {αk}k=1,...,p, ΨT (r1, . . . , rN ; {αk}), construite sur la base de considérations phy-
siques qui seront détaillées plus loin.
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L’énergie électronique totale peut être définie comme la valeur moyenne de l’hamilto-

nien H du système sur la fonction d’onde. Elle s’écrit alors :

⟨H⟩ = EVMC =

∫
dRΨ∗

T (R)HΨT (R)∫
dR|ΨT (R)|2

, (3.3)

avec R ≡ (r1, . . . , rN), le vecteur des coordonnées multi-électroniques. Le principe varia-

tionnel qui postule que l’état fondamental du système à E0 est l’état de plus basse énergie

associé à l’Hamiltonien H et qu’il est décrit par sa fonction d’onde Ψ0(R), impose que

EVMC ≥ E0. On cherche alors les paramètres {αk} qui minimisent EVMC en s’approchant,

par conséquent, de la vraie énergie de l’état fondamental E0.

En multipliant et en divisant par ΨT (R), on peut réecrire l’Eq. 3.3 sous la forme :

EVMC =

∫
dR

|ΨT (R)|2∫
dR′|ΨT (R′)|2

HΨT (R)

ΨT (R)
(3.4)

=

∫
dRρ(R)eL(R) = ⟨eL⟩ ≥ E0,

où ⟨·⟩ désigne la moyenne statistique, ici de la quantité eL = HΨT (R)
ΨT (R)

appelée énergie

locale, selon la densité de probabilité ρ(R) = |ΨT (R)|2∫
dR′|ΨT (R′)|2 .

Cette approche statistique, nous permet finalement d’écrire :

EVMC = ⟨eL⟩ ≃
1

Ngen

Ngen∑
i=1

eL(Ri), (3.5)

où les configurations de position Ri sont générées aléatoirement selon la distribution

ρ(R) définie précédemment. La somme en Eq. 3.5 reproduit la valeur de l’intégrale en Eq. 3.3

pour Ngen → ∞, avec une erreur qui décroît comme σ ∝ 1/
√
Ngen distribution est echan-

tillonée en utilisant l’algorithme de Metropolis-Hastings, introduit en 1953 par Metropolis

[141] puis généralisé par Hastings [142]. Cet algorithmeMonte Carlo permet d’échantillon-

ner une densité de probabilité par un processus stochastique de marche aléatoire dit sans

mémoire, c’est-à-dire une marche aléatoire où une configurationRi+1 ne dépend que de la

configurationRi au pas i et non des états antérieurs. Une telle marche aléatoire est appelée

chaîne de Markov [143] et permet de générer un ensemble de configuration {Ri}i=1,...,Ngen

distribuée selon une densité de probabilité quelconque ρ.

Fonction d’onde

Dans les approches historiques basées sur la fonction d’onde pour décrire les systèmes

à N corps, telles que la méthode Hartree-Fock [144, 145], la fonction d’onde est souvent

approximée par un déterminant de Slater des orbitales moléculaires pour tenir compte des
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interactions entre les électrons en préservant le caractère fermionique de la fonction d’onde.

Cette approximation permet de résoudre l’équation de Schrödinger à moindre coût mais

reste peu précise. Il existe de nombreuses méthodes dites post-Hartree-Fock qui permettent

d’améliorer cette description. On peut par exemple considérer une combinaison linéaire de

plusieurs déterminants de Slater, comme dans la méthode d’interaction de configuration

(CI) [146], ou bien un développement sur les excitations électroniques comme dans celle

dite du cluster couplé (CC) [147, 148].

Bien que ces méthodes permettent de décrire, de manière plus ou moins approxima-

tive, les interactions entre les électrons, elles souffrent d’une très lente convergence. Une

approche pour palier ce problème, est une théorie initialement proposée par Pauling pour

décrire les molécules aromatiques [149] puis généralisée pour décrire les systèmes métal-

liques et supraconducteurs [150]. Cette approche appelée RVB (pour Resonating Valence

Bond), considère un état de superposition entre les différentes manières d’appairer deux

électrons entre eux par un singulet. Ces paires d’électrons, qui forment alors des liaisons

chimiques entre deux sites distincts, peuvent être sujettes à une "résonance", c’est à dire

une superposition d’états sur tout le cristal ou la molécule, qui permet la stabilisation de

l’état électronique.

C’est Anderson qui fournit en premier un cadre mathématique rigoureux à la fonction

d’onde RVB et suggéra que ce cadre permettrait de décrire les matériaux fortement corrélés

[151] dont les nouveaux supraconducteurs à haute température critique comme les cuprates

[152, 153] et les supraconducteurs non-conventionnels à base d’oxyde de fer. Selon Ander-

son, la convergence de la fonction RVB est accélérée par le facteur de Gutzwiller, dont le

Jastrow est une généralisation, qui empêche le recouvrement entre deux paires singulets.

Le code que nous utiliserons, TurboRVB [154], est largement inspiré de ce modèle, car il

est basé sur une fonction d’onde d’essaiΨT de type RVB. Cependant, pour notre application

à H3S, nous ferons appel une forme plus simple qui peut s’écrire comme :

ΨT (R) = ΦSD eJ(R), (3.6)

avec ΦSD = det
[
ΨMO

i (rj)
]
le déterminant de Slater simple, qui assure la fermionicité

de la fonction d’onde et permet de décrire les interactions électroniques au niveau HF ; et

J , appelé justement Jastrow, de nature bosonique qui traite de la corrélation des électrons

(entre eux et avec les noyaux), au-delà du terme d’échange.

Dans notre discussion, on considérera le cas d’un système non-polarisé à N électrons

(N↑ = N↓ = N/2), mais cette approche peut être généralisée aux systèmes polarisés. Dans

le déterminant de Slater de l’Eq. 3.6, les termes ΨMO
i (rj) sont les orbitales moléculaires,

chacune étant occupée par deux électrons de spins opposés. Les orbitales ΨMO

i (rj) sont
développées sur une base gaussienne à un corps {χk}, centrée sur les noyaux atomiques,

ΨMO
i (rj) =

∑
k

µikχk(rj). (3.7)
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Les coefficients µik et les exposants de l’ensemble de la base gaussienne primitive {χk}
sont des paramètres variationnels. L’indice k regroupe l’ensemble des centres atomiques et

les orbitales atomiques gaussiennes centrées sur chaque noyau. La génération initiale de

ΨMO

i est produite par un calcul DFT-LDA, qui est effectué dans la même base d’orbitales.

Il est possible de réduire le coût de calcul en réduisant la taille de la base. Un schéma

proposé par Sorella et collaborateurs [155] repose sur l’hybridation d’orbitales naturelles

obtenues par contraction d’une base primitive après diagonalisation de la fonction d’appa-

riement locale (atomique) entre deux électrons (Geminal Embedded Orbitals, GEO), rédui-

sant ainsi le nombre d’orbitales considérées dans nos calculs.

Le Jastrow quant à lui peut être décomposé en trois termes J = J1 + J2 + J3. Le terme

J1 est appelé terme à un corps. Il permet de décrire l’interaction entre l’électron i de position
ri et le noyau j de position qj . Il se décompose en deux parties J1 = Jcusp+Jinhom. La partie
Jcusp qui respecte la condition de cusp électron-noyau peut s’écrire comme :

Jcusp(r1, . . . , rN) =
∑
i,j

−(2Zj)
3/4u

(
(2Zj)

1/4|ri − qj|
)
, (3.8)

avec u(|r−q|) = 1
2a
(1−e−a|r−q|) une interaction à courte portée qui assure de respecter

la condition de cusp à l’origine, où a est un paramètre variationnel. La partie inhomogène

est une combinaison linéaire des orbitales atomiques j developpée sur une base gaussienne
et peut s’écrire :

Jinhom(r1, . . . , rN) =
∑
i,j

Ljχj(ri). (3.9)

avec Lj un jeu de paramètres variationnels.

Le terme J2 est appelé terme à deux corps et rend compte de la corrélation des électrons

entre eux selon leur distance relative |ri − rj|. Il peut s’écrire :

J2(r1, . . . , rN) =
∑
i<j

v(|ri − rj|), (3.10)

avec v(|ri − rj|) = |ri−rj |
2(1+b|ri−rj |) un terme d’interaction longue portée où b est un para-

mètre variationnel. Ce terme satisfait les conditions de cusp électron-électron.

Enfin, le dernier terme J3 est lui aussi un terme de corrélation entre électrons qui dépend

cette fois de la position des électrons par rapport aux noyaux et non pas uniquement de leur

distance relative. Il s’écrit :

J3(r1, . . . , rN) =
∑
i<j

∑
l,m

Ml,m, χl(ri)χm(rj), (3.11)

où les termesMl,m ainsi que les exposants des gaussiennes χ sont des paramètres va-

riationnels. La base gaussienne χ en Eq. 3.11 est la même qu’en Eq. 3.9 mais elle est en
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générale différente de celle utilisée pour développer les orbitales moléculaires du détermi-

nant en Eq. 3.7.

Algorithme de reconfiguration stochastique (SR)

Comme nous venons de le voir, la fonction d’onde d’essaiΨT peut être décrite grâce à un

très grand nombre de paramètres variationnels. Dans nos calculs, le nombre de paramètres

est typiquement de l’ordre de 103. L’optimisation de fonctions multi-dimensionnelles à si

grand nombre de paramètres représente un véritable défi algorithmique. Nous utiliserons

ici l’algorithme de reconfiguration stochastique (SR).

L’algorithme de reconfiguration stochastique a initialement été proposé par Sorella et

Capriotti afin de résoudre le problème de signe dans le cadre du Monte Carlo par fonction

de Green [156]. Il a ensuite été introduit dans le cadre de la VMC et s’est averé très efficace

comme méthode d’optimisation pour une fonction d’onde d’essai many-body [157, 158].

L’avantage de cette méthode sur celle du point col (steepest descent), largement rependue

pour l’optimisation de fonctions à plusieurs variables, est qu’elle utilise plus d’informations

sur la fonction d’onde, en particulier sur la topologie de l’espace d’Hilbert, permettant ainsi

une convergence plus rapide.

On considère la fonction d’ondeΨT (ααα
0) avecααα0

l’ensemble des p paramètres variation-

nels {α0
k}k=1,...,p. Considérons alors, pour chaque paramètreαk une légère perturbation δαk.

La nouvelle fonction d’onde obtenue Ψ′
T (ααα) peut être développée et s’écrire :

|Ψ′
T (ααα)⟩ = |ΨT (ααα0)⟩+

p∑
k=1

δαk
∂

∂αk

|ΨT (ααα0)⟩. (3.12)

En introduisant des opérateurs locaux sur chaque configuration R ≡ {r1, . . . , rN}
comme les dérivées logarithmiques par rapport aux paramètres variationnels :

Ôk =
∂

∂αk

lnΨT (R), (k > 0) et Ô0 ≡ 1, δα0 = 1, (3.13)

on peut réécrire l’Eq. 3.12 sous la forme suivante :

|Ψ′
T ⟩ =

p∑
k=0

δαkÔk|ΨT ⟩. (3.14)

Pour une fonction d’onde d’essai ΨT non-orthogonale à l’état fondamental, il est pos-

sible d’obtenir itérativement une nouvelle fonction d’onde qui s’approche de l’état fon-

damental en appliquant l’opérateur (Λ − H), avec Λ une valeur d’énergie suffisamment

grande :

|ΨP
T ⟩ = (Λ−H) |ΨT ⟩, (3.15)
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où |ΨP
T ⟩ est la fonction d’onde projetée.

Pour avoir |Ψ′
T ⟩ aussi proche que possible de |ΨP

T ⟩ dans le sous-espace engendré par les
Ôk|ΨT ⟩, on impose les contraintes SR suivantes :

⟨ΨT |Ôk|Ψ′
T ⟩ = ⟨ΨT |Ôk|ΨP

T ⟩, pour k = 0, . . . , p (3.16)

qui sont équivalentes au système d’équations suivant :


δα0 +

∑
l=1

δαl⟨Ôl⟩ = Λ− ⟨Ĥ⟩, (3.17)

δα0⟨Ôk⟩+
∑
l=1

δαl⟨ÔkÔl⟩ = Λ⟨Ôk⟩ − ⟨ÔkĤ⟩ pour k > 0. (3.18)

Puisque δα0 est seulement une renormalisation de la fonction d’onde d’essai et que

ce paramètre n’affecte aucune observable physique du système, on peut remplacer δα0 de

l’Eq. 3.17 dans l’Eq. 3.18. On obtient les équations linéaires :

∑
l=1

δαlSkl =
1

2
fk, (3.19)

où Skl est la matrice de covariance :

Skl = ⟨(Ôk − ⟨Ôk⟩)(Ôl − ⟨Ôl⟩)⟩, (3.20)

et fk, la force généralisée :

fk = − ∂E

∂αk

= −⟨ΨT |ÔkH +HÔk|ΨT ⟩
⟨ΨT |ΨT ⟩

+ 2
⟨ΨT |Ôk|ΨT ⟩⟨ΨT |H|ΨT ⟩

⟨ΨT |ΨT ⟩2
(3.21)

= 2(⟨Ôk⟩⟨H⟩ − ⟨ÔkH⟩), (3.22)

où H est indépendant des paramètres variationnels.

En inversant la matrice S, l’Eq. 3.19 se reformule de la façon suivante :

δααα =
1

2
S−1f . (3.23)

La matrice S et le vecteur f sont calculés stochastiquement par intégrationMonte Carlo.

Une fois le système d’équations linéaires Eq. 3.23 résolu, à la fin d’une itération, on met

à jour les paramètres variationnels :
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ααα′ = ααα +∆tδααα = ααα +
1

2
∆tS

−1f , (3.24)

où ∆t est le pas de temps choisi suffisamment petit pour minimiser la valeur moyenne

de l’énergie. En effet la variation de l’énergie ∆E pour une itération doit tendre vers une

valeur négative pour un pas de temps ∆t suffisamment petit. Dans cette limite, on a

∆E = −∆t

∑
i

f 2
i +O(∆2

t ). (3.25)

À proprement parler, la méthode SR a atteint l’énergie la plus basse lorsque les forces

disparaissent. Cependant, comme l’estimation des forces est stochastique, celles-ci ne sont

jamais nulles. La méthode SR converge alors lorsque les force sont statistiquement proches

de leur valeur zéro dont la distance est mesurée en unité de σ, leur barre d’erreur.

3.2.2 Approche diffusionnelle (DMC)

Principe général

Après avoir optimisé les paramètres, il est possible d’obtenir une meilleure optimisa-

tion de l’énergie via le Monte Carlo diffusionnel (DMC) [159]. Cette méthode consiste à

résoudre l’équation de Schrödinger en temps imaginaire (it→ t) pour une fonction d’onde

Ψ associée au Hamiltonien H du système. Notons, toutefois, que cette méthode ne touche

pas à la fonction d’onde d’essaiΨT ni à ses paramètres, et ne permet donc pas une meilleure

optimisation de la fonctionΨT . Elle permet en revanche unmeilleur échantillonage stochas-

tique de l’espace des configurations électroniques, dont les marcheurs suivent la distribu-

tionΨT (R)Ψ0(R), plus fidèle à la densité de probabilité associée au "vrai" état fondamental

|Ψ0⟩ d’un Hamiltonien donné (au lieu d’échantillonner la distribution associée à |ΨT (R)|2
comme en VMC).

L’équation de Schrödinger à N corps en temps imaginaire peut donc s’écrire :

− ∂Ψ(R, t)

∂t
= (H − Λ)Ψ(R, t), (3.26)

où Λ est un décalage d’énergie que l’on explicitera plus loin. La solution de cette équa-

tion pour |Ψ(t)⟩ est donnée par :

|Ψ(t)⟩ = e
−(H−Λ)t|Ψ⟩. (3.27)

En utilisant la décomposition spectrale de |Ψ(t)⟩ sur les différents états propres {|Ψi⟩}
et en faisant tendre t→ ∞, on a donc pour |Ψ(t)⟩ de l’Eq. 3.27 :
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lim
t→∞

|Ψ(t)⟩ = lim
t→∞

∑
i

e
−(Ei−Λ)t|Ψi⟩⟨Ψi|Ψ⟩, (3.28)

= lim
t→∞

e
−(E0−Λ)t|Ψ0⟩⟨Ψ0|Ψ⟩. (3.29)

Nous remarquons alors d’une part que l’évolution en temps infini sera dominée par

l’état Ψ0, de plus basse énergie puisque tous les états Ei > E0 donnent des exponentielles

qui décroissent plus rapidement. Par ailleurs, l’exponentielle e−(E0−Λ)t
peut être éliminée

en faisant tendre Λ vers E0. Les deux états |Ψ⟩ et |Ψ0⟩ ayant un recouvrement non-nul, on

aura donc finalement une fonction Ψ(t) proportionnelle à l’état fondamental Ψ0 :

lim
t→∞

|Ψ(t)⟩ = c0|Ψ0⟩, (3.30)

avec c0 = ⟨Ψ0|Ψ⟩. En décomposant le hamiltonien dans l’Eq. 3.26, que l’on peut alors

réécrire ainsi :

∂Ψ(R, t)

∂t
=

 1

2
∇2︸︷︷︸

Diffusion

− (V (R)− E0)︸ ︷︷ ︸
Branchement

Ψ(R, t), (3.31)

nous remarquons pour le terme cinétique une analogie avec l’équation de diffusion clas-

sique à 3N dimensions, qui peut alors être simulée par une marche aléatoire en temps ima-

ginaire. Le second terme, celui associé au potentiel, peut être rapproché d’une équation

dynamique du premier ordre spatialement inhomogène qui peut être simulée par un pro-

cessus de branchement.

Prenons donc chaque terme séparément. On considère d’abord l’équation de diffusion :

∂Ψ(R, t)

∂t
=

1

2

N∑
i=1

∇2
iΨ(R, t). (3.32)

Nous reconnaissons ainsi dans l’équation 3.32, celle maîtresse d’un processus stochas-

tique de solution Ψ(R, t) qui décrit la distribution d’une particule suivant un mouvement

brownien dans le temps et dans l’espace. Ainsi, la distribution Ψ(R, t) peut être échan-

tillonnée par un ensembles de marcheurs aléatoires.

La solution de cette équation est donnée sous sa forme intégrale par :

Ψ(R, t+ τ) =

∫
G(R,R′, τ)Ψ(R′, t)dR′. (3.33)

avec G la fonction de Green résultante, qui respecte la condition G(R,R′, 0) = δ(R−
R′). La solution de l’équation 3.33 est un propagateur de diffusion libre, dont l’expression

est une gaussienne à 3N dimensions de variance τ pour chaque dimension :
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G(R,R′, τ) = (2πτ)−3N/2
e

−|R−R′|2
2τ . (3.34)

Cette fonction de Green peut être interprétée comme la densité de probabilité de tran-

sition pour l’évolution de ces marcheurs.

Le second terme, nous l’avons dit, est celui de branchement. En négligeant la partie de

diffusion de l’Eq. 3.31, la solution est donnée par :

Ψ(R, t) = e
−(V (R)−E0)t. (3.35)

Ce terme peut être interprété comme une probabilité de réplication ou de suppression

d’un marcheur d’une itération à l’autre en fonction du poids qui lui est associé et qui évolue

selon V (R)−E0. On parle alors de processus stochastique de type mort/naissance, qui est

mis en place par un algorithme à plusieurs marcheurs [160].

Pour permettre d’itérer dans le temps l’Eq. 3.27 et ainsi projeter la fonction d’onde sur

l’état fondamental (l’Eq. 3.30), on procède alors à une décomposition de Trotter-Suzuki [161,

162] :

e
T+V = e

−V τ/2
e
−Tτ

e
−V τ/2 +O(τ 3), (3.36)

qui permet de décomposer l’exponentielle et donc ici de résoudre séparément la partie

diffusion et la partie de branchement. Cette approximation est valable dans le cas de temps

τ suffisamment courts.

Néanmoins, l’algorithme DMC résultant de cette approche est inefficace. En effet, la

fonction d’ondeΨ peut comporter des divergences de l’énergie cinétique localeKΨ/Ψ aux

points où les électrons sont amenés à se rencontrer (points de coalescence). Le potentiel V
diverge également. Les marcheurs de notre algorithme stochastique sont alors affectés par

ces divergences, induisant un biais incontrôlable lors des simulations.

Une approximation supplémentaire permettant de résoudre ce problème consiste à for-

cer lesmarcheurs à suivre des directions spécifiques, les éloignant des points de divergences.

Pour ce faire, au lieu de considérer la fonctionΨ(R, t) dans l’Eq. 3.31, on introduit une fonc-
tion mixte f(R, t) = Ψ(R, t)ΨT (R). L’Eq. 3.31 devient alors :

∂f(R, t)

∂t
=

1

2
∇2f︸ ︷︷ ︸

Diffusion

− 1

2
∇ ·
(
2∇ΨT (R)

ΨT (R)
f

)
︸ ︷︷ ︸

Dérive

− (EL(R)− E0)f︸ ︷︷ ︸
Branchement

, (3.37)

faisant apparaître un nouveau terme, dit de dérive. Aussi, le terme de branchement ne

dépend plus explicitement du potentiel mais de l’énergie locale EL(R) = HΨTR/ΨTR
que nous avons défini dans la partie VMC. Ce terme a l’avantage de ne pas diverger aux

points de coalescence grâce aux conditions de cusp vérifiées par construction par la fonc-

tion d’essai ΨT . Par le biais de cet échantillonnage préférentiel guidé par ΨT , l’algorithme

devient stable.
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On peut alors calculer l’énergie DMC EDMC comme :

EDMC ≡ E0 =
⟨Ψ0|H|ΨT ⟩
⟨Ψ0|ΨT ⟩

= lim
t→∞

∫
f(R, t)EL(R)dR∫

f(R)dR
. (3.38)

Cependant, il y a un dernier point à considérer qui empêche l’algorithme DMC d’être

exact. L’intégration Monte Carlo, comme décrite dans la partie VMC, n’est possible que si la

fonction f est définie positive partout. Cela ne pose pas de problème pour un système boso-

nique, mais pour un système fermionique, nous avons une alternance de signes à cause de

l’antisymétrie. La fonction f peut ainsi présenter des noeuds. Une manière de résoudre ce

problème est de travailler avec l’approximation des noeuds fixes. Les changements de signes

dans ΨT (R), dus à la statistique fermionique, doivent être compensés par les mêmes chan-

gements de signe dans Ψ(R) qui partage ainsi les mêmes noeuds que la fonction ΨT (R).
En pratique, on considère un hamiltonien HFN (pour fixed nodes) à la place du vrai hamil-

tonienH du système, dans lequel on place des barrières infinies à proximité des noeuds de

ΨT (R), repoussant ainsi les marcheurs via le terme de dérive. Cette approximation devient

exacte lorsque les noeuds de la fonction d’essai ΨT tombent sur les noeuds de l’état fon-

damental Ψ0. En général, EDMC sera une borne supérieure de la vraie énergie E0 de l’état

fondamental : EDMC ≥ E0.

Pseudopotentiels et Lattice Regularized Diffusion Monte Carlo (LRDMC)

La dépendance du temps de calcul de la DMC est de l’ordre de Z5.5 ∼ Z6.5
[163, 164]

où Z le numéro atomique, ce qui limiterait l’usage du QMC au cas de systèmes légers et/ou

simples. Afin de réduire le temps de calcul, et à la manière de la DFT, il est possible d’utiliser

des pseudopotentiels non-locaux (Sec. 2.3). Néanmoins, l’ajout d’un opérateur pseudopo-

tentiel appliqué à la fonction f peut conduire à un branchement non-local et ainsi pousser la

diffusion en-dehors des poches nodales. Il serait possible de négliger les termes non-locaux

dans l’équation de Schödinger en temps imaginaire (Eq. 3.26), mais cela se ferait alors aux

dépens du caractère variationnel, que nous souhaitons préserver. Autrement dit, l’énergie

obtenue en DMC avec l’échantillonnage préférentiel ne serait plus une valeur s’approchant

variationnellement vers l’énergie de l’état fondamental.

Pour résoudre ce problème, Casula, Filippi et Sorella ont développé un algorithme pour

traiter les systèmes ayant des atomes lourds avec pseudopotentiels permettant d’utiliser des

termes non-locaux, le Monte Carlo diffusionel régularisé sur réseau (LRDMC) [165, 166].

Le principe de cette méthode est de discrétiser le laplacien (partie cinétique), ce qui

implique ensuite de régulariser le potentiel.

L’espace continu peut être discrétisé localement en utilisant une seule longueur a en

rendant aléatoires les coordonnées cartésiennes qui sont calculées à chaque pas de temps

pendant que les positions des électrons sont mises à jour. Cette méthode qui est appelée

"la randomisation du réseau" est similaire à l’approche utilisée pour calculer l’intégration

angulaire de la partie non-locale V̂ NL
du pseudpotentiel qui dépend des projecteurs P̂l de

l’Eq. 2.21.
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Dans l’approche LDRMC, nous pouvons inclure dans la définition de l’opérateur ci-

nétique la discrétisation du laplacien et la partie non-locale du pseudopotentiel (celle qui

dépend des projecteurs sur les moments angulaires dans l’Eq. 2.21).

L’opérateur non-local total s’écrit de cette façon :

T̂ a = −
N∑
i=1

∆a
i (θi, ϕi)/2 + V̂ NL, (3.39)

où ∆a
i (θi, ϕi) est le laplacien agissant sur le i-ième électron avec une discrétisation au

second ordre : ∆a
i (θi, ϕi) = ∆i + O(a2). Le laplacien discrétisé est calculé avec les angles

θi et ϕi qui sont choisis aléatoirement et indépendamment de ceux utilisés dans le calcul de

V̂ NL
. Tandis que le pas de discrétisation a est fixé à 0.25 a0, qui garantit une convergence

dans les différences d’énergie. Dans ce formalisme, l’erreur liée à l’extrapolation des limites

continues dépend du paramètre a.

En plus du laplacien, on régularise également l’opérateur v à un corps qui est défini

comme l’interaction de Coulomb électron-ion dans un atome coeur-plein ou comme la par-

tie locale du pseudopotentiel (Eq. 2.21). On peut alors remplacer v(ri) par V̂
a
i selon la rela-

tion est la suivante :

V̂ a
i (R) = v(ri)−

(∆i −∆a
i )ΨT (R)

2ΨT (R)
, (3.40)

qui agit sur le i-ième électron. Le nouvel opérateur V̂ a
i possède un terme à N corps qui

dépend de la configuration de tous les électrons.

Le potentiel total est donné par la forme suivante :

V̂ a =
N∑
i=1

V̂ a
i + V̂ee + V̂nn, (3.41)

où la régularisation ne s’applique pas aux termes prenant en compte les interactions

de Coulomb électron-électron V̂ee et ion-ion V̂nn. La régularisation du réseau nous donne

accès à un hamiltonien approché Ĥa = T̂ a + V̂ a
qui converge vers l’hamiltonien exact

quand a → 0, soit Ĥa = Ĥ + a2∆Ĥ . L’erreur de la méthode LRDMC est donc de l’ordre

de O(a2). L’erreur induite par le paramètre a en LRDMC remplace le biais du pas de temps

dû à l’approximation des temps courts en DMC. La convergence en a2 de l’énergie LRDMC

est accélérée par le fait que
HΨT

ΨT
= HaΨT

ΨT
. Grâce à la régularisation à la fois du laplacien en

T a
(Eq. 3.39) et du potentiel V a

(Eq. 3.40), l’énergie locale de l’hamiltonien régularisé est

toujours égale par construction à celle du vrai hamiltonien du système.

Une fois qu’on a défini l’hamiltonien, il est possible d’appliquer l’algorithme de projec-

tion Λ − H dit de Monte Carlo avec fonction de Green (GFMC) développé sur réseau qui

peut traiter les termes non-locaux sans l’approximation de localité. On récupère ainsi le
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caractère variationnel au sein d’une méthode projective qui donne une valeur pour l’éner-

gie dont l’état fondamental reste une borne inférieure. Cela offre également la possibilité

d’utiliser des pseudopotentiels avec une projection stable vers l’état fondamental. En effet,

l’utilisation des pseudopotentiels est nécessaire pour réduire raisonnablement le temps de

calcul. Les pseudpotentiels ECP développés dans les méthodes de chimie quantique sont

les plus adaptés pour les méthodes QMC, a contrario de ceux de la méthode DFT qui sont

générés avec une formulation différente de l’hamiltonien du système.

3.3 Paramètres des calculs QMC
3.3.1 Choix du pseudopotentiel ECP

Comme en DFT nous pouvons recourir à l’usage de pseudopotentiels. Dans nos calculs,

nous utiliserons une librairie de PP développés par Burzatki, Filippi and Dolg (BFD) [125],

spécialement conçus pour le QMC. Ces pseudopotentiels à base gaussienne très dures (i.e.

avec un rayon de coeur très petit) permettent de réduire de manière significative l’erreur

lors du DMC.

On vérifie la qualité du PP BFD dans la Fig. 3.1, que l’on compare avec un autre PP de

type ECP (ccECP), dont nous avons déjà montré la précision dans le chapitre précédent. En

effet, il permet d’obtenir des résultats suffisamment précis aussi bien en PBE qu’en BLYP.

Ce PP, à l’inverse du PP BFD, admet un format compatible avec le code Quantum Espresso

utilisé en DFT. On trouve en QMC que les deux PP ccECP et BFD sont également précis dans

le calcul du PES pour H3S , comme on peut le voir dans la Fig. 3.1. Entre les deux, notre choix

se porte sur le PP BFD pour lequel nous avons une base gaussienne correspondante bien

testée.
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Figure 3.1 – Comparaison des PP BFD (en violet) et ccECP (en vert) pour un volume V =

109.999 a30. L’énergie de référence est fixée telle que E(δ = 0.5) = 0.

3.3.2 Base gaussienne

Dans la suite nous travaillerons avec une base contractée (GEO, cf. Sec. 3.2.1) dévelop-

pée sur une hybridation des orbitales gaussiennes de la base primitive. Cette dernière est

composée des orbitales gaussiennes atomiques. Pour les deux atomes que nous considérons,

elle se développe comme il suit :

— Soufre : 6s 6p 2d 1f

— Hydrogène : 3s 2p 1d
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Pour la base contractée, on utilisera 11 orbitales pour le soufre et 6 pour l’hydrogène, en

s’assurant que cette contraction reproduise au mieux les énergies de la base primitive.

3.3.3 Points k

Comme nous l’avons étudié dans le chapitre précédent pour les calculs DFT, la densité

de points k doit être choisie avec soin afin de décrire correctement la surface de Fermi et

donc assurer une évaluation non-biaisée des énergies. En QMC particulièrement, ce choix

revêt un intérêt particulier au vu du coût de calcul de cette méthode. Il est donc nécessaire

de trouver un compromis entre la précision et le temps de calcul.

Nous avons pu voir par exemple en Sec. 2.5.1 que pour une grille de taille 12× 12× 12
points k, l’erreur DFT sur l’énergie était d’environ 4 meV par unité cristalline d’H3S , ce

qui est une précision acceptable pour nos calculs et comparable avec l’erreur stochastique

intrinsèque à la méthode QMC. Nous prendrons donc cette grille pour nos calculs QMC, en

supposant la transférabilité de la précision des calculs de la DFT auQMC. On s’attend en fait

que les calculs à méthode corrélée, comme le QMC, lissent la surface de Fermi et permettent

une description énergétique plus précise à nombre de points k égal. Nous justifierons dans
la partie suivante en quoi ce choix est particulièrement pertinent pour nos calculs.

3.3.4 Extrapolation

Grâce au théorème de Bloch [123], il est possible en DFT de réaliser des calculs sur une

maille élémentaire généralisables pour le cristal complet, sans introduire de biais grâce à

la somme sur les points k. À l’inverse, et par construction, le QMC ne permet pas l’usage

du théorème de Bloch - ou d’un théorème équivalent - qui autoriserait à simplifier les cal-

culs à la maille élémentaire. Chaque électron étant corrélé à tous les autres via le potentiel

coulombien et le Jastrow qui, comme on l’a vu, contient des termes d’interactions à longue

portée, la taille de la cellule sur laquelle nous réalisons les calculs introduit donc un biais

dans l’évaluation de l’énergie totale du système. La somme sur les points k ne suffit pas à

atteindre la limite thermodynamique. Elle corrige les effets à un corps liés au "remplissage"

des états électroniques autour de la surface de Fermi, mais pas à ceux à deux corps liés à

l’intéraction électron-électron. Cette remarque est d’autant plus vraie dans les systèmes où

les électrons sont fortement corrélés. Il est néanmoins possible de corriger ces biais et de

généraliser à l’ensemble du cristal des calculs effectués sur une cellule de taille restreinte.

Une première approche consiste à utiliser la fonctionnelle KZK (Kwee-Zhang-Krakauer)

[167]. Cette fonctionnelle est basée sur la solution du gaz d’électron d’une cellule de taille

finie, non-extrapolée à la limite thermodynamique. Par comparaison avec les calculs LDA,

elle permet d’évaluer l’erreur introduite par les effets de taille finie (FS) à l’étape DFT et

d’appliquer ensuite cette correction en post-processing sur l’énergie obtenue via LRDMC. La

correction est alors définie comme la différence entre l’énergie calculée avec la fonctionnelle

KZK et l’énergie calculée avec la fonctionnelle LDA (dans la limite thermodynamique) pour

un système donné.

Dans un second temps, on peut reproduire les mêmes calculs pour des mailles de tailles

différentes, que l’on extrapole ensuite à une super-cellule de taille infinie, i.e. à la limite ther-

modynamique. Dans notre cas, ces calculs sont réalisés pour des cellules de taille [2, 2, 1],
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[2, 2, 2], [3, 2, 2] et [3, 3, 2], impliquant donc respectivement un nombre N = 72, 144, 216 et

324 d’électrons. Afin d’être consistant, il est nécessaire de conserver la densité de points de

l’espace réciproque, d’où l’intérêt de choisir soigneusement le nombre de points k. On aura

donc respectivement des grilles de 6× 6× 12, 6× 6× 6, 4× 6× 12 et 4× 4× 6 points k.
On extrapole alors les énergies obtenues en fonction de 1/N dans la limite oùN → ∞, soit

1/N → 0. Des exemples sont représentés dans la Fig. 3.2 avec les valeurs correspondantes

dans la Table 3.1.
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Figure 3.2 – Illustration de l’extrapolation pour deux volumes différents, V = 85.0019 a30 et

V = 109.999 a30 pour le point δ = 0.5.

V [a30] 85.0019 109.999

Non-corrigée Corrigée Non-corrigée Corrigée

Énergie [meV/e
−
] -35328 -35328 -35713 -35713

Erreur énergie [meV/e
−
] 2.8 2.8 2.1 2.1

Pente -7137 3439 -6308 3033

Erreur pente 268 273 244 244

Table 3.1 – Comparaison des valeurs extrapolées et des pentes pour les deux mêmes volumes

que la Fig. 3.2.

Comme on le voit dans la Fig. 3.2 et dans la Table 3.1, les valeurs à la limite thermodyna-

mique sont les mêmes avec et sans la correction KZK. Néanmoins la pente est environ deux

fois plus faible pour la correction KZK. Il reste toutefois une dépendance résiduelle qu’il est

nécessaire de corriger par extrapolation en 1/N . On remarque aussi qu’il existe un léger

écartement du point N = 144 (1/N = 0.007) qui correspond à la cellule de taille [2,2,2],

seule super-cellule, parmi celles que l’on a considéré, qui préserve les symétries cubiques

du système dans les trois directions d’espace. N = 144 correspond à ce que l’on appelle

une magic shell et qui rend l’extrapolation en 1/N moins lisse.

3.3.5 Résumé du workflow
On présente dans la Fig. 3.3, un résumé général du workflow d’un calcul QMC. Tous

nos calculs ont été réalisés sur le superordinateur Fugaku, situé à Kobé au Japon et classé

premier au monde en terme de puissance de calcul (442 pétaFLOPS) de 2020 à 2021.
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Génération d’une super-cellules de taille 
pour un volume     et une configuration               donnée

Génération des orbitales moléculaires

Calcul DFT-LDA en base primitive au point 

Calcul DFT-LDA en base contractée (GEO) au point

Calcul DFT-KZK en base contractée au point

Calcul DFT-LDA en base contractée sur une grille de 
points     de taille

Optimisation QMC des                   du Jastrow via stochastic 
reconfiguration

Variational Monte Carlo (16 marcheurs / point     et 1500 
évaluations d’      par marcheur) 

Lattice Regularized Diffusion Monte Carlo via projection 
(64 marcheurs / point     et 2500 branches) 

LRDMC corrigée par effets de taille finie
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Figure 3.3 – Workflow général pour un calcul QMC de configuration (δ, r, φ) et de volume

V quelconque. La taille de la supercellule [nx, ny, nz] est exprimée comme multiple ce celle

cubique dans les trois directions x, y, z.
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3.4 Dérivation par QMC du modèle 1D

On reprend dans cette partie la même analyse que celle effectuée dans la Section 2.5.3

pour les calculs DFT-BLYP. En partant du même modèle, dont la pertinence et les limites

ont été prouvées en DFT, on veut étudier la transition classique en QMC.

3.4.1 Échantillonage du paysage énergétique

Dû aux limites imposées par le coût de la méthode QMC, on se restreint ici à l’étude de 5

volumes, couvrant la même gamme que celle étudiée en DFT. Les points δ seront eux-aussi
choisis de sorte à ajuster l’équation de Landau (Eq. 2.29). On représente dans la Fig. 3.4

les résultats obtenus avec δ = [0.42, 0.44, 0.46, 0.5] pour les deux plus grands volumes et

δ = [0.44, 0.46, 0.48, 0.5] pour les autres.
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Figure 3.4 – Tranches en volume de paysage énergétique échantillonné en δ (points rouges) et

ajusté (trait continue rouge) sur les énergies QMC par le potentiel de Landau de l’Eq. 2.29. Le

minimum de chaque tranche est mis à 0. Le χ2
, qui permet de juger de le qualité de l’ajustement

est inscrit sur chaque figure.
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3.4.2 Équation d’état

Afin de déterminer la pression de transition à partir du volume, on procède de manière

analogue à la méthode étudiée en DFT, Sec. 2.5.2. On ajuste l’énergie QMC des points δ =
0.5 à l’EOS de Rose-Vinet. Les équations d’état correspondantes (énergie et pression) sont

représentées sur la Fig. 3.5
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Figure 3.5 – Équation d’état, ajusté sur les énergies QMC selon les Eq. 2.28. L’énergie E(V ) à

gauche est représentée en Ha/H3S et la pression en GPa.

En ajustant les points QMC avec l’Eq. 2.28 dans la phase symétrique, on obtient les

paramètres suivants : E0 = −11.8614 Ha, V0=154.749 a
3
0, B0 = 130.21769 GPa et B′

0 =
3.99377.

3.4.3 Interpolation et volume de transition

Comme en DFT, il est possible d’interpoler le paysage énergétique en fonction de V (ou

dSS). Ici, le potentiel QMC U 1D

QMC
peut alors s’écrire

U 1D

QMC
(δ, dSS) = a(dSS) +

1

2
b(dSS)(δ − 0.5)2 +

1

4
c(dSS)(δ − 0.5)4, (3.42)

avec les fonctions a(dSS), b(dSS) et c(dSS) définies comme il suit :
a(dSS) = E0 +

2V0B0

(B′
0−1)2

[2− (5 + 3η(B′
0 − 1)− 3B′

0) exp(−3/2(B′
0 − 1)(η − 1))] ,

b(dSS) = ab + bbdSS,

c(dSS) = ac + bcdSS + ccd
2
SS,

(3.43)

où a(dSS) a la forme fonctionnelle tirée de l’EOS Rose-Vinet précédemment ajustée, avec

η = (V/V0)
1
3 = dSS(1/2V0)

1
3 et les paramètres E0, V0, B0, B

′
0 déterminés ci-dessus. Les

autres paramètres valent ab = 112.72, bb = −20.2806, ac = 236835, bc = −80562.8 et

cc = 6915.7, dans les unités telles que U 1D

QMC
est exprimé en Hartree par H3S .

De la même façon qu’en DFT-BLYP, cette interpolation en volume nous permet de dé-

terminer avec précision le volume de transition, obtenu par l’annulation du terme b. Cela
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se produit au volume critique Vc = 85.4 a30 qui, selon l’EOS de la Fig. 3.5 correspond à une

pression critique Pc d’environ 234 GPa.
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Figure 3.6 – Évolution du paramètre b de l’Eq. 2.29, traduisant la courbure du paysage énergé-

tique au point δ = 0.5 et donc la phase, symétrique ou asymétrique, de la position du proton.

La transition a lieu lorsque ce paramètre s’annule, ici pour V = 85.4 a30, valeur obtenue par

ajustement linéaire des points sur les données QMC.
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3.4.4 Comparaison QMC et DFT-BLYP pour le modèle 1D

On représente dans la Fig. 3.7 les PES le long de l’axe S-S pour différents volumes, ob-

tenus à partir des calculs DFT-BLYP et QMC.
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Figure 3.7 – Comparaison des PES 1D (en meV/H3S ). En bleu les énergies DFT-BLYP et fits

associés, obtenus en Sec. 2.5.3 et en rouge les énergies QMC et fits associés obtenus ci-dessus.
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On remarque qu’en QMC la transition a lieu pour un volume plus faible et une pression

plus grande que ceux calculés en DFT-BLYP pour le modèle 1D. Les valeurs de volume et

pression critiques associées aux deux méthodes sont reportées dans la Table 3.2.

Modèle 1D DFT-BLYP QMC
Vc [a

3
0] 90.2 85.4

Pc [GPa] 217 234

Table 3.2 – Comparaison des volumes et pressions de transition pour le modèle unidimension-

nel en DFT-BLYP et en QMC.

Nous remarquons également que non seulement la phase asymétrique devient plus

stable à un volume plus faible, mais aussi que la hauteur de la barrière énergétique s’ac-

croît plus rapidement en fonction du volume en QMC qu’en DFT-BLYP. Par ailleurs, les

minima semblent légèrement décalés vers l’extérieur du centre de l’arrête δ = 0.5.

En comparant maintenant les deux EOS P = P (V ) associées aux énergies calculées en
QMC et en DFT-BLYP, on obtient le graphe représenté sur la Fig. 3.8.
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Figure 3.8 – Équations d’états obtenues à partir des calculs DFT-BLYP (en bleu) et QMC (en

rouge). Les énergies considérées sont les énergies de la phase symétrique pour chaque volume et

sont ajustées par l’EOS de Rose-Vinet de l’Eq. 2.28. On affiche également les volume et pression

de transition obtenus par le modèle 1D pour la DFT-BLYP et le QMC.

Le comportement des deux EOS est à peu près similaire, mais nous remarquons que

dans la gamme de volumes étudiée, la pression associée aux QMC est systématiquement

inférieure à la pression des calculs DFT-BLYP.
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3.5 Dérivation par QMC du modèle 3D

3.5.1 Échantillonnage du PES

L’échantillonage du paysage énergétique est réalisé selon le même modèle que celui dé-

veloppé dans le chapitre précédent consacré à la DFT, à la Sec. 2.5.4. Dans le cas du QMC, les

volumes échantillonnés sont les suivants : V = [109.999, 105.535, 99.077, 90.853, 85.002]
a30. À chaque volume, la grille de en δ, r et φ est la même en QMC qu’en BLYP. Les vo-

lumes intermédiaires sont obtenus par interpolation des paramètres des Eqs. 2.33 et 2.35.

Ces interpolations sont fournies dans l’Annexe B.2.

3.5.2 Détermination du point de transition

On représente sur la Fig. 3.9 six projections du PES obtenus des calculs QMC selon la

méthode décrite précédemment (Sec.2.5.4).

On remarque que le comportement du PES basé sur les énergies QMC est semblable

à celui des énergies DFT-BLYP, à ceci près que les puits sont plus profonds pour le QMC.

C’est ce à quoi nous nous attendions suite à l’exploration du PES unidimensionnel de la

Sec. 3.4.1.

En se basant sur cette figure, on identifie le point de transition autour de 85 a30. En se

référant à l’EOS QMC déterminée plus haut, dont la représentation est fournie à la Fig. 3.5,

la pression critique associée à ce volume est d’environ 238 GPa, contre 263 GPa pour le

modèle 3D BLYP. On peut retrouver un résumé de ces résultats dans la Tab. 3.3.
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Figure 3.9 – Projection à deux dimensions du potentiel tridimensionnel. Les énergies sont don-

nées en meV où l’énergie U3D
QMC

(0.5, 0, 0) = 0 est représentée en blanc.

96



Description électroniqe par méthode corrélée (QMC)

3.5.3 Comparaison entre les modèles 1D et 3D

Comme nous l’avons fait dans la Sec. 2.6 pour la DFT-BLYP, nous pouvons réaliser ici

une comparaison entre les modèles 1D et 3D. Dans la Fig. 3.10, on représente la profondeur

du puits énergétique en fonction du volume ainsi que la position d’équilibre du proton sur

l’axe S-S dans le cas 1D, et sa projection dans le cas 3D.
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Figure 3.10 – Comparaison du comportement énergétique (à gauche) et structurale (à droite)

des deux modèles uni et tridimensionnel.

Du point de vue énergétique, nous remarquons d’après la Fig. 3.10 que la prise en compte

des composantes hors-axes dans l’évaluation de l’énergie du système vient creuser le puits,

en particulier pour les volumes les plus grands où la différence de profondeur peut atteindre

100 meV/H3S . Néanmoins, cela n’a en dernière instance que peu d’impact sur le volume

de transition qui se situe autour de 85 a30 pour les deux modèles. Un autre point important

à souligner est qu’en étudiant la projection de l’hydrogène sur l’axe S-S en fonction du

volume dans le cadre du modèle tridimensionnel, et en comparant celui-ci à la position

d’équilibre de l’hydrogène dans le modèle 1D (Fig. 3.10), nous voyons que le comportement

de l’asymétrie du proton est très similaire dans les deux cas.

Ces remarques nous permettent de conclure que d’un point de vue uniquement struc-

turel, la qualité du modèle 1D est suffisamment bonne pour décrire la symétrisation de

l’hydrogène sur l’axe S-S de manière quasi-équivalente au modèle 3D, ce qui n’était pas le

cas en DFT-BLYP. Cela est dû au fait que le mouvement hors-axe du proton tel que décrit

en QMC n’a pas d’impact sur la position le long de l’axe S-S si on suit la trajectoire qui

minimise l’énergie. Ce comportement est tout à fait fortuit. Bien évidemment, le modèle 3D

reste le plus précis entre les deux, aussi bien en BLYP qu’en QMC.
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3.5.4 Comparaison entre QMC et DFT-BLYP pour le modèle 3D

Afin d’analyser plus précisément la différence entre les calculs DFT-BLYP et QMC, on

prend le meilleur modèle de PES, c’est-à-dire celui 3D. Sur la Fig. 3.11 on trace l’évolution

de la profondeur du puits énergétique ainsi que la projection de l’hydrogène sur l’axe S-S

pour les deux méthodes.
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Figure 3.11 – Comparaison du comportement énergétique (à gauche) et structurale (à droite)

entre les calculs DFT-BLYP (en bleu) et QMC (en rouge) en utilisant le PES 3D.

Comme dans le cas unidimensionnel (Sec. 3.4), on observe que les puits énergétiques

correspondants aux calculs QMC sont plus profonds que ceux des calculs DFT-BLYP (jus-

qu’à deux fois plus). Cependant, le volume de transition, pour lequel cette différence s’an-

nule, n’en est affecté que de manière marginale, ce qui se traduit, comme on le voit sur

la Fig. 3.11, par un comportement plus abrupte pour les calculs QMC. En outre, comme

déjà souligné dans la section précédente, les hydrogènes sont plus excentrés en QMC qu’en

DFT-BLYP dans la phase asymétrique à volume fixé.

Ainsi, bien qu’en fournissant des volumes critiques équivalents, le comportement établi

par l’étude de la transition structurale de ce système diffère, et ne rend donc pas compte de

la même dynamique selon l’approche utilisée pour décrire les interactions électroniques et

en particulier les corrélations. Cela montre l’importance de traiter avec précision les corré-

lations électroniques, qui ont un impact non-négligeable sur le PES et l’EOS correspondants.

Ces valeurs sont reportées sur la Fig. 3.12 et dans la Tab. 3.3.
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Modèle 3D DFT-BLYP QMC
Vc [a

3
0] 85 85

Pc [GPa] 263 238

Table 3.3 – Table résumé des volumes et pressions de transition pour les PES 3D obtenus par

ajustement des données DFT-BLYP et QMC.
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3.6 Conclusions

En prenant appui sur la méthode d’interpolation développée dans le Chapitre 2 pour

la DFT, nous avons pu dans un premier temps construire une équation d’état Rose-Vinet

P = P (V ) qui permet de décrire l’évolution de la pression du système en fonction du

volume sur la base des calculs QMC. Ce premier résultat a mis en évidence une première

différence de comportement entre les calculs en champ moyen DFT, qui reposent sur l’ap-

proximation des corrélations électroniques par une fonctionnelle (ici BLYP), et les calculs

QMC qui reposent sur une description précise et explicite des corrélations et des interac-

tions électroniques. Ainsi, nous avons pu voir (Fig. 3.12) que sur toute la plage de volumes

analysés ici, la pression est surestimée dans les calculs DFT-BLYP ce qui conduit également

à une surestimation de la pression de transition.

La seconde partie de cette étude est consacrée à la détermination des volume et pression

de transition (Vc, Pc) par une étude du paysage énergétique du système. En raison du coût

important des calculs QMC, nous avons utilisé des modèles simplifiés, unidimensionnel et

tridimensionnel, déjà exploités dans le chapitre précédent, et basés sur l’ajustement d’une

forme fonctionnelle du potentiel à partir d’un jeu limité de données de l’espace des confi-

gurations ioniques. Nous avons ainsi pu montrer que pour le PES le plus précis, c’est-à-dire

celui 3D, la transition structurale entre les phases R3m et Im3̄m se situe en QMC autour du

volume Vc = 85 a30, ce qui correspond à une pression d’environ 238 GPa.

Ce résultat est important au regard de la littérature puisqu’il est - à notre connaissance

- le premier à aller dans ce sens dans le cadre de la théorie QMC. En effet, de précédents

travaux réalisés par S. Azadi et al. (2017) avaient montré, par une étude enthalpique des

différentes structures et stoechiométries du sulfure d’hydrogène, que la phase Im3̄m restait

la structure cristalline privilégiée par le systèmeH3S sur toute la plage de pressions étudiées,

ce qui venait alors contredire les calculs DFT (PBE ou BLYP) [95]. Nous montrons, par

contre, que la structure R3m est bien accessible dans cette même gamme de pressions, avec

une transition entre les phases R3m et Im3̄m qui a lieu pour un volume équivalent à celui

que nous avons déterminé via les calculs BLYP, mais pour une pression différente.

Cependant, les calculs QMC et DFT-BLYP montrent des comportements différents, qui

apparaissent dans l’équation d’état et dans l’évolution du PES. Deux différences signifi-

catives émergent : la profondeur du puits et la position des hydrogènes par rapport aux

centres des liaisons S-S dans la phase asymétrique, comme nous l’avons souligné dans la

Sec. 3.5.4. Même si les deux méthodes ne sont visiblement pas équivalentes, elles donnent

sensiblement les mêmes volumes de transition. Si cela n’a pas d’influence pour l’évaluation

du volume critique dans un cadre de noyaux statiques, on s’attend à relever des différences

lorsque nous étudierons les effets quantiques nucléaires qui dépendent de la forme globale

du PES et non pas que de son minimum.

À ce titre enfin, et comme nous le voyons dans la Tab. 3.3, les pressions de transition

théoriques que nous obtenons sont encore très éloignées de la pression expérimentale pour

laquelle la Tc est maximale. Jusqu’à maintenant, nous avons considéré les noyaux du sys-

tème dans un cadre classique et statique. Si cela suffit pour décrire correctement certains

aspects de nombreux systèmes en physique du solide, il est évident ici que cette approche
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n’est pas satisfaisante. Il devient alors nécessaire de recourir à une quantification du noyau

et d’étudier comment ces effets quantiques viennent modifier la dynamique de la transi-

tion. C’est tout l’objet du chapitre suivant, dans lequel nous étudierons également le rôle

et l’impact des phonons, médiateurs de la supraconductivité conventionnelle, afin d’avoir

une description exhaustive et intégralement quantique du cristal H3S .
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4.1 Introduction et motivations

Nous nous sommes restreints jusqu’à présent à une étude énergétique et structurale à

température nulle et à noyaux classiques (de masse infinie). On s’intéresse dans ce cha-

pitre au problème des effets quantiques des noyaux (Nuclear Quantum Effects, NQE) et aux

propriétés vibrationnelles du réseau à température nulle et, dans certain cas, à tempéra-

ture finie. Comme étudié dans les chapitres précédents, en vue de décrire l’H3S de manière

précise et ainsi reproduire ou éclaircir les résultats expérimentaux [1] concernant l’évalua-

tion de la pression de transition, une description classique des noyaux n’est pas suffisante,

en particulier pour les systèmes à base d’hydrogène, largement étudiés dans la littérature

[168-171].

La façon la plus simple de décrire les vibrations d’un réseau est de considérer les parti-

cules liées entre elles par le biais d’un potentiel quadratique : c’est l’approximation harmo-

nique. Considérons un potentiel U(q1,q2, ...,qM) décrivant le paysage énergétique (PES)
dans lequel lesM noyaux du système évoluent et interagissent. Par un développement de

Taylor, on peut développer ce potentiel au second ordre comme :

U(q1,q2, ...,qN) = U0 +
1

2

3M∑
i1,i2

∂2U

∂qi1∂qi2
δqi1δqi2 , (4.1)

où i1 et i2 représentent les différents noyaux en interaction selon les différentes co-

ordonnées cartésiennes et δRα = (qα − q̄α) le déplacement d’une des composantes de la

position d’un noyau par rapport à sa position d’équilibre. L’ensemble des dérivées secondes

dans la somme est appelé matrice des constantes de forces et nous sera utile dans la suite.

Dans le cadre où le noyau est délocalisé, le développement ci-dessus ne permet plus

de décrire précisément les interactions entre particules car les termes d’ordres supérieures

deviennent nécessaires. Il s’agit alors de tenir compte des effets anharmoniques quantiques

en traitant le potentiel U dans sa complexité et en travaillant directement avec la fonction

d’onde ou la matrice de densité quantique.

Considérons l’hamiltonien de notre système :

H = −
M∑
i

∇2
i

2Mi

+ U(q1,q2, ...,qM). (4.2)

Au vu de sa nature à plusieurs corps, il est impossible de diagonaliserH et ainsi avoir ac-

cès à sa fonction d’onde exacte. Dans cette thèse, nous utiliserons la diagonalisation exacte

seulement dans le cas d’une particule à une dimension (potentiel U1D
). Autrement l’ap-

proche utilisée, est celle d’échantillonage de la fonction de partition quantique à tempéra-

ture finie via une dynamique moléculaire, basée sur les intégrales de chemin introduites par

R. Feynman [172]. Cette approche utilise une analogie mathématique, un isomorphisme, où

chaque noyau quantique est remplacé par un système classique constitué de nombreuses

particules virtuelles liées entre elles par des oscillateurs harmoniques. Cette méthode, ap-
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pelée Path Integral Molecular Dynamics (PIMD) [173-175], est robuste et permet de décrire à

la précision souhaitée la dynamique du proton ou des noyaux plus lourds, en tenant compte

des effets quantiques.

La matrice densité quantique alors échantillonnée nous permettra de mieux situer la

transition entre la phase symétrique et celle asymétrique d’H3S . Une des définitions que

nous utiliserons pour cette transition sera le passage d’une distribution unimodale à bi-

modale pour le proton quantique. La transition d’une distribution unimodale à bimodale

engendre une augmentation des fluctuations en temps imaginaire (c’est-à-dire entre les

particules virtuelles dans lesquelles un noyau quantique est décomposé). Ces fluctuations

peuvent être définies comme susceptibilité quantique locale. Nous proposerons ainsi une

deuxième sonde afin de localiser la transition, basée sur la présence d’un pic dans la sus-

ceptibilité quantique.

Nous verrons enfin comment il est possible d’étudier ce système via le spectre phono-

nique, calculée sur la base des trajectoires générées par dynamique moléculaire. En compa-

rant les résultats obtenus via le potentiel électronique 3M -dimensionnel ab initio U à ceux

obtenus à partir des potentiels de dimensions réduites U
{1,3}D
DFT en DFT-BLYP (cf. le Chap. 2),

on démontrera la validité de ces modèles dans le cadre dynamique. Cela nous permettra

alors d’utiliser les potentiels électroniques U
{1,3}D
QMC générés en QMC (cf. le Chap. 3) pour

décrire la partie électronique et comparer les résultats des deux théories en tenant compte

des NQE.

Dans la Sec. 4.2, nous développerons l’aspect théorique derrière l’algorithme de dyna-

mique moléculaire par intégrales de chemin (PIMD) - incluant également la dynamique de

Langevin à la Sec. 4.2.2 - avant de montrer dans la Sec. 4.3 comment calculer les phonons à

partir des trajectoires PIMD. On verra notamment Sec. 4.3.2 qu’il est possible de les déter-

miner de manière très précise en tenant naturellement compte des effets anharmoniques

quantiques. Les résultats seront présentés puis comparés dans les Sec. 4.4.1 et 4.4.2 à par-

tir des potentiels électroniques DFT-BLYP et QMC respectivement. Enfin, après une étude

de l’effet isotopique dans ce système à la Sec. 4.5, nous conclurons finalement sur cette

approche et ses résultats à la Sec. 4.6.
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4.2 Path Integral Molecular Dynamics (PIMD)

4.2.1 Formalisme des intégrales de chemin et isomorphisme

Afin d’échantillonner la distribution quantique du proton et ainsi déterminer le volume

de transition, on utilisera la PIMD, qui repose sur l’isomorphisme (ou le mapping) entre la

description quantique d’une particule réelle et la description classique d’un polymère fermé

de particules virtuelles reliées entre elles par des liaisons harmoniques.

Pour illustrer et décrire cette méthode, considérons ici un système quantique simple

composé d’une particule de massem plongée dans un potentiel U(x) unidimensionnel. Ce

système peut alors être décrit par l’hamiltonien suivant :

H =
p2

2m
+ U(x) = K + U, (4.3)

où p est l’impulsion de la particule, x sa position,m sa masse etK l’opérateur d’énergie

cinétique.

Dans une approche statistique quantique, on s’intéresse à la fonction de partition cano-

nique Z du système, définie comme la trace de l’opérateur e−βH
. En introduisant la tempé-

rature T , via β = 1/kBT , où kB = 3.166815× 10−6
Ha·K−1

la constante de Boltzmann, on

a alors :

Z = Tr
(
e−βH

)
=

∫
dx ⟨x| e−βH |x⟩

=

∫
dx ⟨x| e−β(K+U) |x⟩ . (4.4)

En général, les opérateurs K et U ne commutent pas. Néanmoins, on peut utiliser la

décomposition de Trotter [161, 162] :

eλ(A+B) = lim
P→∞

[
e

λ
2P

B e
λ
P
A e

λ
2P

B
]P
. (4.5)

En utilisant alors cette relation dans l’Eq. 4.4, on a :

Z = lim
P→∞

∫
dx ⟨x|

[
e−

β
2P

U e−
β
P
K e−

β
2P

U
]P

|x⟩

= lim
P→∞

∫
dx1...dxP

[
P∏
i=1

⟨xi|
[
e−

β
2P

U e−
β
P
K e−

β
2P

U
]
|xi+1⟩

]
xP+1=x1

, (4.6)

où l’on a utilisé l’opérateur identité I =
∫
dx |x⟩ ⟨x| pour introduire les différents

termes xi. En utilisant à présent l’opérateur identité I =
∫
dp |p⟩ ⟨p| pour évaluer l’élé-

ment de matrice ⟨xi|
[
− e

λ
2P

U e−
λ
P
K e−

λ
2P

U
]
|xi+1⟩, en particulier le terme enK dont |p⟩ est

un vecteur propre, on a alors :
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⟨xi| e−
β
P
K |xi+1⟩ =

∫
dp ⟨xi|p⟩ ⟨p| e−

β
P
K |xi+1⟩

=

∫
dp e−βp2/2mP ⟨xi|p⟩ ⟨p|xi+1⟩

=
1

2π

∫
dp e−βp2/2mP eip(xi−xi+1)

=

(
mP

2πβ

)1/2

exp

[
−mP

2β
(xi+1 − xi)

2

]
. (4.7)

On a donc pour l’élément de matrice complet ⟨xi|
[
e−

β
2P

U e−
β
P
K e−

β
2P

U
]
|xi+1⟩ :

⟨xi|
[
e−

β
2P

U e−
β
P
K e−

β
2P

U
]
|xi+1⟩ =

(
mP

2πβ

)1/2

exp

[
−mP

2β
(xi+1 − x1)

2 − β

2P
(U(xi) + U(xi+1))

]
.

(4.8)

En définissant la fréquence ωP =
√
P/β et le potentiel effectif :

Ueff (x1, ..., xP ) =
P∑
i=1

[
1

2
mω2

P (xi+1 − x1)
2 +

1

P
U(xi)

]
xP+1=x1

, (4.9)

la fonction de partition Eq.4.6 s’écrit alors :

Z = lim
P→∞

(
mP

2πβ

)P/2 ∫
dx1...dxP e

−βUeff(x1,...,xP) . (4.10)

On reconnaît la fonction de partition d’un système classique composé de P particules,

liées entre elles de manière cyclique (xP+1 = x1) par des oscillateurs harmoniques de fré-

quence ωP (Fig.4.1), soumis à un potentiel externe U .

Figure 4.1 – Illustration de l’isomorphisme entre une particule quantique que l’on cherche à

décrire (à gauche) et le système utilisé en pratique dans la dynamique moléculaire, composé

de P beads, liés entre eux par des oscillateurs harmoniques de fréquence ωP .

Dans la suite, ces particules virtuelles seront appelées des beads. L’avantage de ce map-

ping est que l’on peut alors décrire un système quantique par une fonction de partition qui
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peut être échantillonnée exactement par dynamique moléculaire classique, dont on déve-

loppera la méthode dans la section suivante. Dans la pratique, il est évidemment impossible

de considérer une infinité de beads. Néanmoins, comme nous le développerons dans la Sec-

tion 4.4.1, on peut choisir P d’une telle manière que les quantités cibles soient à conver-

gence, selon les systèmes et la précision souhaitée. L’ordre de grandeur typique pour P
varie de quelques dizaines de beads à quelques centaines.

4.2.2 Dynamique de Langevin

Le but de la dynamique moléculaire est d’introduire une dynamique temporelle où l’on

laisse le système évoluer et ainsi échantillonner la densité de probabilité quantique. En

effet, on s’intéresse ici à estimer certaines grandeurs physiques qui requièrent l’évaluation

de la moyenne d’ensemble de l’observable associée. Considérons l’observable générique O
associée à la grandeur physique O, on a alors :

O ≡ ⟨O⟩ =
∫

dpdqρ(p,q)O(p,q). (4.11)

L’ensemble (p,q) est appelé l’espace des phases, dans lequel évolue le système, régi et ca-

ractérisé par la densité de probabilité ρ associée à l’ensemble canonique, où q est le vecteur

des positions et p le vecteur des impulsions.

Une façon pour ce faire est d’exploiter une propriété résultante du théorème d’ergodicité

qui introduit une équivalence entre la moyenne temporelle et la moyenne dans l’espace des

phases :

⟨O⟩ = lim
t→∞

⟨O⟩t = lim
t→∞

1

t

∫ t

0

dt′O(p(t′),q(t′)) (4.12)

=

∫
dpdqρ(p,q)O(p(t),q(t)), (4.13)

où (p(t),q(t)) est la trajectoire du système dans l’espace des phases.

Le but est alors d’échantillonner notre fonction de partition en temps, afin d’accéder à la

moyenne thermodynamique statique de l’observable O. La méthode couramment utilisée

pour ce faire consiste à discrétiser le temps en pas finis ∆t et à résoudre à chaque ins-

tant ti les équations du mouvement pour toutes les particules du système en considérant

les interactions entre chacune d’elle. C’est la dynamique moléculaire (Molecular Dynamics,

MD).

En fonction du système, i.e. du nombre d’atomes, de la complexité des interactions entre

ceux-ci, du temps sur lequel on souhaite étudier la dynamique, ces calculs peuvent s’avérer

particulièrement lourds et coûteux. Pour cette raison on utilise alors des potentiels effectifs

optimisés pour chaque système afin de décrire les interactions entre les atomes, selon la

précision requise.
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L’approche que l’on va utiliser et développer ci-après fait appel aux équations de Lange-

vin (Eq. 4.19 et 4.20) qui exploitent le théorème de fluctuation-dissipation (FDT) [176] pour

thermaliser le système à une température cible T . La dynamique associée à ce thermostat

est appelée dynamique de Langevin (LD) que l’on va détailler dans la suite en partant du

cas le plus simple, celui classique. Considérons un système constitué de M particules de

massemi soumises à un potentiel U . L’hamiltonien s’écrit :

H =
3M∑
i

p2i
2mi

+ U(q1, q2, ..., q3M). (4.14)

Afin de simplifier les équations et sans perte de généralité, on peut appliquer les trans-

formations suivantes :

qi = q0i
√
mi, (4.15)

pi =
p0i√
mi

, (4.16)

ηi = η0i
√
mi, (4.17)

fi =
f 0
i√
mi

, (4.18)

où {q0i , p0i , η0i , f 0
i }3M décrivent les variables originales et {qi, pi, ηi, fi}3M les variables

que nous allons utiliser dans la suite. On peut alors écrire les équations de la dynamique de

Langevin [177] comme il suit :

ṗ = γp+ f(q) + η(t), (4.19)

q̇ = p, (4.20)

où f = −∇U est le vecteur force dérivé du potentiel U , obtenu par modélisation d’un

champ de forces ou déterminé directement par des calculs ab initio (DFT ou QMC). Les

termes de frictions γ et de force aléatoire η ont pour rôle d’assurer que l’ensemble statistique

alors décrit est canonique. Comme nous le disions plus-haut, la température T est imposée

au système grâce au théorème de fluctuation-dissipation dans le terme de friction γ = α
2kBT

,

où α est la matrice de covariance que l’on peut prendre locale en temps. Elle est liée à η
selon la relation suivante :

αi,jδ(t− t′) = ⟨ηi(t)ηj(t′)⟩ , (4.21)

Elle dépend des forces aléatoires de type bruit blanc, de sorte à ce que la dynamique du

système se maintienne à une température constante et ne s’amortisse pas sous la friction

modulée par γ.
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Cette approche est compatible avec la formulation en intégrales de chemin pour décrire

les noyaux quantiques [91, 178] telle que décrite précédemment. Dans une autre mesure,

elle est aussi aisément implémentable pour des calculs QMC [91] dont les forces sont in-

trinsèquement bruitées. Dans notre cas, on considérera un potentiel classique U dérivé des

calculs électroniques des précédents chapitres.

L’algorithme utilisé dans cette thèse pour intégrer les équations de la dynamique de

Langevin dans le cas quantique, est l’algorithme de Ornstein-Uhlenbeck (PIOUD, pour Path

Integral Ornstein-Uhlenbeck Dynamics) [91]. Plus particulièrement, il découle de l’intégra-

tion des équations du mouvement qui régissent la dynamique de la densité de probabilité

ρ(p,q, t) via une approche liouvillienne. L’opérateur de Liouville pour une dynamique mo-

léculaire d’intégrales de chemin dans la formalisme de Langevin est le suivant :

L =
3MP∑

i

[
Fi∂pi + pi∂qi −

3MP∑
j

γij(∂pipj + kBTP∂pi∂pj)

]
, (4.22)

où les sommes sur i et j parcourent les particules et beads tous confondus et F décrit la

force généralisée dérivant des potentiels en jeu. L’équation différentielle de Fokker-Planck

qui décrit l’évolution de la densité ρ(p,q, t) étant linéaire en temps, on a alors ρ(t+∆t) =
e−L∆t ρ(t). Les deux premiers termes de l’Eq.4.22 décrivent l’évolution de l’hamiltonien, les

deux suivants celui du thermostat.

Du fait des différentes échelles d’énergie en jeu dans le système, i.e. la contribution du

PES et les contributions harmoniques des beads, on a intérêt à séparer ces contributions

afin d’optimiser l’intégration de sa dynamique. On peut ainsi écrire Fi = fBO
i + fharm

i où

fBO
i = −∂iŨ et Ũ =

∑P
j U(q

(j)
1 , ..., q

(j)
3M). De la même manière, on séparera la matrice

de friction qui apparaît dans l’Eq. 4.22 en écrivant γ = γBO + γharm. Cette séparation

permet l’utilisation des valeurs d’amortissement optimales pour la partie physique Born-

Oppenheimer (BO) pour la partie harmonique des polymères.

Finalement, on peut réécrire l’opérateur de Liouville Eq. 4.22 comme une somme des

deux contributions que l’on développe ainsi :

Lharm =
∑
i

[
fharm
i ∂pi + pi∂qi −

∑
j

γharmij (∂pipj + kBTP∂pi∂pj)

]
, (4.23)

LBO =
∑
i

[
fBO
i ∂pi −

∑
j

γBO
ij (∂pipj + kBTP∂pi∂pj)

]
. (4.24)

On peut alors décomposer l’opérateur d’évolution grâce à la factorisation de Trotter :

eL∆t ≈ eL
BO∆t/2 eL

harm∆t eL
BO∆t/2

(4.25)

D’autres décompositions sont possibles dans l’approche liouvillienne, Ceriotti et. al

[179] proposent par exemple une autre méthode, assez proche de la nôtre, appelée Path
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Integral Langevin Equation (PILE), où le propagateur Lharm
est à son tour décomposé telle

que eL
harm ≈ eL

0∆t/2 eL
γ∆t eL

0∆t/2
oùL0

propage la dynamique des oscillateurs harmoniques

des beads et Lγ
correspond au thermostat de la dynamique de Langevin.

L’algorithme qu’on utilise a de meilleures performances [91] du fait de la factorisation

de Trotter en moins dans notre cadre, factorisation qui tend à être exacte lorsque ∆t → 0.
Or, dans le cas de l’approche de Ceriotti, l’opérateur L étant décomposé en trois termes,

eL est alors décomposé deux fois, contre une seule dans notre cas, ce qui induit une erreur

résiduelle en P 3
, avec P le nombre de beads contre une erreur en P 2

ici, ce qui nous permet

d’utiliser un pas de temps ∆t plus grand.

4.3 Phonons

Au-delà de l’aspect strictement structurel, il nous apparaît important de traiter de la

question de la dynamique du système et en particulier des propriétés vibrationnelles du

réseau. Nous montrerons dans cette partie comment il est possible de les étudier à partir

des trajectoires obtenues par les calculs PIMD.

4.3.1 Description classique

L’étude des phonons revêt un intérêt particulier dans la mesure où ils jouent le rôle

de sonde pour étudier et mettre en évidence les transitions de phase dynamiques et la

supraconductivité dans les matériaux riches en hydrogène. Afin d’évaluer leurs proprié-

tés, on utilisera une méthode développée pour être utilisée de manière conjointe au PIMD

[106, 115]. En effet, cette méthode utilise les trajectoires issues de ces calculs. Dans le cas

d’un système classique àN particules à température nulle, les phonons sont obtenus grâce

à l’évaluation de la matrice des constantes de forces Ū qui dérive du potentiel U selon

Ūi1,i2 = ∂2U
∂xi1

∂xi2

∣∣∣
x̄
avec x̄ la position d’équilibre du système, i.e. le minimum du poten-

tiel U et i1, i2 ∈ {1, .., 3M} les degrés de liberté du système. En considérant maintenant

le système à température finie, la matrice des constantes de forces doit être évaluée en la

moyennant sur l’ensemble canonique thermalisé :

Ūi1,i2 =

〈
∂2U

∂xi1∂xi2

〉
, (4.26)

où ⟨...⟩ est la moyenne canonique qui peut être échantillonnée par dynamique moléculaire.

De là, pour obtenir les phonons à température finie, il ne s’agit alors que d’un problème

algébrique :

Ūi1,i2Yi2,i3 = ω2
i3
mi1Yi1,i3 , (4.27)

où ωk est la fréquence du k-ième mode phononique et Y le vecteur propre.
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Il existe d’autres manières pour obtenir le spectre phononique en utilisant directement

les trajectoires de laMD et sans passer par l’évaluation explicite de lamatrice des constantes

de forces. On utilisera ici la fonction de corrélation déplacement-déplacement :

⟨δxi1δxi2⟩ ≈
∫

dNp e−βK

∫
dNxδxi1δxi2

e−β/2δxT ·U ·δx

Z
(4.28)

≈ β
[
Ū−1

]
i1,i2

. (4.29)

Cette relation entre le corrélateur déplacement-déplacement et l’inverse de la matrice

des constantes de forces devient exacte dans le cas de faibles températures et de l’approxi-

mation harmonique. Plus généralement, la fonction de corrélation déplacement-déplacement

mène à l’équation aux valeurs propres suivante :

[
⟨δxδxT⟩−1

]
i1,i2

Wi2,i3 = ω2
i3

[
⟨ẋẋT⟩−1

]
i1,i2

Wi2,i3 , (4.30)

où, d’après le théorème d’équipartition des vitesses, on a :

[
⟨ẋẋT⟩−1

]
= mi1βδi1,i2 . (4.31)

L’équation 4.30 a été dérivée par Martinez et al. [180] selon un critère de localisation du

spectre des fonctions de corrélation vitesse-vitesse. Exprimée en terme de moyenne d’en-

semble, elle permet à l’inverse de la formulation Eq. 4.27, de compenser les biais d’échan-

tillonage dus aux corrélations temporelles, intrinsèques à la dynamique moléculaire [180].

Cette compensation a lieu grâce à la présence du corrélateur vitesse-vitesse dans le terme

de droite de l’Eq.4.30, comme il a été montré récemment [115].

4.3.2 Description quantique

Le formalisme que l’on vient de décrire peut être étendu au calcul des phonons dans le

cadre quantique de la PIMD. Les fonctions d’autocorrélation déplacement-déplacement et

vitesse-vitesse s’écrivent alors respectivement :

⟨⟨δxi1δxi2⟩⟩ =

〈〈(
1

P

P∑
j1=1

δx
(j1)
i1

)(
1

P

P∑
j2=1

δx
(j2)
i2

)〉〉
, (4.32)

⟨⟨ẋi1ẋi2⟩⟩ =

〈〈(
1

P

P∑
j1=1

ẋ
(j1)
i1

)(
1

P

P∑
j2=1

ẋ
(j2)
i2

)〉〉
, (4.33)

avec en indice les numéros et composantes cartésiennes des particules et en exposant

les beads, où ⟨⟨. . . ⟩⟩ indique l’échantillonnage par PIMD. Les quantités évaluées dans les
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Eq. 4.32 et 4.33 sont appelées fonctions d’autocorrélation quantique de Kubo, où l’on somme

sur tous les beads. De la même manière que dans l’Eq. 4.30, on peut écrire :

[
⟨⟨δxδxT⟩⟩−1

]
i1,i2

Wi2,i3 = ω2
δxδx,i3

[
⟨⟨ẋẋT⟩⟩−1

]
i1,i2

Wi2,i3 , (4.34)

où les fonctions de corrélation classiques sont remplacées par des fonctions de corréla-

tion de Kubo [173, 181, 182]. Dans ce cadre, la racine des valeurs propres de l’Eq. 4.34, ωδxδx,

peut être interprétée en première approximation comme énergie d’excitation entre mode

fondamental et premier état excité phononique. Nous allons démontrer la validité de cette

interprétation dans le cas simple d’un modèle 1D. En reprenant le formalisme de Kubo et le

modèle 1D décrit par l’hamiltonien Eq. 4.3, la fonction de corrélation de Kubo entre deux

opérateurs A et B s’écrit :

cA,B =
1

βZ

∫ β

0

dλTr
[
e−(β−λ)H A e−λH B

]
=

1

βZ

∑
l,n

e−BEl AlnBnl
1− e−βωn,l

ωn,l

=
1

βZ

∑
l,n

c
(l,n)
AB , (4.35)

où l’on somme sur les différents états quantiques du système décrit sur une base com-

plète {|n⟩}, avec ωn,l = En−El la différence d’énergie entre les niveau l et n,Aln = ⟨l|A|n⟩
et Bln = ⟨l|B|n⟩. En utilisant l’opérateur déplacement à la place de A et B et en exploitant

la définition quantique des variables conjuguées −ihẋ = [H, x], on obtient alors :

ω2
δxδx =

cẋẋ
cδxδx

=

∑
l,n ω

2
l,n · c

(l,n)
δxδx∑

l,n c
(l,n)
δxδx

=
∑
l,n

ω2
l,n · d

(l,n)
δxδx, (4.36)

avec :

c
(l,n)
δxδx = e−BEl δxlnδxnl

1− e−βωn,l

ωn,l

et d
(l,n)
δxδx =

c
(l,n)
δxδx∑

m,o c
(m,o)
δxδx

. (4.37)

d
(l,n)
δxδx décroît rapidement (exponentiellement) en fonction des indices d’excitation. Par

conséquent, ωδxδx est dominée, dans la plupart des cas au 99% [115] par l’excitation à plus

basse énergie, d’une telle manière que ω2
δxδx ≈ ω2

1,0. Cette dérivation 1D se base sur les cal-

culs de la fonction d’autocorrélation déplacement-déplacement. Nous montrons que nous

sommes ainsi capable de déterminer les fréquences phononiques du système au-delà de

l’approximation harmonique [106]. On souligne ici que, dans cette dérivation, ωn,l sont les

différences d’énergies vibrationnelles exactes du système. Ces relations sont donc valides

indépendamment de la forme du potentiel utilisé et de la température, à l’inverse du cas

classique de la section précédente (Eq.4.28) où l’on a supposé un potentiel harmonique et

à basse température. De manière plus générale, le spectre phononique peut alors être ob-

tenu en dimension arbitraire grâce à la fonction de Green phononique de Matsubara [183],
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définie sur la base de la fonction d’autocorrélation déplacement-déplacement ordonnée en

temps imaginaire τ :

Gi1,i2(τ) = −√
mi1mi2⟨⟨T δxi1(τ)δxi2(0)⟩⟩, (4.38)

avec T l’opérateur d’ordre temporel. Cette fonction de Green contient toutes les in-

formations vibrationnelles du système mais dont le spectre est difficilement évaluable en

pratique par prolongement analytique. Cependant, dans le cadre de la PIMD, il est possible

d’évaluer la fonction de corrélation de Kubo (telle que définie dans l’Eq. 4.32) associée :

G̃i1,i2 = −β√mi1mi2⟨δx̃i1δx̃i2⟩, (4.39)

où δx̃i =
∫ β

0
dτδxi(τ)/β est l’opérateur déplacementmoyenné sur l’ensemble des beads.

Il a été montré [106] que G̃ correspond à la limite statique de la fonction de Green en Eq. ??,
exprimée en fréquences de Matsubara. Ainsi, en calculant le corrélateur de l’Eq. 4.32, on

obtient la composante de la fonction de Green suivante :

G̃ = − 1

Dharm +Π(0)
(4.40)

oùDharm
est la matrice dynamique harmonique des phonons etΠ(0) la self-energy des

phonons dans la limite statique. En calculant l’inverse G̃−1
à l’aide de l’Eq. 4.34, il est alors

possible d’avoir accès au spectre phononique complet, incluant les effets anharmoniques

dans l’approximation de self-energy statique et en négligeant l’effet des excitations à plus

haute énergie de manière analogue au cas 1D de l’Eq. 4.36.

4.4 Résultats

En comparant d’abord les calculs PIMD DFT-BLYP basés sur le modèle du potentiel U
obtenu par réduction du nombre de paramètres à ceux basés sur les potentiels et forces

3M -dimensionnels calculés de manière ab initio, on éprouvera la justesse et la pertinence

du modèle effectif. On comparera alors les résultats DFT-BLYP et QMC sur la base de ce

modèle, les calculs complets en QMC étant inenvisageables en terme de coût de calcul. On

déterminera dans les deux cas le volume et la pression de transition en vue de les comparer

aux données expérimentales.
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4.4.1 Modélisation de la symétrisation du proton par DFT-BLYP

Modèle unidimensionnel

Dans un premier temps, on s’intéresse à mesurer les effets quantiques nucléaires à tem-

pérature nulle dans le cadre du modèle à une dimension, déjà étudié et développé dans les

Sections 2.5.3 et 3.4 pour la DFT et le QMC respectivement. Pour le QMC, cette méthode

sera appliquée dans la section suivante.

Dans ce cadre, la distribution du proton peut être décrite par le module carré de la fonc-

tion d’onde (unidimensionnelle) du proton |Ψ(x)|2. On peut alors résoudre numériquement

pour chaque volume l’équation aux valeurs propresH |Ψ⟩ = E |Ψ⟩ oùH est l’hamiltonien

du système et s’écrit de la manière suivante :

H =
p2

2M
+ U1D(x), (4.41)

avec p l’impulsion du noyau,M la masse des trois noyaux (voir l’annexe C.1) et U1D(x)
le potentiel modèle établi dans la Section 2.5.3 dans lequel le noyau est plongé. La résolution

numérique se fait par diagonalisation exacte. L’hamiltonien de l’Eq. 4.41 est discrétisé sur

une grille dont le pas est fixé à δx = 10−4 a0 et de longueur suffisamment grande pour que

l’état fondamental et les premiers états excités ne sortent pas en dehors de son intervalle.

Cela correspond à prendre une grille de N = 10000 points et à diagonaliser une matrice

tridiagonale d’une taille correspondanteN ×N . On peut alors tracer les fonctions d’ondes

calculées et déterminer le volume de transition au volume pour lequel la distribution passe

d’une phase unimodale (proton symétrique par rapport aux atomes de soufre, phase Im3̄m)

à un phase bimodale (proton asymétrique, phase R3m). On peut par ailleurs comparer la

fonction d’onde au potentiel U1D(x) afin de mettre en évidence l’effet de la quantification

des noyaux sur le volume de transition (Fig. 4.6). Par l’équation d’état obtenue en Section

2.5.2, on pourra associer à ce volume critique une pression critique et quantifier la différence

entre transition classique et celle avec les noyaux quantiques.

Modèle tridimensionnel

On s’intéresse à présent au modèle tridimensionnel. La diagonalisation exacte étant

impossible pour un système tridimensionnel, on utilisera ici la dynamique moléculaire par

intégrales de chemin (PIMD) qui permet l’échantillonage exact de la densité de probabilité

quantique thermique dans la limite ∆t → 0 et P → ∞. Numériquement, on se place

dans un cadre où P est fini mais suffisamment grand pour s’assurer de la convergence de

l’échantillonage dans la limite P → ∞. On étudie pour ce faire la convergence en énergie

en fonction du nombre de beads. Le volume de référence sera fixé à V = 110 a30, le plus

grand volume de notre étude, pour lequel on s’attend à des effets quantiques nucléaires non-

triviaux. On fixe la température à T = 200 K, ordre de grandeur typique de la Tc dans l’H3S

, ce qui permet une comparaison directe avec l’expérience. Par ailleurs, on s’attend qu’à

haute température, les effets quantiques s’amoindrissent et requièrent alors un nombre de
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beads plus restreint par rapport aux calculs à plus faibles températures. Ces résultats sont

reportés sur la Fig. 4.2.
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Figure 4.2 – Étude de la convergence de l’énergie du système en fonction du nombre de beads

(à gauche) et du pas de temps (à droite), réalisée pour un volume V =110 a30 à 200 K et estimée

grâce au théorème du viriel [184]. L’énergie calculée pour 80 beads et pour un pas de temps∆t

= 0.1 est utilisée comme énergie de référence pour l’étude de la convergence. On choisit pour les

calculs un nombre de beads P = 40 et un pas de temps ∆t = 0.25.

On réalise la même analyse pour déterminer le pas de temps∆t optimal (Fig. 4.2), c’est-

à-dire un pas de temps suffisamment petit de sorte à tendre vers la limite où l’Eq. 4.25 est

vérifiée, mais suffisamment grand pour que le temps de calcul reste raisonnable. Dans tous

les calculs, la masse considérée est celle des trois noyaux d’hydrogène (voir l’annexe C.1).

Modèle ab initio

Dans ce modèle, le potentiel et les forces utilisés sont déterminés par calcul ab initio

DFT pour chaque configuration donnée. Cette comparaison permettra de comprendre si

l’échantillonnage 1D et 3D des modèles effectifs des Sections 2.5.3 et 2.5.4 est pertinent par

rapport à l’échantillonnage du paysage complet 3M -dimensionnel, oùM est le nombre des

noyaux dans le système.

De la même manière que dans la Section 2.5.4, on utilisera la fonctionnelle BLYP [120,

121], le PP de type ccECP [127] pour le soufre et le PP coulombien pour l’hydrogène. Dans

ces simulations, l’énergie de cut-off est fixée à 90 Ry (420 Ry pour la densité de charge) et

le smearing gaussien fixé à 0.03 Ry. Les calculs PIMD sont réalisés en utilisant des super-

cellule de taille 2× 2× 2 dans l’espace réel, contenant donc chacun 32 atomes. La taille de

la grille de l’espace réciproque correspondant sera fixée à 9× 9× 9.
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Transition par étude des phonons

Commementionné en Section 4.3.1, les phonons étant une sonde privilégiée dans l’étude

des transitions structurelles dynamiques et de la supraconductivité de type BCS, on s’inté-

resse ici à l’étude de leur dispersion dans le but d’identifier une signature de la transition

R3m → Im3̄m. On se place dans un premier temps dans l’approximation harmonique. On

trace la dispersion phononique calculée à partir de la matrice des forces de l’Eq. 4.1 et on

étudie son évolution en fonction du volume de la cellule d’H3S (Fig. 4.3).

Figure 4.3 – Courbes de dispersion phononique dans l’approximation harmonique pour dif-

férents volumes d’H3S . Les branches phononiques ont été interpolées sur la base d’une grille

de point-q de taille 2x2x2. Les modes de fréquence imaginaires (représentés ici par des valeurs

négatives), indicateurs d’une instabilité, sont mis en évidence en rouge.

Dans ce cadre, on peut observer des modes d’abord positifs à faible volume, ensuite

négatifs (représentés ici en rouge) quand ils correspondent à une solution imaginaire. Ce

changement apparaît entre le volume V = 83.642 a30 et 90.853 a
3
0. Cela indique une instabilité

structurelle où la courbure du potentiel devient négative. Cette transition est censée avoir

lieu entre ces deux volumes, proche du volume critique trouvé de manière classique en

Section 2.5.4.

On remarque que ces instabilités se situent au point Γ et peuvent donc être décrites dans

la cellule unitaire par le déplacement des sites en son sein. Par ailleurs, on remarque égale-

ment qu’à Γ, ces modes instables sont trois fois dégénérés. Chacun d’entre eux représente

en effet le déplacement d’un proton selon sa direction d’instabilité qui pointe vers l’un des

soufres premiers voisins.
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Sur la Fig. 4.4, on trace à présent les courbes de dispersion phononique en tenant compte

des effets anharmoniques, définies comme spectre à basse énergie de la fonction de Green en

Eq. 4.40. On observe ici un assouplissement des modes phononiques au lieu de l’instabilité

illustrée dans la Fig. 4.3. L’assouplissement étant progressif, il nous est ainsi impossible de

conclure à une transition à partir de ce spectre.

 0

 400

 800

 1200

 1600

 2000

Γ H N P Γ N

V=83.642 a0
3

F
re

q
u

en
ce

 [
cm

-1
]

Harmonic (6 x 6 x 6  q-grid)

 0

 400

 800

 1200

 1600

 2000

Γ H N P Γ N Γ H N P Γ N

V=90.853 a0
3

Harmonic (2 x 2 x 2  q-grid)
PIMD (2 x 2 x 2  q-grid)

Γ H N P Γ N Γ H N P Γ N

V=94.896 a0
3

Harmonic (2 x 2 x 2  q-grid)
PIMD (2 x 2 x 2  q-grid)

Γ H N P Γ N

 0

 400

 800

 1200

 1600

 2000

Γ H N P Γ N

V=99.077 a0
3

F
re

q
u

en
ce

 [
cm

-1
]

Harmonic (2 x 2 x 2  q-grid)
PIMD (2 x 2 x 2  q-grid)

 0

 400

 800

 1200

 1600

 2000

Γ H N P Γ N Γ H N P Γ N

V=103.467 a0
3

Harmonic (2 x 2 x 2  q-grid)
PIMD (2 x 2 x 2  q-grid)

Γ H N P Γ N Γ H N P Γ N

V=109.999 a0
3

Harmonic (2 x 2 x 2  q-grid)
PIMD (2 x 2 x 2  q-grid)

Γ H N P Γ N

Figure 4.4 – Spectre vibrationnelles pour différents volumes obtenus par PIMD à 200 K (en vert)

selon la méthode décrite Section 4.3 comparé aux branches vibrationnelles dans l’approxima-

tion harmonique (en bleu clair). Ici, aucun mode imaginaire n’est observé (à l’inverse de la Fig.

4.3) et l’ont ne peut donc pas conclure à une transition à partir de ces donnés.

En effet, ce spectre anharmonique est toujours défini positif, comme il doit l’être, et

ne présente donc aucune instabilité. Ce résultat montre l’échec de l’approximation harmo-

nique dans ce contexte où les effets anharmoniques quantiques sont dominants. Afin de

mieux étudier le comportement des fréquences relatives au déplacement des protons à Γ,
on trace les valeurs de ces fréquences en fonction du volume à 200 K, tout en comparant

les différents modèles et approximations (Fig. 4.5). On considère alors les modèles ab initio,

unidimensionnel et tridimensionnel.

Le modèle 3D est résolu par PIMD et les phonons anharmoniques sont calculés selon la

fonction de Green décrite à la Section 4.3.2. En revanche, ceux du modèle 1D sont calculés

comme différence d’énergie entre l’état fondamental et le premier état excité de l’hamilto-

nien Eq. 4.41, selon ce qui a été esquissé dans l’exemple 1D proposé dans la Section 4.3.2.

Dans les modèles ab initio et 3D, où plusieurs modes sont présents, on prend dans la com-

paraison ceux non-acoustiques de plus basses énergies.
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Figure 4.5 – Comparaison des fréquences à Γ pour le mode de shuttling faisant intervenir le

déplacement du proton le long de l’axe S-S (qui est représenté en rouge Fig. 4.3) pour différents

volumes et les différents modèles utilisés. À gauche, la comparaison avec l’approximation har-

monique, à droite sans.

Comme mentionné précédemment, l’instabilité (phonons imaginaires) est claire dans le

cadre de l’approximation harmonique dont on peut estimer la transition autour de V =
86.5 a30. Cette instabilité harmonique est liée à un changement de courbure du potentiel,

et peut donc être associée à la transition structurelle "classique", étudiée dans les chapitres

précédents. Dans le cas des calculs PIMD quantiques, dont on remarque par ailleurs l’accord

entre le modèle tridimensionnel et le modèle ab initio, il est impossible de conclure à une

transition par le biais des phonons. On remarque également que le modèle 1D donne des

résultats proches des calculs ab initio, particulièrement pour les plus petits volumes, mais

qu’il n’est pas aussi précis que le modèle 3D. En effet, le modèle 1D donne des fréquences

de vibration légèrement plus élevées que dans le cas 3D pour les plus grands volumes. Cela

est à mettre en relation avec la sous-estimation de la barrière entre les phases symétrique

et asymétrique, comme on l’a vu dans les Sec. 2.6 en comparant les deux modèles.

Transition par étude de la distribution du proton

Nous avons vu que la transition structurelle d’H3S ne peut pas être détectée directement

par l’étude des phonons si on inclut proprement les effets anharmoniques quantiques. Afin

d’étudier la transition structurelle en tenant compte des effets quantiques nucléaires, on

peut alors explorer la possibilité de prendre la distribution du proton comme sonde physique

afin de situer la transition. On s’intéresse d’abord au cas unidimensionnel où le proton est

confiné sur l’axe S-S, représenté dans la Fig. 4.6.

Grâce à cette représentation, on peut facilement voir l’effet de la quantification des

noyaux. En effet, là où dans les chapitres précédents nous estimions la transition par étude

du paysage énergétique (correspondant au trait pointillé bleu dans la Fig. 4.6), dans le cas

des noyaux, la transition peut être estimée en déterminant le volume pour lequel la fonction

d’onde (en vert) passe d’une phase unimodale à une bimodale. On observe alors que dans le

cas classique, la transition apparaît autour du volume 94.896 a
3
0 là où dans le cas quantique

elle se situe plutôt autour du volume 103.467 a30.
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Figure 4.6 – Modèle 1D DFT-BLYP. Représentation de la fonction d’onde unidimensionnelle

Ψ(x) du proton en trait plein vert avec le potentiel unidimensionnel U1D
DFT

(x) associé en trait

pointillé bleu pour différents volumes d’intérêt. Ou souligne que l’unité de distance est exprimée

ici en a0 et non plus en fraction de la distance S-S comme aux chapitres précédents.

En résolvant l’hamiltonien unidimensionnel de l’Eq. 4.41 pour un grand nombre de vo-

lumes, en particulier autour du volume de transition pressenti, on peut déterminer le vo-

lume Vc pour lequel la courbure de la fonction d’onde au point δ = 0 change de signe,

et ainsi localiser la transition. On trouve alors qu’il vaut Vc = 102.0 a30 pour le modèle

1D DFT-BLYP. On détermine finalement la pression de transition grâce à l’EOS établie à la

Sec. 2.5.2 qui correspond à Pc = 140 GPa.

Pour le cas 3D avec la méthode PIMD, on trace l’histogramme des positions du noyau

sur la Fig. 4.7 projetée dans le plan (x, y). On nomme x = δ la coordonnée collective repré-
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sentant l’axe S-S, caractéristique du mode longitudinal du proton (shuttling mode) et y l’une
des deux coordonnées hors-axe qui définissent la dynamique des fluctuations transverses

du proton (rattling modes). On note que, par symétrie du système, la projection (x, z) aurait
été équivalente.

Figure 4.7 – Modèle 3D DFT-BLYP. Densité du proton à deux dimensions selon les coordonnées

x = δ et y pour différents volumes à température finie (200 K).

Cet histogramme normalisé est la densité quantique thermique du proton. On peut alors

la comparer avec le module au carré de la fonction d’onde (|Ψ|2) du modèle 1D, solution de

l’équation 4.41 étudiée précédemment.

Afin d’évaluer les effets nucléaires et les quantifier, on cherche à identifier le point de

transition. Pour ce faire, on peut projeter l’histogramme 2D en une seule dimension, le long

de l’axe reliant les deux extrema de la distribution (ou selon l’axe x en phase unimodale),
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comme dans la Figure 4.8 ci-dessous. Cette forme permet d’identifier le volume pour lequel

on passe d’une distribution symétrique à une asymétrique.
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Figure 4.8 – Comparaison des distributions pour les différents modèles étudiés. En jaune le

modèle 1D, en bleu le modèle 3D et en vert le modèle ab initio complet pour différents volumes.

Les distributions ont été décalées telles que δ → δ − 0.5.

Bien que les distributions n’aient pas la même amplitude, dû au fait qu’on ne représente

pas strictement la même grandeur, on remarque que les distributions des calculs issus du

modèle ab initio et du modèle 3D ont le même comportement critique. En particulier, on

observe une transition autour du volume V = 99.077 a30 dans les deux cas. En revanche, la

différence observée dans la largeur des distributions s’explique par le fait que dans le mo-

dèle ab initio, à 3M dimensions, chaque proton est soumis à l’influence des autres protons,

négligés dans le modèle 3D, ce qui contribue aux plus grandes fluctuations observées sur la
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Fig. 4.8.

À l’inverse du cas 1D, le cas 3D est beaucoup plus lourd à résoudre ce qui limite le

nombre de volumes que l’on peut étudier. On ne peut donc pas obtenir une évaluation fine

de la courbure en fonction du volume et donc localiser le volume de transition de cette fa-

çon. Pour ce faire, il faut donc recourir à une évaluation plus sophistiquée qui se divise en

plusieurs étapes. La première consiste à ajuster la distribution avec une fonction adaptée.

Pour déterminer l’expression de cette fonction, on peut déjà remarquer que la distribution

s’apparente à une double gaussienne de centre ±µ et d’écart-types égaux. Il s’avère néan-

moins que le recouvrement au centre est dans ce cas sous-estimé. C’est pourquoi on rajoute

une troisième gaussienne dans la fonction d’ajustement, dont la moyenne est fixée au centre

et dont l’amplitude A0 et l’écart-type σ0 sont laissés libres de varier. L’équation prend alors

la forme suivante :

G(δ) = A

[
e−

(δ+µ)2

σ2 +A0e
− δ2

σ2
0 + e−

(δ−µ)2

σ2

]
+ ε. (4.42)

Une fois ajustés sur les distributions calculées à volume fixé, les paramètres A, µ, σ,A0, σ0
et ε peuvent être interpolés en fonction du volume afin de déduire la forme des distribu-

tions intermédiaires à celles issues des simulations. La transition est atteinte lorsqu’on passe

d’une distribution unimodale à bimodale, autrement dit lorsque le maximum de l’Eq. 4.42

n’est plus centré, soit pour Gmax ≡ max(G) ̸= G(0). On peut alors calculer la différence

Gmax − G(0) et en déduire le volume pour lequel la transition est atteinte. Cette méthode

est illustrée dans la Fig. 4.9, qui nous permet d’estimer le volume de transition. Dans le mo-

dèle 3D, on obtient donc Vc = 99.6 a30 et une pression de transition Pc = 153 GPa selon

l’équation d’état de la Sec. 2.5.2.

−0.2

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 1.2

 90  92  94  96  98  100  102  104  106  108  110

G
m

a
x
−

G
(0

)

Volume [a0
3
]

Détermination de Vc

Données
Interpolation

Figure 4.9 – Distance Gmax − G(0) en fonction du volume pour les données PIMD DFT-BLYP

du modèle 3D (en bleu) et les données interpolées (en rouge). Les données sont ajustées via un

polynôme de degré 3 jusqu’à Gmax − G(0) = 0 où l’on impose que la fonction s’annule.
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Transition par étude des fluctuations quantiques locales

Une approche complémentaire consiste à étudier la susceptibilité quantique lors du pro-

cessus de transition, c’est-à-dire les fluctuations quantiques du proton en fonction de la

pression appliquée au système. Pour quantifier la susceptibilité quantique, on définit l’au-

tocorrélateur temporel (en temps imaginaire) de déplacement g(τ) = ⟨δx(0)δx(τ)⟩, et on
s’intéresse à sa variance calculée à τ = β/2 (Var [g(β/2)]), où β = 1/kBT , celle-ci permet-

tant de mesurer les fluctuations du noyau. Lorsque le système se trouve dans une certaine

phase (R3m ou Im3̄m), on s’attend à ce qu’il soit très localisé et donc soumis à de faibles

fluctuations en temps imaginaires. À l’inverse, plus le système se rapproche de la transi-

tion, plus les fluctuations temporelles de la position du proton seront élevées. On s’attend

donc à observer un pic dans les fluctuations autour de la transition. Ces fluctuations sont

représentées dans la Fig. 4.10 où l’on trace Var [g(β/2)] /Var [g(0)] en fonction du volume.
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Figure 4.10 – Variance de l’autocorrelateur g(β/2) = ⟨δx(0)δx(β/2)⟩ normalisée par la va-

riance de g(0), calculée à partir des trajectoires PIMD DFT-BLYP du modèle 3D. Les données

sont interpolées par un polynôme de degré 3 dont la fonction est représentée en trait pointillé

et dont le maximum se situe autour de 104.2 a30.

Le pic se situe ici autour de 104.2 a30, ce qui correspond à une pression de 130 GPa selon

l’EOS de la Sec. 2.5.2. Cette approche, donne une estimation de la pression de transition

plus basse que la précédente.
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4.4.2 Modélisation de la symétrisation du proton par QMC

Transition par étude de la distribution du proton

La même analyse peut être réalisée pour le modèle unidimensionnel obtenu dans le

cadre duQMC. En utilisant la mêmeméthode avec le potentielU1D
QMC ajusté dans la Sec. 3.4.1

sur les énergies LRDMC, on peut calculer la fonction d’onde Ψ de l’état fondamental du

proton pour chaque volume d’H3S . Six exemples sont reportés dans la Fig. 4.11.
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Figure 4.11 – Modèle 1D QMC. Représentation de la fonction d’onde unidimensionnelle Ψ(x)

de l’état fondamental du proton en trait plein vert avec le potentiel unidimensionnel U1D
QMC(x)

associé et représenté en eV, en trait pointillé rouge pour différents volumes d’intérêt.
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De la même manière qu’avec les calculs DFT-BLYP, la prise en compte des effets quan-

tiques nucléaires a pour effet de décaler la transition de symétrisation du proton vers des

volumes plus grands, et donc des pressions plus faibles. Le potentiel U1D
QMC est déjà dans

un forme à symétrie brisée (avec deux minima) à 90.853 a30, le volume le plus faible reporté

dans la Fig. 4.11 alors que la fonction d’onde Ψ ne présente toujours qu’un seul pic. Pour

rappel, la transition classique déterminée dans la Sec. 3.4 donnait un volume de transition

autour de 85 a30. D’après la Fig. 4.11, il semble que la transition quantique s’effectue autour

du volume 94.896 a30. En appliquant la même méthode d’étude de la courbure en fonction

du volume que dans le cas DFT-BLYP, nous pouvons déterminer plus précisément le vo-

lume critique, ici Vc = 95.2 a30. En reprenant l’EOS déterminée à la Sec. 3.4.2, ce volume

correspond à une pression de transition Pc = 159 GPa.

On s’intéresse à présent au modèle tridimensionnel. En utilisant le potentiel U 3D

QMC dé-

terminé en Sec. 3.5.2, on réalise des calculs PIMD comme nous l’avons fait précédemment

pour le modèle tridimensionnel en DFT-BLYP. On trace dans la Fig.4.13 une projection 2D

de la distribution du proton, pour les mêmes paramètres que dans le cas DFT-BLYP.

En observant les projections représentées sur la Fig.4.13, on peut voir que la transition,

où l’on passe d’une distribution unimodale à bimodale, est située entre les volumes 94.896
a30 et 99.077 a

3
0. En procédant de la même façon qu’à la section précédente pour la distri-

bution 3D DFT-BLYP, on peut déterminer le volume critique de manière plus précise par

ajustement (via la fonction G(x) de l’Eq. 4.42) des distributions et par leur interpolation. On
reporte alors sur la Fig. 4.12 la différence Gmax − G(0) pour les données QMC.
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Figure 4.12 – Distance Gmax −G(0) en fonction du volume pour les données issues des calculs

PIMD QMC du modèle tridimensionnel (en bleu) et les données interpolées (en rouge). Les don-

nées sont ajustées via un polynôme de degré 3 jusqu’à Gmax −G(0) = 0 où l’on impose que la

fonction s’annule.

On a alors Vc = 96.3 a30, ce qui correspond à la pression Pc = 152 GPa, selon l’EOS

déterminée à la Sec. 3.4.2.
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Figure 4.13 – Modèle 3D QMC. Densité du proton à deux dimensions selon les coordonnées

x = δ et y pour différents volumes à température finie (200 K).

Transition par étude des fluctuations quantiques locales

En s’intéressant à présent à la susceptibilité quantique, on trace sur la Fig. 4.14 la va-

riance normalisée Var [g(β/2)] /Var [g(0)] du corrélateur temporel g(τ) = ⟨δx(0)δx(τ)⟩
en fonction du volume pour le PES 3D résolu par PIMD.

Le pic se situe autour de 100.9 a30, ce qui correspond donc à une pression de transition

de 126 GPa. Cette approche donne une estimation de la pression critique plus faible que

celle correspondante à l’apparation d’une distribution bimodale du proton.
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Figure 4.14 – Variance de l’autocorrelateur g(β/2) = ⟨δx(0)δx(β/2)⟩ normalisée par la va-

riance de g(0), calculée à partir des trajectoires PIMD QMC du modèle 3D. Les données sont

interpolées par un polynôme de degré 4 dont la fonction est représentée en trait pointillé et dont

le maximum se situe autour de 100.9 a30.

4.4.3 Comparaison DFT-BLYP et QMC

Distribution et fluctuations du proton

En se basant sur les densités déterminées précédemment, on peut comparer les deux

méthodes QMC et DFT-BLYP. On représente les distributions normalisées dans la Fig. 4.15.

En prenant comme référence les calculs QMC, que l’on sait plus précis et plus fiables

pour les systèmes sous pression à base d’hydrogène [122] comme pour d’autres systèmes

où les corrélations électroniques joue un rôle important, on voit que les calculs DFT-BLYP

surestiment le volume de transition critique en conséquence d’une sous-estimation de la

hauteur de la barrière du potentiel. On peut également remarquer que la position des deux

pics de la distribution moyenne des protons dans la phase asymétrique, est plus excentrée

en QMC qu’en BLYP.

Toutefois, cette erreur induite par la méthode DFT-BYLP semble, en dernière instance,

se compenser par une autre erreur due au comportement de l’EOS qui, elle, surestime la

pression par rapport au QMC. Ainsi, comme nous le voyons sur la Fig. 4.16, les pressions

de transitions sont, aux erreurs d’évaluation près, similaires pour les deux méthodes.

De lamêmemanière, nous voyons que les pressions de transitions déterminées par étude

de la susceptibilité quantique sont équivalentes selon les deuxméthodes, bien qu’inférieures

à celles déterminées par étude de la distribution du proton. Cela pointe les limites et la

difficulté d’établir un critère de transition unique dans le cadre d’une transition de second

ordre, qui se produit de manière douce et continue.
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Figure 4.15 – Projections unidimensionnelles le long de l’axe qui relie les deux maxima des

distributions du proton (ou selon l’axe S-S en phase unimodale) à partir des données PIMD

QMC (en rouge) et PIMD DFT-BLYP (en bleu) pour le PES 3D.
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Fréquences du mode propre de shuttling

Nous avons vu que la transition de symétrisation du proton en H3S peut être naturel-

lement déterminée sur la base de la distribution quantique du proton ou par le biais de ses

fluctuations quantiques. Pareillement, dans le cas des PES obtenus en BLYP, nous avons re-

marqué que les fréquences vibrationnelles du proton ne permettent pas une détermination

précise de cette transition, montrant seulement un assouplissement progressif en fonction

du volume. Même si l’on s’attend à un comportement similaire pour les phonons QMC, il

est quand même intéressant de les étudier et de les comparer à ceux BLYP.

En s’intéressant aux fréquences du mode propre du shuttling à Γ, que l’on trace sur

la Fig. 4.17, nous voyons qu’elles sont surestimées pour la méthode DFT-BLYP sur toute la

gamme de volumes étudiée. Cela se comprend en comparant les deux distributions affichées

en Fig. 4.15 où, à volume égale, la distribution est plus étendue et le puits est plus profond

en phase asymétrique pour le QMC que pour la DFT-BLYP.
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Figure 4.17 – Comparaison des fréquences de shuttling à Γ pour le mode acoustique de plus

basse énergie pour les différents volumes et les différents modèles étudiés.

130



Effets qantiqes nucléaires

4.5 Effet isotopique

Lorsque nous avons rappelé les propriétés générales des supraconducteurs convention-

nels au Chapitre 1, nous avons vu que, dû à leur origine phononique et donc à l’interaction

entre les électrons et les noyaux dans lematériau, ceux-ci dépendent de lamasse des noyaux.

En effet, en faisant varier cette dernière, c’est-à-dire en considérant différents isotopes d’un

même élément, la température critique Tc était inversement proportionnelle à la racine de

la masse des noyaux (cf. l’Eq. 1.1), c’est ce que l’on nomme effet isotopique.

Dans notre cas, on peut remplacer l’hydrogène de l’H3S par du deutérium, noté D, dont

le noyau est alors constitué d’un proton et d’un neutron, et étudier le cristal de D3S avec

les mêmes méthodes que celles employées pour l’H3S . D’un point de vue expérimental,

Drozdov et al. [1] ont mis en évidence une température critique maximale d’environ 150 K

pour le D3S dans une gamme de pression comprise entre 160 et 175 GPa, nous laissant par

ailleurs apprécier plus clairement le comportement de la Tc en fonction de la pression par

rapport à l’H3S.

4.5.1 Transition par étude de la distribution du proton

On peut d’abord s’intéresser à la densité du proton dans le cas d’une dynamique molé-

culaire réalisée sur les PES 3D déterminés précédemment en DFT-BLYP et QMC en doublant

la masse du noyau considéré dans les simulations. Ainsi, de manière analogue à l’étude réa-

lisée précédemment dans le cas de l’H3S , on peut étudier l’évolution de sa distribution en

fonction du volume. Là encore, nous prendrons comme critère de transition le volume pour

lequel la distribution passe d’une phase unimodale à une phase bimodale. C’est ce que l’on

représente dans la Fig. 4.18 pour les deux théories DFT-BLYP et QMC.
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Figure 4.18 – Distributions du proton projetées sur l’axe du shuttling mode pour différents

volumes. À gauche, les distributions issues des trajectoires PIMD du D3S selon le PES 3D DFT-

BLYP et à droite selon celui QMC.
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La détermination du volume critique est illustrée dans la Fig. 4.19 et fait appel à la même

méthode que celle exposée dans les sections précédentes pour l’H3S . Elle consiste à étudier

la différence |Gmax − G(0)| en fonction du volume, et regarder quand celle-ci s’annule. Les

volumes intermédiaires sont déterminés en interpolant les paramètres de la fonction G(δ),
projection unidimensionnelle de la distribution des protons calculée par PIMD.
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Figure 4.19 – Distance Gmax −G(0) en fonction du volume pour les données issues des calculs

PIMD du D3S basés sur les PES 3D DFT-BLYP (en haut) et QMC (en bas). Les données issues des

calculs sont représentés en bleu et celles interpolées en rouge.

Pour DFT-BLYP, celle-ci se situe autour de 96.6 a30, correspondant à une pression de 171

GPa, là où elle est autour de 93.6 a30 et 169 GPa pour les calculs QMC PIMD.
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4.5.2 Transition par étude des fluctuations quantiques locales

L’autre méthode développée et utilisée précédemment pour l’H3S est celle de l’étude

des fluctuations quantiques locales du proton. Celles-ci sont représentées dans la Fig. 4.20,

où l’on étudie la variance normalisée Var [g(β/2)] /Var [g(0)] du proton en fonction du

volume.
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Figure 4.20 – Variance de l’autocorrelateur g(β/2) = ⟨δx(0)δx(β/2)⟩ normalisée par la va-

riance de g(0), calculée à partir des trajectoires PIMD DFT-BLYP (en bleu) et QMC (en rouge).

Les données sont interpolées par deux polynômes de degré 3 dont les fonctions respectives sont

représentées en trait pointillé et dont les maxima se situent autour de 97.6 a30 pour DFT-BLYP

et 95.6 a30 pour le QMC.

Le critère alors considéré pour estimer le point de transition est celui du maximum de

cette courbe, que l’on situe ici à 97.6 pour DFT-BLYP et 95.6 pour le QMC. Selon leurs EOS

respectives déterminées Sec. 2.5.2 et 3.4.2, cela correspond respectivement à 165 GPa et 156

GPa. Dans la Tab. 4.1, on reporte les valeurs de transitions déterminées selon les différents

critères pour le modèle 3D en QMC et BLYP, que l’on compare avec celles de l’H3S .

Théorie DFT-BLYP QMC
Isotope H3S D3S H3S D3S

Approche Dens. Fluc. Dens. Fluc. Dens. Fluc. Dens. Fluc.

Vc [a
3
0] 99.6 104.2 96.6 97.6 96.3 100.9 93.6 95.6

Pc [GPa] 153 130 171 165 152 126 169 156

Table 4.1 – Résumé des différents Vc et Pc selon la théorie (DFT-BLYP ou QMC), de l’approche

utilisée (densité ou fluctuations) et de l’isotope considéré (H3S ou D3S).

Conformément à ce à quoi nous nous attendions, on remarque une pression de transition

plus élevée pour le D3S que pour l’H3S causée par l’effet isotopique, celui-là ayant unemasse

deux fois supérieure à celui-ci. En outre, la gamme des pressions de transition déterminée

ici est cohérente avec celle pour laquelle la Tc est maximale selon les travaux de Drozdov

et al. pour l’H3S et pour le D3S. La différence entre les pressions de transition obtenues via

l’étude de la densité et celles obtenues via l’étude des fluctuations illustre la difficulté de

déterminer une valeur unique et bien définie dans le cas d’une transition de second ordre.
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4.6 Conclusions

À partir des PES générés dans les Chapitres 2 et 3 selon les théories DFT-BLYP et QMC

respectivement, nous avons pu réaliser des calculs de dynamique moléculaire via la PIMD.

Nous avons déterminé les spectres phononiques du cristal d’H3S pour un potentiel com-

plet 3M−dimensionnel généré par DFT-BLYP selon une dynamique PIMD ab initio. Nous

avons ainsi mis en évidence la nécessité d’utiliser une approche anharmonique d’une part,

mais également que ces spectres ne permettaient pas d’identifier clairement une transition

structurale (4.4.1) d’autre part.

En s’intéressant alors aux distributions des protons échantillonnées par une dynamique

moléculaire ab initioDFT-BLYP PIMD, nous avons pu observer une symétrisation du proton

le long de l’axe S-S, signature de la transition R3m→ Im3̄m que l’on cherchait à étudier. En

particulier, en comparant les résultats issus des calculs ab initio DFT-BLYP complets et ceux

de notre modèle 3D, on a pu se convaincre de la validité du modèle (4.4.1) pour la reproduc-

tion des fréquences vibrationnelles du proton et de sa distribution quantique. Ces modèles

à dimensions réduites nous ont permis d’étudier les effets quantiques nucléaires sur la pres-

sion de transition et sur les phonons, même dans le cadre de la théorie QMC qui serait au-

trement trop coûteuse pour déterminer complètement un PES ab initio 3M−dimensionnel.

On reporte dans la Tab. 4.2 les volumes et pressions critiques associées pour les modèles 1D

et 3D selon la théorie utilisée (DFT-BLYP et QMC) et par étude de la densité. Le modèle 3D

tient compte de tous les degrés de liberté de l’hydrogène le long de l’axe S-S : il est donc le

plus précis.

DFT-BLYP QMC
1D 3D 1D 3D

Vc [a
3
0] 102.0 99.6 95.2 96.3

Pc [GPa] 140 153 159 152

Table 4.2 – Résumé des volumes et pressions de transition évalués par étude de la densité, en

tenant compte des NQE pour les potentiels uni et tridimensionnels ajustés sur les données DFT-

BLYP et QMC.

Bien que les volumes critiques soient assez différents, on remarque que les pressions

critiques pour le modèle 3D sont semblables selon les deux théories grâce à une compen-

sation d’erreur illustrée dans la Fig. 4.16. En particulier, le modèle 3D donne une pression

de transition Pc très proche de la valeur expérimentale du pic de la Tc qui se situe autour
de 150 GPa [1] et cela pour la DFT-BLYP comme pour le QMC.

Au travers de ces résultats, nous constatons également l’impact remarquable de la contri-

bution ionique quantique pour ce système, comme anticipé dans l’introduction. Nous avons

également introduit deux critères différents - et physiquement pertinents - pour localiser le

volume de transition, à savoir l’étude de la densité du proton et celle des fluctuations quan-

tiques locales. Ces résultats sont reportés dans la Tab. 4.3, qui résume les valeurs des gran-

deurs critiques obtenus en tenant compte ou non des effets quantiques nucléaires (NQE) et

selon les approches.
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Théorie DFT-BLYP QMC
Approche Class. Densité Q. Fluctuations Q. Class. Densité Q. Fluctuations Q.

Vc [a
3
0] 85.0 99.6 104.2 85.0 96.3 100.9

Pc [GPa] 263 153 130 238 152 126

Table 4.3 – Comparaison des volumes et pressions de transition pour l’H3S, obtenus en tenant

compte ou non des NQE (via l’étude de la densité ou l’étude des fluctuations) pour les deux

théories DFT-BLYP et QMC.

Ainsi, la différence obtenue entre le traitement classique et quantique pour les pressions

critiques est de l’ordre de 100 GPa et permet d’abaisser la valeur critique au niveau de celle

expérimentale. On note cependant une certaine variabilité dans la pression critique selon

l’approche ou le critère que l’on se donne pour l’évaluer. En étudiant les fluctuations du

proton plutôt que sa distribution, la pression critique est d’avantage abaissée - de l’ordre

de 20 GPa - et illustre ainsi la difficulté de situer précisément la transition dans le cas d’une

transition du second ordre.

Néanmoins, il est à noter qu’indépendemment de l’approche considérée, ces résultats

divergent des valeurs obtenues avec la méthode SSCHA par Bianco et al. [80], discutée

dans l’introduction générale, et alternative à notre approche "fonction de Green" pour les

phonons quantiques anharmoniques. En appliquant notre modèle 3D à la SSCHA, nous

trouvons un volume critique situé autour de 110 a30 (correspondant à une Pc ≈ 105 GPa)

pour DFT-BLYP, ce qui est conforme aux résultats obtenus par cette même équipe sur la

base du potentiel ab initio 3M−dimensionnel. On reporte également dans la Fig. 4.21, les

fréquences shuttling obtenues pour les différentes méthodes dans le modèle 3D.
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Comme on le voit, en plus de sous-estimer la pression de transition et donc la dynamique

ionique, la pente de l’évolution des fréquences du mode propre en fonction du volume est

également sous-estimée avec la SSCHA, ce qui suggère une évaluation moins précise de

l’aspect phononique également. Ces résultats montrent que la SSCHA n’est pas suffisante

pour décrire la symétrisation du proton dans ce système avec la précision souhaitée et qu’il

est alors nécessaire de recourir à une théorie plus précise pour les NQE, comme l’échan-

tillonnage de la densité quantique du proton et de la fonction de Green phononique par

PIMD.

En ce qui concerne la partie électronique, nous avonsmontré que la DFT-BLYP reproduit

la même pression de transition du QMC,mais cela grâce à une compensation d’erreurs entre

un volume surestimé et une EOS qui surestime la pression à volume fixé, par rapport à la

référence QMC.

Finalement, nous avons étudié l’effet isotopique sur la symétrisation du proton dans le

sulfure d’hydrogène en considérant alors le D3S. Nous avons pu déterminer une transition

située dans la gamme de pression 160-170 GPa pour DFT-BLYP et QMC et dont la pression

exacte dépend du critère d’évaluation utilisé. La détermination de la pression critique pour

cette transition structurale de deuxième ordre dépend du critère d’évaluation utilisé. Dans

la Fig. 4.22 nous reportons pour H3S et D3S une gramme critique de pressions comprises

entre le pic de la susceptibilité (borne inférieure) et la pression où la distribution du proton

devient bimodale (borne supérieure). Cette gamme est cohérente avec les données issues de

la littérature [1]. Il existe en effet une incertitude expérimentale sur la gamme de pression

pour laquelle la Tc est maximale. Cela est particulièrement visible pour le D3S comme nous

le reportons dans la Fig. 4.22 sur laquelle nous superposons nos résultats.

Figure 4.22 – Évolution de la température critique en fonction de la pression selon Drosdov et

al. [1] pour l’H3S en noir et le D3s en rouge. Les bandes ajoutés sur le graphique représentent

la gamme des pressions de transition déterminés d’après les calculs PIMD et selon nos deux

approches, i.e. par fluctuations (borne inférieure) et ou par densité(borne supérieure).
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Nous soulignons enfin que toutes les pressions de transition exposées dans ce chapitre

ont été déterminées via les équations d’états issues des calculs électroniques (DFT-BLYP et

QMC) des chapitres précédents et qui ne tenaient compte que de la contribution des élec-

trons à l’énergie interne du système. En considérant les NQE, nous introduisons cependant

une nouvelle contribution à cette dernière : l’énergie de point zéro (ZPE), c’est-à-dire celle

de l’état fondamental vibrationnel que l’on a négligé dans nos EOS. Celle-ci est reportée sur

la Fig. 4.23 pour les différentes approches (ab initio, modèles unidimensionnel et tridimen-

sionnel).
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Figure 4.23 – Contribution énergétique du ZPE (correction au potentiel classique) en fonction

du volume et du modèle considéré.

Nous observons d’une part que l’amplitude du ZPE pour le modèle ab initio est bien

plus importante que pour nos modèles simplifiés. Cela peut s’expliquer par la réduction

dramatique de la dimensionalité du système (3M → {3, 1}). Nous remarquons néanmoins,

que la variation du ZPE en fonction du volume est relativement contenue, indépendamment

du modèle considéré. Ainsi, l’impact sur la pression - définie comme la dérivée de l’énergie

par rapport au volume - est très faible. En effet, après l’ajout des corrections, la différence

de pression calculée est comprise entre 2 et 7 GPa, soit en-deçà de notre précision, et bien

inférieure à l’étendue de la plage critique des pressions visualisées dans la Fig. 4.22.
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Chapitre 5

5.1 Résumé de l’enjeu

Motivés par les récents développements et succès des méthodes ab initio quantiques

de haute précision pour décrire les systèmes à base d’hydrogène sous pression [25, 91],

nous nous sommes proposés dans cette thèse d’étudier le sulfure d’hydrogène H3S, hydrure

supraconducteur à haute température critique (203 K). En particulier, on a cherché à décrire

et caractériser la transition de symétrisation du proton dans sa phase cubique.

En effet, comme il a été trouvé expérimentalement [1] et montré sur la Fig. 4.22, l’évo-

lution de la température critique présente un pic autour d’une gamme de pressions donnée

(autour de 150 GPa pour l’H3S et 170 GPa pour le D3S) pour laquelle elle est maximum.

Appuyée par des calculs théoriques [2, 76, 78] et des données expérimentales [1, 74],

l’hypothèse alors privilégiée par la littérature suggère que ce pic serait la signature d’une

transition de phase R3m → Im3̄m. Cela correspond à une symétrisation du proton le long

de l’axe S-S. Néanmoins, et malgré des efforts théoriques conséquents, aucune approche n’a

encore permis de reproduire les valeurs expérimentales sur le plan structurel, i.e. la pression

critique autour de 150 GPa pour la transition susmentionnée. Les meilleurs calculs publiés

jusqu’à lors, c’est-à-dire en utilisant la fonctionnelle BLYP pour la partie électronique et la

SSCHA pour la partie nucléaire quantique ont été réalisés par Bianco et al. [80]. Ils donnent

une pression de transition située autour de 105 GPa, très loin de la valeur expérimentale. À

cet égard, les auteurs suggérèrent que l’origine des écarts observés entre les calculs et les

expériences étaient duent à la description électronique et en particulier à l’approximation

de la fonctionnelle d’échange-corrélation propre à la DFT. Ils proposèrent alors de réaliser

des calculs QMC, qui permettraient de confirmer ou non cette hypothèse :

« From the computational side, it could be a failure of the approximated exchange-

correlation functionals used within DFT to compute the energy/forces used by the SSCHA.

Future quantum Monte Carlo calculations, for example, could shed light on this doubt. »

C’est cela que nous avons voulu vérifier dans ce travail. Pour la partie électronique,

nous avons d’abord utilisé la DFT, afin de mieux comprendre et quantifier la nature du biais

éventuellement introduit par celle-ci (chapitre 2), puis le QMC pour conclure et produire des

résultats les plus précis possibles (chapitre 3). Enfin, dans le chapitre 4, nous avons utilisé la

PIMD dans le but d’écarter tout biais potentiel émanant de la SSCHA pour ce qui concerne

le traitement des effets quantiques nucléaires, avant de finalement comparer nos résultats.
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5.2 Résumé des résultats

Dans le chapitre 2 consacré à la DFT, nous avons d’abord pointé le fait qu’il existait

une autre source d’erreur propre à certaines approches DFT : les pseudopotentiels (PP),

dont l’usage permet de réduire le coût de calcul, mais qu’il est nécessaire de choisir avec

soin pour s’assurer de la justesse des résultats, surtout pour les matériaux sous pression.

En comparant les paysages énergétiques (PES) des calculs avec PP et des calculs all-electron

(AE) à fonctionnelle égale (PBE ou BLYP), nous avons montré que les résultats dépendaient

en effet du choix du type de PP utilisé. En particulier, les PP de type US n’étaient pas satis-

faisants au regard de leur désaccord avec des calculs AE. À l’inverse, les PP de type ECP les

reproduisaient avec précision, en plus d’être plus aisément transférable au QMC.

Toujours en considérant un noyau classique et donc en ne s’intéressant qu’à la contri-

bution électronique, nous avons étudié la transition R3m → Im3̄m pour différentes fonc-

tionnelles et constaté également une grande dépendance de la pression de transition au

choix de celles-ci. Cela suggère in fine la nécessité de recourir à une théorie électronique de

haute précision comme le QMC, conformément aux remarques de Bianco et al., pour d’une

part étudier la transition en elle-même, mais aussi pour déterminer quel est la fonctionnelle

capable de décrire au mieux ce système.

Le QMC étant plus coûteux, il a donc fallu construire et introduire un modèle simplifié

de PES pour les interactions entre les noyaux. Celui-ci repose sur le mouvement collectif des

protons et permet de réduire la taille du système de 3M à 1 ou 3 coordonnées selon le niveau

d’approximation du modèle, rendant ainsi abordable l’échantillonage, la construction et

l’étude d’une surface d’énergie potentielle, et donc l’étude de la transition par QMC. Le

modèle 3D a finalement été validé, en démontrant qu’il donnait les mêmes résultats que les

calculs ab initio complets à 3M dimensions en DFT-BLYP, rendant possible son exportation

au QMC.

Dans le chapitre 3 consacré à l’étude la contribution électronique par QMC, théorie de

haute précision dont les corrélations électroniques sont explicites et qui ne souffrent alors

pas du biais suggéré par Bianco et al., on a pu effectuer la même analyse systématique qu’en

DFT. En échantillonant la PES pour différents volumes, il a été possible de déterminer le

volume et la pression de transition et les comparer aux résultats DFT-BLYP, fonctionnelle

qui selon la littérature semble donner des résultats assez proche de ceux QMC pour des

systèmes voisins [122]. On reporte dans la Tab. 5.1, précédemment exposée au Chap. 3, la

comparaison entre les deux approches.

DFT-BLYP QMC
Vc [a

3
0] 85 85

Pc [GPa] 263 238

Table 5.1 – Table résumé des volumes et pressions de transition pour les méthodes DFT-BLYP

et QMC avec PES tridimensionnel et noyaux classiques.
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Ces résultats illustrent deux points : la proximité des volumes de transitionsmais pas des

pressions, dû à une surestimation des pressions dans l’EOS issue des calculs DFT-BLYP, mais

également le fait que la description électronique seule avec noyaux classiques ne permet

pas de rendre compte de la pression observée expérimentalement et donc la nécessité de

considérer la contribution nucléaire quantique.

Pour décrire cette contribution, objet du chapitre 4, on s’est servi de la dynamique mo-

léculaire par intégrales de chemin (PIMD), une approche à température finie, qui permet

également d’inclure les effets anharmoniques car elle est capable d’échantillonner la distri-

bution quantique exacte des noyaux dans le cas où la statistique quantique d’échange entre

eux est négligeable, comme dans l’H3S. En utilisant à la fois nos PES modèles et des calculs

ab initio complets avec la DFT-BLYP pour un nombre restreint de volumes, on a pu éprou-

ver la validité du modèle tridimensionnel, aussi bien dans l’étude des phonons que dans la

distribution du proton. Ces deux études ont été permises par la richesse des informations

exploitables de la MD.

En étudiant la dynamique du réseau, i.e. les phonons, nous avons souligné l’échec de

l’approximation harmonique à décrire ce système et la nécessité d’aller au-delà en tenant

compte des forts effets anharmoniques. Malgré tout, cette approche n’a pas permis de

conclure sur la transition étudiée ici. C’est pourquoi nous avons proposé deux autres ap-

proches. La première est la distribution des protons, en définissant comme critère de tran-

sition le passage d’une distribution quantique unimodale à bimodale et la seconde les fluc-

tuations locales du proton accessibles via la dynamique en temps imaginaire.

Ce faisant, on a pu observer qu’il existait bien, dans la gamme de pressions étudiée, une

symétrisation du proton et donc une transition de phase R3m→ Im3̄mque l’on a situé entre

130 et 150 GPa aussi bien en QMC qu’en DFT-BLYP, soit au niveau de la Tc maximale ob-

servée expérimentalement. Ces résultats sont résumés dans la Tab. 5.2 et dans la Fig. 5.1. De

la même manière, en étudiant l’isotope D3S, nous avons montré que cette transition y était

également observée et que l’on a situé dans la gamme de pression 160-170 GPa, conformé-

ment aux données expérimentales. La caractère de deuxième ordre de la transition de symé-

trisation du proton explique le fait que nous avons obtenu des valeurs critiques différentes

selon l’observable étudiée (densité ou fluctuation) et aussi le fait qu’expérimentalement il

n’y a pas d’indice clair en diffraction ni en thermodynamique, hormis le signature indirecte

du pic de la Tc.

Ces donnés, appuyés par des calculs SSCHA basés sur nos modèles, viennent ainsi ré-

pondre à l’hypothèse proposée par Bianco et al. selon laquelle la divergence entre les ré-

sultats théoriques et expérimentaux pourrait être expliquée par l’approximation de la fonc-

tionnelle d’échange-corrélation. Notre étude suggère en effet qu’avec une fonctionnelle et

un PP adaptés, il est en fait possible de décrire ce système dans le cadre de la DFT-BLYP,

à condition d’utiliser une description quantique des noyaux adéquate, comme la PIMD par

exemple. C’est donc l’approximation sur la partie nucléaire quantique, et non la fonction-

nelle utilisée pour modéliser les corrélations électroniques, qui a empêché Bianco et al.

d’éclaircir la nature du pic de Tc detecté par les expériences. D’autre part, la fonctionnelle
DFT-BLYP bénéficie d’une compensation d’erreur pour donner des résultats de la même

qualité que le QMC.
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Au final, une méthode avancée pour le traitement des corrélations électroniques telle

que le QMC et une approche précise pour la solution du problème quantique des noyaux,

telle que la PIMD, sont également nécessaires pour une description quantitative du dia-

gramme de phase d’H3S comme celui d’autres hydrures supraconducteurs riches en hydro-

gène.

Théorie DFT-BLYP QMC
Approche Class. Densité Q. Fluctuations Q. Class. Densité Q. Fluctuations Q.

Vc [a
3
0] 85 99.6 104.2 85 96.3 100.9

Pc [GPa] 263 153 130 238 152 126

Table 5.2 – Comparaison des volumes et pressions de transition pour le modèle 3D, obtenus en

tenant compte ou non des NQE (via l’étude de la densité ou l’étude des fluctuations) pour les

deux théories DFT-BLYP et QMC.
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Figure 5.1 – Résumé des volumes et pressions de transition pour les méthodes DFT-BLYP et

QMC classiques et quantiques avec le PES modèle tridimensionnel.

5.3 Perspectives

Nous avons pu répondre à la question de la symétrisation du proton dans l’H3S autour

de 150 GPa et donc à l’aspect structurel du problème. Ce résultat vient ainsi éclaircir et

corroborer l’hypothèse selon laquelle cette transition de phase serait la cause du pic de Tc
exposé dans la Fig.4.22. Néanmoins, des développements sont nécessaires afin de trancher

la question définitivement, notamment en ce qui concernele lien théorique plus profond

entre la Tc et la symétrisation du proton.

L’évaluation de la température critique peut se faire via la formule de McMillan [185],

dérivée de la théorie de Migdal-Eliashberg (cf. la Sec. 1.1.1) et s’écrit :
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Tc =
ωlog

1.2
exp

[
−1.04(1 + λ)

λ(1− 0.62µ∗)− µ∗

]
, (5.1)

où ωlog est la fréquencemoyenne pondérée des phonons, µ∗
un paramètre empirique qui

décrit l’écrantage du potentiel coulombien et prend des valeurs typiques entre 0.1 et 0.16 etλ
l’intensité du couplage électron-phonon, propre au système étudié. Une évaluation précise

de la Tc selon cette formule requiert cependant un calcul des phonons anharmoniques et

de leurs fréquences associées dans toute la zone de Brillouin (et non plus uniquement au

point Γ), ce qui n’est pas encore permis par nos calculs QMC.

Une possibilité serait de recourir à des algorithmes demachine learning afin de générer

des potentiels 3M−dimensionnels sur la base des données QMC [186, 187], ce qui permet-

trait alors d’être précis et rapide dans le calcul du spectre phononique résolu en q avec les
fréquences vibrationnelles renormalisées par les effets quantiques anharmoniques. L’étape

définitive serait celle de calculer aussi le couplage électron-phonon dans le cadre de la PIMD.

Certains efforts ont été produits dans ce sens [170, 188], mais cette approche reste en grande

partie inexplorée. Cela nous permettrait finalement de déterminer la température critique

pour différentes pressions et de comprendre pourquoi le pic de la Tc est lié à la symétrisation

du proton.

Ayant par ailleurs confirmé la robustesse des méthodes QMC et PIMD pour l’étude de

notre système, et dans une moindre mesure la méthode DFT avec la fonctionnelle BLYP, il

devient alors envisageable de recourir à ces théories pour étudier d’autres systèmes sem-

blables. Comme nous l’avons vu en introduction, la piste des hydrures comme candidats su-

praconducteurs à température ambiante est très prometteuse et s’inscrit dans un domaine

très largement ouvert, notamment avec les composés ternaires, voire quaternaires.

Ces matériaux doivent être traités avec une grande rigueur et une précision élevé, tant

pour la partie électronique que nucléaire, ce que permet notre approche. Ainsi, avec l’aug-

mentation des capacités de calculs, on peut espérer voir ces méthodes de haute précision se

généraliser pour l’étude de ces composés, et permettre à terme de trouver ce que d’aucuns

nomment en toute mesure le Saint Graal de la matière condensée : un nouveau superhy-

drure à température critique ambiante et à des pressions moins "dantesques".
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Annexe A

Annexes du chapitre 2

A.1 Interpolation des paramètres du PES BLYP 3D
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Figure A.1 – Interpolation polynomiale des 13 paramètres permettant de décrire le PES BLYP.
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Annexes du chapitre 3

B.1 Extrapolation LRDMC (modèle 1D)
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Figure B.1 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 82.000 a30
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B.1.2 V = 85.002 a30
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Figure B.2 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 85.0019 a30
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B.1.3 V = 90.853 a30
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Figure B.3 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 90.853 a30
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B.1.4 V = 99.077 a30
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Figure B.4 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 99.077 a30
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B.1.5 V = 105.535 a30
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Figure B.5 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 105.535 a30
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B.1.6 V = 109.999 a30
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Figure B.6 – Extrapolation à la limite thermodynamiqueN = ∞ de l’énergie LRDMC corrigée

pour le volume V = 109.999 a30
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B.2 Interpolation des paramètres du PES QMC 3D
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Figure B.7 – Interpolation polynomiale des 13 paramètres permettant de décrire le PES QMC.

Les barres d’erreurs dans la Fig. B.7 sont estimées à partir de l’ajustement des différents

paramètres via l’algorithme de Levenberg-Marquardt implémenté dans la librairie scipy
de Python.
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Annexe C

Annexes du chapitre 4

C.1 Masse effective du proton

On peut montrer que la masse des protons à considérer dans le modèle unidimension-

nel est la masse de trois protons. Considérons le système décrit par la fonction d’onde

Ψ(x1, y2, z3) exprimée selon les trois coordonnées cartésiennes des protons, où x1 est la

coordonnée x du premier hydrogène, y2 la coordonnée y du deuxième et z3 la coordonnée
z du troisième. Selon notre modèle, le système peut également être décrit par une fonction

d’onde F (α) à une variable, que par simplicité et sans perte de généralité nous prendrons

réelle, décrivant le mouvement collectif des trois protons.

Le but ici est de déterminer la masse effectiveM à utiliser pour résoudre l’équation aux

valeurs propres suite à cette transformation. Pour ce faire, nous partons de l’équivalence

entre les moyennes des énergies cinétique, indépendamment du choix de coordonnées :

⟨Kx1,y2,z3⟩Ψ = ⟨Kα⟩F
⟨Ψ| p2

2
|Ψ⟩

⟨Ψ|Ψ⟩
=

⟨F | p2

2M |F ⟩
⟨F |F ⟩

−1

2

1

NΨ

⟨Ψ| ∇2
x1

+∇2
y2
+∇2

z3
|Ψ⟩ = − 1

2M
1

NF

⟨F | ∇2
α |F ⟩ . (C.1)

où NF =
∫
dαF (α)2 et NΨ =

∫
dx1dy2dz3 |Ψ(x1, y2, z3)|2. Dans un premier temps,

nous décomposons Ψ ainsi :

Ψ(x1, y2, z3) =

∫
dαδ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α). (C.2)

Cette forme de fonction d’onde [189] est un ansatz qui permet de strictement corréler les

positions x1, y2, z3 en les contraignant à prendre la même valeur collective α, la position sur
l’axe S-S via les distributions δ. Nous notons que la fonction d’onde Ψ(x1, y2, z3) en Eq.C.2

155



Chapitre C

est invariante pour n’importe quelle permutation de ses trois coordonnées. En revenant à

l’équation C.1, le terme à droite de l’équation peut s’écrire comme :

− 1

2M
1

NF

⟨F | ∇2
α |F ⟩ = − 1

2M
1

NF

∫
dαF (α)

∂2F

∂α2
. (C.3)

Pour le terme de gauche, on commence d’abord par dériverΨ par l’une de ces coordon-

nées au choix, disons x1 :

∂Ψ

∂x1
=

∫
dα

[
∂

∂x1
δ(x1 − α)

]
δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α) (C.4)

= −
∫

dα

[
∂

∂α
δ(x1 − α)

]
δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α). (C.5)

L’idée étant de pouvoir faire apparaître la dérivée (puis dérivée seconde) de F , on pro-

cède alors à une intégration par partie :

∂Ψ

∂x1
=−

((((((((((((((((((((

δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α)|∞−∞

+

∫
dα δ(x1 − α)

[
∂

∂α
δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α)

]
=

∫
dα δ(x1 − α)

[
∂

∂α
δ(y2 − α)

]
δ(z3 − α)F (α)

+

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)

[
∂

∂α
δ(z3 − α)

]
F (α)

+

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)

∂

∂α
F (α).

On voit ici que le premier des trois termes est en fait − ∂Ψ
∂y2

qui, pour la propriété d’in-

variance par permutation, est égale à − ∂Ψ
∂x1

. De même, le deuxième terme est lui aussi égal

à − ∂Ψ
∂x1

. On a donc finalement que :

∂Ψ

∂x1
=

1

3

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)

∂

∂α
F (α). (C.6)

Le développement sera le même pour l’évaluation de la dérivée seconde, ce qui conduit

à :

∂2Ψ

∂x21
=

1

9

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)

∂2

∂α2
F (α) (C.7)

Il suit que l’action de l’opérateur cinétique sur |Ψ⟩, à droite de l’Eq. C.1, conduit à :
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Kx1,y2,z3 |Ψ⟩ = −1

2

(
3 · 1

9

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)

∂2

∂α2
F (α)

)
(C.8)

= − 1

2 · 3

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)

∂2

∂α2
F (α) (C.9)

En revenant maintenant à la moyenne quantique générale :

⟨Kx1,y2,z3⟩Ψ = ⟨Ψ|Kx1,y2,z3 |Ψ⟩

=− 1

2 · 3

∫
dx1 dy2 dz3

∫
dα δ(x1 − α)δ(y2 − α)δ(z3 − α)F (α)

·
∫

dα′ δ(x1 − α′)δ(y2 − α′)δ(z3 − α′)
∂2

∂α2
F (α′)

=− 1

2 · 3

∫
dα

∫
dα′ δ(α− α′)F (α)F ′′(α′)

=− 1

2 · 3

∫
dαF (α)

∂2

∂α2
F (α). (C.10)

De même, on montre aisément que :

NΨ =

∫
dαF 2(α) (C.11)

Ainsi, en injectant l’Eq. C.10 dans C.1, on en déduitM = 3

Cela peut facilement être généralisé au modèle tridimensionnel où l’on trouve égale-

ment une masse effectiveM = 3.
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Résumé

Dans ce travail nous avons étudié la transition R3m → Im3̄m caractérisée par la symé-

trisation du proton au sein de l’H3S supraconducteur sous pression. Nous avons montré que

pour l’étudier, il était nécessaire de se placer dans un cadre intégralement quantique pour

décrire aussi bien la partie électronique que la partie ionique, comme suggéré par de pré-

cédents travaux. Pour tenir compte précisément des corrélations électroniques, nous avons

utilisé le Monte Carlo quantique (QMC) pour les calculs de la partie électronique desquels

nous avons dérivé une surface d’énergie potentielle. La partie quantique nucléaire, for-

tement anharmonique, a été traitée via dynamique moléculaire par intégrales de chemin

(PIMD). Cette approche QMC-PIMD nous a permis d’éclairer la nature de la transition en

montrant que la symétrisation de l’hydrogène se produit autour de 150 GPa, dans la même

gamme de pression pour laquelle Drozdov et al. ont observé un maximum dans la Tc. L’effet
isotopique observé dans la symétrisation de l’hydrogène pousse la pression critique à 170

GPa pour le D3S, conformément au décalage du maximum de la Tc mesurée dans les expé-

riences. En utilisant les données QMC comme référence, nous avons pu évaluer la précision

des calculs DFT en montrant que la DFT-BLYP donnait une pression critique quantitative-

ment juste, mais cela à partir d’une compensation d’erreurs. Ainsi, nous avons prouvé que

la différence observée entre les précédents travaux théoriques basés sur des calculs DFT et

les expériences venait en fait de l’approximation de la partie nucléaire plutôt que du choix

de la théorie électronique sous-jacente, contrairement à ce que suggéraient certains tra-

vaux. Notre approche intégralement quantique offre donc un cadre prometteur dans l’étude

des propriétés structurelles pour d’autres superhydrures ainsi que pour explorer la relation

entre les transitions structurelles et la température critique de ces supraconducteurs.

Abstract

In this work, we studied the R3m→ Im3̄mphase transition in the H3S superhydride, dri-

ven by the hydrogen symmetrization under pressure. We showed that in order to describe

this transition, it is necessary to use a complete quantum framework for both electrons and

nuclei, as suggested by previous works. To take into account the electronic correlations pre-

cisely, we carried out quantum Monte Carlo (QMC) calculations for the electronic part and

derived a QMC-based potential energy surface. The quantum nuclear part, highly anhar-

monic, was treated by path integral molecular dynamics (PIMD). Our QMC-PIMD approach

allowed us to shed light on the nature of the transition by showing that hydrogen symme-

trization occurs around 150 GPa, the same pressure range where Drozdov et al. observed a

maximum in the superconducting critical temperature Tc. Wo found that the isotope effect

in the hydrogen symmetrization brings the transition pressure to 170 GPa in D3S in agree-

ment with the shift in the Tc maximum measured in experiments. By taking the QMC data

as benchmark, we assessed the accuracy of DFT calculations and showed that DFT-BLYP

gives a quantitatively correct critical pressure arising however from some error cancella-

tion. Thus, we demonstrated the discrepancy observed between previous DFT-BLYP based

theoretical calculations and experimental data actually comes from the approximated quan-

tum description of nuclei, rather than from the underlying electronic theory, contrary to

what previoulsy claimed. Our fully quantum approach is a promising framework to study

the structural properties of other superhydrides and to explore the relation between dyna-

mic structural transitions and superconducting critical temperature.
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