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I N T R O D U C T I O N

L E S  P R O C E S S U S  S P A T I A U X  EN S T A T I S T I Q U E .

L e  p o i n t  d e  d é p a r t  e t  l e  b u t  d e  c e  t r a v a i l  s o n t  c o n s t i t u é s  d e  p r o ­

b l è m e s  s t a t i s t i q u e s  s u r  l e s  c h a m p s  a l é a t o i r e s  d a n s  l e  d o m a i n e  p a r t i c u l i e r  d e  

l ’ a g r o n o m i e  : d e s  m e s u r e s  s o n t  f a i t e s  s u r  u n  c h a m p ,  s o i t  p o n c t u e l l e m e n t  

( m e s u r e  r e l a t i v e  à  u n  p l a n t ,  p a r  e x e m p l e ) ,  s o i t  d e  f a ç o n  i n t é g r é e  ( r e n d e m e n t  

s u r  u n e  p a r c e l l e )  e t  i l  s ’ a g i t  d ’ e n  r e t i r e r  d e s  c o n c l u s i o n s  q u a n t  a u  p h é n o m è n e  

b i o l o g i q u e  o b s e r v é .

L ’ i d é e  q u i  c o n s i s t e  à  m o d é l i s e r  l e  c h a m p  p a r  u n  p r o c e s s u s  à  i n d i c e  

d a n s  H  e s t  t r è s  n a t u r e l l e  e t  t r è s  a n c i e n n e  ( [ 1 , 2 , 3 ] ) .  D a n s  l ’ e s p r i t  d e s  p r e ­

m i e r s  a u t e u r s ,  i l  s ’ a g i s s a i t ,  d a n s  l e  c a s  d ’ u n e  m e s u r e  i n t é g r é e  s u r  u n e  p a r c e l l e ,  

d ’ a p p r é c i e r  l a  v a r i a b i l i t é  d e  c e t t e  m e s u r e  e n  f o n c t i o n  d e  l a  t a i l l e  e t  d e  l a  

f o r m e  d e  l a  p a r c e l l e  ( l o i  d e  F .  S M I T H )  ( [ 2 , 3 , 4 ] )  e t  n o n  d e  m o d é l i s e r  l e s  c o r ­

r é l a t i o n s  e n t r e  l e s  r é p o n s e s  s u r  l e s  d i f f é r e n t e s  p a r c e l l e s .  D e  m ê m e ,  p o u r  

e s t i m e r  l e s  e f f e t s  d e s  t r a i t e m e n t s  a p p l i q u é s  a u x  d i f f é r e n t e s  p a r c e l l e s ,  o n  

p r o c è d e  à  l a  r a n d o m i s a t i o n  ( c f .  [ 8 ] )  d a n s  l a  r é p a r t i t i o n  d e  c e s  t r a i t e m e n t s  

s u r  l e s  p a r c e l l e s  d a n s  l e  b u t  d e  f a i r e  d i s p a r a î t r e  l e s  e f f e t s  d u  1 e r  o r d r e  

a s s o c i é s  à  c h a q u e  p a r c e l l e  ,  e t  n o n  d e  f a i r e  d i s p a r a î t r e  l e s  c o r r é l a t i o n s  

e n t r e  l e s  m e s u r e s  s u r  l e s  d i f f é r e n t e s  p a r c e l l e s .

C ’ e s t  d o n c  d ’ a b o r d  d a n s  u n  b u t  d e  c h o i x  o p t i m u m  d e  p l a n  d ’ e x p é r i e n c e  

e n  a g r o n o m i e  q u e  n o u s  a v o n s  a b o r d é  l ’ é t u d e  d e s  p r o c e s s u s  à  i n d i c e  d o u b l e  

( [ 1 5 , 1 8 , 1 9 , 2 2 , 2 3 ] ) .  M a i s  i l  e s t  c l a i r  q u e  l ’ é t u d e  s t a t i s t i q u e  d e  t e l s  p r o c e s s u s

2
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(élaboration de modèles, choix d'un modèle parmi plusieurs, estimations des 

paramètres, etc...) se rencontre dans de nombreuses branches : cartographie, 

épidémiologie, usinage des surfaces en métallurgie, etc...

Il est intéressant de remarquer que la démarche consistant à prendre 

en compte la structure des corrélations spatiales dfun champ agricole est en 

fait très ancienne. MERCER et HALL [ l] (1911) avaient essayé d'appréhender 

de façon quantitative ce phénomène et avaient mesuré les corrélations entre 

parcelles d'un champ de blé en fonction des écarts horizontaux s et verticaux 

t entre ces parcelles. Le tableau ci-dessous donne leurs résultats :

Rendement en grain de 50 x 25 parcelles.

Autocorrélation pour les données de grain de blé.

t s = 0 s = 1 s = 2 s = 3 s = 4

- 3  0.1880 0.1602 0.1509 0.1276 0.1352
- 2  0.1510 0.0234 0.0020 -  0.0137 -  0.1039
-  1 0.2923 0.1853 0.1349 0.0788 0.0878

0 1.0000 0.5252 0.4055 0.3639 0.3561
1 0.2923 0.2354 0.1799 0.1205 0.1399
2 0.1510 0.1285 0.0999 0.0749 0.0859
3 0.1880 0.1935 0.2483 0.2415 0.2284

Cette démarche a cependant été rapidement délaissée avant d'être 

reprise beaucoup plus tard : il faut attendre les travaux de WHITTLE ([6,10]), 

de MATERN ([9,15]) et de MATHERON ([13]) pour que la dépendance spatiale soit 

effectivement prise en compte.

On peut penser que les idées de FISHER (1930, [il]) (en particulier 

ses travaux sur l'analyse de la variance et la théorie des plans d'expérience) 

qui ont eu une influence décisive sur l'école statistique en général et sur la 

pratique de l'expérimentation agricole en particulier, on détourné le courant 

principal de recherche dans ce domaine de la conception en terme de processus.

On peut analyser cette cristallisation des plans d'expériences agricoles autour

2 s s
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de l’analyse de la variance à partir de deux éléments : d’une part l’efficacité 

des résultats obtenus, d’autre part la taille raisonnable des calculs demandés 

à une période où on ne disposait pas des moyens de calculs d’aujourd’hui.

La conceptualisation de modèles de processus spatiaux est, dans le 

cas discret, l’analogue à deux indices de l’outil des séries chronologiques 

sur la droite : ces modèles de processus à un indice ont connu un large déve­

loppement et ont fait preuve d’une grande efficacité dans de nombreux domaines 

(économétrie, automatique, biologie, etc...).

2
Dans l’extension de la théorie de Tl à 1 on constate déjà un

grand nombre de différences dont on peut situer les racines, outre dans le fait 

2
que 2 est dépourvu d’ordre total naturel, dans la carence de certains théo­

rèmes vrais à une dimension et non à plusieurs : citons par exemple le théorème 

de D’ALEMBERT, donc la factorisation des polynômes, le théorème de FEJER 

affirmant que tout polynôme trigonométrique positif est le carré d’un autre 

polynôme trigonométrique.([20])

Tout en utilisant certaines méthodes de l’analyse de la variance, 

nous montrons ([18,22] comment la connaissance de la structure au second ordre 

du processus sous-jacent permet d’accroître de façon notable la précision de 

l’estimation de certains effets traitements en choisissant un plan, à la fois 

bien adapté à l’analyse de la variance, mais aussi au modèle de champ. Cette 

démarche conduit donc de façon directe à la modélisation du champ par un modèle 

de processus et à l’estimation de ce modèle.

Nous avons abordé ce problème d’abord de façon non paramétrique : 

estimation des covariances en fonction de la distance ([21]), puis de façon 

paramétrique ([25]) (estimation des paramètres d’un processus stationnaire 

sur 2e*). Nous avons ensuite étudié des modèles, d’abord à indice discret 

([18,19,20,21,22,24,25]) , puis à indice continu ([26,46]>

Une classe de processus à indice réel a connu un développement parti-
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culièrement important ces dernières années : c’est celle des processus ARMA 

(cf. par exemple [27]). Aux modèles AR et MA du cas unidimensionnel, il 

convient d’ajouter une classe plus riche (du fait de la carence du théorème 

de FEJEr sur H n si n >  1) : les modèles aux lois conditionnelles ELC 

([12,14,16 ,17,20]). Dans [25] nous montrons par exemple comment le modèle 

ELC de dépendance des quatre voisins les plus proches s’ajuste particulièrement 

bien aux données de MERCER et HALL. Il s’avère donc que la modélisation d’un 

processus plan continu par de tels modèles sur 7^ (ici d = 2) est un outil 

statistique très satisfaisant, mais on a discrétisé une situation spatiale 

en réalité continue.

En fait, cette discrétisation n ’est pas la seule voie possible pour 

l’étude des processus spatiaux. En particulier, elle ne rend pas compte de 

l’intégration faite sur les parcelles, et d’autre part, cette intégration peut 

masquer le modèle continu sous-jacent du processus. Il se peut par exemple 

que le modèle continu soit plus simple et plus explicatif que le modèle discret ; 

dans certains cas, la théorie des processus continus mettra à notre disposition 

des outils dont on ne dispose pas pour les processus discrets ; un exemple en 

est le théorème de GIRSANOV qui nous donne une expression exacte de la vraisem­

blance d’un processus, alors que sur Z^, on fera appel en général à des 

vraisemblances approchées du processus.

On est donc amené à se tourner vers une théorie plus riche , mais

 ̂ . 2
aissi plus délicate à manipuler : celle des processus a indice dans H
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SEMI-MARTINGALE A DOUBLE INDICE.

La théorie des processus à indice continu réel s'est développée depuis 

les années 30, à partir essentiellement des travaux de K0LM0G0R0V et de DOOB.

La théorie générale des processus constitue à l'heure actuelle une branche en 

plein développement. Ce n'est que plus récemment, essentiellement depuis les 

travaux de WONG et ZAKAI (1974), et de CAIROLI et WALSH (1975), que la théorie 

des processus à plusieurs indices a connu un important développement, et l'on 

peut augurer qu'elle est loin d'être "achevée11.

2
L'extension à R  d'une théorie développée sur R  ne se limite nulle­

ment à étendre des résultats au moyen d'un formalisme nouveau : certaines pro-

2
priétés vraies sur R  ne le sont plus sur R  , et par contre des notions nouvelles 

2
existent sur R  . Nous tâcherons de souligner par la suite de telles différences.

2
Par contre, la théorie des processus sur R  contient en substance

n 2 n
celle des processus sur R  , n ^ 2 ; le passage de R  à R  se limitant en

grande partie à la recherche d'un bon formalisme.

Par ailleurs c'est essentiellement pour des raisons de commodité que

2
l'on se limitera souvent à travailler sur R + , comme c'est l'habitude en la

matière dans la littérature, de même que l'on étudie communément les martingales

2
sur R + . Nous signalerons comment certaines propriétés se généralisent à R  .

Les deux grands axes de développement de la théorie, que ce soit sur 

2
R  ou sur R  , sont celui de la théorie des processus markoviens et celui de la

théorie des martingales. L'une permet de résumer le passé à un présent, qui

peut par exemple sur R  , être réduit à la valeur en un point, en plusieurs

points, ou en le germe en un point. Nous n'aborderons pas dans ce travail cet

2
aspect markovien de la théorie des processus sur R . Signalons cependant un



type de propriété intermédiaire entre les propriétés markoviennes et les 

propriétés martingales : la propriété de Markov au sens de Hida ([26]).

Nous développerons ici la théorie dans l’axe des martingales à deux 

indices, et même plus généralement des semi-martingales à deux indices. Nous 

étudierons en particulier très en détail le cas où la filtration de base de l’es­

pace de probabilité est la filtration brownienne.

Martingales sur un ensemble partiellement ordonné général.

0 . 6

La théorie générale des martingales à indice dans un ensemble ordonné 

filtrant (directed set) général s’est développée autour des travaux de KRICKEBERG 

([55]), CHOW ([39]), HELMS ([53]) dans les années 60. Elle fait apparaître 

les problèmes nouveaux et les difficultés liés au fait que l’ordre est partiel.

Soit T un tel ensemble muni d’un ordre noté £ . Soit (Q, ,P) 

un espace de probabilité complet. Soit une de sous-tribus

de (f* vérifiant

(Fl) La famille (F est croissante : z £ z’ =* (F = <F ,
Z z

(F2) Chaque est complète

(F3) La famille est "continue à droite", ce qui signifie :

Vz Qî «n (F,
Z zSz ’ Z 

z ^ z  ’

Une telle famille de tribus s’appellera une filtration.

Soit X un processus défini sur (Q, 0* ,P) à valeurs réelles. On dira 

que X est adapté si pour tout z, est 0^-mesurable, que X est mesurable

s’il est mesurable pour la tribu produit où est la tribu des boréliens

(p o u r  l ' o r d r e )  de T.

t * . ^z€T famille

(F

$
Z

(g
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Définition 1 : ixz3z£T est une sous-martingale si X e s t  adapté, intégrable 

pour chaque z et tel que si :

z £ z’ =* X £ E (X f I vr ) 
z z 1 z

Xz est une martingale si Xz et -Xz sont des sous-martingales, 

c’est-à-dire

z £ z' =» X = E (X ,I ) 
z zT 1 z

Signalons quelques aspects de la théorie générale (l’ordre n’est pas 

nécessairement total).

La décomposition de KRICKEBERG d’une sous-martingale X bornée dans 

L̂  en X = Y - Z, où Y et Z sont deux sous-martingales positives, existe.

Il en est de même des théorèmes de convergence métrique quand

z -• z , z < zq des sous-martingales (convergence en probabilité, convergence

dans L^, p ^ 1) : pour assurer une telle convergence, il suffit de vérifier

la convergence d’une suite {X } où [z } est une suite croissante tendant vers
n

zq , et donc d’avoir un critère de Cauchy.

Par contre si l’ordre n’est que partiel, on n’a plus de théorème de 

convergence presque sûre, et l’on n ’a plus de résultat sur l’existence de ver­

sions régulières d’une martingale. En effet ces propriétés sont liées à l’exis­

tence d’inégalités maximales pour les martingales que l’on n’obtiendra qu’au 

prix d’une hypothèse supplémentaire sur la filtration

Deux jeux d’hypothèses ont été envisagés.

Condition de VITALI.

On ne fait aucune hypothèse supplémentaire sur T, mais l’on suppose

que i ( K } est telle que pour toute famille » telle que

Az € pour tout e positif, il existe un sous-ensemble fini

d’indices z1f z0,..., z de T et des événements B € d*
11 2 n z. z.

î î

| ( T

t * , ] z€T ’

- ' K -
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incompatibles vérifiant B £ A , i = 1,n et
i i

P [lim ess sup A - U B ] £ e 
T Z i=l,n Zi

Cette condition ([55], [77]), difficile à vérifier, permet d'obtenir

l'inégalité maximale comme sur H  + :

> 0 XP [lim ess sup X ^ \] £ sup E (X )
T Z T Z

pour toute sous-martingale positive X^. Utilisant la décomposition de 

KRICKEBERG, on en déduit la convergence p.s. des sous-martingales bornées dans 

L1 .

Martingale à indice dans un ensemble produit : la condition F4.

C'est une condition liée au fait que T est muni d'une structure

produit : T * Tj x... x et que l'ordre sur T est défini à partir d'ordres

totaux sur les T..
î

Donnons cette condition dans le cadre qui sera celui où nous travail-

2
lerons par la suite : T » R +, muni de l'ordre partiel (si l'élément générique 

est noté z - (s,tf)) :

(Sptj) £ (s2,t2) « (s 1 £ 82 et tj £ t2)

Cet ordre est filtrant à gauche et à droite. On notera z V z' et 

z A z' le sup et l'inf de z et z'.

Posons

V® € * + , 1 V R  < K . t

Vt € * + , ÿ *  = v  (F
C s € R + S

On a là deux familles de tribus à un paramètre croissantes, complètes, 

continues à droite.

c T
n

K

t
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Condition F4 : Pour tout (s,t), 0*g et sont indépendantes condition-

nellement à (F .
st

Cette condition a été clairement dégagée dans le travail de CAIROLI 

et WALSH ([31]); elle peut encore s'écrire

(F4*) Pour tout couple z,z' d'éléments de R  ̂  et 0* , sont indépen-
T Z Z

dantes conditionnellement à (F A .,
z A z

ou encore

(F4U) Pour toute variable X, (^-mesurable bornée,

E (X| Î st) = E (X| 1 = E (X| $ 2t | ÿ*)

En particulier, sous F4,

^  n (F , - (F
z A z'

Une très grande partie de la théorie des martingales à 2 indices va 

être fondée sur cette condition, que nous supposerons désormais vérifiée. (A 

partir du chapitre III, nous nous placerons dans le cas de la filtration brownien- 

ne qui vérifie F1-F4).

2
Passés et futur sur R

2
Il n'y a pas sur R  d'ordre total compatible avec la topologie de la

métrique de R^, c'est-à-dire tel que si d(.,.) est la distance, Vz,z',

z ^ z ’
[z,z'] « {§, z £ § £ z'} soit contenu dans la boule de centre — -̂-- et de

rayon k.d(z,z').

L'ordre lexicographique :

z ^  z' « t £ t' ou (t = t' et s s s')

(si z = (s,t), z' = (s',t')) est total, mais essentiellement unidimensionnel.

L'ordre le plus simple compatible avec la topologie est celui par

n

Ofv z

0= (F1
S b
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rapport auquel on a défini la propriété F4 ; on lui associe l’ordre strict :

z < z’ « (z £ z’ et z 4 z’) 

et l’ordre renforcé

z «  z’ (s < s’ et t < t’)

Pour pouvoir comparer tout couple de points, il faut définir un autre 

ordre, que nous utiliserons ici que sous sa forme renforcée

z b z’ « (s < s’ et t’ < t)

Différentes notions de passé et de futur d’un point peuvent être 

2
définies sur H  + : soit le passé :

Rz = [0,z] * { § , § €  , s £ z]

soit un passé relatif à un seul sens :

“ [I ■ (u,v), § € F  ̂  , u £ s]

2
(symétriquement R ) , soit le passé large :

Z

Qz ■ {§ ■ (u,v), § 6 u ;£ s ou v £ t} .

Symétriquement, on dispose de quatre futurs naturels d'un point, mais 

on utilisera uniquement :

P - [g, § 6 * 1  , z £ §}

Conjointement, si l'on associe (J*z au passé Rz, (jt * est associé

1 1 /l 2 2
à R = R et (jï à R . On notera 

st s v t t

( f î t  -  *1
la tribu associée au passé Qz .

On dira qu’un processus est i-adapté, i = 1,2, si Xgt est ~

mesurable.

R

R¡

R

2
» y

R1 « 
z

» !
2 
+ ’

,2

1 V 
S

i

st



D e  m ê m e  s u r  E  + x ü  o n  d é f i n i r a  la t r i b u  d e s  p r é v i s i b l e s  c o m m e  
é t a n t  c e l l e  e n g e n d r é e  p a r  les e n s e m b l e s  ] z , z f] x  A  o ù  A  € 0 * z et les t r i b u s  
d e s  i - p r é v i s i b l e s  (i = 1,2) c o m m e  c e l l e s  e n g e n d r é e s  p a r  ] z , z f] x  A  où 
A  é . O n  p a r l e r a  de p r o c e s s u s  p r é v i s i b l e ,  i - p r é v i s i b l e .

D a n s  l e  c a s  de  la f i l t r a t i o n  b r o w n i e n n e ,  u n  p r o c e s s u s  e s t  p r é v i s i b l e  
si et s e u l e m e n t  si il e s t  m e s u r a b l e  e t a d a p t é  p a r  r a p p o r t  à la f i l t r a t i o n  c o r r e s ­
p o n d a n t e  .

A l o r s  q u e  s u r  H  , il n fy a q u ’u n e  f a ç o n  n a t u r e l l e  de d é f i n i r  l ' a c c r o i s ­
s e m e n t  d fu n  p r o c e s s u s  e n t r e  d e u x  i n s t a n t s  t et t' : X ( A t )  = X ( t f) - X ( t ) ,  s u r  

2H  , il y  e n  a d e u x  d e  types .
L a  p r e m i è r e  c o n s i s t e  à c o n s i d é r e r  X ( z ' )  - X (z )  et il lui c o r r e s p o n d  

l ’e x t e n s i o n  i m m é d i a t e  de la n o t i o n  de m a r t i n g a l e  s u r  (cf. d é f i n i t i o n  1).
2L a  d e u x i è m e , u t i l i s a n t  la  s t r u c t u r e  p r o d u i t  de !E , a s s o c i e  au  b o r é -  

l i e n  de  " b a s e 11 :
A  - ] z , z ' ]  - { § , § €  R *  , z <  | ^  z'}

1 ' a c c r o i s s e m e n t  d e  X  s u r  A  :

X ( A )  - X ( s ’ ,t') - X ( s \ t )  - X ( s , t ' )  +  X ( s , t )
Il lui c o r r e s p o n d  l a  n o t i o n  d e  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t  ( p r o c e s s u s  a u q u e l  o n  

p e u t  a s s o c i e r  u n e  m e s u r e  de D O L E A N S  q u i  p e r m e t t r a  d e  d é v e l o p p e r  l a  t h é o r i e  d e 
l ' i n t é g r a l e  s t o c h a s t i q u e ) ,  et l e s  n o t i o n s  d e  m a r t i n g a l e  f a i b l e  et de m a r t i n g a l e  
f o r t e .

D é f i n i t i o n  2 : S o i t  X  u n  p r o c e s s u s  a d a p t é ,  tel q u e  s o i t  i n t e g r a b l e
p o u r  t o u t  z
2a) X  e s t  u n e  m a r t i n g a l e  f a i b l e  si

V z  £  z' E  ( X ( [ z , z ' ] )  | ()t ) » 0
Z

0.11

2

<ï i

Z

i
+

XK
Z
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2b) X est une martingable forte si

Vz £ z* E (X ([z,z']) | 0̂  *) = 0

Aux accroissements unidimensionnelsen s et en t

X (A ,t) = X (s',t) - X(s,t)
S

s <; t’

X (s,At) = X (s,tf) - X(s,t) t £ t'

correspondent les notions de martingales à 1 indice.

Définition 3 X est une 1-sous-martingale (martingale) si X est
S L

0* '-adapté, fX , ($<'} étant, pour tout t une sous-martingal<
st s S t ^

(martingale) •

Grâce à (F4) on a alors la propriété 

Propriété : X est une sous-martingale si et seulement si cfest à la fois une

1- et une 2- sous-martingale.

Certaines propriétés des martingales à deux indices seront obtenues par

lfutilisation successive de propriétés pour des martingales à un indice dans un 

sens puis dans lfautre.

Inégalité maximale ([29] ,[31]).

n
Si X est une sous-martingale positive sur 'R

. X? (sup X i i) i A + B sup E [X (Log+ X i"’1] 
z n n z z

z z

np
Si p > 1, E (sup XP) £ (~^t ) sup E (X^)

z Z P~‘ z Z

Ces inégalités s’obtiennent par récurrence sur n. Par exemple si

n ■ 2, il suffit d’observer que

sup X = sup X 
z s

z s
avec X = sup X _

s st

où Xg est une sous-martingale positive,
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Remarquons que, pour p > 1, l’inégalité maximale garde la même forme 

quel que soit n (à la constante multiplicative près), alors que, pour p = 1,

l'inégalité s’affaiblit lorsque n croît ; aussi sur R ^  les théorèmes de

convergence p.s. nécessitent-ils des hypothèses de type L (Log+ L)n \  par

exemple

. ̂ . 2 
Propriété : Si , z é R  + est une martingale bornée dans L Log L, alors

Xz converge presque sûrement quand z -♦ oo .

De même, alors que sur R + il suffit qu’une martingale soit bornée

1 . 2 
dans L pour admettre une version cadlag, on a le résultat sur R + :

2 + 
Propriété [ 28] : Si Xz , z € R  + est une martingale bornée dans L Log L,

alors X admet une version cadlag. 

Cadlag signifiant ici

cad : lim X r = X lag : lim X f existe 
---- zr z — t z

z£z ’

Z '“♦Z
z’« z

(il y a d’autre part des martingales bornées dans L̂  n ’admettant de limites en 

aucun point).

Les martingales fortes.

Certaines propriétés des martingales sur R  se transposent bien à

2
R + pour les martingales fortes, et non pour les martingales en général :

* Pour elles, on a d’abord une inégalité maximale, comme sur R +

X.P [sup I M | £ X] £ 36 sup E (|m ,|) [78]
Z z

z z

et donc une martingale forte bornée dans L̂  admet une limite p.s. et une version

c a d. Dans le cas de la filtration brownienne, une telle martingale admet une

version continue ([38]).

* Un deuxième bon comportement des martingales fortes concerne une

zf-̂ z
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propriété de martingale arrêtée le long d'une ligne d'arrêt ([59, 78, 80]).

Si X  est une telle ligne, et 0 ^  le processus et la tribu arrêtés en À., 

alors les martingales fortes (nulles sur les axes) sont les seules martingales 

telles que [X^, 0" soit une martingale. Cette propriété utilise les condi­

tionnements intermédiaires par les tribus * peut être vue comme une propriété 

markovienne :

M est une martingale forte si et seulement si

E (Xz | 5= r ) = Xr
o

pour tout point zq et toute courbe en escalier,continue, décroissante touchant

les deux axes et contenue dans R , où l'on a noté
z
o

Xr - X (Dp) = S X (z.) - X (§.)

z 6 Dp

----------------------

-  ' 

# , ; / / / / / 6 -  :_ _ _ _ _ _ „

Si alors on approche toute courbe "séparante" T de H  par une 

suite de telles courbes en escalier on en déduit une propriété markovienne pour 

les martingales fortes au sens du germe de X le long de T  . Les martingales 

non fortes ne vérifieront pas en général une telle propriété : par exemple, 

si W est le drap brownien la martingale :

Xs t  “ w(a8) - w( V ’ (8»ü> * (1»^

A -  [ 1 , s]  x [ -1 ,1 ]
O

Bt  -  [ - 1 , 0  x [ l , t ]

.1

\ t (S.fc)

!Pp I
iy/// ai
I

-t

n'est pas markovien relativement à F constitué par les deux demi-axes positifs

(X est O v  mesurable, et nul au voisinage de T ) . 
st i

X,
\  e

>x

T  :
V

2
+
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2
M e s t  u n e  m a r t i n g a l e  s u r  s i  e t  s e u l e m e n t  s i  c ’ e s t  u n e  m a r t i n g a l e

s u r  t o u t  c h e m i n  c r o i s s a n t .  S o i t  i  u n  t e l  c h e m i n  i s s u  d e  l ’ o r i g i n e ,  z  u n  p o i n t

 ̂ 2 
d e  i  • I l  e x i s t e  a l o r s ,  d è s  q u e  M e s t  d a n s  L , u n  u n i q u e  p r o c e s s u s  s i m p l e -

r
m e n t  c r o i s s a n t  A  ( c ’ e s t - à - d i r e  u n  p r o c e s s u s  v é r i f i a n t  A ( z )  ^  A ( z ’ )  s i

2  r
z  ^  z ’ )  e t  t e l  -  A ^  s o i t  u n e  m a r t i n g a l e  s u r  V . C e p e n d a n t ,  e n  g é n é r a l

r
A  d é p e n d  d e  T  j o i g n a n t  0  à  z  e t  i l  n ’ e s t  p a s  p o s s i b l e  d e  t r o u v e r  u n  p r o c e s s u s

2
A  s i m p l e m e n t  c r o i s s a n t  t e l  q u e  M - A  s o i t  u n e  m a r t i n g a l e .

2
P o u r  u n e  m a r t i n g a l e  M d e  L  ,  l a  d é c o m p o s i t i o n  d e  D O O B - M E Y E R  f a i t

i n t e r v e n i r  u n  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t  : i l  e x i s t e  u n  u n i q u e  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t  p r é -

. . 2
v i s i b l e  A  t e l  q u e  M - A  s o i t  u n e  m a r t i n g a l e  f a i b l e  ( [ 3 1 , 6 2 , 6 3 ] ) .  A  t r a v e r s

u n e  t e l l e  d é c o m p o s i t i o n ,  i l  y  a  d o n c  u n e  c e r t a i n e  d é g r a d a t i o n : p a s s a g e  d e  m a r t i n g a l e

à  m a r t i n g a l e  f a i b l e .  D a n s  l e  c a s  d e  l a  f i l t r a t i o n  b r o w n i e n n e  s i  M e s t  f o r t e ,

2
e s t  u n e  m a r t i n g a l e  f o r t e ,  l e  p r o c e s s u s  M -  A  s e r a  u n e  m a r t i n g a l e ,  m a i s

2
M -  < A >  n e  p o u r r a  j a m a i s  ê t r e  m a r t i n g a l e  f o r t e .  N o u s  m o n t r o n s  ( c f .  c h a p i t r e  I V ,

§ 2 . 2 ,  C h a p i t r e  V I )  q u ’ u n e  t e l l e  d é g r a d a t i o n  n ’ e x i s t e  p l u s  s i  n o u s  t r a v a i l l o n s

d a n s  l a  c l a s s e  d e s  m a r t i n g a l e s  f a i b l e s  r e p r é s e n t a b l e s ,  A  é t a n t  c h o i s i  d a n s  l a

c l a s s e  d e  p r o c e s s u s  à  v a r i a t i o n  ( r e c t a n g u l a i r e )  b o r n é e  : s i  X e s t  u n e  m a r t i n g a l e

2
f a i b l e  r e p r é s e n t a b l e ,  i l  e x i s t e  « X »  à  v a r i a t i o n  b o r n é e  t e l  q u e  X -  «X» 

s o i t  u n e  m a r t i n g a l e  f a i b l e .

D e u x  a u t r e s  p r o c e s s u s  c r o i s s a n t s  ( e n  1 i n d i c e )  j o u e n t  u n  r ô l e  i m p o r t a n t  

d a n s  c e t t e  t h é o r i e  : s i  X e s t  u n e  1 - m a r t i n g a l e , p o u r  t o u t  t  o n  s a i t  d é f i n i r  

u n  u n i q u e  p r o c e s s u s  p r é v i s i b l e  ( p o u r  l a  f i l t r a t i o n  0 * g )  c r o i s s a n t  e n  s  

< X  t e l  q u e  X 2  -  < £ > ^  s o i t  u n e  1 - m a r t i n g a l e .
• t S

E n  g é n é r a l  o n  n e  s a i t  p a s  r a c c o r d e r  l e s  p r o c e s s u s  d é f i n i s  à  c h a q u e  

n i v e a u  t  d e  f a ç o n  à  o b t e n i r  u n e  b o n n e  v e r s i o n  e n  ( s , t )  d e  . C e p e n d a n t ,

d a n s  d e u x  s i t u a t i o n s ,  o n  s a u r a  d é f i n i r  u n e  v e r s i o n  c o n t i n u e  à  d r o i t e  d e  c e  p r o ­

c e s s u s  :

Processus croissant associé à une martingale.

< x >. 0 )
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* Définition 4 : 1-martingale a.o.l : (cf. Chapitre I, § 2 et § 4)

Soit X une 1-martingale. On dit qu’elle est à accroissement ortho­

gonaux dans le sens 1 (a.o.l) si pour tout At , A t f tels que 

At n At' = { X(s ,At) X(s ,A t ' ) , G ^ } s est une martingale .

Nous montrons qu’alors pour tout rectangle A , (A) est positif,

et donc que

inf { <X>f!î , t < t', t' € Q  ) 
t. st

est p.s. continue à droite (cf. [31] pour le cas où M est une martingale forte).

* Dans le cas de la filtration brownienne, si X est une 1-martingale représen­

table (cf. Chapitre III, § 5), nous montrons qu’il existe une version continue

de <X> q u i  est une semi-martingale représentaÜle.

Les deux intégrales stochastiques

Pour la définition du mouvement brownien à indice dans H  , nous 

renvoyons * [56].

Alors que sur E. le théorème de représentation de martingales de

2
L pour la filtration du brownien ne fait apparaître qu’une intégrale stochastique,

2
le théorème analogue sur (théorème de WONG et ZAKAI, donné ci-dessous et

2
Chapitre III, § 3) dit que toute martingale de L pour la filtration du 

brownien est la somme d ’une martingale forte, intégrale simple en W, et d’une 

martingale non forte, orthogonale à la première, intégrale double par rapport 

à ce même W.

2
La théorie de l’intégrale stochastique sur H + a été systématisée par 

CAIROLI et WALSH ([31]).

2 .  ̂ .
Si M est une martingale de L et si cp est prévisible et tel

2
que E J* cp (§) (dS) soit fini, l’intégrale simple

R
z

(ep.M) = J ep(s) M (d§)
Z R

z
e s t  d é f i n i e  ( C h a p i t r e  I I ,  § 1 .1)  comme l ’ i n t é g r a l e  de ITO s u r  l a  d r o i t e .  C’e s t

<x>.0)

R

) L  U1

<M>
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Nous définissons également intégrale simple cp.M pour laquelle on ne 

demande à cp que d ’être 1-prévisible et à M d ’être une 1-martingale a.o.l : 

on peut en effet alors arguer du fait que est croissant (Chapitre II,

§ 1 . 2 ) .

L ’intégrale double est tout à fait nouvelle par rapport à la théorie 

sur . Nous la définissons dans deux cadres :

2 2
±  Soit ÿ (z,z’) un processus sur ( ^ +) ne chargeant que les (z,z’) tels que

z ^ z’. On dira qu’il est prévisible s’il est mesurable par rapport à la tribu 

2 2
de Q x H + x R + engendrée par les ensembles ]zj,z’ j] x ]z2,zf2] x A

où z. A z0 et A £ \F w
1 2 v Zj V z2

Si M est une 2-martingale a.o.2 de L et N une martingale a.o.l de

n (X) -  E J* X ( § , § ' )  <M>(2) (dl )  <u>(1) ( d | ’ )
R

Z
o

définit une mesure sur les processus bornés, mesurables, ne chargeant que 

A 2
§ A 5 ’. Si p.(V ) est fini, ou définira l’intégrale \|f .MN en approchant \|f 

par une suite de processus (̂ n), simples, bornés pour lesquels l’intégrale 

ilf .MN est définie comme somme stochastique finie.

* Soit 'ÿ est une fonction de coin prévisible (cf. chapitre II, § 2.2).

et n ’interviennent plus alors que par leurs accroissements

<î£>^ (s,At), (As,t) et il n ’est plus nécessaire de supposer ces

i-martingales à accroissements orthogonaux.

Dans le cas particulier où ÿ (z,zf) = x (z v A z’ 9 et

filtration brownienne, nous étudions plus en détail (cf. Chapitre III, § 5.1 et 

Chapitre IV, § 3 ) l’intégrale ÿ .MN = oû formellement :

une martingale , continue si M lfest, forte si M est forte.

U  il

<M>><»

z ’)
> ]z

: de» la

= X-,JMN’

<M>>(2) <N=><»

,  <N>

L4 «

:RS  •

L* e
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(ds,dt) = M (s,dt) N(ds,t)

On dispose d'un théorème de FUBINI stochastique pour cette intégrale 

double ([31]) : Si est déterministe, alors \jf .MN = (ÿ .M) .N ; cette

décomposition permettra de définir la 1-dérivée de la 1-martingale ÿ.MN ainsi 

qu'une représentation de <\jf.MI£>̂  ̂ .

Le théorème de WONG et ZAKAI,

Si M est une martingale de L pour la filtration brownienne, alors 

M = 0 .W + .WW (0 et vérifient les conditions permettant de définir 

ces intégrales) .

Nous donnons (Chapitre III, § 3) une démonstration de cette propriété 

très différente de celles apparaissant dans ([31, 79, 85]). Elle est fondée 

d'une part sur la densité dans L^ des polynômes en W(A^j) où A^j

sont des rectangles de Rjj , d'autre part sur le fait que W est à accroisse­

ments orthogonaux. Cette démonstration peut donc être étendue à toute filtration 

définie par un processus à accroissements orthogonaux vérifiant cette propriété 

de densité (par exemple la tribu du Poisson).

L'idée est alors de découper R jj en une partition = A^ x Aj]

et de trier les monomes n W (A. . ) selon le critère suivant
ii

k k Jk

1er type : L'un des domine

tous les autres. Son coefficient

est v . . -mesurable. Le regrou- 
xk Jk

pement de ces monomes fournit l'in­

tégrale simple.

ÚM~

\xy.s.\ \ S ^ _ ; __

JJ I

MN

; s a n t

1 (Qrn>

(Aï . . =

(ik ■V d

i < N> (D
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2ème type : Sinon, il y a un A^j 

"plus haut11 que tous les autres 

et un A^,j f "plus à droite" que 

tous les autres. Le regroupement 

de ces monômes fournira lfintégrale 

double.

^  ̂  '  y  ^

___

(La seule difficulté technique consistera à montrer que les cas 

d'ex-aequo sont négligeables).

2 re
On déduit de la représentation de toute variable de L ( u ^) le

théorème de WONG et ZAKAI, mais aussi la représentation de toute 1-martingale

2
adaptée mesurable de L sous la forme

X
st -  J* Lj (t ; z) W (dz)

St

Pour obtenir une dépendance en t de Lj mesurable, il suffirait 

d’adapter la méthode de densité des polynômes dans ( ^ ] t) afin dfobtenir

de cet espace une base dépendant mesurablement de t ([32]).

2
Les martingales faibles sur R

Une des difficultés rencontrées dans 11 utilisation des i-martingales, et 

a fortiori des martingales faibles, est que l’on ne dispose pas en général d'iné­

galité maximale L^ , p ^ 1, pour celles-ci. C'est pourquoi nous nous inté­

resserons dans tout ce travail à une sous-classe, celle des martingales faibles 

régulières [80], pour laquelle nous démontrerons une telle inégalité (Cf. chapi­

tre I, § 3).

Si x(t) est un processus à un paramètre, on définit sa variation par 

[var x (.)]t = sup E | x (ti+,) - x (t¿)| 

le sup étant pris sur toutesies suites finies croissantes de 0 à t.

2 ,
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2
Définition 5 : , (s,t) 6 H  + est une 1-martingale propre si c’est une

1-martingale dont la variation dans le sens 2^ [var Xg est inté- 

grable pour tout (s,t).

X a donc une propriété mixte : c’est une martingale en s, un pro­

cessus à variation bornée en t.

La richesse de cette définition tient au fait que [var X ] est une
s. t

sous-martingale en s pour la filtratin 0" ̂  ; on peut alors déduire de la majo­

ration

!XJ  * lxJ  * [var
une inégalité maximale. Se donnant z é , l’espace ¿0? (z ) des

o + ]p o

1-martingale^Ycentrées muni de la norme ||x||̂  = E [X2 + (var X ) } est
s .o s . t
o' o c

alors un espace de Banach.

On notera en abrégé 1-m.p. pour 1-martingale propre, et l’on définit 

de façon symétrique les 2-m.p. A partir des J-m.p. et des 2-m.p., on engendre 

les "martingales faibles régulières" (cf. Chapitre I, § 3).

Définition 6 : X_.. est une martingale faible régulière sur R_ si c’est une
———  31 Z

O
martingale faible vérifiant :

(1) . (X t)t ^ t est une semi-martingale pour tout s £ s^
o

. X  * m. + b , (m , GF ) étant une martingale, b étant
S l C l l Su l u
O

un processus à variation,sur [0, t intégrable.

(2) La condition symétrique en s.

Propriété : Si X est une m.f. régulière, alors X = M + Pj + où M est

une martingale, P^ une i-martingale propre, i = J,2 .

Nous développons les inégalités maximales Lp, p 1, pour cette 

classe de processus, d'abord dans le cadre d'une filtration générale (Chapitre I, 

§ 3 ; Chapitre II, § 3), puis dans le cadre de la filtration brownienne (Chapitre

a r  X.i. A

S

+ P.2 0

,1't
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III, § 5.2 et Chapitre IV).

Intégrales stochastiques mixtes.

Une nouvelle intégrale, ÿ .\iM  f stochastique mixte, va permettre de 

décrire en partie la classe des 1-m.p. Ces intégrales apparaissent dans [80]. 

Nous étudions de manière approfondie ces intégrales au chapitre II, § 3.

Nous les définissons sous de nouvelles conditions : dfune part dans

1 2 
L si E ||a| (R ) est fini, dans L sous une condition différente de celle 

Z° . 2 
apparaissant dans [80] pour une 1-martingale a.o.l de L

Nous établissons alors des théorèmes de FUBINI stochastiques mixtes 

(l'un définissant la 1-dérivée en s, l'autre la dérivée en t), étudions la re­

présentation 3 .vM où v est une mesure sur [0, tQ] t ia réduction de i|f .|_lM 

à une telle intégrale lorsque ja factorise, et enfin,l'intégrale simple par 

rapport à une 1-m.p.

Donnons rapidement ici la définition de cette intégrale : dans le cas 

le plus simple ([80]).

2
Soit n : R  x Q -• R  une mesure aléatoire, adaptée, à variation

lui bornée sur Rz : ||_i| (Rz ) £ (h q € R  +) .
o o

2
Soit M une 1-martingale a.o.l de L ,

Soit ÿ (z,zf) un processus EF ^prévisible, ne chargeant que

A *z A z et tel que :

E J  <T (5 .5 ’) l ^ l  <d§) <M>U; ( d | ’) < œ
R2
Z
o

\ \ ñ z -
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Si i|f est simple, alors (i|i.[iM)z est défini comme comme stochastique

2
mixte finie : c’est une 1-martingale propre de L et on a :

E sup (\jf 4-iM) ̂ ^ E ( sup Var (^.^M)2 ) £ 4 \ i 
s t . s. o

s,t s^s
o

On dispose alors de la norme permettant d’étendre cette intégrale 

mixte aux fonctions en général.

Dans le cas particulier où \ i factorise :

(ds,dt;uu) = ¡1 (ds,uu) V (dt)

où V est non aléatoire £ variation bornée, et si < M > ^  est déterministe, 

cette intégrale se réduit à une nouvelle intégrale mixte 3 .VM (avec 3 = Î ). 

L’avantage d’une telle représentation d’une 1-m.p. est qu’elle est unique 

P x V x presque sûrement, ce qui justifie l’usage que l’on en fait dans

ce travail.

Dans le cas de la filtration brownienne, et en s’appuyant sur le théorème

de représentation des variables de , t £ tQ, on montre que, sous

une bonne condition de régularité, toute 1-m.p.X, adaptée mesurable telle que 
t

X * P p (v) dv admet une représentation 3 -VW (où V symbolise l’inté- 
s t d 
o o

gration par rapport à la mesure de Lebesgue dv, v € "R ). Dans toute la suite 

on se limitera à une telle mesure V .

Pour compléter ce jeu d’intégrales (2 intégrales stochastiques 0 .W 

et ÿ.WW, 2 intégrales mixtes 3j*VW et 32#wu (définie de façon symétrique)), 

adjoignons l’intégrale non stochastique par rapport à la mesure de Lebesgue 

Z (Z=UV) sur

B = (cp.Z) * J* cp (§) d§
Z z R

Z
2

pour cp prévisible vérifiant : E J cp (§) d§ < oo .
R
Z •

Bz est un processus à variation (rectangulaire) bornée (on dira 

également processus absolument continu, ou signal (cf. Chapitre VIII)).

M
!
i

<M>(

d une

(1) p

if+r )

de ot2 (( (f

iir E
2
+
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L'objet principal de ce travail est d'étudier, dans le cas de la fil­

tration brownienne une classe de semi-martingales : les semi-martingales repré­

sentables .

Définition 7 (cf. Chapitre III, § 5, [51] )

Semi-martingales représentables (s.m.r.) (Chapitre III).

a) On dira que X est une 1-martingale propre représentable (1-m.p.)

2
si X est dans L et admet la représentation X = 3j.VW. De même 

on définit la notion de 2-martingale propre représentable (2-m.p.).

b) On dira que X est une martingale faible représentable (m.f.r.) si

2
elle s'écrit X = M + Pj + , où M est une martingale de L 

(donc représentable), F, M(. u  p ^  w  M  ^  u  p ^  ^

c) On dira que X est une semi-martingale représentable si elle

s'écrit X = Y + B où Y est une m.f.r. et B = (cp.Z) est un

2
processus à variation bornée de L

L'intérêt principal de cette classe de processus est qu'elle est stable

par transformation par fonctions régulières : si f : R  -* K  est une fonction

de classe % ^ et X une s.m.r. vérifiant certaines conditions d'intégrabilité

(Chapitre VI, § 2), alors Y ■ f (X ) est encore une s.m.r.. En particulier
Z z

o
si M est une martingale de L , sous ces conditions d’intégrabilité, f(M) 

est une s.m.r.

4 2
Par exemple si X est une s.m.r. de L , X est une s.m.r. La

partie à v.b. « X »  de cette s.m.r. sera l'unique processus à v.b. tel

2
que X - « X »  soit une martingale faible.

Si M est une martingale assez régulière, X = Log M sera une s.m.r. 

Cette représentation M = exp X sera fondamentale dans l'étude des martingales 

de changement de probabilité et dans l'étude du théorème de GIRSANOV (cf. 

Chapitre VIII).

+ p
2 ’
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Le chapitre III (§ 5) est consacré à l’étude des propriétés de base

des s.m.r. : intégrale semi-stochastique d’un processus mesurable adapté par

rapport à une s.m.r., existence d’une version continue du processus <X>^^

4
si X est une s.m.r. de L (cette version est elle-même une s.m.r.), la

4
s.m.r. J associee aux s.m.r. X et Y de L . Nous établissons enfin les

IA

inégalités maximales pour les s.m.r. Nous donnons ces inégalités sous deux 

formes :

l’une majore E ( sup X (A)^n ) si A est un rectangle et A z = A il Rz,

pour n ^ 1. En particulier si A = R , on obtient l’inégalité maximale pour
o

X , z 6 R 
z z

o

* l’autre majore E sup ( Z X (A..)^n) où TT = [A..] est une partition
z ij 1J z 1J

réseau de Rjj : si J(s^,tj), (s^+j»tj+]̂ 3 notant

Jnjj = inf (s.+1 - Si) |nl2 * inf (t.+J - t.)

i j

|n| = inf (|n|j , |n|2)

■ta contribution de la partie martingale est en |Tr|n '\ celle de la 

partie 1-m.p. en |tï|” 1 [ttJ^ » celle de la partie 2-m,p. en 

|n|“ Jnj” 1 , et celle de la partie à v.b. en jnj” jnj^ .

Ces inégalités résultent entre autres de la majoration

E [ J cp (|) W (d§)]2n £ C lAln'J J Ecp2n (|) d§
A A

(où M  est la mesure de Lebesgue du rectangle A) démontrée au chapitre III,

§ 4, pour un intégrande cp i-adapté mesurable.
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Sur [0,1], si = [A?] est une suite de partitions dont le pas

tend vers zéro, (A?),. = A? H [0,t], f une suite de fonctions TT -simples
i t i U J n n r

mesurables adaptées valant sur , X une semi-martingale continue

2
de L , si f^ a une limite f pour une bonne semi-norme, alors

Sn (a)t = 2 fn (i) X (A?)®

 ̂ t 
converge pour a = 1 vers l'intégrale semi-stochastique J f(v) X (dv),

pour a = 2 vers J* f(v) <X> (dv) , et vers zéro pour a ^ 3.
o

De ces résultats découle une démonstration de la formule de ITO sur

H  fondée sur la formule de TAYLOR.

2 ^
Sur B. + , la situation est plus riche et plus complexe en même temps

^ ~~ Yariations produit bidirectionnelle (Chapitre Ht, partie B).

Variations produit (Cf. chapitre Iy , [47, 50])

A ' 
J

A un élément A.. *A. xi! (où A. “ ]s., s. .] et 
i j  î  j  î  J î  i + l J

]tj, tj+ ]̂) d'une partition n de R ^ , on peut associer trois variations 

deux variations linéaires :

X (A., j) - X (s.+1, tj) - X (s., tj)

X (i, Aj) “ ^ (s^> tj + j) ~ ^ tj)

et une variation superficielle

X (ù..) - X (SU ) , t.tl) - X (SU | , t.) - X * X t.)

A ces trois éléments et à 

une fonction TT-simple f, on peut 

associer pour a, Y positifs 

les sommes pondérées

t_ _
r

—

/>

f
ni<£>

ir A
n 
‘i »

(■¿,

(Sj.’L,Cĵ (V

» ß  y
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S (a,3,y) = L f(i,j) X (A..)gt X (A £ » J ) g x
ij

Le chapitre IV, partie B est consacré à l’étude systématique des 

convergences de telles variations pondérées^quand le pas de TT tend vers 

zéro^de ces processus, appelés variations produit de type (a,¿,y). Nous nous 

limitons d’abord aux cas a + ¿y > 0 afin d’avoir des variations effectivement 

bidimensionnelles.

Nous nous limitons ensuite aux cas où a + ¿ + y ^ 4 : sous des

hypothèses raisonnables, les sommes t!d’ordre supérieur" tendent vers zéro (on

dit qu’elles sont non contribuantes). Même alors, parmi les 33 variations

étudiées (se réduisant à 21 par symétrie), seules 9 se révèlent contibuantes:

2
* les variations (1,0,0) et (0,1,1) qui convergent dans L vers des 

intégrales semi-stochastiques en X et en

* les variations (2,0,0), (0,2,2) et (1,1,1), dites variations 

quadratiques, qui convergent dans L̂  vers des intégrales non stochastiques en

< X >, en < Jx > et en < X, Jx >

± les variations (1,0,1) et (0,1,2), qui convergent vers des intégrales

mixtes en < X - < X > et en J .
<¿> ,X

* les variations (1,1,0) et (0,2,1), symétriques des précédentes.

Pour chaque type de variation, nous établissons d’abord une inégalité

maximale sur la base de laquelle est démontrée un résultat de convergence

uniforme sur Rj j.

Les variations conditionnelles, c’est à dire celles obtenues en

conditionnant par (Fg le terme d’indice (i,j) de la somme S, sont moins

Si J
intéressantes: d’une part du point de vue statistique, seules les variations 

inconditionnelles peuvent être accessibles; d’autre part, un tel conditionnement 

annule S sauf pour les variations (2,0,0) et (0,2,2).

(i ,A
J >ï

Jx

(1)



Si l’on pose

< < x > > n ' ?. E ( x2(Aij)stl9:ij)
S t  l j  J  J

on sait (comme sur la droite) que si X est une martingale,

E ( X2(A..) 1 &  ..) = E ( X(A. . )2 ••) 
l j  1 l j  l j  ' ' l j

Dans ce cas, la variation conditionnelle du carré tend vers le processus croissant

< X > de la martingale. Si X est une m.f.r., cette égalité n’a plus lieu en général.

Cependant, nous démontrons (ch. IV,A,§ 2-2) que «  X tend uniformément dans
st

L vers le processus à v.b. «  X » st de la m.f.r., c’est à dire le processus tel 

2
que X - «  X »  soit une m.f.r.

B - Variations produit unidirectionnelles (ch.III, partie A)

Si l’on se fixe deux niveaux t et t’ tels que t = t’ , et si <j = [A^j est 

une partition de [0,1], on considérera la variation de X aux niveaux t et t’ pour <j

< X , ■ L X(A.,t) X(A.,t')
a;t,t'  ̂ i’ s i s

Nous montrons dans la partie A du chapitre IV que cette variation tend, quand le

pas de ( j tend vers zéro, uniformément en s dans [0,1], vers < X ,X ,
• t • L S

Nous montrons la même convergence lorsque l’on conditionne le terme d’indice i de 

cette somme par ^  ̂
i

Ces résultats sont assez proches de r sultats unidimensionnels, mais le fait 

de pouvoir disposer d’une infinité de couples de niveaux (t,t’) sera d’une grande 

utilité dans le problème de l’identification des s.m.r. (ch. VII).

Remarquons que si l’on fixe t = t’, la 1-variation quadratique obtenue peut 

être reliée aux variations de types (2,0,0) et (1,1,0) par l’identité

” V » !  ■ ?. x(Aij>L * 2 ?. x a ij)st
i ij iJ

Puisque nous avons montré l'uniformité en (s,t) des convergences pour les variations 

(1,1,0) et (2,0,0), nous pouvons en déduire l'uniformité en s,t,t' de la convergence

de < X ><!> .(s), 
crîtjt
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L’étude est faite pour la variation (2,0,0) au chapitre IV, partie A, §1.

(1)

,(D

X(A
>s



Signalons enfin qu'au chapitre IV, §2, nous étudions une variation hybride 

entre variation linéaire et variation superficielle.

Trace d'une s.m.r. sur un chemin, s.m.r. indépendante du chemin, intégrales curviligne 

et formule de GREEN.

2
Un nouvel aspect de la théorie des martingales sur est issu de la notion 

de trace d'un processus sur une courbe: les principales notions qui lui sont liées 

sont la notion de martingale indépendante du chemin, que l'on notera i.d.c., 

intr duite dans [79], la notion d'intégrale curviligne et la formule de GREEN 

stochastique.

2 2 
Définition 8: On dira qu'un processus X de L est i.d.c., si pour tout z de H  +

et tout chemin i" continu croissant joignant l'origine à z, la variation quadratique

de X sur l" existe et est indépendante de T.

2 . . . 4
Toute martingale forte, soit de L pour la filtration brownienne, soit de L ,

est i.d.c. [31]. Dans le cas de la filtration brownienne, le problème réciproque

est ouvert, résolu sous des conditions particulières dans [71].

Les définitions et propriétés de base des traces sur une courbe et des

intégrales curvilignes sont données dans [31] relativement à une martingale (et

pour certaines propriétés relativement à une martingale forte). La formule de GREEN

est donnée lorsque l'intégration se fait par rapport à une martingale forte dont le

processus croissant est déterministe. Dans le cas de la filtration brownienne, la

formule de GREEN de [32] donne la décomposition de WONG et ZAKAI de J M d^W ,
ÔR

2 Z 
où M est une 2-martingale de L .

Au chapitre V, nous étudions ces questions pour la classe des s.m.r. L'approche

que nous avons de ces problèmes (p.ex. pour la formule de GREEN) est différente de

celle de [32] et se fonde essentiellement sur les représentations; en particulier,

nous utilisons systématiquement le lemme de calcul stochastique suivant:

Lemme: Si $(u) est un processus à indice réel mesurable et 1-adapté, et si X est

2
une 1-martingale mesurable adaptée de L , alors

s s
J* $(u) X(du,t) = J* $(u) LjX(t;u,v) W(du,dv) 
o o

0 . 2 8
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d’une s.m.r. X est une semi-martingale à un indice, dont nous donnons une

représentation (ch.III,§ 1,th.1).

Nous montrons par ailleurs que X est i.d.c. si et seulement si

< X = < X et nous donnons une expression analytique traduisant cette

2
égalité. Par exemple, le processus de ORNSTEIN-UHLENBECK sur H (cf. ch. VII, §3) 

est une s.m.r. i.d.c.

La notion de martingale i.d.c. est très liée à la notion de martingale à 

accroissements orthogonaux [87]: dans le cas de la filtration brownienne, une 

martingale a.o. est une martingale forte. Nous généralisons ce résultat par une 

toute autre méthode, aux 1-martingales a.o.l.

Nous définissons ensuite les diverses intégrales semi-stochastiques curvilignes

J* $ Ô.X , i-1,2 et J* * ÔX , relativement à un intégrande respectivement i-adapté 
r i f

et adapté, et à la s.m.r. X, où ± est une courbe monotone continue d’un des quatre

Si F  e s t  un chemin c r o i s s a n t  c o n t i n u ,  nous m on trons  que l a  t r a c e  s u r  T

types purs (cf [31]

y \
Nous démontrons le théorème d’approximation suivant: si i  est une suite de 

courbes tendant vers i' et du même type que T, et si tend vers $ au sens de la

semi-norme \ \ i -$[| ~ (cf ch. III, §5-1), alors 
n X

Enfin, sur la base du lemme de calcul stochastique énoncé ci dessus, nous 

démontrons la formule de GREEN pour les contours rectangulaires, et cette formule 

s’étend grâce au théorème d’approximation précédent aux contours réguliers de 

type fini.

Une des applications de la formule de GREEN est l’application à la formule 

de ITO: si f est de classe 'é ̂  et si X est une s.m.r., on aura à t fixé:

.0)

m s

.(2)

S
n

Ò X j 4
j\ Ò X

i
n

i
n



s s
f(Xst) = f(Xot) + J f'(Xut) X(du,t) + i J* f"(Xut) < X >  (du.t)

o o

dès que ces intégrales ont un sens, et l’on écrit alors

s
J* f' (X ) X(du,t) = J f'(X) ô.x
o ôR

st

Formule de ITO pour une fonction de s.m.r.

Nous donnons au chapitre VJune approche totalement différente de la formule de 

ITO pour les s.m.r. Cette approche est fondée sur une formule de TAYLOR pour 

accroissements rectangulaires et sur les résultats du chapitre IV concernant les 

variations produit pondérées. Cette approche semble plus facilement généralisable 

au cas de filtrations pour lesquelles on n’a pas de théorème de représentation 

des semi-martingales.

Comme sur la droite, la formule de ITO dans le plan permet d’abord de fabriquer 

à partir de semi-martingales représentables de nouvelles semi-martingales 

représentables. La stabilité de la classe des semi-martingales représentables par 

transformation par des fonctions assez régulières est un élément fondamental de 

l’intérêt que l’on est amené à porter à cette classe.

La formule de ITO que nous proposons permet en outre de décrire explicitement 

les parties martingale forte, martingale non forte, 1- et 2-martingale propre, 

ainsi que la partie à variation bornée de la s.m.r. obtenue. En particulier, 

elle servira lors du calcul de ses diverses variations produit.

Elle permettra aussi de déterminer quelles sont les fonctions de m.f.r.

(resp. i-martingales, martingales) qui sont encore m.f.r. (resp. i-martingale, 

martingale): on appelera une telle fonction une fonction harmonique faible (resp. 

i-harmonique, harmonique). En particulier si A  est une martingale de changement

de probabilité ^  , et Z une s.m.r., l’étude de Z sous P se ramènera à celle du
o

produit A Z sous Pq et donc aux propriétés d’harmonicité de ce produit.

Formule de TAYLOR: si f : R -* F est de classe q , nous donnons une formule 

de TAYLOR (à l'ordre 4) donnant l'accroissement

Af = f(v') - f(v) - f(u') + f(u) 

où u,u',v,v' sont quatre réel (ch VI, th. )



Si X est une fonction H  -» R (sans aucune régularité), et si A * ]z,zf] 

est un rectangle, on en déduit une expression de

foX(A) = f(Xs,t.) ~ f(Xs»t) " f(Xstf) + f(Xst}

en fonction de variations produit où interviennent X(û), X . -X et X .-X
r s t st st st

Les variations qui apparaissent sont celles du type (a,h ,y) avec a + h + Y = 4 

et a + 3y > et en outre (0,4,0) et (0,0,4).

Nous généralisons ensuite cette formule de TAYL0R aux fonctions 

F(z) = f(Xj(z), ..., Xn(z)) 

réduisant l'accroissement F(A) à des accroissements séparés de chaque X^, ce qui 

revient à réduire un accroissement sur un hypercube de H aux accroissements 

sur certaines de ses faces.

?2E5?1îIê-Ëê_II2: Utilisant ces formules de TAYL0R et les résultats du chapitre

IV, nous en déduisons aisément la formule de IT0 bidimensionnelle:

Si n est une partition de R en rectangles A.. , si X est une s.m.r. et

4 Z° 1J
f une fonction de classe ‘‘é , il suffit d’écrire

Yst ■ f-X(Rst> - f«X^ij)st

et de prendre la limite du second membre quand le pas de la partition TT tend vers

zéro pour obtenir la décomposition de la s.m.r. Y. Il en est de même si f est

fonction de plusieurs s.m.r., et les conditions de dérivabilité peuvent être

affaiblies lorsque l'une de ces s.m.r. est soit X a s ,  soit X - t
8t 8t

Identification d'une s.m.r.

0.31

2

Une s.m.r. est caractérisée par les processus (0 ,3 j ,32>cp) de sa 

représentation

Y = 0.w + i .̂ww + 3j.vw + 32*wu + cp.Z 

Oh dira que ces processus constituent le modèle de la s.m.r., et la partie cp.Z 

sera appelée ici le signal.

Le problème auquel nous nous intéressons dans les deux derniers chapitres 

est celui de l'estimation du modèle d'une s.m.r. Ce problème présente deux 

aspects : le premier concerne l'identification de la partie martingale

* 2
n

Ck

Z
• •

ij



faible de Y à partir de certains processus, type variations produit, construits 

sur Y (cf chapitre VII); le deuxième concerne l'estimation du signal de Y. Ce 

dernier problème est étroitement lié à celui du changement de probabilité pour 

les s.m.r.

Rappelons rapidement comment ces problèmes se résolvent sur H . Soit Y la 

2
semi-martingale de L relativement à la filtration d’un brownien unidimensionnel W:

t t 
Yfc = J 0(u) W(du) - J cp (u) du 

o o

La variation quadratique de Y ne fera intervenir que la partie martingale M de Y, 

qui vaut
t 2

< Y > t = < M > t = J  0 (u) du
O

2
En ce sens elle est donc caractéristique de 0 .Si par exemple on dispose dfun

modèle paramétrique 0 (u) = f(Y^;a), où f est connue, a est un paramétre inconnu

deH^, la réalisation de Y nous permettra en général (du moins théoriquement)

d’obtenir une estimation presque sure de a.

Pour estimer cp, il faut revenir à des méthodes statistiques classiques, par

exemple à l'estimation par le maximum de vraisemblance, qui s'avère remarquablement

adapté au modèle de semi-martingale proposé ci dessus: le théorème de GIRSANOV

2
donne en effet, une fois 0 connu, la vraisemblance de Y, d'où l'on déduira une

estimation de cp, que l'on saura être de bonne qualité.

2
Pour les s.m.r. sur ces problèmes restent en grande partie ouverts, la

situation étant simultanément plus riche et plus complexe. Nous apportons ici

un certain nombre de réponses générales et nous soulevons en même temps les

problèmes non résolus.

2
Sur R  , la variation quadratique, même pour une martingale, ne caractérise 

par le processus#Cependant, nous disposons d'outils nouveaux: les diverses 

variations produit (cf ch. IV) et les variations sur les chemins (cf ch. V). Parmi 

ces variations, la 1-variation produit à des niveaux t et t', t = t', se révèle 

très informative:
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Hg(t » t ' ) =<X>s!^ t. " J* Ljitjz) Lj (t ' ;z) dz

Rst

Le fait de disposer de ce processus à trois indices s, t tf (qui, à t fixé, 

est une s.m.r. en (s,tf)) nous permet par identification de retirer un certain 

nombre de relations vérifiées par le modèle (ch VII,§1).

En particulier, nous montrons que les trois variations < X >, < X et

(2) . . 2
< X > caractérisent le modèle d’une martingale de L , M = 0 .W + \|f .WW telle

que \Jf soit déterministe continue, 0 et \Jf ne s’annulant pas: 0 et i|f sont alors

connus au signe global près, ce qui, pour une classe particulière de martingales

est donc un résultat plus fin que celui sur H  .

Il est clair que si les difficultés dans la résolution générale du problème

viennent de la partie \Jf.WW, c’est cette partie qui en échange permet d’obtenir

de tels résultats.

Nous montrons l’intérêt de cette même variation H (t,t’) sous un éclairage
s

nouveau au §2 de ce même chapitre: nous appuyant sur un lemme fonctionnel assurant

1’injectivité de la transformation h -• H avec
t

H(t,t') = J h(t,v)h(t',v) dv t S t'
o

si h est dérivable en t, ne s’annule pas au voisinage de la diagonale. Nous 

montrons que < X et < X caractérisent les modèles de s.m.r. du type

Y - 0 .W + 3j .VW + 32- WU

En particulier, si l’on a un modèle paramétrique de 0, 3^» on en déduira

une estimation presque sûre de ces paramètres.

Nous étudions alors en détail (ch. VII, §3) le processus de ORNSTEIN- 

2
UHLENBECK sur Nous donnons sa décomposition comme s.m.r. non nulle sur les

axes. Cette s.m.r. est i.d.c. et satisfait la propriété remarquable suivante: 

la connaissance d’une réalisation de ce processus sur un arc de courbe non 

linéaire permet d’identifier presque sûrement les paramètres du processus. 

(Rappelons aue sur H  . on ne dispose que de la variation quadratique et que l’on 

ne peut identifier qu’un seul des deux paramètres du modèle.)

0 .3 3

( c f  ch .  IV, A, § 1 , [ 5 0 ] ) .
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Soit Y B une s.m.r. sous une densité de probabilité Pq, o ù  /VY[m est

la partie martingale faible de Y et B le signal. Le chapitre VIII est consacré au

problème de l'estimation du signal.

Le point de départ des techniques utilisées est l'étude du comportement de Y

sous un changement de probabilité P. Les articles de base sur ce problème sont

l'article [83] de WONG et ZAKAI, qui donne une représentation exponentielle d'une

martingale de changement de probabilité, et l'article [52] de HAJEK et WONG, qui,

simultanément avec notre travail donne certains résultats sur les changements de

probabilité. Sur ces deux points, notre façon d'aborder les problèmes (de façon

directement bidimensionnelle) diffère substanciellement de la leur (unidimension-

nelle, successivement par rapport à chaque indice) et donne un éclairage nouveaux

aux résultats correspondants.

Dans un premier temps (§1), nous lions de façon générale (c'est à dire sans

utiliser de représentation de la densité de changement de probabilité A = ^  )
o

les propriétés de martingale sous P et sous Pq: transformation de Y en une

martingale faible, une i-martingale, une martingale ou une martingale forte. Nous

nous plaçons alors dans le cas où Pq est la mesure d'un brownien de réference W.

Nous donnons des conditions sous lesquelles une martingale faible régulière sous

P est une s.m.r. (sous P ).
o

Représentation^ exponentielle du changement_d e probabilité^.

Si Z est une s.m.r. positive, égale à 1 sur les axes, alors Log Z » X est

(par la formule de ITO) une s.m.r. En particulier la martingale A = associée
o

au changement de probabilité admet une représentation exponentielle

A = exp X

où X est une s.m.r; remarquable, caractérisée par sa partie martingale ([83]):

On dispose pour un tel changement de probabilité de deux degrés de 

liberté, que ce soit sur A ou sur X.

Nous étudions au § 2 les liaisons entre les représentations bidimensionnelles

Changement de probabilité et théorème de GIRSANOV

g z

dP
' dP
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de A et de X, Ce lien sera un outil fondamental par la suite; en particulier, il 

nous servira à interpréter les différents facteurs de représentation de X 

Changements de probabilité orthogonaux (ch VIII,§3)

Définition 9 : Un changement de probabilité défini par la densité A = ^  sera
o

dit orthogonal si la filtration } vérifie la condition (F4) sous P.

Nous démontrons (th 3-1) que A = exp X définit un changement de probabilé 

orthogonal si et seulement si la partie martingale de X est forte. X s’écrit 

alors

X = M - i <W> où M = er W 

La démonstration de ce résultat est fondée sur les deux remarques suivantes: 

(rl): si X est de ce type, X(A) est une fonction dfensemble additive, et donc 

A(A) est multiplicative.

(r2): Si F4 est vérifiée sous P, la condition

V * * * ?  = V  Y I * . t >

Ast1 rr 1
appliquée à la variable Y telle que ^ lf_i = 1» montre que {t--- , *x } est une

1 L ii S
St

martingale pour tous t,t? tels que t ü tf. On en déduit que la partie 1-martingale 

de X est a.o.l et donc que X est du type annoncé.

De plus, dans ce cas, le processus

"s t  ■  “ st ‘  ex<2> dz 
st

est un P-brownien, et toute s.m.r. Y sous P est sous P une s.m.r. relativement à
o

W, dont nous donnons la décomposition (§3, th3-2 et 3-3).

En particulier, les parties martingales de Y sous P et sous Pq admettent la 

même représentation; de même si ^  = 0» ^es parties martingales faibles de Y sous 

P et sous PQ admettent la même représentation.

S.m .r. et changement de probabilité:

Soit A = exp X un changement de probabilité général. Nous montrons au § A 

qu'une s.m.r. qui sous P est une martingale faible (resp. i-martingale, martingale) 

est caractérisée par sa partie Po~martingale faible (resp. i-martingale, martingale)

;
K ,

Y
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En particulier, si Y est une P-martingale, (ÀY étant une Po-martingale),

Y = A *(AY) est une s.m.r.; cette correspondance met en bijection les martingales 

sous Pq et les martingales sous P.

Estimation du signal, théorème de GIRSANOV pour les s.m.r.

Nous étudions enfin le problème dual de celui étudié ci dessus: Y étant

fixée, on cherche un changement de probabilité A = ^  tel que sous P, Y ait une
o

certaine propriété de martingale.

Ce problème est évidemment lié au théorème de GIRSANOV. Rappelons le

résultat sur H .: soit W un P -brownien et
t ° t 

Y^ = J* 0 (u) W(du) - J cp(u) du 0 = t = 1
o o

Le changement de probabilité défini par

= A = exp X
O

X = M, - ÿ <M> M = (cp0 ~1 ) . W

vérifie

(c-P-1) Y est une P-martingale

** ^  -1 
(C-P-2) W = W - J (cp0 ) (u) du est un P-brownien

Ü t  °
(C-P-3) Y = 0 .W

(C-P-4) du fait de 1finversibilté en W de lféquation 

Y(du) = 0 (u) W(du) - cp(u) du 

A est calculable en fonction de l’observation Y:

A = exp { J (cp0 2) Y(du) + y J (cp0 ])2du}
o o 2

(C-P-5) Conditionnellement à la connaissance de 0 A est la vraisemblance de Y.

2
En général, la transposition à R  de ces propriétés pour le couple (Y, A) 

nfest pas possible. Nous renvoyons sur ce point à la discussion détaillée du 

début du §5 du chapitre VIII.

Nous répondons complètement à la question (C-P-1): sous de bonnes conditions 

de régularité, il existe une infinité de changements de probabilité transformant

Y en martingale faible (une condition sur A, deux degré de liberté pour A), parmi 

lesquels un changement de probabilité orthogonal; par contre, il existera au

CLU

dP
dP

o

dP
dP

o



plus un changement de probabilité transformant Y en i-martingale, et il n'en 

existera pas en général transformant Y en martingale.

Cependant, si Y est du type

Y = J* 9 (z) W(dz) - J* cp(z) dz
S R R

st . .st

il existe un unique changement de probabilité, nécessairement orthogonal, tel que 

sous P, Y soit une martingale. Cfest même alors une martingale forte, et dans 

cette situation, toutes les bonnes propriétés de H  sont maintenues.

Nous pouvons conjecturer que pour les changements de probabilité orthogonaux 

ransformant Y en martingale faible, ces propriétés sont également maintenues si 

*Y=0.

Nousterminons ce chapitre en donnant une toute autre approche du théorème de 

GIRSANOV pour les martingales fortes: associant à Y le processus

Y* = J 0(z) W(dz) - J cp(z) dz

Q QHs t  Hs t

(où Q = R . \J R ), nous montrons en appliquant la formule de ITO sur les chemins
S t 1 S S 1

croissants aux fl*-martingales i.d.c. que A Y étant une (F-martingale, Y est une 

P-martingale forte.

0 . 3 7
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1.1

Nous exposons dans ce chapitre les définitions et propriétés de base des

2divers types de martingales à indice dans R + . Ces définitions et propriétés ont été 

étudiées dans [1 ,2 ,3 ,4 ,5  J

L es propriétés de martingale seront soit des p ropriétés rela tives aux deux 

indices (s ,t)  : notion de m artingale, de martingale faible, de martingale fo rte , soit des 

propriétés re la tives à seul indice : notion de i-m artingale (cf. § 2 et 4).

On étudiera également les p rocessus qui ont une propriété de martingale 

relativement à un indice et qui sont à variation bornée relativement à l 'a u tre  : c 'e s t  

la notion de i-m artingale propre (§3) .

Dans [4 ] , Cairoli et Walsh donnent une approche trè s  c la ire  et trè s  complète 

des différentes notions de martingales en ( s ,t ) ,  ou par rapport à un seul des deux indices. 

Les § 2 et § 4 de ce chapitre se  réfèren t explicitement à ce trav a il.

Au § 2 , nous introduisons une notion nouvelle, qui s 'a v é re ra  trè s  utile par la 

su ite , celle de i-m artingale à accroissem ents orthogonaux dans le sens i ,  généralisant 

la notion de martingale à accroissem ents orthogonaux introduite dans [16^ par Zakai. 

Nous montrerons au Chapitre II que c 'e s t  la notion naturelle de processus par rapport 

auxquels on peut définir les in tégrales doubles, stochastiques ou stochastiques mixtes : 

en effet, pour de te ls p rocessus, il existe une version cad croissante de < M (§ 4).

Au § 3, nous étudions les i-m artingales p ropres , notion introduite dans [5] 

par Wong et Zakai : si (Var Xg )^., la variation totale de {(Xgv), v < t } , est intégrable, 

a lo rs {Var(X ). , 3 **} est une sous-m artingale. On en déduit les inégalités maximales
S • L S

pour les 1-m artingales propres :

La bibliographie commune aux chapitres I et II se trouve en fin du chapitre II.

C H A P I T R E  I

D I F F E R E N T S  T Y P E S  DE M A R T I N G A L E S  A  INDICE D A N S  R ^  .

>(1)

í ) 
SV7
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[ E (sup |X |P) (-Et )P sup E ( | X  o l P + Var(Xs )£) 
j z p s , t  '  * '

XP( sup U  1 > X) < sup E( | Xç | + Var(X ). ) .
\  z z s , t  S , °  s , ‘ l

2
De la prem ière inégalité, il résu lte  que l 'e sp ac e  5711 (z ) des 1-m artingales propresI , p o

2de L su r R  est un espace de Banach, ce qui nous perm ettra de définir les intégrales 

Z°  2
stochastiques mixtes dans L . La seconde inégalité nous perm ettra quant à elle de 

définir ces mêmes intégrales dans (cf. Ch. II, § 3).

Le paragraphe § 4 est consacré à l 'é tud e  des processus cro issan ts ; l 'un ic ité  

du processus c ro issan t, p révisible , < M > d 'une martingale de L , résu lte  de la 

régu larité  des martingales de L log L bornéeî([l1 ]) et des résu lta ts  su r  la projec­

tion prévisible d 'un  processus à deux indices ( [12] ,  [ l 51 ).

Nous avons limité l 'é tu d e  aux processus définis su r R + comme cela est 

l 'hab itude. Cependant, beaucoup de définitions et de propriétés de base s 'é tenden t 

pour des processus définis su r le plan R  tout en tie r. Dans ce cas , la trace  su r  les

deux demi-axes positifs de la filtration de base résume le passé de cette filtration su r 

2 2R  \ R + , pour l 'o rd r e  partie l.

!2 1

s L 1
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Dans tout ce travail nous considérerons des processus à indice dans R^
2

(parfois dans R  ). Nous noterons les points du plan par z , % ou rj, leurs coordon­

nées par (s ,t) ,  (u,v), (x,y), ( a , r ) .

On notera, s i  z = (s ,t) , z ^ i s ' j t ' )  

l ’ordre partiel : z < z ' <=> s < s 1 et t < t 1.

l'ordre partiel strict «  : z «  z 1 «=* s < s ' et t < t 1. 

l'ordre partiel strict h ’ z h z * <=> s < s 1 et t 1 < t .

z A z' = inf(z,z') = (inf(s,s')> inf(t,t'))

Z V Z 1 =  sup(z,z') = (sup(s,s'),sup(t,t'))  

inf et sup étant pris en s ,  t, s ’ , t' pour l'ordre habituel de la droite.

Le rectangle ] z , z ' ]  = { §€ R + , z «  § < z ' } .

En particulier on notera

Rz = ] 0 , z ]

où 0 = (0,0) est l'origine de R + . S i z = (s,t) on note

= Rg = {? = (u,v), 0 < u < s }

et symétriquement

Rz = p2t = = (u,v)’ 0 < v -  1 >
o

Q = R' U R sera l ' équerre construite a partir de z .
Z Z Z

2
Si A c  R , on notera

z < A pour {z < z ' , pour tout z' de A)

z «  A {z «  z ' , pour tout z' de A}

A ^ z { z ' < z , pour tout z ' de A }

les définitions : A < B, A «  B, A ^ B  s'en  déduisant.

Espace de probabilité et famille de tribus.

La base du processus est

§ 1 -  Définitions et notions préliminaires.

R
J

z

{§
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la donnée d 'un  espace de probabilité complet ( 0 , 3 , ? ) .  

la donnée d 'une famille {3 z , z de sous tribus de 3 .

S i z = (s ,t ) ,  on définit les deux familles de tribus à un param ètre :

, 3 1 = v 3 (on notera aussi 3^ = 3^) 
s s € R + 5 ve R + sv

V c t 3 » = v 3 f (on notera aussi Z 2. =  3^)
* t € R + 4 u€R+ ut 1 Z

qui permettent de définir la nouvelle tribu à double indice

{< > z e R j - s st = :,,s v î ?- 

P rocessus m esurable, processus adapté, processus p rév is ib le .

2
*  X = {X_, z €R } se ra  dit mesurable si

(z,co) —►  X(z,oo)

2 2 2 est ® (R () ® 3 -m esurable (®(R+) est la tribu des boréliens su r  R + ).

2
*  X se ra  dit adapté si pour tout z € R  , X_ es t 3_-m esurable, i-adapté

4" Z Z

s i X es t 3 1 -m esurable, z z
2

*  On appelle tribu des prévisibles la tribu su r  R +xO  engendrée p ar les ensembles

{ ] z , z '  ] x H  où H € 3 >
Z

la tribu des 1-p rév is ib les , la tribu engendrée p a rle s  ensembles

{ ] z , z '  3 x H où H € 3 1}
Z

et symétriquement la tribu des 2 -prévisib les. X se ra  dit prévisible (i-prévisible) 

s ' i l  est mesurable pour la tribu des prévisibles (i-p rév isib les).

Hypothèse (F).

On fera  a lo rs les hypothèses suivantes su r  {3 } .
Z

z €

{

{
.2 i

■ K
3e2 _
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(F)

z < z ' => 3 c  3 , 
z -  z '

(F2) La famille est continue à dro ite , c 'e s t- à -d ire

(F 1 ) La famille de tribus est croissante :

<

si z € R 3 = n
z « z 1

(F3) 3 q contient tous les ensembles négligeables de 3 .

1 2(F4) Hypothèse d 'orthogonalité conditionnelle de 3 et 3 :

1 2Pour tout z , 3 r. et 3 sont indépendantes conditionnellement à 3 .

Remarque. -  S i la famille considérée est définie su r tout R  , on fera  les hypothèses su i­

vantes, en notant :

3 = n 3
— oo 9  7

z f R 2

( F ' ) :  (Fl ) ,  (F2), (F4) et (F3) est remplacé par

(F3*) : 3 contient tous les ensembles négligeables de 3 .

Cependant, en général, on se  lim itera à l 'é tu d e  des processus su r 1R : dans ce cas ,

la trace  des tribus 3 su r  les deux axes, {3 , (3 ) , (3 ,),} résume le passéz ’ oo so s ot t
2 2

de 3 (pour l 'o r d r e  £  ) su r R  \ R + .

Les hypothèses (F 1), (F2) se résument en disant que {3 } est une filtration, 

(F2) implique en particu lier la continuité à droite des familles de tribus à un indice :

( î s t >s  <3 st>t  ( 3 s > s  { î 2 t > f

L 'hypothèse (F4) est équivalente à :

(F4)' Pour toute variable X, bornée, mesurable et tout z de R + :

E ( X | 3 z ) = E ( E ( X | 3 ^ ) | 3 ^ ) .

1 2
En particu lie r , si X =  1A où A € 3  0 3A z z

E (1a | 3z ) = 1A et donc 3^ n 3^ c  3 Z .

L 'hypothèse (F 1) permet a lo rs de conclure :

1 23 = 3 ' n 3 ,  .z z z

,2 3z

f— 00
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1. Filtration brownienne (c f. Chapitre n i) .

2
Si {X(a ), A rectangle de R  , borné) est un processus sur ( 0 , 3 ,P)  

tel que, pour toute famille A^, • • ♦ An de rectangles disjoints, X(A^) , . . .  >X(An) 

sont n variables indépendantes, alors

3 z = <x{X(A), A <  z>

vérifie (F4).

Dans le cas particulier où X(A) est gaussienne, centrée, de variance la
2 v

mesure de Lebesgue de A (X est le bruit blanc sur R  ) et où les tribus 3^ sont 

complétées, alors i 3îz ^zç p 2  vérifie (F ' )  et { ^z ^zç p 2  vérifie (F),

2
Au processus X , on associe, sur chacun des quatre qjadrants de R  les processus :

sur R 2 : W = X(R ) (z € R 2 )+ z z +

et de même trois autres processus sur les trois autres qjadrants. W est appelé drap
Z

brownien à deux dimensions.

2. Filtration produit de deux filtrations indépendantes.

S i X 1 et X2 sont deux bruits blancs gaussiens sur R , indépendants, on 

peut leur associer deux familles 3 1 et 3 0 , ainsi que la famille 3 . = 3 1 ® 30 .
I f S  ¿t f l  SU 11S ¿t 11

La famille {3  . } vérifie (F) : c'est la filtration brownienne produit associée au 
s ,t

processus à accroissements orthogonaux, non gaussien :

Ws t = X ^ O . s D x ^ O . t ] ) .

Dans la suite, nous identifierons de façon biunivoque les fonctions additives 

d'unions finies de rectangles à côtés parallèles aux axes et les processus nuls sur les 

axes par :

X Z = X ( R Z).

D 'autre part, si X est un processus quelconque, on notera :

X ( ] z , z '  ])  = X ( s ' , t ' ) - X ( s ' , t ) - X ( s , t ' )  + X(s,t ) .

Exemples. -

* 2 -
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§ 2 -  Divers types de m artingales.

(£î,3 ,(3  ) , D2 , P) s e ra  une base de processus, la filtration vérifiant (F), 
z z v

Définition 1. -  Martingale.
2

Un processus M = { M , z € R  } est une martingale s i
Z 4"

1. M est adaptée.

2. Pour tout z , Mz est integrable.

3. S i z < z ' : E(M , | 3_) = M .
Z Z z

Définissons a lo rs de nouvelles notions, rela tives à l'accro issem ent rectangulaire 

d*un p rocessus.

Définitions 2 . -  i-m artingale, martingale fa ib le , fo rte , accroissem ents orthogonaux.
2

Soit {X , z € R  } = X  un processus tel que chaque X soit intègrable .
Z + z

(a) X est une martingale faible s i ,

1. X est adaptée.

2 . S i z £ z ’ , E (X (]z ,z ' ])  | 3 ) = 0 .

(b) X es t une 1-m artingale si
i

1. X es t 3 -adaptée.

2 . S i z < z '  E (X (]z ,z ' 1) | 3^) = 0 .

3. (X n , 3^} est une martingale.
S | u  s

(On définit symétriquement la notion de 2-m artingale).

(c) X es t une martingale fo rte , si

1. X est adaptée.

2 . E(X(3z , z ' ]) |3* ) = 0 pour z ^ z 1.

(d) X est une 1-m artingale à accroissem ents orthogonaux dans le sens 1 

(on é c r ira  1-m artingale a . o . 1).

1. X est une 1-m artingale.
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2. S i D1 = DJ = ]z 2 , z ^ ] ,  z = z 1 A z2 ,

d 1 n d2 = 0 = * e [ x (d 1) x (d2) | 3 z ] = 0

(on définit symétriquement les 2-martingales à accroissem ents orthogonaux 

dans le sens 2 : 2-martingale a .o  .2 ).

(e) X est une martingale à accroissem ents orthogonaux (a.o) s i c ’ est une 

martingale à accroissem ents orthogonaux dans l 'u n  et l 'a u tre  sen s .

La notion de martingale a .o  . est introduite dans [16] par Zakai (il l 'appe lle  

aussi martingale à variation indépendante de la direction, cf. Ch. V).

2
Rem arque.- S i on considère une filtration {3„} su r tout R  , on peut donner, pour

Z
2

des processus su r R  , des définitions analogues pour martingale, martingale faible, 

martingale fo rte , martingale à accroissements orthogonaux.

La notion de i-m artingales (i = 1,2) peut ê tre  a lors de deux types : 

soit celui donné dans la définition précédente (b), c 'e s t - à -d i re  {(XsP s ,(3g1t )s , s € R )  

es t une martingale (i = 1), soit celle ne faisant in tervenir que (b-l) et (b-2) d e là  

définition précédente. C 'e s t  la définition donnée par C airoli et Walsh. S i la 1-martingale 

es t nulle en (s, - 00), les deux notions coi'ncident.

P roprié té  2 - 1 .-
1

(a) M est une 1-m artingale s i  et seulement s i ,  pour tout t , {Ms t>3s }s >o 

est une martingale.

(b) M est une martingale si et seulement si c 'e s t  à la fois une 1 et une

2-m artingale.

(c) Une martingale forte est à a .o  .

Démonstration : (a) est immédiat.

(b) e s t une conséquence de (F4) :

S i M est une martingale, M est 3 ^-adaptée e t, d 'a p rè s  (F4)
Z z

3zi z *
,zi
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E(MS-t-M St|:îS) = E,M5 - t - M stl:SSt > - 0 <S 5 S ’>-

R écip roquem en t, s i M est une 1 e t 2 -m a rtin g a le , Mz es t adapté d 'a p rè s  (F4) ; 

d 'a u tre  p a r t :

S i z = ( s , t )  <  z ' = (s* , t*  ) on a :

E(MZ , -  Mz | 3 Z) = E(Ms , t , -  Ms , t | 3 Z) + E(Ms , t -  Ms,  I ¡ g .

E (Ms , t , -  Ms l (  I 3 s t ) = E(Ms , t , -  Ms , t I ï 2t  I 3 s t ) = 0O r  :

e t de même

(c) es t im m éd ia t. □  

P ro p r ié té  2 - 2 . -

E <M s n - M stlsz, - °

M = { M z , z € R z } es t une m a rtin g a le  fa ib le  s i e t seulem ent s i M = M ̂  
o

où est une 1-m a rtin g a le  adaptée e t une 2 -m a rtin g a le  adaptée.

D ém onstra tion

fe.g

(s , t )

S

D é fin isso n s  le s  p rocessus  (adaptés) :

Ms t -  E <Ms 11 3 st>

Ms t = E <Ms t
o

m s t - E(Ms t  ' V -
o o

Pu isque M e s t une m a rtin g a le  fa ib le ,  on a :

E ( M ( ] ( s , t ) ,  (so , t Q) ] )  | ¡5gp  = 0  ; s o it enco re  :

+

M 2

t

fco

t

0 s
so

(V
I «

zo

(so ’, t )

M , 
s t1

M1.
s tt + Mî tt "
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1 2 
Or1 Mgj. est une 1-martingale adaptée, une 2-martingale adaptée, 7i\ une

martingale, d'où le résu lta t. ■

M artinga les  lorl.es 

M artinga le

, /  r  \ ___________

1-M artingale 2-M artingalo
adaptée \  /  adaptée

1-Martingale — \  w /  // 2-Martingale

---------------- î  i ---------------------------

Martingale faible

I

On définira les notions de limite à gauche, à droite, d'un processus {X ,z € R  "V
Z
2

relativement à la relation d 'ordre strict «  (à gauche), <  (à droite) - {X  , z GR > est
Z "f"

continu à droite si

P{co|3 z € R ^  tel que lim X , t ^ X } = 0
T . Ci Z

z'-»z
z 'Sz

2
{X , z € R  } admet une limite à gauche si

Z “t"

2
P{co| *3z€R  tel que lim x  , n'existe pas} = 0.

z'-»z z 
z'  « z

Propriété 2 - 3 . -  Inégalité maximale de Doob-Cairoli.

2
Soit {M , z €R   ̂ une martingale continue à droite, alors pour X > 0

i

M
.2

vi i. st
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(a) E{sup |Mz |P > < ( - ^ ) 2p supE{ |Mz | P } f p > 1

2p
(a ')  En particu lier E{sup | m < ( -^ r)  E |M | P, p >  1.

z<z Z P 1 Zoo

(b) XP (sup |Mz | > X > < ^  (1 + sup E { lM l Log+ |Mz | }) 
z z

(avec la même remarque (b1) si le sup est pris  su r  R ).
o

Démonstration :

(a) A s fixé, Mgt est une 2-martingale, |M t J une sous-martingale positive 

en t .  Posons :

Yt = sup 1M 1 1 .
s

o
C 'e s t  une 3 sous-martingale en t„ Appliquant deux fois l 'inégalité  de Doob :

P _ .p
E(sup | Mz | P) < E(sup YP) < ( A )  sup E | Yt

E ( |Y t | P) = E (sup |M s t l P) < ( - £ T ) sup E|M
s

on obtient l 'inéga lité  désirée  :

lp 
st1

(b) XP(sup |M_ | > X) = XP (sup Y. £X)
Z  j lt

< sup E(Yt ) < (1 + sup E( | Mst | log+ I Mst | )
t  S p t

d 'a p rè s  l 'inéga lité  L log+ L de Doob ; d 'où  la deuxième inégalité. ■

Une conséquence de cette inégalité est qu ' une martingale L log L bornée 

converge presque sûrement si z -* 00 vers et donc :

Mz = E ( M j 3 z).

La deuxième conséquence, fondamentale, est la convergence uniforme en z , des suites 

de Cauchy de martingales de c a r ré  intégrable.

Soit {Mn } une suite de martingales de c a rré  intégrable, continues à droite 

et vérifiant :

Propriété 2 - 4 . -

! A. s fixé, 1

e
eTT

; M
rtoo
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-n
sup E(Mn+1(z) -  Mn(z)) < 2 
z

A lors, avec la probabilité 1, la suite Mn(z) converge uniformément en z .

Démonstration :

E lle est identique à celle en dimension 1„ D 'ap rès  l 'inéga lité  de Doob-Cairoli

E(sup |Mn+^(z) -  Mn(z) ) 2 < 2 n+^ et donc, 
z

P {sup lMn+1(z) -  Mn(z) | > en > < T)n = 2_n+4 en . 
z

Choisir a lo rs  e n tel que en soit sommable. Alors :

A = lim sup {sup |Mn+1(z) -  Mn(z) | > en } 
z

est négligeable et s i A, il existe N(go) tel que

V z , V m > N ( üj) : |M(z) -  Mm(z) | (w) < £  r?n
n ^  m

(où M(z) es t la limite de Mn(z)) ; d 'où  l'uniform ité de la convergence en z . ■

Dans le cas où les processus Mn sont cad, lag, il en se ra  de même de leur limite. 

On a le résu lta t fondamental suivant :

Théorème 2-4 : régu larité  des martingales (Bakry, [11 ]) .-
2

Toute martingale de R + L log L -bo rnée  admet une version cadlag.u
P a r  la suite nous ne considérerons pour de telles martingales que leu rs versions

cadlag «

Soit z € R 2 .
O 4-

Espace #îP(zQ) , p > 1 ; c ’est l 'e sp ac e  (de Banach) des m artingales, cen trées , 

cadlag, bornées dans Lp , avec ||M ||p = (E |mz |P) 1/,p. ^ 2 (zq) est muni du produit 

sca la ire  : M (M,N) = E(MẐ  NZq).

Espace ^ P(zQ) : C ' est le sous-espace des martingales continues.

Espace fflg(zo) : (s comme fort) : C 1 est le sous-espace des martingales fo r te s .

Espace î?îP „ ( z j  : C 'e s t  le sous-espace des martingales a .o .
3 e O o O
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Propriété 2 - 5 . -

2 2 2 2 
%  (z ) est un espace de H ilbert admettant %  (z ), 77! (z ) et 171 (z ) o kc o * s o a.o» o

comme sous-espaces ferm és.

Démonstration :

7n2 { z Q ) est complet : Soit (Mn) une suite de Cauchy de ^ ( z q). D 'ap rès

la propriété 2 -4 , Mn converge p .s„  uniformément vers un processus M. Vérifions

2
que M est une martingale de L .

S i z < z ' et A € 3 ,z ’

{  M(z')dP = lim \  M (z1) dP = lim ^ M (z) dP = ^ M(z) dP 
A A n ° A  n A

O
puisque les su ites (Mn(z)) et (Mn(z')) convergent dans L et sort uniformément 

in tégrab les.

2
P a r  a illeu rs , M est dans L .
2

7H c (zQ) est fermé : C ' est une conséquence de la proposition 2 -4 .

2 2
On démontre enfin que (z ) et 171 ( z  ) sont des sous-espaces fermés

3 * 0 * 0  S  O
o

comme on a montré que “f i l (zQ) est complet. ■

Rem arque.-  S i t par t ,  il y a convergence uniforme en s d 'une suite Mn(s,t)  de 

1-m artingale vers M(s,t), a lo rs M(s,t) est une 1 -m artingale, continue (resp . a . 0 . 1) 

s i  Mn sont continues (resp . a . o . 1).



§ 3 -  1-m artingale propre ; martingales faibles rég u lières.

1.14

Tout processus (Mgj) peut ê tre  considéré, à s fixé, comme processus à un 

param ètre. On notera alors :

Var(M )
o

la variation totale de (Mgt) , soit
t
Var(M ) = s u p  £  |M(s,A. ) |

° » *  ir tr l iI f  U 1

su r  les partitions ir  de l'ensem ble décrit par t .

P roprié té  3-1 

S i M 

alo rs

S 9 •

(Var(M^ ), 3 > est une sous-m artingale.
S ,  . S s

Démonstration :

Soient s < s '  et i r  une partition de l'ensem ble des t .

E(Var(Mgl ) | ï g ) ^  E( D I M (s ', ^  ) | | 3^) 
9 ° l ì  i 

«  £  | E ( M ( s \ A . )  I 3g) | 
ï ï  i 

= D  |M(s,At ) |
if

d 'o ù  le ré su lta t . □

Définition 3 -1 . -  1-m artingale p ro p re . -

On d ira  que le processus M , z €R est une 1-m artingale propre su r  Rz z _ zo o

s i c 'e s t  une 1-m artingale et s i de plus

E[Var(M  )] est fini.
V

2
On dira  que M est une 1-m artingale propre su r  R + s i c 'e s t  une 1-martin-

gale vérifiant

supE(Var(M )) e s t fini, 
s s "

M est une 1-m artingale telle que Var(M4 ) est integrable pour tout: s ,



1.15

Propriété 3 -2 . -  Inégalité maximale de Doob, Wong et Zakai.

2
Si M = {Mz > z € R + } est une 1-martingale propre continue à droite nulle

su r  l 'a x e  des s ,  a lors :

P \p 
P - ' s

(a) E(sup M | p) < (pj-r)P sup E(Var(M ))p, P > 1  
~  Z P™ 1 c  ^ f  •

(a1) En particu lier s i z q  =  ( s q , tQ)

E(sup |M |P) < ( - £ /  E(Var(M ))P .
z<z z p_l o ’ °

o

(b) pour tout X > 0

XP( sup |M . 12: X) < sup E(Var(Mo )) 
s , t  st s s f

(b ') XP( sup jM . |> X) < E(Var(M ))
z<z Sl V *o

Démonstration :

(a) On a , pour tout s (puisque X = 0)
s ,o

sup | M . | < Var(M )
 ̂ Ot o

et donc,d 'après l 'inégalité  maximale de Doob

E(sup | M , | P) < E(sup (Var(M ))P < sup E(Var(Xc ))P. 
z s s »*

(b) Puisque :

{sup |m , |>  X} C  {Var M i X } .
^ O U O ÿ o

XP(sup |M | > X) < XP (sup (Var(M )) ^  X) 
z z s s >»

Var(M ) étant une sous-m artingale, on déduit le résulta t • ®
S ,  o

On a :

Corollaire  3 -2 . -  Inégalité maximale pour les 1-m artingales p ropres.

S i M est une 1-martingale propre continue à droite , a lo rs , posant

= Var (M ) + I !v1
S S |  0 s  9 o

on a encore les  inégalités maximales de la proposition 3 -2 , ou dans le

od)
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(1)
i ) « > i  l'cm picH -tî pcli' ici s u u s -  
S  ,  <,

E n  p a r t i culier, o n  a  :

p - 1  / p  xP

s e c o n d  m e m b r e ,  V a r ( M  ) e st r e m p l a c é  p a r  la s o u s - m a r t i n g a l e  n '
S y o s

E  s u P | M z IP < 2 P - 1  ( A )  s u p E  [ ( V a r ( M g ))P  +  | M g  Q  I P 1 
z  p  z  * * *

D é m o n s t r a t i o n  : d é c o u l e  i m m é d i a t e m e n t  d e s  d e u x  inégalités :

( a ^ + a 2 + . . . + a k )p  <  k p  1(ap + . . . +  a£) p o u r  tout k - u p l e  ( a - j ^ ,  • • d e  r é e l s

pos i t i f s .

P r o p r i é t é  3 - 3 .-
2

S o i t  { M n > u n e  suite d e  1- m a r t i n g a l e s  p r o p r e s  d e  L  , c o n t i n u e s  à  dro i t e  

et vérifiant :

s u p  E  [ ( V a r ( M n  - M n + 1 ) ( s , . ))2 +  ((M - M  ^ ( s  ,o))2  ] <  2 n + 1 . 
s

A l o r s ,  a v e c  la p r o b a b i l i t é  1, la suite M n (z) c o n v e r g e  u n i f o r m é m e n t  e n  z.

2 2 L a  limite M =  { M  , z € R  } e s t  u n e  1- m a r t i n g a l e  p r o p r e  d e  L  , c o n t i n u e
Z T

à  dro i t e .

D é m o n s t r a t i o n  :

P o u r  d é m o n t r e r  la c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e  e n  z, il suffit d e  r e m a r q u e r  q u e  :

s u p  | M n ( z ) -  M n + 1 (z) | <  s u p  V a r ( M n (s,.) -  M n + 1 (s,.))
Z s

et d ' a p p l i q u e r  (a) d e  la p r o p o s i t i o n  p r é c é d e n t e .  L a  d é m o n s t r a t i o n  suit c o m m e  p o u r  la 

p r  o p r i é t é  2 - 4 .
2

L a  limite M  es t  d a n s  L  et o n  m o n t r e  q u e  M  e s t  u n e  1- m a r t i n g a l e

(cf. p r o p .  2 - 5 ) .

R e s t e  à  v o i r  q u e  M  est u n e  1- m a r t i n g a l e  p r o p r e .  O r  :

M  = M ,  +  £  ( M  i -  M  )1 n 2 1  n + 1  n

V a r  M ( s , .) <  V a r  M ^ s , .) +  £  V a r ( M n + 1  -  M n ) ( s , .)
n

et donc :

M  . st
<

M st M I
5 , 0

| m
' S,0

I <  N

* * ,akk>



E Var M (s,.) < E Var M ^ s , .) + E  E Var(Mn+1
n

< E  Var M (s, J  + £  {E[Var(M r M ) ( s , . ) ] 2 > 
n

o 1/2
sup E Var M (s,.) < sup E V a rM .(s f ») + E  (sup E [Var(Mn+^-Mn) ( s , .) ] } 

s s n s

< sup E V ar M ^(s,.) +2

quantité finie puisque M̂  est une 1-martingale p ropre.

Cette propriété se  traduit ainsi :

2 2 Soit 171 -, p  l 'e sp a c e  de 1-martingale propre de L , muni de la norme :I 9r J

IIM1I2 = sup E [(V ar M (s,.))2 + M(s,o)2 ] .

Alors 77̂  n  est un espace de Banach.
1 ,W

Définition 3 -2 . -  Martingale faible régulière  su r  R
o

(a) Une martingale faible X est dite 1-régu liè re  su r  R si
£éo

-  Pour tout s ,  {Xg^ , e s t une semi-martingale en t .
o

-  En s : X . = m(t) + b(t) où m est une martingale et b(t) est à variation
» U »3̂ 1o

bornée telle que

E(Var b(.)) < «  .

On définit symétriquement les martingales faibles 2- ré g u liè re s .

(b) Une martingale faible se ra  dite régu lière  s i elle est 1 et 2 -régu liè re .

On a a lo rs le théorème de décomposition suivant d 'une martingale faible 

rég u liè re .

P roprié té  3 -4 . -

1.17.

1/2

Toute martingale faible régulière  est la somme d 'une  martingale, d 'une 

1-m artingale propre et d 'une 2-martingale p ropre . S i on impose aux parties 

i-martingale propre d 'ê t r e  continues,alors il y a unicité de la décomposition.

VI
n+

* s t:>t’t i t



Démonstration :

Définissons, comme dans la propriété 2-2, la décomposition de la martingale

faible M :

Mst -  mst + Ml t  + Mst

1.18

ou

Mst = E(Ms t ' 0 -Martingale)
O

Mst = E(Mst ' 3 s t ) (2-martingale)
O

mst -  E(Ms t I 3st> (martingale).

On peut encore é c r i r e ,  puisque M . = n(t) + b(t) où n est une martingale et b est
s ol

à variation bornée

Mgt = m ^Sjt) + b ^ S jt)

avec
m ^Sjt) = E(n(t) | 3 gt) 

b 1(s ,t)  = E (b ( t ) |3 s t ).

Vérifions que m  ̂ est une martingale : s i  (s ,t)  <  (s ' , t ' )

E(m^(s* ,t») | 3 s t ) = E(E(n(t') | 3 g l t ,) | 3 gt) = E(n(t') | 3 gt) = E(n(t») | 3 g p  |3 gt)

= E(n(t) l 3 gt) = m ^(s,t).

Vérifions que b^ es t une 1-martingale propre :

C 'e s t  une 1-martingale : si s ^  s '

E ib^s» ,t) | 3gt) = E(E(b(t) | 3 g , t ) | 3 st ) = b ^ s . t ) .

C 'e s t  une 1-martingale propre :

Var b ^ s , . )  < sup £  I b ^ s . t . ^ )  -  b ^ t . )  |
7T TT

I b ^ s ,  = |E(b(ti+1) | 3 s t^ ) - E ( b ( t . ) | 3 s t ) |

= | E(b | 3 ^  -  E(b. | 3 ]) | (cond. (F4))
1+1 S l i  S

5  E ( |b t. r ^ . 1 >3s>
i+1 1

et donc :

) - i(s ,S ,  t.)



' 2 
Décomposant de même M , on en dédu it la  décom position  annoncée»

Supposons que l 'o n  a it deux décom pos itions, avec p a rtie s  1-m a rtin g a le s

p ro p re s  con tinues :

Mst “ rast + bst + bst '  mst + b'st + bst

1 1 '
{b gj . - b gj  es t a lo rs  une m a rtin g a le  à v a r ia t io n  bornée con tinue  donc n u lle  ;

de même b2 = b2 ' , d 'o ù  le  ré s u lta t .  ■

Théorèm e 3 -4 .-  ( in é g a lité  m axim ale pou r le s  m a rtin g a le s  fa ib le s  ré g u liè re s ) .

S i M es t une m a rtin g a le  fa ib le  ré g u liè re  de p a r t ie  m a rtin g a le  m , de p a rtie s

1 2
1-m a rtin g a le  p ro p re  (2 -m .p .)  M (M ) ,  a lo rs  on a le s  in g é a lité s  m axim ales

(a) E sup | Mz | P < 3P_1( j£ j)P sup E { ( ¡ ^  )? I mz | P + N ĝ  P + n [2)p }
Z

où on a posé

N*'» =Var(M’ > + | m ’ c l

n | 2  ̂ = V a r(M 2 ^ )  + | M ^ t  |, e t z = (s , t )

(b) X P {s u p  | Mz l ^  X )  <  (1 + s u p  E ( | m z | lo g + | mz l + N ^ + n [2 ^ > ) .

D é m on stra tion  :

Ces in é g a lité s  ré s u lte n t, des p ro p o s itio n s  2 -3  e t du c o ro lla ire  3 -2 , d 'u n e  

p a r t ,  e t des in é g a lité s  :

(a + b + c )p <  3p_1(ap + bp + cp)

{sup I m U  X } c  (sup I m I >  h U (supN ^ > ^ ) U (sup N^2) > £ ). ■
Z z  Z z ^ s s j , t t ; 5

1.19

E V arir |(® » • ).)s< E Var b(.).

i
.3 :€R+

4

3e



1.20

§ 4 -  P rocessus c ro issan ts .

Définition 4-1

2
Un processus A = {Az , z £ R + ) est cro issant s i 

1°) il est adapté, continu à droite .

2°) il est nul su r les axes.

3°) pour tout rectangle D à bords parallè les aux axes,

0 < A(D).

Rem arques. -

1°) Un processus tel que

z < z ' =» A(z) < A(z’ )

se ra  dit faiblement c ro issan t.

2 2 2°) Cas des p rocessu s sur_ R  : Un processus A défini su r  R  se ra

dit c ro issan t s ' i l  est adapté, continu à droite et tel que A(D) ^  0 pour tout rectangle borné

parallèle  aux ax es . Le processus Az = A(RZ) es t a lors cro issan t au sens de la définition

4-1 .

En tout état de cause, on constatera qu 'un processus cro issan t intervient 

essentiellem ent par ses  accroissem ents.

Mesure de DOLEANS.

Au processus cro issan t A on associe la mesure su r  (O x R , 3 ® ® )
O O

définie par : s i  F  € 3 9 B € ffi
9 z

o
MA( F x B )  = E [ 1 F X A(B)1 

que l*on étend aux processus X mesurables bornés.

Ma (X) = E ^ X(z) A(dz)
R

Z o

2 2
Notons L = L ( 0 x R  , 3®<B , / i A) e t W  l'ensem ble des fonctions mesurables

Z ̂  Z r \

2bornées limite dans L de fonctions simples prévisibles bo rnées.
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S i E [ a (R ) ]  est fin i, W est un espace vectoriel de fonctions bornées 
zo

qui contient les constantes. S i f a une limite f pour la convergence uniforme,

f appartient à M. De même s i f est une suite  cro issan te  de fonctions bornées par

N , a lo rs f = lim f e st encore dans W . Ceci se  montre en approchant f paro n n

une suite £ fnmi de fonctions simples prévisib les bornées et en construisant une suite

2
diagonale tendant vers f dans L .

On déduit a lo rs d 'u n  théorème de c lasse  monotone (cf. p. ex. [ 2 0 ] ,  page 28) 

que H contient toutes les fonctions p rév isib les, bornées, dans L . On a donc :

Théorème 4 -1 . -

S i A est un processus cro issan t tel que E[A(R ) ]  soit fini, l'ensem ble
zo

des fonctions simples prévisibles bornées est dense dans 

2L ( O x R  , g ® © , ^ ), où / i A est la m esure de Doléans associée à A.
«  Z Z f \^  o o

2
4 -1 . P rocessus cro issan t associé à une martingale de L .

On a a lo rs la version bidimensionnelle du théorème de Meyer de décomposition 

d 'une sous-m artingale.

Théorème 4 -2 . -
o

S i M € Tft (z q ) ,  il ex iste  un unique processus cro issan t prév isib le , noté 

2
< M > , te l que M -  < M > soit une m artingale fa ib le .

o
L 'ex is ten ce  d 'un processus cro issan t A tel que M -A  soit une martin­

gale faible e s t démontrée ? dans [4 ] ,  page 117 .

On conclut à l 'ex is ten ce  du processus cro issan t prévisible en s'appuyant su r 

les résu lta ts  de Bakry [11 ] et de M erzbach-Zakai [15 ], qui permettent de définir 

la  projection prévisib le ^A de A. Posons

< M > = PA

< M > est un processus c ro issan t, e t, ^A-A étant une martingale faible, il en est 

de même de

e«  <
n

n



M2 -  < M > = (M2 -  A) -  (PA -A ).

On montre a lors l 'u n ic ité  : s i B est un autre processus cro issan t p révisib le , 

B -  < M > = (M2 -  < M >) -  (M2- B ) ,  

induit une mesure de Doléans nulle su r les  prév isib les. Donc

< M > = B . ■

Remarque. -

Le théorème 4-2 justifie  l 'u tilisa tion  de l'accro issem ent rec tangula ire , et 

donc de la notion associée de martingale faible.

Dans le cas de la filtration brownienne, s i X est une martingale faible re p ré -  

sentable de L , on montrera q u 'i l  existe un (unique) processus «  X »  à variation 

bornée, adapté, nul su r  les axes, et tel que X -  «  X »  soit une martingale faible, 

et l 'o n  donnera sa  forme (cf. Chapitre VII, §6 et Chapitre in ,  § 2-2).

P rocessus < M , N > .
2

S i M et N sont deux éléments de 7/1 (zQ), on définit < M,N > par

< M,N > = } [ < M + N >  -  <M > -  <N > 1
* z 2 L z z z J

< M,N > est l'unique processus à variation bornée prévisible tel que
Cà

(M N -  < M,N > , z € R } z z ’ z 1 z 'o
soit une martingale faible.

On d ira  que deux martingales M et N de 77l2(zQ) sont orthogonales s i  MN 

est une martingale faible, c 'e s t - à - d i re  s i  et seulement s i

< M,N > = 0  .

P rop rié té  4 - 3 . -

1.22

n
S i M et N sont des martingales de %  ( z q ) et s i D7 , = ] z , z ' ] ,  o n a  :

*  E[MN(Dz ,) | 3z ] = E [M(Dz .) N(Dz ,) | 3 J  = E [ <  M,N > (Dz .) | 3 Z] ,
2

*  En particu lie r, M(D ,) -  < M > ( D  ,) est une martingale faible.
Z z
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L 'u n e  des égalités étant conséquence immédiate de la définition de < M,N > ,

1 ' au tre  découle de la formule

MN(D) = M(D)N(D) + M(A)N(D) + M(D)N(A) + M(D)N(B) + M(B)N(D)

+ M(C)N(D) + M(D)N(C) + M(C)N(B) + M(B)N(C) 

où, s i z = (s ,t)  et z ' = ( s ' , t ' )

A = ÜO,z]

B = 1(0 ,t), ( s , t ' ) ]

C = ] ( s ,0 ) ,  ( s 1 , t ) ] .

Démonstration :

B D

z
A C

24 -2 . P rocessus cro issan t associé à une 1-m artingale de L .

2
Soit M une 1-m artingale de L ; pour chaque t fixé, est une

martingale en s  pour la  filtra tion  3^ . Il existe donc un unique processus cro issan t

(1) 2 (i)1-p rév isib le , que l 'o n  notera < M >gt te l que -  <M soit une martingale

en s .

Cette définition du processus c ro issan t dans le  sens 1 est donnée t par t 

e t l 'o n  ne peut pas e sp é re r  en général de bonnes propriétés de ce processus en (s ,t) . 

(m esurabilité, version continue).

Dans le cas où M est une 1-m artingale à accroissem ents orthogonaux dans 

le sens 1, on a :

P ro p riété 4 - 4 .-

S i M et N sont deux 1-m artingales à accroissem ents orthogonaux dans le sens

1 de L , s i  D = ] z , z '  ] ,  a lo rs

a) e Tmî dî n î d) ! ? 1] = E [ M N ( D ) | 3 11
Z 7 J

b) < M > ^ (D )  ^  0 .

Démonstration :

a) Dans la décomposition de MN(D) donnée c i-d essu s , tous les term es autres que

M!st '

's ts t '

z 1
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*M (E )N (F ) ou M(F)N(E), avec F  = A ou B et E = C ou D.

1L'espérance conditionnellement à 3^ d'un tel type est nulle dès que M est une

1-martingale.
i

*M(D)N(C) o u  M(C) N(D) dont l'espérance conditionnellement à 3 est nulle
Z

(cf. déf. 2 d).

b) S i s et t ^ t '  sont fixés

m(s') = Mg , t -  Mg,t ,

est une sous-martingale en s1 le point a entraîne que
2

m(s') -  m(s) = M (Dg, t ,)

M(D)N(D) sont du type

est d'espérance positive,

< m > (s* ) = < M -  < M

est son processus croissant prévisible pour la filtration 3g . Et l'o n  a bien

0 <  < m >(s ' )  = < M ( D .  ■
b ÿ l

il)
On peut alors régulariser < M > v ' en posant ( [ 4 ] )  :

< M (s,t) = inf { <  M > ^ ( s , t ' ) ,  t <  t ' , t'  rationnel).

<  ^  > <:̂  (s>t) est un processus en (s,t) , continu à droite.
2

Par la suite, si M est une 1-martingale a.o.1 de L  , c'est ce processus 

que l'o n  choisira comme processus croissant en s.

Théorème 4 - 5 . -

2 (1)S i M est une 1-martingale a .o . l  de L  , < M >  est l'unique proces­

sus croissant (rectangulairement) 1-prévisible vérifiant pour tout rectangle 

D = l z , z '  ]  :

E [M (D)2 |3^ ] = E [M 2(D) l 3^1 = E [ < M > (1) (D) | 31z ] .

On a les résultats analogues relatifs aux 2-martingales.

.(1)
s* t* s t1

1

,(1)

(1)
c



INTEGRALES STOCHASTIQUES ET STOCHASTIQUES MIXTES SUR R 2 .

CHAPITRE H

2
Les intégrales stochastiques simple, et double, sur R + ont été introduites 

par Wong et Zakai [31 dans le cas du mouvement brownien afin d'obtenir le théorème 

de représentation (de Wong et Zakai) des martingales relatives à la filtration brownienne : 

une te lle martingale de L  est la somme d'une intégrale stochastique simple et d'une 

intégrale stochastique double (nous reviendrons sur ce théorème de représentation au 

chapitre n i) .

L'étude systématique de ces deux intégrales est faite dans [4 ] : l'in tégrale

2 2 simple est définie dans L  relativement à une martingale de L  . L 'in tégrale double

2 A
est définie dans L  relativement à une martingale forte de L . Cependant, la définition

de cette intégrale double 0 .MN, si elle utilise le fait que M et N sont dans L^, n 'u ti­

lise de M que la propriété d 'ê tre  une 2-martingale a .o .2 ,  N une 1-martingale a .o . l  

(en particu lier, <  M > ^  et <  N sont des processus croissants). Nous définirons 

l'in tég ra le  stochastique double dans ce cadre (§ 2 ).

La définition de l'in tég ra le  stochastique mixte ÿ. /sM,  dans L  , relativement 
p

à M martingale forte de L  et à n mesure aléatoire à variation totale | n | (R )
zo

bornée par une constante est donnée dans [51.  Nous définissons au § 3 cette intégrale

2 1
relativement à M, 1-martingale a .o . l  de L  , d'abord dans L  si fi est à variation

o
totale intégrable (§ 3), puis dans L  , reprenant la condition sur fj, de [ 5 ] ,  mais 

également sous une autre condition, d'absolue continuité de /i (§3) .  On établira pour 

de telles intégrales définies dans L  , deux théorèmes de Fubini : l'un  donnant la 1- 

dérivée de la  1-martingale (si < M est déterministe), l'a u tre  la dérivée du pro­

cessus à variation bornée dans le sens 2 (si n est déterministe).

La représentation 0 .^M  = X  de la  1-martingale propre X n 'es t pas unique.

2 . 1

(1)>(i;

M >

f ucu 

,(1)



à une mesure v non aléatoire  su r R + . Pour de telles in tég ra les, définies dans

2 Í 1 )L , on aura lés deux théorèmes de Fubini dès que < M > est déterm iniste. D 'au tre

p a rt, s i 0.VM = 0 ' ,vM, a lors 0 = 0 ' P x v x < M > ^  p . s .

Les in tégrales ip ,/zM se réduisent à de telles in tégrales si

ji(ds,dt,oo) = £(ds,a)) y(dt) (u  non aléatoire) et < M déterm iniste. On a alors :

0 ./¿M = 0 . i/M

avec

2 .2

2
C eci nous conduit à étudier des intégrales mixtes f î.vM sur R + x ^ + » relativement

(0 . i/M) . = \  0(v ; ç ' ) i^dv) M(dÇ' )
St J[0,t]xRst

0(v ; § ') = \  0 (u ,v ;  §•) M(du).
J[0,s]

Cette représentation  d 'une 1-m artingale propre se ra  trè s  utile pour l'identification  des 

sem i-m artingales représen tab les (cf. Ch. in  et Ch. VII).

Disposant d 'une inégalité maximale pour les 1-m artingales propres de L , 

nous pouvons définir l 'in té g ra le  simple par rapport à e lles : c 'e s t  ce que nous étudions 

au § 3 lorsque cette 1-m artingale propre admet la représentation N = 0 .¿iM„

Enfin les intégrales doubles, stochastiques (§3  ) ou stochastiques mixtes (§3 

peuvent ê tre  définies relativement à des i-m artingales (sans condition d 'accro issem ents 

orthogonaux) pour des fonctions $ de coin prévisib le .

Dans toute la suite ( 0 ,3 ,P )  se ra  un espace de probabilité complet muni d 'une 

filtration {3 , z € R  } vérifiant les p ropriétés (F) données au chapitre précédent.
Za i

M >



2.3

§ 1 -  Intégrales stochastiques simples.

2
Soit zQ un point (éventuellement à l'in fin i) de R + . Nous définirons deux

types d 'in tég ra les  stochastiques sim ples,
2

1°) Soit M une martingale de 77i (zQ), < M > son processus cro issan t prévisible

et <p(z) un processus prévisible vérifiant :

E 'v <p2(z) < M > (dz) < °° .
R

Zo

On notera

(<p.M)z = <p(§) M(d§)
Rz

cette intégrale* Elle se ra  définie (grâce à l 1 inégalité maximale de Doob-Cairoli) unifor-
9

mément en z f R  . L e  processus {(cp.M) ,  z  € R  > est a lors une martingale de L z z zo o

dont le processus cro issant prévisible est

< p . M >  - Ç  <P2(Ç) < M >(dç).

° Rz

Cette in tégrale simple généralise  exactement l 'in té g ra le  de Ito su r la droite .

2°) Soit M une 1-martingale a .o .1  et <p(z) un processus 1-prévisible

vérifiant :

E *\ <p2(z) < M >*'* (dz) < “  

jR zo

où < M est la version continue à droite du processus cro issant dans le sens 1

de M.

L 'in té g ra le  se ra  définie t par t , uniformément en s ; elle rep résen tera  

une 1-m artingale a . o . 1 .

Partition_de Rz .

Une partition de R .o ù  z = (s . t  ) est la donnée de deux suites : 
r  z o o oo

0 = s 1 < s 2 < . . .  < <  . . .  <c s n = s Q



2 .4

o - t ,  < t2 < ... < tj < ... < tm = to

Zij  “  <Si ’ V  

Ai j  = H  ’ z i + 1 , j + 1 ^

La partition n  associée à ces deux suites est a lo rs

ff = {û y  , i — 1 » n-1 , j = 1, m—1} .
i

Une te lle  partition étant donnée, on notera 3 y  pour 3z et 3^ pour

1 1 ^3 ' = 3 ' . z . . s.

Fonctions sim ples.

<p est une fonction simple su r R„ , s ’ il existe une partition n  te lle  que
o

<p soit constante su r  chaque élément A y  de v .

On notera cette valeur.

Remarquons que <p se ra  simple adaptée si <py est 3 y  -m esurable.

2
1-1. Intégrande p rév isib le , M martingale de L .

2
Espace ^ ( z ^ .

C 'e s t  la  c lasse  des processus {p(z,to), z € R  > te ls  que
zo

(H) {<p e s t 3 z~prévisible

||V ||2 = E ^  <p2(z) < M > (dz) est fini.

Rz
o

2
^  M̂ zo  ̂ e s* un e sPace H ilbert. L es fonctions p révisib les simples bornées

forment un sous-ensem ble dense dans cet espace (Ch. I, th . 4 -1 ).
2

S i <p est une fonction simple de JL ^ (zQ) on posera par définition pour tout

z < z ' 
o

(<p.M) = Ç <p(S) M(dÇ) =£<*>.. M (A ..),
^ vp  1J lj À

où l ’on a noté

'R z

M U y ) z - M(4l j n R z) -

( û .. 
u

de



2.5

P ropriété 1 -1 . -

de ^w (z ), alors (<p.M) est une martingale sur Rz de processus crois- 
°  o

sant

2
Si M  est une martingale de 771 ( z q ) et <p une fonction simple bornée

R2
En particulier

< <p.M > =  ̂ <p2(§) < M  > (d§), 
z Jn

E [ (<p.M)2 ] = ||<p||2 
o

Démonstration :
2

(<p.M)z est une martingale ; vérifions qu'elle est dans L  . 

E[(<p.M)2 ] =E [D < P i j M(Ai j )z ] 2

2 2
= E X) <p .. M(A..) (<p adapté, M martingale)

y y z

= E E< p2 < M > ( A j  
^ z

= E  ̂ <p2(?) < M > ( d ç )  < ||<p||2

Rz

puisque <  M >  est croissant. 

Reste à vérifier que

((p.M)2 - E < p f i < M > ( A j .)
Z 1J LJ z

est une martingale faible.

*  <pfH[M (AH)2 -  < M > (A..) 1 est une martingale faible (Ch. I ,  th. 4 -3 ).
y Z 1J z

*  p .. < p . , M ( A . ,  .,)_ est une 1-martingale si i ^ i ' , une 2-martin-
y 1 j aj z 1 i j z

gale si ■

2
Soit alors cpf a? ^ (zQ) et (<pn) une suite de fonctions simples adaptées

2
bornées tendant vers <p dans ^ m (zq), et telle que

||(«Pn.M)z -( (p n + r M)z || < 1 6 . 2 " n.

11 V ^ n + t 11 S  2 " n ’

L'inégalité de Doob permet d'écrire

3 f 3*. I



D 'ap rè s  la propriété 2-4 du chapitre I, (<p .M) converge uniformémentn z

en z vers une martingale que l 'o n  notera

(<p.M) = Ç <p(§)M(d§). 
z j R

z
S i M est continue, <pn «M est continue, et donc <p.M est continue.

La proposition suivante résume les principales p ropriétés de l 'in té g ra le  

stochastique s im p le .

Proposition 1-2»-
2 o

Soient M ( z q ) ,  <p et 0 dans

a) <p.M €^2(zQ)„

S i M£tfî2 (zo), a lo rs <p.M €5712(zq).

S i M€ff|2 (z ), a lo rs ( z ) .
d«<J U d (U U

S i M € JR g (zQ), a lo rs <p.M € f l2 (zQ).

2 2b) <p *-► <p.M est une application linéaire  de ^ ( z o) dans Tft (zQ) conser­

vant la  norme.

c) <<p. M, e . M >  <p 0(5) <M > (d§).
— Z J D

1-2. Intégrande 1-p rév is ib le . M 1-martingale a .o .1  de L .

Soit M une 1-martingale à accroissem ents orthogonaux dans le sens 1 de 

Espace ¿ 21M(zD).

C 'e s t  la c lasse  des processus <p tels que

(H1)
(  <p est 3  ̂-p rév isib le  

\  Il<pII2 = E ^ <p2( § ) < M (d§) est fin i.

2
S i < p € ^ ^ (z Q) est simple, on posera, avec les mêmes notations que précédemment,

M

<p..M!€ î*a.

L 2 .

>(D|

(<P.,M)Z (p..
1J
.. M(
U v

A..)  JJ z
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Lemme 1 - 3 . -

2 2 de a?- . ,(z ) 9 alors (<p.M) est une 1-martingale a.o.1 de L de procès-
11 iVl o z

2
Si  M est une 1-martingale a .o .1  de L , <p est une fonction simple bornée

sus croissant

Rz

Démonstration :

2
Montrons d'abord que <p.M est dans L . On a

\¿ i -2 w , 4 x2
G L W . M

En effet, si ( i , j )  ^ ( i * , j * )

E [ (<p .M)“ ] = E [S  <p  ̂ M( ] .

) z ] >  0

(si i ^ i ' , u tiliser le fait que <p est 3^-adaptée et M une 1-martingale ; si i = i '  

et j  ^ j * , u tiliser le fait que M est à a.o. dans le sens 1). Donc

e O . m )2 ] = e Ç <p2( ç) < m > (1) (dç)

Rz

^ Il<pl12

(1)puisque < M > v ’ est croissant (Ch. I ,  propriété 4-4).

I l  est aisé de vérifie r que <p.M est une 1-m artingale, a .o .1 ,  et que 

(<P.M)* -  £  (p2 . < M > ( l ) (Ay )z

est aussi une 1-m artingale. ■

On définit alors pour chaque t fixé l'in tégrale

(<P.M)st = $  <p(?)M(dÇ)

Rst

comme processus en s, comme on l 'a  fait dans le cas d'intégrande <p prévisible.

Ne disposant que de l'inégalité de Doob pour la 1-m artingale, on n'aura de définition 

uniforme qu'en s.

A t fixé , on a alors l'analogue de la proposition 1-2 :

< <P.* Z

I S, <p2,2(§)
>(1) (dÇ).

E[(<p.M)2 <p2 . M(û..)2 ]
i j  T J  Z J
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Proposition 1-3. -

2 2Soit M une 1-martingale a.o.1 de L , <p et 0 6^^M(zo) ; alors

{(<p.M)gj.>s et définit pour tout t, uniformément en s ; c ’est une 1-
2

martingale a.o„1 de L , continue en s si M l'e st , et on a :

< 0 . M,  e . M > ^  <p.6(§) < M (d§).

Rst
>( 1 ) <
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Nous allons définir deux intégrales doubles :
2

*  l'in tégrale  double 0.M N d'une fonction j/)(z ,z ') de R + dans R  relative­

ment au couple (M,N) o ù ,  M est une 2-martingale a .o .2  et N une 1-martingale 

a .o .1 , M et N étant dans L^ . S i M = N est une martingale forte, cette intégrale

a été introduite dans [3 ]  pour M = W, dans [4 ]  sous forme générale.

Il II
*  l'in tégrale  double d'une fonction de coin 0 (z ,z ' )  = \ (z  v  z ' )  par rapport 

au couple (M ,N) où M est une 2-martingale et N une 1-martingale, toutes deux 

de . Cette intégrale a été introduite en remarque dans [ 5 ] dans le cas où M = N 

est une martingale de L . Lorsque x = 1 » cette intégrale sera notée (notation 

introduite dans [4 ] ). est une martingale ; on notera alors le deuxième type 

d'intégrale

2-1 . Intégrale 0.MN.

Soit M (resp. N) une martingale a.o .2 (une 1-martingale a.o. 1), M et 

N étant dans L^ .

2
Fonctions simples sur R :

o

Soit ir = } la partition de Rz définie au paragraphe précédent.

2
On dira que 0 : R —*  R est simple si

£j
O

4>(z , z ' ) = 0  sauf si z ^ z * .

<Mz,z') = 4)^ik Si z B ^ z ' U ^ .

On dira que t¡) est adaptée si ^ ik est 3y -  mesurable.

2 ^
Tribu des prévisibles sur (R +) x  O.

C ' est la tribu engendrée par

§ 2 -  I n t é g r a l e s  s to c h a s t iq u e s  d o u b le s .

: J,MN

. J,MN

X • MN"°

{4u



2 . 1 0

ou A1 = Iz ^ z ^  ] ,  A2 » ]z 2 , z j ] ,  A 1  ̂ A 2 , H € 3 .
I ¿ê

2 2Un processus 0 sur (R +) sera dit prévisible s 'i l  est mesurable pour 

cette tribu. En particulier, une fonction simple adaptée est prévisible.

Espace =̂ mis/ zo *̂

2 2C 'est la classe des processus réels définis sur (R +) tels que

0 ( z , z ' ) = O  sauf si z k z '

(HH) ^ 0 est prévisible

||0 II2 = E  ̂ _ 0 ( z , z ' ) 2 < M > ^ (d z ) < N (dz) est fin i.
R

A1 x A2 x H

A une fonction simple adaptée bornée 0 > on associe la somme stochastique

double

(la sommation étant prise sur les 4 indices i ,  j ,  k, i ) .

Propriété 2 - 1 . -

S i M est une 2-martingale a .o .2 ,  N une 1-martingale a .o .1 ,  M et N 

étant dans L^, si 0 est simple adaptée bornée, 0.M N est une martingale 

cte 171 (zQ) , continue si M et N sont continues, de processus croissant 

< 0 . M N > z = ^ 2 02( § , § ' )  < M  >^2)(dÇ) < M  > (1) (d?' ) .

RzEn particulier

\2 n n , .,2E[ (0 .M N ) ‘  ] = U
o

Démonstration :

*  0 .MN est une martingale : en effet chaque quantité 

est une 1-martingale comme N et une 2-martingale comme M (0 ^ ^  étant nul si 

l'on  n 'a  pas z ^  Â z ^ ) .

,0)

(«/)<.MN),
» * ■

E **ijìkt M(A(V Z " < V Z

« v > ;N<4ik>z



*  0.MN est dans L2 : en effet, s i  (¿ ,j , i ,k )  £ (j?' / j 1, i' , k ' ),

 ̂Xjik M̂ jîj^z N Âik^z est orthogonal à N(A. ,k l ) (vêtant

adapté, ceci résulte soit du caractère a . o . 1  d e N ,  soit du caractère a . o . 2 de M). 

Donc

E [ ( * . M N ) 2 l = . E B * 2 jikM(ifl)2N (iik)2

, 4
qui est fini puisque ip est borne et M et N dans 7,\ .

Utilisant pour le  terme d'indice Ajik un conditionnement intermédiaire par 3 J puis 

2
3 . , et appliquant le théorème 4-5  du chapitre I, on conclut
J

E[(</}.MN)2 ] = E  \  9 0 2( § , § ' )  <M > (2)(d?) < N > (l ) (d§')

z

< M et < N étant croissants (ch. I, propriété 4-4)

E[(i/).MN)2 ] < IIî/,112 .

*  Reste à montrer que D  < M > ^ (A  ..) < N > ^ (A . .  ) est bien leAjik ij  z  ik z

processus croissant. Or

D'une part M(â#.) N(A.J  M(A#I.,) N(A, llr)) est une 1-martingale 
J z z J z  1 K Z

s i  (i,k) (i' ,k' )  (propriété de 1-martingale s i  i ^ i ' , propriété de a . o . 1  s i

i = i'  et k  ̂ k ' ) ;  c 'e s t  une 2-martingale s i  ( i , j )  ^ { V , j 1 ).

D'autre part M U ^ )2 N(Aik)2 -  < M > ^ \ à < N est une
0 0 ( i\

martingale faible : ce terme est la somme de -  < N > v (Aik) J qui

est une 1-martingale (ch. I, th. 4-5) et de < N > i 1̂ (Aik)z [MÎA^)2- < M>^2H û^)z ] 

qui est une 2-martingale. ■

Les processus simples adaptés bornés étant denses dans ^ ^ ( Z q), s i

ji> ^ 2 t(z ), définissons une suite (è ) de processus simples adaptés bornés, conver- 
MN o n

géant vers >p et telle que

ll* n - * n + 1ll- 2"n -
2

La suite des martingales (¡pn .MN) converge alors uniformément dans L ; 

on notera ip .MN sa limite, et l 'on a

2.11

' j ' i 'L1 k 1, m (
•i->J Z

.(1), 'z

V z

J ^

N<*ik>z
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Proposition 2 - 2 . -

4 2  ,  \a .o .1  de L , si è € J ! xin. A z  ), a lo rs : r  MN o

a) j|).MN€r,2(zo).

Si M et N sont continues, 0.MN € t f j z  o>.

2b) 0 •—*■ 0.MN est une application linéaire isométrique de sCf ^ ( z0) dans

S i  M est une 2-martingale a . o . 2  de L , s i  N est une 1-martingale

Wî2(zo) .

C ,S i * € / MN(zo) ’

< ip .MN, j/̂ .MN > = [  il) $ § , § ' )  <M > (2* (d§) < N  (d? ' )

Z J r z

d) S i P € ^ 2(zq) et 0€af2(zQ), 0 .P  et 0.MN sont orthogonales.

Theoreme 2 - 3 .-  Theoreme de Fubini.

Sous les conditions de la prqxation 2-2,et s i < N induit une mesure

déterm iniste, a lo rs

2 ( 1 )
1°) ¡¡)(z , z ' )  est 3 -prévisib le  et < N >  presque sûrement en z 1,

e [  0 2(z , z ' )  < M (dz) < °°. 
J d

2°) Il existe un processus I(z1 ) tel que

a) < N p . s .  l ( z ' ) = V  0 ( z , z ' )  M(dz).

J r z
O

b) i(z ')  est 3 1, -prévisib leZ

c) e \, I2(z ')  < N (dz') = |liM!2 .

\

d) On a égalité des processus en s ^  sQ

(l.N)st =(0.MN)c, .st

La démonstration de ce théorème est donnée dans [4 ] p. 132 dans le cas où

,<1>

<’><

>( 2 ) (



M = N est une martingale fo r te . La démonstration dans le cas que nous présentons 

est analogue.

Seul (d) diffère de l'énoncé donné dans [4 3. Ce point est une conséquence immédiate

de la définition, uniforme en s ,  de (LN)gt (I est 1-prévisible, N e s t a  a .o .1 ,
o

cf. Proposition 1-3).

1 -  rep résen ta tion .

Sous les hypothèses du théorème 2-3 , il est facile de voir que l(z ' ) ne

dépend de z = (s , t  ) que par t
o O O o

On le notera L^(tQ, z 1 ) et on 1 ' appellera la 1-dérivée de ip .MN par rapport

à N. L J t  ; s ' t ! ) est défini t par t . r  o * o o

C orollaire  2 -3 . -

Sous les hypothèses du théorème 2-3 ,

U>.MN)st = ^ L ^ t  ; z ’ ) N(dz')

Rst

a pour processus cro issan t dans le  sens 1

< 0 . M N  >ĝ 1) = ^ L2 (t ; z ' )  < N > (1* (d z ') .

Rst

(2)
Symétriquement, s i < M > induit une mesure déterm iniste, on a un thé­

orème de Fubini stochastique qui permet de définir s par s la 2-dérivée L9(z ; s )
O O ¿à o

(2)
de la martingale 0 .MN; on exprime comme au coro llaire  2-3 le processus < 0 .MN > v 

en fonction de L^.

2-2 . Intégrale double d 'une  fonction de coin.

2 2Si 0 ( z , z ' )  est une fonction simple bornée su r  (R +) x O  et si M et N

2

2.13

sont deux processus dans L

E * Ijik M<vz: N<Aik>z



est dans L**. S i tp est adaptée, si M est une 2-martingale et N une 1-martingale,

ip .MN est une martingale.

Cependant l'ex tension  de cette intégrale aux fonctions prévisibles ne peut pas

2se  fa ire  en général : on ne dispose pas de norme L permettant de définir ip *MN par 

passage à la limite.

4Cependant si M et N sont dans L et s i ^ es t une fonction "prévisible de 

co in", on saura  définir une telle in tég ra le .

Tribu prévisible de coin.

C ' est la tribu engendrée par les ensembles 

(ù s  , t) x (s , â t )  x  A

de (R2)2 x O , où (As ,t) = ] s , s '  ] x  [ o , t ]

(s, At) = [ o , s ]  x ] t , t '  ]

A € 3 s f

On d ira  qu 'une fonction ¡ p ( z , z ' )  est prévisible de coin s i elle  est mesurable par rapport 

à cette tribu .

Fonctions de coin sim ples.

C ' est une fonction du type

i p ( z , z ' )  = £  Xj,  1Q ( z , z ' )

^  ij

2.14

où n = {à ..} est une partition de R et où o . . est la petite ombre de A..
y zq y y

°ij = ] 0 , 3 . ]  x Aj x A. x ] o , t j ]

La tribu engendrée par les fonctions de coin simples adaptées bornées est exactement la 

tribu prévisible de coin.

Remarquons qu ' une fonction de coin simple ne vérifie pas en général 

ip ( z , z ' ) ne dépend que de z v z ' .

(Si X;-: ^ 0» < P ( z , z ’ ) est nul si z et z ' sont dans ù . .  , non nul s i z € t  e . , l  <  i , 

Z1 € Aik , k < j) .
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Notant (i, Aj) = ] o , s i ] x Aj , (A^ j) = Â  x ]o , t j  ] . . . ,  on a a lo rs la 

propriété suivante

Proprié té  2 - 4 .-

S i ip est une fonction simple de coin, bornée adaptée, si M est une

4 42-martingale de L , N une 1-martingale de L , a lo rs tp .MN est une

2
martingale de L , de processus cro issant

< 0.MN > s t = £  X^j <M > (2) ( i , ^  < N  > (1) (û . , j ) s .

Démonstration :

Il est a isé  de vérifier que

E(0.MN)2t =  E T  Xy M ( i , N ( A . , j ) 2

= E Z5 X y  < M > (2) (i, A ^  < N > (1) (A.,j).

< E £  X h  < M > (2) (i, A,) < N > (1) (A.,j)
1J ' J

(2) (1)puisque, pour tout i ,  j ,  < M >  ( i , . ) ,  < N >  ( . , j) sont c ro issan ts .

ip .MN est une martingale et on vérifie sans difficulté que son processus 

cro issan t es t bien celui donné dans l'énoncé de la p ropriété . ■

Posons a lo r s , pour une telle fonction simple :

II0 II2 = E D X y  <M > (2) ( i , ^ )  < N  > (1) (A.,j) .

Soit a lo rs W la ferm eture pour cette norme de l 'e sp ac e  des fonctions simples, de coin, 

bornées,adaptées. V> contient l'ensem ble des fonctions prévisibles de coin bornées.

Soit a lo rs ip prévisible de coin, bornée. Il existe une suite {0 n ) , de 

Cauchy, de fonctions de coin simples tendant v ers  ip et telles que

“*n+1 - ♦n" S  2'"-

2
Il s 'en su it  que la suite de martingales (0n .MN) converge uniformément dans L vers 

une martingale que 1 ' on notera ip . MN.



Soulignons certaines questions d 'in té rê t liées au problème de la définition 

de 11 intégrale double pour des fonctions de coin .

21. S i <p : O x R + —►  R  est une fonction prévisible bornée, la fonction 

définie par :

$(u ,y  ; x,v) = <p(x,y) s i u < x  et v < y  

= 0 sinon

es t-e lle  prévisible de coin ?

(2̂  ( i)
2. (G ,P) étant donnée, à quelle condition < M >  et < N >  induisent-ils

2une mesure su r  H , x f l ,  "définie" par

f i ( ( p )  = E ^  <p(x,y) < M > ^ (x ,d y )  < N (dx,y) 

où <p e st mesurable bornée. zo

3. S i la fonction 0 définie au 1. est prévisible de coin, et s i = 1(z ■ )*MN> 

a-t-on

0.MN = <p.JMN ?

Nous reprendrons plus en détail la définition de 11 intégrale double de fonc­

tions de coin et nous répondrons aux questions précédentes dans le cas de processus 

re la tifs  à la filtration brownienne (cf. Chapitre III).

2.16

si J.MN “



2.17

§ 3 - Intégrales stochastiques mixtes.

Dans_tout_ce_paragraphe

*  n est une mesure aléatoire, c 'es t-à -d ire  un processus à variation bornée 

(en z) : R + x f l - * R ,  intégrable, adapté. I /j l désignera la variation de

*  M est une 1-martingale à accroissements orthogonaux dans le sens 1, de 

carré sommable.

*  $ ( z , z ' )  est une processus nul si l 'on n'a pas z k  z'  et 3 \-p ré v is ib le .
Z

Dans le cas où 0 est simple, on définira le processus :

X z -(*. m M)z = B  ♦ JtJikl‘(4ij)z M(Aik)z .

Si Var(X ) représente la variation totale du processus (X .) sur [o , t  ] ,
V  * o’ t °

on a alors la propriété :

Propriété 3 - 1 . -

Var(XV - > S ?

*  i m i <r Zq) 1/2 { c  u i ( V f k ^ j i k M< V , 2 , V 2 -

Démonstration :

Var(X ) = s u p £  |x(s . A j |  
so>* v o i

où v sont les partitions de [o , tQ] plus fines que la trace sur 1 ' axe des t delà
. \

partition n (fixe) définissant 0 . S i A. c  A. , (A. j ieme élément de la trace de
J J

v sur l 'axe des t), on a :

X(W 1

IX(s0, At) I < S IfiK^x ût)IS*1JikM(Aik)l.
i  ik

Sommant alors sur tous les At contenues dans Aj , puis sur tous les j ,  on obtient :

Im I IS  X> 
ik

M(Aik) I

° D  
l ik

* ) M(
Alk) I



V * V , S £

ce qui est la prem ière majoration proposée. La seconde majoration s 'o b tien t en é c r i ­

vant | / i | =  l u i  1/2 Im I en utilisant l 'in éga lité  de Schw artz. ■

Nous allons définir, pour des fonctions j/>, non nécessairem ent simples, l ' i n -

1 2tégrale  d 'abo rd  dans L , puis dans L sous diverses hypothèses su r  ¿x, dont

celle apparaissant dans [5 3.

i
3-1 . Définition de dans L .

P roprié té  3 -2 . -

2.18

S i $ (z , z ')  est une fonction simple, adaptée, 3 ^ ,-m esurable, bornée et si

\ i  = E( | n  | (R )), a lo rs le processus X défini par :
O Z zo

x z = (4> . mm)z

vérifie

a) E |X gt | < E sup |X st | < E Var(Xs> ) < ||ÿ

ou

|I<MI2 = e \  ? I (dÇ) < M  > ( l ) (dÇ').
j r :

zo

b) {Xg t,( s ,t )  €Rz } est une 1-martingale propre de L^ s i M0 < 00 •
o

Démonstration :

Utilisant le résu lta t de la propriété précédente, on a :

E v a r ( x S j _ ) S { E M ( R st ) } , / 2 < E E  I m I U ^ X E  * p M ( i l k ) / )  V 2.
O  h  J 1K

O r, puisque M e s t  à accroissem ents orthogonaux dans le sens 1 et vu l'adaptation  de ip

E f i  l" l(i« )pk *ijik<M>(1)(V s

= E \  )̂2( Ç , § ' ) I m | ( d ? ) < M > (l)( d § ' ) ^  HjMI2 , 
R.

sto

ce qui démontre le point a ) . Le point b) est a lo rs une conséquence immédiate de a ) .

Im E
ik Aj ik< M(Aik>i

et

• M M

M
p o
1/2

: *
v2 i

Im Il(S X D
ik

4>JXjik M<4ik>s>2 E D



L1 extension dans de cette intégrale aux fonctions 0 générales de normes 

11011 finies peut alors se faire par l'intermédiaire de l'inégalité maximale pour les

1-martingales propres (Propriété 3-2, b ' , Chapitre I).

Cas où 0 factorise : Si

0 ( § , § ' )  =h(§) 0 ( 1 , § ' )  (h, 0 simples) 

partant de la proposition 3-1 et regroupant h et pi, on obtient :

Var(Xg ' )  < {^  Ih | (§) |/i| (dÇ))1/2x { £  Ih^ | ^ jikM(Aik) Ÿ  >1/2 •
V *  Xj J J ik

zo
Soit 

E Var(X ) < { E ^  |h | (§ ) | / i  | (d§)}1/2x {eÇ |h | (§)0(§ , §' ) |fi | (d§)<M>(l)(d§' ) } 1 sQ, • JR
Z zo o

En particulier si 0 factorise (^ z , z 1 ) = k(z! )), E(Var(X )) sera fini dès que
v*

e \  |h| (§) \n | (dç) <

\
Ih |(§) k2(§ 1 ) | m I (d§)< M >(l)(dÇ ') < o o .

R_
Z

0

1 2Cette condition de type L L sur ip = h.k est assez raisonnable dans la me-
M <M> U 1

sure où h étant liée à y. vérifie une condition L , alors que k liée à M vérifie
2

comme cela est normal, une condition L .

23-2. Définition de l'intégrale 0.fiM dans L .

On dénotera par (jil), (n2) les deux hypothèses suivantes que l'on pourra 

faire sur ¡x :

(ji1) | u | (R ) est bornée par une constante u ( [ 5 ] ) .
zo

( y2) | ji I est absolument continue par rapport à une mesure positive, non aléa­

toire, bornée sur R , v.

2 . 1 9

1/2

L 1

: L 1

I \ß\1 ( 4 , >rs



2 . 2 0

Sous (fi2), on notera :

v = t/(R  )
o z

o

f  = d 1 M 1 
d v

2 d  ̂̂ o
e t 1 jli | la  m esure te lle  que : —^ —  = £ .

On définira alors les deux semi-normes : 

> v vb » b i i v- i ivi

'R!
IjÎ>||2 = E ^ 2 0 2( § , | ' )  U  I (d§) <M > (1) (d§ ')  ( s o u s ( M1)

Z
O

2 0 2(S ,Ç ')  Im | 2(d§) <M > (l)(d§ ')  (sous (M2)).

Rz
o

M se ra  une 1-martingale à accroissements orthogonaux dans le sens 1 de L2 .

Proprié té  3 -4 . -

Si $ ( z ,z ' )  est simple bornée 3 ^-adaptée, a lors le processus X = $./iM 

vérifie  :

a) E X2t < E sup X2t < E (Var Xg )2

< ^ 0 !lÿ)||2 sous (m D

^  V Q III t- Hl2 sous (/¿2)

b) Sous (jil) ou sous (fi2), X est une 1-martingale propre de L de

1-processus croissant :

< X > (J } = [  *> (§ , § ' )  / i(d § ) )2 < M  > (1) ( d ? ' ) .
R R

D ém onstra tion

(a) Sous ( f i  1), il suffit de reprendre  l 'inégalité  donnée par la propriété 3-3-7 

et d ' en prendre 11 espérance au c a r ré  [5 J .

Sous ( f j i 2 ) ,  on a :

(V arX  )2 < T\ f(z)( £  1. (z) a . . )  i/(dz)] < u(R t ) \  f2(z )(£  1 (z)a2 )i^dz)
S f • JPJ Jjj & 0. ¿J S,to ^ l J

S , t o

- ^  ^ |2(V a?i

R - 1 ¿j jy J ’ o r ‘■ij
s ’ o ’ o

III2

a) Sous (

2
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où on a noté

On en déduit a lo rs (a).

a £j " £  ^jejik

(b) Il est aisé de vé rif ier  que X est une 1-martingale, propre. Reste a  

vérifier  que Je processus cro issant en s est celui annoncé, c 'e s t - à -d i re  que

Xz - f k t £  ♦ f l l k M ( 4 <1)I ] 2 < M > ( , , U lk)I  

est une 1-martingale.

Ecrivant :

et remarquant que £  0 »• u  «•) est 3 • -  adaptée, on obtient bien ce résu lta t. G
£j fJlK xj z 1

C 'e s t  l 'e sp ac e  des processus 0 ( z ,z ') ,  z l ,  prévisib les, ne chargeant 

que z ^ z ' ,  de norme 1101| finie sous (fil)> Ill0lll finie sous ( ¡ x 2 ) .

9
Soit 0 une fonction de d . w(z ). Choisissons a lors une suite de fonctions

/LX M O
2

simples (0n) convergeant vers 0 dans e* tel que

' ♦ n - W * 2'"

(resp . ||| 0 n - 0 n+1ll|< 2~n).

La suite des processus (0n .piM) converge a lors uniformément vers un processus noté 

(0.jiM) vérifiant.

Proposition 3 -5 . -
2

Si M est une 1-martingale a .o .1  de L , si y. vérifie (*xl) (resp . (\ i 2 ))

et s i  0 € ^  ^ ( Z q)» a lo rs  le processus {(0 ,piM)z , z S zQ> est une

2l-martingale propre de L , continue s i  y et M le sont, vérifiant :

... Ml 
]ik (£ik).

X
Z7. -- E 

ik
[D
¿j

*’ Ĵ jik '^ik>z

u M

«(z ) < 
4 o



E sup (ip .fiM)2. ^ 4 E Var(0 .liM) 
st St So”

— ^ h q \ m 2

_  (resp. ^ 4 vQ ||| ip Hi2)

Pour une intégrale double mixte ip ./¿M, on a deux théorèmes de Fubini.

L 'un , donnant l'égalité : (ip = ((0 -M )*M)st > * Par *> permettra de définir la

1-dérivée de ((¡p. M)sp s • Læ second, donnant l'égalité : (ip .(¿M)st = ((ip .M )./i)st 

s par s, permettra de définir la dérivée en t du processus à variation bornée 

((ip.l*M)st)t .

Nous ne démontrerons ces théorèmes que sous (n 1). Ils restent cependant 

exacts sous (fj2).

Proposition 3 -6 . -  Théorème de Fubini ip .(¿M = (0

(1)Sous les conditions de la proposition 3 -5 , si de plus <  M > induit une

2.22

mesure déterministe, alors,

(1)1°) <  M >  presque sûrement en z ' ,

e [  ip2(z ,z ' )  |p  1 (dz) <oo .

\

2°) I l  existe un processus l(z ' ) tel que

a) < M presque sûrement en z ' ,

l(z ')  = V ip(z ,z ' )  ¿i(dz).
Rzo

b) I(z ')  est 3 ^ ,-prévisible.

c) e [  l (z ')2 <M>^l) (dz') < | |0 | |2u .

Jr zo

d) On a égalité des processus en s ^ s

(ï.M)st = ( 0 . M M ) st .

O o

o

■ ß M) st

♦ m )'. M.

>(D



Démonstration :

Elle est construite de la même façon que celle donnée dans [4 ] pour l ' in té ­

grale 0.MM.

*  Supposons dans un premier temps 0 ( z ,z ')  simple, bornée, 3 \ -mesurable.

Définissons I par le (a).

i(z') = B * ÎJÎk, ( V  t.ikb' ) =  B  [ E  ♦«M k e < V H 4lk<*'>.

I(z ')  est simple, bornée et 3 ^ , -mesurable : (b) est vérifié .

Il est c la ir  par a illeurs que (d) est vérifiée. Montrons (c) :

E \  l ( z ')2 <M>(l)(dz') = E £ [ D  | i ( û J ] 2 < M > (l)(A.k)
°R  ik ¿j J J

2 . 2 3

zo

= E ^ 0 (z ,z ')¿ i(d z ) ]2 < M > ^ ( d z ' )
J nR R z z 

o o

— Ill/lll2 M 0

(en écrivant | n  \ (dz) = l f i  I ^ 2(dz). | p l ^ 2(dz) et en majorant p a r  l 'inégalité  de 

Schwarz, en tenant compte des mesurabilités).
9

*  S i tf) i l  existe une suite de fonctions 0 n simples bornées,

3^, -m esurables telle que

E l  2 (^ n - ^ ) 2( z ^ , ) U I ( d z ) < M > (l)(dz, ) - î r  0 .

Rz
O

Puisque < M est déterministe, prenant s i nécessaire  une sous-suite , on a

<  M p . s .  en z 1

E $  2 <V>n -  4>)2 (z,z*) | n  | (dz) <  2~n .

Posons o

= S 0 n( z , z ' ) M(dz)
Rz

o

l(z ' ) = lim In(z ' ) si la limite existe 

= 0 sinon.

, il

(z1)

.(1)
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Pour ce processus I, (a) et (b) sont vérifiés . D 'au tre  part

E  L  " n - ' / f e ' 1 < M ><1)(dz'> -
'R

zo

2 ( 1)(I ) est donc une suite de Cauchy convergeant vers I dans L (< M > x P ).
n

I vérifie donc (c).

P a r  a illeu rs , pour tout n

O o

pour tout s < sq . Puisque j converge uniformément en ( s , t) vers

et que (l^M )  ̂ converge uniformément en s vers (I.M)  ̂ (cf. Prop.
o

1-4), d) est vérifié .

C o ro lla ire . -

Sous les conditions de la proposition 3-6 , la 1-martingale admet

comme processus cro issant

[Ç ^(z,z')/i(dz)] < M > ^ ( d z ' ) .

Rst Rst

Proposition 3 -7 «- Théorème de Fubini $ .jiM = ( $ .M).jx.

Sous les conditions de la proposition 3-5 , si de plus | ¡à | e st déterm iniste, 

a lo rs  :

1°) i p ( z , z ' )  est -  prévisible et | /n|  p . s . ,
Z

E ^ 4>2 ( z , z ' )  < M (dz) < «  .
Rz

o

2°) Il existe un processus K(z) tel que 

a) | n  | -presque sûrement en z ,

K(z) = ^ 4>(z,z') M(dz')
J OR 

zo

H*n ■ è  II 
r nr |2^o

< V,.M). (*n-• MM)

é . m m

: i f)., p M >'.(1)
st

!



c) Les processus (à variations bornées) suivants sont égaux pour t < t :

(k . m)s t = U>.mm) t .
o o

Démonstration :

*  S i 0 est simple, on définit K par a) et 1 ' on vérifie aisément b) et c),

2
*  S i 0 € ^ ^ ( zq), soit 0 n une suite simple telle que

||0 n -  ¡p || -»0 .

Puisque y  est déterministe, il existe une sous-suite telle que |jx| ps en z

e [  ( 0 - 0 ) 2 ( z , z ' ) < M > ( l ) ( d z ' ) <  2~n.
R

Soit zo

Rz
et o

K(z) = lim Kn(z) si la limite existe 

= 0 sinon.

K(z) vérifie bien a). D 'autre part, Kn étant de Cauchy dans L  (dP x d | \i | ),

2 /  

converge dans L  vers K et b) est vérifiée. Enfin, puisque pour t < tQ

(K K)s , = (*n - " M)s t
o o

on déduit c) du fait que

t J to o

uniformément en t .  |

Remarque. On peut définir les intégrales ip .ptM pour u d 1 un type précédent et M

2 1 '  ^

1-martingale de L  lorsque 0 ( z , z ' )  est 3z ,-prévisible de coin bornée (c 'e s t-à -

dire mesurable pour la tribu engendrée par (Ag, t) x (s,At) x A , A étant 3 g-adapté).

La définition de ip .fxM s'obtiendra par prolongement de l'intégrale 0 .¿¿M lorsque

b)

J r z

K(z)2 |p| (dz) = | | 0  II2 .

2 . 2 5

E

Kn(z) *r n M(dz')

<Kn (K.

• K„

s

S,



Proposition 3 -8 . -

S i ip est de coin,simple, bornée, $ ( z ,z ')  étant 3z ,-adaptée , n

2
vérifiant (/¿1) et si M une 1-martingale de L , a lo rs  est une

2
1-martingale propre de L .

Démonstration : On a

A = E ( E  * , j ik  M( i ik) ) 2 > = E < E > l ( A £j) E ( S * flikMUikn 2 >•
xj lk "J 1 K

Posant a lo rs  : x - • = ^ • - i si i  < i e t k < j

A = E { £  i M l(A .) £  Xj ,  M(A.,j)2 } = E { £  l / i l U J  £  xfi <M >(1)( A^) }
¿j  ̂ i  ̂ 1 2  I j  ^  z i y  1 Z

< E ( D  I m KA. J  D X h < M > ( l ) (A.,j)}
/j ZJ i 1J 1

( 1)puisque < M >  ( . , j )  est cro issan t.

Utilisant a lors l 'in éga lité  de la proposition 3-1 et le fait que | n  | (R ) < pj ,
zo °

on en déduit le résu lta t de la  proposition. ■

L ’extension de cette intégrale aux fonctions de coin prévisible, bornée 

s ’obtient par la technique habituelle.

Les propriétés de Fubini restent valables pour de telles in tég ra le s .

3-4 . Intégrales jS.vM su r [ 0 , t  ] x R
°  zo

Soit v  une mesure non aléatoire su r  [ 0 , t Q] . On supposera ici que

I W( [ 0 , t  ] ) > ! /  < » .  S i z - ( s  ,t ), M se ra  ici encore une 1-martingale a . o .  1 

2
de L su r  R .zo

2
Espace ¿ y y ^ ^ z ^  : C 'e s t  la classe  des fonctions 0(v ; x,y) définies su r  [0 ,t ]x R

zo

2.26

est simple, de coin, bornée. Pour une telle  fonction simple, on a :

qui vérifient :

. 8 = 0  sauf s i  v > y

Im I< V z

l¡).¡,/iM

è
rn



2 . 2 7

1
.  |8 e s t  3  - p r é v i s i b l e .

S
. ]xR  
OJ zo

02(v ; §) I v I (dv) < M > (l) (d§)=  | |0 | |2 < «

où /3 3  ̂ -  prévisible signifie que 0 est mesurable par rapport à la tribu su r  

2R + x R + x O engendrée par les ensembles :

] v ,v '  ] x ] z , z '  ] x A

avec : v > t' si z'= (ÿ,F)

et A ( 3 1.z

Soit a lo rs i t  =  i t  i x ir_ une partition de R
I Z  7

Soit 0 une fonction simple associée à n ^ x  n  :

0(v ; z) = 0.. ik si v€A j ; z €Aik , j > k 

= 0 sinon.

S i 0 est de plus bornée, 3^-adaptée, le processus X = 0.vM

zo

Xs t = | k <i;lk M(V s t
vérifie :

,2 x 1/2Var X < , V 2 <Z> I v  |(A J( D 0, . ik M (û .J )2 >
V  * °  j 3 ik J , K

et puisque M est une 1-martingale a .o .  1

E(Var X ) 2 < v \ \ & \ \ 2
sQ». o

2
( B . i/M) est donc une 1-martingale propre de L . P a r  la technique habituelle, on

2
étend cette définition à toute fonction de jé.,x,(z ).VM o

En particu lier , si < M est déterministe, on a les deux théorèmes de

Fubini (propriété 3-6 et 3-7). Le premier permet d 'é c r i r e  :

< P . v M > s t = ^  ( ^  /3(v ; §) y(dv))2 < M (§)

R s t  0

e t  l e  s e c o n d

R s t

. E

k * :v ,  ’

d(». i/M)
dv ß(t ; 5 )  Ml[d§).

.(1)

( 1 )
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Cette dernière formule montre en particulier que la représentation de la 

1-martingale propre f i . v U  est unique, contrairement à la représentation 

étudiée au paragraphe précédent. Examinons a lo rs une situation ou l 'in tég ra le  0 «MM 

se  ramène à une représentation (alors uniquement définie) /J.vM.

Proprié té  3 - 9 .-

2 ( 1)Soit M une 1-martingale a .o .1  de L , < M >  étant déterministe,

H vérifiant (/¿1) (cf. § 3-2) et factorisant de la façon suivante :

/i(ds,dt ; œ)  = /T(ds,ü>) i/(dt)

où v  est non a léato ire , de variation su r [0 , t  1, v  finie.7 u o o
2

Il existe alors une fonction 0 ( t ; § )  de ^ , ^ ^ o ; z o) telle que

(a) v  x < M p . s . ,  j8(t ; ç) = ^ °  ÿ(u, t  ; §) îl(du).
J 0

(h) Les deux processus ci-dessous coïncident su r  Rz

0./ iM = 0.vM.

Démonstration :

Si 0 est simple, définissons 0 par (a). On a donc :

Xst = 2 (S S * f l ik ?<*!>, v(*j)t MUik)st)

mais puisque l <  i ,  (A.)  = A. si s s  s.
Xf S  Xj 1

X5t = B 1/1V , S i(J ; lk> M(4ik>st
J

avec

S(J;ik)=E

3(t ; §) = 3(j ; ik) si te A. > ? € ^ ik .

2
Les propriétés ; zQ) et (b) sont a lo rs vérifiées.

2
Si ^ ¿ ¿ mM(z0) , on peut alors choisir une suite {0n > de fonctions simples

2 ( 1 ) 
bornées convergeant vers  4> dans s£^m(zo), et puisque < M > ;et v  sont non aléa­

to ires on a ^quitte à choisir une sous-suite :

ß t i "“I'M c

; Xjik ¡ r u ;

4) .ßM



E \S°(ipn-*p)2 (u,t ; ?)ii(du) < 2 - n , v x < M > (l) p .s .

s Q
j8n(t ; 0 n(u,t; ç) ¡T(du)

comme on vient de le voir pour il> simple, et

!
lim 8 (t ; §) si la limite existe 

n

0 sinon

1 '  2 on définit bien de la sorte  un processus 3 - -prévisib le , de ¿  ..(t : z ).
s v*M o o

D 'au tre  part, puisque :

E [  ( 0 „ - 0 m)2 (t ; Ç) IvKdt) CM > (1)(dÇ) = Il4>n- * J I 2
[0 , t  Ix R  n n m

O

2 f 1 )il s 'en su it  que (8^) est de Cauchy dans L ( v x < M >  x P )  et donc que l 'o n  a (a).

Il est c la ir  d 'a u tre  part, que les convergences des processus O n . i/M)z vers 

( f i . v M )  et ($n *MM)z vers  étant uniformes en z (1-martingale propre),

on a (b). ■

Remarque : Dans [4 ] sont introduites les intégrales mixtes curvilignes :

Xst = S <P(U>V) W(du,v)dv,
Rst

où <p est adaptée. Ces intégrales s ' écrivent encore

\  1, v <p(u,v)W(du,dy)dv.
[0,t ] XRg( {y V)

Ce sont des intégrales du type 0 . avec :

0(v ; x,y) = 1{y < v >  <p(x) 

t/(dv) = dv 

M = W.

La prévisibilité de 6  se déduit a lors de l'adaptation de <p puisque la filtration consi­

dérée est la filtration brownienne.

2 . 2 9 .

Définissant alors le processus



3 - 5 .  I n t é g r a l e  s i m p l e  < p . N  si <p est 3 ^ - p r é v i s i b l e  et si N  e s t  u n e  1-m a r t i n g a l e  

p r o p r e  : N  =  ( 0 . / i M ) .

2
S u p p o s o n s  q u e  N  soit la 1 - m a r t i n g a l e  p r o p r e  d e  L  définie p a r  ÿ . y M

2 . 3 0 .

a v e c

. fi vérifie (/¿1)
2

. M  e st u n e  1 - m a r t i n g a l e  a . o . 1  d e  L  . 

D é f i n i s s o n s  a l o r s  1 1 e s p a c e  s u i v a n t  :

E s p a c e  j£2  ̂  (z q ; 0  ,n  , M ) .

C ' e s t  l ' e s p a c e  d e s  p r o c e s s u s  <p(z), 3 ^ - p r é v i s i b l e s  et q u i  vérifient :

||<p||2  =  E  ^  <p2 ( Ç V Ç ' ) 0 ( § , § ' ) 2  lü l(d§) < M  > (l)( d § ' ) < OO

S o i t  a l o r s  <p(z) u n e  fonct i o n  s i m p l e  b o r n é e ,  3  ̂ - a d a p t é e .  O n  p e u t  lui a s s o c i e rZ

le p r o c e s s u s  :

A l o r s ,  s o u s  le s  c o n d i t i o n s  p r é c i s é e s  a u  d é b u t  d e  c e  p a r a g r a p h e ,  

P r o p o s i t i o n  3 - 1 0 .-
2

S i  <p es t  s i m p l e  d e  J . . M  (z ; 0  , /i, M ) , a l o r s  le p r o c e s s u s  {(<p.N) , z < z  }• f fN O  Z  O
2

e s t  u n e  1 - m a r t i n g a l e  p r o p r e  d e  L  , et o n  a  la m a j o r a t i o n  :

E ( V a r  X  )2 <  u  ll<Pll2 .
o | • U

D é m o n s t r a t i o n  :

E l l e  es t  i m m é d i a t e . E n  effet :

( * .N )  t = E  (Pjj N(4y ) 9  V
st J 10 J t O , l W 4 j),x(ii)t x [0,1]

Remarquant alors que s i  Ç Â § 1 :

<p(5 v ç  ■) =  <Py si ? f [ 0 , l ] x i .  , ç ' C i j X  [ 0 , 1 ]

I^O1-

(<P.N)% T,
ij

<p.. 
ij N< V *  •

■ E



(<p.N)st = $ 2 M(dÇ)M(dÇ').

Rst

Donc d'après la proposition 3-3-2

E(Var(<p.N)(s,.))2 <  M0 ll<Pll2 .
2

(<p.N) est donc un processus de L . C'est une 1-martingale propre représentable. ■
Z

On en déduit la construction du processus ((p.N) pour un <p général par la 

technique habituelle. On déduit également, de façon immédiate, de la proposition précédente

Proposition 3 -11 . -
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on en déduit que :

Si k (z ,z ' )  = <p(z v z 1) 0 ( z ,z ' ) ,  si (p est dans X j n (zq ; 0,pi,M) et 

0 ,  n ,  M vérifient les conditions précisées au début du paragraphe, alors, 

on a égalité des deux processus :

(k.fiM) = (<p.N) , z <  z .

3-6. Une inégalité.

Proposition 3-12 ♦ -

Soit p une mesure aléatoire adaptée, dont la variation | y. | est absolument 

continue par rapport à une mesure positive, non aléatoire v :

Ijt | (dz) = p(z) y(dz).

S i M est une 1-martingale a.o.1 de L2 , si 0€s^^j(zo), et si

,Rst
2

où à est un borélien de R  , on a :

E sup(Var Xg  ̂ )< 4i/(A)^ p2(z)02(z ,z ' )  y(dz) < M (dz1) .
AxR 

zo

Démonstration :

On a, s i  z = (u,v)

<p(?v§'))4>i

Xst
0 (z ,z ' )  1,{ z € ¿ > M(dz) M(dz')

>(1)



x st = [  1{ z e A } ^ dz^§  0 (z ,z ' )  p(z) M(dz')
^ rr rvR . 1 “ J R

. st sv
donc

Var(Xg )t ^  $ ( z ,z ' )  p(z) M(dz') |
'R . 1 “ J J R, st sv

et
2 2 

Var(Xg>)t]  < v(A) Vk. $(z , z ' )  p(z)M(dz') v(dz) .

L'intégrale sur Rgv intervenant est, à v fixé, une martingale en s :

E sup ^ 0 ( z , z ' ) p(z) M ( d z ' E  0 2(z ,z ' )  p2(z) • 

s Rsv R 1v

d'où l'on déduit le résultat. ■

2 . 3 2

: M >'. ( 1)/(dz')

i v(ûz)
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RESUME DU CHAPITRE II 

(conditions de définitions d 'in tégrales)

?
M martingale de L" .

<p(z) ^ -p r é v i s ib le  E ^ <p2< M > fini.

Intégrale simple <p.M .

2
M 1-m a .o .1  de L ,

<p(z) ^ - p r é v i s ib le  E ^ <p2 < M fini.

Intégrale double 4>*MN .

4 4M 2-m a .o .2  de L ; N 1-m a .o .1  de L .

j/)(z,z') 3 z Vz,-prévisib le  E^ ip 2  <M >^2'(dz) < N  (dz1) fini.

M 2-m de L4 ; N 1-m de L4

t¡) prévisible de coin E ^ i¡>2  < M >^2' (dz) < N (dz') fini.

Intégrale mixte ÿ . f i M. 

Dans L ̂

H adaptée, E |/ i |(R  ) finie

2°M 1-m a .o .1  de L

0 ( z ,z ' )  3z ,-m esurable, E ^ 0 2 j/i|(dz) < M > ^ ( d z ' )  fini.

2
Dans L

| n  |(R ) < u constante

° 2

M 1-m a .o .1  de L

# ( z ,z ' )  3z , -prévisib le  E ^ i p2  |(dz) <M > ^ ( d z ' )  fini 

Dans L2

\ n \ « v  non aléatoire bornée, avec 12 défini par = f2 si

2
M 1-m a .o .1  de L

0 ( z ,z ' )  3 1 , -prévisible  E Ç é 2  Ip 12(dz) < M (dz') fini.

>(1)

(1)

(1)

d lui2
di'

d lu I _
~S V ~:

= f

(1)
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CHAPITRE I I I

CAS DE LA FILTRATION BROWNIENNE

Dans ce chapitre, nous spécifions certains résultats des chapitres I 

et II et développons des notions et des résultats nouveaux dans le cas où la 

filtration ï =  { ^  , z e IR̂ } de base est celle du mouvement brownien.

Dans les chapitres qui suivent, sauf mention explicite du contraire (p.ex 

chapitre V, §2 ou chapitre VIII,§1), Qr sera cette filtration.

Cette filtration joue un rôle très particulier dans la mesure où elle permet 

pour différents types de martingales d avoir des théorèmes de représentations, 

qui se révèlent être un outil très efficace. Nous verrons que la démonstration de 

ces théorèmes de représentation est fondée sur les deux propriétés suivantes du 

mouvement brownien: il est à accroissements orthogonaux et les polynomes en W(A), 

A rectangles de sont denses dans Peut donc escompter de

bonnes propriétés pour toute filtration engendrée par un processus vérifiant 

ces deux propriétés.

2
Nous définissons en premier lieu (§1) le mouvement brownien sur IR+ ,

2
associé au bruit blanc de IR . Pour une étude plus systématique du drap brow­

nien, on pourra se référer à [8].

Nous donnons ensuite (§2) un certain nombre de résultats sur la densité

2
de processus simples, bornees, mesurables dans certains espaces .

Ce résultat peut s’obtenir de différentes façons: en s’appuyant sur un résultat 

général pour les processus prévisibles (puisque, pour la filtration brownienne, 

les processus prévisibles coincident avec les processus adaptés); de façon 

existencielle (cf [8]); de façon constructive, et c’est la méthode que nous 

développons ici.

¿ 2(R 11

sí

On



A u  § 3 ,  n o u s  r e d o n n o n s  l e s  d i f f é r e n t s  t h é o r è m e s  d e  r e p r é s e n t a t i o n  d e s  

v a r i a b l e s  d e  L ^ ( O ^ j )  e t  d e s  m a r t i n g a l e s ,  i - m a r t i n g a l e s ,  i - m a r t i n g a l e s  p r o p r e s ,  

m a r t i n g a l e s  f a i b l e s  r é g u l i è r e s  ( [ 4 , 5 , 6 , 7 , 9 ] ) .  L a  m é t h o d e  q u e  n o u s  u t i l i s o n s  e s t  

a s s e z  d i f f é r e n t e  d e  c e l l e s  q u e  l ’ o n  p e u t  t r o u v e r  d a n s  l e s  r é f é r e n c e s  p r é c é d e n t e s .  

E l l e  e s t  é g a l e m e n t  g é n é r a l i s a b l e  a u x  c a s  d e  f i l t r a t i o n s  d e  ! l t y p e  b r o w n i e n "

( c o m m e  o n  l ’ a  d é c r i t  p l u s  h a u t ) .  L e s  r é s u l t a t s  d e  b a s e  s o n t  l e s  l e m m e s  3 - 2  e t

2 _
3 - 3 ,  q u i  d o n n e n t  l a  d e n s i t é  d a n s  L (  ( F  )  d e  p o l y n o m e s  f ld f o r d r e  d o m i n a n t 11 1 .

O n  e n  d é d u i t  a l o r s  l e  t h é o r è m e  d e  WONG e t  Z A K A I  e t  l e s  t h é o r è m e s  d e  r e p r é s e n t a t i o n s

2
d e  1 - m a r t i n g a l e s  d e  L à  t  f i x é .  D a n s  l e  c a s  d ’ u n e  1 - m a r t i n g a l e  m e s u r a b l e  a d a p t é e ,

l a  m e s u r a b i l i t é  e n  t  d e  c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  e s t  o b t e n u e  d a n s  [ 9 ] ,  e t  u n e

a d a p t a t i o n  d u  l e m m e  1 - 2  p e r m e t t r a i t  d ’ o b t e n i r  c e t t e  m e s u r a b i l i t é ,  e n  e x h i b a n t ,

c o m m e  d a n s  [ 9 ]  u n e  f a m i l l e  ^ d e  b a s e s  d e  L ^ ( C F j t )  m e s u r a b l e  e n  t .

N o u s  a p p u y a n t  s u r  c e  r é s u l t a t ,  n o u s  d é m o n t r o n s  u n  t h é o r è m e  d e  r e p r é s e n t a t i o n

d e s  1 - m a r t i n g a l e s  p r o p r e s  m e s u r a b l e s  a d a p t é e s  d a n s  l e  c a s  o ù  { X g  ̂ d é f i n i t  u n e

o

m e s u r «  r é g u l i è r e .

N o u s  t e r m i n o n s  l e  § 3  e n  d o n n a n t  u n  l e m m e  d e  c a l c u l  s t o c h a s t i q u e  ( l e m m e  3 - 5 ) ,

q u i  s e  r é v é l e r a  f o n d a m e n t a l  p o u r  l a  s u i t e :  c e  l e m m e  é t a b l i t  l ’ é g a l i t é  e n t r e  

s

l f i n t é g r a l e  J* 0 ( u )  X ( d u , t )  e t  l ’ i n t é g r a l e  d o u b l e  J  0 ( u )  L . ( t ; u , v )  W ( d u , d v ) ,

o  R
s t

p o u r  u n  i n t é g r a n d e  0  1 - a d a p t é  e t  u n e  1 - m a r t i n g a l e  X d e  1 - d é r i v é e  L j .

A u  § 4 ,  n o u s  é t a b l i s s o n s  d e s  m a j o r a t i o n s  d a n s  L ^ ,  p >  1 ,  d ’ i n t é g r a l e s  

s t o c h a s t i q u e s  h . W ,  h  é t a n t  1 - a d a p t é e  e t  m e s u r a b l e ;  c e s  i n é g a l i t é s  s e r o n t  u t i l i s é e s  

p o u r  é t a b l i r  l e s  i n é g a l i t é s  m a x i m a l e s  q u i  s u i v e n t .

L e  p a r a g r a p h e  § 5  e s t  c o n s a c r é  a u x  d é f i n i t i o n s  e t  p r o p r i é t é s  d e  b a s e s  

d e s  s e m i - m a r t i n g a l e s  r e p r é s e n t a b l e s  ( s . m . r . ) .  P o u r  u n e  s . m . r .  X ,  o n  s a u r a  

d é f i n i r  u n e  v e r s i o n  c o n t i n u e  e n  ( s , t )  d e  < ^ > g ^  > s e r a  e l l e  m ê m e  u n e  

s . m . r .  s i  X e s t  d a n s  L ^  ( o n  n e  s a i t  e n  g é n é r a l  d é f i n i t  < ^ > g ^  e n  ( s » 0  <lu e  

s i  X  e s t  u n e  1 - m a r t i n g a l e  a . o . l  ( c f .  c h a p i t r e  I ,  § 4 ) .  On  p o u r r a  é g a l e m e n t  

d é f i n i * *  l ’ i n t é g r a l e  s e m i - s t o c h a s t i q u e  p a r  r a p p o r t  à  u n e  s . m . r .  . On  d é f i n i r a

3 - 2

qui



la s.m.r. J associée à deux s.m.r. de L , X et Y : J s’avérera par la 
a , Y

suite dfun usage fondamental et nous reviendrons au chapitre IV sur cette s.m.r. .

On établit ensuite des inégalités maximales de deux types : l’une majore

E sup X(A)^n si A est un rectangle de R . (donnant en particulier l’inéga- 
z z II

2n
lité maximale pour si A = R jj) > l’autre majore, à partition ïï de

fixée, E sup Z X(A..)^n ; on obtiendra une forme maximale en ïï de cette 
z ïï z

dernière inégalité, forme qui nous sera particulièrement utile pour V étude des 

variations quadratiques au chapitre IV (n=l). Enfin, on démontre que les s.m.r. 

sont uniformément continues en moyenne quadratique.

Au §6, nous regroupons dans un'formulaire les règles principales du 

calcul stochastique relatif au s.m.r. .

3 - 3

4
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§ 1 - Le mouvement brownien sur IR

Définissons d’abord le bruit blanc sur IR ; c’est une fonction d’ensemble, 

définie sur les borêliens de 1R̂  , de mesure de Lebesgue finie, à valeur 

dans un espace L̂ (!T!, ,P) ,

w : L2

Celle que :

(a) W(A) est une normale < * »  , |a |) C|A| est la mesure de 

Lebesgue de A)

(b) si A D B = 0 , W(A) et W(B) sont indépendants .

L'existence d'un tel processus gaussien est assurée par un théorème général

d'existence : si C est une fonction E x e  --- ► R définie positive, il

existe un espace (fi, G*" , P) et un processus gaussien de L2(Œ, $  , P) sur E 

de covariance C (cf. par exemple Neveu [3 ] , prop. 3-4). Dans le cas présent,

E ■ (B la fonction :

C : (B x (B --- ► r

A x B l---► C(A,B) - | A 0 B|

définit une covariance. On notera alors W le processus correspondant.

W est une fonction additive d'ensemble :

E(W(A) + W(B) - W(A n B))2 - 0

d'après les propriétés de la covariance.

2
On définira alors le mouvement brownien sur IR+ par :

W = W(Rz) , z elRl

2

2

<&

,(K

(h
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La covariance de W est :

C ( z , z ’ ) - E W W , = IR ,|
Z Z 1 Z A z 1

On peut, à partir du mouvement brownien reconstituer le bruit blanc

sur R  . Pour un rectangle A * J(s,t), (s',C')] en posant :

W(A) = Ws,t, - Mst, - Ws,t * Mit

2
et pour un borélien A de en l’approchant par une suite d'union finie

de rectangles.

W est un processus nul sur les axes. D ’autres part, {W } est
st s^o

un mouvement brownien (non normalisé) à un paramètre et de même ŵst^t>o

Filtration brownienne

Si A est un borélien de IR̂  , 0*^ désignera la tribu engendrée par

. . 2
les W(B), où B c A est un borélien de mesure de Lebesgue finie. Si z e 1R+ , 

on notera pour la tribu complétée de
z

La filtration ( (K ) _2 vérifie alors la condition (F) donnée dans
Z ZQR+

le chapitre I (cf. par exemple [8]). En particulier, la propriété de continuité 

à droite de ^  (et même la continuité de Ov ), c'est à dire le point F-2
Z X

de (F) résulte de la loi de O H  suivante :

Propriété 1-1 

Si An

alors O  (?4 est la tributnviale. 
n A 

n

On a a l o r s  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  ( [ 8 ] )

est une suite décroissante de boréliens telle que D  Ar * 0 ,

wz

dfz nz
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Théorème 1-1

{W , z e R } est une martingale forte admettant une version continue.
Z +

2

 ̂ . 2 
Remarque : On définirait de même sur les trois autres quadrants de IR

trois autres mouvements browniens indépendants entre eux et indépendants de

m2W sur IR+ .

Dans toute la suite de ce travail (chapitre III et suivants), l’espace 

de base (Œ, 0̂  , P) et la filtration ( ) to2 seront ceux que nous venons
Z Z 6

de définir.

2
§2 - Densité des fonctions simples adaptées bomees dans certains espaces L

Pour définir les différents types d'intégrales stochastiques, simple,

double, miste, on a défini certains espaces  ̂ de fonctions prévisibles

2 2 2 
sur IR+ x Q 9 R+ x IR+ x Q

Dans le cas présent de la filtration brownienne la notion de processus 

prévisible est équivalente à la notion de processus mesurable, adapté. Par 

exemple :

x Í2 --- b R est prévisible

est équivalent à :

2
(i) Vp : 1R+ x n ---- ► R est rie sur ab le.

2
(ii) pour tout z e R+ , (j) ( z ) est adaptée.

Ceci résulte de la continuité de la famille ( ). En particulier, d'après
Z

2
un théorème de classe monotone, l'ensemble des limites dans L de fonctions

2
simples adaptées contient les processus mesurables, adaptées de L . On pourra

( fr,

¿ í :

'f «î

(fr
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o^5(z ) , )• donnera ici une démonstration constructive de ce
M O MM O

résultat.

t r o u v e r  d a n s  [ 8 ]  u n e  d é m o n s t r a t i o n  e x i s t e n t i e l l e  d e  c e  f a i t  p o u r  l e s  e s p a c e s

y> 2 2
2-1 - Densité des fonctions simples, mesurables adaptées, bornées dans*C^(R+)

2
Soit y la mesure aléatoire sur IR+ définie par la densité p de

2 ^ 2 ,
i D i e s  a a a p t e e s ,  D o r n e e s  a a n s

L (dP x dz) (dz est la mesure de Lebesgue sur R+)

y(dz,w) = p(z,w)dz

Supposons que p soit adapté. On dira que y est adaptée. On peut alors 

définir, P - p.s. :

L2 F(z,w) y(dz,w) 

'+

dès que F est un processus mesurable adapté. On définira l'espace cif yOR+)

2
comme étant l’espace des processus F sur £2 x , mesurables, adaptés, tels

que

| |F| |2 - E Í F2(z ) p(dz) < oo

•'R

Si z est fixé, on définira de façon analogue ^(R )
o y z

o

Propriété 2-1

L'ensemble des fonctions simples, mesurables, adaptées et bornées est 

y, 2 2
dense dans oc^(IR+)

Démonstration

Soit f e £  2(IR2). Il faut montrer que pour tout a > 0 , il existe

O?
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Y3 2 2
simple, adaptée-mesurable, bornée de c*l telle que

I f - f n II < ex .

1ère étape :

Posons f* = (f A  N) V(-N) pour N e

est mesurable adaptée.

Puisque f e ^ , il existe Nq > 0 tel que :

n * n  < ? .
o

2ëme étape :

1 2 
Puisque p est dans L (dP x dz) , il existe z e TR tel que

o +

e (u« ! ' R 2 ))
O

W  *
et donc la fonction fXT - f%T *1^ vérifie

N ,z N R
0 0 o z

o

IIf** _ f* Il < a
1 1 N ,z N ^ 4

o o o

3ëme étape

XK
Régularisation de fN ■ f

o’zo

Posons, pour tout e > 0 :

** 1
f (s,t ; u) - —

e

8 ^  **
f (z)dzrs-e' t-e

f est une fonction mesurable, adaptée, bornée par Nq, et continue pour tout w .

f
n

fN

a
A

R+
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On déduit du théorème de Lebesgue que :

4W M M
pour tout w : lim f (z) = f (z) z - p.s.

e+o e

Donc : [f**(z) - f**(z)]2 tend (z x (xj)-p.s., donc y x presque

sûrement vers 0, puisque y est absolument continue par rapport à la mesure

m m  m m  2 2
de Lebesgue. D ’autre part (f̂  - f ) est dominée par 4Nq .

i i i i _
Donc : | | f - f | | ----- ► 0

e e+o

et donc on peut trouver e tel que :

l i e  -  f **i i « ?

4ëme étape

Obtention de la fonction simple.

Soit alors ir = {A..} partition de R . Définisssons

f** (z) - f**(z..) si z e A.. ■ 1z.., z. . . .] 
ir,e E 1J ij J lj’ 1+1,j + H

M M
f est une fonction mesurable, adaptée, bornée. 

e,Tr

M M
D'autre part, f£ (z) étant continue pour tout w

f** ----- ► f** partout .
M * o  £

On peut donc trouver une partition tt , de pas |ïï| suffi.sament petit telle 

que :

II«« ««n a

1 1 e, ir  e  11 4

On conclut donc que : ||f** - f|| ^ a , ce qui est le résultat recherché. ■
0 1TT
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Corollaire 2-1

2 .
Soit M une martingale de L relative à la filtration brownienne,

<M> son processus croissant (mesurable adapté), f une fonction mesu­

rable adaptée de semi-norme

||f||2 = E ( f?Z)<M>(dz)

finie. Il existe alors une suite de fonctions simples mesurables 

adaptées convergeant vers f au sens de cette semi-norme.

2
Il suffit de remarquer que la mesure induite par <M> sur R+ est

bien^adaptée, absolument continue :

d<M>
z

02(z) + ( ¥2(u,y ; x,v)du dv , z - (x,y) 
» RdZ 'R

z

(si M ■ 0»W + '{'•WW) , vérifiant

E <M> < °° . 
z
o

On --------  ------------------  -’2 ~ 2'
V*2 2

a un résultat analogue pour l'espace . OR.) des processus mesurables,
1 ,y +

2
1-adaptés, de L

a 2 2 2
2-2 - Densitésdes fonctions simples dans o^_^0R+ x E+)

2 2
Soit y une mesure aléatoire sur IR+ x ir+ , positive, définie par la 

densité :

y(dz, dz', w) ■ p(z, z', w)dz dz'

oü p e L^(dz x dz' x dP) , p(z,z') (F f adapte • 
z v z *

I 2
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w  2 2 2 
Espace oc JJ0R+ x R+)

! C'est l'espace des processus Ÿ
I

f : fi x x ---- ► 1R

i (a) mesurables

i (b) f(z,z') est y ,-mesurable (on dira : y adapté)
i

' (c) H'(z,z') = 0 sauf si z^z'
I
i

' o
' (d) I M r  = E 

; jr+

2 f(z,z')2 jj(dz,dz') < <»

2
Si tt est une partition de IR+ , ¥ est simple si

f(z>z,) * ''tj.ik sl 2 e ■ 2’ e ûik • A*jftAik

* 0 sinon

Propriété 2-2

L’ensemble des fonctions simples mesurables, bornées, adaptées est

y?2 2 2 
dénie dans ^  (IR x R ) .

y + +y 

Démonstration

V  2 2 2
Soit V e (IR+ x R+) • Comme dans la démonstration de la propriété 2-1,

r*

on peut se ramner au cas où d'une part, 4* est bornée par Nq , d'autre part t , 

2
ne charge que R . Soit ¥ la fonction alors obtenue. Régularisons la :

o

si e > 0 :

■ '{**,■} 7 ! f” «.?')«

où l ' i n t é g r a l e  e s t  p r i s e  s u r  ] z -  (e , e )  , z ] A  ] z ' - ( e , e ) , z ' ]

í r ! X IR2
+

\j/
e

(z,z') « d V

4»i



3 - 1 2

Ÿ est continue en z, zf sur son domaine de définition (qui ne 

contient pas la diagonale).

Le théorème de Lebesgue permet de conclure :

si z^ z1 4^*(z,zf) ---- ► y**(z,zT) , pour tout 0)

On termine alors la démonstration comme pour la propriété 2-1.

2 2 2
Le même résultat peut être obtenu pour l'espace oc j x ^es

z

On déduira alors de ces deux résultats une méthode de construction des 

intégrales stochastiques doubles par rapport à des martingales fortes, des 

intégrales stochastiques mixtes par rapport à une mesure y(dz,o)) absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue et par rapport à une martingale 

forte.

processus (z.O 1
-mesurables.
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3-1 - Représentation des variables 5* ̂ j-mesurables

On dira qu'une variable 0 : fi x R --------►  ir est dans si
11 w 11

0 est mesurable adaptée, vérifiant :

§3 - Théorèmes de représentation

0^(z)dz < 00

R.l

On dira que f Q  x x  r̂  ̂ --- ► r est dans c*̂ > Ww(R l 1 > ^ est

mesurable , V ( z , z ' )  ne chargeant que z-ftz' , étant (£ ,-adaptée et 

vérifiant :

E J _ ^(z,z')dz dz' < 00

Jr . i

C'est deux espaces coïncident avec les espaces o? «(z ) et
M O  MM O

9 f
définis au chapitre II, avec pour M la martingale forte de (L*", de L ) W

et zq - (1,1) .

(F . . .  -2Soit Mj j une variable 1j- adaptée, de L . Nous allons donner de 

Mjj trois représentations sous forme d ’intégrales stochastiques : la ^repré­

sentation exprimant Mjj comme intégrale simple en W pour un intégrande.

Q^-adapté ; symétriquement la 2-représentation ; et la représentation de 

WONG et ZAKAI comme somme d'une intégrale simple et d fune intégrale double, ce 

dernier point se traduisant ainsi :

Théorème 3-1 (WONG et ZAKAI , [4, 5, 6, 9])

Toute variable Mj j de L2(ft, p) » centrée i'écrit

M11 0(z)W(dz) +

R,
'f'(z,z')W(dz)W(dz')

.1 R 11

E

11
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pour une fonction 0 de ^  t2.(R,, ) , et T de 2 (R, .) .
W I1 Ww 11

La démonstration originale (Wong et Zakai), [4]) se fonde sur :

1°) La représentation sous forme 0»W + ¥ #WW des 11 fonctionnelles 

d’Hermite de W" , c’est-à-dire des variables de la forme

H
P

$(z)W(dz)

L' R11

où Hp est un polynôme d ’Hermite. Cette représentation

se déduit de la formule de Ito montrée par Wong et Zakai dans le même article 

dans le cas de fonctions f,harmoniquesfl de martingales fortes, cas auquel on 

ramène les polynôme* d ’Hermite.

2°) La densité des fonctionnelles d ’Hermite dans l’espace des variables 

de carré intégrale et l â complétion en moyenne quadratique des intégrales 

stochastiques.

Dans [5,9] , Carioli et Walsh donnent une démonstration plus concise 

fondée dans [5] encore sur les polynômes d ’Hermite et, cette fois-ci , sur 

leur 1ère formule de Green, dans [9] , sur un théorème de 1-représentation 

des processus de

Dans [6] , Yor donne une démonstration, qui a l’avantage de se 

généraliser d ’une part à toute dimension finie de l’espace d ’indice, d ’autre 

part à des martingales relatives à des tribus engendrées par le processus de 

Poisson. Cette démonstration se fonde sur :

Io) La représentation 0 #W + ¥*WW des variables exponentielle^

exp

1

f(z)W(dz) - y  i f^(z)dzj , représentation obtenue par 
J R J T?

Rn  Rn

double application de la formule de Ito à un paramètre,

o?2

1
p
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2°) Sur le théorème de classe monotone : l’espace des variables

2
representables est un sous espace vectoriel fermé de L , contenant les

f 2 
variables M , qui sont totales dans L .

Remarquons que les fonctions exponentielles utilisées dans cette 

dernière démonstration peuvent être directement reliées aux polynômes d’Hermite 

selon lesquelles elles se décomposent.

Nous donnerons ici une autre démonstration fondée sur une toute autre 

approche.

L’idée est que toute variable aléatoire de L^( ^ jj) peut être 

approchée par des polynômes en W(A^j) associés à des partitions de plus en 

plus fines de r jj •

î
1 l ___________ _

z Vzl

z 

z ? '

-------------------- — ----- ----- --- >
1

* Si l’on réordonne ces polynômes en fonction du W(A^j) le 

’’plus haut” de chaque monôme, ils s’écriront

£ V " < 4k t » w« t j )

Si 1 '.
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où est Or2z -mesurable, ce qui conduira à la 2-représentation :

M ,1 h„(z)W(dz) où h,(z) est (F ̂ -mesurable.

Rn

*  De même si on ordonne en fonction du W(A. .) le "plus à droite11 on
ij

aboutira à

Mn
R,i

hj(z')W(dz') où hj(z') est (J , ̂-mesurable

* Soit en ordonnant à la fois par rapport au A ^  "la plus haut" , et 

au A ^  "le plus à droite" , on obtiendra la représentation :

i.M n
0(z)W(dz) + , H'(z,z')W(dz)W(dz') 

R 11 J r 11

l'intégrale simple correspondant au cas où le le plus haut est en même

temps le plus à droite.

Etablissons d'abord le résultat :

Lemme 3-1

Soit (î̂  la tribu engendrée par une famille {Y^ , i c 1} de

variables de fi--- ► R , P une probabilité sur (fi, (F ) telle

que pour tout p £ 1 , soit dans o^^(fi, (? , P) . Alors ,

l'ensemble des polynômes (à coefficients constants) en Y^ est dense 

dans ¿?2(fi, 0* > P) .

p..
1J

Z i j

A . . 
ij

Y.
1

Soit
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D é m o n s tra t io n

Soit n un entier positif, l'espace vectoriel des fonctions

bornées de Q  dans R , limite dans , P) de polynômes en

{Y¿ a n , i e 1} . M  contient les constantes, est stable pour la limite 

uniforme, ainsi que pour la limite d ’une suite croissante uniformément bornée. 

D'autre part cM n contient l'algèbre ^ n  des polynômes en {Y.An , i e 1} ; 

il s'en suit que ^  n  contient toutes les variables bornées mesurables par 

rapport à la tribu (K = a{Y^A n , i e 1} ([2])

X ô(n, c  c ,p) •

Soit alors :

=. u M
n n

On a :

¡K. v (f„ n neK

et donc :

°°(n,(K , p ) c ^ ( c  c^2(n, G* ,p)

Or, tout polynôme de variables i e 1} est limite dans 2

d'éléments de "frf :

P(Yi , i e io) - lim P(YiA n , i e IQ)

L2

D ’autre part , c>Î (fi, (K ,P) est dense dans cif2(fi, 0* ,P) , on en 

déduit le résultat. ■

Soit alors ir = iTj x une partition de Rj j en un nombre fini de 

rectangles : ir = (A£j), i = 1,1 , j ■ I,J. On a le corollaire :

K n

2 ( a , f f ,

. F n
o ? 2■(fl,

X .

< £

*2
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Coro1laire 3-1

Si 0* |j est la tribu engendrée par le brownien W sur Rj j , alors

l'ensemble des polynômes en {vKA^j), A^j e tt, ir partition de Rj j} est 

dense dans ,P).

A A., associons la variable indéterminée X... Soit m un monôme
i j

en . Notons j(m) le plus grand des indices j tels qu’il existe

i tel que X^j intervient dans le monome m avec un exposant strictement

positif. On appellera ordre dominant du monome la somme des exposants de

X,./ N, X0 ., v, ..., X-./ N. Un monôme sera donc d ’ordre dominant 1 si un seul 1J (m) 2j (m) Ij(m)

Xi j(m) intervient, et s’il intervient avec l’exposant 1. On appellera ordre 

dominant d ’un polynôme le plus grand des ordres dominants de ses monômes.

Lemme 3-2

L ’ensemble des polynômes d ’ordre dominant 1 associés à toutes les 

partitions finies du type précédent dans lesquels on remplace X^j 

par W(A^j) est dense dans L^(

L ’ensemble des polynômes en W(A^j) associés à toutes les partitions 

finies étant dense dans L^( ^j|)> pour montrer le lemme, il suffit de montrer 

que l’ensemble des polynômes d ’ordre dominant 1 est dense dans l’ensemble des 

polynômes.

La démonstration se fera par récurrence, montrant que les polynômes 

d’ordre dominant K-l sont denses dans l’ensemble de ceux d ’ordre K si K > 1

Soit donc unYmonôme d ’ordre dominant K .  Découpons l’intervalle j(m), 

j(m) + 1 en n intervalles égaux.

L2( ß ,  !I l ’*

x i i , . . . . X j j  .

11 L. W 

f r ,



3 - 1 9

monome ra

j(m)

A ! Ai ^

I___________ I_____________________

X0 *1 ...... 1K
1° pas :

Supposons que X. ... apparaisse dans m avec un exposant p > 1. 
iQJ '."m

La partition précédente découpe le rectangle i * i  > en n rectangles 

égaux parallèles à l'axe des x : , k * 1, ..., n. On a :

W(Ô)P - a W(6. ))P 
k K

Notons qn la somme des monômes d'ordre dominant au plus p-1 obtenus 

en développant cette expression.

W(A)P - qn - I W(6k)P 
k

Donc :

|W(A)P - q n || * n||w(<5)P||

£ n(2p) ! ! Z(ô)p

.< n(2p) ! ! ( ! i £ I ) P  -  c .
n p — I

et, si m - Y X. .. Np 
i0J (m)F

Y étant indépendant de W(A) ,

||m - Y q
c Y

n 1 1 s p-1 
n r

V '

6k
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qui tend vers zéro si n est assez grand. Ecrivant les éventuels termes de Y 

situés sur la ligne j(m) en fonction du redécoupage de j (m) , j(m) + 1 , on 

approche ainsi m par un polynôme de même type où l’on a abaissé le degré de W(A) 

de p à p-1 .

Procédant ainsi pour tous les rectangles (en nombre fini) situés sur 

la ligne supérieure et procédant par récurrence, on approche m par un poly­

nome dont tous les monômes s’écrivent :

Y X. ... ... X. x
ijj(m) i^j(m)

avec i., ..., i * distincts et Y (F? , N-mesurable.
1  ’  9 ot J  ( m )

2° pas :

Soit donc

m * Y X • < * \ X. * / \ 
ijj(m) i2j(m)

avec Y indépendant de W(At) et de W(A0) , où A. * A. 2t \ et A0 - A. x .
i  ̂ i l  2

La partition de j(m), j(m) + 1 découpe Aj et en n rectangles

égaux et <5£ , k, k' = 1, ..., n .

On a :

W(Aj)W(A2) - E  ̂ W(ôk)W(<5£,) 
k,k

Posons :

pn " 1 W(6k*>
n k V k  k *

p est d ’ordre dominant 1 , Yp d ’ordre dominant d’ordre strictement inférieur 
rn rn

à celui de m

Ä2

H(ít)
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|W(A,)W(A2) - pn |I S II Z W(6k)W(6¿)
k

< n||W(6) W(ô')II

< Z<A ,>2 c
£ n ---r—  = —2 n

n

et

k -  Y pn |I < £  ||Y|

Il suffit de généraliser aux polynômes et de conclure la récurrence 

pour montrer le lemme. ■

Théorème 3-2

Toute variable Mj j de carré sommable j-mesurable s'écrit de

façon unique :

M n - E ( M n ) +  h2(z) W(dz)

R11

où h_(z) est mesurable, O* ̂ -adaptée, vérifiant :

E I h2(z)2 dz < «» 

R 11

Démonstration

Supposons Mjj centrée. Fixons e > 0 .

Soit (tt ) une suite de partitions dont le pas \ir^\ tend vers 0. 

On omettra l'indice n quand il n fy aura pas ambiguité. (Si tt = (A^j) ,

Aij ” J si’ Si+J x Jtj» tj + il » alors M  = ÎCsi+i“»!) + .
1 y J

(F

max (t, -«j»)
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trouver un polynôme , d ’ordre dominant 1 , tel que :

Df a p r è s  l e  lemme 3 - 2 ,  i l  e x i s t e  t e l  que s i  n ^ nQ , on p e u t

||M n  Pn(W(Aij), e % )  I 12 ^ e

Ordonnons P suivant les variables déterminant l'ordre dominant 
n

P (W(A..)) - E a .. W(A..)
n ij . . n,ij x j '

L 9 J

ou afl est un polynôme en W(A^^) , i  < j . Posons pour tout z e Rjj

h (z) = a ... si z £ A.. 
» n.ij ij

On a alors

h (z) W(dz)
R n
1 1

D'autre part , h^ : iï x r  ̂̂ --- ► r est mesurable , (K -adaptée.

(hQ) est une suite de Cauchy dans c2?2(Rjj) ; en effet, si n, m > nQ :

l|hn - hJ l v 2 -  N P n - P m ll2 « I I - M ! ! I 12 + I I p» ’ M11 I l2 < 2e
W

Quitte à choisir une sous-suite de (^n) » converge presque sûrement

dans L2 vers une fonction h(2) • Cette limite est dans 2 . En effet :

h,ON « lim h est mesurable , 0'" -adaptée 
n n

2
évidemment de norme L finie. Enfin, on a bien :

Mj , - h( 2 ) ^  W(dz) * ®

R11

o
n

P
n

Pn WA.j))

hn e r g e

* 2

Aij

ij
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De façon analogue, on démontre un résultat sur le 1-représentation 

de M,, .

Venons en au résultat du théorème 3-1. Deux possibilités s’offrent à 

nous : soit une approche directe basée sur un lemme du type lemme 3-2 annonçant 

la densité dans L^( ^ jj) des polynomes constitués de monomes dont l'ordre 

dominant dans le sens 1 est un £t dont l’ordre dominant dans le sens 2 est 

aussi un ; soit une approche utilisant les deux résultats sur la 1 et la 2-re- 

présentation d’une variable de L^( (Kjj). L ’inconvénient de cette seconde 

approche est qu’elle ne fait pas apparaître de façon immédiate les mesurabilités 

des processus 0, Ÿ intervenant dans la représentation de WONG et ZAKAI . Aussi 

optêrons nous pour la première méthode.

Lemme 3-3

L’ensemble des polynomes d ’ordre dominant 1 dans le sens et d ’ordre 

dominant 1 dans le sens 2 , associés à toutes les partitions rectangu­

laires finies de Rj j est dense dans L^( ^ jj)*

Démonstration

Soit X e ^ i P  * e > 0 fixé. D ’après le lemme 3-2, il existe

une partition ïï finie et un polynome Pq d ’ordre dominant 1 (dans le sens 2) 

tel que :

l l x  -  P0 I I 2 .< e

avec :

Po - * «« « V

a^j étant des polynomes en ^CA^) avec n < j , donc en particulier des

£ 2C
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variables de L^( ^  ), si on a noté :

J

A.. ® 1 (s.,t.)>(s,..,t. .)1 
ij J i J 1 + 1 j + 1 J

( t  i)
Donc, pour chaque on peut trouver une partition ïï ' (par

exemple choisie plus fine que ïï ) sur Rt , et Q0 . un polynôme d’accrois-
O 1 t . A/, J

( l  i)
sements de W sur ïï ,J , d’ordre dominant 1 dans le sens 1, tel que :

I ai j QJtj I I 2 * £

Soit alors le polynôme :

P - E Qy  H(4t.)

On a :  °

IIp-pJ 2 . i E(.tj - Q ^ ) 2 |4t.| i E2

o

puisque a^j - Q^j est ^j-mesurable.

Notons alors ïï la partition la plus fine obtenue à partir de ïï et 

( i  i)
des (ïïv ,J ). P peut encore s’écrire :

P = Z b0... W(A0.) W(A.,)
« i k  ^ ik ik 
k<j

et ^  est un polynôme en W(Anm) pour (n,m) < (i,j)

On a d'autre part :

I X - P | | 2 *  | | X -P o | | 2 + l | P 0- P | | 2 *  2e

On a presque le résultat désiré. Reste une difficulté :

Il peut apparaître dans P des accroissements du type

W(Aij) W(Aik) k < j
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Nous allons nous débarrasser de tels termes en nous appuyant sur le lemme 

suivant :

Lemme 3-4

Soient A = A x A  , A1 = A x A ' deux rectangles disjoints, et 
s t s t

6 = (6̂ ) une partition en intervalles adjacents de Ag. Alors :

| |W(A) W(A’) - Z W(ôixAt)W(6i,xAp||2 $ |6|, |Ag| |Afc| |Afc, |
ii * 

i*i’

où |ô|j * max |6^| .

'r----------------- m—n—r Ti
A7 1

_________________ I 1 1 1

f T -------------------------------------- ------ ------ ;----- 1— ------ 1---------------

i

à  i
I

l'--------------- " V  ' ' '

---------------- Ú-----------------

¿s
2

Il suffit de vérifier que la différence dont on majore la norme L nfest 

autre que :

D6 - Z W(6ixAt)W(6i,xAp . ■
i

. . . . *
Raffinons alors la partition tt en une partition tt en raffinant sa trace 

sur le premier axe de sorte que :



où |tt|j 35 max i|s£+j “ s.jJ } • Notons alors
i

, A* V , V
p  -  t  * k  » y  i k  « < v  « " ¡ k »

j>k

oü ; b*jik ‘ V j i - k  si A*j * Aik c h'j * V k

Il est alors immédiat de vérifier que :

1 |P'P’1 ' ‘ ijk ^  ik tW W ii)W<iik> - £ WÎA^-)V,C^2k>]}2

k<j

où la sommation dans le crochet esc prise en ij,  pour les Â  j  

inclus dans Â j x A ^  avec ij 4 i2 •

On obtient la majoration :

1 ,P'P''1 '* < ijk EH>ij ifc2) 1 |H(V H W ik) - J w(iî|j)w<iî2lc> I 'I 

k<j

puisque W est à accroissements orthogonaux et que b ^  ̂  est 0* 

mesurable, soit :

P-P 6 ï. 
ijk 
k<j

E(bf. ..) 
ij ik7 ¡ w '4J l\l

6 K, (P)

Reste à obtenir une majoration de Kj(P). P se décompose en

3 - 2 6

X A * .
i2J

P = P, + P2

ii22 *

1**11 max
i

< l v , s‘l>
<>*

M ,  e2

* IWI2
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° a p i ■  £j?k bu  ik  w w ü >

k<j

Il est facile de vérifier que Pj et sont orthogonaux et donc que

P II2 » IIPjl2 « .? Eibfj ik) |A |Z |A.| |Aj
îjk

k<j

? M ,  K j ( P )

et donc, si on a choisi e £ ||x||2 (auquel cas : | | P| | 2 <: 41 | x| | 2) 

| | P - P * | | 2 *  Ô K . ( P )  <ç e 2

$
Reste alors à écrire P de la façon suivante

P = S + D

où

*
7Í

s -  i 0£j W(AA j)

£ £
©ff. « E b0. .. W(A.. ) est vT .-mesurable 

J(i,ld<(Jl,j) J J

D‘ " S b*j ik w<Aïj> W (AIk)
(£,j) (i,k) 13 lk

ce qui est bien la décomposition recherchée, vérifiant

| | P *  -  X | | 2 < 3e . ■

La démonstration du théorème 3-1 découle alors de ce lemme : si P* est une
n

suite de tels polynomes associés à une suite tendant vers 0 , posons :

w < â i k )

P2

e
n
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0n( z ) = 0 ?j Si z e A Ij(n)

^(z,z') = b*?.u si z e A*j(n)
¿j ik

, z'eA.k(n),a,j)^(i,k)

Il est facile de vérifier, vue 11orthogonalité de S et D que 0 et V
n n n n

2
sont des suites de Cauchy dans L , qui, quitte a en extraire une sous suite, 

convergent p.s. vers deux fonctions 0, V . On vérifie alors que :

X = 0(z) W(dz) +
R

H'ÎZjZ') W(dz) W(dz')

1 1 L11

3-2 - Théorèmes de représentation de martingales

Au chapitre II, on a défini des martingales, 1-martingales, 1-martingales

propres à partir d'intégrales stochastiques, simples, doubles ou mixtes . Dans

2
le cas de la filtration brownienne, toute martingale de L est la somme d'une 

intégrale stochastique simple et d'une intégrale stochastique double ; toute 

1-martingale est l'intégrale stochastique simple, d'un intégrande 1-adapté, 

cette propriété étant raffinée si la 1-martingale est mesu­

rable et adaptée Í9] ; enfin, pour une 1-martingale propre X , mesurable
S L

et adaptée, on obtiendra une représentation sous forme d'intégrale mixte dès 

que le processus à variation bornée eS  ̂r®8ulier-

Théorème de WONG et ZAKAI , 3-3

2
Si (Mz , z e est une martingale de L , alors il existe une

fonction 0 de ‘̂ w ^ l P  et ¥ de ĉ ! ^(R|j) telles que :

M = M +
z o

0(Ç)W(dÇ) + Í , m . C ’W d O W Í d C )
R JRz z

0 e ■=2? W(R| j)

Y e
Wl/Rl P

< V c  ‘

R,,)
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Démonstration

i 2,Il suffit de remarquer que Mj j e !_ ( '- jj) , d'utiliser la 

représentation de Mjj donnée par le théorème 3-2 et d'écrire :

' ® j  .M2 = E(Mn

Soit {M , z e R .} une 1-martingale de L , on a alors le résultat 
z 11

suivant :

2
Proposition 3-4 : Représentation d'une 1-martingale de L

Soit M une 1-martingale de L définie sur R̂  ̂ •

Il existe, pour tout t e [û,l] , un processus L j(t ; z,w)

L j ( t  ; • , • )  : R n  x  Q ------- *• IR

mesurable , (^ut-adapté, nul si v > t (pour z = (u,v))

tel que :

Lj(t;z) dz < 00

11

et avec

M . ■ M . + 
st o t

Lj(t;z)W(dz)

st

Démonstration

M
It

0
----► s
1

suffit
' 11

E
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Mjt est dans 1_2( j) et donc, il existe Lj(tjz) donnant la 

1-représentation de Lj(t,z) vérifie les propriétés annoncées. La

variable centrée H.,. - M . s'écrit :
It ot

M. ~ M 11 ot
Lj(t;z)W(dz)

lt

et donc, puisque M est une 1-martingale

M = M _ + 
st ot

L,(t;z)W(dz) .
JR . 

st

Ce résultat ne donne aucune propriété de mesurabilité de la 1-dérivée L

en t. Une adaptation du lemme 3-2 à la recherche de bases de L ( fiF )
lt

permettrait d'obtenir une telle mesurabilité»

Dans le cas où M est une 1-martingale adaptée , mesurable , on a
S c

le résultat suivant obtenu dans [9] par CAIROLI et WALSH :

Théorème 3-4 : [9] représentation des 1-martingales adaptées, mesurables de L̂

2 2 
Soit {M , z e 1R+} une 1-martingale, adaptée, mesurable, de L .

Il existe un processus Lj :

L j : 1R+ x ^  x H - IR

tel que :

a) (t ; z,w) --- ► Lj(t ; z,w) est mesurable

b) Lj(t ; u,v) est (P̂ t~adapté, nul si v > t

c) Pour tout (8,t) : E L?(t;z)dz < 00
J R

d) M * M . + ( 
st ot J

st

81

Lj(t;z) W(dz)

fr,

Ml f

/

•’l
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Ce résultat est basé sur le lemme suivant annonçant qu’il existe une famille 

de bases des espaces L ( (F dépendant mesurablement de c :

Lemme 3-4 [9]

Soit L2( (î^) = $"2,P) la suite croissante d’espaces de

Hilbert de L 2(iî, ,P). On peut trouver pour chaque t une base

9 O
orthonormale (Zn(t), t > 0} de L ( V t) , avec Z (t) E 

telle que :

1) (t,cu) ---► Zn(t,co) est mesurable, pour tout n .

2
2) Il existe une suite de processus {^(tjz), z e IR+ , t e IR+) 

telle que, pour tout n :

a) (t;z,co) --- ► *Fn(t;z,w) est (B x vB x (f* mesurable

O'
b) ^(tjUjv) est J1 ̂ -mesurable, nul si v > t

c) Z (t) - ( Ÿ (t;*) W(dz)
n Jr  2 n

2
Pour les 1-martingales propres de L , mesurables, adaptées montrons 

le résultat suivant :

Théorème 3-5 : Représentation des 1-martingales propres, adaptées,

2
mesurables, de L

Soit {Mgt, (s,t) e Rjj} une 1-martingale propre, mesurable

2 . - 
adaptée, de L telle que, il existe une mesure non aleatoire

finie v sur [b, l"] et un processus p(t,w) vérifiant :

Lj s e r a  a p p e l é  l a  1- d é r i v é e  de M .

1 >

1.2 (fi,

fr :



(b) (t,co) --- ► p(t,ü>) est (Sx ^*jj mesurable

(c) p(t) est (F -mesurable

(d) E
* 2
p (t) v(dt) < 00

Il existe alors un processus 8j : [o,l ]  x x fi ------- »• r  tel que

(a') (t ; z,Q) --- ► 3j(t ; z,u>) est (B x S  x ^-mesurable

(b') » u»v) est 0^ut-mesurable, nulle si t < v

(c') E [ „ $f(t;z) v(dv)dz < « 

J [0 ,1 .1 3lf 
']xR,,

(d') M = M + [ 6 (v;z) v(dv)W(dz)
8t 0t J[o,t]xR 1

st

Démonstration

D'après le lemme 3-4, on peut décomposer l'élément p de L 2(^Kjfc)

sur la base ÎZn(t) , n 0}

) - Z p Z (t) = ( 3, (t; 
n^o n>t n V .  1

z)W(dz)

lt

avec

6j(t;z) - Z p Ÿn(t;z) 
n£o *

6. vérifie bien a') et b') puisque p . * E(p._ Z (t)) est mesurable en 
1 n } L t  xi

3 - 3 2

f t
(a) M lt = P(v) v(dv) 

J o

t.

fr,

6,(t

0
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P u i sq ue

E P 2 = $2 (t;z)dz 

Rst

le point c') est également vérifié d'après d).

Enfin, pour la 1-martingale propre centrée, M - M , on a pour tout
Su Ou

(s,t) :

M - M . 
st ot

(j 8.(v;z)W(dz)) v(dv) 
J d 1

ft 

O ;  R
sv

“ L  , ß,(v,z) v(dv) W(dz)
} [o.tlxR

d'après le théorème de Fubini<

2
On notera «*C^(Rjj) l'espace des processus 3j vérifiant les

conditions a') b') c') précédentes, V est la 11,68111:6 de

vM(to’V
Lebesgue sur [û,l] . Ces espaces coïncident avec les espaces 2 (t ,z )

définis au chapitre II, §3.

3-3 - Un lemme fondamental de calcul stochastique

Le résultat suivant est essentiel et simple à démontrer : il traduit le

f S
fait qu'une intégrale (de bord) $(u) M(du,t) de $ relativement à une

■*0

]-martingale M , au niveau t s'exprime également comme intégrale en W(dÇ) 

sur Rgfc pour le même intégrande. Nous utiliserons à plusieurs reprises ce 

résultat : existence d'une version continue en (s,t) du processus < X > ^  oü 

X est une s.m.r. (§ 5 de ce même chapitre), formule de Green ... . Ce résul­

tat sera généralisé au chapitre V, §5, traitant de la formule de Green.

si

58
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Lemme 3-5

Soit X une 1-martingale, adaptée, mesurable de L , de 1-dérivee

Lj. Soit $ : 1R+ x Çl --- ► R un processus mesurable, 1-adapté,

vérifiant, à t fixé :

2

f s
(1) ||«||2 = E *(u) <X>(1) (du » t) <

J n

Soient les deux intégrales stochastiques, lfune par rapport à un 

processus à 1 indice :

I

s
$(u) X(du,t)

o

l'autre par rapport à W :

Jst í>(u) L.(t ; u,v) W(du,dv)

R - st

Alors, sous (1) , I . et J . existent et sont égales.
S L s t

Démonstration

Puisque Lj est la 1-dérivée de X , on a d'après le théorème 1

de [lo] :

<X>st^ = j  L ? ( t ; z ) d z
Rst

et donc (1) s'écrit

E J <î>2(u) L2(t ; u,v) du dv < 

Jr - st

00

s t
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Cette condition, qui assure l'existence de I , assure aussi l'existence 

de J (cf. chapitre II, §1, intégrande 1-adapté et intégration par rapport 

à une martingale forte).

Soit $n : R+ x Q --- ► 1R une suite de processus simples, 1-adaptés, mesurables,

tels que :

H* - *nl l 2 — - 0

et
r s

ïn(S,t) <Ku) X(du,t) 
n

et donc

I $ (i) XÎA?) 
n i

i

Z *n(i) 
1

LI(t ; u,v) W(du,dv)

i $ Jp n

A"x[o,t]

(n) Lj(t ; u,v) W(du,dv)

st

E<V(s,t)
n

0
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§ 4 -  Quelques inégalités.

Théorème 4-1 . -

S i <p est un processus mesurable 3^-adapté de L2^  (N ^  1), on a pour tout a <  b,z

c ^  cl
E(Ç <p(z) W(dz))2N < K(b-a)N-1(d-c)N -1r  Efp2N(z)dz

^ r a . h l v f r r l l  bis/ IV* ril[ a , b ] x  [ c , d ]  

( a v e c  K  =  [ N ( 2 N - 1 ) ] N ).

[a,b]x[c,d]

Remarque : S u r R , s i  <p(t) est un processus F^-adapté et B le mouvement brownien,

( p o u r  N = 2 ,  cf. G i h m a n  et S k o h o r o d  [1 ], p. 3 8 5).

D é m o n s t r a t i o n  :

P o s o n s  A  =  [ a , b ]  x  [ c , d ] .

*  S u p p o s o n s  d ' a b o r d  q u e  <p soit u n e  f o n c t i o n  s i m p l e ,  et p o s o n s

I  = \  <p(z)W(dz).
A

C h o i s i s s o n s  u n e  partition it p a s s a n t  p a r  l e s  p o i n t s  e x c e p t i o n n e l s  d e  l a f o n c t i o n  s i m p l e  <p. 

N o t o n s  A . . l e s  é l é m e n t s  d e  ï ï et <p.. la v a l e u r  d e  <p s u r  A . .

t e r m e s  (i,j) m a x i m u m  p o u r  l ' o r d r e  d u  b a l a y a g e  vertical. N o t o n s  t )  p o u r  la s o m m e

o n  a

E(^ <p(t)B(dt))2N < K(b-a)N_1 ^ E < p 2N(t) dt 
3  B

1= D
i , j  J ^

D é v e l o p p o n s  î p a r  la  f o r m u l e  d u  b i n ô m e  a p r è s  a v o i r  o r d o n n é  p a r  r a p p o r t  a u x

p r i s e  s u r  (i',j') tels q u e  (i' < i) o u  (i' =  i et j' < j ) .  L e s  t e r m e s  o ù  W ( a ^ )  a p p a r a i t  

a v e c  u n  o r d r e  i m p a i r  étant d ' e s p é r a n c e  nulle,



^ r - 2 N ~ 4  ^ X

' ” " [ ¿ « t i j i  Wtoj.j,)] “i j W l V

E(12N) = C * N E 4 W(V 2

3 - 3 7

2N-2 2

+ C 2 N E B¿ N  y  

+  • • •

+ C2 N '2 E J  L 2  a,i • j ' W(Ai ■3 ', Î  % ' 2 W<‘i « )2N"2

t? v\ 2N \2N 
+ ES<p.. WlAj.)

i j  ^  J

Quand le pas de la partition tend vers zéro, tous les termes tendent vers zéro sauf le 

premier. E (l2N) est donc égal à la limite de ce terme ; si k = C2N et R t = [a ,s ]x [c ,t ] , 

on a

t2N\ . „ r / C /.X ,,rfJ„u2N-2 2/E (l ) = kE C ([ <p(§) W(d§))2N"2 <p (s,t)dsdt.

Rbd Rsd

Remarquons déjà q u 'il résulte de cette formule que E (l2N) est fonction crois­

sante de la  borne b du domaine d'intégration

E (I21̂ ) = k E ^ X (s, d)2N-2 ^ <p2 (s, t)dt ds
3 C

OÙ

X(s,d) = ? <p(§) W(d§). 

sd

Appliquons alors l'inégalité  de Holder

E ^  X 2N-2 Yds < (E ^  X^2N"2 q̂ds)1//q (E  ̂ y 15) 1̂
3  3  3

en choisissant q de sorte que

(2N-2)q = 2N

soit p = N

EO21̂ ^  E < p ( § )  W(d§)]2Nds)1 R x ( ^ E [  ^d (p2(s ,t)d t]N ds)l/N  . 

a * Rsd a c

Utilisant la remarque sur le fait que E il2^) croît avec la borne droite du rectangle 

d'intégration,
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»N-,

a ^ a

,b r r d .  -N

•A
Appliquons à nouveau l 'in éga lité  de Holder pour le même choix de p ,q  : 

r d 2 / «q ^ 1/q  , r d 2N, .x ^  1/N

E(I2N)N < K (^  E(l)ds) " (\j E ^  <p2(s ,t)d t]N ds) 
a a c

E(l2N) < K(b-a)N -  ̂ ^ E [$  ¡p2(s , t )d t ]  ds .

^ <p2 ( s , t ) d t< ( ^  1q dt) <p2N (s,t)d t)

[ $ V ( s , t ) d t ] N < (d-c)N- ’ ^  v 2N (s ,t)d t
’C c

et finalement
d ~d

E(l^N) < K(b-a)N“ 1 (d-c)N_1 ^ ^ E <p2N(s ,t)d s  dt,
a c

ce qui es t le résu lta t du t hareng 1 pour <p simple.

La démonstration de cette inégalité pour une fonction <p vérifiant 

<-2 N '
'A

te lle  que E {  (<p-<p )2N(z)dz - * ■  0 .
J a “

E ^ <p2^(z)dz < OO s 'ob tien t en approchant <p par une suite de fonctions simples <pn

Théorème 4 - 2 . -

S i <p(z) est une processus 3^ -adapté de L 4 , posons

_ _b rtd -.2 „b„d 0 
D = [ \   ̂ <p(z)W(dz)J  ̂ <p (z)dz. 

a c a c
1°) On a

2,  - b - dE(D2) = p [ Ç  f  ip(z)w(dz)j .
a c

g
2°) S i <p(z) est dans L , on a

E(D4) = | b [$  ^ <p(z)w(dz)] . 
a c

Remarque : On déduit de ces deux théorèmes que

E(D2) < 24(b-a)(d-c) ^ ^ E <p4 (z) dz
a c

E(D4) < C (b -a^ d -c )"5 ^ ^ E :p8(z) dz

(C =341.232).

8
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Remarque : D est la  différence de deux term es du même ordre  de grandeur. Contrai­

rement à ce que l 'o n  aurait pu penser, D est encore de ce même o rd re  de grandeur. 

M ajorer un moment quelconque de D se  fera  donc toujours en majorant le  moment cor­

respondant de chaque term e de la  différence et en utilisant l'in ég a lité

(X -  Y)2k < CR [  X2k+ Y2k]  .

Démonstration :

Il suffit de la  fa ire  pour une fonction simple <p , le  résu lta t s 'é tendan t aux 

4 8fonctions de L ou de L par passage a la  limite dans ces e sp aces.

Nous reprendrons les notations du début de ce paragraphe. Pour une fonction 

simple <p et une partition n  plus fine que celle définissant <p , on peut é c rire

D = A+B

avec

b  =  b  <p?. o u , , ) 2 - u n .
ij *J

De so rte  que

1°) E (D2) = E (A2) + E (B2) + 2E (AB)

term e A : Dans A apparaissent des produits de W(a ) p ris  en 4 po in ts. 

Un te l produit e st d 'e sp é ran ce  nulle sauf s i les  2 points maximaux (au sens de l 'o rd re  

du balayage vertical) sont confondus
2

E ( A 2) = 4 E c [ 2 Î ipi I j ,  W U j . j , ) ]  lAyl  

b d s d -2 2

= 4 l  j  LS S (s,t)<is<it
a~c wc

dont on a vu dans la  démonstration du Th. 1 q u 'il  valait E (l^)/k . Ici donc (2N_2=2)

E(A2) = ^ E ( I 4).

A i = 2 n i
ij ^  J

W ( A y ) W ( A . |;jl)

I -2 ,
<p(§)W(d§)J V

£ 2
<p (i
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2
termes B et A B  :

2
E(B ) tend vers zéro.

E(AB) tend vers zéro.

E(B2) = £  E <pl[W(A )2 -  (A - ]2 
ij J J

= £ E  <p4 [2 |A |2 ] 
ij

< 2 | A | £ E <p4 (z)dz 

R 11

|E(AB) | < (E(A2))1/2 (E(B2))1/2

on a

Donc

On en conclut bien que

b d  b d  
E(D2) = | E ^  jj <p(z) W(dz))4 j <  24(b-a)(d-c)  ̂  ̂ E<p4(z )d z .

3  C cl C

2°) E (D4) = E (A4) + 4 E (A3B) + 6 E (A2B2) + 4 E (AB3) + E (B4) . 

terme E(A4) : S i l 'on  note

Qij = (S<Pifjl W(Ai(jl)) <Py W(Ay)

Î ? 0 « ] 2 - 
ij ^

A4 = 16

E t A ^ l é E S ® ^ , « ^ , ) ) 4 «)4 |4 y |  +16C2 E E ® ï . i ,j ,W(Ail:|,))2W Q 1„;|„)«>

Le premier terme équivaut à 

„b d s d 4 . 
1 6 | a | E ^  Lj  3 <p(§) w(d§) j  <p (s ,t)d sd t = este  |A| E(I )

6 C 3  C

qui tend vers zéro . Le second vaut

! £ * £  e  d ®  <p.. w(a. , . , ) ) 6 <p2 . |a. . |
6 y ij i'j '" v ij ' y 1

qui tend vers  

16ES Sc C  i  ^ ) w(d5)]6<P2( s , t ) d s d t = ^ | E ( ^ d <p(§)W(d§))8 = |  E(I8)

8

ElA4)  ̂E(I8)

lAyl.

o
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lorsque la partition ir tend vers zéro.

Autres termes :

E(B4) =BE<p4 [w(Aij)2- |A |]4+pE [^<P i ,j ,[W(Ai l j l ) - U |] ] 2 ^ j [w(Ai:j) -  \ à \ f

O
Le premier terme est d 'ordre |A| , le second |A|

E(B4) - *  0,

quant aux autres termes, l'inégalité de Holder permet de conclure :

|E(A3 B )|<  E(A4)3/4 E(B4)1/4

E(A2B2) < E(A4)1̂ 2 EÎB4)1/ 2

| E (AB3) | < E(A4)1̂ 4 E (B4)3/ 4.

Ils tendent donc vers zéro, ce qui achève de démontrer le théorème 4-2. ■

On notera dans la suite

= [0,1] x Aj x A.x [0,1].

Corollaire 4-3 .-

Si M =e.w+*>.ww

EM(Ay)4 < c. I^jj l[^  E64(z)dz + Ç E vj4(z,z')dz d z 'J

\j  ij

EM(i, A.)4< c ' |A. | E04(z)dz+C 0E^4(z,z')dz dz' I
3 [0,1 ]x A .  J [0, 1> A ix [ 0, l ]2 J

J  J

c=10.368, c '=288. 

Démonstration :

M(Aij) 0(z)W(dz) + ^ ii>(z, z ' ) W(dz) W(dz ' ). 

\ i

Utilisant (a+b)4 < 8(a4+b4) et le théorème 4-1

E (M (A .  .)4)<8. 3ô [  IAy I^  E 64( z ) d z + | A . | Ç  e K  ^ z ' M d z ^ d z '  I
^ \  [0>1]xA. ^x [0,1] ^  -J

-,4 -2

%

\ f  
Jo . .

1J
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Réappliquant le thâcrène 4-1, on montre la première assertion  du lemme, avec 

c = 8x362 .

De même, partant de

M(i,A ) = Ç 0(z)W(dz) + {  ^(z,z')W(dz)W(dz').
J [0 ,s i ]xAj [0,1 ]xAjX [0, s^ ]x [0,1 ]

On montre par application du (hacrarie4-1 la seconde assertion , avec c '=  288. ■

2
On déduit immédiatement que s i ir  est une partition de [0,1 ] en rectangles 

Ay ayant tous la même a ire

D EM(Ay)4 < c|Ay | [T E 0 4(z)dz + ^  2 E ^ 4(z ,z ')d z  d z 'J
y  R n

étant régulière  su r  1 ' axe des t

B EM(i,Aj)4 < c | A j | ^  E 0 4(z)dz + ^ 2 E ^ 4( z ,z ') d z d z 'J .  

j R11 R11

On démontre de même le corollaire suivait où c et c sont deux constantes
* L»

aisément calculables :

Corollaire  4 - 4 . -

Si M =0 . W+^i.WW

E M | A y  E 0 8(z)dz + ^ E^® (z,z ')dz dz'J

\j îj

EM(i,A.)8 < c« |A.l'T'v E d 8(z)dz + ÿ _ E ^8(z ,z ')d z  dz ' I.
J 2 j [0,1 ]xAj ^ [ O J ^ x t O , ! ] 2 J

Corollaire  4 - 5 . -

Si M = 0 .W+f.WW

E[<M>(Aij)2J <  l^ij l[$ E 04(z)dz + ^ EV»4(z ,z ')d z J

1J

e ("<M>{i, aJ 2 I < 2 | A. |Ç E 04(z)dz +C 0E ^ 4( z ,z ')d z l
L L 3 J 3 [0,1 ]xAj J[0,l]xAjX[0,1]2 J

2

te
w ii

ß
ij



Démonstration :

,2<M:
" U  J L

Donc ^  ^

\2-i ^ ^ T w f  ,2x2 . W C 2\2~iE[<M>{A..) ] < 2 Fe(^  d2) + E(Ç y 2) 1
J L J. Jà- • °o.

iJ iJ

e (z)dz) < (^  1 .d z )x (Ç  e4(z)dz) < |A.,| \
J à.. J A-. J A.. J A-.

iJ ij ij ij

04(z)dz.

De même pour le terme en 4>, d 'où  la première assertion du corollaire  4-4 ; la deuxième 

inégalité s 'ob tien t de la même façon. ■

3 - 4 3

^(z)dz +
I

^ ( z , z ' ) d z  dz '
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§5 - Semi-martingale représentables (s.m.r.)

Nous nous limiterons dans ce paragraphe à l’étude de processus sur

R,, -  [o, i ]2.

5-1 - Définitions et propriétés des s.m.r.

5-1-1 - Définitions

2
Soit X une martingale faible régulière sur R jj» de L 

(cf. chapitre I, §3) . X s'écrit :

1 2 
X = M + P + V

2 1 . 2 
où M est une martingale de L , P une 1-martingale propre de L ,

2 2 
P une 2-martingale propre de L . (chapitre I, propriété 3-4).

1 2
Si (Plf.) (resp. (P .) ) est absolument continue par rapport à la

11 sis

mesure de Lebesgue :

Plt " { Pi^v)dv (resp. P^j - | p2(u)du)

où Pj (resp. P2) vérifie les hypothèses du théorème 3-5 de ce même 

chapitre, alors, il existe e tel que :

P*t - j B](v,z)dv W(dz)

[o,t]*Rst

(resp. 82 e ^ ^ s ^ l P  tel que *

L stx[o,s]
P2t = I B2(z;u) W(dz) du)



„  .  ,  .  .  .  2 
Definition 1 ; Martingale faible représentable de L

2
C'est une martingale faible de L , s'écrivant

1 2
Y  = M + P + P

avec :

M = 0*W + , 0 e ¿ 2(R,,) , Ÿ e (R,,)

p2 = 62*wv , 62 e ^ w s < Rl,)

On notera en abrégé : Y est une m.f.r. . Une m.f.r. est nulle sur les axes. 

On notera :

M - 0*w , M Ÿ»WW

On dira que P* est une 1-martingale propre reprësentable (en abrégé 1-m.p.)

2
P une 2-m.p. , oubliant en général le r de représentable.

Définition 2 : Semi-martingale représentable

C'est un processus X s'écrivant :

X - Y + B

2
où Y est une m.f.r. de L et B un processus absolument continu

lf(C)dç - ( (f - z ) zB
z

R
z

3 - 4 5

£ 2 ( 
w,wv

p 1 = B *vw 3, e

où
f S «

e (R
1 1
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Une s.m.r. est donc un processus de L , admettant une version continue, 

s'écrivant :

X = m + p 1 + p2 + b

On notera en abrégé "B est à v.b." , pour dire que B est à variation 

rectangulaire bornée •

Proposi tion

La représentation d'une s.m.r. en (0 » 2̂  ̂ eSt un^clue#

Démonstration

Il suffit de démontrer que si

0 * 0 .W + ï .WW + .VW + 32-wu + cp.Z

2
les cinq intégrandes sont nuls dans leurs espaces L respectifs.

I °_5?é thode: La 1-représentation de X = 0 s'écrit
s

0 « J  Ljitjz') W(dz') + J* Cpj (u,t) du
R o
st

La partie 1-martingale, continue en s, est aussi à variation bornée. Donc pour 

tout t

Lj(t;z') = 0 z'x uu -p.s.

2
D'autre part, [Lj(t;z'), (F } est une semi-martingale à partie martingale continue; 

on en déduit donc que 0 et 3] sont nuls.

Le même raisonnement fait sur la 2-représentation conclut à ^  “ 0* H  s'en 

suit que cp est également nul.

2° méthode: Anticipons sur les résultats relatifs aux variations et i-variations 

quadratiques que nous développerons au chapitre IV (§ 2-1).

0 = < X > « J* 02(z) dz + / i2 (z,z') dz dz'

R.l R.l

0 et f sont donc nuls. Par ailleurs, pour tout t compris entre 0 et 1

0 = < X >J^ = J [J* ¿J (v,z')dv}2 dz'
Rlt o

On notera X est une s.m.r. .

2

,¿,3,

,2> 11

6
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d o n c

¿ j ( t ; z ! )  =  0  t * z f x  uu - p . s .

On  m o n t r e  l e  r é s u l t a t  a n a l o g u e  e n  u t i l i s a n t  l a  2 - v a r i a t i o n  q u a d r a t i q u e .

E t  l ’ o n  c o n c l u t  q u e  cp e s t  é g a l e m e n t  n u l .  ■

1-représentation de la s.m.r. X

On notera :

1 1 1 2  
M =  M +  P  e t  B =  P  +  B

est une 1-martingale (en abrégé : 1-m), B̂  étant un processus à

1-variation bornée (1-v.b.)

X - M 1 + B 1

est la 1-décomposition de la s.m.r.

D'après les propriétés de Fubini, de l'intégrale stochastique double, 

de l'intégrale mixte (cf. chapitre II, §2 et §3), on sait définir la 1-dérivée 

Lj de , et la 1-dérivée (au sens ordinaire) de B*

i . tst
Mgt “ I Lj(t;z) W(dz)

Lj(t;z) * 0(z) + V ( z ',z)W(dz') + 3j(v;z)dvî:
Ru  ' °

( s i  z  =  ( x , y ) ,  l ’ i n t é g r a l e  s u r  R  ̂ e s t  e n  f a i t  p r i s e  s u r  Rx t )

¿2-°

m'
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st Ÿ j(u,t)du

'f.íu.t) = 62(z';u)W(dz') + (u, v)dv

Mt

Symétriquement, on a :

2-représentation de la s.m.r. X

X = M2 + b"

avec M2 = M + P

2 1 
B = p* + B

et les représentations

M
st L2(z ;s) W(dz)

st

L-2 (z ;s ) = 0(z) + ^(z.z') W(dz') +
R

$2(z;u)du

si

st
[ ^ 2(s,v)dv
J n

I ^ 2(s,v) = 6, (v;z) W(dz) + | {j) (u,v)du

Rsl 0

Quand on fera intervenir plusieurs s.m.r. X, Y, ... , on distinguera 

les différentes parties de la décomposition et les fonctions intervenant dans 

leurs représentations par l’adjonction de X, Y, ... en indice, par exemple

“ x* l i y ’ f x *  • • •  •

o

f s» 1

ft

o
i Y.

rs

> 0



Norme et semi-norme f

i X
, i - 1,2

On dira que la s.m.r. est dans Lp , p £ 2 si les fonctions

e, v, s,, e2, ( f  associées à sa représentation vérifient les conditions de

2
mesurabilité et de support déjà définies, les conditions L étant remplacées 

par les conditions i F  correspondant à chaque type . on notera :

11*11? -  I le l lS - I 1*1Ip - l l ß , l l "  * l lß2l l !  *

Si f est un processus mesurable adapté, on définira la semi-norme

par

f  I (z)

1 1

|e|p(z) dz

+ E ( - |f|(x,y) [B,Ip(y ; X,v)dy dx dv

J [ o , ¡ l

+ E [ _ IfI(x,y) IßoIP(u,y ; x)du dy dx

J[o,i]

+ E i I f I (x,y) |ÿ |p (u,y ; x,v)du dy dx dv

JRT,

(de sorte que ||x|| » ¡ | 11 | )

Nous introduirons enfin deux autres semi-normes :

1,X*
I f  I (z)

lll

I 01p(z) + |lf |p(z) + I 8j |P(v;z)dv

( |ßJP (z;u)du + ( |^|P(zT,z)dz *

J° Jr ii

dz

e t  l a  sem i-norm e f
2,Xt

d é f i n i e  de f a ç o n  s y m é t r iq u e .

11*1 Ip I , llfll
xp________

Si

l | £ | l xP

llfll?

» E
p Jr

I..r
xp

3 - 4 9
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5-1-2 - Les divers processus croissants associés à une s.m.r. X 

Le processus <X>

<X> _ = <MV> „
St A St

02(z)dz + (z,z ' ) dz dz'
,2

Rst R-
St

est un processus croissant, mesurable, adapté continu vérifiant :

. E<M>n $ I IX| | 2

, - <M> _ est une martingale faible
st st °

• <x>st • lln E x(4ii>st C>°]
u-L1 ’

- lira £ E(X(A )* [1 0 ]
T 1 TT J J

U«L

où les limites sont uniformes en (s,t) e Rjj , dans L̂  lorsque le pas de la

partition tt - (A^) , A ^  -](s.,tj), (si+,, tj + ])] tend vers 0 ,

O v .  . r s 
1J ‘i-'j

<X>st est un processus à v.b. :

<X> - [ {02(x,y) + 
SC JR .

Ÿ2(u,y;x,v)du dv}dx dy
R

st xy

Le processus croissant <X>^*^

En général, pour une 1-martingale, on ne sait définir le processus

<X><^> que t par t . Cependant, si X est une 1-martingale à a.o.l,

il existe une version continue à droite en (s,t) de <^>g^ clue l’on note

encore < X > ^  .
st

«í
8



Dans le cas où X est une s.m.r., on va définir une version de ce 

processus qui soit également une s.m.r. .

Théorème 5-1

, on notr’"* ^ ( 0  

s.m.r. (continue) représentée par :

Si X est une s.m.r. de L , on notera <X> ou <M„>V1/ la
st a st

< X > ^  = <X> + 2 
st st

L.(v;z) '{'(ujV ; z) W(du,dv)dz

R2t
st

+ 2 I Lj 3j(v ; z) dv dz

[ o  ,  t ]  XR
st

Alors “ <X>^^ est une 1-martingale

4
Si X et Y sont deux s.m.r. de L ,

<X,Y><» - <X,Y>st * | [l ]x(v;z) Tyiu.v ; z) + L jY (v ;z )4/x (u ,v ;z )J

Rst W(du,dv)dz

r - i * .  <l ix6 iy * LiY6ix><v!z)dv dzL°,tj xrs(.

est telle que soit une 1-martingale .

Démonstration

A*st
2 . . . .  ^

9 L.(t;z)dz est un processus qui vérifie bien : M - A

R -st

est une 1-martingale (cf. [ lo] , théorème 1). Reste à obtenir la 

représentation de .

{Lj(t;z), t e 1R+} est, à z fixé une semi-martingale représentable 

à un paramètre. La représentation en est donnée au §5-1-1. Puisque X est

3 - 5 1

<«J>

M 1« 1 <X,Y>

.2

(1)
st
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4 2
dans L , on peut appliquer la formule de Ito en t à Lj :

L^(t;z) = 02(z) + 2 f Lj (y;z)Lj (dy;z) + <Lj(*,z)>t
' n

Appliquant alors le résultat du lemme 3-5 à l'intégrale en Lj(dy;z) 

on obtient :

t
Lj(y;z)Lj(dy;z) = Lj(y;z) T(x,y;z) W(dx,dy)

lt

t
Lj »Bj(y;z)dy

et on a d'autre part

<L,(
*z)>t "L '|,2(z'-

z) dz'

lt

2
LjŸ et L 1 6 j étant dans les bons espaces ¿v correspondant aux 

intégrations en W(dz)dz', dv dz' , on en déduit le résultat . ■

5-1-3 - Semi martingales non nulles sur les axes

Si $  = { $  } est la tribu brownienne, les tribus 0* d*” 
z ’ o* so

et ^ ot sont triviales. Tout ce qui a trait aux notions de martingales 

relatives à ^  ne fait pas intervenir le passé (au sens large) R 2^ R2 de

*
2

Continuant à etudier des processus sur IR+ , cette situation se généralise

naturellement de la façon suivante : soient {̂ /g , S 2- o) , { , t >, o} 

deux familles de tribus vérifiant les propriétés suivantes :

« r - D  - M . et L  sont croissantes, complètes
S L

f

Jr1

ft
+

'O

ir
t
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(r-2) #  et ^  sont continues à droite
S  L

(¿ “- 3) j ’i = Ü
L o o

(¿°-4) >g et sont orthogonales conditionnellement à

(L'espace de base est un certain (fl, 3** , p) sur lequel est défini 

W, $  = { ^  }).
z

Soit alors la famille : £ - { $  J ou
st

ô? . f  v f. v û
^ st st s t

A/

(p* vérifie les conditions (F—I - F4) habituelles et on peut interpréter

ainsi et 'Ü ' :
s t

résume la passé (strict .) de l'origine

^ r f résume le passé de (s,o) 
s

P ' résume le passé de (o,t)

Donnons deux exemples d’une telle situation :

2
Exemp 1 e 1 : Soit zq e IR , zo < (éventuellement (“°°, “°°)),

2
W le bruit blanc sur IR et

M  m O ÎW(A) , A * ]z,z’] , z < z £ zf  ̂ (s,o)}
S ü

^  = O {W(A) , A = ] z,z'] , z^ £ z £ z' £ (o,t)}

(a pour complétée)

et 8* » â{Wr » W(]o,ç]) , 0 £ Ç S z} , z e e J

tr
t

s

K
tr

o

(0 ,0)

o
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O' ̂ = a{W(A), A = ]z’,zlf] , zq < z 1 ^ z" £ z}

a l o r s  :

dès que z < z. 
o

2
Exemple 2 : Soit W le bruit blanc sur IR+ , bj , deux browniens à

un indice, indépendant entre eux et indépendants de W , soient :

= cr{bj(u) , 0 £ u £ s} V

= a^b2^v  ̂ ’ 0 £ v $ t} V (F
rr>

o

où (? est une tribu orthogonale à bj , b^ , W . Alors (F vérifie 

encore les propriétés (F).

Ces deux exemples se réduisent l’un à l’autre grâce à la proposition . 

Proposition 5-1

Soit {W , z e 1R2} un mouvement brownien sur (Œ, (F , P) ,
Z T

b., b9, (P vérifiant les propriétés de l’exemple 2 ci-dessus.
^ 'b %

Alors, pour tout zq < (0,0), il existe un espace (Î2/ (F ,P) et 
% f\j

un brownien W = {W , z > z } sur ce nouvel espace tel que :
Z o

1°) (P = cr(W(A) , A <=]z , (0,0)]}

2°) b (s) * W("|(o,t ) , (s,o)]) , s > 0

• 3°) b„(t) * W(] (s ,o) , (o,t)]) , t £ 0

4°) W(A) - W(A) si A c 1R2

b2

- M ?

¡ y

s o

t



Supposons alors que nous soyons dans la situation de l'exemple 2, 

on a la définition :

Définition 3 : Semi-martingale non nulle sur les axes

X est une semi-martingale représentable non nulle sur les axes si 

X se décompose en :

X
00 st

où :

1°) X est une variable aléatoire -mesurable de L
2

oo oo

2«) {X<'\ fr , s > o }  est une semi-martingale à 1-paramètre
8 8,0

admettant la représentation :

X<’> - I 0j (u>b j (du) + I pj (u)du = nij (s) + bj (s)

oü 0j , pj sont mesurables, adaptées, de

(2)
3°) Symétriquement , est une semi-martingale représentable

4°)  Y e s t  une s . m . r .  ( c f .  d ë f .  2 ) .

3 - 5 5
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!

o2f
’2

b l
( [ q, 11).

x t



2
autre que la trace sur 1R+ d ’une semi-martingale représentable (au sens 

la définition 2. définie sur [z , (+°°,+°°) [ avec z < (0,0) .

La p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  é t a b l i  q u f une t e l l e  s e m i - m a r t i n g a l e  n ’ e s t

Proposition 5-2

Si X est une s.m.r. non nulle sur les axes, alors, pour tout

* . . %  ^ 
z < (0,0) , il existe W , brownien défini sur (Îï, (F , P), tel que 
o

2 'Xj ^

X soit la restriction à R + d ’une s.m.r. X relative à W définie

8Ur [z , (+oo,+«>) [ .

Démonstration

a) D'après la proposition 5-1, et le théorème 3-1 de représentation d'une

variable -mesurable, on a :
oo

X e L 2((^ ) et donc oo •“ oo

X
oo - f „ 0(Ç) W(dÇ) + [ Y(Ç,Ç') W(dÇ) W(dÇ')

> 1 M 2

où 0 , Ÿ sont dans les bons espaces associés à W et à [z ,o]

b) 0j étant, mesurable, adaptée vérifie

E 02(u') < 00 , u' - p.s.

Donc, d'après le théorème 3-2 (2-représentation d'une variable de
A/

L ( ^  i ))> et utilisant également le lemme 3-4 (dépendance mesurable 

en u de base de l 2( (K , J )  , on a :

0,(u')

u o

g.(z;u')W(dz) , Q = [(o,t ), (u,o)]
Q 
xu

(K
I

• c

3 - 5 6
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où gj est mesurable , ÿ^-adaptée et dans 2 W 

\k
— t.------------- p:---------------- ,>

V

t . - - - - - - - - - - - - - - - - - - 1- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

SU') -

V u ’

Posant alors pour Qj u , = £(0,to), z'J

% r -, 
g (z;u') W(dz) si z ' = ( u ' , v ' )  e R + x [ t Q,oJ

Ÿ(z,z') * gj(z;u') si z'^z , z' ElR+ x [ t Q,o] 

on obtient pour nij (s) la représentation :

[ 0(z') W(dz') + I 
Jn Je

mj(s) - | 0(z') W(dz') + j 2 Ÿ(z,z’> W(dz) W(dz’)

'v "w V A  2

oû 0, Y sont dans les espaces o<T associés au rectangle Qj et à H .

c) Pj vérifiant les internes propriétés que 0j , on obtient pour bj(s) 

la représentation

b,(s) = ( IP (z)dz + [ 3o(z;v') W(dz)dv'

(si qj(z;uf) est la fonction qui donne la 2-représentation de Pj , prendre

A/ f ^

l|(z) = J qj(z;u') W(dz’) si z* = (u',v') e 1R+ x [ t Q,o]

Q l,u'

^2(z;u') = qj(z;u'))

Jo
JQs5XI

Po^z;

lK ,o ]

A

£

Is
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d) On obtient pour X̂. une représentation analogue.

e) Enfin, par hypothèse même Y admet une telle représentation sur

2
1R+ , relativement à W , donc, d'après la proposition 5-1, relativement à 

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que :

( 2 )

^ O» 'b % r t f j ^  ^  % ^
x = 0*w + y-ww + gj.vw + e2 WU + y*uv

(relativement à la nouvelle origine z^) , avec

% 'b
o 0  ,  Ÿ définis séparemment sur les quatre zones , (z ,oJ ,

QI » Pj, Rjj (avec 0 = 9 et sur Rj j)

î
______  A____________

-----------£ ------------------- , d --------------- >

z. 1----------1---------------------1
'Xj % %

P, = ](so,0), (0,1)]

o V(ziz') , 8j(v;z’) et (^(zju*) ont été définis si z et z' 

appartiennent tous deux à l'une de ces quatre zones. On les prendra nuls si

z et z' ne sont pas dans la même zone.

 ̂ ^  2 
Par construction même, on a X = X sur 1R+ .

Remarque

*\j

Le fait même que ï , S| et B2 aient à être pris nuls sur certaines 

zones montre que tout passé 

à un paramètre sur chaque axe.

2 2
R - IR+ ne peut pas etre résumé par une s.m.r,

%
W •

Q,■i < 0 , 0), (1,0)]
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Si par exemple bj(s) et b2(t) sont deux browniens unidimensionnels 

sur R+ , X(s,t) = bj(s)b2(t) se représente comme s.m.r. à partir d'axes issus

'Xi 'X/ Oi <\>

de zq < (0,0) suivant X = W où Ÿ charge les (z,zf) tels que 

z $  0 A z' .

5 - 1 - 4  - Intégrale simple par rapport à une s.m.r.

2
Soit X une s.m.r. (de L , nulle sur les axes) :

X = m + p 1 + p2 + b

Définissons alors l’espace comme étant l’espace des processus

2
f : fi x R+ --- ► R , mesurables adaptés et tels que :

l | f 2|l 2 < -  
YT

(la norme étant définie relativement à Rjj)

On sait définir :

0 JR f(Ç)M(dÇ) , puisque

Rz

f(£)P*(d£) * puisque d’une part P* 

est une 1-martingale propre représentable et que :

f2(x,y)&2(y;x,v)dx dv dy < «

R,1

(p o u r  l a  d é f i n i t i o n  d 'u n e  t e l l e  i n t é g r a l e ,  c f .  c h a p i t r e  I I ,  §3)

o?
• 2 
X(R..)

E
í
R.i

f2 (Ç) <M> (dO

E

Ilf2 I o
M

Ilf2II 2
X
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que l’on dispose d’une inégalité maximale pour , donc également pour

f l
f(£)P (d£) lorsque f est simple.

R
z

Notons au p a s s a g e  que l a  d é f i n i t i o n  d ’une t e l l e  i n t é g r a l e  e s t  p o s s i b l e  p a r c e

[ 2
o on définit symétriquement f(£)P (d£) ,

Jr
z

o l’intégrale par rapport à B est définie comme d ’ordinaire,

Définition 4

Si X est une s.m.r. et f un processus de ’ on

définit l’intégrale semi-stochastique de f en X par l’égalité

(faX) - [ f(OX(dÇ) - (foM + foP1 + foP2 + foB),
z Jr

Z

f0X est une s.m.r., admettant comme représentation 

©f, Ÿf, 3,>f, 62>f, f avec :

ef - f‘Q » ff

Ÿ,(u,y;x,v) = f(x,y) Ÿ(u,y;x,v)

8lf(y;x,v) - f(x,y) Bj(y;u,v)

B2f(x;u,y) - f(x,y) B2(x;u,y) 

si 0, Ÿ, 3j, B2»^ représentent X.

Remarque : Notons que les parties martingale, non fortes, 1-m.p., 2-m.p. 

et à v.b. de X et de f0X se correspondent une à une.

P 1

f.
ï

o*9
>2
X(Rl»l>



Nous montrerons au chapitre IV que si f est une suite de fonction 

de ^ x ^ l P  convergeant vers f , alors Z f^(i,j) X(A?.)Z tend unifor-

2
mement dans L vers

iJ

f(Ç)X(dD (cf. ch. IV, § 3-1).
R
z

5-1-5 - La s.m.r.

4
Soient Y, Z deux s.m.r. de L ;

Définition 4

2
J est la s.m.r. (de L ) admettant la representation
ù I

JZY = t*WW + Bj *VW + B2*WU + Î>*UV

ou

Ÿ(u,y;x,v) - L 1Y(y;x,v)L2z(x;u,y) (est dans

B j (y;x,v) - L]Y(y;x,v)^2z(x,y) (dans <  t  w>

» 2

B2(u,y;x) » Yiy(x,y) L2Z(u,y;x) (danS ^ W . s ^  

$(x,y) - ^ 1Y(x,y) f  2 Z ^ X > y ^ d̂ans ^

(Si Y,Z e /\Tl ç , J7V est une intégrale double ordinaire , cf. [5])
ü Lâ\

Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Soit 7T une partition de Rj j, A ■ (A^j) et

(A.,j)s - (A.O f®»®1 ) * [0,t.] 

(i * A j ) t = [o,s.] X ( à . n  [o,t])

J,ZY

<*?

&

3 - 6 1
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Proposition

La suite J (s,t) :
TT ’

J (s,t) = E Y(A.,j) Z(i,i.) 
n . i s j e

2
tend, uniformément, dans L vers lorsque le pas |tt|

de la partition tend vers 0 .

Nous reviendrons au chapitre IV, § 3 sur cette propriété que nous 

démontrerons sous une forme plus générale (théorème 3-2-2).

Proposition 5-2

Pour tout entier positif p , on a :

ijP < yiuiix2p*i|f|iï2p>
X,Y

où Kp est une constante ne dépendant que de p

Démonstration

Traitons par exemple la partie de la norme correspondant à la partie

martingale de

Jp
= E f|(x,y)LP (y;x,v)LP (x;u,y)dx dv du dy2 r i v - » / / “ 1Yw . ' ‘ ) ' / “2X 

2 W 1 11

l l f l l

3 - 6 2

J
fZY
(s,t)

llfl

JXY



2 2 2 
Utilisant 2ab ^ a + b , on se ramène à une intégrale en LjÇ •

x gtx ]
L jY est la somme de trois termes correspondant à , My , P et donc 

on se ramène à l’étude de chacun d’eux utilisant :

(a ♦ b * c)2p « 32p-'(a2p * b2p ♦ c2q)

Il suffit alors d’utiliser l’inégalité de majoration de la puissance 2p d’une 

intégrale stochastique (§ 4) pour conclure. ■

En général, il n’y a pas de majoration dans l’autre direction 

(J^Y peut être nul sans que Z } Y le soient) .

5-2 - Inégalités maximales pour une s.m.r.

Si X est une s.m.r., nous allons étudier deux types d’inégalités 

maximales :

o l’une majorera E sup|x(A) |̂  , p > 1 si A est un rectangle
z

z

de Rj| . Si A ■ Rjj , on obtient une inégalité maximale sur X .

o l'autre pour I X(A)P si tt est une partition fixée de R.
» » 1TT

On spécifiera ces inégalités dans le cas p 3 2 .

Ces inégalités seront d’une grande importance pour l’étude des diverses 

variations-produit d’une s.m.r. (chapitre IV).

Soient zq » ^s0 9 t 0^ < z \ " (Sj,tj) deux points de Rjj ,

A = Ai x A2 = ] V z,l et

° f
= [0,s,] x A2 x A, x [o.tj]

^ 1  = A2 X A2 X 

= r°»sll X A2 X A1

3 - 6 3
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les trois grandes ombres de A dans R2| , [o,l] x Rjj » R jj x [o» 1J 

On a alors la représentation de X(A) .

Lemme 5-1

Si z e A , Yz = X(A)z est une s.m.r. de facteurs de représentation

V «  ■ '{ç£i} sx«> ; Yy«> - 1 {Çeû} W »  

- '{(e .O cO  *x«’«’>

6l ï (v;£) = '{(viOeir,} Bix<v;5)

B2y (Ç;u ) 1 {cç,u)e C 2) ® 2 x ^ ’u)

La démonstration de ce résultat est immédiate.

Limiter l'étude de X(A) aux points (s,t) e A est sans importance
S t

pour la suite ; en effet :

sup IX(A) | « sup IX(A) I 
s,t (s,t)eA

Lemme 5-2

Si P* = Bj*VW , si n est un entier positif ,

E(sup Pn (A)st 2n) $ Kn |A]|n_1 !A2 |2n_I

S,t A^xAjxfo.tj]

avec :
02n 3n

K  2  n

E $2n(v;z)dv dz

n (2n-l)n

Y ( C , D

s«l
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Démonstration

on a

D'après l'inégalité maximale pour les 1-martingales propres,

E(sup | P1 (A) st | 2n) S ( ¿ t )211 E(Var P,(A)s >#)2n 
s, t 1

Or

Var P1(A)

A2

ßj(v;z) W(dz)Idv

et donc, d'après l’inégalité de Holder

(VarP^A .))2n * |A |2n_1
S j ,

, 8,(v;z)W(dz)I dv>]2n

Utilisant alors la majoration de la puissance 2n de l'intégrale stochastique 

(théorème 4-1, § 4), on en déduit le résultat du lemme . ®

On utilisera principalement par la suite les inégalités maximales 

pour p * 2, p - 4 .

Théorème 5-3 : Inégalité maximale pour X(A)
st

Si X est la 8.m.r. :

X » 0»W + Ÿ»WW + ßj»VW + b2 »wu +

alors

E(sup X(A)2t) ^ 4 E{16 [ 02(z)dz + 16 j Ÿ2(z,z')dz dz' 
s,t •'A

+ 4 |A0| I B2(v;z)dv dz + 4 |A | | &2(z;u)dz du

2 ] erx 1 1 >cr2

+ |A| j (f2(z)dz}

'í
V

Á
A2
[í,A x | o , t  I

y •uv

> c r
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Démonstration

Ce théorème se déduit immédiatement 

o de 1*inégalité

2 2 2 2 2 
(a + b + c + d) $ 4(a + b + c + d )

o de l’inégalité de Doob-Cairoli

E(sup M(A)^ ) ^ 16 E M(A)^ (et théorème 4-1) 
. st

s,t

o du lemme 5-2 (et de son symétrique) pour n = 1

o de la majoration :

E(sup B(A)2 ) S |A| E [ tf)2(z)dz 
s,t * A

On déduit alors du théorème 5-3 les deux corollaires :

une s.m.r.

Corollaire 5-1

Si X est

E sup 
s,t

Démonstration

Prenant A = Rj j , on a :

E sup X2t < 4{ 16(| 10 1 ¡2 * llH'M2) + 4(| |e, ||2 + ||$2||2) + || if ||2} 
s,t

Corollaire 5-2

Si tt = {A..} est une partition produit de R.. , avec A., » ¿ . x i !
i j  r  r  1 1 ’  i j  î  j

|tt|j = sup |A. | , |tt12 “ SUP | AJ | , si X est une s.m.r. admettant

St < |X| I2
2



3 - 6 7

a) E sup (Z X(A..)2t) * 4 {l6(||e||2 + I M I ^
s,t i,j

* 4 M 2 I I I J 2 * 4 1*1, I I ̂  I 12 ♦ 1̂ 1, M 2 ll«fl|j}

En particulier, on a :

E sup sup (Z x(Ai,-)st̂  ^ 64 I Ix l 12  
ir s,t ij

b) Si M2 + B2 est la 2-décomposition de X , on a :

E sup (Z X(s,A.)2) « 4 {4| |M2| |2 + |ir|2 ||b2||2} 
s,t j

En particulier, posant : ïï ■ ïïj x

E sup sup ( Z X(s,A.)?)  ̂ 16 ||x||2 
*2 s.t j J

Démonstration

Il suffit pour a) d'appliquer le théorème 5-3 à chaque élément 

de 7T , et , pour b) à chaque élément [û,f] x de tt̂  •

On démontre de même le théorème suivant :

Théorème 5-4 : Inégalité maximale pour X(A)2  ̂ , n > 0  entier— ,--,— — — ---------------------------------------------------
Soit X une s.m.r. de décomposition donnée dans le théorème 5-3. 

Alors, il existe , constante universelle finie telle que i

l a  r e p r é s e n t a t i o n  donnée dans  l e  théo rèm e 5-3  , on a :

,2 i 12

A.. 
ij

A \
J

Cn
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E sup X(A)2” $ C | A|n_ 1 E { 02n(z)dz + [ ^"(z.z'Jdz dz ' 
s,t St n Ja h'(7

I A2 |n | S2n(v;z)dv dz + |A,|n j B2n(z;u)dz du

On en déduit les deux majorations :

+ | A |n (i)2n(z)dz} 
JA

Corollaire 5-3

Si X est une s.m.r.

E sup (Xg”) 
s,t

:n I lX M  2n

Corollaire 5-4

Si ïï » est une Partition de R,, , alors, avec les notations

du corollaire 5-2 :

a) E sup ( Z X(A..)2") * Cn M “"1 | ir | 2 ~1 i I |h| | ̂
8,t i,j

* w; 11p1111" ♦ i"i" iip2uf ♦ ki“ h; 1 ibi i1"j
En particulier,

E sup sup (E X(A..)2") * Cn ||X||2̂
TT S,t ij

b) E sup E X(s,A.)2n .< Cn |tt| 2_ 1 { I IM21 I 2” + M" I I ®21 I 2n] 
s,t j

cT JC2

(A..)



5 - 3  -  F o n c t i o n s  e t

■ o m ^  T 2 P

T h é o r è m e  5 - 5

Si X 

Lj(t;z) 

alors

a)

b)

m

o^ j ( z ) = s u p | L j ( t ; z ) |  e s t  dans L2p

$ j ( u )  = s u p | ^ j ( u , t ) |  e s t  dans L2P

D é m o n s tra t io n

a )  L . ( t ; z )  e s t  une s e m i -m a r t in g a le  en t  do nt  on a l a
1

r e p r é s e n t a t i o n  :

L . ( t ; z )  ■  0 ( z )  + [ y ( z ' , z ) W ( d z ' )  + [ $ . ( v ; z ) d v
Rj t J[o,t]

De l ' i n é g a l i t é  ( a + b + c ) 2p ^  3 2p  ̂ ( a 2p + b2p + c2p) , on d é d u i t  :

sup L . ( t ; z ) 2p ^  32p  ̂ 0 ( z ) 2p + sup { 
t  1 L  Jt

+ sup { ( .  8 , ( v ; z ) d v } 2 p |
t  J [ o , t ]  J

l t
' J ' ( z \ z ) W ( d z ' ) }

R

P re n a n t  l ' e s p é r a n c e  des deux membres e t  a p p l iq u a n t  l ' i n é g a l i t é  de Doob au  

terme en Y e t  l ' i n é g a l i t é  de H o ld e r  au terme en

f r r"1
E ( z ) 2p ^  32p_1 E 0 ( z ) 2p + c E{ Y ( z \ z ) W ( d z ' ) } 2p+ c '  E 1 p JR P

R11

B j ( v ; z ) 2pdv

3 - 6 9

îst une s.m.r. de L2p (p entier positif) si 

et f,(u,t) sont les intégrandes de sa 1-représentation,

^ K E 0(z)2p + ( V ( z ' , z ) 2p dz' + ( 6,(v;z)2p dv

p l J» „  J[o.>l 1 J

«s? 
___ \_

\

}2P

0
O?



p a r  l e  théo rèm e  4-1•

I l  s u f f i t  d f i n t é g r e r  en  z s u r  R j j  p o u r  c o n c l u r e

E Í  < ^ f j? (z )d z  « Kp | |m‘ | 

R11

3 - 7 0

b) De même

R
82(z';u) W(dz') +

lt M
Cp (u,v)dv

VP2p(u,t) £ 22p 1 { 0„(z';u)W(dz')}2p + {[ vp(u,v)dv}2p

i '  R,t 2 W r  J

L'inégalité de Doob pour le terme en 62 > l'inégalité de Holder pour le 

terme en [j? entraînent :

E 4>j(u)2p « 2P_1 E {( 6,(z’;u)W(dz')}2p+ Í , lf)2p(u,v)dv

R , j J L o . i ] '  J

Appliquant à nouveau le théorème 4-1, puis intégrant en u de 0 à 1 ,

Théorème 5-6

Pour tout entier p , il existe une constante telle que, pour tout

processus g mesurable adapté

a) f |g| (x,y) <^2p(x,y)dx dy £ K | |g|
J P P

11 1>(M1)2p

b) f IgI(x,y) $2p(x,y)dx dy ^ Kp ||g|| j 2p 
R| j 1» (B )

l2p2p

(u,t)

.tl

c
p

E Ífo .ll
$jP!P(u)du £ K'

P
I I b' I I 2p

2p

K
P
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Démonstration

y = |g|^2p(x,y) Lj(t;x,y) est une semi-martingale en t £ y 

dont on a une représentation à partir de celle de L.

sup (y2p) = |g|(x,y) x sup L (t;x,y)2p 
t c y£t£l

Donc

E sup (y2p)|g| (x»y) °?2p(x,y)j

i? 32p_1 E^ |g|(x,y) E(U |0*"y)

où (si z - (x,y) ) :

U ■ 0(Z)2P + 8Up{| i|>(z' »z)W(dz') }2p + sup{

[(o,y),(x,t)]

$.(v;z)dv}2p

[y .t] '

et, comme précédemment,

E(u |(Fy) ^ k E

Il reste à intégrer

0(z)2p + | ip2 p ( z',z)dz’+ | 62p(v;z)dv|\p

[(o,y) ,(i ,o] [y»1]

E [ I g ! (z)^.P (z)dz ^ K E ( |g| (z) 0(z) P + ( ip (z ,z)dz
Jr Jr 'R

11 K11 * L 11

+ I 82p(v;z)dv

Lo.i] 1

K IIslIi,(M l)2p

E[

2

y

a
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On a les résultats analogues relatifs à :

^^(z) - sup | L 2 ( z  ; s) I 
s

$2(v) = sup | 2 ( s ? v) |

5-4 - Continuité uniforme en moyenne quadratique dfune s.m.r.

Théorème 5-7

2
Si X est une s.m.r. (de L ) X est uniformément continue en 

moyenne quadratique sur Rj j :

E{ sup |X(z') - x(z)|2} ------ ► 0
| z-z1 | <h h-*-o
z.z'eR,j

Démonstration

1°) si z' - (s\t’) et z ■ (s,t) , l’inégalité

[X(z')-X(z)]2  ̂2{[x(z’) - x(s,,t)]2+[x(s,,t)-x(z)]2}

permet de ramener la démonstration au cas où z et z' sont, par exemple, de 

même ordonnée.

Soient alors M* et B* les parties 1-m. et à 1-v.b. de X. L’inégalité

2 2 2 1 1  
(a+b) 4 2(a +b ) permet de démontrer le résultat séparerament sur M et B

2°) Partie M* : Soit L, la 1-dérivée de M* . A t fixé, pour tout

s , Y(s) * M*(s,t) - (s ,t) est une martingale pour s >, s . L'inégalité
o o o

de Doob permet d'écrire si s, > sq

Ce q u i  p ro u v e  l e  p o i n t  iu théorèm e 51 On p ro c è d e  de même pour  l e  p o i n t  b .

M 11

? 2 <
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E { sup Y(s)2} ^ 4 E {Y(Sj)2}
SQ̂ S^S J

£ 4

S 4

E L2(t;z)dz 
[V s,]x[0,t] 1

E û̂ f 2(z)dz
r v , M ° . o

où C^j (z) = sup|L|(C;z)| . Lj étant dans L2 , il en est de même de j 

(théorème 5-5).

Quelque soit e , il existe une suite croissante s = 0, s,, .... s = 1o l n
telle que :

V k  fr i  , E o^f(z)dz < e
h c ’V l H 0.1]

Posons h ■ sup(sk+ j - s^). Supposons |s * —s| ^ h . 2 cas sont possibles :

# ou bien s et s' appartiennent à un même intervalle a jl 

[^(s'.t) - M^s.t)]2 « 2{[M1(s',t) - M 1(sk ,t)]2+[M1(s,t) - M ^ s ^ t ) ] 2}

E suplVis'.t) - M 1 (s,t)]2 < 4 EÎsupfM1 (s,t) - M ^ s ^ t ) ] 2} « 16 e

# ou bien s et sf appartiennnent à 2 intervalles adjacents, disons

8 e K - l ’8lJ’ 8’ e 8k+ll

[ ^ ( s ’.t) - M 1 (s,t)]2 $ 3{ [il1 (s* ,t) - M 1(sk ,t)]2 + |M1(sk ,t) - M ^ s ^ j . t ) ] 2

+ [m 1(s,t) - M 1(sk_|*t)]2}

E sup [k'is’jt) - M'Csjt)]2 $ 36 e

e?

tv

tv

4 ,* '

1
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3°) Partie B* : De même

st

avec

[O,!

V “.t) ■

Ÿ'j (u,t)du

32(z ';u)W(dz') +

lt [o,t]

de sorte que si Sj ÿ s ÿ s,

K t  - bs ,cî2 ^ <s-s P  / r
] Ls ] » SJ

s: ( s 2- s j )
[s,,s2]

(u)du

où ij(u) * sup ^Pj(u,t) qui est dans L2 , comme (théorème 5-5).

Il existe donc une suite croissante sf * 0, s!, ..., sf ■ 1 telle que
o 1 * m M

(SkH-I - SD
l>k-8k J

E i>j (u)du 4 e

Si hf ■ sup(s^+j - s£) , par le même raisonnement que ci-dessus, on montre que

s'-s| ^ h' =— * E sup pB*t - $ 24 e

vf .,(u,t) H
(u,v)dv

,ÿ î

)
(u,t) du

Ÿ.

i

& i « - B1, ]2s t

k
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§6 - Récapitulatif et formulaire de base

Notations (éventuellement indicées par X)

X = m + p ! + p2 + b 

où

M = 0»W + t|f» WW partie m

m kx
(M = 0*W M Y*WW)

P1 = 3j*VW partie 1-m.p.

2
P - B2»WU partie 2-m.p.

B = y * Z partie v.b.

■ M + P* (partie 1-m.) B* » P2 + B (partie 1-v.b.)

M2 ■ M + P2 (partie 2-m.) B2 ■ P* + B (partie 2-v.b.)

Lj ■ 1-dérivée de M* ^  ■ dérivée en s de B*

L2 ■ 2-dérivée de M2 ^2 " dérivée en t de B2

ce formulaire, z ■ (s,t), z' ■ (s'.t*) , Ç - (u,v) , ■ (u',v') . 

représentation et 2 - représentation :

M
st

L,(fc ; O  W(dÇ')

st

st

es

o
(u,t)du

Dans 

1 -

/

R
s

B

ï.



avec
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Lj CvîO  = 0(Ç’) + <Kn,D w(dn) +
R ,
U V

r . s.(y;Ç')dy 
[0,v]

(u,t) 62(n;u) w(d£) +

ut

(u,v)dv

[o.tj '

Lj est nul ssi X est à 1-v.b. j ^  est nul ssi X est une 1-m.

M^t = | L2(Ç; S ) W(dÇ) 

Rst

st ^ 2(s,v)dv

avec

L 2 ( Ç ; u ’ )  -  6 ( 0  + iKS;n') w(dn') +
R «U V

89(Ç;x)dx 
[0,u-] 2

Bjivîn') w(dn') +
SV

[0,s]
(u,v)du

L2 est nul ssi X est à 2-v.b., 2 est nul ssi X est une 2-m.

Accroissements :

Si

O

o

3 s0’ s J  x

Jo, Sjl x ]to ,t,l x ;iso,s J  X ]o, tjl 

]0,  t j  x J s 0 , s j l  x J t o , t ] l

l So’s il XJ t o ’t J  * J ° ’ Sl"l

ft

o

%
(u,t) =

/

■ B

Y  2
(s,v)

■M Y
Y

A

O ' s

rr

J 'o

I

2



Accroissement X(A)

X(A) = 0(Ç) W(dÇ) + < K Ç , D  W(dÇ) W(dÇ’)

CT

3,(v;Ç’)dv W(dÇ’) +
o

B2(Ç;u')W(dÇ)du

+ ! VP (Ç)dÇ
'A

Interprétation différentielle :

X(ds,dt) = 0(s,t)W(ds,dt) + ip(u, t ; s,v) W(du,dt) W(ds ,dv)
R
st

+ dt 8,(t;s,v)W(ds,dv) + ds $2 (u,t;s)W(du,dt)

+ (s,t)ds dt

Processus croissant

<x>
st

e2(Ç)dÇ + 2 ÿ2(Ç;Ç')dÇ dV
R . JR \
st st

* f<x>(s.t)  = e (s , t )  + \p (u,t;s,v)du dv
st

<X,Y>
st 0 X  0 Y ( Ç ) d C  +  J  2  ^ Y ( Ç ; Ç , ) d C  dV

Rst Rst

Accroissement X(A ,t)
S

X(Ag*t) =
( A s , t )

Lj(t;Ç)W(dÇ) + (u,t)du
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Interprétation différentielle :

X(ds,t) =

[o.t]

L j (t; s ,v)W(ds ,dv) + ^j(s,t)ds

Processus croissant dans le sens 1

< X > ^ }  =  J  L 2( t ; O d Ç
Rst

<X,Y> (0 _
st L]x Lly(t;Ç)dÇ

st

<X,Y>(') = <X,Y> „ + 
St 9 st

j  2 [LIX( v ; r ) ^ Y(Ç,Ç')+L1Y(v;Ç')^x(Ç,Ç-:

St

k
[°»t]xRst

X$1Y + L 1YB1X
(v;Ç')dv dÇ'

Variation dans le sens 1

Si Lj - 0 , X - B et

(var B* ) 
•t s

du

La s.m.r• J
ZY

Indiçant par J ses facteurs de représentation, on a :

W(dÇ)dÇ'

3 - 7 8

0J = O

H'jíu.v ; u',v’) = L 1y (v;u',v') L2z(u,v;u')

+

s

o
f .
, (u,t:



ß1J(v;u’,v’) = LjyÍvju'.v') ^ 2z(u',v) 

B2 j ( u , v ; u ' )  = ^ 1Y( u ' , v )  L 2 z ( u , v ; u ' )  

lpj(u',v) = *^]Y(u',v) ^ 2z(u',v)

Interprétation différentielle :

JZY(dx,dy) = Y(dx,y) Z(x,dy) .

3 - 7 9
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CHAPITRE IV

POUR UNE SEMI MARTINGALE REPRESENTABLE

DIFFERENTS TYPES DE VARIATIONS-PRODUIT

§1 - Introduction

Sur R  , on a les résultats classiques suivants :

2
Soit unesemi-martingale continue de L , admettant la

représentation :

X » M + Bt 0 < t

t t 
M = J* 0 (u) W(du) B = J b(u) du

c 0 0

Soit f un processus mesurable, adapté, (tt ) une suite de partitions 

de [0,1] f = (A?) , A? ti+ll d o n t  le pas tend vers 0 et (f^)

une suite de processus tt -simple*, mesurables, adaptés. Soit :
n

n N V/A Not
rn

n
Sf (7Tn ,a)t = 1 fn (ti) X < V t  » 2.

n tt

ou on adopte la convention :

X(A)t - X(A(1 ]o,t])

Alors :

L2 f*
q = 1 : Sf (TTn , 1 ) t ---- ► f (u) X(du)

n o

uniformément en t si f --- ► f au sens de la semi-norme L
n

2

IUI
1
f2(“ )(02(«<) + b2 («•) ) du

x t

■  ]

ot= 1 ,

' ï -

I2 E
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g » 2 : Sf (tt 
n

f(u) <m > (du)

si <M> est le processus croissant de la martingale M , dès que

f --- ► f au sens de la semi-norme
n

fil, = E f(u)| (02(u) + b2(u))du

En fait, sur R , ce sont les seules variations-produit utiles (en 

particulier pour la démonstration de la formule de Ito).

Sur R2 : Donnons nous deux partitions de

a - {A. , i = 1,N} avec A. = Js. , s. ,1 
î  * 9 i  J  i  i + l J

o' = {Aj , j - 1,N'} avec Aj « 11̂  , tj + 1|

(on omettra les ' dès que possible). A la partition produit

TT *  ( A .  X A ! }
i  J

de ] o , l ] 2 , on peut associer trois "rectangles élémentaires"

“_____________________^

a ¿ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  

K . i )

_  >  

c

, n t j L .
t

6

L 1

1

O

] 0 .

u , C \

-i)

o
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A.. = A. x a :
1J 1 J

(s, A'.) = ]0,s] A'. et (i, AI) = (s^, A!)J J J J
(Ai, t) = ùii  ]0,t] et (Ai, j) = (A^, tj)

On notera | tt| , et Jtt12 les pas de tt dans l’un et l'autre sens :

M , = sup (si+,- s£)
i

|tt|2 = sup (t. + ]- t.) 

j

et |ïï| le pas de tt :

|tt| = supdirl, , |tt|2) .

Soit (ïï̂ ) une suite de telles partitions.

2
Si X est une s.m.r. sur [o ,lj et une suite de fonctions

ir^-simples mesurables adaptées valant fn(i,j) sur A?j convergeant, au 

sens d'une certaine semi-norme, vers une fonction f , on étudiera pour 

a, 6, Y = 0,1,2,... les limites quand |tt̂ | tend vers zéro des processus

Sf (TTn;a,B,y)st - E fn(i, j) [x(A?.)a X(A?,j)6 X(i,A?)Y] st

où l’on a adopté la notation :

XCA)s[  -  X (A 0  Rs t )

[« (A )“  X (B )6 !‘ (C )YJ st  -  X(A)“ t X(B)®t  X (C) ^  .

Nous donnons dans ce chapitre deux approches différentes de l’étude 

de ces variations-produit.

f
n
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(A) La première (Partie A, §2, [3]*) traite de trois types de variations 

pour une semi-martingale représentable, et pour chaque type de variations 

conditionnelles et variations inconditionnelles, étant étudiées.

Variation linéaire

Z X(A.»t) x (A.»t') et Z E(X(A., t) X(A.,t')| fc!)
• «L o J» & • x s x  11 1

Variation superficielle (ou quadratique)

Z X(A..)2 et Z E(X(A..)2 I Q?..)

i . J
ij st

i j
ij st1 lj'

1-Variation mixte

E
¿j

OU

X(A.
I j M t . t ' ]  ■ X(Aij n  (RSt'N Si C ( t '

la sommation étant "prise" sur R ,^ R , variations schématisées par les
S l S  C

trois dessins ci-dessous :

t -■ I I-----------

t .  ------------------- ; ------------------

J ^ —  

M ___________s. s1

1

t '
\

\ ? i  NJ
X  \ X

A s.
L ü_l

s.
1

t '  , .  ,

• § h s â —

_____
s s

Variation quadratique 1-varia tion  produit

(*) La bibliographie est à la fin de ce §1.

1-variation mixte

X(A.,t) 
i s

x (a ..;
i j sxtt.f]et l

ij
E(XC(A.,t) 1* 8 X ( A i j ) . x [ t:,t’l I f c . )i j

Rst.))

t.
J l  —  

A
H j

\  n

\ 3 .
ù \, \

N As
j .
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Remarquons que la variation linéaire et la variation mixte ne sont pas 

du type Sf (7r,a, 6,y).

Les résultats sur les convergences de ces six types de variations sont

1 2 
donnés dans L , pour une s.m.r. X (de L ). On utilisera fondamentalement

2 2
les inégalités maximales pour X(A)^ et E X(A^.) , la deuxième inégalité

S 7T 1 J s

ayant une version uniforme en t t  . Ce dernier point nous permettra de ramener

l’étude de ces variations au cas où X est une s.m.r. simple.

2
Dans le cas où M est une martingale de L , l’étude de la variation 

2
quadratique E M(A^j)st (conditionnellement et inconditionnellement) est 

faite dans [l], [2 ] , les convergences étant démontrées en probabilités. 

Signalons dans [2] l’introduction de la notion de martingales à accroissements 

orthogonaux, notion liée au problème de variation produit et de variation 

indépendante du chemin (cf. chapitre V).

(B) La deuxième partie (partie B, §3 à J ) traite effectivement des sommes

S^(7T,a,8,Y). Si f = 1 et (a,6,Y) =(2,0,0), on retrouve la variation quadra- 

2
tique E X(A..) . Toutes les autres variations sont d’un type nouveau. 

ïï LJ SL

On commencera l’étude de chaque variation par l’établissement d ’une 

inégalité maximale. Pour ce faire, on utilisera la représentation des divers 

X(A)gt intervenant, séparant ainsi dans S^(7T,a,3,Y) la partie martingale, 

la partie 1-martingale propre, 2-martingale propre, à variation bornée.

On utilisera alors les inégalités maximales de base (pour une martingale, 

une 1-m.p., une 2-m.p., un processus à v.b.) ainsi que les majorations de 

puissances d’intégrales stochastiques (ch. III, §4).

Utilisant ces inégalités maximales, on sélectionne dans ces variations 

les parties "contribuantes" et les parties f,non contribuantes”. Reste alors 

à déterminer et à identifier la limite des parties contribuantes.

U L

ï 2
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Au paragraphe 3, après avoir montré que la variation (1,0,0) correspond 

à l’intégrale semi-stochastique, nous étudions la variation (0,1,1) : si Y 

et Z sont deux s.m.r. de L^ , on rapproche l’accroissement

2
Y(A.,j) Z(i,A.) de J7V(A..) . Sous des conditions sur f de type L 

î j ¿Y ij

(relativement aux semi-normes I I *1 I a et I I * I I /. > on montre que la
Y Z

2
variation pondérée (0,1,1) converge uniformément dans L vers l’intégrale

en J___(dz). La démonstration est donnée dans le cas f bornée et sous 
ZY n

deux autres jeux de conditions.

Au para graphe 4 nous étudions d’abord la variation quadratique pondérée

(2,0,0). Si f --- ► f au sens de la semi-norme de type L̂  ||f|| 9 , la
n x z

variation converge uniformément dans L̂  vers un processus à variation bornée,

2
l’intégrale de f en <MY>(dz). Les résultats pour la variation X(A..)

a ij

s’étendent immédiatement à la variation produit X(A^j) Y(A^j).

Dans ce même paragraphe, nous étudions aussi les variations (0,2,2) et

(1,1,1) : la même démarche que ci-dessus ramène l’étude de termes en

2 2 2 
Y(A.,j) Z(i,A.) à celle de termes en J7V(A..) , tandis que l’on rapproche 

î j ¿ii ij

XCA.j) Y(A.,j) de XCA.j) JZY(Ai:j) .

Dans l’étude de toutes les autres variations, on se limitera au cas 

f borné (qui suffira au chapitre VI pour la démonstration de la formule de Ito).

2
Au paragraphe 5 nous étudions dans L inégalités maximales et convergences

relatives aux variations (0,1,2) et (1,0,1). Les limites des variations sont

des processus faisant intervenir des 1-martingales propres, exprimées au moyen

d ’intégrales en ZW ; on supposera que f^ converge vers f au sens de

2
certaines semi-normes L relatives aux diverses s.m.r.

Nous avons regroupé aux paragraphes 6 et 7-1 les variations !lnon contri­

buantes11, c ’est à dire celles dont la limite est nulle. Nous avons limité

z(i.A.)

ì2 .ï2
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l'étude de ces variations (a,6,Y) au cas a + 8 + Y ^ 4 . Seules celles-ci

interviendront au chapitre VI. Pour les variations (1,0,2) et (0,1,3) on

2 g 
montre (§ 6) des convergences dans L , sous des hypothèses de type L sur

les s.m.r., pour les autres des absolues convergences dans , sous des

hypothèses de type L sur les s.m.r.

Enfin, au paragraphe 7-2, nous complétons l'étude en considérant les 

variations (0,3,0) avec (3 4 .

Le tableau de la page suivante résume les résultats de ce chapitre.
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TABLEAU RECAPITULATIF DES RESULTATS

Variation Hypothèses sur Convergence de la variation
cf

a ß Y XYZT f dans limite intégrale en §

1 0  0 L2 L2 L2 L2 s.m.r. X(dz) 3

0 1 0 W 1 1 diverge 7

2 0 0 L2 L1 L1 L1 v.b. ^ . M ^ C d z )  4

0 2 0 W 1 1 diverge 7

1 0 1 L l-mp.+v.b. <M^(dx, • ) ,M^ (x, • ) > ̂  (dy) 5

4 00 2 2
0 1 1 L L L L s.m.r. Jyx(dz) 3 

3 0 0 . 4 00 00 I 1,
L L L |L I 0 7 

2 1 0

0 3 0 W 1 1 diverge 7

6  00 00 2
1 0 2 L L L L 0 6

0 1 2 L6(») L°° L2 L2 bmp.+v.b. X(dx,y)<M^,M2>(2) (x,dy) 5

1 1 1 L2,L4 L” L1 L1 v.b. <Mx»J ? 2>(dz) 4

___________________________________________________V * 1?___________________________

4 0 0 

3 1 0

2 2 0 . 4  oo oo i l i
L L L IL I 0 7 

2 1 1 

1 3 0 

1 2 1

L oo oo I
0 4 0 L L L L borne 7 

0 2 2 L4 L°° L1 L1 v.b. <M^,m|>(1)(dx,y)<M2,M^>(2)(x,dy) 7 

0 1 3 L6(*) L°° L°° L2 0 6

Note : (*) ou et ; |L̂ | = absolue convergence dans .

intéj

X(dz)L2 L2

L1 L 1

L2 L2

L2 L2

L2

L1 L1 .b.

L4 • t L8 ;
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PARTIE A

Ann. Inst. I'ourier, Grenoble 
29, 3 (1979). 295-317

DIFFERENTS TYPES DE VARIATIONS-PRODUIT 

POUR UNE SEMI-MARTINGALE 

REPRÉSENTABLE A DEUX PARAMÈTRES

par X. GUYON et B. PRUM

1. INTRODUCTION

Les processus que nous considérons dans ce travail sont à valeurs 

réelles, et indexés par l’ensemble de temps à deux paramètres R+ 

(en fait, pour éviter les difficultés à l’infini, nous nous restreindrons 

très vite à un rectangle borné : [0,1 ]2 pour fixer les idées).

Notre but dans ce travail consiste à étendre aux processus à 

deux paramètres les résultats bien connus pour les semi-martingales 
X à un paramètre, suivant lesquels les sommes

V  E[(X, - X f )2 | S ï , ] ,  Y  (Xr ~ X f )2Y lv f/+i u v  y  /+1 1

convergent (dans L 1 , si des conditions d’intégrabilité convenables 

sont imposées à X) vers les processus croissants <X> et [X] as­
sociés à la semi-martingale X , lorsque le pas de la subdivision ( t f) 
tend vers 0 .  Si X est à trajectoires continues, on sait de plus que 
ces deux processus croissants sont égaux, et ne dépendent que de 
la partie martingale locale de X . Pour les processus à deux para­
mètres, on peut former trois types différents de sommes de ce 
genre : des sommes “linéaires” , “superficielles” et “mixtes” , ad­
mettant chacune une forme conditionnelle et inconditionnelle. Nous 
définissons ci-dessous une classe de semi-martingales, qui nous pa­
raît raisonnablement générale pour les besoins courants, celle des 

semi-martingales représentables (s.m.r.). Si X est une s.m.r., nous 

savons établir la convergence dans L1 de toutes ces sommes, avec 

l’identification de leurs limites, et nous savons établir l’égalité des
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limites des sommes conditionnelles et inconditionnelles pour les 

sommes des deux premiers types (pour le type mixte, il faut une 

condition supplémentaire sur X ) .  Cette égalité est indispensable 

pour les applications à la statistique, car seules les sommes incon­

ditionnelles sont accessibles à l'expérience.

Notations générales.

Les éléments de sont désignés systématiquement par des
lettres grasses, la notation standard étant z = ( s , t ) .  La relation 
z <  z' signifie s ^  s ',  t ^  t ’ , tandis que z <  z ' signifie s < s' 
et t < f ' , et z a  z' signifie s < s ’ et t > t ' . Le rectangle 
] z , z ' ] est l’ensemble des u tels que z < u ^ z \  Nous posons 
0 = (0 ,0 ), 1 = (1,1),  Rz = ] 0 , z ] .

Tous les processus que nous considérons sont nuls sur les axes. 
Si A = ] z , z ' ]  est un rectangle, et X un processus, nous posons 
X(A) = X ,,.  -  X,., -  X„. + Xi f .

La mesure de Lebesgue de A C R* est notée Z(A) ou / dz
«'A

(ou toute autre lettre grasse). La mesure de Lebesgue sur R est 

notée m .

Nous considérons un processus de Wiener (Wf ), défini sur 
un espace probabilisé complet (Î2 , , P ) , à trajectoires continues. 
On désigne par $<t la tribu engendrée par les variables aléatoires 
Wu , u ^  z , et par tous les ensembles de mesure nulle de S> ; on 
sait que cette famille est continue à droite.

Les diverses notions de martingales (martingales faibles, i- 
martingales, martingales, martingales fortes) sont toutes relatives 
à cette filtration. Pour les définitions et les théorèmes classiques 
concernant ces processus, on consultera [1], [2], [3], [5].

Semi-martingales représentables.

Commençons par les martingales faibles représentables. Soit 
X une martingale faible (nulle sur les axes). La condition minimale

4 - 1 0
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VARIATIONS-PRODUIT POUR UNK SEMI-MARTINGAL1: 297

de régularité que l’on puisse imposer à X consiste à exiger que pour 

s fixé, (Xj,), soit une semi-martingale en / ,  et de même pour t 

fixé. On montre alors dans [3], sous des conditions faibles, que X 

admet une décomposition unique de la forme

sur [0.1  ]2 , où M est une martingale, et N' est une /-martingale 

propre. Pour / = 1 , par exemple, cela signifie que (N],), est une 

martingale pour tout t ,  tandis que (N]f ), est, pour tout s, un 

processus à variation finie prévisible. La notion de martingale faible 

représentable s’obtient en imposant encore quelques conditions aux 

processus M , N 1, N 2 .

1) M est une martingale de carré intégrable. On sait alors que 

M admet une représentation

(en abrégé, M =  6 . W + <//. WW). Ici 6 et i// appartiennent à 

deux espaces de Hilbert que nous noterons 3 € ,  et 3 e2 :

3€ , est le sous-espace fermé de L2( i î  x [0,1 ]2 , P x Z) formé 

des fonctions 0 ( o > , u )  qui sont adaptées (i.e. 0 ( . , u )  est $<u- 

mesurable pour tout u f i xé ) .

3€2 est le sous-espace fermé de

formé des fonctions ^ ( c o , u , v )  telles que, pour tout ( u , v )  fixé, 

^ ( . , u , v )  soit ^„„-mesurable, et que de plus, \ f / (w, u , v) =  0 

si l’on n’a pas u a  v .

Pour les détails, voir [2],  [3] ,  où l’on montre aussi que M est 

une martingale forte si et seulement si le terme ip . WW est nul.

2) ¡-martingales. Considérons par exemple la 1-martingale propre

Il est naturel de supposer, non seulement que le processus (N ],)f 

est à variation finie, mais encore qu’il est absolument continu par 

rapport à la mesure d t . On montre alors dans [3] ,  sous des condi­

tions d’intégrabilité assez faibles, que N 1 admet une représentation 

sous forme d’une “intégrale stochastique double m ixte” . En fait, 

dans le cas particulier qui nous occupe, cette représentation peut 

s’écrire

X = M + N 1 +  N 2 (1)

M z = f  0 udWu +  f  * uvdWu dWv
*'R» “ Rj XR i

(2)

L2(i2 x [0,1 ]2 x [0,1 ]2 , P x Z x Z)

(Ni).

M
I /\ 4- « • «*
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N'f = / Rjf (fo P'(v ' x)dv) <3)
où /3j (co , , z) est une fonction sur Í2 x [0,1 ] x [0,1 ]2 , mesurable, 
nulle si v <  î (la seconde coordonnée de z ) , telle que si v >  t 
/3j(. • v , z) soit &sv-mesurable (s est la première coordonnée de 

z ) , et telle enfin que

f  0? (. , v , z) dvdz
_ [0,1 ] x [ 0,1 ]2

< 00 .

Ces fonctions forment un sous-espace fermé 3Cl de l’espace L2 
associé à la mesure dPdvdz sur Í2 x [0,1]  x [0 ,1]2 . De la même 

manière, nous supposerons que N2 admet une représentation

N« = / r„ (3')

où j32 parcourt l’espace de Hilbert 3C2 analogue.

3) Terme à variation finie. Enfin, nous superposerons à la mar­
tingale faible qui vient d’être considérée un terme à variation finie 

de la forme

î ,  = ^  dx  (4)

où <p(co,z) est une fonction mesurable, adaptée à (S>z) , telle que

dx <  . Ces fonctions sont les éléments d’un sous

espace fermé % de L2(fi  x R, , P x Z) : on a g  =  ÿg, , mais il est 
commode de les distinguer dans la notation.

Toute s.m.r. admet une version à trajectoires continues, mais 
nous n’aurons pas vraiment besoin de ce résultat. Nous espérons 
que les explications ci-dessus montrent que la classe des s.m.r. est 
raisonnablement générale dans la classe des “semi-martingales à 
deux paramètres” .

A partir de la représentation explicite ci-dessus, il est facile 

d’exprimer la 1-dérivée de X , c’est-à-dire le processus L , ( w , f , z )  

figurant dans la représentation de la partie 1-martingale M + N 1 
de X

Muu + K V = f  L,(v , x) dV/x .

L,(t>,x) = 6X + f u pl(t,x)dt + f  i//(z, x)dW . (5)
*'0 * ' i A x , r < u

On a

E í í

dWx

a:Sß2( “ > x)) du^J dW x

X
'Px '

'S,R. &

) Terme

oo

4 - 1 2
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La représentation X = M + N 1 + N2 + 2  sera souvent notée 

X = Xj + X2 4- X3 4- X4 4- X5 , les cinq termes correspondant 

à 6 , i//, ß1 , ß2 , \p dans cet ordre. Les représentations étant uniques, 
nous poserons aussi

lixiu, = (110 II2 + ll̂ ll2 + IIM2 + 11̂2 H2 + M l 2)1/2

les normes étant prises dans les espaces g g , , 3C2 , gc2 , 3  cor­

respondants.

Partitions et fonctions simples associées.

Nous désignons par a une partition de l’intervalle ]0 ,1 ]  en 

intervalles semi-ouverts ]s,-, sl+1] = A, , avec

0 <  i <  m , 0 = s0 <  s l . . . <  sm <  5m+1 = 1 .

De même pour r ,  partition en intervalles ]tf . =  a ; ,  avec

0 <  /  <  « .  Nous désignons par tt la partition produit A,¿ =  A, x Aÿ ; 

nous posons zy/ =  (s, , ry) , S¡if =  S¡t¡ / . Le pas de la subdivision a 

vaut sup (s,+, -  s,) ; on le note |0 |  et l’on pose |ir| =  sup(|a|, |t|) .
i < m

Soit z =  ( s , i ) S R 1 : nous désignerons par as , t( , irt les 

traces des partitions sur ] 0 , s ] , ] 0 , / ] ,  ]0 , z ]  respective­
ment : nous gardons la même manière d’indexer les partitions, mais 
S/ devient simplement s,- a s ,  t ¡ devient t ¡ a t , sans autre change­

ment de notation.

Si Xrt est un processus à deux indices, nous posons comme 

d’habitude

X(A,, r) - xw  - Xv  ; X(j, a;i » X„;41 - x,( 

X(A„) ^ W c - X w - X ^ ^ r

Décrivons maintenant les f o n c t i o n s  s i m p l e s  associées à une parti­
tion n . Dans les représentations données plus haut, nous dirons que

0 est simple si 0 ( w , z) =  £  0(/(<o)l Â (z ) , où 6if est 5<¿/- 

mesurable bornée. Définition analogue pour \p.

ÿ  est simple si i / / ( u> , u , v ) =  Z ’ 'l'ukt où
t¡ki 1

m+1 

f ’ 0 + 1 1

^  1X1 .

; o , r , 7T sur

s •a,/</(u)
Jv),
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le ' indique une sommation pour / <  j  et / >  C, et est
Sï , - mesurable bornée. 

k i
Pi est simple si /3,(co , v , z) = 0}/g 1 A..(z)l (v ), où la

i/c ^
sommation 2  ' est étendue aux i/£ tels que j  < fi, et est

fg-mesurable bornée. De même pour j32 par échange des coor­
données.

Ecrivons alors l’expression complète de la s.m.r. X associée 
à un système de fonctions simples (nous dirons brièvement : s.m.r. 
simple)

X(Z) =  2  «yWCR, n  A l7) +  £  Ï iiks W(RZ n  a (7) W (R , n  A ke)
i/ i//cC

+ (6) 
//C

+  2 ' m ( ] 0 , 5] n  Ak) W(R2 n  a „ )  +  2  * / / Z ( R , n  V  •
z/k V

Presque tous les raisonnements ci-dessous peuvent se faire par 
passage à la limite à partir des s.m.r. associées aux fonctions simples 
(relatives à des partitions arbitrairement fines) : dans le cas parti­
culier du processus de Wiener, il n’est pas difficile de montrer que 
les fonctions simples sont denses dans les espaces de Hilbert 
9 e , , 5€2 ,5C l , SC i , ff correspondants, ou encore, qu’en se restrei­
gnant à l’adhérence des fonctions simples, on représente la même 
classe de semi-martingales (cette dernière méthode, revenant à res­
treindre les intégrales stochastiques aux intégrands prévisibles, est 
celle qui convient dans les situations plus générales).

2. 1 -V ARIATION-PRODUIT

Dans cette partie, nous considérons les sommes

(7)
<X>v f = I  EfXiA,,/)’!^] t

°s \

[X]„,.r = 2  XiA,,^ j

où 2  signifie Que l’on somme sur l’indice /, mais les A, sont ceux 

de la partition as . Plus généralement, nous pouvons considérer les

■ t ß!

•■I' ß U A ')  W(RZ n  A..)

'//*ß

i/ß
c rv

Í/C
tel:

K ) W(

2
Í/*

4 - 1 4
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les sommes correspondant à deux niveaux différents t <  t '  :

<X > ar r,r' = I  E[X(A, , f) X(A,, f ' ) |S ‘ ]

[X]v f)f . = y  X(A(. , r) X(A,, /).
1 °s

Le résultat principal sur ces sommes est le suivant :

T h e o r e m e  1. -  Lorsque | a | — *-0, les sommes (7) et ( T ) 
convergent dans L1, uniformément en s , t , t ' , vers

Démonstration. — Il serait facile de ramener ce théorème aux 

théorèmes analogues pour les semi-martingales à un paramétrée1), 
mais cela ne donnerait pas la propriété de convergence uniforme dans 

L1 . On va plutôt employer une méthode qui s’étendra aux autres 

problèmes de variation quadratique de cet article. Raisonnons par 

exemple sur [X]0 t t, . Nous allons établir le résultat de convergence 

uniforme dans iJ  pour les s.m.r. associées aux fonctions simples. 
D’autre part, nous établirons une inégalité de la forme suivante, où 

C est une constante absolue : quels que soient s ,  t , a

ll[X1<V'llL, <  C (||0 ||2 +  Ht u2 +  Il(3,II2 + | |0 j ||2 +  IMI2) =  C I I X C

où les normes au second membre sont prises dans les espaces de Hilbert 
correspondants. Comme on a aussi

une application de (9) et de l’inégalité de Schwarz montrera que la 
convergence uniforme dans L1 passe à la limite, et vaut pour toutes 
les s.m.r.. Il restera à identifier la limite, ce qui n’est pas difficile.

Pour établir (9), il suffit en fait de raisonner séparément sur chacun 

des cinq termes de la somme. Pour les trois premiers types, qui sont des 

1-martingales, on a exactement E[[X]0j f ] =  E[X^ ] < E [ X 2, ] .  Pour

<x i ' ¿  = [XfcV = J  L , u ,  z) L , ( r \  2) dz  (8)

(9)

\ l X ] o M. , . r  -  [Y ^ .r .r ' l  ^  W #  [X -  Y ]£ , .  + [X -  Y ] £ , [ Y ] £ , .

(9')

( 1) Voir la remarque suivant la démonstration.

( T )

RStI

y
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les deux types de martingales, on majore encore cela par E[Xj, ], 
qui vaut suivant le cas | |0 ||2 ou || <H2 • Pour le type 1-martingale 

propre, on écrit

E[(Nj,)2] = E pl ( v , z ) d v j d z ]

< E  \ f  ^ ( v ^ Ÿ d v d z ]  <  H0JI2 .
“  L*Mo,rlxR„ J -  1

Pour les deux derniers types, qui sont des processus à variation finie 

en s ,  on majore E[[X]0i>r] par E |d uXuj ) 2]  , et l’on rem­

place s par 1 . Pour X = N2 , nous avons

^ N-  = ( X  x) d u ,
d’où sans peine uv

E[[X]0i)f] <  jT 1 du E ^  P2( u , x ) c W x y

= £  du E ^  p2( u ,  x)2 rfx] <  ||02 1|2 .

Enfin, le cas de X =  2  est à peu près évident, et nous le laissons 

de c ô té ( ' ) .

Nous pouvons donc nous ramener au cas où les fonctions
0 ,  ^ , . . .  sont des fonctions simples associées à une subdivision 

fixée tt0 =  a0 x r0 . Nous supposerons aussi, pour simplifier, que 

la subdivision a est plus fine que a0 (en pratique, on travaille sou­
vent avec des subdivisions dyadiques). Si cette condition n’était pas 
satisfaite, il conviendrait de traiter séparément les intervalles de a 

contenus dans un intervalle de a 0 , qui peuvent s’étudier comme 

ci-dessous, et les intervalles de a qui contiennent un point de sub­
division de a0 : leur longueur totale est au plus m 0 \a\ ,  qui tend 
vers 0 ,  et il est facile de voir que leur contribution dans [X]0 t t , 
tend vers 0 dans L1 , uniformément en s,  t ,  t ' .

Revenons alors à la formule (6) (où l’on remarquera que les 

indices i , j , k , i  sont relatifs à ir0).  Nous découpons la somme 

[Xloj.r.f en un nombre fini de sommes partielles, correspondant aux 

intervalles de a contenus dans un même intervalle ]$*,$,+ ,]  de 

a0 . Sur cet intervalle, on peut écrire pour tout t  fixé, en regroupant

( 1) Nous traitons en détail la situation analogue dans les théorèmes 2 et 3.

I , t I,

f t

le
s

02 [U , d

I ÁRut

X) W,



VARIATIONS-PRODUIT POUR UNI. SI MI-MART1NGAL1: 303

convenablement les termes de (6)

* ,,  = I  a,v W(Rif nA. . )  + />,.(5 -  Sl) + ct 
ii

où les a , bi et ci (qui dépendent aussi de t) sont des variables

aléatoires S*..,-mesurables bornées dans tout L p (avec des normes •*/ *
indépendantes de / ) .  On notera que les divers W(Rif H A,.-) sont 

des mouvements browniens réels orthogonaux. Ecrivant la formule 

analogue pour Xs r , on voit que le comportement de la somme 

partielle de [X]a t t , correspondant à l’intervalle ] s , , sz + 1) se 

ramène à un problème tout à fait concret et classique concernant 

un système de mouvements browniens à un paramètre, que nous 

ne détaillerons pas davantage. La discussion des sommes ( X ) CT t t , 

est plus simple.

Il reste à identifier la limite. Pour cela, nous appliquons le 

résultat sur les processus à un paramètre rappelé ci-dessous, suivant 

lequel la limite ( X ) s t t , =  [X]s t ne dépend que de la partie 1- 

martingale nst =  Mst +  N]f de X ,  et est égale à </x f , jz.f» ), • 
Or ce crochet oblique est égal au second membre de (8), d ’après 

la théorie de l’intégrale stochastique.

Remarque. -  Soient X =  M +  A ,  Y =  N +  B deux semi- 

martingales à un paramètre sur [ 0 , 1 ] ,  M et N sont deux martin­

gales continues de carré intégrable, nulles en 0 ,  et A et B deux

processus continus à variation finie, tels que / !dAJ et f  l¿B J
Jo)

appartiennent à L2 . Il est alors classique que les sommes

- X, ) ( Y , . ,  -  V  e,

S  E((XV , - X , ) ( Y , W1 -  Y . j i s y

convergent vers < M , N ) 5 . Ce résultat a déjà été utilisé par Cairoli 

et Walsh pour établir l’existence du processus ( X ) ^  =  < X > ^ f# 

lorsque X est une martingale de carré intégrable. Comme nous 

l’avons dit plus haut, la démonstration du théorème 1 au moyen des 

fonctions simples doit plutôt être considérée comme une prépara­

tion à la suite, car le raffinement d’uniformité en s, t ,  t '  n’est pas 

particulièrement important.

4 - 1 7
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3. VARIATIONS QUADRATIQUES

Dans cette section, nous étudions les sommes

<X>„z = X  E[X(A(/.)2 |Si,7] (10)

= X  X(Aî7)2 (10')

lorsque X est une s.m.r.. Nous établirons pour ces sommes le 
théorème suivant.

THhORtMt 2. — Lorsque | i r |— ► O ,  les sommes <X>^2 et 
[X ]^  convergent dans L1 , uniformément en z E R1 , vers

<X>2 = [X]2 = f  62x d x +  f  i//2( x , y) d x d y .
j R z J RZXRZ

Démonstration. -  Comme dans la démonstration du théorème
1, la première étape consiste à établir une inégalité analogue à (9)

E[<X>ffi] =  E[[X]„J

< C ( | | 0 ||2 +  HiH2 +  Il II2 + I I M 2 +  M l2) = ciixn2mr. ( i l )

Il suffit de le faire pour chacun des cinq types séparément, et 
nous prendrons 2 = 1 pour simplifier. Les deux types de martin­
gales sont évidents (on a l’égalité pour toute partition). Pour le dernier,

on écrit £  ( f  Vzd z Y  <  £  Z(A- ) f  >p\dz <  f  # \ d z .  Res-
ir </ '  -  u *•> -  Jri

tent donc les types de /-martingales propres, le premier par exemple. 
Nous supposons X donné par la formule (3), et nous ommettons 

l’indice 1 de j3, .

Posons

L ( / , z )  = f ‘ p ( v , z ) d v ,  L ( A ' z )  = L(//+1, z )  -  L ( / , , z ) .
•'o

Alors
X t = f  L( / ,x)c/W„

X(A ) = f  L(// + l .x)rfWK + f  L (A ;,x)ûW x (12)

[X "i

Lf

lA// J
1

'/>: ) 0.
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puis sans difficulté

/ L2 (/■, + , , x ) d x + (E [X (A ,)2] =  E

par

/ L2(/■. + , ,  x ) dx  + / L2(A ' ,x ) î /x 1  .
/A,-/ ^A^IO.fyl J

Majorons L2( / +1 , x )  par / ¡}2( v . x ) d v ^  L ( A \  x)
, r  0

m{ A ' )  J^, p2( v , x ) d v  après quoi nous remplaçons ] 0 , / y] par

] 0 , 1 ]  et m(Aj )  par 1,  et il reste après sommation sur / , /

E[ [X}n] =  E [ ( X ) J  <  2E / P2 (v , x) dx
(0,1) xR1

= 2 II |3||

l’inégalité désirée.

Nous laissons désormais de côté tout ce qui concerne les va­

riations conditionnelles, sauf une remarque tout à la fin ; nous 

traitons en détail les variations inconditionnelles, qui sont plus 

difficiles.

Comme dans la démonstration du théorème 1, nous appro­

chons maintenant le système (6 , \p , , 02 , <p) représentant X 

par des systèmes (0n , \pn , /?", j32 , <pn) de fonctions simples, dé­

finissant des s.m.r. simples Xn . L’inégalité (11)  nous permet de 

majorer E [ | [X ]^  — [X "]^!]  uniformément en ir ; il suffit donc 

d’établir la convergence dans L 1 pour les s.m.r. simples. D ’autre 

part, l’identification de la limite dans le théorème 2 ne pose aucun 

problème quant à l’approximation par les fonctions simples : il est 

vraiment facile de voir que [Xn]f converge vers [ X] z dans L1 , 

uniformément en z .  Le raisonnement pour (X)^ est analogue. 

En définitive, la démonstration du théorème 2 est entièrement 

ramenée au cas des s.m.r. simples.

Débarrassons-nous d’une autre difficulté : soit X une s.m.r. 

simple associée à une partition ir0 , qui reste fixe dans toute la 

suite. Supposons le thèorème établi lorsque la partition variable n 

est plus fine que 7r0 , et posons 7r =  ir v 7r0 . Nous savons que, 

lorsque \ n \ — ► O ,  [X]_.. converge dans L1 vers la limite in­

diquée dans l’énoncé. P eut-on  en déduire le même résultat pour 

[X]^ ? Voici la démonstration sommaire de ce fait (nous ne don­

nons pas tous les détails, car en pratique on calcule les variations 

le long de suites de partitions emboîtées, les partitions dyadiques 

de pas 2~n sur les deux axes par exemple, et 7r0 étant elle-même 

dyadique ; on ne rencontre donc pas cette difficulté).

12
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R a n g e o n s  en d e u x  classes les rectangles  de  7r , c e u x  qui sont  

en t i è r e m e n t  c o n t e n u s  dans un rectangle  de  7r0 form an t  la pre ­

mière classe, et les autres la s eco n d e .  La s o m m e  des  aires des  rec ­

tangles  de la s e c o n d e  classe est majorée par A: 17r | , où  k  d é p e n d  

s e u lem e n t  du  n o m b r e  des  lignes de  subdiv is ion  de  7r0 . C o ns i ­

d éro ns  m a in ten a n t  6  , \ j j , . . . c o m m e  des  fo n c t io n s  s im ples  rela­

tives à 7rv7r0 , et  partageons  ch a cu n e  d ’el le en  d e u x :  0 1 est  le 

produit  de  d  par la s o m m e  des  indicatr ices de rectangles de la 

première  classe, i//1 le produit  de \ p par la s o m m e  des  indicatr ices  

de produits  de  d e u x  rectangles  de  la première classe , e tc . ,  tandis  

q u e  d 2 =  f )  —  0 l , e tc .  D ’où  un e  d é c o m p o s i t i o n  de X en  d e u x  

s.m.r. X 1 4- X 2 . Il n ’est pas dif fic ile  de  voir  q ue  les n o rm es  de  

g ( 2 ) ^ ( 2 ) t e n d e n t  vers 0  avec \ i r \ .  D ’après (1 1 ) ,  on  en d éd u it  

q u e  les n o r m e s  dans  L 1 de  [ X 2 ]„ , [ X 2 ]¥  te n d e n t  vers 0 .

Ecr ivons,  avec  d es  n o ta t io n s  év identes

[ X I ,  =  [ X ' U  +  [ X 2 ]„ +  Z I X ' . X 2 ] , , .

Or n o u s  avons I [ X 1 , X 2 ] J  <  [ X 1 , X 1] ^  [ X 2 , X 2 ] */2 , e t  l ’inég a ­

li té  d e  Schwarz  m o n t r e  q u e  [ X 1 , X 2 ]„ ten d  aussi vers 0  d ans  L 1 

lorsque  | tt| — ► ( ) ,  et de  m ê m e  pou r  [ X ^ X 2 ] - .  Ecr ivons  alors

I[X]„  -  [ X ] - |  <  I [ X ' ]„  -  [ X M - I  +  [ X 2 ]„ +  [X 2 ] -

+  2 ( I [ X * , X 2 ]„|  +  I [ X 1 , X 2 ]—| ) .

Il reste d o n c  à voir q u e  le premier  term e au seco n d  m e m b r e  est  

pet i t dans L 1 lorsque  \ t t \ — ►  0  : mais  ce  term e est nul.  En e f f e t ,  

les  term es  co rrespo n da n t  au x  rectangles  de  première classe s ’él imi-  

n en t  de la d i f féren ce ,  et il ne reste d o n c  que  des term es  X ! ( A ) 2 

cor resp on d a n t  à des  rectangles de s e c o n d e  classe de  7r, o u  à des  

su b d iv is ion s  d e  te ls  rectangles dans tt.  Mais d ’après la c o n s t r u c ­

t ion  des  fo n c t io n s  s im ples  figurant dans X 1 , t o u s  ces  accro isse ­

m e n t s  sont  nuls.  On a le m ê m e  ra i so n n em en t  p o ur  7r2 .

D ésorm ais ,  n o u s  su p p o so n s  d o n c  q u e  X est une  s.m.r. assoc iée  

à tt0 , et q u e  7r est p lus fine que  7r0 .

D é c o m p o s o n s  X en une s o m m e  X 1 +  X 2 4- X 3 +  X 4 +  X 5 , 

ces  cinq term es  corresp on d an t  re sp ec t ivem en t  aux  cinq intégrands

6  , 0  , /3j , j32 , ; n o u s  d é c o m p o s o n s  [X]^ en une  s o m m e  (n o u s  

la issons de  c ô t é  7r2 p o u r  alléger)
*  ;
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[X]„ = [X>]„ + 2 [ X ' .X 2]„ + [X2]„

+ [X3], +  [X4]„ + [Xs ]„ + 2[X -  X3. X 3]„

+ 2[X -  X3 -  X4 ,X ] + 2[X -  X3 -  X4 -  X5. X 5].

Nous remettons à plus tard l'étude de la première ligne. Nous allons 

montrer que chacun des termes de la seconde ligne tend vers 0 

dans L1 , et une application de l’inégalité de Schwarz comme ci- 
dessus prouvera que ceux de la troisième ligne font de même.

Cas de X5 .

On rappelle qu’une fonction simple y  est bornée en va­
leur absolue par une constante k . On majore S X(A(/)2 par 
£  |X(A^) | . sup |X(A|;) | .  Le premier facteur est majoré par

I \<p{z)\dz,  le second par fc.sup Z(A,,). et le résultat est 
•'«i U
immédiat.

Cas de X3 (le cas de X4 est identique).

Revenons à la formule (12) au début de la démonstration, en exa­
minant le raisonnement d’un peu plus près : si z G A t / , nous avons

t €  A'. ; or P(v , z) = 0 si v <  t , donc L(f/+1, z) = f </+1 0 ( v , z)d v  
t o

X7+i
0(v  , z )dv  , d’où

L2(t,+, , z) <  w (A ;') f Q 02( v , z ) d z .

Rétablissant aussi le facteur m( Aj ) dans le second terme, on obtient 
E[[X3] J  <  2 |jt| ||/3,II2 l’inégalité cherchée.

Pour achever la démonstration, il suffit donc d’étudier la pre­
mière ligne, i.e. le cas des martingales. Signalons tout de suite que 
cette étude a été faite par Cairoli et Walsh [4] pour la variation condi­
tionnelle, de sorte que (compte tenu de leur résultat) l’étude de celle-ci 
est entièrement achevée pour les s.m.r..

Avant de commencer la discussion proprement dite, nous aurons 

besoin de rappeler deux faits sur les processus de Wiener à une di­
mension. Soient X et Y deux mouvements browniens indépendants

est égal en réalité à
Jt
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de paramètre 1 sur [0 , 1] ,  a = (A,) une partition de ]w, t>],
0 <  u <  t; <  1 . Alors

(Y  X(A,.)2 -  (v -  u ) J  

(V  X(A,) Y(A() )2

<  c \o ! (v  — u)

< l a | (u -  u).

(13)

(14)

Les rectangles de la partition 7r0 seront notés avec des lettres 

du début de l’alphabet : Aab , Acd . . . avec Aab = Aa x Ab . Les 

rectangles de la partition n (plus fine que ir0) seront notés 

At) , A kt . . . Nous écrivons iG a pour exprimer que l’intervalle 

A, de a est contenu dans l’intervalle Aa de a0 , et de même sui­
vant l’autre axe.

Etude de [X1 ]„ .

Le cas qui nous intéresse est celui des martingales fortes 

K  ~  S  dcb W(R1 n  à ab) dab »^-mesurable.
ab

Alors X 1 (A{)) = 6ab W(A<y) si / G a , /  €  b

=  0 sinon.

Pour l’instant, travaillons sur les / €  a , j  €  b , a et b restant 
fixes. La formule (13) nous donne pour chaque /

E J (V  WÎA,,)’ -  m i A p w i A ^ y j  <  c | o |  m(Aa) m{A))

(le mouvement brownien considéré est de paramètre m(A^) au lieu 
de 1). Les différents mouvements browniens, lorsqu’on fait varier 

/ ,  étant indépendants, les variances s’ajoutent :

E ^ ( 2  W(A„)2 -  m (A ;)m (A ;) )2J <  cm(Aa) m ( A 'b) .

Soit k une borne uniforme pour la fonction 6 .  Nous avons alors 

E [ ( I  x'(A„) -  elbZ(ijS))2] < k 2c \ a \ Z ( A ab).

Ainsi la variable aléatoire £  X 'iA ,,)2 converge dans L2 vers
iSa.jeb

4 - 2 2

E

E

i

u

a



4 - 2 3

d2abZ(Aab) lorsque !tt| — ► O .  Comme il n’y a qu’un nombre fini 

de rectangles dans irQ , on peut sommer sur a , b , et on trouve

que [X 1]̂  converge dans L2 (ou L 1) vers ^ reste­

rait à remplacer ir par nz et à chercher des majorations uniformes : 

ce serait facile, et nous ne le détaillerons pas.

Etude de [X2]n .

Ici nous avons (en enlevant l’indice 2 pour éviter les confusions)

x, = 2  ^ W ( R , n A j W ( R In A a()
abcd

avec a <  c , b >  d  , \pabcd ^ -m e su r a b le  (voirie dessin).
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A,

'I— M  T u l
Ai

f _ _ m _ _ _ _ _ _ _

"a t

On en tire

X(A„) =  £  v t w  W(Aa x a ;) W(A, x a ; )  si / € c , / € 6
abcd

=  0 sinon

et par conséquent, c et b étant déterminés par i  £  c , j  €  6

XCA*)2

=  I  '/'a*«, i f w  w (Aa x Ap W(At  x a ;) W(Af x A^) W(A, x A ^ ) .
aadd

jI
i ir»

e
i*.

X.

ìa;

a ;

A

1
*

c
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Nous sommons en i , j  et voulons montrer que la somme 

converge dans L1 vers

S 4> H x,V )dxdy=  £ * lbcdZ (àab)Z (A cd).
**1xRl abcd

Les fonctions <// étant toutes bornées, il suffit de montrer que pour 
a , b , c , d  , 5 ”, d  fixés, on a dans L1

lim X  w <Aa x A,:) w ( x A/) W<A/ x K  > W<A. x = 0
i e c ’ ;S 6  si a #  â  ou </ #  c/ (*)

lim V W(A„ x Ay')2 W(A,. x A'dŸ  = Z(Aab ) Z(Acd) . (**)
¡ Ë C ,  / € &

Commençons par la somme (**) : nous écrivons l’inégalité (13) 
pour le mouvement brownien W (]0 ,s ]x A ^ ), de paramètre m(A'd) , 
sur }u , t>] = Ac

E [ ( I  W ÎA ^ A ;) 2 - m ( A c)m (A ;) )2] <  c |a |  m(Ac) m(A'd)
L /6c

donc
2  W(A, x Ad)2 — ► m (A c) m(A'd) dans L2 
i

de même

£  W(Aa x A;)2 — > m(Aa) m(A'b) dans V  .
/

Faisant le produit, nous trouvons

£  W(AC x A¡)2 W(A, x Ad)2 — ► m (A c) m(Ad) m (A a) m(A'b) dans L1 
H

le résultat cherché.

Passons à (*). Supposons par exemple d  #  d  ; d ’après (14)

E r

(13

( X  W(A, x A'd) W(A, x A i ) ) 2] tend vers zéro tandis que d’après

) si a = <f ou (14) si a #  â" E W(Aa x Aj )  W(A- x Ay) )2 J
reste borné. Nous avons donc deux variables aléatoires, dont la pre­
mière tend vers 0 dans L2 , la seconde restant bornée ; leur pro­
duit tend vers 0 dans L1 , ce que nous désirions.

*5- : A

t
i
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Etude de [ X ' , X 2].

Il s’agit ici de montrer que

2  0cb * abcd 2  W(A,7) W(Aa X a;> W(A, X A'd)
abcd iGc,jEb

converge vers 0 dans L1 . Comme on l’a fait plus haut, on se ramène 
à montrer que pour a , b , c , d , fixés, on a

E |Y £  W(A(/) W(Aa x A]) W(A, x A^))2j ---- ►  ()
l ' ìGcJGb 7 J

lorsque | tt\ — ► 0 .

Or si l’on développe cette somme, les termes correspondant 
à des couples ( / , / )  (fc, /) différents disparaissent, l’espérance cor­
respondant aux carrés se calcule, et il reste simplement

I  Z(Ay) Z(AC x a ;> Z(A, x a ; )  = Z(Aa x a ;> I  ZÌA,,.)2
i e c j s b  i s c j e b

et la démonstration est achevée.

4. VARIATIONS MIXTES

Nous fixons deux niveaux t  et t ’ (t  <  t ’) et désignons par 

R, tt, le rectangle R^A Rrt . Désignons aussi par ni t t , la trace de 

la partition ir sur R, (comme d’habitude, nous continuons à 
désigner par A t / , A , , A] les rectangles ou intervalles correspondants). 
On est amené à étudier les 1-variations mixtes des deux types

S  X (A ,, t ) X(A„) et 2  E[X(A,, t ) X(A„) | 5}y]
a u

la sommation étant faite sur tt, .

Les sommes inconditionnelles ont déjà été étudiées au para­
graphe II. En effet, en sommant sur j  on voit qu’elles sont égales

à £  X (A ,, t) (X(At , t ’) — X(A t , t)) autrement dit, ce sont des 
i

différences de 1-variations produit. Nous nous intéresserons donc 

uniquement aux variations conditionnelles. Etant données deux s.m.r. 

X et Y , nous poserons

VARIATI0NS-PR0DU1T POUR UNE SEMI-MARTINGALE 3 1 1
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Î X ,  Y}„ = V  E [ X ( A , , t) Y(A(/) \ 5'ij ]  
a

et (X}n = {X , X}n (une notation complète devrait rappeler s , t , t ' , 
et le fait qu’il s’agit de 1-variations mixtes, mais ce serait très lourd).

Theoreme 3. -  Lorsque 17r | — ► 0 ,  la 1-variation mixte condi­

tionnelle ( x) converge dans L1 vers

{X }Sitt. = f R L ' ( / , z )  ( • f  P,(v . z)dv^j d z . (15)

On peut montrer que cette convergence a lieu uniformément 
en s, t ,  t ' . On remarquera aussi que l’on ne peut affirmer l’égalité 

des 1-variations mixtes, conditionnelle et inconditionnelle, que pour 

une classe restreinte de s.m.r., contenant les s.m.r telles que ÿ  = 0 
(on peut montrer que ce sont exactement les s.m.r. dont la partie 

martingale a une variation indépendante du chemin, au sens de Cairoli 
et Walsh).

Démonstration. -  La méthode que nous avons suivie pour établir 
les théorèmes 1 et 2 doit ici être modifiée, car la fonction bilinéaire 
{ X , Y} n’est ni symétrique, ni positive. Rappelons que la représen­
tation de X est notée X = X 1 + . .  . +  X s , avec un ordre bien 
défini sur les cinq types.

L em m e.  — Si X  et Y sont deux s.m.r., on a

IK X,Y }JIl1 <  C II X|(smr II Y||smr. (16)

Plus précisément, si Y est du type 1, 2 ou 4 (types de 2-martingales) 

on a (X ,  Y}„ =  0 ; si Y est du type 5, ou si X =  X4 +  X 5 (types 

à 1-variation fin ie) on a

| | { X , Y } J l , <  C |7r|1/2 IIX||smr IIY||smr. (17)

Avant de démontrer le lemme, remarquons que c’est bien la 

forme nécessaire pour effectuer le passage à la limite à partir des 

fonctions simples : si X est une s.m.r., Y une s.m.r. simple telle

relatif à {X , Y}n .
(1) En fait, notre démonstration donne un résultat un peu plus général,

st

' l >
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que ||X  — Y||smr soit petit, on a

{X},, -  {Y}„ =  { Y , X -  Y }, +  {X -  Y , X}„

et l’on sait majorer chacun des deux termes du second membre. D ’autre 

part, pour étudier la convergence de {X}„ lorsque |jt| — *-0 ,  il 

suffira d ’étudier {X 1 +  X 2 +  X 3 , X 3}.

Démonstration du Lemme. -  Remarquons d ’abord que 

{ X , Y} =  0 dès que Y est une 2-martingale. En effet, un condi­

tionnem ent préalable par annule les termes Y (A ^).

Nous appliquons alors l’inégalité de Schwarz ; d’après le théorème 1

Etude de { X , Y} lorsque X =  X4 +  X s .

Nous pouvons nous ramener au cas où Y est du type 3, car 

les types 1, 2, 4 donnent 0 , et 5 vient d’être étudié. Nous représentons

Le second terme disparaît dans le conditionnement, comme  

au début de la démonstration. Notons donc le premier terme,

Etude du terme { X , Y s} .

Nous utilisons la majoration

E[|E[X(A,, t )  ^  E[IX(A,, 01 IY (A „)|].

Puis nous remplaçons |Y (A „)| par /  1 ,̂1 ete et sommons en / :
J ù.tl

E[KX, Y % \ ]  <  IX(A/S r)| / AiX(o i] | * , | r fz ]  .

E <  C IIX||^mr et il reste à majorer

E i l  ( f  l ^ l * y l  ^ E Î l m i A , )  f  * \ d z  1 . 7  v a,x(o.h /  J -  . 7  «'a.xio.h 1 J

Y de la manière habituelle 
et par conséquent

Yw = /  U » . x) ¿W* (w — ( t i , v»
Rw

Y(A „) = f  L (A I, x) </Wx + f L( th ,, X) dWx .
x ]0, ii 1 /̂/

4 -  27

• §>oo•i

Yi( V I*«]II]

: e I
i[

I
/

X (A,, t))2

Iti Ys•I II

u'//
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et majorons

E[ |E [X (A ,, t) Y(A„) | 9 tj\\ ] <  E[ |X (A ,, t)\ |U,7 | ].

Puis

U , ,=  f  L (A 'x )r fx  = dv f  0 (w ,x)dW x
x lO.fy +, 1 fy A/x ]0,/y +,)

où l’on peut d’ailleurs remplacer ]0 , f /+1] par ]0,i>], d’après la 
forme de 0 . Alors

I  lUyl ^  r ' d v l  f  /3(t>,x)dWx | .  
i J f I JO, u] |

Notons J, le second membre ; l’inégalité de Schwarz nous donne

1/2
E [|{X , Y}„|] <  E X X ( A , . , / ) 21 1/2 E [ Z  J? 

i J L i

Le premier facteur est majoré par C ||X ||smr d’après le théorème 1. 
En fait, une analyse un peu plus précise conduirait à une majoration 

du type C |t t |1/2 l|X||smr du fait que X se réduit à X4 +  X s , mais 

nous n’avons pas vraiment besoin de ce résultat. Il nous suffît pour 

la suite de savoir que ce facteur tend vers 0 avec | ir\ , ce qui résulte 

du théorème 1.

Le second facteur se majore ainsi :

J? < ( f -  t) r ' d v ( f  P(v , x ) d W K Y

d’où en supprimant le facteur t ' — t <  1 et en intégrant

E ( J ? ] < E [ / '  p ( v , x ) d v d x
-  L̂ io.nx̂ xjo.i)

et finalement, après sommation en / ,  le dernier facteur est majoré 
par H/J», =  IlY||imr.

Etude de { X , Y> lorsque X =  X 1 + X2 +  X 3 .

Ici, d’après ce qui précède, nous pouvons supposer que Y =  Y3 . 

Nous écrirons les deux représentations

X* = f  L(t;,x)dW„ (w = (u,t>))
J *uv

Yw = f  A(u, x) i / Wx , avec A ( u , x ) =  i v 0 ( r , x ) d r . (18)  
Rii»» 0

i *

r rih i

i fX

XIO, V)
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Introduisons les deux martingales à un paramètre suivantes, par 

rapport à la famille (&' )

Us = Xst= f  L(/ ,  x)cAVx
** R

Vj = x  -  X -  /  A(//+1, x)rfWx + f  m a ;,  x ) dWK .
/ + 1 1 ] 0 , î  | x A'  J Kstj

Le crochet <U, V> par rapport à la famille ($>]) est donné par 

<U, V> = f  L ( t , x ) A (A ', x)dx
J *s t

et alors nous avons

E[X(A,., t ) Y(A„) | 9 t/] = E[U(A,.) V(A,.) | S u]

= E[U(A,.)V(A,.)|S!].|Sî,7] = E [< U ,V )i<+i — <U , V>î JS<]JSî)7]

VARIATIONS-PRODUIT POUR UNK SIMI-MARTINGALl. 3 1 5

et par conséquent, en prenant une espérance

E[|E[X(A,f t) YCÂ -) |Sï(7]l] <  E [ j ^ <x)0f) IL(7 , x) A ( à j , x)| c/xj

< E \  f  I L ( r , x ) | (  f  |0(w,x) |<fo)dxl  .

Sommant en / ,  puis en i ,

E [I { X ,Y }J ]  < E \ f  | L U , x ) |  (  [ t ' \ ( 3 ( v , x ) \ d v ) d x ]  .
L^J O,  11 x ]0 , r  ] V J r '  J

Une nouvelle application de l’inégalité de Schwarz nous donne comme 

majorant du second membre

EÏ  f  L2( f ,x )< ix l  1/2 e [  f  P ( v , x)2rft;dxl 1/2
L ^ i o . i  ]x] o . r ]  J L*/ l o , i ] x R 1 J

^  C||X||smr II Y||imr.

Le lemme est entièrement établi.

Nous passons maintenant à la convergence proprement dite. 
Bien que nous n’ayons pas donné d’énoncé formel, il est intéressant 
d’étudier, non seulement la convergence de {X}* , mais celle de 

{X, Y}^ pour tout couple de s.m.r.. D’autre part, d’après la discus­
sion précédente, le seul terme qui ne converge pas vers 0 dans L1 
est {X 1 4- X2 4- X3 , Y3} . On peut donc supposer que X se 

réduit à X 1 4- X2 -f X3 , Y à Y3 , et on supposera que X et Y 

sont donnés par les représentations (18). Nous voulons montrer que

lim { X , Y  }n = f L ( t , x) (  f ( p ( v y x)dv \  dx . (19)
|7rl“*°  s, t t '  *

1

] o, r ]
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Comme nous l’avons fait pour les théorèmes précédents, il suffit 

d’établir cela lorsque X et Y sont des s.m.r. simples associées à 

une subdivision 7r0 = o0 x r0 , et nous pouvons supposer que t 

et t '  sont deux niveaux tp et tq de ir0 . On peut aussi se ramener 

au cas où la subdivision variable 1r est plus fine que n0 .

La s.m.r. Y =  Y 3 est une somme de s.m.r. élémentaires de 

la forme suivante : si w =  (u , v)

Yw = i fl̂ ( ] 0 ^ ] n A ; ) W ( R w n A j

où Aab est un rectangle de n0 , A'c un intervalle de r0 avec 

b <  c , et Pabc est &>ac-mesurable bornée. On a alors si A if est 

un rectangle de ir

Y ( A i/) =  padcm (A ; ) W (A i x A ' )  si / E a , / G c

=  0 sinon.

Pour établir la formule, il n’est pas nécessaire de sommer en a, b , c : 

nous pouvons la démontrer pour chaque terme, et sommer ensuite. 

Donc a, b , c sont des indices fixés dans la suite. D ’autre part, nous 

ne nous intéressons qu’aux A tj placés entre t  et f ' ,  donc on a 

P ^  c < q  .

Passons à X .  Il est facile de voir que X admet la représen­

tation suivante sur un rectangle A ef de ir : si w =  (u , v) €  A ef ,

X ^ w )  = pef( v , 00) W(RU„ n A t f ) + £  P eg( 0>) W(RUU n  A eg)

*<f + r ef( v , œ )

où les variables aléatoires pef(v , ,  ref( v , , peg( .)  sont S>tg0- 
mesurables et intégrables. Alors, toujours pour t> G A'f

L(v , z) = pef(v , .) si Z<EA ef’ Peg s i  Z  €  Aeg > * <  f>

0 si z e  A eg , g > f .

Calculons alors E[X(A,, t) Y( A{j) IS»^], en rappelant que 
a , b , c , p , p '  sont des constantes, que b < c ,  que p < c < p ' .  
Si i $  a ou / ^  c , le produit est nul. Si / €  a et /  e  c , le pro­

duit vaut

I  ft,*e P « , m ( A ; ) W ( A , x A ; ) W ( A , x A ; ) .
g<p

Avant de conditionner par S>if , conditionnons par W>S(a, : le pro­

duit des deux accroissements de W est remplacé par Z(A, x A*) 8bg ,

3 1 6  X. GUYON et B. PRUM
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et le conditionnement par &i} ne change plus rien. Ainsi

E[X(A,., t) Y(Af/) ISty] = &abc pab m( A(7) m(A'b) si b < p ,  iE  a , j e  c 

= 0 sinon 

et la sommation sur i , /  donne

( X , Y}„ = (SabcPabm {Aac)m(A'b) ‘l [b<p ) .

Il est facile de voir que cette expression (qui ne dépend pas de ir) 
est égale à l’intégrale (19). La démonstration est terminée.

VARIATIONS-PRODUIT POUR UNE SEMI-MARTINGALE 3 1 7
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§2-2 : Etude'de la variation conditionnelle du carré dfune m.f.r. : 

le processus à variation bornée associé à une m.f.r.

4 $
Soit X = M + P + ? 2 une m.f.r. de L (M = M + Î1 ) #

Anticipons alors sur une conséquence de la formule de Ito donnée au chapitre VI,

2
Cette formule appliquée à la fonction : f(x) = x et à la m.f.r. X donne

. . 2
la décomposition de la s.m.r. X :

2
X „ = 2 
st

X(J)X(dj) ♦ 2 ♦ <X><[> ♦ <X><2) - <x>st
R . 
st

2
et donc la partie absolument continue de X  ̂ est : 

r st

(1) <<x>>gt “ 2 Jp p (s,t) + 2 I L. $.(y;x,v)dy dx dv
l ‘ 2 ' " ’ w/ ‘  | r«  . 1 ^  1 1

st

+ 2

[°,t]xV

L060(u,y;x)du dy dx + <X> .
Rstx[0,s] 2 2

4
En particulier, si X est une m.f.r. de L à partie martingale non forte 

M nulle, ce processus s’écrit encore :

(2) « X » 8t - 2 Jpip2<.,t> ♦ * <X><2) - <X>st

1 2 
Remarquons que <<^>>st est défini, dans L , dès que X est dans L

On a la propriété :

Théorème 2-1 (cf. chapitre VI)

4
Si X est une m.f.r. de L , il existe un unique processus absolument

2
continu (on dira aussi à variations bornées) <<^>>st te  ̂cJue ^ ~ <<^>> 

soit une m.f.r.#<<X>> est donnée par la formule (1), (2) si X est 

sans partie martingale non forte.

J,
XX

( s , t )

<x>
s t
(D



4 - 3 3

2
des variations, conditionnelles de X :

Nous a l l o n s  m o n t r e r  dans ce p a ra g r a p h e  que ce p r o c e s s u s  e s t  l a  l i m i t e

Si i ïï = {A..} est une partition de R,. , A. . = ïz..,z.t1 ,1 ,
i j  y H  i j  J i j  i + l  ,J + H

z.. = (s.,t.) , et * (K , on posera :
iJ i J 1J Zij

« X  »  = l  E(X2(A..) . I (F . . )  , (A. .) „ = A. . n R „ .
TT . . 1 J St 1 v 1J7 * v lj'st 1J St
St 1J J J

Théorème 2-2

2
Si X est une m.f.r. de L , alors

u *l 1  i
lim «X>> = « X »  (uniformément sur R., dans L )

T* . St 11
TT “K) St

Démonstration

La démarche générale de la démonstration est la suivant :

2
- Développer par bilinéarité X (A)

- Transformer les quantités X»Y(A) en quantités du type X(Af)Y(A") 

et examiner les termes subsistant après conditionnement.

- Montrer, au moyen d’inégalités maximales que lfon peut se ramener 

à lfétude de m.f.r. simples.

-Identifier les limites pour une m.f.r. lorsque la partition est 

suffisamment fine.

On a tout d’abord :

X2(A) - M2(A) + Pj(A) + P2(A) + 2(MP, + MP2 + PjP^ (A)

On utilisera le lemme suivant :

si A - ]z»z'J z “ (s,t) z' ■ (s',t')

A, » ](s,0) , (s' ,t)] , A2 - J (0,t) ,(s,t')] 

et D - R

Sv

1



4 -  3A

a l o r s

Lemme 2-1 ( c f .  c h a p i t r e  I )

Si X et Y sont deux fonctions définies sur Rj j , nulles sur les 

axes, alors on a :

XY(A) = X(D)Y(A) + X(A)Y(D) + X(A])Y(A2) + X(A2)Y(Aj) + X(Aj)Y(A) 

+ X(A)Y(Aj) + X(A2)Y(A) + X(A)Y(A2) + X(A)Y(A)

s

Remarquons que cette formule n'est autre que la formule de Taylor (cf.

chapitre Vl)appliquée ici dans le cas très particulier de l'accroissement

rectangulaire sur de A de la fonction X.Y(z) pour la partition

{A, A., A„, A} de R ,.
1 Z z

Etude de M2 (A)

La première somme conditionnelle à étudier est

l EÎM2 (A. .) „ I 0*..) -  Z E(M(A. .)2 I ÿ  ..)
' ij st 1 1J ''-ii'cf-l ii'

1J 1J
1J St 1 1J'

La deuxième égalité résultant du fait que M est une martingale (cf. 

chapitre I, §4, propriété 4-3).

Lemme 2-2

Si M, N sont deux martingales de L , on a :

E sup | Z E(M(A..)2t - NiA..)^ | (f ..) | ^ 6 4
( s , t ) e R n  i j

| m- n | | 2 | | m+n | | 2

t' z ’

A
2

A

D
z

0

A,1
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D é m o n s tra t io n

On a de façon générale

E sup | E E(Y..(s,t) | (f..) | ,< E sup Z |E (Y., (s, t) | 0*. . ) | 
s,t ij J st ij

^ E sup Z E( I Y., (s ,t) I |(F..) 
st ij J

4 E Z E(sup |Y..(s,t) | I (F.,) 
ij st

E Z sup |Yi.(s,t)| a 
ij st

Utilisant cette majoration pour :

on obtient

E sup | Z E(M(A . ) 2 - N(A . ) 2 | (F ,.)| « 
(s,t) ij 1J 8t 1J 8t 1J

^ E Z sup |(M-N)(Ai.)st| sup |(M+N)(Ai:.)st| 
ij st st

£ Z {E sup (M-N) (Aij) gf.)1 /2 ÎE sup (M+N) (Ai. ) 2fc} 
ij st st

et puisque M et N sont des martingales

* 16 Z {E(M-N)(Ai.)2}'/2 {E(M+N)(A..)2}1/2 
ij 1J

.< 16 I I M-N| L  I |m+n| L  .

YL . .
1J

(s,t) M(A
2
stij

N(A j )
2
st
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Approchons alors à e près M par une martingale simple Mn

|m  - «n ll2 « e

On peut dans un premier temps réduire l’étude à ; en effet :

E sup | E E M A . . ) ^  - Mn(A..)Jt| (K.^ « 16 e | |M+Mq | |
S  t  1 J

quantité inférieure à 32 € si € a été choisi inférieur à | |M| | , la 

majoration étant uniforme en tt .

On a ramené l’étude au cas d’une martingale simple. Soit tt̂  la partition 

sur laquelle est définie M simple et tt plus fine que ttq .

Si A , e  tt , A . . e tt et A.. c  A , , on a : 
ab o ij ij ab

M(V  ■  9ab + J îk  W  “ < V  W<Aik>

oû la sommation est étendue sur les c,d convenables de f sur les &

tels que A„. c A,, et les k tels que A., e- A „ .
x.j db ij ac

Il est alors aisé de vérifier que,

«¿(Ç.Ç'idÇ dÇ'
« y . . )

ij st ij st

et donc, si tt =  ̂ est P^us fine que ttq , que

E E(M(A. .)2 \ ^  . .) = <M>
11 st' 11 sti j  j j

On déduit donc de cette identification et de l'approximation maximale

E sup | <M> - <Mn>st| * 2I|M-Mn ||2 ||M+MJ|2
S t

M
n

I
o

W<(A.
i j ) dbac

E :m( a
i j; )

2
stI$ i j ) n

Í (A
0;
*2
M( O dZ +

{[A
i j

*
s t
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f .  •

Etude de P2(A) + 2 ? ] M ( A ) ( r e s p .  P2(A) + 2 ? 2 M(A)).-

Utilisant le lemme 2-1, on obtient, utilisant la propriété de 1-martin- 

gale de Pj , de 1* et 2-martingale de M que :

q u e  :

E(P2(Ai:j) + 2M P,(Aij) | (F^) = 2 E(P, (A^jj) P, (A.j) | f.j)

+ 2 E M A . J Î P ^ A . j ) ! ^ )  + E(P, (Aij)2 | f  y )

+ E(M(A. .) P. (A..) | Î-.) 
ij 1 ij 1 îj

et une même égalité si A.j est remplacé par >

(Ai,j) - As£ x ]o,tj] par “ (As^ 0 j0,s]J x Jo.tj]

cette égalité s'écrivant, si on pose :

Mj * M + Pj (partie 1-martingale de X)

E(PÎ(iij)St * 2MPl«ij>stli;> V  - > , % > « ! ’’V

+ E< W s t

On va montrer que dans la sommation sur ïï , seul le premier terme de cette 

somme est contribuant.

I

•j

E(M(A
ij

, 2
st Ir

ij

u*L
1

<M>
st

(Ai .  •
i j )

st

(A.; »j) s

2E (M1(Ai: »j) s

P, (Ai • • i j ) st IOf
ij

)st
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Lemme 2-3

2
1-martingale propre representable de L , alors :

2
Si Mj e s t  une 1- m a r t i n g a l e  r e p r e s e n t a b l e  de L , une

E .up I Z ECU (Ä..) P,<Ai j ) s t |Oi . . ) |  « 8 \ * \ ' 2 ' 2 I lM! I 12 l l Pl l l 2
(s,t) lj

E sup I I E(M (A.,j) P (A..) |(F..)| * 8 ¿3 H m J I  \\?i\\2
(s,t) ij

où |ir|2 = sup + •

Démonstration

* D ’après la première majoration du lemme précédent :

E sup | I E M , « . ^  P1Cûlj)stl ^ ljl i
Su 1 J

* E Z sup |m ,(A..) I sup IPjiA-0 t | 
ij st J st J

i E 4 {E MjCA.j)2} ^ 2 x 2 { |ir|2 E P ^ A ^ ) 2} ^ 2 

« 8 \*\[/2 ||M, ||2 ||P,||2 (cf. chapitre III, § 5-2)

A = E sup | Z E(M,(A.,j)s P 1(Aij)st|Srij| <

^ E Z sup |M1(Ai,j)g| sup |P1(Aij)stl
i j  S s t

v< H a  (M (A.,j)2}1/2 {A | A. | E Pj (A. >)2}1/2 
ij J J

toujours d'après les majorations maximales obtenues au chapitre III, § 5-2, 

Mais :

PI

I 1/2

ij

St

s st

j

it
j •1 t .

J
}

st

#
st ij
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E(Mj(A.,j)2 = E
(A.

Lj(tj,z)dz $ E
(Ai

o ^ 2(z)dz

< I E o ^ 2 ( z )d z
Aix[0, l]

(z) = sup IL (t;z)I)

et donc :

« 4 I ( | A. | f E o?2(z)d
ij J jA.x[o,l]

z}1/2 {

AjxAi x[o,l]
E (32(v,z)dv dz}*^2

« 4 I I j I I 2 I |P,  I l 2 *  8 & l lM,  | | 2 | | Pj i l 2 1 l 1 112 '

Utilisons ce lemme pour montrer que l'on peut réduire l'étude de la 

somme conditionnelle :

au cas oû Mj et Pj sont simples. En effet :

M 1P1 ” M lnPln = M 1(Pl-PIn) +(M l“M ln)Pln 

le lemme précédent appliqué à cette différence donne donc :

E sup I Z B(MI (Ai . j ) 8P1(Ai j ) st  -  M ^ A . J ^ C A . . ) ^ . . ) !  «
S C X J

« 8 / 3  ( I | M j | | 2 I l p , - p l n l l 2 + l lMj -M,  | | 2 | | P l n | | }

quantité que l’on peut rendre petite, uniformément en ïï , (s,t) € Rj j .

Examinons alors ces variations conditionnelles lorsque Mj, Pj sont 

simples représentables. Si elles sont définies sur une partition ïï , et si 

7r est une partition plus fine que ïï , on a :

»j) ,j)

1

A

z

ij

E(M. (A. .j)s P1
(A.

j>St
I $

iji >

o
I

o
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E(M.(A.,j) P.(A..) „1 (F..) = 
v lv i,J s 1 ij st1 ij'

- E ( Lj(tj;z)W(dz) x 8, (tj ;z)W(dz) x |(Aj)t| l^ij)

Mais, puisque tt est plus fine que , Lj(tj,z) ainsi que 3j(tj;z)

sont -mesurables si z e (A^,j) et la quantité précédente est encore

égale à :

(A
L •B,(t.;z)dz • |(A-) | 

,j) J J1  S

et par sommation sur tt , on obtient :

E E(M,(A.,j) P.(A..) j ï  ..) = 
1 î J s 1 ij st1 ij

ij [o,t]xR
Lj 6j(v;z)dv dz

st

Ce processus étant à variation bornée, il est aisé de vérifier que unifor­

mément dans L* :

L. (v;z)dv dz -- ► (
J [ o , t ] x R s t  ln ln i [ o , t ] x R s t

Lj (v;z)dv dz

d'où le résultat

E E(M. P. (A. . ) „1 f..)
1 1 ij st1 w ij

u*L
2 | L »3.(v;z)dv dz

[0,t]xRst

Etude de E E(Pj P2(A.j)st|(?• •)

Utilisant le lemme 2-1 et le fait que P̂  est une 1-martingale, P2 une

2-martingale, on a :

(Ai,j) (Ai.j)

Tí
O

fr
ij

•3 •ß'i

Ü.



E<P,Wstl'trij> ' E<Pl(i'Vt

* E(P|(i,ij)t P2(4ij)stl f  jj)

+ E ( W * t  p2 <û1 o ) t:l 0=ij>

* E(Pl(iij>St

et dans la sommation en ïï , seul le premier terme sera contribuant. En effet : 

Lemme 2-4

2
Si Pj est une 1-martingale propre representable de L , P^ une

2
2-martmgale propre representable de L , alors :

4 -  Al

E sup I Z E ( P 1( i , A . ) t  P2 (Ai i ) s t l ^ i i ) |  < 2 |7r2 Í 2 / 2  M P l M 2 l l p2 l l 2s t  i j

E sup I Z E C P / i i j ) , ,  V V , t l < f l j >l ‘  4 |W,2 / 2  l l ? ' l l 2 l | P 2 n 2
S t  1J

E sup I Z E ( P j ( i , A . )  P2 (Ai » j ) s l ^ i i ) l 4 H P i l l 2 I I P2 I I 2
8 t  i j  J

(où |tt|j - sup{(si+1 - si)}
i

Démonstration

E sup | Z E(P1(i,A.)t P2(Aij)stl^ij)l *

è Z {E sup Pj(i.A.)2}1̂ 2 {E sup p2(A£4)gt} 
ij s J st J

E( p ,.Po (A, El(P, (i,A.)
t P2

(Ai .j)'s.! f ij
)

P2
(A1 • •

i j
) stIt ij

)

ij

st ij
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Or

E sup P (i,A.)2 ^ [A -1 f „ E  8?(v;z)dv
s ' J C J ^A.x[o,l]

dz

et donc la suite d ’inégalité précédente se pousuit ainsi

AjXfo,!]
2 E B2(v;z)dv d z } ^ 2{|A^

[ 0 , l ]  xAj xAi
E 82 (z';tjldz' du}1/2

« 2 ii.iV2 iip,
2 1 1 1 1 1 2 1 1 2 1 1 2 

De même on trouve :

E sup I Z E(P1(Aij)st P2(Ai,j)s|Oiij) U  2 M | /2 I IP, I 12 ||P2 II2E sup I Z E(P 
st ij

E sup I E E(P 
st ij

^ S { I A. I 

ij 3 JAjx[o,l]
2 E Bj(v;z)dv dz'}2{|Aj| E 8o(z ';u)dz' du}

[0,l]̂ xA.

et intervertissant les valeurs [Aj| et |A^| ,

Utilisant alors la dernière inégalité du lemme, on constate qu'on peut 

réduire l'étude de cette dernière somme conditionnelle au cas où Pj et P2 

sont simples. Si 7Tq est la partition (fixée) sur laquelle sont définies Pj 

et P2 et si tt est plus fine que TrQ , alors :

ce qui, par sonmation sur ir donne Jp „ (s,t).
1 ’ 2

* 2 E
ij

{ |AjI

P,(i, P,(A¿.j) IS ij )l

II P 1 II 2 II P2 II'2

E
(P1

(i,A.)
J t P2 (Ai »j)t I<Svij P1

(i»A.)
j P,(A.,,j)s
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Reste alors à constater que si Pin“Pi et P2n~P2 convergent vers 0 dans 

2
L , alors, Jp étant à variation bornée, J tend uniformément

T  2 ln’ 2n

dans L*, vers J :
1 ’ 2

E sup |jp p (s,t) - Jp p (s,t)| 
s , t  1 9 2 l n ,  2 n

^ E sup |J (s, t) | + E sup |J (s, t) |
s,t r  2 2n s,t 1 1 n’ 2n

S I I Pi I I 2 llP2_P2n^2 + H p,-p,nll2 IIP2J I 2 *

Ceci termine la démonstration du théorème.

Remarques

1) Les diverses inégalités maximales apparaissant dans les lemmes 2-1, 

2,3 peuvent être généralisées au cas de s.m.r.

2) Le plus gros travail dans la démonstration de ce théorème (comme 

dans ceux du merae type qui vont apparaître dans la partie B de ce chapitre) 

est du à la démonstration de l’uniformité en (s,t).

4
3) La propriété 2-1 utilise l’hypothèse : X est dans L . Ici, seule

2
l’hypothèse : X est dans L est utilisée. Ceci est naturel : en effet,

pour définir le processus à variations bornées <<^>>st * ^  est suffisant de

1 2 
le définir dans L , ce qui ne nécessite qu’une hypothèse L sur X .
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Exemple : S o i t  l a  m . f . r .

avec

ou

Xst = Wst + pi^s’t) + P2 ŝ,t  ̂ » (s’t) e R+

P j ( s , t )  = |At | W(BS)

P2( s , t )  = W(At ) |Bs |

A = [o,a] x [b,-K»[

B = [ a , + « [  x [0 ,b]

<X> _ = st 
st

f  x >/

: A /

✓ ' / 

t ' _ _ --- ----- -------  -, (s, fc )

f i l i  I

°  a  s

<X> (0 = < 
st

' st si (s,t) ^ (a,b)

, st + ab(s-a)(t-b) sinon

<x>(2) -  <x>(^
st st

cf. chapitre V)

Jp p (s,t) 
12

(la m.f.r. est indépendante du chemin,

0 si (s,t)^ (a,b)

« _ W(B ) W(A )du dv sinon

et donc

« X »
s t

s,t si (s,t) > (a,b) 

st + 2 ab(s-a)(t-b) + W(B ) W(A )du dv , sinon. 
[a,s]x[b,t] u v

e>6 s

2

b

[a, s]x'M

3 Í

{
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PARTIE B

Notations

Outre les notations déjà posées au chapitre III et dans le début de 

ce chapitre, nous adopterons les notations suivantes :

1) Si 7T =  {A?.} , i = 1, N , j = 1, N f on notera 
n ij n J n

0 ". - [o, s " 1  (o, t” .]
1J 1 ’ 1 + 1 J J 1 L ’ J +  1J

= [o, sn] X An X a? x  [o, t?]
i j  1 i J J i  L J

O .

(ombre large et ombre réduite de et

c ^ i .  - 4J x 4j , [0 , t”+ll

0 lij = A? x A? x [O, t?]J j i L jJ

sens 1) ; on définit symétriquement

Ctîli - [0. -?*,1 X - *ï

o  -  [ o ,  . J ]  X 4?  X

2 i j 2 i j

On notera

et

sup pour sup
( s , t ) e R j j

Z pour E
i « l , N

n
j = 1, N

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité, on omettra les indices n .

(ombres dans le

X A
n

A?

A
n

ij
)

Ö
n n

A
n

j

n
2ij

A
n
i

et
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2) On dira qu’une convergence a lieu u*lP pour dire qu’elle a lieu 

dans , uniformément en (s,t) e Rjj .

3) On notera la situation suivante :

* Situation ( ) : f est une fonction mesurable adaptée, (tt ) 
i n

: u n e  s u i t e  d e  p a r t i t i o n s  d o n t  l e  p a s  t e n d  v e r s  z é r o ,  tt = {A?.} .
i r  r  n  i j

(f^) est une suite de fonctions mesurables adaptées TT^-simples,

f (i,j) note la valeur de f sur A.. . 
n n ij

4) On adoptera la terminologie "T est non contribuant1* pour 

indiquer que T tend vers zéro avec | tt | .

LP

y
y
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§3 -  V a r i a t i o n  ( 1 , 0 , 0 )  e t  ( 0 , 1 , 1 )

3-1 - Variation (1,0,0)

Théorème 3-1

Si X est une s.m.r. (de L^), dans la situation ( j >  , si f 

converge vers f au sens de la semi-norme ||f ||  ̂ > alors :
X

2

n

Z f (i,j) X(A?.) . —  
n ’J il st

f(z) X(dz)

Démonstration

Dn (s,t) = I fn (i,j) x (Aij)st - f(z> x <dz>

Rst

est une s.m.r.

Le corollaire 5-1 du théorème 5-3 (Chapitre III), donne pour 

cette s.m.r. :

E sup Dn (s,t)2 < 64 ||Dj|2 
s,t

Or, la représentation de D^ s’obtient à partir de 5

on obtient :

l l»JI2 - I K V ' H I j
À

3-2 - Variation (0,1,1)

4 • • •
Si Y et Z sont deux s.m.r. de L , renvoyons pour la définition

de la s.m.r.

Jzy(s,t) = j Y(dx,y) Z(x,dy) 

Rst

au c h a p i t r e  I I I ,  § 5 - 1 . 3 .

f
n
-f

ZY

>\¿
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3-2-1 : Variation (0,1,1) non pondérée

Théorème 3-2-1

Si Y et Z sont deux s.m.r. de L , quand |tt | 0 ,

JZY(s,t) .

On a :

JZY ■  liy h z m  * L.v 'fizw  * f |Y  h?-m  + f . Y  V‘1Y * 2Z 1Y 2Z 1Y t 2Z

de sorte que :

JZY^Aij^
L,y L2z W(dz) W(dz’) +

ij
Of..
lij

L 1Y ^2Z dv W(dz,)

Vf 1Y L2Z W(dz)du + J lfiY<PlZ 

2ij ij

du dv

Si est le point inférieur de A?. , notons pour toute

s.m.r. X

n
L,y n(y;z) =* > _ _ Liyiti y z)

I X , n  e / \ * n  f • a \ n ^  i x  j
{(y,z) e A. x (i,A.Ï } J

^ J

L- (z;x) = 1 n n L9v (Z ï
2X,n r / \ f / a \ ¿X x{(z,x) e (A^,j) X Ai>

■ '{ y e 4 n,

' '(, e A") ^ <S‘’y>

Ces fonctions interviennent dans la représentation de Y(A.,j) _ Z(i,A.) _
î  s t  J  s t

omettant par la suite l’indice n quand il n ’y a pas ambiguité, on a :

z Y ( A " j )
s t

Z
i s t

u*L2

e r.

( X A.

z
n

ij

i 1X»n
(x,y) 1

j
f i x L. .

J

fcx, n
(x,y) 1 (s",y)
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LlY,n^y ’ W d̂z  ̂ +
(A.) 
i s

f l Y ,n (u’v)dv

z (i,Aj ) s t L- (z',x) W(dz') + 
(i,A.,st 2Z-" « j > t

'f2Z,n<u’v>du

N o u s  n o u s  a p p u i e r o n s  a l o r s  le lerarae s u i v a n t ,  c o n s é q u e n c e  i m m é d i a t e  des 
d i f f é r e n t s  t h é o r è m e s  de F u b i n i  p o u r  les i n t é g r a l e s  en  WW, VW, W U  et UV.

L e m m e  3-2-1
S o i t  z q  = (S q ,t Q ) et les d e u x  p r o c e s s u s  à u n  p a r a m è t r e  d é f i n i s  p a r

x(s)  = [s , s ] x [ o , t  Iotj(zf)W(dzf) + [Sn’Sl
P j ( u ) d u

p o u r  s > s q  , (Xj (u,v) et pj(u) é t a n t  ut - m e s u r a b l e s  et d a n s  L

y ( t )  -  I r  > .  - . a 2 ( z )  w ( d z )  +  I r -, 
[o,3oJx[ to , t ]  Lto»^

p o u r  t > tQ , ( ^ ( u . v )  et P2 ^v ) é t a n t  V» 3 ^ - m e s u r a b l e s  et d a n s  Lo
A l o r s  le p r o c e s s u s  X  = x(s) y(t) est u n e  s.m.r.  de L , a v e c  9 = 0S C À

V z ’z,) = ‘{z- z Z z ' }  a 2 (z) a l (z,)

6 l X (v;z,) = >{* - z * }  ‘{t <v} P 2 (V) a l (z,)O o

6 2 X U i u )  ' ' l z - z  } '{s <u} P l<u) a 2 (z)O o

♦ x (u' T> = '{z < ( u , v ) }  Pl (u) ° 2
(v)

Y (A. i ,j)st
(Ai>j)st

z) Wi

(A.

Of

f r

4

4
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Ce lemme donne l a  r e p r é s e n t a t i o n  de l a  s . m . r .  Y ( A ^ , j ) g Z ( i , A j > t  en

* la partie martingale L. L„ W(dz) W(dz') où 0..
lY,n 2Z,n

'J

est "l'ombre étroite" de A.. .
ij

* la partie 1-m.p.
L 1V n  % 7  n  dU

(A.)*(A.,j) 1Y,n 2Z,n
J t l j s

W(dz)

* la partie 2-m.p. symétrique

* la partie à v.b.
(A
1J st

On en déduit donc que :

est une s.m.r. dont on notera la décomposition

1 2
D = m + p + p + b  • 
n n rn rn n

Par le corollaire 5-1 du chapitre III ,

E sup D (s,t) < 64 
s,t n

[ i k i + ir
n'2 11 *n

2 n 2
n'1 ''‘n 1

+ In 1, |n i, ||b 112
1 n* 1 1 n12 “ n“

où ||*|| note les normes L respectives. Donnant la représentation de 

chaque partie de la décomposition, montrons que chacune de ces normes tend 

vers zéro (il suffit pour IIp^II et M b n ll montrer qu'elles sont bornées.)

<*ij> s t

f

Ÿ ,n t ,n
d u d v

D
n
(s,t) I ( V Z(i,

JZY
(A..) 
11 81

Il2 II2

d e

1Y 2Y

Y'
» . V t
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Norme m
n'

la grande ombre C X  . = fo,s. .1 *A. x A. x fo,t. .1
°  i j  L î + l 1 j  î  j  + 14

l’ombre restreinte O. . = fo,s.l x A. x A. x fo,t.l
ij 1 J i L

Pour chaque r e c t a n g l e  A ^  , on a donc i n t r o d u i t  deux ombres :

Notons :

' S . .  -
IJ IJ IJ

la différence des ombres. Sur les schémas suivants, on a représenté ces 

parties, ensemble des (z,z') où z e t y / / / ,  z% e

cr.
IJ

_________I k

°ij I
_________m

IJ

w ///m
OU _I

4 2*

La mesure de Lebesgue (dans R  ) de vérifie donc

(alors que lo^jl S $ |A^j|) . De sorte que si l'on note pour une

p a r t i t i o n  ir

ij

&

ij
I £ I A . . 

ij
I [ I*» I + A.

J
I ]

0
ij

I I

z
n

u £
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on a :

cîn | < 2 lu
n'

On peut alors écrire

m = ib • WW 
n n

avec

ip = Z
n *LlY,n L2Z,n L1Y L2Ẑ

-  1
L1Y L2Z]

1 1* 1 v  ^97 +  ̂ 1 (Li v L/)7 Li vt>n 1Y 2Z o. • lY,n 2Z,n 1Y 2Z
C  iJ

o„ et <îf ° étant disjoints (voir schéma)

ml = E L^Y L2z dz d z ' + E „ 1 lo-- L̂lY,nL2Z,n L1YL2Z^ dz dz 
2 i j
11

* D'une part

Q - E

t n

2 2 
LjY(y;x,v)L2z(u,y;x)du dy dx dv i E o ^ Y(x,v)o£2z(u,y)du dy dx dv

£
n

(où o^j (z) = sup Lj(y;z) , et de même pour 2 , comme au chapitre III , 

§ 5-3)

Q < (E o^f^Y(z)dz dz' } 1 {E o ^ 2z(z')dz dz'}^2 
Jpn a n

quantités qui tendent vers zéro car d'une part °^iy et ° ^ )7  sont dans2Z

iA (chapitre III, th. 5-5) et d'autre par | | < 2|ïï | qui tend vers zéro.

* D'autre part, la continuité en y de L^iyjz) et la continuité

en x de L2z(z';x) impliquent que F = 1̂  {L]y n L2? n - LJy L^} tend

simplement vers zéro lorsque n 00 . Par ailleurs :

[' I . .
IJ

e r
ij

£
n

2 2

£

n

<*
n

n 1

o
' ü
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E | Fn(z,z')dz dz' < 2 E | ^ ^ ( z )  ^ ^ ( z 1) dz dz '
2 1 2 

R .l *11

dont on montre comme ci-dessus (à l'aide du théorème 5-5 du chapitre III), 

qu'il est fini. Le théorème de la convergence dominée permet de conclure

m
1 n 1

La démarche est tout à fait analogue à la précédente : on a :

o l'ombre inférieure large = Aj x A. x [o,tj+j]

ij

o l'ombre inférieure restreinte o, = A. x A. x |0,t.J
J 1 Jij

. o
dedont la différence est de mesure inférieure à |A.| • |A.| ,

ij
sorte que ^  ̂  ■ U  ^  a une mesure inférieure à 1^1 2 *

ij n

On a , conme précédemment : 

llplll2 < E lA,(y;x,v) ip?7(x,z) dy dx dv + E [ F.(y;x,v)dy dx dv
JR,,x[0 ,l]

OU

F 1 1 'oj *LlY,n Ÿ2Z,n ~ L1Y ̂ 2Z^ * 

ij

Toutes les fonctions intervenant sont majorées par 2Z(y)

qui est intégrable (ch. III, th. 5-5). Le premier terme tend vers zéro 

car | £  — ► 0 ; le second tend vers zéro car Fj tend simplement vers zéro

MpJii  — ► 0 .

2
On procède de même pour I|Pn lI •

0 .

Norme P
1
n

er
i

c f

' 1
i j

è
n
1

I 1

k. o?
'ÍY

(z)■4>

n
i'
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Norme b i i n i

bn ^flY,n ^2Z,n f lY f2Ẑ  * UV

L’intégrale tend simplement vers zéro, son carré est majoré par 

2 2
2 <Ï>jy $2z est int^grable (ch. III, th. 5-5)

b1 n1

Ce qui achève de démontrer le théorème 3-2-1

Comme Z J_V (A..) _ = J„_.(s,t) , ce théorème peut s’énoncer : 
ZY ij st ZY

Corollaire 3-2-1

Sous les hypothèses du théorème 3-2-1

2
( y U . o ) Z ( M . )  -  J z y <v L  —

On a alors le résultat de convergence des variations pondérées (0,1,1), 

dans le cas dvune pondération bornée:

Théorème 3-2-2

4 'P
Si Y et Z sont deux s.m.r. de L , dans la situation ( J )

s’il existe N tel que IfI et If I soient majorés par N 
o ' 1 1 n' * o

2
f converge vers f au sens des deux semi-normes ||f || , et 
n Y

alors :

t2 r
E fn(i,j)Y(A",j)sZ(i,A?)t f(z) JZY(dz) .

Rst

»

et si

■t lif2ll 4 , 
Z

o .

o

u*
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Démonstration

La différence entre la variation produit et sa limite présumée

s'écrit

Dn(s,t) = Bn(s,t) + Cn(s,t)

ou

Cn(s,t) = J (fn - f) (z) Jzy(dz) 

Rst

D1 une part :

E sup c j ( * , t )  « k ||(£ - f)2|| j
.e J2y

H * . "
< K |  ||f„ ~ f)2|| 4 + ||(f - f)2|| ,

Y Z •

2
(th. 5-2 du chapitre III) : Cr —^ — ► 0 .

D'autre part, puisque f est bornée, le théorème 3-2-1 implique

2
E sup Bn(s,t) ----- ► 0 .

Discussion : Le problème se pose alors d'étendre le théorème 3-2-3

au cas de fonctions f et f non bornées.
n

Dès que f est fini pour les semi-normes | | • | | , et | | • | | , , il
Y Z

no
peut être approché au sens de ces semi-normes par une fonction -simple 

bornée :

(f-g)2|| S e 
Y

V £, ]nQ, Nq, ] g irn -simple , |g| * Nq ,

1 "(f-g)2|| 4 < e 
Z

B
n
(s,t) S f

n ( i , j ) fY Z
J JZY

(A.
j )•]st

J.
n

Il

IIl
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Par ailleurs si f --- ► f pour ces semi-normes, il existe n.n 1

(choisi £ nQ) tel que pour n  ̂n̂

ll(£n-f)2H 4 « € ll(£„-£)2ll 4 « c
Y Z

2
(donc pour ces deux semi-normes , ||(f^-g) || ^ 4e) et l’on peut écrire

Dn(s,t) = An (s,t) + Bn(s,t) + Cn(s,t)

ou

An(s,t) - S (fn - g)(i,j) [Y(A",j) Z(i,Aj)]st 

Bn(s,t) = E g(i,j) [y (A?,J) Z(i,Aj) - JzyiA^)]
st

Cn(s,t) = (g - f)(z) JZY(dz)

Rst

2
et se majorent dans u*L comme précédemment : 

E sup C2(s,t) * K N2 ĵ | | (f-fn)2| | | (f-fn)2 |
Z4J

1 / 2

E sup B2(s,t) « N2 E sup Z ¡Y(A.tj) ZU.A^) - JZY(Ai:j)J
2
st

Le corollaire 3-2-1 permet de conclure que pour n £ (choisi £ nj), 

ce terme est inférieur à e .

Reste à majorer le terme_, tenant compte de la "proximité" des

fonctions simples et g .

Or , est une s.m.r. dont on obtient la représentation à partir

du lemme 3-2-1. Utilisant alors l’inégalité maximale pour une s.m.r., 

on obtient :

Bn Cn

« K N2%
o

e

n 7
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o
E sup An (s,t) < 64 E { h(x,y) o ^ JY(x,v) y)du dy dx dv

RÎ,

+ r t , h(x>y) ^ ( x»v) <J>L(y)dx dv dy

L° * i J

+ lr 1, h(x>y) <Î>̂Y (x) <à?»7(u,y)dx du dy
(.0 > 1J

h(x,y) <Î>2y (x ) ({»̂ (y) dx dy}

R 11

où h * (f^-g) et où * ^ iy* **' ont définies au § 5-3 du chapitre III 

( (̂ ) * sup Lj (t;z),...) •

On peut alors donner deux majorations de cette quantité :

1ère façon : Elle consiste à utiliser les normes ||h|| , et

1,Y

||h|| , , définies au § 5-1 du chapitre III. On a alors :
2>Z

E sup A (s,t)2 < K ([|(f -g)2 || + ||(f -g)2 || , )

st \ X  n 2,Z

On en déduit 

Corollaire 3-2-2

Soient Y et Z deux s.m.r. de ; alors, dans la situation ( ) , 

si f converge vers f au sens des quatres semi-normes :

E2II 4 . I U 2II 4 . Ili2ll 4 . I|£2II <
Y Z 4 1,YH 2,Z

alors on a le résultat de convergence annoncée dans le théorème 3-2-3.

2ëme façon : Elle consiste à isoler h du reste de l’intégrande par 

exemple en utilisant la majoration de Cauchy-Schwarz. On obtient, par exemple 

pour le premier terme :

CT:
2

2Z1(u,

été

L4 J

Ili
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h(x,y) ôC jY(x,v)o^° 2z(u,y)dx dv du dy

R?,

1Y' ’v/ ^ 2Z 

R11

On en déduit le corollaire : 

Corollaire 3-2-3

Si Y et Z sont deux s.m.r. de , dans la situation ), si

converge vers f au sens de la norme ordinaire et des

2 2
deux semi-normes | |f | | , et ||f || , , on a la convergence annoncée

Y Z
au théorème 3-2-3.

E

< IIh■Il2
(E

Í 2
£

4 4
(u,y)dx dv du dy)

1/2

L8

II 'Il'2
f
n

' 2 2
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4— 1 : Variation (2,0,0)

4-1-1 : Variation non pondérée 

Théorème 4-1-1

2
Si X est une s.m.r. (de L ), M sa partie martingale, (tt )

une suite de partitions dont le pas tend vers zéro,

tt = {A?.} , alors : n ij

Z x( l} . ) 2 --► < M >
îj st

Remarque : Nous avons déjà donné une démonstration de ce résultat dans [3] 

(cf. §2), sans prendre en compte l'uniformité en (s,t). Nous donnons ici la 

démonstration complète du résultat.

Démonstration

X admet la représentation

X - 0»W + ÿ»WW + 6j*VW + B2*wu + <fi»Z .

le le le le le
Soient 0 > ^ t , $2 » ^ des fonctions simples (par exemple dyadiques)

2
bornées, tendant vers 6, \p, 6j, $2 > $ pour les normes L correspondantes 

(cf. chapitre III)» et notons X^ la s.m.r. associée.

Pour toute partition tt = de Rj j , on a

sup | E X(Aij)2t - E Xlc(Aij)2t| 
s t

= supIE(X+Xk)(A..)gt.(X-Xk)(A..)stI

<: E | sup (X+Xk) (A£j) st | • sup | (X-Xk) (Â  j ) gt |

54 -  V a r i a t i o n s  q u a d r a t i q u e s  p o n d é ré e s  d ’une s . m . r .

u*L
1

- ■ ►

{A.i.  .
11

}

S t s t

st
* • •
1J st



et donc

E supIE X(A..)2 - Z Xk(A..)2_I
1 1  St ' 1 1 st1

st J J

< {E I sup(X+Xk)(Aij)2t}1/2x{EZ sup(X-Xk) (A^j > st> ‘

< 64 X+X* [X-X I I  (normes | | * I l 2>

d'après la majoration maximale, uniforme en ïï , donnée au corollaire 5-1 

(chapitre III), appliqué ici aux s.m.r. X + X^ et X - X^.

||X — X^|| tend vers zéro par construction de X^ , tandis que 

||X + X^|| , inférieur à 2||X|( + ||X—X^[|, est borné.

Par ailleurs

<Mk> - <M> = (0k)2-e2|dz + (i[ik)2-^2|dz dz'

<M*S - <H> tend donc vers zéro dans u*L* .

Il suffit donc de démontrer que, à k fixé,

Z Xk ( ?.)2 ------ ► <Mk> .
ij st n st

pour démontrer le résultat. Supposons donc X simple (on n'indiquera plus 

l'indice k).

Si ïï est la partition sur laquelle est définie X , on peut montrer 

(cf [3 ] , p. 123-124, ou § 2) que l'on peut se limiter aux partitions (ïï ) 

plus fines que ïïq sans restreindre en rien la généralité du résultat.

On a M = 9*W + iJ;*WW . Notons :

4-60

R = X -  M = ßj  *VW + ß2 *WU + <f>*Z

E X ( A . . ) 2 „ = E M ( A . . ) 2 ,. + E R ( A . . ) 2 + 2 E M(A.  . )  „ R(A.  . )  „
îj st îj st 1J st 1] st îj st

on a :

1 / 2

/

II II
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1 °) Termes_non_contribuants 

On a (ch. III, cor. 5-2)

E Isup RCA^)^ < 4(4 |tt| j ||B2||2 + 4 |ir|2 | | B, | |2 + M ,  |tt|9 ||<î>||2}
st

(où |tt| j et Itt|2 désignent les pas de tt sur l'un et l’autre axe). Donc

1

D'autre part

E s»p|l M(4..)st R W ij)stl <

{E I sup }l/2 {E £ sup R(4..)2 }l/2
st J st s

A
Le premier crochet est borné (quelque soit tt) par 64||m ||2 , on vient de 

voir que le second tend vers zéro

T 1
Z M(A..) . R(A..) „ — ► 0 

i j  st i j  st

2°) Terme contribuant

Il suffit donc de faire l'étude pour une martingale simple M .

Notons les rectangles de la partition tt (définissant M) avec des

lettres du début de l'alphabet : A^» A^, ..., avec A ^  ° A& * A^ . Les

rectangles de la partition tt plus fine que ttq seront notés

A.., A, 0, ..., avec A.. = A. x A! . On notera A . = A xA! ou 
ij k£,’ ij î j aj a j

A^j * A^ x A^ des rectangles faisant intervenir les deux partitions.

1er cas M forte

On a M * 0*W où 0 prend sur A ^ la valeur 0 ^  qui est 

Q^ak~™esurable et bornée par un certain K

z R (A ,i 9 • 
ij >ï t

u*L
0

st

M(
St

Ì2

u*L

?
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Mst ■ E„ 0ab W(iab>st 
ab

Donc

M ( A . . = E e 2 , W ( A  . n  A . . ) 2 îj'st , ab v ab îj'st ab

2 2
0 , étant inférieur à K , il suffit alors de démontrer la 
ab

u*L^ pour chaque (a,b)

E W ( A  , n A. .)2 - -  Z (A . ) „
ab il st ab st

ij

2
Montrons meme cette convergence u*L :

Y  = E { W ( A  . 0  A . . ) 2 - Z ( A  , n  A.. )  
s t  . .  a b  î j ' s t  a b  11 s t

ij

est une martingale. Donc :

E sup Y2 < 16 E E {W(AabO A..)2 - Z(Aab n A¿.)}2 
st ij

- 16 E 2 • Z(A , r ) A. .)2 
ij ab 1J

< 32 Klj |u| 2 Z(Aab)

qui tend vers zéro avec le pas de ïï.

2ème cas M sans partie forte .

On a M = iJ;*WW où \p prend sur A ^ x A ^  la valeur

cbest bornée par un certain K et 0^ ,-mesurable

convergence

♦abcd qui



F i x e r  i  e t  j  f i x e  donc c e t  b ( v o i r  d e s s i n ) .  Donc

4 - 6 3

1J St
ad

abed aj st id st

de sorte que :

avec

M(Aij}st " Z , *abcd V b c d '  ^st(i’j ; a ’a ' ; d ’d,) 
aa
dd'

ïgt(i,j i a,a',d,d' ) - W(4id,).t

Pour montrer que :

Z M(A..) ----- ► Z ip . . Z(A , ) „ Z(A .) „
îj st , , rabcd ab'st v cd'st

abcd

les ^a^C(j étant tous bornés, il suffit de montrer que, pour 

a, b, c, d, a', d' fixés, on a :

Z(A , ) . Z(A ,) . si a ■ 
ab st cd'st

Yst = E Ygt(i,j ; a,a',d,d') 

ij 0 sinon

Nous montrerons cette convergence dans u»L .

1) Si a y a' et d ^ d'

st

est une martingale. Lfinégalité de DOOB-CAIROLI s’écrit

E SUp st * 16 E E w <Aid> W(A  ̂
st

[ l  « w id) W(iid,)]2 [ îî  W(Aa j ) M(âa ,
A

a' et d * d'

M(A.íi>, z W(A W(A

W(A's . 
aJ st

W(A
«'j

:)st
W (A,,)id st

WÍA
id’ st

{

[
Z
i
W(A

id,)s
W(A

id',)s](
Z

j

W(A\ •
aJ

W(A
«'j't

2 I 2

Y

• j



h
= 16 I Z Z(A.d) Z(A.d,)j Z Z(A .) Z(A 

j a j ' a j

< 16 |ttI j |tt12 IÂ | |Â ,| IAa I |Aa,

q u i  t e n d  v e r s  z é r o  a v e c  l e  p a s  d e  tt.

2) Si a = a1 et d 4 d ’

s t
■ k

“ «id's W W id'>S
|E W(Aa .)‘

_ y' + y" 
s t  s t

avec

Y«  ■ [* " « id>. M W id’>S] i? W «aj>t - Z(V t ]  

Yst ■ [\ "«ld>. W(\d'>s] f? Z W aj>t]

est une martingale en (s,t)

E 8up y ;2 S 16 E ( E W(û ) W(Aid,)]2 [ï W(A >2 -
S t  1 J

[i Z(Aid) Z(A.d ,)] fi 2 Z(Aaj)2]= 16

et

.< 32 |tt|j |Ad | |Ad ,| |tt|2 |Aa |2 --- ► 0

E sup Y'̂ 2 S E sup Y'J2 S 4 |ir|t |aJ  | A^, | Z(AqK)
S t

si 1 ,tJd' 1 “d 1 a b

e t  l ’ o n  c o n c l u t ,  d u  f a i t  q u e

Sup Yst < 2 (sup Y^2 + sup Ŷ '2)

>]

4 - 6 4

z(v J 2

On c o n c l u t  de même s i  a 4 a ’ e t  d = d ’ .

z
.1

Y i
st

s

.2



3) Si a = a' et d = d 1

Yst ■  ( j  u(Aid>î] w< V t ]

de sorte que :

D „ = Y „ - Z(A , ). Z(A ,) 
st st ab t cd s

= Z - Z ' - Z’’ 
st st st

ou

Zst • W «id>s - Z<4id>s] [* - Z< V t ]

K t  - Z «ab>t [ \ » « i / .  - "«¡dis]

Z ".t * Z(icd>. f1 - Z<\j>t]

Z est une martingale en (s,t), donc
S t

16 [e 2 Z « . / ]  [z 2 Z « aj>2]
2

E sup Z <
* S t. t w  W  *

st 1 J

s 64 H  j | tt| 2 Z(Aad) 2

est une martingale en s

E sup Z^2 « sup Z^2 $ 8 Z(Aab)2 |tt| , |Â | 
st s

et de même pour le terme en Z^t . On conclut du fait que 

Sup °st * *I-.SUP zst + SUp Zst + Sup Zütl

4 - 6 5

z
j

z

i
E
j
Wf(A . aj >t2

2

i . 
aj

z'
st

2 ,2 V 2

.2 ,2 ,2 .2.
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3ème cas M martingale quelconque (représentable)

Aux deux termes précédents vient s’ajouter le terme croisé

1 1 0 , i|) i i W(A. .) . W(A .) _ W(A. ,) „
•• U J cd abcd 11 st ai st v îd'st îj abcd J J

2
dont nous allons montrer qu’il tend vers zéro dans u*L ; pour cela, il 

suffit, à a, b, c, d fixés de montrer que :

Yst  -  i  " < V s t  W(iid>st
1J

2
(où (s,t) e ^c^) tend dans u*L vers zéro. Or Ygt est une martingale

E sup Y2 < 16 E Z W ( A . . ) 2 W(A . ) 2 W ( A . , ) 2 
v s t  1 1 a i  î c r

ij

< 16 Z (Aad) M ,  |tt|2 --- ► 0

Ce qui achève de démontrer le théorème 4-1-1.

4-1-2 : Variation (2,0,0) pondérée 

Théorème 4-1-2

2
Si X est une s.m.r. (de L ) de partie martingale M , dans la 

situation (^f ), si f converge vers f au sens de la semi-norme

u » L J f
- - - - ‘ Jr

| „ , alors :
X

Z fn(i,j) X(AJ.)2t > | f(z) <M> (dz)

''st

Démonstration

Donnons nous un c > 0. Il existe nQ et une fonction g

7Tn -simple bornée telle que :
o

l l f - g l l  2 * E 
X

w(A.
st

II I

3>
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e t  i l  e x i s t e  r i j  t e l  q u e  :

n >nj = *  I |f ~ fn M , « e
A.

(et donc ||g - f^||  ̂ < 2e) . Posons alors si n ^ nQ , n̂

D (s,t) = E f (i,j) X(A?.)2 - [ f(z) <M> (dz) 
n n ij su j ̂

St

= A (s,t) + B (s,t) + C (s,t) 
n n n

avec

An (s,t) = Z (fn - g) (i,j) X(A^.)Jt

(g est constant sur A?. , on a noté g(i,j) , sans que n apparaisse,

sa valeur sur A?.)
ij

Cn(s,t) (g - f) (z) <M> (dz)

R - st

Par le choix de n ,
o

E sup C (s,t) $ e 
n

st

n étant supérieur à n̂  , le théorème 5-2 du chapitre III permet d’écrire

E sup |A (s , t) | £ 64 ||f - g|| j  ^ 128 e 
st X

n
o

Le théorème 3-1-1 va alors permettre de conclure : sur chaque A = A. .
0 11

1 ° °
de ïï , il y a convergence u*L

o

B
n
(s,t) Z g 1<i»j) X(A?.

ij>î, <M> (A
n

ij >.t]

n

Jo



ïï ne comprenant qufun nombre fini d ’éléments, g étant bornée, il existe
o

n^ ^ sup(nQ,nj) tel que

n ^ n2 — E sup |Bn (s,t)| ^ £ 
st

Alors

n n2 •" E sup | Dn (s, t) | £ 130 e 
st

A-1-3 : Variation produit 

Théorème 4-1-3

Si X et Y sont deux s.m.r. de L2 , dans la situation ( ) ,  a i £
’ n

converge vers £ au sens des semi-normes | | • | | _ et | |»| | 0 ,
X Y

alors :

1
f(z) (dz)Z f (i,j) X(A..) Y(A..) „ — ► 

n ,J/ ij ij st
R - st

Démonstration

D'une part, pour tout A

X(A) Y (A) * j  [(X+Y)(A)2 - X(A)2 - Y (A)2]

et d'autre part pour tout g

I Si I 2 
(X+Y)

« l l e l l  2 2 « 2 [  11*11.2 ♦  11*11 2]
2(X +Y ) L X Y J

de sorte que f tend aussi vers f au sens de la semi-norme ||•||
n (X+Y)4

Le théo rèm e  3 - 1 -2  p e rm et  a l o r s  d ' é c r i r e  :

4 - 6 8

An. ci st ° st
ij ~ o

Z X (A ? . ) 2 ----------- ►  <M> (A ) .

u»L
“x V<
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u*L
f(z) j [<Mx+My>- <Mx>- <My>](dz)

st

f(z) <Mx,My> (dz)

st

Remarque

Il ne suffit pas pour aboutir à la conclusion du théorème 4-1-3 de 

supposer que f^ tend vers f au sens de la semi norme

fIIxy = E | lf(z>l |<Mx,My>| (dz) 

R1 1

(voir pour exemple le cas où M et N sont orthogonales).

Par contre, on montre comme au corollaire 3-2-3 que l'on peut remplacer 

le jeu dfhypothèses du théorème 4-1-3 par

X et Y s.m.r. de L

f — ► f pour la semi-norme | | •|Iyv n ai

n
f pour ||f||2 = E j 2 f2(z) dz

R11

4-2 : Variation (0,2,2)

2 2
La variation (0,2,2), faisant intervenir Y(A^,j) Z(i,Aj) est du

type quadratique : en effet, elle est à rapprocher de la variation en

2 . .
JV7(A..) . De fait, nous allons montrer que sous de bonnes conditions on
XL 1J

obtient une limite intégrale en <J>(dz).

Théorème 4-2-1 : Inégalité maximale

Si Y et Z sont deux s.m.r. de L , tt = une partition,

g une fonction TT-simple adaptée valant g(i, j ) sur A^j ,

z f
n U,j)

X
ij St

Y (A,,)
ij st

']R

Rc

Il

{Ai • •
i-j

}

i • •
IJ
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a l o r s  ,

avec :

E sup | Z g(i,j) Y(A.,j)J Zii.Aj)2 ! <ç 4 TY)Z;1T(g)

TY,Z;i/g  ̂ = E ^,6 | 2 |g| (x »y) ̂ '^y(x »v)'̂ >2z^u,y^du dy dx dv

R 11

+ 4 7T

+ 4 TT

+ m ,m 2

|o ,i

|o,i

3 ! g I (x,y) <^jY (x,v)<i)2Z(y) dy dx dv

2 2
31 gI (x,y)<}>1Y(x) „if2z(u,y) dx du dy

|o, i 2lgUx >y)(Î,iYÎx^(i,2Z^y  ̂ dx dy* •

Démonstration

Immédiate en utilisant la représentation de la semi-martingale,

Théorème 4-2-2

Si Y et Z sont deux s.m.r. de , dans la situation ( * >  .

sfil existe Nq majorant f et , a i f converge vers f au

sens des semi normes ||•|| , et ||•|| , , alors :
Y Z

Z fn (i,j) Y(A£,j)2 Z(i,A.)2
R

f(z) <J 2 j> (dz)

st

Démonstration

On peut d ’abord écrire

E sup |l[ï(A..j)2 Z(i,A )2 - J (A ,)2J |  < AB
St J  J

avec

A = E sup E 
st

= E sup Z 
st

[y<v -ì>s z « - V t  -  j z * < v . t ! :

[y W-.J), Z(i,Aj)t ♦ JZY(A£j)st] :

st

'2

'i

L*

f
n

u * L
1

• í « i

B2

12

i 2
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Par le corollaire 3-2-1, A tend vers zéro, tandis que par le 

corollaire 5-2 du chapitre III, le second est uniformément borné.

|f| et |f̂ 1 étant bornés par Nq , on s’est donc ramené à l’étude

2
de la variation quadratique (2,0,0) pour la s.m.r. de L J^y . Il suffit 

de lui appliquer le théorème 3-1-2 en remarquant que la partie martingale

dC JZY eSt J„2J •
Z Y

Ce résultat s’étend sans difficulté au résultat suivant par l’utilisation 

de la simple égalité

4 abcd = (a+b)2(c+d)2 - a2(c+d)2 - b2(c+d)2 - c2(a+b)2 - d2(a+b)2

2 2 2 , 2  , 2  2 . 2/1  
+ a c + a d + b c + b d

Coro laire 4-2

4
Si X, Y, Z, T sont quatre s.m.r. de L , dans la situation

s'il existe Nq majorant |f| et |fn | et si fn converge vers f

au sens des 4 semi-normes | | • | I A» 11*11 A. 11*11 L et || • |I L »
X* Y* Z* T

alors :

1
I fn(i,j)[x(A.,j) Y(A.,j) Z(i,Aj) Tii.Aj)]^-^

L

R „ 
st

f(x,y) <M^,M^>(1)(dx,y) <M^,M^>(2)(x,dy) .

(la seconde expression est plus intrinsèque, la première pouvant aussi 

s'écrire avec J ~ . et J „ .

( ) 9

T?
St

f (z) <J

“z
1 9 J

K M,
.1
ï

> (dz)

f

MÍXTTC
MIM
Z Y

1>
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4-3 : Variation (1,1,1)

Si X, Y, Z sont trois s.m.r., cette variation fait intervenir des 

sommes pondérées de ter*«? en X(A^j) Y(A^,j) Z(i,Aj) que l'on va rapprocher

de X(A..) J7V(A..) , ramenant cette étude à celle d’une variation produit 
ij ¿i ij

du type de celles étudiées au §.4-1-3.

Lemme 4-3 : Inégalité maximale

2 4
Si X est une s.m.r. de L , Y et Z deux s.m.r. de L ,

TT = {A^j } une partition, g une fonction n-simple adaptée valant

g(i,j) sur A „  , alors :

E sup \Z g(i,j)[x(A..) Y (A.,j) Z(i,A.)] U  
st J J s

32( | | g| | + |tt| 2 ||g|| j 2 + |7r| , | | g| | 2 ?+ |tt| , |tt|,| |g| | 0) 

“x (px) (px) b:

+ 2 TY,Z;tt(8^

où T est donné au théorème 4 -2- i

Démonstration

Il suffit d ’écrire

|X(A.j) Y(A.,j) Z(i,A.)|st

* ±  |X(A..)2 + Y(A.,j)2 Z(i,Aj)2 1st

d ’appliquer au premier terme le théorème 5-3 du chapitre III et au second 

la théorème 4-2-1 pour conclure.

Y
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Théorème 4-3-1

2 /
Si X est une s.m.r. de L , Y et Z deux s.m.r. de L , dans la

situation ( ¿ f  ), s’il existe majorant |f| et jfj et si fp

converge vers f au sens des trois semi-normes

11*11 a ♦ alors :
Z

Z fn(i,j)[x(Aij) Y(A.,j) Z (i,Aj)J gt -U-L-  >

.2* et

st

Démonstration

Si lfon pose

D„(s,t) - Z £n(i,j) X(i..)st [ïW .,j) Z(i, ij) -
St

on peut écrire par l'inégalité de Schwarz

E sup D*(s,t) < No ||x||2(E sup z[Y(A.,j) - JZY<Aij)]gt}
2 i l / 2

(où ||x||2 est la norme L ordinaire de X) ; cette quantité tend vers zéro 

par le corollaire 3-2-1.

On s'est donc ramené à l'étude de la variation produit en X(A..) J_V (A..)
IJ ¿1 IJ

et le théorème 4-1-3 permet de conclure à la convergence u»L^.

Remarque : Procédant pour les théorèmes 4-2-2 et 4-3-2 comme on l'a fait 

pour le théorème 3-2-3, il est aisé de dégager deux jeux d'hypothèses assurant

la convergence sans que l'on ait à faire l'hypothèse f et f^ bornées.

IMI IMI 4
Y

o
N

Xr2

I
íR
st

f (z)
<Mx * J

“z
X> (dz)

J, (A
ZY ij

;)]

z (i • V
2

n
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§5 - Variations produit (0,1,2) et (1,0,1)

Dans ce paragraphe, nous étudions les variations,

Variation (0,1,2) : I f_(i,j) X(A.,j)_ Y(i,A .)2
n î s j e

Variation (1,0,1) : I fn(i,j) x(Aij)st Y(i,Aj)t

Nous allons montrer que, sous de bonnes conditions, ces variations ont

des limites, intégrales mixtes en .Z W , cfest à dire, 1-martingales propres.

Ces variations, contrairement à celles étudiées au §3 et §4, sont

définies de façon asymétriques en X et en Y . Ceci impliquera en particulier

que nous ne saurons pas établir d'inégalité maximale dans L^. Aussi travail-

2
lerons nous dans tout ce paragraphe dans L , autant pour l'établissement 

d'inégalités maximales que pour les théorèmes limites. D'ailleurs, ceci est 

cohérent avec le fait que l'on ne sait définir 1 ' int*e^ra 1̂  mixte que dans

L2 (cf. chapitre II et III).

2
Travaillant dans L , il ne sera pas nécessaire (comme au § 3-1), de

passer par des s.m.r. simples X , utilisant de façon plus systématiques les

inégalités maximales directement sur la variation considérée.

Nous nous limiterons dans ce paragraphe au cas : f et f sont bornées
-------- n ---------------------

par une même quantité.

Dans 5-1 et 5-2, on fera l'une ou l'autre des hypothèses :

HYPOTHESE H.1 : X est dans L4 , Y dans L8

HYPOTHESE H.2 : X et Y sont dans L6

5-1 - Inégalité maximale (0,1,2)

Théorème 5-1

Soit ïï = {A..} une partition et soient X et Y deux s.m.r. 
ij

vérifiant l'une des hypothèses suivantes :
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4 8
Hj : X est dans L , Y est dans L

: X et Y sont dans L^ 

alors il existe une constante universelle positive C telle que

c"1 EÎsup E X(A.,j)s Y(i,A..)2}2 < | |x| |2 | | ^ | | 4

M 2 I |x| |2[  | |mJ| |2 | |b;YI I2 + I IBy II 4

où sous H, ||X|| = ||X||4 I IY|| = |! Y||g

sous H2 ||X|| = ||X||6 I IY|| = ||Y||6

Corollaire 5-1

Sous les mêmes hypothèses ,

EÎsup E X(A.,j) Y(i,A.)2}2 < C||X||2< 
st 1 8  J C

Démonstration

2
Le développement de X(A^,j) Y(i,Aj) si l'on décompose X en

1 1  2  2 .
et Y en MÇ + B^ fait apparaître 6 types de termes :

" W 2 î 4 ^ by ! » X 2 

BX )2 ; Bx 4 B? : BX )2

2 2 2 
Du fait que (a. + ... + a,) < 6(a. + ... + a,) , pour majorerI b 1 o

= E sup |E X(A., j) Y(i,A.)2|2 
st 1 S J C

il suffit de majorer les 6 termes obtenus par bilinéarité.

l l v l l 4

H2

St

*x B
1
X

„2 .J . 2. 2

1 ,2 1 .2I .r>2. 2

1 „2v 2
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Dans tout ce paragraphe, on adoptera la notation :

XYZ = E sup |Z X(A.>j) Y(i,A.) Z(i,A.),_ 
st 1 5  3 1 3 C

notant XY si Y = Z .

1° Terme M^(B2)2

Montrons que ce terme est non contribuant sous lfune des hypothèses

H1 : est dans est dans L®

H2 : et B2 sont dans L6

On a :

L (t.;z) W(dz) 
(A.,j) 1X J
1 S

j t

de sorte que, par différenciation ordinaire en t ,

2 2

= (V t
ŸY(si »v)dv

avec

^Y(s.,v) = 2 f2Y(s.,v)
(A.)
J v

^2Y^Si’V'̂ dv'

Donc

est une 1-m.p. admettant, quand (s,t) e A„ la représentation 

(lenirne 3-2-1) .

2

M.
X
1

L4 B
Y
2

M
1
■x

X
M. (A.

s

r

i
IX

B
2
'Y'
(i,A

J
)t Í Y' 2Y (8i,v)dv(A. )

T
ij

(s,t) M
1
<Ai >j) s B,

2
Y( i »Ä.)

2

i. . 
IJ



T.^s.t) tP(s.,v)L (t.;z)dv W(dz) 
(A.) *(A.,j) 1 1  lA J

J t  1 S

Donc, si

T(s,t) =
[0,t]xR 1 ‘(veAj) l(ze(Ai,j))^Y(si’v)LlX(tjîz)dv W(dz)

L'inégalité maximale pour une telle 1-martingale propre donne :

M^(By)2 = sup T(s,t)2 
st

j? 4 E E ^2Y(s i»v)
(A.)

J v

^2Y^Si ’V'^dv' 2L2x(tj;z)dv dz

Utilisons alors le lemme 4-2 (ch. IIIV

Sous 1'hypothèse 1

mJ(B*)2 Î  4|w| 2 c,1'» 8 ' ' *  Y«1/4 1/2

ou

a - Z E
AjXiA.J) ^2Y^Si ’v^dv dz

< Z E
'A.xîA . J )

<J>2y(v)dv dz = | | Î>, 1,82Y1 '8

qui est fini, par le théorème 5-5 du chapitre III

Ajx(A.,j) (A.) 
j v

^2Y^Si »v '^dv' dv dz

£ Z E k|A | 3 
AjXiA-.j) J

$2y(v ')dv’dv dz (ch.III,th.4-1)

4 - 7 7

s k Iir I
4
2 II <i>2Y II

8
8

r

/

(

>
/

4A.JX (A. .j)

8ì

, :



AjXCA.o)
. ^tx^dv dz = 11 IX1

qui est finie, par le même théorème 5-5 du chapitre III.

Sous H1 :
.1 /„2. 2 2 I i „ ] i i 2  , . 2 .  . 4

S°us Üh^£Othèse_.2

«¿(B2)2 î 4 |,|2 al/3 6I/3 Yl/3

OU

a = Z E I (s.,v)dv dz < I I 16
Aj *(A^, j ) 1/X

e = z e
AjXÎA-.j) (A.)

J v

? E E k |A.
AjXCA.J) J

i>2Y(v')dv' dv dz

$ k |tt| | |$
2 11 2 Y M 6

Y = Z E (t.;z)dv dz < | |oT | |6
A.x(A.,j) J IX 6
j î J

Sous H2 : mX)2 S- e Iir I 2 ||m¿|| 2 I I B2 I I ̂

4 - 7 8

et

f 4
Y = Z E L. (t.;z)dv dz

Ja^ îa.j ) 1X j

$ E E
4
4

<: C TT II 2 A 4 Y 8X Y

.1 . 2 . 2 1 /3 ,1/3 1/3

f
.6
2Y

6
6

2Y
(s ,v ) dv ’ )

6
dv dz(

I
2

A.
J

3 6

L6
IX

6

6
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2° Terme B^(B2) 2

Sous lfune des hypothèses

H1 : est dans , B^ est dans

1 2  fi 
H2 : B^ et B^ sont dans L

Montrons que ce terme est non contribuant. On a :

(A
*lX(u’tj)du

Ì  S

de sorte que :

est un processus à v.b. admettant sur A^j la représentation (lemme 3-2-1)

Tij(s*t)
(A

y ix(u,tj) ^ ( S i ’V)du dv

îj st

De sorte que :

B^(B2)2 = E [sup I T. (s,t)]

5 L E {. ' f îx (u,t j ) , 'f2Y (si>V')dV']2 dU dv
'A. .

i j
(A.)
J v

Sous l'hypothèse 1

B ^ B 2»2 < a l/2 6I/4 Yl/4

. 1 ., 2 , 2

B
1
X

la L8

B.
X

(A,, j ) s

f

T.
i j

(s,t) B,
r
'X'
(A. >j)

S
b;
.2
Y ( i .■Ai

)
2
t

2

112 1/4 1 /4

Y
2
2Y

(8. ,v) (Í

1 . .2 2
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ou

a = ï E l|>Ïx(u,tj)du dv $ I l^1Xl I 4

B = Z E

Y =

f( (s. ,v')dv'l8 du dv £ k | tt | ̂  ||$
A.. •'(A.) L

i j  J v

Z E | 4^2Y^si,v  ̂ du dv ^ I I*

I82Y1 1 8

'A. . 
ij

18
r2Y1 1 8

(utilisant le théorème 4-1, chapitre III pour 6 , et le théorème 5-5 

pour chaque terme)

Sous H1 bX > 2 « c |,|2 | | » X  I lByl Ig

Sous 1 Mffgothëse 2

B ^ ) 2 * c ‘/3 6,/3 Y,/3

oû

a z E | l^x(u,tj)du dv £ ||4>

6 = Z E

'A..
ij

A..
ij

II6IX1 16

[ ^ ^ ( s ^ v ' H v ' J 6 du dv £ k I TT 12 I I*
(A.)
J v

I6
2Y1 !6

Sous H2 : B*(B2)2 « c |tt|2 ||b^||2 | | | | ̂

A.
ij

i 2Y

A 2-2. 1 2 ,2 4

,6
2Y (SÌ

.v) du dv II 2Y II
6
6

Y 3 I E
# A
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3* Terme B2

Montrons que ce terme n'est pas contribuant si :

1 4 8
H1 : M^ est dans L , Y est dans L

H2 : M^ et Y sont dans

On a :

M^(i,A.). = ( L ? y ( z ' ; s . )  W(dz')
* J C J (i, A.)

J t

La formule de Ito en t donne donc :

M^(i,A.) B2(i,A.) = p..(v)dv + ( q.--(u,v) W(du,dv)
J C Y 3 ■* (Aj)t 1J

avec (omettant de faire figurer Y dans la notation)

P i j ( v )  - ( f 2 ï ( 8 i . v )  J ( ï , . ,  W W t I )
» j ' v

(u,v ; s.) [ lp (s.,v')dv’
1 -»(A.) Zï 1

"ij(v) * L2Y
“"j'v

de sorte que :

= P£ j(s » t) + Q^j(s*t)

P.. et Q.. admettant les représentations sur A.. 
ij ij ij

P..(s,t) = P,-^v) L iy(t; • z ’)dv W(dz')
1 J  J / A   ̂ v / A 1 J , A  J

L6

M
1

■x M

(i,V t

(i,
L,
' n

T
ij

(s,t) m M.
.1
*X'(A j ,.j)S

M?.(i >A.) BÍ
2
Y
(i,A.)

t

í (A.)
t'
X(A.,
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q..(z) L (t. ; z') W(dz) W(dz') 
(C i ) 1J IX J 
ij st

et

M)C My By = E SUP &  T-is.t))
s,t

$ 2 (P + Q)

ou

P = E sup (I P.. (s,t))
s,t iJ

Q = E sup (E Q..(s,t)r 
s,t

E P^j(s,t) est une 1-m.p. . L'inégalité de Doob-Wong et Zakai implique étant 

donnée la représentation de P, , :

E sup (I P.. (s,t)) n< 4 E  
st J

E p?. (v) c^f?Y(z)dv dz 
(Aj)x(Ai,j) 1J

Z Q^j(s,t) est une martingale. Par l'inégalité de Doob-Cairoli, on a

E sup (I Q..(s,t)) £ 4 Z 
st 1J

E q?.(z) \ (z')dz dz1
O'. . 1J 1
1J

Sous 1'hypothèse 1

¡ U l/! 6I/4 Y l/4

OU

a = E l i  ^x(z)dz = | | . ^ 1  |4

e = e z
^2 Y (si’v)dv dz < I ̂ <I>2y I I 8 

A.x(A.,j)12Y 1 2Y 8

y = E Z
A.x(A.,v) 
J 1

[ ; sp W(dz')]8 dv dz

(i,Aj)v

Qi
(s,t)

2.1 2

2

2

O?

1/2 1/4 1/4

'A.
J
X(Ai »j)

4

8 |8

L
2
(z’
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|f i k M 2 IIĉ 2yII g (appliquant th. 4-1, ch. III) 

De même :

Q S 16 c 1'2 6'/4 Yl/4

OU

a =
e 1 L  ^ ‘î xu ’ )dzdz' = i i * i xm î

'c r.
IJ

6 = E E f L8(z' ; s.)dz dz’ ^ \ \ à ?
¡C i.. 2 1

ij

II82Y1 '8

Y “ E ^ I g , [j^ ^2 Y ̂s i *v * ̂ dv * J 8 dz dz'  ̂ k M 2 II'1’ I8
2Y1 '8

i j  J v

et l'on conclut :

Sous H1 4 4 b2 * c m 2 1 1 4 1 1 2 1 1 4 1 1 2 n »Y' I 8

Sous l'hypothèse 2

Procédant de même les exposants (-j , -j , y) au lieu de (y , ^  , -̂) 

dans l'inégalité de Holder, on conclut :

Sous H2 : M]C My By « c M 2 I l“il I 1^1 lô I I®2||2 Y 11 6

4° Terme B2

Montrons que ce terme n fest pas contribuant si

1 4 8
H1 : B est dans L , Y est dans L

à

A.
H2 : B* e t  Y s o n t  dans

1/2 ,1/4 „IM

I4

<A_.
>v

4
2

*Y
2
8

2 i,2J _2

B
X
1

m :
2

b:Y

1 ,2 A 2
6

.2 .2. ,2

L6
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T..(s,t) - «¿(i-.j), 4(i,ij)t B^(i,âj)t

Comme p o u r  l e  3 8 t e rm e ,  on p e u t  é c r i r e  :

= p£j (s,t) + Q.^ (s,t)

où P.. et Q.. admettent sur A.. les représentations 
i j  i j  iJ

Pij(S,t) = L  v Pij (v> du dv
ij st

Q.-iis.t) = [ ip (u,t.)q..(z) du W(dz)
J J(A.) x(i,A-) ,A J 1J

1  S J t

(p^j et étant les mêmes que pour le 3° terme), auxquels correspondent

une somme P et une somme Q .

P étant un processus à v.b., on a :

P < E Z
A..

ij
^ x ^ u , t j^ pi j ^  du dv

tandis que étant une 1-m.p., par le lemme 5-2 du chapitre III

Q < 4 |A | e E
i.x(i,A.) 11X J 1J

du dz

Ai -  o .....................

Majorant comme précédemment par l'inégalité de Holder (d'exposants 

J  * J  * \  sous H 1 ; "J > 3  » "J sous H2) par le théorème 4-1 et 5-5 

(ch. III), on obtient :

Sous l'hypothèse 1

P < C ITTI2

Q * c M ,  |tt|2 /

\

X ! |B^ | || I I I  18 l l ^ l l g

(s,t) Y,ix

i j qli i

Ÿ
2

Q i-j

f IX' q
2
i j (z)

1
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donc g lo b a le m e n t

s ou s  H1 Bj[ B y  * C I11! j1 I I2 
x 1 U l l ^ l l 2 I IB2 I I2 

8 ' ' Y' '8

§2H 5_I-kX£othèse_H 2

O n  c o n s t a t e  de m ê m e  q u e  P est d ’o r d r e  Kl  2 et Q d ' o r d r e  
K l j  11T| 2 • G l o b a l e m e n t  ,

s o u s  H2 By Î C  M 2 l l B j l l 2 I I m^II

5° Terne

A p p l i q u a n t  la f o r m u l e  d e  It o  à u n  p a r a m è t r e  t à M ^ ( i , A j ) 2 , o n  t r o u v e

M ^ ( i , A . ) 2 * 2 L ? (x,y ; s.) W ( d x , d y )
1 J u  J n  a  \  1 A  ) 2 Y ( z  ; s . ) W ( d z )

♦ j y

1*2y^z > Si) dz

D o n c ,  s u r  A.. , 
i j

o ù  p^j e st  la m a r t i n g a l e

(6
i j

LlX( t j ; Z' )L2Y( x ’y î S i ) lj L2Y( z ; s . )

s t  ! * i  y

W ( d z ) W ( d x , d y )  W ( d z ' )

J , 2

B,
I

*X
m: IlIb.

?

5y II\l

M
Y

(MY
2

f

+

(i,
V t

j t

:a., j >s (i,.40
2
t

2 P
’ij

(s,t) +
qii

(s,t)

(i

p.
i j

(s,t) [
II
L

Í,
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et q .. est la 1-m.p. 
ij

qij(s,t) =

(6. •) 
ij st

L j X (tj »z *) s^)dz W(dz')

où l’on déduit

M^(M^)2 S 8(P + Q)

où P et Q sont les espérances des sommes associées à p^j et q^j , et 

l'on obtient, comme ci-dessus

P < 16 E Z | L^x (tj;z)L2Y (x,y;si)
'6..
ij

L (zîs.)W(dz) 
(i,A.) 1j y

dx dy dzf

k M 2 l l < xll2

* M 2 l l < * , X

I 2Y11 8

n £ . 2Y1 '6

sous H1

sous H2

tandis que

Q < 4 E E
0. . 
IJ

L|X(tj ! z')^2y(z ! Si)dz dz’

(k 1 1 ^  

>  11^

.X'IÎ

,x H 26

i t f a N Î

II?
I 4 

2Y1 6

sous H1

sous H2

globalement

sous H 1 : 4 (MY)2 * C 11*4114 llMyll

sous H2 i i 4 n î  11̂ 11;

L
2

’2Y
íz;

2

«

I 2

2

A
8

4
6



4 - 8 7

6° Terme B ^ ) 2

De même ,

= 2pi.(s,t) + q^j(s » t)

où p.. est la 1-m.p. 
i j  v

i j
(s,t) = If' (u,t.)L9Y(x,y;s.)

J(A.) x(i,A.)V J Y 1
L 2y (z ; s £ )W (d z) diW(dx,dy)

et est le processus à v.b.

q £j(s,t) =
2

^lY^U»t i ) L9 v ( Zi Si ) du dz

et donc, si P et Q sont les sommes associées

bx (my ) 2 *  8 ( p  + Q)

avec

x(i A )̂ lx(U’ti)L2Y(X’y;Si)U (i A x ^2Y(z;S£>W(dz') | 2 du dx dy
i * j ’ j y

*  m 2 i i  4>1x m J i i ^ i i * sous H1

n<(>k IttL I I <P ...II? | | ¿?„„l I Î  sous H2IX1 1 6 2Y M 6

tandis que

Q < E E

A . x U . A j )

2 4
4 ) l x ( u , t j ) L2Y ( z ; s i ) d u  dz

l* M 2 ll*lxll* I l ^ 2ïll8 sous HI
» \

(k M v  I U l x l l s  Il ^ „ 1 1 *  sou s  H22 Y11 6

B.
1
X 1
(A. . j ) sM ( i . A )

2
t

>
( i t Ai>y

q.
ij

(A.)
S

X ( i . â j

B,
.1 2

p * A E £
A

„2 2
2

2Y
*

I
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Il suffit de regrouper les résultats relatifs aux divers termes pour 

achever de démontrer le théorème 5-1.

5-2 - Théorème de convergence (0,1,2)

Théorème 5-2

Soient X et Y deux s.m.r. vérifiant l'hypothèse H1 ou l’hypothèse H2 

du théorème 4-1. Dans la situation ), s’il existe Nq tel que f et 

f^ soient bornés par Nq, si f^ converge vers f au sens des deux 

semi normes

. ||f2 || et ||f2|| g sous H1
X Y

• I|f2|| fi et ||f2|| 6 sous H2
X Y

alors

I y«.*?)* &;e* ©,t

oû (P * est la 1-martingale propre

(fgt “ | 2 f(x»y)LjX(y;x»v)L2Y(u,y;x)du dy W(dx,dv) 

Rst

et (H> le processus à variation bornée

®8t ■ j 2 f(x’y) ^ IX(x,v)L2 Y(u,y;x)du dy dx dv

R\- st

Remarque : La limite est égale à

[ f(z) J . ( (dz) = [ f (x,y)X(dx,y)<M^>^ (x,dy) 

\ t  < 4 >( )x jRst

suffit

y(

I f
n(i,j)

IX(A?,j)s
u«L

2

(2)
(2)
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1 2 2
que |fn | < que seuls peuvent être contribuants les termes en M^M^)

D é m o n s t r a t i o n

I l  d é c o u le  de l ' i n é g a l i t é  maximale  donnée au théorèm e  5-1 e t  du f a i t

et B;(MÇ)
1 2N 2 
x'

On omettra d'indiquer les indices n de A?. .
ij

Io Terme : M^(M^)2

= A (s,t) + B (s,t) + C (s,t) 
n * n * n *

ou

A„(S.t) - £ ín(i,j)M¿(Ai,J)s(N.j)(;

avec

(N.j) - M^i.A..) - <m £>(2) (i.Aj) 

Bn (s,t) = I fn (t,j)M^(A.,j)s <M^>(2) (i,Aj)t

2
2 fn (x,y) L]x(y;x,v) L2y(u,y;x)du dy W(dx,dv)

R . 
st

Cn (s,t) = |  2 [f n(x »y)- f (x,y)]L]X(y;x,v)L2Y (u,y;x)du dy W(dx,dv) 
Rst

2
Cn (s,t) est une 1-m.p. qui tend u*L vers zéro du fait que f^ tend 

vers f au sens de la semi norme associée à cette intégrale.

Majoration de A^(s,t)

An (s,t) est une martingale en (s,t) car est une

/v,
l-martingale 0* -mesurable, alors que (N..)t est une 2-martingale 

-‘j

D
n
>,t) £ f i 

nCi» j) S (M.) 2
t (P1st

(2)

f

M
(Ai ’j)s
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0^ ^-mesurable. Donc : 
s. t 1

E[sup A2(s,t)] < 16 N2 E E[M^(A.,j)2 N^]

$ k E E [E{M^(A.,j)2 | 0 ^  } E{N2 . | Or 2 }]

i j

et, en utilisant le théorème 4-1 du chapitre III pour le second crochet { }

E^sup A2(s,t)J •$ k E E L (t.;z)dz

(A.,j) 1X J

k|A.
( i » A j )

I>2y ^z' »si)dz'

* k |tt|2 E 2 ^ x (z) 2Y^Z ')dz dz'

Ml

« k M ,  ll < ^ lxll2 II'¿“„ I I 42Y1

(normes 4 et 8 sous H 1 ; 6 et 6 sous H2).

Mojoration de Bn (s,t)

Reprenant les notations o.. , C?! . , L .Y et Lov définies
ij ij iA,n zï ,n

au § 3-2-1 , on a :

n(S,t) - L  Z I L2Y,„ - L,x L2Y,d2 W(d*'>
; R,, il

9 1 12 o . .

1 1 1J

2 1 1 
11 1J

E 1 * fn (i,j) L,x L2Y dz W(d2,)

o.. et ¿’f n = U  ¿T.. étant disjoints, 
U  ^  iJ

E[sup B2(s ,C)| S 8 N2 Ej| (I-lx,nI.2ïin-L|xL2Y}2dZ <i/ *

L R ll
„nLîxL2Ydz d*' 
£

E
ij

n ;
2

.2

2
o?

4

n

f
n (i,j)

(L
IX,n

f

R

.2
; '

J
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Toutes les fonctions intervenant sont dominées et ont leurs intégrales 

dominées, par

jX (z) 4v (z')dz dz' $ k' I I ^ j y I I 2 M o ^ y M 4
2Y

11
IX1 1Y'

(avec la même convention sur les normes).

Il suffit de remarquer que L. L0 tend simplement vers L 1Y Lov
IX,n ¿Y,n 1A Zi

pour conclure alors que le premier terme tend vers zéro et que 

| £ n | < 2 |ïï | pour conclure que le second terme tend vers zéro.

Donc

D ( s, t ) - (P
1 u»L
st

0

2 °  Terme : b X >2

Posons m a in te n a n t :

st

= An (s,t) + Bn (s,t)

où, reprenant les notations du § 3-2-1 (étude de Pn)y

An (s,t)

Bn(s,t)

11

1 1

st

1 1o... fn (l’̂ ^ i x , n  L2Y,n “ ^1X L2Y*dz dz’
1 I J

£ ' S , . .  £n(i-i> flX L2Y dz dz’ 
l l j

2
(fn~f)(x,y) ^ lx(x,y) L2Y(u,y;x) du dy dx dv

k L 2
R ii

2
£

B. (M9
2

D
n
:s,t) E f

n (i.j)
B«i(A.,j)s. M£ (i,

V
2
t

f

R2

R2

R2.
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An(s,t) est une processus à v.b. Remarquant que toutes les fonctions 

intervenant dans sont dominées et ont leurs intégrales dominées par

2 $1X(Z) 2Y(z’)dz dz' < k ' l l ^ 1YH 4
R11

2 2 
et utilisant d'une part que n L2y ^ tend simplement vers ^ JX L2Y ,

d'autre part ¿f ? = U  est de mesure inférieure à Itt L  , on conclut
1 1ij 1 n'2

2
que An(s,t) tend u*L vers zéro.

Quant à B^(s,t), processus à v.b. il tend vers zéro du fait de la 

convergence de f vers f .

On en déduit comme aux autres paragraphes : 

Corollaire 5-2

4 8 8
Si X, Y, Z sont trois s.m.r. de (L , L , L ) (Hypothèse 1), ou

de (L^, L^, L^) (Hypothèse 2), dans la situation (^f ), si f et

f sont bornées par N et si £ converge vers f au sens des 
n o n

semi-normes

'f2II 4 » Ilf2|I 8 et ||f2|| 8 (sous Hl) 
X Y Z

f2|| , ||f2|| 6 et ||f2|| (sous H2)
X° Y Z°

alors

2
Z fn(i,j)[x(A.,j) Y(i,A.) Z(i,A.)]st -U->L * (P + (B

St

ou

(p1 = u st
2 f(x,y)L]X(y;x,v)L2Y L2z(u,y;x)du dy W(dx,dv)

R st

f ô s t = | 2 f(x,y) ^ ]x(x,y) L2y L2z(u,y;x)du dy dx dv 
R . 
st

k

A
n

s2 of 4
II $>IXII

I 2

f IX, n

'S
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La limite peut encore se noter

(?gt + fëst = f(x,y) X(dx,y) <M^,M2> ^  (x,dy

R .st

5-3 - Inégalité maximale (1,0,1)

Nous établirons dfabord un lerame concernant l’application de la 

formule de Ito unidimensionnelle à une famille indexée par s de semi- 

martingalej en t :

Lemme 5-1

Soit (X^(t), ..., X^(t), t e [o>l])S££o l] une semi-

martingales en t, continues à droite en s pour tout t . Soit 

f(s,t ; xj,...,x^) une fonction continue à droite en s , régulière 

en (t ; xj,...,x ) au sens où on peut lui appliquer la formule de 

Ito en t

f(s,t ; x'(t),...,x“ (t)) - f(s,o ; X*(o), .... x"(o)) = Mit) + B (t) (1)
S S s s s s

où M est une martingale en t, B une fonction à variation bornée en t, 

l'égalité étant, pour tout s, presque sûre en t.

Alors si M et B sont continues à droite en s , l'égalité précédente 

est p.s., uniformément en (s,t) e Rjj .

Démonstration

L'égalité (1) est uniforme en (s,t) e (Q H [ o , l ] ) x  [ o , l ]

La continuité à droite des différents processus en s permet donc de dire que 

l'égalité est p.s., uniformément en (s,t) e Rjj.

(2)

famille de
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Si X et Y sont deux s.m.r. de L , si tt = } est une partition,

alors il existe une constante universelle positive C telle que :

Théorème 5 -3

4

C- *E sup Í Z  X( Ai j )  sc Y ( i  , A j )  t  £ I l l ' l l « *  l l a l l í  I l «? l  I *

» M *  II4 II2 I |Y| l| * | | B ^  ll^ll2 * (I l<*l 11* I |p|| l|) I I By I I 2 

* M I ' 2 I I By I 14 I I“y I 14

Corollaire 5-3

Sous les m~emes hypothèses, l'expression précédente est majorée

Par  I I X | I I | y | | ,  .

Le principe de la démonstration est le même qu'au § 5-1. Il convient 

cependant de noter la mécessité ici de l'emploi du lemme 5-1 (alors qu'au § 5-1 

on n'utilisait la formule de Ito que pour une s.m.r., ici on l'utilise pour 

une famille de s.m.)*

Convention : Dans toute la suite de ce paragraphe, ||*|| désignera le 

norme ||•|I4 •

tt étant fixé, on notera :

{X,Y} = Z XÎA.j)^ Y(i,Aj)(.

Démonstration

Le développement par bilinéarité, écrivant

x = <  + “ T  + Pi  + PX + Bx

et

¥ = + By

{'A
ij

}•
2

2 .2 i2 2 i 2 ,2 2.

.2 2

2 2

J .2

?
M
i



fait apparaître 10 termes, que nous étudierons dans l’ordre suivant

* #* 1 2
**x ^  px Px X

BY 1 2 3 4 5

6 7 8 9 10

1° Terme : {M^ , B2}

L ’utilisation du lemme 5-1 permet d ’écrire

{m £ , B2}st = m(s,t) + p(s,t)

où m est la martingale E m^j(s,t) , avec

m..(s,t) 
ij

(A,;)

Vf2Y(s.,v)dv 6x (x,y) W(dx,dy)

et p est la 1-m.p. E p^j(s,t) , avec

pij(s,t) =

< V t

0(z) W(dz)

Âij^sy

f2y(Si,y) dy

On déduit, par la méthode employée systématiquement au § 5-1 que

2 2 
u*L , m est en | tt| ̂  et p en l77̂  • Globalement

E sup {m£ , b2}2 < c M 2 | |ex | | z 11^

2° Terne : » B2}

Par le lemme 5-1 ,

4 - 9 5

{M** , B2}st = m(s,t) + p(s,t)

L
í (A.

j > y

/

2

2

{
**

” x Y
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où m e s t  l a  m a r t i n g a l e  a s s o c i é e  à

r

I (s.,v)dv i|>Y(x,y;z) W(dx,dy) W(dz)
j ( C X . )  _ ( A . )  2Y 1 J x

m..(s,t) =
J J (CX.) „ .

ij st j y

et p la 1-ra.p. associée à

(V t
g,' ^x(z',z) W(dz') W(dz) |^2Y(si,y)dy

ij sy

2 3 /  2
On montre que, u»L , m est en | tt| ̂  et p est en |tt| ̂  • Globalement

E sup {m£* , B^}Jt < C |u|2 ||(.x ||2 ||*2Y||2

3° Terme = (P^ , B*}st

En appliquant la formule ordinaire de différentiation en t , 

on écrit :

i p x  » B Y ^ s t  =  P i ^ s » t ^  +  P 2 ^ s » t ^

O U Pj et P2 sont les 1-m.p. associées à

P2 i j ( s . O  -

« V «  lS > r
^2Y(si,v)dv 3IX(y ; z')dy w(dz')

(V t

6JX(v ; z')dv W(dz')
^2Y(si,y)dy

lij sv

o /9
Pj et p2 sont en |ir|2 . Donc

E sup {P^ , B2 } J t  * C M 23 /2  f 16
IX M r 2Y I2

2Y

p (s,t)
J Cf.

1 • *

,1 .2

plij
(s,t)

. ( C f
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4° Terme : {P2 , B2 }

Par le lemme 5-1, on écrit :

ÎPX » BY^st = + b(s,t)

où p(s,t) est la 2-m.p. associée à

(A.)
J y

^2Y^Si,V^dv 62x(x»y î u) W(dx,dy)du

et b(s,t) le processus à v.b. associé à

b. . (s,t) = 
ij

(Aj>t
<<r2ij>sy

82x ẑ » W(dz)du|f2y(s^,y)dy

O /O
p est en ’ > b est en I *l2 ï globalement

E sup {P2 , Bj}2t S C |ir|, | |B,y| |2 ||<fr, " 2
'2 11 2X1 2Y1

5° Terme {Bx , By>

{Bx , “1 - u2b, + b.

où bj est le processus à v.b. somme des

< v . t
(A.) 
j y

^ 2Y(si»v)dv tp (x,y)dx dy

le processus à v.b. associé à

(A.) U
V̂x (x,v)dx dv ^2Y^Si’y  ̂ dy

j ' t  _ i j  sy

p(s,t)

PI. .
IJ

(s,t)
Í (C' . .

2iJ
)

s t

r

(G
u:

ITTI2

a
i' s t

b l »i j
(s,t)

í

b2i,ij
(s,t)

r

Í
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2 3 /2q u i  s o n t  t o u s  d e u x ,  d a n s  u #L  e n  | tt | ^

E s u p  { B x  , B 2 } ^  * C | tt| ^ / 2  M<f>x M 2 ||<f2 Y l

6° T e r m e  : { M ^  , M ^ }
C ' e s t  u n e  m a r t i n g a l e  e n  (s,t) : e n  e f f e t  c ' e s t  u n e  m a r t i n g a l e  

et si t < t' ,

Ek < V s f  ■  Ek < V ^ ( i > V t '  | 0 i t_

* E 4 ( i - â j > f l  f r t l

■  < (v st 4 « - V t

p u i s q u e  ^  e s t  u n e  m a r t i n g a l e  f o r te .  O n  a d o n c  :

E s u p  {m !£ , M ^ } st *  16 E 11

e[ 4 (au >

E e (
JA. .x( i ,A. )  i j  2

0 2 ( z ' ) L 2Y ( z , s i ) d z  dz'

N< Z E 6 y ( z ' ) o £  2 ( z) dz  dz' 
A. .x[o, l ]xA X 2Y

i j

« c M 2 ||ex||2 | |o^2Y||2

l a  d e r n i è r e  l i g n e  é t a n t  o b t e n u e  p a r  l ’i n é g a l i t é  d e  C a u c h y - S c h w a r z .

98

e n  s ,

a2-,2 3/2 i 2 |2

M* (i,V t ’ I fr
■2 (K 2

E ÍM
*
(A.ij ) st f “x

*
(A'ij;) St I s. 1

<y
2

{“x 9 M

B I K
.2
i U.A.j I2



7° Terme : {&£* , M^}

«tfìfr 2
{hÇ , est Ie produit de deux martingales en t (alors que dans

tous les termes précédents, lfun au moins des 2 facteurs était à v.b. en t) 

le lemme 5-1 fournit donc, outre les deux termes de type précédent, un terme 

provenant du terme en dérivée seconde dans la formule de Ito.

( " T  • " î> . t  -  "  ♦

où m est la somme des deux martingales associées à

(i,A.)
j y

L2Y^Z;sî W d̂z  ̂ »y; as * ) w(dx ,dy) W(dz ' )

i
4)x(z,z')W(dz)W(dz,)jL2Y(x,y;si)W(dx,dy)

J t ij sy

et p(s,t) la 1-m.p. associée à

m

p..(s,t) = [ i pY ( z  ; z') L 9 y ( z  ; s.)dz W(dz’)
ij J (qt v X ¿Y i

v ij st

2 2
I et sont u*L en » alors que p est seulement borné u*L

E sup{M^* , M^}gt £ C ||ÿ.x,,2 l l ^ 2ïll2

8° Terme : {P^ , M̂ }

{PX > “ v ’ s t  -  «  *  P

où m est la martingale associée à

4 - 9 9

m. . (s,t) = [ [( ß (v;z')dv W(dz’) L„ (x,y;s.)W(dx,dy)

1J J (i,A.),-J «X..) ,X J ¿Y
j st lij sy

V s t

M
** 2

P

»ij ( s , t )

ij
)s t

lb'x (x3

m2»ij ( s , t )

(i.,A. (C f.
'2Y i'

m2 ITTI2

2
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e t  p l a  1-m.p.  a s s o c i é e  à

J(i,A.)
L J sy

L2y (z ; S£>W(dz) 6,x(y;z')dy W(dz')

o l'y
m est en , p est en • Globalement,

E sup {P^ , < C M 2 | |6]xl |2 ||^°2YI|2

9° Terme : {P2 , M^}

Comme pour le 7° terme, on a le produit de 2 martingales en t , 

et la formule de Ito du lemme 5-1 fournit trois termes :

{PX » 4 }st = p(s,t) + b(s,t)

où p est la somme des deux 2-m.p. associées à

<l- V t

) J 62x(z;u)W(dz)duJL2Y(s,y;si)W(dx,dy)

2ij sy

L2y(Z;s^)W(dz)j $2x(x,y;u)W(dx,dy)du

et b le processus à v.b. associé à

b..(s,t) = 
ij

(L (z;u) L_ (z;s.)dz du 
((y  \ 2X 2Y i
 ̂ 2ij st

p est en |tt| ̂  > alors que b n’est que borné u*L,2

E sup <P2 , M^}2t < c||6
2X' I2 M - 2 y H 2

p) . . 

IJ
(s,t)

lij st

| tt |
2 M 2

M$2
st

plI *i-j
(s,t)

(i.AJ

2

Í
(<?

P2
. . I
ij

(s,t)

( %
2 i j >.t

t

t a . âj)
y

,2 2^,2 2 2•SÛ
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10' Terme : {Bx ,

{Bx • V s t  - <e * b>st

où p est la 2-m.p. associée à

/(A..) 
ij sy

If (u,v)du dv L2Y(x »y ï s£) W(dx,dy)

et b le processus à v.b. associé à

b. . (s,t) = 
ij

(A,-)ij st
(i »A.)

L2Y<z
; w(dz)| f ' (x,y) dx dy

J sy

2 3 / 2
Dans u*L , p est en | tt | ̂  > b en • Globalement,

E sup {Bx , « C |ir|2 | I*x , , 2 \ \ X „ \

Il suffit de regarder les diverses majorations trouvées pour obtenir 

le théorème 5-3.

5-4 - Théorème de convergence (1,0,1)

Théorème 5-4

4 Y
Soient X et Y deux s.m.r. de L , dans la situation ( J  ) , s il

existe Nq majorant |f| et |fn |, si f^ converge vers f au sens

des deux semi-normes 11*11/. et
X

, alors

E £n (i,j> X(â".)st Y<i, ">t ------ -

où  ̂ est la 1-martingale propre

?st f(x,y) i|̂x(u,y ; x,v) L2y(u,y ; x) du dy W(dx,dv)

st

f

R2

M }

.2-,

p
ij
(s,t)

i (i,A.) St

/

J I

n

7

í si}

ITTI2

suffit

M }
2
st I2

o n :n
Il Ä

Y

íp
1
st + ß st
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& . i.et ^  le processus à variation bornée

a
st

[o,s] XR
f(x,y) 62x(u,y ; X> L?v(u,y ; x)du dx dy2Y

s t

Remarque

** 2 (2) 
o On notera <M^ (dx,*), (dy) la forme différentielle

stochastique mixte définie par :

| f(x,y) <M^*(dx,*), M^(x,•)>^2^(dy)

st

2 f(x,y) Ÿ (u,y ; x,v)L2y(u,y ; x)du dy W(dx,dv)

lst

soit encore, formellement :

<Mx*(dx,•),M^(x,*)>(2)(dy) -

Ÿx(u,y ; x,v)L2Y(u,y ; x)du dy W(dx,dv)

xy

2 2 (2) 
o On notera encore <P^(dx,#), M^ix,*^ (dy) pour la mesure

ordinaire définie pour les fonctions f(x,y) par

R ltx[°,s]
f(x,y) 62x L2Y(u,y ; x)dx dy du

• • , *
o Remarquant qu il est normal de poser, si M est une martingale

forte

<M*(dx,•), M^(x,•)> 2̂^(dy) = 0

s t

M r(X >

(2)

í,

í R

2X 2Y

(2)
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La limite précédente pourra donc être notée

(Pgt + '$>gt = f(x,y) < M ^ ( d x , « ) ( d y )

( v o i r  l e  tienne numéro i> dans l a  d é m o n s t r a t io n  p r é c é d e n te )  .

R st

Démonstration

fn étant borné par Nq , on déduit du théorème 5-4 que les æuls 

termes pouvant avoir une contribution non nulle sont le 7ème et le 9ème. 

Montrons donc séparément que {M^ t®nd u*L vers P  et que

{P2,M^)st tend u*L2 vers •

Contribution de

ro 1 2
Constatons d ’abord que (rgt est bien une 1-m.p. de L : en effet

E sup(  ? ' 6 t ) 2 < N2 | |^x l | 2 | | < ^ 2 Y I | 2

On a vu dans la démonstration du théorème 5-3 (étude du 7ème terme) que

jgjg O

{MX ’ V s t  = V 8»0  + pn (8»t)

2
où m est majoré u*L par un terme en |tt| .

Montrons donc que :

2
Dn (s,t) - Pn (s , t )  - &  1 ( s, t) u*L

OU

Pn (s,t) - E fn ^ » ^ T (z;z')L. (z;s.)dzW(dz')

((%.) ZY 
v il'st

E fn (i,j) < M**((A.)s,-), M^(s.,*)>(2)(Aj)t

■ ]

, K
2
'Y

}
s t

1
s t

ß
st

1 2 t2 ,2 2

M. K

o

(2)s



Donc

D (s,t) = B (s,t) + C (s,t)
n n n

ou

Bn(s,t) = I fn(i,j)[<M**((Ai)s,-),Mj(si,-)>(2)(Aj)t

et

<M**(dx, •) ,M^(x, * ) > ^  (dy) J

Cn(s,t) = j (fn_f)(x,y)<M**(dx,*),M^(x,*)>^(dy) 

Rst

D'une part Cn(s,t) est uhe 1-m.p. et l'on a :

E sup Cn(s,t) ^ 4 E
2 2 2 

2 (x>y)L2Y^u*y»x^ x ^ u,y;x,v^du dy dx dv
11

qui tend vers zéro. Dfautre part, reprenant les notations du § 3-2 ,

B (s,t) = Z f (i,j) 
n n ,J [L2Y, n- L 2 Y ^ Z ;X ^ X ^ Z ’ X , y ^dz W<d x ’ dy>

>n L2Y^z;x^ x ^ z;X,y^dz W(dx’dy)

ij

Dfoù lfon déduit

4 - 1 0 4

E sup B2 (s, t) ( 8 nJ e i 2 [L2Y,n'L2Y*J2 *4 dz dx dv

LR11

* |g n L2Y *X dz dx dv

f

(A.
S t

í,R
s t

( f
n

- f )

8 II (fn f)
. 2

II
(W

, 2 .
V

4
+ II (fn f)

2

(M■x
** 4

( o .1 • •
IJ

¡)st
f

z

*

+
f

t

,2 ,2

,2, 7
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L^y n“L2Y tenc* simplement vers zéro, tandis que et ^  sont dans L

et que | £ n | < |. On en déduit, comme dans la démonstration du théorème

3-2-1 que Bn (s,t)
u*L

0

Contribution de

On a vu dans la démonstration du théorème 5-3 (9ème terme) que

{P2 , M^} = p (s,t) + b (s,t), où p est une 2-m.p. qui est u*L2 en 
X. Y s t n n n

lïïl̂  • Montrons donc

D (s,t) = b (s,t) - (ô 
n * n *

u*L
st

avec

b (s,t) = E f (i , j) 69Y(z;u)L9 (z;s .)dz du
n n | ,/>< v Za ¿ i  i

 ̂ 2ij'st

Donc

Dn (s,t) - Bn (s,t) + Cn (s,t)

avec

Bn (s,t) - Z fn Ci,j) e2X<z;u)[L2Y,n'L2ïlU ’U>dZ du

62x(z;u)L2Y(z;u)dz du

( ̂  2ii^ st

Cn (s,t) =
[o , s] XR

(f -f)(x,y)82x L2y(u,y;x)du dx dy

St

D fune part :

E sup Cn (s,t) £ E

[0,1]
(fn-f)2(x,y) B2x L2y(u,y;x)du dx dy

*  2 2 "  2,4 + l l ( f n‘ f >2 H / ^ 4
(Px) ( M j )  J

L
2Y 'X

.4

2 ITT
n

{ X
.2
p: m :}

— r> O

«ç )st

‘Il

Il (fn f )
2,

II
, 2

,2 ,2 2

2



D'autre part n”^2Y^ ^2X tenc* simplement vers zéro, est dominé

par 4 2 y ^2X 8St ^nt^êrable> tandis que < 1^2 * 011

o u *
conclut comme précédemment & n(s,t) ------ ► 0 .

Ce qui achève de démontrer le théorème 5-4.

Remarque

.  ̂ . 2
Utilisant le résultat du théorème 5-4 (limite dans L de la

variation (1,0,1)), on montre facilement la convergence dans de la

variation (0,1,2) quand f^ est bornée (le théorème 5-2 donne la

2
convergence dans L de cette variation).

En effet, on peut rapprocher la variation (0,1,2)

E fn(i,j) X(A.,j)s Y(i,A..)2

de la variation (1,0,1)

4 - 1 0 6

£ fn(i,j> JZY( V s t Y(i' V t  '

(L'2Y

X . q u i I £
2

' n
I

1
L

n
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§6 - Variations produit (1,0,2) et (0,1,3)

Toutes les variations que nous rencontrons dans la fin de ce chapitre

seront non contribuantes (exception faite de la variation (0,4,0) dont on verra

qu’elle est bornée u*L^).

Au § 7-1, nous démontrerons l’absolue convergence dans des variations

d’ordre supérieur à celles étudiées précédemment (§3 à §6). Nous avons regroupé

dans ce §6 les variations (1,0,2) et (0,1,3) pour lesquelles on ne sait pas

démontrer cette absolue convergence, ni même la convergence dans u*L^ .

Faisant des hypothèses un peu plus fortes (de type L^, ou ) nous

2
montrerons au moyen d’inégalités maximales la convergence u*L vers zéro.

Il est facile de déduire du fait qu’une telle variation est non contri­

buante pour f = 1 le fait qu’elle l’est aussi si f^ est bornée, adaptée 

(sans même de condition de convergence pour f^).

6-1 : Variation (1,0,2)

Théorème 6-1 : Inégalité maximale (1,0,2)

Si X et Y sont deux s.m.r. de et tt » {A^j} une partition,

E sup[z X(A..)st Y(i,A.)2!2 « C |tt|2 | |X| \ \  ||y||*

Notons :

{X,Yj}st - I I(iy),t Ki.ijlJ

#  * *  1 2 
x - Mx * Mx * px * px * Bx

l e s  d é c o m p o s i t i o n s

L
1

L
8

L
6

L
6

1

est fa

L
6

2
6

4
6

Y M
■y

+ b:
2
Y
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2 2 2
associées à l'inégalité (a+b) < 2 (a +b ) conduit par bilinéarité à 

10 termes, comme au § 5-3 . L'application de la formule de Ito en t 

(permise par le leirane 5-1) conduit à décomposer chaque terme en 2, 3 ou 4 

parties dont on a la représentation (comme martingale, 1-m.p., 2 -m.p. ou

à v.b.)* L'inégalité maximale relative au carré d'une intégrale (cf. ch. III,

2 .
§ 4) fournit une majoration u*L . On conclut par l'inégalité de Holder du

type :

E I X Y Z < (E E X3 ) , / 3  (E z Y3 ) ' / 3 (E 1 z 3> , / 3

On notera ici ||•| | pour II * I I5 •

(4 » 4}}1er terme :

C'est la somme de la martingale m = m^ + et de la 1-m.p.

associees a :

-üjU.c)  -

(A. .) 
ij sy

2L2y (x,y;si)

0„(z') W(dz')
A

«■Vy

dx dy

L2y (z ; s.) W(dz)

6x (x,y)
(i,A.)

J sy

L2Y^z ’ si> w (dz^ W(dx,dy)

L2Y( x , y  ; si )
(A..) 
ij sy

0 (z) W(dz)j dx dy

(Il n'y a pas d'autre terme 1-m.p. car M étant une martingale forte, il y

jj; 2 
a orthogonalité entre M et

„3, 1/3 „3 1/3

m2

(i,■4i

X

m ,2ij
(s,t)

(A.
ij

) st
)

2

p’ . • 
IJ

(s,t)
4 (Î,-A.

J
)t

1

>í
J

(A.! • • 
î j

) st M■y(i,
.A.
j

) st )
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À titre d'exemple, majorons p dans u*L :

E sup p (s,t) * E E
( i » A j )

2Ŷ X’y^ 0 (z) W(dz)| dx dy
1J(A..) A J

ij sy

S a2/3 B1/3

ou

a = E Z
«•V

a , a . )

V p ̂
© ¿ 2Y(x,y)dx dy £ ■V 11̂ . " 6

TT
2Y1

(A..)
0x(z) W(dz) dx dy

ij sy

k l ,  M 2 U \ \  l | e x l

E sup p2 ( s , t )  $ C | tt| 2 l | e x l l 2 l l < ^ , J I 4
2y

On montre de même que :

E sup m2(s,t) < C |tt|2 | | ©x | |2 | | ° ^ 2Y \ I4

donc globalement

E sup {m£ , M^}}s(; « C |tt|2 ||6x ||2 ||o^
2Y

2ème terme : » M^})

C'est la somme de la martingale m = ni| + m2 et de la 1-m.p.

P “  P,  + ?2 a s s o c i ée s  à

m,..(s,t) L^zîs^Widz)j ^x(x,y;z')W(dx,dy)W(dz')

2

2 í 2

2/3 ,1/3

ß E I í I 6

* E Z

(i,A.
J
)

k IA
ij
I
2

ÍA e!
X
6,
(z)dz dx dy

s
k

M i

I
6

Il
4

{Mhe

((T.
ij
:)s t

f

(i,A.j ' y
)

2



lMz,z') W(dz) W(dz')
((X.) x
ij sy

W(dx,dy)

pu j (s,t) - L2Y(x»y ; sî 4>Y (z ,z' )W(dz)W(dz ' )

(#•)L ij'sy

dx dy

p2 i j ( s , t )  - 2L2Y(x,y ; si ) h2 y a  ; s . )w(dÇ)

^Y(x,y ; z') W(dz') dx dy

A titre d'exemple, considérons le terme m2

E sup m2(s,t) ^ c E Z
( i»Aj)

J2Y J2Y
dx dy

où

cr -  e z

6 = E Z

(i.Aj)

L2Y(x,y ; si)dx dy

I  ( i , A . )
- j y

L2Y * W

$ _ Ç _ | | o ^  | | 6

M ,  2Y" 6

dx dy

S Z k | A. | 2 
(i.Aj) J ( i , A j )

2Y(z)dz dx dy < k -— ^  | |
TT

2 i , y  1.6
2 Y M 6

I

4 - 1 1 0

f f 

m_..(s,t) = 2L?„(x,y ; s.) L? v ^  * sO  w (dS) I x

¿1J ( i ’V t  ( i , A j }y ¡

Y3 « E I iJj„-WW 6 dx dy
J(CÍ.) X

j L ij sy J

 ̂k E ( I A.I2 IA.I2 í tyí dz dz' dx dy
^(i.Aj) 1 J Ja. X

o  m 2 |tt12  i k x llt

f

(i, A
J
)t

, 2

(i,* Aj )t í (i. A )
y

í ( V -j)sy

L
2

r L
2

r

r
2

« c a ß Y

í
(i.A

j'
)

O?

6

7.

2TT

TT
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donc

3 „3 . 3 . . ,6 , , , ^ 6  l , ^  ||12a  e Y  < C j tt.

2 2n ^ i s j t )  e s t  d o n c  e n  | |  d a n s  u * L  . O n  m o n t r e  le m ê m e  r é s u l t a t  s u r  m^ , 
t a n d i s  q u e  Pj et  p ^  s o n t  e n  l71̂  • G l o b a l e m e n t ,

E sup {M^* , M^}}2 t  < C | tt| 2 | | ^ x | | 2 | | o ? 2 Y l l £

3 è m e  t e r m e  : { P ^  , M ^ } }

C fe s t  la s o m m e  de la 2 - m . p .  P = Pj + P 2 et d u  p r o c e s s u s  à v.1 
b = bj + b ^  a s s o c i é s  à

P ü j U . t ) < i . / y t

W . : )

2 L 2 y ( s , y  ; L  (£; s.) W ( d j )(i,A.) 1 1  1 _i
J y

B 2 X (z  ; u) W ( d z ) d u
2ij s y

W ( d x , d y )

P 2 i j (s,t) L 2 y (z  ; s . ) W ( d z )  d u  W ( d x , d y )

bj.jis.O

b 2ij < s -t5

L 2 y (x, y  ; s.) ^ 2 X ^ Z * u ) W ( d z ) d u d x  d y

2 L 2 y ( x, y ; s ^ )
(A.)
J y

1
8 2 x (x »y Ï u )d u |

1

¡i
. (i»A.j^y

L2y (z ; Si) W(dz) dx dy

X 1 6 2Y 6

2

2 2 4

/

I
s. 1) X

A .2ij st

ß
2X

(x,y l u)
f

(i,A ;)y

í (i,A ).t

2

í (CLy2ij ) sy

(i,A Ì
t
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2 2 
Dans u*L , p est en |ïïL , b en | t t | 9 . Globalement,

e sup { P Ü , 4 » J t i C M 2 ||$2X||2 l l o ^ ^ l l *

4ème terme (px » 4}}
C ’est la somme de la martingale m et de la 1-m.p. 

P = Pj + associéefà :

2L2y(x,y ; L2Ŷ Z ’ ai> W(dz)

B]Y(v ; z ) dv W(dz') 
( V . . )  IA 
 ̂ lij sy

W(dx,dy)

üj l2y (z * si> w d̂z)
dy W(dz')

( M j ) «
Blx(v ; z')dv W(dz')

lij sy

dx dy

2 7 / 3  4 / 3
Dans u*L , m et Pj sont en | tt | ̂  > alors que p^ est en l77̂

Globalement,

E supÎP^ , M^}}Jt <c C | Tï 12/3 M 3 ixI|2 ||o2f " 4
4/3

2 Y 1

5ème terme : {B^ , M^}}

C fest la somme de la 2-m.p. p et du processus à v.b. 

associé^ à :

, 1

p 2

mi.  .
ij

(s,t)

(i,A
j t

s . 
1)

(i.A
j y
)

X

í

p (s,t)
í «*

lij
)
st

ßIX'(y ;
z ’)

(i,,Ai .
J
;)
y

I
2

P2
(s « t)

Í (i,V
L
'2Y(x,y * 8i)

I

.
í « *
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P £ j ( S , t )  = 2L2y(x,y ; s.̂ L2Y^Z ’ si) w(dz) x

(A..) 
ij sy

*fX(z ' )dz ' W(dx,dy)

b u j i ^ . O  - f x ( s , y )
(i,A.) 

j y

L2y (z ; s.) W(dz) dx dy

b2ij(s,t) -

« • V t

L2y(x,y ;
(A. .) 
ij sy

vpx ( z ' ) d z ' dx dy

2 7 / 3  2 A/3
Dans u‘L , p est en | tt 12 , bj est en |ïï|2 et bj en |tt|2

Globalement,

E sup {Bx , l^}}2st $ C |tt|4/3 ||(px ||2 | | ^ 2YI

9U 2
6ème terne : {M^ , BY)}

C'est la somme de la martingale m et de la 1-m.p. 

p associées à :

m..(s,t) 
i j

P i j ( s , t )  =

< V s t

9x(s,y)
(A.)
J v

'f2Y(si,v)dv W(dx,dy)

<A.>t
2 2Y( s i , y )

J (A.) 
j y

f 2 Y ( s r v ) d v
(A. .) 
ij sy

0x(z)W(dz) dy

2 8/3 7/3
Dans u*L , m est en |tt|2 et p est en |tt|2

Globalement,

E sup « C M 2  [ | 6 x I | 2  ||f2Yl|4

( i , A.
J

) t

I

.
í (i , A

j
)

y

(A1 • • 
i j

) st

2

2
9 s .

1 )
4

I4
.2- ,2 14/3 ,2

/ t

J

2

{*x
*

>
Y

2
}

2
st
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2
7ème term e : {M^ , B^}}

Cfest la somme de la martingale m et de la 1-m.p. associées à

m ^ ^ t )  =

(V . t

^X(x,y ; z) <f2Y(s.,v>dv W(dx,dy) W(dz)

P - i s . t )  =

< V t

2'P2Y<Sl,y)
J (A.) j y

f 2Y(s1,v)dv (z » z * )W(dz)W(dz*) dy

2 8/3 7/3
Dans u#L , m est en Kl 2 > P en Kl 2

E sup {^* , B ^ t i C M ] ' 3 l k x l|2 II »P " 4
2Y

8ème terne {P2 . B2}}

C'est la somme de la 2-m.p. p et du processus à  v . Ip . 

b associées à :

Pj j (s.t) „  6,Y(x,y ; u)
(#..) LK 
2ij'st

(A.)J y
^2Y^si,v  ̂dv

W(dx,dy)du

b ..(s,t) =
<Aj)t

2 ̂ 2Y^Si’y^ f 2Y(s.,v)dv 82x(z;u)W(dz)du|dy 

2 i j } sy

Dans u*L2 , p est en |tt|2^  » b en

E sup {P2 , B2 }}2t  s< C | tt12 /3  f | 62 x [ | 2 N ^ y l l 4

f

(A
J
).y

2

.

f

(0’i j
)sv

<pX

í,
2

I(Ai •J).y
X

-

<3(

i 7/3
2k

2 ,2 -, 2 7/3 I 2 i 4
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8ème terme
< 4  • by »

C ’est la 1-m.p. P = Pj + associée à :

p l i j (s’ t> ■  I , -  , e ix<s,iz)
'  l i j  S t (V y

^2Y^Si ’V̂ dv dy W(dz)

p2 i j ( s , t )  =

< V t
2 f 2 ï (s i .y)

(â.)J y
^2Y^Si ’V̂ dv

•* < £  ■ • ) l i j ' s y

6)x(v';z) dv' W(dz) dy

Pj et p2 sont en dans u»L^

E sup {P^ , B2}} <ç C M ® /3 | 16]x| |2 ||<^2YI|4

lOème terne (Bx , Bp}

C'est le processus à v.b. b = bj + b2 associé à

(A..) „ 
ij st

' f x (x>J,) L  . tP2Y(si * v)dv dtf dy

<V t
lf2 ï (S i ,y)

i(A.) V ' i  
J y

,v)dv
1 (A..) 
u ij sy

^ x(z)dz dy

8/3 2
qunatités en |ïï|2 dans u«L

E sup {Bx , B * » ^  < C M « / 3 | | l f x | | 2 l l t ^ l l 4

b;.2 }

p2

n

7
2

X

M
18/3
2

J „2 18/3 |2

b 1i j
( s . t ) 2

b2 i  j (s,t) (Ai .
J )y

_2i 2 i 8/3 ,2
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D'où le résultat du théorème 6-1. On notera que les termes principaux 

viennent de :

♦ « r + px • * 4 »  •

On démontre de même, en remplaçant les exposants (-j , -j , ~) de 

l'inégalité de Holder par (̂- , , -jr) , le théorème suivant :

Théorème 6-1 bis

4 8
Si X est une s.m.r. de L et Y une s.m.r. de L ,

ïï = une partition ,

E sup{X,Y»2t < C |ir(2 | |X||2 | |y | |*

(la partie principale venant de {M^ , M^}} ).

Corollaire 6-1
-----!---------

| Si X, Y, Z sont trois s.m.r. de , alors
\
\

E sup {ï X Î A ^  YCi.Aj),. Z(i,A.)t}2 < C tir|2| |x| |2| |ï| |2| |z| |f
S t

Démonstration

Il suffit de remplacer Y(i,Aj) Z(i,Aj) par

j  [(Y+Z)(i,Aj ) 2 -  Y ( i , A j ) 2 -  Z(i,A..)2J

6-2 : Variation (0,1,3)

On prendra ici encore f = 1 .
n

La variation produit la plus générale de ce type est :

{X,Y,Z,T> = I X(A.,j)Y(i,A.)Z(i,A.)T(i,A.)
st  ïï 1 s J t  J c 3 1

{M
* ** ,2

> M }} ■X
,2

{A.
ij

}

i 2 4

L6

J_
2



On a a l o r s  l e  r é s u l t a t

Théorème 6-2

8
Soient X, Y, Z, T quatre s.m.r. de L , on a alors l'inégalité :

E sup (X,Y,Z,T}2 * C |tt2| ||X||2 ||y ||2 ||Z||2 ||T||
S y t S t

2
8

où C est une constante finie indépendante de tt, X, Y, Z, T.

Nous en donnerons pas ici la démonstration de ce théorème. Elle est 

analogue à celle du théorème précédent, plus simple d'ailleurs puisque ici

(i,j) factorisant en s x t .

Donnons une version L* de cette majoration, obtenue par une autre 

méthode, en remarquant d'abord que l'étude de la variation {X,Y,Z,T} peut 

être réduite à celle de {X,Y,Z,Z}.

On dira qu'une partition ïï est équirégulière si pour tout i, j,

on n'aura pas besoin d'utiliser le lemme 5-1, les processus élémentaires en

on a : |tt| = |A.| - | A. | .

Théorème 6-3

Si X, Y,Z sont trois s.m.r. de et si (tt̂ ) est une suite de

partitions équirégulièrej tendant vers 0, alors :

sup |{X,Y,Z,Z} | — ----► 0
s, t Trn rr*»

st

Démonstration

Evaluons la norme L de :

A -  117

An - sup I £ fx(A.,j>s Y(i,Aj)t - Z < i, A j ) ̂ I
S • t  7T

n

L6

J
YX

( Ai. .
ij
)stn
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E A < a 6 
n n n

avec

a2 ■  E E sup [ K 4 £ , j > ,  Y < i ' Aj ) t  -  JYX(V s t l 2
TT„ St

B2 = E E sup Z(i,A.)4 n _ * j t
1T t 
n

Or, dfaprès le corollaire 3-2-1, --► 0 . D’autre part, puisque

2
IA.I = IA.I 3 est bornée (Corollaire 5-4, partie b, ch. III).
1 i1 J n

L1
Donc A ---- ► 0

n n

Ainsi l’étude de la variation {X,Y,Z,Z} , se réduit, dans , à celle

de {j ,Z}}. Or d’après le résultat du corollaire 6-1 , cette variation
IA

2 1
tend dans L , donc dans L , vers 0 avec |ir | .

2 |2

a
n

L 1
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7-1 : Variations produit dfordre supérieur

Nous étudierons là les variations produit (a,B,Y) dfun ordre 

supérieur aux variations étudiées dans les chapitres précédents. Ces variations 

seront non contribuantes et nous nous intéressons seulement à celles pour les­

quelles a + 8 +^$4 . Ceci est principalement justifié par le fait que les 

variations apparaissant dans le reste de la formule de Taylor que nous utili­

serons plus tard pour démontrer la formule de Ito sont de ce type.

On prendra ici encore comme pondération f = 1 , les résultats s'étendant 

sans aucune difficulté au cas d'une pondération bornée.

On choisira des partitions équirégulières. D'une part ce résultat nous 

suffira dans la démonstration de la formule de Ito. D'autre part, sous cette 

hypothèse, les majorations sont beaucoup plus aisées. Signalons cependant que 

tous les résultats énoncés ci-dessous restent vrais sans cette hypothèse.

Théorème 7.1.

4 . . . .
Soient X, Y, Z, T quatre s.m.r. de L , et ïï une partition equi-

régulière de pas |tt| ; on a alors les différentes inégalités maximales

suivantes sur les variations absolues :

(1) Variation (3,0,0)

§7 - Autres variations produit

E sup E | x ( A i j ) 8 t Y( Ài j ) s t z ( A . j ) s t U  c M  | | x | | 4 | | y | | 4 ||z ||4

(2) Variation (2,1,0)

E sup Z | x ( A . . )  Y(Ai j ) s t Z<Ai(j ) s | * M  1/2 | | x | | 4 ||y||4 ||z||4 
st tt



4 - 1 2 0

(3) Variation (4,0,0)

E sup £ |X<Ay) V<i ) Z<A .) T(i .) | s< C M 2(X,Y,Z,T)
st ïï J J J

où l'on a posé : (X,Y,Z,T)4 = | | x| | 4 ||Y||4 ||Z||4 ||T||4 .

(4) Variation (3,1,0)

E sup Z |X(Aij) stY(A.j ) Z(A..) T(A. j) I < C |ïï|3/2 (X.Y.Z.T)*

st ïï J J

(5) Variation (1,3,0)

E sup Z |x(A..)stY(A.,j) Z(A.(j) T(A.,j) | « C |tt|1/2 (X,Y,Z,T)

St ïï

(6) Variation (2,2,0)

E sup Z IXÎA.O^YÎA.O^ZÎA. p sT(A.,j)s| «c C |tt| (X,Y,Z,T)4 
st ïï

(7) Variation (2,1,1)

E sup Z lx(Aii)stY(Aii)stz(Aio ) sT(i»A.)t| $ C |ïï| (X,Y,Z,T) ,
St ïï J J J

(8) Variation (1,2,1)

E sup Z |X(A..) Y(A.,j) ZÌA.,;) T(i,A.)t | « C |tt| 1/2 (X,Y,Z,T) 

st ïï J J

Démonstration

Elle se fonde sur lfinégalité de Holder et l’inégalité du théorème 5-4, 

chapitre III d’où l’on déduit :

E sup Z X(A..)4t < C |ïïj| |ïï2| ||X||4
St ïï J

ij s t i j s t
A . .
IJ s t

i • •
IJ s t 4

4

'4

4

,2

| 3/2

1/2
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E sup Z XU.Aj)2 ^ C | | X | \ \

E sup Z X(i,A.)* $ C |tt2Î | (X| | ̂  

j

les deux dernières inégalités donnant en particulier

Lemme 7-1

Si la partition ïï est équi-régulière, on a :

E sup E X(i,A.)2 < C |ir| 1 | | X| | ̂ 
st i,j

E sup Z X(i,A.)* < C ||X||J 
st i,j

(1) Variation (3,0,0)

E sup Z IX(A..) _ Y(A.. )  „ Z(A.. )  J  = D.
; „ 1 i] st ij st ij st' 1

S t  TT

$ E Z sup |X(A..) |sup|Y(A..) | sup Z ^ . )  |*1
TT S t  J S t  J

Appliquons l'inégalité de Holder Cy . ^ » -j » |) »

Dj $ (E Z sup X(A..)*t ...... (E Z 1)1/4
TT S t  TT

« c ( M 2 i i x m v /4(m 2 iiïiiy/4( M 2iiziiy/ 4 1>.'-|/2

S c |n| |[X||4 |[Y||4 ||Z||4

(2) Variation (2,1,0)

D. = E sup Z |X(A.•) . Y(A..) „ Z(A. ) |
2 st tt J iJ st î s1

2 2
2

st
st

st st

A 1 1 1.

1/4

-1/2



A -  122

« c < M 2 | | X | | ‘ > ' / 4  ( M 2 | | Y | | ‘ ) I / 4  | | Z | | 4 u \ - ' n

(  c Kl 1/2 ||X||4 II Y|14 ||z||4

(3) Variation (4,0,0)

D3 - E sup £ |X<A.j)stY(iij)stZ(i..)stT(4..)stl

< C ( H 2 | | X | | V M  . . . .  ( K l 2 | | T | | V / 4

S C |tt| (x ,y ,z ,t)4

Les résultats sur les autres variations s'obtiennent exactement de la 

même manière, utilisant l'inégalité de Holder (-̂ , ^  ^  , -̂) et les résultats 

de majoration dans le cas de partition équi-régulière.

7-2 : Variations (0, ¡3» 0) 

Montrons que les variations du type

divergent pour 8 ® 1, 2, 3, même dans le cas le plus simple où ° 1 

et où M = W est le mouvement brownien.

Z”2-J_£_Variation_£0A2.2.02

Soit

S = Z W(i , A.) 
n J

S est une variable normale centrée. Calculons sa variance 
n

-1/2

st TT

1

fn

£ f Ci, j) Mri.a . i
B
tj



où N est l’ordre (sur chaque axe) de la partition (équi-régulière) 

considérée.

Var S - I  (N-i)2 x ' - i  7  k2 - .frilC2"-.!.)
n N . 6

îj N k=o

2
diverge dans L

7-2-2 _^_Variation_^0JL2i02 

Si maintenant

S = Z W(i,A.)2 
n . . J

ij

on a :

E(v  ■ B 1 5  * î  ■  ¥
1

qui tend vers lfinfini ; il y a divergence dans

Remarque : On sait (cf. §2 , partie A)

Z M(A.,t)* ---► <M>(1 } (s,t)
i

7-2-3 ^Variation (0,3,0)

Soit maintenant

S - Z W(i,A.)3 
n .. J

2
S est centrée ; calculons E(S ) 
n

4 - 1 2 3

S n = Z Z W(A..) = Z (N-i) W(A..) 
n ij Jt=o ^  ij 1J

i - 1

E(S2) = E(Z W(i,A.)3)2 = E Z (Z W(i,A.)3)2 

ij J j i J

I
N-l

---- ► 00

s
n

N-l
2

L1

u*L
1

.3.2 ,3,2,2,

,3
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p o s o n s  a l o r s  ,

b. = W(i , A.) 
î J

omettant l’indice j pour la même'raison

E(S2) = N • E(Z b?)2
i

N • E(Z b^ + 2 Z b? b?,)
i 1 i<i’ 1 1

et, si i < i’ ,

b . , = b . + c. . ,
i i il

ou c.., est une 
il

variable cV(0 , - -*“) indépendante de b̂ Donc

E b3 b?, - E b?[b? + 3b. c?,l 
1 1  l [  1 1 1 J

Finalement

E(S2)

= N

N-l , N-l N-l ,
Z 2 E b? + Z E b? ( Z E cf.,) 
i=o 1 i=o 1 i'-i+I

N-l . N-l . N-l .
Z 2.15 (±)3 + Z 3(1) 2 Z ^  

1 = 0 1=0 1 =1+1

N

N-l N-l
30 Z i + |  2 i (N-l-i)(N-i) 

i=o i=o
20

on en conclut que S n'est pas borné dans L . Il ne peut y avoir conver­

gence en moyenne quadratique.

2

3.2

3 3

i’

o. N
3

2
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7-2-4 : Variation (0,4,0)

Théorème 7-2

Si X est une s.m.r. de , si tt = {A^} est une partition

équi-régulière, alors :

est bornée dans .

Démonstration

C'est très exactement la deuxième inégalité du lemme 7-1

La bibliographie de ce chapitre se trouve à la fin du premier paragraphe.

L4 h . •
ij

E X(i > Ai •
J
)
A
st

L 1





5 . 1

TRACE D’UNE SEMI-MARTINGALE REPRESENTABLE SUR UN CHEMIN. 

INTEGRALES CURVILIGNES ET FORMULE DE GREEN.

C H A P I T R E  V

rDire que M est une martingale est équivalent à dire que la trace  M de M 

su r  tout chemin cro issant est une martingale à 1 ind ice .S i T  est un chemin croissant joignant

2 r  rl 'o rig in e  à z et si M est dans L , on notera A = < M > la variation quadra-z z
r

tique de M le long de r .  S i pour tout z , Az est indépendant de r  , on d ira  que 

M est indépendante du chemin ( i .d .c . ) .  Cette notion a été introduite dans l 'a r t ic le  

original de Wong et Zakai [ 1 J sous la terminologie "path indépendant variation".

M est i .d .c .  si et seulement si : < M = < M . Sous des conditions assez 

générales, cela se ra  le cas si M est fo rte . La question est posée dans [2] de savoir 

s i seules les martingales fortes peuvent ê tre  indépendantes du chemin : S i 3 est la 

fibration brownienne, une réponse partielle  est donnée dans [2 ] ,  généralisée dans [6 ] .

S i X est une s .m . r .  on s 'in té re s s e ra  à des questions analogues. On 

m ontrera d 'abo rd  que la trace  de X su r un chemin cro issant est une semi-martingale 

à un param ètre dont on donnera la représentation . On généra lisera  alors le résu lta t :

X est i .d .c .  <=» < X > ^  = < X > ^ .

On donnera également une condition vérifiée par X si X est i . d . c . ,  condi­

tion faisant in tervenir la représentation de X .

Nous énumérons au § 3 les définitions et propriétés des martingales à accro is­

sements orthogonaux, notion introduite par Zakai [ 8 ] .  De telles martingales, nulles 

su r  les axes, sont i . d .c .  et dans le cas de la filtration brownienne, elles se  réduisent 

aux martingales fo rtes . Plus généralement, nous démontrons par une approche différente 

qu 'une 1-m artingale représentable à accroissem ents orthogonaux dans le sens 1 est une 

martingale fo rte .

(1) (2)



5 . 2

Les deux dern iers paragraphes sont consacrés respectivement à la notion

d 'in tég ra le  curviligne et à la formule de G reen. La notion d 'in tég ra le  curviligne

\  $  ôX , est introduite dans [2 } dans le cas d 'une filtration générale, X étant une 

F 2martingale de L , et pour certaines propriétés une martingale fo rte . Dans le cas de 

la filtration brownienne, on peut définir cette intégrale dès que X est une s .m „ r . 

L 'in tég ra le  curviligne t ire ra  a lors toutes ses  bonnes propriétés du fait q u 'e lle  se  

décomposera en une intégrale stochastique en W et en deux intégrales o rd inaires en 

ds, dt.

Utilisant en particu lier cette propriété (généralisant le lemme 3-5 du chapitre n i) ,  

on établit une formule de Green pour l 'in tég ra le  V <£ dY, où r  est le bord d 'un  do-

r
maine régu lier D, où $  = <p(X), X et Y étant deux s .m . r .  : cette intégrale curvi­

ligne s 'exprim e a lo rs comme intégrale de surface su r D. Cette formule généralise  

celle proposée dans [9 ] ,  établie pour l 'é tu d e  des processus holomorphes. La formule 

de Green est également étudiée dans [2 ] ,  [10] : dans [2 ] ,  la formule est établie pour 

\  $  ôM, pour un processus dérivable en (M,s), (M,t), M étant une martingale 
J r

fo rte , à processus cro issant < M > déterministe, pour une filtration générale .

4>



5.3

§ 1 -  Trace d'une s . m . r .  sur un chemin croissant.

S o it y  l'e n s e m b le  des chem ins c ro is s a n ts , c o n tin u s , is su s  de 0 , de R ^ .  

Un te l chem in r ,  c la sse  d 'é q u iv a le n c e  de ses re p ré s e n ta tio n s , se ra  assoc ié  à

Z r  : [ 0 , 1 ]  — .  R l t

z r ( X ) = ( s r ( X ) , t r (X)) .

S i  T e s t f ix é  e t z une re p ré s e n ta tio n  de r  es t c h o is ie , on om e ttra  le s  in d ic e s  T .

On n o te ra  : r ]
X z ‘ (X)

<- S,)-

r ✓ r
5* = R _ ( = R % s i r  f ix é  a in s i que z ) 
X z (X ) X

s r
X z (X )

S i X e s t une fo n c tio n  d é fin ie  s u r  R ^  , on n o te ra  :

x F  = X  _ (à z r  f ix é ) .
X z (X)

S i z € R 1 , on n o te ra  T (z )  l'o rd o n n é e  du p o in t de r  de même absc isse  que z ,

S (z ) l'a b s c is s e  du p o in t de r  de même ordonnée que z .  T (z)  e t S (z) sont z p . s ,  

d é fin is .
4k

"jjH
S(z) sr(D 1

1 2  r
S o it X  = M + P + P  + B  une s . m . r .  (c f .  no ta tion s  C h . n i,  § 5 . 1 . 1 ) .  A  T ,  z f ix é ,

on n o te ra  x (X)  = X  _
z (X)

E n fin , notons R ^  la  p a r tie  de R ^  en dessous de r , R ^  la  p a r tie  de R ^  

au dessus de r .

r

r

r r\

T

2



Théorème 1 . -

1-1. Représentation de la tra ce .

Si X est une s . m . r , , {x(X), 3^ , X € [0 ,1 ]>  est une semi-martingale

2
continue de L admettant uniformément en X la représentation :

x(X) = m(X) + b(X) 

où m est la martingale :

m(X) = ^ L ^T Îz) ; z) W(dz)+ ^ + L2(z ; S(z)) W(dz)

RX R X
et b le processus à variation bornée,

b(X) = Ç fiJt(y) ; z) W(dz)) t(dji) + \  (^ (L(z ; s(y))W(dz))s(dfi)
J 0 J R  1 J0 JR

M M

+ \  <p(z) dz .

J r x

En particu lier, la variation quadratique de x su r  [ 0 , X ] vaut, uniformément 

en X :

< x > N = < m > x = ^ L^(T(z) ; z)dz + ^ + L^(z ; S(z)) dz.

R X *RX

Démonstration.:

a) Trace_de_ M_.

S i on pose : = M _ , M% est une martingale pour 3L qui se représente  
X z (X) X X

MX - M* + M X*

^ _0(z)W(dz) + ^ + 0(z)W(dz),

R X " RX

0(z) = L 1M*(t î z) = L2M*(z ; s) 

M * * = $  ^ * (z ,z ')W (dz)W (dz ') .

Rx
O r si z , z '  z A z 1, deux cas sont possibles.

(a) z est d ’ordonnée inférieure à T (z ')

(b) z 1 es t d1 abscisse inférieure à S(z)

5 . 4

X
(s X

M

M
X

6R
X
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ce qui s 'écrit encore

(a) z 1 €R^ et z = (u,v) avec v < T (z ')

(b) z € et z 1 = ( u ' ,v ' )  avec u' < S(z). 

On a donc :

Rx
-S. 0 (z ,z ')w (d z ')  + [  ^ (z , z 1 )W(dz ' ))W(dz)

J r X R 1,T (z ')  X S(z), 1

’ S - L 1 ; z,) W(dz'* + 1  + L2 M * * (z ; S(z)) W(dz)-
Rx Rx ’

D'où le résultat si X = M.

J j 3ce_de_P^_sur_J\“  p i = 0 r vw.

On utilisera les deux accroissements suivants de P :

P 1(As»t) = \  (Ç 0 (v ; z)dv) W(dz)
S (Ag,t) 0 1

P 1(s,A t) = ^ ^ (v  ; z) W(dz))dv.

àt Rsv

r  et sa paramétrisation étant fixées posons :

p 1( X ) = p ' r  .
1 z  (X)

Soit alors 0 = XQ < < . . .  <  Xn = 1 une partition a de [0,1 ] ,  et associés à a : 

r zi = z r (Xi ), ài  = ] X i , Xi+1] ,  z . - i s - . t . )  

t s i = ] si , si +i L  Atj =  ] y j+1] ,

V i =  A s . x [ 0 , t . ! l

R“ = {§ =(u,v) ,  u €As.,  0 < v < T ( Ç ) }

k Çi = ^ i + v V *

Dans la suite de ce paragraphe, on notera T) pour T)
i=1 ,n

R
+
X

S,2 (z, z») W (dz) W(dz1)

(S (
Í

M' ÍT(z1)

t

(s

X
i
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/ ( r )

« i  \ Æ MmL
As. As.

Ü

Si ac[o,l], notons: a^ = afi]o,X3.

Si A c [ 0 ,1  ] 2, notons : = A H .

Soit a lors la décomposition suivante de p^(X) associée à a  :

On peut encore é c r i re  :

avec

P^X) = S P 1(Ai)x *

,t.
m^A.) = p ç. -  p z .  = § ^Vv » z )dv)

£ ( £ . ) =  p j  " P 1 = \  f i A v ; z ) V I ( i î z ) ) û v .

zi+1 s J At °Rz.+1 '
o

Définissons les deux processus de L :

m1(X) = \  0 i (v î z)dv)W(dz)
1 Ù R X  J [0 ,T (z)] 1

bJX ) = Ç V  /Utfcx) ; z) W(dz)) t(dfi ).
J 0 J R n

On a a lors le lemme :

Lemme 1 .-  S i le pas | a | = sup(Xi+1 -  X.) tend vers 0 , a lo rs , uniformément en

X€ [ 0 , 1 ] ,  dans L2 :

E  u ,L  *  “ -,(*)
2

D  - H - L  > b ^ X ) .

Avx RX

Pi (A,)i X m
1(Ai:)X + 1(A )X

1 1
IVr

i

(
o

w(dz)

s(

(s

m
‘1(Ai )X

u.L 2

b
ï

(A
i')X



5.7

avec 1 r  r T ( z )

W _ ( X ) = £ \  { \  ^ ( v  ; z)dv> W(dz)

A  "riz) 
ffî2 ( X ) = £ ^  { \ T  Z 0 (v;z)dv}W(dz).
a ^(RTW.) 0 1

V 1 1"

1 2  1 
7H et %  sont des 3 _ -martingales ; on a donc, d 1 après l f inégalité

a a s (X)
de Doob :

T(z)
E sup f t1_(X)2 < 4 E  £  i \  0 ,(v  ; z)dv)2dz) < 4 sup U t .  I I I I I ?  .

X °  a  Vi i i

Or X -» t (X) est continue, donc uniformément continue su r  [0 ,1} et donc :

n\ u,l2> o . 
a lcr | -* 0

T(z)
E s u p t t2 (X)2 < 4 E £ ( \  /£(v;z)dv)dz.

X a R ~ W i 0 1

O r la mesure de Lebesgue (dans R ^ )  de :

U (r Tw .)
<j

Démonstration :

C onvergerle vers m ̂ . -

tend vers  0 si |cr | -* 0 , donc :
■ i ,2

0
1er 1 - 0

d 'où  le premier point du lemme.

Convergence vers b ^ X ) .-

Posons : v = t( /j), Ry = R ^ , on a : 

t(X)
b / (*(x) c

>l(X) = ^0 R ^1(V ; Z) W(dZ)) dV = * S(A t ) ( S
v i X RV

et donc :

B l (X) = b . W - E  M i l  = S \  S,(v ; z)W(dz))dv

(«i>X \ +1 X R v

m 1
(X) s m

1U i)X
771
1
a
(X) + Ht

,2
a
(X)

(V
1s).X

t.
1

( (s

i

a

(X)
' i
(v: z) W(dz)) dv £ ( ß r(v ; z)W (dz)) dv

{
R\
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2et donc, puisque est un processus à v .b .  :

E sup <BVx)2 < E /3 (v ; z)W(dz)}2dv < EI)Ç  tfj(v;z)dz}dv.
X J At. R \R  J At. ° R  \R

1 z. . V 1 z. . z.
1+1 1+1 1

Puisque U (At. x Rz. 1 Rz.) est un sous-ensemble de [ 0 ,1 ]  x R  dont la mesure
0  j i+1 î il

de Lebesgue tend vers 0 avec | a  | , on en déduit :

2
®1 0

a

et donc le résu lta t du lemme 1 „

On a donc, uniformément en X :

pJX ) = *\ L 1(T(z) ; z)W(dz) + ^ (Ç P A t ( f j i )  ; z)W(dz)) t(d/x). 
J Rx 1,P J 0 R

a / 9
On obtiendrait de la même façon une décomposition symétrique de p»(X) = P _

2 z ( X )

Enfin, \ <p(z)dz est évidemment la trace , à v .b . de B su r  r .

Rx

Variation quadratique de x .

On a , pour la semi-martingale continue en x :

2
< x > ^  = lim £  = < m ^  •

(7

D 'au tre  part : m = rr^ + m2 avec :

m^X) = J  L^(T(z) ; z) W(dz) 

RX

( X ) - $  + L 2 (z ; S(z)) W(dz)

m^ et m2 sont orthogonales. En effet si on pose

32 r = a { W ç , § € R ’ u { § = ( u , v ) ,  v< t ( X) } }

et si X <  X 1 :

a

£ {S

u .L----------v

M

X

E X ( à ) íX

m.
2'

'R X

t(X)

*



E(m (X')m2(X*) | 3 X) =E(m1(X')E(m2(X') | 3 ^ 3 ^  = m ^ X ^ m ^ X ')  \ * x ) = m^X) m2(X)

et donc : < m >^ = < m1 >^+ < m2 > \  ° Re s *e à calculer : < >^ . Posons :

l  Az)  = 1 L..(t(z) ; z)
1 {z€R^> 1

1 - 2l  est un processus mesurable, 3» -adapté de L

m-|(X) = ^ t^(z)Vl(dz)
^ r 

s  ( X) , 1

{mJX) , 3 ^ -  , Xf  [ 0 , 1 ] >  est une 1-martingale et donc d'après le théorème 1,
1 s (X)

Chap. II, §2, on a :

1
< m  ! >x^= lim / 2 (z)dz =  ̂ L^(T(z) ; z)dz.

1 A |a 1-0  1 1 A J R _ 1 J r 7 1
s  (X), 1 X

D'où le résultat du théorème 1. ■

Exemple.-  Soit la s . m . r .

x  ■  W + 'z ¿z- Z -W+ 1Z A z . w.z > w + 0 , .vw + 02 . w u

avec

S,(v ; * , y )  = x ! { y  < v > 

f 2fe , j ;u l  = y i ( l < u )  .

Alors
x(X) = m(X) + b(X)

5 . 9

m(X) = ^ _ [1 +x(T((x,y))-y)]W(dx,dy) + + [ 1 +y(S((x,y)) -  x ) ]  W(dx,dy) 

R X R X

r X r s(fji) X t(n)
b(X) = \  ( \  xW(dx,t(ii)) t(dfi) + \  ( \  y(W(s(fx),dy)) s(dn) .  

°0  J0 J0 °0

On verra un peu plus loin que cette s . m . r .  est  à variation indépendante du chemin.

m
1

£ m (A X
,2

s
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§ 2 - Semi-martingales indépendantes du chemin. -

Définition : P rocessus i .d .c .

2Un processus X de L est dit indépendant du chemin ( i .d .c . ) ,  si pour tout 

2
z de R + , la variation quadratique de X le long de tout chemin r  de y 

joignant l 'o rig in e  à z existe et e st indépendante de T (en anglais, path 

indépendant, [ l ] ) .

2 -1 . Martingales i . d . c . -

Soit M une martingale relative à une filtration générale {3 } c  _-,2
Z Z t

vérifiant F 1 - F 4 .

2
On dira  que A : R + -* R  est un processus simplement c ro issan t s i il est

2
cro issan t pour l 'o rd re  < de R + (cf. Ch. I).

2
P roprié té  2 -1 . -  M martingale continue de L est i . d .c .  si et seulement s i  il

ex iste  un processus de adapté A, simplement cro issan t te l que M2-A 

soit une m artingale.

¡Démonstration :

Supposons qu 'un  tel processus ex iste .

2 T* 2Soit z £ R + , r  un chemin (param étrisé par z : [0 ,1  ] -* R +) de y jo i-

gnant l 'o r ig in e  à z . S i a et m sont les traces  de A et M su r r  , a lo rs m -a

est une martingale su r [0,1 ] et donc :

< m > 1 = a(l) = A(z)

e s t bien indépendante de r  se  terminant en z .

Réciproquement, s i M est i .d . c . , soit pour tout T 6 y  se  terminant en z

A(z) = < Mr > z .

A es t simplement cro issant : en effet si z < z ' ,  soit T un chemin de y joignant 

l 'o rig in e  à z ' en passant par z

+

l '



Az , = < Mr >z , > < Mr >z = A(z)
r

2
Corollaire 2 .1 . -  Si M est une martingale de L , continue, nulle su r  les axes,

5 . 1 1

puisque < M  > est croissant sur T . D

(1) (2)alors M est i . d . c .  si et seulement si : < M > = < M > .

Démonstration :

S i M est i . d . c . ,  M étant nulle su r  les axes, considérant les deux chemins 

particu liers joignant l 'o rig ine  à z = ( s , t)

tà. (s ,t)  t k (s ,t)

r 1 : (0,t) r 2

I

en

0 0 (s,0)

T 1 étant formé des segments [ (0 ,0 , (0 ,t) ]  et [(0 ,t) ,  ( s , t ) ]

r  des segments : T(0,0), ( s ,0 ) ]  et [ ( s ,0 ) ,  ( s , t ) ]  on obtient :

< M = < Mf 1 > = < M f 2 > . = <M > ^  . 
st st st st

Réciproquement, soit A = < M > ^ = < M  > ^  . A est croissant

(A = < M > ^ )  et en t (A = < M > ^ )  et donc A est simplement cro issan t.

2 ( l)D 'au tre  part M -A est une 1-martingale (A = < M > ) mais aussi une

(o) 2
2-martingale (A = < M > v ') .  M étant constante su r  les axes, M -A est une martin­

gale en (s ,t)  et donc M est i . d . c .  ■

P roprié té  2-2 . -  [ 8 ] .  S i M est une martingale continue de L telle que < M >1t

soit une semi-martingale régulière en t (cf. Définition 3-2, Chapitre I),

(1)a lo rs < M > -  < M > est une 2-martingale p ropre .

Démonstration :

m = < M > - < M  = M2 -  < M + < M > -  M2

est une martingale faible, mg  ̂ étant un processus à variation bornée intégrable,

m i r < M > » - < M > ( it

étant la différence d 'un processus à v .b . intégrable et d 'une semi-martingale régulière .

2

(1)
2

.(2)

> (1) [ > (1)

M< > < M > (1)

2
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On a donc la décomposition

.(1)< M >  - < M  + P 2 (propriété 3-4 Ch. I)

1 2 où N est une 1-martingale continue, P une 2-martingale propre.

N1 = < M > - < M  > ^ -  P2

est une 1-martingale continue à variation bornée en s ,  donc N 1 = 0 .

2
Corollaire 2-2. -  Si M est une martingale continue de L i .d .c . ,  alors :

(1) (2) 2  < M >  = < M >  = < M >  et M - < M >  est une martingale.

Démonstration :

(l) (2)< M > «  ■*= M > U est un processus à variation bornée continu intégrable,

donc, d'après la propriété 2-2, < M > -  < M est une 2-martingale propre, alors
(2)

que < M > -  < M > est une 1-martingale propre. Ces deux processus étant continus 

et vérifiant :

< M > -  < M = < M > -  < M > ^  

ils sont donc nuls et on en conclut :

< M >  = < M > ^  = < M  > ^ .  ■

2
Donc, si M € 7ftc(zQ), M est i .d .c .  si et seulement si il existe un processus

2
croissant, adapté, intégrable, A tel que M -A soit une martingale qui est alors < M >, 

On a d'autre part, le résultat.

Théorème 2 -3 . -  ( [2 ] ,  théorème 1.9, page 122).

2Soit M un élément de flls (z0)> alors sous l'une des conditions suivantes on a :

< M = < M

(a) 3 est la tribu du brownien.

(b) M est continue et E ivd < °°.
zo

(c) M est continue et < M et < M sont déterministes. 

Démonstration :

(1)a) Par la propriété 4-3 du Chapitre I, <M >K ' est croissant. Il est adapté ; 

c'est donc le processus croissant prévisible < M >.

N
1

J 2

> (1)

M > M< >.0) < M > < M (2)

(1) .(2)

(1) > (2)

> (1) >
(2'

Par la pro|



b) cf. [ 2 ] ,

c) Si < M ><’> est déterm iniste, il est prévisib le . M étant une martingale

( 1)forte on a < M > = < M > . ■

2
C orollaire  2 -3 . -  S i M €77îs (zo), sous l 'u n e  des hypothèses a , b, c du théorème

5 . 1 3

uprécédent, M est i . d . c . .

Dans le cas où 3» est la filtration brownienne, le problème de la réciproque 

est non résolu  : une martingale i .d .c .  e s t-e lle  une martingale forte ? Dans [ 2 ] ,  il est 

démontré que si M = 0.W + x est i . d . c . ,  a lo rs x = 0* Dans [6 ] ,  Nualart et 

Sanz généralisent ce résu lta t :

Théorème 2 -4 .-  [6 ]

2
Soit M = 0 .W + 0 .WW une martingale de L , i . d . c . . Chacune des conditions 

suivantes implique que i/> =  0  (dcnc que M est forte).

(1) 0 ( u , t ; s , v )  est constante en u su r [ 0 , s 3 (ou est constante en v su r [0 ,t ] ) ,

(2) 0 ( u , t ; s , v )  est constante en s su r  [ u , i ] ( o u e n  t sur  [ v , l ] ) .

(3) 0 = 0  et 0 (z, z 1 ) est 3 -m esurable (ou 3 , mesurable), auquel
Z Z

cas M = 0 .

(4) Pour toute f :  [ 0 , 1 ] - * R  dans L2 , Ç f(u) M(du,dv) est i . d . c . .

J r z

Signalons que si 3 est une filtration produit vérifiant F1-F 4 , a lo rs il n 'y  a 

pas de martingale fo rte , ni de martingale i . d . c ,  [7 ] .

Signalons que les m artingales i . d . c .  sont stables pour la limite dans 7 î? (z q ) , 

[ 8 ] .  Donnons enfin une caractérisa tion  tra jec to rie lle  de la  p ropriété .

Théorème 2-5 . -  [8]

Supposons que l 'une des conditions (a) ou (b) du théorème 2-3 soit réa lisée , 

a lo rs il y a équivalence entre  les propositions :

(a) < M > ^  = < M > ^ .

(b) S i ïï = { Ay} es t une partition produit de dont le pas tend vers 0 ,

J.ww

R
11
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s = s  M U  ) M(A ,) — f   0

1,3,3’ ^ 3 1»I“ 0
ĵ j'

s2= B  M(û ) M(Aj) — f"^ °*
*  y z  132 |tr| -»0

Mi'

alo rs , pour tout z é R^ ^  on a :

Démonstration

S i < M = < M > ^ ,  alors < M > -  < M > ^  = 0 .

Or S  ̂ est exactement la différence des variations produits, superficielles

et linéaires : S^ = a-b  où, si z = (s,t),

a= £ M(A..)2 ---<M>z
ij

b =  £  M U ^ t ) 2 ---E— ►
i

Il suffit a lo rs de rédécomposer :

M U j . t ^ E M U j ^ ,

J

pour obtenir le résu lta t.

Remarquons que sous l'hypothèse (a) de la filtration brownienne, les limites 
'l

ont lieu dans L (cf. Chapitre H, § 2). ■

2 -2 . Sem i-m artingales représentables i . d . c . . -

Nous supposerons à nouveau dans ce paragraphe que 3 est la filtration brow­

nienne. Nous nous limiterons à l 'é tude  de processus X qui sont des s . m . r . .  Pour un 

tel processus, on notera < X > le processus variation quadratique rectangulaire ,

< X la 1-variation quadratique et < X la 2 -variai ion quadratique. S i

X =M  + P 1 + P 2 + B  

< X >  = < M > ,  < X = < M+P1 > ^ ,  < X > ^  = < M+P2 > ^ .

Pour une s .m . r .  X, en général, les propriétés étudiées au § 2-1 tombent.

On a cependant encore :

i f 1
I

f J

p

> (1)

< M> (1)
z

> (1) (2)

>'
(1)
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La s .m .r ,  X est i . d . c .  si et seulement si

< x  = < X > ^ .

Démonstration :

S i X est une s . m . r . , i . d . c . , X étant nulle su r  les axes, a lo rs < X > ^

1 ✓ N (2) 2
variation de X su r r  (cf. C orollaire 2-1) est égale à < X ^ t  variation de X su r r  . 

Réciproquement : Supposons que < X > ^  = < X .

Soit r € y  un chemin joignant l 'o r ig in e  à z fixé.
p O

Soit z : [ 0 , 1] -» R + une paramélrisation de ce chemin ; 

adoptons a lo rs les notations développées dans le théorème 1. S i a  est une partition 

de [0 ,1 1 ,  on définira le "chemin cro issant en esca lier"  joignant 0 à zQ comme étant 

la ligne p b risée  joignant 0 à zq en passant successivement par

§0 » z \ *  5 !»•••» ?i> Zi+1»»--» ç n-1» zn = z

Théorème 2 -6 .-

î

(r) ^ f ^  = zn

z

o L ^ l Sn.---------------------- ►

On notera ce chemin. La démonstration de la réciproque se ra  alors une conséquence 

immédiate des deux lemmes suivants

Lemme 2 - 1 .-  S i T 1 et T- sont deux chemins cro issan ts en e sca lie rs  joignant 0 à z ,

ri r2 a lo rs < X >  = < x >  .z z

Lemme 2 -2 . -  On a :

r  L 1 r ff< X >r = lim < X > 7 a

Z |ffl-0 

(la limite est d 'a il le u rs  uniforme su r T).

> (1)

(1)
st

st

> (2)

t

(r) z zn

«1
s

r
a
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Il est suffisant de démontrer le résu lta t pour et ? ^  tyP0 : 

T i joint z à z ̂  et z  ̂ à z 1 

^  joint z à et à z 1 

avec z = ( s , t ) ,  z 1 = ( s1 , t ' ) > z,  z ^ i s ' ^ t ) ,  z2 = ( s , t ' )

Démonstration du lemme 2 - 1 . :

Z2 2̂  

t----> — .z '

n

tz > ------- Z 1

0
r.
2 pour les variations quadratiques de X le long de , r ^ ,

on a :

1 (1)< X >  = < X > V -  < X >
Z 1

z
(1)

+ < x > v  - < X > ^  = < X > ^  - < x > ^  = < x > ^ V -  < X > ^z'  Z1 z '  z z '  z
/.x /. r.

= < x > ^  - < x > ^ +  < x > ^z z z ' -  < X > ^  = < X > 
Z2

< X  > 2 . □

Démonstration du lemme 2-2

< X  z S -  L 1(T(Ç) ; Ç)dÇ + L2(5; S ^ d5 
R 1 R 1

r
£  V l i ( t . , ç ) d §  + D \  L f ( ç ; s . ) d ç

i=0,n-1 J V. 1 1 i=1 ,n  H. ¿ 1
< x  > CTz

où on a noté

H. = [ 0 ^ 1  x At._1 

Vi = às[ x [0 , t . ]

t

, / l 
«, m , ,  n

As.
S

2
duest suffis

Z2 Z2

< X >

r
1
» < X > r

1

r
(2) (2) Í 2] (1) (1) (2'.(1)

r 2. 2,
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r  r<r
< X >  - < X >  = R, + R„ z z 1a 2a

avec n - 1
R 1rr = {  _ L^ T(Ç) î 5)d? -  S  \  L2(t. ; ç)d§ la j R  ̂ i i=Q

R 2 a = L + L2(Ç * S(?))d5 - S  L  L2<5;si)0?-
1 1=1 H i

Examinons par exemple R ^  et montrons q u 'i l  converge dans vers 0 . R^ff se 

décompose en deux termes :

r ] _ = V (\ [L 2(T(§) ; § ) - L 2(t ; ? )]d §  = Ç D i § )  d§
i=0 J V. J R

i z

avec : Da (ç) = 1y (§) [L 2(T(ç) ; ç) -  L2^ , ç)Ü

où V =  U V. . 
i=0,n-1

L^(t ; §) étant continue en t pour tout co, on a :

lim D (ç) = 0 .  
la h 0  a

2
D 'au tre  pa rt ,  Da (§) est dominée par 4 ^ ( 5 )  où

¿..(ç j-sup 11 1 (t ; ç)l
1 t '

qui vérifie (cf. Chapitre V, § 5-3)

N o t o n s  e n f i n  : R *  l a  p a r t i e  d e  R ^  d ' o r d o n n é e  c o m p r i s e  e n t r e  t ,  .  O n  a  a l o r s  :

R 11

1 L 1On en déduit donc que : R ---------- *• 0 .
10 lo|-*0

" i - 0  S r - w  L 1(T(5) ; 5,dÇ £  Sn-1 4 * > d* f f - *  0
R i W i U (R” \V;) W " 0

i=0 1
n-1

puisque la mesure de Lebesgue de la réunion : u  (R~\V.) tend vers 0 avec | a | .
i= 0  1 1

O n  p r o c é d e r a i t  d e  m ê m e  p o u r  d é m o n t r e r  :

> t
i+1

s v i1

n
£

L 1

n-1 ,

t

1aR
2

n-1
£

S
L
2

(T (5) * 5)d? <
S

.2
(5)dç L 1

— —--- » 0



Exemple : Reprenons l'exemple donné à la suite du théorème 1 :

X -  W + 1z AZ- Z -W + ' z i z 1 W- Z -  W + S r VW + 62 -WU
A A

L-,(t ; x,y) = 1 +x(t-y) 1 ( y <  t } •

On a donc :

D'où le résultat du théorème 2 . 6 .  ■

2 2 3 3
< X > st) = S L1  ̂; x»y)dxdy = § r i+ x (t-y )]2dxdy = st + ^ - + < x > ^ ,

Rst Rst

X est donc une s .m .r . i .d .c . .

Donnons alors une autre condition nécessaire et suffisante assurant que X 

est i .d .c . .

Théorème 2 - 7 . -
4

Soit X une s .m .r . de L  . Alors X est i .d .c .  si et seulement si X

vérifie :

C*
\  0 (s ,t ; s ' ,v )  L J t  ; s ',v)dv = 0 pour tout (s ,t) , s' £  s 
J 0
.s
 ̂ $ ( u , t ' ; s ,t) L_(u ,t' ; s)du=0 pour tout (s ,t) , t ' ^  t 

J0

^  L 1. /S 1 (t ; s,v)dv = ^ L2 .)S2(u,t ; s)du, pour tout (s ,t).  

Démonstration :

D'après la proposition précédente, X est i .d .c .  si et seulement si

< x  = < X > ^ .

D'après le théorème 5-1 (Chapitre n i), on a les représentations de s .m .r .

< X > ^  et < X > ^

< X > ^  = <X > ; 1/ =  < X >  + 2  Ç L r jM y ;  ? ')dyd? '+2^ h A y  ; § ')  tfu ,y  ; ç')W(du,dy)dç '
St st J [0 ,t ]x R st 1 1 st 1

5.18

L 1

R2 o  ------------* °  '

s t
9

.(1) 2,

.t ,s

0

> (1)

R‘



<X >Î t  = < X > s t +2 ^ L2 .02(5; x 'JdÇdx1 +2^ 2 L2(§ ; x')^)(ç ; x',v)dÇW(dx',dv),
Rstx [ 0 f s ]  Rgt

< X > ^  est à v .b .  en s ,  et est une semi-martingale en t ,  les deux parties étant

continues.

(2)< X >  est à v .b .  en t ,  et une semi-martingale en s .  On en conclut :

5 . 1 9

§ 2 L ^ y  ; §')4>(u,y ; I 1) W(du,dy)d§' = 0  

Rst

^ 2 L2(§ ; x 1) ; x 1 ,v)d§  W(dx',dv)=0 

Rst

{  „ L .0  (y ; § ')dy  dÇ ' = \  L„. 0 ( 5  ; x»)d§dx*.
J [ 0 , t ] 1xRgt J Rs tx [ 0 , s ]

X étant dans L^, on déduit de la propriété de Fubini pour la première intégrale mixte :

V (u,y) : ^ L ^ y  ; §•) 0(u ,y  ; ç 1) d§* = 0  P p . s .  

et par dérivation en s :

R st

^ L ^ y  ; s ,v ) ÿ(u ,y  ; s ,v ) d v = 0 .
,t

^0

On obtient de même la deuxième condition. Quant à la troisième équation, elle donne 

par dérivation en (s ,t)  la troisième condition. H

i (ç

íuIy) (y 5' s.
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§ 3 -  Martingales à accroissem ents orthogonaux.

Dans ce paragraphe, sauf mention explicite, la filtration 3 est générale 

vérifiant F1 -  F4 .

Les notions de 1-m artingales à accroissements orthogonaux dans le sens 1 

(a .o . 1), 2-m artingales a .o .2  et martingale à accroissements orthogonaux (a.o) ont 

été définies au Chapitre I, § 2. La notion de martingale a .o .  a été introduite dans 

sous la forme suivante :

Soient = ( s . , tp ,  i = 1,2, z^ < et définissons les deux martingales

à 1 indice

mt -  Ms2t -  Ms , t

ns = Ms .2 - Ms t ,  (3s>-

Définition.-  [ 8 ] .  S i M est une martingale de L2 , continue, on dira  que M est à

variation indépendante de la direction (v .i .d .)  s i elle vérifie :

< m >. -  < m >. = < n >  - < n >
2 *1 s 2 S 1

On a a lo rs la propriété ,

Théorème 3 - 1 .-  [ 8 ] .

Supposons que l 'u n e  des conditions (a), (b) du théorème 2-3 soit réa lisée , 

a lo rs  il y a équivalence entre les propriétés su ivantes,

(1) M est v . i .d .

(2) M est a . o .

]Í8

; z
2

z
i

(3
. 2

t
)



(3) {(M .) , (Me f -  IM J ,  3 .  > sont deux martingales orthogonales
s 1l t 2 s r  1

ainsi que {(Mgt ) , (Mgt -  Mgt ) , 3g } .
1 s 2 1 s

5 . 2 1

2

En particu lier, si M est constante su r les axes, a lors l 'une  des hypothèses 

précédentes implique que M est i . d . c . .  Ainsi, par exemple, s i  3 est la filtration 

brownienne, on a la suite d 'inclusions :

{Martingales fortes} <= {Martingales a .o  . } c {Martingales i . d . c .  } .

On a les deux propriétés suivantes

P roprié tés 3 -2 . -  [8]

Sous l 'une  des hypothèses (a) ou (b) du théorème 2-3 , on a :

2L'ensem ble des martingales de L à a .o  . est stable pour la limite dans 

ft2(zo).

2 2
Si M e s t à  a . o . ,  continue, dans L , et si V > ^ ^ (z 0), a lors (<p.M) est 

à a .o  . .

Théorème 3 - 3 . -  [8 ]

2Si M est une martingale de L à a .o .  su r  la filtration du brownien, 

alo rs  M est une martingale forte.

La démonstration de ce théorème est basée su r  les deux lemmes :

Lemme 3 -1 .-
2 2 

Si M est une 1-martingale a .o .  de L , continue, telle que M ^ -s t  soit une martin-

gale, a lors M est un drap brownien [4} , [ 8 ] .S i M est une 1-martingale a .o .1 ,  

Lemme 3-2 . -  [8 ] .

continue en s ,  telle que M2.-st soit une 1-martingale, alors M est le drap brownien.

Sous l 'u ne  des hypothèses (a), (b) du théorème 2-3 , si M est une martin­

gale à a .o  . telle que < M >z soit absolument continue par rapport à la 

mesure de Lebesgue, la densité étant prévisible, a lo rs , il existe un brownien



5 . 2 2

M = \  w(d?)*z j R
z

On trouve une autre version de cette propriété dans [51 

Proposition 3 -4 . -  ( [5 ] , proposition 1.1).

W sur l'esp ace  de base de M tel que :

Si Xz est un processus gaussien, nul sur les axes, de variance f (z ) ,

on a alors les équivalences :

(1)

(2)

(3) Il existe un brownien W sur 11 espace de base et déterministe

§ <P(§) W(dÇ).

Xz est une martingale.

Xz est a accroissements orthogonaux.

tel que : Xz -
R.

Démonstration du lemme 3-1 : [4 ]

a) Soit = ] z ^ , z ^ ] ,  ^2 » ] z 2 ,z ^ ]  deux rectangles de d'intersec­

tion vide, et supposons, par exemple que :

(zi = (si , t ) ,  z'. = (s?,^ ) ,  i = 1,2)

t.

1 ¿t2 _ _ _ _

F T ~ p '

z i--------- :-------- ►

Mg ^  = ^*st' ~ ^st e* Ms At = ^st' ” *^st sont deux martingales en s, orthogo- 
1 1 1  2 2 2

nales (relativement à 3^).

2
D'autre part, ^  est une martingale de L , continue, de processus 

croissant ( t* —t^) s .  Mg ^  est donc un brownien (non normalisé) de variance donnée

f (§)

«f

z

‘7

Soit à
1 1»

z I
1 2

:tan 'intersec

*2

Z 1
2

*2
z2

•i

1

1

S

M
s, »1



ci-dessus ([1 1 ]) . De même pour Mg ^  . On en déduit en particu lier que M(A^)
2

et M(A2) sont deux variables gaussiennes centrées indépendantes de normes r e s -  

pectives | A  ̂ | et I A2 | . M est donc un drap brownien normalisé su r R  .

2
b) Supposons que M soit une 1-m artingale a .o .1 ,  de L , continue en s ,

2telle que M ^ -s t soit une 1-m artingale. On peut ten ir le même raisonnement que 

précédemment. : su r une même bande At.., M .. est un mouvement brownien, de
I S f ftj t «|

norme s  x | At1 | et donc les accroissem ents de M .. su r cette bande sont donc
I S f ù  t >|

orthogonaux (si A  ̂ H A ̂  = 0).

S u r deux bandes At^ et At^ disjointes, on a le même résu lta t que précédemment.

Toujours dans le cas de la filtration brownienne, on a le résu ltat suivant 

qui généralise  la proposition 3-3 en même temps q u 'i l  en donne une approche différente.

Théorème 3 - 5 .-

5 . 2 3

4
Dans le cas de la filtration brownienne, toute 1-martingale de L , rep résen ­

table, à accroissem ents orthogonaux dans le sens 1,est une martingale fo rte .

Démonstration :

Soit Mgt = (0 .W + i/j .WW + ,VW)sj. la 1-martingale représentable de L2 

à a .o .1 .  A lo rs :

Ms (̂Mg^,-Mgj) est une martingale en s ,  relativement à pour tout t < t ' .

M = ^ L ^ t j z i W i d z )

Rst

f \  L J t '  ; z)W(dz) + \  L J A t  ; z)W(dz)
[ 0 , s ]  x At J R

et donc :

< M. ft ,M. ,At  = ^ 5 z)L^(At ; z)dz = A + B = 0

Ms , A t = Ms , f - Ms

R fSt
avec :

A = Ç  L - ( t ; z) ^ 0(§,z)W(d§) dz (2-m .p. de L2)
\ t  J [ 0 , l ] x A t

S , A

ß 1

3
1
s

(1)(s)> L 1'
it

st

st s t ' st

st
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B =  ̂ LJt  ; z) V ßAv ; z)dvdz (2-v.b. de L ). 
J R t 1 1

st

A et B étant continues,on en déduit que A et B sont nulles.

A étant nulle, on en déduit que z x Ç x t x t '  x ü ; p.s.  (avec si § = (u,v), 

t i v S t ' )

L ^ t  ; z) 0 ( 5 , z) = 0 

et de même, z x v x t x t '  xoo p.s.  (t :£ v <  t ' )

L ^ t  ; z) jS^v ; z) = 0

2
N̂  = L ^ ( t ; z ) 0 ( § , z )  est une semi-martingale (de L ) en t de variation quadratique :

* 2(Ç.z) \  <f>2( z \ z )  dz'

R 1t

et donc Ç x z x z '  x t x w  p.s.  :

«/)(§,z) 0 ( z ' , z )  = 0

avec si § = (u,v), z '  = (u1,v ' )

ç h z,  z 1 A z, v 1 < t < v .

Donc z x w presque sûrement on a :

0(Ç |Z) 0 (z ' ,z ) = 0 z x z ' x t  p.s.  

dans les mêmes conditions. Fixons z , co, et posons :

flt(Ç) = 0(5,z).

Supposons q u 'il existe un borélien ù de , de mesure strictement positive, telle 

que sur ù

l g ( 5 ) l  > o .

I l  existe alors un t € [o , 1 ]  tel que les deux ensembles

At = * n R lt

û r A n (Ri r V

soient de mesures strictement positives (en effet, la fonction mt = | At | est croissante 

continue, valant 0 en t = 0 et | A I en t = 1).

Posons alors :

à t

R
11

)

"t
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\  = {(Ç,z>) ,  § € â \  et z'  €At } .

Aj est de mesure strictement positive et donc sur 2  ̂ ,

|g(Ç) g(z') I = 1 0 (Ç , z ) . ^ ( z ' ,z) | > 0,  

ce qui est impossible. On a donc bien :

0 = 0  z x z ' x u ;  p.s.

La seconde condition s 'é c rit :
rt

(0(z) + ^ j ï ^ v ' j z j d z )  0 1(v ,z )= O  si v > t

soit encore :

0^(v' ,z)  0^ (v ,z )=O,  v x v ' x z  p.s.  sur v ^ v 1 

et par un raisonnement analogue on en déduit

0 ^ = 0  v x z x w  p.s.  ■

t

0
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Dans le cas de la filtration brownienne, nous allons définir des intégrales 

curvilignes de processus $  relativement a une s .m .r .  X . Nous étudierons ensuite 

une formule de Green associée à ces intégrales curvilignes le long d'un contour 

fermé régulier.

Nous avons d'abord besoin d'associer à la s .m .r .  X et à une courbe r ,

r r
continue, et "monotone" deux processus x  ̂ et x  ̂ par rapport auxquels seront 

définies les intégrales curvilignes.

r
Définition 4 - 1 . -  Processus x 1 .

§ 4 -  Intégrales curvilignes.

2
Soit r  une courbe de R + , de paramétrisation

'2+z : [ so»s i3 R h

z(s) = (s,t(s)) 

où t est une application, monotone, continue. 

On définit alors le processus :

R + D\(s)

'  r 2
où D^(s) est la zone de R + limitée par l 'axe horizontal, les verticales

d'abscisses sQ et s et la courbe r .

2

X
r
1
(s) X (D

r
1 (s)

$
1

T i
(z) X (dz]

(r)

So s Ôl

D
r
i '

( s )
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Proposition 4 -1 . -

p 1
( x 1(s), 3 , s € [s ,s 11} est une semi-martingale admettant la représentation

I »3 U  |
S

x^(s) = 2 1 r  ( z ) L 1(T (z );z)W(dz)+J <p1(u,t(u))du
d ;(S) o

(où T(u,v) = t(u) coïncide avec la fonction définie au § 1), L^ , étant 

les intégrandes de la 1-représentation de X (cf. Chapitre I I I ,  § 5 -1 -1 ).

Démonstration

L'intégrale semi-stochastique par rapport à une s .m .r .

^ f(z) X(dz)
R_

O
2

est définie au chapitre I I I ,  § 5 -1 -4 , dès que ||f || 2 est fini et f est adaptée. Donc

est bien définie
’r " d ;(s )

{  9 1 r  ( z ) X ( d z ) - Ç  . 1  P (z) 0(z) W(dz)
’K + D*(s) R "  d 1|(s )

'R + x R '  D\(s)

{  o 1 r  (x »y)l3i(y ;x»v) dy W(dx,dv)
'R + x R *  D*(s)

+ \  o O 1 f  (x,y)/3 (u,y ; x) W(du,dy) dx 
J R 2  x  r 2  D^(s) 2

+ \  9 1 P (x,y) <p(x,y) dx dy .
R^ D^s)

I l  suffit alors de constater que :

, D,(s)(x' y ) = 0

sauf si

s q  <  x <  s  1 et 0 <  y <  t(x) = T (x ,y ) .

sR
+

<p1

s
1 (z) (dz)

(x,y) ( u , y X,v)W(du t dy) W(dx. dv)

+
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On a a lors, par exemple :

Ü 2 2 1 T (x »y>^(u » y ; x,v)W(du,dy) W(dx,dv)
'R +x R ¿+ D‘(s)

= S 2 î-,2 1 r X̂,ŷ ^U,y ; X,V̂ W(dx,dv)
R . *î. D„(s). ‘(s)
+ + r ’

= \  2 I r  (x.y)(^ * (u ,y  ; x,v) W(du,dy)) W(dx,dv).
X  D,(s) Rso , t (x)

T raitan t de la même manière le terme en 0  ̂ , on trouve a lo rs la représentation propo­

sée  pour la partie  martingale de x^ . Un raisonnement analogue su r les in tégrales en 

f i 2 et <P donnent la représentation de la partie  absolument continue de x^ . ■

R em arque.
p

Si T es t c ro issan te , a lo rs (x^(s), 3 g est une sem i-m artingale.

On retrouve a lo rs l 'u n e  des parties de la trac e  de X su r  r  donnée dans le  théorème 1. 

Symétriquement, pour une courbe r  de param étrisation :

z: Cto'*i:i<R?
z(t) = (s(t),t)

où s e s t monotone, continue, on définit le processus :

x j( t)=  X(d£  (t ) )

qui est une sem i-m artingale pour la filtration 3^ , (3g^   ̂ s i t -* s(t) e s t cro issan te),

admettant la représentation :

x~(t) = {  ~ 1 r  (z) L9(z ; S(z)) W(dz) + [  < p J s ( v ) , v ) d v  

¿  DÍ(t) ¿ J t ¿
i O

où S(u,v) = s(v), et L2 , <f>2 sont les intégrandes de la 2 -représentation  de X.

On considérera  a lo rs , comme dans [ 2 ^ , 4  types de courbes r , o rien tées

pour lesquelles on définira des in tégrales curvilignes : si r  est donnée par une
2

param étrisation z : [ 0 ,1 ]  -* R + , X *-*■ z(X), continue, on d ira  que :

w (dx f dv)

S, i (s) >

.2

F
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T es t de type (2) si : X < X'

T est de type (11) si : X < X '

r  est de type (2 ' ) si : X < X1

F est de type ( 1) si : X < X' z(X) < z(X ') 

z(X) A z(X ' ) 

z(X) > z(X') 

z(X') k  z(X)

D { Á(2)

\  \»(2') \  i 
c

s---------------------------------------------->

A la courbe T  paramétrée par

[0 ,1]
X

r;
z(X)

on associe la courbe, que l 'o n  notera - T  paramétrée par

[0 ,1] R

X i— * z(1-X).

Remarquons que cette opération échange les types (1) et (1 ') d 'une part, et les types

(2) et (2 ') d 'a u tre  part.

On d ira  qu'une courbe est de type pur si elle est d 'un  de ces quatre types, 

q u 'e lle  est de type fini régu lier si elle est constituée par une réunion finie de courbes 

de types pu rs .

Définition 4 - 2 . -  Intégrale curviligne par rapport à la s .m . r .  X.

1) Intégrale : ^ $  b ^ X .  

Soit r  = {z : [0,13 — *■ R +  ̂ une courbe de type 11 ou de type 2 . Soit

$  un processus R + x O -* R  mesurable 3 ^-adapté ; soit X une s . m . r . ,

r
le processus qui lui est associé par la définition 4-1, on notera la

t

(1)
D

Z

Z

!

I

X
1

2

.2
'+
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Lemme 4
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Y

E ^  $2 (s(X)) <m > (dX)
J0

E Í  |<ï(s(X)| |b  | (dX)
J0

sont fin is, on posera par définition

\  $  è X = \  $(s(X)) x (dX).
Jr Jo

S i r  est de type ( 11 ) ou de type (21 ) (c .à .d .  - T  est de type (1) ou (2)), 

on définira :

S r * » i x - $ _ r * ‘ i x -

2) Intégrale : ^

Soit T une courbe de type (21) ou de type (1) . Soit

$  : R + x f i  ■» R

2un processus mesurable, 3 -adapté ; on définit

décomposition x  ̂ = m ̂  + b ̂  . Dès que

2 1(sous des conditions L et L symétriques des précédentes).

S i r  est de type (2) ou de type ( 11 ) , on définira alors :

$ r « S2 X = $_ r *  * 2 X '

3) S i $ est 3 -adapté et si la courbe r est de type régulier, alors 

on étend les intégrales curvilignes précédentes à r  par additivité.

4) On notera

S , *  « = S r 4 a i X + S r * 52X -

On a le lemme suivant :

-2.-

Si A = 3 z , z ' ] , z = (s ,t) ,  z* = ( s 1 , t ' ) a lors

1

$ d X
1

$ d
1

X

$sr
a
2

X

sr $
à

2
.X

Ì'0

1

$>(t( X)) X,
2

(d).)
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I

\  $ Ô X  = Ç $ ô X  - \  $ è X - Ç  4>èX + \ $
ôA ÔR . ôR ., ôR ,. ôRz ' s t 1 s ' t  z

ftX.

Démonstration

Il suffit d 'é c r i r e  : ôX = ô^X + c^X , et de constater, d 'une part que ¡^X

est nulle su r  les horizontales, è^X su r les vertica les , et que :

A  = (R z ^ R st')"(Rs,r R z)‘

On a a lors la proposition suivante généralisant le lemme 3-5 du chapitre III.

Théorème 4 -2 . -

Soit r  une courbe de type (1) ou de type (2), de param étrisation naturelle

z : [ V s ! 1 R +

s ►  z(s) = (s ,t(s)) .

Soit X une 1-m artingale représen tab le, et $  un processus :

♦  : [ s  , s / j  x O  -* R  L o 1
,1m esurable, 5? -adapté tel que l 'o n  puisse définir l ’intégrale curviligne 

I = \  $  è^X. A lors, sous cette même condition, l 'in tég ra le  double :
J r

J  » \  9 1 r  (x,y) 4>(x) L.,(t(x) ; x ,y) W(dx,dy)
j r 2 D ;(Sl) 1

2
existe dans L et est égale à I.

Démonstration :

(1)

La condition assurant l 'ex is ten ce  de I est :

>s.

o

O r, le processus <x^> admet la représentation :

< X l> s = S 2 1 r (x,y) L2(t(x) ; x ,y) dx dy
JR" D\(s)

R R :r R.

2

Il$ II
2 E

s
«

2 i(x) <
X 1

> (dx) < oo
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et (1) s 'éc rit encore :

(2) E (  ,  I r  (x ,y) $ 2(x) L?(t(x) ; x ,y ) dx dy < «°
J r 2 D^s,) 1

(2) assure bien l'existence de l'intégrale double J . Reste à vérifier que I = J .

Soit $ n une suite de processus simples, bornés, mesurables 3 ^-adaptés, 

telle que : | |$ - $ n ll -pj-* 0 .

L 'in tégrale I associée à 4> s 'é c rit : n n

o n

où (ir ) est la partition sur laquelle est défini le processus simple $ n . D 'après le 

résultat de la proposition 4-1 donnant la représentation de x ̂  , on a :

= \  ? 1 r  L iG(x) ï x *y) W(dx,dy).
n n 1/» \ n 1

On en déduit donc

d;(Si)

Iln- J ||2 < | | * n -  <*||2 -p^o .

Corollaire 4 -2 . -

Sous les conditions du théorème 4 -2 , X étant une s .m .r . telle que

C 1 21* intégrale I = \  $  à X soit définie dans L  , alors on a :

r  s
I  = J = Ç  ̂ 1 _ (x,y) #(x) L 1(t(x);x,y)W (dx,4y) + ^ 1 Q(x)<pAx,t(x)) dx.

R ;  Dï< s -i> so

On a des résultats analogues pour les autres types d'intégrales curvilignes.

Le résultat suivant indique alors sous quelle condition une intégrale curviligne

Ç i ^ x  sera approchée par une suite V $  ô1X . où r  est une suite de courbes 
J _ J -  n 7 n

n
(rn) du même type que r ,  approchant r  et étant une suite de processus tendant 

vers $  . On utilisera ce résultat pour étendre la formule de Green obtenue pour les 

contours rectangulaires aux contours réguliers généraux : dans ce cas les courbes 

approchant T seront des courbes en escalier.

In s r
*>n d1X S

s 1

s
$
n

(x) X (dx) £
•n

$ n(i) x
1
(A

I (x.y) £ (x)

+

«
n

r
n

X
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T h é o r è m e  4 - 3 .  -

Soit r  une courbe de type (1), ou de type (2), (r  ) une suite de courbes 

de même type que r , avec mêmes extrémités et telle que 

. il existe (a,b) € R + tel que pour tout n, f n c Rg^

. la mesure de l 'a i r e  comprise entre  r  et r n tend vers 0 avec n.

Soit X une s . m . r . ,  $ ,  ($n) des processus m esurables, 1-adaptés vérifiant

2 2 
. Il$ Il 9 < 0°, l l ^ l l  o <  00 Pour tout n.

X n X"1

. lim | |(S -$ n)2 || 9 = 0  
n X

où la norme || || _ est définie su r R . .
v 2 ab
X 2

Alors : [  $  b ^ X  ^ $  ô 1X.P ri n j  j,
n

Démonstration :

*  Tout d 'abo rd , remarquons que les conditions de norme su r  4», ($n) impliquent

l'ex is tence  des intégrales curvilignes correspondantes en X, su r r > (r nK 

P a r  exemple, la condition assurant l 'ex is tence  de :

I = \  4» Ô1X
J r

se ra  impliquée par les deux majorations :

e \  , 1  -  (x,y) * 2(x)L2(t(x) ; x,y)dx<(y < E \  $ 2 (x) ¿ 2 (x,y)dx<ty < C ll$2 |l ,

X  ! > > , )  1 Rab 1 **

(cf. Théorème 5-5, chapitre III, § 5-3),

et d 'a u tre  p a rt,
g 3

E \  1 * 2 (x) <p (x,t(x))2dx < E Ç 4>2 (x) $ 2 (x)dx S K' | |$ 2 || 9 .
SQ 1 J 0 1 X

Remarquons au passage qu 'une telle condition n 'a s su re  en rien  l 'ex is tence  de l 'in tég ra le

sem i-stochastique \ $(x) X(dx,dy) ; en effet, on ne peut pas définir une telle inté-
R K ab

1
g r a l e  s o u s  l a  s e u l e  c o n d it io n  : $  e s t  3 - a d a p t é e .

I+
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Etudions alors la différence : ^ $  ô 1X = D
J r  J r  n n

n

D  — D  1 + D  ryn n i  n 2
avec

Dn 1 - L * » 1 x - S r * S’X
n

v ’x -

Etude de D -------------- ni

D'après le corollaire 4 -2 , Dn1 admet la représentation :

Dni = \  r  (x ,y)L  (t(x); x , y ) - 1 r  (x,y)L.,(t (x);x,j)>$(x)W(dx,dy)
nl JR 2 D\(Sl) 1 D /M s ,) 1 n

^(xH ip^x .tix )) -  <P1(x ,tn(x)}dx+

où s h  (s ,tn(s)) est la paramétrisation naturelle de r  .

Le premier terme de cette décomposition s 'écrit encore A +B  avec :
n n

An = \  2 *1 r  (x»y) -  1 Tn (x*y)> Li(t(x) ; x ,y )$ (x ) W(dx,dy)
i* r»1 \ r \  n \ i;R *  D * ^ )  D ^ i s ^

Bn = \  2 1 rn (x»y){Li(t(x) ; XjyJ-L-it (x);x,y)>*(x) w(dx,0y) .
11 'J r * * n n \ I » 11R7 D "  (s^

On a alors les majorations :

E A2 < E ^ 1A (x,y) ¿ 2(x,y) $ 2(x)dx dy
R . n ab

où A n  =  (D^(s^) n  D ? ( s ) )  u(D  " ( s , )  0  D^(s^)) a sa mesure de Lebesgue qui tend

2 2
vers 0 , et donc puisque ||$  || 9 est finie E A tend vers 0 si n tend vers l'in fin i.

y c  n

E B n ~ E ^ ; x ,y ) -L .,( tn(x) ; x ,y )}2 $ 2(x)dxdy

Rab

puisque r ,  (Tn) sont inclus dans R  ̂ . D 'autre part :

lim { L^(t(x) ; x,y) -L ^ (tn(x) ; x , y ) } 2 = 0 
n

4>ô X ò X
.1,

s
nT
$ d

1
X Sr

n

ô
1.

{1

1

s
o

n

{L
1
i t (x)



et ce même carré est majoré par 4 ^ ( x , y )  . On en déduit, par le théorème de conver­
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2

gence dominée que :

E B2 —  0 .

Le deuxième terme de la décomposition de Dn ̂  > faisant intervenir la diffé­

rence {<p^(x,t(x)) -  p^(x,tn(x))} se traite de façon analogue, et on en déduit donc :

E D2 — ►  0 . ni n

Etude de D _ : 
-------------- n2

Dn? = \  9 1 r  L / tnW  ; X , y ) { # - *  }(x) W(dx,dy)
n2 JR 2 D^n(S l) 1 n n

ce qui conduit à la majoration :

E D2n2 <  E ^ ^ ( x . y )  ( t  -  * n)2(x) dx dy

ab

On en déduit le résultat du théorème. ■

Ce résultat s ’ étend immédiatement aux autres types d'intégrales curvilignes.

(x.y) (x)

R

j
2

1
(x

< K II<|> 4>n ir
2
r2
X



§ 5 - Formule de Green.

Nous démontrerons la formule de Green, d'abord pour les contours rectangu- 

la ires , puis pour les contours ôD (bord d'un domaine D de R +) de type fini régulier.

Le but d'une formule de Green est de transformer une intégrale curviligne en

intégrales de surface. Dans le cas présent, si Y est une s .m .r .  et <£ un processus

adapté au bord ôD, on transformera l'in tégrale V $ôY  en intégrales de surfaces 
f  ôD
V , stochastiques ou stochastiques mixtes. On spécifiera le processus $  par la suite
r\

2de la façon suivante : si <p : R  -* R  est déterministe, de classe C et si X est 

une s .m . r . ,  on prendra :

* (5 )  = <P(XÇ).

Les résultats qui suivent peuvent être étendus à une classe de processus $  plus généraux 

par exemple des processus dérivables en (Y,t)  au sens donné dans [ 2 ] ,  dans le cas d'une 

intégrale sur un segment horizontal. Une telle condition remplace en fait la possibilité 

d'appliquer la formule de Ito en t au processus $  , relativement à Y . Dans le cas
n

où <p{x) = x, X gj. étant une 2-martingale de L  et Y = W, on retrouve la formule 

proposée dans [9 ] et utilisée pour l'étude des processus holomorphes.

Signalons enfin que la formule de Green obtenue pour les intégrales 

 ̂ $d^Y permet d'obtenir la formule de Ito bidimensionnelle (cf. Ch. V I). S i X  ,

est une s . m . r . , si f : R  -» R  est de classe C , alors, on a :

s
f(Xst) = f(0) + ^ f ' (X nt) X(du,t) + ^ § f"(X nt) < X  > (1) (du,t)

'0 “ ^0 

et il  suffit alors de remarquer que

5 . 3 6

r
r s
\  f ' (X  t)x (du ,t )  = \  *  â ' x  

, J0 ut J ÔR

OÙ * ( § ) = f » ( X ç ).
h

st

ôR
st
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Dans toute la suite, on posera :

* ( § )  =<p(Xç )

2
X s .m . r . ,  <p de classe C .

On notera : $ ' ( § )  = <p'(Xç), $>"(§) = <p"(X^).

Lemme 5-1 : Formule de Green pour : ^ ò Y .-

* Rst
4 2Soient X , Y deux s .m .r .d e  L , si $ est de semi-norme | | . || 9 fin ie,

Y
et ( $ ' ) 2 et ($ ")2 de semi-normes II . Il . et ||.|| . finies.

X4 Y
On a alors

\  $ è 1Y = Ç  $(§)Y(dÇ) + \  * ' (Ç )J Y Y(d |)  + \  S'(ç)<X(x,.),Y(dx,.)>(^(dy) 

jR st Rst ’ jR st

+ 1 L  *'■(?) J< x > (2)tY(d|).

Rst

Démonstration : | | | |  „ < 00 assure l'existence de \  4>à,Y.
Y2 Rst

D 'après le théorème 4-2 ,  on a, puisque le contour est le bord du rectangle :

s

^ * 0 ^  = ̂  ♦ ( u j t j L ^ t  ; u,v)W(du,dv) + ^ ^(u,t)<p1Y(u,t)du .

ÔRst * s t  0

Etudions séparément les deux intégrales.

On a la 1-représentation de Y : Y = + B y.

Etude de  ̂ .

*  Fixons (u,v).

Le processus t -♦ * u ,v  ̂ vau* ®y^U,V  ̂ S* * ~ v *

Sous les hypothèses du lemme, on peut appliquer la formule de Ito en t au

produit $ .L . jy :

$(u,t) L J t  ; u,v) = £  T k(u,v)
k=1,5

$

ÒRst

‘st
R

M
'Y
1

ÔR
st

$ ô
1

1
M.

Y

L 1Y(t



*  D'autre part, sous les hypothèses du lemme, les 5 processus T^iu^) véri-
2

fient la condition L permettant de les intégrer en W.

L'intégration des termes et donne exactement

 ̂ *(Ç) My(d§).

R stEn effet :

$(u,v)6(u,v)W(du,dv) =  ̂ $(Ç)M*(d§)
R i  R ,

et st st

\  $ (u ,y)L1v(dy ; u,v)W(du,dv) =  ̂ $(u,y)#> 1v(x,y ; u,v)W(dx,dy) + \  $ (u ,y )j3 (y ;u  
J0 11 11 J0

d'après le lemme 3-5 , Chap. n i .

Pour des raisons analogues, on a pour le terme

\ ( \  4>(u,y)L1v(y ; u,v)X(u,dy))W(du,dv) =

Rst

= S 2 ^ u > 1 Ŷ y ; u»v L̂2X^x>y ; u^ dx»<iy)w(du, dv)
Rst

+L ̂ *(u,y) P̂2X(u,y) L^y ;u,v)<JyW(du,dv) =  ̂ 4>(ç) J < x > (2) M 1 (dç). 

^ s t °  Rst ’ Y

En ce qui concerne le terme T^, à u fixé, on a

,v)dy

5.38

avec
T^(u,v) = $(u,v) 0y (u,v) 

r t
t 2(u »v) =  ̂ * ' (u ,y )  L 1Y(y ; u,v) X(u,dy)

etT3(u , v) = ^ ^(u,y) L l y (cly ; u,v)

T.(u,v) = ^  $'(u,y) < X (u , . ) ,L 1Y(.;  u,v) >^ (dy)
* Jo t

t 5(u,v) =  ̂§ ^"(u,y) Lly(y ; u»v) < x (u»dy)*

et donc :

< X(u, , ) , L l y (. ; u,v) > (2)(y) =  ̂ L2X (ç ;u ) * y (ç ; u,v)dç 

Ruy

0

'0

>
(2)

T 1 T
3

'Rut

T2

IL

o

t

t
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^ $ '(u ,y )  < X ( u , . ) ,L ,y (. ; u ,v ) > (2W ) )  W(du,dv)

Rst 0

= ^ $ '(u ,y )  L2X(x,y ; u) 0 y (x,y ; u ,v)dxdy W(du,dv)

R2Rst

= ^ <E>' (u,y) < X (u ,.) , M * * (d u ,.) > (2) (dy).
R *St

(Pour la définition de cette intégrale , cf. Chap. IV, § 5-4). Enfin, pour le terme

(^\ $ '( u ,y ) L 1v(y ; u ,v )<X >^(u ,dy))w (du ,dv)=  \  #"(§ )J  t 2 ) (d^ *
1Y J R <X> V '  M

Rst 0 st A ,m 1Y

Etude de 'v $^13.1 .

° àRst

*  Fixons u ; l'application de la formule de Ito en t à $.<p.jY (possible sous

les conditions du lemme u - p . s . )  donne :

#(u,t)<pi y (u,t) = ^ ^(u,y)<pl y (u,dy) + ^ ♦ ' ( u , y )  X(u,dy) + ^ $ '(u ,y )< X (u ,.) ,< p 1Y(u,.)>®(dy)

+  \  * "(u »y) ^iY^u»y^ < x  >(2)(u»dy)*

Ces processus peuvent ê tre  intégrés en W su r Rg^ , et les regroupements de ces inté­

grales avec les termes provenant de *\ ..m!  donnent la  formule proposée dans le

ÔRstlemme. ■

2
Remarques. 1) S i <p(x) = x, si X est une 2-martingale de L et si Y est une martingale 

forte :

Y = e Y. W,

00
0Y borne dans L . On a a lors

St ^ s t

(C 'e s t  la formule de Green proposée dans [9 ] ) .  En effet, dans ce cas , il est inutile de

4
fa ire  une hypothese L  sur X , et seuls les deux premiers termes de la décomposition de

(s
t

' Y Y

T
5

.t .t A

+ 1
S

t

0

(2 )

0 '0

sÒR
X ò

’1JY S X (S)Y(dç) + J,
XY (Rst.)



\  X S . Y  subsistent.

J a R st

2) Les conditions X , Y dans L^ ainsi que les conditions sur $  peuvent 

être affaiblies. Par exemple, pour définir l'intégrale :

[  *"(Ç)J M  (d§) 

st <X>W ,M ly

il suffit que soit vérifiée la condition :

E ^ <J"(x,y)2 L 2(u,y ; x )L^y ; x ,v) du dy dx dv <  °° . ■

Rst

On déduit immédiatement du lemme 5-1 le corollaire :

Corollaire 5-1 . -

Sous les conditions du lemme 5 -1 , on a :

^ $ è Y  = § * '(Ç )(J X Y-J y  x )(dÇ)

* Rst Rst

+ Ç $ '(u ,v ) { <  X (u ,.),Y (d u ,.)> ^ (d v ) + <X (.,v ),Y (.,dv )>^ (d u)}  

° Rst

+ *"(Ç)(J (7) - J  m )(dç).
URst <X> , Y Y, < X >

Soit T une courbe de type pure, Tn une suite de courbes en escalier de 

même type, tendant vers r ,  de mêmes extrémités que r  ; soient (u,t(u)), (u ,tn(u)) les 

paramétrisations naturelles de r, Tn , et notons, toujours dans le cadre du lemme 5-1 :

Ô(u) = $(u,t(u)) = <p(Xu>t(u))

6n(u) = = *><x u ,t (u)Kn
On a alors :

Lemme 5-2.-

lim II(ô - 6 )2 H 9 = 0 .  
n

5.40

2

(2)

1

2

il)

$ (u.t n(u))

Y
n' .2



5.41

pt(u) -, r t(u) l7\
ô(u)-ôn(u )= \ $ '(u ,y )X (u ,d y )+ 5 \  4»”(u,y) < X > w (u,dy).

" \ ( u )  2 \ ( u )

S i r ,  r  restent dans le domaine R . sous les conditions du lemme n z
t °  o 2

E [S  \  S>'(u,y)X(u,dy) Y(du,dv)J < K ( | |$ '2 || 4+|l^,2 |l 4)
Rz 0 X Y

o
t 2 

E[ÎS S °  $ "(u»y)<x>(2)(u»dy)Y(du»dv)]  ^ k*(ii«"2 ii 4 + " *" 2" 4̂ *
Rz 0 X Y

o

On en déduit alors, puisque la surface comprise entre T et T^ tend vers 0 que :

ll(ô (u )-6n(u))2 1| 2 Si E { ^ (ô (u )-ôn(u))2 Y(du,dv)> 0 . m

Y Rst

2
Soit alors D un domaine de R  de bord ôD régulier de type fin i. Appro­

chons chaque partie pure T\ de àD par une suite de courbes r ” en escalier, du 

même type, de mêmes extrémités, les courbes r ” (à n fixé), ne se coupant éventuel­

lement qu’ en leurs extrémités. Utilisant le lemme précédent et la proposition 4 -3 , on en 

déduit :

[  *  ÔY t  üm £  [  „ # * Y .
^ôD n i r ”

A n fixé, la région Dn de bord U r j1 est constituée d'une union finie de rectangles,

et d'après le lemme 5-1,  T,  ̂ n à Y s'exprime comme intégrales de surface sur Dn«

Enfin Dn tendant vers D, au sens où la mesure de Lebesgue de (D \ Dn) u (Dn\  D) tend 

vers 0 , on en déduit la formule de Green pour le domaine D.

Sous, les conditions du lemme 5-1,  si D est un domaine de frontière ôD régu­

liè re  de type fin i, alors :

Démonstration :

Théorème 5 - 2 . -

n

L
2

S

i r
i
n



S Ô D *  Ò Y  =

$ <p ' (Xuv) {< X(u,. ), Y(du,. ) > (2 W) + < X(., v), Y(., dv) >( 1 ̂ du)}

5.42

+

’D

+ \  <p"(X ) ( J ( ) - J  m )(dÇ).
D S < X >  , Y Y, <X >

$ ò Y SD
<P
i
(X. )<JX, Y

“VJY ,X )(d?)
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6.1

FORMULE DE ITO

§ 1 -  Introduction.

Si X . | , . . . , X n sont n semi-martingales représentables et f(x,y ; u ^ , . . .  ,un) 

une fonction suffisamment régulière, la formule de Ito étudiée dans ce chapitre permet­

tra  de dire que, sous des hypothèses convenables

Agt g = g(s,t) -  g(o,t) -  g(s,o) + g(o,o)

avec
g(s, t) = f (s , t  ; X 1st, . . . ,  Xnst)

est une s .m .r .  et de connaître précisément la représentation de cette semi-martingale.

Afin de c la rifie r l'exposition, nous donnons d'abord cette formule dans les

cas particuliers suivants :

f(Mz) où M est une martingale (théorème 3-1)

f(z,M ) " " (théorème 4-1) .z

La formule la plus générale que nous donnons est au théorème 5-1.

Le problème de l'extension aux martingales à indice double de l'o u til fonda­

mental qu'est la formule de Ito pour le calcul stochastique à une dimension a été abordé 

par plusieurs auteurs :

Dans [ l ] ,  page 151 (repris dans [ 2 ] ,  page V I, 14) Cairoli et Walsh donnent 

une formule de Ito pour f(W ), la démonstration s ' appuyant sur leur première formule
Z

de Green stochastique et l'usage de la formule de Ito unidimensionnelle.

Dans [3] ,  page 94, et de façon plus détaillée dans [4 ] ,  page 35, Nualart et 

Sanz donnent la formule pour une fonction f(z ; W(z)), l'exprimant au moyen des opéra­

teurs de diffusions D  ̂ et D  ̂ associés aux deux familles de martingales à un paramètre 

(M^(s,t) , . . .  ,Mn(s,t))s , (M^(s,t) , . . .  ,Mn(s,t))t .

En particulier, si f est harmonique (D^f = = 0), c 'es t-à -d ire  si 

f (z î M1 (z), . .  » ,Mn(z))) est une martingale, Wong et Zakai [5 ] donnent la formule pour

C H A PITRE VI
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6.2

des martingales fortes représentables : cette formule donne alors la décomposition de 

la martingale f(z ; M ^ z ) , . . .  ,Mn(z)).

Dans [6 ] ,  ils proposent une formule générale, obtenue par application formelle 

de la formule de Ito unidimensionelle, dans un sens, puis dans 11 autre sous un signe 

d'intégration ; dans [73 et dans [8 ] ,  ils développent ce formalisme.

Nous donnons ici une approche directe bidimensionelle basée sur le principe 

suivant : Soit ( ïï ) une suite de partitions équirégulières tendant vers 0 . L 'accro is ­

sement de f(X ) sur R . s 'é c rit alors : z st

àst f(x ) = £ f o X ( A “ n Rgt) .

On traite alors chaque accroissement de f oM sur A^ au moyen d'une formule de Taylor 

appropriée à un accroissement rectangulaire (et non une formule de Taylor pour une 

fonction de deux variables), c 'es t-à -d ire  une formule traitant

f ( v ) - f ( v ' ) - f ( u ' )  + f (u ) .

Regroupant en ( i, j)  les termes de même nature, on étudie les limites en n de ces som­

mes qui ne sont autres que des sommes du type

S ( f ^ ,  irn , a , 0 , y) (cf. Chapitre IV) 

où f<k)( i , j ) = f (k)(z^).

Utilisant alors les résultats sur les limites de variations produit, on obtiendra 

la formule désirée donnant la décomposition de la semi-martingale f(X).

I l  suffira alors de vérifier que les "restes" tendent en probabilité vers 0 , ce 

résultat est également basé sur les convergences vers 0 de certaines variations produit. 

La décomposition donnée de A ^ f(X) en semi-martingale traduit une égalité de processus, 

c .à .d .  une égalité en Probabilité, uniformément en ( s , t ) € R ^ .

Notons q u 'il apparaîtra en général une condition de type L^ sur X . Cette 

condition est en partie nécessaire si on veut définir les processus dans L2 . Par exemple 

si M est une martingale, la contribution des sommes du type :

Z  f̂ 3)( i , j )  M(Ai , j )2 M M j )

2
tendant dans L vers la 1-martingale propre :

à
st

suffira aloi

11



6 . 3

P i  = \  f® (x ,y )  < M > ' ' *  (dx,y) M(x,dy) 

° Rst
requiert la condition :

E  ̂ 2 (f(3)(x »y))2 L^(y ; x,v) L2(x ; u,y) du dv dx dy <

Rn 6 <
ce qui, en puissance, est une condition L sur M. La partie Pg

2
de f(M) sera dans L sous cette condition.

OO

de la décomposition

Ast

st
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§ 2 - Une formule de Taylor pour accroissements rectangulaires.

(4)Soit f une fonction réelle  de la variable réelle  x, pour laquelle f existe  

et est continue. Soient v, v 1, u, u' 4 valeurs de la variable. Intéressons nous à l 'a c ­

croissement

Af = f(v* ) -  f(v) -  [f(u' )-f(u) ] .

Cet intérêt est justifié par

le fait que s i  X(z) est une fonction 

2
définie sur R  , l'accroissem ent  

rectangulaire de foX sur ] z , z ' l  

s 'é c r it

f o X ( ] z ,z '  ])  = f(X (z')) -  f(X(z2)) -  tf(X(z1)) -  f(X (z))]=  à foX

V_______________ V 1

~T2 |z'

u[__________
z z^

si

v 1 = X(z') v = X ( z 1) u' = X(z^) u = X(z).

Nous allons déduire de la formule de Taylor (pour le s  fonctions d'une variable) 

la formule de Taylor dont nous aurons besoin pour à f ; formule qui n 'a rien à voir 

avec la formulé de Taylor classique donnant l'accroissem ent sur ] z , z '  ]  de la fonc­

tion de deux variables g(x,y) = f(X(x,y)) (X n 'est  d 'ailleurs même pas supposée conti­

nue dans la formule proposée).

Plus généralement, s i  f : Rn -* r  e st  une fonction 4 fois continûment différen- 

tiable, on s ' in téressera  à l'accroissem ent rectangulaire de la fonction :

F (s ,t)  = f(X^(s,t), . . . ,  Xn(s,t))

2
où X . . . . . .  X sont n fonctions de R  dans R ,

Y  n
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A F = F (z ' ) - F ( z2) - F ( z 1) + F(z ).

Cet accroissement AF sera donné par une formule de Taylor faisant intervenir les 

différentes variations (a , 0 , y) de X^, X ^ , . . . ,  , a + 0 + y <  4 (en excluant toute­

fois (0 ,8 ,0 ) et (0 ,0 ,0 )  avec 0 = 1,2,3).

Nous démontrerons cette formule par récurrence sur n .

S i z = (s,t) < z' = (s1 , t ' ) sont fixés, on notera :

Agt = ] z , z '  ]

X(As ,t) = X (s ' , t )  -  X(s,t)

X(s,At) = X (s , t ' )  -  X(s,t ).

2 -1 .  Cas n = 1 : Formule de Taylor pour l'accroissement rectangulaire de f(X gj).

On notera dans ce sous-paragraphe ((s,t), (s1 , t ' )  étant fixés)

( a , 0 , y )  = X(Ast)a X(As ,t)^ X(s,At)y .

On a alors le résultat suivant :

Théorème 2 - 1 . Formule de Taylor pour l ' accroissement rectangulaire de f(X .).

x 01X16 2
Soit f : R  -*R une fonction à dérivée 4 continue, X une fonction de R  

dans R . Alors :

AF = Af(X) = f (X s , t l ) - f ( X st, ) - f ( X s l t ) + f (X st)= T 1+ T2 + T 3 + T4 

avec :

T 1 = f l ( X st) (1’ ° ’0)

t 2 = £"(x st) [(0,1, l W l , 1 ,0)+d,0,l)+ i(2,0,0)]

T 3 f t3)(Xst) [ (0 ,1 ,2 )+ (0 ,2 , l )+ ( l ,2 ,0 )+ ( l ,0 ,2 )+ (2 ,1 ,0 )+ (2 ,0 , l ) f2 ( l ,1 , l )+^ (3 ,0 ,0 ) ]  

T4 = f (4)(P) [ j  ( (2 ,2 ,0)+(2, 0 , 2)+(0,2,2))+ ,1,1 )+( 1,2,1 )+( 1,1,2))

+ g ( ( l ,0 ,3 )+ ( l ,3 ,0 )+ (3 ,1 ,0 )+ (3 ,0 , l )+ (0 ,1 ,3 )+ (0 ,3 ,D )+ ^ (4 ,0 ,0 )3  

+ 5L [f(4)(P ’ ) - f (4)(P") ]  (0,4,0)

où l 'on a adopté la convention suivante (T4 s ) pour le produit f ^ ( P ) . ( a ,  6 , y) :

P est un point dépendant de la variation (a , 0 ,y ) ,  P étant le convexifié de 

l'image de Ag  ̂ par X , P ' et P" sont également dans ce convexifié. En

Xn

1

2
1/

T
;(( 2



particu lier, si X est continue, pour chaque P , il existe Ç ^A ^ tel que 

P = X(?).m

Démonstration :

Il apparaît une petite dissymétrie dans cette formule au niveau du dern ier 

terme ; on rompt en effet la symétrie en regroupant dans A F les deux premiers termes 

d 'une part, les deux derniers d 'a u tre  part :

AF = [F (z ')  -  F(z2)]  -  [F (Z l) -  F (z )] .

Développons chaque différence entre  crochets par la formule de Taylor ordinaire  :

f(Xs,tl) -f(XstI) =f'(Xst,)[x(Ast) +X(As,t)] + ̂ f"(Xst,)[x(Ast)+X(As,t)]2

+ 5 f(3)(Xst')^X(Ast)+X(As>t) 3̂+À f(4)(P) X̂(Ast)+X(As»t̂ 4 

f(Xgt f t ) ~  f(Xs ,t) = f '(X s t )X(As ,t) + \  f"(Xs t)X(As , t )2

+ l  f(3)(Xs t ) X(As , t )3 + ±  f(4 )(P f )X(As ,t)4 .

(3)Il faut a lors  rapporter les dérivées f ' , f" , f apparaissant dans le développement de 

la première différence à leurs valeurs en ( s , t)

f 1 (Xs t , ) = f • (Xgt) + f '(X s t)X(s, At ) + 1  f(3)(Xgt)X(s, At )2 + l  f(4 )(P) X(s, At )3

f"(Xs t , ) = f"(Xgt) + f(3)(Xs t ) X(s, At) + \  f(4 )(P) X(s, At)

f(3)(x s t .)= f(3) (Xs t ) + f(4 )(P) X(s,At).

Abrégeant f ^ ( X  en f ^ ,  il apparaît dans la différence, d 'une part (termes en

f(k)(xst))

[ f '+ f ' ' .X (s ,A t)+ ^f(3) .X(s,At)2 ][X (A s ,t)+X(As t ) 3 - f ' .X ( A s ,t)

+ ̂ [f"+f(3).X(s,At)][x(As,t)2+2X(As,t)X(Ast)+X(Ast)2]-^f".X(As,t)2 

+ ̂ f(3)[X(As,t)3+3X(As,t)2X(Ast)+3X(As,t)X(Ast)2+X(Ast)3]-^f(3)X(As,t)3

qui vaut T 1 + T2 + T^ 

d 'a u tre  part (termes en P")

6 . 6

st

(3)
(X. X(à X à ,t) <3 1 f'(4)

(P) [X( ■+:x ,t) ] 4

1

1 1
24

1
2

1

5

1
2

(3) (3) (4)

Lst )



f4(P )[g X (A st) X (s ,A t)3 + ^ X (A s ,t)X (s ,A t)3 + jx ( A st)2X(s,A t)2 +2X(Ast)X(As ,t)X (s ,A t)2

+  ̂X( Ag, t)2 X (s, At)2 + g X( A st)3X(s, At) + ̂  X( Ast)2X( Ag, t)X(s, Agt)X( As, t)2X(s, Aj)

♦ ¿ ^ ^ . « ^ . ^ ¿ ^ ^ ^ ¿ x ( ^ t)3x(^,t)+ lx(4st)2x(4s ,t)2+ ^x(4st)x(4s ,t)3 l

+ i  [ l (4)( P ) - f (4)( P ' ) l X ( i s ,t)4 .

Donnons une autre formule de Taylor relative à l'accroissement rectangulaire 

Af = f(v' ) -  f(v) -  f(u' ) + f(u) 

d'une fonction R - *  R  de classe cI nous n'utiliserons pas cette formule par la suite, 

mais il convient de la lie r à la précédente (remplacer v' par X (z ') ,  v par X(z2), 

u' par X iz ^ , u par X(z).

4
Théorème 2 -2 . Si f est de classe C , alors

6 . 7

Af = T 1 + T2 + T^ + T4 , avec :

T 1 = f ' (u)(v* - v - u '  +u)

T2 = f"(u) [(v '-v X u '-u J + ^ iv '-v '-u '+ u H v '-v + u '-u )]

T^ = 2 f ^ ( u ) [ ( v ' - v ) 2 (v -u )+ (v '-v )(v -u )2 ]

T 4 s  f^^Pjr^iv'-v^iv-u^+giv'-vJiv-u^+giiv'-v^-iu'-u)3)

+ g (v '-v )3(v-u)3 + - ^  (v '-v )4 + ^  (u '-u )4 ]

(avec la même convention que dans le théorème 2-1 sur un produit f ^ ( P )  x une 

variation), P tendant vers u si v ' , v ,  u' tendent vers u.

Démonstration :

Ecrivons la formule de Taylor à l'o rdre  4 sur les segments [ v , v ' } e t  [u ,u '3

f(v' ) — f(v) = S  ¡-y (v ' -v )k f ^ ( v )  + À  (v '-v )4 [ f ^ ( v  + 0 ..(v'-v)) - f (4)(v )l 
k=1 • M  1

f(u ') -  f(u) = 25 (ui-u)k f(k)( u ) + ^ (u' - u)4 [f^4\ u  + 0 (u'-u)) -  f ^ ( u ) ]  
k— 1 ^

où 0 < 91 < 1 ; 0 < e 2 <  1.

Soustrayant terme à terme les 2 formules ci-dessus, nous obtenons :

.A
ï

)+■
2

x(

24

1 (3) v2 \2'

(4) v2/ s2 \3 1 v3 i3\

4
1

¡4

1

k!
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1er terme .

(v1 -v)f ' (v)-(u ' —u)f1 (u) = (v ' -v -u  ' +u)f1 (u) + (v1 -v) [f ' (v)-f ' (u) ]

= (v' -v -u ' +u)f ' (u)+(v'-v)(v-u)f"(u)+^(v'-v)(v-u)2f^ (u )

+ 1(v.-v)(v-u)3 f(4)(u+e3(v-u)).

^ème terme.

^(v '-v )2f"(v)- j (u ' -u)2f"(u) =2  r(v* -v)2—(u1 -u)2 ]f"(u) + ̂ (v' -v )2 rf"(v)-f"(u)]

= l (v  ' -v -u  ' +u)(v ' -v+u ' -u)f "(u) + ¿(v1 -v )2(v-u)f(3>(u)

+ ^(v’ -v)2(v-u)2f^ (u )  + ̂ (v '-v )2(v-u)2 [f^*\u+04(v -u ) ) - f^ (u ) ] .

terme.

g(v' -v )3f ^ ( v ) -  g(u' -u)3f^ (u )  = g [(v* -v )3-(u ' -u )3 ] f ^ ( u )  + g(v' -v )3(v-u)f^(u+0,-(v-u)). 

4®m® terme.

¿ ( v ' - v ) 4f(4)(v) - ±  (u '-u )4f<4)(u )= ^  [(v' -v )4-(u ' -u)4 }f(4)(u) + i ( v - - v ) 4 [ f (4)(v) - f(4)(u )l

où 0  ̂ , 04 et 0  ̂ sont compris entre 0 et 1.

On en déduit la formule de Taylor annoncée.

2 -2 . Formule de Taylor pour un accroissement rectangulaire, cas général.

2
Soient X i , . . . ,  N fonctions R  -» R  et f(x 1, . . . ,  xn) une fonction

N
R  -* R .  On notera

F(s ,t) = f(X 1( s , t ) , . . . ,  XN(s,t))

et

F^(s,t) = f^ (X^(s, t ) , . . . ,  XN(s,t)) 
le

(et de même pour les dérivées d'ordre supérieur).

Si (s,t) «  (s1, t ' ), nous allons établir une formule de Taylor donnant une 

décomposition de

AF = F(Agt) = F ( s ' , t ' )  - F ( s ' , t )  -  F(s , t ' )  + F(s, t ) .

pst = (X^(s, t ) , . . . ,  XN(s,t)

On notera

1,

X
n

< <



P - ( X ^ ç X N( çN)) 

où P°ur i = 1»N *

On notera par ailleurs

(1 ,0 ,0)k pour Xk(Asp

(a , 0»y)w  »où a +  0 + y = 2 pour la variation d'ordre 2 associée à X et X , ,  épuisant
Kl K ^

les exposants oc, P, y dans cet ordre.

(a , 0»y)|<jJh, où <* + |3+y = 3 pour la variation associée à X^, X^, Xm , dans l'o rd re , 

( a ,# ,? ) ^ ^  où a+|3 + y = 4  pour la variation associée à X^, X^, X , Xn dans l'o rd re , 

(a,  8, y)  désignera donc le produit de a termes X (Agj) par fi termes 

X (A ,t) par y  termes X (s, A.) et l'on mettra en indice (a , 6 ,y). , les indices
• S • t  KX • • •

des X^ intervenant, dans l'o rd re  indiqué.

On pourra mettre de tels indices en commun pour plusieurs sommes

[ ( 0, 0 , y) + (a ',  F , V ' ) ] k l  = (a * & y ) kJe+

Enfin, pour le "reste" , on adopte la même convention que précédemment : 

dans la somme

T -

bien que P dépende de la variation considérée, on se permettra de le noter en facteur

T 55 lk L  R.

On a alors la formule de Taylor.

6 . 9

a kimn *afiy

Theoreme 2 -3 .

N
Si f(x .j,. . .  ,x^) est une fonction quatre fois continûment dérivable de R

2
dans R , si X ^ , . . . , X ^  sont N fonctions continues de R  dans R  

AF = F ( s ', t ' ) -  F (s ',t )  -  F (s ,t ')  + F (s ,t)  

s ' écrit encore :

AF = T , + T 0 + T - + T .
1 2  3 4

avec (les sommations étant prises de 1 à N) :

Ç i € à
st

a y 1I kl

T £
a £y

(4)
kl mn (p) (a , |3»y)lk imn

T = f
(4)

m n (a» »y)



6 .

T 1 = £  F£(s,t)  (1 ,0 ,0)k 
k

T 2 = Tj  F ^ ( s , t ) [ ( 0 ,  1,1) + ( 1 , 1,0)+ (1,0,1) + ^ ( 2 ,0 ,0 ) ] kX 
k l

T_ = \  £  (s ,t)  Î2(1,1,1)+(0,1,2)+(0,2,1)+(1,2,0)+(1,0,2)
k/m 1

+ (2,1,0) + ( 2 , 0 ,D + 5 ( 3 , 0 , 0 ) ] kjtm

T 4  =  £  ^ k l m n ^ s , t ^ i ^ ( 0 , 2 , 2 ) + ( 2 , 0 , 2 ) + ( 2 , 2 , 0 ) 3 + 2 [ ( 2 > 1 , 1 ) + ( 1 > 2 > l ) + 0 >  1>2 ) 1
kXmn

+ g[(l»0,3)+(l,3 ,0)+(3,1,0)+(0,1,3)+(3,0, l )+ (0 ,3 ,1)1+ ^  (4 ,0 ,0 ) \ l m n

+ 55 £  r f ^ P M ^ P M ^ o ^ ^ ) .  + i  £  [£( 4 \p )-f(4)( p ' ) ] ( 0 ,4 ,0 ) k 
^  k k4 k4 k=2,N k4

+ Â  £  [ ^ ( P ^ - f ^ Î P * 1)]  (0,0,4)
24 k=2 ,N k k4

Démonstration :

Notons XN-1 pour (X ^ ,. . . ,  X^_^) on a, en posant z ^ = ( s ' , t )  et Z2 = ( s , t ’ )

AF = 6 1 + ô2 + ô3 + ô4

avec

61 =f(XN_ l (z«),XN(z))-f(XN_ l (z1),XN(z))-f(XN_ l (z2),XN(z))+f(XN_ 1(z),XN(z))

62 =f(XN_ l (z ' ) ,X N(z1))-f(XN_ l (z ') ,X N(z))-f(XN_ 1(z1),XN(z l ))+f(XN_ 1(z1),XN(z)) 

ô3 =f(XN_ l (z’ ),XN(z2))-f(X N_ 1(z ') ,X N(z))-£(XN_ 1(z2),XN(z2))+f(XN_ 1(z2),XN(z)) 

64 =£(XN_ l (z ' ) ,X N(z'))-£(XN_ 1(z ') ,X N(z1))-f(X N_ l (z ') ,X N(z2))+f(XN_ l (z»),XN(z)).

i
Etude de 6 .

1Dans 6 , X^ est  fixée à la valeur X^(z) 6  ̂ correspond donc t rè s  exac­

tement à 11 accroissement rectangulaire de f relativement aux N-1 fonctions X ^ , . . . ^ ^ .  

On pourra donc utiliser l 'hypothèse de récurrence .  Donc 6  ̂ se décompose selon la 

formule de Taylor à l 'o r d r e  N-1. On retrouve alors exactement les termes de la formule 

de Taylor proposée dans le théorème, les indices, k, ¿ , m,  n variant de 1 à N-1.

Etude de Ô2 et 63 .

2 3 26 et 6 jouent des rô les symétriques. Traitons pas exemple 6 .

10

)X3
kE m

1

1
24

k

k

),(4
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ô2 est une différence de différences. Développons chacune d'elle par la

formule de Taylor ord inaire .

f(xN-1 (z ') ,X N(z ^ )-£(X N-1 ( z 1) Ì XN(z)) fN(XN-1 ( z 1), X )tfS
A(NX))Z(N

3
, t )s( àNX(z))NXt( z ' )N-1(X(3)

3N
f1

Z
+,2

)ttS
à(N.X(z))‘NXf(z1)N-1X(2N

f"1
2+

+ à $ ( p >-x N ( i s - t )4 -

Traitant de façon analogue f (XN_ 1 (z 1 ), XN(z 1 ))-f (XN_ 1 (z 1 ), XN (z)) on a

ô2

+ 2 ^ 2 ^ XN - / Z '^,X N^Z^ f^ XN - / Z 1̂ ,X N^Z^  * XN ^ s ’ ^

+ 5 ^ 3 ^ XN-1^Z'^  XN̂ Z^ f^3 X̂N - / Z1̂ ,XN̂ Z^^* XN ^ s ’ ^

Le dern ier terme de cette décomposition est la variation (0,4 ,0) de XN 

annoncée dans le théorème.

Redéveloppons a lo rs les tro is  crochets pour ram ener en X (s,t) les dérivées 

.jères^ 2èmes et ^èmes^ Leg somrnations ci-dessous sont faites de 1 à N -1.

1fere ligne;

Ï , (Ü N. 1( ! ' ) ,Xn ,i H ( ,!N- 1( , 11-XN(Z)) ■  S  Î N  (KN_1<z 1>>XN<l))Xk(s' ' 4t)le

+ 2 £ fkî  ( W ^ W ^ k * 3' » V x/S' » At>

+ S JÇ ‘ k ln N  (X n . 1 ( z 1, ' X N<Z *) X k ( s ’ ’ V  X lls’’ù t> V s ' • V  
kxm

où, en outre

ÏN ^ -1 b 1)' ^ W)- I!N(P»t> + î ,MN(P»t>Xii^ 't)+2 £  Î L n^ V »
et

N
La partie  de la 1e re  ligne correspondant aux variations d 'o rd re  au plus 3 est a lors donnée 

par

4)Á 41

t)fSNX1.(z))NXt)1(zN-1X(N
!f(z))N

Xf(z 'j1NX(N
if[

1 2

1 )Í3 )3 3

+ 1
24 [

4
)t»S

à(NX1)iP()
4N

4(f)P()4(f
N4

[ f i
N( • • • I ) 1N

I ( ) 1 XN(As i t )

I I II î

t) X )t

)tfS
(mX)t

)tsA(mX(P)jtmNk
(4)fS

m
+)stP(ANk

)3(f))(zNX*)1
z(N-1X(ANk

(3)f

1

z 1
)

3.(

1 :(4

,( )3 )4

t
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jp V p st> t x k(V + x k(s > V I V M

+ £  ' k a ^ s l I V V »  CXk(As t ) + Xk(s - â t):l W >  k l

* 1  S  ‘kflM *P st* t  Xk( i s t ) + Xk( s , ¿ t ) ] [X 4 ( i s t ) + X ^ts, 4 t ) ] XN(4S , t ) . 
k l

On constate que cette somme donnera trè s  exactement toutes les variations d 'o rd re  2 

et 3 annoncées dans le théorème, pour lesquelles intervient uniquement par 

X^(Ag ,t) c ro isé  avec celles en X ^ , X^ pour k, l  = 1, N -1.

Analysant de la même façon la deuxième_ügne de 6 , on obtiendra toutes les

2variations d 'o rd re  3 faisant in tervenir X^(Ag ,t) croisé avec les variations de X^ , 

k = 1, N-1.

Variations_d1 o rd re  4.

2
Examinant dans ô toutes les variations d 'o rd re  4 (provenant des 4 lignes) ; 

on v e rra  a lo rs appara ître , avec les bonnes pondérations, toutes les variations d 'o rd re  4 , 

faisant in tervenir X^(Ag ,t) ,  à la puissance 1, 2 ou 3, c ro isé  avec les autres types 

d 'accro issem ents de X^, X ^ , Xm pour k ,£ ,m  = 1, N-1.

Reste en plus, le terme X  [ f ^  (P) -  f ^  (P ')  1 XM(A_,t)4 .
¿ *  N<» n 4 in s

La quantité 6 se  tra i te ra  de façon symétrique. Elle fera  apparaître  toutes
2 o

les variations cro isées de X ^(s,A j), X^(s,A j) , X ^ i s ,^ )  avec l'ensem ble des varia ­

tions de X^, X ^, Xm (k, l ,m = 1, N-1), et ceci avec les bonnes pondérations. Reste en 

supplément une quantité :

¿ j  (f(4j  (P*) -  f(4>(P* ')) X ^ s .A ,)4 .
N N

Etude de ô4 .

S i on pose g(XN(z)) = f(XN_ 1(z ')  ; XN(z)), on constate que 6 4 est t rè s exac­

tement l 'accro issem ent rectangulaire de g su r  A ^ . On u tilise ra  a lors la formule de 

Taylor pour accroissement rectangulaire pour N = 1, après quoi, on ram ènera par la 

formule de Taylor o rd inaire , toutes les variables de X en (s , t ) .

)t

)t

1
2

X,N

1
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On a donc, d1 après le  théorème 2-1

6

avec

G 1 = fN(XN-1( s ’ ’ t ' )» XN(s ’t)) V ^ t *

G2 =£^ 2 (XN-1( s , ' t , ) »XN(s ' t ))^ 0 ’ 1' l )+ ( l ,1 ' 0)+(l»0 ’ l ) + 2(2»0 ' 0 ) ^NN 

C3 -  g fi33 (XN_ 1( s ' , t l ),XN(s,t))[(0 ,1 ,2 )+ (0 ,2 ,l)+ (2 ,1 ,0 )+ (2 ,0 ,l)
N"

(l,2,0)+(l,0,2)+2(l,1f l)+j(3,0 ,0)3N N N .

Quant à G^ , c ' est exactement la partie  de (hormis les deux différences apparues

2  3
précédemment dans l'étude de 6 et 6 ) qui fait in tervenir les variations d 'o rd re  4

de XN (avec la pondération (P)) ; en particu lier 
N N4

J j  [ f (4J  (P) -  f(4̂  (P ' )3 xN(As,t )4 .
N N

terme G 1 .

Ramenons le terme en X ( s ' , t ' )  à X (s ,t) . Notant [ 3 ®  la puissance pi®016 

formelle du crochet, on a

G1 -  tN(Pst)XN( i st> + C  «Sn ^ sPC3«*»*» + X<s «*t>3k XN( i st)

+ ï £ * k «  (pst>tx V + X < V ‘> + X <S- V 1 ®

+ 5 J> ‘klL <Pst> W'W + x ( i s - t) + x<s-VÎL XN(4st>-kxm

Les 3 prem ières lignes font appara ître , avec les bonnes pondérations p rises  en p gt,

toutes les variations d 'o rd re  3 de X ^ ( i  c ro isées avec toutes les variations de X^ ,

X^ , k,Jt = 1,N -1. La dern ière  ligne fait apparaître  les termes de faisant intervenir

seulement l 'accro issem ent XKT(A .).N st

terme G^.
-------  2

Afin d'étudier la contribution de G^, développons :

4 G G G G
432

+ ++
1

i t )

1 2.0.01- 0 . 11 .1.C0.1.1s.tt I
,( ):

+

4T

f( )4

X+ (à s »t )

),(3 .)A(.X
N

1

1 4.( )

st )



f;2< v / 5' .*• +p [xk(iist)+xk(is’t)+xk(s’4t̂

*1 E ' k i U P) [ X ( i st) + X ( i s , t ) + X ( s , V ] ki  .
kX

On rem arquera a lo rs que G2 fera  apparaître  toutes les  variations c ro isées de l ’une 

des variations : (0 ,1 ,1 ), (1 ,1 ,0 ), (1 ,0 ,1 ), (2 ,0 ,0) de XN avec les autres variations 

de Xk , X v  k, l  = 1, N-1.
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terme G^.

f<3> (XN. , ( 5 ' , f ) ,  XN(s,t)) = f<3> (Ps t ) + E  f % ( p )[x k(As t )+x k(4s . ‘)+Xk(s - 4 t>l-

On constate a lo rs sans difficulté que G^ fait in tervenir tous les croisem ents :

Variations d 'o rd re  3 de X^ cro isées avec une variation quelconque de X^ , k = 1, N -1. 

On obtient donc le résu lta t du théorème 2-3 .

2 -3 . Formule de Taylor pour 1 ' accroissement rectangulaire de f (s , t  ; X ^(s,t),...,X jSj(s ,t)) .

Dans le cas particu lier l 'u n  des processus X vaut s ,  un autre valant t, 

on se  trouve dans la situation particu lière  d ' étudier une formule de Taylor pour accro is­

sement rectangulaire  pour :

F (s ,t)  = f (s ,t  ; X ^ (s , t ) , . . . ,  XN(s ,t)) .

On pourrait bien évidemment u tilise r le résu lta t précédent avec : N+2, s et t étant 

des processus d 'un  type particu lier, Z .j(s,t) = s ,  Z2(s ,t)  =  t .  On va voir cependant 

que dans ce cas , on peut développer une formule de Taylor, en poussant moins loin l 'o r ­

dre  des dérivations rela tives à s et à t .  C 'e s t  cette formule de Taylor qui nous se rv ira  

dans la démonstration de la formule de Ito générale relative à une telle fonction.

On a a lors le théorème suivant

Théorème 2 -4 .

2
Soient X i , . . . , X^ N fonctions continues R  -* R ,  f (s ,t  ; x 1, . . . ,  xN) une 

fonction R N+2 -  R  de dérivées f" f ® , ,  f ® ,  ^  ( k , i , m , n  = 1,N),

continues. Notant z = (s ,t) ,  = (s ' , t ) ,  z2 = ( s , t ' ) ,  z '  = ( s ' , t*), X(z) pour

) ì X
N(s ))t1 f"

2 (!P (s , t )) ,( )3
P( s i )

1 (4) ©

2

(3) (3) (4)

st t
s

2*

z
1

¿mnk
)4 :

NN' k kN

kNN



Agt F  = F ( z ' ) - F ( z i ) - F ( z 2) + F(z) = T 1 + T2 + T3 + T *  

avec

T 1 =Z)f^(s ,t)  (1 ,0 ,0)k 
k

T2 =£s t (s , t  ; X(z,)) t s à t

+ £  t ) [(0 , 1, 1, ) + ( 1, 1,0 )+ ( 1,0 , 1)+^(2 ,o , o ) ] kl
k A

+ £  fJk( s , t ; X ( Zl))AsXk( s ' ,A t) +f['k( s , t ;  Xk(Ag , t ' )

+ (2,1,0) + (2 ,0 ,1)+ j(3 ,0 ,0)]kim

+  2 £  f(s k j t ( s , t ; x z } ) A s x ^ s ' ^ x ^ s ' , ^ )  
k JL

T .  est  la somme du terme T .  donné dans le théorème 2-3 et de T* . où
4 4 4

T 4 = 5 ^ " 2(p) ■  f,,2 ( p , ) 3 As2 + l  At2

+ [çt(Q) - fst(Q,)3As - £̂ R,n m2

* 2  â s X k(s ' ,4 t) X i (s ' ,4 t)

+ 2 = C,t3ki®)-ft3L®,>l àt
(les points P ,  P 1, P ,  P 1. . . ,  S , S 1 étant des points du type 

_ ( s , t ;  X ^ ( § ^ ) , . . . ,  X ^(§N)) où § . 6 A gt , i =  1, N).

F (s , t )  = f (s , t  ; X 1( s , t ) , . . . , X N(s,t)) 

z = ( s , t ) , z ^ i s ' j t ) ,  z2 = (s, t»), z '  = ( s ' , t ' )

X(z) = X 1(z) , ..... . x N(z),.

6.15

X ^ (z),. . .  ,XN(z), F (s ,t )  = f(z ; X(z)) on obtient la formule de Taylor

Démonstration :

Notant encore

2)I01,(40)t2$( i41)t2t0(4)2»1>0(+)1f1t1(2[)ttS(
imk

f )3(
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imk2
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On a AF = 6^, 6^, 6^, 6^

où

Ô1 = f(z ; X(z' )) -  f(z ; X iz^) -  f(z ; X(z2)) + f(z ; X(z)) 

ô2 = f(z 1 ; X(z')) -  f(z ; X(z')) -  f(z1 ; X(z.j)) + f(z ; X iz^)

Ô3 = f(z2 ; X(z' )) -  f (z ; X(z')) -  f(z2 ; X(z2)) + f(z ; X(z2)) 

ô4 = f (z1 ; X(z' )) -  f(z1 ; X(z')) -  f(z2 ; X (z ') ) - f (z  ; X (z ')).

Remarque ; à l 'o rd re  d 'é c r i tu re  p rès , cette décomposition est à rapprocher de celle 

faite dans la démonstration du théorème 2-3 .

terme_J>J. 6  ̂ ne faisant pas in tervenir de dérivées en s et t ,  il n 'y  a

rien  de plus à dire su r  6  ̂ que ce qui a été dit au théorème 2-3 .
2 3

terme_ô_ (et symétriquement 6 ).

ô2 = f ' ( z ; X ( z ' ) )  A f"2(P) A2 -  [f '(z  ; X(z )) A + \  f" (P) A2 ] .
S s

La différence des termes en f" figurant dans T L , examinons
s

[f ;(z  ; X(z*)) - r ( Z ;X(Zl) ) ]As = £  f»k(z ; X(Zl)) As Xk( s ' , A t )

+ l R (z : X(z1» As x k(s ’ *At> X ^ s ' . â , )
K X

+ 5 »  f 4 k /  (p> -  f s M (p ' > x k<s ' .  V  x  x<s ' > 4 t> •

Il apparaît ainsi exactement les variations en As, cro isées avec Xk , X^ ,

3annoncées dans le théorème. L 'é tude  de 6 fera  apparaître  les variations symétriques

(3)les dérivées apparaissant étant en f"2 , ij" k ^^ k  ̂ .

Etude de 64 .

Laissons X fixé à sa valeur X(z1 ). Posons alors : 

g(s,t) = f(s,t  ; X (z ')),

on a

64  = [gJ(s ' , t)-g^(s ,t) ]A t +[g^(s',t+6 1 At) -g ^ (s ' , t ) ]A t  -  [g^(s,t+02 At)-g{(s,t)3  At

= ggt (s»t)As. At+ [ggt(s + ^3 Ag, t)-ggt (s , t ) ] As At+ [g"2 (s' ,t+04 At)-g"2 (s,t+05 At)]  At2  

(0  < 0 . < 1 , i = 1,5).
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Il suffit a lo rs de rem arquer gt' = f̂  . . .  et que les dérivées secondes sont 

p rise s  en des points P . On obtient le théorème 2-4 .

6.17
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§ 3 -  La formule de Ito pour f(M ) où M est une martingale.
Z z

Théorème 3-1.

✓ v 0ÏT10
Soit f une fonction réelle  de la variable rée lle , à dérivée 4 continue. 

Soit M = 0.W + $.WW une martingale de L^, admettant L^, L^  comme 1- 

dérivée, 2-dérivée. S i les intégrales suivantes sont d 'e spérances finies :

^ (f'(Mz)2 + |f"(Mz)l) < M > ( d z )

s,
S,
s,
1

(f"(Mz)2 + |f(4)(Mz) |) < J M> (dz)

2 2 2 
f"(M ) 0 (u,y ; x ,v)L9(u,y ; x) du dy dx dv (et la symétrique) xy

f^^(Mxy)2 L^(y ; x,v) L2 (u,y ; x) du dy dx dv (et la symétrique) 

|f(3)(Mz) | | < M , J M > |(d z ) .

On a alors l 'éga lité  entre  processus su r R
11

âst KM) = i(Mst)-f(MSj0)-f(M0 jt) +£(Moo) = ï!s( + p j, + P2 ♦  ®st 

où  ̂ est la martingale

^st = + \  £"^Mxy^
st st

. .  Pgt la 1-martingale propre :

Pst* S  £''(Mxy) <M(dx,.), M(x,.) >(2) (dy) + J ^  f(3)(M )M(dx,y)<M >(2)(x,dy) 

Rst Rst
2

. .  » Pst la 2-martingale propre représentable admettant la décomposition 

symétrique.

. . . .  &s j. le processus à variation bornée

R
11

11

2
11

2
11

R 11

%.st

S f i CM
XV

) M(■dx t ) J M(dx »dy)

R

R

R

y
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(3)/
®st = 2 § £" (Mxy) < M > (dX,dy) + L  f (Mxy} < M’J M > (dx’dy) 

Rst * s t

f W ( v < j M > (dx-d^
st

Démonstration ;

Soit ir une partition équirégulière de R 1 y  c 'e s t - à -d i re  que n = (Ay)y 

avec | Â  | = | Aj | pour tout i ,  j .  On a alors :

4s t «(M>-C t . MÎ Ay)^ .

Utilisons a lors la formule de Taylor donnée dans le théorème 2-1 :

fo M(A..) . = (P..) . + (R..) . ij st ij st ij st

où,en notant f ^ ( i , j )  pour f ^ ( M  ) ;
s i» i

Py  = f ' ( i , j )  M(Ay) +f"(i,j)[M (A i ,j) M a^ji+M ÎAyKMÎA.^J + M Îi^^+ J-M ÎA y)2 ]  

+ f(3)(i,j)[M(Aij)M(Ai ,j)M(i,Aj ) + 2  M(Ai ,j)M(i,Aj )2 + 2M(A.,j)2 M(i, A.)]

+ l f (4)(i,j) M(Ai ,j)2 M(i,A.)2 .

(P..) . se déduisant de P .. par troncage de tous les accroissements de M
S i IJ

sur Rs( .

(R..) . étant donnée par la partie complémentaire on remarquera que (R..) .
I J  I J  S I

fait in tervenir t rè s  exactement toutes les variations, d 'o rd re  3 ou 4, non contribuantes, 

a lors que (Py)Sf fait in tervenir les variations contribuantes de M.

Ramenons nous, au cas où f^ (M z), k =  1 ,2 ,3 ,4 , z € R ^  est bornée.

M est une martingale de L . Donc sup | M l , est bornée en probabilité.
z6R n  Z

f ^  étant continue, il en est de même de sup 0 sup | f ^ ( M  ) | .| 1  V * 4 /

z 6 [ 0 , 1 f  k=0 , 1, 2 ,3 ,4  2

Donc, pour tout e > 0 ,  il existe Nq > 0 et un ensemble 0 ^  de probabilité
o

is grande que 1-e telle que :

V o o ê C ^  | f (k)(Mz) |  < N q , z f R u , k = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 .
O

1
4 SR

.( )4

i

y
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Formons la différence :

V 5 -‘>= E  <fV s t  ■  (ïist + Pst + ps2t + ®stK 
V

On a, pour tout ot >  0

P(sup l ^ ff(s ,t)  | > a) = P(sup ( s , t ) |  ^  a et œ € ) 
st st o

+ P(sup|.fr ( s , t ) |>  a et
O

£ P <°N> + P(sup l^ïï(s ,t)  | > a/co€ 0 ^  ) PÎQj^ )
o st o o

^  e + ( l - e )  P(sup | ¿ ff(s ,t)  | > a /su p  sup | f ^ (M z) | < Nq). 
st k z

On va alors u tilise r  les résu lta ts  du chapitre IV § 3-4-5 su r  les convergences, dans

1 2L ou L , donc en probabilité, des variations pondérées (1 ,0 ,0), (0 ,1 ,1 ), (2,0,0) 

(1 ,1 ,0), (1 ,0 ,1 ), (1 ,1 ,1), (0 ,1 ,2 ), (0,2,1) et (0 ,2 ,2), dans le cas d 'une pondération 

bornée f, et du lemme suivant (cf. Ch. III, densités des fonctions simples adaptées 

dans certains espaces %  ).

Lemme 3-1.

Examen de la partie principale»

Si M(s,t) est une s .m . r .  et f(tc,Àft) une fonction ( O x R ) - * R  mesurable

bornée, continue en 7ïl , telle que f(co,M(s,t)) soit adaptée et de semi-norme

llf|| 9 finie, si i f  = {A -} est une partition, z .. le point inférieur de A.. ,
!J i j

alors le processus ir-simple fff valant f(M(z.j)) su r  ^  tend vers f au 

sens de cette semi-norme.

||f|| „ est définie au chapitre III ; dans le cas considéré ici, elle vaut 
M

?n = E \  lf i (z) 0 2n(z)dz + E ^ 9 |f(x,y) | 0 2n(u,y ; x,v)dudy dxdv. 
M JRn JR^

P (s u p U ff(s ,t)  | < 2e

On en déduit alors que, pour |ir | suffisamment petit

1 2

Ci
Niir

co i a
N )

M
2n

ij ij

II II£

n

st

1

2
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et donc

E (P ,s t  -E »  Rst + Ps’t + Ps2t + « s t 
7T

uniformément en (s ,t ) .

Examen du re s te .

Pour les mêmes raisons que celles exposées précédemment, nous pouvons nous

ramener au cas où f^ (M z ) est bornée en z € R ^  , k = 0 ,1 ,2 ,3 ,4 .

Examinons alors le res te  R , = D (R ..) . . P lusieurs types de termes appa-Sl ij si

r a is se n t . 
er

1_ _type : Variations non contribuantes d*ordre 3.

Il s 'a g i t  des variations (1 ,2 ,0 ), (1 ,0 ,2 ), (2 ,1 ,0 ), (2 ,0 ,1) et (3 ,0 ,0 ), c .à .d .  

pour ces valeurs de { a ,  f i ,  y )  des sommes :

f(3) ( i -¡\ \ a ( a \ a ( A &£  fl3'( i , j )  M(i,A.)y .

(3)
Puisque f est adaptée, bornée, il résu lte  des théorèmes 6-1 et 7-1 du chapitre IV 

que toutes ces sommes tendent dans i J  vers  0 avec | n  | .

01X10 1
2 type: Variations d 'o rd re  4 non contribuantes, en module, dans L

(cf. théorème 7-1 , Chapitre IV).

Il s 'a g i t  des variations (2 ,0 ,2 ), (2 ,2 ,0 ), (2 ,1 ,1 ), (1 ,2 ,1 ), (1 ,1 ,2 ), (1 ,0 ,3 ),

(1 ,3 ,0 ), (3 ,1 ,0 ), (3 ,0 ,1 ), (4 ,0 ,0) c 'e s t - à - d i re  pour ces valeurs de ( a ,  f i ,  y ) ,  des 

sommes :

pour un point § ..(s ,t)  de ( t . . )  t . Puisque f ^  est bornée, on en déduit immédiatement
IJ JJ S i

la convergence vers 0 en probabilité de chacune de ces sommes.

01X10
 3 tyP®/ Autres variations d 'o rd re  4 non contribuantes ; il s 'a g i t  des variations

(0 ,1 ,3 ), (0 ,3 ,1 ). P a r  exemple, pour la prem ière, il s 'a g i t  de la somme :

s  -  2  f(4 )(Mç ij(s , t ) ) M(VJ>S M<i-Aj>t •

Cette somme se décompose alors en S  ̂ avec :

st s i st s ist

1T

S f agit ies

JJ st i s
a

t
ir

t
(4)(M

§ ij (s , t:)■
)M( A

ij;)
Q

st M(Ai f j )fis MKi 9 A
j
;)y
t

+ s
2

J)

3

,( )4



qui converge dans l J  vers 0 (Théorème 6-2, Chapitre IV) dès que f est bornée, 

continue et que | i r  | tend vers 0 .

S 2 [ f (4)(i,j) -  f(4)(M§ (s>t)) l  M(A.,j)s M(i, Aj)^ .

Montrons alors que tend en probabilité vers  0 avec |ir | , uniformément en ( s , t ) .

S ? = £  <*: .¡(s,t) f i .  ,(s,t)
^ y A*J A>J

avec  ̂ o t .^ (s ,t)  = f ^ ( i , j )  -  f^ (M ç  (s>t))

6.22

S 1 = £ f (4 )( i , j)M(Ai ,j)s M(i,Aj )t

.,3

? » (s ,

On a alors :

avec :

SUf> |S  | 
S , t

Ot = sup | f ^ ( M  ) - f ^ ( M  ,) 
"  z.z'iRn z z

lz-z ' |< |i r |

f i „  = sup D |M(A.,j) M(i, A.)? | .
"  s t  v  1 s J 1

Montrons d1 abord que tend en probabilité vers 0 avec |ir| .

Lemme 3-2 . S i f est une fonction de R dans R continue, si M est une martingale de

2
L continue, alors

a. = sup |f(M )-f(M ,) 
n z ,z » 6 R 1l Z Z

Iz -z 1 | <h 

tend en probabilité vers  0 •

Démonstration

Si 0 ^  , M est bornée par Nq . f étant uniformément continue su r

[-N  +N 1, on ao o

1.1

E
it

S 2

ij

t ) € ( A
ij >.st

ßa<
nff

i

o
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( | X — X ' | <  T)

V e > 0 , 3 r? tq : j = >  |f(x)-f(x') |<  e .  
( x ,x '€  [-N  ,+N ]’ L o o

D 'au tre  part ,  d 'a p rè s  le résultat du théorème 5-7 du chapitre III

T 2
sup |M -  M . | * 0 .

.ZfZ'ÉRn z z h-* o
|z - z '  | < h

Donc, il existe h > 0 tq :

C l*  = { w | sup |M , -M | < r)}
|z -z '  |<h z z

soit de probabilité supérieure à 1 -e .

S u r n 0 *  on a donc : |f (M )-f(M  , ) | < e  dès que | z - z ' |  < h.
Z Z

O

On en déduit le résultat du lemme puisque

P (0 N n a *)  S» 1-2 e .
O

1
Montrons a lors que 0^ est bornée dans L . En effet :

E sup £  |M(A., j) | |M(i,A.)?|< E D sup|M(A.,j) | sup |M(i,A.). Ÿ  

st ff s J ff s s st J

S ( Î Î E  sup |M ( A . , j ) J 4) l /4  (D E sup |M (i,A .)J4)3/4 < C||M||4 
ff s s ff t J 1

où C est une constante indépendante de ff (cf. corollaire 4 -3 , chapitre m ) .

On déduit donc de ces deux résu lta ts  que :

sup | | — — 0 .
st ^ | f f | - 0

.ème .4____type :

Il s ' agit de la somme :

ff * ’ ^1JV 1

où § ..(s , t)  et § '.(s ,t)  sont des points de (AH) . .  ij y y st

Un raisonnement analogue à celui développé pour montre que cette somme

tend en probabilité vers 0 avec | ff I .

Le théorème 3-1 est démontré.

n
N o

3

S2

£ (fF(4) (M
ç ij

s . t ))
f■{4 ),(M

§ i
ij(:S.t:)

)) M(t i t ])
4
t

S 2
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Si f ( s , t ; m) est une fonction de R -* R, on va énoncer le théorème donnant 

la formule de Ito pour f ( s , t ; Mg )̂ si M est une martingale de L^. Nous ne démontre­

rons pas ce théorème qui se ra  un cas particulier du théorème général énoncé dans le 

paragraphe suivant.

3
Théorème 4-1 . Soit f : R -» R une fonction réelle  des tro is  variables ( s ,t  ; m) telle que

§ 4 -  La formule de Ito pour f(z ; Mz ) où Mz est une martingale.

(4)f ^ existe et est continue, ainsi que 
m

fil fil fil f(3) f(3)
s t ’ 2 * .2 ’ * 2 »  . 2  * s t sm tm

Soit M une martingale de L^, M = 0W + 0WW de 1-dérivée L^ , 2-dérivée L^.

Supposons que les dérivées f^  , f ' '  , f ^ i  et f ^  vérifient les conditions

m m m m (3) (4)du théorème 3-1 énoncées respectivement pour f ' ,  f", V  et f .

Supposons en outre que :

E \  dx < M > ^  (x,dy) < «>
J R 1 s sm

(et la condition symétrique en t, < M > ^ )

E S ^  fst  ̂ + ^"2 ' + l f,l2 I ) <ix <Jy 00 . 
s t

A lors, si Agtf représente  l 'accroissem ent de f(x,y ; M(x,y)) su r  le rectan­

gle Rgt. , on a :

ou

* S t  ‘  -*Bt  +  P s t  + P St + ®St

*!s t =^ (¿,(x,y;M(x,y))M(dx,dy) + ̂  f"2 (x,y ; M(x,y)JM(dx,dy)

Rst " Rst m

est la partie martingale de Ag f̂

P ] = ^ ^ f^ i ( x »y î M(x,y))M(dx,y)<M>^2  ̂ (x,dy) + Ç f!' (x,y ; M(x,y))M(dx,)/)dy 
st 2 R . m r  l »m

st
+  {  f" (x,y ; M(x,y)) < M(dx,.) ,  M(x,.) > ^  (dy)

R , m st

2
est la partie 1-martingale propre de Ag tf , P t est la partie 2-martingale

4)
4

1

[(fflSITI'
)2 + (f

)3
2

,2)

R 11

<

st

2

)
2
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propre s'obtenant de façon symétrique.

= ^  f " 2(x,y ;M(x,y))<M> (dx,dy) + ̂  f^ j(x ,y  ; M(x,y))<M,JM>(dx,dy) 

Rst m Rst m

+ f̂ 4j(x ,y  ; M(x,y)) < J M>(dx,dy) + ^ f ^ t(x,y ; M(x,y))dxdy

Rs t m Rst

+ 5 ^  f ^  (x,y ; M(x,y))dx<M>^(x,dy) 

st s »m

+ 5 \  f^  o (x »y '* M(x »y)) < M > ^  (dx,y) dy, 
z  R_f t ,mst

est la partie à variation bornée de Ag f̂

® *st i
s

R

)
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§ 5 -  Formule de Ito pour f (s ,t  ; X ^ (s , t ) , . . .  »X^isjt)) où X.j,X2 , . . .  ,X ^ sont N s .m . r .

Faisons d 'abord  la remarque préliminaire suivante : s i ,

F ( s , t ) = f ( s , t  ; X1( s , t ) , . . . , X N(s,t))

F  n 'e s t  autre  que la valeur de £ prises en Z^, Z2 ; X ^ . . . ,  X^ où Z y  Z2 sont les 

s .m . r .  particu lières

Z.j(s,t) h s ,  Z2(s,t)  s  t .

Pour é tab lir  la formule de Ito pour F , on u tilisera  principalement deux choses : 

1°) La formule de Taylor proposée dans le théorème 4-2 qui tient compte de la

spécificité des deux s .m . r .  particu lières Z^ et Z2 .

2°) Des résu lta ts  généraux du chapitre IV pour les s .m . r .  Z^, Z2 ; X^,X2 , . . . , X jsj

(sans faire  de différence ici entre  Z ̂ , Z2 et les X).

Ceci étant, le principe de la démonstration est exactement le même que celui 

donné pour le théorème 3-1 .

Nous nous efforcerons dans ce théorème, d 'une part de dégager les conditions 

de validité su r  f, d 'a u tre  part de faire  un examen précis des variations contribuantes, 

examinant enfin de façon p réc ise  les variations non contribuantes ayant tra it  à Z et Z9 .
I Lt

Dans la décomposition et la représentation de X^, on notera M^, P k , . . . , L ^ , ...
1 1 

pour M k , Px  , . . . , L 1X , . . .  . D 'au tre  pa rt, on dira que f est dans Lk £ m n . 2p
X k k k

si util 2p+ mil 2p + llfI! 2p + mil 2p es t Uni, que f est dans L2 im n  . 2f> s i

k l  m n
2 1

f est dans L|(£mn . 2p » et on a des définitions analogues pour des trip le ts (k ,£ ,m ), 

des paires (k,4), des singletons k„ On a alors le résultat "développé" suivant (que 

nous donnerons sous une forme condensée dans le théorème 5-2).
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5 -1 . Formule de Ito : torme développée.

Théorème 5-1 . Formule de Ito pour f(s,t ; X ^(s ,t) , . . .  »X^ÍSjt)) où X^,X2, ..«»XN

sont N s . m. r .

Soit f(s ,t ; x ^ , . .  .»x^) une fonction de RN+2 dans R, X^ , . .  „ »X^, N s .m .r

de L^, telles que pour tout k, ¿ ,m,n  de {1, 2 , ...,N } :

(4) 1f. ; existe, est continue et dans L, .___ - .klmn ’ kxmn ; 4

f(3)
k£m

2
Jk¿m ; 6

(3) (3) 1f i * » f*. * existent, sont continues dans L. , 0 sk i ’ tk¿ * k! ;2
-|

f " .  f'o» "̂2 existent» sont continues, f ^  étant dans L (dz x dP) 
s t

'k* est dans Lk i ;4 • 

fk - fs k - fi'k sontdans Lk ; 2 *

Alors, sous cette hypothèse, toutes les intégrales définies ci-après existent 

et l 'on  a pour F t = f(s ,t  ; X ^ S j t ) , . . .  ,XN(s,t)) la décomposition en s .m. r .

suivante :

Ast F  -  % t + Ps't + PSt + « 5.

avec :

Martingale $ st<

^ St k ^R F ^(z) Mk(dz) + i f j ^ R  F k i (x,y)Mk (dx» ^  Mi  (x,dy) 
st * st

est la 1-martingale propre.

est dans 2

2

1 2

E F tt 1

1
stP

est dans

2
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Pst = ^ ü )  Ffc(z)P^(dz) + £  ^ F^(x,y)M,J(dx,y)(B^)ÿ(x,y)dy
k R , k£ R ,

st st

+ £  ^ F ^ ( x ,y )  < MR(d x ,.) ,  M2( x , .) (dy) 
k l  Rgt

+  l  £  \  F ^ ( x ,y ) M ^ ( d x ,y ) < M 2 ,M2 > ( 2 ) (x,dy)
1  k l m  J R . m K £ m

st

£  ^ F['k(x,y) Mk (dx,y) dy .+
k °R  . 

st

.22Pg  ̂ est la 2-martingale propre s'obtenant de façon symétrique.

®gj est le processus à variation bornée.

®st=pL Fk(z)Bk<dz)+j;L ('-2>
Rst st

+ £  § F £ £(x,y) < (P2)^ , M2 (x,dy) dx (3) 

k l  R s t

+ S  r̂ Fk̂ X,ŷ < Mk » P̂l̂ y (4)

+  l ' D l  F l a (x’y) <M k ’M*> (dx»dy) (5)
k l  Rst

+2JLL tôL < »̂ X > <*.*> «)klm R  , 
st

+ 2 =  L  Fk ^ > <M^ < ><1W ) ( B 2)yCty <7>
st

+  V  \  F ? h z )  < M ,J  2 > (dz) (8)
Lr 6m KXfIIl K . . IkXm J R M„,M

st l * m

+ * kEn ^  F̂ " <Z) " "m2 M1 ’ 'm2 M’" <9)kxmn R , M, Mst k 9 i  m* n

+ £  $ (Fsk (x' y)(Bk}y + F tk(x>y)(Bk)x) ^  (10’ 11)
k Rst

+ F^k ] (x,y) < Mk,M^ > ^ (d x ,y )d y  (12)

k l  Rst

+ 2 F k l  ix »y)dx< + ^ F^t (z)dz (13,14)
k l  Rst Rst

V st )2

1

F it I ■)(B‘k
1 I
)
X

(B
i

)
I

y dydx

> (

>.( 1)
(dx f y dy)

st

3( ) (x.v )(Bk
1
.)

i
x dx 2 ,2

k

(3)

R

1+ (
F

4
( )z < J J > ( )dz ( )9

d>
2

£ S
ST )

(3) M2
k f M

2
i

>
)(2 (x f dy)

R

)3

1
2

1
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1 2  2 tingale faible 77^ + Pg  ̂ + existent dans L , celles définissant

Sous les conditions du théorème, les intégrales définissant la partie mar-

i
existent dans L .

Démonstration :

Nous adopterons exactement la même démarche que dans la démonstration du 

théorème 3 -1 .

On choisira  une partition n  équirégulière de dont on fera  tendre le

pas | i f  | v e rs  0 . Donc :

* s t F  -  f  F < V s .

où l'accro issem ent de F  su r (A..) . est donné par la formule de Taylor (théorème 2-4).
AJ 3 L

On examinera a lo rs terme à terme les différentes variations entrant dans cette formule.

On démontrera des convergences en probabilité . Puisque X ̂ , . . . ,  X^ sont 

des s . m . r .  de L , continues, ainsi que les différentes dérivées considérées, on 

peut, à e p rè s , se ram ener au cas où f et toutes les dérivées considérées sont 

bornées par une quantité fixe NQ .

(A) Examen des term es contribuants.
2

Variations ( 1 , 0 , 0 ) . -  Sous la  condition f^ » cette variation converge en probabi-

lité  vers :

D \ £¿(z) X. (dz) = £  \ f¿.(z) M. (dz)
k Rst k Rst

+ £   ̂ £¿(z) P,J(dz)
k Rst

(lmp)

(m)

+ £ § f¿(z) P̂ (dz) 
k Rst

(2-mp)

+ F L  f¿W B k(dz) 
st

(v.b)

(Nous u tilisons, pour continue bornée, le lemme 3-1).

2
3tp Sst

R 11

k»2€ L

st

st

fk

R



Variations (0 ,1 ,1 )» (théorème 3-2-2 , Ch* IV).- Sous la condition f j^  4  *

cette variation converge vers  11 intégrale :

^ f¡JA(z) J x  x  (dz) = D ^ fj^(z) MjJ(dx,y) M2(x,dy) (m)
k l  Rgt l  k k l  Rst

6.30

+ £  ^ £^(z) MjJ(dx,y)(B2)^ dy (lmp)
k l  Rgt

+ Z) ^ fk / z  ̂ (Bu)x ^  Mx(x,dy) (2mP)
k l  Rst

+ F. L  fki(z)(Bk>x ^ (Bi> >  <''•»>
st

Variations (1 ,0 ,1 ) , (théorème 5-4, Ch. IV ).- Sous la condition f j^  é L2 £ . 4 , cette 

variation converge vers

^  ^  < Xk(d x ,.) ,  X ^ x , . ) > ^ ( d y )  =25 § fj^(z)<M2(dx,.),M2(x ,.)>^(dy) (lmp) 

+ £  \  f" (z)dx < (P 2) ',M 2 > (2)(dy) (v.b)kJt J R KX k X l

st

(et le terme symétrique, correspondant à une variation (1,1,0) faisant apparaître  une

2-mp et une fonction à v .b ).

Variations (2 ,0 .0 ) . (théorème 4 -1 -2 , Ch. IV ).- Si f j^  est dans . 2 , on a la 

convergence de ces variations vers ,

j  S  J  i j / z )  <M k,M£ > (dz) (v.b)
k l  Rst

Variations (0 .1 .2 ) . (théorème 5-2, Ch. IV ).- S i f ^ ^  sont dans L2 ^m . 6 , ces 

variations convergent vers

l S  S f k l m ^ J  2 2 (2) ^ = 2  £  \ fk3iL^z)Mk^dx»y)<Mr Mm>(x’dy) ( 1mp)
k i x n  J R , <M ,,M > ,M. ^kim  J R , m k 1  mst v  m 7 k st

+ 2 k?m ^ r  ^ ^ x ^  < ^ £ , K ti> (x,dy) (v.b)
st

(et le terme symétrique faisant apparaître une 2mp et une v .b  pour la variation (0 ,2 ,1)). 

Variations (1 ,1 .1 ) . (théorème 4 -3-1 , Ch. IV ).- S i f j ^ ,  sont dans L2 ^  . 6 , ces

D

f L2
k l f

R

1 2i in

st

f
k l
v )z(

k l R st

1L
k l 9 2

mm

)(3 1

1 )I (3
k (m

1 2 2

21 , 2

k í

)x3
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e \ f(JL(z) < j ? i>(dz) (v-b>
k ! x a  J R . KHn K M,Mst t  m

Variations (0 ,2 ,2 ) , (théorème 4-2 -2 , Ch„ IV ).- S i et dans . 4 > ces

variations ont pour limite

Jhn fk * m n ^  < J m2 M1 , J u 2 m1>^ ‘ kJbnn R . M. M. M Mst k l  m n

Reste à examiner les termes contribuants faisant intervenir l 'une  ou l 'a u tre  

des s .m . Z y  Z 2 »

Variations en Z^(Ag) Xk(s ',A ) et_ X(Ag , t ' ) Z2(A^).- Ces variations d 'écriven t

Il existe une petite différence entre  cette variation et celles étudiées jusqu ' à maintenant 

la valeur de f" n 'e s t  pas p rise  au point P y  = (i,j  ; Xy). Mais cela n 'a  pas d 'im por­

tance au niveau du résu lta t. En effet f" (i,j  ; X. 1 .) est 3. 1 .-adapté, ce qui est la
1+ ■ f J 1+ ' I J

bonne adaptation pour l 'accro issem ent associé X. (i+1, A.) ; d 'a u tre  part puisque f".
K J t  SK

et X ^ , . . .  ,Xj^ sont continues, on a un résu lta t généralisant le lemme 3-1 :

variations convergent vers

L e m m e  5 - 2 .

Si f (s , t  ; X^ ( s , t ) , . . .  jX ^ S jt) )  est mesurable adaptée continue bornée, si 

v  = { A y  } est une p 

|ir| tend vers zéro

i r  =  { Ay } est une partition , Zy le point inférieur de Ay , a lors quand

1 1 2  2 
La convergence ayant lieu dans L si f€ L  , dans s * ^ ^ * 2 ’

dans 2 si f€ L k^ ;2 •

On a les résu lta ts  analogues pour les variations en Z2 . P a r  exemple, la

2
variation en X^(A^,j+l) Z2(Aj) converge, si les fj! ^ sont dans L^ 2 vers

£  5  f  t ,  k ^ x  » y  » y  ) d y =  £  §  f  t ,  » ■y  ■* M k ^ d x  » ■y  ■̂  ( 1 _ m p )

^ ^  ^ Rst

F l  (v. b)

k Rs. ’ k Rst

Rst

(3)
M

k

f(4)k Jönn L
1
k £mn

> )dzf ( )4

D
v

ffl îi, h X 1+1 >J
) I(6 i )s I k(i+ 1 f j

)
t

f fn

L
1
k > l . ;

L
2
k 9 2

X k(dx

f
t t k
h (x,y )(B

1
k x)

I
dydx

1 '2

dvfn (x , y ): y■)«
1

( 1- m p )dydx y)<M).(x,yf£ \
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Variations en XR(As , t ' ) X ^ A ^ t ' ) Z2U t) . -  (Type 0 ,2 ,1 )) .

(3) 1Sous la condition : ^  € L ^ .  2 » ces variations convergent vers

\ s S fi!L(z)<Mk»Mi>(1)(dx.y)dy (v-b>
kA Rst

Variations en Z^(Ag) Z2(A^). -  Si f ^ € L \ d z x d P ) ,  cette variation converge vers :

\  f"(z)dz  . 

j R st

(B) Examen du r e s te . -

Le re s te  est constitué de deux types de variations : celles qui croisent les 

s .m . r .  X^,X2 , . . . , X jSj entre  elles et les a u tre s .

Pour les prem ières, que ce soient des variations d 'o rd re  3 ou d 'o rd re  4, 

on démontrera q u 'e lles  tendent vers 0 exactement de la même façon que cela a été 

fait dans le théorème 3-1 , en nous appuyant su r  le lemme 5-3 qui est la généralisation 

immédiate du lemme 3-2 .

Lemme 5-3.

Soit f : Rn+2 -» R continue et X ^ , . . 0, X ^, N s .m . r .  de L2 continues,

a lo rs , si z = (s ,t) ,  z ' = ( s ' , t ' )

a h = sup | f ( s , t  ; X1(z ) ,. . . ,X N( z ) ) - f ( s ' , t '  ; X ^ z ' ) ,  ...,XN(z ')  | 
z , z '

| z - z ' | <h

_ tend en probabilité vers 0 si h tend vers 0 „

Ce lemme se ra  une conséquence immédiate du théorème du chapitre III.

Reste alors à montrer que les contributions des variations du re s te  faisant

in tervenir les processuss Z 1 et Z2 tendent en probabilité vers  0 avec | n  | .

Pour cela, il suffit de voir que tous ces res tes  sont du type :

S  [g(P: ^ 8 ,0 )  - g ( P '  .(S,t))] Y..(S,t) 
f i  L f  J 1 f J

où g est l 'u n e  des dérivées (continues) f'' , f '  , f", , f ^ , ,  f ^ # ; P . . ( s , t ) ,  P.'.(s,t)^i S i  S , K x  i , K £  1J 1J

,( )3
t

1 1 ( )11
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étant deux points de Ay, et Y y(s,t) certains processus.

D 'ap rè s  le lemme 5-2 :

sup !g(Ph ( s , t ) ) - g ( P '( s , t ) )  | ------ ----  0 .
i , j  1J 1J U I - 0

(s , t )€ R 11

Il suffit donc de vérifier que les sommes D | Y y(s,t) | sont bornées, uniformément en 

(s , t) ,  dans L 1. Ce résu lta t est évident pour | (A.)!2 , I(A.), | 2 , | ( A . . ) J ;  res te
1 S J l  l j  S i

à examiner le cas :

Yy( s , t )=  | (4 . ) s l Xk(i+1, ^j)[ X£(i+1, ûj), .

Il est aisé de vérif ie r  a lors le résu lta t annoncé. _

1 2Regroupant a lors les divers facteurs provenant de % ,  P , P , Œ et faisant 

jouer à = s ,  Z2 = t le même rôle que d 'a u tre s  s . m . r . ,  on en déduit :

C orollaire 5 -1 ♦- S i X^,X2>. . .  ,X ^ sont N s . m . r .  de et f : R ^  -♦ R  une fonc­

tion vérifiant les hypothèses du théorème 5-1, a lo rs , si 

F (s ,t)  = f (X^(s , t ) , . . .  » X j ^ t ) ) ,  on a :

4stF=i?L Fyz>xk(dz)+p.L Fk/<z)Jx1xt<dz,
s t s t

+ D $ F £ a(z) < Xk(d x ,.) , X / x ,  .) > (2) (dy) 
k l  R s t

+ £ $  F ^ ( z )  < X k(. ,dy) ,  XA( . ,y)  (dx)
Kl Rgt

+ 2 p , L  Fy ( z , < V i >  ( *)
st

* 1  E  S Fktt>(z ,( J  (2) + J
kim Rg  ̂ < x k-x i > ,2' x ra x k< x i ' x m >

+ £  $ $ L « < V ,x lx  >(dz)
k i m  R . I  m

st

+ * k L  “ R F ^ " <Z) *  \ X t  ’ J x mx n > <dZ)- st

Corollaire  5 - 2 .-  Cette formule s 'é c r i t  encore

(1)
) (dz)

o

L 6

( 3 )1 D

D 3( ) >

1
■+ F )A

):z < J X
V

J. > ( )dz

1
z

1

< X >1.

)( 1>

>
R
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4stF ■ »L Fk(z) Vdz) + = L Fki(z) v  t (dz)
st st

P. L  Fki(z)[< v xi>(1)+< xk>xi>(2) -* xk-x* (dz)+
k l  "'Rst

+ J  S  \  FkW ( z )(J  ( ) + J  (,)) (dz)
k<n. J r s , k im  <Xk,X 1>(2,Xm Xk< X i ,Xm>(,)

+ 2  L  Fk3ii<z , < x k>Jx , x  >(dz)
kXm R , t  m

st

+ 4 . p  Sd  Fk* m n ^  < J X. X . , J X X > d̂z^  kJtmn ^R . k l  m nst
(i) (2)

Il suffit d 'u t i l ise r  la décomposition des s .m . r .  < X >  et < X >  , 

donnée dans le théorème 5-1, Chapitre III, pour obtenir cette version. On retombe 

a lors su r  le formalisme donné dans [ 7 ] .

5-2. Formulation au moyen des opérateurs D ̂  ^ t  D2 .

S i g(x ; m ^ , . . . , m n) est une fonction R n+1 -» R  d é c la s sé  C2 et si

2M.j,. . .  ,Mn sont n martingales à un paramètre de L , on définit classiquement l 'o p é ­

ra teu r  D opérant su r  g(x ; M ^ x ) , . . . ,  Mn(x)) par

Dg = g ' + i  £  g» (< M ,M >)' .
A ^  y  1J 1 J X

Cet opérateur dépend fondamentalement des Ni , et il se ra it  plus correc t de le

noter D , M . .  x .
{ M -j » . . . ,  Mn }

Considérons alors la fonction

F (s , t)  = f ( s , t ; X 1( s , t ) , . . . ,X n(s,t))

= G (s,t  ; M1(s,t) , . . . ,M n(s,t)  ; P ] ( s , t ) , . . . ,P ^ i s , t )  ; P2( s , t ) , . . . ,P 2(s,t)  ; B ^ s . t ) , . . . ^ ^ ) ;

1 2où les X  ̂ sont des s .m . r .  de parties m, lmp, 2mp et v .b ,  IVT, P^, P^, B^.

En remarquant que dans F (s ,t)  la "partie dérivable en s " ne provient pas
o o

seulement de s par (G '), mais aussi de P. (contribution, G' 0 . (P .) ')»  de B.
5 1 (pf> 1 s 1 

(G^ ,(B^)s ), on définira l 'op é ra teu r  D1 comme l 'op éra teu r  D qui, à t fixé, agit
i

sur les  fonctions et martingales en s .

R
XkX

)Í 2)( 1 > ]

.( )3

)4

1

y



On définit symétriquement D2f.
4

Si f est de c lasse C , on pourra en particulier lui appliquer successive­

ment D.j et D2 en ayant soin de prendre en compte pour D2 des parties 2-m et

2 .v .b  des term es (<M.1 ,M1. > ^ V  issus de Dri j x l

Le théorème 5-1 peut alors se reform uler ainsi :

Théorème 5-2 .

6.35

Sous les hypothèses du théorème 5-1,

‘ s tF  -  *  Ps t + Pst + “'s t - 

où flîgj est la martingale donnée au th. 5-1,
1

est la 1-martingale propre :

Pgt = fj^(z) P R(dz) + (D2 f£) MR(dx,y) dy

k Rst k Rst

+ D  ^  < »)» M2( x , .) (dy),

st

tandis que Œg  ̂ est le processus à v .b  :

Démonstration :

Il suffit de constater que

D2f£(x,y)dy = f;k(x,y)dy + £  fj^(x ,y) (B2) ’dy + ^  £  fS m (x»y) <M *>
l  jtm

pour vérifier que l 'o n  retrouve bien ici l 'exp ress ion  de donnée au théorème 5-1.

Il suffit donc pour conclure de montrer que est 1 ' intégrale simple de 

D2D.jf (d 'où  l 'o n  déduira immédiatement que les opérateurs D1 et D2 commutent). 

On a

D -jfix^d x  = f^ ix ^ d x î+ E f i^ y H B jj /  dx (x,y) (dx,y).
k k l

Il s ' agit donc d ' appliquer D2 à tro is groupes de term es.

21

Fst

EE S S
f i i

k l
)(z Mk.(dx ( )2>

(B
st sR st

D 2(C1f)(z) dz $ )d2()z()f2D(1C

stR

)dyx.()
2(>2

mM

1P
st

11 intésuffit donc

4
1

2
k l
D i n

k£ < M1
k » M 1

A
> ( )

VIst

k l

R
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D9f ' dxdy donne immédiatement les termes numérotés 14, 11, 13 du théorème 5-1S

2^me groupe : £  :
k

D2(fk ' (Bk O  -  [t k - ® k ) >  ( ,0 >

+ (2)

+ fW x y  (,)

+ î f Î t <M2X !,(2)(ï'*><BK («>
Xm

+ £  < M2 , (P2);  >(2) (x,dy) (3)
i

N 1 1 Î 1 )
3eme groupe : c 'e s t  le plus délicat à t ra i te r  puisque pour < , on n 'a  pas

a priori de décomposition en semi-martingale en t .  Appliquant déjà l 'o p é ra teu r  à

f." ,  , on obtient : 
k i  '

D2^fk* < Mk ,MI  >^1W » y ))d y  = < Mk ,M ]>^1̂ (dx,y)dy (12)

+ S  - (B m>y <  Mk - M i  > ( ’ W ) d y  (7)
m

+ 2 p  fk l n <Mk>Ml >(,)<dx-^ <Mm'Mn>(2)<’t-^> <9> mn
+ T

où T fait in tervenir la 2-représentation de

1 1 1
Donnons cette 2 représentation dans le cas Mk = = M

M^ =M + P^ (représentation 0 ,  i j ) ,  f } J

< M1 >*1\ s , t )  = \  L ,( t  ; z)2dz. 

Rst

(L^(t ; z))^ est une semi-martingale en t,  valant 0(z) si t = 0 

L 1( t ; z )  = 0 ( z )+ N ( t ,z )+ B ( t ,z )  

avec N(t,z) = *\ ^(§,z)w(d§)

1 groupe : fg .

pt
B(t,z) = \  j3 (v,z)dv.

i°0

On a donc, uniformément en t et pour tout z :
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L2(t ; z) = 02(z) +2^ L (u ; z) B(du,z) + < N(. ,z) > , +2*\ L J u  ; z)N(du,z). 
i J 0  i t j Q i

La partie à v . b de < M > gĴ  s 1 écrit donc :

y
2 ^ ( \  L ^ y  ; x,v) ^ ( y  ; x,v)dv) dxdy + < M >gt .

Rst ° 0

Quant à la partie martingale elle s 'é c r i t  (après une intervertion possible d 'une intégrale 

en W et d 'une intégrale en Z)

2 ^  Lj(y ; x,v) ÿ(u ,y  ; x,v) dx dv) W(du , dy). 

^ s t  R 1y
1 2Dans le cas de deux 1-martingales MR, , il suffit d 'é c la te r  chacun des termes en 

L 1k0 1A + L 1X ^ 1k , L 1k + L u 4>k , en supprimant le coefficient 2.

0IT10
On a a lo rs , en terminant l'application de D^ au 3 groupe de termes :

T = T + T
1 2 r y

T 1 = fk /   ̂j 0 L 1* ’ x »v d̂v ^  dy + <Mk »M^> (dx,dy)]

= fkje T<Mk ,(P J)ÿ>(dx,y)dy + < Mk,M^ > (dz)l (4,5)

6.37

m * MM.
m k

d 'a p rè s  un résulta t du paragraphe 3 du Chapitre IV.

On a bien retrouvé tous les termes de Œ j. . Le théorème 5-2 est démontré.

5-3. Formalisme et pratique pour 1 ' obtention de la formule de Ito à deux dimensions.

Nous allons voir que, formellement, la formule de Ito s 'obtient par application

successive de la formule de Ito, d 'abord  en s ,  puis en t.

Montrons le par exemple dans le cas d 'une fonction

f(s ,t  ; Xgt)

1 2

F (s ,t)  = f (s ,t  ; Xgt).

où Xgj. est une martingale faible M + P +P . S o i t :

,t

( s

.t

st

ß1(,y

(8))OV9dx(>f( )3 < M e 9 J 2 1

1.V
R

dvdxdydu)xJytU(2 miL)x ,vu,y fÍ
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On a 

e r1 pas : Ito en s .

s
F ( s , t ) - F ( 0 , t )  = ^ M1(dx,t) + (D1f)(x,t)dx,

r s  1
F(0,t) -  F(0,0) = \  f^(x,0) M (dx,0) + (D1f)(x ,0)dx

'0
et donc :

A . F = f  [f* (x,t)M 1(d x , t ) - f '  (x,0)M1(dx,0)] + \  [(D1f)(x ,t)-  (D-f)(x,0)]dx. 
st J q m m *Jq i I

X

2eme pas : Ito en t .

Appliquons donc la formule de Ito en t ,  à l ' in té r ieu r  de l ' in tég ra le ,  aux deux 

intégrandes :

1e r  Intégrande :

>t „ t
*  f ' (x, t) M1(d x , t ) - f '  (x,0)M1(dx,0) = Ç f* (x,y)M(dx,dy) + \  f" (x,y)M1(dx,y)M2(x,dy) 

m m J 0 J 0 m

+ ^ (D9f ') (x ,y )M 1(dx,y)dy + \  f ' ( x ,y ) P 1(dx,dy) + '\ f" (x,y) <M(dx, .),M2(x ,.)>^(4y). 
J0 2 J0 m u0 nT

On retrouve déjà exactement t (ce qui est normal puisque la première intégrale 
r s s s
^ dans la décomposition de AgtF  est la partie  1-martingale de AgtF).

\
2eme intégrande :

*  (Dlf)(x,t) = f ; ( x , t ) + ^ f " 2(x,t)(<M 1> (l))^(x ,t)+f^(x ,t)  P2(dx,t).
m

Examinons terme à terme la différence D1f ( x , t ) - D lf(x,0).

fg (x , t )~ r (x ,0 )  = ^ ( D 2fp(x,y)dy + fg>m (x,y) M (x,dy).

. fJî(x ,t)P2(d x ,t ) - f^ (x ,0 )P 2(dx,0)= ^ ( D 2f^Xx,y)P2(dx,y)dy +f" 2M < P 2(dx,.),M2(x,.)>(^(dy)
'0 m

+ f ' (x,y)P2(dx,dy)+f" (x ,y)p2(dx,y) M2(x,dy),
mr

\  [f" 2(x,t)(<M1 > ( 1)) ' -  f" 2(x,0)(<M1 > (1 V (x,0) ] = 
mt m

=  2  ^ ( D 2f " 2)(x,y)(<M1>^^)^(x,y)dy + f ^ ( x ,y ) <  M2 ,N > ^ ( x ,d y )  
Ho m m

f"2 (x,y) B(x,dy) + f" (x,y) N(x,dy) + f% (x,y) M2(x,dy). 
v e r  m r  m-5

f
m
i (x >t )

s

0

0

t

0

1 1 1

1

o

t 1,
t 1 t

)(2

% st
+ P 1

st



Si on a noté la décomposition en t-martingale et t-variation bornée de :

(< M 1 > ^ ) x(x,y) = N(x,y) + B(x,y).

Regroupons les intégrales en M2 (x,dy)dx :

^  m(x ,y )+ f" 2(x ,y) P2(dx,y) + 1 f(3)(x,y)3 M ^ d y ) ^  (DJJL)(x,y)M9(x,dy)dx.
J 0 ’ nT i  m  ̂ i m /

Cette quantité regroupée avec

\  fm(x »y) P 2(dx,dy)
J0

et t t 1
f " 9(x,y)N(x,dy)dx = \  f" 9(x,y) (< M (. ,y), M(. ,dy) > ^ ) (d x )

^ J 0 m J0 nT

donne par intégration en x su r  [ 0 , s }  la partie 2-mp P  ̂ .

Examinons alors les termes res tan ts :

B(x,y)dxdy = (D2fp(x,y)dxdy + (D2f^)(x,y)P2(dx,y)dy + f" (x,y)< P2(dx, .),M2 (x,.) >^ (dy )
m

+  2  (D2f " 2)(x,y)<M>^1̂ (dx,y)dy + (x,y) <M 2(x, .),N(dx, . ) > ^ ( d y  
m m

+ f'' (x,y) B(x,dy)dx. 
nT

Se reportant à l 'é c r i tu re  de D^f :

(D1f)(x,y) = fg(x,y) + f^(x ,y) P2(dx,y) + ^ f ' 2(x,y) (N(x,y) + B(x,y))dx
m

on constate que :

B = D ^ f  .

5-4 . Quelques rem arques.

5 .4 .1 .  Cas où les martingales MR, k = 1 , N ,  sont fo rtes.

Il y a alors un certain nombre de simplifications.

1 ( 1)
Tout d 'abo rd , les "mesures" < MR(. ,dy), M^(.  ,y)> (dx) sont nulles 

(Th. 5-2, chapitre IV). On a alors :

Pst = S  S fk(z) P k(dz) + ^  S (° 2 fk) Mk(dx»y) ^  » 
k Rst k Rst
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D 'au tre  part, dans ce cas < Mk,J  2  ̂ > = 0, et donc le terme (8)
M

l  m
(théorème 5-1) de ®s  ̂ est nul.

5 .4 .2 .  Cas d 'une fonction quadratique de X ^ , . . . , X ^ .

4
Dans ce cas il est suffisant de supposer que les s .m . r .  sont dans L . 

Théorème 5-5 . P rocessus à v .b  d 'une s .m . r .

S i X est une s .m . r .  de L4 , il existe un processus à variation bornée,

2noté «  X »  tel que X -  «  X »  soit une martingale faible rep résen ­

table.

2
Les représentations de «  X »  et de X -  «  X »  sont données par

2
la formule de Ito pour f(X) = X .

2 « X » gt = Jj M(z)B(dz) + ^  <p1(z)<p2(z)dz + ^ <(P2)x ,M2>^2\x,dy)dx 

st st Rst

+ Ç <M 1, ( P 1) > ^ ( d x ,y ) d y + Ç  < M > ( d x , d y )
J n  y J n

soit 5t st

2

avec, si z = (x,y) st

U(z) = M(z) <p(z) + <p^(z) <A>(z) + ^ /32L2(u,y ; x)du + ^ ^ L ^ y  ; x,v)dv 

+ ^ 0 2(z) + 2 ^ jf>2(u,y ; x,v) dudv.

Rxy

>< < >

< > ><

R R

<< > >
st sR

U(z dz

y

o

x

0
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IDENTIFICATION D'UNE s .m .r .  A PARTIR DE CERTAINES DE SES

C H A P I T R E  VII

VARIATIONS.

Le problème su r  R + .

2
Soit Y une semi-martingale de L à un indice, relativement à la filtration 

du brownien W
t pt 

0(u) W(du) -  \  qj(u)du .
0 J0

S es variations quadratiques, conditionnelles ou inconditionnelles sont égales au proces­

sus cro issant de la partie  martingale M de Y

< Y > t = <M >t = J  02(u) du .

En ce sen s , la variation quadratique de Y est caractéristique du processus 0 2 . On a 

même un résu lta t statistiquement trè s  in téressan t : au vu de la tra jec to ire  to, on peut 

estim er 0 (u,6o) à p a rtir  de la variation quadratique inconditionnelle qui est "mesurable" 

s i par exemple, on dispose d 'un  modèle paramétrique su r 0 :

0(u) =f(Yu ; a)

où f est une fonction connue et a un param ètre inconnu, on peut a lo rs disposer d 'une 

estimation presque sûre  de a  .

P a r  contre , d 'une telle variation, on ne t ire ra  évidemment aucune information 

su r  <t> . Pour estim er <p, il faudra revenir à des méthodes statistiques c lassiques, par 

exemple la méthode d 'estim ation par le maximum de vraisemblance (cf. Chapitre VIII).

7.1

y
t i

0

t



Nous allons nous poser les mêmes types de problèmes pour les s .m . r .  su r 

R + : celui de l'identification dans ce chapitre VII, celui du changement de probabilité 

et du théorème de Girsanov au chapitre VIII. Comme nous allons le voir, ces problèmes 

resten t en grande partie ouverts, la situation su r  R + étant simultanément plus riche 

et plus complexe.

Une s .m . r .  est carac té risée  par les cinq intégrandes, 0 ,  i¡>, f i  * 2  et 

<p, qui constituent donc le modèle de la s . m . r . .  Relativement à l'identification, nous 

nous poserons deux types de problèmes :

1) S i X est une s . m . r . ,  étant donnée une certaine c lasse  de processus obtenus 

à p a rtir  de X, cette c lasse  de processus e s t-e lle  caractéristique de X ? , ou de 

certaines fonctions connues du modèle de X ? (Comme par exemple, la variation qua- 

dratique su r  la droite est caractéristique de f(0) = 0 ). Deux nouvelles c lasses  de 

processus obtenus à p a rtir  de X apparaissent su r  R + : celle des d iverses variations 

produit (cf. Chapitre IV), et celle des variations quadratiques, ou même de certaines 

in tégrales curvilignes, su r  des chemins de R + (cf. Chapitre V). Nous nous limiterons 

dans ce chapitre à l 'é tude  des variations produit de X : de la connaissance de certains 

processus variations produit de X, qu 'en  déduire su r  X .

2) On observe une tra jec to ire  os du processus X, par exemple su r  R ^  „ 

Disposant a lors d 'une réalisation de chaque variation produit (et si l 'o n  veut de 

variation produit de ce lle -c i, e t c . . . ) ,  qu ’en déduire quant aux réalisations correspon­

dantes de 0 ,  0 ,  f i  , f i 2 , <p

7.2

2
Le problème sur R + .

1 9

ß1



7.3

observation d 'une 
tra jec to ire_____

_________V__________
une réalisation des 
variations produit

, T
réalisations de

6 , 0 , p2 > <P ?

(^^ on  fi^ l

processus 
variations produit

________ i_________
processus 

6 , 0 , pv  ?

Il va s 'a v é r e r  que la 1-variation produit en s ,  à deux niveaux t, t ' , t < t ' , < X > ^ } .s , t , t

e s t extrêmement riche. Elle pourra ê tre  utilisée dans la forme 1-variation quadratique 

(t = t ' ) ,  mais on l 'u t i l is e ra  principalement sous sa forme générale :

.(1)< X > ’
R

L^(t ; z)L-|(t' ; z )dz .

st

L 'identification des différentes parties de cette s . m . r . ,  puis l'identification 

de ces parties elles-mêmes se révéleront t rè s  informatives : en particu lier, nous obtien­

drons que dans la c lasse  des martingales :

M = 0.W + i(i .WW

telles que $ est déterministe continue, 6 et ÿ ne s 1 annulant pas , < X > g  ̂ ,

( 1) 2 2 (2 )
<  X  > s  i j sont caractéristiques de 0 et de ^ . S i  de plus on connaît < X>^ gl ,

alors 0 et ^ seront connus, au signe global p rès .

La disposition de cette même variation comme fonction de t et de t ' , t < t ' ,

permettra d 'u t i l is e r  d 'éventuels résu lta ts fonctionnels liés au problème suivant

" l 'application :

h -* H

où
,t

H(t, t ' ) = Ç h(t,x) h (t1 ,x) dx
*-)n'0

est-e lle  injective ? " Il est c la ir ,  que dans une situation où t = t ' , une telle application

No fixé^)U> fixé

* <P**
fl

S t It s

;ts f,t !



n 'e s t  pas injective. On montrera ici (§ 2), que dans le cas où h est dérivable en t 

et ne s 'annulant pas su r la diagonale, une telle application est injective. On en déduira 

en particu lier que les variations < X H et < X . , sont caractéristiques
S j Ijl S | S ; L

des martingales faibles

X = 0 .W + ^ r  VW + 0 2 . WU 

dont la partie  martingale est martingale fo r te .

Nous abordons enfin (§ 3) un dern ier point qui est celui de l'identification 

paramétrique : on constatera alors que le fait de disposer de plusieurs variations produit 

nous permet de "mieux" connaître le processus que su r R + et éventuellement d 'estim er 

presque sûrement tous les param ètres de la s .m . r .  . L 'exem ple, typique, que nous 

développons, es t celui du processus de Ornstein Uhlenbeck : 

su r  R ,  ce processus s 'é c r i t  par exemple :

X. = a 2  \  e a (u -t) w(du), a  > 0
1 oo

7.4

2
et seule la variance a  peut ê tre  estimée presque sûrement et il faut u tilise r le théorème

de Girsanov pour estim er a .

2su r  R + , ce processus s ' é c r i t , s i a  > 0, 0 >  0 :

Nous donnerons a lors l 'é c r i tu re  de X ^  comme semi-martingale (non nulle su r  les axes)

( 1) (2 )et constaterons que les variations < X > .<  X > , et < X > permettent d 'iden ti-
s t ’ st st

2
fier complètement les param ètres, a  , a ,  /3. Mieux, Xg  ̂ est i .d .c .  et il suffit de 

connaître sa variation su r tro is  segments portés par tro is droites formant un triangle 

pour 11 identifier complètement.

)1( ).(2>

t

e“ (u-s) + Äv-t)w(dUfdvh
OO

t

OOs S2
astX



7 . 5

Nous savons que pour une 1-m artingale propre :

\  i  (v ; z) dv W(dz)
St J [ 0 , t ] x R st 1

une telle représentation en /3̂  est unique (au sens v x z x w presque sûrement).

Une s .m .r .  X représentée par ses intégrandes (0 , 0 ^  02 > <P) est donc bien

caractéristique  de ces intégrandes qui donnent donc de X une représentation unique

(Chapitre III, § 5).

La prem ière variation envisageable est la variation (0 ,1 ,1 ) , définissant le

processus : la connaissance du processus perm et-elle de c a ra c té r ise r  X ?

et sinon, quelle information su r X peut-on en déduire ?

P a r  exemple, il est facile de voir, que dans la c lasse  des martingales fo rtes, J v permet
A

d 'iden tifie r complètement X, c 'e s t - à -d i re  0 , au signe global p rès : en effet, dans ce 

cas , est caractéristique  du produit 0 ( § ) . 0 ( § ' )  avec ç S o u s  cette forme, 

étant une variation de type intégrale stochastique ne se ra  guère utilisable dans 

la pratique pour l'identification tra jec to rie lle  : en effet, J x  étant non dérivable on ne 

pourra pas rem onter, même partiellement, par dérivation à se  représentation. P a r  contre , 

sa  variation quadratique, c ' e s t-à -d ire  la variation (0,2,2) ou sa  variation produit 

avec X, c 'e s t - à -d i re  la variation (1,1,1) permettront d 'accéd er aux processus 

dérivables < > g .̂ et < X ,J ^  > g  ̂ , et donc par dérivation en s ,  t , aux intégrandes 

de représentation de ces deux processus absolument continus.

La deuxième variation envisageable est la variation quadratique rectangulaire

de X.

1-1. La variation quadratique.

On sa it que cette variation quadratique de X ne fait intervenir que la partie 

martingale M de X par l 'in term édiaire  de son processus cro issant :

§ 1 -  Caractérisation d'une s .m .r .  par certains processus variations produit.

),(1p

J J
K

XJ

X
J

J

§ A

jX
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st st
de dérivée égale à

ô < X > gj = 0 2(s,t) + ^ 0 2(u , t ; s , v) du dv .
ô s o t  ^  „ D

K *St

Il est c la ir  que si M est une martingale forte, la connaissance de la variation quadra-

2
tique permet de c a ra c té r ise r  0 , comme su r la droite ; par contre :

Proposition 1-1. -

2S u r F?+ , une martingale n 'e s t  pas caractérisée  par sa  variation quadratique

2 2(cette variation n 'e s t  caractéristique ni de 0 , ni de ip ).

Démonstration :

Donnons deux contre-exemples :

On sait que :

< w > st = s . t  

Soit a lo rs : M = ip .WW, avec

* ( ç , ç ' ) « 1 ÇA §I g ( § ) h ( § ' )

g(u,v) = (4uv)-1/ 4 , h = g .

Alors : < M > . = s . t .st

En effet :

V 0 2(u ,t ; s,v)dudv = V g2(u,t)du {  h2(s,v)dv = — — Ç —  Ç iÎL  = 1 . 
Rgt 0 J 0 4 f s t  J 0 Vü 0 Vv

2 2
Vu l'orthogonalité  de W et de M, tous les processus aW + /3M, avec a  + 0 = 1 ,

auront encore comme processus croissant s . t .

Modifions un peu la définition de ip afin de constater que, même dans la

c lasse  des martingales en ip .WW, la variation quadratique n 'e s t  pas caractéristique 

2

¥>(5,S 1) = C  1Ç£ ÇI g(§) h (ç ' )

de ip . Prenons encore :

2
(§ 9 8 i

)d?d§ î

S >t s t

< X St
< M>

st s e2
(§ )d§ + S

R
2
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avec :
g(u,v) = u a  v ^ , 

h(u' ,v ')  = u ' y v 1 ®,

2 a  + 1 > 0 et 2 0 + 1 > 0 

2 y + 1 > 0  et 2 5 + 1  > 0.

Une telle fonction ip est dans L . D 'au tre  part :

p  ̂ c,2a+2y+1 f2j3+2ô+1
\ ip (u ,t ; s,v)dudv = C 
J dR

2a+l 26+1
st

Et donc le choix

‘ 201+ 2 7 + 1 = 20  + 26 + 1 = 0 

C = (2a + 1) (26 + 1) 

a ,  0 , y ,  6 négatifs 

assu re  bien que la martingale M = ip .WW a encore st pour processus c ro issan t.

Venons-en aux 1-variations produit, qui vont s 'a v é r e r  former une c lasse  

extrêmement r iche .

1-2. Les 1-variations produit.

Nous supposerons désormais X dans L4 ; la 1-variation produit aux 

niveaux t et t 1, t £  t 1 est définie au chapitre IV, A, § 2-1 . Elle vaut

(1) < X > s ; t , t '  L 1(t ; z )

s t

On définit en particu lier la s .m . r .  :

(2)

La représentation de < X est donnée au Chapitre n i ,  théorème 5-1 :

t

< X >(1)st - S Rs tx [ 0 , s ]  2,<X>
f i  m  (ç ;u ')w (dç)du ' + \  <p m (ç)d5

Rst <X>
avec :

(2-1)

r t
f i  (u ,t ; s) = 2 \  L 1(t ; s ,v ) 0 (u ,t  ; s,v)dv

2, <X> J 0 1 .

<P ( J s , t )  =  { < X > )  . +  2 \  L 1 f i A t  ; s ,v )
< X >u; J 0

dv

a

D(1
S

dz)zf
it(1L

< X > ( )1
ttS S Rs

zd)zJt(
2
1

L

> )(1
st

s
i

t

S

)(1
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donc < X > est caractéristique de fi
J 1 )

et de <p
.(1)

. Cependant, en
2, <X> <X>V

général, ces deux intégrandes n 'ont pas de propriétés de semi-martingale en t , du fait 

que 0 ,  f i ^  p rises  au point t ,  n 'ont pas de propriété particu lière  de semi-martingale. 

Nous allons voir que la 1-variation produit à des niveaux différents est plus in téressan te .

Proposition 1-2 . -

(1)La connaissance pour tout t £  t '  des processus en ( s , t ') < X >
S , 1,1

carac té r ise  les processus

c4
A(u, t ' ; s , t) = ^ L^(t ; s ,v )  0 (u ,t ' ; s ,v ) dv, u S  s ,  t < t '

pt
B (u ,t ' ; s , t) = \  L ^ t  ; s ,v ) f i  A t 1 ; s ,v )  dv , t < t '  . 

J0

Démonstration :

On a :

<  X > (1)
s ; t , t '

_  < X > s , t ’ $ L 1(t ; z , ) L - | ( r t , t ' ] ;  z ')d z '
Rst

=  {  L 1( t ;z ) r^  0 (z,z ')W (dz)l dz'
Rst C o , l ] x [ t , t '  ]

¿1

+ L ^ t  ; z ' ) [ ^  f i ^ ( v  ; z')dv"] dz'
R_i t

et donc, l'identification de cette différence comme semi-martingale représentable en 

( s , t ' ) ,  t étant un param ètre, conduit au résulta t annoncé. ■

Nous allons dans la suite faire  l 'hypothèse supplémentaire suivante su r

*

$ ( z , z ' )  et /3^(v ; z ')  sont 3z , -m esurab les .

Proposition 1 -3 . -

S i i j j (z , z ' )  et 0 1 (v ; z 1 ) sont 3 z ,-m esurab les , a lors les 1-variations

)i:(
st

0

0

)1(

S

S;

9 ß 1



(pour t ^  t ' ) : 

f 1
a ( Ç , § ' ; s )  = V 0(ç ; s ,v )  0(ç ' ; s ,v )dv  

J0
.t

produit < X > ^ . j. sont caractéristiques des processus suivants

b(u ,t ' ; s , t )  = 0 (s , t )  </>(u,t' ; s , t )  + ^ ^(u , t ' ; s ,v )  ÉÜt ; s ,v )dv
J0

c ( t ' ; s , t ;x )  = ^  1( t ' ; s ,v )  4>(x,t ; s ,v )dv

d(t' ; s , t )  = 0 (s , t )  ^ 1( t ' ; s , t )  + ^ /S^t' ; s ,v ) /31(t ; s ,v )dv  .

Démonstration

D 'ap rè s  la proposition précédente, la 1-variation produit est caractéristique 

du processus A
r t

A(u,t ' ; s , t )  = ^ L ^ t  ; s ,v ) ÿ (u , t '  ; s ,v )dv

u ^  s ,  t ^  t '

r* r*
= \  [ e ( s ,v )  + \  /My ; s ,v )d y ]  0 (u , t '  ; s ,v)dv

<Jr\ %J r \  I

• ÎA 0 ( f ;  s ,v ) W(d?)l 0 (u, t * ; s ,v )d v .
0 - R lt

Montrons a lo rs , que sous l'hypothèse : ^ ( z , z ‘ ) es t  3 , -mesurable, ce p ro-z

cessus en t ,  es t  une semi-martingale. La première partie de cette décomposition de A

est à variation bornée en t puisque égale à : 

r t t f v
\  0 (s ,v )  0 (u , t '  ; s ,v )dv  + \  ( \  f i A y  ; s ,y ) 0 ( u , t 1 ; s ,y)dy)dv .
J0 J 0

Montrons alors que la deuxième partie est une martingale en t .

Lemme.-

Soit g : x [o, 1 ] x 0  ■» R  , un processus mesurable, tel que g(x,y ; u)

o
ne charge que y > v, soit 3 adapté et vérifie en outre :

y

7 .9

E \ g2(ç ; v) d§ dv < » .
*^>•[0,1]
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o

o

O

R
11

t



7 . 1 0

Alors, on a l'égalité  des processus :

S LS g(5;v) w(d? ) ]  dv = § [ §  g(x »y ; v) dv] w(dx,dy) 
°  R u  R n  - 0

Démonstration :

2Sous la condition L su r g, les deux processus définis dans l 'éga lité  

c i-dessus existent en même temps dans L .

Il suffira a lo rs , pour démontrer le résultat (qui est un théorème de Fubini) 

de le vérifier su r  les fonctions simples, puis de l ' étendre aux processus généraux 

g en approchant ceux-ci par une suite convenable de processus gn .

Or l 'identité  du lemme est clairement vérifiée pour des processus simples.

D 'où le résu lta t .

Appliquons alors ce lemme au processus :

g(§; v) = 0(§ ; s ,v) 4>(u,t' ; s ,v ) .

D 'ap rès  l'hypothèse de mesurabilité de ^ (pu isque  t '  est au dessus de Ç), g(§,v)

2 2 est bien 3 ^-m esurable, la condition L pour g étant vérifiée, s x u  x t '  presque

sûrement, puisque X est dans L4 , et l 'on  a bien :

^ qj>(u,t' ; s ,v )$ (ç ;s ,v )W (d ? )Jd v  ^  ^(u,t> ; s ,v )^(x ,y  ; s,v)dvJW (dx,dy).
°  R 1t R 1t 0

On en déduit donc que s x u x t '  p . s . ,  A (u , t ' ,s , t )  est une semi-martingale en t, dont 

les parties à variations bornées et martingales sont continues ; ceci permet d 'identifier 

les processus a et b de la proposition 1-3.

Utilisant de la même façon le processus B de la proposition 1-2, et la mesu­

rabilité de 0.j(v ; z ' )  en z 1, on déduit que l 'o n  peut identifier les deux autres proces­

sus , c et d de la proposition 1-3. ■

On déduit de cette proposition le résultat suivant :

Corollaire 1 -3 . -

Soit X = 0.W + 0.WW une martingale de L4 , telle que 0 ( z ,z ' )  soit

t y

suffira alo

.t

S S sy



3 , -m esurable et continue en z pour tout z 1 et tel que presque sûrement, 
z

0 ne s 'annule  pas.
( 1 ) 2

a) Alors la variation quadratique < X >v /. ,, sont caractéristiques de 0
S , l j t

et $>2  .

b) Plus précisément, s i

Y = 0.W + £.WW

4
est une martingale de L telle que

< X >  = < Y > , < X = < Y > ^  

il existe un processus adapté e , à valeurs dans {-1,+1} tel que

0 (z)=  e (z) 0(z)

0(z' ,z) = e(z) il>(z ' , z)

(et donc

» z) = «(z) L ^ ( t  , z) ).

c) S i j/)(z ,z ') est déterministe (ou seulement 3 , -m esurable), continue
Z A Z

en z , z 1 et si ^(z ; (1,0)) est w x z-presque sûrement non nulle, alors 

la variation quadratique et les 1- et 2-variations produit caractérisen t 

le modèle de X au signe global p rès .

Démonstration :

a) D 'a p rè s  la proposition 1-3, la 1-variation produit est caractéristique de :

7.11

r t
\  0 (x , t '  ; s ,v)  0(u ,t  ; s ,v)  dv = a(x , t '  ; u , t  ; s) 
J0

t < t ' ,  x < v,  u < v

ce qui signifie que (x, t '  ; u , t , s , co)-presque sûrement, a est déterminé. On ne peut 

cependant pas en déduire que (ç , s ,  oo) -presque sûrement, le processus a(Ç; Ç; s) 

e st déterminé : en effet, (§ x § , s ,  œ) est un ensemble diagonal de mesure nulle.

Cependant, sous 1 ' hypothèse de continuité en ? ,  § ' de a ( § , § '  ; s),  on aura

1 ' identification de a ( § , ç , s ) ,  § x s x u )  presque-sûrem ent. Cette hypothèse se ra  en

>'.( )1

L 1Y(t
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particulier vérifiée si 0(§ ; z) est supposée continue en § . On en déduit en particulier

i l )  (  ̂ 2 que < X > . , ,, permet d 'identifier : \ $ (u,t ; s,v)dv s x t x a: -  presque 
s ; t , t

'0

sûrem ent.

Ceci implique alors que

\ ¡¡) (u, t ; s , v) du dv 

j R st
et

e2(s-t) = a§at < x > s t - L  *2(».‘ ; s .v)<iu<iv
Fî « st

sont c a rac té r isé s  par < X > , et < X > ^ .  .. .st s ; t , t 1
(1)Utilisons alors le processus b (proposition 1-3) caractéristique de < X > ; . .,s  ; t , t

valant, dans le cas particulier d 'une martingale :

(3) b(z' ; z) = 0(z) (z1 ,z).

Donc, s i  0 ne s 'annule  pas, on en déduit bien que < X > , et < X , sont
Si S j l̂ l

2 2 caractéristiques de 0 et de ^ .

b) Soit a lors Y = ^.W + îT.WW de même variation < X >  et < X que X.

2 ~2 Puisque 0 ne s ' annule p a s , il en est de même de ÉT ; posons alors :

G (z) = 0 (z) 0(z)~1

e  est une variable à valeurs dans { -1 ,+ 1}, adaptée, et d 'a p rè s  la relation (3), on a :

0 ( z ) 0 ( z ' , z) = 0(z) $ ( z ' , z)

soit ^
ÎT(z‘ , z) = e(z) i / ) (z ‘ ,z)

et donc ^
L^(t ; z) = e(z) L ^ t  ; z).

c) Sous l'hypothèse de mesurabilité en z et de continuité en z '  de 0 ( z ,z ' ) ,  

on obtient :

0 (z ' ,z)=  e ( z ' ) 0 ( z ' , z)

(pour la même fonction e(z) = 0(z) 0(z)-  ) et donc :

i,2

2/
2

2

*¡>

).(1
>

).(1>



e(z) 4>(z' ,z) = e (z ')  ¡ ¡>(z ' ,z ).

En particu lier

e((l ,0)) ^>(z' ; (1,0)) = e (z ' ) 0 (z• ; (1,0)) 

et donc, e (z ')  est constante, d 'où  c). ■

Nous terminons cette partie  en remarquant que les caractérisa tions de c e r ­

tains processus associés à une s .m . r .  que nous avons obtenus dans cette première par­

tie , ne peuvent pas ê tre , dans la pratique, utilisables au vu d 'une tra jec to ire  : 

connaître un processus s .m . r .  X, c 'e s t  connaître son modèle, alors que, W n 'étant 

pas identifiable, connaître une réalisation de X, ne permet pas de connaître la réa li ­

sation correspondante de son modèle.

Nous développons au paragraphe suivant une toute autre méthode, qui permet 

d 'iden tif ie r , au vu d 'une tra jec to ire , les martingales faibles du type :

X = 0 . W+  /3r VW + 02 .WU .

On dira  d 'une  telle identification qu 'e lle  est tra jec to rie lle .

7.13
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On dispose maintenant d 'une tra jec to ire  de la s .m . r .  X et donc des réa li ­

sations correspondantes des variations produit de X. En particulier sont accessibles :

0 2(s,t)  + V 0 2(u,t ; s ,v )  du dv, variation (2,0,0)
R . st

^ ^ (u ,t  ; s ,v )  L^(t ; s ,v ) L 2(u,t ; s)dudv, variation (1,1,1)

C 2  2^  L^(t ; s ,v ) (u, t ; s) du dv, variation (0,2,2)

§ 2 -  Identification trajectorielle d'une s . m . r . -

R *st

R  fst

Hg( t , t ' )  = ^ L^(t ; s ,v ) L^(t' ; s ,v )  dv, t < t 1 (1 -variation).

Rst

De la dernière quantité,

s i  t = t ’ , on peut identifier
s t -,2

(< hs ( . ) > )'t = ^ L ^ t  ; s ,v )  j/)(u,t ; s ,v )d v j  du
0 L 0̂

où hg(t) = H s (t , t) .

s i  t g  t ' ,
s t 2

(<H g(t, „) > ) t = ^ [ §  L-|(t ; s ,v )  0 (u , t '  ; s,v)dv^j du.

Dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que la partie  ^.WW de X est nulle. 

Dans ce cas :

r1
L J t  ; z) = 0(z) + \  f i J v  j z ) d v  

J 0

est dérivable en t ,  valant 0(u,t) au point z = (u,t). L 'é tude  de la 1-variation produit

aux niveaux t et t '  nous permet d 'identifier :

ri

(4) Hs^t , t ^  = \  L^(t ; s ,v )  L^(t' ; s ,v )dv , t rS t '

pour tout s .  Nous allons montrer que cette équation (4) permet de déterminer de façon 

unique (au signe c(z) près pour 6(z), /^(t ; z) et z  ; s ) ) ,  les processus 6 et j3 . 

Fixons l 'ind ice  s et la tra jec to ire  oo et posons :

L
2

S S

0 0

0

ß2
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i(t,v) = L ^ t  ; s ,v) 

e(t,v) = jç- i(t,v) =  f i ^ ( t  ; s ,v ) .

r*
(5) \  l(t,v) ¿ ( t ',v )dv  = H ( t , t ' ) ,  t < t '  .

J0

On a a lors le lemme suivant :

Lemme 2 . -
a

Soit l 'ensemble des fonctions ¿(t,v) définies su r  [ 0 ,1 ]  , nulles si 

v > t, à valeurs rée lles  et vérifiant :

(jH ) £(t,v) = 8(t,v) existe et est dans L2( [ 0 , 1 ] 2)

(£2) inf 0 (t) > 0 , où 0(t) = A(t,t) 
t € [ 0 , l ]

Alors l 'application de V, dans V. :

l  -  H
r t

(5) H ( t ' , t )  = \  ¿(t,v) 4(t ',v)dv, t < t '

L'équation (4) s ' é c r i r a  encore :

"o

est injective, 0 et >3 étant déterminés par :

(5-1) 0 2(t) = [ - j j  H(t> ,t) -  H (t ' , t ) ] t , =t (0(t) > 0)

r* a2
(5-2) 0(t) /3(t',t) + \̂  £(t,v) /3(t' ,v) = H(t ' ,t) .

® 2
à H 2 2En particu lier , dès que ^  est dans L ( [ 0 ,1 ]  ), l 'équation (5-2)

a toujours une solution en 0 .

La démonstration de ce lemme nous a été communiquée par J.M . Bony„

Démonstration :

a) Unicité .

L 'équation (5) se dérive en t, et en t ' , donnant les deux équations 

(5-3) 0 (t) £ ( t ' , t )  + ^ 0(t,v) l ( t ' fv) dv = H( t ' , t )

(5-4) ^  ¿(t,v) £ ( t ' , v ) d v =  -jp H ( t ' , t )

è

dt

d
5 F

ôt dt

t òt'

O

o

t
è

Tt



puisque ¿(t,v) est nul si v > t. Prenant les valeurs de ces deux équations en 7.16 
t '= t ,  on obtient par soustraction :

(5-1)

équation qui, sous la condition, 0 (t) détermine complètement 0 .

Dérivant (5-3) en t 1, on obtient :

r4 à2
(5-2) 0(t) jS(t',t) + \  0(t,v) 0(t ' ,v) dv = -57- 57T H ( t ' , t ) .

J 0

Soient alors f(t,v), g(t,v) deux solutions $  de (5-2). P a r  différence de

(5- 2) prise  en f et en g on obtient :

r*
0 (t) [ f ( t1 ,t) -  g(t' , t ) ]  + V f f(t, v) f ( t ' , v) -  g(t, v) g(t' ,v )]dv  = 0

J 0

soit encore, en posant :

et s i  6 > 0 est tel que :

r( t ,v )  = |f(t, v) -  g(t,v)

inf 0 (t) ^  6 
t € [ 0 , l ]

^  „t .t
(5- 5) r ( t ' , t ) < J r ^  |f(t ' ,v) | r ( t ,v )  dv + Ç |g(t,v) | r ( t ' , v )  dv*l.

u  L  ^  Q  J  n J

Notons alors :

0

Da = 0 ^ v S t < 1 , v S a }

f H 2 = §  f2(t,v) dv dt .
D 

a

Intégrant a lors l 'inégalité  (5-5) su r  D^ , on obtient :

llr" l Ê h llgll l̂ llr||2
0

et donc, puisque f et g sont dans L ( [ 0 , l ]  ) ,  on peut trouver <*>0 tel  que

h < 1
0

ce qui implique que r est nulle sur Da  .

e2
( )t [

Ò
t H(t ! t t)

Ò

t i H(t i>t)Jt i t

{(t »V

t
l

V

1

a

.

il

[ h fii 2
a.

2 [ IIIf'Il
2
a

+ II IIg
2
a 1



Soit <*o la plus grande valeur a  de [0 ,1 1  telle que r  soit nulle

su r  . S i  a  < 1, il suffit alors d 'é tud ie r l 'équation (5-2) su r  le domaine
d o   ̂ ot

o  o

à 0L =  ° o  ~  V -  t  -
O

pour conclure à l 'ex is tence  d 'un  a ,  a  > a Q , proche de tel que su r  le domaine

Da  , o = {(t’v)’ ao~ v - t "  1» v - a}

(5-2) a une unique solution. D 'où la contradiction et donc a  = 1. (5-2) a donc bien

2 2au plus une solution dans L ([0 ,1  ] ).

b) Existence.

0 (t) est bien déterminée par (5-1) ; o r

c l
¿(t,v) = 0(t) + \  j3(y,v)dy 

J 0

il y aura donc existence de la solution pour l'équation (5) sous la condition :

c(t,’t) = àFTF€L2([°’1}2)

dès que (5-2) admet une solution j8 sous cette même condition. Résolvons (5-2) en 0 :

<3 = T 0

avec :

7.17

T ^ ( t l ,t) = ff| ï j [ c ( t ' , t )  0(t,v) /3 (t ',v )dv ] .

Choisissons a lo rs  :

6 , 0 < 6 < 1, tel que : 0 (t) ^  6 pour tout t et a  > 0 tel que

"c"«s x -
? ?

ce qui est possible puisque c € L ( [ 0 , 1 ] ).

Soit a lo rs

B 6 / 2 = (feL2(Da ), llf|l0 < ! > .

a) T envoie B g. su r  Bg : en effet
' 2 / 2

D o A

í(t f V), }1<

a

o

2.
Hd

€
2 i2

t

0

2
ô

2

II Tf II a
< 1[

26
4

+ II f II a II f II a

n

j
< 6

2
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4  

^0

b) T est contractante :

4  rX
Tf ̂  -  Tf 2 | ( t1 ,t) < ^ 1 £1(t* ,s) | | f 1(t,s)  -  f2(t,s) | ds + ^ | f 2(t,s)  | |f 1(t* , s ) - f 2( t ' , s )  |d s

et donc :

T£1 Tf2 " a “ 2**£1 f2**a  + 2 ’, f 1 ~ f2 " a  ~  6 " f 1 f2 " a  *a

Il y a donc un point fixe et un seul pour T dans . Ceci démontre donc l 'ex is tence

d’une solution dans D . Il suffit a lors de recommencer su r  le domaine A^ , et de cons-
a. CL

ta te r  que, pour la même valeur de a ,  (5-2) a de nouveau une solution su r  D 9 pro-
CX y C t vX

longeant la prem ière. D 'où le résultat du lemme 2. ■

Remarquons que dans la pratique cette méthode itérative  prouvant l 'ex is tence  

de la solution (3 de (5-2) peut ê tre  utilisée afin d 'ob ten ir |3 (méthode de P ic a rd ) .

On en déduit le résu lta t :

Théorème 2 . -

S i X est une martingale faible représentable

x = e.w + /3r vw + 02*wu

et s i il existe ô > 0 tel que pour tout ( s , t) :

6 (s ,t)  £  6

a lo rs , la connaissance d 'une réalisation  des variations < X >v . ., et
s ; t , t '

(2)< X > ' . . détermine complètement les réalisations de 0 ,  /3_ .
S f S f l \

Il suffit en effet de vérifier que, (s,c0) presque sûrement, les conditions 

du lemme 2 sont vérifiées pour

r*
Hs(f »0 =  ̂ ; s,v) L^t ; s,v) dv, t < t'

et symétriquement, à (t,w) fixé pour

r s
Kt( s ' , s )  = ^ L2(u ,t ; s) L2(u,t ; s ' ) d u ,  s «  s ' .

En particu lier, si 0 ,  0^, ^  sont donnés sous forme d ’un modèle paramétrique

I
'o

6 6
II

B 6
/ 2

0 1

suffit en

L
'0

1(V

0

2



dépendant d 'un  param ètre a  multidimensionel :

e (ç )  = e(X ç ; a)

/^(Ç) = f i j i X ç  ; a ), i = 1,2

l'estim ation presque sû re  des param ètres a  pourra ê tre  faite par identification.

Nous allons développer dans le paragraphe suivant 11 exemple du processus 

de O m stein  Uhlenbeck, donner sa  représentation comme s . m . r .  et constater que la

(i>
connaissance de < X et < X > ^ '  , i = 1,2 permet d 'iden tifier complètement

les tro is  param ètres du modèle.

7.19
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7 . 2 0

Nous définirons le processus de Ornstein Uhlenbeck su r  R  comme étant 

le processus :
S t

Y . = cr2 ^ Ç exp [a (u -s )  + |3(v-t)] W(du,dv)
^  ^  —  OO — OO

a  > 0 ,  0 > 0

o
où W est un bruit blanc de R  . Y j est un processus, gaussien, stationnaire

cov(Ys t ,Yg l t , ) = ^ g  exp [ -  a  | s - s '  | -  0 l t - t ' | ] .

D 'au tre  pa rt, c 'e s t  l 'unique processus gaussien stationnaire possédant la propriété 

markovienne suivante fi ] :

E(Ys,t,|S*t)=XYst + X1Ystl+X2 YsU.

2
3-1 . Le processus de Ornstein Uhlenbeck, s .m . r .  su r R + .

Nous allons montrer que Y est une s . m . r . ,  en donnant sa représentation,

2
trace  su r  les axes comprises, su r  R + :

Yst = Yqq + X,(s) + X2(t) + Xst , (s ,t)  *  (o,o) 

où X ^(.) , e s t une semi-martingale à un indice su r  l 'ax e  i ,  nulle à l 'o r ig in e , et Xg  ̂

est une s .m . r .  nulle su r  les axes.

P o so n s :  = ] - ° ° ,  0 ]  x ] 0 , t ]

Vs = ] 0 , s ] x  ] -o o ,o ]

R"°°= ] - - , 0 ] x  ] - ° o , o ] .

On peut alors é c r i r e ,  si (s ,t)  > (0,0) :

T .L  + L  + L  + L - ~  1 e° u+Pv w<du>dv)-

§ 3 -  Exemple : le processus de Ornstein Uhlenbeck.-

2

y = e_(a s+ W  r i Qau+^v
st ^ R-

st t s o

..ere . . ✓ ,
1 m teg ra le .

S i on pose

í

Ht

H V
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M , = ^ e au-t0v
R . st

T xis, t )=e- ias+fit) Ms(

soit encore, appliquant la formule de Ito,

T ^ s . t )  = Wst f P1(s ,t)+  P 2(s,t)  + B(s,t)

où P est la 1-m .p .,

P , ( s , t )  = V ^i(v  î z) dv W(dz)
' J [0 ,t]xRst '

; z) » - 0  e ^ v ' y \  si z = (x,y), y < v  

P^ la 2-m .p. obtenue de façon symétrique et B le processus absolument continu

la première intégrale s 'é c r i t  :

B . = a/3 Ç e (au+^ v) m du dv . 
st K J  uv

st

.eme . . ,  .
2 mtegrale.

Si on pose

N J s )  = \  e au+0v w(du,dv)
I J y

s

N^(s) est une martingale en s ,  et la deuxième intégrale s 'é c r i t  :

T2(s ,t)  = e ' (as+/ît) N ^ s)  .

P a r  la formule de Ito en s appliquée à

xi(s) = e_ as  N ^s)

on obtient :
,s

X1 ^  = T 3  wi ( s ) - < * $  e au N^u) du 

où :

1 (s) = 20 ^ e ^ V W(du,dv)w . .  ,

'Vs

est un mouvement brownien normalisé à un indice indépendant des valeurs de W sur 

les trois premiers quadrants. On obtient donc :

T2(s,t) = xi(s) + (e- ^* -  1) e ~ a s  N ^s)

w du f dx )

-(Q;s•+ßitt)

ßV

1

ß )Kv-y

R

1

0

as
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et, remarquant que :
t

-j8v 
e dv

0
e ■ -  1 = - 0  Ç 

on obtient :

T 2(s , t )  = x^(s) -   ̂ ^ e - ^ v w^(du)dv + a 0  ^ e (au+^ v) m^(u) du dv .

Rst Rst

La troisièm e in tégrale  se  t r a i te  de façon analogue.

Quant à la quatr ièm e, elle  vaut

T4 ( s , t ) = e - (“ s + i t ) Y0 0 .

Examinons les  term es à variation bornée en ( s . t ) d e  Y . L eur somme vaut
st

B . = e (a s + 0^Y  + ccfi[ e (au+&V' [m + n  (u) + N9(v)] du dv . 
s t  o o  r J _  L uv 1V ' 2

Rst
O r

X.... = e (au+0 v> [Muv + N ^u )  + N2(v) + Y ^ ]
uv

et donc, on a encore  :

®st = Yo o f e" (aS+3t) _ ^ e “ (au+^ v) du dv]  + a fi ^  Xuy du dv

Rst Rst

= Y + Y (e” a s  -  1) + Y (e- ^* -  1) + Oè0 ^oo oo oo Jj

On en déduit a lo rs  :

Xuv du dv •
s t

Décomposition en s . m . r .  du p rocessus  de O rnste in-U hlenbeck.

2 2 Le p rocessus  de Ornstein-Uhlenbeck s u r  R  , de param ètres  a = 1,

a > 0, 0 > 0, admet la représentation :

(s,t) > 0

où X̂  , X2 sont des semi-martingales à un indice, nulles à l'origine 

^(s) = x^

Yst = Yo o + X 1(s )+ X 2(t)+ X s t -

X /s )  = xJs)  + Y (e-0£s -  1)
OO

avec
1 (Xl(s) = Wl(s) -  a   ̂ Xl(u) du

X2(t) = x2(t) + Y j e - ^ '  -  1)

avec

* 9 (t)  = 2 5  ^  x o(v)  dv
0

1

0

t

2

2

t0:

a

w
2 :),(
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et X est la s .m .r . (nulle sur les axes)

Xst Wst + P } ( s , t )  + P 2(s,t) + B (s ,t)

avec pour la 1 P 1

la 2-m .p . P^ s'obtenant de façon symétrique, et pour le processus absolu­

ment continu B :

où

/ 2 
W est un brownien bidimensionnel su r R

+

< w^(.) sont deux browniens unidimensionnels su r R + 

est une gaussienne

Bst
a ß s Rst

X
W

du dv

ces quatre processus étant orthogonaux entre eux.

On rem arquera que x^ et x2 sont des processus de Ornstein Uhlenbeck 

unidimensionnels, orthogonaux, associés à w1 et w„ .
[ ¿é y*

2 stS i Ygj est de param ètres (a , a ,j3 ), a lo rs , admet la représentation

donnée c i-d essu s .

3-2 . Identification du processus de Ornstein-Uhlenbeck.

La trace  su r toute droite du processus de Ornstein-Uhlenbeck, en particu lier 

su r  toute horizontale et su r  toute verticale est un processus de Ornstein-Uhlenbeck à 

un param ètre.

S u r l 'horizon tale  de niveau t, si on note w1 le brownien normalisé :

w'(s) = 2 0 f i ‘ W(du,dv)
1 J 0 - 00

Yg^, s > 0 , admet la représentation

P (s ,t)  = \  ß  A v  ; z) W(dz) -  M  e w Jdu) dv
V , t ] x R st 1 st

^l (v ; x , y ) = - 0  1{ y ^ v } e ^ (v y)

m. P.

SR

ooY

a

e
ts

ß (V t)



Yst = Yot +2T W1(s) " “  L  Yut du •

>s

En particu lier, on en déduit que la 1-variation quadratique de Y su r  un segment horizon­

tal de longueur s vaut
2

V J s )  = < X , -  c  X > ^  . = -2-^- s , s > 0
1 so+s,t s o , t  4 ^2

et de même

v2(o><x 4 2)t +t-<x><2> = - 4  t, t>o.
’ o o 4 a

Une première conséquence de ces deux résu lta ts  est que la variation quadra­

tique de X su r  tout chemin en e sca lie r , monotone, joignant z = (s ,t)  à z ' = ( s 1 , t ' )  

vaut :

a 2  r  I s - s 1 | , | t - t  ■ I 1 

4 L fl2 a2 J

et donc il en e st de même de la variation su r  tout chemin monotone joignant z à z 1 : 

le processus de Ornstein-Uhlenbeck est donc une s .m .r .  i . d . c . .

D 'au tre  pa rt, d 'a p rè s  la décomposition de la s .m . r .  X, on a :

V(s,t) = < X > st => o 2 <  W > st = a 2st .

On déduit a lo rs des tro is  variations V^, V les estimations presque sû res  de 

a 2 , a ,  fi :
< X > . 1/2

1  t  st \ '

~  VT)4s<  X > v“ ; st

< X > . 1/2
>-(----- fV

4t< x >vy 
st

- 2  < X > st  
a = ~ ü ----•

Comme nous le remarquions dans l'in troduction , pour certains p rocessus, le 

fait de d isposer d 'une unique tra jec to ire  permet d 'iden tifier complètement le modèle.

Remarquons que dans le cas présent, il suffit même d 'o b se rv e r  le processus 

su r  tro is  in tervalles portés par des droites formant un vrai triangle, par exemple un 

segment horizontal, oblique, et vertical, pour identifier parfaitement le p rocessus.

7.24
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En effet, su r un segment oblique T de pente m, la variation entre  deux points 

z = ( s , t) , z ' = z + ( s '- s )  ( l ,m),  vaut

\ r )

^  Z '

^ 2 
équation qui jointe à celles donnant et permet de déterminer a  , a ,  0 .

Z 1

z
)Í r

< X >
r

:x
O 2

4 I s s i I [
1
¿ß

+ ]
IIm

2
a

V
1

V
2





CHAPITRE V I I I

Changement de p r o b a b i l i t é  e t  théorèm e

de GIRSANOV pour  l e s  s . m . r .

Si Z ^ est la s.m.r. 
st

Z - Y  + B  
st st st

où Y est la partie martingale faible et B la partie à variations 

bornées, les diverses variations produit peuvent donner des informations 

concernant la partie m.f. Y (cf. chapitre VII) , mais elles ne prennent 

pas en compte la partie à v.b. B .

Le but de ce chapitre est de donner des éléments permettant d’estimer 

Bgt, que dans ce contexte nous appellerons un "signal11. Comme au chapitre 

précédent, le problème sous sa forme générale reste très largement ouvert.

Le point de départ des techniques utilisées est l’étude du comportement 

des s.m.r. quand on effectue un changement de probabilité. Les articles de 

base sur ce problème sont l’article [5 ] de WONG et ZAKAI, qui fournit la 

représentation exponentielle d ’une martingale positive et l’article [l2*] de 

HAJEK et WONG qui, à peu près simultanément avec notre travail, ont donné 

certains résultats concernant le problème de changement de probabilité pour 

une s.m.r. . Sur ces deux points, notre façon d ’aborder les problèmes (de 

façon directement bidimensionnelle) diffère substanciellement de la leur 

et donne un éclairage nouveau aux résultats correspondants.

Dans toute la suite, (Î2 , Q« , lPo) sera un espace de probabilité de 

référence et ( ^ z) , z e Rj j une filtration vérifiant les conditions F1-F4

stst
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du chapitre I. (On supposera Ir - t F D ?  sera une mesure de probabilité 

absolument continue par rapport à DPo , définie par sa densité de Radon 

Nikodym

d IP
A =

d IP
o

On dispose des diverses notions de martingales sous IPq et sous IP ; 

on précisera toujours quand il s'agira de notion sous IP , parlant de IP-mar- 

tingale, de lP-martingale faible, etc ... ; en général on n'apportera pas cette 

précision sous D?o : on dira indifféremment 1-martingale ou BPq— 1 -martingale.

En particulier, à partir du §2, W sera un IP^-brownien, ^ la 

filtration de ce brownien. On a sous IPq la notion de s.m.r., alors que à 

priori cette notion n fa aucun sens sous IP.

Au §1, nous lions, de façon générale, les propriétés de martingale sous

IP et de martingale sous IP , au moyen de la densité A , sans utiliser de

représentation particulière de A .

Nous nous plaçons alors, et jusqu’à la fin du chapitre dans le cas où

lfon a un IP -brownien W et où G* est la filtration associée. Nous
o z

donnons des conditions sous lesquelles une IP-martingale faible régulière

est une s.m.r. (sous DP ) .
o

Au §2, nous étudions en détail la représentation exponentielle d fun 

changement de probabilité, cfest à dire la représentation exponentielle d'une 

martingale positive d'espérance 1 : si Y est une s.m.r. positive valant 1 

sur les axes, Xgt = Log Y est, par la formule de Ito, une s.m.r. nulle sur 

les axes. On dira que Ygt = exp X est la représentation exponentielle de

Y . Nous étudions les propriétés de X dans le cas particulier où Y = A 

définit un changement de probabilité : en particulier X est caractérisée par 

sa partie martingale (Vj .

IP

F

fl:

St

st

st

st
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Nous donnons de la représentation une approche unidimensionnelle, 

appliquant par exemple à t fixé la formule de Ito en s. Nous donnons 

aussi une approche bidimensionnelle fondée sur la formule de Ito donnée au 

chapitre VI. Le lien entre les représentations de X et de A sera l’outil 

fondamental du reste de la théorie. En particulier, il nous servira à inter­

préter en terme d’espérances conditionnelles les facteurs de représentation 

de X.

Le §3 est consacré aux changements de probabilité orthogonaux, c’est à 

dire définissant une mesure IP sous laquelle la filtration vérifie encore la 

condition F4 . Nous montrons (théorème 3-1) qu’un changement de probabilité 

est orthogonal si et seulement si la partie martingale de X est une martin­

gale forte * Dans ce cas :

a»
W - W - 
st st eY(Ç)dç

st

est une IP-brownien (theoreme 3-2) et toute s.m.r. sous IP est encore une
o

s.m.r. sous IP relativement à W ; nous donnons au théorème 3-3 sa représen­

tation.

Le §4 étudie le comportement d’une s.m.r. pour un changement de 

probabilité fixé : quelles sont les s.m.r. qui ont sous IP une certaine 

propriété de martingale ? Nous montrons (théorème 4-3) qu’une s.m.r. qui est 

une IP-martingale est caractérises par sa partie Œ^-martingale. De même 

Si elle est IP-martingale faible (resp. IP—1-martingale), elle est caractérisée 

par sa partie Œ^-martingale faible (resp. IPq—1 -martingale).

En particulier, puisque, si Z est une IP-martingale, AZ est une 

^-martingale, donc Z = A ^(AZ) est une s.m.r., le théorème 4-3 met en 

bijection les IP-martingales et les IP^nnartingales.

e
X

w

R

'h
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Le §5 étudie le problème dual de celui étudié au §4 : si Z est une 

s.m.r. fixée, nous cherchons un changement de probabilité tel que sous CP 

Z ait une certaine propriété de martingale.

Ce problème est évidemment très lié au théorème de Girsanov. Sur IR , 

tout processus somme dfun signal et dfune martingale peut-être transformé par 

changement de probabilité en une martingale, et il est remarquable que la 

densité de ce changement de probabilité, (la vraisemblance) peut s’exprimer 

au moyen de b’observation du processus, ce qui permet de faire de la statistique.

Les cinq conditions résumées ici (voir pour plus de détails la discussion

2
que nous développons au début du §5) se transposent mal sur IR . On dispose 

pourtant de deux degrés de liberté dans la recherche de A (ou de X) : par 

exemple 0^ et

Si l’on cherche à transformer une s.m.r. en une m.f. (1 condition), 

sous de bonnes conditions de régularité, on trouvera une infinité de changements 

de probabilité (dont un orthogonal) (cf. § 5-1) ; si lfon cherche à transformer 

Z en une 1-martingale, on aura à imposer 2 conditions (§ 5-2) et quand il y 

aura une solution elle sera unique. En général il ne sera pas possible de 

transformer une s.m.r. en martingale, et à plus forte raison en martingale 

forte.

Cependant dans le cas où :

Zst 0(Ç)W(dÇ) - *P(Ç)dÇ
R JR _
st st

avec 0 dans ĉ ^ ( R jj) , il existe un unique changement de probabilité, 

nécessairement orthogonal, transformant Z en martingale, alors nécessairement 

martingale forte. Cette situation conduit au théorème de Girsanov pour les 

martingales fortes.

XV

Y - 1
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Nous donnons pour finir une toute autre approche de ce théorème, 

associant à Z

st
B(Ç)W(dÇ) -

cst st

où Q est l’êquerre {(u,v) , u £ s ou v < t}. Nous vérifions que Z
S L

est une Qr*- martingale sous IP , donc que Z* E(A |0**) est une (F**
Z z

martingale sous IP . Ce résultat s'obtiendra en appliquant la formule de

Ito sur les chemins croissants aux * martingales i.d.c.

*
Z SB

Q

/

Q
()drv.

(F
o
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§ 1 - Résultats préliminaires sur les changements de probabilité

Soit (fì , J1 ) un espace probabilisable, muni d'une filtration

= { j*?  , z e R,. } avec , et soient IP et IP deux mesures
z l l il o

de probabilité sur (Œ , (F ) , (P étant absolument continue par rapport à IPo>

de densité A = . On notera dans tout ce chapitre EQ(*) pour désigner
o

une espérance prise sous IP et E(») pour désigner une espérance prise 

sous IP .

La restriction de IP sur z est al°rs absolument continue par 

rapport à celle de IPq et a pour densité :

A = E (A W  ) 
z o z

y j est une martingale positive d'espérance 1 sur R,. . 
z z 11

Quand sera la filtration , on notera A pour A
z

onA est une (F* -martingale. Quand sera la filtration ,
z z z z

notera ou A ^  pour A . A ^  est une martingale à un paramètre
z s z s

pour la filtration  ̂ . Quand $ „  sera la filtration (K * » on travail­

lera avec la (F ^-martingale A*

z

r  .
z

2 2
Dans toute la suite, nous supposerons A dans L = L ( IPq) .

On a : 

Lemme 1-1

-H , .......  -  • -Soit Y une variable <n , mesurable de L ( IP )z o

Alors Y est dans ( IP) et vérifie si z < z'

E(Y \ M  2 ) C  I #

Z

fr

d 1P
d IP

H

»

v

(F
Z

(F
Z

Quand sera la

(F

))(i

)Z
Y(E

o
A

1
R

í

)1(A

I
1

)
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Puisque :

D é m o n s tra t io n

Y d IP = Y A dIP
o

2 1 
et que Y et A sont dans L 0PQ) > Y est dans L ( IP) .

Si X est -adapté, omettant l'indice 'M  de A , on a
z

E(X) = E (X A ) .
o z

Or Z = E(Y | f l  ) est caractérisé par E(1 Z) = E(1 Y) quand A
Z A A

parcourt _ , et l'on a donc :

E(1A Z) -E(1a Y) - E 0(Ia ï A2,)

Eo ° A  Eo (T

E(1A a ; 1 e0 ( ï  A2 , | ^ z ) )

et l’on a bien

Z = A”1 E (Y A , Y $  )
Z o z

On en déduit les différentes caractérisations des propriétés de 

martingale sous JP pour une filtration vérifiant Fl - F2 - F3 .

Lémme 1-2

2
Soit Y un processus de L ( IP ) * z o

a) Y est une IP-martingale si et seulement si A Y est une IP - 

martingale.

í

/

A
zii a Z

))

■
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b) Y est une IP-1-martingale si et seulement si pour tout t

{ A ^  Y . ÎF *} est une martingale en s . 
s st s °

c) Y est une IP-1-martingale adaptée si et seulement si A Y 

est une IP — 1 -martingale adaptée.

d) Y est une EP-martingale faible si et seulement si A Y est une 

n?o-martingale faible.

e) Y est une IP-martingale forte si et seulement si Y est 

^  z~adapté et tel que, si z £ zf

Eo(A*Y([z,z’]) | §  *) = 0

En particulier Y sera une IP-martingale forte si il est

^  -adapté et si A* Y est une martingale pour la filtration * 
z

sous IP
o

Démonstration

Ces résultats découlent immédiatement du lemme 1-1.

Pour la deuxième partie du résultat e), il suffit de remarquer que

$ rv- ¿g
si A Y est une J* -martingale, pour z < zf ,

E (A*Y ( [z, z ' ] ) | (F *) = 0

Remarquons que ceci n ’exprime pas que A Y est une martingale forte : en 

général A* nfest pas ¡F -adapté, donc A*Y n ’est pas adapté. ®

On a les résultats correspondants pour les notions de processus à 

variations bornées, de i-martingale propre et de martingale faible régulière

V T

c

€

t
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a) Y est à variations bornées (resp. à variation bornée dans le 

sens 1) sous IP si et seulement si il est à variations bornées 

(resp. à 1-variation bornée) sous D?q .

b) Y est une 1P-1-martingale propre s’il est adapté, tel que

2 ( i )
var Y est dans L ( IP ) et {A Y . } est une 1 -martingale. 

s* o s st °

c) Y est une IP-mart ingale faible régulière si il existe trois

2
processus adaptés de L ( IPq) , M, Pj et P^ tels que AH soit

2
une martingale, var Pj(s,#) et var ?2 (#,t) soient dans L ( IPq) 

et A ^ P ,  des i-mar t ingale s.

Les différentes notions liées à des limites (dans L^( IPo) , donc en 

probabilité sous IPo , donc en probabilité sous IP) de variations produit

pourront être considérées comme éléments de L*( IP) dès qu’elles sont dans

2 (1)
L ( lPo) • En ce sens, on pourra parler sous IP des processus <Y> , <Y> ,

Jy , etc ••• •

* *

«

Nous supposerons dorénavant que ( )̂ est la filtration associée à

un mouvement brownien W sous IP 
----------—— ------------------ o

La notion de s.m.r. n ’est pas invariante par changement de probabilité :

d'une part rien ne garantit en général l’existence d ’un IP-brownien, et d’autre

'b
part, même si l’on disposait d un tel IP-brownien W , rien ne garantit que le

Lemme 1-3

2
Soit Yz un processus dans L ( IPo)

$ z
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Y est une IP-martingale faible, rien ne permet en général d’affirmer que c’est 

une s.m.r. (sous IP ) .

p r o c e s s u s  c o n s i d é r é  a d m e t te  une r e p r é s e n t a t i o n  au moyen de W . In v e r s e m e n t  s i

Cond i t ions_de_Ito

I

1 Si X, Y, ..., sont des s.m.r., f(x), g(x,y), ... des fonctions
I

• réelles, on notera I(f;X), I(g;X,Y), ..., les conditions assurant que
I

• l’on peut appliquer la formule de Ito bidimensionnelle à f(X), g(X,Y),...

i (cf. chapitre VI, théorème 3-1).

I
p Nous n’expliciterons ces conditions que dans certains cas particuliers :
!

I o si f(x) = Log x on notera (X) = I(Log ; X)

I

• o si f(x) = exp x on notera £ (X) = I(exp ; X)
l

On peut alors donner des conditions sous lesquelles une lP-m.f. est 

une s.m.r. .

o

Lemme 1-4

a) Une IP-martingale M est une s.m.r. si I(xy ; A ' , AM)

est vérifiée.

b) Une IP—1-martingale propre P. est une s.m.r. si elle vérifie

les quatre conditions :

(b-1) P. est adaptée

1
P?(l,v) < A > ^  dv est fini(b-2) E

o

(b-3) P.(l,t) est absolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue sur 0.1 , et si 1’on pose :

i

o

( )2
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dP (l,t)
P(t) = A.. — i-----

dt

p(t) vérifie les conditions a, b, c, d du théorème 3-5 du 

chapitre III.

(b-4) I(xy ; A * , AM) est vérifiée

c) Une IP-martingale faible régulière est une s.m.r. si sa partie

lP-martingale vérifie (a), sa partie 1P-1 - m.p. vérifie (b—1 ) - (b-4) 

et sa partie IP-2 - m.p. les conditions symétriques.

Démonstration

a) M est une lP-martingale, donc AM est une ^-martingale .

Si l'on peut appliquer la formule de Ito à A *(AM) , M est une s.m.r. .

b) Les conditions b-2 et b-3 permettent d'appliquer la formule de 

Ito en t au processus A(l,t) Pj(l,t) ce qui donne sa décomposition de 

semi-martingale en t :

A Pj(l,t) - Pj(1,0) + n(t) + b(t)

avec

n(t)

b(t) =

t
Pj(1,v) A(1,dv)

p(v) dv
o

avec

P (v) = A(1 ,v) ~  Pj (1 ,v)

Pj étant une IP-1 - martingale adaptée (condition b-1), A Pj est une 

IP — 1 — martingale. On a donc :
O

c

0

t

L e s cion ttt



8-12

Agt P, (s,t) = Eq (A(I ,t)Pj (1 ,t) | (Kgt)

= P,(0,0) + N(s,t) + B(s,t)

avec :

P j (0,0) = Eo(Pj(l,0) I (Fst) = Eq ( P j ( 1,0))

N(s,t) = Eo(n(t) | ̂ st)

B(s,t) = Eo(6(t) | (Pst)

n(t) étant une ^-martingale de L^(Pq) , N(s,t) est une martingale

2
de L (Pq), représentable par le théorème de Wong et Zakai.

B(s,t) est une 1-m.p. représentable (théorème 3-5, du chapitre III). 

Reste à écrire Pj = A * (A Pj) et à utiliser l’hypothèse b-4 pour 

conclure.

c) Se déduit immédiatement de a) et b) ■

Lemme 1-5

Si A(£) est un processus tei que p.s. V £ A(£) 0 et si Z 

est une s.m.r. telle que :

A(Ç) Z(dÇ) - 0
R
z

alors Z = 0

D é m o n s t r a t i o n

I l  y a  u n i c i t é  de l a  r e p r é s e n t a t i o n  d 'u n e  s . m . r .

Wong et

z Y(z)

ost
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ipy(Ç) = A(Ç) fz(D = 0 donc z = 0

ÿy(u,y;x,v) = A(x,y) ipz(u,y;x,v) = 0 donc ij; = 0

6ly(y;x,v) * A(x,y) g17(y;x,v) « 0 donc g1<7 = 0

eY(Ç) -  A ( 0  0Z (Ç) = 0 donc 0Z = 0

et de même = ®

* « 

«

Fonctions harmoniques 

Définition

On dira que la fonction f(s,t ; Xj, xq) : lRn+  ̂---- ► IR

est harmonique faible (resp. i-harmonique, harmonique) r e l a t i v e m e n t  

aux semi-martingales si

F(s,t) - f(s,t ; X.(s,t), X (s,t))
i n

est une martingale faible (respectivement une i-martingale, une 

martingale).

Ainsi, si Y est une 1P - m.f., dire que Y est une IP-m.f., (resp. 

IP-i-martingale, IP-martingale), c ’est dire que f(x,y) - xy est harmo­

nique faible (resp. i-harmonique, harmonique) relativement à A et Y.

Dans le cas de la filtration brownienne, la formule de Ito permet de 

caractériser les différentes notions d’harmonicité :

2Yfi

+2

X
n

X1

9 • • • »
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* f est harmonique faible : il y a une condition à écrire : la nullité 

de la partie à v.b. et de la partie 2-m.p.

D2 D j f = 0

« f  e s t  1-harmonique si de plus e l l e  v é r i f i e  

E j (D2 f^ )  dx M^(x,dy)

fk£ <I4k(*»dy) ,M^(*,y)>^\dx = 0

st

+ I 
k£

Rst

* f est harmonique : il y a trois conditions à écrire, exprimant la 

nullité des parties à v.b., 1-m.p. et 2-m.p.

Exemples

1°) En particulier si I(xy ; A,Z) est vérifiée, on traduira les 

diverses propriétés de martingale de Z sous IP à partir de :

A (z )Z (z )  -  A (0 )Z (0 )  + ( A(£)Z(dÇ) + f Z(Ç)A(dÇ)
•'R J R

z z

.(!),.V . S  A <7^(2)
+ Jzy^(z) + JA Z ^  + <^»Z> + <^»z> ( z) -  <A,Z>(z)

2°) On a défini (ch. VI, § 2-2) le processus à v.b. « X »  .
st

 ̂ 4
associe a une m.f.r. X de L . Clairement :

f(s,t ; x) = x^ - <<X>>
s t

e s t  harm onique  f a i b l e  r e l a t i v e m e n t  à X .

f e s t h£

2 ,

)(1

f est

*
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2
S i  M e s t  une 1- m a r t i n g a l e  de L , a l o r s

f(s,t ; x) = x2 - <M>^P
st

est 1-harmonique relativement à M .

2
Si M est une martingale de L , en général

f(s,t ; x) * x2 -
st

n ’est pas harmonique relativement à M ; elle le sera cependant si M 

est une martingale forte.

2
3°) Si M est une 1-martingale de L , alors

f(s,t ; x) * exp [* - ì <m>« )]

est 1-harmonique relativement à M . La fonction f(x) ■ exp x sera donc 

harmonique relativement à la s.m.r. X si cette s.m.r. vérifie :

C'est l'étude de telles s.m.r. qui sera l'objet du paragraphe 

suivant .

< >w

1 )(1

X MIX 2
1
< >X ( )1 M2X

1
2
< >X )(2



8-16

Lfidée de base est que toute s.m.r. Y p . s .  positive admet sous 

la condition ^  (Y) = I(Log ; Y) une représentation :

§2 -  R e p r é s e n t a t i o n  e x p o n e n t i e l l e  de A

Y = exp X 
z z

obtenue par application de la formule de Ito à

Xz -  L° g Yz

Nous allons étudier les propriétés de X dans le cas où Y est la

martingale positive dfespérance 1 , densité de la probabilité IP par rapport

à IP . 
o

2-1 : Représentation unidimensionnelle de X

# Fixant t , A(s,t ) est une martingale en s . Si :o o

Eo

1

A"2( u , t o) <A>0 )  (d u , to) < » (2-1)
0

la formule de Ito en s permet dTécrire :

s

Xs t  " I  A- 1 ( u , t  ) A(du,to) - i
O J 0

# Inversement, si

s
A 2 ( u , t Q) < A > ^  (d u , tQ)

0

E j" exp(2X(s,trt)) <X>^^ (du,t^) < « (2-2)
•'o

«

/

1
(1)
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on p e u t  a p p l i q u e r  l a  fo rm u le  de I t o  en  s à

A(s,tQ) = exp(X(s,tQ))

et l'on obtient :

A(s,t ) = A(u,t )X(du,t ) + ■=■ ( A(u,t ) <X> (du,t )
O o o z o o

0 J 0

Or A est une martingale, donc une 1-martingale. On en déduit

1°) D fune part que A est solution de 1’équation :

A(s,t) = j A(u,t) M^(du,t)

soit, d’après le lemme 3-5 du chapitre III

A(s,t) - [ A(u,t)Lj (t ; u,v)W(du,dv)

Donc

(2-3)

2°) D’autre part :

s
A(u,t)[B^(du,t) + y <X>(,) (du,t)] = 0

et le lemme 1-5 permet de conclure

Bx + 1 <x>(1) = 0

í
s s

( )1

Lj^(t ; u,v) = A(u,t)LJX(t ; u,v)

r

0

1 1)(1

o

o
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On en conclut

X (2-4)

*  Si X vérifie la condition (2-21) symétrique de la condition (2-2) 

on obtient de même :

L2A(u,v ; s) = A(s,v) L2x (u ,v ; s) (2-3’)

2 1 (2) 
x  = ^  - J <X>^ (2-4’)

* Inversement si X vérifie (2-2), (2-4), les conditions symétriques 

(2-2') et (2-4'), et est nul sur les axes , Agt = exp X sera une martingale 

positive d'espérance 1 et définira bien un changement de probabilité.

Théorème 2-1

1°) Si A est une martingale positive d'espérance 1 vérifiant (2-1) 

et (2-1*) , alors A = exp X o ù  X est une s.m.r. (nulle sur les 

axes) vérifiant les équations (2-3), (2-3'), (2-4) et (2-4') .

2°) Si X est une s.m.r. vérifiant (2-2), (2-2'), (2-4) et (2-4'),

alors A = exp X est une martingale positive d'espérance 1 définis- 
z z

sant un changement de probabilité.

2 -2 Représentation bidimenstionnelle de X

itionCondition °C (A)

Examinons plus en détail sous quelle condition la martingale positive A

M
1
X

1
2

< [>* ( )1

Si X érifie tri

1 (2)

Invers vérifie

st st

X
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on p e u t  a p p l i q u e r  l a  fo rm u le  de I t o  à  Log A , c ' e s t - à - d i r e  é c r i r e  :

Log A(z) =
A(0

A(dÇ) -
V —  JA(dî) 

Rz A (î) A

J_
2 1 [<A>^ + <A>('2  ̂ - <A>

r2 a2« )
>] (dÇ)

|R a3*ç) (JA,<A>(0 + J<A>(2),A + 2 <A»ja>J N ' )

'fiRz A-(Ç)
(2-5)

Les conditions (cf. th. 3-1, chapitre VI) peuvent se résumer ainsi :

Ot. - E 
1 o

A“3(D <A> (dÇ) < «

11

Cette condition assure lfexistence dans L de l’intégrale en <A> et dans

2 ~
L de l’intégrale en A , grâce à l’inégalité :

A 2 ( 0  <A> (dÇ) £ a 2 /3  (Eo (<A>j , ) } 173

a., = E 
2 o A ~ \0  <JA> (dÇ) < »

1 1

Cette condition assure l’existence dans L de l’intégrale en et

dans de celle en •

Les deux conditions sur otj et a.̂  impliquent l’existence dans L̂  

de l’intégrale en <A,J^> grâce à la majoration :

I<A,JA>I £ <A> + <JA>

E
° J]

.
Z

f

Í

/
1 1

+

z

3

1

1

1
4

< >J
A

( )dIÇ

/

R

1 1

*

*

t

R

2

1
L ><J

A

A
J

-2 2/3 1/3
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* Quant aux deux intégrales définissant des 1-m.p. , c'est à dire 

(2)
les intégrales en <A> - <A> et en J , elles existeront dans

<A> A
2

L sous les conditions :

a0 = E 
3 o

a, = E 
4 o

11

I 1

-4 2 2
A (x,y)^(u,y ; x,v)L^(y ; x,v)du dy dx dv < 00

-6 4 2
A (x,y)LjA(y ; x,v)L9A(u,y ; x)du dy dx dv < °°

J2A

* On aura les conditions ot̂  et symétriques assurant l'existence

2
dans L des deux 2-m.p.

2
Remarque : Si l'on veut définir les trois processus à v.b. dans L , il 

suffit de remplacer les conditions sur otj et Par :

a! - E 
1 o

A~6(Ç) <A> (dÇ) < «
11

La2 = E0 L  A_8(Ç) <JA> (d°  < °0
11

Représentation de_X

Identifiant dans (2-5) les cinq types d'intégrales, on obtient

* partie martingale forte

V« ■ AïôV« (2-6)

)(:2

R

R,

f

f

4
o

flR

- f it

1
))
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* partie martingale non forte : si l'on pose Ç = (u,v) et

V = (u\v’) ,

V « ' )  ■ -T277-TL'''<v;Ç')L2A<5!u')A (uf,v)

donc, en utilisant (2-3)

1|/X(€;Ç’) = --- '--- TpA a , V )  - L (v;Ç')L2 (Çju1)
A(u',v)

* partie 1-martingale propre :

- 1  r u ’
8,x(v;u',v') = ~ 2 ------ <K(u,v ; u',v')L2A(u,v ; u')du

A (u',v) •'0

A3(u\v) jo

U ’

L,a(v î u ’,v ’)L2A(u ,v ; v ’)du

soi t encore, utilisant (2-3) :

Blx(v ; u’,v’) = -
u

4>x(u,v ; u’,v ')L2x (u ,v ; u')du

iplv(u,v ; u',v') peut donc être choisi de sorte que 
1A

I

0,x (CïÇ') - -^x (Ç;Ç')L2x(Ç;u’)

( e t  l a  r e l a t i o n  ( 2 - 8 ' )  s y m é t r iq u e )

(2-7)

(2 -8 )

1
(u
T

V )
<1*A( )

f
ÇiÇ

1X

+ 1
3

0
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* Partie à variations bornées

^fy(Ç) ------j--- [eA ^  + [ ^»(x,u ; v,y)dx dyl
X 2AZ(0 l A  JRr J

a3( 0
| ^(x.u ; v,y) L,a (u ; v,y) L2A(x,u ; v)dx dy

2A (O
L jA(u ; v,y) L9A(x ,u ; v)dx dy

J2A

Soit, tenant compte de (2-3), (2-6) et (2-7) :

yx<5> = -{[ie‘ ( î )  ♦
R,

^X(x,v ; u,y)dx dy

îx(x,v ; u,y) L]Y(v ; u,y) L9Y(x,v ; u)dx dy
IX 2X

<-1 <x>,t ♦ st
(2-9")

Et l'on a donc :

Bx  = ”  T  <X> + <X’JX> (2-9)

Remarque : Ce dernier résultat peut aussi se déduire de :

1 _ I  ^ ( D  
2X = - -k <X> (2-3)

B est la partie à v.b. de - <X>^^ par le théorème 3-5 du chapitre III,
St Z

Bs t  "  "  2 <X>s t 2 L2x(Ç;u')̂ 2x(Ç;Ç’)dÇ dÇ* 

lst

2

2+
R

Z

f
3
4

]

+

R r

ti

stX
J»X<

1

M
X

)

1

R

1

2

)
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Remarquons qu’en regroupant les termes obtenus, on retrouve la 

formule (4-8) de *[5] :

ce  q u i  donne (2 -9 )  s i  l fon rem p lace  au  moyen de l a  fo rm u le  (2 —8 1 ) .

x (z )  = | ex (Ow(dÇ) -  j
R

z

e£(Ç)dÇ -  J  J 2 ^ ( C . Ç ’)dÇ dÇ'

RZ RZ

r2  ^x (Ç,Ç’ )[w(dÇ) - L2x(Ç;u’)d^j[w(dÇ') - Lj^v.Ç’îdÇ1]

(2-10)

Cas particulier : Si i|>x = 0 , posant M = 9X*W , on a

X = M - j  <M>

De (2-7) et (2-8) , ou de (2-10) on déduit

L,x (v ;Ç ')  -  6X( D  + j  1|>X(Ç ,C )  [w(dÇ) -  L2x( ç ; u ’)dç]

Rlv

l2x (Ç;u') - ex (Ç) + |  4>x a , C )  [w(dÇ’) -  LIX(vîOdÇ']

qui sont les équations (4-4) de [l2] . Elles s'écrivent encore :

(2 - 11)

L1x ( v j O  -  h j ( v ; Ç ' )  -  j ^ ( Ç . O L ^ Ç j u ^ d Ç

lv

L2x (Ç,u’ ) = h2 (Ç;U' )  -  | ÿx (Ç,Ç ' )L]X( v ; D d Ç ’

Ru ' l

(2-12)

Il est remarqué dans [5] que si 0X et \px sont connus, un théorème 

de Picard assure l’unicité de la solution en Lj et de ce système si \p^

e s t  p . s .  b o r n é .

2X

+

z

1

R 1ia

X '2X

XX sonsiest
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Théorème 2-2

Sous la condition ^f(A) , Az = exp[Xz] et les intégrandes de la 

représentation de X sont donnés par (2-6), (2-7), (2-8), (2-8'), 

(2-9"). Si \pv est p.s. borné , X est caractérisé par sa partie
A.

martingale.

2-3 : Fo^^^s^inverses

Le problème inverse consiste à savoir à quelle condition exp[Xz]

définit un changement de probabilité.

Si A = exp[x ] est une martingale, elle sera automatiquement 
z z

positive, d'espérance 1 puisque X est nulle sur les axes.

A sera une martingale si X vérifie (2-4) et (2-4') :

,1
2

(1) 4-7 <x> (2)

Condition (X)

La condition (X) sous laquelle on peut appliquer la formule de 

Ito à exp[xz] se réduit alors à l'existence dans l ?  des deux intégrales 

représentant A :

c f ( X )

Eo | A (Ç) <X> (dÇ) < • -  

R 11

A ( O  <JX> (dÇ) < oo

11

On obtient alors par la formule de Ito

Az - ' * L  A ( «  K  * j „2 J  < « >
RZ “x “x

(2 -1 3 )

X
X

M
1
< >X

1

&

i E
o

R

2

]1
J
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et l'on constante aisément grâce aux formules (2-4), (2—41) la nullité 

des parties 1-m.p. et 2-m.p. fournies par la formule de Ito. Lfannulation de 

la partie à v.b. redonne l'équation (2-9).

Proposition 2-3

Soit X une s.m.r. vérifiant les conditions (2-4) et (2-4f),

Az = exp Xz , supposons vérifiée la condition £  (X) . Alors A

2
est une martingale de L définissant un changement de probabilité 

et la décomposition de WONG et ZAKAI de A découlera de (2-13).

2-4 : Interprétations de 0X> LjX, x, ^x

L'interprétation de chacune de ces fonctions est donnée dans [5 ] en 

terme d'espérances conditionnelles sous 1P d'élements différentiels. Nous 

en donnerons ici d'une part une interprétation en terme de propriété de 

IP-martingales, d'autre part en terme d'espérance sous 1P d'accroissements 

non différentiels de W .

Nous supposerons ici vérifiée la condition <=2f (A) et en outre nous

4
supposerons que A est dans L ( IPo) .

2-4-1 : Interprétation de 0^

Théorème 2-4

0jç est l'unique processus de «if 2( ÎP̂ ) tel que

M » W -
z z

0-(Ç)dÇ
R X 
z

s o i t  une I P -m a r t in g a le  f a i b l e  : 0X e s t  c a r a c t é r i s é  p a r
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W(A) ex«)dç | ÿ 2
A o

(2-14)

pour tout rectangle A = [z^,z] .

Démonstration

Il est clair que (2-14) a au plus une solution en 0 ; montrons que 0̂

vérifie cette équation .

Pour disposer de la formule de Ito, faisons dépendre A de son point

z : fixons z et notons A = |z ,z| .
o z L o J

Par le lemme 1-1 ,

maximum

“<V fi A(z
t e o [a u )w (ô2)| ]

A étant dans L , on a

W2 (A, j ) <A> (dÇ) « | | A | | J

11

Az(Ç)dC S Eq A (1 ,1 )dÇ « ||A|

11 11

On peut donc appliquer la formule de Ito au produit des martingales A(z) et 

W(A ) , ce qui donne :
Z

A(z)W(Az) - | W(Aç)A(dÇ) + A(Ç)W(dÇ)

+ JW(A),A(z) + JA,W(A)(z)

+ <W(A),A>(1)(z) + <W(A),A>(2)(z) - <W(A),A>(z)

E
o

E
o

i
A
z

I

E I $
o

z 1
E
i
i

1

E I z
o O

z

4

A

t

& A

2
2I

z
A

o



Les quatre premiers termes sont des martingales nulles en

espérances conditionnellement à 0* sont nulles .
Zo

<W(A),A>^^ - <w{à ) ,A> est une martingale faible (th. 5-1 s

nulle si z et z ont une coordonnée commune. Donc :
o

E [a (z)W(A ) 1 ^ 1 -  E [<W(A),A>(z)| f  ]

Or

<W(A),A>(z) = l«0A(Ç)dÇ = A(Ç)9x (Ç)dÇ

Si l'on remarque que 0Y(Ç) étant -mesurable, on a
A. Z

:[ex ( ï ) |  5* z J A(z ) o 
o o

A(Ç)0x(Ç) (F

on obtient

(F KTT | A(Ç)0x(Ç)dÇ I 0»

j  ex (ç)dç I f

Formellement, on en déduit lfécriture différentielle

E(W(dz) | (? ) = 0„(z)dz ■
Z À

8 - 2 7

z , leurs
o

chapitre III)

O
z

z
A
z

11 I z01

o
z

mE

-

o
z

o
zI)z

A(M

E

E
o
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L étant un facteur de 1-représentation , nous saurons l'interpréter
1 A

en termes de 1-martingale

2 - 4 -2  : I n t e r p r é t a t i o n  de L j^

-  -  '

I
I
I

A§ i 
—  ̂

i 
i 
i 
I 
I 
i 
«
;
i

------------------- ------- -----------------►
s s
o

Théorème 2-3

LjX (t';z) est l'unique 1-dérivée (de 1-martingale adaptée de L ) 

telle que :

m(s,t) » W(s,t) -
R

L lx(t';DW(dÇ)

st

soit une IP-1-martingale adaptée : LjX est caractérisée par

E|w(AS,t)|(F ,1 = e [(
L o •* •'As*[o,t]

p o u r  t o u t  t  e t  p o u r  t o u t  As = [s , s ]

Lix (t (2-15)

tf

t

2

t
» )d I ffs

o
!

]t
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Démonstration

R e m a r q u o n s  d ’ a b o r d  q u e  l e s  e s p é r a n c e s  c o n s i d é r é e s  s o n t  c o n s t a n t e s  e n  

t  s i  t  >  t ’ . I l  s u f f i t  d o n c  d e  s ’ i n t é r e s s e r  a u  c a s  t  ^  t ’ .

I l  e s t  c l a i r  q u e  ( 2 - 1 5 )  a  a u  p l u s  u n e  s o l u t i o n  e n  L j  ; m o n t r o n s  q u e  

L v é r i f i e  c e t t e  é q u a t i o n  • W ( A s , t )  e s t  - m e s u r a b l e ,  m a i s  s i  t ^  t ’ ,
1 A S L

o n  n ’ a  p a s  ( s Q , t ’ )  ^  ( s , t ) .  P o u r  a p p l i q u e r  l e  l e m m e  1 - 1 . ,  n o u s  n ’ u t i l i s e r o n s  

d o n c  q u e  l a  6 * , - m e s u r a b i l i t é  d e  W ( A s , t )  :

E | w ( A s , t ) |  ( F  , 1 ------------- !--------- E A ( s , t ' ) W ( A s , t ) |  F  , 1

1 V  J  A ( s  , t ' )  oL V  1
O

O n  p e u t ,  v u  l e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  s u r  A ,  a p p l i q u e r  l a  f o r m u l e  d e  I t o  

u n i d i m e n s i o n n e l l e  a u  p r o d u i t  A ( s , t ' ) W ( A s , t )  :

A(s,t')W(As,t)
As

A(u,t')W(du,t) +
As

W(Au,t)A(du,t')

+ <W(A*,t),A(»,t')>(s)

et donc :

^A(s,t')W(As,t) | tFg t,] - Eo[<W(A*,t),A(‘,t,)>(s)| (f g t,] .

Or

<W(A*,t),A(*,t')>(s) =
A s * [ o , t ]

L j ^ i t ’ ; u , v ) d u  d v

A(u,t')Llx(t' ; u,v)du dv
■ A s * [ o , t ]

d'après l'égalité (2-3). Or ’> u»v) étant ut»-mesurable ,

F

t

i

/

E
o cn

/

¡

L1X(t
t
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E[L,x(f ; u,v)| = — J—  Eo[A(u,f)L|x(f ; u . v ) ! ^ , ]

et lfon obtient bien

Î^W(As,t) | 0* t,] = e [[ L (f ; u,v)du dv|fc t,j
u o ;Asx|o,tJ o J

Remarque : On en déduit par 

simple différence que, dans la 

situation schématisée ci-contre

e [w <a >| Î=s t,]
O

- e[ Î  L lx ( f ; C ) d i | ( F s t ,J
1A o

ce qui conduit au formalisme différentiel

E^W(ds,dt) | ̂ 8tt] “ Li(t' » Sjt)*18 dt

t ' ________

A

-------------1--- ,

2-4-3 : Interprétation de 

Montrons d'abord le lemme : 

Lemme 2

Si Aj et sont deux rectangles , A^ = [z^,zî] , avec

Aj * A2 , et si z = Zj v z2 , alors :

i°) e Jw (a ])w (a2)|0»z
1

A(z) o
A2XA1

l|>A(Ç,Ç')dÇ dÇ

so
t t]

)t f
9o(sA o

<
o

t X

A2

3

f

Z
(?it



Démonstration

Pour disposer de la formule de Ito, faisons dépendre Aj et d 

même point z! = zj V z’ : fixons ẑ  , , tj , ŝ  et considérons 

zf = (sj , tp >> z comme variable

t ' , --------1— 4 ---------------- 1  ̂' 
t

1 x  1---------------i
t *
i

i

b ' _ _ ' 1 , /
1 7 T I 4

. ¡ : ^
......  ! - ■ • ' - ---------

! :
1 >_________ _______________________

^  ^

Notons

Alz'  = ]Zl ’ Z'j A2z' = } z 2 ’ Z2̂

m,(z') = W(A, ,) est une 1-martingale propre
1 lz

m2(z') = W(A2z,) est une 2-martingale propre

La formule de Ito appliquée au produit des trois s.m.r. 

m^z') m2(z') A(z') fournit sa décomposition . Le conditionnement par 

annule la partie m.f. de cette décomposition.

un

P
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2°) E W(A )W(A ) - [ L (Ç;u’)L (v;Ç’)dÇ dÇ'l1?

L Ja2*A] J

= e [  ipy (Ç,Ç')dÇ dÇ’l $
LJ42X4, zJ

z

'2 X 41X z

A2

z
2

A

AAZ
f/

!I
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Calculons le terme à v.b. . Il s’écrit B = B, + B0 + B0 + B, où :
1 2  3 4

* Bj provient du terme n°5 de la formule donnée au théorème 5-1 du 

chapitre VI ; B̂  est nul car m̂  , m^ et A sont orthogonales deux à deux.

* B^ qui provient du terme n°4 fait intervenir les parties 1-m.p. de 

nij, m^ et A . Celles-ci sont nulles pour et A et égale à m^ pour m^. 

Mais nij ne dépendant pas de t^ , B^ est nul.

# On conclut de même à la nullité du terme symétrique B^ •

# B^ provient du terme n°8

58 T  a> + <mo>J A > + >]4 2 L 1’ mjA 2’ Amj ra^ 1

mj et étant i-martingales propres, les deux premiers crochets sont nuls, 

le troisième donne :

Théorème 2-6

i e s t  l’unique processus de ^ (  IPq) tel que

m(s,t) = 2 [w(dÇ) - L2x(Ç;u, )dÇ][w(dÇ, )-Llx(v;Ç, )dÇ,]-t|;x(Ç,Ç, )dÇ dÇ’
Rst

s o i t  une IP -m a r t in g a le  f a i b l e .

m,2

m2

et le 1er résultat découle du fait que \p » 1 .
w w

Il suffit d’utiliser l’identité (2-7) et de revenir comme précédemment 

à une espérance sous 1P pour trouver le 2ème résultat du lemme . ■

<A9 J

t
Kdd)

f
£9(

1m2m
JA'PB

1
2 JR2

f
Z

/

?

I
<m
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D é m o n s tra t io n

Montrons que Am est une E^-martingale faible, donc vérifions que 

\ ï  terme à variations bornées fourni par la formule de Ito appliquée

au produit de A par m est nul.

Dans la fin de cette démonstration, sera pris au point

(u,v ; uf,vf) , Lj et $j au point (v ; u’,vf), L^ et 32 au point 

(u,v ; uf) et ip au point (uf,v).

On a la représentation de m :

0 = 0
m

6 lm L2X du e2m L1X dv

t

%  • (LIX L2X •  *X)du dv'

D'où, par la formule de Ito

B
R

A(Ç) Bm (dÇ) + <A , m>gt

st

(
+

, i L1A Blm dv dï ♦ 
J[o,t]xE Rs t x [ ° , s ]

L2A 2m dî du

Donc

Bt o ( s , t )  ‘  J 2 A « - 5 ’ >d 5 d i '
Rst

avec

A(Ç,Ç') A(Ç v  ^')[Lix L2X ”  ^xl + "  LlA L2X ~ L2A L1X

et l'application simple des identités (2-3) et (2-7) montre que ce 

coefficient est nul. ■

B
Am

m (t 9Zt ) 1z z
I

r

m(
£ J t)

B

st

VA

o
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Rappelons que nous nous sommes placés dans le cas où la filtration

est celle de IP -brownien W . 
o

Définition

On dira qu'un changement de probabilité est orthogonal si la filtration 

^  vérifie encore la condition F4 (cf. ch. I) sous la nouvelle 

probabilité IP .

Nous étudions dans ce paragraphe les changements de probabilité

orthogonaux définis par une densité A = vj- d e  L^( IPo) , puis les
o

propriété des s.m.r. sous un tel changement de probabilité.

Nous supposerons que X = Log A est une s.m.r. vérifiant (2-4), (2-41) 

et 'ê  (X) .

Théorème 3-1

1°) Si ^  = 0 , A définit un changement de probabilité orthogonal.

Dans ce cas, X s'écrit : 
z

§3 -  Changements de p r o b a b i l i t é  o r th o g o n a u x

4" <M>2 z

M étant la martingale forte M = 0 • W .
à

2°) Réciproquement, si Aj | est intégrable, les seuls changements 

de probabilité orthogonaux sont de ce type.

Démon s t rat ion

1°) Supposons que = 0 (cf. f 1 o] )

Nous avons déjà noté au §2 que dans ce cas :

X = M - 
z z
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X = M - j  <M> avec M = 9 *W
A

Il ne figure pas df intégrale double ou mixte dans la représentation 

de X .

Pour montrer que la filtration d* vérifie F4 , montrons que si Y est

une variable .-mesurable bornée, pour tout z = (s ,t )
11 9 *  o o o

e [ e ( Y  | )| f c 2 ] = E ( Y  I î< z ) .

A = E

Par le lerame 1-1, on a

A la partition de Rj j en 

quatre rectangles adjacents en zq 

correspond la décomposition de 

A(l,l) en produit de quatre 

termes :

A( 1,1 ) = A(zq) Dj D2 D(l,l)

ou

E_(YA(1,1) I ÿ ! )
* l ]  ■

D2 d 

A Dj  

— -------------------------------  . . ■ ■ -

Dj = exp |x([(s,o) , (I,t)])j 

D2 = exp £x([(o,t) , (s,l)])j 

D(z) = exp ^X([zq ,z])J

s 1 O 1

A(1,tQ) = A(zQ) D j 

A(sq ,1) = A(zq) D2

On a é g a le m en t  :

1

fie

(F

(F
i

5O O O

E ( Y I (F W
5

o
) i *

2
t
o]

i

(i»t0y
E
oi

A(1 1)
A (so 9 1)

I

1

t
o

ne
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Si  l ' o n  n o t e

y, - eo[y a ( , , o i (*;]
On peut donc écrire :

A - ------- E D D( 1 ,1 ) Y.
A(2„)D| ° 1

1

A(zq)

* \ ]
O

E ^ D d . D  Y, | Jî2 ]

Pour achever cette démonstration, admettons un instant le lemme suivant

Lemme 3-1

Eo D(z) l'vh : I = 1

On peut alors préconditionner dans A par (F z pour laquelle Yj
o

est mesurable et écrire :

Eo (Y, | ,

1

A(z
o

Utilisant F4 sous IP , on a encore :
o

A = ----- E (YA( 1,1) | ) = E(Y | ) ■
A(z ) ° Zo Zo

O

Si Az note le rectangle [ZQ>Z] , on a vu (ch. III, §5) que 

Yz = X(Az) est une s.m.r. . Compte tenu du fait que A est une martingale, 

la formule de Ito permet d’écrire :

o

2(FI

O
o

o

o
o

A
1

A )(zo

E
o (

E
o(

YA(1yi) I
i
S
)
O

I *
2

t
O
]

1

*

Démonstration du lemme 3-1 :

1

fl?
2

)
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D(z) = exp [x(Az)]=  ( A(Ç) [ex (Ç) W(dÇ) + JY (dÇ)]

A.

Or :

Jy (du,dv) = X (d u , [ tQ, v ] ) X( [ s Q, u J , d v )

On peut donc représenter D(z) sous la forme :

D(z) = 1 + eD(Ç)w(dÇ) + 2 ipDa,cmdow(dç')
A Az

qui permet de conclure. •

Remarques

1°) C'est le fait que X s'exprime sans intégrale double qui a permis

de conclure : s'il y avait dans la représentation de X une intégrale en

\p*VW ou, par exemple, en \pj»ZW , la formule de Ito ferait apparaître dès le

terme J (dÇ) des éléments différentiels W(du,dv) , avec v < tQ , donc

(J* * -mesurables ; E (D(z) I 0* * ) ne serait pas en général déterministe.
Z o z
o o

2°) On a pu conclure également grâce au fait que la fonction exp(x)

est harmonique faible relativement à la s.m.r. X(Az).

3°) On peut donner une autre démonstration de ce lemme : si ïï = ^ij^

est une partition de [ z ,(1,1)1, et si 0Y est TT-simple , alors
O A

D( 1,1 ) = II d.. où, avec des notations évidentes :

Balayant les (i,j) dans l'ordre lexicographique inversé, on écrit dans un

d. .
ij

exp[ex(i,j) W(A^j) - j 0x(i,j) |A.j| ]

raisonnement par récurrence E (D
o

Or, conditionnellement à ’

E (D ( l  , 1 ) |  (F *  )
O Z

o
comme produit des E (d..| (K?.)- 

y ov i j  1 1J

I
z

21
2

ij

*
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dij = exP Lu " J o2]

où U suit la loi normale (0,a^) . Donc E (d..|5*?.) = 1 . Il reste à
o v  i j  1 i y

faire tendre le pas de tt vers zéro et à passer à la limite pour conclure.

2 ) Supposons F4 vérifiée sous IP

Soient t ^ t1 £ 1 et Y une variable -mesurable, la condition

(F4) s o u s  IP

E ( Y  I ^  S t }  =  E ( E ( Y  I ^

est transformée par le lemme 1-1 en

7 R ^ t y E o ( Y A ( l , f ) | < ! v  -  Eo (YA(i , t ’) | f f  *) |  f  ‘J

Si l’on choisit en particulier :

1
Y =

A

ffc # -1  
qui est bien \T j ̂ , -mesurable et qui est integrable car on a supposé A (1,1)

intégrable et car — est convexe^ on obtient :

A(s,t') _ 
A(s,t) ‘ o

{ a ( i » t ' )  , ( t  1 pnrtr 1 ̂ s

Autrement dit à t £ t' fixés , A(g*t)^ est une martin8ale en s pour 

la filtration ( (F g) • Si l'on note M pour , on a (formule 2-4)

ïït! f ï r  ■  e’Ip[ v  " Mst • 7 - ^ s i ^ ]

1

«Y

1tf

E §(Y I )
1
S

GI
2
t)

A
1

E
o( Tts 9

T

[
A(1 tt)

)\ c 91 t 1

(19
tI)

)A(s 9 t
f

1
(<M>

( )1
st f ]

)
i

M
1

E

t
)(1
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2(<M>st’ <M>st ' + 7 <M-t’ V s  ~ 0 

et, développant par bilinéarité ,

<M.11 - M.t , M.t>0) = 0

M est donc une 1-martingale représentable a.o.l ; le théorème 3-5 du 

chapitre V permet de conclure que est une martingale forte, = 0 . M

Théorème 3-2

q u i  e s t  une m a r t i n g a l e  en s s i  :

Si X définit un < 

4
est dans L ,

W
z

est un IP-brownien

Démonstration [lû]

On avait montré au

W - 
z a^) dç

Montrons que c’est une IP-brownien

W est dans L ( IP) : en effet :

ËOT) = E 
z o

A,,(W2 - ex (ç> dO'

) * E„(A,, ex (£) aç)|

1

q u ii est fini, quand 0„ est dans L ( IP )

i changement de probabilité orthogonal, et si 9^

o»
au théorème 2-4 que W était une IP-martingale faible.

1 ( )1 ( )1 1 )(1
o

M
1
X X

%

z
R

1
zR.

2
Í
E
o(t\ 11

W
2
11

R
1
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%
D'autre part, les différents processus croissants de W et W » en 

tant que limite en probabilité sous IPo , donc sous IP , de variations quadra­

tiques, coïncident :

% % H )
<W >  ̂ = <VJ>V = st 

st st

et plus généralement, si At = [tj,t2] est fixé ,

<W A >(1) = s X  IAtI 
•,At s 1 1

W(s,At) est donc une IP-martingale en s (par le théorème 2-5 où

2
-J

un IP-brownien à un paramètre s , de variance s x |At| .En particulier

L. = 0Y) continue, dans L , de processus croissant s * |At|. C'est donc 
1 À À

var W (As,At) = |As| x |At| (3-1)

Si At1 est un intervalle disjoint de At ,

(1) (1)
<W A* > W = <W * , W = 0•At *At s *At *Atf s

(W est a.o.l) . Donc sur deux rectangles disjoints Aj et > W(Aj) et

%
W(A^) sont deux gaussiennes indépendantes centrées, ce qui joint à (3-1) 

achève de démontrer le théorème.

Une autre démonstration de ce théorème est donnée dans [5 ] .

W est clairement une IP - s.m.r.
o

Définition

2
On dira qu’un processus de L ( IP) est une IP-s.m.r. s’il est repré- 

sentable relativement au IP-brownien W .

%

% %
>

* ¥

*
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On a

Théorème 3 -3

Si 0V est p*s. borné, et si Y est une IP -s.m.r. de L ,
X o

alors Y est une lP-s*m.r.

Si lfon note 9y , ^  , ... les facteurs de représentation sous D?0
% a»

et 9y * 9 * * * S8S ^acteurs de représentation sous IP , on a :

4

'Y 0Ye ., -  8 „  *  i|/y

La représentation de la partie martingale est conservée .

*  1|»1 Y ( Ç , Ç ’ )  = i pJ Y a , V )  *  iPY t t , V ) e x t t ' )

et

Ï 2Y(Ç,Ç’ ) -  iP2y <€,ç *> + ^Y( Ç ,Ç ' )0 x (Ç)

'X» 9
*  ^ y(s,t) - Yy (s,t) + eYex ( s , t )  + i|;Y(u,t;8,v)0x(u>t)0x(s,v)du dv

Rst

+ j ij;1Y(u,t;8,v)0x(u,t)du dv 

Rst

+
'r
I ii)2 Y(u»t;8 ,v)0 x(8 ,v)du dv

st

Démonstration

2 2 2
Y est dans L ( IP) puisque A jj et Y sont dans L ( lPo) .

2
Dans L ( IPo) c'est un simple calcul qui donne la representation de Y 

en fonction de la s.m.r.

Z

Y

*

d)Z(Xe.
zR

ÍZW
%
Wz

'V,
<pY
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%

théorème ci-dessus.

4
Mais, Y étant dans L ( IPq) , les termes de cette représentation

2 'Xj
sont dans L ( IP) . Par exemple (terme ^|Y) :

e t  l ' o n  t r o u v e  l e s  f a c t e u r s  de r e p r é s e n t a t i o n  Q^9 . . .  donnés  dans  l e

E |r2 + ^y (Ç’Ç,)0X (Ç,)]2 dÇ dÇ'
1 1

$ 2 E
AI 1 2 0|>fY(Ç,Ç’) + ^y(Ç^ ,)0X(Ç,)) dÇ dÇ' 

R11

< l|An M 2 i l k 1Yll4 + I M Î  Ilex lli>

qui est fini • B

Dans êe cas particulier suivant, nous n'aurons plus besoin d'une 

hypothèse aussi forte sur 0^ :

Coro laire 3-3

si y - eY »w + lfY*z est une s.m.r. et si 0^ définit un changement 

de probabilité orthogonal tel que :

|An  { [ey(Ç) + 0|(Ç)] dç] < co 

R11

alors Y est une IP-s.m.r. admettant la représentation

r \ j

Y = 0y .W + (0x0y + l f y) • Z

(le processus à v.b. étant défini dans L*( IP)).

En particulier si &x = - ^Py^Y^ 9 Y est une lp“martin8ale forte,

La dernière partie de ce corollaire n'est autre qu'une première approche 

du théorème de Girsonov pour une martingale forte à laquelle on a ajouté un 

signal* y•Z . Nous reviendrons sur ce problème au §5 .

[*1Y ( )K Z9
f 2

2 2 2
o

2 2
4

E
o

1

' i
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d IP
Dans tout ce paragraphe , A = définit un changement de

o

probabilité (non nécessairement orthogonal) A = exp [x ] , on supposera 

que X vérifie la condition £  (x ) .  z est une s.m.r. (sous IPo) et l'on 

cherche à quelle condition Z est une IP-martingale faible, une IP-1-martingale 

ou une IP-martingale, donc à quelle condition AZ a la propriété de martingale 

correspondante sous IPq .

Nous ferons dans tout ce paragraphe l’hypothèse I (z exp x ; Z,X)

2
permettant d'écrire la formule de Ito dans L ( IPq) pour Z exp X .

4-1 : Martingale faible et changement de probabilité 

Le lemme fondamental est le suivant :

§4 -  S . m . r .  e t  changement de p r o b a b i l i t é

Lemme 4-0

Si X est une s.m.r. définissant le changement de probabilité 

A * exp X , si Z est une s.m.r. vérifiant I(z exp x ; Z, X) on a :

AZ(s,t) - Z«A + A«[j
m£,(z+<x ,z>(1))

+ j m  . + <x,z>(1) + <x,z>(2)
(Z+<X,Z>

+ <X,JXZ + Jzx> + <Z,JX - x>]

( 4 - 0 )

Les différentes parties de la s.m,r. AZ sont données par

1
M.„ = Z»A + A* 
AZ

AZ ■ A'[pz + P
z (b2+<x ,z>(2)}m^ <x<x ,z>(2)]

( A —0 — 1 )

(4-0-2)

d IP

h M
X

1

]
1

P
1

1
MM

J+
1
Z

M
2

M
J+

Z
M



8-44

avec

,1
P ( 2 ) ( z )  = 
<X,Z>V }

baz ■  A- Bz + B

.2 (L2X *Z * L2Z V d5 W >

< X ,Z > * I> *  <x ,z>
<2) * <Z’ J X '  X>

* <X-J XZ * J ZX>!

= A* Bz  ♦  <Z,X ♦  J x > ♦  |  <L|X * |Z ♦  L2x * 2 z )dÇ dÇ'

Rst

( 4 - 0 - 3 )

( 4 - 0 - 4 )

Démonstration

Dans l'application de la formule de Ito à Z exp[x], les termes où 

n'interviennent que des dérivées de z ex par rapport à X donnent 

(formule 2-13) Z»A .

Les autres termes s'écrivent A«Y , avec :

Y » Z + Jzx + + <X,Z>(1) + <X,Z>(2) - <X,Z>

+ 2 (2)  + J (1) 
<X>K } ,Z Z,<X>U '

+ 2J 2J ^  }
X,<X,Z>'‘ } <X,Z>^ } ,X

+ <x , j x z > + <x , j z x > + <Z , j x >

2 <X,Z>^2 \ < X > ^  < x > ^  , < x , z > ^
}

Utilisant (2-4) et (2-4') :

<X>(1  ̂ = 2(M^ - X)

<X>(2) = 2(M^ -  X)

on o b t i e n t  (4 -0 )

Fz

)
t

■i

2

J
XZ

1
{J +

+ 1
J + J
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(4-0-1), (4-0-2), (4-0-3) s'en déduisent immédiatement. L'expression

de P* vient du théorème 5-1 du chapitre III. Ce même théorème donne
<X,Z>

B<x,z>0 )  '  <X,Z>st * ^>2 (L|X '>' 1 * L,z d£'St

Utilisant (2-8) : ~ ~ ^2X ’ 011 °̂ >t:*-ent

B = <X,Z> - <X,J > +
<X,Z>(1) St K  st

,2 L1X ^1Z d '̂
St

De cette expression et de son analogue pour B ( . , on déduit (4-0-4). I
<X,Z>1 '

Remarque

On peut obtenir ce résultat en développant le produit AZ par la 

formule de Ito et en tenant compte des relation (2-3), (2-6), (2-7), (2-8)

AZ -  A*Z + Z*A + + JzA + <Z,A>(1) + <Z,A>(2  ̂ -  <Z,A>

D'une part :

bAz ■  A-Bz *  <A-Z> + <L 1A * I Z  *  L2A *2 Z ) d î  d 5 '

Or ,

st

¡ . t )  jj= A(s,t)| e z ex(s,t) + \pz 4>x ( u , t  ; s,v)du dv

st

ÿ7(u,t ; s,v)LJX(t ; s,v)L,y(u,t ; s)du dv
2X

st
’]

( )2

B < >X Z9
+ ( 'P + L ) %d d i

1X

Xi 2X

dt

J
Ztí

Y
Vdud)»sît9u(z4>A*

R

/

-f)t6(A
eze)t9S(>A9Z<

+
R

R
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d’après (2-6) et (2-7). On a donc :

<Z,A> = A • <Z , X + Jx>

Transformant L ^  et par (2-3) et (2-3’) , on retrouve (4-0-4)

De même :

p (L2Z h + l2A Ŵ ’ >

Or d 'une part :

** 2 2 1 

BZ’A Bz “x

et d'autre part

j  (L2Z 4>a + L2A V dç W(dÇ,) = A • { <L2Z + L2X V dÇ W(dÇ,)

= A
L2Z L1X L2X d^

et cette dernière intégrale n'est autre que J
. (2)  J<X,Z> ,M^

Regroupant les divers termes, on retrouve (4-0-2) . I

Théorème 4-1

Sous les conditions du lemme 4-1, la s.m.r. Z est une IP-martingale 

faible si et seulement si :

Bz + <Z,X + J x> +
( L IX * I Z  * LJX dÇ' ■  °

(4-1)

A
L'2A

1
AZ

A P
1
Z
+ J

B
2
Z 9 A

+
f

<P VA L)
d

A J

X

« )
td(W

'P, 22 )dÇ

í
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Z est donc caractérisé par sa partie IPo-!wrtingale faible : si Y 

est une IPo-m.f., il existe une unique s.m.r. Z = Y + qui soit 

une IP-m.f.

Démons t ra t i on

Z est une IP-m.f. ssi AZ est une IP -m.f. ; le théorème est alors
o

une conséquence immédiate du lemme 4-0 et du lemme 1-5 .1 

Remarque

Dans [l2*] est donnée la représentation suivante de la IP-m.f. Z :

z * e-[w-exç] + *-[(w-l2x ç)(w-l]xd  - # x çc]

+ + p2*[(w_l2xç)ç,3

qui, compte tenu des proposition (2-4), (2-5) et (2-6) correspond à une 

intégrale simple, une intégrale double et deux intégrales mixtes par rapport 

à des IP-m.f. (En particulier dans le cas d'un changement de probabilité ortho­

gonal, on retrouve le théorème 3-3).

Sous la condition (4-1), cette représentation est celle donnée au 

lemme 4-0 , avec :

P1 “ ^1 + L2X ^

P2 * *2 * L1X * *

4-2 : 1-martingale et changement de probabilité 

Théorème 4-2

La s.m.r. Z est une IP—1-martingale si et seulement si 

Z + < X , Z > ^  est une 1Pq— 1 -martingale, soit

Blz + <X , Z>(1  ̂ » 0 (4-2)

B
Z

P'1 1Ç(w L )1XÇ
V

)

)
f
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4
Si  X e t  Z s o n t  dans  L , ( 4 -3 )  s ' é c r i t  :

(4-2*)

62z(Ç;u’) + H  (L]X ipz + L,z i|>x)(Ç;Ç')dv' = 0 (4-2'-2-)
' n

(4-1)

o

Z est donc caractérisé par sa partie IPq—1-martingale.

Démonstration

Ce résultat est de nature unidimensionnelle.

Z est une IP-l-m. ssi AZ est une IPo-l-m. Appliquant la formule 

de Ito en s à ce produit, on en déduit, compte tenu de (2-4)

(4-2f) s'obtient à partir du théorème 5-1 du chapitre III : d'une part

f 8 (8 

ÍVZ(s,t )  -  A Z ( u , t )  M ^ (d u , t )  + A ( u , t ) [z + < X ,Z > (1 ) ]  ( d u , t )
0 0

D'après le lemme 1-5 , Z + <X,Z>^ est une IPo-l-m. , d'où l'on déduit (4-2)

La p a r t i e  2~m.p. de + < X , Z > ^  s ' é c r i t  :

2 ( *2Z  + L 1X * Z  + L 1Z V  W(dÇ)dÇ
Rst

qui n'est nulle que si :

R
( ^2Z + L 1X h + L 1Z ^ x ) ( ^ , ) d Ç ’ = 0

st

ce qui, dérivé par rapport à s donne (4-2'-2) ,

D'autre part la partie à v.b. s'écrit :

Bz ( s , t )  + < X , Z > ( s , t )  +
 ̂4-St
2 ( L j x  ^ I Z  + L 1Z ^ i x ^ d ^  d ^  0

z

í

)
t

f

1

1
zB
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Utilisant (2-6) pour reraplacer iJjjX par -ipx L^x et (4-2'-2) pour

remplacer ^ar ~^2Z ~ ^1X ^Z / 0n retrouve (4-1) ‘ il est satis­

faisant que quand on exprime que Z est une 1-m. apparaisse la condition 

pour qu'elle soit m.f. B

Corollaire

La s.m.r. Z est une lPo-l-martingale si et seulement si Z - <X,Z>^ 

est une IP— 1 -martingale .

Il suffit d'appliquer le théorème précédent à :

Y = Z - <X,Z>(1)

4-3 : Martingale et changement de probabilité

Théorème 4-3

Si la s.m.r. Z est une IP-mart ingale, elle vérifie

"  <X»JXZ + Jzx> (4-3)

(M est la partie IP -martingale de Z), ce qui s’écrit encore :
Lt O

(4-3’)

Bl z ( v ; D  +

62z (Ç;u ') +

(4-1)
V

0

L̂1X ^Z + L 1Z V ( Ç î Ç ’)dv' = o

(L2x 4*2 + L2Z ÿx) (Ç;Ç')du = 0

En particulier si est borné, (4-3') admet une unique solution en

6 1Z > B22 » e t  ^ e s t  c a r a c t é r i s é  p a r  s a  p a r t i e  Œ*o- m a r t i n g a l e  Mz .

b Z'1LX

>
X

JX9Z<+)2(>ZtX<)1(>z»X<■M
z

z

2Z

f

0

«
11

Z
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Z est une IP-m. ssi AZ est une ; dans (4-0), si l'on annule

la partie non martingale, compte tenu de (4-2) et de la formule symétrique, on 

obtient :

A*£(z-mz) + <x,z>^ + <x,z>^ - <x,z> + <z,jx> - < x , J x z  + Jzx>] » 0

ce qui, par le lemme 1-5 donne (4-3) .

Lfidentification à zéro des parties à v.b., I-m,p. et 2-m.p. donne 

(4-3f). Remarquons que ces équations traduisent que Z est une IP-l-m. et 

une IP-2-m.

X et étant donnés les deux dernières équations de (4-3f) 

s'écrivent :

f S,z(v;Ç') - h.(v;Ç') + [ i|>y(u,v;£')697(u,v;x)du dx 
J ,Z 1 [û,u'] X 22 (^)

T . <f>x(£;u',v')B17(y;u',v')dv' dy
[o , vl X 12

Sous de bonnes conditions de régularité sur X et 0^, (cf. [5] , p. 299 ,

[l2] , p. 8 et 20) , en particulier si est borné p.s. , ( 'S ) a une

unique solution .

Remarques

I °) Correspondance entre_lP-mart ingale s _et_^ - martingales

II ressort des théorèmes 4-1 à 4-3 que si la s.m.r. Z est une 

IP-martingale (resp. IP-i-m. , IP-m.f.), elle est caractérisée par sa partie 

lPo-martingale (resp. IPo-i-m. , IPo-m.f.) .

2 -1
D'autre part, si Z est une IP-martingale de L , Z _ A (AZ) est 

une s.m.r. ; en particulier sa partie martingale sera parfaitement déterminée.

D é m o n s t r a t io n

B2 z ( Ç ; u ' ) h2(Ç;u’) +

IP
D

-m

MZ

i
4X

Í
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On a donc établi une bijection entre les ^-martingales et les 

IP-martingales.

(Dans [12J , cette bijection est obtenue à partir de lfinversibilité 

de certains opérateurs).

2°) Changement de probabilité orthogonal

Si le changement de probabilité est orthogonal, on peut établir 

directement les résultats des théorèmes 4-1 à 4-3 en s’appuyant sur la 

représentation en W .

Avec les notations du théorème 3-3 :

* Y sera une IP-m.f. ssi ^  = 0 , ce qui n’est autre que la 

condition (4-1) quand \jj^ = 0 .

# Y sera une IP-l-m. si en outre :

^2Y * 6X ^Y * ° 

qui n ’est autre que (4-2’-2) quand ■ 0 . 1yX
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Le premier problème que nous nous poserons dans ce paragraphe est dual 

de celui traité au §4 : si Y est une s.m.r. fixée, trouver un changement de

probabilité A = tel que sous IP , Y ait une certaine propriété de
o

martingale.

Pour dégager l'intérêt dfun tel changement de probabilité, examinons 

d'abord la situation sur la droite.

Le problème sur IR

Sur [û,l] , considérons la semi-martingale

§5 -  Changement de p r o b a b i l i t é  e t  théorèm e de G i r sa n o v

Yt =

t rt
0(u) W(du) - (u) du

0  ■'o

où W est un brownien sur l'espace de base (Î2 , 0* , n*o) . Le changement de 

probabilité défini par

(5-1) A * exp [ ( *)(u)W(du) - y (^0 *)2(u)du 
O Jo

a les cinq propriétés remarquables suivantes :

(C-P-l) Y est une IP-martingale

t
(C-P-2) Wfc = Wt - ( ̂ 0 *)(u)du est un IP-brownien

(C -P-3)  Y admet sous  IP l a  r e p r é s e n t a t i o n

Y
t ^
0(u) W(du)

H
d

IP
IP
o

f

11
0

- i -1 2

O í

0

i

t
0
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(C-P-A) : La densité A se calcule en fonction du modèle (9 ) 

et de l'observation {Y , t e [û,l]} grâce à la formule 

permettant d'inverser l'équation linéaire en W(du)

(5-2) Y(du) = 0(u) W(du) - ^(u) du

et 1'on obtient :

(5-3) A = exp (t|0 2)(u)Y(du) + Ÿ ( f 6 *)2(u)du|

2
(C-P-5) : Conditionnellement à la connaisance de 0 , maximiser A

%
(qui est la vraisemblance de W relativement à IPo) revient 

à maximiser la vraisemblance de Y relativement à IP

L’intérêt statistique d’un tel changement de probabilité est donc très grand ï 

si 0 est connu ou a été atteint au moyen de la variation quadratique, on est 

à même d’estimer , ou les paramètres de ^  en maximisant une vraisemblance 

calculable à partir de l’observation.

2
Le problème sur 1R

La généralisation de ce problème lorsque Y est une s.m.r. à indice

dans Rjj est un problème ouvert et nous n’y répondrons ici que partiellement,

Dans la recherche de changement de probabilité du type étudié aux para­

graphes précédents, on dispose de 2 "degrés de liberté11 : les choix de 0^ et

de (ou si l’on préfère de 0X et de \p^) .

Transformer Y en IP-m.f. implique une condition (4-1), et lron 

trouvera en général une infinité de A transformant Y en IP-m.f.. Une telle

Y
t

D 0

1 I

If

La condition C-P-l(

1

VA
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transformation offre l’intérêt statistique de recentrer Y . Nous montrerons 

que sous de faibles conditions, on pourra trouver une solution telle que le 

changement de probabilité soit orthogonal.

Transformer Y en IP-l-m. implique deux conditions (4-2’-1) et (4-21-2) 

et en général on ne pourra trouver qu’un changement de probabilité satisfaisant, 

En général, on ne pourra pas trouver de changement de probabilité A 

transformant une s.m.r. Y en martingale (qui impose trois conditions) . Nous 

examinerons plus en détail ce problème si Y = 9*W - *Z .

Les conditions_(C-P-22_et_£C-P-3^

Si pour le changement de probabilité défini par on Pose :

W = W - 
z z eY(S)dç

Rz

% 'V»

on sait (théorème 2-4) que W est une IP-m.f., et (théorème 3-2) que W est 

un IP-brownien si ij; - 0 .

Pour un changement de probabilité orthogonal, on dispose donc naturelle­

ment d’un brownien et l’on sait représenter Y au moyen de celui-ci (th. 3-3). 

En général, on peut se poser les questions : existe-t-il une IP-brownien

^  A

W ; comment est-il lié à W ? Y est-elle une IP-s.m.r. relativement à W ? 

Quelle est sa représentation ?

La condition_(C-P-4^

Satisfaire la condition (C-P-4) est primordial : W n ’étant pas 

observable, l’expression de A (ou X) au moyen d’intégrales stochastiques 

ne permet pas de les calculer.

'f

e )( X 9 X

*
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Sur la droite, cette difficulté est levée par l'inversion du système 

(5-2). Son analogue ici s'écrit :

(5-5)

Y(ds,dt) = 0(s,t)W(ds,dt) +
R

4>(u,t;s ,v) W(du,dt) W(ds ,dv)

st

+ dt | (t;s,v)W(ds,dv) + ds 62(u,t;s)W(du,dt)

lp(s,t)ds dt

On conçoit assez bien, en utilisant par exemple des méthodes de dis­

crétisation, puis des théorèmes limites qufun tel système puisse être inversible 

lorsque le modèle (0, ..., ) est connu (et dépend de paramètre inconnus). 

Dans ce cas, n'importe quel A , la vraisemblance, comme sur la droite, pourra 

s'exprimer au moyen des fonctions 0^, (ou 0^, ip^) f du modèle de Y et 

de l'observation.

Lacondition (C-P-51

La condition (C-P-5) est fondamentale en pratique : en tant que 

fonction de certains paramètres (relatifs par exemple au signal ^  ), A atteint- 

elle son maximum en même temps que la vraisemblance de Y , ce qui permettrait 

de mettre en oeuvre la théorie des estimateurs du maximum de vraisemblance.

Examinons ce problème dans le cas où on a choisi pour A le changement 

de probabilité orthogonal qui transforme Y en une IP-m.f. . Alors (th, 3-3)

%  V b  %  'Xj  %  %

y = e»w + ÿ*ww + + ^2*wz

avec

^  + <l» 0X i  = 1 , 2

J
t

0

s

o
13

f

A A

'P!
Z J

<Pi
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Le gros inconvénient de cette écriture est, non pas que i/k ait été modifié,

mais que, dépendant de 0^ , il dépend de l|) , le signal que l'on cherche 

à observer.

Si l'on disposait d'une représentation au moyen d'un IP-brownien W

Y = 0*W + ip • WW + y *ZW + WZ

tel que 0, \p, ne dépendent pas du signal ^  , la vraisemblance A de

ÿ sera maximum en même temps que celle de Y .

Par exemple, si = 0 , sous A orthogonal transformant Y en 

IP-m.f. , on a :

'Xj O» %

Y = 0*W + \pj *ZW + ip2 *WZ

et on peut, utilisant A , faire de bonnes statistiques sur le signal ^  ̂  .

5-1 : Transformation d'une s.m.r. en martingale faible 

Un changement de probabilité A = exp X tranforme la s.m.r. Z en une 

m.f. si et seulement si la condition (4-1) est vérifiée. Dérivée en s et t , 

cette condition s'écrit :

( 'fz + 0x9Z^S,t  ̂ + Ĉ izLlx + 2̂ZL2X^U’t;s,V d̂u dv
Rst

| + L)XL2X] (u,t;s,v)du dv = 0 (5-6)

st

(LjX ne dépend que de (t;s,v) , de (u,t;s)) •

A cette équation, il convient d'adjoindre les équations (2-8) et (2-8') 

liant entre eux les f a  cteur.s de représentation de X :

o.

2
A A

A

i

l

• i

Z[ X

L2X

R
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ÿ l x (u » t ; s »v ) = ~ L 2 x ^ u , t ’s ’v ^

ip2 x ( u , t ; s , v )  = - ipx LjX(u,t;s,v)

(2-8)

(2 - 8 ')

On peut se proposer de résoudre le système constitué des équations 

(5-6), (2-8) et (2-8f) de façon itérative : on choisit arbitrairement la 

fonction \p£ . On sait que pour toute valeur de 0X les équations (2-8) et 

(2-8f) déterminent L ^  et L2X , donc ÿjX et ^2X * équation (5"6) permet 

alors, quand 0^ n fest pas nul de déterminer 0^ . Nous allons montrer la 

convergence d'un tel procédé sous certaines hypothèses sur Z , lorsque, par 

exemple, est choisi nul (changeaient de probabilité orthogonal) .

Proposition 5-1

Si Z est une s.m.r. telle que Z * ^Z * ^1Z et ^2Z 8°ient

bornés, il existe une infinité de changements de probabilité

choisit , le système (5-6), (2-8), (2-8') détermine X .

En particulier il existe un unique changement de probabilité orthogonal 

tel que Z soit une IP-m.f. . Ce changement de probabilité est carac­

térisé par l'équation :

“ exP [x] tels que Z soit une IP-martingale faible . Si l'on
0

( ^ Z  + 0x9z)(s,t) + [^lz(u,t;s,v)6x (s,v) + ÿ2z(u,t;s,v)6x (u,t)]du dv

Rst

+

R
ÿz(u,t,s,v)0x(s,v)0x(u,t)du dv = 0 (5-7)

st

Démonstration

Résolvons (5-7) trajectoire par trajectoire, et montrons qu'il existe

00
une s o l u t i o n  0 = ©x d an s  L

'pX

IpX

L'

'f
-1ez

d
d

IF

0
IP

X
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1er P o i n t

Montrons qu'il existe zq e Rj j tel que la suite de processus définie

par 0Q(s,t) = 1 et

0zen+l^s,t  ̂ = ” “ [>|'jZ(u,t;s,v)0n(s,v)

Rst (5-

+ ÿ lz(u,t;s,v)0n(u,t) + 4;z(u,t;s,v)0n(u,t)0n(s,v)]du dv

soit bornée sur R
z

Notons K un majorant > 1 commun de | Ij) z 1 | , |ÿz | > | ̂ ¡ z | et: Î 2ZI

Alors, sur Rgt ,

en * | I L  *  K[ '  *  K st  ( 2 | | e n | | „ -  | | e j | *  ]

2
Posant a - K et b ■ K st , on est amené à l'étude de la suite récurente

V l  ■ £(un) uo ' '

avec

f(x) ” a + 2bx + bx2

L'équation f(x) - x a des racines réelles si :

0 ^ (2b—I)2 - 4ab = (2K2 st - l)2 - 4K3st

Le membre de droite tendant vers 1 quand st tend vers zéro, ceci est 

réalisé pour st assez petit. Fixons zq = (so,tQ) tel que cette condition 

soit réalisée, f' s'annulant en -1 et f(1) valant a + 3b qui est 

supérieur â 1 j f,es racines de f(x) = x sont supérieures à 1 .

f z(s, )
R
5t

')8

II
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un converge donc vers la plus petite , c (que l’on majore facilement 

par a + ’

Donc pour tout n

IleJL $ c

2ëme Point

Montrons qu’il existe zj  ̂ZQ tel Que suite (0n) soit

00

contractante dans L sur R
z i

En effet :

w .-v«*-«  - - J hz «W ,) * (V ,.-i"'Jdu dv
st

- f 10 ¡p„9 - 0 ,^70 il du dv 
R L nrZ n n-rZ n-li
•* st

1
4b

A

K

' l /C-

ÎC

)
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0n (u,t)6n (s,v) - 0n_,(u,t)0n_j(s,v) =

[0n (u,t) - 0n_j(u,t)]0n (s,v) + 0n_,(u,t)[0n (s,v)-0n_j(s,v)]

e t ,  u t i l i s a n t  d a n s  l e  d e r n i e r  i n t é g r a n d e  l a  d é c o m p o s i t io n  :

on obtient sur R C R  
st * z

o

6n+l ‘ 0J L *  K[2K + 2K cl st

Choisissons alors = (sj,tj) tel que :

2K2(1 + c) Sj tj < 1

00

Alors sur L (Rz ) , (0^) est une suite de Cauchy . Sa limite vérifie 

l'équation (5-7) .

Reste à étendre par une technique analogue à celle employée au 

chapitre VII, 0 défini sur R à R.. .
Z | 11

Cas Particulier

Si Z est la soimne d'une martingale forte et d'un signal,

^(Ddîzst 07(Ç)W(dÇ) + 
R L R
st st

L'équation (5-6) se réduit à :

^z + ex ez = 0 *

E l l e  f i x e  :

0X "  ~ Z 9Z

Il

z 1

f
1
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Si l’on choisit arbitrairement ij; borné, les équations (2-8) et (2-8’) 

déterminent X (cf. §2). On a donc le corollaire :

Corollaire 5-1

Si Z est la s.m.r.

st ez (ç> ♦
st st

tout changement de probabilité A = exp[x| avec

9x ■  -  Ÿ z  9z ‘

transforme Z en une IP-m.f. .

Remarque

Si - 0 , (5-6) ne permet plus de déterminer 0^ qui n ’apparaît 

plus que par et L0y et le problème se pose de savoir si l’on peut choisir
J2X

\p arbitraire de sorte que le système (5-6), (2-8), (2-8’) détermine X. Ce 

n ’est pas le cas dans le cas particulier traité ci-dessus : le choix de = 0 

conduit à une impossibilité.

5-2 : Transformation d’une s.m.r. en 1-martingale

Un changement de probabilité A - exp X transforme la s.m.r. Z en 

1-m. si et seulement si la condition (4-2) est vérifiée :

Bz + <X , Z>(1  ̂ = 0

On a vu au théorème 4-2, qu’annuler les parties 2-m.p. et à v.b. de cette 

expression donnait :

z
/

R
Z(Ç)d

R

'

-1

0
Z

L
IX

X

'x
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(^Z + + ( <L i j z + L2X^2Z) (u,t;s,v)du dv = 0

Rst
(5 -9 )

62Z + L 1X *Z + L1Z h  = °

Associant es équations aux équations (2-8) et (2-8f), on obtient un 

système de 4 équations aux 4 fonctions inconnues 0^, I^x • Si 0^, Lj^

et L^z ne s1 annulent pas, on peut lui associer le système récurrent :

< V l  -  'f ’z * {  \ n  *12 * ■ >  *2Z

^n +l  ^2Z L 1Z + ^Z L 1Z L ln

♦lu ' - * n  L2p

\  * ? n  “ - » n  L ln

dont on peut, comme précédemment étudier la convergence. La présence

d’intégrales stochastiques dans ^ ¡ Z 9 *Mx et ^2X ne nou8 Pe™®ttra plus de

• 00 • • 2
travailler dans L , mais l'on devra travailler dans L

Examinons deux exemples pour lesquels nous saurons trouver une solution 

conduisant à un changement de probabilité orthogonal.

Exemple 1

Zgt  = 1  3 j ( v ; z ) d v  W(dz)  +
[ o , t ]  X R s t R

Vf (C)dÇ

st

(5-9-1) s'écrit :

lf(s,t) + [

J 0
L )x Bj(t;s,v)dv = 0 (5-10)

e 9 )( )Z X'
s , t

I
L L

X IXs 2X

j
\

-i
ze

-i -i
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Donc, si (^(s,o) n’est pas p.s. nul, on ne trouvera pas de 

solution X : ßj*VW et Z seront étrangères .

Supposons donc que :

p. s. (s,o) = 0

et cherchons A orthogonal, quand :

3j(t;s,v) = \v4t) ^ (s>v)

Si ip* existe , (5-10) (qui est vérifiée pour t = 0) équivaut à

^¿(s,t) + 0x(s,t)h (s,t) = 0

soit

, -1
' X

= - If) f 1 h

2
qui, lorsqu’il est dans L , détermine un changement de probabilité orthogonal 

tel que Z soit une IP-1 -martingale.

Il est alors facile de vérifier que relativement au lP-brownien

"st ■ 9X « > «
R 4-st

Z admet la représentation

Zst r -, fcC^lOdv W(dÇ)

[°»t]xRst

Ex£ression de la vraisemblance A en fonction du modèle et de l'observation 

Z est. dérivable par rapport à t et si l'on note :

Z = d 7 
st cft st

f

'X, w st i
+

s t
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On a

st h«)W(dÇ) +
st

C|?(u,t)du

et peut s1 exprimer au moyen de Z :

st
^¿(Ç)h- 1(OW(dp - ((f ’ h_1)2(Ç)dÇ

R . R .
st

st

St

st

(if; h_1>2(Odç

Remarquons donc que l'on a ramené, par dérivation en t , 

au cas de la somme d'une martingale forte et d'un signal.

On pourra de même traiter le modèle :

Y . - Z + t 
st st r <f(u,o)du

quand on n'aura plus la condition ^(u,o) nul

Exemple 2

5 t = [ 6(Ç)W(dÇ) + [ B.(v;Ç)dv W(dÇ) +

S [ ° > t ] XRoP 1 st

Si l'on recherche un changement de probabilité orthogonal 

(5-9) donne :

v f ( s . t )  + ex e ( s , t )  + 0x ( s , v )  B j ( t ; s , v ) d v  = 0

ce modèle

ip(Ç)dÇ

z
f

R

s

0

st
X

f

RR 'f

i
2

1+)c:d(Z)(
•2

h
t

S

0

R
st R

t

c«
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Si 0^ ne s'annule pas, il n'y a pas de condition restrictive sur (p , 

comme dans le premier exemple. Par exemple, si

Sj(t;s,v) = h(s,v)

0^ sera solution de l'équation différentielle

(0xe + 'f )£ + exh = o

avec la condition initiale

(0X0 + If )(s,o) = 0

Par exemple si

Z . - W . + 8t 8t W(du,v)dv + Y
st st

(5-11)

on trouve

9x(s,t) ■ ^(s.o) + ev Vp^(s,v)dv

Le problème de l'expression de A au moyen de l'observation Z est 

lié à la possibilité de résoudre en W l'équation :

Z(ds,dt) * 0(s,t)W(ds,dt) + i 3 (t;s,v)W(ds,dv)dt + lP(s,t)ds dt

Dans le cas où Z est donné par (5-11), ceci s'écrit :

Z(ds,dt) = W(ds,dt) + W(ds,t)dt + lf>(s,t)ds dt

que l ' o n  p e u t  i n t é g r e r  en s s u r  t o u t  i n t e r v a l l e  As :

1
)t£V(

R B
Kd)(

t

0

t

0
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W(As,dt) + W(As,t)dt = - Z(As,dt) + 3>(As,t)dt

$(As,t) = ^P(u,t)du
JAs

On est donc ramené à étudier 11inversibilité dfune équation de 

diffusion à un paramètre, puis à étudier la limite quand As tend vers 

zéro de la solution de cette équation.

5-3 : Transformation d'une s.m.r. en martingale 

La s.m.r. Z est transformée en IP-martingale si

/  (Cfx + ex0z) ( s , t )  + |  (ij,xipz + L,xif>lz + L2xÿ2z)du dv = 0

*2Z  *  L1X *Z * LIZ *X " 0

' ̂ IZ * L2X *Z * L2Z *X ■ 0

ce qui, associé aux équations (2-8) et (2-8f) donne un système de cinq 

équations aux quatre inconnues 0^, \p^9 te  ̂ syst®me n'aura

en général pas de solution.

Seules certaines s.m.r. dfun type particulier seront transformées en 

une martingale. Par exemple, A , changement de probabilité orthogonal, trans­

forme la s.m.r. Z de modèle

avec

(0 Z> Ÿz > 0x ’ ~*Z 9X ’ 1 z^

en martingale dès que 0^ vérifie :

( ^  z + 0xez)(s*t) = J ÿz(u,t;s,v) [0x(s,v) + 0x(u,t)]du dv

Rst

í

j R
st

X’ IX> if2X Ur

Z )
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D ’un autre coté, si Z a pour partie martingale faible une martingale 

forte, alors, dès que 9^ ne s’annule pas, les changements de probabilité 

qui transforment éventuellement Z en martingale sont à choisir parmi les 

changements de probabilité orthogonaux puisque, en effet :

0z (s,v) ÿx (u,t;s,v) = 0 .

0z(u,t) ipx (u,t;s,v) = 0

5-4 : Transformation d ’une s.m.r. en martingale forte 

Une telle transformation sera en général bien sûr impossible. Cependant 

dans le cas où Z est la somme d ’une martingale forte et d ’un signal ,

st 0(Ç)W(dÇ) - <f(Ç>dÇ
st st

On a trouvé (§3) un changement de probabilité orthogonal faisant de Z une 

martingale forte. Comme en outre :

Z(dÇ) = 6(0 W(dÇ) - ÿ(Ç)dÇ

se résoud en W(dÇ) si 0 * ne s’annule pas, on a

Théorème 5 (théorème de Girsanov pour les martingales fortes)

Si

st
0(0 W(dÇ) -

st
R

ip(Ç)dÇ
s t

ou 0 e t  v é r i f i e n t  :

R
(0 1 'f )2 (OdÇ <

1 1

E

z
R R

Z
R

y

0 0
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d IP
Il existe un unique changement de probabilité A = -j- ̂  - = exp X

o
tel que Z soit une IP-martingale. Ce changement de probabilité est 

caractérisé par

eY * lP-8
-1

Z est même alors une IP-martingale forte, et si :

W = W 
st st

Z admet la représentation

( lp 0"')(OdÇ
R
st

st 9(0 W(dÇ)

st

La log-vraisemblance X s1 écrit alors :

ip(Ç)e"2(Oz(dÇ) + ? j  i f (0  0"2(Ç)dç
Ml 1 1

Dans ce cas les ciaq conditions (C-P-l) à (C-P-5) décrites au début de ce 

paragraphe sont satisfaites.

* *

*

Nous terminerons ce chapitre en montrant par une toute autre méthode 

qu’il existe un changement de probabilité sous lequel la s.m.r.

st 0 ( 0  W(dD -

st R
lf(Ç)dÇ (5-12)

s t

e s t  une m a r t i n g a l e  f o r t e  [6, lo] .

%

z
R

o.

X
R R

Z

R
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Au processus Z , associons le processus Z ainsi défini 

Si

Q , = R . ü R, 
st si lt

Posons

st
0(Ç) W(dÇ) - ¥

cst st

'm
' ;'^v> -

S 1

Z et Z ne s'exprimant que par l'intermédiaire d'intégrales simples, on a 

la propriété remarquable

Z*([z,z']) = - Z([z,z'j)

D'où l'on déduit la suite de propriétés équivalentes : 

o Z est une lP-martingale forte 

o E(Z([z,z']) | (F*) = 0 

o E(Z*([z,z’])| $*) = 0 

o E (AV([z,z'])| % * )  = 0

(par le point (e) du leirane 1-2 ; A* note E(Â  j | z))

Et cette dernière condition est impliquée par :

V z v< z'

c'est à dire par :

^  , A *  * / » X I r y * ,  XEQ(A Z (z') I ^ z) = A Z (z)

Q.3t
( Çd)

0n

*z
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(Notons que A* Z* n fest pas ^ z-adaptée, et que l’on ne déduit 

pas là une propriété de martingale forte de propriété de martingale).

Enfin ce dernier point équivaut à :

¥ ¥
o Le long de tout chemin croissant T, A Z est une IPo-martingale

o A* Z* e s t  une IPo- m a r t i n g a l e  pour  l a  f i l t r a t i o n  (£ * .

pour la filtration (F * .

La démonstration se fondera alors sur la formule de Ito et le lenirne 

suivant :

Lemme 5

%
Si 0 et 0 sont dans o^^(R jj), et si l’on pose

st 0(Ç)W(dÇ) M
Q st Q,

0(5) W(dÇ)

st st

alors Mgt et Mgt sont deux martingales pour la filttation f t , 

i.d.c., de variation quadratique :

[M,M]st = | 9(0 6(0 dÇ

«st

Démonstration

Il suffit de faire la démonstration pour M = M , le cas général s’en 

déduisant par bilinéarité.

Soit T un chemin continu croissant, joignant l’origine à z ; 

notons O la suite croissante de points de T (0 = z^, z^, ...,

z = z) et
n j

[ < ( * > -
k=l k

ou

ôkM = M(îW  _ M(zk} •

M

%

suffit
o,
M

n l

Z E
o(

6
k
M I

*
)z

)I+
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Alors, quand \ o\ = sup Iẑ +i - ẑ J tend vers zéro ,

M£(z) <M> ( z )

Soit alors O n) une suite de fonctions simples bornées tendant vers 0 

dans -22(Rn ) et

Mn (s,t) = 0n(Ç) W(dÇ)

‘st

A 0 fixé, il est clair que :

E|[M]J(s,t) - [Mn]^(s,t)| < | | 9 + 0
n 1 >2

-  0
n 1 »2

tend vers zéro quand n tend vers l’infini.

On peut donc ramener l’étude au cas où est une martingale définie

à partir de 0^ simple . Notons tt = la partition sur les éléments de

laquelle 0^ est constant.

On peut, comme au chapitre IV, §2, se limiter aux suites a  telle que 

0^ soit constant sur chaque « [z^ , ^+1*1

.IIÎrz-=
11 Z tZ -ï

y . . T

---------- -----------------

^_Z;22__WZ’.—
___________________h___________ ________________

i

k

L 1. _ - „ ..—. -» r

?

Q

r r
II e

{A
ij

}

M
n

R
k

V
ki

B
K

H
«-R
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Si l'on fixe j , notons V^j celui des ensembles A^j (\ (Q^+jN Q^) 

qui est non vide (s'il existe). Et nôtons celui des A^ j O (Q^+j^ Q^) > °lui

à i fixé, est non vide, s'il existe, 

Alors :

9^ étant constant et adapté sur chaque , V^j et ,

W étant une martingale forte ,

hvinl-L
Qk+1N Qk

Donc pour une partition assez fine ,

t e2« ) «
Qst

qui est donc la valeur de sa limite quand |<5| -► 0 : [Mn]^(s,t) .

Il suffit alors de constater que [Mn]^(s,t) tend vers [m]r(8,t) 

quand n  ► 00 pour conclure . ■

Pour Z donné par (5-12), posons alors :

M*(s,t) = (6-1 ip ) ( 0  w ( d O

jQwst
et

A(s,t) = exp jil*(s,t) - -j <M*> (s,t)J 

h e m  % n

Sur tout^croissant T , l'application du théorème de Girsanov à une 

dimension permet de conclure que le changement de probabilité défini par A

*
transforme la trace de Z le long de T en une martingale.

Ce qui fournit bien une autre démonstration de la première partie du 

théorème de Girsanov pour les martingales fortes. ■

E

6 M
a IQ

k+1
0
k

e( )w(dK) M
n(

R ) + Z

J

M
n (

V
kj

) + Y.
i
Mn(

H
ij
)

F
k

H
ik

2
•Çd)K(

2
n0

M .1n r
□( )tyS

suffit 8
rr



8-73

Bibliographie du chapitre VIII

[1] Girsanov I.V.:On transforming a certain class of stochastic processes

by absolutely continuous substitution of measures. Th. of 

Prob. Appl. 5, p. 285-301 (1960) .

[2] Van Schuoppen J.H.,Wong E. :Transformation of local martingales under a

change of law. Ann. of Prob., vol. 2, n° 5, p. 879-888 (1974).

[3] Wong E. :A likelihood ratio formula for two-dimensional random fields.

I.E.E.E., vol. IT-20, n° 4, p. 418-422 (1974) .

[4] Wo n g , Zakai M. :Martingales and stochastic integrals for processes with

a multidimensional parameter. Z für W 29, p, 109-122 (1974).

[5] Wo n g , Zakai M. : Likelihood ratios and transformation of probability

associated with two-parameter Wierner processes, Z für W.40, 

p. 283-308 (1977) .

[6] Guyon X., Prum B. : Le théorème de Girsanov pour une classe de processus à

paramètre multidimensionnel. C.R.A.S. 285, p. 565-567 (1977).

[7] Etemdadi N., Kalliapur C. :Non anticipative transformations of the two-

parameter Wiener process and a Girsanov theorem. J. Multi­

variate, Anal. 7, p. 28-49 (1977) .

2
[8] GUYON X., PRUM B. : Formule de Ito pour des martingales faibles sur IR .

Fonctions harmoniques faibles. Applications, C.R.A.S. t. 286, 

p. 281-284 (1978) .



8-74

[9] Guyon X., Prum B. : Processus à indice dans [0,1]2 , prépublication

Université d ’Orsay (1978) .

[10] Guyon X., Prum B. : Recherche de la densité de probabilité du théorème de

Girsanov, prépublication Université d ’Orsay (1978) .

[11] Nualart D., Sanz M. : T-corema de Girsanov pel procès de Wiener amb dos

paramétrés. Preprint (en catalan) communiqué (1979) .

[12] Hajek B., Wong E. : Representation and transformation of two parameter

martingales under a change of measure. Memorandum 

n° UCB/ERL M 79/23 , Univ. Berkeley (1979) .


