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INTRODUCTTION

LES PROCESSUS SPATIAUX EN STATISTIQUE.

Le point de départ et le but de ce travail sont constitués de pro-
blémes statistiques sur les champs aléatoires dans le domaine particulier de
1'agronomie : des mesures sont faites sur un champ, soit ponctuellement
(mesure relative i un plant, par exemple), soit de fagon intégrée (rendement
sur une parcelle) et il s'agit d'en retirer des conclusions quant au phénoméne

biologique observé.

L'idée qui consiste 3 modéliser le champ par un processus 3 indice
dans 112 est trés naturelle et trés ancienne ([1,2,3]} Dans 1'esprit des pre-
miers auteurs, il s'agissait, dans le cas d'une mesure intégrée sur une parcelle,
d'apprécier la variabilité de cette mesure en fonction de la taille et de la
forme de la parcelle (loi Ae F. SMITH) ([2,3,4]) et non de modéliser les cor-
rélations entre les réponses sur les différentes parcelles. De méme, pour
estimer les effets des traitements appliqués aux différentes parcelles, on
procéde 3 la randomisation (cf. [8]) dans la répartition de ces traitements
sur les parcelles dans le but de faire disparaltre les effets du ler ordre

associés 3 chaque parcelle , et non de faire disparaitre les corrélations

entre les mesures sur les différentes parcelles.

C'est donc d'abord dans un but de choix optimum de plan d'expérience
en agronomie que nous avons abordé 1'étude des processus a indice double

([15,18,19,22,23]). Mais il est clair que 1'étude statistique de tels processus
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(élaboration de modéles, choix d'un modéle parmi plusieurs, estimations des
paramétres, etc...) se rencontre dans de nombreuses branches : cartographie,

épidémiologie, usinage des surfaces en métallurgie, etc...

I1 est intéressant de remarquer que la démarche consistant 3 prendre
en compte la structure des corrélations spatiales d'un champ agricole est en
fait trés ancienne. MERCER et HALL [ 1] (1911) avaient essayé d'appréhender
de fagon quantitative ce phénoméne et avaient mesuré les corrélations entre
parcelles d'un champ de blé en fonction des écarts horizontaux s et verticaux

t entre ces parcelles. Le tableau ci-dessous donne leurs résultats

Rendement en grain de 50 x 25 parcelles.

Autocorrélation pour les données de grain de blé.

t s=0 s=1 s=2 s=3 s=4
-3 0.1880 0.1602 0.1509 0.1276 0.1352
-2 0.1510 0.0234 0.0020 -0.0137 -0.1039
-1 0.2923 0.1853 0.1349 0.0788 0.0878

0 1.0000 0.5252 0.4055 0.3639 0.3561

1 0.2923 0.2354 0.1799 0.1205 0.1399

2 0.1510 0.1285 0.0999 0.0749 0.0859

3 0.1880 0.1935 0.2483 0.2415 0.2284

Cette démarche a cependant été rapidement délaissée avant d'étre
reprise beaucoup plus tard : il faut attendre les travaux de WHITTLE ([ 6,10]),
de MATERN ([9,15]) et de MATHERON ([ 13]) pour que la dépendance spatiale soit

effectivement prise en compte.

On peut penser que les idées de FISHER (1930, [11]) (en particulier
ses travaux sur l'analyse de la variance et la théorie des plans d'expérience)
qui ont eu une influence décisive sur 1'école statistique en général et sur la
pratique de 1'expérimentation agricole en particulier, on détourné le courant
principal de re cherche dans ce domaine de la conception en terme de processus.

On peut analyser cette cristallisation des plans d'expériences agricoles autour
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de 1'analyse de la variance 3 partir de deux éléments : d'une part l'efficacité
des résultats obtenus, d'autre part la taille raisonnable des calculs demandés

a une période ol on ne disposait pas des moyens de calculs d'aujourd'hui.

La conceptualisation de modéles de processus spatiaux est, dans le
cas discret, l1'analogue 3 deux indices de 1'outil des séries chronologiques
sur la droite : ces modéles de processus 3 un indice ont connu un large déve-
loppement et ont fait preuve d'une grande efficacité dans de nombreux domaines

(économétrie, automatique, biologie, etc...).

Dans 1'extension de la théorie de Z 3 Z2 on constate déji un
grand nombre de différences dont on peut situer les racines, outre dans le fait
que 22 est dépourvu d'ordre total naturel, dans la carence de certains théo-
rémes vrais 3 une dimension et non & plusieurs : citons par exemple le théoréme
de D'ALEMBERT, donc la factorisation des polyndmes, le théoréme de FEJER
affirmant que tout polyndme trigonométrique positif est le carré d'un autre

polyndme trigonométrique. ([ 20])

Tout en utilisant certaines méthodes de 1'analyse de la variance,
nous montrons ([ 18,22) comment la connaissance de la structure au second ordre
du processus sous-jacent permet d'accroltre de fagon notable la précision de
1'estimation de certains effets traitements en choisissant un plan, 3 la fois
bien adapté 3 1'analyse de la variance, mais aussi au modéle de champ. Cette
démarche conduit donc de fagon directe 3 la modélisation du champ par un modéle

de processus et 3 l'estimation de ce modéle.

Nous avons abordé ce probléme d'abord de fagon non paramétrique :
estimation des covariances en fonction de la distance ([21]), puis de fagon
paramétrique ([25]) (estimation des paramétres d'un processus stationnaire
sur Zd). Nous avons ensuite étudié des modéles, d'abord & indice discret
({18,19,20,21,22,24,25]) , puis & indice continu ([ 26,46])

. -

Une classe de processus 2 indice réel a connu un développement parti-
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culiérement important ces derniéres années : c'est celle des processus ARMA
(cf. par exemple [27]). Aux modéles AR et MA du cas unidimensionnel, il
convient d'ajouter une classe plus riche (du fait de la carence du théoréme

de FEJER sur R" si n > 1) : les modéles aux lois conditionnelles ELC
C12,14,16 ,17,20]). Dans [25] nous montrons par exemple comment le modéle
ELC de dépendance des quatre voisins les plus proches s'ajuste particuliérement
bien aux données de MERCER et HALL. Il s'avére donc que la modélisation d'un
processus plan continu par de tels modéles sur Zd (ici d = 2) est un outil
statistique trés satisfaisant, mais on a discrétisé une situation spatiale

en réalité continue.

En fait, cette discrétisation n'est pas la seule voie possible pour
1'étude des processus spatiaux. En particulier, elle ne rend pas compte de
1'intégration faite sur les parcelles, et d'autre part, cette intégration peut
masquer le modéle continu sous-jacent du processus. Il se peut par exemple
que le modéle continu soit plus simple et plus explicatif que le modéle discret ;
dans certains cas, la théorie des processus continus mettra 3@ notre disposition
des outils dont on ne dispose pas pour les processus discrets ; un exemple en
est le théoréme de GIRSANOV qui nous donne une expression exacte de la vraisem-

d P <
blance d'un processus, alors que sur 2 , on fera appel en général 3 des

vraisemblances approchées du processus.

On est donc amené 3 se tourner vers une théorie plus riche , mais

L - 1 - . -~ . . 2
aissi plus délicate a manipuler : celle des processus a indice dans R~ .
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SEMI-MARTINGALE A DOUBLE INDICE.

La théorie des processus d indice continu réel s'est développée depuis
les années 30, d partir essentiellement des travaux de KOLMOGOROV et de DOOB.
La théorie générale des processus constitue 3 1l'heure actuelle une branche en
plein développement. Ce n'est que plus récemment, essentiellement depuis les
travaux de WONG et ZAKAI (1974), et de CAIROLI et WALSH (1975), que la théorie
des processus 3 plusieurs indices a connu un important développement, et 1'on

peut augurer qu'elle est loin d'€tre 'achevée'.

. < 2 . ~ ~ ..
L'extension 3 R~ d'une théorie développée sur R ne se limite nulle-
ment 3 étendre des résultats au moyen d'un formalisme nouveau : certaines pro-
2z . 2 .
priétés vraies sur R ne le sont plus sur R~, et par contre des notions nouvelles
. 2 - . . ccex
existent sur R"~. Nous tacherons de souligner par la suite de telles différences.
. 2 .
Par contre, la théorie des processus sur R~ contient en substance
2

celle des processus sur Rn, n2 2 ; le passage de R~ & R" se limitant en

grande partie 3@ la recherche d'un bon formalisme.

Par ailleurs c'est essentiellement pour des raisons de commodité que
' . . < . 2 ' ' .
1'on se limitera souvent a travailler sur R, , comme c'est 1'habitude en la
matiére dans la littérature, de méme que l'on &tudie communément les martingales

. . e 2,z P, . < 2
sur R, . Nous signalerons comment certaines propriétés se généralisent 3 R .

Les deux grands axes de développement de la théorie, que ce soit sur

2 . S . . .
R ou sur R, sont celui de la théorie des processus markoviens et celui de la

théorie des martingales. L'une permet de résumer le passé a un présent, qui

peut par exemple sur R, &tre réduit 3 la valeur en un point, en plusieurs
points, ou en le germe en un point. Nous n'aborderons pas dans ce travail cet

. P 2 .
aspect markovien de la théorie des processus sur R . Signalons cependant un
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type de propriété intermédiaire entre les propriétés markoviennes et les

propriétés martingales : la propriété de Markov au sens de Hida ([26]).

Nous développerons ici la théorie dans 1'axe des martingales 3 deux
indices, et méme plus généralement des semi-martingales i deux indices. Nous
étudierons en particulier trés en détail le cas ol la filtration de base de 1l'es-

pace de probabilité est la filtration brownienne.

Martingales sur un ensemble partiellement ordonné général.

La théorie générale des martingales 3 indice dans un ensemble ordonné
filtrant (directed set) général s'est développée autour des travaux de KRICKEBERG
([ 55]), cHOW ([ 39]), HELMS ([53]) dans les années 60. Elle fait apparaltre

les problémes nouveaux et les difficultés liés au fait que l'ordre est partiel.

Soit T un tel ensemble muni d'un ordre noté < . Soit «1,0(,P)
un espace de probabilité complet. Soit {G:Z}ZET une famille de sous-tribus

de 6: vérifiant

(F1) La famille (F est croissante : z < z' = (Fz < G;z,
(F2) Chaque qu est compléte
(F3) La famille sz est "continue & droite", ce qui signifie :
*& (Fz =N G’,
zsz' z
z#z'

Une telle famille de tribus s'appellera une filtration.

Soit X un processus défini sur «7,0; ,P) & valeurs réelles. On dira
que X est adapté si pour tout z, Xz est (Fz~me3urab1e, que X est mesurable
s'il est mesurable pour la tribu produit G:XGB ot 63 est la tribu des boréliens

(pour 1'ordre) de T.
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Définition 1 : {Xz}zET est une sous-martingale si XZ est adapté, intégrable

pour chaque 2z et tel que si :
-
]
zsz' = X sEX,|)

Xz est une martingale si Xz et -Xz sont des sous-martingales,

c'est-a-dire

zsz' = Xz=E(Xz'lG:z)

Signalons quelques aspects de la théorie générale (l'ordre n'est pas
nécessairement total).

La décomposition de KRICKEBERG d'une sous-martingale X bornée dans

1 < . . s .
L en X=Y-Z, 0ou Y et Z sont deux sous-martingales positives, existe.

I1 en est de méme des théorémes de convergence métrique quand
z=z, 2 < z, des sous-martingales (convergence en probabilité, convergence
dans Lp, p=21) : pour assurer une telle convergence, il suffit de vérifier
la convergence d'une suite {Xz } ot {zn} est une suite croissante tendant vers

n

z  , et donc d'avoir un critére de Cauchy.

Par contre si 1'ordre n'est que partiel, on n'a plus de théoréme de
convergence presque siire, et 1'on n'a plus de résultat sur l'existence de ver-
sions réguliéres d'une martingale. En effet ces propriétés sont liées 3 1l'exis~
tence d'inégalités maximales pour les martingales que 1'on n'obtiendra qu'au

prix d'une hypothé&se supplémentaire sur la filtration .

Deux jeux d'hypothéses ont été envisagés.

Condition de VITALI.

On ne fait aucune hypothése supplémentaire sur T, mais 1'on suppose
que {Oz } est telle que pour toute famille {AZ}ZET , telle que

Az € 072, pour tout € positif, il existe un sous-ensemble fini

d'indices Zys Zgseees 2 de T et des événements Bz. € G:;.
i i
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incompatibles vérifiant Bz < Az , 1 =1,n et
i i

P[lim ess sup A - U B ]=s¢
z . z.
T 1=1,n 1

Cette condition ([55], [77]), difficile a vérifier, permet d'obtenir

1'inégalité maximale comme sur R, :

»& >0 AP [1lim ess sup X_ = \] < sup E (X))
z z
T T
pour toute sous-martingale positive Xt. Utilisant la décomposition de

KRICKEBERG, on en déduit la convergence p.s. des sous-martingales bornées dans

A

Martingale 3 indice dans un ensemble produit : la condition F4.

C'est une condition liée au fait que T est muni d'une structure

produit : T = Tl Xeoo X Tn et que l'ordre sur T est défini 3 partir d'ordres

totaux sur les Ti'
Donnons cette condition dans le cadre qui sera celui ol nous travail-
. 2 . . . P s
lerons par la suite : T = R, muni de 1'ordre partiel (si 1'élément générique
est noté z = (s,t')) :
<
(SIQt]) s (szgtz) L4 (sl 82 et tl s tz)

Cet ordre est filtrant 3 gauche et 3 droite. On notera z V z' et

zAz' le sup et 1'inf de z et 2z'.

Posons
1

V% € ll+ , GFS = . evl(+ <F;st
2

Vt€R+, Wt:sevlz*_@;“

On a 13 deux familles de tribus 3 un paramétre croissantes, complétes,

continues 3 droite.
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e s 1 2 . s ..
Condition F4 : Pour tout (s,t), (Fs et (\}7 sont indépendantes condition-

t

nellement a G:St .

Cette condition a &té clairement dégagée dans le travail de CAIROLI

et WALSH ([31]); elle peut encore s'écrire

(F4') Pour tout couple z,z' d'éléments de I(f . 0: et G:z. sont indépen-

4

dantes conditionnellement a G:z A gt

Oou encore

(F4") Pour toute variable X, 0:-mesurab1e bornée,
el Fopo-el G IED -8l F21EFD
En particulier, sous F4,

Fol, -

z N 2z'

Une trés grande partie de la théorie des martingales i 2 indices va
étre fondée sur cette condition, que nous supposerons désormais vérifiée. (A
partir du chapitre III, nous nous placerons dans le cas de la filtration brownien-

ne qui vérifie FI1-F4).

Passés et futur sur Rf

I1 n'y a pas sur R 2 d'ordre total compatible avec la topologie de la

métrique de llz, c'est-3-dire tel que si d(.,.) est la distance, &&,z',

Z Z

[z,2'] ={§, 2z<§ < z'} soit contenu dans la boule de centre ——%——— et de
rayon k.d(z,z').

L'ordre lexicographique :

z4 2 © tst' ou (t =t'etsss')
(si z = (s,t), 2z' = (s',t')) est total, mais essentiellement unidimensionnel.

L'ordre le plus simple compatible avec la topologie est celui par



rapport auquel on a défini la propriété F4 ; on lui associe 1'ordre strict

z<2z' © (zs<2z2' et z # 2z")
et 1'ordre renforcé
z<<z' © (s<s' et t<t")

Pour pouvoir comparer tout couple de points, il faut définir un autre

ordre, que nous utiliserons ici que sous sa forme renforcée

zR 2" e (s<s' et t'<t)

Différentes notions de passé et de futur d'un point peuvent &tre
définies sur Ilf : soit le passé :

R, =[0,2] ={5, 5 €R., &5z

soit un passé relatif 3 un seul sens

Rl-{%-(u,V). %6113, u < s}

(symétriquement Ri) , 8oit le passé large :

Qz-{g-(u,v). &.'.ERE, uss ou vst}.

Symétriquement, on dispose de quatre futurs naturels d'un point, mais
ym q p q P

on utilisera uniquement :
P ={8 EE€RZ, zs3)
Z ’ +’

. . . . - 1 .
Conjointement, si 1'on associe 0:2 au passé Rz’ 078 est associé
- ol 1 2 2
a R . tera

aRst=Rs et Q;t t On no

% 1 2

\

st (‘Fs (Ft

la tribu associée au passé Qz .

On dira qu'un processus est i-adapté, i = 1,2, si X est oo
q P st st

mesurable.
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- 2 P . e .
De méme sur l{+ x Q on définira la tribu des prévisibles comme
étant celle engendrée par les ensembles Jz,z'] x A ol A € G;z et les tribus

des i-prévisibles (i = 1,2) comme celles engendrées par Jz,z'] x A ol

A€ Q;; . On parlera de processus prévisible, i-prévisible.
Dans }le cas de la filtration brownienne, un processus est prévisible
si et seulement si il est mesurable etadapté par rapport & la filtration corres-

pondante.

Alors que sur R, il n'y a qu'une fagon naturelle de définir 1'accrois-

sement d'un processus entre deux instants t et t' : X(At) = X(t') - X(t), sur

RZ, il y en a deux de types .

La premiére consiste 3 considérer X(z') - X(z) et il lui correspond

1'extension immédiate de la notion de martingale sur R, (cf. définition 1).

. s eq . . 2 . .
La deuxiéme,utilisant la structure produit de I(+ , associe au boré-

lien de '"base" :
A-]z.z']-{é,éel{f, z<E < 2z'}

1'accroissement de X sur A :

X(Q) = X(s8',t') - X(s',t) - X(s,t"') + X(s,t)

I1 lui correspond la notion de processus croissant (processus auquel on
peut associer une mesure de DOLEANS qui permettra de développer la théorie de

1'intégrale stochastique), et les notions de martingale faible et de martingale

forte.

Définition 2 : Soit X un processus adapté, tel que Xz soit intégrable

pour tout z

2a) X est une martingale faible si

Vz < z' E (X([z,2']) l Q;z) =0




2b) X est une martingable forte si

Yz < 2 E (X (z,2']) l(}?:) =0

Aux accroissements unidimensionnelsen s et en t

X (As,t) X (s',t) - X(s,t) s <t'

X (S’At) X (s,t') - X(s,t) t < t'

correspondent les notions de martingales a | indice.

Définition 3 : xst est une l-sous—martingale (martingale) si X est

1 - 1 ~ .
G adapté, {xst’ @'s}s € R+ étant, pour tout t une sous-martingal«

(martingale) -

Grace 3 (F4) on a alors la propriété
Propriété : X est une sous-martingale si et seulement si c'est 3 la fois une

1- et une 2- sous-martingale.

Certaines propriétés des martingales @ deux indices seront obtenues par
1'utilisation successive de propriétés pour des martingales 3 un indice dans un

sens puis dans 1'autre.

Inegalité maximale ([29],[31]).

p—~

. . s n
Si X est une sous-martingale positive sur l(+

+ n-1
. AP (s:p X, = A S A+ B s:p E [Xz (Log Xz) ]

np
. Si p>1, E (sup Xg) s (SgT) sup E (Xg)
z z

Ces inégalités s'obtiennent par récurrence sur n. Par exemple si

n = 2, il suffit d'observer que

% b 3
s:p Xz = s:p Xs avec Xs = szp Xst

< x . o,
ol Xs est une sous-martingale positive.



Remarquons que, pour p > 1, 1'inégalité maximale garde la méme forme
quel que soit n (& la constante multiplicative prés), alors que, pour p = 1,

.. . ey qs - . n P
1'inégalité s'affaiblit lorsque n croit ; aussi sur R, les théorémes de

. - + -
convergence p.s. nécessitent-ils des hypothéses de type L (Log )" l, par
exemple
Propriété : Si Xz , z € Ilf est une martingale bornée dans L Log L, alors

X, converge presque sirement quand z — oo .

De méme, alors que sur R, il suffit qu'une martingale soit bornée

1 . -
dans L pour admettre une version cadlag, on a le résultat sur I{+ :

Propriété [28] : Si Xz , 2 € I(f est une martingale bornée dans L Log+ L,

alors X admet une version cadlag.

Cadlag signifiant ici

: i = : im X i
cad ¢ lim Xz, Xz lag }1m 2! existe
2 'm0z z'~z
z' <<z
zsz'

. . - 1 ..
(il y a d'autre part des martingales bornées dans L n'admettant de limites en

aucun point).

Les martingales fortes.

Certaines propriétés des martingales sur R se transposent bien &

lti pour les martingales fortes, et non pour les martingales en général :

2 Pour elles, on a d'abord une inégalité maximale, comme sur I{+

AP [sup | M, | 2A] <36 supE (lel) (78]
Z z
et donc une martingale forte bornée dans LI admet une limite p.s. et une version
c ad. Dans le cas de la filtration brownienne, une telle martingale admet une

version continue ([38]).

% Un deuxiéme bon comportement des martingales fortes concerne une



0.14

propriété de martingale arrétée le long d'une ligne d'arrét ({59, 78, 80]).

Si A est une telle ligne, XX et Q?K le processus et la tribu arrétés en A,
alors les martingales fortes (nulles sur les axes) sont les seules martingales
telles que {&k,Qf X}X soit une martingale. Cette propriété utilise les condi-

. . P . % ~ P
tionnements intermédiaires par les tribus Q‘ peut €tre vue comme une propriété

markovienne :

M est une martingale forte si et seulement si

E (xzo I(FI‘) = X

pour tout point z et toute courbe en escalier,continue, décroissante touchant

les deux axes et contenue dans Rz , oi 1'on a noté

° /

=X O = X)X G

£. V &

L A
z € Qr

v

Si alors on approche toute courbe "séparante" [ de Ili par une
suite de telles courbes en escalier on en déduit une propriété markovienne pour
les martingales fortes au sens du germe de X 1le long de I’ . Les martingales

non fortes ne vérifieront pas en général une telle propriété : par exemple,

si W est le drap brownien la martingale : ' ~
! £ (s.6)
.'//,/4

X = WA).W(B), (s,t) = (1,1) A%

st s t I €/
[2(444

- |
A =[1,s] x[-1,1] e \ .

e - > —>
Bt-[-l,ljx[l,t] ' _iu_- (//%f/////é ...

- \ -

n'est pas markovien relativement @ I constitué par les deux demi-axes positifs

(X _ est G:P mesurable, et nul au voisinage de I).

st



Processus croissant associé a une martingale.

. 2 . . .

M est une martingale sur R s1 et seulement si c'est une martingale
sur tout chemin croissant. Soit L un tel chemin issu de 1'origine, 2z un point
de ['. Il existe alors, dés que M est dans Lz, un unique processus simple-

L4 r 1 -~ . - . . 1] .
ment croissant A (c'est-a-dire un processus vérifiant A(z) < A(z') si
. 2 r . . P
z<2z') et tel Mz - Az soit une martingale sur [' . Cependant, en général

A" dépend de [' joignant 0 a z et il n'est pas possible de trouver un processus

. . 2 . .
A simplement croissant tel que M'™-A soit une martingale.

Pour une martingale M de L2, la décomposition de DOOB-MEYER fait
intervenir un processus croissant : il existe un unique processus croissant pré-
visible A tel que MZ-A soit une martingale faible ([31,62,63]). A travers
une telle décomposition, il y a donc une certaine dégradation:passage de martingale

3 martingale faible. Dans le cas de la filtration brownienne si M est forte,

est une martingale forte, le processus M2 - A sera une martingale, mais

MZ- <A> ne pourra jamais €tre martingale forte. Nous montrons (cf. chapitre IV,
§ 2.2, Chapitre VI) qu'une telle dégradation n'existe plus si nous travaillons
dans la classe des martingales faibles représentables, A &tant choisi dans la
classe de processus a variation (rectangulaire) bornée : si X est une martingale

. i 2
faible représentable, il existe <<X>> 4 variation bornée tel que X"'- <<X>

soit une martingale faible.

Deux autres processus croissants (en 1 indice) jouent un rGle important
dans cette théorie : si X est une l-martingale, pour tout t on sait définir
. . . . ] .
un unique processus prévisible (pour la filtration G:s) crolssant en s

<X g>(l) tel que X2 - <X>(]) soit une l-martingale.
.t s

En général on ne sait pas raccorder les processus définis a chaque
. . n
niveau t de fagon 3 obtenir une bonne version en (s,t) de <X . Cependant,

dans deux situations, on saura définir une version continue a droite de ce pro-

cessus



% Définition 4 : l-martingale a.o.l : (cf. Chapitre I, § 2 et § 4)

Soit X wune l-martingale. On dit qu'elle est 3 accroissement ortho-

gonaux dans le sens 1 (a.o.l) si pour tout At , At' tels que

At N At" = 4, {X(s,At) X(s,At'), G:;}s est une martingale

Nous montrons qu'alors pour tout rectangle A , <X>(1) (A) est positif,

et donc que

(1)

ot , t<t', t'eq)

inf { <%
t'

est p.s. continue 3 droite (cf. [31] pour le cas oi M est une martingale forte).

% Dans le cas de la filtration brownienne, si X est une l-martingale représen-—
table (cf. Chapitre III, § 5), nous montrons qu'il existe une version continue

1 . . . _ .
de <X>( ) qui est une semi-martingale représentable.

Les deux intégrales stochastiques )
Pour la définition du mouvement brownien & indice dans R, nous

renvoyons 3 [ 56].
Alors que sur R le théoréme de représentation de martingales de

+
L2 pour la filtration du brownien ne fait apparaltre qu'une intégrale stochastique,
le théoréme analogue sur I{f (théoréme de WONG et ZAKAI, donné ci-dessous et
Chapitre III, § 3) dit que toute martingale de L2 pour la filtration du

brownien est la somme d'une martingale forte, intégrale simple en W, et d'une

martingale non forte, orthogonale & la premiére, intégrale double par rapport

3 ce méme W.

o . . . 2 P ~ .
La théorie de 1'intégrale stochastique sur I{+ a été systématisée par

CAIROLI et WALSH ([31]).

. . 2 . PP
Si M est une martingale de L~ et si ¢ est prévisible et tel

que E f @2 (8) <M> (d§) soit fini, 1'intégrale simple
R
z

@M = [ @) M (dd)
¥4

R
z

est définie (Chapitre II, § 1.1) comme 1'intégrale de ITO sur la droite. C'est



une martingale , continue si M 1'est, forte si M est forte.

Nous définissons également intégrale simple ¢@.M pour laquelle on ne

demande 3 ¢ que d'@tre l-prévisible et 3 M d'é€tre une l-martingale a.o.l :

on peut en effet alors arguer du fait que <M>(l) est croissant (Chapitre II,
§ 1.2).

L'intégrale double est tout 3 fait nouvelle par rapport 3 la théorie
sur R_ . Nous la définissons dans deux cadres :

% Soit V| (z,z') un processus sur (1(3)2 ne chargeant que les (z,z') tels que
2z R z'. on dira qu'il est prévisible s'il est mesurable par rapport 3 la tribu

de Q x I{f x I{E engendrée par les ensembles ]zl,z'l] x ]zz,z'z] X A

~ AN
ou z, A z, et A€ 0:21 Vv 2, .

Si M est une 2-martingale a.o.2 de L4 et N une martingale a.o.l de

- 2 - ]
n=el  xGE0 < @ < @y
Rz
o
définit une mesure sur les processus bornés, mesurables, ne chargeant que
g k g'. Si p(wz) est fini, ou définira 1'intégrale {y.MN en approchant

par une suite de processus (wn), simples, bornés pour lesquels 1'intégrale

wn.MN est définie comme somme stochastique finie.

* Soit § est une fonction de coin prévisible (cf. chapitre II, § 2.2).

(n

<M>(2) et <N> n'interviennent plus alors que par leurs accroissements
<M>(2) (s,At), <N>(]) (As,t) et il n'est plus nécessaire de supposer ces

i-martingales 3 accroissements orthogonaux.

Dans le cas particulier oi { (z,z') = (zV 2z') 1A, > et de 1la
filtration brownienne, nous étudions plus en détail (cf. Chapitre III, § 5.1 et

Chapitre IV, § 3 ) 1'intégrale y.MN = X'JMN’ oi formellement



JMN (ds,dt) = M (s,dt) N(ds,t)

On dispose d'un théoréme de FUBINI stochastique pour cette intégrale
double ([31]) : sSi <N>(l) est déterministe, alors §.MN = (y.M).N ; cette
décomposition permettra de définir la 1-dérivée de la l-martingale ¥ .MN ainsi

(1N

qu'une représentation de <y.MN> .

Le théoréme de WONG et ZAKAI.

. . 2 . . .
Si1 M est une martingale de L™ pour la filtration brownienne, alors
M=0.W+ §y.WW (6 et y vérifient les conditions permettant de définir

ces intégrales) .

Nous donnons (Chapitre III, § 3) une démonstration de cette propriété
trés différente de celles apparaissant dans ([ 31, 79, 85]). Elle est fondée
d'une part sur la densité dans L2 ( 671]) des polyndmes en WCAij) ol Aij
sont des rectangles de R]1 , d'autre part sur le fait que W est 3 accroisse-
ments orthogonaux. Cette démonstration peut donc €tre &étendue & toute filtration

définie par un processus 3 accroissements orthogonaux vérifiant cette propriété

de densité (par exemple la tribu du Poisson).

L'idée est alors de découper R ; en une partition {Aij =4, x Aj}

et de trier les mondmes [ W (Ai ; ) selon le critére suivant

k k “k A
4
. ' 3 . 3 1T 1
ler type : L'un des (lk’Jk) domine
tous les autres. Son coefficient
‘ N \]\N
est GF. . —-mesurable. Le regrou- = e
lk Jk \ NG\ ] AN
pement de ces mondmes fournit 1'in- \\*\~Q>\ N\
N \\\".‘\\\\:\\

v

tégrale simple. 4



N\
2éme type : Sinon, il y a un Aij A —
"plus haut" que tous les autres
A4 1L
et un A.,., "plus 3 droite" que A4 V1
1] z 1
tous les autres. Le regroupement 4 4 79

de ces mondmes fournira 1'intégrale

double.

-

(La seule difficulté technique consistera 3 montrer que les cas

d'ex-aequo sont négligeables).

On déduit de la représentation de toute variable de L2 ( Gr]l) le
théoréme de WONG et ZAKAI, mais aussi la représentation de toute l-martingale

adaptée mesurable de L2 sous la forme

X, = J L, (t 5 2) W (d2)
R

st

Pour obtenir une dépendance en t de L] mesurable, il suffirait

d'adapter la méthode de densité des polyndmes dans L2 ( G:It) afin d'obtenir

de cet espace une base dépendant mesurablement de t ([32]).

. . 2
Les martingales faibles sur R+

Une des difficultés rencontrées dans 1'utilisation des i-martingales, et
a fortiori des martingales faibles, est que l'on ne dispose pas en général d'iné-
galité maximale LP s, P21, pour celles-ci. C'est pourquoi nous nous inté-
resserons dans tout ce travail 3 une sous-classe, celle des martingales faibles

réguliéres [80], pour laquelle nous démontrerons une telle inégalité (Cf. chapi-

tre I, § 3).

Si x(t) est un processus 3 un paramétre, on définit sa variation par

[var x (.)]t = sup X l x (t.. ) - x (ti)l

i+1

le sup étant pris sur toute§{es suites finies croissantes de 0 a t.
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P 2 . .
Définition 5 : XSt , (s,t) € R est une l-martingale propre si c'est une

l-martingale dont la variation dans le sens 2‘,[var Xs ]t est inté-

grable pour tout (s,t).

Xst a donc une propriété mixte : c'est une martingale en s, un pro-

-

cessus a variation bornée en t.

La richesse de cette définition tient au fait que [var Xs ]t est une

. . . 1 P .
sous-martingale en s pour la filtratin G:s ;3 on peut alors déduire de la majo-

ration
letl < leol + [var Xs.]t
. . . - . 2 ' 2
une inégalité maximale. Se donnant z, € R, , 1'espace 1 (zo) des
. ropres . 2 2 g
l-martlngaIE%Xtentrées muni de la norme [X|“ = E {Xs o * (ver X_ ), } est
o’ o' o

alors un espace de Banach.

On notera en abrégé l-m.p. pour l-martingale propre, et 1l'on définit
de fagon symétrique les 2-m.p. A partir des l-m.p. et des 2-m.p., on engendre

les "martingales faibles réguliéres" (cf. Chapitre I, § 3).

Définition 6 : Xst est une martingale faible réguliére sur Rz si c'est une
o

martingale faible vérifiant :

. i i <
(1) (xst)t st est une semi-martingale pour tout s S,

. + F ~ . ~
Xsot =m, bt , (m ¢ st)t étant une martingale, bt étant

un processus 3 variation,sur Lo, tojlintégrable.

(2) La condition symétrique en s.

~

Propriété : Si X est une m.f. réguliére, alors X =M + P] + P2 oi M est

une martingale, Pi une i-martingale propre, i = 1,2 .

Nous développons les inégalités maximales Lp, p = 1, pour cette
classe de processus, d'abord dans le cadre d'une filtration générale (Chapitre I,

§ 3 ; Chapitre II, § 3), puis dans le cadre de la filtration brownienne (Chapitre
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III, § 5.2 et Chapitre IV).

Intégrales stochastiques mixtes.

Une nouvelle intégrale, ..M ,stochastique mixte, va permettre de
décrire en partie la classe des l-m.p. Ces intégrales apparaissent dans [ 80].

Nous étudions de maniére approfondie ces intégrales au chapitre II, § 3.

.

Nous les définissons sous de nouvelles conditions : d'une part dans
L] si E lul (Rz ) est fini, dans L2 sous une condition différente de celle

o
apparaissant dans [ 80] pour une l-martingale a.o.l de L2

Nous établissons alors des théorémes de FUBINI stochastiques mixtes
(1'un définissant la 1-dérivée en s, l'autre la dérivée en t), &tudions la re-
présentation 3.VvM oli V est une mesure sur [O, toj’ 1a réduction de y .uM
3 une telle intégrale lorsque j factorise, et enfin,l’intégrale simple par
rapport 3 une l-m.p.

Donnons rapidement ici la définition de cette intégrale : dans le cas
le plus simple ([80]).

. 2 S . . .
Soit W : R+ x Q = R une mesure aléatoire, adaptée, 3 variation

lpl bornée sur Rzo : lpl (Rzo) s Mg QJO € l(+) .

Soit M une l-martingale a.o.l de L2 s

Soit ¥ (z,z') un processus & i,-prévisible, ne chargeant que
IAY
z AN z' et tel que :

Wi =5 2 G lul @ <M @) <o

R2
z
o
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Si | est simple, alors (w.pM)z est défini comme somme ctochastique

mixte finie : c'est une l-martingale propre de L2 et on a :

2 2 v 2
E sup (w.pM)st S E (sup Var (§uM) " ) < 4 (v
s. o
s,t s<s
o
On dispose alors de la norme permettant d'étendre cette intégrale

mixte aux fonctions | en général.

Dans le cas particulier oi p factorise :

M (ds,dt;w) = (ds,w) v (dt)

(1

oi V est non aléatoire 3} variation bornée, et si <M> est déterministe,
cette intégrale se réduit i une nouvelle intégrale mixte B.VM (avec 2 = {1 ).
L'avantage d'une telle représentation d'une l-m.p. est qu'elle est unique

(1

PxVx<M resque siirement, ce qui justifie 1'usage que 1l'on en fait dans
P q J ge q

ce travail.

Dans le cas de la filtration brownienne, et en s'appuyant sur le théoréme
de représentation des variables de 2 ( F,.), t <t , on montre que, sous
1€ o
une bonne condition de régularité, toute l-m.p.X, adaptée mesurable telle que
t
Xs ¢ = f p (v) dv admet une représentation 2.VW (o0 V symbolise 1'inté-
) )

gration par rapport 3@ la mesure de Lebesgue dv, v € R). Dans toute la suite

on se limitera 3 une telle mesure V .

Pour compléter ce jeu d'intégrales (2 intégrales stochastiques 0.W
et y.WW, 2 intégrales mixtes SI.VW et BZ‘WU (définie de fagon symétrique)),
adjoignons 1l'intégrale non stochastique par rapport 3 la mesure de Lebesgue

Z (Z=UV) sur RE
B, = (.2), =J"R p (§) d§

A

pour ¢ prévisible vérifiant

e

2 . -
E [ P (B) & < o .
R
Bz est un processus a variifion (rectangulaire) bornée (on dira

également processus absolument continu, ou signal (cf. Chapitre VIII)).
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Semi-martingales représentables (s.m.r.) (Chapitre III).

L'objet principal de ce travail est d'étudier, dans le cas de la fil-
tration brownienne une classe de semi-martingales : les semi-martingales repré-

sentables.

Définition 7 (cf. Chapitre III, § 5, [51] )

fa) On dira que X est une l-martingale propre représentable (l-m.p.)

si X est dans L2 et admet la représentation X = 3]-VW- De méme

on définit la notion de 2-martingale propre représentable (2-m.p.).

b) On dira que X est une martingale faible représentable (m.f.r.) si

elle s'écrit X =M + P] + P2 , oi M est une martingale de L2

(donc représentable), Pl est 1a I-m.p. ﬁl.VW et P, la 2-m.p. SZ.WU

2

c) On dira que X est une semi-martingale représentable si elle

s'écrit X =Y+ B ol Y est une m.f.r. et B = (p.Z) est un

s . s - 2
processus a variation bornée de L .

L'intérét principal de cette classe de processus est qu'elle est stable
par transformation par fonctions réguliéres : si £ : R = R est une fonction
de classe 134' et X une s.m.r. vérifiant certaines conditions d'intégrabilité
(Chapitre VI, § 2), alors Y, = f (Xz) est encore une s.m.r.. En particulier
si M est une martingale de Lz, sous ces conditions d'intégrabilité, f(M)

est une s.m.r.

Par exemple si X est une s.m.r. de La, X2 est une s.m.r. La

‘partie 3 v.b. <<X>> de cette s.m.r. sera 1l'unique processus i v.b. tel

que X2 - <<X>> soit une martingale faible.

Si M est une martingale assez réguliére, X = Log M sera une s.m.r.
Cette représentation M = exp X sera fondamentale dans 1'étude des martingales

de changement de probabilité et dans 1'étude du théoréme de GIRSANOV (cf.

Chapitre VIII).
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Le chapitre III (§ 5) est consacré 3 1'étude des propriétés de base
des s.m.r. : intégrale semi-stochastique d'un processus mesurable adapté par

- . . . (1
rapport 3 une s.m.r., existence d'une version continue du processus <X> )

. 4 . ~
si X est une s.m.r. de L (cette version est elle-méme une s.m.r.), la

.. 4 . . .
s.m.r. JYX associée aux s.m.r. X et Y de L . Nous établissons enfin les

inégalités maximales pour les s.m.r. Nous donnons ces inégalités sous deux

formes :
b 1'une majore E (sup X QA)in) si A est un rectangle et AZ =AN Rz,
z
pour n = 1. En particulier si A = Rz , on obtient 1'inégalité maximale pour
o
X, z€R .
z z

o

x 1'autre majore E sup (L X CAij)in) oi M = {Aij} est une partition
z ij

réseau de R, : si Aij= J(si’tj)’ (Si+l’tj+1)] notant

lﬂl] = 1?f (Si+l - Si) ln[z = 1?f (tj+l - tj)

fn| = inf (||, |l
fa contribution de la partie martingale est en lﬂln’l, celle de la

partie l-m.p. en lﬁl?-] lﬂln , celle de la partie 2-m.p. en

lnl? [ﬂlg-l , et celle de la partie 3 v.b. en [nl? lnl; .

Ces inégalités résultent entre autres de la majoration

ELS o @ W@l =sc o™ [ Eo™ @) a&
A A

(ot lAl est la mesure de Lebesgue du rectangle A) démontrée au chapitre III,

§ 4, pour un intégrande ¢ i-adapté mesurable.



0.25

Variations produit (Cf. chapitre Iy , [47, 50])

. n . ..
Sur [0,1], si moo= {Ai} est une suite de partitions dont le pas
_ n n . . .
tend vers zéro, (Ai)t = Ai nieo,tj, fn une suite de fonctions ﬂn—51mp1es
. . n . . ;
mesurables adaptées valant fn(l) sur Ai » X une semi-martingale continue

2 . . . .
de L7, si fn a une limite f pour une bonne semi-norme, alors

= . n.a
Sy @, = 5 £, () X 0D
1 t
converge pour Q = lt vers l'intégrale semi-stochastique f f(v) X (dv),
pour Qa = 2 vers f f(v) <X (dv) , et vers zéro pour «Q 2 3,
o

De ces résultats découle une démonstration de la formule de ITO sur

R fondée sur la formule de TAYLOR.

2 . . . ~
Sur Il+ , la situation est plus riche et plus complexe en mé€me temps :

A - Variations produit bidirectionnelle (Chapitre IM, partie B).

29 2 = ' U = o .
A un élément Aij A x Aj (o0 A ]91’ 51+1J et

A3 = ]tj, tj+1]) d'une partition T de Rll’ on peut associer trois variations :
deux variations linéaires :
X (Ai’ j) =X (si+l’ tj) -X (si, tj)
X (i, Aj) = X (si, tj+1) -X (si, tj)
et une variation superficielle

X (Aij) = X (si""]’ tj"'l) - X (si.+l’ tj) -X (Si’tj"’]) + X (si’ tj)

‘ N
A ces trois éléments et a //c(
une fonction Ti-simple f, on peut /}:3 ¥4
associer pour a, B8, y positifs }{
les sommes pondérées A
L ~
/ﬁ/)
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)G.

S (a,.i,y)st = % f(i,j) X (AiJ. ot

o]
J X (05,17 X (L]
Le chapitre IV, partie B est consacré 3 1'étude systématique des
convergences de telles variations pondérées/quand le pas de T tend vers
zéro/de ces processus, appelés variations produit de type (a,3,y). Nous nous

limitons d'abord aux cas a + 3y > 0 afin d'avoir des variations effectivement

bidimensionnelles.

Nous nous limitons ensuite aux cas oi a + 2 +y < 4 : sous des
hypothéses raisonnables, les sommes 'd'ordre supérieur" tendent vers zéro (on
dit qu'elles sont non contribuantes). Méme alors, parmi les 33 variations
étudiées (se réduisant a 21 par symétrie), seules 9 se révélent contibuantes:

% les variations (1,0,0) et (0,1,1) qui convergent dans L2 vers des
intégrales semi-stochastiques en X et en JX

% les variations (2,0,0), (0,2,2) et (1,1,1), dites variations
quadratiques, qui convergent dans Ll vers des intégrales non stochastiques en

<X> en<J,> et en<X,J, >

X X

% les variations (1,0,1) et (0,1,2), qui convergent vers des intégrales

M <X>etenlJ.

<x>(2) ,X

% les variations (1,1,0) et (0,2,1), symétriques des précédentes.

mixtes en < X >

Pour chaque type de variation, nous établissons d'abord une inégalité
maximale sur la base de laquelle est démontrée un résultat de convergence
uniforme sur Rll'

Les variations conditionnelles, c'est d dire celles obtenues en

conditionnant par G; le terme d'indice (i,j) de la somme S, sont moins

.t.
1]
intéressantes: d'une part du point de vue statistique, seules les variations

inconditionnelles peuvent €tre accessibles; d'autre part, un tel conditionnement

annule S sauf pour les variations (2,0,0) et (0,2,2).
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L'étude est faite pour la variation (2,0,0) au chapitre IV, partie A, §1.
Si 1'on pose

2
<< = . ..
x>>n Z E(X (AiJ)sth:U)
st ij

on sait (comme sur la droite) que si X est une martingale,
E(X0.) | F.0=k(x@.02|F. )
1] 1] 1] 1]
Dans ce cas, la variation conditionnelle du carré tend vers le processus croissant

< X > de la martingale. Si X est une m.f.r., cette €galité n'a plus lieu en général.

Cependant, nous démontrons (ch. IV,A,§ 2-2) que << X > tend uniformément dans
st

1 ~ s s
L vers le processus a v.b. << X >>st de la m.f.r., c'est 3 dire le processus tel
2 .
que X - << X >> soit une m.f.r.

B - Variations produit unidirectionnelles (ch.III, partie A)

Si 1'on se fixe deux niveaux t et t' tels que t = t' , et si g = {Ai} est

une partition de [0,1], on considerera la variation de X aux niveaux t et t' pour g

< x>

= |
53t t z X(Ai,t)s XCAi,t )s

i
Nous montrons dans la partie A du chapitre IV que cette variation tend, quand le

. . . 1
pas de g tend vers zéro, uniformément en s dans (0,1], vers < X t,X e >§ )

Nous montrons la méme convergence lorsque l'on conditionne le terme d'indice i de

1
cette somme par G:s .
i

Ces résultats sont assez proches de r sultats unidimensionnels, mais le fait
de pouvoir disposer d'une infinité de couples de niveaux (t,t') sera d'une grande
utilité dans le probléme de 1l'identification des s.m.r. (ch. VII).

Remarquons que si 1'on fixe t = t', la l-variation quadratique obtenue peut

8tre reliée aux variations de types (2,0,0) et (1,1,0) par 1'identité

2 2
; X(Ai’t)s - E. X(Aij)st:

+ 2 ;. XcAij)
1 J 1

J

st X(Ai’t)s

Puisque nous avons montré l'uniformité en (s,t) des convergences pour les variations
(1,1,0) et (2,0,0), nous pouvons en déduire 1'uniformité en s,t,t' de la convergence

de <X >(])

s).
g3ttt



0.28

Signalons enfin qu'au chapitre IV, §2, nous étudions une variation hybride

entre variation linéaire et variation superficielle.

Trace d'une s.m.r. sur un chemin, s.m.r. indépendante du chemin, intégrales curviligne

et formule de GREEN.

Un nouvel aspect de la théorie des martingales sur 1{3 est issu de la notion
de trace d'un processus sur une courbe: les principales notions qui lui sont liées
sont la notion de martingale indépendante du chemin, que 1'on notera i.d.c.,
intr duite dans [79], la notion d'intégrale curviligne et la formule de GREEN
stochastique.

IDéfinition 8: On dira qu'un processus X de L2 est i.d.c., si pour tout z de Ili

et tout chemin " continu croissant joignant 1l'origine 3 z, la variation quadratique

de X sur 1" existe et est indépendante de [.

. . 2 . . . . 4
Toute martingale forte, soit de L™ pour la filtration brownienne, soit de L,

est i.d.c. [31]. Dans le cas de la filtration brownienne, le probléme réciproque
est ouvert, résolu sous des conditions particuliéres dans [71].

Les définitions et propriétés de base des traces sur une courbe et des
intégrales curvilignes sont données dans [31] relativement 3 une martingale (et
pour certaines propriétés relativement 3 une martingale forte). La formule de GREEN
est donnée lorsque l'intégration se fait par rapport 3 une martingale forte dont le
processus croissant est déterministe. Dans le cas de la filtration brownienne, la

formule de GREEN de [ 32] donne la décomposition de WONG et ZAKAI de f M a]w ,

dR
z

ol M est une 2-martingale de Lz.
Au chapitre V, nous étudions ces questions pour la classe des s.m.r. L'approche

que nous avons de ces problémes (p.ex. pour la formule de GREEN) est différente de

celle de [32] et se fonde essentiellement sur les représentations; en particulier,

nous utilisons systématiquement le lemme de calcul stochastique suivant:

Lemme: Si ¢(u) est un processus 3 indice réel mesurable et l-adapté, et si X est

une l-martingale mesurable adaptée de L2, alors

S S
J &(u) X(du,t) =] 2(u) L,(t;u,v) W(du,dv)
o o
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Si I’ est un chemin croissant continu, nous montrons que la trace sur L
d'une s.m.r. X est une semi-martingale 3 un indice, dont nous donnons une
représentation (ch.III,§l,th.1).

Nous montrons par ailleurs que X est i.d.c. si et seulement si
<X >(]) =< X >(2), et nous donnons une expression analytique traduisant cette
égalité. Par exemple, le processus de ORNSTEIN-UHLENBECK sur 112 (cf. ch. VII, §3)
est une s.m.r. 1i.d.c.

La notion de martingale i.d.c. est trés liée a la notion de martingale 3
accroissements orthogonaux [87]: dans le cas de la filtration brownienne, une
martingale a.o. est une martingale forte. Nous généralisons ce résultat , par une

toute autre méthode, aux l-martingales a.o.l.

Nous définissons ensuite les diverses intégrales semi-stochastiques curvilignes

f Q BiX , 1=1,2 et f ¢ 30X , relativement 3 un intégrande respectivement i-adapté
r r

et adapté, et 3 la s.m.r. X, ol . est une courbe monotone continue d'un des quatre

types purs (cf [31]

PR EER

Nous démontrons le théoréme d'approximation suivant: si Fn est une suite de

courbes tendant vers i et du méme type que i, et si Qn tend vers 2 au sens de la

semi-norme “Qn—QH 9 (cf ch. III, §5-1), alors
X
L2
[ §n X —=> fr'é 3X

S

1
n
Enfin, sur la base du lemme de calcul stochastique énoncé ci dessus, nous
démontrons la formule de GREEN pour les contours rectangulaires, et cette formule
s'étend grace au théoréme d'approximation précédent aux contours réguliers de
type fini.

Une des applications de la formule de GREEN est 1'application a la formule

. 4 . < .
de ITO: si f est de classe‘@ et si X est une s.m.r., on aura a t fixé:



) S
(X)) = £X ) + [ £1(X ) Xdu,t) + o [ £'(X )< X> (du,t)

o o

dés que ces intégrales ont un sens, et l'on écrit alors

S
J £ ) X(du,t) = [ £'(X) 3,X

o aRst

Formule de ITO pour une fonction de s.m.r.

Nous donnons au chapitre VIune approche totalement différente de la formule de

ITO pour les s.m.r. Cette approche est fondée sur une formule de TAYLOR pour

accroissements rectangulaires et sur les résultats du chapitre IV concernant les

variations produit pondérées. Cette approche semble plus facilement généralisable
au cas de filtrations pour lesquelles on n'a pas de théoréme de représentation
des semi-martingales.

Comme sur la droite, la formule de ITO dans le plan permet d'abord de fabriquer
3 partir de semi-martingales représentables de nouvelles semi-martingales
représentables. La stabilité de la classe des semi-martingales représentables par
transformation par des fonctions assez réguliéres est un é€lément fondamental de
1'intérét que l'on est amené 3 porter & cette classe.

La formule de ITO que nous proposons permet en outre de décrire explicitement
les parties martingale forte, martingale non forte, 1- et 2-martingale propre,
ainsi que la partie 3 variation bornée de la s.m.r. obtenue. En particulier,
elle servira lors du calcul de ses diverses variations produit.

Elle permettra aussi de déterminer quelles sont les fonctions de m.f.r.
(resp. i-martingales, martingales) qui sont encore m.f.r. (resp. i-martingale,

martingale): on appelera une telle fonction une fonction harmonique faible (resp.

i-harmonique, harmonique). En particulier si A est une martingale de changement
de probabilité %% , et Z une s.m.r., 1'étude de Z sous P se raménera i3 celle du
o

produit N Z sous P0 et donc aux propriétés d'harmonicité de ce produit.

Formule de TAYLOR: si f : R = R est de classe 134, nous donnons une formule

de TAYLOR (3 l'ordre 4) donnant 1'accroissement
Af = f(v') = f(v) - £(u'") + £f(u)

od u,u',v,v' sont quatre réel (ch VI, th. )
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. . 2 ] . . . '
Si X est une fonction Il+ - R (sans aucune régularité), et si A = ]z,z']
est un rectangle, on en déduit une expression de

f.X(A) = f(xs. ) - f(Xs't) - f(xs:') + f(xst)

t'

s.t—xst et Xst,-X .

en fonction de variations produit ol interviennent X(@), X
Les variations qui apparaissent sont celles du type (a,3,y) aveca + g2 +y = 4
et a + 3y > 0, et en outre (0,4,0) et (0,0,4).
Nous généralisons ensuite cette formule de TAYLOR aux fonctions
F(z) = f(Xl(z), cees Xn(z))
réduisant l'accroissement F(A) & des accroissements séparés de chaque Xi’ ce qui
revient 3 réduire un accroissement sur un hypercube de Ilzn aux accroissements

sur certaines de ses faces.

Formule de ITO: Utilisant ces formules de TAYLOR et les résultats du chapitre

IV, nous en déduisons aisément la formule de ITO bidimensionnelle:
Si T est une partition de Rz en rectangles Aij ’ si X est une s.m.r. et
0
f une fonction de classe 134', il suffit d'écrire

Y, = £.X(R,) = zij EX(A; ) g

et de prendre la limite du second membre quand le pas de la partition T tend vers
z8ro pour obtenir la décomposition de la s.m.r. Y. Il en est de méme si f est
fonction de plusieurs s.m.r., et les conditions de d&rivabilité& peuvent &tre

affaiblies lorsque l'une de ces s.m.r. est soit X‘t & g, soit xst =t

Identification d'une s.m.r.

Une s.m.r. est caractérisée par les processus (9.¢,51,52£p) de sa
représentation
Y=0.W+ {.WW + 3].vw + SZ.WU + 9.2
Oh dira que ces processus constituent le modéle de la s.m.r., et la partie ¢.Z
sera appelée ici le signal.
Le probléme auquel nous nous interessons dans les deux derniers chapitres
est celui de l'estimation du modéle d'une s.m.r. Ce probléme présente deux

aspects : le premier concerne 1'identification de la partie martingale
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faible de Y a partir de certains processus, type variations produit, construits
sur Y (cf chapitre VII); le deuxiéme concerne l'estimation du signal de Y. Ce
dernier probléme est étroitement 1ié a celui du changement de probabilité pour
les s.m.r.

Rappelons rapidement comment ces problémes se résolvent sur R. Soit Y la
semi-martingale de L2 relativement 3 la filtration d'un brownien unidimensionnel W:

t t
Y o= [ 6@ W(du) - [ ¢(u) du
(o} o

La variation quadratique de Y ne fera intervenir que la partie martingale M de Y,
qui vaut
£ 2

<Y>t=<M>t=Ioe (u) du
En ce sens elle est donc caractéristique de 62. Si par exemple on dispose d'un
modéle paramétrique 6 (u) = f(Yu;a), ou f est connue,  est un paramétre inconnu
del(p, la réalisation de Y nous permettra en général (du moins théoriquement)
d'obtenir une estimation presque siire de a.

Pour estimer ¢, il faut revenir & des méthodes statistiques classiques, par
exemple & 1'estimation par le maximum de vraisemblance, qui s'avére remarquablement
adapté au modele de semi-martingale proposé ci dessus: le th&oré&me de GIRSANOV
donne en effet, une fois 62 connu, la vraisemblance de Y, d'ol 1l'on déduira une
estimation de ¢, que l'on saura €tre de bonne qualité.

Pour les s.m.r. sur lli, ces problémes restent en grande partie ouverts, la
situation étant simultanément plus riche et plus complexe. Nous apportons ici
un certain nombre de réponses générales et nous soulevons en méme temps les
problémes non résolus.

Sur Ilf , la variation quadratique, méme pour une martingale, ne caractérise
pai le processus.Cependant, nous disposons d'outils nouveaux: les diverses
variations produit (cf ch. IV) et les variations sur les chemins (cf ch. V). Parmi

ces variations, la l-variation produit 3 des niveaux t et t', t = t', se révéle

trés informative:
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(1

! = = M L

Ho(t,t") = <@ .0 jR L, (t;z) L (t';2) dz
st

(cf ch. IV,A,§1, [50]).

Le fait de disposer de ce processus 3 trois indices s, t t' (qui, & t fixé,
est une s.m.r. en (s,t')) nous permet par identification de retirer un certain
nombre de relations vérifiées par le modéle (ch VII,§1).

En particulier, nous montrons que les trois variations < X >, < X >(l) et
<X >(2) caractérisent le modéle d'une martingale de L2, M=0.W+ |.WW telle
que |y soit déterministe continue, 8 et §y ne s'annulant pas: 6 et § sont alors
connus au signe global prés, ce qui, pour une classe particuliére de martingales
est donc un résultat plus fin que celui sur R.

I1 est clair que si les difficultés dans la résolution générale du probléme
viennent de la partie y.WW, c'est cette partie qui en échange permet d'obtenir
de tels résultats.

Nous montrons 1'intér@t de cette méme variation Hs(t,t') sous un éclairage
nouveau au §2 de ce méme chapitre: nous appuyant sur un lemme fonctionnel assurant
1l'injectivité de la transformation h = H avec

t
H(t,t') = [ h(t,v)h(t',v) dv t=t'
o

si h est dérivable en t, ne s'annule pas au voisinage de la diagonale. Nous

(1 (2)

montrons que < X > et < X> caractérisent les modéles de s.m.r. du type

Y=0.W+ BI.VW + 32. WU

En particulier, si 1'on a un modéle paramétrique de 6, B], 82, on en déduira
une estimation presque siire de ces paramétres.

Nous étudions alors en détail (ch. VII, §3) le processus de ORNSTEIN-
UHLENBECK sur llf. Nous donnons sa décomposition comme s.m.r. non nulle sur les
axes. Cette s.m.r. est i.d.c. et satisfait la propriété remarquable suivante:
la connaissance d'une réalisation de ce processus sur un.arc de courbe non
linéaire permet d'identifier presque siirement les paramétres du processus.
(Rappelons aue sur R. on ne dispose que de la variation quadratique et que l'on

ne peut identifier qu'un seul des deux paramétres du modéle.)
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Changement de probabilité et th&oréme de GIRSANOV

Soit Y =Y + B une s.m.r. sous une densité de probabilité P, o MM est
la partie martingale faible de Y et B le signal. Le chapitre VIII est consacré 3u
probléme de 1'estimation du signal.

Le point de départ des techniques utilisées est 1'étude du comportement de Y
sous un changement de probabilité P. Les articles de base sur ce probléme sont
1'article [ 83] de WONG et ZAKAI, qui donne une représentation exponentielle d'une
martingale de changement de probabilité, et l'article [ 52] de HAJEK et WONG, qui,
simultanément avec notre travail donne certains résultats sur les changements de
probabilité. Sur ces deux points, notre fagon d'aborder les problémes (de fagon
directement bidimensionnelle) différe substanciellement de la leur (unidimension-
nelle, successivement par rapport d chaque indice) et donne un éclairage nouveaux
aux résultats correspondants.

Dans un premier temps (§1), nous lions de fagon générale (c'est 3@ dire sans

dp

utiliser de représentation de la densité de changement de probabilité A = IF
o

les propriétés de martingale sous P et sous Po: transformation de Y en une
martingale faible, une i-martingale, une martingale ou une martingale forte. Nous
nous plagons alors dans le cas ol Po est la mesure d'un brownien de réference W.
Nous donnons des conditions sous lesquelles une martingale faible réguliére sous

P est une s.m.r. (sous Po).

Si Z est une s.m.r. positive, égale 3 | sur les axes, alors Log Z = X est
(par la formule de ITO) une s.m.r. En particulier la martingale A = %% associée
au changement de probabilité admet une représentation exponentielle °
A =exp X
ol X est une s.m.r. remarquable, caractérisée par sa partie martingale ([83]):
On dispose pour un tel changement de probabilité de deux degrés de

liberté, que ce soit sur A ou sur X.

Nous étudions au § 2 les liaisons entre les représentations bidimensionnelles
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de A et de X. Ce lien sera un outil fondamental par la suite; en particulier, il

-

nous servira 3 interpréter les différents facteurs de représentation de X

Changements de probabilité orthogonaux (ch VIII,§3)

IDéfinition 9 : Un changement de probabilité défini par la densité A = %% sera
o

l?it orthogonal si la filtration {9;} vérifie la condition (F4) sous P.

Nous démontrons (th 3-1) que A = exp X définit un changement de probabilé
orthogonal si et seulement si la partie martingale de X est forte. X s'écrit

alors

La démonstration de ce résultat est fondée sur les deux remarques suivantes:
(r1): si X est de ce type, X(A) est une fonction d'ensemble additive, et donc
A(A) est multiplicative.

(r2): Si F4 est vérifiée sous P, la condition

2 1
EP(YlG'-t l(‘r’s) = Ep( Y | Fst)

1
appliquée a la variable Y telle que YA  , = 1, montre que { st , G:I} est une
1t }{st s

martingale pour tous t,t' tels que t = t'. On en déduit que la partie l-martingale
de X est a.o.l et donc que X est du type annoncé.

De plus, dans ce cas, le processus
~

wst = wst - IR Gx(z) dz

st
est un P-brownien, et toute s.m.r. Y sous Po est sous P une s.m.r. relativement 3
W, dont nous donnons la décomposition (§3, th3-2 et 3-3).
En particulier, les parties martingales de Y sous P et sous P0 admettent la

méme représentation; de méme si = 0, les parties martingales faibles de Y sous

Yy

P et sous Po admettent la méme représentation.

S.m.r. et changement de probabilité:

Soit A = exp X un changement de probabilité général. Nous montrons au § 4
qu'une s.m.r. qui sous P est une martingale faible (resp. i-martingale, martingale)

est caractérisée par sa partie Po-martingale faible (resp. i-martingale, martingale)
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En particulier, si Y est une P-martingale, (AY étant une Po-martingale),

-1 .. . .
Y =A (AY) est une s.m.r.; cette correspondance met en bijection les martingales
sous P0 et les martingales sous P.

Estimation du signal, th&oréme de GIRSANOV pour les s.m.r.

Nous étudions enfin le probléme dual de celui étudié ci dessus: Y étant

dp

fixée, on cherche un changement de probabilité A = I
o

tel que sous P, Y ait une
certaine propriété de martingale.

Ce probléme est évidemment 1ié au théoréme de GIRSANOV. Rappelons le

résultat sur Il+: soit W un Po-brownien et

t t
Y, =J"o 8 (u) W(du) -J“Ocp(u) du 0st=1
Le changement de probabilité défini par
dP
P - A =exp X
o
1 -1
X =M -5 M= (@0 ).W
vérifie
(c-P-1) Y est une P-martingale
~ t
-1 .
(C-pP-2) W =W - f @ ") (u) du est un P-brownien
~ o
(C-P-3) Y =06.W

(C-P-4) du fait de 1'inversibilté en W de 1'équation
Y(du) = 6(u) W(du) - ¢(u) du
A est calculable en fonction de 1'observation Y:
A = exp { J"l @8 2) Y(du) + %j‘] @6 ) %du]
(C-P-5) Conditionnellemezt i la connaissanceode 62 A est la vraisemblance de Y.
En général, la transposition a Ilf de ces propriétés pour le couple (Y, A)
n'est pas possible. Nous renvoyons sur ce point 3 la discussion détaillée du
début du §5 du chapitre VIII.
Nous répondons complétement & la question (C-P-1): sous de bonnes conditions
de régularité, il existe une infinité de changements de probabilité transformant

Y en martingale faible (une condition sur A, deux degré de liberté pour A), parmi

lesquels un changement de probabilité orthogonal; par contre, il existera au
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plus un changement de probabilité transformant Y en i-martingale, et il n'en
existera pas en général transformant Y en martingale.

Cependant, si Y est du type

Yst= f\ Q(z) w(dz) - IR p(z) dz
st ..st

il existe un unique changement de probabilité, nécessairement orthogonal, tel que
sous P, Y soit une martingale. C'est méme alors une martingale forte, et dans
cette situation, toutes les bonnes propriétés de R sont maintenues.

Nous pouvons conjecturer que pour les changements de probabilité orthogonaux
ransformant Y en martingale faible, ces propriétés sont également maintenues si
wY=0.

Nousterminons ce chapitre en donnant une toute autre approche du théoréme de

GIRSANOV pour les martingales fortes: associant 3 Y le processus

%
Y, =] 6 Wdz) - jQ p(z) dz
st st
(ot Qst= RISU Rsl)’ nous montrons en appliquant la formule de ITO sur les chemins

* *
croissants aux G’:-martingales i.d.c. que A Y étant une (F-martingale, Y est une

P-martingale forte.

——— — s e o > s o
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CHAPITRE I

2

DIFFERENTS TYPES DE MARTINGALES A INDICE DANS R+ .

Nous exposons dans ce chapitre les définitions et propriétés de base des
divers types de martingales a indice dans Ri . Ces définitions et propriétés ont été
étudides dans [1,2,3,4,5) .

Les propriétés de martingale seront soit des propriétés relatives aux deux
indices (s,t) : notion de martingale, de martingale faible, de martingale forte, soit des
propriétés relatives a seul indice : notion de i-martingale (cf. § 2 et 4).

On étudiera également les processus qui ont une propriété de martingale
relativement a un indice et qui sont a variation bornée relativement a 1'autre : c'est
la notion de i-martingale propre (§ 3).

Dans [4], Cairoli et Walsh donnent une approche trés claire et trés compléte
des différentes notions de martingales en (s,t), ou par rapport a un seul des deux indices.
Les § 2 et § 4 de ce chapitre se réferent explicitement a ce travail.

Au § 2, nous introduisons une notion nouvelle, qui s'averera tres utile par la
suite, celle de i-martingale a accroissements orthogonaux dans le sens i, généralisant
la notion de martingale a accroissements orthogonaux introduite dans [16] par Zakai.
Nous montrerons au Chapitre II que c'est la notion naturelle de processus par rapport
auxquels on peut définir les intégrales doubles, stochastiques ou stochastiques mixtes :
en effet, pour de tels processus, il existe une version cad croissante de <M >(1) (§ 4).

Au § 3, nous étudions les i-martingales propres, notion introduite dans [5 ]

par Wong et Zakai : si (Var X la variation totale de {(XSV), v <t}, est intégrable,

s.)t !
alors {Var‘(Xs )t ’ 3;} est une sous-martingale. On en déduit les inégalités maximales

pour les 1-martingales propres :

La bibliographie commune aux chapitres I et II se trouve en fin du chapitre II.
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E(sup \XZ Py (B%)p sup E(\XS olp +Var~(XS

P)
z s,t ’

9.

)\P(s:p lle =>A) < zuf E(\Xs,ol +Var‘(XS“)t) .
1

De la premiere inégalité, il résulte que 1'espace 77& p(z o) des 1-martingales propres
,
2 sur RZ est un espace de Banach, ce qui nous permettra de définir les intégrales
o
stochastiques mixtes dans L2. La seconde inégalité nous permettra quant a elle de

de L

définir ces mémes intégrales dans L (cf. Ch. 11, § 3).

Le paragraphe § 4 est consacré a 1'étude des processus croissants ; 1'unicité
du processus croissant, prévisible, <M > d'une martingale de I_,2, résulte de la
régularité des martingales de L log L bornées([11]) et des résultats sur la projec-
tion prévisible d'un processus a deux indices ([127],[15]).

Nous avons limité 1'étude aux processus définis sur Ri comme cela est
1'habitude. Cependant, beaucoup de définitions et de propriétés de base s'étendent
pour des processus définis sur le plan R2 tout entier. Dans ce cas, la trace sur les
deux demi-axes positifs de la filtration de base résume le passé de cette filtration sur

2

R \Ri , pour 1'ordre partiel.
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§ 1 - Définitions et notions préliminaires.

2

Dans tout ce travail nous considérerons des processus a indice dans R+

(parfois dans Rz). Nous noterons les points du plan par z, & ou 7, leurs coordon-

nées par (s,t), (u,v), (x,y), (o,7).

On notera, si z = (s,t), z'=(s',t")

1'ordre partiel : z<z' &< s<s' et t<t'.

1'ordre partiel strict <<: z <z' < s<s' et t<t!',

1'ordre partiel strict A: z R z' < s<s' et t'<t,.

z A z' = inf(z,z') = (inf(s,s'), inf(t,t'))
z V z' = sup(z,z') = (sup(s,s"),sup(t,t'))
inf et sup étant prisen s, t, s', t' pour 1'ordre habituel de la droite.

i,z<<§$z'}.

Le rectangle J1z,z'] = {E€ER

En particulier on notera

R, = Jo,z]
ou 0 = (0,0) est l'origine de Ri . Si z =(s,t) on note
RZ1=R;= {& =(u,v), 0<uc<s}
et symétriquement
RZ=R2={8=(uv), O<v=t)
Qz = Ré U Ri sera l'équerre construite a partir de z.
Si AcC R2 , on notera
z<A pour {z <2z', pour tout z' de A}
zZ << A {z << 2", pour tout z' de A}
A<z {z' <z, pour tout z' de A}

les définitions : A <B, A << B, A AB s'en déduisant .

Espace de probabilité et famille de tribus.

La base du processus est
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. la donnée d'un espace de probabilité complet (Q,3,P).

la donnde d'une famille {3, z ERfr } de sous tribus de 3.

Si z = (s,t), on définit les deux familles de tribus a un parametre :

1 1 w1 1
{35 }S €ER 3 Vo3, (on notera aussi < Z)
+ VER
+
2 2 _ A
{3t }t R Fi= v F, (on notera aussi 3 = :}z)
+ uEIR+
qui permettent de définir la nouvelle tribu a double indice
3 ¥* 1 2
{GZ}ZERi ’ Sst - gs v gt °

Processus mesurable, processus adapté, processus prévisible.

* X = {XZ, v ERE} sera dit mesurable si

(Z;w) — X(Z’ w)

est (B(Rf) ® F-mesurable (@(Ri) est la tribu des boréliens sur Ri).

. ¢ 2 .
* X s.er'a dit adapté si pour tout z ER+ ’ XZ est 3Z-mesurable, i -adapté
si Xz est 3; -mesurable.

2

X @ engendrée par les ensembles

* On appelle tribu des prévisibles la tribu sur R

{1z,z2') xH ol HE€ 3}
la tribu des 1-prévisibles, la tribu engendrée par les ensembles
{)z,z' ] xH ou HE€ 3;}
et symétriquement la tribu des 2-prévisibles. X sera dit prévisible (i-prévisible)

s'il est mesurable pour la tribu des prévisibles (i-prévisibles).

Hypotheése (F).

On fera alors les hypotheses suivantes sur {32} .
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.
(F1) La famille de tribus est croissante :

zsz' = ¥ C JF_,
zZ— Z

(F2) La famille est continue a droite, c'est-a-dire
. 2
si z€ER F_ = n F
(A +? z , <<z

Z’
(F3) & o contient tous les ensembles négligeables de &.

(F4) Hypothése d'orthogonalité conditionnelle de 31 et 32 :

Pour tout z, 3; et 3§ sont indépendantes conditionnellement a 32.

2

Remarque .- Si la famille considérée est définie sur tout R, on fera les hypotheses sui-

vantes, en notant :

& = N &
- z €R?

(F'): (F1), (F2), (F4) et (F3) est remplacé par

z

(F3') : F_ contient tous les ensembles négligeables de ¥ .
Cependant, en général, on se limitera a 1'étude des processus sur IRE : dans ce cas,
la trace des tribus F, sur les deux axes, (3 00’ (3 S o) S’ (% ot)t} résume le passé

2

de ¥ (pourl'ordre €) sur R ‘Ri .

Les hypothéses (F1), (F2) se résument en disant que {'J’rz} est une filtration.

(F2) implique en particulier la continuité a droite des familles de tribus a un indice :
1 2
{3st}s {3st}t {35 }s {3 t}t .

L'hypothése (F4) est équivalente 2 :

(F4)' Pour toute variable X, bornée, mesurable et tout z de Ri
_ 1y | o2
E(x|3,)=EEXI[3)]3]).

1 2

En particulier, si X =1, ou AGSZ ng,

A
- 1 2
E(1A\32)_ 1o etdonc 3 03> c 3, .
L'hypothese (F 1) permet alors de conclure :

1 2
32—320 32.
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Exemgles .=

1. Filtration brownienne (cf. Chapitre III).

Si {X(A), A rectangle de R2, borné} est un processus sur (R, 3,P)

tel que, pour toute famille A, A,,... A~ de rectangles disjoints, X(A]), cen ,X(An)

1?
sont n variables indépendantes, alors
3, =0{X(A), A=<z}
vérifie (F4).
Dans le cas particulier o X(A) est gaussienne, centrée, de variance la
mesure de Lebesgue de A (X est le bruit blanc sur R2) et ou les tribus 3’2 sont

complétées, alors {32}26]22 vérifie (F') et {32} vérifie (F).

2
z€ R+
Au processus X, on associe, sur chacun des quatre quadrants de R2 les processus :

2, _ 2
sur R+ : W, = X(RZ) (z € R+)

et de méme trois autres processus sur les trois autres quairants. Wz est appelé drap

brownien a deux dimensions.

2. Filtration produit de deux filtrations indépendantes.

Si X1 et X2 sont deux bruits blancs gaussiens sur R, indépendants, on

peut leur associer deux familles & et & ainsi que la famille &
1,s 2,t st 1,

La famille {35 t} vérifie (F) : c'est la filtration brownienne produit associée au
H

=J s®3

2’t *

processus a accroissements orthogonaux, non gaussien :

W, = x,(Jo,s)) x,(Jo,t]).

Dans la suite, nous identifierons de facon biunivoque les fonctions additives
d'unions finies de rectangles a c6tés paralleles aux axes et les processus nuls sur les

axes par :

D'autre part, si X est un processus quelconque, on notera :

X(1z,z']) = X(s',t") - X(s',t) - X(s,t") +X(s,t).
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§ 2 - Divers types de martingales.

(Q,3,(3) P) sera une base de processus, la filtration vérifiant (F).

2
zz€R+

Définition 1.- Martingale.
Un processus M = {MZ, z GRE} est une martingale si

1. M est adaptée.

2. Pour tout z, M, est intégrable.

3.S8i z<z': E(MZ,\3Z)=MZ .

Définissons alors de nouvelles notions, relatives a 1'accroissement rectangulaire

d'un processus,

Définitions 2.~ i-martingale, martingale faible, forte, accroissements orthogonaux.

Soit {Xz, z ERi} = X un processus tel que chaque Xz soit intégrable .

(a) X est une martingale faible si,

1. X est adaptée.
2, Si zs 2!, E(X(]z,z'])|32)=0.

(b) X estune 1-martingale si

1. X est 31—adaptée.
2. si z<z' E(X(]z,2'])|3)) 0.
3. {Xs’o , 3;} est une martingale.
(On définit symétriquement la notion de 2-martingale).
(c) X est une martingale forte, si
1. X est adaptée.
2. EX(}z,z')) |3');) =0 pour z<z'.
(d) X estune 1-martingale a accroissements orthogonaux dans le sens 1
(on écrira 1-martingale a.o.1).

1. X est une 1-martingale.
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M — 1 1 — 1 —
2.5i D, = ]21,21], D} = ]zz,zz], z2=2,A2,,

D, N D, =¢ = E[X(D,) X(D,) 3,1 =0

(on définit symétriquement les 2-martingales a accroissements orthogonaux
dans le sens 2 : 2-martingale a.o.2).

(e) X est une martingale a accroissements orthogonaux (a.o) si c'est une

martingale a accroissements orthogonaux dans 1'un et 1'autre sens.

La notion de martingale a.o. est introduite dans [16] par Zakai (il 1'appelle

aussi martingale a variation indépendante de la direction, cf. Ch. V).

Remarque.- Si on considére une filtration {32} sur tout RZ, on peut donner, pour
des processus sur RZ, des définitions analogues pour martingale, martingale faible,
martingale forte, martingale a accroissements orthogonaux.

La notion de i-martingales (i = 1,2) peut étre alors de deux types :

soit celui donné dans la définition précédente (b), c'est-a-dire {(X St) s,(31

st)s » SER}

est une martingale (i = 1), soit celle ne faisant intervenir que (b-1) et (b-2) de la
définition précédente, C'est la définition donnée par Cairoli et Walsh, Si la 1-martingale

est nulle en (s, -), les deux notions colncident.

Propriété 2-1.-

. . . 1

(a) M est une 1-martingale si et seulement si, pour tout t, {M ot J s} s >0
est une martingale.

(b) M est une martingale si et seulement si c'est a la fois une 1 et une
2-martingale.

(c) Une martingale forte est a a.oc.

Démonstration : (a) est immédiat.

(b) est une conséquence de (F4) :

Si M est une martingale, M_ est 3;-adaptée et, d'apreés (F4)



I.9

EM,,,

1 = - |}
-M 13) =EM_, -M_ 13 )=0 (s<s").
Réciproquement, si M est une 1 et 2-martingale, M est adapté d'apres (F4) ;
d'autre part :

Si z=(s,t)<z'=(s",t') ona:

EM,, - M, |3,) = EMgyq0 - Mooy \32) + E(Mg,, - Mg | %),
. — 2 —
Or : EMgrgr - Mgay | 3g) = Mgy - Mg 13413 5) =0
et de m&me
EMgy, - M, 13 ) =0

(c) est immédiat., M

Propriété 2-2.-

M= { M,z ERZ } est une martingale faible si et seulement si M = Mg+ M,
o

ou M, est une 1-martingale adaptée et M, une 2-martingale adaptée,

1 2

Démonstration :
t
tO (soyto) = ZO
S,t
t — /( 1) (So,t)
=ry
— st
<] s S
0 S s0
Définissons les processus (adaptés) :
1
Mgt = E:(Ms t\ gst)
o
2
Mst - E:(Mst l 3st)
o
m.,=EM_, [3_).
st Soto st

Puisque M est une martingale faible, on a :
EM((s,t), (syst)7) \ F.) =0 ; soit encore :

12
Mst - Mst + Mst - mst °
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Or M;t est une 1-martingale adaptée, Mit une 2-martingale adaptée, 7 une

martingale, d'ou le résultat . @

Martingales lortes

J

Martingale
/ ; T \I
1-Martingale 2-Martinpale
adaptcée R , adaptdée

1-Martingale 2-Martingale

Martingale faible

2,

On définira les notions de limite a gauche, a droite, d'un processus {Xz,zeR N

relativement a la relation d'ordre strict << (a gauche), < (A droite) - {Xz, z ERE} est
continu a droite si
Plw|3 z€R®? telque lim X,, #X )} =0

z'2z

{XZ, zZ€ Ri} admet une limite a gauche si

P{w|3z€R? tel que lim x n'existe pas} =0,
+ z'-z z!
z' <<z

Propriété 2-3.- Inégalité maximale de Doob-Cairoli,

Soit {Mz, z ERi‘> une martingale continue a droite, alors pour A >0
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2p
1)

(a) E{sup\MZ\p}S(Bp_— s;pE{\MZ\p}g p> 1.

z
2
(a') En particulier E {sup \MZ lp‘r S(-R—T) pE\M |P, p>1.
2<z p o
o
e +
(b) kP{s;p\lez Msé-_—1(1+s:p E{\MZ\Log \MZ\})

(avec la m&me remarque (b') si le sup est pris sur R, ).
0

Démonstration :

(a) A s fixé, M_, est une 2-martingale, \Mst_l une sous-martingale positive

st

en t., Posons :

Y, = sup \Mst\.
s
C'est une 32 sous-martingale en t. Appliquant deux fois 1'inégalité de Doob :

E(sup \MZ |P) < E(sup Y‘z) < (prf)p sup E \Yt |P

Z t t
Py _ Py < (P_ p
E(Y, | )—E(s:p\Mst\ )= (557) sup E M|
on obtient 1'inégalité désirée :
(b) AP(sup \le = \) = AP (sup Y, =)
z t

e +
‘SS;Jp E(Y,) < E_-T(H»:l:? E(\Mstllog \Mstl)

d'apres 1'inégalité L log+ L de Doob ; d'ou la deuxieme inégalité. @

Une conséquence de cette inégalité est qu'une martingale L log L. bornée
converge presque surement si z * © vers M_ et donc :
M, =EM,|3,).
La deuxiéme conséquence, fondamentale, est la convergence uniforme en z, des suites

de Cauchy de martingales de carré intégrable.

Propriété 2-4,-

Soit {M n} une suite de martingales de carré intégrable, continues a droite

et vérifiant :



(2) - M (@) <27,

sup I-E:(Mn+1
z

Alors, avec la probabilité 1, la suite Mn(z) converge uniformément en z,

Démonstration :

Elle est identique a celle en dimension 1, D'apres l'inégalité de Doob-Cairoli

Mn(z) \2 <M donc,

E(Slsz \ Mn+1

_ ,=n+4
F’{snsz\Mn+1 )—Mn(z)\ >en}Snn = 2 € -

Choisir alors ¢ n tel que ¢ n soit sommable. Alors :

A = lim sup{sup \Mn+1 z) - Mn(z)l > e}

est négligeable et si wf A, il existe N(w) tel que

vz, vm>Nw: M@ -M(@) (@< TD 7

n
nzZm

(ou M(z) est la limite de Mn(z)) ; d'ou 1'uniformité de la convergence en z, B8

Dans le cas ou les processus Mn sont cad, lag, il en sera de m&me de leur limite,

On a le résultat fondamental suivant :

Théoréme 2-4 : régularité des martingales (Bakry, [11)).-

l_ Toute martingale de Ri L log L-bornée admet une version cadlag.

Par la suite nous ne considererons pour de telles martingales que leurs versions

cadlag.

Soit z ERE

Espace P (zo) s P> 1; c'est 1'espace (de Banach) des martingales, centrées,
cadlag, bornées dans LP, avec HMHp =(E lMZO Ip)1/p. mz(zo) est muni du produit

scalaire : M (M,N) = E(MZo Nz,)-
Espace sz(z ) : C'est le sous-espace des martingales continues.
p . - i les £
Espace 'ms( o) (s comme fort) : C'est le sous-espace des martingales fortes.

m»p . ! - i
Espace "‘aoog(zo) : C'est le sous-espace des martingales a.o.
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Propriété 2-5.-

2 . 2 2 2
m (zo) est un espace de Hilbert admettant mc(zo), WZS(ZO) et ma.oo(zo)

comme sous-espaces fermés,

Démonstration :

mz(zo) est complet : Soit (Mn) une suite de Cauchy de 7712 (zo). D!aprés

la propriété 2 -4, M, converge p.s. uniformément vers un processus M. Vérifions
que M est une martingale de LZ.

Si z<z' et AE&Z,

SA M(z')dP = lim SA M_(z') dP = lim SA M () dP = SAM(Z) P

puisque les suites (Mn(z)) et (Mn(z')) convergent dans L2 et sontuniformément

intégrables.

Par ailleurs, M est dans L2.

77z2C(zo) est fermé : C'est une conséquence de la proposition 2-4,

On démontre enfin que 7712a ° (zo) et mzs(zo) sont des sous-espaces fermés

comme on a montré que mz(zo) est complet, 8

Remarque.- Si t par t, il y a convergence uniforme en s d'une suite Mn(s,t) de
1-martingale vers M(s,t), alors M(s,t) est une 1-martingale, continue (resp. a.o.1)

si M_ sont continues (resp., a.o.1).



§ 3 - 1-martingale propre ; martingales faibles réguliéres,

Tout processus (Mst) peut étre considéré, a s fixé, comme processus a un
parametre, On notera alors :

Var'(Ms )

I A

la variation totale de (Mst)t , soit

Var(M_ ) =sup D \M(S,At)l
e T T i

sur les partitions 7 de 1'ensemble décrit par t.

Propriété 3-1,-

Si M est une 1-martingale telle que Var(M s ) est intégrable pour tout s,
9

alors {Var(MS ), 3; }s est une sous-martingale,
9 e

Démonstration :

Soient s <s' et 7 une partition de 1'ensemble des t.
E(VarM_, )13)) = E(D IM(s',8,)13)
’e m i

z D |EMs',8,) 13)]
m 1

= D ‘M(S, At ) l
m i
d'ou le résultat. O

Définition 3-1,- 1-martingale propre.-

On dira que le processus Mz, z GRZ est une 1-martingale propre sur R 2
o o

si c'est une 1-martingale et si de plus

E{varM_ )] est fini,

Sy
On dira que M est une 1-martingale propre sur Ri si c'est une 1-martin-

gale vérifiant

sup E(Var(M

)) est fini.
s L]

Sy
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Propriété 3-2.- Inégalité maximale de Doob, Wong et Zakai.

Si M= {MZ, z¢€ Ri} est une 1-martingale propre continue a droite nulle

sur 1'axe des s, alors :

1

(@) E(supM, |P) = (2)” sup B(var(M, )P, p>1.
z S ’e

(a') En particulier si z, = (s ,t)

p
E(ZS;‘E M, IP) < (58—1) E(Va’“(Mso, P
(o]

(b) pour tout X =0

AP( gl;l? \Mstlz A) < sup E(Var'(MS’ ))

(b") XP( sup '|MSt =) < E(VaP(MS )
i zSz0 o'*

Démonstration :

(a) On a, pour tout s (puisque X 0= 0)

1

sup \Mstl < Var(MS' )
t -]

et donc,d'apres 1'inégalité maximale de Doob

E(sup lMst |P) < E(sup (Var(MS )P < sup E:(Var'(XS )P,
z S ’e S ’e

(b) Puisque :

{s?p \Mstl?.k} c {VarMS“zM.
Ona:

AP(sup \MZ | = X) < AP (sup (Var(MS )) = X\)
v/ s e

Var(M S ) étant une sous-martingale, on déduit le résultat - B
’ ]

Corollaire 3-2.- Inégalité maximale pour les 1-martingales propres.

Si M est une 1-martingale propre continue a droite, alors, posant

NS(” =Var'(MS“) + ‘Ms,ol

on a encore les inégalités maximales de la proposition 3-2, ou dans le
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(1)

second membre, Var'(MS ) est remplacé par la sous-martingale N s ¢
9o

En particulier, on a :

E sup\MZ\pszp_1 (--9--)p supE [(Var'(MS )P + lMS’O\p].

| z -1 7, ’.
Démonstration : découle immédiatement des deux inégalités :
(1)
- <
|Mstl = \Mst Ms,o‘ + ‘Ms,o\ _Ns

(a1+a2+...+ak)ps kp-1(aﬁ) Fooot aﬁ) pour tout k-uple (a1,a2,...,ak) de réels

positifs.

Propriété 3-3,.-

Soit {Mn} une suite de 1-martingales propres de L2, continues a droite

et vérifiant :

sup E[(Var(M_-M )s,0))% )< 2™,

u )(s,.))% +((M_-M

n+1 n+1

Alors, avec la probabilité 1, la suite Mn(z) converge uniformément en z.

2

La limite M = {MZ y Z GRE} est une 1-martingale propre de L®, continue

a droite.

Démonstration :

Pour démontrer la convergence uniforme en z, il suffit de remarquer que :

sup an(z)- Mn+1(z)| < sup Var(Mn(s, J-M_ (s,.))

n+1
z S +

et d'appliquer (a) de la proposition précédente. La démonstration suit comme pour la
proopriété 2-4,

La limite M est dans L2 et on montre que M est une 1-martingale
(cf. prop. 2-5).

Reste a voir que M est une 1-martingale propre. Or :

M=M1+ bD (Mn

- Mn)
n=1

+1
et donc :

Var M(s,.) < Var M1(s, .) +2 Var(M
n

n+1 ~ Mn)(s’ )
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E Var M(s,.) < E Var M1(s, .) +é") E Var‘(MnH—Mr)(s,,)

2 1/2
<E Var M1(5’°)+E {E[Var(Mn+1—Mn)(s,,)] }
n

1/2
sup E Var M(s,.) < sup E Var Ml(s, .) +2 {sup E[Var'(MnH-Mn)(s, .)]2}
s s n s

< sup E Var M1(s,.) +2

quantité finie puisque M1 est une 1-martingale propre,

Cette propriété se traduit ainsi :
Soit 77221 p 1'espace de 1-martingale propre de L2, muni de la norme :
9

IMIIZ = sup E[(Var M(s,.))% + M(s,0)? 1.
S
Alors 7/121 P est un espace de Banach,
9

Définition 3-2.- Martingale faible réguliere sur R_ .-
o

(a) Une martingale faible X est dite 1-réguliéresur R si
o

- Pour tout s, {X est une semi-martingale en t.

st Fstlest
(o]

-En s_: X_ = m(t) + b(t) ot m est une martingale et b(t) est & variation
' 0

bornée telle que
E(Var b(.)) <« ,
On définit symétriquement les martingales faibles 2-réguliéres.

(b) Une martingale faible sera dite réguliere si elle est 1 et 2-réguliére,

o

On a alors le théoreme de décomposition suivant d'une martingale faible

réguliere,

Propriété 3-4,-

Toute martingale faible réguliere est la somme d'une martingale, d*une
T-martingale propre et d'une 2-martingale propre. Si on impose aux parties

i-martingale propre d'étre continues,alors il y a unicité de la décomposition,




Démonstration :

Définissons, comme dans la propriété 2-2, la décomposition de la martingale

faible M :
1 2
Mst = Mg + Mst + Mst
ou
1 .
Mgy = E(Msot \ Est) (1-martingale)
2 .
ME, = EM st_ | & st) (2-martingale)

m, = E(MSoto | & st) (martingale).

On peut encore écrire, puisque M_ = n(t) + b(t) ol n est une martingale et b est
o

a variation bornée

1
Mg, = m1(s,t) + b1(s,t)

avec
m1(s,t) = E(n(t) | sst)

b (s,t) = E(b(t) | 3 ).

Vérifions que m, est une martingale : si (s,t) < (s',t')

1
E(m (s',t") |3 ) = EEM(t') [3 1) | 35) =En(t') |3 ) = En(t") | 350‘) 13,
= E(n(t) | Fgy) = m1(s,t).

Vérifions que b, est une 1-martingale propre :

1
. Cl'est une 1-martingale : si s < s!
1 - -
E(b,(s',t) |3 ) =E(EW®) |3, )13 ) =b,(s,t).
. C'est une 1-martingale propre :

Var b1(s,.).<_51111p ZWD \b1(s,t )-b1(s,ti)\

i+1

b (s,t;, ) =by(sst)) 1= |Elblt;, ) |3

i+1 i+1 Sti+1) - E(b(ti) \ ssti) l
= |E(, 13 -Eb, [3])| (cond. (F4))
i+1 i
<E(lb, -b, | |3
b Y s

et donc :
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E Var bl(s,.) < E Var b(.).

Décomposant de m&me MZ, on en déduit la décomposition annoncée,

Supposons que 1'on ait deux décompositions, avec parties 1-martingales

propres continues :
_ 1 2 _ 1! 2!
Mgp = Mgy +Dbgy +Dgp =gy + by + by

1 1! . N . . .
{bst-b st ? gst} t €R+ est alors une martingale a variation bornée continue donc nulle ;

1
de méme b2 = b2 , d'ou le résultat, ®

(Inégalité maximale pour les martingales faibles réguliéres)

Théoreme 3-4, -
Si M est une martingale faible réguliére de partie martingale m, de parties

2 ), alors on a les ingéalités maximales :

(Z)D }

1-martingale propre (2-m,p,) M ! M

lm \D+N(1)

(L)

(@) E sup M, 1P = 3P (2" sup B ((Rp)
z
ou on a posé
(1) _ 1
Ng =VarM_ )+ \MSO\

2 ) + |Mo,tl’ et Z=(S,t)

(b) AP {sup |MZ|ZA} < 3—%(1+sup E{\mz\ log” lmzl +Ns)+N£2)})‘
z

L.

Démonstration :
Ces inégalités résultent, des propositions 2-3 et du corollaire 3-2, d'une

part, et des inégalités :
(@a+b+c)P < 3p-1(ap +bP + cP)

{sup |M, |z x}< (sup|m, |2 3 (supN() %)u(sntijt z%). ]
S

z z
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§ 4 - Processus croissants.

Définition 4-1.-

Un processus A = {AZ , Z ERE} est croissant si
1°) il est adapté, continu a droite.
2°) il est nul sur les axes.

3°) pour tout rectangle D a bords paralleles aux axes,

N 0 < A(D).

Remarques. -

1°) Un processus tel que
z<z' = Az) < Az')
sera dit faiblement croissant.

2°) Cas_des processus sur R2 : Un processus A défini sur R2 sera

dit croissant s'il est adapté, continu i droite et tel que A(D) =0 pour tout rectangle borné

paralléle aux axes. Le processus Kz = A(R_) est alors croissant au sens de la définition

z
4-1,
En tout état de cause, on constatera qu'un processus croissant intervient

essentiellement par ses accroissements.

Mesure de DOLEANS.

Au processus croissant A on associe la mesure sur (@ x Rz y & ®(Bz )

o o
définie par : si F€3F, B E(Bz
o

uA(F x B) = E[1F x A(B) )
que 1'on étend aux processus X mesurables bornés.

A =E | X(2) Alca).

R
z
o

Notons L2 = LZ(Q x Rz y @ (BZ y M A) et ¥ ]'ensemble des fonctions mesurables

0 o
bornées limite dans L2 de fonctions simples prévisibles bornées.
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Si E [A(RZ )] est fini, ¥ est un espace vectoriel de fonctions bornées
qui contient les constacx)ntes, Si fn €H aune limite f pour la convergence uniforme,
f appartient a ¥. De méme si fn est une suite croissante de fonctions bornées par
N o’ alors f = lim fn est encore dans ¥ . Ceci se montre en approchant fn par
une suite{ tnm} de fonctions simples prévisibles bornées et en construisant une suite
diagonale tendant vers f dans L2.

On déduit alors d'un théoréme de classe monotone (cf. p. ex. (207, page 28)

que ¥ contient toutes les fonctions prévisibles, bornées, dans L2. On a donc :

Théoréme 4-1.,-

Si A est un processus croissant tel que EI[A(Rz )] soit fini, 1'ensemble
o
des fonctions simples prévisibles bornées est dense dans

L2(0>< R ,3®8® ,pu.),ou u, est lamesure de Doléans associée a A.
R z z, A A

4-1. Processus croissant associé a une martingale de L2,

On a alors la version bidimensionnelle du théoréme de Meyer de décomposition

d'une sous-martingale,

ThéOI‘éme 4-2 «=

Si M€ mz(z 0), il existe un unique processus croissant prévisible, noté

2

<M >, tel que M™ - <M > soit une martingale faible.-

L'existence d'un processus croissant A tel que Mz-A soit une martin-
gale faible est démontrée: dans [4), page 117.
On conclut a 1'existence du processus croissant prévisible en s'appuyant sur
les résultats de Bakry [11] et de Merzbach-Zakai [157, qui permettent de définir
la projection prévisible PA de A. Posons
<M>=Pa
<M > est un processus croissant, et, PA-A  étant une martingale faible, il en est

de méme de
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2

M% - <M>= (M- A)- (Pa-A).

On montre alors 1'unicité : si B est un autre processus croissant prévisible,

2_ <M>)- (M*-B),

B-<M>=M
induit une mesure de Doléans nulle sur les prévisibles, Donc

<M> =B, |

Remarque. -

Le théoreme 4-2 justifie 1'utilisation de 1'accroissement rectangulaire, et
donc de la notion associée de martingale faible.

Dans le cas de la filtration brownienne, si X est une martingale faible repré-
sentable de Lz, on montrera qu'il existe un (unique) processus << X >> a variation
bornée, adapté, nul sur les axes, et tel que X2 - << X >> soit une martingale faible,

et 1'on donnera sa forme (cf. Chapitre VII, §6 et Chapitre III, § 2-2).

Processus < M,N >,

Si M et N sont deux éléments de mz(zo), on définit <M,N > par

<M,N> =x[<M+N> -<M> -<N> ]
z 2 z z z
<M,N >z est 1'unique processus a variation bornée prévisible tel que
M, N, -<M,N> , z€R_ }

o)
soit une martingale faible.

On dira que deux martingales M et N de " (z o) sont orthogonales si MN
est une martingale faible, c'est-a-dire si et seulement si

<M,N> =0.

Propriété 4-3, -

Si M et N sont des martingales de mz(zo) et si Dz' = ]z,z'], ona:
*E[MN(D,,)|3, ] =E[MD,,)N(D,,)13,] =E[<M,N>(D,,)|3,].

# En particulier, M(DZ,)2 - <M> (Dz') est une martingale faible,

.
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Démonstration :

L'une des égalités étant conséquence immédiate de la définition de < M,N >,
1'autre découle de la formule
MN(D) = M(D)N(D) + M(A)N(D) + M(D)N(A) + M(D)N(B) + M(B)N(D)
+ M(C)N(D) + M(D)N(C) + M(C)N(B) + M(B)N(C)

ou, si z=(s,t) et z' =(s",t")

Z'
A= J0,z] B b
z
B= 10,t), (s,t")] A C
Cs= ](590)9 (S"t)‘]- 0
2

4-2, Processus croissant associé€ a une 1-martingale de L°.

2

Soit M une 1-martingale de L® ; pour chaque t fixé, MSt est une

martingale en s pour la filtration 3; . Il existe donc un unique processus croissant
(1) 2

(1) : .
st tel que M st~ <M > s soit une martingale

1-prévisible, que 1'on notera <M > ¢

en s,

Cette définition du processus croissant dans le sens 1 est donnée t par t
et 1'on ne peut pas espérer en général de bonnes propriétés de ce processus en (s,t).
(mesurabilité, version continue),

Dans le cas ol M est une 1-martingale 4 accroissements orthogonaux dans

le sens 1, ona:

Propriété 4-4.-

Si M et N sont deux 1-martingales a accroissements orthogonaux dans le sens
1de L2, si D=1z,2'], alore
a) EMMDIN(D)|%,] -~ E[MN(D)|3]]

b) <m>Vp)=o.,

"

Démonstration :

a) Dans la décomposition de MN(D) donnée ci-dessus, tous les termes autres que
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M(D)N(D) sont du type

#M(E)N(F) ou M(F)N(E), avec F=A ou B et E=C ou D.
L'espérance conditionnellement a :}; d'un tel type est nulle des que M est une
1-martingale.

#*M(D)N(C) ou M(C) N(D) dont 1'espérance conditionnellement a 3; est nulle
(ct. déf. 2 d).

b) Si s et t<t' sont fixés

2 2
s1t " Mgigs

est une sous-martingale en s' le point a entrafne que

m(s') =M

2
m(s') - m(s) =M (Ds't')
est d'espérance positive,

<m>(s')=<M >£;1')t' - <M>g1t)'

est son processus croissant prévisible pour la filtration ¥ ; . Et1'on a bien

O.<_<m>(s')=<M>(1)(D ). =

s',t!

(1)

On peut alors régulariser <M > en posant ([4]):

<M >(cl) (s,t) = inf{<M >(1)(S:t'), t<t', t' rationnel}.
<M >(C1) (s,t) est un processus en (s,t), continu a droite.

2

Par la suite, si M est une 1-martingale a.o.1 de L, c'est ce processus

que 1'on choisira comme processus croissant en s.

ThéOI‘éme 4-5 o=

Si M estune 1-martingale a.o.1 de L2, <M>(1) est 1'unique proces-

sus croissant (rectangulairement) 1-prévisible vérifiant pour tout rectangle
D=1z,2'):

E(MD)?15)1=EIM*D) 131 =E (<> (D)15] 7.

-
On a les résultats analogues relatifs aux 2-martingales.
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CHAPITRE I

INTEGRALES STOCHASTIQUES ET STOCHASTIQUES MIXTES SUR Ri .

Les intégrales stochastiques simple, et double, sur Ri ont été introduites
par Wong et Zakai [3] dans le cas du mouvement brownien afin d'obtenir le théoréme
de représentation (de Wong et Zakai) des martingales relatives a la filtration brownienne :
une telle martingale de L2 est la somme d'une intégrale stochastique simple et d'une
intégrale stochastique double (nous reviendrons sur ce théoréme de représentation au
chapitre III),

L'étude systématique de ces deux intégrales est faite dans [4] : 1'intégrale
simple est définie dans L2 relativement a une martingale de Lz. L'intégrale double

4. Cependant, la définition

de cette intégrale double Y .MN, si elle utilise le fait que M et N sont dans L4, n'uti-

est détinie dans L,2 relativement a une martingale forte de L

lise de M que la propriété d'8tre une 2-martingale a.0.2, N une 1-martingale a.o.1
(en particulier, <M >(2) et <N >(1) sont des processus croissants). Nous définirons

1'intégrale stochastique double dans ce cadre (§ 2).

La définition de 1'intégrale stochastique mixte ¢ .uM, dans L2, relativement

3 M martingale forte de L2 et u mesure aléatoire & variation totale lul(R, )
(o]

bornée par une constante est donnée dans [5]. Nous définissons au § 3 cette intégrale

relativement a M, 1-martingale a.o.1 de 1.2 , d'abord dans L! si 4 est a variation

2

totale intégrable (§ 3), puis dans L°, reprenant la condition sur p de (57, mais

également sous une autre condition, d'absolue continuité de p (§ 3). On établira pour

de telles intégrales détinies dans L2

, deux théoremes de Fubini : 1'un donnant la 1-
dérivée de la 1-martingale (si <M >(1) est déterministe), 1'autre la dérivée du pro-
cessus a variation bornée dans le sens 2 (si p est déterministe).

La représentation § .uM =X de la 1-martingale propre X n'est pas unique,
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2

Ceci nous conduit a étudier des intégrales mixtes B.vM sur R, _xR{

, relativement
aune mesure VvV non aléatoire sur R+ . Pour de telles intégrales, définies dans

2 (1) est déterministe. D'autre

L“, on aura les deux théorémes de Fubini des que <M >
part, si B.vM=B8'.UM, alors B=8' Pxv x<M >(1) p.s.
Les intégrales y .uM se réduisent a de telles intégrales si

(1)

p(ds,dt, w) = p(ds,w) v(dt) (v non aléatoire) et <M > déterministe. On a alors :

V.uM = B.vM
avec

(B.vM), = g[o e, B(v; &) Udv) M(de")
! s

Bvig) =\ wluv;gn) ).
[0,s]

Cette représentation d'une 1-martingale propre sera tres utile pour 1'identification des
semi-martingales représentables (cf. Ch. Il et Ch, VII).

Disposant d'une inégalité maximale pour les 1-martingales propres de L2 ’
nous pouvons définir 1'intégrale simple par rapport a elles : c'est ce que nous étudions
au § 3 lorsque cette 1-martingale propre admet la représentation N =  .uM.

Enfin les intégrales doubles, stochastiques (§ 3 ) ou stochastiques mixtes (§ 3
peuvent &tre définies relativement & des i-martingales (sans condition d'accroissements
orthogonaux) pour des fonctions § de coin prévisible,

Dans toute la suite (Q,3%,P) sera un espace de probabilité complet muni d'une

filtration {32 , Z€ Ri} vérifiant les propriétés (F) données au chapitre précédent.
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§ 1 - Intégrales stochastiques simples.

Soit z, un point (éventuellement a 1'infini) de Rf_ . Nous définirons deux
types d'intégrales stochastiques simples,
10) Soit M une martingale de mz(zo), <M > son processus croissant prévisible
et ¢(z) un processus prévisible vérifiant :

ES 02(z) <M > (dz) < .

On notera
(e.M), = o) Mag)
R
YA
cette intégrale. Elle sera définie (grace a 1'inégalité maximale de Doob-Cairoli) unifor-
mément en z ERZ . Le processus {(tp.M)z , Z€ R, } est alors une martingale de L2
o o

dont le processus croissant prévisible est

<eM>, = o%e) <M>(a2).
R
z
Cette intégrale simple généralise exactement 1'intégrale de Ito sur la droite,

2°) Soit M une 1-martingale a.o.1 et ¢(z) un processus 1-prévisible
vérifiant :

ES 02(z) <M >V (dz) < o
ou <M >(1) est la version continue a droite du processus croissant dans le sens 1

de M.

L'intégrale sera définie t par t, uniformément en s ; elle représentera

une 1-martingale a.o.1.
Partition de R .

---------- 25

Une partition de R, , ou zZ_ = (so,to) est la donnée de deux suites :

O0=s,<s,<.,.. <8. < < =
1 2 sl e 0o s S
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=t, < <t. < ... < =
0 tl t2 < eoe tJ tm to
25 = (si,tj)
A=z 1.

ij = %7 Zis, g4
La partition 7 associée a ces deux suites est alors
‘”={Aij,i=1,n-1, j=1,m-1}.

Une telle partition étant donnée, on notera gij pour 32 et 311 pour
ij
1

Fonctions simples,

¢ est une fonction simple sur RZo , S'il existe une partition 7 telle que
¢© soit constante sur chaque élément AL]' de m,
On notera <pij cette valeur,

Remarquons que ¢ sera simple adaptée si <pij est 311]' -mesurable,

1-1. Intégrande prévisible, M martingale de L2,

Espace ‘ﬂfA(zo) .

C'est la classe des processus {¢(z,w), z €R, } tels que
o

© est ¥ z-prévisible
H)

ll«:ll2 =E SR <pz(z) <M > (dz) est fini.
z
(o)

=£2M(zo) est un espace de Hilbert. Les fonctions prévisibles simples bornées
forment un sous-ensemble dense dans cet espace (Ch. I, th. 4-1).

Si ¢ est une fonction simple de =£id(z ) on posera par définition pour tout

(o)

(0.M), = §  ol) M(de) = Doy Mls),
r4

ou 1'on a noté

M(Aij)z = M(Au. n RZ).
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Propriété 1-1.-

Si M est une martingale de 7712(20) et ¢ une fonction simple bornée

de ;ﬁii(zo), alors (¢.M) est une martingale sur R, de processus crois-
o

sant

<oM> = SR ©%(E) <M > (d&).

En particulier z

E[e.M2 1=llel?.
- o

Démonstration :

((.O.M)z est une martingale ; vérifions qu'elle est dans Lz.
24 _ 2
Ele.M; ] =E[Do;;Ms;y),]
-ED <p2ij M(;,) 2 (¢ adapté, M martingale)

2
=E . <M >(A..
Ewu (U)z

- ©%(€) <M > (dg) < |lol?
RZ

puisque <M > est croissant.
Reste a vérifier que
2 2
. - . <M>(A..
(0.M)] T ¢} (Al\])z
est une martingale faible,

2 2 . .
¥ ‘Dij[M(Aij)z -<M> (Aij)z'_\ est une martingale faible (Ch. I, th, 4-3),

* (pij Oy M(%)z M(Ai, ,j')z est une 1-martingale si i #i', une 2-martin-

gale si j£j'. ®
Soit alors wé;f?w(zo) et (<pn) une suite de fonctions simples adaptées
bornées tendant vers ¢ dans ;t”%d(zo) , et telle que

1o gl <27 .

L'inégalité de Doob permet d'écrire

(e, M), - (0, 1-M), Il <16.27".
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D' apres la propriété 2-4 du chapitre I, (¢ n.M)z converge uniformément
en z vers une martingale que 1'on notera

(M), = ol2) M)

R
z

Si M est continue, <pn.M est continue, et donc ¢ .M est continue,
La proposition suivante résume les principales propriétés de 1'intégrale

stochastique simple ,

Proposition 1-2.-

Soient Mémz(zo), © et 6 dans 154(20).

a) (p.MEle(ZO).

Si Méme(z ), alors @.Mem2(z ).

si Mem’ (z.), alors p.MemME (z ).

si Mem2 (z ), alors o.Memi(z).

b) ¢ — ¢.M est une application linéaire de =£§1(zo) dans mz(z o) conser-

vant la norme,

¢) < o.M, e.M>z=SR 06(8) <M > (d8).
YA

1-2. Intégrande 1-prévisible, M 1-martingale a.o.1de L2,

Soit M une 1-martingale a accroissements orthogonaux dans le sens 1 de L2.

Espace =£21M(zo).
Clest la classe des processus ¢ tels que
© est 31-prévisible
{ loh? <E SR o?(g) <M >V (dg) est fini.

z
o

(H1)

Si wé:&?M(z o) est simple, on posera, avec les mémes notations que précédemment,

(oM, = D oMb, .
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Lemme 1-3.-

Si M estune 1-martingale a.o.1 de L2, ¢ est une fonction simple bornée

de d? M(zo), alors (¢.M) , estune 1-martingale a.o.1 de L% de proces-
?

sus croissant

<om>M = o) <m>iag),
R

- z

Démonstration :

Montrons d'abord que ¢.M est dans L2. On a

2 2 2
E[(e.M);,] =E[D o7; M(4)); 1.
En effet, si (i,j) # (i",j")

El'wijw M(4. ) M(Ailjl )z 1= 0

ij'z
(si i#i', utiliser le fait que ¢ est 31-adaptée et M une 1-martingale ; si i =i

iljl

et j#j', utiliser le fait que M esta a.o. dans le sens 1), Donc

Ele.MZ1=E( %8 <M>") (qg)

RZ

< |lo|?

(1) est croissant (Ch. I, propriété 4-4),

puisque <M >
Il est aisé de vérifier que ¢.M est une 1-martingale, a.o0.1, et que

2 2 (1)
est aussi une 1-martingale. B

On définit alors pour chaque t fixé 1'intégrale

(“’°M)st=SR o(8) M(dg)
st

comme processus en s, comme on l'a fait dans le cas d'intégrande ¢ prévisible,
Ne disposant que de 1'inégalité de Doob pour la 1-martingale, on n'aura de définition
uniforme qu'en s,

A t fixé, on a alors 1'analogue de la proposition 1-2 :
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Proposition 1-3 .-

2 2

Soit M une 1-martingale a.o.1 de L, ¢ et 66:81

M(zo) ; alors
{((.o.M)St }s et définit pour tout t, uniformément en s ; c'est une 1-

martingale a.o.1 de L2, continueen s si M l'est, etona:

< @M, 8.M >gt) =g 0.6(2) <M >V (qe),
R

st
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§ 2 - Intégrales stochastiques doubles,

Nous allons définir deux intégrales doubles :
¥* 1'intégrale double ) .MN d'une fonction ¥(z,z"') de Ri dans R relative-
ment au couple (M,N) ol, M estune 2-martingale a.0.2 et N une l-martingale

4

a.0o.1, M et N étant dans L", Si M =N est une martingale forte, cette intégrale

a été introduite dans [3] pour M =W, dans [4 ] sous forme générale.

n
* 1'intégrale double d'une fonction decoin’ ¥(z,z") = x(z V z') par rapport
au couple (M,N) ol M est une 2-martingale et N une 1-martingale, toutes deux

4. Cette intégrale a été introduite en remarque dans [5] dans le cas ou M =N

de L
est une martingale de L4. Lorsque x = 1, cette intégrale sera notée JMN (notation
introduite dans [4]). JMN est une martingale ; on notera alors le deuxieme type

'o 7
d'intégrale X"JMN°
2-1, Intégrale ¥ .MN,

Soit M (resp. N) une martingale a.0.2 (une 1-martingale a.o0.1), M et

N étant dans L4.

Fonctions simples sur Ri :
o
Soit 7 = {Ai]'} la partition de RZo définie au paragraphe précédent,
On dira que P : Ri — R est simple si
o
. ¥(z,2'") =0 saufsi z R z',
. ¢)(z,z')=z‘szik si ZGALj’Z'eaik‘

On dira que ¥ est adaptee si ¥ sjik est 31’3‘" mesurable.

2
Tribu des prévisibles sur (Ri) x G,

C'est la tribu engendrée par



A1><A2><H

N - 1 - 1 N
ol 4, = ]21,21], b, = 122,22], byRB,, H€$Z1v22 .

2 sera dit prévisible s'il est mesurable pour

Un processus 3 sur (R‘E)

cette tribu. En particulier, une fonction simple adaptée est prévisible.

Espace 11?;,1\1(20)-
C'est la classe des processus réels définis sur (Ri)2 tels que
$(z,2') =0 saufsi z A z!
(HH) Y est prévisible
wi2=e§ , @z <M >@az) <N > (a2) est tini.
R
Zo

A une fonction simple adaptée bornée y, on associe la somme stochastique

double
(lb °MN)Z = E w I‘Jlk M(A "J)z N(Alk)z

(la sommation étant prise sur les 4 indices i, j, k, £).

Propriété 2-1,-

Si M est une 2-martingale a.o0.2, N une 1-martingale a.o.1, M et N

4

étant dans L, si Y est simple adaptée bornée, y .MN est une martingale

de mz(z o) , continue si M et N sont continues, de processus croissant
<y >, =, u¥e, e <m>Pag) <m > e,
R

En particulier z

ECp.M2 1=y,
L o

Démonstration :

# Y .MN est une martingale : en effet chaque quantité sijk M(a sz) zN(Aik)z

est une 1-martingale comme N et une 2-martingale comme M (P Liik étant nul si

] ] A
1'on n'a pas le A zik)°
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2

#* P,MN est dans L°: en effet, si (%,j,i,k) #(2',j',i',k'),

M(a M(a,,.,) N(a (v étant

N(Aik)z est orthogonal a y ,, jr, i'k')z

Y giiie M8 ) itk

adapté, ceci résulte soit du caractere a.o.1 de N, soit du caractére a.0.2 de M).
Donc

E[(zp.MN)i] -ED wiﬁk M(2 zj)i N(Aik)i

qui est fini puisque § est borné et M et N dans 7,“(4.

Utilisant pour le terme d'indice £jik un conditionnement intermédiaire par 3} puis

2}2. , et appliquant le théoreme 4-5 du chapitre I, on conclut

J

ELw.M21=E ( ,u?e,5) <M>Pag) <n>iae)
R,
<M >(2) et <N >(1) étant croissants (ch. I, propriété 4-4)

ELW.MN)Z] < v 12,

. 2 (2) (1) .
* Reste a montrer que T ¥ sik <M > (Atj)z <N > (Aik)z est bien le
processus croissant. Or
D'une part M(Azj)z N(A.ik)z M(At'j')z N(Ai'k')z est une 1-martingale
si (i,k) # (i',k') (propriété de 1-martingale si i # i', propriété de a.o.1 si
i=i'" et k£k'); c'est une 2-martingale si (£,j) # (2£',j').
2 2 (2) (1)
) N(Aik)z -<M> (Azj)z <N>'"(a est une

L'z
martingale faible : ce terme est la somme de M(A Lj)g [N(a ik)i

D'autre part M(a iK'z
(1) : :

-<N>""(a.,) ui

est une 1-martingale (ch. I, th. 4-5) etde <N >(1)(Aik)z [M(Azj)z’ < M>(2)(Azj)z]

qui est une 2-martingale. B

Les processus simples adaptés bornés étant denses dans deN(z o), si

r?AN(Zo)’ définissons une suite (¥ n) de processus simples adaptés bornés, conver-

geant vers y et telle que

YEL

-n
Ilzbn - ¢n+1“ =2 .
2

La suite des martingales (q’,‘n.MN) converge alors uniformément dans L° ;

on notera { .MN sa limite, et 1'on a



Proposition 2-2.-

Si M est une 2-martingale a.o.2 de L4, si N est une 1-martingale
4 . 2
a.o.1 de L7, si qbéfMN(zo), alors :
a) .MNER(z ).
Si M et N sont continues,  .MN € 7/(2C (zo)
b) ¥ — P.MN est une application linéaire isométrique de :ZP%'IN(Z O) dans
n(z,).
.o~ 2
c)Si Y€ JMN(ZO),
< y .MN, ZE.MN > = S v g(g,g') <M >(2) (de) <N >(‘) (de")
R

z

d) Si PEmZ(zo) et 961[2)(20), 6.P et y.MN sont orthogonales.

Théoréme 2-3.- Théoréme de Fubini.

(1)

Sous les conditions de la propastion 22,et si <N > induit une mesure

déterministe, alors

(1)

19 ¥(z,z') est Ezz-prévisible et <N >'" presque surement en z',

ES v2(z,2') <M >®@ (4z) < o,

2°) Il existe un processus I(z') tel que

a) <N>(1) p.s. I(z')=S v(z,z') M(dz).
R

z
(o]

b) I(z') est 31,-pr‘e’visible
c) ES 2@) <N > (@2) = 1912

d) On a égalité des processus en s < S,

(L.N)g = (¥.MN)

L o

La démonstration de ce théoréme est donnée dans [4 ] p. 132 dans le cas ou




M = N est une martingale forte. La démonstration dans le cas que nous présentons

est analogue.

Seul (d) differe de 1'énoncé donnddans [4 7. Ce point est une conséquence immédiate
de la définition, uniforme en s, de (I.N)St (I est 1-prévisible, N esta a.o.1,
o

cf. Proposition 1-3).

1 - représentation.

Sous les hypotheses du théoréme 2-3, il est facile de voir que I(z') ne

dépend de z_ = (so,to) que par t_

o
On le notera L1(to,z') et on 1'appellera la 1-dérivée de y.MN par rapport

\

. ten e
a N. L1(to,s,t ) est défini t, par t_.

Corollaire 2-3.-

Sous les hypotheses du théoreme 2-3,

(¥ MN), = SR L,(t3z') N(dz")
st

a pour processus croissant dans le sens 1

<¥$.MN >s(t1) =S L21(t;2') <N > (a2).
Rst

n
(2)

Symétriquement, si <M > induit une mesure déterministe, on a un thé-

oreme de Fubini stochastique qui permet de définir S, Par s la 2-dérivée L2(z ;S o)
(2)

de la martingale ¥ .MN; on exprime comme au corollaire 2-3 le processus < y .MN >

en fonction de L2.

2-2. Intégrale double d'une fonction de coin.

Si ¥(z,z") est une fonction simple bornée sur (Rf_) xQ etsi M et N

sont deux processus dans L2

N(Aik)z

(lb .MN)Z = E ‘p ljik M(A lzj)Z
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est dans L1 . Si § est adaptée, si M est une 2-martingale et N une 1-martingale,
¥ .MN est une martingale.

Cependant 1'extension de cette intégrale aux fonctions prévisibles ne peut pas
se faire en général : on ne dispose pas de norme 1.2 permettant de définir $ .MN par
passage a la limite.

Cependant si M et N sont dans I_,4 et si ¢ est une fonction "prévisible de

coin", on saura définir une telle intégrale.

Tribu prévisible de coin.

C'est la tribu engendrée par les ensembles

(As,t)x(s, At)xA

de (RH%x @, o (8_,1) = 1s,5']x [o,t]
(s,8,) = [0,5] x t,t']
A€T, .
On dira qu'une fonction $(z,z') est prévisible de coin si elle est mesurable par rapport

a cette tribu.

Fonctions de coin simples.

C'est une fonctiondu type
¥(z,2')=2 Xij 1oij(z,2')

ou m={A ij} est une partitionde R et ou % est la petite ombre de A ij
o

05 = ] o,si] X AJ. X B X ]o,tj]
La tribu engendrée par les fonctions de coin simples adaptées bornées est exactement la
tribu prévisible de coin.
Remarquons qu'une fonction de coin simple ne vérifie pas en général
¥(z,2') nedépendquede z V z'.
(si xij;éo, ¥v(z,z'") estnul si z et z' sont dans Aij ,nonnul si z€ Azj , L <i,

z'EAik,k<j).
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Notant (i,AJ.) = ]o,si] X AJ. y (85,0) = b % '_\o,tj] ..., ona alors la

propriété suivante

Propriété 2-4.-

Si ¢ est une fonction simple de coin, bornée adaptée, si M est une
2-martingale de L4, N une 1-martingale de L4, alors P .MN est une
martingale de LZ, de processus croissant

<y > = oG <M= g v >

Démonstration :

Il est aisé de vérifier que

ET X3y MO,8)5 N(8;,92

E(y . MN)Z,

=E D x‘fij <m>@) (i,AJ.)t <N > (8,3

<EY xzij <m>®@ (i,8) <N (1) (8;3)
. . (2),. (), . :
puisque, pour tout i, j, <M >“/(i,.), <N >"'"(.,j) sont croissants.
¥ .MN est une martingale et on vérifie sans difficulté que son processus

croissant est bien celui donné dans 1'énoncé de la propriété. B

Posons alors, pour une telle fonction simple :
2= px? <m>® @) <n>W 9.

Soit alors ¥ la fermeture pour cette norme de 1'espace des fonctions simples, de coin,
bornées,adaptées. ¥ contient 1'ensemble des fonctions prévisibles de coin bornées.

Soit alors ¥ prévisible de coin, bornée. Il existe une suite {zpn} , de
Cauchy, de fonctions de coin simples tendant vers Y et telles que

I

-n
n+l - bl =277

Il s'ensuit que la suite de martingales (3 n.MN) converge uniformément dans L2 vers

une martingale que 1'on notera  .MN.
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Soulignons certaines questions d'intérét liées au probleme de la définition
de 1'intégrale double pour des fonctions de coin.

1. Si o: Ox Ri — R est une fonction prévisible bornée, la fonction

définie par :
p(u,y;x,v) =olx,y) si u<x et v<y
=0 sinon

est-elle prévisible de coin ?

(2)

2. (Q,P) étant donnée, a quelle condition <M >’ et <N >(1) induisent-ils

2 465
une mesure sur R x Q, "définie" par

wo) = §  olxy) <M >, ay) <N > (ax,)
ol ¢ est mesurable bornée. Zo
3. Si la fonction § définie au 1. est previsible de coin, et si JMN =1 (z /A\z,).MN,
a-t-on

tb.MN=(p.JMN ?

Nous reprendrons plus en détail la définition de 1'intégrale double de fonc-

tions de coin et nous répondrons aux questions précédentes dans le cas de processus

relatifs a la filtration brownienne (cf. Chapitre III).



§ 3 - Intégrales stochastiques mixtes.

Dans tout ce paragraphe

* p est une mesure aléatoire, c'est-a-dire un processus a variation bornée

(en z): R2 x Q + R, intégrable, adapté. |u | désignera la variation de L.
+

* M est une 1-martingale a accroissements orthogonaux dans le sens 1, de

carré sommable.

* ¥(z,z') est une processus nul si 1'on n'a pas z Az' et 321.-pr'évisible.

Dans le cas ou { est simple, on définira le processus :

Si Var‘(xS ) représente la variation totale du processus (XS t) sur [o,to],
t

o’ o’
on a alors la propriété :

Propriété 3-1.-

Var‘(XSO’.) z T lul(a lZ} “’lekM(A ) |
< lul(R, )V/2

, 2,1/2
. {% lul(ALj)(iEl(v,JikM(Aik)) Pe.

Démonstration :

Var*(xS ) = Stll/pE \X(so,At)\
o’

ol v sont les partitions de [o,t 0] plus fines que la trace sur l'axe des t de la

partition 7 (fixe) définissant ¥ . Si 8 < AJ. , (A, ™€ &lément de la trace de

J
7 sur l'axe des t), ona:

Xsgrg = B %11 BBy x 80 M(by) |

|X(sg,8)) | = ?\ I(A£><A)|Ew“1k M(4;,) |

Sommant alors sur tous les A t contenues dans A4 j? puis sur tous les j, on obtient :



Var(Xso’.) s;&ﬂ | l(A“)I 121; Y 4iik M(8;,) |

ce qui est la premiére majoration proposée. La seconde majoration s'obtient en écri-

/21,172 ot en utilisant 1' inégalité de Schwartz. ®

vant |p = |pl
Nous allons définir, pour des fonctions @, non nécessairement simples, 1'in-
tégrale P.uM, d'abord dans L1, puis dans L2 sous diverses hypothéses sur u, dont

celle apparaissant dans [5].
3-1. Définition de ¢ .uM dans L',

Propriété 3-2.-

Si ¥(z,z') est une fonction simple, adaptée, 521,-mesur‘able, bornée et si

B = E(|u l(Rz )), alors le processus X, défini par :

(o)
X, = (zp.uM)z
vérifie
1/2
a) E\X I_Esup lx |SEVar(X )<u Iy Il
S,
t<t
ou

= § 5 ve,e el @e) <u >(Niag).

z
0o

b) {)\{st,(s,t)ERz } est une 1-martingale propre de Ll si By <.
— o

Démonstration :

Utilisant le résultat de la propriété précédente, on a :

E Var(x, )s{Elu|Ry )}1/2{533|u\(%>(wm( D)4 V2,
Sy. 0 j

Or, puisque M est a accroissements orthogonaux dans le sens 1 et vu 1'adaptation de

B oD 6y M) B D Tulley) D > Wi M0y

S
- E SR v2(z,e1) |y l(dg)<M>“)(dz-) < 1p112

t

(o]

ce qui démontre le point a). Le point b) est alors une conséquence immédiate de a). ®
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L'extension dans L1 ge cette intégrale aux fonctions § générales de ncrmes

llpil finies peut alors se faire par l'intermédiaire de 1'inégalité maximale L! pour les

1-martingales propres (Propriété 3-2, b', Chapitre I).

Cas ou P factorise : Si

$(€,8') =h(g) $(&,8') (h, § simples)

partant de la proposition 3-1 et regroupant h et u, on obtient :

var(x, <{§ I (g) 1) (ag))" 2 B gLl (0 T T00 w122
Soit
E Var(X_ ) <{E KR n1(8) 1 1@e) 2 (EC  Inl(e)de, 8 lul ) <msagn)y V2.
o’* "R, R,
o (0]

En particulier si ¢ factorise ((z,z') = k(z')), E(Var'(Xs )) sera fini dés que
o’

ESR Ih{(g) |ul (dg)

E SR Ih 1) k(e | ul@e)<m>Didgr) < o

1.2

Cette condition de type L“ L (1) sur Y =h.k est assez raisonnable dans la me-
<M>
sure o h étant liée a pu vérifie une condition L1, alors que k lide a M vérifie

. 2
comme cela est normal, une condition L~.

3-2. Définition de 1'intégrale § .uM dans L2,

On dénotera par (p1), (u2) les deux hypothéses suivantes que 1'on pourra

faire sur u

(p1) i \(RZ ) est bornée par une constante p ([5]).
o
(u2) |p| est absolument continue par rapport a une mesure positive, non aléa-

toire, bornée sur R, ,» V.
0
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Sous (u2), on notera :

et |p \2 la mesure telle que : dip = _¢2
On définira alors les deux semi-normes :

112 -e§ , v?e,en lel@e) <M> @) (sous ()
R

z
(0]

n\¢n\2=ESR2 v2(e,8) 1u12@e) <m>ae)  (sous (u2).

Z
o

M sera une 1-martingale a accroissements orthogonaux dans le sens 1 de L2,

Propriété 3-4.-

Si ¥(z,z') est simple bornée El-adaptée, alors le processus X =y .uM

vérifie :
2 2 2
a) ExstSEsrp XstSE(VarXS,.)
< ug Nwli® sous (u1)
2
v, Iy i sous (u2)

b) Sous (p1) ou sous (u2), X est une I1-martingale propre de 12 de

1-processus croissant :

<x>W o (( uis,e uae)? <m> (e,
R R

z z

Démonstration :

(a) Sous (u 1), il suffit de reprendre 1'inégalité donnée par la propriété 3-3-7
et d'en prendre 1'espérance au carré [5 ].

Sous (u2), ona:
(varx_ ¥ <T¥§ fz)(ZT 1, (z)a,.) v(dz)]2 <v(R_,) S fZ(Z)(‘D 1 (2)a2)ud2)
Sy . - .BRS ¢ faj Aﬂ] Ej - S!to RS lj L\Ej Zj Z
o) (o]

<3 el
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ou on a noté :

Ay = 1213 ¥ giik M(8y)-

On en déduit alors (a).
(b) 11 est aisé de vérifier que XZ est une 1-martingale, propre. Reste a
vérifier que le processus croissant en s est celui annoncé, c'est-a-dire que

Xi - (D by “(Ajz;i)z]2 <> (81);

ik 4
est une 1-martingale.

Ecrivant :

Z ik 4 z

et remarquant que 20 ¢ Ljik p(a JZJ.)z est 311 - adaptée, on obtient bien ce résultat. 1
4

Espace -eiM(z o) .

C'est 1'espace des processus ¥(z,z'), 821, prévisibles, ne chargeant
que z A z', de norme |yl finie sous (u1), lllylll finie sous (u2).
Soit ¥ une fonction de tzuM(z 0). Choisissons alors une suite de fonctions

simples (zbn) convergeant vers § dans £iM(z ) et tel que

(0]

H'pn - ‘bn+1n =2
(resp. NIl g, - ¥, ll=<27").

La suite des processus (wn.uM) converge alors uniformément vers un processus noté

(p .uM) vérifiant.

Proposition 3-5. -

Si M est une 1-martingale a.o.1 de L2, si p vérifie (u1) (resp. (u2))
. 2
et si wétuM(zo), alors le processus {(y.uM), , z<z_ } estune

1-martingale propre de L2, continue si u et M le sont, vérifiant :
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E sup (Y ./.JM)it < 4 E Var(y .uM)S
st o’
2
<4 Ko 1l
1 2
L (resp. s4v, 1<)

Pour une intégrale double mixte § .uM, on a deux théoremes de Fubini.
L'un, donnant 1'égalité : (¥ .uM)St = ((y .u).M)St , t par t, permettra de définir la

1-dérivée de ((v . M) )S . Le second, donnant 1'égalité : (t\b.;,tM)St=((;p.M)./.z)st ,

st
s par s, permettra de définir la dérivée en t du processus a variation bornée
(¥ ‘“M)st)t .

Nous ne démontrerons ces théorémes que sous (u 1). Ils restent cependant

exacts sous (u2).

Proposition 3-6.- Théoréme de Fubini $.uM = (Y .p).M.

Sous les conditions de la proposition 3-5, si de plus <M >(1) induit une
mesure déterministe, alors,
1° <M >(1) presque surement en z',

E S v%(z,2') lpl(dz) <o .
RZ
(o)

2°) Il existe un processus I(z') tel que

a) <M >(1) presque surement en z',

1(zt)=SR b(z,2') u(dz).

z
o

b) I(z') est 3,-prévisible.

(1)

c) ES I(z')2 <M> (dz')Sszllzu .
R 0
z
0

d) On a égalité des processus en s < So

(Mg = (9. u M), .
o o
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Démonstration :

Elle est construite de la méme facon que celle donnée dans [4] pour 1'inté-
grale .MM,
* Supposons dans un premier temps y(z,z') simple, bornée, 3;,-mesurable.
Définissons I par le (a).

1) =D ¥y (8 ) 1Aik(z')= 1[‘)( [?j ¥ ik u(Azj)hAik (z').

I(z') est simple, bornée et 3;,—mesurable : (b) est vérifié.

Il est clair par ailleurs que (d) est vérifiée. Montrons (c) :
2 (1) _ 2 (1)
ESR I(z')" <M> (dZ')—Ei%[?%j ¥y jik ”(Azj)] <M >4

z
o

=E S (0 4z,29)u@1? <M >(V(gz)
RZ YR
o o
2
=™ By
. _ 1/2 1/2 . . .
(en écrivant |p|(dz) = |p| /“(dz). |u| /“(dz) et en majorant par 1'inégalité de
Schwarz, en tenant compte des mesurabilités).
* Si ¥ G&iM(z o)' il existe une suite de fonctions ;bn simples bornées,
321 y~mesurables telle que

5§ 2 -9z lule) < >Viazt) — o

z
o

(1)

Puisque <M > est déterministe, prenant si nécessaire une sous-suite, on a
<M >(1) p.s. en z'
2 . -n
E\ , (p-%) (2" lplldz)=s27".
R
z
o

Posons

I(z') = lim In(z ') si la limite existe

=0 sinon.
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Pour ce processus I, (a) et (b) sont vérifiés. D'autre part

ES (1 -1 %) <M >Nz <y - w12

(In) est donc une suite de Cauchy convergeant vers I dans L2(< M (1) x P).
I vérifie donc (c).
Par ailleurs, pour tout n

(Mg = (. uM),
(o)

n

pour tout s <'s_ . Puisque (Y n‘“M) converge uniformément en (s,t) vers

st

converge uniformément en s vers (I.M) (cf. Prop.

(¥ .uM) et que (I1 M)

st

st
o

stO

1-4), d) est vérifié,

Corollaire. -
Sous les conditions de la proposition 3-6, la 1-martingale .uM admet

comme processus croissant

st

2
<vum> =0 10 ez <m>Ve).
R R
L st st

Proposition 3-7.- Théoréme de Fubini ¢ .uM = (y .M).u

Sous les conditions de la proposition 3-5, si de plus |u| est déterministe,
alors :
1°) ¥(z,z') est 3\;, - prévisible et |u| p.s.,

E S v2(z,2") <M >V (dz) < = .
R

2°) Il existe un processus K(z) tel que
a) |p |-presque siirement en z,

K@) =\ wiz,z) Maz)

RZ
(o)
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b) E K@2)? |pl(dz) = 119112,
RZ
O

c) Les processus (a variations bornées) suivants sont égaux pour t < ty:

(K.u)s ¢ = (zb.uM)s t.

| o
Démonstration :
* Si ¢ est simple, on définit K par a) et 1'on vérifie aisément b) et c).
* Si ¥ €£iM(zo), soit $ = une suite simple telle que
Wy -wll~>0.

Puisque p est déterministe, il existe une sous-suite telle que |u| ps en z

E SR ¥, - 02 (z,2') <M >N(gzr) < 27"
Soit %o
Kn(z)=SR ¥ (z,2') M(dz')
et %o
K(z) = lim K n(z) si la limite existe
=0 sinon.

K(z) vérifie bien a). D'autre part, K n étant de Cauchy dans L2(dP xd|upl), K n

converge dans L2 vers K et b) est vérifiée. Enfin, puisque pour t < to
(K .p)., = (¥ _.uM)
n sot n sot
on déduit c¢) du fait que
(K_.p) + (K.p)
n S 0t sot

uniformément en t. @

Remarque. On peut définir les intégrales Y.uM pour u d'untype précédent et M

1

Z,-pr'évisible de coin bornée (c'est-a-

1-martingale de 12 lorsque ¥(z,z') est &
dire mesurable pour la tribu engendrée par (As,t) x (s, At) x A, A étant 3;-adapté).

La définition de  .uM s'obtiendra par prolongement de 1'intégrale b,-#M lorsque
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zbn est simple, de coin, bornée, Pour une telle fonction simple, on a :

Proposition 3-8.-

Si ¥ est de coin,simple, bornée, y(z,z') étant 321,-adaptée, m

vérifiant (u1) et si M une 1-martingale de I_,2, alors ¥ .uM est une

1-martingale propre de L2.

L

Démonstration : On a

2 _ 2
AE{ZJ) el (a J)z(f,'? Vi M8y )7} -E{% lul(a JZJ)Zl (Dwmkm(a ),) Y
Posant alors : Xu:‘”mk si £ <1i et k<j
2

A=E(D [nl(6,), D x3; M(b;,92) = B(D il g M3 )
A i Zj

2 em>M (a9

i M

<E(T |ul(a,) D x
4

(1),

puisque <M >'"(.,j) est croissant.

Utilisant alors 1'inégalité de la proposition 3-1 et le fait que |pu \(Rz ) < Fo
o
on en déduit le résultat de la proposition. W
L'extension de cette intégrale aux fonctions de coin prévisible, bornée
s'obtient par la technique habituelle.
Les propriétés de Fubini restent valables pour de telles intégrales.

3-4. Intégrales B.vM sur [0,t ] xRZO

Soit v une mesure non aléatoire sur [O,to] . On supposera ici que

\vl([O,toj) =V <».Siz = (so,to), M sera ici encore une 1-martingale a.o.1

de L2 sur RZ .

o

Espace ,eiM( o zo) C'est la classe des fonctions B(v; x,y) définies sur [O,to'_\sz

qui vérifient :

.B=0 saufsi v>y
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. B est 3;-prévisible.

ES B2(v ; é)lvl(dv)<M>(’)(dg)= 18112 < oo
[0,t, xR,
o

ou B 3; - prévisible signifie que B est mesurable par rapport a la tribu sur

2

R+ X R+ x € engendrée par les ensembles :

vyviIx 1z,2') xA

avec : v>t'si z'= (g,t)
1

et A6€F .
z
Soit alors 7 = 171 X n2 une partition de Rz .
o
Soit B une fonction simple associée a My XM
B(v ; z)=BJ.;ik si VGAj ;z€8, , J>k
=0 sinon.,

Si B est de plus bornée, 321-adaptée, le processus X = 8.vM
Xst = J?k By i V(87 M8y g
vérifie :

< u;/z{l? |V|(AJ-)('D B’;ik M(Aik))2}1/2

Var X
So’ * h| ik J

et puisque M est une 1-martingale a.o.1

E(Var Xs., RETAT: 112

(B.vM) est donc une 1-martingale propre de L2. Par la technique habituelle, on
étend cette définition & toute fonction de %2, (z ).
En particulier, si <M >(1) est déterministe, on a les deux théorémes de

Fubini (propriété 3-6 et 3-7). Le premier permet d'écrire :

(1)

t
< B.vM >st=§ (S B(v; €) v(dv))2<M> (8)
R 0

st
et le second :

d(B.vM) _ S B(t; &) M(dE) .
R

st
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Cette derniére formule montre en particulier que la représentation de la
1-martingale propre B.vM est unique, contrairement a la regrésentation ¥ .uM
dtudiée au paragraphe précédent. Examinons alors une situation ou 1'intégrale .uM

se raméne a une représentation (alors uniquement définie) B.vM.

Propriété 3-9.-

Soit M une 1-martingale a.o.1 ce L2, <M>(1) étant déterministe,

p vérifiant (u1) (cf. § 3-2) et factorisant de la f acon suivante :
p(ds,dt ; w) = p(ds, w) v(dt)

ol v est non aléatoire, de variation sur [O,to], v, finie.

2

vM
(1) 5o ~

(@ vx<m>" ps., B(t;8) = plut;8) ).

0

Il existe alors une fonction B(t; €) de (t0 ; zo) telle que

(b) Les deux processus ci-dessous coincident sur R,
0

b.uM = B.UM.

b

Démonstration :

Si ¢ est simple, définissons B par (a). On a donc :

Xst =D (D D b gy B8 ) v M8y )

i 2 ik
mais puisque £ <i, (At)s =8, siszs
Xst =}J:’ U(Aj)t 123 BG ; 1K) M(Aik)st

avec
B(t; g) =B(j;ik) si tGAj » B€A,, .

2

vM

Si Y E;eiM(z ), on peut alors choisir une suite {wn} de fonctions simples

o
(1)

bornées convergeant vers § dans aeiM(zo), et puisque <M >' ‘et v sont non aléa-

Les propriétés B€2 (t o zo) et (b) sont alors vérifides.

toires on a quitte a choisir une sous-suite
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S
E g O(tbn-!b)z (u,t; £)3ldu) <277, px<m? p.s.
0

Définissant alors le processus
s

Bt )= § Tpplunti €) e

n

comme on vient de le voir pour Y simple, et

lim B (t; &) si la limite existe
B(t; €) =
0 sinon
on définit bien de la sorte un processus 3% -prévisible, de .{iM(to ; zo).

D'autre part, puisque :

ES (ISn-Afim)2 (t;g)lvi(dt) <m >(‘)(dg)= Ny - 112
n "m
[o,t IxR
o) z
o
il s'ensuit que (,Bn) est de Cauchy dans Lz(u x <M >(1) x P) et donc quel'ona (a).
Il est clair d'autre part, que les convergences des processus (B n uM)z vers

(B .uM)z et (wn.pM)z vers (Y .uM) étant uniformes en z (1-martingale propre),

ona (b). ®
Remarque : Dans [4] sont introduites les intégrales mixtes curvilignes :

Xgt = S o(u,v) W(du,v)dv,
R

st
ol ¢ est adaptée. Ces intégrales s'écrivent encore

1{y <v} ©(u,v) W(du,dy) dv.
t

S[o,t] xRy
Ce sont des intégrales du type B.vM avec :
BV x,9) = Tiy oy 0
Udv) = dv
M=W.,

La prévisibilité de B se déduit alors de 1'adaptation de ¢ puisque la filtration consi-

dérée est la filtration brownienne.
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3-5. Intégrale simple ¢.N si ¢ est 31-~prévisible et si N est une 1-martingale

propre : N = (y.uM).
Supposons que N soit la 1-martingale propre de I_,2 définie par ¥ .uM

avec :
p  vérifie (p1)

M est une 1-martingale a.o.1 de L2.

,2

wF.luM(zo).

Définissons alors 1'espace suivant :

2
Espace i1,N (zo; V,u,M).

C'est 1'espace des processus ¢(z), 321-prévisibles et qui vérifient :

o2 =& § o?evep(e,e")? luits) <m>Viag) <o .

Soit alors ¢(z) une fonction simple bornée, Sg-adaptée. On peut lui associer
le processus :
(‘p.N)Z = Z) ‘pu N(AIJ)Z .
ij
Alors, sous les conditions précisées au début de ce paragraphe,

Proposition 3-10. -

Si ¢ est simple de £% N (zo; ¥, ,M), alors le processus {((p.N)z, z < zo}
9

est une 1-martingale propre de L2, et on a la majoration :
)2

. 2
E(Var XS’. = Wy Hell

bunp

Démonstration :

Elle est immédiate. En effet :

(0.N)g, =T @35 N8 =T o (8,8')u(dg)M(d8").

ij S[O,I]X(Aj)tx(é.i)t X [0,114)

Remarquant alors que si § /Q g

o(Eve')=¢p.. si £€[0,1]xA

ij gres, x[0,1)

j ’
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on en déduit que :

((p.N)st=SR2 p(2vEH(E,8") u(dg) M(ag").
st

Donc d'apres la proposition 3-3-2
E(Var(o.N)(s,.))? < uollwllz.

((p.N)z est donc un processus de L2. C'est une 1-martingale propre représentable. @

On en déduit la construction du processus (¢.N) pour un ¢ général par la

technique habituelle. On déduit également, de fagon immédiate, de la proposition précédente :

Proposition 3-11.-

2 .
',N(ZO ] ¢’u’M) et

Si k(z,z')=0(z v z') ¥(z,z'), si ¢ estdans =
¥, 4, M vérifient les conditions précisées au début du paragraphe, alors,

on a égalité des deux processus :

i (k‘“M)z = (<p.N)z , z< z_ .

3-6. Une inégalité.

Proposition 3-12.-

Soit u une mesure aléatoire adaptée, dont la variation |u | est absolument
continue par rapport a une mesure positive, non aléatoire v :
lp | (dz) = p(z) v(dz).

Si M est une 1-martingale a.o.1 de L2, si ¢€£‘2‘M(z , et si

o
xSt= SRZ w(Z,Z') 1{Z€A} u(dZ) M(dZ')
st »
ou A est un borélien de Ri ,ona:

’ 2(,)02() 1 '
E s:p(Var Xs’.)s 4V(A)SAXRZ P(z)y“(z,2") v(dz) <m > (dz') .
(o}

R

Démonstration :

On a, si z = (u,v)



XSf:gR 1{z€A}v(dz)SR ¥(z,z") p(z) M(dz"')

st SV
donc

Var(X ), < SR tpeayv(d2) ISR ¥(z,2') p(z) M(dz') |

ot st sV

‘V_Var‘(xs.)t]2 < v(a) SA[&R Y(z,z") p(z) M(dz") ]2 v(dz) .
sV

L'intégrale sur Rsv intervenant est, a2 v fixé, une martingale en s :

Esup[_S

S Rsv 1v

d'ou 1'on déduit le résultat. B
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RESUME DU CHAPITRE II

(conditions de définitions d'intégrales)

Intégrale simple ¢ .M.

2
M martingale de L~ .
o(z) :}’z-pr‘évisible E S<p2< M > fini.

M 1-m a.o.1 de L2.

o(z) 3)-prévisible E S 0? <M\ fini.

Intégrale double § .MN .

M 2-m a.o.2 de L4; N 1-m a.o.1 de L4.

)
v(z,z") 3, VZ,-prévisible Eg a,bz <M >(2’(dz) <N >(1) (dz') fini.

M 2-m de LY; N 1-m de L?

’ 3 . . \
Y prévisible de coin E S 1p2 <M >(2’ (dz) <N >(1) (dz') fini.

Intégrale mixte ¢ .uM.

Dans L1

u adaptée, Ely\(RZ ) finie

2o
M 1-m a.o.1 de L

v(z,2") 321,-mesurable, E S¢2 \ul(dz) <M > V(dz") tini.

) < K, constante

M 1-m a.o.1 de L2

¥(z,2') 3, -prévisible E S 02 luldd <M >MNdz) fini

2
’ . 7 2 spo . d 2 . H
lul << y non aléatoire bornée, avec |u|“ défini par —Juﬂ = si d|v '=f
2

M 1-m a.o.1 de L

¥v(z,z") 521,—pr‘évisible E g 32 | lz(dz) <M >(]) (dz') fini.
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CHAPITRE III

CAS DE LA FILTRATION BROWNIENNE

Dans ce chapitre, nous spécifions certains résultats des chapitres I

et II et développons des notions et des résultats nouveaux dans le cas oiu la
filtration g:= { Q;z s Z € Ri} de base est celle du mouvement brownien.

Dans les chapitres qui suivent, sauf mention explicite du contraire (p.ex
chapitre V, §2 ou chapitre VIII,§!), F sera cette filtration.

Cette filtration joue un rdle trés particulier dans la mesure ol elle permet
pour différents types de martingales d'avoir des théorémes de représentations,
qui se révélent €tre un outil trés efficace. Nous verrons que la démonstration de
ces théorémes de représentation est fondée sur les deux propriétés suivantes du
mouvement brownien: il est 3 accroissements orthogonaux et les polyndmes en W(A),

A rectangles de R,, sont denses dans étz((?]l). On peut donc escompter de

11
bonnes propriétés pour toute filtration engendrée par un processus vérifiant
ces deux propriétés.

P . . . 2
Nous définissons en premier lieu (§!) le mouvement brownien sur R, ,
. . . 2 - - .
associé au bruit blanc de R" . Pour une étude plus systématique du drap brow-
nien, on pourra se référer a [8].

Nous donnons ensuite (§2) un certain nombre de résultats sur la densité

. ~ . 2
de processus simples, bornées, mesurables dans certains espaces Stl .

Ce résultat peut s'obtenir de différentes fagons: en s'appuyant sur un résultat
général pour les processus prévisibles (puisque, pour la filtration brownienne,
les processus prévisibles coincident avec les processus adaptés); de fagon
existencielle (cf [8]); de fagon constructive, et c'est la méthode que nous

développons ici.
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Au § 3, nous redonnons les différents théorémes de représentation des
variables de L2( ﬂ]) et des martingales, i-martingales, i-martingales propres,
martingales faibles réguliéres ([4,5,6,7,9]). La méthode que nous utilisons est
assez différente de celles que 1'on peut trouver dans les références précédentes.
Elle est également généralisable aux cas de filtrations de "type brownien"

(comme on 1'a décrit plus haut). Les résultats de base sont les lemmes 3-2 et

3-3, qui donnent 1la densité dans LZ(C?}I) de polyndmes '"d'ordre dominant'" 1.

On en déduit alors le théoréme de WONG et ZAKAI et les théorémes de représentations
de l-martingales de L2 a t fixé. Dans le cas d'une l-martingale mesurable adaptée,
la mesurabilité en t de cette représentation est obtenue dans [ 9], et une
adaptation du lemme 1-2 p_ermettrait d'obtenir cette mesurabilité, en exhibant,
comme dans [ 9] une famille ft de bases de Lz(G:]t) mesurable en t.

Nous appuyant sur ce résultat, nous démontrons un théoréme de représentation
des l-martingales propres mesurables adaptées dans le cas ol {Xs t}t définit une
mesureréguliére.

Nous terminons le § 3 en donnant un lemme de calcul stochastique (lemme 3-5),
qui se révélera fondamental pour la suite: ce lemme établit 1'égalité entre

s
1'intégrale f ®(u) X(du,t) et l'intégrale double f @ (u) Ll(t;u,v) W(du,dv),

o Rst

pour un intégrande ® l-adapté et une l-martingale X de l-dérivée Ll'
Au § 4, nous établissons des majorations dans Lp, p> 1, d'intégrales

stochastiques h.W, h étant l-adaptée et mesurable; ces inégalités seront utilisées

pour établir les inégalités maximales qui suivent.

Le paragraphe §5 est consacré aux définitions et propriétés de bases

des semi-martingales représentables (s.m.r.). Pour une s.m.r. X, on saura

. . ] . a
définir une version continue en (s,t) de <X>gt) ,» qui sera elle méme une
. L . P 1
s.m.r. si X est dans L4 (on ne sait en général définit <X>§t) en (s,t) que

X est une l-martingale a.©®.1 (cf. chapitre I, §4). On pourra également

défini* 1'intégrale semi-stochastique par rapport 3 une s.m.r. . On définira
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la s.m.r. JX,Y associée 3 deux s.m.r. de L4 , XetY : J s'avérera par la
suite d'un usage fondamental et nous reviendrons au chapitre IV sur cette s.m.r. .
On établit ensuite des inégalités maximales de deux types : l'une majore
. (donnant en particulier 1'inéga-

si A= Rll) , l'autre majore, a partition m de R]]

2n .
E sup X(A)z si A est un rectangle de R
z
ey . 2n
lité maximale pour Xz
.. 2n . .
fixée, E sup & X(Aij)z ; on obtiendra une forme maximale en T de cette
z T
derniére inégalité, forme qui nous sera particuliérement utile pour I'étude des
variations quadratiques au chapitre IV (n=1). Enfin, on démontre que les s.m.r.
sont uniformément continues en moyenne quadratique.

Au §6, nous regroupons dans un formulaire les régles principales du

calcul stochastique relatif au s.m.r. .



. 2
§1 - Le mouvement brownien sur IR

Définissons d'abord le bruit blanc sur RZ ; c'est une fonction d'ensemble,
définie sur les boréliens Qb de m? , de mesure de Lebesgue finie, 3 valeur

dans un espace LZ(Q, G; ,P)

telle que :

(a) W(A) est une normale ‘)(QO » |A]) (JA| est la mesure de

Lebesgue de A)
(b) si ANB=¢9 , W) et W(B) sont indépendants .

L'existence d'un tel processus gaussien est assurée par un théoréme général
d'existence : si C est une fonction E X E —— R définie positive, il

. (F . 2 ¢
existe un espace (Q, » P) et un processus gaussien de L"(Q, , P) sur E
de covariance C (cf. par exemple Neveu [3] » prop. 3-4). Dans le cas présent,

E = 65 la fonction :

c : 6% ><63 — R

A x B +— C(A,B) = |An B

définit une covariance. On notera alors W le processus correspondant.

W est une fonction additive d'ensemble :
E(W(A) + W(B) - W(A n B))Z = 0

d'aprés les propriétés de la covariance.

On définira alors le mouvement brownien sur RE par

_ 2
Wz = W(Rz) s Z € R+



La covariance de W est

l

\J = =
C(z,z') = E W, W ]RZAZ,

On peut, 3 partir du mouvement brownien Wz reconstituer le bruit blanc

sur Ri . Pour un rectangle A = ](s,t), (s',t')] en posant

W(a) = w,,

s't' wst' - ws' *W

t st

P 2 . . . .
et pour un borélien A de R, en l'approchant par une suite d'union finie
de rectangles.

W est un processus nul sur les axes. D'autres part, {w .} est
P st’szo

un mouvement brownien (non normalisé) 3 un paramétre et de méme {wst}

.

t2o

Filtration brownienne

Si A est un borélien de m? , CFA

les W(B), oi B <€ A est un borélien de mesure de Lebesgue finie. Si z € Ri .

désignera la tribu engendrée par

on notera Gz pour la tribu complétée de (FR .
z

La filtration ( Q:z)zdkz vérifie alors la condition (F) donnée dans
+
le chapitre I (cf. par exemple [8]). En particulier, la propriété de continuité
3 droite de q:z (et méme la continuité de Gi ), c'est 3 dire le point F-2

de (F) résulte de la loi de O0-1 suivante :

Propriété 1-1

Si An est une suite décroissante de boréliens telle que (7 An =0,

alors c3 G:A est la tributriviale.
n

On a alors la propriété suivante ([8]).



Théoréme 1-1

2 . . .
{wz s 2 E R+} est une martingale forte admettant une version continue.
P ~ . 2
Remarque : On définirait de méme sur les trois autres quadrants de R
trois autres mouvements browniens indépendants entre eux et indépendants de
2

W sur IR.+ .

Dans toute la suite de ce travail (chapitre III et suivants), 1l'espace

de base (2, Q" , P) et la filtration ( @ )

2 seront ceux que nous venons
zz€]R+

de définir.

.z . . _ ~ . 2
§2 - Densité des fonctions simples adaptées bornées dans certains espaces L

Pour définir les différents types d'intégrales stochastiques, simple,
. e . 5292 . PR
double, miste, on a défini certains espaces de fonctions prévisibles

2 2 2
sur R+ x Q , R+ X R+ x Q .

Dans le cas présent de la filtration brownienne la notion de processus
prévisible est &quivalente & la notion de processus mesurable, adapté. Par

exemple :

\P RE xQ —R est prévisible

est équivalent & :

.o

(1) \? IRE x Q —— R est mesurable.

(ii) pour tout z € Rf , kP(z) est adaptée.

Ceci résulte de la continuité de la famille ( QFZ). En particulier, d'aprés
P . . 2 .
un théoréme de classe monotone, l'ensemble des limites dans L~ de fonctions

. - . ~ 2
simples adaptées contient les processus mesurables, adaptées de L™ . On pourra



trouver dans [8] une démonstration existentielle de ce fait pour les espaces
&fZ (;fZ . . - . .
M(zo) , MM(zo). On donnera ici une démonstration constructive de ce

résultat.

2-1 - Densité des fonctions simples, mesurables adaptées, bornées dansoz'ﬁdkf)

Soit u 1la mesure aléatoire sur mf définie par la densité p de

Ll(dP x dz) (dz est la mesure de Lebesgue sur RE)
u(dz,w) = p(z,w)dz

Supposons que O soit adapté. On dira que U est adaptée. On peut alors

définir, P -p.s.
J o F(z,w) u(dz,w)
IR+

dés que F est un processus mesurable adapté. On définira 1'espace 5Z?30RE)

comme étant 1'espace des processus F sur { X Rf , mesurables, adaptés, tels

que :

IHIEEE: LR?_ F2(2) u(dz) < o

+

Si z est fixé, on définira de fagon analogue &f fl(Rz )
o

Propriété 2-1

L'ensemble des fonctions simples, mesurables, adaptées et bornées est

dense dans ofﬁ(lRf)

Démonstration

Soit f € &Z7i0Ri). I1 faut montrer que pour tout o > 0O , il existe



(R]) telle que

fn simple, adaptée-mesurable, bornée de oni E

-]l < a
lére étape
Posons f; = (£ AN) V(-N) pour N € R,

fN est mesurable adaptée.

Puisque f € <if i ,» 11 existe No > 0 tel que

e - €5 1] <
(o]

&R

2éme étage

Puisque p est dans Ll(dP x dz) , il existe z € RE tel que :

2 o
E(U(TR+\RZ )) <m‘
0
) ¥ » P
et donc la fonction fN .z fN lR vérifie
0’7o o "z
o
Hw * o
|[£ -f o< 7 .
No,zo No 4
3éme étape
. . *
Régularisation de £ =,
N ,2z
0’0o
Posons, pour tout € > 0 :
s t
f“(s,t ;W) = 1 ] f f“(z)dz
€ 2
€ -€/ t-¢
f:’ est une fonction mesurable, adaptée, bornée par No’ et continue pour tout



On déduit du théoréme de Lebesgue que :

pour tout w : lim f:*(z) = f“(z) z - p.s.
£+0
Donc : [f:*(z) - f“(z)]2 tend (z X w)-p.s., donc U X P_- presque

sirement vers O, puisque U est absolument continue par rapport i la mesure

de Lebesgue. D'autre part (f:* - f“)2 est dominée par 4N§ .

—_—— 0
€70

Donc : ||f - f

et donc on peut trouver € tel que :

4éme &tape

Obtention de la fonction simple.

Soit alors T = {Aij} partition de R, - Définisssons
o

ww on .
fn,e(z) - £, (zij) si z € Aij ]zij’ zi+l,j+l]

»u . - "
fe - est une fonction mesurable, adaptée, bornée.
9

™ . .
D'autre part, f8 (z) @étant continue pour tout w

e £ 3]
—_ f partout .
€,

LIECH

On peut donc trouver une partition m , de pas |m| suffisament petit telle

que

SR

On conclut donc que : |[|f - f|] € @, ce qui est le résultat recherché. @
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Corollaire 2-1

. . 2 . . . .
Soit M wune martingale de L relative 3 la filtration brownienne,
<M> son processus croissant (mesurable adapté), f une fonction mesu-

rable adaptée de semi-norme

Hel12 = & [, v
R

+

finie. Il existe alors une suite de fonctions simples mesurables

L.adaptées convergeant vers f au sens de cette semi-norme.

I1 suffit de remarquer que la mesure induite par <M> sur mf est

bien,adaptée, absolument continue

<>
dz

Z . Oz(z) + f Wz(u,y 3 X,v)dudv , z = (x,y)

R
z

(si M= QW + YeWW) , vérifiant

E<M> < o
z
o

On a un résultat analogue pour 1l'espace °2f% u(IRE) des processus mesurables,
’

lI-adaptés, de L2 .

2-2 - Densitésdes fonctions simples dans 2(lR2 x Rz)
e+ +

. - . 2 2 .. P
Soit U une mesure aléatoire sur R+ X R4 » positive, définie par la

densité :

u(dz, dz', w) = p(z, z', w)dz dz'

oi p € L](dz x dz' x dP) , op(z,z") (szz' adapté .
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A\
Espace o

®, XR))

2 2
+ +

2
]

C'est l'espace des processus Y

2 2
Y : Q x R_ X R+ — R

1 (a) mesurables

(b) Y¥(z,z') est Gr

z\,z,-mesurable (on dira : Y adapté)

(c) VY(z,z') = 0 sauf si z3z'

-—. e - e - - = =~ =

@ |l¥l1* =« f ) ¥(z,2")% u(dz,dz') <

R,

. . 2 . .
Si T est une partition de R+ » Y est simple si

'Y . ' A
¥(z,z"') wlj,ik si z € Alj , 2' € Aik s Alj’\Aik

= 0 sinon .

Propriété 2-2

L'ensemble des fonctions simples mesurables, bornées, adaptées est

dense dans toﬁORZ x Ri).

+

Démonstration

f x RE). Comme dans la démonstration de la propriété 2-1,

. 2
soit ¥ e L (R
on peut se ramner au cas ol d'une part, ¥ est bornée par N, s d'autre part VY ,

2 . o . - .
ne charge que Rz . Soit V¥ la fonction alors obtenue. Régularisons la :
o

si €>0

ACER IR VR K3 f ¥TT(E,E")dE dE’

ol l'intégrale est prise sur ]z - (e,e),2z]x]z"'-(e,e),2z"]



* ) .
b4 est continue en 2z, 2z

e sur son domaine de définition (qui ne

contient pas la diagonale).

Le théoréme de Lebesgue permet de conclure :
. X *
si zfQ z' WE (z,2') —— V¥ (z,2') , pour tout w .
On termine alors la démonstration comme pour la propriété 2-1.

Le méme résultat peut €tre obtenu pour 1'espace <§f X RE) des
1 64
processus Y(z,z') z.-mesurables.
On déduira alors de ces deux résultats une méthode de construction des
intégrales stochastiques doubles par rapport 3 des martingales fortes, des
intégrales stochastiques mixtes par rapport & une mesure u(dz,w) absolument

continue par rapport 3 la mesure de Lebesgue et par rapport 3 une martingale

forte.
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§3 - Théorémes de représentation

3-1 - Représentation des variables yl]—mesurables

On dira qu'une variable 0 : Q x Rll ——— R est dans cZ?é(R]]) si

© est mesurable adaptée, vérifiant

E J 6%(z)dz <
R]l

On dira que ¥ Q x Rll X Rll —— R est dans a2°5w(all) si Y est

mesurable , ¥(z,z') ne chargeant que z/{z' , étant G’zv Z.-adaptée et

vérifiant :

E J 9 Wz(z,z')dz dz' < o
RN

C'est deux espaces coincident avec les espaces oz’i(zo) et &f ;M(zo)

2
définis au chapitre II, avec pour M 1la martingale forte de (L°, de La) W

et z = (1,1).

o
. . F p 2
Soit M]] une variable h adaptée, de L~ . Nous allons donner de
Mll trois représentations sous forme d'intégrales stochastiques : la l-repré-
sentation exprimant M comme intégrale simple en W pour un intégrande

11

CFl-adapté ; symétriquement la 2-représentation ; et la représentation de
WONG et ZAKAI comme somme d'une intégrale simple et d'une intégrale double, ce

dernier point se traduisant ainsi :

Théoréme 3-1  (WONG et ZAKAI , [4, 5, 6, 9])

Toute variable M de LZ(Q, G: P) , centrée s'écrit :

11 11’

M, = J B(z)W(dz) + J , ¥(z,2")W(dz)W(dz")
Ry R
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. 2 2
pour une fonction O de =wa(R]]), et Y de :waw(R]l)

La démonstration originale (Wong et Zakai), [4]) se fonde sur

1°) La représentation sous forme O+W + ¥Y+WW des "fonctionnelles

d'Hermite de W" , c'est-a-dire des variables de la forme

H [j ¢(z)W(dz)}
PUUR

11

oi H_ est un polyndme d'Hermite. Cette représentation

se déduit de la formule de Ito montrée par Wong et Zakai dans le méme article
dans le cas de fonctions "harmoniques' de martingales fortes, cas auquel on

raméne les polynOmes d'Hermite.

2°) La densité des fonctionnelles d'Hermite dans l'espace des variables
de carré intégrale et 18 complétion en moyenne quadratique des intégrales

stochastiques.

Dans [5,9] , Carioli et Walsh donnent une démonstration plus concise
fondée dans [5] encore sur les polyndmes d'Hermite et, cette fois-ci , sur
leur lére formule de Green, dans [9] , sur un théoréme de l-représentation
des processus de &fz.

Dans [6] , Yor donne une démonstration, qui a l'avantage de se
généraliser d'une part 3 toute dimension finie de 1'espace d'indice, d'autre
part 3 des martingales relatives 3 des tribus engendrées par le processus de

Poisson. Cette démonstration se fonde sur :

1°) La représentation O¢W + Y*WW des variables exponentielle;/

= el

Mt = exp j

f(z)W(dz) - %-f fz(z)dzi , représentation obtenue par
R

1 R .

double application de la formule de Ito & un paramétre.
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2°) Sur le théoréme de classe monotone : 1'espace des variables
représentables est un sous espace vectoriel fermé de L2 , contenant les

variables Mf ,» qul sont totales dans LZ.

Remarquons que les fonctions exponentielles utilisées dans cette
derniére démonstration peuvent &tre directement reliées aux polynOmes d'Hermite
selon lesquelles elles se décomposent.

Nous donnerons ici une autre démonstration fondée sur une toute autre
approche.

L'idée est que toute variable aléatoire de L2( G:ll) peut étre
approchée par des polyndmes en w(Aij) associés a des partitions de plus en
plus fines de R, .

11
1

W/ zvz}

Pa

% Si 1'on réordonne ces polyndmes en fonction du w(Aij) le

"plus haut" de chaque mondme, ils s'écriront

z Pij(w(Akl))w(Aij)
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2 . . - - .
ou P.. est O;z -mesurable, ce qui conduira 3 la 2-représentation
ij

M,, = h,(z)W(dz) oi h,(z) est G'z—mesurable.
11 R 2 2 z
11

* De méme si on ordonne en fonction du W(Aij) le "plus a droite" on

aboutira a

Mll = J h](z')W(dz') ol h](z') est G:;-mesurable .
R
11

* Soit en ordonnant 3 la fois par rapport au Aij "la plus haut" , et

au Akl "le plus a droite" , on obtiendra la représentation

Mll = I O(z)w(dz) + f 2 Y(z,z")W(dz)W(dz")
R

1 R

1'intégrale simple correspondant au cas oiu le Aij le plus haut est en méme

temps le plus &3 droite.
Etablissons d'abord le résultat :

Lemme 3-1

Soit GT la tribu engendrée par une famille {Yi , 1€ I} de
variables de § —— R , P une probabilité sur (9, (F) telle
que pour tout p > 1, Y. soit dans ZP(Q, (¢ » P) . Alors ,

1'ensemble des polyndmes (3 coefficients constants) en Yi est dense

Ldans o\Zz(Q,G: » P) .
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Démonstration

Soit n unh entier positif, j4r1 1'espace vectoriel des fonctions
~ . . %2 G; ~
bornées de 2 dans R , limite dans (2, , P) de polynOmes en
{Yi An,icel}. jJ/n contient les constantes, est stable pour la limite
uniforme, ainsi que pour la limite d'une suite croissante uniformément bornée.
D'autre part 34’n contient 1'algébre Zf>n des polyndmes en {Yiﬁ\n , 1 €I} ;
il s'en suit que ék{n contient toutesles variables bornées mesurables par

rapport a la tribu 0:13 = O{YiA n,icelI} ([2])
250, F med o L2a@,F b

Soit alors :

Moo

0:- m\:/N G:n

et donc :

L@, pc e L2 F ,p .

Or, tout polyndme de variables {Yi’ i € I} est limite dans 02?2
d'éléments de Ehf :

P(Yi , 1 € Io) = lim P(YiA n, 1€ Io)

L2

D'autre part , 02300(9, G" ,P) est dense dans ofz(Q, \d ,P) , on en

déduit le résultat. @

Soit alors T = T, X T, une partition de R,, en un nombre fini de

rectangles : T = (Aij), i=1,I ,3j=1,J. On a le corollaire :
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Corollaire 3-1

Si GE] est la tribu engendrée par le brownien W sur RlI , alors

1'ensemble des polyndmes en {W(Aij)’ A;; € m, ™ partition de R; } est

dense dans LZ(Q,iF P).

| 11

A Aij associons la variable indéterminée Xij‘ Soit m un mondme

en X . Notons j(m) 1le plus grand des indices j tels qu'il existe

ll,...,XIJ

i tel que Xij intervient dans le mondme m avec un exposant strictement

positif. On appellera ordre dominant du mondme la somme des exposants de

le(m)’ XZj(m)' cees ij(m)' Un mondme sera donc d'ordre dominant 1 si un seul

X intervient, et s'il intervient avec l'exposant 1. On appellera ordre

ij (m)
dominant d'un polyndme le plus grand des ordres dominants de ses mondmes.

Lemme 3-2

-~

L'ensemble des polyndmes d'ordredominant 1| associés 3 toutes les

partitions finies du type précédent dans lesquels on remplace xij

par w(Aij) est dense dans L2( G:ll).

L'ensemble des polyndmes en w(Aij) associés i toutes les partitions

.. ~ 2 . .
finies étant dense dans L™ ( Orll)’ pour montrer le lemme, il suffit de montrer
que l'ensemble des polyndmes d'ordre dominant | est dense dans 1l'ensemble des
polyndmes.

La démonstration se fera par récurrence, montrant que les polyndmes
d'ordre dominant K-1 sont denses dans l'ensemble de ceux d'ordre K si K > 1.
. ‘QL/ - . . K . 'e .

Soit donc unYmondme d'ordre dominant . Découpons 1l'intervalle j(m),

j(m) + 1 en n intervalles égaux.
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mondme m
A
j(m) |-
A L A,

|
i >

10 11 R 10(

1° pas
Supposons que Xi 3 (m) apparaisse dans m avec un exposant p > 1.
o

La partition précédente découpe le rectangle A = Ai j(m) € " rectangles
o

égaux paralléles 3 l'axe des x : ék , k=1, ..., n. On a

W(a)P = (z w(s )P
k

Notons q la somme des mondmes d'ordre dominant au plus p-1 obtenus

en développant cette expression.

w(a)P - q = I w(ak)P
k

Donc :
[W@P - q || < nf[W&P]]
< n@2p)!! z(8)P
¢ nepr EOHP . o
n
et, si m=7Y Xioj(m)p

Y étant indépendant de W(4) ,

[m =Y q [ <
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qui tend vers zéro si n est assez grand. Ecrivant les éventuels termes de Y
situés sur la ligne j(m) en fonction du redécoupage de j(m), j(m) + | , on
approche ainsi m par un polyndme de méme type ol l'on a abaissé le degré de W(A)
de p & p-l

Procédant ainsi pour tous les rectangles (en nombre fini) situés sur
la_ligne supérieure et procédant par récurrence, on approche m par un poly-

nome dont tous les mondmes s'écrivent

YX, .o ... X, .
1,5 (m) xlo(J (m)

avec il’ ey iol distincts et Y §(m)-mesurab1e.

2° pas :

Soit donc

=Y X. . . .
n 1,3 (m) xl,_J (m)

avec Y indépendant de W(AI) et de W(AZ) , ol Al = Aiikm) et A2 = Aizj(m) .

La partition de j(m), j(m) + 1 dé&coupe Al et AZ en n rectangles

égaux Gk et 6& , k, k' =1, ..., n.

On a
= '
W(AI)W(AZ) z ' W(Gk)w(dk.)
k,k
Posons :
P, = L W(E) W(S! )
n k' gk k k
p, est d'ordre dominant 1 , Y’pn d'ordre dominant d'ordre strictement inférieur

a celui de m
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[Iweapw,) - p || < || 2 W@ )ws) ||
k

< n| W) WS ||
Z(Al)z

— 2 T n
n

et

lm - o |l <& [l]]

I1 suffit de généraliser aux polyndmes et de conclure la récurrence

pour montrer le lemme. @

Théoréme 3-2

Toute variable M11 de carré sommable (Fll-mesurable gs'écrit de

fagon unique

Mll - E(Mll) + I hz(z) wW(dz)
R

ol hz(z) est mesurable, G:z-adaptée, vérifiant

E f h (z)2 dz < o
2
Ry

P

Démonstration

Supposons Mll centrée. Fixons € > O .

Soit (nn) une suite de partitions dont le pas Iﬂnl tend vers O.

On omettra 1'indice n quand il n'y aura pas ambiguité. (Si ™ = (Aij) ,

Bys = sy syl xJegs e ], alors || = max {(si4ym89) 5 (t54mt DD
bl
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D'aprés le lemme 3-2, il existe n tel que si n 3 n, , on peut

trouver un polynoOme Pn , d'ordre dominant 1 , tel que
- .o oo <
1M, BL(W(A;5)s ;5 € T, < e
Ordonnons Pn suivant les variables déterminant 1'ordre dominant

Pn(w(Aij)) = iZj an,ij w(Aij)

oi a_ .. est un polyndme en W(Akl) », 2 < 3j . Posons pour tout =z € R,

hn(z) = an,ij , 31 z € Aij

On a alors :

Pn(w(Aij)) = J hn(z) W(dz)

R

D'autre part , hn : O x Rll —— R est mesurable , Ga-adaptée.

(hn) est une suite de Cauchy dans oz’é(Rll) ; en effet, si n, m 2 n ¢

gy = b [l = 11e =B |1, € I1e_ -1 11, + I1p. -2 1], < 2

n

22

Quitte 3 choisir une sous-suite de (hn) , hn converge presque surement
2 ] . .
dans L~ vers une fonction h(2) . Cette limite est dans «2‘5 . En effet :

1
h = lim h_ est mesurable , 07 -adaptée
@ "My

évidemment de norme L2 finie. Enfin, on a bien

M, - I hipy (2) W(d2) . n
Ri
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De fagon analogue, on démontre un résultat sur le l-représentation
M .
de M,

Venons en au résultat du théoréme 3-1. Deux possibilités s'offrent i
nous : soit une approche directe basée sur un lemme du type lemme 3-2 annongant
ol 2 G; ~ N ~ '
la densité dans L ( ll) des polynOmes constitués de mondmes dont 1'ordre

dominant dans le sens | est un et dont l'ordre dominant dans le sens 2 est
aussi un ; soit une approche utilisant les deux résultats sur la | et la 2-re-
~ . . 2 . ~ .
présentation d'une variable de Le( G;]]). L'inconvénient de cette seconde
approche est qu'elle ne fait pas apparaitre de fagon immédiate les mesurabilités

des processus O, ¥ intervenant dans la représentation de WONG et ZAKAI . Aussi

opterons nous pour la premiére méthode.

Lemme 3-3

L'ensemble des polyndmes d'ordre dominant | dans le sens et d'ordre
dominant 1 dans le sens 2 , associés & toutes les partitions rectangu-

laires finies de R]1 est dense dans L2( Q;ll)'

Démonstration

Soit X € &fz( 0711) s €>0 fixé. D'aprés le lemme 3-2, il existe

une partition T finie et un polyndme Po d'ordre dominant | (dans le sens 2)

tel que :

avec
P = I . W(4,.
o % aRJ ( 23)

alj étant des polyndmes en W(Amn) avec n < j , donc en particulier des
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variables de l_z( G:lt ), si on a noté
J

Aij = ](si’tj)’(s]+]’tj+])]

Donc, pour chaque (%,j), on peut trouver une partition "(k,J) (par

exemple choisie plus fine que ﬂo) sur th , et Qz ; un polyndme d'accrois-
2 b

(2,3)

sements de W sur T , d'ordre dominant | dans le sens 1, tel que

”agj 'szllz < €
Soit alors le polyndme :

“0
On a:

o2, _ 2 2
le-p Il 5 "z Eay; = Q) ]AszSe

[o}

. 2
pulsque alj sz est Q"j-mesurable.

Notons alors m 1la partition la plus fine obtenue 3 partir de T, et

des (W(Q’J)). P peut encore s'écrire :

P= I b,.. W(,.) W(.
2jik Liik ( QJ) ( lk)
k<]
et blj,ik est un polynOme en W(Anm) pour (n,m) < (i,j)

On a d'autre part :

k-2l < |1x2 |1, + |22l ], < 2¢

On a presque le résultat désiré. Reste une difficulté :

I1 peut apparaitre dans P des accroissements du type

WA ) WA k< j
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Nous allons nous débarrasser de tels termes en nous appuyant sur le lemme

suivant :

Lemme 3-4

Soient A = As x At , A' = Ay * Aé deux rectangles disjoints, et

§ = (Gi) une partition en intervalles adjacents de Bg. Alors :

2
| [w(a) wea') - izi' W(GiXAt)w(di,xAé)Hz < 8], |As] [a.] 8]
igi

ot |6|I = max |6i| .
i

—

T
P
At
y

A

S

I1 suffit de vérifier que la différence dont on majore la norme L2 n'est

autre que @

D, = § W(GiXAC)W(Gi,XAé) . [

1

S

. .. .. x .
Raffinons alors la partition T en une partition T en raffinant sa trace

sur le premier axe de sorte que
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2
|Tr'|I = max {|sf+l - s?| IN|1 i 5
e T S
ol |1r|l = max {Isi+l - sil} . Notons alors
i
* * * *
P = g;ik blj ik W(Agj) W(Aik)
L#1,3>k

#* . * *
bojik ~Parjitk ST Bgy X By S By X Biv -

I1 est alors immédiat de vérifier que

%2 [ _ * * ] 2
| |p-P ]|2 <E{ I bi5 ik W(Aij)W(Aik) L W(a, J.)».(Ai O
ijk 1 2
k<]
ol la sommation dans le crochet est prise em i,, i, pour les AY L ox AY
1 2 1,3 123
inclus dans Aij x Aik avec i, ¥ i, .

On obtient la majoration :

* 2 2 E * 2
[[P-27]15 < T By 5,0 W w0 - 2 w; dwey ol
1jk 1 2
k<]

puisque W est 3 accroissements orthogonaux et que bikik. est (F; -

mesurable, soit

*, 2 2
[l S (U DY
k<]
= § Kl(P)

Reste 3 obtenir une majoration de KI(P)' P se décompose en
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ol Pl = X b
ijk
k<]

w(Aij) Wi, )

ij ik

I1 est facile de vérifier que P] et P2 sont orthogonaux et donc que

2 2 2 2
el s e 2 = o sed o 0a 12 1o [a]
ijk
k<]
> Il K ()
et donc, si on a choisi € ¢ IIXIIZ (auquel cas : ||PI]2 < 4|[x||§)

[[-2"[1% s s k(@) < &

P » .
Reste alors & écrire P de la fagon suivante :

ol
» »
S = & ng W(Azj)
T
. x (v
0,. = I b,. ., W(A.,) est & .-mesurable
M, Wik Tk 4
» » » »
D = z blj ik W(Azj) w(Aik)

(£,3) (i,k)
ce qui est bien la décomposition recherchée, vérifiant

2% - x]], < 3¢ . ®

. P . . »*
La démonstration du théoréme 3-1 découle alors de ce lemme : si Pn est une

suite de tels polyndmes associés 3 une suite €, tendant vers O , posons
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_ Al . »*
On(z) = OQj si z € Alj(n)

*n

*
oo . x o, 2'edl (), (2,0) A (i,K)
Wn(z,z ) bljik si z € Agj(n) ik

I1 est facile de vérifier, vue l'orthogonalité de S: et D que O et VY

n n n

. 2 . . < . .
sont des suites de Cauchy dans L™, qui, quitte 3 en extraire une sous suite,

convergent p.s. vers deux fonctions O, ¥ . On vérifie alors que
o 0e LR )
W ll
Ve &L 2 (R,,)
° WW 1

o X = I 0(z) wW(dz) + I 9 Y(z,z') W(dz) W(dz'")
R

1 Rl

3-2 - Théorémes de représentation de martingales

Au chapitre II, on a défini des martingales, I-martingales, l-martingales
propres & partir d'intégrales stochastiques, simples, doubles ou mixtes . Dans
le cas de la filtration brownienne, toute martingale de L2 est la somme d'une
intégrale stochastique simple et d'une intégrale stochastique double ; toute
l-martingale est l'intégrale stochastique simple, d'un intégrande l-adapté,
cette propriété étant raffinée si la l-martingale est mesu-
rable et adaptée [9] ; enfin, pour une l-martingale propre xst , mesurable
et adaptée, on obtiendra une représentation sous forme d'intégrale mixte dés

que le processus 3 variation bornée (X, ) est régulier.

It’t

Théoréme de WONG et ZAKAI , 3-3

Si {Mz s Z € Rll} est une martingale de 12 , alors il existe une

. 2 ~2
fonction O de oZ;w(R]l) et ¥ de & ww(R”) telles que

M o=M + f o(g)w(de) + I , Y(E,E")W(dEIW(dE")
R R

L z z
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Démonstration

f\«
Il suffit de remarquer que M, € Lz( 6411) , d'utiliser la

représentation de MII donnée par le théoréme 3-2 et d'écrire :

Mz = E(MH I Q:z) ‘

Soit {Mz , 2 € Rll} une I-martingale de L2 , on a alors le résultat

suivant :

Proposition 3-4 : Représentation d'une I-martingale de L2

Soit M une l-martingale de L2 définie sur R]1 .

I1 existe, pour tout t € [0,1] , Un processus L](t 3 Z,Ww)

Ll(t 3°,°) ¢ R]] x § — R

mesurable , wut-adapté, nul si v >t (pour z = (u,v))

tel que :
2
E L](t;z) dz < o
R
et avec
Mat - Mot + J Ll(t;z)W(dz)
R
st
Démonstration
t
4
1=
t Mlt
|
: + s
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Mlt est dans Lz( G:II) et donc, il existe Ll(t;z) donnant 1la

l-représentation de M Ll(t,z) vérifie les propriétés annoncées. La

1t

variable centrée M, - M s'écrit
It ot

Mlt - Mot = J L](t;z)W(dz)
Rt

et donc, puisque M est une l-martingale :

Mst = Mot + I Ll(t;z)w(dz)
Rst

Ce résultat ne donne aucune propriété de mesurabilité de la 1-dérivée Ll

en t. Une adaptation du lemme 3-2 3 la recherche de bases de Lz( Grlt)

permettrait d'obtenir une telle mesurabilité

Dans le cas ol Mst est une l-martingale adaptée , mesurable , on a

le résultat suivant obtenu dans [9] par CAIROLI et WALSH :

Théoréme 3-4 : [9] représentation des l-martingales adaptées, mesurables de L2

Soit {Mz s Z E Ri} une l-martingale, adaptée, mesurable, de L2.

I1 existe un processus Ll :

L, : R, X ;E x Q—» R

tel que
a) (t; z,w) — Ll(t ;s z,w) est mesurable

b) L](t ; u,v) est Git-adapté, nul si v >t

¢) Pour tout (s,t) : E [ L%(t;z)dz < o
R
st

d) Mst = Mot + [ Ll(t;z) w(dz)
Rst
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Ll sera appelé la l-dérivée de M .
Ce résultat est basé sur le lemme suivant annongant qu'il existe une famille

2
de bases des espaces |N2( G7t) dépendant mesurablement de o

Lemme 3-4 [9]

Soit LZ( Q:i) = LZ(Q,qri,P) la suite croissante d'espaces de
Hilbert de L.Z(Q,G7,P). On peut trouver pour chaque t une base
orthonormale {Zn(t), t > 0} de LZ( Q;g) , avec Zo(t) =,

telle que
1) (t,a) —— Zn(t,aﬂ est mesurable, pour tout n .

2) 11 existe une suite de processus {Wn(t,z), z € mf , t € Rw}

telle que, pour tout n
B«
a) (t;z,w) -——a-Yn(t;z,uﬂ est Bx B x mesurable

b) Wn(t;u,v) est Q:u -mesurable, nul si v > t

t

c) Zn(t) = I 2 Wn(t;z) w(dz)
R
L +

Pour les l-martingales propres de L2 , mesurables, adaptées montrons

le résultat suivant :

Théoréme 3-5 : Représentation des l-martingales propres, adaptées,

mesurables, de L2

Soit {M (s,t) € Rll} une l-martingale propre, mesurable

st?

adaptée, de L2 telle que, il existe une mesure non aléatoire

finie Vv sur [0,1] et un processus p(t,w) vérifiant
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t
(a) M, = f p(v) v(dv)
(o}

A=
(b) (t,w) — p(t,w) est GSX \rll mesurable

(c) p(t) est Q:]t-mesurable

1
(d) Ef p2(t) v(dt) < w
(0]

I1 existe alors un processus B] : [0,1] x Rl X § — R tel que
2
(a') (t ; z,0) ——> Bl(t ; z,w) est ® % X G: -mesurable

11

(b") Bl(t s u,v) est G;ut-mesurable, nulle si t < v

(c") E[ Bf(t;z) v(dv)dz < «
[0,1]xr,,
a" M =M  + f B, (v;z) v(dv)W(dz)
st ot [o’tlstt 1
Démonstration

)

D'aprés le lemme 3-4, on peut décomposer 1'élément o, de L2( G:lt

sur la base {Zn(t), n > 0}

pp= L p Z (t) = f B, (t;2z)W(dz)
t nzo n,t n R 1
It
avec
By(ts2) = I o o ¥ (t52)
no
Bl vérifie bien a') et b') puisque p = E(p, 2,(t)) est mesurable en t.

n,t



Puisque

E Di = f Bf(t;z)dz
st
le point <¢') est également vérifié d'aprés d).
Enfin, pour la l-martingale propre centrée, Mst - Mot , on a pour tout
(s,t)

t
M, - M, = f (fR By (V;2)W(d2)) v(dv)
sv

- f B,(v,2) V(dv) W(dz)
[o,t] xR,

d'aprés le théoréme de Fubini. |

¥ 2

On notera o\.vw(R]l) 1'espace des processus Bl vérifiant les

conditions a') b') c¢') précédentes, aZ?iw(Rll) si Vv est la mesure de
v . 2

Lebesgue sur [0,1] . Ces espaces colncident avec les espaces &Z’vu(to,zo)

définis au chapitre II, §3.

3-3 - Un lemme fondamental de calcul stochastique

Le résultat suivant est essentiel et simple 3@ démontrer : il traduit le
s
fait qu'une intégrale (de bord) f ®(u) M(du,t) de ¢ relativement & une
0

l-martingale M , au niveau t s'exprime également comme intégrale en W(d£)
sur Rst pour le méme intégrande. Nous utiliserons a plusieurs reprises ce

. . . 1 <
résultat : existence d'une version continue en (8,t) du processus <X>( ) ou

- X est une s.m.r. (§ 5 de ce méme chapitre), formule de Green ... . Ce résul-

tat sera généralisé au chapitre V, §5, traitant de la formule de Green.



Lemme 3-5

L Soit ¢ : R+ X Q —— R un processus mesurable, l-adapté,

1

vérifiant, 4 t fixé :

2 _ ¢ [° )
(N el = E| o@ <" (du,t) < o
0
Soient les deux intégrales stochastiques, 1'une par rapport a un

processus 3 | indice :

s
Ist = J ®(u) X(du,t)

o]

1'autre par rapport & W :

JSt = JR ®(u) Ll(t s u,v) W(du,dv)

st

Alors, sous (1) , Ist et Jst existent et sont égales.

Démonstration

Puisque Ll est la 1-dérivée de X , on a d'aprés le théoréme |

de [10] :

<x>(l) = f Lz(t;z)dz
st R 1

st

et donc (1) s'écrit :

E f ¢2(u) L?(t s u,v) dudv < o
Rst

Soit X wune l-martingale, adaptée, mesurable de L2, de 1-dérivée
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Cette condition, qui assure l'existence de I , assure aussi 1'existence
de J (cf. chapitre II, §1, intégrande l-adapté et intégration par rapport
3a une martingale forte).

Soit ¢n : R, X  —— R une suite de processus simples, l-adaptés, mesurables,

tels que

e - o |1 — o

s
et In(s,t) = Jo ¢%u) X(du,t)
_ . n
= ? @n(l) X(Ai)
= I ¢n(i) J L](t ; u,v) W(du,dv)
i
A?X[o,t]
= f ® (n) L,(t ; u,v) W(du,dv)
n 1
R
st
et donc

E(I (s,0) - 3(s,t)% < [[8-0[|2 —— 0
n
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§ 4 - Quelques inégalités.

Théoreme 4-1.-

Si ¢ est un processus mesurable 3;-adapté de L3N (N=1),0n a pour tout a<b,
c<d
E(S
(a,b]x [c,d]

| (avec K = [N(ZN—1)]N).

o(z) W(dz))2N < K(b-a)N_1(d-c)N"1S E qozN(z)dz
[a,blx [c,d)

Remarque : Sur R, si ¢(t) est un processus Ft-adapté et B le mouvement brownien,

on a

b 2N 4D
E( e®B@)” < Kb-a)" ‘S £ 2N () dt
a a
(pour N=2, cf. Gihman et Skohorod [1], p. 385).

Démonstration :

Posons A = [a,b] x [c,d].

# Supposons d'abord que ¢ soit une fonction simple, et posons

I =S o(z) W(dz).
A

Choisissons une partition m passant par les points exceptionnels de 1la fonction simple ¢.

Notons Aij les éléments de 7 et (pij la valeur de ¢ sur AIJ
I= D o5 Wlayy)-
1,]
Développons 2N par la formule du bindme aprés avoir ordonné par rapport aux
termes (i,j) maximum pour 1'ordre du balayage vertical. Notons ¥ pour la somme
prise sur (i',j') tels que (i' <i) ou (i' =i et j' <j). Les termes ol W(Aij) apparait

avec un ordre impair étant d'espérance nulle,
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2N-2
N 2 1 2 2
BN =2 E g[yjcpi.j. Wogi) | Wiy

2N-4
4 y 4 4
+ ...
2
c2N-2 r 2N-2 2N-2
CoN Ej'zJp 20 ,W(Ai.j.)] 9% W(A )
+ EpeN W(Ai.)ZN.

ij
Quand le pas de la partition tend vers zéro, tous les termes tendent vers zéro sauf le
premier. E(IzN) est donc égal a la limite de ce terme ; si k = CgN et R = [a,s)x[c,t],
on a

2N-

E@®M) =k { ((  ole) waz) 2 (s, t)ds dt.
R R

bd sd

Remarquons déja qu'il résulte de cette formule que E(IzN) est fonction crois-

sante de la borne b du domaine d'intégration

b d

(N = kE S x(s,d)ZN‘ZS o (s, t)dt ds
a C
X(s,d) = gR () W(dg).

Appliquons alors 1'inégalité de Holder
ES x2N Yds<(ES > x(@N- 2)a45)"/a (ES yP) /P

en choisissant q de sorte que
(2N-2)q = 2N

soit p=N

21l
M) < k(g:E [SR 0(€) W(ds)]?'l\lds)1 N (S:E[ S: <p2(s,t)dt]N a5
sd

Utilisant 1a remarque sur le fait que E(IZN) croit avec la borne droite du rectangle

d'intégration,
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N-1 D

§

ELSd <p2(s,t)dt]N ds)

b
erMN < K(S E(D)ds)
a a C

b d =N
E(Y) <K(b-a)NV! S EB Qs Hat]| ds .
a C
Appliquons a nouveau 1'inégalité de Hlder pour le méme choix de p,q :
{ Pls,at=(( 190 /a ACAMCRED /
C C C

d N d
N- ..
[S <p2(s,t)dt] < (@-oN! \ 02N (s, t)dt
C C

et finalement

d d
(Y < k(b-a)N" 1 (@-0)N! S S E o2N(s,t)ds dt,
a C

ce qui est le résultat du théaame 1 pour ¢ simple.

# La démonstration de cette inégalité pour une fonction ¢ vérifiant
E S <p2N(z)dz <o s'obtient en approchant ¢ par une suite de fonctions simples ¢ "
A

telle que E S (=0 n)2N(z)dz —0.
A

Théoréme 4-2.-

Si ¢(z) est une processus 3;-adapté de L4, posons
p-[C (“o@ued] - ¢ ¢ P
_[Sagcq)zw z_\ -Sagcgo z)dz.
1°) On a
2 2 b _d -4
E(D )=§E[Sagcp(z)w(dz)_‘ :

2°) Si ¢(z) est dans L8, ona

E(DY = ;/.‘E[gb Sd <p(z)w(dz)]8.
ar’“'cCc

-

Remargque : On déduit de ces deux théorémes que

b _d
E(D?) < 24(b-a)(d-c) S g E ¢ (2) dz
a C

b .d
E(D4) <C (b-a)3 (d—c)3 S S E ;p8(z) dz
avc

(C =341.232).
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Remarque : D est la différence de deux termes du méme ordre de grandeur. Contrai-
rement a ce que 1'on aurait pu penser, D est encore de ce méme ordre de grandeur.
Majorer un moment quelconque de D se fera donc toujours en majorant le moment cor-
respondant de chaque terme de la différence et en utilisant 1'inégalité

2k

(X-Y) 2k 2k:\ .

sck[x +Y

Démonstration :

11 suffit de 1a faire pour une fonction simple ¢ , le résultat s'étendant aux

4 ou de L8 par passage a la limite dans ces espaces.

fonctions de L
Nous reprendrons les notations du début de ce paragraphe. Pour une fonction
simple ¢ et une partition 7 plus fine que celle définissant ¢ , on peut écrire

D=A+B
avec

w(a,.) wi,,

A =2TT o 010 Wby Wy,

ij
2 2
B =173 ¢5.[Wa.)-la]l.
ij 9o

De sorte que
1) E(D?) =E(a%) + E(B%) + 2E(AB)

terme A2

: Dans A2 apparaissent des produits de W(A ) pris en 4 points.
Un tel produit est d'espérance nulle sauf si les 2 points maximaux (au sens de 1'ordre
du balayage vertical) sont confondus
2
2 ‘ 2
E(A%) =4 Ei'?[z‘ Py Wity g0 ] o 1y
b_.d

0

a“C

00 ptowian T ebts, dasct
a“C

dont on a vu dans la démonstration du Th, 1 qu'il valait E(I4)/ k. Ici donc (2N-2=2)

E(A%) =§ E(1Y.
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termes 82 et AB :

E(B%) =D E w‘;j [W(Aij)z- la: ]2
ij
-TE oj3[211%]
ij
< 2|4 E ¢*(2)dz
SRH

E(BZ) tend vers zéro.
EAB)| < (E(a2)"2 E(B6?)"/?
E(AB) tend vers zéro.

On en conclut bien que

2 2Pl a7 NS
E(D?) =35 EL(SaSC o(z) W(dz)) J 24(b-a)(d-c) gagc E¢t(z)dz .

200 EOY =E@Q?Y + 4E(A%B) + 6E(A%B?) + 4E(AB’) +E(BY).

E";E"_‘S__E_(_A_t)t Si1'on note
QIJ = @ (pi'j' W(Ai'j')) (pij W(AlJ)
ona ) )
A =16[_;7_; Qij:\
ij
Donc
4 4 4 2 2 2 )
B =16E D 01,50 Wty o))" ey 14351+ 16 CUE DG o35 Wl )" Qg e -

Le premier terme équivaut a
~b .d s.d 4
16||E olE) W(de) | (s, t)dsdt = cste |a] E(?)
5, 5 LSS J |

qui tend vers zéro. Le second vaut

ExCEpn@ 0y Wiay
z

6 2

qui tend vers

bd. s d 6
16 Ega Sc[gasgc A2) W(de) | (s, t)ast = ;—EE(X:S: AEW(dE)) - 2E(°)

E(AY) - ; E(1%)
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lorsque la partition 7 tend vers zéro.

Autres termes :

4 2
BB "D EY o W% 181 ] + DE[ Z o, Wy 150)- 1811] @3 W) - IAl]z.
ij
Le premier terme est d'ordre lA|3, le second |A|
E@B%Y — o,

quant aux autres termes, 1'inégalité de Holder permet de conclure :
E(6’B)| < E@YY4EEY
E(a2B?) < E(}\4)1/2 E(84)1/2
E@BY)| < B4 EEYH4
Ils tendent donc vers zéro, ce qui achéve de démontrer le théoréeme 4-2., B
On notera dans la suite

0y = [0,1] X By X 4 X (0,1].

Corollaire 4-3,~

Si M=6.W+p.WW
EM(Aij)4 < c. ‘[SAUE 0%(2)dz + So E v*(z,2")dz az'

ij
EM(, )% c'|a. Eg*(z)d 4, v
i,a)'<c l Jl[S[O,ﬂxAj z Z+S[O,11><ij[0,1]2Ew (z,z")dz dz J

Lc=10.368, c'=288.

Démonstration :

Miay) = 0W(dz) +§  (z,2) Wlaz) W(dz").

.. O..
Ay ij
Utilisant (a+b)4 < 8(a4+b4) et le théoréme 4-1

E(M(Aij)4)58.36[lAile E64(z)dz+|A.|S

4
AiJ' 390, 1]><A {SAl o, (Z,z')W(dZ)} dqu.
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Réappliquant le théaeme 4-1, on montre la premiére assertion du lemme, avec
Cc= 8x362.
De méme, partant de

M(i, A,) =S

; 9(z)W(dz) + S v(z,z")W(dz)W(dz").

[0,1]xij[O,si]x[0,1]

[0,s; ]xAJ
On montre par application du téatme 41 1la seconde assertion, avec c'=288. B

On déduit immédiatement que si 7 est une partition de [0,1 ]2 en rectangles
Aij ayant tous la méme aire
4 4 4
o EM(a..) sclA..l[ Ef (z)dz+S Ey (z,z')dzdz']
ij ij 1j R2
1 1

étant réguliére sur 1'axe des t
S E M(i,Aj)4s c 1[8 E6%(z)dz + S R Ew4(z,z')dzdz'].
] Ry Ry
On démontre de méme le cordlaire suivart ou c1 et c2 sont deux constantes

aisément calculables :

Corollaire 4-4,-

Si M=6.W+y.WW
EM(Aij)8 <c, IAij IB[SAI E298(z)dz + SG Ews(z,z')dz dz']
1j ij

E as(z)dz + S E qps(z,z')dz dz'].

EM (i,Aj)8 <c,la, 13[8

| [O,I]XAJ.X[O,I]2

(0,1 ]x%

Corollaire 4-5.-

Si M=6.W+p. WW

E[< M>(Aij)2:l < \Aij l[SA. .E 94(Z)dz + SG Ey 4(z, z')dz:\
ij ij
E 64(z)dz +S

E[<M>(1,Aj) :\szlajlg E¢4(z,z')dz].

0,1 xax[0,172

0,1 .
L [’ ]XAJ



Démonstration :

<M>(Aij)=g 2(z,z')dz dz'.

2
9°(z)d
. zz+8@zp

Donc 1 1]

E[<M >(Aij)2] < Z[E( SA )° . E(SG ;pz)zj
ij ij

2 2
(SAi.a (z)dz) < (SA 1.dz) x (Sa..

J 1j ij 1j

64(z)dz) < lAiJ.l SA.. 64(z)dz.

3 - 43

De méme pour le terme en y, d'ou la premiére assertion du corollaire 4-4 ; la deuxieéme

inégalité s'obtient de la méme facon. B
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§5 - Semi-martingale représentables (s.m.r.)

Nous nous limiterons dans ce paragraphe 3 1'étude de processus sur

2
R, = [0,1]".

5-1 - Définitions et propriétés des s.m.r.

5-1-1 - Définitions

Soit X une martingale faible réguliére sur Riys de L2

(cf. chapitre I, §3) . X s'écrit

X =M+ pl + p?

oi M est une martingale de L2 , PI une l-martingale propre de L2 ,

P2 une 2-martingale propre de L2. (chapitre I, propriété 3-4).

. 1
Si (Plt

mesure de Lebesgue :

) (resp. (Pil)s) est absolument continue par rapport 3 la

t
P}t - fo p,(V)dv (resp. Pi, = Io Py (u)du)

o P, (resp. p2) vérifie les hypothéses du théoréme 3-5 de ce méme

chapitre, alors, il existe 61 € oZ?iw(R]]) tel que

P;t = f Bl(v,z)dv w(dz)
[o,t]XRst

2
(resp. 82 € c:f ws(R”) tel que

2

Pst = f
RstX[o,s]

Bz(z;u) W(dz) du)
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Définition 1| : Martingale faible représentable de L2

C'est une martingale faible de L2 , s'écrivant

Y = M+ p 4+ p?

avec

M=0W+VYWW , Oce 'ié(R”) , VYe L 2 (R

w,W ll)

! 2
P, B e LR

2 2
P° = ByoWV , Bye LU R

On notera en abrégé : Y est une m.f.r. . Une m.f.r. est nulle sur les axes.
On notera

* L 2

On dira que Pl est une l-martingale propre représentable (en abrégé 1-m.p.),

P° une 2-m.p. , oubliant en général le r de représentable.

Définition 2 : Semi-martingale représentable

C'est un processus X s'écrivant
X = Y+ B

oi Y est une m.f.r. de L2 et B un processus absolument continu :

B, = JR &g = (-2,

z

ol % € sf é(Rll)
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On notera X est une s.m.r. .

2 . .
Une s.m.r. est donc un processus de L°, admettant une version continue,

s'écrivant

X = M+p +p2 4+

On notera en abrégé "B est 3 v.b." , pour dire que B est a variation

rectangulaire bornée .

Proposition

La représentation d'une s.m.r. en (6,%,31,32,®) est unique.

Démonstration

I1 suffit de démontrer que si
0=0.W+ Y.WW+SI.VW+32.WU +@.2

. . s 2 .
les cinq intégrandes sont nuls dans leurs espaces L~ respectifs.

s
0= [ L(t5z') Wdz") + [ @ (u,t) du
R o
st

La partie l-martingale, continue en s, est aussi 3 variation bornée. Donc pour
tout t

Ll(t;z') =0 z'x W -p.s.
D'autre part, {Ll(t;z'), G'i} est une semi-martingale 3 partie martingale continue;
on en déduit donc que 6,Y et Bl sont nuls.

Le méme raisonnement fait sur la 2-représentation conclut 3 dz = 0. Il s'en

suit que ¢ est &galement nul.

quadratiques que nous développerons au chapitre IV (§ 2-1).

0=<X >ll = f 92(2) dz + I ) fz (z,2') dz dz'
R R

@ et f sont donc nuls. Par ailleurs, pour tout t compris entre 0 et |

t
]
0=<X >ft) = Ip {fo ﬂl(v,z')dv}z dz'

1t
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donc
ﬁl(t;z') =0 txz'x W -p.s.
On montre le résultat analogue 52=0 en utilisant la 2-variation quadratique.

Et 1'on conclut que yp est également nul. @8

l-représentation de la s.m.r. X

On notera

Ml est une l-martingale (en abrégé : 1-m), B] étant un processus a

|-variation bornée (1-v.b.)

X = Ml + Bl

est la 1-décomposition de la s.m.r.

D'aprés les propriétés de Fubini, de 1'intégrale stochastique double,

de l'intégrale mixte (cf. chapitre II, §2 et §3), on sait définir la l-dérivée

L1 de M] , et la l-dérivée (au sens ordinaire) de Bl

M;t - IR L, (t32) W(dz)

st
t
L, (t;z) = 0(z) + f ¥Y(z',z)W(dz') + j Bl(v;z)dv
Rl 0
t
(si z = (x,y), 1'intégrale sur th est en fait prise sur th)
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s
1
Bst = IO \fl(u,t)du

$ w0 = f

t
82(2';u)W(dz') + fo (?(u,v)dv

th

Symétriquement, on a

2-représentation de la s.m.r. X

avec M2 = M + P2

et les représentations

Mgt = J L2(z;s) w(dz)
R
st
)
LZ(Z;S) = 0(z) + j ¥(z,z') wW(dz') + J BZ(Z;U)du
R 0
sl
t
2
BSt = f (Fz(s,v)dv
o
s .
&{?ch,v) - f B, (viz) W(dz) + f \F(u,v)du .
R 0
sl
Quand on fera intervenir plusieurs s.m.r. X, Y, ... , on distinguera

les différentes parties de la décomposition et les fonctions intervenant dans

leurs représentations par 1'adjonction de X, Y, ... en indice, par exemple

MX’ LIY’ \PX’
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, 1=1,2.

Norme ||X]|]| et semi-norme ||f]| ,  1£l
P xP i,xP

On dira que la s.m.r. est dans P, P 22 si les fonctions
o, Y, 81, 82,(p associées 3 sa représentation vérifient les conditions de
e ye. 2 Lo gscss . 2 ~
mesurabilité et de support déja définies, les conditions L~ é&tant remplacées

par les conditions LP correspondant a chaque type ; on notera
P _ P p |2 p P
[IXIE = 110112+ [1¥]12 + 18,112 + 18,112 + |1§]?

Si f est un processus mesurable adapté, on définira la semi-norme

el , o
HfHﬂ,=Ef | £] (2) bﬂpu)+|?lhzﬂdz
X Rl
+ E f |fl(x,y) |B [p(y s x,v)dy dx dv
(0,]]3 ]
vu [yl (8P 5 Wau by ax
{0’1]3 2
+ E f 2 lf[(x,y) I\P|p (u,y ;3 x,v)du dy dx dv
R11
(de sorte que ||X||p = Il]llxp)

Nous introduirons enfin deux autres semi-normes

1
[1£11P p-sf |ﬂu)®ﬂ%n+lwwu>+j|mP@umv
1,X Ry 0

1
+ J IBZIP (z;u)du + J lWlp(z',z)dzi} dz
0 Rll

et la semi-norme [Ifl| p définiede fagon symétrique.
2,X



3 -50

5-1-2 - Les divers processus croissants associés 3 une s.m.r. X

Le processus <X>

<X>St = <M.x>$t = J 62(2)(‘12 + J ) ‘i’z(z,z')dz dz'

t
[ Rst

est un processus croissant, mesurable, adapté continu vérifiant

v < |,

L - <

est une martingale faible

st st
. 2
v = lim o DOX(8; 0 [10]
1w
u°L
. 2
ta BB |§‘Fij) [10]
u-lL

ol les limites sont uniformes en (s,t) € R,, » dans L] lorsque le pas de la

partition T = (Aij) , A..

i = ](si,tj), (si+], tj+l)] tend vers O ,

<X>st est un processus 3 v.b. :

<X = f {OZ(X;Y) + f Wz(u,y;x,v)du dv}dx dy
R

st ny

(N

Le processus croissant <X>

En général, pour une l-martingale, on ne sait définir le processus

<X>§é) que t par t . Cependant, si X est une l-martingale 3 a.o.l,

il existe une version continue & droite en (s,t) de <X>§l) que 1'on note
1

encore <X>( .
st



3 -5l

Dans le cas oi X est une s.m.r., on va définir une version de ce

processus qui soit également une s.m.r.

Théoréme 5-1

Si X est une s.m.r. de L4 , on notera <x>(]) ou <M;>(I)
S st

t la

s.m.r. (continue) représentée par

M o + 2 ( L (viz) ¥(u,v ; 2z) W(du,dv)dz
st st 2 I

RSt
+ 2 I Ll Bl(v ;s 2z) dv dz
[0, e]xR_,
Alors (M)l()2 - <X>(]) est une l-martingale .

Si X et Y sont deux s.m.r. de La ,

1
<X,Y>§t) = <X,Y>st + f ) [L]x(v;z) WY(u,v s z) + L]Y(v;z)WX(u,v;z)]
Rst W(du,dv)dz
(L]XBlY + LIYBIX)(V;z)dV dz

’ J[o,t]XRst

1,1 (1 . .
est telle que MXMY - <x’Y>st) solt une l-martingale .

b

Démonstration

AI = I 2 L?(t;z)dz est un processus qui vérifie bien: M - A1
R

st
st
est une l-martingale (cf. [10] , théoréme 1). Reste 3 obtenir la

- . 1
représentation de A'.

{Ll(t;z), t € R+} est, 3 z fixé une semi-martingale représentable

3 un paramétre. La représentation en est donnée au §5-1-1. Puisque X est
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2

dans La , on peut appliquer la formule de Ito en t 4 LI

t
L?(C;Z) = 0%(2) +2 J L, (y;2)L,(dy;z) + <L,(*,2)>,
(o}

Appliquant alors le résultat du lemme 3-5 & 1l'intégrale en Ll(dy;z) ,

on obtient :

t
f L, (y;2)L (dy;z) = f L, (ys2) ¥(x,y;z) W(dx,dy)
0 R
It

+

t
[ L]'Bl(y;Z)dy
0

et on a d'autre part :

<Ly (0,2)>, = f v2(z',2) dz'
R
It

Ll? et LlBl étant dans les bons espaces <§f2 correspondant aux

intégrations en W(dz)dz', dv dz' , on en déduit le résultat . B

5-1-3 - Semi martingales non nulles sur les axes

Si 0{= {G{z} est la tribu brownienne, les tribus O;o’

80
et J‘ot sont triviales. Tout ce qui a trait aux notions de martingales
relatives a (F ne fait pas intervenir le passé (au sens large) RZ\-RE de

2
" -

. s = . 2 . . ~ .
Continuant a étudier des processus sur R+ , cette situation se généralise
. . j{ U
naturellement de la fagon suivante : soient { s S> o} , { ¢ » t 2o}

deux familles de tribus vérifiant les propriétés suivantes

-l b .
(Zo-l) /ds et Z’t sont croissantes, complétes
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(Za—Z) ﬂs et O; sont continues 3 droite

(WU

o o

(5-4) Ms et Z/ct sont orthogonales conditionnellement 3 ﬁo

(L'espace de base est un certain ({, F ,» P) sur lequel est défini
w Fo (Fon.

A ~S
Soit alors la famille : Q: = { Q:’ st} ot

& = G;st\/}rfs\/()'t

st
~v
{F vérifie les conditions (F-1 - F4) habituelles et on peut interpréter
ainsi j‘* et U

S t

}’(0 = O/o résume la passé (strict.) de 1l'origine
#s résume le passé de (s,o0)

l)/t résume le passé de (o,t)

Donnons deux exemples d'une telle situation :

2

Exemple 1 : Soit zois , zo< (0,0) (éventuellement (-, —x)),

W le bruit blanc sur IR2 et

M -

8

Ql

W) , a=]z,2'], z <z<z2' g (s,0)}

(/Yt =0 {w@) , A =]z,z'] » 2, €z € z' < (o,t)}

(0 pour complétée)

et G’;-E{WE-W(IO,EI) , 0< &<z}, zeIRi
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alors

~

G:z = o{W(a), A = ]z',z"] , z <z'<z2" € z}
dés que z, < z.,

Exemple 2 : Soit W le bruit blanc sur Ri , b] , b2 deux browniens i

un indice, indépendant entre eux et indépendants de W , soient

/J“'f)s=’6{b](u), 0<uc<s}t V 590
Ut=6{b2(v), 05vst}v670

~

ol GDO est une tribu orthogonale

(3

~
bl . b2 , W . Alors 0? vérifie
encore les propriétés (F).

Ces deux exemples se réduisent 1'un 3 1'autre grice 3 la proposition .
prop

Proposition 5-1

Soit {Wz , 2 € IRE} un mouvement brownien sur (2, (1 , P),

bl’ b2, 670 vérifiant les propriétés de 1'exemple 2 ci-dessus.
VI VY
Alors, pour tout z, < (0,0), il existe un espace (Q/GT ,P) et

v v
un brownien W = {Wz y 2 2> zo} sur ce nouvel espace tel que

lo) 670 = E{Q(A) ’ A C:]Zo, (0:0)]}
N
2°) b(s) = W(](o,t ) , (s,0)]) , s2>0
; "
L3 by(t) = W(](s ,0) , (0,8)]) , t 20

v . 2
4°) W(a) =W() si A<R]
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4\ t

(o,€)

v{o,o)

:?;;f??/,f/'

(A.©)

\

Supposons alors que nous soyons dans la situation de 1l'exemple 2,

on a la définition :

Définition 3

Semi-martingale non nulle sur les axes

[}

X est une semi-—martingale représentable non nulle sur les axes si

X se décompose en

- (1 (2)
Xst Xo * Xg T X7+ Y,
ol ¢
A
o . . 07 2
1%) xoo est une variagble aléatoire °°~mesurab1e de L
m

2°) {Xs . 92 0 82 o} est une semi-martingale 3 |-paramétre

]

admettant la représentation :

8

0 [
. - p](u)du = ml(s) + bl(s)

Ol(u)b](du) + f
(o}

0
ol O] » P sont mesurables, adaptées, de eZ?% ([b,l]).
1

3°) Symétriquement , XEZ) est une semi-martingale représentable

4°) Y est une s.m.r. (cf. déf. 2).
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La proposition suivante établi qu'une telle semi-martingale n'est
2 . . ~
autre que la trace sur R+ d'une semi-martingale représentable (au sens de

la définition 2. définie sur [zo , (+w,+w)[ avec z < (0,0)

Proposition 5-2

Si X est une s.m.r. non nulle sur les axes, alors, pour tout
. . v . s ooV
z < (0,0) , il existe W , brownien défini sur (h,m , P), tel que

. .. 2 o L
X soit la restriction & R+ d'une s.m.r. X relative & W définie

sur [zo, (+°°,+°°)[ .

b

Démonstration

a) D'aprés la proposition 5-1, et le théoréme 3-1 de représentation d'une
”~
variable Groo-mesurable, on a

T

€ Lz((F ) et donc

00 00

%o = |
00

N N
ol O, Y sont dans les bons espaces associés 3 W et 3 [zo,o]

n N N N 4"
0(&) wW(dg) + j Y(E,E') W(dE) w(dE")

(2,9

[zo,o

b) ©, étant, mesurable, adaptée vérifie

1

E G?(u') < o , u' - p.s.

Donc, d'aprés le théoréme 3-2 (2-représentation d'une variable de
~S
2 L 3 -
L G;u' o)), et utilisant également le lemme 3-4 (dépendance mesurable
~
en u de base de L2( G:uvo)) , on a

n
GI(U') = IQ g](z;u')W(dZ) ’ Qu;.[(oyto)y (U,O)]

u
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-~ - 2
ou g, est mesurable , G;i-adaptee et dans &fz W
9

A\‘:
0 w’ > A
Qz'“' HJZI
Q.
t,
Posant alors pour Q, o' = [(O,to), z']
N "N -
0(z') = f g, (z;u') w(dz) si z'=(u',v') eR_ X [CO,OJ
Q,
l,u

N
¥(z,2') = g,(z;u") si z'Az, z' eR X [to,O]

on obtient pour ml(s) la représentation :

v v n n,
" 0(z') W(dz') + f 2 ¥(z,z') W(dz) W(dz')

ml(S) = f
Qg Qg

nNoA 2 .o o
ol O, Y sont dans les espaces cZ? associés au rectangle Q1 et 3 W .

c) Py vérifiant les m“emes propriétés que @l , on obtient pour bl(s)

la représentation

~ "N
bl(s) = f \P(z)dz + f Bz(z;v') W(dz)dv'
Qs str-toPJ

(si q](z;u') est la fonction qui donne la 2-représentation de Py > prendre :

~ "
Lf(z) - J qI(Z;u') w(dz') si z' = (u',v") €IR+ X [to,O]

1,u'

#,(z;u") = q,(z3u")
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d) On obtient pour Xéz) une représentation analogue.

e) Enfin, par hypothése méme Y admet une telle représentation sur
2 N
R, , relativement & W , donc, d'aprés la proposition 5-1, relativement a3 W .

Pour conclure, il suffit alors de remarquer que

N LV YA VI VIR VIR VR ~
X = W + ¥eWW + BV + B, WU+ feuv

(relativement 3 la nouvelle origine zo) , avec

n, 4V}
o O, Y définis séparemment sur les quatre zones , (20,0] R

Ql’ Pl’ Rll (avec g =0 et = sur Rll)
/\t
4
P, = ](s_,0), (0,D]
f Raa q, = J(o,t ), (1,0]
o 4 5 S
Q,

2,
N N n
o Y(z32') , Bl(v;z') et Bz(z;u') ont été définis si z et z'
appartiennent tous deux 3 l'une de ces quatre zones. On les prendra nuls si
z et z' ne sont pas dans la méme zone.

Vv 2
Par construction méme, on a X = X sur R+ .

Remarque
"
Le fait méme que VY , Bl et 82 aient 3 €tre pris nuls sur certaines
. 2 2 a - -
zones montre que tout passé R - R+ ne peut pas €tre résumé par une S.m.r.

3 un paramétre sur chaque axe.
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Si par exemple bl(s) et b2(t) sont deux browniens unidimensionnels
sur R_, X(s,t) = bl(s)bz(t) se représente comme s.m.r. a partir d'axes issus
NN
de z < (0,0) suivant X = Y*WW ou Y charge les (z,z') tels que

zA 04 z'

5-1-4 - 1Intégrale simple par rapport 3 une s.m.r.

Soit X une s.m.r. (de L2 , nulle sur les axes) :

X=M+P +p2 43

Définissons alors 1l'espace oz>§(R]]) comme étant 1'espace des processus

f:Qx Ri — R , mesurables adaptés et tels que

E3l] , < =
X
(la norme étant définie relativement 3 Rll)
On sait définir

° IR £(E)M(dE) , puisque
z

Ef £2(6) <> (dg) = ||£2||
Rll

2
< |[£°]]
Y x2

o I f(E)Pl(dE) » puisque d'une part P]
R
z

est une l-martingale propre représentable et que

E J fz(X’Y)B%(y;x,v)dx dvdy < =
R
11

(pour la définition d'une telle intégrale, cf. chapitre II, §3).
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Notons au passage que la définition d'une telle intégrale est possible parce

. . . . 1 p
que l'on dispose d'une inégalité maximale pour P , donc également pour

I f(E)Pl(dE) lorsque f est simple.
R

4

o on définit symétriquement J f(E)PZ(dE) s
R
z

o 1'intégrale par rapport 3 B est définie comme d'ordinaire.

Définition 4

Si X est une s.m.r. et f un processus de oZ?i(R]l) , on

définit 1'intégrale semi-stochastique de f en X par 1'égalité :

(£.X), = j E(E)X(AE) = (£oM + £,P' + £,27 + £0B)_

R
z

foX est une s.m.r., admettant comme représentation

ef’ \yf’ Bl,f’ Bz,f’ f avec H

o, = £:0, g, =F-¢

Wf(u,y;x,V) = f(x,y) Y(u,y;x,v)
B]f(y;x,V) = f(x,y) Bl(y;u,v)

Brg(x3u,y) = £(x,y) B,(x5u,y)

si 0, VY, Bl’ 82,(P représentent X.

Remarque : Notons que les parties martingale, non fortes, l-m.p., 2-m.p.

et 3 v.b., de X et de f.X se correspondent une 3 une.
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Nous montrerons au chapitre IV que si fn est une suite de fonction
&fZ . . n .
de X(Rll) convergeant vers f , alors L fn(l,J) X(Aij)z tend unifor-

mément dans L2 vers [ f(E)X(AE) (cf. ch. IV, § 3-1).
R

z

5-1-5 - La s.m.r. JZY

Soient Y, Z deux s.m.r. de L4 3

Définition 4

JZY est la s.m.r. (de L2) admettant la représentation :

JZY = YeWW + Bl-vw + B2°WU + deUV

¥(u,y3x,v) = L, (y3x,v)L,, (x5u,y)  (est dans aZ?éw)
Bl(Y;x,v) = LIY(y;x,v)LPZZ(x,y) (dans i,w)

Bz(u,y;x) = ‘PIY(x,y) Lzz(u,y;x) (dans 020‘2]’8)

o(x,y) = Pigxy ‘f)zz(x.y) (dans o‘fé)

(si Y,Z ¢ 4 s J est une intégrale double ordinaire , cf. |5])
ZY

Cette définition est justifiée par la proposition suivante :

Soit T wune partition de R]], A= (Aij) et
(Ai’j)s - (Ain [0,81) X [O,le

(i’Aj)t = [o’sil x (Aj N [O,t])
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A
b
t %
) Gzl
z
2
z _
s. s s -

Y
Proposition
R
La suite Jﬂ(s,t)
J.(s,t) = ?).Y(Ai’J)s Z(l.l\j)t

tend, uniformément, dans L2 vers JZY(s,t) lorsque le pas lﬂl

de la partition tend vers O .

Nous reviendrons au chapitre IV, § 3 sur cette propriété que nous

démontrerons sous une forme plus générale (théoréme 3-2-2).

Proposition 5-2

Pour tout entier positif p , on a :

£ < K f
el , < xllel] g+ 12l 5
X,Y

ol Kp est une constante ne dépendant que de p .

Démonstration

Traitons par exemple la partie de la norme correspondant 3 la partie

martingale de JXY

||f|lJP =E [RZ lf](X,y)LﬁY(y;x,V)Lgx(x;u,y)dx dv du dy

ol
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Utilisant 2ab ¢ 32 + b2 , on se raméne 3 une intégrale en Lfg .
L est la so de trois t dant 3 M ¥ P‘ d
1Y a somme de trols termes correspondant a MY ’ MY » Py et donc

on se raméne 3 l'étude de chacun d'eux utilisant :

1

(a+b+c)P ¢ 32P (2P 4 p2P , 29y

I1 suffit alors d'utiliser 1'inégalité de majoration de la puissance 2p d'une

intégrale stochastique (§ 4) pour conclure. B

En général, il n'y a pas de majoration dans 1l'autre direction

(@) péut étre nul sans que Z , Y le soient) .

Y

5-2 - 1Inégalités maximales pour une s.m.r.

Si X est une s.m.r., nous allons &tudier deux types d'inégalités

maximales :

o 1l'une majorera E suplX(A)zlp s, P>1 8i A est un rectangle
z

de Rll . S1 A= Rll , on obtient une inégalité maximale sur X .

o l'autre pour I X(A)gt sl T est une partition fixée de R

- 11

On spécifiera ces inégalités dans le cas p = 2 .
Ces inégalités seront d'une grande importance pour l'étude des diverses

variations-produit d'une s.m.r. (chapitre IV).

Soient z = (ao,to) < z, = (sl’tl) deux points de Rll ,
A=b, xb, =]z ,2] et

7. [0,5,] 8, < 8) x [0.¢}]

a

| = by x 8y x [0,1)]

Cy = [os)l x 8, %8,
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les trois grandes ombres de A dans Rfl , [O,l] X Rll , Rll x [0,1] .

On a alors la représentation de X(A)

Lemme 5-1

Si z € A, Yz = X(A)z est une s.m.r. de facteurs de représentation

Oy (8) = 1ipopy OB 5 &PY(E) = Veen) \,DX(Q

Y(E,8") = 1o iy oy Yx(EsE")

La démonstration de ce résultat est immédiate.

Limiter 1'étude de X(A)st aux points (s,t) € A est sans importance

pour la suite ; en effet :

sup |X(A) | = sup |X(A)_.|
s,t St (s,t)eA st
Lemme 5-2
Si Pl =B *VW , si n est un entier positif ,

1

2n |2n-l

E B%n(v;z)dv dz
a,x6,x[0,t]

n
E(sup P (A)st

-1
) <k 8177 A
s,t

2

avec
2n 3n
K = Z___117;_
n (2n-1)
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Démonstration

D'aprés 1'inégalité maximale pour les l-martingales propres,

on a

1 2n 2n ,2n 1 2n
E(sup |P (A)stl ) < G E(Var P ()

s,t 1’

)

Or

. J lf B, (viz) W(dz)|dv
1 A a,x[0,t,]

2

et donc, d'aprés 1'inégalité de Holder

(Var PI(As .))Zn < |A2|2n_] JA [IA | Bl(v;z)W(dz)]2n dv
1? xl0,t
2 1 *T1

Utilisant alors la majoration de la puissance 2n de 1l'intégrale stochastique

(théoréme 4-1, § 4), on en déduit le résultat du lemme . B

On utilisera principalement par la suite les inégalités maximales

pour p =2, p =4 .

PR - . pz . 2
Théoréme 5-3 : 1Inégalité maximale pour X(A)st

Si X est la s.m.r.
X = OW+ YeUWW + Bl-vw + BZ-WU + (P'UV
alors

E(sup X(A)zt) < 4 E{16 j @2(z)dz + 16 j Wz(z,z')dz dz'
s,t S A (v

+ 4o f B2 (viz)dv dz + 4 |4 f B2 (z;u)dz du
o o

2
+ |A| j (z)dz}
N
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Démonstration

Ce théoréme se déduit immédiatement
o de 1'inégalité

2 2

(a+b+c+ d)2 < 4(32 + b2 +c” +4dY)

o de 1'inégalité de Doob-Cairoli

E(sup M(1)2,) § 16 E M(8)® (et théoreme 4-1)
s,t

o du lemme 5-2 (et de son symétrique) pour n = |

o de la majoration :

E(sup B(A)2) < |4] EJ P2 (2)dz
s,t A

On déduit alors du théoréme 5-3 les deux corollaires :

Corollaire 5-1

Si X est une s.m.r.

2 2
E sup X, < 64I|X||2
s, t
Démonstration

Prenant A = R11 ,ona :

E sup Xop < 4016 [0] 15+ [1¥[12) + acl[B, 112 + [18,]12) + [19]1%)
s,t

Corollaire 5-2

Si m={A..} est une partition produit de R,, , avec A.. = A, x A! ,
1] 11 i) 1 J

m|, = sup |A.| , |T|, = sup |A!| , si X est une s.m.r. admettant
] i 2 ]
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la représentation donnée dans le théoréme 5-3 , on a

a) Esup (I X820 <6 Qi6|]o[[2 + [v]]2)

.. 1]° st
s,t 1,] ]

2 2 2
e anly 1g 112+ 4 fnl, 118,112+ Inl, Inl, (1113

En particulier, on a

2 2
E sup sup (I X(Aij)st) < 64 I'xllz
m s,t 13

b) Si M2 + B2 est la 2-décomposition de X , on a :

Eosup (T X(s,800) < 4 (4] [W[[% + [n], [[82] |2}
s,t ] J

En particulier, posant : T = mX T,

E sup sup (I x(s.A.)i) g 16 lellz
T, 8t ] ]

J-

Démonstration

I1 suffit pour a) d'appliquer le théoréme 5-3 3 chaque élément Aij

de T, et , pour b) 3 chaque élément [0,1] x A} de Ty
On démontre de méme le théoréme suivant .:

2n

st n>0 entier

Théoréme 5-4 : Inégalité maximale pour X(A)

Y

Soit X une s.m.r. de décomposition donnée dans le théoréme 5-3.

Alors, il existe Cn » constante universelle finie telle que
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E sup X(A)2n < C IAln-l E { J Ozn(z)dz + I Wzn(z,z')dz dz'
s, t st n A g

+ |A2|n J B?n(v;z)dv dz + lAlln J Bgn(z;u)dz du
& cr

C3

ILE TS
A

On en déduit les deux majorations :

Coroll

aire 5-3

Coroll

Si X est une s.m.r.

2n

2
E sup (X)) € C_ IIX”z:

s,t

aire 5-4

Si mw = (Aij) est une partition de Rll , alors, avec les notations

du corollaire 5-2 :

2 -1 -1 2
a) E :ui (izj X(Aij)s:) $C |n|‘]1 |n|‘2‘ {llullzf1
9 ’

# ml3 TR IZR « [nl D [12212 + (| [n]3 |]8]]52)

En particulier,
2n 2n
] <
E sup sup (Z X(4;.) ) €C ||x||2n

T s,t 1] 1)7 st

2 -1 2 21,2
D B TGl ey [5G« Inl3 115715
’
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5-3 - Fonctions C2€] et @l

Théoréme 5-5

Si X est une s.m.r. de L2p (p entier positif) si
Ll(t;z) et (FI(u,t) sont les intégrandes de sa l-représentation,
alors
a) 02€1(z) = sup|Ll(t;z)| est dans L2P
t
b) ® (u) = supl\Pl(u,t)l est dans L2P
t
Démonstration

a) Ll(t;z) est une semi-martingale en t dont on a la

représentation :

L](t;z) = Q(z) + I ¥(z',z)W(dz') + I B](v;z)dv

R 0,t]

It

2p-1

De 1'in&galité (a+b+c)2p <3 (a2p + b2p + c2p) » on déduit :

sup L, (t;2) 2P g 327" E3<z)2P * sup {f ¥(z',z)W(dz")} 2P

t R]t

+ sup {J Bl(v;Z)dv}zﬁ]
t ’fo,t

Prenant 1'espérance des deux membres et appliquant 1'inégalité de Doob au

terme en Y et 1'inégalité de Holder au terme en B]

4
W(z';)w(dz')}2p+c' EI
P s

11

Bl(v;z)2p dé]

RO 32?"[% JOREES E{f Bl(v;z)ZPdé]

R
2p ' 2p '
< Kp E |0(z)7F + I ¥(z',z)"" dz' + f
R

11 [O’Il
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par le théoréme 4-1.

I1 suffit d'intégrer en z sur R, pour conclure

Ef LR(az < x| |m']|2P
Rl 1 P 2p
1

b) De méme

Y, ) = [ B,(2'5u) W(dz") +f
R

(P(u,v)dv
It t

[0,

WP,e) < 2270 [ Byt sww@e))?P + {|  flu,vav)®P
! R, 2 [o,t]

L'inégalité de Doob pour le terme en 82 , 1'inégalité de Holder pour le

terme en \,P entrainent

B0 P ¢ 2P E [c {f B, (2" su)W(dz") 1P+ f &pz"(u,wdv]
PRy (0.1

Appliquant 3 nouveau le théoréme 4-1, puis intégrant en u de O & 1 ,

2p 1 12p
EIOI oPwan < & 312 .

Théoréme 5-6

Pour tout entier p , il existe une constante Kp telle que, pour tout

processus g mesurable adapté

2 | lelen e ey < x llsll
Rll 1,(M)

2
b) f lel x,y) ¢P(x,maxdy ¢ & |lell |,
R, P 1, (B )P
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Démonstration

Ye = |8|1/2p(x,Y) Ll(t;X,y) est une semi-martingale en t >y,

dont on a une représentation 3 partir de celle de L]

2 2
sup (v.7) = [gl(x,y) x sup L (t5%,y)°P
t y<t<l

Donc

E[ lg| (x,¥) ozofp(x,y)] = E sup (yip)
t

< 3%P7! E{ lg| (x,y) E(U |07§)}

ol (si z = (x,y)):

AL O s“p{f ¥(z',2)H(dz") 7P + sgp{f B, (viz)dv}?P
[(o,y),(x,t)] Y:t]

et, comme précédemment,

E(U |<F§') <K E[e(z)ZP v VP (2", 2)dz"+ J B?p(V;Z)dVIWf’]
[(o,y),(1,1)] [y,1]

-

I1 reste 3 intégrer

E [ lsl(z)pr(z)dz <KE J
R R

g (2)[6(2) 2P + [ VP (2" 2)dz"
11 11 ‘

R

+ J pr(v;Z)dv
[0, 1]

=K [lell} q1y2e
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a 6
Ce qui prouve le point du théoréme 5. On procéde de méme pour le point b .

On a les résultats analogues relatifs a

() = sup |L,(z 5 9]
S

¢2(v) = sup |‘f2(s; v)l

S

5-4 - Continuité uniforme en moyenne quadratique d'une s.m.r.

Théoréme 5-7

Si X est une s.m.r. (de L2) X est uniformément continue en
moyenne quadratique sur R]l :
E{ sup |X(z") - X(z)[z} —— 0

|z-z' [<h h+o
z,z'eRll

Démonstration

1°) si 2z' = (s',t'") et 2z = (s,t) , 1'inégalité
[x(z")x(2)]? < 2{[x(z") - X(s",0)]%+[X(s",0)-X(2)]?)

permet de ramener la démonstration au cas ol z et z' sont, par exemple, de

méme ordonnée.

Soient alors M et B! les parties 1-m. et & 1-v.b. de X. L'inégalité

(a+b)2 < 2(a2+b2) permet de démontrer le résultat séparemment sur M] et B]

2°) Partie Ml : Soit L] la 1-dérivée de Ml . A t fixé, pour tout

8, » Y(s) = Ml(s,t) - Ml(so,t) est une martingale pour s > 5, L'inégalité

de Doob permet d'écrire si $| > s,
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A

E{ su Y(S)z} < 4E {Y(S])Z}
s°<sssl

N
&

E L%(t;z)dz
Ts,»s,]x[0,¢]

(

IN
S

: N Eofz(z)dz
e os,]x(0,1] !

1

ol &rl(z) = sup’Ll(t;z)]. L, étant dans L2 » 11 en est de méme de 02?1
t

(théoréme 5-5).
Quelque soit € , il existe une suite croissante s, = o, Sys +ee» S = 1

telle que :

VR - E Ozoz(z)dz < €
I[sk’skn]xlo"] 1

Posons h = sup(sk+] - sk). Supposons |s'-s| < h . 2 cas sont possibles :

% ou bien s et s' appartiennent 3@ un méme intervalle [sk,sk+]]

[ﬁ](s',t) - M](s,t)]2 < 2{[M](s',t) - Ml(sk,t)]2+[Ml(s,t) - M](sk,t)]z}

E sup[Ml(s',t) - M](s,t)]2 <4 E{sup[Ml(s,t) - Ml(sk,t)Jz} <16 €

% ou bien s et s' appartiennnent 3 2 intervalles adjacents, disons

8 € [sk_],sk], s' € [sk, sk+l]
M (s,0) - ' (e,00] % < 3 (s 0) - M (s, 00] % ¢ [ (au0) - (s, s00]

+ M(s,0) - M (s, 0%

k-1’

E sup [hl(s',t) - Ml(s,t)]2 <36 ¢
A,5
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3°) Partie Bl : De méme

B = f ' (u,t)du
st [O,S‘[ \{;I
avec

Bz(z';u)w(dz') + I \{(u,v)dv

R, [0,t
de sorte que si s, €8 < s,
1 1 2 2
[Bst s t] < (s sl) f (u,t) du
1 [él,s

oi & (u) = sup ‘P (u,t) qui est dans L2 , comme (P (théoréme 5-5).
1 t 1 1

Il existe donc une suite croissante sé =0, 8', ..., sé = | telle que

2
' ot
¥« (sls1 sk)[ Eod(wdu < ¢

['s"‘ ’ sl'<+ 1

'.. - 8') , par le méme raisonnement que ci-dessus, on montre que :

. -
Si h sup(sk"_l K

1 1 12
[s'-s| & h' === E:uog_ [B,, - By <2e. m
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1

M= O'W + JoWW

M* = oW

p! = B, VW

2
P 'BZWU

B = (.2

M =M+ P] (partie 1-m.)

M+ P2 (partie 2-m.)

o

|-dérivée de M

=
[ ]

2-dérivée de M2

[
]

Notations (éventuellement indicées par X)

2

X= M+P +P +8B

partie m
M = Yeuw)
partie 1-m.p.

partie 2-m.p.

partie v.b.

1

2

B = P2 + B (partie 1-v.b.)

B = Pl + B (partie 2-v.b.)

kPI = dérivée en 8 de Bl

?2 = dérivée en t de B

2

Dans ce formulaire, z = (s,t), z' = (8',t') , & = (u,v) ,

| - représentation et 2 - représentation :

1 . g
M, - IR L (ks €Y
st

1 8
B, = fo \f?](u,c)du

w(dg')

g' = (u',v'")




avec

y(n,E') W(dn) + J B, (y;&")dy

Ru'v [O,v

L, (viE") = B(E") + f

C P (a0 f B, (n;u) W(dE) + f ¢ (u,v)dv
1 2 !
R, [0,t]

Ll est nul ssi X est a I-v.b. H ‘f)l est nul ssi X est une l-m.

o

" IR Ly(83 $) W(dE)

st

=
|

2 t
st = f (fz(s,v)dv
(o}

avec

LZ(E;u') = 9(&) + j Y(&Esn') W(dn') + f B, (E3x)dx
R

o,u'
u'v ’

Wz(s,v) = JR Bl(v;n') Ww(dn') + [ ] \F(u,V)du

[O,S

L2 est nul ssi X est & 2-v.b., LPZ est nul ssi X est une 2-m.

Accroissements @

Si A = Jso,sl] X Jto’tl]
O = Jo, s ] x T ] < Toyus ] = Jo, €]
O’I = Jo, t] xJs_,s,] x Je_,e)]

S

2 ]so,s]] th"o’tll XJO’ SI-l
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Accroissement X(A)

6(8) w(dg) + f V(E,E") W(dE) wW(dg'")

X(d) = J
A =

+ I B](v;E')dv W(dg') + J BZ(E;U')W(dE)du'
<y &,

+ p(£)dE
| ¢

Interprétation différentielle :

X(ds,dt) = 6(s,t)W(ds,dt) + f Y(u,t;s,v)W(du,dt)W(ds,dv)

Rst

t S
+ dt J BI(t;s,v)W(ds,dv) + ds { Bz(u,t;s)W(du,dt)
0] (e}

+ (P (s,t)ds dt

Processus croissant

x> = 62 (£)dE + W2 (E3E")dE dE!
st
R R
st st

LP<x>(s,t) = 0(s,t) + f v2(u,t5s,v)du dv

Rst

XK, Y = ( 8y 6y(E)dE + f o Uy Vy(E;€")dE dE!
Rst Rst

Accroissement X(As,t)

X(a,t) = L, (E50U(E) + fA ¥, (,t)du

S

J(As,c)
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Interprétation différentielle :

X(ds,t) = J L](t;s,v)W(ds,dv) + \F](s,t)ds

[0,¢]

Processus croissant dans le sens |

(1 20,
< - f L] (£36) e
R
st

<x,Y>§l) = f L g Lyy(t:8)dg
R
st
vl = IRZ [L,x<v;s')wY(s,e')+L,Y<v;£')wx<s,a')]w<d£>ds'
st
+ L, By + L, B 3€')dv dE'
[O’t]st:[ 1X°1y T M1y 1x] (vi€')dv d&

Variation dans le sens |

si L =0, X=38'" et

8
(var Bit)s - jo [(Pl(u,t)ldu

La s.m.r. JZY

Indigant par J ses facteurs de représentation, on a

WJ(u,v s u',v') = LlY(v;u',v') Lzz(u,v;u')



BIJ(v;u',V') = Ly(viu',v") kFzz(u',v)

q]Y(U',V) Lzz(u,V;u')

2GRS (PO PR

BZJ(u,v;U')

Interprétation différentielle :

J,y(dx,dy) = Y(dx,y) Z(x,dy)
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(1]

[2]

[3]

8]
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CHAPITRE IV

DIFFERENTS TYPES DE VARIATIONS-PRODUIT
POUR UNE SEMI MARTINGALE REPRESENTABLE

§1 - Introduction

Sur R , on a les résultats classiques suivants:
Soit Xt unesemi-martingale continue de L2 , admettant la

représentation :

t t
M, = jo 8 (u) W(du) B, = J“O b(u) du

Soit f wun processus mesurable, adapté, (Wn) une suite de partitions
n n n .n
de [O,l], nn = (Ai) , Ai = ]ti’ ti+l] dont le pas tend vers O et (fn)
une suite de processus nn-simpleg mesurables, adaptés. Soit :

n o _
Sf (nn,a)t = I fn(ti) X(Ai)t R d=1, 2,

n ™
n

N 3
ou on adopte la convention :

X(a), = X(aN Jo,t])

L t
a=1 : an(nn,l)t-———-+ I f(v) X(du)

uniformément en t si fn —— f au sens de la semi-norme L

1
1€l13 - Ef £2(w) (62 (w) + b2 (w))du
0



L! t
a =2 Sf (ﬂn,l)t —_ f“ f(w) <M> (du)
n o

si <M> est le processus croissant de la martingale M , dés que

. 1
fn —— f au sens de la semi-norme L

: 2 2
[el], = E f |£u)| (8%(w) + b (u))du .
(o)

En fait, sur R , ce sont les seules variations-produit utiles (en

particulier pour la démonstration de la formule de Ito).

Sur R2 : Donnons nous deux partitions de ]O,I]

o = {Ai , i =1,N} avec A, = ]si , si+|]
' = 1 = ! ' =
o {Aj » j = 1,N'} avec Aj Itj , tj+l|

(on omettra les '

dés que possible). A la partition produit

T = {A. x A'}
1 J

de ]0,!]2 , on peut associer trois '"rectangles élémentaires' :

v



..o = A, x Al

ij i j
, AY) = ]O, ! t i, A)) = (s., A!
(s J) Jo,s] AJ e ( J) ( i J)
(Ai, t) =Ai ]O,t] et (Aia J) = (Ais tj)

On notera [nl et Inlz les pas de 7 dans 1'un et 1'autre sens :

|TrlI = sup (si+l— si)
i
Imly = sup (eppym )
J
et |m| le pas de
nl = suwdnl, , I7ly)

Soit (ﬂn) une suite de telles partitions.

. 2 . .
Si1 X est une s.m.r. sur [0,11 et fn une suite de fonctions
. . . . n
nn-s1mp1es mesurables adaptées valant fn(l,J) sur Aij convergeant, au
sens d'une certaine semi-norme, vers une fonction f , on &tudiera pour

o, By, Y=0,1,2,... les limites quand |nn| tend vers zéro des processus

. - .. n .o n ..B . ANY
an(nn,a,B,Y)st z fn(l,J)[X(Aij) X(4;,3) X(1,Aj) ]st

ol 1'on a adopté la notation

X(A)st = X(AN Rst)

[X(A)O' X(B)B X(C)Y]St - X(A)(:t X(B)St X(C):t

Nous donnons dans ce chapitre deux approches différentes de 1'étude

de ces variations-produit.



. w . * . . . .
(A) La premiére (Partie A, §2, [3] ) traite de trois types de variations
pour une semi-martingale représentable, et pour chaque type de variations

conditionnelles et variations inconditionnelles, étant &tudiées.

Variation linéaire

1
) 1
f X(B,0) X (A,t') et f E(X(8;,0)  X(bg,e") ] (FD

Variation superficielle (ou quadratique)

2 2
'Z. X(Aij)st et '; E(X(Aij)
1,] 1]

.

st| ij

l1-Variation mixte

IR0, Xy ] ot LRG0, X(Aij)sx[t,t'ﬂ&ij)

X ) gxfe,e1] = Xy N (RG NRD) st gt

la sommation étant 'prise' sur \‘Rst , variations schématisées par les

Rst'

trois dessins c¥—-dessous

t t!
t! t. T
J AN
e NE
\3\\ A t t |
13\ 1j :
N \gij N AS{
\‘ \
Si > s, s Si S
i
Variation quadratique 1-variation produit 1-variation mixte

~

(¥) La bibliographie est 3 la fin de ce §1.



Remarquons que la variation linéaire et la variation mixte ne sont pas
du type Sf(n,a,B,Y).
Les résultats sur les convergences de ces six types de variations sont

. 1 2 ey
donnés dans L , pour une s.m.r. X (de L7). On utilisera fondamentalement

2

ot * la deuxiéme inégalité

les inégalités maximales pour X(A)zt et L X(Aij)
™

ayant une version uniforme en T . Ce dernier point nous permettra de ramener
1'étude de ces variations au cas ou X est une s.m.r. simple.
< . 2 ' < . .
Dans le cas ou M est une martingale de L° , 1'étude de la variation

quadratique I M(Aij)z (conditionnellement et inconditionnellement) est

st
faite dans [l], [21 » les convergences étant démontrées en probabilités.
Signalons dans [2] l'introduction de la notion de martingales 3 accroissements

orthogonaux, notion liée au probléme de variation produit et de variation

indépendante du chemin (cf. chapitre V).

(B) La deuxiéme partie (partie B, §3 3 #) traite effectivement des sommes
Sf(ﬁ,a,B,Y). Si £f=1 et (a,B,Y) =(2,0,0), on retrouve la variation quadra-

. 2 .
tique z X(Aij)St . Toutes les autres variations sont d'un type nouveau.
T

On commencera 1'étude de chaque variation par 1'établissement d'une
inégalité maximale. Pour ce faire, on utilisera la représentation des divers
X(A)st intervenant, séparant ainsi dans Sf(n,a,B,Y) la partie martingale,
la partie l-martingale propre, 2-martingale propre, a variation bornée.

On utilisera alors les inégalités maximales de base (pour une martingale,
une l-m.p., une 2-m.p., un processus a v.b.) ainsi que les majorations de
puissances d'intégrales stochastiques (ch. III, §4).

Utilisant ces inégalités maximales, on sélectionne dans ces variations

les parties "contribuantes" et les parties '"non contribuantes'". Reste alors

3 déterminer et 3 identifier la limite des parties contribuantes.



Au paragraphe 3, aprés avoir montré que la variation (1,0,0) correspond

a 1'intégrale semi-stochastique, nous étudions la variation (0,1,1) : si Y
4 ' .
et Z sont deux s.m.r. de L , on rapproche 1 'accroissement

. . .. 2
Y(Ai,J) Z(1,Aj) de JZY(Aij) . Sous des conditions sur f de type L

(relativement aux semi-normes | | , et []+]| , » On montre que la

Y Z
e o . ~ 2 .
variation pondérée (0,1,1) converge uniformément dans L° vers 1l'intégrale

en JZY(dz). La démonstration est donnée dans le cas fn bornée et sous

deux autres jeux de conditions.

Au paragraphe 4 nous étudions d'abord la variation quadratique pondérée

(2,0,0). Si fn —— f au sens de la semi-norme de type L| ||f|| 9 3 la
X

. e . - 1 s . -
variation converge uniformément dans L Vers un processus a variation bornee,

l'intégrale de f en <MX>(dz). Les résultats pour la variation X(Aij)z

s'étendent immédiatement 3 la variation produit X(Aij) Y(Aij)'
Dans ce méme paragraphe, nous &tudions aussi les variations (0,2,2) et
(1,1,1) : la méme démarche que ci-dessus raméne l'étude de termes en

2

Y(Ai,j)zz(i,Aj)2 d celle de termes en JZY(Aij) , tandis que 1'on rapproche

X(Aij) Y(Ai,j) Z(i,Aj) de X(Aij) JZY(Aij) .

Dans 1'étude de toutes les autres variations, on se limitera au cas

fn borné (qui suffira au chapitre VI pour la démonstration de la formule de Ito).

~ . 2 . . .
Au paragraphe 5 nous étudions dans L~ 1inégalités maximales et convergences

relatives aux variations (0,1,2) et (1,0,1). Les limites des variations sont
des processus faisant intervenir des l-martingales propres, exprimées au moyen
d'intégrales en ZW ; on supposera que fn converge vers f au sens de

. . 2 . .
certaines semi-normes L~ relatives aux diverses s.m.r.

Nous avons regroupé aux paragraphes 6 et 7-1 les variations 'non contri-

buantes'", c'est a dire celles dont la limite est nulle. Nous avons limité



1'étude de ces variations (a,B,Y) aucas o + B + Y < 4 . Seules celles-ci
interviendront au chapitre VI. Pour les variations (1,0,2) et (0,1,3) on

montre (§ 6) des convergences dans L2 , sous des hypothéses de type L6 sur

1
les s.m.r., pour les autres des absolues convergences dans L' , sous des

hypothéses de type L4 sur les s.m.r.

Enfin, au paragraphe 7-2, nous complétons 1'étude en considérant les

variations (0,B,0) avec B < 4 .

Le tableau de la page suivante résume les résultats de ce chapitre.

BIBLIOGRAPHIE DU CHAPITRE IV

[I] CAIROLI R. et WALSH J.B., Régions d'arrét, localisations et prolongements

de martingales, Z. fur W, 44, 279-306 (1978).

[2] ZAKAI M., Some classes of two-parameter martingales (1979)

(préprint communiqué).

[3] GUYON X. et PRUM B., Différents types de variations-produit pour une
semi-martingale représentable & deux paramétre (1979),

Ann. Inst. Fourier, Grenoble, 29-3,

[4] GUYON X. et PRUM B., Différents types de variations-produit pour une
semi-martingale représentable de [0,1]2. (1978)

Note aux CRAS t. 287, p. 255-258.



TABLEAU RECAPITULATIF DES RESULTATS

Variation Hypothéses sur Convergence de la variation

a Bl Yy XYZT f fn*f dans| limite intégrale en if

1 o| O L2 L2 L2 L2 s.m.r. X(dz) 3

0 1 0 W 1 1 diverge 7

2lolof 2 [ P L] v, <My M > (dz) 4

o|l21]o0 W 1 1 diverge 7

1 0 1 L4 Lw L2 L2 l-mp.+v.b. <M§(dx,'),M%(x,')>(2)(dy) 5

ol || * || 2 |1?] smr. Iy (d2) 3

1o A IS el D Sl R 0 7

2 1 0

o|3]o0 W 1 1 diverge 7

tlof2f| 18 | ] v |12 0 6

0 1 2 Ls(*) L’ L2 L?' Fmp.v.b. X(dx,y)<k‘L§,M§>(2)(x,dy) 5

HEEEREEEA Bl AN BN R Me,d , > (d2) 4

1y

41010

3 1 0

L e e L o 7

2 1 1

113]0

1121

ol 410 L4 L L’ L] borné 7

o221 * || " }' | vob. <M;(,M‘l[>(l)(dx,y)<M§,M§>(2)(x,dy) 7

ol 13| || v 2] o 6
Note : (¥) ou L~ et L8 R |L1| = absolue convergence dans L].



PARTIE A

Ann. Inst. Fourier, Grenoble
29, 3(1979). 295-317

DIFFERENTS TYPES DE VARIATIONS-PRODUIT
POUR UNE SEMI-MARTINGALE
REPRESENTABLE A DEUX PARAMETRES

par X. GUYON et B. PRUM

1. INTRODUCTION

Les processus que nous considérons dans ce travail sont a valeurs
réelles, et indexés par I'’ensemble de temps a deux paramétres R2
(en fait, pour éviter les difficultés a I'infini, nous nous restreindrons
trés vite a un rectangle borné : [0,1])? pour fixer les idées).

Notre but dans ce travail consiste 4 étendre aux processus 3
deux paramétres les résultats bien connus pour les semi-martingales
X 4 un paramétre, suivant lesquels les sommes

E E[(X[i+ - Xri)2|'~6;‘ri] ’ Z (X
i

i

— X.)?
1 fi+1 ’i)

convergent (dans L', si des conditions d’intégrabilité convenables
sont imposées 4 X) vers les processus croissants (X) et [X] as-
sociés a la semi-martingale X, lorsque le pas de la subdivision (¢,)
tend vers 0. Si X est a trajectoires continues, on sait de plus que
ces deux processus croissants sont égaux, et ne dépendent que de
la partie martingale locale de X. Pour les processus 4 deux para-
métres, on peut former trois types différents de sommes de ce
genre : des sommes ‘‘linéaires’”, ‘‘superficielles” et ‘‘mixtes’, ad-
mettant chacune une forme conditionnelle et inconditionnelle. Nous
définissons ci-dessous une classe de semi-martingales, qui nous pa-
rait raisonnablement générale pour les besoins courants, celle des
semi-martingales représentables (s.m.r.). Si X est une s.m.r., nous
savons établir la convergence dans L' de toutes ces sommes, avec
I'identification de leurs limites, et nous savons établir I’égalité des
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limites des sommes conditionnelles et inconditionnelles pour les
sommes des deux premiers types (pour le type mixte, il faut une
condition supplémentaire sur X). Cette égalité est indispensable
pour les applications a la statistique, car seules les sommes incon-
ditionnelles sont accessibles a I’expérience.

Notations générales.

Les éléments dc Rf sont désignés systématiquement par des
lettres grasses, la notation standard étant = (s,t). La relation
z < z' signifie s <s',r<t’, tandis que z<2' signifie s <s'
et t<t', et zarz' signifie s<s' et t>1t'. Le rectangle
]z, 2'] est I'ensemble des u tels que z<u<2'. Nous posons
0=(0,0), 1=(1,DH, R, =1]0,2].

Tous les processus que nous considérons sont nuls sur les axes.
Si A =]z,2'] est un rectangle, e¢ X un processus, nous posons
X(A) = X:lrl - x,:, - X“: + x“ .

La mesure de Lebesgue de A C Ri est notée Z(A) ou j;dz

(ou toute autre lettre grasse). La mesure de Lebesgue sur R est
notée m.

Nous considérons un processus de Wiener (W,), défini sur
un espace probabilisé complet (2, %,P), a trajectoires continues.
On désigne par &, la tribu engendrée par les variables aléatoires
W,, u £z, et par tous les ensembles de mesure nulle de & ; on
sait que cette famille est continue a droite.

Les diverses notions de martingales (martingales faibles, i-
martingales, martingales, martingales fortes) sont toutes relatives
a cette filtration. Pour les définitions et les théorémes classiques
concernant ces processus, on consultera [1], [2], [3], [5].

Semi-martingales représentables.

Commengons par les martingales faibles représentables. Soit
X une martingale faible (nulle sur les axes). La condition minimale

4 -

10



VARIATIONS-PRODUIT POUR UNE SEMI-MARTINGALL 297

de régularité que I'on puisse imposer a X consiste a exiger que pour
s fixé, (X), soit une semi-martingale en ¢, et de méme pour ¢
fixé. On montre alors dans [3], sous des conditions faibles, que X
admet une décomposition unique de la forme

X =M+ N+ N2 (1)

sur [0.1]>, od M est une martingale, et N’ est une i-martingale
propre. Pour i =1, par exemple, cela signifie que (N;,)S est une
martingale pour tout ¢, tandis que (N:,), est, pour tout s, un
processus a variation finie prévisible. La notion de martingale faible
représentable s’obtient en imposant encore quelques conditions aux
processus M, N' N2,

1) M est une martingale de carré intégrable. On sait alors que
M admet une représentation
M, = f 6,dwW, + Yy AW, dW, (2)
R, RzxR,
(en abrégé, M =60 W+ ¢y . WW). Ici 6 et ¢y appartiennent a
deux espaces de Hilbert que nous noterons 3¢, et ¥, :

€, est le sous-espace fermé de L2 x[0,1)>,PxZ) formé
des fonctions 6(w, u) qui sont adaptées (ie. 6(.,u) est &, -
mesurable pour tout u fixé).

g€, est le sous-espace fermé de

L2(Qx[0,1*x[0,1)>,PxZx2Z)

formé des fonctions Y (w,u,v) telles que, pour tout (u,v) fixé,
Vv(.,u,v) soit &, ,mesurable, et que de plus, Y(w,u,v) =0
sillonn’apas uav.

Pour les détails, voir [2], [3], ou I’on montre aussi que M est
une martingale forte si et seulement si le terme . WW est nul.

2) i-martingales. Considérons par exemple la 1-martingale propre
(Ni,)-

Il est naturel de supposer, non seulement que le processus (N;,),
est a variation finie, mais encore qu’il est absolument continu par
rapport a la mesure dr. On montre alors dans [3], sous des condi-
tions d’intégrabilité assez faibles, que N! admet une représentation
sous forme d’une ‘“‘intégrale stochastique double mixte”. En fait,
dans le cas particulier qui nous occupe, cette représentation peut
s’écrire

4 - 11
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N,',=/;“ (fo'gl(u,x)dv)dw, 3)

ou B,(w,v,2z) est une fonction sur £ x [0,1]x (0,1 ]*, mesurable,

nulle si v gt (la seconde coordonnée de z), telle que si v>¢

B,(..v,2) soit &  -mesurable (s est la premiere coordonnée de
z), et telle enfin que

E[ /

[0,1]1x[0,1)?

Ces fonctions forment un sous-espace fermé &K, de I'espace L?

associé a la mesure dPdvdz sur 2 x[0,1]x[0,1]>. De la méme

maniére, nous supposerons que N2 admet une représentation

N2 = fRn (‘/:Bz(u,x) du) dW, 3"

ou B, parcourt I’espace de Hilbert &K, analogue.

5?(.,v,z)dvdz] <oo

3) Terme a variation finie. Enfin, nous superposerons i la mar-
tingale faible qui vient d’étre considérée un terme a variation finie
de la forme

Z,= [ eodx (4)
Rl
ou ¢(w,2z) est une fonction mesurable, adaptée a (&,), telle que
E[fR ¢: dx] < oo, Ces fonctions sont les éléments d’un sous
1

espace fermé g de L*(2xR,,PxZ): ona §=y¢,, mais il est
commode de les distinguer dans la notation.

Toute s.m.r. admet une version a trajectoires continues, mais
nous n’aurons pas vraiment besoin de ce résultat. Nous espérons
que les explications ci-dessus montrent que la classe des s.m.r. est
raisonnablement générale dans la classe des ‘‘semi-martingales a
deux paramétres”.

A partir de la représentation explicite ci-dessus, il est facile
d’exprimer la I-dérivée de X, c’est-d-dire le processus L, (w, ¢, 2)
figurant dans la représentation de la partie 1-martingale M + N!
de X

M, + N = f L,(v,x)dW, .
RW
Ona
v
L, =6+ ["B,0de+ [ @ 0dW,. ()

x,t<v
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VARIATIONS-PRODUIT POUR UNE SEMI-MARTINGALE 299

La représentation X =M + N! + N2 + T sera souvent notée
X=X, +X,+X;+X,+X;, les cinq termes correspondant
a0,vy,p,,B,, v dans cet ordre. Les représentations étant uniques,
Nnous poserons aussi

IX gy = (NO1Z + NI + 1B, + 1B, 17 + )2

les normes étant prises dans les espaces F¢,, ¢, .K,,HK,, F cor-
respondants.

Partitions et fonctions simples associées.

Nous désignons par ¢ une partition de lintervalle ]0,1] en
intervalles semi-ouverts ]s;, s;,,] = 4;, avec

05is<m,0=5,<5...85, SSpey = 1.

De méme pour 7, partition en intervalles Jt;,¢,,] = A,’, avec
0 <j £ n. Nous désignons par 7 la partition produit A, = A, x 4;;
nous posons z, = (s;,1),%,;, =9, . Le pas de la subdivision o
vaut [s<u";‘) (5;4; — ;) s onlenote |d| etl'onpose |m| = sup(lol,|7]).

Soit z = (s, t)€ERy: nous désignerons par o,,7,, 7, les
traces des partitions o, 7,7 sur ]0,s], ]0,t], ]0,2] respective-
ment : nous gardons la méme maniére d’indexer les partitions, mais
s; devient simplement s;As, f; devient #; Af, sans autre change-
ment de notation.

Si X, est un processus & deux indices, nous posons comme
d’habitude

X, =X -X

oyt = Xop 3 XG5, 8) =Xg = X,
X@,) =X

‘"I*’l

X + X

’l+l'j+l - x"'l+1'l - S{f’,,,l Slt’ *

Décrivons maintenant les fonctions simples associées 4 une parti-
tion w. Dans les représentations données plus haut, nous dirons que

f est simple si 8(w,2)= ), 0,,(w)]Au(z), on 6, est -
y
mesurable bornée. Définition analogtlle pour ¢.

U est simple si Y(w,u,v) = X Yy 1a,(Wl,,, (1), ob
ijkQ

4 -
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300 X. GUYON et B. PRUM

le ' indique une sommation pour | <j et j> £, et \I/,-,-,dz est
&, , -mesurable bornée.
k’j

B, est simple si B,(w,v,2)= ZGHQ (z)lA,(v), ou la

sommation X' est étendue aux ijQ tels que 1<Q et 61,9 est
g, r,-Mesurable bornée. De méme pour f, par échange des coor-
données.

Ecrivons alors I’expression compléte de la s.m.r. X associée
i un systéme de fonctions simples (nous dirons briévement : s.m.r.
simple)
X(z) = Y 0,W(R, N A,) + Y Viike WR,NA,) W(R, N Ayp)

ijk®?
+ Z Bije m(10,£1N A9 W(R, N A;) (6)
ije
+ 3 B m(10,s1NA)WR, NAY) + T 9, Z(R,NA,).
ijk iy

Presque tous les raisonnements ci-dessous peuvent se faire par
passage 3 la limite a4 partir des s.m.r. associées aux fonctions simples
(relatives & des partitions arbitrairement fines) : dans le cas parti-
culier du processus de Wiener, il n’est pas difficile de montrer que
les fonctions simples sont denses dans les espaces de Hilbert
¥,,8,,K,,K,,9 correspondants, ou encore, qu’en se restrei-
gnant A ’adhérence des fonctions simples, on représente la méme
classe de semi-martingales (cette derniére méthode, revenant d res-
treindre les intégrales stochastiques aux intégrands prévisibles, est
celle qui convient dans les situations plus générales).

2. 1-VARIATION-PRODUIT

Dans cette partie, nous considérons les sommes

(X), . = %, EX@,, 0?15 z
% (7)
XL, =2 X(@&,, 0 S

ou Z signifie que 'on somme sur I'indice i, mais les A, sont ceux

[
de las partition o,. Plus généralement, nous pouvons considérer les
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les sommes correspondant a deux niveaux différents ¢ § t':

(XDgr,r = 2, EIX(4;, DX(4;, ,')Is;i] )
. (7)
(Xlo,rer = X XA, )X(@A;, 0).

Os

Le résultat principal sur ces sommes est le suivant :

THEOREME 1. — Lorsque |a| — 0, les sommes (7) et (7')
convergent dans L', uniformémenten s, t,t', vers

XA, = (X, = fR L,(t,2)L(t',2)dz (¢ <t).  (8)

st

Démonstration. — 11 serait facile de ramener ce théoréme aux
théorémes analogues pour les semi-martingales 4 un paramétre (1),
mais cela ne donnerait pas la propriété de convergence uniforme dans
L'. On va plutdt employer une méthode qui s’étendra aux autres
problémes de variation quadratique de cet article. Raisonnons par
exemple sur [X], e Nous allons établir le résultat de convergence
uniforme dans L' pour les s.m.r. associées aux fonctions simples.
D’autre part, nous établirons une inégalité de la forme suivante, ou
C est une constante absolue : quels que soient s, ¢, 0

II[X]aS,rIIL1 § CUIBI + IyI2 + 1B, 12 + 1B, 112 + lel?) =C IIXllfm,
)]
ol les normes au second membre sont prises dans les espaces de Hilbert
correspondants. Comme on a aussi

1Xgy.re = (Yl el S XL/ (X = YE2 41X - Y2, (Y12,
9"
une application de (9) et de l'inégalité de Schwarz montrera que la

convergence uniforme dans L! passe 4 la limite, et vaut pour toutes
les s.m.r.. Il restera 4 identifier la limite, ce qui n’est pas difficile.

Pour établir (9), il suffit en fait de raisonner séparément sur chacun
des cinq termes de la somme. Pour les trois premiers types, qQui sont des
1-martingales, on a exactement E[[X]os',] = E[Xf.,] < E[Xf,]. Pour

(1) Voir la remarque suivant la démonstration.
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302 X. GUYON et B. PRUM

les deux types de martingales, on majore encore cela par E[Xf,],
qui vaut suivant le cas 61> ou [l yl*>. Pour le type 1-martingale
propre, on écrit

E[(N!)?] = E[/};“ (fo' a,(u,z)dv)’dz]

Pour les deux derniers types, qui sont des processus a variation finie
. s 2 ,
en s, on majore E[[X]as,,] par E [(_/; |d,,xw|) ] , et 'on rem-
place s par 1. Pour X = N?, nousavons
d,N?, = (j; B, (4, %) dWy )du,
d’ou sans peine “e

B, S [N B [(f sa0dW) ]
ut
- j;lduE[j;w B,(u,x)wx] < 116,17 .

Enfin, le cas de X =X est 4 peu prés évident, et nous le laissons
de coté ().

Nous pouvons donc nous ramener au cas ou les fonctions
6,y,... sont des fonctions simples associées & une subdivision
fixée m, = 0, xT7,. Nous supposerons aussi, pour simplifier, que
la subdivision o est plus fine que o, (en pratique, on travaille sou-
vent avec des subdivisions dyadiques). Si cette condition n’était pas
satisfaite, il conviendrait de traiter séparément les intervalles de o
contenus dans un intervalle de o,, qui peuvent s’étudier comme
ci-dessous, et les intervalles de o qui contiennent un point de sub-
division de 0, : leur longueur totale est au plus m,|o|, qui tend
vers 0, et il est facile de voir que leur contribution dans [X], ,,
tend vers O dans L!, uniformémenten s, ¢, ¢'. !

Revenons alors 4 la formule (6) (ol I'on remarquera que les
indices i,j, k,2 sont relatifs a m,). Nous découpons la somme
[X]a’.,,,: en un nombre fini de sommes partielles, correspondant aux
intervalles de o contenus dans un méme intervalle ]s,, s,,,] de
0, . Sur cet intervalle, on peut écrire pour tout ¢ fixé, en regroupant

(1) Nous traitons en détail la situation analogue dans les théorémes 2 et 3.
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convenablement les termes de (6)

Xo = Z a; WR, N A+ bi(s - 5) + ¢
1y

ou les a;,b, et ¢; (qui dépendent aussi de ) sont des variables
aléatoires J -mesurables bornées dans tout L? (avec des normes
indépendantes de ). On notera que les divers W(R; N A;) sont
des mouvements browniens réels orthogonaux. Ecrivant la formule
analogue pour X, ,, on voit que le comportement de la somme
partielle de [X]ay,.,, correspondant a lintervalle Js;,s;,,] se
raméne a un probléme tout a fait concret et classique concernant
un systéme de mouvements browniens a un parameétre, que nous
ne détaillerons pas davantage. La discussion des sommes (X), ..

est plus simple.

Il reste a identifier la limite. Pour cela, nous appliquons le
résultat sur les processus & un paramétre rappelé ci-dessous, suivant
lequel la limite (X),, = [X];,, ne dépend que de la partie 1-
martingale u, = M, + N}, de X, et est égale a (u,,u,),.
Or ce crochet oblique est égal au second membre de (8), d’aprés
la théorie de I'intégrale stochastique.

Remarque. — Soient X =M+ A, Y=N+B deux semi-
martingales 4 un paramétre sur (0,1], M et N sont deux martin-
gales continues de carré intégrable, nulles en 0, et A et B deux

1 1
processus continus & variation finie, tels que f 'dA,| et fl |dB,|
0 0

appartiennent a L? . Il est alors classique que les sommes

Y X,y = Xs) Yy, — Y) et
o 2 El(Xuy = X)) (Y,

O

1 Y‘i) lg;"i]

convergent vers (M, N) . Ce résultat a déja été utilisé par Cairoli
et Walsh pour établir I'existence du processus (X){ =<X>§,',)',,
lorsque X est une martingale de carré intégrable. Comme nous
I’avons dit plus haut, la démonstration du théoréme | au moyen des
fonctions simples doit plutot étre considérée comme une prépara-
tion a la suite, car le raffinement d’uniformité en s, ¢, ¢t' n’est pas

particuliérement important.

4 -
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304 X. GUYON et B. PRUM

3. VARIATIONS QUADRATIQUES

Dans cette section, nous étudions les sommes

(X2, =2 E[X(4,)*19;] (10)

Ty

(X1, = ¥ X(4,)? (10"

T2

lorsque X est une s.m.r. Nous établirons pour ces sommes le
théoréme suivant.

THEOREME 2. — Lorsque |m|—> 0, les sommes (X), et
[X],rz convergent dans L', uniformément en z€E€ R, , vers

(X), = [X], =fR 02dx + ‘/; . Yi(x,y)dxdy.
2 lX 2

Démonstration. — Comme dans la démonstration du théoréme
1, la premiére étape consiste a& établir une inégalité analogue a (9)

E[(X), ] = E[(X], ]
SCAUBIR+ IYIR + 1B,IP + B, 12 + 1@l = C Xl . (11)

Il suffit de le faire pour chacun des cinq types séparément, et
nous prendrons 2z = 1 pour simplifier. Les deux types de martin-
gales sont évidents (on a I’égalité pour toute partition). Pour le demnier,

2
écrit Y <Y 2, 2dz < 2dz. Res-
on écrit %, (‘/;i/ w,dz) ='Zi, a;) f‘ii ¥z =‘/;1 p,az es
tent donc les types de i-martingales propres, le premier par exemple.

Nous supposons X donné par la formule (3), et nous ommettons
lindice 1 de 8, .

Posons
Le,2) = [T, dv , L&],2) = Lit,,,2) - L(5;, 2).
0
Alors
x,=j; L(z, x) dW,

z

xm,.,)=fA L(t,,, . X)dWy + L(A;, x)dW,  (12)
ij

Aixlo.t,-]
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puis sans difficulté

E[X(A,)] = E[]A L1, xdx + [ L’(A;,x)dx] .

ij A;x ]0.t’-]
‘l
Majorons  L2(t;,,,x)  par j B2 (v . x)dv . LZ(A;. x)  par
0
m(A)) f;, B*(v,x)dv aprés quoi nous remplacons ]0,¢;] par

]0,1] et m(A;) par 1, etil reste aprés sommation sur i, j

62<v,x>dx] = 211812

v

E([X],] = E[(X),] < 2E[j
[0,1] xR4

I’'inégalité désirée.
Nous laissons désormais de coOté tout ce qui concerne les va-
riations conditionnelles, sauf une remarque tout a la fin; nous
traitons en détail les variations inconditionnelles, qui sont plus

difficiles.

Comme dans la démonstration du théoréme 1, nous appro-
chons maintenant le systeme (8, ¥, B,,B,,y) représentant X
par des systémes (8", y",f7,P;,¢") de fonctions simples, dé-
finissant des s.m.r. simples X" . L’inégalité (11) nous permet de
majorer E[I[X],,t - [X"],,xI] uniformément en . il suffit donc
d’établir la convergence dans L' pour les s.m.r. simples. D’autre
part, l'identification de la limite dans le théoréme 2 ne pose aucun
probléme quant a l'approximation par les fonctions simples : il est
vraiment facile de voir que [X"], converge vers [X], dans L',
uniformément en z. Le raisonnement pour (X), 6 est analogue.
En définitive, la démonstration du théoréme 2 est entierement
ramenée au cas des s.m.r. simples.

Débarrassons-nous d’une autre difficulté : soit X une s.m.r.
simple associée a une partition m,, qui reste fixe dans toute la
suite. Supposons le théoréme établi lorsque la partition variable w
est plus fine que m,, et posons 7T =mnvm,. Nous savons que,
lorsque [7|— 0, [X].ﬁ. converge dans L! vers la limite in-
diquée dans I’énoncé. Peut-on en déduire le méme résultat pour
[X], ? Voici la démonstration sommaire de ce fait (nous ne don-
nons pas tous les détails, car en pratique on calcule les variations
le long de suites de partitions emboitées, les partitions dyadiques
de pas 2°" sur les deux axes par exemple, et m, étant elle-méme
dyadique : on ne rencontre donc pas cette difficulté).
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Rangeons en deux classes les rectangles de m. ceux qui sont
entiérement contenus dans un rectangle de w, formant la pre-
miére classe, et les autres la seconde. La somme des aires des rec-
tangles de la seconde classe est majorée par k'wm|. ou k dépend
seulement du nombre des lignes de subdivision de w,. Consi-
dérons maintenant 6, Y .... comme des fonctions simples rela-
tives & mvm,, ct partageons chacune d’clle en deux : 0! est le
produit de 6 par la somme des indicatrices d¢ rectangles de la
premiére classe, ' le produit de Y par la somme des indicatrices
de produits de deux rectangles de la premiére classe, etc., tandis
que 62 =6 —0', ctc. Dot une décomposition de X en deux
smr. X'+ X?. Il n'est pas difficile de voir que les normes de
6@ Y@  tendent vers 0 avec |m|. D’aprés (11), on en déduit
que les normes dans L' de [X?],, [XZ]7 tendent vers 0.

Ecrivons, avec des notations évidentes
X1, = [X'], + [X?], + 2(X', X?],.

Or nous avons [[X!,X2],| < (X', X']? (X2, X?)}?, et Pinéga-
lité de Schwarz montre que [X',X’],, tend aussi vers 0 dans L'
lorsque |[w|—> 0, et de méme pour [X’,X2]7. Ecrivons alors

X], — (X7 S 1[X'), = [X')5] + (XP), + [XP);
+ 201X, X1, + 11X, X)),

Il reste donc a voir que le premier terme au second membre est
petit dans L' lorsque |m|— 0 : mais ce terme est nul. En effet,
les termes correspondant aux rectangles de premiére classe s’élimi-
nent de la différence, et il ne reste donc que des termes X!'(A)?
correspondant a des rectangles de seconde classe de w. ou a des
subdivisions de tels rectangles dans 7. Mais d’aprés la construc-
tion des fonctions simples figurant dans X!, tous ces accroisse-
ments sont nuls. On a le méme raisonnement pour w, .

Désormais. nous supposons donc que X est une s.m.r. associée
a m,, etque 7 estplusfine que m, .

Décomposons X en une somme X'+ X? + X® + X* + X5,
ces cinq termes correspondant respectivement aux cinq intégrands
6.Vy,B,.B,.9: nous décomposons [X], en une somme (nous
laissons de coté m, pour alléger)
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(X], = [X'], + 2[X'. X?], + [X?],

+ [X3], + [X%], + [X°], + 2[X - X3, X%],

+2[(X - X3 - X* X]+2[X - X3 - X* - X5.X5).
Nous remettons a plus tard l'étude de la premiére ligne. Nous allons
montrer que chacun des termes de la seconde ligne tend vers O

dans L', et une application de I'inégalité de Schwarz comme ci-
dessus prouvera que ceux de la troisiéme ligne font de méme.

Cas de X°.

On rappelle qu’une fonction simple ¢ est bornée en va-
leur absolue par une constante k. On majore ZIX(A,.,-)2 par
ZIX(Ay)l.sup |X(A;)|. Le premier facteur est majoré par

ij

‘/; lp(z)ldz, le second par k.sbxp Z(A;), et le résultat est
1

immédiat.

Casde X? (lecasde X* est identique).

Revenons 4 la formule (12) au début de la démonstration, en exa-
minant le raisonnement d’un peu plus prés : si z€4,, nous avons

t€A : or f(v,2) =0 si v<t, donc L(t,,,2) = ft’” B(v, 2)dv
t 0

est égal en réalité 4 f’ﬁ B(v, z)dv, d’ou
t

1
L2 (4., 2) S mA) [ B, 2)dz.

Rétablissant aussi le facteur m(A,') dans le second terme, on obtient
E([X?],) S 21In|1IB,II* Iinégalité cherchée.

Pour achever la démonstration, il suffit donc d’étudier la pre-
miére ligne, i.e. le cas des martingales. Signalons tout de suite que
cette étude a été faite par Cairoli et Walsh [4] pour la variation condi-
tionnelle, de sorte que (compte tenu de leur résultat) I’étude de celle-ci
est entiérement achevée pour les s.m.r..

Avant de commencer la discussion proprement dite, nous aurons
besoin de rappeler deux faits sur les processus de Wiener a une di-
mension. Soient X et Y deux mouvements browniens indépendants
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de paramétre 1 sur [0,1]. o = (A;) une partition de Ju, v],
0<u<v<1. Alors

E[(}: X(A,)? —-(v—u))z] Sclol (v —u (13)

i

E [(}_ X(A,) Y(A,.))’] < lal(v - u). (14)
i

Les rectangles de la partition m, seront notés avec des lettres
du début de lalphabet: A, ,A. ... avec A, = A, xA,. Les
rectangles de la partition m (plus fine que m,) seront notés
4,,4, ... Nous écrivons i€a pour exprimer que lintervalle
A; de o est contenu dans lintervalle A, de o,, et de méme sui-
vant 'autre axe.

Etude de [X'], .

Le cas qui nous intéresse est celui des martingales fortes

X, =% 0,WR,NA,) 6, ,-mesurable.
abd

Alors X‘(AU) =0,WQ,) si i€a,jEDb

0 sinon.

Pour linstant, ttavaillons sur les i€a, j€EbL, a et b restant
fixes. La formule (13) nous donne pour chaque j

E [(; w(a,)? - m(A,')m(A,))’] < clolm(a,) m(a)

(le mouvement brownien considéré est de paramétre m(A,’) au lieu
de 1). Les différents mouvements browniens, lorsqu’on fait varier
j, étant indépendants, les variances s’ajoutent :

! 2 !
E [(2 W(a,)? — m(ay) m(A)) ] < em(a,) m(A)).
if
Soit k une borne uniforme pour la fonction 6. Nous avons alors
E [(E X'(a,) - ezbzm,,b))’] < ke 101 Z(A,).
ij

al
Ainsi la variable aléatoire 2, X'(A;)? converge dans L? vers
i€a,jEDd
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62,Z(A,,) lorsque !m| — 0. Comme il n’y a qu