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- INTRODUCTION =~

Les équations différentielles non lindaires en régime forcé
se rencontrent sowvent en automatique comme en théorie du signal, élec—
tronique et aussi, bien entendu, en physique ; elles conduisent d de
nombreux problémes mal dominés comme par exemple :

- le calcul effectif des nmoyaux de la série de Volterra associée
ad la solution (Cf.Barrett [B11, Brockett [B7?], Gilbert [G1], ete ...)

- le calcul des moments de la sortie lorsque L'entrée est un pro-
cessus stochastique comme le bruit blane gaussien (Cf. Kuznetsov et al.
[k2], Wilcox et al [W1], ete ...)

- Ll'étude des termes séculaires du développement perturbatif de la
solution lorsque l'entrée est périodique (Cf. Uzes [U11]).

Nous avons abordé ces questions dans le cadre du calcul
formel ou cette expression est entendue au sens qu’elle a en informatique
e'est-d-dire, par des manipulations algébriques que l'on peut opposer,
dans une certaine mesure aux méthodes d'analyse numérique. On sait que
cette problématique connatt un essor certain (Cf. [E2]1) mais que, lors—
qu'il s'agit du domaine non linéaire, tout reste quasiment d faire, en
dépit de besoins certains (Cf. Fitch "A Survey of symbolic computation
in phystes” [F21).

L'objet de cette thése est de trouver, en utilisant les va-
riables non cbmmutatives, des algorithmes stimples donnant certains dé-
veloppements fonctionnels des moments de la sortie d'un systéme diffé-
rentiel non linéaire attaqué par un bruit blanc gaussien. Les calculs
effectifs auxquels on aboutit, ressortent de la combinatoire du monotde
libre dont l'itmportance en informatique est connue depuis les travaux

du Professeur M.P. Schiitzenberger et de son école.

Dans le chapitre I, nous présentons rapidement les sértes
génératrices non commutatives ainsti qu'un résultat itmportant (Cf. Fliess
[F5]) donnant un développement fonctionnel de la sortie du systéme dif-

férentiel non linéaire :



n
iiz ui(t) Aﬁ(q)

() = A,(q) +
- ]
L

y(t)

h(q) (q(0) domné)

ou AO’ AZ’ ceny An sont des champs de vecteurs analytiques et h une fonc-
tion analytique :

n t
Y(tsthyyeoosu )=/, + L T 4. ...4. W/ L de. ...dg; .
: 7 0 v3>0 jO""’jv:O D % 0 7, 70

Cette formule généralise d'une part les travaux de Grébner (Cf. [G2]) sur
les équations en régime libre, et d'autre part la formule de Peano—Baker

pour les systémes bilinéaires (ou réguliers).

Au chapitre II, nous donnons un algorithme permettant d'obtenir
un développement & l'origine des moments, stationnaires ou non, de la solu-—
tion du systéme (*), piloté par des bruits blancs gaussiens. Insistons
encore sur le caractére avant tout algébrique des méthodes utilisées et sur
leur lien profond avee les techniques combinatoires telles qu'elles sont
employées par maints informaticiens.

Parmi les nombreuses méthodes proposées, en particulier en
physique statistique ou quantique, figurent les dévelopvements fonctionmnels
perturbatifs, dont la détermination effective se révéle d'une extr?me com—
plexité, une difficulté essentielle étant dile & la divergence de ces ddve-
loppements (Cf. Dyson [D21, Bender et al. [B21). Dans le chapitre III,
notre but est de trouver un algorithme donmmant les premiers termes de ce
développement avec pour seul outil, les variables non commutatives, dans

le cas des systémes différentiels non lindaires du type sutvant :
L(y) + P(y) = b(t),

ou b(t) est un brownien, L un opérateur différentiel lindaire & coefficients
constants et P un polyndme.



Pour comnattre la valeur des résultats que nous avons obtenus
dans cette thése, il fallailt, bien entendu, les comparer avec d4’autres
approches existantes dans la littérature. Or, il faut se rendre 4 l'Svi-
dence que ce sont avant tout les physiciens qui, deputs pvlus de vingt ans,
ont dii faire le plus d'efforts pour mettre au point des méthodes de calcul
formel afin d'obtenir des développements fonctionmnels des solutions d'équa-
tions différentielles qu'ils rencontraient. On comnalt entre autre tous
les travaux, d'ordre tant mathématique qu'informatique, qu’'ont suscité les
graphes de Feynman (Cf. [ F1). C'est pourquoi, nous avons chotst de con-—
fronter notre approche avec, notamment, un article de Morton et Corrsin
(Cf. [M4]1) sur l'équation de Duffing, c'est-d=dire 1l'oscillateur anharmo-
nique, quit a exercé une influence certaine dans le milieu des physiciens.
On satt par atlleurs que l'équation de Duffing est ausst trids souvent ren-—
contrée par les ingénieurs. Nous nous sommes intéressés ensuite ¢ un exem—
ple de circuitt électronique non linéaire dont i1l s'agissart de comnaitre
les propriétés statistiques, et qui « ¢&té étudié par Van Trees (Cf.
w1l ; nos techniques nous permettent d'aller plus loin et plus vite dans
le calcul des termes des développements.

La divergence des séries rencontrées impose des méthodes de
renormalisation qui sont souvent traitées de manidére combinatoire. Ict
encore nous avons montré la pertinence des variables non commutatives et

exposé des manipulations qui se comparent avantageusement & celles de
Morton et Corrsin.

En appendice, nous exhibons certaines propriétés arithmétiques
remarquables des coeffictents numériques obtenus dans le calcul des termes
des développements fonctionmnels. Nous ne savons pas en expliquer les pro-—
priétés mathématiques mais il nous semble possible qu'une compréhension
préeise doit étre recherchée en liaitson avec des travaux combinatoires
réeents dus entre autre 4 Messtieurs Flajolet, Foata, Viemnot et Vuillemin
dont on connait déjd les importantes applications dans certaines branches
d'informatique.












- Chapitre I -

SERIES FORMELLES EN VARIABLES NON COMMUTATIVES
ET AUTOMATIQUE NON LINEAIRE.

1. RAPPELS
a. Séries formelles et séries ratiommelles

Sott X* le monoide libre engendré par X ={ z 2T gs s, 1,
d'élément neutre 1. K désignant le corps des réels ou des complexes, on
note K<«X>> la K=algébre des séries en les variables assoctatives, non
commutatives x PVLTPRT R @ coeffictents dans K, dont un élément G

s'éerit :
G=1z{ (Gww /we X*} ol (G,w) € X.
G est un polyndme si card { (G, w) # 0 / we X* } est fint.

On définit sur K< >> les opérations somme et produtt de

Cauchy par

(Gl +G<2,w) = (Gz,w) + (Gz,w)

G169 w = (Gpswy) (Ggowy), — ¥ we X<
wl wz sw

Une série G est inversible st et seulement si son terme cons—

tant (G,1) est non nul.

La K-algébre, K<(X)>, des séries ratiommnelles est la plus

petite famille de séries vérifiant :

1) tout polyndme appartient 4 K<(X) >,

2) st Gl et G, appartiennent & K<(X!>,alors leur somme et leur produit



de Cauchy appartiennent a K<(X)>,
3) st G appartient d K<(X)> et est inversible, alors son inverse
appartient a4 K<(X)>.

Remargue : Les séries rationnelles en une vartable ne sont autres que
les développements de Taylor 4 l'origine des fractions rationnelles usu-—
elles, réguliéres a4 l'origine.

On définit aussi sur K<<X>>, le mélange (ou produit de
Hurwitz ; en anglais : shuffle product) de deux séries G, et 62 par :

7 m62 = z -(Gz,wz) (G2,w2) Wy wwg,
12Ygs X¥

ou le polyndme wyww, est défini par récurrence sur la longueur

I ww=zw uwl =uw, w eXH

TUW, wy wy = x(wz wy w2) +y (z W, mwg), WysWyg eX® x,yeX.

Exemples : = Ty Xy Ty Wy T T Ty Ty Ty X8, 2 T, T; Ty Ty Ty

+ 3 x +

604
“w

1 %p Ty Tp T

+23:2x0x1x1x0+x1x1x0x1x0.

0 %1 %1 %1 %

Proposition 1 : [F3] Le mélange de deux séries rationnelles est une
série rationnelle.

b. Fonctionnelles causales analytiques, séries génératrices.

Une fonctiomnelle causale F(t,uz, ...,un) ou Ugseweslhy, ¢
[0, » [ K sont continues, est dite analytique si et seulement st elle
est déterminée par une série GeX<<X>>, de sorte que



n t
Flt,uzseeosu,)=(G,1) + . 2 )f dg dg (1)

D .
v20 JO-..J\):O (GJxJO' JV 0 J‘\)... J.U

s
L'intégrale ttérée J dEg. "'d§j0 est définie par récurrence

o IV
sur la longueur :
50(1)=r
t

Ei(r)=I0 ui(c)dc (z=1,...,n)

t
J’O dEj-Ej(t) (Jza,l,---,n)
Jt t T

dg. ...dg. :[ dg . (r)f dg . ...dE. .

0 Iy Jolog Iy lg  dy-g 70

La série G est dite série génératrice. La fonctionnelle est
dite rationnelle (resp. polynomiale) st sa série génératrice est ration-—
nelle (resp. polynomiale).

Le résultat suivant est immédiat :
Proposition 2 : La somme de deux fonctionnelles analytiques
Fz(t, uz,...,un) et Fg(t, ul,...,un) (resp. rationnelles) (resp. poly-

nomiales), est une fonctionnelle de méme nature, de série génératrice

la somme des deux séries génératrices.

La proposition suivante montre l'importance du mélange pré-
cédemment défint.

Proposition 3 [F¢] : Le produitt de dewx fonctiomnelles analytiques

Fl(t, uz,...,un) et.FZ(t, ul,...,un) (resp. rationnelles) (resp. poly-



nomiales), est une fonctiommelle de méme nature, de série génératrice le

mélange des deux séries génératrices.

Preuve : De (1) 11 vient :

n t
Fo(tyu.)F (t,u.)=(G,,1)(Gy,1)+L T (Gos2. +.. )J dg. ..dg. .(G,,1)
1'%2%7 0 2 7 1 2° v:OJ'\,--J'O:O 2 3, ""d,) 14, oy 1
n t
+(G,,1).2 z (G o, o 2. )J de. ..dg.
50 gm0 LIVTTI T
=7 Y Yo
n t t
+ 3 z (G,y2. «ox. ) (G, ,x z )I dg .. .dE. j dg,..dg
w0 j gm0 LN g TETRTTR 0TI gl Ry
1>0 hZ..hoz
de méme,
G,wG,=(G,,1)(G,,1)+(G,,1). £ (G, ,wlw
1 2 71 2 1 WeXXH 2
+(Gy,1). I (Gpwlw
weXX*
+ I (Gz,w)(GZ,wU(quwU
w, weXX*
Remarquons enfin qu'une intégration par partie nous permet
d'éerire :

fb t
dg .. .dk . j dg,..dg, =
0 Iy dglg Ry TTRy
[t T T t T T

d&.(r)([ de. ..dg. .( de, . .de )+J de (T)(J de ...dt . .[ de, ..dg, ),
0 Iy g dyly dgtlyg Ry TRy TRy TE T 0 M-1 hy



ce quit redonne la définition récurrente du mélange sur les mots :

1 wl=1, luix,[::xi m1=a:i

xj\)cct xjo Luxhz..-xh0=

T:y (xjv-l"'xjo luxhz...xho) + xhz(xjv...xjou “’hz—z"'xho)‘

Le résultat cherché est alors obtenu en comparant les expres—
sions donmnant Fl(t’ui) F2(t,u1:) et Gl w G2.

2. DEVELOPPEMENTS FONCTIONNELS EN INDETERMINEES NON COMMUTATIVES DES
SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES FORCEES.

a. Formule fondamentale.
Sott le systéme différentiel en régime forcé

n
g(t)= Aylq) + E uﬁ(t)Ai(q)
) 1=1

“»

(:
y(t)= hiq)

L'état q appartient & une variété analytique, réelle ou
complexe, § de dimension finte (q(0) est donmné). Les champs de vecteurs
(Cf. Dieudonné [D1] p. 101) Aps AI’ oo A et la fonetion h : Q LK sont
analytiques, définis dans un voisinage de q(0). Les entrées (ou comman—

des) Ugseeaslh, : [0, [ »K sont continues.

Théoréme 1 (Fliess [F5]) : La sortie y du systéme (*) est une fonc-
tionnelle causale analytique, de série génératrice

n

G=#%, + T g A. ...A. h, z. ...x.

70 50 i ...j.=0 9 1, /073,77,
=~ ) 0

(/0 indique 1'évaluation en q(0)).



y(t) est alors donnée par

n ¢t

cees = Z L ceedd . R
y(t,uz, un) h/0+ V30 Ju- .J_ —OAJO J\) h/o JOdEJ\J dEJO (2)

Remargue : Il est possible de majorer les coefficients de (2) comme
en [G2] chap. I. Passons aux coordonnées locales :

k

AAq)= T @, (qyyeeerqy) &
77 e e g

Soit 0>0 tel que pour |qa =q (0)]<p (9=1,...,k), les agy
d'une part, h d'autre part soitent majorés en module par N et M. Il vient

-k /k+1 v+]
[AJ.O...AJ.vh/o| S MvrD)! () (=(k+2)0/p)

Il y a convergence absolue de (2) avec

o]
<l = gy, M

Exemple : Soit l'équation différentielle, dite de Duffing, domnée
par :

Y+ ay + by + dy’ = ult), (3)
ou a, b, d sont des constantes physiques.

y est solution du systéme :

Qe
~3
™~
<
N—
|

= qZ(t)

,_\
<+

~
h

(~aq () -bq , (¢)=da3 (£)) + ult)
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avec
q;(0) = y(0) = a et q,(0) = y(0) = g - qo

La série génératrice est d'aprés le théoréme 1, donnée par :

(G, xjv... xjo) =AJ.0...AJ.V

y/o'
Par exzmple :

(Gyzy z,) = Ay Ay 4, = =ag(0) = by(0) = dy°(0)

aa2 -af - ba - das.

b. Cas particulier : systémes bilinéaires ou réguliers.

Un systéme régulier (ou bilinéaire) est défini par :

n
CAO + iil ui(t) Ai) q(t)

q(t)
(3%:2)

y(t) A q(t)

L'état q appartient 4 un K-espace vectoriel @, de dimension
finte, (q(0) est donné). AO, Al""’An D€ 49, A : Q 5K sont des appli-
cations K-lindaires. Les entrées (ou commandes) Ugseeeslhy, ! [0,ol - X

sont continues.

Le résultat du théoréme 1 permet de retrouver dans ce cas

particulier la formule de Peano-Baker :

n t
yt) = M1+ L z A. ... A. J dE. ...d5, )q(0) (4)
A Fuserdym0 9 7o |, “ v Ju

La sérite G associée
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n
G = ¢, + 2 T A. ..A, x. ...x. ) q(0)
N \)30 Jo\): .. .’jozo J\) Jo f7v JO

est rationnelle (application directe du théoréme de Kleene- Schiitzenberger
[E11).(4) est alors partout définie ( Cf.[F]).

On a de plus le résultat suivant [F4]

Proposition 4 : Il y a correspondance biunivoque entre K<(X)> et les

/
systémes réguliers définis d une itndiscernabilité prés ‘1).

3. RESOLUTION EFFECTIVE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES
FORCEES.

La série génératrice associée 4 l'asservissement (*) peut
gtre obtenue algorithmiquement par une généralisation du calcul de

Heaviside, facilement programmable sur ordinateur (2).

Proposition 5 [F4] : La série génératrice (2) peut étre calculée par

itération. On obtient ainsi une suite d’'approximations par des asservis—
sements polynomiaux.

Preuve : Supposons @ de dimension N. Sotent GZ’ 62,...,GN, G les
séries inconnues de K<<X>> ou GZ""’GN correspondent aux N coordonnées
de q et G ¢ la sortie y. Rappelons que la multiplication & gauche par z,
correspond 4 intégrer, celle par z; a multiplier par U puts d intégrer
Enfin, au produitt des valeurs numériques, correspond le mélange des indé-

terminées non commutatives (voir proposition 3).

(®) condutt alors 4

(1) Deux systémes sont dits indiscernmables si et seulement si ils ont
méme comportement entrée-—sortie.

(2) Cette méthode de calcul a été exposde par ailleurs (Bonhour ot
Foucherot [B5]).
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r -
6,
. n
| ; = q(0) + 2 ANG,...,Gp) + LR PPN
(5)
| Gy
G = h(Gys...,Gp)

La résolution par ttération, selon une méthode qui remonte
@ Picard, de (5) est possible. La série génératrice cherchée est alors
donnée par la (N+1)iéme coordonnée de la solution de (5).

On obtient ainsi une suite d'approximations par des systémes

polynomiaux convergeant vers (*) dans une certaine topologie.

Exemple : Considérons l'équation différentielle (3). Transformons lad

en une équation intégrale, soit :

t t T, t T; 3
y(t)dr + bJ drzf y(t)dt + df-der y“(t)dr

y(t) + a[
0 0 0 0

0

t TZ
=I drlj u(t)dt + 8t + a,
0 0

ou y(0)=o et y(0)= B —aa.

G est alors domnée par :

G+axOG+bx§G+dx§GwGwG =z, ¢ ey ta

D'aprés la proposition on peut approcher G par une suite de

polyndmes Ekxo,x1> définissant des asservissements polynomiaux.

Par exemple, les trois premiers éléments de cette suite sont

donnés par :
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¢ =«

7 _ .

G = a+ (B—aa)xa

62 = a+ (B-ga) x, * X, Ty (aza-aﬁ-ba-das) xg.

Remarque : Sott l'équation différentielle linéaire :

( —1) °
y(n) ta, .Y n *eeotasytayy = u(t),

ou u est l'entrée, y est la sortie et Tpseevsy_g des constantes scalaires
et supposons les conditions initiales y(0), 9(0),...,y(n-1)(0) nulles.

n intégrations successives nous condursent 4 l'équation intégrale :

t T

¢ Tn=1 1
y(tldt +...+ a J dr__ J ...J y(t)dt =
0 o " Z 0 0

y(t) + an_zfa

t Ty=1 Ty
J dtn-lf ...j u(t)dr .
0 0 0

a rie nératrice G e alor onnée par :
La sé énérat G est alors d D

7 _ n—-I
Gta,_, ©, G+ ... +a,z, 6=z,  =z.
sott
— n,-1 n-I
G = (1+ a, ., Tyt e ta, xy) T X, T =g

On retrouve ainsi, d un changement élémentaire de variables prés, la

fonction de transfert classique.









- Chapitre II -

PROPRIETES STATISTIQUES
DE LA SORTIE D'UN SYSTEME NON LINEAIRE.

1. MOTIVATION

Il extste de nombreuses méthodes pour trouver les propriétés
statistiques de la sortie d'un systéme différentiel non linéaire avec un
brutt blanc gaussien en entrée. En général elles dépendent du domaine
dans lequel un tel systéme est Studié :@ électronique et théorie du signal
(Van Trees W11, Kuznetsov [X2]) mécanique et physique statistiques
(Morton et Corrsin [M41), Bizxon et Zwanzig [B41. Le choix se fait suivant
les résultats que l'on veut obtenir, qualitatif ou quantitatif et suivant
l'exemple.

L'équation de Fokker—Planck (Liu [L3], Morton et Corrsin [M3])
permet de calculer la densité de probabilité condittomnelle P(x|y,t)(st
le systéme est 4 l'instant zéro en x,P(xl|y,t) est la probabilité que le
systéme soit entre y et y+dy 4 l'instant t):

2
P _ .3 137
3 " ay(AP) * 3 éBP)
oYy
ou A =lim {4L-a(1)(y,At)} et B = lim {i%-a(2)(y,At)} R
At >0 At +0
i e (m) _ (7 m
supposés finis, aveec a  (y, t)= dz (z-y)" P(y|z, t).

La résolution (exacte dans certains cas :@ solution station-
naire de l'équation de Duffing par exemple) de cette équation différen-—
tielle permet d'en déduire toutes les propriétés statistiques souhaitées.

Une deuxtiéme approche consiste 4 s'intéresser d la fonction de
corrélation ou J& Lla densité spectrale de la solution stationnaire. On

trouve les méthodes
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- de "linéarisation statistique”, utilisée en ingénierie (Budgor [B81),

- d! "opérateur de projection (Matsuo [M1]),

- de "développement perturbatif" (Abe [41], Morton et Corrsin [M4]1).
Ces deux dermiéres, en fait équivalentes (Cf. [B9]) font appel 4 des
techniques de renormalisation permettant de mettre en évidence les effets
de la non lindarité. Ainsi, Morton et Corrsin [M4], s'intéressent 4 1'os-
etllateur anharmonique vérifiant l'équation différentielle de Duffing

Yty +y + By = b(t)
ol b(t) est un processus brownien. En prenant la transformée de Fburier(z)
ulw) de y(t) dans (6), ils domment le développement perturbatif (non con-
vergent) de u(w) en puissance de B ou tous les coefficients sont fonctions
de la transformée de Fourter de la sortie lindaire uo(m) (8=0). La densité
spectrale de la réponse stationnaire est alors obtenue en calculant
Ulw)=<u(w) u(—m)>(2) ou les coefficients de ce nouveau développement sont
exprimés en fonction de la densité spectrale Ua(w) de la sortie Linéaire.
Comme Feynman (1948) et comme beaucoup d'autres chercheurs par la suite,
1ls représentent les termes de cette série par des diagrammes (Kraichnan
(1961) employa ces techniques pour résoudre les équations différentielles
stochastiques linédaires). Cette nouvelle représentation permet de mettre
en évidence certains groupes de termes qui se répétent indéfiniment : ils
sont alors "mis en facteur”. On dit que l'on a resommée ou renormalisée
la série. U(w) resommée, s'exprime comme somme infinie de termes ou n'ap-
paraissent cette foils que trois groupes dont U(w). Les deux autres nou-—
velles fonctions s'expriment de la méme fagon. Ils obtiement ainsi un en-—
semble de trois équations non linéaires infinies qui sont ensuite tron-—
quées de différentes maniéres. Nous examinerons plus loin cette méthode
en détatl en la comparant avec nos résultats.

Enfin d'autres auteurs préférent calculer directement les

(1) nous donnerons une justification de cette méthode plus loin.

(2) <...> = espérance mathématique de ...
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moments. Soit le modéle stochastique vectoriel :

dq = AO (g, t)dt + 2 4. (q,t)db (t)
=1

od b(t)=(b1,...,b,) est un brownien vectoriel 4 composantes deux d deux
indépendantes.

L'équation des moments centrés <h(q)>, qui s'obtient & partir
de l'équation de Fokker Planck s'éerit [B6]

d_. _ 3n i _ 3k z”’ah T
r =<h(q)> = Z§<aqi 0> <-—z<A5>) + §-1 3, aq (ADA )£j>

ou D est la matrice diagonale du bruit (qi). En général ce systéme est

infini. Par exemple, dans l'équation de Duffing, pour obtenir le moment
d'ordre k, on doit comnattre cewx d'ordre (k+1) et (k+2). Il faut donc

approcher ces moments. Il y a, tet ausst, différentes méthodes : citons
celle de Bellman et Wilcox W11 ou celle de Kuznetsov, Stratonovich et
Tikhonov [K2] ; cette derniére consiste d approcher la densité P(q,t)

par une série domt les termes tendent vers zéro assez rapidement.

® bZ seeesl (t)
P(q,t)= Jé—Eiezpﬁ- Aq) z z —_ 7 Hy ooy (q)
n

(aWL— k=0 Zz+12+,.+ln=k 21!22!’"Zn! z

ou A=(<qq€-)—z, b Z (t) sont appelés quasi-moments ou cuwmulants,

Zz,oo.,n

H (q) étant les polyndmes d'Hermite multidimensionnels.Les quasi-
n

moments sont alors exprimés en fonction des moments centrés d'ordre in-

Zz,...,Z

férteur ou égal . En ammulant & partir d'un certain rang, les coeffictients
de la série, 71l est alors possible d'approcher les moments centrés sou-~
hattés.
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Aprés cette revue non exhaustive des fagons d'aborder le
probléme, il vient une question :@ peut-on trouver une méthode rigoureuse
(par des manipulations algébriques facilement programmables) permettant
de domner les premiers moments et passant par une compréhension des ef-

fets de la non linéarité, avec un bruit quelconque en entrée ?

Nous ne dommerons pas une réponse compléte dans ce travail,

mats les techniques utilisées semblent convenir d ce type de probléme
de part leur généralité et leur simplicité -

2. FORMULE DONNANT LES MOMENTS DES SOLUTIONS D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES
STOCHASTIQUES NON LINEAIRES.

Sott le systéme différentiel stochastique

kkzZ”kzz

dq FAp(tsq s eeesq )dE +T AZ(5,q,...0q )db® (k=1,...,1) (7)
=1
quz doit étre entendu au sens de Stratonovzch (Z)EFB]. Les fonctions

(z =0,1,...,n) sont analytiques, les b* sont des browmiens standard

zndépendants. Pour sitmplifier, on suppose les conditions initiales
7
qk(0)=c'< certaines. La fonetion h étant analytique, 1l s'’agit de calculer

L 'espérance <h(t,q1,...,qz)>.

(1) dans le cas ot les bruits bi sont additifs les solutions du systéme
différentiel (7?) au sens d'Itd et de Stratonovich se confondent, d'aprés
le résultat sutvant (Cf. Armold [A2] chap. 10) : le systéme (7) au sens
d'Ité devient

k
k k 1 7 n 1 I n 84 j
dg =4 (t,q swesq )dt+ T A (t,q 5 a5 )db T =z ———é,q 5> wef] )A (t, q,“,quh
=1 Jj=1 7=1347

Comme Ai est indépendant de q? (§=1,...,1) par hypothése, le dermier terme
est nul.



Propriété fondamentale [F6]

Sotent les champs de vecteurs

3 4 k3

A =%+ T A

0788 42y U0 F

z
k 3 .

A. = T A — (2=1,...,1).

T =1 Laq

1 A 1 A
On suppose que< h(t,q ,...,q )>’<‘4j "'Aj (£, 5e0esq ) >
0 v

(vgo,jo,...,jvzo,l,...,n) existent pour tout t. Alors h(t,ql,...,ql)

est une fonetion indéfiniment dérivable de t, dont le développement 4

l'origine est donné par :

A 1 A ¢ 1 2

<nql,nqtr = neoel, et v n Ly e 20w 4D S, ()

le symbole 6 indique T'évaluation au point (t=0,cz,...,c ).

En effet, d'aprés le théoréme 1, on sait qu'étant domné le

systéme différentiel en régime forcé

n
= t,q", .. .qahe 5 At,q, Qb u st ( k1,0, (9)
=1

. 1 .
ou les ui:Ra41 sont continues, y=h(t,q ,...,qz) est une fonctionnelle

causale analytique donnée par :

t
1 7 n
Y(£)=h(0,0 . .use )+ 3 z A. .4, R I de, ...de, . (10)
T N30 Gpend,=0 To N P Yy
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Dans le cas ou les entrées ui(izl,...,n) sont aléatoires, ce

résultat reste formellement valable (z_), @ condition de domner un sens
aux intégrales itérdes stochastiques f ¢ dsj ...dgj . Nous les définissons
, v 0

au sens de Stratonovich, par récurrence sur la longueur :

cect pour les raisons sutvantes :

1. Le calcul stochastique de Stratonovich obéit, d L'inverse de celur
d'Ité, aux régles de calcul différentiel et intégral ordinaire.

2. Divers résultats ont montré, d la suite de Wong et Zakar W3], que
l'intégrale de Stratonovich était plus adaptée aux problémes physiques

concrets.

Pour obtenir (8) 2l suffit d'appliquer le lemme sutvant

aprés avoir pris l'espérance des deux membres de (10).

Lemme : Posons 50(1‘)= T, EI?:(T )=b (x) (2=1,...,n). Il est atsé de cal-

culer f ¢ dE. d% par récurrence sur la longueur :
0

%

‘ t t T o .
J’o dgj\)md%o - J’odfzfad%; —zudaja g M
=Jté£<frds. LdE . s st f=i A0
02 1o -2 9y b vt
=0 ST JF Jyg
et j\;’-‘ 0.

(1) Une démonstration rigoureuse semble dépasser les techniques mathé-

matiques actuellement disponibles.
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t
Preuve : Par définition, ij” 'jo =[0dgj\.). 'dgjovél’ifie 1 'équation
différentielle stochastique

g - d, 41,9 7, (11)

ou le symbole o désigne la différentielle stochastique symétrique de
Stratonovich. On a d'autre part les résultats suivants d'aprés Ité [I1],

Y et X appartenant d un certain ensemble de processus aléatoires, B=(Bi)

un brownien standard d composantes deux 4 deux indépendantes

YodX=Y.dX+-é-dX.dY | (12)
f -
dB; . dB. = & dt
(13)
| dt . dt=0

ou le symbole . désigne la différentielle stochastique au sens d'Itd.

Supposons @ #0 (sinon le résultat est trivial) ; d'aprés
(11) et (12) on a :

Aoy T gy B +%d3j“_1"”’j0 48
sott encore :
B esi g eedy B T iy i P ety By
En appliquant (13) et en remarquaﬁt que <B, . .dB. >

Foogsresdy §

est nul, on a :

4y
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dt e
< dB. . > = =< B. . > ST 7=
Gysevesdy B T, _geeesd Jv=d

w1

0 st % #i)_l

Application : développement 4 L'origine des moments.

Comme nous L'avons vu dans la partie I.3, il est possible de
donner effectivement la série G associée d la solution de (9). On peut
alors domner trés facilement les coefficients du développement (8) en
appliquant le lemme précédent. Il s'agit et d'une approche locale.
Ainst, comme le montre l'exemple suitvant (fig. 1), cette méthode donne

wune bonne approximation dans un voisinage de L'origine.
Considérons Ll'équation de Duffing :
G+g+q+0,2q° =be), ql0)=e §(0)=8
b(t) est un brutt blanc gaussien de variance c?=5.

La série génératrice Ge K << L sy >> est solution de l'é~-

quation :

G+x0 G-I-:z:g G+ 0,2 xg G wGwG = i, * (P+V)5 +P
aveec q(o)=P et §(0)=V.

Le calcul numérique domne les premiers termes suitvants, le

schéma :
c2 n
(TTJ MOT COEF 1 Pul VBZ

COEF2 Po P 145 2

devant &tre lu :

2 n
(%) (COEF1 1781 + coEre (p*evB2 + ... JMoOT
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X représentant x, et Y, x,
Mots de longueur 0
1 1.000E+00 P1vo

Mots de longueur 1
X 1.000E+00 POV1

Mots de longueur 2
XY 1.0002+00 Povo
XX -1.000E+00 PoV1
-1.000E+00 P1V0
-2.000E-01 p3vo

Mots de longueur 3
XXX 1.000E+00 PIVO
2.000E-01 P3V0
-6.000E-01 P2V1
XXy -1.000E+00 POVO

Mots de longueur 4
XXXX 1.200E+00 pavi
1.000E+00 POV1
6.000E-01 P3V0
1.200E-01 P5V0
-1.200E+00 P1V2
XXXY -6.000E-01 pavao

Mots de longueur 5
XXXXX 3.000E+00 pavi
-1.000E+00 POV1
-1.400E+00 pP3vVo
-2.400E-01 p5vo«
4.800E+00 P1V2
-1.000E+00 P1V0
1.080E+00 P4v1
1.200E+00 POV3
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XXXXY 1.200E+00
1.000E+00
-2.400E+00
XXXYX -1.200E+00

Mots de longueur 6
XXXXXX -1.680E+01
-2.800E+00
-1.680E+00
1.000E+00
-4.200E+00
8.400E+00
-2.160E-01
5.040E+00
XXXXXY 3.000E+00
-1.000E+00
9.600E+00
1.080E+00
-3.600E+00
XXXXYX 4.800E+00
2.400E+00
4.800E-01
-2.400E+00
XXXTXX 1.200E+00
1.200FE+00
2.400E-01
-1.200E+00
AXXYXY -1.200E+00
XXXXYY -2.400E+00
ce qui donne, en appliquant les

pour le moment d'ordre 1 :

Mots de longueur 0
1 I1.000E+00

P2V0
POVO
P1V1
P1V1

p2vi
P3vo
5149
P1V0
P4v1
Povi
pP?7v0
P3va
pa2vo
bovo
P1V1
P4vo
Pov2
P1V1
pavo
P4vo
pova
P1V1
P2vo
pP4vo
pova
P1V0
P1vV0

régles de calcul du lemme ci-dessus

PIVO0
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Mots de longueur 1
X 1.000E+00 POV1

Mots de longueur 2
XX -1.000E+00 POV1
-1.000E+00 PIV0
-2.000E-01 P3V0

Mots de longueur 3
XXX 1.000E+00 P1V0
2.000E-01 P3V0
-6.000E-01 pP2v1

Mots de longueur ¢
XXXX 1.200E+00 pP2v1
1.000E+00 POV1
6.000E-01 P3Vo
1.200E-01 Psvo
-1.200E+00 P1V2

Mots de longueur S
XXXXX  3.000E+00  P2VI
-1.000E+00  POVI
-1.400E+00  P3V0
-2.400E-01  P5V0
4.800E+00  P1V2
-1.000E+00  PIVO
1.080E+00  P4VI
-1.200E+00  POV3
(02/5) XXXXX  -2.400E+00  PIVO

Pour P=3,V=0 et °2=5 on obtient la fonection polynomiale
sutvante (fig. 1)

3 5 8

~1.20t5+0. 26t"+0.75¢
9 10 11 12

<q?(t)>=3-4. 281, 4t5+1.89t%-0. 98¢

-0.67t"=0.42t" "+0.2t" " +0. 21" "+ ...



————— Solution par la méthode de Monté-Carlo
—— Développement a l'origine:Ordre 8

— Développement a l'origine:Ordre 12

-

Figure 1: Moment du premier ordre de la solution de 1'8quation

q+q+tq+ 0.2q3 =b(t) avec 02=5,q(0):3,é(0):0.
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Remarque : Pour obtenir le comportement au voisinage de l'origine des

n (1)

moments d’'ordre supérieur <yn (th, il faut calculer G - et prendre

l'espérance du développement obtenu.

(1) ¢ Y signifie GuGuw... wG n fots.












- Chapitre III -

DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DES MOMENTS
DE LA SOLUTION
DE CERTAINES EQUATIONS NON LINEAIRES FORCEES.

Dans la sutte, nous nous intéressons aux équations différen—
tielles non linéaires particuliéres sutvantes :

Lq(t) +8P(q(t)) = b(t) (14)

oud L est un opérateur différentiel

" d
L= 1. = (1.=1),
=0 * at* "
et P un polyndme :
m .
Plz) = 5 p.a.
j=1 7

Zi (2=0,...,n) et P (§=1,...,m) sont des constantes appartenant d R ou C

Les conditions initiales q(0), 4(0),...,5"?0) sont données.

Sott le développement perturbatif de la solution de (14)
q(t) = qu(t) +8q,(t) + 8% g (6) + ...

qo(t) est la solution de (14) pour 8=0, c'est-d-dire la solution du

systéme linéaire associé.

On en dédutt des développements de méme nature pour les sta-

tistiques de la solution par exemple :
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<qM(8) >z <q(t) >+ n8<ql () q(t) >+ ... m0
<q(t1)q(t2) >= <q0(t1)q0(t2) >+ 3(<q0(t1)qz(t2)>+zq0(t2)q1(tl)>)+..
Dans ce chapitre nous donmnons les expressions des premiers

termes de ces développements. Ce probléme n'est pas souvent trarté par

les auteurs ,ceux—ci s'intéressent uniquement d la solution stationnaire.

1. CALCUL FORMEL DES TERMES DU DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DE LA SOLUTION.

La série génératrice associée 4 (14) est solution de l'équa-

tion ¢
n n—t n M Y o n-1 n=1 z
(s L.z, )G +x,8 ¢ .G Y=z, T, 3 g. T
=0 0 0 J:ZPJ 0 " i=0 °

S

ou les 5i(i=v,...,n-1) sont des constantes déterminées & partir des con-

ditions initiales. Sbit(?o la solution du probléme linéatire assocté (R=0).

o n—i Tt p-1 1 7
GO: (iiozix ) (x, "o *+L 67;::)

Les autres termes représentant formellement qk(t) sont donnés par :

n
T,z X
0 p p, ...p Gr WGy w..w G

J=1 7<1_, ..._,kj kZ 7<2 kJ. 7 2 kj

k1+... +K j-k

Proposition 6 : G7< est une série rationnelle appartenant d Kw(;%,;ﬁ)>.

La preuwve est tmmédiate : il suffit d'appliquer les propriétés du mélange
(Cf. proposition 1).

n . D o .

5 N~ . 7
Posons ¢ L. x = ."Z(z-ai xO) ’a1+3‘2+"'4°‘p:n

£=0 1 70 1=
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et décomposons en &léments simples

44

n ey 1 11 z p oy T
(zl.,x, ) (zé.z)) = g z - q
iz0 v 7 =1t 0 gz = (T T/

Pour calculer G7<J k=1,2,... 11 faut savoir calculer le mélange

d'expressions de la forme :

R (z,)x. R, (z,)x. ...x. R _(x,)

170 Zq 2'70 g W P 0
ou Rj(xo) (§=1,...,0) est une fraction rationnelle en z, et (iz,...,ip)
e{0,11}

2. CALCUL DU MELANGE DE CERTAINES SERIES RATIONNELLES (Cf. (L11)

Propasition 7 : Etant données les deux séries en les variables non

commutatives LpsLyseeesly,
—_ T -1 - -1 -7 -Z_ -1 T -7
s‘-j-(z b, ”iz(l bz, xiz...xip(l b ) = xip(l by
-1 -1_. - -1 . - _ —1____ -1 -1
et $i=(1-d m ) % (1=dgzy) x_jz...wJ.q(z 4 zy) " =5} xjé(l-dqwo)

ol p et q appartienment d N, les indices iz,...,z’p,jz,...,jq a{0,1,.e..,7}
et les bi’ dj dR ouC ; le mélange est donné par récurrence sur la lon—

gueur par

-1

-1
_ -1 _ -1 -
sgmsg_(s’;’msg )qu( 1 (bp+dq):x0] +(s§ Lusg)xip[ 1-(b,*d )z,

1 -1 1

avec (z-dxo)' w (I=bxy) = ( 1-(d+b)z, ) “.

Preuve : Soitent les deux séries
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_-1 _ -1 _eq-1 _ -1

sg-sg z (1 bpxo) et Sg-Sg z s (1 dqu)

p q

leur mélange est donné, en notant que

(1-bz,) "1=1 + b(1-bx ) "z (15)

0 0 0’
-1 - -1, q-1_ . _ -7

par, & :cip[l+bp(l by "z 1w S qu[wdq(z 4z, 7]

sott, en développant et en appliquant la définition du mélange et (15),
par,

-1 -1 g-1 p-1 g-1 P
[55 T (Z-bpxo) msg ]quﬂ"[Slz? msg qu(l %WO) 1z

p p

-1 -1 q-1 g -1
+ [s‘; xip(l-bpxa) ms‘g P J.q(z dq...o) ]bp:x:o

+[-z

Ry

-1 g-1 -1
xip(l-bpxo) Lusg qu(l—dqxo) ]dqxo,

d'ol, en regroupant les termes semblables,

_ -7 -7
(54_3 w s'g) [z—(bp+dq)x0]-(s§ w s*’g )qu+(s§ W Sg)a:ip.

Corollaire : Il est alors possible de calculer le mélange d'expressions
de la forme
R (x)x. R,(z,)x. ...2. p (x
1'70 Z, 2707, p-1"p 0/

ou Rj(xo) est une fraction rationnelle en x, et les indices ©
appartiemment d {0,1,...,n}.

720009 g

&

Preuve : Il suffit en effet de calculer le mélange d'axpressions

T KE ™y
(Z-azxo) z; (1-a._x,) L oea, (l-apx ) ¢
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aprés décomposition en éléments simples des fractions ratiommelles Rﬁ(xo)
On applique alors la proposition gn notant que :

-1 -{q-1)

=-(q=1) _
) xo(l axa) .

(1-ax )-q (l-axo + a(l-axo)

Gk s'éertt alors en somme finie de termes de la forme :

Bcrz(ga Dzl I - iy -
0% %) xL (1-( %3 ai)xal Zg e L(I=( zlaka )z )

t)r=1, P orc g N

ol B appartient 4 C, (’L,...,‘L)G{Ul} (GZ 1=0... .k

Par récurrence sur la longueur, on voit factilement que dans
le cas ou tous les pdles a, sont simples, le coefficient B s'exprime en
fonetion des Aé (noté Ai)

Dans les applications nous représentons un terme de Gk par

le schéma :
C x. x. ¢ 0 8 00 0 00 x.
Xy La *x
1 1 i 1
So S1 S k-1 8%
2 2 2 2
So S1 k-1 Sk
P p P p
5% 85 e 851 8%

‘Le programme, dont les principaux modules sont explicités
dans le chapitre 5 permet de construire Gk pour n'importe quelle Zquation
Ces suites de schémas obtenues, on peut choisir les conditions initiales

et les pbles (stimples) pour L'équation traitée.
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~

Remarques : I- La proposition 7 généralise d certaines séries formelles

en variables non commutatives, le théoréme de Hurwitz sur l'addition des

singularités des séries en une seule variable [B3].

2- A partir de ce calcul formel, on peut déterminer algé-
briquement les noyaux de Volterra associés d certains systémes non liné-—

atres [L1].

3- Dans le cas stationnaire, tous les mots des séries Gk

se terminent par X, 5 ona alors

n _pj

— ’ P
-z - -
Gk-j ch(l a%xa) aﬁ(i aIxO)

_J _J
pzx x (l-aj ) pi_lx
17 %1 i-T°0 1

Or 21 y a correspondance biunivoque [F7] entre ces séries et les séries

en vartables commutatives définies par

o i
_J _J 1-1
) l=ayzy) Te.(1-ay iz

.

7 (1-a
L ec.li-a
7=1 J 071

et qui ne sont, d un changement de variable prés, que les fonctions de
transfert réguliéres définies par Mitzel, Clancy et Rugh [M2]. Notons la
reconnarssabilité [F7] de ces fonctions de transfert [elles sont de la
forme

P(ZZ""zi)
Qz(zz)...Q z(z. Z)Q cH ou P’QZ"“Qi sont des polyndmes].
L -

3. EXEMPLES
a. En physique statistique : l'oseillateur anharmonique.
Soit l'équation différentielle, dite de Duffing

§+ag 4y q +8q° = B(t) =(0)=a,  £(0)=b.



La série G associée est solution de l'égquation :

2 2 _ .
(1+ax 'ﬁyxo)G + &xa GuwuGuwaG-= z, xz+(0 aa) x,taz ),

0

posons
(1 +ox, * sz) = (1l-a, x,) (1I=-a, x.)
0 0 170 2 70
et
P -1 -1 -1
(1 + on + Yxo) ((o-aa)xa + axO) = AZ(Z—aZ xO) + AZ(Z-a2 xo)

GO est donmné par :

-1 -1 -1 -1
(Z—aZ xo) xa(l-az xo) x, * Az(l—azw) + Ag(l-azw)

sott schématiquement :

[
—

2 9
g g
1 4
2 a
0
b X Y
1 0 0
2 1 0

D'aprds la proposition précédente, on peut calculer Gy

Le calcul numérique a donné :

%WGZ:

-
>
>4

[
L]
i~

S
-
-
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b. En théorte des communications : boucles J verrouillage de nhase
(Van Trees [V1]).

Sott le modéle :

Nt)

8,(¢) _ E(¢)
—@

sin( )

L'équation différentielle décrivant ce systéme s'derit :



dE(t)
dt

+ K sin E(t) = él(t) - KN(t). (16)

Elle traduit le comportement du signal d'erreur. Dans la suite nous consi-—
dérerons le %gs le plus sitmple : éz(t)zo. N(t) est un bruit hlanc gaussien
de variance -i%;-Une premiére approximation pour la résolution de (1) con-—

siste 4 apprgéher :

3
sin E(t) = B(¢) - L

La série génératrice associée est solution de :

G + X z, G ~-§ z, G wG wg ==

Z
On obtient :
G, =(1+Xzx )‘1 x
0 0 z
ou :
17
100
Pour GZ :

Pour G, :

360 X X Y

bes
(]
(3]
[2%)

a
™~
en
w
©»
[
~
()

14¢ ¥ 7 X ¥ Yt ¥ ¥

36 x Y Y Xx ¥y ¥ 7
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5. EXPRESSION DES TERMES DU DEVELOPPEMENT PERTURBATIF DES MOMENTS DE LA

SOLUTION.

a. Cas non stationnaire.

En utilisant la proposition ci-dessus, on obtient une reprs-

sentation formelle du terme d'ordre k de :

<q*(t) >=<q, L) >+n <q “Lee) q (t) >+ ...

)W(z-'b)

Wn—
%G e

k-Z
)GO

k-

z

( 0) 1)...(
Ty < <l n z
k=-1=""=

<n 0

0=
Uy gt o ¥ 7K

un terme s'éerit :

p < -1 p -1
BCc( 1-( k IR xiz(z-(_z 571'a7;}x0 ]
1= 1

=1

L..

7 =1
ceo(I- (z Gk 1% )x )T

) w
770 Tk-1
G L
i
(I~ (Z § a):z:
‘Lk Zk

(17)
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Z

ou B, C, 61 s

x, sont défints comme plus haut.
i

Appliquer le lemme du chapitre précédent revient <ct :

1) @ annuler les expressions pour lesquelles :

(1)
|z, ©. ...z Z0 et|xz. T. «..2. =0
1% Tk [xz | 1% "k | %%
2) s ]zifxig’“.’xﬂp Ix M=a » a>0
< 1*1

~

- d supprimer le pdle compris entre chaque paire x %15
- d remplacer x,T;  par 2 4

- et d multiplier le coeffictent BC par (6—2-) .

L'expression (17) est ainst une fraction ratiomnelle en z,

m p

m. § 4 -1
R(x,) =BC z,” m ( I-( £ yu: a,lx,)
Nous la noterons :
C X X L] ® 0 e 0 X
1 1 1 Z
u u .
0 1 um—] um
2 2 2 2
u.0 uz vcou{n-z um
P p D 2
Ho H7 ceoosHm=1 Um

La proposition suivante permet de traduire l'expression (17)

en polyndme exponentiel aprés L'avoir décomposée en éléments simples.

(1) w et w' e(ZpsZ} 5 om note | w I le nombre d'occurrences de w' dans w.
wi



Proposition 8 : 4 la fraction rationnelle

Rg(xo) = (Z—axo) -P

est associé le polyndme exponentiel :

Preuve : Montrons d'abord le résultat simple suivant :

(1~azp) P = (1raz )P w (1maz))7I,  pa1.

Il suffit ensutte d'appliquer la proposition 3 pour conclure.

W(l-g )t

) =5 (" )adt = )

- p-1 .
(1+ax0)p ZLU(I—ax 1 C ek ok K
0 k=0 p-1 0

mats d'aprés la proposition précédente,

k. -1_ k -(k+1)
z,u (Z—azo) -zo(z—a xo)

d'on (1+az )Pl w (1-az ) "I=(1-az ) k

p-1
- ko Rk, -
0 5:5 p_ia 30(1 awa)

=(1-az ) " (14az ,(1-az ) TP

0 0

=(1-az ) P egfd.

b. Cas stationnazre.

D'aprés la proposition ci-dessus, la limite du polyndme
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exponentiel associé d R(xo), quand t tend vers l'infini est :

m=-1 p -
cm (- uk.ak)zsiu-

T L ; i:...:uizo (B=1, Cf. §2)
J: —

0 sinon

Il sera représentd par

c 11 1
uo L‘Z L I I ) um- Z
1; @ +¢ o 00 . u 2
0 1 m=1 (18)
p P
Hp M7 ettt peg

e. Applications

Exemple 3a :

Premiers termes du développement perturbatif de <q(t)>.

<G> I 1
0 1 0
0 0
z I
z 0
0 0
azt a2t
ou <q0(t)> = AZ e tdye

pour l'exemple du chapitre II,

0, 5¢
<QO(t)>=2 e (1,5c0s8(0,868t) + 0,866sin(0,866t))
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S
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Q- Q ke
>
~O ~O
>
S

&
12 {-2—)

~
- Q
QN
oDy

12 X ¥ X x x

"~
Q
[\%)
~
Q
()

_,3 -1 -1, -12 I A
<GZ>-AZ(1—a1x0) (1-a2x0) (1 Sasz) 0+3A (1 a, 0) (1 agxo) (1 (2a +a2)r0}w0

-1 -1 -2 '3 -7 -7 -1 2
+34 A (Z-al 0) (Z-azxo) (1-az+2a2)x0) xa+A2(1—azx0) (Z-azxo) (Z-Sazxo) x,

+12A1(°2) (1-az,) 2(1-a2z0 (1-3a.x

7 0) '(Z-(2a1+a2)x ) Z/Z (a +2a )* 7 g

2 —1 —2 ..Z -1 -1 5
rq - - - -
+12A2(2 )(1 azxo) (l-azxo) (1 3a2x0) (1 (2az+a2)x0) (2 (az+2a2)x0) z,

Pour l'exemple:

-1, 5¢t

<q,(t)> ==2e (0,06 cos (2,598t) + 0,67 sin (2,598t)

-1,5t

-2 (2,63 cos (0,866t) + 0,65 sin (0,866t)

+2e-0’ 5t

(2,68 cos (0,866t) + 3,87 sin (0,866¢t) )
-0, 5t . ,,
2e (3,75t cos (0,866t) - 6,5t sin (0,866¢) )

La figure 2 représente les deux approximations :

<q(t) >= <q0(t)>

<q(t) >= <q0(t) > + 0,2 <qz(t)>

Dans le cas stationnaire,



<q(t)>

—— <q0(t)> +B<q1(t)>

----- - <qo(t)>

Solution par la méthode de Monté-Carlo

T~ —_—

———— . —

Figure 2: Développement perturbatif du moment du 1°* ordre de la solution

de 1'équation q + q + q + 0.2q3 =b(t) avec 02:5,q(0)=3,é(0)=0.
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<g>=lim<q(t)> =0

t> =
ear tous les mots de Gk se terminant par x, ont un nombre impair de x

7°

. Premiers termes du dévelovpement perturbatif de <q2( t)>.

<G2 w GO> : (19)
2
4 (‘;—) T xr 1
7 1 2
2<G2 w Gg>~
32 2
288 (%) x X ¥ X X X X
2 3 2 2 1 1 1 9 o0
1 2 2 3 1 1 2 2
576 I r r r % z z 3
¢ 3 2 1 1 1 ¢
3 1 2 o0 3 12
L
192 r ¥ T t r X % %
¢ 3 2 2 2 1 1 20
9 1 2 9 9 1 1 2
EY) f zZ ¥ x r ¥ r X 5
3 2 2 2 1 1 0 0
: 2 9 9 1 1 2 2
576 r r r x x X t 6
3 2 2 1 1 9 17 0
1 2 0 3 ¢ 2 2 ;
1152 t X X X X X I 2z
2 3 2 2 1 2z a2 4
0 1 2 a2 3 1 4 2

2260 UJ62> - <GZ w Gl> N

3
32944 (%) t r t % ¢ t ¥ X ¥ % I X

5 2 2 2 3 1 1 1 1 49 4@ 9
Z 1 ¢4 2 2 9 3 & I -
165888 r ¢ ¥ X Y X L& X X ¥ 1 X
¢ 3 3 2 2 2 2 I 1 o2
2 3 1 4 2 2 90 5 5 I I 4 3
197654 L x ¢ o o X 1 I ¥ 1 X
EE 3 2 2 2 2 I I I I3
2 7 3 14 2 2 2 3 3001 2
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La figure 3 représente d'une part le moment d'ordre deux de
la solution linéaire associée non stationnaire

<qg(t)>=2, 5+[2(0,42 cos (1,732t)-0,72 sin (1,732t))-3,331e"t

et d'autre part les deux premiers termes du développement perturbatif de
la solution non stationnaire :

2
<q0(t)>+2s<qo(t)qz(t)>=

Q2(6)5=0,215~(7,28+2,678)"" + 3,160 "

v 272801, 17008 (1, 732¢) +1, 68s1n(1, 732¢) )
+ 20 2500, 026008 (3, 464t)+0, 091sin(3, 46))

+ 26 C[(-0,5+1,33t)cos(1,732¢)+(~1, 2+1, 16¢)sin(1,732¢) 11.

Les trois premiers termes du développement perturbatif de la
solution stationnaire sont domnés par

2 22 .
«q°> = °—2 - 38("7) + 24,17 8% (a2)?

D)
<

sott :

8< 2, 8p 2,2

3.3
5 = 0,5

_ 8D 8°p 2
= 1,5 = + 12,08

La figure 4 représente les deux approximations
0,5z - 1,5 &°

et 0,52 - 1,5 z° + 12,08 z° (z=22)

2

Elles sont comparées d la solution exacte de Fokker—Planck.



2
Solution du systéme linéaire associé:<qo(t)>

..... <qo(t)> + 28q,(t)q (t)>

-
———

1 b 3 4 t
Figure 3: Développement perturbatif du moment du 2°™@ ordre de la solution de

l'équation q + q + q +0.2q3=5(t) avec 02:2.
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.08 -

.06 1

.04

02 ]

Solution par l'équation de Fokker—Planck

Développement perturbatif au Zéme ordre

-—— - -

—-—-—Développement perturbatif au 1%Y ordre

/
/
, i
, ‘/" \,\
/ 7z
g 7
J -
/. ./
./
o ‘ ' 2
2 3 .4 E) .6 o
BE—

oI

Figure 4: Moment stationnaire du 2°™ ordre de la solution
de l'équation q + q + q + qu =b(t), variance=c°.
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Exemple 3b :

Le calcul a donné

<G, W G s
2o 0 (20)
2% ) X
2 2 0
2<G0 UJGZ >
72
48(5’2—) X X X
2 4 2

2<GO LLIG2 >+ <Glu1 61 >

2 3
1152 ("7) X ¥ X X X
2 4 2 4 2
23
5760 (‘12-) X ¥ X X x

2(<GO UJGE >+ <GZ LUGZ>,’ N

2 4
27648 (‘32—) X ¥ ¥ X X X X
2 4 2 4 2 4 2
24
138240 (0—2-) X X X X X X X
2 4 6 4 2 4 2
24
691200 (92—) X ¥ X X X x X
2 4 6 4 6 ¢ 2
2 4
138240 ("—2-) X ¥ ¥ X X ¥ x
2 4 2 4 6 4 2
2 4
1935360 (9’2—) X X X X X X X
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<a( GO w G4 + GZ W G§-+ G, w GZ>

Z 5
663552 ﬂ%4 X X ¥ X X X X X X
2 4 2 4 2 4 2 4 2

3317760 X X X X X X X X X
16588800 X ¥ x¥x X X X ¥ X X
82944000 X X X X X X X X X

3317760 n X

>y
>
P
P
B
=
b
Ea]

16588800 X X X X X X X X X
331 776‘0A " X X X X X X X X X
464486‘40 " X X X X X X X X X
232243200 X X X X X X X X X
16588800 X X X X X X X X X
650280960 " X X X X X X X X X
232243200 X X X X X X X X X
46448640 X X X X X X X X X

1393459200 X X X X X X X X X

Les deux premiers termes du développement perturbatif (fig. 5)
du moment du second ordre sont domnés par

2
<q,(t) +.§’40(t)q1(t)>:

-2,4t -4,8t
- 2 +
6

-2,4¢
0,6(1-2 ) + 2(-0,3t e

Y
N'bq
N



<q2(t)>

T <q§(t)> +2pq,(£)q, (£)>

<q3(t)>

-

Figure &5: Développement perturbatif du moment du 2°™ ordre de la solution

3 i
de 1'équation q + K(q - %,—) =b(t),variance= 5

2A



<q2> -/ L
1.6 / i
/ 7
./ //,
/ //
/ //
:/ ///
/ L
/) /
1.2 l / ///
//
/ //
./ //
4 .
/ e
./ ///
/ ‘ . .
.8 ) ,// : Solution par l'équation de Fokker-Planck
s . éme
g SO Développement perturbatif au 2 ordre
s
5l . éme
/ e - Développement perturbatif au 3 ordre
Ve
’/'/,’/
ot
.4 4//
s
//
//
T T | T v
.2 .4 .6 .8 1 LS
44

Figure 6: Moment stationnaire du 2°™ ordre de la solution de

s .
L'équation q + K(q - %,—) =b(t),variance:5—2%0- .
) 2A
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Dans le cas stationnaire (fig. 6) om trouve 4 l'ordre trots

2 2

q > =2 + %Z + 3 N.K

avee 7=
44°

I

Remarque : Il est beaucoup plus facile de trouver les coefficients du
développement par notre technique que par celle exposée dans l'article de
Van Trees (y1) . Calculons par exemple le deuxiéme ordre.

Reprenons 1'équation 3b :

2 K2N0
q(t) + K sin q(t) = u(t) <u(t) u(t=)p>=0c" = —5 )8 ()
24

l'auteur éerit : q(t) = nz(t) + nz(t) + ns(t) + .

on n,(t) = JO...IO Rp(8sT et ult) ult )de .. dr .

en remplagant dans :

" 3¢z
q(t) +K (q(t) *%7 ) = u(t)

1l obtrent : ﬁz(t) + Khz(t) = u(t)
ng(t) + Kng(t) =0
. _K 3
ns(t)‘+ Kng(t) —ﬁnz(t)

sott : "z(t) = fOe—Kfu(t—r)dr
nz(t) =
na(t) :%f j f J’ oKttt by
07000

u(t—f-rz)u(t-r-rg)u(t—r—rs)drdTZdTZdrg
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d'ou : 2<n1(t)n3(t)>=2<q0(t)q1(t) >=

K5 N_ Jme—ZKr
242 19

1, 2 2

5 )

1
=12
4A2 2

Avec les séries formelles on a :

ZGOUJGZ: 2 Y X Y

Dlow 2 <G w G>=48( %2)2 X

® -KT
2 d-rg J'-Oe 4 d'r4 J

e—K(r4-1') e—Kr

0

dt =

(1 + 2x0)%(1 + 2x%)

quand t tend vers l'infini on obtient donec directement :

KZVO

4 A












- Chapitre IV -

RENORMALISATION

1 INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons vu que le développe—
ment perturbatif de la solution de :

Lq(t) +BP(q(t)) = B(t) (21)
ou L est un opérateur différentiel linéaire & coefficients constants, P
un polyndme et B(t) un bruit blane gaussien de variance D, ne donne pas
des résultats convenables dés que les coefficients dépassent un certain
rapport (dans 1/ezemple III. Sa,%g- doit rester inférieur & 0,06 et dans 1'exem-
ple IIT.3b , B'Zg' ne doit pas dépasser 0,1). Ce probléme se rencontre

ausst dans le cas déterministe. Considérons Ll'équation, comme Nayfeh[N1lp.24

c“[+q_+sq3=0 q(0) = a et q(0) =0, 8> 0 (22)
q est bormé car (22) s'éerit en multipliant par q puis en intégrant :
-3 2 ¢ a2 2
R T

Sott le développement

q(t) = ¢ énqm(t),
m_>0

en identifiant on obtient,

q(t) = a cost +3a3(-g_ t sint + (cos3t = cost )) + 0 (82)

L
32
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Les deux premiers termes de ce développement ne peuvent pas
approcher q(t) car tsint tend vers L'infint avec t. Un élément de la

forme tsint est comnu sous le nom de terme séculaire. Dans ce cas sim—

ple, en tenant compte des ordres supérieurs, il est possible de resommer
ce développement. Mais, dés que l'entrée est non nulle, des difficultés
apparaissent ; le cas aléatoire ne fait que les amplifier, en les ren-
dant moins évidentes et plus complexes.

Pour pallier d ce probléme de nombreux auteurs (Morton et
Corrsin [M4], Langouche Roehaerts et Tirapegui [L2]) emploient des dia—-

grammes & la Feynman [F1], ceci pour les raisons suivantes :

1- Il est plus factle de manipuler les diagrammes correspondant aux

termes de haut degré que les termes eux-mémes.

2- Ces diagrammes permettent d'écrire des équations pour les proprié-
tés statistiques.

3—- On peut grouper les termes (de fagon heuristique) pour former des
séries resommées.

N

L'intérét de cette méthode est exposée dans la suite d travers L'exemple

de Morton et Corrsin.

2 EXEMPLE DE MORTON ET CORRSIN [M4]

Soit l'équation :

" . 3 _

4 +aq +q +8q = F(¢) (23)
ou f(t) est un processus gaussien. Les deux auteurs citds donmment dif-
férentes renormalisations du développement perturbatif de la densité
spectrale de la solution.

a. Transformée de Fourier de la solution

q(t) et f(t) sont supposées périodiques, de période infinte
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: +T ,
q(t) = ¢ ulw gtut avee ulw = '2'ZTI q(t) e gt
w -r
+T .
' f
et ft) = Iglw) & avee  glw) = Ezf)'_T Fre) e ge.
w

En prenant la transformée de Fourier, ils obtiennent :

wlw) (1-w24aw ) + B8 L T wulw—w")ule -uule™=g(w)
wl w."

ou  ulw)(l=wisiow ) +8 I ulwJuloJuluy) = glu). (24)
U

Remargue : Ce passage appelle une justification, car on ne saitt pas a
priori calculer la transformée de Fourier d'un produit de fagon simple.
On peut en dommer une par les séries formelles : en effet, la série géné-—
ratrice associée d¢ (23) est solution de l'équation (Cf. I.3)

2 2
(1+ax0+x0)g *Bx G w6 wGT Toys (25)
qut n'est autre que (24) d un changement de variable prés (z‘wz%,xff g)

Sott le développement perturbatif :

uw) = I u (W) (1'indice k donne l'ordre en B). (26)
k>0

En portant (26) dans (24), on obtient :

uy(w)=(1=rinw) g ) =500 ) glw)

ul(w)-:- BS(w) mlﬂugﬁuszmuO(wZ)uO(MZ)uO(NS)
z

U (w)=-8 Slw) U w Ju (W )u, (w,)
2. mmm:mOZOZZS

1723

uk(cu) est une fonetion de 8 , u, et S(w).

0
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Avec les diagrammes symboliques suivants, 1l est possible

d'exprimer Uy, en fonetion de u,

Un segment (—) correspondra ¢ SW),

un point (o) d - B,

une ligne pointillée (——) d u,.
Par exemple : Uy > 3 —_—-

M.§C. établissent  une correspondance biunivoque par des régles simples

telles que :

~

- quatre éléments sont joints 4 chaque point, et au moins

L'un d'eux est un segment,

- 12l y a un coeffictent 3 associé d& chaque sommet ayant une
ou deux lignes pointillées,

- le conjugué d'un diagramme est son image par un miroir

vertical.

Pour dessiner Ups k>0, i1 faut prendre k segments (—) et k
points () en les combinant de toutes les manidéres possibles suivant les

régles précédentes, puis ajouter les (2k+1) fonctions u, nécessaires.

-
,/ ’,,,//// ) f/\\
Par exemple : Us > 81 bt~ * 27 -
.‘\ \\ N \\ \\ AR .. \ )
/’ /’ *
& - ®--
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Remarque : Grdce d l'isomorphisme explicité dans la remarque précédente,
on peut appliquer des régles szmlazres pour exprimer Gy k>0, en fonction
de Ups B et S(x ) = (Z—az 0) (Z-agxo xO ou a, et a, sont les pdles
de ( 1+om0+x0)

par exemple, d'aprés (25) :

G

Gy = = 38 S(xa) GO w GO u GZ

se représentent, comme u; et u,, respectivement par :

2

e e s’
— et 3 —— = =
N N

ou l'intersection de trois '"branches"” correspond au mélange de trois

séries ratiommnelles.
b. Densité spectrale.
La fonction de corrélation
<q( 1:1) q( t2) >
est, par stationnarité, une fonction de t2 - tz

Mais comme q(t) = I u(w) eq’mt, on a ausst :
w

i(m'tzﬂu"t )
2

|
(3¢}

L ou(w)u(w") ¢
' "

<q(t)q(ty)> =

d'ou

aleules = Ulw') 6+ _
w
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ou U est la densité spectrale.

D'autre part, l'entrée étant gaussienne, U, l'est ausszt.

Sott u, la densité spectrale de la sortie linéaire,

0

<u0(w ') uO () >= UO(‘-U ') swl ‘uf' )

4

tous les termes du développement

Ulw)=<ulw)u*(w)> =<u0(w)ug(w)>+<u0(m)u§(w)> +<u1(w) ug(w)>

+<u0(m)u§(m)> +<uZ(w)u§(m)> + ..
s'expriment en fonction de B8, U, et Slw.

Par exemple :

ﬁz(w)u;:(w)>=85(u))< Zug(wz)uo(mg)uo(mg) T uo(mz)uO(mg)uo(mg)>(‘3)S("w)
wz+(ﬂ2+(03=m UJZ+(IJ2+Q)3=—(D

=6 BS(w) T UO(wZ)UO(mg)UO(wg)S S(-w)

+9 gS(w) (ZU (w')) U, (w) (T U,(w"))IBS(—w)
wra 0 n 0

w

A partir des diagrammes obtenus précédemment, 1ls obtienment des diagram=—

mes pour ce nouveau développement.

<u2fm)u:1=(w)> <~ < ——m- e = 8 —@___

ou le diagramme ~~~ représente Ubau).
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Pour les obtenir, 1l suffit de combiner les u, d'un diagramme avec les Uy

de l'autre, de toutes les fagons possibles.

Par exemple, d l'ordre trois :

(27)

3$\M+

g —R R 18 —E +w——1,$:Q .

QM— + 6._@__ >
27 —_M+108—%7 + 54__9&,\,‘ +

108—% + 108 ——% + 108——% + 54 __@“n +

e. Construction des équations resommées.

Groupons certains termes de (27) :

U(UJ)=W+{3J\M+ Q—M\N‘ " 27_1_wvv~

+ 81 —2- 8 2 Y~ +54——9va'+ ..... }

H18 —LSnnn + 162 —R B __Fynn

+ 32 —€F—ET + 54— oy o b
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+ 18 {_+3._Q— +9—u—"+...18——e—

F ecees} e'v\" F e
d'ou

Ulw) =~ant 3 —Par + 18 COETar + eeenns

e s 0000

ou ::——+3——2—+ g ——& .

Un élément appartient d (——] st et seulement st
1- 21 commence et se termine par un segment,

2- seulement des segments le traversent.

En regardant les ordres plus élevés, tls trouvent :

Ulw) = ann +3Cﬁ/\n + ZB:@Vw + 18‘_—__—_‘%

9 T ¢ f R F e

Continuons la resommation

Uw) = an~r +303 | ?+sg@ * 36 g+ - faan F oo

st <« est le diagramme correspondant d U(w), on peut écrire :
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(@ stgnifie ¢ Ulw')).
14

w

finalement 1ls obtiennent :

N

SRR == = =

on Hu) =< glw) g Tuw)>.

D'autre part,

+

s = ¥ (wf=]

avec ¥(w) = 3 W+ 1868 + 188 + 216€ESF S

de la méme fagon, ¥(w) s'éerit :

viw) =3 @ + 13 @ o

l'équation resommée de —— s'éerit :

Remarque : I- La fonction ——)est appelée fonction de Green généra-

lisée. Elle vérifie l'équation de Dyson :



- 89 -

S'w) = S(w) + Sw) Y (W) S'w).

2- 21 existe d'autres fagons de resommer. Par exemple Wyld [W2]

a trouwvé, en introdutsant un autre opérateur (O)

/o = — + 3-—@: + 324—-—-(~‘E 1 Q! 1€ X + ceees
> = R - zm:c@S:

O = « 4 6@) + IO *+ 36 o
DA SN

d. Approximation des équations resommées.

La figure 7 représente le moment du second ordre stationnaire

de (23) dans les cas suivants.

1- Premiére approximation de Kraichnan-wyld (Cf.[w2] ).

[ o < E}(w):

_._+3Jb

—

O

analytiquement :

Flw) _ 1 e
55 avec M = 3= J—QU(w) dw,

Ulw) =
(Z+33M-m2) 2+a w
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2- Approximation par fonction de Green quasi-linéaire.

[ O = IFle,3 + 6%
{ &= ~ + 3
O = .
3= Deuxiéme approximation de Kraiclhman—-wyld.
[ < = 3% }+18r:(:@3:-12:@:

@ =+ &

La figure 7 montre que la deuxiéme approximation de Kraichnan—

Wyld donmme de trés bons résultats ; maits il n'est pas certain qu'en tenant
compte d'autres termes, ou en ajoutant un autre opérateur, les résultats
sotent aussti convenables ou meilleurs. Cette méthode fait donmc apparaitre
deux difficultés :

1- Elle suppose l'existence de formes aux ordres plus élevés :@: par

exemple dans (27), le groupement :

S

suppose l'existence de

7 Q fanas W
2 M & v\f\/‘
dans U(LU)

2= On ne satt pas d quel ordre on doit approcher les dquations
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resommées pour obtenir les meilleurs résultats.

Dans le paragraphe suivant, on utilise la méme technique,
sur des exemples plus simples (brutt blanc gaussien en entrée, calcul
du moment d'ordre deux), les diagrammesvétant remplacés par les schémas
de la forme (18).

Tout en étant ausst heuristique, l'application des séries
formelles & ce type de développement permet une plus grande généralité.
En effet, les programmes utilisés permettent de traiter n'importe quelle
équation différentielle non linéaire du type @1 ) ; aveec la méthode pré-

sentée plus haut, tous les diagrammes devraient Ztre reconstruits.

3 SERIES FORMELLES ET RENORMALISATION

Constidérons les développements du deuxiéme moment de la so-
lution stationnaire obtenus au chapitre précédent ((19) et (20)). Dans

la suite, nous cherchons y,v et § tels que :

2
<q2> =y +V <q2> + § <q2> S

pour les deux exemples traités (on utilise un seul opérateur : <q2>).

a- Exemple III 3a : Le développement (19) obéit en premiére approxi-—

mation 4 l'équation algébrique :
2 2
<@ > =T u —-v <qg>

avec (1)

o =7, =1 1
(1) ¢ :1 :Zoa-ak stgnifie C (dza1+31a2) %dza ) Tl (o
7 2...8

x

178535 2317835
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wifp § 1 cumdp 5115 L
Sl I A A ST A A R
St R R

En effet, comme le prouve les termes suivants extraits
le développement vérifie d l'ordre deux :

<q2> = U= UV -+ u\)2+ con

2

2 1 0
¢ () 0 1 2
2 2
3 2 2 1 1 1 0 o0
288 (50 7 5 5 3 1 1 2 3
2 2
4 3 2 2 1 1 1 o0
576 ), 7 3 5 3 11 2
2 2
¢ 3 2 2 2 1 1 o0
2 %) 5 7 3 o o 1 1 2
wet s 2 2 2 1 1 0 0
= 1 2 o0 o0 1 1 2 2
22
3 2 2 1 1 0 0 0
76 ) 7 3 5 3 1 4 3 32
22
4 3 2 2 1 1 0 o0
152 &), 7 % 5 3 1 4 2

v est produtt par 2 3 & 5 6 15 23 20 19 22
2
et uwwv par 8 9 10 11 12 13 1& 15 16 17 18 19 20 21

[N Y
[\C Y

de (139)

~



2 4

82944 ("—2-)

55296

55296

9216

13824

9216

82944

248832

82944

2304

27648

82944

55293

82944

165888

165888

”

”

”

”

n

144

n

”

144

n

”

n

QN

(SN

Ny

~N W

~N W

~N W\

(XY

QS RN

N W\ N W

~N W

[\CIA]

[3NY

(XY
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R \U L) [ SV [\CRY [\CIV) Do Do Do Do ~N W [ WV

oo Do

[ACINALY 0o 0o

~N

0o o

[\CI\N)

[\L\G)

[\VII\CY

S

o o

0o Do

QSN

[\l

QS N

Do Do

S N

N o

S o SN

(VAR Y

QS

S o

QS o

~

SN

QN

~N

~

S

~N ~

NN

(2N

NN

N Q

[N N

NN

[Ny

N

N Q

~

~ ~

Y

o O

o Q o Q [ N Q

N Q

N Q [\CI =Y

~

S

[\C Y

N Q

N Q

N

[\L I

[AVIR

o

[\CI

Qo

N ©

[\L .Y

o Q

[ACIE Y

o QS

[\CIY

ALY

[\ .Y

10

11

12

13

1L

15

16

17

18

20

21

22
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Remarque : Méme quand un terme est pris plusieurs fois (par exemple

15 ou 19 ), son coefficient convient :

15 apparatt dans jv par

2 2 2 2
g 3 2 ) I 0 4 3 2 2 I I 0
2097 7 3 3 1 g € 11820 5 7 5 5 3 1 4
2
et dans yv par :
2 2 2
2 1 0 . 4 3 2 b) 1
4(%) 0 1 g2 ¢t le double produit de 144(6—2—) 0 1 2 3 7
2 2
3 2 Z 0 0
et 144 1 5 3 4 g

or 72 x 1152 + 4 x 2 x 144° cst bien dgal a 248832.
La figure 7 représente cette approximation pour L'Squation :
X ] ° 3 -é
§+g§g+q+ Bq =0(¢t)

On obtient un bon résultat quand 822 est inférteur 4 0,1

2

<q2>=-g-- B(%) g-s(g)%&«z%
9
(1 -5 X)
Y=12{--——-§2—— avecY:% <q2> etX=6-9£
(1 +-7-X) -

Remarque : Le calcul de % n'a pas-été possible car il demandait trop
de temps machine et de place mémoire. Nous n'avons donc pas pu donner une
valeur de § . Dans l'annexe, nous montrons qu'il est possible d'obtenir
tous les termes par une analyse systématique. L'exemple qui suit, de

structure plus simple, permet d'obtenir cette deuxtéme approximaticn.



127

.08 A

.06 1

.04 1

.02 4

Solution par Fokker—Planck

én

1°7® approxzimation de K.W.

Approximation par fonction de
Green quasi-linéaire

2éme gpprozimation de K.W.

Approximation linéaire par
les séries formelles

T T L

.1 .2 .3 .4

(L
4
[\

.6 .? g
ere
eme

Figure 7: Moment stationnaire du 2= ordre de la solution

de l'équation q + q + q + qu =5(t),variance=cz .
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b- Exemple IIT b.

Considérons les termes suivants extraits du développement (20 ),

dans le cas stationnaire :

2
Ordreo:z%) 2
22
Oz»dz-ez:gzs#’?) 2 4 2
23
OrdreZ:IZSZ(CT) 2 ¢ 2 4 2
23
5760(07) 2 4 6 4 2
24
Ordre 3 : 27648 (%) 2 ¢ 2 4 2 4 2
24
276‘480(%—) 2 4 6 4 2 4 2
;2 4
1935360 (%) 2 ¢4 6 8 8 4 2
25
Ordre 4 : 663552(‘12—) 2 4 2 4 2 4 2 4 2
25
9953280(%—)246424242
25
33177500("—2-) 2 4 6 4 6 4 2 4 2
2 22 P
23
<q2>=2(°—2-)2+{48(—§-)(°12—) 2 4 2+1152¢%505)% 2 4 2 4 o
5 2
3 24
+27648(-§-) (5 2 ¢ 2 4 2 4 2
4 25

+663552(—]6<-) <



- 76 -

2 23
+ { 5760(3) (—%—) 2 4

3 24
+  276480(%) (%-) 2 4

x4 25
+ 9953280(%) (92—) 2 4

x4 25
+33177600(%) («°2—) 2 4

L A

2 2

2 o] K, ,a g g
g >=2(7-) 2 + 24(3-) (7) 2 4{2(T) 2 + 48(7)

2 2 3
K o]
+ 1152(5) (—2) 2

z2 23
+ 5760%} (9’2—) 2

3 24

+27648(§)(—%—) 2 4 2 4 g 4 2+..

X22

2

[\\}
(1NN
Do

HN
oy
[N
[\C)

2 2

g X, ,a
+z440(§) (7)4 g 4{ 192(?)(—2—)7 2 2 4 2

g
+23040(€) (7-)

d'ou

g3 23
+6912(%) ("7) 2 2 ¢ 2 4
3 23
X 2 2 4 6 4
2 2

2 2

2 g

=20 2+ 22Ky T 2 4 GPhrrannd) G s 5 4

2 .
=202k '1+24({6§) c2x)Lea)”

1

2

2
<q®>+1240(5) (2x) "% (6x) T <q



- 77 -

“w KW

en posant 02' 5 et Z:—f% on obtient :
2 A 44
.2 _,.1,.2 .5 2 2
q =7 + =2 <@ > F = Z <g7> *+ ...

2 12

La figure 8 représente cette %pproxzmatzon : elle donne de

bons résultats pour Z inférieur 4 0,25 F——— < 0,17).
A

On obtient un meilleur résultat en éerivant que

2
Z 2 5 2
z + 65 - 1) <q™> + 73 Z< g™> +...
est le début du développement de
201e vea®) =0 av _~72%-122+12
2/ = awvee v TT%712-2)
d'ou
>
72°+122-12
En analysant les courbes obtenues jfigures 7 et 8, on constate
que :

1- Les resommations obtenues sont plus convaincantes (elles approchent
mieux la solution exacte) que les approximations au premier ou deuxiéme
ordre des développements perturbatifs correspondants (fig. 4 et 6).

2- Pour le deuxiéme exemple, 1l vaut mieux faire une resommation au

premier ordre qu'au deuxiéme (c'est-d-dire considérer plutdt :

<q2>=Z+%Z<q2> comme solution que

2

2 I S 2
<q >=Z+§Z<q >+7§Z<q > .



<q >
1.6
4
! /
/
1.2 . ./‘ _.'/
N // /,/
\‘\ ‘/‘ /"' —— Solution par Fokker-Planck
\‘ / ‘.'
. : /
v /-" e A;zpr:oximation linéaire par les
\ 7/ o séries formelles
.8 | )/ / e g . .
' - pproximation quadratique par les
4,7 séries formelles
) -— - .
/ / .~'/ ~7 " Approximation quadratique par les
/-/,’ e séries formelles améliorée
o 7
s
d
,(7
4 /
.2 .4 .6 .8 1 KN,
44°

Figure 8: Moment stationnaire du 2éme ordre de la solution de
3 2
l'équation q + K(q - %T) =b( t),varianeezﬂga .
’ 2A
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On retrouve Zct la difficulté rencontrée dans l'exemple de Morton et
Corrsin & savoir : d quel ordre doit-on approcher les équations resom—

mées ? C'est un probléme ouvert.












- Chapitre V -

ORGANIGRAMME ET PROGRAMME DONNANT LE MELANGE
DE CERTAINES SERIES RATIONNELLES

Sott la sérte

i N . : i
t e.(1-alz, )P0 x.(1-a%2 )1 . ...z. (1-a’ z.) Pm,
j=1 J 00 77 170 72 J@i m; 0 #
. .. J . _
oud cjs C sFgsd 9o e {I,...,p} et ay (J-Z,...,Ngk-o,...,w?) est

une combinaison linéaire d'éléments de C : PyseeesP, -

Cette série rationnelle peut s'éerire (Cf. III 1):

M . . .
7 -1 T -1 7 -1
.E di(l boxo) x (l-blxa) < "“xi.(l_bé;xO)
1=1 1 2 : d
ond;€C ity £{0,1,...,p} et by (i=1,...,M,k=0,...,5.) est

une combinatson lindaire de Prsceesby:

Le programme suivant donne le mélange de telles séries.

Exemple: Sotent les deux séries

1 -1

—( 7= = — - -1
sl-(l azxo) x0(1 a2*0) z, * a(1 alxo) z,
27 -1
et 52-3(1 (a1+a2)xo) z,
elles s'éerivent schématiquement:
1 x, & + 2 .
1 % 1o 1 o
0 1 0 0 0

()
8

leur mélange est donné par (Cf. IIT 2):
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3 x ool x, * 3 x x oo + 3 x x z
2 2771179 2 97 % 1 2 91 7% 1
1 2 1 0 2 2 2 0 Z 0 1 0
+ 6 xl xO + 5) ) xz
2 I 0 2 1 0
y) 2z 0 1 0 0
Arguments du programme Ezxemple
LMAX1=Longueur maximale des mots de la LMAX2=2
chatnel
CMOT1 CMOT1
L TX X X & Xl DX
mot PT1(LMAX1) PT1(2)=5
CCOEF1 CCOEF1
TS ] EDNE=
coefficient
CPOLE1 CPOLE]
—— T nombre de 110111010
—_——e poles: NP 0/ 0j011,0
R
. ) ' ' ] ] L
PT1=position du dernier mot de longueur 1 oT1
T T T [0T0 [2]5 ]
-101 L L+l LMAXI =10 1

On définit de la méme maniére:LMAX2,CMOT2,CCOEF2,CPOLE2 et PT2

pour la deuxiéme chaine.Le résultat sera mis dans des tableaux identiques:

CMOT,CPOLE,CCOEF et PT.Pour l'exemple simple ci-dessus,on aurait obtenu:
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cMoT

B NS SO FIERVNEER DNEH FEDY

CCOEF

LI [ X3 | =< [ ><J 3| ><|

CPOLE

L

lojols]B]

=10 1 2 3
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ORGANIGRAMME

Programme principal:

T~ acn
°TL(T) i

neon

nen




[N
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// .‘/l e ," S
4 m&a‘qqe./éc.s/ ,
[ Gy pats” L
rhgemeot




1 mefange dcit.u‘(
L ota Ot'/“-'
"_rdnq emenl
L L,

-84 -

IDIMI=I st I=0
1 s I=0

MOT1

POLE1

De la méme maniére,on définit pour le deuxiéme mot:
IDIM2,MOT2,POLE2 et pour un mot résultat du mélange:IDIM,MOT,POLE.

POLE (O,E) =

POLEL (0,E)+POLEZ(O.E)

]

| POLE(4E)=0

l

MOT = MC™. J

POLE (R,E) =
POLEZ (0,2)+POLEXH,Z]
L
L T = E+1 j

| MOT= MOT [

H=Hed j

POLELINS)+ PILEL (L)

l

“ﬁpoci’ de SANG—ﬂ]
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IND.BCL(=!

POLE (9,5) =
POLEL (0,6) = POLEL ;%)

|

POLE{IDIM3 =)=
POLEL({IDin3 Z) +
LS IDIN3, 2

Appel de. NB.VAR-BCL .
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Sous-programme: "nombre variable de boucles"”

|| NB_VAR -BCL "

debut

IND-3CL M+l
TND-BCL (M) + 4

U).

:;P!;Cr
INC.2CL{M} = IND-BCL (TDiM:)=
IND-3CL(M)+1 IND.ACL(IDITH)+ 4

|

Il faut noter qu'une programmation simple du mélange de
deux mots a été possible grdce 4 l'utilisation de procédures
récursives (Cf. Knuth(X1) p.187 )
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m

Placer fa fethre €
du MOT2 dans fa

H'EY cage de MOT

Placer ta Pebre
du MOTL dans
HIEME cnce

I

G=E

n

"
m
+

-

-l
[
L

POLE(HF) =

POLEL (G F)+ PLES (N.F)

e 5 D -
racer ta fetre ICY

o MOTL dane

O
H'®lemge e TC

LV,

Hacer (5 tetfre TSI
3 o~ b
Ccu TUSTE 2ang "a

Bt mze ce 10T

—
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Sous=programme: "rangement”

de gt
RANGT
Iu\\DiC: i
R=PTiL-1)+1

R= Pr(m

] non
FPacer MgT

X ;:aﬁi.r de R
done  CMOT

<=0

it ] B

CPOLE (ReR )

/

= %LE(K,“)

CCOEF{R =
CCOEF(R) +

CCOERYP) & (COEFL(E

oon
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PROGRAMME

Nous avons chotst comme langage le PLI1 pour les ratsons
sutvantes:

1) Il permet de manipuler facilement des chaines de
caracteres.

2) Il est plus explicite que d'autres langages comme L'APL.
3) Il permet d'utiliser la récursion comme dans le sous=

-programme que nous avons appelé "mombre variable de boucles”.

"LSS2919.LAMNABHI.MELANGE'
00010 MELANGE:PROC OPTIONS(MAIN);
00020  DCL (LMAX1,LMAX2,LMAX) BIN FLXED(/,0);
00030 GET LLST(LMAX1,1DIM1,LMAX2,IDIM2,LMAX,IDLM,NP);
00040 3EGIN;
00050  DCL (CMOT1(10) CHAR(IDIM1),CMUT2(10) CHAR(IDIM2),CMUT(10) CHAR(I
DIM),

00060 (PT1(-1:LMAX1),PT2(-1:LMAX2),PT(-1:LMAX)) BIN FLXED(Z23,0),
00070 (CCOEF1(10, LDIM1),CCOEF2(10, LDIM2),CCOEF(10, IDIM))BIN FLXED(
31,09),

00680 (CPOLE1(10,IDIM1,NP),CPOLE2(10,LDIM2,NP),CPOLE(10,IDIM,NP))
00090 3IN FLXED(r,0)) CTL,(RES1,RES2,REZ1,REZ2) FILE,SAVE FLLE OU
TeUT,

00100 (E,F,G)BIN FLXED(15,0),(H,I,J,K,L,M,N,TEST,CODE, T)BIN FLXED(
7,0),

00110 (P,Q,R)BIN FLXED(23,0);

00115  T=0;

00120 GET LLIST(L,L,P,Q);

00130 GET LIST(CODE);

00140  ALLOC CHMOT1,PT1,CPOLE1,CCUEF1,

00150 CMuT2,PT2,CPOLE2,CCOEF2,

00160 CMUT, PT,CPOLE, CCUEF;

00170  CALL IN PUT(RES1,CMOT1,PT1,CPOLE1,CCOEF1,LMAX1,1DIM1,LMAX1);
00180  CALL INTPUT(RESZ,CMUT2,PT2,CPOLE2,CCUEF2,LMAX2, LDIM2,LMAX2);
00190  IF((L=07&(P=1)&(Q=1))

00200 THEN

00205 DO;

00206 PT(-1)=0;

00210 PT(0)=0;

00215 END;

00220  ELSE

00230 DO;

00240 IF(CODE=1)

00250 THEN

00260 CALL IN PUT(REZ2,CMUT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX,IDIM,L);
00270 ELSE  ~

00230 CALL IN PUT(REZ1,CMUT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX,IDINM,L);
00290 END; -

00305 /% —cmmcmmme—mm————- */

00310 /* DEBUT DU PROGHAMME */

00320 /% ammmcmmmc——m—————- */

00330 DO UNTIL(L>LMAX);
00350 DO UNTIL((I>LMAX1)1(I>L));

00360 IF(PT1(I) " =PT1(I=-1))
00370 THEN
Q0380 20;

00390 JzL-1;
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00400 IF(J<=LMAX2)

00410 THEN

00420 DO;

00430 IF(PT2(J)~=pPT2(J=1))
00440 THEN

00450 DO;

00451 IF(T=1)

00452 THEN

00453 DO;

00454 P=PT1(I-1)+1;
00455 Q=prT2(J=1)+1;
00456 END;

00us7 ELSE

004538 T=1;

00470 IDIM1=I+(I=0);
00480 IDIM2=J+(J=0);
00490 IDIM3=L+(L=0);

00500 BEGIN;
00510 DCL MOT1 CHAR(IDIM1),MOT2 CHAR(IDIM2),MOT CHAR(IDIM3),

00520 (POLE1(U:IDLM1,4P),POLE2(0:IDIM2,NP),POLE(0:IDIM3,NP),
00530 IND BCL(IDIM1),IF BCL(IDIM1)) BIN FLXED(7,0);

00540 /% a-ee-m P, P */

00550 /* PRELEVEMENT DES ARGUMENTS DU SHUFFLE #/

00560 /* e cmemmemm—mcem—————m———m—mmmm */

90570 DO P=P TO PT1(I)-IDIM1 BY IDIM1+1;
00580 DO Q=Q TO PT2(J)-IDIM2 BY IDIM2+1;

00590 MOT1=SUSSTR(CMOT1(1),P,IDIN1);
00600 MOT2=SUBSTR(CMOT2(1),Q,IDIM2);
00610 DO K=0 TO IDIM1;

00620 DO M=1 TO NP;

00630 POLE1(K,M)=CPOLE1(1, P+K,M);
00640 END;

00650 END;

00660 DO K=0 TO IDIM2;

00670 DO M=1 TO NP;

00680 POLE2(K,M)=CPOLE2(1,Q+K,M);
00690 END;

00700 END;

00710 /% mome e */

00720 /* SHUFFLE DES 2 MOTS */

00730 /#* mcmccec—ec—————ae */

00740 IF((MOT1='V'){(MOT2='V"))
00750 THEN

00760 DO;

00770 IF((MOT1="V')&(MOT2="V"))
00780 THEN

00790 DO;

00800 MOT='y ',

00810 DO E=1 TO Np;

00820 POLE(0Q,E)=POLE1(U,E)+POLE2(U,E);
00830 POLE(1,E)=0;

00335 END;

00835 CALL RANGT;

00340 END;

008590 ELSE



00360
00470
00330
00890
00900
00910
00920
00930
00940
00950
00955
00960
00970
00930
00990
01000
01010
01920
01030
01040
01045
01050
01060
01070
01080
01090
01100
01110
01120
01130
01140
01150
01160
01170
01180
01190
01200
01205
01210
01220
01230
01240
01250
01260
01270
01280
01290
01300
01310
01320
01325
01326
01330
01335
01340
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DO;
IF(MOT1='V")
THEN
DO;
MOT=MOT2;
DO H=0 TO IDIMZ2;
DO E=1 TO NP;
POLE(H,E)=POLE1(uU,E)+POLE2(H,E);
END;
END;
CALL RANGT;
END;
ELSE
DO;
MOT=MQT1;
DO H=0 TO IDIM1;
DO E=1 TO HNPp;
POLE(H,E)=POLE2(U,E)+POLE1(H,E);
END;
END;
CALL RANGT;
END;
END;
END;
ELSE
D0;

IND BCL(1)=1;
DO H=0 TO IDIM1-1;
IF BCL(IDIM1-H)=1DIM3-H;
ENDY
M=0;
DO E=1 TO NP;
POLE(U,E)=POLE1(U,E)+POLE2(U,E);
POLE(IDIM3,E)=POLE1(IDIM1,E)+POLE2(IDIM2,E);
END;
CALL NB_VAR_BCL;
END;
OPEN FILE(SAVE);
PUT FLLE(SAVE) EDIT(L,I,d,P,Q,CODE) (3(F(3)),2(F(r)),F(2));
IF(CODE=1)
THEN
DO;
CALL OUT_PUT(REZ1,CMUT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX, IDIM,L);
CODE=2;
END;
ELSE
DO;
CALL OUT PUT(REZ2,CMUT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX,IDIM,L);
CODE=1; ~
END;
PUT FILE(SAVE) EDIT('.') (A(2));
CLOSE FILE(SAVE);
END;
Aw=PT2(J=1)+1;
END;
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01350 /* —memcmmmmmomaen */
01360 /* 30US PROGRAMMES */
01370 /% =mcmmmemmeeeeee */
01380 /% ammmcmem oo */
01390 /* OMBRE VARIABLE DE BOUCLES */
01400 /% mmmmmme oo */

01410 NB VAR BCL:PROC RECURSLVE;
01420 M=M+15

01430 IF(M~=IDIM1)

01440 THEN

01450 DO;

01460 DO UNTIL(IND BCL(M)>IF BCL(M));
01470 IND BCL(M+1Y=IND BCL(M)+1;

01430 CALT NB VAR BCL;™

Q1430 IND BCLTM)=TIND BCL(M)+1;

01500 END; ™ -

01510 END;

01520 ELSE

01530 DO;

01540 DO UNTIL(IND BCL(IDIM1)>IDIM3);
01550 K=1;E=1;H=1TEST=0;

01560 DO UNTIL(H>IDIM3-1);

01570 IF(H=LND BCL(E))

01580 THEN -

01590 DO;

01500 SUBSTR(MOT,H, 1)=SUBSTR(MOT1,E, 1);
01510 G=E;N=K=-1;

01620 IF(E~=IDIM1)

01630 THEN

01640 E=E+1;

01550 ELSE

01660 TEST=1;

015670 END;

016380 ELSE

01690 DO;

01700 SUBSTR(MOT,H, 1)=SUBSTR(MOT2,K,1);
01710 N=K;K=K+1;

01720 IF(TEST=0)

01730 THEN

01740 G=E-1;

Q1750 ELSE

01760 G=E;

01770 END;

01780 DO F=1 TO NP;

01790 POLE(H,F)=POLE1(G,F)+POLE2(N,F);
01800 END;

01810 HsH+1;

01820 END;

01830 IF(K=IDIM2)

013840 THEN

01850 SUBSTR(MOT,H, 1)=SUBSTR(MOT2,IDIM2,1);
01360 ELSE _

01868 SUBSTR(MOT,H, 1)=SUBSTR(MOT1,LDIM1,1);

01870 CALL RANGT;



01871
01872
01873
01874
01875
01876
01880
01890
01900
01905
01910
01920
01330
01340
01950
01960
01970
01980
01330
02000
02010
02020
02030
02040
02050
Q206U
02070
020380
02090
02100
02110
02120
02130
02140
02150
02160
02170
02180
02190
02200
02210
02220
02230
02240
02259
02260
02270
02280
02290
02300
02310
02320
02330
02340
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IND_BCL(IDIM1)=IND _BCL(IDIM1)+1;

END; ™
END;
M=M-1;
RETURN;
END NB VAR BCL;
VAT ¥
/* RANGEMENT ®/
/* emmcmeeea ®/
RANGT : PROC;
INDIC=0;

R=PT(L-1)+1;
DO UNTIL(INDIC=1);
IF(R=PT(L)+1)
THEN
DO;
SUBSTR(CMOT(1),R,IDIM3)=MOT;
DO K=0 TO IDIM3;
DO H=1 TO NP;
CPOLE(1,R+K,H)=POLE(K,H);
END;
END;
CCOEF(1,R)=CCOEF1(1,r)*CCOEF2(1,Q);
INDIC=1;
PT(L)=sPT(L)+IDIM3+1;
END;
ELSE
DO;
IF(SUBSTR(CMOT(1),R, IDIM3)=MOT) -
THEN
DO;
TEST=0;
X=0;
DO UNTIL((K>LDIm3){(IEST=1));
H=T;
DO UNTILC(H>NP){(TEST=1));
IF(CPOLE(1,R+K,H)"=POLE(XK,H))
THEN
TEST=1;
ELSE;
H=H+1;
END;
K=K+1;
END;
IF(TEST=0)
THEN
DO;
CCOEF(1,R)=CCOEF(1,R)+CCOEF1(1,P)*CCOEF2(1,3);
I'lviC=1,;
END;
ELSE;
END;
ELSE;
END;



02350
02360
02370
02380
02390
02440
02450
02460
02470
02480
02490
,0))

02500
02510
02520
02530
02540
02550
02560
02570
02580
02590
026090
02610
02520
02630
02640
02650
02660
02670
02640
02690
02700
02710
02720
02730
02740
02750
02760
02770
02780
02790
02800
02810
023815
02820
02330
028490
02850
02860
02870
02830
028390
02900
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R=R+L1DIM3+1;
END;
RETURN,
END RANGT;
END;
/¥ e e e e e —————— */
/* ECRITURE ET LECTURE #/
/% cmcmmmm—mm——————— %/
IN PUT:PROC(X,CMOT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX,IDIM,L);
DCL (CMOT(10) CHAR(IDIM),PT(-1:LMAX) BIN FLXED(23,0),
CPOLE(10,IDIM,NP) BIN FIXED((,0),CCOEF(10,IDIM)BIN FLXED(31

CTL,X FILE,(L,LMAX) BIN FIXED(7,0);
OPEN FLLE(X) INPUT;
PT(-1)=0;
GET FILE(X) EDIT((PT(H) DO H=0 TO L)) (F(b6));
DO H=0 TO L;
IF(PT(H)"=rT(d=1))
THEN
DO;
X=H+(H=0);
3EGIN;
DCL CHAINE CHAR(K);
DO R=PT(H=-1)+1 TO PT(H)=-K BY K+1;
GET FLLE(X) EDIT(CCOEF(1,R)) (F(10));
GET FILE(X) EDIT(CHAINE) (A(X));
SUBSTR(CMOT(1),R,K)=CHALNE;

DO M=0 TO K;
DO N=1 TO NP;
GET FILE(X) EDIT(CPQLE(71,R+M,N)) (F(2));
END;
END;
END;
END;
END;
ELSE;
END;
CLOSE FILE(X);
RETURN;

END IN PUT;
ouT PUT:PROC(X,CMOT,PT,CPOLE,CCOEF,LMAX, IDIM,L);
DCT (CMOT(10) CHAR(IDIM),PT(-1:LMAX)BIN FIXED(23,0),
CPOLE(10,IDIM,NP)BIN FLXED(7,0),
CCOEF(10,IDIM) BIN FLXED(31,0)) CTL,X FILE,
(L,LMAX) BIN FIXED(/,0);
OPEN FILE(X) OUTPUT;
PUT FILE(X) EDIT((PT(H) DO H=0 TO L)) (F(6));

DO H=0 TO L;
IF(PT(H)™=PT(H=-1))
THEN
DO;
£=H+(H=0);

DO R=PT(H-1)+1 TO PT(H)=-K BY K+1;
PUT FILE(X) EDIT(CCOEF(1,R)) (r(10));
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02910 PUT FILE(X) EDIT(SUBSTR(CMOT(1),R,K)) (A);
02920 DO M=0 TO K;

02930 DO N=1 TO NP;

02940 PUT FILE(X) EDIT(CPOLE(1,R+M,N)) (F(2));
02950 END; *

02960 END;

02970 END;

02980 END;

02990 ELSE;

03000  END;

03010  CLOSE FILE(X);

03020  RETURN;

03030 END OUT PUT;

03040 /* cee-Tomecmmmem—ea- %/
03050 /* SUITE DU PROGRAMME */
03060 /% ecmmmcmeme———————— */
03070 END;

03080 ELSE;

03090 END;

03100 ELSE;

03110 END;

03120 ELSE;

03130 I=1+1}

03140  END;

03150  LazL+1;

03760  T=0;

03170 PT(L)=PT(L-1);

03180  END;

03190 /% —mmmeceee- */

03200 /* IMPRESSLON */

03210 /% amcmmmmee- */

03220 PUT EDIT('LONGUEUR=',PT(LMAX)) (SKIP(2),A,F(6));
03230 PUT SKIP(2);

03240 DO L=0 TO LMAX;

03250  IF(PT(L)~=PT(L-1))

03200 THEN

03270 DO;

03240 PUT EDIT('MOTS DE LONGUEUR',L) (SKIP(2),A,F(3));
03290 M=L+(L=0);

03300 DO R=PT(L=-1)+1 TO PT(L)-M 3Y M+1;

03310 PUT EDIT(CCOEF(1,R),SUBSTR(CMOT(1),R,M)) (SKIP,F(10),X(1),A
)5

03320 DO H=1 TO NP;

03330 PUT EDIT(' ') (SKIP,A);

03340 DO K=0 TO M;

03350 PUT EDIT(CPOLE(1,R+K,H)) (X(2),F(2));

03360 END;

03370 END;

03380 END;

03330 END;

03400 ELSE;

03410 END;

03420  FREE CMQT1,pPT1,CPOLET,CCUOEFT,

03430 CMuT2,pPT2,CPOLE2,CCUEF2,

03440 CMOT, PT,CPOLE,CCOEF;

03450 END;
03450 END;












- Adppendice -

VERS UNE ANALYSE COMBINATOIRE DES
DEVELOPPEMENTS PERTURBATIFS

Dans cette partie,nous exhibons des propriétés combinatoires des
termes du développement fonctiomnel d'équations différentielles non lindaires.
Nous montrons qu'il est possible par une analyse systématique et grdce Q&
des propriétés de dénombrement, d'engendrer ces termes.Les calculs effectués
dans cette thése ont montré qu'il était assez difficile d'obtenir les ordres
élevés dés que la structure de l'équation devenait compliquée.Cette méthode

permettrait alors
1-d'obtenir des programmes beaucoup moins lourds(moins de problé-

mes de mémoire et de temps machine),
2-une meilleure compréhension des propriétés mathématiques de ces

développements.
Nous montrons cette technique sur l'équation de l'oscillateur

anharmonique (équation de Duffing)
q *+aq *vyq * 8q3 =u(t)

L'équation sérielle assoctée(Cf. I2) s'éecrit:

2 2 L
(1 +az, +Yx0)G+Bx0Gm Gu G = )Ty

On en déduit le développement perturbatif de G(dans le cas stationnaire)
G=Gr8G+85, + ...
, 2y_rq1 _ _
avee, st (1 +az, +Y:z:0)-(1 leo) (1 sza)

(1) _
Gp= % % B %

Gy = Y7 Ty Yy Ty Gy w Gy w G,
Gy = #3 v; % Y5 @) Gy w Gy w G
(1) x x stgnifie: (1 - :r)-z (1 - x)-z*'
up Fp g Fp, e ST upFpl mp U5 TugTpl Fp e
4 <



G3= -3 Y7 %) Yo T, GO w Gl w GZ -3 Y7 Ty Yy T GO w GO w GZ

En utilisant les propriétés du mélange,il est possible de mettre

les Gi sous la forme suivante,ou l'on a ordonné les concaténations:

Cp= Y1 Tp Y3 1
- w3
Gr== Y7 25 Y%, G
_ w2 u3
92-3 Y; &y Ya T [GO w (Yl z, Yy X, G, )] ("
2°me congaténation 167 céncaténation
G.,=-3 x z. G, w2 (2,) =, (vy,+,) =, (G usw Y, T, Y, X, G LLL3) +
352 Y1 % Y2 %y T 77 Tp Y17Ye Ty 15y 1% Y2 % 5
w3 w3
4 (271) z, (YZ+Y2) z, (2Y2) z, (GO Wy, @, GO )1

w2 w2 w3
=9 vy Ty Yy T, GO w [YZ T, Yy T GO w (v, , v, %, GO )]

Cette éeriture permet de décrire tous les termes du développe—

e

ment fonctiomnel.En effet,Zl est facile de voir,d partir de (")par exemple,

que le mot:

X X

Poes
'Y

0 T1 %1 Ty Tp T; F1 Ty

est compatible avec la structure de G (les notations sont celles de III.3a)
On peut alors engendrer tous les'mots"issus de cette combinaison de lettres.

Sott,pour la Zére combinatson:

12960 %9

La deuxiéme -concaténation étant fixde obligatoirement au début du mot,si onm
chotstit les deux z, sutvants pour représenter la premiére,on peut donner

la série ratiommelle correspondante,en calculant des permutations et en

observant la régle suivante,d savoir que tous les x, restants commitent
entre eux ainsi que tous les z,:

3x3x(§)x(3!)2x(2!)2 = 12960



Les autres combinarisons sont:
3x2®x(3)xax(31)% + 3xa®xax(i)xc21)®x(21)® = 10368

10368 x

0 To %o To %o To To F1 %1 Tp Tp T1 T
1 0 3 2 1 4 3 2 2 2 1 0 0 0
o 1 o0 1 2 1 2 3 2 1 2 3 2 1
3x3x(20)%x(31)% + 3xaxaxax(21)x(Z)xcar)? = 3868
3888 T, T, T, T, T, T, T, T,; I; T, T, T; T
0

Les calculs ont montré que ces termes figuraient effectivement dans le

développement.
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