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SUMMARY

Two state space model reduction methods are studied:aggregation

method and the balanced state space representation method.

In the case of aggregation a new method of

selecting eigenvalues

is proposed,wich is both geometrical and sequential.Problems of

robustness of aggregation are evoked and resolved in some particular

cases.

The balanced state space representation is
of contralibility and observability degrees.The
lity degree is introduced.

Then we study the application of those two
order compensator design.

The two methods are finally applied to the

the launch booster Ariane flying.

approached by means

notion of perturbabi-

methods to reduced

system representing

KEY WORDS: aggregation,balanced state space representation,

reduced order compensator.
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INTRODUCTION

Les moyens de plus en plus sophistiqués mis en oeuvre pour
modéliser des systémes complexes conduisent souvent a des représenta-
tions de trés grandes dimensions.

Or les méthodes utilisées pour résoudre les problémes posés par
ces systémes complexes nécessitent une simplification préalable afin
d’y apporter une solution efficace.

Cette simplification passe par une réduction du systéme
initial.

Les procédures de réduction sont constamment utilisées de fagon
spontanée par les ingénieurs qui sont confrontés & des problémes de

traitement numérique.

I1 s’agit ici d’étudier la réduction de modéles d’une fagon mé-
thodique en s’attachant & déterminer les caractéristiques indispensa-
bles a4 un bon modéle réduit.

En particulier on attend d’un tel modéle qu’il refléte les
principales propriétés du systéme initial,que ce soit d’un boint de
vue commandabilité,observabilité ou perturbabilité.

I1 semble souhaitable aussi que le modéle réduit ait la méme
stabilité ou instabilité que le systéme initial.

Enfin on espére avoir un comportement entrée-sortie aussi fi-

déle que possible,pour une classe d’entrées assez large.

Les procédures de réduction font 1’objet d’une littérature
abondante depuis une vingtaine d’années.On peut les classer en deux

groupes:



- les méthodes de type fréquentiel (Routh,Padé,...) qui
s’attachent essentiellement & décrire le comportement
entrée-sortie,

- les méthodes de réduction dans la base d’état,qui cher-

chent a8 réduire la dimension de l’espace d’état.

Ce deuxiéme groupe de méthodes a l’avantage de s’adapter
facilement aux systémes multivariables.De plus la représentation
d’état ,contrairement a la fonction de transfert,décrit le compor-
tement interne du systéme.Cela permet 3 ces méthodes de mieux con-
troler les propriétés du modéle réduit.

Ce sont donc deux méthodes de réduction dans la base d’état
que nous avons particuliérement étudié ici:l’agrégation et la tronca-

ture dans la base d’équilibre.

Nous traitons tout d’abord l’agrégation. L’agrégation introdui-
te par Aoki [1] en 1967 est caractérisée par l’existence d’une rela-
tion linéaire entre 1’état initial et 1’état réduit.Cette relation
linéaire permet de controler la dynamique du modéle réduit.L’agréga-
tion permet de plus d’avoir un modéle réduit stabilisable ou comman-
dable si le systéme initial 1’est et admet des commandes d’ordre ré-
duit stabilisantes.

Sa mise en oeuvre a suscité beaucoup de travaux,elle passe
essentiellement par un choix de valeurs propres de la matrice dyna-
mique.On expose les méthodes dites de types énergétiques introduites
par Michailesco [16].Ces méthodes cherchent & obtenir une sortie du
modéle agrégé d’énergie la plus proche possible de celle du systéme
initial pour une entrée donnée.

Une nouvelle méthode réalisant un compromis avantageux des mé-
thodes exposées est proposée.Cette méthode est largement inspirée de
la méthode statistique de régression pas 4 pas.I]l s’agit de minimiser
un critére quadratique sur un certain nombre de composantes.Ce cri-

tére est minimisé séquentiellement ce qui donne 3 la méthode une

grande souplesse tout en lui gardant une certaine optimalité.



Le probléme de la robustesse de 1’agrégation vis &8 vis d’une
famille d’entrées appliquées au systéme est soulevé et résolu dans
quelques cas particuliers.Pour cela on a utilisé des théorémes clas-

siques de convergence dans des espaces fonctionnels.

Nous traitons dans un deuxiéme temps la réduction de modéles
par troncature dans la base d’équilibre.

La réduction par troncature dans la base d’équilibre est basée
sur une étude factorielle de 1’espace d’état.

Cette méthode introduite par Moore [17] en 1981 détermine les
directions de l’espace d’état a4 la fois les plus observables et les
plus commandables.Ce sont ces directions,qui sont supposées refléter
le mieux le comportement interne du systéme,qui sont conservées dans
le modéle réduit.

Cela permet d’introduire les notions de degré de commandabilité
et d’observabilité d’une direction donnée de 1’espace d’état.

Etendant ces notions aux systémes stochastiques on définit le
degré de perturbabilité d’une direction.Cette nouvelle notion permet
de définir de nouveaux invariants du systéme qui servent & classer
les directions de 1l’espace d’état. .

La détermination de ces invariants passe par la décomposition
simultanée de certaines matrices du systéme en valeurs singuliéres.
Elle équivaut &8 fixer un nouveau prodﬁit scalaire sur l’espace d’é-
tat. '

Sous certaines conditions les modéles réduits obtenus de cette
fagon ont les mémes propriétés de stabilité,de commandabilité et

d’observabilité gue le systéme initial.

On étudie dans la deuxiéme partie l1’utilisation d’un modéle ré-
duit pour la synthése d’une loi de commande d’ordre réduit.Nous trai-
tons plus particuliérement le point de vue de la stabilité.

Dans le cas de l’agrégation,l’existence d’une relation linéaire
entre l1’état agrégé et 1’état initial assure & une commande par re-
tour d’état agrégé de stabiliser le systéme initial sous des condi-

tions trés faibles.Le probléme de la commande par retour d’état agré-



gé et estimé,soulevé par Siret [23] est repris ici.On donne des con-
ditions suffisantes sur les gains d’estimation et de commande pour
assurer la stabilité du systéme initial rebouclé par cette commande
d’ordre réduit.

Dans le cas de la réduction par troncature dans la base d’é-
quilibre ,1’absence de relation entre 1’état initial et 1’état réduit
empéche 1’obtention de résultats de stabilité simples,méme lorsqu’il
s’agit d’une commande par retour d’état réduit non estimé.On peut
toutefois dégager des conditions suffisantes dans quelques cas parti-
culiers.

Dans les deux cas les conditions suffisantes de stabilité sont
obtenues en majorant les termes de couplage d’une matrice dont les
deux blocs diagonaux sont stables.Cette majoration utilise des résul-
tats d;inégalité sur les valeurs propres d’une matrice symétrique dé-

finie positive,solution d’une équation de Lyapounov.

Dans la troisiéme partie les deux méthodes de réduction présen-
tées ont été appliquées au systéme représentant le lanceur Ariane
IV-44L en vol.

Ce systéme est un systéme stochastique de par la présence de
phénoménes aléatoires tels que le vent.Nous avons traité le systéme
discrétisé a la fréquence de 10 Hz qui est la fréquence des mesures
effectuées.

La comparaison des deux méthodes est menée en représentant les
trajectoires des sorties obtenues par les différents modéles réduits.

Enfin une étude de la dynamique des modéles réduits par tronca-
ture dans la base d’équilibre montre une grande similitude entre les

deux méthodes dans ce cas particulier.



1. REDUCTiON DE SYSTEMES DANS LA BASE D'ETAT

I.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS

DEFINITION 1.1. On appelle systeme linéaire stochastique (S), la donnée de

trois espaces vectoriels X,U,Y , de trois applications linéaires

a: X=>X
b: U=+ X
c: XY

et de deux matrices de covariance R,Q dans une base initiale.

On note n = dim X
r = dim U
q =dim Y

R est une matrice nxn ; Q une matrice gxq
A chaque systeme (S) on associe deux applications Sc et Sq -
La premiére est : S¢ - Ux R" xX~YxR'

(u(t), x> ¥(t)

telle que

dx = ax(t) dt + bu(t) dt + dv
(1.1) dy = cx(t) dx + dw

Xg = x(0)

Les processus stochastiques (v(t), te R") et (w(t), te R*) sont des proces-
sus de Wiener orthogonaux entre eux et de la conditions initiale Xo? de moyenhe
zéro et covariance Rdt et Qdt respectivement.
La seconde application est :
Sq ° Ux N xX>Yx N

(u(t),t,x ) > y(t)
telle que | x(t+1) = ax(t) + bu(t) + €(t)
(1.2) y(t)

ex(t) + n(t)

x
—
o
~
1]

%o



ol (e(t))t N ° (q(t))t N sont deux processus de bruit blanc orthogonaux

entre eux et de la condition initiale X, avec

E (e(t)) =E (n(t)) =0 te N
(1.3) E(e(t) e(t)T)=R f(t-t')  t, t'eN
E (n(t) 7(t')7)=Q F(t-t')  t, t'EN

Les résultats obtenus utilisent la forme discréete (1.2) . Toute différence

entre la forme discrete et la forme continue sera signalée.

On note A,B,C 1les matrices de a,b,c, dans les bases canoniques de

X, Yet U,

PROPOSITION 1.1. Soit P wune matrice de changement de base de X , et

(pj)1ﬁjﬁﬁ la nouvelle base . Alors les matrices de a,b,c notées

pr %pf %m s S'écrivent dans la nouvelle base

-1
=P
R
1.4 B. =P 'B
( ) (e}
G = P
La matrice R devient
-1 -T
1.5 R =P " RP
( ) (P

On s'intéresse aux couples de systemes (S) et (S')

(S)
(s')

tels que 1'on ait :

X,U,Y,a,b,c,R,Q)

(xl ’U ’Y ’abl b b. ’Cl 9 R' 3Ql) B



X'<eX dim X' =m<n
(1.6) u' = u
YI

n
<

on a alors
s'd :UxN xX'"> Yx N

(u(t), t, x2) > y(t)

telle que
x(t+1) = a'x'(t) + b'u(t) + €'(t)
(1.7) y(t+1) = c'x(t) + ' (t)
x'(0) = X,

'

Notations : Si X' e X" =X , P§u est la projection sur X' parallélement a X"
dX' est 1a restriction de d a X'
In est 1a matrice identité de dimension u .

DEFINITION 1.2. : Systeéme réduit par troncature

a) Le systéme (S') = (X',u',Y',a',b',c',R',Q") est un systeme réduit par
troncature d'état du systeme (S) si et seulement si (S) et (S') vérifient (1.6)

et il existe un supplémentaire X" de X' dans X tel que

._X"
a-leaXl
(1.8) b' = Pys b
I
R' = [I OR[m]
[y OR | ")

b) (S') est un systéme réduit par troncature si on a de plus

(1.9) C CX|

Q' =@



DEFINITION 1.3. 3 Le systeme (S') = (X', U', Y', a', b', ¢', R',Q") est

un systéme réduit par agrégation linéaire du systeme (S) si et seulement si (S)
et (S') vérifient (1.6) et si i1 existe une application linéaire 2 : X~ X'

surjective telle que pour tout (u(t))teN

(1.10) 2 x(t) = x'(t) pour tout teN

Ces deux définitions introduisent les deux méthodes de réduction de systéme
dans la base d'état les plus répandues, nous allons étudier plus particulierement
la méthode d'agrégation et une méthode de troncature appelée réduction dans la

base dféqui]ibre.

i) La troncature d'état et 1'agrégation sont des propriétés ne concernant
que (a,b,R) , (a', b', R'), X, X' et U et non 1'équation d'observation c'est-a-

dire (Y, c,c',Q,Q")

1) L'agrégation relie deux systemes (S) et (S') par une relation Tinéaire
3 12 \ 1 p
entre les variables d'état (x(t)/t‘20 » (x (t))tzo de ces systemes. Cette

relation linéaire est indépendante de t et des propriétés trés fortes vont

en découler.

iii) thypothése de surjectivité de 1'opérateur d'agrégation £ est essen-

tielle, on verra dans les propriétés de 1'agrégation ou elle intervient.



I.2. REDUCTION PAR AGREGATION.

Nous allons dans cette premiére partie exposer les principales propriétés

de 1'agrégation et les différentes facons de la mettre en oeuvre.

L;agnégaxion est caractérisée par le fait qu'il existe une relation liné-
aire entre 1'état du systéme initial et 1'état du modéle réduit. Cette relation
entraine de nombreuses propriétés de structures sur les matrices dynamiques
et des propriétés liées a la commandabilité et a Ta stabilisabilité du systéme.

On étudie ensuite les liens entre troncature et agrégation et on en déduit
un paramétrage des modéles agrégés d'un systéme donné.

Le choix d'un bon modéle agrégé constitue la shite de 1'étude.

L'étape primordiale dans cet objectif est le choix des valeurs propres qui seront
considérées comme déterminantes pour le modéle.

Pour cela nous avons retenu les méthodes basées sur des critére énergétiques.

Aprés avoir exposé trois méthodes nous Teur donnons une illustration
géométrique originale qui nous permet de les interpréter et de les comparer. Cette
illustration constitue une présentation pédagogique de la réduction par agrégation.

Les deux premiéres méthodes établissent un classement des valeurs propres,

elles sont donc assez souples, par contre ellesne sont pas optimales géométriquement.

La troisiéme méthode est basée sur la minimisation d'une distance et
est donc optimale géométriquement par contre elle est trés lourde en calculs

et surtout elle n'est pas séquentielle ce qui lui donne une grande rigiditeé.

L'exposé de ces méthodes en suggére une quatriéme inspirée d'une technique

bien connue de 1'analyse des données : La négression pas & pas [19] .
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Cette méthode, de méme que la régression pas a pas par rapport a la régres-
sion classique, ne donne pas toujours la meilleure réduction possible, mais elle
a 1'avantage d'étre séquentielle donc peu coiteuse en calculs et d'étre plus proche

de la méthode optimale que les autres méthodes séquentielles existantes.

Cette nouvelle méthode sera appelée : Agrlgation Geéomeztrnique Sequentielle.

Un reproche fréquemment émis sur 1'agrégation est sa dépendance vis a vis
du type d'entrée, ce qui en fait une méthode de réduction non intrinséque
au systéme.

Un début de réponse est apporté a ce reproche : on montre que 1'agréga-
tion reste la méme dans un voisinage de 1'entrée uoe:E, E étant une famille
d'entrées soumise a certaines conditions, d'ol une propriété de robustesse.

L'agrégation d'un systéme est terminée lorsqu'on a choisi la matrice de
sortie du modéle réduit, nous exposons les deux principales méthodes utilisées
pour ce choix.

Le systéme étudié est un systéme bruité, les résultats obtenus sur des

systémes déterministes ont été systématiquement étendus au cas stochastique.



1"

I.2.1. Propriétés usuelles de 1'agrégation.

Soit L 1la matrice de 2 dans les bases ol sont exprimés x(t) et x'(t).

PROPRIETE 1. Le systéme (S') est agrégé par £ du systéme (S) si et seulement si :

a'e = ga

(111) :b' = 2b

R' = L RL

Démonstration.

K(8) = X(8) ¥ (u(t)) gy S’ (b =Rax(t)Hbu(t)sac(t)=a’ ax(£) 0 u(t) e () V(ult)
<= (fa-a'2)x(t)+2e(t)-e'(t) = (b'-2b)u(t) VY (U(t)%>0 -
<> (%2 =a'L -

)% b
R' = L RLT o

On a le diagramme commutatif suivant :

>

U L L
\B\ .
X' =2 X

Les sous-espaces invariants de & Jjouent un rdle essentiel dans 1'agrégation

comme le montre la propriété 2.

PROPRIETE 2. [4] Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe un
systéme agrégé de S par 1'opérateur linéaire 2 est que le noyau de £ soit

invariant par a.
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Démonstration.

% nécessaire : supposons qu'il existe un systéme (S') agrégé de (S)
par £ .

Soit x€Ker &

(1.1) = gax = a'ax =0 donc ax€Ker & .

% suffisante : supposons que le noyau de £ soit invariant par a.
On construit alors le modéle agrégé suivant :

soit (v

v une base du noyau de & , et (Vl"‘vm) telle que

el e V)

(vl...vn) soit une base de X. Soit T = (Vl"'vn)' Soit L 1la matrice
de & dans la base T.

L = [K,0] L étant de rang m, K est d'ordre plein.

Soient A et B Tles matrices de a et b dans la base T, partitionnées

suivant (Vl’VZ""’Vm) et (v cosV)

115 2 R
A O B
A= N N
Aa1 Az B,
Al = KAlK'l, LA = [K O1A =[KA; 0] = A'L
Soit B' = KB, ,ona: LB = [K 01B = KBy = B!
R' = L RLT IR' =L RLT.

Les applications linéaires associées a a' et b' vérifient bien (1.11)
et Te systéme (S') = (X',U ,Y ,a',b',c',R',Q') avec X' =Img et c', Q'
quelconques, est agrégé du systéme (S) par la relation 2.0
La propriété suivane montre que les valeurs propres de a' sont une partie

de celles de a et étudie les liens entre les sous-espaces propres.

PROPRIETE 3. [4] Soit (S') agrégé de (S) par 1'applicatim £ .
Les valeurs propres de a' sont des valeurs propres de a (2 valeurs

propres étant considérées comme distinctes si leurs sous-espaces propres asso-



13

ciés sont distincts), et si Xi est une valeur propre commune & a et a',
Ek et Ei ses sous-espaces propres associés dans X et X' alors :
i i
s o s
1< my = dim Ex..ﬁ n; = dim EA.’
i i
Soit (u; 15, U: 55...5 U; ) Te vecteur propre et les vecteurs propres géné-
i,1° 71,2 i,n,
ralisés associés & A; pour a. Alors (&(u; = _ )s 2(u; Yooo 2(u; )

sont le vecteur propre et les vecteurs propres généralisés associés a Ai pour a'.

Démonstration.

a) On suppose que A = matrice de a est diagonalisable, alors tout sous
espace invariant de a est engendré par des vecteurs propres de a .

Soit T = (Vl"'vn) la base des vecteurs propres, telle que (v "Vn)

m+1°

engendre le noyau de & .

¥ 1<i<m ga(vy) = A;(2v4) = a’'(2v,) donc A, est valeur propre de a'

associée au vecteur propre z(vi). a' possédant exactement m valeurs propres

on a obtenu tout le spectre de a'.
b) Si A n'est pas diagonalisable.

Soit u, le vecteur propre associé a A, de a, wu, ees Ug
i,l1 i i,2 i,n;

les vecteurs propres généralisés associés a Ai.

Tout sous espace invariant de a est engendré par des vecteurs propres

=

de a et les vecteurs propres généralisés associés a ces vecteurs propres

jusqu'a 1'ordre ry < nge

Supposons que (ui,l...ui’ri)e Ker 2, ui,ri+1 £ Ker 2

ga(u; ) = &(u; + A;Us ) = A; Lu; a'tu; #0
1,ri+1 1,r, i 1’r1+1 T, 1,ri+1

donc U5 o1 est un vecteur propre de £ associé a Ai pour a'.
>
- = L. i - =
donc [2(u; )] est 1a famille des vecteurs propres généraliseés
Tori+] 2<j<m.
==
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associée au vecteur propre l(ui,ri+1>"3

Remarque : Si & n'était pas surjective, les valeurs propres de a' seraient cons-
tituées de m' valeurs propres de a (m' é&tant le rang de ¢ ) et de m-m'
valeurs propres quelconques. .

On é&tudie maintenant les propriétés liées & la commandabilité et a la

stabilisabilité des systémes agrégés, et leur conséquence.

PROPRIETE 4. [16,6] Soit (S') un systéme agrégé du systéme (S) par la relation 2.

Si (S) est commandable alors ‘(S') est commandable.

Démonstration. Soit A, B, L, A', B' 1les matrices de a, b, 2, a', b' dans

les bases au sont exprimés (x(t))t>0, (x'(t))t>O .
| Si (S) est commandable on a - -
rang(B,AB,... A" 18] = n
d'od rang L[B,AB,... A"'lB] = m puisque L est de rang m

rang L[B,AB,... A" 1B]
rang [LB,LAB,... LA""1g]
rang[B',A'B',... A'M"1g] .

m

Donc le systéme (S') est aussi commandable.o
Remarque : Si 2 n'est pas surjective les valeurs propres de a' qui ne viennent

pas de a, correspondent & des modes non commandables.

PROPRIETE 5. Soit (S') un systéme agrégé du systéme (S) par la relation &
Si (S) est stabilisable alors (S') est stabilisable.

Démonstration. Si (S) est stabilisable on a la propriété suivante :

S'i1 existe weR" , et A€EC tels que

{ WB = 0 Al
alors w=0 ou |A]l < 1.
wTA >\wT

Soit w'eR" et A€l tels que :
wig =0
w'TA' =>\w'T
on a :
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W' LB = 0 w8 =0
/
Vot T d'od { T T o\ T
WAL = owt L (L'w')'A = A(L'w")
et Lw' =0 ou IA] < 1.
L étant de rang m, Ker LT - {0} donc

LTw' =0 = w' = 0, et (S') est stabilisable.q

La propriété suivante est une propriété essentielle de 1'agrégation
puisqu'elle permet d'implanter une commande calculée sur le systéme

agrégé (S') sur le systéme (S) sans déstabiliser celui-ci.

PROPRIETE 6. [23] Soit wu(t) = kx'(t) une commande par retour d'état stabili-
sant Te systéme (S') agrégé du systéme (S) par la relation &.Si toutes les valeurs
propres instables de a sont aussi valeurs propres de a' alors la commande

u(t) = kax(t) stabilise le systéme (S).

Démonstration. Si wu(t) = kex(t) on a

x(t+l) = (a + bke)x(t) + €(t).
Soit Vis mtl < i < n vecteur propre de a, appartenant au noyau de 2 .
(a-fbkz)vi =avy = AgVs.
Les n-m valeurs propres de a qui ne sont pas valeurs propres de a' sont
valeurs propres de a+bke , et elles sont stables par hypothése.

Soit v., 1 < j < m, vecteur prop?e de (a+bkg) et vj n'appartient pas au

J
noyau de %
(a +bkg) vy = kjvj
2(a +bkg) vy = Ajzvj
'+b' .= ALV,
(a' +b k)zvJ AJQVJ
donc Aj, 1 <Jj<m estvaleur propre de (a' +b'k) donc stable puisque k

stabilise (S').
Les valeurs propres de (a+bkg) sont par conséquent toutes stables

et u(t) = kax(t) stabilise (S).o
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I.2.2. Liens entre agrégation et troncature.

La proposition13,principale dans cette partie, est originale.

PROPOSITION 1.2, L'agrégation est une réduction par troncature d'état dans une base

particuliére suivie d'un changement de coordonnées.

HYPOTHESES. Le systéme (S') = (X',U,Y,a',b',c',R',Q"') est un systéme réduit

par agrégation du systéme (S) = (X,Y,U,a,b,c,R,Q) par 1'application surjective %q-

Démonstration.

lene etape. Lien entre les matrices de a et a':

On se place dans X et X' dans des bases B et B' telles que si A et A'

sont les matrices de a et a' dans ces bases, A et A' sont Jordan (&ventuellement

AL A1
....1 11. 1
. A
Mo -
=  t  eesses: ] = |  eveee
A = A1 alors A : 11
P.- Ty
..1 3 O'l
.Ap Ikir‘
n "o -
Si B=(e, ,...,e, ,...,e) ...e."), on peut réordonner la base B en une
Al Al Ap kp
n;-m, n, ns
base By = (ex_ seves €y ... @ ry...) = (B',B") pour avoir :
o N 1 Tr
A est la matrice de a dans la base B1 et
~ ] :
A= -g-ﬁ't- avec B et C é&ventuellement non nuls.

Soit X" = Ker 2, B" engendre X".

Soit X' engendré par B'.

Alors A' = P§. A P§. , Pﬁ. étant Ta matrice \ImEO‘ dans la base B1

) P§' ]

donc { vérifient Qoa =a
0 zoaX'

IS
]

[}
1]
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On sait par hypothése qu'il existe 21 surjective telle que
- ]
zlb b
T _ o
LlRL1 = R
29 étant surjective sa matrice dans une base convenablement choisie peut

s'écrire

L1 = [IW E 0 ] et M carrée de rang plein.

Soit m: X' = X' 1'application bijective a Taquelle M est associée

on a : _
Qll-m/Q/o-

Soit alors le modéle (S") = (X',U,Y,f,g,c',E,Q') construit de Ta maniére
suivante : |
i)  On réduit (S) par troncature d'état ;uivant la décomposition X' et X"
associée aux bases B' et B". On obtient

X(t+1)=(2ay0)X(t) + 2 bu(t) + €' (t)

x(t) = 2 x(t)

0

cov(e'(t)) = ]PXl

XII

X'T

R Pyu

ii) Faisons le changement m de cordonnées dans X',
V)
zZ=mx

alors on a

z(t+l) = m;\((t+1) = (mega, . )m'1

z(t)-rmzou(t)-kme'(t)
que 1'on note
z(t+l) = fz(t) + qu(t) + g(t) avec
_ -1
f=m Roax.m

g=m zob
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On vérifie que (S") est en fait égal a (S') :

0 1
fa, =m zoax.m'lzl
=MLl or (20 ax.)zO = aézo = zoa
=m SLoa
= 21a
R = w b rESGNT= LR,
Les relations g = zlb sont vérifiées.Donc le systéme que 1'on
le = zlaT
R = LiR L1

vient de construire est bien le systéme réduit par agrégation du systéme S

par la relation d'agrégation 2, et (") = (S").g

tronecature d'état dans une base convenabLement choisie sulvie d'un changement

de coordonnges dans Le sous-espace conserve.

REMARQUE. Si m = Idm alors Te modéle agrégé est obtenu par troncature d'état

dans une base Jordan.

PROPOSITON 1.3. Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une réduction

par troncature d'état soit une agrégation est que 1'espace tronqué X" soit

invariant par a.

Démonstration.

i) Condition suffisante. Soit le systéme (X',U,Y,a',b',c',R',Q"') = (S")
réduit par troncature suivant la décomposition X' & X" = X du systéme

(S) = (X,U,Y,a,b,c,R,Q) tel que X" soit invariant par a.
Construisons le systéme agrégé de relation d'agrégation Pi? d'état X
R(t) = PR, x(t)

on a
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R(t+1) = PR, x(t+D=PX, (ax(t) + bu(t) + e(t))
= P§T[a(P§T x(t) + Pil x(t)) + bu(t) + e(t)]
= PR0a Pl x(t) + PRiGa PR x(t)) + PR bu(ty + PXV et

Pi" x€X", X" invariant par a donc a(Piux)EZX" et P%T[a P§; x] =0

donc ~ _ X n X" X"
X(t+1)= PX' Ay x(t) + PX.bu(t) + PXl e(t)
= a'x(t) + b'u(t) + €'(t) par hypothése sur S'.

Donc (S') est un systéme agrégé de relation d'agrégation Piz .

ii) Condition nécessaire. Le systéme (S') réduit par troncature suivant
la décomposition X' @ X" = X est aussi réduit par agrégation.

On sait donc que

L Xn
a - PXl axl
v _ pX" ' _ X" . .
b' = PX' b d'oid ¢ = PX' puisque b' = #b
, Im
R' = [I O R[ 1
| [ m ] I OJ

x'(t) = 2x(t) ¥ (t).

Comme Ker £ = X" et que Ker 2 est invarant par a on a X" invariant

par a . Le résultat est démontré.

Des propositions 12 et13 précédentes on déduit le paramétrage simple suivant
des systéme agrégés d'un systéme donné $.

Notons B une base dans laquelle la matrice de a est Jordan.

Soit V(a) 1'ensemble des sous-espaces invariants de a.

A tout X" _dont B" est une base,avec B"<B on associe le sous-espace X' en-
gendré par B' telle que B = B'U B" .

Soit M(X') 1'ensemble des automorphismes de X'.

COROLLAIRE 1. L'ensemble I = {(X",m)|X"€V(a), meM(X')} est en bijection

avec 1'ensemble des modéles agrégés de S.

Soit (X",m) associé au systéme agrégé (S') alors 1'opérateur d'agréga-
tion est ¢ =m P§?.

Remarquons que le paramétrage est construit a 1'aide du sous-espace non

conservé dans 1'agrégation.
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1.2.3. Sélection des valeurs propres d'un modéle agrégé par des critéres énergétique

D'aprés le corollaire 1.1 pour agréger un systéme (S) il suffit de se
donneh un sous-espace invariant par a de X donc une partie des valeurs
propres de a comptées avec leur ordre de multiplicité et un automorphisme
m de X'. Dans ce paragraphe, nous allons exposer quelques méthodes pour

la sélection des valeurs propres conservées.

NOTATIONS. Soit z(t)e€ RY
On note lz(t))% = 27 (t)z(t)
Z= (21,
N
- % [zt)]° si teN

t=0

I1ZI§ JN

||z(t)|fdt si teR'
0

12l =5 1Zlly -

[.2.3.a). Définitions

DEFINITIONS 1.4. Soit le systeme (S) de variable d'état X,X; = (xp(t)) 450

est appelé régime permanent de X si les relations suivantes sont vérifiées

(1.12) lim E (||x(t)-xp(t)||) =0
(1.13) E (xp(t)) est soit une constante

soit une fonction Tinéaire ou parabolique
soit une fonction périodique

Yp = (yp(t))tzo ou

(1.14) yp(t) = ¢ xp(t) + n(t) te N

est appelé régime permanent de Y .
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DEFINITION 1.5. Soit le systéme (S) de variable d'état X de régime permanent

Xp. ZT = (xT(t))tzp vérifiant
(1.15) Xp= X - X
est appelée régime transitoire de X.
Y = (yT(t))§30 vérifiant
(1.16) Yp=Y- Xp =C X

est appelée régime transitoire de

| =<

On s'intéresse aux sorties du systéme (S) obtenues lorsque les entrées
sont excitées séparément, c'est-a-dire qu'on applique successivement les
entrées ﬁk(t) = (0,...,uk(t),..}, 0) k =1,...,r au systéme. On note

l(uk) la sortie obtenue lorsqu'on applique 1'entrée (Gk(t»t>0.

DEFINITION 1.6.

i) L'énergie globale (resp. moyenne) du régime transitoire du systéme (S)

sur [0,N] est définie par :

-

Noy . T
p(S) = ZEl(ul ).

N r 2
(1.17) Wo(S) = = E|Y.(u)|f (resp. W
ii) L'énergie globale (resp. moyenne) du régime permanent du systéme (S)

sur [O0,N] est définie par :

r r
(8) = I Elt(ully (resp. W(S) = Y (wil?).

1.18) W
(1. P k=1

Pour alléger les notations on supposera que r=1. Néanmoins les formules
du tableau 11 sont écrites pour r > 1.

On cherche & mesurer 1'influence de chaque coordonnée X, de X sur Y. Pour

cela, si C est la matrice de ¢ on écrit C = (Cl"' Cn) ol Ci est une matrice

gxl, et on a :

n
- (n=n(t) )
Vo= L C.X
=T i=1 i=iT
Y =% C.X. +n
P =1 T
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et on a les définitions suivantes.

. ) i i i i
DEFINITION 1.7.Soit Y; = CiX; » ¥p = Ci¥yps Yy = CiXq . Y (resp. ¥p, Y

est appelé la contribution de li (resp. Xip’xiT) a Y (resp. XT’X ) -
n . n . n .
Onadonc Y= I 1} + 1, XT = I X} » Y = I yl+n
i=1 i=1 P =1
Soit a€{P,T} notons
. N . .
iy _ 1,007 J
(1.19) <YYo, >y = El & v, (1) vy (t)]
on obtient
Wisy = 1 o<yiyds
(1.20) T A ST N
ij=1
on a de méme
(1.21) NN(S) = g <Yi s Yj > + NQ
* p ij=1 -p’-p°N

en notant -<X;,]g >§ = ﬁ <Y',¥!' >, on obtient

-a’-a N

- n . .

N _ i J _
ek Al

(1.22) ) "

N iy
W = I <Y ,Y>< +0Q.

p ij=1 -p’-p N q

. ooyl - o
DEFINITION 1.8. Soit Gij(a,B) =<Y¥ > ou a€{P,T}, 8 € {NN}y - pt

B

- Gij(a,B) est appelé la contribution jointe de X. et X. a 1'énergie

Sia =jo
B
wa(S).
- Gii(a,B) est appelé la contribution propre de }ia a 1'énergie wi(S).
- G(aB)=lg G(aB)+G(aB)=l[<Y'Yi> +<Y1Y>]
it 2 j=1 ijioen jiv’ 2 V" -a’-a B a’
est appelé 1a contribution globale de 54 a wg.

Des notations complétes étant maintenant posées nous les simplifions et

dans la suite nous omettrons les indices o et B . D'autre part le bruit n

n'ayant rien a voir avec les diverses contributions a 1'énergie on supposera
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qu'il est nul et on a

n n
L5 L MO 13‘51 %3
Interpretation geomeinique.
Regardons Y comme un vecteur
v
Figure 1.1
y 4 figs®
~ ‘=
Gii est la norme du vecteur 11. 3

Gij est le produit scalaire des vecteurs (11,13) ; s'ils sont normés
c'est le cosinus de leur angle.
G. est proportionnel & 1'abcisse du projeté ortjogonal de 11 sur

la direction Y.

1.2.3.b). Sélection des valeurs propres.

Si le systéme est instable on conservera les valeurs propres instables
avec leur ordre de multiplicité dans le modéle agrégé. En effet, d'aprés la
propriété 6 du §I.21si ces valeurs propres sont stabilisées par une commande
par retour d'état sur le modéle agrégé elles seront stabilisées par la méme
commande sur le systéme initial.

On divise donc le systéme en deux sous-systémes, 1'un conservant les
modes instables 1'autre conservant les modes stables, et c'est ce dernier
que 1'on agrége.

Pour cela, suivant les données du probléme on choisit les paramétres
(a,8) (permanent ou transitoire, énergie globale ou moyenne, choix de 1'in-
tervalle d'étude), et on écrit le systéme dans une base ou la matrice de a est
Jordan. La matrice de covariance Q n'intervenant pas dans la sélection des
valeurs propres on la suppose nulle et on écrit

n

W= % G..
ij=1 M
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Les méthodes de sélection suivantes sont basées sur des critéres énergétiques

présentés plus haut.

ler_cas.On suppose que a admet une matrice diagonale.

i)  Methode (1) [16,6]1 . On classe les Gii par valeurs décroissantes. On

retient les m valeurs propres correspondant aux m plus grandes contribu-

tions propres. Si m n'est pas fixé & 1'avance on cherche un "trou" dans la suite de
contributiags.Pour éviter de retenir deux modes qui se compenseraienton teste

le signe de Gij'FGji‘ S'i1 est négatif avec A proche de Aj et G;;

proche de ij on élimine les valeurs propres du classement. S'il est positif

on les garde.

On garde les coordonnées Xi telles que Teur contribution a Y, &
aient Tes plus grandes normes. Si 11 et 19 sont de normes comparables,
mais avec un cosinus négatif on considére que leur résultante est négligeable

et on Tes &limine du classement.
Cette interprétation suggére plusieurs remarques :

%) Le sous-systéme conservé risque d'avoir une énergie beaucoup plus forte
que le systéme initial puisque seules les coordonnées fournissant une énergie

élevée sont conservées.

*x) Deux vecteurs (Xi,xj) de normes comparables de cosinus négatif mais
proche de 0 seront &liminés alors que leur résultante peut contribuer beaucoup

a v.

dans ce cas de figure 13

sera retenu et non 11,

ni 12.

Figure 1.2.

11) Methode (2)[24] . On classe les G; par valeurs décroissantes. On

retient les m valeurs propres correspondant aux m plus grandes contributions
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globales. De méme que précédemment si m n'est pas fixe on cherche un trou

dans le classement.

On garde les coordonnées X. telles que leur contribution a VY, 11 aient
les projetés orthogonaux sur Y de plus grandes abcisses.
Ainsi que pour la méthode (1) on risque de conserver un sous-systéme beaucoup

plus énergétique que le systéme initial par exemple dans le cas de figure suivant :

y‘

Figure 1.3

[4

. . v 3 - .
Si on garde deux coordonnées ce seront les coordonnées X2 et X3 qui seront

conservées et ||Y,+Y;|| est bien plus grande que Y]]

ii1) Méthode (3) [4]. On suppose m déterminé & 1'avance.

Soit J?m = {I/1<{1,2,...,n} , card (I) = m} .

On cherche a@ minimiser sur IEZJZm

(1.23) R, =IllY - % 11]H2 ou |||.||| est 1a norme associée au produit
' i€l
card I=m scalaire défini en (1.19.
. A
Or R = z Gij‘ On cherche les (n-m) valeurs propres qui minimisent
n i,j=m+l
z G qui seront les valeurs propres non conservées. Pour cela on peut

. ij
i,j=m+l
disposer Tes Gij dans un tableau nxn et on choisit les (n-m) lignes et

les colonnes correspondantes telles que la somme des éléments situés a leur

intersection soit minimale, et on &limine les coordonnées correspondantes.

On cherche le vecteur Xm = I 11 qui soit le plus proche de Y.
i€l
leg,

Cette méthode fournit 1'optimum parmi les sous-espaces de dimension m mais
elle a 1'inconvénient de ne pas étre séquentielle. Si le choix a priori de m

s'avérait mauvais i1 faut recommencer tous les calculs avec un autre m ,
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de plus pour m fixé il faut calculer Rm pour tous les (n-m)uplet de

valeurs propres.

Cette méthode suggére une quatriéme méthode qui serait un moyen terme entre

1'approche géométrique satisfaisante tout en é&tant séquentielle.

Méthode (4) : Agrégation géométrique séquentielle (AGS).

1. On cherche Y' qui minimise Jy = lIY - Y|||, c'est-a-dire qu'on cherche
I, card I = n-1 tel que J, = I G,. soit minimum.
boger 1

Soit il g1, Ai est la premiére valeur propre conservée.
1

2. 111 étant fixé on cherche Xi i€l; qui minimise J, = |Y-yI-y1|]
c'est-a-dire qu'on cherche I<:I1, card I=n-2 tel que z G,. soit

.G ij
i,Jel

minimum. Soit 12 g1, Aiz est la seconde valeur propre conseg%ée.

i ym-1

3. A l'étape m Y 7,...,Y ayant &té déterminés on cherche Y' tel

qued =[|Y - I Xij - fHI soit minimum.
J=1

4, Si m n'est pas fixé @ 1'avance on peut le déterminer de fagon que le

critére Iy soit assez faible.
Remarque : Pour chaque m, on a ISR, ou R est défini en (1.23).

On commence par chercher le vecteur 11 le plus proche de Y. Celui-ci

étant déterminé on cherche le vecteur 12 le plus proche de !-11, puis le

plus proche de !-!1-12 et ainsi de suite jusqu'au moment ol on estime que

1 m

Y +12+.”+1

est assez proche de Y. Par exemple pour la situation suivante,

on a :

Figure 1.4.

Et c'est 1a coordonnée X4 qui est conservée.
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On remarque sur cette figure que le résultat a 1'étape m n'est pas forcément
meilleur qu'a 1'étape m-1. I1 faut donc ordonner tous les Xi et d& chaque
étape calculer le critére Ji et choisir m seulement lTorsque tous les critéres
Ji sonf connus.

Pour m fixé cette procédure contrairement a la méthode (3)  n'est pas
otpimum. Par contre elle a 1'avantage d'étre séquentielle et de nécessiter
moins de calculs. Elle est toutefois plus coiiteuse en calculs que les deux
premiéres méthodes mais elle présente 1'avantage d'étre plus satisfaisante

géométriquement.

2° cas. Si a n'est pas diagonalisable.

Les paramétres (a,B) é&tant choisis on calcule 1'énergie de (S) dans une

base dans laquelle Ta matrice de a est Jordan. Soit J cette matrice

Jq 0
(1.28) J = . dim J; = n,
0 J i i
Y
x; 7 (t)
:1’1 Xl(t)
x(t) = kl n (t) | = . correspond & la partition
71 .
X0 (t) %p(t)
>p
de 1'espace X associée a J.
Dans cette base C s'écrit
C=(C...C) ot
1
(1.25) . - (C E )
i 11‘“ LLE

Les diverses contributions @ Y de la définition 1,7 seront notées (X”J)ki<p .
1<9<n;
Les contributions & 1'énergie de la définition 1.8 seront notées

oy ykety

G1,J;k,,Q, B -

On définit de plus les contributions par blocs.
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vi= yisd

(1.26) =
Gi | = «<11 ,!k>>contributions a 1'énergie.

contributions & la sortie

™M S
-l

1

Seule la méthode 3 a été étendﬁe au cas ot a n'est pas diagonalisable.

Nous allons donc étendre les méthodes de sélection décrites précédemment
au cas oi a n'est pas diagonalisable ern nousservant des résultats obtenus a la
propriété 3 du § I.2.1 . Pour chacune des méthodes (1), (2), (4) on procédera
de la fagon suivante :

i) Dans chaque bloc (i) de Jordan on détermine suivant la méthode choisie
les contributions conservées en tenant compte du fait que si m, vecteurs sont
retenus ce ne peut étre que les vecteurs

(Xi’"i‘mi"_., Xi’ni)-
1%) Ayant déterminé un repréﬁentant de chaque bloc de Jordan on les classi-

fie comme dans le cas diagonalisable.

Cette fagon de procéder présente 1'inconvénient de ne pas pouvoir classifier
toutes les contributions les unes par rapport aux autres. Par contre, compte tenu

des contraintes dues a 1'agrégation dans le cas non diagonalisable elle est simple

-

et facile a mettre en oeuvre.

L) Methode (7).

1. Soit W, = L Gy ..., .
o 1,15 1,42
‘],52,-n,i mi
. . my . .
Pour tout (1,m1.)1<1.<p on classe W™ par valeurs décroissantes. On ne
Ifhzfni

m m;
garde que le plus grand des wi‘ = wi10 pour chaque i dans le classement.

m

i
2. Les sous-espaces retenus sont ceux qui ont le plus grand wi ° .
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AL) Methode (2).

1. Soit
mooqpoiop Tk
(1.27) S;' = 2[j=§.-m. GG Gnasken t BGning)
. m 1 1
Soit $;'0 = sup S
l<m.<n

m.
i . .
2. 0On classe les Si O et on retient les sous-espaces associés aux plus

grands.

LLL) Methode (3).

Soit mame MM M
(1.28) Sik © PR Gy, 55Kk, "
On cherche & minimiser
(1.29) R = : s?‘;mk m= 7 m;
ik=1 °? i=1
Pour cela on construit la matrice S partitionnée comme J  (1.24) d'éléments
S?jsmj puis on choisit les lignes (au maximum une par bloc) et les colonnes

correspondantes telles que la somme des &léments situés a leurs intersections

soit minimale et on élimine les sous-espaces correspondants.

Av) Methode d'agrigation gZométrique s2quentielle.

1. Pour chaque i on cherche ms (1 <m, < "i) pour que

n.
IHXi - 21 li’jnlsoit assez petit.
m. . n; .. j=ni-mi
soit  'Y'= ¢ y'J,
J=n;-my

m, . m; .
2. On cherche ensuite parmi les ( 1X1)1<1§p celui qui minimise |||Y - 111|H)

celui-ci étant choisi, on cherche parmi ceux qui restent celui qui minimise
M, 11 My I ) . M3
NlY- "°Y = - Y'[|. On détermine m= % m, de fagona ce que [[[Y- Z Y[

i<k<p i<k
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soit aussi petite que possible.

m. i - 3 -
Soit ( 1Y51<1<s les contributions retenues. Les sous-espaces conservés

l<mj<n,

seront les sous-espaces associés aux valeurs propres (>\1.)1<1.<S engendrés par

les ny=m; derniers vecteurs propres généralisés.

Pour vérifier a posteriori la qualité de la réduction Skelton [ 24] propose
de calculer
n n
(2.30 ME = i,j§m+l Gij / ijil Gij
dans le cas diagonalisable, que 1'on étend facilement en

n
(1.39 ME= Tz L Gy .. o/W(S)
k=1 =1 g=1 12d3ked

1,
dans le cas non-diagonisable.
Plus 1'énergie de la partie négligée est faible plus ME (Model Error)
est faible.

La minimisation de ce critére correspond & 1a méthode (3).

REMARQUE. Duc [6] propose de juger la qualité de la réduction a 1'aide du cri-

tére suivant :

(1.32) = I G../ I G,

dans le cas diagonalisable.

Ce critére est d'autant plus faible que 1'énergie de 1a partie négligée
est faible tandis que 1'énergie de la partie conservée est forte.

Lfénergie totale du systéme n'étant pas la somme des énergies : les termes

de couplage Gij » 1 # J, peuvent étre négatifs,les deux critéres ne sont pas équi-

valents.
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Afin d'illustrer les différences entre les quatre méthodes précédemment dé-
crites nous avons fabriqué un exemple simple. I1 s'agit d'un systeme d'ordre 4,
continu, a une entrée, une sortie, déterministe écrit dans une base dans laquelle

la matrice dynamique est diagonale.

Le systeme d'écrit sous forme matricielle :

(S) : x(t) = Ax(t) + Bu(t) te R*
y(t) = Cx(t) te R"
x(0) =0

[}
Qo
-
Qv

({a]
—~

]
—

we

U
N

-

U

w
-

]
=

~—r

On étudie lfénergie globale du régime transitoire du systéme auquel on

applique une entrée impulsion.
La matrice G des contributions de 1a définition 1.8 est le produit terme
a terme de la matrice CTC et de 1a matrice V définie par

v [ x(t) x(t)7 dt
Jo

V est solution de 1féquation de Lyapounov :

T

AV + VAT = -ggT

On a donc dans notre cas :

- 1/2 1/3 1/2 2/51

1/3 1/4 2/5 1/3

' 1/2 2/5 2/3 477
- 2/5 1/3 4/7 1/2J
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et
FO'S 0.33 -1 0.8 -
0.33 0.25 -0.8 0.66 ( )
G: =G...
- ij’i=1,4
-1 -0.8 2.66 2.28 j=1.4
- 0.8 0.66 -2.28 2 =

Donnons d'abord les résultats numériques de chacune des méthodes.

Méthode 1 :

Valeurs propres classées Gii:contributions propres | Critére : Gii/suP(Gii)
' i
Ay = -3 2.66 1
x4 = =4 2. 0.75
A o= -2 0.5 0.38
Aoy = -2 0.25 0.09

On conserve les axes dont les contributions propres sont les plus grandes.

Le test du signe de Gij+Gji

valeurs propres A3 et Ag sont égales a -3 et -4 respectivement.

n'a pas lieu d'étre appliqué ici puisque les

Le critére donne un "trou" entre les valeurs propres A1 et A, .

Dfaprés cette méthode on conserverait donc les valeurs propres A3 3 A

et A1 .
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Méthode 2

Valeurs propres classées Cpntributions globales: Gi Critére : Gi/Sgp(Gi)
Ay = -4 1.18 1
Ay = -1 0.63 0.53
Ay = =2 0.44 0.37
Ay = -3 -1.42 -1.25

On conserve les axes dont les contributions globales sont les plus grandes.
Le critére donne un "trou" entre les valeurs propres AZ et Ay .

On conserverait donc d'aprés cette méthode les valeurs propres A4 > Ay

et Ay -
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Méthode 3 :

Ordre d; réduction | cinitle de valeurs propres Critere : R_
A 0.07 (*)
A 0.2
1
As 6.33
Ay 0.47
Ay 5 2p) | 0.1 (*)
(A 3 A3) 3.57
(Ag 5 24) 1.31
2
(A5 5 A3) 4.1
Ay 3 2y) 1.16
(A5 5 Aq) 1.41
(A1 5 25 5 23) 2
3 (A 525 5 2g) 2.66
(g 3 A3 3 Ag) 0.25 (%)
(Ay 5 235 2y) 0.5

Pour un ordre de réduction donné m , cette méthode nous donne le m-uplet
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signalé par (*) qui minimise le critére R, défini par 1'expression (1.23).

Le systéme étant ici d'ordre faible on a pu calculer Rm pour toutes Tles

valeurs de m . inférieures a 4 et on constate que la famille de valeurs propres

qui minimise le critére sur m est le singleton {A1 = =1}
Méthode 4 :
Ordre de réduction Famille de valeurs propres Critéere : Jm
m
A 0.07 (*)
Az 0.2
1
A3 6.33
A 0.47
(A 5 Ap) 0.1 (*)
2 (A 5 23) 3.57
(Ay 5 24) 1.31
()\1 H >\2 H )\3) 2 (*)
3 : :
(Ag 5725 5 2y) 2.66

Pour chaque ordre de réduction on calcule le critére Jm d'aprés la méthode
d'agrégation géométrique séquentielle. Le critére optimum pour chaque ordre est
signalé par (*). On conservera une famille d'axes si le critére J.est aussi

petit que possible.

On s'apercoit ici que plus 1'ordre de réduction est élevé plus le critére

Jm est grand.
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La meilleure réduction d'aprés cette méthode est celle qui ne conserve

que la valeur propre A1 = =1,

Conclusion :

La divergence entre les conclusions de ces différentes méthodes s'explique
de la facon suivante :

L'énergie du systéme global est plus faible que la contribution propre a
1'énergie des modes rapides (G33 = 2.66 et Gyg = 2). Ces deux modes en fait se

compensent sans toutefois rentrer dans le cadre du test de signe de la méthode 1 .

Les méthodes 3 et 4 qui cherchent & minimiser un critéere énergétique tiennent

compte de cette compensation et ne retiennent pas ces deux modes.

La méthode 2 donne le plus mauvais résultat au sens du critére ME défini
par 1'expression 1.30 . Ceci est di au fait que Ta matrice G comporte beaucoup
de termes négatifs, et comme le suggére la figure 1.3 cette méthode est inadaptée

a ces cas.

Des deux méthodes 3 et 4 qui donnent Te bon résultat au sens du critére ME
la méthode 4 est celle qui nécessite le moins de calculs : 9 calculs de critéeres

au lieu de 14 .

E1le donne toutefois un moins bon résultat quand 1'ordre m de la réduction
devient élevé : le fait dfimposer les premiers modes induit une contrainte qui
devient forte avec lfordre et qui ne permet pas d'atteindre le critére optimum

a m fixé.
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1.2.3.e) Calculs des contributions dans_quelgues cas_particuliers.

- - - - - - . e e = S S - - - - - - -
g

On se place dans le cas discret, on suppose que a est diagonalisable,
on note A sa matrice dans la base diagonale, B et C 1les matrices de b
et ¢ dans cette base. On suppose de plus que x(0) = 0.

Les contributions Gij sont les éléments d'une matrice G formée par

T

le produit termes & termes (noté (%)) de la matrice C'C et d'une matrice

V définie par

N
V(@) = E T X (t)x,(t) s s'agit de 1'energie globale
(1.33) =1
V(a) = E(ﬁ z YT(t)x (t)) s'il s'agit de 1'énergie moyenne.
t=1 % @
(1.38) G=ClC@V.

On se place dans le cas N = + ® et on donne pour plusieurs types d'entrées

1'équation que satisfait V.

Régime transitoire (global) régime permanent (moyen)

Impulsion
u(t)=1 t=0
u(t)=0 t>0

R=0

Echelon
u(t) =1 >0 AVA-V= (1-2)" 1887 (1-7)7! (1-A)V(1-F) = 88T

TABLEAU 1.1. e

Bruit blanc
u(t) 0 x AVE-v=-R
R#0

Impulsion -
+ % _ AVA-V==-R
bruit

Echelon

. x AVA-V=(1-0)"1(288T2-88") (1-7)7'-
bruit

Impulsion IWA-V=
+
Echelon -(By+(1-0)7"8,1 (8, +(1-B)'8,0T | (1-a)v(1-R) = B8]
1 2't% 2 22
Bu(t)=Blu1(t)+Bzu2(t)
u,(t) = impulsion
uz(t) = échelon
R=0

Impulsion VA-v=(1-2)" (88 TA-88") (1-7)""-R
Echelon *
e ;

Bruit
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La critique majeure formulée a 1'encontre des méthodes de sélection éner-
gétiques, est que la réduction dépend du type d'entrée, alors que les méthodes
du type fréquentiel sont intrinséques au systéme.

On peut penser en effet que si le type d'entrée appliqué comporte une
incertitude (un échelon de trés courte durée, au lieu d'une impulsion par
exemple) et que le résultat des deux réductions est radicalement différent,
alors cette méthode de réduction est peu robuste.

Nous commengons ici cette étude et montrons que sous certaines conditions

ce phénoméne ne se produit pas.

NOTATIONS.

Les résultats qui suivent sont valables pour les régimes permanents,
transitoires et les énergies moyennes et globales. Nous omettons les indices
o et B .

L'étude est restreinte au cas suivant :

te R
R=0
dimU =1

Hypotheses: On suppose que a est diagonalisable sur R et stable.
A = diag(xl...xn), B et C sont les matrices de a,b,c dans une base ol la
matrice de a est diagonale.
Soit E une famille de signaux d'entrées ; E = (u"(t), uo(t)) Rt telle que

un(t) -> u(o)(t) dans un sens @ préciser (presque partout, uniformément,

au sens des distributions) quand n = 0 ; h désignant ici un paramétre.

Pour tout n ; soit (xn(t))t€R+ la solution de 1'équation différentielle

x(t) = A xX"(t) + Bu(t)
(1.35)
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(1.36) y(t) = cx"(t)

et Gij = <Yi : Yj> conformément aux définitions (1.7) et (1.8) .

Le probléme est le suivant : sous quelles conditions le choix des valeurs
propres a conserver pour le modéle agrégé est-il le méme pour n petit que

pour n =0 ?
Sous les hypothéses suivantes :

i) u™t) - uO(t) presque partout quand n-0

(u(t)), p+ € L2 (R*) pour tout n > 0
teR

I1 existe C tel que : [u"(t)| <C ,vn, vt et 3T u™(t)=0 si t>T.

ii) La famille d'éléments de L1 {u"(t)} est une unité approchée c'est-a-dire

*) J u™(t) dt = 1 pour tout n.
R+
*) M = Sup f u(t) dt < e
n YRt

***) pour tout voisinage compact V de 0 on a
Tim I | (t)[dt = 0

0 Ve

on a la proposition suivante :

PROPOSITION 1.4. Sous les hypothéses i) ou 1) G?j -+G?j quand

n->0

COROLLAIRE 1.2. Soit E un ensemble de signaux vérifiant les hypotheéses i) ou

i1).I1 existe un voisinage V dans E de u®cE dans lequel 1'agrégation est indépen-

dante du signal.

Démonstration de la proposition 1.4.

Pour chaque coordonnée x?(t) on peut écrire
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Soit E1. 1'application définie par :

Ait

; e 1 +(t) alors
R

m
~~~
+
S~
]

x
=
—
t
~
]

(1.37) (u" * E.) (t)

Placons-nous dans le cadre de 1'hypothése i) .

Montrons d'abord que x9W(t) - x2(t) pour tout t .
LA

Fixons t > 0 ;
A (t=s) As(t-s)

(1.38)  [u"(s)| e T(s)<Ce' 1(s)et! (RY)
[0,t] [0,t]
A;(t-s) o A;(t-s)
(1.39) u'(s) e T(s) -+ u’(s)e 1 (s) pour presque tout s.
[0,t] m0 [0,t]

(1.38), (1.39) et le théoreme de convergence dominée donnent :

t As(t-s) t A;(t-s)
x?(t) = J u(s) e ! ds » J Wis) e ! ) ds = x°(t)
0 )

quand n+0 . Ce résultat est valable pour tout t € R*
De plus (Ei(t))teR+ € L'(R") puisque A est stable, et

(un(t))t€R+ € L2(R+) et (1.37) donnent

n

(Xi(t))t€R+€ L2(RY) pour tout n et

(1.40) x5 < I HES 1T

Montrons maintenant que G?j > G2 quand n->0

1J

_ [ Neey (0

Or pour tout t > 0, x7(t) xT(t) > x%(t) x%(t) et
< i AR N
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(x?(t) xg(t))t€](+€ L'(RY) (H61der)

2 Ast Ast
, n n C el - el
ST t<T  xi(t) xj(t)‘g e (1-e ) -e") Ty,
2 (A:+2.)t AT AT
Siot>T D) xNt) < —— e "3 (1me 1) (1-e T ) T
1 J - )\. )\. t>0
1]
On peut donc majorer pour tout n , (x?(t); X?(t))tEI(F par une méme fonc-

tion de L'(R") et réappliquer le théoreme de Lebesgue qui nous donne

[ e - [ S et

J 0 1 J
G?. > G?. o
I o 1

Placons-nous dans le cadre de 1'hypothése ii) {u"(t)} teR* étant une

unité approchée, (1.37) donne
. n -
Tim [x5(t) - E5(t)]] o= 0 YpE [1, +=]
m0
et x?(t) converge uniformément vers Ei(t)

¢ 1’1 Tl . . 2 +
donc (xi(t) . Xj(t))teR+ converge- uniformément vers (Ei(t) Ej(t))teR+€ L(R")

et RO R HONNOR
J 0 J J
Gr.]. -> G?. O
i S 1

Démonstration du corollaire :

Les divers critéres ou classements des méthodes de sélection des valeurs
propres sont uniquement des fonctions additives des Gij . Donc si G?j-+G?j
quand n-+0 pour n assez petit la sélection sera la méme pour n petit que
pour n = 0 , et il existe un voisinage de Us dans la famille E olu 1'agréga-

tion reste la méme .
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Exemple 1 :

On voudrait appliquer 1'échelon u°(t) =1 0<t<] mais on risque d'appliquer

I ]
une rampe w'le

(1) = (F() + g(nt) T gepey

ot f(n) > 1 quand n-0.

N

t

Figure 1.5
g(n) >0 quand n-0

On est dans le cadre de 1'hypothése i). Du corollaire on déduit que pour n

assez petit le choix des valeurs propres est le méme que pour n =0 .

Exemple 2 :

On voudrait appliquer une impulsion u°(

t) mais on applique un échelon
n 1 . n el _
u(t) = - 1 [O,n](t) (n<1) . La famille {u (t)}0<n<1 est une unité appro

chée et on est dans le cadre de 1'hypothése 1ii).

Donc pour n assez petit on aura la méme sélection de valeurs propres pour

un échelon de surface 1 et de base n que pour une impulsion.

Exemple 3 :
Le résultat précédent est facilement généralisable a une famille de combi-
naisons linéaires d'échelons de 1a forme

Mgy -
= Bo o T oken )

qui tendent au sens des distributions vers le train d'impulsion,

0
u(t) = z a §(t)
o0 °k
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I1.2.4. Calcul de 1la matrice de sortie.

Le sous-espace conservé étant choisi on a fait une premiére approximation
de y(t) par I y1(t). On cherche ici a affiner cette approximation.
i€l
card I=m

Par la méthode de réduction par troncature la matrice de sortie du systéme (S

est définie par

C' = CX.
X' étant le sous-espace conservé, cela revient a approcher y(t) par
YUE) =T yu(t) +n(t),
i€l
card I =m

Dans le cas ol la troncature de 1'équation d'état est équivalente & une agréga-

tion (de relation d'agrégation Ly = Pﬁ.) on peut de plus assurer 1'égalité

des régimes permanents en ajoutant un terme de commande dans 1'équation de sortie.
On se place dans le cas non bruité, et on suppose que le régime permanent
est une fonction constante de t. On cherche d' tel que

y'(t) = ¢'x'(t) + d'u(t)

(1.41) Tim y(t) = lim y'(t)
t»m t-m

t
Pour cela on pose x"(t) = x"(t+l), (x"(t) = P%ux(t)), pour t assez grand.

On a donc

X"(t+1) =x"(t) = Phu ayu x"(t) + PRubu(t)

= allxll(t) + bllu(t)

d'od x"(t) = (id - a")'1 b"u(t) pour t assez grand. De plus

Tim y'(t) = Tim ¢'x'(t) + Tim c'u(t)

+00 +00 +0

Tim y(t) = Timc'x'(t) + lim c"x"(t) ol c" = cyu
+00 +00 +00

Tim ¢'x' (t) + 1im c¢"(id-a") " b"u(t).
+00 +00
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Pour avoir 1'identité des régimes permanents il suffit de prendre
1 wea n -1
(1.42) d' = c"(id-a")

Lpw,

Dans le cas continu on pose x"(t) =0 et on obtient e' = -c"a~
Dans le cas bruité on obtient 1e méme résultat en remplagant x, x', x", y, y'
par leurs espérances, on aura donc

y'(t) = c'x'(t) + c"(id-a") lu(t) +n(t)

et on a 1'égalité des régimes permanents en moyenne.

[.2.4.b) Par_optimisation_[6]

Les coordonnées conservées étant fixées x'(t) = (x'l(t)...xr;‘(t))T on

cherche une matrice C' telle que si
(1.43) Y'(t&=C'X'(t) + n(t) on ait

(1.44) Iy = E(t§1 lly(t) -y'(t)]) minimum,

tout en assurant 1'égalité des régimes permanents, donc en introduisant un

terme de commande supplémentaire dans 1'équation (1.43)

y(t)-y'(t)

(C-CLO) x(t) - Du(t)

(C-C'Ly)xp(t) + (C-C'Ly)x (t)-Du(t)

= yp(t) - yq(t) +yp(t) - yp(t).

L'égalité des régimes permanents entraine
E t

(vp())

(1.45) Du(t)

E(yé(t)) pour tout t , et
(C-C'LO)E(xp(t)).

La minimisation de JN est alors équivalente & 1a minimisation de

N
(1.46) N = E(t§1 ly7(t) = y7(£) )
N
% < B3 trace [(C-C'Ly)xp(£)1TT(C-C'Ly ) xp()1)
N .
= trace(c-C'Ly) T(C-C'L )WY on WY = E( : xp ()% (8) ")
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et pour calculer C' on résoud
BJN

ac’ =0

ce qui donne

(1.47) ct=e il v

on obtient ensuite D en posant

E(xp(t+1))= E(xp(t)) d'od

E(xp(t+1)) E(xp(t)) = A E(x_(t)) + Bu(t)
E(x,(t)) = (1-A)" Bu(t) , et
(1.48) D = (C-C'L,)(I-A)"'B
dans le cas continu on a
D = -(c-C'L A 8.

Le modéle agrégé quasi-optimal est donc obtenu en 2 &tapes :
i) choix des modes conserveés.

ii) les modes étant fixés, choix d'une matrice C de sortie optimale
et éventuellement d'une matrice D de commande sur la sortie pour
assurer 1'égalité des régimes permanents.

Un modéle agrégé optimal serait obtenu en minimisant a la fois sur
LEXP (= {2 opérateur d'agrégation }) et c'e€e
€ = {c, applications linéaires de R"> RY m<n}

le critére
N

Jylop) = E( I |ly(t) - c'ex(t) - n( H)
)

avec la contrainte m = dim Im 2.
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Remarque 1 : Le choix de la matrice d'observation par optimisation ne donne pas
1'observabilité du modéle agrégé méme si le systeme initial est observable.

En effet soit le systeme discret écrit sous forme matricielle :

1/2 0 0 1716
x(t+1) = 0 -1/2 0 x(t) + 1 u(t) teN
0 0 2/3 1/15
(S):
y(t) = (1716, 1, -1/2)x(t) teN
x(0) =0

Ce systeme est observable et commandable. On lui applique une entrée .impul-
sion, et on étudie 1'énergie globale du régime transitoire. La matrice

V=1 x(t) x(t)T est solution de 1'équation de Lyapounov :

0
AVA -y = -8
d'ou
[1/192 1/20 17160,
v = 1/20 4/3 1/20
1/160 1/20 1/125

La matrice G des contributions de la définition 1.8 est donnée par le

produit termes a termes de V et CTC . D'ol :

1/42652 1/320 -1/53760
G = 1/320 4/3 1/420
=1/53760 1/420 1/55125

Supposons que 1'on désire conserver un modéle réduit d'ordre 2. Alors quelle

que soit la méthode adoptée on conserve les valeurs propres A1 = 1/2 et AZ = =1/2.
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Une matrice d'agrégation L est alors donnée par :

-
1]

D'aprés (1.47) la matrice d'observation du modele agrégé C' est donnée

par :

¢ = o’ (!

et on obtient le modéle agrégé suivant :

1/2 0 1/16

x'(t+1) = x(t) + u(t) teN
0 -1/2 1

y(t) = (0, 0.93) x(t) teN”

ou la composante xi de x' n'est pas observable.

Remarque 2 :

On peut renouveler la critique sur 1'influence du type d'entrée choisi
pour le calcul de C'. En effet la formule (147)montre clairement que ('
de 1'entrée a travers la matrice V¥ .

Michailesco [16] a proposé une solution a ce probléme avec 1'agrégation
uniforme : l1a matrice C' est calculée de fagon @ minimiser un critére J
qui est une borne supérieure de 1'erreur ||ly-y'| pour toutes les entrées

d'un ensemble admissible U.

dépend
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1.2.5. Conclusion

L'avantage principal de 1'agrégation sur les autres méthodes de réduction dans
la base d'état est 1'existence d'une relation linéaire entre 1'état initial et
1'état réduit.

Nous verrons dans un chapitre suivant que 1'existence de cette relation fait
de T'agrégation la méthode de réduction la mieux adaptée aux problémes de commande
d'ordre réduit. L'étude comparative des méthodes de sélection de valeurs propres

sur des critéres énergétiques a permis de dégager les résultats suivants :

La méthode optimale est la méthode (3) mais elle n'est applicable que pour

des petits systémes en raison de son aspect combinatoire.

Pour de gros systémes i1 semble préférable d'utiliser les méthodes (1) et (4)
plus faciles a mettre en oeuvre et nécessitant moins de calculs. La méthode (1)
donne de bons résultats pour les ordres de réduction élevés tandis que la méthode
(4) donne de meilleurs résultats pour les ordres de réduction faibles. Le pro-
bleme de la dépendance de 1'agrégation vis a vis de 1'entrée appliquée au systeéme
a été soulevé ici dans quelques cas particuliers. La propriété de robustesse
qui a été dégagée sous certaines hypothéses demande a é&tre étendue dans des cas

p]us généraux : familles d'entrées plus larges, systéme stochastiques et

discrets.

Enfin i1 serait intéressant d'étudier une autre sorte de robustesse :

celle de 1fagrégation vis a vis de 1'estimation des paramétres du systeme initial.
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1.3. TRONCATURE DANS LA BASE D’EQUILIBRE.

Nous présentons dans cette deuxiéme partie les principales pro-
priétés de la représentation équilibrée. Cette méthode qui a suscité
de nombreux travaux depuis son introduction par Moore [9] en 1980,
présente une certaine analogie avec l1’analyse statistique en composan-

tes principales [14].

Dans les deux cas il s’agit de classifier les directions de 1’es-
pace d’@tude aprés une analyse factorielle : en statistiques cette
analyse est réalisée par la diagonalisation de la matrice symétrique
de covariance(ou de corrélation),en automatique elle est réalisée par
la diagonalisation simultanée des deux grammiens caractérisant la com-
mandabilité et 1’observabilité. Nous reprenons les différents résul-
tats connus, les étendons au cas des systémes discrets, et les généra-
lisons au cas ou les matrices de commandabilité et observabilité
sont calculées sur un horizon fini et au cas ol ces matrices ne sont

pas de rang plein.

Pour cela nous introduisons les notions de degré de commandabi-
l1ité et d’observabilité d’une direction donnée. Enfin en nous inspi-
rant largement des résultats précédents nous introduisons le degré de
perturbabilité des directions de 1’espace d’état d‘’un systéme stochas-
tique, et définissons des familles d’invariants d’un tel systéme.Ces
familles d’invariants associés aux directions de 1’espace d’état per-
mettent de dégager les axes qui contiennent le maximum d’informations

sur le systéme en un sens d préciser.

Ce sont ces axes qui sont conservés dans la réduction par tron-

cature dans la base d’équilibre.

Nous traiterons dans un premier temps les systémes déterministes,
invariants dans le temps, discrets et citons ensuite les résultats

équivalents dans le cas continu.
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I.3.1. NOTATIONS.

Le systéme étudié s’écrit donc en utilisant les notations précé-

demment employées (§ I.1)

[ x(t+1) = axét) + bu(t) te N
{ v?t) = cx(t) te
X 0) = XO

Soit, A,B,C 1les matrices des applications a,b,c dans les bases de

départ.

L’état au temps t, x(t) s’écrit en fonction de 1’état initial
et de la suite de commandes u{(0),...u(t)

x(t) = Bu(t-1) + ABu(t-2) +... A x{0) te N°
Notons Q, = [B,AB,...A°  'B] te N°

T *

et U, = [u(t-1),... u(o0)] teé N
alors si x(0) =0 on a,
(1.49) x(t) = Q,U, te N

Supposons maintenant qu’aucune entrée n’est appliquée au systéme

jusqu’au temps t (u(k) =0, k € t), et soit la suite d’observations
v(0),... y(t-1), on a alors
[y(0),y(1),... y(t-1)] = [C, CA,... CA' '] x, te N

c v(0)

Soit 0, = |cCA et Y, = . te N°
t-1

CA v(t-1)]
On a
(1.50) Y, = 0%, te N°
On note Z(b) la matrice Z exprimée dans la base b = (b );_.,,.

i

On rappelle les définitions et propriétés bien connues des matrices

et espaces de commandabilité et observabilité.
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DEFINITION 1.9. Q. (resp. 0.) sont appelées matrice de commandabi-

l1ité (resp. observabilité) du systéme, sur t pas, t€ Nt

Remarque. L’image de Q, &est l’ensemble des points accessibles a
partir de 0 en t pas. Le noyau de O, est l’ensemble des vecteurs
d’état qui ne peuvent étre reconstitués & partir de l’observation sur

t pas.

DEFINITION 1.10. Im Q, est appelé espace de commandabilité et est

noté X .C’est l’espace des vecteurs d’état accessibles & partir de O.
c
Ker 0, est appelé espace de non observabilité et est noté X_. C’est

o
l1’espace des vecteurs d’état inobservables.

PROPRIETES. a) Les sous-espaces vectoriels ImQ. pour t = 1,2,

forment une suite croissante, constante pour t > n.

b) Les sous-espaces Ker 0, pour t = 1,2... forment

une suite décroissante, constante pour t 2> n.

1.3.2. DEGRES DE COMMANDABILITE ET D’OBSERVABILITE.

L’outil primordial de la troncature dans la base d’équilibre est
la décomposition en valeurs singuliéres.
Les principales définitions et propriétés sont rappelées dans

l1’annexe A.

I1.3.2. a) ETUDE DE LA COMMANDABILITE.

Soit Q. la matrice de commandabilité sur t pas. Prenons
t 2 n pour s’assurer que Im Q, est maximum, et soit p 1le rang
de Q..

La décomposition en valeurs singuliéres de Q, permet d’écrire

(voir Annexe A)

il existe V, W avec V : n x n orthogonale
W nr x n a colonnes orthonormées ;
des réels 6,,... 6 avec 6, 2 6, 2 ... 2 8 > 0 tels que

P o
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T
(1.51) Q, = VDW
ot D = diag(é,,... &6 , 0,...0).
[ fy =
D’aprés les résultats sur les valeurs singuliéres on a les propriétés
suivantes
PROPRIETE 1. Les vecteurs v,,..,V formant les p premiéres colon-
0
nes de V déterminent une base orthonormée de X l1’espace de com-
c
mandabilité.
PROPRIETE 2. SOIT x € Im Q.. L’équation en U,
x=Q,U, od U, €U
admet pour solution - -
1 T
rs o ] v, |
U, = (w,, w ) I X
= o { :
m
._1 -
0 5 | v
o o
- T
512 v, .‘
T T .
(1.52) Uu,U, = x (vy,...V ) . X
—tZ o j .
s 2 v
_ o o
De plus U, est optimal dans le sens suivant : pour toute autre solu-
tion U, de l’équati%n on a T

U, U, <U; U,

COROLLAIRE 1.3. L’ensemble des points de 1l’espace %’état X attei-

gnables en t pas par une entrée U, d’énergie Et U, au plus
égale 38 1 est un ellipsoide de X de demi-axes (6,vy,... 6 v ).
c o p
T )
¢ =1 le sys-

Le corollaire indique qu’avec une méme énergie U,
a

téme peut atteindre é6,v, ou é&,v,, ou & v . &, &t
e o

égal @ 6, on peut donc aller plus loin dans la direction de v,

supérieur ou

que dans la direction de v,.

-

Cela améne a -introduire le degré de commandabilité.
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DEFINITION 1.11. Soit xeX et soit U,(x) l1’entrée d’énergie mini-

male permettant d’arriver en x en t pas, telle que U.(x) # 0.

On appelle degré de commandabilité associé &8 une direction D de X
{x étant un vecteur directeur de la direction D ) 1la quanti%é sui- c
vante X

T T
(1.53) i (D) =x x/(U.(x).Uc(x)).

c X

PROPRIETES : i) i (D ) ne dépend pas du vecteur X choisi dans la di-
— c X

rection D

ii) Ce degré est invariant par changement de base orthogo-
nal dans X. Par contre ce degré n’est pas invariant lorsque le pro-

duit scalaire sur X varie.

iii) Dans la base V de x constituée par les vecteurs
p < o c p
associés aux p premiéres colonnes de V le calcul du degré de com-

mandabilité est donnée par la formule

T T -
(1.54) i (D) =x X D
c X (v ) (v ) (v) o (v)
1Y o P
T
od X =V x ; Dp = diag($é s )
(v ) [ 1 )
o
INTERPRETATION : Le degré i (D ) donne une indication sur la faci-
c X
l1ité a commander la direction D . En effet plus i (D) est grand
X c X
moins il faut d’énergie pour amener 1’état loin dans la direction D .
X
La direction la plus commandable est donnée par D , son degré est
v,

i

T s _, T
En effet x D x > 0, X X
v)p (v) (v ) (v )
p o o p
et i (D) < 65 pour tout x € X ,
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l1’égalité étant atteinte pour x = v,.
La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice de comman-
dabilité permet donc d’obtenir des directions de l’espace d’état or-

thogonales, ordonnées suivant leur degré de commandabilité, la pre-

miére de ces directions ayant le degré de commandabilité maximum.

On remarque toutefois qu’un changement d’échelle sur les coordon-
nées des variables d’état suffit a3 bouleverser cette hiérarchie. Ainsi
une direction représentant un angle peut passer de peu commandable si
elle est mesurée en radians a4 trés commandable si elle est mesurée en

degré.
Le degré de commandabilité est donc sensible aux unités utilisées
et il convient d’avoir toujours cette restriction &8 l’esprit avant de

procéder a3 des comparaisons entre directions.

1.3.2. b) ETUDE DE L’OBSERVABILITE.

On reprend la méme démarche que précédemment (§ I.3.2. a)) avec
la matrice O, d’observabilité sur t pas. On choisit t > n pour

avoir Ker 0, minimal, et on note v 1le rang de O,

Si on suppose u(k) =0 pour k = 0,t soit
T T T T «
Xt = [y (O),..., y (t_l)] te N
T *
on a : Y, = 0,Xx te N
- o
Les éléments de 1l’espace d’état appartenant & Ker 0, ne sont

pas observables et on peut les caractériser 4 1’aide de la décompo-

sition en valeurs singuliéres de O,

Il existe V, W avec V : n x n orthonormale

W : ng x n 4 colonnes orthonormées ;
des réels 61...6U avec &, 2 6, =2 ... 2 du > 0, tels que
(1.55) 0, = wan

ot D = diag(é,,6,...6 , 0...0).
v
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PROPRIETE 1. Les vecteurs v ..V formant les n-v colonnes de
v+1 n
V déterminent une base de X_ = Ker 0,, sous espace des vecteurs

o

d’état inobservables.

PROPRIETE 2. L’énergie de la sortie obtenue & partir d’un vecteur

X ¢ Ker 0, s’écrit

T T , T
Y. Y, =x VD'V x t €N

®

COROLLAIRE 1.4. L’ensemble des vecteurs de 1’espace d’état X donnant

T
une sortie d’énergie Yt(x)zt(x) au plus égale a3 1 est un ellipsoide
de demi-axes
' v
S, é
Le corollaire indique que pour obtenir une suite de sorties de
méme énergie égale a 1 il faut moins se déplacer sur 1’axe de 1’es-

pace d’état engendré par v, dque sur 1’axe engendré par v
v

Cela nous améne a définir le degré d’observabilité.

DEFINITION 1.12. Soit Zt(x) la sortie en t pas obtenue a partir

=~

de X # 0. On appelle degré d’observabilité associé a la direction D

X
engendrée par Xx de l’espace d’état la quantité suivante
T T
(1.56) i (D) =Y. (x)Y, (x)/x x.
o X - -
EEOPELEEE§ : Ce degré a les mémes propriétés que celui de commanda-
-bilité

i) Il ne dépend pas du vecteur x choisi dans la direction D
X

ii) Il est invariant par changement de base orthogonal.

I1 varie en général lorsque le produit scalaire sur X varie.
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iii) Son calcul est particuliérement simple dans la base formée par

‘les vecteurs de la matrice V

(1.57) i (D) =x sz /X X
T 0o X (v) (v) (v) (v)
od x =V x.

(v)

INTERPRETATION. Le degré i (D ) donne une indication sur la facilité
0o X

d observer la direction étudiée. En effet plus i (D ) est grand plus
o X
l’énergie de la sortie est élevée pour une méme énergie de 1’é&tat ini-

tial, et on vérifie que si x € X_ alors i (D ) = 0.
o o X

La direction la plus observable est donnée par D avec 1 (D )=6§.

v, o v,
La décomposition en valeurs singuliéres de la matrice d’observabilité
donne une suite de directions orthogonales de l’espace d’état, ordon-
nées par degré d’observabilité décroissant, la premiére de ces direc-

tions ayant le degré d’observabilité maximum.
Les restrictions faites quant au changement de base non orthogonal
pour la commandabilité sont toujours valables dans le cas de l’obser-

vabilité.

1.3.2. c) ETUDE CONJOINTE DE L’OBSERVABILITE ET DE LA COMMANDABILITE.

On a déterminé précédemment deux suites de directions orthogona-
les ordonnées soit par degré décroissant de commandabilité soit par
degré décroissant d’observabilité. La premiére direction de chaque
famille est la direction la plus commandable ou la plus observable de
1”espace d’état pour le produit scalaire initial c’est-d-dire celui
pour lequel la base de départ est orthonormée.Ces deux bases s’obtien-

nent & partir de la base initiale par un changement de base orthogonal,

Nous allons maintenant chercher 4 déterminer une suite de direc-
tions orthogonales engendrant l1’espace d’état et ordonnées vis & vis
des deux degrés simultanément, en nous autorisant & changer de produit

scalaire.
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Pour cela nous allons considérer la matrice 0.,Q, pour t 2> n,

[ CB CAB  ....... ca®"t 1
CAB
0,Q, = . t >n
cA Y ca?‘ "t p]

La matrice 0.Q, a une structure de matrice de Hankel par blocs, le

i+d-2

bloc (i,j) étant CA B.

On vérifie facilement que cette matrice est invariante par changement
de base sur X.

On peut donner & cette matrice 1’interprétation suivante

Soit X, 1’état du systéme & 1’instant O, & partir de 1’état initial

x(-t) fixé 48 1’instant -t et de la suite des entrées:
T
U, = (u(-t),...,u(-1)) on a : Xo = X(0) = tht
La suite des sorties y(0), y(1),..., y(t-1), obtenue & partir de
l1’instant initial x,, et avec la commande wu(j) =0 pour j 2 O
s’écrit
T
(1.58) Y, = 0.Q,U, t 2 n
. T T T T -
ot Y, = (y (0),...y (t-1))

La matrice ©0,Q, traduit donc une relation entrée-sortie
qui est invariante par changement de base sur 1’état, et contient
toute l’information du systéme étudié du point de vue observabilité
et commandabilité. Nous allons décomposer cette matrice en valeurs
singuliéres, celles-ci constituant un invariant du systéme par chan-

gement de base sur l‘état.

Nous allons d’abord traiter les cas des systémes commandables
{(resp. observables), les démonstrations étant particuliérement simples
et parlantes dans ces cas ; nous généraliserons ensuite aux systémes

non commandables et non observables.
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THEOREME 1.5. [7].

Supposons le systéme commandable (resp. observable). Il existe &
chaque instant t, t > n une base de l’espace d’état telle que les
directions de cette base aient toutes un degré de commandabilité
(resp. observabilité) égal a 1, et soient ordonnées par degré dé-

croissant d’observabilité (resp. commandabilité).

De plus les degrés de commandabilité (resp. observabilité) obtenus

sont les valeurs singuliéres de la matrice 0.Q,.

Démonstration : On omet 1’indice de temps t

Supposons le systéme commandable. La décomposition de Q en

valeurs singuliéres donne

Q = VDU ol D est diagonale de rang plein.

Par le changement de base (bj) de matrice VD 1la matrice
1<i<n
de commandabilité s’écrit
-1 T T
Q = (VD) Vb =0 ;
(b)
Q QT I A h 1
= puisque est orthonormale et
(b) (b) n
0 = QVD
(b)
La décomposition en valeurs singuliéres de O de rang v donne
5 .
1
-v-.an Y '
0 = UDV avec D = é
(b) v
0
L 0]
Soit la base (a ) associée aux colonnes de la matrice V, dans
J 1<j<n

cette base

Q@ =Vv'u doa Qq =1
(a) (a)Q(a) n
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B4 ~ . T 2
C = U D d’ou Q 0 =
(a) (a) (a)
NMMTNT

et 0 Q = UDV U

(a) (a)
~ ~TA T ,
U et VU sont des matrices 4 colonnes orthonormées. Donc pour le
produit scalaire qui rend la base (a ) <j< orthonormale l’applica-

j 1<j<n
tion linéaire associée a O( )Q( ) a pour valeurs singuliéres les
~ a a

valeurs diagonales de D.O
REMARQUE. Ce produit scalaire n’a pas de raison d’étre le méme que

celui de départ puisqu’un des changement de base effectué a pour
matrice VD, qui n’est pas orthonogonale si D n’est pas la matrice
identité.

Dans le cas ol le systéme est commandable, la base (a ) _
indiquée par le théoréme donne un produit scalaire pour leq&e%ggfgtes
les directions de cette base sont également commandables alors que
les vecteurs de la base sont ordonnés par degré d’observabilité dé-

croissant.

Dans le cas ol le systéme est observable,dans la base (a )

j 1<j<n
indiquée par le théoréme, si x( ) est un vecteur exprimé dans cette
a
base on a T T
Y =0 X et YY = x X
- (a) (a) - (a) (a)

et pour le nouveau produit scalaire la relation entrée-sortie est

isométrique.

Toutes les directions de 1’espace d’état ont méme degré d’obser-

vabilité, le sous-espace de commandabilité X admet (a')lg'g pour
c J Jxp
base orthonormale, les directions a ... a étant ordonnées par degré
1 o
de commandabilité décroissant (6i > 6: >... 62 > 0...0).
o

THEOREME 1.6. [7].

Supposons le systéme commandable (resp. observable). Si les valeurs

singuliéres non nulles de la matrice 0,Q, sont distinctes deux &

deux alors les directions observables (resp. commandables) de 1la

base donnée par le théoréme 1.5 sont déterminées de maniére unique.
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Démonstration. Supposons le systéme observable, soit (a ) et
i 1<i<n
(b ) deux bases pour lesquelles on a
i 1<i<n
T T 2 2
Q Q = Q Q =D é,4
(a) (a) (b) (b) R 2 -2
ou D = 1]
T T p0 .
Q 0 =0 0 =1 0
(a) (a) (b) (b) n
et p est le rang de la matrice 0Q.
Nous allons montrer que pour 1 < i € p on a
a =>b ou
i .
a = -b
i i
Soit P la matrice de passage entre les bases (a ) et (b )
i 1<i<n i 1<i<n
T T
alors, 0 =0 P et O 0 = 1 entraine P P =1 , donc P
(b) (a) (b) (b) n n
est orthonormale.
D’autre part Q(b) = P_lQ( ) et 02 = P-lDZP. D étant diagonale de
a

valeurs propres non nulles distinctes, les colonnes 1 a3 p de P
sont des vecteurs propres associés a ces valeurs propres, donc de la
0

forme gi pour 1 < i € p et P étant orthonormées a; = * 1

pour 1 < i € p . O
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DEFINITION 1.13. [17]. Les valeurs singuliéres non nulles de la ma-
trice de Hankel 0.,Q, sont appelées les modes du second ordre du

systéme au temps t (t > n).

Une base de l’espace d’état dans laquelle les lignes de la ma-
trice de commandabilité (resp. les colonnes de la matrice d’observa-
bilité) sont orthonormales est appelée base entrée-normale (resp.

base sortie-normale).

PROPRIETE. Les modes du second ordre sont invariants par changement

de base sur X.

Remarque. Le choix d‘une base entrée (resp. sortie) normale revient

a fixer le produit scalaire dans X wutilisé pour .calculer les degrés

d’observabilité (resp. commandabilité).

En effet on peut considérer que le fait d’avoir tous les indices d’ob-
servabilité égaux a 1 revient & imposer une échelle liée au systéme et

non aux unités initiales choisies pour décrire les variables d’état.

D’autre part le fait que les degrés d’observabilité (resp. commanda-
bilité) ainsi choisis soient invariants par changement de base d’état
montre que ces degrés ont bien une signification intrinséque au sys-

téme.

DEFINITION 1.14. Une base de l’espace d’état dans laquelle les matri-

T T
ces 0,0, et Q.Q. sont égales a4 une méme matrice diagonale est

appelée base d’équilibre au temps t, t 2> n.
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THEOREME 1.7. [7].

Supposons le systéme observable et commandable, et soit

§ 26 ...28 >0 les valeurs singuliéres de la matrice 0,Q,, t>n.
1 2 n
Alors il existe une base d’équilibre (d ) dans laquelle
j 1<j<n
T T
0 0 = Q Q = diag(d,...6,)
t(d) t(d) t(d) t(d)
et pour laquelle les degrés de commandabilité et d’observabilité
d’une direction D vérifient
X
T T
X X X Dx
, (d) (d) _ (d)  (d)
i (D) = ;i i (D) = ————— ——
c X T 1 o X
X D x X X
(d) (d) (d) (d)
De plus la base (61/2d ) est une base entrée normale et la
j j 1<j<n
base (61/2 d ) est une base sortie normale.
j j 1<ji<n
Démonstration. i) On omet 1’indice t . 0Q est de rang n

rang(0Q) € inf(rang 0, rang Q) = n,

T T T T
rang(0Q) > rang(0 (0Q)Q ) = rang ((0 0)(QQ )) > n

donc
rang(0Q) = n.
ii) 0Q étant de rang n, le théoréme précédent nous
assure l’existence d’une base entrée normale (a ) dans laquelle
j 1<j<n
T T 2
Q Q =1 ; O 0 =
(a) (a) n (a) (a)
Soit alors le changement d’échelle défini par
d = 611/2a_ de matrice de passage D 77
J J J
On a alors
T
0 =0p'"%0 d’od Q Q =D
(d) (a) (d) (d)
- T
0 =0 D '? d'0a o =

u 0
(d) (a) (a) (a)
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On a donc les mémes degrés de commandabilité et d’observabilité pour
les directions d,,...d, et la direction d, est & la fois la plus

observable et la plus commandable.(Q

La base d’équilibre est unique au signe prés dans le cas oid les

valeurs singuliéres de 0Q sont distinctes deux & deux.

Cas particulier. Supposons que le systéme soit observable et comman-

dable et que les dimensions des entrées et sorties soient égales a 1.

Supposons de plus que les valeurs singuliéres de 0Q soient toutes
distinctes. Alors les matrices A,B,C dans la base d’équilibre ont

une structure particuliére.

THEGCREME 1.8.

Sous les hypothéses énoncées ci-dessus les matrices du systéme

A, B et C dans la base d’égquilibre vérifient les relations suivan-

tes
T
SA = A S
(1.59) T
SB =C
+
ol S est une matrice signe (S = diag{- 1}). De plus la signature

de S est égale a 1’indice de Cauchy de la fonction de transfert du

systéme.

Démonstration. Le systéme étant observable et commandable il existe un

unique matrice symétrique réguliére R telle que [1]

(1.60) T

T
RA = A R
{ RB = C _
de plus la signature de R &est l1’indice de Cauchy de la fonction de
transfert du systéme qui est aussi la signature de la matrice de

Hankel O0Q si t = + o ., (On rappelle que 1’indice de Cauchy d’une
fonction rationnelle est égal au nombre de poles moins le nombre de

zéros de cette fonction).

Montrons que cette matrice R est une matrice signe. Les rela-

tions (1.60) entrainent
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comme dans la base équilibrée on a

T T
Q.Q, =0, 0, =D

et que l1‘’on a supposé que les valeurs diagonales de D2 sont distinc-
tes ;
(1.61) D=RDR implique

D=R DR’

2 oy 2

et D =R DR
donc R est une matrice diagonale, R = diag(r ) . et la relation
(1.61) donne r§‘= 1, i = 1,n, donc la matrice1 égligt une matrice
signe. O
Remarqgg : Cette démonstration se fait de fagon identique dans le cas

continu, on observe que l1’horizon utilisé pour les matrices Q, et O,
est indifférent du moment qu’il est supérieur 34 n et que complémen-

tairement 4 [9], on a démontré le résultat quel que soit 1’horizon.

Revenant au cas général, nous allons maintenant étendre les résul
tats obtenus, au cas ou le systéme n’est ni observable ni commandable.

On omet 1’indice de temps t, pour alléger les notations.

THEOREME 1.9.

Il existe une base de 1’espace d’état telle que

i) les directions commandables et observables ont le méme degré
de commandabilité et d’observabilité, ces degrés sont les valeurs
singuliéres non nulles de la matrice 0Q ;
ii) les directions commanddbles (resp. observables) et non obser-

vables (resp. non commandables) ont pour degré de commandabilité

(resp. observabilité) 1.

Démonstration. Le principe de la démonstration part de la remarque

su%vante :Tsoit P une matrice de changement de base, les matrices
T

. N T -
QQ et 0 0 s’écrivent dans cette base : P 1QQ P et P O OP.

Or si {ej;)} . est la base initiale de X et {uj;)} ={Pe;}
1<j<n 1<j<n 1<j<n
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la nouvelle base, la base duale de {uj;} cic est la base
, . , 1<j<n
{uy} = {(P ) e}y od {e}} est la base duale de
1<j<n 1<j<n 1<j<n
{e; } |
1<j<n

Nous allons donc travailler avec les espaces duaux de X,Y et U.

Si gq et o sont les applications linéaires associées aux ma-
trices 0O et Q on a le schéma suivant
. x*
q 1, q

X < U <—¢ > U’ < X’

‘ t

! to

Y < =~ >y’
i,

Pour des raisons de clarté on omettra de

et i,.
On va chercher une base {aj;} de X
, 1<j<n
duale {a;} vérifie
1<j<n
o"o(a;) = A2;a; pour j =1, n
x » .
qq (a;) = r;a; pour Jj =1, n
On rappelle que si E est un espace vectoriel et E,CE,
espaces vectoriels tels que
o4

(E,) ®© E, = E,
pour toute base e,...e, de E,, il existe e ;...e,
telle que

<e, ; e;> =6;; pour i,j < p.

1
Soit H’CX’ un supplémentaire de (Ker o) dans X’ e
’ ’ x
H, = H N Ker q
Si e,...e, est une base de H telle que &e,;...e

E,CE

t

P:

noter les isomorphismes

>

une base de

i

telle que sa base

des sous

E;

engendre H;
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il existe une base e,,...,e, de Ker o telle que pour i < p, ; j < p,,
on a
*
<e; ; O oej>=0
’ x ’
<e; ; d4dq e;> = 0.

Donc la forme quadratique qq* est identiquement nulle sur H’ et
la forme quadratique 00 est identiquement nulle sur 1’espace H,

engendré par la famille {e;} <i<o. On suppose maintenant que H;={O}
1\j pl

i
~ - x
et on se ramene au cas ou Ker q C(Ker 0)

L
Soit E = {veX ; <v,o*ou> =0 et u€(Ker q*) }

Ker o0CG.
Soit wu,...u, une base de X telle que
u;...u soit une base de Ker 8 .
m,
;... , u ... u soit une base de (Ker q*)
m, Myia m

et par Hilbert-Schmidt

<uj; ; oo*uj> =d;; pour my, € i,j < n.
Les vecteurs up,; ... u,; appartiennent 3 G, en effet
<uj ; OO*UJ> =0 si L >m et m; < j <nm
* 1 ~
D’autre part (Ker ¢ ) N G = Ker o, en effet si m; < j < m
*
<uy ; 00 u;> =1 #* 0 ;
donc u;#G.
Soit G engendré& par up,;...u;.
Il existe une base u;...u, duale de uy...u, telle que
u’ R soit une base de Ker q*. Ces bases (u ) et

m+1 n i 1<i<n
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(u’) vérifient donc
i 1<i<n
(*) < ujg, 0"o u; > =0 si j €£m
1
(%, %) < uj, o*o u; > =0 si i<m
1
(*,%*,%) < uj, O*O u; >=6ij si i,jzm
< u}, qq@° uj > =0 si j > m+1
< uj, qq- u} > =0 si i > m+1.

La forme quadratique qq* n‘est pas dégénérée sur l’espace
engendré par la famille {u;...u’ }. On peut donc appliquer le théo-
m

réme 1.5. Soit ({v;} la nouvelle base obtenue.
‘ 1<j<m

La base e ...e , V ...V , u ... u a pour base duale
1 P4 1 m m+1 n
e ...e , V ...v , u R i et la famille (v ...v ) engendre le
1 P, 1 m m+1 n m
méme espace que la famille ul...u . Cette nouvelle base est la base
m

cherchée.O

DEFINITION 1.14. Une base répondant aux caractéristiques du théoréme

1.9 est appelée une base de pseudo-équilibre.

Remarques. Cette base permet d’obtenir une réalisation minimale du

systéme en ne conservant que les directions ayant un degré de com-

mandabilité et d’observabilité non nul.

La démonstration donnée en [7] du théoréme 1.9 fournit un
algorithme permettant d’obtenir une réalisation minimale du systéme

a2 partir d’une réalisation quelconque.
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Cas des systémes continus.

On évoque ici briévement les résultats similaires aux précédents

dans le cas continu [8], [17].

Le systéme s’écrit alors sous la forme

x(t)

a x(t) + b u(t) t €R
(S ):
c

+

c x(t) t €R

v(t)

a

Les degrés de commandabilité et d’observabilité a8 1’horizon T sont
obtenus en décomposant en valeurs singuliéres les grammiens de com-

mandabilité et d’observabilité

T

) T At T A t
(1.62) we = e BB e dt

c 0

T

) T At T At
(1.63) W' = fo e C Ce dt

(o]

~ -~

T T
w’ joue le role de Q.Q,, et w? joue le role de 0,.,0,.
c o

On obtient alors une représentation équilibrée du systéme en se pla-
¢ant dans une base de 1l’espace d’état dans laquelle ces grammiens

~ s A . 2
sont tous deux égaux & une méme matrice diagonale [ .

2 2 T 2

Si W =V YV et W =V ZZV sont les décomposition en va-
c 0 Cc C o 00O
leurs singuliéres de W2 et Wz, alors les valeurs singuliéres de 1la
c o
matrice
T 2
H=7y°vVyy
0 0C C
sont invariantes par changement de base sur X . Ces valeurs singu-

liéres sont par définition les modes du second ordre du systéme

continu.



-69-

-~

Cette matrice H joue le role de la matrice O0Q dans le cas

discret.
On a de plus la propriété suivante

Soit le systéme discret écrit sous forme matricielle

d d
s x(t+1) = Adx(t) + B u(t) t €N
d  Ly(t) =c x(t) t €N
obtenu en discrétigant le systéme S au pas t,. On a
c
A = exp(Aty)
d t. A(ts-t)
B = se ° dt
0
d
cC =2¢
et soit Q et O les matrices de commandabilité et d’obser-
T/t T/t

vabilité sur 1’horizon T/t,, associées.

PROPOSITION 1.10 [17]. Les modes du second ordre du systéme continu

sont les limites pour tg —> 0 des modes du second ordre du systéme

discrétisé au pas ti.

=~

Dans le cas particulier des systémes & une entrée et une sortie

et si 1’horizon est infini on a les propriétés suivantes

PROPRIETE 1 [8]. Si le systéme est asymptotiquement stable, comman-

dable et observable alors les matrices (A,B,C) du systéme dans 1la

P

base d’équilibre sont entiérement déterminées par les données sui-

vantes
- les modes du second ordre du systéme
- la matrice signe introduite dans le théoréme 1.8.

- la matrice de commande B.
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Principe de la démonstration

On utilise les relations (1.59) et le fait que dans la base

d’équilibre la matrice A est solution des équations de Lyapounov

2 T . T
YA + AY° =-Cc¢C
2 T 2 T
T°A + A YL° = -BB
PROPRIETE 2 [8]. Les valeurs propres A,...2, du grammien croisé
o At At T
W = e B(e <€) dt
co 0
vérifient la relation suivante
A=s7py’
od A = diag{i,...2,}
22 = diag{ai...ai}, {o:} . sont les modes du second ordre du
i=1,n

systéme et S est la matrice signe associée &8 la représentation

équilibrée, de plus

w? =W ow’
co c o
Démonstration : voir Fernando-Nicholson [(s].
Remarque : la matrice W joue alors le role de la matrice 0Q du

I co

cas discret.

I1.3.2. d) ETUDE DE LA PERTURBABILITE.

Nous avons étudié précédemment le cas des systémes déterministes
et montré comment on pouvait dégager des directions de 1’espace
d’état qui soit a4 la fois les plus commandables et les plus obser-
vables, donc qui contiennent le plus d’information relative au sys-

téme quant & ces notions.

Dans le cas oi le systéme est stochastique une troisiéme carac-

téristique s’ajoute a celles de la commandabilité et de 1’observabi-

1ité : la perturbabilité.
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Aprés avoir défini la perturbabilité nous allons nous intéresser
aux directions de l’espace d’état les plus perturbables et tenter
d’établir un paralléle entre l1’étude conjointe commandabilité-
observabilité et celles de commandabilité-perturbabilité et perturba-
bilité-observabilité. Plagons nous dans le cas ol l’entrée est iden-

tiquement nulle mais les vecteurs d’état sont bruités.

L’équation d’état s’écrit sous forme matricielle

x(t+1) = Ax(t) + &(t) t €N
‘x(0) =0 d’ol
t t-1
(1.64) x(t+1) ='21A e(t-3) t € N
J=

oi &(t) est un bruit blanc.

So%t Dd une direction de l’espace, de vecteur directeur d
avec d d = 1.

La projection de x(t) sur cette direction est
T
d x(t) qui est une variable aléatoire dont on calcule la variance.

Si cette variance est élevée on dira que la direction Dd est forte-

ment perturbable, si la variance est proche de 0 on dira que la

direction Dd est peu perturbable, c’est-a-dire peu sensible aux per-

turbations constituées par les bruits.

DEFINITION 1.16. Le degré de perturbabilité d’une direction Dd au

temps t est défini par T T
i (Dd) = var(d x(t))/d d

p
odi d # 0 est un vecteur de la direction D.

THEOREME 1.11.

Soit t fixé. Il existe une suite de directions orthogonales de
vecteurs directeurs (d,...d,) de l’espace d’état, ordonnées par

degré de perturbabilité décroissant, qui sont les directions pro-

pres de la matrice de covariance de 1’état a l1’instant t
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Démonstration

T T
var(d x(t)) =d cov(x(t),x(t))d.

La matrice cov(x(t),x(t)) étant symétrique, semi-définie positive,
il existe une suite de directions propres orthogonales ordonnées
suivant les valeurs propres respectives décroissantes. Cette suite

fournit une solution.O

Etudions maintenant 1’effet d’un changement de base de 1l’espace

d’état sur les degrés de perturbabilité.

PROPOSITION 1.12. Les degrés de perturbabilité d’une direction donnée

restent inchangés par changement de base orthogonal.

Démonstration : évident.

La notion de perturbabilité d’une variable d’état ainsi que
celles de commandabilité et d’observabilité est donc étroitement

liée au produit scalaire qui est défini sur 1’espace d’état.

dn changement de base non orthogonal (par exemple un changement
d’échelle) modifierait donc le degré de perturbabilité d’une méme
direction @ un instant donné. Pour avoir des quantités invariantes
nous allons de méme que précédemment traiter conjointement pertur-

babilité et commandabilité et perturbabilité et observabilité.

Pour plus de concision on appellera forme quadratique de per-
turbabilité ou commandabilité ou observabilité 4 un instant donné
t les formes quadratiques induites par les matrices de covariance
W, de 1’état a4 1’instant t et les matrices Qth et Otof ol
Q, et O, sont les matrices de commandabilité et d’observabilité

4 l’instant t.

Si une des formes guadratiques est dégénérée on qualifiera de
pseudo-produit scalaire 1’application bilinéaire qui lui est asso-

ciée et on appellera sous-espace dégénéré son noyau.
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THEOREME 1.13.

A chaque instant t>n il existe une base de 1’espace d’état telle
que

les directions engendrant le supplémentaire de la somme des sous-
espaces dégénérés pour les formes quadratiques de perturbabilité

et commandabilité, sont ordonnées par degré croissant de commanda-

bilité et décroissant de perturbabilité.

Démonstration :Pour alléger les notations on omet 1’indice de temps t.

Il existe une matrice de changement de base P et des scalaires réels

(1) , (84) tels que [5]
1<i<n 1<i<n
T
PWP =A A = diag(21;)
T T i=1,n
PQQ P = A A = diag(d;)
i=1,n

et la base associée @8 P peut étre décomposée en 4 sous-familles

e ...e ;e ...e ;e ...e ;e ...e
1 n, n,+1 n, n,+1 n, ny+1 n
telles que
T
ejWe; =0 n, est la dimension de 1’inter-
si i < n, section des sous-espaces dégéné-
T T rés pour les deux formes quadra-
eiQQ e; =0 tiques.
T n,-n; est la dimension de 1’in-
e;We; =0 tersection du sous-espace dégé-
néré pour la forme quadratique
si n,<i<n, .de perturbabilité et d’un sup-
T T 2 plémentaire du -sous-espace dé-
eiQQ e; = 6; > O généré pour la forme quadrati-
que de commandabilité.

T 2 n;-n, est la dimension de 1’in-
e;We; tersection du sous-espace dégé-
néré pour la forme quadratique
si n,<i<n; de commandabilité et d’un sup-
T T plémentaire du sous-espace dégé-
eiQQ e; =0 néré pour la forme quadratique
de perturbabilite.

I
>~

-
v
o
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T - .
eiWe; = x? > 0 n-n; est la dimension d’un sup-
plémentaire de la somme des
si 1 > n, sous-espaces dégénérés pour
T T les deux formes quadratiques.
e;QQ e; =46; >0
-1 & - 1/2 -T - ~ .
Soit T = A P ol A est diagonale avec
~
Aj; =1 si 2; =0

- -T ~. TT .
ona T 'Wwr =a""%p puwpp ‘A "7?
0 0
=X-1/2A X-I/Z _ 2
I
n’nz
d’autre part
~ T -T ~ ~
TlQQT =A1/2AA1/2
r 1 T
n 0
o
nj, . 2
2 =T = diag(r;) .
1<i<n
n,+1
0 .
T
L n
2 2 . - -
od yv; =4d8;/2A; pour i>n, et les 7r; sont rangés par ordre décrois-
sant (quitte a8 réordonner A).
-1 -1/4_ - :
Soit M =1 %Y oa ' est diagonale avec
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On a [
0 0 1]
M-IWM‘T _ P-1/4 n, ‘ F-1/4 _
o r
n-l’l2
et [ 1 0 ]
n
T -T 1 0
- - n,-n
MIQQM - 3 1
n,+1
0 ’ Y
L u |

ce qui prouve le résultat annoncé.d

Remarque.

Les degrés de perturbabilité et commandabilité déterminés

de cette maniére sont bien définis lorsque la matrice de perturbabi-

lité est définie positive, en effet le rapport
6y
Ay

est déterminé de maniére unique [5].

= 74 i=1,n

THEOREME 1.14.

A chaque instant t, t2n

sant de perturbabilité et d’observabilité.

~

Démonstration

elle est identique a celle du théoréme 1.9.

il existe une base de 1l’espace d’état

telle que les directions engendrant le supplémentaire de la somme

babilité et d’observabilité soient ordonnées par degré décrois-

des sous-espaces dégénérés pour les formes quadratiques de pertur-
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Remarque : De méme que dans le cas commandabilité/observabilité si

la matrice d’observabilité est de rang plein les degrés sont déter-

minés de maniére unique.

Lorsqu’on parle de degré de perturbabilité (ou de commandabi-
l1ité ou d’observabilité) il est toujours nécessaire de préciser et
la base dans laquelle on travaille, et le produit scalaire utilisé
Ces degrés ne sont pas une notion intrinséque au systéme mais fonc-

tion des unités et variables employées.

Les couples de degrés déterminés par les théorémes 1.9, 1.13 et
1.14 peuvent étre compris comme la détermination préalable d’un
méme (pseudo) produit scalaire par rapport auquel ces degrés sont

calculés.

Par abus de langage on parlera non des degrés de commandabilité
relatifs au produit scalaire déterminé par le théoréme 1.13 mais des
degrés de commandabilité-perturbabilité, de méme pour les degrés de

commandabilité-observabilité ou perturbabilité-observabilité.

On a donc obtenu pour un systéme donné des familles d’invariants

qui sont liés a@ des couples de caractéristiques de ce systéme.

Ces familles %,, ¥,, ¥, sont

¥, = (degrés de commandabilité/observabilité)
¥, = (degrés de commandabilité/perturbabilité)
¥, = (degrés d’observabilité/perturbabilité)

Ces familles d’invariants ne sont de cardinal n que lorsque les
matrices de commandabilité, d’observabilité et de covariance sont
de rang plein. En général, ces familles ne sont pas égales sauf

dans les cas suivants
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PROPOSITION 1.15. Supposons que les matrices de commandabilité,

d’observabilité et de covariance de 1’état soient de rang plein.
a) Les trois familles %,, ¥, et %, sont égales si et seulement si:

Les degrés de commandabilité/observabilité sont égaux & 1 et si
la base d’équilibre associée est orthonormée pour le produit

scalaire induit par la matrice de covariance de 1’état.
b) Les familles %, et %, sont égales si et seulement si

La base (p;) . de matrice de passage P qui vérifie

ol P’1 est la matrice de passage de la base d’équilibre comman-

dabilité/observabilité |,

r = diag{r;}. R vy sont les deg

és de commandabilité/
i=1,n observabilité,

L
é

est orthonormée pour le produit scalaire induit par W.

Démonstration : pour que %, = %, il faut et il suffit qu’il existe

une matrice P de rang plein et une diagonale positive telle que

-1 T ‘T
P QQ P =T
. T T
(1.65) P O OP =T
_1 -T -1
P WP =T

d’od le résultat b).

Pour avoir de plus

¥, =%, il faut et il suffit d’avoir (1.65) et

-1

T T
P O OP =T

d’od la condition a).O
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1.3.3. APPLICATION A LA REDUCTION DE MODELES.

Lors d’une réduction de modéle on cherche a4 garder dans le modéle
réduit ce qui est le plus caractéristique du modéle initial. La repré-
sentation dans la base d’équilibre donne des directions de la base
d’état qui sont ordonnées par degré de commandabilité et d’observabi-
1ité décroissants. Il parait donc naturel d’envisager une réduction
de modéle par troncature qui conserverait les directions de la base

-

d’équilibre a8 la fois les plus observables et les plus commandables.

On sait d’autre part que les modes du second ordre non nuls du
systéme qui sont aussi les valeurs singuliéres de la matrice de Hankel
permettent de déterminer une réalisation minimale du systéme. En né-
gligeant les directions peu observables et peu commandables dans la
base d’équilibre on peut considérer que 1’on obtient une réalisation

"presque minimale" du systéme.

Dans le cas général il n‘existe pas de base de 1’espace d’état
qui soit ordonnée & la fois par degré croissant de commandabilité,
de perturbabilité et d’observabilité. Une réduction qui tiendrait

compte de ces trois propriétés parait difficile &4 envisager, on

traitera donc uniquement les systémes déterministes.

On suppose que le systéme & réduire est écrit dans la base

d’équilibre, sous forme matricielle

[ x(t+1) = Ax(t) + Bu(t) t €N
v(t) = Cx(t) t EN

Soit (8;)i-1,n les modes du second ordre du systéme. Supposons

n m
dans un premier temps qu’il existe ke[1,n] tel que L di<< L 8;;

i=m+1 i

partitionnons le systéme de la fagon suivante
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MNx,(t+1) 71 A A 10 x,(t) 7 B, 1
J = 11 12 .J + lu(t) t e
X,(t+1) A21 A22 L X,(t) B, 1
Nx,(t) ]
t) = [C, C t N
v(t) [ 1 2] %, (t) €

od x,(t), t € N appartient & un sous-espace de X de dimension m.

Le modéle réduit

x,(t+1) = A,, x,(t) + Byu(t)

(1.66) -
v(t)

c,x,(t),

néglige les directions de la base d’équilibre qui sont trés peu com-
mandables et observables par rapport a celles gui sont conservées.
. n m
Dans le cas ou une séparation du type [ §di<< L &; ne peut
i=m+1 i=1

étre réalisée, le critére déja utilisé pour l’agrégation

(1.67) - 2

calculé pour chaque sous systéme obtenu par troncature dans la base
d’équilibre, peut aider & déterminer, en utilisant un seuil (usuel-

lement J <€ 10 %) le nombre de directions retenues.

On étudie maintenant les propriétés du modéle réduit de cette

maniére.

Les systémes instables peuvent &tre traités de deux fagons
soit & horizon fini, soit comme pour l’agrégation en les découplant
en une partie stable et instable et ne traitant que la partie stable

ce qui permet de travailler 4 horizon infini.

Les propriétés présesntées ci-aprés concernent les systémes

asymptotiquement stables dans le cas ot 1’horizon est infini.
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THEOREME 1.16 [18].

Supposons que le systéme soit commandable (resp.

observable).
Alors les deux sous-systémes obtenus par troncature dans la base

d’équilibre sont asymptotiquement stables.

Démonstration Supposons le systéme commandable. Dans la base

d’équilibre la matrice QQ est diagonale et de rang plein.

Soit D cette matrice. A horizon infini, la matrice D est

solution de 1’équation de Lyapounov

T T

(1.68) ADA - D = -BB

ol A et B sont les matrices dynamiques et de commande dans la

base d’équilibre.

Soit A,, et B, 1les matrices dynamiques et de commande du

modéle réduit, et partitionnons l’équation (1.68)

b 0 T T b T T
A A A A 0 B.,B B,B
11 12 ! 11 21 | - ! = 7 1re 1
A A 0 D AT AT 0 D B BT B BT J
21 22 2 12 22 2 2ot 2me
le coin supérieur gauche donne
T T T
(1.69) A A - A DA - D = -B B
11 1 11 12 2 12 1 11
T
Soit (A,v) tels que Al v = Av, alors
1
2 * L T *
(]2] -1)vDv=-(vA DA v+ vVvBB v) <0 donc |A] -1¢<0
1 12 2 12 1
Supposons |A] = 1, alors
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{ va ) = 0 puisque D2 est définie positive
1
t v*BA =0
1
et ) [ A A
. 11 12 .
(v 0) = A(v ,0)
| A A
21 22
[ B
(v’ 0) 1 J =0
L B
2

ce qui contredit 1’hypothése de commandabilité donc |A|] < 1 et A

. 11
est asymptotiquement stable.O

THEOCREME 1.17 [18].

Supposons que la partition du systéme soit telle que le plus petit
des modes du second ordre correspondant au sous-systéme conservé
soit strictement supérieur au plus grand des modes du second ordre
du sous-systéme négligé.

Alors le sous-systéme obtenu par troncature dans la base d’équili-

bre est commandable et observable si le systéme initial 1’est.

LEMME. La matrice dynamique du systéme équilibré vérifie

: rag <1
od JA] représente la norme opérateur de A.
Démonstration : le systéme étant équilibré on a
(1.70) ADAT - D = —BBT
(1.71) ATDA - D = -CTC
T

en multipliant (1.70) par A et A et en l’ajoutant &8 (1.71) on a

T T T T T
A ADAA-D=*> (ABBA+ CZC)

T
Soit (A, v) tel que A Av Av, on a

N T TT T . TT
(]A] -1)v Dv = -(v A BB Av + v C Cv) € 0 ,
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donc |1]° < 1.

T
Or ||A[|2 est la plus grande valeur propre de AA , donc |[A|] < 1.0

Démonstration du théoréme : Supposons que le sous systéme (1.66) ne

soit pas observable, alors il existe v et A vecteur propre et va-

leur propre de A tels que
11
A v = Av
11
Cv =20
1
vl =1
2 - T -
et (1-J2] ) v Dv=vaA DA v d’aprés (1.69) or

12 2 21
v'Dv>o (Dl) ol az(D) est la plus petite valeur propre de (DD )
m

2
x 2
vA D A v < ||A v az(D ) od o (D) est la plus grande valeur
2 21 21 M 2 M T
propre de (DD )
(1-14] )e“(D ) < |A_v| o (D)
m 1 21 M 2

d’aprés le lemme

I NEESR ey
I 11 12 =1 11 | v | €1
A A 0 A

21 22 12

donc
A "2 a ll2 <1 1 A 12 2
v + v implique v < 1 -
11 21 21 | 121
et 2 2 2 2
(1-{2] )o (D ) < (1-]2] ) o (D).
m 1 M 2

Le sous-systéme étant asymptotiquement stable on a

et
(D) < 0’ (D )
m 1 M 2

ce qui est contraire a3 1’hypothése formulée.
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La démonstration de la commandabilité se fait de la méme

maniére.Od

Remarque : Le sous-systéme de matrice dynamique A , de commande B
- 22

et d’observation C n‘est pas nécessairement observable ou comman-
2
dable.

Le cas continu est légérement différent

PROPOSITION 1.18. Soit S un systéme continu. Supposons que les

c
ensembles de modes du second ordre correspondant aux sous-systémes
conservé et négligé n’aient pas de valeurs communes, alors les deux

sous-systémes sont asymptotiquement stables, commandables et obser-

vables.
Démonstration : voir Pernebo et Silverman [18].
Remarque : Les démonstrations des propriétés indiquées ci-dessus

utilisent essentiellement les équations de Lyapounov (1.70) et (1.71).

Elles ne sont donc pas généralisables en utilisant des démarches
semblables dans les cas ol 1’on travaille & horizon fini ou si le

systéme initial est instable.

Dans ces cas on n’a actuellement aucun résultat concernant la
stabilité ou 1’instabilité du modéle réduit, ni la commandabilité ou

l’observabilité.
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1.3.4. CONCLUSION.

L’étude de la représentation équilibrée nous a permis d’intro-
duire les notions de degré de commandabilité, d’observabilité et de

perturbabilité d’une direction donnée de 1’espace d’état.

Si ces notions apportent beaucoup quant a la compréhension in-
terne d’un systéme, nous avons vu qu’elles dépendent étroitement du
produit scalaire choisi pour calculer les degrés. L’étude conjointe
de la commandabilité et de 1’observabilité, de la commandabilité et
de la perturbabilité, ou de 1’observabilité et la perturbabilité est
une maniére de choisir le produit scalaire et donne des familles de
degrés qui sont invariantes par changement de base sur l’espace
d’état. Dans le cas ol seule une des trois propriétés du systéme
a besoin d’étre étudiée, indépendamment des deux autres, on peut
envisager une normalisation des directions de la base d’état ini-
tiale afin de s’affranchir des contraintes liées aux unités utili-
sées. Une telle norme devrait avoir une signification propre au
systéme, on peut penser par exemple aux contributions introduites

dans le cas de l’agrégation.

Les différentes sortes de degré ont été définies pour un horizon
fini fixé. Dans le cas des systémes stables, il est facile d’/étendre
cette définition au cas de 1’horizon infini en utilisant les équa-
tions de Lyapounov associées aux grammiens de commandabilité et d’ob-
servabilité et a la matrice de covariance du vecteur d’état.

I1 serait intéressant d’étudier 1’éventuelle convergence des degrés

lorsque l1’horizon tend vers 1’infini.

Certaines propriétés,stabilité, commandabilité, observabilité,
des modéles réduits par troncature dans la base d’équilibre ont pu
étre dégagées dans les cas ol le systéme initial est stable et oil

la réduction est effectuée 4 horizon infini.

L’étude de ces propriétés demande & étre étendue au cas des
réductions effectuées a4 horizon fini et aux systémes instables.
La réduction d’un systéme instable (Chapitre III) nous montera qu’on
obtient dans ce cas particulier, un systéme réduit instable, ce fait

doit encore étre prouvé théoriquement.
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Le lien entre la réduction et 1’horizon ol celle-ci est réalisé
doit lui aussi &tre établi de fagon théorique. Enfin comme dans le
cas de l’agrégation, il serait intéressant d’étudier la robustesse
des différentes familles de degrés vis a4 vis de 1’estimation des para-

métres du systéme.
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I.4. CONCLUSION.

Les deux méthodes de réduction de modéles présentées sont les
deux méthodes de réduction dans la base d’état le plus couramment
utilisées.

Leurs objectifs sont sensiblement différents : alors que 1’agré-
gation a pour but de reproduire le plus fidélement possible le com-
portement entrée-sortie du systéme initial tout en conservant une
partie de la dynamique, la réduction dans la base d’équilibre cherche
a conserver les directions de l1’espace d’état les plus significatives
au sens des couples commandabilité-observabilité, commandabilité-
perturbabilité ou perturbabilité-observabilité. La philosophie des
deux méthodes est donc fondamentalement différente : alors que 1’a-
grégation tente de reproduire un comportement externe, la réduction
dans la base d’équilibre tente de reproduire un comportement interne.

C’est cette différence de conception qui explique la différence de

- mise en oeuvre dans les deux cas.

Pour réaliser une réduction par agrégation il est impératif de
choisir le type d’entrée qui est appliqué au systéme, et chaque type
d’entrée différent entraine une réduction différente.

La réduction dans la base d’équilibre est indépendante du type
d’entrée appliqué. Elle est & notre avis d’un usage plus général
que l’agrégation.

D’un point de vue quantitatif il parait difficile de comparer
les deux méthodes.

Le critére de réduction mesurant 1’écart entre les sorties du
systéme initial et du modéle réduit peut étre calculé dans chaque
cas particulier pour les deux méthodes. Dans le cas de la représen-
tation équilibrée il n’y a pas d’équivalent algébrique & 1’expres-
.sion (1.32) ; ceci ne permet pas d’établir de comparaison dans le
cas général.

Toutefois dans le cas ol la base d’équilibre du systéme initial
coincide avec une base dans laquelle la mafrice dynamique est dia-

gonale on peut dégager un résultat
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PROPOSITION 1.19. Soit (S) le systéme déterministe suivant

t+1
T

On suppose que (S) est stable, commandable, observable.

xﬁ%; + bu(t) E g %
0

(s) : [

On suppose que la matrice de a est diagonalisable et que ses
valeurs propres sont distinctes deux a deux.

Supposons que la base d’équilibre de (S) coincide avec une base
dans laquelle la matrice de a soit diagonale.

Supposons que l’entrée appliquée au systéme soit une impulsion
4 1’instant O.

Alors la méthode de réduction par agrégation et la méthode de
réduction par troncature dans la base d’équilibre 4 horizon infini

conduisent au méme modéle réduit.

Démonstration. On note A,B,C les matrices de a,b et ¢ dans la

base d’équilibre
. T
A = diag{2;} ; B = (B,,...,By) ; C€C = (Cq,...,C ).

Soit Q et O 1les matrices de commandabilité et d’observabi-

lité du systéme & horizon infini dans cette base.

oo T
Soit W= ¥ x(t)x(t)
t=0

T T
00 et Q Q sont solutions de l1’équation d’inconnue D, D symétri-

que positive

T T
(1.70) ADA - D = -BB

A est diagonale dans cette base, et 1’entrée appliquée est une im-
pulsion, donc W est également solution de 1’équation (1.70)
(voir Tableau 1.1).

Soit D =00 =QQ = W.

D’aprés le théoréme 1.6 on a

D = diag{d;}
i=1,n
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et 1’équation (1.70) s’écrit

2 T
r 5ilxil - 6i = _BiBi i = 1,1’1
T .
B;B; = 0 i#3j, i=1,n, j=1,n.
On a aussi d’aprés (1.71)
2 T
§ilai]l - 98; = -CiCy i=1,n
C;C; = 0 i+ 3.
Remarquons que si dim(U) = 1 (resp. dim Y = 1) ceci implique
B =0 (resp. C = 0).
On a donc T
B;Bj Ti
6 = ————— = ——————— i = 1,n
2 2
1-12;4] 1-14;]|
T T 2
ol BiBi =C]'_Ci = Ti i= 1,n.

La matrice G de la définition (1.8) nécessaire au classement
des valeurs propres est alors
4
G = diag{——li———}
1—|2i|2 i=1,n

Toutes les méthodes d’agrégation donnent pour ce cas particulier
le méme classement et les directions propres sont ordonnées par indi-
ces 4

Gj; = —————— décroissants.

Les directions de la base d’équilibre qui sont aussi les direc-

tions propres, sont ordonnées par indice

6; = ———— décroissant.
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On a donc le méme classement des mémes directions dans les deux

cas et on obtient la méme réduction.

REMARQUE. Ce résultat montre que dans le cas ol 1’on peut comparer
les deux méthodes d’un point de vue algébrique on obtient la méme
réduction. Son application reste toutefois exceptionnelle

en général la base d’équilibre ne coincide pas avec une base ol 1la

matrice dynamique est diagonale.



-90-

II - COMMANDE D’ORDRE REDUIT.

Un modéle réduit déterminé de fagon a& approcher au mieux le
systéme initial, peut servir a3 déterminer une commande d’ordre
réduit.

La commande appelée commahde d’ordre réduit est une commande
calculée sur le modéle réduit (par un critére quadratique, place-
ment de poles ou autre) et réinjectée dans le systéme initial.

Nous allons étudier les propriétés du systéme initial rebouclé
par cette commande d’ordre réduit.

En particulier nous étudioﬁs la stabilité de ce systéme lorsque
la commande est calculée sur un modéle réduit par agrégation et sur

un modéle réduit par troncature dans la base d’équilibre.

IT.1. - COMMANDE SUR LE MODELE AGREGE.

On a vu dans la premiére partie (propbiété 6, paragraphe I1.2.1)
qu’une commande par retour d’état stabilisant le modéle agrégé, sta-
bilise le systéme initial dés que les valeurs propres instables du
systéme ont été conservées dans le modéle agrégé.

On étudie maintenant le cas ol 1’état doit &tre estimé par une
procédure de filtrage de type Kalman.

La sortie réellement observée étant la sortie du systéme ini-
tial, c’est celle-ci qui est utilisée pour construire un estimateur
de 1’état agrégé.

Cette procédure va introduire un terme supplémentaire dans la
matrice dynamique du systéme rebouclé par rapport au résultat clas-
sique de la commande par retour d’état estimé [2].

On établit ici des conditions suffisantes de stabilité du sys-
téme rebouclé.

Des questions semblables ont été étudiées par Siret [23] et
Duc (6]
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Siret [23] propose deux démarches symétriques

- Soit de construire un estimateur de l1’état agrégé et reboucler
le systéme initial par une commande par retour d’état agrégé
estimé.

C’est la démarche que nous avons adoptée ici.

- Soit de construire un estimateur de 1’état initial, agréger
celui-ci, et reboucler le systéme initial par une commande par
retour d’état estimé agrégé.

Cette démarche est en fait un cas particulier de la précédente.
Dans les deux cas la stabilité du systéme initial rebouclé

n‘est pas assurée et l’auteur propose de procéder 4 des construc-

tions d’estimateurs successives, suivies par des simulations afin

de réaliser une synthése de commande la plus performante possible.

Duc [6] propose d’implanter une commande par retour de sortie
congue de la maniére suivante
- On construit un estimateur de 1’état agrégé qui est une fonc-
tion linéaire de la sortie du systéme initial.
- C’est cet estimateur qui remplace 1’état agrégé dans la loi de
commande déterminée sur le modéle réduit.
I1 montre qu’il existe un voisinage de 0 tel que si la valeur du
critére défini par 1’expression (1.32) se trouve dans ce voisinage
alors la loi de commande ainsi déterminée est stabilisante pour le
systéme initial. Mais 1’impossibilité dans laquellé on se trouve de
donner une borne chiffrée @ ce voisinage fait que la stabilité du

systéme initial n’est pas assurée a priori.

II.1.1. Ecriture du systéme initial bouclé par une commande d’ordre

réduit.
Ecrivons le.systéme initial (1.2) rebouclé par une commande
calculée sur le modéle agrégé.
Soit (u(t))t N € U une commande par retour d’état agrégé

stabilisant le modéle agrégé on a

[ u(t) = Gx’(t) t €N ; G : r x m
(2.1)

spectre(A’+B’G) C D(0,1)
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Soit (x’(t)) un estimateur de (x"(t)) obtenu par le
te N te N

filtre suivant

~ ~ ~

X’ (t+1) = A’x’(t) + B’u(t) + K'[C'x"(t) - y(t)] t €N

2.2
( ) L x/(0) = x’(0) K :mxq

K’ le gain d’estimation est choisi de fagon que la matrice A’+K’C’
soit stable.

La sortie (v’ (t)) du modéle agrégé a été remplacée par la sor-
tie (y(t)) dutgygtéme initial qui est la sortie réellement
observée. te m

On rappelle que la sortie y’(t) du modéle agrégé est calculée de
fagon 3 minimiser un critére quadratique qui mesure 1’écart entre
les sorties y’(t) du modéle agrégé et y(t) du systéme initial
(voir § 1.2.4.b)).

Soit (e’ (t)) NE X 1l’erreur d’estimation de 1’état réduit
te

~

(2.3) e’(t) = x"(t) - x’(t) t € N.
A’+K’C’ étant une matrice stable on a
lim (e’ (t)) = 0.
t——>00
Rebouclons le systéme initial par la commande (u(t)) donnée
te N

par l’expression (2.1).

Un calcul élémentaire montre que le systéme (S ) de variable

e
d’état, 1’état initial (x(t)) et l’erreur d’estimation
t

(e’(t))t N s’écrit sous forme matricielle

x(t+1) A+BGL -BG x(t) 10 e(t)

(2.4) (s ) : = + té€ N
e e’ (t+1) -K’(C’L-C) A’"+K’C’ e’ (t) L Kjln(t)

La propriété 6 du § I.2.1 nous assure la stabilité de la matrice

A+BGL et la matrice K’ a été choisie de fagon a avoir A’+K’C’
stable.
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Le fait d’avoir remplacé la sortie (yv’(t)) par la sortie

(y(t)) dans l’estimation de 1’état agrggéma introduit le terme

—K(C’LEC) dans la matrice dynamique du systéme (S ).Ce terme inter-

dit de conclure directement a3 la stabilité du systgme rebouclé (2.4).
Nous allons étudier des conditions suffisantes portant sur les

termes K’ (C’L-C) et BG pour assurer la stabilité du systéme (S ).
Pour cela nous allons utiliser des résultats sur la stabi?ité

des systémes interconnectés.

II.1.2. Théoréme de Siljak stochastique.

Un théoréme de Siljak [21] donne des conditions suffisantes
de stabilité asymptotique d’un systéme continu déterministe formé
de sous systémes interconnectés asymptotiquement stables.

Nous allons étendre ce théoréme au cas des systémes discrets

stochastiques.

NOTATIONS ET HYPOTHESES.

n
Soit (S) un systéme dont xtE R représente 1’état 3 1’instant
t, t € N, et qui s’écrit
X = f(t,x ,& ) t EN
(2.5) (s) : t+1 t ot
X € Rn
o
(e ) est un processus aléatoire de R"

t teé N n n
f est une fonction mesurable bornée sur N X R x R .

En outre plagons nous dans le cas oG O est le seul point d’équi-
libre du systéme
(2.6) 0 =f(t,0,e ).

' t

Le systéme (S) est fofmé des s sous-systémes interconnectés (S;)

i n; S

de variable d’état x € R (n = _21 n;)
l_—.
(2.7) (5i): x_ = gi(t,x ,e ) + hy(t,x ,e ) 1i=1,s
t+1 t t t t
. . n.
Les el= (el) sont des processus aléatoires de R ' indépendants
t te N

deux &8 deux et indépendantes de la condition initiale x
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n; n;
Les fonctions ¢g; sont mesurables bornées sur N x R box R et
pour tout t € N vérifient
Ci
(2.8) 0 =g;(t,0,e ).
t n n
Les fonctions d’interconnections h; définies sur N x R x R sont

mesurables, elles s’écrivent

1 J s
h;(t,x ,¢ ) = h;(t,e;,;x ,...,€;5X ,...,€;iX ,& )
i t t i i1 t id t »Cis t t
2
2 {e;;) € (0,1}
ol e;;
l1gigs ’
1<j<s
On note ?1 les tribus engendrées par {xl...xl} i=1,s et (S;)
t (] t

le sous-systéme

(8;) : i i

HYPOTHESES COMPLEMENTAIRES.

Pour tout i, i =1,s, il existe des fonctions v; telles que
nj + e it a
vi ' R —> R , vérifiant les trois propriétés suivantes
i) les v; sont lipschitziennes : il existe K;>0 telle que
i i, nj .
pour tout Xx , X € R on ait
i i i i,
[vi(x") - vi(x )] € Kijllx -x" .
+ +
ii) il existe deux fonctions a; et pB; de R dans R crois-
i nj
santes telles que pour tout x € R
i i
a; (fx [|) € vi(xy) < B;(x |).
+ +
iii) il existe une fonction 7y; continue de R dans R telle

que
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ri(0) =0 et 7yi;(z) >0 si z >0

. i, i nj
ilim ri(lx ) >0 X €ER
Ix ||——>=
i
¥y i i i
pour tout t € N : E {vi(x )-vi(x )} € -r;(lx"|]) p.s.
t+1 t t
De plus
iv) quel que soit j, j = 1,s il existe une constante ¢£;;>0 telle

que pour tout t €N
¥, S 3
E (hi(t,x.,8:)]) < j§1 eis€isry(xcl).

REMARQUES : les conditions ii) et iii) assurent la stabilité asympto-

tique des sous-systémes (S;) [15].

La condition iv) interdit & |h;| de tendre trop vite vers
17infini.
Les conditions i) et iv) sont les mémes conditions que celles

posées par Siljak dans le cas continu déterministe.

THEOREME 2.1. Sous les hypothéses et hypothéses complémentaires,
2

s
pour toute famille ({ej;;}i-,,s € {0,1} , x = 0 &est asymptotique-
J=1,s

ment stable pour le systéme (S) si les mineurs principaux de la

matrice W = {wji;} avec WwW;; = -6;;+e;;K;§;; satisfont les
1<i<s
. 1<j<s
inégalités
Wi1 Wio Wik
k . .
(2.9) (-1) . . >0 pour tout k, k = 1,s
Wkl ooooooooo WRR

Démonstration.

i

g : :
Calculons E t{v,-(xl )—vi(x;)} od ¢, est la tribu engendrée par
t+1

{x ,...x }
0o t
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¥ i i ¥ ii i
E (vi(x J-vi(x ))=E {v;(g;(t,x ,& )+h;(t,x ,& ))-vi(x )}
t+1 t t ot t ot t
¥y i i
=E {vi(g;(t,x ,& )+h;(t,x ,& ))-vi(g:(t,x ,&))
t t t ot t t

+vi<gi(t,xi,ei))—vi(xi)}

Fe o i i
Oor E {vilg;(t,x ,e )+h;(t,x ,&¢ ))-vi(g;(t,x ,e )]} <
t t t t t t
B C(Kolh (¢t o< K, > (1=’ 1)
. . ’x ’s . ei. T. x
1 1 t t lj-—-l J 1 t

d’aprés la propriété i) pour la premiére inégalité et ii) pour la
seconde et
i

¥ i i ¥, i i
E (vi(g;(t,x ,& ))-vi(x )) =E (vi(g;(t,x ,& )-vi(x))
t t t t t t

d’aprés 1l’hypothése d’indépendance des processus €. On a alors

B (vi(x' )-vi(x')) S Ky P esersri(Ix D-ri(ix'D)
i t+1 i t i J=1 idgsigfri t i t

E Ch jIl)
j=1 idfrg t

Or W = (Wi3)i=1,s est une matrice de Metzler c’est-d-dire que tous
ses éléments éféégnaux sont positifs ou nuls. De plus 1’inégalité des
mineurs (2.9) fait que W est aussi une matrice de Hicks.

Toute matrice de Metzler qui est aussi une matrice de Hicks véri-

fie la propriété suivante [22]

Pour tout ¢ € R+s, il existe d € R™° tels que
{2.10) dTW = —CT
v, (x) [ ra(x ) ]
Soit v(x) = : et r(lx|) = ! : .
vs(x) Liaxn
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Soit ¢ € R"° donné et d déterminé par 1’expression (2.10).

Soit v la fonction définie par

v o Rn —-—> R

T
X —> d v(x)
¥ S i S o T
on a E (v(x ) —v(x )) £ L d L wisr;(lx;l)'=d W r(lx])
t+1 t i=1 j=1 T
= -c r(Ix}])
Définissons a, 8 et <y npar
S .1 bl
a(lx) = L da;(lx |)
i=1
S i i
B(lxl) = L d B8;i(lx )
i=1
S i i
rilix]) = Z cri(lx )
i=1
a et B sont des fonctions de R+¥—> R" croissantes, r est une

fonction de R —> R’ qui vérifie
r(0) =0, v(z) >0 si z >0

vy continue et " lim r([x[) > 0

X[ ——>0
et
a(fx)f) € v(x) < B(|x])

¥
E © (v(x )-v(x )) € -v(lx |) p.s.
t+1 t t

On en déduit que v est une fonction de Lyapounov pour le systéme
(S) et que le point d’équilibre x=0 du systéme (S) est asympto-

tiquement stable pour toute famille

s
{ei;} e (0,1} .0
1<i
1<)

#\//\
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II.1.3. Application au cas linéaire déterministe

Nous allons appliquer le théoréme précédent au cas simple d’un

systéme discret linéaire déterministe.
Soit (S) le systéme formé des s sous-systémes interconnectés (S;)

. . S .
(sy) : xé+1=Aixt+ = eiinjxi te N ,i=1,s
j=1

Les matrices A; sont supposées stables et on pose pour chaque i:

. . T .
(2.11) vi(xl)=(x1 Hixl)'/2

od H; est la matrice symétrique définie positive qui vérifie 1’équa-

tion de Lyapounov,

T
(2.12) AH;A{-H;=-G;

od G; est une matrice symétrique définie positive donnée.

On note An(Z) la valeur propre minimum de la matrice 2
A2 (Z) la valeur propre maximum de la matrice Z
172
6 (Z)=(2 (Z 2))
M M

nj
on note ||.| la norme sur R ,i=1,s définie par:

: ST .
1 1 1 172
Ix =(x" x)
Vérifions que v; définie en (2.11) posséde les propriétés re-

quises pour appliquer le théoréme 2.1.

i) v; est Lipschtzienne en xl

. ., . .’ : i’ ni
lvi(xl)-—vi(x1 )lsl;/z(ﬁi)uxl—xl | pour tout xl,x € R

. . n .
i1) 20(H) " 2 x T %< vi(x )< X;/Z(Hi)uxi" pour tout x € R

on pose alors

ay (Ix ) =227 (a)1xy

ﬁi<nxin>=z;’2(ui>uxin

et ajet B;possédent les propriétés demandées.
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iii) xé+1=Aixt pour tout te N
‘ (T T i 1T
X, A;{H;jA;x,-x, H;x,

i i
VilXy,q)-vi(xy) =

.TT . T .
(X, AiHiAix:)1/2+(x: Hixi)i/z

T

i i
-X, G;ix,

(xiT

T

T . - T .
AjH{A x) “Pe(x; Hix,) ' ?

' i 2
' - ~An(G1) %]
d’ ot vi(xt+1)—vi(x:) < m(Gi)lx:|

- .
(27 (i) +22 T () 1x' )

~Am(Gi) x5 |

i i
Vi(Xy,1)-vi(xy)<

211/2(Hi)
M

La derniére inégalité utilise la relation

ZM(V1'V2)<3M(V1)‘1m(V2)

pour V, et V, matrices hermitiennes ,ce qui donne

T
XM(A1H1A1)=RM(Hi‘Gi)<RM(Hi)-3m(G )<IM(Hi)

i
1

i

i lm Gi
Ti(“xt”) (Gs)1x. 1 pour tout t€ N

211/2(Hi)
M

En posant

on obtient une fonction y; qui répond aux caractéristiques demandées.
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iv) Pour tout i, i=1,s

S J, S 12, T J
llhi(t,xt)!l<j§leullAiJX::l < jgleiMM (ApsApg) iz
172
S An(Gj)22 (H;) 1,2 T 3
llhi(t»xt)ll<j§19u M Ay (AiaAn)lx:l
72
2277 (H;) A (G;)
M
172
s i) 1,2, T 3
llhi(t,xc)||<jgleis___fﬂ_____ RM (AjsAi)rs(lixel)
A (Gjy)
172
22 (H;) T
en posant M ; Z;/Z(Aiinj) i,j=1,s
i3
Am(Gj)
on a
S j .
Hhi(t,xc)ﬂ<j§1913§iara(thn) pour tout i=1,s

ce qui montre que la propriété est vérifiée.

i T
En posant wij=—aij+eijzz;’2(ﬂi)z;’z(uj)zm‘(ej)x;’z(AiinJ) i,j=1,s

on est donc en mesure d’appliquer le théoréme 2.1.

Nous allons l’appliquer au cas de deux systémes couplés,c’est a

dire :e,,=e,,=1 et e, ,=e,,=0.
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PROPOSITION 2.2

Soit (S) un systéme formé de deux sous-systémes stables couplés.
(S¢): X§+1=A1X§+Auxi C1,§=1,2
Soit G et G, deux matrices symétriques définies positives données,
H,et H, deux matrices symétriques définies positives telles que:
AinAi—Ai=—Gi i=1,2
Si
zM(Hl)zM(Hz)z;1(01)z;‘(Gz)aM(Alz)aM(A21)<1/4

alors le systéme (S) est stable.

Démonstration

La matrice introduite par le théoréme 2.1 est ici:

-~ -

-1 211/2(H1)11/
M M

W = 1/2 172 An(G2)
22 72 (H,)2 "2 (Hy)o (A,,) e
M M M

2(32&0 (A,,)

i Am(Gy) ]

Les inégalités (2.9) s’écrivent
W11= "1< 0

det (W)= wllwzz-w12w21=1-4zu(31)zM(Hz)x;iel)x;?ez)aM(Alz)aM(A21)-< 0

Cette derniére inégalité suffit 4 montrer la stabilité du systéme (S)

et démontre la proposition.d

II.1.4. Conditions suffisantes de stabilité.

Reprenons le systéme (S )
e

t+1 A+BGL -BG t [T o t
NIRRT N et [N R

e e’ (t+1)] |-K'(c'L-c) A'+k'c’Jle’(t) Klln(t)]

Les processus (&(t)) N,(n(t))t étant indépendants entre eux et de

la condition initiale,la stabilité du systéme (S ) est assurée dés que
_ e
la matrice dynamique est stable.
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On peut donc se ramener au cas déterministe.

Les matrices A+BGL et A'+K'C’ étant stables(voir § II1.1.1),si G.et G,
sont deux matrices symétriques définies positives données,il existe

H, et H, deux matrices symétriques définies positives telles que:

T
(2’13) t ’ ’ ’ T ’ ’ ’
(A’+K'C’) H,(A'+K'C’)-H,=-G,

On est donc dans la situation de la proposition 2.2 et on en déduit

un premier résultat:

COROLLAIRE 2.1

Pour toutes matrices symétriques définies positives G,,G,;

H,et H, étant définies par la relation (2.13),si

Amn(G,1)An(G,)
A (H{)2 (H
y Ha)A (Ha)

(2.14) ¢ (BG)os (K (C'L-C))< 1/4
M M

alors le systéme (S ) est stable.
e

Ce premier résultat qui a le mérite de donner un critére chiffré
de stabilité du systéme initial rebouclé par une commande d’ordre ré-
duit, dépend toutefois des matrices G,et G, qui sont extérieures au
systéme.

Pour avoir une condition qui ne dépende que des paramétres du
systéme on minore le second membre de (2.14).

Dans ce but on utilise un résultat du & Yasuda et Hirai [27]:

LEMME

Soit A une matrice asymptotiquement stable et G, une matrice sy-
métrique positive donnée.
Supposons que
1-¢2(A) > 0
Soit H, solution de .
ATHIA—H1= -G,

alors
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(2.15) A (Hy) < M

Démonstration :voir [27]

On en déduit le second résultat:

COROLLAIRE 2.2

Sous les hypothéses de la proposition 2.2,

si
1-02(A+BGL) > 0
M
1-¢2(A'+K'C’) > 0
M
et si
(2.16) aM(BG)oM(x’(c’L~C)) < 1/4[1-0;(A+BGL)][l—a;(A’+K’C')]

alors le systéme (S ) est stable.
e

Démonstration

Soit G, et G, deux matrices symétriques définies positives et H, et H,
définies par la relation (2.13). ‘
D’aprés le lemme on a:

2 2 ’ ’ ’
1-¢° (A+BGL)) (1-0 (A" +K'C Am(Gy)2n (G
( oM( +BGL) ) ( aM( + ))Zm(Gl)lm(GgK 1/4 m(G1)An(G,)

2 (Gy)2 (6 2 (Hy)Z2 (H
M( 1) M( 2) M( 1) M( 2)

1/4

On peut choisir les G;,i=1,2 telles que:

=1 i=1,2

et 1’inégalité (2.16) assure la stabilité du systéme (S ) d’aprés le
e

corollaire 2.1.0
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Remarques

Le corollaire 2.2 ne s’applique que dans les cas ol les matrices

A+BGL et A +K'C’ ont une norme opérateur inférieure & 1.

Pour obtenir une commande d’ordre réduit par retour d’état estimé
qui soit stabilisante pour le systéﬁe initial il suffit donc d’avoir:
i) une matrice de commande G telle que A +B’'G soit stable,
ii) une matrice d’estimation K telle que A '+K'C’ soit stable,
iii) que la condition (2.14) soit satisfaite pour un couple de ma-
trices symétriques définies définies positives (G,,G,).
Si de plus on a ¢ (A¥BGL)<1 et ¢ (A'+K'C’)<1 alors<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>