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INTRODUCTION 

L'utilisation de développements fonctionnels pour représen- 

ter des systèmes non linéaires a été très étudiée ces trente 

dernières années, aussi bien en ingéniérie qu'en physique. Les 

développements fonctionnels ont été appliqués dans diverses 

branches de la théorie des systèmes non linéaires : identifica- 

tion et modélisation, réalisation, stabilité, commande optimale, 

équations différentielles stochastiques, filtrage, etc... Jusqu'à 

présent, presque tous les développements fonctionnels utilisés 

ont été du type Volterra ou dans le cas stochastique du type 

Wiener. Il y a eu un très grand nombre de publications sur ces 

développements. Pour simplifier, mentionnons ici seulement les 

deux livres récents de Rugh [%:2] et Schetzen [4.1]. 

Dans cette partie, nous rappelons tout d'abord les princi- 

paux résultats et notations de [Al] qui seront utilisés dans la 

suite. Cette approche algébrique entiérement nouvelle, qui uti- 

lise les séries formelles en variables non commutative a conduit 

d'une part à connaître de façon très précise les développements 

de Taylor des noyaux de Volterra et d'autre part à introduire un 

calcul symbolique non commutatif généralisant au domaine non li- 

néaire le calcul de Heaviside. 

Avec l'introduction du Principe du Maximum, le formalisme 

Hamiltonien, précédemment important seulement en mécanique et 

physique est devenu un outil commun et utile en commande opti- 

male qui, comme chacun sait, englobe le calcul des variations. 

Or les séries de Volterra sont aussi originaires [v2] du calcul 

des variations. Quel peut donc être le lien entre le formalisme 

hamiltonien et les séries de Volterra ? En utilisant des déri- 

vées fonctionnelles de l'hamiltonien associé au systéme on iden- 

tifiera, dans une deuxiéme partie, ces liens, donnant ainsi un 

contexte nouveau pour la commande optimale singuliére.



Al. - Première formule fondamentale 

On considère un système linéaire en la commande 

| q{t) À, (q) + u(t) A, (q) 

R (q(t) 

où l'état q appartient à une variété analytique Q de dimension 
È
S
 

T
 

il 
finie N. Les champs de vecteurs A,, A, : Q_,TQ (fibré tan- 

gent) et la fonction de sortie h : Q-,R sont analytiques. 

Pour simplifier, on suppose que la commande est une fonction 

scalaire continue, c'est-à-dire, u € C°{[0,T] , T>o . Dans une 

carte locale q = (q',..., gh), les champs de vecteurs du 

premier ordre A.(q), j = 0,1 s'écrivent 

N 

Ad = LG (t a Be 
ns 

et la dynamique de 7. devient 

a = OF (gat) + alt) OF (19%) 
ou les aN, : RY __.R sont des fonctions analytiques. 

d 

Rei 

L'état initial q(0) = q €Q étant fixé, on sait que la 

sortie de 7. peut s'exprimer comme une fonctionnelle causale de 

l'entrée u, par la série en variables non commutatives donnée 

par la premiére formule fondamentale 

| Le | | 
9 © A (qe) + 2 d— AA, h (9.) Zio Go 
| V7 0 dor--.,d T0 

A; --.A;.h désigne la dérivée itérée de h selon les opéra- 

teurs différentiels As: Pour un temps t "court" et une entrée 

"petite", on obtient la valeur numérique de y en remplaçant le 

t Te] À » =. 
dif, ne ds définie 

Le) 

mot Ryo XG, par l'intégrale itérée | 

par récurrence sur la longueur: 

| t 
y(t) = h (q.) + 2. ?_ L AA, Ra, | 48, dS (Al) 

Stc)=t , Slr) = (alo) àr | (ras = F(t) , j=0,1 

et 
L | 

far, fr, = [ (fa, ag) de , Si jy = 0



La démonstration, de nature essentiellement algébrique, généra- 

lise les travaux de Grôbner [94], sur les équations différentiel- 

les libres. 

La série g associée à y(t), appelée série génératrice, ca- 

ractérise [42] le comportement entrée-sortie du système. Cer- 

tains termes peuvent être regroupés ; on peut envisager, par 

exemple, de regrouper les termes ne comprenant aucune 

de Kas puis ceux qui en comprennent une et une seule, 

deux etc... Comme nous allons le rappeler dans ce qui 

obtient alors "l'équivalent" de la série de Volterra. 

occurence 

puis 

suit, on 

L'étude de 

cette série permet d'avoir des informations importantes souhai- 

tees par les ingénieurs lorsqu'ils rencontrent de tels systémes.



A2. - Série de Volterra - Développement de Taylor des noyaux de 

Volterra. 

Divers auteurs (voir [Al] pour la bibliographie) ont montré 

que la sortie de >. pouvait être développée en série de 

Volterra, 

to 
y(t) = alexa) + || (bo va) 4 (ds + 

LG _ | AE 
+ | & (E,G,9,2,4) ul) ule) de dey +--+ [ -4 O (505, .,n, 7,0) ale). ule) dade 

T T. ct 
4. C 

ou OSTERS-LRSEST . Les noyaux sont ici sous forme tri- 

angulaire. À l'instant initial t, q(t) = a € Q. En réarrangeant 

les termes de (Al) on montre 

Proposition 1 : La sortie du système peut être développée en 

série de Volterra où les noyaux sont des fonctions analytiques 

données par : 

mlbea)= Z AYR (a) 2)" 
ar 7) UV 

PACA AS _ a, AY A AY À (a) (ti) Js _t)° 

0, "17 © 
© 

ce 2 AAA ARE ER 
#20 &l..vl ‘ O, 1547 

Les membres de droite de ces égalités sont le développement 

de Taylor des noyaux correspondants. Bien sûr, on peut encore 

écrire formellement 

ax [+,7,a) = e | \A 

œ(t,x,r,a) _ {i -t) Ae A e” (GT ro a (bx, 4) | 

G= 

. 
i, _ — (V, © 

LS (5 %,--,%] 0,0) = © A, ..-A, © a [7,4] 
vase 

où les dérivées de W, sont prises par rapport à q. La barre la = 2 
indique l'évaluation au point a de l'expression à gauche de la 

barre.



A3. - Calcul symbolique : applications 

Grâce à la vision renouvelée des développements fonctionnels, 

esquissée dans les deux paragraphes précédents, des algorithmes 

pour le calcul et l'analyse de la réponse de certains systèmes 

non linéaires ont pu être élaborés. Les techniques, basées sur 

des manipulations algébriques de variables non commutatives, 

généralisent au domaine non linéaire certains aspects des trans- 

formations de Fourier et de Laplace. Comme application, citons 

le calcul de la réponse à une entrée déterministe [A2], ou encore 

le calcul des statistiques de la réponse quand l'entrée est alé- 

atoire [A3]. On trouvera d'autres applications dans la bibliogra- 

phie de [Al]. D'autre part, dans [A4], on montre que ce calcul 

symbolique non commutatif donne une explication à des calculs 

heuristiques faits par des physiciens en utilisant des trans- 

formations de Fourier dans un contexte non linéaire.



A4. - Une variante 

Si x et y sont deux variables non commutatives, un sous- 

produit bien connu de la formule de Baker - Campbell - Hausdorff 

donne (Bourbaki [512] p. 59): D 

D eye = à à ady q 

ou ad y est le crochet de Lie itérée v fois [x,... [x,y]...]. 

On obtient une variante des formules précédentes sous la forme: 

Proposition 2 : La sortie du système )_ peut être développée en 

série de Volterra où les noyaux sont des fonctions analytiques 

données par : 

E-c)A 
e R(a) 

Er ad} A (Era) 
a, ET, a) = 

wy, (E,5, 7,0) = ‘ lava. 
7°? 

S T. "i Ve V4 | 
— (fr) ad, À, a AE), 
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A5. - Deuxième formule fondamentale - Interprétation hamilto- 

nienne des noyaux: 

Le formalisme hamiltonien, utilisé en mécanique et en physi- 

que depuis le siècle dernier pour exprimer des variations, est 

bien connu en théorie du contrôle depuis vingt cinq ans avec le 

Principe du Maximum. Les séries de Volterra sont, elles, connues 

depuis la fin du siècle dernier. Une des raisons de leur introduc- 

tion a été, comme l'a dit Volterra lui-même, essentiellement le 

calcul des variations. Ce fait a été confirmé par d'autres tra- 

vaux importants en analyse fonctionnelle moderne comme ceux de 

Fréchet, Gateaux ou Lévy. Comme chacun sait, ces deux outils 

mathématiques sont largement utilisés en engéniérie non linéai- 

re, et, jusqu'à maintenant, l'intersection de ces deux domaines 

était presque vide. 

En généralisant une remarque de [45] sur la géométrie sym- 

plectique du premier noyau, nous montrons dans la Note [A5] que 

ces deux notions sont presque identiques. Plus précisément, les 

coefficients du développement de Taylor des noyaux de la série 

de Volterra associée à la réponse d'un système non linéaire D , 

sont exprimés naturellement grâce aux dérivées fonctionnelles de 

l'hamiltonien correspondant. L'utilisation de tels développe- 

ments fonctionnels pour l'étude de la commande optimale singu- 

lière semble alors tout à fait appropriée. Ce contexte nouveau 

permettra d'éviter d'exprimer les conditions nécessaires d'opti- 

malité en termes de dérivées totales par rapport au temps de 

l'hamiltonien qui, comme l'a noté Knobloch [k3], peuvent être 

ambiqgües.
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A6. - Développement fonctionnel pour une grande classe de systèmes. 

Considérons le système à entrée scalaire u 

> q = F(t,q; 4} 

y(t) = R (q(b) 
où F est une fonction analytique par rapport à toutes les 

variables t, q et u. Dans une carte locale, définissons les 

champs de vecteurs A, et À, , 1=1,2,... respectivement 
1 

par , N 

— À | 
A, = ? F (Eau) 2. 4 à 

Rat U=0 0q dE 

| N R 
A. = 2. Fw) (Haiu)| 2 

Re, Ur=o q 

où F ci) désigne la i-éme dérivée partielle de FX par rapport 

à u. On montre le résultat : 

/ 

Proposition 3 : La sortie y de > peut être développée en 

série de Volterra de la façon suivante : 

y(t - à (tc a.) n ( A À _- The iy (Era) u &) ds; 
g=a 

| Cf ALES | - bT,a) uf) ula, 

t À =a 

. rE 5-4. A. ~(5-)A. CALE )] u )ds 
T. = 

ë co T 3 ' 2; 
+ CF G-r)A, À, (x - 4 G - )A altri) utr) (% \de, de 

_ 5 -T)A. + F (7, t)A A, & a) À A, AL } PART] 4 lo-) ul) dr ; 

T TT 

t . 1; tA. 

of EE Ea Ba, Ey, ES Ute 
T 

4+ .--.
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Remarque : Comme pour les paragraphes précédents, on ne s'éten- 

dra pas sur la convergence de tels développements. Citons à ce 

sujet les deux importants articles de Lesiak et Krener [£2] et 

Boyd et coll. [b13]. 

Preuve : Nous donnerons ici seulement une preuve heuristique. La 

démonstration rigoureuse sera donnée ultérieurement. 

F étant analytique par rapport à u, on peut écrire >. sous 

la forme 

q = F(6,q;u)| 

| yt) = B (q(t) 
En premiére approximation, on peut supposer que les entrées, 

+ 2. Frwltasu), u‘{) 
Ü = © iz! lux 

vi (t) = ut(t) 4 = 1,2, ... sont "indépendantes". En appliquant 

les résultats précédents à la commande vectorielle (Vje Vore..) 

on obtient le développement souhaité.
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An Algebraic Approach to Nonlinear 
Functional Expansions 

MICHEL FLIESS, MOUSTANIR LAMNABHI, AND FRANCOISE LAMNABHI-LAGARRIGUE 

Abstract —A new theorv of functional expansion is presented which 

makes use of formal power series in several noncommutative variables and 

of iterated integrals. A simple closed-form expression for the solution of a 

nonlinear differential equation with forcing terms is derived, which enables 

us to give the corresponding Volterra kernels with utmost precision. The 

noncommutative variables give birth to a symbolic calculus which gener- 

alizes in a nonlinear setting many features of the Laplace and Fourier 

transforms and which is developed in order to simplify some computations, 

like the so-called association of variables, related to high-order transfer 

functions. 

INTRODUCTION 

HE USE OF functional expansions in order to repre- 
sent nonlinear systems has been energetically studied 

in the last thirty years, in engineering as well as in physics. 

Manuscript received November 24, 1982: revised January 26, 1983. 
M. Fless and F. Lamnabhi-Lagarrigue are with Laboratoire des Sig- 

naux et Svstemes, C.N.R.S.-ES.E, Plateau du Moulon, 91190 Gif-sur- 
Yvette. France. 

M. Lamnabni is with Laboratoire d'Electronique et de Physique Ap- 
pliquee, 94450 Limeil-Brevannes, France. 

Functional expansions have been applied in every branch 
of nonlinear system theory: identification and modeliza- 
tion, realization, stability, optimal control, stochastic dif- 
ferential equations and filtering, and so on. Until recently, 
almost all of the expansions used have been of the Volterra 
type or, in the stochastic case, of the Wiener type. There 
has been an enormous number of publications on these 
expansions. For simplicity let us mention here only the 
early works by Wiener [54], Barrett [2], and George (24], 
which are still worth reading, and the two recent books by 
Rugh [45] and Schetzen [48]. 

In this survey, we shall present an entirely new approach 
to functional expansions. using formal power senes in 

several noncommutative variables. These formal powers 
series were introduced by Schützenberger {49] in computer 

science as a generalization of automata and formal lan- 
guages. There were first used by [15] in 1973 to give a 

theory of realization for bilinear systems, which shows 
their relations to finite automata [17], [31], [44]. Since then, 

0098-4094 /83 /0800-0554$01.00 ©1983 IEEE



FLIESS ef al: NONLINEAR FUNCTIONAL EXPANSIONS 

many papers have developed the theory in various direc- 
tions. In this review. we shail show how to represent an 
input-output behavior by a noncommutative power series 
via the iterated integrals and we shall give the fundamental 
formula expressing the soiuuon of a differential equation 
with forcing terms [19] This simple formula completely 
explains the relationship between ordinary differential 
equations and functional expansions, something which has 
been sought for a long ume. Using this formula, it ts 
possible to determine the Taylor expansions of the corre- 
sponding Volterra kernels with utmost precision [19], [20]. 

Several methods for computing the Volterra functional 
representation corresponding to a state equation have been 
derived in the literature. Among them, the method of 
exponential inputs is particularly weil known and allows 
the nonlinear transfer functions to be determined recur- 
sively. However, the computations involved are often un- 
wieldy and seem difficult to implement on a computer. The 
use of noncommutative series allows us to derive the 
Volterra functional series of the solution of a large class of 
nonlinear forced differential equations (34], [35] by simple 
algebraic manipulations. In the last part, we present a new 
operational calculus for computing the response of nonlin- 
ear systems to various deterministic excitations. The calcu- 

lus introduced compares advantageously with the method 
of association of variables (24]. [t leads to a natural gener- 
alization of the well-known Heaviside symbolic calculus for 
tume-invariant linear systems. This remarkable feature 
shows that we have introduced a kind of nonlinear Four- 
ter-Laplace transform {19}, [33]. We shall ilustrate the 
computability of our methods by working out the case of a 
simple nonlinear electrical circuit. In this connection. we 
stress the fact that the algebraic and combinatorial nature 
of our approach fits very well with the symbolic computa- 
tion methods which are now being developed in program- 
ming (see (35]). Some other applications related to physics 
have been studied elsewhere [22]. 

[t is worth pointing out that our concepts are intimately 
related to the differential geometric methods which have 
become mainstays of nonlinear control theory, following 

the pioneering work by Hermann {29] and Lobry [38] (for 
the connections with Volterra series, see Brockett [6], Lesiak 

and Krener (36], and Crouch [11]). For a detailed explana- 
tion the reader is advised to consult the presentation of 

realization theory in [21]. 

[. ANALYTIC CAUSAL FUNCTIONALS 

À. Heuristic Introduction of the Noncommutative Variables 

The following systems, called bilinear systems,' have 
been studied for some fifteen years: 

q(t) = Mo ¥w(e) Ma 
il (1.1) 

y(t) =Aq(t). 

‘They are also called internally bilinear systems, regular systems, or 
affine systems. 

555 

The state q belongs to a finite-dimensional R-vector space 
Q; the initial state g(0) is given. The mappings 
My, Mu. M: Q — Q. and A: Q — R are R-linear. The 
inputs u,,:--,u,, are real-valued and, for the sake of sim- 
plicity, are assumed to be piece-wise continuous. 

Thanks to the well-known Peano-Baker formula (cf. 
Gantmakher (23], p. 127), the output y of system (1.1) may 
be expressed in the following way: 

y(r)aAlt+ D LM: 
»>0 Jos" "Jr = 0 

? 

MJ 48,48, |a(0 

(12) 
The iterated integral {j dé, - + - dé. is defined recursively on 
its length: 

(7) =7, g(r) = f'u(e) de. iæl,....m 

Jd8,=8;(e), j=0,1,-.--,m 

t t r 

fag, ‘dé, = Jds(n)] dé," dé, 

t{ 7? dé, «+d Jér ifj, =0 
i} gl £ pi TA J 

t ? 

ag, 8, Ju t)dr, iff, =i. 
J gl Jui fo ( ) J 

Now introduce the finite set X={x,,x,,"":,x,). Re- 

placing each iterated integral /j dg, ---d&, in (1.2) by the 
corresponding sequence x, ---x,, we obtain the following 
expression: 

, | 

g =Aq(0)+ > ÿ AM, ---M,g(0)x, "x, 
»>0 Jos" "je 79 

(1.3) 

This is a series in the noncommutative variables x, € À. 
The noncommutativity of the variables reflects the fact that 

the permutation of indices in an iterated integral changes 

in general its numerical value. 

Example: Taking u,(t) = ¢* we find 

[ras dé _. | pare and f'a dt . pare 

0 ©! (a+2}(a+l) o |  a+2' 

They differ iff a= 0. 
The series (1.3) characterizes the input-output behavior 

of system (I.1) in exactly the same way as do rational 
transfer functions for time-invariant linear systems. 

B. Some Elementary Algebraic Structures 

The algebraic structures that have appeared in the fore- 
going paragraph will now be defined more precisely. 

The finite set X = (Xp, x;,°°-,X,,} is called the alphader. 
Ît generates the free monoid X*, the elements of which are 
finite sequences x, ---x,, called words. The product is the 

concatenation: 

(xx (tec Sey) By exe
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The neutral element is called the empty word and is de- 

noted by I. 

The length |w| of a word we X is tts number of letters: 

xx? x0l = 5. The length of the empty word | is zero. 
Let R(X) and R«X» be the R-algebras of formal 

polynomials and formal power series with real coefficients 
and in the noncommutative variables x, X. A series 
s@R«X» is noted 

s=) {(s,w)wwe X*},  where(s,w) ER. 

A polynomial is a series with at most a finite number of 
nonzero coefficients (s,w). Sum and (Cauchy) product are 

defined by 

5) +55 L (LC. 

aa Z{[ E (ue) 

C. Definition of the Functionals and of the Generating Series 

w)+(s:,w)]wlw € X*} 

w|w € x} 

Under some condition of convergence, we associate with 

each noncommutative series g € R« X» a causal functional 

(Le. an iaput-output behavior) by replacing each word 
x,°°+X,, by the corresponding iterated integral / dé, - 
dg, (cl Section I-A): 

y(t: uy,- Um) 

=(g,1)+ XL Er ( 
¥30 Jor “0 i) db 

(a, x, 

(1.4) 
We assume that the series (1.4) is absolutely convergent for 
t and maxg.,,,|u;(t)| (i=1,:--+,m) sufficiently “small”. 
This is verified if the coefficients satisfy the following 
growth condition: there exist K, L > 0 such that 

l(g,w)|< Kiwi, (1.5) 

It can be shown that to distinct series of R«X» there 
correspond distinct functionals. Therefore, the following 
definition is valid. A causal functional is said to be analytic 

if, and only if, it is defined as in formula (1.4) by a 

noncommutative formal power series which is called the 

generating series of the functional. 
Remarks. (i) Causality means only that the value y(7) of 

the functional depends of the inputs u,(r) for r <2. 
(1) The notion of an analytic functional has already 

been given various meanings in the literature (cf. Volterra 
[52], Hille and Philips [30], etc). 

(ui) If the output is vector-valued in R*, one should take 
an s-uple of generating series. 
The notion of analytic causal functional generalizes in 

some sense the nouon of an analytic function. In order to 
illustrate this assertion, consider a generating series g € 
R« X» which is exchangeable: if S, denotes the symmetric 
group acting ( on the set (0,1,---,»}, g is exchangeable iff 
for any o ES,, (g,x, :: ae (g,x, "x, ) Le. iff 

the coefficients do not depend on the over of the van- 

ables. A Le computation then shows that 

rf qe ; dé, os AE) AUDE 
a es €, 

The value of the functional is given by 

D (gsxéxtrxte)e (1) (rte (0) 
kg ky 7 Km 3 0 

= YL (a, xkxtr-+-xkn)rtog (2). ee (ne. 
ko, ky Km 230 

(1.6) 

This is the classical Taylor expansion of an analytic func- 
tion in the “ordinary” variables €)(t) = 1, €,(t),--°,§,,(0)- 

D. Rationality 

A formal power series s € R« X» is invertible if there 
exists s~'@ R«X» such that ss~'=s~'s =1. This is the 
case uff the constant term (s,1) is not zero. We can then 
write 

s=(s,1){1- 5] 

where s’ = R« X» and (s’,1)=0. We thus obtain 

un tk 

TT Tr 1) Go 

A subalgebra R of R«X» is said to be rationally closed iff 
the inverse s~' of any invertible s € R again belongs to R. 

The R-algebra R « X» of noncommutative rational power 
series is the least rationally closed subalgebra of Ra X» 
which contains the polynomials R(X).? This means that 
any r € R{(X)) is obtained from a finite set of polynomi- 
als of R(X) by making a finite number of additions, 
(Cauchy) multiplications, and inversions in a given order. 

The fundamental property of the rational power series is 
the so-called Kleene-Schitzenberger theorem. If End(Q) 
denotes the set of endomorphisms (1.e., of R-linear map- 
pings Q — Q) of a R-vector space Q, a (linear) representa- 
tion a: X* — End(Q) is a homomorphism of the free monoid 
X* in the multiplicative monoid of End(Q), Le. uf w,w’ © 

so) = Got 

A+, pC ww’) = L(w)u(w. 
Theorem I.I. (Kleene-Schützenberger, cf. [49], [16], 

(44]). A formal power series r € R«X>» is rational if, and 
only if, there exist a finite-dimensional R-vector space Q, 

an element y € Q, and a R-linear mapping d: Q —+ R such 
that 

r= ((Aw(w) y)wlw © X*), 
It is then obvious that the series (1.3) is rational and we 

can state: 
Coroilary I.2. A generating power series corresponds to 

a finite-dimensional bilinear system if, and only if, it ts 
rauonal. 

This correspondence is analogous to that between finite- 
dimensional time-invariant linear systems and rational 

The notion of noncommutative rational power series is due to 
Schucenberger [49].
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transfer functions. This gives a realization theory for bilin- 
ear systems {17], [31], [44] which makes use of an extended 
Hankel matrix [16]. 

E. Shuffle Product 

Take two systems with the same inputs and consider the 
product of the outputs, i.e. the multiplicative parallel 
connection (Fig. 1). If the two systems may be defined by 
generating power series, is the same true of the composite 
system? | 

First we have to introduce a new and very important 
operation called the shuffle product, written w. We define 
the shuffle product of two words of X recursively on the 
length: 

lul=l, Vwe X*, 

Vx,,x, E À, 

wuwl=luw=w 

Vw,w'e X* 

(x,w)u(xiw’) = x,{ wun (xiw’)| + x; [(x,w)u w| 

(1.7) 

The shuffle product of two words gives a homogeneous 
polynomial of degree equal to the sum of the lengths of the 
words. 

Examples: (1) 

(iL) XpX, Wh X2 = X_xyXq HX gxXy + XaXoX 1. 
The shuffle product of two series 5,,5, € R« X» is de- 

fined by 

sus, = (51,1 )( 52, We), WL ww, m € X*}. 

With the addition and this new product, the sets R(X) 
and R« X» become commutative, integral R-algebras with 
unit |. 

Remark: For the reader who is more mathematically 

ortented, let us add that the shuffle product may be viewed 
as a very natural operation in the framework of Hopf 
algebras (cf. Sweedler (50}). 

The well-known formula for integration by parts allows 
us to write the product of two iterated integrals in the 
following way: 

kay) ent 
eo en ot] 

. [aa . ae) fabs, a if, )| , 
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This corresponds to (1-7) and we may state the following 
result, essentially due to Ree [43]: 

Theorem [.3. The product of two analytic causal func- 
uonals is again an analytic causal functional the generating 
series of which is the shuffle product of the two generating 
series. 

Remarks: (1) One can show that the shuffle product of 
two rational power sertes is again rational [19]. Therefore, 
the product in the foregoing sense of two bilinear systems 
is again bilinear. 

(ii) The additive parallel connecuon of two systems de- 
scribed by generating series is obviously given by the sum 
of the series. The cascade connection may also be com- 
puted in terms of noncommutative vanables (cf. Ferfera 

[13}). 

II. FUNCTIONAL EXPANSIONS OF THE SOLUTIONS OF 

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH FORCING TERMS 

A. The Fundamental Formula 

The search for a functional expansion of solutions of 
differential equations with forcing terms is a classical prob- 
lem in engineering as well as in physics. Since previous 
attempts have almost exclusively used Volterra series, a 
brief analysis of the existing literature is postponed until 
the next chapter. 

Consider the control-linear system 

alt) = g(a) + we) 4(@) 

y(t) =A(q). 

The state q belongs to a finite-dimensional R-analytic 
manifold Q* The vector fields 4,,4,,°-°,4,: Q—7TQ 
(TQ: tangent bundle), the output function 4: O— R are 

analytic and defined in a neighborhood of the initial state 
q(Q). Readers who have not worked with vector fields will 
understand what this means in the language of a local 
coordinates chart q =(q',---,q”). The vector field 4,(q) 
is then a first-order linear differential operator 

(11.1) 

N 3 
Aj(g)= Lag), i= 

k=l 

where the 0*: RY — R are analytic in a neighborhood of 

q'(0),---,q‘%(0). The first line of (II.1) may be rewritten in 
the more classical form 

gt) =85(g",-,9")+ Eu, (0)6F(q'---.q%), 
ial 

k=1,-++,N. (IL) 

The next theorem generalizes Grobner’s work [26], [27] 
on free differential equations. 

SIF the reader is not familiar with differential geometry, he will not lose 
very much of the meaning by assuming that the state belongs to some R". 
But, since we do need the modern nouon of vector fields, we refer to the 
qumerous textbooks on differenuable geometry, for example, Arnold [1].
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Theorem 11.1: The output y of system (II.1) is an ana- 
lytic causal functional of the inputs u,,---,u, given by the 
generating series 

g = Al aay + + D L À, 7° 

¥ 20 J.-J, "0 
. À Al qo) *;," - x Jo 

(11.3) 

The bar |, indicates evaluation at g(0). Taking into 
account the fact that vector fields are differential opera- 
tors, the notation À, “ : : À da, means the iterated derivative 
of A with respect to À, * The inverse order. of the 
sequences x, "x, and 4, “A, should be noted. 

Because of its importance, we will call (11.3) the funda- 
menial formula. Before giving its proof, we will illustrate it 
by some examples. | 

Remark: In this survey paper we consider only continu- 
ous-time systems. Normand-Cyrot [41] has recently intro- 
duced a discrete-time analog of the fundamental formula 
which gives birth to as rich a theory as in the continuous- 
me case. 

B. Examples 

(i) Free Differential Systems 
With Grôbner (26], [27], consider a system without in- 

puts 

q(t) = 4o(q) 

y(t) =h(q). 

Using formula (11.3), we find 

y()= 2 ASH ay a 
a>0 

This is a familiar formula in the case of a linear differential 
system. 

(ii) Commutative Vector Fields 
Suppose that in system (II.1) the vector fields commute, 

i.e., that the corresponding differential operators commute: 
A,A; = d,A,. This is usually expressed by writing that the 
Lie brackets [A,,A,]=A,A,— A;A; are zero. Formula 
(11.3) says that the generating series g is exchangeable (cf. 

Section I.C) and (1.6) becomes 

y(t) = ASAT - Ak Al a0) 
koe ki" "Km 

etA 

eA Gy: 

reg) E(t) 
kok!-.-k.! 

(cf. Grôbner [26], [27]). No use of iterated integrals is then 
required. 

(iit) Time-Varying Systems 
Consider the system 

lat = = By(t,q)+ + D ule 
im 

lt) =btr.e) 

B;(t,q) 

The derivative with respect to a vector field is called a Lie derivative in 
differential geometry. 
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which is identical to (II.1) except that the vector fields 
By, B,,°::,B,. and the output function b may depend 

analytically on ume. As usual we reduce it to an autono- 
mous system by adding one dimension q° 

q°(t) =1, 

a(t) = By(4°,q)+ Lu 

y(t) =b(q°,q). 

By applying (11.3), we are led to. introduce the new vector 
fields 

q°(0) =0 

t)B:(q°,q) 

d 
G(t,g)= at By(t,q) 

C(t, q) = B.(r, q), i=l,... m. 

The corresponding generating series is 

pmb? E À Ge Cl aay), 7° X 

¥20 jo. -- J, = 0 

where g(0) = (0, g(0}). 
(iv) Bilinear Systems 
Consider again the bilinear system (I.1). We choose a 

basis for the finite-dimensional vector space Q where g = 
(q',--+,q”). The corresponding vector fields are 

a 
CLR 

A(q)=(q', ,q")M, . ’ j=0,1, »m 

a 
where "M; is the transpose matrix. Writing À = (An, Aw)s 
the output function A is h(q)=A,git+-+- +A a". Be- 
cause of the transposition, (II.3) gives once again the series 
(1.3). 

C. Proof 

The proof of the fundamental formula is essentially 
algebraic and generalizes that of Grôbner [26], [27] on free 
differential systems. We will only sketch it and omit the 
part concerning the convergence which uses the same 
majoring series as Grôbner. For more details, see [19]. 

First consider m +1 formal vector fields (1e. formal 

first-order linear differential operators) 

N 
d 

A, = > JAC ae Re ewes J=OQ.1,---,m 
k=] q 

where the @* € R{[q',---.q™]] are formal power series with 
real coefficients, in the commutative variables g!,---,g". 
The A,’s act in an obvious way on any element of 
R{[q',---,q*]}. We must now introduce the R-algebra 
Rifq',---,q*]]«X», ie, the set of formal power series in 
the noncommutative variables x, € X, but with coefficients
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in R{[q',---.q*]]. Addition and shuffle product (and also 
the Cauchy product) are defined in a completely analogous 
wav. 

Define the application A: R{q',---.9°]] > Rffg'.--:, 
q™ «4X» by 

h—-A(h)=A4 +
 

“4
 

a 
mM

 

A
 

u
s
 

&
 

w
s
 

where the right-hand side is a kind of noncommutative Lie 

series. 

Lemma 17.2. If h,, h, € Rifq',---.q™ 1] QM, a,ER one 

can write 

A(a,A, +a,h,) =a A(h,)+a,A(h,) 

A(hyhy) = A(h,)wA(A,). (11.4) 

Proof: Only the equality (I1.4) requires a proof. It 
follows from 

4,7" A;(hh;)= 4,4, (Aj hg + 424 hy) 

which reduces to (1.7) defining the shuffle product. © 

As an application, consider an element of R{[q!,---,q"]] 

he hana) (G4). 
Te *+,a2y 20 

We get 

Afh)= ÿ 
ts" ",@y > 0 

ha. [A(a')] ua, [A(a*)] WS On 

(IS) 

where wa, means the power a, with respect to the shuffle 
product. 

Take local coordinates as in (II.2) and set (k =1,---,N) 

g*(t) =q*(0)+ L L A, A, a lao 
» 30 jor’ jy “0 

J dé -+-d&, (116) 

m ? 

y(r) = Ale + L L Ay Algo] 4, "dé, 
720 j9.-".7, “0 

(11.7) 

We have to show that the quantities q* and y defined by 
(II.6) and (II.7) do satisfy the equations (II.1). Because of 
formula (II.5), it is clear that y(t) = A(q'(t),--+,g*(t)). 

Consider now the derivative with respect to time of an 
iterated integral. We get 

d rt 

dt [dg A 7 dé, 

fds... ue dé,,, if Jo =0 

u(t) [agde if j, =iE(l..m). 
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We are now able to derive the two members of (IT.6) 

m 

(0 = L D 
a >0 Jor ‘je 79 

k 

4, a 4,0; | a0) 

| KA "dé, 

+ L TUE L L Ain A Fyn 
r= a0 jp, "Ja "0 

| ILE - 7 ° 

Once again, because of formula (I1.5), we obtain 

gé(r)=06(gl,..,g")+ D u(r)8#(g", a"). 
iat 

This is the required expressions. (2 

D. A Noncommutative Symbolic Calculus 

The practical computation of functional expansions and, 
in particular of the generating series, is not a simple matter. 
We propose here a recursive determination of the coeffi- 
cients by a fixed-point method. 

Equations (II.2) are equivalent to 

a(t) = ah(0)+ ['88(a'(2)--a(2)) dr 
+E fialedae(a'r)e--.a"(n)) dr 

im| 

By hypothesis, the 4* and the output function k are ex- 
pandable in Taylor series around the initial state g(0) 
which we may take as the origin of the coordinates. To a 

function such as 

a(g'..,g")= À 
@&, '.@y BO 

associate 

ws a(ss%)= Do danag( St) tue als) 2% 
O° ay > 0 

where s!--- 5Ÿ € RaX» are power series with constant 
terms such that D AR CE 1)* -++ (5% 1)% is convergent. 

The very meaning of the variables x,,x,,--:.x,, with 
respect to the iterated integrals shows that system (II.1) is 

equivalent to 
W m Ww 

g* = q*(0)+ x (g's ° .,g")+ D x,9*(g',- °° a”) 
im! 

us 

g = hfg',---,g"). 

(11.8) 

There exists one and only one (N+l)-uple g',---,3%, 9 
solution of (11.8), which is obtained by iterations.’ 

>In the R-algebra R « X», consider the two-sided ideal ( .) of the power 
series with zero constant terms. The sequence (X), (X)*,---, defines a 
fundamental set of neighborhoods of zero and thus a topology where 
R«X» is a complete metrizable space. System (11.3) defines a contraction 
and it is then possible to apply the fixed-point theorem (for more details, 
see (19}).



560 {EEE TRANSACTIONS ON CIRCUITS AND SYSTEMS. VOL. CAS 30. NO. 8. AUGUST 1983 

The following examples will, we hope. illuminate these 
rather terse explanations. They will also be employed in 

Section IV. 
Examples: 
(i) Consider a linear stationary system 

q(t) = Fq(t)+ ÿ u,(t)G; 
iol 

y(t) = Hg(t). 

The state q belongs to a finite-dimensional R-vector space 
Q and q(0) = 0. The G; are elements of Q; the mappings F: 
Q—~Q, H: Q—R are R-linear. With the foregoing nota- 
tions, we get 

a(t)=Ffq(r) dr + ÿ Gf uj(7) dr 
ia] 

and, if q=(q',---,q”) 

(ahe.9¥) = Fast 8")+ À Gis 

g= H'(g',---,9%). 

It follows 

(1- Fx,)'(gi',---.g%) = S G.x, 
i=| 

and 

g=A(1- Es)""| L Gi] 
il 

Since we know that the matrix transfer function is 

H(p—F) "(G,:-.,G,) 
we see that the generating series is equivalent to it up to an 
elementary change of variables. 

(u) Take again the bilinear system (I.1). We get 

a(t) =a(0)+ '| Madr ÿ a(r)Mér Ja) 
1=| 

whence 

ghe 8) = 9(0)+( x + L Mx fat") 
1e! 

g=A‘(g',---,g%) 

and 

sal L Mx at 
j=0 

=hq(0)+ D XL AM,---M,g(0)x, x, 
¥ 30 Jor, “0 

which is again the series (1.3). 

(i) Consider the Duffing equation, which is well known 

in nonlinear mechanics 

H(t) + ap(t)+ w*y(1)+ by?(t) = ur). 
The corresponding integral equation is 

p()+a f'y(r) dr + a ['de [ y(0) do 

+b f'ar[ (0) de 

= [ar f'u(o) de + pera 

where a and B are two constants depending on the initial 
conditions: a= y(0), B = ÿ(0)+ ay(0). Hence the generat- 
ing series of y satisfies 

g+ax,g + w°xèg + bxS(gugug)= xx, + Bx + a. 

Remarks: (i) Practical computations will be given in 
Section IV. 

(u) In {22}, one will find an application of the noncom- 
mutative symbolic calculus to give an explanation of heur- 
istic computations made by physicists by means of the 
Fourier transform in a nonlinear setting. This confirms the 
fact that the noncommutative variables do generalize some 
properties of the Fourer-Laplace transforms. 

III. VOLTERRA SERIES 

A. Definition and Relationship with Generating Series 

Volterra series are today the most popular tool when one 

deals with functional expansions. Recall that Volterra in- 
troduced at the end of the last century the following 
regular functional expansions (cf. Volterra [52], Levy (37)): 

ko + fa(r)u() dt 

+ f° Peal arn)u(m als) dr dr 
Le. + fe Peston) 

u(r)u(r)dne dre (IL) 
where the limits of integration are fixed once and for all. 

In order to take into account the time evolution, a 
time-varying integration limit is introduced and one gets 
the so-called Volterra series 

y(t; 4.) = wo(t)+ ms 7 )u(n) dt, 

rn 
+f [ovale me ri)ulm)ulry) dr dr 

t fs Tz 
tet ff vf W(r,r,...,n) 

0-0 0 

u(r,)-<u(r,)dr-.-dr. +... (12) 

There are several ways to define the kernels w,: 

—In (III.2), we used the triangular version where ¢ 2 7, 
zt 27,27,20,
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—-\ very current way 1s to use symmetric kernels 

if 

Hes ay) = w5(e)+ f wiles r)u(r) dr 

+f [ws (t, mr)u(r)u(r) dr, dr, 
0 “0 

ere [4 
++ ff. wi(t,7,,°°°.7) 

0 <9 9 

-u(t,)-+.u(t,) dt,-+dt, + -:: 

where w; is a symmetric function of the variables r,,-- -,1,. 
The passage from one form to the other is classic. 

Remark: As usual the input is assumed, for simplicity, 
to be one dimensional. 

Roughly speaking the study of Volterra series may be 
divided into three main classes: multidimensional 
Laplace-Fourier transforms (see Sections ITI-D and IV for 
details and references), differential geometric methods (see 
Introduction), and approaches related to functional analy- 

sis (see, e.g, Halme {28}. Gilbert {25}, De Fignerodo and 
Dwyer (12], Sandberg [46], [47]). Among the numerous 
attempts to apply Volterra series let us quote the recent 
and original ones to nonlinear oscillations and Hopf bifur- 
cations (Chua and Tang {10], Tang, Mees, and Chua [51)). 

In fact there is a closed and perhaps unexpected rela- 
tionship between Volterra series and generating series. 

Theorem III.I. The triangular Volterra series (1IL.1) de- 
fines an analytic causal functional if, and only if, for any 
s > 0, the kernel w,(t,7,,---,7,) is an amalytic function of 
the variables 1,,---,7,,¢ in a neighborhood of the origin, 

such that the radius of convergence of w,,w,,-°-,w,"-:, 
are bounded from below by a strictly positive quantity. 

Proof: Expand w.{t,r,,:--,r,) not with respect to the 
variables ¢,1,,---,7, butt —7,,7,-—7, s— ty 972 WT Th 

w,(t,7,°°°,7) 

= 
> We. Age "Le 

(t-7)" (gon) ie 
Pf... ! ! 

&,: &,-o: 

(IL) 

$61 

A simple computation shows that to the word x9°x,--- 
xj'x,x9" corresponds the multiple integral 

“ft po ta)? 

I} ' a,'---a'æ! 

dr: dr.. 

Hence we can associate with (1IL.3) the generating senes of 

Rax,, x» 

L OM 
Aq. *. a, 30 

Remark: As Volterra had already aouced, series (III.1) 
may be considered as a functional generalization of Taylor 
expansions (cf. (52], [37]. On the other hand. a Volterra 
series (III.2) where ¢ is not fixed once and for all ts 
certainly by no means a Taylor expansion, although this 
has often been asserted in the literature. It is in fact a 
perturbative expansion with respect to the product of the 
inputs. In a future publication, it will be shown that for 

causal functionals, generating series have a natural inter- 

pretation as Taylor expansions. 

a ra ay 
a, *o' X1 Xo X Xo - o 

B. Application of the Fundamental Formula 

Consider again a system analogous to (II.1) with the 
exception that we take a one-dimensional input 

{4(t) = 46(g)+u(t)A(a) 

\ v(t) =A(q). (111.4) 
The determination of the Volterra series giving the output y 
has a long history beginning at the end of the fifties mainly 
with Barrett (2] and George [24] and culuminaung with 
Lesiak and Krener [36] to which one should compare what 
follows (in this large time interval, let us menuon for 
example Waddington and Fallside [53] and Parente [42] 
among papers we have not already quoted). Theorems II.1 

and III.1 yield: 
Proposition [II.2. The output of system (III.4) may be 

expanded in a triangular Volterra series (IIL.2) where the 
kernels are analytic functions given by 

t” A 
w(t) = L ADA aay = e'*Al ao 

»>0 ‘ 

wi(t74)= À PRETP ALI 
(t ~ tT) ‘ry? 

vo, 9, 2 0 

= eo 4 eltTu4oh} q(0) 

L 
PQ 71992 29 

We (£, 1,7) = 

w,(t, Ths? . 
,7)= L 

9," "7,30 

= etd el" "404, eee Ae "40h 

AQ A AGA AGA a 

~~ ane ow ok eet lee 

AA An «+ A, AGA ao) 

ty | 
V1 Po: 

(t—%) (nr) "re 
CAR 

— ee ee US D D 400 0 eee AR JR 

C=r)"r 

q(0)°
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As for the fundamental formula. we will not dwell on the 
question of convergence. More details are to be found in 
Lesiak and Krener [36]. 

C. A Variant 

If x and y are two noncommutative variables a well- 
known by-product of the so-called Baker-Campbell- 
Hausdorff formula gives (cf. Bourbaki [4], p. 59) 

eye t= ÿ = ad? y 
»>0 y 

The operator ad? is defined recursively on » 

ad;y = y 
ad'y={x,y], where[x, y]= xy — yx is the Lie bracket 

ad?*'y =(x,ad7y]. 

With obvious notations, we may write 

e*ye”* = e%dry, 

We deduce a variant of the formulas of the foregoing 
proposition which was stated in [20] in order to solve a 
singular optimal control problem. 

Proposition III.3. The output of system (III.4) may be 
expanded in a triangular Volterra series (111.2) where the 
kernels are analytic functions given by 

W(t) = eh 
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Obviously the same change could be made with the for- 
mulas of Theorem III.1. 

D. Some Remarks on Transfer Functions 

Consider first the linear stationary system 
t 

y(t) = f w(t—T)u(r) dr 
0 . 

where 

(Gr) w(t—7)= La —— 
»>0 ° 

is an analytic function. From Theorem [II.1, the corre- 

sponding generating series is 

> a,XoX, 

y>0 

when the transfer function is 
a 

»>0 P al 

This confirms the relationship between Laplace transforms 
and noncommutative variables. 

_ Consider now the homogeneous time-invariant system in 
triangular form 

t ts "2 

y) = f [trs 

cu(r,).--u(r,) dr, dr,. 

Tps ‘7% — 7) 

Loop wilt) = De (ads syd )e'Al ay 
»>0 

= (emo 4,)e 0h] a0) 

m7, 7n)= À lp! 
V0, 71 20 YP. 

I » » 
it ( ade, À X ad, 4,4 | ) eh. 

= (e%44,)(e 44-2404, Je OAL a) 
_— = = =e ewe = = = el eee 

Vo." ¥, BO 0° 

5 
1 eee 4 p, ! (ad?44,41) +> (ad?14,Ay)e'“°A| a 

= (e%d140 4, )- oe (efdo4,)e oh] 9). 

Remarks: (i) In those formulas, the Volterra kernels w, 
are expressed with respect to 7,,%,°--,7,,¢ and not, as 
before, with 1,, 7, —7r,,:-:,1-7,. Notice that we do need 
Lie brackets to give the precise expression. 

(ii) We know (Grôbner (26]) that e’“°h| 49, = A|,. where 
q, is the point reached at time ¢ by q satisfying 7 = A,(q) 
with the initial condition g(0). Hence we armve at the 
following formulas where the derivauons are taken with 
respect to q(0), 1.e., w.r.t. the dependence of q, on the iniual 
condition 

wo(t) = Ag, Mao) 

me, 71) = (e740, JAC Ge) go) 
w(t, 7,7) = (e740, Xe%:4, JACQ) aco 

PP D aw ew ww D ee ee Pelee lle eel eee 

With respect to (-7,,7,—7,1,°°°,%) — 7), 7; time-invari- 
ance implies that w, is independant of 7,. Corresponding to 
the Taylor expansion 

a, a: 
{ — e@¢@ —_ 

3 a, as T1) (1, t) 
t... ! 

@).°°*.a, 20 &,: &: 

we get the generating series 

a a 
> Gy, .--a,%0'%! °° Xg9'X1. 

a," Ay > 0 

It is equivalent up to an elementary change of variables to 
the regular transfer function introduced by Mirzel and 
Rugh [40] (see also Rugh (45]) which is here 
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Those transfer funcuons exhibit some remarkable proper- 
ties: they correspond. to a bilinear system uff they are 
recogmizable (cf. (I4]), te, of the form P(p,.:: 

P,)/ Qi)": 0,(p,) where P.Q,,---,Q, are polynomi- 
als. As noted in [18], this property may be seen as a direct 
consequence of the theory of noncommutative rational 
power series. 

Remark: There are at least three types of high-order © 
transfer functions one can introduce: 

— the symmetric ones corresponding to symmetric Voit- 
erra kernels (see Section [V), 

—the regular ones due to Mitzel and Rugh and which 
have a very natural interpretation thanks to noncommuta- 
tive variables, 

—the multidimensional Laplace transforms of the trian- 
gular Volterra kernels with respect to the variables r,,---, 
t,,¢ (Section II-C). Until now they do not seem to have 
attracted any attention. One should certainly select the 
type of transfer function according to the problem one is 
interested in. 

IV. DETERMINATION OF VOLTERRA SERIES 

When the input-output behavior of a system described 
by state equations is of interest, a representation, generally 
the Volterra functional representation of the solution of the 
state equations, is needed. Several methods have been 
developed in the literature for determining the kernels or 
the associated transfer functions based on classical sym- 
bolic methods (cf. Brillant (5], George (24], Bedrosian and 
Rice (3], Bussgang, Ehrman and Graham (7], Chua and Ng 
(8], (9). Among them, the method of exponential inputs is 
particularly used. After briefly reviewing this method, we 
describe a new technique based on generating power series. 

This approach has the advantage of allowing more easily 
the use of a computer. This becomes necessary as soon as 
one tries to obtain high-order terms. The two methods are 
ustrated by analyzing a simple nonlinear circuit. 

A. Exponential Input Method 

À convenient analysis method of evaluating the nonlin- 
ear transfer functions is the so-called “exponential input” 
method which is considered in this section (Bedrosian and 
Rice [3], Chua and Ng {8}, (9]). Following those papers, we 
will consider, unlike Section III, stationary Volterra series 
where the time interval of integration is unbounded 

ye) = [aC da 

LC 
wee +f" [ [ha ( ti tayo) 

-[Tu(t-r)dr dm... dr, +. 
im 

i(™%,7,)u(t—7,)u(t—- t,) dt, dt, + 

(IV.1) 

The input u is one-dimensional. [t is well known that, 
without loss of generality, the kernels can be assumed to be 

symmetric. In fact any kernel A,(7,,°--,7,) in (IV.1) can be 
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replaced by a symmetric one by setting 

l 
Aen tos t) = ae D 

* all permutauons 
Of 7.7 

The multiple Laplace transform of the ath-order Volterra 

kernel n > 0 

waft 
“EXP ( — 547 sm —5, 

L ACTE ACTE T4) 

T.)dr,:--dr 
Rn 

is called the nrh-order transfer function. Since h,(r,,:--,7,) 

is symmetric, so is H,,(5,,°-+.5,) 
Thus the output of a nonlinear system in the form (IV.1) 

entails the determination of Volterra kemels /,(1,,°--.7,) 
or similarly the nonlinear transfer functions 4,(5,,---,5,). 
To this end, let the input u(t) be a sum of exponenuals 

u(t) et! + eft? +--+ + ext 

where 5,,52,°--,5, are rationally independent. Then (IV.1) 

becomes 

+0 k k 

X= 2 5 Lett Ly Ay (Ses Sey" se.) 
nællk=lk=l kal 

-exp((sy, + 54, + +s, )t)}. (1V2) 

If each 5, occurs in (su, -",5, )m, times, then there are 
n!/(m,!m,!---m,!) identical terms in the expression be- 

tween brackets. 
Thus a 2) can be written in the form 

y(t) = S D 
næmim 

aml 1. Asus.) 

-exp( sy, + + +5¢,)E 

where m under the summation sign indicates that the sum 
includes all the distinct vectors (m,,:--,m,) such that 

k 
> m,=n. 
i=l 

Note that if m;=m,=--- =m, =1, then the amplitude 
associated with the exponential component exp(s, +--+ + 

5,)t is simply &!H,(s,,°-:,5,). This suggests a recursive 
procedure for determining all the nonlinear transfer func- 

tions from the equations defining the behavior of a system. 
Rather than a general formulation we apply the method to 
the simple nonlinear circuit (Bussgang, Ehrman, and 
Graham [(7]) of Fig. 2 consisting of a capacitor, a linear 
resistor, and a nonlinear resistor in parallel with the cur- 

rent source i(f). 
The nonlinear differenual equation relating the current 

excitation i(t) and the voltage u(r) across the capacitor is 

“The number s,,5.- 
are no rauonal numbers a), 24, 
+... +a,s, is cational. 

-,5, are said to be rationally independent if there 

-.a, such that the sum as, + 2252



K ye 

H Ps 6 tv  Kiv A a 
IC) L v 

_i = 
Fig. 2 

given by 

dv 2 . V 
+ Kiels) + kee (t) =i(t). (IV.3) 

A single exponential excitation is first considered 

i(t) =e". 

Equating the coefficients of e** on both sides of (IV.3) after 
the substitution of (IV.2) for o(r) we get 

(st+k,)H,(s) =1. 

Thus for the specified circuit, the first-order Volterra trans- 
fer function is 

l 

stk, H,(s)= 

To determine H,(s,,5,) let us take 

i(t) = e*"! + et 

and identify the coefficient of the term 2!e('**2", after the 
substitution of (IV.2) for v(t), in both sides of (IV.3). We 
obtain | 

(s+s+k)Æ2(s,5,)+k,H(s,)Æ(s:) = 0. 

This yields H,(s,,5,) in terms of H,(s) 

H,(5,, 52) = — k,Hy(s,) A (s2) Ay (sy + 52). 

Similarly, the third-order nonlinear transfer function ts 
obtained by injecting a mixture of three exponential inputs 

i(t) = es + es + est 

and equating the coefficients of 3!e(***:*5/! on both sides 
of (IV.3) 

2 
3 [ Ha (51,53) H,(s3) + Ha (52,53) Hs) Hy (5), 52,53) =— 

+ H,(s,,53)H,(s2)] Hy (s, +54 +53). 

Repeating this process indefinitely gives higher order non- 
linear transfer functions in terms of lower order nonlinear 

transfer functions. 

B. Generating Power Series Method 

In Section III-A, we have derived the relationship be- 
tween functional Volterra series and generating power 
series. Here, we describe an algorithm for finding algebrai- 
cally the generating power series associated with the 
solution of a nonlinear forced differential equation. The 

equation we are going to consider is 

Ly(r)+ ÿ piy'(t) =u(t) 
im? 

(IV.4) 
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or, in its integral form 

WO)+ lear f'y(n) dr + laa far frs) dr, 

+... + lo fé, far, [ar - dr f"y() dr, 

+ Ê p, Î ‘dr, J dr, dr, l pin) dr, 

= fan [ dr, roe dr fur) dr, 

(IV.5) 

if we assume zero initial conditions. 
Let g denotes the generating series associated with y(r), 

then (IV.5) can be written symbolically as 

nan-| m 

[ts L. Lago L pg% rx, 
j=0 : i=0 

where gw‘ corresponds to the nonlinear functional y’‘(r). 
This algebraic equation can be solved iteratively, follow- 

ing the recursive scheme 

gægitgi+.+g,+.. (IV.6) 
with 

n—! A7 

g,=|l+ L En xg 'x, 
i= 

and 

awl | -! 

g,=|1+ > Lat x9 
i=0 

D 
im? 

2 
pitt: 

g,,Wg,w---wg,. 
+y =n 

This formula shows that the computation of g, requires the 
shuffle product of expressions of the form 

R;(xo)x1R1(x0)x1 + x,R,(Xq) 

where R (Xo) (J =1,--+,p) is a rational series in the single 

variable x». Decomposing this into partial fractions allows 
us to consider only the expressions 

(1- GyXq) ”°xi(1 = ax) x 7° -x(1—a,xo) 7%, 

PEN, (i=0,---.q). 

Finally, if we note that 

(axe) ?=(1- axe) 7? 
+a(l-axs) ‘xo(i- ax) 7° 

we only need to compute the shuffle product of noncom- 
mutative power series of the form 

| _ - 

(l= aoxq) xi(1- ax) x, mv x, (1 T a,Xq) 

Ihe! ° ‘dy e {0,1}. 

This results from the following proposition.
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Proposition [V.1. (cf. (34]). Given two noncommutative 

power series 

37 =(1 ~ dX) ‘x, (1 - ak) Ki, x (1- a,Xo) 

= gf "x; (1 — a,Xy) 

and 

g{=(1- box) x, (1 - bixo) x, “+s x, (1 _ b,xo) 

= 99 tx (1 b,x0) 
where p and q belongs to {V, the subscripts i,,-:-,5,, 
jis + *Jq to (0, 1} and a,, b; to C; the shuffle product is given 

by induction on the length by 

gfugs=(gPwgs-')x,[1-(a,+b,) x9] 

+(gP~'wg$)x, [1-(a, +5,) x9] 

with 

(1-ax,) ‘wu(1-bx,)" = [1-(a+6)x,]7'. 

For example, if we choose 

Gy =(1-agx9) xi(l- axe) x (1 ax) 

and | 

g:=(1-b0x0) ‘x; (1 1x9) 

then 

g, Ww 32> [1 —(@q + by) xq] ‘x [1- (a, + 59) x9] xs, 

-[1-(aq + 69) x9] ‘x; [1- (a, + 51) x9] 

+[1—(ay + by) xq] "x [ta + by) x9] "x, 

‘(1-(a, + 6,) x9] 7'x,, [1 (aq + 54) x9] 7 

+[1—(aq + by) xq] ~'x,, [1 (ag + 01) %0] "x, 

[ia + 0,) x9] xs [1- (as + 5,) x9] 7. 

Proof: Let us consider the formal power series 

gf=gf" x (l-a,xo) 
and 

af=af"'x,(1-b,x9) 
Their shuffle product is given by 

"tx, [1 +a,(1- a,%5) %9| w gf” "x, 

[t+6,(1- 6x0) 7 x9| 

where we use the identity 

(l= axg)7' =1+a(l—axy)7'x9. (IV) 

Applying the definition of the shuffle product and equality 
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(IV.7) gives 

+ lat” x, (1 _ a,%o) w gf 'x,(1- b,xo) | bo 

Thus we obtain 

(gfwat)[1-(a, +b,)xo] 
=(gfw g3"')x,+(gf"'u a4) xi, 

Q.E.D. 
Using this proposition, g, is obtained as a finite sum of 

expressions of the form 

Px, (1 — axe) 7x xl axo) 

(IV.8) 

The expansion (IV.6) is “equivalent” to the Volterra 
series expansion of y(t) (cf. Section III-A). The algebraic 
closed-form expression of triangular Volterra kernels can 
be easily deduced from it since the expression (IV.8) is a 
symbolic representation of the i-dimensional integral 

FL [rte bila = 1) fn) 

‘u(t,):+- u(t) da---dr, (IV.9) 

(l= 49%0 

where 

fe(t)=| at! |e. 
j=0 

The technique presented above is now used to compute 

the generating power series associated with the previous 
nonlinear circuit. The integral form of (IV.3) is 

o(t) +k, f o(7) dr + ky f'o*(r) dr= | i(r) dr 

where we assume a zero initial condition. 

Thus for the specified circuit, the generating power series 
is the solution of the algebraic equation 

Gtk XG + k:xogug=x;, 

or 

g= — ky (1+ k,x9)7 xq[ gu g]+(1+ kyx9) xs. 

This equation is solved iteratively by a computer program 
(cf. [32], (35). We obtain Table I, where the symbolic 
notation 

ay a; dr ar
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TABLE I 

l x, 
k, ‘0 

“8 k, 22k, bk, 20 
2 

“8 ty 2k, | Va, L k, Vg 
2 

an ty 2k, 23k 2x tk 0 

L 2k, L k “0 

Va k 

Fax k ‘0 

TR k ‘0 

KL 2x Vu te ners 

cmt 2 
Tag Tay aK 
x ta oe a Tay A 

unten TR 2K 
k PR 

ean Bag an Van San Ta Sax 
or ay Te Taq Tay TO 

an bak tk lo 

ax Fax ten LÉ 3h 8 4k 1 ah 2 Vu 0 

k PAPA TA TS PAU AA 0 

Er Sa” ik an Os Vay RE EL 

Xk Er San Tk 0 

x, x, x x, 
2k 73k 74k 13k 7 4k, 

stands for 

=! | 
(1+asxo) x; (1 +X) Xi," 

(1+a,-1%o) x (+ 8x0) 
Remarks: (i) The expansion in Table I is “equivalent” to 

the Volterra series expansion of the solution up to order 5. 
(ii) Viennot has recently informed the authors that he 

has found a combinatorial interpretation of the previous 
computations which should make the programming much 

easier. 

V. SYMBOLIC CALCULUS FOR THE RESPONSE OF 

NONLINEAR SYSTEMS 

Our next objective will be to show how the Volterra 
series can be used to determine the output of a system 
subject to various deterministic excitations (steps, slopes, 
harmonics, etc.). In the linear case. Laplace and Fourier 
transforms are systematic and powerful tools of opera- 
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tional calculus. A direct generalization of these techniques. 
to the nonlinear domain, leads to multidimensional Laplace 
and Fourier transforms; but the computation based on 
these is often tedious, even for low-order Volterra kernels. 
and seems difficult to implement on a computer. An alter- 
native method presented here, based on commutative vari- 
abies and on the properties of iterated integrals, leads to a 
simple nonlinear generalization of Heaviside symbolic 
calculus and to an easy implementation on a computer. It 
is compared with the association of variables introduced by 
George (24], that we shall now bnefly review. 

A. Association of Variables 

If the Volterra kernels are known for a system, then the 
output y(t) for a given input u(:) could be obtained. 
However, as for linear systems, where the use of Laplace 
transform allows one to develop a powerful operational 
calculus, one can introduce here the multiple Laplace 
transform. Indeed, let us consider the “»th-order output” 
corresponding to the Volterra series (IV.1) 

Yalt) = [ [- [or 

-u(t—1,)---u(t—7,) dt,-+-dr 

Introduce a set of artificial variables ¢,, ,,°-- 
ta= fo foo fs 

u(t, —7,)-+- u(t, — 7) dt,-+- dr, 

al Thy Tas" ° ‘,T,) 

,f, so that 

Yeny (tre tar o( Ty, °° ",%) 

(V.1) 

and 

Ya(t) = Yay (ts f5,° °° 7) er 

Then, taking the nth-order Laplace transform of both sides 
of (V.1) gives 

Yon) ( S15" ° "5% ) I U(s;) 
i=| 

where U(s,) is the usual first-order Laplace transform of 
the input. Thus, as in the linear case, the convolution in the 
time domain corresponds to the multiplication in the 
frequency domain. 

Now, assume that the nth-order Laplace transform of 

PAUL ls: la) en(S1s 599° ° in) is given and Ya(t) is 

desired. Obviously, one can perform the nth-order inverse 
Laplace transform of Y,,,(51, 52° °*»5,) 

-,5,) > a(S," ° 

Yeny (tis tart sta) 

l r* re* 
= eee y, S 7 gd 

Ca le dayne ET 80) 
ent tie gs eee ds, (V2) 

and sett; =f, =--- =1, =¢. However, this computation is 
often unwieldy. In order to bypass this difficulty, George 
[24] developed a method whereby the ¢, variables could be 
set equal or associated without leaving the transform do- 
main, leading to a one-dimensional Laplace transform 
Y (s). Indeed, let us consider a two variables transform
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¥n(5- 5). setting 1, = ¢, =r in (V.2) yields 

Yen ltr tr) 

Œ + JR dy — /2 su 

“al, sal” Yin 5,52 )e* ds, 
— js I /2 

e‘:'ds;. 

Changing the variable of integration s, to s=s, +5, gives 

Vey (ty e,) = 

| + je l rss _ 1. 

ial ‘ sf" Pts = 51, 5p) e%~%" ds |e"ds, 
27) ~ joo | 27] lo - jo 

or, by interchanging the order of integration 

Ya t) 

l a, + joo| | 0, + joa _ u 

inl. a pr" Yn (s tart) dt] ds. 

Thus the associated transform Y,(s) is 

A + joo 
ROSE 52:52) dss. (V3) 

Similarly, a transform of any order can be reduced to a 
first-order transform by successive pairwise associations. 

For example, let us consider the third-order term 

I 

(s, +55 +5, +a)(s,+4)(s,+4)(5, +a) 

Using (V.3) to associate the variables s, and s, yields 

l 

(s,+5 +a)(s, +a)(s, +2a) 

Then associating s, and s, results in the first-order trans- 
form 

l 

(s+a)(s+3a) 

The procedure for computing Y,(s) from Y,,(51,52,:°:, 
s,) ts called association of variables. Although an explicit 
formula for performing the associating operation in a wide 
class of Laplace transforms has been obtained in the 
literature (see Rugh [45] and the references herein), this 
technique has seldom been used. The main reason for this 
situation seems to be the tedious manipulations involved 
and the difficulty in decomposing them on a computer. 

B. Noncommutative Symbolic Calculus 

Using the noncommutative generating power series, we 
develop in this section a symbolic calculus for computing 
the response of nonlinear systems described by (IV.4) to 
various deterministic inputs (steps, slopes, harmonics, etc.). 
Such computations may be of interest in order to get 
nonlinear distortions. To this end we show that integrals of 
the form (IV.9) can be expressed in terms of “elementary 
functions” for a specified set of functions u(t). 

Let the input u(t) be an analytic function 

t" 

u(t) = > LITE 
n>0 ° 
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Define the transform (known as the Laplace-Borel trans- 
form) of u(t) 

Succ) = L Ua) X9 
ax) 

(This series may be regarded as the generating power series 
associated with u(r) since 

r \ 

.. i dr, |: 
0 | 

. = far, [as fo 

Then we can state the following result (33]: 
Proposition V.1. The integration (I[V.9) defines an ana- 

lytic function, the Laplace-Borel transform of which is 
given by 

| P° xl ue wl — a,Xq) Le 7 

[go oo x9[ Sui (1 — axo) *]: * }}. (V.4) 

Thus it is simply obtained, by replacing each indeterminate 
x, in (IV.8) by the operator xo[g 4.,,W |. 

This results in a single variable transform (1.e., the 
Laplace-Borel transform) and thus the shuffle product 
appears as an operation which implicitly takes into account 
the technique of association of variables. 

Proof: Let f,(t) and f,(t) be two analytic functions, 
Srey and gy.) their corresponding Laplace-Borel trans- 
forms. Based on the results in Section III-D, one can first 

state that 

(1- &Xo) 

8 fran) dr = Xodf(e) (V.5) 

and 

Sp (yxfr(o = Spy Spo, (V.6) 

Now, let us consider the expression 

(1 0x0) xl ax) 7 (V.7) 
which is the symbolic representation of the integral series 

> [Poe n= ‘as f'ae,[-- f an fu (1%) £?'( 1) 4% 

n>0 

(V8) 

(rtn lle fa f dr [ar 

is the inverse Laplace-Borel transform of (1—4ax,)"?. 
Following (V.5) and (V.6), the Laplace-Borel transform of 

(V8) is 

L {[Pe a l )a8x8 } xo[auu(t- aix)" *] 
n>0 

=(1- Agxq) xo[ Su (l ~ axo) ”"]. 

Thus it is simply obtained by replacing the indeterminate 
x, in (V.7) by the operator x,[g, 4 |. 

The proposition (V.1) results from repeated application 

of this rule to the expression 

(1 ayxg) "x, 

where 

fR(t)= Lo 
n>0 

(1 a0x0) 7x x (1 a;xo) 7. @
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TABLE II 
LAPLACE- BOREL TRANSFORM OF SOME FUNCTIONS 

u(c) (&(t) 

umic step | 

2 a x 
a: ( 

an { i + 8 ( i an aicflest a - x )T 

i0 

cos (we) (1 + ax)" 

Now, assume that g,,,, 1s the rational fraction 

(1-ax,) ? 

that is, u(r) is an exponenual polynomial of the form 

pi - 
p-l | a/t/\ 

u(t)= . [le 
(9 | £ | J} Fs 

then, the simple identity 

j times 
and Proposition (IV.1) allow to derive a closed-form ex- 

pression for (V.4) as a rational fraction. The corresponding 
time function, that is, the value of the integral (IV.9), then 

results from the decomposition into partial fractions of this 
rational fraction. The same technique applies when q.,,, is 
a general rational function, regular at the ongin. Let us 
note here, that to compute the response, one only needs to 
know the Laplace-Borel transform of some common func- 
tions (Table IT). | 

In order to illustrate the use of this rule, consider again 
the nonlinear system shown in Fig. 1. Its response to an | 
input i(t) derives from Table I by 

(1+ kixo)  Xo[ Sin 1] 

—2k,(1+kixo) ‘xo(l+2kixo) Xo 

[ Gace tt (1 + kyx9) Xo ic 1]] 

+4k1(1+kixo) X9(1+2k x9) Xo 

{Gn (1+ kyr) Xo(1+2k Xo) Xo 

ENT + kiXq) Xo[ Sun 1] Foe 

where g;,, is the Laplace-Borel transform of i(t). 
A pplication. 

1) Let us, for example. compute the response of the 
system to the unit step 

i(r)=1, 

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1. the 
neutral element for the shuffle product, the Laplace-Borel 

(V9) 

r>0. 
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TABLE IIT 

+4 k x x x. XQ Lo 
Fou, ky ky 2k k 0 
2 

+12 k x x x x x 
Fu, Ver, 3k, 2x Fk, 0 
3 

-8 x, x x x x Xy Xq 
" k 2k, kak, kk, 2x k “0 

-24 ks XL x, x x, x Xn x 
k, 2k, 3k 2k, Tk, 2k, Tk, 0 

. 1 

3 
+72 key x x x. x. x 

Fu 2x “3e C2 vx Car CR 0 
3 

-24 k, x xX x x. x, 

3 
“144 KL LR HLA * Ron Xe, Xe er i | a) ee a 

TABLE IV 

a 
3k & 2  Ckéjo ? 2ju 

PRL a Mya Ds 
PE Ba Bene Sages Thee nl 
+; cs k È 2%  K+je Tak ria Ub 2ju oi 

+ e 6 a SK tie Fan ie 4 Pos 

2% ht Ke Paie K 7” 
FE a Pa Dee Meee ae 
FN Ba Bay Baye eves 
3 er ou axe & 3e 

5 hr Vu Mau &  Ÿ 5 

transform of v(r) is given simply by replacing each.varia- 
ble x, in the generating power series g by the variable x, 
(Table IT). Then. bv decomposing into partial fractions. 
we get the orginal function 

ky, 
v(t) = ta ~ ekvy 2] —2kte7 i! — Ahi) 

k ki 
5 

+ Bett —2k,1-2kèrt}e"t" 

—2(1+2kr)etht eh] +...
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2) Let us now consider a harmonic input (3] & Bedrosian and S. Rice, “The output properues of Volterra 
systems driven bv harmonic and Gaussian inputs.” Proc. (EEE. vol. 

’ le ue, ur 59. pp. 1688-1707, 1971. 
(t)scosur=s[e +e}, 120. [4] N. Bourbaki, Groupes et Algebres de Lie. Paris, France: Hermann. 

- 1972, ch. 2 and 3. 
[is Laplace- Borel transform is (5] M Brilliant, * Theory and analysis of nonlinear systems.” MIT RLE 

Tech. Rep. 345, 1958. 
l (6] R W. Brockett, “Volterra senes and geometric control theory.” 

_ , . - + 17 Sug ={( l= jux,) +( 1+ jwxy) |. PEN L2, pp. 167-176. 1976 (addendum with E Gilbert, 

| ~ 7 . [7] J. Bussgang, L. Ehrman, and J. Graham, “Analysis of noalinear 
Applying (V.9) gives (Table [V). The time-domain response systems vith multiple inputs.” Proc. (EEE, vol. 62, pp. 1088-1119. 

is then: 1974 

l Kil v(t)=— [ ke “+k cos ut + wsinwr| 
ky +a 

kK, ] I 
. eh + = sin wte~*! — — 

2( k? + w*) ky kK, 

2 _ 
ks 4 kit 4, Ki a PRET 

_ 2[2k woos wt -{k? - w?)sinwr| 
ew ki 

w(k? +w) 

[k(t = 0?) 4k wa? | cos 2ae — [20(k? — w?) +24 7u] sin 2we . 
2 2 (k? +4u?)(k? +0) 

The steady-state response may be obtained directly from (8) L.O.Chua a and ce Fi Ng, “ »Prequency domain in analysis of nonlinear 

| 1 
+ Le , . Table III by considering only those terms which do not 165-188, 1979 eory,” Electronic Circuits Syst pp 

vanish for large ¢ (9] WH, “Frequency-domain analysis of nonlinear systems: Formula- 

o(t)=- —— ele 
Er 1X9 lxo=-17ju 

ty x5 e?jut 

2 * (Lt kyx9)(1+2k,xq)[1+(k, + jo) xo] me -t/lje 

* 
1,2 Xo giiut 
2° (1+ k,x9)(1+2k,x9) [1+ (ky + ja) x9] [1+ (2k, + jo) xq] [1+ (4, +2 j0) x9] fie 

_1,z Xo els 

2 7 (1+ kyxq)(L+2k 1x9) [1+ (ky + jo) xq] [1+ (2k, + jo) x9] [1+ (k, +2 ju) x9] = tie 

L,2 x5 jut — +k; ,: e 

2 (+kixo)(1+2kixo)1+ (ki + ju)x][1+ (24, + jo)xo](1+ kixo) | ei 

_l,2 Xp —jot 

2? +(k, + j 1+(2k, + ju)x|(1+4 ° (1+ kyxq)(1+2k x9) (1+ (ki + jo) xq] [1 + (24, + ja) xo] 1X0) [x = tj 

+ complex conjugates + : - 
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1. INTRODUCTION 

In this paper, we are concerned with solving algebraically the forced non linear 

differential equation 

Ly + La,y = u(t) 

where L is a linear differential operator with constant coefficients. Several pa- 

pers have been written about the use of multidimensional Fourier or Laplace trans- 

forms for the solution of such a differential equation (see for example, Lubbock 

et Bansal [1]); but the computations based on these are often tedious and seem 

difficult to implement on a computer. | 

The use of a new tool : non commutative generating power series [2] allows us to 

derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion (i.e. the Vol- 

terra series) of the solution. The symbolic calculus introduced appears as a natu- 

ral generalization, to the nonlinear domain, of the well known Heaviside's onera- 

tional calculus. Moreover, by using symbolic computation systems, like REDUCE or 

MACSYMA, it leads to an easy implementation on computer; this becomes necessary 

as soon as high order approximations are desired. 

2. A SIMPLE INTRODUCTIVE EXAMPLE. 

Let us consider the nonlinear differential equation 

y(t) = Ay(t) + Ayy(t) u(t) (1) 
where y(t) is an n-dimensional vector and À; A, are square matrices (equations of 

this form are called, in control theory, bilinear). Both sides of the differential 

equation (1) can be integrated to obtain 

t t . 

y(t) = y() + À | yloydoy + Ay | U(04) yoy) do, (2) 
O O | 

This expression can be solved by repeated substitutions. For example, 

1, 
gd (63) = (0) + Ay) | de, + A,y(O) | ‘u(o,)do, 

O
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can be substitute into (2) to obtain 

t 2 t g1 t C4 

y(t) = y(O) + À y(0) | do, + À y(0) | do, | do, + A A,y(0) | do , | u(s,)do, 
O O 0 O O 

t | t a] 2 t Of 

+ A,y(0) | u(a,)do, + AA y (0) | u(o,)do, | do, + Ary (0) | u(o,)do, | u(o,)do, 
O O O O Oo 

Repeating this process indefinitely yields the well known Peano-Baker formula : 

1 t 
y(t) = y(0) + } y A. ...A. A; y(Q) | dE. ...dé. (3) 

v20 jorjgrej"o ?v 71 Jo o Jv Jo 
t 

where the iterated integral | dE ; dé; is defined by induction on the length by 
O V O 

t 

E(t) =t y(t) = [ua 
O 

[" t T 

dE. ...dE. = | dE. (x) | dE . ...dE. 
o Jy Jo o Jy o  Jv-1 Jo 

If w denote by the letter Xo the integration with respect to time and by the let- 

ter x, the integration with respect to time after multiplying by the function u(t), 

(3) can be written symbolically in the form : 

5 g = y(O) + ) A. ...A. A. y(O)xX. ...x. 
V20 Josd 20229570 Jy J1 Jo Jy Jo 

g is called the non-commutative generating power series associated with y(t). Of 

course, this is a non-commutative series because 

t T] € T2 
| dt, | u(t,)dt, 7 | u(t ,) dr, dr, 
O O O O 

that is, X X4 # XX + 

3. NON COMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES 

let X = {X,,x,} be a finite alphabet and x* the monoid generated by X. An element 

of X* is a word, i.e. a sequence x x; of letters of the alphabet. The product 

of two words os Xi and x, ...x, is the concatenation x. Xe Xp Xe: The 

neutral element is called the empty word and denoted by 1. À formal power series 

with real or complex coefficients is written as a formal sum 

g= J (g,ww, (g,w) © Rorc 
x
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Let 9; and 95 be two formal power series, the following operations are defined : 

Addition 9, * 95 = ) [ (3, yw) + (g 25W) Jw 
We X* 

Cauchy product 94 + 92 = y [ } (94>¥,) (sw) Iw 
x = WeX WWW 

A series g is invertible if and only if, its constant term, (g,1) is not zero. 

Shuffle product 9495 = : wee « (91.1) (g5,w2)w,ow, 

1» 2 

The shuffle product of two words is defined by induction on the length by 

wi = 1 

V xe X, lwx = xwl = X 

Vx, x'eX, Vw, w'eX*, (xw) w (x! w') = x[wu (x! w')] + x'[(xw)uw'] 

This operation consists of mixing the letters of the two words keeping the order 

of each one. For example 

5V—_ eee re— es ee ee re 

XX, X = X X,X + X_X X_. + X.X_X., + x. + X_X. + = 
01 “10 O71 1*o ~ *o%1%1%0 * *o%1*07%1 *1 0 *1 o “1 0 0% * 1% 0% 0% 

2X xx +X X,X_X, + X,X_X4X_ + 2X xx 
O fe) 0° 1 o 1 lo 10o 1" o 1 

Let us consider a non-commutative power series g; given a function u(t), g will 

define a functional y{t,u(t)} if we replace, following the previous section, the 
t 

word x. ...X. ing by the corresponding iterated integral | dE. ...d&. . Thus, 
Jy Jo re) Jy Jo 

the numerical value is 

1 t 
y{t,u(t)} = (g,1) + } Ÿ (g,X: ...X: ) dé. ++ dE. (4) 

v>0 Jor+2J yO Jy Jo Jo Jv O 

g is known as the non-commutative generating power series associated with the func- 

tional y. Now, one can state the important result [2] : 

Theorem : The product of two nonanticipative functionals of the form (4) is a func- 

tional of the same kind, the generating power series of which is the shuffle pro- 

duct of the two generating power series. 

4. DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES 

In this section, we describe an algorithm for finding algebraically the generating 

power series associated with the solution of a nonlinear forced differential equa-
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tion. The equation we are going to consider is 

m . 

Ly(t) + J}  a;y (t) = u(t) 
1=2 

ve L = £ . » (8% = 1) (5) 
iso * dt? n 

or, in its integral form 

t t rT 9 t Th 

y(t) + 2 | y(t,)dr, + 2 | dt y(t,)dt4t+...+ 2 | dt | dt, ee. n-1 J, 17 1 n-2 J, 2 Jy Vr 0), DJs n-1 

2 ead ; Ua, (ma dr, | 2 yitr.)d .. dt | y(t,)dt, + a. T | T 14... 0T | y (t,)dt, = 
2 o 1 1 iz2 do BJo n-1 2 o 1 1 

f TH T2 

= dt | dt __,...dT | u(t.,)dr (6) 
o n }, n-1 2 o 1 1 

Here we assume, for simplicity's sake, zero initial conditions. 

Let g denotes the generating power series associated with y(t), then (6) can be 

written symbolically 

n-1 . 
n-i 

m n g + iho Lx, 9 + XQ a a;gu...ug =X) X. 

i times 

where gw...wg corresponds, according to the previous theorem, to the nonlinear 
. i 

i times functional y(t). 

This algebraic equation can be solved iteratively, following the recursive scheme 

9=9,+9,+ +--+ Gg, «- 

with 

- (1+ ne n-i,7! n-1 
9: ( 2 Lx ) le) 1 

and 

(1 i n-i "| n 5 5 
g__ = - + L.x X a. g wd w...wg 

n 1=0 Lo 9 j=2 1 Vytvot..-tvi=n V1  Ÿ2 Vi 

To have the closed form expression 0fg;; one only need to compute the shuffle 

product of non-commutative power series of the form 

-1 -1 “I, 3) (1-a x) Xi, (1-a,x,) S190 a po) 5 djol2se..sl) e{0, 1}. 

This results from the following proposition [3].
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Proposition | : Given two formal power series 

a 
-1 -1 -1 -1 -1 

(1-a x, ) x; (1-a,x,) Xp Xy (1-a, x) = gt Xs (Ta x) 
1 2 p p 

and 
qd. rt. -1 L -1 L -1 _ ,q-1 _ -1 

95 (1 b_x,.) x3, b,x) 5 GQ Po) g FA bo) 

where p and q belongs to WN, the subscripts Lirsesod isd yresesdg to {9,1} and a;,b. 

to €; the shuffle product is given by induction on the length by 

_1 -1 gFugi = (ghugt ) “a [1 - (a, + box] 

+ glug x, [1 

[1 - (arb) x17 | ll : -1 -1 
with (1 - ax ) w(1 - px) 

Using this proposition, CH is obtained as a finite sum of expressions of the form 

“Py “Py Pi (1 - aX) x40 - a,x ) X02 XU - a;X,) (7) 

Now, it can be shown [3] that this expression is a symbolic representation of the 

n-dimensional integral 

ti T2 Po Pis Pi 
| |. eee |. Fa pet Carty tg Gputputr)...utr;)dridr.. dr; (8) 

Thus, what has been shown to this point is that for the nonlinear forced differen- 

tial equation (5), it is possible to derive algebraically a functional expansion 

of the solution y(t). (Functionals of this form are known, in control theory, as 

Volterra series). In the next section, we show that integrals of the form (8) can 

be expressed in terms of "elementary functions'' for a specified set of function u(t). 

5. A SYMBOLIC INTEGRATION METHOD. 

Let us consider an analytic function u(t) 

n 
t 

u(t) =} u ar 
n>o
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and define the transform (known as the Laplace-Borel transform) 

ÿ n 
= u_ Xx 

ay mo no 

(This series may be regarded as the generating power series associated with u(t) 

n t T T T 

TL = | dr | D dr | nl. | 2 dr.) 
n! o À do n-1 o o | 

since 

Then, we can state the following result [4] 

Proposction 2 : The integral (8) defines an analytic function, the Laplace-Borel 

transform of which is given by 

1 Fo { 1- “PI [ [g w(1-a.x ) 1]...1) (9) ( “a X,) Xo g, wl a 4X.) X(g,w---Xo[9, wu iXo one 

Thus, it is simply obtained, by replacing each indeterminate Xy in (7) by the 

operator x (9,1. 

Now, assume that Sy is the rational fraction 

(1 = ax )P 

That is, u(t) is an exponential polynomial of the form 

pol 34) 
ut) = C1 G2) SRe* 

j= 

then, the simple identity 

(1-ax ) P = i (424) a (1-ax,)~'x,(1-ax,) 71x). + -x,(1-ax,) 7 
370 Î | 1 

j times 

and the proposition 1 allow to derive a closed for (9) as a rational fraction. The 

corresponding time function, that is the value of the integral (8), results then 

from its decomposition into partial fractions. The same technique applies when 

9, is a general rational fraction, regular at the origin. 

6. EXAMPLE. 

Consider the nonlinear differential equation 

+ ay + ay” = u(t) 

or its integral form
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y(t) + a i 
O 

t 

where we assume a zero initial condition. 

Thus, the generating power series 

g + ax 9 + BX Jwg = X] 

or 

g 

This equation is solved iteratively by a computer 

g * y *1 

-2 8 1 Fo 

+4 82? Xo 

+12 a? y Xo 

-8 BF 2x 

26 8? Xo 

-72 8? , x 

-24 8? | Xo 

-~144 83 1 *o 

+48 8“ 1 xe 

+144 8° y xo 

+4 32 Bg y X0 

+288 8° | Xo 

+864 8“ | Xo 

+1728 8° | Xo 

where, for example, the symbolic notation 

“28 4% 2% 1 *1 0 

stands for 

y(t)drt + 8 | y? (r)dr= 
O 

-B(1 + ax.) |x gug + (1 + aX.) 

X1 

Xo 

Xo 

u(t}dt 

Xy 

X1 

Xo 

XQ 

is simply the solution of 

program. We obtain 

x] 

x! 

x) 

Xo 

Xo 

x} 

x} 

X1 

X] 

X1 

x} 

ZX] 

ZX] 

x} 

X] 

x! 

x} 

X1 

x] 

X]
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~28(1 + ex.) x (1 + 2ax ) x (1 + ax ) x 
O O O 1 de 1 

Now let us, for example, compute the solution y(t) when u(t) is the unit step 

u(t) = 1 t >0 

As the Laplace-Borel transform of the unit step is 1, the neutral element for the 

shuffle product, the Laplace-Borel transform of y(t) is given simply by replacing 

each variable X4 in the generating power series g by the variable x °° 

Then decomposing into partial fractions, we get the original function : 

y(t) = = (1 - e*) 

- =, (1 - 2ate © - 7 cat, 

a 
2 

+ a [2 + (1-2at-20°t “jet - 2(1+2at)e 2€ = eat) Fo. 
a 
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This paper presents an algebraic method for computing the statistics of 

the solution of some stochastic non-linear differential equations by 

mean of the Volterra functional expansion. The symbolic calculus intro- 

duced, based on noncommutative variables and iterated integrals has the 

advantage of allowing easily the use of symbolic computation systems, 

Like REDUCE or MACSYMA, to perform the manipulations. This becomes ne- 

cessary as soon as one tries to get high order terms. 

I. INTRODUCTION 

Volterra or Wiener functional series has been widely used in the study 

of the statistical properties of the output of nonlinear systems with 

a random input. They have been introduced by Wiener in 1942 [10] for 

nonlinear circuits analysis. Since Wiener's early work, many authors 

have dealt with the subject. Among them, the papers by Barrett [2] and 

Bedrosian and Rice [3] are of a particulary importance. But the diffi- 

culties involved in obtaining the terms of the series and in performing 

the required integrations reduce the interest of the method. 

Recently, a new approach of causal functionals was proposed, using non- 

commutative variables and iterated integrals [4]. In this approach, the 

input/output behaviour of a nonlinear system is represented in termes of a 

formal power series, called the generating power series. There is, in 

fact, a strong relationship between Volterra series and noncommutative 

generating power series. The present paper shows how to use this series
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to determine the statistics of the output of some nonlinear systems 

driven by a white Gaussian noise. It is a sequel to an earlier paper 

[7] where we described an algebraic algorithm for computing the respon- 

se of a nonlinear system to deterministic inputs. The symbolic calculus 

introduced has the advantage of allowing easily the use of symbolic 

computation systems, like REDUCE or MACSYMA, to perform the manipula- 

tions. This becomes necessary as soon as one tries to get high order 

terms. 

II. VOLTERRA SERIES 

Let us consider a system described by the Volterra series [8],[9] 

n T2 

y(t) = hg (t)+| hy (yt Ju(ryaryteea| | | h (tstisseest )ult,) 

oO 0 o Oo 

..u(r )dty...dti +... (1) 

where y(t) is the system output and u(t) is the system input. The ker- 

nels h; are assumed to be analytic. Their Taylor expansion may be 

written 

(i yl . ee 1 ) 

0° 1? °°n 
he (tstisseeety) = ) so he 

Lorlpoceeol 2 

i ' i, i L 
_ a n- _ o (t tT) (Te Tn-1) se (tot) Ty 

x 

i1!...i1,!...1_! 
n I 9) 

with respect to the new variables Toto Tyoeeert-ta 

Each n-dimensional integral 

t T T2 (t- ne _ tne] 
| | n | t Th) Th The) +. (tot) T} 

1 _!1 f...i_! 
n 

u(t;)...u(t )Jdt,...dt, 
n- 1 o 

0 0 ie] 

can be shown to be equal to the iterated integral 

X x x X «ee X Luce X X eee 

1 “o o ‘| 1 “o Xo 
mi nr” ed Se ee 

n n- 1 Lo 

where the lettre x, denotes the integration with respect to time and 

the letter x; the integration with respect to time after multiplying 

by the input u. This is a generalization of the well known formula
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t C T T T 
(t-1)" n 2 l 

| — u(t)dt = | dr, cee | dt, u(t )dr, 

fe) o) fe) o fe) 

This allow to write (1) symbolically in the form 

_ roti ln ian do 

g n o lo lo 
n>0 Loolyo-.s1,20 

g is called the noncommutative generating power sertes associated with 

the system. This power series can, as we shall see in a next section, 

be derived directly from the nonlinear differential equations governing 

the dynamic of a system. 

Of course this is a noncommutative series because 

T t 
Ta I | 

| dt, | u(t,)dt, # | u(tj)dt, | dt, 

0 Oo 0 0 

that is XX] £ XX: 

III. NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES 

Let X = {x,,x,;} be a finite alphabet and X* the monoid generated by X. 

An element of X* is a word, i.e. a sequence xj ...Xj, Of letters of the 
V 

alphabet. The product of two words Xie % Jo and Xe Xk 2S the conca- 

tenation ab eos he Sa The neutral element is called the empty 

word and denoted by 1. A formal power series with real or complex coef- 

ficients is written as a formal sum 

g = } ,(grw)w » (g,w) € R or €. 
wEX 

Let g; and Jo be two formal power series, the following operations are 

defined 

Addition J + 94 = ) x (9) >) + CRIE 

WEX - 

Cauchy product 9, + I ) . ) (B10) (Bom) |e 
we x LEP 

Shuffle product 9, © Go * } (gjrw1)(gow))w uw, 

W»W)EX 
x
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The shuffle product of two words consists of mixing the letters of the 

two words keeping the order of each one. For example 

[D »*
 

a 

ge) n | 

x X,X XX +X X,X,X + X XX XxX, + X 
o*1% l l o o 1 l'o o lio 1 

[en mme CR | t ) 

2 2 
2x XX + XOX 1 GX] + Xp Xo% 1X + X1X0X] 

Let us now consider two generating power series 9 and J» associated 

respectively with the output systems y,{t,u(t) } and yo{t,u(t)}. It can 

be shown [4] that the generating power series associated with the pro- 

duct 

y,{t,u(e)} xy, ft,u(e)} 

is the shuffle product of the generating power series g, and Jos 

IV. DERIVATION OF GENERATING POWER SERIES 

In this section, we describe an algorithm for finding algebraically the 

generating power series associated with the solution of a nonlinear 

forced differential equation. The equation we are going to consider is 

m : 

Ly(t) + J a,y (t) = u(t) 
i=2 

n i 
d 

L = ) L, TT , (2 = 1) 

i=0 ? dt” " 

or, in its integral form 

t € T 
2 

y(t) + ny y(t,)dt, + a2 | dt. | y(t drt, 

fe) fe) 
t T T 

n 2 
+ + À o | dt | dt -[°° dt, | y(t,)dt, 

oO oO 0 

m C Tn Ta ; 
+ D a; | dt, | dt yee edt, | y (rj )dt, = 

1=2 
fe) Oo O 

tC Th i) 
= | dr, | dt dt, | u(t,)dt, (2) 

fe) fe) Oo 

Here we assume, for simplicity's sake, zero initial conditions.
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Let g denotes the generating power series associated with y(t), then 

(2) can be written symbolically 

nol n-i n © n-| 
g + Lo Lx g + xX) À a;gu...uwg = X, xX) 

i times 

where gw...wg corresponds, according to the previous theorem, to the 

i times 

nonlinear functional y*(t). 

This algebraic equation can be solved iteratively, following the 

recursive scheme 

with 

nol ai n-1 

9, 7 (1 + À BX 0 l 
1=0 

and 

n-1 nmi - | a m 
In * -(1 + de LX, |] x) } a ) g, 9, Wg.) 

To have the closed form expression of g;, one only need to compute the 

shuffle product of noncommutative power series of the form 

-] - 1 =I 
(1-a,x,] x; (i-a,x,) mS (1-2 x.) : iprigesss rd, € {0,1}. 

P 

This results from the following proposition [6] 

Proposition 1 : Given two formal power series 

=| -| =] -1 
P . (1 _ = gp! 9} (1 ax) x; (1 ax) oa! ax.) Jy «(1 a x.) 

and 

gi = (1-» x yx, (1-b x \ x. > (1-» x i" = gil, (1-b x | 
2 0 0 Jy l'o jo jg q ©. 2 i, qo 

where p and q belongs to N, the subscripts Lpssesotisdporeeody to {0,1} 

and a; D. to € ; the shuffle produtt is given by induction on the length 

by 
-] 

Paul = (ap 71) - 919) (chugs js L' (a, + x, |
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Using this proposition, g; is obtained as a finite sum of expressions 

of the form : 

| -| -| 
(1-a,x,]  (r-ax,) Gers (rar) ; Liseeesd E10, 1} (3) 

Example 1 : 

The technique presented above is now used to compute the generating 

power series associated with the nonlinear differential equation 

y(t) + kiy(t) + ky CE) = u(t) (4) 

Its integral form is 

t t t 

y(t) + k | y(t)dt + k, | y(t) dt = | u(t)drt 

fe) e) o 

where we assume a zero initial condition. 

Thus, the generating power series g is simply the solution of 

+ + g k,x 9 k,x gug = x) 

This equation is solved iteratively by a computer program (table 1). 

1 4 
-24 * aS ak =~ ar 

tata 1° a 2 Th No 
” stats mak ak Ta TK Vo 
Ti k Pak V3 Var” 3k ar No table | 

where the symbolic notation 

“iy “iy ae “iy 5 ips...,i € {0,1} 

ate à] ane! re



ye -] -] -| 
stands for (ia x | X. (ire x ) Xx. (is x } x. (ire x } 

| o © 1} lo Lo n—l o ly no 

Remark : The expansion, in table 1, is equivalent to the Volterra series 

expansion of the solution up to order 5. The algebraic closed form ex- 

pression of triangular Volterra kernels can be easily deduced from it 

(6], since the expression (3) is the symbolic representation of the n- 

dimensional integral 

t T r 
n 2 a (tt ) a, (TT 1) a (tot) at 

eee e e 12k e u. (t,) 

0 0 

-u, (Tuy (t )dtr,...dt, 
2 l 

where 

{ij,---,i } € {0,1}, u(t) = | and u(t) = u(t), 

which we shall denote later by 

-| - | -lot 

(1 - ax } X. (1 - a,x X. ...X. (1 - ax | | 
ro © 1 lo 1 1 no 

| 2 n o 

V. A SYMBOLIC CALCULUS FOR THE OUTPUT STATISTICS 

In the previous section, we used noncommutative generating power series 

to derive, by simple algebraic manipulations, a functional expansion 

(i.e. the Volterra series) of the solution of some nonlinear differen- 

tial equations. In the following the derived series is used to obtain 

closed form expressions for the moments and correlattons of the output 

of a Volterra system driven by Gaussian white noise. 

Output moments 

Let us consider a zero-mean Gaussian process u(t) with correlation 

function 

Elu(t)u(r)] = 076 (t=) 

where 6 is the Dirac delta function (a process of this kind is usually 

called a white Gaussian noise) [1]. The first-order moment of the out- 

put Fly(t)] is then obtained by a simple rule on each term (3) of the 

functional expansion of y(t). This rule results [5] from the classical 

rules of stochastic differential calculus and is given by induction on 

the length by
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n 2 a (t-t_) a, (T -T ) a T 
n ln n-| n 

El | | | e u, (tide u, (tT 1) ---u, (tye dt,)...dt ! 
l 2 n 

00 O 

ie 
a (t-T_) na,(t_-T ) | a T 

fe) n l* n n-l n | 
= | e dt E| | e us (tT 1) .u (te dt, an | 

2 n 
0 fe) 

1f Ly = 0 

C T 
2 a (t-T_) n a,(T_-T ) a T 

g fe) n 2° n n-2 n 1 
(S)| e dt | e Mi, a2? ay Te dt, to) 

O oO 

O otherwise 

In fact, the moment of the output function y(t) can be obtained directly 

from its associated generating power series by the following algebraic 

rule whichis a symbolic representation of the previous one : 

-| - | =] 

<( - ax ) x. (1 - a,x \ Xe «0 .Xe (1 - ax } > (5) : 
0 0 1 lo 1 1 no 

l ‘ 2 n 

al | - | -] | 

= (1-a,x,) x <(i-aix.) ei cet; (i-aux,) > if 1, = 0 

2 —] - | = | 

(3-)(1-2,x,) x <(1-2,x,) si cr (nage) > if 1; = La = | 

O otherwise 

This results in a rational fraction in the only variable x . Its decom- 

position into partial fractions and the following lemma give its cor- 

responding expression in time. 

Lemma : The rational fraction 

(1 - ax)" 

corresponds to the exponential polynomial 

Pr j ait) at 

p-l j: J° jo \PU" 

In order to illustrate the use of this rule, consider again the non- 

linear differential equation (4). For the first-order moment of y(t) 

we have then



= 2 sg? -2(5—)k2 79 Xo 

o2,2,3 
-24(5-) ko k X0 Xo Xq Xo XQ 

g2,2,3 
-144(5-) k 4 k Xo, Xg Xo Xo Xq 

By decomposing into partial fractions, we get the corresponding time 

function 

o*\ 1 it 3 1 “2k ye 
Fly(t)] = (5) (eo - PA ~ zkit e } 

aa 
2 -k.t -2k.t -3k.t a” \ iv _ f3 _ 1 Iv 

+ (Se) 2 (kit) (2 tk t Je + 77° TT 
k° = 

2\ 2 -k,¢t -2k,t ~3k,t -4k,t - o if ! l l I L l l 
+ 144(S-) ap 4% te 6° * 38° 35, 

1 
+ . 

High order moments Ely"(t)] result in the same way from the series 

n times 

Output autocorrelation 

In this section, we are interested in computing the output autocorrela- 

tion function defined by 

R ÿ(tirt2) = Ely(t,)y(t,)] 

where y(t) is the functional expansion derived previously. As y(t) is a 

sum of expressions of the form (3), we only need to compute the partial 

autocorrelation functions 

ti T2 2 (it) ant 

El(| | e . u. (tee Us (tie dty-.-dt, ) 

2,2 boat a) | boty 
wee , Te woe 6 (| | e ui, (Ta) “(ne dt, ar.) (6) 

Let us assume to > ty; then the second integral may be decomposed as 

follows



and this leads for the expression (6) to 
_ | 

| 2 a_(t,-T_) a T 

E| (| ….| e 9 l P u. CT eee Us (tT Je P la jar.) 

where we used statistical independance between integrals over [O,t,] 

and [t,,t,]. 

Now recalling that the product of two iterated integrals over the same 

interval corresponds to the shuffle product of their generating power 

series, we derive the following symbolic rule
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Example 2 : Let us consider the linear stochastic differential equation 

vy = - av + u(t) , v(0) = c 

where u(t) is a white Gaussian process and c is assumed independent of 

u(t). The generating power series associated with v(t) is given by 

- | ~ | 

<g> = (1 + ax, | x | + e(1 + ax.) 

In accordance with (5) and (7), v(t) has mean value 

a | 

<g> = E(e)(1 + ax, | 

that is Ets) = Fic)e °° 

and covariance



(ex) (rex) eo) + ce(s) ]/'[(se0x,) Te 
2 -2at -a(t.-t.,) -a(t,+t,) 

that is El v(t,)v(t,)} = T{1-e l e 2 + F(c*)e 
l 2 26 

32 
If we begin with an N(o,$>)-distributed c then v(t) is a stationary 

Gaussian process (sometimes called a colored noise) such that 

32 -alt,-t,|l 
E( vt) ) = 0 and Eve pvte,)) = 758 

Remark : The techniques presented in this paper still apply for a ra- 

tionally correlated noise input ; for example considering example | in 

conjonction with example 2 allows to deal with the nonlinear system 

y(t) + kyy(t) + koy?(t) = v(t) 

where v(t) is a Gaussian colored noise. The following equivalent non- 

linear system with a white Gaussian noise input u(t) is then conside- 

red 

v= — y + u(t) 

y = -ky- kay + v(t).
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Application of a new functional expansion to the cubic anharmonic oscillator 
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A new representation of causal functionals is introduced which makes use of noncommutative 
generating power series and iterated integrals. This technique allows the solutions of nonlinear 
differential equations with forcing terms to be obtained in a simple and natural way. It 
generalizes some properties of Fourier and Laplace transforms to nonlinear systems and leads to 

effective computations of various perturbative expansions. Illustrations by means of the cubic 
anharmonic oscillator are given in both the deterministic and the stochastic cases. 

PACS numbers: 02.30. — k 

INTRODUCTION 

Recently a new approach to causal functionals was pro- 
posed using noncommutative variables and iterated inte- 
grals.' This algebraic viewpoint enables us to obtain in 
closed form solutions of nonlinear differential equations 

with forcing terms. This can be done in a very simple and 

natural way using the vector fields connected with the equa- 

tion. The rules for manipulating noncommutative variables, 
where the product is replaced by the shuffle, generalize 

Heaviside symbolic calculus to the nonlinear domain, 1.e., 

noncommutative variables allow us to extend some proper- 

ties of Laplace and Fourier transforms to nonlinear systems. 
The aim of this paper is to illustrate this theory, which 

has appeared in engineering, by some physical examples. 

After some necessary recapitulation, we compare the funda- 

mental formula giving the solution of a nonlinear differential 

equation with some recent attempts due to Uzes,” Jouvet and 
Phythian,? and Langouche et a/.* Morton and Corrsin” used 
Fourier transforms for giving the solution of the cubic an- 

harmonic oscillator, commonly known as the Duffing equa- 
tion. Their computations, which had only an heuristic value, 

are completely justified with our noncommutative variables. 
The last section is devoted to the study of statistical 

properties of the output of the cubic anharmonic oscillator 

driven by a Gaussian white noise. Noncommutative varia- 
bles give a systematic understanding of the derivation of the 
first perturbative terms of the moments and lead to an easy 

implementation on computers.° 

1. NONCOMMUTATIVE GENERATING POWER SERIES 

A. Free monoid and noncommutative formal power 
series 

Let X * be the free monoid ’ generated by a finite set 
X = {Xo ....X, } called the alphabet. Every element of X * isa 
word and consists of a finite sequence x, ---x,, of letters of the 

alphabet. The product of two words x, x, and x, +X, is 

the concatenation x, x, x, x, This operation is non- 
commutative. The neutral element is called the empty word 

and written with 1. 

Let R(X ) and R((X )) be the R-algebras of formal 

polynomials and power series (ps) with real coefficients and 

noncommutative variables x,eX. An element 5ER{(X )) is 

written as a formal sum 
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s= \{(s, wwlwex*}, where (s, wjeR. 

Addition and (Cauchy) multiplication are defined by° 

Si +5, = XI [(s,, w) + (52, w)]wi|wex *}, 

m3 
B. Iterated integrals and analytic causal functionals 

Let &, &1, «+» &,: [0, T]->R be nr + 1 continuous func- 

tions with bounded variations. We define the iterated inte- 

gral® S6 dé, dé, (0<t<T) by induction on the length 

{ dé, =£(t)—£(0) =0,1,.., 2) 

[ | dé, dé, = [ ds, tr dé, dé, 

where the last integral is a Stieltjes integral. 
To the inputs u,, ..., u,,: [0, T]—R, which are assumed 

to be piecewise continuous, one associates the iterated 

integral 

[ dé, dé, where &,(7)=7, é,(r) = [lode 
0 0 

(i = 1,...,7). 

DT w,) jolwex |. 
WW, = W 

Now consider a noncommutative ps géR((X )). It de- 
fines a causal, or nonanticipative, functional !° of the inputs 
u, if we replace the word x, --x, by the corresponding iterat- 
ed integral fé dé, --dé, . Thus, the numerical value" is 

Wey yy oes ty) =(@ NET Ÿ (gx,-x,) 
VDO jp. J, = 9 

x [ “dé, dé. (1) 
Such a causal functional is said to be analytic with the gener- 

ating ps Q. 

C. Fundamental formula 

Consider the following differential system, which is as- 

sumed to be of first order without loss of generality, | 

alt= dg/dt) = Agia) + Ÿ wile Ala), 9 
(t) =h(g). 
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The state g belongs to a real analytic manifold Q (the initial 
state g(0) is given]; the vector fields Ao, A,, .... 4, and the 
function À: Q—R are analytic. The inputs (or controls) w,, ..., 

u,: [0, T]—>R are often forces. 
Take some local coordinates chart, where g = (q’, ..., 

g") and 
N d 

A, = ¥ O*(q',...,q¢") —- 
! 2 A 7) dq 

(the 9 are analytic functions of g', ..., g”). Recall then that 
the first line of (2) is equivalent to 

f(t)=Ok + ¥ ultot (k=1,..,N). 
iz] 

One can prove that the output y of (2) is an analytic 

causal functional of u,, ..., u, defined by the generating ps'? 

G=hlant > > 4-4, lao" % (3) 
V>O jp. jy 2 0 

[the notation |, means the value at g(0)]. 

The formula (3) and its proof generalize Grobner’s 

work!° on Lie series and free differential equations of the 

form g(t) = 4 (q). 
Uzes? tried also to extend Grôbner’s theory to get the 

solution of forced nonlinear differential equations, using Ga- 

teaux-Fréchet’s functional derivatives.'* The latest expan- 
sions are really useful if the time ¢ is fixed once and for all. In 
the dynamic case, where time varies, they lead to a more 

complex formulation than (3). On the other hand, Jouvet and 

Phythian’ and Langouche, Roekaerts, and Tirapegui* used a 
formalized operator which does not give the generating 

functional in a simple form. These comparisons, and others 

we can make with engineering attempts, '*'’ lead us to think 
that for causal functionals the natural expansion is done with 
noncommutative generating power series. 

D. Volterra series 

Volterra series are until now the functional expansions 

most commonly used.**'!*-'’ With only one input, one 
obtains 

t 

WE; 2) = wolt) + i w(t, 7)u, (7 dT, 
0 

+ [ [ W(t, T2, T 1) (72) (7 ,)d7 27, 

tt [Pom [ty tyne ital bowled 
0 40 0 

Xdr, AT, + “eee (4) 

Kernels here are in a triangular form; hence t>7, >->7,>0. 

One can also use the symmetric form 
t 

Wt; uy) = wo(t) +| wi (t, Tu, (7 )a7, + ++ 
0 

t t 

+ [ ees [ w(t, Too os Tuulr.heu.(ri) 
0 0 

Xdr,--dr, + see, 

where the w; are symmetric functions of the variables r,, ..., 
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T1. In each case the kernels are uniquely defined up to a set of 
measure zero. | 

In these expansions, the linear, quadratic, cubic, etc..... 
contributions are separated. 

There is, in fact, a strong relationship between Volterra 
series and noncommutative generating ps. One can show 
that a Volterra series defines an analytic causal functional if, 

and only if, for alls>0, the kernel w,(t, 7,, ...,7,) is an analyt- 
ic function off, T,, ..-) Ti. 

Consider the differential system 

fat) = A9(g) + u(f )4:(g) 
y(t) = h(q) 

of the form (2), with only a single input. From (3), we can get 

the output y as a Volterra series (4), where the kernels are 
given by’? 

t” 

v>0 Vv! 

er" 
w,(t, Ti) = > AQAA Gh | qo) 

Ynv¥, 20 ! 0! 

= eT44 ie" — Tildop | (0) 

W(t, T2, Ti) 

ra) re = nr v, Vv v = D ASAASAAËR lao 
VipVV3>0 Valvlvo! 

— pT140 (Ts — T Ag (f— T3)Ay 
=e Ae Ae 40h | os 

Vs ¥, 

V, (£ ™ Ts) Ti 

W(t, Ty) Ti) = D À Ai 4 gf ao 
Vin VDO Y, Les! 

—=€""4 4 4 er ~ "40 | 40) . 

il. ANONCOMMUTATIVE SYMBOLIC CALCULUS 

A. Presentation 

The generating ps representing the solution of a forced 

differential system can be obtained by a noncommutative 
symbolic calculus which generalizes Heaviside symbolic, or 

operational, calculus. Rather than a general formulation,’ 

we apply the method to the cubic anharmonic oscillator, i.e., 
the Duffing equation 

We) + apt) + y(t) + By (t) = ufr). (5) 
To account for the cubic term, we introduce a new oper- 

ation on generating ps: we define the shuffle product by in- 
duction on the length of words 

li = 1, 

VxeX, xml = lum = x, 

Vx,x'eX, Vu,w'eX*, 

(xw}u(x'w") = x{wam(x'w')] + x’ [(xw)orw’]. (6) 

So the shuffle product of two words is a homogeneous 

polynomial, the degree of which is the sum of the length of 
the words. For example 

XoX UWL 1% 0 = 2X0X 1 X0 + XoX Xo + XX oX Xo + 2X1XÈX 1. 

The shuffle product of two generating ps g,, g.ER((X )) is 
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given by 

g Wig, = > (91, W,)(G2, W2)w Mw, |w,, w,eX *}. 

Consider now the product of two iterated integrals 

( [ ae, nds, ( [ dfs, ds.) 
An integration by parts gives 

as,to( (48, .~a8,)( [afs, 48s) 
tel faa bn) 
This last formula is similar to the definition (6) of the shuffle 
product." We then have the following important result. 

Theorem”: The product of two analytic causal func- 
tionals is a functional of the same kind, the generating power 

series of which is the shuffle product of the two generating 

power series. 

Consider again (5) in the following integral form: 

y(t) + af p{r)dr + [ ar ylo)do + B { ar y’(o)da 

= [ ar 'uioido + at + b, (7) 

where a = y(0) + ay(0) and b = y(0). 

The previous theorem and the relationship between it- 

erated integrals and noncommutative indeterminates allow 
us to write (7) in the following form: 

G + 2X9 + x99 + Axogitigtig = xox, +ax,+5. (8) 
The algebraic equation can be solved iteratively with the 
fixed point theorem, according to the scheme 

Qi + @xog, + x59; + Axo, WG, LG, = xox, + ax, + b. 

Noncommutative variables extend some properties of 
Laplace-Fourier transforms to the nonlinear domain. In- 

deed, with the linear differential equation 

Yry=u,(t} 

we associate for y(0) = y(0) = 0, by the method described 
above, the generating ps | 

9 +x59 = xx 1 

g = (1 +x5) xx 

which is analogous to the classical transfer function 
1/(p° + 1). 

B. An example of functional expansion 

Consider again Eq. (5), seeking for small £ a perturba- 

tive expansion of the form 

Wt) =yolt) + Ay lt) +Bylt) + 

In a quoted paper, Morton and Corrsin,” to this end, used the 
Fourier transform. This is heuristic because there is no sim- 

ple relationship between the transform of a product and a 

product of transforms. After briefly reviewing their work, 

we show that our noncommutative symbolic calculus justi- 

fies it rigorously. 
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Making use of harmonic analysis, the authors write y 
and u, in the form - 

+T 
yt) = Ÿ Y (we with Y(a) = = i y(t je “dt, 

(A) —T 

+T 
u(t}= > Ui {ole with U,(o) = =| u,(wje ~ “dt, 

o —T 

where [— 7, + T] can be very large. Equation (5) becomes 

(1 —@? + iaw)¥ (o) + BEST Y (© — ©')Y(w' —w")Y(w") 

= U,(w) 
or 

(lL—w*+iaw)¥(o)+B  Y 
+ +0, =H 

Y(@,)¥ (@,)¥ (a5) 

= U,(o). 

Terms of the perturbative expansion 

Y (a) = Y,(@) + BY,(o) + B*Y,(o) + + 

are then | 

Y,(a) = (1 — ©? + jaw) 'U,(o) = 

Y(o)=S(o) > 
OPO, + a, = Ww 

Y,{o)=3S(0)  Y 
QO, +O,+ =H 

These expressions become more and more complicated. The 

use of Feynman type diagrams in which 

—S(o)U,(o), 
Y(@1) Yo(@2) Yo(a), 

Polo) Polo) Y (a). 

a straight line (—} represents S (a), 

a dot (.) represents £, 
a dashed line (---) represents Y,(w), 

allows us to simplify the manipulations. We deduce the fol- 

lowing representations: 

Yo *€-- 
» 

D Fae 

YO oe 3 RTS 

The one-to-one correspondance between Y, and these dia- 

grams obeys the following rules: 
Four elements are joined at each vertex, at least one of 

which is a straight line. 

There is a factor of 3 associated with every vertex hav- 

ing one or two dashed lines entering it. 

. 8 © © e@ @ @ ee» @® © ©» @ © #® &® @ © © © #@ @ @ @# + + @ + @ 6 

So to draw Y, one must take k straight lines and k 
vertices, combining them in all possible ways consistent with 

_ the above rules and adding the necessary (2k + 1)¥)'s 

(dashed lines). 

Let us write the solution g of (8) in the perturbative form 

9 = do + Ag, + 8° ++ 
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Hence, 

do = (1 + axo + x5) 7 (xox + 2x5 + b) 

= — S(xo){xox1 + ax + 5), 

gi = S (Xo)ollldolitdo, 
G2 = 3S (Xo)dolligolllg,, 

which represent them as Y,, Y,, Y, by 

Jo TT 
La 

# 

a ——<-- 
\ 
a ‘ 

# 
Pete ep «= 

+ Lu | €: 

The connection between three branches corresponds to the 
shuffle of three series.?! 

ill. SYSTEMS DRIVEN BY WHITE GAUSSIAN NOISES 

A. Generalities 

A classical problem of convergence of functional ex- 

pansions arises when the inputs are white Gaussian noises. 

This happens with generating ps as well as with the other 

techniques. 

As we will see in the following, it is, however, instruc- 

tive to use noncommutative variables. To this end, we must 
first give a meaning to stochastic iterated integrals 

Sodé, dé, , where the é ;(t) = ,(t) are Wiener processes, or 

Brownian motions which, for simplicity’s sake, are supposed 
to be mutually independent and standard, i.e., (b,(t)) = 0, 

(b3(t)) = |t |. To keep the rules of ordinary calculus and tak- 
ing account of approximation properties,” we use Stratono- 
vich integrals.” If £,(¢) = t, €(t) = 6,(t), we set 

[ dé, dé, = { nf dé. ~dé,, 

_ where for j, 40, this last integral is a Strotonovich integral. 

It is also necessary to compute the average 

(Sodé;, «dé, ) of iterated integrals. The following proposi- 

tion can be compared with Wick’s theorem. 

Proposition: The moment (dé; dé. ) of the iterated 

integral dé, --d&, is given by induction on the length by 

(far, -a6, 
/ [a [ dé, 6) y, =0, 

~ {= (C3 if j, =j,_, #0, 

10 otherwise. 
Proof: The iterated integral 

satisfies the Stratonovich stochastic differential equation 

dB B A . =. . © . 
Jw---do Jv— 1r--do dé. 

(For, = 0, i.e., dé. = dt, the result is trivial). This Straton- 

ovich stochastic differential is related to that of Itô by 
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dB, = = B; = pen db, + dB, Jy 0-0 dé ys 

where the symbol . denotes the differential in the It’s sense. 

Hence, 

dB, = Bi. = pedo” dé, 

+ 1[B Jy 200 dé. 1 + 4B, 2e dé, ' ]-46;.. 

From the definition of the Itô stochastic differentials, we 

have 

(By ada dé, ) = (0). 

Finally, the classical rules of stochastic calculus, 

db.db=dt, 

db.dt=0, 

at.dt=0, 

lead to 

(dB, 
Jr do ) 

at _ fe... 
0 otherwise. 

if jy =j,_ I #0, 

B. Statistics of the solutions of stochastic differential 

equations 

Consider again the system (2); here in Stratonovich sto- 
chastic form 

dq = Agq\dt + Ÿ A,(q\db,, 
is] 

(t) =A (g). 
5,,b2,....5, are standard Wiener processes, which are mutu- 

| ally independent [the initial state q(0) is given]. Applying the 
previous rules to the fundamental formula, we get’ 

GED = hea + ZE (do+ > À 47) hg 

=[ere(4o++ $ ÿ A ls PPT 
iz | 

Example: The following system is described by 

dq = (2 + Ÿ Bab, gt, 
i=l 

(t) =Ag(t). 
The state q belongs to R”; B, (j = 0, …, n) and A are, respec- 
tively, square matrices and row vectors of order N (systems 
of this form are known, in control theory, as regular or bilin- 
ear systems). We have 

e)=a(1+ x. > BB, [ dé, --d 6, jo. 

hence 

(y(t})) =A [exp (Bo += + — D B loi (9) 
i=] 

In this particular case, we see that we have convergence and 
the formula (9) is then rigorous.”° 

Figure 1 gives the time expansion up to orders 8 and 12 
of the moment (g{r }} where 

G@+qt+q+0, 24’ =d(t), 
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<q(t)> 

rt 

Solution by Monte-Carlo method 

Time expansion up to order 8 

Time expansion up to order 12 

FIG. 1. First moment of the solution of the equation 4 + 4 + g + 0.29 = b(t) with a? = 5, g[0) = 3, 40) = 0. 

with g[0) = 3, g(0) = 0.2” The symbol b is the formal deriva- 
tive of a Wiener process b, i.e., b is a Gaussian white noise. 

Here (b{r}) =0, (6 7(t)) = Slt]. 
In the following we study perturbative expansions from 

which we can expect better results. 

C. Perturbative expansions with respect to nonlinearity 

Consider the nonlinear differential equation 

Ly +AP(y)=5(t) (y(0), x0), ..., are given), 
where L is a differential operator with constant coefficients, 

P a polynomial, and B a small parameter. Here we seek a 

perturbative expansion for the solution y(t), 

W(t) = volt) + Byilt) +B °yalt) +. (10) 
Techniques using noncommutative variables, shown in the 
Appendix, give the ps g; corresponding to the y;: 

9 = do + 891 + B°g2 +. 
g is the generating ps associated to y. From a result analo- 
gous to the previous proposition, it is possible to derive the 
first terms of the perturbative expansion of (y{r)} and more 

generally of (y"(t)). 
Application: We refer again to the anharmonic 

oscillator 

ÿ+aÿ+y+8y =dit), 
for which we compare our results with those of Morton and 

Corrsin® (Fig. 2). The generating ps associated with the solu- 
tion y verifies the algebraic equation | 

= —B(1+ax,+x5) ‘amuse 

+ (1 + ax + x5) 7 (Xx, + 2x0 + 5). 

Setting 

(1 + axy + x3) = (1 — a,Xo)(1 — 4x0) 
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and 

(1 + ax, +22)~ "ax + 5) 

= A,(1 — a,x9)~' + A,(1 — a2x9)7', 

we obtain”® 

l | 

CE
S 

©
 

do = 

| —
 

©
 

w
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3 x x x Y 

1 0 1 0 

0 | 2 3 2 

À Xx x Y x Y 

l 0 3 2 2 ] 1 

0 l l l 0 

12 Xx X Xx x Y Y 

| 0 3 2 1 1 1 

0 l l 2 1 0 

6 x x À Y x Y 

| 0 2 l l 0 0 

Q l 1 2 I 2 1 

x Xx x À Y Y 

l 0 2 l 0 0 0 

Q ] | 2 2 2 1 

For the first moment, we have then 

1 i 
(=| 1 0 

0 oO 
i i 

o of, 
ql 0 

Tx ¥ 
@=} 1 0 3 

0 ! 
NS AS | 

1 0 2|. 
0 1 L 

3 X x | 
1 0 1 
0 1 2 

TX + 
i 0 
0 1 3 

nf) X x xX xX +X 

1 0 3 2 1 1 
0 0 2 0 

DZ x x x x YX 

0 2 ! 0 0 
0 1 1 2 

Figure 2 gives the perturbative expansion up to order 2 

of steady-state moment (y’). 

IV. CONCLUSION 

The functional methods proposed here are mathemat- 

ically rigorously correct in the deterministic case, where 
they clarify various former attempts. In the stochastic case, 
their algebraic nature simplifies the computations of pertur- 
bative expansions. 
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APPENDIX 

Consider the differential equation 

Ly + BP(y) + b(t) 

with 

P(x) = D px. 
j=l 

As previously (Sec. ITA), the generating ps associated with y 
is given by 

D Lx6— de + x5 By pg 
i=0 j=l 

l n— 1 | 

=x0 Xi+ Y 6x 
i=0 

or 

n \-1 m | 
g= — (> 1x7) xoB > pa 

j=l 

+ | $ 1x7) - (xs LTD) sx) 
i=0 

where 6,(/ = 0,...,n — 1) are constants depending on the ini- 
tial conditions. | 

The expansion (10) is “equivalent” to that of g in powers 
of B: | 

8 = do + Ag, + B°g2 + + 
with 

Solution by Fokker-Planck equation 

---.. Perturbative expansion up to order 2 
(by formal p.s.) ‘ 

.14: _—.—. Perturbative expansion up to order 1 
(by formal p.s.) 

—:— Perturbative expansion up to order 2 

(Morton and Corrsin) 

.08 ‘| 

.96 | 

.04 7 ay 

02 L 

FIG. 2. Second steady-state moment of the solution of the equation 
ÿ+4+g+8q =br) (bt}) =e IL]. 
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n \ — n — | . 

a= (> Lx5~' ( xo xy + 2 5.x] 

and 

w= (Zee) i=0 
my 2, 

j=l 

ky +e kak 

PrP, 

X Px, Gx, WIG, eg, . 

To have the rational expression of g,, we need to com- 

pute the shuffle product of powers series of the form 

(1 —dgXxo)~ "x; Al — X0) ( — a Xo) (Al) 

Proposition”: Given two formal ps 

ST = (1 = dgxo)~ "x, (1 — a,x0)7 Xi, X; (1 — @,Xo) 
= Si 'x, (1 —a,X9)~' 

and 

= (1 — bXo) ‘x; (1 — b,xo) X), x, (1 — b, Xo) ' 

= ST x; (1 — b,X9)~', 

where p and q belong to N, the subscripts /,,...,/,. ji. to 
{0, 1}, and a,, b; to C; the shuffle product is given by induc- 
tion on the length by 

Sms = (Sms 5 x, [1 — (a, +b,}xo] 7 

+ (557 ‘mS 3x, [1 — (a, +b,}x0]7 
with 

(1—axo)""in(l — bx)! = [1 — (a +b xy] 7". 

This shows that g,(i>0) is a finite sum of expressions of 
the form (11). To derive perturbative expansion of the first 
moment, 

(g) = (do) +8 (a1) +B (G2) + 
we should compute 

((1 — dgXq)~ %;, (1 — Xp) Xi, x; (1 — 4,X0) ‘}. 

This is given (see the proposition of Sec. IITA) by induction 
on the length by 

((1 — ag%q)~ Xi, (1 — a4X9)~'%;, Xi (1 — a,Xo)') 

(1 = gx) !xq((1 — ayo) xx, (1 —a,Xq)7') if i, =0, 
= (1 — oo)” Xo((1 — ao) XX; (1 — a,Xo) |) if ij=i,=1, 

0) otherwise. 

g; is then a rational fraction in the only variable xp. Its de- 

composition into partial fractions and the following lemma 
give its corresponding expression in time. 

Lemma: The rational fraction (1 — ax,) ~? corresponds 
to the exponential polynomial 

( — | C J] } a) 
> on et! 

j=0 W—1/ A 
This results easily from 

(1 — ax)? =(1 + ax) 7 ‘ml — axe)". 
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AUTOMATIQUE THEORIQUE. — Séries de Volterra et formalisme hamiltonien. 

Note de Michel Fliess et Francoise Lamnabhi-Lagarrigue, présentée par Jacques-Louis 

Lions. 

Reçue le 18 juin 1984, acceptée le 24 juillet 1984. 

On montre que le développement en série de Volterra de la solution d’un système différentiel forcé s’exprime 
de façon naturelle a l’aide de l’hamiltonien de ce système. 

AUTOMATION (THEORETICAL). — Volterra Series and Hamiltonian Formalism. 

It is shown that the Volterra series expansion of the solution of a differential equation with forcing terms can 
be most naturally expressed by using the Hamiltonian of the system. 

1. INTRODUCTION. — Les séries de Volterra sont l’un des outils les plus employés par 

les ingénieurs pour traiter du non-linéaire (cf. Rugh [8], Boyd, Chua et Desoer [1]). 

Quoique Volterra [11] les ait introduites en liaison avec le calcul des variations, on s’est 

assez peu soucié, dans les travaux actuels, de leurs liens éventuels avec la commande 

optimale. Pour celle-ci, le formalisme hamiltonien, si important en mécanique et en 

physique, s’est imposé avec le Principe du Maximum. Le but de cette Note est de 

généraliser une remarque de [4] sur la géométrie symplectique du premier noyau, en 

montrant que les noyaux d’ordre supérieur du développement en série de Volterra de 

la sortie d’un système différentiel forcé s’expriment naturellement grâce aux dérivées 

fonctionnelles d’un hamiltonien. Ce résultat, qui semble nouveau en automatique, avait 

sans doute été plus ou moins pressenti en physique statistique et quantique (Garrido [6], 

Uzes [10)). 

2. RAPPELS SUR LES SERIES DE VOLTERRA. — On considère un système ou, pour simplifier, 

commande et sortie sont scalaires : | 

Sn pe 
y (t) =h (a). 

L’état g appartient à une variété R-analytique Q de dimension finie N. Les champs de 

vecteurs Ay, A, : Q—TQ (fibré tangent) et la fonction de sortie kh: Q—R sont 

R-analytiques. On suppose la commande u continue, c’est-à-dire ueC°({0, T], R), T>0. 

Divers auteurs ont montré que la sortie y pouvait étre développée en série de Volterra : 

t 

y(tH)=wo (ET, a+ | W,(t, O1, T, 2)u(G,)do,+.. 
z 

r 02 

+| .. [ w(t, On -.., Gy, T, @)u(a,). . .u(o,)do,...do,+..., 
L+ t 

ou OStS0,S...0,S5tST. Les noyaux sont ici sous forme triangulaire. A l'instant 

initial t, q(t) =aEQ. 

En réarrangeant les termes de la série génératrice et en utilisant un sous-produit de la 

formule de Baker-Campbell-Hausdorff, on montre [5] que les noyaux sont des fonctions 
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analytiques dont le développement de Taylor est donné par : 

(o,;—-T)" | 
Wi (t, O71, T, a) = >. ' ad À; Wo (t,. T, D az 

vi20 Vi: 

(S.—t)"...(o, —7t)"1 
WE, ©, ---, O1, T, a= > ; ; 

Vis - - ++ Ws20 Ve... - Vi: 

x ad*s À... adX Ai Wo(t, T, Q | gaa 

Comme à l’accoutumée, ad, A, est le crochet de Lie itéré v fois [As, . .., [Ao, Ai]. . .]. 

Les dérivées de wy, sont prises par rapport à q. 

3. GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE DU PREMIER NOYAU [4]. — La différentielle dw, de w, par 

rapport à q définit un champ de covecteurs sur Q. Le fibré cotangent T* Q étant muni 

de sa structure symplectique canonique (cf. [9]), introduisons les hamiltoniens 

#;,=<A;, dwo>, j=0,1. Rappelons que le crochet de Poisson de deux fonctions 

f,g: T*Q—R est, en coordonnées locales (q', ..., qg", p,, ..., Pn), donné par: 

N 
of © Of @: x if og if dg 

moment RES ÉD ER (f, g)= . 
k=1 6q* Op, Op; dq‘ 

A partir des équations de Hamilton, il vient : 

PROPOSITION 1. — Le premier noyau de Volterra s’écrit : 

(So, —t)"t 
Wi (¢, Or T, a) = > ads: A, Wo (£, T, Q) \q=a 

viè0 Vy: 

x (Go, 7)" di #7, 

So Vi ! dr"1 “= 

(So, —Tt)"t 
=) ; (Ho, ... (Ho, Hi). -)|qea 

v1, 20 Vi: 

Remarque. — La formule fondamentale, qui exprime le développement en série généra- 

trice g de la sortie y de 2, à savoir ([31, [5]) : 

(1) g=h| goat > D À jo: - Aj h| gaaXjy-- + X jo? 
v2O jo - - ., jv = 0, 1 

se traduit immédiatement en crochets de Poisson : 

g=h|,.,+ >. D (4 jo + (Ash)... ) | gaaXj,- - + Xe. 
v20 jo. ..., jy=0,1 

On généralise ainsi une formule bien connue pour les systèmes différentiels libres (cf. 

[9]). | 
4. EXPRESSION HAMILTONIENNE DES NOYAUX D'ORDRE SUPÉRIEUR. — Commençons par 

quelques rappels d’analyse fonctionnelle. Soit une fonctionnelle U : C°([0,1], R) —R, 

dérivable au sens de Fréchet (cf. [7], [12]). Supposons de plus que cette dérivée s’exprime 
1 

par lintégrale | p(a)d f (x) da, ou , qui est la dérivée fonctionnelle, peut dépendre de 
9
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f Pour une définition mathématique précise, renvoyons à [2], où cette dérivée est dite 

de Fréchet-Volterra. Posons, selon des notations usuelles en physique : 

OU 

6 f* 

t et t étant fixés, il est immédiat que la dérivée fonctionnelle de la sortie y de 2 est 

donnée par le premier noyau : 

=P (cx). 

oy (o,—T)"! 
(2) = adit A, Wo(t, T Q)} gaa 

oul À, v,! ot la ° 

PROPOSITION 2. — Le noyau de Volterra d’ordre s s’écrit : 

w(t, Os ---, O1, T, 4) 

(o,—T)’s. . .(0,—T)”! 
= > - ad A,...ad,tA, wolf, T, Q)\q=a 

Vi, - - -s Vg2z0 v,!...Vv,! 

3 (o,—T)*s...(0,—T)"! ds § dv2 § 4d} # 
= we —— AC 1 u=0 _ 

Vis cone vg 0 v!...v.! dO*'s Gus d@ÿ2 ôu°2 dxr'1 A - -62=t. 

Démonstration. — Nous l’esquissons pour s=2 en montrant que : 

d¥2 § 4d”! 
ad} A,ad A, Wolo=a= HE, | u=0 

Ao 4*1 4A 1 o|q=a doy Su°2 dr'i 1 > =t 

q=a 

Considérons ad! A; Wo =d™'/dt"! #7, comme une fonctionnelle de u. Comme 

en (2), il vient : 

5 d'1 O—+t)" d'1 

8 #1 }luzo= À Ona Ao À1| 7 #1 ]lu=o- du” \ dt’! g=a vz0 VY! dr"1 q=a 

Par analogie avec (1), qui a permis bien des applications, nous appellerons les formules 

des propositions 1 et 2 secondes formules fondamentales. 
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Avant d'introduire le problème de la commande optimale sin- 

guliére proprement dit, il est peut-être bon de situer l'étude 

qui va être faite dans le vaste domaine de la commande optimale. 

Pour cela, on citera un paragraphe d'une critique faite par 

Berkovitz, au sujet de livres récents sur la commande optimale. 

"The principal questions associated with a control problem 

are the following. First, do there exist controls u in the set 

of allowable controls such that the target set will be attained? 

This isthe controllability problem. If the answer to the first 

question is affirmative, does there exist a u* that minimizes 

the functional? This is the existence problem. Finally, if the 

problem has a solution, find necessary conditions that will be 

useful in actually finding the solution or in characterizing the 

solution qualitatively in a useful way". 

C'est précisément ce dernier theme qui sera étudié ici, dans 

le cas particulier des problèmes singuliers.





B. COMMANDE OPTIMALE SINGULIERE
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INTRODUCTION 

Considérons le système 

ain = F{k,q;u) » qo)=a 
ylt) = À (ait) 

L'état q appartient à une variété analytique Q de dimension 

finie, par exemple R". Le champ de vecteurs F est analytique 

N et au vecteur commande par rapport aux variables a*t,...q 

u = (u, ,-.-un): La fonction de sortie h : Q_. Rest analy- 

tique. On s'intéresse dans ce qui suit au problème de Mayer sui- 

vant, avec un temps terminal fixé T et des contraintes termi- 

nales (1) : Trouver une commande uz(u,,...u,) qui minimise 

la sortie y(T) = h,(q(T)) et telle que h,(q(T)) = 0, 

i = 1,..., ni les fonctions h; , i = 1,..-n : Q_,jk sont elles 

aussi, supposées analytiques. Enfin les composantes u, (t)reee, 

un(t) à valeurs dans un ensemble donné U sont supposées analy- 

tiques par morceaux sur [0,T] avec un nombre fini de points de 

commutation. 

Nous nous intéressons ici à la classe des problèmes singu- 

liers. D'une fagon générale, un probléme de commande optimale 

est dit singulier dés que le Principe du Maximum est triviale- 

ment satisfait sur une portion de trajectoire. Les cas les plus 

communs comportant des arcs singuliers sont les problémes de | 

Mayer pour lesquels la fonction F est linéaire en la commande 

scalaire u(t), F(t, qi u) = A, (q) + u(t)A,(q). L'hamiltonien 

associé et la fonction de commutation ? s'écrivent 

respectivement | 

H=<p, A(qj+uAla)> et O@= <p Ala)5 , p étant le 
vecteur adjoint. Le probléme est dit singulier dès que la fonc- 

tion > s'annule sur des sous-intervalles (t,, t,) € [O, TJ] : 

les arcs extrémaux sont dits singuliers sur (t,, tb) et non- 

singuliers ailleurs. Si u est telle que lu(t)|<k, la condition 

nécessaire du premier ordre est satisfaite sur l'arc singulier :
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thao et de plus, sur cet intervalle, Fa © . On ne 

sait donc plus, dans ce cas, distinguer un ma 2 um d'un minimum. 

Deux types de questions apparaissent : l'une concernant 

l'optimalité de l'arc (ou des arcs) singulier(s) sur l'inter- 

valle considéré, l'autre concernant l'optimalité en un point de 

jonction entre un arc singulier et un arc non singulier. Cette 

étude a commencé dans les années soixante avec les travaux de 

Tait [1], Kelley [R1], Johnson [/ 2], Goh [93], Robbins [41], 

Kelley - Knopp et Mayer [k2], Contensou [cl]. De nouveaux tests 

d'optimalité ont été obtenus, notamment une condition nécessaire 

d'ordre deux, utilisée par la suite avec succés par les ingénieurs 

appelée condition de Legendre - Clebsch généralisée ou encore , 

test de Kelley - Contensou. On rencontre souvent aussi celle 

appelée de Jacobson-Gabasov. En méme temps, des conditions a la 

jonction entre arc singulier et non-singulier sont proposées 

[In.2, b41. Les articles de Gabasov et Kirillova [g1] et de 

Marchall et Contensou [m1] ainsi que le livre de Bell et 

Jacobson [b 2] résument cette période d'intensive recherche sur 

le sujet et donnent une bibliographie plus étendue. Plus récem- 

ment, sont soulevés deux importants problèmes : l'un lié à 

l'utilisation de définitions confuses de la notion d'ordre [£3] 

et l'autre à des hypothèses trop fortes faites lorsque des con- 

traintes terminales sont imposées au problème de commande [kR4]. 

Si Lewis propose une nouvelle définition de l'ordre (ordre in- 

trinsèque et ordre local) et si Krener obtient de nouvelles con- 

ditions nécessaires sans l'hypothèse trop forte de normalité, on 

relève une non-unicité dans cet ensemble de travaux. Comme le 

précise Lewis, une troisième définition de l'ordre serait néces- 

saire pour les problèmes où l'hypothèse de normalité n'est pas 

imposée. 

On propose ici un contexte nouveau pour la commande optimale 

singulière. De nouvelles définitions d'ordre seront données. 

Elles seront exprimées en fonction des champs de vecteurs asso- 

ciés au problème de commande sans faire directement intervenir 

le vecteur adjoint (l'hypothèse de normalité est en fait liée à 

l'unicité du vecteur adjoint extrémal). De même, on proposera
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une nouvelle interprétation des conditions nécessaires d'optima- 

lité d'ordre supérieur (deuxième et troisième) ainsi que de nou- 

velles conditions aux jonctions en relation avec les travaux 

récents de Bortins [611]. Il y a eu en théorie du contrôle de- 

puis une quinzaine d'années un intérêt considérable dans l'uti- 

lisation de crochets de Lie de champs de vecteurs (voir par 

exemple Sussman [44] pour caractériser des propriétés fondamen- 

tales comme la contrôlabilité ou l'accessabilité ; citons à ce 

sujet par exemple les travaux importants de Lobry [24], de 

Hermann et Krener [h2] ou plus récemment encore ceux de Bonnard 

[ 8]. En commande optimale singuliére, cette approche a été uti- 

lisée par Krener [R4] pour les systémes linéaires en la commande 

(voir aussi Brockett [614]). Knobloch [R3] a ensuite généralisé 

ces resultats en obtenant une théorie compléte des conditions 

nécessaires d'ordre deux. L'auteur donne de nouvelles conditions 

nécessaires, peut être plus adaptées aux applications, en mettant 

en évidence des redondances dans les formulations classiques. 

Des résultats importants sont aussi obtenus dans le cas d'une 

entrée vectorielle. Néanmoins, son approche fait intervenir un 

formalisme mathématique complexe. On retrouvera ici les princi- 

paux résultats. 

Le principe de notre méthode est simple : on utilise le nou- 

veau développement fonctionnel du chapitre précédent pour expri- 

mer celui de la variation à l'instant T de la sortie y de Zz.’ 

lorsque une variation §u(t) est imposée au système étudié. Du 

choix de&u(t) découlera l'ensemble des conditions nécessaires 

obtenues. Notons enfin que l'utilisation des séries de Volterra 

est naturelle pour ce type de probléme. C'est en effet dans ce 

cas (T fixé) l'analogue des séries de Taylor (voir Brockett 

[614] et Fliess [ 45]. 

Les résultats obtenus seront appliqués a des problémes de 

commande en mécanique du vol issus du livre de Vinh [vl].





I . GENERALITES 

I.1 Formalisme hamiltonien . 

I.2 Quelques notations et rappels: 

a) Commande,trajectoire et vecteurs adjoints extremaux. 

b) Conditions necessaires d'optimalité du premier ordre. 

1.3 Propriétés de l'opérateur ad, » . 

I.4 Quelques identités remarquables. 

I.5 Sur la notion d'ordre d'un arc .
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any. spar a 

I.1. - Formalisme hamiltonien 

L'hamiltonien associé au probléme de commande va s'écrit 

* 
ou p(t) e Le (l'espace cotangent au point a(t)) est le vecteur 

adjoint. Dans une carte locale où p = Pare Py) on obtient 

- 2 Pa {t) Eq uw). 

Rappelons le principe a ‘Maximum (voir par exemple, Pontriaguine 

et coll. [ P11) pour le problème de Mayer énoncé plus haut : 

Principe du Maximum : Si (u(t), q(t)) est une solution du problé- 

me, il existe un vecteur adjoint p(t) € Tu © absoluement 

continu et non identiquement nul tel que, dans une carte locale, 

p(t) = - p"(t) 2 (E, q(t}, u(ti) 

4 
n 
<— 

avec la condition de transversalité, p(T) = VA > Oh; CI 1)) y Ve > Ô 

et vérifiant de plus 170 "ja 

PE F/t,qit),u) > pH) Fibait,ulh) , We. 

En utilisant le formalisme hamiltonien, si (u(t), q(t)), est une 

solution du problème, les équations suivantes, appelées équa- 

tions de Hamilton, sont vérifiées dans une carte locale 

(gl... a", py... +s py) 

et de plus H (t, Pir), tt) 

Si u(t) € Int U (l'intérieur de U), pour tout té€[0,T],
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alors 

+ Ho (eplb,qb,uth)zo , VE Eb Td 

et ii) H, ult p(t), ait), (4) est semi-définie positive veel Td. 

b) Ss ! , ’ Ê Q Q 

Le probleme de Mayer /_ est dit séingulier si la matrice 

H,,,(t,p(t), q(t),u(t)) n'est pas de rang maximal sur un sous- 

intervalle (t.,t,)CC0,T]. 

I.2 - Quelques notations et quelques rappels. 

a - Commande, trajectoire et vecteur(s) adjoint(s) extrémaux. 

Dans la suite, u(t) et q(t), té€[0,T] désignant une solution 

Raa 

yie}= (qi) =, qo) =q 
et seront appelés respectivement commande de reference et trhajec- 

Tay D, FECT 
vérifiant la deuxième équation de Hamilton (2) et l'égalité (3), 

de 

toire de ze ference . Si de plus, il existe p(t) € 

la commande u(t) et la trajectoire correspondante q(t) seront 

notées u(t) et q(t) et appelées respectivement commande 

extrémale et trajectoire extrimale. De même p(t) sera noté p(t) 

et appelé vecteur adjoint extrémat, 

Toute quantité évaluée le long d'une solution extrémale 

(ü(t),q(t),p(t)) sera surlignée ; par exemple, l'expression 

H,(t,ü(t),4(t),p(t)) sera simplement notée H, 

b- Conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre 

Considérons deux champs de vecteurs G et GC’. Q «fo, T] TO 

On peut définir (voir par exemple Helgason [hl] et la biblio- 

graphie citée) un nouveau champ de vecteurs noté [G,G'] défini 

dans une carte locale par 

_ / / SC. 
[,e/J= e[2%,%). ¢ “(28 , 6) 

09g dE
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Il est facile de vérifier que cette définition est indépendante 

du choix des coordonnées (q,t). C'est une opération naturelle 

dans les groupes de Lie. 

7 

Choisissons en PARIERTIEE le champ de vecteurs définissant Lo; 

F°CE À. + à Zz “| A4) € S 

Le résultat suivant est bien connu : 

Lemme 1 : Pour une solution p(t), tE[O,T], arbitraire de (2), 

& cpl, 6> = <plt), ad 6% ,v29 

ad} A, avec ad, A =A, 
v 

On rappelle que ad , \ = LA. A. 

Désignons par A; i = 1l,...,m, les — de vecteurs 

| R 
2 FR. (k, an) 2 
=i 

ou r dénote la dérivée partielle par °F port au; de Px, 
À 

L'expression 

Û 
t), AL > 

est alors la dérivée partielle par rapport à u; 

H = <plt), F(kq,u)S 
D'après le lemme précédent on obtient : 

de l'hamiltonien 

Lemme 2 : Pour une solution arbitraire p(t), t €[0,T] de (2) 

d'A = p(t), ad A 
dt” Ou; 

et 

d” OH = <p(H 2 ad” At . 

" At” du, da?
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Nous aurons besoin aussi de l'identité suivante 

Lemme 3 : Pour une solution arbitraire p(t), t ELCO,T]J, de (2), 

Seva dp en) GRR) 

4 | . ‘ 
Preuve : D'aprés le lemme précédent, D d oH = ad A, 

2 47" 3H = < ple, à ad” A! 
et dq AEv- du, < Pl dq A> 4 > 

Si bien que 

à d’"2H\f2 d° oH Spit), ad? Af ad’ ALS . 
(2 ak’ aH (2 dt” gH Y's F A, + A. * 

Dans la suite, ainsi que dans les autres chapitres, sauf le 

dernier, on suppose que u(t) € Int U . Avec les notations pré- 

cédentes, le Principe du Maximum s'écrit : 

Lemme 4 : Si p(t), t €[0,T] est un vecteur adjoint extrémal alors 

: s(t}, AS ro izd..,m belo] € 
ii) =< p(t), ad, A! D so  cisi,.…..m , + E Lo,T]. 

) ! | 

Remarque : Nous verrons dans le chapitre suivant pourquoi ces 

conditions nécessaires sont appelées conditions nécessaires du 

premier ordre. Elles découlent en effet naturellement du premier 

noyau de Volterra d'un certain développement fonctionnel alors 

que les conditions nécessaires d'ordre supérieur proviendront 

des noyaux d'ordre supérieur de ce même développement. 

On remarque, dès à présent, que l'opération sur les champs 

de vecteurs qui consiste à effectuer le crochet de Lie avec 

À à notée ada: est une opération fondamentale dans cette
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étude. Ainsi, avant de poursuivre, allons-nous en donner quel- 

ques propriétés ( C’est l'équivalent de l'opérateur \' de Ch31). 

1.3 - Propriétés de l'opérateur ada. . 

Soit G un champ de vecteurs 6-26 ‘e q ) à analytique. Le 

champ de vecteurs ada | G dépend de i mais aussi de wlll, la 

dérivée totale de u par rapport à t. De même, après k applica- 

tions de cet opérateur le champ de vecteurs résultant ada. G 

contiendra ul J, 3 =1,...,k où ul il dénote la i-iéme 

dérivée totale par rapport à t de u. On montre facilement les 

propriétés suivantes 

Lemme 5 : i) 2 ad, G = ad, & + ad, 96 
OM; 9 On; 

1) 2 -% 4 ad, % 
pour i = l,...,m. U ( 

La propriété suivante est aussi trés importante pour la 

suite : 

Lemme 6 : Soit u(t) une commande de référence telle qu'elle a 

été définie plus haut, si G = 0 pour t €[0,T] alors ad, G= 0, 
Le) 

pour te Lo TJ]. 

Preuve : Si G est identiquement nul sur [O,T], £ p(t), G> et 

<plt}, 65 sont aussi identiquement nuls pour une solution 

arbitraire pit) de l'équation de Hamilton (2). D'après le lemme 1 

< p(t), ada | GS est nécessairement nul sur l'intervalle 

considéré et donc ada, 6 l'est aussi. 

Soit & l'espace vectoriel engendré par les crochets de Lie ads At , 30 

i =1,..-,m Le Long de la solution (u(t),q(t)) de référence, | 

i.e. les champs de vecteurs ad, at dépendant de (t,u,q) sont 

évalués au point (t,u(t), q(t)). On suppose que l'intervalle 

[0,T] est suffisamment petit pour que la dimension ae XL soit 

constante sur cet intervalle et que % soit engendré par des
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éléments fixés de la forme ada A, ,Vy0),i = l,...,m. A partir 

du lemme précédent on montre : 

Lemme 7 : Soit G un champ de vecteurs analytique, si G ES alors 

ad, G ec : 

Preuve : Si G Et alors il existe b,,V = 1,..., s de la forme 

précédente, tels que G= Z gib et Pour aren il suffit 

d'appliquer le lemme précédent 4G = G- old by - 

Nous commencerons l'étude des conditions nécessaires 

d'optimalité dans le cas où la commande u est scalaire. La 

généralisation au cas vectoriel donne des conditions analogues 

sur chaque composante singuliére, mais de nouvelles apparaissent 

associées aux contributions croisées. Ceci fera l'objet d'un 

autre paragraphe. Avant de poursuivre, introduisons une nouvelle 

définition des ordres d'un arc singulier ainsi que quelques 

identités remarquables, ces deux points étant essentiels aussi 

bien pour l'analyse d'un arc singulier que pour l'analyse à la 

jonction entre un arc singulier et un arc non-sinqulier. 

I.4 - Quelques identités remarquables. 

Le lemme suivant (voir [R4] par exemple) est à la base des 

identités remarquables que nous obtiendrons : 

Lemme 8 : x et y étant deux variables non commutatives, 

b | 

Lady aa? y Je 0)" LEV (E) af Ly, at Sy 

ii) ad, [ad ad} 41= pa (mn ‘] Tad,” ya a]
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En plus des champs de vecteurs À, et À, définis plus haut, 
W 

introduisons À; pour dénoter le champ de vecteurs 2. F À > zs 

Az, ‘W 0 R” ns 

étant la dérivée partielle d'ordre deux par rapport à u de 

pk ( u est ici supposée scalaire ) . 

Lemme 9: i) à ad” 4, = ad” 4, + D (S\fadt 4 aa PA emme 1 Ae A,’ Zz PL A A J, Yo 

"0 > T+e -| zt vx d'A - Iv d4v-* | | iit A, ad, A ii) LT A ME A. A, + La À, + À i}, 

iv 
L'expression d ady As sexa notée Bye ° 

au 4 

Preuve : L'égalité i) est vraie pour y= 1 d'après le lemme 5 i). 

Supposons qu'elle soit vraie pourb, 

Ô V+) _ à V 
a ad A, = [As , adn Ay | 

v 
= [A,, ady Ay] + LA, gad, À | 

ou encore, d'après l'hypothèse de récurrence. 

Vv Pir. -j Li 

= [4,,ad/4,]+[A, adn Als 2 ( >] TAe, Laat A ad "4,1, 
Enfin, en utilisant le lemme 8ii), on obtient : 

à ad”*! À, = ad*' A, + A, ’ ad, À, | 
du Ae fo 

A om (y) EC A, ad’ FA] + >. 4 fad! A ad A.) 

CPE A 7 À O< PSv-l As '/ Ke 
Aprés avoir groupé le deuxiéme et le troisiéme terme puis fait le 

changement de paramétre p's pel, on obtient : 

Ô ad”*! A _ ad”* A + x vi [yp _ AP) vt ep” 

a ~~ a + ‘ Oo A ad A 

du ° Ae Ÿ | LP'£V pl (y) Ao 1) Ao 

v + [aa A, A] 
ou encore | -| +i ad 4 4 2 (FT) ad" A ad PA) 

Ig pevsi 

La propriété i) est donc vraie pour v+l
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La propriété ii) est obtenue par double récurrence. 

Supposons d'abord « nn et la propriété vraie pour p: 

à ad’*' A = LA, ad} A;] = A, |. dy tv As * à ce 2 tw] a 

La suite de la démonstration est exactement identique a la 

précédente. Fixons maintenant V , et supposons la propriété vraie 

pour «<yp.1 (elle est vraie pour X= 0 : c'est en effet la propriété 

i) ci-dessous). 

D'après le lemme 5ii), 

Ô v ù 
dy oxi] ad, À, 7 Ou Ca] ad À + | Ao, 

En utilisant l'hypothése de récurrence, on obtient : 

a [X+1] cae À] 

oe ad? LE MES az Ur va Lad fA, ad A 

* (pad a A+ 2 (au Jo) [A lad A, pad, -T-a-< A,] 

4 » | pe +h 

Le premier et le troisième terme regroupés donnent (a) ad ad À k À, j 

Notons (I) le deuxiéme terme et (II) le quatriéme. D'aprés le” 

lemme 8)ii, 

BE Cdt, art | &T£ Vad a+ ae 
| or wei 

+ > [ta } |” , [ a ad A, cad” "A, | 
IST SV a.’ A+ T+a +1 Ao 

En utilisant l'identité (| (ea! (ae! on obtient: 
= + 

X+{ of 

(I) + (II) = > (a 
K+ 

A+! 

[V1 | [ad A ren 4 7 

| STE V-a- mat | 

T Î_ fra ' (vo) Fat A, ad ~-T- o-i A | 

\< TEV-v-2 
: _ Ae j A. 

_ Hoi ~1 
_ 

+ 2 é | em Lad Ay, ad?" A 1 

I<T Evo 
, 

. / . e Q 0 

Posons enfin g'-g74l dans la première expression et additionnons 

deux a deux les quantités restantes, il vient : 

g- Tea}. 
(I) + (II) = À. (oer } (crass) [ad A, ) ad A] 

RO eer Pe
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i > Pty! F | 
Lemme 10 : B; » tt) = x | | ad B, ip ) {> © 

Preuve : D'après le lemme 5 ii), 

D ii = ad B: 
A. 

gets bt) + Bi. is ») 47° 

Le lemme est obtenu en itérant cette formule. 

+ peo | 

Lemme ll : [ad À, ad, A, | = Ci}? 2 fre) Li}* ad Bo papel -T 
T=9 

Preuve : Utilisons le lemme a ona: 

v P To +V-T [ad Ÿ 4, ad? A,] = 61)" ya © () ay ad LA, ad eA] 
O 

mais re A ]- Bs pre tri - Ady . p+v-r (lemme 5i), 
Le lemme s ‘obtient en regroupant les Lux termes 

EP (POV ad Be pay en 
T=o 

et noe Je ad. Bo eve . 

int (£} i) a . a L 

Lemme 12 : [ad) A. ad 174 J = 7 ci)°(* MENT 0a A 

9 ° No 

Preuve : La propriété est vraie pour i = 0. Elle est vraie aussi 

pour i = 1 ; en effet, d'après l'identité de Jacobi, 

i ite 4g = jt | Lads A, ad A, |: Ladd A, | Ao, ad Al] 
a Nes a + | — " . 

= [A., [add 4, ad 4114 [adi A,, [A adf AJ] 
CS 1 | 42 D'où [ad A, | rt À ]= ad, [ad A, pads"! 2 4,1 

Supposons la propriété vraie pour i et montrons-la pour i+l 

(j arbitraire). 

[ads A, all A, | = [A.. [ad® A ad]. fade A, ad it A, J
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En utilisant l'hypothèse de récurrence, on obtient : 

[ad A, odf "AT = 
iat (¢) | On | +) = -N . t-enel n+i+! > ci) L | ad * | ad N+] A | ad, 4 A | 

Azo n Ao À, © 

int (t=!) n fi Tv -n-! p-)-en — eye , n+itè _ -| ( " } ad nr *d 2 ( | n Ae | ad A. À, , Oct A, 1 

En changeant n par n' = ntl et en utilisant l'identité 

‘ DE = int CH ant [=] + 5 

On obtient : 

| ‘ttt2 A 
[add A, ) ad à. . A, | = 

at (t . ong? yo. 
aT (A) ad WT [ad Ay, ad MAA, | 

» 

i} 

A. 
h=o 

PP (oa) east [egg a tg 
Noo 

° ‘ | 

(-n En L-N+i 
La formule nul | n/a n permet de conclure. 

meme 13 B= ad? Ae Zc ad [dr ad 4] / ° i£T<int(L) 

Preuve : L'identité est vraie pour V = 0. Supposons -la vraie 

pour vy. 

v i A , 

Bo va = LA, ada A, |+ ady Boy , d'après le lemme 5i). 

En utilisant l'hypothèse de récurrence et le lemmel2 pour j =0 

et 1 =v-l, 

on obtient : 

V+) 

Bo yet = adj À, 
tint (v-1 . Dj | A (Ys!) Fi)" [>-9-1 ad ro j [ads AL, ad À 

n=o 

In ¥) vr Vi2T +I T-| T | . z (1 L | 2e) ad A. [ata A, ad À, |
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Posons © = n+l dans la deuxième expression ; il vient 

B, v+i = ad à" À, 

int (vei c + V-dt+l ~ TC -i T 
4 » aay +i [Y=] ad | A. Lady A, ad”, A, | 

+ D cap (2) aa Dea a edf A] 
at (ee : | , DH èT ~ T sa gD GI (PE) ag? Tata od A T 

Tz 

Remarque : C'est ce dernier lemme qui permettra en particulier de 

mettre en évidence des redondances dans les formulations classi- 

ques des conditions nécessaires d'optimalité d'ordre deux. 

On peut montrer de la même façon le lemme plus général suivant, 

a partir du lemme 5 ii) et du lemme 9: 

Lemme 14 : Be, = ad *4 + 7. | ci) Cale, ad” F[adra A vad A 

Ke int (2-8) 
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1.5 - Sur la notion d'ordre d'un arc. 

Dans deux articles récents, Lewis [£3] et Powers [p:2] donnent 

des définitions précises de l'ordre d'un problème singulier et de 

l'ordre d'un arc singulier, ces deux notions étant jusqu'alors 

plus ou moins confondues. Mais dans ces deux cas, soit les con- 

traintes terminales sont inexistantes soit une hypothèse de nor- 

malité, concept vague jusqu'à l'article de Krener [4], est faite : 

"Essentially, normality means that there exists sufficient local 

controllability around the trajectory reference to meet any ter- 

minal constraints that might be imposed without affecting the 

validity of the generalized Legendre-Clebsch condition". Et 

Gilbert et Berstein [g2] ajoutent : "Normality conditions are 

unpleasant because they are usually difficult to verify and may, 

on occasion, fail to be satisfied. This is why first-order condi- 

tions, which do not require normality, such as those due to 

Fritz-John (in mathematical Programming) and Pontriaguin (in opti- 

mal control) are popular". Pour se rendre compte de l'importance 

de cette définition Krener [24] en donne une définition très pré- 

cise pour les problèmes linéaires en la commande. On sait, dans 

ce cas, qu'on peut choisir la commande u=0 comme commande de 

référence, sans restreindre la généralité . Normalité, signifie 

alors que l'espace 0% , defini plus haut, est de dimension exac- 

tement N-1 sur tout l'intervalle considéré. Rappelons que, sur 

une trajectoire singulière , la dimension de Z doit être stric- 

tement inférieure à N, sans aucune autre restriction. Imposer à 

la dimension de d'être égale à N-1, signifie qu'il existe un et 

un 4eul vecteur adjoint p(t) vérifiant la deuxième équation de 

Hamilton (2). Comme le précise Lewis [23], la non-unicité du 

vecteur adjoint extrémal, dans les problémes plus généraux, rend 

confuses les définitions de l'ordre d'un arc singulier existantes. 

C'est pourquoi nous proposons ici une définition ne faisant pas 

intervenir directement le vecteur adjoint. 

Avant de donner de nouvelles définitions, citons une phase de 

[23] pour illustrer ce qui vient d'être dit : 

"Singularity is strictly a property of extremals (q(.),p(.),u(.)) 

and not of state-control pairs (q(.),u(.)) since for some such 

pair there may be more than one adjoint fonction p(.) making the 

triple extremal. This is a consequence of the nonuniqueness of 

A in"(2).
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Définition 1 Soit u(t), t [0,T], une commande de référence et 

q(t) la trajectoire associée. Le couple (u(t),q(t)) sera dit d'or- 
/ 

dre Fr = 0 si le système 7 _ n'est pas linéaire en la commande ; il 

sera dit d'ordre r(>0), si et seulement si, 

LA, , ad} À] € } R=0,4, 779 (ri) 

et 

[A ad" A] db  VEELo TI. 

Remarque : Cette définition est l'"analogue" de la définition de 

l'“ordre intrinsèque" de Lewis [23] (encore appelé ordre du 

problème). Ces définitions sont équivalentes si, le couple de 

référence (u(t), q(t)) étant donné, il existe un et un seul 

vecteur adjoint solution de (2). 

Définition 2 : Soit u(t), tE[0,T], une commande extrémale et 

q(t) la trajectoire associée. Le couple (a(t), q(t)) sera dit 

d'ordre s si et seulement si 

i) BR. € 8% [= 0 O,L J / 

et B, dL y VE 4 fo, T] j 

ou béen _ _ — — | _ 

ii) A6£ , Lady 4, ad, À, | LA 
et 

(Rappelons qu'une quantité est surlignée, lorsqu'elle est évaluée 

le long d'une solution (U(t),q(t)), t ELO,T], extrémale ).
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Remarque : D'après les lemmes 1 et 3, 

< p(t) y Bo > = Ô a! ou ai oH = H. =< pt), A» 

et < pit}, lacy À à, À | >= 

(H,.’), | A), 7 (HET dl | A) ° 

On voit donc que la définition 2 ii) est l'"analogue" de la 

définition 2.3 de Bortins [ 11], alors que la définition 2 i) est 

l'"analogue" de la définition 2.6 de 1'"ordre local" de Lewis 

Cj]. À priori, leur lien n'est pas clair ; elles sont pourtant 

équivalentes. Pour le voir, il suffit, bien sûr, de montrer 

qu'ici, i) et ii) sont équivalentes. 

Lemme 15 : La définition 2i) est équivalente à la définition 2 ii) 

Preuve : C'est immédiat à partir du lemme 13 pour la relation 

-i)= ii) et à partir du lemme 11 pour la réciproque. 

Exemple : Reprenons l'exemple de 3] avec ces nouvelles nota- 

tions, . 2 
7 = 44
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L'arc extrémal q'(t) = À ; q(t] = Ô y u (E) = À ) d, [E) = d,(E)so 

est singulier. D'autre part, 

Lila 4 2 
À, - qu = + faa!) 3 * q-}) $. * SE 

o ct
 

>
 

ut 

z + à 

q aq’ èq° 

[A (AJ) - vie Se + ST (ar + (VTS 
29° 093 

Il est facile de voir qu'ici [A CA, Als ¢ of , ainsi f= 41 

De plus, | 7 

À = à A, Al=-42 
dq° / L 1 v Ôq 

et d'une façon générale, 

a DA = d à D 3 3 avec d,p ER 

Si bien que _ À. q' oq 

= « à. D 3 ) d, Cc iR 
Or, PA { 0q' + . dq P | 

CA, LA AJ] = © et Lad, A ad, A | = P+ 5 2 , avec DEC 

Ainsi, d'après la définition 2, comme Ay. ada Ay | Cc Xs 

et é | D , on en déduit que 5=2 Lady À, ad, À ZL 

Il faut noter que cette valeur de s ne dépend pas du vecteur 

(4, , 4) . Autrement dit, si ce problème possèdait des con- 

traintes, l'unité du vecteur adjoint n serait plus garantie mais 

la valeur de s serait la même pour toute solution (u, a, À ) 

extrémale.





II . CONDITION NÉCESSAIRE D'OPTIMALITE 

II.1 Introduction . 

II.2 Variation de la commande concentrée en un point. 

II.3 Lemmes fondamentaux
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II.1 - Introduction : 

/ 
De façon habituelle, imposons au système 2. une perturba- 

tion du type u(t) + Su(t), t €[0,T]. Les résultats du paragraphe 

A6 permettent de donner le développement fonctionnel, avec une 

grande précision, de la variation Sy : 

Sy (t,5u) = y(t, u+ôu) - y{t,u) 
à l'instant T, pour un instant initial t, t<T , arbitraire. 

En effet, le système D‘ devient 

i= Fleaa) + À 4 Eco (baa) (Sule) 
(xl 

U(E, u+5u) = R, (q(t) 
et (4) 

oy (T) = 6.4 (T) + 6.4 (T) + sy (T) + o (1 Sul?) 

T TS - À -(,-t)A, | 

bY [T) = [ e gd À € We (Tt, 9) lca (x) dr 

By ir) = [eI 4 EE Rx (reg) Sule) dala) dr de 
v JT >a 

T @ cA. ~(,-7)A, | . f & JA A, Ca  (Tir,4)| : Su? (a) de 

dy (T) = Na aM TIA, A ATP à (5-44 (Gt) Po x (T, tq) 

Eu (7, ) du () oul) de doy dg a 

[Ey A, A oa Sele 
T dé za 

[RE A, EM A, oF ring) Gt) Btn 
C Jt ° yu Q-a 

qT - A, | G ~t A, _ 

| Fe "s ° | a UT Daa ° (a) ds /
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A; sont les nouveaux (ils dépendent maintenant de u) champs de 

vecteurs 

N N g 

o 7 DE + 2 ( DT j 1 he | L: AL dq 

et 
-t)A, 

w, (Tc a) = AU B. (a) | 
Goa 

Definition 3 : L'expression S.y(T) est appelée i-éme variation de 

la fonctionnelle y. 

Rappelons un résultat d'analyse fonctionnelle [v3] : 

Lemme 16 : Si u(t) , t €[0,T] est minimisante, alors la première 

variation 6, y(T) est nulle, Vcrelo,T]. 

On peut préciser le contenu de ce lemme en utilisant un sous- 

produit de la formule de Baker-Campbell-Hausdorff. En effet, 

utilisons la formule du paragraphe A4,il vient: 

Lemme 17 : Si u(t), t €[0,T] est minimisante, alors 

ad | A, WJ, T=, 4), 79 Vv2o, Vee lo, 7), 

° G=a 

Remarque : Avec les notations du paragraphe A5, notons que 

6,4 [T) = [- 
CT 

og Su (mj) ds; 
Gui
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11.2. - Variation de la commande concentrée en un point. 

Exprimons maintenant §y(T) lorsque la variation Su(t), t eo 7] 

est "concentrée" en un point @ €[0,T], arbitraire, c'est-à- 

dire telle que : 

uit) =0 pour Lg [e 8+ w(€) | avec limw(&) =0 
E 0 

Dans la suite, Ww désignera l'ensemble de ces variations 

vérifiant de plus u(t) + Su/(t) EintU. 

De (4), il vient : 

oy (T ,8) = e ° VE) PAs (Tr. a) (5) 

où L'opérateut V(É ) est donné par 

Ve) = 5V + KV: §V + o ( 1Su\3) (5') 

SV _ le (x -® Jae à ~(7,-B)A, Su (x) de. 

ave [FC A En PUA Sod tlds 

+ T {-8)4 À, _—(m-B)A bua (5) de: 

et | 

iy [EEE (EPA lo (By SE 
| ‘ Bu (s) du (:) du (a3 ) an, de, ds 

LL (es 2A, A, @ (FIA) ({6- BYALA ole A) 5 wt (75) du le) ds de 

. (" (* (ae A PAY KAA ee x) Su (r) Sula dr de 

} g.-D A, ; | &-9)A À a! ) MOT 

. 3 
Tv
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, # . 

Considérons maintenant le développement en puissance de 

de V(E ) ; on notera V, le coefficient de ck , 

Vi)= Let 

Remarque : L'expression V(&)w,(T, T, q) doit être comparée à la 

"variation de la commande u", d(€ )q, définie par Krener R.4]. 

De même, l'expression Vi, WT, T,q) est une formulation 

équivalente des dérivées par rapport à € de «(€) q que l'auteur cil? 
i 

note d-, «lo . 
dé * ) 

Définissons enfin le sous-ensemble D d'opérateurs différentiels 

suivant : 

est l'ensemble des opérateurs différentiels D : Définition 4 : JÉ 

i) Il existe une variation Su € UL 

ii) Il existe un entier R 

iii) Il existe un réel $ strictement positif 

Fens que V(e)= § Den + of”) 

Autement dit, D ep, ssi, D est le terme dominant, modulo 

un réel positif, d'un développement V(E). 

On montre la propriété suivante :
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Proposition II.1l : Ÿ Cc P 

Preuve : Soit GE, on montre, (voir Krener [R4, corollaire 

4.5]ou Knobloch Re p. 84]) qu'il existe une variationÿy €ll 

telle que V(e) = ctr cy o (€ (ps) ;péetant la dimension de 2% 

(supposée constante sur l'intervalle considéré). 

On peut maintenant exprimer de facon générale la condition 

nécessaire d'optimalité. 

11.3 - Lemmes fondamentaux. 

Lemme 18 : Si u(t) est minimisante sur [0,T] alors, 

5er, LDA ay, Ed > (0 
V0 qa=a vi 

pour tout TE [o,T] et tout © € Ce, T] . 

Preuve : C'est une conséquence directe de la définition ae T2. 

En effet, D étant le terme dominant de V(E ), le lemme exprime la 

positivité de la variation Sy(T,& ). . 

Choisissons en particulier, une variation §u(t), t elc,T], 

concentrée au point initial+r. La condition nécessaire d'optima- 

lité du lemme précédent devient : 

Lemme 19 : Si u(t) est minimisante sur [0,T] alors, 

~ QO | | _ 
VDEJ | Du, (Tera) yo ,Vrele,r]l. 

De plus, supposons que l'opérateur différentiel D soit du 

premier ordre ; dans une carte locale, définissons le vecteur p(tj€ Te 

par
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On sait [41] que, sur la trajectoire extrémale, B(t) ainsi 

défini, est une solution de la deuxième équation de Hamilton. Il 

vient : 

Lemme 20 : Si u(t) est minimisante sur [0,T] alors 

v5ef <stc), BS yo ,vrebrtl, 
/ 

Fr) étant une solution de (2). 

Pour se familiariser avec ces notations, rappelons ce que 

signifie l'expression 

< pir), DD 

dans une carte locale : 

N | 

De 2. a* (tq, u) 2 à ) qt ) ReI,..., N sont des fonctions 
Rey q 

analytiques par rapport à toutes les variables ; ple) = (du ows 2 
og?’ aq!’ da" 

- rh 
ou uw, (T+, 2) = CT ° h \qza 

N | on 
Enfin, <p(ct), D>) = > g¥ (ra, uta) da eb <p(c), BS 

R= | oq 

exprime l'évalutation de cette quantité le long du couple extrémal 

(u(t), q(t). 

Exemple : Considérons par exemple le probléme de Mayer suivant 

[g 1] 

-q 

D
 

_
O
*
_
O
.
 

* 
Le

 

p
o
u
 

D
 

- 
7
9
 
Z
T
 & 

Le [o, 1 ) [ul < 1 

La commande wu = 0 est une commande extrémale. Vérifions, par 

exemple, que 

<BM,AD =o | Vr € fp, 1]
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Pour cela, calculons tout d'abord w, (lt | et P (r) , on trouve 

D'autre part q's q?=0 ; ainsi, Ay étant égal à oO 

_ Sue 
pr) A,>=0, VrelCo,1]. 

D'après ce qui précède, il est clair que la formulation des 

conditions nécessaires dépend du choix de la variation Su(t). Dans 

la littérature, l'obtention des conditions nécessaires d'ordre 

supérieur fait appel à de nombreux types de variations, citons 

"les variations spéciales" [22], "les paquets de variations 

[g1]", "les paquets de perturbations [al], etc... Pour l'étude 

des conditions nécessaires d'ordre deux, nous avons choisi celles 

de Knobloch [k3] qui contiennent toutes celles citées. Nous uti- 

liserons aussi celles de [s2] et [43] parce qu'elles nous sem- 

blent bien adaptées aux formulations des conditions nécessaires 

d'ordre trois. 

Remarque : Dans le cas ou le probléme de commande posséde des 

contraintes terminales de la forme h,; (q(T) ) = 0, i=l,...,n, 

on définira p(t) ¢€ Torey 9 de la fagon suivante, 

P(r) = ( dur, Pie SE ) 

> yy. e0-94 où w(Tr,g)= 2% A: (Q(t) = ZY eS PR (9) , 30 
470 4TO n 

En effet, le problème revient à minimiser 4(T)= ZY B: (4 cr) 
4 Ti 

qui est égal à h,(q) à l'instant T pour toute condition 

initiale t €[o,T].





III . CONDITIONS NECESSATRES D'OPTIMALITE D'ORDRE DEUX 

III.1 Transformation sur la deuxième variation. 

-[II.2 Variation de Knobloch. 
III.3 Application. 

III.4 Interprétation hamiltonienne des conditions nécessaires. 

ITI.5 Condition de Jacobson-Gabasov. 

III.6 Exemple.
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Avant de subsituer des fonctions particuliéres Fut), 

appartenant a al , dans (5) effectuons une transformation sur & V 

III.1 - Tansformation sur la seconde variation. 

Propositions III.1 : L'expression 

peut encore s'écrire 

T 
Ey - [ _(m-8)4 

+ : | (" s-9)À A ea “BJA, du (si) én)” 

A 27 GP AS Sa (r) de 

C
c
 

Î 

T - f c_B)A. +1 | T LA y 7 (ñ- BA {E-P)Ao4 e- 2 Aske) Saleen 

Preuve : Considérons uniquement le deuxiéme terme dans 

l'expression de 6, V: 

- [ [ (26-9) À e814.) (G-8)4 à AA) Ele) Sule)an; de, L 4 

L 

et effectuons une intégration par partie en posant 

XY = f° o- B)A. A, 2 (7 - 8)A, Sau (a) do 

- (G-B)A, bul 
et da = € °A e } aq ,
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ZL 
Il vient J = | (-8)A, A. - (5 -B) A. ba fr) de 

T 

TT oc _ . | ~ 5 -D)A. 

- | Fe A he fo) in (04.4 e I Su dr 

tT TT 

Permutons g et 9 dans la deuxiéme intégrale et ajoutons I aux 

deux membres on obtient 
. _ 2 

Ÿ T — ser .-m-8)4 Eu (a) de, 

T 

T(G + _® Le -iT,- % - ©JAo -(«-2) Ao + | F re Mog (6 IA, a5 -Phog je let) Euler) dde 
TT 

III.2 —- Variation de Knobloch 

Introduisons les variations suivantes, concentrées en un 

point @&[0,T] , # étant un entier arbitraire, 

du(t) = Su (t) ) B+ HE LE <r VE 

y be < de et bu‘ (t) = e"e (E-8)" 

Les variations de Kelley, Kopp et Mayer [t 2] sont un cas 

particulier de ces variations. Par exemple, la "premiére 

variation spéciale" s'écrit 

éu(t) =/ à Sc k < Oy E* 

0 pets bE < B+tE- 

_a g+vEe_E°<E < Pie 

donc ici, 34 = O 
oye, 

A= T= Ô et 4 

Le lemme suivant qui est similaire au lemme 18.2 de [R:3], 

s'obtient ici trés simplement en substituant les variations (7) 

dans (5'), 6, V étant donné par la proposition III.l1:
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Lemme 21 : Pour toute variation Qu définie par (7) on a : 

| _ Vv X | fm an Pula Ÿ sve eM Lf UU) (2 (6. B30) ad A, 
> 1+ of A=] ° 

et M 
QT Yin \ / 

~ € . v ŒV > spied = an (2 (fs - *)3 | À, Vil. w (9) 

> PLT / xf || à | \ - £ ? AN 1 P om 

"Be plc! (a LEZ. Le ONG Dk ÿ AA À 
2 M M DT fa Lu | | el if 7 

pay — (A )E)Z CE 2 (5.63 | ad, À ody A] / Tu € om d 

ou Bye est le champ de vecteurs 

8 3x |\/T+a+ g-x#-| ss (ait 2 (CAES mr | ° Ce R-or- | 

Remarque : L'expression Bak obtenue est exactement celle du 
‘ ) 

= Ô è 
By, du C1 ad, A, 

lemme 9 

Preuve : Remplaçons bu(t), définie par (7), dans l'expression 

AE (" gf Ay (TAs 6 dr / 

devient ° 

Me (B43, € R A 

Vs 2 | ad” A (=?) (ET (7 8) ]# 
AZ! 0 + 3 € Ro À R | a | 

ou encore Me 2 
— è J Hi ght g Re 

T ad. A a FC T à 

Vz € — AL RI og Thai) ù 

En posant v= k+l et en réordonnant la sommation sur i, il 

vient : M 

V x V~l—~o 

- ET > £ (* [2 (£. - )3t) ad, A, 
V>o Y, AZ| ° 

. posera: in = 5 = o)
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Appliquons maintenant la proposition III.l 

éV peut alors s'écrire : 

Mal Ti). € , _ + \e 

6V = a 2 | “die 8)" ad, A, [ens Er) de 

R>, 0 1=9 Pre Ri 9 

| M. | | D _ vy 12 
Lu | a G+ 3,€ (re) d* A en 8 (9) dr | 

lie à | mS af 
ZO AD D+E 

nel @+ 2.8 +3 p p p 
4 ) à # (ro) (x-2) fad A 

* 3 2 fo [ | ET pi L AN 
R Po 4,50 0+3.€ D+3e 

+) ; ; 

Te (5-8) )/eTs G-2) dr d | (er JE" E=5) Jar de 

M1 pB+2 € fo " p_ 
+ ; va 2 [ de | ‘ ge) (9) Lcd, A ad 

RIZ jo +3; € +3: € R. 

Le” f. ea 65 (2-8)° Ja 
4 x | 

11 suffit alors d'intégrer et de regrouper certains termes pour 

obtenir (8). 

III.3 - Application 

Dans le lemme important suivant, nous particularisons, exac- 

tement comme dans le lemme 18.3 de [R.3], la perturbation §u pour 

montrer que, sous certaines conditions, les é1éments (-1)5 by, b: étant 

un entier pair, appartiennent à P : 

Lemme 22 : Soit u(t), t €(0,T], une commande de référence et q(t) 

la trajectoire correspondante. Soit l'espace vectoriel défini 
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au paragraphe précédent et soit enfin p» , un entier pair. Si les 

champs de vecteurs suivants appartiennent à 

1) By THY por = 0,1, --- et ve p 

” Bary - Bo,p Pear SET 
iii) Ladr A, ad’ A, | pour T+P < p-i [sé 

wT" Lai A, ad 4] - CT Boop pur HP = pi 
l . alors Ei )E Bey E 2 

Preuve : La première partie est identique à la démonstration du 

lemme 18.3 de [£3]. Soit d un entier tel que soit engendré par 

ad, À , v< d . et choisissons un entier positif ttel que 

p+i+dd< ŸT et pti < Yt 

Etablissons d'abord que S(b,t) Bo, p Ee”? / Qu pb +) +o est 

un nombre dépendant de p et de + , mais indépendant du 

système 2.’ considéré. On pourra donc choisir un systéme par- 

ticulier simple pour en déterminer le signe. Ayant fixé b et T 

on construit des nombres réels g. ; di ,A4= il, -..,7+3: M et un 

entier { , exactement comme dans la démonstration du lemme cité. 

Pour ce choix, on en déduit que 
sr 

Vie) = ET D Ev Bb + Ep + o(es 
VTO 

pe stlfspoRe d be 
Donc S{p,+) Bob EC “> par construction. 

Avant de déterminer le signe de §(},7t), montrons le lemme 

suivant : 

Lemme 23 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la 

trajectoire associée, 

Boy € NA , Vie Lo, Tl eb vec Poy 

tous les champs de vecteurs i), ii) iii) et iv) du lemme 

précédent appartiennent aussi ak. 

Preuve : C'est une conséquence immédiate des lemmes 10 et 11. 
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Corollaire III.1 : Pour tout entier pair bo: il existe un 

système particulier, q = f(q,u) ayant les propriétés suivantes 

i) u est scalaire ; pour une certaine solution, u(t), q(t), 
Vv ; 4 

t ECO, EL 1' espace Y est engendré par ad = 0) --,, d= Fou 

A, = £ ra, et A - 2 fhe 
R= 

ii) B, Ed | v<p 

iti) GE BR, € P 
Ÿ 20,p AT 

Alu’ 
è 

Preuve : D, entier pair, étant donné, considérons le système 

particulier de dimension N telle que p= 2(N-1). 

= i(qe)* 

es A gl)=o «+ lvls! . 
Le. au 

Comme ve 3 à No à E À à 
A, = L(a) + PO tt GL + wf et Az 2 

on en séduit oe oq) oq" ag oq" oq 

R - CL R ù , k-o. Lee N_d 

aaa = 6) Da- À ’ 

et | 

ods A = OP q 2 
avec la formule, _ À cie — 

[af A., adg E Ci)? Z eH (F} ody, [A ad TA 7, 
Pour p eto < N - 1, toutes ‘ces quantités sont nulles. D'où 

LA, ad y A, | = 0 X= 0, ..., ~N-G 
J 

et 

d ads? A, = [A ads" PA] = Ci) [ad ta, od UT 4] 
wep jyNee “gt 

d'où ) N-2 a LC! 2. CH a à a: 

- do’ = (1) Bo 2(v) 

et done B,, - Ci) à 9)
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D'autre part, comme Bo v EG , avec les deux lemmes 

précédents, on obtient F(p,t) Bop € A (10) 
} 

Soit u(t) = 0 , ¥t €[0,T]. Cette commande minimise 

- T Dr. 
g'{T) = [ L (G*)"(t) dt 

Ainsi d'après le lemme 4, pour tout vecteur adjoint extrémal p(t) 

<plt),E>=0 , VF Elatl  Yeed . 

pr) Bop est donc le premier terme non trivial du develop- 

pement en € de la deuxiéme variation. D'ot 

<P, FPR p> BO: 

Choisissons p(t) = dw (+t} = (1, 0,...0). En utilisant (9), 

il vient : 

e(pad ijt >o 

G
i
t
 

ef? : 
AL ou encore, s F(p,c) =| . soit d'aprés (10), ~1 | Ro qa ${ Ci) yp 

Nous allons maintenant démontrer les deux théorémes suivants 

Théorème III.1 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la 

trajectoire associée si A, EX et si [ad A, ad.y A, | Cob, ve), pl 

alors le champ de vecteurs ° ° 

-[ad A, ad F A lE J 

Théorème III.2 : Soit u(t), q(t) une commande de référence et la 

trajectoire associée; si 

Boy CoS J VaO, ---, p- | J 

alors i) p est pair 

ii) Ci)£ Bou E 7 

Dans les deux cas, on appliquera ensuite le lemme 20 pour 

obtenir les conditions nécessaires d'optimalité correspondantes.
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Preuve : Montrons tout d'abord le théorème III.2 

D'après le lemme 9 i), 

Boy = ad? A + Fo (5) [ad A, ad” PA] 

, € 

I£PSP 
En utilisant les hypothèses Bs. x, VrO sere, P-l , on 

en déduit que 

_ p-l _ 
LA, ad, A, | + 4 ) Cu Res . 

D'autre part, par le lemme 8i), 

ad A 412 CPT LA, ad fA] 4 0! axe led. 
Si b était impair, alors 

2 LA, ad” A] € © 

et op appartiendrait à À , ce qui contredit l'hypothèse. Pour 

montrer la deuxième partie du théorème III.2, il suffit de mon- 

trer que sid, Eb V=0,- --jpel alors tous les champs de vecteurs appa- 

raissant dans l' hypothèse du lemme 22 appartiennent aussi à oh. 

Or ceci se montre facilement en utilisant les lemmes 10 et 11 du. 

chapitre I. 

Toujours à partir de ces lemmes, il est facile de voir que 

les hypothéses du théoréme III.1 impliquent que 

ES pour v= 0,...,20 - 1 

Appliquons le théorème III.2, il vient 

(_1)¥ Bo 26 € (2 A 

Mais d'après le lemme 11 on 

_ _] 5 | + ie T T ra, a 1 eut E (ea 8, a 
d'où | 

I , -| | | fad®' A, adf AJ =P Be +2 avec Leo 

On en déduit donc que 

-[od@'A, «6 Ale D 
a)
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Corollaire III.2 : Soit (u(t),q(t) un couple extrémal d'ordre s. 

Si u(t) est minimisante sur [0,T] alors : 

i) <6) ,Ct) Bo as > > o , ¥e elt, 

ou, de facon équivalente , 

ii) Bir), [ads À ads A] > 29 ré[o,T] , 

p(t) étant une solution de (2). 

Preuve : Il suffit d'appliquer le théoréme III.1 et le théoréme 

III.2 respectivement pour la partie i) et la partie ii), avec le 

lemme fondamental 20 du chapitre précédent. 

III.4 - Interprétation hamiltonienne des conditions 

nécessaires d'optimalité. 

Dans ce chapitre, nous n'avons pas utilisé l'hamiltonien 
/ 

associé au problème de commande ) . Toutes les conditions néces- 

saires d'optimalité du second ordre obtenues jusqu'ici sont expri- 
# 6 0 a / | 

mees en fonction des champs de vecteurs associes a) ; une ques- 

tion naturelle est donc de se demander quel est le lien entre ces 
/ 

formulations et l'hamiltonien associé à ]. 

La réponse pour la partie i) du corollaire III.2 est immédiate 

Corollaire III.3 : Soit (U(t), G(t)) un couple extrémal d'or- 

dre s sur [0,T]. Si u(t) est minimisante sur [0,T] alors, 

yy à d$ Yo so Vre lot] 
tr) du dr*s ‘| T / 

qza 
ou H, = p(t), Fe (T,q, u.) > et P fc) est une solution 

extrémale de (2). 

Preuve : Nous avons vu (lemme 20) que 

B, 9 _ è dvs 

dés du dees 4 
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D'autre part, d'après le lemme 2, pour une solution arbitraire 

pr), Tr €[0,T] de (2), 

| M , P 

<pm,adf AD = a" <pt,A>= d 
° dz? at? 

s 2s 

cpl, (1)°Bo zed = ti) à 4 du aces * 

H, 

Ainsi, 

Remarque : Si le vecteur adjoint extrémal est unigue alors le 

corollaire III.2 i) n'est autre qu'une nouvelle formulation de la 

condition de Legendre-Clebsch généralisée (voir par exemple [gl], 

nl] et [b 3]). 

En utilisant les résultats obtenus au paragraphe A5, il est 

clair que la condition du corollaire III2 ii) qui est une autre 

formulation du théoréme 20.2 de Knobloch [k3], reçoit ici une 

interprétation hamiltonienne, chose qui n'as pas été faite 

jusqu'ici : 

Corollaire III.4 : Soit (üu(t),aq(t)) un couple extrémal 

d'ordre s sur [0,T). Si U(t) est minimisante sur [0,T] alors : 

A T5 d dé Ja 
¢ | Su? dc de Su? £ hi [PI <0 

ou H, — < p(t) J Fr (c, q, u) > et où P(r) est 

une solution extrémale de (2). 

Dans une derniére partie nous montrerons que la formulation 

du corollaire III.2 ii) est mieux adaptée aux applications que 

celles du corollaire III.2i).
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III.4 - Condition de Jacobson-Gabasov. 

Dans Cf1], des problèmes de commande sont décrits, illustrant 

la nécessité d'une nouvelle condition nécessaire d'optimalité, 

dans le cas où les conditions de Legendre-Clebsch généralisées 

sont satisfaites. Cette condition, appelée par la suite de 

Jacobson-Gabasov, peut s'obtenir aussi à partir de (5). En effet, 

introduisons, comme dans [jl], la variation simple suivante 

Ou (Tr) = a y TE Le, B+E] 

O aiPPeurs 

Il vient alors 

ou encore, 

à, V = ae (A € + ad A, an AŸe?) + o(e) 

En appliquant le lemme 18 on obtient : 

Proposition III.1 : Si ü(t) est minimisante sur [0,T] et si 

Ac alors 

> ad’ AG (Es) éd” yo 
V70 A. : q=a v! 

Vre Lo,T] ec Yee Lo Tt], 

Si en particulier, on choisit @=t , on retrouve la 

condition de Jacobson-Gabasov, sous la forme : 

Corollaire III.5 : Si a(t) est minimisante sur [0,T] et si A, E 

alors 

A* W, [T, T, q) | 2? 0 / ¥e ele, Td, 
qa
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ou encore, 

T oH, fox À, (a) > 0 À (a) ( = ) > 
| | q) ogk Tr og* dat De | ey Vv R_, 

avec H - AG, (kr,q) 

Avec les notations du paragraphe A5 on obtient : 

Corollaire III.6 : Si u(t) est minimisante sur [Oo,T], alors 

Fue H, (aa 2 O ) VE E Lo, T] 

III.5 - Exemple. 

Avec l'exemple suivant, on souhaite montrer que la condition 

nécessaire d'optimalité obtenue au corollaire III.2 i) qui est, 

rappelons-le, la traduction des conditions classiques de Legendre 

Clebsch généralisées (cf. corollaire III.3) est redondante dès que 

s>2 par rapport à la condition nécessaire d'optimalité obte- 

nue au corollaire III.2 ii). Grosso modo, pour arriver a une 

méme conclusion, cette derniére formulation nécessite le calcul 

de seulement la moitié des crochets de Lie de champs de vecteurs 

nécessaires a la premiére formulation, ce qui est un considérable 

avantage pour traiter les problémes de commande pratiques. 

L'exemple choisit, qui a été aussi traité dans [3] provient d'un 

problème bien connu en mécanique du vol. On trouvera tous les dé- 

tails et les références dans le livre de Vinh [vl] p. 77 (voir 

aussi [62]). | 

Soit le système 
| _ 2 

1d 
g* = R(q')+ 4, ult) Y(t) 

Cc 

, _ { 2 3 y(E} = A (g',q°, 9°] 

EE, T] o¢ulll ok . Les formes des fonctions k, Q et h, 

supposées analytiques, ne sont pas précisées pour l'instant. 

Soit u(t) € Int , t ECO,T] (c.a.d. o <u(t)< K) une commande
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extrémale et la trajectoire associée. D'après le lemme 4, si p(t) 

dénote le vecteur adjoint extrémal alors 

1 ¥ ~ | 

<PIH, ad, À > = © , Vv>o , VE EL, TI), 

où A, et A, sont ici respectivement : 

+ + Lule d - wl) à «+ 2 (Rigi) + 2, ult) Q) A 5, 
2 Oa C 093 

>
 { 

He
 As

 

ja
z 

dq! 
et 

A- 492 - 4 1 = G3 1 5 Cc 093 | 
Calculons tout d'abord [A,, [A,,A,]], on trouve : 

[A [ Ac, A, 1] = À À ainsi LA, [A A] eG . 
Cq? É 

Appliquons le corollaire III.2 i) ; pour obtenir une nouvelle 

condition nécessaire il faut calculer les champs de vecteurs 

suivants : ad, A, ’ ad, A, puis CA, ) ad, A,1. Par contre le 

test du corollaire III.2 ii) évite le calcul de ad, À, qui n'est 

déjà pas aisé pour ce problème largement réduit. ° 

On obtiendra donc une nouvelle condition nécessaire en 

calculant 

Lad, A, ) ad, A, ] 

Il vient : 

ad, A, = - Q CA + G_ d 

° qq" 4? q° 

et ad, A = (- 28 - 22) 2 (22 2.8 5)2 
À, C{a°)* q3 va! + cl)” q3 q3 ‘og ag” 

Aprés simplification, p 

AT à [KR GO) 2 A AAT = = te Soe (0/5 
Ainsi, si u(t) est minimisante sur [0,T], alors 

CAH, 9,2 [re o , WEE [oT (11) 
ait oy (7) ? 292777 
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Or précisément, les données physiques de k, Q et h ne peuvent 

en aucun cas garantir cette inégalité [k2], [RkR3]. Si bien qu'aucune 

commande extrémale u(t) € Int U, ne peut être minimale, autrement 

dit, une commande minimale ne peut être que Bang Bang, c.a.d., 

prendre ses valeurs sur les bords de LU. 

Pour illustrer l'importance de la formulation ii) par 

rapport à la formulation i) du corollaire III.3, supposons que 

OR =o (pour une certaine commande extrémale et sa trajectoire 
oq! so # e ~ a e 

absociée), ce qui ne correspond peut-être pas à un cas physique. 

La condition (11) est alors trivialement satisfaite. En poursui- 

vant le processus, on remarque qu'on obtiendra un nouveau test en 

calculant, 

[ad, À, ad À] 

soit deux nouveaux crochets de Lie, si on applique la partie ii), 

alors qu'il faudrait calculer 

> LA, ody A, J 

soit quatre crochets de Lie supplémentaires. D'une façon géné- 

rale, il est facile de voir que la formulation i) nécessite le 

calcul de lamoitiê des crochets de Lie, par rapport à la formu- 

lation ii), pour arriver à une même conclusion.



IV . CONDITIONS NÉCESSAIRES D'OPTIMALITE D'ORDRE TROIS 

IV.1 Exemple nécessitant une étude au troisième ordre. 

IV.2 Transformation sur la troisième variation. 

IV.3 Choix des variations. 

IV.4 Application: 
a) Cas des systèmes linéaires en la commande . 

b) Cas général . 

IV.5 Exemples.
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IV.1 - Exemple nécessitant une étude au troisième ordre. 

Considérons le problème de commande suivant : t €[0, 1], 

minimiser qd” (1), tel que 

u + (ql)? 
u + (qt)4 

©
 

1 
k
e
 

CS 
| 

avec q'(l) = 0 , Jul <1. 

Les champs de vecteurs A, et A] sont donnés respectivement 

+ (u+@)à + (usa) Le 
par, 

A, = 2 
dt 

et à 

oO 
oq oq* 

Soit u(t) = 0, t€L0,1], la commande extrémale et q(t) = (0,0)1a 

A = + 

trajectoire correspondante pour le vecteur adjoint p(t) = (1,1). 

Il est facile de voir que, pour tout s >0, 

<p{t), [ax A, adyA]> =o, Ve € [0,7]. 

Ainsi, aucun test du second ordre n'est concluant. En fait, nous 

verrons, grâce aux conditions nécessaires d'optimalité du troi- 

siéme ordre, que la commande u(t) = O ne peut pas être optimale.
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IV.2 - Transformation sur la troisième variation. 

Rappelons (cf II.1) que la troisiéme variation de la sortie y 
/ 

a l'instant T de 7 pour un instant initial ©, cr ST , arbitraire 

est donnée par : 

Tre | | G -T. + | * JAA. à B-TAs a (Re og, (7,9) | 
tt Gu(r) du (a) dr, do, ns 
TE A, GE. -G-DA | e À, e À e (Tr) 4g 

Eu (7) bu(n) dr. dg 

T h 
-| Te 4 of {5 _t)A, Da (T, t q) Su (x) de: 

lqza 

~
~
 

tf 4
 2
 

s
s
 

T
T
 

>
 =,
 

o
O
 

4 S
A
 

ro)
 

ct
 

D
 

il
 Me
 

=
 
2
 

T
T
 

T
 

ae
) Fe
s 

L
R
 

à 

lo
 

2
e
 

Comme au paragraphe III.l, transformons la variation asso- 

ciée à 6,y(T) (voir (5)). On souhaite en effet, comme pour le 

second ordre, obtenir des conditions nécessaires d'optimalité les 

plus simples possibles. Dès que des opérateurs du second ordre 

interviennent dans une formulation (c'est par exemple le cas pour 

la condition de second ordre de Jacobson-Gabasov ( &III)} le test 

se complique puisqu'il nécessite le calcul de 2 (t/q). 

Cette transformation est en fait une application d'un résultat 

plus général obtenu en Appendice. 

Posons 

AA 6) A, A. €” (7B) A, 

À
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et appliquons le lemme de l'Appendice pour n = 3, il vient : 

L- el D, (a) D, los) Gs (1) Ea (a) Bis lop) oe; da à 

1 

T | | 

[°C D 6, D) 3 du tn) Sila) dr dé 

+ 

L
e
 

a
 

wv
 

©
 

D
 =) 4
 = a
 

7
?
 

Q
O
 

be
 

| 

o
u
 

=
 

T
S
 

C
 

A
 =) XL
 

o
o
 

ou encore, en appliquant la proposition . III.1 à l'intégrale double 

du dernier terme: - 

T= 3 à [’ " Foyt ees do, de, dos 

+1 [7 a) Sl a {Tf [D (x), D, (og) J Su fr) Bil) da dg 

iJ TR [ D (x), D, ( (—) | Su) ) du (4 ) de da x [o (ni) Su (a) de, 

3| LI | r 

T \3 
JL Nit eae dy, . 

(fo ‘| 

Remarques : 

i) Le premier terme de cette expression est un champ de 

vecteurs ; dans la suite, on montrera que, pour les variations 

utilisées, c'est en fait le terme dominant. 

ii) Ce processus de séparation des champs de 
vecteurs et des opérateurs différentiels d'ordre supérieur 

s'étend aux opérateurs différentiels 6.V d'ordre supérieur à 

trois. (voir Appendice).



Proposition IV.1 : L'exoression 6,v associée à Ey(T,8) par (5) 

peut encore s'écrire 
_ 

SV2 ZI + 4 | D, (x) sur) ) de; -[ D, la) Su fo) dr. 
+ 
T TT | , 

+ 3 | D feu fr) de [ D, {n) Su (a) dr 

J; | 5 | 

+ 2 {* [ O(n), D, &) | Sula) Ga (x) da de 

+ ; [" [* [ D, (7), D si) | Sul) Gu (x) do, de, 

T | 
+ | D, (x) °(m)ds . 

Preuve : On applique à nouveau la proposition III.1 aux 

intégrales doubles apparaissant dans 5,V. 

Tout d'abord, nous rechercherons les conditions nécessaires du 

troisième ordre pour les problénes / linéaires en la commande ; 

dans ce cas, en effet, l'expression 6, devient égale à I. Mais 

avant, précisons les variations utilisées. 

IV.3 - Choix des variations 

Comme dans [462], nous étudierons la variation de la fonc- 

tionnelle y, fonction de sortie des systémes 7 ou aa pour les 

variations suivantes, appelées variations en aiguilles : 

Soit la perturbation "concentrée" en 9¢€[0,T], telle que, k étant 

un entier arbitraire, 

ne (re) bu (x) dr =0 i< R-i . 
6
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Une solution [4 3] de ces équations intégrales est 

à 
Ath = à 2 (i) (2 ven , (Es)* 

a=2-du(e) ee Ee [e,®+e] 

et de plus 

(15) 

S) 

P+E 

| (7-0) Su (dr = AL (ml) m+l 
€ . — m>R 

(m-R)!{m+8+ i)! we) 

IV.4 - Application 

a - Cas des systèmes linéaires en la commande 

Avant d'exprimer les conditions nécessaires d'optimalité du 

troisième ordre, rappelons [#1] le développement obtenu aprés 

introduction des variations ci-dessus dans §,V donné par la 

proposition III.1: 

8)? ôu (<q) duu (G) as, dg; 

Pour k quelconque, en utilisant (15) et (16), on trouve 

| 2, \ | 1 À 
Vea Oy a ads A, adf A] 2. 

| LR (4B) 

j CIE x 

(a+ P+1) (W+3+)+1-R)! (w+ 8 4 P+ R42) 

Choisissons k =7 , il vient 

X+B+e 

‘a
n 

L
U
 

à 

c
S
 

—
,
 

C
O
 

a
w
 

e
e
 

e
e
r
”
 

n
n
,
 B
O
 

a
d
 

c
o
 

N
e
e
"
 

EV= ap [A [A AJ] e624 ofe?} (17) 

ou b est un nombre négatif
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En apoliquant le lemme 18, on obtient : 

Proposition IV.2 : Si UG = 0 est minimisante sur [0, T] pour le 

problème de commande ) , alors 

LAL, LAs AT] (59) 
ou encore (lemme 19), 

< 0 ) Vr € Lo,T] 

laza 

< Blt), (A, , a, AT] > <0, Vr € lo, T], 

p(t ) étant le vecteur adjoint 

sh) [0% We ... du | = du, peel = ( e, Sa ” 3 

Si le champ de vecteurs [A], CA; A1, l'espace 

vectoriel engendré par ad, À , pO, cette condition est tri- 

vialement satisfaite (voir lemme 17). 

Pour cette classe de variations qui est contenue dans la classe 

des variations définies par Knobloch et utilisées au chapitre 

précédent, on obtient de façon générale : 

Proposition IV.3 : Si ü = o est minimisante sur [0, T] pour le 

problème de commande ) et si 

[A adf A ] € € pour D<k-2 

alors i) k est pair 

COUR + Raj . 
ii) EI LAL ad A 286 (T ©, 4) > ° , Wee Dt). 

ga 

Remarque : Cette proposition est un cas particulier du corollaire 

III.2 i) pour la classe des systèmes étudiés ici, c'est-à-dire 
. rd ry . 

ceux lineaires en la commande.
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. e Ld . pd 

Intéressons-nous maintenant aux conditions nécessaires basees sur 

la troisième variation. Nous avons vu, que dans le cas ou le 

‘ 2 , - ; Le 

système est linéaire en la commande, 6,V est donnée par TL 

Pour les variations utilisées il est facile de voir que, k étant 

arbitraire les termes 

T _ Trym | 

| D (x) Gu fe) dn, « | LCD (ed ,D, ()] Si fr) Su (n) dx de 
/ 

Tv 

eo | Da), D {x).] Su (n) du lg) Ao; deg (0 D (x) Su (5) de 
bd T 

{fo ) Bu) de; J 
T 

R 3 0 3 | 
sont respectivement d'ordre e*, E , ExE of Er, On con- 

sidèrera donc, dans la suite, seulement le premier terme de I : 

| D+E Le Ved LU PSE CE Deed, DT, De) eut \Sule) Safa landed; (15) 
| +o(E Re ) 

A partir des propriétés (15) et (16) de Su(t), déterminons les 

coefficients G, définis par 

| A R R SV = a / GE +| + o(e*") 

—_ 

_ 

De (18) il vient : 

v= 12 [Lads A path A], ads 4] 
° 4,8, 120 Q ’ k bs | p 6 

| ls nes | GIE Tale } _ (5-9) 7P * Tes ln) de 
a! aly! ds g tts Ge Bo) (3+0404 s+Ÿ) 3 

Posons p= A+ ArT+e m= = A+/3+T+ À. S+Ÿ , alors 

G, = z d (v, R Ps Ve 

bess By 

ou Vv, ¢ s) est le champ de vecteurs 

pact _ dt À, od? A] ad” A 
V(v, 8s) = 3 À f AYALA! (+ fel) (Brae Ly sti) [Le AIT A Jrad, | 

+ 84 T=v-Ÿ 

En [#) (8) (F) (Bs) (o4Pes)!* 

(ve Ra Ps sel) | (y R Py <) | (0
 
c
r
 

—
 

V B
O
 

C
D
 

Vy
 

r
t
 

i
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3 Comme le paramètre a dans (15) est arbitraire, a” peut être 

choisi soit positif, soit négatif. 

Prenons k = 3, 

6, V = a? G, é* 4 o(€*) 

me GSA, TA, TAT , eR. 
Si le champ de vecteurs CA], CA,, A J] Ex), alors & Ve est 

d'ordre €” si bien que le terme dominant de Sy(T) devient 

a"; G3. En appliquant les lemmes 18 et 19, on obtient 

Proposition IV.4 : Si u = o est minimisante sur [0, T], et si 

CA, [A Alle 

1 = oo 

CO DATA TA AMIE) = 6 =a 

ou encore, 

Fri, [A, LA LA AIT > =o, Vr € [eT]. 

Remarques : i) Cette dernière condition est une autre formulation 

de la condition obtenue par Skorodinskii [42]: 
2 3 

D d, us ro =O ; Vr € Lo, T] ° 

Q=Q 

ii) Ces critéres du troisiéme ordre, contenant des 

égalités pourront augmenter considérablement l'ensemble des con- 

ditions nécessaires disponibles pour déterminer la commande. 

La proposition précédente se généralise de la façon suivante 

Proposition IV.5 : Si u = o est minimisante sur [0, T] et si 

[A ad A | € re ) aK Rd (k est pair, cf. prop. IV.3) 

alors G, We (Tr, a) = 0 Vu $s R. Ve € L,T] J 
} 

ou encore 

KP), &>=0 , weR, Ye ele,
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preuve : La démonstration est ici beaucoup plus facile que celle 

de la proposition IV.3 parcequ'il n'est pas utile de connaître le 

signe des expressions G,. Si [A,, ad © 'A, ecb, À<k- alors 5, V est 
t Ree : ‘ A © , NS 

d'ordre ghee, Ainsi, tous les coefficients de d,V jusqu'à l'or- 

dre eRe sont alors nuls. C'est cela qu'exprime la proposition. 

On souhaite maintenant trouver des conditions nécessaires 

d'optimalité pour des sytémes plus généraux, du type > ', déjà ren- 

contrés aux chapitres précédents. Comme dans le cas linéaire en 

la commande, exprimons les conditions nécessaires d'optimalité du 

second ordre obtenues a partir des variations (15). 

b - Cas général : 

Pour un probléme de commmande >: les variations 6,V et 6,V sont 

données respectivement par les propostions III.1 et IV.1l 

Introduisons, tout d'abord, dans §,V la variation (15) pour k = 1: 

Su(t)=( a (l- S(t-8)) te Cd, Be] 
| o  ailfeurs 

Alors 

D'où (lemme 20) 

Proposition IV.6 : Si u(t), t €[0,T] est minimisante pour le 

problème de commande ÿ' alors 

> 0 ; Yer € [o,T] 

ou 

cp, Ay po , vee bord 
Remarque : Bien sûr, le membre de gauche de cette dernière 

expression n'est autre que la fonction , H étant oH 
: A 2 8 . 2 l'hamiltonien associé à 5", ou 

H= <p, F>
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jun 

et p = da = (5e À=0,...N 
équivalente de la condition de Legendre-Clebsch [£3]. 

Cette condition est une formulation 

Supposons que, sur tout l'intervalle [0,T]*, cette condition soit 

trivialement satisfaite. Autrement dit, considérons un problème 

de commande 7" tel que oH s'annule le Long de la trajectoire © 

extrémale. a du? 

Si k = 3 alors 

BV = - d (Ae + P LA. A, J en + Ps TA. A. 4,1] £° 

+ Pa [A, [4,411 €3) + o (€) , ps > © 

Proposition IV.7 : Si u(t) est minimisante sur [0, T] et si 

Aa (Tea) |p. =o (ou <fm,À>20) Wee [7] =O 

alors 

LA, TA. AJ] a (Tr, 4) < 0 
— 
” 

Cou <P), [A AAI > go), Vre Lo, TI]. 

Preuve : En appliquant le lemme 1 on sait que si 

pi, A, > > A, W, ea) est nul, Yc € Le, T] 

alors 

< Pl), ad; À, S =O | ¥y >So | Ve e fot]. 

Vv 

A, 
Désignons par L l'espace vectoriel engendré par ad À, 1 D20 + 

La proposition IV.3 devient : 

Proposition ‘IV.8: Si u(t) est minimisante sur [0,T], si 

Au (72,9) =o 
za 

(A, ad, A1 eZ LUZ bg Re 
} 

et si 

* On pourrait ne considérer qu'un sous-intervalle (a,b) C[O,T] 

sur lequel cette condition serait verifiée. Les conditions 

nécessaires d'optimalité obtenues ultérieurement seraient alors 

valides sur cet intervalle.
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alors i) k est pair 

ii) R R-i 
| QE | A, ) ad A, |a (tr 4) > Oo , Wr € [9,7]. 

laza é 

Un calcul simple, analogue à celui du paragraphe montre que, 

a! y+ R +1 

§,V := 2 G, et + 06), 

les seuls termes intervenant dans la détermination des G, sont : 

! Pe if fe br - e)A a (a - e)A, TA, PAL) 

M , e Pau Gr ut) Su (a) A098 46 

L | se BIAS oo (-B) Ac G-2)4 ~ f-8)4.1 6a (x) Tul) ds, cla, 

P (* -p-oA, (4 SA, 5 BA.) Sfr) Sulla, dg, 

Gee OT (v RBs) V (v.85) 

où V(v,l,s) est le champ de vecteurs 

L 4 | 1 | - 44 a À 

6 ol 24, "s . 4 5 a! Al a+ lestl Cod, 4, , ody” A, | 

(+3 =Vv~I 

À — ‘4 _ À Taq” A, ad P A 

Ty Zn al fl a+ + | | An '! o à ] 

X+(3 =V-I 

| 4 1 

TG i, 8,120 all ply (ol+ +1) (B+ C+ «+ s+ 1) 

K+A+f= vv | 

[Cade A, ad? 4 ], ad, A]
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cates jt GE (te 
| (v-RePes)l (Pio, Rese !)! 

D'où la proposition : 

Proposition IV.9 : Si ü(t) est minimisante sur [0, T], si 

A, 2 (41) = © 
q=a 

et sl 

Dada] € SUS | era. 
alors 

G à (7, 2,9) o ,Vrek ,Velo,t]. 
aa — 

Prenons par exemple k = 1, on obtient la condition 

LA, A lu (tx, 4)) =O) Yr elo,T) . 
=a 

C'est exactement la condition 

2d WL 
dum dt du | ~ 

G=a 

Ve Elo, T] (@) 
/ 

obtenue par Skorodinskii [42]. 

IV.5 - Exemples 

a) Reprenons tout d'abord l'exemple simple énoncé au début de 

ce chapitre et calculons le champ de vecteur [A,, [A,, [A,, A,]]] 

on obtient, à (RES 

04 
Comme p( +) = 1, + €£0,1], la condition nécessaire d'optimalité 

du troisiéme ordre 

<b), [A M, [A ADS <0 , Wr eb 

n'est pas satisfaite. On conclut donc que la commande 

u(t) = 0, té€[0,1] ne peut pas être optimale.
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b) Le mouvement du centre d'une masse d'un objet en déplace- 

ment est donné par 

À 
ay ff 3)3 n | 1 at gee aa) + (4,450) 
q° = u(t) + P(aë,t) 

Le problème de commande est le suivant : trouver u qui minimise 

Ah (q(t)) = q° (nm + [> (q')*(7) + [re Car 

avec, (q') (t) + (4 Ÿ(H +0 ,Helorlet fu] <4. 
Nous allons montrer le résultat suivant. 

Proposition IV.10 : La commande optimale pour ce probléme est 

Bang Bang : u(t) = + À . 

Preuve : On utilise le même raisonnement que l'exemple III.5*. 

Soit une commande extrémale u(t), telle que lu(t)i<1, tegCloT],. 

Montrons que cette commande ne peut pas être minimale. Pour ce 

problème, on voit facilement que [A,,, [A,, All € : 

or l'expression 

<p(c), LA, B,, CA, AI > 
ne peut pas être nulle sur 

l'intervalle 9, ce qui contredit la conclusion de la 

proposition IV.3. Ainsi, aucune commande extrémale, [u(t)|<1, 

ne peut être minimale. 

* Ce raisonnement est aussi employé dans [b1] pour montrer le 

caractère Bang Bang d'une commande en utilisant les conditions 

nécessaires du premier ordre (voir lemme 4).





V . GENERALISATIONS 

V.1 Cas d'une entrée vectorielle. 

V.2 Temps final libre: 

a) Conditions nécessaires du premier ordre. 

b) Conditions nécessaires du second ordre. 

c) Exemple.
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V.1. - Cas d'une entrée vectorielle 

Considérons le système suivant 

F(t,q u, A, | 

Mm 
t
i
e
 

_
Q
 il 

R (q) qlo)= g, est donné et où 

A
C
 i 

h et F ont les mémes propriétés que pour le problème /. . 

On s'intéresse, ici aussi, à trouver des conditions nécessaires 

d'optimalité pour que, lorsque le Principe du Maximum est 

trivialement satisfait, une commande extrémale 

u(t) 

y(t) 

conditions nécessaires analogues à celles obtenues précédemment 

* 

(G,(t), Gn(t)) , t €[0, T], minimise la sortie 

h(q(t)) àl'instant T fixé. On peut bien sûr obtenir des 

en fixant une des commandes et en imposant une perturbation à 

l'autre. Mais on conçoit que de nouvelles conditions nécessaires 

doivent exister lorsque les deux commandes sont perturbées en 

même temps. Celles-ci seront en fait d'une grande importance car 

elles seront sous forme d'égalité dès le second ordre (c'est le 

seul cas d'existence de critère égalité obtenu à partir de la 

seconde variation). On trouve un résumé de différentes approches 

par exemple dans [g1]. Mais les résultats les plus complets se 

trouvent, semble-t-il dans [k3]. A partir du nouveau 

développement fonctionnel de la variation à l'instant T de la 

sortie y de 7 " lorsqu'une variation Su(t) = (Su, , (+), Su, (t)) est 

imposée, on retrouvera deux importants théorémes. 

Soit ,dans une carte locale g= (qi). 9") } 

N 
S LR 

Riz Ss a (4,42) q 

~
~
 — 

t{ Mz
 

I
S
 

—
 

T
R
 

L
E
 

me
! E
 E
 

L
u
,
 

ja
r 

a
a
 ut
 

©
 

PP
: AX
 

i Mz
 

O
S
 

+
 

T
T
 

a
 t x o
a
 

©
 

D
E
 

À 

S
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~
~
 

a
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En généralisant la proposition 3 du paragraphe A6, il est 

clair que la deuxième variation à l'instant T s'écrit, pour des 

conditions initiales q(t) = a, ré[0,T] : 

Proposition V.1 : 

dy(7) = 2 | | HA pd fr-)4. P ) . Su a Ar 

j=! T 

; > (" cA. Ad AE R (a) aca 53. (r) au (r) dr 

Aj)! t 

+ 5 "(3 _ dA. À E-rA 4 2O-% As fn) Burla)dnde 

Age! T "TC 

+ 0 (| (Sau, a.) 

En particulier, pour une variation concentrée en un point 

€ [C,T] on obtient 

Corollaire V.L : by (r) = AL Vie) e- (9-c) A. @: (r c 4), 

q=a 

avec Uy, (+. T, a) = € 

et Vie) = §V+ GV+ o (1 (Su, Eu, )|l*) 

à FT ; | - fe B)A a 

où 6, V = > | AE 8)A. AS e (= ®) Sa, | de 

= 
et 

SV _ > F 8)A, A‘ : (r-B)A. Su, (a) bu (n àr 

SO (Te Li r\Ae 1: -(x.9)4 . a ( er: &- Ai e 9) Suu, ln) 6: (6 \ de de 

Dans la suite, woos P(t} = ES j ou 7779 ou | q' °° (20 
avec  (T,t,q) = (TA. A (q) 

a(t) = (G, (t), ü, (t) désignant une commande extrémale et q(t) la 

trajectoire associée, p(t) s'obtiendra en évoluant p(t) le long 

de (u(t),q(t)). 

Application 

Dans cette partie, nous allons retrouver les deux importants 

résultats de [et 3] concernant les conditions nécessaires d'opti- 

malité pour un probléme de commande vectorielle. of désignant
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LD 

l'espace vectoriel engendré par les champs de vecteurs ad, À, 
oO 

4 = 1,2, > 0, le long d'une commande de référence et sa tra- 

jectoire associée, on montre 

LL _ 

Théorème V.1 : Si u(t) = (u, (t), ü (t)) est minimisante pour le 

problème de commande > sur [0,T] et si 

eS à Ma aA ed oa 
alors 

| dud < Bit), O ad À AS = 6 ) At à ,.YHE fo, 7] 

p(t) étant défini par (20). | 

Par analogie avec le chapitre précédent et pour simplifier la 

démonstration de ce théorème, on désignera dans la suite 

d oad® A! tid | | 
ASE ad, À pal By R (20) 

En généralisant le lemme 9, on montre que 
m3 Q bow ii (are) Tv tt) oy Rat 

Bi" = (*} ad Ave + 2_ LL k Lad, À ad, At | 
À A. Ÿ a } Ao 

0 KT SR-d-1 
(D | 2 

Preuve : Démontrons tout d'abord que B, ‘a i, i,)° Pour cela, 
3 

introduisons comme en {k'3] la variation, e etant un entier > 0, 

. , 1 | Y , 

Su (t) = (Su) (4), Su; (l= &L (F(A), 0)+ (0, 9) E2)°] 
F! 

pour £ € [8+ ER, O+ea l ) DL <-..< am) 

xX est un entier donné f est arbitraire et NN. et 3; € R- 

(21) 

Après substitution de la variation (21) dans 6 V , on trouve : 

M Ù + ia © ov — [ | 
SV= 2 2 [ (JA Ave (7-8) A. bu: (x) de 

j=1,2% fro , 9 d guy À tie 

qui peut encore s'écrire, | 

k v M | | V1 4 
eX 2 E (2 ( §;., (8) - = (6)) 3° ad, À 

V7 © v! Lz0 9 

M 
d v | _9.) 9? y-l-P 

4 € D € fe) (2. Di. 7) 37) ad à A, 
v7 fri V:
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Regardons maintenant l'expression 6,V, 
re 
LE +2, < _ fr 93) À. 4 

6, V 2 2 2. | 7-9) 477 e (7-8) 2 ju, (r) du, (7) de 

A,rei, =: O+3.€ 

— Ot 3 in € O+3.€ - -~ 

+ + 2. 2- L | [ | ES) 44 t-8)A. leger RPA 

q,r=i,2 Pei SA Ory:€ +38 } ' 

Guy (1 Eu, (5) ds, deg 
me! Ota WF AE - (_2)4 _(r_9)A 4 | A 4 

+i 2 2 | &” Al. ° (-9) og? Le -| 
À q,r=i, =; G+3.€ 8 +3, € Ù | ) l 

ju (x; Ou, (x) civ. do; 

M-1 Or à € 
S " ge DIA, -(r 9)4, 

+S (2 | <' Ale F8) Sa (od 
Qt Vis, +36 4 

M - © . Ë ; - 

(2 | tac .Fe9)4 À 2 (FPA fu. dr) | 

a 

SV _ 2 c (7 ig? _ $°) : 

V2, | Lz 

vl > | Qt © LEZ (G2) (0, °%) 37) 8, 

* £ (° ) (2 (9, 2] ( § vt $) 1 Be vip 
v2) Vv | Az) 

v | L Ê 2 y Ze 

| 5 7 in (2 oa #7) Pan 

> | 2,8 D (924-9) (9-.- 9.) 33" 
£i<j M ha - J (9, y i à 

Lz pri [ads À! ad A)



8.6 | a | 
€ , P D. ; A st R e 2. , D } 

+ & Ri D fn, 2. lay (D. - 9) F :) 3; à; | Jad, Ay, ay A) 

À 3 pri 

pee L | 
| a A VW & 203$ Cal = 

+ 2 RI PI Zu 4-17 s)(f - 5 )3, 3] Lady À ad, À, | 

DA 

> al P F A | 1 LL \ À Cre bye 

A> Pr Tat (al ) (2 (9 0) 3 [2 (2, -9)3 É À ad, | 

2 Pa 
— R+ 0 i / LL 

2 

€ P _i ‘ ? _ | a 2 

2 Pri rid (i. L (9: ' 2)3 (2 (f i AE (ad, À ad, À, 

C21 | ; ad À A? ad? À! 

AS 1 A | 

xy et T à > 0) jeu Bu 

hi | 

Comme dans [k 3] p. 136, posons | (3) = r (F._ _5,} 3" 

| RL 

Po(8,9) = Z (S-S) (92, -9) 3” 
En | f.) (9. ),) 3; 

S'(s,9)= Z (f,-2)(2.+9) 3 
3; 

et choisissons un entier M, des nombres réels Bored 

D 0, D... Dr tel que le système suivant d'équations 

algébriques admette une solution FT (R) pour chaque 8, K étant un 

entier > 20+1 : 

cv) [£,9)=0 , Va=0,-.,K | (22)



74 

(La démonstration de ce résultat est purement technique (voir 

[k3] lemme A.5), elle ne sera pas refaite ici). 

Pour le choix de cette variation, on trouve 

. SRE z) p' SEE) 0, 0) Be 7 

En utilisant les hypothèses du théorème et les relations (22), il 

vient : 

SV = etat pr ( L . 83 . k) ; (a+!) 

iy , 4 
où bEX (b provient de À " ef Be Dei , V= Xf+l) 

C,v-1 Vip 

4 _ | | | *e) Rit et 

Ÿ (~e+1)! re 

| (e+!) te 
Gr) vy sé (2,2) Be. A

s
i
s
 

En appliquant le lemme fondamental 20, on en déduit que 

¥B | Ag+h € VG 
ou encore _ D | . 

<P(t), BG+h S Zo 
or, fs étant arbitraire, la condition (p(t),g >= 0, ¥t EL[0,T] est 

une condition nécessaire d'optimalité. Elle s'écrit encore (voir 

(20')) | 
x Bt) à ad" 4° = O 

P } du A. >



En choisissant une variation de la forme | 

1 t oo Ms | OL AP a 

(Eu (E}, ou, FE) | = À [ (0, £(B)) + (9,0) Le } ree 
our LÉ - | O+ É3; l à + EX [. on montrerait de la méme fagon que 

- ù 6 AI _ 
Celt), du ad À, > 70, VE € Lo, T] est 

2 , 
une condition nécessaire d'optimalité. 

Avec un raisonnement analogue, on retrouve également le thé- 

orème 21.2 de [k3]. Il s'exprime ici par : 

Théorème V.2 : Si u(t) = (u,(t) , a (e) ) est minimisante pour le 

problème de commande D" sur [o,T] et si 

— 

A € L y [ad Ar, ad At] E ob ) pat Pe, f;20 | 

et i = 1,2 alors 

| à 
4 

: ¥ . a 

i) < A(t) 2 ad, AY > =O ) AF | , V £ P+PR + 

ui 

ti) <BlE, [ody À, ads AT] > =O  , PHP <RtR 
1) 

VE E To, T] p(t) étant défini par (20). 

Remarque : En utilisant les variations suivantes [gl] 

Su, (t) = 2 Sut (t) =» bu (t) = a: Pet<Ÿ+rge 
L 

o Hé (0, 0+9;€] 
q 0 <q <q, <| 

a, (E) = 2. Sud (t) Sud (+) = Ë <b KBs BE 
6} 

o ¢ P; CP SI 

nous aurions retrouvé les résultats du paragraphe 7.3 de [gl]. 

Mais la plupart de ceux-ci sont des cas particuliers des théorè- 

mes précédents. Notons que ces variations sont différentes de 

celles utilisées plus haut, en effet, les intervalles de varia- 

tions pour bu, et Gui ne sont pas ici nécessairement les 

mêmes.
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V.2. - Temps final libre 

Jusqu'à présent, l'instant T du problème de commande était 

fixé. L'objet de ce paragraphe est de montrer que notre approche 

s'applique aussi au problème singulier à temps final variable et 

donc en particulier à l'importante classe de problèmes en “temps 

minimal". Notons tout de suite qu'il n'était pas a priori certain 

que notre approche se prolonge à cette classe de problèmes car 

les développements fonctionnels utilisés ne sont l'analogue des 

développements de Taylor que dans le cas où T est fixé (voir 

[b14, et [45])*. Ce problème a été étudié en particulier par 

Agracev et Gamkrelidze [g1] pour le cas linéaire en la commande. 

On remarque cependant que l'approche, la-aussi complexe, aboutit, 

Sans véritable nouveauté, à des formulations équivalentes à celles 

de Krener [k4] : "Naturally, both formulas are equivalent, although 

it is difficult to say which one will turn out to be more conve- 

nient for computations". On voit ici encore qu'une préoccupation 

essentielle dans l'étude des problèmes singuliers est l'adapta- 

tion des conditions nécessaires obtenues, aux applications. 

L'idée est donc ici, d'étendre les nouvelles formulations du 

corollaire III.2, dont nous avons vu l'intérêt à travers un 

exemple (IV.5), au cas où l'instant final est variable. Il 

existe d'autres études sur les problèmes de commande singuliers 

en temps minimal, citons les travaux de Bonnard [59] pour les 

systèmes évoluant dans A . 

Considérons ici le probléme de commande suivant (5"") 

q= F(t, q : u) , q(0) donné, 

l'état q appartient à une variété analytique Q de dimension N. Le 

champ de vecteurs F est analytique par rapport à toutes les va- 

riables t, q et u : trouver des conditions nécessaires d'optimalité 

pour qu'à un instant T minimal, 

n;(q(T)) = 0, i=1,..., N-n (n<N). 

* Pour un instant non fixé T on consultera [3].
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a - Conditions nécessaires d'optimalité du premier ordre. 

Posons t= Us) ,SEC0,11 où Ÿ(s) = u,(s) est une fonction 

supposée strictement positive sur l'intervalle [0,1]. Ce change- 

ment variable classique permet de retrouver un problème de 

commande du type 2. : en effet, 

dt = P(s)ds = u (s)ds 

de plus, q = F(t,q,u) peut encore s'écrire : 

à=da = F(¥ls),q, ue P(s)) 4. (s) 

Fer 
Désignons uoŸ par V, t par qN+i et s par qg°, il vient : 

Proposition V.2 : Le problème de commande >" est équivalent au 

problème de commande à temps fixe suivant, g° €[0,1], 

q = F(q“", q, v (9°) ) a. (q°) 

° N+! | 
qe’ 4, (q°) 
4 = ght | qfo)= 4, 

Trouver des conditions nécessaires pour que la sortie 

y(1) = aN+l(1) soit minimale et telle que 

h;(q(1)}= 0, i = lL,..., N-n. 

Pour ce nouveau problème, soit ,dans une carte locale, 
N 

, Rod c ° A= EMG aaM are aOR ey 
j N Rr Nei ù oO ‘nei c\A/ Ô A. ‘= 2 F (a qv] dq + dq"*" , AINSI A. = Me(q JAc * da° 

de même
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Il est clair que les conditions nécessaires d'optimalité pour le 

probléme de commande a sont en "bijection" avec celles de ce 

nouveau problème. On souhaite cependant, que ces conditions ne 

dépendent pas du choix du changement de variable WŸ et donc de 

u . Regardons tout d'abord les conditions nécessaires du 

premier ordre et pour cela, posons 

| \ (i-c)A, N ri 
ur (l,T,a = € 7 

| tT (q,q"")z à 

Il s'agit de la valeur, à l'instant 1, de la sortie y = ati, 

pour les conditions initiales (q(t), @hth( 2 )) = a,t€ [0,1]. 

D'après le lemme 4, si V(s) est une commande extrémale sur 

[0,1] 

alors, Ÿ . 

ad, Aux, (1,7, a) =0, Wyo , Webi 
( Wee) _ 
V4 Jea (24) 

La proposition suivante est alors immédiate 

Proposition V.3 : Si l'ensemble des conditions nécessaires du 

premier ordre (24) est vérifié alors 

> 

ody A [Lead] og guy = 9,120 We ell N+) 

q,q }= a 

A} et A; étant définis en (23). 
| 7 du Définissons maintenant P(t) = dux, = | | 3 par construc- 

og | 
Ld a Py 

NJ . 

tion, sur toute trajectoire optimale, on a Og it £N4 

_ _, Busa) = (i) futde = Le 
si bien que du | : de plus, IDE = 1; ainsi dans la 

09° oh 
suite Bice (-1, de, We, 4) , (25) 

OQ oq 

On obtient alors:
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Proposition V.4 : Si vis) est une commande extrémale sur [0,1] 

alors 

<Pta, ad, A > so, Myo, Fr ERI] 

Remarque : Dans le problème à temps libre, on peut utiliser la 

relation supplémentaire 

Ala (ir, 4,9°"] ro ,relRi 
lag) à (24') 

(Si H = <pit), F(t, q, v) > . cette relation correspond à 

H + 1 = 0, sur [0,1]). 

b- Conditions d'optimalité du deuxième ordre 

Intéressons-nous maintenant aux conditions du second ordre. 

Soit v(s) et G(s), s €[0,1] une commande extrémale et la trajec- 

toire associée (c'est-à-dire vérifiant les conditions nécessai- 

res d'optimalité (24)) on montre 

Proposition V.5 : p étant un entier pair, 

8’ à ada, À" € LE v=o Ly pel 
si 0,» by ! 

alors Bop _ ur (q°) By, n P p Eo 

de méme, si 

aA AZ] RUES 
alors =p. “6 ŸP+if » Di ., D-I D ad" A , af A] = a) [ad gs AN ad Alem, 
Preuve : nm Et . 

Calculons par exemple | ad ss À, , ad À A, | 

| et posons | 7 
~ -lo4j Cc -t- } ~ S 

od° | À = a.’ (9°) ad P A! 4 DL fe (q ) ad , A, ou f (q°) est une 

A. A. 41 o est une 

certaine fonction de q°,
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. © Pt / o D } FT a. cy ; Poe j 
ad’ À. — A, (q | ad, A, + — ie (q | ac A’ A, 

ito 3 LT) rly 

cule en fonction des fonctions fi). 

ainsi putta af 4] aff) [ad fa) 
À 5 o | 

où MEL d'après les hypothèses. 

La fonction u (s), s €[0,1] étant supposée 4tnictement 

positive on en déduit le théorème suivant : 

Théorème V.3 : Soit v(s), G(s) un couple extrémal d'ordre s sur 

[0,1], si v(s) est minimisante sur [0,1] 

alors — 

<B{r), C1} By 2 Ss >0 , ve €[2,'] 

ou de façon équivalente, 

” < p(x) / [adi À, ad? A, J > Zo Vt € Lo, T] 

p(t) étant défini par (25). 

Remarque : La premiére condition (s = 1) du deuxiéme ordre 

<P), Bo. > So, ¥re le] 

s'écrit encore dans le cas particulier d'un problème 7 

linéaire en la commande : 

CP), LA, [A AIS <o, 

c - Exemple [610] 

Vr elo). 

Il s'agit du problème de mise à zéro en temps minimal de la 

vitesse angulaire d'un engin spacial gouverné par un couple de 

rétrofusées opposées. Le systéme s'écrit 

q'= a, qq? + b, a(t) 

ge a, qq 

a, q 9° + b, at) 

j 
il 

D
 

« 
w
 

NI}
 

avec 

a = k=-l; q, = tit », 2 == = 
I Le 75 
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lu(t)| <1 (on ne s'intéresse pas ici au problème de synthèse 

mais seulement aux conditions nécessaires d'optimalité vérifiées 

par une commande singulière). 

Dans les problèmes de commande optimale, il apparaît que la 

dimension de l'espace d'état et celle des commandes jouent un rôle 

important, dans le sens que les solutions s'obtiennent plus faci- 

lement dans des cas particuliers que dans les cas tout à fait 

généraux. Prenons par exemple le problème de la recherche d'un 

bouclage analytique pour un problème zégulier. Il est montré [44] 

que l'équation différentielle (issue des conditions nécessaires 

d'optimalité du premier ordre voir & I) vérifiée par cette 

commande, est une équation différentielle non linéaire du premier 

ordre, lorsque le nombre d'entrées est égal à celui de la dimen- 

sion de l'état du système. Pour ce qui est du problème singulier 

en temps minimal ci-dessus, la commande étant scalaire et l'état 

de dimension trois, la commande singulière, généralement fonction 

de l'état et du vecteur adjoint, est indépendante de ce dernier. 

De plus, le vecteur adjoint est ici parfaitement connu en fonc- 

tion de l'état. 

Pour ce problème, 

RU RE SE = 2462 
Soi 7 * og? 

Les conditions nécessaires du premier ordre s'écrivent, si 

Bit) = (By, Bor Bar 1) 

(a, qq? + bu) P, + 4 gia? p, + (a,q'q° + b, 4} P, + 1=0 

b, p + b, Ps = © 

3 | z _ 

bate + a (bq*+ b9')P + ba q°P =0 
provenant respectivement de (voir (24') et propositioin V.3) 

; 26 
Naso d [AA] =0 . } 

AW, = 0 
J 

On en déduit py, Po, P3* 
3 2 

P ~ p P _ J (bla, - ba, )q? P, 
, 77 , 2 = 

b, 3 b a, (b, 9° + b, q') 

et 

Ww
 \! ] 

w
e
 

0
7
 

m
e
 

nN
 

o
o
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2 ) 
De même, en utilisant ad, A’ ur =O 

on obtient, en supposant (a,b - a, b; | 7 0 

LL, an. & (a@) 0,(9')*) (big? ba 
M (9', 9°, 97) = > . > 2 

© q° (a b, - 4, bi) 

Ecrivons maintenant la condition nécessaire d'optimalité 

vérifiée par une commande singulière minimisante. En appliquant 

la partie ii) (pour s = 1) du théorème V.3, il vient 

<p), TA, FAL AT > <o ,Vrebn 

Ce qui donne ici 

a k*- a b> 
. 2 3 4 — 1 3 < O 

a, {q\}"- a.(q3)* 
2 . 

Donc, si on se place dans le cas où (a,k-a, bi) D o comme en b101 

une trajectoire singulière telle que a,(q')"- a, (qs)? n'est pas 

optimale. | | 
. Ÿ 2 . 

Supposons maintenant que a3b) - ajb3 = 0 ; les relations 

(26) entrainent 

_b b. | 
=O P = R, =! 

2 / 3 . J 
R a,b,q'- a, b,q* | Pi 3 ) 

a;b,a'- a, bq 

Appliquons la partie ii) (pour s = 2) du théoréme V.3, il vient : 

< Pit, Lady) Ay | ad 41 A’ | S go, ¥r El, 

Un calcul simple montre que cette condition se réduit à 

a a <0 

Or d'après la définition de a, et a3, ce produit est toujours 

positif. Par conséquent, aucune trajectoire singulière issue du 

problème énoncé plus haut, dans le cas particulier où les coeffi- 

cients vérifient la relation a3b} - ajb3 = 0, ne peut 

être optimale. La commande est donc ici nécessairement Bang Bang.



VI . ANALYSE A LA JONCTION ENTRE UN ARC SINGULIER ET 

UN ARC NON-SINGULIER. 

VI.1 Introduction. 

VI.2 Présentation du problème. 

VI.3 Exemple. 

VI.4 Condition nécessaire d'optimalité en un point de jonction.
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IV.1 - Introduction 

Cette étude est essentielle dans le cadre de la commande 

optimale singulière. Si jusqu'ici nous avons considéré un inter- 

valle [0,T] où le problème admettait une commande singulière sur 

cet intervalle, il est bien évident, qu'en général, une solution 

du problème de commande contient à la fois des arcs singuliers 

et arcs non singuliers. On rappelera un exemple dans la partie 

suivante). Les premiers résultats sur le sujet sont relativement 

récents [m2]. Il y a eu depuis quelques critiques, les unes 

déjà mentionnées au paragraphe I.5 et une, soulevée par Bell 

Cb4] concernant plus particulièrement l'assertion d'un théorème, 

dès lors appelé conjecture de Mc Danell. Sans rentrer dans les 

détails bibliographiques, citons les travaux récents de Bortins 

[611] où sont étendus des résultats existants. Toutefois, l'hy- 

pothèse de normalité, lorsque des contraintes terminales sont 

imposées, est encore indispensable. 

On obtiendra ici les résultats de [ 611] ,ans cette hypo- 

thèse. Ceci sera ecore possible grâce à la nouvelle définition 

de l'ordre local (définition 2). D'autre part, les identités 

obtenues au paragraphe 14 permettent en général de conclure 

beaucoup plus rapidement. Nous espérons pouvoir ainsi montrer 

que notre approche, en rassemblant des thèses aussi éloignées, 

que celles de Knobloch ou de Bortins, unifie en grande partie, 

les travaux concernant la commande optimale singulière. Nous 

prouverons par là l'importance, dans cet autre domaine, de 

l'utilisation des crochets de Lie de champs de vecteurs.
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VI.1l - Présentation du problème. 

Dans l'étude des jonctions entre arc singulier et arc non- 

singulier, il est naturel de ne s'intéressser qu'à une composante 

de la commande u(t). Il est en effet peu probable que des jonc- 

tions se produisent au méme temps pour différentes composantes. 

Dans la suite, on supposera donc u scalaire et ju(t)| < U. On 

fera les mémes hypothéses d'analyticité qu'aux chapitres précé- 

dents, certainement trop générales mais qui évitent de préciser 

exactement le degré de différentiabilité des fonctions, néces- 

saire à chaque étape. 

Nous ferons d'autre part les hypothèses suivantes : 

Hl - La jonction entre un arc singulier et un arc non singulier, 

en un point t. €[0,T] est analytique, c'est-à-dire qu'on sup- 

pose qu'il existe au moins un voisinage du point t, dans lequel 

la commande est analytique par morceaux. (On se rapportera au 

commentaire de l'exemple de [£3] pour l'existence d'une jonction 

non analytique). Dans la suite, N désigne l'intervalle où la 

commande est non singulière et S désigne celui où elle est sin- 

gulière. 

à A 

AT _ | | UE. 

fet, 
-U _ a - 

S N N S . 
€ t \, +> 4 + N, > 

H2 - On suppose de plus qu'il existe N, tel que H, # 0 et 

Nj à t, pour extrémité. D'autre part, la jonction étant 

supposée analytique, il existe un intervalle NoCN, ayant 

t, pour extrémité et tel que H, à un signe constant. 

H3 - Enfin, on suppose que le plus petit ordre de la dérivée 

totale par rapport à t de u qui est discontinue est fini.
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On posera £ = min | i 20, util(e) 7 atte.) | 

où ü,, et U, désignent respectivement la commande extrémale 

sur l'arc N et sur l'arc S. Notons que Un = + Uet atte.) = 0, 

i > 1. 

A partir de ces hypothèses, on obtient le lemme général suivant: 

Lemme 24 : Soit u(t), te[0,T] une commande extrémale vérifiant 

les hypothéses Hl, H2, H3. Alors, 

260 ,: Hi(k-e) (a(R) AH) <o à be en, 

et GPA (ere) (A9 - RE) <o à EE EN, 

Preuve : Supposons que E_-6€ N, et soit T =- <4 HA (EL 6) 

alors +6 ES p oe 

et gyuU_ à (E +6) _ cl - 2 a ü. (a + o (181°) 

izo à] 

d'après H3 on peut encore écrire, 
po, + 

rU- Blk) = À (a) aE ft) 
L'inégalité lu(t)| < U permet de conclure (§=+€). 

Remarque : Dans ce lemme, on n'utilise pas les propriétés d'op- qt 

timalité de l'arc singulier. Est-il possible d'utiliser les con- 

ditions nécessaires d'optimalité, maintenant connues de "chaque 

côté" de t,, pour obtenir une condition nécessaire d'optimalité 

au point t, ? Cette question, préalablement posée par Mc 

Danell et Powers [m2] est à l'origine de tous les travaux qui 

suivront sur ce sujet. L'exemple suivant étudié successivement 

par Lewis [23] et Powers [p2] permet de se rendre compte de 

l'importance de cette question dans les problèmes de synthèses. 

Considérons à nouveau l'exemple du paragraphe 1.5, 

gl = q2u 

geu-g 
qa? = (q* - 1/2)? 
y = q° 

LE L _ 2 . elk kl aly=Se4 , dlh)e 8
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Il existe quatre commandes optimales pour ce problème, les com- 

mandes non singulières u = + 1 et u = - 1 et les commandes sin- 

guliéres u = 0 et u = 1/2. Le plan de phase est le suivant fp 2] 

Placons-nous en un point initial ( Sy $5) ¢ (1/2, 0). En 

général, on peut soit utiliser une commande Bang Bang, soit 

commencer par u = + 1 ou u = - 1 jusqu'à atteindre la droite 

qt = 1/2 et terminer par üu = 0. La question est la suivante : 

cette dernière commande comprenant à la fois. une partie non- 

singuliére et une partie singuliére, est-elle minimisante ? Bien 

que cet exemple n'ait aucun support physique, on conçoit qu'une 

telle question ait beaucoup d'importance. Il peut être en effet 

beaucoup plus "commode" d'utiliser une commande a l'intérieur de 

ces bornes.
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IV.3 - Une condition nécessaire d'optimalité en un point 

de Jonction. 

-Introduisons le paramètre « 
ñ 

a 

x= mn fideo, < p(k) , ad* A A #O> | 
=Q 

La notation Wn (resp. s), signifie l'évaluation le long 

de l'arc non singulier (resp. sinqulier). Rappelons que 

< H(t) , adi A > = 0 ,Yi20, Es 

Soit 6 tel que te + 5 € No alors, 

H, (+8) ad 4, > + 0 (151°) \l Me
 

fe
a AN
 

ol
 Ga
 

- & cpt), ad, AL > + o (181*) 
a! 

D'après le lemme précédent, il vient : 

Lemme 25 : Soit G(t), t €fo,T], une commande extrémale vérifiant 

les hypothèses Hl, H2, H3. Alors, t étant un point de 

jonction, ° 

J£S 0 tel que 03 

Li" < pk), TA S proc )- 4, (t.)) <e si L-EEN, 

—_ "GE < pled, ad 47> (RH ae" (te)) So s Bre eM, 

Avant de donner une généralisation du théorème 5.1 de [611]. 

Rappelons le principal résultat du paragraphe III. 

Soit r l'ordre du probléme (définition 1) et s l'ordre de 

l'arc étudié (définition 2). Soit (ü(t}),q(t) un couple extrémal 

d'ordre s. Si u(t) est minimisante sur [o,T] alors 
: _. — 0, T 

*) <a, (6) Does | > 29, ets, 
Q= a 

ou de fagon équivalente,
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~- 

cpl, dA ade A, > Bo, re ELT, 
) | MES ! 

ii) 

p(t] étant une solution de (2). 

- 4° g~I 
Dans la suite, on note R, le champ de vecteurs lad, À ad A] 

La condition ii) devient Gi 

< p(t) ) R(t) D > } We € Co,r] 

Supposons tout d'abord que €P (te) R, (te) Seo , On établit : 
) 

Théorème VI.1 : Soit u(t), t €Elo,T] une commande telle que les 

hypothèses Hl, H2, H3 soient vérifiées et telle que le couple 

(ü(t),a(t)]soit d'ordre s sur l'intervalle Scf[o,T]. Si U(t) est 

minimisante sur [o,T] alors, quand Ÿ > 2s - 3r, L+s est LAMNPALK . 

Preuve : Pour simplifier, on supposera Î >let t, +EEN, 

D'après le lemme précédent, t, étant le point de jonction, 

jf < Blk) ads A” > afk) > 
Par un raisonnement analogue à la démonstration du théorème 5.1 

de Cbl1], on montre tout d'abord que x = 2s + {. (Rappelons 

que . _ — on | 
d= mnlizo , <Plk), ad À S #0 

s est l'ordre local (définition 2) et 

l= mn fizo , BS (Kk) # Of ) 
Considérons maintenant ad” À, on peut écrire 

Ae | y L 
a _ D [à ad À, Cr] 

ad’, À ~ iyo | jutil 0 pu 

d'après la définition de Ÿ, on en déduit que 

of — fi 
ad’, A, (E.) = 2, dc ad à A, ue 3 (te) 

Mais d'après le lemme 14 et la définition de s, 

> 2%? _ rN à 5 

LUE à. A = a [ © 

Ÿ _ Ci) R. ) Reo avec 

1, E 06 R>o
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En appliquant conjointement le lemme précédent et le corollaire 

111.2 rappelé au début de ce paragraphe, on en déduit que si la 

jonction (S)(t,)(N) est minimisante alors 

CN Cpt), Re(k)> (ace (hI << 
te} 

ef CPE), Re (k&) > Do 
et 

d'ou 4 s est un entier impair. 

Exemple : Considérons en particulier la commande singulière ü = C 

du problème précédent ; il est facile de voir que la trajec- 

toire associée q(t), tES vérifie 

ss + qe PH - SES 
et que [= Or 

Le théorème précédent indique donc que la commande 

ular +) , & € C&A] 
=O CE CE E, | 

I+.
 

est minimisante. 

Par contre, considérons la commande singuliére u = 1/2. On 

a ici encore t= O (u, = + 1) mais on ne pourra pas utiliser 
LA 8 } 

le théorème car ici, {= o <2s - 3r. Nous savons en effet (cf. 

exemple du &15) que r = l et s = 2.
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In optimal control problems any extremal arc which trivially satisfies the Maximum Principle, that is a first-order control variation 

produces no change in cost, is called singular. Higher-order conditions are then needed to check the optimality of such arcs. Using the 

Volterra series associated with the variation of the cost functional gives a new context for analyzing singular optimal control problems. 

A basic optimality criterion for a fixed terminal time Mayer problem is obtained which allows one to derive the necessary conditions 

for optimality in terms of Lie brackets of vector fields associated with the dynamics of the problem. 

Keywords: Optimal control, Functional expansion, Second variation, Maximum principle. 

Introduction 

The study of second-order necessary conditions in optimal control has recently received much attention 
in the literature. These conditions first appeared in singular optimal control problems (for example, in the 

aerospace field or chemical industry [6]) where the Maximum Principle, i.e. the first-order necessary 

_ condition, is trivially satisfied. We refer the reader to the survey papers of Gabasov and Kirillova [5] and 

Marchall and Contensou [11]. The generalized Legendre—Clebsch condition (or Kelley—Contensou test) is, 
for example, a well known second-order condition which has proved to be useful in many singular control 

problems. 

On the other hand, recently there has been a considerable interest in control theory in using Lie-brackets 

configurations to characterize such fundamental properties as controllability or accessibility (see for 

example Sussmann (12]). This approach was first used in singular optimal control problems by Brockett [2] 

and Krener [8]. Knobloch [7] has generalized these results obtaining a complete theory of second-order 

necessary conditions; he gives new conditions which are particularly suited for applications since one has to 
compute only half the number of Lie brackets that would be necessary in order to perform the same type of 

test using the classical version. However the mathematical formalism involved is unwieldy. New important 

results are also obtained in this way when vector-valued control problems are under consideration. 
In the present paper, we propose a new context for the singular optimal control problems. The main 

tools are a new functional expansion [4] in conjunction with a by-product of the Baker-Campbell-Haus- 
dorff formula. A basic optimality criterion for a fixed terminal time Mayer problem is obtained which 

allows one to derive the necessary conditions for optimality in terms of the vector fields (often in terms of 

Lie brackets of vector fields) associated with the dynamics of the problem. As a particular application, we 
will derive a new formulation of some result of Knobloch. Another advantage of this formalism is that a 

precise knowledge of Volterra kernels allows an easy derivation of third-order necessary conditions [10]. 

For affine systems, this approach lead first [9] to a new interpretation of some classical second-order 

necessary conditions like the generalized Legendre-Clebsch condition or the Jacobson condition. 

In order to emphasize the essential results, some of the mathematical details are omitted. 

0167-6911 /84/$3.00 © 1984, Elsevier Science Publishers B.V. (North-Holland) 135
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1. Statement of the main resuit 

Let us consider the following Mayer problem. Find wu to miminize 

J(u) =h(x(T)) (1) 

subject to 

x=f(t,x;u), x(0)=x,,1e[0.T|,T fixed. 

The state x belongs to an N-dimensional analytic manifold Q. The vector field f and the scalar output 

function k are assumed to be analytic. The control u is assumed to belong to a class of analytic functions 

which take values in some open set U. 

In some local coordinate chart x = x',...,x, let us denote respectively the vector fields 

T" N 

d 0 0 
= + f*(t,x;u)— and D fii (t, x; u)—, 
dt 9x" Lal 9x" km 

where the subcript u‘') indicates the ith-order partial derivative with respect to u, by 4, and 4,. We will 

denote by Z the linear space generated by 

ad”, 41, v>0 

(ad, Y denotes [ X, ad’, 'Y] with ad) Y= Y). Finally w#(T, r, a) will denote the functional 4(x(T)) for a 

given control u, initial time 0 < r < T, and initial point x(r)= a. 

Our main result is: 

Theorem 1. The dimension of £ being assumed constant on the interval (0, T}, if u is minimizing on [0, T |, if 

A,€ and if p is the maximal integer such that 

[ad’-'4,, ad”, 4]€eZ, v=1,....0-1, 

then, there exists locally a costate vector p(t) such that 

(p(t), [ad4, "Ay, ad,4,]) <0, 
for allt =[0, T|. 

Remark. We shall show that this theorem is more suited for applications than the standard form of the 

Legendre-Clebsch condition which will also be interpreted within this new formalism in Lemma 3.5 of this 
paper. 

This result will be proved by combining a new basic optimality criterion and Knobloch’s special control 
variation. 

2. Necessary. condition for optimality 

2.1. Some background 

Consider the differential system 

g=Fy(q)+v(t)Fi(q), y(t) =A( q(t), | (2) 
where q belongs to an N-dimensional analytic manifold; the vector fields F, and F, and the scalar output 

function are assumed to be analytic and defined in a neighbourhood of g(0) = a. (If we write the vector 

136
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fields F,, j = 0, 1, in some local coordinate chart q = (g',....g") 

N 9 

F= 9 O*(q',....q¢*%)—. x (ghd Er 

remember that the first line of (2) is equivalent to 

g*(t)=65(q',....9%) +a(t)Of(qi.....g%) (kK =1,...,N).) 

It can be shown [4] that the output y can be expanded in a Volterra series in triangular form: 

t t Fa 

y(t) = w(t, a) + fuite, 01, a) 0(0,)do, + ff w(1,0:,0,,a)u(o;)v(o,)do,do, 
0 0°0O 

Ca 05 
+... + f[ ef w.(1,0,,...,a8)u(o,)::-v(a,)da, : : - do, + -: 

0 0 0 

where 1>0,>:-: > 0, > 0, > 0, with the following kernels: 

La 
y t 

wo(t, a) = > FyA| nay 
v>0 

wi(t,o,,a)= D FoF FeAl na | , 
p.72 20 

oj'(o—0,) *(t-9,)" 
3 m(r,o,o,a)= >) FF Fj? F,Fyh| 

V1 .V2.P, 20 

X*a vlv,lv.! 

November 1984 

(|,=, indicates the evaluation at the initial point x(0) = a). The right-hand sides of these equalities are the 

Taylor expansions of the corresponding kernels. Of course, they can still be written formally as 

W(t, a) = e'Foh| og, 

w(t, 0}, a) = er, eo Fopl = efor eo (t, X)|rau 

«=a? 
w(1,0,,0,a)=e"oF efe2- oF e~ %2Fow (t, x)| 

2.2. The basic functional expansion 

Let us fix u(t), 1 &[0, T]. As usual, we shall denote by 6u(t) an arbitrary perturbation of the control 

u(t) on [0, 7] which satisfies the condition u(t) + u(r) € U. Using the input-output representation of the 

previous section, one can state that the Volterra series of the variation of the functional »,‘(7, 7. a), 

dw(T, 7, a) = wit?"(T, +, a) —wi(T, 7,4), 

can be written 

Sw = dw, + dw, + o(|ôul*) 

with 
- | 

ôw(T,T,a) = | e404 et Aot(T, 7, x)|.. ôu(o,)do. 
T 

(3) 
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and 

| OT | 
5w,(T. 7. a) =| e404, et Aowt( T, 7, x) |. ,0u' (a, )do, 

7 

T 22 
+f / et%177)40 4, et92700404 et 4ow NT. +, x)|,_ ,6u(o,)du(o, )da,do,. 

T T 

5w,(T, 7, a) is called the second variation of the functional w,' at the end time T, for the variable initial 

time r € (0, 7] and initial point x(t) =a. 

2.3. Control variation ‘concentrated’ at some point 

We now express ôw(T, r, a) on a control variation concentrated at some point # €[r, T], that is 

Su(t)=0 ifræ[0,8+w(e)] 

with lim, _.çw(e)= 0. From (3) this implies that 

Sw(T, 7, a) = eF-P40V (2) oF AoW (T, 7, x)| 

where 

V(e) = 8,7 + 8,V + o(|ôul?) | (4) 

X=da 

with 

BV = [lel 404, e'~)406u(a,)do, 
| r 

and 

BV = [Tel 404, e (1-9 408 42( 6, )do, 
r 

T 2 
+f Î (ets 9404, eter 940) ( elo2- 9404, 61927 0)40)Su(o)ôu( 0 )dodo:. 

Tr 

In the following we are interested in the expansion of V(e) in powers of &, 

V(e)= D Vie. 
| k>0 

Before giving the basic optimality criterion, let us define the subset #,. 

Definition 2.1. A differential operator D belongs to #, if and only if there exists a variation du and a 

number § > 0 such that 
(i) Vie) = Lie + Vie” + o(e”) where V, EY k=0,...,h—r. 

(ii) D = &V,. 

Expressing the positivity of the variation Sw gives the fundamental lemma: 

Lemma 2.1. If u is minimizing on [0, T], then 

; 8—7r) 

vDED, Yad’, Dwf(T, 7, x)lena! ae > 0 
p>0 

for all r E[0, T] and 6 €[r, T}. 

In a local coordinate chart, let us define the adjoint vector p(t) associated with the system (2) by 

Owe Iwo Owe 

Ot” 9x! ax") 

If D is a first-order differential operator, the previous lemma takes the form: 
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Lemma 2.2. [f u is minimizing on [0. T] then there exists locally a costate vector p(t) such that, for all 
Jirst-order differential operators D belonging to F,, 

(p(t), D) >0 

for all t €(0, T]. 

Remark. Let us consider the special control variation 

Su(t)=a, ce[0,0+e],a>0. 

The first non-vanishing term in the expansion of V(e) can easily be evaluated by substituting this 

control into the expansion (4). We obtain V(e)=aeA, + o(e) and thus A, €. In the same way, 

calculating V(e) for the special variation 

Su(t)=—-a, 1€[80,8+el], 

gives -A, ED. 

Using Lemma 2.2 we obtain again the well known first-order necessary condition [3] 

(p(t), A,) =0, vre[0,T]. 

3. Special control variation 

Let us introduce Knobloch’s special control variation ‘concentrated’ at a point 8e (0, T]: 

Su(t)=Sul(t), O@+e8h<1<0+e8,,,  i=0,...,M-1, 

with £,<£,., and 6ui(t) =e7f,(t -0)*/al. 
We are now in-a position to analyze the coefficients which are relevant for the second-order condition. 

In the following lemma we first evaluate the end point of the second variation 5,V on the above special 
variation. 

* Lemma 3.1. 

1 2 eX tat! k - 2 2\pk 1 SV =1,¢27 C 2 —$ K+a+ip 

2 2 Ë à (k+a+1)! koa L | i-1 é; )g a,k 

g°tp+2a+2 

+ Cor ao. a L (o+a+1}(o+a+1)! °°° 
o>0 

x L (gy ~ £)(E, 7 E)gpratigerartlada 41, ad, 41 

1<i<j<M 

o+p+2la+2 e M 

+2 L (1-8) (p+a+1)((o+a+l)! 
p>0 im] 

o>0 

M 

X > (E54 —£&)gerart CN gad 4 Aad’, A, 

j=l 
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where B,. is the vector field 

Bu Cradfr4,+ OR Cate fad Ay, adñr-2- 4]. 
O<o<sk—-a-l 

In fact the expression B, , is a remarkable one. Let u'™ denote the ath total derivative with respect to t 

of u. Then one shows (see Appendix A): 

Lemma 3.2. B,, = (0/du!*!)ad’, Aj. 

The second step of this approach, which is of a more technical nature (see Appendix B), particularizes 

the special control in a similar manner to that in [7] (Lemma 18.3): 

Lemma 3.3. Let u be an even integer and let us assume that the following vector fields are contained in &. 

(i) Bos, foro=0,1...andr<u, 

(ii) Bi o4,-Bo, foro=0,1,..., 

(iii) [ad%4,,ad4,4,] foro+p<p-l, 6) 

(iv) [ad®, 41, ad”, 4: —(-1)°B),., foro+p=p-1. 

Then (—1)*/*By, € F,. 

We now give two relations involving Lie brackets (see Appendix C). 

Lemma 3.4. 

(i) Bi inj = 2 Cej-14d 4, Bo ip» J> 0. 
p=0 

u+l 

(ii) [ad4.y, ad%4)] =(-1)" DL Gii(-1) "ads Boni 
r=0 

Finally, we are able to establish the following theorem: 

Theorem 2. Let y be the maximal integer such that 

By, EH, vp=0Q, 1,....u— 1. 

Then (i) p is even; (ii) (—1)*/*By,, € F,,. 

: Proof. First, it is easy to see that y is even. Indeed, let us assume that p is odd, then 

By,=ad4 A,+ YD Glad#r 14, ad4°A,| 
l<p<p 

or 

Bo,=lt+ [4 ad”, 4] where le 2%. 

Using the formula 

> 

[ad”, 4:, ad”, Ai] =(-1)" ÿ Cs(-1)*ad%,| Ay, ad®,*°~%4,| (6) 
a=Q 
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gives 

| ad“ ‘Ai, A] =(— 1)" [ Ay, ad#. 4; | +l’ wherel'EP, 

therefore 

2[adé 4,4] eg 

and B, , © # in contrast to our hypothesis concerning up. 

The second. part of the theorem is now easily inferred by combining Lemmas 3.3 and 3.4. Indeed, the 

hypothesis of this theorem implies that all vector fields listed under (5) belong to the space Z. Theorem 1 

follows from Theorem 2, formula (6) and Lemma 2.2. 

Applying Theorem 2 in conjunction with Lemma 2.2 yields: 

Lemma 3.5. [f u is minimizing on [0, T] and if u is a maximal integer such that 

Bn, EH, v=), 1,...,u— 1, 

then (1) is even, and (il) there exists locally a costate vector p(t) such that 

(p(t), (-1)" By) 20 forallt €[0, T). 

But B, , is the vector field (see Lemma 3.2) 

Ô 
By 2d4041- 

On the other hand, 

0 ) 
(p(t), 77 adi Ai) = 57 (P(t), adñ 41) 

_ and we know [3] that 

(p(t), Sad, 41) = <5 (p(t), Ay) 
where € p(t), A,) is of course H,, the partial derivative with respect to u of the Hamiltonian H associated 

to the control problem (1). Hence, we have 

“yep yeep at 
(p(t), ( 1) Bou) = ( 1) Ou qe fhe: 

Then, the previous lemma is nothing else than another formulation of the classical generalized 

Legendre—Clebsch condition. 

Remarks. (i) In order to arrive at the same conclusion using Lemma 3.5, one has to take all ad”, 4,, » <p, 

into account, whereas-using Theorem 1 requires only the calculation of ad”, 4, for » < ju + 1. 
(ii) It is worth noting that the construction of the special variation is such that the “half Lie brackets’ 

ad” A,ad4 4; which are not in general vector fields play no role in the formulation of these second-order 

necessary conditions. | 
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Appendix À. 

First, it is easy to show the following properties: if G 1s an analytic vector field then locally 

. 0 9G 
(1) Fy ad acl = ad , G + ad. 37 du 

.. d à dG 
(ii) 5 lel at ase = 5a FT AG. a k > 0. 

In order to prove that 

0 
ad, 41 = Grady 43 + > x SRE Ce +<[ads 'A,, ad”, 77 Ai]. a>0.r>a. 

u l<o<v-a 

we will do a ‘double induction’ with respect to the parameters v and a. 

Let us assume first that a is fixed. The property holds for » = a + 1; indeed, 

a+l _ 

Now, (0/dul*!)ad’," '4, (v > a) can be written (apply (ii)) 

Q 
(a = 0)[ 41, ad”, A,| + (a > 0) ad”, A, + Ao 5, fal 244041 

u 
_ 9 
dula— 

where 

_ov_ {0 ifa>0, _/0 ifa=0, 
(a = 0) { fa=o 214 (a>0) (TO ao 

Using the induction hypothesis gives 

aad’, = (a= 0)[ AL, ad A] 
+ (a > 0){ GS lad'* 14, + > Can Chia [ads 'A,, ad”, °7°* "4 1} 

1<o<r-a+l 

= | Ao, Grade", + DL Chea OP 7*[ad%, 4, ad’, °%A 112 
l<o<v-a 

This expression is still equal to 

(a = 0){ A,, ad, 41] +((a > 0)! + Cr )ad%**'A, 

+(a> 0) ÿ Cac 2C7*%71|ads 'A,, ad”, a— a+ 14, | 

l<odgv—atl 

+ ÿ RARE 1C°**[ad%, 4, ad”; o— “A; | 

l<ocr-a 

+ YD cs, ce *"[ads, 4, ad”,°7+14,]. 
l<ocv-a 

The formula (8) for a fixed and »+1, » >a, is easily inferred from this last expression by using the 

binomial formula. The second induction with » fixed is obtained in the same way. 
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Appendix B 

._ Asin{7}, Lemma 18.3, we can construct a control variation Su and find a value of A such that, under the 

hypothesis of Lemma 3.3, the vector field By , belongs to #,, € being a certain number depending upon y. 

The value of €, which does not depend upon the underlying system, is then determined considering a 
particular N-dimensional system. 

Appendix C 

The identity (1) of Lemma 3.4 is easily inferred using the identity (i) of Appendix A. Indeed, 

B,,,,= 9 juts ~ Jy ltl 
ity 

Then if G = ad/*'~'4, one obtains 

B. 
pity = ad, B;_;,,;, + B;_i;+;-1. 

The iteration of this formula gives the desired identity. Now, by using formula (6) we have 

bb 

[ad#,4,, ad”, 41] =(—1)* © G7(-1)’ad4,[ 41. ad#*”-"4:] 
T=0 ° 

but 

+v— — [ Ay, ad" Ai] = Bo yey 7-1 — 84, Bo were 

Part (i1) of Lemma 3.4 is obtained by regrouping the terms 

Mu B 

(—1)" D C1) ad} Bourv-r+ and (—1)" > C'(-1) "ad By aye 

T=O r=Q 
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Définissons 

et oe | 
CE [" (f...{’* Xi Re À (C-Ce,, Pd, ., 1) ci dp 

Nous obtenons les relations 

Tie)= {P Fle) Xagulelde CO 
et 

n di (f) = FE J; (8) IT (a) 

Ceci est vrai pour n=1 et n=2.Supposons-la va pour n-1, alors 

o dale) = 6. 12 () + TJ, (8. a) {* Th. (8) X(p)de + ale) 

-F (* re) x axis + Arle) 
4 Jo LE 

En intégrant par parties, il van 

. È J. le) ) f° Tr... (e) X,(R) de 

n-2 P, n- 2 LE [Faite X terde (re, ler x(a) ae 
+ F Ty (e) X(R) de, + de) 

Utilisons (2) ,nous obtenons: 

- £3 J. (8) I. I" | _; {®) + Ê J; (P,) ft À. (e) Ts. (R) de, = j= 0 

nt FP, n-! | 
~ £ [ Ji (6) Xn jar (A) n-) (R) de 

N-2 rh . PE A. R n-| | | 

= [ y; (e Aa (R) | À. (8 Li. (aide “f | 

En integrant encore par parties le terme (3),il vient:
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Remarque : Cette formule devrait aussi avoir des conséquences 

importantes dans la théorie de la réalisation en liaison avec 

les travaux de Crouch [¢2].
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Perspectives : 

1) Une application directe de cette nouvelle approche de la 

commande optimale singuliére est l'étude des conditions 

suffisantes de contrôlabilité locale.Plus précisément,considérons 

le système , | 

2 q = F(q,x) ) qg€Y ,uell, 

Soit R-(q) l'ensemble des points que l'on peut atteindre à 

l'instant T avec une solution de Z_ “pour des commandes continues 

par morceaux, à partir du point 4€@ ,et soit 

R(T, q) = acter Ry (a) 
l'ensemble des points que l'on peut atteindre jusqu'à l'instant T. 

Le système a est dit localement contrélable au point LE @ si 

q, € Int R(T,q,) | VT2Z0. 
Les travaux récents d' Agracev [a2], Hermes [h3] et Sussmann [45 | ont 

montré que les conditions suffisantes de contrélabilité locale 

étaient étroitement liées aux conditions nécessaires d'optimalité 

Ces conditions sont aussi exprimées en fonction de crochets de Lie 

de champs de vecteurs associés à Z”.De nombreux points restent 

cependant à être étudiés dans ce sens,notamment,les conditions 

suffisantes du troisième ordre qui,à notre connaissance,n'ont pas 

été abordées jusqu'ici. 

2) Le problème ,plus complexe ,de commande avec contraintes 

sur l'état(voir par exemple[k5] ) pourra être aussi envisagé 

avec ce nouveau formalisme. 

3) Considérons les problèmes de commande suivants ,encore appelés 

problèmes de minimisation de la consommation de carburant: 

Z, , 4 = Alql+ ull A,(q) 
avec un critère de la forme r | 

T- [ (F(q(t)) + |alb)) dt . 

Cette classe de prablémes couvre en fait un grand champ d'applica- 

tions,citons par exemple l'article tout récent [k6]. 

La solution ,du type Bang-off-Bang dans les cas les plus simples, 

[ 46] ne peut pas être recherchée avec nos méthodes à cause de la 

présence de la valeur absolue de la commande dans le critére.
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Mais cette commande apparaissant de façon simple,"linéaire", dans 

le critète, l'étude peut étre adaptée à cette classe de problèmes. 

On peut ,par exemple envisager de dégager des conditions nécessaires 

d'optimalité qui,lorsqu'elles ne seront pas satisfaites ,montreront 

le caractère Bang-off-Bang de la commande optimale.
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