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INTRODUCTION

Cette introduction est divisée en trois partiess dans la première, on donne 

une liste de problèmes posés par l'étude des points rationnels des variétés al

gébriques rationnelles, ainsi qu'une indication sur une méthode générale d'étude; 

dans la seconde, on explique comment les différents articles réunis pour consti

tuer cette thèse s'articulent au programme général; dans la troisième, on donne 

un aperçu des différents travaux qui ont motivé cette recherche.

I.— Problèmes et méthode.

Etant donné k un corps, supposé dans cette introduction de caractéristique 0, 

de clôture algébrique k, on dit qu'une k-variété algébrique X, toujours supposée 

lisse ici, est jrat^ogQg^g ai la variété X » Xx^C est Intègre, de corps des fonc

tions transcendant pur sur £• Des exemples classiquement étudiés de telles varié

tés sont, d'une part, les k-groupes algébriques linéaires connexes, et leurs es

paces principaux homogènes, d'autrs part, les k-surfaces rationnelles, par exem

ple les k-surfaces cubiques lisses.

Dans la description de l'ensemble X(k) des points k-rationnels d'une telle 

k-variété X, on rencontre plusieurs types de problèmes, qu'on peut grossièrement 

classer comme suit:

(i) Existence de points k-rationnels, par exemple, si k est un corps de nom

bres, problème de la validité du "principe de Hasse".

(ii) Le k-variété X est-elle k-rationnelle, c'est-à-dire de corps des fonc

tions transcendant pur sur k? En particulier, si k est un corps de nombres, X 

satisfait-elle l'approximation faible?

(iii) Dans le cas où X admet des k-points, sans être k-rationnelle, trouver 

une description raisonnable de l'ensemble X(k) de ses points k-rationnels (pro

blème de la "première descente" [3]), ou, du moins, définir sur X(k) des relations 

d'équivalence permettant d'approcher une telle description (R-équivalence, c f » III, 

équivalence de Brauer [15] ) et donnant, entre autres, une "mesure" de la non k- 

rationalité de X.

Plaçons-nous plus particulièrement dans le cas où X est non seulement lisse
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sur k, mais aussi propre sur k, cas auquel on peut se ramener, grâce à Hironaka, 

par k-compactification lisse. Notons g = Gal(k/k). Le g-module discret Pic X est 

un groupe abélien libre de type fini. Ce g-module, ainsi que le groupe H1(g,Pic X)» 

qui est intimement lié au groupe de Brauer de X, ont déjà joué un grand rôle dans 

les travaux de Planin £14,15] et de Voskresenskii [.171 (cf. III), en particulier en 

ce qui concerne les questions de k-rationalité et d'obstruction au principe de 

Hasse. (tanin a, en particulier, utilisé le groupe de Brauer pour analyser - en 

partie - l'exemple de "première descente" dû à F. Châtelet [4].

Il est apparu que, si le groupe de Brauer est bien adapté à la description 

des obstructions connues au principe de Hasse ou à l'approximation faible, c'est 

un instrument en général trop grossier pour l'étude des questions du type (iii)t 

s'il suffit dans l'exemple de F. Châtelet, c'est l'effet d'un heureux hasard, et 

des objets qui semblent mieux convenir pour définir sur une k-variété rationnelle 

X, propre et lisse sur k, un succédané de première descente sont les torseurs sur 

X sous des k-tores. et parmi ceux-ci, certains, dits torseurs universels, dont le 

groupe structural est le k-tore de module des caractères Pic 5?: les résultats ob

tenus dans cette direction ont été annoncés dans les notes [6,7,8], notes qui se

ront développées dans [9], et qui forment, avec [15], 1'arrière-plan, logiquement 

non nécessaire, des textes ici réunis.

II.- Les textes.

Notons tout d'abord, pour éviter toute confusion, que les tores interviennent 

dans notre étude de deux façons très différentes: d'une part comme k-variétés ra

tionnelles dont on décrit les k-points [A], d'autre part comme groupes structu

raux de torseure ([AJ,[B])•

Le texte [A] est consacré à la description des k-points sur les k-tores. Il 

y a plusieurs approches possibles. L'une, qui; peut s'étendre à d'autres types de 

k-variétés rationnelles, est esquissée dans [6] et sera reprise dans [9]. Celle 

choisie dans CA], très adaptée au cas des tores, est la plus algébrique et la 

plus effective} elle consiste à introduire d'emblée les "toras flasques", qui 

sont un instrument clé, comme groupes structuraux de torseurs, dans l'étude des 

problèmes (i), (ii), (ili) sur les k-tores quelconques (et sur leurs espaces prin

cipaux homogènes). Un k-tore F déployé par une extension galoisienne finie K/k de 

groupe G est dit flasque, si, pour tout sous-groupe H de G, le groupe H (H,F) est 

nul (il s'agit du groupe de cohomologie de Tate è valeurs dans le groupe des carac

tères de F). On montre que, pour tout k-tore T, il existe une suite exacte de k-
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tores, essentiellement unique, dite résolution flasque de Ts 

(*) 1 ->-F -*P -»T -* 1

avec F flasque et P quasi-trivial, i.e. tel que le g-module Ê admette une 2-base 

permutee par g. Une étude directe de la cohomologie étale à valeurs dans les to— 

res flasques permet alors de tirer de la suite (*) une description précise de 

T(k): calcul de la R-équival'ence, finitude de celle-ci lorsque k est de type fini 

sur Q (cf. l'introduction de LA]).

Le processus est inspiré de la "première descente" sur les courbes ellipti

ques; de fait, la suite (*) fait de P, qui est une k-variété k-rationnelle, un 

torseur sur T sous le k—tore F. Il pourra sembler étrange au lecteur familier 

avec la démonstration du théorème de dordell—Ueil (faible) que l'on obtienne un 

théorème de finitude, alors que la base T du torseur est affinej en fait, étant 

donné X une k—compactification lisse de T, il existe un torseur sur X sous F qui 

prolonge P. Un tel torseur apparaît naturellement quand on se place de point de 

vue de t<S]» nais on peut prouver a priori son existence, et c'est l'un des buts 

de l'article [B].

On peut résumer de façon technique le contenu de l'article CB] en disant qu'on
1 2

y étudie le comportement des deux premiers groupes de cohomologie étale (H et H ) 

d'un schéma régulier intègre X, à valeurs dans un X-tore, par passage à un ouvert 

de X et au point générique de X. Le lecteur consultera l'introduction de [B] pour 

plus de détails. Cet article, où l'on s'est placé dans le cadre général des tores 

au-dessus d'une base quelconque, remplit plusieurs fonctions! d'une part, on y 

établit certains résultats annoncés dans [6j et dans LA], et qui seront utilisés 

dans £<?]; d'autre part, nous espérons qu'il a son intérêt propre, dans la mesure, 

où, par exemple, on obtient une généralisation de l'injection du groupe de Brauer 

cohomologique d'un schéma régulier intègre dans celui de son corps des fonctions 

(Grothendieck L123) et où, d'autre part, on établit qu'un torseur sur un tel sché

ma sous un X-tore est localement trivial pour la topologie de Zariski dès qu'il 

admet une section rationnelle, ce qui répond dans ce cas à une question générale 

sur les torseurs sous les groupes réductifs qui, dans le cas semi-simple, a été 

posée par Grothendieck et est largement ouverte (cf. C1»12]).

Dans l'article [C], Sansuc calcule, pour un groupe algébrique linéaire connexe 

G sur un corps de nombres k, essentiellement par réduction au cas semi-simple sim

plement connexe, au moyen d'isogénies, les groupes abéliens finis A(G) et Ul(G) 

qui mesurent, l'un, le défaut d'approximation faible, l'autre, le défaut du prin

cipe de Hasse (pour les espaces principaux homogènes sous G, en l'absence de fac

teur de type E ). Le lien entre ces groupes et le groupe de Brauer de G est dé-
8
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crit. Ceci permet, étant donné une k-compactification lisse X de G, d'établir la 

suite exacte naturelle

(**) 0 -*>A(G)-^H1(k,Pic X ) %  lü(G)-»-0.

Ceci met en évidence, dans ce cas, l'adéquation du groupe de Brauer de X à l'é

tude des obstructions au principe de Hasse et à l'approximation faible. On a, 

dans [8]» annoncé des résultats généraux allant dans ce sens.

Si, comme le montrent le cas des tores et l'exemple des surfaces de Châtelet, 

les torseurs sous les tores semblent bien adeptes à l'étude des problèmes (i),

(ii)f (iii) pour certaines k-variétés rationnelles (et il ne semble pas déraison

nable de traiter ainsi les k-surfaces rationnelles), et si les (k-compactifiées 

lisses des) variétés de première descente (= torseurs universels) sur une k-va- 

riété rationnelle lisse complète X sont meilleures que X, car triviales du point 

de vue de la structure du module galoisien Pic X (cf.C7l)« la méthode a cependant 

ses limites, comme le montre un contre-exemple fondé sur l'invariance iR-biration- 

nslle du nombre de composantes connexes réelles d'une R-variété complète lisse 

C7l. Il apparaît donc nécessaire de chercher de nouveaux invariants k-birationnels, 

si possible algébriques. Un premier pas dans cette direction est fait dans l'arti

cle Col» où Colliot-Thélène algébrise la notion de composante connexe réelle, en 

établissant les propriétés fonctorielles de certains groupes attachés à une k-va

riété lisse intègre X et à une k-forme quadratique de Pfister, propriétés très 

parallèles è celles de groupes attachés à X et à certains k-tores £5,6}: voir à 

ce sujet l'introduction et le dernier paragraphe de [D].

III.- Historique.

Le problème de la première descente, posé à propos des surfaces cubiques par 

F. Châtelet [3] a été résolu de façon très intéressante par cet auteur dans le 

cas d'une k-surface rationnelle particulière C4]. Vers 1969-1970, Manin d'une part 

£153, Swinnerton-Dyer d'autre part (remarques et questions inédites) ont de nou

veau attiré l'attention sur l'exemple de Châtelet. Manin a interprété l'exemple 

au moyen du groupe de Brauer, tandis que Swinnerton-Dyer mettait, par d'autres 

exemples, l'accent sur l'analogie avec les méthodes de "factorisation" C2J sur 

les courbes elliptiques, et notait que les pratiques intervenant dans les contre- 

exemples connus au principe de Hasse permettent également d'amorcer des premières 

descentes (finitude du nombre de factorisations possibles si k est un corps de 

nombres).
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C'est Manin Cl5j qui, pour formaliser les problèmes de paramétrage des points 

rationnels des k-variétés rationnelles, a introduit la notion de R-équivalencet 

deux points k-rationnels A et B d'une k-variété X sont dits R-équivalents s'il 

existe une chaîne de k—points de A à B tels que, pour deux points consécutifs 

M et N de la chaîne, il y ait une k-application rationnelle P? — X avec f(0)= M
K

et f(®o) = N. Manin a également introduit la notion d'équivalence de Brauer. par 

accouplement des k—points d'une k—variété X avec les algèbres d'Azumaya sur X»

Dans un travail non publié £5], motivé par les exemples et questions de Swin- 

nerton-Dyer, Colliot-Thélène a donné une analyse de l'exemple de Chitelet plus 

proche de la première descente sur les courbes elliptiques que celle de Planin.

Les variétés de première descente sont déjà décrites comme des torseurs sous un 

tore, mais il se trouve que, pour le tore particulier intervenant dans le cas de 

Châtelet, les torseurs de groupe structural ce tore peuvent se décrire simplement 

en termes de la topologie de Zariski de la base, et ce point de vue, sans doute 

trop élémentaire, était adopté dans tout ce travail C5l. C'est un fait que, pour 

l'étude des torseurs sous un tore quelconque, étude qui s'est révélée nécessaire 

pour définir les meilleures variétés de première descente possibles sur une k-va- 

riété lisse complète rationnelle quelconque, on ne peut éviter le recours à la 

cohomologie étale des schémas, due à Artin et Grothendieck. C'est ce qui a été en

suite fait par les deux auteurs qui ont généralisé (cf.[6]) l'essentiel des ré

sultats de £51.

Voici maintenant, article par article, une indication sur les travaux qui les 

ont influencés plus directement.

L'article [Al, comme déjà indiqué, a pour ancôtre immédiat la note £6] - qu'il 

ne développe pas. Les techniques qui y sont employées sont, d'une part la cohomo

logie galoisienne et la cohomologie étale, d'autre part les techniques employées 

par les différents auteurs qui ont étudié la k—rationalité des k-tores (Suan, Vos- 

kresenskii, Lenstra, Endo-Miyata), parmi lesquels nous avons surtout lu Voskre- 

senskii et Endo-Miyata.

L'article £Bj a été motivé d'une part par £6} et CA3, d'autre part par les ar

ticles de Serre et Grothendieck dans "Anneaux de Chou” tUet les exposés de Gro- 

thendieck sur le groupe de Brauer, en particulier £121.

L'article £C], motivé par des contre-exemples de Serre et l'article de 1/oskre- 

senskiï [17], utilise des résultats et méthodes de Harder et Kneser (cf. [13]), 

en ce qui concerne les groupes linéaires, et de Manin £14], en ce qui concerne 

l'analyse, au moyen du groupe de Brauer, de l'obstruction au principe de Hasse.

A l'origine du travail £dJ, il y a l'article de Geyer C11] sur les composantes 

connexes réelles d'une courbe lisse complète sur les réels: d'aucuns ont demandé
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si le rôle joué par le groupe de Brauer de la courbe dans la description de ces 

composantes s*étendait en dimension plus grande, mais on trouvera dans C7j un 

contre-exemple. Pour algébriser ce contre-exemple, les idées de £11,5,6] ont été 

utiles, et l'instrument essentiel a été fourni par les formes quadratiques multi

plicatives de Pfister*

Nous ne saurions conclure cette introduction sans insister encore sur l'in

fluence déterminante, pour cette recherche, des écrits et suggestions de Suinner- 

ton-Dyer, et des travaux de Manin. Par ailleurs, il est peu probable que nous 

ayons été amenés à étudier la descente sur les tores s'il n'y avait eu, à l'ori

gine, d'une part l'exemple de Châtelet, d'autre part les travaux de Voskresenskiï 

sur les tores* Enfin, il n'échappera a personne que nous n'aurions aucun des ou

tils nécessaires (cohomologie galoisienne, cohomologie étale, torseurs) si nous 

n'avions pas disposé des écrits de Serre et de Grothendieck.
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Introduction

Les tores algébriques appartiennent à la classe générale des variétés algébriques 
rationnelles, i. e. rationnelles sur la clôture algébrique du corps de définition k. Cette classe 
contient plus généralement les groupes algébriques linéaires connexes; elle contient aussi 
les surfaces cubiques lisses. Soit X une telle variété définie sur le corps k. Dans le cas où 
l’on connaît l’existence d’un point rationnel de X, l’étude des points rationnels de X peut 
s’ordonner autour de deux types de questions connexes :

(i) des questions biratiotmettes : la variété X est-elle fc-unirationnelle, fc-rationnelle,...?

(ii) des questions sur l’existence et la nature précise de divers paramétrages possibles 
de l’ensemble XQc) de tous les points rationnels de X : peut-on trouver un nombre fini 
de fc-morphismes X4 —► X de variétés ^-rationnelles X, dans X, tels que X(Jfc) soit la réunion 
des images des X, (k), peut-on en trouver un seul X0 —> X tel que X(k) soit l’image de 
Xo(k) , ...?

Les questions du type (i) ont été considérées en particulier par B. Segre [27] qui a étudié 
de façon précise le cas des surfaces cubiques lisses sur un corps parfait. Le cas général 
des surfaces rationnelles, définies sur un corps parfait, a été ensuite traité par Manin 
et Iskovskih. Pour les tores algébriques, qui sont fc-unirationnels, le premier exemple 
non ^-rationnel est dû à Chevalley [6] et plusieurs auteurs ont, à sa suite, étudié les pro
blèmes du type (i) sur les tores, en introduisant divers invariants fc-birationaels et en formu
lant quelques critères de A;-rationalité (cf. [34]).

Le deuxième type de questions a conduit Manin [20] à introduire plusieurs relations 
d’équivalence sur X(k). La relation fondamentale, qui formalise en partie les questions 
du type (ii), est la .̂-équivalence, engendrée par la relation élémentaire suivante : deux 
points x  et y  de X(k) sont dits directement R-équivalents, ce qu’on note x  ~  y, lorsqu’il 
existe une ^-application rationnelle <p de P£ dans X telle que <p (0) = x  et q> (oo) = y. 
En raison des difficultés d’un calcul direct de la R-équivalence, en particulier sur les 
surfaces cubiques, Manin a introduit la notion d 'équivalence de Brauer, qu’on peut définir
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par l’accouplement des points rationnels avec les classes d’algèbres d’Azumaya sur X, 
et, plus généralement, la notion de B-équivalence : il s’agit là d’équivalences plus gros
sières que la R-équivalence; leur avantage est d’être plus faciles à calculer et de fournir 
ainsi une approximation par défaut de la R-équivalence. En outre, dans le cas des surfaces 
de Châtelet ([5], [20]), l’équivalence de Brauer coïncide avec la R-équivalence, ce qui 
donne, sur un corps de nombres k, des exemples de variétés rationnelles, pour lesquelles 
l’ensemble des points rationnels est partagé en un nombre fini de classes pour la R-équiva
lence, chacune d’elles étant paramétrée, de façon multivoque, par les points rationnels 
d’une même variété ^-rationnelle (de dimension 4). Manin observe dans son livre sur les 
surfaces cubiques ([20], chap. II, remarque 14.S) que c’est là la seule classe (non triviale) 
de variétés rationnelles (ou, du moins, de surfaces cubiques) pour laquelle on parvienne 
à des résultats relativement explicites pour la R-équivalence.

L’objet de cet article est l’étude des questions du type (ii) dans le cas des tores, cas qui 
ne semble pas avoir été considéré en dehors d’une tentative de F. Châtelet sur un exemple 
particulier [4], Le calcul de la R-équivalence sur un tore se révèle encore plus explicite 
que pour les surfaces de Châtelet : la méthode est directe et parfaitement effective. On 
obtient en particulier, pour un tore T défini sur le corps k, les résultats suivants :

(à) si T est déployé par une extension métacyclique, T(k)/R  = {0};
(b) si k  est de type fini sur le corps premier, T (k)/R est fini;
(c) chaque R-classe est paramétrée par les points rationnels d’une même variété 

^-rationnelle;
(d) pour le tore T des éléments de norme 1 d’une extension galoisienne finie K/k de 

groupe G, la suijection évidente H -1  (G, K*)—► T(fc)/R est une bijection.
En outre, la R-équivalence coïncide avec l’équivalence rationnelle. Mais, contrairement 

au cas des surfaces de Châtelet, elle diffère en général de l’équivalence de Brauer. On trouve 
ainsi des exemples de Q-variétés projectives, lisses et rationnelles, pour lesquelles la R-équi- 
valence n’est pas triviale, alors que l’équivalence de Brauer l’est, et d’autres, non 
Q-rationnelles, pour lesquelles la R-équivalence est triviale.

La méthode utilisée pour la détermination de T (A:)/R repose sur la considération de 
torseurs sous des tores particuliers, les tores flasques, dont l’étude fait, en partie, l’objet 
des paragraphes 1-3 et qui sont étroitement liés à des notions introduites par Swan [31], 
Voskresenskil [33], Lenstra [18] et Endo-Miyata [12] dans l’étude des questions bira- 
tionnelles sur les tores.

Void, en bref, comment on est amené à introduire ces notions dans l’étude de T (k)/R. 
On observe d’abord qu’étant donné, en caractéristique 0, une fc-compactification lisse 
T —► X, la suite exacte de modules galoisiens

(B) 0 - ► T -> Divx_fX -* PicX -*■ 0,

mise en valeur initialement par Voskresenskil [33] dans l’étude des problèmes birationnels, 

définit, par dualité, un torseur sur T, sous le tore dual de Pic X, torseur qui se prolonge 
à X et « donne » ainsi la R-équivalence sur T (k) (cf. [7], proposition 6 et théorème 2). 
Puis, en vue de s’affranchir de l’hypothèse de caractéristique et du recours à une fc-compacti-
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fication lisse X et au calcul du module galoisien Pic X, on repère une propriété algébrique 
de (B) qui suffit pour l’étude du problème : (B) est une résolution flasque du module 

galoisien T et toute résolution flasque de T définit, par dualité, un torseur sur T qui se 
prolonge à une fc-compactification lisse éventuelle et, en tout cas, « donne » la R-équivalence 
sur T (ik). Il suffit donc, pour le calcul de T (k)/R, de considérer a priori une résolution 

flasque quelconque de T : on dispose d’une procédure effective pour calculer une telle 
résolution et, même en caractéristique 0, cette procédure est bien plus simple que celle 
consistant à calculer une suite du type (B). Cette méthode permet aussi le calcul effectif 
de l’invariant fc-birationnel pÇT) considéré par Voskresenskiï [35]. Ceci ne semble pas 
avoir été noté par Voskresenskiï qui, cependant, comme nous l’a signalé le rapporteur, 
a observé indépendamment [36] (/), à propos des problèmes birationnels, le caractère 
flasque d ’une suite du type (B).

L’étude de la R-équivalence sera reprise dans [8] dans un cadre non limité à celui des 
tores, suivant la méthode indiquée en [7]. Le plan de l’article est le suivant :

1. Modules et résolutions flasques;
2. Lien avec les problèmes birationnels;
3. Les tores flasques;
4. R-équivalence et équivalence rationnelle;
5. La R-équivalence sur un tore;
6 . Quelques calculs explicites de R-équivalence;
7. L’équivalence de Brauer sur un tore;
8 . Comparaison de quelques critères de rationalité;
Annexe;
Bibliographie.

1. Modules et résolutions flasques

Les résultats de ce paragraphe sont essentiellement dus, moyennant parfois quelques 
traductions {voir à ce sujet § 2, R 6), à Lenstra [18], Endo-Miyata [12] et Voskresenskiï 
([33], [35]), mais la présentation et les démonstrations (notamment celle figurant à la pro
position 3) sont parfois différentes. La présentation adoptée ici, strictement algébrique, 
a l’avantage d’être complètement dégagée de considérations géométriques ou birationnelles. 
Le lien avec les problèmes birationnels est établi au paragraphe 2 (cf. prop. 5 et 6 et R 6).

L’objet de ce paragraphe est d’introduire la notion de résolution flasque d’un G-module, 
d’en assurer l’existence (lemme 3), le caractère essentiellement unique (lemme 5) et 
(universel (lemme 4), puis d’entreprendre, au moins dans des cas particuliers, l’étude 
du monoïde FG des classes de similitude de G-modules flasques (prop. 1-4, coroll, et R 5).

O  Nous n'avons pu prendre connaissance des démonstrations, publiées, semble-t-il, dans Études de 
théorie des nombres, Université de Saratov, n08 5 et 6, 1975, p. 14-21 et 18-33.
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Soit G un groupe profini. Sauf mention du contraire, on se place dans la catégorie £PG des 
G-modules (à gauche) continus Z-libres de rang fini. Si M et N sont deux tels modules, 
on désigne par Hom (M, N) le G-module Homz (M, N), par M <g> N le G-module M ®z N 
et par M° le G-module dual Horn (M, Z). On a de multiples isomorphismes canoniques : 
M = (M°)°, Hom (M, N) = Hom (N°, M°) = M° 0  N, Hom (M, N)° = Hom (N, M) 
et, si H est un sous-groupe ouvert de G, Z [G/H]° = Z [G/H]. L’application duale 
de l’augmentation eG/H : Z [G/H] —» Z est la norme NG/H : Z —» Z [G/H] définie par 
n g /h  (0  -  E  On note IG/H le noyau de l’augmentation bg /h  et JG/H le conoyau de

G/H

la norme NG/H : JG/H = Iq/h- Si M est un G-module, le sous-groupe Gm des éléments 
de G agissant trivialement sur M est un sous-groupe ouvert invariant de G et JS?G est ainsi 
la réunion des i?G/H pour tous les sous-groupes ouverts invariants H de G. Si G est fini 
et si i e Z, on note H* (G, M) le i-ième groupe de cohomologie à la Tate, groupe noté
A
H (G, M) si i vaut explicitement 0. On sait ([3], chap. XII, § 6) que le cup-produit met 
en dualité les groupes finis H*(G, M) et H"'(G» M°). Pour G profîni, M étant sans 
Z-torsion, on peut encore considérer, outre les groupes de cohomologie ordinaires, le 
groupe H - 1  (G, M) défini par exemple comme lim H -1  (G/H, MH), pour H sous-groupe

H
ouvert invariant quelconque de G, avec pour morphismes de transition les inclusions 
naturelles : pour H inclus dans GM et invariant dans G, ce groupe coïncide avec 
H -1  (G/H, M).

Un G-module est dit de permutation s’il admet une Z-base permutée par G. Il est donc 
isomorphe à son dual. Si G est fini, un module à la fois projectif et de permutation est libre. 
Un facteur direct d’un module de permutation est dit inversible. On dit que deux modules 
sont semblables lorsqu’on obtient des modules isomorphes par addition de modules de 
permutation convenables. Un module semblable à 0 est dit stablement de permutation. 
Les classes de similitude forment, pour la somme directe, un monolde commutatif SG. 
Soit [M] la classe de similitude du G-module M : c’est la classe neutre 0 lorsque M est 
stablement de permutation, c’est un élément du sous-groupe UG des éléments inversibles 
de SG lorsque M est un module inversible. La dualité M k M °  induit sur SG une involution 
qui conserve UG. Les groupes H1 (G, M) et H -1  (G, M) ne dépendent que de [M].

Remarque.

R 1. Un module stablement de permutation n’est pas nécessairement de permutation. 
C’est déjà le cas pour G = © 3 = < s, t > avec s2 = t 3 = 1 et sts = t 1 : le noyau M de

l’application Z [G ]A z [G /j]  définie par to (1) = 1—f n’est pas de permutation, 
car H° (G, M) = 0 (si M était de permutation, il serait donc libre) et H2 (G, M) = Z3, 
et pourtant M 0  Z = Z [G/i] © Z [G/f] (cf. § 6 , d 1). Voici un autre exemple [30] 
pour G le groupe quaternionien d’ordre 8 : l’idéal I = < 3, NG > de Z [G] n’est pas 
de permutation, car projectif, mais non libre; pourtant, I © Z = Z [G] © Z. Q

Soit i e Z. Dans le cas où G est fini, le G-module M est dit H'-trivial lorsque 
H* (G', M) = 0 pour tout sous-groupe G' de G : pour vérifier cette condition, il suffit 
de considérer les sous-groupes des sous-groupes de Sylow et, parmi eux, un seul sous-
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groupe par classe de conjugaison. Pour i = -1 , on dit que M est flasque et, pour / = 1, 
que M est coflasque. Ces deux dernières définitions s’étendent au cas où G est profini, 
en se limitant aux sous-groupes ouverts G' de G : il revient au même [cf. lemme 2 (vii) 
et (viii)] de considérer M dans JS?G/h Pour H contenu dans GM et invariant ouvert dans G. 
On note FG (resp. FG) le sous-monoïde de SG formé des classes de similitude de G-modules 
flasques (resp. coflasques). Un module inversible est à la fois flasque et coflasque : 
Fc n  Fg contient donc le sous-groupe UG. On note

FG = FG/FGnFâ et FG = Fg n FG/UG;

ce sont deux monoïdes commutatifs sans torsion. On appelle résolution flasque d’un 
G-module M toute suite exacte de G-modules

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE

où P est de permutation et F flasque. On appelle résolution coflasque de M toute suite exacte 
de G-modules

0 Q —► R M 0,

où R est de permutation et Q coflasque.

Lemme 1. — Soit M dans &G. Les conditions ci-dessous sont équivalentes :

(i) M est flasque;

(ii) M° est coflasque;

(iii) H "1 (G', M) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G' de G;

(iv) H1 (G', M°) = 0 pour tout sous-groupe ouvert G' de G;

(v) H1 [G, Hom (M, P)] = 0 pour tout module de permutation P;

(vi) H1 (G, M° 0  P) = 0 pour tout module de permutation P;

(vii) ExtG (M, P) = 0 pour tout module de permutation P;

(viii) ExtG (P, M°) = 0 pour tout module de permutation P. □

Les conditions (v)', . . . ,  (viii)' obtenues en remplaçant dans (v),. . . ,  (viii) l’expression 
« pour tout module de permutation » par « pour tout module inversible » sont encore 
équivalentes aux précédentes.

Ainsi, toute résolution flasque de M définit par dualité une résolution coflasque de M° 

et la dualité induit un isomorphisme FG-^ F G.

Lemme 2. — Soient M un G-module et H un sous-groupe invariant fermé de G :

(i) si M est de permutation dans i?G, MH est de permutation dans SPQjH;

(ii) si M est G-coflasque, MH est G/H-coflasque;

(iii) si 0 —► Q —► R —► M —► 0 est une résolution coflasque de M dans JS?G, 
0 —► QH —► RH —► MH —► 0 est me résolution coflasque de MH dans &G/h-

0-+ M P-*F-> 0,
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Soient M et N dans S£ĜH. Il est équivalent, pour M et N, de posséder la propriété 9  
dans ££Q ou dans JS?G/H, pour chacune des propriétés 9  ci-dessous :

(iv) M est de permutation;

(v) M est stablement de permutation;

(vi) M est inversible;

(vii) M est flasque;

(viii) M est coflasque;

(ix) M et N sont semblables.

Enfin, pour M dans JS?G/H ;

(x) toute résolution fiasque (resp. coflasque) de M dans J5?q/h est une résolution flasque 
(resp. coflasque) de M dans â?G;

(xi) toute résolution flasque (resp. coflasque) de M dans S£G définit, via le foncteur 
points fixes sous H, me résolution flasque {resp. coflasque) de M dans &QfH.

C o r o lla ir e . — Si H est un sous-groupe invariant fermé de G, SQ/H est un sous-monoîde 
de SQ et Uq/u = UQ n  SG/H, FG/H = FG n  SG/H, FG/H = FG n  SG/H. En outre, SG est 
la réunion des sous-monoides SQ/H, pour H parcourant Vensemble des sous-groupes invariants 
ouverts de G.

Notons que, d’après le lemme, les diverses propriétés (iv) à (ix) se vérifient toutes à un 
niveau fini, i. e. dans i?G/H pour H invariant ouvert convenable. Les assertions du lemme 
se vérifient aisément : on commence par (i) et (iv), d’où (v), (vi) et (ix); on prouve (ii) par 
inflation, d’où (iii), puis (viii) par inflation-restriction, d’où (vii) par dualité (en supposant G 
fini, ce qui est possible, vu la définition de « flasque »). Pour (x) et (xi), montrons simplement 
que, si 0 —► M —*• P —* F —► 0 est une résolution flasque dans i?G d’un G/H-module M, 
alors la suite exacte 0 —► M —► PH —► FH - ♦  0 est une résolution flasque de M dans j£?g/h. 
Pour voir que FH est flasque, on peut supposer G fini. Pour tout sous-groupe G' de G,

on obtient la suite exacte 0 —► H -1  (G', FH) — H° (G', M) -U H° (G', PH). Or, l’hypo
thèse H -1  (G', F) = 0 implique l’injectivité de H° (G', M) ->■ H° (G', P), donc celle de i, 
soit H " 1 (G', FH) = 0. □

Remarques.

R2. Soient H un sous-groupe fermé de G et Res la restriction usuelle &Q—*SPH. 
Soit 9  l’une quelconque des propriétés (iv) à (ix) du lemme 2, ou même la propriété (j) : 
M est H-'-trivial ( je  Z et, pour G infini, j  — 1). Il est immédiat que, si M (ou M et N) 
vérifie la propriété 9  dans S£Q, il en est de même pour Res (M) [ou Res (M) et Res (N)] 
dans JS?H. La restriction JS?G—* induit donc des morphismes de restriction 0 G—» 0 H 
pour ® = S, U, F, F0, F1 et F2. Plus généralement, cette remarque et le lemme 2 montrent 
le caractère fonctoriel contravariant de S, U, F, F0, F1 et F2. □

R 3. Soient H un sous-groupe d’indice fini de G et Ind l’induction usuelle JS?H —* J2?0 . 
Soit 9  l’une des propriétés (iv) à (ix) ou (j). On voit aisément que, si M (ou M et N) vérifie

4* SÉRIE — TOME 10 — 1977 — N° 2



R -équivalence sur  les tores 181

la propriété & dans JS?H, il en est de même pour Ind (M) [ou Ind (M) et Ind (N)] dans 
[via le lemme de Shapiro pour (j)]. On obtient donc des morphismes d’induction Oh— 
pour $  = S, U, F, F0, F1 et F2.

Si M est dans JS?H, le H-module Res <> Ind (M) contient M comme facteur direct. Un 
facteur direct d’un module flasque (resp. coflasque, inversible) est du même type. On en 
déduit que l’application Res » Ind : <$H —> <Ï>H est injective pour O = F1 et F2. Les induc
tions F„ —> Fq et F„ —*■ Fq sont donc injectives. □

Le lemme 3 ci-dessous, facile, mais important pour la suite, est déjà utilisé par 
Lenstra [18] (démonstration de la proposition 1.2).

Lemme 3 [12]. — Tout G-module admet une résolution flasque et une résolution coflasque.
Il suffit, bien sûr (argument de dualité), de prouver l’existence d’une résolution coflasque. 

On peut supposer G fini. Une suijection R —► M avec R de permutation, ou simplement 
coflasque, a un noyau coflasque, si et seulement si, pour tout sous-groupe G' de G, l’appli
cation RG' -* M°' est encore surjective. Pour obtenir une résolution coflasque de M, 
il suffit donc de prendre la somme, pour tous les sous-groupes G' de G, des morphismes 
Z [G/G'] ® M°' —* M, où l’on considère MG' comme G-module trivial. □

Lemme 4. — Soient 0 — >F—*0 une résolution flasque du G-module M et

0 —► Q —► R —► M —► 0 une résolution coflasque. Si P est un module de permutation, tout 
morphisme de M dans P se factorise par i, tout morphisme de P dans M se factorise par j.

On peut ainsi dire que l’injection i est « verselle » parmi tous les morphismes M —* P 
avec P de permutation. Prouvons simplement l’assertion relative à j  : le produit fibré 
de R et P au-dessus de M définit une extension de P par Q, qui, d’après le lemme 1 (viii), 
est triviale. □

On a ensuite un « lemme de Schanuel », énoncé indépendamment par Voskresenskil [36] ; 
ce lemme assure qu’une résolution flasque d’un module M est essentiellement unique :

Lemme 5. — Soient 0 —► M —► P —► F —► 0 une résolution flasque du G-module M et 
0 —► Q —► R —► M —► 0 une résolution coflasque. Les classes de similitude de F et Q ne 
dépendent que de la classe de M : on les note respectivement p (M) et ç (M).

On devrait les noter, pour plus de précision, pG (M) et çG (M), mais il n’y a pas d’inconvé
nient à « oublier » G, car, si H est un sous-groupe invariant fermé de G agissant trivia
lement sur M, alors pG/H (M) coïncide avec pG (M) via le plongement naturel de SG/H 
dans SG et, de même, çG/H (M) coïncide avec çG (M); de plus [cf. lemme 2 (xi)], avec les 
notations de l’énoncé, p (M) = [F] = [FH] et ç (M) = [Q] = [QH].

Prouvons le lemme pour les résolutions coflasques. Si 0 —*• Q' —► R' —*• M —*• 0 est 
une autre résolution coflasque de M, le produit fibré de R et R' au-dessus de M est extension 
de R par Q' et de R' par Q; or, ces extensions sont triviales d’après le lemme 1 (viii), d’où

[Q] = [Q']. □

Lemme 6 . — Les applications petç sont additives et duales l'une de Vautre : p (a)° = ç (a0). 
L'application p est un épimorphisme de SG sur Fc et ç est un épimorphisme de SG sur FG.
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La restriction de p à Fq est un isomorphisme de Fq sur FG : son inverse est la restriction 
de q à Fg . Sur le sous-groupe UG, p et ç coïncident avec la symétrie at-* —a.

Il suffit de noter que, si la suite 0 —► M —» P —» N —» 0 est exacte, avec P de permutation, 
M coflasque et N flasque, alors [N] = p (M) et [M] = ç (N). □

Observons que, si la suite 0 —>M—>P-—>N—>0 est exacte, avec simplement P de 
permutation, on trouve p (M) = p ç (N) et ç (N) = ç p (M).

Lemme 7. — Si la suite 0 —>M—>N—>Q—>0 est exacte et si Q est inversible, alors 
p(M) = p(N )+[Q ]. En particulier, si Q est de permutation, p(M) = p(N).

Noter que la première égalité s’écrit encore p (N) = p (M) + p (Q) et qu’elle résulte aisé
ment de la seconde assertion.

Introduisons une résolution flasque 0 —» N —» P —> F —>0 de N. La suite 
0 —► Q —* coker (M —> P) —► F —> 0 est exacte et, comme Q est inversible et que F est 
flasque, elle est scindée [lemme 1 (vii)']. Le terme médian est donc flasque et sa classe, 
qui vaut [Q] + [F] = [Q] + p (N)» n’est autre que p (M). □

Modulo traduction (cf. § 2, R 6), ce lemme est simplement une forme faible de la propo
sition 1.5 de [18], proposition qui, en termes de tores, est un corollaire direct du théo
rème 90 : un torseur sous un tore facteur direct d’un tore quasi trivial est localement 
(Zariski) trivial.

Lemme 8 . — Soient M et N deux G-modules. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p (M) = p (N);

(ii) il existe deux states exactes 0 —>M—>E—>P—>0 et 0 —>N—► E - + R —>0 
avec P et R de permutation.

L’implication (ii) => (i) résulte du lemme 7. Inversement, l’égalité (i) implique 
l’existence de deux suites exactes 0 —► M —» P —► F —» 0 et 0 —► N —► R —► F —► 0 avec P 
et R de permutation. Il suffit alors de considérer le produit fibré E de P et R au-dessus 
de F. □

Noter que, modulo traduction (cf. R 6), ce lemme 8 n’est autre que la proposition 2 
de [35] (cf. déjà [31], lemmes 7 et 8).

Lemme 9 (L en stra  [18]). — Soit G un groupe fini. Pour M dans les conditions 
suivantes sont équivalentes :

(i) M est inversible;
(ii) M est Gp-inversible pour chaque sous-groupe de Sylow Gp;
'iii) Extg(M, Q) = 0 pour tout G-module coflasque Q;

(iv) Extg (F, M) = 0 pour tout G-module flasque F.

Précisons que, dans (ii), il suffit de considérer un seul />-sous-groupe de Sylow Gp par 
nombre premier p divisant l’ordre de G. Ce lemme revient à affirmer que la restriction 
F i —► © Fq est injective. Notons que la restriction Fq —► © Fq est également injective,

p  * p  r

mais c’est là un résultat immédiat.
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L’implication (i) => (ii) est évidente (cf. R 2). D’après le lemme 1 (viii)', la condition (ii) 
implique la nullité de ExtGj> (M, Q) pour chaque nombre premier p, d’où (iii). Si M 
vérifie (iii), considérons une résolution coflasque de M : elle se décompose et M est donc 
inversible. Le même argument appliqué à une résolution flasque de M prouve l’implication
(iv) => (i) et le lemme 1 (vii)' prouve la réciproque. □

P ro p o s itio n  1. — Soient G un groupe fini et e l'augmentation Z [G] —»• Z :

(i) toute suite exacte de G-modules 0 —> Q —> L Z [G] —* Z —*• 0, où L est un 
G-module libre donne

Ç(Ig) = [Q] et p(J0) = [Q0];

(ii) en particulier, pour tout sous-groupe G' de G :

H1 [G ',p(Jg)] = H3 (G ',Z).

On peut, par exemple, prendre pour © l’application Z [G x G] —* Z [G] définie par 
a) (g0, gt) =  gi -go  ■ Rappelons que IG est le noyau de e et que JG =  IG. Remarque : 
la définition même de IG montre que p (IG) = 0; plus généralement, si H et H' sont deux 
sous-groupes de G tels que H c H ' . p  vaut 0 sur le noyau de l’augmentation, notée encore s, 
Z [G/H] - ►  Z [G/H'].

Il est immédiat que, pour tout sous-groupe G' de G et tout » e Z, la suite exacte de

l’énoncé définit un isomorphisme H" (G', Q) Z- H" - 2  (G', Z). On en déduit, pour n = 1, 
que Q est coflasque, d’où (i). L’isomorphisme ci-dessus pour n = — 1 donne (ii) par dualité : 
modulo R 6 , cette assertion (ii) est déjà dans [33], mais sous une apparence quelque peu 
restrictive. □

Cette proposition 1, quoique facile, est très intéressante pour la suite : le calcul précis (i) 
de l’invariant p (JG) intervient dans les démonstrations des propositions 2 et 3 et dans les 
calculs explicites de R-équivalence sur les tores R£/t Gm pour K/k galoisienne finie 
(§6 , prop. IS et coroll.); la proposition ci-dessus est également utilisée pour le calcul 
de l’équivalence de Brauer sur ces tores [§ 7, coroll. 2 (prop. 17)] et pour les corollaires 
ci-dessous, mais alors (ii) suffit.

C o r o l l a i r e  1. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique ou quatemionien généralisé;

(ii) tout sous-groupe abélien de G est cyclique;
(iii) H3 (G', Z) = 0 pour tout sous-groupe G' de G;
(iv) p(JG) est coflasque.

Cette dernière condition s’écrit encore p (JG) e FG n  FG ou, par dualité, ç (IG) e FG. 
L’équivalence de (iii) et (iv) est un corollaire immédiat de la proposition 1 (ii). 
L’équivalence de (i), (ii) et (iii) est bien connue : (iii) => (ii) car H3 (Zpx Z p, Z) = Zp; 
pour (ii) => (i), voir [3] (chap. XII, § 11, th. 11.6) et pour (i) => (iii), voir [3] (chap. XII, § 7).
Il résulte de ce corollaire que si G ne vérifie pas l’une des conditions ci-dessus, alors 
FG ^  0, puisque p (JG) est flasque et non coflasque. Ce résultat est déjà dans [33] (th. 3) 
modulo traduction par R 6 . □
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C o r o l la i r e  2. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) G est métacyclique, i. e. a ses sous-groupes de Sylow cycliques;
(ii) Fq = 0, i. e. tout G-module flasque est coflasque.

L’implication (i) => (ii) est évidente pour G cyclique. Comme Fq se plonge dans la somme 
directe des FGj( pour les divers sous-groupes de Sylow Gp, l’assertion (ii) pour G méta
cyclique en résulte. Supposons inversement Fq = 0 : la condition (iv) du corollaire 1 
est donc vérifiée et tout sous-groupe de Sylow de G est cyclique sauf éventuellement G2 

qui peut être quatemionien généralisé. Or, on aurait alors (cf. R 3 et le corollaire du 
lemme 2) Fq => F£ 2 => Fy4, car un groupe quatemionien généralisé admet V4 (=  Z2 x Z2) 
pour quotient. Mais V4 ne vérifie pas les conditions du corollaire 1, d’où F^ 4 #  0 et cette 
éventualité est à exclure. □

La proposition 6  du paragraphe 2 (cf. R 6) montre qu’il y a coïncidence entre la relation 
d’équivalence — définie par Endo-Miyata [12] sur j2?g et celle définie par l’application

p : q —> Fg . On peut ainsi traduire les résultats de [12] au moyen de p et ç. En parti
culier, le monoïde noté T (G) en [12] s’identifie à FQ via p et le sous-groupe T® (G) au 
groupe UG.

P ro p o s itio n  2 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes 
sont équivalentes :

(i) G est métacyclique;

(ii) F0  est un groupe, i. e. tout module flasque est inversible;

(iii) p (JQ) 6  UQ, i. e. p (JG) est inversible.

La condition (ii) s’écrit encore FG = UG et la condition (iii) équivaut, par dualité, à 
ç (IG) e U0. On vient de voir [corollaire 2 (ii) de la proposition 1] une quatrième condition 
équivalente : FG = Fq, condition a priori plus faible que la condition (ii) (l’implication 
F0  = Fq => F0  = U0  est déjà dans [35], théorème 4, mais la démonstration contient 
un argument faux).

Montrons d’abord l’implication (iii) => (i). Soit Q comme dans la proposition 1. S’il 
existe N tel que Q © N soit un module de permutation P, alors, pour tout sous-groupe G' 
de G, H2 (G', Q) = H° (G', Z) se plonge dans H2 (G', P) et ce dernier contient donc 
un élément d’ordre celui de G'; or cela n ’est possible, dans le cas où G' est un ̂ -groupe, 
que s’il est cyclique.

Pour montrer l’implication (i) => (ii), il suffit, d’après le lemme 9 (ii), de traiter le cas 
d’un p-groupe cyclique G. La démonstration se fait par récurrence sur l’ordre pa de G. 
Soit/(X) = Xpa— l/X ' " " 1 — 1 le polynôme cyclotomique d’indicepa. Soient s un générateur 
de G, M un G-module, M'le noyau de f(s ) : M —>M et M 'l’image. Supposons M flasque : 
comme G est cyclique, M est aussi coflasque. Comme M' est sans Z-torsion, s*"'1 a pour

/v
seul point fixe 0 dans M', qui est donc H -trivial. On en déduit, au moyen de la suite 
exacte 0  —> M' —► M —► M" —► 0 , que M ' est flasque. Comme M* est un G/< j p° ’ 1 )- 
module, l’hypothèse de récurrence s’applique à M ', qui est donc inversible [cf. lemme 2 (vii) 
et (vi)]. Ainsi (lemme 7), p (M) = p (M ')-[M *] et p(M) inversible <► p(M') inversible.
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Comme (lemme 6), M étant déjà coflasque, M inversible «> p (M) inversible, il reste 
simplement à prouver que p (M') est inversible. Or M' est un Z [Ç]-module pour Ç 
une racine primitive p“-ième de 1. C’est un module sans torsion sur Z, donc sur Z [Ç] : 
comme Z [Ç] est de Dedekind, M' est donc un Z [Ç]-module projectif. Ainsi suffit-il 
de traiter le cas de Z [Ç] qui n’est autre que MJ, pour M0 = Z [G]. Or, les raisonnements 
initiaux appliqués à M0 au lieu de M montrent que p (MJ,) = [MJ] est inversible. □

C o r o lla ir e . — Soit G un 2-groupe quatemionien généralisé : les monoïdes FG et FG 
sont tous les deux non triviaux.

Ajoutons que pour le groupe quatemionien d’ordre 8 le groupe UG est trivial (cf. R 5). 
Le résultat pour Fq est déjà connu (corollaire 2  de la proposition 1). D’après le corollaire 1 
de la proposition 1, p (JG) est flasque et coflasque; mais, d’après la proposition 2, il n’est 
pas inversible, d’où FG #  0. □

Notons que ce corollaire contredit l’assertion F | = 0 indiquée en [36], i. e., avec les 
notations de [36] et modulo R 6 , le fait que, pour L/k galoisienne finie quelconque, 
Z° (L/k) soit un groupe : il n’en est pas toujours ainsi, même pour le p-adique (considérer 
sur Q2 l’exemple C du paragraphe 8).

P ro p o s itio n  3 (Endo-Miyata [12]). — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes 
sont équivalentes :

(i) G = < s, t y avec tm = s2 " = 1 et sts~l = tr, pour m impair et r2 = 1 mod m;
(ii) p (JG) = 0;

(iii) p (JG) d'ordre fini.

On peut, en (ii) et (iii), remplacer p (JG) par q (IG). Notons d’abord que la condition (i) 
équivaut à la condition

(iv) G est métacyclique et H4 (G, Z) = H° (G, Z).

En effet, un groupe métacyclique G est le produit semi-direct G' X] T d’un groupe cyclique 
invariant G' = < r >> d’ordre m, et d’un groupe cyclique T = < s >, d’ordre / premier 

à m ([37], p. 145). Soit Zr l’image de Aut (G'). AiDsi, s agit sur G' via r et 
sur H4 (G', Z) via r2. Comme H4 (G, Z) = H4 (G', Z)r © H4 (r, Z), l’égalité 
H4 (G, Z) = H° (G, Z) équivaut à la condition r2 = 1 mod m. Ainsi (i) => (iv). Inver
sement, T = F x T  avec F  d’ordre impair et T ' 2-primaire; comme l’image de 
T —*• Aut G' est d’ordre 2 au plus, F  est central dans G et G = (G' xr')x | T*, d’où (i), 
en prenant pour «nouveaux» s et t des générateurs respectifs de T ' et G'xT'. 
Rappelons ([3], chap. XII, § 11) que la condition H4 (G, Z) = H° (G, Z) signifie que 
la cohomologie de G admet 4 pour période.

Pour (i) => (ii), voir [12] (th. 2.3) : le cas cyclique (r = lmodm) est immédiat 
puisqu’alors JG = IG [p(IG) vaut toujours 0]; le cas G = <S3 est explicité au para
graphe 6 , b. Montrons l’implication (iii) => (i), i. e. (iii) => (iv). Si p (JG) est d’ordre fini, 
il est a fortiori inversible et G est métacyclique (prop. 2). Soit Q comme dans la pro
position 1. Il existe, par hypothèse, deux modules de permutation P et R et un entier
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n > 0, tels que (Q0)" © P = R. On en déduit Q" © P = R et, par simplification (dans 
les groupes abéliens finis), H' (G, Q) = H* (G, Q°) pour tout i e Z. En particulier, 
H° (G, Z) = H2 (G, Q) = H2 (G, Q°) = H4 (G, Z). □

Remarque.

R 4. Supposons a priori le groupe G produit semi-direct G' x] T de deux groupes cycliques 
G' = < t >, invariant, et T = < s ), d’ordres respectifs pm et 2" avec p  premier impair. 
Pour un tel groupe G, les conditions de la proposition 3 sont encore équivalentes aux 
suivantes :

(V) P Oo/r) =  0/
(vi) p ( JG/r) d’ordre fini.

Quitte à diviser G et T par le noyau du morphisme T Aut G', on peut, pour la démons
tration, supposer ce morphisme injectif (corollaire du lemme 2). Cela impose n = 0 ou 1 

dans la condition (i). L’implication (i) => (v) est déjà connue pour n = 0 (proposition 
ci-dessus); elle est prouvée pour n = 1 au paragraphe 6 , d 1. Inversement, la suite exacte

0 —> Q —► Z [G] A  Z [G/r] A z - > 0  définie par <o (1) = \ — t donne une résolution 
coflasque de IG/r, i. e. p (JG/r) = [Q°] (§ 6 , d2). On trouve ainsi

H2 (G, Q) = H1 (G, IG/r) = Zpm et H2 (G, Q°) = H3 (G, JG/r);

or H3 (G, JG/r) est le noyau de la restriction H4 (G, Z) —» H4 (r, Z), noyau qui s’identifie, 
par la restriction, à H4 (G', Z)r . La condition (vi) implique, comme (iii) précédemment, 
l’égalité H2 (G, Q) = H2 (G, Q°), ce qui impose que T agisse trivialement sur H4 (G', Z), 
i. e. T d’ordre 1 ou 2 . □

P ro p o s itio n  4. — Pour G  = V 4 le monoïde F G est non trivial, mais F G n  F G = 0.

Autrement dit, tout module flasque et coflasque est stablement de permutation,
i. e. FG = UG = 0. Montrons d’abord que, si M est flasque, p (M) = 0, i. e. il existe 
une suite exacte 0 —»M —♦ P 1 ^ P 2—>0 avec Pt et P2 de permutation. Le groupe G 
est engendré par deux éléments s et t d’ordre 2 qui commutent. Soient M'le noyau de 
la multiplication par 1+.? dans M et M 'son image. Comme H -1  (G, M) = H° (G,M') = 0, 
la suite exacte 0 —> M' —> M —> M ' —► 0 donne H -1  (G, M') = 0. Le G/j-module M* 
est donc de permutation (les seuls Z [< t >]-modules indécomposables sont Z, I<, > et 
Z [< t >]) et, d’après le lemme 7, p (M) = p (M')- Comme s vaut —id surM', la décompo
sition de M' en somme de < t >-modules indécomposables est stable par s et montre que

le G-module M' est somme de facteurs IG/t, IQ/S, et ker (Z [G] A  Z [G/j ]). Or, p vaut 0 
sur chacun de ces modules. En conclusion, p (M) = 0. Si, en outre, M est coflasque, 
[M] = ç p (M) = 0. □

Remarque.

R 5. L'étude, pour G fini, du monoïde FG peut se décomposer en celles des monoïdes 
sans torsion FG et FG et du groupe UG. Nous avons donné quelques résultats fort minces 
sur Fq et FG et on peut se demander, par exemple, s’ils sont de type fini. Le groupe U0 

en revanche est assez bien connu. C’est un groupe abélien de type fini (Jacobinski, cf. [12],
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[10]), mais non nécessairement fini. En effet, si G est métacyclique, mais si sa cohomologie 
n’a pas pour période 4, p (JG) est, d’après les propositions 2 et 3, un élément d’ordre 
infini de UG : on peut prendre pour G le groupe d’ordre 20 défini par t 5 = s* = 1 et 
sts-1  = t 2 ou le groupe d’ordre 21 défini par t 7 = s3 = 1 et s ts '1 = t 2. Le rang du 
groupe UG a d’ailleurs été calculé de façon précise par A. W. M. Dress [10] (UG y est 
désigné sous le nom de permutation class group). En particulier, UG est un groupe fini 
lorsque G est un /(-groupe. Endo et Miyata ont même énuméré de nombreux cas (cf. [11] 
et [12], th. 3.2 et 3.3), où UG est égal au groupe C (£2Z [GJ) des classes d’un ordre maximal 
de Q [G] contenant Z [G] : il en est ainsi pour un /^-groupe abélien, pour un /^-groupe 
d’ordre impair, pour le groupe diédral Dp0 (pour p premier #  2), pour le groupe quater- 
nionien H2 d ’ordre 8, . . .  Ainsi, pour p premier # 2 , si Ç = \J l, FZj> = C (Z [Ç]) et 
Fd = C (Z [Ç+Ç-1]); pour H2, l’anneau des quaternions d’Hurwitz étant principal, 
U„'2 = 0. □

2. Lien avec les problèmes birationnels

Fixons d’abord quelques notations et terminologies. Étant donné un corps k, on note k 
une clôture séparable et g le groupe de Galois de k/k. On appelle k-variété un fc-schéma 
algébrique, géométriquement intègre. Etant donné une k-variété X et une extension K/k, 
on note XK = Xx*K, X = X x kk, K[X] l’anneau des fonctions régulières sur XK, 
K (X) le corps des fonctions rationnelles sur XK. Soit en outre Y un fermé de X. On note 
Div X (resp. DivYX) le groupe des diviseurs de Cartier (resp. à support dans Y) de X, 
Pic X le groupe de Picard de X, Z1 (X) [resp. ZY (X)] le groupe des diviseurs de Weil 
(resp. à support dans Y), i. e. des cycles de codimension 1, de X et Cl X le groupe des classes 
de tels cycles pour l’équivalence rationnelle. Deux ^-variétés X et Y sont dites fc-biration- 
nellement équivalentes si k (X) et k (Y) sont ^-isomorphes, i. e. s’il existe des ouverts non 
vides U dans X et V dans Y qui sont ^-isomorphes. On dit que X et Y sont k-stablement 
biratiomellement équivalentes si, Al désignant Spec k [Tl9 . . . ,  T,], les variétés Xxt A£ 
et Y xk A* sont fc-birationnellement équivalentes pour r et s convenables. On dit que X 
est K-rationnelle si K (X) est transcendant pur sur K. On appelle k-compactification lisse 
de X une ^-immersion ouverte de X dans une variété complète et lisse : il en existe en carac
téristique 0 d’après Hironaka [15].

Soit Gm le groupe multiplicatif Spec Z[T, T-1]. Soit (resp. 9~K/k) la catégorie 
des fc-tores algébriques (resp. la sous-catégorie de ceux déployés par l’extension K/k). 
Étant donné un fc-tore algébrique T, on note T le g-module Z-libre de type fini formé de 
ses caractères, i. e. l’ensemble des morphismes de groupes algébriques Horn (T, Gm> *). 
Inversement, si M est dans i?g, on note D(M) le fc-tore Spec k [M]e. On obtient ainsi 
une dualité entre 2Tk et JS?8 qui induit, pour toute sous-extension galoisienne K/k de 
groupe G, une dualité entre 9~K/k et JS?G. On dit que T est trivial, ou déployé, si g agit

A /V

trivialement sur T, quasi trivial si T est un g-module de permutation, anisotrope si
A A

H (g, T) = 0, flasque (resp. coflasque) si T est un g-module flasque (resp. coflasque). 
Si K/k est une sous-extension finie de k/k, correspondant au sous-groupe ouvert ï) de g,
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on note RK/t Gm le tore obtenu à partir de Gffl> K par restriction des scalaires (à la Weil) 
de K à k : son module des caractères est Z [g/I)]. Un tore trivial est ^-isomorphe à une 
puissance de un tore quasi trivial à un produit de tores du type RK/* Gm. Tout tore 
quasi trivial est une variété ^-rationnelle : c’est un ouvert d’un espace affine. Soient 
Rie/* Gm le noyau de la norme NK/fc : RK/t Gm ->• Gm et RK/* Gm/Gm le conoyau de 
l’inclusion naturelle de Gm>fc dans RK/fcGm : leurs modules des caractères sont respec- 
tivement Ja/„ et I9/f).

Si k est un corps global, i. e. un corps de nombres ou de fonctions algébriques d’une 
variable sur un corps fini, une extension galoisienne K/k de groupe G définit une distri
bution (G0)*en* de (classes de conjugaison de) sous-groupes G" (groupe de décomposition 
d’un prolongement de v à K) de G, indexée par l’ensemble Qk des places v de k. Si M est 
un G-module continu quelconque (non nécessairement dans -§?Q). on note, pour i s N, 
ou même / e Z si G est fini, m* (K/k, M), ou par abus ni* (G, M), le noyau de la restriction 
H* (G, M) —► H* (G0, M). Si M est dans JS?G, ou si M et i vérifient H' (G”, M) = 0

V €  Ofe

pour presque toute place v, on note H* (K/k, M), ou par abus H* (G, M), le conoyau de 
cette même application de restriction. Ces notations seront utilisées ultérieurement pour 
les calculs sur les corps globaux. Notons que, pour un fc-tore quasi trivial E, n i2 (k, E) = 0 
(principe de Hasse pour le groupe de Brauer d’un corps global) et, que, pour T dans y K/k 
avec K/k galoisienne, m 2 (k, I )  = m 2 (K/k, T) d’après le théorème 90 et la remarque 
précédente. Enfin, pour un G-module de permutation M, on trouve m 2 (G, M) = 0  

par réduction au cas M = Z et application du théorème de Cebotarev à des sous- 
extensions finies convenables de K/k. On en déduit que, si L/k est la sous-extension galoi
sienne de K/k définie par le sous-groupe invariant H et si M est dans J5?G/H, alors 
n i2 (K/k, M) = n i2 (L/k, M).

Lemme 10 (Rosenlicht [24]). — Si X est une k-variété, Uk (X) = k [X]*/fc* est un 
groupe abélien Z-libre de rang fini. Le foncteur contravariant X i-» U* (X) est additif sur

la catégorie des k-variétès : Ufc (X) © U* (Y) - i  Ufc (X xk Y).

Pour la première assertion, on peut se restreindre à un ouvert affine normal Y de X, 
car U* (X) c; Ufc (Y). Une ^-compactification normale Y —> Y' plonge U* (Y) dans le 
groupe abélien libre de rang fini Z^._Y (Y7). L’additivité de U* est bien connue (cf. [24]) 
pour des variétés ayant des points rationnels. On s’y ramène par descente galoisienne, 
car X (je) #  0  (Je clôture séparable!) et, d’autre part, H° [g, U* (X)] = U» (X) d’après 
le théorème 90. □

Lemme 11. — Si X  et Y  sont deux k-variètés lisses et si Y est k-ratiormelle, le morphisme 
canonique Pic X © Pic Y —* Pic X xt Y est un isomorphisme.

Montrons d’abord que, pour deux fc-variétés quelconques X et Y, le morphisme ci-dessus 

est injectif : c’est évident si X et Y ont des points rationnels; comme c’est le cas sur k, 
on s’y ramène par descente galoisienne via la suite exacte

0 -> H1 (g, k [X]*) -> PicX H° (g, PicX),
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en utilisant l’injection H1 (g, k [X]* © k [Y]*) - ►  H1 (g, k [X x Y]*) (lemme 10 et th. 90). 
Soient désormais X et Y lisses et V un ouvert non vide de Y. Considérons le diagramme

DivXxy- x x v X x Y — ► P i c X x Y ------ > P i c X x V — >0

J * | <Py *v

DivY_v Y -------- ► PicX ® Pic Y -*P icX  © Pic V -* 0.

La flèche de gauche est un isomorphisme, d’où <pY suijective o  cpv suijective. Par triple 
application de cette remarque, on est ramené, lorsque Y est ^-rationnelle, au cas où. X 
est affine ( = Spec A) et Y l’espace affine, ou même la droite affine Spec k  [/], auquel

cas l’assertion Pic A —► Pic A [r] est bien connue (pour A régulier). □

Les deux propositions ci-dessous permettent de faire le lien entre les considérations 
purement algébriques du paragraphe 1 et les problèmes birationnels, spécialement pour 
les tores. A la terminologie près, elles sont dues essentiellement à Swan [31] et 
Voskresenskiï ([33], [35]) : cf. pour plus de détails la remarque R 6 .

P roposition  5. — Soient X une k-variété lisse et K/k une extension galoisienne de 
groupe G. On suppose P icX K de type fini. Si U  est un ouvert non vide de X tel que 
Pic UK =  0, l'élément p (K [U ]*/K *) de FG ne dépend que de la classe de k-équivalence 
biratiomelle stable de X. On le note pK/k (X), ou simplement p (X) s'il n'y a pas d'ambiguïté. 
Cet invariant vaut 0 pour X k-rationnelle.

Tout d’abord, X étant lisse et Pic XK de type fini, il existe des ouverts non vides U tels 
que Pic UK = 0 et, si U est l’un deux, il en est de même de tout ouvert non vide qu’il 
contient. Il suffit donc, pour prouver l’indépendance vis-à-vis de U, de considérer 
le cas de deux ouverts emboîtés U => V de ce type : la suite exacte de G-modules 
0 —> UK (U) —» UK (V) —► DivYK UK —► 0, où Y = U —V, donne le résultat en vertu 
du lemme 7, puisque, X étant lisse, le terme de droite est un module de permutation. 
L’invariance par ^-isomorphisme birationnel se déduit de l’existence d’ouverts 
^-isomorphes. Si W est ^-rationnelle, l’invariance p (X xtW) = p(X) se déduit des 
lemmes 10 et 11. □

P ro p o s itio n  6. — Soient T  un k-tore algébrique et p (T ) = p*,* (T ). L'invariant p (T ) 

caractérise les classes de k-équivalence birationnelle stable dans Il est trivial pour T
/v

k-stablement rationnelle, additif et coïncide avec p (T). Si T est déployé par l'extension 
galoisienne K/k de groupe G, l'invariant p (T) est dans FG; il coïncide avec pK/t (T) et, en 
caractéristique 0, avec [PicXK], X désignant un k-compactifié lisse de T.

Désignons, comme Voskresenskiï [35], par Z (K/k) l’ensemble des classes de fc-équiva- 
lence birationnelle stable de fc-tores déployés par l’extension galoisienne K/k de groupe G. 
L’énoncé ci-dessus affirme que l’application p : ^ K/k —► Fc définie par T i-» p (T) via 
la proposition 5 induit un isomorphisme de monoîdes

p: Z(K/fc)-+FG.

L’égalité p (T) = p (T) résulte de la définition de p (I) : en effet, Pic T = 0 et Uj(T) 

s’identifie au g-module T (Rosenlicht [24]). De même, pK/* (T) = Pg (T) et Pg (T)
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coïncide avec p(T) dans F . Soient T et T' dans S~k, tels que p(T) = p(T').
A A

L’égalité p (T) = p (T') implique (cf. lemme 8) l’existence, dans &~k, de deux suites exactes 
1—»S—»M —* T —*1 et 1 —► S’ —* M —► T* —► 1 avec S et S' quasi triviaux. D’après le 
théorème 90, ces deux fibrations M —> T et M —► T' sont localement triviales, ce qui donne 
un ^-isomorphisme birationnel de TxS sur T'xS'; comme S et S' sont ^-rationnelles, 
les variétés T et T' sont fc-stablement birationnellement équivalentes.

En caractéristique 0, on sait, via Hironaka (cf. [33]), que Pic X est dans i ?8 si X est 
^-rationnelle et qu’en général la classe de similitude du g-module Pic X (non nécessairement 
dans JS?#) est un invariant des classes de ^-équivalence birationnelle stable de ^-variétés 
complètes et lisses, invariant nul pour les variétés fc-stablement rationnelles. Soient X 
une ^-compactification lisse de T, Y le fermé complémentaire et KJk comme dans l’énoncé. 
La suite exacte de G-modules

(B) 0 —► T —» DiVyK XK —» PicXK -> 0,

a pour terme médian un G-module de permutation, puisque X est lisse. L’assertion 
p (T) = [Pic XK] équivaut donc au fait que Pic XK est un G-module flasque. Quitte à 
passer au quotient par un sous-groupe ouvert de G agissant trivialement sur la suite (B) 
ci-dessus, on peut supposer G fini. Montrons simplement que H -1  (G', Pic XK) = 0 
pour G' = G, la démonstration étant la même pour un autre sous-groupe G' de G, à 
condition de remplacer k par l’extension k' correspondante. La suite exacte

0 = H -1  (G, Div^X*) “► H -1  (G, PicX*) -+ H°(G, T)

prouve le résultat pour T anisotrope. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de 
fc-tores 1 —► T' —► T —► T" —> 1 avec T' trivial et T ' anisotrope. Soient X' et X ' des 
^-compactifications lisses de T' et T ' respectivement. La fibration T —►T ' est localement 
triviale (th. 90). Ainsi, X est ^-birationnellement équivalente à X' x*X". Comme X' est 
^-rationnelle, [Pic X] = [Pic X*]. Si G = g/l), le G-module PicX* n’est autre 
que (Pic X)4; de même pour X", ce qui donne [Pic XK] = [Pic X£]. Comme 
H -1  (G, Pic X£) = 0 d’après l’étude du cas anisotrope, on a donc également 
H - 1 (G, Pic XK) = 0. Ainsi, Pic XK est un G-module flasque et, par suite, p (T) = [Pic XK]. 
Quitte à réduire I) pour qu’il agisse trivialement sur Pic X, on obtient de même 
p (T) = [Pic X]. D’ailleurs, d’après le lemme 2 (xi), l’égalité p (T) = [Pic X] implique 
p(T) = [Pic XK]. □

Remarque.

R 6 . La proposition 6 ci-dessus montre que la relation d’équivalence définie sur SBQ 
par Endo-Miyata [12] coïncide avec celle définie par l’application p : —► FG, ce qui

& &
induit des isomorphismes T (G) —> FG et T® (G) —► UG. On voit de même que, pour K/k 
galoisienne de groupe G, l’application T t-* p (T) coïncide avec l’application p : &"Klk -* SG

de Voskresenskiï [35] et induit des isomorphismes Z (K./k) FG et Z° (K/k) -* Fc n  FG.
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Comme déjà indiqué, les arguments utilisés dans les deux dernières propositions 
sont essentiellement dus à Swan [31] et Voskresenskiï [33] (cf. aussi Ono [21], 
prop. 4.5.1). Indiquons, en bref, la démarche de Voskresenskiï. Soit K/k galoisienne 
de groupe G : Voskresenskiï montre ([35], th. 1 et 2) qu’on peut définir une appli
cation injective p : Z(K /k)—»SG en posant p (T) = [Pic XK] en caractéristique 0 
(cf. déjà [33] pour k/k) et, sinon, par transfert à partir d’une extension auxilaire K0/k0

%
de même groupe en caractéristique 0 via ^ K/k —► •̂ ’Ko/*o • L’image de p est caractérisée 
dans la note [36] (th. 1, 2, 3) : c’est FG.

La représentation adoptée ici, purement algébrique, a l’avantage de fournir, via le 
lemme 3, une procédure effective (cf. § 6) pour le calcul de l’invariant p (T) et d’éviter ainsi 
le calcul du g-module Pic X, pour une i-compactifiée lisse X de T, calcul qui se révèle 
fort compliqué, même avec l’aide de la théorie des éventails (Demazure) : cette facilité 
de calcul (non mentionnée dans [36]) est par exemple essentielle pour obtenir dans la 
proposition 1 la valeur précise de [Pic X] pour T = R£/t Gm avec K/k galoisienne [cf. (i)] 
et non seulement la valeur de H1 (g, Pic X). La méthode géométrique de calcul de l’inva
riant p (T) serait simplifiée par l’usage d’une ^-compactification normale X, mais alors, 
ni Pic X, ni Cl X ne donnent en général des g-modules convenables, comme on le voit 
déjà pour l’adhérence de R£/fc Gm dans R ^ P 1 avec K/k galoisienne cubique : pour 
les diviseurs de Cartier, Div X n’est pas un module de permutation; pour les diviseurs 
de Weil, Cl X a de la Z-torsion. □

Voici un exemple d’application de la proposition 6 :

P ro p o s itio n  7. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G. Soit T le tore 
r k/*g »- Pour tout sous-groupe G' de G, H1 [G', p (T)] = H3 (G', Z).

C’est un corollaire immédiat des propositions 1 et 6 . Ce résultat est démontré en [33] 
pour k de caractéristique 0 sous la forme H1 (G', Pic XK) = H3 (G', Z) par une méthode 
assez détournée. □

C o r o lla ir e . — Soient K et K' deux extensions galoisiennes de degré 4, non cycliques, 
d'un corps k. Soient T = R£/)tGm et T' = R£,/Jt Gm. Si K #  K', ces deux tores T et T', 
de dimension 3, sont k-birationnellement inéquivalents.

Ils ne sont même pas £-stablement birationnellement équivalents. En caractéristique 
différente de 2, K est de la forme ka b = k (Ja , y/b) pour a et b dans k : on note Ta i 
le tore Rr/* Gm correspondant. L’assertion ci-dessus répond à une question de 
Voskresenskiï [33] qui traitait uniquement le cas d’extensions Qa> JQ  ayant un groupe de 
décomposition non cyclique.

Soient L le corps engendré par K et K', k' leur intersection, G, H et H' les groupes 
de Galois respectifs de L/k, L/K et L/K', F un G-module H-trivial de classe p (T) et F' 
un G-module H'-trivial de classe p (T'). Si K # K', k'/k  est de degré 1 ou 2. Dans le 
premier cas, G = H x H'. D’après la proposition ci-dessus,

H1 (G/H, F) = H3 (G/H, Z) = Z2 puisque G/H = V4.
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Ainsi H1 (H', F) = Z2, alors que H1 (H', F') = 0. A fortiori, p (T) #  p (T') dans SG 
et, d’après la proposition 6 , T et T' ne sont donc pas stablement fc-birationnellement 
équivalents. Dans le second cas, G est le produit direct de H, H' et d’un troisième 
sous-groupe H* d’ordre 2. Comme ci-dessus, H1 (G/H, F) = Z2 et par suite 
H1 (H' x H", F) = Z2. Au contraire, n désignant la projection G —* G/H', la propo
sition ci-dessus appliquée au sous-groupe cyclique n (H*) de G/H' donne

H1 [it(H"), F'] = H3 [ji(H"), Z] = 0, 

si bien que H1 (H' x H*, F') = 0. On conclut alors comme dans le premier cas. □

3. Les tores flasques
/V

Rappelons qu’un tore flasque est un &-tore S tel que S soit un g-module flasque. Si S 
est déployé par l’extension galoisienne K/k de groupe G, il revient au même [lemme 2 (vii)]

A

de dire que S est G-flasque. Le premier résultat sur les tores flasques est une conséquence 
du théorème de finitude suivant :

T h éo rèm e (Roquette [23]). — Soit A une Z-algèbre commutative réduite de type fini :
(i) le groupe des unités A* de A est de type fini;
(ii) si A est normale, le groupe Cl A des classes de diviseurs est de type fini. □

Voir également [16] et, pour (i), [25]. Le résultat sur les unités généralise le théorème 
des unités de Dirichlet, celui sur Cl A utilise de façon essentielle le théorème de Mordell-Weil 
élargi par Néron au cas d’un corps de base de type fini sur le corps premier.

C o r o lla ir e . — Soient k un corps de type fini sur le corps premier et K/k une extension 
galoisienne finie de groupe de Galois G. Il existe alors un anneau A, de type fini sur Z, de 
corps des fractions K, stable par G, régulier et tel que Pic A = 0.

Soit B un sous-anneau de K, de corps des fractions K, de type fini sur Z, stable par G. 
Comme B est une Z-algèbre intègre, de type fini, l’ensemble Reg B des points réguliers 
de Spec B est, d’après Nagata (cf. [14] EGA IV 6.12.6), un ouvert non vide. Quitte 
à inverser une partie finie convenable, stable par G, on peut donc supposer l’anneau B 
régulier. D’après le théorème ci-dessus, Pic B est de type fini : il existe donc un ensemble 
fini Z de points de codimension 1 de Spec B définissant des diviseurs dont les classes 
engendrent Pic B et on peut prendre £ stable par G. Soit F son adhérence : il suffit d’inverser 
un système fini, stable par G, d’équations définissant F pour obtenir un anneau A ayant 
les propriétés requises. □

T h éo rèm e 1. — Soit k un corps de type fini sur le corps premier. Si S est un k-tore flasque, 
le groupe H1 (fc, S) est fini.

Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G déployant S. Soit A un sous- 
anneau de K ayant les propriétés indiquées dans le corollaire ci-dessus. La suite exacte

A

de G-modules 0  —► A* —► K* —► Div A —» 0 reste exacte par tensorisation sur Z par S . 
Comme S (K) = S° ®z K*, on obtient ainsi la suite exacte

H1 (G, S° ®z A*) -* H1 (k, S) -  H1 (G, S° <g>z Div A).
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Or Div A est un G-module de permutation (non de type fini sur Z, mais c’est sans impor-
A

tance ici) et S est fiasque : le terme de droite est donc nul d’après le lemme 1 (vi). Le terme 
de gauche est fini, quel que soit S, car A* est de type fini (théorème précédent). □

Remarques.

R 7. Si l’on suppose seulement A normal (au lieu de l’hypothèse « A régulier et 
Pic A = 0 »), la valeur de H1 (k, S) est donnée par la suite exacte

N-^H 1 (G, S° ®z A*) -» H1 (k, S) -+ Q, 

avec pour définition de N et Q, la suite exacte

0 -*• N -y HomG (S, Div A) -* Homc (S, Cl A) -*■ Q -» 0. □

R 8 . Dans le cas d’un corps global (corps de nombres ou corps de fonctions algébriques 
d’une variable sur un corps fini), le résultat de finitude se déduit aussi de l’évaluation précise 
de H1 (k, S) via le corps de classes [§ 5, coroll. 5 (th. 2)]. Il faut d’ailleurs noter que, dans 
ce cas, H1 (k, S) peut être fini sans que S soit flasque (cf. § 6, c) : si S est un fc-tore déployé 
par l’extension galoisienne finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante 

de finitude de H1 (k, S) est la nullité de H1 (G', S) pour tout sous-groupe cyclique G' 
de G (§ 5, R 10). On en déduit, au moyen de la proposition 2, que, pour G métacyclique, 
H1 (k , S) fini o  H1 (k , S) = 0. Comme autre corollaire, on voit que le théorème 5 de [33] 
assure déjà que, pour une ^-compactification lisse X d’un tore défini sur un corps de 

nombres k, H1 [k , D (Pic X)] est fini.
Dans le cas d’un corps local à corps résiduel fini, la finitude de H1 (k, S) vaut pour 

un fc-tore S quelconque. Le corps de classes en donne la valeur exacte, mais, pour la finitude, 
il suffit de connaître l’existence d’un sous-groupe ouvert du groupe A* des unités de K 
qui soit cohomologiquement trivial : la même méthode de démonstration que pour le 
théorème ci-dessus s’applique encore. □

Étant donné un ^-schéma X et un fc-tore S, on désigne par H1 (X, S) le premier groupe 
de cohomologie étale de X à valeurs dans S : ses éléments s’identifient aux classes d’isomor- 
phisme d’espaces principaux homogènes (i. e. torseurs représentables) sur X sous S, classes 
qu’on appellera, par abus de langage, torseurs sur X sous S. Sauf mention du contraire, 
la cohomologie employée dans la suite est la cohomologie étale.

P ro p o s itio n  8 . — Soit U un ouvert de l'espace affine AJ contenant un point rationnel. 
Si S est un k-tore flasque, Vhomomorphisme

H1 (k, S) - ► H1 (U, S),

déduit du morphisme structural U —► k, est un isomorphisme.

Autrement dit,' tout torseur sur U sous le tore flasque S est « constant ». La démonstration 
utilise uniquement les propriétés suivantes de X = AJ : X est lisse, k [X]* = k* et 

Pic X = 0. Considérons en effet la suite spectrale de Leray :

Hp[fc,H«(Ü,S)] =* H"(U, S),
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relative au morphisme structural U —» k. Comme Pic X = 0 et que X est lisse, a fortiori 
Pic U = 0 et par suite H1 (U, S) = 0. Le morphisme naturel

H1 [fc, H°(Ü, S)] = H1 [k, Hom(S, k [U]*)] H1 (U, S)

est donc bijectif. D’après les hypothèses faites sur X, k s’identifie au g-module
de permutation des diviseurs de X à support en dehors de U; comme S est flasque, 
H1 [A:, Hom (S, k [U] */&*)] vaut 0 d’après le lemme 1 (v). L’application

H^fc, S) = H1 [k, Hom (S, k*)] -  H1 [k, Hom (S, fe[U]*)]

est donc surjective; il en est de même de l’application composée H1 (k, S) —» H1 (U, S). 
Si U (&) # 0 , cette même application est évidemment injective. □

Remarque.

R 9. Si X est une ^-variété, non nécessairement lisse, l’application naturelle 
H1 (k , S) —» H1 (X, S) est encore bijective, quel que soit le /c-groupe de type multi
plicatif S, pourvu que k [X]* = k*, Pic X = 0 et X (k) #  0 , ce qui est le cas pour 
X = A* (cf. [8 ]). □

Indiquons une dernière propriété des tores flasques qui sera uniquement utilisée aux 
propositions 13 et 14, mais qui justifie la terminologie employée :

P ro p o s itio n  9. — Soit U un ouvert d’une k-variété lisse X. Si S est un k-tore flasque, 
l'application naturelle de restriction

H1 (X, S) -*■ H1 (U, S)

est surjective.

Autrement dit, tout torseur sur U sous le tore flasque S s'étend à X. Comme on le verra 
en [8 ], cette proposition permet aussi de faire le lien entre la méthode exposée ici pour 
l’étude de T (k)fR  et celle résumée en [7],

La démonstration utilise (il s’agit toujours de cohomologie étale) la suite exacte

H1 (X, S) -+ H1 (U, S) ->• Ext* (S, DivÿX)

prouvée en [8 ] pour un fc-tore S quelconque, U un ouvert d’une fc-variété lisse X et Y 
le fermé complémentaire. Comme X est lisse, Divÿ X est un g-module de permutation. 
Ainsi, pour S flasque, le terme de droite de la suite exacte ci-dessus est nul [lemme 1 (vii)]. 
Noter que la proposition 8 résulte aussi de cette suite exacte et de R9. □

4. R-équivalence et équivalence rationnelle

Rappelons la définition de la R-équivalence (cf. l’introduction et [20], chap. U, § 14). 
Soit X un schéma algébrique sur le corps k. On dit que deux points rationnels x  et y  de X 
sont directement K-équivalents, si on peut les joindre par un arc ^-rationnel, i. e. s’il existe
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une ^-application rationnelle q> de P* dans X -telle que <p (0) = x et <p (oo) = y; on le 
note x ~  y. On dit que x  et y sont R-équivalents lorsqu’on peut les joindre par 
un nombre fini d’arcs ^-rationnels, i.e. s’il existe x lt dans X (k) tels que
x  ~  x t ~  . . .  ~ x„ ~ y. On note X (k)/R l’ensemble des classes, pour la R-équivalence, 
de points rationnels du ^-schéma X. Si K est une extension de k, on note simplement 
X (K)/R l’ensemble XK (K)/R des classes pour le K-schéma XK. Tout ^-morphisme X —» Y 
induit une application X (k)/R —► Y (k)/R. Si Kjk est une extension finie séparable et 
si X esc un K-schéma algébrique, la définition même du fondeur « descente » RK/* montre 
que (Rk/* X)(k)[R — X(K)/R. Pour deux Æ-schémas X et Y, l’application naturelle 
(X x*Y) (k)/R —► X (k)/R x Y (k)/R est une bijection. Notons enfin (voir [20]) que, si k 
est infini et si X est une fc-variété spéciale, i. e. une fc-variété dont tout point possède un 
voisinage ouvert ^-isomorphe à un ouvert d’un espace affine, alors X (k)/R = { 0 }.

P ro p o sitio n  10. — Soit k un corps de caractéristique 0. Soient X  et Y  deux k-variétés 
complètes et lisses. Toute k-application rationnelle f  de X dans Y  définit une application 
/ R : X (k)fR —> Y (k)/R qui coïncide avec l'application naturelle là où f  est définie et qui 
dépend fonctoriellement de f . Tout k-isomorphisme biratiomel induit une bijection

&

X (k)[R —* Y (k)/R, i.e. X(k)/ R est un invariant k-birationnel des k-variétés complètes 
et lisses, invariant trivial pour X  k-rationnelle.

Comme cet invariant est « additif », c’est même un invariant des classes de ^-équivalence 
birationnelle stable.

Montrons d’abord que l’éclatement X —► Y d’un sous-fc-schéma fermé Z de Y, lisse 
et de codimension r+1, induit une bijection X (fc)/R —* Y  (Je)/R. Cette application est 
suijective, puisque la fibre d’un point rationnel de Y est un espace projectif sur k  de dimen
sion 0 ou r. Ainsi, dans une telle fibre tous les points rationnels sont R-équivalents et, pour 
montrer l’injectivité de / R, il suffit de prouver le résultat suivant : tout arc fc-rationnel 
joignant deux points ÿ  et y" de Y (k) se relève dans X en une chaîne finie d’arcs ̂ -rationnels
joignant successivement des points rationnels x’........x’ avec xf au-dessus de y' et x"
au-dessus de y". Comme Y est complète, un arc A>rationnel joignant ÿ  et y" est l’image 
d’un fc-morphisme ç : P  ̂—► Y tel que <p (0) = ÿ  et <p (oo) = y". Si cet arc n’est pas 
contenu dans Z, <p admet un ^-relèvement unique \|/ : Pj| —» X, d’où l’assertion. Sinon, 
supposons d’abord que ÿ  et y" appartiennent à un même ouvert U de Z, tel que U x Y X 
soit Jt-isomorphe à U xt Pj" : il suffit alors de considérer, pour z fixé dans Pr(k), le 
Æ-morphisme \|/ : P£ —» X défini, sur un ouvert, par 11-> [<p (t), z]. En général, Z étant 
lisse, il existe un recouvrement fini de Z par des ouverts ayant la propriété ci-dessus, ce 
qui permet d’obtenir le relèvement annoncé.

Montrons ensuite qu’un morphisme fc-birationnel X —» Y définit une bijection 

X (k)jR Y (k)/R. D’après [15], il existe un diagramme commutatif de morphismes 
fc-birationnels

X '-------^Y'

X ^ —>Y
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dans lequel les deux flèches verticales sont composées d’un nombre fini d’éclatements

(type d’argument utilisé par Deligne).

Soit/une ^-application rationnelle de X dans Y. Soit Sts la catégorie des triples (Z, n, g),

ic étant supposé birationnel. Un tel triple définit une application X (k)/R —*• Y (k)/R 
par gR ° jcr 1. Il est clair qu’un autre triple dominant le précédent définit la même application. 
Comme, d’après [15], la catégorie est non vide et filtrante, la procédure indiquée 
permet de définir sans ambiguïté l’application / R. □

C o r o l la ir e .  — Soient k de caractéristique 0 et X une k-variété lisse :
(i) toute k-application rationnelle f  de X dans une k-variété lisse et complète Y définit

iR : X (k)/R —► Y (k)/R soit bijective (resp. injective, surjective) ne dépend pas de la compac
tification choisie.

Soit d’abord # x la catégorie des Æ-compactifications lisses i : X —► X' de X. Un objet 
de définit / R via X (k)/R —*• X' (k)/R —► Y (A:)/R par application de la proposition 
à l’application rationnelle de X' dans Y définie par /. Comme, d’après [15], est non 
vide et filtrante, on voit que f R ne dépend pas du choix de la compactification.

Soient i et z' deux compactifications de X. Si i" domine i via j  : Y ' —* Y, on a zR = yR » iR 
avec 7r bijective d’après la proposition. L’assertion (ii) résulte alors du fait que est 
filtrante. □

Lorsque X est fc-unirationnelle, il existe une R-classe partout dense, mais il n’est pas 
évident a priori que toute R-classe soit dense.

P ro p o sitio n  11. — Soit k un corps infini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe, 
k-uniratiormel (hypothèse toujours vérifiée pour k parfait ou G réductif ). Si U est un ouvert 
non vide de G, l'application naturelle

du type étudié ci-dessus. D’après l’étude initiale, les deux verticales du diagramme

X'(fc)/R---- »Y'(fc)/R

X (fc)/R----->Y (k)IR

sont bijectives; on en déduit que la diagonale l’est aussi, donc également les horizontales

où Z désigne une Ar-variété complète et lisse et n et g des À>morphismes rendant commutatif 
le diagramme

Z

y x
X - ■  ~»Y

une application / R : X (k)fR —» Y (k)/ R;

(ii) soit X -î» Y une k-compactification lisse de X. Le fait que l'application

U(fc)/R-*G(fc)/R
est une bijection.
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Par hypothèse, il existe un Ar-morphisme dominant <p d’un ouvert ft de PJ dans G. 
Quitte à faire une translation par un élément de G (k), on peut supposer que l’élément 
neutre e de G (k) appartient à l’image de fi (k) par <p. L’ensemble Z des points de G (k) 
directement R-équivalents à e contient q> [Q (&)] et, comme k  est infini, Z est donc Zariski- 
dense. Par translation, on en déduit que toute R-classe est dense. L’application 
U (k)/R —*• G (k)/R est donc suijective.

Soient x  et y deux points de U (k) liés dans G (k) par une chaîne d’équivalences directes 

x = x0 ~  x t ~ . . .  ~  x„ ~  x„+1 =  y.

Comme Z est dense, il rencontre l’intersection des ouverts U xf1 pour 0 ^  1 ^  n+1. 
Soit g un élément de Z appartenant à cette intersection. Par définition de Z, x  ~  gx et 
y ~  gy, d’où la chaîne d’équivalences directes

x ~ gx = gx0 ~  g*! ~ ~  gx„ ~  gxm+1 = g y ~ y ,

avec, pour tout i, gxt dans U (k). Les points x et y  sont donc R-équivalents dans U et 
l’application U (k)/R —*■ G (k)/R est injective. □

C o r o l la ir e .  — Soit k infini. Soient G et G' deux k-groupes algébriques linéaires 
connexes, k-unirationnels. Si G et G' sont k-biratiormellement équivalents, alors il existe une 
bijection

G (fc)/R -* G' (fc)/R.

C’est un corollaire immédiat de la proposition, puisqu’il existe dans G un ouvert non 
vide, ^-isomorphe à un ouvert de G'. □

Un argument direct montre que la structure de groupe de G(k) est compatible avec 
la R-équivalence. On peut, par translation, supposer que la bijection de G(k)/R sur 
G' (k)/R respecte les éléments neutres. Mais il n’est pas évident a priori qu’elle respecte 
alors les structures de groupe.

Pour une ^-variété X quelconque, il est plus commode de considérer, au lieu de la 
R-équivalence sur X(k), l’équivalence rationnelle sur le groupe Z0 (X) des 0-cycles de X : 
c’est le groupe libre engendré par les points fermés de X et tout sous-fc-schéma fermé 
fini Y de X définit un O-cycle positif [Y]. On dit qu’un O-cycle W est rationnellement 
équivalent à 0, s’il existe un ouvert U de PjJ, deux points rationnels a et b de U et un 
cycle Z de la fc-variété U x kX, fini et plat sur U, tels que W = Zfl—Z*, où l’on désigne 
par Za (resp. Zb) le O-cycle de X que définit, par projection sur X, la fibre de Z en a (resp. b). 
Les 0-cycles rationnellement équivalents à 0 forment un sous-groupe Z„110 0  de Z0 (X) 
et le quotient A0 (X) est le groupe des 0-cycles de X modulo l’équivalence rationnelle. 
Notons que, dans la définition à-dessus, on peut se limiter, lorsque X est complète, 

à U  =  P|‘, l’adhérence schématique Z de Z dans P£xt X étant encore un cycle fini et 
plat au-dessus de P*1 ([14] EGA IV2.8.5, 13.2.12 et 8.11.1).

L’application naturelle X (k) —► A0 (X) définit l’équivalence rationnelle sur X(k), 
a priori moins fine que la R-équivalence. H revient au même de considérer, O étant fixé
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dans X (k), l’application de X (k) dans le sous-groupe des classes de 0-cycles de degré 0 
donnée par P P —O.

Soit S un fc-tore quelconque. On peut prolonger l’accouplement (défini par foncto- 
rialité) X (k) x H1 (X, S) —» H1 (k, S) en un accouplement

Z0 (X) x H1 (X, S) -* H1 (k, S),

en prolongeant par linéarité l’accouplement ainsi défini pour un point fermé P c? X de 
corps résiduel K : on considère l’application composée de la flèche H1 (X, S) —*• H1 (K, S) 
définie par fonctorialité et de la norme NK/k : H1 (K, S) —► H1 (k, S). Si l’on introduit 
la notion de trace d’un torseur ([9], SGA 4, XVII 6.3.21) Tr, : H1 (Y', S) —*• H1 (Y, S) 
pour u fini localement libre Y '—*Y, on trouve que, pour un 0-cycle défini par un 
sous-Æ-schéma fini Y <5 X, l’accouplement ci-dessus s’obtient par composition de l’appli
cation naturelle H1 (X, S) —*• H1 (Y, S) et du morphisme trace TrY/* : H1 (Y, S) —*■ H1 (k, S).

P ro p o s itio n  12. — Soient S un tore défini sur le corps k et X  une k-variété vérifiant 
au moins l'une des conditions suivantes :

(i) S est un k-tore fiasque;

(ii) X est une k-variété complète.

L'accouplement naturel entre les 0-cycles de X  et les torseurs sur X  sous S passe alors 
au quotient par l'équivalence rationnelle et définit donc un accouplement

A0 (X) x H1 (X, S) - ► H1 (k, S) 

et, a fortiori, un accouplement

X(fc)/R x H1 (X, S) - ► H1 (k, S).

Soient en effet U un ouvert de A* contenant un point rationnel a et Z un sous-fc-schéma 
fermé de U x* X, fini et plat sur U. En vertu de la compatibilité de la trace Tr au chan
gement de base ([9], SGA4, XVII 6.3.26), on obtient un diagramme commutatif

H1 (X, S)

I
H1 (Z, S) —► H1 (Za, S)

1* | Tr
H1 (U, S)-» H1 (a, S) = H1 (fc, S)

qui donne précisément l’application H1 (X, S) —► H1 (k, S) définie par [Z j. Si S 
est flasque, ou si U = A*, ce qui est loisible pour X complète, l’application naturelle 
H1 (Jfc, S) -*■ H1 (U, S) est bijective (prop. 8 et R 9), si bien que l’application 
H1 (X, S) —*■ H1 (k, S) définie par [Za] ne dépend pas de a 6  U (k). □

C o r o l la ir e . — On conserve les mêmes hypothèses sur X  et S. Supposons qu'il existe 
un torseur sur X  sous S tel que l'application X  (k)/R —> H1 (k, S) qu'il définit soit injective. 
Alors, l'équivalence rationnelle coïncide sur X (k) avec la K-équivalence.
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D’après la proposition ci-dessus, l’application X (k)—* H1 (k , S) définie par le torseur 
se factorise par X (k)/R —» X (k)fRat —> H1 (k, S), d’où l’assertion. □

5. La R-équivalence sur nn tore

On appelle résolution flasque d’un À:-tore T toute suite exacte de Jfc-tores 1 -*■ S -* E-* T-> 1 
telle que E soit quasi trivial et S flasque et résolution quasi triviale une telle suite où S 
est quasi trivial. La dualité entre T k et -S?a établit une bijection entre les résolutions flasques 
de T et celles du g-module T. Si T est déployé par l’extension galoisienne K/k  de groupe G, 
la dualité établit une bijection entre les résolutions flasques de T dans ^ K/k et celles de T 
dans JS?Q. Il résulte des lenunes 3, 4 et S que T admet une résolution flasque (qu’on peut 
prendre dans K/k) essentiellement unique et universelle. De façon précise, si 
1—»S—»E—► T —>1 et 1—*S '—»E'—» T —»1 sont deux résolutions flasques de T, il 
existe deux fc-tores quasi triviaux F et F' tels que S x F et S 'x F ' soient ^-isomorphes.

On en déduit en particulier H1 (k, S) H1 (Je, S') et, lorsque k  est un corps global, 

n i2 (k, S) A  n i2 (k, S') et D32 (G, S) m 2 (G, S') : en effet, pour un tore quasi trivial E 
dans y K/k, m 2 (k, E) = m 2 (G, Ê) = 0 (cf. § 2). Le caractère « versel » d’une résolution

flasque (lemme 4) se traduit par l’énoncé suivant : si 1 —► S —► E T —» 1 est une réso
lution flasque de T, tout k-morphisme M —» T d'un tore quasi trivial M dans T se factorise 
par p.

Théorème 2. — Soit T un k-tore. Toute résolution flasque 1—► S —► E —►T —» 1 de T 
induit un isomorphisme de groupes

T(k)fR^*H 1 (k, S).

Chaque R-classe de T (k) est paramétrée par l'ensemble E (k) des points rationnels de 
la k-variété E qui est un ouvert d’un espace affine. Deux points de T(&) qui sont 
R-équivalents le sont directement.

La suite exacte 1—» S -* E —*T—► 1 définit un torseur E sur T sous S, localement

trivial pour la topologie étale. Soit Ç sa classe dans H1 (T, S). Le cobord T (k) —> H1 (k, S) 
déduit de la résolution flasque n’est autre que l’application x  h-» x *  (Ç) obtenue par 
fonctorialité. Le tore S étant flasque, on sait déjà (prop. 12) que cette application 
T (k) —► H1 (k, S), définie par le torseur E, est constante sur chaque R-classe : si U est 
un ouvert de A* tel que U (Jfc) #  0  et si <p est un fc-morphisme de U dans T, l’application 
composée U (k) —» T (k) —* H1 (k, S) est l’application déduite, par fonctorialité, du 
torseur E x TU sur U sous S; comme ce torseur est «constant» (prop. 8), l’appli
cation U (k) -* H1 (k, S) qu’il définit est également constante. Ainsi, les R-classes de T (k) 
sont contenues dans les fibres de l’application T (k) —» H1 (k, S). Comme E est quasi 
trivial, H1 (k, E) = 0 (th. 90) et on a la suite exacte

E (k) -  T(fc)-A- H1 (k, S) -  H1 (k, E) = 0.
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L’application à est donc suijective. Chacune de ses fibres est translatée par un élément 
de T (A:) de la fibre de l’élément neutre qui est l’image de E (k). Comme, E étant un ouvert 
d’un espace affine, tous les points de E (k) sont directement R-équivalents, il en est de 
même des points de la fibre de l’élément neutre de T (k) et aussi, par translation, des points 
de toute autre fibre de d. □

C o r o l l a i r e  1. — Soient k un corps de caractéristique 0 et T un k-tore déployé par 
l'extension galoisienne K/k de groupe G. Soit X  me k-compactification lisse de T. Alors, 
si S est le k-tore dual du G-module Pic XK, on a un isomorphisme

T(k)[R-^*Hl (k, S).

Précisons que le morphisme ci-dessus se déduit de la suite exacte de tores obtenue par 
dualité à partir de la suite exacte de G-modules

(B) 0 —► X —► M —► PicXK —► 0,

où M désigne le G-module de permutation des diviseurs de XK à support hors de TK. 
L’assertion est une conséquence immédiate du théorème ci-dessus et de la proposition 6

A

qui assure que la suite ci-dessus est une résolution flasque de T. □

C o r o l l a i r e  2. — Soit T  un k-tore. Si k  est de type fini sur le corps premier, ou un corps 
local à corps résiduel fini, l'ensemble des classes T (k)/R est fini.

En effet, H1 (k , S) est fini dans le premier cas d’après le théorème 1, S étant flasque, 
et dans le second cas d’après R 8 . □

Noter que, sur R, tout tore T est produit de Gm, R ^  Gm et Rc/rGm : c’est donc un 
ouvert d’un A£ et T(R)/R = 0. On a d’ailleurs le résultat suivant :

C o r o l l a i r e  3. — Si T  est déployé par une extension métacyclique, T  (k)/R =  0.

Comme S est un G-module flasque, il est inversible si G est métacyclique (prop. 2). 

Il existe donc un k-tore S' avec S x S' quasi trivial, ce qui implique H1 (k, S) = 0 . □

C o r o l l a i r e  4. — Le groupe T  (k)/R est un invariant des classes de k-équivalence bira- 
tionnelle stable de k-tores T. C'est un groupe de torsion. Si T est déployé par l'extension 
galoisienne finie K/k de groupe G, le groupe T (k)/R est annulé par la multiplication par n/e, 
où n est l'ordre de G et e son exposant.

L’exposant e est le p.p.c.m. des ordres des éléments de G : il est égal à n, si et seulement 
si G est métacyclique. Pour prouver que n/e annule T (fc)/R, il suffit de traiter le cas d’un 
/^-groupe : en effet, si G' est un /^sous-groupe de Sylow de G et k’ le sous-corps des éléments 
de k  fixes par G', n (G')/e (G*) est la /^-partie de n (G)/e (G) et la restriction 
H1 (k, S) (p) —► H1 (k', S) est injective. Si G est un /^groupe, il existe un sous-groupe 
cyclique d’ordre e. L’extension correspondante L/k est de degré n/e. L’application composée 
T (k)/R —► T (L)/R —► T (k)/R correspondant à la composée de l’inclusion naturelle 
T —» Rl/*T et de la norme NL/t : RL/*T - ♦  T est la multiplication par le degré n/e. Or elle 
vaut 0, car, d’après le corollaire précédent, T (L)/R = 0. Noter que ce même type
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d’argument donne directement que T(A:)/R est annulé par n, puisque, TK étant trivial, 
T (K)/R = 0.

Le fait que le groupe T (fc)/R soit un invariant résulte aussitôt du théorème ci-dessus 
et de la proposition 6 : en effet, H1 (k, S) ne dépend que de [S], puisque H1 (k, E) = 0 
pour un tore E quasi trivial. Noter qu’il est évident a priori que T (k)/R est un groupe. 
On sait également déjà que l’ensemble T (k)/R est un invariant : pour k  infini, voir le corol
laire de la proposition 11 et, pour k  fini, T (k)/R = 0 (conséquence directe d’un théorème 
de Lang, cf. corollaire 5). Mais le fait que le groupe T (k)[R soit un invariant ne semble 
pas évident a priori. □

C o r o l l a i r e  5. — Soit T  un k-tore déployé par l'extension galoisierme K /k de groupe G. 
Soit S dans tel que [S] = p (T) :

(i) si k est un corps fini, ou, plus généralement, un corps de dimension cohomologique ^  1 :

T(fc)/R = 0;

(ii) si k est un corps local à corps résiduel fini, T (k)/R s'identifie au dual du groupe 
fini H1 (G, S);

(iii) si k est un corps de nombres, ou un corps de fonctions algébriques d'une variable 
sur un corps fini, on a une suite exacte naturelle de groupes finis

0 - IU 2 (G, S)~ -* T(fc)/R ->• H1 (G, S)~ -> 0.

Pour les notations n i1 et H', cf. le paragraphe 2. Observons que, S étant flasque,
A A

H1 (G0, S) = 0 pour presque toute place v de k\ ainsi, H1 (G, S) est bien un groupe fini. 
Précisons que la notation A désigne, pour un groupe abélien fini A, son dual Horn (A, Q/Z). 
Les résultats ci-dessus permettent le calcul explicite de T (k)/R dans des cas particuliers 
(cf. § 6 et 8) : on choisit, en général, pour K/k la sous-extension finie de k/k correspondant 
à. Sî1

D’après le théorème, T (k)/R = H1 (k, S) = H1 (K/k, S). La démonstration 
consiste donc à évaluer H1 [G, S (K)]. Soient H un sous-groupe invariant ouvert de

A A

G agissant trivialement sur S et T et L/k l’extension correspondante : l’inflation 

définit des isomorphismes H1 [G/H, S (L)] A  H1 [G, S (K)], H1 (G/H, S) A  H1 (G, S),

H1 (G/H, S) i  H1 (G, S), ni2 (G/H, S) LU2 (G, S) (cf. § 2), compatibles avec les 
accouplements définissant les morphismes «naturels» de l’énoncé (cf. ci-après). On 
peut donc supposer G fini.

L’assertion (i) résulte de la nullité de H1 (k, S) pour un corps k de dimension cohomo
logique ^  1 et un fc-tore S quelconque ([28], résultat dû à Lang [17] pour k fini). On peut

prouver (i) sans le théorème, en considérant la norme RK/tT T, qui reste suijective 
sur les points rationnels, son noyau N vérifiant H1 (k, N) = 0 d’après [28] (c’est un tore).

Pour k local, la composée H1 [G, S (K)] x H1 (G, S) ü* H2 (G, K*) ^  Q/Z du cup- 
produit u  et de inv* établit une dualité (de Tate-Nakayama [21]) entre les groupes 

finis H1 [G, S (K)] et H1 (G, S).

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE



2 0 2 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE ET J.-J. SANSUC

Dans le cas global, soient AK (resp. IK, CK) l’anneau des adèles (resp. le groupe des 
idèles, celui des classes d’idèles) de K, S (AK) le G-module Horn (S, IK) et S (CK) le 
G-module S (AK)/S (K) = Horn (S, CK). Soit i e Z. Pour une place v de k, on note w 
un prolongement à K et G" son groupe de décomposition. Le morphisme q> : 

H' [G, S (A*)] H' [G, S (CK)] s’écrit encore [ ]  H' [G”, S (K J ]  — H' [G, S (C*)].
V

Dans le diagramme commutatif ci-dessous (cf. [32]) :

[U H ‘(Ge, S(K„))] x [ n H 2- , (G", S ) ] ^ U H 2 (G°, Kî)— Q/Z
V V V

I* î“ l*° I
H*[G, S(Q )] x H2 -'(G , S)—-—>H2 (G, Q ) Q/Z

on désigne par u  le cup-produit, par p. la restriction, par £  inv„ la somme des invariants 
locaux et par inv l’invariant global. D’après Tate-Nakayama ([21], [32]), les deux appli
cations composées horizontales sont des accouplements non dégénérés. Ainsi, l’applica
tion duale de <p est la restriction n. et la suite exacte

H° [G, S (Ak)] -  H° [G, S (CK)] -» H1 [G, S (K)] -» H1 [G, S (A*)] - , H1 [G, S (CK)]

donne l’extension «naturelle»

0 - ► n i2 (G, S)“ - , H1 [G, S (K)] -+ H1 (G, S)~ - , 0. □

Remarque.

R 10. Pour un tore S défini sur un corps global k et déployé par l’extension galoisienne 
finie K/k de groupe G, une condition nécessaire et suffisante de finitude de H1 (k, S) 
est la nullité de H1 (G', S) pour tout sous-groupe cyclique G' de G (c’est le cas pour S 
flasque et S coflasque). En effet, la finitude de H1 (k, S) équivaut à celle de H1 (G, S),
i. e. à la nullité de H1 (G0, S) pour presque toute place v de k. Or, les places v telles 
que G” soit non cyclique sont en nombre fini et celles pour lesquelles Gp est conjugué 
d’un sous-groupe cyclique G' donné sont en nombre infini, d’après Cebotarev. □

C o r o l la i r e  6 . — Soit G un groupe algébrique linéaire connexe, défini sur un corps k 
fini ou, plus généralement, sur un corps parfait de dimension cohomologique ^  1. Alors

G (fc)/R = 0.

Le corps k  étant parfait, le radical unipotent N de G est défini et déployé sur k. La 
fibration G —*• G/N est donc triviale sur k et, N étant un espace affine, N (k)/R = 0.

On a donc une bijection G (fc)/R (G/N) (k)/R, ce qui permet de supposer G réductif. 
Comme k est parfait de dimension g  1, il résulte (par un argument de Serre) d’un 
théorème de Steinberg ([29], th. 1.9), dû à Lang [17] pour k fini, que G possède un sous- 
groupe de Borel B défini sur k. Soient T un tore maximal de B défini sur k, U le radical 
unipotent de B, défini et déployé sur k, et U" l’unipotent opposé. D’après Borel-Tits
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([2], prop. 6.25), l’application produit Ux U~ x B —► G est surjective sur les points 
rationnels. Or U (k)/R = U" (k)/R = 0 et, comme B = TxU, B(k)/R = T (k)/R = 0 
d’après le corollaire 5 (ï). Ainsi G (k)/R = 0. □

P ro p o s itio n  13. — Soit T  un tore défini sur le corps k :

(i) la R-équivalence et l'équivalence rationnelle coïncident sur T (k);

(ii) si k est de caractéristique 0 et si T —» X est une k-compactification lisse/ de T, 
l'application

T (fc)/R -* X (fc)/R

est bijective et la R-équivalence et l'équivalence rationnelle coïncident sur X(k).

L’assertion (i) résulte aussitôt du corollaire de la proposition 12, dont les hypothèses 
sont vérifiées d’après le théorème 2. Pour montrer que l’application T (k)/R —*■ X (k)/R 
est bijective, on utilise le lemme suivant :

Lemme 12. — Si T est anisotrope, X(k) = T(k).

Supposons connue une ^-compactification particulière Xt, non nécessairement lisse, 
pour laquelle Xx (k) = T (k). On sait [15] qu’étant donné Xi et X, il existe, dans la caté
gorie des fc-compactifications de T, une ^-compactification lisse X' qui domine X et Xx ; 
on peut même supposer le morphisme X' —*• X composé d’éclatements de sous-A>variétés 
lisses (ne rencontrant pas T). Comme Xt n’a pas de point rationnel en dehors de T, il en 
est de même a fortiori pour X'. Si X avait un point rationnel hors de T, il en serait de même 
à chaque éclatement, la fibre d’un point rationnel étant un espace projectif P£.

Exhibons Xx. Le tore T est déployé par une extension galoisienne finie KJk de
A

groupe G. Comme T est quotient d’un G-module libre de rang fini, T se plonge dans un 
r k/* g : et même dans le noyau de la norme RK/t GJ, —► G" puisqu’il est anisotrope. 
L’adhérence de R£/k Gm dans R ^ P 1 n’a pas de point rationnel « à l’infini » : 
si { et , . . ed ) désigne une base de K sur k, cette adhérence est définie par l’équation
Nk/*(*i «i+ • • • +*d ea) = td et, pour (xt ........xa) dans k?, cette norme n’est nulle
que pour x 1 = . . .  = xd = 0. Il en est donc de même pour l’adhérence de T dans 
(RkaP1)"- □

D résulte aussitôt de ce lemme que, pour T anisotrope, l’application T (k)/R —*■ X (A:)/R 
est bijective. Pour T quelconque, il existe une suite exacte de tores 1—► T ' —► T —► T* —»1 
avec T' trivial et T ' anisotrope. La fibration T —» T ' est localement triviale (th. 90). 
Soit X' (resp. X") une ^-compactification lisse de T' (resp. T*). Il existe donc un ouvert 
non vide U de T admettant pour À>compactification lisse X' x*X' : on peut prendre U 
de la forme T' xk U ' où U ' est un ouvert convenable de T*. Comme T' (k)/R = X' (k)/R = 0 
(cf. prop. 10), l’application U (k)/R —» (X' xk X") (k)/R coïncide avec l’application 
U ' (k)/R —» X ' (k)/R. Elle est donc bijective, car il en est ainsi des applications 
U ' (k)/R —» T ' (k)/R (prop. 11) et T” (k)/R -* X ” (k)/R (conséquence du lemme 12). 
Comme U —*■ X est une autre ^-compactification lisse de U, l’application

U (k)/R - ►  X (k)/R
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est également bijective [corollaire de la proposition 10, (ii)]; il en est donc de même de 
l’application T (k)/R —> X (k)/R, puisque l’application U (k)/R —► T (Jfc)/R est bijective 
(prop. 11).

Considérons enfin une résolution fiasque 1—>S—>E—♦ T —>1 du tore T. Elle définit 
un torseur E sur T sous S qui se prolonge, S étant flasque (prop. 9), en un torseur Ê sur X 
sous S. Celui-ci définit (prop. 12) une application X (k)/R —> H1 (k, S) qui, composée 
avec la bijection T (k)[R -*• X (k)/R, redonne l’application T (jfc)/R -» H1 (k, S) définie 
par le torseur E. Comme cette dernière est bijective (th. 2), il en est de même de l’appli
cation X (k)[R —► H1 (k, S) définie par le torseur E. Il en résulte que la R-équivalence 
et l’équivalence rationnelle coïncident sur X (k ) (corollaire de la proposition 12). □

P ro p o s itio n  14. — Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe possédant un sous- 
groupe de Borel B défini sur k. On suppose k parfait ou G réductif :

(i) si T est un tore maximal de B défini sur k, l'application

T (fc)/R -» G(k)/R

est un isomorphisme de groupes. L'équivalence rationnelle et la R-équivalence coïncident 
sur G (k);

(ii) si k est de type fini sur le corps premier, G (fc)/R est fini;
(iii) soit k de caractéristique 0. Si G —► X est une k-compactification lisse de G, l'appli

cation G (Jc)/R —► X (k)/R est bijective et l'équivalence rationnelle et la R-équivalence 
coïncident sur X (Je).

On va également prouver l’assertion suivante :

(i)' il existe un torseur sur G sous un tore flasque S, tel que l'application

G (k)/R - ►  H1 (k, S)

qu’il définit soit un isomorphisme.
La question se pose de savoir si l’assertion (ii) est encore vraie sans l’hypothèse 

«G  quasi déployé».
Si k est parfait, on peut se ramener au cas où G est réductif en le divisant par son radical 

unipotent U, la fibration G —> G/U étant triviale sur k  et U étant un espace affine. On peut 
également supposer k  infini, le cas fini étant trivial d’après le corollaire 6 du théorème 2 . 
Soient B et T comme dans l’énoncé. Le radical unipotent N de B est défini et déployé 
sur k (cf. [2], 3.13 et 3.18). Il en est de même du sous-groupe unipotent opposé N- . 
L’application produit N - x T x N —► G est une ^-immersion ouverte ayant pour image 
la « grosse cellule » Î2. On en déduit aussitôt que l’application T (k)/R —* G (k)/R est 
bijective (prop. 11). Pour obtenir (i)', considérons le torseur E sur T défini par une 
résolution flasque 1—»S—► E - + T —»1. Il se prolonge trivialement à N” xTxN , donc 
à Q. Puis, S étant flasque, il se prolonge en un torseur EG sur G et, en caractéristique 0, 
en un torseur Ex sur X (prop. 9). Ces torseurs successifs définissent, S étant flasque 
(prop. 12), des applications de T (k)/ R, îî (k)/R, G (k)/R et X (k)/ R dans H1 (k, S) compa
tibles avec les flèches naturelles T (k)/R —► Q (k)/R —» G (k)j R —» X (k)/ R. Comme les
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applications T (k)[R —*■ H1 (k, S) et T (k)/R —» G (k)/R sont bijectives [th. 2 et (i)], il 
en est de même de l’application G (k)/R -* H1 (k, S) définie par EG, d’où (i)'. En carac
téristique 0, on peut considérer comme ^-compactification lisse de N- x T x N le produit 
de ^-compactifications lisses des facteurs. On obtient ainsi une ^-compactification lisse X0 

de Ci pour laquelle Q (k)/R —* X0 (k)[R est bijective (prop. 13); il en est donc de 
même de £î (k)/R —► X (k)/R (corollaire de la proposition 10). Ainsi, l’application 
G (k)/R —» X (k)/R est'bijective et le torseur Ex définit donc une bijection

X (k )[R ^H l (k, S).

La coïncidence entre l’équivalence rationnelle et la R-équivalence sur G (k) et X (k) résulte 
alors du corollaire de la proposition 12. □

C o r o l la ir e . — Soit k un corps de nombres ou un corps de fonctions algébriques d'une 
variable sur un corps fini. Soit G un k-groupe algébrique linéaire connexe, supposé réductif 
en caractéristique non nulle. Alors, pour presque toute place v de k :

G(fc„)/R = 0.

On peut se ramener au cas où G est réductif. Supposons d’abord G quasi déployé et 
soit K/k une extension galoisienne finie déployant G. D’après (i)', il existe un Ar-tore flasque S 
dans S"K̂ , tel que, pour toute extension k’/k, G (k’)fR  soit égal à H1 (k \ S). Si Kk’/k' est 
cyclique, Sk, est facteur direct d’un fc'-tore quasi trivial (proposition 2, voir la démonstration 
du corollaire 3 au théorème 2), d’où G (k')/R  = H1 (k ', S) = 0. Ainsi, pour toute place v 
non ramifiée dans K/k, G (fc„)/R = 0.

Si G est réductif quelconque, considérons le groupe quasi déployé G0 dont G est une 
forme interne. Les formes internes de G0 sont classées par H1 (k, GJf), où GJd désigne 
le groupe adjoint. Le groupe G étant connexe, GJd l’est aussi et un ^-espace principal 
homogène sous GJ,d a donc un point à valeurs dans kv pour presque tout v (cf. [1], prop. 7 .6). 
Autrement dit, G est À -̂isomorphe à G0 pour presque toute place v, ce qui permet de 
conclure. □

Remarque.

R 11. Dans son livre [20] sur les surfaces cubiques, Manin pose un certain nombre 
de questions à propos de la R-équivalence sur les surfaces cubiques. Les résultats de ce 
paragraphe montrent qu’on peut en général y répondre dans le cas des tores, cas qui se 
révèle nettement plus simple que celui des surfaces cubiques. En particulier :

(i) il y a un théorème de finitude pour T (k)/R dans le cas global (problème 11.12) et 
même dans le cas d’un corps dè type fini sur le corps premier;

(ii) il est possible de paramétrer toute R-classe par un nombre fini de paramètres 
(problème 11.13), toujours le même d’ailleurs (voir aussi problème 46.3) : chaque R-classe 
est paramétrée par un ouvert d’un espace afline et on peut prendre le même ouvert pour 
toutes les classes; les « variétés de première descente » sont toutes isomorphes à cet ouvert 
et ont donc toutes des points rationnels, ce qui n’est pas le cas pour les surfaces cubiques 
(voir la fin du paragraphe 45);
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(iii) le groupe T(fc)/R est un invariant birationnel (voir remarque 14.4);
(iv) le calcul de T(fc)/R est parfaitement effectif (remarque 14.5);
(v) l’invariant p (T), égal en caractéristique 0 à [Pic XK], détermine la classe de ^-équiva

lence birationnelle stable de T [cf. 23.13 (iii)];
(vi) pour un tore sur un corps de nombres, la R-équivalence est localement presque 

partout triviale (cf. 44.2.5). □

6. Quelques calculs explicites de R-équivalence

Le calcul explicite de la R-équivalence sur un tore T, défini sur le corps k et déployé 
par l’extension galoisienne finie K/k de groupe G, se décompose en plusieurs étapes. 
On doit successivement :

A A A A

(i) exhiber une résolution flasque 0 —► T —» E -* S —► 0 du G-module T ;
(ii) calculer H1 (A:, S);

(iii) expliciter le paramétrage E (A:) —> T (k) de la classe de l’élément neutre de T(&);
(iv) exhiber, s’il en existe, une résolution quasi triviale de T.

Les étapes (i) et (iii) sont parfaitement effectives (cf. lemme 3). Le calcul de H1 (k, S) est 
facile dans le cas local, un peu plus délicat pour un corps global (corollaire 5 du théorème 2).

a. L e c a s  d e  R£/t Gm f o u r  K/k g a lo is ie n n e . -  C’est le cas le plus simple et le plus 
intéressant. On a le résultat suivant :

P ro p o s itio n  15. — Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe G, engendré par 
{ si Si T est le tore R£/lkGm, on trouve

T (fc)/R = H" 1 (G, K*).

De façon précise, l'application

Rk/* Rr/* G , ,

définie sur le i-ième facteur par x  t-» s t (x)/x, fournit une résolution flasque de T.
Le paramétrage de l’élément neutre de T (k) = K*1, sous-groupe de K* formé des 

éléments de norme 1, est donc donné par l’application

(K*)r -+K*1,

définie par

OOisnsr1-» f i  [*«(*<)/*«]•
l£i£r

Le G-module T° est le noyau IG de l’augmentation Z [G] A  Z. Il est facile de voir que 
le morphisme © :

L =  U  Z[G].ef->Z[G]
1
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défini par (o (et) = st— l ,a pour image IG. D résulte alors de la proposition 1 que le noyau Q 
de ce morphisme © est coflasque. Par la dualité M i-» M° on en déduit une résolution

A
flasque de IG = JG = T; puis, par la dualité M hD (M ),  on obtient, en changeant s, 
en j f 1, la résolution flasque de T indiquée dans l’énoncé. □

C o r o l la i r e  1. — Soit T = R^/kGm pour K/k galoisienne finie de groupe G :

(i) si k est un corps p-adique, T(fc)/R = H3 (G, Z)~;
(ii) si k est un corps de nombres, on a la suite exacte naturelle

0 ->IH4 (G, Z f  - ► T(fc)/R - ► H 3 (G, Z)~ - ► 0.

Cela résulte aussitôt du corollaire 5 au théorème 2 , moyennant l’identification 
H '(G ', S) = Hi+2 (G', Z) pour tout i et tout sous-groupe G' de G avec S = Q° 
(cf. prop. 1). □

C o r o l l a i r e  2. — Pour un tore T défini sur Q et de dimension 3, l'ordre de T (Q)/R 
peut être arbitrairement grand. D'autre part, il existe de tels tores T pour lesquels l'ordre 
de T (k)/R n'est pas borné lorsque \k  : Q] tend vers l'infini.

Considérons en effet T = R£/k Gm pour K\k  extension de corps de nombres galoisienne 
de groupe G = V4, i. e. T du type TB> b considéré au corollaire de la proposition 7. Désignons 
par s le nombre de places v de k telles que G" = G. Comme H3 (G, Z) = Z2> on trouve 
que H3 (G, Z) vaut 0 si s ^  1 et Z'2_1 si s ^  1. D’autre part, H4 (G, Z) = Z \ et l’on voit, 
par exemple par Künneth, que les morphismes de restriction relatifs à chacun des trois 
sous-groupes cycliques non nuls de G s’identifient aux trois projections Zf —► Z2, ce qui 
implique m 4 (G, Z) = 0. Ainsi, T (k)(R vaut 0 si s ^  1 et Z2-1  sinon.

Comme s (Qa> t/Q) est arbitrairement grand, l’ordre de Tfl(t(Q)/R l’est également : 
considérer par exemple Ta>i pour a = 2 et b = p t . . .  pH, où les p t sont des nombres 
premiers 2 à 2 distincts et congrus à 3 mod 8 ; alors s = n+1 pour n impair et n pour n pair, 
soit, en posant n — 2m  ou 2m —1, T2>i(Q)/R = Z2m_1.

Considérons T = T_ lt 2 sur Q. Ici s — 1, car 2 est le seul nombre premier p pour lequel 
Gp = G dans l’extension Q (i, y/2)/Q. On a donc T (Q)/R = 0. Soient plt . . .
des nombres premiers 2  à 2  distincts et congrus à 1 mod 8 (ce sont des carrés dans Q2)
et kn = Q (y/pt ........y/pn). On trouve s [kn (i, y/2)/fc„] = 2". L’ordre de T(fc„)/R n’est
donc pas borné. □

b. L e c a s  d e  R£/tGm p o u r  K/k g a lo is ie n n e  d e  g ro u p e  ®3. — Le groupe 
G = ® 3 = < s, t }  avec s2 = t 3 = 1 et sts = t 2 est métacyclique diédral. Le tore R£/t Gm 
admet donc, d’après la proposition 3, une résolution quasi triviale : il en est d’ailleurs 
de même pour tout tore déployé par K/k, car FSj = 0  (cf. § 1, R 5). On doit donc exhiber 
une telle résolution quasi triviale de Rk/*G„,, afin d’obtenir un paramétrage E (k) —* K* 1 

du groupe K* 1 des éléments de K de norme 1 dont le noyau se décrive simplement. La pro
position 15 fournit, par exemple, la suite exacte

0 ^ Q ^ Z [ G ] 2 A z [ G ] A z - > 0
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définie par to (1, 0) = s - 1 et a> (0, 1) = t 2 — l. Le module Q est coflasque, mais non de 
permutation, car H° (G, Q) = Z2 et H2 (G, Q) = Z6. Toutefois, par addition de Z, 
on en déduit la suite exacte

On note K« le sous-corps fixe par l’élément « de G. La suite exacte ci-dessus fournit, par 
la double dualité M t-> D(M°), une résolution quasi triviale de R£/fc Gm, qui, sur les points 
rationnels, donne la présentation suivante de K*1 :

On peut se demander si ce tore est une variété ^-rationnelle.

c. La n é c e s s ité  d ’u n e  r é s o lu t io n  f la s q u e . — Cherchons, sur un corps de nombres k, 
une suite exacte de tores 1—>S—+E —►T —>1 avec E quasi trivial, H1 (k, S) fini, mais 
T (Æ)/R #  H1 (k, S). Rappelons (R 10) que, pour S dans &~Klk et K/k galoisienne finie 
de groupe G,

H1 (k, S) fini o  H1 (G', S) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G' de G.

Considérons T = Gm>t, puis une extension galoisienne finie K/k de groupe 
G = V4 = < s, t > et la suite exacte

tout sous-groupe cyclique G'. Soient kx,k 2, k3 les sous-corps de K fixes par s, t et st respec
tivement et N, la norme Nt|/i pour i = 1, 2, 3. On trouve

qui vaut Z2 sur un corps de nombres si, pour chaque place », G® ^  G (et 0 sinon) : c’est 
par exemple le cas pour l’extension Q (y/13, y/lT)/Q. Or, T (k)fR = 0.

0 ->Z [G/s] ® Z [G1st ]© Z [G A ]-U Z  [G]2 © Z A  Z [G] A  Z 0,

définie par

i ( l ,  0 , 0) = ( 1 +s, 0 ,1), i i ( l ,  0 , 0) = 5 - 1 ,

i(0 ,1, 0) =  ( 1 + s t ,  — 1 —st, 0), T|(0, 1, 0) =  t2 —1,

i(0, 0, 1) =  (0, l + t+ t2, 1), T|(0, 0,1) = 0.

1 - ♦ Kf* xK j x x K* x k*-^K*1 -*• 1,
où

p(x, y, 2) = I x y , y  NK>/i(x).NK,/t(z)J,

.(« .hO -î^ îW
ah

0 -> S° - ► Z [G/s] © Z [G/f ] © Z [G /sf]A  Z - ♦ 0, 

où 6 désigne la somme des augmentations. On vérifie aisément que H1 (G', S°) = 0 pour

H *(*, S) = ^*/Nj (k*). N2 (k%). N3 (k%)
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d. Le t o r e  RK/fcGm e n  g é n é r a l .  — Le tore Rie/* Gm est défini comme le noyau d’un 
^-épimorphisme de tores quasi triviaux, ce qui explique l’utilité du lemme ci-dessous 
pour reconnaître, dans ce genre de situation, si une résolution est flasque, ou non.

Lemme 13. — Soit 0 —, M —, P —, Pi —► P2 —*0 une suite exacte de G-modules avec P, 
Pi et P2 de permutation. Le G-module M est coflasque, si et seulement si, pour tout sous- 
groupe G' de G, la suite

H°(G', P) H°(G', Pj) - , H°(G', P2)

est exacte. □

Pour savoir que M est coflasque, il suffit (cf. § 1) de vérifier la condition H - 1 (G', M) = 0 
pour un sous-groupe G' par classe de conjugaison, en se limitant aux /»-sous-groupes. 
H en est donc de même pour la condition du lemme.

Soit L/K une extension telle que Ljk  soit galoisienne finie de groupe G et soit H le 
groupe de Galois de L/K. Trouver une résolution flasque de R£/t Gm revient, d’après 
le lemme 13, à trouver un morphisme tc, tel que la suite

p A z [g /h ] A z - , o

soit exacte, avec P de permutation, et que, pour tout sous-groupe G' de G, la suite

H°(G', P) - , H°(G', Z [G/H]) - ,  H°(G', Z)

soit exacte. On commence donc par exhiber un épimorphisme P0 -* IG/H avec P0 de permu
tation. Comme IG/H est engendré par les 1 -g pour g dans G et même dans une partie y 
telle que y H engendre G, le morphisme

P0-lJZ [G ].e .-Z [G /H ],
»«7

défini par e, i-, ï  -1  convient. Il se trouve que, pour H trivial (exemple a), le noyau de 
ce morphisme est coflasque, i. e. les conditions d’exactitude figurant au lemme 13 et rela
tives aux divers sous-groupes G' de G sont automatiquement vérifiées. H n’en est rien 
en général. Nous allons juste considérer trois exemples particuliers du type G = < s, t > 
avec H = < s > et avec < t > invariant.

d 1. Soit d'abord G = D„ avec n impair : s2 = t" = 1 et sts =  t~1. Ce cas est semblable 
à l’exemple b. La résolution fourme par P0, à savoir

z [g ] A z [g /s] A z -* o,

avec

® (l) =  î - l ,

donne une résolution coflasque de IQ/g, i. e. le noyau de <o est coflasque : en effet, comme n 
est impair, il suffit de vérifier la condition du lemme 13 pour G' =® < s y ou un sous-groupe 
de </>; dans ce deuxième cas, H°(G', Z [G/s]) = 0, car, en tant que /-module, Z [G/s]
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est libre de rang 1 ; la condition relative à un tel sous-groupe G' est donc automatiquement 
vérifiée; il en est de même pour G' = < s >, car, en tant que j-module,

Z [G/s'] = Z © Z
A

si bien que l’application H (s, e) est injective. La résolution ci-dessus donne sur les points 
rationnels, par double dualité et changement de t en t~ l, l’application

re: L*-*■ K*1,

définie par
Ji(x) = NL/K[f(x)/x].

Comme G est métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de © est inversible. 
Il est même stablement de permutation, car, par addition de Z à la résolution initiale, 
on trouve la suite exacte

0-*Z [G/ts'] © Z [G/* ]-U Z [G] © Z A  Z [G/s] A z — 0

avec

i ( l ,  0) =  ( l  +  rs, 1), T|(1, 0) =  t —1, 

i(0 , l )  = ̂ N „ ^ ! ^ ,  il(0 , 1) = 0 ,

où N, = 1 +*+ . . .  -H"-1. On peut ainsi préciser le paramétrage n : L* —» K* 1 en indi
quant la suite exacte

1 ^ K ' * x K l * x ^ K * U i

définie par

P(*> y) = [*)>, NK./t(x).Nt.yt (y0,_lva)], 

n (a, &) = NL/K[f(a)/a],

où K' = L,f e tk ' = L(. En fait, une étude directe montre que dans ce cas le tore R j^ Gm 
est une variété ^-rationnelle.

d 2. Soit ensuite le cas où G = < s, t > avec s d’ordre 2", t d’ordre />" pour 
p premier impair et sts-1 = tr. Quitte à diviser G et H par le noyau du morphisme 
H = < s > —► Aut «  t » , ce qui n’altère pas IQ/H, on peut supposer que H opère fidèlement 
sur le sous-groupe ( t y .  Oa. vérifie alors aisément que Z [G /j] est isomorphe, en tant 
que «-module, à la somme directe de Z et d’un module libre. Ce résultat permet de repro
duire l’argumentation utilisée dans le cas précédent pour prouver que la résolution fournie 
par P0, à savoir

Z [G ]A z [G/s]-^Z -> 0,

avec
«>(!) = f - 1,
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donne une résolution coflasque de IG/J (on se limite aux sous-groupes G' de ( s  } ou 
de < t » . On obtient ainsi une surjection (G étant métacyclique)

n : L* -*■ K*1,

où
n(x) = NL/K[t(x)/x].

Noter que, si H —> Aut «  t »  a un noyau non nul H0, il suffit de remplacer dans 
l’application ci-dessus le corps L par le sous-corps L0 fixe par H0. Le groupe G étant 
métacyclique, on sait a priori (prop. 2) que le noyau de © est inversible, d’où T(k)fR — 0 . 
Mais, comme on l’a noté en R 4, ce noyau n’est stablement de permutation que si l’image 
du morphisme H —► Aut «  t »  est triviale ou d’ordre 2, ce qui nous ramène au cas où G 
est cyclique ou diédral métacyclique (exemple précédent).

Notons que, pour G = < s, f > aveî s* = t 15 = 1 et sts~1 = t 2, la résolution fournie 
par P0 n’est plus coflasque. En revanche, la suite exacte

Z [G] © Z [G/s2] A. Z [G/s] -^Z -> 0 ,

définie par

ri(l, 0) = t - l  et T](0, l) = f5 - l ,

fournit une résolution coflasque de IG/J.

d 3 . Soit enfin le cas, plus instructif, où G = D4 : s2 = t* = 1 et sts = / -1. Dans ce 
cas, K/k est donc de degré 4, sa clôture galoisienne L/k a pour groupe D4 et K = Ls. 
La résolution donnée par P0 est loin de convenir. On vérifie que la résolution

Z [G] © Z [G/s] A  Z [G/s] A z -» 0 ,

définie par

©(1, 0) = f - l  et ©(0 , l) = f2 - l ,

a un noyau presque coflasque, i. e. H1 (G', .) = 0 pour tout sous-groupe cyclique G' 
de G, mais non coflasque, car la condition relative au sous-groupe <s, t 2 > n’est pas 
vérifiée. On doit donc considérer la suite exacte

Z [G] © Z [G/s] © Z [G/< s,*2> ] ^ Z  [G/s] - ^ Z - 0 ,

définie par
X = © sur les deux premiers facteurs,

X (0, 0, 1) = (1 + 12) (i—1),

pour obtenir un noyau coflasque. Par double dualité et changement de t en / -1, ces deux 
résolutions donnent respectivement, sur les points rationnels, les applications

l * x k * A k *S

L*xK*xfc'*-^K*1,
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définies par

Ma, b, c) -  NLIK[t(a)la].[t2(b)lbl[t(c)/c], 

n(a, b) = X(a, b, 1),

k! désignant le sous-corps Lï( ,2 d’indice 2 dans K. Soient M et N les conoyaux respectifs 
de x° et ©°. Soit le sous-groupe < st, t 2 >. On trouve H1 (G', M) = Z2 pour G' = G|> 
et 0 sinon. Cela implique [M] 0 et, comme [M] = p (T), le tore T n’est pas fc-stablement 
rationnel (prop. 6). D’autre part, la restriction H2 (G, M) —* n H2 « g >, M) est

geG

injective. On obtient les mêmes résultats pour N (ces calculs demandent une analyse 
précise de divers morphismes d’inflation et de restriction). En résumé :

A s s e r tio n . — Soit K/k une extension séparable de degré 4, dont la clôture galoisienne 
ait pour groupe G = D4. Alors, le tore T = Gm, de dimension 3, n'est pas k-ratiomel. 
Si en outre k est un corps de nombres, les applications n et % ont la même image, à savoir 
la R-classe de l'élément neutre, et pour conoyau commun T (k)/R : si r désigne le nombre 
de places v de k telles que G" = G{,, on obtient T (k)/R = Zr2.

7. L’équivalence de Brauer sur on tore

L’objet de ce paragraphe est le calcul précis, au moins sur un corps de nombres, de 
l’équivalence de Brauer sur un tore, en vue de la comparer, dans ce cas, à la R-équivalence.

a. Q u e lq u e s  ra p p e ls . — Soit X une fc-variété. On note BrX le groupe de Brauer 
étale H2 (X, G J. Si K est une extension de k, on désigne par Br (X, K) le noyau 
de Br X - ♦  Br XK. On pose B^ X = Br (X, k), Br0 X = Im (Br &-» Br X) et 
BraX = Brx X/Br0 X.

D é fin itio n . — Soit X une k-variété lisse et complète. On appelle Br-équivalence, ou 
équivalence de Brauer, sur X (k) la relation d'équivalence définie par l'accouplement

X(fc)xBrX-»Brfc.

Si X est une k-variété lisse et si k  est de caractéristique 0, on désigne ainsi la restriction 
à X(k) de la Br-équivalence sur Vensemble des points rationnels d'une k-compactification 
lisse de X.

On note X(£)/Br l'ensemble des classes d'équivalence pour la Br-équivalence.

Pour X non complète, l’hypothèse sur la caractéristique de k  sert à assurer l’existence 
d’une ^-compactification lisse de X; mais elle sert aussi à montrer que, lorsqu’il en existe, 
la définition adoptée pour la Br-équivalence sur X (k) ne dépend pas de la ^-compacti
fication lisse choisie : cela résulte de la ^-invariance birationnelle du groupe de Brauer 
en caractéristique 0 ([13], «Brauer III», coroll. 7.3). Les B-équivalences, introduites 
par Manin ([19], [20]) et a priori moins fines, s’obtiennent de la même façon, en 
considérant, au lieu de Br X tout entier, certains sous-groupes B particuliers, tels que 
Br (X, K) ou BrxX.
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P ro p o s itio n  16. — Soit X  une k-variété lisse, supposée complète si k est de caractéristique 
non nulle. L'équivalence de Brauer sur X(k) est moins fine que la R-équivalence. Si k est 
de caractéristique 0, l'ensemble X (k)/Br est un invariant k-birationnel des k-variétés lisses 
et complètes : cet invariant est trivial pour X  k-rationnelle.

L’application naturelle Br fc—» Br Pjf est un isomorphisme : en effet, d’après le 
lemme 15 (i), Brx P* = 0 et, d’après « Brauer III » ([13], coroll. 5.8), Br P£ = 0. Cela 
prouve la première assertion et définit donc une suijection canonique X (k)/R —► X (k)/Br. 
Soit k de caractéristique 0. Un morphisme fc-birationnel X —> Y induit une application 
X (k)/Br —*• Y lk)/Br qui est injective, d’après l’invariance fc-birationnelle du groupe 
de Brauer Br Y i  Br X, et surjective, par réduction, comme dans la proposition 10, 
au cas d’un éclatement d’une sous-fc-variété lisse; on peut aussi bien utiliser la suijectivité, 
déjà connue, de X (k)/R —* Y (k)[R. On voit enfin, par le même argument que dans la 
proposition 10, qu’une ^-application rationnelle de X dans Y induit une application 
naturelle X (k)/Br —*■ Y (k)/Br. Ainsi, un fc-isomorphisme birationnel induit une bijection 
X [k)/Br -* Y  (k)/Bt. □

Rappelons le résultat suivant [19], dû à Lichtenbaum dans le cas des courbes :

Lemme 14. — Soient X une k-variété lisse et complète et K/k une extension galoislenne 
de groupe G. On a la stàte exacte naturelle

0 - ► Br(X, K) -» H2 [G, K(X)*] - ► H2 (G, DivX*).

Soient, en topologie étale, le faisceau des fonctions rationnelles sur X et 3/ivx le 
faisceau quotient ^x /G m>x des diviseurs de Cartier sur X. D’après «Brauer H» 
([13], lemme 1.9), X étant lisse, H1 (X, @iv )̂ — 0, ce qui donne la suite exacte

0->BrX-> H2 (X, -*• H2 (X, SUV*).

On a la suite analogue sur XK. Comme, d’après « Brauer II » ([13], lemmes 1.6  et 1.9), 
H1 (X k.uS^) = H1 (XK, 0ïvXk) = 0, les deux suites spectrales d’Hochschild-Serre 
relatives au revêtement galoisien XK —> X de groupe G et aux faisceaux et 3ivx donnent 
les deux suites exactes horizontales du diagramme commutatif

o - h 2 [g , k (X )* ]- h 2 (x, j (x) -  h 2 (xk , u r j j
i  I i

0-> H2 (G, DivXK) -> H2 (X, m v x )^  H2 (Xk, m v x j 

d’où le résultat via la suite exacte des noyaux. □

Lemme 15. -  Soit K/k une extension galoisienne de groupe G :

(i) si X est une k-variété lisse et complète, telle que X (k) #  0 , on a la suite exacte

0 -* Br(fc, K) - ► Br(X, K) H1 (G, PicX*) -* 0 

et tout point rationnel de X  en définit un sdndage;
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(ii) si X est une k-variété telle que Pic XK = 0 :

Br(X, K) = H2 (G, K[X]*);

(iii) soit X me k-variété lisse et complète. On suppose qu'il existe un ouvert U de X 
possédant un point rationnel O et tel que Pic UK = 0; soit Y le fermé complémentaire. 
Considérons le diagramme

0 - ► Br(fc, K) -* Br(X, K) H1 (G, PicXK)---- ► 0

Il I‘ h
0 - ► Br(k, K) -* Br(U, K)-^ H2 (G, K [U]*/K*) -  0

Dans ce diagramme, X désigne la restriction deXà\J ,b est le cobord déduit de la suite exacte 
de G-modules

0-»K [U]*/K* -*• DivYK XK-*PicXK-»0

et la seconde ligne provient de l'égalité Br (U, K) = H2 (G, K [U]*). Ce diagramme 
est commutatif;

(iv) considérons, sous les hypothèses (iii), le diagramme

[k) x H1 (G, Pic Xk) —♦  Br (k, K)

214 J.-L. c o l u o t -t h é l è n e  et  j .-j . sa n su c

f -
b

U(fc) x H2 (G, K[U]*/K*) - ► Br(fc, K)

Les flèches horizontales sont définies respectivement par les accouplements avec Br (X, K) 
et Br(U, K) via les sections de a et P définies par le point O. Ce diagramme est commutatif. 
La seconde flèche horizontale est la composée

U (k) x H2 (G, K [U]*/K*) —► U (fc) x H2 (G, K [U]*) Br (k, K)

de la flèche induite par la section définie par O et du cup-produit.
Notons que Br (k, K) = H2 (G, K*). Ces diverses assertions proviennent simplement 

de la suite spectrale d’Hochschild-Serre relative au revêtement galoisien XK—>X de 
groupe G et au faisceau Gm, à savoir

H '[G , H*(Xk , G J] => H"(X ,G J.

Les assertions (i) et (ii) en sont des conséquences immédiates : la suite exacte (i) est la 
suite 0  —► E j’0 —► ker (E2 —► E°’2) —► 1 —► 0 qui est exacte en raison de l’existence 
d’un point rationnel définissant, X étant complète, des rétractions E2 —* E| ’0 et E3 —* E l’0 ; 
pour X quelconque, l’edge E2 ,0 —► E2 induit le morphisme naturel H2 (G, K [X]*) —» Br X 
et l’isomorphisme (ii) est donné par la flèche E j' 0 —► ker (E2 —► E°’2), l’hypothèse 
Pic XK = 0 impliquant E° ’ 1 = E| * 1 = 0. Notons que, pour X quelconque, le cup-produit

X (Je) x H2 (G, K [X]*) ^  H2 (G, K*) et l’accouplement X (k) x Br (X, K) —► Br (k, K) 
sont compatibles via le morphisme naturel H2 (G, K [X]*) —*• Br (X, K). En (iii), l’hypo
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thèse (ii) est vérifiée pour U et la suite inférieure du diagramme résulte de l'isomorphisme 
H2 (G, K [U]*) Br (U, K) et de la suite exacte de G-modules

0 —» K* —► K [U]* —► K [U]*/K* 0,

suite exacte dont le point rationnel O définit un scindage. La première ligne provient de(i). 
Pour la commutativité du diagramme, voir annexe. L’assertion (iv) résulte aussitôt des 
précédentes, le diagramme

X(fc)xBr(X, K)-»Br(fc, K)

t I
U(fc) x Br(U, K) - ► Br(fc, K)

étant évidemment commutatif : on a déjà noté que le second accouplement n’est 

autre que le cup-produit U (k) x H2 (G, K [U]*) H2 (G, K*) via l’identification 

H2 (G, K [U]*) A  Br (U, K). □

Lemme 16. — Soit X une k-variété lisse et complète sur un corps k de caractéristique 0, 
k-rationnelle et telle que X (k) #  0 . Soit K/k une extension gahisieme de groupe G = g/l^ 
telle que H1^ , PicX) = 0. Alors Br X = Br fc+Br (X, K) et la Bt-équivalence coïncide 
sur X (k) avec la Br (X, K)-équivalence. Elle coïncide aussi avec Véquivalence donnée par 
l’accouplement

X(fc) x H1 (G, PicX*) -*■ Br fc,

défini par un point O de X(k).

Notons d’abord que, X étant ^-rationnelle, Pic X est dans SPV II existe donc K/k finie 
telle que H1 (1), Pic X) = 0 : il suffit que Pic X soit ^-trivial, ou simplement fy-stablement 
de permutation. D’autre part BrX = 0 en vertu de l’invariance birationnelle du groupe 
de Brauer ([13], «Brauer III», coroll. 7.3) et de sa nullité pour l’espace projectif 
(B2—p = 0). Par suite, d’après le lemme 15 (i), Br XK = Brt XK = Br K. Si nQ est 
la projection B rX -+ Br k définie par O, A -n 0  (A)eBr(X, K) pour A dans BrX, 
d’où Br X = Br fc+Br(X, K). L’accouplement X(fc)xH1 (G, Pic Xg) —» Br (k, K) se 
déduit, par définition, de l’accouplement de X (k) avec Br (X, K) via la section 
H1 (G, Pic Xk) - ►  Br (X, K) définie par O. □

b. L e c a s  d e s  to r e s . — Soit T un tore défini sur un corps k  de caractéristique 0 et 
déployé par l’extension galoisienne K/k de groupe G. Soient T —* X  une ^-compactification 
lisse de T et S le k-tore dual du G-module Pic X&. Les hypothèses des lemmes 15 (iii) 
et 16 sont vérifiées pour X, K/k et U = T. Par définition de S, les G-modules S et Pic XK 
coïncident. La section K [T]*/K* —► K [T]* définie par l’élément neutre de T (fc)

A

s’identifie (cf. prop. 6  ou [24]) au plongement naturel de T dans K [T]*. Considérons 
les applications

T(fc) x H1 (G, S) ->• T (fc) x H2 (G, T )^  Br (fc, K),
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définies respectivement par idT(i), par le cobord tiré de la suite exacte de G-modules 
0 —► T —► M —► S —>0, oùM  désigne le G-module des diviseurs de XK à support hors 
de Tk, et, enfin, par le cup-produit u . Il résulte des lemmes 15 (iv) et 16 que l’application 
composée définit sur T (k) l’équivalence de Brauer. La bilinéarité du cup-produit implique 
aussitôt la compatibilité de l’équivalence de Brauer avec la structure de groupe de T (k), 
mais cela est évident directement pour tout groupe algébrique et toute relation d’équivalence 
compatible avec les fc-isomorphismes (ce qui est le cas pour l’équivalence de Brauer). 
Notons enfin que, d’après le lemme 5, on peut remplacer la résolution de T ci-dessus 
par n’importe quelle autre résolution flasque.

P ro p o s itio n  17. — Soient T un tore défini sur un corps k de caractéristique 0 , déployé
A A

par l'extension galoisienne Kjk  de groupe G, 0 —>T—>M—̂ S—»0 une G-résolution 
flasque du G-module T et d : H1 (G, S) cç H2 (G, T) le monomorphisme qu'elle définit :

(i) soit P : T (k) x H1 (G, S) —► Br (k , K) l'accouplement büinéaire induit, via d, par 
le cup-produit T (k) x H2 (G, T) Br (k, K). Cette application P définit sur T (k) 
l’équivalence de Brauer;

(ii) le diagramme

dans lequel 8 provient de la suite exacte de tores 1 —* S —» D (M) —► T —► 1, y de $ et <o du 
cup-produit, est un diagramme anticommutatif d'homomorphismes de groupes. H identifie 
le groupe T(fc)/Br à l'image de a>;

(iii) le groupe T (k)/Bi est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable 
de k-tores T;

(iv) si X est une k-compactification lisse de T, l'application induite T (fc)/Br —+ X (k)/Br 
est une bijection.

L’assertion (i) a été déjà prouvée. Pour (ii), rappelons que 8 est un isomorphisme d’après 
le théorème 2 et que l’application T (k)[R —► T (fc)/Br est bien définie d’après la 
proposition 16. Le fait que y soit un plongement traduit l’assertion (i). L’anticommu- 
tativité du diagramme (ii) se réduit à celle du diagramme

défini par 8, d et les cup-produits et celle-ci résulte aisément de la formule

d (a u b )  = d a u b + a v d b  pour aeD (M )(K ) et 6 eC 1(G, M).

T(fc)/R ■W T (fc)/Br

■ ■
Hl (fc, S ^H o m fH ^G , S), Br(fe, K)]

\ u
« » jj H2 (G, K*)

J
H1(Jk,S)xH1(G,S)

T(k) x H2(G,T)
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L’invariance du groupe T (k)/Br résulte de son identification à l’image de e> et de l’inva-
A

riance de [S] (prop. 6). En (iv) enfin, l’application T (k)/Bt —*• X (k)/Br est injective par 
définition de la Br-équivalence sur T (k). Le diagramme commutatif

T(fc)/R—>T(fc)/Br

I* !
X (fc)/R —*► X (fe)/Br

montre qu’elle est également suijective puisqu’il en est ainsi de T(fc)/R—► X(fc)/R 
(prop. 13). □

C o r o l l a i r e  1. — On conserve les mêmes hypothèses et notations :
(i) si k est de type fini sur Q, T (k)/Br est un groupe fini;

(ii) si k est un corps p-adique, l'équivalence de Brauer coïncide sur T (k) avec la 
R-équivalence et le groupe des classes est le groupe fini

T (fc)/Br = H1 (G, S)~;

(iii) si k est un corps de nombres, soit (i l'application composée

H1 (G, S ^ r i H 1 (G, S ^ r i H 1 (G’, S),
V V

de l'application diagonale A et du produit X des restrictions de G à G", pour l'ensemble 
des places v de k. Alors

T(fc)/Br = [imtyimn]~.

L’assertion (i) résulte aussitôt du corollaire 2 au théorème 2, via la surjection 
T (k)/R —* T (k)/Bi. Si k est un corps p-adique, l’application co du diagramme de la pro
position 17 est bijective en vertu de la dualité locale de Tate-Nakayama [21], d’où 
l’assertion (ii). Dans le cas global, supposons, ce qui est loisible, G fini et complétons 
ce même diagramme par le morphisme i :

Hom [H1 (G, S), Br fc] <5 Hom [H1 (G, S), JJ Br fcj,
V

ce qui donne le morphisme % = ico :

H1 (k, S) Hom [H1 (G, S), I ]  Br fe„],
V

morphisme dont l’image est encore isomorphe à*jT (k)/Br. Ce morphisme se factorise en
y

S) A  JJ Hom [H1 (G0, S), BrfeJ-^UHomfH^G, S), BrfcJ,
V V

où le second morphisme est défini par les restrictions de G à G” et le premier par la 
restriction H1 (Jfc, S) —*• []  H1 (fc„, S) composée avec le produit des morphismes locaux

V

H1 (kv, S) —» Hom [H1 (Ge, S), Br fcj définis par cup-produit. Soient IK le G-module
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des idèles de K, S (AK) le G-module Horn (S, IK) et S (CK) = S (A^/S (K). La suite exacte 
de groupes finis (S est flasque!)

H1 (k, S) -  H1 [G, S(Ak)] -> H1 [G, S(Ck)]

donne, par les dualités locales et globale de Tate-Nakayama ([21], [32]) (voir la démons
tration du corollaire 5 du théorème 2), la suite exacte

H1 (G, S ) A n H l(G°, S )^ H ‘(k, S)~.
V

L’image de %, canoniquement isomorphe à T(£)/Br, a donc pour duale 

imx = imvoX = v (im X) = im X/im ji. □

Ce corollaire 1 donne en particulier, par la proposition 7 :

C o ro lla ir e  2. — Soient KJk une extension galoisienne finie de groupe G et T = R£/t Gm :
(i) si k est un corps p-adique,

T (fe)/Br = H3 (G, Z)~ ;

(ii) si k est un corps de nombres,

T (fe)/Br = [im X/im. n]~, 

où fi désigne l'application composée

H3(G, Z ) ^ r iH 3(G, Z)
V V

de l'application diagonale à et du produit X des restrictions de G à G". □

8. Comparaison de quelques critères de rationalité

On dispose, pour l’étude des problèmes fc-birationnels sur une fc-variété X, d’un certain 
nombre d’invariants &-birationnels, définis éventuellement sous des hypothèses restrictives 
sur X ou k. La proposition 5, par exemple, définit, pour X convenable, l’invariant

A

p (X) = [S] et, par suite, d’autres invariants, moins fins, mais plus « calculables », tels que 
H1 (k, S), H1 (G, S), H-1 (G, S) et, sur un corps global, n i2 (k, S) et m 2 (G, S) : voir 
le début du paragraphe 2. En caractéristique 0, on dispose encore, comme invariants 
des ^-variétés complètes et lisses, de X (k)/R (prop. 10), du groupe Br X ([13], 
«Brauer III», coroll. 7.3) et de X(fc)/Br (prop. 16). L’objet de ce paragraphe est de 
comparer ces divers invariants sur l’exemple des tores.

Pour un tore T défini sur un corps global k, on peut encore considérer le ^-défaut du 
principe de Hasse n i (T) = m 1 (k , T) et le fc-défaut d’approximation faible A (T) : 
si i désigne l’application diagonale de T (k) dans le produit, pour toutes les places v de k, 
des groupes topologiques T (kv), A(T) est, par définition, le quotient de J] T (kv) par
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l’adhérence de l’image de i. Voskresenskiï ([33], th. 6) a montré, en caractéristique 0, 
l’existence d’une suite exacte

0 - ► A(T)->• H1 (fc, PicX)~->m(T)->-0,

mettant en relation, de manière un peu inattendue, A (T) et ni (T) [voir prop. 19 (iB)]; 
il en a déduit en particulier la nullité de in  (T) pour T ^-rationnelle. En fait, les 
groupes A (T) et HI (T) sont, dans le cas global, deux invariants Ar-birationnels supplé
mentaires pour les tores T définis sur k :

Proposition 18. — Soit T un tore défini sur m  corps de nombres k, ou un corps de 
fonctions algébriques d'une variable sur un corps fini, et déployé par l'extension galoisierme 
finie K/k de groupe G. Soient 1—► S —► E —» T —>1 une résolution flasque de T dans ^ 'K/Jk 
et n : H1 (G, S) —► H1 (G”, S) l'application de restriction :

V

(i) cette résolution définit des isomorphismes de groupes finis

AÇT)—*T*1(k,S) et A(T)~—Mm n, 

n i(D -^ffl2(fc, S) et IH(T)~—>kern;

(ii) les groupes finis A(T) et in  (T) sont des invariants des classes de k-équivalence 
birationnelle stable de tores T définis sur le corps k.

Tout d’abord, l’assertion (ii) est une conséquence immédiate des isomorphismes
A

A (T) «  im n et n i (T) «  ker n et de l’invariance de [S] (prop. 6). L’isomorphisme 

A (T) H1 (k, S) est donné par le diagramme

E (k)----- >T(k)----- ►H 1 (fc, S) —► 0

1 i' , lV nuw-niw-ntfft. s)̂ o
V V V

Il suffit de voir que i [T(A:)] est dense dans le sous-groupe ouvert 3"1 (im v). Or, si U est 
un ouvert de ]~[ T (k„) tel qu’il existe x dans T (k) avec ôi (jc) e 3 (U), n_1 [»(*)“ 1.U]

V

est un ouvert non vide de J] E (kv); comme A(E) = 0, le tore E étant quasi trivial,
V

cet ouvert rencontre l’image de E (k), d’où U n  i [T (A:)] #  0 . L’isomorphisme 

HI (T) A  HI2 (k, S) est donné par le diagramme

0 —» H^fc, T)----- > H2 (fe, S)----- » H2 (k, E)
i I I

D - n H 2( t  s ) - n H 2(fc0, e)
V V v

compte tenu de m 2 (k, E) = 0, le tore E étant quasi trivial. Les isomorphismes 
A (T)~ —► im n et m  (T)~ —*■ ker n proviennent alors des dualités, données par le corps
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de classes, entre H1 (k, S) = coker v et im n = ker v (cf. la démonstration du corollaire 1 
de la proposition 17) d’une part, m 2 (k, S) et ker n d’autre part. □

La proposition ci-dessous résume les relations qui existent entre les divers invariants 
introduits dans le cas d’un tore sur un corps global.

Proposition 19. — On conserve les notations et hypothèses de la proposition précédente. 
On considère, en outre, sur un corps de nombres, une k-compactification lisse T —► X de T :

(i) on a deux suites exactes naturelles

(iR) 0 -  ni(S) -  T(fc)/R -  ÏIT (U /R  -  A(T) -  0,
V

(iB) 0 ->A(T)-* H1 (G, S )~ -m (D -» 0 ;

(ii) sur un corps de nombres, on a un diagramme naturel

0->ni(T)~-> BraX -^ n Bra X„ A  T(fe)/R“ - ► m  (S)~ -> 0
V

V
n® r«x

V

Dans ce diagramme, la suite horizontale est exacte et

A (T)~ = im n, T(fc)/Br~ = im tA,.

Rappelons (§ 7, a) que BraX désigne le quotient du noyau de Br X —► Br X par l’image 
de Br k —► Br X. Si X est une ^-compactification lisse d’un tore T défini sur un corps k 
de caractéristique 0 et déployé par l’extension galoisienne K/k de groupe G, on a des 
isomorphismes canoniques [cf. lemmes 15 (i) et 16]

Br.X-^H^fc, PicîÔ ^-H^G, PîcXk).

Comme on l’a déjà signalé, la suite (iB) est due, en caractéristique 0, à Voskresenskiï [33], 
sous la forme

O -A CO -.-H 1^ , PicX)~-»m(T)->0.

La considération d’accouplements avec des groupes de Brauer convenables permet alors 
de l’interpréter naturellement [26] sous la forme

0-+ A (T )-B roX~->HI(T)->0.

La suite (iR) est la simple traduction, via le théorème 2 et la proposition 18 (i), de la suite 

o-n>m(s)-+H1 (ik, s ) - » n H l(fc»»s S)->0,
V

qui est exacte par définition. La suite (iB) est la conséquence immédiate des isomorphismes 

A (T)~ A  im (i et m  (T)~ A  ker ^ donnés par la résolution fiasque et le corps de classes
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[prop. 18 (i)]. Par assemblage de ces deux suites et dualité, on obtient donc la suite exacte 
longue

o - ► ni(T)~ -> h 1 (G, s ) - n Hl (G0, S) -  T (fc)/R~ -m (S )~  -» 0,
V

étant donné les résultats locaux

T (fc„)/R-̂ + H1 (kv, S)-^H1(G°, S)~

et les compatibilités des dualités locales et globale. Voici inversement comment se découpe 
cette suite, en fonction de n i (T), A(T), T (k)/R et de la cohomologie de S :

0 -  IH(T)~ - ► H1 (G, S) -fÀ (T )%  0,

0 -> A (T )~ -n Hl (G0, S) -> H1 (G, S) -» 0,
V

0 - ► H 1 (G, S) -» [T(fc)/R]~ - ♦ rn2 (G, S) - ♦ 0.

Sur un corps de nombres, H1 (G, S) = BraX et H1 (G®, S) = Br„ X„, puisque
A A

[S] = [Pic XK] (cf. d-dessus) : on peut prendre pour G-résolution flasque de T la suite 
exacte

(B) 0->T -M ->PicX K-*0,

où M désigne le G-module des diviseurs de XK à support hors de TK (prop. 6). Enfin, 
l’assertion sur T (fc)/Br est la traduction du corollaire 1 (iii) de la proposition 17. □

On se restreint désormais au cas d’un corps de nombres k, en conservant les hypothèses 
et notations des deux propositions précédentes. On se propose, pour finir, de prédser 
le diagramme d’implications reliant, en général, les critères de rationalité suivants (critères 
relatifs au fc-tore T) :

(i) T est une variété ^-rationnelle;

(ii) T est une variété fc-stablement rationnelle, i. e., pour n assez grand, Tx G£>t est 
^-rationnelle;

A
(iii) T est le quotient d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial, i. e. [S] s  0;

(iv) T” est, pour n > 0 convenable, fc-stablement rationnelle, i. e. [S] est d’ordre fini;

(v) il existe un fc-tore T' tel que T xT ' soit ^-rationnelle, i. e. [S] est inversible;

(vi) BrflX = 0 et T(fc)/R = 0, i. e. H1 (G, S) = 0 et Ĥ Jfc, S) = 0;

(vii) T(k)/R  = 0, i. e. H1^ , S) = 0;

(viii) Br„X = 0, i. e. H1 (G, S) = 0;

(ix) T (k)/Br = 0 ;

(x) A(T) = 0;

(xi) m  (T) = 0.

ANNALES SCIENTIFIQUES DE L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 29



Ces diverses propriétés sont liées par le diagramme d’implications ci-dessous

(vii)
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(i) =*• (ii) o  (iii) => (iv) => (v) => (vi)

Ces mêmes propriétés et implications subsistent pour k quelconque de caractéristique 0, 
à condition de supprimer (x) et (xi), et, pour k  quelconque, si l’on supprime (ix) et la 
mention Br„X dans (vi) et (viii). Pour chacune des propriétés (vi) à (xi), on note respecti
vement (vi)', . . (xi)' la propriété plus forte obtenue en exigeant la propriété corres
pondante, non seulement pour k  et G, mais aussi pour toute extension finie k'/k  et tout 
sous-groupe G' de G.

P ro p o sitio n  20. — Il n’y a pas, dans le diagramme d’implications ci-dessus, d’autre 
relation que celles indiquées, hormis éventuellement la réciproque de (i) => (ii).

La question de savoir si cette réciproque est vraie ou non est, bien entendu, la question 
essentielle : c’est le problème de Zariski pour les tores (voir [34]). Il semble que 
Voskresenskiï [33] ait le premier posé la question sous la forme (iii) => (i) : le quotient 
d’un tore quasi trivial par un sous-tore quasi trivial est-il une variété ^-rationnelle ?

Les implications indiquées dans le diagramme ci-dessus résultent essentiellement de 
remarques déjà faites : l’équivalence de (ii) et (iii) est prouvée dans la proposition 6 et 
remonte à Voskresenskiï [33] en caractéristique 0 et Swan [31]; si A(T) = 0, chaque 
restriction H1 (G, S) —* H1 (G”, S) est nulle et l’application X est donc nulle, d’où (x) => (ix).

Nous allons montrer par des contre-exemples que la plupart des implications du 
diagramme ont leur réciproque fausse, même au sens fort, i. e. (vii)' n’implique pas (viii),
(viii)' n’implique pas (vii), etc. L’exemple généralement utilisé est celui du tore Gm 
pour K/k galoisienne finie de groupe G sur un corps de nombres k. Rappelons les résultats 
obtenus dans ce cas (corollaire 1 de la proposition 15, corollaire 2 de la proposition 17 
et proposition 18) : on désigne par X une fc-compactification lisse de T, par k’Ik une exten
sion finie (sauf mention du contraire), par G' le groupe de Galois de Kk'/k' (c’est un 
sous-groupe de G); alors :

Bra Xk. = H1 (G', S) = H3 (G', Z), que k'/k soit finie ou non;
T (k')/R est extension du dual de H3 (G', Z) par celui de ni4, (G', Z);
T (k')/Br est le dual de l’image dans H3 (G', Z) du produit J] H3 (G', Z) (on peut 

s’y limiter aux »' ramifiées dans Kk'/k'); °’
Ak. (T) est le dual de l’image de H3 (G', Z) dans le produit des H3 (G'"', Z);

HI (k\ T) est le dual de ni3 (G', Z).

A. L a c o n d itio n  (iv) n ’im poque pas (iii). — Cela signifie simplement que le sous- 
groupe de torsion de UG peut être non trivial, ce qui est déjà le cas pour G = Z23 

(d’après R 5, UZj3 = C (Z [2̂ /l]) = Z3). Exhibons dans ce cas, grâce à Swan [31] (voir 
aussi [33]), un k-tore qui convienne. Soient I l’idéal de Z [G] noyau de la suijection
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Z [G] —► Z47 obtenue en faisant opérer un générateur s de G sur Z47 via 11-+ 2 et T le 
tore dual. L’idéal I = < s —2, 47 > n’est pas principal [31], mais il est projectif, car 
cohomologiquement trivial (Nakayama). Ainsi, [I] est d’ordre fini dans UG (cf. [22]). 
En revanche, il n’existe pas de modules de permutation P et Q, tels que I © P = Q : 
s’il en était ainsi, P et Q seraient chacun la somme d’un facteur libre et d’un même facteur Zr 
et I serait alors libre (par simplification, cf. [22]). Comme [S] = p (I) = — p ], on a

A

bien [S] d’ordre fini, mais non nul.

B. La condition (v) n’implique pas (iv). — Cela revient à dire que le groupe UG peut 
être infini. En effet, si G est métacyclique et si 4 n’est pas une période de sa cohomologie, 
p (JG) est, d’après les propositions 2 et 3, un élément d’ordre infini de UQ. On peut donc 
prendre pour exemple T = R£/t Gm, pour K/k galoisienne de groupe G = < s, t )  avec 
s* = f5 = 1 et sts~l = t2 (cf. R 5) : il existe de telles extensions pour k = Q.

C. La condition (vi) n’implique pas (v). — Soit T =  R£/t Gm pour K/k =  Q ( /̂Ô/Q 
avec Ç = 6 + 3  J l+ 2  N/ 3 + 2  : cette extension est galoisienne de groupe G le groupe 
quatemionien d’ordre 8 . Comme G n’est pas métacyclique, [S] = p(J0) n’est pas inversible 
(prop. 2). Comme Z est H3-trivial dans &G ([3], chap. XII, § 7), on a, d’une part, 
Bra X*. = 0 pour toute extension k'/k (finie ou non), d’où a fortiori (viii), et, d’autre part, 
T (k)/R = m* (G, Z f. Or, ce groupe vaut 0, car il existe une place v de k = Q, à savoir 2, 
pour laquelle G" = G. Ainsi, ce tore T vérifie (vi) sans vérifier (v).

D. La condition (vii)' n’implique pas (xi). — A fortiori, (vii)' n’implique pas (viii) ! 
On a déjà considéré au paragraphe 6 (corollaire 2 de la proposition 15) le cas du tore 
T = R£/tGm pour G = V4. Si K/k est telle que G V  G quelle que soit », on trouve 
A (T) = T (k)/R = T (k)/Br = 0 et cela reste vrai pour toute extension finie k'/k : c’est 
évident si Kk'/k’ est cyclique et, sinon, on a encore G0' 9* G pour toute place v' de k'. 
Pourtant HI (T) = Z2. On peut prendre K/k — Q (>/l3, s/lT)/Q.

E. La condition (vii)' implique (x), mais (vii) n’impuque pas (x). — Soit T déployé 
par K/k galoisienne finie de groupe G. Si A(T) #  0, il existe [cf. prop. 19 (iR)] 
une place 0 de k , telle que T (kv)/R = H1 (G®, S)~ #  0. Soit k'/k quadratique, disjointe 
de K et telle que v ait deux prolongements distincts v[ et v'2 à k'. Alors Gai (Kk’/k') = G, 
G*'1 = G** = G*. L’application H1 (G, S) —► [ ]  H1 (G"', S) n’est pas surjective, car

H1 (G0, S) - ►  H1 (G^, S) ® H1 (G*, S) ne l’est pas, d’où T (Jfc')/R *  0. On peut toutefois 
avoir (vii) sans avoir (x). Soient T = R£/t Gm avec G = V4 et s = s (K/k) le nombre 
de places v de k telles que G” = G. Si s = 1, par exemple pour Q (i, y/2)/Q, alors 
T(k)[R = 0, mais A(T) = Z2. Noter toutefois que, pour K/k = Q (i, J ï ) /Q, on a certes 

T(Q)/R = 0, mais T (Q2)/R = T [Q (^17)]/R = Z2.

F. La condition (viii)* n’impuque pas (vii). — On désigne par (viii)' la condi
tion : Brfl Xk. = 0 pour toute extension k'/k, finie ou non. Soit T = R^/j Gm pour 
K/k = Q (y/O/Q avec Ç = 221+26^/17+6^/221 : cette extension est galoisienne
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de groupe G le groupe quatemionien d’ordre 8 . Le même argument qu’en C prouve que T 
vérifie (viii)\ Comme Q (,/Ç) contient Q (^13, JŸ1), pour toute place v de Q, G0 #  G- 
Or, H4 (G, Z )= Z 8, tandis que, pour un sous-groupe G' de G autre que G» 
H4 (G', Z) = Z4, Z2 ou 0. On en déduit III4 (G, Z) = Z2 et, par suite, T(Q)/R = Z2.

G. Les conditions (ix), (x), (xi) sont uniquement liées par (x) => (ix). — Reprenons 
l’exemple de R£/t Gm pour G = V4 (cf. E). Si s = 0, par exemple pour Q (*Jl3, y/l7)/Q, 
on trouve n i (T) = Z2, mais A (T) = T (fc)/Br = 0. Si s = 1, comme pour Q (i, y/2)/Q, 
alors A(T) = Z2, mais n i (T) = T(fc)/Br = 0. Enfin, si s > 1, par exemple pour 
Q (v/2, y/3)/Q, A(T) et T (k)/Br sont non nuls, alors que m (T) = 0. □

Remarques.

R 12. Comme on le voit sur la suite exacte (iR) (prop. 19), deux points rationnels de T 
peuvent être partout localement R-équivalents sans l’être globalement. C’est manifeste 
sur l’exemple F, car dans ce cas T (Q)/R = Z2 alors que, pour tout nombre premier p, 
T (Qp)/R = 0 et, évidemment, T(R)/R = 0. De même, d’après la proposition 13 (ii), 
X (Q)/R = Z2 et X (Q„)/R = 0 pour toute place t; de Q. □

R 13. L’exemple E, où T(Q)/R = T (Qp)/R = 0 pour tout p premier impair, alors 
que T (Q2)/R = T [Q (>/l7)]/R — Z2 est typique de la variation de T (fc)/R avec k 
(voir aussi le corollaire 2  de la proposition 15). □

Proposition 21. — Soient T un tore défini sur Q et X  une Q-compactifiée lisse de T. 
On peut avoir

(i) l'équivalence de Brauer triviale sur X(k) pour tout corps k  de caractéristique 0 et 
pourtant X(Q)/R /  0;

(ii) la R-équivalence triviale sur X(k) pour tout corps k de caractéristique 0 et pourtant X 
non Q-rationnelle.

La démonstration utilise dans les deux cas la bijection T (&)/R X (k)/R [prop. 13 (ii)]. 
Pour l’assertion (i), il suffit de considérer le tore de dimension 7 décrit en F : en effet, pour 
toute extension k/Q, Bra Xk = 0, mais T(Q)/R = Z2. Pour (ii), l’exemple de 
Voskresenskiï ([33], cf. A) convient : c’est un Q-tore, de dimension 23, non Q-rationnel, 
mais facteur direct d’un tore quasi trivial, d’où aussitôt T (k)/R = 0 pour toute 
extension k/Q. Pour un exemple plus simple, on peut considérer une extension 
galoisienne L/Q de groupe G = < s, f > avec s* = t 5 = 1 et sts-1 = t2, puis la sous- 
extension K/Q fixe par s et le tore T = R ^Q Gm de dimension 4 (l’exemple B n’est autre 
que R£/Q Gm et convient aussi) : d’après R 4 et la proposition 6 , ce tore T n’est pas une 
variété Q-stablement rationnelle et, pourtant (corollaire 3 du théorème 2), T(k)[R — 0 
pour toute extension k/Q, puisque T, et donc Tt , est déployé par une extension métacy- 
clique. □

Remarque.

R 14. On aurait pu raffiner la définition de l’équivalence de Brauer donnée au para
graphe 7, a, en considérant, non seulement l’accouplement X (fc) x Br X —» Br k, mais
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également tous les accouplements X (k) x Br XK —» Br K pour toutes les extensions Kjk 
finies (ou même quelconques). Or, même avec cette définition, on obtient encore, pour 
l’exemple (i) ci-dessus, une équivalence triviale, alors que X (Q)/R n’est pas trivial. □

Annexe

On se propose de prouver l’anticommutativité du diagramme [cf. §7, lemme 15 (iii)]

Br(X, K ^ H ^ O , KcXr) 

h
H2(G, K [U]*) A  Br(U, K)

i- '
H2 (G,K[U]*/K*) «----------------1

Rappelons les deux suites spectrales

(HSx) H'(G,H«(XK,G J )  => H"(X, G J,

(HSu) HP(G, H*(UK, G J) =* H "(U ,G J

et la suite exacte de G-modules

(B) 0 - ► K [U]*/K* - ► M PicXK -» 0,

où M désigne le G-module des diviseurs”de XKrà'support hors de UK. Dans le diagramme 
ci-dessus, X. et n sont les flèches évidentes, y est l’edge E2*0 -* E2 tiré de (HSV), a est le 
morphisme ker (E2 —► E°’2) —*• E j- 1 tiré de (HSx) et b est Ie cobord tiré de(B). Noter 
que y coïncide avec le morphisme naturel.

Soient Y le fermé complémentaire de U, j  l’immersion de U dans X, Jfy  (resp. Hy) 
les faisceaux (resp. groupes) de cohomologie à support dans Y. Pour un faisceau étale F 
sur X, on note simplement y, F le faisceau j+j* F et, pour un élément b de H° (X, F) 
ou H° (XK, F), on note bu sa restriction à U ou UK.

Soit GM|X -*  I* une résolution injective du faisceau étale Gm>x; on note S la différentielle 
de I*. Pour un G-module Q, on note d la différentielle du complexe C  (G, Q) des cochaînes 
de G à valeurs dans Q. Les suites spectrales (HSx)et (HSu) sont respectivement données 
par les bicomplexes L£ et LJJ avec L£* = H° (X |, I4) et L[f4 = H° (U&, Is), la notation X£ 
(resp. U |) désignant lé produit fibré au-dessus de X (resp. U) de p+ l exemplaires de XK 
(resp. Uk). Chaque complexe « simplicial » H° (X*, I4) fournit une résolution exacte 
de H° (X, I4) et s’identifie au complexe C‘ [G, H° (XK, I€)]; de même en remplaçant X 
par U et XK par UK. On prend pour différentielle totale d = d'+d" avec d' = d et
d’ = (-iy8.

ANNALES SCIENTIFIQUES DB L’ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE
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a. D e sc rip tio n  de  (B) via I \  — La suite exacte de cohomologie tirée de la suite exacte 
de complexes

0 -* ^ ° ( X K * I ) Ixk “*■ 0»
commence par

0"^ Got Xk ->7*GnltXlc -> Jfy(XK, Gw)->0,

ce qui donne l'identification @wYk Xk (Xk> Gm). Par application du foncteur 
H°(Xk, .) à la suite de complexes ci-dessus, on obtient la suite exacte de complexes

0-»Hy(XK, l’) ->H°(Xk, I') -  H°(Uk , ï )  -  0.

La suite exacte de cohomologie qu’on en tire commence (sans hypothèse particulière 
sur la ^-variété X et l’ouvert U) par la suite exacte naturelle

0 -  K[X]*-+ K[U]* -*M-» PicXK -► PicUK,

comme il résulte de l’identification ci-dessus £&îvYk Xk A  (XK, Gm) et de l’isomorphisme 

H ‘ (XK, G jA H ° (X K, j r ‘ (XK, G J) dû à la nullité de (XK) G J.

b. Le d ia g r a m m e  (D). — Ce diagramme est en partie extrait du diagramme obtenu 
en considérant le morphisme de restriction H’ (G, H" (XK, G*)) —► H* (G, H* (UK, G J) :

0

, | *  C2(G,K[U]*)

H°(Xk , Ii)-*H°(Xk, Ij) [J
|  H °(U i, I0) ->H°(UL I0)

H0(X ,I2)-^H°(XK, I 2) i
H°(UK,Ii)-H °(U £,Ii)

i
H°(U, I2)-^H°(UK, I2)

c. Description de a. — Un élément de Br (X, K) se représente par un élément b de 
H° (X, I2) tel qu’il existe c dans H° (XK, It) avec i(b) = 8c et que 86 = 0. Comme 
de — dc+èc, l’élément i(b) est homologue pour d à —8c et l’image par a de la classe 
de b dans Br (X, K) est la classe de —8c dans H1 (G, Pic X*) : noter que C" (G, Pic X*) 
est l’homologie de H° (X\ I0) — H° (X\ It) - ►  H° (X\ I2).

d. Description de b. — Un élément de H1 (G, Pic XK) se représente par un élément p 
de H° (X£, Ix) tel qu’il existe q dans H° (X£, I0) avec 8? = dp et que 8p = 0. D’après a, 
la suite exacte C1 (G, (B)) provient naturellement du diagramme

J  0—»Hy(Xk, I0) -»H°(Xk, I0)^H°(U£, Io) - 0  
l i i i

0->Hy(Xk, I J —►H°(Xk, Ii)-H °(U à , Ii)-»0 
i  i  i  

0 ->Hy(Xk, I2) -  H° (X i, I2) -  H° (U i, I2) -  0.

4 e SÉRIE — TOME 10 — 1977 -  N° 2
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Comme Pic UK = 0, la colonne de droite est exacte. Il existe donc r dans H° (X£, I0) 
tel que 8r„ = p„. Ainsi, p —8r appartient à l’image de T| et définit un relèvement dans 
C1 (G, M) de la classe de p dans C1 (G, Pic X*). Par application de d, on obtient donc un 
élément du noyau C2 (G, K [U]*) de H° (U2,10) — H° (U2, 1^, à savoir qu-d ru, car 
d (p—8r) = 8 (q—dr ). Finalement, la classe de p dans H1 (G, Pic XK) a pour image par b 
la classe de qu-d ru dans H2 (G, K [U]*/K*).

e. D e sc rip tio n  d e  X. — C’est l’application induite par la restriction 
H° (X, I2) —* H° (U, I2).

f. D e sc rip tio n  d e  y. — Un élément de H2 (G, K [U]*) se représente par un élément s 
de C2 (G, K [U]*) tel que ds = 0. Dans le diagramme ci-dessous, il existe une chaîne 
d’éléments joignant, comme indiqué, s à un élément w de H° (U, I2) :

R - éq u iv a l en c e  su r  les to res 2 2 7

d

•r
C2(G, K[U]*)

\ jI'
(D)

5

H°(Uk, I0) -* H °(U |, I0) i
1 t -* 

H° (UK, Ix) - ♦ H° (Ur , Ij) i
i  v->

H°(U, I2)—►H°(Uk , I2) i
to-*

L’existence d’une telle chaîne provient de l’exactitude des complexes horizontaux et on 
peut la remonter en raison de l’hypothèse PicUK = 0. Comme dt — dt—St et que 
do = dc+Sv, j(s) est homologue pour d à. —i(w). L’image par y de la classe de s dans 
H2 (G, K[U]*) est donc la classe de —w dans Br(U, K).

g. B ilan . — Soient b et c comme en c. Prenons, en d, p = de; on peut alors 
prendre q = 0. Soit r„ un relèvement de pu dans H° (U£, I0) : il existe alors un élément f 
dans C2 (G, K [U]*) tel que j  (s) = dru. D’après c et d, l’image par bot de la classe de b 
dans Br (X, K) est la classe de j  dans H2 (G, K [U]*/K*).

Par ailleurs, Félépent bu de H° (U, I2) est connecté à s comme indiqué ci-dessous :

c -------*• p s

D’après e et f, la classe de b dans Br (X, K) a donc pour image par y-1 X la classe de - s  
dans H2 (G, K [U]*) d’où l’anticommutativité annoncée. □

a n n a les sc ien tifiq u es  d e  l ’éco le  n o rm a le  su pé r ieu r e

(D) r \
Cy > Pu

\  i 
K----------------- ►
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Propriétés cohomo logique s dos toros 

sur un schéma réftulior

J.-L. Colliot-Thélèno et J.-J. 3ansuc

Introduction

L'étude des points rationnels des variétés algébriques ratio.'Vielloi-:, en

treprise dans [8*] et [3], s’appuie de façon essentielle sur la considération 

de torseurs (= espaces homogènes principaux) ayant pour groupe struct'irai u:i 

tore algébrique: la situation est d'ailleurs très analogie au car; des co.irbes 

elliptiques où l'on considère des torseur3 sous des groupes finir, pour effec

tuer l'opération classique de descente.

Nou3 nous proposons ici d'établir de façon plus systématique certaines des 

propriétés de ces torseurs, déjà utilisées dans [8'] et £8], Nous nous inté

ressons spécialement au cas où le groupe structural est un tore flasoues cette 

notion et celle de résolution flasque d'un tore ont été précisément introdui

tes dans Cal pour l'étude des points rationnels d'un tore al.,rébrimio} co 3ont 

des notions duales de notions dues à JSndo-Miyata £lOj et elles sont rappelées 

et développées au <jl.

Rappelons qu'étant donné un schéma localement noethérien X et un X-sché;.;a 

en groupes affine de type fini M, l'ensemble de cohomologie fppf IÎ (X,M) clas

se les X-torseurs sous M. Les propriétés des torseurs qui interviennent dans 

[8'] et [3] ont trait, dans une large mesure, au comportement de IÎ (X,M) par 

restriction à un ouvert ou, dans le cas intègre, au point générique. Il se 

trouve que ce dernier point rejoint une question de Serre et Grothendieclc, 

posée initialement dans le cas d'un groupe M semi-simple (cf. ci-après): nou3 

la résolvons dans le cas d'un groupe de type multiplicatif et l'étude du corn-

p
portement du groupe H (X,M) pour un tel groupe permet de traiter le cas de 

certains groupes semi-simples.

L'énoncé ci-après résuma, de façon technique, les résultats principaux)
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Théorème. - Soient X un schéma interne noethérien réfçulier, K son corps des 

fonctions rationnelles et K u_n X-flroupe de type multiplicatif de type fini..

Jo io.nl

fxï H^X,!.!) -»• et f2i H2(X,,)-»li2( K , ÿ

Ica !.nplications induites, sur la oohonolo^ie fppf, par la restriction r„;.t 

point générique.

(i) 3i_ M est un X-tore flasnuo et X Quelconque, ^  est aur.jcctive et 

Ÿ2 Cf?b injective.

(ii) 3_i_ X eat semi-local et M quelconque, j>̂ et_ f 30nt in.jectivea.

(iii) M e_t X 3ont ouelconoue3, H^(X^ar,il) e3t le noyau de

Cet énoncé vaut encore si, au lieu de supposer X régulier, on suppose 

seuloment les anneaux strictement locaux (** hensélisÔ3 strict3 des an.ieaux 

locaux) de X factoriels.

Ce théorème est exposé dans le texte sous la forme des théorème:; 2.;?,

3.1» 3.6 et 5.7. Sa démonstration est, en partie, une généralisation de celle 

de Grothendieck (cf. [GB II] ) dans le cas du groupe multiplicatif H = Gm 

La présentation adoptée ici est fondée sur les notions de tore et résolution 

flasques évoquées ci-dessus: on commence par prouver (i); on déduit en3uit<;

(ii) de (i)g et enfin (iii) de (ii). Une autre méthode de démonstration per

met d'éviter le recours initial aux notions de tore et résolution flasnuess 

elle consiste à prouver directement (ii) et (i) dans le cas semi-local (cf. 

remarque 3,3)» à en déduire (iii) comme précédemment et, de ntéme, (i) (cf. 

remarque 5»8).

( K » * V  )II1(X , U )H1Pr
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Précisons que l'assertion (i)̂  vaut également pour la restriction îi un ou

vert U: tout U-torpeur sous un X-tore flasque se prolonge & X. Ceci généralise

le cas M = G et explique la terminologie "flasque", 
ni j X

Le résultat (Dg 9®nt-raü se l'injectivité, prouvée par Grothendieck ( [GB II],

cor. 1.8), de la restriction H^(X,G ) -* H^(K,G ) et, par suite (cf. [GB II]»
m m

cor. 1.10), celle, prouvée par Auslander-Goldman ([2], th. 7.2), de la restric

tion Br X -* Br K pour le groupe de Brauer usuel.

L'assertion (iii) est la variante globale de (ii)̂  s tout X-torseur sous M 

qui admet _u.ne section rationnelle est localement triviaI pour la topoloqie de

Zariski» Rappelons que Serre et Grothendieck ont posé la question de la validité 

d'un tel énoncé, mais dans des cadres essentiellement différents: Serre ([18] 5.5r 

p. 1-31) s'est placé dans le cas d'une variété algébrique X, lisse sur un corps 

algébriquement clos k, et d'un groupe algébrique connexe M provenant de k; Gro

thendieck ([GB II], remarque 1.11 â, voir aussi [13J n°5, remarque 3°, p. 5-26) 

s'est placé dans le cas d'un schéma X localement noethérien régulier et d'un 

X-schéma en groupes M semi-simple. L'assertion (iijg permet de répondre affirma

tivement à cette question pour quelques schémas en groupes semi-simples M, par 

une méthode analogue à celle utilisée par Grothendieck ([GB II] 1.11 .a.) pour ré

soudre le cas M = ^^*nfX* cec*- sous la môme hypothèse de factorialité des anneaux 

strictement locaux de X# Néanmoins, cette hypothèse ne suffit pas à assurer la 

validité de l'énoncé ci-dessus pour un schéma en groupes semi-simple M quelcon

que.

Une application immédiate du théorème est 1*injectivité de l'application na

turelle AX/Ngy^(B*) K*/Njy^(L*) lorsque B/a est une extension étale finie d'an

neaux semi—locaux intègres noethériens réguliers d'extension générique L/K.

Une autre application du théorème est le calcul, sous les hypothèses initia

les, des groupes sont nu*s Pour * ^2, ce qui généralise le cas

M s G v (Grothendieck, [1213.4.1). On peut calculer H^X- .M) par (iii). Si U 
m,X £ts£
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est un ouvert de X, la restriction H^(X2ar,V) -* Hl<UZar ,M) est surjective. fcnfin, 

si X est le spectre d'un anneau de Dedekind intègre A, dont les corps résiduels 

aux points fermés p soient finis, et si T est un A-tore, on a la suite exacte 

° - Hl(AZar,T) - H1(A,T) - Uj)(K,T) -* 0 

où, Kp désignant le complété de K pour la valuation associée à p, on désigne par

Uiî(KfT) le noyau de la restriction H1(K,T) -> | | H^(K ,T).
* p P

Indiquons, en bref, le découpage du texte. Le &0 fixe diverses notations et 

conventions et rappelle quelques définitions et propriétés sur les schémas en 

groupes et les modules flasques. Le &1 introduit la notion de X-tore flasque. Le

S2 en étudie les propriétés cohomologiques, à savoir l'assertion (i) du théorème 

et la finitude de h\ k ,T) pour un tel tore T défini sur un corps K de type fini. Le 

§3 est consacré à l'assertion (ii) du théorème. Le §4 s'appuie sur l'exemple du 

groupe M = ^y/X^m ^eS norme 1 d'une extension Y/X, finie et plate,

pour illustrer, dans le cas étale, les résultats du $3 et donner, dans le cas 

général, divers contre-exemples. Le §5 traite le cas global: il établit et pré

cise l'assertion (iii) du théorème et développe le calcul déjà mentionné des 

groupes fM).

Plan
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S o . Préliminaires

Sauf mention explicite d'une autre topologie, comme cello de Zariski, not-»e 

Zar. ou la topologie étale, notée et, la cohomologie employée est celle relative 

à la topologie fppf. encore notée pl. La notation H1(X, ) désigne donc, sauf men

tion du contraire, H*(X , ).
Pl

O.1.- On note G_ (resp. G_) le groupe additif Spec 2[tJ (resp. multiplied-
a  iTi

t'if Spec 2[t,t  ̂j). Soient X un schéma et G un X-sch*?ma en groupes affine de pré

sentation finie. Par descente fpgc. tout X-torseur sous G est représentable et, 

si en outre G est plat, l'ensemble h\x,G) classe les X-torseurs sous G. Si G 

est lisse, on a même H1(X,G) = H1(X^t,G) et, s'il est en outre commutatif,

H*(X,G) = H*(X^t,G) quel que soit i ([GB III], remarque 11.8.3 et th. 11.7).

O.2.- Pour les notions sur les groupes de type multiplicatif, on renvoie à 

[SGA 3] chap. VIII-X. Rappelons néanmoins qu'un X-groupe de type multiplicatif 

(resp. un X-tore) est un X-schéma en groupes M localement diagonalisable (resp. 

localement isomorphe à un G^) pour la topologie fpgc ([SGA 3] VIII 1.1, IX 1.1 et

1.3). On dit qu'il est guasi-isotrivial s'il est localement diagonalisable pour 

la topologie étale et isotrivial s'il existe un revêtement étale (= morphisme 

étale fini surjectif) X' -* X qui le trivialise, i.e. qui le rende diagonalisable: 

s'il en est ainsi et si X est connexe, on peut même choisir X' -» X connexe et ga- 

loisien. Si M est de type fini, il est quasi-isotrivial ([SGA 3] X 4.5). Si en ou?*

tre X est localement noethérien normal, il est même isotrivial ([SGA 3jX 5.16). 

Rappelons ([SGA 3] X 5.1) qu'un X-groupe constant tordu est un X-schétta en grou

pes localement constant pour la topologie fpgc et qu'un tel groupe est dit qua

si-isotrivial s'il est même localement constant pour la topologie étale, ce qui 

est le cas s'il est à engendrement fini ([SGA 3] X 5.9).

Etant donné un X-groupe de type multiplicatif M, on pose M * Hom.. (M,G )
A—gr m f a

Si M est quasi-isotrivial (resp. de type fini), M est un X-groupe constant tordu 

quasi-isotrivial (resp. constant tordu à engendrement fini), cf. [SGA 3] X 5.1,
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5.6 à 5.9. Inversement, le morphisme naturel M -» Hom.. (M,G ) est un isomor-
X“ ç r  iDy X

phisme de X-schémas en groupes (cf. [SGA 3] VIII 1.4). On obtient ainsi, en t»e 

limitant à des groupes quasi-isotriviaux, diverses anti-équivalences de catégo

ries ([SGA 3] X 5.7).

Soient X connexe et X1 *♦ X un revêtement étale connexe galoisien de groupe
A

g. Le foncteur M *-» M(X') définit ([SGA 3} X 1.1) une anti-équivalence de catégo

ries entre la catégorie des X-groupes de type multiplicatif (resp. des X-groupes 

de type multiplicatif de type fini, resp. des X-groupes de type multiplicatif 

lisser, resp. des X-tores) trivialisés par X' -* X et la catégorie des g-modules 

(resp. des g-modules de type fini, resp. des g-modules de type fini et 2-torsion 

première aux caractéristiques résiduelles de X, resp. des g-modules 2-libros de 

rang fini). A une suite exacte de g-modules correspond ainsi une "suite exacte" 

de X-groupes de type multiplicatif trivialisés par X* -» X (cf. [SGA 3] VIII 3.1) 

qui, lorsqu'on part de g-modules de type fini, définit une suite exacte de fais

ceaux abéliens pour la topologie fppf.

O.3.- Soient p: X* -» X un morphisme de schémas et A un X-groupe

constant tordu. Si A est quasi-isotrivial, par exemple s'il est k engendrement

fini, la flèche naturelle p* A -* A * AX X' de faisceaux étales sur X' est un
ét X* X

isomorphisme, comme on le voit par réduction au cas constant.

Soit M un X-groupe de type multiplicatif quasi-isotrivial, par exemple de 

type fini. On vérifie aisément, par réduction au cas diagonalisable, que le dia

gramme naturel
M ...... ■ » p»4.,M

et* x•
(0.3.1)

— X ^ » Gm,X^ ““** £ 2 E x ^ » p! t* Gm ,X ') 

de faisceaux étales sur X est commutatif et que les verticales y sont des iso- 

morphismes.
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O.4.- Soit tT: X' -* X un morphisme fini localement libre. Si G est un X'- 

schéma en groupes affine , on note Rx'/x^^ X-schéma en groupes affine , géné

ralement noté t I G» obtenu par "restriction" de X* h X. Si G est de type fini
x»/x

(resp. plat, resp. lisse), il en est de même de Rx*/x^G *̂ ^   ̂es  ̂un X-schéma en 

groupes affine ,on note simplement Rx»/x^H  ̂ le X-schéma en groupes Rx«/x^HX’ *̂

Le morphisme U étant fini, les faisceaux étales R1ir,. (G) et, si G est corn-
et*

mutatif, P°ur i > 0, sont tous nuls ( [SGA 4] VIII 5.5 et 5.3). Comme

le X-schéma en groupes RXi/xG ^finit sur X le faisceau étale-k^ G ,  on obtient 

ainsi (cf. [SGA 3] XXIV 8.5) des isomorphismes et bijections canoniques

(0.4.1) Hi(Xét,RX'/XG) ̂  Hi(Xét,G)»

pour tout i>0, si G est commutatif, et pour i = 1 sinon.

Si G est un X-schéma en groupes affine commutatif ,on note le morphis

me norme, souvent appelé trace, Rx»/^ “* G de X-schémas en groupes (cf.. [SGA 4]

XVII 6.3.13.2) et R* /vG le X-schéma en groupes noyau. Si G » G v (resp. G y),
X’/X m, a

la norme Nx,yx induit ([SGA 4] XVII 6.3.18), dans le cas affine, la norme usuelle

G (X*) -* G (X) (resp. la trace usuelle G (X*) -* G (X)). Si t  est de rang constant 
m m  a a

n, le morphisme composé de la norme et du morphisme naturel G -* rxi/xG est *a 

multiplication par n dans G (loc. cit. 6.3.15). Comme, enfin, la norme est com

patible (loc. cit. 6.3.15) à tout changement de base Y -* X, il en est de même du 

foncteur R^i/x*

Supposons que te soit un revêtement étale connexe et soient X" -» X un revê

tement étale connexe, galoisien de groupe g, majorant K et h le groupe du revê

tement X" -* X*. Si M est un X-groupe de type multiplicatif (resp. un X-tore), 

il en est de même de Rx»/x^ e* ^X*/X^* e** X trivialise M, il trivialise

aussi Rx, e t  Rx,yxM. Soit 1® g-module 2-libre défini par la suite exacte

( G ) ,ét*
mutatif,

NX ' /X
le  morphis-

Jg/h le g-module 2-libre défini par la suite exacte

si X" -* X trivialise M, il trivialise
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(0.4.2) 0 -♦ 2 — gA v  2[g/h] --~ J g / h °

^q/h^ ̂ 88 ^ r  x • 0° a» sous les même-*, hypothèses sur M, une suite exacte 
xëg/h

de X-groupes de type multiplicatif (resp. de X-tores)

(0.4.3) 1 - R^|/XM —  Rx?/xM M - 1

qui, dans le cas M « G ^ ,  donne précisément, v laGn G(X"), la suite exacte 

(0.4.2).

O.5.- Soient g un groupe fini et la catégorie des g-modules Z-libres 

de type fini. Un g-module A de Lg est dit de permutation s'il admet une 2-base 

permutée par g. Il est dit flasque lorsqu'il vérifie l'une des conditions équi

valentes suivantes ([8] $1, lemme 1):

(i) H ^(g*,A) = 0 pour tout sous-groupe g' de g

(ii) H^g.Hom^A.ZCg/g'])] = 0 " « ■ " " " "

(iii) Extg(A,3[g/g']) « 0  " " " " » » •».

Tout facteur direct d'un module de permutation est flasque, mais, dès que g n'est 

pas métacyclique, il existe d'autres modules flasques ([8] » prop. 2). Tout 

g-module A de L admet une résolution flasque (Endo-Miyata [10]), i.e. s'insère 

dans une suite exacte de g-modules

0-*A-*P-»F-»0

avec P de permutation et F flasque ([8] §1, lemme 3). Soit, par exemple, A = J
9

le g-module défini par la suite exacte de g-modules
N

(0.5.1) 0 -♦ 2 — ^  2[g ] -* Jg - 0

où N (1) *» ) x : c'est (0.4.2) pour le sous-groupe h réduit à l'unité e de g.
® xig

Le morphisme de g-modules X i  2[g] ■* 2[gXg] , défini par

t(e) «s [(e,x)-(x,e)]
x«g

induit une suite exacte

(0.5.2) 0 -* Jg 2[gXg] -» Rg -* 0

qui est une résolution flasque du g-module ([8] %1, prop. 1).

Nx, ÈL



Cette notion, introduite dans [8j §3, dans le cas d'un corps de base, est 

étendue ici au cas d'une base quelconque.

Lemme 1 . 1 Soient X un schéma connexe. XQ un sous-schéma fermé de même espace 

sous—.jacent» T un X—tore isotrivial et X’ -* X et X" -* X deux revêtements étales 

connexes, qaloisiens de groupes respectifs g' et g", trivialisant T. On pose 

Xg = XQX^X1• Les conditions suivantes sur T sont équivalentes:

A

(i) T(X') est un q'-module flasque (resp. de permutation)

(ii) T(X") est un g"-module flasque (resp. de permutation)
A

(iii) T(X^) est un q’-module flasque (resp. de permutation).

Prouvons d'abord l'équivalence de (i) et (ii). Comme il existe un revête

ment étale connexe galoisien de X majorant les deux revêtements donnés (considé

rer le schéma induit sur une composante connexe de X'XxX"), il suffit de traiter 

le cas où X" -» X majore X' -* X. En ce cas» g' est le quotient de g" par un sous- 

groupe invariant h et l'équivalence de (i) et (ii) résulte alors de la proposi

tion suivante ([8] $1, lemme 2 (vii) et (iv)) pour A « T(X") = T(X'): si A est 

dans L g „ ^ ,  il est flasque (resp. de permutation) comme g"-module si, et seule

ment si» il l'est comme g”/h-module. L'équivalence de (i) et (iii) résulte aus

sitôt de 1*isomorphisme de g'-modules T(X')^ T(X£) lié à la connexité de X£.

Définition 1.2.- Soient X un schéma et T un X-tore isotrivial. On dit gue T est 

flasque (resp. quasi-trivial) si. pour chaque composante connexe Z de, X, il 

existe un revêtement étale connexe Z' -* Z» galoisien de groupe g, trivialisant 

T » tel que T(Z') soit un g-module flasque (resp. de permutation).
mm

Le lemme 1,1 et fSGA 3] X 2.2 montrent que le choix de la structure de sous- 

schéma fermé sur Z n'a pas d'importance dans cette définition et que» si T est 

flasque (resp. quasi-trivial)» pour toute composante connexe Z de X et tout re-

9
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vêtement étale connexe Z" -* Z, galoisien de groupe g * , trivialisant T, le g'-mo- 

dule T(Z") est encore flasque (resp. de permutation).

On voit aisément que, pour X connexe, un X—tore quasi-trivial n'est autre 

qu'un X-tore isomorphe au produit, sur i, d'un nombre fini de tores ^xf/X^m XJ* 

où chaque X| -» X est un revêtement étiale connexe, ce qu'on peut encore écrire

RX*/XGm X'* P°Ur un revetement étale X* -* X convenable. De plus, tout "facteur 

direct" d'un tore quasi-trivial est un tore flasque, mais il existe en général 

bien d'autres tores flasques (cf. 0.5).

Définition 1 .3.- On appelle résolution flasque d'un X-tore isotrivial T toute 

suite exacte de X-tores

telle que P soit quasi-trivial et S flasque. Si X est localement noethérien, ou, 

plus généralement, si ses composantes connexes sont ouvertes, tout X-tcre iso- 

trivial admet une résolution flasque.

Il suffit de traiter le cas où X est connexe. Soit X' -* X un revêtement 

étale connexe, galoisien de groupe g, trivialisant T. L'existence (0.5) d'une
*

résolution flasque du g-otodule T(X') implique, par dualité, l*existence d'une 

résolution flasque du X-tore T formée de tores trivialisés par X* - * X.

Proposition 1.4.- Soient X un schéma normal, intègre et localement noethérien.

K son corps des fonctions rationnelles et T un X-tore flasque. Il existe alors 

un ouvert non vide U de. X et un U-tore flasque S tels que T = Sx^K.

On peut supposer X = Spec A affine noethérien. Soit L/K une extension galoi- 

sienne finie, de groupe g, trivialisant T. La cldture intégrale B de A dans L est 

un A-module de type fini ([4] chap. V, §1, n°6, cor.1 de la prop.18). Le morphis-
%

me “Ki Spec B -* X est donc fini et l'extension L/K est séparable. Il existe donc 

([EGA IV] 18.2.4) un ouvert non vide U de X au-dessus duquel <rf est étale. On ob

tient ainsi un revêtement étale connexe Y -* U galoisien de groupe g. Il suffit

A

alors de prendre pour S le U-tore défini par ce revêtement et le g-module T(L).
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Proposition 1.5.- Soit Y -* X un morphisme de schémas» Si T est un X-tore fla^uue. 

Ty est un Y-tore flasque.

La môme propriété est vraie pour la notion de tore quasi-trivial. On peut 

supposer X et Y connexes réduits. La définition 1.2 implique l'existence d'un 

revêtement étale connexe X' -* X, galoisien dé groupe g, trivialisant T. Soit 

Z -* Y le revêtement étale connexe défini par une composante connexe du revêtement

étale X'x^Y -* Y. Ce dernier est galoisien de groupe g et trivialise T. Ainsi» le 

revêtement Z -* Y est galoisien, trivialise T et a pour groupe de Galois un sous- 

groupe h de g. Comme, par hypothèse, T(X') est un g-module flasque, Ty(Z) qui

n'est autre que le tv̂ nodule Res?rf(X')l est a fortiori un h-module flasque et T..
h ' Y

est un Y-tore flasque.

§2. Propriétés cohomologiques des tores flasques

Contrairement aux conventions initiales, la cohomologle utilisée dans tout

ce §2 est la cohomologie étale. On pose donc ici H*(X, ) = H*(X , ) et les no-
~T et

tâtions , ) et Ext^( , ) désignent respectivement des groupes et faisceaux

"Ext" de faisceaux étales sur X. Rappelons (0*1 et 0.2) que, pour un X-tore T,

Hl(XEi.,T ) "  ” i( ) W T)

pour tout i^O. On note enfin 2^ le faisceau étale "constant" de fibre 2 sur X 

et on oublie même l'indice X s'il n'y a pas d'ambiguïté sur X.

Lemme 2 , 1 Soient X un schéma et T un, X-tore flasque.

(i) _Si_ X est connexe et géométriquement unibranche.

Ext^(T,2x) = 0.

(ii) Si X est guasi-compact quasi-séparé et si (i.). est une famille de_
J J ̂

morphisme s i j : Xj -* X de schémas_____ connexes et géométriquement unibranches

Xj dans X, ExtJ,(T, ®  i L  ) « 0.
X j* Xj
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Rappelons qu'un schéma normal est géométriquement unibranche ([EGA IV | OjV

23.2.1), i.e. a ses anneaux strictement locaux irréductibles ([EGA IVJ IB.H.Ih), 

qu'un schéma connexe et géométriquement unibranche ost irréductible «t q u ' u n  sché

ma est quasi-compact quasi-séparé lorsqu'il est réunion finie d'ouverts a f f i n e r ,  

et que l'intersection de deux ouverts affines est aussi réunion finie d'ouverts 

affines, ce qui est le cas si X est noethérien.

Montrons d'abord (i). Soit X' -* X un revêtement étale connexe, galoisien de 

groupe g, qui trivialise T. L'hypothèse sur X montre que X' est irréductible et 

géométriquement unibranche, ce qui implique ([SGA 4] IX 3.6)

H1(X',2) =0.

On en déduit, T étant trivial, la nullité de Extyt(TVl,2)s c'est la somme d'un
A A A

nombre fini de copies de Extyf(2,2) a H1(X',2). Considérons alors la suite spec-
A

traie d'Hochschild-Serre

(2.1.1) HP^ExtJ.tf^)) Ext£(t,2).

Elle donne la suite des termes de bas degré

(2.1.2) 0 - H^g.Hom^îtt*),!)) -> Ext^(T,2) -> Ext^,(fx,,2) « 0.

Comme T est un X-tore flasque, T(X*) est un g-module flasque (cf. 1.2 et 1.1) 

et le terme de gauche est donc nul (cf. 0.5 (ii)). D'où (i).

Montrons (ii). Comme T est à engendrement fini et que X est quasi-compact

quasi-séparé, Ext^(T, ) commute aux sommes directes quelconques (cf. [SGA 4]

VII 3.3 et IX 2.7.3). 11 suffit donc de prouver l'assertion pour un seul mor

phisme it Y -♦ X d'un schéma connexe et géométriquement unibranche Y dans X.

Une vérification directe montre l'existence d'une injection naturelle

Ext^T.i^) <-* Exty(i*T,2)

qu'on peut aussi interpréter comn.e l'edge E^*^ *■+ Ê  de la suite spectrale

(2.1.3) Ext^T.R^l) Exty(i*T,2').



Comme Ty est un Y-tore flasque (prop. 1.5) et qu'on a un isomorphisme i*T * Ty 

de faisceaux étales sur Y (cf. 0.3), on déduit de (i) la nullité de Exty(i*T,2),

ce qui implique celle de Ext^(f,i42) et achève de prouver (ii).

Théorème 2.2.- Soit X un schéma noethérien intègre dont les anneaux strictement 

locaux soient factoriels. par exemple un schéma noethérien régulier intègre. 

Soient K son corps des fonctions rationnelles et U un ouvert non vide de X. Si_

T est un X-tore flasque.

(i ) les restrictions

H1 (X,T) - H1 (U,*̂ ) et H1 (X,T) -» H1 (K,T̂ )

sont sur.jectives.

(ii) les restrictions

H2(X,T) -» H^U,^) et ^(X.T) - H2(K,TK)

sont in.iectives.

Noter qu'on peut déduire (i)K de (Dy au moyen de [SGA 4] VII 5.9 et, in

versement, (ü)y de (ii)g. Rappelons (1.2 et 0.5) que tout X-tore quasi-trivial, 

en particulier Gm est flasque, mais qu'il y a généralement bien d'autres to

res flasques que les facteurs directs des tores quasi-triviaux. L'assertion (i)y 

explique la terminologie "flasque" et généralise le cas du groupe de Picard. 

L’assertion (i i) |̂ généralise le cas du groupe de Brauer cohomologique, dfl n Gro- 

thendieck ([GB II] cor. 1.8) et, par suite ([GB II] cor. 1.10), le cas du grou

pe de Brauer usuel, dû à Auslander-Goldman ([2] th. 7.2).

Rappelons que les anneaux strictement locaux de X sont les hensélisés

stricts ([EGA IV] 18.8.7) de ses anneaux locaux et que, pour un anneau local 

noethérien A d'nensélisé strict — A, la régularité de A équivaut à celle de — A 

([EGA IV] 18.8.13) et implique donc (Auslander-Buchsbaum [EGA IV] 21.11.1) la 

factorialité de A et de — A, la factorialité de — A entraînant celle de A 

([EGA IV] 21 .13.12).

13
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Soient d'abord X un schéma quelconqut; et F et G deux faisceaux étales abé- 

liens sur X. On a la suite spectrale ([SGA 4] V 6.1) de passage du local au 

global

(2.2.1) HP(X.Extg(F.G)) =» Ext”(F.G) 

dont on note 0n = ôn(X;F,G) l'edge E^»0 -* En, soit

(2.2.2) Ôn: Hn(X.Hom_(F.G)J-» Ext£(F,G).

Soit T un X—tore quelconque. Rappelons (0.3.1 ) que le morphisme naturel

(2.2.3) T -* Homv(T,G v)
a  m 9 a

est un isomorphisme de faisceaux étales sur X. Montrons que, pour q>0,

(2.2.4) Ext$(̂ ,Gm,X* ** °*

La vérification étant locale sur X et T localement constant pour la topologie

étale, il suffit de vérifier que, pour X quelconque, Ext?.(2..,G v) = 0 : mais,
------ X X niyX

en ce cas» le résultat est évident. Considérons (2.2.1) pour F s T et G s G „
iil f A

D'après (2.2.4), c'est une suite spectrale dégénérée et les ôn sont des isomor- 

phismes. On obtient donc des isomorphismes canoniques

(2.2.5) 0ni HV.Honjxtf.G^x)) - Ext^T.G^).

Soit it Y -* X un morphisme de schémas. On af pour tout n, le diagramme com

muta tif

Hn(X,Homx(T,Gm x ) )  ----- y  Hn(Y,Homy( i * T f i*G m̂ x ) ) ------»  H°(Y,Homy( i*T ,G m ŷ ) )

(2 .2 .6 ) [ * n [  &n l ôn

Ext"(T,G ) -------- * Ext"(i*T,i*G ) ------- *• Ext"(i*T,G )
X m,X Y m,A x m, i

où les horizontales du carré de gauche sont les morphismes naturels induits par

i et celles du carré de droite les morphismes naturels induits par le morphisme 

canonique i*Gm x Gm Y* La fonctorialit  ̂de la «uite spectrale (2.2.1) en X et
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en G implique donc la commutativité de ce diagramme. Compte tenu de 1'isomorphis

me canonique iaT * Ty (cf. 0.3) et des isomorphismes (2.2.3) pour X et Y, le dia

gramme (2.2.6) prend la forme du diagramme commutatif

?
Hn(X,T) ------ --- Hn(Y,Ty)

(2.2.7) I ^ I Q
ay n <rn n

ExtJ(TfGm x̂) v ExtÇ(TY,Gm>Y)

où les horizontales sont les flèches naturelles induites par i.

Etant donné i: Y -* X et deux faisceaux étales abéliens F sur X et H sur Y, 

on a la suite spectrale

(2.2.8) ExtP(F,RqiJfH) =» Ext"(i*F,H)

de composition des foncteurs i et Hom^F, ). L'edge e”’̂  -* En définit une appli

cation

(2.2.9) «fnx ExtJtF.i^H) -* ExtJ(i*F,H) 

qui, pour F • f et H « Gm ŷ prend la forme

(2 .2 .10) V  B « ^ (T .iA t Y ) -  Ext?(i*f,G0 _y).

On obtient ainsi, compte tenu de l'identification i*T 3 t ie diagrarane

f
Hn(X,T) ---- 2--*. Hn(Y,Ty)

*|*n
(2.2.11) W J A V )  — ^  K ' V V

;
où A est le morphisme induit par le morphisme canonique G v -* i G „. Ce

n mfx s mf Y

diagramme est commutatif: la commutativité du carré a été établie, celle du 

triangle est prouvée en appendice.

Extx1
A
T,i G

K

K
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Supposons que i vérifie la condition

(2.2.12) R1i G v . 0.
*  m ,  Y

On en déduit, pour F = T et H = G - la nullité du terme E0'1 de la suite spec-
m,Y 2

traie (2*2*8). Il en résulte que est un isomorphisme et ^  une injection. Le 

diagramme (2.2.11) pour n » 1 et 2 donne alors les équivalences

(2.2.13) ^  surjactive 4 ^  Aj suriective et ^  in.iective ^  injective.

Montrons que (2.2.12) est vérifiée pour i = î  et i * iy, où iK: Spec K -* X 

et iyt U -* X sont les morphismes canoniques. Le faisceau étale y est le

faisceau associé au préfaisceau X'>■* Pic(Yx^X') ([SGA 4] V 5.1). Ce dernier est 

déjà nul, par le théorème 90, pour Y s Spec K. Pour Y = U, l'hypothèse sur les 

anneaux strictement locaux de X implique la factorialité des anneaux locaux de 

X', donc la surjectivité de la restriction Pic X* -* Pic U' où U' = UX^X' ([EGA 

IV] 21.6.11 )• Le faisceau associé à X'h Pic X' étant nul, il en est donc de 

même alors de celui associé à X'h Pic U'.

On est ainsi ramené à l'étude de Aj et Àg. Comme X est noethérien et que 

ses anneaux strictement locaux sont factorials, on a ([Br II] &1, (2) et (3)), 

pour Y b Spec K et i ■ î , et pour Y ■ Il it i « iy, une suite exacte canonique 

de faisceaux étales sur X

(2.2.14) 0 -» Gm y - i G v - $  i l  - 0
RI |  À  X  VA p X ^  X a  X

où la somme directe porte sur l'ensemble des points x de codimension 1 de X hors 

de Y, où 2 désigne le faisceau "constant" K  porté par Spec lUx) (où 

•t(x) est le corps résiduel de X en x) et où Spec *(x) -* X est le morphisme 

canonique. On en déduit la suite exacte

E* 4 ( î -G. , x ) - !* Exti ( f >1, G» ,v ) -  l x A >  -  El' t x( î -G» , x > ^ E'I tx( î ' i A . y )

où les deux flèches extrêmes sont précisément X1 et Utilisons enfin l'hypo

thèse sur Tt comme c'est un X-tore flasque, le lemme 2.1 (appliqué en prenant

Hx 4 (T ,« ix*

de la suite spec-

ne injection. Le

in.iective.X2
où iK: Spec K -* X

R1i G 
* m..Y

est le
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pour i. les i , donc pour X. des spectres de corps!) montre que le terme médian 
J x J

Ext^(T,© ix*2x) est nul* D'°̂  la surjectivité de et 1'injectivité de A2» ce 

qui, d'après (2.2.13), achève la démonstration.

Remarque 2.3.- L'assertion (i)y généralise, compte tenu de la proposition 1.5, 

la proposition 9 de [8] , relative au cas d'une variété X lisse sur un corps 

k et d'un tore flasque T provenant de k.

Théorème 2.4 ([8] S3 th.1).— Soit K un corps de type fini sur le corps premier.

Si T est un K-tore flasque, le groupe H1(K,T) est fini.

Nous indiquons une démonstration quelque peu différente de celle de [8] et 

fondée sur l'assertion (i)K du théorème précédent et sur le lemme suivant:

Lemme 2.5.- Soit A un anneau régulier de type fini sur 2. Si T est un A-tore, 

le groupe H^(A,T) est de type fini.

On peut supposer A intègre. Comme A est régulier, T est isotrivial (0.2) et 

il existe une extension finie étale connexe B/A, galoisienne de groupe g, qui tri- 

vialise T. Comme alors B est intègre, régulier et de type fini sur 2, les grou

pes B̂  et Pic B sont de type fini (Roquette et Mordell-Weil-Néron, cf. [8] $3),

La suite spectrale d'Hochschild-Serre

(2.5.1) HP(g,H^(B,TQ)) =* h'Va.T) 

donne la suite exacte d'inflation-restriction

(2.5.2) 0-» H1(g,T(B)) -* H1(A,T) -♦ H1(B,Tb).

Le tore Tg étant trivial, le terme de droite est somme d'un nombre fini de co

pies de Pic B, donc de type fini. De même, le groupe T(B) est le produit d'un

X 1
nombre fini de copies de B , donc de type fini et, par suite, H (g,T(B)) est un

groupe fini. Le terme médian H^(A,T) est donc un groupe abélien de type fini.
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Démonstration du théorème.- Le corps K étant de type fini sur le corps premier, 

il existe un sous-anneau A de K, régulier, de type fini sur 2 et de corps des 

fractions Kt on peut invoquer Nagata ([EGA IVJ 6.12.6) ou, plus simplement, con

sidérer une extension transcendante pure KQ, en' n variables, du corps premier, 

dont K soit une extension séparable finie, puis AQ « 2[X^,...,Xn] ou fp[Xj,•.,XnJ 

et sa clôture intégrale Aj dans K, d'où, par les arguments utilisés en 1.4, un

anneau A convenable en inversant un nombre fini d'éléments de A . Quitte à inver-l

ser encore un nombre fini d'éléments de A, on peut supposer, d'après la proposi

tion 1.4, que le K-tore flasque T se prolonge en un A-tore flasque S. D'après le 

théorème 2.2 (i)g» la restriction

H1(A,S) -* H1 (K,T)

est donc surjective. D'olt la conclusion, puisque H^(A,S) est, d'après le lemme 

2.5, un groupe abélien de type fini et que H^(K,T) est un groupe de torsion.

§3. Le. cas semi-local

On revient à la cohomologie fppf: sauf mention du contraire,

Hl(X, ) « H1^ ,  ).

Théorème 3 . 1 Soient X un schéma noethérien intègre dont les anneaux stricte

ment locaux soient factoriels. par exemple un schéma noethérien intègre régu

lier. K son corps des fonctions rationnelles. M un X-groupe de type multiplica

tif de type fini et X' -* X un revfetement étale connexe galoisien oui*le trivia- 

lise.

La re»triction
(>: H1 (X,M) -* H1 (K,M̂ )

est inlective dans chacun des cas suivants:

(1) X est semi-local:



1 9

(ii) X est un ouvert d'un espace affine sur un anneau semi-local noe-

thérien intègre A, de localisés stricts factoriels. et M a NX.X oii N est un A-
' A

groupe de type multiplicatif de type fini;

(iii) tout sous-revêtement X" -* X de X' -♦ X vérifie Pic X" = 0.

Précisons qu'on appelle schéma semi-local le spectre d'un anneau semi-local. 

Notons d'autre part que les hypothèses (ii) impliquent les hypothèses initiales 

sur X et M et qu'un revêtement tel que X* -* X existe automatiquement (cf. 0.2).

Il est clair que (ii) généralise (i). Montrons que (iii) généralise (ii). 

Soit B/a une extension finie étale intègre, galoisienne de groupe g, qui tri-

vialise N. On peut prendre pour X'/X le revôtement étale connexe Xx B/X, galoi- 

sien de groupe g. Tout sous-revfttement X"/X est alors de la forme Xx c/X pour 

C/a une sous-extension étale de B/A. Comme A est semi-local noethérien, il en 

est de mdme de C, d'où Pic C « 0 ([4] chap.II,§5, n°3, prop.5). Comme

C est noethérien normal. Pic ■ Pic C (cf. par exemple [4]

chap.7, §1, nO89-10, prop.18 et [EGA IV] Erriy 21.4.13). Ainsi, Pic a J - 0 et 

comme aJ2 est noethérien localement factorial, d'après l'hypothèse de factoriali- 

té des localisés stricts de A, la restriction Pic Aç -► Pic XXAC est surjective 

([EGA IV] 21.6.11), d'oüi Pic XXAC » 0.

On peut donc se limiter au cas (iii). Traitons d'abord le cas où M est un 

X-tore. Soient g le groupe du revêtement X' -* X et

(3.1.1) i _* t -* P -» M -► 1

une résolution flasque (cf. 1.3) du X-tore M formée de tores trivialisés par 

X'/X. Cette résolution donne le diagramme commutatif

H1 (X,P) -* H1 (X,M) -* H2(X,T)

H1(K,MK) - H^K,^)

fi

An
A
sur un anneau semi-local noe-

h



dont la première ligne est exacte. Comme P est quasi-trivial et trivialisé par

X'/X, il est isomorphe à un produit fini de tores R , G , où X"/X est un
a  / a  r n f a

sou'j-revêtement étale de X'/X. Ainsi, d'après (0.4.1), H^(X,P) est un produit

fini de groupes Pic X" pour de tels X". Il est donc nul en raison de l'hypothèse

(iii). Les hypothèses sur X et le caractère flasque de T permettent d'appliquer 

le théorème 2.2 (ii)K* la restriction ^  es,t injective. On en déduit qu'il en 

est de même de ^ .

Si M est un X-groupe de type multiplicatif de type fini quelconque, il 

existe une suite exacte

1 -* T -* M -» f -> 1

de X-groupes de type multiplicatif de type fini, où T soit un X-tore et un 

X-groupe fini, les deux étant trivialisés par X'/X: on prend pour |*(X') le sous- 

groupe de torsion de M(X') (cf.[SGA 3] VIII 3.1 dans le cas diagonalisable). Cet

te suite définit une suite exacte de faisceaux abéliens fppf sur X et donne donc 

le diagramme commutatif à lignes exactes

H1 (X,M) ---H1(X,|*.)

k b
-¥ H1 (K,M^) — ► H1(K,j*-K).

Comme est fini sur X et que X, ayant ses anneaux strictement locaux facto- 

riels, est normal,est surjective ([EGA II] 6.1.14); c'est donc un isomorphis

me. De môme, tout X-torseur sous p» étant représentable par un X-schéma fini, 

l'existence d'une section rationnelle pour ce torseur implique, X étant normal, 

l'existence d'une section: ainsi, |& est injective. Comme T est un X-tpre trivia- 

lisé par X'/X, on sait d'après l'alinéa précédent que 6 est injective. On déduit 

alors du diagramme que ^ est injective.

2 0

p(X) -- h H1(X,T)

[»
^(K) ----* H^K.Tjç)



Corollaire 3.2.- On conserve len hypotheses et notations du theory me 3.1. .J±

H eat un X-tore flasoue, la restriction

fx: H1(X,M)-«»H1(K,Mk) 

est, dins chacun des cas (i), (ii)> (iii), un isomorphism».

Corollaire immédiat des théorèmes 2,2 (i),, et 3*1. Notons ou'on a le même 

résultat pour la restriction

H ^X 'M ) -*  H ^U 'U )

à un ouvert non vide U de X.

Remarque 3.3.- Dans la démonstration ci-dessus du théorème 3.1» 1'injectivité 

de pour un X-tore H a été établie grâce à l'existence d'une résolution flas

que de M et à l'injectivité, déjà connue, de ^  pour un X-tore flasque. j>ionlron3 

brièvement qu'on peut obtenir ce même résultat, plus directement, tyrti.ee au lem

me suivant:

Lemrne 3.3.1.- On conserve les hypothèses et notations du théorème 3.1» On dési

gne par g le groupe de Galois de X'/X, par ij le point î énérinue de X et on pose 

y  ■ Pans chacun des cas (i), (ii)* (iii)» la suite naturelle de o-modules

1 -► G (X' ) -► G (<n* ) Div X' 0m ' m •

est une suite exacte qui admet un q-scindage. En particulier, si 

$ est un fonoteur oovariant (g-Mod) —* (Ens), l'application naturelle

f (Gm(X*)) -  f(Gm(V))

est, dans chacun de ces cas, une injection.

ÜJlle admet même une rétraction! Pour prouver ce lemme, il suffit d'établir

la nullité de Kxt1(Div X',G (X'))« Comme le g-module Div X-' est, d'après la fac-
5 rn

torialité des anneaux strictement locaux de X, somme directe de g-modules 

2"[g/h] pour h sous-groupe de g, il suffit de savoir que, pour tout tel sous- 

groupe h, le groupe H^(h,Gm(X')) est nul. Or, si X" » X'*1, le revêtement X'/X" 

est galoisien de groupe h et on a une injection naturelle (cf. (2.5*2))
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H1 (h.,Crm(X• ) ) C_>. Pic X”.

La conclusion résulte alor3 do l'hypothèse Pic X" = 0.

Pour obtenir, comme annoncé, 1'injectivité de pour un X-tore M, il 

suffit d'appliquer le lemme en considérant 5 ■ iixt̂ (M, ). On vérifie en effet
(>

aisément, Pic X' étant nul, que la restriction IÎ (X,K) —►H^(K,I^) s'iden

tifie au morphisme naturel

Ext^(fi,On(X»)) — - Ext*(M,Gm(y )).

De plus, si PI est un X-tore flasque» $ (Oiv X') * 0, ce qui donne d'après le lem

me 3.3.1 l'égalité §(Gm(X')) * $ (Gm(y))» autrement dit H1(X,Pl) = H1(K,P1k), 

ce qui est une autre manière de prouver le corollaire 3.2 ci-dessus.

Remarque 3.4»- Dans le cas où M est un X-groupe de type multiplicatif fini, la 

restriction est encore injective lorsqu'on suppose seulement X normal intè

gre (voir la fin de la démonstration du théorème 3.l). En revanche, on donne 

au §4 un exemple de tore M sur un schéma local, normal et intègre, pour lequel 

la restriction n'est pas injective (exemple 4.10).

Remarque 3»5«“ On donne également au §4 l'exemple d'un schéma en groupes lisse 

sur un schéma local régulier intègre X pour lequel la restriction n'est pas 

injective (exemple 4.11). On notera cependant que ce X-schéma en groupes est 

connexe, mais non à fibres connexes!

Théorème 3.6.- On conserve les hypothèses et notations du théorème 3.1. Dans 

chacun des cas (i), (ii), (iii), la restriction

f2* H2(X,M)—

est in.jeotive.

On peut éorire le g-module M(X') comme le quotient d'un ü£g]-module libre 

de rang fini, ce qui donne, par dualité, une suite exacte

(3.6.1) 1 -*■ M -*»T' -*T —  1
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de X-groupes de type multiplicatif, oil T est un X-tore et T* un X-tore quasi- 

trivial. Cette suite définit une suite exacte de faisceaux fppf sur X et donne 

donc le diagramme commutatif à lignes exactes

H1 (X,T) -♦ H^X.M) -* H^(X,T' )

2 3

1 p 
fi h f i  

i  t  u

0 . H1(K,T£) - H1(K,Tk) - H^K,^) -> H^K,^).

Le K-tore étant quasi-trivial, (0.4.1) et le théorème 90 impliquent la nulli

té de H*(K,T£). L'injectivité de ^  résulte du théorème 3.1. Celle de ^  résulte,

comme T1 est flasque, du théorème 2.2 (ii) , mais, en utilisant (0.4.1), c'est
!\

déjà une conséquence de l'injectivité pour le groupe multiplicatif G ([GB II]
mf X

1.8). Le diagramme montre alors que est injective.

Corollaire 3.7.- On conserve les hypothèses et notations du théorème 3.1 et on 

se place dans l'un des cas (i), (ii), (iii) ou

(iv) M est un X-tore flasque.

On considère en outre une extension centrale

(3.7.1) 1 -* M -* G' -* G -* 1

de X-schémas en groupes affine de type fini et la restriction d'ensembles poin

tés ft* H1(XfG) H ^ K ^ ) .

Si l'on suppose en outre

(v) H1(X,G') » 0,

la restriction ^ a un noyau trivial, i.e. f.«s> = 0 implique ^ = 0.

Si l'on suppose même

(vi) (X,aG*) « 0 pour toute forme tordue aG' de G' par un X-torseur a 

sous G opérant sur G' par automorphismes intérieurs de G'9 la restriction  ̂ est, 

injective.



Précisons que l’hypothèse sur (3.7.1) signifie que M est un X-cous-schéma 

en groupes fermé central de G' et que le morphisme G' -» G est fidèlement plat de

presentation finie et fait de G' un G—torseur sous M agissant par translations 

à gauche. D'autre part, pour la notion de torsion par un X-torseur a sous G,

on renvoie à [11 ) III 2.3.1.

La "suite exacte" (3.7.1) définit une suite exacte de faisceaux en groupes 

fppf sur X. On en déduit ([11] IV 4.2.10) le diagramme d'ensembles pointés

H1(X,G') -♦ H1(X,G) -* H2(X,M)

(3.7.2) J?2

H1(K,GK) -* ̂ (K,*^).

Dans ce diagramme d'ensembles pointés, la première ligne est exacte ([11] IV

4.2.10) et 1* carré est commutatif ([11] V 1.5.2.2 et IV 4.2.12 (iii)). Comme

2̂ est injective, d'après le théorème 3.6 pour les cas (i), (ii)» (iii)» et

d'après le théorème 2.2 (ii)^ pour le cas (iv), on déduit du diagramme que le

noyau de ^ est trivial lorsque h\ x»G') b 0.

Soient «( un élément de h\ x »G) et a un X-torseur sous G de classe *. Comme

M est central» la torsion ([11] III 2.3.1) de la "suite exacte" (3.7,1) par a

sous l’action de G opérant grâce aux automorphismes intérieurs de G’ donne la

"suite exacte" du même type

1 -» M -» aG’ -» aG -* 1

et» par suite» le diagramme d'ensembles pointés

H ^ X . V )  -♦ H1(X,aG) -► H2(X»M)

(3.7.3) l ^ 2

h V k , ^ )  -* H2(K,*k).

Il existe une bijection Tf. de (3.7.2) sur (3.7.3) ([11] III 2.6.3 et IV 4.3.4)Q

qui transforme [ V ° Ü  Par fonctorialité. Si H1(X,aG') = 0, le

raisonnement initial appliqué à (3.7.3) montre que a un noyau trivial» d'où

(•')]- {«s.

2 4

a -1
fienK)]

fo
oui transforme

u

laf, k

fi(3.7.2)



2 5

Le résultat ci—dessous permet de donner des exemples d'application du 

corollaire 3.7. Il est au moins bien connu dans le cas de GL . (cf. [SGA 1]
A "

XI 5.1 et 5.2, voir aussi [18] 4.3, 4.4 et [13] n°5).

Proposition 3.8.— Sî  A est un anneau semi-local et D une A-alqëbre d'Azumaya.

(3.8.1) H1(A,GL1>D) » 0

(3.8.2) H1(A,SL1>0) = AX/N(DX).

Dans cet énoncé, A est commutatif, GL̂   ̂désigne le A-schéma en groupes 

"des éléments inversibles de D" et SL̂  ^ le A-schéma en groupes "des éléments 

de D de norme réduite 1": on a une "suite exacte" de A-schémas en groupes affi

nes de type fini N

1 ■* s l 1 ,D “* g l 1 ,D “* üm,A 1

où N désigne la norme réduite. L'égalité (3.8.2) résulte donc de (3.8.1). En 

particulier, H1(A,SLn A) = 0. Notons enfin que, l'anneau A étant produit d'un 

nombre fini d'anneaux semi-locaux connexes, on peut le supposer connexe pour la 

démonstration.

On sait déjà que H^(A,GL ) = 0: la théorie de la descente fpqc pour les
n,A

modules et la proposition 12 de [4] (chap.I, §3, n°6) montrent que, pour A commu

ta tif quelconque, H*(A,GL ) classe les A-modules projectifs de rang n, d'où la
n, A

conclusion dans le cas semi-local puisqu'alors tout A-module projectif de rang 

constant est libre ([4] chap.II, §5, n°3, prop.5).

On sait qu'une algèbre d'Azumaya D sur un anneau local A est neutralisée par 

un revêtement étale B/A défini par un élément régulier ([2] th.6.3). On en déduit 

la même assertion pour A serai—local d'idéaux maximaux m^,...,mrs il s'agit de 

trouver un élément % de D qui soit régulier, i.e. tel que le discriminant D(̂ ) 

du polynOme de Hamilton-Cayley de Ç appartienne à A* ([GB I] 5.13); comme, d'a

près le cas local, il existe, pour chaque i entre 1 et r, un élément ^  de D 

tel que D(t^) n'appartienne pas à m^, on en déduit, par le théorème des restes

chinois, l'existence d'un élément X tel que D(^) n'appartienne à aucun des m̂ .
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Soit donc B/A un revêtement étale tel que = D 0^B soit une B-algèbre de 

matrices» D'après [11j 3.6.3t le noyau de la restriction

H1(A,GL1>0) - H1(BfGL1)0 )

s'identifie à H1(B/A,GL ), ce qui, compte tenu de la nullité de H1(B,GL„ n ),
I f  u  i f  D

montre que (3.8.1) équivaut à la nullité de H^B/A.GL, n ). Comme A est semi-local
f U

connexe, B est libre de rang fini sur A. L'ensemble H1(B/A,GL ) classe les
1 , 0

0D-modules à droite libres de rang 1 munis d'une donnée de descente, i.e. les
D

couples (M,«f) où M est un B-module à droite, f x  -* Endg(M) un morphisme de B- 

algèbres faisant de M un Dg-module à droite libre de rang 1, le tout muni d'une 

donnée de descente. On sait qu'alors M « N où N est un A-module à droite. On 

sait aussi qu'on peut descendre le morphisme d'algèbres «f : -* End(N^) ce qui 

donne à N une structure de D-module à droite descendue de celle de D -module de
D

M. Comme B est libre de rang n sur A, le D-module N est facteur direct du D-mo

dule libre Ng «= M. Il est donc projectif et de type fini ([4J chap.1,^3, n°6, 

prop.11), donc de présentation finie. Qn en déduit, par le lemme de Nakayama

([4] chap.II, i3,n°2, prop.5) que, si A b A/rad A, le D-module N est libre s'il 

en est ainsi du DS^A-module NS^A, ce qui nous ramène au cas où A est un produit 

fini de corps. L'isomorphisme Ng*Dg implique l'isomorphisme de D-modules Nn«Dn, 

d'où, l'anneau D étant semi-simple, par Krull-Remak*£chmidt, Nç*D, ce qui achève 

la démonstration de (3.8.1).

Corollaire 3.9.- Soient A un anneau semi-local intègre noethérien. d'anneaux 

strictement locaux factoriels. ce qui est le cas pour A régulier, K son corps 

des fractions. La restriction

(3.9.1) H1(A,PGL A ) • * H1(K,PGL_ v )ii | A ii|N

est injective. Il en est de même, si D est une A-algèbre d'Azumaya. de la restric

tion

(3.9.2) H1(A,PGL1>q) H1(K,PGL1>D ).



La trivialité du noyau de (3.9.1) est due h Grothendi«ck ([üb IIJ 1.11 a)

qui l'obtient comme corollaire de 1'injectivité de la restriction

2 2
H ”* ^ K̂ * "̂a démonstration ci-après utilise simplement la propo

sition 3.9 comme ingrédient supplémentaire.

Notons d'abord que (3.9.2) est une conséquence de (3.9.1). Hn effet, si Ü

2
est de rang n sur A, elle définit (cf.. [GB I] cor. b.11) un A-torseur a sous

^GL » et on vérifie aisément que la torsion “t  par a sous l'action de PGL , n»«  ̂ a r  n,A
Q

opérant par automorphismes intérieurs de GLn A donne d'abord Mn(A) * D et, par

suite, 3GL . ** GL et 8PGL . = PGL . On en déduit ([11] 2.6.1 et 2.6.3) 
n»A 1,0 n»A 1,D

que t  définit une bijection, fonctorielle en A, de H1 (A,PGL A) sur H*(A,PGL„ _ ). a n , A 1 f D

Démontrons (3.9.1). Un A-torseur a sous PGL définit une A-algèbre d'Azu-
n,A

maya D et on vient de voir que aGL . = GL . On en déduit, grâce à (3.8.1),
n t n  I | D

que l'hypothèse (vi) du corollaire 3.7 est vérifiée pour l'extension centrale

1 Gm . -* GL_ . -* PGL„ . 1. m,A n,A n,A

On déduit alors de 3.7 que est injective pour PGL^

x
Exemple 3.10.- On considère A comme dans 3.9 et on suppose 2 € A . Montrons qu'un 

cas particulier de (3.9.2) est 1'injectivité de la restriction

f î H1(A,S0(f)) -* H1(K,S0(f)) 

pour une A-forme quadratique f non dégénérée de rang 3. Comme A est semi-local,

X
f est diagonalisable et, comme SO(af) -  S0(f) pour a £ A , on peut supposer

o o o X
f »= ax +by -abz avec a, b 6 A . Soit D la A-algèbre de quaternions H(-a,-b).

x
On vérifie aussitôt qu'en faisant opérer D par automorphismes intérieurs sur 

le A-module libre de rang 3 des quaternions purs, on obtient un isomorphisme de 

A-3chémas en groupes PGL ^  S0(f), d'où le résultat annoncé par (3.9.2). Notons
1 »D

par ailleurs que 1'injectivité de pour S0(f) et f non dégénérée de rang 2 est

une conséquence immédiate du théorème 3.1 (i) appliqué à M = Rg/^Gm où, supposant,

2 2 2 
ce qui est loisible, f « x -ay , on prend B « A[X]/(X -a). Notons enfin que, pour

2 7

).Gm.K(K,H2A}G
m,

(A,iH2
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f de rang 4 non dégénérée, la non trivialité du noyau de pour SO(f) n'est plus

nécessairement vraie sous la seule hypothèse de factorialité des anneaux stricte

ment locaux de A, comme le montre l'exemple suivant ([7J 2.3.3) déjà utilisé par

Craven-Rosenberg-Ware à propos de l'anneau de Wittx le localisé à l'origine A de

2 2
IR[X ,...,X ]/(X +...+X ) a ses anneaux strictement locaux factoriels (Nagata-Cro-

1 5 1 5
2 9 9 2

thendieck) et, pourtant, si f = x +y +z "+t , la forme -f définit un élément non 

trivial de H^(A,SO(f)) qui devient trivial sur K. Pour d'autres démonstrations 

des résultats ci-dessus et une discussion détaillée du cas orthogonal, on renvoie 

à [7].

Exemple 3.11.- On voit aussitdt, comme en 3.9, que l'hypothèse 3.7 (vi) (resp.

(v)) est vérifiée chaque fois que, dans (3.7.1), on a G' s RyyxGLn y (resp. 

Ry/X^n y), où y/X désigne un revêtement étale. On obtient ainsi divers exemples 

d'application de 3.7. Soient par exemple n un entier premier aux caractéristiques 

résiduelles de X et Y/X un revêtement étale tel que Y possède une section globale 

racine primitive n-ième de 1. Celle-ci définit un morphisme de X-schémas en grou

pes x -* Ry/xSLn y et, par suite, par passage au quotient, un X-schéma en grou

pes semi-simple G, pour lequel la restriction a, pour A comme dans 3.9, un 

noyau trivial.

u .  Exemples et contre-exemples

Nous utilisons l'exemple du schéma en groupes Ry/xGm Y 0.4) pour il

lustrer le théorème 3.1 dans le cas étale et donner divers contre-exemples dans 

le cas fini fidèlement plat quelconque.

Lemme 4.1.- Soient 'ïï Y -» X un morphisme fini localement libre de _s_c_hémas__et 

A (resp. B) l'anneau des sections globales de X (resp. Y). On a la suite exacte,

fonctorielle en X,

(4.1.1 ) 1 AX/N(B*) -» H1 (X,Ry/xGm) - NPic Y -» 0

où N désigne ra norme et NPic Y le novau de N: Pic Y -» Pic X. En particu

lier, si X est intègre, de corps des fonctions rationnelles K, on a le diagramme 

commutatif à lignes exactes

P i a, pour A comme dans 3.9, un

Voù N désigne ,I-a norme

(cf. 0 .4 ) pour 11-

fl pour S0(f) n'est plus
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'  -  * X/ V a ( b><) ----------- *■ H' (X ' Ri / X G»>

f1(4.1.2) | f

’  -  k X /V k (Bk > ---------- *  H , ( K - RBK/K Gm>-

Précisons que B„ désigne B 8 K. La norme Nw/v* R..A/G „ -* G v est un mor- 
K A Y/x Y/X m,Y m,X

phisme fidèlement plat de présentation finie: la question étant locale sur X, on

peut supposer de rang constant n, auquel cas le composé de et morPh^s~

me canonique Gm ^ -* Ry/xSn Y est *e morPh*sme entier Gm x “* Gm X» d'0̂  la surjec-

tivité de Ny^} la platitude se vérifie fibre par fibre ([EGA IV] 11.3.11), ce

qui nous ramène au cas d'un corps de base k, où la vérification est facile, G
m9k

étant de dimension 1. On a donc une "suite exacte"

qui fait de Ry^Gm un torseur fppf sur Gm ^ sous Ry/X^m et une suite

exacte de faisceaux abéliens fppf sur X. D'où la suite exacte, fonctorielle en X,

(4.1.4) 1 -* A*/N(B*) -* H1(XfR ^ xGm) -» H1 (X,Ry/xGj  ^ H1(X,Gm).

La lissité de RY/XGm 6t (0‘4*1) Cliquent H1(X,Ry/xGm) « ^  (xét»RY/xGm) = Pic Y» 

ce qui montre que le morphisme de droite de (4.1.4) n'est autre que l'applica

tion norme usuelle Pic Y-̂ -* Pic X (cf. [EGA II] 6.5.5.1). D'où le lemme.

Lemme 4.2.- On conserve les mêmes hypothèses et notations. Le X-schémd en groupes 

affine Ry/xGm est plat de présentation finie. Il est lisse si. et seulement si. 

Y/X est modérément ramifié en au moins un point de chaque fibre. C'est un tore 

si. et seulement si. Y/X est étale.

On dit que Y/X est modérément ramifié au point y de Y d'image x «Tr(y) lors

que l'extension résiduelle *(y)/«o(x) est séparable et que la longueur e de 

l'anneau artinien Oy y®ox est Prem^ r® à 1* caractéristique du corps

résiduel *(x).

.x- 1
G
m,

n y/x .

'XGmVGm1 -  Ri/x'(4.1.3)

l(x)

définit une suite
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La oro.ii.;re a::3r;rtion fi;;uro dan:: 1-.. d mon:;trat ion «lu lunnu; précèdent.

La 1 i:jai té se v'rifie donc fibre par fibre ( [ OGA IV] 17*5* L L), ce nui n> i:.:

ra:n ne au eau où X. e;;t lo spectre d'un corps k. Comme l'application linéaire

tangente à Ns Ry/YGm -* G v en l'élément neutre est la trace fis R,r/,rG G
I/A m m,X T/X a a,X*

la Lissité du k-groupe algébrioue R^y^Gm éouivaut à la non-.milité de c.tle 

trac-:, i.e. (cf. £3} )̂12, prop.6) à l'exintence d ’un piint y de Y en 1«'-.;«1 

Y —vopec k soit modérément ramifié. On sait déjà (cf. (0.4.2) et (o.4*i)) oue, 

si Y/X 3 t étale, ®st un tore. Inversement, il suffit de noter nue ce

n'ost pas le cas lorsque X est le spectre d ’un corp:? k et Y celui d'une k-al- 

,-i.ore artinienne de dimension finie non séparable.

Proposition 4*3.- Soient A un anneau semi-local noethérien intègre, de corp.*; 

des fractions K, et_ Spec B —*■ Spec A un revêtement étale. On suppose les an

neaux strictement locaux de A factoriels, par exemple A régulifjr. Sou» c o ;s 

hypothèses, un élément de A* oui est une norme d ’un élément do B* est aur::;i

x
une norme d ’un élément de B .

Compte tenu de (4*1*2), c’ost un corollaire immédiat du théorème 3.1 (i) 

appliqué au A-tore M * RB/A^m ^of* ou *e lemme 4*2).

Indiquons néanmoins, dan3 le cas où B est intègre, une démonstration plus 

directe, fondée sur le lemme 3*3*1 et n ’utilisant pas le langage des torers. 

Comme B est intègre, on peut majorer B/A par une extension C/A oui soit an re

vêtement étale galoisien de groupe g, de telle sorte oue, si h * g H  Aut(c/B), 

on ait B * C * Si L est un g-module, la suite exacte (0.4*2) définissant

donne une injection canonique

S/»t e .
(4 .3 .1 ) L / Ks /h (1, } c_*' e (Je / V L)

 ̂ x t» >c
qui est même un isomorphisme si H (h,L) = 0. L ’injection de g-modules C — *0^ 

définit ainsi le carré commutâtif

1 a'/K(B*) E i t ^ J ^ . C * )

(4.3.2) lt “ |î(v)

K'/K(Bj) -  Extl(J?/h>0*)

J
~/ n

Gm/X
->1
Y,

ôtale,Y/Xs i



où 1 • <»ri lient compte de l'identité dea nor.ner: définie» sur H* (ro.jp. !̂ ) p;.r

•J = -,j, e t  ( c f .  (0 .4 .2 )  e t  (O.4 . 3 ) ) .  I j ' i n j e c t ;  v i t  ' «le f  r ' r.ulU: .ilor:;

■io :ollfî de $(*l>) pour $ « ]£xt̂ (j . ), celle-ci étant assurée n**r le lc::m<;
F. r./n

j. ..1. Notons ru'en fait les horizontales du carré (4.3.2) sont de.-, isomyr- 

pi.xsmerj!

rroposition 4.4.- Joient A c>nime en 4*3» puis B^/A un nombre fini d'oxùen-

t;iO:iu finie:.: étale:; itit<:;,-ire;;t de corps d>;s fraction:; L ̂, no_rr i ■ 1,..., n,

et des entiers relatifs non nuls. On po:;e N. * H,. , . oi u 1 él mont
a n 1 U à —  — ——

X n k
x d<î A s'écrit | | N . (x. ) avec x. 6 L. » il s'écrit aussi ainsi avec x. é B. • 

i»l 1 1 1 1  1 1

Co.;:me 4*3» c'est un corollaire immédiat du théorème 3*1 (i)» appliqué 

ici au A-groupe de type multiplioatif de type fini »1, noyau du morphisme fi

dèlement plat de présentation finie

n

y s  T T  IL a c  - f  G .1*1 B./A m m,A

-n- ai 1 +
défini par V((x.)) * I l N . (x. )• Dans le cas où les a. sont é/raux à -1, c'est w  x >/ i  i v 1  7 1  ’

même un corollaire de 4.3 pour B ■ B1*...xBn. On peut aussi, comme pour 4,3,

donner uns démonstration fondée sur le lemme 3.3.1•

Remaroue 4»5«“ De même que, pour le calcul de la R-équivalence sur le3 points 

rationnels du k-tore Rjcyĵ m ^ans cas ^'une extension galoisionno finio de 

corps, de groupe g, on parvient au résultat H (g,K ) simplement .̂ râce à l.v. 

cohomologie de Tate et au lemme de Shapiro, en particulier sans recours à une 

resolution flasque explicite de (cf. [ôj IV 4)» de même ici, pour B/A

étale galoioienne finie de groupe g, on a une démonstration directe et ûnmé- 

diate de la proposition 4»3, n'utilisant pas le lemme 3»3*1» en considérant 

simplement la suite exacte de g-modules

(4.5.1) 1 -*B*-*B*--*Div B -*0 ,

la cohomologie de Tate et la nullité de H~^(g,Div B) pour obtenir le :: ia,;ra:n:;e 

commutâtif, à ligne exacte,

0 - H-1 (g,Div B - * H ° ( g , B * )

ax/n (b ’*) £*k */i?(b*).

31
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32

Corollaire 4.6.- Soient A un anneau semi-local intègre noethérion. d'anneaux 

strictement locaux factoriels. ce gui est le cas si A est régulier, tel que

x
2 € A <ït K son corps des fractions. Soit f une A-forme guadratigue non dégéné

rée de rang ^ 4. SU f est isotrope sur Kt elle l'est aussi sur A, i.e. elle a un

zéro primitif dans A.

Rappelons qu'un zéro primitif est un zéro dont les coordonnées engendrent A.
x

Comme A est semi-local et 2 € A , une forme quadratique non dégénérée de rang n
n

équivaut à une forme ̂   ̂ ajX2 avec AX pour tout i. Notons que, pour a < AX, 

l'isotropie de f équivaut à celle de af. Le cas de rang 1 est trivial. En rang 2, 

on peut supposer f = x2-ay2, d'où l'assertion puisque A est intégralement clos.

En rang 3, on peut supposer f s x^ay^bz2 et exclure le cas trivial où a est un

carré. Soit B/A l'extension étale quadratique A[fâ]/A. Si f est isotrope sur K,

0 X X X
lfélément b de A est une norme de B f donc aussi de B d'après la proposition

n

4.3 et f admet donc un zéro primitif (x ,y ,1) dans A. En rang 4 enfin, on peut
o o

2 2 2 2
supposer f = x -ay -c(z -bt ) et exclure le cas trivial où a ou b est un carré.

Il suffit alors d'appliquer la proposition 4.4 pour les extensions quadratiques

étales B^/A - A[VT]/A et avec s* * est isotroPe sur

X x
K, l'élément c de A s'écrit N̂  (x̂  J/N^x^) avec x ^ s L̂ , donc aussi avec x^« 3̂ ,

d'après 4A . On obtient ainsi un zéro primitif (x ,y ,z ,t ) dans A, car,
o o O O

2 2x -ay étant inversible dans A, on a x A -f y A s A.
o o o o

Remarque 4.7.— Excluant le cas facile où a ou b ou ab est un carré, on peut préci

ser l'étude du cas de rang 4 en considérant les extensions étales B^/a = A[^âb]/A 

quadratique, B/A = A[/â,/B]/A, galoisienne de groupe 2^ = où «'('/«) = f *

et v(>Tb) m { b t le A-tore T défini par la suite exacte

(4.7.1 ) 1 -* T -* Rb^a^ X RB2/AGm ̂  Gm,A 1

où P(x ,x ) = N (x )/N (x ), et enfin la résolution flasque explicite de T
1 2  2 2

(4.7.2) 1 - RB3/AGm ̂  x Gm.A^ * - ’

1:
“a281

avecA ,A[VblsB ./*eta[V T ]/aB / aétales

(4.7.2) 1 -fr
S /tPm

l
rB/ À0!» X ®m,A 1
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où t(x) « [x,N3(x)| et-«(x,y) « [x«(x)/y,x*(x)/y]. L'élément c de A définit, 

par (4.7.1), un élément de H^(A,T) qui donne 0 dans hMk,T). Il suffit, pour con

clure, de savoir que est injective pour T, ce qui résulte aussitôt de (4.7.2) 

et de la nullité de Fie A et Pic B et de 1*injectivité de Br B̂ . - * Br L3 (on peut 

noter que B^ = A[>fd] où d * disc(f) et que, par ailleurs, si A est un corps de 

nombres, les deux suites ci-dessus ramènent le principe de Hasse pour f de rang

4 à l'injection du groupe de Brauer de B̂  dans la somme directe des localisés). 

Cf. [7] 4.3.2 pour une démonstration directe qui se trouve être la transcription 

par le calcul de la présentation ci-dessus.

Remarque 4.8 .- Si f est de rang ^  5, l'hypothèse de factorialité des anneaux 

strictement locaux de A ne suffit plus à assurer la validité de l'énoncé ci-des

sus, comme le montre l'exemple (cf. 3.10) du localisé à l'origine A

2  2  ^ 
de IR[X^,...,Xn]/(X^+...+Xn), pour n^5, et de la forme quadratique f *= Xj'+.. ,+x̂ :

celle-ci a un zéro non trivial (X4,...,X ) dans K, mais ne peut, pour des raisons
1 n

de positivité, avoir de zéro primitif dans A (cf. [7J 2.3.3 pour les relations 

avec d'autres problèmes sur les formes quadratiques).

Question 4.9 .- Soient A un anneau semi-local intègre noethérien de corps des 

fractions K et Spec B -* Spec A un morphisme fini localement libre. On peut se 

demander dans quels cas l'application

f>i ax/n(bx) -* K*/N(B*)

est injective. On peut affirmer que c'est le cas pour chacune des hypothèses

(i) A régulier et B/A étale

(ii) B de valuation discrète

(iii) B régulier et A «= B® où g est un groupe fini d'autocorphismes de B.

Le cas (i) a en effet été établi en 4.3. Le cas (ii), où A est automatiquement 

de valuation discrète, résulte simplement du diagramme commutatif à lignes exac-

tes 1 -* BX -* B^ -* Div B -* 0

| n Jn J n

X X
1 -* A -* K -* Div A -* 0



34

compte tenu

de 1'injectivité de la norme N: Div B -* Div A puisque Div H - Div A = 2 et que 

N * 0. Le cas (iii) enfin, où. A est automatiquement régulier ([HGA IV] 1b.4.2),

■it* traite suivant la methode indiquée en 4.5, les normes Nu/, et N étant encore
H/m g

identiques (par passage à K). Notons que le cas (iii) se présente en pratique 

‘ous la forme d'une extension finie B/a d'anneaux réguliers intèqres, d'exten- 

s i t n  générique galoisienne de groupe g, le morphisme Spec B -♦ Spec A étant alors 

automatiquement localement libre.

Exemple 4.10._ Nous allons voir que f, et a fortiori p (çf_. (4.1.2)), n'est pas 

toujours injective, même pour A et B locaux noethériens intègres, sous la seule 

hypothèse

(iv) A normal et B/A étale*

Soit en effet A l'anneau local du point (0,0,0) sur la (R-variété normale d'équa

tion x2+y2+z2 = x3 dans l'espace affine A3. Soit B « A[^7], L'élément f = x-1
2 2

do A* est égal à ^ ■ : c'est donc une norme d'un élément de B* = K ( T ) X. Mais
X

X
ce n'est pas la norme d'un élément g de B , car f(0,0,0) = -1 ne peut être égal 

h ^^^(0,0,0))! Cet exemple montre qu'il ne suffit pas de supposer X normal. 

ni dans le théorème 3.1, ni, ce qui est bien connu, dans le théorème 2.2 (ii).

Exemple 4.11.-Nous allons voir que p, et a fortiori f (cf. (4.1.2)), n'est pas

toujours injective, même pour A et B locaux noethériens intègres, sous la seule 

hypothèse
(v) A régulier.

Soient en effet A l'anneau local de l'origine de la droite affine Spec lR[x] et

O o
B celui du point double de la cubique d'équation y = x (x+1) dans le plan affi

ne Spec R[x,y]. Soit Spec B -* Spec A la projection (x,y)n* x. La fonction

X V x
f = -x-1 appartient à A et c'est la norme de *-4 B , mais, comme f(0) = -1,

x 2
ce ne peut être la norme d'un élément g de B (on aurait f(0) s g(0,0) ). Cette

hypothèse montre qu'on ne peut omettre l'hypothèse sur B dans (ii). Il montre 

aussi que le théorème 3.1 ne vaut pas pour un X-schéma en groupes lisse quelcon-



qu<;, mftmo en supposant X local réguliers en effet, dans cet exemple, Ky/AGm est

lisse (cf.. 4.2) d<‘ dimension relative 1. Noter néanmoins quo ;;a fibre spéciale, 

égale à ^  (R*RGa ,r* n'es,t Pas connexe, alors que la fibre générique est un tore, 

et est donc connexe.

Proposition 4.12.- Soient K/k une extension finie séparable de corps, f une 

fonction rationnelle sur l'espace affine et l) l'ouvert de où f est inver

sible. Si f est la norme N|^(g) d'une fonction rationnelle g € K(Tj,...,Tn), 

c'est aussi la norme (h) d'une fonction rationnelle h inversible sur Û .

L'application du théorème 3.1 (ii) à A «= k» X = U et M = ^^/k^m^k^ donne

1'injectivité de ^ dans le diagramme (4.1.2) qui s'écrit, en désignant par

k[U] (resp. K[U]) l'anneau des fonctions régulières sur U (resp. U ) et par

k(U) (resp. K(U)) le corps des fonctions rationnelles de U (resp. U ),
l \

k[UjX/NK/k(K[U]X) C-- * (U,My )

l r  l«S
k(U)X/NK/k(K(U)X) <— +  H1 (k(U) ).

§5. Le cas global

Soient X un schéma intègre, de point générique ^ et corps résiduel K en i j t

î i ^ X le morphisme canonique et £  l'une des deux topologies ét. ou Zar sur

X. Etant donné un X-groupe de type multiplicatif de type fini Mf on note Div^
Xs

le conoyau du morphisme canonique M -♦ i M de faisceaux abéliens suf X , puis
1£« 1 s

M « —
Div X^ le groupe des sections globales de ce faisceau sur X. Dans ces notations

on oublie généralement l'exposant M si M s G et l'indice .s si s. = Zar (mais
ttif X "

on le maintient dans les notations cohomologiques!)

3 5



P ro p o s i t io n  5 . 1 . -  So ien t  X un schéma in tè g re  lo calemen t  noe th é r ien e t  K un X- 

groupe d<* type mult i p l i c a t i f  de type f in i . .

( i )  Si. X e s t  normal ou s i la  t o r s i on de M e s t  première aux car a c t é r j s t i -  

ques r é s i d u e l l e s  de X,

(5.1.1) Divjj « Homx (M.DiVy ).
e t  é t  é t

( i i )  Si l es anneaux s t r i c te m e n t  l ocaux de X s o r t  f a c t o i i e l s , par  exemple

M
s i  X e s t  r é g u l i e r ,  l e  fa i s c e a u  Div e s t  f la sq u e .  Plus préc isém ent,  s i  U e s t

Zar

un o u v e r t  de X e t  s i  X' -* X e s t  un revêtem ent é t a l e  connexe, cia lo i  s ien  de groupe 

g» qui t r i v i a l i s e  M, on a

(5.1.2) Div*\j = Homg(M(X'),Div U') 

où U' « UXjçX*•

Rappelons d'abord (cf. 0.2) que, X étant localement noethérien normal, un 

revêtement X' -* X comme indiqué en (ii) existe automatiquement.

x
Posons « i et *ét*Sn,i) ** -X* Comme * est réduit, le morphisme canonique

V
G v -* Kv est une injection de faisceaux étales sur X. On a donc la suite exacteïïif A “"A

(5.1.3) 0 -* G„ y -» KÏ -♦ DiVy -* 0
m ,  A  —A ■ A ,

et

de faisceaux étales sur X. Par application du foncteur Homv (M, ), on obtient
il

d'abord l'injection Homy (M,G „) Horn., (M,K*) qui, d'après (0.3.1), n'est
* é t  m’ é t

autre que le morphisme canonique M -* d'où finalement la suite exacte de

faisceaux étales

(5.1.4) 0 -» DiVfl -» Hom^ (M.Div^ ) -> Ext^ (M.G^ )̂ Ext^ (M,K̂ ).
ét ét ét ét * ét

Montrons que fc est une injection. La vérification est locale sur X. Comme M est

localement constant, on est ramené aux cas M «= 2 et M * 2/n. Le premier cas est

ivtatédiat, car Ext! (2, ) « 0. Ainsi, dans le second cas, £. est le morphisme na-
ét

turel de faisceaux étales Gm^̂ /Gm^  -> K̂ /jK̂  . Sous la seconde hypothèse de (i),

36



n est premier aux caractéristiques résiduelles de Xf si bien que le faisceau 

(Stale Gm x es  ̂nu *̂ *a propriété de Hense] montre en effet que, pour A

strictement local, i.e. hensélien à corps résiduel séparablement clos. A* = AX n. 

Montrons que, si X est normal, £ est encore injectives ceci se vérifie sur les 

annenux strictement locaux de X qui sont encore normaux; or, si X est

ie spectre d'un anneau intègre A de corps des fractions K, l'application £ : 

AX/AXn -♦ K*/KXn est évidemment injective si A est intégralement clos* Ce qui a- 

chève de prouver (i).

Soient _s = ét ou Zar et p: X ^  -* X^ ^ le morphisme canonique. On vient de

voir que le morphisme canonique M -* est une injection de faisceaux sur X̂

pour _s = ét. donc a fortiori pour js = Zar. d’où, par définition de Div*? , la
— X£  

suite exacte de faisceaux abéliens sur Xs

(5 .1 .5 )  °  -* M -» i aJ[M -» Divjj -* 0.
' s.

On en déduit, par application de p^ à cette suite dans le cas s. = ét. la suite 

exacte de faisceaux abéliens sur X
Zar

lZai ,V P *^ X £i- Rlp.M-  (Rlp«>(li»V *
suite qui s'écrit encore

(6.1.6) O-Dlvï (R1P,)(iit,«J.
£ar ejt —  *

Montrons que, sous l,hypothèse (ii)9 le morphisme t  est injectif. La vérification

se fait fibre par fibre sur X f ce qui, d'après le calcul dos fibres de %
r

(cf. [SGA 4] V 5.1 et VII 5.9 où l'on prend pour système projectif de schémas 

un système fondamental de voisinages ouverts affines du point de X considéré), 

nous ramène à l'injectivité du morphisme canonique H^(X^t,M) H*(xéf *ét«M«ĵ> 

dans le cas où X est local. La commutativité du diagramme (A.2) de l'appendice 

pour Y Bt|, F s 2̂ , G s M et H s montre que l'application composée

h V ^ M )  ̂  ̂ (Xét.i^M^) 1 H1^ , ^ )
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3 0

de la suite spec— 

pplication naturelle de 

“naturel"

L’application f  est automatiquement injective et, comme Iss hy; othôses impliquent 

ici que X est noethérien d'anneaux strictement locaux factoneis, le théorème 

3.1 (i) s'applique et assure que p est injective. En conclusion, v' est a for

tiori injective. On a ainsi prouvé l'injectivité de t et donc 1'isomorphisme ca

nonique de faisceaux sur X
b f l i

(5.1.7) Divü «a p Div» .
Zar * *ét

Soient U un ouvert non vide de X et iy l'immersion ouverte U*-* X. L'isomor

phisme canonique i*Div^ -> Div^ montre que H^(U.Div^ ) c H^(UtDivJj ), ce qui
Zar Zar

enlève toute ambiguïté à la notation Div*\j. L'isomorphisme (5.1.7) montre que

Div**U - H°(U.DivM ). Comme U* -* U est un revêtement étale gaioisien de groupe 
*ét

g, on trouve DivHj * H°[g,H°(U',DivJf )] - H0(g,DivV). Comme fi est le
‘it !X'

"faisceau constant" défini par M(X'), on déduit de (5.1.1) , qui vaut car

X est normal, 1*isomorphisme de g-modules

DivV « Hom (M(X'),Div U»),
A

ce qui achève la démonstration de (5.1.2).

L'hypothèse (ii) sur les anneaux strictement locaux de X entraîne que les

anneaux locaux de X' sont factoriels. Par suite, si X'^^ désigne l'ensemble des

points de X' de codimension 1, le g-module Div X' s'identifie au g-module des

applications X'^^ -* 2 à support localement fini. Cto en déduit que le g-module

Div U* est un facteur direct du g-module Div X' et la formule (5.1.2) montre

alors que la restriction Div^X -* Div**U est surjective. Le faisceau Divy est
Zar

donc flasque.

oit v* ost induite par l'adjonction et oîi «f est 1’edge

traie de Leray relative à i^x tj-* X et à M , est l'a

changement de base. On a donc le diagramme conmutatil

H1 X M h’ îét

H1

v

f
X,M)



39

Corollaire 5.2.- Soient X un schéma intègre localement noeth^n on. g‘anneaux 

strictement locaux factoriels. K son cor^s des fractions rationnelles et M un 

X-qroupe de type multiplicatif de type fini. Alors

(5.2.1) n1(XZar»M) 88 DivVDiVprX avec DivJjrX = M(K)/M(X),

(5.2.2) ^(X^r***) " ® pour tout î -2.

En effet, d'après la proposition 5.1 (ii), la suite exacte

0 -* M -* -* Divjj -> 0

de faisceaux abéliens sur XZar* où i^M^est le faisceau constant défini par M(K), 

est une résolution du faisceau M par des faisceaux abéliens flaques (au s»*ns de 

la théorie des faisceaux!)

Corollaire 5.3.- On conserve les mêmes hypothèses et notations. Si U est un ou

vert de X, la restriction

H i(^ a r - M) -  Hl(UZar>M>
est sur.lective.

D'après le corollaire précédent» c'est un "quotient" de la restriction 

Div**X -* Div*\j dont on a vu (prop. 5.1) qu'elle est surjective.

Remarque 5.4.- Ces résultats généralisent ceux, bien connus, relatifs au cas

M s G v: par exemple, (5.2.2) est dû, dans ce cas & Grothendieck ([12] prop. 
mfx

3.4.1). Notons néanmoins que, pour M k G , il suffit de supposer les anneaux
m9X

locaux de X factoriels. D'autre part, le cas où M est de type multiplicatif fini 

est particulièrement simple, puisqu'un tel groupe définit, si X est intègre et

normal, un faisceau flasque sur ^ar* en ce cas» ^^Zar*^ * ^ pour tout

i^1. Notons enfin que le corollaire 5.3 est généralement en défaut pour la to-

pologie étale, mais qu'il vaut précisément pour un X-tore flasque (th. 2.2 U)y)<

Corollaire 5.5.— Soient A un anneau de Dedekind. K son corps des fractions.

A.. . l'anneau des adèles de K limitées à A et A!4! . le sous-anneau des adèles K,A ' —  K,A----------- — .... -■■■■

entières. Si M est un A-groupe de type multiplicatif de type fini.

(5.5.1) Hl(AZar’M) “ **(AK a>/M(K)M(Ak A)#



Rappelons que Ajç^ ** 1 im où 21 parcourt l'ensemble des parties fin ies

<E» *"T“
du spectre maximal de A et où L  . a I I Kp x \ \ Op. où KD désigne le  complété

* P€Z. pjÉZ.
de K pour la  valuation discrète défin ie  par p e t 0 le  complété de l'anneau lo -

-i- 0
cal en p. De plus» « ^K,A* ^ es  ̂ l ' anneau des entiers d'on corps de nom

bres, on oublie l ' in d ic e  A.
Soient B/A un revêtement é ta le  connexe galoisien de groupe g, qui t r iv ia -

l is e  M, e t L le  corps des fractions de B qui est la c lôture intégrale de A dans 

L. La suite exacte de g-modules

0 -* A+X -* A* -* Div B -» 0
L,B L,B

est décomposée par un choix convenable d'uniformisantes locales, d'où la suite

exacte Hom ( M(B ) , A?"Xn ) - ♦ Hom (M(B),A? D) -* Horn (M(B),Div B) -» 0.
9 t|D  9 L|D 9

Or e l le  s 'é c r it  encore, d'après (5 .1 .2 ) ,

0 -* M(A^) -* M(AK) -* DivMA -* 0 , 

d'où la  conclusion par (5 .2 .1 ) .

Remarque 5 .6 . -  On peut mettre ce rés u lta t en rapport avec un théorème de Harder 

( [1 7 ]  2 .3 .1 )  affirm ant l 'é g a l i té  Ĥ AZar»M) « a ^ M(K) P° Ur t0Ut

A-schéma en groupes a ff in e  M, p la t e t de type f i n i ,  v é r if ia n t  l'approximation  

fa ib le  v is -à -v is  des places de K défin ies par A. Effectivement, s i les corps 

résiduels des points fermés de A sont (C^), par exemple s ' i l s  sont f in is ,  e t 

si M est un A-tore, i l  v é r i f ie  l'approximation fa ib le  v is -à -v is  des places de K 

défin ies par A, comme on peut le  vo ir en considérant, pou: un ensemble f in i  de 

places X  t le  diagramme

P(K) -------------- ►  M(K)

1 l
Jip( V —  Ht MV —  % H’(vs) ■0

d é fin i par une résolution flasque 1 - » S - * P - * M - » 1  de M, la  n u ll i té  de H^(Kp,S)

résu ltan t de c e lle  de H*(0 ,S) « H1(nc,(p),S) *  0 (d'après [SGA 3] XXIV 8.1 et le
P

f a i t  que fc(p) s o it (C^)) e t de la  s u r je c t iv ité  de H^(0 ,S) -+ H^(Kp,S), le  tore

S étant flasque ( th .  2 .2  ( i ) ^ ) *

4U

0 ,> Di\m(ak)W(a£)

pour toutM(K)
:v

\M
[ak . /

MB
AZar*M

h' i([17] 2.3.1) affirmant l'égalité



Théorème 5.7.- Soient X un schôma intègre localement noethérieri d'annoaux 

s. t ricterrient locaux factoriels. par exemple un schéma localement noethérâen 

réqulje.r i ntèqre. et M un X-qroupe de type multiplicatif de type fini. Soit 

pj Xpl -» %2,aT le morphisme canonique.

(i) On a la suite exacte naturelle

(5.7.1 ) 0 -* H1(XZar,M) -* H1(X,M) -* H°(XZar,R1p#M) -» 0

et 1'injection canonique

(5.7.2) H1(K,M|C).

(ii) Si, T est un X-tore flasque, on a la suite exacte naturelle

(5.7.3) 0-♦ H1(XZar,T) -* H1(X,T) -♦ H1(K,TK) -» 0.

La suite spectrale de Leray ([SGA 4J V 5.3)

( 5 .7 .4 )  HP(X ,R**p M) e *  Hn(X,M)
Zar *

relative au morphisme p et au faisceau défini par M sur X a, d'après (5.2.2)

2
et le calcul des fibres du faisceau R p^M ([SGA 4] V 5.1 et VII 5.9), son terme

E^'^ nul, d'où la suite exacte 0 -+ e!/^-* Ê  -* E ^  -» 0 qui n'est autre que la
2 2 2 m m

première suite (5.7.1) de l'énoncé. Soit

r^ rV ^  [H1(K,Mk )]x

le morphisme canonique de faisceaux sur X défini par la restriction à la fi-
Zar

bre générique, étant le faisceau associé au préfaisceau U h  H*(U,M) ([SGA

41 V 5.1) et le terme de droite désignant le faisceau constant défini sur X
Zar

par le groupe H*(K,M^). Les hypothèses sur X permettent d'appliquer le théorème

3.1 (i) à M et aux anneaux locaux de X, ce qui assure, vu le calcul des fibres

de R1p*M ([SGA 4] V 5.1 et VII 5.9), que r1 est une injection. Il en est donc de

môme de H°(X,r.,), ce qui prouve (5.7.2). On voit de môme, par le théorème 2.2

(i)K, que, si M est un X-tore flasque, est un isomorphisme, d'où l'assertion

(ii), compte tenu de (i).

41

C -H*M).R P.XZar'ri° l(5 .7 .2 )

V»’ lbre générique.
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Remarque 5.8.- Notons d'abord que le théorème 2.2 vaut encore si l'on supposa X 

localement noethérien: pour (i) cela résulte de (5.7.3) et 5.3 et pour (ii) des 

calculs ci-après. Notons en effet que, d'après (i), le noyau de la restriction 

fi* H^(X,M) -* H^(K,M^) s'identifie & Montrons que celui de la restric

tion j>2: H2(X,M) -* s'identifie k H1 (X2ar,R1pJ|M): d’après (5.2.?) et le

2 3 2 0 -3 0
calcul des fibres de R p^M et R P^M, les termes E ^* et de la suite spectra-

11 2 0 2
le (^.7.4) sont nuls, d'où la suite exacte 0 -* Eg* -» E -* Eg* et la conclusion

o
par le théorème 3.6 et le calcul des fibres de R p^M qui montrent qu« le morphis

me Tgt R̂ PjjM -* L^(K,*^)]X est une injection. Ainsi, pour un X-tore flasque M, 

étant un isomorphisme, le faisceau R^PgM est constant sur X^aT* donc acycli- 

que et est bien injective.

Corollaire 5.9.— Soit X un schéma noethérien ayant les mêmes propriétés qu’en 

5.7. Les conditions suivantes sur X sont équivalentes»

(i) H^(X£ar»M) s 0 pour tout X-qroupe de type multiplicatif de type fini

M;

(ii) la restriction H^(X,M) -* H^(K,M^) est injective pour tout X-qroupe de 

type multiplicatif de type fini M;

(iii) Pic X' « 0 pour tout revêtement étale X' -* X, ce qui est le cas pour 

X semi-local.

Variante: si k est un corps et X un k-schéma et si l'on se limite en (i) et

(ii) à des M provenant de Spec k et en (iii) à des revêtements étales provenant 

aussi de Spec k, i.e. du type X̂ , -* X pour k'/k finie séparable, on obtient enco

re des conditions équivalentes.

Cet énoncé complète le théorème 3.1. L'équivalence de (i) et (ii) résulte

du théorème 5.7. Le théorème 3.1 (iii) montre l'implication (iii)=*(ii). Enfin, 

si X'/X est un revêtement étale, Rx,/xGm est un X-tore (0.4) et on voit aisément 

que (^zar»Rx’/xSn^ " *'» m®me 8ans hypothèse particulière sur X, d'où 

(i)=*(iii).



Corollaire 5.10.— Soit X un schéma ayant les mêmes propriétés qu'en 5.7. Soit 

(5.10.1 ) 1 -* S -* M' -» M -* 1

une suite exacte de X-qroupes de type multiplicatif de type fini.

(i) Si S est un X-tore flasque, l'application induite

H' (XZâ r - M,> -  h 1 ( W “ )

est suriective.

(i i) Si, M est un X-tore et si la suite initiale est uno résolution flas

que de M, i.e. si M' est un X-tore quasi-trivial et S un X-tore flasque, on 

a la suite exacte

(5.10.2) H1(X,S) -» H1(X,M') -► H1(X_ #M) -♦ 0.
z.ar

Notons qu'on a encore la suite exacte (5.10.2) lorsqu'au lieu de supposer

M» quasi-trivial on suppose seulement H1(K,m ') = 0.
1C

Considérons le diagramme commutatif

0 0

i ^ i ^
H ( W ’ > H (XZsr-M>

i  i  
h'u .S) -----» H1(X,M») — -- ► H1(X,M) ----vH2(XfS)

1- .  i  l  h
H^K.Sjç) ---- ► H1(K,M£) ---- ► H1(K,Mk) -- H2(K,Sk).

Les deux suites verticales médianes sont exactes d'après le théorème 5.7 (i).

Les deux suites horizontales sont évidemment exactes. Si S est un X-tore fias-

que, f  est surjective et f est injective (th. 2.2 (i>K* (ii)Ket remarque 5.8),
1 2  1 

D'où (i), en chassant dans le diagramme. Si, en outre, H (K,M£) ■ 0, on obtient

( i i ) .
Remarque 5.11.- Etant donné que tout X-tore M admet une résolution flasque (cf.

1.3), on obtient ainsi, dans le cas d'un tore, un mode de calcul de ^(X^^M)

en fonction des groupes de Picard d'un nombre fini de revêtements étales de X. 

L'exemple de Ry/x^ pour X et Y connexes et */x étale cvclicme. de groupe de Ga

lois g =<«’>, est très simple et se traite d'ailleurs directement grâce à la 

suite exacte
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obtenue par dualité k partir de la suite exacte de g-modules 

0 -» 2' -* 2[g] -* 2[g] -* 2 -* 0 

où £ est l'augmentation, où N « Ng et où <a(e) . e-r . La suite (5.11.1) définit 

une suite exacte de faisceaux abéliens sur X_ , ce qui donne, par (b.2.2),

(5.11.2) H* (^ar'^Y/X^m^ * *>*c */i®(Pic X).

Corollaire 5.12.— Soient A un anneau de Dedekind. K son corps des fractions.

Ajç l'anneau des adèles de K limitées à A ejt A* le sous-anneau des adèles entiè

res. Etant donné p dans le spectre maximal X__  de A, on note K_ (resp. fc(p))iir__T i t - t ■ ■ ii ■ r i - - - « « m  i ma x 1 " ' "■ 1 ■ p

le complété de K (resp. le corps résiduel) en p. Soit T un A-tore, tel pue

(lC(p) ,T) e 0 pour tout p £ ^max* ce qu* es  ̂automatigue si les corps it(p) sont 

(C^), en particulier s'ils sont finis. On a alors la suite exacte naturelle

(5.12.1) 0-* K ak )/T(K)T(a£) -♦ hV,!) -♦ 11Ĵ (K,T) -♦ 0

où Ull(K,T) désigne le noyau de la restriction H*(K.T) -*TT" H^(K ,T).
' ' P ^

Notons Op le complété de l'anneau local de A en p. Montrons d'abord que 

l'image de H1(A,T) -* H*(K,T) coïncide avec U1^(K,T). D'après Harder ([17] lemme

4.1.3), cette image est formée des éléments 5 dont l'image dans H1(Kp,T) appar

tient, pour chaque p, à l'image de H1(0p,T). Or, T étant lisse et 0p local hen- 

sélien, on a un isomorphisme ([SGA3]XXIV 8.1) canonique H* (0^,1)^ H1 (<&(p),T). 

L'hypothèse Ĥ (tt(p),T) = 0 donne alors le résultat annoncé. L'image de 

H1(A,T) «* H1(K,T) coïncide aussi, d'après le théorème 5.7 (i), avec H°(A,R1p#T)» 

qui est donc égal à U)|(K,T). On obtient ainsi (5.12.1) à partir de (5.7.1) en 

tenant compte en outre du corollaire 5.5.

*5 , 1 1 ‘ 1 * 1 ^  Gm X ”* RV /y G *  Rv / yG "* 1m»'» * / X m Y/X m

44



£,xe.mpl.e. 5«13«— Soient A ss*2[̂ fyy] , L = <j(/j4) , BQ « 2[^34j et b le clftture in

tégrale de A dans L. Il est connu que L a pour nombre de classes 2 et que l'uni

té fondamentale a pour norme 1• De plus, les seuls nombres premiers ramifiés sont

2 et 17. Ainsi, B/a est étale quadratique et est un A-tore de dimension 1.

Comme (2) = (6+/34) et que (17) «r (17+3^34)^, au sens des idéaux de BQ, on trou

ve Pic B = Pic Bq = 2/2. On en déduit, par (5.11.2),

H (AZar,RB/AGrJ " 2 ^ 2 '

Comme 2 ** N(6+^34) et que -17 = N( 17+3^34), on voit aisément que Ax/n(Bx) s'iden

tifie à Z /N(B*) = 2/2 avec pour générateur ]a classe de -1. On a le diagramme 

commutatif à lignes et colonnes exactes (cf. 4.1 et 5.7 (i))

0 0 

I V
k. r f  <—  h’ O ^ . r’gJ

I y* »
Z\

0-* A*/N(B*) ---- H1 (A,R1 G_) ---•* Pic B -♦ 0
01

x l f x i f
QX/N(LX) *■ H1(«,R1Gm)

5+/34La restriction P est nulle puisque -1 est la norme de — ——  , ou encore de 
i—  3

—  ̂  . Ainsi, ô se factorise en x K et l’injection Ç est un isomorphisme:

AX/N(BX) « H1(AZar>R1Gm) = 2/2.

Le morphisme 9 associant k une unité £ la classe du torseur défini par l'équation 

globale a £,, on voit donc que la classe du torseur sur X « Spec A sous

RB/AGm défini Par l'équation x2-34y2 « -1 engendre H1(Azar»RB/AGœ)* ce torseur 

est effectivement trivial sur chaque ouvert ** X -[3} et s X -{5}, comme 

le montrent les égalités déjà mentionnées -1 = N(^p^) « N(— « Considé

rons le torseur sur X sous obtenu par recollement des torseurs d'équations
O O  Q Q j- r
x -34y a -6 sur et x' -34y' s 5 sur au moyen de la condition x + yy34 = 

(■frJ.3.*)(x'+y'f34). On vérifie aisément que le carré de sa classe dans H^(A,R1Gm) 

coïncide avec la classe du torseur d'équation globale x^-34y^ m -1. Comme, de
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plus, H^(A»R^G ) est d’ordre 4 puisque Pic B = Z/2, on obtient finalement 
m

H1(AtR1 . G ) = 2/4 
B/A m

avec pour générateur la classe du torseur indiqué ci-dessus. Ainsi, la suite

(b.12.1) s'écrit ici • . ,
0  -*  2 /2  -*  2 /4  -» 2/2 -* 0

1> . r ’

une norme partout localenent aux places de A, mais non en 17.

et» effectivement» la classe de b engendre le groupe Ul^tK.Rg^G^)t c'est bien

Remarque 5»14,— Signalons enfin une propriété cohomologique indépendante des ré

sultats antérieurs. Soient A un anneau localement noethérien intègre, de corps 

des fractions K, et M un A-groupe de type multiplicatif de type fini. Soit t une • 

indéterminée:

(i) si A est normal. H1 (A,M)%  H1(A[tj,M) ;

(ii) si. K est de caractéristique 0 et A régulier. H2(A,M)^ H^Attj.M). 

Démonstration de (i): le cas diagonal!sable résulte des égalités A* « A[t ]* et 

Pic A a Pic A[t] (cf. la démonstration de 3.1) et le cas général s'en déduit» si 

B/A est un revôtement galoisien de groupe g diagonalisant M» par la suite exacte 

(cf. (2.‘>.1))

0-* H1(g,M(B)) -* H1 (A,M) -* H1(B,M)9 -*• H2(g,M(B)) 

sur A et l'analogue sur A[t]. Démonstration de (ii): on connaît le résultat pour 

M =^n,A (la démonstration de la proposition 7.7 de [2j se recopie pour le groupe 

de Brauer cohomologique), donc pour un A-tore quasi-trivial, d'où le résultat gé

néral en utilisant une suite exacte comme (3.6.1)» les suites exactes de cohomo- 

logie qu'on en déduit sur A et A[t] et (i).
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Appendice

Il s'agit de prouver que le triangle figurant dans le diagramme (2.2.11) 

est commutatif:

Assertion.- Solent it Y -* X un morphisme de schémas et M un. X—groupe de type 

multiplicatif de type fini. Le triangle

EXtj^M^G^jj) -------- -------- *■ Exty(My,Gm^y)

(A,,)

Ext"(î,tG )
a t nfT

est commutatif.

A
Notons F le faisceau étale défini sur X par M, puis G celui défini sur X 

par G v et H celui défini sur Y par G v. Soient X: G -* i H et ui i*G -* H les
m , x  m ,  Y g  l

morphismes canoniques» mutuellement adjoints. Comme M est à engendrement fini, 

le morphisme canonique i*M - * My est un isomorphisme de faisceaux étales sur Y 

(0.3). Etant donné la définition du triangle (A.l)t sa commutativité revient à 

celle du triangle

Ext$(F,G) — v Exty(i*F,i*G) — ExtÇ(i*F,H)

(A.2 )

ExtÇfF.i^H)



où la seule flèche non évidente est l'edge f* -* En de la suite spectrale

(A.3) ExtP(F,Rqij(H) ̂  Exty(i*F,H).

Précisons que, dans un bicomplexe9 nous prenons des différentielles partielles

d' et d" qui commutent et d = d'+(-1)Pd" sur un élément de type (p,q).

Lemme A.4.- Soient C, C*, C" trois catégories abéliennes. f  : C -+ C' jet Y : C' -» C" 

deux foncteurs. On suppose gue C et, C• ont assez d'injectifs» oue $ possède un 

adjoint & gauche exact et gue T est exact à gauche. Soit <ft E^*^ -* En 11 edge de 

la suite spectrale de composition

Eg’* « (RP*)[Rq$(A)] ^  En - [Rn(tf)](A).

Si A -* I* et, 5(A) -♦ J* sont des résolutions invectives respectives de A et, $(A) 

et si ôi J* -* $( I *) rend commutatif le diagramme

f(A) — > J*
Il | e

§(A) — *§(I*) ,

1 * edge t (Rnf)[§(A)] - [Rn(rf)](A)

n'est autre que le morphisme induit par 9 sur l'homologie de degré n.

Comme i admet un adjoint à gauche, il est exact à gauche et, comme cet ad

joint est exact, $ transforme injectif en injectif. Soit

0 — l(I-) *  L**

t  \P
0 -§(A) -* J* 

t  t
0 0

une résolution injective, à la Cartan-Eilenberg, de 0-*5(a) -*5(I ). Le bicom-

plexe "ÎWL* *) définit deux suites spectrales, aboutissant à sa cohomologie tota

le, l'une de terme initial EP>q « (RPï)[Rq$(A)]f l'autre de terme initial

£P'q - 0 si q>0 et E ^ 0 - (RP(Ÿf))(A). L'edge E^’0 - E° est, dans le premier

cas, le morphisme

a» (Rnî)[*(A)]-*HnC$U"))
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induit par le morphisme iT(J* ) -»Ÿ(L**) et, dans le second cas, 1 ' isoinorphi sme

(rW ) ) ( a ) -> Hncm--)]

induit par le morphisme Y§( I* ) Par composition avec , la première

suite spectrale donne donc la suite spectrale de l'énoncé. L'edge est donc

l'application composée iĵ oê. .

Comme 0-*$(A) -* J* est acyclique et que $(I*) est formé d'injectifs, il 

existe ([5], chap. V, prop. 1.1.a) une application ê rendant commutatif le tri

angle

- S u m  

S U )  f9

J*.

Alors» f i et «(S sont deux applications rendant commutatif le triangle

L*‘

$ (a)

j *.

Elles sont donc homotopes ([5] loc. cit.) et induisent donc la même application

H^tJ-)] -» H°[$f(L** ) ] 

ce qui donne 6 ■ ^ o H*1̂ ® ) ]  , i.e. Hn[$(ô)] « .

Démonstration de l'assertion.- On applique le lemme en prenant C ■= "̂ Faisceaux 

C' * ^Faisceauxy^y, C" ■» {Ab^, $ * i#» Y  = Homx(Ft ) et A « H. Soient 0 -* G -* E*, 

0 -» H -* I* et 0 -* i^H -* J* des résolutions injectives respectives de G, H et î H.

11 existe alors des morphismes de complexes y et ô rendant coninutatif le dia

gramme ^
0 -* G -> E

X| *Y 

0 -> 1 H -• J*

ii
- i . r

Soit = adj(&y) la flèche adjointe. On obtient, par adjonction, le diagramme

commutatif . *
0 -♦ i*G -* i E*

H  H
0 -» H -* I*.

La définition de (A.2) et le lemme montrent que le diagramme (A.2) est simple

ment l'homologie de degré n du diagramme de complexes

4 9
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Hon»x(F,E‘) -- £--- >. Homy(i*F,i*E*) -- %L--y Homy(i*F,I *)

e
Homx(F,J‘) ----y Hom^F,!^*) .

Or, ce diagramme est comnutatif, car, si w « Hom (F,E*),

(adjoôo^Mw) <= adj(8 y)o i*(«) « i*M.
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Introduction

Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur un corps de nom

bres k. On note XI l'ensemble des places de k et kv le complété de k en la

place v. Si l'on plonge G(k) diagonalement dans le produit T T  G(k )t son
v € Û  v

adhérence est un sous-groupe invariant et on appelle défaut d'approximation

faible pour G le quotient a (G). On appelle défaut du principe de Hasse pour

G le noyau U1 (G) de la restriction H^(k, G) — *• I | H^(k , G). Les deux résul-
veCL v

tats fondamentaux à leur sujet concernent le cas semi-simple simplement con

nexe : en ce cas, l'approximation faible vaut pour G, i.e. ACC) ■ 0 (cf. Kne- 

ser [l8, 2l] , Harder [15] ) et, en l'absenoe de facteur de type Eg, le principe 

de Hasse vaut également pour G, i.e. lil(G) * 0 (cf. Kneser [22, 23] > Harder 

[12]). Mais il est bien connu, par des exemples de Serre (cf. [ 18, 33])» que, 

même pour G semi-simple, A(G) et UJ(g) ne sont pas toujours nuls.

L'objet de cet article est l'étude de ces deux invariants arithmétiques 

A(G) et Ul(G) et de leur rapport avec le groupe de Brauer Br G de la k-varié- 

té G.

On commence par étudier directement â(G) et U)(G) à partir du cas semi- 

simple simplement connexe, ce qui exclut pour ce dernier le cas où G a un fac

teur de type Eg. On obtient ainsi divers modes de calcul et propriétés de ces 

invariants : en particulier, ce sont des groupes abéliens finis. La considéra

tion, inspirée de Manin [25] , d'accouplements définis par des groupes de Bra

uer convenables permet ensuite d'évaluer A(G) et U1(g) en fonction de Br G.
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On met ainsi an évidence leur caractère d'invariant k-birationnel. On obtient 

enfin, par 1'intermédiaire de Br G, un lien naturel, sous la forme d'une ex

tension canonique de U1(g ) par A(G), entre ces deux invariants : la suite exac

te obtenue généralise celle de Voskresenskiï pour les tores [39>40} et l'ana

logie avec la suite duale de Cassels [6] pour les variétés abéliennes est. com

plète (cf. 125]).

De façon précise, soient Br^G le sous-groupe de Br G, formé des éléments 

annulés par passage à la clôture algébrique de k , puis Br G ■ Br.G/Br k et
3* X

B ( g ) (resp. B (G)) le sous-groupe de Br G formé des éléments localement nuls
&

pour toute (resp. presque toute) place v de k. La suite exacte canonique qu'on 

obtient s'écrit

(B) 0 -*a (g ) —► B (G)*1-* UI ( G ) 0

où a/ désigne la dualité des groupes abéliens finis. En considérant en outre 

une k-compaotification lisse V de G, on peut la transformer en la suite exacte 

(V ) 0-*A(G) -»H1(k, Pio V)N -*>UI(G) —  0

qui, dans le cas des tores, est la suite de Voskresenskiï déjà citée : V dési

gne la variété déduite de V par passage à la olôture algébrique de k.

La première partie de l'article (§§ 1-5) ®st consacrée à l'étude directe 

et autonome de A(G) et Ul(G), fondée sur la connaissance préalable du cas se

mi-simple simplement connexe. On commence par calculer A(G) et U1(G) dans le 

cas où G possède un k-re vête ment spécial, i.e. une k-isogénie centrale G'—** G 

où G' soit le produit d'un groupe semi-simple simplement connexe et d'un tore 

quasi-trivial : si B est le groupe du revêtement, 

A(G) = cokerfH1(k, B) — *■ TT HX(k , B)1 
*• vfcL v

où 2» désigne une partie finie convenable de CL et, si G n'a pas de facteur de 

type Eg, 

U1(G) - k e r f H ^ B )  TT H2(k , B)] .
w V € tt

Les expressions de droite sont étudiées aux §§ 1-2 qui contiennent également 

des lemmes préliminaires sur les groupes algébriques et leur oohomologie. On 

obtient ainsi, pour G linéaire connexe quelconque, diverses propriétés, en



partie classiques, de a (g) et 111(G), toujours en l'absence de facteur de type 

Sg pour lll(G) :

a.- A(G) et 111(g) sont des groupes abéliens finis ;

b.- si G est déployé par une extension galoisienne de degré n et exposant 

e, les groupes A(G) et U1(g) sont annulés par n/e ;

c. - si G est déployé par une extension métacyclique, A(g) « U1(g) ■ 0 ;

d.- les groupes adjoints et les groupes absolument presque simples véri

fient le principe de Hasse et l’approximation faible ;

e.- il existe des groupes G quasi-déployés et presque simples tels que 

A(G) et UI(g ) soient non nuls ;

f. - étant donné G semi-simple connexe sans facteur de type Eg, il existe 

un entier m(G)>l tel que, pour toute extension finie K/k de degré premier à 

m(G), l'application H^(k, G)-► H^(K, G) soit injective ;

g.- si G est linéaire connexe sans facteur de type Eg, tout espace prin

cipal homogène sous G qui a un point dans des extensions finies k^/k de de

grés premiers dans leur ensemble a déjà un point dans k.

On obtient enfin, au §5, lorsque G possède un k-revfctement spécial de 

groupe B, une première forme de la suite exacte (B) :

0 -*■ A(G)-* lU^k, !)* -»■ U)(G) -► 0U)

où * désigne le dual d'un k-groupe algébrique de type multiplicatif et où 

Ul^(k, ) désigne le sous-groupe de H^(k, ) formé des éléments localement nuls 

pour presque toute place v de k.

La seconde partie (§§ 6-7), indépendante de la précédente, est consaorée 

à l'étude des groupes de Picard et de Brauer des groupes linéaires et de leurs 

espaces principaux homogènes. En particulier, si X est un tel espace de grou

pe structural G, on obtient, au §6, l'identification

Br G » Br X, 
a a

essentielle pour la dernière partie. L'étude directe et l'analyse, au §7, du

comportement par isogénie donnent, pour un tore T, 

Pic T * H ^ k , ̂) et Br T = H2(k, $)
a

3



et, pour un groupe G admettant un k-revêtement spécial de groupe B , par exem

ple pour G semi-simple de groupe fondamental B , 

Pic G = B(k) et Br G = 

résultats bien connus pour le groupe de Picard (cf. &°]> et valables pour k 

de caractéristique 0 quelconque.

La troisième partie (§§ 8-9) est consacrée aux rapports entre A(g), 111(g) 

et Br G. On définit, pour G quelconque, grâce aux résultats du §6, des accou

plements naturels entre A(g) et B m(g)/E>(g), puis entre U1(g) et B(g). L'é

tude de leur comportement par produit et par isogénie permet de se ramener au 

cas où G est semi-simple simplement connexe et d'obtenir finalement ainsi les 

ident ifications

A(G) = tBw (G)/&(GjT 

et, en l'absence de facteur de type Eg, 

Ui(G) * B(G)".

Ceci donne l'extension (B ), puis la considération d'une k-compactification 

lisse V de G lui donne la forme (w), Au §9, on obtient plus précisément, S 

désignant le k-tore dual du module galoisien Pic V , les identifications

A(G) = coker[H1(k, S) —  TT H^k.sjj
v VéQ v

Ul(G) = ker[H2 (k , S) - v  T T  ^ ( k  ,  S)] 
L V€A v

ce qui prolonge les résultats de [7] dans le cas des tores et montre que A(G) 

et UI(g ) sont des invariants k-birationnels de la k-variété G. On signale fi

nalement, en supposant vérifiée la conjecture de Weil pour le nombre de Tama- 

gawa du revêtement simplement connexe du groupe dérivé de G, une formule, mis* 

en évidence par Voskresenskiî p 9 , 40J dans le cas des tores, sur le nombre de 

Tamagawa t?(g ) du groupe réductif connexe Gî

-tn\ frio S3 
* (G) “ Cui(g )Î *

4

H1 (k-» B ) , 
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Notations et conventions

Sauf mention du contraire, k désigne un corps de caractéristique 0, et 

même généralement un corps de nombres* On note k une clôture algébrique de k» 

Si k est un corps de nombres, A  désigne l'ensemble des places de k et eo l'en

semble des places à l'infini ; si v est une place de k, on note k^ le complété 

de k en v. On note g(K/k) le groupe de Galois d'une extension galoisienne K/k. 

Etant donné un g(k/k)-module continu M, de type fini sur 2, on note le 

sous-groupe ouvert de g(k/k) formé des éléments agissant trivialement sur M 

et kjj la sous-extension galoisienne finie de k/k correspondante. Une extension 

galoisienne finie K/k est dite métacyclique, lorsque son groupe de Galois g 

l'est, i.e. lorsque ses sous-groupes de Sylow sont cycliques* il revient au 

même de dire que l'ordre de g est égal à son exposant, i.e. au p.p.c.m. des 

ordres de ses éléments.

On appelle k-variété un k-schéma algébrique géométriquement intègre X.

» X x fcK ? on pose en par

ticulier X * X xfck et Xv = X xkkv, dans le cas d'un corps de nombres k et d'une

Etant donné une extension quelconque K/k, on note



place v de k. On note Pic X le groupe de Picard de X et Br X le groupe de 

Brauer de X, formé des classes d'équivalence d'algèbres d'Azumaya sur X (cf.

Ce dernier est naturellement filtré par les flèches naturelles 

Br k -*■ Br X -*>Br X : on note Br^X l'image de la première, Br^X le noyau de la 

deuxième, Br^X = Br^X/Br^X et, si k est un corps de nombres, B (x) (resp, 

B 0 (X)) le sous-groupe de Br X formé des éléments localement nuls pour toute
w  cl

(resp. presque toute) place v de k. Les notions analogues relatives au groupe

2
de Brauer cohomologique H , .(X, G ) sont notées respectivement Br'X, Br'X, ... :

6 t  ni u

en fait, comme nous le verrons, Br et Br' coïncident pour tout ce qui nous 

intéresse ici!

Soit G un k-groupe algébrique linéaire. On note G le k-groupe Horn^(G, Gm) 

des caractères de G : on l'identifie généralement au module galoisien (= g(k/k)- 

module) G(k). La correspondance G h >5 détermine une dualité (en fait, une an

ti-équivalence de catégories) entre les k-groupes algébriques de type multi

plicatif (resp. k-tores, resp, k-groupes finis) et les g(k/k)-modules continus 

discrets (resp. sans torsion, resp. finis), cf.[33}, Etant donné une extension 

finie K/k, on note le k-groupe algébrique linéaire déduit de G par res

triction des scalaires, à la Weil, de K à k. Si G est comrautatif,  dési

gne le noyau de la norme R^^G —►G. S'il n'y a pas de doute sur K/k, on

pose simplement RG * R^^.G et R^G * On appelle tore quasi-trivial (»

induit) tout k-tore T isomorphe à un produit de tores de la forme Rgy^m* ce“ 

la revient à dire que $ est un g(k/k)-module de permutation, i.e. admettant 

une 2-base permutée par g(k/k). On appelle revêtement quasi-trivial d'un k-to- 

re T toute k-isogénie T'—* T avec T* quasi-trivial. On appelle revêtement 

spécial, ou isogénie spéciale, toute k-isogénie centrale G'—► G  de groupes

réductifs, où G' soit le produit d'un groupe semi—simple simplement connexe

\
et d'un tore quasi-trivial. Un k-tore T est dit compact, ou anisotrope, s'il

ne contient pas de k-sous-groupe isomorphe à G , , ou, ce qui revient au même, 
m, k.

s'il n'a pas de k-caractère non trivial, i.e, si T(k) * 0, Précisons que G dé-
m

signe évidemment le groupe multiplicatif Spec ?£b, t*^J et que, de même, Gg dési

gne le groupe additif Spec Z[t]•

6

).[261cm
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Sauf mention du contraire, les ensembles ou groupes de cohomologie con

sidérés sont relatifs à la topologie étale (cf. [lo] ) et on les note H^(X, ) 

ou simplement HX(x, ). Lorsque X = Spec k, on retrouve (cf. [35]) la cohomolo- 

gie galoisienne H1(k, ), à coefficients commutatifs ou non (Serre [33]), i.e. 

la cohomologie du groupe profini g(k/k), encore notée H1(îc/k, ) ou H1(g, ). 

iütant donné un k-groupe algébrique linéaire G et une partie Z de ,  on note

A_(k, G) le quotient, à gauche a priori, de 1 L G(k ) par l*adhérence de 
Z. véZ v

l’image de G(k) par le plongement diagonal ;

A(k, G) le quotient, à gauche a priori, de T T  G(k ) par l'adhérence
v«£l v

de l'image de G(k) par le plongement diagonal, i.e. A^(k, G) ; 

uiî(k, G) le noyau de la restriction H*(k, G) —v "TT" H*(k , G) ;
*■ v fé z v

Ul (k, G) le noyau de la restriction H1(k, G) —*• I I Hl(k , G) , i.e.
véA  v

Ul0(k, G) î

Ui1(k, G) la réunion, lorsque Z  parcourt l'ensemble des parties finies de 
co

des ensembles UI^(k, G) ;
im

Hy(k, G) le conoyau, pour G coramutatif, de la restriction
mm

H1 ( k , o ) - * .“T r  ^ ( k  ,  a )  î 
v e i  v

u|^(k, G) la limite projective, lorsque Z  paroourt l'ensemble des parties
(al

finies de A , des groupes 4^(k, G).

Dans les trois définitions médianes, on se limite à i » 1 si G n'est pas com- 

mutatif. Si, au lieu de considérer la cohomologie HX(k, ), on considère une 

extension galoisienne quelconque K/k et la cohomologie galoisienne correspon

dante H1(K/k, ), on note Ul^(K/k, ) le noyau de l'application de localisation 

correspondante, .•• S'il n'y a pas de doute sur k , on note simplement A (G), 
a»

A(g ), IÛ (g ), ... les ensembles notés A (k, G), A(k, G), UI^(k, G), ... On pose
i  î»

même souvent Ul (G) » U^(g). Ajoutons encore quet si M est un module galoisien 

quelconque, on utilisera les notations Ui^(k, n)y UI^(ktPl), ... avec des significa

tions évidentes*



§1.- Lemmes préliminaires.

Il s’agit de résultats généralement bien connus (Serre, Ono, Tate, Kne- 

ser, Harder), les premiers sur la cohomologie galoisienne des modules finis 

(lemmes 1.1 à 1.6), les suivants sur les groupes réductifs et leur cohomolo- 

gie (lemmes 1.7 à 1.13). Le lemme 1.4» conséquence de théorèmes de dualité de 

Tate-Poitou, est à l'origine de la suite exacte (B) qu'on se propose d'obte

nir au §8. Le lemme 1.10 permet les réductions au cas où le groupe linéaire 

G étudié possède un k-revêtement spécial et le lemme 1.11 est utile pour ré

duire, au §4, l'étude de Ul(G) au cas d'un tore.

a.- Sur la oohomologie galoisienne des modules finis.- Bans tout cet ali

néa, k désigne un corps de nombres, B un k-groupe algébrique commutâtif fini, 

souvent identifié au module galoisien B(k), et Z. une partie finie de A .  

Lorsque Z. parcourt l'ensemble des parties finies de il , les groupes Ul^(k, B) 
forment un système inductif d'injections de groupes de limite Ul^(k, B), tan

dis que les groupes H ^ ( k , B) forment un système projectif d'épimorphismes de 

groupes finis, de limite 4^(k, B).

Lemme 1.1.- Soit K/k une extension galoisienne finie de groupe g.

(i) Si g agit trivialement sur B(K), alors u£(K/k, B) * 0.
2m

(ii) Si l’extension K/k trivialise B , on a la réduction

Ul^(k, B) » ü£(K/k, B).

(iii) Si, Z . ' est une partie fini» de H. formée de places dont les groupes 

de décomposition dans K/k sont cycliques, alors

U1Z ü X '(K/k, B) “ U1̂ (K/ k»B)-

Si B(K) est g-trivial, ui^K/k.B) est le noyau de l'application 

Homgr[g»B{K) J —* TT  Hoagr[gv, B(Kw) j

oti gv désigne le groupe de décomposition de l'une des places w de K prolongeant v.

8
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Cette application est injective, car, d'après le théorème de £ebotarev, tout élé

ment de g est conjugué d'un élément d'un sous-groupe gv, même après suppression 

d'un nombre fini de places v.

Ce résultat (i) s'étend évidemment par inflation au cas d'une extension ga-

loisienne quelconque. Si K/k trivialise B, i.e. si B(K) » B(k), et si l'on note

—  1
X' l'ensemble des prolongements à K des places de 2., on a donc LU f(K, B) » 0.

Ainsi, dans le diagramme ci-dessous, obtenu à partir des suites exactes d'infla-

tion-restriction, après choix d'un prolongement particulier w peur chaque place v, 
o

0 — > H1(K/k, B) ------ > H1(k, B) ------ ► H1(K, B)

1 i
° -  T T  h1(k A  , b) — * T T  h1 (k , b) T T  h V . b )

v̂ z. wo Y f i l .

l'application ̂  est injective, ce qui prouve (ii).

Le théorème de Sebotarev assure l'existence, pour toute place v dont le grou

pe de décomposition est cyclique, d'une infinité d'autres places v' qui ont "le 

même" groupe de décomposition : on en déduit l'assertion (iii).

Lemme 1.2.- Le groupe lLl̂ (k, B) est un groupe fini, égal au noyau de la restric

tion

H1(g, B) - T T  H1Ug>, B), 
sr« £

oà g désigne le groupe de Galois de l'extension finie k0/k trivialisant B et cg> 

le sous-groupe de g engendré par g. On peut également écrire

UJ^(k, B) * Ul1 (kQ/k, B), 

où 2 est la partie finie, formée des places, ramifiées, dont le groupe de décom-
O

position dans k^/k n'est pas cvcligue.

Le groupe UI^(k, B) se réduit, d'après le lemme 1.1 (ii) et la définition de 

kg, àU^Ckg/k'B), puis d* après 1.1 (iii)» à (kjj/k, B). Ceci prouve la

finitude de Ul^(k, B) et donne l'écriture réduite de l'énoncé. La première expres

sion en résulte, puisque, d'après Cebotarev, tout sous-groupe cyclique de g est

V
conjugué d'un groupe de décomposition g •
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Remarque 1.2.1.- Ce lemme montre que le groupe UJ^(k, B) est de nature algébri

que, en ce sens qu'il ne dépend que du module galoisien B , alors que le grou

pe Ul^(k, B) est de nature arithméticue, en ce sens qu'il dépend aussi de la 

distribution des sous-groupes de décomposition gV.

Lemme 1.3.- Soient n l'ordre et e l'exposant du groupe de Galois de kg/k. La

multiplication par n/e vaut 0 dans Ul^(k, B). Sn particulier, si kg/k est mé-

taoy clique. .
UT(k, B) = 0.

Il en est de mSme si l'ordre de B est premier à n/e.

Soit g un élément de g = g(k^/k) et soit son ordre. L'application 

Cor o Res relative à ĝ  et au sous-groupe <g> est la multiplication par n/n
ë>

dans H (g, B). Vu le lemme 1.2, sa restriction à UI^(k, B) vaut 0, ce qui prou- 
• fa)

ve la première assertion. Les deux autres en résultent aussitôt.

Lemme 1.4»- Le groupe fini 4^(k, B) est oanoniquement isomorphe au dual du grou

pe fini üî (k.B)/m'*'(k.B). Les groupes finis W^(k.B) et Ül'*'(k, B)/u^'(ktB) sont en 
Z  w w

dualité : on a une suite exacte naturelle de groupes finis

° - *  H ^ (k , B) -* UI1(k , B )^ -*  0 .

Considérons la suite

H1(k , B ) -£ *  H .  H1(k ,  B) x T T  H1 (k ,  B) —* H1 (k , 
v ▼ € !  v

où il' désigne le produit restreint, f la restriction naturelle et 9  l'ap-

n
plication déduite de fg via les dualités locales données par eoaposition du 

eup-produit o et de l*invariant local invyi (ky, B) » (ky, B)N. D'après Tate- 

Poitou (cf. Tate [37] thm. 3.1), la suite ci-dessus est exacte. Il en résulte 

que l'image par  ̂de LU^(k, B), égale à Ul^(k, B)/lü^(k, B), s'identifie 

yau de la restriction cr̂  de *• au produit partiel relatif à Z. :

TT H1 (k »B) - ♦  H1(k , B )* .
Y62.

au no-
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duale de la restriction na-

application dont le conoyau est précisément ce qui prouve la première

assertion du lenme.

Il est utile de préciser comment se réalise explicitement l'accouplement 

entre W^(k»B) et U)̂ (ktB)/Ul^(k, B), en vertu de la démonstration ci-dessus.

Soit d l'application composée

i I H (k .B) x l [ H (k .§) JJL Br k 
vO. v v e l v véZL *

Soient x un élément de UĴ (k, B)/ul1(k, B) et y un élément de Ĥ .(ktB). Soient Ç

l'image dans TT H1(k , B) d'un relèvement de x dans H1 (k, B) et tv un relèvement 
veZ 1

de y dans ~\\ H1(k fB)t l'élément Ô(Ç, 1|) ne dépend que de x et y et e'est l'é- 
ve2L *

lément de q/2 cherché.

On voit ainsi que cet accouplement est compatible, lorsque ZL varie» avec

le système inductif des groupes Ul^kjBi/ui1 (k, B) et le système projectif des 

groupes 4^(k, B). On en déduit la dualité entre ^(kjB) et Ul^k'Bl/lU1 (k, B).

Lemme 1.5*- Le groupe 4^(k, B) est un groupe fini. On a la réduction

^ 1(k, B) - 4 *  (k, B)
“  * o

où Z Q est la partie finie de il formée des plaoes dont le groupe de décompo

sition dans kg/k n'est pas oyolique.

C'est un corollaire immédiat des lemmes 1.2 et 1.4. On a, plus générale

ment, la réduction

Lemme 1.6.- Si i  est formée de plaoes dont le groupe de décomposition dans 

g/k est oyolique. par exemple si kg/k est non ramifiée aux places finies de

k, B) M1
i i

I l  1

I
*  0 .

Z  invv
Q/2.

■ i
k, B), 

La définition dec montre que est l'application

turelle H1 k, ê T T
V«Z

H (k , B), 



iSn particulier, on a toujours

4*(k,B) - C.
00

Le lemme 1.4 montre que 

une autre place v' en dehors de £ ,  dont le groupe de décomposition dans kg/k 

soit conjugué de celui de v. On en déduit aussitôt, via Cebotarev, les asser

tions du lemme.

b.- Sur les groupes réductifs.- Sans cet alinéa, k désigne encore un corps 

de nombres, sauf si l'on précise que k peut être quelconque. On commence par 

des lemmes sur les tores. Un k-tore ne possède pas en général de revêtement 

quasi-trivial: c'est déjà le cas pour 

moins le résultat suivant:

Lemme 1.7 (Ono [27]).- Soient k un corps quelconque, T un k-tore et K/k une 

extension galoisienne qui le déploie. Il existe un entier m> 0 et un k-tore 

quasi-trivial T', déployé par K/k, tels que T™*. T' soit k-isogène à un k-tore
J£

quasi-trivial.

C'est le théorème 1.5.1 d-e [27]» traduction dans le langage des tores du 

théorème d'Artin sur les caractères induits à partir de sous-groupes cycli

ques.

Remarque 1.7.1.- Ce lemme permet de déduire de résultats sur la cohomologie 

galoisienne des modules finis des résultats sur celle des tores. Mais la dé

marche inverse est plus fréquente et plus simple: tout module galoisien fini 

B se plonge dans un k-tore quasi-trivial déployé par kg/k.

Lemme 1.8.- Soit T un k-tore déployé par l'extension galoisienne finie K/k. Si 

les groupes de décomposition dans K/k des places de T - sont cycliques.

«

(1. 8. 1)
En particulier, on a toujours

(1.8.2 ) 4 «< k>T> - °-

1 2

'kGm
ivec K/k quadratique. On a néan-

«àk , B ) 0 si, pour toute place v *Z, il existe

H 1
' t

k,T] « 0.



Ce résultat, qu’on pout pro iver directement (cf. [l2j^] , thm. A.1.2) 

grâce à la dualité de Tate-îlakayama [28, 38], se déduit aussi du lerame 1.6s 

quitte à modifier T comme indiqué au lemme 1.7, ce qui n'est pas gênant pour 

l'assertion à démontrer, on peut supooser l'existence d'ane k-isogénie T-*-T' 

de noyau 3, dans laquelle T' soit quasi-trivial, ce qui, d'après le théorème 

90, donne des surjections H^(kv, B) —*> H^(kv, T) pour toute place v, donc une 

surjection H^(k, B)— ► H^(k, T) ; il reste simplement à noter que kg est con

tenu dans K.

Lemme 1.9.- J3i T est un k-tore quasi-trivial et K/k une extension quelconque, 

H^K.T) » 0 ,  UJ2(k, T) = 0

1 *  ?  -
Ha(K, T) = 0 ,  LU (k, T) = 0.

6t)

Si S est un k-tore et K/k une extension galoisienne telle que soit quasi-

trivial,  9 9
H (k, S) = H (K/k, S) ,  UJ (k, S) =* U T  (K/k, S)

(1.9.2) 1 . 1 .  9 . 9 .
H1^ )  = H (K/k, S) ,  Ul^(k, S) » Ul^(K/k, S).

Si, enfin. S est un k-tore. compact en au moins une place v q de k, 

(1.9.3) Ul2(k, S) = 0.

Les résultats concernant T sont immédiats, d'après H*(k, V A 5 * Hl(L’°m)' 

le théorème 90 et l'injeotion du groupe de Brauer d'un corps global dans la

a
somme direete des groupes de Brauer locaux. Le dual T est un module galoisien 

de permutation : si g « g(k/k), il est isomorphe à une somme directe de g-mo- 

dules 2[g/h][ pour h sous-groupe ouvert de _g. Les résultats concernant T pro

viennent alors des réductions H*(g, 2[g/h]) ■ H*(h, Sf), de la nullité de H^(h, 2)

enfin de l'égalité H^(h, Z) * Hom (h, Q/z) et du théorème de Sebotarev. Par
— gr •”

inflation-restriction, on déduit aussitôt des résultats sur T les réductions

(1.9.2). Le dernier résultat (1.9.3) est dû à Kneser-Harder (cf. £l2jj] p .4 0 8 , 

£23] thm.7). Il suffit de vérifier que, pour K/k galoisienne finie de groupe

p
g déployant S, on a 111 (K/k, S) » 0# Or, si désigne l1 anneau des adèles de 

K , le groupe UJ2 (K/k, S) est le conoyau de l'application

H1(K/k, S(A^)) H1(K /k , S(AK) / s ( K ) ) 5

13
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il est donc isomorphe, par la "dualité" de Tate-Nakayama (cf. [28]), au co- 

noyau de l'application c ; :

I I H” 1 ( g V, S ° )  ----- -  H "1 ^ 0 )

où H 1 désigne le groupe d'homologie HQ modifié "à la Tate" et S°le g-module 

Hom2(s, 2) des sous-groupes à un paramètre de S. 3i S est compact en v q ,  on a

H^(g °, S°) = 0 5 la norme N v est donc nulle dans S° et H^(g °, S°) * 0. On
g

en déduit la surjectivité de l'application H0(gV°, S°) -*>H0(g, SO), donc celle 

de c, .

Remarque 1.9.1.- On peut très bien avoir le k-tore S compact et cependant
2

UJ (k, S) ^ 0. Par exemple, si S « ^/k^n/^m fc avec gal° :i.sienne finie de
2

groupe g, le groupe UJ (k, S) est cyclique d'ordre n/ppcm(nv), où n est l'ordre

y
de g et n celui de g ; or, ce nombre peut très bien être différent de 1 : 

c'est le cas pour K/k « Q('/Ï3>*/Î7).

Lemme 1.10.- Soient k un oorps quelconque, G un k-groupe algébrique réductif 

connexe et K/k une extension galoisienne qui déploie G. Il existe un entier 

m>0 et un k-tore quasi-trivial T, déployé par K/k, tels que possède

un k-revêtement spécial.

Cette assertion généralise le lemme 1.7 et en résulte d'ailleurs aussitôt. 

Le groupe G est le quotient par un sous-groupe fini central du produit de son 

sous-groupe dérivé G' par son radical S (cf. £5])* Celui-ci est un k-tore dé

ployé par K/k : il existe donc, d'après 1.7» un entier m>0 et deux k-tores T 

et T', quasi-triviaux et déployés par K/k, tels que soit k-isogène à T'.

Si G"—►G' est le revêtement simplement connexe de G', on obtient ainsi un k- 

revêtement spécial G, , mxkT •-%-Gm*kT.

Lemme 1.11 (Harder £l2}).- Soit G un k-groupe algébrique réductif connexe.

_ — v
Soient Z. une partie finie de jfl et, pour chaque v 6 Z , un tore maximal T

de Gv défini sur k . Il existe alors un tore maximal T de G, défini sur k et

tel que, pour chaque place v de Z , le tore Tv soit con.iugué de TV par G(kv).

14
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C'est le lemme 5*5*3 de £l2jjJ. Ainsi, pour un tel T et pour toute place 

v êZ., les images des applications H^kjT) — ►H1(kv, G) et H1(kv, Tv) -*-H1(kv, G) 

coïncident.

Lemme 1.12 (Kneser-Harder £l2j)*- üLL ® est un k-groupe algébrique linéaire 

connexe, l'application

A k f C O  — * T T  H^k , 0)
v€«>

est sux.jective.

C'est le théorème 5*5*1 de £l2jj]. La démonstration s'appuie sur le cas 

particulier (1*8*2) grâce au lemme d'approximation précédent.

Lemme 1.13.- Soient k un corps quelconque. G un k-groupe algébrique linéaire 

connexe et U un k-sous-groupe invariant k-résoluble. L'application canonique

H^kjG) — *  H^kjG/ü) 

est une bi.ieotion* Ceci s'applique en particulier si k est parfait et U le 

radioal unipotent de G.

Clair, d'après la nullité des H*(k, G ) pour le groupe additif G et i >0 :
ft ft

il suffit de traiter le cas U » G ;  si *>c e H*(k, G) et si a est un re pré sen- 

tant de «( dans Z^(k, G), la suite exacte d'ensembles pointés

0 « H^kjU) -► HX(k, G) -*H^(k, G/u)— ^(kjü) - 0, & Si

obtenue par torsion par le 1-oooyole a, donne le résultat*

§2*- Calculs de groupes Ulj ;(k, B).

On se propose de calculer dans quelques oas particuliers les groupes

lll̂ CkyB) et LU *(k, B) considérés au §1, a. On désigne toujours par k un corps 
2> a

de nombres et par B un k-groupe algébrique commutât if fini. On note le 

groupe de Galois g(kg/k) et n son ordre, e son exposant (s ppcm des ordres 

des éléments de g), enfin f » n/e*
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a Etude des cas B = 2/m et B ■*«  • — *■< m c q  v a a  «  — & /  w  e u  o  b  «r^ •
« 11 m

On obtient les résultats suivants :

(2 . 2 )

(2. 1) lii^U/a) = 0

U1i(r«) * 0 ou 2/2*

De façon précise» on trouve 2/2 dans ce dernier cas» lorsque les conditions sui

vantes sont remplies :

Si désigne une racine primitive 2r-ème de l'unité, l'entier s(k) est défini

> k t il est au moins égal à 2 et k est dit 

spécial lorsque l'extension k(Ç"s+ )̂/k n'est pas cyclique; enfin 2 (̂k) est une 

certaine partie finie de -Q. . Par exemple, les eerps Q et QbTf) sont spéciaux, 

s(k) vaut 2 dans les deux cas, 2 (̂0) * ̂ 2  ̂et Z #(d(V7)) a 0.

Dans le eas B » 2/m, les ealeuls sent immédiats (lemme l.l). Dans le oas 

B ■ les résultats sent évidemment liés à l'étude de l'extension k(*/T)/k 

et sent la simple traduction de résultats d'Artin-Tate ([2], chap. 10) et 

Wang [42] t en effet, H*(k,fB) ■ k*/k** , si bien que 

par k®* du sous-groupe de k* fermé des éléments qui sont, localement en dehors

de X, des puissanoes m-ièmes.

Le lemme 1*4 donne aussitôt à partir des résultats préoédents

On voit que, dans le premier cas, le lemme 1.4 traduit exactement les rapports

k est un corps spécial, 

m » 2*m* avec m' impair et t>s(k),

(2.4)

(2.3) Ij.Ca/®) “° ou */2> 

4xW  ■  °-

qui existent entre le principe de Hasse pour et le problème de Grunwald.

2 (k).

* , )k gpar la condition

est le quotient

Iftn
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Voici enfin deux exemples particuliers :

- si k= Q, 

(2.5) ^ 1(^8) = 0 » U 1 {2^(l^8) " K I W  “ 2/2 » d '°Ù

(2.6) H 1(3/8) » 2/2 j
g»

- si k= < n ( f f ) r

(2.7) ülX(f8) = Vil^g) = 2/2 , d'où

(2.8) H^(2/8) *  0.

b.- Cas du conoyau de la norme Z/n -* (Z/n)[g].

On considère une extension galoisienne K/k de degré ■ et groupe g. On note 

Ng « g la norme et Bgt 2[g] -» 2 l'augmentation. Le k-groupe fini B est le 

dual du groupe fini RK/jJp-R• °° vérifie aisément que le diagramme ci-dessous est 

cenratatif et que les deux lignes sont exactes*

0 2[g] Ï212[j]/l 1 2/» 0

f  ,  i1’
0 -* 2[g] -» 2[g] — * (2/n)[g] -* 0 j

dans oe diagramme,  est composée de et de la projection, £ est composée de 

la projection et de - £ suivie de la projection 2-* 2/n et, enfin, 1(1, 0) » N , 
»

t(0, 1) = n—N . Cette application v*>t donc injective et a pour conoyau B. On 
f

en déduit que, pour tout sous-groupe h, de g, H*(h, B) ■> H^(h, Z) © H^(h, 2), d'où, 

on vertu des lenunes 1.1 et 1.9 fit do la nullité de Ĥ (lt, 2) pour h cyclique, 

(2.9) UJj(k, B) - Ul3(g, 2)

(2 .1 0 )  U l^ (k , B) » H ^ g , ! )

(2.11) ^i(k»RV n ) " H3(g, 2)/Ul3(g, 2).

Notons que le diagramme ci-dessus fait apparaître par dualité le groupe R1̂  

comme le noyau de 1*isogénie RG^ -» G^ï^Vfl définie par i h  [N(x), xtt/N(x)]

( f if . [ 2 8 ] ) .
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c.~ Cas du novau de 11augmentation (2/n)[g] -* 2/n.

On trouve 1
(2.12) UJ (̂k.B) » 2/f.

En effet, H*(g, B) * Z/n et H1(gv, B) » 2/n^ où n^ désigne l'ordre de gv. Le 

groupe UJ^(kfB) est donc le groupe cyclique d'ordre n/ppcm(ny) pour v en dehors 

de Z. Cet exemple montre qu'on ne peut améliorer le lemme 1.3.

d C a s  où 0 = V ..** —— — _  4

Dans ces cas-là, deux situations peuvent se présenter suivant la nature de 

K/k. Ou bien tous les groupes de décomposition sont cycliques et alors

(2.13) W 1(k, B) . Ul̂ dc.B) , d'où H^(k, B) . 0.

Ou bien, il existe une partie finie non vide Z. de & , formée des places dont le 

groupe de décomposition est V̂ j alors

(2.14) Ul'tk.S) . 0, puis U)’(k, B) . Ul^k.B), li'rt

(2.15) 4 '  (k, 6) - 0 .i •* H^(k, 6) - ^ ( k , *).

Par exemple, si B est le noyau de l'augmentation (2/4)[g] -* 2/4, on trouve

(2.16) mhk.B) « 2/2, 

avec tantôt, par exemple pour K/k = Q(vf̂ ÔL, V2)/$, 

(2.17) UJ1(k, B) » 0 et M1(k, B) - Z/2, b)

tantôt, par exemple pour K/k ■ Q(/Ï3»VÏ7)/Q»

(2.18) U ^O ^B ) » 2/2 et H*(k, B) * 0 .
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§3.- L'approximation faible.

Rappelons qu'étant donné un groupe algébrique linéaire G défini sur le corps

de nombres k et une partie Z. de il» on note A (G) le quotient, a priori à gau-

che» de l H_ G(ky) par l'adhérence de l'image diagonale de G(k) et A(G) = A (G).
XL

On dit que l'approximation faible vaut pour (G, Z.) lorsque A (G) = 0 et qu'elle 

vaut pour G lorsque A(G) » 0. Les propriétés ci-après de A(G) se déduisent aisé

ment du résultat suivant dans le cas semi—simple simplement connexe :

Théorème 3.1.- L'approximation faible vaut pour un groupe semi-simple simplement 

connexe sur un corps de nombres.

Ce théorème est essentiellement dû à Kneser qui a traité directement ([l8]» 

th. 7.1) les groupes classiques» puis» via l'approximation forte, tous les grou

pes sans facteur de type Eg ([19j21]). Le cas des groupes de type Eg est dû à 

Harder ([15]» conséquence du th. 2.2). La démonstration directe de l'approxima

tion forte par Platonov [31] donne une preuve globale de ce théorème.

Proposition 3.2.- Soit G un groupe algébrigue linéaire connexe défini sur le corps 

de nombres k. Si. I) est son radical unipotent.

A (G) - A (G/U).

Evident : le groupe U vérifie l'approximation faible, ear e'est une variété 

k-rattonnelle} le diagramme

0 — ► U(k) — ¥ G(k) -- * (G/U)(k) -- > H1 (k*ll) » 0

i  4  ;
0 -*>TU(k ) -»TG(kv) S* T  (G/U)(k ) — y 0 

2. 2  Z  v

donne le résultat annoncé, vu que <j> est une application ouverte.

Le résultat suivant illustre de façon précise les commentaires faits par 

Kneser au §8 de [L8 ]* une fois traité le cas simplement connexe, l'approximation 

faible se ramène à des questions de cohomologie galoisienne de modules finis* La 

démonstration utilise des arguments analogues à ceux de [18] qui contient d'ail

leurs l'implication H^(B) = 0 ^  ̂ ^(G) ** 0.
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Théorème 3»3.— Soit G un groupe réductif connexe défini sur le corps de nom

bres k et admettant un k-revêtement spécial G' —► 3 de noyau B. Si Z. e_st_ une 

partie finie de A , 

(3 .3 .1 ) A (G) » ^ ( k , B).

Ainsi, le défaut d’approximation faible A(G) est un groupe commutatif fini ét

(3.3.2) A(G) = ^ ( k , B), 

(3.3.3) A(G) . A (G), 
Ad

où Zq est formée uniquement de places finies, ramifiées dans kg/k.

Précisons la signification de (3.3.1)s d'une part, l'adhérence dans le

produit l l G(k ) de l'image diagonale de G(k) est un sous-groupe invariant, 
V < él

ce qui fait de A^(G) un groupe ; d'autre part, 1»isogénie G'-rG induit un iso

morphisme de groupes A^(G) > H^(k, B). De même pour (3.3.2).

Le k-revêtement spécial G' -*• G de noyau B fournit le diagramme commutatif

G»(k) ----► G(k) - » H1 (k, B) H1(k, G')

1 ^  l  ^  * 1 
*TTa'(kJ -* T  G(k ) -* “TfM1(k.B) u TT* H1(k .G»).
X 2 * T Z

On on déduit, en posant X m (i* ôcj>), 1* diagramme

G'(k) -£-» G(k) — 0

i * Ï T - U
~W G'(kv) X — in 9if-* 0.

Corne le produit, pour v 6 Ï , des groupes H^(ky, B) est fini et discret, X est 

un sous-groupe invariant ouvert du produit If G(k)| on particulier, il contient

1*adhérence de i[G(k)]. Montrons que i[G(k)] est dense dans X : soient U un ouvert 

non vide de X et g un élément de G(k) tel que J*î(g) appartienne à ̂ (U) ; l'ouvert 

jjT1[1(g)"1.U] est alors non vide ; il rencontre donc, en vertu de 1'approximation 

faible pour G' (1'approximation faible vaut en effet pour un groupe semi-simple

simplement connexe d'après le théorème 3.1 et pour un tore quasi-trivial qui 

est une k-variété k-rationnelle, donc aussi pour le produit de deux tels 

groupes), l'image de G(k)« On trouve ainsi un élément a de G(k), tel que
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i(gp(a)) appartienne à U. On a ainsi prouvé que X est l'adhérence de i(G(k)) 

dans II G(k^), ce qui assure que cette adhérence est un sous-groupe inva

riant et que le groupe A (G) ainsi défini est un groupe commutâtif fini, 

égal au quotient de im ̂  par ô(im <̂ ).

Le diagramme commutâtif

0 — ► in — ► H1 (k, B) ----► in < — 0

I® Is i■>
0 — ► in —v"TT H1 (ky, B) ---». in Ç — ► 0

montre que l'application ̂  induit un isomorphisme Â (G) « 4̂ .(k, B), lorsque V 

•st bijactive. Or, c'est le eas lorsque le groupe dérivé G" de G' est sans fac

teur de type Eg et que Z. contient les places à l'infini : l'application V est 

en effet injective, puisque, d'aprfcs Harder [12], le principe de Ha sse vaut, 

sous ces hypotheses, pour G" et que H1(k, G') « H1(k, G"), H1(kyfG') » H1(kY, G")| 

comme H^k , G") * 0 d'après Kneser [20] et que, d’après 1.6, H 1(k, B) » 0, 
* OO

l'application 9 est également surjective. Si l'on suppose seulement G" sans 

faeteur de typo Eg, le diagranme

A* „« .(a ) - * - » •  V a) 
If' If

0 B) 4Z (B)

nontre que f est encore bijectivex on vient en effet de voir que f' est bijectivef 

or, h est surjective et q est bijective (lemmes 1.4 et 1.1 (iii)). Enfin, 

dans le eas général, G" est le produit d'un groupe Gj de type Eg et d'un groupe 

sans facteur de type E - si bien que G' est le produit de G' et d'un groupe G*
o \ JL

dont le groupe dérivé G" est sans facteur de type E j comme le centre de G' est
2  o 1

trivial, G est le produit de Ĝ  et do » Ĝ /B. Or, l'approxination faible vaut

pour G£ d'après le théorème 3.1, d'où A (G) = A (G-) * S 1(B).
£ S 2 £

Los résultats concernant A(G) se déduisent aussitôt de celui qu'on vient de 

prouver pour Â (G) et du lerane 1.3.
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Corollaire 3«4»— Si G est un groupe algébrique semi—simple connexe, défini 

sur le corps de nombres k, et si B est son groupe fondamental «

Aj.(G) - H*(kfB), 

A(G) = H * ( k , B ) .
G)

On applique évidemment le théorème en considérant le revêtement simple

ment connexe G'—►G.

Corollaire 3»5»~ Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le 

corps de nombres 1c.

(i) Les ensembles A^(g) et A(G) sont des groupes commutâtifs finis.

(ii) £[i G est déployé par l'extension galoisienne finie K/k et si les 

groupes de décomposition des places de £ dans K/k sont cycliques, l'approxi

mation faible vaut pour (G, £), i.e.

AjCG) » 0.

C'est le cas si K/k est non ramifiée.

(iii) L'approximation faible vaut pour (G, «o).

On peut supposer, d'après la proposition 3.2 et le lemme 1.10, que G est 

réductif et admet un k-revêtement spécial G'—** G de noyau B : l'approximation 

faible vaut en effet pour un tore quasi-trivial et A^G^xGg) = A^G^jiA^Gg). 

L'assertion (i) résulte alors du théorème 3.3. Comme G' contient un tore ma

ximal, défini sur k et décomposé par K/k, et que B est un sous-groupe de ce 

tore, g(K/K) agit trivialement sur $ et kg/k est donc une sous-extension de 

K/k : l'assertion (ii) résulte alors du lemme 1.6 via le théorème 3.3.

Notons que (ii) et (iii) sont dus à Serre pour les tores.

Corollaire 3.6 (Harder £151)*- JLÎ ® est un groupe algébrique linéaire connexe 

défini sur le corps de nombres k et déployé aux places finies de Z , 1'appro- 

ximation faible vaut pour (G, Z).

On peut supposer G réductif# Il existe, d'après l'hypothèse et le lemme



1.11,  un tore maximal T de G, défini sur k et décomposé aux places finies de 

£.. Soit g a g(k~/k). Si v est une place finie de £ , le choix de T assure 

que Tv est un kv-tore trivial, donc que f est un gV-module trivial. La défi

nition de g implique donc gV = 0. On conclut alors grâce à 3.4 (ii)•

Notons qu*en revanche un groupe quasi-déployé ne vérifie pas en général

2 g  o ù  l ’ o n

considère K/k = Q(Vï)/«i » le plongeraent de l g étant donné par la racine 8' / ï t  

exemple dû à Serre (cf. [18] §6 et ci-après 5.8).

§4.- Le principe de Hasse.

On se propose de calculer, pour un groupe algébrique linéaire connexe G, 

sans facteur de type Eg, défini sur un corps de nombres k, le défaut de vali

dité du principe de Hasse : celui-ci est mesuré par l'ensemble pointé Ul^(k, G), 

noyau de la restriction

^ ( k y G )  I f  HX(k , G) ; 
v€Û

on verra qu'en fait les autres fibres non vides de cette restriction sont aus

si en bijection avec ̂ (kjG).

On sait que Ul^(k, G) est, en toute généralité, un ensemble fini (Borel- 

Serre [4])» mais oela résulte aussi, pour G oonnexe sans facteur de type Eg, 

des calculs ci-après.

Indiquons d'abord une réduction évidente :

Proposition 4.1.- Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le 

corps de nombres k. Si_ U est le radical unipotent de G, la bi.jeotion canoni

que H^(k, G) -v H^(k, G/ü) met en bi.jeotion les fibres des deux applications

H1(k, G)-».Tr HX(k , G) et H^kjG/U) - * T T  A k  , G/ü). En particulier» 
vea v véfl. v

Ul1(k, G) * Ul1(k, G/U).

Cela résulte aussitôt de 1.13 appliqué à la situation tordue par un 1-co-

cycle a € Z^(k, G) quelconque.

23

l'approximation faible : c'est déjà le cas pour le groupe



Indiquons ensuite le résultat fondamental suivant, sur lequel s'appuie 

l'étude ultérieure de IU(G) pour G quelconques

Théorème 4*2 (Kneser-Harder).- Si G est un groupe algébrique semi-simple sim

plement connexe, sans facteur de type 2g, et défini sur le corps de nombres 

k, l'application

A kjG) -* T T  ff^k-G)
vÇoo v

est bi.jeotive. En particulier, le principe de Hasse vaut pour un tel groupe :

VU (G) » 0.

Le cas des groupes classiques a été traité par Kneser (cf. £22, 23}) et 

celui des groupes exceptionnels par Harder 112].

Théorème 4.3.- Soit G un groupe algébrique réductif connexe, défini sur le 

corps de nombres k, sans facteur de type Eg et pourvu d'un k-revêtement spé

cial G' -* G de noyau B* L'application

1 à ?
UT(k, G) A .  Ul (k, B)

définie par ce revêtement est une bisection.

Rappelons d'abord que, d'après Tate-Poitou (cf. £37])» 1® groupe fini 

Ul^(k, B) est, de façon naturelle (cf.a.2.3). le dual de Ul^(k, B). On a donc

(4.3.1) Ul1(k, G) - Ul2(k, B) = Ul1(k, B)*'\

Notons ensuite que, si G a un facteur de type Eg, la démonstration assure

1 i  2
au moins que l'application Ul (k, G)— *■ Ul (k, B) est surjective. On conjectu

re évidemment que 4*2, donc 4*3 restent vrais même dans ce cas.

Corollaire 4*4*“ Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe défini sur 

le corps de nombres k et sans facteur de type Eg. £ii B désigne son groupe 

fondamental, l'application canonique

i )  p 
LU (k, G) — * Ul (k, B)

est une bisection.

24
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Elle reste au moins sur .je et ive pour G semi-simple connexe quelconque.

Il s'agit bien sûr de l'application ^ définie par le revêtement simplement 

connexe G'— ► G. Cette assertion est indiquée dans [8], mais la démonstration

qui en est donnée est très nettement insuffisante. Notons en outre que l'é-

1 2 
quivalence entre la nullité de VU (k, G) et celle de U1 (k, B) est déjà prou

vée par Harder (cf. [14] > thm.4.3.2) et par Kneser j.23].

La démonstration du théorème se fait en trois étapes.

(i) Le noyau de  ̂est i o k .

Il s'agit du noyau au sons des ensembles pointés. L'assertion V*1(0) = {o] 

résulte aussitôt de la considération du diagramme» à lignes exactes»

H1 (k, B ) ---V H1(k, G') ---► H1(ktQ) H^lc.B)

if f t  it
TF h'U .B) — ►TT H {k -G') — ►ÏH’lk , a) , 
^  ’ 09 V Ok V

dans lequel f est surjective (lemme 1.6) et injective, au sens ordinaire, 

en vertu du principe de Hasse (théorème 4*2) pour le groupe semi-simple sim

plement connexe G' sans facteur de type Eg, On vérifie ensuite simplement que

A_1(0) ^ ^ ( O )  = {oj .

(ii) L'application ̂  est in.ioetlve.

Soient* un élément de UI1(k, G) et a un représentant de * dans Z^fkyG). On 

peut» B étant central dans G'» tordre toute la situation par le cocycle a, ce 

qui donne en particulier le diagramme à lignes exactes

A.
H1 (k»B) -- H1(k, aG») ------H1(k, aG) — -----* k2(k, B)

i i i i
T  H1(kv, B ) - > T  H1(kv, aG') - V T T H 1(kv, aG) -► T T h ^ . B ) .

Il existe une bijection tft qui transforme le carré de droite en le carré homolo

gue du diagramme initial» i.e. avant torsion par a. Cette bijection transforme 

le zéro de H1(k»aG) en * et» comme* appartient à lU1(k»G), elle transforme le
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zéro de H1(kv, aG) en celui de H*(kv>G). Elle transforme donc Ul^(k, aG) en 

LU (k, G) et le noyau de A en A 1[A(®0]. L'assertion (i) appliquée à G' -* G
3 â

s'écrit (ker ) H Vil1 (k, .G) . {oj, soit, en appliquant ta, 

(A”1[A («0 ]fiU)1(k, G) ={«i.

(iii) L'application  ̂est sur.iective.

Notons d'abord (Kneser-Harder) qu'il existe dans G' un tore maximal SJ défini

2 t
sur k et tel que Ul (S')« 0. Considérons en effet une place finie particulière vj 

si G" est le groupe dérivé de G', il existe, d'après Kneser [20 J, un tore maximal 

T" de G", défini sur k et compact sur ky, d'ofc, d'après 1.9,  LU2(T") = 0 ; 

il suffit de prendre S' « T"X^T' où T' désigne le radical de G', radical quasi- 

trivial par hypothèse et vérifiant donc aussi Ul2(T') = 0 (lemme 1.9). Soit alors 

S l'image de S' dans G. Considérons le diagramme à lignes exactes

H1(k, S') H1 (k, S) -L. H2(k, B) lftk, S*)

i  4 I
H1(k, G») — * H1(k, G) — tftk.B) .

Soit  ̂un élément de Ul (ktB). Comme Ul (k, U') a 0, en trouve ** 0, d'où 

jl «î($), Comme £ appartient à W 2(k, B), on peut écrire sy « Tfy( ŝ ) pour chaque 

place v. L'application H^(k, S') -»"TT H1(ky, S') étant surjective (lemme 1.8), on 

peut, quitte à modifier s par un certain n(s*), supposer ŝ  = 0 pour toute place 

infinie. Dès lors, j(Sy) = 0 pour toute place infinie) mais, comme, pour toute 

place finie v, H1(ky, G') m 0 d'après Kneser [20]* on a j(sy) = 0 pour toute place 

v, i.e. j(s) € lV(k, G). Or, A[j(*)] » ^  •

On notera que cette démonstration de (iii) vaut encore si G a un facteur

de type Egj il en est ~en effet ainsi des résultats de Kneser [20i} qui y sont 

utilisés.

Remarque 4.4.I.- Dans les exemples classiques, comme le problème de la clas

sification des formes antihermitiennes quaternioniques (cf. 1^ 1) ou celui 

des classes d'isomorphisme pour les formes d'un groupe semi-simple dont le 

diagramme de Dynkin possède des automorphismes non triviaux, où le principe



de Hasse ost mis en défaut, cela provient simplement du fait que le classi

fiant du problème considéré est le quotient d'un certain ensemble H^(k, G) 

par l'action d'un groupe fini non trivial ; dans ces exemples, Ul^G) = 0, 

ce qui permet de restaurer le principe de Hasse en remontant à K'*'(k, G). Au

trement dit, on trouve dans ces cas-là une façon naturelle de "marquer" les 

objets à classer, de telle sorte que la classification des objets marqués 

obéisse au principe de Hasse. En revanche, lorsque UJ^(g ) / 0 , on ne voit 

pas de moyen analogue qui permette de restaurer le principe de Hasse.

Remarque 4«4»2.- Alors qu'a priori U1̂ (g ) est simplement un ensemble pointé, 

il résulte du théorème 4*3 que le revêtement G'-*- G le munit d'une structure 

de groupe, puisqu'il se trouve canoniquement isomorphe à 111 (B). En particu

lier, les diverses fibres non vides de la restriction H^(k, G) -*»TTH^(k , G)
IL v

sont toutes isomorphes à U1*(g) et cette application est injective, dès que 

son noyau UÎ (g) est nul.

Corollaire 4»5«“* Soit G un groupe algébrique semi-simple connexe, défini sur 

le corps de nombres k et sans facteur de type Eg. EkL B est son groupe fonda

mental. le diagramme

H1 (k, G) C-2*. iftk.B) X "IV H1 (k , Q) , B)
°* V oft v

est exact ot les projections de H*(k, G) sur H^k^B) d'une part et sur ”TTH\kv, G)

d'autre part sont suriectives.

Autrement dit, H*(k, G) est le produit fibré do H2(k, B) et TT H*(k , G)
id  V

au-dessus de “TT H (k , B).0O v

Montrons d'abord que l'application \  est injective. Soient y un élément 

de H*(k, G) et c un relèvement de y dans Z^(k, G). Comme B est central dans 

G, on peut tordre le tout par c. On obtient ainsi le diagramme commutatif

H*(k, oG) — 2— * H2(k, B)

- l * .  - h
H*(k, G) -----► H2(k, B), 
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dans lequel V  est la translation par A(y) et t est une fcijection qui trans

forme /f [A(r)J en le noyau de qA . Soit y' un élément de H^(k, G) tel que 

'v(y') = v(y). L’élément y 1 = <*e H*(k, oG) appartient amc noyaux de qA

et de la projection sur TT H*(kv, oG) j il appartient donc à Ül^(k, oG) d’a

près 1’isomorphisme, pour v finie, H*(k. 0)& H2(k , B) [20l . Or, d’après
V  O V

le théorème, la restriction de À à UlH(k, G) est injective, d’où y" » 0
G O I

et, via tc, y’* y .

On sait déjà, par 1.12, <*ue la projection H4(k, G) —*»"nT H^(k , G) est
0& V

“f p
surjective. La surjeotivité de As H (k, G)—*H (k, B) est prouvée par Kneser 

Q233 , chap.5, thm A b, et pratiquement par Harder (t!23+[.l2 lemme 4*2.3). Voioi, 
p

en bref, la démonstration. Soit Ç H (k, B). Comme il est presque partout 

localement nul, il existe une partie finie Z  de £ L ,  qui oontienne au moins 

line place finie et telle que Ç = 0 en dehors de Z. On peut, en outre, 

trouver, pour chaque place finie v é Z >  un k^-tore maximal compact dans 

G^ (Kneser [[20]) et, pour chaque place réelle v eZ» un R-tore maximal dans 

Ĝ . dont le H soit trivial (Harder £ 13} lemme 4.2.3). On en déduit, par

1.11,  l’existence dans G’ d’un tore maximal T’, défini sur k et tel que

A
soit compaot pour toute place finie v feZ et que H (kv, T’)- 0 pour toute

p
place réelle v feZ • L’image de K dans H (k, T’) est nulle, puisqu’elle l’est

p
partout localement et que, d’après 1.9 , lu (k, T’) » 0. Ainsi, Ç appar

tient à l’image de H*(k, T), où T désigne l'image de T* dans G ; il appartient 

a fortiori à l’image de H*(k, G).

Soient *  : H2(k, B) - ► !  H2(k , B) et A ï  T  H4(k , G) — *-TH2(k , B). Soit
^  V  Ofe V  cO v

({>, <*) un élément de H2(k, B)*TT H*(k , G) tel que <<(&) «ACx). D’après laDO V I o*

surjeotivité de A , on peut relever f  en y 6 H*(k, G), puis y en c € Z^(k, G). 

Quitte à tordre le tout par c, on peut donc supposer y - 0, donc ^ ■ 0. Il 

s'agit alors de prouver que (0, &) appartient à l'image de v lorsque Â («0 « 0. 

Sous cette condition, * appartient à l’image ae F  h (kv, G’), isomorphe, vu 

les hypothèses, à H*(k, G’). Soit alors >'6 H4(k, G'), d'image «t dans TTH*(k , 0) 

L'image A de X' dans H4(k, G) vérifie »(A) « (0, «c).

2 8



Remarque 4.5.1.- Ce corollaire fournit une description de H^(k, G) qui ramène

2
son étude à celles de H (k, B) et des fibres de 1 Application

à  t T T  H ^ k  , G) — * TT H2(k , B).
OW oo  V  «O V

fin effet, l'application

A s H*(k, G) — H2(k, B) 

est surjective et a pour fibre en À ( % )  la fibre A (Ç )1 correspondante
^ *■ oto '«O

à 1*infini.

Le corollaire ne vaut plus pour G réductifî ainsi, dans 1'isogénie

2 A 
Gm -- *■ Gm de noyau H (k, Gm), qui vaut 0, n’est pas le noyau de la projec

tion ^Br k -► TJ^Br Il reste cependant vrai que, pour G sans facteur de 

type Eg, X plonge H (k, G) dans le noyau de la double flèche et que

l'application A  a pour fibre en A(Ç) la fibre correspondante à l'infini. Mais 

l'image de A reste à préciser!

Exemple 4.5*2.- Soient f une forme quadratique sur Q et S0(f) le groupe spé

cial orthogonal de f. L'ensemble Ĥ (<i, S0(f)) classe sur Q les formes quadra

tiques g de même rang et discriminant que f. L'application qui associe à 

g les invariants e(g) et j(g) réalise H1(ft, S0(f)) comme la partie du produit 

gBr Q *H^(R, S0(f)) formée des couples (fe, j) vérifiant la condition "à l'in

fini” ( - l ) ^ -1)/2.

Corollaire 4.6.- On conserve les hypothèses et notations du théorème 4*3. On

2
considère en outre une extension finie K/k de degré impair n. Si H (k, B) n'a 

pas de n-torsion, par exemple s'il en est ainsi de B , 1 *application canonique

H1(k, G)-*-H1(K, G)

est injective.

En particulier, tout espace principal homogène sous G qui a un point à 

valeurs dans K en a déjà un dans k.

Ce corollaire est une conséquence immédiate du précédent 4*5 (cf. 4«5.l)*
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l'hypothèse "n impair" assure l'injectivité de TT"H1(k .G) —*.TT~H^fK ,G)î
oO V 7 O Q  '  W 7 ' 1

2 2
la restriction H (k,B)— (K,B) est également injective, car, étant donné 

l'hypothèse sur B, Inapplication composée Cor o Res est injective dans H^(k,B), 

puisque cfest la multiplication par n.

Exemples 4*6.1,- Si G est semi-simple adjoint, les hypothèses sur n sont vé

rifiées si n est impair et premier à iih-1 pour tout facteur de type A et à
m

2
3 pour tout facteur de type Eg. Si G = SO(f), on peut prendre n impair quel

conque. Il en est de même pour G semi-simple simplement connexe.

Corollaire 4.7»- On conserve les hypothèses et notations du théorème 4*3. 

Soient {k̂ Jf des extensions finies de k dont les degrés soient premiers entre 

eux dans leur ensemble. L'application canonique

H^kjG) “TT HX(k ,G) 
i *

est in.jective. En particulier, un espace principal homogène sous G qui a un 

point dans chaque k^ a déjà un point dans k.

Cet énoncé est enoore une conséquence immédiate du corollaire 4*5* Soit 

n^ le degré de k^/k. L'un des m  au moins est impair et l'applioation corres

pondante TT" H^(k ,G) — *■ | I'hV  ,G) est injective. Par hypothèse, il existe 
oo v «o 1 >w

des entiers «t. tels que X  «*. n. = 
i i i

évidentes. o(.. Cor.oRes. = id. On en déduit l'injectivité de la restric- 
’ i i i

tion H^(k,B) —»TTH^(k. ,B) et l'énoncé résulte alors de 4.5» 
i 1

Remarque 4.7*1.“ Il est naturel de conjecturer que les deux énoncés 4*6 et 

4.7 restent vrais sur un corps k de caractéristique 0 quelconque. C'est au 

moins le cas aussi si k est un corps p-adique, d'après [20}. D'autre part, 

Springer a prouvé [36] que, si G » S0(f) ou 0(f) et si K/k est une extension 

finie de degré impair quelconque, l'application H^(k,G) H^(K,G) est injec

tive.

1,i'oùj dan: H2(k,B) avec des notations
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§5.- Principe de Hasse et approximation faible.

Le lemme 1.4 permet, dans le cas où G possède un k-revêtement spécial, 

de déduire des résultats obtenus aux §§3-4 sur l'approximation faible et le 

principe de Hasse une extension naturelle de 111(G) par A(G) qui met en évi

dence leurs propriétés communes.

Théorème 5«1»“ Soit G un groupe réductif connexe, défini sur le corps de nom

bres k, sans facteur de type Eg et pourvu d'un k-revêtement spécial G' —*G.

Ce revêtement définit une suite exacte naturelle de groupes finis

0 -*A(G) — ► ui4(k, ê)N -+ u)(G) — ► 0.10

fe-g&W’ u£(k, ê) - U* (kgA.B)

où Zo est formée de places dont les groupes de décomposition dans kg/k ne sont 

pas cycliques.

La première assertion résulte aussitôt du lemme 1.4 et des théorèmes 3.3 

et 4*3* Les autres résultats sont contenus dans le lemme 1.2.

Rappelons (ç*f.1.2.l) que le terme médian de la suite exacte ci-dessus est 

de nature algébrique, alors que les termes extrêmes sont de nature arithméti

que : ils ne dépendent pas seulement du kg/k-module B, mais aussi de la dis-

. **
tribution des groupes de décomposition dans ki/k. Pour un même g-module B, 

dono pour un même terme médian lil*(g, B), on obtient une répartition variable
<0 “

entre A(G) et Ul (G) pour diverses réalisations g * g(K/k).

Corollaire 5*2.- On conserve les hypothèses et notations du théorème. On dési

gne en outre par n l'ordre de g(kg/k) et par e son exposant. Les groupes fi

nis A(G) et UJ(G) sont annulés par n/e. En particulier, si kg/k est métaçy- 

clique, a (g ) * UJ(g) » 0.

Conséquence du théorème ci-dessus et du lemme 1.3.
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Remarque 5*2.1.- En revanche, dès que g(kg/k) = V^, on peut très bien avoir 

A(G) et I U ( g )  non nuls (cf. 5*6 et 5*7)*

Corollaire 5» 3*- Soit G un groupe algébrique linéaire défini sur le corps de 

nombres k et sans facteur de type Eg. Si G est déployé par l'extension ga- 

loisienne finie K/k, d * ordre n et exposant e, les groupes finis A(G) erk 

Ul(G) sont tués par n/e. En particulier» si G est déployé par une extension 

métacyolique, A(G) « UJ(G) = 0.

Conséquence du corollaire précédent et du lemme 1.10 qui permet la réduc

tion au cas où G possède un k-revêtement spécial G'—* G de noyau B : en effet, 

l'extension kg/k est alors une sous-extension galoisienne de K/k.

Corollaire 5•4»- Les groupes semi-simples connexes suivants, supposés définis 

sur un corps de nombres et sans facteur de type Eg, vérifient l'approxima

tion faible et le principe de Hasse*

(i) les groupes adjoints

(ii) les groupes absolument presque simples

(iii) les groupes déployés par une extension métacyolique et leurs for

mes internes.

Le cas (i) se ramène, par la restriction des scalaires, au oas (ii), oas 

particulier des groupes déployés par une extension métacyolique (oorollaire 

5.3) ; noter enfin qu'une torsion interne n'affecte pas le groupe fondamental 

B.

Les cas (i) et (ii) sont déjà traités par Harder (cf.tl3»14l ) grâce à la 

notion d'isogénie "normale".

Remarque 5.5.- Pour toutes les assertions relatives uniquement à l'approxima

tion faible, on peut, dans les corollaires ci-dessus, oublier l'hypothèse 

"sans facteur de type Eg".



pour K/k galoisienne.

Joic.it n le rlegrô de K/k et g son grouoo de Galois. L'iso&râaie RG -*G x R1G■■ i.i m m
définie par x »-► [n (x ) ,x n/N(xjJ a pour noyau R*|*n, dont le dual B a été étu

dié au §2, ex.b. On obtient dono

AX(Ri,<U  " Ulâ^»2)/Ui3(g,2)

A(R4Gm) = H3(g,2)/m3(g,2)

Ul(R4Gm) = UJ3(g,2)î

ce dernier résultat se déduit aussitôt également de la dualité de Tate-Nàka-

yama [28]. Ainsi, le terme médian de l'extension de Ul(G) par A(G) est, dans

ce cas, le dual de H3(g,Z), qui vaut déjà 2g pour g » V^. Pour g(K/k) ■ , 

on a tantôt A(G) = 0  et UJ(g) * »2>

tantôt A(g) * 22 et UI(g) = 0,

suivant la repartition des groupes de décomposition dans K/k. On est, par

exemple, dans le premier oas pour K/k » ç(\/T3,\/77)/Q ( o f . §2,ex.d)et dans

le second cas pour K/k ■ Q(V-T>V2)/<1; on peut même préciser, dans ce dernier

cas, que K*"* est dense dans TP K*^ lorsque 2» ne contient pas 2, alors que
veE w

son adhérence dans oe produit est d'indice 2, dès que 2  contient 2.

Exemple 5*7 * le groupe semi-simple R^^SL^/R^i^ pour K/k galoisienne.

Ici encore, n désigne le degré de K/k. Les conclusions sont le3 mêmes qu'en 

5.6, puisque c'est le même groupe 3 = RV n  irrfcerv'ien't* Comme ce groupe G 

est presque simple et quasi-déployé, on obtient ainsi, pour des choix convena

bles de K/k, des exemples de groupe semi-simple presque simple et quasi-déplo

yé ne vérifiant ni le principe de Hasse, ni l'approximation faible et même 

pour lesquels A(g ) et Ul(G) prennent toute valeur fixée d'avance, au moins sur

8
Exemple 5*8* le groupe semi-simple R^y^SLg/ïg pour K * k( VT).

Exemple dû à Serre (cf. 3.6). Supposons k spécial et s(k) ■ 2 (cf. §2, ex.a). 

Le terme médian de (5.5.1) est alors égal à Z p . On trouve tantôt, par exemple

pour k ■ Q(Vî)» A(0) - 0 et

tantôt, par exemple pour k « Q,

A(G) = Z 2 et

avec, dans ce dernier cas, A^(G) ** ou 0, suivant que Z. contient, ou non, 2.

33

U1(G) = 2 2 , 

U1(G) » 0 , 

.•jxcinpli: 'j.6s lo tore
* Agm
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§6.- Lb oroupe de Brauer d'un qroupe linéaire»

L'introduction du groupe de Brauer a pour but de réinterpréter la suite exac

te (5.1.1), de manière à en donner une présentation intrinsèque et à l'étendre 

aux cas où G ne possède pas de revêtement spécial, et de mettre en évidence les 

rapports entre A(G) et U](G) et les problèmes birationnels.

a.- Quelques rappels sur le groupe de Brauer.

Pour les notations, cf. les notations adoptées au début et [11]. En fait, si 

k désigne un corps quelconque et X une k-variété algébrique affine lisse, il y a, 

d'après un résultat récent de Hoobler [, 17], coïncidence entre Br X et Br'X :

(6.0) Br X = Br*X.

Comme ici nous nous intéressons au cas des groupes algébriques linéaires sur un 

corps et de leurs espaces homogènes principaux, il n'y a donc pas lieu de distin

guer entre Br et Br'* Comme, de plus, seul intervient vraiment par la suite le 

sous-groupe Br^X, noyau de Br X -* Br X, il est mâme inutile d'utiliser le résul

tat de Hoobler. Pour obtenir l*égalité Br^X = BrjX, il suffit en effet de rappe

ler les deux lemmes suivants, où k désigne un corps quelconque et k la clôtura 

séparable»

Lemme 6.1.- Si. X est une k-variété lisse, on a la suite exaote naturelle

0 Br'jX -vH2(k, k(X)*) -*-H2(k, Div X).

Cf. [25] et [7], §7, lemme 14, où 1*hypothèse "X complète" est superflue.

Lemme 6.2.- Si X est une k-variété lisse. Br, jX est constitué de classes d'alqèbres 

d'flzumava. i.e.

(6.2.1) B^X - Br»X.

L*accouplement naturel

(6.2.2) X(k)x B^X -- * Br k

(x, b) |— * b(x)



35

peut se calculer ainsi : étant donné x, on peut représenter b par un 2-cocvcle 

f = (f_ *.) € Z2(q, k(X)*) défini en x et alors b(x) est la classe de (f . (x)).
S j L  " " '' ' S | t

Si. enfin, k est un corps de nombres, on a un accouplement naturel

(6.2.3) X(A. ) x Br.X — ♦ JL Br k ^  Q/Z.
k 1 A  w

Le lemme 6.1 assure que le groupe noté ici Br'X coïncide avec celui noté 

Br^X dans ( 2 6 ] • Il suffit alors de rassembler les résultats 41.7 et 41.8 de [26] 

pour obtenir les deux premières assertions. Si X est une k-variété lisse et k un 

corps de nombres d'anneau des entiers A, il existe un ouvert U de Spec A et un 

U-schéma lisse Y, tels que X = Yx^k. Comme Br'X s lim Br'Yx^V pour V ouvert de 

Spec A contenu dans U (cf. £10] VII 5.9), il en est de mâme pour Br^, i.e. tout 

élément b de Br^X appartient à l'image d'un certain Br^Yy pour V convenable. Soit

x “ (x ) n  un point adéliquo de X9 i.e. un élément du produit I I X(k ), tel 
* *  véXI ¥

que, pour un ouvort U non vido convonablo de Uy on ait, pour touto plaeo finio v 

définie par un point ferné do Wt la oootion x̂  qui so prolongo on yv € Y(0y) où 

0v désigne 1'anneau doo ontioro du complété kyt on bref x̂  « Y(Ô ). Dès lors, si 

v "appartient” à l'ouvert vOuf l'accouplement (xtb)v 6 Br ky est nul» puisqu'il 

se factorise par Br 0y qui vaut 0.

Par la ouitot on appellera parfois "accouplements do Hanin" les aceouplemento 

du type (6.2.2) ou (6.2.3).



b.- Le groupe de Brauer d'un torseur.

Etant donné une k-variété X, on note U(x) » k?Xl*/k* le groupe des unités

relatives de X. On se propose de calculer U(x),  Pic X et Br X pour un espace
a

principal homogène sous un groupe algébrique linéaire.

Lemme 6.3.-Soit X une k-variété » = g(k/k).

(i) On a la suite exacte naturelle

0-vH1(k, kDQ*)-*Pic X-*(Pic xj*-»H2(k, k DC3*)-+Br1X->H1(k, Pic X)-».H3(k, kCx]*), 

(ii) Si X(k) / 0 t on a même la suite exacte naturelle

O - y H ^ k ^ X Î K P ic  X-*(Pic X)*-* H2(k, ü(x))-*Br X-»H1(k, Pic X)-*H3(k, ü (x ) ) .
a

(iii) Si H3(k, Gm) * 0, par exemple si k est un oorps de nombres ou un

oorps ̂.-adique, on a la suite exacte naturelle

E(x) (Pic X)̂ -**H2(k, U(X)) -»Br X-*H*(k, Pic X)-*H3 (k , U (x )) .a

La suite exacte (i) est simplement la suite exacte des termes de bas de

gré O-frEg’0- ^ 1 -*E2, 1-^E2, 0-»ker(E2-».E2, 2)-*r E g^H^E3’0 

tirée de la suite spectrale d'Hochschild-Serre

Hp( f , H*(X, Oa) )  Hn(X, Gm) 

définie, en cohomologie étale, par le revêtement galoisien X -» X de groupe ej, 

et le faisceau Gm* En (ii), l'existence d'un point rationnel assure que les 

suites 0 -»H ^(k , Gm) -► Hi (k , kpC ]*)—>Hi'(k , ü (x ))  H^O sont exactes et scindées 

et que les morphismes H1 (k , Gjn) -► H1 (X, Gm) admettent une rétraction. On déduit 

la suite (ii) de la suite (i) par passage au quotient grâoe au théorème 90

et à la définition de Br X. L'exactitude de cette suite (ii) résulte aisé-
a

ment des conséquences indiquées ci-dessus de l'hypothèse X(k) ^  Çt* par exem

ple, la coincidence des noyaux de H*(k, Pic X) H3(k, kCX]*) et de 

H^(k, Pic X)-* H3(k, U(x)) provient du scindage H3(k, k£jQ*) » H3(k, k*)® 

H3(k, U(X)) et du fait que la flèche E3, ̂ -*-E3 soit une injection sur le fac

teur H3(k, Gm), si bien que la flèche Eg**-** E3, <̂ qui, oomposée avec la précé

dente, donne 0 a son image contenue dans le facteur H3(k, U(x)). Enfin, la 

dernière suite exacte s'obtient à partir de (i) et de l'hypothèse H3(k, Gm)* 0, 

par utilisation de la suite exaote de cohomologie galoisienne tirée de la 

suite exacte 0 k* —* *4D(ï) -* 0 (on ne suppose plus X(k) ^ 0 !.)»

3 6



H^(k, kpQ*)-^ H^(k, U(x)) est injective.

d * o u  l ’ o n  d é d u i t  q u e  H (lC*lC m  ) - > h  u , U(x)) e s t  s u r j e c t i v e  e t  q u e  3 7

Soit la sous”cat^g°rie de !a catégorie des k-variétés algébriques ainsi définies 

un objet de ^est la variété sous-jacente à untespace principal homogène à droite sous 

un k-groupe algébrique linéaire connexe. Soient G un tel groupe et X un k-espace prin

cipal homogène à droite sous G. Considérons les deux projections p̂  et P2* XxX — ► Xt 

le morphisme diagonal A i X —► XxX et le morphisme qi XXX —y G défini par q[(xg, x)3=g. 

Si F est un foncteur contravariant additif défini sur jfk et à valeurs dans une catégorie 

abélienne, i.e. tel que le morphisme FtX^JxFtX^) F^^xX^) soit un isomorphisme, on 

obtient, en posant i - F(p1)-F(p2) » d - F(M et s - F(q), le diagramme

F(G)

l*
P(X) — i - ,  F(XXX) - 2—» F(X).

Oï peut écrire» en identifiant F(XxX) à F(X)xF(X), que i(x) = (x»-x) et d[(xj»x2)]=xj+x2« 

La ligne inférieure du diagramme est donc exacte. De plus» l'application q»& a pour ima

ge je}, si bien que d»s est l'application 0. Il existe donc un morphisme F(G) -*>F(X)

•t un seul vérifiant i.<f - s. En résumét

Lbbwb 6«4.-Soient F un foncteur contravariant additif défini sur G un k-qroupe algé

brique linéaire connexe et X un k-espace principal homogène à droite sous G. Il existe 

■lors un morphisme canonique

^ * F(G) — » F(X)

caractérisé par la relation i.t̂ ■ s. Si en outre F —  F' est un morphisme de foncteurs.

le carré
F(G) --- ► F(X)

i  i
F' (G) F'(X)

est conmutatif.

A tout 1-cocycle a = (a ) appartenant è Z^(k, G) on associe un k-espace princi-
S Sfe't-

pal homogène à droite sous G : c'est la k-variété algébrique X obtenue en faisant opé-8
rer «sur X ■ 3 via l'opération "prime" '*x » a .sx. Inversement» X étant donné, le

— — s
choix d'un point-base x dans X détermine le 1-cocycle a ■ (q( et Ie

phisme X -» X défini sur k par x g -* g est un k-isomorphisme compatible avec l'ac- 
S O

tion de G. Les foncteurs F considérés seront à valeurs dans la catégorie des ̂ -modules 

continus» sauf exception*

Lewoe 6.5 .-Le V -module k[X]*/k* est canoniquement isomorphe è 2. Le foncteur contrava- 

riant X *■* îc[X] /E est additif et le morphisme canonique

k[G]VS* —  E[X]*/k*

est un isomorphisme de ̂.-modules. De même le foncteur X h» Pic X est additif et le

morphisme canonique _ .
-- -----------  Pic G — » Pic X

est un isomorphisme de ̂--modules



D'après Rosenlicht [32]. l'application k[G]* -» k*x G , définie par f *-♦ lf(e), 

f/f(e)], est un isomorphisme de ̂ -modules. Supposons XsX^. Les groupes abéliens ïc[X |* 

et K G ?  sont alors identiques et l'action de y  sur k[X]* est l’action naturelle sur 

les constantes, tandis que sur un caractère f de G on trouve *sf » [Sf(a“1)].sf 5 

l'identité k[Xj*/k* -* ic[G] /îc*est donc un morphisme de «^-modules. Si X est quelcon

que, le choix d'un point-base dans X détermine un k-isomorphisme X -» X t donc un
mm ^ mm ^ 3

isomorphisme «fi k[X] -* k[X ] de °L-modules ; le choix d'un autre point-base x .g donne
-1 0 

un isomorphisme et l'application t k[Xfl] -* k[Xa, ] est l'identité sur les

constantes et transforme un caractère f de G en f(g).f ; c'est donc l'identité modulo

k . La première assertion est ainsi démontrée. Il en résulte que le foncteur considéré

est additif, ce qui permet de définir un morphisme canonique via le lemme6*4* Il reste

à vérifier qu'il rend commutatif le triangle

k[G]*/î* —  k[X]*/k*

\  ✓
6 .

Cela revient h voir que les "identifications" de k[X]*/k* et k[G]*/k* à G identifient

i et s. Soit donc f un caractère de G et x^ un point-base dans X. On trouve alors, g 

et h étant quelconques dans G, [s(f)](xohg, xoh) ■ f(g) et [i(f)](xohg, XQh)=f(xQhg)/f(xQh) 

soit f(hg)/f(h) » f(g).

Si X > Xftt les groupes abéliens Pic X et Pic G coïncident et si s les deux ac

tions de s sur un diviseur D diffèrent par une tran&ation par a , si bien crue, G étant
s 's

une variété rationnelle, D et D sont linéairement équivalents! les doux actions de 

^sur Pic G coïncident donc* Si X est quelconque, le choix d'un point-base définit un 

k-isomorphisme X -* Xa , donc un isomorphisme de «j, -modules y 1 Pic X -* Pic Xfl = Pic G 

et celui-ci est indépendant du point-base, car le changement de xq en x0»9 se traduit 

sur les diviseurs par une translation par g ,  donc par l'identité sur Pic G, puisque G 

est rationnelle. Si Xj et sont deux objets de le morphisme Pic X^Pic %2 -* 

Pic^x)^) est un isomorphisme, puisque X̂  et Xj sont des variétés rationnelles. Il

rest* à vérifier que le triangle _
Pic G

- ! • -Pic X 1.» Pic XXX

est conmutatif. Soit x dans X et D un diviseur sur G ; alors [s(D)3(7x|x V ) coïncide
O w

avec i.0(D) , ô désignant l'inverse de ^ | en effet 9 est défini & partir du morphisme 

XQ*g g de X dans 5 ; on vérifie également que [stDjjCIxJJ XX) ■ i*0(D)({x^| xx), l’ap

plication g *-* g*̂  induisant le changement de signe dans Pic G* Comme un diviseur sur 

XXX est déterminé par ses restrictions à Xxfx^ et 1x^x7, on obtient s(D) - i.B(D) et 

d coïncide avec .

3 8



Lemme 6.6.- Soit G un groupe aloébrigue linéaire connexe défini sur le corps k. 

On a la suite exacte naturelle

0 -►H1(k, G)-»-Pic G -*(Pic G)*-» H2(k, G)- Br G -+H1(k, Pic G)-► H3(k, G).
3

En particulier, si T est un k-tore.

PicT = H1(k, f) et Br T = H2(k, f).

Si G est un groupe semi-simple connexe.

Pic G = (Pic G)^ et Br G = H1(k, Pic G), 
a

adnsi1>jgour G semi-simple simplement connexe.

Pic G s Br G » 0. 
a

Enfin, si G est un groupe réductif spécial.

Pic G = 0,  Br G = H2(k, S) et BjG) « 0, 

cette dernière égalité sur un corps de nombres.

La suite exacte initiale n*est autre que la suite exacte (ii) de 6.3, moyen

nant le lemme de Rosenlicht U(G) = G (cf. 6.5). Les "égalités" ultérieures sont 

des corollaires immédiats de cette suite, de la nullité de Pic T pour un tore,  . 

de la trivialité de G pour un groupe semi-simple connexe, de la nullité de Pic S 

pour un groupe semi-simple simplement connexe (cf. j[9} par exemple) et, enfin, 

du fait que, pour G réductif spécial, G soit un ÿ-module de permutation et de

(1.9.2).

— 'Ÿ
Remarque 6.6.1.- L'application Pic G -* (Pic G) n'est pas toujours surjactive!

Par exemple, pour G » tRc/ÏRSL2 x RC/taG* V B aV8C 8 = RtV Plon9é via x W , [?»N(x)] » 

on trouve l'application 0, alors que les deux termes valent ?2«

Lemme 6.7.- Soit k un corps tel que H (kft»m) * 0, par exemple un oorps global 

ou local de dimension 1. Soit G un groupe algébrique linéaire connexe défini 

sur k. Si X est un k-espaoe principal homogène sous G, la suite exacte 

E(X) (Pic X)*-* H2(k, U(x))-* B r X  -►H1(k, Pic X)-*H3(k, ü(x))

est additive en X et canoniquement isomorphe à E(G). En particulier, le

3 9



foncteur Brg est additif et le morphisme canonique

Br G -*■ Br X 
a a

est un isomorphisme»

La suite exacte E(X) est celle du lemme 6.3 (iii). On sait déjà, par 605, 

que les foncteurs X*-*U(X) et Xi-^Pic X, définis sur à valeurs dans (jÿ.—mod), 

sont additifs» Il en est donc de même des foncteurs ■— * (Ab), associant à X

l'un quelconque des termes de la suite E(X) autres que Br X. Il en est par sui-
d

te de mSme de Br X* L'additivité de E définit alors, par 6.4, un morphisme cano—

nique E(G)-v E(X) qui est un isomorphisme, puisque, d'après 6*5, c'en est déjà

un au niveau des quatre termes autres que Br G -*> Br X*
a a

§7»- Comportement du groupe de Brauer par isogénie.

Pour achever les calculs entrepris au § précédent, spécialement dans le 

cas semi-simple, il faut étudier le comportement de Pic et Br dans une iso-
9*

génie. On indique également dans oe § le comportement de Br, bien que cela 

soit superflu pour la suite.

Etant donné un groupe profini ÿ , un sous-groupe fermé et un ̂ -module 

oontinu M, on note les groupes de cohomologie relative de J modulo

à valeurs dans M (cf. F  ])• ce sont les groupes d'homologie du complexe 

inhomogène des ooohalnes oontinues de ^ modulo ̂  à valeurs dans M, 

complexe défini par M) ■ et par la formule donnant d :

aveo gj^f» ti» il revient au même de considérer le complexe homogène défini 

Par rP(f, fyM) - Hom^[(^)p+1, M] et (df)(jTo, ... ̂ i ) - ^ - 1)'3f( * V  &.]? 

Si ^est un sous-groupe ouvert de <̂ , on a également une description simple 

"à la Grothendieck" (cf. C35Ï « chap.VI, §2) : si est la jp-topologie, définie 

par la catégorie des ̂ -ensembles finis et les familles finies |e^-»eJ cou

vrantes, M définit un faisceau sur ^  et n'est autre que la coho

mologie de ïech S'(<*/*-»!) , M). Pour ^  invariant dans ÿ ,  n'est 

autre que la cohomologie H*

40

df (lfc fp + 1 ) - gl *2
f m  m m h y +i^ +

P+JL

î=r (-i)j. f • • • :

H’
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Lemme7»1.- Soient t s B » *  un groupe profini, produit semi-direct d*un sous- 

groupe invariant fini B et d'un sous-groupe «y., et M un ‘I*-module continu et 

B-trivial.

H1 ( B , M ) ^

(ii) On a la suite exacte naturelle

9 i _ -i -m (Inf,«f) 9 Res 
0 H («| ,M) © H l»J,H (B,M)j -------► H (ni,M)---- *.ir(B,M),

où associe à la classe du 1-cocycle la classe du 2-cocycle Ç défi-

Çïr ,c «  * -  k * ! » -

(iii) Si ,M) » 0 pour tout sous-groupe ouvert j' de on a les

suites exaotes naturelles

0 -*H2(*,«pM) — ►H2(*K,M) -££^H2(f ,M)

0 -fH1[^,H1(B,M)] — ► H2 (if ; M) — > H 2(B,M).

(iv) Si HX(B,M) = 0, par exemple si M est sans 2-torsion, on a un plon-

gement naturel _ p
ITK«1?M) C-* H (B,M).

Pour un ̂ -module continu H quelconque, on a la suite spectrale d'Hoch- 

sohild-Serre, associée à l'égalité nt/B “ ^ >

(i) Hp[$fH*(B, Mfl Hn(lT, M)

et la suite spectrale de Sech relative au revêtement T/ij —► 1 dans ^  et au 

faisceau défini par M (cf. e n  loc. cit. th. 41)

( II) HP [*, £? tfq(M)] =* Hn(t, M), 

où 3fcq(M) désigne le préfaisceau prenant sur nr/-*' , pour ni' sous-groupe ou

vert de ,  la valeur Ĥ Ctt'jM). Précisons que, dans (i), les edge Eg'0—►Bn 

sont les morphismes d'inflation relatifs à et que les edge En-+ E^ 'n

sont les morphismes de restriction relatifs à Bc^H

La suite des termes de bas degré de (i) s'écrit, si M est B-trivial, 

O-fH1^ , M) —v»Ĥ (ir, M)->H1(B, M) -*■ H2(|., M)-»‘ker[H2('«, M)-*‘H2(B, M3-**H :L(^, H1(B, M)). 

En outre, N étant B-trivial, les edge Eg'^-^ En possèdent une rétraotion don-

(i) H1K m) H1 M) ©

H1 .:M) - H 1

ni par [D)L0>)COi<no rb«V



née pair le morphisme de restriction relatif à d'où In^.mn_ on en

déduit, pour n = 2, la nullité de Eg’̂ — ► E2*̂ , ce qui, joint à l'existence 

d'une rétraction E1- ^ * » 0 , donne E1 = E*’0 ® Eg’1, soit le début de (i). De 

même, E3,° se plonge, par inflation, dans E3, donc dans E3’0, d'où la nullité

de la flèche Eg’*’— * E3’*"* et la suite exacte 0-*-E2 ►ker(E2-*Eg,2)-*Eg,̂ ^0.,

p P O
scindée d'après l'existence d'une rétraction E -*>Eg f d'où la suite exacte 

indiquée en (ii). On vérifie que, si oC € Z2(lf,M) est un 2-cocycle normalisé,

dont la restriction à B soit le bord d'une application ̂  de B dans M, la 

2 0 2 1 1
flèche ker(E -►Eg’ )-*Eg* de la suite des termes de bas degré associe à 

la classe de «l la classe du 1-cocycle ^ ■ (^r)^^. défini par

Xr0>) - p(T»> -«■.p[c"1(b)] + - *(b,<r).
11 2 0 2

On voit aisément alors que la section : Eg’ —► ker(E -♦Eg’ ) correspondant

2 R.0S 0 2
à la rétraction E ----► Eg’ associe à la classe du 1-cocycle £ la classe

2
du 2-cocycle Ç € Z 0*,M) défini, pour b,c € B et t ,x  P*1*

-  W »  - x « P > > -

La suite exaote des termes de bas degré de (il) s'écrit 

0-»H1(T,^M)^H1('ir,M)->H0fr,̂ jaeL(M)]-».H2(lf,5.;M)->.ker[H2(ii,M)-t.H2^,M)]

Comme, par définition,

edge En—yEg,n sont induits par la restriction de Tf à <j. et que, d'après le 

début de (i), la restriction 

la suite exacte

d'où, d'après le début de (i), Hx(*,j.iM) - HA(B,M)T . Cela se voit d'ailleurs 

très facilement sur la définition en termes de cocycles» On a donc ensuite 

la suite exacte

0-V H2('r,}jM) —»ker H2(%M) -52^,H2(^,M)

L'hypothèse H1^ *  ,M) » 0 pour tout sous-groupe ouvert ÿ,' de *J. implique la 

nullité du préfaisoeau sur le système simplioial des (<tf/*pP» d'où

H2(«,}*M) = ker[H2U,M)-22^H2( ,̂M)J .

4 2

h1!M lïC1! «)1 - > b3 ( , M).

A » ,
v '1 H ■ a sst un sous-groupe de s 1 !J .* ) que les

H1 *,M) -y h 1 * .* ) est surjective, on obtient

ï (ir̂ îM)- ► H K m) '(* » * -* -o ,

- H 1!« w K1!M)]



Il est immédiat sur l'expression de que Res ° * 0, si bien que se
2 ^

factorise à travers H (*if,i|,;M). Comme Res ^  Inf^ ̂  = idjj2^ jjj» on obtient

finalement d'après la suite exacte (ii) la nouvelle suite exacte

0 - ►  H1[ ^ , H 1 ( B ,M ) ] -* .  H2 (i t , * j M ) - £ ^ h 2 (B ,M ) .

Si, enfin, H^BjM) - 0, la flèch 

la suite des termes de bas degré de (il) est un isomorphisme, car, composée 

avec l'injection naturelle 

de « à , qui est un isomorphisme d'après (i). On tire donc de cette suite 

des termes de bas degré la suite exacte

0->H2(v ^;M)-»H2(%M) ——■♦H2 («J-,M).

L'hypothèse implique enoore, d'après (i), l'exactitude de la suite exacte 

0 -yH2(j,,M) J££>H2(v,M)-£2^H2(B,M).

Comme Res «Inf » icL-o/ on déduit de oes deux dernières suites

2 2 Hôs 2
exactes que l'application oomposée H (•* M ) H  (k ,M) »H (B,!!) est une

injeotion.

4 3

Théorème 7.2.- Soit G* -* G one k-isoaénie de groupes algébriques linéaires con

nexes définis sur un corps k de caractéristique 0. Soit B le noyau de oette 

isogénie# ^ ■ «p(k/k) et_ or le produit semi-direct BMÿ.. On a les suites exac

tes naturelles

(i) 0-^G(k)-*.G'(k)-*B(k)ipic G— Pic G» -*H2(*, ÿ.jk[G'}*)-» lcer(BrG-H3rG* )

(ii) 0-*G(k)->-G'(k)-*B(k)-»Pic G->Pic G'-»H1(k, B)^.Br1G^Br1G'
a a . A

(iii) 0-*G(k)-*G'(k)-*B(k)-►Pic G-*Pio G'-#H (k, B)-»Br G-*Br G'.
Sk SI

Pans le cas d'une isogénie T'-^T de tores, oette suite (iii) n'est autref 

à des signes près, que le début de la suite exacte de cohowôlooie

(iv) 0-*.T(k)-*T'(k)-*i(k)-^H1(k, T)-*H1(k, T')-*.H1(k, B)^H2(k, T)-^H2(k, T') 

tirée de la suite 0-*T-+T'-* B-*0, via les isomorphismes Pic T £. H^(k, T ) ., 

Br H2(k, $), ...

HCf r i M*1(«)]<
al(:

*p,M), c'est la restriction

H1 !Ct,M) H°rr»-!« •x 1(M)]| figurant dans
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Il s'agit des isomorphismes du lemme 6.6. Notons tout de suite que les 

suites (ii) et (iii) sont évidemment équivalentes, d'après les décompositions 

Br..G = Br k © Br G, et de même pour G', données par l'élément neutre de G et G'.
X St

Nous allons voir que la suite exacte (i) n'est autre que la suite des

termes de bas degré de la suite spectrale de ïech relative, en cohomologie

étale, au revêtement G'-*G et au faisceau G , à savoirm

(III) F[G'/G, ̂ ( G m)] ==► Hn(G, Gm), 

où Y&tG^) est le préfaisceau U *■» ̂ (11, (3̂ ). La suite exacte des termes de bas de

gré s'écrit a priori

0 -» H* (if ̂-|k[Q']X) -* Pic G -* H°(G'/G.Pic) -» H2^  |k[G']*) -* ker(Br G-»Br G')-»

81(G'/G, Pà£) -* ...

étant donné que, pour le faisceau la cohomologie de Cech H*(G'/G, Gm) s'iden-

tifie à la cohomologie relative H’(h , m |Îc[G'] ).

vO,  .
Montrons d'abord que H (G'/G.Pic) ■= Pic G'. C'est en effet le noyau de la 

double flèche Pic G' 3 Pic G'x^', ou encore de Pic G' 3 Pic G£(b)» où les 

deux flèches se déduisent de G£^) -* G' et de la composée avec la translation par 

b dans G^^)» Comme la k(b)-variété G^^) est unirationnelle, cette translation 

induit l'identité sur Pic G ^ bj et, par suite, la flèche dQ* Pic G' -» Pic G'xQG» 

est nulle.

Calculons ensuite les termes H* Ct', £|k[G']X) et Ĥ (, V, j.jk[G' ]*) grâce à la 

suite exacte de -modules

_x x * *f
0 -*• k -» k[G'] ’♦G' -* 0

«X * b
où k et G' sont les K-modules B-triviaux de -modules sous-jacents lesjfnmodu-

-X  *
les naturels k et G' (c'est le lemme de Rosenlicht auquel on ajoute la remarque

b ,  ,  
selon laquelle B agit trivialement sur les constantes et, via sur un

caractère £ de G').

1 X
La nullité de H (^', Jt ) pour tout sous-groupe g, ' de £ montre que la suite 

exacte ci-dessus induit sur le système simplicial K f  -» ij une suite exacte de 

préfaisceaux (voir aussi [ 1] th. 5.4), ce qui donne donc une suite exacte lon

gue par application du foncteur H*(«, 9 ; ) :



0 -* k* -* k[G]X -> G*(k) -* H1 (ic^jk ) -» H1 ('W, ̂  ;k[G, ]X) -* H1 (‘k ^ G ’** ) - * H2^  , ̂jicX)

-» H2^r, j.jk[G*]x) -♦ H2('»^|G^).

Or, d'après le lemme 7.1(i), H1(ir, ̂  ;kx) = 6(k) et H1 (nr ;G**̂ ) = 0 car G' est

sans torsion, d'où la suite exacte

0 -» G(k) -» G' (k) -* B(k) -* H1 (ir, j ;k[G' ]X) -» 0.
Ceci achève de prouver (i).
On a d'autre part le diagramme

0-> H2(t»f*pk*) -* H2(f, g ;k[G']X) -» H2^  , .*}£•*»)

n _  t i
o -» ^(b, ̂ )  -> ^(b, E[g*]x) -» h2(b, g»‘i).

A
La verticale de droite est injective d'après le lenme 7.1(iv), puisque G' est 

sans torsion, d'où kertf ker «j». La valeur de ker <f est donnée par le lemme7.1

(iii), ce qui donne finalement la suite exacte

0 -» H1 (kfB) -* H2^  , «J.|k[G*3X) H2(Btk[G*]X) •

La suite exacte (i) relative à G' -+ G est la suite des termes de bas degré 

de la suite spectrale d'Hochschild-Serre

h P C b ^ B * , ̂ )] #  ^ (8, ̂ )

et on obtient ainsi le diagramme commutatif

0 »  G(k) -♦ G'(k) -* B(k) -* Pic G -* Pic G' *  H2(‘w, ̂ |k[G']X) -* ker(Br G -» Br G»)

f  l t  i  I  8  I t  l *
0 -* G(k) -» G'(k) -» B(k) - * Pic G -* Pic G' -* H^B.kCG*]*) -» ker(Br G -* Br G*).

Mais ZJt Pic 5 -* Pic G' est surjective : tout d'abord, la division de G' par son 

radical unipotent ne modifie pas » ; on peut ensuite supposer que le groupe ré

duc tif G* possède un revêtement spécial H -* G' de groupe A1 (cf. 1.10) ; si A est 

le noyau de H -* G, on obtient alors que 3 n'est autre que l'application induite 

par la restriction A(k) -» A'(k) qui est surjectivei

0 -* G(k) -» H(k) -* Â(k) -> Pic G -» 0 

i « i i»
0 -» â*(k)-> H(k) -» Â'(k)-» Pic 5'-» 0

4 5



étant donné que Pic H = 0. Dès lors, <a se factorise par le noyau de égal (cf.

1 A
ci-dessus) à H (k, B), et il suffit d'observer en outre, pour obtenir (ii), que 

le noyau de X est aussi le noyau de Br^G -» BrjG' et, enfin, que l'application

H1 (k, B) i  ker(Br G -> Br G' )
1 1

ainsi obtenue est surjective. On peut d'abord supposer G' réductif, car, si U 

est son radical unipotent,  U^B = 0, la division de G' par U et G par U ne mo

difie pas 6 (noter simplement que, si U s G , la fibration par U étant triviale, 
a

G' ** k[G'/U ][tj, d'où Br*G'/ü ** Br'G* par un argument analogue à celui de [3 ] 

prop. 7.7 pour le groupe de Brauer ordinaire, et de mdme Br*G/U = Br*G). On peut 

ensuite supposer que le groupe réductif connexe G' possède un revêtement spécial 

H -* G' de groupe A' : il en est en effet ainsi de G, mx T pour m>0 et T convena

bles (cf. 1.10) et ker(Br1Gmx T -* Br1G, mx T) - kertB^G -» B^G')0* en vertu de

l'additivité de Br_ (lemme 6.7). Soit alors A le noyau de H -* G. On a le diagramme 

connutatif 0 -* H1 (k, Â*) -> kertBr G* -> Br.H) -» 0

t  t
0 -* H* (k, A) -» ker(Br G -* Br H) -» 0

« t. • *
H (k, B) -» ker(Br^G -» Br^')

où les lignes et la colonne de gauche sont exactes : Pic « 0 pour toute 

extension K/k et la suite 0 -» B -* A -» A' -» 0 est exacte. D'où la surjectivité de 

ô.

Montrons enfin la coïncidence entre (iii) et (iv) dans le cas d'une isogénie 

de tores. La commutativité des carrés

H1 (k, T) -* H1 (k, T' ) lft^t) -» iftk.t»)

1 4  I I
Pic T -► Pic T' BraT -* BraT*

résulte de la fonctorialité (contravariante) de la suite exacte du lemme6.6. La

A
coïncidence entre les deux débuts jusqu'à B(k) est évidente. Montrons que les

triangl.s j H1(k, î) iftk.î)

(7.2.1) B(k) H1(k, 6) 1”

Y Pic T • Br T
a

4 6



où les verticales sont les isomorphismes du lemme6»6, les ascendantes les flèches 

de (iv) et les descendantes les flèches de (iii), sont commutatifs. Considérons 

les suites spectrales d'Hochschild-Serre

(IV) HP(T’/T, *q(Gj] =ÿ. Hn(T, G )
m m

(V) Hp(T/T, ̂ ( G m)] Hn(T, G^).

On a des morphisraes d'inflation (III) -+ (IV) et (V) -» (IV) induisant l'identité

au but et donc les diagrammes commutatifs

H1 C* , * , k[T' f) H V ^ k C T '  f)

l  ^
H1(*, k[T']X) Pic T H2('*, k[T»]X) -i— ► Br T

47

5 t  S '  fr
H1(^k[T]X) ^ ( ^ [ î f )

a

v

11 suffit donc de vérifier que les flèches B(k) - * Ĥ (*J*T) et H*(k, B) - * H^(k, T) 

définies par les diagrammes ci-après coïncident avec les bords 2 définis par la

suite exacte 0-»T-*T'-*B-»0*

H1(f, kX) *=* H1(B, kX)*- B(k)

H1 (j»t) i H1(j, k[T]X)

f

X H1(Kfk[T']X)

et

H2^ )  * = 5 H 1(k, B)

LW

»£(k#T) i lftk, k[T]X) £ ïft^k[T']xh

Rappelons en effet les définitions de y  et 9 t l'identification du lemne7#i (i) 

est donnée par la composée ('W, 'jjkX) -» Ĥ (', «fkX) -» H*(B, kX) * B(k) et la flèche

Y n'est autre que «tç ; de mâme, d'après le lemme7»1 (iii), la flèche composée 

H^(k, B) -» Ĥ ('r, 'j. ;icX) -* Ĥ (TffkX) n'est autre que l'application if du lemme7.1 (ii) 

si bien que 0 n'est autre que la composée v̂*<f.

Montrons que y» Ç) . Soient j[̂€ B(k) et ^un relèvement dans T'(k). Alors, 

‘U/Ob*- - \.(b)» tandis que [ji^(^)]b<r « «*.$-$. Or, (H)b r = (br).Ç -Ç . 

(r.̂ )(b“ )̂ +*riT - £ s -fl(b) puisque Çest un caractère et que fl, est inva-

riant par Les cocycles l<?(x) sont donc homologues dans Z (<n, k[T']) ).
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On conclut alors grâce au diagramme

, 1H (k, T)

ê<k>. |ji 

^  hV , 1c[T']X)

Pic T

dont on vient de voir la commutativité du triangle de gauche, celle du triangle

de droite étant donnée par l’inflation (V) -» (IV).

Montrons que 0 = -và . On a le diagramme

21 * * 
H (k, T)

BrJH1(k ,B )  ^

"<f A^kCT'f) Ê

dont le triangle de droite commute grâce à l'inflation (V) -* (IV) et où 

Il suffit donc de prouver que Soit ĵ un 1—cocycle de ^ à valeurs dans

B| l'image de sa classe par w«j est la classe du 2-cocycle f avec (lemme 7*1 (ii))

bc, c<
^ X b r - ’ ) .  y b> -  X ^ b ) , 

Prolongeons chaque Y en un caractère de T'. Alors, £ ** Inf(d̂ ) est défini par
G*

et sa classe est l'image par de la classe de (jt̂ ). Considérons la 1-cochalne
M X

h de tt à valeurs dans k[T'] définie par Inf(Ç). On obtient

(dh) £br, c« * -•‘(Vf)*

Conne ç'(Ç̂ ) est un caractère sur T', la fonction br(Çv) - «'(̂ <) est la fonction 

constante -«K^r)(b) « (b) « f ^  CT, ce qui montre que les 2-cocycles L et

-f sont homologues dans Ẑ (*K, ît[T']x).

Il reste à vérifier la commutativité du triangle

H1(ktT*)

I
Pic T'

H1(k, Ô)

mais, comme elle n'intervientpas dans la suite, elle est laissée en exercice.

b«*,cv
a b*((*x> • K c+ m

c*«
s - 5 ,

e • j£w<' if
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Corollaire 7.3.— ̂ ne k—iso3BnijB_̂ j28cial̂ iidB_i<2rou£es_£éduotifs G'-^*G jdŝ nô au B 

définit des suites exactes

(7, 3*1 ) 0 6(k) —  6* (k) 3(k) —* Pic G —* 0

(7.3.2) 0 —*• H1 (k, B) — ► Br G —»• Br G*
a a

et. si en outre k est un corps de nombres.

(7.3.3) BCG) - W 1(k, §) et BJG) = u£(k, §).

En particulier, si G est seml-siaple connexe de oroupe fondamental B, 

(7.3.4) Pic G = B(k) et B r G = H 1(k, B).
m̂mm a

D'après le lemme 6.6, si G' est le produit d'un k-tore quasi-trivial et d'un

groupe semi-simple simplement connexe. Pic G* = 0 et Br G' = H2(k, G') et, sur un
a

corps de nombres, 6^(0') ** 0. Les diverses assertions ci-dessus résultent alors 

de la suite exacte du théorème 7.2. Notons que le calcul de Pic G pour G semi- 

simple connexe est déjà dans £40], voir aussi pour Pic, dans le cas algébriquement 

clos, par exemple [9j.

Exercice 7*4.- Vérifier qu'étant donné une k-isogénie G'-»G de noyau B, le trian- 

918 H1(k, B) --- — -- * H1(k, Pic 5)

e X  S * »
Br G 
a

quvelle définit commute au signe press est l'application déduite du morphisme 

ê — Pic G indiqué en 7.2 (i), 6 est le morphisme figurant en 7.2 (iii) et a est 

celui figurant dans la suite exacte du lemme 6.6. En déduire que, pour une k-iso- 

génie G' -*■ G de groupes semi-simples connexes, de noyau B, la suite exacte 7.2

(iii) n'est autre, moyennant les identifications du corollaire 7.3 ci-dessus et 

a des signes près, que la suite exacte de cohomologie

(v) 0-*8(k)— î1(G)(k) —  ̂ 1(G')(k)->H1(k, Ô ) ^ H 1(k, - ;i(G))->.H1(k, iri(G*)), 

déduite de la suite exacte de k-groupes finis

0-»fi -*nt.(G) -»■<*, (G» )-»0.
1 n

Cette "identification" n'est pas utilisée dans la suite.
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§8.— Approximation, principe de Hasse et groupe de Brauer.

Commençons par évaluer HI (G) en fonction de Br G, suivant une méthode ins

pirée de Manin (cf. [25], [26] §41).

Proposition 8.1.- Soit G un oroupe aloébrlgue linéaire connexe défini le corps de 

nombres k. Il existe un accouplement naturel

fonctoriel en G.

Cela signifie que, pour tout k-morphisme G’—►G, le carré ci-dessous est com- 

mutatif

La définition utilise essentiellement l'identification Br X = Br G obtenue
a a

en 6.7 pour un k-espace principal homogène X sous G. Soient % un élément de Ul(G) 

et un élément de 6 (G). On peut représenter Ç par un espace principal homogène 

X sous G et ^ par un élément b de Br^X puisque BraG = BraX. Comme j i est locale 

trivial, chaque b^ appartient à BrQ(Xv) qui s'identifie è Br kv, étant donné que 

l'hypothèse Ç € U*(G) implique X(ktf) £  On obtient ainsi, d'après le lemme 6.2, 

un élément de JLBr k et la somme des invariants locaux ainsi obtenus est l'élé-V

ment de H/Z qu'on associe au couple (Ç, |l).

Il reste è voir que cet élément de Q/Z ainsi obtenu ne dépend pas des divers 

choix effectués : modifier b consiste è lui ajouter un élément de BrQX, image d'un 

certain b' appartenant à Br k ; or la somme des invariants locaux de b* est nulle.

f
Si l'on modifie X en X', il existe un k-isomorphisme X'— ►X, ce qui permet de 

choisir comme relèvement de dans Br^X' l'élément b' = f*(b), si bien que b* * by.

Vérifions enfin le caractère fonctoriel de cet accouplement : tout k-morphisme 

G'-*-G définit des morphismes f : H*(ktG') -*>H^(k, G) et f* : Br G-^Br G' ; soient 

)Ç' un élément de Ul(G') et un élément de 5(G), X' un espace principal homogène 

sous G' représentant V »  X son image par puis <f : X'—*X le k-morphisme corres-

(8.1.1) Ul(G) x B(G) — v D/2

LU (G) x &(G) — * H/2

U1(G») x B(G') — * n/z.
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pondant (X s'obtient en prenant par exemple le cocycle image dans Z1(k, G) de ce

lui associé à X')j soit b un relèvement de dans B^X ; la compatibilité de «f 

avec l'action de G sur X et de G' sur X* assure la commutativité du diagramme

(P*
Br.X --- 1-- » BrX*

1 1

I I
f*

Br G --- !— > Br G'
a a

ce qui permet de prendre b* = <f*(b) comme relèvement de ^  = f * ( ^ )  dans B^X*.

Le diagramme
Br X

v

Br X' 
v

étant commutatif, on a, avec de tels choix, l'égalité b = b* dans Br k . d'où
V V V

a fortiori l'égalité

Théorème 8.2.- Si G est un oroupe algébrique linéaire connexe sans facteur de type 

Eg, défini sur le corps de nombres k, l'accouplement (8.1.1) met les groupes coro- 

mutatif8 finis LU(G) et B(G) en dualitét

(8.2.1) UJ(G) * & ( G f .

bJ ^

On doit prouver que le morphisme naturel Ui(G)— £(G) défini par l'accouple

ment (8.1.1) est un isomorphisme. On peut d'abord supposer G réductif, car la di

vision par le radical unipotent ne codifie en rien ce morphisme «(cf. 4.1 et la 

démonstration de 7.2). On peut ensuite supposer que G possède un k-revltemant spé

cial G'-* G de noyau Bt si G est réductif quelconque, il existe, d'après 1.10, un 

entier m>Q et un k-tore quasi-trivial T' tels que G^x^T* possède un tel revête

ment et on peut se réduire à ce cas, car w est fonctoriel d'après 8.1, additif en 

G (voir en particulier 6.7) et trivial sur T' (cf. (1.9.1) et 6.6).

Supposons donc désormais que G possède un k-revStement spécial G'-+*G de no

yau B. On sait qu'alors le morphisme canonique

à 9 
\U (G)— ► Ui (B)

M ss ,f*■ (^ )> .

Br k
v
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est un isomorphisme en l'absence de facteur de type Eg (théorème 4.3) et que 

le morphisme canonique

Ul1(6) JL E (G)

est également un isomorphisme (corollaire 7.3). Il suffit donc, pour achever la 

démonstration du théorème, de prouver le lemme suivant et d'appliquer le théo

rème de dualité de Tate-Poitou (cf. [37̂ \)

(8.2.2) U|1(B) = Ui2(B)'°, la 

dualité étant donnée par l'accouplement de Tate

(8.2.3) Ul1(B) x U12(B) q/l

ainsi définit soient ^ et b des cocycles représentant les classes de cohomologie

3 O mm
qu'on désire accoupler ; comme H (k»Gm) = 0, il existe une 2-cochaîne h € C ty»k*)

3 •
telle que £u b = dh dans Z (^, k*) ; localement, il existe, pour chaque place v, 

d'une part € C°(ê), d'autre part atf €  C^(B) avec ̂  « dÇtf et b̂  * dav$ l'ac-

couplenent des classes de £ et b est alors défini par la somme des invariants lo-

2 ■»*
eaux des 2-cocycles xv € Z ($v, kv) définis par

* sï  w b - h s - y ga - h i 
v ’v v v Av v v

Lemme 8.3.- Soit G*-*G une k-isogénie de groupes algébriques réductlfs connexes 

définis sur le corps de nombres k et soit B sen novau. Le diagramme

W(G) x B(G) w

l* t* ^
UJ2(B) xUI1(§) *

ou'elle définit est commutâtif.

Montrons qu'on peut se ramener, pour démontrer le lemme, au cas des tores. 

Considérons le diagramme croisé (cf. C29] ou [l3j ) ci-dessous, obtenu en écrivant 

B comme noyau d'un épimorphisme T'~*T de k-tores avec T' quasi-trivialt on pion- 

ge B dans G'x T' via zt-*(z, z ) et on pose H * G'xT'/B, ce qui donne le diagramme

T>
vt
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On a ainsi un diagramme commutatif d'isogénies

G' -» G'x T' -* T*

où t(b) s* b . On en déduit le diagramme commutatif d'accouplements

/  t  4 \/ ut (G) x & ( G )  
t a  i

l  LU (H) X B(H) 1  ►
i t ___

\ uj(T) x 6 (T)

\  i  t *r..2, „v „ j iis ^

u»2 (b )  x m1 (ê )

*  0/2

U1 (B) x Ul (B)

ceci d'après la fonctorialité des accouplements définis à la proposition &.1 • Comme

l'application m(G)îw(H) est bijective, ce qui montre aussitôt qu'il suffit 

de prouver la commutativité du carré inférieur d'accouplements pour obtenir celle

du carré supérieur.

La démonstration de cette commutativité dans le cas des tores fait l'objet 

des deux lemmes suivants.

Lemme 8, 4, - Soit U* -> U une k-i802énie_de_tores_dejTo^au B sar̂ lê ĉorgŝ jiejngmb̂  

k. Le diagramme

qu'elle définit est commutatif»

Les flèches obliques sont les accouplements de Tate (cf. 8.2.3) et les verti

cales sont les morphismes déduits des "suites exactes" et, par

T' est quasi-trivial et central dans H, on trouve aisément (cf. lemme 1, 9) que

lü1(k, ü) x Ul2(k, 8)

l‘ t> ^  «/»
Ul2(k, B) x Ul1(k.ê)

dualité,

1 1 *Soient et  ̂ respectivement dans lu (k , U) et Ul (k , B) qu'on représente par 

C®.) 6  z^(k»ü) et ( f  ) «  Z1(k , B). Puis,  on relève (a ) en (a 1) é  C*(kt U ') et ( f  )
8 S S 8 S

en ( f * )  dans C1(k f 0 ' ) ,  Soient alors b «  da» € Z2(k , B) et g s d f ' «  Z2(k , U ). U
8

0
*

*U* ► 0 .
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s'agit de voir que, si ji désigne la classe de b et ^ celle de g, on a

3  n
Comme H (k,Gm) * 0, les cup-produits a^g et bwf appartiennent à B (k,Gffl). Or, 

le calcul donne d(a'v/f) = da'v* f  — a'̂ df* * bwf — a«g, ce qui permet d'écrire

aug = dh et bvif s dl 

avec 1 = h + a'vf» € C2(k,Gn).

Soit alors v une place de k . On peut considérer x 6  C°(k ,  U) t e l  que a s dx, 
v*

puis relever x en x' 6 C°(kŸ,U*)# Alors, y * a'-* dx* appartient en fait à 
j
C (k̂ jB) et dy « b« Or les accouplements de Tate sont obtenus à partir des termes

locaux , , „
< « , l \  * xug - h

< 0 *»f>v ■  ywf -  i  ,

en faisant la somme des invariants locaux correspondants dans Q/Z# Plais,

d(x'uf*) * x'wdf* + dx'wf' » xug + a'wf* — ywf 

*s xvg - h - (ys/f - 1), 

ce qui montre que les termes locaux ci-dessus sont homologues dans Z (k ,G ) et
V RI

ont donc les nSmes invariants dans ü/l: leur somme est a fortiori la mime!

Lemme 8«5«- Soit T un tore défini sur le corps de nombres k* Le diagramme naturel

U]1(T) x U12(T)

i"  11/1
UJ1(T ) x 5 “ (T )

est antl-com m utatif.

Ce diagramme est d é fin i par l'accouplement de Tate f ,  analogue à (8 .2 .3 ) ,  par

2 •
1*accouplement d é fin i en 8.1 et par le  morphisme naturel H (k , k [T ]* )  —*B r T*

Considérons un 1-cocycle a dont la  classe «< appartienne à Ul^(k, T ) et le  k -es- 

pace p rin c ip a l homogène X = X ,  sous T,  associé* L 'app lication  n atu re lle  

H2(k , ïï[X }* )  “ ►B r ()X est un isomorphisme (lemme 6*3 ( i ) )  puisque Pic X = 0 . L'ap

p lic a tio n  Br.X -*■ Br X = Br T = H2(k , f )  est donc l'a p p lic a tio n  H2(k , E [X }*)-*H 2(k , T ) 
1 8  8

obtenue à p a r t ir  de la  su ite  exacte de ÿ-modules

K*V Kh

etv*GiJ:1(k€  !iufx'



0 k* —*■ k[X]* — ► T —* 0.

Soit f £ Z2(k, f) un cocycle dont la classe appartienne à UJ2( f ) ,  Etant donné

l'action de sur k[xj (cf. la démonstration du lemme 6.5), le bord df est le

3-cocycle V  . „ * 8f. „(a"1) , autrement dit À = - auf dans Z3(k, G ) et S | w | U  s m
2 3

- auf = dh avec h dans C (k, G ), puisque H (k, G ) s 0. On peut encore consi-
tu m

2 »
dérer h dans C (k, k[x]*) et, si g désigne le 2-cocycle f considéré comme élément

2 •

de C (k, k[X3*), on trouve dg == A = dh, si bien que g-h est un 2-cocycle à valeurs

■B 9

dans k[X]* et qu'ainsi la classe du 2-cocycle g-h € Z (k, k(X]*) relève celle de

f. Localement, g - h , a sa classe dans Br k : c'est celle du 2-cocycls g (x )-h =
V V W y y V

fv(xv)-h« dan" z2(k*«G»)'

Or, l'accouplement de Tate s'obtient justement comme suit : étant donné (a, f), 

on écrit -auf » dh et on considère la 2-cochaîne -f ux -f h = -f (x ) + h
v v v v' v' v

qui est en fait un 2-cocycle à valeurs dans î<*, d'où, au signe près, le mime élé

ment de Br k̂  que dans l'accouplement u décrit auparavant.

Ceci achève la démonstration de ce lemma, donc du lemme 8.3 par conjonction 

de 8*4 et 8.5, donc celle du théorème 8.2! Ajoutons que 8.3 se déduit de 8.4, 

8.5 et 7.2.1, par la considération du diagramme

5 5

UJ(T) x B(T)

K t*
Ui(î) x Ui2(f) — — * Q/Z

U12(b) x Ul1 (B)

où le triangle supérieur anticommute par 8.5, le triangle inférieur commute par 

8.4 et où *0© à = - 6  d'après (7.2.1).

Remarque 8.6.- On peut, en principe, espérer déduire de 8.2 des contre-exemples 

explicites au principe de Hasse, de la mime manière que Manin (£26], chap. VI, 

§47) utilise des obstructions liées au groupe de Brauer pour interpréter des 

contre-exemples classiques dans le cas des surfaces cubiques (Plordell, Cassels- 

Guy). Par exemple, dans le cas du tore T * RK/kGm' pour K̂ k 9alois*enn0» on sait 

bien (cf. £23 ou ici 5.6) que le principe de Hasse est en défaut exactement lors-
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que U) (g ,Z ) /  0 où g = g (K /k ). Autrement d i t ,  dans ce cas, i l  existe des k-va- 

rié té s  X défin ies dans l'espace a ffin e  A^, où n s [K:kJ, par une équation du type

et possédant partout localement un point rationnel sans 

en posséder dans k . I l  est relativem ent fa c ile  de trouver des c ritè re s  très  e x p li-  

c ites  et efficaces permettant de décider s i 11) (g ,? ) es t, ou non, t r iv ia l ,  nais, 

dnns le  cas où i l  est non nu l, on ne dispose pas de c ritè re  simple pour trouver 

un «/ t e l  que la  va rié té  "normique" associée contrevienne au principe de Hasse.

L'obstruction donnée par l'accouplement (8 .1 .1 )  n 'es t pas simple à calculer en 

pratique en raison de l'e x p lo ita tio n  d é licate  de la  n u llité  de H (k,G )!
RI

Proposition 8 ,7 . -  Soit X une variété alQébrlaue défin ie  sur le corps de nombres

k e t possédant un point ra tio n n e l. I l  existe  un accouplement naturel

A(X) X Eto(X) -> Q/2 

fo n cto rie l en X. a d d it if  à dro ite  e t t r iv ia l  sur le  sous-aroupe £ ( X ) .

S o it b un élément de Br^X dont presque toutes les images locales dans les

Br.jXy soient n u lles . I l  d é f in it  donc une application composée (c f .  lemme 6 .2 )

continue y
< i  TT X(k ) -* AL Br k -» iLQ/2 -» ÿz. 

b v v

C e lle -c i est t r iv ia le  sur l'im age, par la  diagonale, de X(k) ,  car e lle  se fac

to ris e  alors par Br k . S i b e t b ' sont deux te ls  éléments, *  b+b' *“ °*b+ *b ' *

S i b a ses images locales dans les divers Br0Xy, comme X(k) 0,  c 'est  la  somme 

d'un élément de Br k » BrQX e t d'un élément dont toutes les images locales sont 

nu lles , d'où *  0 . L'existence d'un point rationnel permet de représenter 

tout élément de S^CG) par un élément de Br^X dont presque toutes les images 

dans les Br^Xv soient n u lles , d'où l'accouplement de l'énoncé par passage au 

quotient à gauche par l'adhérence de X(k) e t à d ro ite  par BrQX. I l  est évidem

ment fo n cto rie l en X puisque les accouplements de Manin (lemme 6.2)  le  sont.

2

k *,où(x )l\SX
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Lemma 8 EtâDÎ̂ JË2EÎDSJUIÎ£ k—isogénie G* —y G dg_grgup_es algébriques linéaires» 

de novau B, le dlaoramme

H1(k, B) x H1(k, B)

^  Brk

G(k) x Br^G T 

auTelle définit est commutatlf.

Dans ce lemme» k est de caractéristique 0 quelconque, le premier accouplement 

est le cup-produit, le second 1*accouplement de Planin (6.2.2), la première verti

cale est le cobord et la seconde est l'application 6 de 7*2*(ii) •

Soit BreG le noyau de l'application Br^G -+Br k définie par l'élément neutre

de G(k)« Alors, Br.G = Br k # Br G et l'application û se factorise par Br G* L'as-
1 0  o

sertion è prouver étant ponctuelle sur G(k) et l'accouplement inférieur étant 

fonctoriel en G (cf. 8, 1), on peut supposer que G est le produit sur k d'un tore 

et d'un groupe unipotent, et mâme de G . ce qui nous ramène finalement au cas des 

tores» la partie unipotente ne jouant pas de rôle dans l'isogéniet si G * T x^U, 

l'application U(k) —hH1(k, B) est triviale et de mdme H1(k, B)—*Br U = 0. Vérifions 

donc le lemme simplement dans le cas d'une isogénie de tores T'—>. T, auquel cas 

BrgT = H2(k, f)• On sait de plus que l'accouplement de Planin se traduit (çf•

6*6 et 6*2) par l'application

T(k) x H2(k, T)A  Br k
2 * N

cup-produit qui è x € T(k) et ^  dans Z (k, T) associe le 2-cocycle A défini par 

X . = y .(x) , i«e. A = xvV. Considérons le diagramme
3|t H'Qf'Z #v

T(k) x Br<|T

H ,  t v
T(k) x H (kff) Br k

J  .t». ^
r(k, B) x H (k»B)

Le triangle supérieur commute d'après ce qui vient d'Stre dit» Comme» d'après 

(7«2«1), l'application ô est l'opposée dev «^ , tout revient à prouver que le 

triangle inférieur anticommute, ce qui est standard : soient x € T(k) et f dans 

Z^CkyB) ; on relève x en x' 6 T(i<) et f en f' dans C1(ktT')| l'image par 'b de 

la classe de f est la classe de df et celle de x est la classe de dx* et, comme
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d(x*uf' ) = dx'vf* + x* v df*t les 2—cocycles î x wf et —xvîf sont homologues dans 

Z (k, Gm), ce qui prouve 1*anticommutativité du triangle inférieur du diagramme 

ci-dessus et achève la démonstration du lemme.

Lemme 8.9.— Soient k ̂ ^orgsjdejjojÈrg^jst G'—* G une k—iso2énie—deî rou£e^^l— 

oébrigues linéaires connexes» de noyau B. Le diagramme

A(G) x Bw (G)

1 t q/2

x ^ ( B )

oublie définit est commutât if.

L*accouplement supérieur est celui défini en 8.7 et celui du bas s*obtient 

de façon analogue à partir des cup-produits locaux, par addition des invariants 

locaux ainsi obtenus (cf. lemme 1.4). La première verticale se déduit simplement 

par passage au quotient des morphismes cobords locaux G(ktf) (kv, B) et la

1 A 0
seconde du morphisme H (kfB) — +> Br G défini en 7«2 (iii)«

8

Désignons, une partie finie 2 . de £1 étant donnée, par G^(G) le noyau de 

la restriction Br G — ► \ J Br G où l’on peut d'ailleurs remplacer Br par
8 y y  8 V s

Br • Ainsi, B (G) est la réunion, lorsque 2Û parcourt l'ensemble des parties fi- 
8 ^

nies de des groupes B̂ .(G). Il suffit (voir en particulier la démonstration 

du théorème 3.3), pour démontrer le lemme, de prouver, pour toute partie finie £- 

de A , la commutativité du diagramme

A^C) x 5^(0)

|  t  - IL  8r k, 
i^(G) x LU^CÊ) *

ce qui résulte aussitôt, vu la définition des accouplements, de la commutativité 

indiquée au lemme précédent pour chaque place v.
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Théorème 8*10#— Si G est un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le 

çorgs^dejiombres k, l̂ aççougleneijt (8.7.1 ) jnet̂ en_jdualité>_les_j3rouDBSco2imut&- 

tlfs finis fl(G) et Bw(G)/E(G).

Comme A(G) et Br G sont additifs en G et que, pour un k—tore quasi—trivial T, S "

A(T) » 0 et Gm(T) ss Hl^(T) = o (cf. 6.6), le raisonnement fait au théorème 8.2 

montre qu'on peut supposer l'existence d'un k-revâtement spécial G'-* G de noyau 

B. En ce cas, le diagramme

A(C) X [Ew ( g ) /E ( 0 ]

i  t  t/2 

H*(B) X [u £ (ê )/u i1 (ê )]

4

commute d'après le lemme précédent. Or, la flèche A(G) -► Hm(b) est un isomorphis

me (théorème 3.3). Il en est de mdme des flèches UJI(b )-»'£(g) et U1^(B)-*• BW(G), 

donc aussi de la flèche induite par passage au quotient (cf. (7.3.3)), à savoir 

la verticale de droite du diagramme ci-dessus. D'où le théorème, puisque l'accou

plement inférieur est une dualité parfaite (lemme 1.4).

Corollaire 8.11.- Si G est un groupe algébrique linéaire connexe défini sur le 

corps de nombres k et sans facteur de type Eg, la suite naturelle

(B )  O - M ( G )  — *■ Sj^G)^ — v UA (G)-*• 0

est une suite exacte de groupes commutatifs finis.

Plus précisément, l'acccuplement (8.7.1) définit une suite naturelle

0 -*A(G) -+ Bw(G)N 5 (Gf +  0 

qui est exacte d'après le thécrème 8.10 et l'accouplement (8.1.1) définit un 

morphisme naturel

Ui (G) — ► 5 (G)'0 

qui est un isomorphisme d'après le théorème 8.2.

Remarque 8.12.- Les résultats de trivialité simultanée de A(G) et UJ(g ) indiqués 

au §5 sont donc équivalents à la trivialité de E>w(G).
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§9.- Lien avec les problèmes birationnels.

Le but de ce § est d'établir le caractère d'invariant k-birationnel de A(G) 

et LU(G) pour G un groupe algébrique linéaire connexe, sans facteur de type E_, 

défini sur un corps de nombres et d'étendre à ce cas les résultats de Voskre— 

senskii (cf» [393»£4CQ) obtenus essentiellement pour les tores* On étend en par— 

ticulier la suite exacte (V ) et une formule sur le nombre de Tamagawa*

a*- Problèmes birationnels.

On considère un corps k de caractéristique 0 quelconque* D'après Hironaka 

(cf. C39»40! )* t°ute k-variété lisse X admet une k-compactification lisse V(X) 

et la classe de similitude du module galoisien Pic V(x) est déterminée par la 

classe d'équivalence k-birationnelle de X (cf* également {73 p. 190). De plus, 

si X est une variété k-rationnelle, Pic ÏÏ(X) est un «p-module Z-libre de type fi

ni» pour g(î</k). On en déduit (cf. t39, 40}) que le foncteur X h*-H1(kfPic ?(X)) 

est bien défini, additif et constant sur toute classe de k-équivalence biration- 

nelle stable, pour la catégorie des k-variétés algébriques lisses k-rationnelles 

(voir aussi 6*5 ou (flemme 11)* On va voir que, pour un groupe linéaire G sur 

un corps de nombres, A(G) et 111 (G) sont des invariants k-birationnels qui déri- 

vent de l'invariant H (k, Pic 7(G)). Le cas des tores est déjè traité de façon 

détaillée et complète dans £39, 40j et repris d'un point de vue un peu différent 

dans L7j, §8*

Si G est un k-groupe algébrique linéaire connexe, toute k-compactification 

lisse G-»V(G) définit (cf » C39, 40] ) une suite exacte de ̂ -modules

(9*0*0) 0 -*FI -*Pic ?(G) ̂  Pic 5->-0

où FI est le ̂ .-module de permutation 2-de type fini formé des diviseurs de ?(G) 

à support "à l'infini", i*e* hors de l'ouvert G et où jp= çj(k/k). Dans le cas 

d'un tore T, cette suite se réduit à la suits exacte de ̂ .-modules

(9*0*1) 0 ->T -+P1 -*Pic ÏÏ(î) -v 0

et, si G est semi-simple, on obtient la suite exacte de «p-modules



(9.0.2) 0 '►PI-► Pic ÏÏ(G)->B->0

compte tenu du fait que Pic G = § (cf. 7.3 ou [9]).

Lemme 9.1.— Les suites exactes de cohomologie oaloisienna déduites de (9.0.1) jet 

(9.0.2) dans les cas respectifs dtun k—tore T J^^^un k—ĵ rouŷ eserai—siraplecon~ 

nexe G, à savoir

(9.1.1) 0-»-H1(k, Pic tf(T)) -*H2(k, T) -*H2(k, M)

(9.1.2) 0 -+H1(k, Pic ÏÏ(G)) -*• H1(k, B) ->H2(k, H) 

coïncident, à des slonas près, avec les suites axactas naturBllas

0 Br W(T) -+Br T-» H2(k, M)
3 3

0 - f  Br V(G) -*Br G ->H2(k, Pl).
8 3

Ces dernières sont les suites exactes de restriction (cf. 6.1)t on désigne 

par P) le ̂ -module des diviseurs "à l’infini”. 0e plus» dans cette "identification%
O A j ^

on identifie H (k, T) a Br T suivant le lemne 6.6, puis H (k, B) à Br G suivant
8 8

(7.3.4) et enfin Br J/(T) à H1(k, Pic ÏÏ(T)) et BrV(G) à M1(k, Pic 7(G)) suivant8 8

6.3 (ii) puisque U(ÏÏ(T)) » U(ÏÏ(G)) « 0.

Ce lemme est simplement Mentionné ici, sans dénonstration, pour montrer que, 

dans le cas des tores et des groupes semi-simples connexes, on peut obtenir des 

démonstrations plus rapides des résultats ci-après, directement à partir des 

suites exactes (9.0.1) et (9.0.2) via (9.1.1) et (9.1.2), démonstrations qui, 

d'après ce lemme, seront des cas particuliers des démonstrations générales ci-a- 

près.

Les résultats de Voskresenskii pour les tores (cf.f39.40l) peuvent se résumer 

ainsis

Théorème 9.2 (Voskresenskii ÜS9, 40]).- Soit T un tore défini sur un corps de ca

ractéristique 0. Soit T-*• V(T) une k-coapactificatlon lisse de T.

(i) Si T est décomposé par une extension cvclloue de k, 

H1(k, Pic tf(T)) - 0.

(ii) SjL k est un corps de nombres, on a une suite exacte de croupes commuta-
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(V) 0 -*A(T) -♦H1(ktPic 7(T)j*-~»Ul(T)-»D.

Il 8'agit des théorèmes 5 et 6 de Ê40l• L'examen de la démonstration de ce 

théorème 6 montre que le terme médian naturel de (V) est bien le dual du groupe
A

fini H (k, Pic V(T))* Voir également [7], §8, proposition 19.

Oans la suite» on utilise uniquement (i), l'assertion (ii) étant démontrée 

de nouveau comme cas particulier du théorème 9.5 ci-après.

Proposition 9, 3 (Voskresenskii [41J )•— Sii G est un groupe algébrique linéaire 

connexe défini sur le corps de nombres k, £t_si G - * • V(G) Mt_une k—comgaçtifiça^ 

tlon lisse de G, 

H1(kv, Pic Û(G)) = 0

pour presque toute place v de k.

C'est le théorème 3 de £41] • On peut supposer G réductif, car si U est le ra

dical unipotent de G,  le morphisme G -* G/u possède une k-section, d'où» U étant

une variété k-rationnelle, H1(k, Pic V(G)) » H1(k, Pic V(G/U)). Soit alors G le
o

k-groupe quasi-déployé dont G est une forme interne* L'espace principal homogène 

Isom(G, G ) sous le groupe adjoint de G a un k -point pour presque toute place v
O O V

de k : il se prolonge à un ouvert de l'anneau des entiers de k et a» partout en ré

duction sur cet ouvert un point rationnel (Lang [24]). Autrement dit, G est k^-i- 

somorphe à G pour presque toute place v. Il suffit de considérer le cas où G est
O

quasi-déployé, i*e* possède un Borel B défini sur k* Si T est un k-tore maximal 

de B, la variété G est k-birationnellement équivalente au produit de T par un 

k-groupe unipotent ("grosse cellule" de la décomposition de Bruhat, cf * [5*| ). On 

est donc ramené au cas des tores : comme un tore est trivialisé presque partout 

localement par une extension cyclique, il suffit alors d'appliquer l'assertion

(i) du théorème 9*2 pour obtenir le résultat*

Corollaire 9 *4*- Avec les mêmes hypothèses et notations.

BrflV(G) « SJG).
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On déduit aussitfit de 6*1 la suite exacte de restriction

0 -*• Br V(G)—  Br G —  H2(k, Fl)a a

où PI désigne le^-module de permutation des diviseurs de 7(g) à support hors de

G. Par suite, d'après (1, 9*1), on trouve U^(k, n) = 0, d'où PJV(G)) = B J g).

La variété V(G) étant complète, Br l/(G) « H1(k, Pic V(G)) d'après 6.3 (ii). Laa

proposition ci-dessus implique donc l'égalité Br V(G) s £ (V(G)), d'où le corol-
3 co

laire.

Théorème 9.5.— Soit G jjn_9rouge^laébrique linéaire connexe, sans facteur de type 

Egt défini sur le corps de nombres k. Soient G -*>V(G) une k—compactification lis

se de G et S le k-tore dual du module oaloisien Pic W(G).

(i) La compactification V(G) définit des isomorphlsmes de groupes finis

(9.5.1) A(G) - 4 1(k, S)

(9.5.2) Ul(G) « Ul2(k, S).

(ii) Les groupes commutatlfs finis A(G) et Ui(G) sont des invariants des clas

ses de k-équlvalence biratlonnelle stable de k-orouoes aloébrlaues linéaires.

(iii) La compactification V(G) définit une suite exacte de groupes abéllens

(V) 0 — * A(G) - * ■ H1(k, Pic ̂ (G))--». UJ(G) -v 0.

Ajoutons que le terme médian de (tf) n'est autre que Br V(G) ■ H1(k, S). De
a

plus, si l'on note K la restriction H^(k, S) —■*- |\ (k , §), on peut encore écrire
I v w

(9.5.3) A(G)n » im ^

(9.5.4) Ul(G)W = ker |*>.

Notons tout de suite que (V) généralise la suite exacte obtenue par Voskre- 

senskü dans le cas des tores [39, 4oJ (voir aussi Ü25j, remarque b p. 406), et 

reprise dans [7] (cf. p. 220 prop. 19 (iB)). D'autre part, les assertions (i) et

(ii) généralisent la proposition 18 de [7j. En revanche, la liaison avec la R-é- 

quivalenee sur G(k) n'est pas établie dans le cas général comme on a su le faire 

dans le cas des tores (cf. [7], proposition 19).

Notons encore que, dans (V), l'inclusion de A(G) dans le terme médian vaut 

également en présence d'un facteur de type Eg. De plus, le terme médian s'écrit



6 4

aussi bien BraV(G). L'analogie avec la "suite duals" de Cassels [.6] dans le cas 

des variétés abéliennes est donc ̂ onyalète, puisque, dans les deux cas, le terme 

médian est le dual de Bral/(G), ou, si l'on préfère, de E, (G) (cf. [25) §6, remar

que b).

Démonstration du théorème.- La k-compactification G-*V(G) détermine des iso- 

morphismes 6w(G) » BraV(G) = H1(k, S) = Ul2(k, S) et G(G) = E (V(G)) » Ui1(k, S), 

cf. 9.3 et 9.4. Ainsi, i* désignant la restriction (k, S) —► I | (k , S), obtient—
v ^

on les identifications & (G) as ker ̂  et &w(G)/6(G) = im p. Compte tenu des thé

orèmes 8.2 et 8.10, on trouve donc les identifications U1 (G J*0 = ker p. et 

A(G)M a in h annoncées plus haut. On en déduit aussitôt (cf. [7j p. 220, fin de 

la démonstration de la prop. 18) par le corps de classes L38] les égalités (i). 

Comme la classe de similitude (cf. [7] §1, p. 178) du module galoisien S = Pic 7(G) 

est un invariant des classes de k-équivalence birationnelle stable de k-variétés 

(cf. ci-dessus), additif pour les variétés k-rationnelles, on obtient aussitôt

(ii) è partir de (9.5.3) et (9.5.4) puisque H1(k, S) n'est pas modifié par l'addi

tion è § d'un module de permutation. Enfin, (V) est la simple traduction de la 

suite exacte (B) du corollaire 8.1, compte tenu de 9.4.

Remarque 9.6.- Si l'on désire obtenir (V) plus directement, sans souci d'accou

plements canoniques, on peut, du moins dans le cas semi-simple et dans celui des 

tores, éviter le recours au groupe de Brauer décrit aux §§ 7-8, en s'appuyant 

simplement sur les suites exactes (9.0.1) et (9.0.2). Dans le cas semi-simple, 

1 ■» 1 A
on obtient aussitôt les égalités H (k, Pic V(G)) » U*w(k, B) compte tenu de 9.3 

et \)P(k, Pic 7(G)) * Ul1(k, B). On en déduit, par les théorèmes 3.3, 4.3 et par 

le lemme 1.4, que Ui (G) « Ui1(k, §)N et A(G) * [H1 (k, S)^1 (k, S)]~. Dans le cas 

des tores, il suffit de considérer la suite exacte de tores 1-*-S-fT'-*T-*1 

duals de la suite exacte de modules galoisiens (9.0.1) pour obtenir (c'est la mé

thode de [7], prop. 18) A(T) » L|1(k, S) et Ul(T) = Ul2(k, S) et donc les autres ré

sultats par le corps de classes (cf. [7]). Cependant, ces méthodes de démonstra

tion plus rapides dépendent du choix d'une compactification, sont spécifiques de
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chacun des deux cas considérés et ne s'étendent pas au cas général» auquel cas 

la suite exacte (9*0.0) est vraiment à quatre termes et semble de ce fait inex

ploitable*

Corollaire 9*7*— Si G est un oroupe algébrique linéaire connexe défini sur le 

corps de nombres k et si c'est une variété k-ratlonnelle. il vérifie l'approxi- 

mation^faible^jrtg^ei^l^j^sence^de^fagteur^deJbjj^ge Eg» le_jDrinci£e_ji8iiiHasse*

Le résultat sur l'approximation faible est évident a prioriI Celui sur le 

principe de Hasse est dû à Voskresenskiï (£40] §3» corollaire 1 du thm* 6 et §5» 

thm* 8) dans le cas des tores et des groupes semi-simples*

Corollaire 9*8*- Si G est un groupe algébrique réductif connexe sur le corps de 

nombres k admettant un k-revfitement spécial de groupe B» par exemple si G est 

semi-simple de groupe fondamental B, l'invariant k-blratlonnel H1(k»Pic V?(G))

1 A
est éoal à Uito(kyB)i il est nul pour G semi-simple adjoint* pour G semi-simple 

simplement connexe* pour G déployé par une extension métacvclioue***. Si T est 

un k-tore. cet Invariant H1(k, Pic ?(T)) est égal à uî (k, T).

Dans le premier cas» l'égalité H*(k»Pic 7(G)) » Ul̂ (k, §) résulte de l'égalité 

H1(k»Pic 7(G)) = £ (G) prouvée en 9*4 et de l'égalité Br G * H1(k, 6) prouvée en
B

2 a
7*3» tandis que» pour le second cas» on a Br T ■ H (k»T) d'après 6*6* Dans le 

cas semi-simple» on peut aussi bien utiliser directement la suite exacte (9*1*2) 

et dans le cas des tores la suite exacte (9*1*1)* La nullité de cet invariant 

dans divers cas» dont ceux de l'énoncé» résulte alors de 5*3 et 5*4*

Remarque 9*8*1*- Il est bien connu que» pour un tore T défini sur un corps de nom-

1 •
bres» la nullité de l'invariant H (k»Pic V(T))» équivalente à la nullité simulta

née de A(T) et U)(T)» n'entraîne pas la k-rationalité de T» puisqu'il y a môme 

des tores» sur Q par exemple» déployés par une extension cyclique» qui cependant 

ne sont pas des variétés k-rationnelles (cf. £39, 40] et £7]» §8» ex* A) : pour une 

discussion détaillée du cas dés tores» cf* [7], §8» p.221-223. Pour les groupes 

semi-simples sur un corps de nombres» ou mdme un corps t-adique» la question de
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1 ■*
savoir si la nullité de H (k, Pic l/(G)) implique, ou non, la k-rationalité de G

reste ouvertes en particulier, un groupe semi—simple simplement connexe sur un

tel corps est-il une variété k-rationnelle? La question générale a été résolue

par la négative sur un corps quelconque par des examples de Platonov de groupes

semi-simples simplement connexes non k-rationnels*

L'énoncé 9*8 fournit, tout au moins, des exemples de groupes semi—simples

connexes, et mSme quasi—déployés, sur un corps de nombres, qui ne sont pas des

variétés k-rationnelles : il suffit de considérer les exemples 5.7 et 5.8 ; il est

évident que tout G, tel que A(G) j£ 0, par exemple le groupe indiqué en 3*6 (Serre), 

constitue un contre—exemple à la k—rationalité, mais il est plus facile d'exhiber

des contre-exemples dans le cas semi-simple à partir de l'invariant plus fin et

1 *
plus facile à calculer Ul^(k, B).

b*- Une remarque sur le nombre de Tamagawa»

Nous nous proposons d*étendre, grâce aux résultats antérieurs, une formule, 

quelque peu anecdotique, déjà observée par Voskresenskiï dans le cas des tores 

(C4Q3 §5, remarque 2) et concernant le nombre de Tamagawa d'un groupe linéaire 

réductif connexe sur un corps de nombres : il s'agit d'ailleurs d'une simple trans

cription des théorèmes d'Ono dans le cas des tores [28] et dans le cas semi-sim

ple relatif £29, 30] moyennant les expressions de Pic G et U(G) indiquées précé

demment, avec extension au cas réductif quelconque*

Proposition 9*9«- Soit G un oroupe réductif connexe défini sur le corps de nom

bres k. On suppose G sans facteur de type E et le revêtement simplement con- 

nexe G' du groupe dérivé de G tel que tf(G') = 1• Alors le nombre de Tamagawa 

*(G) de G est égal à

*(G) » iPiP. fil .
[ui(G)]

On désigne par 1® cardinal du groupe y»



On peut penser que l'expression de tf(G) donnée ci-dessus vaut pour G réduc- 

tif connexe quelconque, ce qui signifie essentiellement que -tf(G) = 1 et Ul(G) =0 

pour G semi-simple simplement connexe!

Le cas des tores est indiqué par Voskresenskiï ([40] §5, remarque 2). Rappe

lons d’autre part que la conjecture de Weil t?(G) = 1 pour G semi-simple simple

ment connexe est prouvée pour les groupes classiques et quelques groupes excep

tionnels (cf. Mars), pour les groupes déployés (Langlands) et quasi-déployés 

(Laï).

Lemme9.10<-Soit 1 -* G* -» G G" -* 1 une suite exacte de groupes réductifs con

nexes définis sur le corps de nombres k. Alors

q(|0[coker i^]

où î t G(k) -* G'(k) et j(G(^))/j(Q(k)) -» Q'*(Â )/G',(k) sont les applica- 

naturel les et où q(jv) désigne le Quotient [coker(f̂ )]/[ker(fv)].

La démonstration d'Qno f29,30] s'étend du cas semi-simple au cas réductif.

Lemme 9*11 #-0n conserve les notations et hypothèses du lemme précédent. On sup

pose en outre H^tk^.G') » 0 pour toute place non archimédienne et UI(k,G') ® 0, 

ce qui est le cas si G’ est réductif spécial sans facteur <de type Eg. Alors

rjysm. [„<*« ti.
*(G)

La démonstration d'Ono [29,301 s'étend encore aisément au cas réductif.

Pour démontrer la formule ‘C*(G) « * on Peut supposer, puisque V,

Pic et UJ sont multiplicatifs, que G possède un k-revdtement spécial G' -* G 

de noyau B. Ce dernier peut se plonger dans un tore quasi-trivial T', ce qui 

fournit le diagramme croisé

T»f

A riî \
B —♦G '-^ G

V t ' i G"]

G)

67

9 1fPie

[G)][ail
as -«•(GPour démontrer la formule
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obtenu en plongeant B dans G*x T* via z i-*(z,z~ ) et en posant H = G'xT'/B. °n 

commence par prouver la formule annoncée pour H, étant donné qu'on la connaît 

déjà pour T» La suite exacte G'-̂ *«H —* T  vérifie les conditions du lemme 9.11 

avec en outre tf(G') = 1, ce qui donne *tf(T)/<(H) = [coker î̂ ”]. Comme, d'après le 

théorème 4*3, Ü1(T) =H12(b) = IU(H), il s'agit donc de prouver que [pic ï]/[Pic hJ 

= Ijcoker î^, ce qui résulte aussitôt de la suite exacte

-^G'(k) -» Pic T -* Pic H -» 0 

suite qui se déduit aisément du diagramme (cf. th. 7.2)

0 -» T(k) -* T'(k) -» B(k) -» Pic T -♦ 0

} . J *
0 - *  H(k) -*• G'(k)XT'(k)-*B(k) -* Pic H -* 0 

compte tenu de Pic G' b Pic T' ** 0 (on peut d'ailleurs montrer qu'étant donné 

une suite exacte de k-groupes algébriques linéaires connexes 1 -» G* -*» G - * G* -* 1 

on a la suite exacte 0-* Q"(k) -» G(k) -> G'(k) -* Pic G" -* Pic G -> Pic G'). On dé

montre alors la formule *(G) » [Pic G]/[U1(G)] exactement de la même manière en

t
utilisant la suite exacte 1 -» T' -* H -* G -* 1 à laquelle on peut appliquer lelem- 

me 9*11 t car T' est quasi-trivial; comme U1 (G) * U1(H), il faut simplement 

prouver que [Pic G]/[Pic Hj = [coker t, ], ce qui résulte de la suite exacte
* *

0 -» G(k) -* H(k)^T'(k) -» Pic G -*• Pic H -* 0.

Ceci achève la démonstration de la proposition 9.9.

4

H(klt(kl
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FORMES QUADRATIQUES MULTIPLICATIVES 
ET VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES

FAR

Jean-Louis COLLIOT-THÉLÈNE
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R ésumé. — Soit k un corps de caractéristique différente de 2, et soit O une fc-forme 
quadratique multiplicative (au sens de Pfister). A tout ^-schéma intègre X , on associe 
des groupes D° (.X ) et D° (X) dont les bonnes propriétés fonctorielles permettent, dans 
le cas où k est le corps R des réels, 

(a) d’obtenir une généralisation aux R-variétés projectives et lisses de dimension 
quelconque d’un théorème de Geyer sur le nombre de composantes connexes des courbes 
réelles, 

(b) de montrer que, sur de telles variétés, deux points réels rationnellement équivalents 
sont dans la même composante connexe, 

(c) d ’établir de façon algébrique que certaines de ces variétés ne sont pas 
R-rationnelles.

Introduction

Cet article a été motivé par l’article de Geyer [G 1] sur les composantes 
connexes des courbes algébriques réelles et par les travaux de Sansuc 
et de l’auteur ([CS 1 à 4]) sur les variétés rationnelles, prolongeant ceux 
de M anin [M].

Soit k  un corps de caractéristique différente de 2, et soit O une forme 
quadratique définie sur fc,  non singulière et multiplicative (cf. [L], 
chap. 10, §2) ; seules les formes anisotropes auront un intérêt ici. Etant 
donné K/k une extension de corps, on note DK (O) le sous-groupe du groupe 
multiplicatif K* formé des éléments représentés par O sur K. Rappelons 
le théorème de Pfister : sur tout corps, pour tout entier n ^  1, la forme 
quadratique <p„ = xf est multiplicative [P I].

Etant donné X  un k-schéma intègre, on note k(X ) son corps des frac
tions. On appelle ici fc-variété un ^-schéma séparé de type fini géométri
quement intègre.
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2 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE

Pour des raisons que je préfère détailler dans le dernier paragraphe, 
pour ne pas alourdir cette introduction de rappels, il est naturel d’associer 
à tout ^-schéma intègre X  les groupes suivants :

L9 (X) est le sous-groupe de k(X)* formé des fonctions rationnelles 
f  e k (X)* telles qu’en tout point P du schéma X,  il existe u e k  (X )* 
inversible en P, et g dans Dk(x) (<D), tels que /  = u.g.

L° (X ) est le sous-groupe de k (X)* formé des fonctions rationnelles
f e k  (X)* telles que,  pour tout ensemble fini de points {Pt ........Pm }
de X  inclus dans un ouvert affine, il existe u dans k (X )* inversible en 
chacun des Pt (i = 1, . . . , m),  et g dans Dk(x)(<t>),  tels que /  = u.g.

On a clairement Dk (x) (O) <= L® (X) <= L® (X). On définit

D*(X ) = L*(X)IDk m (V) et D*(X) = i 9 (X)/Dk m (V).

Le but du paragraphe 1 est de démontrer le théorème suivant :

Théorème A. — Soit X  une R-variété projective et lisse de dimension n, 
et soit s le nombre de composantes connexes de X  (R) pour la topologie 
réelle. Les groupes D<p'> (X) et D*" (X) coïncident,  et il existe un isomor
phisme naturel

D*”(X)^*(ZI2Zy.

En dimension 1, cet énoncé permet de retrouver un résultat de Geyer [G  1] 
(voir § 6). Les instruments de la démonstration sont la théorie 
d’E. Arttn [A ], celle de Phster [P  2], et le théorème de Stone-Weierstrass. 
L’idée d’employer ce dernier est déjà mentionnée par Geyer [G  1], qui 
ne l’utilisait pas, car il pouvait (étant en dimension 1) suivre W itt [W].

Au paragraphe 2,  on établit la fonctorialité contravariante,  sur les 
^-schémas réguliers intègres,  des groupes D° (X) et (avec une légère 
restriction) des groupes D* (X). L’outil est le corollaire 2.1.1, qui généralise 
plusieurs résultats classiques sur les formes quadratiques,  et qui a été 
établi par une méthode un peu différente par M. Knebusch [K 1].

Au paragraphe 3, on établit la fonctorialité covariante (par fc-morphismes 
finis localement libres),  sur les fc-schémas intègres, des groupes D (AT). 
Le « principe de la norme de Knebusch-Scharlau » ([L], chap. 7, § 4-5) 
est ici fondamental. Il permet également, pour X  une fc-variété régulière, 
de définir un accouplement bilinéaire :

Z0(X )xD *(X)-+  D*(k)
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(où Z0 (X ) est le groupe des zéro-cyles sur X, et Z>® (k) = D® (Spec k)). 
On étudie les valeurs prises par cet accouplement quand le zéro-cycle 
varie dans une famille algébrique.

Au paragraphe 4, on montre, par des arguments élémentaires, et bien 
connus, que les homomorphismes (obtenus à partir du morphisme structural 
par fonctorialité contravariante)

D*(k) -* D*(Al) et D®(fe) = D®(fc) -» â®(Aj[)

sont des isomorphismes,  et,  plus généralement,  que D9 (X) et D$(X) 
sont des invariants « homotopiques » des ^schémas intègres. En conjugant 
ce résultat avec ceux des paragraphes précédents, on montre que, pour X  
une fc-variété projective et lisse,  l’accouplement défini ci-dessus passe 
au quotient à gauche par l’équivalence rationnelle,  et l’on obtient le 
théorème suivant.

Théorème B. — Soit X  une R-variété projective et lisse. Si deux points 
de X  (R) définissent des zéro-cycles rationnellement équivalents,  ils sont 
dans la même composante connexe de X  (R).

On utilise ces résultats au paragraphe 5 pour montrer de façon purement 
algébriqu^Ja R-variété, décrite dans [CS 2] (§ S), n’est pas R-rationnelle.

Au paragraphe 6 , on montre comment, en dimension 1, le théorème A
redonne certains résultats de Geyer [G  1]. On fait par ailleurs le lien

0*0
entre les groupes D® (X), D® (X) et certains groupes introduits dans [CS 1] ; 
on compare leurs propriétés,  ce qui amène à poser quelques questions.

Le plan de l’article est le suivant :

1. Composantes connexes réelles.
2. Fonctorialité contravariante.
3. Fonctorialité covariante ;  accouplement avec les zéro-cycles.

4. Invariance homotopique ; application à l'équivalence rationnelle.

5. Un exemple.
6. Passé et avenir.

Je remercie J.-J. Sansuc pour de nombreuses discussions pendant la 
préparation de ce travail,  et L. Moret-Bailly pour ses remarques lors 
d’un séminaire sur ces questions.

Par rapport à la version initialement soumise à publication (mai 1977), 
l’article a été remanié essentiellement sur les points suivants : l’introduction
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des g roupes Z)° (X ), la  fo n cto ria lité  co v a ria n te , l ’ap p lica tio n  à  l ’équivalence 

ra tio n n e lle  e t le théo rèm e B so n t n o u v eau x  ; o n  a  a jo u té  quelques rem arques 

m otivées p a r  le trav a il de K nebusch  [K  3 ].

Définition. — Etant donnés X  un fc-schéma intègre,  et /  e L® (X) 
(resp. L*(X)),  P un point de X (resp. {Pt ,  un ensemble fini
de points de X  inclus dans un ouvert affine), une égalité f  = u.g, avec 
g e Dk m  (O) et u e k  (X )* inversible en P (resp. inversible en chaque 
Pt (i = 1, . . . , m)),  sera appelée une écriture locale de /  en P (resp. en
{ A , 

1. Composantes connexes réelles

Commençons par des rappels de résultats fondamentaux.

R .l ([A], Satz 10, et [AS]). — Soit X  une R-variété. Les conditions 
suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un ouvert de Zariski non vide Cl de X  avec Q (R) = 0  ;
(ii) R (X) n'est pas formellement réel ;

(iii) tout élément de R (-Jf) est somme de carrés.

R.2 ([A] Satz 11). — Soit X  une R-variété, f  e R (A")*, et Xf  Vouvert 
où f  est inversible. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe Q <= Xf  un ouvert de Zariski non vide tel que fprenne seulement 
des valeurs positives sur Q (R) ;

(ii) /  est une somme de carrés dans R (X).
On note Q (X) le sous-groupe du groupe multiplicatif R (X)* formé 

des sommes de carrés. Les fonctions satisfaisant la condition (i) sont 
appelées définies positives. Elles forment évidemment un sous-groupe 
de R (X)*,  lequel,  par le théorème ci-dessus,  coïncide avec Q (X).

R.3 (Pfister et Tsen-Lang, cf. [L], chap. 11, th. 1.8.). -  Soit X  une 
HL-variété de dimension n. Toute somme de carrés dans R (X) est somme 
de 2 " carrés.

Dans tout ce'paragraphe, on se donne une R-variété projective et lisse X 
de dimension n. On pose

L (X ) = V n{ X \ L (X ) = Ü*(X), D(X) = D9"(X), D(X) = 5 9"(X). 

Le théorème'R.3 nous permet d’identifier Z>R (x) (<pn) à Q(X).
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Démonstration du théorème A

1.1. En utilisant R .l et R.3, on voit que le théorème A est clair dans 
le cas où s = 0, tous les groupes étant triviaux. Dans la suite, on se place 
dans le cas s > 0 . Comme la variété de l’énoncé est lisse, ceci est équivalent 
à la condition :  pour tout £î ouvert de Zariski de X  non vide, fi (R) est 
non vide.

1.2. Lemme. — Soit f e L ( X ) et Pe X (R). Soit f  = u.g une écriture 
locale de f  en P. Le signe de u (P) e R* ne dépend pas du choix de Vécriture 
locale.

Démonstration. — En prenant deux écritures locales pour f ,  on voit 
qu’il faut montrer que si un élément w de P appartient à Q (X), alors 
w (P) est positif. Soit donc

w = Yft=i^i avec hteR(X)*.

Comme X  est lisse, le point P est limite sur la variété C°° réelle X  (R)
de points P} n’appartenant pas aux diviseurs des ht (i = 1........t). Ainsi
w (P) = lim w (Pj) § ; 0, et, comme w (P) est non nul, il est strictement 
positif.

Remarque. — En utilisant la régularité de l’anneau Qx p  et la proposi
tion 2 . 1,  on peut donner une démonstration purement algébrique de 
ce lemme.

1.3. Soit |x2 <= R* 1® groupe (±  1). Le lemme 1.2 permet de définir 
un homomorphisme de L (X) dans le groupe Appl (X (R), \i2) des appli
cations de A'(R) dans n2. On définit cet homomorphisme ainsi :  soit 
fe L ( X ) , et soit P e X  (R). Soit f  = u.g une écriture locale d e /e n  P. 
On définit < /, P > = signe de u (P). L’application

p :  L(X)~* Appl(X (R), n2)>
/ 1 _ ( P I_ < / ,  P »

est clairement un homomorphisme. Soit /  l’ensemble (fini) des compo
santes connexes de X  (R) pour la topologie réelle. Je dis que l’application p 
définit un homomorphisme naturel :  '

c  :  D{X) = L(X)IQ(X) -* Appl(I, ji2).

Il suffit pour cela de voir :
1.3.1. Si/ est dans Q (X ), pour tout P dans X (R), on a < /, P > = 1. 

Ceci résulte simplement du fait que, pour f  dans Q (X), l’égalité /  = 1 ./ 
est une écriture locale de /  6  L (X) en tout point de X.
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1.3.2. Pour/dans L (X ), l’application de Z(R) dans |i2 définie par 
P < /, P )  est localement constante.

Si P est un point de X (R), et s i /  = u.g est une écriture locale de/en  P, 
c’est une écriture locale de /  en tout point de l’ouvert où u est inversible, 
soit Î2. Comme l’application

£Î(R )-R *, 

Q ^ u ( Q )

est continue pour la topologie réelle, pour tout point Q dans un voisinage 
réel de P, u(Q) a le signe de u(P).

1.4. L ’homomorphisme a est injectif. — Pour /  dans L (X), l’égalité 
/=  / .  1 est une écriture locale en tout point de Xf . Si donc /  a pour image 
par p l’application constante de valeur 1, sur Xf  (R), /  est positive, et donc 
d’après R.2 appartient à Q (X).

1.5. Lemme. — Soit e e Appl (/, n2)> et soit { Pt , . . . , Pm } un ensemble 
fini de points de X. Il existe alors E ; e R (X)* tel que :

(i) le support du diviseur de % n'a pas de points réels ;
(ii) % est inversible en chacun des Pt (i = 1, . . . , m) ;
(iii) pour tout M dans X  (R),  on a & (i (M)) h, (AT) > 0,  où l'on note 

Mi->i (AT) l'application naturelle de X  (R) dans /.
(Ce lemme reprend un argument de Geyer ([G 1], p. 96).)

Démonstration. — Quitte à spécialiser les points Pu on peut supposer 
que ce sont des points fermés. Soit X  <5 avec coordonnées homogènes 
(T0, . . . , Tr) un R-plongement projectif de X. Choisissons des réels 
strictement positifs atj(j = 0 , . . . , r) tels que, pour tout 1(1  = 1,  . . . , m), 

X <xj T f soit non nul en P{. Soit X cjPï^avec N = ^ 2 ^ ” ^

plongement de Veronèse donné par les YJk = TjTk, et soit H  l’hyperplan 
de Pj[ défini par Yjj aj Yjj. Soit AN l’ouvert complémentaire de cet hyper- 
plan, et soit Y  la sous-variété fermée de AN définie par X  n  AN. Le choix 
des clj implique que tous les points Pt sont dans Y, et que Y (R) coïncide 
avec l’espace topologique compact X  (R). On dispose d’un homomor
phisme de R-algèbres

0  :  R [Xl, . . . , x * ] - € ( r (R ) , R)

induit par Y  <5 Aw, où l’on note # (F (R ), R) les applications continues 
de Y  (R) dans R. L’image de 6 est une algèbre qui contient les constantes
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et sépare les points :  il est clair, en effet, que R [jq , . . xw] sépare les 
points de Rw. Comme Y (R) est compact, on est dans les conditions d’appli
cation du théorème de Stone-Weierstrass (Bourbaki [B 1] ,  chap. 10, 
§ 4, n° 2). La fonction

X  (R) -* R, 
Mh e (i'(M))

est continue. Comme l’image de 0 est dense dans ( Y (R), R), on peut 
trouver P e R [xt , . . . , xw] tel que l’on ait

V M eX (R),  | P(M )-e(i(M ))| < 1/4.

De plus, quitte à ajouter à P une constante réelle de valeur absolue 
plus petite que 1/4,  on obtient P e R [x , ,  tel que P (P () # 0
pour tout i, et, 

V M eX (R),  |P (M )-e(î(M ))|< 1/2 .

La fonction rationnelle % 6  R (A")*, définie comme l’image de Pe r  ( Y, 
dans R (F ) = R(Af), satisfait à toutes les conditions de l’énoncé :  tout 
point du support du diviseur de % est, soit un point de X  n  H  qui n’a 
pas de points réels, les ctj ayant été choisis tous strictement positifs, soit un 
point de F où P s’annule, et ce ne peut être non plus un point réel, car 
l’inégalité ci-dessus implique que P ne s’annule pas sur Y  (R). Elle implique 
également la partie (iii) de l’énoncé, et la partie (ii) résulte de P (P() #  0 
pour tout i.

1.6 . On dit que f e  R (Z)* est définie si l’application de Xf  (R) dans ji2 

définie par P (signe de /  (P)) est constante sur les fibres de l’application 
composée :

-X>(R)c5X(R)-Î»/.

(Notons que dans cette définition, on peut remplacer Xf  par un ouvert 
de Zariski non vide quelconque inclus dans Xf . Cela résulte de ce que, 
X  étant lisse, pour tout ouvert de Zariski non vide (2, les points de Q (R) 
sont' denses dans chaque composante connexe de X  (R).)

Les fonctions définies forment un sous-groupe de R (Z)*.

1.6.1. Proposition. -  Les groupes L (X) et L (X) coïncident avec le 
groupe des fonctions définies.

Démonstration. — Par définition, L (X) est inclus dans L (A"). Le fait 
que toute fonction de L (X ) est définie résulte de 1.3.2, par le même
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argument que celui utilisé en 1.4 :  sur Xf , f  = / .  1 est une écriture locale 
de /  en tout point. Il suffit donc de montrer que toute fonction définie 
est dans L  (X ).

S o it/e  R(Z)* une fonction définie, et soit { Pt , . . . , Pm } un ensemble 
fini de points de X. Comme /  est définie, on peut définir e e Appl (J, n2) 
comme l’application qui satisfait :

V P eX f {R),  signe de /(P )  = e(i(P)).

(Par la même remarque que ci-dessus, £ est uniquement définie :  l’appli
cation composée Xf  (R) cj X  (R) -* I  est surjective.)

Soit alors ^ e R (AT)* associé à e et à { Px,  . . . , Pm } comme en 1.5. 
La fonction Ç-1/e s t , par 1.5 (iii),  définie positive. Ainsi,  d’après R.2, 
elle appartient à Q {X), e t/ =  Ç.(Ç-1/ )  est une écriture locale de /  en
{A.

1.7. F in  de la démonstration du  théorème A. — Il résulte de 1.6.1. 
que les groupes D (X) et D (AT) coïncident. Montrons que a  est surjectif, 
ce qui terminera la démonstration. Soit eeA ppl(J, n2). D’après 1.5 ., 
il existe i ; e R (X )* avec X  (R) c  Xf  et telle que

VPeXÇR),  signe de %(P) = e(i(P)).

Ainsi, Ç est définie ; donc, d’après 1.6.1, % est dans L (X). Il est clair 
que l’image de Ç par p est e ° i, et donc s est l’image par a de la classe 
de Ç dans D (3T).

1.8. Remarque. — Les parties 1.1 à 1.4 de la démonstration ci-dessus 
utilisent uniquement le fait que X  est une R-variété lisse. Ainsi, pour X/R 
une variété lisse quelconque de dimension n, si l’on désigne par s le nombre 
de composantes connexes de X  (R) (nombre qui est fini, comme l’a montré 
W hitney) ,  on a une injection :

c  :  D*"(X) c? (Z/2Z)*, 

ce qui implique en particulier que D*n (AT) est un groupe fini.
Dans le cas n = 1,  K nebusch,  reprenant d’autres arguments de 

G eyer [G 1], a montré que la flèche o est un isomorphisme : ceci résulte 
de [K 2] (2.12), modulo une traduction facile (du type de 6.1.1 ci-après). 
Comme le montre le contre-exemple suivant, ceci ne s’étend pas au cas 
n > 1. Il est cependant vraisemblable que a soit un isomorphisme pour 
X/R, propre et lisse,  quelconque.
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1.8.1. Un contre-exemple. — Soit E <5 A| =  Spec R [x, j ;]  la courbe 
d’équation :

y2-x (x - l) (x + l)  = 0, 

et soit X  l’ouvert complémentaire de E dans A*. L’espace topologique X (R) 
a trois composantes connexes,  limitées par les deux branches r x et r 2 
de E (R) (voir fig. 1). Etant donné un élément f  de L (X), il est commode 
de décrire son image dans Appl (/, ji2) par un dessin :  par exemple, la 
figure 2 correspond à l’élément /  = y 2—(x3—x) de L (X).

Assertion. — La figure 3 ne correspond pas à un élément de l'image de a.

Démonstration. — Soit g e L (X )  ayant une image par <7 représentée 
par la figure 3. Quitte à multiplier g par une puissance paire de / , ce qui ne 
change pas la figure associée, on peut supposer que l’on est dans l’un des 
cas suivants :

1° div (g) = D avec supp (D) n  supp (div ( /) )  fini
2° div (g) = div (f)+ D  avec supp (D) n  supp (div ( /) )  fini, 

où la notation supp (D) indique le support d’un diviseur de Cartier D 
sur A£.

? { .  ® '< (
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 Fig. 4

Dans le premier cas, la fonction g est inversible en tous les points de r2 
sauf un nombre fini. Elle ne peut donc pas changer de signe au passage 
de r 2. Dans le second cas, la fonction (g /f)e L Ç if) aurait une image 
par p de figure associée, la figure 4, mais comme elle est inversible en tous 
les points de sauf un nombre fini, elle ne peut pas changer de signe 
au passage de r \ .

2. Fonctorialité contravariante

Dans le cas d’une forme homogène de degré 2, la proposition suivante 
est voisine du corollaire 2.3 de [K l].

2.1. P roposition. -  Soit (A, tn) un anneau local régulier,  d'idéal 
maximal m, de corps des fractions K et de corps résiduel k. Soit O dans
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A [xl9 . . . , x, ] une forme homogène à coefficients dans A telle que la forme ® 
dans k \X i, . . . , x, ] déduite de O par Vhomomorphisme naturel

A -*• Ajm, 

ne représente pas zéro non trivialement sur k. On a :
(i) O ne représente pas zéro sur K.

(ii) Si f  est dans A*, et si f  est représenté par $  sur K, alors fe k *  est 
représenté par O sur k.

Démonstration. — Si la dimension de A est nulle, les deux assertions 
sont claires, car alors A = k. On va démontrer les deux parties de l’énoncé 
par récurrence sur la dimension de A. Pour (A, m) comme dans l’énoncé, 
avec A de dimension strictement positive, soit îe m u n  paramètre régulier. 
Soit y \-* ÿ \t passage au quotient A -*• Al At = B. L’anneau B est un anneau 
local régulier de dimension (dim A — 1), d’idéal maximal n = fit, de corps 
résiduel k. Soit L  son corps des fractions. C’est aussi le corps des restes 
de l’anneau de valuation discrète A(t) (le localisé de A en l’idéal premier 
(0  = At), de corps des fractions K.

Démonstration de (i). — Supposons l’assertion démontrée pour 
dim A < n, et soit A de dimension n. Soient (t, B, n, L) comme ci-dessus.
Si $  représente zéro non trivialement sur K, on peut trouver (yt ........
dans (A(t)y  satisfaisant :

®(^i... ys) = 0, 
infjv, (yj) = 0, 

où vt désigne la valuation de A(t). Par réduction modulo t dans Â(t), on 
obtient une représentation non triviale de zéro par O dans L . Mais ceci 
contredit l’hypothèse de récurrence, qui s’applique à (B, it, <S>).

Démonstration de (ii). — Supposons l’assertion démontrée pour 
dim A < n, et soit A de dimension n. Soient (/, B, n, L) comme ci-dessus. 
Par hypothèse, il existe des yj (j = 1, . . . , s) dans K tels que

/ = ®6'i» •••> jO-

Soit u = infyv, (yj), et soient Zj = t~uy} eA (ty  Notant r le degré de 
on a

/-r®(2lf..., Z.)

infjvt(zj) = 0.
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Si la valuation en / de 0  (zy, . . zs), qui est clairement positive ou nulle, 
n’était pas nulle, par réduction modulo t, on obtiendrait une représentation 
non triviale de zéro par ® dans L. Mais ceci contredirait la partie déjà 
démontrée de la proposition, qui s’applique à (.B, n» <t>). Ainsi cette valua
tion est nulle. Comme c’est aussi le cas de celle de / , qui est dans A*, on 
conclut de l’égalité ci-dessus que u est nul. On a donc :

inîjVt(yj) = 0.

Par passage au corps résiduel de A(t), on obtient, dans L,

/  = ®CFi. •••, J>s)-

Ceci est une représentation de f e B *  dans le corps des fractions de B} 
qui est de dimension (n-1), par ®. Appliquant à cette situation l’hypo
thèse de récurrence, qui vaut pour (/, B, 9), on obtient que l’image de f  

dans B/n = k est représentée par la forme image de $  par l’application 
B —» B/n. Mais le diagramme

A ---- >A/At = B

i I
k = A/m---- ► B/n

m*
étant clairement commutatif, ceci dit que /  est représenté par $  sur k.

2.1.1. Corollaire. — Soit k un corps de caractéristique différente 
de 2, soit O une forme quadratique définie sur k non singulière. Soit A un 
anneau local régulier contenant k, de corps des fractions K, et de corps 
résiduel k. Si f e  A* est représenté par dans K, alors l'image f  de f  dans x 
est représentée par ® sur x.

Démonstration. — Dans le cas où O est anisotrope sur x, c’est une 
conséquence immédiate de la proposition 2.1. Si $  est isotrope sur x, 
comme <D/x est une forme quadratique non singulière isotrope, elle repré
sente tout élément de x, par un argument bien connu.

Remarques.

2.1.2. Dans le corollaire, on peut remplacer $  par une forme quadratique
i* m*

définie sur A, non singulière. On obtient alors que /  est représenté par G» 
sur x. L’énoncé obtenu, qui généralise un théorème de Cassels-Pfister
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([L], chap. IX, 1.5.), est en fait un cas particulier d’un résultat de K nebusch 

sur les formes quadratiques, obtenu avec des méthodes à la Witt. Indiquons 
brièvement comment l’on peut tirer les résultats ci-dessus de [K 1].

Dans le cas où 2 est dans A*, le corollaire 2.1.1, sous la forme géné
ralisée indiquée à l’instant et la proposition 2.1 pouOTorme quadratique, 
sont des cas particuliers de [K l]  (corollary 2.3 (i)) (on utilise $  aniso- 
trope => Ô non singulière => O non singulière ; avec les notations de [K 1], 
on prend N = (As, O) et,  pour M, le plan hyperbolique,  puis l’espace 
quadratique de dimension 1 défini par / ) .

Dans le cas où 2 e m, on peut obtenir 2.1 (ii) pour O forme quadratique 
en utilisant [K l] (corollary 2.10).

2.1.3. On ne peut pas, dans les hypothèses de 2.1, ou de 2.1.1, remplacer 
« A régulier » par « A normal ». Je reproduis ici un contre-exemple de 
[CS 4] :  soit k = R, et soit A l’anneau local au point (0, 0, 0) de la 
R-variété définie dans A | par l’équation

x2+y2+z2 = x3.

Dans le corps des fractions de A (qui est normal, par le critère de Serre), 
on a l’égalité

-l+x = (y/x)2+(z/x)2, 

et le membre de gauche est un élément de A* qui est représenté par la 
forme <£> (jcj , x2) = x2+x% dans le corps des fractions de A. Mais sa valeur 
au point fermé est (—1),  qui n’est pas une somme de carrés dans R.

2.1.4. Sous les hypothèses de 2.1, on peut se demander si/est représenté 
par $  sur A. On sait peu de choses sur ce genre de problèmes.

2.1.4.1. La réponse est oui si la dimension de A est au plus 1 (cela 
résulte de la démonstration).

2.1.4.2. Pour 2 e A*, et <ï> forme quadratique non singulière de dimen
sion inférieure ou égale à 3, on peut montrer que la réponse est affirmative.

2.1.4.3. C’est également le cas quand on prend pour $  la forme norme
m*

d’une extension finie étale de A, sans même supposer que 0  ne représente 
pas zéro (cf. [CS4]).

2.1.4.4. Dans le cas où A est l’anneau local d’un point réel de A£, il 
résulte d’un théorème de A. Prestel qu’un élément/de A*, qui est somme 
de carrés dans le corps des fractions de A, est somme de carrés dans A, 
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c’est-à-dire que le 17e problème de Hilbert, sous la forme locale convenable, 
a une réponse affirmative (cf. [CL], p. 403). Mais on ne sait pas contrôler 
le nombre de carrés.

2.1.4.5. Dans le cas global,  on sait (contre-exemples de H ilbert, 

M o t z k in , cf. [CL]) qu’il existe des polynomes de R [x, 7 ] qui sont sommes 
de carrés dans R (x, y) sans l’être dans R[x, j>]. Signalons par opposition 
le résultat facile suivant, qui illustre le principe général que les normes ont 
des propriétés un peu meilleures que les formes quadratiques multiplicatives 
(cf. 6 . 1,  6 .2) :

soit K/k une extension galoisienne finie, et soit P e k [x , y] représenté 
par la norme NK/k dans k (x, y). Alors P est représenté par NKlk dans 
k[_x, y l

Conventions. — Jusqu’à la fin du paragraphe 4, on se fixe un corps k 
de caractéristique différente de 2 , une forme quadratique $  définie sur k, 
non singulière et multiplicative. On supposera de plus $  anisotrope sur k  ; 
dans le cas isotrope, tous les résultats sont valables, mais tous les groupes 
considérés sont triviaux. Les notations sont celles de l’introduction. On 
dira qu’un schéma est de type semi-local si tout ensemble fini de points 
est inclus dans un ouvert affine (exemple :  schémas quasi projectifs sur un 
corps).

*0
2 .2 . FONCTORIALITÉ CONTRAVARIANTE DES GROUPES D* (X) ET D9 (X). — 

Le premier cas est facile, et est seulement indiqué pour pouvoir s’y rapporter 
par la suite.

2.2.1. P ro p o s itio n . — Soit <p : X - * Y  un k-morphisme dominant 
de k-schémas intègres (resp. avec Y de type semi-local). Le plongement

<p*
k (Y) <5 k (X),  défini par q>,  induit un homomorphisme

<p* :  D*(Y)-*D*(X)

(resp.<p* :  D*(Y)-+D*(X))

et ceci de façon fonctorielle sur la catégorie dont les objets sont les k-schémas 
intègres (resp. et de type semi-local), et dont les morphismes sont les k-mor- 
phismes dominants de k-schémas.

La preuve est laissée au lecteur.

2.2.2. P r o po sitio n . — Soit <p : X-* Y un k-morphisme de k-schémas 
intègres,  avec Y régulier (resp. et de type semi-local). Il existe un
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homomorphisme naturel
<p* : D ® ( Y ) - * D ® ( X )

(resp. <p* : D * ( Y ) ^  D®(X))

qui coïncide avec celui défini en 2 .2 . 1, dans le cas où <p est dominant et 
qui fait de Z>® (A') (resp. Z)® (Z)) un fondeur contravariant de la catégorie 
des k-schémas intègres réguliers (resp. et de type semi-local), avec comme 
morphismes les k-morphismes de k-schémas, dans la catégorie des groupes 
abéliens.

On se contentera d’établir la proposition pour £>®. Seul le point (d) 
de la démonstration nécessite une modification, évidente, pour D®. La 
flèche q>* sur D®(Y) est induite par celle sur D °(Y).

Démonstration.

(a) Définition de (p*. — Soit Ç le point générique de X, et soit tj e Y 
l’image de % dans Y. Soit /  e Z,® ( 7) un représentant d’un élément a de 
Z)® (y), et soit /  = u.g une écriture locale d e /en  t|. Soit P la classe dans 
k  (X)*/Dk lX) (<&) de l’image de u par l’application composée

On a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux : 

d) r.n 9‘ ><Px .t * k ( Q * k ( X )

X X
k(r])

où 6  est le passage au corps résiduel dans l’anneau local &r,n, et où % est 
le plongement k  (ti) <5 k  (Ç) provenant de l’homomorphisme (local) 
d’anneaux locaux <p*.

(b) L'élément P ne dépend pas du choix de l'écriture locale de f  en % — 
En effet, si / =  v.h est une autre écriture locale, on a

x/0 6 0$,,nD t (I)(4).

Comme @YiJl est un anneau local régulier, le corollaire 2 .1 .1  montre 
que l’image ide u/v dans k  (ri), par l’application 6, est dans Dk (n) (<&). 
Ainsi son image par (p* dans k (X) si k  (Ç), qui est % » 0 (u/v), est dans

* W ® )-
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(c) L'élément P ne dépend pas du choix du représentant f  de cl. — Si en 
effet / j  est un autre représentant, on a / i  = fh , avec he D k (Y) (<D). Donc, 
si/  = u.g est une écriture locale de/ en rj, on a, p o u r/l5 l’écriture locale 
/ i  = w-feA) en T |,  et comme seul u est utilisé dans la définition ci-dessus, 
l’assertion est claire.

(d) U  élément p appartient à D° (.X ). — Soit /  comme ci-dessus un repré
sentant de a, soit P un point de X9 et soit Q = <p (P). Soit f  = u.g une 
écriture locale de /  en Q. C’est aussi une écriture locale en t|, puisque Q 
est une spécialisation de r\. Le diagramme d’homomorphismes suivant 
est commutatif,  où les flèches sont les flèches évidentes :

Ainsi <p* (u), qui est un représentant de la classe de P, est inversible en P.

On posera P = <p* (a).
(e) Le fait que l’application <p* :  ( Y) —► (X) ainsi définie est 

un homomorphisme est trivial, ainsi que le fait qu’elle coïncide avec celle 
de 2.2.1,  quand cette dernière est définie.

( / )  Vérification de la fonctorialité. — On va montrer que si X,  Y, Z  
sont des ^-schémas intègres,  avec y  et Z réguliers,  et si (p : X  Y et 
\|/ :  3̂  —► Z sont des A>morphismes, le diagramme

Soit a dans D® (Z). Pour calculer (\(/ o <p)* (a), on prend un représentant 
/  de a dans L°(Z) et une écriture locale / =  u.g de /  en Q ; on obtient 
(\|/ o q>)* (a) comme la classe dans k (X)*/Dk (x) (O) de l’image de u par 
l’application composée :

e>*̂ e>l%~k(xr 

1 ,  • î

D*(Y)

D°(Z)  l¥ w > D * (X )

+V* \? *

avec les flèches définies ci-dessus est commutatif.
Soit % le point générique de X, soit P = <p (£), et soit

e  = iKP) = (i|/o(p)(P).
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Par ailleurs, u étant inversible en Q est inversible en l’image par \|f du point 
générique de Y, et donc \|f* (u) e 6*, P <= k (Y)* est un représentant de 
i|/* (a) 6 2)® ( F),  représentant qui est inversible en P = <p (lj). Ainsi, 
(p* (vJj* (h)) est un représentant de <p* (\|/* (a)) dans L® (JST),  et l’on a

9*(**(ot))«(*.q>)*(a).

2 .2 .3 .  C oro lla ire . — Pour tout k-schéma intègre régulier X,  on a un 
accouplement linéaire à droite

X(k) x D*(X) -» D*(Speck) = fe*/Dfc(0), 

et cet accouplement est fonctoriel,  i. e. si <p : X —» Y est un k-morphisme 
de tels schémas, le diagramme suivant est commutatif

X (k)xD *(X )

k)x D* (Y)

\D*(k)

où l'on note D® (k) = Z>® (Spec k).

Le même énoncé vaut pour D9, en se limitant aux schémas de type semi- 
local.

C’est clair. Notons l’égalité D9 (Spec k) = D9 (Spec k). Nous noterons 
uniformément ce groupe D9 (k) dans la suite.

3. Fonctorialité covariante ; accouplement avec les zéro-cycles

3.1. Proposition. — Soit (p : X —> Y un k-morphisme fini localement libre 
de k-schémas intègres. Il existe une application naturelle <p„ : D9 (AT) —>D9(Y) 
qui est fonctorielle pour de tels morphismes.

(Notons que, pour des schémas noethériens, l’hypothèse sur cp équivaut 
à q> fini et plat.)

Construction. — Soit a dans D9 (X), et soit f e  L9 (X) un représentant 

de a. On définit <p# (a) comme la classe dans D ®(Y") de l’élément 
/ i  = Nk lX)/k <y) ( / )  e ^ ( Y)*- H faut vérifier que cet élément est dans 
L9 (Y),  et que sa classe, dans k  ( Y)*/Dk (y) (<ï>), ne dépend pas du choix 
du représentant /  de a. Ici nous avons recours au « principe de la norme »
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de Knebusch-Scharlau (comme O est multiplicative,  il résulte de [L]
(X, 1.7.),  que les énoncés [L] (VII,  4.3 et 5.1) coïncident) :  un autre
représentant f  de a diffère de /  par multiplication par un élément de
Dk(x) ($), et donc, d’après le principe de la norme, leurs normes de k (X)
k k (Y) diffèrent d’un élément de Dk(y) (O).

*0
Montrons que fy appartient à L° (Y). Soit { Pt , . . P„} un ensemble 

fini de points de Y  contenus dans un ouvert affine. Soit { Qu . . . ,  } 
l’ensemble (fini) des points de X  dont l’image par <p est l’un des Pt. Les 
points Qj sont dans l’ouvert affine (cp est fini) image réciproque de celui 
contenant les Pt. Comme/ est dans L9 (X),  on peut écrire, dans k(X)*, 
f  = u.g, avec u inversible en chaque QJt et g dans Dk(x) (<D). On a

/ l  =  ( X ) l k ( Y ) i f )  =  Nfc (*)/*  ( y  ) ( « ) .  iV* (x)/*  ( y  ) ( g ) .

Le dernier facteur est,  d’après le principe de la norme, dans Dklr) (O).
Il suffit de voir que le premier facteur est une fonction inversible en chacun 
des Pt. La fonction u est inversible sur un ouvert Q contenant tous les Q}. 
Soit F  le fermé complémentaire de Q. L’image de F par q> est un fermé 
(<p est fini) qui ne contient aucun des points Pt (q> est suijectif). Soit V 
l’ouvert complémentaire de <p (F). Sur l’image réciproque de V par <p, 
la fonction u est inversible. Comme les Pt sont inclus dans un ouvert affine, 
quitte à rapetisser V, on peut le supposer de la forme Spec A (contenant

tous les Pt), et <p de la forme Spec B —> Spec A, avec B libre sur A, et u 6 B*. 
On a alors :

Nle (X)!k ( Y) ( u )  =  N B/X 0 0  6 A * , 

et cet élément de k(Y)*  est donc inversible en chaque Pt.
La fonctorialité est laissée au lecteur (transitivité de la norme).

3.1.1. Remarque. — C’est ici que l’introduction des groupes D* (X), 
en place de 2)® (X), se révèle particulièrement utile (cf. 6.3.1.). Je ne sais 
pas si on a l’analogue de la proposition 3.1 pour les groupes D® (X), 
le problème étant que, pour <p : X -*  Y morphisme fini, il peut y avoir 
plusieurs points de X  au-dessus d’un point de Y. Il est cependant un cas 
où cela ne pose pas de problème :  celui d’une extension finie de corps, m*
et c’est ce qui permet d’obtenir l’énoncé 3.2.1, tant avec D® qu’avec D®.

3.2. A ccouplement avec les zéro-cycles. — Étant donné X  un 
ft-schéma de type fini,  on note Z0 (X) le groupe des zéro-cycles de X, 
i. e. le groupe libre sur les points fermés de X. Etant donné un fc-morphisme
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q> :  X  —* Y de tels ^-schémas,  on définit l’homomorphisme

<P* :  Z0( X ) ^ Z 0(Y)

comme l’application qui au zéro-cycle défini par un point fermé P de X  
associe le zéro-cycle [k (P) : k (q> (P))] <p (P), où (p (P) est le point fermé 
de Y, image de P, et où le coefficient est le degré du corps résiduel de X  
en P sur le corps résiduel de y  en (p (P) (corps qui sont des extensions 
finies de k).

3.2.1. P ro p o sitio n . — Soit X  un k-schéma intègre, régulier et de type 
fini. On a un accouplement bilinéaire :

Z0(X)xD®(X)-»fl*()[)
(resp. Z„ (X  ) x D* (X  ) - ► D® (k))

et cet accouplement est fonctoriel, i. e. si q> : X —*■ Y est un k-morphisme 
de tels schémas (resp. de tels schémas de type semi-local),  le diagramme 
suivant est commutatif :

Z0(X)xD *(X)

Z0 (F ) x D fl
/
/ D*(k)

resp.
Z0(X)xD *(X)

S
D*(k)

Z0 (Y)xD*(.Y)
/

Ces accouplements sont compatibles avec ceux définis en 2.2.3 (tout k-point 
définissant un zéro-cycle).

Démonstration. — Soit P un point fermé de X, soit ip : Spec k (P) <5 X 
la ^-immersion fermée correspondante,  et soit pP : Spec k  (P) -*■ Spec k 
déduit de la flèche structurale ; l’extension k (P)/k est finie, et,  comme 
on l’a noté en 3.1.1, il n’y a pas de difficulté à définir

û®(/c(P)) ->■ D9(k)

D®(/c(P))-»D®(k)

TOME 106 — 1978 — n ° 2
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(c’est exactement le principe de la norme). Pour a dans D® (X), on définit
< P, a > = pPit o i* (a). Comme pPif et i* sont des homomorphismes de 
groupes, la bilinéarité de l’accouplement

Z0(X )xD *(X )-^I)® (k)

ainsi défini est claire. Le résultat pour £® se déduit de celui pour D®. 
Ainsi < P, oc > est obtenu de la façon suivante : on prend un représentant u 
de a dans Z.® (Jf), inversible en P, et on définit < P, a > comme la classe 
dans k*/Dk (O) de la norme (de k (P) h k) de u (P) e k (P)*. On établit 
facilement la fonctorialité à partir de cette description explicite et de la 
formule

NLlk(x) = (NKlk(x))lL'-V

pour LIK/k extensions finies et x dans K. La compatibilité avec 2.2.3 
est claire.

3.3. R appels sur les familles de zéro-cycles. — (Il n’y a pas de 
difficulté à vérifier que les définitions ici données coïncident avec les défi
nitions usuelles en théorie des cycles.)

Etant donnés un corps k, et A une fc-algèbre commutative de dimension 
finie, on définit, pour tout p € Spec A, l’entier np = (dim, . ^ p)/(dimt A/p). 
Pour A comme ci-dessus, et g dans A, on a la formule

d e t ^ f e )  =  I X , 6 Spec A (NxMlk(g(p))T*, 

où x (p) est le corps A/p, et g (p) l’image de g dans A/p.

Pour établir cette égalité, on écrit A comme un produit d’algèbres locales, 
et on utilise Bourbaki ([B  2], chap. 8,  § 12, n° 2, prop. 6).

Etant donnés A comme ci-dessus, et i :  Spec A c? X  une fc-immersion 
fermée de Spec A dans un ^-schéma X, on appelle zéro-cycle sur X, associé 
à cette immersion, le zéro-cycle Yr e c r . „   ̂«r t(p).

Soit X  un ^-schéma. Une famille de zéro-cycles sur X  paramétrée par 
un ^-schéma T est la donnée d’une ^-immersion fermée j  \Z  c? X x kT 
telle que la flèche composée pT° j : Z  T soit un fc-morphisme fini loca
lement libre. A tout fc-point de T,  on associe un zéro-cycle p (P) de X 
de la façon suivante :  par passage à Spec k via le morphisme Spec k-*  T 
définissant le point P, la flèche de T-schémas j  définit une fc-immersion 
fermée Spec A <5 X,  avec A,  k-algèbre finie. On définit p (P) comme 
le zéro-cycle associé à cette immersion.
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3 .4 . P ro p o s i t io n .  — Soient X ',  T, Z  des k-schémas de type fini intègres, 
avec T régulier,  X  régulier et de type semi-local,  et j  : Z c ; X x kT une 
k-immersion fermée définissant une famille de zéro-cycles sur X  paramétrée 
par T. Notons p : Z - + T  le k-morphisme fini localement libre induit par 
la projection sur T, et q : Z —► X le k-morphisme induit par la projection 
sur X . Pour P dans T (k) et a dans (X), on a la formule

<p(P), a > = <P, p*q*a>, 

où l'accouplement à valeurs dans D® (k) est celui défini en 3.2.1.
Démonstration. — Soit Spec A le ^-schéma fini fibre de p en P, et soit 

ï : Spec A c ; Z  la fc-immersion fermée définie par j. Comme X est
les points i (p) (p e Spec A), qui sont en nombre fini, sont dans 

un ouvert affine de X. On peut donc choisir f  e k  (X)*, un représentant 
de a qui soit inversible en chaque i(p).

(а) Calcul de < p(P),  a >. -  Par définition ( 3 .2 .1 ) ,  on a

(3.1) <p(P), a> =  <E„ e Spec A i(v), « >

-IL e Spec A ( N *  ( H v M

où l’on désigne, pour P e X e t f e @ XtP, par x (P) le corps résiduel en P 
et par f (P )  l’image de /  dans ce corps résiduel.

(б) Calcul de < P, p+ q* a >. — Par des arguments analogues à ceux 
utilisés dans 3.1, et par la définition de p* et q* sur Lr (.), on peut décrire 
un représentant de q* o dans k (T)* inversible en P de la façon suivante : 
il existe des anneaux Alt A2, B définissant des ouverts affines respective
ment de T, Z , X,  tels que le diagramme suivant de fc-morphismes soit 
commutatif :

---------------► Spec fi

/ n
t q

Spec A Specy42 <= Z —*X

1 ° i D I
Spec k «? SpeCi4x c  T

où les □  indiquent des produits fibrés, et où A2 est libre sur Alt et/appar
tient à B*. Notons X*, t*, i* les comorphismes de X, t, i. L’élément q* (a) 

de D® (Z) est représenté sur Spec A2 par l’élément inversible g = X* ( /) .
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Par définition de />*, l’élément />* q* (a) est représenté sur Spec A1 par 
l’élément inversible h = NAz/Al (g) e A*. Comme la norme est définie 
par le déterminant,  c’est une propriété évidente que l’on a,  Hans k*, 

h(P) = NÂ/k(t*(g))

soit encore, puisque t* (g) = t* (X* ( /) )  = i* ( / ) , 

h(P) = NÂlk(i*(f)).

D’après 3.3.,  on a donc :

(3.2) A(P) = n „  e Spec A ( Nx (P)/fc (i*(/)(p)))V

Comme i est une ^-immersion fermée, elle induit, pour tout p e Spec A, 
un isomorphisme de fc-algèbres :

i*  :  x(i(p))A x(p), 

qui à la classe de/ en i (p) fait correspondre la classe de i* ( / )  en p. Ceci 
implique,  pour tout p dans Spec A,  l’égalité

(3.3) N .v M w V Q m  = NxM/k(i*(f)(p))

Comme, d’après 3.2.1, la classe de h (P) dans D* (k) est < P,  q* a >, 
la comparaison de (3.1),  (3.2) et (3.3) donne l’égalité annoncée.

4. Invariance homotopique ; application à l’équivalence rationnelle

Dans ce paragraphe, on établit l’invariance « homotopique » des groupes 
D° (X). Le résultat général est 4.1.4,  les cas particuliers,  démontrés 
en 4.1.1, puis 4.1.3, sont des ingrédients de la démonstration. Les résultats 
analogues valent pour D* (AT) ; ils sont rassemblés en 4.2.1. Joints à 3.4, 
ils donnent le théorème 4.3. Ce dernier permet de déduire le théorème B 
du théorème A.

p\ft

4.1.1. Proposition . — Uhomomorphisme D<b(k)—*D9 (Ak) déduit 
du morphisme structural p :  A* ->• Spec k via 2.2.1 (ou 2.2.2) est un 
isomorphisme.

Démonstration. — On note Â  = Spec k  [ r ] , de corps des fractions k (T). 
Si a ek* appartient à Dk(T) ($), il appartient à Dk (O) : c’est un cas parti
culier trivial de 2.1.1. Ainsi p* est injectif. Dire que p* est suijectif, c’est
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dire que s i/e  k (T)* admet en tout point de Al une écriture locale, alors/ 
s’écrit /  = a g, avec aek*  et g e Dk (T) (O). Pour démontrer cela, quitte 
à multiplier par un carré dans k (T), on peut supposer que/ est dans k  [T ], 
et qu’il est produit :

(4.D /-«nr-i*

de a e k* et de polynômes unitaires irréductibles distincts de 1 et distincts 
deux à deux. Montrons qu’aucun Pt ne vérifie que ® est anisotrope sur 
le corps k [r ] /P f. Ceci résulte du lemme plus général suivant, qu’il suffit 
d’appliquer à la localisation de A\ au point fermé défini par un tel Pt.

4.1.1.1. Lemme. — Soit A un anneau de valuation discrète contenant k , 
d'idéal maximal m, de corps résiduel /, de çorps des fractions K. Si f  e K* 
admet une écriture locale en m, et si O est anisotrope sur /, alors la valuation 
de f  est paire.

Démonstration. — Soit f  = u O (yl9 . . . , ys) avec u dans A* et 
yj (j  = 1, . . . , £) dans K, et soit n = inf7- v (yj), où v désigne la valuation 
de A.

Posons Zj = t~ ny j, où t désigne une uniformisante de m. On a alors :

/ = M(2"®(Zl, . . . , zs)

avec inf/ v (zj) = 0. Ainsi <S> (zx,  zs),  qui est dans A,  a une image 
non nulle dans / (puisque $  est anisotrope sur /) et est donc inversible, 
ce qui,  au vu de l’égalité ci-dessus,  achève la démonstration.

Ainsi, dans la décomposition (4.1), tous les polynômes Pt sont tels que 
la forme ® est isotrope sur le corps k [T]/Pi- Pour terminer la démons
tration de 4.1.1, il suffit de démontrer la proposition suivante,  qui est 
une généralisation immédiate du lemme de [P 2] (p. 234). On pourrait 
la déduire de [L] (X, 2.9),  mais une démonstration directe s’impose.

4 .1 .1 .2 . Proposition. — Si P e k  [T ]  est un polynôme unitaire irré
ductible différent de 1 tel que O soit isotrope sur le corps K = k  [T]/P, 
P appartient à Dk (r) (<&).

Démonstration. (Rappelons,  conventions précédant 2.2,  que O est 
toujours supposée anisotrope sur k  ; la proposition vaut sans cette condition, 
mais elle est triviale dans le cas isotrope). — Si P est de degré 1, il n’y a 
rien à démontrer, car $  est anisotrope. Supposons l’assertion démontrée 
pour les polynômes de degré strictement plus petit que n > 1, et soit P
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de degré n satisfaisant l’hypothèse de l’énoncé (s’il n’y a pas de tel polynôme, 
il n’y a rien à démontrer!). Soit K = k [T~\/P, et soit (at ........as)e K s
une solution non triviale de

0 (a x, . . . , as) = 0.

Soit Ai(i = 1, . . . , s) un polynôme de k [71] de degré strictement plus 
petit que n, et d’image af dans k [7, ] //>. De l’égalité ci-dessus on tire une 
égalité :

(4.2) *(A lt . . . , AS)= Q P , 

où Q ek  [T] est non nul, car les A{ ne sont pas tous nuls, et O, étant 
anisotrope sur k, l’est aussi sur k (T) (cas particulier de 2.1). Ecrivons

G = 0 ri7 = iô " ', 

avec 0 e k*, avec m entier positif ou nul (nul pour Q e k*), avec les Qj 
polynômes unitaires (# 1 ) irréductibles deux à deux distincts,  et les rij 
entiers strictement positifs. Quitte à diviser chaque membre de l’égalité (4.2) 
par une puissance convenable de chaque Qj, on peut supposer que, pour 
tout j e  [1, m], il existe / e [1, $] tel que Qj ne divise pas A(. L’égalité (4.2) 
montre alors que O est isotrope sur le corps k [T]/Qj, pour j  = 1, . . . , m. 
Par ailleurs, le membre de gauche de (4.2) est de degré au plus (2 n—2), 
et P étant de degré n, on obtient que Q, et donc chaque Q}, est de degré 
strictement plus petit que n ; l’hypothèse de récurrence montre alors que 
chaque Qs est dans Dk(r) ($), et Q étant multiplicative, on déduit de (4.2) 
que P s’écrit comme le produit d’un élément y de k* et d’un élément de 
Dk (T) (<&). Posant U = l/T, et raisonnant dans le localisé de k  [ 17] en U = 0, 
on tire, par un argument de valuation facile, du fait que P est unitaire 
que y appartient à Dk (®). Utilisant encore une fois le caractère multi
plicatif de $ ,  on conclut que P est dans Dk(r) ($).

4 .1 .1 .3 . Remarque. — C om m e m e l ’a  signalé Sansuc ,  à q u i je  do is 

les références à la  litté ra tu re ,  o n  p e u t,  en  u tilisa n t les m êm es argum en ts 

que d an s la  d ém o n stra tio n  q u i p récède,  ain si que le théo rèm e de 

A r t in -C assels-P fister  ([A],  S atz 7,  [L],  IX, 1 .3 .) ,  é tab lir le théo rèm e 

su iv an t (facilem ent déductib le  de [L],  X,  2.9.,  m ais la  d ém o n stra tio n  

ain si o b ten u e  est p lu s élém entaire).

T héo rèm e . — Pour O comme précédemment, et f e  k  [T], il y a équiva
lence entre :

(i) /  est représenté par $  dans k  (T ) ;
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(ii) /  est représenté par O dans k [ r ]  ;
(iii) le coefficient dominant de f  est représenté par $  dans k ,  et pour 

chaque facteur irréductible P de f  de multiplicité impaire, <£> est isotrope 
sur k [r]/i>.

4.1.2. Lemme. — Soient X  et Y deux k-schémas intègres, 11 = Spec k ( Y) 
le point générique de Y, et n : X —* Y un k-morphisme. Notons p : Xn—> 
la fibre générique de n. Supposons que Von a :

(a) localement pour la topologie de Zariski sur Y, n admet me section.
(b) la fibre générique X^ (qui est donc non vide) est régulière, et l'appli

cation p* : Z)®(â :(t|))—>D*(Xn) est un isomorphisme.
Alors la flèche (2.2.1) n* :  D9 (Y ) —* D9 (X) est un isomorphisme.

Démonstration. — Notons i : t| —*■ Y l’inclusion du point générique 
de Y dans Y ; du produit fibré

où i* et j*  sont injectifs, car i* :  k ( Y ) — et j*  :  k (X ) —► k (Zn) 
sont des isomorphismes. Ainsi n* est injectif, et de plus, pour a dans Z>® (X), 
on peut choisir un représentant /  dans L* (X) <= k (X )* ai k (X, )* qui 
soit de la forme /  = p* (g) avec g dans k (11)*. Montrons que la classe 
de g dans D9 (k (ri)) est dans l’image de i* :  D9 (Y )—>D*(k(r\)),  ce 
qui,  vu (4.3),  achèvera de montrer que n* est un isomorphisme.

Il suffit de montrer que, pour /  et g comme ci-dessus, g appartient à 
JL® ( Y). Soit P e Y , et soit U un ouvert de Y contenant P et tel que 
n0 : Xv —* U admette une section, soit s. Soit Q = s (P). On a le diagramme 
commutatif d’homomorphismes d’anneaux :

X „ ^ X
j

n

P1
ri —> y

on tire le diagramme commutatif

D*(Y) -+D*(X) 

p 1 r j 1 

D*(kmï>D*(X„)

k(s(r\))

(4.4) **

r̂, pC— m
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où les flèches qt et q2 sont les flèches de passage au corps résiduel. Soit 
/  = u.h une écriture locale de f  e L9 (X) en Q eX. Comme /  est de la 
forme p* (g) avec g e A: (n)*, et que u appartient à donc à 0 *>s(t|),

°n 3 h=fu~leê^ sin)nDk(Jy (O).

Comme Xn est régulier (en ^(ti)), il résulte alors de 2.1.1 que l’on a

4 i(/)9 i(« )_1e0* (,(„))($)•

Vu (4.4), cela implique :

= ht e Dk^(<b), 
et donc

g =  s*(p*(g)) =  s* (f )  =  s*(u).h1

fournit une écriture locale de g en P, puisque s *  («) appartient à 0*(I>, 
u appartenant à 0*,q-

4.1.3. C o ro lla ir e . — Pour n un entier naturel quelconque, les flèches 
déduites des morphismes structuraux :

(i) D9 (k) —y D9 (AJj);
(ii) D9 (k) -> D9 (P") 

sont des isomorphismes.

Démonstration. — En utilisant des projections AJ —* Ak~\  on obtient (i) 
par récurrence à partir de 4.1.1 et 4.1.2. Connaissant (i), pour obtenir (ii), 
il suffît d’observer que le diagramme commutatif de fc-morphismes :

Spec k

où les flèches vers Spec A: sont les morphismes structuraux, et où i  est 
une identification de AJ à un ouvert de PJj, donne le diagramme commutatif 
d’homomorphismes de groupes (fonctorialité 2 .2 . 1) :

D*(k)

où i* est injectif car i est birationnel.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE

A"A k
i

D9 [PZ)C
f

D9(A?)

r1s * (uS * ( f )



26 J.-L. COLLIOT-THÉLÈNE

4.1.4. T héorèm e. — Soit X  un k-schéma intègre, et S  unflbré vectoriel 
de rang fini sur X. Soit V (S) l'espace total du fibré et soit P  (S) le fibré 
projectif associé. Les homomorphismes :

(i) Z )*(Z)^£® (V  (<?)) ;
(ii) D9 (X) —» Z)° (P  (<?))

déduits, via 2.2.1, des morphismes structuraux des fibrés sont des isomor- 
phismes.

Démonstration. — Il résulte de 4.1.3 que les couples (V (S), X) et 
(P (S), X) satisfont les hypothèses de 4.1.2.

4.1.5. C o ro l la ir e . — Soit X  un k-schéma intègre,  régulier et propre 
sur k. L'accouplement 2.2.3 :

X (k)xD 9( X ) ^  D9(k)

définit un accouplement

X(k)/R xD 9( X ) ^  D9(k).

Démonstration. — Rappelons que, pour X  un fc-schéma, X  (k)/R désigne 
le quotient de X  (k) par la /{-équivalence, qui est la relation d’équivalence 
sur X  (k) engendrée par la relation élémentaire :  A et B dans X  (k) sont 
liés s’il existe un Ar-morphisme 0  : îî —♦ X, où SI est un ouvert de Zariski 
non vide de P£, tel que A et B sont dans l’image par 0 de fi (k) ; cette notion 
a été introduite par M an in  (cf. [M],  chap. II,  § 14).

Pour X  propre sur k, on peut remplacer fi par P£, et l’assertion résulte 
de l’isomorphisme D9 (k) A  D9 (P^) et de la fonctorialité (2.2.3) de 
l’accouplement X  (k) x D9 (X) -* D9 (k) sur les Ar-schémas intègres 
réguliers.

On notera que la démonstration utilise uniquement 2.2.2 et 4.1.1.
m*

4 .2 . P ro p o sitio n . — Les homomorphismes D9 (k) —* D9 (A£) et 
D9 (k) —» D9 (PjJ),  déduits, via 2 .2 .1  ou 2 .2 .2 , des morphismes structuraux 
sont des isomorphismes. Plus généralement, étant donné un k-schéma intègre X 
de type semi-local et un fibré vectoriel de rang fini S  sur X, les homomor
phismes déduits,  via 2.2.1,  des morphismes structuraux des fibrés :

D9(X)->D9(V(ê))

D9(X)->D9(P(*))

sont des isomorphismes.
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Démonstration. — L’assertion sur A* résulte de l’inclusion

D#(Ai)<=D*(Ai)

et de 4.1.1. Celle sur P* s’obtient de même (cf. l’argument en 4.1.3).
Pour les fibrés, on remarque qu’un fibré vectoriel est « semi-localement » 

trivial, et on démontre facilement l’analogue pour D® du lemme 4.1.2, 
où l’on prend X  et F de type semi-local, et où l’on suppose que n admet 
une section au voisinage de tout ensemble fini de points de X.

4.3. T héorème. — Soit X  une k-variété projective et lisse. L'accou
plement 3.2.1

Z0(X )xD *(X)-+  D*(k)

passe au quotient à gauche par l'équivalence rationnelle.

Démonstration. — Soit Z un Ar-schéma intègre, et j  : Z  <+ X x kP* une 
A :-immersion fermée définissant (3.3) une famille de zéro-cycles sur X 
paramétrée par P*. Soient P et Q des points de P* (k),  et a e D* (X). 
Par définition de l’équivalence rationnelle, pour démontrer le théorème, 
il suffit de montrer que, dans une telle situation, «"> « :

<p(P), a> = <p(G), <x>, 

où p est défini comme en 3.3.
D’après 3.4,  dont nous reprenons les notations,  on a

<p(P), oc> = < P, pmq*ot>, 

<P(Q), a> = < Q, P * q *a>.

D’après 4.2,  il existe y eD*(k) tel que y = p^ q* a,  et on a donc :

< p (P), a  > = < P, y > = y = < Q, y > = < p (Q), a >.

T héorèm e B. — Soit X  une R-variété projective et lisse. Si deux points P 
et Q de X  (R) définissent des zéro-cycles rationnellement équivalents,  ils 
sont dans la même composante connexe de X  (R).

Démonstration. — Supposons P et g  non dans la même composante. 
D’après le théorème A (et sa démonstration), il existe a e D9* (X ), avec n 
la dimension de X, tels que < P, a ) = 1 et < g , a > = — 1. Le théorème 4.3 
implique alors que P et Q ne sont pas rationnellement équivalents.
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4 .4 . Remarques.

4 .4 .1 . Pour X  comme dans le théorème B, il est clair que deux points 
de X  (R) qui sont /{-équivalents sont dans la même composante connexe 
de X  (R) :  P£ (R) est connexe, et l’image par une application continue 
d’un connexe est connexe. Mais, pour des points simplement rationnel
lement équivalents je ne sais pas s’il existe une démonstration du théo
rème B évitant le long détour des formes quadratiques multiplicatives 
et du théorème de Stone-Weierstrass.

4 .4 .2 . Je ne sais pas si dans le théorème 4 .3 ,  on peut remplacer 2)® (AT) 
par Z)̂ (AT) ; la question se pose déjà en 3 .4  et en 3 .1  (cf. 3 .1 .1 ) .

4 .4 .3 . Etant donnée une extension galoisienne K/k de corps, et X  une 
fc-variété propre et lisse,  il résulte de Hilbert 90 que l’application 
A1 (X) —> A 1 (XK) des classes (pour l’équivalence rationnelle) de cycles 
de codimension 1 sur X  dans les classes sur XK est injective. On peut se 
demander s’il en est de même des applications naturelles A" (X) —► A" (XK) 
en codimension n plus grande que 1. Comme me l’a signalé C o ra y , 

S w in n e rto n -D  y e r  a répondu par la négative à cette question, en établissant 
le résultat suivant (non publié) :

Soit X  une k-surface cubique (projective et lisse) possédant une droite 
définie sur k. La relation d'équivalence sur X  (k) induite par Véquivalence 
rationnelle sur les zéro-cycles de X  coïncide avec la R-équivalence.

Ainsi, pour X  une R-surface cubique telle que X  (R) ait deux compo
santes connexes,  l’application A2 (X) —► A2 (Xc) n’est pas injective : 
une telle surface possède une droite réelle (27 est impair),  deux points 
de X  (R), qui sont dans des composantes connexes différentes, ne sont pas 
.R-équivalents, et deux points de Xc (C) sont rationnellement équivalents 
sur Xc,  car ils sont même /{-équivalents (Xc est C-rationnelle).

On voit que notre théorème B permet de généraliser cet exemple :  si X 
est une R-variété projective et lisse telle que Xc soit C-rationnelle et que 
X  (R) ait au moins deux composantes connexes réelles,  l’application 
naturelle AdimX (X ) -* AdimX (Xc) n’est pas injective. On en trouvera 
un exemple dans le paragraphe 5 ; les surfaces de Châtelet généralisées 
décrites en détail dans [CS 4 ] ,  et qui sont reprises d ’ISKOVSKffl [ I ] ,  four
nissent d’autres exemples.

5. Un exemple

5 .1 . Dans [CS 2 ]  (voir, pour plus de détails, [CS 4 ] ) , S an su c  et l’auteur 
ont donné un exemple de R-variété X, projective et lisse R-unirationnelle, 
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telle que Xc soit C-rationnelle et que Pic Xc soit isomorphe comme 
Gai (C/R)-module au module Z ®  Z (avec action triviale de Galois) 
et telle que pourtant (cf. [CS 1],  prop. 5) X  ne soit pas R-rationnelle. 
L’invariant utilisé est le nombre de composantes connexes de X  (R) dont
il est facile de montrer (cf. [CS 4]) qu’il est égal à 1 pour une R-variété 
lisse complète R-rationnelle. Dans l’exemple considéré,  ce nombre est 
égal à 2, ce qui permet de conclure. Une autre façon de montrer que X  
n’est pas R-rationnelle, également indiquée dans [CS 2], est de remarquer 
que X (R) n’étant pas connexe,  X  (R)/R n’est pas réduit à un élément 
(cf. 4.4.1). Or il a été démontré dans [CS3] (§4, prop. 10),  de façon 
purement algébrique (via Hironaka), que,  pour k un corps de caracté
ristique zéro,  l’ensemble Z  (k)/R est un invariant ^-birationnel des 
fc-variétés Z lisses complètes,  et est donc réduit à un élément si X  est 
^-rationnel. Dans ce paragraphe, on utilise les méthodes des paragraphes 2 
à 4 pour montrer de façon purement algébrique que, pour la R-variété X, 
l’ensemble JST(R)/R n’est pas réduit à un élément :  l’avantage de cette 
façon de démontrer que X  n’est pas R-rationnelle est qu’on utilise unique
ment les deux propriétés suivantes de R : c’est un corps de caractéristique 
zéro, et il existe sur ce corps une forme quadratique multiplicative (non 
singulière) $  telle que Z)® (R) soit non nul.

5.2. P ro p o sitio n . — Soit q>2 let forme quadratique définie dans l'intro
duction, et soit X  la R-variété discutée ci-dessus (et dont on va rappeler 
la définition). Il existe a e D*2 (X) et deux points A et B de X  (R) tels que, 
dans D**(R) a  (+ 1), on ait

(A , a> # < B , a>, 

où Vaccouplement est celui défini en 2.2.3.

5.2.1. Corollaire. — X(R)/R n'est pas réduit à un élément.
Démonstration. — C’est une conséquence immédiate de 4.1.5.

5.2.2. Description de X. — Soient et < e2 < e3 trois nombres réels. 
On définit comme la sous-variété de P* x R A,  avec coordonnées 
(jc, y, z, t  ; X) d’équation :

x2+y2+z2 = ( \ - e 1) (k -e 2)(h -e 3 )t2, 

et on définit X2 comme la sous-variété de PrX r avec coordonnées 
(X, Y, Z , T  ; n) d’équation

X 2+ Y 2+Z2 = n ( l - e 1\i) ( l-e 2] i)(l-e3\i)T2.
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On définit X comme la sous-variété fermée de Z = P (<Ppl (2)3 0  <Pr, ), 
donnée par le recollement :

X1-{X  = 0}A X 2-{^ i = 0}

(x, y, z, t-,  X~2y, X~2z, t  ; 1/A, ).

On note n : X —»P£ la restriction à. X  de la flèche structurale Z —» P£.

5.2.3. Démonstration de la proposition 5.2.

Assertion. — La fonction rationnelle (A, -  e2) e R (JST)* est dans L*2 (X ). 
Notons Cit <= Pg l’ouvert complémentaire de { A, = et } u  { 1/A. = |x = 0 }. 
Sur l’ouvert jc-1 (îî2),  la fonction (X—e2) est inversible et admet donc 
une écriture locale

(5.1) X—e2 = (X—e2).l.

Sur l’ouvert jc-1 (Qi n  £î3),  qui contient la fibre de n au-dessus de 
{ X = e2 }, on a l’égalité

X~ e2 = n ----- L ---- - x((x/î)2+(3'/02+(z/02)(X -e J iX -e J

qui est clairement une écriture locale en tout point de l’ouvert considéré. 
Par ailleurs,  de l’identification (X—e2) = (1 — e2 n)/|i et de l’équation 
de X2, on tire l’égalité

X- e* -7 Ï-------k ------- - x (h~2((XIT)2+(YIT)2+(ZIT)2)), 

qui est une écriture locale pour (X—e2) sur l’ouvert complémentaire de 
{ x M t , e3 }. Comme les ouverts considérés recouvrent X,  l’assertion 
est démontrée.

Soit alors a la classe de (X—e2) dans D*2 (X). Soit A (resp. B) le point 
de coordonnées (x, y, z, t  ; A, ) = (0, 0, 0,  1 ; et) (resp. (0, 0, 0,  1 ; e3)). 
De l’écriture locale (5.1),  on tire :

< A, a > = classe de (et —e2) dans R*/i)w (R) = R*/R*+, 

< B, a> = classe de (c3—e2) dans R*/D, 2(R) = R*/R*+

et donc le premier est dans la classe de (—1), et le second dans la classe 
de (+1), qui est différente.
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5.3. Remarques. — On a un diagramme commutatif d’homomorphismes 
évidents :

On sait [CS2] que le Gai (C/R)-module Pic Xc est de permutation,  et 
ceci implique (cf. 6.1.2 et 6.1.3) que il est un isomorphisme. De la non- 
trivialité des accouplements :

(cette dernière se montrant par le même argument qu’en 5.2.3) résulte 
que ni i2 ni i3 ne sont des isomorphismes. Par ailleurs, X  (R) a deux compo
santes connexes. Comme X  est projective, il résulte du théorème A que 
l’on a

Comment calculer D*2 (X)1 

Posons (avec a et b dans R) :

(e2- e 1)+(e3- e l ) = a2, 

(e2- e 1)x(e3- e 1) = b2.

De l’égalité dans R(-JT) :

résulte que (X—et) est une somme de 4 carrés dans R (X). L’équation 
de X t montre alors que (X -  e3) est dans U 2 (AT) (ce qu’on aurait d’ailleurs 
pu voir par la même méthode que pour (X—e2)), et que sa classe dans 
D*2 (X) est l’inverse de (i. e. égale à!) celle de (X—e2). On ne trouve donc 
pas ainsi d’autre élément évident de D*2 (Z). Mais je ne vois pas de façon 
de montrer que D*2 (X) est isomorphe à (Z/2 Z)2 :  je ne sais même pas 
si c’est un groupe fini.

D*1 (A' )---- ► D*2 (X )---- ► D*3 (X  )

D’1 (R) D*2 (R) (R)
t 1' t “ t 1’

Z/2Z

X(R)xD’!(X )-»D w(R), 

X (R )xD 93(X)~* D9i(R)

D’3(X ) a  (Z/2 Z)2.

( X - ei) =
(X.—Ci )2 + i>2

a2+( m - e xf )  [(*/02+G702+(*/0a ]
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32 J.-L . COLLIOT-THÉLÈNE

On fixe dans ce paragraphe un corps k de caractéristique zéro (pour 
simplifier), une clôture algébrique k de k, et on note 9  le groupe de Galois 
de k sur k. On note #  la sous-catégorie pleine des ^-schémas formée des 
/t-variétés, et 3> celle formée des ^-variétés lisses. Etant donné X  dans (€, 
et K une extension de k , on note XK = X  x kK, et on note K (Jf) le corps 

des fractions de XK. De plus,  on note X  = X x kk. Pour Z un schéma 
noethérien,  on note DivZ le groupe des diviseurs (de Cartier) sur Z.

6.1. Intersection de la théorie des groupes D5 (X) et D® (X) ; le
A

théorème de Geyer. — Soit S un /c-tore,  S son groupe des caractères. 
A toute variété X  de <€,  on associe le groupe :

DS(X) = Ker[H1 (9, Homz (S, fc (* )* ))-►H1^ , Homz(S, DivZ))].

Ces groupes, qui généralisent des groupes introduits par M anin et liés 
au groupe de Brauer ([M], chap. VI, 1.3.), ont été introduits par Sansuc 
et l’auteur [CS 1],  et étudiés dans [CS 4],  auquel je renvoie pour des 
définitions équivalentes.

Dans le cas où K/k est une extension finie de corps, et où l’on prend

pour S le fc-tore noyau de la norme RK/k Gm-*Gmlk,  on obtient :

DS(X )=  DK(X) = Ker[fc(AT )*/NK (X )*-> Div X/N Div XK ] , 

où N  désigne la norme de K à k. Ce cas particulier avait été étudié par 
l’auteur, particulièrement pour K/k galoisien, ce qui donnait une théorie 
dont le parallélisme avec celle de Manin ([M], chap. VI) est expliqué 
dans [CS 1] et [CS4]. Ce cas a aussi servi de modèle pour la théorie 
développée dans les paragraphes 2 à 4, comme l’expliquent les énoncés 6.1.1 
et 6.1.2 ci-après.

Introduisons le groupe :

D'k(X) = j/e fc (X )* , VPeX,  )*}’ f  = «■N t y } l N K (X ?-

En utilisant le fait qu’un faisceau inversible sur XK peut être trivialisé 
par l’image réciproque (via XK —» X) d’un recouvrement ouvert (Zariski) 
de X  (ce qui résulte du fait qu’un faisceau inversible sur un anneau semi- 
local est libre),  on obtient un homomorphisme,  évidemment injectif :

p  :  DK( X ) ^ D ’K(X).

6. Passé et avenir
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1 .1.1. Proposition. — Si X  est lisse sur k , la flèche p est un isomor
phisme,  et les deux groupes coïncident encore avec le groupe :

Démonstration. — Le même argument que ci-dessus montre que p se 
factorise à travers le groupe défini dans l’énoncé. 11 suffit donc de montrer 
que p est un isomorphisme. Cela résulte par application au diviseur de /  
du lemme suivant, qui vaut d’ailleurs pour un morphisme fini localement 
libre de schémas réguliers :

Lemme. — Soit X/k un k-schéma lisse, et Kjk une extension finie de corps. 
Soit n : XK—* X  la projection naturelle. Soit D un diviseur sur X. S'il existe 
un recouvrement de X  par des ouverts (.Zariski) U tels que la restriction 
de D à U soit la norme d'un diviseur sur UK, alors D est, globalement, la 
norme d'un diviseur sur XK.

Démonstration. — Comme X  et XK sont réguliers, les diviseurs de Cartier 
s’identifient aux diviseurs de Weil sur ces schémas. Soit :

la décomposition de D suivant les points de codimension 1 de X. Soit U 
un ouvert contenant l’un des jc apparaissant dans (6.1) avec un coeffi
cient non nul, mais ne contenant aucun des autres, et tel que, sur U, la 
restriction de D soit la norme d’un diviseur A sur UK. Ecrivons :

Comme ceci vaut pour tous les x apparaissant dans (6 .1) avec un coeffi
cient non nul, il suffit d’ajouter les différentes égalités (6 .2), et l’assertion 
est démontrée. (Le point essentiel est qu’un diviseur de Weil sur un ouvert 
d’un schéma «est» un diviseur de Weil sur tout le schéma.)

et soit X  une k-variété lisse. Le groupe DK (X) coïncide avec les groupes 

Z>®“ (X) et Z>®“ (AT) définis par la forme quadratique multiplicative

®a(x, y) = xz—ay2.

f e k (X )* , V{P1........P, } c U  ouvert affine de X , 
3uek(X)* inversible en chaque P ;, 

3geK(X)* , f  = u.N-(g)
■jNK(X)*.

(6.1)

A - E moS»», *

On obtient donc :

(6 .2) —  ^K/kCIjyeX^s<t<y)=x ^ y  Ÿ)'

6.1.2. C o ro lla ir e . — Soit K = k (Jd) une extension quadratique, 
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C’est cc corollaire, ainsi que les bonnes propriétés des groupes D5 (A') 
qui justifie l’introduction a priori des groupes Z)® (Z) et D® (A’), pour C1 
forme quadratique multiplicative quelconque.

6.1.3. Lemme. — Pour Kjk une extension galoisienne finie (de ccrprÀ 
de groupe de Galois G, et X  une k-variété lisse complète ayant un k-poini, 
on a me suite exacte scindée :

1 -» k*/NK* - ► Dk (X  ) -> H - 1 ( G, Pic XK) 1.

C’est facile, et bien connu (voir [CS 4]) ; le cas particulier, où k — K, 
K = C et X  est une courbe, est déjà dans [G 1], et l’argument général 
est le même.

6.1.4. Théorème (G eyer). — Soit X/R me courbe lisse projective 
et géométriquement intègre, avec X  (R) #  0 . Soit s le nombre de compo
santes connexes de X  (R). On a un isomorphisme

H~1 (Gal(C/R), Pic Xc) (Z/2 Z)5" K

Démonstration. — On prend k  = R,  K = C dans 6.1.2 et 6.1.3, et 
on applique le théorème A.

En fait, G eyer démontre plus ; en particulier, il étudie le cas X (R) = 0 . 
Je renvoie à son article,  où le lecteur trouvera expliqué le lien entre ce 
théorème et les travaux classiques de W eichold,  H arnack,  W i t i .

6.2. Comparaison des propriétés des groupes D? (X),  D<i(X) et

D® (X). — Pour X  variant dans & (X lisse), on dispose de plusieurs groupes 
abéliens F (X) associés. Dans le diagramme suivant,  $  varie parmi les 
fc-formes quadratiques non singulières multiplicatives,  et S  varie parmi 
les k-tores. Pour a dans k*, <ba est la forme quadratique introduite en 6.1.2. 
Les flèches signifient que la théorie d’un groupe se spécialise en la théorie 
du groupe but :

D*(X) D*(X) DS(X )

. /  X .  \ /
D*"/R(X ) DI îr(X ) D*“(X )=  D*'(X)

Voici une liste des propriétés connues des groupes F (Z) ; les assertions 
concernant D® et Z)® sont dans cet article, celles concernant D? sont dans 
[CS 1] et [CS 4] (cf. déjà [CS 3], § 3 et 4).
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(a) Fonctorialité contravariante pour D5,  Z>°,  et,  en se limitant aux
m»

variétés de type semi-local, pour D9.
(b) F (Je) = F (Al) = F(P£) pour F = D9, D•.
(c) Accouplement bilinéaire

Z0(X )xF (X )-+ F (k), 

qui, pour X/k propre, induit un accouplement :

X(k)IRxF(X)-+ F(k)

pour F = D D 9, D9, et qui, pour X/k projectif, induit un accouplement

A0(X )x F (X )^ F (k )

(où A0 (X) est le groupe des classes de zéro-cycles sur X  pour l’équivalence 
rationnelle) pour F = D?, D9.

(d) Pour X  variant parmi les variétés de qui sont complètes, D5 (X) 
est un invariant fc-birationnel.

Pour k = R, et X  variant parmi les variétés de 3) projectives de dimen
sion n, le groupe D9n (X) = DP* (X) est un invariant R-birationnel :  ceci 
résulte du théorème A et de l’invariance R-birationnelle du nombre de 
composantes connexes de X  (R),  pour X  complète et lisse.

(e) Il n’y a pas lieu d’introduire de variante semi-locale de (voir 

par exemple 6.1.1). Il y a coïncidence entre D9 (X) et D9 (X) dans les 
cas :  <& = <!>„ ; k  = R,  ® = q>„,  X/R projective de dimension n.

( / )  Pour X  dans 3), X  complète, telle que X  (k) soit non vide, si Pic X  
est un ^-module de permutation, les groupes D5 (X) sont réduits à D? (k) 
(cf. par exemple 6.1.3), mais l’analogue n’est pas vrai pour les groupes 
D9 (X) ou D9 (X),  comme le montre l’exemple du paragraphe 5.

6.3. Questions.

6.3.1. Question semi-locale. — Pour X  dans #  (ou même dans 3 ), 

y a-t-il coïncidence entre les groupes D9 (X) et D9 (X)1 En d’autres termes, 
si une fonction de k (X)* admet une écriture locale en tout point de X  
(par rapport à une forme multiplicative donnée $),  si l’on se donne un 
ensemble fini de points de X  inclus dans un ouvert affine, existe-t-il une 
écriture locale pour la fonction simultanément en chacun des points?
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On observera qu’un problème analogue se présente dans la théork 
de Knebusch ([K 3], chap. III, § 8).

6.3.2. Invariance birationnelle. — Au vu de 6.2 (d), il est tentant tic ; 
conjecturer que les groupes D® (A') sont des invariants fc-birationnel ; 
des variétés de 3) qui sont complètes. Ceci fournirait une autre démonstra
tion algébrique de la non R-rationalité de la R-variété du paragraphe 5 
(noter cependant que pour montrer qu’un groupe Z>® (A") n’est pas réduit 
à Z)® (k), la seule méthode générale dont pour l’instant on dispose, mais 
c’est seulement une condition suffisante, est de montrer que l’accouplement 
(X  complet)

X(k)IRxD*(X)~* D*(k)

est non trivial). Il semble déjà non évident d’établir, pour $  forme quadra
tique multiplicative quelconque, l’invariance de D® (X) dans l’éclatement 
en un point rationnel d’une fc-surface propre et lisse. Une question voisine 
est la suivante.

Question. — Soit A un anneau local régulier de dimension > 2, conte
nant k, et d’idéal m. Soit/ un élément du corps des fractions de A admettant 
une écriture locale en tout point de Spec A —m. En admet-il une aussi 
en tn?

6.3.3. Problèmes sur les réels. — Soit X  variant parmi les R-variétés 
lisses complètes avec X  (R) non vide. On dispose de groupes D*' (AT) 
pour û ^  i ^  n = dim X  (ceux pour i > dim X  sont tous égaux 
(cf. § 1,  R.3) et d’homomorphismes évidents :

0,  :  D9, (AQ-> D’, +i(X )

(a) Il résulte de 6.1.2, 6.1.3 et de la finitude de H1 (R, A) pour une 
R-variété abélienne A que le groupe Z)91 (X) est fini. Il résulte de 1.8 
que le groupe D9" (AT) est fini. Qu’en est-il des groupes intermédiaires 
(cf. 5.3)?

(b) En général, les 0 ; ne sont ni injectifs ni surjectifs. Cependant, dans 
le cas n = 1, il résulte de [K2] (§ 2, prop. 2.4), modulo une traduction 
du type 6.1, que 0O est surjectif. Les quelques exemples dont nous disposons 
(cf. § 5,  et les exemples discutés dans [CS 4]) suggèrent la question 
suivante.

Question. — L’application G, , -! est-elle surjective?
(e) Pour k réellement clos quelconque,  le même argument qu’en (a) 

(cf. [G 2], et [K 2] (2.8)) montre que D91 (X) est fini. Ceci a été utilisé
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par K nebusch [K 2] pour étudier les «composantes connexes » des courbes 
définies sur de tels corps. Pour X/k de dimension n, D'Pn (X) est-il fini?

6.3.4. Pour X  variant dans <ê,  on dispose d’un homomorphisme 
surjectif :

X  : S ) -D s(X)

et, pour X  dans l’accouplement naturel

X (k)xH lt(X , S)-y H^(k, S) *  Ds(k), 

qui à un point et à un torseur associe la fibre du torseur en ce point, ne 
dépend que de l’image de la classe du torseur par X, et c’est ainsi qu’on 
obtient l’accouplement 6.2 (c).

Cette situation permet de manipuler Z)s (AT) avec souplesse :  le point 
est que le groupe H* (X, S) est un foncteur contravariant en X  pour X 
variant dans la catégorie des ^-schémas (et pas seulement dans 3>).

Dans le cas des groupes Z)®, avec O forme quadratique multiplicative 
quelconque, on ne peut sans doute rien espérer de semblable. Cependant, 
dans le cas de la forme notée <1, —a > ® < 1> ~b ) ,  c’est-à-dire :

<&>, »(*> y> z> 0 = x 2- a y 2- b z 2 + abt2

qui est la norme réduite de l’algèbre de quaternions A = ((a, b)/k),  que 
l’on supposera non décomposée sur k, en utilisant la suite exacte de groupes 
algébriques

JVrsd
1 -> SL(A) -> GL(A)—* Gm/k -v 1

et le fait que

HlZar(X , GL(A)) ^  Hl, (X , GL(A)), 

on obtient une application d’ensembles

H ^ X , SL (A ))^ V - ’HX).

Mais je ne sais même pas si cette application est surjective, faute de disposer 
dans ce cas d’un analogue de 6.1.1.

6.3.5. La remarque ( / )  de 6.2, ainsi que ce qui précède, suggère une 
question générale :  quel est le lien entre les groupes D® (X) et les sous- 
variétés de X  de codimension > 1, et les fibrés vectoriels sur X  de rang
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plus grand que 1 ? Quel est le lien entre les groupes D* (X ) et le groupe 
de Witt W (X) défini par K nebusch dans [K  3]? Dans le cas k = R, X 
projective et lisse de dimension n, et O = <pB, une réponse à cette question 
permettrait peut-être,  via le théorème A, de résoudre le problème 16 de 
[K. 4] (p. 369) :  les signatures sur W (AT) associées à deux composantes 
connexes différentes de X (R) sont-elles différentes?

6.3.6. La dernière question est motivée par la théorie de la « descente », 
la description des torseurs universels ([CS 1, 2, 4]) sur les surfaces de 
Châtelet et l’analogie entre les équations de ces surfaces et celle de la 
variété Xl du paragraphe 5 (qui a d’ailleurs été trouvée ainsi).

Question. — La variété de A* avec coordonnées (x, y, z, X, u, v, w, t) 

d équation x2+y2+ z 2 _  (X -ei)(X -e2)(X -e3), 

*k—e2 = u2 + v2 + w2 + t2, 

avec e1 < e2 < e3 est-elle R-rationnelle?
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