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ABSTRACT

We are interested in particles systems located on a lattice,
with different type of interaction . For short range interaction
on Zd, we study the large deviation properties for the empirical
field of a Gibbs measure ; we also cover the case of random interac-
tion , and derive some applications

Next we study Glauber dynamics of a local mean field model
on the torus , in the asymptotics of a large number of particles
The fluctuation process has to be rescaled in space and time at
the critical temperature . We analyse the dynamics of a change of
attractor using large deviations techniques : at low temperature ,
we recover a description for nucleation

We then need to study the stationary points in such a local

mean field model ; this is tackled in the frame of bifurcation

theory

KEY WORDS : Gibbs measure , large deviation , spin-flip process ,
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- INTRODUCTION -

Ce travail regroupe les cing articles [12-16] référencés ci-dessous.
Nous y considérons une famille de variables aléatoires dépendantes
X = (xi)ies indexées par un réseau S, pour laquelle la difficulté d’

une réalisation X est mesurée par une fonction d’énergie H(x).

Ce modéle s’est d’abord développé en mécanique statistique &
partir de 1920 autour du célébre modéle d’Ising, qui décrit un cristal
magnétique. Dans ce cas, Xy représente l’orientation du moment magné-
tique de la particule au site i du réseau, et sa distribution dépend
des orientations des autres sites. L’énergie correspondante s’écrit,
du moins formellement,

ou Jij mesure l’intensité de l’interaction entre les particules
situées aux points i et j. D’aprés les premiére et seconde lois

de la thermodynamique, le systéme évolue vers une distribution d’équi-

. . . . 1 _gH
libre, appelée mesure de Gibbs, définie par sa dérivée ~— e par
VA

rapport & une distribution de référence (la loi du systéme sans in-
teraction), B>0 désignant l’inverse de la température, et la constante
de normalisation Z donnant & cette mesure (positive) une masse égale

a un. Dans le cas d’un réseau S infini, les deux formules précéden-

tes permettent de comparer les configurations x gqui coincident a



l’extérieur d’une partie finie de S, sous réserve d’hypothéses (accep-
tables) sur les Ji i Nous considérons des formes d’interaction plus
’

générales, comme l/interaction & k corps (k>2), mais aussi celles

qui sont elles-mémes aléatoires (modéles de verres de spin).

Les mesures de Gibbs interviennent dans d’autres domaines, par
exemple en neurophysiologie -pour décrire l‘activité de certains neu-
rones dans le cerveau-, en biologie -pour la contamination de cellules

dans 1’étude des tumeurs-, ou encore en épidémiologie.

On peut également considérer une dynamique de ces modéles, sui-
vant un processus de Markov stationnaire qui laisse invariantes les

mesures de Gibbs.

L’étude mathématique des mesures de Gibbs, et celle de ces pro-
cessus, a nourri une vaste littérature (voir la bibliographie de [1]
(2]), en particulier autour des phénoménes de transition de phase
(coexistence de plusieurs mesures de Gibbs), brisure de symétrie,
renormalisation critique, nucléation. Elle s’est avérée difficile,
et elle a été menée a l7aide de nombreuses techniques dont certaines

propres a ce domaine.

L’ingrédient essentiel de notre approche est la théorie des
grandes déviations, dans la mesure ol la fonction d’énergie H pos-
séde une propriété d’additivité, et pour des réseaux de grande taille
comme dans les exemples précédents (ce qui écarte pratiquement 1’ap-
proche combinatoire). Nous avons adopté le point de vue introduit

récemment par Donsker et Varadhan dans [3] pour étudier les propriétés



de grandes déviations du champ empirique (niveau 3) de différentes me-
sures de Gibbs sur S = Zd au chapitre I. Dans le modéle plus simple
du chapitre 1I, le processus apparait comme une petite perturbation
aléatoire d’un systéme dynamique : l1’étude de la nucléation (II.B) est
menée dans l’esprit des travaux de Wentsell et Freidlin [4] ; quant a
1/étude fluctuations (II.A), elle ne revet toute sa signification
qu’avec celle du comportement de la mesure de Gibbs au sens des gran-

des déviations traitée dans [5] au niveau 1 du théoréme de Chernov.

Pour en revenir aux différents modéles de particules, ceux qui
présentent des interactions locales (& courte portée) sont les plus
réalistes ; mais leur étude, et l‘interprétation des résultats, sont
alors difficiles. A l’inverse, le modéle de Curie-Weiss (champ moyen),
dans lequel l’intensité de l’interaction ne dépend pas de 1“éloignement
des sites, est simpliste dans l’asymptotique d’un nombre infini de
particules. Le modéle simplifié (champ moyen local) du chapitre II est

intermédiaire : S = Sn est un réseau régulier sur le tore &a d di-

mensions, de cardinal nd ; l7interaction entre les particules situées

aux points i et j vaut

_ . -d -
Jij = n J(i-j3) )

ol J est une fonction réguliére, et dépend de la distance séparant
les particules. En particulier, il confére au systéme une géométrie
suffisante lorsque n ——> o pour qu’il exhibe des phénomeénes coopé-
ratifs locaux tels que des phases antiferromagnétiques, des fluctua-

tions critiques riches, et la nucléation.

Nous détaillons a présent nos résultats.



Le chapitre I est consacré a l1’étude des états d’équilibre.

Dans la partie A, on établit les estimations de grandes déviations
du champ empirique pour une mesure de Gibbs sur Zd associée a une
interaction sommable et invariante par translation. La fonctionnelle

1 mesurant le taux de décroissance exponentielle, est définie sur

1

d
l’ensemble des champs stationnaires ?S(RZ ) par
1,(Q) = - BE® + 9(Q) - p

oud -U(x) désigne l’interaction normalisée du site 0 avec les autres
sites, 7 1l’entropie relative par rapport a4 la mesure de référence,

et p = inf {ﬁEQU + 7(Q) ; QY la pression.

Cette fonctionnelle ne dépend que de l’interaction, et de la mesure
de référence ; elle est la méme pour toutes les mesures de Gibbs lors-
qu’il y a transition de phase, et on ne peut pas discriminer celles-ci
a l’ordre de grandeur exponentiel du volume. De plus, ces estimations
de grandes déviations sont également valables pour celles qui ne sont
pas ergodiques (dans le cas de transition de phase), et celles qui ne
sont pas stationnaires (dans celui de brisure de la symétrie). Pour
établir ce résultat, on traite d’abord le cas sans interaction H=0,
en généralisant des techniques introduites dans (3] pour d=1 ; puis
le cas avec interaction 4 l’aide d’un changement exponentiel de

probabilité.

A la conclusion de cette partie, l’auteur a eu connaissance des

résultats identiques de (6], et de ([7] par une méthode différente.
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Dans la partie I-B, on considére des modéles sur Zd avec
interaction aléatoire. Reprenant la stratégie précédente, il s’agit
d’abord de montrer un principe de grandes déviations conditionnel au
niveau 3 pour un champ bivarié (Xi, Yi) indépendant identiquement
distribué ; ceci nous donne accés & des interactions dépendant de

Y = (Y et par la méme, aux exemples usuels de verres de spin a

ili
interaction sommable. Pour presque tout Y, on obtient alors une
formule variationnelle relativisée pour la pression (résultat déja
obtenu dans [8]), mais aussi les propriétés de grandes déviations
pour les mesures de Gibbs, avec une fonctionnelle I2 déterministe,
. . ( 2zd) .
définie cette fois sur Pg (R*) . Une conséquence de ceci est que,
sous certaines hypothéses de convergence et de stationnarité, une
limite de mesure de Gibbs & volume fini peut s’écrire Q(./Y) avec

IZ(Q) = 0, c’est-a-dire comme une distribution d’entropie minimale

conditionnelle & l’interaction.

Enfin, nous montrons que le résultat précédent est vrai sans
hypothéses dans les modéles de champ moyen. Sur un exemple particulier
de verre de spin, nous montrons que la distribution d’une particule
est alors la méme que celle d’une particule choisie au hasard dans la
phase antiferromagnétique d’un modéle avec interaction (non aléatoire)

de champ moyen local.

Nous décrivons maintenant les états d’équilibres asymptotiques d’un

modéle de champ moyen local [5], avant de détailler le chapitre II. On
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peut réduire l1/étude du systéme X & celle d’une mesure de magnétisa-

tion

Dans l’asymptotique n » o, le systéme sera représenté par une
densité de magnétisation sur le tore, l’analogue d’un profil en hydro-

dynamique.

B8
Remarquant que 1l‘’énergie s’écrit alors - ; I JxXP(s) XM (ds)

ol =x représente la convolution, on obtient des inégalités de grandes

déviations traduisant que

np~d Log P {X™ voisin de u} est approximativement égal a I3(u)",
avec

Ig(u) = - g f Jxu(s) u(s) ds + f L[u(s)] ds

ol i est la transformée de Cramer de la distribution de référence d’une
particule. Les minima de 13 sont les densités d’équilibre ; ils pré-
sentent un éventail varié de comportements, suivant les vaieurs de

J et B , comme la phase ferromagnétique (les densités sont constantes
non nulles), ou la phase antiferromagnétique (elles constituent une

famille d’ondes).

Dans le chapitre II, nous menons l‘étude de la dynamique de Glau-
ber de ces modéles, et tout particuliérement celle des phénoménes liés

a la transition de phase. La fonctionnelle 13, qui décrit le compor-
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tement asymptotique de la mesure invariante du processus "mesure de

magnétisation" Xg , mesure le temps moyen que passe Xg au voisinage
d’un état ; en particulier, Xg apparait comme une perturbation aléa-
toire(d’autant plus petite que n est grand) d’un systéme dynamique
qui l’entraine vers les équilibres (minima de 13), au voisinage des-

quels il passe la majeure partie du temps.

Dans la partie A, l7auteur établit en collaboration avec T. Eisele
des résultats de fluctuations (théorémes de limite centrale) hors de
l1/équilibre et a4 1’équilibre, aprés avoir prouvé la loi des grands
nombres ci-dessus, et un résuitat de propagation du chaos (qui justifie
l’exhaustivité de la seule étude du processus mesure). Au voisinage

d’un minimum non dégénéré u de 13, le processus de fluctuation

nd/2 (Xg - u)

converge, en norme de Sobolev, vers un processus de Ornstein-Uhlenbeck
généralisé. Lorsque le minimum est dégénéré, la convergence précédente
a lieu, mais le processus limite ne posséde plus de distribution inva-
riante. I1 convient alors de renormaliser en espace, mais aussi en
temps en raison de cette convergence. Nous traitons le cas du point
critique d’une transition de phase ferromagnétique, correspondant

a une dégénérescence d’ordre m arbitraire dans une seule direction :
alors u = 0 et le processus de fluctuation critique

,d/2(m+1) yn

enm/ (m+1)

converge vers un processus stationnaire non gaussien occupant la direc-



tion de dégénérescence ; cet espace étant ici celui des constantes, le
processus de fluctuation critique est donc homogéne dans l’espace. Au
point critique d’une transition de phase antiferromagnétique de fré-
quence q avec dégénérescence d’ordre m=1l, le processus de fluctuation
critique converge vers un processus stationnaire non gaussien, de fré-
quence q sur le tore - cet espace de fréquence (de dimension 2) cons-
tituant alors le noyau de dégénérescence -. Enfin, nous traitons le cas
ol les deux transitions précédentes se combinent. Dans tous les cas,

la mesure invariante du processus limite est la limite des fluctuations
de la mesure de Gibbs conditionnée au voisinage de l’équilibre. Cer-
tains résultats analogues de [9] sont obtenus dans un modéle de champ
moyen ; notre cadre, qui introduit une plus grande richesse de paramé-
tres et de géométrie, met en évidence l’universalité des processus

limites.

La partie II.B concerne le comportement du processus sur des
échelles de temps beaucoup plus longues. L’auteur de cette thése
y étudie les changements d’attracteurs selon l’approche par les
grandes déviations de [4], [10], proposée dans ce cadre par G. Ruget
(11]. L’idée originelle est d’expliquer le phénoméne de nucléation,
4 savoir l’apparition d’un nombre déterminé de noyaux dont la compo-
sition approche celle du nouvel attracteur, ces noyaux se propageant
par la suite jusqu’a remplir tout l’espace. Il s’agit dans un premier
lieu d’obtenir des estimations en temps fixe T , que l’on peut cari-

caturer par

1
- _E Log Pr{dist (X?, ut) <y : t T} est a peu prés 14(T;u)
n
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pour toute trajectoire (déterministe) u sur [0,T] dans l’espace des
densités ; I4 s’annule sur les trajectoires du systéme dynamique
sous-jacent. En généralisant certaines estimations & des durées
plus grandes, nous déterminons alors les points de sortie d‘un
bassin d’attraction, qui se trouvent étre les points du bord les
plus bas dans le paysage d’énergie défini par I3. Ces points col
vérifient l’équation VI3 = 0, étudiée ci-~dessous ; en particulier,
ils sont non homogénes a température assez basse : il y a alors

nucléation.

Enfin, le chapitre III qui ponctue ce travail, consiste en
1/étude des solutions u de V13 = 0, ou plutdt de l’équation

équivalente

u=g (B J*u)

avec g = (;’)-1. Il résulte d’une collaboration entre T. Eisele,
motivé par l’étude des minima de I3, M. Schatzman, intéressée plus
particuliérement par la modélisation du développement du cortex visuel,
et l1’auteur, pour les différents motifs déjia évoqués. 11 révéle la
géométrie du paysage d‘énergie 13, dictée par les coefficients de
Fourier de l’interaction J . Nous décrivons de maniére plutdt
compléte les branches de bifurcation primaire et secondaire, pour des
noyaux de bifurcation de dimension au plus deux, ainsi que leur
stabilité. Au passage, nous obtenons un exemple de transition de
phase du premier ordre dans le cadre du champ moyen local, ou

l17équilibre saute brutalement d’une branche de solutions & une autre

pour une certaine valeur du paramétre @8
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CHAPITRE I : DISTRIBUTIONS A L' EQUILIBRE

Partie A :  GRANDES DEVIATIONS POUR LES MESURES DE GIBBS

AVEC INTERACTION A COURTE PORTEE
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C. R. Acad. Sc. Paris, t. 303, Série I, n® 11, 1986 ’ 511

PROBABILITES. — Grandes déviations pour des champs de Gibbs sur Z°. Note de
Francis Comets, présentée par Robert Fortet.

Un principe de grandes déviations est d’abord établi pour le processus empirique d’'un champ de variables
indépendantes équidistribuées indexées par Z¢, pour d=1. Ce résultat est ensuite généralisé aux champs de
Gibbs stationnaires associés @ une interaction sommable, et méne a la formule variationnelle de Gibbs.

PROBABILITY THEORY. — Large deviations results for Gibbsian random fields on Z°.

A large deviations principle is first proved for the empirical process of i.i.d. random variables indexed by the
integer lattice Z%, dZ 1. This result is then extended to stationary Gibbsian fields corresponding to a summable
interaction, and we obtain the Gibbs variational formula.

- . . . . d
I. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL. — Soit X un espace polonais, et Q=X*, On
d

considére une suite A, de parallélépipédes de N% A,=]] [0, a}] ou chaque suite aj
i=1

(i=1, ..., d) tend vers l'infini. Pour weQ, on note o™ I’élément de Q obtenu en

prolongeant par périodicité en dehors de A, la restriction de @ a A,. On définit alors le

processus empirique

: z 80)‘0)"')

" =}/\..|xeA..

no

ou |A| désigne le cardinal de AcZ? et 6% AeZ’ les opérateurs de shift sur Q: pour
tout o, R, , appartient 4 I'’ensemble Pg(Q) des mesures de probabilités stationnaires
(sous I'action de Z9) sur Q.

Soient a une probabilité sur X et P la probabilité produit sur Q. Considérons une
interaction J={J,; A partie finie de Z*}, ou les J, sont des fonctions continues sur Q,
mesurables par rapport a la tribu o(A) engendrée par les applications coordonnées w+— ,

pour L€ A; on suppose J invariante par translation, et ) sup|J,(®)|<oo.
A30 wel

Pour toute partie finie A de Z* et toute condition extéricure e X", on définit le

potentiel hamiltonien U% pour @eX* par
Ui (©)=— z Ja(w)
A:ANAZ2QD
avec w=(®, @), Z&=E" {exp—U%(®)} ou P, désigne la restriction de P a o(A), et
enfin
3 (@) =(Z%) 'exp{ —Ua(®) }

la spécification. Soit G I'’ensemble des états de Gibbs invariants par translation, i.e. des
Qe P5(Q) tels que, pour toute partic A finie, n2 dP, soit une version réguliére de Q
étant donné o (A°) (probléme de Dobrushin-Lanford-R uelle).

THEOREME. — (i) lim 1/|A,|logZé existe, est indépendante de la suite des conditions &,
n
n=x
extérieures a A\, uniforme par rapport a ®,, et est égale a
p=— inf {EQU)+1(Q P)}
Qe #s(Q)

0249-6291,/86/03030511 8 2.00 © Académic des Scicncees
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512 C. R. Acad. Sc. Paris, t. 303, Série I, n° 11, 1986
avec
1
U(w)=— —J,(®)
A30 IA| A
et
1
I(Q7 P)= sup —h(QAs PA),

A partie finie de z¢ I A I

ot h(y, v) est linformation de Kullback de p par rapport a v lorsque p et v sont deux
probabilités définies sur la méme tribu.
(i) Si Qe G, on a pour tout borélien B de P5(Q)

—inf {EXU+1(R, P)+p} S lim ——log Q{R,. ,€B)

ReB "'

<Tm ——logQ{R, ,eB}<—inf {EXU+I(R, P)+p}.
n—x n ReB

CoMMENTAIRES. — La formule variationnelle de Gibbs (i) est bien connue; cependant
la preuve donnée ici, a I'aide de techniques de grandes déviations, est nouvelle.
Du principe de grandes déviations (ii), on déduit

) 1
hm
e [A,]

logQ{R, ,eB}=0

dés que B contient I'un quelconque des états de Gibbs [il est en effet connu que
p=ERU+I(R, P) équivaut a R €G] : I'apparition d’un autre état de Gibbs, s’il en existe,
n’'est pas de probabilité exponentiellement petite sous Q.

On montre aisément que (., P) est s.c.i. sur #4(Q) et que ses lignes de niveau sont .
compactes; on retrouve ainsi que G # J sous nos hypothéses.

[I. INDICATION DE PREUVE ET LE CAS INDEPENDANT. — Pour A, A’=Z? et Q une probabilité
sur ©, notons Q4. une version réguliére de Q conditionnelle a o (A), restreinte a o (A”)
(on écrira O pour{0}).

ProposiTiON. — (a) Soient £ un ordre total sur Z°, compatible avec les translations,
(+, 0] [resp. («.0)] I'ensemble des minorants {resp. des minorants stricts] de 0 (le « passé »).
Si Qe 25(Q). le sup définissant 1 peut étre calculé sur les parallélépipédes de N* et est
égal a T=EQh(QL ™2, a).

(b) Pour tout borélien B de Ps(Q), la loi du processus empirique R, , sous P satisfait

un principe de grandes déviations avec constantes | A,| et fonction de taux1(., P).

Remarques. — Ce résultat est la clé du théoréme; il généralise celui de Donsker-
Varadhan en dimension 1 ([1], [2]); (a) est d0 a Follmer [3] dans le casX fini et £ un
ordre lexicographique.

Pour montrer (a) on ordonne les éléments d’une partie finie A arbitraire de Z¢, et on
obtient comme dans [2]: E9F —log E" F<|A|T pour toute F, o(A)-mesurable bornée.
Puis, pour établir sup {(1/]A]) h(Q,, PA); A parallélépipéde } 2T, on décompose

h(Qa, PA)= Y EQh(Q ™0, )

leA

ot T* est la translation de vecteur A dans Z¢.
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L’argument en dimension 1 de [2] méne & lim EQh(Qjr, a) 2T pour toute suite A,
"o
croissant vers (+, 0) : on le compléte cn remarquant que A~ E %1 (QJ, @) est croissante
en Ac(+«, 0) (inégalité de Jensen), et on peut alors adapter I'argument de Cézaro.
En s’inspirant de [2], on montre que I(Q, P) est une fonction affine de Q et que
Qe Z5(Q)) a une représentation intégrale

J- Suq(dS) avec [(Q, P)=JI(S, P) pq (dS).
S ergodique

La majoration dans (b) est semblable au cas d=1{2]. Pour la minoration, on établit
d’abord

“) _lin_ logP{R,.meV}g—I(Q, P)’

,,-.1,| ’ll

pour tout voisinage V dans 2(QQ) d’une probabilité ergodique Q vérifiant I(Q, P) < oo :
le point crucial est que la famille filtrante {logdQ}/da; A partie finie de («~,0) } est une
Q-0 (AU {0}) sous-martingale, convergeant dans £'(Q) vers Y,

Y <logdQy™ ¥ /da Qp.s.
On écrit alors

P{R, ,eV}Zexp{—|A,[(I{Q P)+2&) } QU NN {R, ,eV})

ou

(—.0)
Q;={ L5 10g2® (g <1(Q, P)+s}
lA,.|leA. do

et

d (—. 0)nT A,
93={ Ly [v_log———Q° y ](e*m)z—e};
o

]Anl LeAy

la Q-probabilité de Q? tend donc vers 1, mais aussi celles des deux autres ensembles
d’apres le théoréme ergodique multiparamétrique.

D’apres la représentation intégrale précédente, il suffit alors de vérifier que I'’ensemble
des Qe #4(Q) vérifiant (1) est convexe, en utilisant un argument classique.

La preuve du thcoréme consiste alors a combiner les résultats de [4], § 3, et les inégalités
(b) qui sont bien sir indépendantes de ©".
Regue le 23 juin 1986, acceptée le 22 juillet 1986.
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PREUVES DE LA NOTE:

" GRANDES DEVIATIONS POUR DES CHAMPS DE GIBBS".

Nous reprenons ici les notations définies dans la note. Une biblio-
graphie complémentaire, référencée par le nom des auteurs, figure a la

fin des preuves.

Si A C Zd, on note
P F
Dy ={ F:@Q —> R ; F o(A)-mesurable, bornée, E e < 1 }.

Q
Alors, h(QA,PA) = sup {E F ; FEDA}

O Preuve de la proposition:
.Montrons d’abord que I < T . Soient A une partie finie de Zd,

dont on note A ,...A ses éléments classés par ordre croissant, et
1 A
F € DA‘ Soient F = F et
[A]

)
Fi(wy ,...,0 = log e a(do .o.a(do )
(o, a) J (doy | ). -a(da,

pour k = 0,...|A|] . Comme Fo < 0 et { e

Q-p.s
(< Anq)

A VA A
E { k+1} ¢ Freq - Fi } < h( Q(é k+1), « ) - h(Qéé,O),a)oe k+1
{Ak+1}

d’aprés la stationarité de Q; on intégre ces inégalités par rapport a

Q, on somme sur k, et il vient

~

Q
EF < |[A] T

L’ inégalité inverse nécessite une étape de plus qu’en dimension
d=1. Maintenant, A est un parallélépipéde; la formule de décomposition

de l’entropie (lemme 2.3 de [1]) s’écrit
A—{klAl}

h , P = h P E h )
(Qu:Pa) =B(Q _ WP )+ Eh@Q «)
1Al 1Al 1Al

-2

A
Q (<,0)NT
h(Q

A
ou le dernier terme est égal a [E ,a) par stationnarité.



Dol l’on obtient

Q  (<,0)NT"
h(QAoPA) ")\EA E h(QO , ) (1).

L’argument suivant, suffisant pour d=1, devra ici é&tre complété
si An est une suite croissante de parties de (=<,0) avec U A, = (<,0),
n

le théoréme usuel de convergence des martingales montre que

a (<,0)
Qon => QO , Q-p.s. ( => désigne la convergence étroite des probabi-
lités). Puisque p = h(p,v) est s.c.i. , le lemme de Fatou montre que
. Q AL Q (=<,0)
lim inf E h(Q ",a) » E h(Q ,a) (2).
n — oo o] (0]
A’ A A’
D’autre part, on a Q-p.s. Q Q = Q pour A'C A € (<,0), et
a-a’ o} (0]
donc
A’ fay A
Q a Q QA_a- Q Q Q ’
Eh(Q ,a) =E E®® supECF>E supECF=E h(Q a)
(0] FEDO FEDO

En combinant cette propriété de croissance avec (1),(2) et un argu-
ment de Cezaro, on obtient aisément
1 ~
I 2 sup( T—T h(QA'PA) ; A parallélépipéde de Zd } =1 ,
A

ce qui prouve a).

.Nous établissons maintenant la majoration de la probabilité de
grande déviation, en suivant l’esprit de la preuve de [2]. Soient A
un parallélépipéde de Nd contenant l‘origine, et FEDA ; on peut
recouvrir A, par des translatés TTA de A deux & deux disjoints et

on majore
1

1
exp — ¥ F(elw) = exp —m8 ¥ z F(97+Aw)
IAl xeA, IAl AEA T:v+AEA,

1
€ — Y exp T F(97+xm)
IA] AEA T

par convexité de l’exponentielle. Puisque FEDA et P est une mesure

produit, on obtient en intégrant par P

P 1 A
E exp —— Y F(6%w) < 1
[Al 2en,



1
IAnl

PN
Comme & (n) = sup I F(8"w) - F dR I est un
F © xe%n '!7‘ n,e

@d(ﬂFnlAl/még{ag}), on en déduit pour tout borélien B de ?S(Q)
J
A P A
exp{ 1Al e (n) } > E exp 1An £ F dR >
Al F (A '

> P{R_ _€EB} exp{ |21 inf f F dQ}
n,e IAl QEB 0

("

d’aprés 1‘inégalité de Chebichev; soit
1

Q
lim sup log P{Rn mEB) < - sup({ sup inf E F ;A parallélépipéde}.

n—s0  |A] . In] FED, QEB

La fin de la preuve est alors identique & la référence ci-dessus.

.Montrons maintenant que I1(Q,P) est une fonction affine de Q; notre
preuve reprend et explicite celle de [1],[2]. Comme Q est polonais,
on peut trouver une famille dénombrable U d’éléments de l’espace eb(n)
~-des fonctions continues bornées sur Q a valeurs réelles- ne dépendant
que d’un nombre fini de coordonnées, qui soit déterminante pour la
convergence étroite des probabilités sur Q. Soit A; une suite de cubes
*)d

croissante vers (Z_)~; pour w€N et f€U, on définit

n,t = lim 2 foek(m) lorsque cette limite existe
n->oo AEAA
= oo " sinon
Alors, Qe= {wg0: N _f € R} et Q =N Q. sont des boréliens de 0,
W o feu f
éléments de a{(Zf)d}. D’aprés le théoréme ergodique, on constate que

VQEP, (), Q( ) =1 et MN,=Q Q-p.s.,

ou on a noté Te(ﬂ) l’ensemble des probabilités stationnaires ergodiques

sur Q.
On choisit & présent < tel que (Zf)d C (<,0) - un ordre lexicogra-
phique par exemple -, on note R(Q,w) une version réguliére de la proba-

bilité QE?S(Q) conditionnelle a (<,0) qui soit conjointement mesurable
en Q et » ; soit R”= R(N,,0) . Pour Q€T (Q), on a

Q(dw’) = { R®(dew’) Q(dw) (3).
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Maintenant, supposons simplement Q stationnaire. Toujours en vertu

i
du théoréme ergodique, Q(QO) = 1 et Q-p.s. nw= Q , o J est la tribu

J
des invariants. Mais Q est presque sfirement ergodique et

9
a=Ja a =) s u (as) (4)
Q 7 () Q
ol p est l‘image de Qg par l’application J-mesurable w — Q : donc
(<,0) o
(83) reste vrai pour QeP (0) et Q = R Q-p.s.

Donc I(Q,P) est une fonction affine de Q et vérifie:

I(Q,P)

J n(r®,a) Q(dw)
(o]

[ u (as) [ n(rR®,a) s(dw)
Q 0

[ v (as) 1(s.p) (5)
Q

d’apreés le ﬁhéoréme de Fubini.

.Nous montrons maintenant la minoration b). Il suffit de prouver

que pour tout voisinage V de Q dans ©,(Q) avec I(Q,P) < o ,

lim inf

1 P{R Vy =2 - 1 , P 8).
m_in og P{R, ,EV} (Q,P) (6)

n

Supposons d“abord Q ergodique. La preuve, plus délicate que pour d = 1,

nécessite le

dQ
Lemme : Si I1(Q,P) < o , la famille filtrante { log H—Q i A C (<,0),
X

A finie } converge dans LI(Q) vers une variable Y vérifiant

(<,0)
dQ0
Y < log Q-p.s.
da
A
— (<,0] dQq
0O Preuve du lemme: soit Q = Q ® ¢« € P(X ) § —= est une
(<,0) O da
— dQ dQ
Q-g(AU{O}) martingale. Puisque —_Auigl = —0 , pour A’C A la probabi-
AU{0O} _ _A’U{0}
lité Q est Q-p.s. absolument continue par rapport a Q
A=-A" A=A’
A N4
dQO on
avec dérivée E—— ;—— En posant @®(x) = x logx pour x=20 ,
e o

on a Q-p.s.



QA’U{O) dQA aA’U{O} qu dQA' .
E tog R0 _ ¢ {w(_g)/_q
da dx da
dQ aA’U{O) qu
-2 e (22)
da
A’U{O} A A’

> dQO —SQ = log ESQ
da da

en utilisant 1“inégalité de Jensen pour la fonction convexe ©® et la

propriété de martingale; comme I(Q,P) < o ,
(<,0)

Q Qo + Q dQO -+ dQO
E log —= < E log — < e , log —— est une
da da deo

Q sous-martingale filtrante qui converge dans LI(Q) vers une limite

Y lorsque A croit vers (<,0) [NEVEU]. Pour A = (<,0), on a
A’ A’U{0} (<,0)

: dQO dQO e

log E—— < E log ;—— Q-p.s.; en passant a la limite sur
o o

A/ («,0), on obtient la majoration de Y.O

4.

Choisissons & présent < tel que (<,0) N Nd # @ . Puisque Q est

stationnaire,

A
4 (<. 2)0n dQ(*.O)ﬂT Ag
(w) IT 3 (w0) = exp ¥y~ lo ° (620)
dP AEA,  da pAEAn £ i '
An
On a donc
Q 4, 1
> () )
' dP (R, ,EV}
A
n
(<.0) (<«,0)
dQ dQ
e < ( = 1 ° (62w) 1 ° v | (6%w)
= ex - (o] w + o - w
P AEAn o da Ag%n & da
Q(«,O)nr‘*An
[ ° ] @
+ p Y - log (067w) ) 1 > (7).
AER do { Ry 4€V }

D’aprés le lemme, le premier crochet est positif, et la moyenne de
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Cezaro
(<,0)NT™ A
Q

z - = | v-1 2 (670)
= — - log w
n ALl AER, da
converge vers O dans LI(Q): si &>0, Q§= {wen; Zn 2 - & )} est de Q-pro-
(<,0)
s Q dQg
babilité tendant vers un. D’autre part, comme [E log E—_ = I(Q,P) ,
o
(<«,0)
QO
celle de Qé= {wen; 3~ log (ka) < I(Q,P) + & } tend
1ALl AeA, da

aussi vers un d’aprés le théoréme ergodique multiparamétrique [KRENGEL];

il en est de méme pour (R €V}. En écrivant (7) comme

n,w

P{ R, ,€V } > exp( - |Ayl [I(Q,P) + 2e] ) Q( o5 N a2 n {(Ry o€V} )

on obtint (6) pour Q ergodique.

Montrons & présent (6) pour Q € ?S(Q) . Soit §4,...8 un

m'*

échantillon de la loi “Q sur Te(Q): d’aprés (4),(5) et I(Q,P)<w, la

loi des grands nombres entraine que

m m
lim (1/m) I S; =Q et lim (1/m) ¥ I(Si,P) = I(Q,P) , p -p.s. .
m>oc0 i=1 m>o0 i=1

I(.,P) étant affine, il suffit donc d’établir (6) lorsque Q est une
combinaison linéaire finie d’éléments de ?e(Q), ou, plus simplement,

que l’ensemble des QeP (Q) vérifiant (6) est convexe.

Soit donc Q =t § + (1-t) Q@ , O<t<1l, Q et Q vérifiant (6), et V

un voisinage de Q. Notons ici Rn,w= RAn,w . Soient bn un entier tel

A
n

- ~ d i
que b=t al + (1) , A= (b, ,0,...0) , =8 o , K= [o,bn]xiga[o,a;]

d .
N = 1_ i . N
et A= [O,an bn]xigz[o,an] : alors Rn,w est voisin de

t R + (1-t) R_ -n , la différence résultant des effets de périodi-

n,w An.w
sation au bord des bandes. Puisque la convergence des processus est

essentiellement celle de leur marginales de dimension finie, cet effet

devient négligeable pour toute portée donnée lorsque n — o : on peut
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trouver des voisinages V de Q et V de Q tels que

R, e V et R_ -n € V = R, , EV pour n assez grand.
A 1

An,w n,o
Comme P est une mesure produit, on a pour n assez grand
e V}

P(R, €V} » P{R, €V} P{rR_ _,

n,o
n,o An,m

> exp( - t]ag| [I(Q,P)+e] ) exp( - (1-t)[A,] [I(Q,P)+e] )

= exp( - |ALI[I(Q,P)+e]) .

La preuve du théoréme est mot pour mot la méme que celle des théo-

rémes IV.1 et IV.2 de l’article "large deviation estimates for a
conditional probability distribution ..." figurant dans cette these,
en prenant pour v une masse de Dirac ( on conditionne par une fonction

constante ); elle ne sera donc pas répétée ici.

Sur les commentaires

1) La preuve de la formule variationnelle de Gibbs & l1’aide de
techniques de grande déviation est nouvelle pour d»2 [ELLIS,p.161].
Elle est, du reste, analogue a celle donnée dans cette référence
pour d=1. Pour une autre preuve, voir [PRESTON], qui contient
également beaucoup de résultats sur les états de Gibbs.

Notre résultat montre que la fonctionnelle de grandes déviations
est la méme pour tous les états de Gibbs correspondant a une
interaction donnée; elle ne dépend que des caractéristiques locales.
Elle induit une fonctionnelle de grandes déviations pour la mesure

1 n

empirique — Y% &,. qui n‘est pas strictement convexe s‘il y a
n i=1 i

transition de phase. Une autre conséquence est que l’on ne peut



discriminer les mesures de Gibbs & l’ordre de grandeur exponentiel

du volume.

2) I(Q,P) est s.c.i. : en effet, 1(Q,P) = sup T_T h(QA'PA) , ou
A A

h(.,v) est s.c.i. (car X est polonais), et Q > QA est continue.

3) Les lignes de niveaux de I sont compactes dans ?S(Q):
si 1eR™ , la ligne de niveau { Qex (Q); I(Q,P)<1 } est fermé en vertu
du point 2). Pour montrer qu’‘elle est relativement compacte, il
suffit de montrer gqu’elle est tendue, ou encore que chacune de ses
projections finies-dimensionnelles le sont; mais ceci résulte du
fait que sa projection unidimensionnelle est incluse dans le compact

{ qe®(X) : h(gq,a) €1 }.

Q
4) G # @ : comme U est continue sur Q, Q — E U + I(Q,P) est s.c.i.
et atteint son minimum -p sur le compact non vide

Q
{Q;E U + I(Q,P) € -p+1}. Donc G # @
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CHAPITRE I

Partie B : MESURES DE GIBBS AVEC INTERACTION ALEATOIRE
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ABSTRACT

Let (xi,yi),iezd, be independent identically distributed random
variables with arbitrary distribution. We show that,for almost every
(yi)i’ the conditional law of the empirical field given (yi)i satisfies
to large deviations inequalities. This applies to the study of Gibbs
measures with random interaction, in the case of some mean-field models
as well as of short range summable interaction. We show that the
pressure is non random, and is given by a variational formula.These
random Gibbs measures have the same large deviation rate, which does
not depend on the particular realization of the interaction; their local
behaviour is described in terms of conditional probabilities given the

interaction of solutions to the variational formula.

KEY WORDS
Large deviation , Gibbs measure , random field , spin glass,
neural networks , maximum entropy , conditional probability.
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I. INTRODUCTION:

In [7], DONSKER and VARADHAN have recently initiated the large
deviation theory for stationary random processes on the "level 3" of the
empirical process; their methodology was shown to be fruitful, and has
been since applied to various domains. Among these, Gibbs random fields
were proved to have large deviation properties depending only on the
local characteristic (([3],[14],[21]): a Gibbs field is a random field
on Zd such that the conditional distribution of a finite set of coordo-
nates given the other ones has exponential density with respect to some
independent identically distributed (i.i.d.) field; this density
involves a translation invariant interaction, which describes the
dependence between the variables. One strategy is to establish first
a level 3 large deviation principle for the i.i.d. field, and then to

transfer it to the Gibbs field via Laplace’s method.

In recent years, Gibbs random fields with random interaction have been
extensively used to describe disordered systems; this time, it is assumed
that the law of the interaction is translation invariant. In this paper,
we study such a field for allmost every realization of the interaction,

using large deviation techniques.

We will adopt the same strategy as above, so we will first establish
that a conditional large deviation principle for i.i.d. random fields
holds with probability one (w.p.1). Let (wi)i be an i.i.d. field, with
index iezd for some integer d21, and values in a Polish space W; let
n be continuous on W to another Polish space, and Yi= nwi : we estimate
large deviation probabilities for a regular version of the conditional

law of the empirical field R, , given the Y-field, with Y=(Y;);, under
’
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typical conditioning (i.e. on a set of Y’s with full probability).
The rate function in the conditional case coincides with that of the
unconditional case on the set of stationary fields with the typical

margin, and is infinite elsewhere.

The proof does not reduce to a mere consequence of Bayes formula,
as 'when conditioning consists in an event {.Rn’.E B } with non-zero
probability as in [18]; by the way, our result implies the latter for
typical B’s. Our techniques are not either related to the expansions
of probability densities of ZABELL [29] for exact conditioning.We will
essentially use the non conditional estimates and Borel-Cantelli lemma.
The lower bound will be proved by means of an exponential change of
probability, which is a central idea in large deviation theory: here,
the new probability will be the law of an i.i.d. field indexed by a
bigger lattice with some rectangle A as unit cell, each variable

having cardinal(A) components.

In section IV and V, we derive applications to Gibbs measures with
random interaction, which randomness will be given by the Y variable.
We will consider separately short range summable interaction (§IV) and
some mean-field interaction (§V); one can refer to detailed references

of such models in spin-glasses and neural networks.

We show that the pressuré exists in the thermodynamic limit w.p.1,
is independent on the experiment and is given by a Gibbs variational
formula; in particular, we recover results of LEDRAPPIER for Ising
spins [19] .We obtain large deviation probability estimates, for almost

every realization of the interaction: the rate function, which give the
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rate of exponential decay, does not depend on the particular realiza-
tion. The problems are tackled with a particular emphasis on uniformity
with respect to boundary conditions; our results also apply for Gibbs
measures which are obtained in the thermodynamic limit with boundary

conditions depending on the interaction itself.

But the thermodynamical limits of finite volume Gibbs measures
depend on the interaction, and they are random measures. Therefore we
localize the previous results on space averages, and show that these
limits are related to the maximum entropy distribution - which are by
definition the solutions to the variational problem -, more precisely
they are conditional versions of these distributions given the

interaction.

In section II, we recall generalities on large deviations and
empirical fields, and state some known results used in this paper.
Section III is devoted to the conditional large deviation principle
in the i.i.d. case. We give now a simple explicit computation showing
why it holds at level 1 (of course, the level 3 proof is not trivial
like this one): let Xi and Yi ,i=1,2,... be two sequences of two
sequences of bounded real i.i.d. random variables; we prove that the

conditional distribution of
n
Zn = (1/n)i£1XiYi (1.1)

given Y=(Yi)i obeys a large deviation principle for almost every

realization of Y . Indeed, using the independence assumption, one can

compute the logarithm of the Laplace transform of nZn given Y



n n
ngn(t) = log Ey exp(tnZ ) = logiglmx exp(tY;X) =i§1LX(tYi)

with Lx(s) = log EX exp(sX) and Ex the expectation in the X variable;

the law of large numbers implies that

(1/n) Lzzn(t) wepely  L(t) =By Ly(t) (1.2).

Denote by ¥ the Borel set where the limit (1.2) holds; it is shown

in [6] that (1.2) implies that we have on ¥

- inf{L*(z):;z€B} < lim inf (1/n) log Pr{ z,€B / Y}
n —oo

_ 1.3)
< lim sup (1/n) log Pr{ Z €B / Y} < - inf{L¥(z);z€E}
n —>o0
with L™ the Legendre transform of L given by
L*(z) = sup{tz-L(t);teR)} (1.4).

Notice the set ¥ of conditioning under consideration is typical in

the sense it has probability one.
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IX. DEFINITIONS and GENERALITIES :

Let E be a Polish space, i.e. a metrizable complete separable
topological space, and denote by ®(E) the set of probability measures
on E. Consider a sequence of positiVe numbers a, going to infinity
and a function I : E +—> [0,+] . A sequence PnE?(E) obeys a large

deviation principle on E with rate function I and sequence a, if

i) I is lower semi-continuous on E, and the level
set { X€E ; I(x) € a } is compact for all aeR”™;

ii) for all Borel subset B of E,

- I1(B) € lim inf agllog P,(B) < lim inf agllog P,(B) < - I(B) (2.1)
n—->3 n—>co

with I(B)=inf{I(x);:x€EB}

When concerned with a partial summary of the information weighted by

P, , we will use the contraction principle (theorem 2.4 in [27]): let

® be continuous on E to another Polish space, and assume the above
principle holds, then Pnoo-lobeys a large deviation principle too,

with same sequence a_ and rate function T given by

n

T(y) = inf { I(x) ; ®(x) =y }
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