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0.1.INTRODUCTION DU PROBLEME :

On s'intérésse dans ce travail à certains aspects mathématiques 

d'un modèle de flamme laminaire, prémélangée, en régime 

stationnaire, s'appuyant sur un brûleur refroidi placé à l'origine 

d'un tube. On considère une cinétique chimique simplifiée en une 

réaction simple consommant un seul réactant, irréversible, d'ordre 

n et du type :

nA -- ► nB,

où A est le réactant, B le produit et n^l, un entier.

Les équations de conservation de la masse, de la quantité de 

mouvement,de l'énergie, des espèces chimiques et les équations 

d'états conduisent à un système d'équations assez complexes. 

L'écoulement étant supposé nettement subsonique, ie le nombre de 

Mach (rapport de la vitesse de l'onde à la vitesse du son) étant 

petit, on fait les hypothèses classiques de l'approximation de la 

combustion: écoulement quasi-isobare sans viscosité, ni d'effet de 

thermodiffusion (cf [0.3], [C.3],[A.6]). Pour un écoulement 

supposé monodimensionnel, on cherche des solutions particulières 

de type ondes planes (ou ondes de déflagration), c'est-à-dire 

f(x+VQt) où VQ est la vitesse de l'onde.

Dans le cas où les pertes de chaleur sont considérées 

négligeables, la structure de la flamme est déterminée par la 

donnée de la température u, de la concentration du réactant v et 

du flux massique c. Ces trois quantités vérifient, après 

renormalisation, le système d'équations différentielles suivant 

(cf [A.5]):

Trouver 2 fonctions u et v à valeurs dans (0,1) et un réel c>0 

satisfaisant le système :

( n
-u"+cu'= v f(u) (Equation de l ’énergie)

f P a d  1 ( 0 * 1 )  1
 ̂ ' -Av"+cv'=-v f(u). ( Loi de Fick )

0.4



lequel est associé aux conditions aux limites suivantes :

GaZ frais = (0.2) ( U('“', °'
[ V (+œ) = 1.

f U (+<») = 1.
Gaz brûlés : (0.3) < 
------------ [ v (+co) = o.

Le paramètre A représente l ’inverse du nombre de Lewis (A= 1/ Le)

L ’application f tient compte de la loi d'Arrhénius et d'un 

paramètre e>0 (proportionnel à l'inverse de l'énergie d'activation 

réduite) . Ce terme de réaction f pose un problème à (-<») , appelé: 

« difficulté de la frontière froide ». Nous ne reviendrons pas sur 

cette question sur laquelle beaucoup a été dit (cf 

[A.5],[A.11],[0.3],[0.21]). Cependant on la contourne en 

introduisant, par exemple, une température 0e]O,l[ dite 

température d'ignition. Ce fut le cas de l'étude du système 

(Pad) par BERESTYCKI' NICOLAENKO et SCHEURER (cf [A.4],[A.5]).

M.MARION a également étudié ce système sans température 

d'ignition, mais avec une hypothèse différente sur f ; elle a 

obtenu des résultats différents ( cf [A.15] ).

On envisage, dans ce travail, d'étudier un modèle global qui 

simule 1 'absorption de chaleur par les parois du tube;ceci se 

traduit par l'introduction, dans l'équation d'énergie, d'un terme 

de perte.

On obtient alors le problème non adiabatique suivant :

Etant donnée une constante positive c, déterminer u et v deux 

fonctions à valeur dans (0,1) et une constante positive h solution 

de :

-u"+cu' = vn/(u)-hgr(u) .

( P n a ) : (0.4) •

-Av"+cv' =-vn/(u) .
V.
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où h représente l ’intensité des pertes thermiques dans les gaz brûlés

Quant aux conditions aux limites elles s'obtiennent tout 

naturellement :

-En amont (gaz frais):

Comme il s'agit de flamme prémélangée, les réactants sont 

préalablement mélangés et brûlés, lorsque le mélange atteint une 

température assez élevée; on suppose donc qu'à cette température, 

la flamme se propage dans un milieu au repos constitué uniquement 

par les réactants purs (A).

On a donc :

f u (-œ) = o. 
(0.5) \

 ̂v (-00)= 1.

-En aval (gaz brûlés):

La température est redesendue, par l'effet des pertes à la 

température des parois du tube, mais rien ne fixe à priori la 

composition finale du mélange. On écrit seulement que la réaction 

est totale. D'où les conditions aux limites :

f u(+œ)= 0. 
(0.6) \̂

 v' (+00)= 0.

0.2 .-NOTATIONS GENERALES ET RAPPEL D ’ANALYSE FONCTIONNELLE :

Dans cette section,nous allons rapeller certains résultats 

d ’analyse fonctionnelle que nous aurons l ’occasion d'évoquer dans 

cette thèse.

0.6



0.2.1 : Espaces fonctionnels : 

soit I un intervalle ouvert de 1R .

1°/ On désigne par 1LP (I), l̂ p̂ oo £resp.L°°(I)J l'espace des classes

i 61116 f desfonctions de puissance p intégrable Iresp essentiellement

bornées} sur I à valeurs réelles. Muni de la norme:

llu 11= r lu(x)lpl pour p<a>, fresp.:llull = Sup esslu(x)ll,
\ J  J L  I  J

l'espace LP (I) ^resp. L^djj est un espace de Banach.

2
Pour p=2, L (I) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

((u,v)) = u(x)v(x)dx 
JI

1/2

On notera sa norme: llull=̂ J lu(x)l2dxj

2°/ L'espace de Sobolev Wm,p ( m entier £0 et l^piœ ) est l'espace 

des fonctions de LP (I), dont les dérivées au sens des 

distributions d'ordre inférieur ou égal à m sont dans LP (I).

C'est un espace de Banach muni de la norme :

llull = llu II + V H D kull
l A P < I >  lP(I> 0< U l £ m  Lp d)

Pour p=2, VÌai,̂> (I) =1^ (I) est un espace de Hilbert muni du produit 

scalaire :

( (u,v)m=( (u,v) )Q + 2 J (  Dku,Dkv ))Q

0< I k Um

0.7



3°/ Les immersions de Sobolev :

a/_Théorème_de_Peetre-Sobolev_^

Soit nteO. Alors les injections suivantes sont continues :

Si: m<l/2, IH'Ni ) «---► LP (I), avec l£p£ 2/l-2m

Si: m=l/2, ■¿“d) <---» LP {I), avec l^p<+oo

Si: m>l/2, H“ {I) «---► Lp (I) , avec l^p^+<»

k/_?hÉ2ïÉÏÏ!Ë_i?e_§oboley_2

Les injections suivantes sont continues :

Si: l/2<m<3/2, H10 (I) «---► <C0,a(ï), V 0<œ£m-l/2 .

Si: m=3/2, 1^(1) <---► C°'“ d), V 0<a<l.

Si: m>3/2, ttf'd) <---> <E° '1 ( î ) .

Enfin si m>l/2 et (m-1/2) non entier, alors:

1^(1) <---► <0̂ (1) , V k<m-l/2.

_ç/_Théorèmes_de_çomgaçité_j(Relliçh-Kondraçhov)^ :

Soit m £ 0. Alors les injections suivantes sont compactes :

Si: m<l/2, IH^I) <---► Lq (I), si l^p=2/(l-2m)

Si: m=l/2, B^d) <---► Lq (I), Vq>l.

Si: m>l/2, IH^I) «---► <C°(Ï).

En particulier l ’injection :

HX d) *---► L2 (I) est compacte.

Enfin, l ’injection :

B^d) «---* (Cin-1'1^2 (î) est compacte .

0.8



4°/ Avant de clore cette section, nous rappelons l'espace des 

fonctions hôldériennes d'exposant a € ]0,1[ :

0 a - ( - I u (x) -u (y ) I ]
C ' (I) = -j u e <C(I); Sup -------- ----  <<*> >

t x*y Ix-yI J
x,y e I

<^'“ (1) = | u e <Ck (I); Dju e <C°'a (I), Vj/ Osljlsk |

enfin l ’injection :

<C2 'a (ï) ‘— ► <Ca {ï) est compacte ( Théorème d ’ Ascoli-Arzela ) .

Pour une étude plus détaillée des espaces de Sobolev, le lecteur 

pourra consulter R.A.ADAMS ( [0.1] ), ou J.L.LIONS et E.MAGENES 

([0.12] ). Dans la section suivante, nous allons indiquer quelques 

théorèmes généraux auxquels nous nous référrons dans les chapitres 

qui suivent:

0.2.2 : Théorèmes fondamentaux:

1°/__Théorème_de_CauchYiLigschitz-Picard_:

Soit un espace de Banach E, et f :E ----► E ,une application

lipschitzienne. Alors:

V uo € E, 3!u e (Ĉ  ( [0 ,œ[ ;E) telle que :

^ = f  (u) , sur [0,®[. 

u(0)=uo

Pour la démonstration ,on peut la trouver dans H.Brézis ( [0.2] ), 

par exemple.
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/_?héorème_du_goint_fixe_de_Ler§Y-Schauder_:

( Cf P .H .Rabinowitz [C.6], par exemple )

Soit 0 un ouvert convexe borné d'un espace de Banach E et soit T 

une application compacte de Ô dans E telle que: T(Q)cQ.

Alors: T admet au moins un point fixe dans Q.

3®/_Le_théorème_fondamental_gour_les_éguations_différentielles_ 

t CF J-Mawhin [C.4] chapitre I, page 19 )

Soit I = [a,b] , un intervalle de R; uQ et vQ :I -- » R deux

fonctions de classe C2 (î) telles que :uQ(x)£vQ(x) , Vx e I.

On considère l ’ensemble:

E= | (x, y , z) e IXR2 / uQ(x)£ysv0(x) J
et,

f : E ----» R,

ga: (u0(a),vQ(a))xR -- ► R

gb: (uQ(b) ,vQ(b))xR -- » R

des fonctions continues.

On se pose le problème à condition aux limites séparées non 

linéaires :

u" = ffx,u(x),u'(x)) , x € I.

t n ) r  ̂ r iga(u(a),u'(a)J= 0 = g b |u(b),u'(b)J.
s*

0.10
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On r a p p e l l e  a l o r s  l e :

THEOREME: S u p p o s o n s  s a t i s f a i t e s  l e s  h y p o t h è s e s  s u i v a n t e s :

| u"<x) ï f(x,u0(x)-U^(x)), X€Ï. ( e s t  une

- o - «„(»„<«»,.»¿(b)) - S - - » ! » « « »  »

r v" (x) £ f(x,vo(x),v^(x)), xei.

ii/ < < v0 est une 
ga^vQ(a),v ^ ( a ) J ^ v Q(b),v^(b)J sur-solution )

c

iii/ Condition de Bernstein-Nagumo :

Il existe une fonction continue h: R+ -- ► R+ ,telle que :

r®

ds = +00 , et : lf(x,y,z)l£h(lzl), V (x,y,z)eE .

J0

iv/ g (s,.) et g (t,.) sont croissantes sur R pour chaque
a b

se[u0(a),v0(a)], et te(uQ(b),vQ(b)].

Alors le problème admet au moins une solution u telle que:

uQ(x) £ u(x) £ v (x) , V xel.

0 . 1 1

g>(u0(x) ,u;(x))



4°/__Un__théorème__de__comparaison _j_ ( cf par exemple:

M.H.Protter, W.F.Weinberger [0.18] )

Soit f : [a,b]XRXR -----> R , continue et telle que:

i/ V (x, y ) e[a, b] XR, l'application : y ----* f(x,y,z) est

croissante.

ii/ f est lipschitzienne par rapport à la variable z sur tout 

compact de [a,b]XR2

2
On considère maintenant u et v dans <C ([a,b]) vérifiant:

( 1 ) u" £ f(x,u,u')
sur [a,b]

( 2 ) v" * f(x,v,v')

f ( 3 ) + 0v £ + pu, sur (a,b)

avec:a+^>0, a£0, 0>O
V

Alors : u £ v , sur [a,b]

5°/ Pour terminer ce paragraphe, nous rappelons l ’énoncé de 

l ’alternative de Fredholm :

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur compact dans H. 

On se pose le problème :

(*) Trouver u € H vérifiant: Au-Xu=f

0.12
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On p e u t  d o n c  é n o n c e r  l e  r é s u l t a t  c l a s s i q u e  s u i v a n t :

THEOREME :

i/ Si X i Sp(A), alors :3!u=(A-X) ^(f), solution de (*) 

ii/ Si X c Sp(A), alors :

u est solution de (*) « f est orthogonale à Ker (A*-X) .

» f est orthogonale aux solutions de A*u=Xu. 

et il existe alors une infinité de solutions de la forme :

upart + ^ ' où ^ e Ker •

On peut trouver une démonstration de ce théorème dans H.Brezis 

[0.2] ou J.Dieudonné [0.6].

0.3 :LES HYPOTHESES :

On suppose que c et A sont deux constantes positives données(A>0) 

et on considère les applications f et g satisfaisant les 

hypoyhèses suivantes :

i/ Sur fz (H-l.a) if: [0,1] -- * R+ (i.e positive), est une fonction

strictement croissante.

(H-l.b) 3 0e]O,l[ tel que :

f(s)s0, V se[O,0] et i(s)>0 V s€]ô,l],

(H-l.c) f est continue lipschitzienne sur [0,1].

0.13

( A * - X ) .



ii/ Sur g: (H-2.a) g: [0,1] -- ► 1R est une fonction

stictement croissante.

(H-2.b) g(0)=0 et g(l)=l.

(H-2.c) g est continue lipschitzienne sur (0,1).

fl

(H-2.d) On posera enfin: 1= ds < +œ ,
S

J0

iii/ Enfin, comme on peut s'attendre à des solutions 

n'ayant pas forcément un sens physique ( O^u^l, O^v^l ), on 

prolonge les fonctions f et g à R tout entier, en posant:

r f

f(1) , pour s£l. 1 , pour s£l.

(H-3) fis)- < ; g(s)= -
0, pour s^O. -g(-s),pour s^O.

0.4.:REMARQUES GENERALES SUR LES HYPOTHESES :

a/ Dans la pratique, f désigne la loi d'Arrhénius : 

e (s-i)/e
f£( s)=x--- — —̂  , x constante positive et e>0 proportionnel à

en +

l'inverse de l'énergie d'activation réduite. Nous reviendrons sur 

cette question lors de l'analyse asymptotique. Ceci a en 

effet motivé l'hypothèse (H-l.a).

b/ L'hypothèse (H-l.b) est une hypothèse de troncature permettant 

de contourner la difficulté de la frontière froide, comme nous 

l'avons signalé plus haut.

0.14



c/ En chimie, la fonction g s'écrit en général : sr(s) “S .i>(s) , où # 

représente la fonction perte de chaleur souvent utilisée par les 

physiciens sous la forme:

<J>(T-T ) =K (T-T )+K (T4-T^) ,
0 c 0 r 0

où T est la température des gaz frais, K et K sont
O c r

respectivement les coefficients de passage de la chaleur par 

conduction-convection, et par rayonnement.

d/ Compte rendu de la remarque c/, l'hypothèse (H-2.d) devient :

* r11= 0(s)ds<+® , car est continue. 
J0

Cette expression représente d ’ailleurs une des caractéristiques 

globales des moments de <t> (cf [A. 10] , [A. 11] ) .

e/ Comme nous l'avons indiqué au début des hypothèses, nous 

supposerons dans toute cette thèse c comme une constante positive 

donnée et la constante h, avec u et v, comme inconnue du problème 

(valeur propre). Ce choix est tout d'abord motivé par des 

considérations physiques; en effet, expérimentalement, dans les 

brûleurs à flamme plate on contrôle le débit (c), et on mesure les 

pertes thermiques représentées par h. De plus, comme nous le 

montrerons au chapitre IV, la relation (h,c) n'est pas 

bijective. Toutefois, afin de généraliser le travail de 

BERESTYCKI,NICOLAENKO et SCHEURER (cf [A. 5]) , on peut être tenté 

de considérer h donnée et c inconnue du problème. Cette question 

nous a posé des difficultés et reste, à notre connaissance, un 

problème ouvert.
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0.5.: PRESENTATION DES RESULTATS :

(I) Dans la ière partie, utilisant la théorie du degré 

topologique du Leray-Schauder, nous établirons principalemet deux 

théorèmes d'existence correspondant respectivement au cas A=l, et 

cas A quelconque.

Nous travaillerons dans un intervalle borné de R, puis, moyennant 

des estimations convenables, nous ferons le passage à la limite.

1°/ Avant de présenter le premier de ces résultats, nous allons 

revenir sur le problème adiabatique (0.1)-(0.2)-(0.3):

" -u"+cu'= vnf(u). 

-Av"+cv'=-vnf(u) .
V.

r u  (+ œ ) = i
^ V (+«>) =0

r u  ( - ® )=o
^ V(~œ)=1

Berestycki,Nicolaenko et Scheurer (cf [A.4],[A.5]) ont établi un 

résultat d ’existence d ’un triplet (u,v,c) où c>0 et (u,v) dans

[c2 (ü-{xol)]2 pour un certain x q€R. Remarquant que pour A=1, le

système (Pad) se réduit à une équation scalaire, (car l ’enthalpie 

est conservée: u+vsl), ils ont également montré un résultat 

d ’unicité, en utilisant la méthode de 1 ’hodographe.

Se servant d ’un théorème sur les systèmes dynamiques, M.Marion 

([A.15]) a montré un résultat d ’unicité pour 0<A<1, et a précisé 

ainsi rigoureusement une idée de démonstration de Kanel’ ([A.13]). 

Dans le cas A>1, la question de l ’unicité d ’un triplet (u,v,c) 

reste toujours une question ouverte pour le problème adiabatique. 

Ainsi donc, lorsque A^l, nous pourrons parler sans ambiguité de 

(uadfVadr Cad) la solution du problème ̂ Pad] • En ce qui concerne le 

problème non adiabatique que nous étudions dans cette thèse, nous 

n ’avons établi aucun résultat d ’unicité. Même lorsque A=l, le 

prblème (Pad) : (0.4)-(0.5)-0.6) ne se réduit pas à une équation. 

C ’est également un problème ouvert.
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2°/ Nous présentons maintenant le premier théorème d'existence 

concernant le problème (P ) lorsque A=l:
n 3

THEOREME (1) :

On suppose A=l.Alors:

Sous les hypothèses (H-l)-(H-3), le problème (0-4)-(0-5)-(0-6) 

admet une solution (u,v,h) si et seulement si ce]0,c où
ad

cad correspond au problème adiabatique (associé à h=0).

1ères REMARQUES : 

i/ Par solution (u,v,h) nous désignerons toujours une constante 

positive h, et un couple de fonctions (u,v)c £(C2 (R)J2 

(solutions classiques).

ii/ On montrera que pour h=0, le problème non adiabatique (P ) se
na

réduit effectivement au problème adiabatique (P _,) .
a cl

La démonstration de ce théorème fera donc l'objet du chapitre I.

3°/ Dans le second, on prouvera un résultat d'existence similaire 

concernant le cas A>0 quelconque. Quand on parlera de c . il
ad

s'agira alors d'une valeur propre quelconque du problème 

adiabatique, pour lequel la question de l'unicité (pour A>1) n'est 

pas encore réglé. Notre résultat pricipal est le suivant:

THEOREME (2) :

On considère A>0 quelconque et c J une valeur propre de (P .) .
ad ad

Alors sous les hypothèses (H-l)- (H-3),il existe deux constantes 

positives: 0<c^c ¿c telles que :
— ad

i/ v c € ]0,ç [,le problème (0-4)-(0-5)-(0-6) admet au moins une 

solution (u,v,h).

ii/ V c>c, ce problème n'admet aucune solution.
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Io/ Le théorème ne donne pas d'information lorsque c^c^c.

2°/ Comme nous le montrerons au chapitre II, les constantes ç 

et c seront indépendantes du choix de c
a d

REMARQUES :

caractéristique de l'intervalle [0,1] (hypothèse de troncature).

A/ Nous établirons alors dans le chapitre III le théorème suivant:

THEOREME (3) :

une solution (u£,ve,he) converge dans la topologie de

<Ĉ oc(R) X<E°(R) XR vers (uo»vo»0) où (u0,vQ) est l'unique 

solution du problème à frontière libre :

-u"+cu ' = c<5 - o o x=x

-Av"+cv' = —cS - o o x=x
k.

U 0 ( -œ )  = V 0 (+oo) = 0  

U Q(+co) =VQ ( — œ) =1

1 s—1f-fc(s)-— ±-r<P(——  )Xro -ii (s) f où x représente la fonction
en

0.18

6X116
(II) Dans la 2 partie de notre travail, nous supposerons que 

f=i£ dépend d'un certain paramètre e>0, puis nous étudierons le. 

comportement asymptotique d'une solution (u£,v£,h£) du problème

ainsi paramétré (P£), lorsque £ tend vers 0. Plus précisément,nous

prendrons, afin d'alléger l'exposé des résultats, comme fonction f 

l'exemple pratique suivant:



1°/ Ce résultat justifie rigoureusement le modèle de Dirac 

fréquemment utilisé en combustion (cf [A.6],[A.14]) et a également 

été obtenu dans le cas adiabatique par Berstycki, Nicolaencko et 

Scheurer (cf [A.5]), avec une convergence pour u£ légèrement 

différente.

REMARQUES :

2°/ 6 - est la fonction de Dirac au point x; ce point sera
X “ X

précisé par la suite.

3°/ Le paramètre c au même titre que A est choisi 

indépendemment e.

4°/ On remarque que u (+a>)=0 et u (+a>)=l. En effet, la
O

convergence de u vers u est seulement <C (R) et non globale. Cee o îoc
résultat, a été obtenu grâce à une estimation du type :ll-u£(x)l£ 

Kex, où K>0 ne dépend pas de e et où x£x£, point à définir. C'est 

un résultat optimal qui physiquement signifie que pour des valeurs 

grandes de l'énergie d'activation réduite (£ petit), la 

décroissance de la température se produit très loin dans la zone 

aval de refroidissement.

B/ Enfin l'objet du chapitre IV sera de préciser la convergence 

vers 0 de h , (u -u ) et (v -v ) . Plus exactement, en faisant des 

changements de variables et de fonctions adéquats, nous prouverons 

eesentiellement trois résultats distincts qui précisent 

rigoureusement l'étude formelle des zones spatiales en combustion 

telle qu'utilisée souvent par les physiciens ( cf [A.6], [A.7], 

[A.10],[A.11] ).

A

Nous obtenons donc les trois théorèmes suivants dans lesquels u£ 

et v sont des fonctions translatées de u£ et v£ (voir le chapitre 

IV) :

G3T
1 RESULTAT:Il concerne la zone externe amont: 

En posant :

û (x)-u (x) v (x)-v (x) 
s (x) = ---- -------  et t (x) s ----- ------  on obtient le:
^ t t C
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<C2(]-co,x[) vers {sQ}, {0} où:

h,r ruo g(t) g(t) . 
s0(x)= s0(x)u0-—  [-u 1+ ----at+u0 — — atj

c 0 e JU0 *

THEOREME ( 4 . 1 ) :

Q u a n d  e-»0, i s e } e t  c o n v e r g e n t  d a n s  l a  t o p o l o g i e  d e

REMARQUES :

he
a/ hJfc=lim —  sera détérminé par la suite. 

e-»0

b/ sQ(x) est à présent une constante inconnue qui sera 

déterminée après raccord des différentes zones (théorème suivant).

èll\6
2 RESULTAT: Investigation de la zone interne :

Dans cette partie, on introduit la variable des couches internes:

dont on expliquera la motivation en chapitre IV. Alors on a le:

THEOREME (4.2):

u (x)-l V 
Soit :S£(Ç)*-------  et Te(^)= £ . Alors:

i
S£ et Te convergent dans la topologie de (Cloc(R) vers

[s0(x)-AT0,T0] où T q est la solution du problème aux limites:

r

A T 0" = 1” ♦(.0(5)-AT0)
<

T ' (-co) = - c / A ;  T (+co) =0 .
V u o

0.20
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REMARQUE :

r°
^ 2 2 T\

On montrera que s (x)=i> (c ) où 4>(x) =—  (-t) <i>(x+t)dt et on
0 A n

A ,
—  00

présisera le comportement asymptotique de TQ à l'infini.

¿me
3 RESULTAT: Etude de la zone externe aval:

En considérant la variable dilatée: n=x+e(x-x), on prouve le:

THEOREME (4.3) :

On définit: U£(n)Bue(x) et V£(n)*v£(x). Alors:

Quand e-*0 :

IIU - U II et II V II convergent vers 0,
0 <C°( [£,♦«[) £ C°([x,-œ [)

où U Q est la solution du problème de Cauchy:

d u „ h* 
_dTr“"ï_9(uo)-

U Q (x)=l.

Enfin, de ces trois résultats, on déduira une relation limite 

entre h£ et c après avoir effectué les raccords des différentes 

zones.

On montrera le résultat suivant dans le cas A=1 

uniquement. Lorsque A est différent de 1, l'égalité:
__ _ i 2

sQ(x)=$ (c ) est quand même obtenue par le théorème (4.2).
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ème
4 RESULTAT: Relation limite entre h et c:

PROPOSITION (4.4):

On pose : i»(x)=—  (-t) <Mx+t) dt.
A nA v ^

—  00

Alors h et c vérifient la relation non linéaire suivante :

h ^ l l + D + c V ’lc) = 0.

REMARQUES :

1°/ Ces différents résultats consitue une étude de perturbation 

singulière précisant l'investigation des zones spatiales en 

combustion.

2°/ Elle correspond également à une approche rigoureuse des 

développements asymptotiques formels à l'ordre 1. L'examen d'une 

étude rigoureuse à un ordre supérieur est un problème ouvert.

3°/ La proposition ci-dessus donne dans le cas simple et typique: 

<t>(s)-xes x>0, la relation suivante:

h* (l+l)+c2ln(c2/cad)=0

obtenue formellement dans [A.10], [A.11].
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1 ÊRE P A R T I E

R E S U L T A T S  D ’ E X I S T E N C E





THEOREME D ’EXISTENCE

CHAPITRE I :

POUR LE CAS A = 1

I»0 INTRODUCTION et énoncé du résultat principal:

On se propose dans ce chapitre de traiter le problème suivant:

Déterminer 2 fonctions u et v : R ----* [0,1], et une constante

positive h telles que :

-u"+cu'= vnf(u)-hg(u).

(1.1) ■! sur R
-v"+cv'=-vnf(u).

(p j
lim u(x)=0

(1.2) J lxU+”

lim v(x)=l lim v'(x)=0 
x-»—® x-»+<»

où c est une constante positive donnée, considérée

comme un paramètre, et n un entier naturel #0. L ’inconnue h

représente la valeur propre du problème (1.1)-(1.2). On montrera

que lorsque h=0, le problème (1.1)-(1.2) se réduit au problème 

adiabatique suivant:

f -u"+cu'=(l-u)nf(u).

(1-3> v-l-u

(Pad)

(1.4) i u(-oo) =0; u ( +oo) = 1  ; u(0)=e.

On notera (uad,vad, cad) la solution de ce problème (Voir à ce 

propos la discussion dans 0.5 2°/ ).
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Le résultat principal que nous allons prouver dans ce chapitre 

est le suivant :

THEOREME {1.1);

Sous les hypothèses (H-l)-(H-3), le problème (1.1)-(1.2) admet

une solution (u, v,h, ) ê <Ĉ  (1R) J ̂ XR* si et seulement si: 

ce]0,cad[, où cgd correspond au problème adiabatique 

( associé à h=0 ).

1.1 PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION :

On commence d'abord par montrer que le problème est invariant par 

translation, par conséquent, quite à changer l'origine, il pourra 

se simplifier sur R pour se réduire à une équation homogène en v 

et à une équation scalaire en u qu’on pourra résoudre par une 

méthode classique.

Comme h est une constante, on peut la supposer dans un premier 

temps comme une donnée du problème lors de l ’étude dans R , 

ensuite on la déterminera au cours de la résolution du problème 

dans R+ .

La séparation de 1 ' étude du problème dans R puis dans R+ 

s'avérera essentielle pour le calcul du degré topologique, et 

parait tout à fait naturelle vue l'hypothèse de troncature 

(H-l.b).

Sur R+ , on étudiera le système complet sur un intervalle borné 

I =(0,a) avec a>0. On cherchera des estimations à priori,
cl

indépendantes de a, sur les inconnues u , v , et h puis on
3 3 cl

appliquera le théorème du point fixe de Leray-Schauder, à travers 

un calcul de degré topologique. Les estimations indépendantes de a 

nous permettront de passer à la limite quand a -» +<».

On montrera enfin que le problème (1.1)-(1.2) est équivalent à 

« la réunion » des deux problèmes posés sur R+ et sur R .
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1.2 LEMMES PRELIMINAIRES :

Afin de pouvoir écrire le problème sur IR , nous allons montrer 

qu’à l ’instar du problème adiabatique, il est invariant par 

translation de l'origine. Pour ce fait, nous avons besoin de deux 

résultats préliminaires. En voici le premier:

LEMME (1.2):

Soit (u,v,h) une solution du problème (1.1)-(1.2). Alors:

V xeR, V c^O on a:

0 s u(x) £.1; 0 £ v(x) i l ;  lim u'(x)=0; lim v'(x)=0.
I x I->-m > I xl-»+oo

Preuve:

1°/ Montrons d 'abord que : u(x)£0, sur R.

Pour cela raisonnons par l'absurde en supposant :Inf u(x)<0. Alors,
x€R

une des deux situations suivantes peut se présenter:

i/ Ou bien: 3 x i>x q tel que: u(xQ)=0; u(x )<0, u ,(xl>=0 et

u'(x)£0,V x€(xQ,x ).

ii/ Ou bien: 3 xeR tel que: u(x)=0 et u(x)£0, V xe[x,+<» [.

Comme u(+a>)=0, seule la 1 alternative subsiste et donne:

u"(xo)£0. On écrit alors la première équation de (1.1) en xQ:

(1.5) -u"(xo) + O = vn (xo) f [ (xo) ]-hg [u (xo) ] .

Comme u(xQ)<0, alors: ftu(xQ)]=0 (H-l.b), et: g [u (xQ) ] <g (0) =0 (H-2) 

(1.5) peut s'écrire alors:

(1.6) u"(xQ) = hg[u(xQ)],

avec :

u " ( x q ) £ 0  et hg[u(xQ)]<0 (car h>0).
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D'où la contradiction avec (1.6). Le 1°/ est donc prouvé. ■

On montre de même que v£0, V xeR (on distinguera entre n pair et 

impair; dans ce dernier cas on effectuera le prolongement: 

vni---- >lv lvn_1)

2°/ Montrons que : lim u'(x)=lim u'(x)= 0.
lxl-»+oo lxl-»+a>

Nous allons faire la démonstration uniquement pour lim u'(x)=0. La -
I x I -*+œ

technique est la même pour l ’autre. Pour cela, il suffira de

montrer que lim u'(x) existe et est finie. Comme u est borné à 
x-*+<»

l ’infini, on en déduira que cette limite est nulle. On considère 

alors b>0 et on intègre de 0 à b l ’équation satisfaite par u dans 

le système (1.1)-(1.2); on obtient:

fb b

(1.7) u'(b)-cu(b) = [u'(0)-eu(0)]- vnf(u)dx + h g[u(x)]dx .

J0 J0

vnf(u) et hg(u) étant positives (1°/), les fonctions :

pb pb
b i-------- ► vnf(u)dx et b i------- » g[u(x)]dx

J0 J0

sont donc convergentes (éventuellement vers l ’infini). De plus,

{
u (+co) =0

* u'(+a>)^0. On peut donc trouver x tel que:

uüO sur R

(1.8) 0<xQ^b, u'(b)<0 et u(x)£0, V x€(x ,b) .
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On en déduit alors: f[u(b)]=0 et î (x )hO, V xe(x0,b). D'où:

pb pX0
vnf(u)dx = g[u(x)]dx s Ô>0 . 

J0 ^0

Faisons maintenant tendre b vers (+<») dans (1.7); il vient, compte

pb
tenu du fait que: u(b) et vnf(u)dx sont finis,

J0

fb

(1.9) lim u' (b )  = h . lim g[u(x)]dx £ 0.
b-»+a> b->+coJ

Supposons maintenant que: lim lu' (b)l=+œ, alors: lim u'(b)=-œ, car
b-»+<» b-»+oo

u'(b)<0 (d'après 1.8). Ceci contredit bien entendu (1.9).

On a donc montré que u' (+<») existe et est fini, soit:

lim u'(x) =L<+oo. Montrons qu'en fait L=0; le raisonnement est 
x-»+œ

classique. Comme on sait déjà que L£0 (d'après 1.8), on va montrer 

que L^O. En effet,

V e>0, 3 aQ>0 tel que: V x£ao, ^ L+e.

En particulier, pour e=L: u(x+1)-u(x)£2L, V x^aQ.

Comme lim lu(x+1)-u(x)1=0, alors L^Ô. Par conséquent L=0.

D'où le 2°/.o

3°/ Montrons que : u(x)^l et v(x)£l, V xeR. 

On va commencer par montrer :

(1.10) y(x) * u(x)+v(x)£l.

Le résultat escompté s'en déduira aisément. Ecrivons alors 

l'équation satisfaite par y en ajoutant membre à membre les deux

1 . 2 7

u (x+1) -u (x) 
1



équations du système (1.1)-(1.2). On obtient:

f y"-cy'= hg(u)
(1 .11) <

t y (-<*>)=!; y'(+<»)=0 (d'après 2°/)

On intègre l'équation figurant dans (1.11) de (-<») à x:

fx

y'-cy = -c+h g[u(x)]dx -c

—co

q u ’on écrit:

(ye~cx}'£ -ce~cx, puis q u ’on intègre de nouveau de (x) à (+oo) : 

-y (x) e~cx i: -e~cx « y(x)il, V xeR. D ’où (1.10).

Comme u(x)£0, v(x)^0 (grâce au 1°/), alors:

{
Oiu (x) iu (x) +v (x) ¿1 

Oiv (x) iu (x) +v (x) il.

On a donc montré le 3°/ et achevé la preuve du lemme (1.2).a

Le lemme qui suit va nous permettre de montrer que le problème est 

invariant par translation de l ’origine. On a:

LEMME (1.2):

Soit 0e] 0,1 [ fixé et (u,v,h) solution du problème (1.1)-(1.2)

Alors: Quite à faire une translation de l'origine, on peut 

toujours supposer: u(O)=0 et 0iu(x)i0, V x&0.

Preuve:

Elle se fait en deux étapes:

i/ ière étape : Montrons qu’il existe x eR tel que:

(1.12) u(xQ)*0; u'(xQ)=0 et u"(xQ)i0.
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En effet, grâce aux conditions aux limites (1.2) et au fait que 

u£0 (lemme 1.2), on a toujours l'existence d ’un xQe K tel que: 

u '(x q)=0 et u"(xQ)iO (xQ est un point de maximum relatif ).

Il ne reste plus q u ’à vérifier que u (x q )£0. Supposons par 

l ’absurde que u(x)Q<0. Alors: f[u(x )]=0 (d’après H-l.b).

L ’équation en u dans (1.1) s'écrit alors pour x=xQ:

-u"(xQ)+cu'(xQ) = -hg[u(xQ)]

Ou encore:

(1.13) u"(xQ) = hg[u(xQ)], car u '(x q )=0.

Or, u(xQ>0 (par définition de xQ). Donc: g[u(xQ)] > g(0)=0 (H-2). 

Comme h>0, alors hg[u(xQ)]>0 et u"(xo£0;ce qui contredit (1.13).
^ p 0 ^ |J| 0

On a donc montré la 1 étape. Dans la 2 , on va s ’ intérésser au 

plus petit xQ satisfaisant (1.12).

ii/ 2ème étape :

On considère maitenant x 1 le plus petit xQ (à distance finie de 

l ’origine) vérifiant (1.12). Alors:

(1.14) u'(x )=0, u(x et u'(x)20, V x£x.
1 1  1

Comme u est invariant par translation ( u solution u(x+a) 

solution ) , il suffit de considérer le point x tel que: xixt et 

u(x)=6 puis d ’effectuer le changement de variables: X=x-x. En 

considérant enfin: u(X)=u(x) et v(X)=u(x), fonctions translatées
A

de u et v, on vérifie facilement que u et v sont solutions du 

système (1.1)-(1.2) et que u(O)=u(x)=0.

(1.14) fournit alors:

V xiO, Oiu(x)i0 .Le lemme (1.3) est donc prouvé.»
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1.3 ETUDE DU PROBLEME (1.1)-(1.2) sur 1R :

Grâce au lemme (1.3), on peut écrire: u(x)£0, V x£0. D ’où: 

f[u(x)]hO,V xiO ( hypothèse H-lb ). Le système (1.1)-(1.2) s'écrit 

alors sur IR :

—u"+ cu'= -hg(u)

*

—v"+cv' = 0
v.

u (-oo) = 0 

< u ( 0 ) = 0  

v(-oo) = 1

D'où l ’expression de v:

(1.15) v(x)= 1+ [v (0) -1] ecx ,V x€lR .

Et l ’équation scalaire satisfaite par u:

f

. . -u"+cu' = -hg(u). _
[  P i  J sur IR .

u (-cd) =0 ; u ( 0 ) =0.

Dans la section suivante, on se propose de résoudre le problème 

non linéaire  ̂ j en supposant les constantes h et c fixées, 

strictement positives. On obtient le résultat suivant:

THEOREME (1.3):

Soit (h,c,Q) e R +XIR*X] 0 ,1 [. Alors:

Sous les hypothèses (H-2) , le problème ( J admet une unique 

solution ue<C^(R ) .

Idée de la démonstration :

Nous commençons par étudier le problème  ̂ J sur un intevalle 

borné de IR :(-a,0), avec a>0. Nous utilisons un théorème sur les 

équations différentielles non linéaires pour prouver l ’existence 

d ’une unique solution u. Ensuite, grâce à des estimations à priori
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convenables sur u, nous effectuerons le passage à IR tout 

entier. Notons enfin que si h=0, alors: u=âecx est l'unique 

solution de  ̂ j; ainsi dans toute la suite, on supposera h>0.

1.3.1 PROBLEME POSE SUR UN INTERVALLE BORNE DE R :

On considère le problème suivant:

Etant données c et h deux constantes strictement 

positives, déterminer usolution du problème :

-u"+cu'=-hg(u ).
r  ̂ a a a

I P^ I < -aixiO.

a -u'(~a)+cu (-a)=0 ; u(0)=6.
V a  a

Il existe plusieurs méthodes variationnelles ou topologiques pour 

montrer l'existence de solutions au problème [ P^ )a*

Nous allons présenter ici un théorème direct dû à J.W.Bebernes 

et R.Gaines (cf [A.3]) dont la généralisation aux conditions aux 

limites non linéaires a été rappellée en introduction (0.2.2 3°/) 

(cf également J.V.Baxley,S.E.Brown [A.2] ou J.V.Baxley.[A.1]).

Nous allons rappeler rapidement son cadre général:

A.CADRE GENERAL :

On se pose le problème suivant: Déterminer u solution du problème:

f
-u"=f(x,u,u'); aixib.

(n) •
a u(a)-a u' (a) = a; b u(b)+b u' (b) = p

V O I  0 1

On suppose satisfaites les hypothèses suivantes:

1.31



i/ aQ,ai,b0,bi üO; aQ+bo>0, ao+at>0, bo+bt>0.

ii/ f(x,y,z) est continue sur l'ensemble:

S = ^ (x,y,z)/ aixib, lyl + lzl«» ^

iii/ f(x,y,z) est une fonction croissante par rapport à y, pour

tout (x,y,z) dans S. 

iv/ 3 k>0 tel que:

I f (x,y,z)- f (x,y, z ' ) I £ klz-z'l, V (x,y,z) e s.

On a donc le:

THEOREME:(cf [A.3] p.653)

Sous les hypothèses précédentes (i/-iv/), 

£ Il J admet V a,p€lRf une unique solution.

B.APPLICATION AU PROBLEME ( P x ) a :

Ce problème s'écrit:

r

u" = cu'+hg(u ) * G(x,u , u').
f \ a a a a a

( P! )•
eu (-a)-u'(-a) = 0; u(0) = 0.

v a  a

On peut vérifier aisément les hypothèses i/ -iv/ :

i/aQ=c>0, ai=l>0, bQ=l>0, b t=0 ; ao+bQ=l+c>0, a +a =l+c>0, bQ+b1=l>0

ii/ G(x,y,z) est continue sur l'ensemble:

S = ^ (x,y,z) / -aixiO et ly l + lz I <+<»

Ceci grâce à la continuité de g (H-2/c) et à celle de

l'application : zi----- ► cz ^G(x,y,z) s cz+hg(y)j.

iii/ La croissance de G par rapport à y résulte de celle de g par 

rapport à y (H-2.a).

iv/ G est lipschitzienne par rapport à z. En effet:

lG(x,y,z)-G(x,y,z')I = clz-zl, V (x,y,z)es.
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L'application du théorème précédent nous permet donc d'énoncer 

le résultat suivant pour le problème [ Ja (résultat d ’existence

et d'unicité) :

THEOREME (1.5):

Soit (A^cJe^lR^J .Alors:

Sous les hypothèses (H-2 . a) -(H-2 . c) , le problème ( admet

une unique solution u .
a

1.3.2 ETUDE DU PASSAGE A LA LIMITE a=+ oo :

A/ Le lemme qui suit nous permettra d'effectuer ce passage à la 

limite.

LEMME (1.6):

Soit ( ua) la solution du problème ( ) a associé à (h, c) e ^ l R ^

Alors: 3 K>0, indépendante de a telle que:

llu II 0 i K.
a tT{-a,0)

Preuve :

Elle consiste à estimer ponctuellement u, u' et u" sur (-a,0) 

puis à les majorer convenablement.

1°/ Montrons que: u (x)£0, V xe(-a,0):---------- ---- a

On va raisonner par l'absurde, comme au lemme (1.2) en supposant

que: min u(x) <0 .
xe(-a,0)

Alors de deux choses l'une:

i/ Ou bien: Il existe xQc(-a,0) tel que u(xQ)<0 et u'(xQ)=0. 

ii/ Ou bien: u'(x)£0, V xe(-a,0).

Le second cas entraine en particulier:
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(1.16) u(-a)<0 et u'(a)£0.

Or, u' (-a) =cu(-a) (condition aux limites dans  ̂ Ja et c>0, ce 

qui contredit (1.16).

Le premier terme de l ’alternative assure, en particulier 

l ’existence d ’un point ae(-a,x0) tel que:

(1.17) u(a)=0 et u'(x)iO, V xe(a,xQ).

D ’où: u(x)£0, V x€(a,xQ) ; et d ’après (H-2a,b):

g[u(x)]£g(0)=0, V xe(a,xQ).

Comme h>0, l ’équation dans £ Ja donne:

(1.18) u"-cu'=hg(u)iO, V xe(a,x0), 

soit: ^u'e "cxj'iO, V xe(<x,xQ)

qu’on peut intégrer de x à xQ, pour obtenir (notons que u'(xQ)=0)

V x€(a,xQ), -u'(x)e"cxiO » u'(x)^0,

Or, d ’après (1.17) u'(x)£0, V xe(a,xQ) . D ’où: u'(x)=0; et donc:

u (x)=Cte=u(a)=0.

Ceci contredit u(xQ)<0.a 

2°/ u '(x)>0, V xe(-a,0):
a

L ’intégration de (-a) à (x) de (1.18) donne:

rx

(1.19) u'(x) = cu(x)+h g[u(s)]ds

a

Comme u(x)£0 sur (-a,0) (1°/), c et h deux constantes positives et 

g(u)£g(0)=0, alors: u' (x)£0, il est ensuite aisé de voir que: 

u'(x)>0 V xe(-a,0)o
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3°/ Montrons :

r° 2
(1.20) 3 k>0 tel que: lui dx £ k, indépendemment de a.

-a

On va dans un premier temps, montrer l'assertion:

(1.21) u (x) ¿.6eox, V xe(-a,0)

En effet, la relation (1.19) permet d'écrire:

u'(x)-eu (x) ¿0 « (ue"cx)'£0, V xe(-a,0)

Il en résulte alors, par intégration de x à 0,( xe(-a,0)):

ue"cx^u(0) =6 <=» u^0ecx, V xe(-a,0)

Ce qui prouve (1.21). Pour montrer (1.20), on élève au carré les 

deux membres de (1.21) puis on intègre de (-a) à xe(-a,0):

rx rx 2i , 2 ,  ~2 2c t - Q 2c x
lu  I d t  i  6 e d t  i  —T?— e ,
a 2c

-a -a

soit pour x=0,

r° 22 Q ^
lua (x) I dx £ ka ~~2c (Cste indépendante de a) a 

-a

4°/ On va maintenant montrer 1 1 estimation:

r°
(1.22) 3 k*>0 indépendante de a telle que: lu 'l2dx^k.

cl

-a

g étant positive , lipschitzienne sur [0,1] et vérifiant g(0)=0,

on a l'existence de K>0 tel que: g(s)^Ks, V se[0,l]. D'où, par 

intégration:
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fx X

g[u(s)]ds £ K u(s)ds 

-a -a

On majore alors le second membre de (1.19), en se servant de

(1.21), on obtient:

pX
' / \ ^  n  ex . n  e s ,  n  cx , Khô ( ex -ac"\u (x)£ c©e +Kh 6e ds = c0e + ——  le -e J

-a

et donc.

/ i «,ii i i  \ ^  a  ex . K h ô  cx _  . cx(1.23) u (x)£c0e +--- e = K'ec

où K'sc0+--- >0 ne dépend pas de a.
C

Il ne nous reste plus qu’à intégrer (1.23) de (-a) à (x) , après

l'avoir élèvée au carré (en notant que u'(x)£0, d ’après 2°/):

2
On obtient alors l'estimation L (-a,0) de u :

pX pX 2
i J /  » 1 2  -  - f «  | » 2  2 c  t  ( K  ) 2 c x
lu (s )  I ds £ ( K ' )  e d t  i  —̂ —  e2c

-a -a

( K ' ) 2
On en déduit alors pour x=0 et k= • l'estimation (1.22).n

5°/ Pour terminer la démonstration du lemme, on va donner une

2
estimation L (-a,0) de u" (x) :

a

r
(1.24) 3 k ’>0 / lu" (x ) 12dx ^ k'.a

-a

Comme pour les estimations précédentes, il nous suffira de prouver 

l'assertion suivante:
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3 K">0, indépendante de a tel que: 

(1.25) u"(x)^ K”eCX, V xe(-a,0)
a

L ’expression: (1.26) u" = cu'+hg(u),

donne en particulier: u"£0 ( grâce au 1°/ et au 2°/ ) .De plus, g 

étant lipschitzienne, la majoration du second membre de (1.26) 

donne: cu'+Khu, et avec (1.21), (1.23) :

V xe(-a, 0) , u" (x)<:cK’ecx+qKhecx s K”ecx, où K’’=cK’+Khe.

On a donc prouvé (1.25). La technique appliquée pour les 

2
estimations L de u et u' nous fournit la majoration (1.24). 

Regroupant (1.20), (1.22) et (1.24) on arrive finalement à 

l ’existence d ’une constante positive K telle que:

llu II 0 £ K .
a &T(-a,0)

La preuve du lemme (1.6) est donc complète.»

B/ On est maintenant en mesure de passer à la limite,lorsque a -*+® 

et de prouver le résultat d ’existence suivant pour le problème

(PJ:
THEOREME (1.7):

Soit (h, c , 6 ) 0,1[ et ua 1 'unique solution du problème 

( Pl )• Alors:

Sous les hypothèses (H-2); u& converge vers u solution du 

problème ( Pi )' dans le sens suivant:

llu —ull 0 _ -- * 0, et llu —ull 0 _ -- > 0, quand a — » +<*>;
üi (R ) a <C (R )

où u a été prolongé à R en posant u (x) =u (-a) , V x£-a.
a a a

Démonstration:

1°/ Soit {ual la solution du problème  ̂p^ (Théorème 1.5).
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i i  est bornée dans 1H (-a,0), indépendemment de a (Lemme 1.6). 

Considérons le prolongement suivant de u :
a

2

ua# pour xe(-a,0).

ü = «
a

u (-a), pour xi-a.
a

Soit K compact de IR de la forme [-A,0], avec A>0.Alors:

3 aQ>0 (aQ£A) tel que: V a£aQ, Kc]-a,0[ et donc:

ù (x)=u (x), V xeK.
a a

2 -  

ua est alors dans IH (K) , V K compact de F .

2 1
Comme, en dimension 1 de l ’espace, l ’injection: H (K) ‘---► (C (K)

est compacte, il existe une suite (an) vérifiant:

an>a , lim an=+® et telle que: la sous-suite extraite (u ) 
° n-»+a> a"

i
converge dans C (K) vers u. Comme g est lipschitzienne, elle 

est uniformément continue; u satisfait alors, par passage à la 

limite dans^

r
u"-cu = hg(u), xe(-a,0)

<
U€ C° [ t - A , 0 ]  , « ]  .

k.

Le raisonnement précédent étant vrai V A>0, il existe ue(C°(IR ,IR) 

vérifiant :

u"-cu' = hg(u), V x€(-oo,0)

De plus, u (0)=9; d ’où u(0)=ô. Grâce à l ’unicité de (u ) 
3 n  « n

(théorème 1.5), c ’est toute la suite (u ) qui converge vers u.
a

Enfin, les inégalités se conservent à la limite: En effet, 

ù (x)=u (x)£0ecx, V xe(-A,0) (d’après 1.21). Par suite,
a a
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ùa(x)£0ecx, V xe(-A,0) ^car (-A,0)c(-a,0)J . Par passage à la 

limite a=+œ, on obtient: u(x):£6ecx, V xe(-A,0) et V A>0.

Par conséquent, on a:

(1.27) u(x)s0ecx, V xelR",

en particulier: u(O)=0. u vérifie donc:

( u"-cu' = hg(u).

, sur (-<», 0) .

u (-<») =0 ; u(0)=e.

Enfin, lü (x)-u(x)l£0ecx, (d'après 1.21 et 1.27), alors:
a

Sup lü -ul£©c-Ac --- * 0
x^-A a a-*+<»

0 -  2 —

La convergence est donc <C (R ) et même C (K ) en considérant les

dérivées.■

1.3.3 RESULTAT D ’UNICITE:

On va montrer qu'à l ’instar de la solution ua du problème [P^)a

celle de (jPijJ est également unique.

THEOREME (1.8):

Soit (h,c,e)e(R^)2X]0,l[. Alors:

Sous les hypothèses (H-2), le problème admet au plus une

solution.

Démonstration:

On se donne et u2 deux solutions de et pose w=ui~u2.

w vérifie alors:
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w"-cw' =h (u 1 ) -g (ul) j .

(1.28) j

w (-oc) =w (0 ) =0 .
V

En multipliant par w les deux membres de l'équation dans (1.28), 

puis en intégrant l ’équation obtenue de (-co) à 0, on obtient:

r° r°
[ww'J0 - lw'(x) I 2dx - ^ [jw(x)lj0 = h ĝ (u^)-g (u2) J w dx.

-oo v -œ
-oo -oo

Soit, grâce aux conditions aux limites dans (1.28):

r° r°
(1.29) - lw'(x)l2dx = h [g (ut)-g (u2) j (ut~u2) dx.

— 00 — 00

Comme h >0 et g strictement croissante (H-2.a), i.e.:

(g(u -g(u ) j (u -u ) £0 (l’égalité ayant lieu pour u =u ) ,
x. 1 2 y 1 c 1 ^

(1.29) donne:

r°
|w'(x)l2dx = 0, d'où: w'(x)a0, sur IR ; soit w(x)=Cte sur R .

J -oo

Or, w(0)=0; donc: V xe(-oo,o) w(x)s0 « u (x)=u (x).

Le théorème (1.8) est prouvé« Afin que l ’étude du problème (P^J 

soit complète, nous allons montrer le résultat suivant:

THEOREME (1.9):

Soit u la solution du problème (P^j associé au triplet:

(h, c,6) G (R*) 0 ,1 [ . Alors: Sous les hypothèses (H-2) , ue<C^(R ).

Démonstration:

2
D ’après le lemme (1.6), u elH (-a,0) indépendemment de a; par suite:

a
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2 -  1 _  

ueH (R ) , et par injection ue(C (R ).

0 —  2 —  

Comme g est continue sur [0,1], g(u)e<C (R ) , et donc ueC (R ),

d'après l ’équation satifaite par u.«

Les théorèmes (1.7), (1.8) et (1.9) rendent complète la 

démonstration du théorème (1.4) annoncé au début de cette 

partie. L ’étude du système (1.1)-(1.2) dans R est donc achevée.

REMARQUE (1.9):

Avant d'aborder la résolution du problème (Pna) sur »

commençons d'abord par remarquer que l'étude précédente nous 

permet de définir une fonction J telle que:

J: (0,1)XR+XR+ i-------- » R+

r°
(0,c,h) i----------► J(0,c,h)=h g[u_(x)]dx

-oo

où u_ représente la solution du problème ( ) * celle-ci étant 

unique, et la fonction g, par hypothèse lipschitzienne J est donc 

une application bien défini. De plus, en considérant Inéquation en 

u_, on montre aisément que J est continue uniformément en 0, c et h 

Enfin, d'après les estimations du lemme (1.6), on a:

V 8 g ]  0 ,1 [, 0< J (0, c ,h) £ -̂1

Notons pour terminer que l ’introduction de l ’application J permet 

d'écrire:

(1.31) uMO)=c0+hJ(0,c,h)

expression qui nous servira à poser la condition aux limites pour 

le problème écrit sur R+ .
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1.4 ETUDE DU PROBLEME SUR R :

On considère le problème ( P 2 ) écrit sur R+ :

Déterminer u, v : R+-------- >-[0,1], et une costante positive h

satisfaisant:

-u"+cu'= vnf (u)-hg (u) .

(1.32)

-v"+cv'=-vnf(u).
V.

(P2 ) associé aux conditions aux limites suivantes:

u'(0)=cu(0)+hJ(9,c,h) ; u(+<»)=0;

(1.33) « u(0)=6.

v'(0) =c [v(0)-1] ; v'(+®)=0;
V.

REMARQUES (1.4.1):

1°/ Les conditions aux limites (1.33) expriment le raccord Œ1 des 

solutions des problèmes  ̂ ) et ( P 2 )* En effet» 

u(O)=u_(O)=0 et u'(0)=uM0), d'après (1.31). De plus, 

v ^ (0)=c JV_(0)-lj ( d'après 1.15 ), d'où la condition aux limites 

de type mixte pour v dans l'équation (1.33).

2°/ Avant d ’entamer la résolution du problème  ̂P2 ](On va montrer 
que si h=0, il se réduit effectivement à un problème adiabatique, 

en particulier donc, avec des conditions aux limites à (+<») de 

type (0.3). Ceci est l'objet de la :

PROPOSITION (1.10):

Soit c>0 , paramètre donné et (u , v , h ) une solution du
c c c

problème (JP2 ) associé à c. Alors:

h =0 *► c=0 ou c-c
c ad

où cgd est la valeur propre du problème 0Pa(J • d  .3) “ (1 «4) .
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Démonstration:

Faisons h= 0 dans le problème (1.32)-(1.33). On obtient:

u"-cu'=-v"f(u). u'(0)=cu(0).

(1.34) j sur IR+ . (1.35) i u(0)=6.

v"-cv'= vnf(u). v'(0)=c[v(0)-1].
v. V

ainsi que les propriétés qualitatives suivantes (lemme (1.2) :

(1.36) O^u^l; O^v^l.

Il est aisé de voir que: y(x)*u(x)+v(x)=k+k’ecx; où (k,k’)€R . 

Puis, grâce à (1.35)-(1.36):

(1.37) y(x)3l, V xeR (y est borné)

Nous allons maintenant déterminer: l=u(+co) et 1 ' =v (+oo) .

Après avoir vérifier, comme au lemme (1.2), que u' (+<*>) =v' (+<») =0 et 

u" (+oo) =v" (+œ) =0, on remarque que 1 et 1 ’ sont solutions, compte 

tenu de (1.34)-(1.37), du système:

r l ’f(l)=0.

* (1.38) (l-l)f(l)=0.
1+ 1 ’ = 1 .

On va vérifier que:f(1)^0. Pour cela, on suppose par l ’absurde

que: f(l)=0, d ’où (hyp.(H-l.b)j: 1^0. Or, 1+1*=1, donc: l ’̂ l-ô.

D ’autre part, v est une fonction décroissante: En effet, 

l ’équation en v dans (1.34) donne:

f  / -cxì , n _ . v -cxv .
! v e I = V f (u ) e £0

q u ’on intègre de x à (+oo) pour obtenir:

v'(x)e_cx^0 « v'(x)£0, sur R+ .
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On déduit alors de (1.38):

1=1 et donc l ’=0 (grâce à 1.37). 

u et v satisfont donc le système suivant:

-u"+cu' = vnf(u). u ' (0)=cu(0); v ' (0)=c[v(O)-1],

« S u (0)=0;
-v"+cv' =-vnf(u). u (+oo) =1 ; v (+oo) =0 .

w V.

Ce système n'est autre que le problème adiabatique (1.3)-(1.4).

Il admet (cf [A.5]) une unique solution: u=u , v=v et c=c
ad ad ad

D'où la proposition (1.10). ■

REMARQUE (1.4.2) :

Supposons que le problème (1.34) soit posé sur un borné I de R+ ,
a

avec des conditions aux limites convenables qui permettent 

d'effectuer le passage à la limite à R+ tout entier, et que c ne 

dépend pas de a. Alors, d'après le résultat ci-dessus, on a 

forcément c-c
ad

1.4.1 Principe de la démonstration :

Pour la résolution du problème ^ 2 ) » on commencera par 1'étudier

dans un intervalle borné de R+ afin d'utiliser un argument topo

logique.

En effet, via un calcul de degré topologique on prouvera un 

théorème d'existence en se servant du théorème du point fixe de 

Leray-Schauder (cf [C.5],[C.6]).

Les estimations à priori, indépendantes de l'intervalle borné 

considéré, nous permettent de passer à la limite et d'obtenir un 

résultat d'existence sur R+ tout entier.
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1.4.2 Problème posé sur untervalle borné et estimations à priori:

On considère a>0, réel et on écrit le problème suivant posé sur 

l'intervalle I = ]0,a[ :
a

Etant donnée une constante posive c, trouver deux fonctions ua et 
2

va dans C (I ;[0,1]), et une constante positive h (valeur propre 

du problème) satisfaisant :

f -u"+cu'= vnf(u )-hg(u ).
a a a a a

(1.39)

-v"+cv'=-vnf(u ).
V a a a a

N. f
u'(0)=cu (0)+hJ(0,c,h); u (a)=0.
a a a

(1.40)  ̂ u (0)=e.
a

-v'(0)+cv (0)=c; v (a)=0.
V. a a a

n est entier non nul; f et g deux fonctions satisfaisant les 

hypothèses (H-l)-(H-3).

REMARQUES :

a/ La condition va(a)=0 du type Dirichlet est destinée à 

simplifier la présentation des résultats. Cependant, on verra que 

lors du passage à la limite a=+a>, on arrive à récupérer uniquement 

la condition aux limites v'(+a>)=0 du problème ( P 2 } •

b/ La condition ua(O)=0 s'impose, comme dans le cas

adiabatique(cf[A.5]) afin d'éviter, à la limite a=+œ, les 

solutions triviales; elle s'avère d ’ailleurs essentielle dans la 

mesure où £ P 2 est un problème à valeur propre h.

On va montrer un lemme qui nous fournira les estimations à 

priori nécesaires pour définir le degré de Leray-Schauder et de 

faire le passage à la limite dans  ̂P 2 J a vers le problème  ̂P 2 J .
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LEMME (1.11): (Estimations à priori )

Soit (ua'^a) et une s°luti°n du problème (P2 ) a

associé au paramètre c>0. Alors:

V cïc , et V x€l on a les estimations suivantes :
ad a

0£u (x) <1 ; 0£v (x) <1; Oz(u +v ) (x) <1 ;
a a a a

-c<u ' (x) <c; -c<v ' (x) <0 ; ( u +v ) ' ix) <0 ; h >0 .
a a a a a

On o b t i e n t  a l o r s  l e :

Preuve :

Elle consiste, comme pour le lemme (1.6) à estimer ponctuellement 

les solutions du problème ( }a; Nous commençons par établir la 

positivité de u et de v .
a a

1°/ v (x )>0, u (x)>0, V xe(0,a):
_______a___________ a_____________________

a/ v (x)^0, V xe(0,a):
a

La démonstration est analogue à celle du lemme (1.2):

On suppose par 1 ’absurde que :

(1.41) Inf v (x)<0 
0£x£a a

Etant données les conditions aux limites (1.40), le seul cas à 

considérer est le suivant:

3 xQe(0,a) tel que v(xQ)<0 et v'(xQ)=0.

Il en résulte alors l'existence de deux constantes positives 

o et 0 telles que:

(
0£a< ßza,

et v'iO sur [a,ß],

v'(a)=0,

L ’équation en v dans (1.39) s'écrit alors :
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(v'e“cx]'= vne"cxf(u) £0, V xe[a,p]

puis s ’intégre de a à x c(a,0) pour donner:

v' (x) e~cx£0. e~cx « v'^0 sur (a,(3).

ce qui donne, compte tenu de (1.42):

V x€(a,0), v ’(x)s0 « v=Cte « v=v(0)=0.

ce qui contredit (1.41). D ’où le a/.

b/ u (x)>0,V x€(0,a): 
â

Le raisonnement du a/ s'applique encore ici et conduit à 

la situation suivante:

u"(xQ) = -vn(xQ)f[u(x0)]+hg[u(xQ)]

avec u(xo)<0 et u'(xQ)=0. On conclut alors comme pour lemme 

(1.2). D'où le 1°/.□

2°/ u (x)+v (x)<1, V xel :
_______a_______ a________________ a

y (x)=u (x)+v (x) vérifie (en ajoutant les deux équations du
a a a

système (1.39)):

(1.43) y"~cy' = hg(u)

Intégrons alors (1.43) de 0 à x:

-x

y'-cy = y '(0)-cy(0)+h g[u(s)]ds £ y'(0)-cy(0)

^0

D'où, grâce à (1.40):

y'-cy ^ -c+hJ(0,c ,h)£ -c

On obtient alors l'estimation:
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( -ex') , . -ex
lye J £ -ce 

qui s'intégre de (x) à (+a) pour donner:

y (a) e"ac-y (x)e~cx ^ e"ac-e‘cx (y(a)=0)

Finalement,

y (x)£l-e~cx<l, V xe[0,a[.

Or, y(a)=0<l, donc:

y(x)<1, V xe[0,a].

Le 2°/ est prouvé.□

3°/ u (x)<l, v (x)<l, V xei :
_______a___________ a________________ a

Ces deux inégalités se déduisent immédiatemant du 1°/ et du 2°/. 

En effet:

{
O^u £u +v <1;

a a a u

V xel .□
0£v su +v <1. a

a a a

4°/ -c<v'(x)<0, V xel :
a

v satisfait ( grâce à (1.39) ):

ex f  / -cxA / n -  t \  ̂  ̂ f  / -cx^ /  ̂ /se l v e  J = v f ( u ) > 0 « * i v e  

soit par intégration de x à (+a):

v'(x)e~ox s v'(a)e”ca < 0, (car v^O et v(a)=0)

Il en résulte:

v'(x)<0, V xel .
cl

De plus, si on intègre directement l ’équation en v de 0 à x, on 

obtient :
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rx
v'-cv = jv' (0) -cv(0) J + vnf(u)dx,

J0

soit (d’après 1.40):

pX

v'-cv = -c+h g[u(x)]dx 

J0

et donc:

v'-cv>-c ( d ’après 1°/ et (H-l)a )

On écrit enfin:

v'(x)>cv(x)-c£-c, car v£0.

On a donc prouvé :

-c<v'(x)<0, i.e. le l°/.o

5°/ -c<u'(x), V x€l :
_______________________________ a__

L ’estimation : y'-cy^-c ( voir 2°/ ) s'écrit aussi:

u'-cu £ -c-(v'-cv) £ -c, car v'<0 et v^O.

d ’où (d'après 1°/) :

u'>cu-c£-c ^ u'(x)>-c, V xe I .□
a

6°/ (u +v )'(x)<0, sur I :
__________ a a________________________a

L ’équation (1.43) peut s ’écrire:

! 1 ” C X i / , f t ■ c X .
(y e ) = hg (u)e ¿0, 

puis s'intégre de (x) à (+a):

/ / \ "CX / t « - a c ^y (x)e £ y (a)e < 0

soit,

y'(x)=u'(x)+v'(x)<0 , V xel .□
a
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7°/ u'(x)<c , V xel :
a

On déduit du 6°/ : u'(x)<-v'(x)

Or, v'(x)>-c (4°/) ,

d ’où: u'(x)<c, V xei . □
a

8°/ V c*c . h >0 :
ad a

On suppose par l'absurde que ha=0.Alors le système  ̂P2 )as 'écrit:

 ̂ // / n — / *
u -eu = -v f(u).
a a

(1.44)

v"-cv' = v n f(u).
V a a a

f u'(0)=cu (0); u (a)=0;
(1.45) J a a a y  { q) = q^

 ̂v'(0)=c[v (0)—1]; v (a)=0; a
a a a

On vient de montrer (estimations 1°/ à 7°/) que (u ,v ) est dans
a a

'00 ( ] 0 , a [ ) J ̂ , donc dans ( ] 0 , a [ ) J ̂  qui s'injecte avec

compacité dans ([0,a])J^. On en conclut, grâce à la remarque

(1.4.2) que c=c . Par suite, V c*c . h >0.«
^ ad a<i a

La démonstration du lemme(1.11) est achevée.□

2
Le résultat suivant fournit des estimations L (]0,a[) des 

dérivées u' et v' :
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PROPOSITION (1.12):

Soit O O  donné et (ua'va'ha) une solution du problème (P2 ) a 

Alors:

f 2
(1.48) lu' l2dx<c(l-| ] .

J0

ra
(1.49) \v(0)\Z+ \v'\2dx<c.

¡4 a

J0

Démonstration:

1°/ On intègre de 0 à (a) l'équation en u après l'avoir 

préalablement multipliée par u:

fa

u ( a ) u ' ( a ) - u ' ( 0 ) u ( 0 ) -  l u ' l 2dx -  ^ l u ( a )  l 2+ r̂ I u (0)  12 =

J0

ra fa
= - u.vnf(u)dx + h u.g[u(x)]dx

J0 J0

ce qui s'écrit, compte tenu des conditions aux limites (140):

ra ra ra
-ôu'(0)- u'l2dx + | e2 = - u.vnf(u)dx - h u.g[u(x)]dx 

^0 0 0

d ' où:

ra ra ra
(1.50) lu'l2dx = -0u'(O)+ ^ 2+ u.vnf(u)dx+h u.g[u(x)]dx

J 0 0 0
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Comme h>0, u^O et g(u)£0, le second membre de (1.50) se majore:

ra ra
(1.51) lu'l2dx <-0u'(O)+ 02 + u.vnf(u)dx

J0

ou encore, comme u'(0)>c0 (d'après (1.40)):

pa -a

( 1. 51 ) Bis Iu7 12dx <-c02+| 02+ u . vnf (u ) dx 

J0 J0

Enfin,

ra ra
u.vnf(u)dx £ vnf(u)dx = c+v'(a). 

J0 J0

(1.51)Bis donne alors :

ra 2

lu'l2dx <-£• 02+c+v' (a) < c ( 1— ^ ) (v'(a)<0).

J0

D'où le (1.48).□

2°/ La même technique qu'au 1°/ appliquée à v nous conduit à 

1'identité :

ra ra
-v' (0) v (0) - lv'l2dx+| v(0) I2 = vn+1f (u)dx

J0 0

d'où (v et f(u) positives):

ra ra
lv'l2dx =^-lv(0) l2-v(0) v' (0) - vn+1f(u) dx < jlv(0) l2-v(0) v' (0)

‘*0 ^0

1.52



Enfin, utilisant (1.40):

f a
^•lv(0)l2+ lv'|2dx < c, 

J0

ce qui prouve (1.49), et termine la démonstration de la 

proposition (1.1).

Enfin, pour terminer avec les estimations à priori, nous prouvons 

la :

PROPOSITION (1.13):

Soit c>0 un paramètre donné et (u ,v ,h ) une solution du
a a a

problème (1.39)-(1.40). Alors:

(1.52) 0 < V § - g w

où l ’on a posé: G{ t) = g{s)ds.
J o

Démonstration:

On multiplie par u' la ière équation de (1.39) puis on intègre de 

0 à a :

pa „a „a

i-lu' (a) l2-̂ -lu' (0) l2-c lu'l2dx =- u'vnf(u)dx+h u'g[u(x)]dx

qui s'écrit aussi:

0
(1.53) hj g(s)ds = ^-lu'(0) 12+c lu' I2dx-ij-lu' (a) I 2- vnu'f(u) dx

°  J 0 J 0

Grâce à (1.48) et au fait que:lu'l<c (lemme 1.11), le second
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membre de (1.53) se majore pour donner:

e 2 P
(1.54) hj g(s)ds < ^ c2+c2(l-^ )- v nu'f (u) dx 

° J0

Or,

ra ra ra
vnu'f(u)dx £ vnlu'lf(u)dx <c vnf (u) dx <c2. 

J0 J0 J0

Finalement, (1.54) donne:

hj®g(s)ds < | c2+c2(l-f)+cz = |2(5-e2).

r0 52
h g ( s ) ds < «-c .
J0

soit,

d ’où, par définition de G:

c „ 1 c 2. . 5  2 _ 5 c
n *2 C 0 “ 2 G(0) ‘

g(s)ds
J0

D'où (1.52)«

Le corollaire suivant récapitule les estimations précédentes:

COROLLAIRE :

Soi t ^ua'va'^a  ̂ une S°1u ti on du probi ènte (P2) a • ors :

( u ,v ,h ) appartient à un borné, indépendant de a de 

(vr2' QO( 0 , a ) ) 2XIR'''.
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Preuve :

L'équation en u dans (P2 ) a fournit l'estimation suivante: 

lu"(x)l2 £ clu'(x)l+lvn(x)llf(u )l+h g(u ).
a a a a a a

2 5 c2
£ c +f (1)+H, avec H = |

(grâce au lemme (1.11), à la proposition (1.13) et à la croissance 

des fonctions f et g).

Il existe alors k s c2+f(l)+H >0 tel que:

V xel , lu"l£k, indépendemment de a.

On obtient de la même façon:

V xei , lv" U c 2+f (1) <k.
a a

Enfin,

(
Osu <1.

o*\i.
a

f  O ^ lu^ K c .  

\  0^1v ' I < c .
v a

Par conséquent:

(ua,va,ha), est borné, indépendemment de a dans '°°(0 , a) j ̂ X[0 ,H] 

Le lemme (1.14) est donc prouvé.«

Ayant établi les estimations nécessaires aux solutions de

on va pouvoir définir un degré topologique, puis le calculer dans

la section suivante.
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équation de point fixe: w=K(w).

Pour cela, on va considérer l'espace de Banach:

X=[c1 (îa)]2XR

muni de sa norme naturelle:

llwllY = 11 (u, v,h) llY = Sup illulL _ , HvIL _ , Ihll 
A A ^  C T ( i  ) < C A ( I  ) J

a a

On introduit maintenant l ’opérateur:

Kt : X -------- ► X, où x e [0,1];

défini par:

KT(u,v,h) = (U,V,h-u(0)+e) 

où (U,V) est l ’unique solution du système linéaire:

U"-cTU' = r(-vnf(u)+hg(u)] + (l-T) [-vn+huj.

(1.55)

V"-c V' = rvnf (u) + (l-T) v n. 
v r

U'(0) = cTu(0)+rhJ [u(0),cT,h) U(a)=0.

(1.56) <

V'(0) = cT [ v ( 0 ) - l ]  . V(a)=0.

avec :

( 1 - 5 7 > cx =  C ~  * C. d * I
a d

1 .5 6

1.4.3 Calcul de degré topologique:

A. Equivalence avec un problème de point fixe:

Pour résoudre le problème (Pa).- on le traduit sous forme d'une



où (cad)T correspond à la valeur propre du problème adiabatique 

associé à la fonction xf(u)+(l-r) c'est-à-dire:

u t~ { c a d ) TU T= - T V T f (ur } ” {1" r) v x ’

(1.58) <

v"-(c ) v'= xv"f(u ) + d-T)v”.
v w 3 u X X C X C

f u T (0) = (cad)TUT (0); ur(œ)=l;

(1.59) j uT(O)=0.

v'(0) = (c ) fv (0)-il ; v (od) =0 ;
V x ad T V  x -/ X

Et où la fonction J a été défini § I .3.4.(remarque 1.9).

REMARQUES:

a/ L'introduction de l'opérateur K permet d'obtenir lorsque x=0, 

un système linéaire découplé qu'on pourra résoudre.

L'expression de cT dans (1.57) nous permettra d'écrire

convenablement la condition suffisante d'existence. Notons qu'il 

s'agit là à notre connaissance de la seule déformation homotopique 

de l'opérateur Kx permettant de calculer le degré topologique. En 

effet l ’introduction au second membre d'un terme du type: 

x(-vnf(u)+hg(u)) comme dans le problème adiabatique ( cf[A.5] )

( * )
conduirait à des solutions triviales.

b/ Le problème (1.58)-(1.59) est une déformation homotopique du 

problème adiabatique. Il est clair qu'en remplaçant f (u) par 

rf(u)+(l-r) on prouve, comme dans [A.4] l'existence d'une unique 

solution (u ,v ,c ) au problème (1.58)-(1.59).
ad ad ad T

c/ Equivalence avec une équation du point fixe:

w=(u ,v ,h ) est solution du problème f P_ j si et seulement si,
a a a  K Z  J a

(I-K1)(w)=0, ie: w est point fixe de dans X.
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On va définir le degré de Leray-Schauder de l ’opérateur (I-KT) 

relativement à un ouvert 0 au point 0.

On trouvera dans [C.5],[C.6] la définition et les propriétés 

principales de ce degré.

Les lemmes suivants vont nous permettre de le définir:

B . D é f i n i t i o n  d ’ u n  d e g r é  t o p o l o g i q u e :

LEMME (1.15):

Soit X « ( fa ) J . Alors l'opérateur:

K: XX [0,1] ------► X

(u,v,h,x) i------ ► Kx(u,v,h)

est compact, et uniformément continue en x.

Preuve:

i/ La précompacité :

On peut vérifier que pour tout (u,v) donné dans 

(1.55)-(1.56) admet une unique solution (U,V) dans 

(w2 ' œ ( Ia) ) 2 # donc dans (lH2 {Ia)}2 . En vertu de la compacité de 

1 ’injection:

W2 (I ) «---- ► ) (n=l)
a a

l ’opérateur K , et donc K, est précompact, 

ii/ La continuité :

Soit (u ,v ,h ) une suite convergente dans X vers (u,v,h). Posons:
n n n

(U ,V ,H ) = K i u  ,v , h )
n n n X n n n

étant un opérateur compact (i/),il existe une suite (U ,V ,H )
X  n p  n p  n p

qui converge dans X vers (U,V,H).

On a donc, d ’une part:

H = h -u (0)+9
np np np
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e t  d ' a u t r e  p a r t ,  l e  p r o b l è m e  s u i v a n t :

U" -c U' = rf-vn f(u )+h g(u )l + (l-r) f-vn +h u 1
l i p C l i p  v. *^P Hp V v. n p  n p  T\ pJ

(1.60)

V" -c V' = TVn f(u ) + (l-T)vn .
v. n p  t  n p  n p n p n p

t u' (0) = e u  + xh J(u ,c ,h ).
np X n p p np X np

v' (0) = c fv (0) - l i  .
n p T V n p  J

U (a)=0.
n p

<

V (a)=0.
v n p

Nous allons montrer que:

(U, V , H) = K ( u , v , h )

On considère pour cela 0e<C* ̂ [0 , a] j une fonction test par laquelle 

on multiplie les deux équations dans (1.60), puis on intègre de 0 

à a. En faisant les calculs pour la ière équation, on obtient:

ra r a
- U' 4>'(x)dx - c U' (x)<î>(x)dx =

n p T np

(1.62) J0 J0

ra  ra
= 4>f-vn f (u )+h g(u )1dx + (1-t ) <i>fvn +h u 1

v n p n p n p n p 7 v n p n p n p7

Jo Jo

Comme U , V , u , et v convergent dans C f[0,a]j vers U, V, u
np np np np  v J

et v, alors d'après le théorème de la convergence dominée de 

Lebesgues (cf [O.2],[O.6]), les intégrales dans (1.62) convergent 

et l'obtient à la limite (en notant que J est continue d'après le 

remarque (1.9), P.1.41 ) :

1.59
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U"-c tU'=t (̂ -vnf (u)+hg (u) j + ( 1-r) (̂ -vn+huj . 

v"-c V'=Tv"f (u) + (1-T)vn.
k L

U'(0) = cTU(0)+rhJ(u(0),cT,h) , 

V' (0) = CT [v(0)-l] .

" U(a) = 0.

4

V(a) = 0.
V

autrement dit: (U,V)=K^(u,v).

Enfin, en passant à la limite, quand np-»+® dans l ’égalité:

H = h -u <0)+e,
np n p  np

on obtient:

H = h-u(0)+e.

On a donc montré que:

(U,V,H) - KT(u,v,h) ,

ce qui prouve que K^, et par conséquent K, est continu, précompact 

donc compact. L ’uniforme continuité en r se montre aisément.

Le lemme (1.15) est prouvé.■

LEMME (1.16):

Soit I 1 'opérateur identité dans X. On pose: F%=I-KX. Alors:

3 R>0 tel que: deg\F ,B , 0) est bien défini, B désignant la
v. L R J K

boule ouverte de rayon R dans X.
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Preuve :

On a vu (Lemme 1.14) que:

llu II 1 _ £l+c, Il v II - _ £l+c, et que: 0<h <H, où H est une
a <CJ-(Ia) a C (Ia)

constante positive. De plus, (c ) se majore indépendemment de t :
ad X

En effet (cf [A.5]):

3 c >0 tel que: (c ) £c
ad ad X ad

ce qui, avec (1.57), donne:

^ c - - c £ --- c ac
T C ad

a d

D'où les estimations indépendantes de r pour une solution 

(ut'v t' h r):

Enfin, en posant:

M s Sup (h,l+c) et R « M+l,

on obtient:

Il (u, v,h) llv£M<R.
X A

Donc :

(uT, vr,hT)eft =Br= ^(u,v,h)€X; h>0 et Il (u, v,h) #X <R^

Par conséquent:

(UT'V T'h r ,iiaQ'

soit :

OgF (dO) « deg(F ,B ,0) existe et est bien défini.
X R

Le lemme (1.16) est donc prouvé.«
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Maintenant que ce degré est défini on va pouvoir le calculer: 

C/ Calcul du degré topologique:

On se propose dans ce paragraphe de montrer que:

deg(I-K ,B ,0)*0.
t K

Pour ce fait, on utilise la propriété d'invariance homotopique du 

degré topologique pour écrire:

deg(I-Ki,BR,0) = deg(I-Kt ,BR, 0) = deg(I-KQ,BR,0), V t€[0,1].

Il suffira alors de montrer que:

deg(I-K0,BR,0)*0.

On va donc expliciter:

Kq: X ------- » X

(u,v,h) i----- ► (U,V,h-u(O)+0)

tel que:

r U"-c U' = -vn+hu.
O 0 0

(1.63)
V"-c V' = v".
O 0 0

V.

U q (0)=c oU(0); U Q(a)=0.

(1.64)

„ V 0,“eo [ V 0,-1] ; v„(a>=0-

Nous allons donc prouver le:

THEOREME (1.17):

Soit (c )„ la valeur propre du problème (1.58)-(1.59) lorsque
ad 0

r-0. Alors:

V cQe]0, (cad)0[, 3 aQ=aQ ( cQ) >0 telle que:

deg( J-JCo,£r,0)?î0, V a>aQ.
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C.l°/ Principe de la démonstration:

1) Remarquant que la 2èmeéquation de (1.63) est découplée de la 

lère, on écrit: K0= (K0 'K(P avec:

K*: ^(I )XR -------- » <E 1 (I )XR
O a a

ĵ  65) (u # h ) j —. — --> (Ur h”U ( 0 ) +0) 

K2: ^(ï )-------- > €1(ï )
0 a a 

V I--------- * V

Puis on pose:

Q = i u  eC1 ^  ) /  llull . <R> , e t  !) = i) X ] 0 , H [ .
2 l a ^ ( î  ) J 2

a

2) On montre ensuite que:

deg(I-K^,Q.,0)¿0, V i=l,2.

Pour cela, on prouvera que K* admet un unique point fixe dans ûj, 

V i=l,2. On concluera ensuite, grâce à la propiété multiplicative 

du degré topologique que:

2

deg(I-K ,0,0)=f| deg(I-K* ,Q.,0)*0.
i - 1 1

3)a/ On commencera par prouver un théorème d'existence et 

d'unicité pour l'équation:

K2 (v)=v, veQz.

1
b/ On utilise le fait que (u,h) est point fixe de Kq, si et 

seulement si, par définition:

u"-cu' = -vn(x)+hu.

(1.66)

u'(0)=cu(0), u(a)=0, u(0)=9.
v.
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On aura à considérer aussi le problème précédent sans la condition 

u(0)=ô, soit le problème:

u"-cu' = -vn+hu.

(1.67)

u'(0)=cu(0); u(a)=0.
v

Dans un premier temps, on montrera (théorème 1.19) que:

V c>0 et V h^O, le problème (1.67) admet une unique solution u
n

00
dans <0 ([0,a)] telle que:

u >0, V xe[0,a [. h

Ceci nous permettra de définir une application:

rp: R+ -----► R+ (tp=tp )
C

h i----- » u ( 0 ) .
h

On montrera (proposition 1.20) que tp est continue, strictement 

décroissante et q u ’elle tend vers 0, quand h-»+<».

On en déduira, grâce notemment à la proposition (1.21) qu'il 

existe un unique h>0 tel que: u(O)=0, ce qui prouvera l ’existence 

et l ’unicité d ’une solution au problème (1.66).

La condition suffisante d ’existence interviendra dans la 

proposition (1.21), et repésente le point capital de ce chapitre; 

la démonstration, basée sur un lemmme de monotonie et de 

comparaison passède l ’avantage de marcher même lorsque A*l, bien 

que la condition suffisante diffère (cf chapitre II)-

2
C.2°/ Concernant KQ, on va immédiatament prouver le:

THEOREME (1.18):

V cQ>0, admet un unique point fixe vQ. De plus:

{ [ 0, a] ) et vQ>0, V _xe[0,at-
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Démonstration:

vQ est point fixe de K2 si et seulement si:

^ n  / n
V -cv =v .
0 0

(1 .68)

v^(0)=c[vQ (0)-l]; vQ(a)=0.

v" = v n+c v *.
O 0 0 0

« <

, v o (0 ) = c o [ v o ( 0 ) _ 1 ] ' v o ( a ) = 0 *

Le théorème sur les équations différentielles ordinaires (cf 

[A.3],p.753) qu’on a appliqué à la recherche de u_ dans [-a,0] 

marche encore ici (cf § 1.3.1).

On peut donc vérifier aisément ses conditions d ’application: 

i/ Satisfaite.

ii/ f(x,y,z) = yn+cz est continue sur:

S = ^(x,y,z)/ O^x^a, 0<y<l, 0<lzl<c^

iii/ et iv/ f est croissante en y, et lipschitienne en z.pour tout 

(x,y,z)€S.

Il existe donc vQ unique solution de (1.68), V cQ>0.

De plus, v^lH1 ( ] 0 , a [ ) (se montre aisément), donc voe<C°( [0,a] ) 

(injection de Sobolev). Il résulte alors de (1.68) que:

2  oo
vQeC ([0,a]), puis par itération, vQe(C ([0,a]). La positivité de 

vQ se montre sans difficulté à partir de (1.68).

Dans ce qui suit, on s ’intéréssera à l ’opérateur KQ.

C.3°/ Etude du problème (1.67):

Pour ce problème, on se propose de prouver le résultat suivant:
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THEOREME (1.19):

Supposons cQ>0 donné. Alors:

V ĥ zO, 3 uQe(Ê ( [ 0, a] ) solution unique de (1.67). De plus,

V xe[0,a[, uQ{x) >0.

Démonstration:

1°/ Existence :

(1.67) est un problème linéaire à valeur propre h auquel on peut 

appliquer l'alternative de Fredholm (cf 5°/ p. 0.12); mais on peut 

aussi l'écrire comme un problème de Sturm-Liouville linéaire:

(p(x)u' V+q(x,h)u = H (x) .

W
u'(0)=cu(0); u(a)=0.

V.

avec :

p(x)=e-cx>0, p (x )eC1 ([0,a] ) . 

q(x,h)=-he"cx €<C®([0,a]).

H (x )=-v n (x )e“° x.

On applique donc au problème (nj le théorème sur la fonction de 

Green (cf [0.6],[O.17]) qui assure l ’existence d ’une unique 

solution uQ, si h n ’est pas valeur propre du problème homogène 

associé :

f i t  - C X ^  / , -ex ~
[u e J -he = 0.

("b
u'(0)=cu(0), u(a)=0.

k.

Il est clair que:
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u"-cu'-hu = 0.

K  - (n);= •
u(0)=cu(0); u(a)=0.

k.

Le discriminant de l'équation caractéristique associé à (nj ̂

étant :A=c2+4h, on en déduit que (nj ̂ et donc ÎlJ h n ’admet aucune

1 2
solution non triviale si h£~-r c .

4

1 2
Il en résulte alors que h£-j c , et en particulier h£0 n'est pas

2°/ Positivité de la solution:

Pour h^O, u £0 (lemme 1.11).Vérifions qu’en fait: u (0)>0: o o

Raisonnons par l'absurde en supposant uQ(0)=0, alors u^(0)=0 

(d'après 1.67) et: u"(0)=-vn(0)<0.Par suite, u"<0 au voisinage de 

0; on en déduit u^<u^(0)=0 dans ce voisinage puis u o < u q ( 0 ) = 0  ce 

qui contredit la positivité de u

3°/ Régularité de la solution:

On fait le même raisonnement qu'au théorème (1.18), en partant de 

u elĤ  ( ] 0 , a [) (lemme 1.11 et proposition 1.12) pour montrer que: 

uoe<C°°( [0, a] ) . Le théorème (1.19) est; donc prouvé.«

C.4°/a) L'existence et l'unicité de u (0)>0 (théorème 1.19) nous
n

permet, pour tout c>0, de définir sans ambiguité l ’application:

(1.69) tp : IR+ -----> R+ ,
C '

h i------ * u (0)n

b) La formule de Green nous donne aussi la forme de la solution du 

problème (1.67):

1.67

possède, si h^O, une unique solution uQ.

valeur propre de En conséquence, le problème (1.67)0 0 »-



ra
uQ(x) = G (x ,y ) H (y ) dy, 

x

où G est la fonction de Green. Un calcul explicite fournit:

r x r x r x (r -r )t -r s

(1.70) u0 x̂ ) = k ie +^ 2e +e e 2 1 dt e 2 V(s)ds

x J0

conditions aux limites (1.67), i.e solutions du système:

f r 1 3 F 23
k e +e = 0 .1

(1.70) Bis < .a , , „t
( r - r ) t  - r s

k r +k r = -r e dt e 2 V(s)ds.
V. 1 £ c, 1  c.

Jo Jo

où:

r, = SZÍ-V'-/ s!±«l>; i=i,2.

Il en découle, en particulier:

3  * r ? ” r i * t " r ? s 
yt (h) = u. (0) = k +k_+ e dt e V(s)ds
c ri x 2

Jo Jo

qu'on peut également exprimer de la façon suivante, après avoir

calculé k- et k :
1 2

r a r a

f r (e -e 1 H
(1.71) ipc( h) = ljl+ — ----^ \

1.68

avec : V (s)=v^(s),
et  k l'k 2

deux constantes déterminées par les



où l'on a posé:
r 1 a r2  a

A=rte -r2e >0, V c>0.

et,

ra  , rfc - r « e
I = e 1 dt e V(s)ds>0, V c>0.

J0 J0

La proposition suivante résume les propriétés satisfaites par tp: 

PROPOSITION (1.20):

V c>0, tp est une application continue, positive, strictement
C

décroissante et tend vers zéro quand h-»+a> .

Démonstration:

„ è r e  , .
1 etape:

V(h)su (0) est positive (théorème 1.19, ou bien à partir de
h

l'expression 1.71), continue (se montre directement sur

l'équation 1.67 ou grâce à 1.71 et à la continuité des r.,V 

i=l,2). Enfin, quand h-»+œ, on montre sans difficulté en 

utilisant les équivalents: r 1̂ 2/K et r^-2/ïî, que:

ra
V(h)<*21 et que: 0<I£ te'4tv<̂* e2tv̂ * dt

J0

ou encore :

Par suite: lim v>(h)=0. Pour en terminer avec la ière étape, 
h-»+œ

écrivons l'expression de tyiQ) en faisant h=0 dans (1.71), on 

obtient :
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ra rfc
(1.72) V (0)= e"ctdt vn(s)ds >0, V c>0.

C

Jo Jo

2ème étape : v* est strictement décroissante:

En effet, supposons (Kh^l^ et posons wsui~u2, où ux et u2 sont 

les solutions de (1.67) associées respectivement à h t et h2. Alors 

w est solution du problème aux limites:

f
w"-cw' = h 1u 1~h2u 2^h2w (car u^O, d'après théorème 1.19)

(1.73) J

w'(0)=cw(0); w(a)=0.

Comme ^2>0, le théorème de comparaison pour les équations 

différentielles ordinaires (cf [O.8],[O.18]) s'applique et donne:

w(x)£0 » u (x)£u (x), V xe[0,a] .

On va maitenant montrer qu'en fait w(0)>0. Pour cela, on raisonne 

par l'absurde en supposant w(0)=0. Alors:

w'(0)=0 (d'après 1.73). Posons ensuite: u (0) eut (0)=u2(0) , puis 

introduisons la fonction d(x)shtu t~h2u2. On alors:

d(0) = (h1~h2)u(0)<0 (car u(0)>0 et h <h ) . De plus:

Comme d est une fonction continue, alors: 3 a>0 tel que:

d(x)<0, V xe[0,a] * f d(s)ds <0, V xe[0,a],
J o

d'où, en intégrant l'équation dans (1.73) de 0 à x:

w'-cx<0, V x g [0, oc] o ^we~cxJ'<0, V xe[0,a].

Une nouvelle intégration de 0 à x fournit l'estimation:
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w(x)<0, V xe[0,a] (car w(0)=0, par hypothèse)

ce qui contredit w(x)^0 sur [0,a].

On a donc montré que si 0<ht<h , alors:

w(0)>0 « ut(0)>u2(0) « V(h1) > V* ( h 2 )

La proposition (1.20) est donc prouvé.«

C.5°/ Une dernière et importante étape dans le calcul du degré de 

K* est donnée par la proposition suivante:

PROPOSITION (2.21):

V co€]0,(cad)o[, 3 ao=ao(cQ)>0 tel que:

(1.74) 1 -0-e~a°o-vo( 0) >0, V a>aQ.

où v est le point fixe de JÇ? . o o

La démonstration de cette proposition, essentiellement technique 

découlera d'un lemme fondamental qu'on commencera d'abord par 

énoncer et dont on donnera la démonstration juste après celle de 

la proposition (1.21):

LEMME (1.22): (Lemme de monotonie)

Soit (v ) le point fixe de K* et v la solution du problème
c a O c

aux limites :
r

if'-cv' = vn .
(1.73)

[ v' (0) =c[v(0) -l) ; v (-ko)=0.

Alors, l'application <t>: R* -----► ]0,1[
c i------ * v ( 0)

C

est continue, strictement croissante et vérifie:

( vc) a(0)i<t>(c) , V c>0r et <f>((cad) o] =1-9.
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-v 2
Il est claxr que: v =lim (v ) où a est le point fixe de K .

c . c a O
a-*+oo

REMARQUE (1.23) :

(1.58)-(1.59) pour x=0. Supposons maintenant satisfaite la 

condition:

(1.76) 0<c < (c >
O a d  0

Le lemme (1.22) nous permet d'écrire:

(1.77) v (0)£v (0) 
co co

D'autre part, compte tenu de (1.76) et de la croissance en c de la 

fonction v (0), on a:
C

(1.78) v (0)<v , (0) 
co ( ca(j ) o

L'estimation suivante découle alors naturellement de (1.77) et de

(1.78):

(1.79) 0<v (0)sv (OXv, % (0)
co co (cgdJQ

De plus, d'après le lemme (1.22)

v (o)=i-e=«#>(c ).
( c a d )0 acl

ce qui, avec (1.79) donne finalement:

(1.80) 0<v (OXv (OXv, % (0)=1-©. 
co co (cad)o

Il suffit alors de prendre:

a a—  Ln fl-e-v (0)] 
O Co V co J

I .72

A/Démonstration de la proposition (1.21):

Soit Vc0 et Vc0 les solutions respectives de (1.68) et (1.75). On

considère (c )
a d  O

la valeur propre du problème adiabatique



(aQ ainsi défini est donc indépendant de a).

De cette définition on déduit que:

(*) aQ >0 est bien défini; en effet:

f 1-0-Vcq(O)>O (d'après 1.80) 

1 1-e-v (0)<1.
V C Q

(**) a>an « e"ac° < 1-0-v (0)
O co

« e~ac° + v (0) < 1-0.
co

D'où, d'après (1.80):

e"ac° + v (0) s e"ac°+v (0) <1-0. 
co co

soit :

(1.81) l-0-e"ac°-v (0) > 0
co

On a donc montré

V c e]0,(c ) T, 3 a s-ì Ln fl-0-v (0)1 tel que: 
0 ad O 0 Co v* cO J

V a>a , l-0-e~ac°-v (0) >0.
O co

d'où la proposition (1.21).»

Afin que la démonstration de la proposition (1.21) soit 

complète, il nous reste plus qu'à prouver le lemme (1.22):

B/Démonstration du lemme (1.22):

a) Soit vc solution du problème (1.75); cette solution est unique

grâce à la sricte croissance de l'application: si------ ► sn, V s>0.

<p est donc bien défini.
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Il est également facile de voir que: v est continue, positive et
C

décroissante. Enfin, vue la condition aux limites en 0 dans 

(1.73): v (0)^1. Et l'on peut vérifier que :v (0)<1. En effet
C C

dans le cas contraire, on a: v'(0)=0, puis: v"(0)=vn(0)>0.
c c c

On en déduit que v'>0 au voisinage de 0 ce qui contredit la
C

monotonie de v . Par conséquent:

0<v (0)<1,V c>0.
C

De plus,par définition de (c j)o et d'après l'unicité de v , on a:
ad c

(1.82) <t*( ( C a d ) oi ®v % (O)=l-0. 
v. J (Cart)o

b) Montrons que <t> est continue, strictement décroissante:

On considère alors ct et c2 deux constantes strictement positives, 

et v , v les solutions respectives du problème (1.75) . Ecrivonsci C2

le problème satisfait par w=v -v :
ci 02

w"-caw' = (ct_c2)v2+(v"-v”)•

(1.83) j

w'(0) = c1w(0) + (ci~c2) [v2(0)-lj ; w(co)=0;

En se servant de l'identité:

n - t

v"-v"=A(v--v ), où A * y v^,v"-p-1 bA(x)>0,
A ¿  JL ¿  f . 1 ¿

p a O

(1.83) s'écrit aussi:

f
w"-c w'-Aw = (c^—c 2)v2»

(1.83) Bis <1

w'(0)-ciw(0) = (c1-c2) [v2(0)-lj; w(®)=0.
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i/ En faisant c =c et c =c -- » c, il est facile de voir que:
1 2 n

n-*+<»

- ~ 2 oo
w =v -v est borné dans W ' (]0,+®[) donc converge dans
n c cn

Cïo=('° ,+«>[) vers w solution du problème:

f
w"-cw'-Aw=0.

w' (0) -cw(0) =0; w(ot>)=0.
k.

Par suite: w(x)s0, V xe[0,+®[. D ’où la continuité de <t>.

ii/ Supposons maintenant 0<ct<c2, on déduit de (1.83)Bis les 

estimations :

r

w"-ciw '-Aw^O.

(1.84)

w'(0)-c w(0)>0; w(œ)=0.

Or A(x)>0, IL suffit alors de raisonner par l ’absurde, sur (1.84) 

pour montrer que:

w(x)<0, V xe[0,+oo[

D ’ où:

w (0) <0 « 4»(ci) <<t>(c2) ,

4> est donc strictement décroissante.

c) Pour terminer la démonstration du lemme (1.22), vérifions:

(1.85) V c>0, v ( 0 ) £<f> ( c ) :
C

En effet, comme v^0 sur [0,+<»[, v satisfait sur (0,a), V a>0:
C
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// ~ n
V -cv = V .

<

v' ( 0 ) =c £v ( 0) -lj ; v(a)£0.

r

D'autre part, v le point fixe de K2 vérifie:
c O

^ n  / Il
v -cv =v .

<

v'(0)=c |v(0)-lj; v(a)=0.

Utilisant alors le théorème de comparaison sur les équations 

différentielles (cf [0.18] ), on montre sans difficulté que:

v (x)£v (x), V x€[0,a]
C C

(1.85) et le lemme (1.22) en découlent alors facilement.«

C.6°/ On est maintenant en mesure d'achever le calcul de: 

deg(I-K*,Q., 0), pour i=l,2; et de prouver le:

THEOREME (1.23):

Soit ( c J)o la valeur propre du problème (1.58)-(1.59)
a d

lorsque x=0. Alors:

V cQe] 0, ( cad) ot, 3 aQ=aQ ( cQ) tel que: 

deg{I-KiQ,ùi, 0)*0, V i=l ou 2, et V a>aQ.

Démonstration:

1 2
Rappelons l'opérateur K=(Ko ,Kq) avec:

K* : C1 (ï ) XR i----- » C1 (ï )XR . K2:(C1 (Ï )  ► (C1 (ï )O a a et O a a

(u,v) i----- » (U,h-u(O)+0) v i ► V
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ainsi que les ensembles:

!> ^ u e l 1 (I )/ llull . <r I 
2 l ■ Œ1(Z ) /

a

et,

K] O , H [.

1°/ D'après le théorème (1.18), on a:

(1.86) deg(I-K2,02, 0)^0.

2°/ D'autre part, une simple intégration dans l'équation (1.68) 

fournit :

fa „t
(1.87) e"ctdt vn(s)ds = l-e_ac-v(0),

Ü  V

0 0

ou encore, compte tenu de (1.72):

(1 .88) ip(0)=l-e-ac- v q (0)

D'après la proposition (1.21), V c e]0,(c )n[, 3 a >0 tel que:
O a d O O

V a>aQ, Vc(0)>B

Comme y est une fonction continue, strictement décroissante 

(proposition 1.20), alors:

(1.89) 3! h>0 tel que ip(0 )=0.

ce qui avec le théorème (1.19) assure l'existence et 

l'unicité d'un couple (u,h) solution de (1.66), donc point fixe de 

K 1, par suite (cf £ C .6 3):
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(1.90) deg(I-K’,Q , 0)*0, V a>aQ.

(1.86) et (1.90) rendent complète le démonstration du théorème 

(1.23), et donc celle du théorème (1.17).

1.4.4 RESULTAT D'EXISTENCE POUR (P2J a :

Grâce au calcul du degré topologique effectué dans la section 

1.4.3, on est maintenant en mesure d'énoncer le résultat 

d'existence suivant:

( u ,v ,h )e\<c2 ( [0,a] )12XR+ ,V a>a .
3 3 3 L J O

Démonstration:

En vertu du théorème (1.17), on sait que:

V c e]0,(c .)_[, deg(I-K , B ,0)*0.
0 au 0 O R

De plus, grâce à l'expression de cT dans (1.57), on a

c €]0, (c ) [ « ce] 0, c [.
0 ad O ad

Par suite,

V ce] 0, c [, deg (I-K , B . 0) ̂ 0
3 Cl R

Enfin, par déformation homotopique du degré, on a:

(1.91) V ce]0,c T, deg(I-K ,Bo,0)/0,
ad 1 R

Kt ayant été défini § 1.4.3, pour tout xe[o,l].

Une propriété importante du degré (Cf [C.5],[C.6]) assure, en
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V ce]0,c .[, 3 a =a (c) >0 tel que:
ad O O

1e probième Cp J a admet au moins une solution:



vertu de (1.91) l'existence, pour tout c€] 0, c [, d'un point fixe
a d

dans B pour l'opérateur K , autrement dit:K 1

V c€]0,c r, (P«] admet au moins une solution (u ,v ,h )£B . donc
ad v1 27 a a a a R

hg>0 et (ug, vg) € ( Ig) J 2 . Comme f et g sont lipschitziennes

(H-l,H-2), alors il est clair à partir du système (P2J a que: 

(ua,va)e[c2 ([0,a]))2 .

Le théorème (1.24) est donc prouvé.«

1.4.5 PASSAGE LA LIMITE, quand a-*+o>:

Les solutions du problème (P) obtenues dans la section
2 a

précédente (pour 0<c<c ) vont nous permettre, grâce aux
ad

estimations indépendantes de a de passer à la limite a=+<» et 

d'obtenir ainsi 1'exixtence d'au moins une solution au problème 

(P ) . Pour ce fait, on commence par prolonger u et v à IR+ tout
2 a a a

entier en posant:

u (x)=v (x)=0, V xe[a,+œ[
a a

On obtient alors le résultat précis suivant:

Sous les hypothèses (H-l,H-2) , il existe aQ>0 et une suite

croissante ian) avec an>ao et lim an=+® telles que:
n €.N n-»+co

(u , v ,h ) converge dans la topologie de (C?- (R)XC?’ (R)XR
an a n an ÎOC lOC

vers (u,v,h) solution du problème (P2 ) •

Démonstration:

Soit (u ,v ,h ) solution du problème ( P 0 ) . On sait (lemme 1.14)
a a a v. â

que :
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a a a [P2)a Alors:



(ua,va) appartient à un borné de (w2 ,a>( 0 , a) j 2 et que:

3 H>0, indépendant de a tel que: 0<h <H.
a

2 +
En particulier, fu } est borné dans H (K), V K compact de R . Or,

a

2 1
l'injection: 1H (K) <----- ► <C (K) est compacte; il existe donc aQ>0

fixé et une suite an**®, an>ao telles que:
n-»a>

(u& ,va ) converge dans vers (u,v) solution du problème

-u"+cu' = vnf(u)-hg(u).

(1.92) < sur R+ .

-v"+cv' = -vnf(u).

ainsi que les propriétés qualitatives suivantes:

OSu<l.

< Oàv<l. 

-c<v'<0.

f
c<u'<c. 

[ 0£h¿íH.

où h est une valeur d'adhérence de h . D'après la proposition
a

(1.10) , il suffit de prendre c<c pour avoir h*0.
ad

De plus, les conditions aux limites en 0 se déduisent aisément de 

(1.40):

u' (0)=uM0) .

(1.93) « u (0)=0.

[ v' (0) =c [v (0) -l] .

Après avoir montré comme au lemme (1.2) que:

u ' ( +co) - v ' ( +œ) =u" ( +oo) =v" ( +œ) =0 ,

on pose: l=lim u(x) et l'=lim v(x). Grâce à (1.92), 1 et 1' 
x-»+oo x-»+oo

sont solutions du système:
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(l’)nf(l)-hg(l)=0.

(1.94)

(l*)nf(1)=0.
V

En ajoutant les deux équations dans (1.94), on aboutit à: 

hg(l)=0 =» 1=0 (car h*0) . Enfin, vue l'hypothèse (H-2) : 1=0, 

i.e.: u(+o>)=0 et v'(+<»)=0, ce qui avec (1.92) et (1.93) assure 

l ’existence d'au moins une solution au problème (P2} •

(section 1.4) nous permettent d'énoncer un résultat d'existence 

globale au problème ^PnaJ :(1.1)-(1.2). On a donc le:

THEOREME (1.26): (condition suffisante d'existence)

Supposons ce]0,c T. Alors, sous les hypothèses (H-l)-(H-3) le
ad

problème (P^) admet au moins une solution (u,v,h) , avec h>0 et 

(u,v)e<C2{tl) .

Démonstration:

Notons (u_,v_), (u+ ,v+) les solutions respectives des problèmes 

et (P2) û+ et v+ ayant été obtenues sous la condition 

suffisante 0<c<c ) .
ad

Soit u et v les fonctions définies par:

f u_(x), xeR . f v_(x), xeR .
u(x)='| + et v(x)=-| +

 ̂u+ (x), xeR .  ̂v+ (x), xeR .
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Alors u et v vérifient:

( -u"+cu' = v nf(u)-hg(u). 

\ -v"+cv' = -vnf(u).

En effet, v satisfait (par définition de v, v_ et v ):

f v"-cv^_, x£0. 
v"-cv'=| 

^ v"-cv_^, xüO. 

C v ”f(u_), x£0. 

\ v ”f (u+ ) , x*0.

f v nf (u) , x£0.

\ v nf (u), x^O.

Comme, u+ (0)=u_(0), u^_(0)=uM0) et v " (0)f[u_(0)]=v” (0)f [u+ (0) ] =0 

(car f(6)=0), alors: v"-cv'=vnf (u) , sur F. Le même raisonnement 

tient pour u.

Enfin, les conditions aux limites sont:

( u ( -oo) =u (+œ)=0; u(+oo)=u (+oo)=0. 

V  ( -00) = V _  ( -oo) =1 ; V  ' ( +oo) =v_j_ ( + ) =0 .

Donc (u,v,h) est solution de (1.1)-(1.2) pour 0<c<cad. Enfin,

u+eC^ (F+) , puis ue<C2 (R+ ) d'après (1.95) (car f et g sont

2 —  2 
lipschitziennes). Comme u_€C (R ) (théorème 1.9), alors ue<C (R).

Le théorème (1.26) est donc montré.»

1.6 CONDITION NECESSAIRE D'EXISTENCE au problème (PNJJ :

On va montrer le résultat suivant qui permet de donner aussi une 

estimation de la constante de flux massique c:
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THEOREME (1.27):

Soit (u,v,h) une solution du problème (1.1)-(1.2), associé au 

paramètre ĉ O. Alors:

0<c<c .
ad

où c correspond au problème adiabatique (1.3)-(1.4).
a d

Démonstration:

On considère (u,v,h) une solution non triviale du problème 

( 1.1 ) - (1.2 ) .

a/ Montrons d'abord que: c>0.

On raisonne par l'absurde en supposant que c=0. Alors (PNAJ se 

réduit à:

u"=-vnf(u)+hg(u).

(1.97)

v"=vnf(u).
\

On intègre de (-oo) à (+<») chacune des équations de (1.97) après 

avoir montré (comme au lemme 1.2) que: u' (+œ) =u' (-oo) =0 

et v' (+co) =v' (-®) =o on obtient:

.♦<*>

(1.98) vnf(u)dx = 0,

J0

p+co

(1.99) h g[u(x)]dx = 0.

-00

et,

De (1.98) découle: vnf(u)s0 sur R+ , puis v"=0 (grâce à 1.97), 

d'où: v(x)=v(0) sur R+ . De plus, l'expression de v(x) sur R donne 

pour c=0: v(x)=v(0) sur R , et donc:

(1.100) v(x)=v(0), V xeR.
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Enfin, (1.99) donne g(u)®0 sur R, d ’où d ’après (H-2):

(1.101) usO, V xeR.

(1.100) et (1.101) contredisent donc l'hypothèse d'existence de 

solutions non triviales (telles que u(O)=0).

b/ Montrons maintenant que: c<c
ad

La démonstration est basée sur un résultat de comparaison entre 

les problèmes (Pa<j) et (Pna) * La f°ncti°n (l~u)nf(u) n'étant pas 

monotone, le théorème de comparaison pour les opérateurs 

elliptiques ne s ’applique pas ici. Toutefois, on pourra obtenir 

une comparaison via la recherche de sur et sous-solutions.

En vue de 1 ’application du théorème fondamental rappellé au 

§0.2.2-3°/, on commencera à travailler dans un intervalle borné de 

R, soit (0,a) avec a>0.

Comme 0£v£l-u (lemme 1.11) et f croissante, alors: f(u)£f(l-v). 

Par suite, v est solution de l'inéquation:

(1.102) v,/i»cv,+vnf (1—v)

associée aux conditions aux limites suivantes:

(1.103) -cv(0)+v'(0)+c£0. (il s'agit en fait d'égalité)

(1.104) v(a)£0. (car v est positive sur R).

La fonction X(s,t)=-cs+t+c étant croissante en t, (1.102)-(1.104) 

montrent que v est une sur-solution (cf [C.4]). Il est facile de 

construire une sous-solution, par exemple la fonction nulle ou 

encore la fonction v=v-l qui satisfait:

v"-cv'=v"-cv'=vnf (u) £0 , et vnf (1-v) = ( v-1 ) nf ( 2-v) <0 car v-l<0 (on 

effectue le prolongement xn i---» xJxl1'*1 pour x^0) . On déduit
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ilors de ces deux inégalités:

(1.105) v"2:cv+vnf ( 1-v)

puis, par définition de y:

(1.106) -cv(0)+v'(0)+c=c>0.

et,

(1.107) v(a)=v(a)-l£0. (car v^l)

D ’après (1.105)-(1.107), v est une sous-solution vérifiant de 

plus: v_(x)£v(x), V xe(0,a).

Enfin, la fonction 3 (x,y,z)=cz+ynf(1-y) est lipschitzienne par 

rapport à z sur l ’ensemble:

E=-^(x,y,z)€[0,a]XIR2/ 0£y£v(x), V xe[0,a]^,

la condition de Nagumo-Bernstein est donc satisfaite.

Le théorème annoncé ci-dessus asure alors l ’existence d ’une 

fonction w solution du problème aux limites:

w"=cw'+wnf(1-w)

(1.108) <

w'(0) =c £w (0)-lj ; w(a)=0.

et telle que:

(1.109) v^w^v, sur (0,a).

Des estimations convenables nous permettent de passer à la limite 

lorsque a-»+oo pour obtenir:

w"=cw'+wnf(1-w).

(1 .110)

w'(0)=c [w(0)-l] , w (oo) =0 .
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Notons simplement que l'estimation w (0)sv(0)£l-0 évite, à la 

limite a=a>, la solution triviale wel, alors que la condition 

aux limites en 0 permet d ’éviter la solution w®0.

Afin d'alléger la suite de la démonstration, nous introduisons la 

fonction z=l-w qui vérifie, compte tenu de (1.110):

-z"+cz'=(l-z)nf(z). 

d.iii) j z(oue.

z'(0)=cz(0); z(+œ)=l.
V.

Afin de pouvoir comparer c et c , nous prolongeons z à R tout
ad

entier par la fonction z (x) =z (0 ) ecx, V xeR (il s ’agit donc d ’un 

prolongement C ) .

fz, xeR

La fonction z définie par: z=< est donc solution du

z , x e R+
V

problème aux limites:

" —z"+cz'=(l-z)nf(z)x[0,il3(z)

( 1 . 1 1 2 )  < * z ( O ) = 0 ’ ^0.

I z ( -co) = 0 ;  Z (+<*>) = 1 ;

Or (cf [A.15]), lorsque A=l, l ’application: 0 i---* cQ est

strictement décroissante, c0 désignant la valeur propre du 

problème (ÎPAD) associé à 0. Comme 0 ’̂ 0, on en déduit alors que:

(1.113) c=ce*^ce=Cad*

D ’où le résultat escompté. ■
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Il a été plus convenable de travailler avec l'équation en v plutôt 

qu'avec celle en u car la monotonie de celle-ci n'est pas connue. 

Cependant, l'information h>0 est contenue dans l'inégalité u+v^l. 

On a utilisé aussi un résultat sur le problème adiabatique qui est 

n'est pas vrai si A*1, si bien que la démonstration ci-dessus ne 

marche que pour le cas A=l.

REMARQUE :
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C H A P I T R E  II

RESULTAT D’EXISTENCE Pour le cas A>0 quelconque

II.0 INTRODUCTION et PRESENTATION du RESULTAT ESSENTIEL:

On étudie dans ce chapitre la question d'existence de solutions 

au problème (Pna) : (0 . 4) - (0 . 5) - (0 .6) dans le cas d'un nombre de 

Lewis positif quelconque.

Le principe de la démonstration est identique à celui utilisé au 

chapitre précédent, mais le résultat principal est différent

Nous allons d'abord rappeller le problème (Pna) :

-u"+cu' = vnf(u)-hg(u).

(2.1) « , sur R.

-Av"+cv' = -vnf(u).

f
lim u(x)=0.

(2.2) | lxl<"

v ( -oo) =1 ; v ' ( +oo) =0 .

où les inconnues sont u et v: R ----► [0,1], et la constante

positive h (valeur propre du problème).

c et A sont deux constantes positives donnés (A>0), et n un entier 

naturel différent de 0.

Les hypothèses sur les fonctions f et g sont les mêmes que dans 

le chapitre précédent.

On se propose alors de montrer le résultat suivant:
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THEOREME (2.1):

Sous les hypothèses (H-l)-(H-3), il existe deux constantes 

positives ç et c avec 0<ç£cad^c telles que: 1°/ V ce]0,ç[, le 

problème (2.1)-(2.2) admet au moins une solution 

{u,v,h)e[c2 m ] 2m 'h.

2°/ V c>c, ce problème n'admet aucune solution.

REMARQUES :

1°/ la question de l'unicité pour le problème adiabatique ^Pa<j) 

n'étant pas réglée lorsque A>1, nous considérons dans ce 

cas l'ensemble:

= ^c>0/ c est valeur propre du problème

à un singleton si A^l. Ainsi Cad désignera dans le cas général un 

élément de l'ensemble Cad

.On montrera que c et c sont des constantes indépendantes de ^a<j*

2°/ Nous présenterons uniquement les démonstrations qui différent 

du cas A=l.

3°/ Comme nous l'avons déjà vu, les lemmes préliminaires 

(1.2)-(1.3) obtenus au chapitre I simplifient sur R l ’écriture du 

problème (Pna) qui se réduit à:

f -u" + cu"_ = -hg(u_). u_(-œ)=0

(pJ
v_(x) = 1+fv_(0)-ilecx . u_(0)=Ô.

La résolution de ce problème ayant déjà été faite (§1.3), on passe 

directement à celle du problème posé sur R+ , à savoir:
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f -u"+cu' = vnf(u)-hg(u).

(2.3)

-Av"+cv' =-vnf(u). 

u'(0)=ul(0); u ( +00 ) =0 .

(2.4)

Av'(0) =c [v (0)-1] ; v ' (+00) =0 .
V.

Avant de commencer l'étude du problème (P2 J • on n°te que l'on peut 

obtenir, lorsque h=0, un résultat similaire à celui donné par la 

proposition (1.10) et dont la démonstration est identique.

PROPOSITION (2.2):

Soit c>0 paramètre donné et (uctvc,hc) une solution du problème

(P2)
. Alors:

h=0  *  ceC ,.ad

Comme au chapitre I, nous allons d'abord étudier le problème
(P2)

sur un intervalle corne ae k a r m  a'utiliser une méthode 

topologique; puis on passera à la limite moyennant des estimations 

convenables.

II.1 ESTIMATIONS A PRIORI sur un borné de IR+ :

On se donne I =(0,a) avec a>0 et on écrit le problème: 

Determiner: (u ,v )€[c1 (f )]2 et une constante h telles que:
a a L a J a

h >0 et (u ,v )e|"c1 (ï )12 vérifient:
a a a L a J
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(Pa).*

-u"+cu' = vnf(u )-hg(u ).
a a a a a

(2.5)

-Av"+cv' = -vnf(u ) .
l a a 9 a

r u'(0)=u'(0); u (0)=0; u (a)=0.
a — a a

(2.6)

Av'(0)=c[v(0)-1] ; v (a)=0.
v a

On commence donc par prouver le:

LEMME (2.3):

Soit ^ua'va'Aa) une solution du problème ^ 2 ) a' as^ocié à

c>0. Alors: V c^ca<i /■ on a:

Jla>0,0^ua<l, OüVaO., <va'<0, -c<Ua'<Xc, v <X ( 2 -u), V xe ( 0 , a )

où l'on a posé \=Sup (1,1/A).

Preuve:

On expose ici uniquement ce qui diffère par rapport au cas A=1.

1°/ h>0, u^O, v^O, <v'< 0, V xel :même raisonnement qu’au lemme
A a

d.ii).

2°/ -c<u/ (x) <max(1,1/A) ; V xel^JL

En ajoutant membre à membre les équations du système (2.5) et en 

posant y=u+Av, on obtient:

(2.7) y"-cy'=hg(u)+c(1-A)v'.

a/ -c<u'(x), V xel :
---------------------  ----------------- 1_  _  — a —

En intégrant (2.7) de 0 à x, on obtient compte tenu de (2.6):

y'-cy > -c+c(l-A)v.

D ’où:

u'-cu > -c+c(1-A)v-(Av'+cAv),

ie: u'(x) > eu—c+cv > c, car u et v sont positives. D ’où a/.
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b/ u'(x) £max(1,1/A)c, V xCE :

L'équation (2.7) s'écrit:

(y'e"cx}' £ c (1-A) v'e~cx

puis s'intégre de x à (+a) , pour donner (y'(a)<0):

fa
y'(x) £ -Av'+c(A-l)ecx v'(t)e“ctdt,

x

puis, en revenant à la définition de y:

ra
(2.8) u'(x) s -Av'+c(A-l)ecx v'(t)e‘ctdt

x

A ce stade de calcul, on va distinguer deux cas:

i/ Ou bien: A>1, auquel cas on a:

u'(x)<-Av' (car v'<0, d'après 1°/)

soit :

u'(x)<c (d'après 1°/ encore)

i.e.:

u'(x)<max(1,1/A)c (car A>1).

ii/ Ou bien A<1: dans ce dernier cas, on effectue la minoration:

ra ra
, „ - , , . . . -et,. C -et 1 f -ac -c«1
(2.9) v (t)e d t >  -ÿç e dt = -̂(e -e J

x x

Comme (A-1)<0, on majore le scond membre de (2.8), en utilisant

(2.9) :
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D ’où: u'(x)<c/A=cmax(1,1/A) pour A>1. Le 2°/ est donc prouvé.□

3°/ v(x)<max(1,1/A) (l-u(x)) , V xei^:

D'après ce qui précède, y satisfait:

C -cxl ,. -ex . " C X
lye J £-ce +c(l-A)ve ,

puis par intégration de x à (+a) iy(a)=Oj:

ra

y (x) £l-ec(x~a)+c (A-l) ecx e‘ctv(t)dt,

x
d ' où:

ra
/ O *1 f\ \ / » \ ✓ 1 ^ ( X ) , A 1 CX “ C t t , \ j .(2.10) v(x)ü — ^---  + c e e v(t)dt.

x

i/ Si A<1, le second membre de (2.10) se majore pour donner:

(2.11) v (x ) < ,  car viO. d'où le 3°/.

ii/ Si A>1, on pose z=u+v et l ’on a:

(2.12) z"—cz' = (1-A)v"+hg(u).

La technique appliquée pour y en 3°/ conduit à l'estimation:

z'-czMl-A) v'-c « ize-cx^'i(l-A) v'e"cx-ce"cx,

puis par intégration de x à (a):

ra fa

z(x)£(A-l)ecx v'(t)e"ctdt+cecx e"ctdt 

Jx J x

fa
<♦ z(x)^cecx e"ctdt =^l-ec<x-a)j (car A>1 et v'<0) 

x

d'où finalement:

v (x) ̂ 1-u(x)-ec(x a)<l-u(x). Le 3°/ est donc prouvé.o
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4°/ u<l, v<l. sur (0,a):

a/ Du 2°/ on déduit en posant X=Sup(1,1/A)>0 :

v<X(l-u) « u<l-^l.

b/ v<l, sur (0,a):

On intègre de 0 à x l'équation satisfaite par v:

rx

Av'-cv = Av'(0)-cv(0)+ vnf(u)dx

a

¿Av'(0)-cv(0)=-c.

D ’où: v£-v'+l<l et le 4°/. □ 
c

La preuve du lemme (2.3) est donc achevée.»

Pour clore ce paragraphe, nous énonçons maintenant sans 

démonstration les trois derniers résultats sur les estimations à 

priori nécessaires pour la suite:

PROPOSITION (2.4):

Soit ( , va, )  solution du problème (P2)a* Alors:

ra 2 
lû  (x) 12dx £ c j •

J0

ra
§lv (0) l2+A lv'(x)l2dx £ c.
2 a a

J0

PROPOSITION (2.5):

Soit (ua'va'ha) solution du problème (P2) a ♦
rt

On pose: G(t)= g(s)ds. Alors:
J0

0<ha<2 G(8) *
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Corollaire (2.6): (Résumé des estimations)

Soit (ua,Va,ha) solution du problème (P2)a* Alors:
2 oo

(ua) et (va) sont bornés indépendemment de a dans W ' (0,a) .

Nous présentons dans le paragraphe suivant un résultat d'existence 

au problème (P2 ) a en aPPliQuant la même méthode que dans le

précédent chapitre.

II.2 RESULTAT D'EXISTENCE:

II.2.1 Equivalence avec un problème de point fixe:

On considère l ’espace de Banach:

X=C1 (Î )2XR 
a

muni de sa norme naturelle:

llwll =11 (u , v , h )  Il =Sup fllull 1 _ , Il vil 1 _ , l h l l .  
X x v .  C1(I } ci(I }

a a

On définit ensuite l'opérateur:

v  x --------- » x

(u,v ,h) 1--------- » (u,V,h-u(0) +0) ,

où t€[0,1[ et [u,VJ est la solution du problème linéaire suivant:

U"-c tU'=t ^-v nf (u) +hg(u) J + (1-t ) (-vn+hu) .

(2.13)

[ AV"-cTV'=Tvnf(u)+(l-T)vn.

U' ( 0) =cTu (0) +rhJ ̂ u (0) , c^, hj . U (a) =0 .

(2.14)

AV' (0)=cT [v(0)-l]. V (a)=0.
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et où : (2.15) c =—■— (c )
Z C ad x

_____________ad__________

avec (c valeur propre du problème adiabatique suivant:
ad l

u"-(c ) u'=-rvnf(u)- (1-T)vn.
ad X

(2.16)

Av"-(c ) v'= TVnf(u)+ (1-t )vn.
V ad T

u'(0)=(c ) u ( 0 ); u(a)=1.
ad X

(2.17) u(0)=e.

Av' (0) = (c .)-r [v(0)-il ; v(a)=a.
ad X L J

Ainsi, w=(u ,v ,h ) est solution du problème P~ _ si et seulement
a a a [j* ¿J S,

si w est point fixe de dans X.

REMARQUE:

(2.16)-(2.17) est une déformation linéaire du problème

adiabatique; il est clair q u ’il admet au moins une solution

(u .v . (c ) 1 . Enfin c je£ , et (c _,)€(<£.),. sont respectivement
V T T ad T J ad a d  ad V adv X

des éléments quelconques de ces deux ensembles.

II.2.2 Calcul du degré topologique:

Posons: F =I-K . Le lemme suivant dont la vérification estx x
immédiate permet de définir le degré topologique de Leray-Schauder 

de Ft.

LEMME (2.7):

1°/ Kx est compact, Vte[0,1] et uniformément continu en x.

2°/ 3 R>0 tel que: deg( F , Br, O) est bien défini; SR désignant la 

boule ouverte de rayon R dans X.

11.96



Afin de prouver que F admet au moins un point fixe, on va essayer 

de montrer que:

deg (F1,BR,0)^0.

Le degré étant invariant par homotopie, il suffira de montrer que:

deg (Fq ,Br,0)*0.

Explicitons alors l'opérateur KQ:

Kq: X ------- > X

{u , v , h) i--------- ► (uo,VQ,h -u (0 )+e )

tel que:

U"-c U > - v n+hu.O 0 0
(2.18) <

AV"-c V'=vn. v. o o o

Uô(0 )=coU o(0); UQ(a)=0.
(2.19) <

A V ' ( 0 ) - c [ V ( 0 ) -1] ; V ( a ) = 0 .
V. U

On obtient alors le résultat précis suivant:

THEOREME (2.8):

Etant donnée cQ>0, il existe deux constantes positives ço et aQ 

vérifiant : 0< c0<ço^(cad) 0 et telles que:

V a>ao, degi I-KQ, B̂ , O) *0.

A.PRINCIPE DE LA DEMONSTRATION:

Il est le même que pour le cas A=l:

A.l°/ On écrit: K =(k 1,K21 avec:o L o o J
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K 1: C1 (î )XR ------- » C ^ ï  )XR

(u , h ) i-------- ► (u, h-u (0) .

K2 : C^-iï ) ------- > C1 (ï )
O a a

v i-----------> V.

f

(2.20) <

Et on pose:

f t ^ X ]  0 , H [ .

et :

À.2°/ vQ est point fixe de K* si et seulement si, vQ est solution 

de :

Av"-c v'=v". o o o o
(2.21)

Av q'(0)=cQ [vo(0)-l]; vQ(a)=0.

présente aucune difficulté nouvelle). Il en résulte alors que:

(2.22) deg (l-K2,02, 0]*0.

A.3°/ (u0»hQ) est point fixe de K* si et seulement si:

u"-cu'=-vn+hu.

(2.23)

u'(0)=cu(0); u(a)=0; u(O)=0.
V
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D'après le théorème (1.18), le problème (2.21) admet une unique

solution ([o,a]), avec vQ>0, V xe[0,a[ (la présence de A neVe



On commencera par étudier le problème suivant à valeur propre h:

u"-cu'=-vn+hu.

(2.24) i

u'(0)=cu(0); u(a)=0.
V

Le théorème (1.19) du chapitre I assure l ’existence d ’une unique 

solution uo€C°°( [0, a] ) au problème (2.24) et ce V h^O. De plus, 

uQ(x)>0, V xe[0,a[.

A.4°/ On définit alors, comme au chapitre précédent l ’application:

V» : R+  -------------- * 1R+
C

h i------- » tp (h)=u (0).
c n

La proposition (1.20) (chapitre I) montre que tp est une fonction
C

continue, strictement décroissante et q u ’elle tend vers zéro quand 

h-H-œ.

A.5°/ On rappelle l ’expression de tp (0) (cf 1.72):
C

ra pt
(2.25) tp (0)= e-ctdt vn(s)ds >0, car v>0 V xe[0,a[.

C

Jo Jo

v est maintenant la solution (unique) du problème (2.21). On va 

effectuer ici le calcul pour donner une expression équivalente de 

tp (0). En effet, l ’intégration de 0 à t de l ’équation dans (2.21)
C

donne :

ft

vn(s)ds= ̂ Av'-cvj (t)+c

J0

I I . 9 9



pt

D'où: e”ct vn(s)ds=ce-ct+^Av'-cvje~ct,

J0

qu'on intègre de 0 à a pour obtenir:

(2.26) «f»c(0)= e~ctdt vn(s)ds = -je~ac-lt+A v'(t)e"ctdt 

. 0  0 ''O

ra

-c v(t)e~ctdt, 

J0

soit après intégration par partie dans (2.26):

ra pt pa

(2.27) e~ctdt vn(s)ds =l-e"ac+c(A-l) v(t)e”ctdt -Av(0).

J0 J0 J0

A.6°/ On va énoncer une proposition analogue à la proposition 

(2.21) du chapitre I qui nous donnera une condition suffisante 

pour que tp (0) soit strictement plus grand que 6:
C

PROPOSITION (2.9):

Il existe ço=ço(A,Q) avec: 0<co^(cad)o tel que:

V co£]0,çotr 3 ao=ao(c) >0 vérifiant:

ra

l-e-e"aCo-Av0(0)+(A-l)c0 v0(t)e_ctodt >0, V a>a0

J0

Avânt de prouver cette proposition, on va d'abord commencer par 

par faire la démonstration du théorème (2.8):
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B/ Démonstration du théorème (2.8): 

Rappelons l'expression de Vc (0) dans (2.27):

fa rt  ra
tp (0)= e"ctdt vn(s)ds = l-e"ac-Av ( 0) +c ( A-l ) v(t)e‘acdt.
C

Jo Jo Jo

Grâce à (2.27) et à la proposition (2.9), on a:

r

 ̂Çne |0»(Cad)„l telle que: V c €]0,c [, 3 a >0 vérifiant:
(2.28) i o o o

tp̂ (0) >6, V a > a Q.
k

Combinée avec A.4°/, (2.28) donne:

3 ço]o,(cad)Q] telle que: V cQe]0,ç [, 3 aQ>0 vérifiant:

(2.29) <

l'équation tp (0)=Ô admet une unique solution h>0, V a>a .
V. c  O

A.3°/ et (2.29) assurent donc l'existence de çQe]0, [cadj0J telle 

que: Vcoe]0,ço[, 3 aQ>0 satisfaisant:

(2.30) V a>aQ, deg(I-K*,Q ,0)*0,

démonstration du théorème (2.8) en utilisant (2.22) et la 

propriété mutiplicative du degré.«

Il ne reste plus qu’à prouver le proposition (2.9) basée sur le 

lemme suivant dont la démonstration est identique à celle du lemme 

(1.22) (cf chapitre I):
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par conséquent le problème (2.23) admet, pour a>aQ et c q g ] 0 , ç o [,

une unique solution < V h o> avec h >0. On conclut alors la o



LEMME (2.10):(Lemme de monotonie).

2 -
Soit vc le point fixe de Ko et vc=lijn (vc)a le solution du 

problème aux limites:

f Av"-cv'=vn.
(2.31) «

Av' ( 0) =c[v ( 0) -1] ; v ( -ks>) = 0.
V.

Alors, l'application <P: IR* -----► ]0,2[ telle que: <P(c)=vc(0)

est continue, strictement croissante et vérifie: <P( c) zvc ( 0) , Vc>0 .

Démonstration de la proposition (2.9):

On pose: X'=Inf ̂ 1, A_1J >0, puis on définit les constantes

positives suivantes:

* c telle que: o

(2.32) v £q (0)=X'(1-0) ;

puis, pour cQe] 0,çQ[,

** aQ telle que:

(2.33) ao=-^Ln(l-0-Vc!|?)) .

Alors :

a/ vc(0) est une fonction continue, strictement croissante et 

vérifie (voir lemme 2.10): vc(0)âvc(0). De plus (cf [A.5]):

Vad(0)¿Inf (lrA_1) (1-0)

(en effet cette inégalité obtenue pour v dans [A.5] reste encore
a d

vraie pour v _,) . On déduit alors de (2.32):
a d

0<c £(c ) o (notons que c ne dépendant de de 0 et de A est
— O ad — O

défini de manière unique).

b/ On considère maintenant c e]0,çQ[, alors (lemme 2.10):

(2.34) °<x'Vco(0)^|/̂ co(0)<X'^£o{0)*
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Il résulte alors de (2.32)-(2.34):

i/ i'^co{0)<X'^co(0)=1“e * 1_0~ l'*eo(0)>0*

aQ est donc positif et bien défini.

ii/ a>aQ « e~ac°+^,vCo(0)<1-0, puis grâce à (2.34):

(2.35) e 'ac°+^,Vco (0)<1-0, V cq€]0,ço [ et V a>aQ.

A ce stade, on distingue séparément les deux cas A>1 et A<1: 

1—  Cas : A>1 :

(2.35) peut également s ’écrire:

e"ac+Av(0) <1-0 * l-0-e“ac-Av(O) >0

* l-0-e"ac-Av (0) +c (A-l) v(t)e"cidt >0 (A>l,v>0)

J0

La proposition est alors prouvée dans ce cas. 

2<|me Cas; A<1;

(2.35) s ’écrit:

(2.36) e'ac+v (0X1-0 « 1-0-v (0)-e"aC>0.
C C

On pose alors:
ra

A=l-0-e"a°+c(A-l) v(t)dt,

^0

alors compte tenu du fait que (A-1X0 et que:

«a

v ( t) e"acdt<^^-(l-e"ac) <v(0)/c; A peut se minorer:

J0

A>l-0-e"ac-v (0)+v(0)e"ac( 1-A) =l-0-e'ac-v ( 0 ) +v ( 0 ) e"ac ( 1-A)

>l-0-e"a°-v (0),car (1-A),v (0)>0.
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Par suite, en utilisant (2.36) A>0. La proposition (2.9) est donc 

prouvée.■

II.2.3 RESULTAT D'EXISTENCE au problème (P2]a:

Pour ^ 2 ) 3 ' nous allons prouver le résultat suivant:

THEOREME (2.11):

3 çe]0,Cad[ telle que:,

V ce]0,ç[, 3 ao=ao(c) vérifiant: V a>ao, le problème (P2) a admet 

au moins une solution (u,v,h) .

Démonstration:

Grâce au théorème (2.8), on sait que:

3 çQe] o , (Cad) Q] / V coe]0,cQ[, 3 aQ>0 satisfaisant:

deg(I-Kq ,Br ,0)*0.

De l ’expression de c^ dans (2.15) résulte:

coe]°,ç0[ « ce]0 ,ç[,

avec :

C = C n /^Bdv- (C € ] 0 , C a d ] )«
~ - 0 (Cad)0

Par conséquent,

V ce]0,c [,V a>aQ deg(I-KQ,BR,0)^0.

Le degré topologique étant invariant par déformation homotopique, 

on en déduit:

V ce]0 ,c[,V a>a deg(I-K ,B_,0)*0.
U 1 K

Une propriété importante du degré topologique assure alors 

l ’existence d ’au moins un point fixe pour l ’opérateur K l donc 

solution du problème ^ 2 ) 3 ' et ce ^ et V a>aQ.

Le théorème (2.11) est donc démontré.«
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Nous allons maitenant effectuer le passage à la limite, quand a-»+oo 

afin d'obtenir l'existence d'au moins une solution au problème 

(P2) • La proposition (2 .2 ) et le fait que: 0 <c<c^cad nous permet 

d'éviter, à cette limite la solution triviale h=0 .

III.3 PASSAGE A LA LIMITE:

On a obtenu au lemme (2.3) des estimations à priori sur (u ,v ,h ) -
a a a

idépendemment de a>0. Ceci va nous permettre comme dans le cas A=1 

de passer à la limite dans (P2 )a ‘ Nous énonçons alors sans 

démonstration le résultat suivant qui en découle immédiatement:

THEOREME (2.12):

Soit ao> 0 et ( Ua/ Va,ha) une solution du problème (P2 ) a Alors:

Il existe une suite croissante {an) nei*+x>, quand n*+& telle que:

( ua , va ,ha ) converge sur (0,an) vers ( u,v,h) dans fCi (R)"|2XR,
n n n L l O C  J

où (u,v,h) est solution du problème ^ 2 ) et °ü u* et v* ont été 

prologée à R en posant: ua (x) =va (x) =0, V x^a.

Enfin, la "réunion" des deux problèmes étudiés séparément sur R 

et R+ permet d'énoncer le théorème d'existence suivant pour A 

quelconque, et complète la démonstration du 1 °/ du théorème (2 .1 ).

THEOREME (2.13):

Sous les hypothèses (H-l)-(H-3), il existe une constante positive 

çe]0,cad[ telle que le problème (2.1)-(2.2) admet au moins une 

solution (u,v,h), V ce]0,c[.

Afin que la démonstration du théorème (2.1) soit complète, nous 

allons prouver le 2 °/ de ce théorème, c'est-à-dire une condition
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nécessaire d'existence de solution au problème : (2 .1)-(2.2) . 

[ 2 12 + 
C (K)J XR . 

II.4 CONDITION NECESSAIRE D'EXISTENCE: 

Le résultat obtenu permet de donner, comme au cas adiabatique une 

estimation de la constante du flux massique: 

THEOREME (2.14): 

Soit (u,v,h) une solution du problème (2.1)-(2.2) associé au 

i r 1 

paramètre v. Posons: \=Sup(l,\ ) et G(l)=\ (1-s) f{s)ds. 

Alors: (2.36) 0< c< c=^/ 2X nG(l) . 

Démonstration: 

Soit (u,v,h) une solution du problème (2.1)-(2.2) vérifiant en 

particulier sur R + : 

(2.37) 

u"-cu /=-v nf(u)+hg(u). 

[ u ( 0 ) = e ; u'(0)=c6+hj g(u)dx; u (+oo)=0. 
—00 

Grâce aux conditions aux limites dans (2.37), il existe x Q tel 

que : 

(2.38) u'(x o)=0 et u'(x);>0, V xix Q, 

Intégrons maintenant (2.37) de 0 à x Q après l'avoir préalablement 

multipliée par u': 

-|lu'(0)l2-c lu'l2dx = u'v nf(u)dx + h 

,x0 

u ' g(u)dx 
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rxo pxo fXo pXo

i-lu'(0)l2+c lu'l2dx = u'vnf(u)dx-h u'g(u)dx < u'vnf(u)dx 

J0 J0 J0 0

D'où:

car h>0, u'£0 et g(u)*0, V xe(0,xQ).

Soit :
pX0

(2.39) |lu'(0)l2i u'vnf(u)dx

J 0

Or, u'(O)>c0 (d'après 2.37) et:

pXo pXo

u'vnf(u)dx£Xn (1-u)nu'f(u)dx (lemme 2.3), 

J 0 J 0

Il en résulte alors de (2.39):

pX°

|c202<|lu'(0) l2sXn (1-u)nf (u) dx

^ 0

r u (xo)

*Xn (1-s)nf(s)ds

J0

fl

*Xn (1-s)nf(s)ds, car 6>0 et 

J0

u(xo)<l. D ’où finalement l ’estimation suivante:

|c2e2sanG(l) ,

qui s'écrit:

c^^/2XnG (I)' , où X=Sup(l,^) (lemme 2.3)
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D'où le théorème (2.14) avec c=^y^ 2XG(1) indépendante de cad€£ad.

REMARQUE:

On sait (cf [A.5]) que:

(2.40) X' (l-0)^(vad) o(OUX(l-0)

où XsSup(l,^); X'slnf(l,i).

D ’autre part, ço est défini par (cf 2.32):

Vço (°)=X' (1-0)

ce qui avec ( 2 . 4 0 )  fournit:

( 2 . 4 1 )  v ç 0 ( 0 ) ^ ( v a d ) 0 ( 0 ) ^ ( v ad) o ( 0 ) .

Comme v est une fonction continue, strictement croissante (lemme 

2 .10), elle possède une fonction réciproque strictement 

croissante, ce qui à partir de (2.41), donne:

ço£(Cad)0, puis: 

ç^Cad (grâce à 2.15).

On a montré que :

ç^Cad et c^cad (cf A.5) et que ç et c sont indépendantes du choix 

de Cad dans ^ad•

La démonstration du théorème (2.1) est donc terminée»
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C H A P I T R E  III

ANALYSE ASYMPTOTIQUE 

pour de grandes énergies d'activation réduites.

III.O INTRODUCTION et HYPOTHESES:

1*/ Dans ce chapitre, on suppose que la fonction f introduite dans la première 

partie de cette thèse dépend d'un certain paramètre positif e (f=f£). On 

obtient alors un problème noté (Pe>-
En chimie, e est proportionnel à l ’inverse de E, E désignant l'énergie 

d 'activation réduite; les physiciens s 'in téréssent alors au comportement de la 

température et de la concentration d'un produit lorsque cette énergie devient 

très grande, et font un développement asymptotique formel pour E grand. Ce 

type d'étude est très fréquent en chimie où elle représente la base de 

l’approche asymptotique des équations de la combustion (cf (0.211, [0.22], 

IC. 1 J, (C.2], [C.3], [A.6], IA.7] ou [A.17] par exemple).

On va donc préciser le comportement singulier du terme de réaction v nf£(u) à 

travers les hypothèses suivantes:

2*/ LES HYPOTHESES:

Afin d'alléger l'exposé des résultats, nous allons travailler dans ce chapitre 

avec la fonction f définie par:

(h/ 3 - i ) f£(s) =

où 0elo,l[ et Xra ,i désigne la fonction caractéristique de l'intervalle
iw.i J

[0,11. On suppose en plus que la fonction $ satisfait:

^H/3 - 2 ) i»: R -------» R+ est lipschitzienne, et strictement croissante.

^H/3-3j lim ly lp$(y)=0, V p^0.( * 
y- » - 0 0

^H/3-4j g sa tisfa it  les hypothèses (H/2) (chap.I)

III. 109
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REMARQUES:

IV $ généralise la loi d'Arrhénius: <Ka)=XB°r, avec x>0.

2V Il est facile de voir que 4> admet une fonction réciproque <t> 1 avec:

lim  O 1(y)=-o>. Enfin, en posant zp=4>(y) dans (H/3-3), on obtient: 
y-*0

ÎH/3 - 3 IBis lim  y<J> 1(yp)=0, V p*0 
y-»0

III. 1 PRESENTATION DU RESULTAT PRINCIPAL: 

Considérons le problème suivant paramétré par e>0:

' -U" + cu;=  v^fe(ue) - h eg(u£).

(3.3) «

-Av" + c v ;= -v " fe(u£) .

U£(-co)=U£(+a>)=0.

(3.4) J u£(0 )=e.

V (—oo) =  l , v'(+co)=0.
 ̂ c  L

(pj

61*6On sait  ( 1 partie de cette thèse ) que sous certaines conditions (0<c<c .,
a d

pour A=i, et 0<c<c, pour A * 1 ) que (P£) admet au moins une solution (u£,v£,h£) 

avec (u£,v£) e |c 2(R)J2 et h£>0.

Dans ce qui suit, on examine le comportement asymptotique d'une telle 

solution, lorsque e -»0. Notre résulta t principal sera le suivant:
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THEOREME (3 .1 ) :

Sous les hypothèses  ( H - 3 A  il existe  une suite  { e n } * ©  telle que:
n-»+oo

llu -  u II ——————K), Il v -  v II - - —°0 >0, h 0; où (u ,v ) est
n (T ' €n O - O , - .  £n 0 0

loc(R) *

la solution du problème à frontière libre:

~ u 0  + cuo= c5x=x i uo(_0D)=O; uo(+œ)=1
(3.5) -j (3.6) <1 u o(0)=Ô.

-Av" + c v ' = - c Ô „ -  v (-<»)= 1; v (+oo)=0o o x=x l o  o

REMARQUES:

a/ 6 désigne la fonction de Dirac en x.
X *“  X

b/ x sera détérminée de manière unique par la condition uQ(0)=ô.

c/ c au même titre  que A sera supposée indépendante de e dans le problème 

(P£>.

d/ Ce résulta t justifie rigoureusement le modèle de Dirac fréquemmemt utilisé 

en combustion.

e/ Le théorème (3.1) a été également obtenu dans le cas adiabatique (Cf (A.4], 

[A.5J, [A. 15J), à la différence que nous obtenons ici et de manière optimale 

une convergence C° locale et non globale de u£ vers uQ (voir à ce propos la 

discussion en introduction).

f/ On peut vérifier que la convergence est aussi H* (R).
1 O C

Avant d'entamer la démonstration de ce théorème, nous allons commencer par 

prouver quatre résulta ts préliminaires fondamentaux.

I I I .2 LEMMES PRELIMINAIRES:

LEMME ( 3 .2 ) :

Il existe  un point x o £ >0 tel que:

u (xo£) - l
u '(xo-)=0, lim u (x0_)=l et ------ -------  =<?(1), pour c petit.

t  C* C* w w
C-* 0
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Preuve:

IV Une solution u du problème (P ) satisfait:
t» C*

u£(x)^e, V x€R_ ; u £(o)=0; u£(-œ)=u£(+<»)=0.

( 3 -7 ) u'(0)=c6+h g(u )dx >c0>O.
k c  c  J  £

—00

Il en résulte alors l'existence d'un maximum en un point xo£>0 :

(3.8) u'(xo_)=0, u"(xo_)^0 et u '(x)*0, V x£xo
b  C  b  O  O  L *

Montrons :
u (x0 ) - l

(3.9)  -------  =<?(1), pour e petit.

ce qui prouvera en même temps:

(3.10) Lim u£(xo£)=l. 
e-»0

Pour ce fait raisonnons par l'absurde en supposs

lu (xo£) - l I
(3.11) Lim ------- --------- ie:

e-»0

lu (x0 ) - l  I
V A>0, 3 £o>0 tel que: V e^e0, ------- --------- £A.

ou encore:

V A>0, 3 £o>0 tel que: V e ie 0, u£(xo£)^l~£A.

L'intégration de -oo à xo£ de l'équation satisfaite  par u£ donne:

pX°£

(3.12) - c u £(xo£)= - J £+h£ g|u£(x)ldx,
J - œ
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rx °e rx°e
Jg® v£f£(u£)dx = v£f£(u£)dx (car pour x<0, u£<0 * f£(u£)sO).

-oo

Par conséquent:

rXoe
Je = V x ° £ ) + h £ g lu £ (x)Jdx

—00

que l'on peut minorer:

r°
(3.13) J >u (0)+h g[u (x)]dx, par définition de xo.

C# t* c* t« t«

J -0 0

=u£(O)>c0, d'après (3.7).

a/ Montrons maintenant, grâce à l'hypothèse (3.11), que xo£ est borné 

indépendemment de e; pour cela vérifions:

(3.14) 3 a>0 tel que: u£(x)£a, V x<Xo£;

auquel cas on a:

rXoe
axo££ u£(s)ds = u£(xo£) - u £(0), 

0

qui donnerait:

u Uo ) - u £(0) e 
xocs  ---------- --------- i  —  (car UCS1)

et donc:

(3.15) 0<Xo££xos

Afin de prouver (3.14), on utilise un facteur intégrant en multipliant par u£
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de 0 à x<xo„: e

l'équation satisfaite par u£ dans (P£), on intègre ensuite l'équation obtenue

rx X pX

(3.16) ^ l u ' ( x ) l 2-  | - l u ' ( 0 ) l2-c  lu ' ( x ) l2= -  v^u ' (x)f (u )dx+h u'(x)g(u (x)]dx
^ t. ^ t t £ £ £ £ £ £ £

Jo Jo o

Or d'après (3.7) u'(O)>c0 et de plus:

Px u (x)

h£ ué(x)glu £(x))<lx = h £ g(s)ds >0, V x>0.
J 0 0

alors la minoration suivante résulte de (3.16) :

pX

(3.17) | l u ^ ( x ) | 2 2: | c 2e 2-  V£u£(x)f£(u£)dx.

''o

Estimons maintenant l'intégrale intervenant dans le second membre de (3.17), 

en posant:

pX

Ie- I£(x>- v^u;(x)f£(u£)dx. 

0

Les inégalités suivantes permettent de majorer I£:

Vx£xo£, v£̂ 0, u£(x)£0 (d'après 3.8) et f£(u£)>0, et:

v£^m ax(l ,^ )( l-u£) s \ ( i - u £) (d'après lemme 2.3, chap. I).

pX pU£(x)

Alors: 0^1 (1-u  )nu '(x ) f  (u )dx =Xn ( l - s ) nf (s)ds, xe(0,xo
w U w C C t# w

Jo Je
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Soit pour xe(0,xo£):

rueU oe)
(3.18) OSI SX" (1 - s ) nf (s)ds i  XnSup f (s) I (1-s) In

Jq 0£s£u£(xoe)

£ XnSup I ( l - s ) nfe(s) I -» O, quand e-*0. 
d i s i l - c A

à cause de l ’hypothèse (H-3/3) et de (3.11).

L'estimation (3.17) peut donc s'écrire pour e petit:

^ l u £(x) I2^ c 202 * Iu£(x)l£c0, V x<xo£.

ceci prouve (3.14) avec oc=c0, et donc (3.15).

b/ On va maintenant reprendre le raisonnement pour montrer (3.9). L'estimation 

précédente de xo£ va nous permettre de majorer J£:

0£J £Xnxo Sup 11-u (x)ln lf (u (x))l£ Xnxo Sup l ( l - s ) nf (s)I
0^x^xoe 0^s^ue(xo£)

£ Xnxo Sup I ( 1 —s)nf (s) 1+0 
0*s£ l-eA  e-»0

(grâce à H-3/3 et à notre hypohèse de raisonnement (3.11)).(**} 

On a donc l'existence de eo et ô positifs tels que:

V C£Cq, OiJçZÔ.

Ce qui avec (3.13) donne: O<c0<J££ô Ô>c0>O.

Mais ô>0 étant choisi de façon arbitraire, il suffit de le prendre inférieur à 

c0 pour contredire (3.11). On a donc montré (3.9) et le lemme (3.2).

On donnera en annexe une autre démonstration de ce lemme.
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Le lemme suivant nous fournit l'existence du point x£ autour duquel on 

prouvera l ’existence d'une perturbation singulière.

LEMME (3.3):

U existe  un point x£>0 borné indépendemment de e tel que:

(3.19) lim u (x )=1. 
e-»0

u (x ) - l
(3.20) lim ---- ------=-<».

e-»0

En passant à la limite dans (3.21), on obtient grâce à (H-3/3)Bis:

S£_1(3.22) lim — — =-oo et lim s =1.
£-> +  0 £->0

u£(xo£) - l  s £- l  u£(x£)-1 
Enfin ------ -------  =0(1) (lemme précédent), alors: ——  < ------ ------ , d'où:

6<s <u (xo_) et il existe donc x <xo tel que: u (x )=s .
C t* w w C# w w C*

En montrant que: u£(x)*a>0, V x<x£ comme au lemme précédent, on obtient 

facilement l'unicité de x£ ainsi que l'existence de xo>0 indépendant de e 

tel que: 0<x££xo. Le lemme (3.3) est donc prouvé ■

Le résulta t qui suit montre que les pertes de chaleur restent négligeables 

pour des énergies élèvées :
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Preuve:

La fonction: f (s,= -J-♦pji)
£ ^ n + 1  v C J

est une fonction continue, strictement

croissante et vérifié: f (1)=------ .e n+1
£

Il existe donc £o>0 tel que:

(3.21) V £££o, 3 see(0,l) vérifiant: fc(sE)=l « * ( ^ )
s -1

n«f 1 G . - 1 / n+ 1 v=e « — — =<*> (e )

« s£=l+G<í>"1(en+ )



LEMME (3.4): (Estimation de l 'intensité des pertes thermiques)

Soit (ue »ve»he) solution du problème (P£). Alors:

Il existe  une suite  { e n }*0 telle que:
n-»+a>

(3.23) lim hr =0. 
n-»+co n

Preuve:

.A - C *** ) , , , , xz e=u e+Av£- l  est  solution du problème:

z " - c z £=c( l-A )v£+h£g( u£ ) .

(3.24)

Z ( —co)=A-l ; z '(+œ)=0.
 ̂ c  E

qui s'intégre de (-<») à x:

r x  p X

z£-cz£=c(l-A)v£-c ( l-A )+ h£ g[u£(x)jdx+c(l-A)=c(l-A)v£+h£ g[u£(x)]dx,
J „ vJ—00 —00

ce qui équivaut à:

pX

(3.25) ^z£e cxj ' =c(l-A)v£(x)e cx+h£e cx g[u£(x)]dx.
J -00

Une nouvelle intégration de (3.25) de x à -h» donne:

-cx  f+C° r‘Hx> r1
(3.26) -z_(x)e = c(l-A) v (t)e~c t dt + h e‘ c t g[u (s)]ds

o t ô t *

X  X  - œ

D’autre part g étant positive et croissante, on a:
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pt pX

g(u£(s))ds £ g(u£(s))ds £xg(0), V x^t,xo£ 

-oo o

(0£s*x£xo£ * u£(s)^0 * glu£(s)l^g(0))

D'où:

p+co t +00

(3.27) e"c t dt glu (s)lds i  e "c txg(e)dt = xS^^ie-0 *

J x U  J x

Majorons maintenant l 'autre terme intervenant dans le second membre de (3.26):

+00 +00

(3.28) c I ( 1 —A) I v £(t)e"c t dt £ c l l - A lv £(x) e~c t dt = l l -A lv £(x)le CX

x x

car v£ est décroissante en x (lemme 2.3).

Enfin, (3.27) permet de minorer le second membre de (3.26):

r+œ

- z  (x)e CX ^ c(l-A) v (t)e~c t dt + h x^  —e CXG G G C
X

d'où:

/ \ „+00 
-CZ (X) ,.2 M-A^oCXr

(3-29) 0<V  - ^ 5 ( ë ) ----------k ( ë r -  vc(t)e' c dt
x

/  x „ + 0 0
- C Z  (x) 2 CX,  _ A . f

(3.29) * 0<h£s xg(0) + xg(0 ) v e(t)e dt
J x

_ c Z ( X )

0<1V *  x g ( 0 )  +  x g ( 0 ) v e*x)  <d 'a Pr è s  3.28).soit:
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0<v£(x)*X ( l ~ u e (x)] (lemme 2 .3)

< e t ,

- z  (x )£ lu  (x)+A v_(x)-l  I £ 11-u (x)l +Av (x)£(l+XA)fl-u (x)l
t. t t t G V b /

D'autre part:

Par conséquent:

0<V  x ifë) Í1 _uc(x>) j 1 +XA+X11_A 1}

i.e.:

it\ c\ r\\ n /u  *̂£̂ x  ̂ , 1+XA+11 —A I(3.30) 0<h_£K-------------  , ou K^c-------- r â \------e x g (0 )

En particulier, pour x=x£:

e (xe
(3.30)Bis 0<h ------------

£ xe

On va donc minorer x£ indépendemment de e. Pour cela, on écrit:

rxe
u (x ) -u  (0)= u '(x)dx £Xcx , car u'^Xc (lemme 2.3).

u  O  O  w  t*

0

d'où:

^ ucix£i-«

xe^ Xc

et donc:

(3.31) lim X£<£ s£>o 
e-»0

En effet quitte à prendre une sous-suite, lim x et lim h existent car:
£->0 £-»0

0<h££H (proposition 2.5, chapitre II) et 0<x££xo (lemme 3.3)
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Par conséquent, grâce à (3.31) on a:

3 £o>0, 3 a>0 tels que: V e££o, x££a

qu'on reporte dans (3.30)Bis pour obtenir:

(3.30)ter 0<h ¿ - ^ - i l - u  (x )] V czcq.
C OC x G G J

ce qui nous permet d’énoncer, en utilisant le lemme (3.3):

3 en £eo, vérifiant lim  en=0, telle que: h -»0 d'où (3.23) et le lemme (3.4).
n -> + ®  n

La fonction u£ n 'é tan t pas croissante comme dans le cas adiabatique (cf 

[A.4l,(A.5]), nous aurons besoin du lemme suivant qui nous permettra d'obtenir 

la convergence de u et v lorsque x£x . Enfin, dans toute la suite, on notera
c  c  L

x=lim  x . 
e-»0

LEMME (3.5): (Estimations de l 'enthalpie et de son gradient)

Soit (u£,v£,h£) une solution du problème (P£) e t  x défini dans le

lemme précédent. Alors:

Il existe  une su ite  { e n 0 telle que:
n-»+œ

(3.32) Hz' Il  > 0
n C °( [x ,+ o o [)

(3.33) Hz II  > 0
n C?oc([x,+œ[)

où l'on a posé: z£(x)=u£(x)+Av£(x ) - l  .

Démonstration:

1*/ L'équation satisfaite  par z £ (3.24, lemme 3.3) s'écrit:

(z£e"°x) '= c ( l-A )v £e cx + h£e cxg((u£(x)]
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p+OD +00

- z ' ( x ) e “ cx = c(l-A) e " cxv '( t )d t  + h e " cxg[(u (t)jdt.o C t  £
x x

qu'on intègre de x à +a>:

Il en résulte l’estimation suivante:

P+ a0 P+®

(3.34) lz£(x)lic l  1-Ale CX e~c t ( - v £(t))dt + h£e CX e~c t g(u£)dt

x x

Comme g(u£) ig ( l )= l  d'après (H-2), on obtient succesivement en utilisant la dé

croissance de v£(x) (lemme 2.3):

+ 0 0  + 00  

lz£ l ic l l -A I  - v £(t)dt + h£e cx e~c t dt

X X

d'où:

helz '(x)l ie11-A Iv (x)+ — e e c

et pour x^x£:

ftelz£(x) lic l  1 —AI v £ ( x £ ) +  —

Enfin:

lz£(x)|icXl 1 —AI ( i _ u £ ( x £ ) ] +  V x£x£.

Par conséquent:

Sup lz '(x) licXl 1 —A I f l - u  (x )] +— -  
x*x£ 6 v e e 7 c

i^cXI 1-A I+ ^ t) ( 1 - u£(x£)), d'après (3.30)ter
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Soit: (3.35) Sup Iz' (x)|£MÎi-U£(x)Î 
x*x£

avec: MscXll-AI+—  ca

ce qui avec (3.19) montrent la première partie du lemme. 

2V On a vu qu'à partir de (3.24) on pouvait avoir:

p
V xeR, z£-c z £=c(l-A)v£+h£ g(u£)dx.

-0 0

D'où:

lz '(x ) l  h rx
V xeR, lz£(x ) l i l  1 —AIv£(x)+---- ----- +-—  g(u£(x))dx

J -00

Cette estimation peut s'améliorer en majorant l'intégrale au second membre:

rx f0 x

g[u£(x)ldx = glu£(x)ldx+ g(u£(x)]dx 
J -oo J -oo J o

Q
^ s d̂s+x = x+x (lemme 1.6, chapitre I) cJ q s c

On obtient donc:

zé(x) hc IV xeR, Iz ( x ) | i |  1-AIv_(x)+------- + — ( x h — )c c c c c

h C h € Ilz (x)liXll-AI(l— u (x))+cll-AlX(l-u ( x ) ) h — -+— (x+— ), d'après I V
C  t* O  c  v  V*c

* (3.36) V x^x£, lz£(x) l£N ^l-u£(x£)J (1+x), d'après (3.30)ter
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avec: NsSupfxi 1-AI(1+c)h—— (1+I/c),—1. On déduit alors de (3.19): 
v ccc acJ

(3.37) Suplz (x) t----- »0,
K e-»0

K é tan t un compact de (x,+œ[ indépendant de e. On a donc prouvé (3.33) et le 

lemme (3.5)»

Les quatre lemmes précédents vont nous permettre d'effectuer le passage à la 

limite, lorsque e->0 et montrer ainsi le théorème (3.1).

III.3 PASSAGE A LA LIMITE e=0:

La limite de h£ ayant été obtenue par le lemme (3.4), il ne re s te  plus qu'à 

étudier la convergence de u£ et v£ lorsque e -» 0.

DEMONSTRATION DU THEOREME (3.1):

On va distinguer séparément trois cas: x£0, O^x^x et x^x.

1er cas: xiQ

On sait dans ce cas (lemme 1.6) que:

- u " + c u £ = h£g ( u £ ).

(3.38) < (3.39) v£(x) = l + j v̂£( 0 ) - l j e CX//A.

u (-œ)=0;  u (0) =0.
w c- £

2 -

De plus, u£ est bornée indépendemment de e dans H (R ) (rappelions que 0<h£iH, 

en passant à la limite quand a-»***», d'après le chapitre I).

Il existe donc une suite ( e n ) *0 telle que: u ----» Uo dans C1 (R”) où uo est
£n *ocn-»+a> n-*+œ

la solution du problème:
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i u' '-cu'=0  
I O 0

1 u0 ( 0 ) = e

car h£g(u£) converge uniformément vers 0 sur R".

Enfin, V xeR O£u£(x)i0ecx d’où à la limite: O£uo (x)£0ecx + u0 (-œ)=0. 

Par suite: (3.40) uQ(x)=eeCX, sur R_ .

De plus, v €C®(R') et v ----- » vn(x)=l + fvA( x ) - l l e cx/A .
E ef> u L u J

_ème ^ ̂
2 cas:Qixix

On sait (proposition 1.12 et 2.4) que:

fx fx 2

V xe[0,x], lu£(x ) l2dx £ lu£(x)l2dx £ c ( 1 -§ )

0 0

et:

rx r*
A lv£(x ) l2dx i  A lv£(x)l2dx i  c. 

0 J0

De plus, 0 iu £,v£i l ,  alors: (u£) et (v £) sont b o rn ées  dans H'dO.xl) in 

dépendemment de e>0.

o i
Or, L'injection: H (]0,x[) <------» C (|0,x)) est compacte, il existe donc {En^O

telle que:

llu -  u-ll ----- » 0 et II v -  v II ----- » 0, quand n-*+œ.
£n U <C (lO.xJ) £n 0 C (|0,xj)
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Enfin:

* lv" f (u )liXn( i - u  )nf_(u ) converge uniformément vers 0 sur tout compact
**n b n t-n t- t-n

de la forme |0,x-Ô) (hypothèse H/3-3).

*lh g(u ) l ih  converge uniformément vers 0 (lemme 3.4).

Par conséquent, (Uq.Vq) vérifie sur l'intervalle ]-<».x] (en regroupant les 

deux premiers cas) le système linéaire découplé:

f
// / /* 

u0-c u0=°
<

,Av0"cvi=°

r _
u 0(-«»=0; uQ(x)=l.

<

v (— >=1; vQ(x)=0.

Car: lim  u (x )=1 (lemme 3.3) et Oilim v (x )£Xlim ( l - u  (x )]=0 donnent à
- C  b  _ w  t- _ \  t- J

e-» 0 £-» 0 c-+o

la limite: (3.41) uQ(x)=l et vQ(x)=0

3èl"ecas:xg[x,+<»[

grâce au lemme (3.5), on a moyennant l 'extraction éventuelle d'une sous-suite:

(3.42) lim  lu (x)+Av (x ) - l l= 0 ,  sur tout compact de lx,+<»|. 
e-»0

Invoquant toujours la décroissance de v , On obtient compte tenu de (3.41):
O

Oilim Sup v£(x)il im  v £(xe)=0, 
e-»0 x^x£ e-»0

Soit: (3.43) lim Sup v£(x)=0. 
e-»0 x£x

Enfin, en passant à la limite dans l'inégalité:
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I l - u £(x) l i l  l - u £(x)-Av£(x) I+Av£(x), V xeR

On obtient, en combinant (3.42) et (3.43):

(3.44) lim  S u p l l - u  (x)l=0, V K compact de [x,+oo[. 
e-»0 xeK

(3.43) et (3.44) prouvent alors la convergence <E° (lx,+®[)X<C°([x,+œ[) de
1 O C

( U£ »V£ ) vers (1,0).

En récapitulant les trois cas précédents, on obtient donc la convergence dans

<C° (R)XŒ°(R) de (u ,v ) vers (u^.v ) défini par:
1 o c  G £ U U

f uQ(x)=ec *x x) uQ(x)=l

< pour xix. < pour x^x.
. . , c (x-x)/A  . . „ ̂ vQ(x )= l-e   ̂ vQ(x)=0

Enfin, en calculant les sauts des dérivées de uQ et vQ en x:

Uq=cuqY(x- x) et Vq= - cv0Y(x- x) (Y désignant la fonction de Heaviside),

on écrit le système linéaire :

-u~ + cu^ = c«x= .

(P0) •

rAv5 + cvo = - ° sx=x

f
u o ( -< » )= v o ( + ® ) = 0

uQ(0)=e.

uQ(-«-a>)=v0(-oo)=l

x é tan t déterminé par la relation:

u_(0)=6 « e CX=e « x = - — Ln0. O c

La démonstration du théorème (3.1) est donc complète. Remarquons simplement
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que uQ et é tant définies de manière unique, elles sont donc indépendantes 

du choix de la suite considérée.

Il ne reste plus qu'à préciser la décroissance vers 0 de la température 

u£ quand x et l'énergie E deviennent très grands. On examinera aussi, et ce 

sera l'objet du chapitre suivant la sructure de la flamme dans différentes 

zones de combustion.

On représente en annexe les profils des différentes solutions ainsi q'une 

autre démonstration de l'estimation apparaissant dans le lemme (3.2).
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ANNEXE III.l 

PROFIL DES SOLUTIONS

a/ Profil de la température

V uo

_____________ ___________________ i_________________________________________

b/ Profil de la concentration du produit:

ve,v0

_________________________________  1_______________________________________

X
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ANNEXE III.2 

Autre démonstration de l'estimation:

1-u  (x0 )
(A.l) ----- -------= (7(1) pour e petit

En intégrant de O à x<i l'équation en u qu'on a préalablement multipliée parb C

u£, on obtient en notant que u£(0)^cô:

1
X °/rl_u^ n fi u <--1 1 Uo -l'yM H -1—5 -Hd*
o

car u£ est croissante sur (0,xo£). Par suite, on déduit de (A.2):

r° „ if ,Uof-l.
£2 Xn (-T )n<Î>[T+|--- -— )dT

J -oo

Ou encore, par définition de $ (IV.5/2°):

Il existe donc deux constantes positives k et k ’ telles que:

n u°e ^  ^
— -— J^k « — -— £k'. D'où: (A.l)B
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o

& > ( = £ ) *

| c 20 2iX r

(uo£ - i ) / e

(

( e - i ) / e

. U o - l  

-l)•»fe*— — )dt

| c 2e 2i2(2X)
U o .- l .
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C H A P I T R E  IV

ANALYSE DE PERTURBATION SINGULIERE

IV-0 INTRODUCTION et HYPOTHESES:

1*/ Etant donnée une solution du problème (P^) obtenue au chapitre précédent, 

on se propose dans ce chapitre de préciser la convergence vers 0 de h£, u£-Uq 

et v£- v 0 où u0 et vQ ont été définies au chapitre III.

En fonction de l'ordre de grandeur du terme de source ve^£(ue^ on 

distinguera trois régions spatiales différentes correspondant aux zones de 

combustion dans lesquelles on effectuera des changements de variables adéquats 

ce qui nous conduira à établir essentiellement trois résultats distincts. 

Cette étude précise rigoureusement la construction et l 'analyse asymptotique à 

l'ordre 1 des couches externes et internes en combustion, habituellement 

étudiées de manière formelle par de nombreux physiciens (cf à ce titre  les 

travaux de Joulin-Clavin: (A.10], {A. 11], de Buckmaster: (A.6] ou de Bush- 

Fendell: [A.7]).

Nos trois résultats nous conduisent ensuite à une relation limite non 

linéaire entre c et h£ pouvant s 'intérpréter comme un phénomène d'extinction 

de la flamme. Cette relation a d'ailleurs été obtenue à l'aide d' un 

dévelopement asymptotique formel à l'ordre 1 dans 1A.10], IA.11].

Elle détermine d'ailleurs les conditions limites pour que dans certaines 

conditions une flamme reste entrenue (voir à ce propos l'intérprétation en fin 

de ce chapitre).

On montrera également que dans la zone internese produit une perturbation 

singulière qu'on régularisera.
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On travaille dans ce chapitre avec la fonction f définie au chapitre 

précédent, et qu'on rappelle ici avec les hypothèses suivantes:

2*/ Les hypothèses:

(H/4-2) <t>: R -----* R+ , continue, lipschitzienne et

strictement croissante.

(H/4-3) lim  ly lP<Ky)=0, V p^O*** 
y-*-oo

Afin d'utiliser un résultat dû à Berestycki, Nicolaenko et Scheurer (IA.4J) on 

supposera en outre:

r°
(H/4-4) ms ( - t ) n<i>(t)dt <+00 

—oo

r°
On inroduira également la fonction: $>(x)= ( - t ) n4>(x+t)dt

-0 0

Enfin, on rapelle les hypothèses satisfaites par g:

g: ( 0 ,1 )— * R co n tin u e ,s tr ic tem en t  croissante 

(H/4—5) j g(0) =0 et g( 1 ) = 1

I . r  ds <ot>l J 0 s

REMARQUES sur les hypothèses:

1*/ La fonction <f> est une généralisation de terme d'Arrhénius <Wa)=xea, x>0 

réprésentant le modèle physique utilisé en combustion (cf (0.31,10.211).

2*/ Grâce à (H/4-1) et (H/4-3) la fonction f vérifie en particulier:
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(H/4-1) f£(s >= - i —*(2=i-)x,0



l im (1- s ? »f£—i l = o  V o<s<l. 
« 0  £ n * 1 £ 1

3°/ On rappelle enfin le résu lta t suivant (cf lA.5)):

(4.6) cad=l im ( C a d ) _ = / 2 m / A n 
e-»0

où m a été défini dans (H/4-4) et (cad) désignant la célérité de l'onde plane 

adiabatique (correspondant à h=0).

Lorsque <Ms)=xes , m =r(n+l) (4.6) peut s ’écrire:

(4.7) cad= y r2xr(n+l)/An x>0

r +®

où T(n+1)= e ^ ^ d t  (= n!, n€N), désigne la fonction Gamma. 

0

IV. 1 PRESENTATION des résultats:

IV.1-1V Dans toute la suite, on désignera par (Ug.v^hç) une solution du 

problème (P ) -obtenue aux chapitres I et II- et par (u ,v ) la solution du
t- U U

problème limite (chapitre III).

La structure d'une flamme se distinguant par des zones spatiales 

caractérisées par l'importance des termes de convection-diffision ou de 

réaction apparaissant dans le problème (P ), on s'intéressera à l ’étude locale
C /

de ces zones.

On précisera également le comportement asymptotique des solutions limites 

ainsi obtenues. En effet, une difficulté essentielle recontrée au chapitre

précédent é ta it de préciser le comportement à l'infini de la température.

IV. 1-2*/ Avant de présenter nos résulta ts principaux, nous définirons deux 

nouvelles fonctions qui serviront à intoduire des correcteurs:
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_ , . lnô/A 
1 fl/A l +e

(4.8) 0<ne<l, r j ^ l - e 11 et lim -----------------=0 quand e-»0.

On considère la suite r) telle que:

Puis on définit le point y£ par:

(4.9) ve(y£)=r7e

On montrera que ce point est bien défini.

Enfin, on introduit les fonctions suivantes translatées de u£ et v£:

 ̂ û £(x )= u £(x +y£)

(4.10) <

v (x )=v  (x+y  ) b b b

REMARQUES:

1*/ On peut prendre comme exemple de suite 17 :

J7 £= l-e^ n0/^  + e 1+*, avec y>0.

2 */ l - e ^ n^ A n'est autre que Vq(O).

3*/ v £ é tan t une fonction continue, strictement décroissante (lemme 2.3),

(4.9) défini donc bien y .
G

lnQ
4*/ Dans le cas particulier A=l, v Q(0 )= l-e  = 1 -0  il suffit donc de prendre y £ 

tel que: v£(y£) = l - 0 .

v £(0 ) - v 0 (0 )
5’/  L'introduction de y permet de fixer la valeur de: lim ------- --------  et

e e-*0
d'éviter d'aboutir à des solutions limites triviales (voir démonstration du 

théorème 4.1). En effet, le choix précédent de 0 comme origine n 'est plus 

convenable.
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6*/ Vérifions:

(4.11) lim  y =0 
£•* 0

Comme la position de f}£ par rapport à v£(0) n 'est pas à priori connue, le 

signe de y£ ne l 'est pas non plus. On examine donc deux cas:

a/ y£iO: On écrit, compte tenu de (4.9):

cy /A
(4.12) n£=v£(y£)= l+ [v£(0)-l]e

On peut voir en passant à la limite dans (4.12) que ly£ l est borné 

indépendemment de e et que:

. In0/A . . . , cy/A * -  ..1-e  = l+ lv Q(0)-lJe  . ou y= lim  y .
e-*0

D'où: v0 (0)=v0 (y), d'après la  remarque 2*/. Enfin y=0 découle de la stricte 

monotonie de vQ.

3 eo>0 tel que: V eieo v (x)£n car lim v (x)=0.
b O * Ge-*0

Par suite: v£(x ) iv £(y£) + 0£y££x , car v£ décroit.

En passant de nouveau à la limite dans (4.9), on obtient y=0.

IV. 1-3®/ Commençons par énoncer le premier résulta t concernant "la zone 

externe amont" ou zone de préchauffage dans laquelle on introduit les
♦

correcteurs d'ordre 1:

u (x ) -u A(x) v (x )-v .(x )

s£(x) = —  V -..  et V x) = -£—

IV.134

b/ yc*0: Par dôfïtââ«ili$4*> i?e> on a:



On se propose d'étudier le comportement de ces correcteurs lorsque e-*0; ce 

qui correspond à une étude rigoureuse d'un développement asymptotique toujours 

à l'ordre 1.

On prouvera alors le résulta t suivant:

THEOREME (4.1):

Les su ites  s et t convergent dans C2(]-oo,x() vers s et t telles que:
c- c. O O

pU° pl

V° et s0(x)=S0(ï>U0'i!t ["V* STidt+u0 ^  dS]
0 J u0 s

M MQUES:

hea/ h. désigne la limite de —  quand e-»0 limite dont on prouvera l'existence.

b/ sq(x) est une constante qui sera détérminée plus loin après 

raccords des zones (proposition 4.4).

6ITIGIV. 1-4*/ 2 résultat: Investigation de la zone interne:

Dans cette zone le saut des dérivée de la température et de la concentration 

du produit en x doivent être 0(1) lorsque e -»+0; ceci suggère l'introduction 

d'une variable indépendante associée à la zone de réaction: il s'agit d'un 

phénomène bien connu dans l'étude des couches limites en mécanique des 

fluides.

Cette motivation nous conduit à effectuer dans cette région le changement de 

variables suivant:

(4.13) Ç=x+—-£-X , x ayant été défini au chapitre précédent.

Ç est une variable des couches limites utilisée aussi pour étudier le

comportement de la température et de la concentration dans des zones en

combustion où la température devient très grande, ici proche de 1 (cf 

(A.101).
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On examine ensuite le comportement, lorsque e-»0, des solutions suivantes:

u (x ) - l  v (x)
(4.14) S A O  = ----- et (4.15) T (Ç) = — -c e c e

On montrera le résultat précis suivant:

THEOREME (4 .2 ) :

IIS - s  (x)+AT_ll 1 ----> 0 et HT -T-Il — » O , quand £-»0, où Tn est

s  ^  (R)1 o c (K )  1 o c

(»)
la solution du problème aux lim ites :

' AT" = Tq4>|s0(x) -AT0 ]

(4.16)

Tq ( —<») = —c/A T0 (+œ)=0

__ *— 1 2 2  n
b/ On montrera que: sA(x)=<ï> (c ) où l'on a posé: <l>(x)= ----  (~t)n<Mx+t)dt et

U . nA » ^
—00

que cette relation définit bien sQ(x).

61X16IV. 1-5*/ 3____ résultat:Etude de la zone externe aval (zone de refroidissement)

Il s'agit dans ce résulta t d'examiner le comportement de la température pour 

des valeurs grandes de x. Il permet également d'apporter un complément 

d'information quant au comportement de u£ en dehors des compacts de R+ .

On introduit alors dans cette zone la variable dilatée:

(4.17) n=x+£(x-x)

IV.1 3 6

(*) Il s ' a g i t  en f ai t  d ' u n e  v a r i a n t e  du p r o b l è m e  de L i n a n  o b t e n u  s o u v e n t  c o m m e  

p r o b l è m e  l i m i t e  en c o m b u s t i o n  (cf IA.9J)

REMARQUES:

a/ On précisera notemment le comportement asymptotique de To à  l'infini ce qui

expliquera le comportement de wà "l'extérieur de la zone interne".



Puis on étudie les fonctions u et v comme fonction de n en posant:
c c

(4.18) U£(r})=ue(x) et V£(n)=ve(x)

Ceci nous conduira au résultat suivant: 

THEOREME (4.3):

Lorsque £-»0, IIU -Un ll _ — » 0 et IIV II _ — » 0,
U <C ([x ,+<»[) e <C°(lx,+o>[)

où UQ est la solution du problème de Cauchy.

r

dU0-_h*ofIT \
dn— c- 81 o)(4.17) < '

U0(ï)=l

KEHAR43Œ:

g é tan t une fonction lipschitzienne (H/4-5), il est clair, d'après le théorème 

de Cauchy que le problème (4.17) admet une unique solution Uoe<E1(Ix,+oo[).

IV. 1-6*/ Ces trois résulta ts nous ammènent naturellement à établir une

relation limite entre h* et c qu'on discutera en fin de chapitre. Dans le cas

fVélA*l, un terme du type semble gêner le raccord ; ainsi la relation

suivante a été prouvée uniquement lorsque A=l:

PROPOSITION (4.4):

Posons:

alors:

f°
4»(x) = -  ( - t ) n0(x+t)dt,

AnA * ^—OD

(4.18) h*(l+I)+c2(I>-1(c2)=0

REÜAR<QUES:

a/ On montrera grâce à cette relation que:
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i) V c£jO,Cadl> híf)0

ii) lira h*=0 
C-»0 , C-*C a d

On en déduira que la courbe c=c(h) présente un point de retournement ce qui 

représente un phénomène intéressant en combustion.

b/ lorsque <P prend la forme typique suivant: (P(o)=xe° , x>0 (4.18)

devient: h*(l+I)+c2Ln{^- 1=0
UadJ

IV.2 Investigation de la zone externe amont:

La démonstration repose essentiellement sur des estimations convenables d'une 

solution (s£, t£). Elle résultera des lemmes suivants:

LEMME (4.1.1):

II existe  deux constantes positives  £o et  K telles que:

(4.19) V e ie 0, 0<h££Ke

LEMME (4.1.2):

2  CD —
{s£} e t  { t£} sont bornées uniformément en x e t c dans W * (}-oo,x[)

LEMME (4.1.3):

La su ite  {s£} est bornée indépendemment de e e t de x dans H*(]-a>,0l)

On va d'abord expliquer la nature de perturbation existant autour de x, à 

travers la remarque suivante:

REMARQUE:

On a montré (chapitre III) l 'existence de x telle que:

W -1---- -------  — » -® et x£ •+ x quand e-»0. Ceci prouve qu' autour de x existe bien
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une perturbation singulière. Cependant, on régularisera cette perturbation en 

u£(x ) - l
prouvant que ------------ = (7(1), et donc aussi Is I et 11 I pour e petit.o £ C

On commence par montrer le théorème (4.1) en supposant dans un premier temps 

les lemmes (4.1.1) à (4.1.3) qu’on prouvera juste après.

IV.2-1 Démonstration du théorème (4.1):

Les dérivées de uQ et vQ étan t discontinues en x (chapitre III), {s£} et { t£} 

vérifient pour x<x le système suivant:

■ê * ^  = 4%<V+!rs(V
(4.22)

~ n

Atë - ccc = r W

(
s e ( - o o ) = t £ ( - œ )  = 0

v e (y e ) _ v 0(0) ne~v0(0) t £(0)=— — ^ — - —  = —  (d'après (4.9))

On a évité x sinon on aurait au second membre de (4.22) un terme de type ^  qui 

explose. Utilisant des méthodes de compacité, on ne s ’intéréssera d'ailleurs 

qu'à des convergences locales.

1*/ Soit Ô>0. (s ,t ) est borné dans [n2  (J-co.x-61)12 (lemme 4.1.2). Ene e L i o c  j
2 i —

invoquant l'injection: H (I) <——» C (I),  V I ouvert borné de R, on peut

trouver une suite { t n ^ O  telle que:
n-»+a>
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{t } et {s } convergent dans la topologie de <c| ()-<»,x() vers
b t« X O O

V ô>0. D'autre part, on déduit du lemme (4.1.1) l'existence d'une suite {€„}*()
n-»+oo

{s0 }- { t0}.



telle que:

(4.25) lim ——=h*<+œ
£ n

2*/ Nous allons maintenant déterminer les limites s Q et t^: 

Rappelions l'estimation:

v£ ~ n(1_^c)n f“ e-1 ï 
0£ — f J u  )iXn------ -—<P\——  — * 0 uniformément sur tout compact de la forme

c  o  c  n  2  I o  1 *e v 1 e-»0
* n  

V€ -
[0,x-ô] (H/4-3) avec p=n+2. De plus — f (u )s0, sur R (hypothèse de

C« fc# W
A

troncature) Enfin g est une fonction lipschitzienne (H/4-5), g(u ) converge
C*

_  A

donc uniformément vers g(u^) sur ]-<»,x(; notons simplement que u£ et u£

possèdent le même limite, vue la convergence vers 0 de y d’après (4.11). Parb

suite sQ et t Q sont solutions du problème:

s" -  cs'=h*g(u ) o 0 0 _
(4.26) •! V x<x.

At" - et' =0 o 0

3*/ Calculons maintenant les valeurs aux limites s Q(-<») et t Q(-œ): 

a/ Il est clair qu’ à partir du système (4.22) on a:

V xiO, t e(x)=t£(0)eCX/A * t Q(x)=to(0)eCX/A .

D'où: (4.27) to (^>)=0

Or, par définition de r}£:
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v (0)-v  (°) v (y ) -v  (0) ' V " v n(0)
t (0)=lim t ( 0 ) = l i m ------- -------- =lim --------- -------- =lim  ----- ------- =0.

£->0 0 £  -> 0 £ ->  0

Alors:

OiSupIt (x ) l i t  (O)Sup eCX/A =t (0) --- > 0.
x^O x£0 £->0

b/ Quant à s£, il est dans l^l-oo.Ol) (lemme 4.1.3); par suite s£ converge 

faiblement vers sq£Ĥ  (j-<»,0[). Une propriété de l'espace de Sobolev Ŵ ’P(I); 

où I est un intervalle non borné de R fournit (cf |0.2],p.130):

(4.28) so(-œ)=0

4°/ Il ne reste plus qu'à calculer s Q et t Q:

cx/A —
On a grâce au système (4.26): to(x)=tQ(0)e , V x<x.

Par suite:

(4.29) t 0(x)«0, V x<x.

Quant à l'expression de sQ, elle se calcule explicitement:

«x Uo

(4.30) so(x)=so(x)uo( x ) - ~ e CX e Ctdt ds ,

x 0

c ( x—X ) —où: uQ(x )= e  , V x i x  (chap. III) et où l'on a posé:

(4.31) so(x)= lim  s (x) 
x-»x

(4.31) introduit une constante qui ne sera détérminée qu' après raccord des 

zones externes (proposition 4.4). Enfin, on peut écrire:
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fX p U o ( t )  1 s

ecx e - c tdt Si22ds = ü° ^2 S<Î>dt
S C 2 t

x J 0 J uoS o

rUo r1

= ïïK'+ ^-**«0
0 uo S

pour obtenir:

pU0 pl

(4.32) so(x)=sQ(x)uo- ^ | [ - u 0I+ ^ d t + u 0 ^  ds]

0 JU0 s

Notons enfin que l'intégrale intervenant dans le second membre de (4.32) 

demeure bornée, en effet:

P1 pl

„  l i f >  d s  î  u „ f  s Ü >  d t a
U 2 UO l
UQS Uo

On déduit alors de (4.22)-(4.26):

rh  ̂ vn

<S€„- V" = C(SE„- CS<.>'+ {zf"8(“£r,)‘ h*i!<U0)} 'I 7 lf£<“c„)

Passons maintenant aux démonstrations des lemmes (4.1.1)—(4.1.3):

IV.2-2  Démonstration du lemme 4.1.1:

L'estimation (3.30), chap. III s ’écrit pour x=xo£ défini par le lemme (3.2):
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(s -  s )" converge donc uniformément vers 0 sur tout compact de ]-œ,x[ (1*/ 
£n 0

travaillan t avec x<0 de montrer qu'elle est en fait globale. On a donc montré 

le théorème (4.1)«

et hypothèse H/4-3); d'où une convergence cf (l-a>,x[). Il
1 O C

est facile, en



1-u  (xo )
(4.33) 0<h iK ------------—

£ Xo£

Or xo >x (lemme 3.3) et lim x £/3>0, indépendemment de e (3.31, chapitre III),
C- C# ^  c.

e-»0

on a donc la minoration xo£^M>0 pour e petit; d'où:

hF K-r1" uc(x°c)ì
(4.34) 0 < / * f  ( I j

En vertu du lemme (3.2), on a donc:

he3 k,eo>0 tels que: 0<— £k, V eieo.

Le lemme (4.1.1) est donc prouvée On proposera en annexe une autre 

démonstration de ce lemme.

IV.2.3 Démonstration du lemme (4.1.2):

IV.2.3-1*/ Montons que {s£} et { t£} sont bornées dans L^d-oo.xJ):

a/ Commençons par prouver l ’estimation suivante très utile pour toute la 

suite:

n ( x ) - l
(4.35) Is (x)l = ---- ------ =0(1), pour e petit.

Pour cela raisonnons par l'absurde en supposant:

n ( x ) - l
(4.36) lim ---- ------  =+œ

e-»0

A
Intégrons alors de (-«>) à x>0 l'équation en v£ puis de nouveau de 0 à 

x l'expression obtenue après l'avoir multipliée par e cx^A :

px „t

Av£(x)e_cx/A = Av£(0)+A[e-cx/A - l )  + e“ ct/A dt v£f£(u£)ds

J 0 J0
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soit, en divisant par £>0:

.x «t ~n

îa o7 \ * /Z\-+ cx/A , 1 cx/A -ct/A ,. ve. . .
(4.37) t £(x)=t£(0)e + Âe e dt “  e^uê

0 0

Or,

(4.38) ecx/A e Ct/Adt - ¿ f  (G )dx i  Xnecx/A e Ct/Adt -f (G )dx
£ £  C C £ £

0 J0 0 Jo

rx
n C X / A „  ( 1 - s )  A r s - n  ^ “ C t / A ^  £X e Sup -------- <i> —-  te dt

o i s i û e (x) e n + 2 V e 'J

iXnKSup Ü—â l  <*>(£-̂ 1 £^->0 ÎK=A/c(l+A/c)l 
oisiÛ£(x) c n * 2 K C J '  J

ne- v0<0)
d'après (4.36) et l 'hypothèse (H/4-3). Enfin, t £(0)=— --------  -*0, quand £-»0

(grâce à 4.8). On déduit alors de (4.37)-(4.38):

(4.39) lim  t (x)=0 
r-»n e

Posons maintenant:

û (x)+Av (x )- l
(4.40) Z£(x)=—-------^ -------

Z£ satisfait l'équation:

h A v ' ( x )
Z" (x)-cZ£(x)=-^g(u£)+c( 1 - A ) - ^ —

qu'on intègre de x à (+a>) après l'avoir écrite sous la forme:

h v '-cx . ,  £ -cx  - C X  £(Z e ) =— e g(u )+c(l-A)e —
t ô t - *  C
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On obtient:

u p + 0° „+00 *//«.v

he cx -e t  - e x f  - c t veZg(x)=-— e e g[u£(t)]dt + c(A-l)e e — -—dt

x x

qu'on intègre de nouveau de x à x':

- h rx ' t .

(4.41) Z£(x')-Z£(x )= -—£ e° dt e’ csg[u£(s))ds

x t

fX' ♦ f+C° _ vl(s) 
-c(l-A ) e dt e cs £ ds

x t

«x ' p+<»

avec: (4.42) ectdt e"csg|ue(s))ds £ ^-Ix'-xl

x t

et, vue la décroissance de v£:

f x ’ e t  r4 *  - c s r  ^ ( s ) ï  i i i x  V s> i -(4.43) e dt e I------ —  I ds U  — — dt ^ - v £(y)

x t  x

avec y=Inf(x,x').

u (xo ) - l
On sait d’autre part que: ------ -------  =0(1), quand e-*0. Par conséquent:

iûe(x°£) - 1
-------------  =0(1), si l'on pose: xo£=xo£- y £- Alors de deux choses l'une:

-  Ou bien xo_ est majoré par xo et l'on prendra dans ce cas x'=xo tel que: £ £
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-  Ou bien xo ->+® et l'on peut considérer une suite 7 -»1 vérifiant lim— —=-L,
G  C  /N  ^£-»0

avec L>0 choisi suffisemment large de telle sorte que la relation u£(z£)=y£

définit au moins un point z£ borné (on peut regarder la démonstration du lemme

11.2, P.1239 dans [A.5])). Il suffit alors de prendre encore x '=z£ ( et donc

Ix '-x lizo+x , où zo est une borne supérieure de z£ ) pour avoir d'une part: 

l - u £(x')
 —  -- =0(1), et d 'autre part, compte tenu du lemme (3.5), chap. III:

y e -1

z (x')
(4.44) Z (x1) = —-—  =0(1), pour e petit.

t  t*

Il résulte alors de (4.39) et (4.41)-(4.44) :

IZ£(x)I =0(1), pour e petit

ce qui avec (4.39) donne:

1-u (x)
(4.45)  ------- =0(1), quand e-»0.

Ceci contredit évidemment notre hypothèse de raisonnement (4.36). On a donc 

prouvé (4.35) d'où l'on déduira sans difficulté:

v (x) l - u £(x)
(4.46) O ilt (x) I =--------£X-----------=0(1), pour e assez petit.C c c

b/ On rappelle l'équation satisfaite  par t £:

~ n

ve -
(4.47) At" -  c t£ = -  f£(u), V x<x

Par conséquent:

(4.48) At' -  et *0 « AÎt e CX/AVüO e e V. e J
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-cx/A nc~V0(0)+ t £e *t£(0)= ------------ ^0, V xe(0,x) , d'après (4.8).

t £(x)=t£(0)eCX/̂  pour x£0

(4.49) t (x)£0, V xix .

(4.48) =» At££ct£(x), x<x

(4.50) t £(x)2:0, V x<x

Or,

D'où:

Comme:

Alors:

t £ est donc une fonction positive, croissante sur ]-œ,x]. Par suite:

(4.46) et (4.50) =» V x^x, 0<t£(x ) i t£(x)=0(l) ,  pour e petit

(4.51) {tf;} est bornée uniformément en x dans L^d-oo.x))Donc:

c/ Pour estimer s£ on pose: Z£(x)=s£(x)+At£(x) solution de:

„ h
(4.52) Z£(x)-cZ£(x)=c(l-A)t£+ -  g(û£)

qui s'écrit, après intégration de -oo à x:

r- >> h _ rx
^Z£(x)e cxj ' =c(l-A )t£e +-^e cx g(u£(t)ldt

-0 0

qui fournit, après une nouvelle intégration de x à x l’estimation suivante:
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rx h rx rt
(4.52) Z (x)e CX-  Z (x)e CX=c(l-A) t (s)e CSds + —G e ”ct glu (s)]ds

t* C«* C  C  t*

x x -co

Or.

'x _ t  (x)
(4.53) t £(s)e csds £ — e CX

v.
X

et,

fx pt pX

(4.54) Vs^O, u£:£0ecs ^  g(u£)£g(0ecs) e~ct glu£(s))ds £ e"C t[ ^  + t jd t

x -oo  ̂x

A. ^

Les estimations (4.52)-(4.54) permettent alors de majorer Z£(x) pour x£x:

£lZ£(x)I + 11-Alt£(x)+K, grâce au lemme 4.1.1)

Enfin, (4.45) et (4.46) lZ£(x) I =0(1).

L'estimation suivante se déduit alors de (4.55), pour c assez petit:

(4.56) lZ£(x) 1=0(1), uniformément en xe(-co,x)

(4.51) et (4.56) + ls£(x) 1=0(1) V x£x, d'où pour e petit:

00 -

(4.57) \ se} est borné indépendemment de x dans L (]-œ,xJ).

A
IV.2.3-2*/ Estimation de Z£(x):

L'équation (4.52) peut également s'écrire lorsque x^x:
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(4.58) (z^(x)e CXj ' =c( 1 -A)— CX+7Ce CXg(û£)

qu'on peut intégrer de x£x à (+«>):

r+0V ( t )  h r+Œ>
-Z '(x)e  cx=c(l-A) e_ctdt + - e e~c t g[u (t)]dt

t# o  £

X X

Il en résulte alors l'estimation suivante:

Î
+ C O  y' (t) h  p +c0

| — j e " c t dt + —£eCX e"c lg{u£(t)ldt 

x x

r+c0 v, ( t) r+c0 h
£ c l l -A le cx | ^— ^ - j e ~ c t dt + kecx e ”c t dt car 0<—̂ £k et g(u£X g(l)= l .  

x x

ve (x) k £ cl 1-AI-------- + —, pour x^xe c

Enfin se servant de (4.46), on peut aussi aboutir, pour e petit, à 

l'estimation suivante:

(4.59) IZ£(x)l=0(l),  pour x^x.

Cette ne sert pas au théorème (4.1) mais sera utile par la suite pour la 

démonstration de:

(4.60) lZ£(x) 1=0(1), sur R tout entier.

IV.2.3-3°/ Montrons maintenant que i l c l  et ¿ t  £i  sont bornées dans L0̂  ]-<*>, x () :

Soit ô>0 et a=x-5.
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a/ Intégrant de (-<») à x¿a l'équation en t dans (4.22), on obtient:

rx

t é - c t e=
0

Enfin, grâce à (4.51):

rx ( 1—u )n „

(4.61) =* o^ t^k + x "  —— — fe(ue)dx

J 0

D’où:

0^t's;k+xXnSup^ ( l s )  f (s ) ^ k+aXnSup^ ——— f (s) £ k, quand e-»0 
0<s<u (x) 0<s<u (a) £t c

en vertu de l ’hypothèse (H/4-3). On vient donc de montrer:

r / i 00 —(4.62) i t e /  est borné, indépendemment de e et de x dans L (]—oo.x[).

b/  Pour estimer {s£} indépendemment de e, il suffit d’intégrer de (-oo) à x£a 

l'équation en se afin d'obtenir:

'X - hrfX
(4.63) s '  = es -  — f ( u jd x  + — g[u (t)ldt

C c c c ■ c * c c

J0 -00

En tra itan t  les deux intégrales dans (4.63) respectivement comme dans a/ et 

dans (4.54), on oboutit au résulta t désiré.

IV.2.3-4*/ {§"} et { t"} sont bornées dans L^ l - oo.xl:

Le système (4.22) s'écrit:
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X *n

^ f e(Ge)dx (4.61)

0

* n

- r t c (uc ,áx » 0^t£<ct£+



r v e - h e -
sé = csc - 7 W  * 1

<
~ n

At" = et; + V7\ (Û)
K

Les e s t im a t io n s  s u i v a n t e s  s 'e n  d é d u is e n t  a lo rs  fac i lem en t :

(4.64) l s " U c l s ; i +  -Cfc(nc) + / g  (Û£)

A n 

V£ -
(4.65) A11" I £c 11 ' I +— f (u )c e c c c

Enfin,

he .

0<— g (u £) £ k g ( l ) = k i ,  pou r  £££i (lemme 4.1.1).

A n

v e -
0<— f£ (u £)£k 2 , pou r  £ £ £ 2  e t  x ^ x - ô ,  V ô>0 (h y p o th è se  4.3)

c l s ^ ( x ) I ^ c k ’= k 3 , c l t ^ ( x ) l£ c k " = k . 4 , pour  c^c3,c4 (IV.2 . 3 - 3 ’/)

Alors:

3 K.K'X), £ o = In f (£ i ,£ 2 ,E3 ,£ 4 ) t e l s  que  V ô>0, on a i t :

(4.65) l s " (x ) l£ K ,  l t " ( x ) |£ K ' ,  V £££o, un iform ém ent en  x e ( - œ ,x - S ) .  

Ceci a ch è v e  la  d é m o n s t ra t io n  du 4*/ e t  cel le  du lemme (4.1.2)
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IV.2.4 Démonstration du lemme (4.1.3):

1 */ {s£} est bornée dans L2(l-<x>,0[):

Multiplions par ŝ . l'équation en s £ dans (4.22) puis intégrons-la de (-<») à 0. 

On obtient:

h f
(4.67) c ls^(x)l2dx = | - , s^ (0)l2- - e g(ûe(t)ls^(t)dt

U „
— 00 — 00

h f°
S l | s ' ( 0 ) | 2+ - e glu ( t ) l l s ' ( t ) ld t

fc* C- U  L

-oo

puis en utilisant les lemmes (4.1.1) et (4.1.2): 

3 £o,k,k\k">0 tels que:

r° r°
(4.68) V e^eo, c ls^(x)l2dx £ k+k' g(ue(t)lk"dt

-oo -oo

£ k+k'k"^ (lemme 1.6, chap. I)

D’où:

r°
(4.69) ls^ (x)i2dx £ K, pour e££o.

-00

Le 1*/ est donc montré.

2 V i s £l  est bornée dans L2(j-œ,o():

On intègre maintenant de (-<») à x^0 l'équation en s_ qu'on a multipliée par sC t-

rx h pX

(4.70) § ls  (x)l2=s (x )s '(x )-  l s ' ( x ) l 2dx -  —C s (t)glu (t)Jdt
^  b  b b c. b b c.

— 00 -00
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K rx
C 2 h ff

D'où: — I s£(x)l ^ s£ (x)s^.(x) -  — s£(t)g[u£(t)ldt
J -oo

soit, se servant des lemmes (4.1.1) et (4.1.2):

rx
(4.71) ^ l s £(x)l2£ s£(x)s^(x)+k glu£(t)]dt

— 00

Une intégration de (-<») à 0 de l'estimation (4.71) fournit:

r° r° rx
(4.72) ^  ls£(x ) l2£ ^ l s £(0 ) l2+k dx g(u£(t)|dt

-oo -oo -oo

CXOr, (lemme 1.6, chap.l): u£(x)£0e , V x^0. Alors, g étant lipschitzienne:

r 0 pX 0 x

dx glu£(t)]dt ^ dx gl0eCt]dt 
-00 -00 -00 -00

r° r6e°* 
s 4* Iíu>duS

C u
J —oo J0

(4.72) et le lemme (4.1.2) permettent alors d'écrire pour e petit:

r°
f  ' V x) | î

-oo

D'où le 2*/ et le lemme (4.1.3)a

IV.3 ANALYSE DE LA COUCHE INTERNE: Démonstration du théorème (4.2):

IV.3-1*/ Par analogie aux couches limites en mécanique effectuons les 

changements de variables et de fonctions suivants:
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r0

£  0ecxdx
c2

— 00

s K+ JUC2
2

C



-  v - v  û  ( x ) - l  V (x) 
î = x + i _ i  , S£(V = — C-----  et Te<ï>-— j -

On vérifie que S et T sont solutions du problème:

S ''-ceS ' = - e v nf (u )+eh g(u
t c £ £ £ £

(4.73) <

AT''-ceT; = e ^ f £(Ûe>

' S£.(-oo)=--i; T (“ ® )= ie e e e
(4.74) h

S (-H») = - I  ; t ;(+®)=0
i  C c  c

Ou encore en remplaçant f par son expression donnée par (H/4.1):

f

S"-c£S£ = -T £<MS£)+£h£g(û£)

(4.75) 1
AT"-C£T^ = t ”*<S£>

On va donc commencer par montrer le lemme suivant:

IV.3-2*/ LEMME (4.2.1):

[ « £ > ] *  indépendemment de e>0

Preuve:

a /  (S .T )e|L® (R)]2 :
£ C L 1 o c  J

i) Pour Ç^x, il est facile de voir que T£ est une fonction positive, 

décroissante; par suite grâce à (4.46) et au lemme (4.1.2):
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V (x)
V Ç*x, O^T£ (^ )^ T e ( x ) = - -  = 0 (1 )

Il en  r é s u l t e ,  co m p te  t e n u  de  (3 .36 )  e t  (4 .35):

1 - u  -A v  v v v (x )  
V £>x, 0 « e (Ç)^ ------ ^ ^  + A ^ K ^ K - ^ —

P a r  s u i t e ,  on a  p o u r  e p e t i t :

S £ ( Ç ) = 0 ( l )  u n i fo rm é m e n t  en  £ ^ x .

i i )  P o u r  Ç*x, é c r iv o n s :

S e (Ç)=A£ (Ç)' a e (Ç)
(4 .76)

^  Tc( 0  = Bc(0+Pe(V

a v e c :

u  ( x ) - e x p ( c ( x - x ) )  
(4 .77)  A £ ( Z ) = — --------- ê--------------

v  ( x ) - l + e x p ( c ( x - x ) / A )  
e t  B£ ( « = - £ ------------j ---------------

(4.77)BïS a£(Ç)=^2E<|£ < != * »  et

Comme: (4 .78 )  l i m  oc (Ç)=A1 im  0  ( Ç ) = - c ( Ç - x ) = a 0(Ç)*Aj90 (€) 
e-»0 e-*0

il e x i s t e  donc  € o,K,K',Ki ,K2>0 t e l s  que :

(4 .79 )  la_(Ç)U K Ç+K ':  10£(Ç) U K i €+K 2

E n f in  on  d é d u i t  du  lemme ( 4 .1 . 2 ) - 1 * /  :

I A£ (Ç) I =  l s £ (x) I e t  IB£ (Ç) I =  I t £ (x) I s o n t  0 (1 )  p o u r  c  p e t i t  e t  x ^ x .  Ce q u i  n o u s  

p e r m e t  d ' é c r i r e  com pte  t e n u  de  (4 .76 )  e t  (4 .79 ) :
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V Ç£x lT£(Ç)UkÇ+k' et ISC(Ç) UkiÇ+k2 où k,k ',k i,k2 sont des constantes 

positives universelles. Ceci montre le ii) puis le a/.

b/ (S ^T pefl^ iR )]2: 

On calcule:

S É ( Ç ) = ^ É ( x ) = U £ (x) e t  T é (^ ) = v ^ x ) = v £ (x)

Donc: -c<S^(Ç)<Xc; -X<Té<0

où: X=Sup(l,A~1) (lemme 2.3, chap. II). D'où le b/.

c/ (S^.T^efL* (R)]2: découle du a/, du b/ et du système (4.75). La preuve du c e  l  i o c  j

lemme (4.2.1) est donc achevée«

IV.3-3®/ Démonstration du théorème (4.2):

a) (s e>T£)e [H2oc(R)]2 d'après le lemme précédent.

2 1 —La compacité de L'injection: H (I) *------» <E (I),  I é tan t un ouvert borné de R

assure l'existence d'une suite { e n }*0 telle que:
n-»+<»

(S_ ,T ) converge dans IV  (R)l2 vers (S-.T,.) solution du système:
£ n L 1 o c  J U U

r s 0 = " T ô<i,(S0 )
(4.80)

, at; = t > ( so)

(eh_ g(u. ) converge uniformément vers 0).
E n  E n

En ajoutant membre à membre les deux équations de (4.80), on obtient: 

(S+AT)"(Ç)=0, V ÇeR « (S +AT )(Ç)=mÇ+p, (m.p)eR2 (4.81)
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A£ et B£ étan t définies par (4.77) posons:

A0(Ç)=lim A (O et B (Ç) = lim B 
e-»0 e-»0

Ces limites existent dans ()—co.xl) et satisfont, en vertu de (4.78):
1 O C

(4.82) V ÇSx, (SQ+AT0)(Ç) = (A0+AB0)(Ç)=mÇ+p

Comme (A£lBe)e^LCD(]-<»,x[)J2 il existe deux constantes positives k et k' telles

que: IS0(Ç)l£k et lT0(Ç)l^k’, V ££x

L'égalité (4.82) entraine alors la nullité de la constante m; et (4.80) peut 

alors s'écrire:

( So= p " ATo
(4.83) <

AT"=T>(p-AT ) 
^ 0 0  0

b) Détermination des conditions aux limites: 

i/ pour Ç£x, Tq comme T£ est une fonction positive, décroissante. Elle admet 

donc une limite finie lorsque Ç-*+oo. Grâce à (4.83), il est clair que T̂ (a>) 

existe et est finie, par suite T"(+<»)=0 « l n i i m T (Ç)=0 ou +œ, d'après
Ç-*+OD

00
l'hypothèse mise sur <p. Mais T£eL ([x,+®D indépendemment de c (lemme 4.2.1, 

i/) donc Tq est bornée à l'infini; par conséquent:

(4.84) Tq(+cd)=o

ii/ lorsque Ç^x, on a d'après (4.76):
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S =A - a  0 0 0

T =B -0  
1.0 0 K0

Le même raisonnement appliqué à BqGL^Î-oo.x) conduit à:

(4.85) T0(-oo)=+®

(4.83) à (4.85) nous permettent alors d'écrire le problème aux limites

associés à (4.83):
S 0 = P - A T q  T Q ( - œ ) = + œ

(4.86)

A T"=T^(p-A TQ) To(+œ)=0

ç/ Détermination de la constante 

Z£(Ç)=S£(Ç)+AT£(i;) est solution du problème:

' Z "-ceZ ; = £c(l-A)T^+ch£g ( u e )

(4.87) <
 ̂ Z£ ( - cd)=Az1  ; Z^(+co)=0

on obtient:

f r+°° p+co )
Z£(Ç)=-ceeceÇj e~ceth£g(û.)dt + c ( l - A )  e " cetT^(t)dt l

U ç  J ç  J

x^-x
Il en résulte alors après une nouvelle intégration entre £e- * +— — et €>Ç£ où
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En multipliant l'équation ci-dessus par
e-C£Ç puis en l'intégrant de Ç à -k»,



x£ sera choisi convenablement:

f \ 
r Ç p+«> P + ®

(4.88) Z (Ç)=Z (Ç )-e< ec£ t i e ' c£s h g(û )ds +c(l-A) e~c£sT '(s)dsl dt ►
c L E  G G 1

J F J t J t
t y

Nous allons estimer les deux intégrales intervenant dans le second membre de

(4.88):

rç r+CD h rç h
(4.89) h£ ec£tdt e c£S g(G£)ds £ ecete c£tdt = ^f(Ç"Ç£)-

Ç t  Çs e

pÇ P+® p€ P+00
(4.90) ec£tdt e“ C£ST£(s)ds £ ec£tdt e“ c£s( -T £(s))ds (T^O)

he J t he J t

p+a>

£ dt (-T^(s))ds (s£t)

J t

£ T£(t)dt ^ k(Ç-Ç£) (lemme 4.2.1)

Les estimations (4.88)-(4.90) nous conduisent enfin à la majoration:

(4.91) IZe(Ç)-Z£(Çe)Ue(Ç-Ç£.)(^+k)^Ke(Ç-Ç£;)> V ÇüÇ£

Il suffit alors de considérer une suite x£ — * x telle que:

x£-x
Ç£=x+—-— =<?(1), pour obtenir:
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A A

d'une part: Z (Ç )=Z (x ') , avec Z (x )=s (x)+At (x), V x€R;
w t w w O t* t O

et d 'autre part, grâce à (4.91):

(4.92) lZe(Ç)-Z£(x£) l=<?(e), sur tout compact de (£e,+a>)

Il est aisé de voir, en travaillan t avec l ’équation vérifiée par Z£ que malgré

, _ ^ 2  1 00 A
les discontinuités de s^ et t^ en x, Z£€<C (R)nW ' . Par suite Z£ converge dans 

1 A
C, (R) vers Z_(x) qui satisfait par passage à la limite dans (4.92):

1 o c  U

ZQ(Ç)=Zq ( x ) ,  sur tout compact de sur (Ç£,+œ)

De plus, Zq est continue en x alors grâce notemment au théorème (4.1):

Zn(x)=lim  Zn(x)=lim  •|s~(x)+Atn(x)>=sn(x) 
0  x 4 x  0  x * x  l  0  J  0

On a donc: Z0(Ç)=sQ(x) sur tout compact de (Ç£»+co)

Enfin, Z0 (Ç)=(Sq+AT0 )(Ç)sp, sur R; par conséquent:

(S0+AT0)(Ç)sp=s0(x), sur tout R

Le problème (4.86) s 'écrit alors:

' S„ = Soa,-AT0
(4.93) < (4.94)a T (-ao)=+® (4.94)b TQ(+®)=0

k at; = t "*<»0 ( ï ) - at0)

La démonstration du théorème (4.2) est donc complète. Nous prouverons

l ’unicité d’une solution au problème (4.93) en annexe. C’est donc toute la 

suite (S£,T£) qui converge ■

On se propose maintenant de préciser le comportement à l ’infini de Tq, de
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faire le raccord des zones et d 'établir unr relation entre sQ(x) et <t>:

IV.4 - 4 ’/ Comportement asymptotique de TQ:

a) Quanq Ç-»-co, on écrit l'équation satisfaite  par Bo=TQ-0 o (0q= -^ (Ç -x)):

(4.95) ABQ = (Bo+0o)n4>(so(x)-ABo-Apo) ÇSx

Or, d'après théorème (4.1): V x, Ç^x, B£(Ç)=t£(x)£0 * BQ(Ç)iO et Tq(Ç)^0, 

pour tout ÇeR (lemme 4.2.1,b/)

Donc: V ÇeF, O^Bq(Ç)^. Bq est donc une fonction de W1,0°(]-<»,x() positive et 

croissante. Alors:

lim Bq(Ç)<+® lim B'(Ç)=0 * lim TA(£)= - x • D'°ù (4.94)a. 
— co — oo Ç-» —oo

b) Relation entre sQ(x) et 

Intégrons de (-<») à (+®>) l'équation figurant dans (4.93) après l'avoir au 

préalable multipliée par T^. On obtient en u tilisant a):

, 2 r'M> 
^ = TôT

—00

r°
= ) [~}r)(*>[so ^ +t] *en posant t=_ATô  

—00

D'où la relation non linéaire suivante qu'on interprétera en fin de chapitre:

(4.96)

f0

c2= ^ -  ( - t n)4>[s0 (ic)+t]dt 
A »

- 0 0

IV. 161

^ [ s 0 (i)-A T 0]d Ç



c) Quand Ç-»+<», on prouve la: 

PROPOSITION ( 4 .2 .2 ) :

Tq, la solution du problème aux limites:

ATo= T ? (p-ATo) * p€R

T (0 )= y  t q(+cd)=o

possède, à -k» le comportement asymptotique suivant.

V a>0, 3 tel que V on a:

i/ OiTo(H ) iy e x v { -n /$ipA*a)) si n= l.

i l /  O^T (Ç)a[---- 2 (n+1 ) A __ 1 n - l  ç  n -1  gi n>1

°  ^ > ( p - A a ) ( n - l ) ZJ

Démonstration:

L'assertion suivante résulte de la condition aux limites T_(+co)=0:

AT'ô*T o*(p-Aa)

TQ(0) =y To(+œ)=0

La fonction wQ(Ç)=yexp

f

Aw"=WQ<í>(p-Aa)
A

w ( O ) = y w (+<»)=o< O O
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est  la solution du problème linéaire:
;•V s

>-Aa)S
A J

(4.97) V «>0, 3 Çq€R tel que: V OSTo(Ç)Sa

i/ Si n= l,  (4.97) permet de minorer le second membre dans (4.96) pour donner:



Un raisonnement direct et classique montre que:

V Ç*0. 0 * T 0 ( O * W 0 (Ç)

ceci montre le i/ 1

ii/ lorsque n>l on arrive à obtenir encore:

(4.98) VÇ*0, O^TQ(Ç)^Wo(Ç)

où w est solution de:

Aw" = w^(p-Aa)

(4.99)

w _ (0 ) =y w (+œ)=0
w O o

En effet, en posant: d=TQ-w0 et en remarquant comme dans le lemme (1.22), 

chap.I que: To“ wo= T̂o_wo^A’ avec A>0* on arrive à prouver (4.98).

Enfin, un résulta t dû à Taliaferro (lA.6), p.105, cas II), nous renseigne sur 

le comportement à +® de wQ solution de (4.99):

1 2

, - , f 2 (n+l ) A "|n-l _ n -1 Quand Ç-»+œ, w a  -------------------  £
^ ( p - A « ) ( n - l ) ZJ

d'où ii/ et la proposition (4.2.2)a

On a donc achevé l'étude et le comportement asymptotique des solutions SQ et 

Tq à l 'intérieur de la zons interne. La démonstration du théorème (4.2) est 

donc complète«

On va passer maintenant à celle du dernier résultat de ce chapitre, où l'on 

investiguera la zone externe aval de la flamme.

 ̂ On p e u t  r e t r o u v e r  c e  t y p e  d e  r a i s o n n e m e n t  d a n s  C o p p e l  ( [ 0 . 5 ] ) .
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IV.4 COMPORTEMENT DES SOLUTIONS dans la zone de refroidissement: 

Démonstration du théorème (4.3):

1°/ Il s'agit de la zone de refroidissement dans laquelle la température 

commence à décroître dès que x devient grand on introduit alors la variable 

dilatée suivante:

r}=x+e(x-x)

puis on va étudier pour rj^x et e petit le comportement asymptotique des 

fonctions suivantes:

U£(r})=u£(x) et V£(r})=v£(x)

U£ et V£ sont solutions du problème:

' euë - cUé =
(4.100) < y n

Aev» - cv; = 7£fe(ve)

U£(x)=u£(x) U£(+œ)=0

(4.101)

V£(x)=v£(x) V;(+oo)=0

2*/ Pour étudier la convergence de ces fonctions, on aura besoin du:

LEMME (4.3.1):

{w}£={U£+AV£} est dans un borné de W*,c°(]x,+oo[) indépendant de e

Preuve:

a/ IW (n)uIU  (H)I+AIV (n) 1 = lu (x)l+Av (x)£l+A (lemme 2.3, chap. II).
c, o  c  L  c

b/ W£ vérifie:
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K
(4.102) £W"-cW' = c(l-A )V '+- |g(U  )

g L L L t*

qu'on peut écrire sous la forme:

e (Wée”Cn/e) =c(l" A)V€e' Cn/C+7 ee~C',/€6lue)

qui donne après une simple intégration de r] à -h»:

r+c0 h r+CD
(4.103) -£W;e-cn /e=c(l-A) v ; ( t ) e “ ct/£dt + - £ e-c t /£ g[U£]dt

n n

avec:

r+ ®  P+ 00 v /

(4.104) c(l-A) v ; ( t ) e _Ct/edt £ cl  (1-A) I ( -v ; ( t ) )e ~ Ct/£dt (car V ^ = ^ 0 )
J _ J _
n n

£cl l-Al V£(x)e cr^ e

+ C D
h P li

et: (4.105) - £ e Ct/£g(U£)dt £ e-^|e crî/£ (car g(Ue)^g(l)=l)

n

£ eKe CT?̂ £ (lemme 4.1.1)

On déduit alors de (4.103)-(4.105):

elw ;(n)le  cn/£ ¿ ' c I l - Al e  cn/£V£(x)+eKe °n/c

D'où, grâce à (4.46), l'estimation suivante indépendante de e et de r):

V (x) v (x)
l w ; ( J 7 ) l  £  c l l - A I — - — + K = c l  1 - A I ——̂ — + K£K '

Le lemme (4.3.1) est donc prouvéD
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3*/ Preuve du théorème (4.3):

V£(n)=v£(x) est une fonction positive décroissante, par suite:

O^SuplV (n)I^Vc(x)=v (x) —> 0
n^x c-*o

Par conséquent:

(4.106) V£ converge vers 0 dans <C°(lx, +<»[).

4“/ Intégrons maintenant l'équation (4.102) de (x+5) à n>x+Ô (ô>0), on 

obtient:

f - 1 hefn(4.107) ew;(n)-ew;(x+ô)-cw£(n)+cw£(x+ô) = c(l-AXV£(n)-V£(x+Ô)U—  g(U£)dt

 ̂ J x+ô

D'après le lemme (4.3.1), il existe {en}**) telle que: {w } converge vers W_
n-+a> e" 0

i) lw;(n)l est borné V r]€K (lemme 4.3.1), K étant un compact de |x,+co[.

ii) V£ converge uniformément vers 0 sur (x,+<»[ (d'après 4.106).

e-»0
iii) g(U£)^l et g(U£) — » g(UQ), uniformément en n. sur tout compact de

(x,+co). On applique alors le théorème de la convergence dominée de Lebesgues

rn pH

pour obtenir V n€K, la convergence de g(U£)dt vers g(UQ)dt.

x+Ô x+ô
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dans <C° (]x,+<»[). Utilisant (4.106), on a donc la convegence de
1 OC

U “ W —AVc e  e

vers Urt dans <C° (]x,+<»[). On passe alors à la limite dans (4.107) quand e-»0,
U loc

en notant que:



D'où finalement:

r
-cW0 +cWQ(x+Ô)=h* g(U0)dt

X+ô

dont la dérivée au sens des distributions s'écrit:

-cWQ=h*g(U0), sur tout compact de ]x,+<»[

Or, w0 =uo+AVo= U 0  ĉar V0 S°^' A ôrs:

-cU^(i7 )=h*g(U0)

Enfin:

Un(x)=lim U (x)=lim  u (x)=l; et il est facile de voir que u est décroissante 
u é» 0  e- » 0

quand x-»+<»; il en est de même pour les fonctions U£ et UQ. Elles donc même 

limite quand rj-»a>; la convergence est donc globale.

REMARQUE sur le comportement asymptotique de ÜQ lorsque »7^+00;

Si g ' (0) existe et g'(0)>0, on peut considérer l'équation linéarisée:

'{BrHr*'««»
U ( x ) = 1

w

Un raisonnement classique montre que U^ admet une décroissance exponentielle 

quand rp+<x>:

UQ(?7)»exp (-h*g ' (0 )n/c]

IV.5 RELATION LIMITE entre c et h* lorsque A=l:

On va effectuer le raccord des dérivées entre les zones externes amont et
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aval ce qui nous conduira à une relation limite liant c et h* et qui se 

traduit physiquement par les conditions limites d’extinction d'une flamme 

laminaire.

Dans toute le suite, on supposera A=l. En effet, le cas A*l fait apparaitre

v^(x)
lorsque x>x un terme du type — -— qui semble difficile à estimer.

IV Pour A=l, réécrivons l'équation satisfaite  par: Ze(x)=s£(x)+Ate(x), xeR,

zë(x)-cZÉ(x)=-rs(V
A  X

U £ ( x ) - U o ( x )  V e ( x ) - V o ( x )  

où, rappellons-le: s£ (x) = ------- --------  et te (x) = ------- --------

2  2  00 ~
On peut vérifier sur l'équation ci-dessus que Z£€C (R)nW ' (R); Z£ converge 

donc vers Z» dans (R) solution du problème:
0 loc

Z"(x)-cZ^(x)=h*g<u0), ZqCI^R)

on intègre alors cette équation de -œ à x en se servant de la définition de u^ 

(chap. III):

px

ZQ(x)=cZQ(x)+h* ĝ e0̂  x*]dt
—00

r1
=cZ~(x)+h*I/c avec: Ie ^ s- ds 

0 s
0

Il est également facile d’exprimer ZQ pour x£x: Z0(x)=Z0(x )~ p (x -x ) ;  d'où:

V x^x, Zq(x) = - ^  qu’on égalise avec l’expression précédente de Z^(x) pour
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obtenir: e ^ , C Î > + | = I — | s

Or, Z0(x)=lim Z0(x)=lim  {s0+AtQ}=s0(x) (théorème 4.1). D'où la relation: 
x-> x x-> x< <

cso(x ) + ^ I=~  « h*(l+I)+c2so(x)=0 (4.108)

2 °/ Rappelions enfin la relation donnant s Q(x) en fonction de <P obtenue par 

le théorème (4.2) pour A quelconque:

r°
c2= — (—t)n<i»fs (x)+ tld t A n L O JA » -oo

qui peut, grâce à (4.108) s'écrire lorsque A=r.

r
(4.108)Bis c2= — ( - t ) n<i>r-^(l+I)+tldtAn L. 2 J

, ^  C
— 00

On définit alors la fonction:

4>: R ----- » R+

r°
x -----* $>(x)=— ( - t ) n<Mx+t)dt

Anv-oo

Il est aisé de voir que $ vérifie les propriétés suivantes:

4>(0)=c2d (d'après H/4-4) et (4.6).

$ est positive et vérifie: <ï>(-co)=o (grâce à H /4 -3 )

$ est continue, strictement croissante, car <#> l'est aussi (H/4-2)
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Il en résulte alors d'après le théorème des fonctions réciproques que 4> admet 

une fonction inverse que l'on note 4> 1 continue et strictement croissante.

(4.108)Bis prend alors la forme:

c2=$[s0(x)] « sQ(x)=i> *(c2)

h* 2 2 Comme sQ(x)=— -(1+1X0, alors: c <cad ** c<cad. La relation suivante en découle
c

^ ^  i  2

directement: — |(1+I)=$ (c ), soit: 
c

(4.109) ~ ( l + I ) + c 2<I> 1(c2)=0
C

La proposition (4.4) est donc prouvée*

2*7 Discussions à propos de la relation (4.109)

a) On peut esquisser les courbes représentatives de $ et $ *:

y

1---------------------x

* s> /<&

b) Il est aisé de voir sur ces courbes que:

h*=0 « c=0 ou C=Ca d 

ce qui a été prouvé de manière directe par la proposition (1.10) (chapitre I).
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c) On voit aussi que:

h*2:0 « 0£C:£Cad

ce qui confirme la condition suffisante d'existence obtenue au chapitre I, qui 

é ta it  apparue pour assurer justement la positivité de 

hQ lors du calcul du degré topoogique.

d) (4.109) définit une fonction h*=h(c) continue et positive V ce]0,cad(; soit

donc h=Sup h(c). Alors V cej0,cadl. h*(c)£h ( la courbe c(h) présente 
0 < C< C ad

d'ailleurs un point de retournement ).

Ceci signifie que pour une célérité d'onde inférieure ou égale à celle de 

l'onde adiabatique, l 'intensité des pertes thermiques doit être inférieure à 

une certaine valeur.

s
Lorsque <t>(s)=xe , on montre (cf [A.10],(A.l U),  que h est inversement 

proportionnel au diamètre du tube dans lequel est entretenue la flamme.

Physiquement, ceci explique pourquoi la propagation de la flamme n 'est 

possible que pour des valeurs du diamètre d^d; où d représente la valeur 

minimale de d, appellé diamètre de coicement ("quenching diameter").

g
e) Dans le cas typique où <p(s)=xe , la relation (4.109) prend la forme:

h*(l+I)+c2Ln )
Cad

X 2En effet, on peut vérifier dans ce cas que: <&(x)=<&(0)<i>(x) =xe cad. On retrouve 

ainsi de manière rigoureuse la relation obtenue par le procédé d'analyse 

asymptotique formelle dans (A. 10J, (A.11].

Enfin, pour clore ce dernier chapitre, on va esquisser les courbes 

représentatives des différentes solutions limites obtenus dans les sections 

précédentes.On donnera aussi en annexe une autre démonstration du lemme 4.1.1.
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ANNEXE IV. 1

1/ Profil des correcteurs dans la zone externe amont:

y

Íb=0

—  ----------------------- î------------------------------  x

s 0(x)=«I>"1(c2)

II/ Dans la zone interne:

S0’T0

------------------------------------------------------------ --------------- ...................................................... ...  ç
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III/ Dans la zone externe aval:

uo

1 ............................

--------------------------------------------i--------------------------  rj

x
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On se propose de donner ici une autre démonstration de lemme (4.1.1):

(A.l) 3 eo,k>0, tel que: 0<h£<ke, V e^eo

ANNEXE IV.2

.ère ..1 étape:

Une intégration de y>0 à xo£, défini par le lemme (3.2) de l'équation en u£ 

préalablement multipliée par fournit l ’estimation suivante dans laquelle on 

a omis l'indice e:

^o pxo rXo

^ lu '( i r ) l2+c l u ' ( a ) |2da =Xn v nu '/(u )da  -  h u'g<u)da

1 1 Tf

2^me étape:

Ecrivons: U £ 1 =a - - -1-+( 1 -et)-— - où a sera choisi judicieusement

Alors, si a<l:

^-+(l-a){ 11-AI^-kxj}, en majorant

z à partir de (3.29) (où k>0). D’où:

avec: ki=a(l+Xl 1 —AI)-Xl 1 —AI et k 2 =(l~a)k.
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u - l^ z s u + A v -1 , HZlicSZi+U-â
e c e

a* | l u ' ( y ) l 2 s

pXo

v nu' ,flu)da£

pXo

i1?)"
Tt

(A.2)

* k i ^ ~ - k 2yjr si

(A.3) 11 —AI }-kx—(1-a){oc-(l-oc)\

■5>«
u - 1 da

u - :
e ‘F



Il s u f f i t  a lo r s  de c h o i s i r  a  t e l  q u e  k i> 0  «  1>a>y T x f y r 7 [ |

gème ¿tape;

C o m b in a n t  (A.2) e t  (A.3) on a b o u t i t  à:

(uo-1) / £

£ Xn ( - t ) n<J>{kit-k2ï j ) d a  (u o s u (x o ) )

(u(y)-i)/e

f0

<; Xn ( - t ) n< i> [ k i t - k 2 ï^ ) d t  

J -00

r°
*  ------- - ( - T ) n0 Î T - k 277]dT

. n + 1  v £ J

—OD

D'où:

(A .4) | l u ' ( Y ) l 2^K<I>(-k2^)

Or,

rï çï pï

- u ' ( y ) + c u ( y ) =  v n f ( u ) d a  - h  g ( u ) d a  =*  u ' ( y ) £ c u ( y ) -  v n f (u )d a  

 ̂0 -oo J 0

pï

¿.C0- v nf(u)dcr 

J 0

Et donc  d ’a p r è s  ( H - 4 / 3 ) :  u ' ( y ) * c 0 ,  p o u r  e p e t i t . (A.5)

(On p o u r r a  p r e n d r e  0 < y< a^xe , x £ é t a n t  d é f in i  d a n s  le  lemme 3 .3)
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pXo

| i u ' ( ï ) i 2 * xn (4a)"#* k'V--k2»SdCT



On déduit alors de (A.4)-(A.5):

| c V : s | l u ' ( ï ) l 2i;K<t*<-k2ï | )  =» |= 0 (1 )

grâce aux propriétés satisfaites par D'où (A.l)«
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On donne ici une brève démonstration de l'unicité d'une solution au problème 

(4.16) qu'on peut écrire sous la forme:

ANNEXE IV.3

' Au"=un$ (p -A u ) . peR.

(A.6)

u(-œ)=-K»; u(+oo) =0

On vérifie facilement que toute solution u de (A.6) est positive, 

strictement décroissante et satisfait le problème suivant équivalent à (A.6):

r Z »
u ' = f ( u ) — y  | n f  ( - t ) nÎ>(P + t)dt

(A.7). J  - Au

u(+a>)=0.
\

Utilisant la stricte décroissante de la fonction u, on applique alors la 

méthode de l'hodographe en introduisant la variable : 

z=u, (u”1(s)] où s=u(x). L'équation dans (A.7) devient alors:

f z<s>=f<s> sur (0 +œl

[ z(0)=0

dont l'unicité est triviale.

Si u t et u2 sont deux solutions du problème (A.7), il en résulte alors que:

u ' - u '= 0  sur R ^ u -u  =Cte=(u -u  )(+co)=0 u c.q.f.d. ■
1 2  1 2  1 2  1 2
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