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ABSTRACT 

There is three part in this thesis. In the first part we study 

the ergodic and mixing properties of some non linear or polynomial 

autoregressive random processes. We obtain sufficient conditions for 

geometric ergodicity and geometric absolute regularity of such processes. 

The results apply to the ARMA and bilinear processes. The technics used 

come from the Markov chain theory and the real algebraic and differential 

geometry. In the second part we study kernel estimators under strong 

mixing hypothesis ; we bound the p-mean risks and the uniform risk for 

the estimator of the density and some functionals ; we also propose 

estimators of the entropy and information of random variables and bound 

their risks. In the third part we study the entropy of linear processes ; 

we obtain an inequality between the entropy of a process and those of 

its linearly filtered ; an equality is obtained in some cases ; we close 

this part with applications particularly for the maximum entropy principle. 

Key_words : Autoregressive process, Markov chain. Geometric ergodicity. 

Strong mixing. Absolute regularity. Kernel estimation. 

Uniform risk. Entropy. Linear processes. 
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INTRODUCTION 

A. MOKKADEM 

Le travail présenté ici est composé de trois parties. 

La première est consacrée à l'étude des propriétés d'ergodicité et de 

mélange de certaines classes de processus. Dans le chapitre I (voir aussi 

[1] et [2]) nous étudions les propriétés d'ergodicité et d'ergodicité 

géométrique de la chaîne de Markov (X ) ___ définie par : 
^ ^ n n 6 IN 

( 1 ) XN = ^ ^ N + CY 
n n-1 X 4 , n n-1 

où (e^ e s t u n e sui-te de champs aléatoires indépendants et de même 

loi de probabilité sur IRd et <fi est une application mesurable de IRd 

dans IR^ . Nous faisons les deux hypothèses suivantes : 

d 
(Cl) la loi de e est dominée Dar la mesure de Lebesgue sur IR ; 

x,n 

(C2) pour tout borélien A de mesure de Lebesgue non nulle dans IR et 

tout compact K dans IRd , il existe un entier n Q tel que : 

n 

Inf P °(x,A) >o 
XÉK 

(P(x,*) désigne la loi de transition de la chaîne (X ) _ ). / ^ n nejN 

En utilisant des résultats de R.L. Tweedie [13] et E. Nummelin, P. Tuominen 

[12] , on établit diverses conditions d'ergodicité et d'ergodicité géomé-

trique de la chaîne (X ) . Nous obtenons en particulier le résultat 

M n ne IN 

suivant : 



- 6 -

s ' il existe s > o , M > o et p<l tels que 

(2) E|<J>(x)+e 
x,n 

| S<p|x| S pour |x| >M et sup E|$(X)+E 
|x|<M 

x,n 
< OO 

alors (X ) 
n ne IN 

est géométriquement ergodique. 

La condition (2) est nettement affaiblie dans certains cas, en parti-

culier quand X^ est unidimensionnel (d = 1). 

Il faut noter que sous les conditions (Cl),(C2) et (2) la chaîne 

(X ) est apériodique et Harris-récurrente ; un article de Y. Davydov 
n ne IN 

[14l donne alors ses propriétés de mélange. 

Parmi les modèles auxquels s'appliquent les résultats du chapitre I on 

peut citer les modèles à seuils, certains modèles à coefficients aléatoires 

[2] et le modèle bilinéaire simple unidimensionnel [31. Les automaticiens 

utilisent souvent des modèles du type (1) où e est une gaussienne x / n 

centrée dont la variance dépend de x . Pour terminer, ajoutons que dans 

la note [3] nous donnons aussi une condition suffisante d'existence pour 

certains processus bilinéaires. 

Notre intérêt dans cette première partie s'est ensuite porté sur 

des classes de processus stationnaires qui admettent une représentation 

markovienne ; une de nos contributions dans ce domaine a été d'établir 

des critères simples pour que de tels processus soient géométriquement 

absolument réguliers. Rappelons tout d'abord que le coefficient de 

régularité absolue (ou régularité complète) d'un processus stationnaire 

en loi (X ) est défini pour tout entier positif k par : 

(3) B(k) = E sup{ |P (B[A ) -P(B) | , BcA k} 
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Aq est la tribu engendrée par Í X
Q'

X et A celle 

engendrée par ^fc'^+i/Xk+2' * * * ̂  7 n o t o n s °ïue' d'après un résultat de 

V. A. Volkonskii et Y.A. Rozanov [15], 6(k) peut aussi s'écrire : 

1 1 J 

(4) B(k) = sup - E £ | P (A. n B . ) -P(A.)P(B.) | 
i=l j=l 1 3 1 3 

où le supremum est pris sur toutes les paires de partitions finies 

ÍA / . .,A } et {B ,...,B } de l'espace de probabilité Çl sur lequel 
I I l u 

est défini le processus ^n) n e % '
 c e s P a r titi o n s étant astreintes à 

satisfaire : 

lr 
A. EA et B. ÉA . 

i o j 

Le processus est dit absolument régulier (ou complètement régulier) 

si : 

(5) lim B (3c) = o ; 

il est géométriquement absolument régulier s'il existe un nombre réel 

positif Ç < 1 tel que : 

(6) g(k) = 0(Çk) . 

La notion de régularité absolue a été introduite par A.N. Kolmogorov. 

Elle peut être comparée à deux autres notions de mélange fréquemment 

utilisées : le mélange fort (M. Rosenblatt [16]) défini à partir du 

coefficient : 

(7) a (k) = sup{|p(A nB)-P(A)P(B) | , A6A q et BeA k} 

et le mélange uniforme (I.A. Ibragimov et Y.V. Linnik [17]) défini à 

partir de : 

(8) (j) (k) = sup{ |P(B|A)-P(B) | , A<EAq , BeA k} ; 
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on peut constater alors sans difficulté que : 

(9) a (k) < 3(k) <<f>(k) 

de sorte que les processus absolument réguliers sont en particulier 

fortement mélangeants. 

Sous des hypothèses sur la vitesse de convergence vers zéro des 

coefficients de mélange fort ou des coefficients de régularité absolue, 

diverses propriétés asymptotiques sont obtenues comme on peut le voir 

par exemple dans C15],[17],[18],[19],[20] . Certains résultats obtenus 

sous l'hypothèse de régularité absolue ne sont plus valables sous la 

seule hypothèse de mélange fort (voir H.C.P. Berbee [21]) . 

Il apparait, par conséquent, important de pouvoir déterminer quand un 

processus est absolument régulier ; c'est A.N. Kolmogorov qui semble avoir 

posé le problème de trouver des critères effectifs pour qu'un processus 

soit absolument régulier. L'une des premières réponses apparaît dans le 

travail de V.A. Volkonskii et Y.A. Rozanov [15]. Quelques temps après 

I.A. Ibragimov et Y.A. Rozanov [22] étudient systématiquement les 

diverses notions de mélange pour les processus gaussiens. 

Toujours pour les processus linéaires K.C. Chandra [23], V.V. Gorodetskii 

[24] et C.S. Withers [25] établissent une condition suffisante pour qu'un 

processus linéaire unidimensionnel soit fortement mélangeant; T.D.Pham,L.T.Tran 

dans[26] montrent que sous cette même condition le processus linéaire de 

dimension quelconque est en fait absolument régulier. Parallèlement à ces 

résultats se développait une série de travaux sur les propriétés de 

mélange des processus markoviens. Ainsi, dans [27], J.L. Doob montre qu'un 

processus markovien Doeblin récurrent est uniformément mélangeant. Dans 
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un important ouvrage [28] M. Rosenblatt définit une nouvelle notion de 

mélange pour les processus markoviens (mélange en norme L^) et donne 

des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un processus markovien 

soit fortement mélangeant ou p-mélangeant ; il donne également des 

conditions de mélange pour une marche aléatoire sur un groupe. La 

propriété de régularité absolue des processus markoviens est étudiée 

par Y. Davydov [14] qui fait ressortir le lien étroit qui existe entre 

cette propriété de mélange et la propriété de récurrence au sens de 

Harris. C'est ce lien qui nous a amenés à choisir la notion de régularité 

absolue dans notre travail. 

Notre premier résultat dans ce domaine ([4] et [5]) concerne les processus 

ARMA vectoriels et fait l'objet du chapitre II. 

On y considère un processus ^^^teîff ARMA vectoriel d'équation 

P Q 
(10) I B(i) Y(t-i) = E A(k) e(t-k) , 

i=o k=o 

où. B(i) et A(k) sont des matrices réelles de dimensions respectives 

x et f xr ; B(o) = Id ; e(t) est une suite de variables 

aléatoires indépendantes, de même loi et à valeurs dans IR . 

On suppose que : 

(11) E | e | <00 et E e = o 

P 
(C4) les zéros du polynôme det( I B(i) z ) sont en valeur absolue 

i=o 
strictement plus grands que 1 . 
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Sous ces conditions H. Akaike [29] montre qu'il existe un processus 

markovien (X(t)) ^ tel que : 
t€2? 

(12) X(t) = F•X(t-1) + G e(t) 

et 

(13) Y ( t) = H• X ( t) 

où F , G et H sont des matrices ; nous utilisons alors les 

équations (12) et (13) pour obtenir le résultat suivant : 

Si la loi de probabilité de e(t) est équivalente à la mesure de 

Lebesgue sur IR alors le processus 3 S t géométriquement 

absolument régulier. 

Comme on le voit, notre condition sur la loi de e(t) est différente 

de celle de C.S. Withers [25] et T.D. Pham, L.T. Tran [26]. 

L'approche du chapitre II va être nettement approfondie dans le 

chapitre III où nous considérons un processus stationnaire en loi dans 

IR , (X^) ̂ ^ admettant une représentation markovienne polynômiale 

dans le sens suivant [6] : 

il existe un processus stationnaire markovien (Z ) _ à valeurs 
n rieÏÏ 

dans IRP et un entier positif k tels que : 

(14) Z = <|>(Z « ,e ) 
n n-1 n 

et 

(15) X = ip(Z ,Z . 1 , . . . ,Z . ) 
n n-k n-k-fl* n-fk 



où (e ) _ est une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs 
n ncZ 

dans IRm , (p est une application polynôrniale de IRP * IRm dans irP 

, . . ^ _p(2k+l) ^ d 
et \p est une application mesurable de IR dans IR . 

Il est clair que les propriétés de mélange de sont les mêmes 

que celles de (Z ) ^ 
n rie 2 

Nous supposons que (p est de degré un relativement à z
n ¡ ' l'équation 

(14) s'écrit alors sous la forme matricielle : 

(16) Z = (A '+ Z Br e )Z + I Cx e + D , 
n p 6 n n-1 x 6 n 

ô ô 

où la sommation sur 6 est étendue à une partie finie de 3Nm ; après 

avoir déterminé presque sûrement l'espace des états du processus * 

nous montrons qu'il est géométriquement absolument régulier sous les 

hypothèses suivantes : 

( H •) 3 s > o tel que 

E I E Cr e^ + D I
 S < 00 et E11 A + E B e ||S < 1 ; 1

 r ô n r ô n 
c ô 

( i^) valeurs propres de A sont en valeur absolue strictement 

inférieures à un ; 

(C5) La loi de probabilité de e^ est dominée par une mesure lebesguienne 

sur une variété algébrique lisse V dans IRm et sa densité f par rapport à 

cette mesure lebesguienne est telle que l'ensemble {f >o} soit un 

un vôinisage ouvert de zéro dans V . 

On notera, comme cela apparaît dans nos démonstrations, que sous les 

hypothèses citées, le processus (Z ) est en particulier Harris-récurrent 
n ne a 

- 11 -
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Pour établir ces résultats, nous démontrons au préalable un théorème de 

continuité de l'image d'une mesure par une application polynômiale 

(théorème 3.2, chapitre III) ; ce théorème apparait comme une extension 

du théorème de continuité de la translation. Plus exactement nous 

montrons le résultat suivant. 

Soit ip(z,x) une application de classe C* de U *V dans W où 

U et W sont des variétés algébriques contenues respectivement dans 

IR et IR , V est une variété algébrique lisse contenue dans 

n3 
IR ; on suppose que ip est polynômiale en x . 

Soit 6 une mesure positive régulière sur V absolument continue par 

rapport à une mesure Lebesguienne sur V et son image dans W par 

l'application \p(z,*) . 

Alors, si z est tel que l'image de V par \p(z , •) contienne 
o o 

un ouvert non vide dans la partie régulière de W , on a : 

lim m f 9 (A) > 6 (A) 
z z 

z z o 
o 

pour tout Borélien A de W ; de plus, si 9 est une mesure 

finie, alors : 

lim Q (A) = 9 (A) 
z z 

Z -> Z o 

pour tout Borélien A de W 



- 13 -

Outre la théorie des processus markoviens et le théorème ergodique, les 

outils que nous utilisons proviennent de la géométrie algébrique et 

différentielle réelle. 

Les résultats obtenus s'appliquent naturellement aux processus ARMA 

et aux processus bilinéaires. ^ 

La deuxième partie de la thèse porte sur l'estimation par la 

méthode du noyau pour des observations non indépendantes. 

Soit u n processus stationnaire en loi, fortement mélangeant 

et à valeurs dans IR ; soit f(x) la densité de probabilité de X^. 

Suivant M. Rosenblatt [30] , f(x) peut être estimée par : 

N x-X. 
(17) f (x) = j Z Kt-rr1) 

N N hjj j = l N 

où K est un noyau positif et (h ) est une suite de nombres réels 
N 

positifs qui converge vers zéro. 

Il existe une vaste littérature concernant cette estimation dans le cas 

i.i.d. (pour une bibliographie récente on peut voir par exemple 

L. Devroye et L. Gyôrfi [31]). 

Dans [8] et l'article [7] qui constitue le chapitre IV notre objectif 

est d'obtenir une approche unifiée de l'étude des risques : 

(18) E(| xk fN(x)-x
k f (x) || ̂  , p > o , o < q < 00 , k 6 IN D ; 

pour cela nous utilisons, quand q est supérieur ou égal à deux, la 

propriété de contraction de la transformée de Fourier sur (IR^) 

où q' est le conjugué de q . Quand q est inférieur à deux nous 
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utilisons le facteur x qui apparaît dans (18). Nous obtenons alors 

sous certaines hypothèses sur f , K et le mélange du processus 

(X ) _ les résultats suivants : n ne% 

si 2 < q < 00 , q' = : 

(19> E(| d !*k fN ( x )" x k f (X) Iq d X) P / q= °( p/21 dp/q- + h N P ) 
V IR / \N h ~ / 

N 

si o < q < 2 : 

(20) 

On a en particulier pour la norme sup(q = 

(21) E sup |xk f (x) -x k f (x) | P = 0 
__ d 
IR 

En dehors d'un travail récent de P. Doukhan, J. Léon et F. Portai [32] 

sur le risque E sup |f (x)-f(x)| avec' S compact il ne nous semble 
S 

pas que le risque E sup |f (x)-f(x)| ait été étudié sous des 

IR 
hypothèses de mélange. 

Nos hypothèses de régularité sur f sont écrites dans le langage des 

distributions. Nous montrons qu'elles sont équivalentes à l'hypothèse 

introduite par L. Devroye et L. Gyôrfi [31] dans le cas k = o et 

p = q = d = 1 : 

(22) sup 
a>o 

(f *<i> ) | < 00 
a 

Á í ^ |xk fM ( x^~ x k f ( x>| q dxj / q= o ( .-1 + h*P\ ; 
V IR / \ N P / 2 h^-D/2 N / 

1 

N P / 2 h d p 

N 

+ 



- 15 -

2 
où <f> est une densité positive à support compact et de classe C j 

on constate en particulier que l'hypothèse (22) de L. Devroye et 

L. Gyôrfi signifie exactement que f est absolument continue et sa 

dérivée presque partout f' est une fonction à variation bornée. 

Les résultats (19) et (20) sont utilisés à la fin du chapitre IV 

pour étudier les risques des estimations de la régression, de la 

densité conditionnelle et d'autres fonctionnelles. 

Le chapitre V ([9]) est consacré à l'estimation de l'entropie de 

X^ par la méthode du noyau. Cette entropie est définie par : 

(23) H(X ) 
n 

f (x) Log f (x) dx 

quand l'intégrale existe. 

L'entropie joue un rôle important en théorie de l'information ainsi 

que dans certaines branches de la physique. 

Diverses estimations ont été proposées dans le cas unidimensionnel 

(d = 1) et pour des observations i.i.d. 

I.A. Ahmad et P.E. Lin [33] proposent l'estimateur : 

(24) âN - - i ï Log fN(X.) 
1=1 

où f est défini par (17) ; ils étudient la consistence en moyenne 

de H . Leur démonstration est malheureusement incomplète. 
N 

B.L.S. Prakasa Rao [34] propose l'estimateur : 

k 

(25) Â N = 

N 

kN 

f (x) Log f._ (x) dx 
N N 
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où k est une suite croissante de nombres réels. Un autre estimateur 
N 

intéressant est proposé par 0. Vasicek [35] mais il n'est pas utilisable 

en multidimensionnel. Nous proposons les estimateurs : 

(26) H = --î- Log 
N 

V 1 

d fN (X) d X 

IR 

Y 
où r = h et Y est un nombre réel positif et 

N N 

(27) H = fN(x)Log f N U ) dx ; 

IRd 

nous majorons ensuite les risques moyens d'ordre p de ces estimateurs. 

Le résultat étant valable en multidimensionnel, on l'utilise pour 

estimer l'information mutuelle de deux variables aléatoires X et Y ; 

cette information vérifie en effet la relation 

(28) I (X, Y) = H (X) + H (Y) - H (X, Y) I 

La troisième partie, constituée du chapitre VI, est indépendante des 

deux premières ; elle est consacrée à l'étude de l'entropie des processus 

linéaires [10] étude que nous avons commencée dans [11]. La définition 

de l'entropie d'une variable aléatoire donnée par la formule (23) plus 

haut est étendue dans le chapitre VI à toute variable aléatoire ayant 

un moment absolu d'ordre s >o fini . Elle est notée h(X) au lieu 

de H(X) pour éviter la confusion avec l'entropie de processus que 

nous définissons maintenant. 
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Soit X = (X ) ^ un processus stationnaire en loi admettant un moment 
n ne& 

absolu d'ordre s >o fini ; l'entropie de X est définie par : 

(29) H (X) = l i m - V h ( X , . . . ,X ) 
n+1 o n 

n 

Notre objectif dans le chapitre VI est de trouver-une relation entre 

l'entropie du processus X et celle d'un processus Y quand X est 

obtenu par un filtre linéaire appliqué à Y . 

Plus précisément, nous considérons un processus stationnaire en loi 

réel Y = ( Y
n) n £ ^ dans une classe de processus harmonisables qui 

contient les processus de carré intégrables et certains processus 

symétriques a-stables [36]. On suppose que le processus X = 

est donné par : 

(30) X = 
n 

11
 e i n X <fi(X) dZy 

- 7 T 

où dZy désigne la mesure spectrale aléatoire de Y et (j) est inté-

grable pour la mesure dZ^ . 

Nous montrons alors que : 

1 r 
Log|<J>(X) | dX + H (Y) ; (31) H (X) > -r-

2tt 
— 7T 

nous obtenons également des cas où l'égalité à lieu dans (31) ; parmi 

ces cas citons celui où Y est régulier ou symétrique a-stable. En 

particulier l'entropie d'un processus X régulier ou symétrique 

a-stable non singulier s'écrira exactement : 

1 rïï 

(32) H(X) = 2oltt Log f(À) dA + H(W) 

- ï ï 
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où f et W sont respectivement la densité spectrale et l'innovation 

de la partie régulière de X et a = 2 si le processus X est de 

carré intégrable. Ce type de résultats remonte à C.E. Shannon [37] qui 

établit l'égalité dans (31) quand Y est Gaussien ? sa méthode consiste 

à calculer directement h(X , ...,X ) puis à oasser à la limite dans (29). 
o n 

Plus récemment M. Kanter [38] donne l'inégalité (31) quand Y = (Y ) ^ 
^ ^ n neZ 

est une suite de variables aléatoires indépendantes et de carré intégrable« 

Enfin L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [39] démontrent (31) quand <f>(X) 

est un polynôme trigonométrique. 

La suite du chapitre contient diverses applications ; notamment une 

minoration de l'erreur de prédiction non linéaire et une discussion du 

principe du maximum d'entropie de J.P. Burg [40]. 

Enfin, nous terminons le chapitre en donnant une extension des 

résultats au cas où Y n'est pas harmonisable. Plus exactement nous 

montrons que si Y = (Y ) ^ admet un moment absolu d'ordre un et si n ne& 

X = e s t défini par la série convergente en moyenne ; 

+ œ> + 00 

(33) X = I a. Y . avec £ I a. I < « 
n . 3 n-j 1 3 1 j=-oo J J j = -oo 

alors : 

(34) H (X) 
2TT 

7T 

Log | <J) ( X) | dX + H (Y) 
-7T 

ou 

+ oo 

(35) (J)(X) = Z a. e l j X 

l'égalité est obtenue si <f>(X) ne s'annule pas sur [-TT,TT] . 
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SUR UN MODELE AUTOREGRESSIF NON LINEAIRE. 
ERGODICITE ET ERGODICITE GEOMETRIQUE. 

Abdelkader MOKKADEM. 

On établit des conditions suffisantes d'ergodici té et d'ergodi 
cité géométrique pour la chaîne de Markov définie par 

"Xn = <p(X n- 1 ) + e vn- 1 , n 

On donne également des exemples d'application. 

We obtain sufficient conditions of ergodicity and geometric ergo-
dicity for the Markov chain ( x

n ) defined by : 
X n = «>(Xn-l> vn- 1 » n 

We give also some applications. 
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I. INTRODUCTION.-

Soit une suite de champs aléatoires sur IRd à valeurs dans IR̂  , 

indépendants e x n, x 6 IRd , n € 2. 

Soit <p une fonction de IRd dans lRd mesurable. 

L'objet de ce travail est 1'étude du comportement de la chaîne de 

Markov ( x
n ) , n € IN, définie par : 

( 1 ) X N = <P(X N - I ) + S . 
Sl-l 

Un modèle voisin a été étudié par P. Doukhan et M. Ghindès (1980 

a,b) qui considèrent 

(2) X n = t P(X n_ 1) • £ n. 

Ils établissent la proposition suivante pour le modèle (2) 

On suppose les e n indépendants de même loi F équivalente à 

la mesure de Lebesgue. Alors si cp est une fonction mesurable bornée, 

la chaîne (X n) est Doeb1 in-récurrente. 

Ils en déduisent alors que la chaîne est géométriquement ergodi-

que et appliquent ce résultat à l'étude statistique du modèle (2). 

La propriété d'ergodicité géométrique est plus faible que la 

récurrence Doeblin, mais elle est suffisante pour établir certains 

résultats statistiques. En fait, la différence entre les deux proprié-

tés est que dans le cas Doeblin-récurrent le processus est 

uniformément mélangeant, alors que dans le cas d'ergodicité géométri-

que il est fortement mélangeant (Rosenblatt (1971)). 

On se propose dans ce travail d'établir des conditions suffisan-

tes d'ergodicité géométrique de la chaîne ( x
n ) définie par le mo-

dèle ( 1 ) . 

On notera que (1) apparaît comme le modèle AR(1) le plus géné-

ral ; en particulier le modèle du type X n = peut s'écrire 

sous la forme (1) avec par exemple cp = 0 et e x = ^(x,rjn). 

On supposera dans tout ce qui suit que £ x n admet une densité 

f x ( v ) , par rapport à la mesure de Lebesgue jjl sur tRd , indépendante 

de n. La chaîne (Xn ) admet alors pour densité de transition : 

p ( x , y ) = f x ( y-cp ( x ) ) . 

Sa loi de transition sera notée P(x,.). 
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On utilisera dans la suite les hypothèses suivantes : 

(U) : Pour n fixé les variables |£x n | sont uniformément inté-

grables. 

(Cl) : Pour tout Borélien A de |i-mesure non nulle et tout compact 

K dans [R^ , il existe un entier n strictement: positif tel 

que : 

n 
F 

xGK 

La condition (Cl) implique : 

(C2) : ( x
n )

 e s t apériodique, 

Inf P °(x,A) > 0, 

La condition (C2) est aussi vérifiée si par exemple : 

* nl ( C 3 ) : 3N 1 ^ IN , tel que P ( x , . ) ~ JJL pour tout x. 

De telles conditions sont satisfaites dans le modèle (2) dès que 

la densité de est strictement positive et cp est bornée sur 

tout compact. 

Sous l'hypothèse (Cl), la mesure £ 2 ~ n P n ( x , . ) est équivalente 

à fj. pour tout x ; et donc la chaîne ( X n ) est fortement irréduc-

tible (voir Tweedie, 1976). 

Soit k une mesure sous-invariante de (X n) ; dans le cas où 

(X ) est ergodique, on prendra pour 7t, la probabilité invariante de 

(X n) . 

Dans les parties II et III on établit des conditions suffisantes 

d eigodicité et d'ergodicité géométrique du modèle (1) dans le cas 

vectoriel. Dans la partie IV, on se restreint au cas scalaire (d=l ) ; 

les conditions suffisantes qu'on obtient sont alors plus faibles que 

celles obtenues dans le cas vectoriel. Enfin dans la partie V on don-

ne un exemple d'application. 
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I I . E R G O D I C I T E DE (X n) DANS LE CAS V E C T O R I E L . 

Le lemme suivant va nous permettre d ' u t i l i s e r des c o m p a c t s pour 

les c r i t è r e s d ' e r g o d i c i t é et de r é c u r r e n c e é t a b l i s par T w e e d i e (1975). 

L E M M E 1. Soit K un compact de DRd, alors sous la c o n d i t i o n (Cl) : 

JJL ( K ) > 0 = > 0 < 7C ( K ) < oo. 

Preuve La chaîne ( x
n ) étant fortement i r r é d u c t i b l e il est clair 

alors que et donc k ( K ) >0 . Puisque ¡jl et k sont à - f i n i e s , 

on peut trouver A tel que ( A ) >0 et k ( A ) <°o (en effet, on prend 

A tel que m ( A ) >0 ; on a A=U A ̂  avec tz ( A i ) < oo pour tout i et donc 

il e x i s t e i tel que M(A ) >0 et k ( A )<oo) ; sous la c o n d i t i o n 

(Cl), il e x i s t e n tel que b = Inf P n ( x , A ) > 0 ; on a : 

x£K 

7t ( A ) > f K ( dx ) P n ( x , A ) > * ( K ) . b 

V et donc 7t ( K ) < oo. 

On peut m a i n t e n a n t énoncer des c o n d i t i o n s s u f f i s a n t e s d ' e r g o -

dicité de (X ). 

P R O P O S I T I O N 1. Si (Cl) est v é r i f i é e et s'il e x i s t e M>0 , r}>0 et 

s>0 tels que 

(3) E|cp(x)+e x n |
s < | x | s - r 1 pour | x | > M et sup E | <p ( x ) £

 x t n I
 S < 0° 

A l o r s est une chaîne ergodique. 

Preuve : On a p p l i q u e le critère d ' e r g o d i c i t é de T w e e d i e (1975). 

On prend g ( x ) = a | x | s avec a>Tq_1 ; il est facile alors de 

voir que pour |x| assez grand 

P ( x , y ) g ( y ) d y - g(x) + 1 < 0 
J 

R e m a r q u e 1 : s'il existe s<l , A>0, M>0, tels que sup E | £ x ^ n | s < A < o o , 

| cp ( x ) | I x | s - A et sup | c p ( x ) | < o o . Alors (3) est v é r i f i é e . Cela cor-
! x | <M 

respond à un r é s u l t a t connu (Doukhan-Ghindès, 1980 a) dans le cas du 

m o d è l e (2) avec s=l et e x = e n . 

La c o n d i t i o n (3) porte sur le moment de n |
s ; cette con-

trainte p e u t - ê t r e levée dans le cas où E £
x n

 = 0 pour tout x ; 
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on obtient alors : 

P R O P O S I T I O N 2, Si les h y p o t h è s e s (U) et (Cl) sont s a t i s f a i t e s et 

E e x = 0 pour tout x, et si cp possède pour |x| assez grand 

la p r o p r i é t é : 

(4) V K>0, 3 K' tel que : | cp ( x ) | > K ' = > ! cpi ( x ) ! > K 

pour tout c o m p o s a n t e cp̂  de cp ; 

alors s'il existe M>0 et R\>0 tels que : 

d d 
£ L<p.(x)| < £ | x • | ~Tj pour | x | > M et sup | cp ( x ) |<PO, 

i=l 1 1=1 1 |x|<M 

la chaîne est e r g o d i q u e . 

Il faut noter que la p r o p r i é t é (4) est t r i v i a l e m e n t v é r i f i é e 

dans le cas s c a l a i r e . 

d 
Preuve de la p r o p o s i t i o n 2 : On prend g(x) = A £ I x . | où les x• 

i — 1 1 1 

sont les c o m p o s a n t e s de x et A est tel que AR\>2 . 

E c r i v o n s l ' i n t é g r a l e : j p ( x , y ) g ( y ) dy dans chacun des 2e* trié-

d dres de IR ; on obtient : 

J P ( x , y ) g ( y ) d y = p J j J j • • • J I f x(y-^P(x) ) (ô1y1-^. . . - H ô d y d ) d y i . .dy d 

[Rd ô 2 ô 2 ô d 

où la somme est é t e n d u e à tous les ô de la forme : 

ô = ( ô 1 „ . . . , ô 1 ) avec ô ± = + 1 ; 

I ] -oo, 0 ] si Ô . = - 1 et I = [ 0 , + o o [ si ô . = +1. 
5i 5i 

Faisons le c h a n g e m e n t de variable u = y-cp(x) ; on obtient : 

5) J p ( x , y ) g ( y ) d y < l A | J^ J^ . . J^ (ôiu
:
+• • ̂ d ^ 1 fx(u )dul 1 " dud 

I R D ~ Ô ^ Ô 2 ~ Ô D 

d 
+ A I ! cp. (x) | 

i=l 1 

avec J = ] -oo, -cp • (x)] si Ô. — -1 et 
6. 

j = [-cp. (x) , +oo[ si a. = +i. 

En v e r t u des h y p o t h è s e s de la p r o p o s i t i o n , on peut choisir K 

tel que pour | <p ( x ) | >K, les intégrales du terme de droite de (5) 

soient assez p e t i t e s , de sorte que : 
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1 d J± a 

p(x,y)g(y)dy < - + A I j <p ( x ) | . 
, 2 1=1 1 

lRd 
Pour | cp ( x ) j < K, l'intégrale p(x,y)g(y) est majorée par : 

IRd 

A 2 d _ 1 ( s u p E|£ x | + K) 
x X ' n 

mais sous l'hypothèse (U), sup E j £ _ j < oo ; i1 est maintenant facile 
x x ' n 

de voir que jxj assez grand : 

P(x,y)g(y)dy-g(x)+1<0 J 
[Rd 
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I I I . E R G O D I C I T E GEOMETRIQUE. 

R a p p e l o n s que la chaîne e r g o d i q u e ( X n ) est dite g é o m é t r i q u e m e n t 

e r g o d i q u e , s'il existe P<1 tel que : 

|| P n ( x , . ) - 7E || = 0 ( p n ) pour 7t-presque tout x. 

|| . || d é s i g n a n t la norme en v a r i a t i o n . 

Numrnelin-Tuominen (1982) montrent que si de plus ( x n ^ est 

H a r r i s - r é c u r r e n t e et a p é r i o d i q u e alors : 

J 7t(dx) || P n ( X , . ) -7C || = O ( p n ) . 

On peut m o n t r e r alors que le p r o c e s s u s ( X n ) est a - m é 1 a n g e a n t 

avec un c o e f f i c i e n t de a - m é l a n g e convergeant vers zéro g é o m é t r i q u e -

ment (Rosenblatt, 1971). Une telle p r o p r i é t é est i m p o r t a n t e dans 

l'étude s t a t i s t i q u e du p r o c e s s u s (voir D o u k h a n - G h i n d è s , 1980 b et 

Mokkadem, 1985 b). 

On va é t a b l i r des critères d ' e r g o d i c i t é g é o m é t r i q u e . Pour cela 

on a be s o i n du : 

L E M M E 2. Sous les c o n d i t i o n s de la p r o p o s i t i o n 1 ou de la p r o p o s i -

tion 2, la (X ) est H a r r i s - r é c u r r e n t e et les m e s u r e s it 

et IJL sont é q u i v a l e n t e s . 

C'est un résultat de T w e e d i e (1976) p u i s q u e la chaîne ( x
n )

 e s t 

fortement i r r é d u c t i b l e et e r g o d i q u e . 

C o m m e c o n s é q u e n c e , tout compact K tel que pL ( K ) > 0 est un petit 

e n s e m b l e au sens défini par N u m m e 1 i n - T u o m i n e n (1982). 

On peut m a i n t e n a n t énoncer : 

P R O P O S I T I O N 3 . Si (Cl) est v é r i f i é e et s'il existe 

s>0, M>0 et p<1 tels que : 

(6) E|<p(x)+£ I s < p | x | s pour I x | >M et sup E | <p ( x ) + £ I s < oo 
x ' n | x | <M x ' n 

Alors ( X n ) est g é o m é t r i q u e m e n t e r g o d i q u e et tz admet un moment 

d ' o r d r e s . 

De plus : 3 £, £ < 1 tel que : 

J Tt(dx) r^(x) = 0 ( £ n ) 

où r ( x ) = sup ' f h(y) [P n(x,dy)-7t(dy)] . 
n I h|<|x| s J 
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Preuve : On prend g(x) — 1 | x j s et a tel que p<a<l ; 11 est 

clair que J*p ( x , y ) g ( y ) dy-ag ( x ) < 0 pour |xj assez grand. Les ré-

sultats de Numme1in-Tuominen (1982) et Tweedie (1983) permettent 

alors de conclure. 

Remarque 2 : si sup Eje \ s< oo alors (6) est équivalente à : 

x X ' n 

( 6 ' ) il existe M'>0 et p'<l tels que : 

| < p ( x ) | < p ' | x | pour | x | > M' et sup | <p ( x ) | < oo . 

| x | <M' 

En effet : pour s<l c'est immédiat ; pour s>l, on utilise les 

deux inégalités suivantes : 

„ 1/s _ 1/s ( E | cp ( x ) £ x n | ) < | cp ( x ) j ( E ! £ x > n |
s ) 

et 
« 1/s _ 1/s 

|tp(x)j < (Ejcp(x)^£ X j n|
 s ) + ( E | £ x > n l ) 

Ainsi si sup E | E | s < o o , la condition (6') est suffisante pour l'exis-
x x 

tence d'un moment d'ordre s de 7t. 

La proposition 3 peut être améliorée sous l'hypothèse suivante 

il existe a>0 tel que sup E(exp a|£ |) < c < oo ; on obtient alors 
x x ' n 

PROPOSITION 4. Si (Cl) est vérifiée et s'il existe M > 0 

1 
et A > — log C tels que : 

a 

(7) |cp(x) j < i x l - A pour | x | >M et sup j <p ( x ) | <oo . 

i x i <M 

Alors la chaîne ( x
n ) est géométriquement ergodique et tc admet une 

transformée de Laplace sur C~a a ] • 

De plus , ^<1, tel que : 

J 7t(dx) = 0 ( ^ n ) 

où r n ( x ) = | H ® < P A | X | J H ( V ) (P n(x,dy) - JC ( dy ) ) . 

a ! x ! 
Preuve : Il suffit de prendre g ( x ) = e et a tel que 

exp(log C-aA) < a < 1. On procède ensuite comme pour la proposition 3 
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I V. CAS UNI DI MENSIQNNEL . 

Dans le cas où X n 6 IR, les conditions établies plus haut peuvent 

être affaiblies. 

On suppose que le modèle (1) est centré, c'est-à-dire E e x 

pour tout x et tout n. On obtient alors : 

PROPOSITION 5. Sous les conditions (U) et (Cl), s'il existe 

A>0 , M>0 , a<0 , r<0 , otr<l tels que sup | cp ( x ) | <oo et : 

| x | <M 

ax+A < <p ( x ) < x-A pour x>M 

(8) 

x +A < <p ( x ) < rx-A pour x<-M 

Alors la chaîne ( x
n )

 e s t ergodiqu'e. 

Preuve a 
Soit a>0 et b = - — ; on voit que : 

a 

( 9 ) a r + H > 0 . 

Choisissons a assez grand, de sorte que : 

1 - aA < -1 
(10) 

1 - bA < -1 

fax si x > 0 
et soit g(x) = ^ . On a alors 

-bx si x < 0 

n n+oo n-Cp(x) n+oo 

P(x,y)g(y)dy=a u f x ( u ) d u - b uf x ( u ) du + acp ( x ) f x ( u ) d u 

J J-Cp(x) J -oo J — <p ( X ) 
j-cp ( X ) 

-bcp(x)| f x(u)du. 

Sous les hypothèses (U) et Ee x n = 0, on peut trouver K tel que 

pour |B|>K : 

r»B 
(a+b) || u f v ( u ) d u | < - et (a+b)|| u f x ( u ) d u | < - . 

1 f 
| u f x ( u ) d u | < - et (a+b)| 
J -oo 2 J ; 

Pour | cp ( x ) | < K on a : 

[p(x,y)g(y)dy-g(x)+l < ( a + b ) E | e X f n | + ( a + b ) K - g ( x ) + l 

ce qui est négatif pour |x| assez grand car l'hypothèse (U) impli-

que que sup E | e | < ©o. 
x x ' n 

Pour | cp ( x ) | > K on a : 

1 p+oo p-cp(x)_ 

-<p(x) 

n 1 fH-oo r>— <p ( X ) 
P(x,y)g(y)dy-g(x)+l <—+a<p(x) f x ( u ) du-bcp ( x ) f x ( u ) du-g ( x ) + 1 

J 2 J —en ( x ) J —oo 
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on peut alors vérifier que cette expression est strictement négative 

pour |xj>M ; faisons le pour x > 0 ; la vérification est du même 

type pour x<0. On a deux cas 

1 . si cp ( x ) > 0 : 

J' 
p ( x , y ) g ( y ) dy-g ( x ) + 1 < - + acp ( x ) - ax + 1 

2 

1 
< — + a(x-A) - ax + 1 

2 

1 
< — + 1 - aA 

2 

ce qui en vertu de (10) est strictement négatif. 

2 . si cp ( x ) <0 : 

J 
1 

P(x,y)g(y)dy-g(x) + 1 < — - bcp ( x ) - ax + 1 
2 

1 
< — - b ( ax+A ) - ax -+- 1 

2 

1 
< — - bA + 1 

2 

ce qui est encore strictement négatif en vertu de (10). 

Comme conséquence, sous les conditions de la proposition 5, la 

le (X n) est Harris récurrenl 

valentes. On peut alors énoncer 

chaîne ( ) est Harris récurrente et jj. et k sont des mesures équi-

PROPQSITION 6. Sous les conditions (U) et (Cl), s'il existe 

M>0 , p<l , a<0 , 7<0 , cxj<p tels que sup | <p ( x ) | <oo e t : 
| x | <M 

ax < cp ( x ) < px pour x > M 
( 11 ) 

px < cp(x) < TX pour x < -M 

Alors la chaîne (X n) est géométriquement ergodique et 7t admet un 

moment d'ordre 1. 

De plus : , § < 1 tel que : 
k ( dx )4rn ( x ) = 0(ïn) 

où r (x) = sup f h(y ) (P n(x,dy)-7t(dy) ) . 
n I h | < | x | J 
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Preuve : On a ay < p ; soit tq>0, 

2 2 r 
tel que : p < -q < rj < 1 . Comme cxy < rj , on a : - — < - — ; on r) a 
prend alors deux nombres a et b, réels positifs, tels que : 

r b -r) 
- — < - < - — . On a donc : 

r) a a 
(12) slt] + ba > 0 et br] + ar > 0 

/1+ax si s>0 
-bx si x<0 

On prend maintenant g(x) = < . On a alors 
\l-t 

n n-hoo 
P(x , y )g(y )dy-rig(x)<( l-TI) + (a + b)E | | + acp(x) f x ( u ) d u 

J j —CO i X ̂  
:x) J d —o 

-<p(x) 
r-<p ( x ) -bcp(x) I f x(u)du-Tig(x) . 

En procédant maintenant comme dans la proposition 5 et en utilisant 

les inégalités (12), on voit facilement que j p ( x , y ) g ( y ) dy-r}g ( x ) <0 

pour |x| assez grand ; ce qui permet de conclure. 
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V. EXEMPLE D'APPLICATION. 

Modèle bilinéaire simple. 

Considérons le modèle : 
2 

(13) Z t = a Zt__1 + b Z t _ 1 e t -h c e t + d e t + f 

où a, b, c, d, c, f sont des nombres réels et les e sont des va-
t 

riables aléatoires indépendantes de même loi, de densité g(x) stric-

tement positive. On suppose le modèle centré, c'est-à-dire : 

E z t = O, E e t = 0, E(d e 2 + f) = O. 

Les propriétés des estimateurs des paramètres du modèle (13) sem-

blent être difficiles à étudier (Tuan Dinh Pham-Lanh Tat Tran, 1980). 

Ces auteurs établissent en particulier qu'une condition suffisan-

te d'existence d'une solution de (13) stationnaire et de carré inté-

gra b 1 e est : 

(14) a 2 + b2 E e 2 < 1 et E e^ < oo . 

(cf. Mokkadem 1985 b, pour un autre type de condition d'existence) . 

Mais sous cette condition, Z^ est géométriquement ergodique ; 

en effet les conditions (Cl) et (C3) avec n
0
= 2 sont faciles à véri-

fier pour le modèle (13) ; la proposition 3 permet de conclure. En 

particulier (Z t) est géométriquement a-mélangeant. Il peut être 

préférable alors de modéliser autrement le processus (Z^) . En effet, 

si on calcule les corrélations de (Zt ) on voit que ceux sont celles 

d'un processus autorégressif linéaire d'ordre 1. Par conséquent Z t 

s'écrit : 

(15) Z t " " P Z t - 1 "" £ t 

où les e. t sont orthogonaux. Le processus e t n'est pas un bruit 

blanc, mais il est géométriquement a-mé1angeant et on peut voir que 

les estimations classiques dans (15) ont les propriétés usuelles. 

2 2 2 Par exemple, posons E Z^ = a , on peut estimer a et p par 

N 2 C N 1 N-l 

On a alors 

PROPOSITION 7. 

1 - l i m p N = p p.s. 

2p+5 p -p/2 
2 - Si E|Zt|, <00, p>0 , <5>0 , alors E | pN~p | =0 ( N ) 

2 1 N 2 C M 1 N-l 
"M = - Z Z et p N = Si où C N = - Z 2, Z, + 1. 

N j=0 j N 2 N N j=0 3 3 1 

aM 



- 36 -

4 + <5 
Si E|Ztl <00, <5>0, alors %J~T3 (pN~p) > N(0,w) en loi 

- 2 2 2 
où w = l im cr NE ( c^~PCTfsj ) 

Preuve : 

1 - est une conséquence du théorème ergodique. 

cN-c (<7N-ct2> 

2 - on écrit : P N - P = — — - P N 

CT CT 

où C = E(Z t Z t_ K l ) . 

On remarquera que |p N|<l puis on applique un résultat de 

Yokoyama (1980). 

3 - on utilise la même décomposition de Pjsj~P puis on applique un 

théorème de limite centrale pour des variables aléatoires a—mélan-

geantes (Ha11-Heyde, 1980). 

La remarque qu'on, vient de faire pour le modèle (13) est encore 

vraie pour tout modèle du même type que (1) et pour lequel les cor-

rélations sont celles d'un processus autorégressif. 

3 -
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- APPENDICE -

On donne ici une condition suffisante pour que (Cl) soit 

satisfaite. 

(C' ) : 1 - cp est bornée sur tout compact. 

2 - Pour toute suite x de limite , il existe une sous-

n o 

suite x telle que f /(v) converge presque partout 
x n 

vers une densité f_(v) strictement positive. x 

Une telle condition est satisfaite dans le modèle (2) dès que 

la densité de & n est strictement positive et <p est bornée sur 

tout compact. 

La condition (C') implique en particulier que e s t u n e 

densité strictement positive pour tout x et par conséquent (C3) 

est vér i f i ée. 

Soit maintenant K un compact ; prenons un pavé fermé I tel 

que 

(16) <p(K) C I . 

Soit A un Borélien de jn-mesure non-nulle. 

Notons : 
(IV) P x Z ( A ) = | f v(y-z)dy. 

Il est clair que : 

(18) P(x,A) = P X i < p ( x ) ( A ) 

et donc d'après (16) : 

(19) I n f P ( x , A ) > I n f P ( A ) . 
K Kx I 

Notons 

(20) a = Inf P (A). 
Kx I x , z 

Il existe une suite ( x n ' z n ^ tel que : 

(21) lim P (A) = a. 

n ' n 

/ s 
KxI étant compact, on extrait une sous-suite ( x n , z n ^ ayant une 

limite (x,z) ; on en extrait encore une sous-suite ( x n ' z n ^ 

sorte que f converge presque partout vers une densité f__ stricte-
x n x 

ment positi ve. 
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Notons : 

(22) P_ (A) = | f_(y-z)dy. 
x , z r f-< J A x 

Il est clair que 

(23) P_ (A) > 0. 
x , z 

On a : 

(24) |P (A) - P_ (A)| < | f f (y-z )dy - f f_(y-z )dy| 
x n,z n x,z JA x n

 n JA x 

+ | f f_(y-z )dy - f f__(y-z)dy|. 
JA x n JA x 

Les deux termes de droite de (24) tendent vers zéro grâce au théorème 

de Scheffé et à la continuité de la translation. 

On a donc d'après (21) : 

(25) a = P__ ( A ) 
x , z 

et par (23) : 

( 26 ) ex > 0 . 

Ce qui achève la démonstration. 
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P R O B A B I L I T É S . — Le modèle non linéaire /1K(1) général. Ergodicité et ergodicité 
géométrique. N o t e de Abdelkader Mokkadem, présentée par Robert Fortet. 

On établit des condit ions suffisantes d 'ergodicité et d 'ergodicité géométr ique du modèle non linéaire A R ( 1 ) 
général. 

R RO li ABILITY THEORY The general non linear A R ( 1 ) model. Ergodicity and geometric ergodicity. 

We obtain sufficient conditions for ergodicity and geometric ergodicity of the general non linear AR (1) model. 

I. LL MODÈLE. — Soit une suite de champs aléatoires sur R é à valeurs dans Rd, 
indépendants: cx „, xeUd, neZ. On suppose que cx n admet une densité fx(v) par rapport 
à la mesure de Lebesgue ji dans Ud, indépendante de n. 

On étudie dans le présent travail le comportement du processus ( X J défini par: 

(I) X„ = «P(X„ i) + eX|i , 

où cp est une fonct ion mesurable de [RJ dans Rd. Le modèle (1) est le modèle A R ( l ) le 
plus général; par exemple le modèle X „ ~ vj/(Xn r|J, certains modèles bilinéaires (Tuan, 
D. Pham et Lanh, T. Tran [10]) et certains modèles à coefficients aléatoires ( D. F. 
N'icholls et B. G. Qinn [5]) s'écrivent sous la forme (1). 

Le processus ( X J défini par (1) est une chaîne de Markov homogène de densité 
de transition : 

/>(-\\ v)=./A 0 -cp(.v)). 

On notera P(x , . ) sa loi de transition. 
Les hypothèses suivantes seront utilisées dans la suite: 
(U) Pour n fixé les variables le*,*! sont uniformément intégrables. 
(I) Pour £/>(), fixé, E ( e x p a\zx „ | ) < C pour tout x. 
(B) Pour tout borélien A de |i-mesure non nulle et tout compact K dans Rd, il existe 

un entier n0 strictement positif tel que : 

Inf P"° (A. A) > 0 . 
V f K 

(C) La chaîne (X J est apériodique. 
La condit ion (C) est vérifiée si par exemple: 
(C') 3 n, e f̂ J* tel que P"> (A, . ) ^ m pour tout A. 

Les condit ions (B) et ( C ) peuvent être remplacées par des condit ions plus fortes mais 
plus pratiques: 

PROPOSITION 1. — Les conditions (B) et (C') sont vérifiées si : 
(a) <p est bornée sur tout compact. 

(h) Pour toute suite \„ de limite x0, il existe une sous-suite x'n telle que fXn(v) converge 

presque partout vers une densité JXQ(v) strictement positive. 

Sous Phypothèse (B) la chaîne ( X J est |i-irréductible; elle admet alors une mesure 
excessive (cf. [11]) qu'on notera n; dans le cas o ù ( X J est ergodique 7c sera sa probabilité 
invariante. 

Pour les déf init ions des différentes not ions qu'on utilise on pourra se reporter à [6], 
[7], [8], [11] et 

Les résultats énoncés dans la présente N o t e sont démontrés dans [3]. 

0249-6291 85'03010889 '% 2.00 © Académie des Sciences 

C . K . , 1 9 8 5 , 2 e Semestre ( I M)\) Série I 67 
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II. ÉTUDE DU CAS VECTORIEL. — La c o n d i t i o n (B) permet d'uti l iser un résultat de [12] 

pour obten ir le : 

THÉORÈME 1. — Si (B) est vérifiée et s'il existe M > 0 , R | > 0 et s> 0 tels que : 

(2) E|cp(x) + e x J
s â M * - n 

pour 

| x | > M et s u p E | cp (A-) 4- e x „ \s < -X-, 

alors ( X J est récurrente positive. 

Remarque 1. - Si pour et | x | > M o n a : 

| cp (x ) |s g | x |5 — A avec A > s u p E | zx n |s et s u p | c p ( x ) | < o o , 
X ' IxtiM 

alors (2) est vérifiée. Cela c o r r e s p o n d au résultat de D o u k h a n - G h i n d e s [2] d a n s le c a s 

= et s — 1. 

La c o n d i t i o n d u t h é o r è m e 1 porte sur le m o m e n t de | c x n |s; o n peut lever cet te 

contra in te d a n s le cas o ù E c x n = 0. O n a a lors le: 

THÉORÈME 2. - Si Ee x „ = 0 et (B) et ( U ) sont vérifiées et si cp possède pour \x \ assez 

grand IQ propriété : 

(3) V K > 0 , 3 K ' tel que | cp (x ) | > K/ => | cp,- (x ) | > K 

pour toute composante cp, de cp, alors s'il existe M > 0 et r\ > 0 tels que : 

(4) Z | c p l C x ) | < Z | x t . | - T 1 pour | x | > M et s u p | cp (x ) | < oo. 
UlgM 

la chaîne (Xn) est récurrente positive. 

Pour la d é m o n s t r a t i o n on appl ique les résultats de [12] en se plaçant d a n s c h a c u n d e s 
2J trièdres de UJ. 

C o m m e c o n s é q u e n c e o n a : 

P R O P O S I T I O N 2 Sous les conditions du théorème 1 ou du théorème 2. la chaîne Xn est 

K-récurrente. 

C e résultat permet Tétude de l 'ergodicité g é o m é t r i q u e de (X n ) . O n se réfère a [6] et 
[13] pour les résultats de base sur Fergodic i té g é o m é t r i q u e des cha înes de M a r k o v 
Harris-récurrentes et apér iodiques . D a n s [6] il est m o n t r é en particulier que si ( X J est 
une cha îne de M a r k o v Harris-récurrente, apér iod ique , g é o m é t r i q u e m e n t e r g o d i q u e et de 
probabi l i t é invar iante n a lor s : 

J \ t ( J x ) | | P " ( x , . ) — 7t || = O (pn), 

où p < 1 et | | . || dés igne la n o r m e en variat ion. 

U n e telle propriété entra îne que le processus ( X J est f o r t e m e n t m é l a n g e a n t a v e c un 

coe f f i c i ent de m é l a n g e c o n v e r g e a n t vers zéro g é o m é t r i q u e m e n t [9]. C e type de proprié té 

est utile p o u r l 'étude s tat is t ique de ( X J ([1], [4]). 

Le résultat qui suit d o n n e un critère d 'ergodic i té g é o m é t r i q u e de (1). 

THÉQRÊME 3. — Si (B) et (C) sont vérifiées et s'il existe M > 0 , S > 0 et p < 1 tels que: 

(5) E | cp (x ) + „ |5 < p | * |5 pour | x | > M 

et 

sup E | cp (x ) -h Ex „ | 5 < O C , 

\ X \ Z M 
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alors (XJ est géométriquement ergodique et n admet un moment d'ordre s. 

Remarque 2. Si sup R | cx n \s < oo, alors (5) est équivalente à : | c p ( x ) | < p | x j pour 
X 

! .v | > M et sup | ( p ( x ) | < o o . 
I * I S M 

Remarque 3. D a n s le cas e x „ = £", la condit ion d'ergodicité géométr ique connue 
jusqu'ici est celle de [2]: cp bornée. 

Sous l 'hypothèse (I) le théorème 3 peut être amélioré; on obtient : 

THÉORÈME 4. - Si (B), (C) et (I) sont vérifiées et s'il existe M > 0 et A > ( l / a ) l o g C 
tels que : 

(6) | cp (.v) | < | x | — A pour j x | > M et sup | ( p ( x ) | < o o , 
f * I ̂  m 

alors (XJ est géométriquement ergodique et n admet une transformée de Laplace sur 

( - a. Cl], 

III. CAS se A LA I R P. D a n s ce cas la relation d'ordre sur (R permet d'affaiblir les 
condi t ions établies dans le cas vectoriel. 

On suppose ( l.J) vérifiée et EcA_n = 0. On obtient alors: 

TinOHÎ MI 5 Sous la condition ( B), s*il existe deux applications affines / (x) et ni (x) 
liécroissantes et Jeux constantes A > 0 et M > 0 tels que: 

sup | q > ( v ) | < a 
I X T < M 

t'I pour Y ! -> V1 ' 

l(m(x))^x pour x > 0 , 

m (/ (x)) ^ x pour x < 0 , 

(7) { / ( 0 ) < 0 , m ( 0 ) > 0 , 

m (x) g cp (x) ^ x — A pour x > 0, 

x + A g c p ( x ) g / ( x ) pour x < 0 , 

alors la chaîne (XN) est récurrente positive. 

Pour Pergodicité géométr ique on a: 

THF.ORHMH 6. — Sous les conditions (B) et (C), s'il existe deux applications linéaires l (x) 
et m (x) décroissantes et deux constantes M > 0 et p < 1 tels que: 

sup |cp(x)|<oo 
I x I ¿M 

et pour j x I > M : 

/ (m (x)) < p x pour x > 0. 

\ m(l (x)) > p x' pour x < 0, 

j m (x 

' p x 

[ x ) < c p ( x ) < p x pour x > 0 , 

p x < cp (x) < / (x) pour x < 0 , 

alors la chaîne ( X J est géométriquement ergodique et n admet un moment <Tordre 1. 

IV. EXEMPLES DE MODÈLES DE TYPE ( 1 ) . — 1. Considérons le modèle [ 1 0 ] : 

(9) X, — aXf i +bX, . 1 e. + ce. + d e f + f . 
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avec a% b, c, d, e, / d e s nombres réels et et des variables aléatoires réelles indépendantes 
de m ê m e loi et de densité strictement positive. 

On suppose le modè le centré: EX, = 0, = E ( d e f + f ) = 0. 

D a n s [10], Tuan Dinh Pham et Lanh Tat Tran établissent qu'une c o n d i t i o n suf f i sante 

d'existence d'une so lut ion de (9) s tat ionnaire et de carré intégrable est : 

(10) a2 + h2Ee?<\: 

En fait, on peut faci lement vérifier les cond i t i ons ( B) et ( C ) avec n0 = nl=2 pour le 
m o d è l e (9); ce qui en appl iquant le théorème 3 montre que, sous la c o n d i t i o n (10), (X,) 
est géométr iquement ergodique et sa probabil i té invariante admet un m o m e n t d'ordre 2. 

2. Soir le modèle [5]: 
(in xf = ex, ,+Y rx f , + n,. 

où G ç R (y,) et (r|,) sont des suites de variables aléatoires indépendantes de m ê m e loi et 
indépendantes entre elles. On suppose que r|, admet une densité strictement posi t ive et 
un m o m e n t d'ordre s. Ici éga lement les c o n d i t i o n s ( B) et ( C ) sont vérifiées avec n0 = ni = 1 
et par conséquent sous la c o n d i t i o n : E | y, + B < 1 la chaîne (X n ) déf in ie par (11) est 
géométr iquement ergodique et sa probabil i té invariante admet un m o m e n t d'ordre .v. 
R e m i s e le 1e r jui l let 1985. a c c e p t é e a p r è s rév i s ion le 21 o c t o b r e 19X5. 
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PROBABILITÉS. — Conditions suffisantes d'existence et (Tergodicité géométrique des 
modèles bilinêaires. Note de Abdelkader Mokkadem, présentée par Robert Fortet. 

Considérant des modèles bilinêaires donnés par des équat ions : 
9 « O r 

X,= X ajX.-j + e,* X bje,-,+ X X bkjX,-j-ke,-k> 
i y - i y- « y-o 

on établit des condit ions suffisantes d'existence, d 'ergodicité et d 'ergodici té géométrique de (X,). 

PROBABILITY THEORY. — Sufficient condi t ions for the existence and geometric ergodicity of bilinear 
models. 

Starting from the equations: 
p « O P 

Xr= X -> + *,+ X hiei-,+ X X 
> « i y - i à - I j - o 

we obtain sufficient conditions for the existence, ergodicity and geometric ergodicity of (X,) for this kind of 
bilinear models 

I. INTRODUCTION. — On considère le modèle bilinéaire : 
p q Q P 

(!) *,= I>yXr ; + *,+ Z bjC, X I b k j x t _ ^ k e t . k , 
j 1 j -1 k = 1 j = 0 

ou et est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et de même loi. 
Tuan Pham Dinh [3] a montré qu'on pouvait écrire ce modèle sous la forme : 

Z, = AZ, _ i H- BZ, _ ! et + Ce, + De? + E. 
( 2 ) 1 X, = H' Z,_ J 

où Zf est un processus vectoriel de dimension n = Max {p, <? + P, Q + p ) , les matrices A, 
B et les vecteurs C, D, E étant fonctions des paramètres du modèle (1). 

Quand et est indépendant de { Zf _ l f Zf _ 2 , . . . }, (2) est une représentation markovienne 
de (1). Le problème de l'existence d'une solution stationnaire Zf est abordé dans [1] où 
une condition suffisante, portant sur le moment d'ordre deux de en est établie. 

Dans la présente Note, on montre que : sous la condition E log | A + B et | < 0 , le modèle 
(2) admet une solution stationnaire; de plus si E | A + B et (* < 1 et s:gl, la solution est 
g c omet riqu em ent ergod ique. 

IL EXISTENCE. 

THÉORÈME 1. — Si E | log | A + Be, 11 < oo, alors une condition suffisante pour r existence 
(f une solution Z, strictement stationnaire de (2) est : 

(3) E l o g j A + B e , | < 0 . 

On a de plus : 

(4) Zf = Cet + De? -h E -h £ ( [ 1 (A 4- B ^ A c ^ - . + D e ^ + E). 
m £ 1 \ j = 1 / 

Preuve. — On peut voir que, sous les conditions du théorème, toute solution de (2) 
doit vérifier (4). On voit également que si le terme de droite de (4) existe, il vérifie (2). II 
suffit par conséquent de montrer que la série de terme général : 

m 

= J~[ ( A + B et _ j) (C et _ m -l- D ef_ m + E) converge presque sûrement. 
j = i 

0249-6291/85/03010375 S 2 00 <£) Académie des Sciences 
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Mai s : 
m 

I o g | M j g X l o g | A -f B e f _ ; | + | C ^ _ M + D6 r
2 _„- f E | . 

7=1 

Par la loi des grands n o m b r e s on obtient : 

lim sup | M m | 1 / m g e x p ( E log | A -h B et |) < 1 presque sûrement . 
m 

C e qui d o n n e la convergence voulue. 

Remarques. — 1° L'écriture (4) montre que e, est indépendant de { Zf _ l t Zf _ 2 , . . . } et 

d o n c Z t est markovien . 

2° Si E | e , | r < o o , r > 0 , on a par l'inégalité de Jensen : 

|| A -h B et ||r < 1 => E log | A + B et j <0. 

III. ERGODICITÉ. — On considère le modè le (2) avec A, B, C, D , E scalaires et Z f la 

so lut ion déf inie par (4). 

On suppose que : 

(A) et admet une densité / ( x ) > 0 presque partout. 

(B) E | | 5 < oo o ù 0 < 5 ^ 1. 

S o u s la cond i t ion (A) , (Z f ) est une chaîne de M a r k o v ^-irréductible, apér iodique , ji 

étant la mesure de Lebesgue, et sa loi de transit ion P ( x , . ) est for tement cont inue . 

T H É O R È M E 2. — Sous les conditions (A) et (B), s'il existe s ' g s tel que E | A 4- B et < 1, 

alors la chaîne (Zt) est ergodique et récurrente. 

Preuve. — O n a E | A + B £ , | 5 ' < 1 pour tout s"^s\ o n peut d o n c prendre s ' g s /2 de 

sorte que E(e?)s existe. On appl ique maintenant les théorèmes 4 . 2 et 4 . 3 de T w e e d i e [ 5 ] 

avec g (x) = I .x Is ; on obtient : 

(5) P(x, dy)g(y) - g (x) + g E | A + B et
 1 s j x !A f h ! C <>f -t V>ef + F h |x js' + I, 

ce qui, pour | x | assez grand, est négatif. 
Le reste est s imple à vérifier. 

COROLLAIRE. — Sous les hypothèses du théorème 2, la chaîne (Zf) est Harris-récurrente. 

Preuve. — En utilisant le l emme 2 . 2 de [5] on peut montrer que la c h a î n e ( Z f ) est 

| i-récurrente. C o m m e (Z,) est ergodique de probabi l i té invariante n il s 'ensuit , d 'après 

Orey[2] , que (Z f ) est Tr-récurrente et d o n c Harris-récurrente. 

T H É O R È M E 3. — Sous les hypothèses du théorème 2, (Z f ) est une chaîne géométriquement 

ergodique et sa probabilité invariante admet un moment <Tordre s"r = Inf (s', s/2). 

De plus, il existe p < 1 tel que : 

n(dx)\\P»(x, • ) 7i || = O (pn), 

sup 
\<\x I5" J 

où || |i | | = sup I |i (dy) h (y)pour toute mesure ji. 
i*i<i*r 

Preuve. — On utilise le résultat de N u m m e l i n - T u o m i n e n [4] pour montrer que tout 
c o m p a c t est un petit ensemble . 

On choisit ensuite e > 0 tel que E j A -f B E, |s < 1 — E < 1 et on définit g(x) = | x 
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On obtient : 

J P ( x , dy)g(y) — (\ -e)g(y)<0, 

pour j x | assez grand. 
Les résultats de [4] et [6] permettent alors de conclure. 

Remise le 17 ju in 1985. 
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Mixing properties of ARMA processes 

A. MOKKADEM 

Abstract : Using Markovian method, we obtain a simple sufficient condition 

for a multivariate ARMA process to be geometricaly completely regular. 

1. Introduction 

£ Let ^ " ^ t e Z Z a s t a ti o n a ry random process in IR ; denote by A^ 

k 

the a-algebra generated by (Y(t) ; -®><t<k} and by A those generated 

by {Y(t) ; k <t <«}. Following Davydov [2], we define the complete regula-

rity coefficient for k > 0 by : 

3(k) = E {sup |P(B/AQ)-P(B) I }. 

B €A K 

We shall say that ^ ^ ^ t e Z Z Í S c o mP l e t e ly regular, if lim 6 (k) = 0, 

and that (Y(t))^ ^ Ç^ometricaly completely regular if there exists p, 

k 
0 < p <1 such that 8(k) =0(p ). 

Another mixing coefficient is the strong mixing coefficient defined by : 

a (k) = sup{ |P(A NB)-P(A) .P(B) I ; AeA , BeA*}. 

It is easy to see that a(k) < 8(k) ; so that complete regularity implies 

strong mixing. The mixing properties are very useful in asymptotic statistic. 

It is then of interest to obtain conditions for a process to be completely 

regular or strong mixing. 
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Ibragimov and Rozanov [4] obtain conditions for linear gaussian process 

to be strong mixing ; the one dimensional linear process without gaussian 

hypothesis, is studied by Gorodetskii [3] and Withers [10]. In [7] Tuan D. Pham 

and Lanh T. Tran show that under Gorodetskii1 s conditions, the multivariate 

linear process is completely regular. 

In the present paper, using another approach, we obtain a simple condition, 

different from that of [7], for a multivariate ARMA process to be geometricaly 

completely regular. 

2. Main result 

We assume that the process ^ ^ ^ t e Z Z s a t i s f i e s t h e ARMA equation : 

P Q 
(1) I B(i)Y(t-i) = I A (k) e (t-k) 

i=0 k=0 

where B(i) and A(k) are real matrices with respective dimensions I xl 

and I xr ; B(0) = Id ; e(t) is a sequence of independent identicaly dis-

tribued random vectors in IR and Ee(t) = 0. 

For z € <E we define the matrices 

P 4 Q 
P (z) = I B(i)zX and Q(z) = £ A(k) 

i=0 k=0 
k z 

and assume that : 

(C) The absolute values of the zeros of the polynome det P(z) are strictly 

greater than 1 . 
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With this condition, the equation (1) has a unique stationary solution : 

oo 
(1') Y(t) = I c(j)e(t-j) 

j=0 

Our main result is : 

THEOREM 1. If the probability law of e (t) is equivalent to the Lebesgue 

measure on IR j then the processus Y(t) is geometricaly completely regular. 

i 
Similar result can be written for ARMA processes in (E . Now we state the 

problem in Markovian form. For this we use the following lemma : 

LEMMA 1. (AkaTke [1]) Let k = Max(P,Q+1) ; there exists a Markovian chain 

X (t) in IR ^ such that : 

(2) X(t) = F.X(t-l) + Ge(t) 

Y (t) = H X(t) 

where F_, G3 H are real matrices and the non zero proper values of F are 

the inverses of the zeros of det P(z). Moreover ^ ^ ^ t e Z Z ^s stationary 

and e(t) and (x(t-1),x(t-2),...) are independent. 

The proof of lemma 1 uses equations (1) and (l1). It would be noted that 

Akaike in his paper [l], assumes that £ = r and that the absolute values 

of the zeros of det Q(z) are strictly greater than 1 ; by this assumption 

e(t) is the innovation of the process Y(t). However, this assumption is not 

necessary because in the proof of Akaike it suffices to take conditional 
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expectation with respect to the a-algebra generated by {e(t),£(t-1),...} 

in place of the a-algebra generated by {Y(t),Y(t-1),...}. 

Clearly, using lemma 1, we see that if X(t) is geometricaly completely 

regular then theorem 1 is proved. 

In lemma 1, the matrices F, G, H obtained from (1) and (l1) are of par-

ticular form. We do not need this and shall prove the following more general 

result : 

k 
THEOREM 1'. Let (x(t))t ̂  ̂  ^e a stationary random process in TR such 

that : 

(3) X(t) = F X(t-l) + G1e1 (t) + .. .+Grer (t) 

and : 
k 

i) G^,... are vectors in IR and F is a k-dimensional real square 

matrice ; 

ii) e (t) = (£ ̂  (t) (t)), tell, is a sequence of independent identicaly 
jr 

distribued random vectors in IR and e(t) and {x(t-1),x(t-2),...} 

are independent ; 

iii) the probability law of e(t) is equivalente to the Lebesgue measure 
jr 

on IR and there exists a real number s >0 such that : 

E | £ (t) | S <co ; 

iv) the absolute values of the proper values of F are strictly smaller 

than 1. 

Then x(t*) is a geometricaly completely regular process and a geometri-

caly ergodic Markov chain. 
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3. Proof of theorem 1' 

To prove theorem 1 ' , we need the following lemma that appears in another 

form in [5] : 

k 
LEMMA 2. Let x(t) be a Markov chain in a subspace E of IR with tran-

sition probability P(x,.) ; assume that : • no i) e IN such that, for every vl in E, P (x,.) << JJ where Y is 

the Lebesgue measure on E ; 

ii) for every compact K and measurable set A in E such that y (A) > 0_, 

there exists an integer n^ >n^ such that : 

nl 
Inf P (x,A) >0 ? 
xeK 

iii) there exists a positive function g_, defined on E_, and real numbers 

A > 0j B > 0_, M > 0, 0 < 9 < 1 such that : 

0g(x) < g (x) -1 for |x| >M 

E(g(X(t+l) ) |x(t) = x) < 0g (x) for |x| >M 

B <E(g(X.(t+l)) |x(t) = x) <A for |x| <M. 

Then the Markov chain x(t) is geometricaly ergodic. Moreover3 if x(t) 

is a stationary random processthen it is geometricaly completely regular. 

Proof. By i) and ii) , X (t) is vi-irreductible and aperiodic. Let TT be a 

subinvariant measure and K a compact in E, then 

(4) p (K) >0 => 0 < tt (K) 
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To prove (4) we note that TT >>y and then TT (K) >0. 

Moreover, TT and p being a-finite, we can find A such that : 

VI (A) > 0 and TT (A) < 00 ; 

but by ii) there exists n^ such that : 
nl 

b = Inf P (x,A) >0 ; 
X € K 

1 

so that : 

TT (A) >/ TT (dx) P (x / A) — TT (K) • b 
E 

n 

and then TT (K) <°°. 

Now by (4) we can take compact with non zero y-measure in the ergodicity 

criteria of Tweedie f8] : iii) implies that the chain X(t) is ergodic. 

We denote also by TT its invariant probability. 

By (i) and (ii) we obtain that the chain is TT-recurrent and that TT and y 

are equivalent ; consequently the chain X(t) is Harris-recurrent and by 

(ii) the compacts K such that y(K) >0, are small sets as defined by 

Nummelin and Tuominen [6]. We can then use geometric ergodicity criteria of 

[6]. The condition iii) implies that the chain X(t) is geometricaly ergodic. 

The first part of the lemma is proved. 

Assume now that ^^^teZZ i s a S T A T I O N A R Y process, TT is then the proba-

bility law of the random variable X(t). 

But by Nummelin and Tuominen [6], there exists p, 0<p<l, such that : 

JTT ( d x ) | J P n ( x , . ) - T R | | = 0 ( p n ) 

where || . || is the total variation. 

In anotherway, Davydov [2] shows that : 

B(n) = Jir(dx) II Pn(x,.)-7r|| 

Then (X(t)) 77 is a geometricaly completely regular random process. 
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Now, we study the space of values of the process X(t) defined by (3) 

and its transition probability. 

For this, denote by E the real vector space generated by : 

{FPGk ; p >0, l<k<r} ; 

and let m be the smaller integer such that » 0<p<m, l<k<r} gene-

rate E. 

We have then : 

Lemma 3. X(t) eE almost surely arid i f p(x,.) is the transition probability 

of the chain (X(t)) in E then pm+1(x,.) is equivalente to the Lebesgue 

measure in E. 

Proof. Let V.. ; j = 1, . . . ,u , i =1,...,y . ; be a Jordan basis ; that is to 

say a basis of (E such that : 

FV., = p.v ., and for i >1, FV.. = p .V.. + V. . « 
31 J D1 3 Ji J/i-1 

where p are the proper values of F (not necessarely distinct). 

Let B = {U^,...,U^} be a real basis of E. We complete B in (E , by 

using the ordered in the following mean : 

(j,i) < (j\i') if 
3 <3* 

or 
j = j1 and i < i1 

we obtain then a basis of (E , {U ,...,U ,U , . . . ,U } with the following 
1 V V+1 X 

property : 

(5) 

for k < v, FU € E 
K 

for k >v, FU = p,U,+W , where p is some proper value X X X X 

F and W e ^ , . . . 'Uk-1># 
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Assume now that : 

X(t) -a1(t)01+...+ov(t)Uv+ «v+1(t)Uv+1+...+av+p(t)Uv+p 

with p > 0 and a (t) ^ 0 (the a, (t) are random variables). Clearly v+p k 
a
v+p(t) is a stationary process. 

But by (3) and (5) : 

a (t+1) = p a (t) v+p v+p v+p 

and, because |p 1 <1, we h e necessarely : 1 v+p' 

a (t) = 0 almost surely ; v+p 

so the first part of the lemma is proved. 

Now the equation (3) gives : 
r 

X (t+m) = F X(t-l) + I (ek(t)FmGk+.. .+ek(t+m)Gk) 
k=l 

Let L : IR r ( m + 1 ) +E defined by : 
r r ro , L (£ (t) ,. .. (t+m)) = I (ek(t)F Gk+. . .+ek(t+m)Gk) 

k=l 

Clearly L is onto and linear. 

Then the probability law of L(e(t),...(t+m)) is equivalente to the 

Lebesgue measure in E. 

Now, Pm+1(x,.) is the law of L(e(t),...,c(t+m))+Fm+1x and then is 

equivalente to the Lebesgue measure in E. 

Note that pm+*(x,.) is obtained by a translation and then it is a conti-

nuous function of x. I 

Now we go to : 

Proof of theorem 1' . We apply lemma 2. Clearly, using lemma 3,. i) and ii) of 

lemma 2 are satisfied. 

For iii) we take the function g(x) defined as follow, 
v 

For x€E, x = 11 a., v.. 
i=l i =i ^ ji ' put : 



- 56 -

g(x) = 
V Yj (Y.-i)B 

1 + I I IPJ J |a..| 
j=l i=l J 3 1 

where B is such that |p_.| + | p_. | < £ <• 1 for every j. 

Now write 

e (t)+...+G e (t) = J 6.. V.. , (the 6.. are fixed linear 1 1 r r r . j i j i Ti Ji 
functions of e (t),...,e^(t)). 

We have : 

E(g(X(t+l)) | X (t) = x) = E(g(F(x)+ I 6.. V..)) • • 31 31 13 

v Y3 1 (Y.-i)S 
PJ 3 |p.a +a ... | + |p | |a |) I ( I 

- j=l i=l j ji j,i+i• 1' j' ' jy. 

+ E 
v y j 1 (Y.-i)B 
I < I IpJ J I <5 1 hk 1,5 I) 

4-1 i=i 3 J X 3 yj -

* C g(x) + A. 

Now clearly lim g (x) = 
|x|-H» 

And then for 0 <1, 0 > £S , there exists M >0 such that for |x| >M 

£ g(x) + A <6g(x) . 

The theorem 1' is then proved. 
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PROPRIETES DE MELANGE DES PROCESSUS 

AUTOREGRESSIFS POLYNOMIAUX 

Abdelkader MOKKADEM 

Résumé 

On étudie le mélange des processus (Z ) stationnaires en loi 
n neZ 

dans IRP et vérifiant une équation de récurrence : 

Z = <J>(Z - ,e ) 
n n-1 n 

où (p est une application polynomiale de degré un relativement à Z 
n-1 

et (e ) „ est une suite de variables aléatoires i.i.d. dans lRm . On 
n nez 

obtient des conditions suffisantes simples pour crue le processus (Z ) 
n neZ 

soit géométriquement absolument régulier. Au préalable on établit un 

théorème de continuité de l'image d'une mesure par une application 

polynomiale. Les résultats s'appliquent aux processus ARMA et aux processus 

bilinéaires. 

Abstract 

P 

We study the mixing of law stationary processes ^Zn^n£Z ^ 

satisfying an equation : 

Z = <f>(Z t ,e ) n ^ n-1 n 

where $ is a polynomial application with deg. <p = 1 relatively to 

Z „ and (e ) is a sequence of i.i.d. random variables in IRm . 
n-1 n n£Z 

We obtain simple sufficient conditions for t o 9 e o m e t ri c a ly 

absolutely regular. To obtain this conditions, we first prove a continuity 

theorem for the image of a measure by a polynomial application. The results 

apply to the ARMA processes and to the bilinear processes. 

Mots-Ciés : Processus autoregressifs ; processus stationnaires markoviens ; 

processus bilinéaires ; processus ARMA ; ergodicité géométrique ; régularité 

absolue géométrique. 

Classification AMS 1985 : 60 G 10 ; 60 G 99 ; 60 J27 ; 62 M 10 . 
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I - INTRODUCTION 

Soit (X ) „ u n processus stationnaire en loi, à valeurs dans IRd . 
n ne2 ^ 

k 
Notons a, la tribu engendrée par {X , X ,/X , ...} et a celle 

K K K. 1 K — Z 

engendrée par { X^, xk+l '
 X]c+2 ' * * * ̂  *

 P o u r °ktenir des résultats asymptotiques 

sur le processus (X ) on est souvent amenés à supposer que les tribus 
n nez 

k 
aQ et a sont asymptotiquement indépendantes quand k devient grand. 

Les hypothèses de mélange sont un des moyens de modéliser cette 

indépendance asymptotique. De nombreuses notions de mélange ont été 

introduites. Citons, sans être exhaustif, les mélanges définis à partir 

des coefficients suivants. 

Le coefficient de mélange fort (M. Rosenblatt [31]) : 

a k = sup{| p (A n B) - P(A) .p(B)| , A 6 a o , B € a
k } . 

Le coefficient de mélange uniforme (I.A. Ibragimov et Y.V. Linnik [13]) 

<|>k = sup{| p (B | A) - p (B) | , A € a Q , B € a
k } . 

Le coefficient de régularité absolue (appelé par Y.A. Davydov [5] 

coefficient de régularité complète) : 

Bk = E sup{|p(B|ao) - P(B) | , B C a k } . 

Le coefficient de p-mélange [13] : 

Pk = sup|E(n.v) I , le sup étant pris sur les variables 

aléatoires ri et v vérifiant : n est a o ~ m e s u r a b l e , y est 

a -mesurable, 

2 
En = EV = 1 et E n = E v = 0 . 

Le coefficient de ^-mélange (J.R. Blum, D.L. Hanson et 
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L.H. Koopmans [3]) 

. / i P(A nB) , k, 
\ = S U P { IP(A).P(B) ' A £ a o ' B e â } ' 

Le processus (X ) _ sera dit fortement mélangeant (resp. unifor-
n n eZ 

mément mélangeant, absolument régulier, ^-mélangeant, p-mélangeant) si 

la suite a^iresp. , B^ / ^ ' PyJ converge vers zéro. 

Notons qu'à partir des définitions, on peut obtenir les inégalités : 

« k s * * k * ; o ^ - K ' 2 : 

de sorte que, par exemple, le mélange uniforme ou la régularité absolue 

implique le mélange fort. 

Sous des hypothèses sur la vitesse de convergence des coefficients 

de mélange, de nombreux résultats asymptotiques sur le processus 

n e2
 o n t ^ ^ obtenus..On peut consulter, à titre d'exemples [10] , [13] , 

[33] , [34] et [40]. 

Cependant, il n'est pas toujours simple de donner des conditions 

suffisantes pour qu'un processus soit mélangeant, ni d'avoir la vitesse 

de convergence du coefficient de mélange. Une première approche de ce 

problème concerne les processus linéaires. I.A. Ibragimov et Y. Rozanov 

[14] font une étude systématique du mélange des processus linéaires 

gaussiens. Pour le cas linéaire non gaussien et unidimensionnel, 

V.V. Gorodetski [9] et C.S. Withers [39] établissent des conditions 

suffisantes de mélange fort. T.D. Pham et L.T. Tran [26] montrent que ces 

conditions impliquent en fait la régularité absolue de e t c e l à 

sans que X soit unidimensionnel. 
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La deuxième approche est une approche markovienne. On suppose que 

(X ) est un processus stationnaire markovien. Un tel processus est 
n 

construit à partir d'une chaîne de Markov homogène n ̂D possède 

une loi de probabilité invariante 7T . La loi de X^ est alors TT et la 

loi de (X ,...,X ) est donnée par la propriété de Markov (voir 
ni nk 

M. Rosenblatt [30]). La chaîne (X1) ^ est dite fortement mélangeante 
n>0 

(resp. uniformément mélangeante, absolument régulière, ^-mélangeante, 

p-mélangeante) si le processus ne%
 e s t fortement mélangeant (resp. 

uniformément mélangeant, absolument régulier, ij;-mélangeant, p-mélangeant). 

Des conditions sur la chaîne (X1) ^ donnent alors des propriétés de n n>0 ^ 

mélange de • L e P r e mi e r résultat de ce type est le suivant 

(J.L. Doob [8]) : si une chaîne de Markov est Doeblin-récurrente alors 

elle est uniformément mélangeante et son coefficient de mélange uniforme 

converge vers zéro géométriquement. Dans [5] , Y.A. Davydov fait le lien entre 

la récurrence au sens de Harris et la régularité absolue. Le mélange fort 

et d'autres types de mélange sont étudiés par M. Rosenblatt [30] . 

Dans le présent article, nous abordons le problème de la manière 

suivante. 

On suppose que le processus stationnaire en loi (X ) admet 
n neZ 

une représentation markovienne polynomiale. Nous entendons par là que : 

(i) il existe une suite de variables aléatoires i.i.d. (e ) à valeurs 
n ne% 

m 
dans IR et un processus stationnaire en loi (Z ) à valeurs dans 

n ne2 

JPp tels que e^ et 2'***^ soient indépendants ; 

(ii) il existe un entier k >0 , une application polynomiale (p de 

JR^ iRm dans IFp et une application mesurable ip de lRp(2k + 1 ) dans 
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JR̂  tels que : 

(1.1.) Z n = 0 ( Z n _ r e n ) 

(1.2.) X = lp(Z ,Z . . ) 
n T n-k n-k+1 n+k 

Il est clair que (Z ) „ est un processus stationnaire markovien et sa 
n ne2 

probabilité de transition P(z,.) est la loi de probabilité de 

<J)(z,en) . Comme exemples de processus admettant une représentation 

markovienne, citons les processus ARMA (H. Akaike [1]) et les processus 

bilinéaires (T.D. Pham [27]). Observons que si le coefficient de mélange 

de ( z
n) n £ 2 converge vers zéro, le coefficient de mélange correspondant 

pour converge aussi vers zéro et celà avec la même vitesse ? 

de sorte que l'étude du mélange de ( X ^ ) s e ramène à celle du mélange 

de (Z ) m . n ne» 

Ce travail est donc consacré à l'étude des processus stationnaires 

en loi et satisfaisant une équation du type (1.1) . 

Nous montrons dans la section 4 que, sous des conditions simples sur 

la loi de probabilité de e^ et sur l'application (p , le processus 

(Z ) „ est absolument régulier avec un coefficient de régularité absolue 
n n<r2 * 

qui tend vers zéro géométriquement. 

Pour les processus bilinéaires, on obtient par exemple, le résultat 

suivant : 

Soit u n processus bilinéaire d'ordre p , q , P , Q et 

d'équation : 

1.3. X = ) a . X . + e + J b , e . + ? Y b. X . . e , . 
n . L j n-i n i n - j . k. n-n-k n-k 

3 = 1 J J 3 = 1 J k = l j =0 3 J 
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Soit :

2
(1.4.) Z = AZ + BZ , e + C e  + D e  + E

η η- 1 η- 1 η η n

sa representation markovienne [27] .

Supposons que :

a) e^ admet une densite de probability f telle que l'ensemble {f > o} 

soit un ouvert contenant zero.

b) ] s > 0 tel que :

EI e |2 s <oo e t  E | | A  + Be | | S < 1  .
1 n 11 n 11

Alors le processus bilineaire (X ) d'equation (1.3) est absolument
n n £2

regulier et son coefficient de regularity absolue tend vers zero 

ge o metriquement.

Notre plan de travail est le suivant.

Dans la section 2, nous etablissons un critere de melange geometrique pour

une chaine de Markov dont l'espace des etats est un sous-espace d 'un espace

topologique separable et denombrable a l 1infini. Ce critere portera

en particulier sur les probabilites de transition P (z,.) ; mais ces

probabilites pour l.e processus (Z ) defini par 1'equation (1.1),
n nc &

apparaissent comme des probabilites images de la loi de (e , ...,e, )
1 K

par des applications p o l ynomiales.

Cela nous conduit a etudier dans la section 3, 1 ’image d'une mesure par 

une application polynomiale. Nous montrons en particulier le resultat 

s u i v a n t .
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Soit ψ(ζ,χ) une application de classe C* de M x v  dans

W  ού M et W sont des vari6t6s alg6briques (A5) contenues respecti- 

n i n 2
vement dans 1R et ]R , V est une vari6t£ alg^brique lisse (A13) 

n 3
contenue dans 1R ; on suppose que ψ est polynomiale en x .

Soit Θ une mesure positive riguliSre sur V absolument continue par rapport A

une mesure lebesguienne sur V (voir J. Dieudonn6 [7]) et Θ son
z

image dans W par 1 'application ψ(ζ,.)·

Alors, si z est tel que 1 ’image de V par ψ(ζ ,.) contienne un ouvertO o
non vide dans la partie r^gulidre de W , on a :

(1.5) lim inf Θ (A) £ Θ (A) pour tout bor£lien A de W ;
z z

z -► z o
o

de plus, si Θ est une mesure finie, alors :

(1.51) lim Θ (A) = Θ (A) pour tout bor^lien A de W .
z z

Z+Z o
o

Ce resultat est une extension du theoreme de continuity de la translation 

ou ψ est de la forme ψ(ζ,χ) = z+x .

Les oiitils utilises dans la demonstration sont le theoreme de Sard 

(J. Dieudonn£ [7]), le theoreme de la fibre localement triviale (A26) 

et le theoreme de resolution des singularit^s (A27).

Independamment du present article, ce resultat de continuity de 

θ2 possede un int^ret en soi.

Dans la section 4, nous d£terminerons, sous certaines conditions,

l'espace des etats du processus (Z ) defini par 1'equation (1.1) ;
η ηεα

cela nous permet alors d'etablir des conditions suffisantes simples pour



-  66  -

que ce processus soit geometriquement absolument regulier. En plus des resultats 

de la section 3, l'outil utilise dans la section 4 est le theoreme ergodique.

La section 5 est consacree aux processus ARMA vectoriels et aux

processus bilineaires ; la condition que nous obtenons pour les processus

ARMA est nettement moins restrictive que celle que nous avons obtenue

dans [18] et [19] ; on notera en particulier que la loi de probability

du bruit e^ qui intervient dans l'equation (1 .1) ne sera pas necessairement

ra
absolument continue dans 3R puisque notre hypothese sera que e^ est a 

valeurs dans une variete algebrique qui peut etre distincte de IRm et 

done de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue sur IRm .

Enfin pour la commodite du lecteur, nous avons regroupe dans un 

appendice, les notions et resultats de g£ometrie algebrique r£elle que 

nous utilisons ; les r£f£rences notees (Ai) renvoient done a cet 

a p p e n d i c e .

Π - UN CRITERE DE MELANGE GEOMETRIQUE

Pour les differentes notions sur les chalnes de Markov que nous 

utilisons dans cette partie, on pourra se reporter a [24] , [25] ,[29] et 

[35] .

Soit (Z )  ̂ , une chaine de Markov a valeurs dans un sous-espace 
n n >0

S d'un espace topologique M separable et denombrable a 1'infini. M est 

muni d'une mesure positive p , σ-finie, non triviale, finie sur tout 

compact et telle que :

(2.1) y (S) > 0  .
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Le theoreme qui suit donne un critere d'ergodicite geometrique (voir 

E. Nummelin et P. Tuominen [24] pour la definition) et de regularity 

absolue geometrique de la chaine de Markov :

(z > >o ·n n^O

ouand (Z ) „  admet une probability stationnaire, on notera encore 
* n n^O

(Z ) / le processus stationnaire markovien construit avec cette probability 
n n£3

stationnaire et la probability de transition (voir M. Rosenblatt [30]).

Theoreme 2.1

Soit P ( z , .) la probabiliti de transition de (Z ) .
n niO

Si les hypotheses suivantes sont satisfaites :

(Hi) Pour tout oompact K de M et tout borelien A dans S de 

\x-mesure nulle3 it existe un entier nQ tel que : 

n
P (z,A) = 0  pour tout z dans K n s  .

(H2) Pour tout compact K de M et tout borilien A dans S de 

\i-mesure non nulle} it existe un entier tet que :

n i
Inf P (z,A) > 0  . 

zeKnS

(H3) It existe une fonction g positive sur s , un compact K de M 

et des nombres riels A > 0  , B > 0  , 0 < p < l  tels que :

(i) μ(Κ n S) >0

(ii) E (g (Z jlz = z ) < g ( z ) - l  si z / K n S
n+1 ' n

(iii) E(g(Zn + 1 ) |zn = z) ^ pg(z) si z / K f l S
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(iv) B < E ( g ( Z  «) |z = z ) < A  si z € K n S
n +1 ' n

alors la chatne ẑn ^n > Q  es^ geometriquement ergodique et geomitriquement 

absolument reguliere> de plus le processus stationnaire markovien 

(z ) „ verifie : 
η n e 2 J

E (g (Z )) <00 . 
n

Demonstration

Notons ys la restriction de μ a S .

a - La chaine (Z ) est μ -irreductible grace a l'hypothese (H2) ;
n n>0 S

elle est aussi aperiodique. En effet, supposons qu'elle ait une periode 

d > 1 ; il existe alors des sous-ensembles non vide de S , , C 2 *···/ 

tels que (S. OREY [25]) :

(2 .2 ) P(z,C^+ ^) = 1  si z £ et l < i < d - l

(2.3) P ( z , C , ) = 1  si z € C
1 a

(2.4) μ (S - uC.) = 0
ο  1

Un des ensembles C. est de μ -mesure non nulle ? par exemple C .
l o 1

Prenons a e , b e et K = {a,b} .

D'apres 1*hypothese (H2) , il existe un entier n^ tel que :

η n

(2.5) P ^ a , ^ )  > 0  et P (b,C ) > 0  .

Mais, puisque la chaine est de periode d , on a alors :
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(2 .6 ) =ra^d et = m ' d + d - l  avec d > l  ;

ce qui est impossible car ne peut pas avoir deux restes differents

dans sa division euclidienne par d .

b) - (Z ) _  etant u -irreductible, il existe une mesure sur S excessive 
n n>0 S

(subinvariant en anglais), σ-finie, non triviale,. qu'on notera π et

qui domine μ (N. Jain et B. Jamison [15]).S

Soit K un compact de M ; on a alors :

(2.7) PC (K) >0 => Ο < π(κ n S) <°°
O

En effet , li(KnS) > 0  est evident puisque π domine μ ; d'autre part
O

π et ys etant σ-finies, on peut trouver un borelien A de S tel 

que :

(2.8) IU(A) > 0  et tt(A) <oo .
b

On applique l'hypothese (H2) a K et A :

n !
(2.9) 3n. € M ,  tel que b = Inf P (z,A) > 0  ;

KnS

on a alors :

n i
π(άζ) P (z,A)(2.10) π(Α) >

> π (κ n S) .b

et done

(2.11) π(K n S) < b 1 π(Α) <°°
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L'implication (2.7) nous permet d'utiliser la classe K des ensembles de la

forme K n S  , avec K compact de M et y ( K n S )  > 0  , dans le critere

d'ergodicite de R.L. Tweedie [35] . L'hypothese (H3) implique alors que

la chaine (Z ) est positive-ricurrente.
n n£3

Notons encore it sa probabilite invariante.

c) - π 'v y g

II suffit de montrer que μ domine π
o

Soit ε >0 et A tel que (A) = 0

Prenons un compact K de M tel que :

(2. 12) TT(S-K) < ε ;

(il en existe puisque M est denombrable a 1*infini et π est une 

probabilite) .

D'apres l'hypothese (Hi) , il existe un entier no , tel que : 

n
(2.13) P°(z,A) = 0 pour tout z e K n S  ;

mais

n

(2.14) π(Α) =

JS-K •’Kns

n

π(dz) P °( z ,A) + 7T(dz) P °(z/A)

et done :

(2.15) π(Α) < π(S-K) < ε

ε etant arbitraire, on conclut que tt (A) = 0
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d) - La chaine (Z ) „  est Harris-r6currente et les ensembles de  la
η n2u

classe K sont des petits ensembles au sens defini par E. Nummelin et 

P. Tuominen [24] . En effet, d'apr§s le lemme 2.2 de R.L. Tweedie [36]

si μ’(Α)> 0 , il existe un bor^lien N(A) de S de μ -mesure nulle
b S

tel que :

(2.16) F (z, A) = 1 pour z e S - N(A) ;

ou

(2.17) F(z,A) = P(z , U (Z € A) ) .
1 n n=l

II nous faut montrer que F(z,A) = 1 pour z e N(A) ; soit done z e N(A) ; 

pour le compact {z} , il existe un entier nQ tel que : 

n

(2.18) P °(z,N(A)) = 0 .

On a

n

(2. 19) F (z,A) > P  ° (Z/A) +

n
P °(z,dy) F ( y /A) ;

S-A

n

la mesure P (z,dy) est nulle sur N(A) et pour y ^ N ( A )  on a 

F(y,A) = 1 ; par consequent :

nn
(2.20) F(z,A) > P  ° (z f A) + P °(z,dy) = 1

S-A

La chaine est done Harris recurrente.

D'autre part comme , l'hypothese (H2) entraine que les ensembles

de la classe K  sont des petits ensembles.

e) - La chaine etant μ -irreductible, aperiodique et Harris-recurrente,
u
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on peut appliquer le critere d 1ergodicit£ g£ometrique de E. Nummelin et 

P. Tuominen [24] ; l'hypothese (H3) permet alors de conclure que la chalne 

Ẑn ^ n >0 0St 9 ^o m ®tr:*-cIuement ergodique.

On utilise maintenant les resyltats de R . L . Tweedie [36] pour conclure

que pour le processus (Z ) n ,
n ne2

(2.21) E (g (Z ) <oo
n

Enfin, E. Nummelin et P. Tuominen montrent egalement qu'il existe ξ<1 

tel que :

( 2 . 2 2 ) 7T(dz) ||pn (z, . ) — 7T (I = ο(ξη)

ou II . II designe la norme en variation ; mais d'apres Y .A . Davydov [5] ,

le coefficient de regularity absolue de (Z ) est :
n ne2r

(2.23) 3 (n) = V(dz) ||pn (z, .) - v|

ou v et la loi de probabilite de Z^ ; dans notre cas V = π et on

conclut done que ^Zn ^n€2 0St 9 ^o m ^tr:*-cIuement absolument regulier.

Le theoreme est demontre □

Dans les hypotheses (Hi) et (H2) du theoreme 1, les probabilites 

P n (z,.) interviennent ; on constate par iteration que pour le processus

(Z ) verifiant (1) , les lois p n (z,.) sont les images de la loi de
η n €m

probabilite de (e^r...fe ) par des applications polynomiales parametrees 

par z . L'etude de ces lois images fait l'objet de la section qui suit.
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PI - IMAGE D U N E  MESURE PAR UNE APPLICATION POLYNOMIALE

En g£n£ral, 1'image de 3Rm dans IR^ par une application polynomiale 

est un ensemble semi-alg£brique D de dimension plus petite que p 

(theoreme de Tarski-Seidenberg (A22)) ; par consequent la mesure de D 

dans IFp est souvent nulle et done on ne peut pas toujours utiliser la 

mesure de Lebesgue dans IR^ , comme mesure de reference.

On est ainsi amene a munir D d'une mesure lebesguienne 

(J. Dieudonne [7]).

La forme la plus generale du probleme qui nous interesse serait 

done la suivante : etant donnee une application polynomiale φ d'un 

ensemble semi-algebrique dans un autre , quelles sont les propri£tes

de 1 'image par φ d'une mesure Θ sur absolument continue par rapport

a une inesure lebesguienne ?

Cependant, si V et W designent les fermetures pour la topologie 

de Zariski (A3) de et , on a :

dim V = dim et dim W = dim /

de plus φ est aussi definie sur V et 1 * image de V par continuity est 

contenue dans W ; on ne perd done rien a la generality en prenant des 

ensembles algebriques a la place d'ensembles semi-algebriques.

D'autre part un ensemble algebrique est reunion finie de varietes 

algybriques ? 1 'image de Θ par φ peut done etre etudiee en regardant 

1'image de Θ par la restriction de φ a chaque variete; Pour ne pas 

alourdir le texte de la prysente s e c tion , nous supposerons done que 

Θ est une mesure dyfinie sur une variete algebrique.
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Enfin, les variet£s alg£briques ont l'avantage sur les ensembles 

semi-alg£briques de posseder la propri£te de stationnarite des suites 

croissantes (AlO) et nous serons amenes justement a £tudier dans la 

section 4 une suite d 'applications polynomiales dont les images constituent 

une suite croissante d'ensembles semi-algebriques contenus dans IPp ? 

une telle suite n'a pas de propriete de stationnarite ; par contre si ces 

ensembles semi algebriques sont irreductibles, la suite de leurs fermetures 

pour la topologie de Zariski sera stationnaire, c'est-a-dire constante, 

a partir d'un certain rang.

Nos hypotheses de travail dans cette section seront les suivantes

(3.1) Μ , V , W sont des variet£s algebriques contenues respectivement 

dans IRn , lRm et et de dimensions respectives n , m et p .

(3.2) V est lisse (A13)

(3.3) φ(ζ,χ) est une application de classe C* de 1RU x nRm dans 

IR^ , polynomiale en x et verifiant :

φ (M x V) c w .

(3.4) Chaque variete algebrique X est munie d'une mesure reguliere

y obtenue en munissant le lieu regulier R de X (A 12) d*une mesure
A Λ

lebesguienne convenable [7] ; cette mesure est prolongee par zero au

lieu singulier Σ de X . Une telle mesure est construite dans [17] .
X

(3.5) Θ est une mesure positive reguliere sur V , absolument continue par 

rapport a yv et sa densite a pour ensemble de positivite E . L ' ensemble de posi- 

tivite d ’une fonction f mesurable designant l'ensemble {f > 0 } .

(3.6) Pour z £ M , la mesure image dans W de Θ par 1 * application



-  75 -

Φζ = φ(ζ,.) est notee . Noter que peut prendre des valeurs inf inies) .

Notre premier resultat est un theoreme d'absolue continuity de Θ

pour z fixe ; pour simplifier l'ecriture nous omettrons provisoirement 

1'indice z ; on suppose done que φ est une application de V dans W 

et 1'image de Θ est notee Θ'.

Theoreme 3.1

Si φ est une application dominante (A 23) de V dans w > alors 

Θ' est absolument continue par rapport a pw et sa densite a pour 

ensemble de positivite φ(Ε).

Demonstration

Notons que m > p  car φ est dominante (A 23)

Soit Σ̂  le lieu singulier de W ; le lieu regulier = W - Σ̂

est une variete analytique (A 12). On se ramene a de la maniere

suivante. Tout d'abord par construction de on a :

z

(3.7) yw (Iw) " 0 ;

d'autre part φ * (^w ) est un ferme de Zariski dans V et :

(3.8) dim φ * (Σ„) < dim V , 
W

car sinon on aurait V = φ 1 (Σ,,) (A 9) et φ ne serait pas dominante ;
W

on a par consequent :

(3.9) μν (φ"1 (ΣΜ )) = 0



et done :

(3.10) θ(φ_ 1 (Σ )) = θ’(Σω) = Ο .
W W

Au vu de (3.7), (3.9) et (3.10) on peut restreindre φ a = V - φ  ̂(Σ ) 

est un ouvert de Zariski et done en particulier une sous-variete 

analytique ouverte de V .

Soit :

(3.11) G = {x € , rg dφχ < p} ,

G est un ferme de Zariski dans , de dimension strictement inferieure

a m car φ est dominante ; on a done

(3.12)  yv (G) = 0 ;

d'autre part, le theoreme de Sard (J. Dieudonne [7]) donne :

(3.13) yw ^ ( G ) ) = 0

et done puisque Φ est dominante :

(3.14) μΝ(φ(ν) - φ(ν -G)) = 0 .

Soit maintenant x e V ^ - G  ; e'est un point regulier de φ ? par consequent 

il existe des voisinages ouverts U et U' respectivement de x et 

φ(χ) , un ouvert U" de IRm ^ et un diffeomorphisme ψ de U sur 

U* x U "  tels que le diagramme suivant soit commutatif :
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(3.15) proj .

U' x U"

U

ψ\

> u ’J L
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ού p r o j . designe la projection (M.Q. Pham [28]).

En procedant ainsi pour chaque x dans V^-G , on obtient un recouvrement

ouvert de V^-G ; comme V^-G est une variete analytique, par

paracompacite on peut extraire un sous recouvrement denombrable (F. Warner

[37]) que nous noterons (U.). , de sorte que chaque U. verifie (3.15).
1 1€3N i

Nous noterons φ. la restriction de ώ a U. .
γι Ύ 1

Pour etablir notre resultat, il suffit de montrer que si A est un borelien 

de W  alors :

(3.16) Θ 1 (A) = 0 < = >  yw (A η φ(E)) = 0  .

On a :

(3.17) Θ' (A) = 0  < = >  θ(φ_ 1 (Α)) = 0

< = >  θ(φ-1 (A) n U±) = 0  Vi e 3N

< = > 1 ^  (φ- 1 (A) n Π E) = 0  Vi € IN

(la deuxieme equivalence provient de (3.9) et (3.12) , la troisieme des 

hypotheses sur Θ).

Mais :

(3.18) φ- 1 (A) n U. η E = φΤ1 (A η φ(Ε.)) ού E. = E n U. ,
1 X 1 1 1

et done (3.17) devient :

(3.19) Θ' (A) = 0 < = >  Uy.(φΤ1 (A η φ(E±))) = 0  Vi e H

< = >  0 y(Proj_1 (A η φ(Ε±))) = 0  Vi e U
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ou μ est la mesure de Lebesgue sur JRm ^ ; on obtient alors :

(3.20) Θ f (A) = 0 < = >  μ^Α η φ(Ε±)) = 0  Vi e IN

< = >  μίί(Αηφ(Ε))= 0

car d'apres (3.14), μ^φ(Ε)) = μw {u φ (E^) } .
i

Le theoreme est ainsi demontre.

Remarque 3.1

L'hypothese φ polynomiale sert a montrer (3.9) et (3.12) ; le theoreme 

est done encore vrai dans le cas ou V et W  sont des varietes de classe

oo oo
C , φ est de classe C et l'ensemble des points critiques de φ est 

de μ̂ -mesure nulle.

Nous revenons maintenant au cadre que nous avons defini au debut de cette 

section. Pour continuer nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.1

On suppose que m = p  . Soit un point de M et (z^) une suite de

points de M oonvergeant vers zq ; alors il existe une sous-suite (zM 

possedant la propriete suivante

(3.21) pour tout point regulier x de φ . et tout voisinage u de
o

xq dans V y il existe des voisinages ouverts Uq c u de xq ^

de y = φ (x ) dans w et un entier N tels que pour tout n > N  
o

φ , soit un diffeomorphisme de u sur un ouvert de w contenant 
n

U ’ .
o
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Demonstration

La difficulty provient du fait que z q  peut etre un point singulier de 

M . Pour resoudre cette difficulty nous utilisons le theoreme de resolution 

des singularites de Hironaka (A 27) .

II existe done une variete analytique reelle M de meme dimension que M 

et une application analytique propre et surjective i de M sur M .

Notons B = I * (zq ) la fibre au dessus de z^ ; B est compacte puisque 

£ est propre.

Definissons 1 'application ψ(ζ,χ) de M x V  dans M x W  par :

regulier de W par h y potheser il s'ensuit que est Un P° *̂nt

regulier de M x W  (A 14) ; on peut alors verifier facilement, par le 

critere du jacobien que (z^/Xo ) est un point regulier de ψ ; en effet 

ce jacobien est de la forme suivante :

(3.22) ψ(ζ,χ) = (z,φ(£(ζ), x ) ) ;

soit z un point de B , comme M est lisse et y est un ooint
o ^ o

1 0 O

0 1
D.cf>(£ (.),.)) 
z

J
0

0 0 1

o

comme par hypothese (D φ ) φ Ο , on voit done que J φ Ο . II existe
X o o

Ο Ο

(D φ ) χ Ύζ X ο ο

(z ,y )o o



-  80 -

done un voisinage ouvert U q c U de , un voisinage ouvert de

dans M et un voisinage ouvert L de (z ,y ) dans M x W  tels que
^ o o o n

]\) soit un diffeomorphisme de M x U  sur L . L contient un ouvert 
Ύ o o o o

de la forme M' xU' ou M' et U' sont des ouverts con tenant respectivement 
o o o o

z et y 
o Jo

Soit z e M  ; il est clair que 1'ensemble 
o

(3.23) u: = {y e W ; (z,y) e L }
z o

est un ouvert et que φη est un diff eomorphisme de U sur Ul ;
£ (z) o z

d'autre part si z e M' , alors Ul contient U f . Nous avons done montre
o z o

que :

(3.24) il existe des voisinages ouverts U c u  , M 1 et U' respectivement
^ o o o

de x q dans V , de z q dans M et de y^ dans W tels que pour tout

z e M '  , φΛ / Λν soit un diff eomorphisme de U sur un ouvert de W 
o r£(z) * o

contenant' U ' .
o

Soit maintenant une suite z^ convergeant vers z q dans M ; on peut

supposer que la suite z^ est dans un compact K . Choisissons maintenant

une suite z dans M telle que : 
n

(3.25) l (z ) = z ,
η n

comme I (K) est compact (£ qst propre) , on peut extraire une sous- 

suite z^ telle que z^ soit convergente ; soit z s a  limite. zq est 

dans B par continuite ; on lui applique le resultat precedent (3.24) et 

on garde les memes notations. A partir d'un rang N , z^ e  et done

Φ0 ,~,ν = φ , est un diffeomorphisme de U sur un ouvert de W contenant 
X/ v z ) z o

η n
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IP ; ce qui termine la demonstration.

Nous etablissons main tenant, la premier resultat de semi continuite.

Lemme 3.2

On suppose que m = p . Soit (z^) une suite de points de M de limite 

zq ; si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) φ est dominante,
o

(ii) la suite (z^) possede la propviete (3.21) ; 

alors pour tout borelien A de w :

lim inf Θ (A) > Θ (A) . 
z z
η o

Demonstration

a) Soit x € V , un point regulier de φ ; le point y = φ (x ) est
o r ^ Ύζ Jo rz o

o o

un point regulier de W et par continuite pour z voisin de zq , 

y =  Φ ζ (χ 0 ) e s t  a u s s i  un point regulier de W . D'autre part, toujours 

par continuite, pour z voisin de z^ on a :

rg(Dx V x  = P
o

et done, dans un voisinage de z^ , φζ est dominante et d'apres le 

theoreme 3.1 0 Z admet une densite que nous noterons f . Nous nous 

placerons constamment dans ce voisinage dans toute la suite de la 

d emonstration.

b) Soit S la fermeture de Zariski de 1'ensemble des valeurs singulieres

de φζ ; d'apres le theoreme de Sard algebrique (A 24) : 

o
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(3.26) dim S <  p et = 0 ·

On peut done se limiter dans la demonstration aux boreliens contenus dans 

l'espace = W-S qui est un ouvert de Zariski lisse dans W .

Maintenant, d'apres le theoreme de la fibre localement triviale (A 26), 

il existe un ferme de Zariski Z , de dimension strictement plus petite 

que p et tel que tout point de W^-Z possede un voisinage sur

lequel les fibres de φ sont de cardinal constant fini et egal a :

-1 ° 
card ώ (y ) .

T z o 
o

Comme u (Z) = 0 , on se place done dans = W -Z qui est encore lisse.
2 1

Soit maintenant :

(3.27) H = { y e W 2 , card φ"1 (y) = θ} ;
o

par definition de Θ on a :
z
o

(3.28) θ (H) = 0 ;
z
o

encore une fois on peut done se limiter aux boreliens contenus dans 

W^-H qui est un ouvert de par application du theoreme de la fibre

localement triviale (et par consequent une variete a n a l y t i q u e ) .

c) Soit y £ W -H et s = card φ * (y) ; notons x ,...,x les points
^ Z I S

o

de φ * (y) . Ce sont des points reguliers de φ grace a notre construction 
z z
o o

de V?2 . On peut done trouver des ouverts disjoints U^/...,Us voisinages

respectifs de x^,...,x dans V de sorte que φ soit un diffeomorphisme
o

de Uj sur un voisinage de y et que :

μ„β)

u'.



on prendra de plus des IK relativement compacts.

Maintenant en utilisant deux fois la propriete (3.21) on peut choisir les 

Uj de telle fa$on qu'il existe un voisinage ouvert de y et un

entier N tels que :

(3.30) pour n > N  , φ est un diffeomorphisme de U. sur un

Zn 3

ouvert contenant U'
o

et φ est reguliere sur U. pour tout j = l , . . . , s  ; 

Zn ^

(3.31) φ est un diffeomorphisme de U. sur un ouvert contenant

Zo ^

et φ est reguliere sur ΰ . pour tout j = 1,. . .,s ;

2o 3

-1 s
(3.32) φ (U') c u U. .

Z O 3
o D = 1

d) Soit maintenant A un borelien contenu dans 1'ouvert U 1 construit
o

dans c) ; nous allons montrer que :

(3.33) lim inf Θ (A) > Θ (A)
z z
η o

Notons φ . la restriction de φ a U . , j  = l,...,s

V 3 Zn 3

D'apres la construction faite en c) on a :
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(3.29)

(3.34) φ * (A) = U φ * . (A)  
2 , Z / j

o 3 = 1 o

Φ 1( η
ο j  =  l

uj)
S

u

1 = 1

U . 
J

U*
o
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et

(3.35)
-1 -1

φ (A) 3 U φ . (A) ;
Z . , z fjn j = l n

done

(3.36) (A) = l θ(φζ 1 (A)) 
j = l o

et

(3.37) 3 (A) > ? θ(φ 1 ,(A)) ; 
z .L . Ύζ ,J
n 3 = 1 n

ce qui donne :

(3.38) (A) = I h(y) f (φ 1 .(y))|j 1 (φ̂  .)|dy

Zo j=l Ja Z o ' 3 V 3 w

et

(3.39) θ (a ) > y
Z · Λn 3 =1

h(y) ίίΦΐ1 . (y ) ) IJ-1(Φ , ) | d u

A η n ”

ou J est le jacobien, f la densite de Θ et h une fonction positive 

qui ne depend que des mesures lebesguiennes choisies sur V et W (plus 

exactement sur V et la partie reguliere de W) .

Notons sur U' : 
o

(3.40)
g z (y) 

n

\ h(y) f (φ 1 . (y)) |J 1
j=i V 3

(Φ .) ; 
Zn ' 3

comme en fait les relations (3.38) et (3.39) sont vraies pour tout borelien

A contenu dans U 1 , on a :
o
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(3.41) f = g et f >g Ρ·Ρ. sur U 1 ;
Z Z Z ^Z o
ο ο η n

ou f est la densite de Θ . Pour montrer (3.33) il nous suffira done 
η n

de montrer que :

(3.42) lira gz (y) d ^  = gz (y) d ^  ; 

n -'A n 'A o

pour cela soit ε > 0  ; l'espace des fonctions continues sur u U. etant

j 3
dense dans l'espace des fonctions absolument integrables pour sur

u U . , on peut trouver une fonction positive continue f sur u U .

1 3 3 3
telle que :

(3.43)

U U. 

j D

|f-fIdUy < ε

on a alors :

(3.44) gz (y)dyw -
A n

v ( I -1 -1
gz ( γ )ά ι ^  < l  \ΐ (φζ  (y)) -f(φζ (y))

o j = l * A ' n, j n,j

-1
h (y) dy,

lW

s

- I
j=l

f (Φ21 (γ))-ί(φζ1 (y)) 
o, j o,'j

h(y)

?(φ 1 (y))
A Zn, j

-1
■<y>dV f (φ 1 (y)) 

A Zo, j

-1
h (y)dy

W

les deux premieres sommes a droite de (3.44) se ramenent par changement 

de variable a des integrales sur V et sont majorees chacune par ε grace 

a (3.43) ; la troisieme somme converge vers zero par le theoreme de

convergence dominee utilise avec la mesure h(y)dy^ . En effet, f est

s  ̂ .j
bornee sur u U. et f (φ (y) ) < sup f ? d'autre part d'apres (3.30) 

j=l 3 zn,j

et (3.31) on voit que si z^ est dans un voisinage compact de z q  , |j|

s

I  
j = l



-  86 -

est minore par une constante strictement positive et par consequent 

Ij 1 I est majoree ; ce qui perraet de conclure la demonstration de (3.33).

e) Pour passer maintenant a un borelien quelconque A de ^ “H # on commence

par recouvrir ^ - H  par des ouverts construit en chaque point

y £ comme cela a ete fait en c ) . Comme est une vari^te

analytique, on peut extraire un sous-recouvrement denombrable qu'on notera

(U' ), . Tout borelien A de W -H peut s'ecrire comme reunion 
ok k£HN 2

disjointe de boreliens

(3.45) A = u A
k£]N

ou A^ c pour tout k £ ]N ; la relation (3.33) valable pour chaque

A^ permet alors de conclure que

(3.46) lim inf Θ (A) >θ (A) ,
z z
η o

ce qui termine la demonstration du lemme 3.2.

Nous allons maintenant etablir le theoreme de semi continuity que nous 

avons annonce. Nous restons toujours sous les hypotheses introduites en 

debut de section. On a :

Theoreme 3.2

Soit z e M tel que φ soit dominante ; alors pour tout borSlien A

o

dans W on a :

(3.47) lim inf Θ (A) > Θ (A) ;
z z

Z -+ Z  o
o

u'ο
w 2->W2-E

< CUOk
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de plus si Θ est une mesure finie> alors :

(3.48) lim Θ (A) = Θ (A) .
z z

z-*z o
o

Demonstration

Pour m  = p , (3.47) est une consequence des lemmes 3.1 et 3.2 . En effet, 

soit :

(3.49) γ = lim inf Θ (A) ;
z

z-*z
o

il existe une suite (z^) convergente vers z q  telle que :

(3.50) lira Θ (A) = γ ;

n

on utilise le lemme 3.1 , pour extraire une sous-suite (z^) possedant la 

propriete (3.21) ; d'apres le lemme 3.2 on a :

(3.51) lim inf Θ , (A) >θ (A)
z z
η o

ce qui en vertu de (3.50) donne

(3.52) lim inf Θ (A) = γ>θ (A)
z z

Z->Z o
o

Supposons maintenant que m > p  . Soit # . . . / des polynomes

1 2  P 1
engendrant 1*ideal de la variete V ? soit .φ , φ *...,φ les

ο. ο ο
composantes de 1 'application polynomiale φ . Si χ = (χ , . . . ,χ )

ζ 1 m
ο

est un point regulier de φ dans V , alors la matrice jacobienne :

o
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J .  (x)  = 
Φζ

Ο

3f«

3χ.
- (x)

(X)

*Fv 8*lk , > o , ,
-(x) — -----(x)

3x
1

3x
1

!!ϋ
9xm ’

3Φ,

(x) 3x . 
m

(x )

K

3x
-(x)

8φ]:

9x , 
m'

(x)

est de rang m'-m+p (A 21) ; elle a done m'-m+p lignes independantes.

Soient i .i n ,...,i les indices des autres lignes ; posons :
1 2 m-p

(3.53) ψ(ζ,χ) = (φ(ζ,χ),χ. /X . ,...,x. )

1 1 λ2 1m-p

et

(3.54) ψ (x) = (φ (x),x. /X. ,...,x. )
ψ ζ  Ύ Ζ 1  1  1

1 2 m-p

ψ est une application polynomiale de V dans W x 3Rm ^ et W x IRm ^ 

o

e s t  une v a r i e t e  a lg e b r iq u e  de d im e n s io n  m (A 1 4 ) .

Comme φ (x) est un point regulier de W , il s'ensuit que 

o

ψ (x) = (φ (x),x. ,..., x . ) est un point regulier de W x 1R‘ 

ο ο 1 m-p

D 1autre part la matrice jacobienne de ψ est de la forme :

o

m-p

J. (x)  = Ψrz
o

0

1

1

1

1

ο

9 F 1

dX , 
m*
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ou les 1 apparaissent sur les lignes i, , i- i . Par consequent :
1 z m-p

(3.55) rg ψ (x) = m' ,
o

ce qui signifie que x est un point regulier de ψ (A 14) et 1 'application
o

ψ est par consequent dominante. Si on. note maintenant θ1 1 'image 

o

de Θ par ψζ , on a en vertu de (3.52) :

(3.56) lim inf Θ (A ) >0 (A )
z z

o

m-p
pour tout borelien A' dans W x l

Mais il est clair que θζ est une marginale de et en particulier

pour tout borelien A dans W on a :

(3.57) Θ (A) = Θ' (A x m m _ P )
z z

ce qui donne par (3.56) :

lim inf Θ (A) > Θ (A) ; 
z z

o

ce qui acheve la demonstration de (3.47) .

Pour demontrer (3.48), posons 0(V) = c ; il est clair que = c

pour tout z c M  . Soit A un borelien de W et A' son complementaire 

dans W .(3.47) donne :

(3.58) lim inf θ (A') > Θ (A')
z z

z->z o
o

d 'ou

(3.59) lim inf (c-θ (A)) > c-θ (A)
z z

z->z o
o
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et d o n e

(3.60) lim suo Θ (A) <0 (A)
z z

z-*z o
o

ce qui c o m b i n e  a (3.47) d o n n e  (3.48) .

Le t h e o r e m e  3.2 est d o n e  d e m o n t r e  □

Remarque 3.2

Dans la p r a t ique, on a une a p p l i c a t i o n  φ(ζ,χ) d e f i n i e  sur 1R1 x IRm 

et  on s ' i n t e r e s s e  a u n  v o i s i n a q e  de zq . On r e g a r d e  a l ors la f e r m e t u r e

in i m '
d e  Z ariski W  de φ (IR ) (ou φ (V) , V v a r i e t e  d a n s  HR ) ; si

z z
° ° n*

z q  p o s s e d e  d a n s  une sous v a r i e t e  de  3R u n  v o i s i n a g e  o u v e r t  M  tel

q u e  φ̂  (nRm  )c w p o u r  t o u t  z e M  , a l o r s  on p e u t  o b t e n i r  des r e s u l t a t s

d e  s e m i - c o n t i n u i t e  (ou de continuite) q u a n d  z r e s t e  d a n s  M . Si ce

n ' e s t  p a s  le cas, la s i t u a t i o n  p e u t  etre p a t h o l o g i q u e  comme le m o n t r e

2
l ' e x e m p l e  sim p l e  s u i v a n t  : φ est u ne a p p l i c a t i o n  de IR x IR d a n s

2
IR d e f i n i e  p a r  :

2
(3.61) φ(ζ,Χ,Υ) = (X,X +z)

2
les e n s e m b l e s  φ (̂]Κ ) sont des v a r i e t e s  a l g e b r i q u e s  et c o n s t i t u e n t  u n e  

famille de p a r a b o l e s  t r a n s l a t e e s  l'une de l'autre.

Remarque 3.3

L ' h y p o t h e s e  φ do m i n a n t e  est i m p o r t a n t e  m e m e  si φ est p o l y n o m i a l e .
o

2
E x e m p l e  : soit φ 1 'application p o l y n o m i a l e  de IR x IR d a n s  IR 

d e f i n i e  par :
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(3.62) φ(ζ ,z2,x) = (ζ^+ζ2-1)χ+1 ;

1 * image de est 1R quand z = (z^ ,z^ ) n'est pas sur le cercle

2 2
d*equation z^+z^-l = 0 et elle est reduite au point {l} sinon ? il 

est clair qu'on n'a pas de continuity de 1 1 image d'une mesure aux points 

z du cercle unite.

Cet exemple suggere la question suivante : I 1ensemble des points zq ou

θζ ne verifie pas (3.47) est-il de yM ~mesure nulle dans le cas ou
o

φ est polynomiale en z et x ? La reponse est positive.

Proposition 3.1

Si φ est une application polynomiale de m x v  dans w et s fil existe 

z 6 M tel que φ soit dominante> alors l rensemble des z pour 
o 

lesquels φζ n'est pas dominante est contenu dans un ensemble algebrique 

de dimension strictement inferieure a la dimension de M .

Preuve

Elle est simple. Soit z tel que :

(3.63) ^(ϋφ ζ)χ<ρ pour tout x e V  ;

comme φ est polynomiale, cela signifie que z annule pour chaque x c V  

des polynomes J . Considerons 1'ensemble des zeros dans M
1 f X S / X

de ces polynomes indexes par x ; on obtient un ensemble algebrique 

dans M . Si dim = dim M on aurait alors = M et done pour tout

z et tout x :

(3.63) Γ 9 ( ° Φ ζ ) χ < ρ  ;
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cela est impossible puisque φ est dominant ; on a par consequent
o

(3.64) dim < dim M

ce qui conclut la demonstration.

IV - LE PROCESSSUS AUTOREGRESSIF POLYNOMIAL

4.1. Le modele et son espace euclidien

On considere un processus (Z ) „ stationnaire en l o i , a valeurs 
^ n neZ

dans 1R^ et verifiant la relation de recurrence :

<4· 1’ Z„+l - ♦ < W l >

ou

(4.2) φ est une application polynomiale de IR^ x 3Rm dans IB? , de

degre un relativement a Z
n

(4,3) (e ) _ est une suite de variables aleatoires i.i.d. a valeurs 
n neZ'

dans une variete algebrique lisse V de dimension m contenue dans IRm

et e est independant de {ζ A ,Z
n n - 1 n - 2

(4.4) La loi de probabilite de e^ est absolument continue par rapport 

a une mesure lebesguienne sur V et 1' ensemble de positivite E de sa densite

f est un ouvert non vide de V contenant le point zero de ]Rm ; (I1 ensemble 

de positivite de f est l'ensemble {f > o} et est defini a un ensemble 

de pv -mesure nulle p r e s ) .

Sous ces conditions, il est clair que (Z ) est un processus markovien ;
n neZ
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sa probability de transition sera notee P(z,.).

Le modele (4.1) peut se reecrire :

Λ rR
(4.5) Z = (Α + Σ B. e ) Z + Σ C. e . + D

n+1 ^ ό n+1 η ^ ό n+1

ou la sommation sur 6 est etendue a un ensemble fini d'elements non

nuls de l/ 0 , A et Bg sont des matrices p'x p* et Cg et D sont

des vecteurs de irP ; si x = (x«,...,x .) et 6 = (6w - . - / 6  ,) ,
1 m 1 m

δ ^ δ 1 2  m*
x est donne par x = x„ x_ ...x .

1 2 m

Si on itere 1*equation (4.5) on obtient :

k r k - 1 m o

(4.6) Z = Π (A + Σ B e  ,)Z + J [ Π (A + Σ B e  ,)L(e )]
n+1 r. 6 n+l-n n-k Λ Λ r <5 n+l-j n-m

3=0 δ J m =0 3=0 6 ° J

+ L(e ..) 
n+1

Γ
ou L(e ) = Σ C r e + D . 

n o n
o

Nous ferons les hypotheses suivantes :

00 m ^
( H J  z = L (e _ )  + y [ Π (A + Σ B, e .) L(e )] p.s.

1 n+1 n-fl r o n+l-i n-m
m =0 3 =0 6

et

k ,

lim Π (A + Σ B f e . . ) z = 0  p.s. pour tout z £ ]R̂
. Λ r 0 n+1 -ί

k 3=0 6 J

(H^) Les valeurs propres de A sont de valeur absolue strictement 

inferieure a 1 .

Notons que, puisque les sont i.i.d., l'hypothese (Hj) implique que
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e
η

et {Z / Z
n-1 n-2

/ · · ·} sont independents.

L'hypothese (H^) nous servira dans la sous-section 4.2.

Les deux hypotheses (H^) et {U^) sont d'un usage courant en particulier 

quand le modele (4.5) est la representation markovienne d'un processus 

ARMA [1] ou d'un processus bilineaire [27] .

Diverses conditions impliquant (H^) ont ete etablies pour les processus 

bilineaires (voir par exemple [21] et [27]) ; certaines d'entre elles 

peuvent etre etendues sans grande difficulty au modele (4.5). La plus simple 

est la suivante :

(Hj) 3s > 0  tel que :

r

E|L(e )|S <°° et E IIA + Σ B x e ||S <1 
' n 1 " Γ ό n 1

δ

ou II designe la norme d 'application lineaire.

En effet, on a dans ce cas :

(4.7) E II Π (A + £ b { e* > II

1=0 0 J

k

S < E (  Π 
j=0

I Is )

k

< Π (E A + Σ B~ e
δ n+l-j I Is )

j=0

par consequent :

(4.8)
k

lim Π (A + Σ B 

k j=0 δ
6 en+l-j)z = 0 p · 5 ·

et la serie

A + Σ
<5

B ,  e M . 
o n+l-j
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oo m

(4.9) Y ( Π (A +  Σ B x e .) L (ε )) converge p.s·.·?
~ Λ r δ n+l-j n-m

ra=0 j=0 0

d'autre part, puisque (Z^) est stationnaire,

k ^
(4.10) Π (Α + Σ e „ .) Z , converge en loi vers zero ?

o n + 1-η n-k
j =0 0

on en extrait une sous-suite qui converge p.s. , la conclusion decoule alors 

de (4.6) et (4.9) .

Notons <A , Bg ; , D> le plus petit espace vectoriel invariant par la

famille de matrices A , et contenant la famille de vecteurs , D ?

il est clair d'apres (H^) que Z^ appartient presque surement a

<A , B^ ; , D> . Ce dernier sera appele espace euclidien du processus

(Z ) . 
n ne2

4.2. Le point d'attraction du processus (zn)n€Z ·

k p ' k p * 
On definit les applications polynomiales φ de Hr x V dans lEc

par :

(4.11) φ1 (z ,e) = φ(ζ,θ)

k k - 1 
φ (z,e , . . .,β )̂ =φ(φ (ζ,β^ . .. ,e )̂ ,e ) ;

notons alors que (4.6) s'ecrit :

k +1
(4.12) Z = φ (Z , e , e , . . ., e )

n+1 n-k n-k+1 n-k+2 n+1

L'hypothese (H^) va nous permettre de definir le point d'attraction



de (Z ) „ suivant la trajectoire e = 0 . 
n neZ J n

D'apres (4.6) on a pour tout z dans IR^ :

(4.13) φΝζ,Ο, . . . ,0) = A k z + (I+A+. . .+Ak _ 1 )D ; 

ce qui donne d'apres (H^) :

(4.14) lim (ζ,Ο,...,Ο) = (Ι-Α) * D .
k

Le point :

(4.15) T = (I-A)_1 D

sera appele point d'attraction de suivant la trajectoire e^ = 0 .

La propriete essentielle de T est :

(4.16) φ(Τ,Ο) = T .

4„3. La variete algebrique du processus (zn)n£Z 

Soit :

k k
(4.17) D = φ (T, E ) (E est 1' ensemble de positivite de la densite de e );

K n

l'egalite (4.16) entraine que la suite est une suite croissante

d'ensembles ; il est facile de voir que (H^) implique :

(4.18) Z € u D p . s .
n . k ^ 

k

Soit maintenant Ŵ . la fermeture de Zariski de Φ (T,V ) ; comme V est
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(Z
η 1 n€2
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irreductible (A 14) il en est de meme de W . Mais d'apres (4.16) (W )
•K K

est une suite croissante de varietes algebriques et par consequent 

stationnaire ; il existe done un entier kQ et une variete algebrique W 

tels que :

(4.19) W = pour tout k > k Q .

La variete W sera appelee variete algebrique des etats du processus

(Z )  ̂ · 
n neZ

II est clair que :

(4.20) Z e W p.s.
n

Notons aussi que d'apres (4.16) :

(4.21) T e D 1 c w .

Comme o.n le constatera dans la suite la dimension de W sera egale a la 

dimension de l'espace des etats de 7 au sens °̂  cet espace des

etats contient un ouvert non vide de la partie reguliere de W ou si l'on 

veut sa fermeture de Zariski est W . II nous a paru, par consequent, 

interessant de donner un critere pour trouver la dimension de W .

Proposition 4.1

Si w, = w, 4 alovs w, = w . 
k k+1 k

Demonstration

k k
Notons = Φ (T,V ) (W^ est la fermeture de Zariski de H^) ; on a

(Z ) ;η  η  2
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alors :

(4 .22) V 2  ■  φ(Ηι + 1 ,ν)

et comme par hypothese / on obtient :

(4.23) Hk + 2 C(f)(Wk /V) '

mais par continuite de φ pour la topologie de Zariski, φ(ν ,̂ν) est 

contenu dans la fermeture de Zariski de φ(Η^,ν) et comme

(4.24) Φ (Η]ζ'V) = Hk+1

on obtient

(4-25) Hk+2 C W k+1

et par consequent

la suite (W^) est done constante a partir de n = k  Q

Cette proposition et le critere du jacobien (A 21) donnent un algorithme 

simple pour determiner la dimension de W ; dans le cas ou V = IRm ,

)ς
si on note J (β^,...,β^) le jacobien de φ (T,.) et n^ la taille du 

plus grand mineur de qui n'est pas identiquement nul, alors la

dimension de W est le premier n pour lequel η, = n . Dans le cas
K K K · 1

ou V φ- IRm , on utilise (A 21) , ou alors, ce qui revient au meme, on prend

C φ
V i ’ v)

wk " w, - 
k+1

(4.26)
Wk+2 W, - ; 

k+1
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un ouvert de V diffeomorphe a un ouvert U de IRm par une

application analytique (ce qui est toujours possible puisque V est

une variete analytique de dim m) . On note ψ 1 * application de U 

dans Wp definie par :

(4.27) ψ* (x1 , . . . ,χ )̂ = φ* (T, φ1 (x1 ) , . . ./φ1 (xk ) ) ;

soit n^ la taille du plus grand mineur du jacobien de ψ , qui n'est 

pas identiquement nulle sur U , alors la dimension de W est le premier 

nk pour lequel nk = \ +1 ·

Remarquons aussi, que si la dimension de l'espace euclidien est r alors 

en vertu de la proposition 4.1, = W ; il est done inutile de regarder

φ pour k > r .

k k
Enfin notons aussi que la suite Η = φ (T,V ) est une suite croissante

k

d'ensembles semi-algebriques et n'est pas necessairement stationnaire.

4.4. L'espace des etats du processus (znVn€2 *

Dans cette partie on va montrer que :

(4.28) Z € u D p.s.,
η . κ 

k

On a tout d'abord le lemme suivant :

Lemme 4.1.

Sous les hypotheses (H ) et (I^) on a :

(4.29) P(Z e u D, ) > 0
n , k
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Preuve

a) II est facile de voir en utilisant la definition des ensembles que 

pour tout entier q :

(4.30) <f>q (u D k ,vq ) c w

et done par continuity pour la topologie de Zariski :

(4.31) 4>q (W,vq) C W .

r r
b) D'autre part, a partir d'un rang r^ , φ (T, .) est dominante ; comme E

est un ouvert de (E est 1* ensemble de positivite de la densite de 9

il s'ensuit que φΓ(Τ,ΕΓ) contient un ouvert W' de la partie reguliere

de W ; en particulier W* est contenu dans u D .
k *

r r
Soit maintenant (e^,...,e^) un point de E regulier pour φ (T,.) et

tel que

(4.32) φΓ(T,e., . . -,e ) e W ’ ;
1 r

il est clair que pour T 1 € W , T ’ voisin de T :

(4. 33) φΓ (T',e, , . . . ,e ) c W'
1 r

de plus encore par continuity, pour T' voisin de T (e^,...,e^) est

encore un point regulier de φ (T1 , .) . On peut par consequent trouver un

voisinage W" de T dans W , de sorte que pour tout T* dans W" , 

r r
φ (T1,E ) contient un ouvert de la partie reguliere de W qui est contenu

dans u D, 
k
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c) Soit maintenant K un compact de W tel que

(4.34) P(Z € K) > 0
n

(cela est possible puisque e W  p.s.)

Grace a l'hypothese (H ) et a (4.31) , il existe un entier q tel 

que :

de W qui est contenu dans u D ^  ; d'apres le theoreme 3.1 on a alors :

ce qui est strictement positif en vertu de (4.36) ; le lerame est done 

d e m o n t r e .

On a maintenant :

Theoreme 4.1

Sous les hypotheses (H )̂ et (H^) on a :

(4.35) (z,0, . .. ,0) e W" pour tout z e K

et par consequent φ̂ +Γ(z ,E^+ r ) contient un ouvert de la partie reguliere

(4.36) Ρ +̂Γ(ζ, u D ) > 0  pour tout z € K  .
K

On a maintenant :

(4.37) P(Z euD. 
n k

P(dz) Ρ +̂Γ(ζ, uD^)

> P (dz) Pq + r (z, u D k )
K
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(4.38) P(Zn e u D k ) = 1 .

Demonstration

Notons (Ω/Α/Ρ) l'espace de probabilite sur lequel sont definis (Z )
n neZ

et (e ) . (e ) etant i.i.d., le processus (Z ) „ est eraodique
n ne% η η n ne2 ^ ί

en tant que fonction de (e ) „ d'apres (H4) (voir Y. Rozanov [41] ;
η n£Z 1

dans son ouvrage Y. Rozanov utilise le terme metriquement transitif pour 

designer 1 1ergodicite).

Le processus (Zf) = (Z ) qui est fonction de ε = (e ) est egalement 
η -η n -n

e r g o d i q u e .

Soit maintenant :

(4.39) R = 1 (Z1) ;
n uD, n 

k

le processus (R ) est encore ergodique et on a
n near

(4.40) q = P(R =1) = P(Z € UD. )
n -n k

et

(4.41) q = E R = ER
1 n 1 n

d'apres le lemme 4.1 on a :

(4.42) q > 0  ;

et par le theoreme ergodique
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j=N

(4.43) lim ~  Y R
N . -

, . = q  p.s. 
n+j 

3=0

Soit / 1*ensemble des ω ou la convergence (4.43) a lieu et Ω̂

1'ensemble des ω tels que :

(4.44) Ζ (ω) = φ(Ζ , (ω) ,e (ω)) , Vn e 2 ;
η η-1 n

il est clair que :

(4.45) Ρ(Ω1 ηΩ2) = 1 ?

puisque pour tout ω e Ω̂ η Ω̂ / (4.43) est vrai et que q est non nul,

alors pour tout ω e Ω. η Ω0 , il existe un entier j tel que R . (ω) = 1
1 £ o -n+i

Jo

et done :

(4.46) Ζ* (ω) e u D,
-η+Ί k

c 1est-a-dire

(4.47) Ζ . (ω) £ uD.
n-n k

Jo

ce qui signifie qu'il existe un entier k tel que

(4.48) Ζ _ . (ω) e φΝτ,Ε*)
n ^O

mais d'apres (4.44) on a ·:

(4.49) Ζ (ω) = φ °(Z . (co),e . (ω) , ..., e (ω))
n n-i n-j +1 n

Jo Jo

ce qui prouve que
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(4.50) Ζ (ω) e u D  pour tout ω e Ω ηΩ .
η κ i z

On conclut avec (4.45).

4,5. Melange geometrique du processsus (zn)n€Z ·

Nous allons montrer maintenant que sous 1'hypothese (H3) du

theoreme 2.1, (Z ) est qeometriquement absolument regulier ; il nous
n ne2

faudra pour cela verifier que les hypotheses (Hi) et (H2) du meme 

theoreme sont satisfaites.

Theoreme 4.2

Sous les hypotheses (H^) 3 (H2 ) et (H^) le processus ẑ n ^n£i es^ 

geometriquement absolument regulier et

(4.51) E g (Z ) <oo
n

(g etant la fonction intervenant dans (H3)J 

Demonstration

L'espace des etats de la chaine (Z ) est u D. et on munit W d'une
n k

mesure lebesguienne y^ .

Soit K un compact de W .

1 - Prenons un borelien A contenu dans u et de y^-mesure nulle ; 

en operant comme dans la demonstration du lemme 4.1, on peut trouver un 

entier q tel que <jfi(z,.) soit dominante pour tout z dans K . Le 

theoreme 3.1 dit alors que la mesure P^(z,.) est dominee par y^ et



-  105 -

done :

(4.52) Ρ̂(-ζ,Α) = 0 pour tout z dans K .

L ’hypothese (Hi) du theoreme 2.1 est ainsi verifi.ee.

2 - Soit maintenant un borelien A contenu dans UD^ et tel que :

(4.53) ^ ( A )  > 0

il existe un entier k tel que :

(4.54) μ (̂Αηθ )̂ > 0  et φ (T, .) est dominante.

On va montrer qu'il existe une valeur reguliere de φ (T,.) y^ dans ,

telle que pour tout voisinage ouvert 11 de y^ on ait :

(4.55) μ (11 n A) > 0  ;
w

pour cela, soit G l fensemble des points critiques de φ (T,.) ; supposons

k
que pour tout y dans ^ “Φ (T 'G ) ϋ  existe un voisinage ouvert 11 de 

y tel que :

(4.56) μ̂ΙΙ n A) = 0 ,

il s'ensuit que pour tout x dans E -G , il existe un voisinage ouvert 

11* de x tel que :

(4.57) μΜ(φ1ί(Τ,11’) Π A) = 0  ,
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On obtient ainsi un recouvreraent ouvert de E -G dont 1'image par

k k k 
φ (T, .) est un recouvrement de (T 'G ) > mais E -G est un ouvert

de V , on peut done extraire un sous-recouvrement denombrable (para-

compacite) . On obtient alors un recouvrement denombrable (11.) . de
3

k k
D -φ (T,G) tel que :

O pour tout entier j .

par le theoreme de Sard 

on en conclut que :

(4.59) ^ ( A  n D k ) = O ,

ce qui contredit (4.53) et prouve l'existence de la valeur reguliere yQ 

cherchee.

Nous allons maintenant montrer qu'il existe un voisinage de T tel

que pour tout T' dans :

k k
(4.60) φ (T',E ) contient un voisinage ouvert de .

_ k 
Pour cela, soit x e E tel que :

o

04.61) φΝτ,χο) = yQ

x^ est un point regulier de φ (T,.) ; en procedant maintenant comme dans

le theoreme 3.2 on peut choisir des indices i w i i, tels que
1 2  km-p ^

1 * application :

(4.58) ^ ( A  n U )

Comme μΜ(φΚ(Τ,0) = Ο



-  107 -

(4.62) ψ (x) = (<f>k (T,x),x. ,...,χ )

1 km-p

de Vk dans W x  IRkm ^ soit reguliere en .

Il existe alors un voisinage de T tel que pour tout T 1 dans Mo

k
(4.63) ψ , (E ) contient un voisinage ouvert de

v = (y , x. , —  / X. ) ;
o Jo i * ,o  i ,o

l km-p

En effet, si ce n'etait pas le cas, on pourrait trouver une suite

k
convergeant vers T et telle que (E ) ne contienne pas de voisinage

n

ouvert de yQ ; mais le lemme 3.1 applique a la suite et au voisinage

k
ouvert U = E de x permet d'extraire une sous-suite (T') pour

ο n
k ~ 

laquelle Ψτ, (E ) contient un voisinage ouvert de yQ ; ce qui est

n

contradictoire. Maintenant (4.60) se deduit en composant Ψτ avec la

projection sur W

On conclut la demonstration de la maniere suivante. Grace a (H^) / on

peut trouver un entier k f tel que :

k *
(4.64) φ (z,0,...,0) € M pour tout z dans K

et done avec (4.60)

k+k * k"t*k'
(4.65) φ (z,E ) contient un voisinage ouvert de y^ pour

tout z dans K , ce qui donne en utilisant (4.55) et le theoreme 3.1

k + k '
(4.66) P (z,A)> 0 pour tout z dans K
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et le theoreme 3.2 de continuity :

k + k '
(4.67) Inf P (z, A) > 0

Z€K

et done (H2) est verifiee □

Remarque 4.1

Nous n'avons pas donne de conditions entrainant (H3) pour garder toute 

sa generality au resultat ; cependant on peut verifier que la condition 

(Hj) entraine (H3) avec g(x) = |x | +1 (il suffit de proceder comme 

dans [20]).

Remarque 4.2

I l f a u t n o t e r ,  d'apres la demonstration du theoreme 2.1, que la loi de 

probability de est equivalente a la restriction d'une mesure

lebesquienne sur u D  et que le processus (Z ) est Harris-recurrent.
k η η€Δ

V - PROCESSUS ARMA VECTORIELS ET PROCESSUS BILINEAIRES

5.1. Processus ARMA vectoriels

I
Soit (Y ) un processus stationnaire en loi, a valeurs dans IR ,

n n€2

satisfaisant 1'equation ARMA :

P Q
(5.1) I B(i) Y n _. = I A(k) en _k

i=0 k=0

ou B(i) et A(k) sont des matrices reelles de dimensions respectives
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£ x £  et £ x r ; B (Ο) = Id ; (e ) ^ est une suite de variables aleatoires
n ne2

jc
i.i.d. a valeurs dans ]R .

Pour tout z e (C on definit les matrices :

p  2
Z*

i=C k=0

(5.2) P(z) = I B (i) zP 1et Q (z) = * A(k)

on fait maintenant les hypotheses suivantes

(5.3) E e <
1 n 1

(5.4) Ee = 0
n

(5.5) det P(z) Φ 0 pour |z| >1

Sous ces hypotheses s'ecrit

(5.6) Y = I c. e . ;
n 3 n“D3=0 J J

en utilisant (5.1) et (5.6) H. Akaike [1] montre qu'il existe un processus

k
stationnaire markovien (Z ) a valeurs dans 1R avec k = Max(P,0+1)

n ne2

et tel que :

(5.7) Z = F Z + G e
η n-1 n

(5.8) Y = Η Z
η n

ou F , G / H  sont des matrices reelles et :

(5.9) les valeurs propres de F sont des zeros de det P(z) .

En fait dans sa demonstration H. Akaike suppose que les zeros de det Q(z)
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sont en valeur absolue strictement inferieurs a 1 ; ce qui signifie que

(e^) est 1*innovation de (Y^) . Cependant cette hypothese n'est pas

necessaire ; il suffit, dans sa demonstration, de prendre les esperances

conditionnellement a la tribu engendree par {e ,e ,,...} au lieu de
n n-1

celle engendree par {Υ^,Υ  ^ > . . . }  .

D'apres (5.8) le coefficient de melange de ^Yn ^n € 2 a ^es m ^mes proprietes

que celui de Ẑn ^n£^ ; ^es r ^ su -̂tats section 4 s'appliquent

aux processus (Z ) „ . Les conditions (HI) et (H2) sont immediatement 
n ne2

verifiees d'apres (5.3) et (5.9) ; la condition (H3) est aussi verifiee 

grace a (5.3) et (5.9) en prenant la fonction g definie dans [18] et 

[19] .

On a done :

Theoreme 5.1

Si la loi de e^ est dominie par la mesure lebesguienne d fune variete

• · r
algebrique lisse V dans IR et si I 1 ensemble de positivite  de sa densite

est un ouvert de v oontenant zero, alors ^ n ^n€2 es^ g^ometriquement 

absolument regulier.

Ce resultat ameliore nettement celui que nous avions obtenu dans [18] et

[19] ou on supposait que e^ avait une densite strictement positive

r r
dans IR ; dans le theoreme 5.1, si V = IR il suffit alors que 1 ' ensemble

de positivite de la densite de e^ soit un voisinage ouvert de O dans lRr

et si V φ IR , en n'a meme pas de densite par rapport a la mesure de

Lebesgue sur IRr .
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5.2. Processus bilineaires

Soit (Y ) un processus stationnaire en loi, reel satisfaisant
η Π£Λ

1'equation bilineaire :

P q Q P
(5.10) Y = T a . Y . + e + T b. e . + T T b, Y . , e ,

"  J n-3 n ^  3 n-j ^  k. n-j-k „-k

2
ou (e ) est une suite de variables aleatoires reelle i.i.d. et Ee <°°.

n nc2 n

D.T. Pham [27] montre qu'il existe un processus stationnaire (Z )
M n n e 2

r
a valeurs dans IR avec r = M a x ( p , P + q ,P+Q) tel que :

2
(5.11) Z = (A+Be )Z „ + Ce -I- De + F

η η n-1 η n

et

(5.12) Y = Η Z
n n+m-1

ou A , B , H sont des matrices, C , D , F des vecteurs et m 1*indice du 

raodele.

Ici egalement les resultats de la section 4 s'appliquent ; on obtient :

Theoreme 5.2

Supposons que :

(i) e^ admet une densite de probabilite dont I 1 ensemble de positivite 

est un voisinage ouvert de zero ;

(ii) les valeurs propres de A sont en valeur absolue strictement 

inferieures a 1 ,
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(iii) 3 s > 0  tel que E|e | S < oo et e ||A+Be ||S < 1
η1 11 η

alovs le processus (Yn)neZ es^ geometriquement absolument regulier ; 

de plus

E IY I < oo
1 n 1

Nous donnons maintenant deux exemples de variete algebrique des etats

on suppose que les hypotheses (Hi) et (H2) sont satisfaites et que 

e^ admet une densite de probability positive sur tout IR ce qui est le 

meilleur des cas.

Soit <A , B ; C> 1 1espace euclidien de (Z ) et W sa variete
n ne2

algebrique des etats ; notons <A ; C> 1'espace invariant par A et 

engendre par C .

D'apres (5.13) il est clair que le point d'attraction est le point 0 . 

Notre premier exemple concerne le cas ou W = <A,B;C> .

pour des processus ẑn ^n £ 2 kilineaires verifiant une equation (5.11) 

de la forme :

(5.13) Z (A+Be )Z + Ce 
n n-1n n

Exemple 1 

Proposition 5.1

Si <A;C> = <A,B;C> aloPS W = <A,B;C>
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Demonstration

Elle est simple ; soit k = dim <A;C> , {C,AC,...,A c} est alors une

k
base de <A;C> ; l'ecriture de la matrice Όφ (0,.) dans la base

k — l k 
{C/ AC , . . ., A c} et au point (0,0,...,0) de 3R montre alors

facilement que :

k —1

(5.14) rg(D<t>k (0, .))q  = k

φ etant defini a partir de (5.13) par

(5.15) Z = φ(Ζ ,e )
η Y n-1 n

et φ a partir de (4.11).

(5.14) implique que dim W = k , ce qui donne necessairement

(5.16) W = <A;C> = <A,B;C> .

Nous donnons maintenant un exemple simple ou W n'est pas egale a l'espace

euclidien de (Z ) _ .
n n£3

Exemple 2

Prenons :

ro 1 o ' 'o 0 0 '
/ \ 
0

(5.17) A = 0 0 0 B = 0 0 0 c = 1

0 0 0 . 0 1 0 0

il est facile de verifier que
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(5.18) <A,B;C> = TR3

et que {C,AC,BC} est une base.

2 3
Si on regarde φ (O,.) et φ (O,.) on constate que :

2 3
(5.19) Max rg Όφ (O,.) = Max rg ϋφ (O,.) = 2

ce qui en vertu de la proposition 4.1 signifie que :

(5.20) dim W = 2 ;

2
il nous suffit done de trouver 1 1 image de φ (O,.) ; on a :

2
(5.21) φ (0,e ,e2 ) = A C e x + B C e ^  + C e 2

2 2
ce qui veut dire que 1' image φ (0,]R ) est la surface d 1 equation

(5.22) Z - XY = 0 

dans le repere {C,AC,BC} .

Cette surface est la variete algebrique des etats mais e'est aussi dans 

ce cas particulier l'espace des etats.

VI - CONCLUSION

En guise de conclusion on notera que les resultats des sections 4 

et 5 ont des consequences importantes pour les estimateurs empiriques des 

parametres du processus bilineaire (5.10) ; si les conditions du theoreme 5.2
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sont satisfaites avec s > 2 alors le processus (Y ) est de carry
n neZ

integrable (il admet des moments d'ordre s) et sa fonction covariance 

est celle d'un processus ARMA dont la partie autoregressive a pour 

coefficient les coefficients a ^ , . . . fa de 1'equation (5.10) [27] .

Les estiraateurs empiriques des covariances de (Y ) sont
n neZ

(i) consistants par ergodicite de (Y )
n n€2

s
(ii) convergents en moyenne d'ordre p pour tout p < ~  avec une vitesse

/ O
N p grace a une majoration de R. Yokama [40].

(iii) asymptotiquement gaussiens (pour s suffisamment grand) puisque le 

processus est geometriquement melangeant (on peut voir P. Hall et

C.C. Heyde [10] par exem p l e ) .

On peut ensuite estimer aj,...,a par la methode de Yule-Walker ; ainsi 

que le montrent R. Azencott et D. Dacunha-Castelle [2] les estiraateurs 

obtenus ont alors les memes proprietes que les estimateurs des covariances. 

Enfin, pour terminer, on notera que sous les hypotheses des theoremes 5.1 

et 5.2 les processus ARMA et bilineaires sont Harris-recurrents.
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- A P P E N D I C E -

Les developpements importants de la geometrie algebrique complexe

ont longtemps contraste avec le peu de resultats obtenus en geometrie

algebrique reelle ; cela est du au fait que des resultats essentiels en

geometrie algebrique complexe comme le Nullstellensatz, la connexite d'un

ensemble algebrique irreductible, la correspondance entre les points de

<Tn et les ideaux maximaux de <E[X4 ,...,X ] sont faux dans le cas reel.
1 n

Les varietes algebriques reelles que nous definissons plus bas sont 

generalement etudiees en tant que "ensemble des points reels d'un schema 

algebrique sur 1R" [6] , en fait d'un schema algebrique affine puisque 

nous nous limiterons dans notre expose a des varietes algebriques affines. 

En dehors des travaux pionniers de J. Nash [23] et H. Whitney [38] ce 

n'est que tres recemment qu'on assiste a un developpement systematique 

de la geometrie algebrique reelle ; (pour une bibliographie on peut 

regarder [16] , [42]).

Notre objectif dans 1'expose qui suit est de presenter dans un cadre 

elementaire des resultats qu'on peut trouver, de maniere souvent implicite 

et dans un langage parfois abstrait, dans la bibliographie que nous 

avons cite. II n'y a done aucun apport original. Nous nous inspirerons 

beaucoup du livre de D. Mumford [22] qui traite de geometrie projective 

complexe et nos premiers enonces de (Al) jusqu'a (A 12) proviennent 

de Th. Brocker [4] .

Al

Un sou s -e n se m b le  A de lRn e s t  a p p e le  ensem ble a l g e b r i q u e  s ' i l  e x i s t e
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des polynomes F^ , , . . . , dans TR [ X ^ , ...,X ] tels que :

A = {x £ HRn , F{ (x) = F 2 (x ) =. . .= Fr (x) = 0} ;

En fait, et c'est 1& encore une difference avec la geometrie algebrique 

complexe, A peut etre defini avec un seul polynome puisque :

F. (x) = F„(x) =. . . = F (x) = 0 < = > F ^ ( x )  +F^(x) +...+ F 2 (x ) = 0
1 1  r 1 2  r

A2

L'ensemble des polynomes qui s'annulent sur A constituent un ideal de 

HR [Χ^,...,X^] appele ideal de A (cet ideal n'est pas necessairement 

celui engendre par les polynomes F^ , F^ , - . . / F^ qui ont permis de 

definir A)

A3

Les ensembles algebriques de lRn sont les fermes d'une topologie sur ]Rn 

appelee topologie de Zariski. Cette topologie est moins fine que la topologie 

classique sur IRn ; en particulier tout ouvert (resp. ferine) pour la 

topologie de Zariski est ouvert (resp. ferme) pour la topologie classique.

A 4

Un ensemble algebrique A dans IRn est dit irreductible si pour tous 

ensembles algebriques et A^ tels que :

A = Α̂ u A^

on a necessairement A = A^ ou A = A^ ·
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A 5

A est irreductible si et seulement si son ideal est premier.

Dans ce cas on dira que A  est une variete algebrique.

(En fait il s'agit d'une variete algebrique affine ; une variete algebrique 

plus generale etant definie par la propriete d'etre localement une variety 

algebrique a f f i n e ) .

Soit (F j 'F 2 1 · · ·  *Fj^} une partie generatrice de 1 ' ideal I d'une variete

p (V) ne depend pas de la partie generatrice de I choisie et on a :

A 6

algebrique V dans lRn ; on appelle rang de V (ou codimension dans

JRn ) le nombre entier

(A 6.1) p(V) = Max rg ( 

X€V

— ±_)
3x . l<i<k 

3 l<j<n

9f .
1

(A 6.2) p(V) Sup Max rg (— ±_)
3 x . l<i<r 

3 l<j<n1 '  F 2
F el X6V 
r

A 7

Soit V une variete algebrique dans IRn ; la dimension de V est

definie par :

dim V = η - p(V)

A 8

Tout ensemble algebrique A est reunion finie de varietes algebriques
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V .... Vk · La dimension de A est alors

dim A = Max dim V.

i=l,...,k

A 9

Si V cw sont deux varietes algebriques ; alors :

dim V = dim W si et seulement si V = W .

Comme corollaire de ce resultat on a :

A 10 - Stationnari te

Toute suite croissance de varietes algebriques est stationnaire (c'est-a- 

dire constante a partir d'un certain rang).

A 11

Soit {f^,F2 i ...,F^} une partie generatrice de l'ideal I d'une variete 

algebrique V dans lRn et p(V) le rang de V ; l'ensemble des points 

x dans V qui verifient :

rg ‘ST’ isisk * p<v)
3 l sj£n

est appele lieu singulier de V et sera note Σ^ ; les points de Σ^ 

sont appeles points singuliers de V . Σ^ est un ensemble algebrique et :

dim Σ^ < dim V .

A 12

L*ensemble = V - Σ^ est appele lieu regulier de V . Les points de R^

3F.
,— Λ

*v
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sont appeles points reguliers de V .

est une variete analytique reelle dont la dimension est dim V .

A 13

On appelle ouvert lisse de V tout ouvert de la variete analytique R^ . 

Si = φ on dit que V est une variete algebrique lisse.

A 14

M
Soient une variete algebrique de dimension m dans IR et

N
une variete algebrique de dimension n dans IR , alors W = x est

M+N
une variete algebrique de dimension m+n dans IR ; de plus : 

\ XRv2 cRw *

Preuve

Notons X = (X. , . .. , X J  et Y = (Y.,...,Y„).
1 M I N

Soit I  ̂ 1* ideal de dans IR [x] et celui de dans IR[y ] ;

il est clair que x e s t  1 'ensemble des zeros de 1'ideal engendre

par I  ̂u I 2 dans IR[x,Y] . C'est done un ensemble algebrique. Sa

dimension est m+n (voir [6]).

II nous faut montrer qu'il est irreductible.

Soit P son ideal dans IR[X,Y] ; supposons que

(A 14.1) f (χ,γ) g ( x ,γ) e P

il nous faut montrer que ·

*ν

V 9

νι χν:

V 2
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(A 14.2) f(X,Y) € P ou g(X,Y) eP .

Notons a 1 1 ideal engendre dans IR[x] par les polynomes f(X,y)

y dans et b celui engendre par les polynomes g(X,y) . On 

alors :

(A 14.3) ab c i  ;

en effet, supposons que ce ne soit pas le cas ; on aurait alors y

dans V tels que :

(A 14.4) f (X,y) g(X,y' )

et done un x e tel que

(A 14.5) f(x,y) g(x,y') ^ 0

d'ou :

f (x,y) Ϊ 0  

cela signifie que :

(A 14.6) f (x,Y) i 1 2 ?

mais

(A 14.7) f (x, Y) g (x, Y) € I d'apres (A 14.n

et puisque est premier on a necessairement :

avec

et y 1

f (x,Y) i I 2 ;

tels que :

ab c 11 ;

f(X,Y) e P
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(A 14.8) g(x,Y) € I 2

et done

(A 14.9) g(x,y') = 0

ce qui contredit (A 14.5) ; (A 14.3) est par consequent vrai. Mais comme 

I^ est premier, l'un des deux ideaux a ou b est done contenu dans 

I^ ; disons a. Mais alors d'apres la definition de a on a

(A 14.10) f(x,y) = 0  si x e et y £

e'est-a-dire :

(A 14. 11) f (Χ,Υ) € P

et done P est premier et W est irreductible. 

Pour montrer que

\ XRv 2 cRw

prenons x e , y e , φ^,.,.,φ^ une partie generatrice de 1^ , 

Ψ^»···»ΨΓ une partie generatrice de I ; on a alors :

9φ.

rg ( ) (x) = M - m

X j

et

9ψ

rg (-— ) |y) = N - n
8y j
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Si on note (zj'’··'ZN + M } = (xi '···,xM 'y i '···Ύ Ν) et

Φ = (φ ,...,φ ,ψ.,...,ψ ) il est alors facile de voir que
1 K 1 r

3Φ.
rg ( v ^ 1) (ζ) = N + M - (n+m) 

dz.

Comme dim W = n+m , en utilisant (A 6.1) et (A 6.2) on voit que 

z = (x,y) est un point regulier de W , ce qui conclut la demonstration □

La propriete (A 12) a une generalisation ; introduisons d'abord la 

notion d'ensemble semi algebrique.

A 15

Un sous ensemble A de IRn est dit semi algebrique s'il existe une

familie finie de polynomes f . . , g . . dans IR [X4 , . .. , X ] tels que :
ij 1 n n

A = u {x € lRn , f . . (x) > 6  Vj et g. . (χ) = Ο V j }
i 1'J

A 16 [6]

La dimension d'un ensemble semi algebrique est. la dimension de sa fermeture 

pour la topologie de Zariski.

Si cette fermeture est irreductible, 1'ensemble semi algebrique est dit 

irreductible.

A 17 Theoreme de stratification [17]

Tout ensemble semi algebrique A est reunion disjointe finie de varietes 

analytiques connexes Aj,...,A ; de plus :

dim A = Max dim A^ □ 

l-l ,..·f s
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Nous passons maintenant a la notion d'application polynomiale.

A 18

Μ N
Soit V c iR et W c ir des varietes algebriques et φ une application 

Μ N
polynomiale de IR dans IR (i.e. ses composantes sont des polynomes) ; 

on dit que φ est une application polynomiale de V dans W si 

Φ (V) c W .

A 19

Une application polynomiale de V dans W est continue pour la topologie 

de Zariski.

En effet, un ferme F dans W est defini par une equation polynomiale :

F = { y e w  , G (y) = 0} ; 

son image reciproque est alors :

Φ-1 (f ) = {x e ν , σ(φ (x)) = o} 

c* est' done un ferme de Zariski dans V .

A 20

Un point x dans V est dit point regulier de φ si x € R^ , φ (x) e R^ 

et la restriction de φ a R^ est de rang dim W au point x . Les 

points non reguliers de φ sont appeles points critiques de φ , et 

leurs images sont appelees valeurs singulieres de φ .
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A 21 Critere de jacobien [22]

Supposons que dim V = m  , dim W = n , x e R^ et Φ(χ) a R^ ; soit 

F l/ e *'/Fk Une P artie generatrice de 1' ideal de V ? alors x est un 

point regulier de φ si et seulement si :

3φ.
1 )) = Μ - m + η

3χ . 
D

Μ
Ce critere est utile parce que φ est donnee sur tout IR et V est

M  9 F ·M i
definie par des equations. Quand V = IR la partie — ) n'a pas lieu

X j
d 'e t r e .

A 22 Theoreme de Tarski-Seidenberg [32]

L'image d'une variete algebrique par une application polynomiale est un 

ensemble semi algebrique.

A 23

Soit φ une application polynomiale de la variete algebrique V dans la 

variete algebrique W . On dit que φ est dominante si W est la 

fermeture de Zariski de φ(ν).

II revient au meme de dire que φ(ν) contient un ouvert non vide de R^ 

ou que φ admet un point regulier ; cela se voit facilement en utilisant 

(A 16) , (A 17) et (A 22) .

Notons qu'on a alors necessairement :

dim V > dim W .

rg
9f .

9x .
Ί
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Soit G 1 ' ensemble des points critiques de φ et y un point de 

W -φίΟ , alors φ * (y) est un ensemble algebrique de dimension

dim V - dim W .

Que ce soit un ensemble algebrique est evident ; pour la dimension on 

peut restreindre φ a R^ - {φ u g } qui est une sous-variete

analytique de R^ ; 1'image de cette sous-variete par φ est dans R^ ; 

on applique par consequent le resultat connu pour les varietes analytiques 

(J. Dieudonne [7]) : φ * (y) est une variete analytique de dimension

dim V - dim W

on conclut en utilisant (A 12).

Notons comme consequence que si dim V = dim W alors card φ * (y) < oo e

A 24

Soit V une variete algebrique lisse, φ une application polynomiale 

dominante de V dans une variete algebrique W ; notons G 1'ensemble 

des points critiques de φ . Alors φ(ΰ) est contenu dans un ensemble 

algebrique de dimension strictement inferieure a dim W .

Pour la demonstration, on note que G est un ensemble algebrique puisqu'il 

apparait comme reunion de φ * (Σ̂ ) et de 1'ensemble des zeros d'une 

famille de polynomes (des mineurs du jacobien). Sa dimension est strictement 

inferieure a dim V car φ est dominante. φ(0 est un semi algebrique 

(A 22) soit L sa fermeture de Zariski. Si L = W , L contiendrait 

un ouvert de R^ et φ(0 egalement d*apres (A 16) et (A 17), mais
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cela contredirait le theoreme de Sard pour les varietes analytiques [7] . 

Comme consequence on a :

A 25

Si φ est une application polynomiale dominante d'une variete algebrique 

lisse V dans une variete algebrique W alors :

dim W = Max rg (ϋφ)(x) . 

xeV

A 26 Theoreme de la fibre localement triviale [ιi]

Soit φ une application polynomiale dominante d'une variete algebrique

V dans une variete algebrique W ; alors il existe un ensemble algebrique 

Z dans W de dimension strictement inferieure a dim W tel que tout

point y dans W-Z possede un voisinage ouvert U de sorte que pour tout

-1 -1
x e U  , φ (x) et φ (y) soient homeom o r p h e s .

En particulier, quand dim V = dim W et y est une valeur reguliere de 

φ alors il existe un voisinage ouvert U de y dans W tel que pour 

tout x dans U on ait :

-1 -1 
card φ (x) = card φ (y) < 00

(il suffit d'utiliser (A 23)).

A 27 Resolution des singularites Γ12]

M
Soit V une variete algebrique dans IR de dimension m . Alors il 

existe une variete analytique V de dimension m et une application
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. Μ
analytique £ de V dans JR telle que :

(i) ^ (V) = V

(ii) £ est une application propre de V sur V (ie. 1 1 image reciproque 

de tout compact est c o m p a c t e ) .



-  129 -

- R E F E R E N C E S -

[1] Η. Αkaike, Markovian representation of stochastic processes, Ann.

Inst. Stat. Math., 26 (1974), 363-387.

[2] R. A zencott et D. Dacunha-Castelle, Series d robservations irrégulières, 

Masson, Paris (1984).

[3] J.R. Bl u m , D.L. Hanson, L.H. Koopmans, On the strong law of large numbers 

for a class of stochastics processes, Z. Wahr. Verw. Gebiete, 2 (1963), 

1-11.

[4] Th. B röcker, Differentiable germs and catastrophes, Cambridge University 

Press (1975).

[5] Y-A- Davydov, Mixing conditions for Markow chains, Th. Prob. Appl.,

28 (1973), 313-328.

[6] H. Delfs and M. Knebush, Semi algebraic topology over a real closed 

fields I et II, Math. Zeit., n° 177, 107-129 et n° 178, 175-213 

(1981).

[7] J. Dieudonné, Eléments d'analyse tome III, Gauthier-Villars, Paris 

(1970).

[8] J.L. Do o b , Stochastic processes, Wiley, New York (1953).

[9] V.V. Gorodetski, On the strong mixing property for linear sequences, 

Th. Prob. Appl., 22, 411-413 (1977).

[10] P. Hall and C.C. H eyde, Martingale limit theory and its application, 

London Academic (1980).

[11] R.M. Ha r d t , Semi algebraic local triviality in semi algebraic mappings, 

Ann. Journ. Math., 102, 291-302.



-  130 -

[12] H. H ironaka, Resolution of singulariries of an algebraic variety,

I-II, Ann. Math., 79, 109-326 (1964).

[13] I.A. Ibragimov and Y.V. L innik, Independant and stationary sequences 

of random variables, Walth-Noordhoof publishing Grö ningen (1974).

[14] I.A. Ibragimov et Y. Ro zanov, Processus aléatoires gaussiens, MIR,

Moscou (1974).

[15] N. Jain and B. Jamison, Contributions to Doeblin's theory of Markov 

processes, Z. Wahr. verw. Gebiete, 8, 19-40 (1967).

[16] T.Y. Lam , An introduction to real algebra, Rocky Mountain Journ .

M a t h . , 14, 4 (1984) .

[17] S . Lojasiewicz, Ensembles semi analytiques, multigraphie de l'I.H.E.S., 

Bures/Yvette (1965).

[18] A. Mo kkadem, Sur le m élange d 'un processus ARMA vectoriel, CRAS, 

série I , t. 303, 519-521 (1986).

[19] A. Mo k k adem, Mixing properties of ARMA processes,s o u m i s  à Stoch.Proc.Appl.

[ 2 0 ] A. Mo kkadem, Sur un modè le autorégressif non linéaire, ergodicité 

et ergodicité g éométrique, J.T.S.A., 8, 195-204 (1987).

[21] A. Mo kkadem, Conditions suffisantes d 'existence et d 'ergodicité 

géomé trique des modè les bilinéaires, CRAS, série I , t. 301, 375-377 

(1985).

[22] D. Mumford, Algebraic geometry I , Complex projective varieties,

Springer Verlag, Berlin (1976).

[23] J. Nash, Real algebraic manifolds, Ann. Math., 56, 405-421 (1952).

[24] E. Nummelin and P. Tuominen, Geometric ergodicity of Harris 

recurrent Markov chains, Stoch. Proc. Appl., 12, 187-202 (1982).



-  131 -

[25] S. O r e y , Limit theorems for Markov chain transition probabilities,

Van No s t r a n d , London (1971).

[26] T.D. P ham and L.T. Tran, Some mix ing properties of time series 

models, Stoch. Proc. Appl., 19, 297-303 (1986).

[27] T.D. Ph a m , Bilinear markovian representation and bilinear models, 

Stoch. Proc. Appl., 20, 295-306 (1985).

[28] M.Q. Ph a m , Introduction à la géométrie des variétés différentiables, 

Dunod, Paris (1969).

[29] D. Revuz, Markov chains, North Holland, Amsterdam (1984).

[30] M. Rosenblatt, Markov processes. Structure and asymptotic behaviour, 

Springer, Berlin (1971).

[31] M. Rosenblatt, A central limit theorem and a strong mixing condition, 

Proc. Nat. Acad. Sc. U.S.A., 42, 43-47 (1956).

[32] A. S eidenberg, A new decision method for elementary algebra, Ann. 

Math., 2, 365-374 (1952).

[33] Η. Takahata, L $$ bounds for asymptotic normality of weakly dependent 

summands using Stein's methods, Ann. Prob., 9, 676-683 (1981).

[34] A.N. T ikhomirov, On the convergence rate in the central limit theorem 

for weakly dependent random variables, Th. Prob. Appl., 25, 790-809 

(1980).

[35] R.L. Tweedie, Sufficient conditions for ergodicity and recurrence of 

Markov chains, Stoch. Proc. Appl., 3, 385-403 (1975).

[36] R.L. Tweedie, The existence of moments for stationnary Markov chains, 

J. Appl. Prob., 20, 191-196 (1983).



-  132 -

[37] F.W. W arner, Foundations of differentiable manifolds and Lie groups, 

Singer, MIT (1971).

[38] H. W hitney, Elementary structure of real algebraic varieties, Ann. 

M a t h . , 66, 545-556 (1957).

[39] C.S. W ithers, Conditions for linear processes to be strong mixing,

Z. Wahr. verw. gebiete, 57, 481-494 (1981).

[4 0 ] R. Yokoyama, Moments bounds for stationnary mixing sequences, Z. 

Wahr. verw. gebiete, 52, 45-57 (1980).

[41] Y. Ro z a n o v , Stationary random processes, Holden Day Series (1967).

[42] E. B ecker, On the real spectrum of a ring and its applications to 

semi algebraic geometry, Bull. A.M.S., 15, 19-60 (1986).



-  133 -

C H A P I T R E  I V





-  134 -

STUDY OF RISKS OF KERNEL ESTIMATORS

Abdelkader MOKKADEM

Abstract.

Let (Xn ) b e  a strictly stationary strong mixing sequence of IR^ -valued

random variables, f(x) the probability density function of and ^Ν(χ) a

kernel estimator of f (x) based on a sample of size N. In this paper, we use

Fourier method to study the rates of convergence of the risks 
k k ό

E11 X fN (x)-x f (x) || ^ for p >0 and 0 <q <°°. The rates obtained are the same 

as in the i.i.d. case. Similar risks for kernel estimators of the conditional 

density, the regression function and other functionals are also investigated.

Key words.

Kernel estimators ? uniform risk ? mean risk ? regression function ; 

strong mixing ? Fourier transform.

AMS 1980 subject classifications : Primary 62G05, 62H12.



-  135 -

2 - for 2 <q <°° and q' = -2— :
σ-1

e i /  Ι χΙΐ£Ν <χ) - * k f  w | q * ‘ >p / q  = ο I „/2 ‘  /  . + h jjs >
N- 1^

IR

3 - for 0 < q < 2

; (/ | x fN (x) -x f (x) | qdx)p/q = ο (— /0 ·^ _ /0 + h;T-)

JR
Np/2hdp/2 N 

N

1. INTRODUCTION

Let x̂n ^n£2Z a strictly stationary strong mixing sequence of random

variables with values in JR^ and f(x) the probability density function of 

X^. Following Rosenblatt [ 13] and Parzen Γ11], f(x) can be estimated by :

where K is a positive bounded kernel and h^ is a sequence of positive real 

numbers.

In the present paper, the Fourier method is used to give an evaluation of 

the risks

E11 xk fN (x)-xkf (x) || ^ , P > 0 ,  0 < q < 00

where || . || is the usual norm in L^ilR^) . Our main result is that under 

some conditions on f, K and the mixing of (X ) (see section 3) we have :
Π

1 - E sup | Λ ν (χΙ - Λ μ | Ρ ·  0 1 -- / ^  + hj,P> 
IR N

V x)
»*v

N x - X .

j=l A
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Except a recent work of Doukhan-Leon-Portal [5] on the risk E suplf (x)-f(x)I

P ^
where S is compact, it seems that the risk E11 f -f|| have not been studiedII JsJ I I 00

under mixing conditions. However the risk E11 fN "f || 2 have been extensively

studied and E11 j is evaluated in the Rosenblatt's work [ 15] ; it is

also obtained with a great precision by Devroye-Penrod [**] and Devroye-

Gyorfi [ 3] in the one dimensional case when (X ) are i.i.d. and f has a
n

compact support ; but we do not know results for e | I x^f , (x)-x^f(x)11^ with
i1 n  11 q

general p and q under mixing conditions.

Our regularity hypothesis on f are stated in the distribution's language 

(see section 2). We prove, in proposition 1 (section 3), that they are equiva

lent to the condition introduced by Devroye-Gyorfi [ 3] for q = 1 :

sup J I (f *φ )" I < oo where φ is a positive density with 
a>0 a

compact support.

The distribution approach clarifies somewhat, the Devroye-Gyorfi's condition. 

Our choice of the strong mixing property is motivated by the following conside

ration. We first recall the definition of strong mixing, Rosenblatt [ 1L+]. Let 

aQ be the σ-algebra generated by {X^ , j <0}, a those generated by 

{Χ̂  , j >k} for k > 0  and :

a (k) = sup{ |P(A nB)-P(A) .P(B) | ; A e a Q , B e a^}

The process (X ) is strong mixing if lim a(k) = 0  ; a(k) are called the 
n k-*00

strong mixing coefficient of (Xr ) . In recent works, the strong mixing property

have been proved for many processes : linear process (Gorodetskii [6],

Whithers [ 19], Pham-Tran [ 12]) ARMA (Mokkadem [9]) and some non linear auto

regressive processes (Mokkadem [8]). It seems then of interest to estimate, 

under strong mixing conditions, the density and other functionals such that 

regression and conditional density.

We study in section 4, kernel estimators of this functionals.

In section 2 we give some notations and hypothesis.

Some of our results have been announced in [ 10].
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2. NOTATIONS AND HYPOTHESIS

2 .1 .
We need the following notations.

The Fourier transform of a complex valued function F(x) absolutely integra- 

ble on IR is the complex valued function :

Δ 1 n d Γ is.x „, x .
F (s) = (--- ) J e F (x) dx

/2tT _ d  
IR

If F(x) is vector valued, F(x) = (F,(x),...,F (x)), his Fourier transform
Λ A A ^

will be F (s) = (F, (s) ,.. . ,F (s)). For k =  (k, , —  ,k,) and v =  (v,,...,vj 
1 n l a  I d

elements of IN , we put :

Cv] = V. + . . .+V ,
1 d

v +...+V,
ο. 1 d

DVF = ------------ F
V 1 Vd 

3x„ . . 8 x ,
1 d

V 1 A

c, = c, ... c.
k k, k _

1 d

We s h a l l  say t h a t  v < k  i f  and o n ly  i f  v ■. < k .  f o r  a l l  i  = l,...,d.
3 3

2 .2 .
OO CO

Let C (IR ) be the space of C functions with compact support and T a

C d 
distribution on IR .

For qe[l,+°°] and q' = we put :

11 τ 11 = sup{ | τ (φ) |, <Mc“(iRd), 11 φ 11 , < i}
3 c 4

I ^
where || φ|| , is the usual norm of φ in L (IR ) .

In the sequel Τ(φ) will be noted <Τ,φ>. Clearly, for 1 <q<°°, i <q* < oo

V
X

νι

χι

vd

•xd

-  J L
q-1
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and Cc (IR̂ ) is dense in (IRd) . Then ||T || is finite if and only if
cr1 d ^

T is an element of the dual space of L (IR ) ? i.e. T is an element of 

Lq (IRd) ; in this case ||T||^ is the usual norm in L^(TR^) .

oo d
Now for 0 = 1 ,  q* = oo and C (IR ) is dense for the uniform norm in the

c

space C (3R ) of continuous functions with compact support ; the dual of
d c ^

Cc (IR ) is the space of bounded regular measures on IR . So that ||T ||  ̂<°°

if and only if T is a bounded regular measure and then ||T || j is the

variation norm of the measure T.

For more on Distribution and Measure Theory see Schwartz [17] and Rudin [16].

2.3.

We shall use the following hypothesis, where a(j) are the strong mixing 

coefficient of (Xr) , k £ 2N̂ , p>0, l<q < oo and F is a function defined on IR̂  .

B(b,p) : for some 6>0, E|x oo and £ (j+l)^2 1 a (j)
n 1=0

with g = Max(p,2).

d v v ^
J(k) : if v elN and \> <k then x F (x) and D (F) are absolutely inte

grable.

(Here, because xVF(x) is absolutely integrable DV£ is well defined as 

an usual derivative).

In the following hypothesis, the derivatives are distributions derivatives ; 

to distinguish them from the usual derivatives, they will be noted Dv .

D (k,q) : 1. xVF(x) eL^(IRd) for v e , v<k.

2. 11 DV (x^F (x)) 11 <oo for v e 3N̂  , [ v] = 2M l i  q

3. If k ¿ 0, then 11 DV (x̂  ^F (x)) | | < oo for g e , v £ / 6 <k,

C6] = 1, [v] = 1.

We shall see later that the condition 11 D^F11 q < oo is equivalent to the

condition used by Gyorfi-Devroye for q = 1 : supf|Dv (F * <J> ) < o o  where

1 x a>°[v] • a
<j> (x) = —  <p (—) and <f) is a density of class c with compact support 
a q a

a
TOd 

m  IR .

b :e oo and

oo

l
j=ü

j- 1 :
a 2 •1

a j
6 3' 6 00
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where is a sequence of positive real numbers and K is a positive bounded

kernel such that :

(1) lim h^ = 0 ; J*K(x)dx = 1 ; J|x|^K(x)dx < <»

2 2
(2) f x_.K (x) dx = 0 and jx^K (x) dx = i ‘ for j = 1,. .. ,d

(3) Jx^x_.K(x)dx = 0 for i ^ j 

We go now to our main results.

3 - RISKS FOR THE DENSITY ESTIMATORS 

3.1.

We state the main results ; their proofs are deferred to the end of the 

present section.

Theorem 1. Let 0 < p < °°3 2 < q < q 1 = 3 and k e 3N̂  . Assume that :

i) (X ) __ satisfies fll([kl,p ^
n n€ LL c

ii) f satisfies D(k,q) ;

iii) K satisfies J(k).

Then :

E11 xkf (x) - xkf(x)jjP = 0 (— ■ l- ■ + h^P)

q N q

Remark 1.

Looking at i) and ii), we note that for k = 0, there is no condition on

the existence of the moments of (X ).
n

2.4.

The density f(x) is estimated by

f
N

x
1

N h
d
N j 1

N
K

x X

h
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For 1 <q <2 the rate obtained is the same as for q = 2 :

Theorem 2. Let 0<p<<» 1 <q <2_, kcIN^ and k* =k+e+l = (k,+e+l,.. . ,k.+e+l) 
------------  ^ 2 __ l a

where e is the integer part of — . ;  assume that :

i) (xn )nezz satisfies flt([k]+e+l ,p) ;

ii) f satisfies D(k,q) ;

iii) K satisfies J(k').

Then :

E llx\ w  - A w l l q  = 0l^/2^p/2 * »if1

N

Remark 2.
2

For k = 0 and p = d = q = 1, the hypothesis i) implies that Jx f(x)dx <a 

and then jf < <*> (see [3]) ; this last condition is necessary to obtain the 

rate of theorem 2 [3 3.

The following theorem will be obtained as consequence of theorems 1 and 2.

dTheorem 3. Let 0 <p < 0 < q < 1_, k e IN  ̂ k 1 = k+e+1 and kM = k+e' + l̂

where e is the integer part of — . and e1 the integer part of
d q 
— (1-q). Assume that : 
q

i )  X̂n ^neZZ satisfies III ( [ k ] + e + l  , p )  ?

i i )  f satisfies D ( k M, l )  ;

i i i )  K satisfies J ( k ' ) .

Then :

E 11 xkf (x) - xkf (x) 11 P = 0 (---— ----pr + h^*5)
M N 11 q Npq/2hdpq/2 N

Remark 3,

Here, also, the rate of convergence is the same as for q = 2. The number 

q appears in the formula because, for q <1, || f|| 

while for q^l it is (/| f | ̂ ) *^.

Now we go to the proofs.

is defined by J | f |
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3.2. Proofs of theorems 1> 2, 3 .

We need some lemmas. The following is due to Yokoyama [201 and will be used

to bound the quantity E11 x^f (x) -x^Ef T(x) II11 n N 11 q

Lemma 1. Yokoyama [20].Let q>0 and (Ẑ ) a strictly stationary strong 

mixing sequence of random variables with values in Ir_, such that E z = 0
o i  r  ^

and E|z^| <°> for some 6 >0 and 3 = Max(q,2).

If the strong mixing coefficients a(j) of (z ) satisfy

00

V / .  . 1x3 / 2  -1 . . .  6/6+6  ̂I ( j+1)  a ( j )  <°°

3=1

Then

e |z .+. . .+ZJ q <C Nq^2
1 1 N 1

where the constant C depends only on a(j)3 E | Z1 | and r.

In the lemma 2 below, A is the Laplacian operator for distributions and

V x) =h K{h)-
h

Lemma 2. Let 1 <q <°° and B e IN , [g] = 1 ; assume that for some r ¿1,

F e Lr (IRd) . Then

i) ||V F -F|| I II DV F|| ;
n q Z [ v ] = 2  q

- 2  t 2
ii) Lim Inf h 11 K, *F-F|| >^—  IIa f II ;

h+0 * q 2 q 

2 2 r  , i — V
iii) || (xPK ) * F11 <h" T I || D F| 

h q [£]=i

iv) Lira Inf h 2 || (x^K ) * f || > t2||d  ̂f | 
lrK) %  q

i) K
“h

F F
q

h
2 T

2

2



Proof.

i) Let (p e C (IR̂ ) with 11 <f> 11 ,  ̂1, q* = ~%- 
c 11 M q' ^ q-1

(4) < ( K * F - F  ),(()>=/ I K (x)F(y)(f) (x+y) dxdy -/ F(y)<|)(y)dy
d d d m m  m

= //Kb (x) F (y) ((¡) (x+y) -<f> (y) ) dxdy

By a Taylor development of <f> and using (2) we obtain :

1
(5) < (K̂  *F -F) ,<p> = I U K h (x)F(y)xV[J (1-t) DV <p (y+tx) dt]dxdy

[ v ]= 2  0

and then :

1
(6) | < (KL * F -F) ,<f»| < I f f  | xV |ie (x) (1-t) | / F(y)DV(|>(y+tx)dy|dxdt

n [v]=2 d 0 n d
3R IR

Now :

(7) Jf (y)DV(J) (y+tx) dy = (-1)V<DV F, <p^>

where $ (y) = (p (y+tx)
L-X

clearly || <f>tx|| gl = || <j> 11 gl < 1

so that :

i “ V i 11 —V i i
(8) <D F , (j) > < D FI T tx I 11 " q

by (6) and (8) we conclude (i).

ii) In (4) we write the third order development of (f> and use condition (2) ; 

we obtain :

-  142 -
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(9) < 0 ^  * F - F ) , * >  -  h2 ~  /F (y>A * (y )d y  ♦

1 . . 2
+ I J/k. (x)F (y)xV[J ---r— DV^(y+tx)dt]«3xdy

[v]=3 n 0

Now by (1) and because 4 e C°°(IR̂ ) , the second tezm in the right of (9) is
3 C

bounded by C h so that :

2 r 2 3
(10) | < (K *F-F),*>| *h j- |<AF,*>| - C h

Then :

2
(11) lim Inf h |< (K. *F -F) ,♦>( >y ~|<AF,*>|. 

h-*-0

This implies that :

2
liffl Inf h II K. * F - f || |<AF,*>|
IrM) l i  ' q  2

for any t cC (IR*3) such that ||+|| , Si. We obtain then ii). 
c q

iii), iv) :

<(xBKh) *F,$> = / (x) F (y) ♦ (x+y) dxdy 

but by (2), for [B] = 1 : 

F(y)<fr(y)dxdy * Jx^K^Mdx/F(y)4(y)dy * 0.

Then we obtain :

< (x6Kh) *F,<fr> » llx^ \ (x)F(y) (♦(x+y)-^(y))dxdy

For iii) we write the first order development of [<Mx+y>-$ (y) ], for iv) 

the second order development, and we carry on the proof like in i) and ii).

Now we can prove the following lemma on the rate of convergence of the bias 

of our estimators.

//X
ß

Kh x
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Lemma 3. Let 1 <q<a> ; assume that for v e } v xvK(x) is absolutely

integrable and that f satisfies D(k,q). Then :

11 xk (f * K̂ ) - xkf|| = 0(h2).

Proof. We first write x (f * K̂ ) as a sum of convolution products. For this 

we put :

x = (x~y)+y 

by calculation we obtain :

I  1 O \  k  r* \ )  . \ )  k  V
(12) x = I ck (x-y) y

v<k .

This implies that :

(13) xk (f *K^) = £ * (*k Vf)]

Now for [v] >2 we have :

(14) I |(xVKh) * (xk_Vf) 11 < || x'kJI Jl xk Vf|

[v]
<C h

And by lemma 2 :

and

(xVK^) * (x^ Vf)| |  = O(h^) f o r  [v ]  = 1

* (xkf) - xkf j I = 0(h2)
q

The lemma 3 is then proved.

Remark 4 .

The results ii) and iv) of lemma 2 give necessary conditions to obtain a rate
2

h for the bias. In the case k = 0 and d = 1 we see that a necessary and
2 II —2 11

sufficient condition to obtain a rate h for the bias is : ||D f||^<0°.

s
A greater rate h , s > 2 can be obtained with kernels satisfying 

/xVK(x)dx = 0 for [v] ^s-1 ; the condition on f will be 11 DSf 11 ̂  <00.

cV

k
x

V
K
h

x
k V

f

md
k
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Note also, that the bound obtained for the bias is valid for any stationary 

sequence (X̂ ) without mixing condition.

We give now the proof of the theorems 1, 2, 3.

Proof of theorem 1.

(15) 11 xkfN (x)-xkf (x) | |P <2P xkfN (x)-xkEfN (x) ||P + || xkEfw (x)-xkf (x) ||P]
q q q

The second term in the right of (15) is 0 (h^P) by lemma 3.

To bound the first term we use the following result (see Weil [*®]) :

Let 2 <q <oo, q ’ = -2- and F eLq '(IRd) nL1 (md), then :
q

l | r | | q ^ I M I q ,

This result is well known for q = « ; for q = 2 we have the Parseval equa

lity ; for 2 <q < 0 0 it is known as Titchmarsh Theorem.

k k
Now we calculate the Fourier transform of G = x f (x) -x Ef (x) .

N N

We have :

A 1 " lsXj A

1161 V S) * N I a K(V >

k a -rkl kA
(17) (x'̂ fN (x)) = (i) L D fN

V A -TV1 k ___ c\ A A
(18) (x EfN (x)) = (i) L JD d/27) .f (s) .Ki^s) )

(Note that, by fll(k,p ), xVf (x) is absolutely integrable for v <k and

vA
then the usual derivative D f is a well defined bounded function).

(16),(17) and (18) give :

isX
(19) (xkfm (x))A = (i)"[k] I cl DV¿  £e j)Dk_V(K(h s))

N k N u N
v<k
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(20) (xkEfN (x))A = (i)"[k] I C^(^7)dDV (^(s))Dk“V (K(hNs))
v<k

k“ v ̂
D K being absolutely integrable, it is easy to see that 

G = (xkfN (x) -xkEfN (x)A eL1 (IRd) niT(IRd) and then G e L * ! ^ )  nLq '(]Rd) 

because 1 < q f < «>. We can apply the Titchmarsh theorem to G.

Clearly, because G£L*(IRd) :

(21) G = G 

Then :

P a P
(22) 11 G11 < || G||

q q ’

It remains to bound the expectation of the term in the right of (22)

P 1 ÍSX• J . 1 A
(23) E11 G11 <C I C^E (/|DV le J) - (/27)dDVf (s) |q |Dk V ( K ^ s ) )

q v<k

(the constant C depends only on k and p) .

We have two cases.

1. If p/q1 > 1 ; we use a convexity inequality and obtain :

(24) e|| g||P <C I c \ p/q,E / | M ( D Ve j-(/27)Vf) |P A_1|Dk"V (K(h s)) |q ’
1111 k v  ; N  ̂ 1 v N 1

q v<k

with A = f| Dk V (K(h s)) |q ds.
V ; 1 N 1

Now :

isX .
E (DVe = (/27)d DVf(s) and for 6 >0 and 3 = Max(p,2)

isX . 3+6 isX . 3+6 rvi/oxni v i, i v ii i . LkJ(3+6)
E D e J = E X.e J <E X.
1 1 J 1 J 1

q,d sf/q'

ds
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isX,
V 1

Note also that the mixing coefficients of the processus (X̂  e ) are 

smaller than those of (X_.) . We can then, by the fll(k,p ) hypothesis, apply 

lemma 1. We obtain

isX.
(25) E | £ (DVe J - (/27)dDVf (s)) |P <C NP/2

where C depends only on d, the strong mixing coefficients of (X̂ ) and.

EX.
1 3

[ k ] ( ( 3 + 6 )

So that (24) becomes

(26) E G <
C'

I  c> !L  V  <i

v<k

v Ap/q*
k v

but p/ s ' rv,q'tk- v> drink“vA = h
. i p / q '

N
D K (s) 1 ds

11 k-v ^ 1 1
where ||D K Hq' < 00 because, by the J (k) hypothesis, 

Dk_V K eL1 (IRd) nL°°(IRd) .

2. If p/q' <1/ we use first the inequality E|z|P//q < (E|z|)^q and the 

proof continues like for p/q1 >1.

Proof o f theorem 2.

Here also the bias 11 x^Ef (x)-x^f (x) 11̂  is 0 (h^) by lemma 3. But,
• I N 11 q

because 1 <q<2, the Titchmarsh theorem cannot be applied to bound

G = xkf (x)-x ̂ f  (x). However we can use the presence of the factor x^.
N N

p
- r }

p/q
r >p/q-

(27) E j | G 11 <C E J. . M q + E /, , i=iq
q I X I > 1

c h
N

dp

q D
k V A

K
p

q
<
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For the first term in the right of (27) we have

£Z3>
p/q r 1P/2 f yP/q. -,1 1

(28) E J, , |G|q <E / |G|2 # f dx
f

| x | <1 J
. Ixl^l I x l ^ l  J

<C E G

For the second term, we take r >0, to be defined in the sequel, and we 

write :

p/q1p/q t '

(29) E / M q = E / I x | r | G jq | x |'_rdx

, |x|sl j | x | >1

< E
/.. i

X >1

I 2r/qi I 2 
x G dx

P/2

J M
x >1

2-q

Now we want :
2

-r 2 I" 2 -
1. I x I ^ integrable on |x| >1 ; this is true if r >d. —^  .

2. r/q is an integer.

The smaller r satisfying this two conditions is

r = q(e+l) where e is the integer part of “ •

With this r, (29) becomes :

ïp/q
(30)

/, , lG 
X >1

d

^  “c 1 E||x;-‘ x'*fM (x) -xT'x'e f„(x)

j=l

e+1 k 

3 N

e+1 k P
• x E _ ,
J • N 11 2

and then using our hypothesis

1, 1 « p 1
E G = °(--To—

q ,,P/2 vdP/2
N V

The theorem is proved.

r
2 P

q
2 q

2

E

2 a
2
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Proof of theorem 3 .

k k
To bound G = x f (x) - x EfN (x) we use the same method as in the proof of

theorem 2. While to bound Ellx^Ef (x) -x^fCx)!!^ , we write :
i 1 n 11 q

E 11 x ^ f  (x) -xkf (x) 11 P < C
11 N 11 q

x <1
| (x) -Xkf (x) I qdx

+ E f x Ef (x)-x f(x) dx
I k. N
x >1

The first term in the right is bounded by

E11 xkEfN (x) - x k f ( x ) | | P - q f dx
|x|<l

p(l-q)

For the second we introduce r > 0 and we write :

f > p f '

/  I x ^ f  ( X )  - X k f  ( x )  | q d x = E / Ix|r|xkEf (x)—xkf(x)|q |x| rdx

M-1 | x| >1

-r 'p.q
-r J -  1P ( l-q )~

< E / |x|r//q|xkEf (x)-xkf (x) |dx 
|x|>l

9 / |x| * r-q dx

_ |x|>l

we take r = q(e' + l) where e' is the integer part of — . (1-q) and we con

clude as in theorem 2.

Remark 5 .

It can be seen in the proofs of theorems 1, 2, 3, that the rate of conver

gence of E11 x^f^(x)-x (x)||^ is valid without any smothing hypothesis on f. 

The condition D(k,q) is used only to bound the bias.

E

P

P

f
N

k
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Remark 6. q '

In theorem 1 the optimal choice of h^ is h^ = N 2 +Ĉ  and then the

rate of convergence is N 2q +d ; so that if p > -2% [+-d We have with probabi-

k k  ̂
lity one the convergence of || x fN (x)-x f (x) || ̂  to zero.

Similar remark can be down in theorems 2 and 3.

To conclude this section we discuss the Devroye-Gyorfi's condition.

I d  d
Proposition 1. Let 1 <q <°°, F a  (IR ) , v e in and <f> a positive density

of class c[v] and with compact support in Put <t> (x) = <(>(—) ; then
a q a

a

(31) lira Inf 11 DV (<p * F) 11 = sup||DV (<j> * F) | j = ||dVf||

a-*0 a q a>0 3 q q

Proof.

Clearly <J> *F is of class C^V"̂ and then

(32) DV (((> * F) = DV (<t> * F) = (p *DVF.
a a a

Let ¥ £ C (IR̂ ) such that 11 ¥ 11 <1. 
c q

17-We have (see [1 ]) :

(33) <<f> * D F , ¥> = U  (y) < D F,Ÿ > dy
a J a Y

We have  ̂ - 1 and theni l  y  11  q i

(34) |<DVF,Yy>| < || DVF|| ̂

2
q

2q a:
and then the

rate of convergence is N

pq
2q d

where ¥
y

X ¥ X y.
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(33) and (34) give :

(35) |«f>a *DvF,'f>| < || DVF||

so that the following inequalities hold always :

(36) lim Inf 11 DV (4> * F) 11 < sup 11 DV (<j> * F) 11 < 11 E^F 11 
a->0 g a>0 a g q

Clearly, if lim Inf||DV (<f) ★ F) 11 = », we have (31). Let us assume that 
a->0 a q

lim Inf 11 DV (cj) * F) 11 = p <°°. There is a sequence a. such that :
a.O " a "<3 J

lim || DV (<()a *F) || = p. 
a_.-*-0 j

Now sup 11 Dv (d) *F) || <» and then, by the compactness of the unit ball 
a . 1 & . q
a3 3

in the weak * topology (see for example Brezis [2]) , there exists a subsequence

a! and S such that :
J

d
1. S €L (IR ) if q > 1 or S is a bounded regular measure if q = 1.

d
2. lim D (<)) , ★ F) = S for the weak ★topology in L (IR ) if q >1 and in 

the space of bounded regular measure if q = 1.

3- n si i q *p-
oo _d

Particularly, for y eCc (IR ) we have

(37) lim <Dv (<f) , *F) ,y> = <S,y> 
a!+0 aj

But as distribution :

lim (ij) , *DVF) = DVF
a’.->0 aj
3

(because supp $ , c supp <(, where a = sup a ! ; and in this case the convo-
a , a o i

3 o

lution is continuous [17])

— v
This implies that S = D F and then

q

a
3
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(38) 11 D FI i < lim Inf 11 D (d> * F) 11q II a 11 q

(38) and (36) give (31). 

Remark 7.

,ns ||^

the one dimensional case, we have :

A profound study of the conditions || D^f H <» can be found in [17] ; in
5̂

_2
For q>l (by theorems III, VII of Chap. II C17]), 11 D F11 <» if and

1 q 
only if F is C / F' is absolutely continuous with almost everywhere deri-

vative FM = D F and F" £L^(IR ) .

_2
For q = 1 (by theorems II, III of Chap. II [17]), ||d f || <«> if and 

only if F is absolutely continuous and its almost everywhere derivative F 1 

is a function with bounded variation.

This last result precises exactly the class of functions satisfying the 

Devroye-Gyorfi's condition in the one dimensional case.

Remark 8 .

Devroye-Penrod [**] and Devroye-Gyorfi [3] introduce the class F of func

tions f satisfying

(i) f is absolutely continuous with a.e. derivative ff ;

(ii) f1 is absolutely continuous with a.e. derivative f".

—2 17 
For such functions f" = D f (see [w ]).

We go now to the applications.

4. APPLICATIONS

4.1. Regression and conditional density

Let (Y ) be a sequence of IRm -valued random variables such that
n neTZ ^

(W ) _  = (Y ,X ) __ is a stationary strong mixing process. Denote by 
nneZZ n n n e Z Z

M(y,x) the density of W^ and put :
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B(x) = Jy M(y,x)dy ; r(x) = ;

s(y,x) = ; 9(y»x) = s (y+r (x) ,x).

B(x) and r(x) are vector valued functions ; r(x) is the regression 

function of on X^ , s(y,x) is the conditional density of Y^ given

X^ = x ; the function g(y,x) comes from the model :

V l - * ' V <Ez,n ,cf' [8]>
n

in this model, if we put Ẑn+ 1 /Zn  ̂ = Ŷn'Xn̂  then the probability density

of c is s (y+<j> (x) ,x) . Let now, H be a positive bounded kernel satisfying
x, n

(1), (2) and (3) ; we estimate M, B, r, s, g respectively by :

N y-Y. x-x. N x-x.

V y'*) - —S 3 I »‘-¡T 1’ k<V L) : B»(xl i, KI' i r L)
Nh^ j=l Vi ^  Nh^ j=l J °N

b n (x ) V y,x)

rN (x) = T M  ; SN (y'x) = ' f" (x)" ; gN (Y'x) = sN (Y+rN (x),x). 
N N

To study r , s„ and g_ we need results on B . We observe that 
N N N N

(K^ * B is the vector valued function obtained when each component of B is 

convoled with K^).

A 1 i lSX1 *
l40) BN(S)-N.i„ Yj e -KV

j=0

(41) EBn (s) = (Kh *B)A = Kfyi.Bts)

i s X • H A
(42) E Y e 3 = ( / 2 tT )  B(s)

So that, the method developped in section 3, can be applied to B^. We do 

it for q >2.

B x

f X

s y X
M y X

f X

39 EB.
N

K
h

B

s
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Proposition 2. Let 0 < p < «>, 2 < q < “J q' = and k e ]Nd . Assume that : 

i) (w ) satisfies fll([k+l],p )
n n eLL

ii) B satisfies D(k,q) ;

iii) K satisfies J(k).

Then :

E | | x \ M - x kB ( x ) | | ®  » ^

We study now and g . For this we introduce the following hypo

thesis.

(Hi) 3y > 0 such that E exp y | Yr | < 00

2 d — 1 2 2 
(H2) lim sup(N h^ ) (Log N) < 00 and lim sup h^ Log N < °°.

(H3) lim sup(h^+<̂ +* N*^) * <°°.

We need also the following lemma :

Lemma 4. Let (Hi) be satisfied ; then for p>0

Ell rNl|P = ° ( lo9 N)P
00

Proof.

Clearly 11 r | |P < (Max |Y.|)P j = 1,...,N.

j ^

Let us put Y = y Max | Y . | ;

j 3 

E = E(log exp Y) ̂

(Note that exp Y >1 because Y >0).

Let now h(t) = (log t)P defined for t>l.

h is concave on t >1 if p <1 and on t > eP 1 if p >1.

If p^l/ by concavity we have :

o 1

NP, 2
h
N

dp q
h

2P
N

q i

E YP

We study now r
N PN
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(43) E(YP) < (log E exp Y)P

< (log E (£ exp y|y.|))P

i 3
< (log N + log E exp y|Y^|)P

P p

and then E11 r II = 0(log N)1 1 N M 00

If p >1, we have :

(44) e |y |P = E 1 , ,YP + E 1 YP
Y<p-i Y>p-r

5 (p-l)P + (log E exp Y)P

< (p-l)P + 0 (log N)P

Now we state the results for r and s„.
N N

Theorem 4. Let 0 <p <°° and g cir3 suah that inf f > 0, sup B 
~  G G
that :

i) (HI) and (H2) are satisfied ;

ii) (w ) „  satisfies 01(1,p.) where p. = 4p ;
n ntZZ * 1 1

iii) f and B satisfy 0(0,°°) ;

iv) K satisfies 3 (0).

Then

E sup |r (x)-r(x) |P = 0 ( ~ ^  + h^P)
G N h /

m
Theorem 5 . Let 0 < p < oo and G 1 * G <= ir x ir such that inf f > 0

Assume that :

i) (H3) is satisfied ;

ii) (wn^neZ2 satisfies 111(0,p^) where p^ = (m+l)p ;

< °°. Assume

, sup M < 
G'xG
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iii) M and f satisfy D(0,°°) ;

iv) K satisfies 3(0).

Then :

E sup s -s = 0  (— — — — — -—  + h ) 
N ' ,p/2, (d+m)p N

G'xG N h *
N

Proof of theorems 4 and 5 .

We write for r :
N

B -B (B-B) (f-f) (B -B) (f-f ) f-f
(45) r - r = - S - * - ü — -------—— + B — r—  + 

f fu f 

Bif-f,,)“-1 (f - y u
+... + -----ô----+ r --------

2 N u
f f

and a similar expansion for s^ with M and in place of B and B^.

We take u = 2 for r and u = m+1 for sv,. Note that sup sVT <—  .
N N N m

Next we take expectation of supremum and use Holder inequality. The results 

are then obtained by application of theorem 1 to | M |  and

proposition 2 to |B —B [•

For we have.

Theorem 6. Let 0<p<°° and G 1 xg^ir111 x iRd such that inf f >0 and 
--------- G
sup M < °°. Assume that :
G'*G 

i) M is a Lipschitz function ?

ii) (HI), (H2) and (H3) are satisfied ;

iii) (W ) __ satisfies fll(l,p,) where p. = Max(4p,(m+l)p) ;
n ne L L l l

iv) f, B and M satisfy. D(0,“) ;

v) K satisfies J (0).

f
N

f and

gN
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Then :

EHc l%-9|P-0(nP/^«rt,vP)

Proof.

^  (y + rN (X) ,X)
Clearly, because gM (y/X) = ------------- , can be written as in

N n

(45) with (y+r^(x) ,x) and M(y+r(x),x) in place of and B. Here

also we take u = m+1.

It suffices then to bound |m^(y+r^(x),x)-M(y+r(x),x)|.

But :

(46) |m ĵ (y+rN (x) ,x) -M (y+r (x) ,x) |P <2P *[ ̂ ( y+r^x) ,x)-M(y+rN (x) ,x) |P

+ |M(y+rw (x) ,x)-M(y+r(x) ,x) |P]

and then

(47) E sup |m (y+r (x) ,x)-M(y+r(x) ,x) |P < 2P 1 [E 11 M -M11P +CP ||r -r||P ]
G*xG W o o  N

where C is the Lipschitz coefficient of M ; we conclude by theorems land 4.

4.2. Others functional estimates

The results obtained can be used to evaluate risks for some functional esti

mates. As example, we do it for the Matusita's measure of affinity between two 

density [7]. We keep our notations and denote by h(y) the density of Y . The 

measure of affinity between h and f is defined by :

p = / (h (y) f (y)) *^dy when m = d.

h(y) is estimated by :

h
N y.

i

N h
N
d

N

j=l
l H

y Y
j

h
N
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I. Ahmad [*] proposed the following estimate of p : 

p = /

Now we evaluate the risk for this estimate. It would be noted that we do 

not need as in C1] the indépendance between Y^ and Xn*

Theorem 7. Let 0 <a <«> ; assume that f, h, k and H satisfy the conditions 

of theorem 2 for P = y and q = 1. Then :

N n
N

Proof.

E[5-p i -  a 2- ^  </f y 2 1 ^ / 2 -h i / 2 1 ) a *  2a- i E (j h i ' '2 i£]; / 2 - f i / 2 i ) i‘

S2a_1E[(JfN)*/2(/|hN-h|)a/2] + 2a_1E[(Jh)a/2(J|fN-£|)a/2]

We conclude by theorem 2.

5. CONCLUSION

It would be noted that the method developed in this paper apply in the same 

line to evaluate the risks for the density derivatives estimates. These deriva- 

tives appear as dual of the quantities x f(x).

p / h y f
N y

i 2
dy

E P P
a 0 1

N
a 4

h
N

da 4
+ h

a
N
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Abstract :

ESTIMATION OF THE ENTROPY AND INFORMATION OF 

ABSOLUTELY CONTINUOUS RANDOM VARIABLES.
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We propose an estimation of the entropy and the mutual information of absolutely continuous random 
vectors and we give an upper bound of the mean risks for the proposed estimators; under strong mixing 
conditions.
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1. INTRODUCTION.

Let X be a random vector with values in [Rm and with probability 

density function f ( x ) . The entropy of X is defined by :

H (X ) =  - J* f (x)Logf (x) dx ;

we shall always assume that f(x)Logf(x) Is integrable.

The first estimation of the entropy of a discrete random variable 

has been proposed and studied by G. P. Basharin [2] and later by 

K. Hutcheson and L. R. Shenton [7].

For a random variable with density, I. A. Ahmad and P. E. Lin [1] 

proposed the following approach for m =  1. Taking a random sample

,...,X^ of X and a positive kernel K ( x ) , f(x) can be estimated by:

fN (x) =  (l/NhN ) ¿  I<((x-X.)/hM )

where h^ is a sequence of positive real numbers which converge to zero. 

Using this, they estimate H(X) by

N
HN =  — (1/ N ) LogffX.)

and study the first and second mean consistency of H ^ . However their 

proof is incomplete: More precisely they use systematicaly a Taylor 

expansion of the following form:

Log z - Log c =  (z-c)/(9z-(l-0)c) , 0 <  0 <  1 ; 

but in their work z and c are functions of N and x and then 0 is 

a random function of N and x. So 0 must be integrated and they must 

study its limit for N tending to infinity.

IRm

X 1

1=1

N
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A second approach is due to B. L. S. Prakasa Rao £9], who proposed

the estimator

fN (x)LogfN (x) dx

where is an increasing sequence of positive real numbers tending to

infinity. There is also the work of L. Birge [3], who studied a similar 

estimator where f^ is the empirical density estimator.

Another interesting approach is due to 0. Vasicek [13], who uses his 

result for testing the normality of X. This approach is also used by 

E. J. Dudewicz and E. C. Vander Meulen [5] for testing the uniformity 

of X. Unfortunately, the method of 0. Vasicek, based on order statistics, 

is particular to the one dimensional case and can not be used to estimate 

H(X) in the multidimensional case or to estimate the mutual information 

of two random variables.

Except in L. Birge [3], there is nowhere an upper bound of the mean 

risks for the proposed estimators.

In what follows, we propose another approach based on the following well 

known result (see [6]). If ju. is a probability measure on Q and the 

positive function f belongs to Lq (d/ji) for some q > 0, then

where r^ =  h^ for some fixed positive real number r .Under some mixing

Using this we.estimate H(X) by

( 1 ) dx

HN

k N

k N

k N

1 r Log frd)UL
r 0

Logf dp.

H N X 1 rN Log

IR
m

f
r

N
N 1

x
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conditions (see sections 2 and 3), we obtain the following result 

(Theorem 1) for p >  0 and y =  1 :

p/2 (m + 2 )p/2 p
E| H n (X) - H(X)|P =  0((1/N hN ) + h N ) .

The same upper bound is obtained (Theorem 2) for the mean risks of the

natural estimator

(2) H m (X) =  “ I fN (x)LogfN (x) dx .N' ̂  > —  ~ L xN '

\Rm

As an application we give, in section 4, an estimator of the mutual 

information of two random variables .

2. NOTATIONS AND ASSUMPTIONS.

We introduce now some notations and assumptions. Let (x n )n^^ a

strictly stationary sequence of random vectors in [Rm .We denote by Q q 

the a-algebra generated by {Xn , n < 0} and by those generated by

{Xn , n ^ k> for k > 0 The strong mixing coefficients of the process 

(X n ) are defined by

a (k ) =  sup { | P(APlB) -P(A) . P(B) | , A e & 0 , BSQ.k > ,

(M. Rosenblatt [10]) . We always assume that the process (XR ) is strong 

mixing , i.e. lim cx(k ) =  0 .

Let f(x) be the probability density of X n , (h^j) be a sequence of 

positive real numbers which converge to zero and K be a positive

(3)

(4)

J*K(x) dx =  1 , Jx K(x) dx =  0 , J'lxl^Ktx) dx <  oo , J*|x|^f(x) dx <  oo

J|x.¡J2K(x) dx = r2, Jxixj K (x ) dx = 0 for i # j and x = (xi)i<i<m

bounded kernel on ¡Rm such that
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(5) jf ( x ) ( Logf ( x ) ) 2 dx <  oo , J*K ( x ) ( LogK ( x ) ) 2 dx <  oo ,

sup f(x) =  M <  oo , sup K(x) =  M' < oo

(6) xv K(x) and D^K(s) are absolutely integrable for v = ( v 1 , . . ,^m ) € 0SIm , 

[v] < a; (where K is the Fourier transform of I< ,

and a is the integer part of (m/2)+l )

For the next assumption we need some def i n i t i o n ; let D(ERm ) be the 

space of C°° functions with compact support in ERm and T be a 

distribution on [Rm (see [12]) , we put

II T || x =  sup { | T (<p ) | ; cp E X) (ERm ) , || cp || ̂  < 1 }

Clearly, || T || ̂  <  oo if and only if T is a bounded regular measure ; 

particularly, if T E L^(ERm ) then || T || ̂  is the usual L^-norm 

Now our assumption is

(7) || "D1̂ f || 2 <  00 for \j E DMm , [v] =  2 ; (here and in the sequel the 

distributional derivatives are noted Du f)

It is proved in [8] that (7) is equivalent to the condition used by 

L. Devroye and L. Gyorfi [4] in the case m =  1 :

Í '
S U P  | | ( f ) " | <  oo
a>0

p
where cp is a positive density of class C with compact support and 

<pa (x) =  (l/a)tp(x/a) .

Following M. Rosenblatt [11] , we estimate f(x) by

(8) fN (x) =  (1/NhJ}) gjj K((x-X1 )/hN )

and H(Xn ) by HN (X) and HN (X) as defined in (1) and (2) .

We shall use also the following assumption with 0 < p < oo .

a (3 + d ) oo (3/2 ) -1 d / O  + d)
iH(p) : For some d>0 , E | X n | < oo and ^ (k + 1 ) a (k ) < oo

with 3 =  M a x (p , 2) and a defined in (6)

V 1 V m

N
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3. THE MEAN RISKS .

We need the following lemma whose proof is in [8].

Lemma 1 . If Jtl(p) is satisfied , 0 <  p <  oo , then

E || f N - f||? < (Cl/NP/2h^P/2 ) + c2h2P

with

and

where the constant C q depends only on m, p, a(k) and E | X n | a ) .

Now we can state our first result ; we take for simplicity r^ —  h^ .

Theorem 1 . If /ft ( 2 p ) is satisfied , 0 < p < o o  , then

E|Hn (X) - H(X) I p =  Q( (l/Np/2h^m + 2)p/2) 4- hp ) .

Proof : we shall write for simplicity , H and j f instead of H^(X) ,

H(X) and JV (x ) dx . We have

(9) |Hn - H|P < c ||HN +(l/rN )LogJfrN+1 |P + |(l/rN ) L o g j f 1" ^ 1 + H | pj .

where c is 2P 1 if p > 1 and 1 if p < 1 .

We begin with the first term in the right side of (9) :

(10) |HN+(l/rN )LogJfrN+1| < (l/rN0)|Jf^N+1-JfrN+1|

where

(11) 0 > Min ( J fN N+1 ’ J frN+1 )

and then

c2 X
2 2

2
D f 1

P
z=z

c1 c0
m

zz:
1=U

a
izz j

a
hN

a j P x a j
i K x P

2

12 0 Min e
rNHN e

rNH
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so that

We must now bound and H .

For this we denote by V' the transpose of a column vector V and 

respectively by D and the matrices

V a r X n and J (XX"  ̂f N ̂ x ̂ dx ~ ( J x f N<x )dx j ̂  J x f N (x)dx j 

Noting that J”(xxy )K(x) =  r 2 Id , it is easy to obtain

(14) G n =  r 2h 2 m Id + (1/N) (XA - X ) ( X i - X)' .

Now we use the fact that, when the random vector Z has a fixed covariance 

matrix , the maximum of H(Z) is attained for Z gaussian . We obtain

mr m / 2 T̂v]/̂
(15) (1/6) < (2*e) N (|det G N | w + |det D\ N ) .

r vr/ 2 p pm p ^ m / 2
It is easily seen that E|detGN | is bounded by m ! (2E|Xn l + h^ r )

n r N+l n rN+1
Now we bound the term l ĵ\j “ f I in the right side of ( 10 ) ; we have

p +1| < (rN+l)J((16) l | f ^ N+1 - ffr N + 1 | <  (rN + l ) f ( f ^ N + f r N ) | f N - f|

< (rN+l)[(M'/hN)rN+ MrN]J|ft

J 1

where =  (1-^+1 ) [ ( M'/hjJJ) ^ + M and satisfies' lim d^ =  1 .

Combining (10) , (15) and (16) we obtain

r\T+ l / r\i/2 r M/2r  r N + 1  '  r N/ d  r n x  r
(17) |Hn + ( l / r N )Log f N I < (dN/ r N ) ( |.det G N | W + | det D| N ) |

where

m r N/2
(18) dN =  (2*e) W d N

13 1 0 < e
rN HN e

rN H

N

1=1

f

f
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Now we study the second term in the right side of (9)

I(l/rN )LogJf"N+1 - JfLogfl .

rNLogf
Using a Taylor expansion of e , we obtain

J rMLogf n P rn Logf 2
(e N f) =  (l/rN ) Log [(l+r NLogf+ r ‘e u (L o g f )*)f]

< (l/rN ) ĵ rNJfLogf +r^J[e 0 B f(Logf)2]J

where 0 < rQ < r N (rQ is function of x)

r f n+1 r
Now because (l/rN )Log f is greater than fLogf , we obtain

r r N+1 r'N )Log f is greater than :

(20) |(l/rN )LogJfrN+1+ H| < rNJ c f r° + 1 (Logf)2]

J« r M M N (f(Logf)2

Using now (17) and (20) , (9) becomes

(2 1 ) |Hn H|P < C C(Ag/rg) (J|fN - f|)P + BgrP ]

where

r N/ 2  , ^ , r N/ 2A n =  d N ( |det G n | "r + I det D | ) ; BN =  M ^ J f i L o g f ) ^  and lim B N =  1 .

Taking the expectation in (21) and using Schwarz's inequality, we obtain

(22) E|Hn - H | P < c  |^(l/rP)(EA2P)1/2[E(J|fN-f I )2P]1/2 + B g r g J  .

whith EA2p < 2c2 d^,|ra! (2E | X | 2 + h 2m r 2 )PmrN + | det D | PrNJ when p m r N < 1 .

We apply lemma 1 to conclude

Remark 1 . Note that in (10) , 0 is bounded by (M^/h^j) ^ + M ^ and then 

|HN + U / r N ) L o g J f rN+1 I ~ (l/rN ) I J f ^ N+1 - •

19 1 rN Log

f
rN 1
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We can obtain a similar result for . For this , we assume that for

some fixed s < 1 , the following conditions are satisfied for k £ 0Mm , 

[k] < (m(l-s)/s) + 1 .

( 23 ) J f s < oo

(24) fl Dv (xk f (x) || 1 < oo for k £ H™, [v] =  2

(25) || Dv (xk_(3f (x) ) || 1 < oo for 3 £ DMm , u G INm , [|3] =  [>] =  1 .

We have then the following lemma .

Theorem 2 . If (23),(24),(25) and M ( 2 p ) are satisfied , O <  p < oo , then

Lemma 2 . If (24) and (25) are satisfied , then

We can now state our result for H^(X)

E|Hn (X) - H(X)|P = 0((Np/2h^m+2)p/2 + hP )

P r o o f . We must evaluate E | |  ; but the same expansion as (19)

and (20) gives

and then

(27) E|H n Hn |P < ( M V h ™  jPrN.rP E ( J f N (LogfN )2 jP

Now we consider two cases . Case 1 : p > 1 . Then

(2 8 )

HN

E fN f s O h 2sN

26 H N H N < r N fN

r0 l
Log fN

2

rN M h
m
N

rN fN Log fN
2

E fN Log fN
2 P

< E fN Log fN
2p

E

fN R

fN Log fN
2p f2N
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where R is such that

(29) Log u < u1/2p for u > R ;

and because u*-s(Log u)2p is bounded on [0 , R] , we obtain

(![SO) E ( JfN(LogfN)2 jP <B.Ejf® + Ejf2

where

(31) B - sup u1 s (Log u)2p 
0<u<R

Now it is well known that E|fj^ Is bounded . Also

(32) E | f ® =  |Ef®

< K e 1?n >s

f
Jf5 -J:

J
< J|EfN - f|S + JfS

and we conclude by lemma 2 .

Case 2 : 0 < p < 1 . Then

(33) JfN(LogfN)2jP < J EjfN (LogfN )2jP

and this quantity is bounded as in the case 1 .

Remark 2 . The optimal choice of h^ is and the p-mean risk of

our estimators is then n “P/(m+4) .

N 1 m 4 and the p-mean risk of



172

4. ESTIMATION OF THE MUTUAL INFORMATION .

Let X and Y be random vectors in IRm and IR̂  respectively , with joint 

probability density function g(x,y) and marginals f(x) and l(y) . The 

mutual information of X and Y is defined by

and takes its values in [0 , +oo] . We assume that 

(35 ) I (X; Y) <  oo

To estimate I(X;Y) , we use the well known relationship

(36) I (X ; Y ) =  H (X ) + H (Y ) - H(X,Y) .

Let (X ,Y ) be a strictly stationary sequence . We denote also by
n n n

Jîl(p) the corresponding condition on the strong mixing coefficients of

(X Y ) . Let K / be a positive bounded kernel on IR̂  .We assume that K ' , 
v n ’ n '

g and 1 satisfy the same properties as K and f ((3),...,(7)) .Now we 

estimate g and 1 by

r g(x,y)
(34) I ( X ! Y ) =  g (x, y) Log ----------  dx dy

J DRm xIR<̂ f ( x ) 1 ( y )

N rr N
(37) g N (x,y)= (l/NhJ}+ q )2Z:K(x-Xi )K'(y-Yi ) and lN (y)= ( 1/Nhg)£Z; k ' (y-Yi )

and we take

(38) Hn (Y) =  (-l/rN )LogJlNN and HN (X,Y) =  (-1/ r N )LogJgNN

I (X ; Y ) is then estimated by

(39) In (X;Y) = Hn (X) + HN (Y) - HN (X,Y) .

As consequence of theorem 1 , we obtain

Theorem 3 . If the sequence (x n ,Yn ) satisfy iîl(2p) , 0 <  p <  oo , then 

E | I N (X;Y) - I(X;Y)|P =  O ( Np/2hj(jm + q + 2 ) p/2 + hp )
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Remark 3 . Based on the well known property that X and Y are independent 

if and only if I(X;Y) =  0 , one can construct a consistent test of 

independence by rejecting the independence of X and Y if IN (X;Y) > Ô 

where <5 is some small positive real number .
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ENTROPIE DES PROCESSUS LINEAIRES 

A. Mokkadem 

-  Résumé -

Soit Y = (Yn > n e 2  un processus réel stationnaire de représentation spectrale

Y = 
n

ïï

- ï ï

m À  . „ ,
e dZ et X = (X ) _ le processus definì par X

Y n ne 2 n
ein\j>(A)dZv

- ï ï

on montre que l'entropie de X satisfait l'inégalité :

fïï
H (X) >

2ïï
Log | $ (À) |dX + H (Y) ;

- ï ï

divers cas d'égalité sont établis. Nous donnons également des applications de 

ce résultat.

-  Abstract -

Let Y = (Yn)R  ̂be a real stationary process with spectral representation
r TT . ,  rTT

Y = 
n

inX

- ï ï

dZ and X = (X ) _ the process defined by X =
Y n ne2 e J n

ein (̂J) (A)dZ

we prove that the entropy of X satisfies :

rîT
H (X) >

2ïï
Log |(})(A) |dX + H(Y) ;

- ï ï

some cases where equality holds are obtained. We give also some applications.

Mot$-Clé$ : Entropie d'un processus ; processus symétrique a-stable ; processus 

harmonisable ; filtre linéaire ; principe du maximum d'entropie. 

Classification A.M.S. 1985 : 60 G 25 , 94 A 15.
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1 -  INTRODUCTION

Soit X une variable aléatoire à valeurs dans IR , admettant une 

densité de probabilité f(x) telle que f(x) Log f(x) soit intégrable ; 

l'entropie de X est définie par :

(1) h(X) = f(x) Log f(x) dx ;
IR

(cette définition sera étendue dans la section 2 à toute variable aléatoire 

admettant un moment absolu d'ordre s > 0  fini).

Pour un processus réel, stationnaire en loi, X = (X ) , l'entropie de X
n ne &

est définie par :

(2) H(X) = lim —^-h(X ) .
n+1 o n

n

Considérons maintenant un processus stationnaire en loi, réel et harmonisable

(voir section 2) Y = (Y ) et X = (X ) filtré de Y par un filtre
n neZ n neZ

linéaire réel :

7T . ,
inA

- ï ï

e 4). (X) dZy (À)

où dZ^ désigne la mesure spectrale de Y , cj)(À) est intégrable par rapport 

à dZ^ et vérifie

(4) (j) (À) = (f>(~A)

cette dernière condition assurant que X est réel.

On établit dans cet article le résultat suivant qui généralise des résultats 

obtenus par M. Kanter [9] dans le cas où les Y^ sont indépendants et par 

L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [15] dans le cas où (J> est un polynôme

3 X
n
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trigonométrique :

rïï

(5) Log | ((> (X) |dX + H (Y) ;
; - ï ï

l'égalité dans (5) est obtenue dans différents cas, en particulier quand Y

est régulier ou symétrique a-stable, ce qui permet d'écrire l'entropie de Y

en fonction de son spectre et de l'entropie de son innovation. Un tel résultat

a été établi par C.E. Shannon [14] dans le cas gaussien en faisant directement

le calcul de h(X , ...,X ) et en passant à la limite ; notre méthode n'utilise
o n

pas ce calcul explicite ; elle permet en particulier d'avoir une nouvelle 

interprétation du premier théorème de Szègo :

où Q 4 est la matrice des covariances de (X ) et f la densité
n+1 o n

spectrale de X = (X ) .

Le plan de l'article est le suivant : la section 2 est constituée de 

préliminaires qu'on utilise dans la suite ; on établit notre résultat principal 

dans la section 3 ; des applications et une extension au cas des processus 

n'ayant pas de représentation spectrale sont données dans la section 4 ; on 

discute en particulier dans cette section du principe du maximum d'entropie 

introduit par J.P. Burg [2] , [3] .

Tous les processus que nous considérerons seront supposés centrés.

2 -  PRELIMINAIRES ET NOTATIONS

Nous introduisons d'abord quelques propriétés de l'information et de 

l'entropie de variables aléatoires.

rïï
(6) lira |det Qn+1| Log f (A)dÀ }

n

n ne2

H X > 1
2 TT

1 n 1
exp

1
2ïï

Tí
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Défin it ion  2.1.

Soient Pj et deux mesures de probabilité définies sur un même espace

mesurable (fi,A) ; on définit l'information de Kullback de P̂  et P^ par :

W
(7) K(Pl ,P ) = sup l Pl(E.) Log

i 2 i

ou le supremum est pris sur toutes les partitions finies (Ê ) de Q .

K (?i '?2) 0St  ̂valeurs dans [0 ,+«] ; elle est infinie si P^ ne domine pas 

Pj ; quand P̂  et P^ admettent des densités de probabilité f̂  et '

on a :

(8) K i P ^ P ^ fj Log fj/f2

Défin it ion  1.1.

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de loi de probabilité P ;
A I

notons P (resp P ) la loi de probabilité de X (resp Y) . On définit 
À  ï

l’information mutuelle de X et Y par :

(9) I(X,Y) = K (pXY'Px 0PY) •

Les propriétés suivantes sont établies dans M. Pinsker [10] :

(10) si P ^  et P^n convergent respectivement vers P̂  et P^ alors :

lim inf K (P , P ) > K (P ,P0) 
ln 2n 1 2

(11) I(X, Y) = I(Y,X) .

(12) I (X, Y) = 0  si et seulement si X et Y sont indépendantes.

(13) I (X,X) = 00 si X est absolument continue.

p
2

Log
P1 E

i

P
2 :e

i
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(14) I(X,Y) > I (f(X), Y) pour toute application mesurable f .

(15) Si X = (X^X^...) alors :

I (X, Y) = lim I((Xlt...,X ),Y)
1 n

n

Nous passons maintenant à la définition de l’entropie d'une variable aléatoire ;

jç
pour une variable aléatoire x dans 1R admettant une densité de probabilité 

f et un moment absolu d'ordre s > 0  fini, l'intégrale

(16) h(X) = - f(x) Log f(x)dx

est bien définie et à valeurs dans [-oo,+co[ ; pour éviter d'avoir à vérifier 

à chaque étape l'existence d'une densité, nous poserons

(17) h(X) = -oo si X n'est pas absolument continue.

Pour justifier (17) et rester dans le cadre du début de la présente section, 

on pose :

Déf ini t ion 2.3

Si est une mesure de probabilité sur IR de densité u et si la variable

aléatoire X à valeurs dans IR a pour loi de probabilité P et vérifie :

(18) Ep {Log u (X) } > - «>,

on pose :

(19) h (X) = -K(P,Q) -Ep{Log u (X) }

On a ainsi défini l'entropie pour toute variable aléatoire à valeurs dans 

IR , satisfaisant à une condition du type (18) ; cette entropie est à valeurs



-  181 -

dans [-00, 4t»[ , elle vaut -oo quand la variable aléatoire n'est pas 

absolument continue et est égale à l'entropie usuelle (16) sinon. La condition 

(18) est vérifiée par les variables aléatoires admettant un moment absolu 

d'ordre s > 0 en prenant

(20) u(x) = C e"lX l

mais aussi par exemple par les variables aléatoires X vérifiant

2
E Log(1+|X| ) <» en prenant :

(2 1) u(x) = — -— 5-

Les propriétés usuelles de l'entropie sont naturellement encore vérifiées,* 

en particulier on a (R.B. Ash [1]) :

(22) h(X) = h(X+a) pour toute constante a .

K k
(23) si A est une application linéaire de TR dans 3R

h(AX) = Log|det A| +h(A).

(24) h(X,Y) <h(X) +h(Y) avec égalité si X et Y sont indépendantes.

(25) Si la matrice des covariances de X est fixée le maximum de h(X) est 

atteint quand X est gaussienne.

Nous définissons maintenant l'entropie conditionnelle de X sachant Y

où Y est à valeurs dans un espace quelconque et X est à valeurs dans 

k
]R et admet une entropie au sens de (19) par :

(26) h (X |Y) = h(X) - I (X, Y) .

Les propriétés suivantes proviennent alors de celles de l'information et de

1 X
2
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1 'entropie :

(27) h(X,X') = h(X') +h(x|x') .

(28) h (X | g (X ' ) ) >h(x|x') si g est mesurable.

(29) h(X+g(X') |X' ) = h(X|X') 

notons que (28)implique :

(30) h (x|x' ,g (X1 ) ) = h(X|X' ) .

Nous aurons besoin dans la suite des propositions suivantes.

Proposition 2.1

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et à valeurs dans 

k
IR ; si X et X+Y admettent une entropie au sens de (19) alors : 

h (X+Y) > h (X) .

Preuve :

Si h(X) = - 00 il n'y a rien à démontrer ; 

si h(X) > -a? on a d'après (12) et (19) :

(31) h (X+Y | Y) = h (X) 

et aussi :

(32) h (X+Y | Y) = h (X+Y) -I(X+Y,Y)

Comme I(X+Y,Y) est positif on conclut.
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Proposition 2.2.

Soit (X ) une suite de variables aléatoires à valeurs dans 
n

k
en loi vers X et u une densité de probabilité sur 1R ;

Log u(Xr) sont uniformément intégrables, alors :

(33) lim sup h(X ) <h(X) .
n

n

Preuve :

C'est une conséquence de (10) et (19)

Nous définissons maintenant l'entropie d'un processus stationnaire.

Définition 2.4.

Soit X = ^ x n ^ n € 2  un Processus réel stationnaire en loi admettant un moment 

absolu d'ordre s >0 fini ; l'entropie de X est définie par :

(34) H (X) = lim ~~r h(X , . . .,X )
n+ 1  o n

n

Notons que par stationnarité on a aussi pour tout k ,

(35) H (X) = lim —  h(X, , .. .,X, ) ;
n+ 1  k k+n

n

on peut vérifier (voir M. Kanter [9]) que la suite —~-h(X ,...,X ) est
n+ 1  o n

décroissante et que :

(36) H(X) = lim h(X |x ,,...,X ) = h(X |x"n)
o 1 - 1  -n o 1 -oo

n

O U  X (X .;•••/ X / • • • )
- 0 0 -IV ■ -n

Nous allons maintenant définir des classes de processus que nous utiliserons 

dans la suite ; pour les propriétés des variables aléatoires symétriques

TR convergente 

si les variables
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«-stable (SaS) on se référé à S. Cambanis [4] où est définie en particulier 

la covariation de deux variables Sa S X et Y , que nous noterons également

1 /fY
[X, Y] ; la norme en covariance sera notée I I X I I  = [X,X] 

a 11 "a a

Dans toute la suite on supposera que 1 < a ̂  2 .

Un processus réel ou complexe X = (xt)t£T est dit SaS si pour tout

11,..., t, les variables X , ... ,X sont conjointement SaS ; pour 
1 K t1 tk

a = 2 , X est alors gaussien.

Soit Ç(À) / À£[-ïï,Tr] un processus SaS à accroissements indépendants,

rTT
alors l'intégrale f (À) d£(À) est définie pour toute fonction f dans

-ïï
L (y,T) où T = [—ïï/ïï] et y est la mesure sur T définie par

(37) y{[a,b]} = ||Ç(b)-Ç(a)||“ ; [4] , [8] , [13]

On a de plus :

(33)
rM

fd£ , j  gdÇ] ( 
- ï ï

f (g)<a 1:> dy
- ïï

(39) f d £  l l a  =  l l f  I I  a
“ L (y,T)

<6> i 1 6 - 1  -  avec x = x x .

On notera S la classe des processus réels, X = (X ) „ strictement 
a n neZ

stationnaires, S a S  et qui admettent une représentation :

(40) einX dÇU)

où Ç(À) est un processus SaS à accroissements indépendants, dont la 

mesure y définie par (37) est finie. On dira que y est la mesure spectrale

[

ïï

ïï

•ïï

X
n

Tí

-Tí
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de X et que dÇ est sa mesure spectrale aléatoire ; on les notera 

respectivement y et dZ .
A  A

On considère aussi la classe C des processus réels strictement stationnaires 

et de carré intégrable ; (notons que est classe des processus

gaussiens et est contenue dans C).

La théorie spectrale des processus dans C est largement développée [11] ;

S. Cambanis et A.R. Soltani [6 ] développent une théorie analogue dans ;

ils obtiennent en particulier

2.5. Décomposition de Wold :

Tout XeS , s'écrit X = X, + Xn où X. et X0 sont indépendants ; si 
a 1 z 1 z

xi admet une densité f par rapport à la mesure de Lebesgue et :
1 x1

(41) Log f(À)dX > -® ;
J-ïï

si X^^O la densité g de la partie absolument continue de y vérifie 
1 2

(42)
ïï

Log g (X) dX = -°° ;
- ï ï

X̂  est la partie régulière de X et X^ sa partie singulière ; X est dit 

régulier (resp singulier) si X2 = 0  (resP* X^=0).

2.6. Moyenne mobile :

Si X est régulier de densité spectrale f(X) , il existe une fonction 

extérieure h dans l'espace de Hardy Ha telle que |h(X)|a = f(X) et le 

processus :

(43) n(A) = (h) dZ
Jo x
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est un processus S a S à accroissements indépendants dont la mesure associée 

définie par (37) est la mesure de Lebesgue (r\ est un mouvement a-stable ; 

pour a = 2 , n est un mouvement brownien).

Si on pose :

(44) W =
n

on a alors :

(45) X =
n

ïï . ,

ln  ̂ J  / -\ X
e dn (A)

-ïï

elnAh(X) dZw ;

1 -ïï

notons que la mesure spectrale de W est la mesure de Lebesgue ; si

a  ̂2 , S. Cambanis et A .R. Soltani [6 ] montrent que les variables aléatoires

(W ) „ n e  sont pas indépendantes ; mais les covariations [W ,W']„ sont 
n n£Ï r n n ot

nulles pour n  ̂n' comme on peut le voir en utilisant (38) ; on appellera 

W , l'innovation de X ; plus généralement si X est non singulier on 

appellera innovation de X , l'innovation de sa partie régulière.

et
Pour terminer notons que, si X e et (f) £L(UX,T) , le processus

Y = (Y ) défini par :
n ne»

(46) Y
n

ïï . .
mA l » y \ jr,
e <J>(À) dZx

- ï ï

est dans 5  ; de plus : 
a

(47) dZ = dZ et du = |4>(X) |a du ;
Y  X  Y X

on dira que Y est obtenu de X par le filtre linéaire (()
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3 -  ENTROPIE ET FILTRE LINEAIRE

L'objet de cette section est d'évaluer l'entropie d'un processus 

obtenu par un filtre linéaire ; nous commençons par calculer l'entropie d'un 

processus singulier dans C ou

Proposition 3.1.

Si Y est singulier, alors H (Y) = -<» .

Preuve :

Puisque Y est singulier, on a Y = T(Y *) où T est linéaire, donc :
o —00

(48) I(Y ,Y_1) > I (Y ,T(Y_1))O —oo o

>I(Y ,Y ) ,
o o

mais

(49) H (Y) = h(YQ) -I(Yo,Y^) 

d'où

(50) H (Y) < h (Y ) - I (Y , Y ) ;
O o o

si Yq est absolument continue on conclut grâce à (13) ; si Yq n'est pas 

absolument continue on sait qu'alors h(YQ) = “ ° 0 et on conclut encore.

Nous comparons maintenant l'entropie de Y avec l'entropie de sa partie 

régulière.

Proposition 3.2

Si Y est non singulier et Ŷ  (resp Ŷ ) est sa partie régulière (resp
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singulière) alors :

(51) H (Y1 ) > H (Y) ;

de plus on a l'égalité si Ŷ  et Y^ sont indépendants.

Preuve :

On pose Y1 = (Y1 ) et Y0 = (Y_ )
1 l,nne2  2 2 ,n ne2

on a en utilisant (28) :

(52) H(Y ) = h (Y. Iy" “ 1 )
1 l,n' 1 ,-®

>h(Y -Y | Y? ' 1 , Yn_1) ,
n 2 , n 1 1 , -co -co

Comme Y0 est fonction de Yn 1 on obtient par (29) :
2 n -oo r '

(53) H (Y.) > h (Y lY" ’ 1 , Yn_1)
1 n 1 1 ,  - o o  - o o

de même Y^ * est fonction de Yn * et donc par (28) :
1 f  - 0 0  -0 0  e  '

(54) H(Y.) > h (Y |Yn_1) ;
1 II 1 - 0 0

ce qui termine la première partie.

Si Ŷ  et Y^ sont indépendants, on a d'après la proposition 2.1,

H(Y) >H(Y^) , on conclut donc la démonstration.

Pour évaluer l'entropie d'un processus X obtenu avec un filtre linéaire 

appliqué à un processus Y de C ou 25 , on a besoin de deux résultats 

préliminaires. Le premier est dû à L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner [15] ; 

nous en donnons une démonstration élémentaire dans un cas particulier.
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Lemme 3.1.

Soit X et Y deux processus réels stationnaires en loi admettant un moment 

absolu d'ordre s>0 fini et tels que :

(55)

k
X = y a. Y . o ù  les a. sont réels et ra est fixé ;
n j=o ] n+m”:i J

k
posons 0 (À ) = £ a. e , on a alors : 

j=0 J

56 Lcg|<f>(X) |dX + H (Y) .
—TI

Preuve : (quand l a_. 7? n'a pas de zéros dans |z| < 1) 

Sans rien perdre à la généralité on peut supposer que :

k
(5*7) X = Y a . Y . ;

n J n-j
3=0 J J

on voit alors facilement que :

<58' l ï o ' ï l .......... Yk - L - Xk - Xk * l ........... Xn.k>'  ■ A ( ï o ' ï l ...........W

où la matrice A a pour déterminant •

On obtient en utilisant' (23) et (24)

<59> h<vYi.Vi> +mxk’V..Vk> iL«9i*or+1 *h<ïo'ï...Vk>

mais il est immédiat que :

(60) lim ~~r h (Y , Y ....Y ) < 0 et lim -i- h (Y , Y , . .. ,Y ) = H (Y)
n+1 o 1 k-1 n+1 o 1 n+k

n n

on obtient donc :

( 61 ) H (X) >Log|aJ + h (Y)

H X > 1

2iï

a
o

n 1
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et d'après le théorème de Jensen (voir W. Rudin [12]), on a

(62) Log a
o 1 2tt

-TT
Log |<f>(A)|dX OÙ 4> (A) = l a. e

j=0 J

ijA

ce qui conclut la démonstration I

Le deuxième résultat est un lemme d'approximation.

Lemme 3.2

Soit y la mesure spectrale d'un processus réel non singulier de C ou 

Soit (¡) £ LP (]j,T) avec p>l ; on suppose que :

(63) (p(X) = (J)(-À) pour tout X € ["TT / TT ] .

et

(64) Log \<p (X) | dX > -oo

Alors il existe une suite (p de polynômes trigonométriques à coefficients 

réels tels que :

(65) l im  <j> = (p d an s  LMjj,T)

et

( 6 6 ) lim Log |(j) (A) | dA Log | <J> (A) | dA .

Preuve :

Soit y = pj + |J2 la décomposition de Lebesgue de y . Puisque le processus 

de mesure spectrale y est non singulier, ŷ  est équivalente à la mesure 

de Lebesgue.

1 ïï k

a

TT

TT

TT

TT

Tí

- T í
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Faisons d'abord l'approximation dans L (jjj/T) .

Soit <S>0 , il existe alors e>0 , e<6 tel que pour tout borélien B 

vérifiant (B) < £ on ait :

(67) |(f>|P d y j  < 6 ; |Log | (f) ( A) || dX < 6

|(f)| d y 1 <6 dX <6

cela provient du fait que les mesures dy^ , | Log 14) | | dX / \$\ dy^

et dX sont dominées par dy

Puisque Log 10 1 dX > -°° / la mesure de Lebesgue de l'ensemble N des zéros 

de (j> est nulle.

On se place dans le complémentaire de N ; par le théorème de Lusin [12] , 

on peut trouver un compact qu'on peut choisir symétrique par rapport

à X = 0 et une fonction continue tels que :

(68)

et

(69)

étant sans zéros sur

(70) y = sup ( | Log | 11 ) et $ = max( 1 > sup | ip̂ | }

Choisissons maintenant > 0 et un compact dans T-K^ symétrique par

rapport à X = 0  tels que :

(71) .  <5 «<—  ; e0 < —
2 BP y

B B

B B

li1
T K1 < £

1
sur K

1

1
K
1

soient :

K
‘1

K
1

e2
>o K

2

*
p

yi
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et

( 72) U1(T-(K1 uK2>) <e2

Définissons sur K = u la fonction

( 73)

On prolonge iĵ  de la manière suivante.

Si I = ]Àj est un intervalle dans le complémentaire de K tel que. X̂

et X^ soient dans K , on pose pour tout X dans I :

X-X, X - X X ~ X1
( 74)  (A) = C 1^2 ^ 2 ^  I + ----------- 1 ^ 2 ^ 1 ^  ^  e x P ( i ^ ~  - y  ^ 9  ^ 2 ^ 2 ^

2 1 2 1

On obtient ainsi une fonction continue qui vérifie

(75)

|ÿ | <6 ; |Log |ÿ Il < Y

(¡¡j n'a pas de zéro sur T)

Il est alors facile de vérifier que

rïï
( 76)

- T T
-ip2 I dP1 - 86

et

K K
1 U

K
2

la fonction :

if2
1

1

sur

sur

K
1

K
2

X
2

A2 X
1
Arg

2
X
1

lit 2 X
2

X
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(77)
ïï fïï

Log |<J>|dA- Log |i{>2| dA|$3ô 

-ïï -ïï

Passons maintenant à L^(y,T) ; on peut prendre un support de '• S 

symétrique par rapport à X = 0 .

Soit Q un polynôme à coefficients réels tel que :

(78) |<t>-Q|P <*P2 <(S *
- ïï

on peut prendre Q sans zéro sur T en perturbant faiblement ses racines 

et en gardant des coefficients réels. Notons :

î 2 sur T-S

Q sur S

Il est clair que :

(79) |<jrij>, j** dy £ 96
-ïï

et

(80)
ïï . fïï

Log |ÿ, | dX - Log |<()|dX|i36 
- ï ï  •’ - ï ï

n'a pas de zéros sur T ; on pose :

(81) 6 = sup |(Jj3 | et y = sup ¡Log

Soient e' et e" tels que :

(82) £ '  < ô/y  , e" <
4 ^

et

U2
S

ïï

3

ïï

Ip3

6

3
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(83) y (B) < e " ==> dA < e'

Par le théorème de Lusin» il existe un compact K (qu'on prendra symétrique) 

et une fonction continue iJj' tels que :

(84) y(T-K) < e”

et

(85) t|>’ = sur K .

On prolonge i/j’ comme plus haut en une fonction continue ip qui vérifie

(86 ) <6 et |Log |t|j| | < y ;

il ne reste plus qu'à approcher tj; uniformément par un polynôme trigonométrique 

à coefficients réels pour conclure la démonstration.

Remarque 3.1

00

Le lemme est encore vrai pour la norme L ; si (p est une fonction continue 

sur T , on peut l'approcher uniformément par des polynômes trigonométriques 

à coefficients réels qui vérifient (66).

Remarque 3.2

La condition 0(À) = 4)(—À) signifie que le filtre est réel ; sans cette condition 

le lemme est encore vrai mais l'approximation est faite avec des polynômes 

à coefficients complexes.

On établit maintenant notre résultat principal.

B



-  195 -

Théorème 3.1

Soient X et Y deux processus dans C ou tels que

X = 
n

ïï . .

ein (J) (A)dZY avec <p e La (vy,T)

- ï ï

Alors :

(i) H (X) £ 2 ïï

ïï
Log |<J)(A) |dA + H (Y)

“ïï

(ii) On a l'égalité dans (i) dans les cas suivants

a) (}) (À)  ̂0  jj^-presque partout

b) X est singulier

c) Y est régulier

d) Ye?

Preuve

(i) Si Y est singulier, X l'est aussi et (i) est vérifiée d'après la 

proposition 3.1 et on a en fait trivialement l'égalité dans (i).

Supposons que Y est non singulier ; on a alors deux possibilités ; si X est 

non singulier, on a : 

fïï
(87) I Log | ({) ( À) | dÀ > - ° 0 ;

J-ïï

d'après le lemme 3.2 on peut trouver une suite de polynômes trigonométriques 

à coefficients réels (f)̂ / tels que :

( 8 8 )

et

CL
lim (j), = <p dans L (R#T) (avec a = 2 si X et Y sont dans C) 

K Y

(89) lim
k

ïï rïï
Log 14>k ( X) |d A = Log |<()(X) | dÀ

-ïï J-ïï
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(90)
inx

Xn (k) = e ^ (A) dzyJ - T !

on a

(91) X (k) -X r  
1 n nüa

|<frk U )  -  4> (A) | a  d y y  = 6k

et :

(92) lim 6 k = 0

On peut extraire une sous suite telle que

(93) E 6, < 00 
k

de sorte que le processus X(k) converge en loi vers X ; et donc

(94) lim inf I(X (k) ,X_ 1 (k) ) >I(X ,X_1)
_ O —oo o —oo

mais :

(95) H(X(k)) = h(X (k)) - I(X (k),X_ 1  (k);
O o - 0 0

et d'après la proposition 2 . 2

(96) lim sup h(X (k)) < h(X ) ;
• o o

k

il vient par conséquent :

(97) lim sup H (X (k) ) < H (X) 
k

on conclut alors avec les lemmes 3.1 et 3.2.
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Si maintenant X est singulier, on a :

rïï
(98) Log |<J)(A) | d\ = -«>

J-.ïï

et

(99) -oo = H(X) = - 0 0 + h (Y)

ii) a) si <j>(À) t 0  U -presque partout, alors ip(X) = --y est
Y (p v À)

et
dans • L (y ) et on a : 

x

(loo) y =
n

einX ÿ(A) dZx

-ïï

par conséquent d faprès (i) :

i r
(loi) H (Y) > - 2 ^ I Log | 4> ( X ) |dX+H(x) ,

- ïï

on conclut donc.

b) a été démontré dans (i)

c) si Y est régulier, ou bien X est singulier et on a l'égalité 

d'après b) , ou bien X est non singulier et alors c()(X) ^ 0 presque partout 

pour la mesure de Lebesgue. Comme y^ est absolument continue il s'ensuit 

que (J)(À) ^ 0  y^-presque partout ; ce qui nous ramène à a) .

d) Si Y est singulier on a évidemment l'égalité. Si Y est non 

singulier, soit Y = Ŷ  + Y^ sa décomposition de Wold. Ŷ  et Y^ étant 

indépendants on a d'après la proposition 3.2.

(102) H (Y) = HÎY^ .

D'autre part, il est clair que si X̂  est la partie régulière de X on a :
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(103) Xln

et donc

(104) H(X )=
1 2ïï

or :

(105) H(Xj )  >H(X)

einA <i> (À) dZ 
-7T 1

Log |<f>U) | dA + H(Yj )

d'après la proposition 3.2. ; (102) (104) et (105) impliquent alors

Log |<j)(A) | d A + H (Y) > H (X)
1

(106) —
2ïï

- ï ï

ce qui achève la démonstration.

Remarque 3.3

Dans [15] , L.A. Shepp, D. Slepian et A.D. Wyner affirment qu'on a l'égalité 

dans (i) quand Y est ergodique ; leur démonstration est malheureusement 

inexacte. Elle consiste principalement à montrer que le filtre est inversible ; 

ce qui ne peut être le cas si la mesure y^ charge les zéros de (f) (le seul 

point qui n'est jamais chargé par yy quand Y est ergodique est le point 

À = 0). Leur principal argument consiste à montrer que si Ç e <C , |£| = 1 

alors la suite de variables aléatoires :

1 k  - •

,107> ck ■ k .1, ? ï„+j

converge vers une constante presque sûrement. Cela est inexact si £  ̂1 ; 

un contrexemple simple est le suivant. Supposons £ = e^^ avec À  ̂0 

et prenons

ïï

-ïï
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108

dans [ 11]  la loi de V est complètement caractérisée : |v| est constant

p.s. et la loi de Arg V est uniforme sur le sous groupe fermé de T

engendré par . Comme À  ̂0 , ce sous groupe est toujours de cardinal

strictement plus grand que 1 (il est fini si à/2ïï est rationnel et égal

à T sinon). V n'est donc pas constant p.s. ; si on regarde maintenant

c. on obtient 
k

et donc

( 110) lim c = e^n  ̂V

ce qui n'est ni constant ni indépendant de n

4 -  APPLICATIONS

4.1. Entropie d ’un processus régulier de C ou

Soit X un processus régulier de densité spectrale f ; soit W son innovation 

(y est la mesure de Lebesgue) ; on a alors :

(112) |h(À)|a = f(À) avec a = 2 si X e C

Y
n

e
inÀ

V Y
n

ergodique ;

109 c
k

1
k

k

1
j= i

e
-iÀj

e
i n+j A

V

e
inÀ

V

Ill

où

X
n

ïï

- ï ï

e
inÀ

h A dZ
W

engendré par e
inA
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On obtient :

(113) H (X) =
2(X7T

ïï
Log f (A) dA +H(W)

- ï ï

Dans C / H(W) est maximal si W est gaussien et on obtient donc

Log f(A)dA + -jLog 2ïïe.
- ï ï

avec égalité si X est gaussien.

Enfin on a aussi le corollaire

Corollaire 4.1

Soit X un processus régulier de C et W son innovation ; alors :

Si H(W) >-00 les lois de probabilité marginales de dimension finie de X 

sont absolument continues ;

Si H(X) >-00 les lois de probabilité marginales de dimension finie de W 

sont absolument continues.

4.2. Entropie d*un processus non singulier de .

Si X c et X est non singulier, soit X^ sa partie régulière et f 

sa densité spectrale. Comme H(X^) = H(X) , on a alors :

1
(115) H(X> = 2a,

ïï
Log f(A)dA + H(W)

- ï ï

où W est l'innovation de X̂  ; en particulier si a = 2 , X est gaussien 

et H(W) = — Log 2ïïe ; il faut remarquer alors que dans ce cas :

(116) ¿ ï h(Xo....W  = I LOg 27,e|det Qn+1|1/n+1

114 H X <
1
4ïï

1/n+l
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où 0 . est la matrice des covariances de (X 
n+1 o

, ... ,X ) ; comme
n

(117) H(X) = lim -̂ -r h(X ,. ..,X ) 
n+1 o n

n

on en déduit que :

-ïï

(118) Log f(À) dA}
n

ce qui est le premier théorème de Szëgo.

4.3. Processus d'entropie maximale pour une densité spectrale f(A) fixée

D'après la formule (113) il s'agit de trouver l'innovation W pour

laquelle H(W) est maximum ; cela est possible dans C ? la seule contrainte

2
sur W est EW = 1 ; comme H(W) <h(W ) avec égalité si et seulement si 

n n

les (VM sont indépendants, il suffit donc de prendre des indépendants

2
tels que h(W ) soit maximum sous la contrainte EW = 1 ; cela est réalisé 

n n

d'après (25) pour gaussienne. Le processus d'entropie maximale est donc

le processus gaussien de densité spectrale f(X) ; en conséquence pour 

tout X dans C de densité spectrale f (À) on a :

être indépendants. Le problème qui reste donc posé est celui de trouver le 

processus stationnaire SaS de mesure spectrale la mesure de Lebesgue et 

qui a une entropie maximale ; cependant on peut obtenir une majoration de 

H (X) en majorant H(W) par h(W ) ; h(WQ) est majorée de la manière 

suivante : pour 1 < p < a on a :

H(x)^
Log f(À)dÀ+-2 Log 2ïïe .(119)

Dans » a / 2 , la situation est différente car les ne peuvent pas

( 120 ) (e |woIp ) 1/p = ||wo || = c(p,a) ||wo ||a

lim det e
n+1

1 n+1
exp

1
2 7T

-7T

-ïï
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où C(p,ot) est une constante qui ne dépend que de p et a [5] d fautre part 

il est bien connu que :

2 H 1 /P )  ||w ||
(121) h (W ) < Log ------- - + - ;

o  ̂ £-4 p

P P

ce qui permet d'obtenir une majoration de H(X) .

4.4. Comparaison de l'erreur de prédiction linéaire et non linéaire

Soit Y dans S ou C et X tel que :
a

[122) X =
n

71 inX
e <J>(À) dZy ;

Soit X = f (Xn S  un prédicteur de X et p >0 ; on peut montrer alors 
n -  oo n

que :

(123) HXrf*llp -C(p) eH(X) ' [15]

où C(p) est une constante qui ne dépend que de p .

Si on note et les erreurs de prédiction linéaires à un pas

respectivement de X et Y on voit alors que :

1 fïï
(124) ||eL (X) ||a = [exp {—  Log 1 (A) |dA}]. I leL (Y)l l a  '

— TT

(pour a = 2 voir Y. Rozanov [11] et pour 1 <a^2 S. Cambanis et A.R. 

Soltani [6]) ; ce qui donne en utilisant le théorème 3.1 et (123) :

¡125) ||xn- x | | p >{c (p) .  He^Y) I f 1 . eH(Y)} I I ^ Î X ) ^

Si on note G
L
X et €

L
Y
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4.5. Principe du maximum d'entropie

Connaissant les k premières covariations d'un processus X dans 

C ou ^  , on peut alors se poser deux problèmes :

4.5.1. Quand l'innovation de X est fixée trouver la densité spectrale f 

qui maximise H(X) ;

4.5.2. Trouver le processus X pour lequel H(X) est maximal.

Qu'on soit dans C ou $ le problème 4.5.1 revient à trouver la fonction 

positive intégrable f qui maximise

(126) Log f(X) dÀ ,
-7T

les k premiers coefficients de Fourier de f étant fixés ? c'est la méthode 

d'estimation de f par maximum d'entropie (J.P. Burg [2] , [3]) .La solution 

à ce problème est connue ; la densité spectrale cherchée est celle d'un 

processus autorégressif dans C ou .

La solution au problème 4.5.2 d'après ce qu'on vient de voir, est un processus 

autorégressif ; il reste à trouver l'innovation W qui maximise H(W) (la

contrainte étant II W II =1) ; comme on l'a vu en 4.3., dans C la solution
u 0 "a

est obtenue en prenant W gaussien ; par contre dans , a < 2 , le

problème reste entièrement posé puisqu'on ne peut pas choisir W = (W )
n n€ 2

avec des indépendants.

Enfin si on connaît d'autres moments de X , cela imposera des conditions sur 

les multispectres de X et la solution du problème 4.5.2 dans C ne sera
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plus un processus gaussien ; pour éclairer celà nous prenons l'exemple simple 

suivant :

4.5.3. Trouver le processus X dans C dont l'entropie est maximale et les 

k premières covariances et le moment d'ordre trois sont fixés ; le moment 

d'ordre trois étant non nul.

La solution est encore un processus autorégressif :

(127) X = 
n

- ï ï

où (f) est l'inverse d'un polynôme et W une innovation ; il reste à 

maximiser H(W).

La densité bispectrale de X est donnée par :

(128) f(X^X2) = <J>(-X1-X2) ÿUj) <M*2) M X 2,X2) [16]

où h est la densité bispectrale de W

Comme la condition E(X ) = este peut être satisfaite avec W = (W )o' * n ne2

où les sont indépendants ; on choisit donc une innovation de ce type ;

la relation (128) devient alors :

3

(129)
E W

(2ï ï)

•2 4>(-X1-A2) (j) (X1 ) 4>(A2)

et la condition E X  = este donne :
o

(130)
E W"

( 2 ï ï ) ‘

ïï

-ïï
4>(-A - A 2 ) ( K X j ) c()(A2 ) dAj d A 2 = E

et par conséquent

ïï
e
inX

<P À dZ
W

f A
1

A2

- ï ï

'ïï

.3
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(131) E W = este 
o

Comme on a aussi E W =1 et que H(W) = h(W ) , le maximum de H(W) est
o o

obtenu en prenant W = (wn)n£Z avec des indépendants et de densité de

probabilité

(132)
2 3

g(w) = c exp {a^w-fa^w + a^w } (i. Csiszar [7])

où c , â  , a^ et a^ sont déterminés par :

(133) g (w)dw = 1 , w g(w)dw = 0  ,
2 (3 3

w g(w)dw = 1 , w g(w)dw = EW 
1 o

4.6. Cas oû Y n'a pas de représentation spectrale

Si on ne suppose plus que Y admet une représentation spectrale, 

on obtient le résultat suivant

Théorème 4.1

Soit Y = (Y ) „ u n  processus réel stationnaire en loi vérifiant e|y I < 00 ; 
n neZ r n 1

soit X = ( x n ) n € 2  le processus défini par la série convergente en moyenne :

+00 +00

(134) X = T a. Y ,  où Y I a . I < °o ;
n „ 3  n-i L 1 j 1—00 J J —00

alors

i f7r
(135) H (X) > — Log |<(>(À) |dX + H (Y)

- ïï

ou
+00 . 

<p(X) = l a e 13

de plus on a l'égalité dans (135) si 4>(A) n'a pas de zéros sur le tore 

T = [-TT,ir] .
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Preuve
rïï

Quand Log |<|>(À)|dÀ = - 00 , le théorème est évident ; sinon (j)(À) étant
• —7T

une fonction continue, on l'approxime alors uniformément par des polynômes 

trigonométriques 4^^) (remarque 3.1 du Lemme 3.2) ; (135) s'obtient alors 

par passage à la limite comme dans le théorème 3.1. Si (f)(À)  ̂0 sur T , 

comme Z |â  | < 00 on a d'après le théorème de Wiener (W. Rudin [12]) :

•+<» t -foo

(136) W ) =l bj ° Ù  ̂ |bj , <œT ' ' ' _no -> _m

il est alors facile de voir que :

+00

(137) Y = Y b. X . ;
n .L i n-i 

D=-°°

et l'application une nouvelle fois de (135) donne l'égalité voulue.
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