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Summary.

The objects we are interested in are the isometric actions of a fixed finitely 
generated group on metric spaces. Our aim is to study the degeneration of 
hyperbolic structures into real trees by purely topological methods.

We endow every set consisting of such actions with a natural topology, 
called the Gromov topology. This topology is based on the Hausdorff distance 
between metric spaces, and on the compact-open topology on the space of the 
actions on a given metric space. We give a canonical process to make the 
Gromov topology Hausdorff. By methods inspired from M. Gromov's work, 
we prove a sequential compactness criterion for the Gromov topology.

We show that the Gromov topology coincide with the usual topologies on 
the set of hyperbolic actions, and on the set of the actions on irreducible minimal 
real trees.

We use our compactness criterion to give a shorter and more geometric 
proof of two theorems. The first one is due to M. Culler and J. Morgan, and 
asserts that the space of real trees with small edge stabilizers is a compact space. 
The second theorem is due to W. Thurston, P. Shalen and J. Morgan, and deals 
with the compactification of the space of hyperbolic structures by real trees with 
small edge stabilizers.
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Préambule. 

Les objets avec lesquels nous allons jouer sont des espaces métriques munis d'une 

action par isométrie d'un certain groupe, disons r. Pourquoi pas, après tout ?! 

Sans toujours nous en apercevoir, nous rencontrons de tels objets tous les jours. 

Mais ils sont en général considérés pour eux-mêmes. Nous allons plutôt essayer de les 

comparer, les peser, les mesurer. Pour cela, 1'homme a inventé un outil fantastique, j'ai 

nommé la topologie. Grâce à elle, nous allons comparer les formes de nos objets, nous 

pourrons dire s'ils sont semblables (proches), ou fort différents d'aspect (loin 1'un de 

l'autre). Elle va aussi nous aider à résoudre une question existentielle. Où allons-nous et 

vers quels horizons quand nous nous éloignons vers l'infini, bondissant d'objet en objet, 

tel l'isard dans les montagnes près de Font-Romeu? 

Nous allons entrer dans le vif de la comédie. Dans l'ordre d'apparition des acteurs, 

nous ferons connaissance avec les bouées à plusieurs places en caoutchouc non élastique, 

rigides, et ne permettant de nager que dans des espaces tordus (en tout cas pas sous nos 

latitudes et notre dimension). Nous leur ferons subir des transformations de plus en plus 

importantes, à l'aide de ciseaux et de colle. Elles se transformeront alors en arbres, arbres 

d'hiver, sans feuilles, mais avec une infinité de branches. L'alchimie permettant cette 

transmutation s'appelle la topologie de Gromov. 

Appliquée à la collection des arbres réels de toutes essences, elle allie en annexe les 

vertus de l'automne et du bûcheron, et élague sans pitié pour conserver les espèces 

minimales. 
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Introduction.

Considérons un groupe T fixé. Nous allons nous intéresser aux actions 
isométriques de F sur les espaces métriques. Nous allons chercher une topologie 
naturelle sur tout ensemble donné d'actions de F sur des espaces métriques 
quelconques. Notre but est d'étudier la dégénérescence des structures hyperboliques vers 
les arbres réels par des moyens purement topologiques.

Prenons par exemple un groupe T de type fini, sans torsion, et regardons ses 
actions sur l’espace hyperbolique IHn (voir rappels Chapitre III, § 1), avec n entier 
supérieur ou égal à 2. L'ensemble H n(T) de ces actions fidèles et discrètes modulo 
conjugaison est appelé l'ensemble des structures hyperboliques (de groupe fondamental
r ) .

Cet espace a été beaucoup étudié. En dimension 2, il est plus connu sous le nom 
d'espace de Teichmüller. Il a donné lieu à une vaste littérature, par ses rapports avec la 
géométrie complexe (voir par exemple les travaux de R. Fricke, F. Klein, 
O. Teichmüller, W. Fenchel, J. Nielsen, L. V. Ahlfors, L. Bers, C. J. Earle, ...).

Citons quelques travaux les plus connus sur les structures topologiques de î t n(r) 
et leurs comportements asymptotiques. O. Teichmüller [Teil] [Tei2] a défini une métrique 
sur H 2(T) en utilisant la géométrie complexe. W. P. Thurston construit (en dimension 
2) une compactification naturelle pour l'action des difféomorphismes de H / T par des 
méthodes de topologie de petite dimension [Thul] [Thu2] (voir [FLP] pour un traitement 
complet). Enfin, M. Culler, P. B. Shalen, J. W. Morgan ont généralisé le problème en 
toutes dimensions avec des outils de géométrie algébrique [CS] [MSI] [MS2] [MO] 
[Mor].

Lors de la compactification, les objets que l'on rajoute à l'infini sont des actions de 
r  sur des arbres réels. (Il s'agit d'une généralisation des arbres simpliciaux. Un arbre 
réel est par définition un espace métrique entre deux points duquel passe un arc unique, et
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qui est de plus isométrique à un intervalle de IR. Voir Chapitre II, § 1.) C'est pourquoi les 
actions de T sur les espaces métriques peuvent servir de dénominateur commun.

Cherchons donc une topologie naturelle sur tout ensemble donné d'actions 
isométriques de T sur des espaces métriques.

Oublions tout d'abord l'action du groupe. L'un des premiers outils pour comparer les 
espaces métriques est la distance de Hausdorff (voir par exemple [Rin]). Elle fut d'abord 
définie entre parties d'un même espace métrique. M. Gromov en prolonge la définition 
[Gro2] (page 35), [Gro3] de la manière suivante :

la distance de Hausdorff Djj entre deux espaces métriques X et X' est la borne 
inférieure des e > 0 tels qu'il existe une métrique sur la réunion disjointe X v X', 
induisant les métriques initiales sur X et X', pour laquelle X est contenu dans le 
e-voisinage de X', et X' est contenu dans le e-voisinage de X.

La distance de Hausdorff vérifie les propriétés des distances en particulier pour les 
espaces métriques compacts [Gro2]. Elle peut ne pas être finie (sphère-plan), et deux 
espaces peuvent être à distance nulle sans être isométriques (un espace métrique non 
complet et son complété).

Il serait plus commode pour comparer deux espaces de trouver un moyen de passer 
de l'un à l'autre. Le concept le plus fort est celui d'isométrie. En le relâchant un peu, nous 
pouvons penser aux e-isométries. Il s'agit des applications f entre deux espaces métriques 
X et Y telles que I d(f(x), f(x')) -  d(x, y) I < e pour tous x, x' dans X. Mais ceci n'est pas 
un outil symétrique. Nous aurions besoin ou bien de deux applications, ce qui serait peu 
maniable, ou bien d'une bijection. Mais alors nous ne pourrions comparer que des 
espaces homéomorphes. C'est pourquoi nous allons nous intéresser aux objets suivants 
(voir aussi [CEG]).

Définition 1 : Soient X, X' deux espaces métriques. Soit e>0. Une e-approximation 
entre X etX' est une relation H. dans X xX ' surjective (i.e. prj(fl) = X etpr2(&) = X') 
telle que :

V x y e X V x', y' e X x & x ’ et y t t  y' =)■ I d(x, y) -  d(x', y ’) I < e.
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Intuitivement, il faut bien sûr considérer une e-approximation comme une application 
surjective, perturbant la métrique de moins de e. Nous pouvons alors définir la distance 
de Hausdorff-Gromov de la manière suivante.

Définition 2 : La distance de Hausdorff-Gromov D(X, X') entre deux espaces 
métriques X et X' est la borne inférieure des e > 0 pour lesquels il existe une 
e-approximation entre X et X\

Il ne s'agit évidemment que d'une variation mineure par rapport à la distance de 
Hausdorff, mais qui la rend plus maniable. La distance de Hausdorff Djj est en effet la 
moitié de la distance de Hausdorff-Gromov D (voir Chapitre I, § 1).

Mais la distance de Hausdorff-Gromov est mal adaptée aux espaces non compacts. 
Par exemple, une sphère est toujours à distance infinie du plan, ce qui contredit l'idée 
intuitive de la "convergence" des sphères de grand rayon vers le plan.

Quand les boules fermées de nos espaces sont compactes, une bonne notion est la 
notion de convergence de Hausdorff pointée [Gro3] :

une suite d'espaces pointés tend vers un espace métrique pointé si, pour tout r, la 
suite des boules de centre le point base et de rayon r converge pour la distance de 
Hausdorff-Gromov vers la boule de l'espace limite de centre le point base et de rayon r.

Cette convergence vérifie la propriété de séparation. Quand nos espaces ne sont pas 
localement compacts, une suite peut par contre avoir plusieurs limites.

Introduisons maintenant sur nos espaces une action par isométrie d'un groupe Y 
fixé. Nous remplaçons nos boules par des compacts (arbitrairement grands). L'action du 
groupe permettra dans certain cas de rigidifier les comportements. En s'inspirant de la 
définition ci-dessus, F. Bonahon nous a suggéré la notion de convergence suivante, que 
nous appellerons convergence au sens de Gromov :

Définition 3 : Une suite d'espaces métriques X,- munis d'une action de r  par 
isométrie converge vers un espace X«, du même type si pour tout e>0, pour toute partie 
finie P de r, et tout compact K de X^, il existe pour i suffisamment grand un compact 
K; de Xi, et une e-approximation JZ; P-équivariante entre K et K( au sens suivant :

Vx e  K, V Xi e  Kit V a e  P, a x e  K et x => car,- <= AT, et ax .K., œci.

6



En paraphrasant, ceci signifie que pour tout compact arbitrairement grand de et 
pour toute partie finie arbitrairement grande de I \  nous pouvons trouver pour i 
suffisamment grand un compact dans Xj qui possède à peu près la même forme, et sur 
lequel l'action de la partie finie est à peu près la même.

Cette convergence permet de définir une topologie sur tout ensemble £  d'espaces 
métriques munis d'une action de T.

Définition 4 : Soit X un élément de £ . Soient un compact K de X, une partie finie P 
de r  et £> 0. Notons Vx (K, P, e) l'ensemble des éléments X' de £  tels qu'il existe un 
compact K’ dans X' et une e-approximation P-équivariante (fermée) H, entre K et K’.

Les VX (K, P, e) forment une base d'ouverts de X pour une topologie sur £  (voir 
Chapitre I,§ 1), que nous appellerons topologie de Gromov.

La topologie de Gromov n'est pas forcément séparée. Par exemple, un espace 
métrique muni de l'action triviale de T est indiscernable (Chapitre I, § 1) de l'espace 
réduit à un point. Si les espaces possèdent de très fortes propriétés de minimalité, de 
convexité et d'homogénéité, nous avons un résultat partiel (voir définitions Chapitres I et 
IV):

Théorème (Chapitre IV, § 2) : Soit r  un groupe dénombrable. Donnons nous un 
ensemble £  d'espaces de longueur X complets strictement convexes, dans lesquels 
l'enveloppe convexe d'un nombre fini de points est compacte. Nous supposons de plus 
que ces espaces sont munis d'une action isométrique de r  minimale et irréductible (i.e. 
ne fixant pas de point à l'infini), dont l'ensemble limite possède au moins deux points 
distincts. Nous identifions deux éléments de £  s'il existe une isométrie de l'un dans 
l’autre commutant avec les actions.

Alors la toüoloeie de Gromov sur £  est sévarée.

Regardons nos deux exemples, les arbres réels et les structures hyperboliques. Alors 
la topologie de Gromov coïncide dans les cas non dégénérés avec les topologies usuelles 
définies de la manière suivante :
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(1) Notons 7 ( 0  l'ensemble des actions de T sur les arbres réels, minimales (i.e. 
pas de sous-arbres invariants propres) et irréductibles (i.e. pas de bout (au sens de 
Feudenthal) fixe par tout le groupe).

Dans [MSI] [CM] [MO], l'ensemble T(r) est muni de la topologie des axes, 
définie comme suit. Si F agit sur T, la distance de translation de y  e T est

1t(Y) inf
xeT

d x yx

La topologie des axes sur T(H est la topologie la plus grossière qui rend continues 
les fonctions T —» 1t(Y). En fait, la restriction aux actions minimales irréductibles est 
précisément destinée à rendre cette topologie séparée. En d'autres termes, elle fait en sorte 
que deux actions qui ont les mêmes distances de translation soient isométriques (voir 
Chapitre II, § 5).

Théorème (Chapitre II, § 5) : La topologie de Gromov et la topologie des axes 
coïncident sur T(T).

La topologie de Gromov décrit de manière plus géométrique la “forme” d'un arbre T 
muni d'une action de F. En particulier, pour les actions réductibles elle est beaucoup 
plus fine que la topologie des axes.

(2) Regardons maintenant le cas des actions hyperboliques. Notons F un groupe de 
type fini. Soit R (I\ Isom(Hn)) l'ensemble des actions isométriques de F sur H n. 
Nous le munissons de la topologie (dite usuelle) de la convergence uniforme sur tout 
compact de IHn des images par les actions d'une famille fixée de générateurs de T.

Notons R/c (r, Isom(Hn)) = R(r, Isom(Hn)) / Isom(]Hn) le quotient topologique de 
R(r, Isom(Hn)) par l'action par conjugaison de Isom(Hn) (voir [CS] [Mor]).

L'ensemble R(r, Isom(lHn)) peut aussi être muni de la topologie de Gromov. Nous 
appellerons encore topologie de Gromov sur R /ç(r, Isom(Hn)) la topologie de Gromov
quotient.

Théorème (Chapitre III, § 1) : La topologie de Gromov sur R/q  (T, Isom(Mn)) est la 

même que la topologie usuelle.
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Les deux exemples, arbres réels et structures hyperboliques, font partie d'une 
catégorie bien particulière d'espaces métriques. Leurs géodésiques vérifient de très 
bonnes conditions.

Rappelons qu'une géodésique d'un espace métrique est un plus court chemin entre 
deux points. K. Menger [Men] et H. Busemann [Busl][Bus2][Bus3] ont analysé la 
structure des espaces munis de géodésiques vérifiant certains axiomes. S'intéressant aux 
propriétés métriques des variétés riemanniennes, M. Gromov [Grol][Gro2] a par la suite 
introduit la notion d'espace de longueur (voir Chapitre I, § 2).

Il s'agit d'espaces métriques tels que par deux points passe une courbe de longueur 
minimale, égale à la distance entre ces deux points.

Par exemple, d'après le théorème de Hopf-Rinow, les variétés riemanniennes 
complètes sont des espaces de longueur. Les arbres réels sont par définition des espaces 
de longueur.

Nous allons nous servir d'une certaine classe d'espaces métriques définis par 
M. Gromov [Grol], les espaces convexes (voir Chapitre I, § 2).

Ce sont les espaces où la distance entre les points courants de deux géodésiques est 
une fonction convexe.

Ils vérifient donc de bonnes propriétés d'unicité de géodésiques minimisantes. Par 
exemple, les variétés riemanniennes simplement connexes à courbure sectionnelle 
négative ou nulle, et les arbres réels sont convexes. Cette propriété n’est pas fermée, et il 
nous faudra la renforcer en une convexité stricte uniforme (voir Chapitre I, § 2 et § 3).

Pour la convergence de Hausdorff pointée, M. Gromov a montré [Gro2] [Gro3] un 
critère de compacité. En utilisant sa démonstration, nous montrons un critère de compacité 
(séquentielle) pour les espaces métriques convexes munis d'une action de T.

Théorème (Chapitre I, § 3, § 4) : Soit { Xi}i€ ^ u n e  suite d'espaces de longueur 

complets, uniformément convexes. Soit r  un groupe dénombrable agissant par 
isométrie sur les Xi. Supposons qu'il existe un point Xf dansXi tel que :

pour toute partie finie P de r, les enveloppes convexes fermées des images de X[ 
par P admettent pour tout e> 0, un recouvrement par des boules de rayon e, de cardinal 
uniformément borné.

Alors il existe une sous-suite convergente vers un espace convexe pour la 
convergence au sens de Gromov.

9



Nous appliquerons ce critère à nos exemples favoris. Si !E est un ensemble d'espaces 
métriques, alors son projectifié P £  est le quotient de % où nous identifions deux espaces 
dont les métriques sont homothétiques.

Une première application de ce critère aux arbres réels nous permettra de redémontrer 
un théorème de M. Culler et J. Morgan [CM]. Les résultats préliminaires (Chapitre II, 
Sections 1 à 5) ont été établis indépendamment de ceux de [CM]. Nous ne nous sommes 
aperçus que tout récemment que R. Alperin et H. Bass [AB] ont aussi étudié la géométrie 
des axes de translation et de la fonction distance de translation.

Théorème (Chapitre II, § 6) : Soit F  un groupe de type fini, contenant un groupe 
libre de rang 2. Soit ST(T) l’espace des arbres réels non réduits à un point, munis 
d'une action minimale de r, telle que les stabilisateurs d’arêtes ne contiennent pas de 
groupe libre de rang 2, modulo isométries équivariantes.

Alors PST(T) est compact pour la topologie de Gromov.

En particulier, quand T est un groupe d'isométries hyperboliques, discret et sans 
torsion, l'espace des arbres minimaux à stabilisateurs d'arêtes presque abéliens est 
projectivement compact.

Enfin, nous démontrons de manière simple et conceptuelle (voir Chapitre III) un 
résultat de J. Morgan [Mor] sur la compactification de l'espace des structures 
hyperboliques. Nos résultats recoupent certains des travaux de M. Bestvina [Bes] 
effectués indépendamment.

Notons r  un groupe de type fini sans torsion, contenant un groupe libre de rang 2. 
Une première étape nous dit que les actions de T modulo conjugaison sur IHn sont 
“projectivement séquentiellement relativement compactes” parmi toutes les actions de T. 
La limite est de plus un arbre réel. Il s'agit d'une simple application du critère et de la 
formule de Gauss-Bonnet. Pour montrer que les hypothèses du critère sont vérifiées, il 
faut trouver un point base. Dans l'Annexe, nous montrons comment l'obtenir de manière 
constructive en dimension 2.

Théorème (Chapitre III, § 2) : Soit r  un groupe de type fini. Toute suite 
d’éléments de P (R (T , Isom(En)))  admet une sous-suite convergente au sens de 
Gromov vers un élément de cet ensemble, ou vers une action projectifiée de T sur un 
arbre réel.
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Si les actions sont discrètes et fidèles, alors l’arbre limite est de plus à petits 
stabilisateurs (i.e. le stabilisateur d'une arête ne contient pas de groupe libre à deux 
générateurs). C'est là que nous voyons toute la puissance des relations 
(e-approximations). Celles-ci permettent en particulier de mettre en évidence le rôle joué 
par les commutateurs. Le seul résultat important utilisé est le lemme de Margulis (voir 
Chapitre III, § 2).

Théorème (Chapitre III, § 2) : Soit F  un groupe de type fini sans torsion contenant 
un groupe libre de rang deux. Un arbre réel limite d'une suite d'éléments de P?tn(r) 
est à petits stabilisateurs.

La topologie de Gromov permet de voir cette convergence de manière géométrique et 
naturelle. Les axes de translations dans lHn “tendent” vers les axes de translation dans 
l'arbre réel limite (voir Chapitre IV, § 3).

A cause des propriétés de courbure, l'espace PKn(r) muni de la topologie de 
Gromov est canoniquement homéomorphe à Hn(r). Nous obtenons donc une 
compactification de H n(0 , qui coïncide avec celles obtenues par W. Thurston [Thul] et 
P. Shalen-J. Morgan [MSI] (voir Annexe, § 3).

Théorème (Chapitre III, §2) : Soit T un groupe de type fini sans torsion, contenant 
un groupe libre de rang 2. Alors l'ensemble P2t n(T) u  PST(T) muni de la 
topologie de Gromov est compact.
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Chapitre 1.

Toutes nos actions sur les espaces métriques seront des actions isométriques à 
gauche.

1 Généralités sur la topologie de Gromov.

Nous avons en introduction énoncé certains faits élémentaires sur la topologie de 
Gromov. Nous en donnons ici les démonstrations pour nous familiariser avec les 
approximations. Nous nous fixons un groupe T quelconque. Nous noterons dans cette 
section £  un ensemble quelconque d’espaces métriques munis d'une action de T.

Le premier lemme nous dit que la distance de Hausdorff-Gromov D (Introduction, 
Définition 2) est équivalente à la distance de Hausdorff DH (voir Introduction).

Lemme 1.1 : Pour tous les espaces métriques (X,d) et (X',d'), nous avons
D(X, X') 2 »H X X'

Démonstration : Soit e > 0 et 6 une métrique sur la réunion disjointe X v X’ induisant 
les métriques d sur X et d'sur X', telle que X est contenu dans le e-voisinage de X', et 
X' est contenu dans le e-voisinage de X. Alors la relation définie par x &  x' si et 
seulement si 5(x, x') < e est une 2e-approximation entre X et X'.

Réciproquement, donnons nous une e-approximation ft, entre X et X'. Nous allons 
construire une distance 6 sur la réunion disjointe X v X', qui induit les métriques d et d' 
respectivement sur X ét X', telle que X est contenu dans le e/2-voisinage de X', et X' est 
contenu dans le % -voisinage de X.

Si x e X, x' e X', nous notons §(x, x') la borne inférieure des sommes

12



d x y d+ x y 2+

pour y g X, y’ e X' tels que y R. y'.
Posons aussi, pour x, z e X, et x1, z1 e X'

5(x', x) = 5(x, x1), ô(x, z) = d(x, z) et §(x', z1) = d'(x', z').

Montrons que la fonction 8 ainsi définie sur (XvX’) x (XvX1) est une métrique. 
Comme 8(x, x') = e/2 pour tous x e X et x' e X' avec x R  x’, nous aurons prouvé 

notre lemme.

La fonction 8 est symétrique par construction. La séparation découle de la minoration 
S(x, x') > e/2 pour x e X et x' e X'. Quant à l'inégalité triangulaire, nous avons 
aisément les inégalités 8(x, x1) < d(x, z) + 8(z, x') et 8(x, x') < 8(x, z1) + d'(z', x1) pour 
x, z e X, et x', z1 e X'. En utilisant les symétries des définitions, il suffît donc de 
montrer que pour x, z e X, et x1 e X1, nous avons d(x, z) < 8(x, x') + 8(z, x').

Or pour tous y, t e X et y', t' e X' tels que y !R, y1 et t R  t', nous avons :
8(x, x’) + 8(z, x’) = [ d(x, y) + d'(x’, y') + % ] + [ d(z, t) + d'(x', f) + e/2 ]

>d(x, y) + d(z, t) + [ d’(y', t’) + e]
> d(x, y) + d(z, t) + d(y, t)
> d(x, z). CQFD

Sur la collection des espaces métriques, la distance de Hausdorff-Gromov est donc 
symétrique, et vérifie l'inégalité triangulaire. Cela peut aussi se voir en “composant” les 
approximations : soit R j  une relation entre X et Y, et &2 une relation entre Y et Z ; alors 
la relation composée J t  est définie par

x Î l z 3 y e Y x y et y î l .2 z-

Rappelons que deux espaces compacts sont à distance de Hausdorff-Gromov nulle si 
et seulement s'ils sont isométriques. Ceci découle du lemme précédent et du résultat 
analogue pour DH (voir [Gro2] page 37).

Pour la Définition 4 de l'introduction, il nous faut montrer que les Vx(e, P, K) 
forment bien une base d'ouverts d'une topologie sur l'ensemble E. Nous dirons qu'une 
relation î t  entre K et K' est fermée si elle est fermée en tant que partie de K x K'.
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Lemme 1.2 : SoitX un élément de £ . Soient un compact K de X, une partie finie P 
de T  et e> 0. Notons Vx (K, P, e) l'ensemble des éléments X' de £  tels qu'il existe un 
compact K' dans X' et une e-approximation P-équivariante fermée &  entre K et K'.

Les Vx  (K, P, e) forment une base d'ouverts pour une topologie sur £ .

Dém onstration : Si Y appartient à Vx(e, P, K) r» Vx'(e', P', K'), alors cette 
intersection contient VY(inf(T|,Ti’), P uP \ CuC’) où r|, C sont définis de la manière 
suivante. La partie C de Y est un compact tel qu'il existe une e-approximation 
P-équivariante fermée !R, entre K et C. Le réel rj > 0 est tel que

sup{ I d(x, y) -  d(c, d) I } < e -  rj,
où la borne supérieure est prise sur les x, y de K et c, d de C tels que x &  c et y ¡R, d. 
Nous définissons ri' et C' de manière similaire.

Notons que s'il existe une e-approximation P-équivariante entre un compact K de X 
et un compact K' de X', et une e'-approximation P'-équivariante entre K' et un compact 
K" de X", alors la relation composée est une (e+e')-approximation (PnP')-équivariante 
entre K et K". CQFD

Nous pouvons en fait affaiblir la condition de P-équivariance (Introduction, 
Définition 3) pour une e-approximation dans la définition de la topologie de Gromov, en 
la remplaçant par celle de (e, P)-équivariance, au sens suivant.

Définition 1.3 : Soient K et K' deux compacts contenus respectivement dans X et X', 
deux espaces métriques munis d'une action de F. Soient e > 0 et P une partie de F  
Une relation &  entre K et K' est dite (£, P)-équivariante si

V x  e  K, V x ' ,ÿ  e  K', V y e  P, yc e  K, x &  x' et yc &  y' => d(yx', y') < e.

Il est clair qu'une e-approximation P-équivariante est (e, P)-équivariante. 
Réciproquement, nous avons le résultat suivant :

Remarque 1.4 : Soient K et K' deux compacts contenus respectivement dans X et 
X', espaces métriques munis d'une action de F. Soient e> 0 et P une partie finie de F.

S'il existe une e/s-approximation fermée J l  entre K et K', qui est (e/j, P)- 
équivariante, alors il existe une e-approximation P-équivariante fermée entre K et un sous- 
espace compact K" de X', avec K’ ci K" <zK' u  PK'.

14



Démonstration : Si R est une relation entre X et X', et K une partie de X, nous 
noterons R(K) = {x' e X' / 3 x e K, x R x'}.

Notons R *  la relation entre K et X' définie par V x e X, V x' € X1, x Jt*  x' si et 
seulement si ( l ) x e  K, x 'e  K 'et x H  x'

ou (2) x yy, x’ = vy\ avec y e K, y' e K', y e P, et y ÎL y'.

Posons K" = !R*(K). Alors K" est compact, car

K" = ft(K) u  U ye p y.ft(K n  y 1 K)

Par construction, &  est une relation surjective, fermée et P-équivariante entre K et 
K". De plus, si x, y g K, x', y1 e K', y, P € P, et si 7X, Py e K, x J t  x', y J t  y', alors
montrons que

I d(yx, py) d(yx', py) I <e.
En effet, donnons nous v', w' e K’ tels que yx R  v' et py Je w'. Alors 
d(yx, |3y) -  d(yx', py’) I < I d(yx, py) -  d(v', w') I + dCyx’, v') + d(w’, Py') < e.

Avec les deux autres cas similaires, ceci montre que R,* est une e-approximation. 
CQFD

Remarque 1.5 : Soit X un espace métrique muni d'une action de r . Soient e> 0 et 
P une partie de F. Il existe une e-approximation (e, P)-équivariante fermée entre K et K’ 
pour tous compacts K et K' de X tels que K est contenu dans le £/2 -voisinage de K', et 
K' est contenu dans le e/2 -voisinage de K.

Démonstration : Une telle relation entre K et K' est définie par :
x e K est en relation avec x' e K' si et seulement si d(x, x’) < e/2. CQFD

La proposition suivante est une conséquence des remarques précédentes.

Proposition 1.6 : Si le groupe r  est dénombrable, et si X est séparable (i.e contient 
une partie dénombrable dense), alors X possède une base dénombrable de voisinages.

Démonstration : Notons {Kj}^ jsj une suite de parties finies de X, croissante pour 
l'inclusion et de réunion dense et stable par l'action de T. Montrons que les ouverts 
Vx(r, P, Kj), pour les rationnels r strictement positifs, les parties finies P de T et les 
entiers i e  N, forment une base de voisinages de X.
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Donnons nous un compact K de X, une partie finie P de T et e > 0. Recouvrons K 
par un nombre fini de boules ouvertes de rayon e/j2- Chacun des centres de ces boules est 
à distance strictement inférieure à e/i2 d'un point de l'un des Kj. Notons K' la partie finie 
de X constituée par ces derniers points. Alors K est contenu dans le ^-voisinage de K', 
et K' est contenu dans le e/g-voisinage de K. De plus, K' u  PK' est contenu dans l'un 
des Kj, pour i suffisamment grand.

D'après les Remarques 1.4 et 1.5, il existe une e-approximation P-équivariante 
fermée entre K et un sous-espace compact K" de X, avec K ” contenu dans Kj. Soit r un 
rationnel avec 0 < r < e. Supposons qu'il existe une r-approximation P-équivariante 
fermée entre Kj et un sous-espace compact K* d'un espace métrique X*, muni d'une 
action de T.

Montrons alors que Vx(r, P, Kj) c  Vx(2e, P, K). Ceci découle de la dernière 
remarque de la démonstration du Lemme 1.2 et de la remarque suivante.

Soient X et X' des espaces métriques munis d'une action de T. S'il existe une 
e-approximation P-équivariante fermée entre un compact K de X et un compact de X', 
alors pour tout compact A contenu dans K, il existe une e-approximation P-équivariante 
fermée entre A et un compact de X'. CQFD

La démonstration précédente permet aussi de montrer que, dans la définition de la 
topologie de Gromov, nous pouvons en fait nous restreindre aux compacts qui sont des 
parties finies de nos espaces.

Nous notons !E un ensemble donné d'actions de T sur des espaces métriques.

Proposition 1.7 : SoitX e  £ . Les ouverts Vx(£, P, K) pour les e > 0, les parties 
finies P de r, et les parties finies K de X, forment une base de voisinages de X pour la 
topologie de Gromov. CQFD

Nous avons vu en Introduction (voir aussi Chapitre IV) que la topologie de Gromov 
n'est pas forcément séparée.

Définition 1.8 : Soit £  un espace topologique. Deux objets appartenant à !B sont 
indiscernables si tout voisinage de l'un rencontre tout voisinage de Vautre.
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Soit £  un ensemble donné d'actions de T sur des espaces métriques. Deux 
éléments de E  qui sont isométriques par une isométrie commutant avec les actions sont en 
particulier indiscernables. Us seront en général identifiés.

Observons que si C est un sous-espace de X invariant par I \  tout voisinage de C 
pour la topologie de Gromov contient X. Donc X est indiscernable de C.

Si X est un espace métrique muni d'une action de I \  son complété X est 
naturellement muni d'une unique action de T prolongeant l'action sur X. Les espaces X 
et X sont alors indiscernables (pour la topologie de Gromov). Plus précisément, l'un est 
contenu dans tout voisinage de l'autre, d'après ce qui précède. Si l'un est limite pour la 
convergence au sens de Gromov d'une suite d'espaces métriques munis d'une action de 
T , alors l'autre est aussi limite de cette suite.

Nous serons donc amenés à supposer que tous nos espaces sont complets. D s'agit là 
d'un résultat analogue au fait que la distance de Hausdorff-Gromov entre un espace 
métrique et son complété est nulle.

2 Espaces de longueur et espaces convexes.

Pour que la topologie de Gromov vérifie de bonnes propriétés, nous serons amenés à 
nous restreindre à certains espaces métriques.

Sauf mention contraire, et pour les raisons indiquées dans la section précédente, nous 
nous intéresserons uniquement aux espaces métriques complets.

Donnons quelques définitions motivées par les deux exemples que nous avons en 
vue, les arbres réels et les structures hyperboliques.

Rappelons qu'une courbe (ou chemin) entre deux points x et y d'un espace métrique 
X est une application continue de [0,1] dans X, qui envoie 0 sur x et 1 sur y. Un arc est 
un chemin injectif.
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Définition 2.1 : Une courbe entre deux points d'un espace métrique dont la longueur 
est égale à la distance entre ces points est appelée géodésique.

Un espace métrique est un espace de longueur si pour toute paire de points, il existe 
une géodésique entre ces deux points.

Cette définition diffère légèrement de celle donnée en [Gro2]. Voir [Busl] [Bus2] 
[Gro2] pour la définition de la longueur d'une application continue d'un intervalle de réels 
dans un espace métrique X. Si \|/ : [0, 1] —» X est une courbe, sa longueur est la borne 
supérieure des ^  d(\|/(tj), y(ti+i)) pour les subdivisions 0 = îq ^ tj < ... < tn = 1 . 
Remarquons que celle-ci peut être +

La longueur de toute courbe entre deux points d'un espace métrique est évidemment 
supérieure à la distance entre ces deux points. Une géodésique entre deux points d'un 
espace métrique est un arc. Un sous-arc d'une géodésique est une géodésique entre ses 
extrémités.

Par extension, nous appellerons aussi géodésique une application continue d'un 
intervalle fermé non compact de 1R dans un espace métrique dont la restriction à tout 
intervalle compact est une géodésique au sens précédent.

Dans un espace métrique, si z est un point d'une géodésique entre x et y, alors nous 
avons d(x, y) = d(x, z) + d(z, y). Si \|/ : [0, 1] —» X est une géodésique d'un espace 
métrique X, alors l'application de [0, 1] dans [0, L], où L = d(\|/(0), \|/(1)) est la longueur 
de y , qui à t associe d(\|/(0), \|/(t)) est continue par l'inégalité triangulaire, strictement 
croissante d'après la remarque précédente et le fait que \|/ est un arc, donc un 
homéomorphisme sur son image.

Les géodésiques seront donc toutes paramétrées par abscisse curviligne, c'est-à-dire 
que d(\j/(s), \|/(s')) = I s — s' I (voir [Bus2]).

D'après le théorème de Hopf-Rinow, les variétés riemanniennes complètes sont des 
espaces de longueur. Les arbres réels sont des espaces de longueur. C'est une 
conséquence immédiate de leur définition (voir Chapitre II, § 1).

Remarquons que le complété d'un espace de longueur n'est pas forcément un espace 
de longueur. Il vérifie une propriété plus faible : la distance entre deux points est la borne 
inférieure des longueurs des courbes entre ces deux points (voir [Gro2] § 1).
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Par exemple, considérons l'“échelle” de E 2 formée des demi-droites ouvertes 
]0, +°°[ x {0} et ]0, +<»[ x {1}, et des segments } x [0, 1] avec n e M\{0}. Elle est

munie de la métrique qui en fait un espace de longueur, et coïncide avec les métriques 
originales sur les deux demi-droites et sur les segments verticaux. Son complété est 
obtenu en rajoutant les deux points (0, 0) et (0, 1), et n'est pas un espace de longueur.

Définition 2.2 : Un espace de longueur X est dit fortement convexe si pour toute 
paire de géodésiques f  : [a, b] —>X et g : [c, d] —>X, Vapplication de [a, b] x[c, d] dans 
E  définie par (tj, ^  —> d( f(tj), g(t2 ) ) est convexe.

Une partie P d'un espace de longueur X est dite convexe si toute géodésique de X, 
dont les extrémités appartiennent à P, est contenue dans P. Bien sûr, une partie convexe 
d'un espace de longueur fortement convexe est un espace de longueur fortement convexe 
pour la métrique induite.

Un espace fortement convexe est uniquement géodésique (i.e. deux points peuvent 
être joints par une et une seule géodésique). D est de plus contractile. La rétraction sur un 
point se fait le long des rayons géodésiques issus de ce point (voir définition dans le 
Chapitre IV).

Nous noterons [x, y] l'unique géodésique entre deux points x, y d'un espace qui est 
uniquement géodésique.

Par exemple, une variété riemannienne est fortement convexe si et seulement si elle 
est simplement connexe et à courbure sectionnelle négative ou nulle [Grol]. Un arbre réel 
est fortement convexe.

Remarque 2.3 : Soit X un espace fortement convexe. Soient x et y deux points à 
distance plus petite que e de x' et y' respectivement. Alors la géodésique entre x e ty  est 
contenue dans le e-voisinage de la géodésique entre x ’ et y ’, et vice-versa.

En particulier, l'adhérence d'une partie convexe de X est encore une partie convexe.

Cette remarque permet aussi de montrer que le complété d'un espace fortement 
convexe est encore fortement convexe.
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Notons que la propriété d'être un espace de longueur est fermée pour la distance de 
Hausdorff-Gromov entre espaces métriques compacts (voir [Gro2] § 1).

Ceci n'est plus vrai si les espaces ne sont pas localement compacts. Par exemple, 
considérons l'“échelle” complétée (voir paragraphe précédant la Définition 2.2) dans E 2 
formée des demi-droites [0, +®°[ x {0} et [0, +**>[ x {1 }, et des segments { jj-} x [0, 1]

avec n e N\{0}. Ce n'est pas un espace de longueur. C'est pourtant la limite de la suite 
des espaces de longueur Xn, où Xn est la réunion des demi-droites [0, +<*>[ x {0} et 
[0, +<*>[ x {1 }, et des segments { £} x [0, 1] avec k entier compris entre 1 et n.

Par contre, la propriété de convexité forte n'est pas fermée pour la distance de 
Hausdorff-Gromov entre espaces métriques compacts.

En effet, notons dj la métrique euclidienne dans IR2 et do la distance induite par la 
norme

11 (x, y) !x v+•
Notons de la distance e dj + (1 -  e) do pour tout e dans [0, 1]. Puisqu'il s'agit d'une 

métrique induite par une norme, les segments de droites sont des géodésiques entre leurs 
extrémités.

Si e * 0, la métrique de est convexe. En effet, il y a d'abord unicité des géodésiques: 
si y n'appartient pas au segment de droite entre x et z, alors de(x, y) + de(y, z) > de(x, z).

La formule explicite montre alors que la distance entre deux géodésiques est convexe.

Géodésiques entre (-1,0) et (0,1]
pour la distance d 0

1 E 1

0 1-1

Bo -1 Be

Figure 1.
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Soit Be la boule unité de de centrée en 0, munie de la métrique de (voir Figure 1). 
Alors Be tend vers Bq pour la distance de Hausdorff-Gromov. Mais do n'est pas

uniquement géodésique.

Soit X un espace métrique et K un compact de X. Pour tout point x de X, il existe au 
moins un point de K, minimisant la distance de X à un point de K. Ce point est appelé 
une projection de x sur K. Nous avons le résultat suivant qui est dû à H. Busemann 
[Bus2] :

Remarque 2.4 : Soit X un espace métrique et K un compact de X. Supposons que 
tout point x de X admette une unique projection p(x) sur K. Alors p est une application 
continue de X dans K.

Démonstration : Si xn tend vers x, soit v une valeur d’adhérence de la suite des p(xn) 
dans le compact K. Supposons que v est limite de la suite extraite p(xn.).

Alors d(xn„ p(x)) tend vers d(x, p(x) et d(xn. , p(xn.)) tend vers d(x, v) > d(x, p(x».
Comme d(xn., p(xn.)) < d(xn., p(x)), nous en déduisons que d(x, v) = d(x, p(x)), donc

que v = p(x). CQFD

La notion suivante est due à M. Gromov. Elle est légèrement plus forte que la 
définition originale de [Grol].

Définition 2.5 : Un espace fortement convexe X est dit strictement convexe s'il
vérifie :

<1> Pour tout x de X, pour tout convexe fermé C de X, il existe une et une 
seule projection p(x) de x sur C (i.e. p(x) e  C minimise la distance de x à un point de C).

<2> Pour tout e > 0, il existe 0 <8 < 1 tel que, pour tout convexe fermé C 
de X, la projection p :X  —>C ainsi définie vérifie :

pour toute courbe y  dans X, telle que d(y,C)> e, alors long(p(y)) < 5 long(y).

Définition 2.6 : SoitX un espace strictement convexe. Nous appellerons un module 
de convexité stricte de X toute application e —> Se de J 0, +<*>[ dans [0 ,1[ vérifiant la

propriété <2> ci-dessus.
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Par exemple, une variété riemannienne à courbure sectionnelle K < -  e < 0, est 
strictement convexe (voir par exemple [Grol] [Gro4]). Un arbre réel est évidement 
strictement convexe. L'application nulle est un module de continuité de tout arbre réel.

Dans le cas où l’espace est localement compact, l'existence d'une projection est 
immédiate. En effet, dans un espace de longueur localement compact, les boules fermées 
sont compactes ([Gro2] pages 5-6).

De plus, dans une variété riemannienne fortement convexe, une sphère ne contient 
pas de géodésique, et la propriété <1> est vérifiée.

La propriété <2> nous dit en particulier que la projection sur un convexe fermé est 
contractante (i.e. diminue les distances).

Elle sera en général utilisée pour e fixé, valant 1 par exemple. Mais elle possède un 
intérêt aussi pour les e petits : elle évite que les espaces possèdent de petits endroits 
“plats”. Nous n'aurions pas suffisamment d'estimations locales, en particulier dans le cas 
non localement compact (voir Chapitre IV, Lemme 2.2).

Si 8e est associé à e par un module de convexité stricte, alors 8e convient aussi pour
tout e' > e.

La propriété <2> implique la notion de ô-hyperbolicité de [Gro4] (voir Chapitre IV, 
Définition 2.4 et Proposition 2.5).

Le critère de compacité que nous allons démontrer s'applique essentiellement à des 
espaces strictement convexes.

3 Critère de compacité pour la topologie de Gromov.

Les hypothèses du critère de compacité reposeront essentiellement sur les notions 
suivantes.

Définition 3.1 : Un e-réseau d'un espace métrique X est une partie Z d e X  telle que 
tout point de X est à distance inférieure ou égale à e d'un point de Z.
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Définition 3.2 : Une famille {Ka } d'espaces métriques compacts est dite

uniformément compacte si :
-  les diamètres des Ka  sont uniformément bornés,
-  pour tout e > 0, il existe un entier N tel que, pour tout a, il existe dans Ka  un 

e-réseau de cardinal inférieur ou égal à N.

Remarquons que si les compacts Ka  sont des espaces de longueur vérifiant la 

seconde propriété, alors leurs diamètres sont uniformément bornés.

Définition 3.3 : Une famille {Xa } d'espaces métriques est dite uniformément 
convexe si les espaces X a  sont strictement convexes et possèdent un module de 
convexité stricte ne dépendant pas de a.

Par exemple, toute famille d'arbre réels (voir Chapitre II, Définition 1.1) est 
uniformément convexe, d'après les remarques suivant la Définition 2.5. Toute famille 
{Xa } de variétés riemanniennes à courbure sectionnelle Ka  < -  e, avec e > 0 ne
dépendant pas de a, est uniformément convexe.

Voici quelques résultats préliminaires en vue du critère de compacité.

Lemme 3.4 : SoitX un espace strictement convexe. Pour tout e > 0, il existe ji>  0, 
ne dépendant que d'un module de convexité stricte, tel que pour tout chemin y  de x e X à  
y e  X de longueur X vérifiant X -  d(x, y) <¡1, alors

tout point z de y  est à distance inférieure ou égale à e de la géodésique A entre x et y.

Démonstration : Supposons que la distance de z à A soit strictement supérieure à e. 
Alors il existe une partie du chemin y, de longueur > e, à distance de A supérieure à e/2. 
Soit ô le réel associé à e/2 par un module de convexité stricte. Rappelons qu'une
géodésique de A est une partie convexe de A.

Alors la longueur de y est supérieure à d(x, y) + (1 -  6) e. CQFD

Ce lemme permet de montrer le résultat suivant. Tout d'abord, si J l  est une relation 
entre deux ensembles Xj et X2, et si Z est une partie de Xj, nous appellerons image de Z 
par R  dans X2 l'ensemble pr2( prj- 1(Z) n  &).
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Proposition 3.5 : Soit {X i)ie  N  une suite d'espaces métriques compacts

uniformément convexes. Supposons qu'elle tende vers un espace de longueur compact 
X„o pour la distance de Hausdorff-Gromov. Alors X ^  est strictement convexe.

Démonstration : Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.6 : Les géodésiques dans X,- tendent uniformément vers les géodésiques 
dans Xoo, au sens ci-dessous.

Fixons nous une Ej-approximation î t j  entre X«, et Xj avec £j tendant vers 0 quand i 
tend vers + <». Notons G«, une géodésique de X^, d'extrémités x«, et y«,. Pour t e [0,1], 
notons Zoo(t) le point de G^ tel que dix«,, z^ t)) = t d(Xoo, y«,). Soient xj et yj des images 
par R i respectivement de x^ et y^. Notons zj(t) le point de la géodésique entre xj et yj tel 
que d(xi5 z^t)) = t d(xi5 yâ).

Alors pour i suffisamment grand, uniformément en les géodésiques G«, de X«, toute 
image de z^ t) est proche de Zj(t).

Démonstration du Lemme 3.6 : Donnons nous un e > 0. Notons z^(t) une image de 
Zoo(t) par !R.j. Appelons Wj sa projection sur la géodésique entre xj et yj. D'après le 
Lemme 3.4, nous avons d(zi,(t), w;) < e dès que e, < M/a, car

d(xj. zLoo :o + d zL :t), y i d xi yi
Nous pouvons supposer que Wj appartient à la géodésique [xj, Zj(t)], quitte à 

permuter x; et y; (et aussi x«, et y«,). Alors
di Wj,Zj t] d xi Zi(t)J d(xi, Wi)

< t
< t
= t
< 2

d x i yi d(xj zL t d z i ft W;'

dix«,, y«, e dCXoo, Zqo t; e e
3(Xoo, yoo) - 1  d(Xoo, y « )  +  (1+ t ) ei +  e

Ej + 1 .
Donc d(zj(t), zL(t)) < 3e dès que ej < inf{ M/3, C/2}. CQFD

Nous déduisons en particulier de ce lemme que l'espace X„ est uniquement 
géodésique.

En effet, supposons qu'il existe deux géodésiques G«, et G» entre les points x», et y«, 
de X«,. Pour t e [0, 1], notons Zoo(t) le point de G« tel que dix«, z^ t)) = t d(Xoo, y«,), et
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z«(t) le point de G« tel que dix*,, z^Ct)) = t dCx«,, y«,). Alors avec des notations 
semblables à celles du lemme précédent,

d(zL(t) Zoo®'. d z'L 't'! zut); £j ^ d(z’L(t), Wj) + d(wj, zL(t» + e/2  ^ 7 e
En faisant tendre e vers 0, les géodésiques G^ et G^ sont donc confondues.

Maintenant est fortement convexe, car un graphe limite (au sens de Hausdorff- 
Gromov) d’une suite de graphes de fonctions convexes est convexe.

Assertion : Soit X un espace strictement convexe. Pour tout e > 0, il existe |i > 0 ne 
dépendant que d’un module de convexité stricte de X, tel que :

pour tout convexe C de X et pour tout point x de X, alors tout point z de C vérifiant
d(z, x) -  d(p(x), x) < |x

est à distance < e de la projection p(x).

En effet, notons [t, y] la géodésique entre deux points t et y de X. Alors la projection 
d’un point z’ de [x, p(x)] sur C est aussi p(x). Puisque les projections diminuent les 
distances, la longueur du segment [z, z’] est supérieure à d(z, p(x)). Par conséquent, la 
projection du point z sur [x, p(x)] est précisément p(x). Par un raisonnement similaire à 
celui de la démonstration du Lemme 3.4, si le point z est trop loin de p(x), alors la 
distance d(z, x) est bien plus grande que d(p(x), x).

Remarquons que l’existence d’une projection sur un convexe fermé de X«, est
assurée par la compacité. L’unicité de cette projection découle de l’assertion précédente 
appliquée aux Xj.

Soit y une courbe et C un convexe fermé de X^, avec d(y, C) > e. Pour tout T| > 0, 
pour i suffisamment grand, il existe alors une courbe Yi dans X, à distance > e -T ) d’un 
convexe C; telle que

llong( Y i)-long(Y) I ^ T1
I long( p(Y; ) ) -  long( p(Y) ) I < Ti.

La courbe Yj est la géodésique par morceaux entre des “relevés” des points d’un 
réseau fini de la courbe y. De même, Q  est l’enveloppe convexe de “relevés” des points 
d’un réseau fini du compact C.

Ceci achève de montrer le résultat. CQFD

Le lemme suivant nous dit (en schématisant) quels sont les espaces qui sont “limites” 
d’espaces strictement convexes dont un module de convexité stricte tend uniformément
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vers O. Il nous servira dans les Chapitres II et III, pour montrer qu'une limite d'arbres 

réels est un arbre réel, et qu'une limite d'espaces hyperboliques convenablement 

normalisés est aussi un arbre réel. 

Lemme 3.7 : Soient {Xi}u= Fi une suite d'espaces uniformément convexes. Soit X oo 

un espace fortement convexe. Supposons qu'il existe une suite /li tendant vers 0 telle que 

pour tout triangle {ab bi> cJ dans Xi> tout point de l'un des trois cotés est à distance 

inférieure ou égale à /li de l'un des deux autres cotés. 

Supposons que pour tout e > 0 et tout compact K de X oo , il existe une 

e-approximation entre K et un compact Ki de Xi pour tout i suffisamment grand. 

Alors X oo est un arbre réel (voir Chapitre II, Définition 1.1). 

Démonstration: En utilisant le Lemme 3.4 et un raisonnement semblable à celui de la 

fin de la Proposition 3.5, tout point de Xoo admet une unique projection sur toute 

géodésique compacte. 

Il suffit alors de vérifier qu'un espace fortement convexe X, tel que: 

- tout coté d'un triangle est contenu dans la réunion des deux autres, 

- tout point admet une unique projection sur toute géodésique compacte, 

est un arbre réel. 

Rappelons que dans un espace uniquement géodésique, un point z appartient à la 

géodésique [x, y] d'extrémités x et y, si et seulement si d(x, y) = d(x, z) + d(z, y). 

Supposons qu'il existe un arc continu 'If allant de x à y dans X, distinct de la 

géodésique [x, y]. Quitte à raccourcir cette géodésique, nous pouvons supposer que 'If ne 

rencontre [x, y] qu'en x et y. Nous paramétrons 'If par te [0, 1]. Nous notons ]x, y[ la 

géodésique [x, y] privée de ses extrémités, et p la projection de X sur [x, y], qui est 

continue d'après la Remarque 2.4. 

D'après le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un élément t. de [0, 1] tel 

que p0'lf(t.) E ]x, y[. Notons too la borne supérieure de la composante connexe du fermé 

(p0'lfyl(p0'lf(t.») contenant t •. Alors p0'lf(1oo) = p0'lf(t.), donc too * 1. Par conséquent, il 

existe une suite ti E ]too, I[ tendant vers 100 et vérifiant p0'lf(ti) * p0'lf(1oo). 

Soient w et z deux points de X qui se projettent sur [x, y] en deux points distincts. 

D'après notre hypothèse sur les triangles, la géodésique entre w et z est constituée de trois 

arcs consécutifs: de la géodésique de w à p(w), de la géodésique de p(w) à p(z), et de la 

géodésique de p(z) à z. Pour voir ceci, regarder les côtés du triangle (w, p(w), p(z)}, 
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puis ceux du triangle {w, p(z), z}. Remarquer aussi que la géodésique entre un point v et 
sa projection p(v) ne rencontre la géodésique [x, y] qu'en p(v).

Donc d(w, z) = d(w, p(w)) + d(p(w), p(z)) + d(p(z), z').

Maintenant,
d(\|/(ti), vitoo)) =  d (y ( t j) , po\j/(ti)) +  d(po\|/(ti), poXj/CO) +  d(po\|/(too), \|/(too)).

Or d(\i/(ti), \|/(too)) tend vers 0 quand i tend vers +°°. Donc d(po\|/(too), \|/(too)) = 0, et 
V(too) appartient à ]x, y[, ce qui est une contradiction. CQFD

Dans toute la suite de la section 3, nous notons T un groupe dénombrable 
quelconque. Les définitions suivantes nous serviront aussi dans les Chapitres II et IV.

Définition 3.8 : Un espace de longueur muni d'une action de F  est dit minimal si 
ses seuls sous-ensembles convexes fermés invariants par r  sont 0  et lui-même. Un 
cœur convexe d’un espace de longueur muni d'une action de r  est un convexe fermé 
invariant non vide, minimal pour l’inclusion.

Remarquons que tout espace est indiscernable (Définition 1.8) d'un éventuel cœur 
convexe pour la topologie de Gromov.

Dans le Chapitre IV, nous donnons des hypothèses assez simples qui entraînent 
l'existence d'un cœur convexe unique, et certaines propriétés de séparation après avoir 
identifié un espace et son cœur convexe.

Remarquons que M. Gromov [Gro3] construit aussi des isométries à la limite, de la 
manière suivante. Considérons une suite d'espaces de longueur localement compacts 
ayant une limite au sens de Hausdorff pointé (voir Introduction). Après extraction 
éventuelle, une suite d'isométries qui ne bougent pas trop les points bases “converge” 
vers une isométrie de l'espace limite.

Pour les espaces de longueur pointés, complets et localement compacts, la définition 
de la convergence de Hausdorff pointée utilise l'existence de compacts canoniques, à 
savoir les boules centrées au point base.

Pour les espaces fortement convexes munis d'une action de T, les candidats sont 
les compacts enveloppes convexes des images par les parties finies de T d'un point
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convenablement choisi. Une des raisons pour prendre des compacts qui dépendent de 
l’action de T est un problème de convergence d'actions “partielles”.

Définition 3.9 : Soit X un espace de longueur. Si Z est une partie de X, nous 
appellerons enveloppe convexe de Z dans X, et nous noterons Convx(Z), le plus petit 
convexe fermé contenant Z.

On appelle espace T-convexe un espace de longueur X complet, fortement convexe, 
muni d’une action isométrique de r, dans lequel l'enveloppe convexe d'un nombre fini 
de points est compacte.

Il existe une manière récursive de construire l'enveloppe convexe d'une partie Z d'un 
espace fortement convexe X. Notons Cj(Z) la réunion des géodésiques entre les points de 
Z. Pour n > 1, soit Cn+1(Z) la réunion des géodésiques entre les points de Cn(Z). Notons 
C(Z) la réunion des Cn(Z) pour n e H. Alors Convx(Z) est égal à l'adhérence de C(Z). 
En effet, C(Z) est convexe, et contenu dans tout convexe contenant Z.

Nous appellerons Q^Z) le n-squelette de l'enveloppe convexe Convx(Z).

Lemme 3.10 : Donnons nous K un espace métrique compact, et (YrJne N une suite 
croissante de parties de K, dont la réunion a pour adhérence K. Alors pour tout £> 0, 
pour tout n suffisamment grand, le e-voisinage de Yn est égal à K.

En particulier, si X est un espace T-convexe et Z une partie finie de X. Alors pour 
tout e > 0, pour tout n suffisamment grand, le e-voisinage du n-squelette de Convx(Z) 
contient Convx(Z).

Démonstration : Pour tout e > 0, l'espace compact K admet un recouvrement fini par 
des boules {Bj}i=i m de rayons e/2. Choisissons pour tout i un élément yj de la réunion 
des Yn, qui est à distance inférieure ou égale à e/2 du centre de Bj.

Pour tout n suffisamment grand, Yn contient tous les yv et satisfait à la condition 
souhaitée. CQFD

Remarquons que le complété X d'un espace de longueur X fortement convexe, muni 
d'une action de T, dans lequel l'enveloppe convexe d'un nombre fini de points est 
compacte, est un espace T-convexe.

En effet, si nous nous donnons un nombre fini de points {xj }i=i...m de X, 
l'enveloppe convexe ê  des { Xj )i=i ...m est fermée, donc complète. De plus, pour tout 
e > 0, il existe des points {xj} j m dans X, tels que d(xj, Xj) < e/2 pour i = 1... m.
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Alors tout point de È est à distance inférieure ou égale à %  d'un point de l'enveloppe 
convexe C des {xj Ceci découle de la Remarque 2.3, de la construction récursive
des enveloppes convexes et du fait que C est compacte. Le compact C admet de plus un 
recouvrement fini par des boules ouvertes de rayon Mais alors les boules ouvertes de 
rayon e centrées aux mêmes points recouvrent è. CQFD

Voici l'énoncé du critère de compacité.

Théorème 3.11 : Soit {XiJieN une suite d’espaces F-convexes uniformément 
convexes. Supposons qu’il existe des points Xf e  X,- tels que, pour toute partie finie P de 
r, la famille de compacts {Convx. (Pxi)} est uniformément compacte. Alors il existe 
une sous-suite de {Xi)ie qui tend vers un espace T-convexe X^pour la convergence 

au sens de Gromov.

Remarquons que ce critère est un critère de compacité séquentielle. Nous serons 
amenés à montrer que la topologie de Gromov sur certains ensembles que nous 
considérons est métrisable.

Mais le principe de la démonstration est d'utiliser le principe d'extraction diagonale. 
Il doit être possible de modifier légèrement cette démonstration, en utilisant le théorème de 
Tykhonov. Nous obtiendrions ainsi un critère de compacité sur tout ensemble d'espaces 
T-convexes, du moins après l'avoir rendu séparé.

Les hypothèses de convexité ne sont peut-être pas vraiment nécessaires. Dans les 
espaces de longueur généraux, nous avons défini des sous-espaces convexes (voir le 
paragraphe suivant la Définition 2.2). Les hypothèses du critère de compacité seraient 
alors que les enveloppes convexes des images en nombre fini du point base sont 
uniformément compactes. La démonstration copierait alors celle de M. Gromov, en 
faisant converger les actions partielles sur des réseaux par considération des distances 
relatives.
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4 Démonstration du critère de compacité.

Soit P une partie finie de T. D'après la démonstration du critère de compacité de 
[Gro2] page 63, quitte à extraire une sous-suite, les compacts Convj(P) = Convx^Pxj)
tendent vers un espace de longueur compact K ^P) pour la distance de Hausdorff-
Gromov.

Fixons nous une suite croissante Pk de parties finies de T, dont la réunion est égale 
à T. Nous supposons que Pq est réduit à l’élément neutre e du groupe. Fixons nous 
pour tout k et pour i suffisamment grand une e^-approximation J t k>i entre et
Convj(Pk), avec tendant vers 0 quand i —» +®°.

Pour i suffisamment grand, les adhérences des images de Conv^P^) dans K ^ P ^ i)  
par la relation Î^k+i i définissent une suite de compacts dans K ^ P ^ ) .  Mais l’ensemble 
des sous-espaces compacts d'un même espace métrique compact est compact pour la 
distance de Hausdorff-Gromov (voir par exemple [Gro2]). Comme dans [Gro2], nous 
pouvons donc supposer, quitte à extraire, que cette suite de compacts converge. Or deux 
espaces compacts à distance de Hausdorff-Gromov nulle sont isométriques.

Nous pouvons donc supposer, après extraction'diagonale de la suite {Xj}, que 
Koo(Pk+i) => K^Pfc) de telle sorte que les adhérences des images de Conv^P^) dans 
Koo(Pk+i) par la relation convergent vers K^P^) quand i tend vers —» -h*>.

Soit alors Y« la réunion des compacts K^CP )̂ pour k € N. D'après la Proposition 
3.5, l'espace Y.» est fortement convexe. Il suffit en effet de remarquer que les K̂ XPfc) 
sont strictement convexes, et que les inclusions K^P^) <z K^ÎP^+i) préservent les 
structures de longueur. Ceci montre au passage que l'enveloppe convexe d'un nombre 
fini de points est compacte.

Nous voulons maintenant construire une action de T sur Y«. Nous posons {x^} = 
K^Pq) .

Soit y e T. Pour tout k > ky, la partie Pk contient Y- Choisissons un yk,i(Y) dans

Ko^Pfc) tel que yk i(y) , Y*i- Puisque K ^ P ^  est compact, quitte à extraire, nous 
pouvons supposer que y^Y) tend vers un yk>eo quand i —> «>. Les points ym oo de YM sont
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en fait contenus dans un même compact, à savoir K ^ P ^ .  En effet, le point yk+i,i(y) 
tend à appartenir à K^P^) quand i —» °o. Quitte à extraire la suite des {PkJke N» nous 
pouvons supposer que y^«, tend vers y», quand k —» <». Nous posons alors y.x^ = y«*,.

Par extraction diagonale, nous définissons ainsi y.x^ pour tout y e T. Il est clair 
que e.x^ = x«,. En posant Piy.x^) = (pyJ.Xoo, nous définissons une action isométrique de 
T sur {y.x« , Y e T ).

Soit y e T, et P une partie finie de T. Notons Conv^P) l'enveloppe convexe de 
PXoo dans Y«. Pour prolonger l'action de y, nous allons montrer qu’il existe une isométrie 
Yp de Conv^P) sur Conv^yP) qui coïncide avec y sur Px^.

Lemme 4.1 : Soit y  e  T, et P une partie finie de T. Il existe une isométrie yp de 
Conv.JP) sur ConvJ^yP) qui coïncide avec y  sur Px^.

L'idée de la démonstration est simple (voir Figure 2). Pour k entier suffisamment 
grand, P^ contient P et yP. Alors Conv^P) et Conv^yP) sont contenues dans K ^ P ^ . 
Par la presque-isométrie nous remontons Conv^P) dans X,, puis nous appliquons 
l'isométrie y de X v puis nous redescendons dans Y«*,. Si nous aboutissons dans 
Conv^CyP), nous obtenons ainsi une presque isométrie entre ConvTO(P) et Conv^yP). En 
utilisant le théorème d'Ascoli, nous extrayons quand i —» +00 et quand k —» +®o pour 
obtenir l'isométrie souhaitée.

Le problème principal consiste à garder trace des “sommets” y.Xoo de Conv^P).

Démonstration du Lemme 4.1 : Notons Conv" (P) (resp. Conv"(P)) le n-squelette de 

l'enveloppe convexe Conv^P) (resp. Convj (P)).

Lemme 4.2 : Soient e > 0 et n e  N . Pour k suffisamment grand, puis pour i 
suffisamment grand, tout point de l'image de Conv* (P) par est à distance inférieure

ou égale à e de Conv"(P), et tout point de Convf (P) est à distance inférieure ou égale à e 

de cette image.
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D ém onstration  : Supposons k suffisamment grand pour que, pour tout i 
suffisamment grand et tout p e P, nous ayons p € Pu et

dipx«,, yk,i P)) E/4n.
où y îCP) e ConVooiPfc) est le point qui a servi (voir début de la section) à la construction 
de pXoo. Supposons de plus i suffisamment grand pour que e^j < inf {M-/3, e/4n} où |li est 
associé à e/An par le Lemme 3.4.

Montrons par récurrence sur s que :
(1) tout point de l'image par Î ^ i  de Conv^(P) est à distance inférieure ou égale à 

se/n d'un point de Convj(P),

(2) tout point de Convj(P) est à distance inférieure ou égale à d'un point de cette 

image.

Soient a, P e P. Notons zk*i(a) et zk>i(P) deux images par IR* j de respectivement 
ax« et Px^. Notons R1 l'image par j dans Xj de la géodésique [ax«,, PxTO].

D'après la Remarque 2.3, tout point de la géodésique [zk>‘(a), zk>*(P)] est à distance 
inférieure ou égale à e/4n + j < e/2n d'un point de la géodésique [ccxj, px j, et 
réciproquement.

Tout point w* de R* vérifie :
d(zk*i(a), w1) + d(w‘, zk>‘(p)) -  d(zk>*(a), zk>*(p)) < 3 j < |i.

D’après le Lemme 3.4, tout point de R* est donc à distance inférieure ou égale à e/4n 
d'un point de [zk’i(a), zk>‘(P)]. Ceci montre la première assertion pour les 1-squelettes.

Réciproquement, prenons une subdivision de pas e/4n de [ax«,, pXoJ. Projetons 
leurs images par i sur [zk»‘(a), zk*‘(P)]. Puisque les projections diminuent les 
distances, nous obtenons un réseau de [zk*i(a), zk>i(P)], de pas < e/4n + e^ . Donc tout 

point de [zk«i(a), zk*i(P)] est à distance < V2 ( e/4n + ek,i ) + e/4n -  e/2n d'un point de 
R*. Ceci montre la seconde assertion pour les 1-squelettes.

Maintenant, chaque niveau ajoute l'erreur du niveau précédent et l'erreur du niveau 1. 
CQFD
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Lemme 4.3 : Soient e',e>  0 et {uj, ..., un e-réseau de ConvJJP). Soit k un 
entier suffisamment grand. Alors pour i suffisamment grand, nous avons la propriété 
suivante :

il existe un (e+e')-réseau {z j,..., zm} de Conv^iyP) dépendant de (k, i) tel que
d(u;, h i(z zj e' et

si Uj fok UJ et si zj K k ■z* t *j> alors d(yuf,zf)<e'.
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Figure 2.

Démonstration : Prenons e" suffisamment petit devant e'. Soit n un entier tel que les 
e"-voisinages de Conv^(P) et Conv^(yP) contiennent respectivement Conv^P) et

Conv^yP), d'après le Lemme 3.10. Soit j e {1,..., m}.
Il existe donc vj e Conv^(P), à distance inférieure à e" de uj. Notons v] une image

de vj par &k,i- D'après le Lemme 4.2, pour k suffisamment grand, et pour tout i 
suffisamment grand, il existe wje Conv" (P) à distance inférieure à e" de vj.
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L’isométrie y de Xj respecte les n-squelettes des enveloppes convexes. Donc le point 
ywj appartient à Conv"(yP).

Appliquons alors la partie réciproque du Lemme 4.2. Pour k suffisamment grand, il 
existe un point zj e Conv^(yP) dont une des images par disons z j, est à distance

inférieure à e" de ywj. (Voir Figure 2.)

Notons que j est une e"-approximation pour i suffisamment grand, et y une 
isométrie. En faisant une petite chasse dans le diagramme, il est facile de voir que les 
conditions sont remplies. CQFD

Maintenant, nous appliquons des techniques dues à M. Gromov. Nous nous fixons 
un e-réseau {w1(..., wm}. Les points zj = zj(i,k,e') définis ci-dessus dépendent à la fois 
de i, de k et de e'. Nous extrayons quand i tend vers + <*>. Les points z;(i, k, e') 
convergent alors vers des points zj(k, e'). Nous extrayons quand k tend vers + <*>. Les 
points zj(k, e') convergent alors vers des points Zj(e'). En prenant e1 de la forme Vn» la 
suite zj(e') à valeurs dans le compact Conv^XyP), converge quitte à extraire vers un point 
que nous noterons ywj.

S ur le e-réseau {wj, ...,w m}, nous avons ainsi défini une application y qui conserve 
les distances.

Nous prenons ensuite des réseaux finis croissants, en quantité dénombrable, dont la 
réunion est dense dans Conv^P). Nous extrayons diagonalement pour définir leurs
images. En complétant par densité, nous définissons une isométrie (suijective d'après le 
Lemme 4.3) yp de Conv^P) sur Conv^XyP), induisant y sur P.Xoo.

Ceci termine la preuve du Lemme 4.1. CQFD

Remarquons que si P' z> P, alors yp. induit yp entre Conv^P) et Conv^yP).

Notons Xoo la réunion des compacts Conv^P) pour P parties finies de T. Nous 
avons ainsi défini une isométrie y de X«, dans lui-même. Nous extrayons pour tous les 
y e T, de manière à avoir à notre disposition des réseaux satisfaisant les conditions du 
Lemme 4.3 pour toute partie finie d'éléments de T.
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Nous avons bien défini une action isométrique de T sur X«. En effet, le groupe T 
agit sur l'ensemble (y-x^ye T}. Le résultat découle alors de la construction récursive 
des enveloppes convexes (voir Définition 3.9).

Il nous reste à montrer que les espaces Xj tendent bien vers XM pour la topologie de 
Gromov. Le complété de X«, est aussi un espace T -convexe (voir section précédente) et 
sera aussi limite des Xj (voir section 1).

Or ceci découle des Remarques 1.4 et 1.5, en commençant par approcher un compact 
donné K de XM par une partie d’un des réseaux finis contenu dans un Conv^P) qui ont 
servi à la construction des isométries y.

Ceci termine la démonstration du Théorème 3.11. CQFD

Nous définirons dans l'Annexe une topologie de Gromov “pointée” entre espaces 
T-convexes strictement convexes pointés, en exigeant que les e-approximations 
“conservent” les points bases. La technique employée dans la démonstration ci-dessus 
permet aussi de montrer que la topologie de Gromov “pointée” peut être rendue 
canoniquement séparée (voir Annexe, § 2).
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Chapitre 2. 

Un groupe r de type fini étant fixé, nous nous intéressons dans ce chapitre à 

l'espace des actions isométriques de r sur des arbres réels. Les actions seront toujours 

des actions isométriques à gauche. 

Nous allons d'abord étudier la structure locale (§ 2) et globale (§ 3) des arbres réels. 

Plus précisément, nous regardons la manière relative dont sont placés les axes de 

translation et les points fixes de deux éléments de r. Ceci nous permettra de montrer 

(§ 4) que les actions minimales irréductibles sont en bijection avec leurs fonctions 

"distance de translation". Nous montrerons (§ 4) la continuité pour la topologie des axes 

de certaines fonctions exprimant des propriétés géométriques des axes de translation. 

Enfin, nous démontrerons (§ 5) que la topologie de Gromov et la topologie des axes 

coïncident sur T (r). Nous utiliserons (§ 6) le critère de compacité (Chapitre l, 

Théorème 3.11) pour montrer la compacité de P8T(r). 

Les cinq premiers paragraphes de ce chapitre a été écrit simultanément à l'article 

[CM], et indépendamment. Certains des résultats se retrouvent ici. Nous ne nous sommes 

aperçus que tout récemment que R. Alperin et H. Bass [AB] ont aussi étudié la manière 

relative dont sont placés les axes de translation et les points fixes de deux éléments de r. 

1 Arbres réels. 

Pour les adeptes de la combinatoire, et les informaticiens, un graphe est la donnée 

d'un ensemble X (les sommets), d'un ensemble Y (les arêtes) et de deux applications. La 

première application va de Y dans X x X. Elle associe à une arête le couple de ses 

extrémités. La seconde est une involution de Y dans Y sans point fixe, qui échange les 

extrémités. Elle associe à une arête son arête inverse. 
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Un chemin est une suite d'arêtes, telle que la seconde extrémité d'une arête est la 
première extrémité de l'arête suivante. Un aller-retour est un chemin constitué d'une arête 
et de son arête inverse.

Un arbre est un graphe connexe (entre deux points, il passe un chemin), non vide et 
sans circuit (chemin d'un point à lui-même sans aller-retour).

Voir par exemple [Ser] pour d'autres informations.

Les arbres sont un moyen de lier théorie des groupes et géométrie. Les résultats de 
J. Stallings [Stal] [Sta2] [Sta3], de H. Bass et J. P. Serre [Ser] sur les actions de 
groupes sur les arbres en sont un exemple. Ces résultats ont donné naissance à de 
nouvelles méthodes en théorie combinatoire des groupes (voir par exemple [CS] [Dunl] 
[Dun2]).

Les travaux de J. Morgan et P. Shalen [MSI] [MS2], J. Morgan [Mor], J. Morgan et 
J. P. Otai [MO], de M. Culler et K. Vogtmann [CV] et de W. Thurston [Thu2] en 
topologie de petite dimension, ont amené à définir une généralisation des arbres 
combinatoires, les arbres réels.

Définition 1.1 : Un arbre réel est m  espace métrique T tel que pour tous x, y de T, il 
existe un unique arc entre x et y, qui est isométrique à un intervalle de E . Nous noterons 
[x, y] cet arc.

Par exemple, les 1-complexes simpliciaux connexes, simplement connexes sont des 
arbres réels. Les réalisations géométriques des arbres combinatoires définis plus haut le 
sont aussi.

La principale difficulté vient du fait qu'un arbre réel n'est pas nécessairement 
localement compact.

Prenons par exemple la réunion d'un peigne de Dirac sur un Cantor de l'intervalle 
[0,1], et de cet intervalle. Munissons-le de la distance qui en fait un espace de longueur 
(voir Chapitre I, § 2), et qui induit la distance usuelle sur les dents du peigne et sur [0,1]. 
Nous obtenons ainsi un arbre réel non localement compact.

Un autre exemple est l'ensemble R 2 muni de la distance “S.N.C.F”. Celle-ci est la 
distance euclidienne si les deux points sont sur un même rayon issu de l'origine. Sinon, 
elle est égale à la somme des distances euclidiennes à l'origine sinon.
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Nous serons amenés à supposer que nos arbres réels sont complets. Cela exclut les 
petits problèmes du type des intervalles ouverts. Ce n'est pas une restriction gênante, car 
le complété d'un arbre réel est encore un arbre réel. De plus, aussi bien la topologie des 
axes (Définition 4.4) que la topologie de Gromov (Introduction et Chapitre I, § 1) sont 
incapables de faire la différence entre un arbre réel muni d'une action d'un groupe et son 
comolété.

2 Propriétés géométriques des axes de translation.

Rappelons tout d'abord des notations et résultats de l'article [MSI] de J. Morgan et 
P. Shalen.

Dans un espace métrique, un segment est par définition un sous-ensemble 
isométrique à un intervalle de l'espace des réels E . Nous appellerons rayon un segment 
isométrique à [0, + <*>[.

Soit y une isométrie de l'arbre réel T dans lui-même. Nous appellerons axe de 
translation de y, et noterons Ay un segment de T vérifiant :

-  Ay est invariant par y et isométrique à 1R,
-  la restriction de y à Ay est une translation différente de l'identité.

La distance d(x, yx) ne dépend ni de l'isométrie choisie entre Ay et R, ni du point x 
de Ay. Nous l'appellerons distance de translation de y, et nous la noterons 1t(y). ou 1(y) 
s'il n'y a pas de confusion possible.

Une isométrie de T sans point fixe dans T est dite hyperbolique. Une isométrie de T 
qui n'est pas hyperbolique est dite elliptique. Cette terminologie est inspirée par une 
analogie entre les isométries d'un arbre réel et celles de l'espace hyperbolique IHn. Nous 
expliquerons cette analogie au Chapitre IV.

Théorème 2.1 (Morgan-Shalen [MSI J) : Soit y  une isométrie d’un arbre réel T non 
vide. Alors y  possède un axe de translation si et seulement si y  est hyperbolique. De plus, 
si Av est un axe de translation de y, il est unique et

M'Y) min à x yx x e l
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A X e d yx

Si y est une isométrie elliptique de T, nous posons 1j (y) = 0. Notons qu'une 
isométrie Yde T vérifie 1t (y) = 0 si et seulement si T contient un point fixe de y.

Construction 2.2 : Soit y une isométrie hyperbolique de l'arbre réel non vide T. Une 
méthode de construction de l'axe de translation Ay de y  est la suivante [MS1] :

Soit x un élément de T, et [x, y*] le segment entre x et y*. Alors l'intersection de 
[x, Y<l et de Y“1(tx> Y*]) est un segment compact [x, xj]. Il est démontré dans [MSI] que 
Y*i appartient à [x, yx], que yxj n'appartient pas à [x, xj] et que le segment [xj, yxj] est 
contenu dans Ay. Donc 1t (y) = d(xj, yx^. (Voir Figure 1.)

-1
Y x X Yx

-1
Y x l X1

Yx

A y

Figure l.

Soit y e T et ^  le germe d'orientation en y du segment [y, yy] de y vers yy. Si
l'image de v* par y  n'est pas le germe d'orientation en yy du sement [yy, y] de yy vers y, 
alors le segment [y, yy] est inclus dans Ay, et lx(y) = d(y, yy).

Jusqu'à la fin de cette section, nous noterons T un arbre réel fixé. Nous allons 
maintenant étudier la position relative des axes de translation et points fixes d'un couple 
d'isométries (y, 5) de T. Nous noterons y5 la composée yoô des deux isométries.

Remarque 2.3 : Si y  est m e isométrie hyperbolique de T, alors pour tout n *0, yn 
est aussi hyperbolique, de même axe que y  L'image de l'axe de translation A par une 
isométrie 8 de T est Vaxe de translation de SyS-1, et lj{y) = Ijidr/d-1 ).
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Démonstration : L'isométrie y 1 translate sur Ay. Par unicité (Théorème 2.1), y1 a 
même axe de translation que y. De plus, si x e Av, alors

Sx 8y8 1 d x. yx min d(\ yy min d(8 -ly y8 •h mm d(\ 8yS_1y
yeTyeTyeT

CQFD

Tout sous-ensemble connexe fermé de T est un sous-arbre de T. En effet, c'est un 
convexe (i.e. le segment joignant deux points de cet ensemble est contenu dans celui-ci) 
(voir Chapitre I, § 2). Soient A et B deux parties connexes de T. Supposons A et B 
fermées, non vides, et d'intersection vide. Alors il existe un unique segment compact 
a = [x, y] tel que A n a = { x } e t B n a = { y } .  Nous l'appellerons arc connectant entre A 
et B. Le point x est par définition la projection de B sur A.

Remarque 2.4 : Si x, y, z sont des points de T, alors d(x, z) = d(x, y) + d(y, z) si et 
seulement si y appartient au segment [x, z].

En particulier, l’ensemble des points fixes d’une isométrie elliptique de T est un 
fermé connexe.

De plus, si 8 est une isométrie elliptique de T, alors le milieu du segment [x, Sx] est 
fixe par ôpour tout x dans T.

Démontrons cette dernière assertion. Si y est un point fixe de 8, notons z le point de 
T tel que [x, z] = [x, y] n  [y, 8x]. Alors z est fixe par 8, et appartient au segment [x, Sx]. 
Puisque d(x, z) = d(8x, 8z) = d(8x, z), le point z est le milieu de [x, 8x]. CQFD

Nous dirons qu'un segment de T est non dégénéré s'il est non vide, et non réduit à 
un point. Deux axes de translation seront dit birayonnants si leur intersection est 
exactement un rayon.

Soient x, y deux points distincts de T. Nous dirons qu'une isométrie y de T translate 
x vers y si le segment [x, y] est contenu dans l'axe de y et si yx est situé du même coté 
que y sur Ay par rapport à x.
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Proposition 2.5 : Soient y, 8 deux isométries hyperboliques de T.
(l)S i A yn A §  = 0  et D est la longueur de l'arc connectant S entre AyetAg, alors S 

est contenu dans l'axe de yô et l'isométrie yS translate S n  A g vers S n A y . Nous avons
i m l(y 1(5 2D+

(2) Supposons que AyD Ag est un segment compact [x, y] non dégénéré, 
i ) Si les sens de translation de y et S sur [x, y] coïncident, alors

l(y8, l(y\ 1(8)+ et Ay A8 c:AvS
ii ) Si les sens de translation de y  et 8 sont opposés, et D est la longueur de [x, y],

alors
l(y8. l(v) 1(8 2D sil(v) L 1(8) >D,et
l(v8) 'l(y) 1(8) sinon

(3) Si les axes de translation Axet Av sont confondus ou birayonnants, alors
iïvS) l(y) 1(8) d y et 8 translatent dans le même sens.
i(y8) I(y) 1(8) sinon

Démonstration : Remarquons tout d'abord que si S est un segment ne rencontrant 
l'axe de translation Ay qu’en un seul point x, alors 7S est un segment disjoint de S, ne
rencontrant Ay qu'au point yx. Ceci découle en effet de la définition d'un arbre et de la 

Construction 2.2.

(1) Posons S = x,y] ivec Ay n  S = {x} et A§ n  S = {y}.

x Yx
A y

Yy Y§y

y Sy
Ag

Fieure 2.

D'après la remarque préliminaire, le chemin de y à Y(Sy) consiste à aller de y à x par 
S, de x à yx suivant Av. de yx à Yv Dar yS. et de yv à yôv suivant yAk. Donc

dfv YÔ\ 1(7) 1rs' 2D.++
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En étudiant l'image d'un germe d'orientation en y du segment [y, ySy] de y vers yôy, 
le résultat découle de la Construction 2.2.

(2) Supposons tout d'abord que les sens de translation de y et 8 coïncident sur [x, y]. 
Quitte à permuter x et y, nous pouvons supposer que y et 8 translatent x vers y. Soit D la 
longueur du segment [x, y].

x
z

8 \

Yz

S

Figure 3.

Pour tout noint z du seement ix. vl. nous avons
l(8_1z, yz) d(8- 1z, z) d(z, yz i(y) +1(5).4-

Dans la Figure 3, nous avons supposé par exemple que d(x, z) > 1(5) et que 
d(z, y) < l(y). Mais la situation est semblable dans les autres cas. Le résultat découle 
alors de la Construction 2.2, en regardant les germes d'orientation. Tout point du segment 
[x, y] appartient en particulier à l'axe de translation de y8.

Supposons maintenant que les sens de translation diffèrent. Nous pouvons supposer 
que y translate x vers y. Dans chacun des cas suivants, nous regardons l'image par yS du 
germe de direction en y du segment [y,y8y] de y vers y8y. Le résultat s'en déduit.

Cas 1 : Si l(y) > D, 1(8) > D, alors x appartient au segment [y_iy, 8y]. Donc
d(y, ySy: dir-iv. ôvi = dfr^v. x) + dix. 5vl

(l(y) -  D) + (1(8) -  D) = 1(8) + l(y) -  2D (voir Figure 4),
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y ly

X

A8
5y

Figure 4.

Ay

Yx

>
YSy

Cas 2 : Si l(y) < D, 1(8) < D, alors en supposant par exemple 1(8) < l(y), nous 
avons (voir Figure 51 :

d(y, y8y) = dCrty, 8y) = l(y) - 1(8)

X

A*

y 1 y

y

8y

YSy

Ay

Figure 5.

Cas 3 : Sinon, nous pouvons supposer par exemple que l(y) < D et 1(8) > D. 
Alors yx appartient au segment [x, y], et x à [8y, y]. (Voir Figure 6.) Donc

d(v y8v i(y, yx; d(vx, y 8v

îc 1(Yj

+
+ :i(8: d : = 1(8) 1(7)
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X Yx y

Ay

Y8y

Figure 6.

ôv

A8

(3) La troisième partie de l'énoncé est évidente. Notons que l'axe de y8 rencontre 
ceux de y et S en un rayon au moins. CQFD

Remarquons que si y et ô sont des isométries hyperboliques de T, d'axes de 
translation disjoints, alors les composées de deux isométries parmi {y, 8, y“1, 5-1} ont 
même distance de translation.

Considérons maintenant une paire d'isométries dont l'une est hyperbolique et l'autre 
elliptique.

Proposition 2.6 : Soit y  une isométrie hyperbolique de T, et 8 une isométrie 
elliptique.

(1) Supposons que Ay contient au moins un point fixe de 8. Notons (Remarque 2.3) 
que Syd'1 est une isométrie hyperbolique de T. Alors l'intersection de A§y§-1 etA y est 
non vide, et contient tous les points fixes de 8 sur Ay.

(i) Si Agyg-l et A y  sont confondus, alors ou bien 8 est l'identité sur A y  et l(y8) = 
l( y), ou bien 8 est la symétrie par rapport à l'unique point fixe de 8 sur Ay et l( y8) = 0.

(ii) Si A§y$-1 etAyse coupent en un segment compact, notons celui-ci [x, y] de telle 
sorte que si x ï y ,  alors l'isométrie y  translate x vers y.

* Si x = y, alors l(yS) = l(y).
* Si x ¿y, alors

-  ou bien y et dyer1 translatent dans le meme sens sur A §y§-l n  Ay, et
tous les points de ce segment sont fixes. Alors l( y8) = l( y).

-  ou bien y et 8yô~1 translatent en sens opposés sur Agyg-1 n A y , et
ce segment contient un seul point fixe z de 8. Alors
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l(yô) = 0 si Uy) <2d(x, z)
Kyo) = l(y)-2d(x. z) sinon

(iii) La dernière possibilité est que A$yg-1 et Ay se coupent en un rayon 

d'extrémité x.
* Si y et ôyâ-1 translatent dans le même sens surR ^, alors tous les points de 

ce segment sont fixes et l( yô) = l( y).
* Sinon y et Syô-1 translatent en sens opposés sur Ce segment contient 

alors un seul point fixe z de ô. Si yx n'appartient pas à R~, ,o n a l( yô) = 0. Sinon,
l(YÔ, 0 si l(y) <2d(x, z)
l(yd. l(y)~ 2d(x, z) sinon.

(2 ) Supposons que Ayne contient pas de point fixe de 3. Alors
l(yÔy 1(7) 2 min d(x, A J .

x Doint fixe de ô

Démonstration : La preuve de (l.i) est immédiate (Remarques 2.3,2.4).

Démontrons (l.ii). Notons z un point fixe de 8 sur Ay. Alors le point z appartient à
x y A*y ASyô-l

Supposons que x * y. Rappelons que y translate par hypothèse x vers y. Pour tout 
w g [x, y], nous noterons ]w, +°<>[y (resp. ]—<», w [y) la demi-droite ouverte de A y

limitée par w, ne contenant pas x (resp. y) et contenant y (resp. x). Nous noterons aussi 
[w, + °°[§ y § -l (resp. ]-=*>, w [gy5—l) la demi-droite ouverte de A g y g -l limitée par w , ne

contenant pas x (resp. y) et contenant y (resp. x).
Si l'isométrie 8 envoie [z, + °°[y  sur [z, + ° ° [g y 5 - l , alors le point y est fixe par 8 

(Remarque 2 .4 ). De plus, elle envoie aussi ]-<*>, z [y  sur ]-«o, z[§y5~ l, donc x est fixe. 
D'après la Remarque 2 .4 , l'ensemble des points fixes de 8 sur A y  est un segment. Les 
points de [x, y] sont alors fixés par 8. Les isométries y et 8y8_1 translatent alors dans le
même sens sur [x, y]. Voir Figure 7.

Dans le cas contraire, l'isométrie 8 envoie [z, +°°[y sur [-oo, z[§ y g -l et ]-oo, z[y  sur
[z, +oo[gyg_i. Le point z est alors le seul point fixe du segment [x, y]. Les isométries y et

8Y8*1 translatent en sens opposés sur [x, vl. Voir Figure 8.
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Supposons tout d'abord que tous les points de [x, y] sont fixés par ô. En étudiant 
l'image par y8 d'un germe d'orientation en x de x vers yôx, nous avons l(y§) = d(x, yx) = 
l(y). Notons que si x = y, nous avons de même l(y§) = l(y).

Ay

X y8 x y

A

Figure 7.

Supposons maintenant que x * y et que z est le seul point fixe de 8 sur Ay.

x z y

Yx
Ay

YSYx

Figure 8.

A5y8-] 8yx

* Si l(y) < 2d(x, z), alors le point de Ay a distance 721(Y) de z, situe du cote 
opposé à x par rapport à z, est fixe par y5. En effet, son image par 8 appartient au 
segment [x, z]. Donc l(yô) = 0.

* Si 1(y) > 2d(x, z), étudions l'image de yx par y8. Le point x appartient au 
segment [Syx, z]. Donc

d(yx ySyx) d(x, Syx dfSYx. z dix, z) = dfYX, z) -  dix, z) = Ky) -  2d(x, z).
En étudiant les sermes donentation (voir Construction 2.2), nous avons donc

kyô: divx. Y&YS Ky) 2d(x, z)
Dans la Figure 8, nous supposons que y e [z, yx]. Mais si Y* e [z, y], le dessin est 

similaire.
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La preuve de (iii) est une simple variante de la précédente en envoyant l'un des deux 
points x, y à l'infini.

Montrons maintenant (2). Donnons nous x un point fixe de 6. Notons y la projection 
de x sur Ay. D'après la Construction 2.2, l'image du segment [x, y] par y est un segment 
rencontrant Ay en {yy}. Le segment [x, 7y] rencontre son image par 8 en un segment de 
la forme [x, z]. (Voir Figure 9.) Tous les points de ce segment sont alors fixés par 8 
(Remarque 2.4). Par hypothèse, le point z appartient donc au segment [x, y]\{y}. En 
étudiant les germes d'orientation, l'axe de translation de y8 contient le segment [z, y8z] 
(voir Construction 2.2) et

kys: I(Y) 2 d(z, Ay

X

z

y

85

ASvS'1 Yx

Yz

Y8y

Yy
Ay

Figure 9.

Le point z est le point fixe de 8 le plus proche de Ay. En effet, supposons que x' est 
un point fixe de 8. Alors le segment [z, x'] fixé par 8 d'après la Remarque 2.4, ne 
rencontre [z, y] qu'au point z. Sinon, il existerait un point fixe de 8 sur le segment 
[z, y]\{z}. Ceci contredirait la construction de z. Donc d(x', Ay) > d(z, y). CQFD

Etudions maintenant le cas de deux isométries elliptiques.

Proposition 2.7 : Soient y, 8 deux isométries elliptiques de T. Alors
HyS) 2 minx , y dix y

pour x point fixe de 8 et y point fixe de y.
De plus, si les ensembles des points fixes de y, 8 sont disjoints, alors le segment 

connectant entre ces deux connexes est contenu dans l'axe de y8.

47



Démonstration : Si y et 5 ont un point fixe commun, le résultat est évident.

Sx
5z

yz'zX

y8z
Yz'

Yy

Figure 10.

Sinon, notons x (respectivement y) un point fixe de y (respectivement 8) et S le 
segment [x, y] . Alors yS n  S est un segment [x, z] fixe par y et SS n  S un segment 
[y, z'] fixe par 8. Les isométries y et 8 n'ont pas de point fixe commun. Donc les 
segments [x, z] et [y, z'] ne se rencontrent pas (voir Figure 10).

Nous avons alors l(y8) = d(z, ySz) = 2d(z, z') car z’ est le milieu du segment [z, 8z] 
(Remarque 2.4). Ceci montre que la distance d(z, z') ne dépend pas des points fixes x et 
y, et achève la démonstration. CQFD

3 Actions minimales et irréductibles.

Dans toute la suite du Chapitre II, nous notons T un groupe de type fini fixé. Nous 
allons restreindre notre étude à une certaine classe d'arbres réels munis d'actions de T.

Définition 3.1 : Nous dirons que r  agit minimalement sur l'arbre réel T si les seuls 
sous-arbres fermés de T invariants par F  sont 0  et T.
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Un bout d'un arbre réel T est une classe d'équivalence de rayons de T, où deux 
rayons sont identifiés s'ils se rencontrent en un rayon. Nous dirons que l'action de r  
sur un arbre réel T est irréductible s’il n'existe pas de bout de T fixé par tout élément de
r .

Si nous n'avions pas l'intention de travailler avec des espaces métriques complets, 
nous pourrions obtenir les mêmes résultats (arbre réel déterminé par sa fonction distance 
de translation (Remarque 5.5) ; égalité des topologies des axes et de Gromov (Théorèmes 
5.1 et 5.3)) en définissant une action minimale comme n'ayant pas de sous-arbre invariant 
autre que l'ensemble vide et l'arbre réel tout entier.

Notons que par tout point d'un arbre réel passe un rayon appartenant à un bout 
donné. Pour une généralisation, voir Chapitre IV, § 1.

Nous dirons que l'action est réductible si elle n'est pas irréductible. (Voir [CM] pour 
des compléments sur les arbres réductibles.) Si l'action est réductible, alors un rayon 
appartenant à un bout fixé par T rencontre tous les axes de translation en un rayon. En 
fait, les seuls bouts de T fixés par une isométrie hyperbolique y sont les bouts de son axe 
de translation Ay. Deux axes de translation sont alors confondus ou birayonnants.

Des exemples d'actions minimales (et en général irréductibles dans l'Exemple 3.3) 
non triviales sont obtenus de la manière suivante (voir aussi [MSI] [MO] ).

Nous notons M une variété compacte connexe orientée de dimension n, de bord 9M 
éventuellement non vide. Nous noterons % : Kl —> M un revêtement universel de M, et 
n x(M) son groupe du revêtement. Les constructions que nous allons faire ne dépendent 
que modulo isométrie du point base.

Une variété à poids est une variété dont chaque composante connexe est munie d'un 
nombre réel strictement positif. Une hypersurface compacte S est proprement plongée 
dans M si elle est plongée dans M et rencontre transversalement 3M en son bord : 
S n  3M = dS.

La définition suivante généralise en dimension n la notion d'arbre simplicial associé à 
un système de courbes essentielles d'une surface [MSI].
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Définition 3.2 : Soit S une hypersurface à poids compacte proprement plongée dans 
M. Notons S = 7C}(S). Nous appelerons arbre dual à S le 1-complexe simplicial T ainsi 
défini. Les arêtes de T sont les composantes connexes de S. Les sommets de T sont les 
composantes connexes de Ki\ S. Une arête a possède pour sommet s et s ' si les 
adhérences des et s'dans Kl contiennent a. De plus, la longueur d’une arête est égale au 
poids de la composante connexe de S correspondante.

L’arbre dual à une surface S est naturellement munie d’une action (simpliciale) par 
isométrie de n ^ M ). Remarquons que le stabilisateur d’une arête représentant la 
composante connexe s de 5 est précisément Im( IT r̂cCs)) —» IT^M) ).

Exemple 3.3 (J. Morgan, P. Shalen) : Soit M une surface compacte, sans bord, 
connexe, orientée. Soit S une réunion finie de cercles à poids plongés dans M. Alors 
l'arbre dual à S est un arbre simplicial minimal non dégénéré, et irréductible si le genre est 
supérieur ou égal à 2.

Démonstration : Les composantes connexes de Tt-^S) séparent l’espace simplement 
connexe Donc T est un arbre simplicial non vide, non réduit à un point.

Montrons que l’arbre T est réunion de ses axes de translation. La Proposition 3.7 
conclura alors à la minimalité.

En effet, fixons nous une composante y de S. Alors il existe une courbe fermée 
simple y1 telle que :

-  le nombre d’intersections géométriques est 1 ou 2.
-  la courbe Y n’est pas homotope à une courbe disjointe de y.

Celle-ci s'obtient de la manière suivante.

Si y ne sépare pas M, alors y1 est une courbe joignant un “coté” de y à l'autre. Si y 
sépare M, notons Mj, M2 les deux composantes connexes de M\y.  Notons que Mj ne 
peut être un disque, ni un anneau. Donc rij(Mj, 3Mj) 0 pour i = 1, 2.

Nous prenons alors pour y* une courbe fermée simple formée d'un arc non trivial 
dans n ^M j, ôM^ suivi d'un arc non trivial dans II^M ^ dM^.

L'arête représentée par une composante connexe de 7r~l(y) est alors contenue dans 
l'axe de translation d'un des conjugués de y dans n^M ).
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Le stabilisateur d'un segment non dégénéré est cyclique. En effet, le stabilisateur de 
l'arête représentée par une des composante de 7C_1(y) est (modulo conjugaison) engendrée 
par la classe de y dans Ili(M).

Si le genre est supérieur ou égal à deux, l'action est irréductible, car Ili(M) contient 
un groupe libre de rang 2 (Proposition 3.9).

Notons que dans le cas du tore, l'arbre dual est nécessairement une droite, dont les 
deux bouts sont fixés par tout le groupe. CQFD

Exemple 3.4 : Nous notons M une variété compacte connexe orientée de dimension 
3, irréductible et à bord incompressible.

Rappelons que M est irréductible si toute sphère plongée borde une boule plongée de 
dimension 3.

Nous dirons que M est à bord incompressible si le groupe fondamental de chaque 
composante connexe du bord s'injecte dans ITi(M). Nous supposons de plus qu'aucune 
composante de 9M n'est une sphère. (Sinon M serait la boule fermée de dimension 3.)

Remarquons qu'une variété orientée irréductible, contenant un plan projectif plongé, 
est forcément 1P3(IR). En effet, le bord d'un voisinage tubulaire du plan projectif est la 
sphère S2.

Une surface compacte S proprement plongée dans M est dite incompressible si
-  le groupe fondamental IIi(s) s'injecte dans ITi(M), pour toute composante s de S,
-  le groupe fondamental Iïi(s, 3s) s'injecte dans Ili(M , 3,M), pour toute 

composante s de S, rencontrant la composante du bord de M
-  une composante connexe de S n'est ni une sphère, ni un plan projectif, ni parallèle 

au bord.

L'arbre dual à une surface à poids proprement plongée dans M est un 1-complexe 
simplicial connexe, simplement connexe. En effet, îvl est orientée, connexe et simplement 
connexe, donc toute surface proprement plongée est séparante (voir [Hem] Lemme 2.1). 
Une surface S plongée dans une variété N est dite séparante si N \  S a exactement deux 
composantes connexes.

Proposition 3.5 : Soit S une surface à poids compacte, orientée, proprement plongée 
dans M. Si la surface S est incompressible, alors l'arbre dual à S est minimal.
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Démonstration : Soit A une composante connexe de S. Comme dans l'Exemple 3.3, 
nous construisons un lacet Y, de nombre d'intersection géométrique 1 ou 2 avec A, non 
homotope à un lacet disjoint de A- Si A ne sépare pas, la construction est similaire.

Supposons donc que A sépare M. Notons Mj, M2 les variétés compactes, connexes, 
orientées, obtenues en découpant M le long de A . Elles sont irréductibles (voir par 
exemple [Wal2]) et à bord incompressible (simple conséquence du théorème du lacet, voir 
par exemple [Hem]).

Nous notons A\ la composante du bord de Mj (i = 1, 2) définie par A. Notons 
qu'elle n'est pas parallèle à une autre composante du bord. Montrons que Ili(Mi, ✓ôj) est 
non trivial.

En effet, si S est une surface (compacte, connexe) qui n'est pas la sphère ou le plan 
projectif, alors rij(S) = 0 pour j > 2. De même, si N est une variété de dimension 3, 
compacte, connexe, irréductible, de groupe fondamental infini (par exemple si I~lj(N) 
contient un groupe de surface de genre > 1), alors Ilj(N) = 0 pour j > 2. Ceci est une 
conséquence du théorème de la sphère (voir par exemple [Hem]).

Supposons par l'absurde que rii(Mj, ^¡) = 0. D'après la suite exacte d'homotopie 
de la paire (M,, ,£j), puisque IIi(,£j) s'injecte dans rii(Mj), alors Mj et A ont même 
homotopie. Soit Nj un voisinage tubulaire de Ai dans Mj. Notons Pj l'adhérence dans Mj 
de M j\Nj. Alors (voir par exemple [Spa]) il existe une application continue de Pj dans 
A , induisant un isomorphisme en homotopie. Nous en déduisons une application 
continue de M; dans A x [0, 1] qui :

-  envoie Pj dans A x {1 },
-  induit une application de Nj dans A x [0, 1] respectant la structure fibrée,
-  envoie /ôj dans A x {0}, et
-  induit un isomorohisme des erouoes fondamentaux.

D'après le théorème suivant de F. Waldhausen ([Wall] Théorème 6.1), nous en 
déduisons que A i est parallèle à une autre composante du bord de Mj, ce qui est une 
contradiction.

Théorème : Si N et N' sont deux variétés de dimension 3, compactes, connexes, 
orientées, irréductibles, à bord incompressible non vide, et si f  : (N, dN) —>(N\ dN') est 
une application continue induisant un isomorphisme des groupes fondamentaux de N et 
N ’, alors f  est homotope à un homéomorphisme (N, dN) —> (N\ dN') (au sens des 
paires).

52



Le lacet Y est alors défini comme dans l'Exemple 3.3.

Une composante connexe de nr1̂ )  est donc contenue dans l'axe de translation d'un 
conjugué de y. CQFD

Nous allons maintenant développer les propriétés de minimalité des arbres réels.

Lemme 3.6 (Serre) : Soit F un groupe de type fini agissant sur un arbre réel T. Si 
chaque élément de F  admet un point fixe dans T, alors F  possède un point fixe global.

Démonstration [MS1] : La preuve procède par récurrence sur le cardinal n d'un 
système fini de générateurs {gj, g2,.--> gn} de T. Elle est immédiate pour n = 1. Le 
groupe A engendré par gj, g2,..., gn-i possède un point fixe y dans T, par récurrence. Le 
milieu de [y, gny] est fixé par gn et gnA, d'après la Remarque 2.4. Il est donc fixé par tout 
le groupe. CQFD

Proposition 3.7 : Soit F un groupe de type fini. Soit T un arbre réel muni d'une 
action de F. Si F  n'a pas de point fixe global dans T, il existe un unique sous-arbre de 
T non vide invariant par F, minimal au sens de l'inclusion. Il s'agit de la réunion des 
axes de translation de T. En particulier, si T n'est pas réduit à un point, F  agit 
minimalement si et seulement si la réunion des axes de translation de T est dense dans T.

Démonstration : Notons T'la réunion des axes de translation de T. Si elle était vide, 
tous les éléments de T seraient elliptiques. D'après le lemme précédent, il existerait alors 
un point fixe global. Par la Proposition 2.5 (1), l'espace T' est connexe, donc est un 
sous-arbre de T. Il est invariant par F d'après la Remarque 2.3.

Soit T" un sous-arbre de T invariant non vide et x e T". Si F n'a pas de point fixe 
global, il existe un élément y de T hyperbolique dans T. Alors par la Construction 2.2, 
T" contient un point de l'axe de translation Ay. (Par exemple le milieu du segment
[x, yx]). Donc T" contient tout Ay. Si A§ est un autre axe de translation ne rencontrant 
pas Ay, il rencontre un axe coupant Ay, d'après la Proposition 2.5 (1). Donc T" contient 

tous les axes de translation de T. CQFD
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J. P. Otai (qui le tenait d'A. Fathi) nous a fait remarquer que la réunion des axes de 
translation d'un arbre réel T n'est pas toujours fermée dans T, et en particulier n'est pas 
toujours complète.

Ce résultat montre qu'un arbre réel muni d'une action minimale par un groupe de 
type fini est adhérence d'une réunion dénombrable de compacts. En particulier, il est 
séparable (i.e. contient une partie dénombrable dense).

L'ensemble de ses sommets (i.e. des points x de T tels que T \  {x} possède au moins 
trois composantes connexes) est dénombrable.

Un tel arbre possède aussi un domaine faiblement fondamental qui est compact, et 
même réunion finie de segments compacts.

Proposition 3.8 : Soit T un groupe de type fini. Soit T un arbre muni d'une action 
de T minimale. Alors T possède un domaine faiblement fondamental K (i.e. la réunion 

est dense dans T) qui est compact.

Démonstration : Soit G une partie génératrice finie de T. Soit K un compact 
connexe contenant :

- un point fixe de toute isométrie elliptique y de G. Nous noterons Sy le singleton 

contenant ce point.
- un segment Sy = [x, yx] pour toute isométrie hyperbolique y de G, où x appartient 

à l'axe de translation de y.
Un tel compact existe bien d'après les Propositions 2.5 et 2.6. Grâce à la proposition 

précédente, il suffit de savoir construire (en faisant agir T sur K) l'axe de translation de 
tout élément de T hyperbolique. La démonstration se fait par récurrence sur la longueur 
minimale d'un mot en les éléments de G.

Fixons nous deux éléments a , p de T. Supposons construits par l'hypothèse de 
récurrence

-  l'axe de translation Aa  de a  (resp. un point fixe xa  de a),

-  le segment connectant éventuel entre cet axe (resp. ce point fixe) et le 
domaine fondamental K, et de même pour p.

Il suffit de construire l'axe de translation de aP (resp. un point fixe de aP), ainsi que 
les segments connectant éventuels entre cet axe (resp. ce point fixe) et Aa  ou {xa }. Ceci

découle des Propositions 2.5, 2.6 et 2.7. CQFD
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Exemple : Soient a, b, c trois réels strictement positifs, rationnellement indépendants. 
Il est facile de construire un unique arbre réel (à isométrie près) complet, minimal 
irréductible T = Ta b c de T(r) tel que :

* le groupe libre à deux générateurs < y, 8 > agit librement sur T ;
* lT(y) = a, 1T(S) = b ;
* les axes de translation de y et S se coupent en un segment compact S de

longueur c ;
* les isométries y, 8 translatent dans le même sens sur S.

Proposition 3.9 : Soit F  un groupe de type fini, contenant un groupe libre <a, 
de rang 2. Soit T un arbre réel muni d'une action de F  Supposons que le stabilisateur 
d'un segment non dégénéré ne contient pas de groupe libre de rang 2. Alors l'action est 
irréductible.

Démonstration : Supposons par l'absurde que T fixe un bout b«, de T. Si z est un 
point fixe de a, le rayon issu de z passant par bœ rencontre son image par a  en un rayon 
issu de z et passant par b^. Il est donc fixé par a. De plus, tout axe de translation passe 
par b«,.

Il existe donc un rayon R contenu dans l’axe de translation ou dans l'ensemble des 
points fixes de a (respectivement 3). Mais alors le groupe libre <[ a, p], [a2, |3]> de 
rang 2 fixe un segment non dégénéré contenu dans R. Ceci contredit nos hypothèses. 
CQFD

Remarque 3.10 : Un arbre minimal qui n'est pas réduit à une droite ou à un point est 
réductible si et seulement s'il existe un rayon rencontrant tous les axes de translation en un 
rayon.

D ém onstration : Le bout b«, défini par ce rayon est fixé par toute isométrie 
hyperbolique de T.

Soit maintenant S un élément elliptique de T. Fixons nous un élément hyperbolique 
y de T. Alors l'intersection Agyg-i n  Ay contient un rayon passant par b«,. Donc Ay

contient un point fixe de 8 (Proposition 2.6). Si ce point fixe n'est pas unique, alors 8 
fixe b«, d'après la Proposition 2.6.
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Supposons donc que z est le seul point fixe de 6 sur Ay. Notons A<j un axe de 
translation obtenu en translatant un axe de translation non confondu avec Ay par une 
puissance suffisamment grande de y ou y 1 pour que z n'appartienne pas à A<j.

D’après la Proposition 2.6, l'image de Aa  par 8 est alors un axe de translation ne 
passant pas par b^. Ceci contredit nos hypothèses. CQFD

Remarque 3.11 : Considérons un arbre réel T muni d'une action minimale 
irréductible sans point fixe global. Supposons que T n'est pas réduit à une droite. Alors il 
n'existe pas d'axe de translation rencontrant tous les axes de translation.

Démonstration : D'après l'hypothèse et la Proposition 3.7, il existe deux axes de 
translation Ay, A§ non confondus.

Supposons tout d'abord l'intersection de Ay et A§ compacte. Alors l'axe translaté de 
Ay par une puissance suffisamment grande de 8 est disjoint de Ay.

Supposons maintenant que les deiix axes Ay et A§ sont birayonnants. Alors il existe 
un axe de translation Ac  ne contenant pas le bout commun (Remarque 3.10). Mais alors 
l'axe de translation, translaté de Aa  par une puissance suffisamment grande de 8 ou 8-1, 
est disjoint de Ay. CQFD

4 Topologie des axes.

Soit T un groupe de type fini quelconque. Si un arbre réel T est muni d'une action 
de T, nous noterons l j  la fonction de T dans 1R+ qui à y associe sa distance de
trd n clQ tin n

1t(Y) inf d(x, yx)
X €  1

C'est la fonction “distance de translation” de T. Nous montrerons dans la section 
suivante que celle-ci détermine à isométrie équivariante près un arbre réel complet minimal 
et irréductible. Nous aurons besoin de quelques lemmes techniques, que nous allons 
développer maintenant.

Définissons tout d'abord la classe des arbres réels qui vont nous intéresser.
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Définition 4.1 : Nous notons T(r) l'ensemble des classes d’équivalence d'arbres 
réels complets non vides, non réduits à un point, munis d'une action de F  minimale et 
irréductible. Deux tels objets sont identifiés s'il existe une isométrie de l'un sur l'autre 
commutant avec les actions.

Notons que T (T) est bien un ensemble. C'est une conséquence de la Proposition 3.7.

Définition 4.2 : Soient y  et 8 deux isométries hyperboliques d'un arbre réel T.
Si les axes de translation A g et A y  ont une intersection non vide, nous notons

Djiy, 8) la longueur du segment commun.
Sinon, nous notons D j{y 8) l'opposé de la longueur de l'arc connectant entre ces 

axes.

Remarquons que Dj(y, 8) = + «*> si et seulement si les axes sont confondus ou 
birayonnants. Pour tout couple (p, q) d'entiers non nuls, nous avons Dt (y, 8) =

ei D t (y, 8) Dt (8, y)

Le résultat suivant nous dit que la fonction D j ( . , .  ) ne dépend que des distances de 
translation pour les arbres réels considérés.

Lemme 4.3 : Soit T un élément de T(T). Soient y et 8 deux éléments de F. Les 
énoncés suivants ne dépendent que de la fonction distance de translation l j  de T :

* y  et 8 sont hyperboliques dans T.
* Les axes de translation de y  et 8 ont une intersection vide (resp. réduite à un 

point, un segment compact non dégénéré, un rayon, tout l'axe).
* Les axes de translation de y  et 8 ont une intersection non dégénérée. Les 

sens de translation de y et 8 sur cette intersection coïncident (resp. diffèrent).
De plus, pour tous les entiers p et q dans N  suffisamment grands,

Drfy, 8) I Wyp) IjiSQ IrfyPSV
si l'intersection des axes de translation de y  et 8 est dégénérée (resp. compacte non 
dégénérée avec y, 8 translatant en sens opposés).

Démonstration : L'hyperbolicité d'une isométrie est équivalente à la non nullité de sa 
distance de translation. Les justifications des assertions suivantes découlent de la 
Proposition 2.5.
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Les axes de translation de y et ô ont une intersection vide si et seulement si
1t (Y§) 1t(Y) 1T(S),

et alors DT(y, ô) = V2 (1t(Yp)+ lT(Sq) -  ItCY*^)) pour tous p et q dans Z \  {0]

Les axes de translation A§ et Ay se coupent en un point et un seul si et seulement si 

lT(yô) = lT(y-;l§) = 1t(Y) + 1T(S) et alors DT(y, 5) = V2 ( W ) +  h(àq) ~ It^SQ)) = 0 pour 
tous p et q dans Z.

La non-dégénérescence de l'intersection des axes de translation ne dépend donc que 
des distances de translation. Les isométries y et 8 translatent alors dans le même sens si et 
seulement si lj(y8) = lx(y) + lj(ô). De plus, nous avons alors l'p(yP)+ l^ô^) = ljC^S^) 
pour tous p et q dans N. Supposons que cette intersection soit compacte. Alors quitte à 
changer y en y“1, nous pouvons supposer que y et 8 translatent en sens opposés.

Soient p et q entiers dans N tels que lj(yP) > DT(y, S) et 17(8 )̂ > DT(y, 8). La 
formule annoncée pour Dj(y, 8) découle de la Proposition 2.5 (2).

Les axes de translation dans T de y et 8 sont confondus ou birayonnants si et 
seulement si (Proposition 2.5)

W 8P) I W ) iT(5p: I pour tout entier p,
ou

1x(y“P8P) = I ItÜyP) -  1t (8P) I pour tout entier p.

Supposons que les axes Ay et A§ soient birayonnants. Soit Aa un axe de translation 
ne rencontrant pas Ay (Remarque 3.11). Quitte à le translater par une puissance 
suffisamment grande de y ou y^1, sa projection sur Ay n’appartiendra pas à A§. La 
distance de Aa à Ay est donc strictement plus petite que celle de A<j à A§.

D'après ce qui précède, il en sera de même dans un arbre réel T' ayant même fonction 
distance de translation. En particulier les axes Aÿet A 5 seront birayonnants. CQFD

Nous allons maintenant définir une topologie sur T(r)- Le groupe T est muni de
p

la topologie discrète, et R + de la topologie produit.

Définition 4.4 : Nous appellerons topologie des axes la topologie de T(F) induite
r»

par l’application de T(T) dans R  +, qui à un arbre réel T associe sa fonction distance de 
translation l j .
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Soit T un élément de T (0- Une base de voisinage de T pour cette topologie est 
formée par les parties Vx(e, P) de T(T), avec e > 0 et P partie finie de T. Un élément
T' de TOT) appartient à  V t (6 , P) si V y e P 1t (Y) 1t*(y) I < e.

Nous allons montrer que la fonction qui à T associe Dj(y, 8) (Définition 4.2) est 
continue pour cette topologie. Nous allons d'abord la définir pour les paires d'isométries 
qui ne sont plus forcément hyperboliques.

Définition 4.5 : Soient T e  T(F) et y, 8 e  T. Supposons y  hyperbolique dans T, 
et 8 elliütiaue. Nous vosons

Dj{yt 8) min d(z, Ay, 1/2D7{y, SyS -1)
z point fixe de 8

(voir Proposition 2.6 (2)) si Av ne contient pas de point fixe de 8.
D-riy, 8) = D-Ay SyS-1)

si AftvX-1 n A v est un segment non dégénéré, sur lequel y  et SyS-1 translatent dans

le même sens.
Dj(y, 8) = 0 sinon.

Si S est hyperbolique dans T, et y  elliptique, nous posons Dj{y, 8) = Dj(8, y).

Proposition 4.6 : La fonction T D j(y  8) de T(T) dans 1R est définie sur un 
ouvert de T(T) pour la topologie des axes, et est continue pour tous y, 8 e  F fixés.

Démonstration : Fixons nous y, 8 e T. L'ensemble des arbres réels T de T(r) tels 
que 1t (8) = lT(y) = 0 est fermé pour la topologie des axes.

Fixons nous un arbre réel T dans l'ouvert complémentaire.

(1) Supposons y et 8 hyperboliques dans T. Si T'est suffisamment proche de T, il en 
sera de même dans T'.

* Si DT(y, 8) < 0, alors -  DT(y, 8) = V2 [1t(Y$) ~ 1t(Y) -  1t($)] (Proposition 2.5). 
Pour T'proche de T, nous aurons aussi lpiyS) -  lT’(y) -  lT-(8) > 0 et DT'(y, 8) sera donné 
par la même formule (Proposition 2.5). Donc l'application T —» DT(y, 8) est continue en 
T.
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* Si 0 < Dt (y, S) < + oo, alors les axes de translation de y et 8 dans T se coupent 
suivant un compact. Pour n entier suffisamment grand, les axes des isométries S^yS"41 et 
8~nySn ne rencontrent pas Ay. Leurs intersections avec A§ sont situées sur A§ de part et 
d'autre du segment Ak n  Av (voir Figure 11).

Aç-n ~n 
» 8 70

Ay Acn ~-n8 y8

a8

Figure 11.

Alors Dt(Y, 8) D7 8ny8-n 8- nv8n •+D! Sny8-i t DT(8-ny8n, y).+

Notons S t le second membre de cette égalité. D'après le raisonnement précédent, 
pour T' proche de T, les nombres Dj'(8ny8_n, 8“ny8n ), D'p(8ny8'n, y) et Dx'(8_nySn, y) 
seront strictement négatifs. Alors les axes de y et 8 dans T’ ne sont pas birayonnants. 
Nous avons donc D-pÎY, 8) = Sp si Sj- est positif, et Dx-(y, 8) = V2 S^ sinon.

Si Sx est strictement positif, alors Sx* le sera aussi pour T’proche de T. Sinon S j =
0. et St* sera croche de 0. Ceci montre donc la continuité de À en T.

* Supposons maintenant que Dx(y, 8) = + O O . Montrons que pour tout A > 0, si T’ 
est proche de T, alors DT'(y, 8) > A.

Remplacer y et 8 par une de leurs puissances ne change pas la valeur de D-r(y, 8). 
Nous pouvons donc supposer que lx(y) > 1t(S) > 2A, et que y et 8 translatent en sens 
contraire.

Alors lx(y8) = lT(y) -  lx(8) (Proposition 2.5 (3)). Pour T’proche de T, nous aurons 
1t '(Y) > h”(S) > 2A et lx’(y8) < lpÎY)- D'après la Proposition 2.5, les isométries y et 8 ont 
alors des axes de translation dans T se coupant en un segment non dégénéré, et leurs sens 
de translation diffèrent. De ülus, nous avons

ou bien lx*(8) S Dx'(y, 8),
ou bien lr (8) -  2DT (y, 8) = lr (y8) -  lr (y) < 0.

Le résultat découle alors de 1^(8) > 2A.
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(2) Quitte à permuter y et ô, il reste à envisager la situation où y est hyperbolique dans 
T et 8 elliptique. Pour e > 0 suffisamment petit et A > 0, il existe un voisinage V de T tel 
aue cour T' dans V . nous avons :

(i) 1t ( 8 ) e.

(ii)
(iii)
(iv)

I iT ,(y) -  iT(y) | < e et lT-(y) > 0.

I M yd) -  My§) I < e et W y S )  > 0 si 1t (y 8 )  * 0.
Si Av et AgYg-l ne sont ni confondus, ni birayonnants, alors

I D r (y, SyS-1) -  D T(y, SyS"1) I <  e.

Si DT(y, 8y8-1) * 0 , alors DT(y, 8yS_1) et DT-(y, 8y8-1) sont de même signe, et plus
grands que 2e en valeur absolue.

v) Si AYet AgYg-i sont confondus ou birayonnants, alors DT*(y, 8y8_1) > A.

Les conditions (iv) et (v) sont justifiées par letude (1) precedente. Montrons que 
quitte à réduire le voisinage V , pour tout T 'e  V alors

Dr (y, 5) DT(y, 8 : 2e si Dx(y, 8) +oo, et Dp (y, 8) > A sinon

Cas 1 : Supposons que AYne contient pas de point fixe de 8.

Soit z le point fixe de 8 le plus proche de Ay et y sa projection sur Ay. D'après la 
Figure 9, les axes de translation Av et Agvg-l sont disjoints, et

D t (Y, 8yS_1 2DT(y, 8;
Grâce aux hypothèses (iv), y et SyS-1 ont donc des axes de translation disjoints dans 

T'. En particulier, si 1t(8) = 0, alors Aÿ ne contient pas de point fixe de 8. Dans ce cas, le

résultat découle de (ii) et (iii).

Supposons donc que 1t-(S) * 0, et que Ay et A 5 ont une intersection non vide. 
Puisque A'yet A'gyg-l sont disjoints, celle-ci est compacte. Notons-la [x', y'] de telle 
sorte que 8 translate x' vers y'. Alors y1 appartient au segment [x1, Sx’] (voir Figure 12)
et

ce qui contredit l'hypothèse (iv).
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Ky
a 8 y8 _1

x' y' ùx' Sy’
AS

Figure 12

Il nous reste à supposer que lj'(8) * 0, et que Aÿ et A g ont une intersection vide. 

Alors ('voir Figure 13)
- Dt' Y, ÔYÔ- 1 2Drp'(y, o) + 1t '(8).

Puisque D-p(y, ÔYÔ- 1 ) = 2D-p(Y, 8), le résultat découle des hypothèses (i) et (iv).

Ay

A 6y6"1

A*S

Figure 13.

Cas 2 : Supposons que Ay contient un point fixe de 8 et que les axes de Y et SyS-1 se

rencontrent en un segment [x, y] non dégénéré. Supposons que les sens de translation de
Y et 8y8_1 coïncident. (Les points x et y peuvent être à l'infini ; avec de bonnes 
conventions, le raisonnement reste valide).

Alors d'après (iv) et quitte à réduire V , il en est de même dans T'. En effet, deux 
isométries hyperboliques a  et (3 translatent en sens opposés sur le segment commun à 
leurs axes de translation (si ce segment est non dégénéré) si et seulement si

Map: 1t ( °0 M B )
d'après la Proposition 2.5. De plus, a  et P translatent en sens opposés si et seulement si 
a -1  et p translatent dans le même sens.

Si lx (8) = 0, alors le résultat découle de la définition de Dj'(y, 8) et de l'hypothèse
(iv).

Si 1t'(8) * 0, nécessairement les axes de translation Ay et A 5 se coupent en un 
segment [x', y'] de telle sorte que si 8 translate x' vers y', alors 8x' e [x', y'] (voir 
Figure 14). Donc

D t*(Y, 8) D Y S i 5

62

T1T y5



Puisque Dt Y. ÔYO-lì Di y, o. le résultat découle des hypothèses (i) et (iv).

A’
Aôy5- 1

*8
6y’ySx'x

Figure 14,

Cas 3 : Supposons que Ay contient un point fixe de ô et que les axes de translation de 
y et SyS-1  se rencontrent en un segment [x, y] non dégénéré. Supposons que les sens de 
translation de y et SyS-1  diffèrent. Alors il en est de même dans T1. Notons que par 
définition, Dj(y, 8) = 0.

Si l r ( 8) = 0, alors nous avons aussi Dp (y, 8) = 0.

Si 1t'(8) * 0, les axes de translation Aÿ et A5 se coupent en un segment non 
dégénéré [x', y'] (noté de telle sorte que 5 translate x' vers y'). D'après la condition sur 
les sens de translation, l'isométrie 8 envoie un segment non dégénéré de la demi-droite de 
Aÿ rencontrant A5 en {x'} dans la demi-droite de Aÿ rencontrant A§ en {y'}. Voir
Figure 15. En particulier, nous avons y' = 8x', et Dj'(y, 8) = 1t’(8). Le résultat découle 
alors de l’hypothèse (i).

a ’7
ASyS-1

A’s
8x’=v’ 8v

Figure 15.

x

Cas 4 : Supposons que Ay contient un point fixe de 8 et que les axes de translation de 
y et SyS-1  se rencontrent en un seul point x’. Alors DT(y, 8) = 0 et Dj(y, SyS-1) = 0.

Si 1t<8) = 0 et Aÿ ne contient pas de point fixe de 8, alors d’après le cas 1, nous
avons

Dr (y, 8) V2 Dt-ÎY, SyS-1)
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Le résultat découle alors de (iv).

Si lx'(ô) = U et Ay contient un point fixe de ô, alors Dj'(y, ô) par définition est égal a 
0 ou à Dr (y, 8y8-1). Le résultat découle de même de (iv).

Si lx’(8) * 0, d'après les cas précédents, nous avons
C Dn Y, S lnr 6

on n d 7 Y. ÔYÔ' 1 2Dt (y, ô) + lr (8)
ou DT'(y, 8) Dt'(y, SyS-1) + 1T’(8)
ou DT-Y,b =1t*(ô).

Le résultat découle de (i) et (iv). CQFD

5 ToDoloeie de Gromov.

Nous avons défini (Introduction) la topologie de Gromov sur T(r) en exhibant une 
base d'ouverts de T(r). D'après la Remarque 1.4 et la Proposition 1.7 du Chapitre I, 
nous pouvons prendre comme base de voisinages d'un arbre réel T de T(r) les ouverts 
suivants.

Donnons nous un e > 0, une partie finie P de T, et une partie finie K de T. Nous 
notons VT(e, P, K) l'ensemble des éléments T' de T(F) tels qu'il existe un compact K' 
dans T', et une relation surjective fermée dans K x K' telle que : 

la relation n .  est une e-approximation entre K et K' i.e. :

V x, y e K, V x', y’ e K', x R x '  et y H y '  => I d(x, y) - d(x', y') I < e.

et est (e, P)-équivariante, au sens suivant (voir Chapitre I, Définition 1.3) :

V x e K, V x', y' e K', V a  e P, a x e  K, x J l  x' et ax &  y' => d(ax', y') < e.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer l'égalité entre la topologie de 
Gromov et la topologie des axes sur T(r).
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Théorème 5.1 : La topologie de Gromov sur T(T) est plus fine que la topologie des
axes.

Demonstration : Soit T un element de T(r). Il s agit de montrer que tout voisinage 
VT(e’, P') = {T' e T(T) / V y e P’, I 1t (y) -  1t ’(Y) I < e’} de T pour la topologie des 
axes contient un voisinage de T pour la topologie de Gromov. Puisque P' est une partie 
finie de I \  nous pouvons nous restreindre au cas P' réduit à un singleton îy), car

M e Q u Q ' )  = V T(e \ Q) n  V T(e \ Q ’).

En d’autres termes, nous voulons montrer que la fonction T —> lx(y) est continue 
pour la topologie de Gromov.

Premier cas : Lisometne y est hyperbolique dans l . JNotons x e  I un point ae I axe 
de translation de y. Nous avons en particulier d(x, yx) = 1t (Y) et

dix Y* d(yx Y2x> dix Y x = U
Posons alors P = î y . y 2 î et soit 0 < e < ‘TuV-i. Soit T’ un élément de T (D .

Supposons qu il existe une e-approximation P-equivanante >c entre le segment compact 
K = [x, y2x] et un compact de T’. Prenons un point x’ dans T’ tel que x !R. x’. Alors 
Yx e K et y 2x  e K. donc y x  !R, y x’ et y2x  !R. y x̂ ’. Par conséquent,

dix, y x ) -  d i x , y x  ) e et I dix, y x) -  dix’, y2x') I < e

Montrons par l’absurde que l’isométrie y  ne peut pas être elliptique dans T’.

Y2X

X

Y X

Z’

Z'

Figure 16.

Sinon, le milieu z' du segment [x', yx'] est fixé par y (Remarque 2.4). Le segment 
[y2x', z'] rencontre le segment [x', z'] en un segment [z", z’], avec éventuellement z" = z' 
(voir Figure 16). Donc d(x', y2x') < d(yx’, y2x') et

D'après (*), nous avons donc d(x', yx1) < 3e. Mais alors
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1t(y) di x vx dix yx' e- 4e,
ce qui contredit le choix de e.

L'isométrie y est donc hyperbolique dans T*. Notons Ai, son axe de translation dans
T'.

x yx Y2x'

Figure 17.

A'«

D'après la Construction 2.2, nous avons (voir Figure 17) :
dix' yx d(yx y2x d(x y2x 2 d(x A y dix 7X lr(Y)

D'anrès
), nous avons donc I d(x', yx') -  1t’(y) I < 3e et

llT(Y)~lT,(Y)l<4e.

Second cas : L'isométrie y est elliptique dans T. Par définition, nous avons l-p(Y) = 0. 
Notons x un point fixe de y dans T.

Posons P = {y}. Soit T' un élément de T(r). Supposons qu'il existe &  une 
e-approximation P-équivariante entre le segment compact K = {x} et un compact de T'. Il 
existe alors un point x' dans T'tel que x R  x'. Par conséquent, yx e K et yx yx*.

Donc I d(x, yx dix', y x ') e et 0 < 1t '(y) < e. CQFD

Pour montrer la réciproque, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.2 : Soit T un arbre réel non réduit à un point, muni d'une action minimale 
irréductible de r. Tout segment compact de T dont les extrémités sont contenues dans 
des axes de translation est contenu dans un axe de translation.

Démonstration : Notons S = [x, x'] ce segment. Soient Ayet Ay deux axes de 
translation contenant respectivement x et x'. Notons z (resp. z') le point de S tel que Ay 
(resp. Ay) rencontre S en [x, z] (resp. [x', z']).
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D'après la Remarque 3.11, il existe un axe de translation A§ (resp. A5O disjoint de 
(resp. Ay). Translatons le par une puissance suffisamment grande de y (resp. y*) ou 

f 1 (resp. Y-1). Alors nous pouvons supposer que si y (resp. y’) est la projection de A§ 
;resp. A5O sur Ay (resp. Ay), alors

le point x (resp. x') est entre z (resp. z') et y (resp. y').

Alors le segment [x, x ] est contenu dans l are connectant entre A5 et A§\ D après la 
’roposition 2.5 (1), l'axe de translation de §8’ contient le segment [x, x']. CQFD

Théorème 5.3 : La topologie des axes sur T(r) est plus fine que la topologie de
Gromov.

D ém onstration : La preuve débute par une remarque de R. Lyndon [Lyn] et 
I. M. Chiswell [Chil] [Chi2].

Remarque 5.4 : Soit T un arbre réel non vide muni d'une action de T minimale. 
Fixons nous un point x de T. Notons I ly 11 la longueur du segment entre x et yx (voir
Figure 18). Posons

x(y, 8) V2 lyl S Y~lc

Sx

x(y,8)
Y 8

YxY

Figure 18,

Notons T' la réunion disjointe des segments Sy = [0, llyll] de ]R pour les y e  T, 
où nous recollons deux segments Sy  et S§ en identifiant t e  SYet t' e S5 si

C t t' < x(y, 8),
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L'espace T' est naturellement muni d'une action de I \  Alors l'application 
“canonique” de T' dans T est une isométrie équivariante sur un sous-arbre dense de T 
(voir aussi [Gro4] § 6).

De plus, pour toute partie finie P de I \  notons Tp l'espace formé à partir de la 
réunion disjointe des Sy pour y e P, en recollant Sy et S§ pour y, ô dans P comme
ci-dessus. Alors l'application Tp —» T'est une isométrie (d'image l'enveloppe convexe de 
{x, Px}). Ceci se démontre facilement par récurrence. CQFD

Soit T un élément de T (r)  et e > 0. Soit P une partie finie de T et K une partie 
finie de T. (Voir début de la section 5 pourquoi nous pouvons nous limiter aux parties 
finies). Pour démontrer le théorème, il faut prouver que tout voisinage Vj(e, P, K) de T 
pour la topologie de Gromov contient un voisinage de T pour la topologie des axes. Nous 
allons chercher un point base x “canonique” pour pouvoir effectuer la construction de 
R. Lyndon et I. M. Chiswell.

Remarquons que pour tout point x de la réunion des axes de translation de T, il existe 
une partie W finie de T telle que K est contenu dans la réunion des segments [x, ax] 
pour a  e W. En effet, d'après le Lemme 5.2, un segment S dont une extrémité est x et 
l'autre est dans K est contenu dans un axe de translation Ap. Donc S est contenu dans [x,
|3nx] ou [x, P_nx] pour n suffisamment grand.

Supposons tout d'abord que T n'est pas réduit à une droite.

Nous nous fixons deux éléments y, ô de T hyperboliques dans T et d'axes de 
translation disjoints (Remarque 3.11). Notons x le milieu du segment connectant entre ces 
deux axes de translation. Soit a  e T. Alors si x n'est pas fixé par a, et n'appartient pas 
à l'axe de translation (éventuel) de a, la distance de x à son image par a  est donnée par la 
formule suivante :

d(x, ax 2 sup — DT(a, ôj DT(a, y) Dt (y, 6) 1t (oc)
où la fonction Dt(<x, 6) a été définie en 4.2 et 4.5. Pour vérifier cette formule, il faut 
observer que par l'hypothèse sur x et a, l'un au moins des axes de translation Ay, A§ est

disjoint de l'axe de translation ou de l'ensemble des points fixes de a.

Pour tout a  e T, nous avons donc
d x DCX sup 0 2 sup Dj a, 6) Dt a y 4 Dt Y 61 + M «
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Remarque 5.5 : Avec le Lemme 4.3, la Remarque 5.4 et l'unicité du complété d'un
n

espace métrique, ceci permet de montrer que l'application de T(T) dans M %, qui à un 
arbre réel T associe sa fonction distance de translation lj, est injective. CQFD

D'après la section 4, les propriétés suivantes sont ouvertes pour la topologie des axes
* l'isométrie a e T est hyperbolique dans l'arbre réel T de T(T) ;
* les axes des isométries hyperboliques a  et (3 sont disjoints dans T.

Pour T' e T (r)  suffisamment proche de T pour la topologie des axes, nous 
pouvons donc définir x', milieu du segment connectant entre les axes de translation de y et 
8 dans T’. La distance d(x', ax') sera donc donnée par la même formule que pour 
d(x, ax), en remplaçant T par T'.

Nous définissons alors une relation suijective !R, entre la réunion dans T des [x, ax] 
pour a  e W u P u  PW et celle dans T'des [x', ax'] :

la relation R  est la réunion des graphes J t a  des applications linéaires de 
[x, ax] dans [x', ax'], envoyant x sur x' et ax sur cxx'.

Les longueurs des segments [x, ax] dépendent continûment de T pour la topologie 
des axes, d'après les formules ci-dessus et la Proposition 4.6. De plus, la longueur du 
recollement de deux de ces segments est une fonction linéaire en ces longueurs (voir 
Remarque 5.4). Il n'est donc pas difficile de voir que î t  est une e-approximation pour T' 
proche de T pour la topologie des axes.

Il est aussi facile de voir que la relation !R. est (e, P)-équivariante sur K (Chapitre I, 
Définition 1.3).

En effet, la partie K est contenue dans la réunion des [x, ax] pour a  e W. Or un 
point d'un segment compact est déterminé par sa distance aux extrémités de ce segment, et 
a  agit par isométrie sur T et T'. Il suffit donc de montrer que la relation Î t  est 
e-équivariante pour P sur les points ax, avec a  e W u  {e}, où e est l'élément neutre de
r .

Soit a  e W u  {e}, et P e P. Alors f a e  P u  PW. Supposons que ax e [x, a'x] 
pour a' e W. Notons y' l'image de Pax par!R,pa *. Puisque Pax' est l'image de Pax
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par ^-Pa* le point pax' sera proche de y', d'après le paragraphe précédent, ce qui 

montre le résultat.

Il nous reste à envisager le cas où l'arbre réel T est réduit à une droite, ce que nous 
supposons.

D'après la Proposition 2.6 et l’irréductibilité de T, il existe nécessairement un élément 
5 de T elliptique dans T, ayant un unique point fixe z. Fixons nous un tel 6 et un 
élément y de T hyperbolique dans T. Soit JC un segment de T contenant K, les images 
de K par les isométries de P, et le point fixe z de S. Nous noterons 1(JC) sa longueur. 
Nous supposons que la distance de translation de y dans T est grande devant 1(JC).

Assertion : Soit a  une isométrie elliptique de T. Supposons T’suffisamment proche 
de T pour la topologie des axes. Alors les isométries y  et aya r1 ont des axes de 
translation dans T'se coupant en un “long” segment. Elles translatent dans le même sens 
si a  est Videntité dans T, en sens opposés sinon.

De plus, si a  n’est pas l’identité dans T, alors a  est elliptique dans T’.

Démonstration : La première partie de cette assertion découle de la Proposition 4.6. 
En effet, y et aya -1 translatent dans le même sens dans T si et seulement si a  est l'identité 
dans T (Proposition 2.6).

Supposons que a  n'est pas l'identité dans T. Montrons que a  est elliptique dans T. 
Sinon, d'après ce qui précède, pour T'proche de T, les axes de translation de y et aya-1 
ont une intersection non dégénérée et les sens de translation sont opposés. Pour respecter 
ces conditions, nous avons la situation de la Figure 19 suivante.
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Figure 19.

Mais ceci contredit le fait que les axes de translation de y et a^ya-2 dans T' se 
rencontrent, pour T1 proche de T. CQFD

Nous notons S' = [x1, y’] l’intersection (non dégénérée d'après l’Assertion) des axes 
de translation de y et 8y5-1  dans T’. Les points x’, y’ sont éventuellement à l’infini, et 
nous utiliserons les conventions classiques. Nous pouvons supposer que l'isométrie y 
translate x' vers y' dans T'.

Notons z' l'unique point fixe de 5 sur Aÿ (qui existe d'après l'Assertion précédente). 
Considérons l'unique isométrie envoyant K  dans Aÿen conservant les sens de translation 

induits par y, et envoyant z sur z'. Son graphe !R. est évidemment une e-approximation. 
La fin de cette section est consacrée à montrer que î t  est (e, P)-équivariante.

Tout d'abord, le point z' est “loin” des extrémités du segment S'. En effet, la 
distance de z' à x' est supérieure à V2 (lr(Y)-  lr(Y®)) d'après la Proposition 2.6. Comme 
lT(yô) = 0, la distance d(z', x') est donc grande. Puisque 82 fixe Ay, les isométries y et
g2yg-2 doivent avoir des axes de translation dans T' qui se rencontrent en un long 
segment (Assertion). La distance de z' à y' est donc grande aussi, pour T' proche de T 
pour la topologie des axes.

Si a  e P est hyperbolique dans T, alors a  possède un axe de translation dans T' 
rencontrant S' en un long segment. Comme ci-dessus, le point z' doit appartenir à ce
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segment, et être loin des extrémités. Puisque les distances de translation sont proches, la 
relation est (e, {a } )-équivariante.

De même, si a  e P est elliptique dans T, alors d'après l'Assertion et le raisonnement 
ci-dessus, a y a -1  possède un axe de translation dans T' rencontrant S' en un long 
segment. Celui-ci contient z' loin de ses extrémités.

Si a  est l'identité sur T, alors y et ay a -1  translatent dans le même sens dans T' 
d'après l'Assertion. Donc si a  est hyperbolique dans T', alors a  bouge les points de 
l'image de K par !R, d'une distance l-p(a), qui est petite. Si a  est elliptique dans T!, alors 
(Proposition 2.6) oc est l'identité sur l'image de K par

Si a  n'est pas l'identité sur T, l'isométrie a  possède un unique point fixe z'a  dans 
Aÿ d'après l'Assertion. Par la Proposition 2.7, la distance de z'a  à z’ est égale à la moitié 
de la distance de translation de aS. De plus, la position de z'a  d'un coté ou de l'autre de z' 
est déterminée par les sens de translation relatifs de y et tx8. Pour T'proche de T pour la 
topologie des axes, la relation &  est donc (e,{a})-équivariante.

Ceci termine la démonstration du Théorème 5.3. CQFD

6 Compacité des arbres réels à petits stabilisateurs.

Nous allons maintenant appliquer le critère de compacité (Chapitre I, § 3) pour 
montrer un théorème de M. Culler et J. Morgan [CM].

Rappelons que nous nous sommes donnés un groupe T de type fini. Une action de 
T sur un arbre réel T est dite à petits stabilisateurs si le stabilisateur d'un segment non 
dégénéré de T ne contient pas de groupe libre de rang 2.
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Définition 6.1 : Considérons l'ensemble des arbres réels complets non vides, non 
réduits à un point, munis d'une action de r  minimale à petits stabilisateurs. Nous notons 
ST(T) cet ensemble modulo isométries équivariantes. Nous appelons PST(r) 
l'espace quotient de ST(r), où deux arbres sont identifiés s'il existe une bijection 
équivariante <p : T —» T' et un réel X non nul tel que V x, y € T, d((p(x), <p(y)) = 
X.d(x, y).

Nous remarquons que STfl") est bien un ensemble. En effet, un arbre réel muni 
d’une action minimale est séparable (conséquence de la Proposition 3.7), et les classes 
d'isométries d'espaces métriques séparables forment un ensemble.

Si T contient un groupe libre < a, 3 > de rang 2, alors nous avons vu qu'une 
action à petits stabilisateurs est irréductible (Proposition 3.9). Une telle action ne peut pas 
non plus être diédrale (au sens de [CM], i.e. irréductible mais préservant une paire de 
points à l'infini distincts). En effet, la géodésique joignant ces deux points à l'infini serait 
invariante par T. Les éléments du groupe agiraient sur cette droite soit par translation, 
snit nar symétrie nar rannort à un noinf Le rroune libre

a/ ß a 4 ß
agirait alors par 1 identite sur cet axe.

Théorème 6.2 : Soit r  un groupe de type fini, contenant un groupe libre de rang 
deux. Alors l’espace PST(r), muni de la topologie de Gromov, est compact.

Nous allons montrer que .ro  J (r) est séquentiellement compact pour la topologie 
de Gromov. Il suffît alors de remarquer qu'il est métrisable.

Mais nous avons montré (Remarque 5.5) qu'une action irréductible minimale était 
déterminée, à isométrie équivariante près, par la donnée de ses distances de translation 
(voir aussi l'article [CM] de M. Culler et J. Morgan). L'espace muni de la topologie 
produit est certainement métrisable. Et nous avons montré dans la section précédente que 
la topologie de Gromov et celle définie par les distances de translation sont les mêmes sur 
l'esDace des actions irréductibles minimales.

Démonstration : Donnons nous {tilie N une su t̂e d'éléments de P S T (0 , et 
{Ti)ie jsj une suite de représentants. Nous allons montrer qu'il existe un choix de points 
bases xj e Tj, et des facteurs normalisants tels que {((Xj)-1  Tj, xj)} j€ satisfait le
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critère de compacité 3.11 du Chapitre I. Nous notons ici jiX l'espace métrique X où la 
métrique est multipliée par ̂ i.

Lemme 6.3 : Soit F  un groupe de type fini et G une partie génératrice finie de F  
stable par passage à l'inverse. Pour tout y  de F, notons My la longueur minimale d'un
mot en les générateurs représentant y.

Si T est un arbre reel muni d une action de F. et si
At sup h<h) t produit sans répétition d éléments de G },

alors pour tout y  de F,
i-rtr Mj Xt.

En particulier, si hr est nul, alors l arbre a un point fixe global.

Démonstration : Il s'agit de copier une preuve de [CS] dans le cas des arbres réels. 
Nous utilisons le résultat suivant :

Lemme 6.4 : Soient hj, h2 deux éléments d'un groupe F, agissant par isométrie sur 
m arbre réel T. Alors Ijih fa )  ^  Ijihi) + ou Ijih fa )  = I j i h j ^ ) -1 ).

Démonstration : Nous avons lT(hjh2) > lx(hi) + ljO1̂  seulement dans les trois cas 
suivants (Propositions 2.5, 2.6, 2.7) : hj et h2 sont hyperboliques, d'axes de translation 
disjoints ; hj (resp h2) est hyperbolique, h2 (resp hj) elliptique et l'axe de translation de 
hj (resp h2) ne contient pas de point fixe par h2 (resp hj); hj et h2 sont elliptiques et n’ont 
pas de point fixe commun.

D an« rp c  ra s - là  nnnc  avnn< h :h, h' 1t 11 h -l h h It ho 2E où D+
est, selon le cas, la distance entre les deux axes de translation ; le minimum des distances 
entre l'axe de translation de l'un et un point fixe de l'autre ; le minimum des distances 
entre un point fixe de hi et un point fixe de h2. CQFD

Reprenons maintenant la démonstration du Lemme 6.3.

Montrons d'abord que lx(y) M, À. quand Y nls il
n,

g 3U 1 i sont des

entiers distincts entre 1 et n, et ni, . . . ,  nr e Z .

74

IT h2

2 +

T



Procédons oar recurrence sur 1 entier naturel v
r

ki ni ki vaui n; si nj < 0, et

vaut n; -  1 sinon.
Si v = 0, alors le résultat est vrai, par définition de Aq\

m v > u, alors après conjugaison ties aistances ae translation ne aepenaent que aes 
classes de conjugaison), nous pouvons supposer que nr est différent de 0 et 1. Si nr < 0, 
ious avons Dar le lemme ci-dessus

W ) h
ni

2 ll
n,

gAr
1 K ou it(y: h H

nr 2
si g i r

et nous pouvons appliquer l hypothèse de recurrence. Le cas nr > 0 se traite de maniéré 
identique.

Supposons maintenant aue y g T est arbitraire. Ecrivons donc Y =
ni

gM
n.

£ avec

ii, ..., i r des entiers quelconques entre 1 et n, et n j , ..., nr e Z .
Raisonnons par récurrence sur 1 entier r. Nous pouvons supposer d après ce qui 

précède que les i\ , ..., ir ne sont pas tous distincts. Après avoir éventuellement remplacé y
nar un rie ses rnnuimies. i existe des entiers s. r  avec 1 S -1 r n tels lu e io j = i r-
P n c n n t 11

n
gil

n,
Si î-l

1 st h; n<
Si

«r
gir

Par le lemme précédent, nous avons lr(Y) ^ lx(hi) + Wh?) ou 1t(Y) = Mhiflio)-1).
Le résultat découle de l'hypothèse de récurrence. CQFD

Si y est une isométrie elliptique d'un arbre réel T, nous noterons (jusqu'à la fin de la 
démonstration du Théorème 6.2) A y  l'ensemble convexe fermé (Remarque 2.4) de ses

points fixes. Le lemme suivant découle alors des Propositions 2.5,2.6, 2.7.

Lemme 5.5 : Si get h sont deux isométries de T telles que Ag ^>Au = 0, alors
d(Ag, Au 1 liigh) I M lr( P, CQFD

Revenons à la démonstration du Théorème 6.2.
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Fixons nous une partie génératrice finie G = {g1} g2, ..., gn} de T, stable par 
passage à l'inverse. Puisque F contient un groupe libre de rang 2, nous pouvons 
supposer que les éléments g\, g2 engendrent un tel groupe.

Posons Xj = A/p., où est défini dans le Lemme 6.3. Nous notons lj(.) = lj. (.) la

fonction distance de translation de Tj.
Notons (ûë T un élément réalisant le maximum X-j = lj(co). Après extraction 

éventuelle d'une sous-suite, il ne dépend plus de i. Puisque l'action est sans point fixe 
global, le réel \  est non nul, et œ possède un axe de translation A^j dans Tj.

Nous allons alors définir cas par cas le point base Xj. Fixons nous y e T. Dans 
lacun de ces cas. nous montrerons aue la suite

Va d(x; Al)

est bornée. Le nombre élevé de cas provient de la nécessité de prendre le point Xj sur l'axe 
de translation AL pour assurer la minimalité de l'arbre limite.

(1) Supposons que gi ou g2 (quitte à changer les indices, nous supposerons qu'il 
s'agit de gj) vérifie = 0 .

Prenons alors comme point base Xj la projection de A ^  sur A(q. Si le segment 

connectant Ag à A qj rencontre le segment connectant entre Xj et Ay en un point autre que

Xj, alors d(xj, Ay) = d(Ay, A^) < V2 li(y co) < lj(y co) d'après le Lemme 6.5. Sinon, nous 
avons d(xj, Ay) < d(Ay, A i ) < li(y gi) toujours d'après le Lemme 6.5.

(2) Considérons maintenant le cas où gi £î g2 ont dans Ti un axe de translation ou un 
ensemble de points fixes qui rencontre AL.

(i) Supposons que A a AKO 0. Définissons x, comme le milieu du
segment connectant entre ces convexes. En particulier, xj e Afo. Si d(xj, A y) est non
n u l .  a lo rs Al ne rencontre Das l'un des deux ensembles A 1 ^g A1A. g. noti^

d(xj A SUD d A ,  A* d(Ay, Ag. sur l i ( y g i li(ygo)

(ïiï Sinon A
61

i
ë2 ont une intersection non vide. La plus grande longueur

d'un segment contenu dans celle-ci est inférieure ou égale à l;(g2) + 21;(gi). En effet,
le groupe libr< g] g

2
g! go. fixerait sinon un segment non dégénéré
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Définissons donc x; comme étant le milieu du segment fl i
61

1
S'S\ A 1

CD
Nous avons alors la majoration

d(x Ai
V sui di iA y A1 d(Al A1Ag d(Al A 21i £i li ë2

qui montre le résultat cherché.

Pour tout y e T, les distances d(xj, yxj) sont bornées uniformément en i après 
îormalisation, car elles sont égales à 2d(xi, Ay) + lj(y). L'enveloppe convexe de Xj et des 
jocj pour les y appartenant à P, partie finie de T, est réunion des segments entre xj et TXj. 
il est alors facile de voir que la suite des (X.j)-1Tj vérifie les hypothèses du critère de 
compacité (Chapitre I, Théorème 3.11). Nous avons vu au Chapitre I, dans le paragraphe 
suivant la Définition 3.3, qu'une famille d'arbres réels est uniformément convexe.

Il nous reste maintenant à montrer que l'espace limite T«,, qui est complet, est un 
arbre réel minimal à petits stabilisateurs, quitte à le remplacer par son cœur convexe 
(Définition 3.8, Chapitre I).

J.P. Otai nous a fait remarquer que les distances II y II = dix«,, yx^) définissent une 
fonction de T dans ÎR+ qui est une fonction de longueur au sens de R. Lyndon [Lyn] et 
[. Chiswell [Chil][Chi2], C'est-à-dire qu'elle vérifie les axiomes suivants (voir 
Remarque 5.4 pour une interprétation géométrique) :

A : Ile 11 = 0
A 2 : il oc II = Il a - 1 II
A 4 : v ia . m < Y(a. v) îmoliaue y (d . v) = v ia . m. ou nous posons

X(a, (3) = V2 ( Il a  il + Il p II -  Il a - j p II ).
En effet, ces conditions sont linéaires et passent bien a la limite. Ceci nous assure 

donc l'existence d'un arbre réel invariant par T dans T^.

Mais nous utilisons plutôt le Lemme 3.7 du Chapitre. I, qui démontre que notre 
espace limite T«, est un arbre réel.

L'action de T sur TM est sans point fixe global. En effet, puisque le point Xj 
appartient toujours à l'axe de translation de co, la géodésique par morceaux passant par les 
(co^.x«, pour n e  Z est une géodésique, sur laquelle l'isométrie co agit par translation, de
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longueur 1. Il s'agit donc de l'axe de translation de co, et œ est hyperbolique. D'après le 
Lemme 3.6, l'action de T sur T«, est sans point fixe global.

D'après la Proposition 3.7, l'arbre réel possède donc un unique cœur convexe 
(Définition 3.6, Chapitre I) fermé, donc complet. Celui-ci est encore limite des (Ai)-1Tj 
pour la convergence au sens de Gromov (voir Chapitre I, fin de la Section 1). Nous le 
noterons encore T^. C'est un arbre réel non vide, non réduit à un point, complet et muni 
d'une action minimale de T.

Il nous reste à montrer l'assertion suivante :

Lemme 6.6 : Soit /T;} ie  M une suite d arbres reels à petits stabilisateurs. 
Supposons que Ti tend vers T^pour la convergence au sens de Gromov. Alors T«, est lui 
aussi à petits stabilisateurs.

Démonstration : Supposons qu'il existe un segment compact S = [xM, y^] de T^, 
avec Xoo * yoo dont le stabilisateur contienne un sous-groupe libre G de rang 2. Un sous- 
groupe d'indice deux du stabilisateur de S fixe les extrémités x«, et y«, de S. Nous 
pouvons donc supposer que le groupe G = < a , P > fixe S point par point.

Pour i suffisamment grand, il existe une e-approximation P-équivariante ÎLj entre S 
et un compact de T;, avec e < Vio long(S) et P = {a, |3}.

Soient x;, y; E Tj tels que R j Xj et y«, R j y,.

Alors d(xj, axj) < e. De même, d(y,, ay;) < e. Puisque d(xj, y,) > dix^, y^) -  e > 
2e, les segments [xj, axj], [yj, ay,] ne se rencontrent pas. Tous deux contiennent un 
point de A^, axe de translation ou ensemble des points fixes de l'isométrie a  dans Tj. Par

convexité, le segment connectant S^ entre ces segments est contenu dans A^. La

longueur de Si, est strictement supérieure à 7e. (Voir Figure 20.)
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1
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p

p y

y i

o *i
Ions

ifü a 7e
ax j

d (x ;,ax i) < e

Fieure 20.

Puisque d(xj, pxj) < e et d(yj, Pyj) < e, le segment S p rencontre sur une distance

l'au moins 3e. Nous avons 21j(a) + lj(p) < 2d(xj, axj) + d(xj, pxj) < 3e. La longueur du 
;egment S^ n  S p est alors supérieure strictement à 21j(<x) + lj(P).

Mais alors, il existe un segment non dégénéré, contenu dans S^ n  Sp, qui est stable

>ar le groupe libre < [ a, P ], [ a 2, p ] >, ce qui contredit les hypothèses.

Ceci termine la démonstration du Lemme 6.6 et du Théorème 6.2. CQFD

Remarques 6.7 : (1) Considérons une suite d'arbres réels minimaux qui sont 
seulement irréductibles. En adaptant la démonstration, nous pouvons montrer que s’il n'y 
a pas de sous-suite qui converge au sens de Gromov, alors les distances de translation 
tendent vers celles d'un arbre réductible (quitte à normaliser et extraire). En effet, nous 
pouvons montrer que ces distances de translation convergent et valent 0 à la limite sur le 
groupe dérivé. Il est alors facile de construire une action sur IR ayant pour fonction 
distance de translation la limite ainsi obtenue (voir [CM]).

(2) Supposons que G est un groupe discret sans torsion d'isométries de l'espace 
hyperbolique H n (voir rappels Chapitre III, § 1). Alors G est presque abélien (i.e. 
contient un sous-groupe abélien d'indice fini) si et seulement s'il ne contient pas de 
groupe libre de rang 2 (voir Chapitre III, Proposition 1.3).

Donc l'espace des actions minimales d'un groupe d'isométries hyperboliques, discret 
de type fini sans torsion, sur les arbres réels à stabilisateurs d'arêtes presque abéliens, est 
compact.
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Chapitre 3.

1 Géométrie de l'espace hyperbolique.

Dans tout ce chapitre, n désigne un entier supérieur ou égal à 2. Les rappels suivants 
de géométrie hyperbolique pourront être trouvés chez S.S. Chen et L. Greenberg [CG], 
L. Greenberg [Gre], N. Wielenberg [Wie] et A. Beardon [Bea] en dimension 2.

Nous noterons H n la boule unité de IR . munie de la métriaue riemannienne
ds 2dx

1 ll=X

à courbure constante -  1, où dx est la métrique euclidienne. Nous notons l'espace à
l'infini de H n, c'est-à-dire la sphère euclidienne dans IRn de rayon 1 .

Les géodésiques de H n sont les cercles et droites perpendiculaires à S ,̂-1  au sens
euclidien.

Les horisphères sont les sphères euclidiennes contenues dans IHn u  et 
tangentes à S”“1, privées du point de tangence. Nous dirons que cette horisphère est 
centrée en ce point de S” -1. Les horisphères sont des hypersurfaces à courbure nulle,
isométrirmes à lRn.

Un autre modèle de l'esoace hvoerboliaue est
Hg x0 X1 Xn f= TRn+l x.2

J
2
1x X.2

U
1 x ( 1

muni de la métrique riemannienne induite par la forme quadratique q v2xfi v2X1 x2A n

sur l'esmce tancent à Mn
U

x0 *1 xn
X i

X

Xr

X0 1

Soit 0(n, 1) le groupe des transformations linéaires réelles préservant q. Le groupe 
Isom(lHn) des isométries de H n s'identifie donc avec 0 +(n, 1), sous-groupe d'indice 
deux de 0 (n, 1) formé des éléments conservant le demi-hyperboloïde supérieur JHq .

Une isométrie de IHn possède au moins un point fixe dans IHn u  S1̂  , d'après le 
théorème de Brouwer. Elle est de l'un des types suivants :
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(1) elliptique, si elle a un point fixe dans lHn,
(2) parabolique si elle a exactement un point fixe, et si celui-ci est dans S"“1,
(3) loxodromique si elle a exactement deux points fixes distincts, et ceux-ci 

sont dans S^-1.
Si a  est une isométrie parabolique de Hn, elle préserve les horisphères centrées en 

son point fixe à l'infini.

Si a  est une isométrie de Hn, nous noterons l(a) la borne inférieure des d(x, ax) 
pour x dans lHn. Nous appellerons l(oc) la distance de translation de a. Elle est nulle si et 
seulement si a  est elliptique ou parabolique.

Si a  est loxodromique, la géodésique entre ses deux points fixes à l'infini sera 
appelée axe de translation de a, et noté Aa . L'isométrie a  translate alors sur son axe de
translation de la distance lia).

Rappelons le lemme suivant, qui utilise le fait que le groupe d'isotropie d'un point est 
O(n), qui est compact.

Lemme 1.1 : Pour tout x de M , et tout e réel, l'ensemble des isométries g de Jtr, 
telles que d(g(x), x) < e, est compact. CQFD

Fixons nous T un groupe de type fini, et G une famille finie de générateurs. Notons 
R(r, Isom(Hn)) l'ensemble des représentations de T dans Isom(]Hn).

Il est muni de la topologie dite usuelle de la convergence uniforme sur tout compact 
de H n des images de G par les représentations. Elle est métrisable, car définie par la
famille dénombrable d'écarts

ÔKjCp, P’; sup d(p(g)x, p’(g)x) / x e Ki et g e G J
avec Kj la boule fermée de centre O et de rayon i dans H , qui est compacte.

Cette topologie ne dépend évidemment pas de la partie génératrice choisie. Une base 
de voisinages ouverts d'une représentation p est donnée par les 

Wp(e, K, P) = {p' e R(r, Isom(Hn)) /  V x e K, V g e P, d(p(g)x, p'(g)x) < e} 
pour les e > 0, les parties finies K de lHn et les parties finies P de T.

Nous noterons le quotient modulo conjugaison de R(I\ Isom(IHn)) par
R/C r. IsomilH )).

Sa topologie usuelle est la topologie quotient de celle décrite ci-dessus.
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Proposition 12 : La topologie de Gromov sur k !q  (T, Isom(H )) est la même que 
la topologie usuelle.

Démonstration : Il est immédiat d'après les remarques précédentes, et la Remarque 
1.4 du Chapitre I que l'application canonique de R(r, Isom(IHn)) muni de la topologie 
usuelle dans R /ç(r, Isom(IHn)) muni de la topologie de Gromov est continue.

Réciproquement, soit p’ e R(I\ Isom(Hn)) une représentation proche au sens de 
Gromov d'une représentation p. Fixons nous une partie finie G de T et un partie finie K 
de IHn. Nous allons montrer que, quitte à conjuguer p', les p'(g) avec g e G sont 
uniformément proches de p(g) sur K.

Fixons nous un e > 0 et soit tj > 0 petit devant e. Numérotons {xj}j=i...m les 
éléments de K. Soit R  une r|-approximation G-équivariante entre K, muni de l'action p, 
et un compact K' de Hn muni de l'action p'.

Soit {xj'}j=i...m des éléments de K' tels que xj !R, xj. Les distances relatives entre les 
xj sont donc proches de celles correspondantes pour les xj.

Assertion : Montrons par récurrence sur mqu il existe des points {yj}j-i...m de Jtr 
tels que d(y'j, x ’j)  < e et d(yj, y'jJ = d(xp x0, pourvu que ri soit suffisamment petit.

Démonstration de l'Assertion : Nous nous plaçons dans le modèle projectif Hp de
H n (Voir [Thu2] Chapitre 2). Il est obtenu de la manière suivante. Considérons R n 
contenu dans IRn+1 comme hyperplan des n premières coordonnées. Soit cp la bijection du 
disque ouvert unité IDn c  R n dans lui-même, obtenue en prenant la projection 
stéréographigue (euclidienne) de iï)n sur l'hémisphère sud de la sphère Sn c  R n+1 à
partir du pôle Nord, puis en projetant de nouveau sur ïï)n par la projection orthogonale 
euclidienne de lRn+1 sur ]Rn. Alors le modèle projectif Hp est ïï)n muni de la métrique
image par cp de la métrique de H n.

Par sous-espace affine de Hp, nous entendons intersection de Hp et d'un sous- 
espace affine de R n. Un sous-espace affine de dimension q de Hp est isométrique à H q. 
Le groupe des isométries de Hp agit transitivement sur les sous-espaces affines de mêmes
dimensions (voir [Thu2]) Nous avons alors le lemme suivant, dont la démonstration est 
immédiate, en se ramenant à l'inclusion de H r c  H r+1 (donnée par les r premières 
coordonnées) :
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Lemme : Soit {Uj}j=j r+] un repère affine d un sous-espace affine de dimension r de 
H p +1. S ix , y e E  P+1 sont deux points du même demi-espace et si d(x, Uj) est 
suffisamment proche de d(y, uj) pour tout j, alors x est proche de y. CQFD

Montrons alors l'Assertion par récurrence sur m. Nous posons yj = xj. Supposons 
{yj}j=l...m-l construits, vérifiant d(jg\ xj) < e* et d(yj, y^) = d(xj, xk) pour j, k =
1 , m- 1  avec e' suffisamment petit.

Si xm appartient au sous-espace affine engendré par alors notons y^
l'unique point du sous-espace affine engendré par {)j}j=i...m_i tel que d(yrô, yj) = 
d(xm, xj) pour j = 1,..., m-1. Alors d(xrô, yj) est proche de d(yrô, yj). D'après le 
Lemme ci-dessus, le point x^ est proche de yrô-

Si xm n’appartient pas au sous-espace affine engendré par {xj}j=i...m-i, et x^ 
appartient au sous-espace affine engendré par {)j }j=i...m_i, alors soit y^ un point de ïïïp 
tel que d(y^, >5') = d(xm, Xj) pour j = 1,..., m-1. Alors d'après le Lemme, le point y^ est 
proche de x^,.

Supposons que xm n'appartient pas au sous-espace affine engendré par {xj}j=i m_i, 
et que x^ n'appartient pas au sous-espace affine engendré par {55'}j=i...m-i. Soit y^ le 
point du sous-espace affine engendré par {x^,} u  {yj}j=i...m-l> situé du même coté que 
xrô par rapport au sous-espace affine engendré par {)j}j=i...m-l> et tel que d(y^, yj) = 
d(xm, Xj) pour j = 1,..., m-1. Toujours d'après le Lemme, le point y^ est proche de x ^ .

Ceci démontre l'Assertion. CQFD

Par les propriétés d'homogénéité de H , étant donné deux ensembles de points 
{uj}j_i m et {vj}j_i m tels que d(uj, %) = d(vj, v^) pour tout j, k, alors il existe une 
isométrie <D de IHn telle que O(uj) = Vj.

Soit donc O une isométrie envoyant le point 55' donné par l'Assertion sur Xj, pour 
tout j. Il existe alors e” > 0 arbitrairement petit, tel que l'identité est une e"-approximation 
G-équivariante entre K  muni de l'action p, et K  muni de l'action p"  =  O op 'o (O )-1 . Ce 
qui signifie précisément que les distances entre les images d'un point de K  par p"(g ) et 
p(g) pour g dans G sont petites. CQFD

Rappelons certaines propriétés que vérifient les sous-groupes discrets de Isom(H ), 
et dont nous nous servirons ultérieurement. Nous les avons regroupées ici pour faciliter
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les renvois. Les démonstrations sont bien connues, ou se déduisent de manière évidente 
de résultats bien connus. Voir par exemple [EON] [Grol] pour (1) et (2), et [Gre] pour
(3). En particulier, supposons que tous les éléments du groupe sont paraboliques et fixent 
un même point à l'infini. Dans ce cas-là, le groupe respecte les horisphères passant par ce 
point, qui sont isométriques à R n. D’après les théorèmes de Bieberbach, les sous- 
groupes discrets d'isométries de ]Rn sont presque abéliens.

Proposition 1.3 : Soit F  un sous-groupe de Isom(Mn), de type fini, discret et sans 
torsion.

(1) Le groupe F  contient un groupe libre de rang 2 si et seulement s'il n’est pas 
presque abélien. Si F  est presque abélien, alors ou bien tous ses éléments sont 
paraboliques et fixent le même point fixe à l’infini, ou bien tous ses éléments sont 
loxodromiques et fixent une même géodésique.

(2) Le groupe F  contient un groupe libre de rang 2
-  si et seulement s’il n’admet pas de point fixe global à l’infini ;
-  si et seulement s’il possède au moins deux axes de translation distincts, et 

alors il en contient une infinité ;
-  si et seulement si son ensemble limite (voir Chapitre IV, Section 1 ) contient 

au moins trois points, et alors il en contient une infinité non dénombrable.
(3) L ’axe de translation d’un élément loxodromique de F  ne passe pas par le point 

fixe à l’infini d’un élément parabolique de F. Les axes de translation de deux éléments 
de F  n’ont pas un unique point fixe commun à l ’infini.

2 Dégénérescence des structures hyperboliques.

Fixons nous un sous-groupe T de Isom(IHn), de type fini, discret et sans torsion. 
En particulier, T n'a pas d'éléments elliptiques.

Définition 2.1 : Nous noterons HP(r) l’ensemble des homomorphismes injectifs à 
image discrète de r  dans Isom(En), modulo conjugaison.
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C'est donc l'ensemble des actions par isométries fidèles et proprement discontinues 
de T sur H n, où nous identifions deux actions p et p' s'il existe une isométrie 
équivariante de (IHn, p).dans (Hn, p').

Notons PH n(r) l'espace des actions fidèles et discrètes de T sur les espaces 
À,lHn où X e IR +, modulo homothéties équivariantes, muni de la topologie de Gromov 
quotient. Il est canoniquement homéomorphe à Hn(r)> à cause des propriétés de la 
courbure.

Voici l'énoncé du théorème principal de ce chapitre.

Théorème 2.2 : Soit JT un groupe de type fini sans torsion contenant un groupe libre 
de rang deux. Alors l'ensemble P îtn(7~) u PST(r) muni de la topologie de Gromov 
est séquentiellement compact.

Nous dirons qu'un espace topologique est séquentiellement compact si de toute suite 
nous pouvons extraire une sous-suite convergente. Nous montrerons (Chapitre IV, 
Théorème 3.6) que l'espace PJtn(T) u  PST(T) est en fait métrisable compact.

Démonstration : D'après la Section 6 du Chapitre H, il suffit de montrer que de toute 
suite d'éléments de H n(r) nous pouvons extraire une sous-suite convergente vers un 
élément de la réunion H n(0  u  ST(0 > quitte à la normaliser.

Fixons nous une partie génératrice finie G de T stable par passage à l'inverse. Soit 
{xi)ie N une suite dans H n(r). Prenons pj une action dans la classe de conjugaison tj. 
Si A.j > 0, nous notons Xj l'espace métrique (ty^.)IHn muni de l'action pj. Quitte à 

conjuguer p^ nous allons montrer qu'il existe un choix de points bases xj et de facteurs 
normalisants tel que la suite d'espaces T -convexes (Xj, Xj) vérifie les hypothèses du 
critère de compacité.

Nous empruntons à M. Bestvina [Bes] le lemme suivant, qui remplace notre 
argument originel qui n'était valable qu'en petites dimensions.

En effet, en dimension deux, il est possible de trouver un point base en regardant 
uniquement les axes de translation d'une partie génératrice finie, ce qui donne une 
méthode plus constructive (voir Annexe).
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Lemme 2.3 : Soit 7" un sous-groupe de Isom(Mn), discret, sans torsion, de type 
fini, qui n'est pas presque abélien. Alors il existe un point xo de JET" qui minimise sur lHn 
la fonction

max dix gXj g e  G.

Démonstration : Soit xj un point de Hn fixé. Notons X. le maximum des d(xi, gxj) 
pour g élément de G.

Supposons qu'il existe deux éléments gj, g2 de G loxodromiques, d'axes de 
translation non confondus.

Ils n'ont pas de point commun dans S^-1, d'après la Proposition 1.3. Considérons
les voisinages tubulaires V j, V2 de ces axes de translation tels que si x appartient à Vj, 
alors d(x, gjx) < X. Alors l'intersection de ces voisinages est compact, et il suffit de 
chercher x0 dans ce compact.

Supposons qu'il existe un élément gj de G loxodromique, et que tous les autres 
éléments loxodromiques de G ont le même axe.

Il existe un élément parabolique g2 e G, puisque T n'est pas presque cyclique, 
dont le point fixe à l'infini x«* n'est pas extrémité de l'axe de translation de gj, car T est 
discret (Proposition 1.3).

Donnons nous une géodésique a(t) dont une extrémité est x«,. Considérons la 
fonction f(t) = min d(x, g2x), où le minimum est pris sur l'horisphère passant par a(t). 
Alors f(t) est une fonction strictement croissante de 0 à + °°.

Le point x0 est alors à chercher dans l'intersection compacte du voisinage de l'axe de 
translation de gj décrit ci-dessus et de l'horiboule où le f(t) correspondant à la frontière est 
inférieur ou égal à X.

Si nous ne sommes pas dans l'un des cas précédents, alors tous les éléments de G 
sont paraboliques. Puisque T est discret et n'est pas presque abélien, il existe deux 
éléments paraboliques gj, g2 de G, dont les points fixes à l'infini sont distincts. Nous 
répétons alors l'argument en prenant l'intersection de deux horiboules. CQFD

Revenons à la démonstration du théorème. Prenons pour point base Xj le point défini 
par le lemme précédent pour le groupe D;(n. Posons

X ma: d(x; Pi g Xi. g e G
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Supposons la suite Xj bornée. Après conjugaison, nous pouvons supposer que Xj ne 
dépend pas de i. En effet, le groupe des isométries de IHn est transitif sur H n. Nous 
utilisons alors le Lemme 1.1 pour en déduire que Pi tend vers une action p sur lHn. Un 
résultat de NJ. Wielenberg [Wie] assure que l'action p est fidèle et discrète.

Supposons à partir de maintenant, quitte à extraire, que la suite Xj tend vers + 
Montrons que pour toute partie finie P de T, les enveloppes convexes Convxj (Pxî) sont

uniformément compactes (Définition 3.2, Chapitre I).

Par récurrence, pour tout a  dans I\ la distance d(xj, axj) est majorée par ^  I a  I, 
où I a  I est la longueur minimale d'un mot en les générateurs de G représentant a. Quitte à 
extraire, nous pouvons supposer que, pour tout a  dans T, la suite de nombre réels 
%  d(xj, ax j) converge, vers un réel noté II a  II.

Un triangle de Hn ayant pour sommets des images de Xj par I \ une fois normalisé 
par V^j, tend pour la distance de Hausdorff-Gromov vers une étoile, c'est-à-dire la

réunion de trois intervalles compacts recollés par une de leurs extrémités.

En effet, l’aire du triangle géodésique de sommets les points considérés est bornée, 
puisque sa courbure est égale à -  1 (formule de Gauss-Bonnet). Le diamètre du cercle 
inscrit (son existence se prouve comme dans le cas euclidien, voir [Bea] page 151) est 
borné, car l'aire d'un disque hyperbolique tend vers + «> quand son rayon tend vers + <*>.

Le diamètre du cercle inscrit divisé par doit donc tendre vers 0. Le disque 
hyperbolique bordé par le cercle inscrit tend alors vers un point. Par la convexité forte de 
l'espace 1H (voir Remarque 2.3, Chapitre I), les branches du triangles (i.e. ce qu'il reste 
quand nous avons enlevé le disque inscrit) tendent vers des segments. Voir la Figure 1, 
où nous oosons

7 (a, B'
i
2 a P a l P+

Remarquons au passage que l'application II II ainsi définie de T dans R + est de 
nouveau une fonction de longueur au sens de R. Lyndon et I. Chiswell.
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pX 0

X a -i a *p:

Xoo p
p x1 oo

Figure 1.

Puisque tout triangle tend vers une étoile, les enveloppes convexes d'un nombre fini 
d'images de Xj par F tendent vers un arbre fini (compact) pour la distance de Hausdorff-
Gromov, donc sont bien uniformément compactes.

Notons que la variété riemannienne (VXj)Hn est à courbure sectionnelle -  (Xj)2.
Puisque A,j tend vers + la suite des (tyj^.)IHn est donc uniformément convexe

(Définition 3.3, Chapitre I). Nous pouvons alors appliquer le critère de compacité 
(Chapitre I, § 3). Soit une limite ainsi obtenue. Par construction, c'est un espace 
métrique complet. Le Lemme 3.7 du Chapitre I montre qu'il s'agit d'un arbre réel.

Faisons une remarque avant de poursuivre. Notons P(R(r, Isom(lHn))) l'espace 
des actions isométriques de F sur les espaces XlHn où X e 1R+, où nous identifions une 
action sur XlHn et la même action sur |iIHn, avec X, [i. e E +. Il est muni de la topologie
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de Gromov quotient. Il est canoniquement homéomorphe à R(I\ Isom(Hn)), à cause 
des nroüriétés de la courbure. Nous avons alors le résultat suivant :

Proposition 2.4 : Soit r  un groupe de type fini. Toute suite d'éléments de 
P (R (T , Isom(Mn))) admet une sous-suite convergente au sens de Gromov vers un 
élément de cet ensemble, ou vers une action projectifiée de F  sur un arbre réel.

Démonstration : Si nous considérons une suite de représentations (Pi)ie M dans 
R (r, Isom(lHn)), nous pouvons poser Xj = max {d(0, pi(g).O), g e G), où O est un
point fixé de IHn, et G une partie génératrice finie stable par passage à l'inverse. Nous 
normalisons JH" en divisant sa métrique par Xj, et le raisonnement est le même que celui 
ci-dessus.

Remarquons que l'action de T sur un arbre réel que nous obtenons ainsi a de fortes 
chances d'être dégénérée. CQFD

Revenons au cadre des actions fidèles et discrètes. L'arbre réel T,*, obtenu ci-dessus 
ne possède pas de point fixe global. Sinon, en prenant une ï/^-approximation 
G-équivariante entre ce point et un point y, de Xj pour i assez grand, nous aurions

d(yj, gy
i
Lh

pour tout g de G, ce qui contredit la définition de Xj.

L'unique sous-arbre minimal de T«,, que nous noterons encore T«,, est aussi limite 
des X;.

Il nous reste alors à montrer que les stabilisateurs de segments non dégénérés sont 
presque abéliens. La preuve du résultat est analogue à celle pour les arbres réels (voir 
Chapitre II, § 6). Nous allons utiliser le résultat suivant, dont la démonstration se trouve 
dans [KM] [Wie] [BK] [Thu2].

Lemme de Margülis : Il existe une constante /J. ne dépendant que de n, telle que pour 
tout sous-groupe discret JT d'isométries de Mn, et pour tout x de Mn, le sous-groupe 
engendré par les éléments de r  bougeant x d'une distance plus petite que fi, est presque 
abélien. CQFD
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Supposons qu'il existe un segment compact S = [x«, y*,] de T«,, dont le stabilisateur 
contient un sous-groupe libre G de rang 2. Un sous-groupe d'indice 2 du stabilisateur de 
S fixe les extrémités x«, et y«, de S. Nous pouvons donc supposer que G = < a, P > fixe 
s

Pour i suffisamment grand, il existe une e-approximation P-équivariante ¡Kj entre S 
et un compact de Xj, où e est petit devant |i et la longueur D de S, et où P est l'ensemble 
des produits avec au plus quatre répétitions de a, P et de leurs inverses.

Soient Xj, yj e Xj tels que x«, R ;  xj et y«, R , yj. Alors d(xj, axj) < eXj. De même, 
d(yi, ayi) < e^ .

distance > (D -  e) X

x.i

c x ;

y;

a 'idiamètre < e
distance de translation < eA;

Figure 2.

d(x., a  x. ) < eA.j

Considérons les deux triangles géodésiques dont les sommets sont {xj, yj, ax,}, et 
{yj, axj, ayj}. Puisque X,j tend vers +°° et que l'aire d'un triangle est bornée, les 
triangles sont longs et fins. C'est-à-dire par exemple que tout point d'un segment de la 
géodésique [yj, Xj] centré au milieu z, de Sj et de longueur sera à distance < e/4 
d'un segment correspondant de [yj, ax j. Voir les formules de [Bea] page 147 donnant la 
distance entre points de deux côtés d'un triangle rectangle. Si A, B, C est un triangle 
hyperbolique rectangle en C, si A, B', C' est un triangle rectangle en C', avec B' (resp. 
C') appartenant au côté AB (resp. AC), alors

tanh d(B C' sinhi dCC'. A. tanh(d(B,C):sinmaiu, A))
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Considérons un voisinage tubulaire B, autour du segment de géodésique Sj entre Xj et 
yj, de diamètre e’, centré au milieu Zj de Sj et de longueur La géodésique aAj perce 
donc le “tonneau” Bj en ses extrémités.

Soit Bj’ le tonneau de même centre que B,, et de diamètre et de longueur moitiés.

Alors pour tous les points x, y dans le tonneau B[', les distances d(x, ax) et d(y, ay) 
sont proches uniformément en x, y. Ceci montre que a  agit “presque” par translation 
euclidienne sur Ej', parallèlement à la géodésique [xj, yjJ.De même pour tous les éléments 
de la partie finie P. Mais le propre des translations est de commuter. Pour i suffisamment
grand, les éléments

a. P et a 2 P
déplacent donc le point Zj de moins de |i. Mais alors le lemme de Margulis contredit le fait 
au'ils engendrent un erouDe libre à deux générateurs.

Nous avons donc montré le :

Théorème 2.5 : Soit r  un groupe de type fini sans torsion contenant un groupe libre 
de rang deux. Un arbre réel limite d'une suite d'éléments de P itn(r) est à petits 
stabilisateurs.

Ceci termine la preuve du Théorème 2.2. CQFD
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Chapitre 4,

Cœurs convexes et séparation de la topologie de Gromov.

Nous allons nous intéresser aux propriétés de séparation de la topologie de Gromov 
sur un ensemble £  d'espaces métriques munis d’actions d'un groupe T fixé.

Ces propriétés sont liées à l'existence et l'unicité d'un cœur convexe pour les 
éléments de !E (voir § 1). Nous pouvons en effet imaginer un processus naturel pour 
essayer de rendre séparée la topologie de Gromov sur £ .  Nous remplaçons les éléments 
de !E par leur cœur convexe, puis nous identifions deux espaces isométriques par une 
isométrie commutant avec les actions.

Cette opération ne suffît pas en général. Nous allons essayer de chercher des 
conditions simples pour que ce processus aboutisse (voir § 2). Celles-ci font intervenir la 
“frontière hyperbolique” d'un espace, obtenue en rajoutant des points à l'“horizon”. Cette 
construction est essentiellement due à G. D. Mostow et G. A. Margulis, et a été mise en 
forme par P. Eberlein, B. O'Neill [EON] et M. Gromov [Grol], [Gro4].

1 Cœurs convexes.

En général, la topologie de Gromov n'est pas séparée. Par exemple, n'importe quel 
espace métrique non vide, muni d'une action triviale de T est indiscernable d'un point.

Rappelons que deux éléments de E  sont indiscernables (Chapitre I, Définition 1.8) si 
tout voisinage de l'un rencontre tout voisinage de l'autre.

Nous supposerons que tous les éléments de £  sont des espaces de longueur 
complets (voir Chapitre I, Définition 2.1).

Notons qu'une partie d'un espace de longueur uniquement géodésique est elle-même 
un espace de longueur si et seulement si elle est fermée et convexe (voir Chapitre I, le 
paragraphe suivant la Définition 2.2). La condition de fermeture vient du fait que nous 
supposons que tous nos espaces de longueur sont complets.
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Si un élément X de !E n'est pas minimal (Chapitre I, Définition 3.8), alors un 
sous-ensemble convexe, fermé et invariant par T est indiscernable de X. A fortiori, X 
est indiscernable d'un éventuel cœur convexe (convexe fermé invariant non vide, minimal 
pour l’inclusion) (Chapitre I, Définition 3.8).

Un cœur convexe n'existe pas forcément. Par exemple, le demi-plan de Poincaré 
IH2, muni de l'action de Z où 1 agit par z —» z + 1, n'en possède pas. En effet, 
l'enveloppe convexe d'une orbite de x contient nécessairement le demi-plan supérieur 
délimité par la droite horizontale passant par x, qui est invariant, convexe et fermé. Il ne 
peut donc exister de cœur convexe dans ce cas.

D'autre part, quand il existe, le cœur convexe n'est pas forcément unique. Par 
exemple, le plan E 2 muni d'une translation.

Nous pouvons donc nous demander quelles sont les hypothèses supplémentaires qui 
entraînent l'existence d'un cœur convexe unique.

Rappelons tout d'abord des résultats de P. Eberlein et B. O'Neill [EON]. Les 
démonstrations sont ou bien similaires, ou bien évidentes. Nous en donnerons une ou 
deux pour illustrer l'application de la convexité stricte. Il faut toutefois faire attention au 
fait que les espaces ne sont pas localement compacts, ce que suppose M. Gromov [Grol].

Par exemple, il n'est pas possible en général de compactifîer un arbre réel en lui 
rajoutant uniquement les extrémités de ses géodésiques infinies. Voir [Gro4] pour des 
résultats sur la métrisabilité et la dimension de l'espace des points à l'infini.

Nous noterons X un espace strictement convexe complet fixé (voir Chapitre I, 
Définition 2.5).

Nous appellerons rayon une géodésique de X non bornée d'un côté. Il sera dit fermé 
(resp. ouvert) s'il contient (resp. ne contient pas) son extrémité à distance finie. Les 
rayons seront toujours paramétrés par des temps positifs.
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Nous dirons que deux rayons a, P sont asymptotes s'il existe une constante C telle 
que d(oc(t), P(t)) < C pour tout t > 0. Si nous changeons l'origine du paramétrage par 
abscisse curviligne, nous ne ferons que changer la valeur de la constante C

Il s'agit d'une relation d'équivalence. Les classes d'équivalence sont appelées les 
points à l'infini de X. L'ensemble de ces classes est noté dX. Nous noterons 
X = X u  dX. Remarquons que toute isométrie s’étend en une bijection de X.

Lemme 1.1 : Soient a  un rayon de X, paramétré par [0, +°°[, et p un point de X. 
Soit e > 0. Soit Pn la géodésique de p à oc(ne). Alors pn converge uniformément sur tout 
compact vers un rayon p issu de p qui est asymptote à a.

Démonstration : Paramétrons la géodésique Pn par des temps positifs ou nuls, de telle 
sorte que pn(0) = p.

Pour tout s dans R +, la suite Pn(s) est définie pour n assez grand par l’inégalité 
triangulaire. Il suffit alors de montrer qu'elle est de Cauchy, uniformément sur tout 
compact.

Puisque d(a(ne), a(0)) tend vers -h » ,  et par la convexité de la fonction distance d'un 
point de a  à p, il existe un réel r strictement positif, tel que la suite an+1 = d(a(ne), p) ait 
une croissance au moins arithmétique de raison r, i.e. an+i > an + r pour n assez grand.

Remarquons que par la convexité forte, nous avons d(Pn(s), Pn+i(s)) < e.

Découpons le segment [a(ne), p] en morceaux de longueur 3e, à partir du point 
Pn(s). Notons Anjk le segment suivant :

An>k = [Pn(s+3ke), Pn+i(s+3ke)].
Par convexité, ce segment est de longueur inférieure ou égale à e. L'inégalité 

triangulaire montre alors que tout point du segment An  ̂est à distance au moins e du 
segment An Comme l'ensemble des points de X à distance inférieure ou égale à s+3ke 
du point p est convexe, la projection du point Pn(s+3ke) sur An est précisément 
B„rs+3(k-lto.

Soit 0 < 8 < 1 associé à e par un module de convexité stricte de X (Chapitre I, 
Définition 2.6). En appliquant alors successivement l'hypothèse de convexité stricte aux 
segments Ap^ autant que permis, nous avons alors :

c (Pu s Bn+l s, e 8 an S 1 3e
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Les points Pn(s) convergent donc uniformément sur tout compact, et ne s’éloignent pas 
trop de a. Donc le rayon limite est asymptote à a. CQFD

Nous dirons que le rayon a  passe par un point x de dX si a  appartient à la classe x. 
Si deux rayons asymptotes ont un point en commun, alors ils coïncident à partir de ce 
point. Pour tout rayon a , et tout point p de X, il existe un unique rayon issu de p et 
asymptote à a. Si a  et P sont asymptotes, alors d(a(s), P) est une fonction décroissante 
de s tendant vers 0. En effet, si deux géodésiques arbitrairement longues [x, y] et [z, t] 
vérifient d(x, z) et d(y, t) sont bornés, alors par la convexité stricte, le milieu de [x, y] 
sera à distance petite d'un point de [z, t].

Entre deux points à l'infini distincts passe au plus une géodésique. En effet, une 
fonction de E  dans 1R convexe, tendant vers 0 en + °° et -  est identiquement nulle. 
Nous pouvons montrer qu'entre deux points à l'infini passe au moins une géodésique. En 
effet, si a  et p sont deux rayons issus d'un même point et passant par deux points 
distincts de dX, alors le milieu de la géodésique [oc(n), P(n)] est une suite de Cauchy Le 
raisonnement est similaire à celui du lemme précédent.

Nous allons maintenant munir X d'une topologie. A la différence du cas H , 
l'espace X ne sera pas forcément compact. Une isométrie n'aura pas toujours un point 
fixe. Un groupe agissant sur X n’aura pas toujours un point d'accumulation.

Un cône de base x e X est une réunion de rayons ouverts, dont un des bouts est x. 
Comme dans [EON], les cônes ouverts permettent de définir une topologie sur X, qui 
vérifie les propriétés suivantes :

(1) La topologie induite sur X est la topologie initiale, et X est un ouvert 
dense dans X.

(2) Les géodésiques et les isométries ont un prolongement continu sur X.
(3) Pour tout x de dX, et V voisinage de x, pour tout r > 0, il existe un 

voisinage U de x tel que {y e X / d(y, U) < r} soit contenu dans V.
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Soit Y un groupe d'isométries de X. D'après la propriété (3), l'ensemble des points 
d'accumulation dans dX d'une orbite T(p) ne dépend pas du point p. Il est noté L-xCO 
et appelé ensemble limite de T dans X. C'est un fermé invariant, qui peut être vjde.

Proposition 1.2 : Supposons que L ^T ) contient au moins deux points distincts. 
Alors X possède un unique cœur convexe.

Démonstration : L'adhérence dans X de tout convexe fermé de X, non vide, et 
invariant par I \  contient L x(r). Le cœur convexe est l'intersection de tous les 
convexes fermés invariants non vides. Il est égal à l'enveloppe convexe de l'ensemble 
limite (i.e. l'enveloppe convexe de la réunion de toutes les géodésiques dont les 
extrémités sont dans Lx(r) ). CQFD

Remarquons que si Y est un sous-groupe discret et sans torsion de Isom(IHn), alors 
son ensemble limite possède au moins deux points distincts, sauf si tous ses éléments 
sont paraboliques, auquel cas il est presque abélien (voir Chapitre III, Proposition 1.3).

De même, si Y est un groupe agissant sans point fixe global sur un arbre réel T, 
alors par des résultats de J. P. Serre [Ser] et J. Morgan — P. Shalen [MSI] (voir 
Chapitre II, § 3), l'ensemble limite contient au moins deux points distincts. Le cœur 
convexe de T est alors égal à l'adhérence de la réunion de ses axes de translation.

La proposition suivante traite le cas où l'ensemble limite ne contient qu'un seul point. 
Elle utilise un résultat qui sera démontré dans la troisième partie de ce chapitre. Nous 
l'avons placée ici à cause de son contexte.

Proposition 1.3 : Si l'ensemble limite Lx(T) est réduit à un seul point, alors 
l'action est indiscernable de l'action sur l'espace réduit à un point.

Démonstration : Il suffit de montrer que pour tout e > 0 et pour toute partie finie P de 
T, il existe un point x dans X tel que

(**) pour tout y dans P, d(yx, x) < e.
Notons x«, e dX le point de l'ensemble limite. Fixons nous un rayon R passant par 

x«. Ce rayon sera paramétré par R(t) pour t e  [0, + <*>[. Nous allons chercher un point x 
vérifiant (**) en allant suffisamment loin sur le rayon R.
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Soit y un élément de P. Le point x«, est fixe par tout le groupe T. Donc l'image du 
rayon R par y est un rayon passant aussi par x«,. De plus, si nous orientons simultanément 
les rayons issus de x«, de telle sorte que + °° correspond à x«*,, l'isométrie y  préservera 
l’orientation. Nous noterons p la projection sur le rayon yR, image de R par l'isométrie y.

Rappelons que la distance entre un point d'un rayon et sa projection sur un rayon 
asymptote tend vers 0, quand la distance au point base du rayon tend vers l'infini, comme 
indiqué plus haut.

Supposons par l'absurde que la distance entre R(t) et yR(t) est minorée par un réel 
strictement positif A. Donnons nous e' > 0 suffisamment petit par rapport à A. Quitte à 
raccourcir le rayon R, nous pouvons supposer que la projection p de R (resp. y2R) sur yR 
bouge les points de moins de e', puisque les rayons sont asymptotes.

Montrons tout d'abord que le point yR(t) est entre p(R(t)) et pC^ROO) sur le rayon
yR

En effet, supposons par exemple que le point yR(t) est entre p(R(t)) et x«> sur le rayon 
yR. Alors y2R(t) est entre yp(R(t)) et x«, sur y*R. Puisque d(yp(R(t)), yR(t)) < e' est petit 
devant d(yR(t), y2R(t)), le résultat cherché s'en déduit.

Nous avons alors
I d(R(t), Y2R(t)) - d(R(t), 7R(t)) -  d(yR(t), yzR(t)) I < 4e'.

Alors en prenant e suffisamment petit, et quitte à remplacer y par une de ses 
puissances, nous pouvons supposer que d(R(t), yR(t)) > A(X) (où A(X) est définie dans 
le Lemme 3.3 de la section suivante) et que l'inégalité ci-dessus est vérifiée en remplaçant 
4e' par e, pour e > 0 donné. D'après le Lemme 3.3, l'isométrie y est donc loxodromique. 
Mais alors Lx(D contient au moins deux points, ce qui est contraire aux hypothèses. 
COFD
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2 ¡Séparation de la topologie de Gromov.

Maintenant que nous avons obtenu un critère pour l'existence et l'unicité du cœur 
convexe, nous pouvons nous demander si deux espaces minimaux indiscernables sont 
isométriques par une isométrie commutant avec les actions. Il existe une classification des 
isométries des espaces strictement convexes, établie par M. Gromov [Gro4] § 8, 
analogue à celle pour l'espace IHn.

Définition 2.1 [Grol][Gro4]: SoitX un espace strictement convexe. Une isométrie y  
deX est dite

-  elliptique si l’orbite {y'xjie est bornée pour un (et donc pour tous) x dans X,
-  parabolique si l'orbite { ¡y possède un et un seul point d’accumulation dans

dX, pour un (et donc pour tous) x dans X,
-  loxodromique si elle admet un axe de translation, c'est-à-dire une géodésique 

isométriaue à JR sur laauelle elle asit var translation différente de l'identité.

Par exemple, une isométrie d'un arbre réel est soit elliptique, soit loxodromique 
[MSI] (voir aussi Chapitre II, § 2). Une isométrie d'un espace strictement convexe 
localement compact ou bien admet un point fixe dans X, ou bien admet un point fixe et un 
seul dans dX, et aucun dans X, ou bien est loxodromique [EON][Grol].

Si y est une isométrie d'un espace métrique X, nous appelons fonction de 
déplacement l'application x —» d(x, yx). La distance de translation de y est la borne 
inférieure de la fonction de déplacement.

Si l'isométrie y de X est loxodromique, elle possède un unique axe de translation. 
Les points de cet axe de translation minimisent la fonction de déplacement x —> d(x, yx). 
Le déplacement d'un point croît avec sa distance à l'axe de translation. (Voir [EON] 
[Grol]).

La définition ci-dessus d'une isométrie loxodromique est légèrement différente de 
celle de M. Gromov [Gro4], mais le lemme ci-dessous montre qu'elles sont en fait 
équivalentes.

Lemme2.2 : Soit (p :X  —>X une isométrie d'un espace strictement convexeX, telle 
que la fonction de déplacement d(x, (p(x)) possède une borne inférieure strictement 
positive X. Alors il existe une et une seule géodésique a  sur laquelle <p agit par translation 
de distance X.
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Démonstration : Pour tout fi e R, l'ensemble des x de X tels que d(x, tp(x)) < |i
est un convexe fermé invariant par (p. Fixons nous xj e X. Soit ^  une suite décroissante 
vers X, avec Xj = d(x1? cp(xi)). Soit xn la projection de xn_j sur Cj^. Alors <p(x„) est la
projection de (pCx^j). Notons Aj le segment géodésique entre xj et cp(xj). Les segments 
A; sont de longueurs décroissantes.

Montrons que
V 8 > 0. 3 k e N, V i,i> k diA;. A;) < e.

Sinon, quitte à extraire, il existerait un e > 0 tel que d(Aj, Aj+j) > e. La convexité
; trie te contredit alors l'existence d’une borne inférieure strictement positive. Maintenant, il 
ïxiste une suite x; e A;, qui est de Cauchy, donc converge.

Notons x la limite. Alors x minimise la fonction de déplacement d(y, <p(y)). De plus, 
le point x appartient à la géodésique d'extrémités (p(x) et cp_1(x). En effet, supposons que 
Tare réunion des géodésiques A entre <p- 1(x) et x, et A' entre x et (p(x) n'est pas 
géodésique entre cp-1(x) et cp(x). Alors la distance d'un point intérieur du segment A à son 
image par (p, qui est dans A', serait strictement inférieure à d(x, (p(x)).

Il existe une et une seule géodésique passant par toutes les images de x par les 
puissances de (p. Elle est invariante par (p. CQFD

Théorème 2.3 (M. Gromov, [Gro4] Corollaire 8.1 B) : Une isométrie d'un espace de 
longueur complet strictement convexe est ou bien elliptique, ou bien parabolique, ou bien 
loxodromique. CQFD

Remarquons alors qu'une isométrie est de l'un de ces trois types si et seulement si 
une de ses puissances est de ce type.

En fait, M. Gromov a établi cette classification pour les espaces S-hyperboliques au 
sens ci-dessous.

Définition 2.4 [Gro4] : Un espace de longueur X est dit 8-hyperbolique pour un 
8> 0 donné, si pour tous points x, y, z de X, et pour toutes géodésiques [x, z] (resp. 
[x, y], fy, z]) entre x et z (resp. x et y, y et z), alors tout point de [x, z] est à distance 
inférieure ou égale à 8 d'un point de la réunion [x, y] u[y, zj.
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La proposition qui suit montre que la classification de [Gro4] s'applique dans notre 
situation. Les arguments de la démonstration sont les mêmes que ceux du Lemme 1.1.

Proposition 2.5 : Si X est un espace strictement convexe, alors il existe un réel S>0, 
ne dépendant que d’un module de convexité stricte de X, tel que X est ô-hyperbolique.

Démonstration : Soient x, y, z trois points de X. Notons p la projection de x sur la 
géodésique [y, z]. Il suffit de montrer que p est à distance inférieure ou égale à 5 du 
segment [x, y], ainsi que de [x, z]. La convexité forte impliquera alors le résultat (voir 
Remarque 2.3, Chapitre I).

Subdivisons la géodésique entre p et y en segments de longueur 2. Nous avons donc 
une suite de points p = xq, xj, ..., x^+2 = y» avec d(xj, xj+i) = 2 pour i = 0,..., N et 
d(xN+l> xN+2) -  2. Notons aj la distance entre x et Xj. Puisque xq minimise la distance de 
x à un point de [y, z], nous avons aj > aj. Soit Wj le point de la géodésique entre x et x, à
distance ai de x. Alors nous avons vu (Lemme 1.1) que

d w wi+: 5 ai ai 1 ' <3

où ôo est associé à 2 par un module de convexité stricte de X.

Il suffit alors de montrer que la suite a, est au moins à croissance arithmétique de 
raison r > 0 ne dépendant que d’un module de convexité stricte de X. En effet, la distance 
de p à la géodésique Tx, vl sera alors maiorée par

+00

L
K=U

8 kr 1 3

qui ne depend que d un module de convexite stricte de X.

D’après la démonstration de l’Assertion de la démonstration de la Proposition 3.5, 
Chapitre I, le point Xj+i se projette en Xj sur la géodésique [xj, x]. Soit 8  ̂ le réel associé à
1 par un module de convexité stricte de X. Notons u le point de [xj+i, x] à distance 1 de 
Xj+i et v sa projection sur [xj, x]. Alors d(u, x) > d(v, x) et d(xj, x) < 8i.d(xj+i, u) = 8j,
donc

ai 1 ai d xi b u d(u X d(v, x) d(xj, x)
1 5,

En posant r = 1 S, 0, le résultat s’en déduit. COFD
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Nous allons montrer que sous certaines conditions naturelles, la topologie de 
Gromov est séparée.

Théorème 2.6 : Soit F  un groupe dénombrable. Soit £  un ensemble d’espaces de 
longueur X complets strictement convexes, tels que l'enveloppe convexe d’un nombre 
fini de points est compacte. Nous supposons de plus qu’ils sont munis d’une action de 
F  minimale et irréductible (i.e. ne fixant pas globalement de point de dX), telle que 
l’ensemble limite de F  contient au moins deux points distincts.

Nous identifions deux éléments de £- s'il existe une isométrie commutant avec les 
actions de l'un dans l'autre.

Alors la topologie de Gromov sur -E est séparée.

Avant de montrer ce théorème, nous allons faire quelques remarques.

Les espaces vérifiant les hypothèses sauf peut-être celle de minimalité ont en 
particulier un unique cœur convexe (Proposition 1.2). Nous obtenons ainsi un procédé 
canonique pour rendre la topologie de Gromov séparée : prendre les cœurs convexes, 
puis identifier les espaces isométriques de manière équivariante.

L'hypothèse de compacité des enveloppes convexes de points en nombre fini a déjà 
été utilisée dans le Chapitre I, Section 4. Elle est tout à fait naturelle pour montrer que la 
topologie de Gromov pointée est séparée (voir Proposition 3.2).

Remarque 2.7 : Si l’action est minimale et les enveloppes convexes d'un nombre fini 
de points sont compactes, puisque le groupe T est dénombrable, alors l'espace est 
adhérence d'une réunion dénombrable de compacts, donc est séparable (i.e. contient une 
partie dénombrable dense).

Tout élément de !E possède donc une base dénombrable de voisinages (voir 
Chapitre I, Proposition 1.6). Nous allons pouvoir raisonner en termes de suites.

Remarque 2.8 : L'ensemble limite possède au moins deux points distincts, si et 
seulement s'il existe au moins un axe de translation.

Démonstration : Il est clair que s'il existe un axe de translation, alors l'ensemble 
limite contient au moins deux points, à savoir les points à l'infini de cet axe de translation.

La réciproque découle de [Gro4] § 8.2, car la convexité stricte implique la 
8-hyperbolicité (Proposition 2.5). CQFD
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Pour les arbres réels, posséder un axe de translation équivaut à ne pas avoir de point 
fixe global (voir Chapitre II, Lemme 3.6).

Remarque 2.9 : Si F  est un groupe de type fini, contenant un groupe libre de rang 
2, alors les éléments de ST(T) vérifient les hypothèses du Théorème 2.6.

Si r  est un groupe de type fini sans torsion, contenant un groupe libre de rang 2, 
alors ¡HPfr) vérifie les hypothèses du Théorème 2.6, sauf peut-être celle de minimalité.

D ém onstra tion  : P o u rS T (r) , cela découle de sa définition (Chapitre II, 
Définition 4.1), de la Proposition 3.9 du Chapitre II et de la remarque précédente. De 
plus, l'enveloppe convexe d'un nombre fini de points d'un arbre réel est réunion d'un 
nombre fini de segments compacts, donc compacte.

Quant à Hn(r), l'image de T par une représentation fidèle et discrète ne fixe pas 
un point donné à l'infini (voir Proposition 1.3, Chapitre III). L'ensemble limite ne peut 
être réduit à un seul point, sinon celui-ci serait fixé par tout le groupe. En effet, 
l'ensemble limite contient les points fixes à l'infini d'une isométrie loxodromique ou 
parabolique. L'image de T  ne contient pas d'élément elliptique, car discrète et sans 
torsion. Par ailleurs, les boules fermées de rayon fini dans IHn sont compactes et 
convexes, donc les enveloppes convexes (qui sont fermées) d'un nombre fini de points 
sont compactes. CQFD

3 Démonstration du théorème de séparation 2.6.

Nous allons tout d'abord introduire un outil technique qui nous servira dans la 
démonstration, la topologie de Gromov pointée.

Intuitivement, la condition supplémentaire que vérifie cette topologie par rapport à la 
topologie de Gromov est la conservation des points bases par les approximations.

Définition 3.1 : Soit ‘B  un ensemble d’espaces métriques pointés munis d'actions de 
r. Donnons nous un élément (X, x) de £ ,  un compact K de X, une partie finie P de T  
et e>  0. Notons V(X, x) (£> K, P) l'ensemble des éléments (X', x') de £  tels qu'il existe 
un compact K' dans X' et une e-approximation P-équivariante fermée entre K u  {x} 
et K' u  {x’} qui conserve le point base :
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x t L  x '

Les Vj(e, K, P) forment une base de voisinages de X pour une topologie sur £ , que 

nous appellerons topologie de Gromov pointée.

Il n’est pas très difficile de voir que la topologie de Gromov pointée est séparée sous 
des hypothèses très naturelles.

Proposition 2.5 : Soit F  un groupe dénombrable. Soit £  un ensemble d'espaces de 
longueur pointés complets fortement convexes, tels que l'enveloppe convexe d'un 
nombre fini de points est compacte, munis d'une action minimale de JH.

Nous identifions deux éléments de £  s'il existe une isométrie commutant avec les 
actions de l'un dans l'autre, préservant les points bases.

Alors la topologie de Gromov pointée sur £  est séparée.

Démonstration : Soient (X, x) et (Y, y) deux espaces indiscernables. Ecrivons le 
groupe T comme réunion croissante dénombrable de parties finies {Pille N- Nous
pouvons supposer que Pq = {e}, où e est l'élément neutre du groupe.

Il existe alors une suite (Xj, Xj) d’éléments de !E qui tend à la fois vers (X, x) et 
(Y, y) au sens suivant. Pour P partie de I \  notons Convx(Px) l'enveloppe convexe 
fermée (Chapitre I, Définition 3.9) dans X des images de x par P. Soit e, une suite de
réels strictement Dositifs tendant vers 0. Prenons alors

(Xi, Xi! e V X.: £i Convv Pi* P V Y,y Lonv-y Piy Pi).

Par minimalité, X est la réunion des enveloppes convexes des PiX, pour i € N . 
Nous allons alors construire par récurrence une isométrie équivariante de X dans Y, qui 
envoie Convx(Pix) sur Convy(Piy). La démonstration découle des quatre points 
suivants.

(1) Pour tout élément y de T, d(x, yx) . Um1“T+ <*> d(x;, YXj) d(y, YV).

(2) Un point sur un segment géodésique compact est uniquement déterminé par ses
distances à ses entremîtes

(3) Rappelons que le n-squelette Cn(Z) de l'enveloppe convexe d'une partie Z de X 
est définie de manière récurrente par Cq(Z) = Z, et Cn+i(Z) est la réunion des géodésiques
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entre les points de Cn(Z). Alors le Lemme 3.10 du Chapitre I nous dit que pour tout entier
i et pour tout e > 0, le e-voisinage du n-squelette de Convx(Pix) contient Convx(Pix).

(4) La distance de Hausdorff entre espaces métriques compacts est séparée ([Gro2] 
page 37).

L'isométrie entre Convx(Pix) et Convy(Piy) envoie les images de x par Pj sur celles 
de y. Elle envoie la géodésique entre deux points dont nous avons déjà construit l'image 
sur la géodésique entre les images de ces points. Ceci est possible parce que la distance 
entre les points et celle entre leurs images sont identiques. Les isométries ainsi définies 
étant compatibles, elles définissent une isométrie globale, qui vérifie les bonnes 
propriétés. CQFD

Pour démontrer le Théorème 2.6, nous allons montrer que nous pouvons choisir des 
points bases de manière “canonique”.

Pour donner un exemple, soit X un espace vérifiant les hypothèses du Théorème 2.6. 
Supposons qu'il existe deux axes de translation disjoints, ne se rejoignant pas à l'infini 
(dans dX). Nous prendrons alors pour point base le milieu du segment de géodésique 
réalisant le minimum des distances d'un point d'un axe à un point de l'autre axe.

La démonstration est composée de plusieurs parties indépendantes.

(1) Existence du segment connectant.

Soient A et B deux geodesiques de X isometnques a K. Nous appellerons segment 
connectant entre A et B le segment de géodésique réalisant le minimum des distances d'un 
point de A à un point de B.

En géométrie strictement convexe, il est facile de voir qu'un segment connectant 
existe, et est unique.

En effet, si A et B sont les deux droites géodésiques, ce segment s'obtient ainsi. Soit 
xq un point de A et xj sa projection sur B, et Xj+i la projection de Xj sur le convexe A si i 
est pair, sur B sinon. Si A et B sont disjoints, et ne se rejoignent pas à l'infini, alors la
distance entre A et B est strictement positive. Comme dans la démonstration du Lemme 
1.1, nous pouvons voir que les suites {x2i)ie M et {x2i+ lheN  sont de Cauchy. Elles
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convergent donc, respectivement vers un point de A et un point de B. La géodésique entre 
ces deux points est le segment cherché.

L'unicité découle aussi de la forte convexité.

(2) Existence de deux axes de translation ne se rencontrant pas à l'infini.

Montrons qu'avec les hypothèses du théorème, nous pouvons trouver deux axes de 
translation ne se rencontrant pas à l'infini. Le raisonnement est purement combinatoire.

D'après la Remarque 2.8, il existe un élément y de T qui est loxodromique. Notons 
Ay son axe de translation.

Supposons par l'absurde que deux axes de translation se rencontrent nécessairement 
dans dX. Notons e+ et e_ les deux bouts de Ay.

Si l'axe de translation Ag n'est pas confondu avec Ay, il rencontre Ay par exemple en
e+ et donc ne le rencontre pas en e_. En effet, il existe une et une seule géodésique entre 
deux points à l'infini (voir Section 1). Notons b_ le bout de Ag différent de e+.

S'il existe un autre axe de translation Aa ne rencontrant pas Ay en e+, alors Aa  est 
la géodésique entre b_ et e_. Le point b_ ne peut être fixe par y. Sinon, la géodésique Ag 

dont les bouts sont fixes serait respectée par y. Or ceci contredit le fait que l'axe de 
translation de y est l'unique géodésique respectée par y. L'axe de translation de yoty1, qui 
est l'image de Aa  par y, ne rencontre Ag en aucun de ses bouts, ce qui est impossible.

Donc tous les axes de translation ont en commun le point e+ de dX. Puisque l'image 
par une isométrie d'un axe de translation est encore un axe de translation, deux cas sont 
possibles :

-  le point e+ est fixe par tout le groupe, ou
-  tous les axes de translation sont confondus en une géodésique conservée par tout le 

groupe, et il existe un élément de F qui agit par symétrie par rapport à un point.

Dans le dernier cas, l'espace est une droite par minimalité. C'est de plus un arbre réel 
diédral au sens de [CM] (voir Chapitre II, paragraphes suivant la Définition 6.1). Le 
résultat découle du Chapitre II, ou de [CM].
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Le premier cas contredit nos hypothèses.

(3) Choix du point base.

D'après le point (2) de la démonstration, il existe deux axes de translation ne se 
rencontrant en aucun de leurs bouts (dans dX). Leur intersection est donc vide ou 
compacte. A cause de la convexité forte, il s'agit d'un segment connexe. Nous prenons 
alors pour point base le milieu de cette intersection si elle est non vide, ou le milieu du 
segment connectant sinon.

Il s'agit maintenant de montrer que le point base ainsi déterminé est bien 
“canonique”, c'est-à-dire qu'il est “presque” préservé par les e-approximations 
P-équivariantes avec P suffisamment grande, et e suffisamment petit. Nous aurons pour 
cela besoin du lemme suivant.

(4) Lemme préparatoire.

Lemme 3.3 : Soit x un point d'un espace de longueur complet strictement convexe X. 
Soit y  une isométrie de X. Si la somme des distances de x à yx et de yx à y 2x est 
suffisamment proche de la distance de x à y 2x par rapport à la distance d(x, yx), alors 

l'isométrie y  est loxodromique, etx est proche de l'axe de translation de y.

Plus précisément, montrons qu'il existe une constante A(X), ne dépendant que d'un 
module de convexité stricte de X (voir Chapitre I, Définition 2.6) telle que s'il existe 
x e X tel que d(x, yx) > A(X) et I 2 d(x, yx) -  d(x, y2x) I < 1, alors y est loxodromique. 
De plus, si y est loxodromique, d'axe de translation Ay, alors

V e > 0 ,3 Ti > 0, V x e X, si I 2 d(x, yx) -  d(x, y2x) I < ti, alors d(x, Ay ) < e.

Démonstration : L'isométrie y est loxodromique d'après [Gro4]. En effet, si y n'est 
Das loxodromiaue. alors y -1 non dIus. De d Iu s.

d(yx, x) = d(yx, y2x) > [d(x, y2x) -  d(yx, x) -  d(yx, y^x)] + (A(X) -  1)
Si X est strictement convexe, alors il est 5-hyperbolique (voir Proposition 2.5). En 
prenant A(X) -  1 un multiple entier suffisamment grand de 5, le Lemme 8.1.A de [Gro4] 
implique que yy-1 est loxodromique, et nous obtenons une contradiction.
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Supposons y loxodromique, d'axe de translation Ay. Soit y la projection de x sur Ay. 
Alors yy est la projection de yx et y2y celle de y2x. La géodésique entre x et y^x se projette 
sur celle entre y et y2y. Notons que la distance d(z, yz) pour z e X est toujours minorée 
par la distance de translation de y.

D'après le Lemme 3.4 du Chapitre I, si 2d(x, yx) = d(x, yx) + d(yx, y2x) est 
suffisamment proche de d(x, y2x), le point yx est très proche du milieu de la géodésique 
entre x et y2x. Les trois distances d(x, y), d(yx, yy) et dC^x, y2y) sont égales. A cause de 
la convexité forte, tous les points de la géodésique entre x et y2x sont donc à distance 
approximativement d(x, y) de l'axe de translation Ay. D'après la convexité stricte, le point
x est proche de Ay. Sinon, le milieu du segment [x, y^x] serait beaucoup plus près de Ay 

que le point x. CQFD

Remarque 3.4 : Si X est localement compact, alors une condition plus faible entraîne 
le même résultat :

V A > 0,V e > 0, 3 1] > 0, V x e X , s i  d(x, yx) >A et ! 2 d(x, yx) -  d(x, yx) / < rj,
alors y est loxodromique, et dix, Ay) < e.

Dém onstration : Si y est elliptique, alors y possédé un point fixe y dans X. 
L'isométrie y respecte les sphères de centre y. La distance d(x, y) est supérieure à A^.

D'après le Lemme 3.4 du Chapitre I, si 2d(x, yx) = d(x, yx) + d(yx, y2x) est 
suffisamment proche de d(x, y2x), le point yx est proche du milieu de la géodésique entre 
x et y2x. Mais les trois distances d(x, y), d(x, yy) et d(x, y2y) étant égales, ceci contredit 
le convexité stricte de X.

Le raisonnement est le même dans le cas où y est parabolique, car il possède alors un 
unique point fixe dans dX, et n'est pas elliptique. Il s'agit d'utiliser le fait que l'isométrie 
respecte les horisphères au sens de H. Busemann [EON]. Le milieu d'une géodésique 
entre deux points d'une horisphère est loin de cette horisphère.

Donc y est loxodromique, d'après le théorème de classification des isométries dans le 
cas localement compact (voir paragraphes suivant le Théorème 2.3). La démonstration se 
poursuit comme dans le Lemme 3.3. CQFD

Proposition 3.5 : La distance de translation d'un élément de r  (voir paragraphes 
suivant la Définition 2.1) est continue pour la topologie de Gromov.

Soient Xgo et {XJie des espaces strictement convexes, avec X; tendant vers X„ au
sens de Gromov. Un élément de F  est loxodromique dans X ^  si et seulement si ses 
distances de translation dans X± ne tendent pas vers 0. Les axes de translation sont limites 
des axes de translation (au sens ci-dessous).
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La phrase “les axes de translation sont limites des axes de translation” doit être 
interprétée comme suit.

Supposons que y e T est une isométrie loxodromique dans l'espace limite X«», et 
donnons nous [x, y] un segment de son axe de translation. Alors pour tout e > 0, pour 
toute partie finie P de T suffisamment grande, pour tout compact K de X suffisamment 
grand et pour tout rj > 0 suffisamment petit, nous avons la propriété suivante :

pour tout i suffisamment grand, l'isométrie y de Xj est loxodromique ; si &  est une 
TJ -approximation P-équivariante entre X M et Xj, si z e [x, y] et z !R. Zj, alors la distance 
de Zj à l'axe de translation de y est inférieure à e.

En particulier, si une suite de structures hyperboliques dégénère vers un arbre réel, 
nous savions déjà ([MSI]) que les distances de translation étaient continues (du moins 
après la normalisation). Nous savons de plus que si les distances de translation d'une 
isométrie loxodromique de H n ne tendent pas vers 0, alors les axes de translation dans 
H n “convergent” vers l'axe de translation dans l'arbre réel limite.

Notons que la première assertion de la Proposition 3.5 a déjà été démontrée pour les 
arbres réels (voir Chapitre II, Théorème 5.1). La démonstration ci-dessous est similaire.

Démonstration de la Proposition 3.5 : Supposons la distance de translation d'un 
élément y e T nulle dans un espace métrique X, muni d'une action de T. Alors pour 
tout espace métrique Y muni d'une action de T, suffisamment proche de X pour la 
topologie de Gromov, la distance de translation de y est petite. Remarquons que cette 
preuve est la même que celle du Second cas du Théorème 5.1, Chapitre H.

Si la distance de translation de y e T n'est pas nulle dans X«,, alors y est 
loxodromique dans X^, d'après le Lemme 2.2. Puisque Xj tend vers l'espace 
5-hyperbolique X«,, l'espace Xj est 2§-hyperbolique dans l'image de l'e-approximation 
considérée, si e est suffisamment petit.

Nous pouvons supposer que la distance de translation dans X^ d'une puissance yn 
de y est grande devant 2A(Xeo) (constante introduite au Lemme 3.3). Donnons nous une 
Tj-approximation P-équivariante entre [x, y2nx] et un compact de Xj, avec tj suffisamment 
petit, P = {yn, y2n} et x un point de l'axe de translation de y dans X^. Alors l'image dans 
Xj du point x vérifie les conditions du Lemme 3.3. L'isométrie yn est donc hyperbolique 
dans Xj, et y aussi. Le Lemme 3.3 nous dit alors que l'axe de translation dans Xj 

converge au sens ci-dessus vers l'axe de translation dans X^. CQFD
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(5) Conclusion : La démonstration du Théorème 2.6 se termine de la manière 
suivante.

Soient X et Y deux éléments de £  indiscernables. Il existe alors une suite {X j}je

d'éléments de £  tendant simultanément vers X et Y (Remarque 2.7). De la Proposition 
3.5, nous déduisons qu'un élément de T est loxodromique dans X si et seulement s'il 
est loxodromique dans Y.

Donnons nous Ay et A5 deux axes de translation n'ayant pas de bout commun dans 
X. Alors d'après la Proposition 3.3, la réunion de ces deux axes de translation dans Xj 

converge pour la distance de Hausdorff vers la réunion des axes de translation dans X, et 
aussi dans Y. Ceci montre que le point base de X est bien envoyé par les approximations 
sur des points proches de point base de Xj. Nous appliquons alors la Proposition 3.2.
CQFD

Nous allons utiliser la Proposition 3.5 pour montrer que PHn(r) uPST(r) est 
bien compact. Nous ne pouvons pas appliquer le Théorème 2.6, car nos actions sur IHn 
ne sont pas nécessairement minimales, et surtout nous travaillons projectivement.

Corollaire 3.4 : Soit F  un groupe de type fini contenant un groupe libre de rang 
deux. L'ensemble P H n(r) uPST(T)  muni de la topologie de Gromov est 
métrisable compact.

Démonstration : D'après un théorème de P. Urysohn (voir [Dug], Théorème 4.1, 
page 233), pour montrer que la topologie de Gromov sur V H ,n(T) uPST(r) est 
métrisable, il suffit de montrer qu'elle est séparée, séquentiellement compacte (ce qui est 
acquis par le Théorème 2.2, Chapitre III) et possède une base dénombrable d'ouverts.

La compacité de P Jtn(r) u  PST(r) découlera alors de sa compacité 
séquentielle.

D'après [CS] par exemple, l'espace R(r, 0 (n, 1)) des représentations de T dans 
0 (n, 1) est naturellement muni d'une structure de variété affine réelle, de dimension finie. 
J. Morgan [Mor] a remarqué que le quotient R-O", 0(n, 1))/Q(n> i) de R(T, 0(n, 1))
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par l'action du groupe algébrique 0(n, 1) par conjugaison est une variété affine. Il est 
donc métrisable et réunion dénombrable de compacts, donc séparable (i.e. possède un 
sous-ensemble dénombrable dense), et donc possède une base dénombrable d'ouverts.

Les représentations discrètes et fidèles dans 0 +(n,l) constituent un fermé dans 
R(r, 0(n,l)) (voir [Wie]), stable par conjugaison par 0(n, 1). L'espace H n(r) muni 
de la topologie usuelle est donc métrisable et possède une base dénombrable d'ouverts, 
donc est séparable. Il en est de même pour la topologie de Gromov sur P î t  "en . 
puisque qu'elle coïncide avec la topologie usuelle (Chapitre IH, Théorème 1.2).

L'espace P S T (T ) muni de la topologie de Gromov est métrisable compact 
(Chapitre II, Théorème 6.2), donc séparable.

La topologie de Gromov sur PHn(r) u  PST(T) est définie par la donnée de la 
base d'ouverts Vx(e, P, K) (voir Introduction, Définition 4) pour la topologie de Gromov 
H n(H  u S T (F ). D'après la Proposition 3.7 du Chapitre II, un arbre réel de ST(T) 
est séparable. Donc tout point de PHn(r) u P S T (T ) possède une base dénombrable 
de voisinages (Proposition 1 .6, Chapitre I). Puisque P3hCn(r)  e tP S T (T )  sont 
séparables, leur réunion possède donc une base dénombrable d'ouverts.

Il nous reste à montrer que la topologie de Gromov sur P3-Cn(r) uPST(T) est 
séparée. Puisque tout point admet une base dénombrable de voisinages, nous allons 
pouvoir raisonner avec des suites.

Par la définition de la topologie de cette réunion, une suite d'éléments Tj de 
P H n(0  u P S T C O  converge vers un élément Y si et seulement s’il existe une suite 
de réels Vj > 0, une suite de représentants t j  e H n( r )  u  S T (T ) de Tj, et un 
représentant x e 3"Cn(r) u  S T  (T) de T, tels que X[ Tj converge au sens de Gromov 
vers x. Si p e H n(P) et X > 0, nous notons Xp l'espace (XHn, p). Remarquons aussi 
qu'un arbre réel de STCO où nous avons multiplié la métrique par un réel strictement 
positif est encore dans S T (r).

Tout d'abord, donnons nous p et p' deux éléments distincts de P3"£n(r). Nous 
allons montrer que p et p' ne sont pas indiscernables (Définition 1.8, Chapitre I) pour la 
topologie de Gromov sur P îtn(r) u  PST(r).

Comme P H nOO est'séparé, il ne peut exister de suite d'éléments de P H n(r) 
tendant simultanément vers p et p'. Il nous suffit donc de montrer qu'il n'existe pas de
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suite Tj dans ST(r) qui tend vers un élément p de 3i/n(r). Or ceci découle du fait 
qu’un triangle géodésique dans Hn non aplati (rappelons que nous avons supposé n > 2) 
ne peut pas être arbitrairement proche d'un compact d'un arbre réel.

Soient p un élément de P H n(D et T un élément de PST(r). S'il sont 
indiscernables, il existe d'après ce qui précède une suite de réels Xj > 0, une suite de 
représentations Pj € H n(T), un représentant p e H n(r) de p et un représentant 
T e  ST(T) de T, tels que p, converge au sens de Gromov vers p et Xj Pj converge au
sens de Gromov vers T.

Nécessairement, la suite Xj tend vers 0. En effet, l'arbre T n'est pas réduit à une
droite (voir Chapitre n, paragraphe suivant la Définition 6.1). De plus, une “étoile” d'un 
arbre réel (i.e enveloppe convexe de trois points non alignés) ne peut pas être 
arbitrairement proche d'un triangle géodésique non aplati dans XHn avec X > 0.

Considérons y e  T. Soit l(p(y)) la distance de translation de y dans (IHn, p). 
D'après la Proposition 3.5, la distance de translation de y dans (XjlHn, p,) est proche de 
Xj l(p(y)), donc tend vers 0 quand i tend vers + La Proposition 3.5 montre alors que y 
et donc tous les éléments de T sont elliptiques dans T. Mais par le Lemme 3.6 du 
Chapitre H, ceci contredit le fait que T n'a pas de point fixe global.

Soient maintenant T et T' deux éléments distincts de PST(r). S'ils étaient 
indiscernables, il existerait une suite de représentations pj e H n(r) et deux suites de 
réels Xj > 0 et jij > 0 telles que Xj pj converge vers T et |ij pj converge vers T'.

Soit y un élément de T. Alors d'après la Proposition 3.5, la distance de translation 
Xjl(pi(y)) de y dans Xj pj tend vers sa distance de translation 1j(y) dans T. De même, 
HiKpi(Y)) tend vers lr (y).

En particulier, s'il existe un élément B de T hvcerbolioue à la fois dans T et T'.

alors u
À

tend vers un reel strictement positif, a savoir 1t P

h P)
Mais alors les fonctions

distance de translation de T et T'sont proportionnelles, ce qui est une contradiction.
Soit y (resp. y1) un élément de T hyperbolique dans T (resp. T'). Son existence 

découle du Lemme 3.6 du Chapitre II, puisque T (resp. T') n'a pas de point fixe global.

D'après ce qui précède, nous avons Xsl Pi Y h Y et 1(C Y 0 donc u
X

tend

vers 0. De même X;1 PiW 0, et (ijli Pi(Ÿ) M Ÿ
Xi
W

donc tend vers 0. Ceci

nous donne une contradiction. CQFD
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Nous pouvons nous demander si un arbre réel et une représentation peuvent avoir la 
même fonction distance de translation. La remarque suivante est sans doute aussi valable 
dans toutes les dimensions, mais la démonstration est encore plus technique. C'est 
pourquoi nous nous restreignons au cas des dimensions 2 et 3.

Remarque 3.7 : Soit F  un groupe de type fini sans torsion contenant un groupe libre 
de rang deux. Un arbre réel T e  ST(T) et une représentation p e  P fà ^ (r )  ont des 
fonctions distance de translation lj(.) et l(p(.)) non proportionnelles.

Démonstration : Tout d'abord, d'après les paragraphes suivant la Définition 6.1 du 
Chapitre II, l'arbre réel T n'est pas réduit à une droite.

D'après la Remarque 3.11, il existe deux éléments y et y 'd e  T qui sont 
hyperboliques dans T et dont les axes de translation Ay et Ay sont disjoints. Alors pour
tous les entiers d, a e Z \  f 01, la quantité

1
est une constante non nulle (Chapitre II, Proposition 2.5).

Si p(y) ou p(Y) n'est pas loxodromique dans 1H , alors nous avons fini. De même, 
si p(y) et p(y") ont des axes de translation confondus, alors quitte à changer y en son 
inverse, nous avons l(p(yy')) = l(p(y)) + l(p(y')X et nous avons fini. Les axes de 
translation ne peuvent avoir un et un seul point commun à l'infini, car l'action est discrète 
(voir Proposition 1.3, Chapitre III).

Les axes de translation se rencontrent donc en un unique point de IH , ou ne se 
rencontrent pas dans IH3 u  s£ et admettent alors une perpendiculaire commune. Quitte à 
les remplacer par leurs carrés, nous pouvons supposer que y et Y préservent l'orientation 
de H 3.

Le groupe des isométries de IH préservant l'orientation est isomorphe à PSL2((C) = 
SL2(C)/r4- j}. La matrice de l'isométrie loxodromique y de H 3 est conjuguée à une

unique matrice de la form« i X
0

n
l/X

où X e (C*, avec I X I > 1 . La distance de

translation l(y) de y est donnée par la formule suivante :

l(y) = 2 log IX I.
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Voir en effet [Bea] pour l'analogue en dimension 2. En dimension 3, le calcul est le 
même. Considérons le modèle du demi-espace de Poincaré. L'isométrie y agit sur la 
sphère à l'infini par l'application z —» X2 z. Son axe de translation est l'axe vertical
positif. La distance de translation est alors la distance hyperbolique sur l'axe vertical 
positif entre 1 et IX. I2, c'est-à-dire 2 I log( 1X1) 1.

L'isométrie loxodromique Y est conjuguée à i X'
0

o où X 'e  C , avec

X' I > 1. Soit ± a D
du la matrice d'une isométrie de 1H envovant l'axe de translation

de Y sur celui de y, en respectant les sens de translation, et en préservant le point 
commun, ou la perpendiculaire commune. En particulier, cette matrice n'est pas 
parabolique, donc bc * 0. La matrice du produit y i  est alors conjuguée à

± X
0

o
1/:

a h
c d

X 0
0 vx'

d -b
ac

La trace de YY1 est donc ± (XX 1
XX

ad
X’ X
X X'

bc Posons 1 (resp. 1', I";

la distance de translation de y (resp. Y» YY) et 9 (resp. 0', 9") l'angle de rotation de y 
(resp. Y, yi)  le long de son axe de translation. Nous avons alors la formule

± e
1”
2 i0 - e

1"
2 i0"++

e
1+ 1’

o i(0+0') e
l+l'

2 i(0+0 ad - .e
1- 1'

2 i(0-0'Y i- e
i_r

2 i(0-0' bc

Cette formule est encore valable si nous remplaçons les isométries y et Y par des 
puissances strictement positives d'elles-mêmes. Nous pouvons faire en sorte que 
1 —> + oo, l' —> + c*, et 1 -1' —» + Mais puisque bc * 0, la formule précédente montre 
que 1" -  ( 1 +1' ) ne peut pas rester constant. CQFD
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Annexe.

Compactification de l'espace de Teichmüller.

Nous noterons H 2 le disque de Poincaré, i.e. le disque unité ouvert D2 du plan R 2.

muni de la metnque nemannienne ds^ 4 ax- dv ?
1 xz y z 2 à courbure constante - 1

Soit g un entier supérieur ou égal à 2. Soit S une surface (de classe C°°) fermée 
(compacte sans bord) orientable de genre g. L'espace de Teichmüller de S, noté T(S), est 
défini de l'une des manières équivalentes suivantes (voir entre autres [FK], [FLP], et 
[Spr] pour une définition faisant appel à la géométrie complexe) :

<1> C'est l'ensemble des métriques riemanniennes hyperboliques (i.e. à courbure 
constante -  1) sur S, modulo les isométries isotopes à l'identité. Il est muni de la 
topologie définie par celle des champs de tenseurs.

Nous pouvons aussi voir T(S) comme l'ensemble quotient des couples (X, cp) où X 
est un exemplaire de S muni d'une métrique hyperbolique et cp un difféomorphisme de S 
dans X. Nous identifions (X, cp) et (X', cp') s'il existe une isométrie f : X —» X' telle que 
cp et focp' sont isotopes (Voir Figure 1). Rappelons que deux difféomorphismes de 
surfaces fermées homotopes sont isotopes (voir [Eps]).

S

<P

X
f

<P

X

Figure 1.

Diagramme commutatif 
à homotopie près.

L'espace T(S) est non vide (voir par exemple [FLP]). Fixons nous une métrique 
hyperbolique sur S. Le revêtement universel de S peut aussi être muni d'une métrique 
hyperbolique. Par le théorème d'Hadamard-Cartan [CE], il est alors isométrique à E 2.
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Le groupe du revêtement est formé d’isométries conservant l'orientation. Il se plonge 
donc dans PSL2OR), groupe des isométries conservant l'orientation de H . Le choix 
d'un point base dans le revêtement universel permet d'identifier le groupe fondamental 
T = IIi(S) et le groupe du revêtement. Les choix ne modifient pas l'image de T dans 
PSL2(IR) à conjugaison près.

Nous pouvons donc définir T(S) de la manière suivante :

<2> C'est l'espace des classes de conjugaison de représentations fidèles et discrètes 
de T dans PSL^IR). Une telle représentation est par définition un homomorphisme p de 
T dans PSL2(IR) tel que

-  pour tout x e H 2, si p(y)x = x, alors y = id ;
-  pour tout compact K de S, l'ensemble des y de T, tels que p(y)(K) n  K 

est non vide, est fini.
Cet ensemble est muni de la topologie compacte-ouverte.

En paraphrasant, nous avons aussi la définition suivante pour T(S) :

<3> Fixons nous une action p isométrique, fidèle et discrète de T = ITi(S) sur H . 
Considérons l'ensemble des métriques hyperboliques sur ID invariantes par l'action p. 
Identifions deux telles métriques s'il existe une isométrie de l'une dàns l'autre commutant 
avec l'action de p, et isotope à l'identité par une isotopie respectant l'action de p.

L'espace quotient obtenu est T(S).

W. Thurston a montré [FLP] [Thul] que la topologie sur T(S) est la meme que celle 
définie par les distances de translation, au sens suivant.

Notons C l'espace des classes d'isotopie de courbes fermées simples connexes non 
homotopes à zéro. Rappelons que deux courbes lisses fermées simples homotopes sont 
isotopes (voir par exemple [Eps]). Munissons C de la topologie discrète. Soit 

l'espace des fonctions réelles positives ou nulles sur C, muni de la topologie produit. Soit 

alors PORC) son espace “projectif’ associé.

Rappelons que si M est une surface hyperbolique fermée, tout élément non trivial de 
T contient dans sa classe d'homotopie libre une unique géodésique fermée lisse [FLP]. 
L'existence est un résultat général sur les variétés riemanniennes fermées.
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Considérons l'application de T(S) dans RÇ \{0}, qui à x dans T(S) fait correspondre 

la fonction 1T : C —» IR+\{0} suivante : si a  e 0, alors lx (a) est la longueur, pour une 
métrique m dans x, de l’unique géodésique dans la classe d'isotopie libre de a.

C'est un homéomorphisme sur son image. En composant par la projection de 
]r Ç\{0} dans P (E Ç ), c’est encore un plongement [FLP].

W. Thurston cherche ensuite une compactification de T(S), naturelle pour l'action 
des difféomorphismes.

Rappelons que J*tT désigne l'ensemble des classes de feuilletages à singularités 
quadratiques, munis d'une mesure transverse invariante par holonomie et régulière par 
rapport à la mesure de Lebesgue dans chaque carte. Deux tels feuilletages sont identifiés 
modulo isotopies et glissements de Whitehead (voir [FLP]).

Soit a  e C une classe d'isotopie de courbes fermées simples connexes, et T- un 
élément de T tT .  Nous définissons i (F, a) comme la borne inférieure des longueurs 
pour la mesure transverse d'un chemin transverse par morceaux représentant a.

Alors l'application i : !MT  —» R Ç est injective [Thul]. Nous munissons de la 

topologie définie par i, et notons PTVF  son image dans F ( 1R Ç). N o u s  notons aussi C* 

l'espace des classes d'isotopie de multicourbes simples fermées sur S. Nous avons une 
application de C* dans r Ç  , qui à une multicourbe C fait correspondre les i(C, oc) pour a

dans C , où i(C, a )  est le nombre minimal d'intersections géométriques entre un 
représentant de oc et un représentant de C.

Il est montré dans [FLP] que P H f  est l'adhérence dans F (R Ç ) de l’image de

i(C*). De plus T(S) u  PTtT est une variété compacte à bord, homéomorphe.à la boule 
fermée D6S"6, dont le bord est PTtT [FLP].

Rappelons que T désigne ici le groupe fondamental de la surface S. Alors
A

J. Morgan et P. Shalen [MSI] compactifient T(S) en lui rajoutant T (S), une partie 
compacte de PST (F) (voir Définition 6.1, Chapitre II). Ils montrent que les arbres

A

réels simpliciaux (minimaux et à petits stabilisateurs) contenus dans T (S) ont une image
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dense dans T (S). Ils en déduisent facilement que leur compactification et celle de W. 
Thurston sont les mêmes.

Considérons l'application de C dans ST(r) qui à une multicourbe associe son 
arbre dual (Chapitre II, Définition 3.2). J. Morgan et P. Shalen montrent que cette 
application induit l'identité dans F(IRÇ). N o u s  avons donc PST(r) 3  P!M!F.

Rappelons que la topologie de Gromov sur T(S) est la topologie quotient de la 
topologie définie en Introduction, Définition 4, sur l'ensemble H  des couples (H2, p), 
où p est une action isométrique discrète et fidèle de T = rij(S) sur l'espace métrique 
H 2. Nous montrons dans la première partie que la topologie de Gromov est la même que 
la topologie usuelle définie par les distances de translation. La démonstration fait double 
emploi avec (Chapitre DI, Proposition 1.2), mais elle est tout de même intéressante.

1 Egalité des topologies.

Théorème 1.1 : La topologie de Gromov coïncide avec la topologie usuelle sur T(S).

Démonstration : Tout d'abord, notons Bil(TS) le fibré sur S des formes bilinéaires 
symétriques sur les espaces tangents aux points de S. La topologie usuelle sur T(S) est la 
topologie de la convergence uniforme des sections de Bil(TS), à valeurs dans les formes 
définies positives [FLP].

Elle est plus forte que la topologie de Gromov. En effet, la distance entre deux points 
du revêtement universel de S s'exprime comme minimum des longueurs des courbes entre 
ces deux points. Or ces longueurs sont des intégrales de la norme pour les métriques 
relevées des vecteurs vitesses de ces courbes.

Montrons maintenant la réciproque. Rappelons le fait suivant. Soit p une action fidèle 
et discrète de T sur le disque de Poincaré. Alors l'isométrie p(oc), pour a  dans T 
différent de l'élément neutre, est loxodromique (voir définitions Chapitre ni, § 1).

En effet, l'action étant fidèle, si p(a) est elliptique, alors a  est l'élément neutre. 
Supposons p(a) parabolique. Alors le rayon d'injectivité de S serait nul, car la borne 
inférieure sur les x e H 2 des d(x, p(oc)x) est nul. Ceci est impossible, car S est
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compacte. (Voir une méthode directe dans [FLP] Exposé 3 ou [Bea], qui exhibe la 
géodésique invariante par p(oc) ).

Considérons la fonction de îC dans IR+ qui associe à un élément (H2, p) de K  la
distance de translation l(p(a)) de p(<x). Il suffit alors de montrer que si H  est muni de la 
topologie de Gromov, cette fonction est continue. Nous noterons Aa  l'axe de translation

d'une isométrie loxodromique de IH (voir Chapitre III, § 1).

Nous avons vu (Chapitre I, Proposition 1.6) que p admet une base dénombrable de 
voisinages pour la topologie de Gromov. Supposons donc que pj tend vers p pour la 
topologie de Gromov dans H . Soit a  un élément de C. Soit K le compact formé de l'arc 
géodésique entre x et ax, où x est un point quelconque de Aa . Posons P = {a}. Si i est

suffisamment grand, il existe une e-approximation P-équivariante !R.j entre K et un 
compact K j de (H2, p j ) .  Soit Xj un point de H 2 tel que x R j  Xj.

Alors nous avons
Kpi a < d Xi XXj d ,x xx t 1 P a i- e.+

En particulier, les distances de translation de chaque élément de T sont bornées. Par

le théorème de Tykhonov, les (IH2, p,) appartiennent à un compact de IRÇ. Pour montrer

que cette suite converge pour la topologie des distances de translation, il suffît donc de 
montrer qu'elle n'a qu'une valeur d'adhérence p'.

Or une telle limite vérifierait l(p'(a)) < l(p(a)). Le résultat découle donc du lemme 
suivant. CQFD

Lemme 1.2 (W. Thurston) : Soient ¡1 et deux métriques hyperboliques sur S. 
Alors, si ¡à et ¡x' n'ont pas même image dans T(S), il existe une courbe a  dans C telle que 
ljÀ(a )> ljÀ’(a).

Démonstration : W. Thurston donne deux démonstrations de ce lemme dans [Thu3]. 
En voici une autre, que nous a suggérée A. Douady.

Notons M(S) l'espace modulaire de S, i.e. le quotient de l'espace de Teichmüller par 
le groupe des difféomorphismes à isotopie près IIo(Diff(S)). Ce groupe est appelé groupe 
modulaire de S. Il s'identifie avec le groupe des automorphismes extérieurs de T.
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Celui-ci agit à gauche sur les représentations de T dans PSL,2(]R). Notons k la 
projection canonique de T(S) sur M(S).

Si x e T(S), nous noterons h(x) la plus petite distance de translation de l'image d’un 
élément de F par un représentant de x. Elle est bien définie, car les distances de 
translation des éléments de PSL2(R) sont définies à conjugaison près. Cette fonction 
passe aussi au quotient dans M(S), car un difféomorphisme ne fait que permuter les 
éléments de T.

Rappelons le résultat suivant, dont on pourra trouver une preuve dans [DH] :

Proposition 1.3 : Soit (fii) une suite d'éléments de l’espace modulaire de S. Elle 
dégénère (i.e. sort de tout compact) dans l’espace M(S) muni de la topologie usuelle si ei 
seulement si h(m) tend vers zéro. CQFD

D'après un théorème de W. Thurston sur les tremblements de terre [Ker][Thu5], 
nous savons qu'il existe un chemin de tremblements de terre allant d'un élément x de 
l'espace de Teichmüller à un autre x'. Nous notons x(s) avec s e  E , un chemin dans T(S) 
obtenu par tremblement de terre tel que x(0) = x et x(l) = x'. Notons ls(a) la longueur de 
translation d'un élément a  de T pour la métrique x(s).

Supposons par l'absurde que pour tout élément a  de F, nous avons lo(oc) ^ li(cx).

D'après un théorème de Kerchkoff [Ker], pour tout <x dans T, la fonction 
s —» ls(a) est convexe. Elle est donc croissante (au sens large) à partir de s = 1, et 
h(x(s)) est aussi croissante pour s > 1. Les images de x(s) dans M(S) restent donc dans un 
compact pour les s positifs.

Rappelons qu'une décomposition en pantalons de la surface S munie d'une métrique 
hyperbolique x est une famille de 2g-2  géodésiques lisses fermées simples connexes dont 
le complémentaire dans S est une réunion de disques à deux trous, plongés dans S (voir 
Figure 2). Si P est une décomposition en pantalons de S, notons sup(P, x) la longueur 
maximale d'une composante de P pour la métrique x. Notons g(x) la borne inférieure des 
sup(P, x) pour P décomposition en pantalons de S.
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Figure 2.

Cette fonction est bien définie sur M(S). En effet, un difféomorphisme transforme, 
modulo isotopie, une décomposition en pantalons en une autre.

La fonction Ç : s —» g(x(s)) est continue, et croissante pour s > 1. En effet, le 
maximum d'un nombre fini de fonctions convexes croissantes est convexe croissant. Puis 
la borne inférieure de fonctions croissantes est aussi croissante.

Puisqu'il existe une suite extraite de {x(s)}s>j qui converge dans M(S), la fonction Ç 
est bornée. Montrons qu'il existe une décomposition en pantalons P dont la longueur 
maximale des composantes est constante.

En effet, donnons nous pour chaque entier n une décomposition Pn en pantalons telle
que

sup p T(n' n 1.C
Notons yn une composante de P„ telle que

1 Yn sup Pn, T(n)
La suite des lX(n) ( yn ) est donc bornée. Puisque 1X(S)( Yn ) est une fonction de s 

croissante (à partir de s = 1), la suite des Lrm( Yn ) est aussi bornée.

Mais il n'existe qu'un nombre fini de géodésiques fermées simples connexes de 
longueurs inférieures à un nombre donné N. Donnons une esquisse de démonstration de 
ce fait bien connu. Considérons une boule de rayon suffisamment grand dans le 
revêtement universel de S. Alors puisque S est compacte, cette boule contient un point de 
chacune des géodésiques invariantes par les éléments de T de longueurs bornées par N, 
ainsi que leur image. Mais l'action étant proprement discontinue, cette boule ne peut 
rencontrer qu'un nombre fini de ses itérés.

Donc pour une infinité d'entiers nj, la courbe yn¡ s'identifie à une même courbe y. 
Puisque la fonction 1X(S)( y) convexe et croissante pour s > 1 est bornée pour une infinité
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de s, elle est constante pour s > 1. Comme 1t((v>( Y) ^ kmC Y) et P31- convexité, nous

avons donc
1 Y l T 1 Y

Par un raisonnement similaire, nous pouvons montrer que, quitte à extraire, les 
composantes des décompositions en pantalons Pni ne dépendent pas de i, et ont une
longueur constante.

La fin de la démonstration reprend des arguments de [FLP] Exposé 7.

Nous pouvons donc passer de la métrique x(0) à x(l) par un twist de Dehn d'angle 0j 

le long de la composante Kj d'une décomposition en pantalon P. (Voir coordonnées de 
Fenchel-Nielsen surT(S) [FLP].)

Si t(0) et t(1) sont deux éléments distincts de T(S), l'un des angles 0j, disons 0j, est 
non nul.

Notons Kj une courbe fermée simple essentielle dans la réunion des deux pantalons 
adjacents à Kj, qui

-  coupe Kj transversalement en deux points,
-  ne rencontre pas K j pour j # 1,
-  n'est pas isotope à une courbe disjointe de Kj (voir Figure 3 et [FLP]

Exposé 6).

Ki

Kl

Figure 3.

Notons tq la métrique obtenue à partir de t(0) par un twist de Dehn d'angle 0 le long 
de Kj. D'après [FLP] Exposé 7, nous savons que la fonction de R dans ]R+ qui à 0 
associe 1 x« ( Kj ) est une fonction strictement convexe, possédant un minimum strict.
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Elle tend donc vers + <» quand 0 tend vers -  et vers + «>.11 existe alors un entier k de 
signe opposé à celui de 0i, suffisamment grand en valeur absolue, tel que

1 I °] Ki 1 h K

Mais notons o le twist de Dehn d'an ele 2n le Ions de K i. Alors
1 0 EC 1 ce Pk (Ki

pour tout 0 e IR et k e Z. Donc
1 Ti P* :k î U (0)(P k (Ki)

Ceci contredit notre hypothèse. CQFD

2 Dégénérescence des métriques hyperboliques.

Remarquons que dans H , sans évoquer le théorème de Gauss-Bonnet, il est facile 
de voir qu'un polygone P, dont les sommets “bougent” sur des rayons fixes issus de 
l'origine, “tend” vers une étoile, une fois normalisé.

Plus précisément, nous supposons que l'intérieur du polygone P contient le point 0. 
Notons (X.P, 0) le polygone P pointé en 0, où la métrique hyperbolique d a été multipliée 
par X. Pour la convergence de Hausdorff pointée [Gro3] (voir aussi Introduction), quand 
X tend vers zéro, les espaces métriques (XP, 0) tendent vers une étoile hyperbolique. 
Celle-ci est constituée d'un fragment de rayon pour chaque sommet p de P. Ce rayon a 
pour longueur la limite de Xd(0, p) quand X tend vers zéro (en supposant que cette limite

existe dans IR+).

En effet, notons exp : IR —» IH l'application exponentielle en 0. Elle envoie de 
nanière isométrique les rayons issus de 0 dans E 2 sur les géodésiques issues de 0 dansa ^
H , en conservant les angles. Notons le difféomorphisme de H défini par

¥ X exr A 1

Il dilate la métrique par X sur les rayons.

Maintenant, nous pouvons considérer comme une isométrie de X,IH sur le
dknue 1D . muni de la métrinue convenable dl :

dX x, v X ri ¥ -1 fx ¥ \y)
Cette métrique est la métrique hyperbolique sur chaque rayon.
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Une formule de [Bea] page 148 nous dit que 
cosh(d(x, y)) = cosh(d(x, 0)) cosh(d(y, 0)) -  cosa sinh(d(x, 0)) sinh(d(y, 0)) 

pour tous x, y e H 2 avec a  l'angle en 0 entre x et y.

Posons d' = d(x, 0) et d" = d(y, 0). Avec x, y et a  fixés, nous avons donc un 
iéveloüDement limité auand X tend vers 0 :

d^(x, y) ~ X lr ■2
l 1-cos a)( d+d rA+ 1 A

2 l-cos 0 le d'+d (X\2 i/2

si a  est non nui.
Cette distance tend bien vers la distance o(x, y) qui est :

-  la somme des distances hyperboliques de x et y à l'origine, si x et y ne sont 
pas sur un même rayon,

-  la distance hyperbolique entre x et y sinon.

Pour voir vers quel espace tend l'espace métrique À.1H quand X tend vers 0, nous
introduisons une notion de convergence, due à M. Gromov.

Nous dirons qu'une suite d'espaces métriques {Xj}je converge vers un espace
métrique si pour tout e > 0 et pour toute partie finie {xj,. . . ,  xp} de X^, il existe pour
i suffisamment grand une partie finie {xJ, ... , xi} de Xj telle que

Vj, k 1 P> d xi X d(xj *k. e.
Cette notion de convergence est encore moins séparée que celle au sens de Gromov 

pour les espaces métriques avec actions, car toute suite tend vers l'espace réduit à un 
point. Remarquons que nous pouvons remplacer les parties finies par des compacts, en 
utilisant les e-approximation (voir Introduction et la fin de la Section 1 du Chapitre I). La 
suite {Xj}je converge vers X,*, si pour tout e > 0 et pour tout compact K de X«,, il
existe pour i suffisamment grand une e-approximation entre K et un compact Kj de Xj.

Un espace de longueur X (Définition 2.1, Chapitre IV) limite éventuelle des XH2, 
quand X tend vers 0, est un arbre réel. Ceci découle de la Proposition 3.5, Chapitre I qui 
montre que X est fortement convexe, et du Lemme 3.7 du Chapitre I.

Nous allons construire un arbre réel (complet) T«*, qui est une limite “maximale” des 
XIH au sens suivant :

si T est un espace de longueur séparable (i.e. contient un sous-ensemble
/y

dénombrable dense) limite des XIH , alors T est contenu dans T«.
Ce résultat est dû à M. Gromov et P. Pansu.
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Notons C* '  l'ensemble des séries absolument convergentes à valeur dans C. Si 
{zn}ne pj et {wn}ne pj sont des éléments de nous notons II {zn} Il le nombre de 
termes non nuls de {z,,} (éventuellement + <») et

n l znj w„ - 1 si zn ^ Wf
v( zn wn sui n e isl v p < n, zn = wnj smon.

fcn particulier, (znJ = [wnJ si et seulement si v({znJ, {wnj) = + «>,

Notons T,« l'ensemble des suites {zn}ne jîj de (Ĉ   ̂tels que si zn = 0, alors Zp = 0 

pour tout p > n. Munissons-le de la distance suivante :

d zn Wn
4-00

1=vu znJ.lwn)/+ l

z +
4-00

I=V Z« WI
W i

n

sauf si II zn Wn m ©o zn wr\ m 1 er A rgl Zm Are(wm),
auquel cas nous posons d zn w znr wm

Il est facile mais fastidieux de voir qu'il s'agit d'un espace métrique complet II s'agit 
d'un espace de longueur, dans lequel chaque point sépare (i.e. l'espace privé de ce point 
n'est plus connexe par arc). C'est donc un arbre réel. Il n'est pas séparable.

Une autre manière de voir T«, est de commencer par considérer l'ensemble IR muni 
de la distance “S.N.C.F.” (voir Chapitre II, Section 1) qui en fait un arbre réel. Cette 
étoile E peut aussi s'obtenir en considérant le cercle S1 muni de la topologie discrète, et en 
prenant le cône sur ce cercle.

En tout point d'une première copie E, nous recollons un exemplaire de E, en 
identifiant ce point avec le sommet du cône E. En tout point de l’espace obtenu, 
n'appartenant pas à la première copie de E, nous recollons encore un exemplaire de E. 
Nous faisons cette opération un nombre dénombrable de fois, et nous prenons l'espace 
métrique complété.

Nous pouvons alors remarquer que tout arbre réel séparable se plonge 
isométriquement dans T«,. Nous pouvons même nous restreindre aux éléments {zn}ns
de tels que l'argument de zn est rationnel pour tout n.

ry
Pour montrer que XTH. tend vers quand X tend vers 0, il suffit donc de démontrer 

que tout arbre fini T à n points extrémaux est limite de polygones P^ à n sommets dans
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Ceci se fait t>ar récurrence, en utilisant l'étude précédente sur les polygones, et le

Donnons nous une suite (XiJig N d’éléments de T(S). Nous allons maintenant

indiquer une méthode constructive du choix du point base et du facteur normalisant pour 
que la suite {tj} vérifie le critère de compacité (Chapitre I, Théorème 3.11).

Fixons nous une partie génératrice {gj, ..., gn} de T (par exemple celle décrite 
dans la figure ci-dessous).

gl g
Fieure 4.

Fixons nous {Xj)ie $$ une suite de points de l'espace de Teichmüller qui dégénère. 
Choisissons une représentation pj dans la classe Xj (vue comme classe de conjugaison de 
représentations). Les constructions ci-dessous ne dépendent pas de ce choix.

Notons Xj le maximum des distances de translation pour la métrique Xj des produits 
hj... hr d'éléments distincts de {g i,..., gn}. Désignons par co(Xi) l'un de ces produits où 
le maximum est atteint.

Lemme 2.1 (Kerchkoff): Soit {gj, ..., g„} des générateurs de F. Si {^¡JieN  est 
une suite dans T(S) qui dégénère, alors le maximum des distances de translation des gj 
pour la métrique T/ tend vers + <» quand i tend vers +

Démonstration : Les courbes représentant {gj_,..., gn) remplissent S (i.e. quand 
elles sont en position de nombre d'intersections minimal, leur complémentaire dans S est
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réunion de disques). Nous appliquons alors le Lemme 3.1 de [Ker]. La somme des 
distances de translation des éléments de la famille génératrice tendant vers + oo, le 
maximum aussi. CQFD

D'après le lemme ci-dessus, la suite des A,j tend vers + oo. Notons d la distance 
induite par la métrique hyperbolique sur H .

F. Bonahon nous a suggéré de prendre comme point base de (IH , pj) un point xj 
appartenant au graphe formé par les géodésiques de IH sur lesquelles translatent 
Pi(gl),..., Pi(gn). Nous supposerons de plus que Xj appartient à l'axe de translation de 
pi(co(Xi)). La raison de ce choix est qu'il entraîne que l'arbre réel limite est minimal, car 
réunion de ses axes de translations (voir Chapitre H, Proposition 3.7).

Lemme 2.2 : Pour tout élément g de F, la suite des distances hyperboliques de à 
gxi, divisées par est bornée.

*y 9
Démonstration : Fixons nous g e T. Notons pj la projection de IH sur H /pi(0- 

Soit ôcj la géodésique de IH2 minimisante entre xj et gxj. Nous allons chercher à majorer 
la longueur de ôq.

A

Notons 0Lj le graphe connexe de IH /  p j(0  formé par la réunion des géodésiques 
fermées lisses représentant les générateurs g j , ..., gn (voir Figure 4). Ces géodésiques 
remplissent la surface S (voir définition dans la démonstration 2.1).

Choisissons un point yj, où la géodésique fermée lisse représentant g pour la 
métrique induite par pj, rencontre le graphe &v Choisissons Oj un arc dans ce graphe 
allant de p(xj) à yj. Il est évidemment possible de choisir Oj de telle sorte que sa longueur 
soit inférieure à la somme des longueurs des géodésiques fermées lisses associées aux 
générateurs.

Soit ôj le relevé de <Jj dans IH2 d'origine Xj. Soit G5j l'arc géodésique entre le relevé 
de yj et son image par g.

Considérons le chemin entre Xj et gXj qui consiste à suivre ôj, puis G5j, puis l'image 
par g du chemin inverse de cf;. Ce chemin a une longueur supérieure à celle de oq. Nous
avons donc

d .Xj g*i 2nX li g,
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où lj(g) est la distance de translation de p;(g).

Il nous reste par conséquent à montrer que les distances de translation normalisées 
sont bornées. Ceci découle de [CS] comme suit.

Notons tg la fonction qui à une représentation p de T dans SL^R) associe le réel 
:race(p(g)). Soit A l'anneau engendré par les fonctions tg, pour g dans T.

D'après la Proposition 1.4.1 de [CS], l'anneau A est de type fini. Il est engendré par 
Les th où h est un produit d'éléments distincts de {gj,..., gn}.

Le résultat découle alors de la formule ([Bea] Chapitre 7, § 34) :
cosh li' e

2
1
2 trac< Pi g

Jbn etret, cosi h e
2 est un polynome en les cosh li h

2 avec h produit d'éléments

distincts de la partie generatnce de i .  Puisque l;(h) est plus petit que À,;, nous avons
alors :

exp li g
2

< 2 :osh li
z V g COS

X
2

nie S exp(m(g).A,j)

avec k(g), n(g), m(g) des constantes reelles ne dépendant que de g et de la partie 
génératrice.

Ceci montre bien que la suite des a x̂i’ gxi>yi. est bornée. CQFD

3 Egalité des compactifications.

Nous pouvons montrer facilement que la compactification de l'espace de Teichmüller 
ainsi obtenue (voir §2 et Chapitre III) est identique à celle obtenue par J. Morgan et 
P. Shalen [MSI] et donc celle de W. Thurston [FLP]. (Voir l'introduction de cette 
annexe pour un rappel succinct.) Sur ce sujet, voir aussi [Mas].

Théorème 3.1 : La compactification de l'espace de Teichmüller (Chapitre III, 
Théorème 2.2) est la même que celle obtenue par J. Morgan et P. Shalen [MSI].
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/S A

Démonstration : Nous notons T (S)oromov (resp. T (SMorgan) compactification de 
l'espaces de Teichmüller obtenue par le Théorème 2.2 du Chapitre n i (resp. [MSI]).

A A

Nous avons une application naturelle de T (S)Gromov dans T (S)M0rgan. Elle induit 
l'identité sur l'espace de Teichmüller T(S). A un arbre réel de T (S)Gromov \  T(S), elle 
associe sa fonction distance de translation.

Ceci est bien possible, car les distances de translation sont continues pour la
A

topologie de Gromov sur T (S)Gromov (Chapitre IV, Proposition 3.3).

Cette application est continue et injective (Chapitre II, Remarque 5.5). Puisque les 
espaces sont compacts, il s'agit d'un homéomorphisme sur son image. Par définition 
d'une compactification, cette application est aussi surjective. CQFD

La correspondance entre la compactification par des laminations mesurées et par les 
arbres réels peut se voir directement.

A une lamination, nous associons son arbre dual. Il s'agit du quotient de H , où 
nous identifions deux points à pseudo-distance nulle. La pseudo-distance entre deux 
points est définie comme la borne inférieure des mesures des chemins transverses par 
morceaux entre les deux points. Cette pseudo-distance est symétrique, et vérifie l'inégalité 
triangulaire. Le quotient est donc bien un espace métrique.

Ceci sera pour une autre histoire.
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