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Introduction

Les robots sont le sujet central dans cette thèse. Ils font l’objet pour le grand public,
en plus de la terreur véhiculée par les récits de sciences fictions, d’une crainte de voir la
société être contrôlée par les robots. Cela serait synonyme pour les travailleurs de perdre leur
place et leur utilité au sein de la société. Or, bien souvent, le mot robot évoque uniquement
des robots humanoïdes et de façon sous-jacente le domaine de l’intelligence artificielle.
La robotique est bien plus vaste que cela et ses objectifs foncièrement opposés à cette
représentation. Le mot robot est défini par le Larousse comme un : « Appareil automatique
capable de manipuler des objets ou d’exécuter des opérations selon un programme fixe,
modifiable ou adaptable ». Au regard de cette définition, un robot n’est autre qu’un système
automatique reproduisant uniquement une action désignée et implémentée sous forme de
code informatique. Aucune notion de libre arbitre ou de quelconque réflexion n’est associée
au système du robot, ces thématiques réfèrent au domaine des intelligences artificielles. Les
formes que peuvent prendre les robots sont variées, des robots humanoïdes, étant encore
au début de leur développement, jusqu’aux robots sériels, équipant déjà toutes les chaînes
d’assemblage automobile. Ce dernier exemple illustre bien que la robotique est déjà largement
répandue et implantée dans l’industrie. Pour pouvoir palier aux différentes sollicitations que
ce milieu exige, de nombreuses architectures de système ont été développées. Nous avons déjà
cité les robots sériels prenant la forme d’un bras mécanisé. La famille du robot faisant l’objet
des recherches développées dans ce manuscrit est celle des robots parallèles. J.P. Merlet définit
cette famille, sur le site de l’INRIA, comme : « [...] un mécanisme en chaîne cinématique
fermée, constitué d’un organe terminal à degrés de liberté et d’une base fixe, reliés entre
eux par des chaînes cinématiques indépendantes. ». Ce type de robot peut être constitué
de chaînes d’actionnement rigides ou souples, ce dernier type nommé Robots Parallèles à
Câbles (RPC) sera le sujet principal de cette thèse.

La définition du mot robot, renvoie à la nécessité qu’un tel système remplisse certaines
conditions, la précision fait partie de celles-ci. Actuellement, les robots parallèles à segments
rigides sont largement employés dans des applications variées et présentent une très grande
précision mais restent généralement limités en terme de volume de travail. En ce qui concerne
les RPC cela n’est pour le moment pas encore le cas. Ce système encore relativement récent
fait l’objet de recherches afin de pouvoir l’utiliser pour des applications industrielles, médicales
et autres. En effet, de par leur actionnement par câbles les RPC présentent certains avantages
non négligeables, mais aussi des problématiques qui leurs sont propres. À l’heure actuelle,
pour être précis, un RPC est souvent asservi par de nombreux capteurs et contrôles de
position visuels ou lasers. La mise en place de processus de commande complexe est aussi une
solution, mais reste limitant dans la mise en œuvre en temps réel. De plus, la phase d’étude
de pré-conception d’un RPC est souvent restreinte au choix du nombre de câbles, de ses
dimensions et de son architecture. Actuellement, c’est uniquement après sa fabrication qu’il
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Introduction

est recherché à améliorer la précision d’un RPC en rajoutant des systèmes d’asservissement.
Cette dernière étape ajoute un coût financier significatif de par l’équipement nécessaire et le
travail que cela génère. C’est aux vues de ces observations que le sujet de cette thèse a été
développé. La problématique ayant guidé nos études peut alors se formaliser comme « Quels
sont les paramètres et les incertitudes de la chaîne d’actionnement affectant la précision
de la plateforme mobile du RPC et quels sont les choix à faire lors de la conception pour
limiter leurs effets ? ». Dans un premier temps nous nous sommes focalisés sur les paramètres
géométriques liés aux poulies de renvoi des câbles. Par la suite, les travaux s’intéressent au
comportement mécanique particulier des câbles.

Ce manuscrit regroupant l’ensemble des travaux menés est agencé en quatre chapitres.
Le chapitre 1 explore la littérature existante afin d’en extraire les avantages. Ce chapitre
expose les méthodes et modèles ayant déjà été développés pour étudier les RPC, leur espace
de travail, les câbles, et ceux permettant la gestion des tensions dans les câbles. Le chapitre 2
met en place les modèles développés pour nos études et qui seront appliqués tout au long des
études suivantes. Quatre modèles complets sont présentés, ils prennent en compte au fur et à
mesure de plus en plus de paramètres des RPC. Les chapitres 3 et 4 regroupent l’ensemble
des études, des résultats et des analyses. Dans le chapitre 3 une nouvelle poulie avec une
articulation de type joint de cardan est conçue. Des études sont conduites sur l’influence
de cette nouvelle poulie sur l’erreur de pose théorique de la plateforme mobile à l’aide de
plan d’expériences. La première étude concerne les paramètres décrivant géométriquement
les poulies. Ensuite une seconde s’intéresse à différents facteurs influençant le comportement
mécanique des câbles. De plus, cette dernière étude est menée sur différentes dimensions
de RPC. Le chapitre 4, pour finir, se focalise sur le phénomène d’hystérésis impactant le
module de Young des câbles. Dans ce chapitre nous cherchons à quantifier l’impact qu’a ce
comportement sur l’erreur de pose théorique. Pour finir, une méthode de recherche de la
structure optimale de RPC vis-à-vis de l’erreur de pose théorique maximale due à l’hystérésis
est présentée. Une conclusion générale suivie des perspectives de recherches viendra clore ce
manuscrit.
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Le domaine des mécanismes parallèles entrainés par des câbles est un champ relativement
récent dans le domaine des robots parallèles. Effectivement, les premiers modèles sont
développés dans les années 90, notamment par Albus [Alb+92] et Hirata [Hir+92], alors
que le développement des mécanismes parallèles à segments rigide a quant à lui débuté à la
moitié du XXè𝑚𝑒 siècle par V.E. Gough pour le test de pneumatiques [Gal16].

À l’heure actuelle les RPC restent très ancrés dans le monde académique. La grande
majorité de ceux présent dans l’industrie sont développés en partenariat avec des laboratoires,
comme l’illustre le projet CAROCA de l’IRT Jules Verne en partenariat avec Airbus, Naval
Group et STX France [Gag+15b ; Gag+18]. Très peu de RPC sont fabriqués en série, la
plupart sont des commandes spécifiques. Cependant, nous pouvons citer l’entreprise Haption
avec le RPC INCA dédié aux interfaces à retour d’efforts ou encore les entreprises Spidercam
et SkyCam vouées à filmer des évènements sportifs ou culturels dans des structures de grandes
dimensions.

De par leur utilisation, la précision est une caractéristique prépondérante de ces systèmes.
L’amélioration de la précision peut-être obtenue de différentes manières. Il est ainsi possible
de mettre en place un asservissement par capteur et un contrôle en temps réel afin de corriger
et de compenser l’erreur de pose. Pour accroitre la précision des RPC une autre solution est
d’améliorer la précision des modèles employés dans les schémas de commande, au prix d’une
augmentation du temps de calcul, rendant la commande en temps réelle difficile. Il est aussi
possible de s’attarder sur une conception préliminaire robuste aux variations des paramètres
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État de l’art sur les Robots Parallèles à Câbles

de conception. Cependant, cela implique de connaitre au mieux les phénomènes entrainant
leur imprécision. Il est à noter que les deux solutions ne sont pas incompatibles.

L’axe d’étude de cette thèse se portant sur la seconde solution, nous explorerons, au
travers de ce chapitre, les travaux de recherches existants portant sur les Robots Parallèles à
Câbles (RPC), sujet principal de cette thèse. Nous chercherons ainsi à présenter les RPC par
leurs architectures et leurs particularités ainsi que leurs applications. De plus, ce chapitre
nous permettra d’appréhender les outils précédemment développés pour l’étude des RPC et
ainsi identifier les verrous scientifiques persistants dans le domaine.

Dans un premier temps, une présentation des RPC, de leur architecture et de leur
environnement est faite. Par la suite, les différentes solutions pour modéliser et répondre aux
problématiques des RPC sont présentées. Les outils mathématiques et numériques utilisés
durant ces travaux de thèse seront ensuite évoqués. Pour finalement, conclure ce chapitre et
énoncer le cadre de l’étude qui sera menée dans la suite de ce manuscrit de thèse.

1.1 Introduction sur les robots parallèles à câbles

La robotique est un domaine ayant connu une croissance importante dans l’industrie au
cours des dernières décennies. Cette évolution peut être expliquée par l’envie d’améliorer
les conditions de travail des employés en réduisant les tâches répétitives, dangereuses et
pénibles. Cela peut aussi être vu comme une envie d’accroitre les cadences et la productivité.
Effectivement, les manipulateurs qu’ils soient parallèles ou sériels permettent la réalisation
de tâches variées, pouvant être complexes tout en maintenant un rythme élevé.

Comme cela a été évoqué, il existe différentes familles d’architectures de robots. Ces
familles permettent de répondre à des problématiques et échelles variées. Il existe ainsi
deux grands catégories : les manipulateurs parallèles et les manipulateurs sériels. Les robots
parallèles sont un type particulier de manipulateur se traduisant par une chaîne cinématique
fermée contrairement à leurs homologues les manipulateurs sériels en chaîne cinématique
ouverte (Fig. 1.1). Les robots sériels schématisés dans la Fig. 1.1d sont un enchainement
de segments rigides liés par des articulations motorisées constituant une unique chaîne
cinématique ouverte reliant la base et l’organe terminal mobile. L’architecture parallèle quant
à elle, se traduit par la présence d’une Plate-forme Mobile (PM) dotée de 𝑛 degrés de liberté,
étant reliée à sa base par un nombre défini de chaines cinématiques formant une ou un
ensemble de chaînes cinématiques fermées (Fig. 1.1c).
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(a) Robot parallèle (b) Robot sériel

(c) Schématisation des robots parallèles (d) Schématisation des robots sériels

Figure 1.1 – Présentation et schématisation des robots parallèles et sériels

Les RPC sont une sous-famille des robots parallèles, ayant la particularité de remplacer
les segments rigides par des câbles. Cette spécificité engendre de nombreuses différences dans
leurs comportements mécaniques comparativement aux robots sériels. Ces différences ont
une répercussion sur l’ensemble de l’étude des RPC, allant de leur conception jusqu’à leur
processus de commande et leur mise en service.

Dans cette partie, nous définirons plus longuement le concept de RPC en définissant tout
d’abord sa structure de façon générale. Puis nous rentrerons plus en détails sur les différentes
configurations existantes pour enfin étudier les applications des RPC actuelles et futures.
Par la suite, nous chercherons à définir les concepts d’espace de travail et de précision.

1.1.1 Définitions
Qu’est-ce qu’un RPC ? C’est la question à laquelle nous allons répondre dans ces

prochaines pages. Effectivement, avant de pouvoir correctement traiter les problématiques de
ces travaux de thèse il est nécessaire de connaitre au mieux le domaine d’étude de celle-ci.
Tout d’abord nous fixerons la structure et les notations associées. Nous explorerons, ensuite,
les différentes architectures de RPC existantes. Pour finalement présenter toute l’étendue des
possibilités de ces systèmes au travers d’applications existantes ou en cours d’étude.

1.1.1.1 Structure
Dans cette section, nous allons chercher à définir la structure d’un RPC. C’est-à-dire,

observer les similitudes entre les RPC. Cette première étape nous permettra ainsi d’introduire
les différents sous-systèmes mécaniques composant les RPC ainsi qu’à présenter le paramétrage
employé tout au long de cet exposé.

La figure 1.2 représente un RPC pouvant être qualifié de générique. Effectivement, cette
image nous permettra d’introduire les différentes parties composant un RPC.
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PM

Enrouleur

Poulies de Renvois 

Structure

Câbles

Figure 1.2 – Représentation d’un RPC générique

Tout d’abord la première partie observable est la structure porteuse, représentée en gris
sur la Fig. 1.2. La structure d’un RPC est cruciale dans son fonctionnement et son maintien.
En effet, elle soutient, la plupart du temps, l’ensemble des autres sous-systèmes et est chargée
de transmettre les efforts générés par l’utilisation du RPC au sol. Ce bâti doit donc être
rigide afin de ne pas introduire de fortes erreurs de positionnement dans l’utilisation du
RPC. Dans la majorité des cas cette structure est composée de profilés ou treillis métalliques
constituant une structure imposante comme représenté sur la Fig. 1.2 et mise en œuvre pour
les RPC comme CAROCA [Gag+15a], CoGiRo [Din+13] ou encore les RPC IPAnema 1
et 2 [Pot+13]. Cependant, la multitude de problématiques auxquelles les RPC cherchent
à répondre a conduit à développer d’autres solutions. Nous pouvons citer [Gos+10] où les
actionneurs des câbles sont fixés aux murs. La solution mise en œuvre dans [Mer+10], sur un
RPC dédié au secourisme dans des environnements post-catastrophes naturelles, remplace
cette structure lourde et encombrante par une série de trépieds. Cela confère au RPC une
légèreté et une adaptabilité lui permettant d’effectuer des interventions rapides sur des zones
complexes. Nous pouvons encore citer des RPC ayant un bâti mobile comme le prototype
de RPC Fastkit [Ped+20 ; Ras+18] où les sous-systèmes de la chaîne d’actionnement des
câbles sont fixés sur un bâti lui-même monté sur une base motorisée. De la même manière
le RPC présenté par Erskine [Ers+19] où la structure habituellement rigide est remplacée
par des drones volants. Il est à noter que les solutions de structures légères ou qui ne sont
pas ancrées au sol, engendrent nécessairement une limitation dans l’utilisation du RPC. En
effet, une masse transportée trop élevée pour ce type de structure entrainerait un défaut
d’intégrité du RPC vis-à-vis des tensions dans les câbles et des liaisons à la structure.

Un manipulateur a, par définition, le rôle de manipuler ou de réaliser des actions sur
son environnement. Il est donc nécessaire qu’il soit doté d’une interface pour interagir avec
celui-ci nommée Plate-forme Mobile (PM) ou encore effecteur. Sa forme peut être variée en
fonction de la problématique à laquelle elle est en charge de répondre. Elle est représentée
par un parallélépipède bleu sur la figure 1.2. La PM est reliée à la structure et est entrainée
exclusivement, dans le cadre des RPC, par une série de câbles. En fonction des RPC elle est
dotée de 𝑛 degrés de liberté (ddl) étant au maximum de 3 translations et 3 rotations pour
un RPC non planaire. Son emplacement dans l’espace est nommé la pose de la PM, composé
par sa position p en 𝑥, 𝑦 et 𝑧 et son orientation o décrit par les angles d’Euler 𝜑, 𝜃 et 𝜓.
L’ensemble de ces ddl peuvent être contrôlés ou non en fonction du nombre de câbles du
RPC. Cette particularité sera évoquée plus en détail dans la partie 1.1.1.2. Pour illustrer
cette partie nous pouvons citer la PM du RPC CAROCA [Pic+18b] ou encore celle du RPC
CoGiRo [Gou+15a]. De plus, dans un certain nombre de travaux la PM est ramenée à un

6



Introduction sur les robots parallèles à câbles

point masse [Bak+19a ; Bor+09]. Cela réduit le nombre maximal de ddl de 6 à 3, en effet ce
type de PM ne possède que les 3 ddl en translation. Tout comme pour la structure du RPC,
d’autres types de géométries de PM sont étudiées comme dans [Mét+21] où il est cherché à
augmenter la capacité d’orientation, à l’aide d’un effecteur sphérique motorisé. Nous pouvons
aussi citer Weber [Web+15] ramenant les actionneurs des câbles sur la PM et non plus fixés
sur le bâti fixe du RPC.

Les parties structurales principales ayant été passées en revue, nous allons maintenant
remonter la chaîne d’actionnement de la PM afin d’observer ses composants. Tout d’abord un
élément clef des RPC est sans aucun doute les câbles. En effet, c’est grâce à ce composant que
les RPC se distinguent des mécanismes parallèles classiques et lui confèrent ses principaux
avantages mais aussi inconvénients. Effectivement, cela permet au RPC d’être un système
extrêmement léger en comparaison de ses capacités de charge. De plus, cela lui permet
d’atteindre des capacités dynamiques importantes de par la faible inertie de ses parties
mobiles. De même, cette particularité réduit sa consommation d’énergie. Cependant, de
par sa construction un câble travaille de façon unidirectionnelle. Cela se traduit par le
fait qu’il ne peut générer uniquement des efforts de tractions. Un phénomène de flambage
apparait immédiatement lorsqu’il est soumis à des efforts de compression. En fonction de ses
dimensions et de son champ d’utilisation un RPC peut être constitué de câbles aux propriétés
différentes. En effet, il existe une multitude de types de câbles, tels que les câbles métalliques
(acier galvanisé, acier inoxydable etc.) mais aussi des câbles en matériaux polymère (Dyneema,
Kevlar etc.) sans oublier que ces câbles peuvent être composés de plusieurs matériaux. Il
est important de noter que sa construction engendre des propriétés mécaniques différentes.
Cependant, les câbles et leurs comportements seront développés plus en détail dans la section
1.2.4 et feront l’objet d’une partie de l’étude menée dans les chapitres 3 et 4.

Pour générer les efforts nécessaires à mouvoir la PM il est indispensable de pouvoir
réduire les longueurs des câbles. Les RPC sont donc équipés d’actionneurs ayant comme rôle
de modifier les dimensions longitudinales des câbles (représentés en vert sur la figure 1.2).
Ces actionneurs dans le cadre des RPC sont la plupart du temps des enrouleurs. Cela
permet un gain de place en enroulant le câble autour d’une bobine. De plus, cela permet une
meilleure conservation du câble lors de l’inactivité du RPC. Nous pouvons observer dans les
articles [Iza+13 ; Jin+17 ; Sch+16 ; Yon+14] différents modèles ou prototypes d’enrouleurs.
Cependant, il existe également des actionneurs linéaires comme présentés par Merlet [Mer08]
mais limitant forcément les dimensions du RPC.

Quelle que soit l’architecture du RPC et de par la contrainte de travail en tension
des câbles, nous pouvons observer la présence constante de câbles provenant de la partie
supérieure du RPC. Plusieurs solutions existent pour contraindre les câbles à sortir du haut
du RPC. La première est de fixer les actionneurs directement sur la partie supérieure du RPC
et de faire sortir le câble directement de l’enrouleur comme sur le RPC IPAnema 1 [Mie+10].
La seconde solution, celle illustrée sur la Fig. 1.2, est de ramener l’ensemble des enrouleurs au
sol puis de faire remonter les câbles vers des poulies de renvois (en rouge sur la Fig. 1.2). Nous
pouvons observer cette solution technique sur le RPC CAROCA [Gag+16] ou encore sur
le RPC simulateur [Mie+16]. Cette solution présente l’avantage de réduire l’encombrement
du RPC ainsi que de pouvoir s’adapter à des dimensions et des charges plus importantes
que la première. Effectivement, plus un RPC doit transporter des charges lourdes plus ses
câbles doivent être de section importante et donc entrainés par des actionneurs conséquents.
L’inconvénient de cette technique est d’intégrer à la chaîne d’actionnement un mécanisme
supplémentaire, qu’est la poulie, et donc d’introduire des incertitudes et une complexité de
modélisation supplémentaire. Dans le chapitre 3 nous étudierons plus en détails l’architecture
des poulies ainsi que leurs effets sur les RPC.

Nous venons de définir la structure générale d’un RPC nous permettant maintenant de
connaitre le système et ses sous-systèmes. Dans la prochaine partie nous présenterons les
différentes architectures des RPC et leurs avantages et inconvénients.
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1.1.1.2 Les différentes configurations et architectures de RPC
La multitude de problématiques existantes impose aux concepteurs de savoir s’adapter

et proposer des solutions techniques y répondant au mieux. Effectivement, autant dans
l’industrie qu’ailleurs la nécessité de performance est prépondérante. Or les RPC sont des
systèmes présentant un intérêt majeur de par leur forte reconfigurabilité, attribuée par leur
conception simple et légère. Nous avons vu précédemment que la PM d’un RPC est dotée de
𝑛 ddl. Or l’ensemble des 𝑛 ddl peuvent être contrôlés en fonction du nombre de câbles 𝑚
présents dans la chaîne d’actionnement. Dans cette section nous définirons ainsi les différentes
configurations existantes ainsi que les architectures développées avec leurs avantages et
inconvénients. En effet, nous ferons une différence entre la configuration d’un RPC et son
architecture. La première concerne son nombre de câbles par rapport à ses ddl, et ainsi
permet de définir sa capacité de contrôle de la PM. Le second terme décrit l’organisation des
câbles et donc la façon dont le RPC est assemblé.

Configuration sous-contrainte : Un RPC est dit sous-contraint quand son nombre de
câbles est inférieur au nombre de ddl de la PM (𝑚 < 𝑛+ 1) [Rie11]. Dans cette configuration
l’ensemble des ddl de l’effecteur ne peut être contrôlé. C’est par exemple le cas dans le
schéma présenté à la Fig. 1.3a où il est possible de contrôler l’ensemble des ddl de translation,
néanmoins le ddl de rotation ne peut être maitrisé. Pour définir correctement la pose de
la PM dans ces configurations il est nécessaire de déterminer les ddl non controlés. Ce
type de RPC a été étudié dans différentes architectures [Car+10 ; Hwa+20]. Il est aussi
possible de combiner ce genre de RPC avec des systèmes mécaniques rigides afin de contrôler,
ou du moins contraindre, les ddl libres [Beh+04 ; Hey+04 ; Yua+]. Il est à noter que des
architectures avec 𝑚 = 𝑛 peuvent exister comme sur Fig. 1.3d. En revanche, comme l’indique
Lamaury dans sa thèse [Lam14] l’absence de redondance d’actionnement entraine une unique
solution dans le jeu de tensions t. Il peut donc exister des poses de la PM où le vecteur des
tensions t comprend des valeurs négatives, signifiant qu’un ou plusieurs câbles devraient
pousser sur la PM, ceci n’étant pas possible physiquement.

Configuration pleinement-contrainte : Un RPC pleinement-contraint signifie qu’il est
composé de plus de câbles que de degrés de liberté 𝑚 ⩾ 𝑛+ 1 [Rie11]. De par son nombre de
câbles ce RPC est capable de contrôler l’ensemble des ddl de la PM comme l’a démontré
Kawamura [Kaw+93]. Cependant, une configuration pleinement-contrainte demande une
réflexion sur la disposition des câbles, autant pour les points de sorties que pour ceux de
fixations sur la PM. Effectivement, cela est necessaire pour pouvoir équilibrer réellement
n’importe quel torseur d’effort sur la PM. Une configuration pleinement-contrainte est
représentée sur la Fig. 1.3b. Ce type de solution permet d’éviter la présence de tension
négative de par son infinité de solutions à son équilibre statique(cf. partie 1.2.4). Ce type de
configuration nécessite une gestion des tensions des câbles grâce à un algorithme de gestion
de tensions, pour permettre la meilleure sélection de t et ainsi éviter la génération de tensions
antagonistes nuisants à la performance du RPC. De nombreux travaux traitent de tels RPC
[Ars10 ; Bos+07 ; Bru+06 ; Zha+20a].

Architectures suspendues : Ce type d’architecture est certainement l’une des plus simples
à illustrer de par sa similarité avec les grues communément observables lors de chantiers de
construction. Ce type de montage se traduit par le fait que l’ensemble des points de sorties
des câbles est placé au-dessus de la hauteur maximale de la PM (cf. Fig 1.4a). Dans le cas
des RPC suspendus il est possible de considérer la gravité comme un câble virtuel toujours
vertical ayant une tension constante orientée en 𝑧 négatif, permettant de maintenir les câbles
supérieurs en tension. Il est possible de contrôler l’ensemble des 𝑛 ddl de la PM en fonction du
nombre de câbles comme vu précédemment. Cependant, ce type d’architecture ne permet pas
d’équilibrer n’importe quel torseur d’effort. Effectivement, de par le caractère unidirectionnel
de son actionnement et de sa construction les efforts suivant l’axe vertical 𝑧 positif, ne
peuvent être compensés et impliquent inévitablement des tensions négatives dans les câbles.
Néanmoins, ce type d’architecture présente comme avantage de libérer l’entièreté de l’espace
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g

(a) Configuration sous-contrainte 3 ddl
et 2 câbles

(b) Configuration pleinement-contrainte
3 ddl et 4 câbles

x
y

z

(c) Configuration à 6 ddl et 6 câbles
(𝑚 = 𝑛)

x
yz

(d) Configuration pleinement-contrainte
à 3 ddl et 4 câbles ayant un point masse

comme PM

Figure 1.3 – Schémas d’illustration des configurations possibles des RPC

au sol et donc d’autoriser la cohabitation homme/robot ainsi que de réduire les interférences
entre les câbles. Ce type de RPC fait l’objet d’un nombre important d’études [Alp+02 ;
Gag+14 ; Zi+08]. De plus, il est possible d’intégrer un système rigide dirigé vers 𝑧 négatif,
comme dans [Zha+20b], afin de palier l’inconvénient généré par l’aspect unidirectionnel des
câbles.

Architectures non-suspendues : L’architecture non-suspendue signifie que le RPC ne
possède pas uniquement des câbles provenant de sa partie supérieure mais est également
équipé de câbles arrivant du sol (cf. Fig. 1.4b). Cette construction est aussi souvent nommée
« pleinement contrainte » dans la littérature, mais nous avons fait le choix ici de différencier
configuration et architecture afin de rester le plus précis possible. En effet, il nous est possible
d’imaginer un RPC à 6 ddl et 5 câbles non suspendus et donc sous-contraint ; d’où la nécessité
de différencier les termes. Ce type de RPC présente, à l’inverse des suspendus, la capacité
d’équilibrer la totalité des torseurs d’efforts quelle que soit la direction des forces (en restant
dans les tensions admissibles des câbles). Pour autant, cela nécessite une grande attention
dans la gestion des tensions afin de ne pas générer des tensions antagonistes créant des efforts
internes trop importants. De plus, la surface au sol est difficilement accessible par la présence
de câbles rendant la zone dangereuse. D’autre part, les interférences entre les câbles sont
plus fréquentes et sont donc à prendre en compte lors du calcul des espaces de travail. Des
RPC basés sur ce type d’architecture ont été développés dans différents travaux [Are+08 ;
Pic+21 ; San+13].

Avant de clore cette partie, notons que grâce à la forte capacité de reconfigurabilité des
RPC, certains RPC développés peuvent être modifiés afin de correspondre à une architecture
suspendue ou non. Ce genre de RPC est appelé RPC reconfigurable. Nous pouvons citer
dans ce cas le RPC CAROCA [Gag+18] ou encore le ReelAx8 [Iza+13].
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(a) Architecture suspendu à 6 ddl et 8
câbles

(b) Architecture non-suspendu à 6 ddl
et 8 câbles

Figure 1.4 – Schémas d’illustration des architectures des RPC

Nous venons de définir les RPC dans leur globalité, autant sur leurs composants que
sur les différentes solutions techniques permettant de répondre à une multitude de pro-
blématiques. Avant de continuer, nous pouvons noter que les travaux présentés dans cette
thèse s’intéresseront uniquement à des RPC suspendus équipés d’une PM étant un point
masse. La majorité des études présentées dans les prochains chapitres porterons sur un RPC
pleinement-contraint. Nous allons voir différentes applications où les RPC ont justement été
mis en œuvre. Cela nous permettra d’illustrer l’étendue des possibilités qu’offre les RPC.

1.1.2 Applications
Bien que les RPC soient des systèmes relativement récents, datant du milieu des années

90, de nombreuses mises en application ont déjà vu le jour. Effectivement, les avantages amenés
par des actionnements par câbles ont conduit au développement des RPC pour répondre à
des problématiques variées. Comme nous l’avons déjà dit les RPC présentent des qualités
telles qu’une masse et une inertie faibles, une forte capacité dynamique, une démontabilité
et reconfigurabilité faciles ainsi qu’une adaptabilité aux dimensions très importante. Nous
pouvons citer quelques exemples d’applications déjà mis en œuvre.

L’une des plus connues et l’une des premières utilisées à grande échelle, est le système
de caméra embarquée sur un RPC installé dans les stades pour filmer les évènements sportifs
(Fig. 1.5b). Différents modèles existent, la SkyCam [Sky] et la SpiderCam [Spi]. Cela permet
au RPC de ne pas encombrer visuellement les ciels des stades grâce à la section réduite
des câbles. De plus, au regard de la dimension importante des stades l’utilisation de RPC
est toute indiquée. Ce RPC est commandé à l’aide d’un opérateur et son effecteur est
équipé d’une caméra orientable permettant de corriger les erreurs de poses. En effet, cette
utilisation ne nécessite pas une précision importante, expliquant certainement l’utilisation
précoce du système. En restant dans les RPC connus du grand public nous pouvons citer le
radiotélescope FAST (Five-hundred-meter Aperture Spherical Radio Telescope) [Dua+09 ;
Koz+06] (Fig. 1.5a). Il a été mis en lumière par l’actualité récente en rentrant en activité fin
2018, et a déjà permis de découvrir plus de 300 pulsars. C’est un RPC suspendu à 6 câbles
de très grande dimension. Pour assumer cette trés grande échelle, il est construit dans un
bassin naturel [Nan+00]. De plus, une plateforme de Stewart [Bor+14] est installée dans
l’effecteur afin de corriger les erreurs de pose de la PM et pouvoir capter précisément les
ondes venant de l’espace [Yao+13]. Cet exemple est certainement la meilleure illustration de
la capacité d’action des RPC à très grande échelle. Cependant, pour des dimensions et des
longueurs de câbles aussi importantes il est obligatoire de prendre en compte le fléchissement
du câble sous sa propre masse ainsi que mettre en place une gestion des tensions [Li+13].
Nous verrons plus en détails la modélisation des câbles dans la section 1.2.4.
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Nous venons d’explorer deux exemples d’application à grande échelle mais n’ayant qu’un
impact réduit sur le grand public. Des études cherchent aussi à développer des RPC d’aide à
la personne. Les RPC peuvent de par leur adaptativité et leur gestion des efforts applicables
sur la PM permettre une aide dans le processus de rééducation des membres inférieurs et
supérieurs [Ben+21 ; Che+19 ; Gon+13 ; Lar+19]. En effet, de par leur capacité à travailler
dans un plan ou dans un espace 3D, il est possible de concevoir des RPC permettant de faire
réaliser des exercices variés au patient. Dans un autre domaine de l’aide à la personne, des
RPC sont développés pour le secours à la personne dans les environnements post-catastrophe
(tremblement de terre, tsunami, etc.) [Bos+05 ; Mer+10 ; Nur+17]. Le RPC est tout dédié à
ce domaine par sa facilité de démontage et de transport ainsi que par sa reconfigurabilité aisée.
Dans un but plus divertissant, même si applicable à l’industrie du futur, les RPC peuvent
permettre une immersion plus complète par leur application dans le domaine haptique
[Hir+92]. Effectivement, l’un des avantages évoqué et utilisé dans le cas du RPC SkyCam et
SpiderCam est la faible présence visuelle des câbles. En effet, l’objectif de ce type de système
est d’être le plus immersif possible, ainsi l’absence de gêne visuelle à un fort intérêt. Le robot
INCA (cf. Fig. 1.5c) permet de ressentir un retour de force afin d’avoir l’impression de tenir
un objet ou de heurter un obstacle [Che+14 ; Man10]. Le RPC SPIDAR-H [Ing+05] permet
de ressentir la force exercée par une balle attrapée en plein vol.

Au regard de l’ensemble des applications déjà citées, nous pouvons voir l’importance du
rayon d’action des RPC. Nous pouvons encore citer les RPC développés pour la construction
de bâtiment par impression massive de béton [Bos+07 ; Iza+17 ; Iza+18 ; Tho+21]. Cette
technologie fait l’objet de nombreuses recherches mais bien souvent est réalisée avec des
manipulateurs sériels [Dub+17 ; Kho+16 ; Lea+12 ; Val+19], donc limités en dimension. Les
RPC permettraient de s’affranchir de cette contrainte.

L’une des applications les plus communément imaginées, de par leur architecture proche
des grues, est la manutention et le déplacement d’objets [Pic+18b] (cf. Fig. 1.5d). Ils peuvent
ainsi réaliser des tâches de manutention dans des environnements inhospitaliers [Iza+15]. De
plus, leur capacité dynamique leur permet d’atteindre des vitesses très importantes et donc
de réaliser un nombre considérable de tâches en peu de temps [Kaw+95 ; Zha+20b].
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(a) Radiotélescope FAST
(b) RPC suspendus équipé d’une

caméra

(c) RPC INCA Haptiques (d) RPC CoGiRo

Figure 1.5 – Exemples d’applications des RPC

Nous venons d’explorer un certain nombre de mise en applications des RPC. Cela nous
a permis de mettre en avant la pluridisciplinarité de ce système. De plus, au travers de ces
exemples les avantages ont été mis en lumière par rapport au robot parallèle à segments
rigides. Cependant, un RPC présente aussi des inconvénients nécessitant une réflexion et des
études spécifiques lors de leur conception. Ces avantages et inconvénients en comparaison
des robot parallèles classiques sont résumés dans le tableau 1.1.

Avantages Inconvénients
-Réduction de la masse -Actionnement unidirectionnel
-Réduction de l’inertie des parties mo-
biles -Flexibilité des câbles

-Augmentation de la capacité dyna-
mique -Précision

-Réduction de la consommation
d’énergie

-Fléchissement du câble sous sa
propre masse

-Démontage rapide et facile -Résolution du modèle direct com-
plexe

-Reconfiguration rapide et facile -Schéma de commandes complexe
pour gérer les tensions dans les câbles

-Dimension de l’espace de travail -Détermination de l’espace de travail
-Réduction de la perturbation visuelle -Modélisation sous hypothèses fortes
-Facilité du stockage des câbles -Comportement vibratoire

Table 1.1 – Tableau des avantages et inconvénients des RPC
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Nous venons de définir un RPC par sa composition ainsi que par les configurations et
les architectures qu’il peut prendre. Nous avons, de plus, défini les avantages et inconvé-
nients. Nous allons nous intéresser maintenant aux différentes modélisations géométriques et
mécaniques des RPC.

1.2 Modélisations des robots parallèles à câbles
Dans cette section, nous rappellerons les différents modèles développés pour décrire

géométriquement et mécaniquement les RPC. En effet, dans le cadre de l’étude et de la
conception des RPC il est utile de pouvoir modéliser leur comportement afin de déterminer
les performances avant de débuter un développement plus approfondi. Comme nous l’avons
observé précédemment un RPC est un système nécessitant une gestion précise de ses éléments.
Effectivement, pour positionner un effecteur à une pose désirée il est impératif de déterminer
la longueur des câbles. Cependant, un RPC présente l’inconvénient de demander une gestion
de ses tensions afin de rester dans les tensions admissibles. De plus, l’ensemble des contraintes
liées au RPC génère des espaces de travail particuliers. Dans cette section, nous allons
tout d’abord chercher à définir les différentes modélisations communément utilisées dans
l’étude des RPC. Dans un second temps nous verrons les méthodes de gestion de tension
dans les câbles. Par la suite, nous définirons différents espaces de travail permettant le bon
fonctionnement du RPC. Finalement, nous observerons plus particulièrement le câble et ses
modélisations.

1.2.1 Modélisations
Plusieurs modélisations existent pour décrire un RPC. En effet, le niveau de modélisation

permet de prendre en compte ou non différents systèmes. Deux types de problématique de
modélisation existent, les modèles inverses et les modèles directs.

Problématique inverse : Le modèle inverse répond à la question : « quelle est l’action
nécessaire pour atteindre la pose souhaitée ? ». Dans le cadre des RPC, cela se traduit par la
recherche des longueurs des câbles l = [𝑙1 ... 𝑙𝑚], où 𝑚 est le nombre de câbles, nécessaire
pour une pose désirée de la PM.

Problématique directe : À l’opposé de la problématique inverse le modèle directe s’intéresse
à la question : « quelle est la pose correspondante à un jeu d’actions définies ? ». Pour les
RPC, nous cherchons donc la pose de la PM en connaissant les longueurs des câbles l.

Nous allons voir deux modèles mis en place et utilisés couramment dans l’étude des
RPC. Tout d’abord nous développerons le modèle classique pour ensuite l’étendre avec la
présence des poulies.

1.2.1.1 Modélisation Géométrico-statique
Ce modèle est développé pour décrire géométriquement et mécaniquement un RPC

[Gag+14 ; Han+21]. Il est la composition du modèle géométrique ainsi que de l’équilibre
statique. L’utilisation de câbles impose de calculer les tensions dans les câbles afin de s’assurer
de leurs mises en tension. Il est nécessaire tout d’abord de paramétrer le RPC. Le paramétrage
défini dans la Fig. 1.6 fixe les bases de l’ensemble des modèles développés et utilisés dans
cette thèse.

La figure. 1.6 est une représentation simplifiée du 𝑖è𝑚𝑒 câble de la chaine d’actionnement
d’un RPC, où 𝑖 = 1, ...,𝑚 avec 𝑚 le nombre de câbles. Les points 𝐴𝑖 sont les points de
sorties des câbles et sont considérés comme fixes. La PM est décrite par son centre gravité
𝑃 ainsi que par les points de fixation des câbles 𝐵𝑖. Le vecteur b𝑖 entre 𝑃 et 𝐵𝑖 permet
la description de la géométrie de la PM du RPC dans le repère de la PM ℜ𝑝. Le vecteur
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Figure 1.6 – Paramétrisation du modèle classique du RPC

a𝑖 = (𝑎𝑖𝑥
𝑎𝑖𝑦

𝑎𝑖𝑧
)𝑇 connecte le point 𝐴𝑖 et 𝑂, centre du repère global ℜ𝑏. La position 𝑃 de

la PM est décrite dans ℜ𝑏 par p reliant 𝑂 et 𝑃 . L’orientation de la PM est décrite dans ℜ𝑏

par la matrice de rotation R(o) reliant ℜ𝑏 et ℜ𝑝.

Modèle inverse : Le modèle géométrique inverse [Alb+92] cherche à décrire la longueur de
câble déployé entre 𝐴𝑖 et 𝐵𝑖 définie par l𝑖

𝑆 . Ce vecteur est exprimé par l’équation de boucle
fermée :

l𝑖
𝑆 = a𝑖 − p − R(o)b𝑖 𝑖 = 1, ...,𝑚 (1.1)

La matrice de rotation R(o) liant ℜ𝑏 et ℜ𝑝 est défini par l’Eq. 1.2.

R(o) =

⎡⎣ cos 𝜃 cos𝜓 − cos 𝜃 sin𝜓 sin 𝜃
cos𝜑 sin𝜓 + sin𝜑 sin 𝜃 cos𝜓 cos𝜑 cos𝜓 − sin𝜑 sin 𝜃 sin𝜓 − sin𝜑 cos 𝜃
sin𝜑 sin𝜓 − cos𝜑 sin 𝜃 cos𝜓 sin𝜑 cos𝜓 + cos𝜑 sin 𝜃 sin𝜓 cos𝜑 cos 𝜃

⎤⎦
(1.2)

où 𝜑, 𝜃 et 𝜓 sont les angles d’Euler. La longueur de câble déployé de l’actionneur 𝑙𝑖𝑆 est
égale à la norme euclidienne du vecteur l𝑖

𝑆 :

𝑙𝑖𝑆 = ‖l𝑖
𝑆‖2 (1.3)

Le modèle géométrique venant d’être défini, l’équilibre de la PM peut être introduit.
En effet, le câble 𝑖 accroché à la PM au point 𝐵𝑖 génère un effort 𝑡𝑖 dans la direction e𝑖.
Il est nécessaire de résoudre les équations de la statique afin de connaitre l’ensemble des
tensions présentes dans les 𝑚 câbles et de s’assurer de leurs valeurs positives pour le bon
fonctionnement du RPC. Pour ce faire, le principe fondamental de la statique est appliqué
au point 𝑃 de la PM, ainsi chaque câble applique une force 𝑡𝑖e𝑖 et génère un moment
b𝑖R(o) × 𝑡𝑖e𝑖 en 𝑃 , où × est le produit vectoriel. Nous pouvons donc définir le torseur des
efforts appliqués par un câble par 𝑡𝑖J𝑖, J𝑖 étant la 𝑖è𝑚𝑒 ligne de la matrice Jacobienne J
dépendant de la pose de la PM exprimée dans l’Eq. 1.11.
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J =

⎡⎢⎣e𝑇
1 (b1R(o) × e1)𝑇

...
...

e𝑇
𝑖 (b𝑖R(o) × e𝑖)𝑇

⎤⎥⎦ (1.4)

Il est à noter que la matrice J est de dimension 𝑚× 6. Le principe fondamental de la
statique s’écrit donc comme dans l’Eq. 1.5.

Jt + w𝑒 = 0 (1.5)

où t = [𝑡1 ... 𝑡𝑚] est le jeu de tension, w𝑒 est le torseur des actions mécaniques extérieures
appliquées sur la PM, s’exprimant w𝑒 = [f , m]𝑇 , avec f le vecteur des efforts extérieurs
appliqués au point 𝑃 et m les moments générés par ces efforts en 𝑃 .

À partir de l’Eq. 1.5 nous pouvons déterminer t par l’équation suivante :

t = Ww𝑒 (1.6)

avec W = −J−1 [Rob+98 ; Wil98], sous condition que la matrice soit carrée, c’est le cas
d’un RPC ayant autant de câbles que de ddl. Cela explique la difficulté de déterminer et de
maintenir les câbles en tension dans les cas des RPC sur-contraints. En effet, dans ces cas-là,
il existe une infinité de solutions à l’Eq. 1.6. Cependant, toutes les solutions données ne sont
physiquement pas admissibles. Il est donc nécessaire de garder les câbles en tension ainsi que
de maintenir leurs valeurs dans un intervalle de fonctionnement défini. Les RPC demandent
donc de porter une attention particulière à la gestion des tensions pour les sélectionner au
mieux. De nombreuses études et méthodes ont été développées sur ce sujet et seront plus
amplement développées dans la partie 1.2.2.
Modèle direct : Concernant la résolution du modèle direct, la tâche devient plus complexe
[Car+11 ; Jia+10]. La recherche de la pose de la PM dépendant d’un jeu de paramètres l𝑖

𝑆

qui peut s’écrire sous la forme d’une fonction 𝑓 (cf. Eq. 1.7).

[p,o] = 𝑓(l𝑖
𝑆) (1.7)

Cela impose de résoudre simultanément l’équilibre statique de la PM, impliquant la
détermination des inconnues [p,o, t]𝑇 où t est le vecteur des tensions des câbles. Rappelons
ici, qu’il existe une infinité de solution pour l’équilibre statique de la PM dans le cas d’un
RPC sur-contraint. Carricato a démontré dans [Car+11] que pour un RPC spatial à 3 câbles
il existe 156 solutions, mais que seulement une partie de ces solutions est dite faisable. Merlet
propose dans [Mer+15] une résolution du modèle direct par analyse d’intervalle d’un RPC à
8 câbles. Bosscher dans [Bos+07] cherche la pose de la PM d’un RPC à 12 câbles, pour ce
faire il simplifie son architecture par uniquement 4 câbles virtuels et cherche l’intersection
des sphères de rayon 𝑙𝑖. La résolution du modèle direct est la plupart du temps réalisée grâce
à des algorithmes d’optimisation [Rie11 ; Yua+15].

1.2.1.2 Modélisation Géométrique étendue prenant en compte la poulie
de renvoi

Nous venons de décrire les RPC comme ayant des câbles sortant d’un unique point fixe
𝐴𝑖. Certain RPC sont effectivement équipés de systèmes permettant de s’approcher de tels
modèles [Bak+19b]. Cependant, cela complexifie et ajoute un coût à la fabrication du RPC.
C’est pourquoi la prise en compte des poulies est nécessaire dans le modèle. Pott a pris en
compte la poulie et son rayon dans le calcul de la longueur de câbles [Pot12] tout comme
[Jin+18 ; Pic+18a].
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p

P

Figure 1.7 – Schéma du modèle géométrique prenant en compte les poulies [Pot12]

La Fig. 1.7 permet de fixer les paramètres du modèle. La poulie est décrite par son
centre 𝑀 et son rayon 𝑟𝑝. De plus, le point d’entrée du câble dans la poulie est fixé au point
𝐴 et le câble y rentre verticalement. L’axe de pivot de la poulie passe par 𝐴 et est colinéaire
à l’axe z. La prise en compte des poulies nécessite de calculer l’orientation de la poulie 𝛾
ainsi que la position de sortie du câble noté 𝐶 qui sont fonction de 𝑃 . En effet, la poulie de
par sa construction sur pivot cherche à s’aligner dans le sens de l’effort, c’est-à-dire dans le
plan composé par les vecteurs z et u. Cette orientation est définie par 𝛾 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛2(𝑏𝑦, 𝑏𝑥)
étant l’angle entre le plan xz et le plan zu. Ce modèle intègre la longueur enroulée sur la
poulie et la longueur de câble déployé, permettant ainsi de limiter l’erreur due à la non prise
en compte de la poulie. La longueur totale du câble peut s’écrire comme suit :

𝑙 = 𝛽𝑢𝑟𝑝 + 𝑙𝑓 (1.8)

où 𝛽𝑢 est l’angle formé par les droites (𝑀𝐴) et (𝑀𝐶) et 𝑙𝑓 la longueur libre en sortie
de poulie définie par la norme euclidienne du vecteur CB. L’angle 𝛽𝑢 est défini à l’aide des
angles 𝛽1 et 𝛽2, comme étant la décomposition de l’angle formé entre 𝑏𝑧 et 𝑙𝑓 au point 𝐵.
L’équation 1.9 permet d’exprimer 𝛽𝑢.

𝛽𝑢 = 𝛽1 + 𝛽2 = arccos 𝑙𝑓√︀
(𝑏𝑥𝑦 − 𝑟𝑝)2 + 𝑏2

𝑧

+ arccos 𝑏𝑧√︀
(𝑏𝑥𝑦 − 𝑟𝑝)2 + 𝑏2

𝑧

(1.9)

où les 𝑏𝑥𝑦 =
√︁
𝑏2

𝑥 + 𝑏2
𝑦 et 𝑏𝑧 sont les coordonnées du point 𝐵 dans le repère lié à la

poulie. La longueur libre du câble 𝑙𝑓 est définie facilement par une application du théorème
de Pythagore. Le vecteur MB est considéré comme connu dans le modèle inverse. Il est ainsi
possible de définir 𝑙𝑓 comme dans l’Eq. 1.10.
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𝑙𝑓 =
√︃

(𝑏𝑥𝑦 − 𝑟𝑝)2 + 𝑏2
𝑧

𝑟2
𝑝

(1.10)

Nous venons de voir le modèle géométrique inverse comprenant la poulie pour le calcul
de longueur déployée par le RPC. Le calcul des tensions présent dans les câbles est défini de
la même manière que précédemment (cf. Eq. 1.5). La matrice J s’écrivant :

J =

⎛⎜⎝u𝑇 (bR(o) × u)𝑇

...
...

u𝑇 (bR(o) × u)𝑇

⎞⎟⎠ (1.11)

Pour ce qui est du modèle direct il est nécessaire maintenant de recalculer la position de
la poulie en plus de la pose de la PM et de ses tensions. Les inconnues du problème direct
deviennent ainsi [p,o, t, 𝛾, 𝛽𝑢]𝑇 .

Nous venons de voir deux modèles géométrico-statiques permettant la description des
RPC. Cependant, ce modèle s’arrête à la définition en mode statique, or un RPC est
souvent mené à travailler dynamiquement de par son application. Pour les décrire dans de
telles utilisations des modèles dynamiques ont été développés [Bak+17 ; Bak+19a ; Bay+15 ;
Meu+09] afin de définir les vitesses et les accélérations d’enroulement des enrouleurs pour
réaliser une trajectoire désirée. Le travail en mode dynamique demande une gestion des
vibrations des câbles et donc de la raideur du RPC. Cependant, les travaux réalisés dans
cette thèse sont réduits à des études statiques et donc nous ne chercherons pas à définir plus
en détail les modèles dynamiques des RPC.

Comme nous avons pu voir au travers de cette section l’un des problèmes majeurs de
l’étude des RPC est la gestion des tensions dans les câbles et ce principalement dans le cas
des RPC sur-contraints. De plus, la prise en compte de la poulie est simplifiée, ce réduisant à
l’introduction du réa dans les modèles et à considérer le point d’entré dans celle-ci comme
fixe. L’articulation et donc le déport du point 𝐴𝑖 que cela peut entrainer sont effectivement
négligés. De plus, la prise en compte des modèles prenant en compte de nombreux paramètre
et ceux développés dans le chapitre 2 sont, cependant, difficilement intégrable à une résolution
en temps réel. Dans la section suivante nous étudierons les différentes solutions développées
pour déterminer et trouver la meilleure solution de t.

1.2.2 Gestions des tensions
La tension dans les câbles d’un RPC est une contrainte prépondérante dans l’étude de

ceux-ci. Comme nous l’avons vu précédemment, au travers de l’Eq. 1.6 la détermination des
tensions t dans les câbles est une question complexe. En effet, dans le cas d’un RPC avec
𝑚 = 𝑛 la matrice J est carrée et donc l’Eq. 1.6 admet une unique solution t mais ne garantit
pas la non-négativité des tensions imposées par l’aspect unidirectionnelle des câbles. Dans
les autres cas de RPC, donc avec 𝑚 ̸= 𝑛, la matrice J n’est plus carrée et n’est donc plus
inversible et l’utilisation de pseudo-inverse, de type Moore-Penrose, est nécessaire. Dans cette
situation l’Eq. 1.6 admet une multitude de solutions t. Il est donc nécessaire de mettre en
place une stratégie de gestion des tensions afin de garder leurs valeurs dans un ensemble
garantissant leur intégrité et d’optimiser leur distribution. Ces algorithmes sont appelés
Algorithmes de Distribution des Tensions ou Tensions Distribution Algorithm (TDA) en
anglais. Nous allons voir au travers de cette section les approches existantes pour répondre à
cette problématique.

Un grand nombre de travaux cherchant à déterminer une distribution optimale des
tensions se sont appuyés sur des algorithmes d’optimisation. Il est alors cherché à minimiser
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une fonction coût. La méthode la plus communément observée est de considérer comme
fonction coût la norme 𝑝 de t comme exprimé dans l’Eq. 1.12.

𝑚𝑖𝑛
t

‖t‖
𝑝

= 𝑝
√︀∑︀𝑚

𝑖=1 𝑡
𝑝
𝑖

t.q. Wt = w𝑒

𝑡𝑖𝑚𝑖𝑛
⩽ 𝑡𝑖 ⩽ 𝑡𝑖𝑚𝑎𝑥

, i=1,...,m

(1.12)

où 𝑝 est la dimension de la norme. La dimension de la norme utilisée a une influence sur
les tensions t obtenues. L’utilisation de la norme 1 [Mer04] minimise les tensions des câbles,
mais présente l’inconvénient de pouvoir engendrer des discontinuités dans la distribution
des tensions. La norme 2 aussi dite norme euclidienne [Bru+06 ; Yua+16], minimise aussi t
mais résout le problème de discontinuité de la distribution des tensions et est donc souvent
utilisée dans le cadre des RPC. La norme infinie peut être également utilisée comme fonction
objectif mais tout comme la norme 1, elle est susceptible de générer des résultats discontinus
[Gos+11]. Dans les modèles que nous utiliserons durant la thèse présentée ici, nous chercherons
à minimiser la norme 2 de t. En effet, nous voulons nous assurer d’obtenir des résultats
continue.

En minimisant les tensions cela permet de réduire l’énergie consommée par les enrouleurs.
Les solutions présentées ne peuvent être implémentées dans des programmes en temps réel
de par leur utilisation d’algorithmes d’optimisation couteux en temps de calcul [Pot14]. Cela
implique donc de devoir calculer à l’avance la distribution des tensions pour une tâche désirée
rendant le RPC beaucoup moins reconfigurable et adaptable au cours de son utilisation.
Pour pallier ce problème des solutions ont été développées pour s’implémenter dans des
applications en temps réel. Ces méthodes cherchent les polytopes définissant l’ensemble des
solutions des tensions faisables pour une pose [Bou ; Gen+20 ; Gou+15b ; Lam14 ; Pic+21].

Nous venons de définir succinctement les différentes solutions de gestion de distribution
des tensions. Les méthodes en temps réel n’étant pas mises en œuvre dans les travaux de
cette thèse, elles n’ont été développées que succinctement. Comme nous l’avons vu, les RPC
présentent la possibilité de travailler sur un espace important même s’il est nécessaire de faire
attention à un certain nombre de paramètres pour son bon fonctionnement. C’est pourquoi,
de nombreuses études ont été menées afin de définir et de connaitre les espaces de travail en
fonction des caractéristiques des RPC. Ces espaces sont définis dans la section suivante.

1.2.3 Espaces de travail
L’espace de travail d’un système est la zone regroupant l’ensemble des points atteignables

par l’effecteur. Dans le cas des robots sériels et parallèles à segments rigides ce volume est
généralement imposé par les butées articulaires, les singularités et les interférences entre
parties mobiles. En revanche, les RPC ne sont généralement pas contraints en butée articulaire
étant donné les longueurs des câbles possiblement infinies. Effectivement, pour les RPC, la
principale contrainte est la nécessité de garder l’ensemble des câbles tendus, de par leur
capacité de travail unidirectionnelle. Pour ce faire plusieurs définitions d’espace de travail
ont étés proposées.

Espace des Poses Polyvalentes (EPP) ou Wrench Closure Worksapce (WCW) :
Gouttefarde définit dans sa thèse [Gou05] cet espace comme : « [...] l’ensemble des poses
de l’effecteur pour lesquelles n’importe quel torseur peut être généré à l’effecteur en tendant
les câbles du mécanisme, les tensions dans les câbles n’étant pas limitées. ». Cela se traduit
mathématiquement par [Ars10 ; Gou+05] :

𝐸𝑃𝑃 = {p | ∀ f𝑒 ∃ t ⩾ 0,Wt + f𝑒 = 0} (1.13)
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où f𝑒 est l’ensemble des torseurs d’efforts extérieurs, t est le jeu de tensions et p l’ensemble
des poses admissibles au sens de l’EPP.

Espace des Torseurs Générable (ETG) ou Wrench Feasible Workspace (WFW) :
Cet espace est plus restrictif que l’EPP car il contraint les tensions des câbles dans un
ensemble fini, ainsi que les torseurs admissibles [Bos+06 ; Kum+19]. Comme pour l’EPP,
Gouttefarde le définit comme :« [..] l’ensemble des poses de l’effecteur pour lesquelles tout
torseur d’un ensemble de torseurs peut être généré en tendant les câbles tel que les tensions
qui en résultent ne dépassent pas certaines valeurs maximales ». Mathématiquement l’ETG
est écrit comme :

𝐸𝑇𝐺 = {p | ∀ f𝑒 ∈ {f} ∃ t ∈ [𝑡𝑚𝑖𝑛, 𝑡𝑚𝑎𝑥],Wt + f𝑒 = 0} (1.14)

où [𝑡𝑚𝑖𝑛, 𝑡𝑚𝑎𝑥] est l’ensemble des tensions admissibles. Ces tensions sont définies afin de
préserver la performance du RPC ainsi que l’intégrité du câble. En effet, 𝑡𝑚𝑖𝑛 permet aux
câbles de rester tendu pour éviter un effet néfaste sur la précision du RPC tout en conservant
un profil quasi-rectiligne. Dépasser une tension maximum admissible du câble, notée 𝑡𝑚𝑎𝑥,
réduit sa durée de vie voire même peut engendrer sa rupture. Limiter cette tension permet
de conserver ses propriétés en le gardant dans son intervalle élastique et donc d’accroitre sa
durée de vie. {f} est l’ensemble des torseurs pouvant être générés par le RPC dans toutes
les poses dans l’ETG. Cet espace est particulièrement intéressant lors de la conception d’un
RPC ayant un cahier des charges correctement défini comportant les efforts engendrés par
l’utilisation du manipulateur.

Espace de Travail Statique (ETS) ou Static Equilibrium Workspace (SEW) : Il
représente un sous espace de l’ETG. En d’autres termes, il correspond à l’ensemble des poses
permettant d’équilibrer le poids de la PM [Ebe+04 ; Kum+18 ; Rob+98].

𝐸𝑇𝑆 = {p | ∃ t ∈ [𝑡𝑚𝑖𝑛, 𝑡𝑚𝑎𝑥],Wt + f𝑔 = 0} (1.15)

où f𝑔 représente le torseur d’effort dû à la masse de la PM de telle façon que : f𝑔 =
[0 0 −𝑚𝑃 𝑀𝑔 0 0 0]𝑇 , avec 𝑚𝑃 𝑀 égale à la masse de la PM et 𝑔 l’accélération de la pesanteur.
Cet espace de travail est particulièrement adapté aux RPC suspendus du fait de leur incapacité
à générer des efforts dans l’ensemble des directions.

D’autres espaces de travail ont été développés [Dua+14] afin de répondre à un ensemble
de critères. Il est à noter que dans cette thèse nous n’utiliserons que les notions d’ETS.
Ci-après, une liste non exhaustive des espaces de travail définis dans la littérature.

Force Closure Workspace (FCW) : Cet espace représente l’ensemble des poses où le
RPC est capable de générer des efforts compensant un ensemble de forces définies, sans limite
de tension [Pha+06].

Twist Feasible Workspace (TFW) : Ce volume regroupe l’ensemble des poses où la
PM est capable de produire un ensemble donné de vitesses linéaires et de rotations tout en
respectant les limites d’enroulement imposées par les actionneurs [Gag+15a].

Dynamic Workspace (DW) : Barrette définit cet ensemble comme étant toutes les poses
et conditions dynamiques maintenant les câbles en tension [Bar+05]. Il est à noter que
l’espace de travail dynamique permet dans certain cas d’atteindre, de façon ponctuelle, des
positions se trouvant en dehors de l’enveloppe du RPC [Zha+16].

Avant de clore cette section, il reste à définir un dernier espace qui sera utilisé dans les
travaux de cette thèse.
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Espace Régulier (ER) ou Regular Workspace (RW) : Ce volume permet de réduire
un espace accessible, de forme complexe, en un volume géométrique simple tel qu’un cylindre,
un pavé ou autre [Bin+10]. L’utilité majeure des ER est de simplifier la comparaison entre
deux robots, ou plus, permettant ainsi de les comparer sur un Espace Régulier Commun
(ER𝐶), correspondant à l’intersection de l’ER du premier et du second (Eq. 1.16). De plus,
cela permet une meilleure représentation du gain d’espace de travail lors de la comparaison
de deux manipulateurs ou plus.

𝐸𝑅𝐶 =
𝑛⋂︁

𝑖=1
𝐸𝑅𝑖 (1.16)

où 𝑖 = 1, ..., 𝑛 représentant le 𝑖è𝑚𝑒 RPC comparé et 𝑛 le nombre total de RPC.

1.2.4 Modélisations des câbles
Le câble est l’élément central des RPC. En effet, l’ensemble des avantages que présente

ce système est conféré par les câbles. Cependant, c’est aussi une des sources principales
de difficulté pour leurs applications (cf. section 1.1). Il est donc nécessaire d’étudier le
comportement du câble afin de réduire l’influence des inconvénients de ce dernier pour ne
profiter majoritairement que de ses avantages. Comme nous avons pu le voir un RPC peut
être défini suivant plusieurs indices d’efficacité, par son volume de travail (cf. section 1.2.3)
ou sa précision de pose. Or les câbles par leur comportement et leurs tensions non-constantes
en fonction de la pose ont un effet autant sur l’espace de travail que sur la précision de pose.
Nous allons voir au travers de cette section plus en détails le câble, de sa structure jusqu’aux
différentes méthodes de modélisation mises en œuvre dans l’étude des RPC.

1.2.4.1 Structure des câbles et comportement
Il existe une grande variété de câbles répondant à un ensemble de problématiques toutes

plus variées les unes des autres. Le câble est utilisé depuis toujours sous sa forme la plus
simple de cordage. Sa construction actuelle toronnée en acier n’est apparue qu’à partir
du début du XIXè𝑚𝑒 siècle. D’abord, voués à des applications de génie civil, les câbles se
sont rapidement imposés dans des applications multiples. Nous les retrouvons par exemple
dans les premiers avions, dans les mines ou encore plus récemment les téléphériques ou
les ascenseurs. Comme nous l’avons évoqué précédemment, les câbles sont utilisés dans la
robotique parallèle à partir de 1992 [Alb+92 ; Hir+92] développant ainsi la sous-famille des
robots parallèles à câbles. La première caractéristique d’un câble est le matériel utilisé, il peut
varier en fonction de son utilisation. Il peut être fabriqué en métal (acier galvanisé, inoxydable,
nitinol, aluminium, tungstène), en matériaux synthétiques (polypropylène, nylon etc.) ou
encore en combinant différents matériaux (infiltration de plastique, différence entre matériaux
composant le cœur et l’extérieur). Il existe de nombreux types d’architecture de câbles
apportant différentes résistances et propriétés anti-giratoires. Un câble est composé de fils.
Un ensemble de fils compose un toron, plusieurs torons sont disposés autour d’un cœur, plein
ou toronné, appelé âme (cf. Fig. 1.8). L’ensemble constitue un câble. Cette construction a une
influence importante sur les caractéristiques mécaniques du câble, la raideur, la résistance à
la rupture. Un câble est donc caractérisé par son nombre de torons et le nombre de fils qui
composent ces torons. La nomenclature associée au câble est 𝑁𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝑇 𝑜𝑟𝑜𝑛 × 𝑁𝑜𝑚𝑏𝑟𝑒𝐹 𝑖𝑙.
À titre d’exemple, un câble comme représenté sur la Fig. 1.8, si nous considérons son âme
comme une âme en textile, aurait la dénomination « Câble 6x19 âme textile ».

De par leur construction, les câbles sont sujet à des variations non-déterministes de leurs
paramètres mécaniques. Effectivement, leur élasticité exacte, paramètre essentiel de l’étude
du RPC, est impossible à obtenir. Le module de Young 𝐸 du câble est non-constant car il
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Fil Toron Âme Câble

Figure 1.8 – Parties composant un câble

varie en fonction de la tension du câble et de l’état précédent de celui-ci. Les câbles sont
sujets, de par leur architecture, à des frottements internes entre torons, mais aussi entre fils.
De plus, lors d’un effort de traction, des déplacements internes des fibres par resserrement
apparaissent. Il est donc facile d’imaginer que si un câble passe de l’état relâché à tendu,
alors ses fils et torons ne seront plus agencés exactement de la même manière et donc ses
propriétés mécaniques d’élasticité en seront impactées. Cependant, si le câble se détend, cela
n’indique pas forcement que ses propriétés reviennent à leur état initial, de par la présence
de frottements internes. Ce phénomène est appelé hystérésis (cf. Fig. 1.9). Il est visible sur la
Fig. 1.9 que lors du chargement (trait plein) et déchargement (trait pointillé) les courbes ne
se superposent pas et nous pouvons observer une nette différence. Riehl dans sa thèse [Rie11]
indique qu’un rodage du câble est nécessaire afin de limiter cet effet mais qu’il existera
toujours un comportement différent en chargement et en déchargement. De plus, dans sa
thèse il a pu observer la différence de profil de courbe Contrainte/Déformation en fonction de
la construction du câble : un câble 1 × 19 a un module de Young 𝐸 quasi linéaire alors qu’un
câble 6 × 7 a un 𝐸 fortement non-linéaire. En effet, [Zhu+07] met en évidence une évolution
non-linéaire de 𝐸 lors de la variation de tension dans le câble. [Bak+18] a pu montrer que
l’incertitude sur 𝐸 peut aller jusqu’à plusieurs dizaines de 𝐺𝑃𝑎.

L’ensemble de ces variations non-déterministes rendent la modélisation complète des
câbles extrêmement complexe. Pour déterminer le module de Young exacte d’un câble il
serait nécessaire de réaliser des essais de traction afin d’en extraire la fonction correspondante
de 𝐸 en fonction de l’effort appliqué. Au cours de sa thèse, Rhiel [Rie11] a prouvé que
l’élasticité d’un câble pouvait être approximée à un polynôme 𝑃 (𝜎) de degrés 𝑑 en fonction
de la construction et de la composition du câble. Il a donc exprimé le module de Young d’un
câble en fonction de l’effort (cf. Eq. 1.17) où 𝜎 est la contrainte dans le câble.

𝐸 = 𝜎

𝑃 (𝜎) (1.17)

La prise en compte d’une élasticité non-linéaire complexifie fortement les résolutions des
modèles de câbles. Ainsi, généralement, l’étude des RPC se ramène à une approximation
d’un 𝐸 constant. Cette valeur d’élasticité est déterminée en fixant les limites d’utilisation du
câble. Effectivement, la norme ISO 12076 indique qu’un câble doit travailler entre 10% et 30%
de la tension de rupture 𝑇𝑟. Néanmoins, dans le cadre des RPC, respecter un tel intervalle
d’utilisation est compliqué. Or la norme ISO 4309 indique que des effets de plastification locale
dans le câble peuvent apparaitre à partir de 60% de 𝑇𝑟. Cela permet d’étendre l’intervalle
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Figure 1.9 – Représentation de l’hystérésis d’un câble DYNEEMA [Rie11]

d’utilisation des câbles. Afin de traduire au mieux le comportement mécanique du câble, le
module de Young est ramené à une valeur constante en fonction de son intervalle d’utilisation
par l’Eq. 1.18.

𝐸 = 𝑙0
𝑈%𝑚𝑖𝑛𝑇𝑟 − 𝑈%𝑚𝑎𝑥𝑇𝑟

𝑆Δ𝑙 (1.18)

où 𝑙0 est la longueur initiale de l’échantillon, Δ𝑙 l’allongement du câble, 𝑆 sa section
et 𝑈%𝑚𝑖𝑛 et 𝑈%𝑚𝑎𝑥 respectivement le pourcentage d’utilisation minimum et maximum du
câble. La Fig. 1.10 permet de représenter cette simplification pour déterminer le module de
Young entre 10% et 30% (respectant donc la norme ISO 12076) dans le cadre de l’étude
menée par Baklouti [Bak+18].
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Figure 1.10 – Courbe d’élongation/chargement d’un câble métallique et détermination
du module de Young entre 10% et 30% [Bak+18]

Nous venons d’observer la complexité du comportement des câbles engendrée par leur
construction. L’une des problématiques importantes des RPC est donc de déterminer le
meilleur choix pour modéliser les câbles. Dans ce manuscrit nous prendrons en compte de
différentes manières la modélisation des câbles. Dans un premier temps son module de Young
sera ramené à une valeur nominale, puis évoluera dans une plage de variation afin d’analyser
l’influence de son incertitude sur l’erreur de pose de la PM. Son rayon sera considéré comme
constant et sa masse linéique sera l’un des paramètres mécaniques de l’analyse de sensibilité
de l’erreur de pose de la PM dans le chapitre 3. Nous allons voir ci-après les différentes
solutions développées pour prendre en compte les câbles.

1.2.4.2 Modélisations du profil des câbles dans le cadre des RPC
Les câbles sont des systèmes complexes dans lesquels de nombreux phénomènes se

produisent au cours de leur utilisation (resserrement des fils, semi-plastification, frottement
inter-fils etc.). L’ensemble de ces actions a un impact sur les caractéristiques mécaniques
générales du câble. L’étude propre du câble est ainsi un domaine vaste et complexe ayant
menée à de nombreuses recherches autant dans le champ des RPC que celui du génie civil.
Dans ce dernier on peut retrouver des études traitant d’une modélisation en éléments finis
des câbles [Baj+12 ; Bon+19 ; Ela+04 ; Lal+17], permettant l’observation des phénomènes
de façon détaillée. Il est ainsi possible d’observer les efforts que chaque toron applique sur les
autres et de mieux prédire les défaillances et leurs raisons. Par ailleurs, de telles études sont
complexes à mettre en application dans le cadre des RPC de par la présence d’une multitude
de câbles. Les modèles sont en effet lourds en temps de calcul, si nous imaginons ajouter la
PM, les poulies, etc., à cette modélisation nous observerions une augmentation du temps de
calcul exponentielle. De plus, l’implémentation dans un processus de commande en temps réel
est rendue encore plus délicate par la nécessite de rapidité d’action. C’est pour ces différentes
raisons, que nous recherchons à modéliser les câbles dans une vision macroscopique, en ne
cherchant pas à simuler l’ensemble des phénomènes, mais uniquement leurs réponses sur les
caractéristiques mécaniques. De ce fait, le câble est considéré comme un corps homogène.
Trois modèles principaux sont utilisés pour l’étude des RPC. Il est à noter que l’ensemble des
modèles développés présente un câble ayant un module de Young considéré comme constant.
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Modèle à segment rigide : Ce modèle est le plus basique et celui permettant de considérer
le modèle géométrico-statique (cf. section 1.2.1.1) juste. En effet, ici les câbles sont ramenés
à des segments rigides indéformables sans masse (cf. Fig. 1.11). Ainsi la longueur calculée
grâce à l’Eq. 1.1 reste inchangée quelle que soit la charge sur la PM et le type de câble monté
sur le RPC. De plus, les tensions présentes dans le câble sont considérées comme uniformes,
c’est-à-dire que la tension au point 𝐵𝑖 est la même qu’au point 𝐴𝑖.

Cette modélisation est admissible dans le cadre de RPC de petites dimensions avec des
masses à transporter faibles et des câbles rigides. Les hypothèses faites ici sont fortes et
peuvent engendrer de fortes erreurs sur la pose de la PM.

Figure 1.11 – profil d’un câble modélisé en tant que segment rigide

Modèle à segment élastique : Ici la propriété d’élasticité unidirectionelle du câble est
intégrée au modèle du câble considéré comme un segment. La déformation du câble n’est plus
admise comme inexistante mais régie par la loi de Hooke. Cette loi, exprimée par l’Eq. 1.19
permet de lier les contraintes 𝜎 appliquées au câble avec l’allongement relative 𝜀 en fonction
du module de Young 𝐸 quantifiant l’élasticité du câble. Sachant que 𝜀 s’exprime comme le
rapport entre Δ𝑙 et 𝑙0 où 𝑙0 est la longueur non-déformée et Δ𝑙 l’allongement et que 𝜎 est la
contrainte dans le câble, c’est-à-dire la division de l’effort dans le câble 𝑡 par sa section 𝑆. Il
est possible d’extraire l’allongement Δ𝑙 du câble (cf. 1.19).

𝜎 = 𝐸𝜀 ⇔ Δ𝑙 = 𝑙0𝑡

𝐸𝑆
(1.19)

Le modèle à segment élastique (cf. Fig. 1.12) nécessite de connaitre le jeu de tension
t pour pouvoir correctement déterminer l’allongement du câble. Dans le cadre du modèle
inverse cela ne pose pas de problème car la direction du vecteur unitaire du câble est connue
car équivalent à A𝑖B𝑖 et permet donc de calculer t. Or dans le modèle direct cherchant
à déterminer la pose de la PM, les cordonnées exactes de 𝐵𝑖 sont inconnues et les seules
variables connues sont les longueurs initiales des câbles. Il est donc nécessaire de résoudre
simultanément l’équilibre de la PM et le modèle géométrique [Mer08].
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Figure 1.12 – profil d’un câble modélisé en tant que segment élastique

Le modèle à segment élastique fait des hypothèses simplificatrices admissibles dans le
cas des RPC de faibles dimensions mais pouvant admettre des efforts importants dans les
câbles. En effet, la déformation longitudinale du à ces fortes tensions engendre des erreurs de
poses pouvant être importantes et donc néfaste à la réalisation de l’action désirée.
Modèle à caténaire : Lorsqu’un RPC transporte des charges importantes les câbles
doivent être dimensionnés en conséquence. Cela engendre ainsi des câbles devant être plus
résistants, donc ayant une section plus importante, augmentant leur masse linéaire. De
plus, des dimensions de RPC importantes ont comme conséquences de générer de grandes
longueurs de câbles utiles. Or, lorsqu’une grande quantité de longueur de câble est déployée
et que sa masse linéique est importante, le profil du câble se traduit par une courbe non
linéaire due à son propre poids. Le modèle caténaire retranscrit le fléchissement du câble
sous son propre poids ainsi que son élasticité. Ce modèle a tout d’abord été développé pour
le domaine du génie civil par Irvine [Irv81], puis par la suite adapté au RPC [Koz+06].

Figure 1.13 – profil d’un câble fléchi sous son propre poids
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Comme nous l’avons vu précédemment un câble est mécaniquement décrit par ses
grandeurs physiques. Ce modèle prenant en compte le fléchissement sous le poids propre du
RPC, il est nécessaire de définir la masse linéique du câble qui est notée 𝜇0, en plus de la
section du câble 𝑆 ainsi que de son élasticité 𝐸. La figure 1.13 représente le profil d’un câble
fléchi. Le câble est décrit dans le plan le comprenant qui est défini par les vecteurs x𝑖 et
z𝑖. Un point quelconque 𝑀 du câble est décrit par ses coordonnées 𝑥𝑖 et 𝑧𝑖 ayant comme
abscisse curviligne non déformée 0 ⩽ 𝑠𝑖 ⩽ 𝑙𝑖0 et comme abscisse déformée 0 ⩽ 𝑝𝑖 ⩽ 𝑙𝑖. Les
efforts appliqués par la PM sur le câble en 𝐵𝑖 sont notés t𝑙𝑖 et sont décomposés par ses
composantes en x𝑖 et z𝑖, c’est-à-dire t𝑙𝑖𝑥 et t𝑙𝑖𝑧 , et de norme euclidienne 𝑡𝑙𝑖. L’effort exercé
au point de fixation 𝐴𝑖 est noté t0𝑖. Les équations 1.20 et 1.21 traduisent l’équilibre au point
𝑀 .

𝑡(𝑠𝑖)
𝑑𝑥

𝑑𝑝𝑖
= 𝑡𝑙𝑖𝑥

(1.20)

𝑡(𝑠𝑖)
𝑑𝑧

𝑑𝑝𝑖
= 𝑡𝑙𝑖𝑧

+ 𝜇0𝑔(𝑠𝑖 − 𝑙𝑖0) (1.21)

où 𝑑𝑥

𝑑𝑝𝑖
et 𝑑𝑧

𝑑𝑝𝑖
sont le cosinus et le sinus de l’angle pris par l’élément de câble étudié. En

plus des équations Eq. 1.20 et Eq. 1.21 il est possible d’exprimer la contrainte géométrique
de l’Eq. 1.22.

( 𝑑𝑥
𝑑𝑝𝑖

)2 + ( 𝑑𝑧
𝑑𝑝𝑖

)2 = 1 (1.22)

Il est possible de déterminer l’équation décrivant 𝑡(𝑠𝑖) en remplaçant 𝑑𝑥

𝑑𝑝𝑖
et 𝑑𝑧

𝑑𝑝𝑖
dans

l’Eq. 1.22 par leurs équations Eq. 1.20 et Eq. 1.21 (cf. 1.23).

𝑡(𝑠𝑖) =
√︁
𝑡2𝑙𝑖𝑥

+ (𝑡𝑙𝑖𝑧
+ 𝜇0𝑔(𝑠𝑖 − 𝑙0𝑖))2 (1.23)

Étant donné que dans le modèle caténaire l’élasticité du câble est modélisée, il est
nécessaire de mettre en équation la loi de Hooke. La loi de Hooke appliquée à un élément de
câble est exprimée comme par l’Eq. 1.24.

𝑡(𝑠𝑖) = 𝐸𝑆(𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑠𝑖
− 1) (1.24)

Pour déterminer le profil du câble il est donc nécessaire d’exprimer les équations de
𝑥(𝑠𝑖) et 𝑧(𝑠𝑖), ce qui est possible à partir des équations déjà mises en place précédemment.

Détermination de 𝑥(𝑠𝑖) : Nous cherchons donc à exprimer la position en 𝑥 de n’importe
quel point du câble, ce qui revient à l’énoncer en fonction de 𝑠𝑖, son abscisse curviligne non
déformée. Pour ce faire nous désirons exprimer 𝑑𝑥

𝑑𝑠𝑖
or il est admis que 𝑑𝑥

𝑑𝑠𝑖
= 𝑑𝑥

𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑝𝑖

𝑑𝑠𝑖
. Ainsi

d’après l’Eq. 1.20 et l’Eq. 1.24 nous obtenons :

𝑑𝑥

𝑑𝑠𝑖
= 𝑡𝑙𝑖𝑥

𝐸𝑆
+ 𝑡𝑙𝑖𝑥

𝑡(𝑠𝑖)
(1.25)

En remplaçant 𝑡(𝑠𝑖) par son expression déterminée par l’Eq. 1.23 nous trouvons que :
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𝑑𝑥

𝑑𝑠𝑖
= 𝑡𝑙𝑖𝑥

𝐸𝑆
+ 𝑡𝑙𝑖𝑥√︁

𝑡2𝑙𝑖𝑥
+ (𝑡𝑙𝑖𝑧

+ 𝜇0𝑔(𝑠𝑖 − 𝑙0𝑖))2
(1.26)

En intégrant l’Eq. 1.26 il est obtenu l’équation décrivant le profil du câble en 𝑥.

𝑥(𝑠𝑖) = 𝑡𝑙𝑖𝑥
𝑠𝑖

𝐸𝑆
+ | 𝑡𝑙𝑖𝑥

|
𝜇0𝑔

[︂
sinh−1 𝑡𝑙𝑖𝑧

+ 𝜇0𝑔(𝑠𝑖 − 𝑙0𝑖)
𝑡𝑙𝑖𝑥

− sinh−1 𝑡𝑙𝑖𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙0𝑖

𝑡𝑙𝑖𝑥

]︂
(1.27)

Détermination de 𝑧(𝑠𝑖) : L’équation définissant la position en 𝑧 de n’importe quel point
du câble est déterminée de façon analogue à l’Eq. 1.27, 𝑧(𝑠𝑖) s’éxprime comme :

𝑧(𝑠𝑖) = 𝑡𝑙𝑖𝑧
𝑠𝑖

𝐸𝑆
+𝜇0𝑔

𝐸𝑆
(𝑠

2
𝑖

2 −𝑙0𝑖𝑠𝑖)+
1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡2𝑙𝑖𝑥

+ (𝑡𝑙𝑖𝑧
+ 𝜇0𝑔(𝑠𝑖 − 𝑙0𝑖))2 −

√︁
𝑡2𝑙𝑖𝑥

+ (𝑡𝑙𝑖𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙0𝑖)2

]︁
(1.28)

Nous venons de définir l’ensemble des équations nécessaires à la résolution du modèle
d’Irvine. Ces équations donnent les coordonnées du point 𝑀 du iè𝑚𝑒 câble en fonction de
son abscisse curviligne 𝑠𝑖. Maintenant nous pouvons définir le modèle inverse et direct.

Modèle inverse : Le modèle d’Irvine lie la longueur des câbles ainsi que leurs efforts
appliqués à leurs extrémités. Il est donc nécessaire de les résoudre en même temps. Ainsi le
modèle géométrique inverse revient à déterminer à la fois les longueurs non déformées 𝑙0𝑖

ainsi que les composantes des tensions t𝑙𝑖 c’est à dire 𝑡𝑙𝑖𝑥
et 𝑡𝑙𝑖𝑧

. Les inconnues de ce modèle
pour un robot à 𝑚 câbles et à 𝑛 ddl sont :

[𝑡𝑙1𝑥 𝑡𝑙1𝑧 𝑙01 · · · 𝑡𝑙𝑛𝑥 𝑡𝑙𝑛𝑧 𝑙0𝑛 ]1×3𝑛 (1.29)

Le modèle géométrique inverse détermine la longueur des câbles en connaissant la
position de l’effecteur. Ainsi les paramètres connus sont ici la position de la PM se traduisant
donc par la connaissance de 𝑥𝑖(𝑠𝑖 = 𝑙0𝑖

) et 𝑧𝑖(𝑠𝑖 = 𝑙0𝑖
). Les Eq. 1.27 et Eq. 1.28 peuvent

alors s’écrire comme l’Eq. 1.30 et l’Eq. 1.31 en admettant que 𝑠𝑖 = 𝑙0𝑖.

𝑥(𝑙0𝑖
) = 𝑡𝑙𝑖𝑥 𝑙0𝑖

𝐸𝑆
+ |𝑡𝑙𝑖𝑥 |

𝜇0𝑔
[sinh−1( 𝑡𝑙𝑖𝑧

𝑡𝑙𝑖𝑥

) − sinh−1( 𝑡𝑙𝑖𝑧 − 𝜇0𝑔𝑙0𝑖

𝑡𝑙𝑖𝑥

)] (1.30)

𝑧(𝑙0𝑖
) = 𝑡𝑙𝑖𝑧

𝑙0𝑖

𝐸𝑆
−
𝑙20𝑖
𝜇0𝑔

2𝐸𝑆 + 1
𝜇0𝑔

[
√︁
𝑡2𝑙𝑖𝑥

+ 𝑡2𝑙𝑖𝑧
−
√︁
𝑡2𝑙𝑖𝑥

+ (𝑡𝑙𝑖𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙0𝑖

)2] (1.31)

Il est ainsi obtenu 2𝑚 équations. Par ailleurs, il est connu que le vecteur A𝑖B𝑖 exprimé
dans le repère du câble a comme formulation :

x𝑖 =

⎡⎣𝑥𝑖(𝑙0𝑖
)

0
𝑧𝑖(𝑙0𝑖

)

⎤⎦ = R−1
𝑐𝑖

(p + R(o)b𝑖 − a𝑖) (1.32)

où R𝑐𝑖
est la matrice de rotation entre le repère global et celui du câble. Étant donné

que le modèle d’Irvine relie tension et longueur non déformée il est nécessaire de le résoudre
simultanément avec l’équilibre statique de l’Eq. 1.5. La résolution géométrique inverse de ce
modèle appliqué au RPC consiste alors à résoudre le système suivant exprimé dans l’Eq. 1.33.
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−W𝑓 t + w𝑒 = 0
x1 − R−1

𝑐1
(x𝑃 𝐹 + R(o)b1 − a1) = 0

...
x𝑛 − R−1

𝑐𝑛
(x𝑃 𝐹 + R(o)b𝑛 − a𝑛) = 0

(1.33)

Modèle direct : Le modèle géométrique direct à l’inverse du modèle géométrique inverse
cherche à déterminer la positon de l’effecteur en connaissant le jeu de longueurs de câbles
initiales l0. La résolution de ce modèle se fait avec le même système que présenté dans
l’Eq. 1.33, cependant le vecteur des inconnues s’exprime maintenant comme :

[p𝑇 o𝑇 · · · 𝑡𝑙1𝑥 𝑡𝑙1𝑧 · · · 𝑡𝑙𝑛𝑥 𝑡𝑙𝑛𝑧 ]1×(𝑚+2𝑛) (1.34)

La résolution du modèle d’Irvine appliqué au RPC est, autant pour la problématique
inverse que directe, une question demandant la résolution simultanée des tensions et de la
géométrie, et cela pour l’ensemble des câbles en même temps. De plus, les équations d’Irvine
sont non-linéaires ce qui complexifie encore leur résolution. La recherche de solution est
alors principalement faite par méthode numérique comme Riehl qui lors de sa thèse [Rie11]
a utilisé la fonction « fmincom » de Matlab. D’autres approches ont été développées pour
chercher à réduire le coût de calcul, comme à l’aide d’analyse par intervalles [Mer15 ; Mer18 ;
Mer19].

Dans cette partie, nous avons présenté ce qu’était un câble et avons pu observer la
complexité de sa modélisation pour déterminer son allongement et son profil. Différents
modèles existent réalisant plus ou moins d’hypothèses simplificatrices fortes. Il est donc
important de correctement définir l’étendue de notre modélisation pour un RPC afin de
sélectionner au mieux le modèle de câble. De plus, l’intégration d’un module de Young
non-constant au modèle élastique ainsi que caténaire est complexe et n’est, au travers
de la bibliographie, pas réalisé. Lors des travaux présentés dans les chapitres suivants, la
modélisation des câbles évoluera au fur et à mesure. En effet, au début les câbles seront
considérés comme des segments élastiques pour, par la suite être modélisés comme des
caténaires élastiques. La prochaine partie s’intéressera aux outils mathématiques utilisés au
travers de cette thèse.

1.3 Outils Mathématiques
Dans les études menées au cours de la thèse présentée ici, nous utiliserons une série

d’outils mathématiques permettant de résoudre et d’analyser nos travaux. Cette partie est
dédiée à la présentation de ces dispositifs. Nous introduirons tout d’abord les processus
d’optimisation mis en place pour résoudre les modèles développés dans le chapitre 2 puis
nous verrons le principe de plan d’expériences permettant l’analyse de sensibilité de nos
paramètres.

1.3.1 Outils d’optimisations
Un processus d’optimisation cherche à minimiser (ou maximiser dans de plus rares cas)

la réponse à un problème exprimé sous forme d’une fonction coût ou aussi appelée fonction
objectif tout en respectant une série de contraintes. Ces méthodes permettent la résolution de
systèmes complexes à résoudre analytiquement mais aussi de déterminer la meilleure solution
d’un ensemble de solutions possibles. Cette discipline est une branche des mathématiques
faisant l’objet de nombreuses recherches, aboutissant donc à une multitude d’algorithmes
répondant à différentes problématiques. Dans le cadre de notre travail nous utilisons trois
fonctions à des fins d’optimisation et de résolution que nous allons présenter.
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lsqnonlin : Est une fonction de Matlab, permettant la résolution d’un système non linéaire
d’équations en contraignant les variables dans des ensembles finis. En d’autres mots, nous
recherchons les solutions x résolvant l’ensemble des 𝑛 équations non-linéaires du système
𝐹 (x) = [𝑓1(x) . . . 𝑓𝑛(x)]𝑇 . Mathématiquement, l’algorithme cherche à minimiser la norme
euclidienne des fonctions du système comme éxprimé dans l’Eq. 1.35 [Lev44 ; Mar63].

𝑚𝑖𝑛x‖𝐹 (x)‖2
2 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓𝑖(x)2 (1.35)

Cette fonction présente l’avantage de résoudre les systèmes non-linéaires tout en permettant
de restreindre la solution x à un ensemble fini x ∈ [x𝑚𝑖𝑛, x𝑚𝑎𝑥].
fmincon : Est aussi une fonction de Matlab. À l’inverse de « lsqnonlin » cherchant une
solution à un problème, « fmincon » recherche à minimiser une fonction scalaire 𝑓(x), nommée
fonction coût/objectif, tout en respectant des contraintes d’égalités et/ou d’inégalités linéaires
ou non et en bornant les variables x. Nous pouvons exprimer cette problématique comme
l’Eq. 1.36.

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑚𝑖𝑛
x
𝑓(x)

𝑡.𝑞.

𝑐(x) ⩽ 0
𝑐𝑒𝑞(x) = 0
Ax ⩽ b
A𝑒𝑞x ⩽ b𝑒𝑞

x ∈ [x𝑚𝑖𝑛 x𝑚𝑎𝑥]

(1.36)

où 𝑐(x) et 𝑐𝑒𝑞(x) sont les systèmes de fonctions non-linéaires de contraintes d’inégalité
et d’égalité au problème. A et A𝑒𝑞 ainsi que b et b𝑒𝑞 sont les matrices et les vecteurs liés
aux contraintes linéaires d’inégalité et d’égalité. Cette fonction, permet de déterminer un
minimum à la fonction coût. Pour l’utilisation de cette fonction il est nécessaire cependant de
fixer une valeur initiale de recherche x0. Or « fmincon » recherche le minimal le plus proche
de x0 pouvant être un minimum local et non le minimum global.
PSwarm : Est un algorithme développé par Vaz [Vaz20]. Cette méthode permet une
recherche de motifs, garantissant la convergence vers des points stationnaires. Dans la phase
de la recherche de motifs, un schéma d’essaim de particules est appliqué afin d’explorer
globalement la non-convexité possible de la fonction objectif [Le +12 ; Vaz+07 ; Vaz+09].
Cet algorithme permet tout comme « fmincon » une recherche de solutions minimisant une
fonction 𝑓 mais sans contrainte non-linéaire.

1.3.2 Plan d’expériences
La méthode des plans d’expériences est utilisée dans de multiples domaines scientifiques,

autant dans les sciences appliquées qu’humaines. Initialement développée pour faciliter et
limiter le nombre d’essais réalisés lors d’expériences réelles, cette méthode est vite apparue
comme généraliste et applicable à l’ensemble des essais tant numériques qu’expérimentaux.
Cette science peut être qualifiée de science de l’organisation des essais et cherche à réduire
au strict minimum le nombre d’essais tout en extrayant la même quantité d’informations
de ces expériences [Ant06 ; Bar14 ; Bow+19 ; Kro+15]. En effet, à chaque type d’étude un
certain nombre de facteurs peuvent être retenus comme possiblement influant sur le résultat
final. La question est donc « à quel niveau chacun de ces facteurs impacte la réponse de
l’expérience ? ». C’est à cette question que le plan d’expériences répond, en mettant en
équation les essais, extrayant ainsi les influences et interactions de chacun des paramètres.
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Un plan d’expériences dans sa forme la plus classique, c’est à dire un plan d’expériences
factoriels à deux niveaux, cherche à déterminer l’influence de 𝑘 facteurs. Comme son nom
l’indique ce plan d’expériences comporte deux niveaux, un bas (noté −) et un haut (noté +)
impliquant donc que chaque facteur, qu’il soit continu ou discret, doit pouvoir se réduire
à deux valeurs. Nous allons par la suite construire notre plan d’expériences composant
l’ensemble des configurations possibles entre les 𝑘 facteurs, ce qui revient à déterminer les 2𝑘

essais. Dans l’objectif de mieux illustrer nous allons nous fixer sur un plan d’expériences à 3
facteurs, comprenant donc 8 essais. La méthodologie reste cependant la même quel que soit le
nombre 𝑘. Nous avons donc le plan d’expériences suivant (cf. Tab. 1.2). Ce plan d’expériences
organise le processus expérimental à mettre en place.

Essais Facteur 1 Facteur 2 Facteur 3
1 - - -
2 - - +
3 - + -
4 - + +
5 + - -
6 + - +
7 + + -
8 + + +

Domaine d’étude
Niveau − Facteur 1 − Facteur 2 − Facteur 3 −
Niveau + Facteur 1 + Facteur 2 + Facteur 3 +

Table 1.2 – Exemple de plan d’expériences factoriels complet à deux niveaux et à 3
facteurs

Lorsque l’ensemble des essais décrit dans le plan d’expériences est réalisé nous obtenons
8 résultats, appelés réponses du plan d’expériences et notés 𝑦𝑖 par la suite, où 𝑖 est le numéro
de l’essai. Nous pouvons donc exprimer cette campagne d’essais sous forme d’un système
de 8 équations à 8 inconnues. Ces dernières sont notées 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎12, 𝑎13, 𝑎23 et 𝑎123.
L’interprétation de ces inconnues est la suivante :

— 𝑎0 est la valeur de réponse au centre du domaine d’étude, aussi définie comme étant
la moyenne des 𝑘 réponses, ici des 8 réponses ;

— 𝑎1, 𝑎2 et 𝑎3 sont les effets propres à chaque facteur ;
— 𝑎12, 𝑎13 et 𝑎23 sont les interactions entre les facteurs, ainsi 𝑎12 décrit l’interaction

entre le facteur 1 et 2 ainsi de suite ;
— 𝑎123 est l’interaction entre l’ensemble des facteurs ;

Nous pouvons donc écrire ce système d’équations sous forme matriciel comme sur
l’Eq. 1.37.

y = Ma (1.37)

où y = [𝑦1...𝑦8]𝑇 est le vecteur des réponses et a = [𝑎0 𝑎1 𝑎2 𝑎3 𝑎12 𝑎13 𝑎23 𝑎123]𝑇 le
vecteur des inconnues. M est la matrice définissant le système et s’exprime par l’Eq. 1.38.
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M =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1 −1 −1 1 1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 −1 1 1 −1 −1 1 −1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 1 −1 1 −1 1 −1 −1
1 1 1 −1 1 −1 −1 −1
1 1 1 1 1 1 1 1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(1.38)

La matrice M étant carrée et ayant son determinant non-nul, elle est donc inversible,
nous pouvons obtenir l’expression de a et ainsi connaitre les effets de chaque facteur.

Nous venons d’explorer le principe de plan d’expériences dans sa composition la plus
simple. Cependant, il existe de nombreux types de plan d’expériences permettant de s’adapter
à la complexité des expériences, les plans d’expériences factoriels fractionnaires à deux niveaux
2𝑘−𝑝, les plans de Plackett et Burman [Van+07], les plans du second degré admettant des
facteurs continus prenant plus de deux niveaux, etc. Dans notre cadre, nous nous limiterons
à des études ayant 4 facteurs ou moins et pouvant être réduit à une valeur haute et basse,
nous permettant ainsi de restreindre notre utilisation des plans d’expériences aux modèles
factoriels à deux niveaux. Dans le cas de nos travaux les plans d’expériences seront utilisés
pour déterminer l’influence des paramètres géométriques et mécaniques sur la précision de la
pose de la PM du RPC. Cette analyse de sensibilité permettra d’améliorer la robustesse de
conception des architecture de RPC. La partie suivante présentera le principe d’analyse de
sensibilité.

1.4 Analyse de sensibilité
Les performances d’un système, quel qu’il soit, sont affectées par ses paramètres d’entrées.

Par exemple le résultat d’une expérience en chimie peut-être influencé par la concentration
des différents composés ou encore la température ambiante de la pièce dans laquelle est
menée l’essai. Dans le cadre d’un système mécanique sa performance peut être évaluée par
son efficacité énergétique, sa précision ou encore sa robustesse. Ces critères peuvent être
affectés par la valeur des paramètres décrivant les différents sous-systèmes.

Dans le cas d’un robot, l’analyse de sensibilité cherche à observer l’influence des para-
mètres de conception sur la précision de la PM. En effet, la position de la PM est influencée par
le choix des paramètres de conception, mais aussi par l’incertitude portée par ces paramètres.
De plus, la particularité des RPC est l’utilisation de câbles dans la chaîne d’actionnement
se traduisant par une diminution de la rigidité globale par rapport à leurs homologues les
robots sériels ou parallèles à segment rigide. Comme nous l’avons vu dans la section 1.2.4.1
un câble est touché par une incertitude sur son module de Young. Ainsi en plus d’incertitude
sur les paramètres géométriques du système il est nécessaire d’ajouter un volet d’incertitudes
sur les paramètres mécaniques des câbles dans l’analyse de sensibilité.

Dans notre étude portant sur les RPC, l’analyse de sensibilité nous permettra de
déterminer l’influence des paramètres de conception pour comprendre au mieux leur rôle dans
la précision de la PM. L’objectif de cette analyse est de guider le concepteur dans ses choix
au niveau de la phase de conception préliminaire. De plus, nous pourrons observer l’impact
que les incertitudes inhérentes à la construction des câbles ont sur la position de la PM.
Cela nous permettra de mieux comprendre le phénomène et ainsi chercher à le compenser au
mieux.

L’analyse de sensibilité peut être menée de bien des manières, par la méthode des indices
de Sobole [Alh+16 ; Tos+20], la méthode FAST (Fourier Amplitude Sensitivity Testing)
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[Guo+17 ; Tar+17], la méthode de Morris [Che+16 ; Mor91] ou encore par plan d’expériences.
Au sein de nos études nous avons favorisé cette dernière méthode. Elle a été décrite plus
haut dans ce chapitre (cf. 1.3.2).

D’un point de vu des RPC, nous pouvons citer l’article S. Baklouti [Bak+18] travaillant
sur la sensibilité des RPC aux incertitudes élasto-géométrique. Cet article étudie 62 incerti-
tudes élasto-géométrique pour le RPC CAROCA à 8 câbles soit 51 incertitudes géométriques
et 11 mécaniques. La modélisation du RPC prend en compte le fléchissement du câble. S.
Baklouti a ainsi pu observer l’importance de prendre en compte l’effet d’hystérésis des câbles
dans la modélisation des erreurs. De plus, ils ont pu observer que les erreurs géométriques
sur l’erreur de précision en statique était significatif.

Cette section a introduit le concept d’analyse de sensibilité et a, à travers l’article de S.
Baklouti, montrée l’importance des incertitudes sur la précision des RPC.

1.5 Conclusion et cadre de l’étude
Au travers de ce chapitre, nous avons présenté le concept de RPC, nous permettant

d’intégrer les termes qui seront utilisés tout au long de ce manuscrit ainsi que de se familiariser
avec son mécanisme, ses particularités et ses architectures possibles. Par la suite, les modèles
développés pour la modélisation géométrico-statique des RPC ont été présentés ainsi que les
réponses existantes aux problèmes de gestion des tensions dans les câbles et de la définition de
l’espace de travail des RPC. Une présentation plus axée sur les câbles a ensuite été développée
afin de comprendre leur comportement mécanique ainsi que les problématiques en découlant.
Les modélisations des câbles mises en place dans le domaine des RPC venant en complément
des modèles géométrico-statiques ont été étudiées. Par la suite, les outils mathématiques
utilisés dans le cadre de cette thèse ont été explicités. Pour finir, le principe d’analyse de
sensibilité a été présenté. Ce chapitre a introduit les notions nécessaires à l’étude des RPC
d’un point de vue mécanique en se restreignant au domaine statique.

Au cours de cette partie nous avons pu mettre l’accent sur un certain nombre de
problématiques inhérentes aux RPC (cf. 1.1). L’ensemble de ces problématiques impacte
directement le fonctionnement des RPC. En effet, cela engendre des erreurs de poses de la
PM tant en position p qu’en orientation o, se traduisant donc par des problèmes de précision.
Actuellement, cela est compensé par un travail important d’étalonnage et d’asservissement
par capteurs. Il est observable qu’une partie de ces problématiques est directement liée
à la chaine d’actionnement du RPC et fait déjà l’objet de nombreuses études. D’autres
restent encore assez floues et peu étudiées. Nous pouvons déjà souligner que l’étude des
RPC comportant des poulies de renvois avec des enrouleurs au sol est un domaine restreint.
L’ensemble des modèles développés néglige la longueur existante entre la sortie de l’enrouleur
et l’entrée de la poulie, appelée longueur morte. Cette longueur est sujet au phénomène
d’élasticité et de fléchissement engendrant une variation de longueur de câble, et impactant
donc la pose finale de la PM. D’autre part, la présence de poulies engendre forcément un
certain nombre de paramètres géométriques supplémentaires ayant plus ou moins d’influence
sur la pose de la PM. De plus, nous avons pu observer que la déformation des câbles est
un domaine présentant une forte influence sur les RPC, ce qui est marqué en plus par une
forte incertitude propre à sa construction rendant son étude et sa modélisation complexe et
imposant de devoir faire des hypothèses simplificatrices fortes. En effet, la prise en compte
de l’ensemble de ces paramètres au sein d’un processus de commande en temps réel est rendu
extrêmement complexe de par le temps de calcul élevé que cela demande.

Le cadre de l’étude découle de ces verrous scientifiques encore présents. Cette thèse
ce concentre exclusivement sur la conception de l’architecture mécanique des RPC, ainsi
tout le processus de commande et de l’étalonnage n’est pas pris en compte. Nous pouvons
en revanche apporter par notre expertise une étude et un regard sur le comportement
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mécanique des RPC. La question que nous nous sommes posée est : « Comment pouvons-nous
améliorer la modélisation des RPC et leur conception préliminaire afin de réduire initialement
l’imprécision des RPC ». Les travaux réalisés se sont donc focalisés sur l’influence de la prise
en compte de la poulie dans les modèles ainsi que sur l’étude des différents paramètres la
composant. Il est de plus recherché à comprendre l’influence de l’incertitude du câble due
à son hystérésis. La sensibilité des différents paramètres est ainsi étudiée et la recherche
d’architecture réduisant leurs influences, permettant d’éviter un processus de commande trop
complexe, est par la suite réalisée. Dans un premier temps au chapitre 2, nous définirons
l’ensemble des modèles développés et utilisés dans cette thèse dont la particularité est la prise
en compte de la longueur morte et le développement d’une nouvelle architecture de poulie.
Le chapitre 3 présentera l’étude s’axant sur la géométrie de la poulie et son influence sur la
précision des RPC. Finalement dans le chapitre 4, nous intégrerons l’hystérésis de chacun
des câbles dans le modèle le plus complet de RPC développé dans cette thèse et analyserons
et quantifierons son influence sur l’incertitude de pose de la PM.
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Ce chapitre établit les modèles développés et utilisés tout au long de cette thèse. Ces
modélisations prennent en compte un ensemble de paramètres géométriques souvent négligés
dans l’étude des RPC. Le premier d’entre eux est la géométrie des poulies de renvoi. Le second
est, la longueur de câble entre l’enrouleur et l’entrée de la poulie, nommée longueur morte.
Dans les chapitres suivants, ces modèles seront enrichis par le comportement mécanique
des câbles, c’est-à-dire leur élasticité et leur fléchissement. Par ailleurs, les travaux menés
dans cette thèse visent à étudier l’influence d’un nouveau type d’articulation de poulie sur la
précision des RPC. Nous détaillerons ainsi les modèles pour deux types d’architecture de
poulie. Il est à noter que toutes ces modélisations sont développées pour des RPC de type
suspendu. Cela a comme influence sur les modèles que la totalité des câbles provient de la
partie supérieure du RPC et que les efforts extérieurs appliqués sur la PM sont verticaux
et constants. De plus, les modélisations des RPC sont réalisées pour des configurations
statiques. Pour ne pas alourdir les notations, le terme "statique" ne sera donc pas rappelé
dans la dénomination des modèles. Ainsi les modèles « géométrico-statiques » seront notés
uniquement « géométrique ».

La contribution majeure de ce chapitre est le développement de modèles généraux,
prenant en compte simultanément des paramètres géométriques et mécaniques qui sont étudiés
de manière indépendante dans la littérature. Ceux-ci permettent une analyse numérique
détaillée de la pose de la PM. Nous verrons tout d’abord le paramétrage appliqué à la chaîne
d’actionnement d’un RPC puis sa modélisation géométrique. Par la suite, nous intégrerons
la prise en compte du comportement mécaniques des câbles dans ces modèles. Finalement,
une méthodologie d’évaluation de l’erreur de pose théorique est proposée.
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2.1 Modèles Géométriques Étendus

Comme nous avons pu l’évoquer dans le chapitre 1 pour qu’un RPC possède une archi-
tecture suspendue, deux solutions existent. La première, est de fixer directement l’enrouleur
sur la structure supérieure du RPC, ce qui, dans le cadre des RPC de petite dimension est
possible. Ce type de fixation est nettement moins adaptée pour les RPC de grande dimension.
La seconde, est de fixer ces enrouleurs au sol et de faire monter le câble en le faisant passer
par une poulie, dite de renvoi, pour ensuite le faire redescendre vers la PM. Cette dernière
solution est généralement utilisée pour des RPC ayant des dimensions extérieures de plusieurs
mètres. C’est cette dernière architecture qui est modélisée et étudiée, car elle offre un panel
d’utilisation plus important. Notons, à notre connaissance, qu’aucun modèle ne prend en
compte la longueur de câble existante entre la sortie de l’enrouleur et l’entrée de la poulie,
appelée longueur morte. Cette partie du câble est pourtant affectée, au même titre que la
longueur utile, par des phénomènes de déformation élastiques. De plus, les modèles prenant
en compte les poulies [Pot12] considèrent toujours que l’entrée du câble dans le réa se fait
parallèlement à l’axe de rotation de la pivot. Nous modéliserons une poulie plus générale dite
« classique » n’ayant aucune contraintes spécifiques. De plus, une seconde architecture de
poulie plus innovante, ayant une articulation de type joint de cardan, est également étudiée.
Une comparaison de ces deux poulies permettra de déterminer les configurations intéressantes
pour l’utilisation de la poulie à joint de cardan dans le cadre des RPC.

La modélisation géométrique permet de définir la position et la longueur de l’ensemble
des composants du RPC en fonction soit de la pose de la PM (modèle Inverse) soit des
longueurs des câbles (modèle Direct). Cette modélisation peut prendre en compte un certain
nombre de paramètres. Pour chaque modèle un paramétrage est nécessaire afin de définir les
notations propres au modèle. Une partie des notations mise en place est identique à celle
décrite dans le chapitre 1 mais seront rappelées et certaines redéfinies.

Dans ce chapitre, nous verrons donc tout d’abord l’ajout de la longueur morte du
câble dans le modèle standard du RPC. Par la suite, nous établirons les modèles dits
« étendus » avec les poulies. En effet, nous nommerons ces modèles « modèles étendus » pour
les distinguer du modèle standard ne prenant pas en compte les poulies ni les longueurs
mortes (cf. section 1.2.1.1). Nous commencerons par établir le modèle géométrique étendu
d’un RPC équipé avec des poulies ayant comme articulation un pivot d’axe vertical. Enfin,
le modèle géométrique étendu avec des poulies à joint de cardan sera présenté.

2.1.1 Prise en compte de la longueur morte du câble dans le
modèle standard

Dans cette modélisation nous prenons comme base le modèle dit « standard » de la
bibliographie. Cependant, au lieu de considérer que le câble est composé d’une unique
longueur nous prenons également en compte la longueur entre l’enrouleur et le point de
renvoi dans le calcul de la longueur totale de câble. En effet, dans la définition géométrique
standard des RPC, les poulies sont simplifiées et modélisées par des points de passages fixes
notés 𝐴𝑖, avec 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 l’indice d’un chemin de câble, où 𝑚 est le nombre de câbles du
RPC. Le Modèle Géométrique Inverse Standard (MGI𝑆) est généralement obtenu, pour une
pose donnée de la PM, en déterminant les longueurs utiles 𝑙𝑖𝑆 entre les points de sortie des
câbles 𝐴𝑖 et les points d’attache des câbles à l’effecteur 𝐵𝑖, comme illustré dans la figure
Fig. 2.1.
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Figure 2.1 – Paramétrisation de la iè𝑚𝑒 chaîne d’actionnement d’un RPC sans prise
en compte de la poulie de renvoi

Comme expliqué précédemment la longueur de câble reliant les points 𝐴𝑖 aux points
de sortie des enrouleurs, notés 𝐶𝑖, est intégrée au modèle géométrique standard. Il est à
noter que dans le cadre de cette étude nous supposons les points 𝐶𝑖 fixes et les vecteurs a𝑖

colinéaires à l’axe z𝑏. L’utilisation d’enrouleurs présentant un point de sortie du câble imposé
par un guide permet de respecter cette hypothèse [Jin+17]. Cette longueur est appelée la
longueur morte 𝑙𝑖𝑑. Un RPC est représenté de façon simplifiée par une chaîne vectorielle
pour chaque chemin de câble 𝑖. Dans les modèles standards les câbles sont assimilés à des
segments rigides indéformables non-pesants, ainsi leur longueur utile n’est autre que la norme
euclidienne de la somme des vecteurs reliant les différents points de la chaîne cinématique.
Le modèle géométrique inverse qualifié de standard est donc défini par :

l𝑖
𝑆 = p + Rb𝑖 − a𝑖 − c𝑖 pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2.1)

où la norme euclidienne de l𝑖
𝑆 est la longueur utile standard 𝑙𝑖𝑆 du 𝑖𝑒𝑚𝑒 câble, p est le

vecteur position reliant le point 𝑂, centre du repère de base ℜ𝑏, au point 𝑃 , centre théorique
de la PM. R est la matrice de rotation du repère ℜ𝑝 lié à la PM par rapport au repère ℜ𝑏.
Le vecteur b𝑖 décrit la géométrie de la PM dans le repère ℜ𝑝. a𝑖 et c𝑖 sont les vecteurs qui
positionnent respectivement les points 𝐴𝑖 et 𝐶𝑖 comme illustré sur la figure Fig.2.1.

La longueur morte 𝑙𝑖𝑑 est décrite par la norme euclidienne du vecteur l𝑖
𝑑 reliant la sortie

de l’enrouleur et le point de renvoi 𝐴𝑖. Dans la modélisation standard ce vecteur est constant
quelle que soit la pose de la PM, c’est-à-dire que l𝑖

𝑑 = a𝑖. Étant donné que l’étude est
complétée par cette longueur morte, la longueur totale standard du câble 𝑖 déployée, notée
𝐿𝑖

𝑇𝑆
, à prendre en compte s’écrit :

𝐿𝑖
𝑇𝑆

= ‖l𝑖
𝑆‖

2
+ ‖l𝑖

𝑑‖
2

pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2.2)
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Cette modélisation nous permettra dans le chapitre 3 de calculer les différents modèles
géométriques directs prenant en compte les longueurs mortes ainsi que les poulies de renvois.

2.1.2 Prise en compte de la géométrie des poulies
Les poulies font parties intégrantes des RPC, mais leur prises en compte dans les modèles

actuels est encore rare. De plus, un modèle comprenant les poulies ainsi que les longueurs
mortes de câbles n’a jamais été établi, à notre connaissance, dans la littérature. Cette partie
s’attellera à formaliser ces modèles pour les deux types d’architecture de poulies étudiées
dans ce manuscrit. Nous commencerons par mettre en place la modélisation pour une poulie
ayant un pivot d’axe vertical comme articulation. Ensuite, le modèle géométrique étendu
avec des poulies à joint de cardan sera présenté.

2.1.2.1 Prise en compte d’une poulie ayant une articulation de type pivot
Cette section formalise la modélisation d’un RPC équipé de poulies à pivot. Ce type

de poulie est couramment utilisé dans de nombreux domaines, tel que dans la manutention,
la construction ou encore dans le naval. L’articulation pivot autorise un ddl de rotation
autour d’un axe vertical, ce qui permet à la poulie de s’aligner avec la direction de l’effort
appliqué au câble. De ce fait, les différentes parties du câble restent toujours dans un plan
verticale quelque soit la pose de la PM. Il est à noter que la plupart des RPC sont équipés
de poulie limitant la torsion du câble en contraignant le point d’entré du câble dans le réa à
un point fixe, à l’image du RPC CAROCA [Bak+18]. L’installation du câble dans ce type de
poulie peut devenir complexe et surtout lorsque le câble est équipé d’anneaux de fixation
à son extrémité. De plus, dans l’idée d’un RPC reconfigurable facilement, il serait bon de
limiter ce type de contraintes d’assemblage. C’est pourquoi, dans cette thèse nous nous
sommes intéressé à modéliser une poulie sans contrainte sur le point d’entré du câble, laissant
ainsi assez d’ouverture pour une installation rapide du câble. Tout d’abord, définissons les
composants de ce type de poulie. La figure 2.2 présente un exemple de poulie ayant une
articulation de type pivot vertical. Au travers de cette figure nous pouvons présenter les
termes associés à chaque composant de la poulie. Le réa est la « roue » de la poulie où le
câble vient s’enrouler. Elle est équipée d’une gorge sur l’ensemble de son périmètre afin
de guider le câble. Ce réa est en liaison pivot avec le bras de levier par le biais d’un axe
souvent équipé de roulement à billes. En effet, cela réduit les frottements, permettant ainsi à
le réa d’accompagner sans résistance le câble dans son mouvement. Le bras de levier permet
de relier le réa à l’embase de fixation par l’intermédiaire d’une seconde liaison pivot d’axe
vertical. L’ensemble de tous ces éléments définissent ce que nous appelons la poulie.

Maintenant, que les termes propres aux poulies sont définis, il est nécessaire de fixer les
notations employées pour définir les équations des modèles prenant en compte ces poulies.
Notons que ces modèles sont qualifiés de « étendu » afin de marquer la différence par rapport
aux modèles standards et souligner la présence des poulies de renvoi. Pour gagner en clarté
le type de poulie utilisé dans le modèle sera précisé dans son nom. Ainsi nous noterons
le modèle inverse « Modèle Géométrique Inverse Étendu à Pivot » (MGI𝐸𝑃

) et le direct
« Modèle Géométrique Direct Étendu à Pivot » (MGD𝐸𝑃

). Dans un premier temps, nous
avons schématisé une chaîne d’actionnement, c’est-à-dire paramétrer l’ensemble d’un câble
de l’enrouleur à son point de fixation sur la PM. La Fig. 2.3a présente ce paramétrage ainsi
que la schématisation cinématique de l’articulation de la poulie.

Nous pouvons observer que la paramétrisation est proche de celle du modèle standard
(cf. Fig. 2.1). Cependant, l’ajout de la poulie impose la définition des paramètres qui lui
sont propres. Tout d’abord, nous pouvons noter que le point 𝐴𝑖 est considéré ici comme
le point d’ancrage de la poulie à la structure fixe du RPC et non plus comme le point
de sortie du câble. Ce point est situé sur l’axe de rotation de la pivot et est le centre du
repère de l’articulation de la poulie ℜ𝑎𝑟𝑡. Le centre de le réa est représenté par 𝐻𝑖. Nous
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Figure 2.2 – Exemple de poulie à pivot et sa nomenclature (Poulie de renvoi Huchez
gamme PA)

pouvons décrire la géométrie de la poulie par deux valeurs. La première est le rayon 𝑟𝑝𝑖 du
réa, représentant la distance entre le centre 𝐻𝑖 et le fond de gorge du réa. La seconde est
la longueur du bras de levier ℎ𝑖 défini par la norme euclidienne du vecteur h𝑖 reliant les
points 𝐴𝑖 et 𝐻𝑖. La position dans l’espace cartésien de la poulie est définie par l’angle 𝛼𝑖

(cf. Fig. 2.3b). Cet angle permet l’alignement du plan (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙) avec le plan formé par
les trois points 𝐶𝑖, 𝐴𝑖 et 𝐵𝑖. Cet angle est fonction de la pose de la PM (cf. Eq. 2.3).

𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

l𝑖
𝑆 .x𝑏

‖l𝑖
𝑆‖2

)︂
(2.3)

où l𝑖
𝑆 est la longueur de câble utile du modèle standard (cf. Fig. 2.1), et permet d’exprimer

le vecteur reliant les points 𝐴𝑖 et 𝐵𝑖. Précisons que le repère ℜ𝑝𝑢𝑙 est le repère attaché à la
poulie et dans lequel l’ensemble des paramètres de celle-ci est exprimé. Le point d’entrée du
câble en provenance de l’enrouleur est noté 𝐾𝑖 et est décrit par le vecteur k𝑖 exprimé dans
ℜ𝑝𝑢𝑙. Le point de sortie du câble en direction du point 𝐵𝑖 est noté 𝐷𝑖 et est défini par le
vecteur d𝑖 exprimé dans le repère ℜ𝑝𝑢𝑙. La longueur utile du câble notée 𝑙𝑖𝐸 est décrite par la
norme euclidienne du vecteur l𝑖

𝐸 reliant le point 𝐷𝑖 au point d’attache du câble à l’effecteur
𝐵𝑖. Pour respecter l’équilibre statique les vecteurs l𝑖

𝐸 et d𝑖 doivent être orthogonaux. Le
vecteur l𝑖

𝐸 nécessaire pour résoudre le MGI𝐸𝑃
s’écrit comme indiqué par l’Eq. 2.4.

l𝑖
𝐸 = p + Rb𝑖 − a𝑖 − c𝑖 − Rz𝑏

(𝛼𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝜃𝑖)d𝑖] pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2.4)

où Rz𝑏
(𝛼𝑖) est la matrice de rotation du repère de la poulie ℜ𝑝𝑢𝑙 autour de z𝑏 en fonction

de 𝛼𝑖 (cf. Eq. 2.5). Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝜃𝑖) est la matrice de rotation autour de y𝑝𝑢𝑙 permettant d’exprimer

la position du point 𝐷𝑖 dans le repère attaché à la poulie ℜ𝑝𝑢𝑙 en fonction de l’angle 𝜃𝑖

(cf. Eq. 2.6). 𝜃𝑖 est l’angle entre d𝑖 et l’axe x𝑝𝑢𝑙 du repère ℜ𝑝𝑢𝑙 qui est lié à la poulie.

Rz𝑏
(𝛼𝑖) =

⎡⎣𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑖) −𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑖) 0
𝑠𝑖𝑛(𝛼𝑖) 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑖) 0

0 0 1

⎤⎦ (2.5)
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(a) Paramétrisation de la iè𝑚𝑒 chaîne d’actionnement d’un RPC équipé de poulie à pivot
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(b) Représentation de l’orientation de la poulie dans le plan (𝐴𝑖, x𝑎𝑟𝑡, y𝑎𝑟𝑡)

Figure 2.3 – paramétrisation d’un RPC équipé de poulie à pivot

Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝜃𝑖) =

⎡⎣ 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖) 0 𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖)
0 1 0

−𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) 0 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)

⎤⎦ (2.6)

Maintenant que les matrices de rotation ont été définies, nous pouvons donc exprimer
sous forme développée la partie Rz𝑏

(𝛼𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝜃𝑖)d𝑖] (cf. Eq. 2.7).

Rz𝑏
(𝛼𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖

(𝜃𝑖)d𝑖] = [ℎ𝑖 + 𝑟𝑝𝑖 cos(𝜃𝑖)][cos(𝛼𝑖)x𝑏 − sin(𝛼𝑖)y𝑏] + 𝑟𝑝𝑖 sin(𝜃𝑖)z𝑏 (2.7)
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L’angle 𝜃𝑖, permettant le positionnement du point de sortie du câble 𝐷𝑖 doit être défini.
L’équation 2.8 exprime cet angle en fonction de la pose de la PM représenté ici par le vecteur
q𝑖 reliant 𝐻𝑖 et 𝐵𝑖 (cf. Fig. 2.3a).

𝜃𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

𝑟𝑝𝑖

‖q𝑖‖2

)︂
−
[︂
𝜋

2 − 𝑐𝑜𝑠−1
(︂q𝑖.z𝑝𝑢𝑙

‖q𝑖‖2

)︂]︂
(2.8)

La détermination de la longueur totale étendue 𝐿𝑖
𝑇𝐸

du câble 𝑖 déployé nécessite de
connaitre, en plus de l𝑖

𝐸 et l𝑖
𝑑, la longueur d’enroulement du câble autour de la poulie. Notons

qu’ici l𝑖
𝑑 n’est plus confondue avec a𝑖 et n’est plus constant puisqu’il est fonction de la pose

de la PM. Dans la plupart des prototypes de RPC le point de sortie 𝐶𝑖 des enrouleurs est
fixe grâce à des modèles d’enrouleurs avec guidage de câble [Jin+17] et est confondu avec
l’axe du pivot de la poulie. Cela a pour effet d’éviter une trop forte variation de la courbure
du câble étant donné qu’il appartient toujours au plan (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙) et que son entrée dans
la poulie est tangente au diamètre extérieur. L’alignement de la poulie avec le point 𝐵𝑖 de la
PM est à tout moment respecté. Dans cette configuration, pour déterminer l𝑖

𝑑, il est possible
d’identifier que la position du point d’entrée du câble dans la poulie 𝐾𝑖 est constante dans le
repère ℜ𝑝𝑢𝑙 de la poulie. En effet, comme a𝑖 et z𝑏 sont considérés colinéaires, l’angle entre
a𝑖 et l𝑖

𝑑 est toujours le même. Il en ressort que la norme euclidienne ‖l𝑖
𝑑‖2 est constante et

donc indépendante de la position de la PM. En revanche, pour la partie du câble enroulée
sur la poulie, sa longueur est fonction de la pose de la PM car décrite par le produit entre 𝛾𝑖

l’angle séparant k𝑖 et d𝑖 et 𝑟𝑝𝑖
le rayon de la poulie. Géométriquement, il est possible de

décrire l’angle 𝛾𝑖 par l’Eq. 2.9.

𝛾𝑖 = 𝜋 −
[︂
𝜃𝑖 +

(︂
𝑐𝑜𝑠−1

(︁𝑟𝑝𝑖

s𝑖

)︁
− 𝑐𝑜𝑠−1

(︂
ℎ𝑖

s𝑖

)︂)︂]︂
(2.9)

où le vecteur s𝑖 relie le point central de la poulie 𝐻𝑖 à la sortie de l’enrouleur 𝐶𝑖. Nous
pouvons finaliser le MGI𝐸𝑃

en calculant la longueur totale étendue déployée 𝐿𝑖
𝑇𝐸

pour une
pose définie à l’aide de l’Eq. 2.10.

𝐿𝑖
𝑇𝐸

= ‖l𝑖
𝐸‖2 + ‖l𝑖

𝑑‖2 + 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖
pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2.10)

En ce qui concerne le modèle direct MGD𝐸𝑃
pour un jeu de longueurs totales déployées

L𝑇𝐸
= [𝐿1

𝑇𝐸
... 𝐿𝑖

𝑇𝐸
]𝑇 , avec 𝑖 = 1, ...,𝑚, la recherche d’une pose de la PM admissible n’est

plus l’unique objectif. En effet, il est aussi important d’équilibrer les poulies en recherchant
les angles 𝛼 = [𝛼1 ... 𝛼𝑖]𝑇 permettant par la suite de déterminer l’ensemble des valeurs
des paramètres des poulies. L’ensemble des inconnues du système du MGD𝐸𝑃

peut donc
s’écrire comme [p, o, 𝛼1 ... 𝛼𝑖]. Dans le cadre d’un RPC ayant autant de ddl que de câbles
il est possible de mettre en place un processus de résolution itératif du MGD𝐸𝑃

comme
présenté dans la partie 2.3. Notons que pour un RPC pleinement-contraint une méthode de
résolution par un outil d’optimisation numérique (cf. section 1.3.1) est plus judicieuse car
moins coûteuse en temps de calcul.

2.1.2.2 Prise en compte d’une poulie ayant une articulation de type joint
de cardan

Lors des travaux réalisés dans cette thèse nous avons cherché à étudier l’influence du
type d’articulation montée sur les poulies. Classiquement les poulies sont soit totalement fixes
soit, dans le cadre des RPC, montées sur un pivot (cf. Fig. 2.2). Cependant, serait-il possible
d’utiliser un autre type de liaison sur les poulies afin de gagner en performance ? Voici l’une
des questions à laquelle nous chercherons à répondre. Pour ce faire nous avons imaginé de
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remplacer la pivot par une articulation de type joint de cardan, conférant à la poulie deux
ddl de rotation. Il est à noter qu’une architecture de poulie avec cette cinématique n’est, à
notre connaissance, pas développée chez les fabricants. Ce nouveau type de poulie a comme
avantage de s’aligner à la direction de l’effort, réduisant considérablement les contraintes
internes dans bras de levier. En effet, étant donné que ce dernier ne travaille quasiment plus
en flexion mais principalement en traction, cela conduit à une réduction du moment de flexion
appliqué au point de fixation de la poulie, permettant ainsi, pour un même matériaux, de
réduire la masse des pièces structurelles de la poulie. Dans l’objectif d’étudier cette nouvelle
architecture de poulie dans le cadre des RPC, nous allons définir la modélisation d’un RPC
équipé d’une telle poulie de renvoi. Tout comme précédemment cette modélisation sera
qualifiée d’étendue et notée, pour le modèle inverse MGI𝐸𝐶

et MGD𝐸𝐶
dans le cas de la

modélisation directe. L’indice 𝐶 correspondant cette fois-ci à une articulation de la poulie de
type joint de cardan.

De plus, la masse propre de la poulie n’est pas prise en compte car son poids est
négligeable devant les tensions des câbles, comme démontré dans l’annexe A.

Il est visible sur la Fig. 2.4a que de nombreux points communs existent avec le paramé-
trage du RPC équipé d’une poulie avec un pivot. En effet, tout comme la poulie à pivot, la
poulie à joint de cardan peut se déplacer dans l’espace mais cette fois-ci selon deux axes de
rotations, dont les paramètres sont 𝛼𝑖 et 𝛽𝑖 (cf. Fig.2.4). Les deux angles d’orientation du
joint de cardan, 𝛼𝑖 et 𝛽𝑖, sont dorénavant nécessaires pour la détermination de la position
du centre de la poulie 𝐻𝑖. L’angle 𝛼𝑖 est défini de la même manière que dans le cadre de la
poulie à pivot. L’angle 𝛽𝑖 quant à lui, est l’angle formé entre le plan horizontal (𝐴𝑖, x𝑏, y𝑏)
et h𝑖, il est donc fonction de la pose de la PM et tout comme 𝛼𝑖 il doit respecter l’équilibre
statique du RPC. L’angle 𝛽𝑖 est pour sa part influencé par la masse propre de la poulie. Pour
rappel, dans notre modélisation la masse propre de la poulie n’est pas prise en compte car
son poids est négligeable devant les tensions des câbles, comme démontré dans l’annexe A.
Alors afin de respecter l’équilibre statique des forces, 𝐻𝑖 doit se trouver sur la bissectrice
de l’angle entre t𝑖

𝑢 et t𝑖
𝑑 (cf. Fig. 2.4b) ; ce qui est équivalent à la bissectrice de l’angle Φ𝑖

étant l’angle entre a𝑖 et l𝑖
𝑆 . Cette configuration d’équilibre statique n’est vraie que si les

frottements générés dans les différentes liaisons de la poulie sont négligés ainsi que sa masse
propre. Pour ce qui est des frottements si nous considérons que l’ensemble des liaisons pivots
de la poulie sont réalisées à l’aide de roulements, cette hypothèse est admissible. Cela permet
de considérer que les forces en entrée et en sortie de la poulie sont égales. D’un point de vue
purement géométrique nous pouvons exprimer 𝛽𝑖 par l’Eq. 2.11, dans l’hypothèse où 𝐶𝑖 est
vertical à 𝐴𝑖, ce qui sera respecté dans l’ensemble des travaux de cette thèse.

𝛽𝑖 = 1
2(𝜋 − Φ) (2.11)

En partant de ce principe, le MGI𝐸𝐶
calculant la longueur utile de câble se détermine avec

la même chaîne vectorielle que dans l’équation Eq. 2.4. Cependant, dans cette configuration,
l’articulation imposant une rotation supplémentaire implique que l’Eq. 2.4 s’écrive comme
l’Eq. 2.12.

l𝑖
𝐸 = p + Rb𝑖 − a𝑖 − c𝑖 − Rz𝑏

(𝛼𝑖)Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝛽𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖

(𝜃𝑖)d𝑖] pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 (2.12)

où Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝛽𝑖) est la matrice de rotation du pivot d’axe y𝑝𝑢𝑙𝑖

du joint de cardan de la
poulie 𝑖.

Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝛽𝑖) =

⎡⎣ 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖) 0 𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖)
0 1 0

−𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖) 0 𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖)

⎤⎦ (2.13)
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(a) Paramétrisation de la iè𝑚𝑒 chaîne d’actionnement d’un RPC équipé de poulie à joint de cardan
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(b) Représentation de l’équilibre statique de la poulie dans le plan (𝐴𝑖, x𝑝𝑢𝑙,z𝑝𝑢𝑙)

Figure 2.4 – Paramétrisation d’un RPC équipé de poulie à joint de cardan

La matrice de rotation définie, nous pouvons donc exprimer sous forme développée la
partie Rz𝑏

(𝛼𝑖)Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝛽𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖

(𝜃𝑖)d𝑖] (cf. Eq. 2.14).
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Rz𝑏
(𝛼𝑖)Ry𝑝𝑢𝑙𝑖

(𝛽𝑖)[h𝑖 + Ry𝑝𝑢𝑙𝑖
(𝜃𝑖)d𝑖] = [(𝑟𝑝𝑖 cos(𝜃𝑖) + ℎ𝑖) cos(𝛽𝑖)+

𝑟𝑝𝑖 sin(𝜃𝑖) sin(𝛽𝑖)](cos(𝛼𝑖)x𝑏 − sin(𝛼𝑖)y𝑏) − [(𝑟𝑝𝑖 cos(𝜃𝑖) +ℎ𝑖) sin(𝛽𝑖) − 𝑟𝑝𝑖 sin(𝜃𝑖) cos(𝛽𝑖)]z𝑏

(2.14)

où l’angle 𝜃𝑖 est exprimé, dans ce cas, en fonction de 𝛾𝑖, angle formé par le vecteur d𝑖

et k𝑖, (cf. Eq. 2.15). Or nous pouvons connaitre la position de 𝐾𝑖 par la nullité du produit
scalaire, entre l𝑖

𝑑 et k𝑖, et de même pour 𝐷𝑖 entre l𝑖
𝐸 et d𝑖.

𝜃𝑖 = 𝜋 − 𝛾𝑖

2 (2.15)

Tout comme dans le modèle poulie à pivot, la longueur totale 𝐿𝑖
𝑇𝐸

est calculée avec
l’équation Eq. 2.10. La différence tient dans le fait que la longueur morte 𝑙𝑖𝑑 n’est plus
constante à cause de l’utilisation d’un joint de cardan sur la poulie. En effet, le point d’entrée
du câble dans la poulie 𝐾𝑖 étant fonction de la pose de l’effecteur de la PM, il peut se
déplacer dans ce cas verticalement. ‖l𝑖

𝑑‖2 pour 𝑖 = 1, . . . ,𝑚 s’exprime donc comme :

‖l𝑖
𝑑‖2 =

√︃[︂
ℎ𝑖𝑠𝑖𝑛

(︂
Φ𝑖

2

)︂]︂2
+
[︂
a𝑖x𝑏 − ℎ𝑖𝑐𝑜𝑠

(︂
Φ𝑖

2

)︂]︂2
− 𝑟𝑝𝑖 (2.16)

Nous pouvons exprimer le MGI𝐸𝐶
comme l’Eq. 2.10 en remplaçant ‖l𝑖

𝐸‖2 et ‖l𝑖
𝑑‖2 par

leur équation c’est-à-dire Eq. 2.12 et Eq. 2.16 respectivement.
Tout comme pour le modèle de RPC équipé de poulie à pivot, le MGD𝐸𝐶

est plus
complexe à résoudre. En plus de devoir définir la pose de la PM, la position des poulies
ainsi que des points d’entrée 𝐾𝑖 et de sortie 𝐷𝑖 sont aussi des inconnues du système. Le
MGD𝐸𝐶

cherche donc à déterminer les inconnues [p,o, 𝛼1, 𝛽1, ..., 𝛼𝑖, 𝛽𝑖]𝑇 . Tout comme pour
le MGD𝐸𝑃

il est possible de le résoudre de façon itérative dans des conditions particulières
présentées dans la partie 2.3.

Nous venons de mettre en place une série de modèles permettant la modélisation
géométrique complète d’une chaîne d’actionnement d’un RPC. Cela permet de prendre en
compte un certain nombre de paramètres supplémentaires et donc d’étudier plus en détail le
comportement cinématique d’un RPC. Néanmoins, nous avons vu dans le chapitre 1 que l’une
des sources d’incertitude majeure dans les RPC est le comportement mécanique des câbles.
Dans la section suivante nous allons donc nous attarder sur l’intégration des différentes
modélisations des câbles dans les modèles géométriques étendus.

2.2 Prise en compte du comportement mécanique
du câble

Cette section, se focalise sur l’ajout du comportement mécanique des câbles dans
les modèles géométriques précédemment développés. L’objectif est d’obtenir des modèles
elasto-géométriques. Il est à noter que, comme les modèles géométriques, les modèles elasto-
géométriques sont déterminés pour une étude statique des RPC. De plus, seul le phénomène
de déformation du câble, dû à l’élasticité et au fléchissement, est étudié. Les phénomènes
vibratoires pouvant affecter le comportement du câble ne sont pas étudiés dans ces travaux.
La prise en compte de l’action des câbles sur la PM impose de déterminer les tensions dans
chaque câble afin de trouver l’équilibre statique du RPC. En effet, comme nous l’avons évoqué
dans le chapitre 1 les câbles subissent des déformations par les tensions qu’ils supportent.
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Nous avons aussi vu que différents niveaux de modélisation pouvaient être mis en œuvre.
Dans les modèles présentés dans ce chapitre, les longueurs misent en tension ne sont plus
uniquement les longueurs utiles mais bien les longueurs totales.

Pour rappel, dans cette thèse nous faisons l’hypothèse que les frottements internes
à la poulie sont négligeables grâce à la présence de roulements dans les articulations. La
conséquence de cette hypothèse est que les normes euclidienne des tensions en entrée et en
sortie de poulie sont égales. Cela peut être écrit comme 𝑡𝑖𝑢(𝐷𝑖) = 𝑡𝑖𝑑(𝐾𝑖), avec 𝑡𝑖𝑢(𝐷𝑖) la
tension du câble utile au point 𝐷𝑖 et 𝑡𝑖𝑑(𝐾𝑖) la tension du câble mort au point 𝐾𝑖 (cf. Fig. 2.5).
De plus, il est considéré que la tension dans la partie du câble enroulé 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖

est constante tout
le long de cette longueur. Nous savons que quand le câble est considéré comme un segment
rectiligne la détermination de ces tensions revient à résoudre le principe fondamental de la
statique explicité par l’Eq. 1.6. Nous pouvons ainsi connaitre les tensions dans les câbles et
donc déterminer si ceux-ci sont trop ou pas assez en tension. En effet, lorsque la tension est
trop forte supérieure à 60% de 𝑡𝑙𝑖𝑚 (cf. norme ISO 4309 :2010) le câble risque de se rompre
et au contraire, lorsque la tension est trop faible il peut se détoronner. Cela permet d’obtenir
un espace de travail statique sans risque et de calculer l’allongement linéaire des câbles.
En effet, les modèles présentés jusqu’à maintenant sont uniquement géométriques et les
caractéristiques mécaniques du câble n’y sont pas prises en compte. Pourtant, ces dernières
sont sources d’erreurs importantes sur la précision du RPC. Pour pallier ce problème nous
pouvons enrichir les modèles étendus afin de prendre en compte la déformation des câbles sur
l’entièreté de la chaîne d’actionnement. De plus, comme nous l’avons vu, la prise en compte
de ces phénomènes peut être de plusieurs niveaux. Nous pouvons considérer uniquement
une élasticité uni-directionnelle, ou bien c’est l’ensemble de la déformation du câble qui est
modélisé, c’est-à-dire son élasticité mais également son fléchissement sous son propre poids.
Dans une première partie, nous considérerons uniquement l’élasticité uni-directionnelle du
câble. Par la suite nous intégrerons la modélisation du fléchissement du câble sur l’ensemble
de la chaîne d’actionnement.

2.2.1 Élasticité uni-directionnelle du câble

Cette section va s’intéresser à intégrer l’élasticité uni-directionnelle aux modèles géo-
métrique étendus. Ces modèles seront appelés modèles élasto-géométrique étendus et notés
MEGI𝐸 pour le modèle inverse et MEGD𝐸 pour le direct. Il est important de préciser que la
prise en compte de l’élasticité se fait de manière analogue pour un RPC ayant soit des poulies
à pivot soit des poulies à joint de cardan. Cette modélisation considère le câble comme un
segment. De ce fait, il ne peut s’allonger que dans le sens de l’effort. De plus, sa masse
étant négligée sa tension est identique en tout point du câble et sera notée t𝑖, de norme
euclidienne 𝑡𝑖. La figure 2.5 schématise cet allongement dans le plan du iè𝑚𝑒 câble de la
chaîne d’actionnement. Nous avons fait le choix de représenter l’allongement Δ𝐿𝑖

𝑇 au niveau
du point 𝐶𝑖 mais dans la réalité cet allongement est réparti sur l’entièreté de la longueur du
câble.
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Figure 2.5 – Schématisation du modèle élasto-géométrique étendu, représentation dans
le plan du 𝑖è𝑚𝑒 le câble (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙)

L’application de la loi de Hooke se fait de la même manière que décrite dans la section
1.2.4.2 du chapitre 1, à la seule différence que ce n’est pas l’allongement de la longueur utile
Δ𝑙0 qui est recherchée mais bien l’allongement de la longueur totale Δ𝐿𝑖

𝑇 (cf. Eq. 2.17).

Δ𝐿𝑖
𝑇 = 𝐿𝑖

𝑇 𝑡𝑖
𝐸𝑖𝑆𝑖

(2.17)

où 𝐸𝑖 est le module de Young du 𝑖è𝑚𝑒 câble et 𝑆𝑖 sa section. Nous pouvons déjà observer
que le fait de prendre en compte l’élasticité sur l’entièreté du câble déployé impliquera un
allongement forcement supérieur au cas où la longueur morte est négligée.

Dans le cadre du MEGI𝐸 , nous rechercherons la longueur totale initiale du câble 𝐿𝑖
𝑇

pour qu’avec l’élasticité prise en compte la PM soit à la pose désirée. Notons que cette
résolution est possible analytiquement. En ce qui concerne le MEGD𝐸 , la prise en compte de
l’élasticité amplifie encore la complexité du de sa résolution. Il est nécessaire de trouver une
pose de la PM satisfaisant les tensions des câbles tout en calculant l’allongement de ceux-ci.
Un schéma de résolution est présenté dans la section 2.3.

2.2.2 Fléchissement du câble
Nous venons de voir qu’un câble peut être, de façon relativement simple, approximé

à un segment élastique. L’avantage de ce précédent modèle est qu’il nécessite uniquement
le calcul du jeu de tensions t et des longueurs totales pour avoir une idée de l’allongement
que présenteront les câbles. Cependant, la forme que prend le câble de par sa masse est
totalement négligée. Dans le cas où une longueur de câble devient suffisamment importante,
sa propre masse n’est plus négligeable, influençant son comportement mécanique. Cela est
encore plus vrai dans le cas d’un câble ayant une masse linéique importante ou d’un RPC
de dimension importante. Pour modéliser ce phénomène le modèle d’Irvine, présenté dans
la section 1.2.4.2 du chapitre 1, est appliqué à chacun des câbles. Dans le cadre de nos
modèles étendus comprenant la poulie et la longueur morte, il est nécessaire de modéliser
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le fléchissement de la longueur utile et celui de la longueur morte. Pour chaque chaîne
d’actionnement le modèle d’Irvine sera donc appliqué deux fois. Des modèles prenant en
compte les poulies et le fléchissement ont déjà étés développés par Fabritius [Fab+20 ;
Fab+21], mais la longueur morte reste toujours négligée et les poulies à joint de cardan n’y
sont pas traitées. Nous avons pourtant pu voir que l’élasticité était fonction de la longueur,
et influence donc forcément l’allongement total du câble. Nous allons donc voir comment le
fléchissement du câble a été intégré aux modèles élasto-géométriques étendus. Quel que soit
le type d’articulation de la poulie, la logique est identique. Ce modèle sera dénommé de façon
générale : Modèle Fléchissant Inverse Étendu (MFI𝐸) et Modèle Fléchissant Direct Étendu
(MFD𝐸). Néanmoins, dans le cadre d’une poulie à joint de cardan le système de résolution
comportera des équations supplémentaires. Nous chercherons à définir ces systèmes tout
d’abord pour un RPC ayant des poulies avec comme articulation une pivot puis pour un
RPC avec des poulies à joint de cardan.

2.2.2.1 RPC équipé de poulie à pivot
Le modèle d’Irvine a déjà été présenté dans le chapitre 1 pour une application simple

reliant deux points (cf. section 1.2.4.2). Nous cherchons ici, à définir le profil du câble utile
ainsi que celui de la longueur morte (cf. Fig.2.6). Pour rappel, les propriétés du câble sont le
module de Young 𝐸𝑖, sa section 𝑆𝑖 et sa masse linéique 𝜇0.

Figure 2.6 – Paramétrisation d’une chaîne d’actionnement d’un RPC avec une poulie
à pivot et un câble fléchi

La figure 2.6 représente le paramétrage de la chaîne d’actionnement du câble 𝑖. Nous
pouvons voir le profil fléchi du câble sous son propre poids entre le point 𝐶𝑖 et 𝐾𝑖 ainsi
qu’entre 𝐷𝑖 et 𝐵𝑖. La tension t𝑖

𝑢 au point 𝐵𝑖 est exprimée dans le plan (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙) à l’aide
de ses composants t𝑖

𝑢𝑥
et t𝑖

𝑢𝑧
. La tension t𝑖

𝑑 représente la tension dans la longueur morte
du câble au point 𝐾𝑖 et est exprimé dans le plan (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙) par ses composants t𝑖

𝑑𝑥
et
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t𝑖
𝑑𝑧

. Tout d’abord, pour décrire le fléchissement du câble nous allons appliquer l’Eq. 1.30 et
l’Eq. 1.31 aux différentes longueurs du câble. Premièrement, en ce qui concerne la longueur
utile nous pouvons écrire la série d’équations décrivant le profil du câble en x𝑝𝑢𝑙 et z𝑝𝑢𝑙 au
point 𝐵𝑖, correspondant donc à une abscisse curviligne 𝑠𝑖 = 𝑙𝑖𝐸 .

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑥
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑢𝑥
|

𝜇0𝑔

[︂
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂
− sinh−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝐸

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂]︂
𝑧(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑧
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝐸𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︀
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑢𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2

]︁ (2.18)

où 𝑔 est l’accélération de la pesanteur. Pour ce qui est d’exprimer le profil de la longueur
morte du câble 𝑖, nous considérerons que le point 𝐶𝑖 est à l’abscisse curviligne 𝑠𝑖 = 0 et donc
le point 𝐾𝑖 à une abscisse curviligne 𝑠𝑖 = 𝑙𝑖𝑑. Les équations 1.30 et l’Eq. 1.31 au point 𝐾𝑖

pour cette partie s’écrivent donc :

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑥(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑑𝑥
|

𝜇0𝑔

[︃
sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃
− sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃]︃
𝑧(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝑑 𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑑𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

]︁ (2.19)

Comme nous l’avons expliqué la tension en entrée de poulie est identique à la tension en
sortie. Cette hypothèse permet ainsi de fixer comme condition limite l’égalité des tensions aux
points 𝐾𝑖 et 𝐷𝑖. Or, d’après l’Eq. 1.23 du modèle d’Irvine nous pouvons écrire la contrainte
suivante :

√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2 =

√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2 (2.20)

De plus, il est nécessaire de conserver la tangence du câble à l’entrée et à la sortie de la
poulie. Les produits scalaires entre le k𝑖 et t𝑖

𝑑 ainsi qu’entre d𝑖 et t𝑖
𝑢 sont nécessairement

nuls (cf. Eq. 2.21).

{︃
0 = d𝑖.t𝑖

𝑢

0 = k𝑖.t𝑖
𝑑

(2.21)

Bien sûr, l’équilibre statique de la PM doit être résolu ainsi l’Eq. 1.5 est intégrée au
système de résolution du problème. L’angle 𝛼𝑖 doit aussi être recalculé afin d’aligner la poulie
au point d’ancrage du câble sur la PM, 𝐵𝑖. Nous pouvons ainsi écrire le système d’équations
Eq. 2.22 correspondant au modèle inverse étendu pour un RPC ayant des poulies à pivot
comportant le fléchissement du câble (MFI𝐸𝑃

).
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥(𝑙𝑖𝐸) =
𝑡𝑖𝑢𝑥

𝑙𝑖𝐸
𝐸𝑖𝑆𝑖

+
|𝑡𝑖𝑢𝑥

|
𝜇0𝑔

[︂
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂
− sinh−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝐸

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂]︂
𝑧(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑧
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝐸𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︀
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑢𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2

]︁
𝑥(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑑𝑥
|

𝜇0𝑔

[︃
sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃
− sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃]︃
𝑧(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝑑 𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑑𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

]︁
0 =

√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2 −

√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

0 = d𝑖.t𝑖
𝑢

0 = k𝑖.t𝑖
𝑑

0 = Jt𝑢 + w𝑒

𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

l𝑖
𝑆 .x𝑏

‖l𝑖
𝑆‖2

)︂

(2.22)

Pour résoudre le modèle direct étendu ayant des poulies à pivot et prenant en compte le
fléchissement (MFD𝐸𝑃

) il est nécessaire de forcer la longueur totale des câbles déployée à
rester constante. En effet, la somme des longueurs de câble déployées doit être égale à la
longueur de câble totale imposée 𝐿𝑖

𝑇 (cf. Eq. 2.23).

𝐿𝑖
𝑇 = 𝑙𝑖𝐸 + 𝑙𝑖𝑑 + 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖 (2.23)

Le système d’équations décrivant le MFD𝐸𝑃
est donc composé de l’Eq. 2.22 et de

l’Eq. 2.23 faisant monter son nombre d’équations à 9𝑚+ 3 (cf. Eq. 2.24), 𝑚 étant le nombre
total de câble. Le système sera résolu à l’aide de la fonction « lsqnonlin » de Matlab, afin
de pouvoir contraindre les variables dans des ensembles finis. À la fin de ce processus les
coordonnées de la pose de la PM seront ainsi connues pour un jeu de longueurs de câble
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𝑥(𝑙𝑖𝐸) =
𝑡𝑖𝑢𝑥

𝑙𝑖𝐸
𝐸𝑖𝑆𝑖

+
|𝑡𝑖𝑢𝑥

|
𝜇0𝑔

[︂
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂
− sinh−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝐸

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂]︂
𝑧(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑧
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝐸𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︀
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑢𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2

]︁
𝑥(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑑𝑥
|

𝜇0𝑔

[︃
sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃
− sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃]︃
𝑧(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝑑 𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑑𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

]︁
0 =

√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2 −

√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

0 = d𝑖.t𝑖
𝑢

0 = k𝑖.t𝑖
𝑑

0 = Jt𝑢 + w𝑒

𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

l𝑖
𝑆 .x𝑏

‖l𝑖
𝑆‖2

)︂
𝐿𝑖

𝑇 = 𝑙𝑖𝐸 + 𝑙𝑖𝑑 + 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖

(2.24)
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2.2.2.2 RPC équipé de poulie à joint de cardan

L’application du modèle d’Irvine au RPC équipé de poulie à joint de cardan se fait de
manière analogue que dans le cadre des poulies à pivot (Fig. 2.7). Cependant, l’angle 𝛽𝑖

décrivant l’inclinaison verticale de la poulie sous les efforts du RPC, doit être calculé. Cela
impose de rajouter une série d’équations aux systèmes précédemment exprimés.

Figure 2.7 – Paramétrisation d’une chaîne d’actionnement d’un RPC avec une poulie
à joint de cardan et un câble fléchi

Pour déterminer l’inclinaison verticale de la poulie, c’est-à-dire l’angle 𝛽𝑖, nous devons
déterminer la position du point 𝑀𝑖, point d’intersection entre les droites de vecteur directeur
t𝑖

𝑢 au point 𝐷𝑖 et t𝑖
𝑑 au point 𝐾𝑖 (cf. Fig. 2.8). Pour cela, les équations paramétriques sont

écrites pour les deux droites. L’équation 2.25 représente l’équation paramétrique de la droite
de la partie utile du câble et l’Eq. 2.26 celle de la droite de la partie morte du câble.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑥𝐷𝑖 + 𝑡𝑢𝑥𝑞𝑖

𝑦 = 0
𝑧 = 𝑧𝐷𝑖 + 𝑡𝑢𝑧𝑞𝑖

(2.25)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥 = 𝑥𝐾𝑖

+ 𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑞′

𝑖

𝑦 = 0
𝑧 = 𝑧𝐾𝑖

+ 𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑞′

𝑖

(2.26)
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Figure 2.8 – Équilibre statique de la poulie à joint de cardan et un câble fléchi dans le
plan (𝐴𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙)

où 𝑞𝑖 et 𝑞′
𝑖 sont les paramètres des équations paramétriques. Nous pouvons donc décrire

la position du point 𝑀𝑖 dans le plan (𝐻𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙) par les équations 2.27.⎧⎨⎩𝑥𝑀𝑖
= ℎ𝑖𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖

𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑞′

𝑖

𝑧𝑀𝑖
= ℎ𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖

𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑞′

𝑖

(2.27)

Nous pouvons à l’aide du point 𝑀𝑖 exprimer l’angle 𝛽𝑖 (cf. Eq. 2.28).

𝛽𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1
(︂

|𝑧𝑀𝑖 |
|𝑥𝑀𝑖

|

)︂
(2.28)
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Le système d’équations enrichi du calcul de l’angle 𝛽𝑖 s’exprime dans le cadre du MFI𝐸𝐶

comme sur l’Eq. 2.29.
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𝑥(𝑙𝑖𝐸) =
𝑡𝑖𝑢𝑥

𝑙𝑖𝐸
𝐸𝑖𝑆𝑖

+
|𝑡𝑖𝑢𝑥

|
𝜇0𝑔

[︂
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂
− sinh−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝐸

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂]︂
𝑧(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑧
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝐸𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︀
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑢𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2

]︁
𝑥(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑑𝑥
|

𝜇0𝑔

[︃
sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃
− sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃]︃
𝑧(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝑑 𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑑𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

]︁
0 =

√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2 −

√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

0 = d𝑖.t𝑖
𝑢

0 = k𝑖.t𝑖
𝑑

0 = Jt𝑢 + w𝑒

𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

l𝑖
𝑆 .x𝑏

‖l𝑖
𝑆‖2

)︂
𝛽𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1

(︂
|𝑧𝑀𝑖

|
|𝑥𝑀𝑖

|

)︂
𝑥𝑀𝑖

= ℎ𝑖𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖
𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑥

𝑞′
𝑖

𝑧𝑀𝑖
= ℎ𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖

𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑞′

𝑖

(2.29)

Tout comme pour le RPC équipé de poulie à pivot, le modèle direct doit conserver la
longueur de câble totale 𝐿𝑖

𝑇 imposée en entrée. Pour exprimer cette contrainte il est nécessaire
d’ajouter au MFI𝐸𝐶

l’Eq. 2.23. Nous pouvons donc écrire le MFD𝐸𝐶
comme un système

d’équations à 12𝑚+ 3 équations (cf. Eq. 2.30).⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥(𝑙𝑖𝐸) =
𝑡𝑖𝑢𝑥

𝑙𝑖𝐸
𝐸𝑖𝑆𝑖

+
|𝑡𝑖𝑢𝑥

|
𝜇0𝑔

[︂
𝑠𝑖𝑛ℎ−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂
− sinh−1

(︂
𝑡𝑖𝑢𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝐸

𝑡𝑖𝑢𝑥

)︂]︂
𝑧(𝑙𝑖𝐸) =

𝑡𝑖𝑢𝑧
𝑙𝑖𝐸

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝐸𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︀
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑢𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2

]︁
𝑥(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑥
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
+

|𝑡𝑖𝑑𝑥
|

𝜇0𝑔

[︃
sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃
− sinh−1

(︃
𝑡𝑖𝑑𝑧

− 𝜇0𝑔𝑙
𝑖
𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑥

)︃]︃
𝑧(𝑙𝑖𝑑) =

𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑙𝑖𝑑

𝐸𝑖𝑆𝑖
− 𝑙𝑖2𝑑 𝜇0𝑔

2𝐸𝑖𝑆𝑖
+ 1
𝜇0𝑔

[︁√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ 𝑡𝑖2𝑑𝑧
−
√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

]︁
0 =

√︁
𝑡𝑖2𝑢𝑥

+ (𝑡𝑖𝑢𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝐸)2 −

√︁
𝑡𝑖2𝑑𝑥

+ (𝑡𝑖𝑑𝑧
− 𝜇0𝑔𝑙𝑖𝑑)2

0 = d𝑖.t𝑖
𝑢

0 = k𝑖.t𝑖
𝑑

0 = Jt𝑢 + w𝑒

𝛼𝑖 = 𝑐𝑜𝑠−1
(︂

l𝑖
𝑆 .x𝑏

‖l𝑖
𝑆‖2

)︂
𝛽𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1

(︂
|𝑧𝑀𝑖 |
|𝑥𝑀𝑖

|

)︂
𝑥𝑀𝑖 = ℎ𝑖𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑥

𝑞′
𝑖

𝑧𝑀𝑖 = ℎ𝑖𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖) + 𝑟𝑝𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖 − 𝛽𝑖) + 𝑡𝑖𝑑𝑧
𝑞′

𝑖

𝐿𝑖
𝑇 = 𝑙𝑖𝐸 + 𝑙𝑖𝑑 + 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖

(2.30)
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Cette section a permis de définir les deux méthodes d’intégration de la déformation des
câbles dans les modèles géométriques étendus déjà présentés en section 2.1. Nous avons pu
observer que l’ajout d’une élasticité linéaire à l’aide de la loi de Hooke s’avère relativement
aisée dans le cadre d’une problématique inverse. En ce qui concerne la prise en compte du
fléchissement du câble sous son propre poids couplé à l’effet de l’élasticité, à l’aide du modèle
d’Irvine, cela s’avère plus complexe. Dans la section suivante de ce chapitre nous verrons
comment l’erreur théorique de pose est évaluée à l’aide des modèles standards et étendus. De
ce fait nous verrons dans un premier temps les méthodes d’évaluation de l’erreur de pose
théorique et de résolution des différents modèles directes. Par la suite, nous présenterons la
méthodologie nous permettant de comparer différents RPC vis-à-vis de leur erreur de pose
théorique.

2.3 Méthode d’évaluation de l’erreur de pose
théorique

Au cours des travaux réalisés dans cette thèse nous allons étudier l’influence sur la pose
de la PM des paramètres n’étant pas pris en compte dans les modèles standards. Il est donc
important de définir une méthode permettant de quantifier les effets de la non prise en
compte de ces paramètres sur la pose de la PM. Cette section, présentera premièrement la
méthode pour comparer la pose de la PM utilisant un modèle comportant des hypothèses
simplificatrices avec un celle utilisant un modèle étendu. Pour cela un indice d’évaluation de
l’erreur de pose théorique de la PM est mis en place. Deuxièmement, nous développerons une
méthodologie de comparaison de différentes architectures de RPC vis-à-vis de leur erreur de
pose théorique.

2.3.1 Quantification de l’erreur de pose théorique

Dans cette partie nous allons expliquer la méthodologie d’évaluation de l’erreur de pose
théorique pour une pose donnée de la PM. Cette méthode sera mise en application dans
l’ensemble des travaux de cette thèse. Dans un premier temps, nous verrons la méthodologie
d’obtention de l’indice d’évaluation de l’erreur de pose théorique entre deux modèles. Par
la suite, nous présenterons les deux schémas de résolution des modèles directs qui seront
essentiels à l’évaluation de l’erreur de pose théorique.

2.3.1.1 Méthode d’évaluation de l’erreur de pose

La méthode d’évaluation de l’erreur de pose est cruciale dans les études menées ici.
Comme nous l’avons évoqué cette méthode permet d’évaluer, vis-à-vis de la pose de la PM,
l’erreur commise par l’utilisation d’un modèle standard dans la commande des RPC. Au
cours de l’enrichissement des modèles étendus cette méthode évoluera dans sa résolution.
En effet, la résolution se complexifiera à mesure que les modèles étendus intégreront des
paramètres supplémentaires.
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Figure 2.9 – Organigramme de la méthode d’évaluation de l’erreur de pose théorique
‖𝛿p‖2 et ‖𝛿o‖2

La figure 2.9 présente le processus général pour évaluer une erreur de pose théorique
‖𝛿p‖2 et ‖𝛿o‖2 faite lors de la non prise en compte d’un sous-système du RPC dans la
modélisation, comme par exemple les poulies. L’appellation modèle direct étendu regroupe le
modèle géométrique direct étendu (sans élasticité des câbles) et le modèle élasto-géométrique
direct étendu (avec élasticité des câbles). La première étape est le paramétrage du RPC, qui
consiste à fixer les paramètres structuraux du robot comme la longueur et la hauteur du RPC
mais aussi les dimensions géométriques des poulies 𝑟𝑝𝑖

et ℎ𝑖 ainsi que les propriétés du câble,
c’est-à-dire son rayon 𝑟𝑐, sa masse linéique 𝜇0, son élasticité 𝐸𝑖 et ses tensions admissibles
𝑡𝑚𝑖𝑛 et 𝑡𝑚𝑎𝑥. Une pose désirée de la PM est ensuite indiquée grâce aux vecteurs position p
et d’orientation o. Tout d’abord, il est nécessaire de calculer le modèle géométrique inverse
standard afin de définir les longueurs totales de câble à déployer L𝑇0 = [𝐿1

𝑇0
, ..., 𝐿𝑚

𝑇0
]𝑇 . Ce jeu

de longueurs sera, par la suite, la valeur d’entrée du modèle direct étendu composant l’étape
suivante de l’organigramme de la Fig. 2.9. Le modèle géométrique inverse étendu, c’est-à-dire
avec les mêmes hypothèses que le modèle direct de l’étape d’après, est aussi calculé. Cette
étape permet d’obtenir les valeurs de position des différentes poulies, 𝛼 = [𝛼1, ..., 𝛼𝑚]𝑇 et
𝛽 = [𝛽1, ..., 𝛽𝑚]𝑇 . Ces données serviront de valeur initiale au processus de résolution du
modèle direct étendu. Ce dernier permet de calculer une pose de la PM représentant sa
situation atteinte si les longueurs de câble étaient calculées avec un modèle géométrique inverse
standard. Pour quantifier l’erreur lorsque des hypothèses simplificatrices sont réalisées nous
observerons la différence entre la pose désirée [p, o]𝑇 et la pose obtenue [p𝑀𝐷𝐸

, o𝑀𝐷𝐸
]𝑇 .

Dans les travaux présentés dans ce manuscrit la PM est approximée à un point masse, ce
qui a comme effet d’annuler les ddl de rotation décrit par le vecteur o. Cette concidération
peut représenter une limitation aux travaux effectués. Cependant, nous avons voulu, dans ces
premières études, nous concentrer exclusivement sur les erreurs de position de la PM, sans
perturbations dû à une orientation parasite. Certains RPC sont équipés de PM spécifiques
afin de compenser leur erreur d’orientation comme le RPC FAST [Yao+13]. La différence
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entre les poses se résume donc à la différence entre p et p𝑀𝐷𝐸
. La norme euclidienne

de cette différence peut être calculée afin d’obtenir un indice d’évaluation de l’erreur de
position théorique noté ‖𝛿p‖2 , plus simple à intégrer au processus de comparaison. ‖𝛿p‖2

sera également la réponse des plans d’expériences utilisés pour analyser l’influence sur la
précision des différents paramètres étudiés dans cette thèse.

Nous venons de voir la méthode qui sera mise en application lors des études menées
dans la suite des travaux. Cependant, il reste encore à définir les schémas de résolution des
modèles directs. Deux méthodes ont été mises en œuvre pour résoudre les modèles directs
étendus. Dans un premier temps nous verrons un schéma de résolution itératif et ensuite un
mettant en application des méthodes de résolution numérique de type optimisation.

2.3.1.2 Schéma de résolution itératif du modèle direct étendu

La résolution du modèle géométrique direct est une problématique souvent étudiée dans
la littérature et présente une complexité importante. Les modèles directs étendus avec les
poulies et les longueurs mortes ne dérogent pas à la règle. Cependant, la méthode mise en
place dans la Fig. 2.9 demande sa résolution. Dans la première partie des travaux menés
dans le cadre de cette thèse le modèle direct étendu est résolu de façon itératif, car moins
coûteux en temps de calcul qu’une résolution par un algorithme d’optimisation.

Tout d’abord, il faut mettre en place les hypothèses réalisées sur la géométrie du RPC.
Il sera considéré que les RPC étudiés sont équipés d’une PM ramenée à un point masse afin
d’étudier exclusivement l’erreur de position sans perturbation due à l’orientation de la PM.
Les ddl de la PM se ramènent donc uniquement au ddl en translation, ainsi la pose de la PM
est décrite par son vecteur position p. Les RPC étudiés seront donc tous des RPC 3 ddl. De
plus, l’architecture est choisie suspendue afin de limiter les interférences de câbles au niveau
du sol et d’avoir des RPC plus simples de montage/démontage. Deux configurations de RPC
seront mises en œuvres, l’une sous-contrainte à 3 câbles, donc autant de câbles que de ddl, et
une autre pleinement-contrainte ayant 1 câble de plus que de ddl (cf. section 1.1.1.2). Dans
le cadre d’une résolution itérative pour les RPC à 3 ddl pleinement contraints à 4 câbles,
nous choisissons une combinaison de 3 câbles parmi les 4 afin de réaliser la position de la
PM. La combinaison conservée est celle minimisant l’erreur de pose entre la pose désirée
𝑃 et celle obtenue avec le modèle direct, pouvant être noté 𝑃𝑀𝐷. Dans ce cas, le câble
supplémentaire n’intervient pas dans l’équilibre statique du RPC. Cette hypothèse a pour
objectif de simplifier le calcul des tensions dans les câbles aux bornes de la PM en rendant
la matrice J carrée (cf. Eq. 1.5), impliquant une unique solution au jeu des tensions t. De
ce fait, la méthode de gestion des tensions choisie est d’uniquement vérifier si la solution t
de l’Eq. 1.5 est comprise dans l’ensemble des tensions admissibles [𝑡𝑚𝑖𝑛 𝑡𝑚𝑎𝑥]. L’espace de
travail dans lequel s’inscrit cette méthode est l’Espace de Travail Statique (ETS).

Au regard de ces hypothèses simplificatrices il est possible de résoudre le modèle direct
étendu, avec ou sans prise en compte de l’élasticité des câbles, comme l’intersection de trois
sphères de rayon 𝑅𝑖 (cf. Fig. 2.10).
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Figure 2.10 – Intersection de trois sphères pour la résolution du modèle direct étendu
(MD𝐸) d’un RPC à 3 ddl ramené à trois câbles

Pour résoudre le modèle direct étendu il faut commencer par déterminer l’intersection
entre les différentes sphères de centre 𝐻𝑖 et de rayon 𝑅𝑖 = 𝑙𝑖𝐸 . 𝑅𝑖 est facilement déterminable
par l’Eq. 2.31.

𝑅𝑖 =
√︁

(𝐿𝑖
𝑇0

− ‖l𝑖
𝑑‖

2
− 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖

)2 + 𝑟𝑝𝑖
2 pour 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 (2.31)

L’intersection des trois sphères se traduit analytiquement par le système à trois équations
suivant :

⎧⎪⎨⎪⎩
(𝑥− ℎ𝑥1)2 + (𝑦 − ℎ𝑦1)2 + (𝑧 − ℎ𝑧1)2 = (𝐿1

𝑇𝑆
− ‖l1

𝑑‖
2

− 𝛾1𝑟𝑝1)2 + 𝑟𝑝1
2

(𝑥− ℎ𝑥2)2 + (𝑦 − ℎ𝑦2)2 + (𝑧 − ℎ𝑧2)2 = (𝐿2
𝑇𝑆

− ‖l2
𝑑‖

2
− 𝛾2𝑟𝑝2)2 + 𝑟𝑝2

2

(𝑥− ℎ𝑥3)2 + (𝑦 − ℎ𝑦3)2 + (𝑧 − ℎ𝑧3)2 = (𝐿3
𝑇𝑆

− ‖l3
𝑑‖

2
− 𝛾3𝑟𝑝3)2 + 𝑟𝑝3

2
(2.32)

Avec h𝑖 = (ℎ𝑥𝑖
ℎ𝑦𝑖

ℎ𝑧𝑖
)𝑇 et où 𝑥, 𝑦, et 𝑧 sont solutions du système d’équations Eq.2.32,

et représentent les coordonnées des points 𝑃𝑀𝐷𝑘
qui sont les positions accessibles de la

PM. Dans le cas d’un RPC à trois câbles effectifs, il est à noter qu’il existe deux solutions,
𝑘 = 1, 2. La figure Fig.2.10 illustre les solutions 𝑃𝑀𝐷1 et 𝑃𝑀𝐷2 . Les câbles ne travaillant
qu’en traction, une seule des solutions est physiquement atteignable, c’est la solution « basse »
qui est retenue, respectant la contrainte de tension positive dans les câbles. Ce point est
écrit 𝑃𝑀𝐷1 dans la Fig.2.10, et sera noté 𝑃𝑀𝐷𝐸

dans le reste du manuscrit. Toutefois à
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l’observation du système d’équations Eq. 2.32 il est possible de voir que ce système est sous
déterminé. Effectivement 𝑥, 𝑦, et 𝑧 sont indéterminés mais l’ensemble des h𝑖 = (ℎ𝑥𝑖 ℎ𝑦𝑖 ℎ𝑧𝑖)𝑇

représentant le centre des poulies l’est aussi. Ce dernier ne peut être déterminé réellement
que lorsque la pose de la PM est connue ce qui n’est pas le cas lors de la résolution du MGD𝐸 .
De plus, il est nécessaire de connaître l’angle 𝛾𝑖 ainsi que l𝑖

𝑑, tous deux dépendants aussi
de la pose de la PM. Il est alors possible de mettre en parallèle les équations de la statique
présentées précédemment (cf. Eq. 1.5) comme étant fonction de p. Cependant ce système est
complexe à résoudre car non linéaire. C’est pourquoi nous avons eu recours à une méthode
numérique d’itérations successives des paramètres géométriques cherchant à tendre vers une
variation de position inférieure à une erreur 𝜀𝑃 , suffisamment petite, entre deux itérations.
Un premier calcul de 𝑃𝑀𝐷𝐸

est réalisé avec l’Eq. 2.32, noté 𝑃 0
𝑀𝐷𝐸

où les conditions initiales
de la position de la poulie, sont tirées du MGI étendu pour une position théorique p donnée
(cf. Fig. 2.9). Cependant, les positions des poulies ne satisfont pas les conditions d’équilibre.
C’est pour cela que le processus itératif est important. Par la suite, le re-calcul des paramètres
des poulies est réalisé pour respecter les contraintes d’équilibre statique pour la position
calculée grâce au modèle direct étendu précédent. C’est-à-dire, que la position 𝐻𝑖 du centre
des réas est re-déterminée en prenant comme position de la PM la position 𝑃 0

𝑀𝐷𝐸
. Par la

suite, le jeu de tensions t est aussi re-calculé afin de connaitre les tensions dans les câbles.
Dans le cas où l’élasticité uni-directionnelle est prise en compte l’étape d’après cherche à
calculer l’allongement de la longueur du câble totale correspondant, Δ𝐿𝑖

𝑇 . Dans le cas où
cette élasticité est négligée le processus passe directement à l’étape d’après. Cette dernière,
consiste à re-calculer la longueur de câble utile. Cela revient à soustraire la longueur morte
𝑙𝑖𝑑 et la longueur enroulée 𝛾𝑖𝑟𝑝𝑖

à la longueur totale 𝐿𝑖
𝑇0

et additionnée de l’allongement Δ𝐿𝑖
𝑇

si l’élasticité des câbles est prise en compte. Finalement, une nouvelle position 𝑃 𝑗
𝑀𝐷𝐸

est
calculée grâce au système de l’Eq. 2.32 et à l’Eq. 1.5. Notons p𝑗

𝑀𝐷𝐸
le vecteur position du

point 𝑃 𝑗
𝑀𝐷𝐸

dans le repère de base ℱ𝑏 à l’itération 𝑗. La condition d’arrêt est alors vérifiée,
si ‖p𝑗

𝑀𝐷𝐸
− p𝑗−1

𝑀𝐷𝐸
‖2 < 𝜀𝑃 , si ce n’est pas le cas une itération de plus est réalisée. Lorsque la

condition d’arrêt est respectée, à l’itération 𝑗 = 𝑢, il est considéré que 𝑃𝑢
𝑀𝐷𝐸

est solution du
modèle direct étendu. Ce processus est représenté dans l’organigramme de la figure Fig.2.11.

La Fig. 2.11 permet de nous rendre compte de la bonne capacité d’adaptation de cette
méthode du fait qu’elle utilise les modèles inverses pour calculer les positions des éléments
mécaniques tels que la poulie. De plus, cette méthode admet une précision maitrisable avec
le critère d’arrêt 𝜀𝑃 défini par l’utilisateur, contribuant ainsi à l’obtention de résultats fiables
et relativement rapides. L’inconvénient majeur de ce processus est la difficulté de résolution
dans le cas de RPC pleinement-contraint. Cependant, il est toujours possible d’ajouter une
étape de TDA après le calcul des tensions t𝑗 . L’obtention de cette dernière valeur doit aussi
être adaptée car la matrice J n’est plus carrée et donc plus inversible. L’utilisation de la
pseudo inverse de Moore-Penrose s’impose.

Dans nos travaux ce schéma est mis en œuvre dans la première partie du chapitre
3, c’est-à-dire dans l’étude des paramètres géométriques liés à la présence des poulies de
renvoi. Nous allons maintenant décrire plus en détails un schéma de résolution par le biais
de fonction d’optimisation permettant la prise en compte de paramètres supplémentaires tel
que le fléchissement des câbles.

2.3.1.3 Schéma de résolution par optimisation du modèle direct étendu
Nous avons présenté précédemment les modèles prenant en compte le fléchissement

du câble sous son propre poids (cf. section 2.2.2). La résolution de ces modélisations sont
complexes de par le nombre de paramètres inter-dépendants et le nombre d’équations
important, 9𝑚+ 3 pour un RPC avec des poulies à pivot et 12𝑚+ 3 pour les poulies ayant
un joint de cardan comme articulation. La résolution de façon itérative est donc lourde à
appliquer et perd son avantage en temps de calcul. C’est pourquoi nous avons fait le choix de
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faire appel à des fonctions d’optimisation. Dans le cadre de la résolution d’un système comme
présenté par l’Eq. 2.24, pour des poulies à pivot, ou par l’Eq. 2.30, pour des poulies à joint
de cardan, la fonction lsqnonlin de Matlab se trouve être parfaitement adaptée au problème.
En effet, cette fonction cherche à résoudre un problème non-linéaire sans contrainte tout en
admettant l’entrée d’ensemble borné de recherches des solutions finies.

Conditions initiales

Espace de recherche
+

Résolution du système du MFDE 

par lsqnonlin

[pF,oF]T

  
i
2

TDA
min t =   Σt
t.q. Wt=we

tmin < ti < tmax

Modèle Géométrique Inverse 
étendu sans déformation des câbles

LT0

Figure 2.12 – Schéma de résolution du MFD𝐸

La figure 2.12 présente le processus pour mener à bien la résolution des MFD𝐸 . Tout
comme pour le schéma itératif (cf. Fig. 2.11), il s’intègre à la place de l’étape « Modèle Direct
Étendu » de la Fig. 2.9. Au cours de notre étude cette résolution a été utilisée afin d’observer
l’influence du fléchissement du câble ainsi que la variation de leur module de Young. Cela
signifie que le modèle par rapport auquel il est comparé est un modèle géométrique étendu,
c’est-à-dire sans prise en compte de l’élasticité des câbles, permettant ainsi de s’affranchir de
la résolution du MGI𝑆 (cf. Fig. 2.9). En effet, le MGI𝐸 nous permet d’obtenir notre jeu de
valeurs initiales de longueurs totales L𝑇0 ainsi que celles décrivant les positions des poulies.
lsqnonlin nécessite des valeurs initiales afin de pouvoir commencer sa recherche de solutions
optimales et plus ces valeurs sont proches d’une solution plus le calcul sera rapide. Néanmoins,
le MGI𝐸 ne fixe que les conditions initiales géométriques et dans le cadre du MFD𝐸 l’une
des inconnues est la valeur des tensions dans les câbles. Pour ce faire, une TDA est appliquée
à la suite du MGI𝐸 , permettant d’obtenir une distribution des tensions répondant aux
contraintes des RPC. Il est à noter que dans le cadre de cette modélisation l’ensemble des
câbles de RPC pleinement-contraint doit être pris en compte, car les câbles « non-utiles »
génèrent une force sur la PM de par leur poids qui n’est plus négligeable. Cela impose donc
l’utilisation de la TDA. Il a été fait le choix de minimiser la norme euclidienne du jeu de
tensions t, ce qui a comme effet de réduire la consommation énergétique du RPC. L’étape
suivante du schéma de résolution est de fixer les conditions initiales obtenues précédemment
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ainsi que de borner le domaine de recherche de chaque variable. Cela permet à la fonction
d’optimisation de chercher uniquement des solutions admissibles au système. De plus cela
impose automatiquement une gestion des tensions lors de la résolution du MFD𝐸 . À l’issue
de ce processus la pose de la PM est connue grâce à [p𝐹 , o𝐹 ]𝑇 ainsi que l’ensemble des
inconnues du système, c’est-à-dire [𝛼𝑖, 𝛽𝑖, t𝑖

𝑢, t𝑖
𝑑]𝑇 , pour 𝑖 = 1, ...,𝑚.

2.3.2 Méthodologie de comparaison de plusieurs RPC
L’erreur de pose théorique ‖𝛿p‖2 présentée dans la Fig. 2.9 permet d’observer l’erreur

faite sur une position théorique quand des paramètres du RPC ne sont pas pris en compte
dans la détermination des longueurs des câbles à déployer. Dans l’objectif de comparaison des
RPC ayant des paramètres différents, comme des rayons de poulie, des bras de levier ou une
articulation de poulie différente, nous devons mettre en place une méthode permettant de les
comparer entre eux. L’une des solutions est de déterminer, dans l’ensemble de l’espace de
travail statique, l’erreur de pose théorique de chaque RPC par un indice global d’évaluation.
Pour ce faire, la moyenne des erreurs de pose sur un espace de travail donnée est donc calculée
(cf. Eq. 2.33). Il est à noter, que cet indice global d’évaluation de l’erreur de pose théorique
servira également comme réponse des plans d’expériences utilisé pour analyser l’influence
des paramètres de conception.

‖𝛿p‖2 = 1
𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

‖𝛿p𝑖‖2 (2.33)

où 𝑁 est le nombre de positions de la PM sur lequel la moyenne est calculée. Dans le cadre
des RPC ce nombre de positions est déterminé par son espace de travail et la discrétisation
équirépartie de ce dernier. Or comme nous le verrons par la suite dans le chapitre 3 cet espace
de travail est influencé par la dimension des poulies et les effets mécaniques du câble. Pour
obtenir un indice de comparaison général de l’erreur de pose théorique le nombre 𝑁 entre
les différents RPC doit être le même. La meilleure solution pour cela est de déterminer un
ER𝐶 (cf. 1.2.3) pour pouvoir discrétiser cet espace en 𝑁 poses. La discrétisation sera donc
toujours la même quelque soit le RPC. Pour cela il sera nécessaire de faire une première série
de calculs pour déterminer les ETS de chaque RPC testé pour ensuite trouver l’ER𝐶 le plus
grand compris dans ces espaces de travail. Dans le cadre de ces travaux, l’ER𝐶 recherché est
de la forme de la structure du RPC, c’est-à-dire cubique et ses faces sont parallèles à celles
du RPC (cf. Fig. 2.13).

Espace Régulier
RPC

Figure 2.13 – Représentation d’un espace régulier compris dans l’espace de travail
statique du RPC
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Conclusion

À l’issue de ce processus nous connaissons donc l’erreur moyenne dans l’ER𝐶 pour chaque
RPC. De plus, nous pouvons observer le ou les RPC limitant l’ER𝐶 ainsi que l’évolution des
volumes des ETS propres à chaque RPC en fonction de différents paramètres de conception.
Ainsi en fonction de l’application du RPC et du degré de précision requis il sera possible de
sélectionner les valeurs des paramètres répondant au mieux au cahier des charges.

2.4 Conclusion
Les pages de ce chapitre sont vouées aux modèles et méthodes développés durant les

travaux menés dans cette thèse. Les modèles inverses, directs, standards ou encore étendus y
sont présentés. Concernant ces derniers, d’un point de vue géométrique ces modèles prennent
en compte les poulies de renvois dans la cinématique des RPC. Les apports majeurs de
ces modèles sont la prise en compte de la longueur morte des câbles entre la sortie de
l’enrouleur et l’entrée de la poulie de renvoi, mais aussi le développement d’une nouvelle
architecture de poulie sur la base d’un joint de cardan. La seconde partie de ce chapitre
présente l’intégration du comportement mécanique des câbles dans les modèles géométriques
précédemment présentés. Cela nous permet de représenter leurs effets sur l’intégralité de la
chaîne d’actionnement d’un RPC grâce aux modèles élasto-géométriques étendus obtenus.
La troisième section s’intéresse elle à la mise en place d’un indice d’évaluation de l’erreur de
pose théorique ‖𝛿p‖2 . Dans cette section les différentes méthodes de résolution des modèles
directs étendus sont présentées, car nécessaire à la détermination de ‖𝛿p‖2 . De plus, un
indice global d’évaluation de l’erreur de pose théorique ‖𝛿p‖

2
, voué à l’analyse de sensibilité

et à la comparaison de différents RPC est aussi développé.

Ce chapitre a permis de mettre en place les bases théoriques et l’ensemble des modèles
nécessaires au bon déroulement des analyses exposées dans les chapitres suivants. Les modèles
développés sont uniques et permettent une prise en compte complète et une étude des
systèmes et phénomènes présents tout au long de la chaîne d’actionnement. Effectivement,
dans les analyses menées sur l’élasticité des câbles, la longueur morte est toujours négligée or
cette longueur est aussi affectée par ces phénomènes. De plus, la présence des poulies est peu
modélisée et la sélection de leurs paramètres reste un domaine où il existe encore de forts
verrous scientifiques. Dans le chapitre 1 il a pu être mis en lumière le manque d’études sur
l’influence de la présence des poulies et surtout des paramètres géométriques la décrivant. Le
tableau 2.1 résume les différents modèles mis en place dans ce chapitre. Dans le tableau 2.1 les
pictogrammes verts indiquent la prise en compte du paramètre et les rouges la non prise en
compte de ce dernier. Les pictogrammes oranges permettent de schématiser la modélisation
des câbles (segment rigide, segment élastique uni-directionel ou fléchissement), et seront
utilisées dans les organigrammes présentant les modélisations utilisées lors des différentes
études menées dans les prochains chapitres.

Le chapitre suivant s’intéressera à combler le manque d’études sur la sensibilité des RPC
vis-à-vis des paramètres géométriques des poulies, mais aussi des paramètres mécaniques
des câbles. Pour ce faire nous étudierons tout d’abord uniquement les effets des paramètres
géométriques des poulies sur l’erreur de pose théorique et nous chercherons un schéma
d’optimisation de ces paramètres pour minimiser cette erreur. Par la suite, les effets des
phénomènes mécaniques des câbles seront analysés ainsi que leur évolution vis-à-vis des
dimensions du RPC. De plus, nous présenterons plus en détail la conception de la poulie
ayant comme articulation un joint de cardan.
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Les chapitres précédents ont fixé les bases et les modèles des études menées dans cette
thèse. Le chapitre 1 a exploré la bibliographie afin d’en extraire les connaissances nécessaires
au développement de nos travaux, mais a également mis en avant les verrous scientifiques
persistants dans le domaine des RPC. Par notre affinité avec le champ du génie mécanique,
les travaux ont étés orientés à des fins d’amélioration du processus de conception préliminaire
en apportant les connaissances nécessaires pour la réalisation du meilleur choix d’architecture
possible. Dans cet objectif, le chapitre 2 s’intéresse à établir les modèles décrivant les RPC
avec les paramètres que nous désirons étudier.
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Au travers du chapitre 3, nous allons étudier et analyser l’erreur de pose de la PM
à l’aide des modèles et méthodes présentés précédemment. Nous pourrons ainsi analyser
l’influence des paramètres géométriques des poulies ainsi que des paramètres mécaniques des
câbles sur la précision de pose de la PM. Dans un premier temps nous détaillerons les étapes
de la conception des articulations des poulies et particulièrement celle de la nouvelle poulie
à joint de cardan. Par la suite, nous mettrons en place l’architecture et la configuration
des RPC sur lesquelles les études seront menées. Puis, nous déterminerons la sensibilité
des paramètres géométriques de la poulie à l’aide d’un plan d’expériences. Avec la même
méthode nous observerons la sensibilité des paramètres géométrico-mécaniques liés à la
chaîne d’actionnement (𝐸, 𝜇0, le type d’articulation de la poulie ainsi que la masse de la
PM). Finalement, nous analyserons l’évolution de l’effet de ces paramètres en fonction des
dimensions du RPC.

3.1 Conception mécanique détaillée de
l’architecture des poulies

Ce manuscrit s’intéresse en partie à l’effet des poulies de renvoi sur la précision de la
PM. Communément, les poulies utilisées dans le cadre des RPC sont des poulies avec une
articulation pivot et un guide d’entrée du câble (cf. Fig. 2.2). Dans le cadre de cette thèse,
nous nous sommes interrogés sur la possibilité de réduire l’effet de ces poulies sur l’erreur de
pose de la PM lorsqu’elles sont négligées dans les modèles géométriques. Dans cet objectif,
nous avons décidé de concevoir une poulie avec une articulation de type joint de cardan. Ce
type de poulie n’existe, à notre connaissance, pas dans les catalogues des fabricants. De plus,
d’un point de vue mécanique elle nous laisse à penser qu’elle réduirait les contraintes de
flexion présentes dans son bras de levier. Cette nouvelle architecture de poulie sera comparée
à une poulie plus classique. Dans un souci de simplification du montage/démontage du RPC,
nous avons fait le choix de la confronter à une poulie à pivot sans guide d’entrée du câble.

Dans cette section nous décrirons la conception de la poulie à joint de cardan. Une étude
par éléments finis sera par la suite réalisée afin de comparer les contraintes internes à celles
d’une poulie à pivot. Finalement, nous étudierons l’influence de la prise en compte de la
masse propre de la poulie dans les modèles.

3.1.1 Conception

Dans cette étape nous intégrons une articulation de type joint de cardan simple
(cf. Fig. 3.1) sur une poulie. Ce type d’articulation est communément employé pour la
transmission d’une rotation entre deux arbres d’axes non confondus, comme dans le cadre de
l’arbre de transmission d’une voiture. Dans notre cas nous ne cherchons pas à transmettre
une rotation mais uniquement à libérer deux degrés de rotation, d’où l’utilisation d’un joint
de cardan simple. Une des fourches de notre cardan est fixée à la structure du RPC, ce qui
aura comme effet de permettre à l’autre d’avoir 2ddl de rotation autour des deux axes du
croisillon. Nous allons décrire le processus de conception que nous avons mis en œuvre dans
le cadre de la poulie à joint de cardan. Il est à noter que la conception et le dimensionnement
de la poulie sont fonction du RPC et des masses transportées.
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Figure 3.1 – Schéma d’un joint de cardan [Fan21]

Suite à ces considérations sur la cinématique de l’articulation étudiée, les dimensions du
croisillon et donc de l’ensemble sont conditionnées par le dimensionnement des douilles à
aiguilles permettant la rotation sans frottement des fourches. Nous devons donc connaitre les
dimensions de ces dernières. Pour ce faire, nous devons déterminer les efforts qu’elles seront
susceptibles de subir. Pour cela, nous prenons la tension maximale subie par les câbles dans
l’espace de travail et nous faisons l’hypothèse qu’une douille subit la moitié de cet effort.
Un facteur de sécurité de 2.5 est appliqué sur cette valeur de tension pour assurer la tenue
aux variations d’effort possibles. Il est à noter que ces valeurs sont variables en fonction du
RPC, de sa charge, de ses câbles etc. Il est donc nécessaire de bien dimensionner ou choisir
les poulies en fonction des conditions d’utilisations du RPC. Lorsque les dimensions des
douilles à aiguilles sont fixées il est possible de choisir le croisillon adéquat. Il existe une
gamme très large vendue par les industriels. Concernant le maintien en position des douilles,
elles sont bloquées par des circlips au niveau des alésages des bras de levier. Notre choix
technique au sujet du bras de levier a été de le décomposer en deux pièces indépendantes
facilitant son montage, mais aussi permettant de réduire les interférences possibles entre lui
et la fourche fixe lors des rotations de la poulie. Les deux composants formant le bras de
levier sont identiques et symétriques suivant leur plan médian. En effet, les cages à aiguilles
supportant l’axe de rotation du réa sont dimensionnées de la même façon que les douilles à
aiguilles du croisillon. Cela signifie que l’alésage accueillant la douille est identique à celui
accueillant la cage. La fourche fixe permettant de lier la poulie avec la structure externe du
RPC est conçue afin de libérer sa partie centrale pour agrandir les angles de rotation 𝛼𝑖 et
𝛽𝑖 accessibles (cf. Fig. 2.4). Il est à noter que la poulie doit être montée dans un sommet
supérieur de la structure du RPC de façon à ce que le débattement angulaire 𝛼𝑖 du réa soit
symétrique et le plus faible possible. En effet, dans le cas d’une structure parallélépipédique
de RPC, cela permet à la poulie de couvrir l’ensemble des 90∘ de débattement angulaire.
De plus, à l’image d’une bielle et afin de simplifier l’assemblage de la poulie, la fourche fixe
supérieure est décomposée en deux parties. Nous avons donc un chapeau qui vient se fixer
par l’intermédiaire de deux vis. Cela permet une insertion plus aisée du croisillon et de la
douille à aiguille pour verrouiller ensuite le tout à l’aide d’un circlips. La conception finale
de cette poulie est illustrée sur la Fig. 3.2 à l’aide d’une Conception Assisté par Ordinateur
(CAO).
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Fourche fixe

Croisillon

Bras de levier

Câble

Réa

Axe de réa

Circlips

Figure 3.2 – CAO de la poulie à joint cardan

La CAO de cette poulie a été réalisée sur le logiciel CATIA V5. Cela nous a aidé à
observer l’absence d’interférence dans les différentes positions que la poulie peut prendre.
De plus, nous pouvons aussi nous faire une idée de la montabilité de notre conception. Pour
des pièces fabriquées en Aluminium 6063, cela donnerait ainsi une masse des pièces mobiles,
c’est-à-dire toutes les pièces allant des bras de levier jusqu’à le réa, de 0.7𝑘𝑔 soit un poids
de 6.85𝑁 . Ces chiffres correspondent à un réa de rayon de 50𝑚𝑚 et des bras de levier de
104𝑚𝑚.

Les coupes présentées dans les Fig. 3.3a et Fig. 3.3b nous permettent d’illustrer plus
clairement l’assemblage des parties mobiles. Nous pouvons observer sur la Fig. 3.3a le montage
du joint de cardan équipé de douilles à aiguilles et des butées à rouleaux pour permettre au
croisillon de tourner librement dans les alésages et est maintenue en position par des circlips
d’un coté et des épaulements de l’autre. Du coté du réa, elle est reliée au bras de levier à
l’aide d’un axe (cf. Fig. 3.3b). Le réa est fixe par rapport à cette axe à l’aide d’un montage
par clavette verrouillé par un circlips. L’axe quand à lui est monté sur des douilles à aiguilles
et des butées à rouleaux. Cette axe est maintenu en position par des circlips à ses extrémités.

Maintenant que la conception et le dimensionnement des différentes pièces composant
cette poulie sont réalisés ainsi que sa CAO, nous pouvons comparer son comportement
mécanique vis-à-vis des efforts qu’elle subit par rapport à une poulie classique.
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(a) Coupe de l’assemblage du joint de cardan

(b) Coupe du réa et de son assemblage au bras de levier

Figure 3.3 – Dessins d’ensemble de la nouvelle architecture de poulie à joint de cardan
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3.1.2 Dimensionnement
La conception de la poulie à joint cardan ayant été faite, nous menons une étude par

éléments finis pour observer les contraintes subies par les différentes pièces de la poulie. De
plus, nous allons comparer ces résultats à ceux d’une poulie à pivot afin de déterminer celle
minimisant les contraintes mécaniques. Cette étude nous permettra de confirmer ou non la
réduction des contraintes dans le bras de levier de la poulie à joint de cardan. Nous pourrons
également observer les forces appliquées aux points d’ancrages des poulies sur la structure
du RPC. Premièrement, il est nécessaire de modéliser une poulie à pivot. Pour ce faire, nous
avons décidé de bloquer par des cannelures la rotation suivant l’axe horizontal du croisillon
de la poulie à joint cardan. Nous obtenons ainsi une poulie à pivot (cf. Fig. 3.4) avec une
géométrie quasi-identique à la poulie à joint de cardan. Cela nous permet de réaliser une
comparaison et des analyses simples des deux poulies.

Figure 3.4 – CAO de la poulie à pivot

Pour l’analyse par éléments finis nous utiliserons le logiciel ABAQUS. Dans un premier
temps, il est nécessaire de définir les conditions aux limites du système. Nous appliquerons
au niveau des trous de fixation de la partie fixe de la poulie un point encastré relié aux
surfaces grâce à des "Rigid Body", permettant de simuler la fixation par éléments filetés. De
plus, les efforts appliqués sur la poulie par le câble, donc au point 𝐷𝑖 et 𝐾𝑖, sont ramenés à
une force équivalente appliquée au point 𝐻𝑖 centre de l’axe de rotation du réa. Le réa est
considéré comme un corps rigide rendant l’hypothèse précédente correcte. L’axe de rotation,
le croisillon ainsi que les roulements sont aussi considérés comme des corps rigides. Cela nous
permet de simplifier le modèle calculé et de réduire le temps de calcul. Ces simplifications
sont réalisées sur les deux modèles de poulies. L’analyse est réalisée dans le cadre d’un RPC
de structure cubique de 15𝑚 de coté et transportant une masse de 200𝑘𝑔. La position des
poulies est celle correspondant à une pose initiale p de la PM générant un effort de tension
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dans les câbles important. Dans notre cas d’étude p = [−2.25, −6.75, 13]𝑇 , la Fig 3.5 illustre
le RPC étudié dans cette configuration.

Figure 3.5 – CAO d’un RPC de grande dimension avec p𝑖𝑛𝑖 = [−2.25, −6.75, 13]𝑇

(a) Poulie à joint de cardan (b) Poulie à pivot

Figure 3.6 – Contraintes équivalentes de von Mises pour les deux types de poulies
étudiées

La figure 3.6 met en parallèle les résultats obtenus pour une poulie à joint de cardan et
une à pivot. Le matériau utilisé pour l’analyse est l’aluminium 6063, il a une limite d’élasticité
de 160𝑀𝑃𝑎. À l’aide des figures 3.6a et 3.6b nous pouvons observer que la poulie à joint de
cardan a une contrainte équivalente maximale de 107.9𝑀𝑃𝑎 alors que la poulie à pivot a
elle une contrainte maximale de 170.1𝑀𝑃𝑎. La contrainte maximale présente dans la poulie
à pivot est prés de 58% plus élevée que celle à joint de cardan, ce qui n’est pas négligeable.
Cette contrainte est, de plus, supérieure à celle admissible par le matériau utilisé. De plus,
l’ensemble des contraintes dans le bras de levier sont clairement moins importantes dans
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le cas de la poulie à joint de cardan. Pour compléter notre étude nous pouvons évaluer les
efforts maximaux transmis aux points de fixations dans les deux cas. La poulie à joint de
cardan réduit l’effort maximal appliqué aux fixations, un effort de 3585𝑁 est transmis à la
structure au niveau de la fixation supérieure droite alors que sur cette même fixation l’effort
est de 5199𝑁 dans le cas d’une poulie à pivot. La poulie à joint de cardan semble réduire
considérablement les efforts appliqués sur les points de fixations. Nous pouvons ainsi imaginer
simplifier les structures des RPC voire même réaliser des ancrages dans des murs de façon
plus aisée qu’actuellement.

Au travers de cette étude nous avons pu mettre en avant les avantages mécaniques de
la poulie ayant comme articulation un joint de cardan. Effectivement, cette poulie permet
de réduire les contraintes internes subies ainsi que les efforts qu’elle transmet à la structure.
Cela permettrait ainsi de dimensionner de façon plus légère les fixations et la structure du
RPC. Cependant, il est à noter que l’architecture de la poulie à pivot n’a pas fait l’objet
d’une conception optimale, ce qui permettrait de réduire les contraintes afin de respecter les
limites élastiques du matériau.

3.1.3 Étude de l’influence de la masse de la poulie sur
l’erreur de pose théorique

L’équilibre statique de la poulie équipée d’un joint de cardan est, de par son articulation,
sujet à la gravité. Effectivement, la masse mobile de la poulie, c’est-à-dire celle du réa plus
celle du bras de levier, va générer une variation du point 𝐻𝑖 centre du réa. La prise en compte
de ce poids doit être intégrée au modèle afin d’observer son influence sur le résultat final.
L’annexe A présente la mise en équation de ce modèle. Ce dernier nous permet d’observer la
variation de l’erreur de pose théorique lors de la non-prise en compte de la masse de la poulie.
Pour ce faire, nous regardons la différence de l’erreur de pose théorique de la PM entre la
modélisation avec la masse de la poulie et celle la négligeant. Pour un chargement de la PM
de 300𝑘𝑔, cette différence de position est de l’ordre de 10−6𝑚𝑚 en moyenne pour un RPC à
3 câbles ayant une structure en prisme triangulaire droit semi-régulier de 15𝑚. Dans le cas
d’un RPC de même structure, mais trois fois plus petit (5𝑚 de coté), cette erreur moyenne
est de l’ordre de 10−5𝑚𝑚. Cette étude nous permet d’observer que la masse de la poulie
joue un rôle négligeable sur l’erreur de pose théorique de la PM et d’autant plus quand les
dimensions du RPC deviennent importantes. Dans la suite des modèles nous négligerons
donc cette masse afin de gagner en temps de calcul.

Cette section a présenté la conception de la nouvelle poulie à joint de cardan introduite
dans cette thèse ainsi qu’une comparaison mécanique avec la poulie à pivot. Cela à démontré
l’intérêt mécanique de cette nouvelle poulie. De plus, nous avons démontré que la masse des
pièces mobiles est négligeable sur l’erreur de pose théorique de la PM.

3.2 Description et erreur de pose des cas d’études
de RPC à 3ddl

Pour travailler sur les RPC et étudier les effets de leurs paramètres, il est tout d’abord
obligatoire de définir l’architecture et la configuration du RPC. C’est ce que nous appelons le
cas d’étude. Dans un premier temps, l’analyse portera sur deux types de RPC, un ayant une
configuration sous-contrainte avec 𝑚 = 𝑛 et un autre pleinement-contraint avec 𝑚 = 𝑛+ 1.
Dans les deux cas, les RPC ont une architecture suspendue. Effectivement, nous avons jugé
cette architecture plus polyvalente, grâce à son espace au sol libre et à l’absence de câbles
pouvant générer des tensions antagonistes ainsi qu’à sa facilité à être reconfiguré. Afin de nous
concentrer exclusivement sur l’erreur de position sans orientation parasite, nous considérerons
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la PM comme un point masse. Cela aura comme effet de supprimer les ddl de rotation o
ainsi que de simplifier la résolution des modèles présentés dans le chapitre 2. Les modèles
ne chercheront plus à déterminer l’ensemble des positions des points 𝐵𝑖, mais uniquement
celle du point 𝑃 où tous les câbles se retrouvent attachés. Pour les premières études nous
prendrons en compte uniquement une élasticité uni-directionnelle constante pour les câbles.

Dans cette partie nous présentons des premiers résultats nous permettant l’observation
de la position atteinte et l’erreur de pose théorique lorsque la longueur totale des câbles L𝑇

est calculée avec un modèle standard, mais utilisée dans un RPC avec des poulies. Pour ce
faire nous devons définir des valeurs de paramètres géométriques fixes pour mener les calculs
à bien. Néanmoins, ces données sont vouées à évoluer dans le reste de nos travaux. Il est
donc nécessaire de définir les dimensions des poulies (rayon 𝑟𝑝 et bras de levier ℎ) ainsi que
les caractéristiques des câbles (module de Young 𝐸 et diamètre 𝑑𝑐). Pour les dimensions de
la poulie nous nous sommes inspirés de celles des poulies Huchez𝑇 𝑀 de 133𝑚𝑚 de diamètre
d’enroulement (cf. Fig. 2.2 : Poulies de renvoie articulées avec chapes en équerre), ce qui
correspond à un 𝑟𝑝 = 66.5𝑚𝑚. Quant au bras de levier ℎ il est égal à 100𝑚𝑚. Ces poulies
sont articulées avec un pivot, et il n’existe pas, à notre connaissance, de poulie ayant une
embase à joint de cardan chez les industriels. Afin de comparer au mieux les deux modèles
de poulies nous avons considéré qu’elles ont les mêmes rayons 𝑟𝑝 et bras de levier ℎ que les
poulies à pivot. De plus, pour une architecture donnée toutes les poulies sont considérées
identiques, en terme de paramètres géométriques (ℎ et 𝑟𝑝) et d’articulation (pivot ou joint
de cardan). En ce qui concerne les paramètres mécaniques des câbles nous nous basons sur
l’article de Baklouti [Bak+18] où les valeurs du module de Young 𝐸 du câble en fonction du
pourcentage de la tension de rupture sont indiquées. D’après la norme ISO 12076 le câble
doit travailler dans un intervalle de 10% et 30% de sa force de rupture, ce qui induit un
module de Young de 102.2𝐺𝑃𝑎. Même si dans un RPC il est difficile de garantir que les
câbles travaillent toujours entre 10% et 30% de leur force de rupture, le module de Young
est considéré comme constant dans cette partie. Afin de respecter les contraintes de courbure
maximale sur les câbles et connaissant la géométrie des poulies, le diamètre de tous les câbles
est fixé à 4𝑚𝑚 comme pour le CAROCA [Bak+18]. Les câbles choisis sont des Carl Stahl
Technocables Ref 1692 ayant pour tension à la rupture 𝑇𝑟 = 10.29𝑘𝑁 et pour masse linéique
𝜇0 = 0.1015𝑘𝑔.𝑚−1. Les structures des RPC étudiées dans ce manuscrit ont soit une forme
de prisme triangulaire droit semi-régulier (3ddl pour 3 câbles) soit une forme cubique (3ddl
pour 4 câbles) de 5𝑚 de coté. Les longueurs de câbles en sortie de poulie ne peuvent pas
dépasser 5

√
3 ≃ 8.66𝑚 (diagonale du cube de 5𝑚) pour les architectures choisies, la masse

maximale d’un câble est donc inférieure à 0.88𝑘𝑔. Finalement, pour évaluer l’allongement
des câbles et résoudre le MEGD𝐸 , il faut prendre en compte les efforts sur la PM. Pour cela,
la somme de la masse de la PM et de la charge transportée doit être suffisamment élevée par
rapport à celle des câbles pour éviter leur fléchissement et donc négliger leur masse linéique
𝜇0. Il faut cependant respecter la tension maximale admissible 𝑇𝑎 des câbles. Cette tension
est choisie en s’appuyant sur la norme européenne ISO 4309 : 2010 qui indique que, pour
un câble normalisé, si la tension ne dépasse pas 60% de 𝑇𝑟 alors la limite élastique n’est
pas atteinte. Dans notre étude, pour conserver une marge de sécurité, 𝑇𝑎 vaut 50% de 𝑇𝑟,
c’est-à-dire 5.14𝑘𝑁 . Pour ces raisons, la masse 𝑚𝑃 𝑀 , qui correspond à la masse de la charge
transportée plus la masse de la PM, est fixée à 300𝑘𝑔. Le tableau Tab. 3.1 récapitule les
valeurs des paramètres élasto-géométriques choisis.

Paramètres ℎ 𝑟𝑝 𝑚𝑃 𝑀 𝐸 𝑑𝑐 𝑇𝑎

Valeurs 100𝑚𝑚 66.5𝑚𝑚 300𝑘𝑔 102.2𝐺𝑃𝑎 4𝑚𝑚 5.14𝑘𝑁

Table 3.1 – Paramètres élasto-géométriques des RPC étudiés
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Cette section présente les RPC étudiés dans la suite de cette thèse ainsi que les premiers
résultats sur la précision du RPC de la non-prise en compte des poulies et de la longueur
morte dans les modèles standards. Tout d’abord nous présentons un RPC sous-contraint en
actionnement pour par la suite nous intéresser au RPC pleinement-contraint. Les premières
études accompagnant les présentations des cas d’études nous permettront d’analyser l’effet de
la non prise en compte des poulies dans la détermination des longueurs des câbles nécessaires
à la mise en position de la PM. De plus, nous pourrons observer l’influence de la forme
de la structure et du nombre de câbles du RPC, pour un nombre de ddl équivalent, sur la
répartition des erreurs de poses théoriques de la PM.

3.2.1 Architecture de RPC à 3 câbles
Le premier des deux RPC étudiés se compose de 3 câbles. Cette configuration fait de lui

un RPC sous-contraint comportant autant de câbles que de ddl. Ce type de RPC a déjà fait
l’objet d’étude dans un certain nombre de travaux. Nous pouvons citer le RPC de secours à
la personne [Bos+05] ou encore le NIMS3D [Bor+09]. Il est le RPC le plus simple dans la
catégorie des RPC spatiaux. Il peut donc se mouvoir dans un espace en trois dimensions et
non pas dans un plan.

Figure 3.7 – Représentation du RPC3 étudié dans nos travaux

Ce RPC, présenté sur la Fig. 3.7, a la forme d’un prisme triangulaire droit semi-régulier.
Il est défini par la longueur 𝐿 de ses cotés, séparant deux points 𝐴𝑖, et sa hauteur 𝐻, distance
entre le point 𝐴𝑖 et 𝐶𝑖 pour un même 𝑖. Les points de sortie des enrouleurs 𝐶𝑖 sont fixes
et situés à la verticale des points 𝐴𝑖. Le point 𝑂 centre du repère global ℜ𝑏 est localisé au
barycentre du triangle équilatéral à une hauteur 𝐻 = 0. Les trois câbles sont reliés au point
𝑃 représentant la PM sous forme d’un point masse. De par l’égalité entre le nombre de câbles
et les ddl, la matrice Jacobienne 𝐽 devient carrée et inversible. Cela simplifie l’obtention des
tensions dans les câbles de par l’unique solution à l’Eq. 1.5. Cependant, il est nécessaire de
contrôler les valeurs de cette solution pour rester dans les conditions admissibles à la bonne
utilisation des câbles.

Afin d’observer l’influence de la forme du RPC, il est utilisé dans la première partie
des travaux sur l’influence des paramètres géométriques de la poulie sur l’erreur de pose
théorique de la PM. De plus, afin d’améliorer la lisibilité nous noterons ce RPC, RPC3.
L’indice 3 correspond ici au nombre de câbles que possède le RPC. Cette notation se trouvera
enrichie en fonction du type d’articulation des poulies. Ainsi le RPC3 équipé de poulies avec
un articulation de type pivot sera noté RPC3𝑃

et pour les poulies à joint de cardan RPC3𝐶
.
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3.2.2 Extension pour un RPC à 4 câbles
La deuxième architecture de RPC sur laquelle nous porterons notre attention est un

RPC suspendu comportant quatre chaînes d’actionnement et ayant toujours un point masse
en guise de PM. Ce RPC fait donc partie des RPC pleinement-contraints. Il est à noter que
ce type de RPC est plus proche de la majorité de ceux observables dans la littérature, comme
pour le RPC de secours à la personnes [Nur+17] ou encore le cas d’étude de [Pas+19].

Figure 3.8 – Représentation du RPC4 étudié

La figure 3.8 schématise la géométrie de ce RPC équipé de quatre chaînes d’actionnement.
Il est de forme cubique de coté 𝐿. Tout comme pour le RPC3 sa structure est définie par la
position des points d’ancrage des poulies 𝐴𝑖 et des points de sortie des enrouleurs 𝐶𝑖. Le
repère global ℜ𝑏 est fixé au centre du carré inférieur (𝐻 = 0) où les vecteurs unitaires le
composant sont colinéaires au vecteur directeur des arêtes du cube. La présence du 4è𝑚𝑒

câble rend la résolution de l’Eq. 1.5 plus complexe. En effet, la matrice Jacobienne 𝐽 n’est
plus carrée donc plus inversible. Pour déterminer le jeu de solution t il est nécessaire d’utiliser
la pseudo inverse de Moore-Penrose pour déterminer t comme sur l’Eq. 3.1.

t = W+f + N𝜆 (3.1)

où W+ est la pseudo-inverse de Moore-Penrose de W, N est le noyau de W et 𝜆 est un
vecteur de dimension 𝑟, 𝑟 étant le degrés de redondance du RPC (𝑟 = 𝑚− 𝑛). Cependant,
cette équation implique un nombre important de solutions et nécessite la mise en place d’une
méthode de gestion des tensions permettant de trouver une solution t valable au sens du
critère choisie. Ce processus est mis en place dans un second temps, lorsque le fléchissement
est intégré aux modèles, car le quatrième câble générera forcément un effort sur la PM.
Cependant, lorsque la masse propre des câbles n’est pas prise en compte, pour atteindre une
position 𝑃 , seuls 3 câbles sur 4 sont nécessaires. En effet, le 4è𝑚𝑒 câble ne génère alors pas
d’effort sur la PM. De ce fait, dans la première partie de cette étude nous ramènerons à 3
câbles parmi 4 le RPC4. Il existe deux configurations de câbles possibles pour une position
de la PM. Nous cherchons à déterminer quel jeu de câbles parmi les deux possibles minimise
notre indice d’erreur de pose théorique ‖𝛿p‖2 défini dans la section 3.2.3.1. La figure 3.9
illustre les deux jeux de câbles possibles pour atteindre une position donnée.
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Figure 3.9 – Les deux solutions possibles pour une position donnée de 3 câbles parmi
4 pour l’évaluation de ‖𝛿p‖2

Dans l’exemple de la figure 3.9 les configurations possibles sont les câbles passant par
𝐴1𝐴3𝐴4 et 𝐴1𝐴2𝐴3. Nous pouvons réaliser cet exercice pour l’ensemble des positions du RPC.
La figure 3.10 montre, sur un plan horizontal à 2.5𝑚, la répartition des configurations qui
minimise ‖𝛿p‖2 . Les dimensions du RPC sur lesquelles ces configurations ont étés recherchées
sont 𝐿 = 5𝑚 et 𝐻 = 5𝑚 pour un RPC équipé avec les poulies et les câbles précédemment
présentés (cf. Tab. 3.1).
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Figure 3.10 – Répartition des configurations minimisant ‖𝛿p‖2 sur un plan horizontal
à 2.5𝑚

Au travers de la Fig 3.10 nous pouvons observer que la répartition des zones créées par
les configurations de câbles s’avère relativement différente entre un RPC4 avec des poulies à
pivot (RPC4𝑃

) et un RPC4 avec des poulies à joint de cardan (RPC4𝐶
). Il est à noter que,

dans le cas d’une trajectoire, cette méthode peut présenter des discontinuités lors du passage
entre différentes configurations.
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3.2.3 Étude de l’erreur de positionnement des RPC

Les RPC étudiés au cours des travaux de cette thèse ont été présentés ainsi que, pour
les RPC pleinement-contraints, la méthode pour déterminer quelle configuration de câbles
minimise ‖𝛿p‖2 . De plus, cela nous a permis de mettre en place une notation pour définir
clairement les cas d’études sur lesquels nous travaillerons :

— RPC3 : RPC à 3 câbles suspendus prismatiques (prisme triangulaire droit semi-
régulier) ;

— RPC4 : RPC à 4 câbles suspendus cubiques (parallélépipède de base carré) ;
— RPC3𝑃

- RPC4𝑃
: RPC équipé de poulies à pivot ;

— RPC3𝐶
- RPC4𝐶

: RPC équipé de poulies à joint de cardan ;

Afin d’observer les effets de la présence des poulies ainsi que de l’élasticité des câbles,
plusieurs analyses vont être présentées en utilisant l’indice d’évaluation de l’erreur de pose
théorique ‖𝛿p‖2 . Tout d’abord, l’erreur sur une trajectoire rectiligne traversant l’espace de
travail est étudiée. Puis des iso-contours d’erreurs sur un plan horizontal à une hauteur fixée
sont présentés. Enfin, un volume limité en erreur de position maximale est déterminé. Pour
faciliter les comparaisons entre les deux types de poulies, les résultats obtenus sont mis en
parallèle sur les deux configurations de RPC suspendu. Pour observer les effets des différentes
articulations de poulies les RPC étudiés ici ont comme dimension 𝐿 = 5𝑚 et 𝐻 = 5𝑚.

3.2.3.1 Méthodologie d’évaluation de l’erreur de pose théorique

Dans l’objectif d’analyser les effets des poulies et de leurs paramètres géométriques, nous
utilisons la méthode présentée dans la Fig. 2.9. Afin de clarifier l’étude nous rappelons cette
méthode dans la Fig. 3.11 en ajoutant les hypothèses de chaque modèle utilisé.

3.2.3.2 Analyse de l’erreur de pose théorique sur une trajectoire

Pour obtenir le plus d’informations possibles sur ‖𝛿p‖2 , le choix de la trajectoire s’est
porté sur une trajectoire rectiligne traversant l’espace de travail des RPC en oblique de bas
en haut. Dans le cas du RPC4 la trajectoire n’est pas dans la diagonale de l’espace de travail
« cubique », ceci afin de ne pas être dans le cas particulier où l’ensemble des poses peut être
réalisé uniquement à partir de deux câbles. La figure 3.12 illustre les trajectoires proposées
à l’étude, ainsi que les positions des points de la trajectoire calculés à l’aide du MEGD𝐸

(cf. Tab. 2.1).
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Figure 3.11 – Organigramme de la méthode d’évaluation de l’erreur de pose théorique
‖𝛿p‖2
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(a) RPC3𝑃 (b) RPC4𝑃

(c) RPC3𝐶 (d) RPC4𝐶

Figure 3.12 – Trajectoires théoriques rectilignes et trajectoires réelles traversant l’espace
de travail des RPC étudiés

La figure 3.12 représente les trajectoires théoriques en gris, mais aussi celles calculées
avec le MEGD𝐸 , en rouge dans le cas des RPC avec une poulie à pivot et en bleu pour
ceux ayant une poulie à joint de cardan. Les longueurs des trajectoires pour les RPC3 et
RPC4 sont respectivement de 6.61𝑚 et 7.07𝑚. De façon générale, il est observable que la
présence des poulies et de l’élasticité des câbles entraînent toujours une erreur de position.
Cette erreur est analysée grâce à l’indice d’évaluation de l’erreur de pose théorique ‖𝛿p‖2 . La
figure 3.13 montre les résultats de ‖𝛿p‖2 pour les deux RPC étudiés et pour les deux types
d’architectures de poulies.

Tout d’abord, il est à noter que les différentes erreurs ne sont pas évaluées jusqu’à la fin
des trajectoires théoriques car plusieurs contraintes limitent le calcul de ‖𝛿p‖2 . Premièrement,
les contraintes sur les tensions dans les câbles, c’est-à-dire que si une des tensions du vecteur
t dépasse la tension maximale admissible 𝑇𝑎 = 5.14𝑘𝑁 alors la position 𝑃 est exclue des
positions atteignables. De même, lors du calcul itératif des 𝑃𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸

si les tensions dépassent
𝑇𝑎 alors le vecteur p𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸

n’est pas calculé. Ces positions se trouvent en haut de l’espace
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(a) RPC3 : ‖𝛿p‖2

(b) RPC4 : ‖𝛿p‖2

Figure 3.13 – Erreurs de pose théoriques ‖𝛿p‖2 en 𝑚𝑚 sur une trajectoire théorique
rectiligne : 6.61𝑚 à pour le RPC3 et 7.07𝑚 pour le RPC4

de travail, car les tensions des câbles augmentent avec la hauteur de la PM. Deuxièmement,
certaines positions 𝑃𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸

ne peuvent pas être déterminées car les longueurs de câbles
calculées avec le MGI𝑆 sont trop courtes pour trouver une intersection entre les sphères
(cf. Eq. 2.32). Au regard des Fig. 3.13a et 3.13b, ces positions se situent dans la partie
haute de l’espace de travail, pour des hauteurs supérieures à 4.50𝑚. C’est pour cela que
dans le cas du RPC3, les ‖𝛿p‖2 pour les poulies à pivot sont évalués le long des trajectoires
sur 6.05𝑚 et pour celles à joint de cardan jusqu’à 5.45𝑚. Pour les RPC4, ‖𝛿p‖2 se calcule
pour 5.92𝑚 et 5.80𝑚 respectivement pour les poulies à pivot et à joint de cardan. Pour
les RPC choisis, l’utilisation des poulies à pivot semble permettre d’accéder à une hauteur
légèrement plus importante que les poulies à joint de cardan. Concernant le ‖𝛿p‖

2
l’analyse

est identique pour les deux RPC. Nous remarquons tout d’abord une tendance similaire
dans l’évolution des erreurs entre le RPC3 et le RPC4. Ce sont les RPC équipés de poulies à
joint de cardan qui ont les erreurs les plus faibles sur la partie basse de la trajectoire. Ceci
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est plus marquant pour les RPC4. C’est à 3.90𝑚 sur la trajectoire théorique que les erreurs
‖𝛿p‖2 des RPC4𝑃

deviennent moins importantes que celles des RPC4𝐶
. En effet, le long de

la trajectoire le ‖𝛿p‖2 des RPC4𝐶
est croissant et celui des RPC4𝑃

est décroissant. C’est
donc principalement dans la partie inférieure de l’espace de travail que les RPC4𝐶

minimisent
l’erreur de pose théorique. Pour les RPC3, c’est seulement en haut de la trajectoire, à 5.39𝑚
pour une longueur totale de 6.05𝑚, que les erreurs du RPC3𝐶

deviennent plus importantes
que celles du RPC3𝑃

. Le tableau Tab. 3.2 donne les valeurs minimales et maximales de ‖𝛿p‖2

sur les trajectoires proposées pour les quatre RPC à l’étude.

Configuration RPC3𝑃
RPC3𝐶

RPC4𝑃
RPC4𝐶

min de ‖𝛿p‖2 107𝑚𝑚 25𝑚𝑚 31𝑚𝑚 29𝑚𝑚
max de ‖𝛿p‖2 237𝑚𝑚 116𝑚𝑚 142𝑚𝑚 179𝑚𝑚

Table 3.2 – Valeurs minimales et maximales de ‖𝛿p‖2 en 𝑚𝑚 sur une trajectoire
théorique rectiligne

Pour compléter cette analyse, il est intéressant de voir dans le ‖𝛿p‖2 la part due à
l’erreur de position verticale 𝛿𝑝𝑧 et celle due à l’erreur de position horizontale ‖𝛿p𝑥𝑦‖2 , étant
la norme euclidienne des composantes de 𝛿p en x𝑏 et y𝑏 exprimé comme :

‖𝛿p𝑥𝑦‖2 =
√︀

(𝛿p.x𝑏)2 + (𝛿p.y𝑏)2 (3.2)

La figure 3.14 montre la décomposition de ‖𝛿p‖2 .

Les résultats de la figure Fig. 3.14 montrent que l’erreur de position verticale 𝛿𝑝𝑧 est
globalement prépondérante par rapport à ‖𝛿p𝑥𝑦‖2 pour les RPC3 et les RPC4 et ceci quel
que soit le type de poulie. De plus, les trajectoires réelles des RPC𝑃 (RPC3𝑃

et RPC4𝑃
)

sont décalées suivant l’axe z𝑏 positif, ainsi les RPC𝑃 présentent une tendance à remonter la
position de la PM. A contrario, pour les RPC𝐶 (RPC3𝐶

et RPC4𝐶
) le décalage est suivant

l’axe z𝑏 négatif sur l’ensemble de la trajectoire, à l’exception des positions situées en bas de
l’espace de travail pour le RPC3𝐶

. Il ne faut, cependant, pas oublier que plus la masse 𝑚𝑃 𝑀

est élevée, plus l’allongement des câbles est important. Donc, dans la configuration présentée,
l’erreur de pose théorique des RPC𝐶 a tendance à augmenter si la charge appliquée à la PM
est plus importante. Le phénomène inverse se produit pour les RPC avec poulies à pivot,
jusqu’à ce que 𝑃𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸

passe en dessous de la trajectoire théorique. Par ailleurs, pour les
RPC3, il existe une position ne générant pas d’erreur ‖𝛿p𝑥𝑦‖2 . Cette position, qui se trouve
à 4.41𝑚 sur la trajectoire, correspond à une position dite « symétrique », c’est-à-dire que la
PM est équidistant de toutes les poulies. Au vu de ces premiers résultats, il apparaît qu’il est
difficile de négliger les paramètres élasto-géométriques dans la modélisation des RPC. De
plus, le type de poulies utilisé présente une influence certaine sur l’erreur de pose théorique
‖𝛿p‖2 .
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(a) RPC3 : 𝛿𝑝𝑧 (b) RPC4 : 𝛿𝑝𝑧

(c) RPC3 : ‖𝛿p𝑥𝑦‖2 (d) RPC4 : ‖𝛿p𝑥𝑦‖2

Figure 3.14 – Erreurs de position en altitude 𝛿𝑝𝑧 et dans le plan horizontal ‖𝛿p𝑥𝑦‖2

sur une trajectoire théorique rectiligne : 6.61𝑚 pour le RPC3 et 7.07𝑚 pour le RPC4

3.2.3.3 Analyse de l’erreur de pose théorique sur un plan horizontal :
iso-contours d’erreurs

Pour aller plus loin dans l’analyse de l’erreur de pose théorique, les iso-contours de
‖𝛿p‖2 sont tracés dans un plan horizontal au niveau du sol et à mi-hauteur de l’espace de
travail, c’est-à-dire à 0𝑚 et à 2.5𝑚. Les iso-contours des Fig. 3.15, Fig. 3.16, Fig. 3.17 et
Fig. 3.18 permettent d’observer plus en détail les effets de la prise en compte des poulies et
de l’élasticité des câbles par rapport au modèle standard.

Les figures 3.15 représentent les iso-contours de ‖𝛿p‖2 pour un RPC3 équipé soit de
poulies à pivot soit de poulies à joint de cardan. Les Fig. 3.16 quant à elles représentent
les iso-contours de ‖𝛿p‖2 pour le RPC4𝑃

et le RPC4𝐶
. Nous pouvons observer que l’erreur

de pose théorique minimale se situe au centre du plan, pour le RPC3𝑃
où le minimum de

‖𝛿p‖2 = 150𝑚𝑚, pour le RPC3𝐶
où ‖𝛿p‖2 = 20𝑚𝑚 et pour le RPC4𝑃

où ‖𝛿p‖2 = 130𝑚𝑚.
Cela n’est pas vérifié dans le cas du RPC4𝐶

où nous pouvons observer des erreurs ‖𝛿p‖2 plus
faibles sur la périphérie de l’espace de travail égale à 28𝑚𝑚 qu’à son centre où nous retrouvons
le ‖𝛿p‖2 maximal égale à ‖𝛿p‖2 = 46𝑚𝑚. Cependant, les erreurs de pose théorique générées
par les RPC𝐶 sont bien moins importantes que celles présentes dans le cas des RPC𝑃 .
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(a) RPC3𝑃

(b) RPC3𝐶

Figure 3.15 – Iso-Contours de ‖𝛿p‖2 sur un plan horizontal à une hauteur de 0𝑚 pour
un RPC3𝑃

et RPC3𝐶
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(a) RPC4𝑃

(b) RPC4𝐶

Figure 3.16 – Iso-Contours de ‖𝛿p‖2 sur un plan horizontal à une hauteur de 0𝑚 pour
un RPC4𝑃

et RPC4𝐶
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(a) RPC3𝑃

(b) RPC3𝐶

Figure 3.17 – Iso-Contours de ‖𝛿p‖2 sur un plan horizontal à une hauteur de 2.5𝑚
pour un RPC3𝑃

et RPC3𝐶
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(a) RPC4𝑃

(b) RPC4𝐶

Figure 3.18 – Iso-Contours de ‖𝛿p‖2 sur un plan horizontal à une hauteur de 2.5𝑚
pour un RPC4𝑃

et RPC4𝐶
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Les figure 3.17 et 3.18 représente les iso-contours sur un plan à mi-hauteur du RPC, soit
à 2.5𝑚. Nous observons pour les RPC𝑃 que c’est au centre de la zone étudiée que ‖𝛿p‖2 est
minimal (130𝑚 pour le RPC3𝑃

et 90𝑚𝑚 pour le RPC4𝑃
) et plus la position se rapproche

des sommets des zones d’étude et plus ‖𝛿p‖2 augmente (210𝑚𝑚 pour le RPC3𝑃
et 190𝑚

pour le RPC4𝑃
). A contrario, le RPC4𝐶

a ses valeurs minimales de ‖𝛿p‖2 (35𝑚𝑚) qui se
situent dans les angles. Concernant les RPC3𝐶

, la valeur minimale de ‖𝛿p‖2 (35𝑚𝑚) se situe
dans une zone intermédiaire entre le centre et les sommets. Pour les RPC𝐶 ce n’est donc
pas autour des positions symétriques (PM équidistante des poulies) que l’erreur de pose
théorique est la plus faible. Le contraire est observable pour le RPC4𝐶

puisque le ‖𝛿p‖2 est
maximal dans la zone centrale, avec une valeur de 80𝑚𝑚 (cf. Fig. 3.18b).

La première observation qu’il est possible de faire avec ces résultats (cf. Fig. 3.15,
Fig. 3.16, Fig. 3.17 et Fig. 3.18) est que les iso-contours de ‖𝛿p‖2 à 0𝑚 et 2.5𝑚 de hauteur
permettent de confirmer l’observation faite avec les trajectoires, c’est-à-dire que les erreurs
‖𝛿p‖2 sont moins importantes dans les RPC𝐶 que dans les RPC𝑃 .

3.2.3.4 Analyse d’un volume de travail limité en erreur
Il est également possible de regarder l’influence de l’erreur ‖𝛿p‖2 sur l’espace de travail

des RPC. Pour cela, la représentation d’un volume limité en erreur, noté 𝑉𝐿, permet d’analyser
la précision d’une configuration de RPC en terme d’espace de travail. Cela permet d’identifier
la zone de l’espace de travail où le ‖𝛿p‖2 est garanti inférieur à une valeur donnée. Ces
résultats sont obtenus en conservant toutes les positions atteignables en terme de tension
maximale dans les câbles, d’accessibilité géométrique et ne dépassant pas une erreur de
position limite notée ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚. Par la suite, la fonction alphaShape de Matlab® permet de
générer graphiquement le volume 𝑉𝐿 d’après un ensemble de points et ainsi de déterminer la
valeur numérique de ce volume. Afin de normaliser les résultats, le ratio 𝑅𝑉 entre 𝑉𝐿 et le
volume total 𝑉𝑇 de la structure du RPC est calculé et permet de comparer les quatre RPC.
𝑉𝑇 = 54.13𝑚3 pour les RPC3 et 𝑉𝑇 = 125𝑚3 pour les RPC4. Les volumes sont tracés pour
deux ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚 différents (50𝑚𝑚 et 150𝑚𝑚). ‖𝛿p‖2
𝑙𝑖𝑚 = 50𝑚𝑚 est choisi car c’est une erreur

de position « classique » des RPC, c’est-à-dire qu’elle correspond à 1/100 des dimensions
extérieures des RPC, qui sont ici de 𝐿 = 5𝑚 et 𝐻 = 5𝑚. Puis une erreur maximale trois fois
plus importante est utilisée pour comparer l’évolution des volumes, ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚 = 150𝑚𝑚. La
figure Fig. 3.19 illustre les volumes ainsi obtenus.

La première observation au vu des volumes limités en erreur est qu’il n’existe pas de 𝑉𝐿

pour les RPC𝑃 avec un ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
= 50𝑚𝑚 et donc 𝑅𝑉 = 0. La seconde observation, afin de

comparer le type de poulie, est que le 𝑅𝑉 des RPC𝐶 est supérieur à celui des RPC𝑃 pour
un même ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
. Le tableau Tab. 3.3 montre les résultats obtenus pour les 𝑅𝑉 .

Configuration RPC3𝑃
RPC3𝐶

RPC4𝑃
RPC4𝐶

‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
= 50𝑚𝑚 0 0.59 0 0.45

‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
= 150𝑚𝑚 0.54 0.75 0.72 0.79

Table 3.3 – Valeurs des ratio sur les volumes : 𝑅𝑉 = 𝑉𝐿

𝑉𝑇

De plus, les figures Fig. 3.19c et Fig. 3.19d montrent que pour les RPC𝑃 le 𝑉𝐿 se réduit
en premier par le bas de l’espace de travail, c’est-à-dire au niveau du sol. Ce qui peut être
pénalisant car c’est généralement dans cette zone que les RPC sont utilisés. Par exemple,
pour des opérations de pick and place ou d’impression massive de béton. La figure Fig.3.20
montre l’évolution de 𝑅𝑉 en fonction de ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
.
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(a) RPC3𝐶 et ‖𝛿p‖2
𝑙𝑖𝑚 = 50𝑚𝑚 : 𝑅𝑉 =

0.59
(b) RPC4𝐶 et ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚 = 50𝑚𝑚 :
𝑅𝑉 = 0.45

(c) RPC3𝑃 et ‖𝛿p‖2
𝑙𝑖𝑚 = 150𝑚𝑚 :

𝑅𝑉 = 0.54
(d) RPC4𝑃 et ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚 = 150𝑚𝑚 :
𝑅𝑉 = 0.72

(e) RPC3𝐶 et ‖𝛿p‖2
𝑙𝑖𝑚 = 150𝑚𝑚 :

𝑅𝑉 = 0.75
(f) RPC4𝐶 et ‖𝛿p‖2

𝑙𝑖𝑚 = 150𝑚𝑚 :
𝑅𝑉 = 0.79

Figure 3.19 – Volume limité en erreur 𝑉𝐿 pour un ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
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Figure 3.20 – Évolution de 𝑅𝑉 en fonction ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
pour les RPC3 et RPC4

L’analyse des courbes de la figure Fig. 3.20 montre que si 𝑅𝑉 = 0.5, correspondant à
un taux de remplissage de 50% du 𝑉𝑇 , alors ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
= 149𝑚𝑚 et 128𝑚𝑚 respectivement

pour le RPC3𝑃
et le RPC4𝑃

. Tandis que pour les RPC𝐶 , ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
= 430𝑚𝑚 pour le RPC3𝐶

et 510𝑚𝑚 pour le RPC4𝐶
. Pour un ratio 𝑅𝑉 identique, les RPC𝐶 minimisent ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
par

rapport aux RPC𝑃 . D’autre part, il est à souligner que les taux de remplissage maximaux
𝑅𝑚𝑎𝑥

𝑉 n’atteignent jamais 100%, car les 𝑉𝐿 sont toujours inférieurs aux 𝑉𝑇 dû au fait que les
𝑉𝐿 sont aussi limités en tension et en accessibilité géométrique. Il est intéressant de voir que
dès qu’un 𝑅𝑉 n’est plus égal à 0 cela correspond à la valeur minimale de ‖𝛿p‖2 sur l’ensemble
de l’espace de travail, noté ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
. De plus, les RPC atteignent leur 𝑅𝑚𝑎𝑥

𝑉 respectif pour
des ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
différents. Ce ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚

2
correspond donc à l’erreur maximale de position que le

RPC peut avoir entre l’utilisation des modèles standards et étendus, cette erreur est notée
‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
. Le tableau Tab. 3.4 récapitule pour chaque configuration de RPC quelles sont les

valeurs de ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et de ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
.

Configuration RPC3𝑃
RPC3𝐶

RPC4𝑃
RPC4𝐶

‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
103.5𝑚𝑚 16𝑚𝑚 51.3𝑚𝑚 23.2𝑚𝑚

‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
231.6𝑚𝑚 99.3𝑚𝑚 197.5𝑚𝑚 175.3𝑚𝑚

Table 3.4 – Erreur minimale et maximale de position de ‖𝛿p‖
2

en 𝑚𝑚

Les valeurs ainsi obtenues des ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
montrent que les RPC𝐶 ont des

erreurs minimale et maximale plus faibles que celles des RPC𝑃 . Connaissant l’aspect des 𝑉𝐿

(cf. Fig. 3.19), il est à noter que le ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
des RPC𝑃 se situe au niveau du sol vers les points

𝐶𝑖 de l’espace de travail (cf. Fig. 3.8), tandis que pour les RPC𝐶 leur ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
se trouve en

haut de l’espace de travail pour une position équidistante des poulies. Toutes les observations
faites sur les 𝑉𝐿 confirment celles réalisées avec les trajectoires (cf. Part. 3.2.3.2) et les
iso-contours d’erreur (cf. Part. 3.2.3.3). En effet, avec les paramètres élasto-géométriques
choisis, les RPC𝐶 semblent minimiser l’erreur de position ‖𝛿p‖

2
par rapport aux RPC𝑃 .

Cela peut s’expliquer par le chemin plus cours à parcourir par le câble lors de l’utilisation
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de poulie à joint cardan. En effet, la longueur totale calculée avec le modèle géométrique
inverse est considérée comme une constante dans notre méthode de calcul. La poulie à joint
cardan pouvant, grâce à ses 2 ddl, descendre suivant l’axe z en comparaison de la poulie à
pivot qui elle reste à hauteur constante. Pour regarder plus en détail l’influence du choix
des valeurs des paramètres élasto-géométriques (ℎ, 𝑟𝑝, 𝐸 et le type de poulie), les parties
suivantes analysent leurs effets et leurs interactions en utilisant la méthodologie des plans
d’expériences. La méthode proposée permet de quantifier l’erreur pose théorique de la PM
pour un RPC donné quand les longueurs de câbles sont déterminées avec le MGI𝑆 . Il s’avère
que le choix du type de poulie semble être un choix important et doit être réfléchi pour
minimiser l’erreur lors de la commande du RPC avec les modèles géométriques standards.
De plus, la configuration à 3 ou 4 câbles apparait être un facteur n’influençant pas de façon
significative l’erreur ‖𝛿p‖2 .

Cette section s’est intéressée aux erreurs de pose théorique des RPC étudiés. En effet, les
premières explorations de ‖𝛿p‖2 permettant de présenter les différentes formes de résultats
ont aidés à observer l’influence de la configuration du RPC sur l’effet de la non-prise en
compte des poulies dans le calcul des longueurs totales. Cela nous permet de mettre en
évidence que la géométrie de la structure du RPC ne semble pas jouer un effet prépondérant
sur ‖𝛿p‖2 . Cette observation peut cependant être aussi due à la non prise en compte du
4è𝑚𝑒 câbles pour le RPC à 4 câbles. Nous avons toutefois choisi de continuer nos études
sur le RPC pleinement-contraint à 4 câbles et 3 ddl car plus proche de RPC communément
rencontrés. Effectivement, un parallélépipède est la forme la plus proche d’une pièce classique
ou même d’un bâtiment. De plus, la gestion du 4è𝑚𝑒 câble nous permettra dans un second
temps d’observer de façon plus réaliste les effets de la masse propre des câbles sur ‖𝛿p‖2 lors
du l’utilisation du modèle de câble fléchissant. Dans la suite de cette thèse nous reviendrons
à une notation plus simple du type RPC𝑃 et RPC𝐶 .

3.3 Analyse de sensibilité des paramètres
géométriques de la poulie

Dans cette section nous allons chercher à définir l’effet de paramètres géométriques liés
à la poulie sur l’erreur de pose théorique de la PM ‖𝛿p‖2 . Comme nous l’avons vu une poulie
est un système composé d’un ensemble de pièces ayant chacune des dimensions propres
pouvant affecter les performances du RPC.

Au travers de cette section nous définissons tout d’abord le plan d’expériences qui
nous aider à extraire les effets des poulies. Nous analysons par la suite, à l’aide du plan
d’expériences, les influences des paramètres géométriques sur ‖𝛿p‖2 . Finalement, nous
présentons une méthodologie pour trouver la combinaison de ces paramètres géométriques
qui minimisent l’erreur de pose théorique.

3.3.1 Définition du plan d’expériences et de l’espace régulier
commun

La méthode des plans d’expériences a été présentée dans le chapitre 1. Cette partie va
fixer les paramètres étudiés et définira les deux niveaux de valeur que ces facteurs prendront
au cours de l’étude.

Premièrement, il est nécessaire de connaitre les paramètres dont nous voulons évaluer
les effets. Dans le cadre de cette étude sur la sensibilité des paramètres géométriques de
la poulie nous décomposons ce système en trois paramètres appelés « facteurs » pour le
plan d’expériences. Le premier est le type d’articulation de la poulie, c’est-à-dire soit une
articulation de type pivot soit joint de cardan. Le deuxième facteur est le bras de levier ℎ
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et le troisième facteur important est le rayon du réa 𝑟𝑝. L’objectif est donc de déterminer
l’influence de chacun de ces facteurs. Cette influence est évaluée non pas sur une pose p, mais
sur un ensemble de poses dans un espace de travail régulier. Il a été choisi comme réponse au
plan d’expériences, nous servant à quantifier les effets, l’indice global ‖𝛿p‖2 . Cet indice est
dit global car il représente la moyenne des ‖𝛿p‖2 dans l’espace de travail régulier commun
(𝐸𝑅𝐶) et est exprimé par l’Eq. 3.3.

‖𝛿p‖2 = 1
𝑁

𝑁∑︁
𝑗=1

‖𝛿p𝑗‖2 (3.3)

où 𝑁 représente la discrétisation de l’𝐸𝑅𝐶 , ici 𝑁 = 250000 et est répartie homogènement
dans l’ER𝐶 .

Le plan d’expériences est dit factoriel complet à trois facteurs (cf. section1.3.2). Pour
rappel, ces types de plans d’expériences sont les plus simples à concevoir et permettent de
quantifier toutes les interactions des différents facteurs, mais sont plus coûteux puisqu’ils
couvrent toutes les combinaisons de niveaux entre tous les facteurs. D’autre part, le plan
d’expériences comprend deux niveaux, un niveau haut et un niveau bas, ceci afin de pouvoir
l’adapter sans distinction aux différents facteurs. Effectivement, 𝑟𝑝 et ℎ sont des facteurs
continus contrairement à l’articulation de la poulie qui n’a que deux configurations possibles
(pivot ou joint de cardan). Il faut à présent définir les bornes minimales et maximales de 𝑟𝑝

et de ℎ. Dans cette optique, il est décidé de contraindre géométriquement la poulie à une
architecture dite classique impliquant que le bras de levier ait une dimension supérieure au
rayon de poulie. Cela permet d’éviter les interférences possibles entre la poulie elle-même et
son articulation. Les niveaux hauts et bas du rayon de poulie 𝑟𝑝 sont déterminés en premier,
puis ce sont ceux du bras de levier ℎ. Afin de rester dans un domaine d’étude cohérent, il est
décidé que la moyenne des niveaux de 𝑟𝑝 correspond au rayon de poulie utilisé dans la partie
3.2, c’est-à-dire 𝑟𝑝 = 66.5𝑚𝑚. Par ailleurs, pour éviter la fatigue ou l’usure prématurée du
câble, il faut respecter quelques précautions et notamment lors de l’utilisation de poulies.
En effet, un câble peut se détoronner si sa courbure est trop faible, la notion de rayon de
courbure du câble doit être prise en compte. Dans le cas de poulie, ce rayon de courbure
correspond directement au rayon de la poulie 𝑟𝑝. Dans ces conditions, la règle usuelle est
que le rapport entre 𝑟𝑝 et le rayon du câble 𝑟𝑐 doit être supérieur à 20. Pour certains types
de composition de câble (nombre et disposition des torons, des fils et de l’âme) ce rapport
peut être supérieur ou inférieur. Dans le cas du câble Carl Stahl Technocables Ref 1692,
le constructeur indique que le rapport entre 𝑟𝑝 et 𝑟𝑐 doit être supérieur à 16. Dans cette
étude, 𝑟𝑐 est égal à 2𝑚𝑚, 𝑟𝑝 doit être strictement supérieur à 32𝑚𝑚. Le niveau inférieur de
𝑟𝑝 est donc fixé à 35𝑚𝑚 par sécurité et le niveau haut à 98𝑚𝑚. Il est à noter que l’intervalle
𝑟𝑝 ∈ [35𝑚𝑚; 98𝑚𝑚] correspond aux ordres de grandeur des rayons de poulies couramment
utilisées. Les bornes de ℎ sont alors fixées à 100𝑚𝑚 au niveau bas et à 150𝑚𝑚 au niveau
haut pour respecter les contraintes d’interférences géométriques de la poulie. Le rayon du
câble 𝑟𝑐 est pris en compte dans les choix des bornes de ℎ afin d’éviter les interférences
câble/articulation. Les différents essais du plan d’expériences sont présentés sur le tableau
3.5.
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𝑁𝑜 essai Articulation ℎ 𝑟𝑝

1 -1 -1 -1
2 -1 -1 +1
3 -1 +1 -1
4 -1 +1 +1
5 +1 -1 -1
6 +1 -1 +1
7 +1 +1 -1
8 +1 +1 +1

Domaine d’étude
Niveau -1 Pivot 100𝑚𝑚 35𝑚𝑚
Niveau +1 Joint de cardan 150𝑚𝑚 98𝑚𝑚

Table 3.5 – Plan d’expériences factoriel complet à trois facteurs

Le plan d’expériences se compose donc de huit essais qui vont être évalués dans la partie
suivante à l’aide du critère ‖𝛿p‖2 . Cependant, une première série d’essais est nécessaire
afin d’extraire l’ensemble des espaces de travail, représentant l’ETS atteignable de chaque
essai du plan d’expériences. De ces ETS nous pouvons déterminer simplement les espaces
réguliers (𝐸𝑅) pour chacun des essais. L’union de ces huit 𝐸𝑅 forme l’𝐸𝑅𝐶 (cf. Eq. 1.16). Il
s’avère que parmi les huit 𝐸𝑅 celui ayant le volume le plus petit est celui correspondant à la
configuration de l’essai 6, noté 𝐸𝑅6. Cela correspond à la configuration avec des poulies à
joint de cardan, ℎ = 100𝑚𝑚 et 𝑟𝑝 = 98𝑚𝑚. L’étude des espaces réguliers montre que l’𝐸𝑅6
est complètement inclus dans les sept autres 𝐸𝑅, cela implique que l’𝐸𝑅6 est directement
l’𝐸𝑅𝐶 . Le volume de l’𝐸𝑅𝐶 , noté 𝑉𝐸𝑅𝐶

, est de 80.31𝑚3 soit un 𝑅𝑉 (ratio 𝑉𝐸𝑅𝐶
/𝑉𝑇 égale à

0.64. La figure 3.21 illustre l’espace de travail limité en tension et en accessibilité géométrique
de la configuration numéro 6 des essais ainsi que l’𝐸𝑅𝐶 .

Figure 3.21 – Espace régulier commun 𝐸𝑅𝐶
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3.3.2 Influence des paramètres géométriques sur l’erreur de
pose théorique

Le plan d’expériences est maintenant défini ainsi que les pré-requis pour son utilisation.
Nous pouvons à présent analyser les résultats qu’il génère. Pour ce faire nous testons les
RPC des huit essais sur l’𝐸𝑅𝐶 . Tout d’abord, nous pouvons observer les réponses ‖𝛿p‖2 de
chaque essai. Dans un second temps les effets et interactions des facteurs sont déterminés à
l’aide de l’Eq. 1.37 et analysés.

Figure 3.22 – Histogramme des réponses ‖𝛿p‖2 en fonction des huit essais du plan
d’expériences

En prenant les huit réponses de manière globale (cf. Fig. 3.22), la configuration de l’essai
1 minimise ‖𝛿p‖2 avec une valeur de 50𝑚𝑚. Cette configuration correspond à un RPC𝑃 avec
ℎ = 100𝑚𝑚 et 𝑟𝑝 = 35𝑚𝑚. Inversement, c’est la configuration de l’essai 7 qui maximise la
réponse pour une valeur de ‖𝛿p‖2 de 290𝑚𝑚. Elle correspond à un RPC𝐶 avec ℎ = 150𝑚𝑚
et 𝑟𝑝 = 35𝑚𝑚. En fonction du choix des paramètres géométriques il peut donc y avoir une
différence de plus de 240𝑚𝑚 sur l’erreur moyenne dans l’𝐸𝑅𝐶 . Par ailleurs, les essais peuvent
être différenciés en deux catégories, celle des RPC𝑃 et celle des RPC𝐶 . Le plan d’expériences
est construit de telle manière que les essais 1 à 4 correspondent aux configurations des
RPC𝑃 et les essais de 5 à 8 à celles des RPC𝐶 . Ce sont les configurations des essais 1 et
6 qui minimisent le plus ‖𝛿p‖2 , l’essai 1 étant une configuration de RPC𝑃 et l’essai 6 une
configuration de RPC𝐶 . Il est intéressant d’observer que pour ces deux essais, le niveau du
facteur ℎ est identique, mais que celui du facteur 𝑟𝑝 est opposé. En effet, pour l’essai 1 le
facteur 𝑟𝑝 est au niveau bas tandis que pour l’essai 6 il est au niveau haut. De plus, les essais
3 et 8 montrent la plus faible variation de la réponse par rapport aux essais 1 et 6. Il est
observable qu’entre les essais 1 et 3 des RPC𝑃 et les essais 6 et 8 des RPC𝐶 seul le facteur ℎ
change de niveau. D’autre part, l’essai 2 donne la plus mauvaise configuration pour les RPC𝑃 ,
mais le niveau des facteurs ℎ et 𝑟𝑝 est identique à l’essai 6 (ℎ : −1, 𝑟𝑝 : +1) qui correspond
quant à lui à la meilleure configuration des RPC𝐶 . Ces premières observations montrent
qu’il y avoir une forte interaction entre les trois facteurs ℎ, 𝑟𝑝 et le type d’articulation de la
poulie. En effet, le type d’articulation de la poulie influence fortement le choix des valeurs
des paramètres géométriques ℎ et 𝑟𝑝. La partie suivante analyse globalement, c’est-à-dire sur
l’ensemble du plan d’expériences, les effets et interactions entre les trois facteurs géométriques.
Les résultats que cette méthode génère peuvent se décomposer en deux parties, les effets
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principaux de chaque facteur (cf. Fig. 3.23) et les interactions entre eux (cf. Fig. 3.24) obtenus
à l’aide de la méthode d’analyse des plan d’expériences présentée dans le chapitre 1.

Figure 3.23 – Effets des facteurs

La figure 3.23 présente les effets des facteurs analysés par le plan d’expériences. Nous
pouvons observer que le bras de levier a l’effet le plus important sur l’erreur de pose théorique.
En effet, l’effet de l’articulation et du rayon de réa seul ne semble pas être prépondérant
vis-à-vis de l’effet de ℎ.

Figure 3.24 – Interactions entre facteurs

Les résultats de la Fig. 3.24 confirment les premières observations faites précédemment
sur ‖𝛿p‖2 (cf. section 3.2). Effectivement, il est notable que l’interaction entre le rayon
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de poulie 𝑟𝑝 et le type d’articulation joue un rôle majeur dans l’évolution de ‖𝛿p‖2 et
que l’interaction du premier ordre la plus faible correspondant à celle entre ℎ et le type
d’articulation de la poulie ne peut pas être écartée. Les résultats de la Fig. 3.24 montrent
également que l’effet du facteur ℎ et son couplage avec 𝑟𝑝 ne sont pas négligeables. Il faut
donc considérer le rayon de réa 𝑟𝑝 mais aussi le bras de levier ℎ comme des facteurs influents.

Au vu des interactions avec les autres facteurs cela implique que le choix de l’articulation
a un impact certain sur ‖𝛿p‖2 . En effet, modifier le type d’articulation des poulies dans
l’objectif d’améliorer l’erreur moyenne ‖𝛿p‖

2
du RPC sans changement des dimensions des

autres paramètres peut avoir un effet négatif. De plus, les interactions du première ordre ont
une influence plus importante que les effets des facteurs seuls. Cela confirme la nécessité de
faire attention au couplage des facteurs géométriques découlant de la présence des poulies. Il
est également remarquable, que si une modélisation de la réponse est faite dans des travaux
futurs, l’interaction du deuxième ordre pourra être négligée, étant relativement faible au vu
des résultats obtenus.

Par ailleurs, le couplage des paramètres géométriques étant important, il est intéressant
d’analyser plus en détail l’évolution des interactions des facteurs du plan d’expériences. Pour
ce faire les essais sont étudiés deux à deux en moyennant la réponse ‖𝛿p‖2 afin de compenser
l’influence du troisième facteur, c’est-à-dire que deux essais sont associés lorsque seulement
un facteur change de niveau. Par exemple, pour évaluer l’évolution du couplage entre ℎ
et 𝑟𝑝 (cf. Fig. 3.25b), les essais 1 et 5 correspondent au niveau bas de ℎ et 𝑟𝑝 où seul le
facteur articulation change de niveau. La moyenne de ‖𝛿p‖2 des essais 1 et 5 est donc faite.
Cette nouvelle réponse moyennée permet de compenser l’influence de l’articulation de poulie
pour un niveau bas de ℎ et 𝑟𝑝. Cela est fait pour toutes les configurations où uniquement
le facteur d’articulation change de niveau, c’est-à-dire l’essai 2 avec le 6 (ℎ : −1, 𝑟𝑝 : +1),
l’essai 3 avec le 7 (ℎ : +1, 𝑟𝑝 : −1) et l’essai 4 avec le 8 (ℎ : +1, 𝑟𝑝 : +1). Ces quatre réponses
sont reliées deux à deux par une droite de telle manière qu’au passage du niveau bas au
niveau haut de 𝑟𝑝 le niveau de ℎ reste constant (cf. Fig. 3.25b). La figure Fig. 3.25b montre
donc l’évolution de l’interaction entre ℎ et 𝑟𝑝, la figure Fig. 3.25a correspond à l’évolution
de l’interaction entre l’articulation de poulie et ℎ. Finalement la figure Fig. 3.25c illustre
l’évolution de l’interaction entre l’articulation de poulie et 𝑟𝑝. Au regard des résultats de la
figure Fig. 3.25, il apparait que l’effet de la modification d’un facteur sur la réponse peut
s’inverser en fonction du niveau de l’autre facteur. La figure Fig. 3.25c montre que le passage
d’un 𝑅𝑃𝐶4𝑃

à un 𝑅𝑃𝐶4𝐶
peut améliorer l’indice ‖𝛿p‖

2
si 𝑟𝑝 est au niveau haut, mais peut

dégrader ‖𝛿p‖
2

si 𝑟𝑝 est au niveau bas. De même les évolutions des interactions de la figure
Fig.3.25a illustrent que ‖𝛿p‖

2
diminue lors du passage d’un 𝑅𝑃𝐶4𝑃

à un 𝑅𝑃𝐶4𝐶
seulement

si le facteur ℎ est au niveau bas.
Au moment de choisir l’architecture des poulies le concepteur ne peut donc négliger

aucun des trois facteurs géométriques étudiés. En effet, en terme d’effet et d’interaction,
𝑟𝑝, ℎ et l’articulation de la poulie ont une influence relativement forte sur ‖𝛿p‖2 . Afin de
conserver l’utilisation des modèles standards il doit exister une configuration géométrique de
ℎ et 𝑟𝑝 pour chaque type de poulie (pivot ou joint de cardan) qui minimise ‖𝛿p‖2 . La partie
suivante recherche les configurations de ℎ et 𝑟𝑝 minimisant l’erreur de pose théorique moyen
dans le cas d’un RPC à poulie à pivot et d’un RPC à poulie à joint de cardan.

3.3.3 Détermination des paramètres géométriques optimaux
des poulies

Les observations précédentes indiquent que pour minimiser ‖𝛿p‖2 , le couple de paramètres
géométriques ℎ et 𝑟𝑝 ne se comporte pas de la même manière en fonction de l’articulation de
la poulie. Pour illustrer cette différence de comportement, le nombre de paramètres étant de
deux, il est possible de tracer les iso-contours de ‖𝛿p‖2 dans l’𝐸𝑅𝐶 en fonction de ℎ et 𝑟𝑝 pour
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(a) Interaction articulation / ℎ

(b) Interaction 𝑟𝑝 / ℎ

(c) Interaction articulation / 𝑟𝑝

Figure 3.25 – Évolution des interactions des facteurs géométriques en fonction de
l’indice global d’évaluation de l’erreur de pose théorique ‖𝛿p‖2 en 𝑚𝑚 dans l’𝐸𝑅𝐶
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Configuration RPC𝑃
* RPC𝐶

*

ℎ 107.7𝑚𝑚 100𝑚𝑚

𝑟𝑝 35𝑚𝑚 80𝑚𝑚

‖𝛿p‖
2

53.75𝑚𝑚 23.28𝑚𝑚

Table 3.6 – Valeurs des paramètres géométriques optimaux ℎ et 𝑟𝑝 qui minimisent
‖𝛿p‖2 dans le domaine d’étude du plan d’expériences

chaque type de poulie. Ces iso-contours permettent de déterminer des configurations de RPC𝑃

et de RPC𝐶 optimales vis-à-vis de ‖𝛿p‖2 . Dans l’objectif d’observer plus en détail le rôle que
joue l’évolution des dimensions de ℎ et 𝑟𝑝 sur ‖𝛿p‖2 en fonction du type d’articulation de
poulie, les figures Fig. 3.26a et Fig. 3.26b montrent sous forme d’iso-contours la modification
de l’erreur de pose théorique moyen en fonction de ℎ et 𝑟𝑝. Le domaine d’étude du plan
d’expériences, borné par les niveaux bas et haut des facteurs ℎ et 𝑟𝑝, est représenté sur les
figures Fig. 3.26a et Fig. 3.26b par les points 𝐸𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 8) représentants respectivement
les essais 1, 2, 3 et 4 pour les RPC𝑃 et les essais 5, 6, 7 et 8 pour les RPC𝐶 . Le placement
des points 𝐸𝑖 sur les iso-contours de ‖𝛿p‖2 permet de mieux situer les résultats du plan
d’expériences (cf. Fig. 3.22). Il faut également noter que le domaine d’analyse est réduit à une
forme triangulaire car les poulies sont contraintes géométriquement de telle sorte que le bras
de levier ℎ ait une dimension supérieure au rayon de poulie 𝑟𝑝 pour éviter les interférences.

Les iso-contours des figures Fig. 3.26a et Fig. 3.26b montrent clairement des zones
différentes qui minimisent l’erreur de pose théorique moyenne entre les RPC𝑃 et les RPC𝐶 .
D’autre part, l’erreur ‖𝛿p‖2 est minimale si ℎ = 𝑟𝑝 = 0𝑚𝑚 car cela correspond au paramétrage
des modèles standards. Il est alors possible, par régression linéaire, de trouver les équations
des droites 𝒟𝑃 et 𝒟𝐶 , respectivement pour les 𝑅𝑃𝐶𝑃 et les 𝑅𝑃𝐶𝐶 , qui passent par l’origine
et qui donnent la relation linéaire entre ℎ et 𝑟𝑝 qui minimise ‖𝛿p‖2 . Les équations obtenues
sont les suivantes :

𝒟𝑃 : ℎ = 40
13𝑟𝑝 (3.4)

𝒟𝐶 : ℎ = 5
4𝑟𝑝 (3.5)

Pour une valeur donnée de ℎ ou de 𝑟𝑝, ces équations permettent de déterminer le jeu
de paramètres (ℎ, 𝑟𝑝) qui minimise ‖𝛿p‖2 . Les résultats des figures Fig. 3.26a et Fig. 3.26b
indiquent également que plus le jeu de paramètres (ℎ, 𝑟𝑝) est proche de l’origine (0, 0) plus
‖𝛿p‖2 est faible. Dans ces conditions et avec les paramètres ℎ et 𝑟𝑝 bornés par leurs niveaux
haut et bas, il apparaît que les intersections 𝐼𝑃 et 𝐼𝐶 (cf. Fig. 3.26a et 3.26b) des droites
𝒟𝑃 et 𝒟𝐶 avec le domaine d’étude du plan d’expériences, correspondent aux configurations
optimales de ℎ et 𝑟𝑝 qui minimisent ‖𝛿p‖2 . Les résultats des paramètres géométriques pour
les architectures optimales notés RPC𝑃

* et RPC𝐶
* sont récapitulés dans le tableau Tab. 3.6.

Les RPC𝐶 ont une configuration qui minimise le plus ‖𝛿p‖2 dans le domaine d’étude
borné par le plan d’expériences. Par ailleurs, la pente de la droite 𝒟𝐶 est plus faible que celle
de 𝒟𝑃 , cela implique qu’il est possible d’augmenter significativement 𝑟𝑝 tout en conservant
un ‖𝛿p‖2 relativement faible. Connaissant les contraintes de rayon de courbure maximale
des câbles, si 𝑟𝑝 augmente alors le diamètre du câble peut augmenter et donc la charge
transportable par le RPC peut être plus grande. Les RPC𝐶 semblent donc être plus à même
de transporter des charges lourdes lorsque le concepteur veut minimiser les erreurs de position
de la PM faites par l’utilisation des modèles standards.
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(a) ‖𝛿p‖2 en fonction de 𝑟𝑝 et ℎ pour un RPC𝑃

(b) ‖𝛿p‖2 en fonction de 𝑟𝑝 et ℎ pour un RPC𝐶

Figure 3.26 – ‖𝛿p‖2 en fonction de 𝑟𝑝 et ℎ
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Nous pouvons noter, néanmoins, que l’utilisation de ‖𝛿p‖2 ne permet pas d’avoir
d’information sur ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et sur ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
dans l’𝐸𝑅𝐶 . Pour cela et pour compléter l’étude

sur l’erreur de pose théorique, les évolutions des volumes de travail limités en erreur dans
l’espace régulier commun sont tracées. Le concepteur peut donc s’appuyer sur trois indicateurs
pour choisir la configuration de RPC qui optimise l’erreur de pose théorique par rapport à
l’utilisation des modèles standards. Ces indicateurs sont ‖𝛿p‖2 , ‖𝛿p‖2

𝑚𝑖𝑛 et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
. Pour

donner au concepteur un panel d’indicateurs suffisamment pertinents pour le guider dans ses
choix au niveau de la conception de RPC, l’étude sur l’erreur de pose théorique moyen est
complétée par la détermination de ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
pour le RPC𝑃

* et le RPC𝐶
*. Pour

cela l’évolution de leur volume de travail limité en erreur 𝑉𝐿 dans l’𝐸𝑅𝐶 sont étudiés. En
revanche, le ratio des volumes 𝑅𝑉 est fait ici entre 𝑉𝐿 et le volume 𝑉𝐸𝑅𝐶

de l’𝐸𝑅𝐶 . Ce ratio
est donc compris entre 0 et 1 et permet de déterminer ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
dès que 𝑅𝑉 prend une valeur

non nulle et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
quand 𝑅𝑉 atteint la valeur de 1. La figure Fig. 3.27 montre l’évolution

des 𝑅𝑉 pour le RPC𝑃
* et le RPC𝐶

*.

Figure 3.27 – Évolution des 𝑅𝑉 en fonction de ‖𝛿p‖𝑙𝑖𝑚
2

en 𝑚𝑚 pour RPC𝑃
* et RPC𝐶

*

Il est visible sur la figure Fig. 3.27 que le 𝑅𝑉 du RPC𝐶
* croît plus rapidement vers

son maximum que celui du RPC𝑃
*. Cela confirme le fait que l’erreur ‖𝛿p‖2 de RPC𝐶

* est
plus faible que celle du RPC𝑃

*. En plus de donner l’évolution des 𝑉𝐿, ces ratios permettent
également de déterminer les ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
de chaque RPC. Le tableau Tab. 3.7

récapitule les résultats ainsi obtenus.

Configuration RPC𝑃
* RPC𝐶

*

‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
2.3𝑚𝑚 1.3𝑚𝑚

‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
149.7𝑚𝑚 101.7𝑚𝑚

Table 3.7 – Erreurs minimale et maximale de ‖𝛿p‖2 dans l’𝐸𝑅𝐶 des configurations
optimales RPC𝑃

* et RPC𝐶
*

Dans l’𝐸𝑅𝐶 tous les indices d’évaluation de l’erreur de pose théorique dus à l’utilisation
des modèles standards vont dans le même sens. En effet, ‖𝛿p‖2 , ‖𝛿p‖𝑚𝑖𝑛

2
et ‖𝛿p‖𝑚𝑎𝑥

2
sont
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plus faibles pour la configuration optimale RPC𝐶
*. Avec l’ensemble des résultats obtenus

dans cette partie, l’utilisation de poulies à joint de cardan dans les RPC suspendus minimise
globalement l’erreur de pose théorique de la PM entre les modèles standards et étendus
lorsque le module de Young des câbles est considéré constant. Cependant, certains articles
comme [Bak+18] montrent que le module de Young 𝐸 des câbles possède une forte incertitude.
Ce non-déterminisme est causé, comme nous l’avons déjà évoqué dans le chapitre 1, par
un comportement non-linéaire en fonction de la tension dans le câble et d’un phénomène
d’hystérésis entre le chargement et le déchargement du câble. De ce fait, en fonction de
l’utilisation du RPC, une incertitude se crée sur les ‖𝛿p‖2 et donc sur l’indice ‖𝛿p‖2 . La
section suivante s’intéressera aux effets de ces phénomènes.

3.4 Analyse de sensibilité des paramètres
mécaniques de la chaîne d’actionnement du
RPC

Un RPC est, comme nous l’avons vu, composé de différents systèmes. Parmi ceux-ci,
nous venons d’étudier l’influence sur la précision de la non prise en compte des poulies de
renvoi dans les modèles standards ainsi que la sensibilité de chaque paramètre géométrique la
composant. Or, d’après les articles constituant la bibliographie, le comportement mécanique
lié au câble joue un rôle prépondérant dans l’erreur de pose de la PM. Cette section s’intéresse
à quantifier ces effets sur l’erreur de pose théorique de la PM. Pour ce faire, nous verrons tout
d’abord l’évolution de ‖𝛿p‖2 ainsi que ‖𝛿p‖2 pour différents module de Young des câbles.
Par la suite, une étude par plan d’expériences sera menée pour quantifier les effets sur ‖𝛿p‖2

du module de Young, de la masse de la PM, de la masse linéique du câble ainsi que de
l’articulation de la poulie.

3.4.1 Évolution de l’erreur de pose théorique en fonction du
module de Young pour des câbles en segment élastique

Dans cette partie nous chercherons à quantifier l’incertitude sur l’erreur de pose théorique
lorsque le module de Young est approximé à une valeur nominale 𝐸𝑛𝑜𝑚 (cf. Eq. 1.18). D’après
le constructeur, un câble a une plage d’utilisation comprise entre un module de Young minimal
𝐸𝑚𝑖𝑛 et un module de Young maximal 𝐸𝑚𝑎𝑥. Bien souvent, afin de simplifier la modélisation
du module de Young, ce dernier est approximé à une valeur nominale 𝐸𝑛𝑜𝑚 permettant
une prise en compte de l’élasticité linéaire relativement aisée (cf. section 1.2.4). Nous allons
voir l’incertitude existante lors de cette approximation. Pour ce faire nous étudions tout
d’abord l’évolution de ‖𝛿p‖2 en fonction du module de Young compris entre les deux bornes
minimum et maximum. Par la suite, nous verrons l’évolution de cette incertitude sur une
trajectoire comme celle définie à la section 3.2.3.2. Cette partie étudie les deux configurations
optimales RPC𝑃

* et RPC𝐶
* précédemment définies (cf. Tab. 3.6), qui sont déterminées avec

une élasticité constante des câbles de 102.2𝐺𝑃𝑎.

3.4.1.1 Quantification de l’incertitude sur l’indice global de l’erreur de
pose théorique

Pour étudier l’influence de la variabilité du module de Young 𝐸, l’analyse se porte sur la
variation de ‖𝛿p‖2 dans l’𝐸𝑅𝐶 en fonction de l’évolution de 𝐸. Nous rappelons que d’après
la norme ISO 12076, un câble doit travailler entre 10% et 30% de sa charge de rupture 𝑇𝑟.
Or comme précisé dans [Bak+18], un câble installé sur un RPC ne travaille pas forcément
dans cet intervalle. Dans ces travaux, il est considéré que les câbles travaillent entre 5%
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et 50% de 𝑇𝑟. Au regard des résultats expérimentaux présentés dans l’article de Baklouti
[Bak+18] et en extrapolant les valeurs de 𝐸, une incertitude de 70𝐺𝑃𝑎 répartie également
autour de 102.2𝐺𝑃𝑎 est déterminée. Cette incertitude de ±35𝐺𝑃𝑎 permet de prendre en
compte l’ensemble des variations de l’élasticité (non-linéarité, hystérésis, pourcentage de
tensions, vieillissement du câble, etc.). Le module d’élasticité est alors contraint à l’intervalle
[67.2𝐺𝑃𝑎; 137.2𝐺𝑃𝑎] car 𝐸 = 102.2 ± 35𝐺𝑃𝑎. La figure Fig. 3.28 représente l’évolution de
‖𝛿p‖2 en fonction du module de Young 𝐸 du câble et ceci pour chacune des configurations
optimales déterminées précédemment, c’est-à-dire pour le RPC𝑃

* et le RPC𝐶
*.

Figure 3.28 – Évolution de ‖𝛿p‖2 en fonction 𝐸 pour le RPC𝑃
* et le RPC𝐶

*

Premièrement, il est remarquable que le ‖𝛿p‖2 du RPC𝑃
* reste toujours supérieur à

celui du RPC𝐶
*, ce qui corrobore les observations déjà effectuées précédemment. De plus,

l’évolution globale des courbes suit la même tendance, l’accroissement du module de Young
entraîne une diminution de l’erreur de pose théorique moyenne. Par ailleurs, il est notable
que le RPC𝑃

* a une variation totale du ‖𝛿p‖2 moins importante que celle du RPC𝐶
*. Pour

mieux observer cet effet de la variation de 𝐸 et quantifier l’incertitude sur ‖𝛿p‖2 , la Fig. 3.29
retrace de manière indépendante les courbes de la Fig. 3.28.

Pour une incertitude équirépartie de l’élasticité, l’incertitude autour de la position nomi-
nale de ‖𝛿p‖2 est dissymétrique pour les deux configurations de RPC étudiées. Effectivement,
la variation de l’erreur de pose théorique moyenne évolue beaucoup plus rapidement quand 𝐸
diminue par rapport à la valeur moyenne de 102.2𝐺𝑃𝑎. Il est alors possible de déterminer que
la moyenne des erreurs comprise dans l’𝐸𝑅𝐶 est de ‖𝛿p‖2 = 53.75+1.5

−0.29𝑚𝑚 pour le RPC𝑃
*

et de ‖𝛿p‖2 = 23.28+3.9
−1.2𝑚𝑚 pour le RPC𝐶

*. La variation totale Δ‖𝛿p‖2 est de 1.79𝑚𝑚 pour
le RPC𝑃

* représentant 3.33% de l’erreur moyenne pour un 𝐸𝑛𝑜𝑚 = 102.2𝐺𝑃𝑎. Dans le cas
du RPC𝐶

* l’incertitude totale de Δ‖𝛿p‖2 = 5.1𝑚𝑚 et représente 21.91%. Il est alors possible
de dire, au vu de ces résultats, que la configuration optimale RPC𝑃

* présente une erreur de
pose théorique moyenne dans l’𝐸𝑅𝐶 plus robuste que celle du RPC𝐶

* vis-à-vis des variations
de l’élasticité des câbles. Finalement, même si le ‖𝛿p‖2 du RPC𝑃

* est moins sensible aux
variations de 𝐸, sa valeur minimale qui est de 53.46𝑚𝑚 reste largement supérieure à la valeur
maximale de ‖𝛿p‖2 du RPC𝐶

* qui est de 27.18𝑚𝑚. La partie suivante analyse l’évolution
de l’incertitude de ‖𝛿p‖2 sur une trajectoire rectiligne traversant l’𝐸𝑅𝐶 .
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(a) RPC𝑃
*

(b) RPC𝐶
*

Figure 3.29 – Incertitude sur ‖𝛿p‖2 en 𝑚𝑚 due à une variation de 𝐸 = 102.2 ± 35𝐺𝑃𝑎

100



Analyse de sensibilité des paramètres mécaniques de la chaîne d’actionnement du RPC

3.4.1.2 Évaluation de l’incertitude de l’erreur de pose théorique sur une
trajectoire

Pour observer plus en détails l’effet de l’incertitude du module de Young des câbles sur les
variations des ‖𝛿p‖2 du RPC𝑃

* et du RPC𝐶
*, l’évolution de ‖𝛿p‖2 le long d’une trajectoire

rectiligne traversant l’ER𝐶 est tracée pour trois élasticités différentes. La figure 3.30 montre
la trajectoire théorique que réalisent les RPC dans l’ER𝐶 .

Figure 3.30 – Trajectoire rectiligne théorique dans l’ER𝐶

L’évolution de ‖𝛿p‖2 le long de cette trajectoire théorique est tracée pour 𝐸𝑚𝑖𝑛 =
67.2𝐺𝑃𝑎, 𝐸𝑛𝑜𝑚 = 102.2𝐺𝑃𝑎 et 𝐸𝑚𝑎𝑥 = 137.2𝐺𝑃𝑎. La figure Fig. 3.31 illustre les résultats
obtenus.

Les notations suivantes sont utilisées dans le reste de l’étude : ‖𝛿p‖𝐸𝑘

2
avec 𝑘 =

[𝑚𝑖𝑛, 𝑛𝑜𝑚, 𝑚𝑎𝑥] en fonction que le ‖𝛿p‖2 est évalué avec 𝐸𝑚𝑖𝑛, 𝐸𝑛𝑜𝑚 ou 𝐸𝑚𝑎𝑥. Pour
cette analyse, la valeur choisie de 𝐸𝑘 est identique sur l’ensemble des câbles. Tout d’abord,
ce qui est intéressant de remarquer, c’est qu’en bas de l’ER𝐶 , donc au début de la trajectoire,
ce sont les erreurs de position ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
qui sont les plus importantes. Ce n’est donc pas

toujours pour le plus grand module de Young des câbles que l’erreur de position est la plus
faible. Une inversion entre ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
et ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑖𝑛

2
se produit à une position de 1.55𝑚 le

long de la trajectoire pour le RPC𝑃
* et de 1.23𝑚 pour le RPC𝐶

*. C’est au-dessus de ces
positions que les configurations avec une élasticité 𝐸𝑚𝑎𝑥 sur les câbles minimisent le ‖𝛿p‖

2
.

De plus, pour le même 𝐸𝑘, le RPC𝑃
* présente des erreurs de position toujours plus élevées

que celles du RPC𝐶
*. Cette observation est cohérente avec les résultats de ‖𝛿p‖

2
illustrés

sur la figure Fig. 3.28. Par ailleurs, il apparaît que les variations des ‖𝛿p‖
2

du RPC𝐶
*

sont de façon générale plus élevées que celles du RPC𝑃
*. Cette observation se retrouve

principalement sur la seconde moitié de la trajectoire, à une position supérieure à 3𝑚. Il est
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(a) RPC𝑃
*

(b) RPC𝐶
*

Figure 3.31 – Évolution de ‖𝛿p‖2 en 𝑚𝑚 le long de la trajectoire théorique pour 𝐸𝑚𝑖𝑛,
𝐸𝑛𝑜𝑚 et 𝐸𝑚𝑎𝑥

à noter que le changement brutal de courbure à cette position correspond à une modification
de configuration de 3 câbles parmi les 4 câbles disponibles des RPC. Pour mieux quantifier les
incertitudes, les différences entre les ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑖𝑛

2
et ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
avec les ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
, c’est-à-dire

Δ‖𝛿p‖2 = ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑖𝑛

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
et Δ‖𝛿p‖2 = ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
, sont tracées en tout

point de la trajectoire sur la figure Fig. 3.32.

Les figures 3.32a et 3.32b permettent de se rendre compte qu’il existe une certaine
symétrie de comportement non-linéaire entre ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑖𝑛

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
et ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
.

De plus, l’incertitude totale sur ‖𝛿p‖2 n’est pas constante et il existe des positions où elle
est fortement réduite. En effet, l’incertitude minimale pour le RPC𝑃

* est de 6.5.10−1𝑚𝑚
à 1.55𝑚 le long de la trajectoire et pour le RPC𝐶

* elle est de 1.21𝑚𝑚 à une position de
1.13𝑚. D’autre part, l’écart le plus important par rapport à la valeur nominale de ‖𝛿p‖2 ,
pour 𝐸𝑛𝑜𝑚 = 102.2𝐺𝑃𝑎, a lieu pour les deux RPC dans le cas où l’élasticité des câbles est
fixée à 𝐸𝑚𝑖𝑛. Pour le RPC𝑃

*, l’écart maximal est de 16.1𝑚𝑚 et est atteint à une hauteur
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(a) RPC𝑃
*

(b) RPC𝐶
*

Figure 3.32 – ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑖𝑛

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
et ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
en 𝑚𝑚 le long de la

trajectoire théorique

de 3𝑚. En ce qui concerne le RPC𝐶
* la variation la plus grande est de 20.3𝑚𝑚 et est située

uniquement en fin de trajectoire. Ces observations se retrouvent pour ‖𝛿p‖𝐸𝑚𝑎𝑥

2
− ‖𝛿p‖𝐸𝑛𝑜𝑚

2
avec des valeurs plus faibles. Effectivement, avec 𝐸𝑚𝑎𝑥, l’écart maximal pour le RPC𝑃

*

n’est que de 7.8𝑚𝑚 et pour ce qui est du RPC𝐶
* ce maximum n’est que de 10.1𝑚𝑚. Au

vu des résultats obtenus, la variation du module de Young, pouvant apparaître au cours
de l’utilisation d’un câble et durant l’entièreté de sa vie, joue un rôle non négligeable sur
l’erreur de pose théorique de la PM du RPC. L’incertitude engendrée par cette modification
des caractéristiques mécaniques des câbles ne se traduit pas de façon identique en fonction
du type d’articulation de poulie choisi. Le RPC équipé de poulies ayant une articulation de
type pivot présente, aux regards des résultats, une meilleure robustesse aux variations de
l’élasticité des câbles que celui ayant des poulies à joint de cardan. Cependant, l’incertitude
sur l’indice global d’évaluation de l’erreur de pose théorique de la PM ne modifie pas le fait
que l’architecture minimisant le plus ‖𝛿p‖2 reste le RPC𝐶

*.
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L’incertitude sur la valeur du module de Young engendre une erreur significative comme
nous venons de l’observer grâce à l’analyse précédente. La question que nous nous sommes
posée après l’observation de ces résultats est « quelle est la part que jouent les paramètres
mécaniques du RPC sur l’erreur de pose théorique ? » C’est au travers des deux prochaines
parties que nous nous apporterons des éléments de réponse à cette interrogation.

3.4.2 Définition du plan d’expériences et de l’espace régulier
commun

Pour aller plus loin dans l’analyse des effets des incertitudes mécaniques de la chaîne
d’actionnement, nous menons une étude en suivant le même schéma que précédemment.
C’est-à-dire, que nous définissons un plan d’expériences à 4 facteurs se basant sur l’indice
global d’erreur de pose théorique sur un ER𝐶 pour pouvoir en extraire les effets et les
interactions. Au regard des phénomènes que nous voulons étudier, nous allons augmenter
le niveau de modélisation de notre méthode d’évaluation de l’erreur de pose théorique. La
méthode précédemment utilisée considérait, dans son modèle le plus complet, les câbles
comme des segments élastiques (MEGI𝐸/ MEGD𝐸), or cela réduit fortement l’influence des
effets mécaniques liés aux câbles comme la masse linéique 𝜇0 du câble, le module de Young
𝐸 du câble ou encore la masse de la PM plus celle de sa charge 𝑚𝑃 𝑀 .

Figure 3.33 – Organigramme de la méthode d’évaluation de l’erreur de pose théorique
‖𝛿p‖2 pour l’analyse des comportements mécaniques de la chaîne d’actionnement du
RPC
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L’organigramme présenté sur la Fig. 3.33 schématise la méthode d’évaluation de l’erreur
de pose théorique du point de vue des éléments principaux de la modélisation. Nous ne
comparons plus un modèle fortement simplifié sans élasticité et sans poulie (MGI𝑆) avec un
modèle étendu avec une élasticité linéaire et des poulies (MEGI𝐸/ MEGD𝐸). Maintenant,
le modèle de référence est le MGI𝐸 (cf. Tab. 2.1). Ce modèle prend en compte l’ensemble
des poulies et les longueurs mortes, mais pas l’élasticité dans le câble (cf. section 2.1.2.1
et 2.1.2.2). Il est comparé à un modèle MFI𝐸 et MFD𝐸 (cf. Tab. 2.1) de RPC prenant en
compte les poulies et les longueurs mortes ainsi que l’élasticité et le fléchissement du câble
(cf. section 2.2.2.1 et 2.2.2.2). Nous pouvons illustrer ce processus comme si la longueur de
câble totale à déployer pour atteindre une position p désirée était calculée avec un modèle
géométrique inverse étendu, c’est-à-dire où l’ensemble des paramètres mécaniques des câbles
sont négligés. La valeur ‖𝛿p‖2 représente alors l’erreur de pose théorique de la PM faite
lorsque le fléchissement et l’élasticité du câble sont négligés. Il est à noter que le schéma
de résolution du modèle fléchissant direct étendu (MFD𝐸) est maintenant le schéma par
optimisation présenté à la section 2.3.1.3. De plus, il est connu que les effets de fléchissement
du câble deviennent significatifs pour des longueurs de câble devenant importantes. C’est
pourquoi il est décidé de travailler sur un RPC de 15𝑚 de longueur sur 15𝑚 de hauteur.
Une étude basée sur la même technique que celle menée dans la partie 3.3.3 a été conduite.
Cette étude permet de déterminer les meilleurs paramètres pour les poulies afin de réduire
les erreurs pouvant être engendrées par leurs présences. La première étape pour déterminer
𝑟𝑝 et ℎ optimaux est de définir les bornes de l’espace de recherche des paramètres.

𝑟𝑝

𝑟𝑐
⩽ 20 (3.6)

𝑟𝑝 + 3𝑟𝑐 ⩽ ℎ (3.7)

Le rayon de poulie doit être au moins 20 fois supérieur au rayon du câble 𝑟𝑐 (cf. Eq.3.6)
et nous imposons que le bras de levier doit être supérieur à 𝑟𝑝 plus trois fois à 𝑟𝑐 (cf. Eq. 3.7).
Nous pouvons fixer les bornes de recherche de nos valeurs 𝑟𝑝 et ℎ décrivant la poulie. Nous
avons les domaines de variations :𝑟𝑝 ∈ [40𝑚𝑚; 80𝑚𝑚] et ℎ ∈ [46𝑚𝑚; 86𝑚𝑚]. L’indice nous
permettant de juger de l’efficacité du jeu de paramètres testés est définie par l’erreur de pose
théorique moyenne ‖𝛿p‖2 sur l’ETS du RPC. Les paramètres mécaniques sont, pour cette
étape, fixés aux valeurs médianes des bornes du plan d’expériences présentées par le Tab. 3.9,
c’est-à-dire que 𝜇0 = 0.75𝑘𝑔.𝑚−1, 𝐸 = 102.2𝐺𝑝𝑎 et 𝑚𝑃 𝑀 = 150𝑘𝑔.

La figure 3.34 nous permet de définir un jeu de paramètres en fonction de l’articulation de
la poulie. En effet, la combinaison de 𝑟𝑝 et ℎ permettant de minimiser ‖𝛿p‖2 sera considérée
comme étant optimale. Elle est représentée par un cercle rouge sur les figures 3.34a et 3.34b.
La première observation possible est que la variation entre les différentes valeurs de ‖𝛿p‖2 est
relativement faible, de l’ordre du dixième de millimètre, nous indiquant que les dimensions
géométriques des poulies dans le cadre d’un RPC de 15𝑚 de côté semblent jouer un effet
minime. Les valeurs décrivant géométriquement la poulie sont résumées dans le Tab. 3.8.

RPC𝑃 RPC𝐶

𝑟𝑝 (𝑚𝑚) 68.6 80
ℎ (𝑚𝑚) 74.6 86

Table 3.8 – Valeurs optimales des paramètres géométriques de la poulie

Maintenant que la géométrie du cas d’étude est déterminée et que la méthode pour obtenir
l’indice de l’erreur de pose théorique utilisée au cours de l’étude des phénomènes mécaniques
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(a) RPC𝑃

(b) RPC𝐶

Figure 3.34 – ‖𝛿p‖2 (𝑚𝑚) en fonction de ℎ et 𝑟𝑝
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est mise en place, nous pouvons nous intéresser aux différents facteurs que nous analyserons
dans le plan d’expériences (cf. section1.3.2). Cette section s’intéresse à la précision du RPC
vis-à-vis d’une variation d’un paramètre mécanique de la chaîne d’actionnement. Le premier
paramètre est le module de Young 𝐸 du câble. Comme cela a déjà été évoqué, il est sujet à
une forte variabilité ne pouvant être réellement modélisée. Nous avons vu dans la partie 3.4.1
qu’une variation de ± 35𝐺𝑃𝑎 autour de sa valeur nominale 𝐸𝑛𝑜𝑚 peut générer des erreurs
importantes sur la pose théorique de la PM. Cette nouvelle étude nous permet de quantifier
cet effet par rapport aux autres paramètres mécaniques. De plus, le modèle de référence
ayant été redéfini, nous pouvons extraire plus clairement son effet en s’affranchissant de celui
de la non-prise en compte de la poulie dans le modèle. Les bornes du plan d’expériences sont
les mêmes que précédemment, c’est-à-dire 𝐸𝑚𝑖𝑛 = 67.2𝐺𝑃𝑎 et 𝐸𝑚𝑎𝑥 = 134.4𝐺𝑃𝑎. Le second
paramètre pouvant fortement varier durant l’utilisation du RPC est la masse transportée.
Nous avons vu que les applications d’un RPC sont variées et peuvent même être vouées
à changer au cours de sa vie (RPC reconfigurable par exemple). Nous pouvons également
imaginer, un RPC utilisé pour de la manutention dans un hangar. Il peut à des moments
être chargé et à d’autres vide. Nous avons ainsi fixé la masse à vide 𝑚𝑃 𝑀𝑚𝑖𝑛

= 100𝑘𝑔. Pour
la borne haute du plan d’expériences nous considérons que le RPC transportera uniquement
des masses ne dépassant pas 100𝑘𝑔 ce qui signifie une borne supérieure de 𝑚𝑃 𝑀𝑚𝑎𝑥

= 200𝑘𝑔.
Il est important de rappeler que la PM est toujours considérée comme un point masse afin
de s’affranchir des ddl de rotation. Le troisième paramètre mécanique qui peut générer une
erreur de pose théorique est la masse linéique du câble 𝜇0. Elle représente la masse au mètre
du câble et est donc dépendant de la construction de ce dernier. Au cours de l’étude des
catalogues constructeurs de câble nous avons pu observer la grande diversité de 𝜇0 pour
des valeurs de ruptures proches et un diamètre identique (ici 𝑑𝑐 = 4𝑚𝑚). En effet, nous
pouvons citer le câble 6 × 7 galvanisé de référence 1031 de chez LEVAC ayant une valeur de
rupture de 1060𝑘𝑔 pour une masse linéique 𝜇0 = 0.05𝑘𝑔.𝑚−1. Pour une valeur de rupture de
1050𝑘𝑔 nous pouvons toutefois citer le câble 19 × 7 galvanisé de référence 3445 de l’entreprise
J-Cardan et fils ayant une masse linéique de 𝜇0 = 0.1𝑘𝑔.𝑚−1 soit le double du câble 6 × 7
pour une résistance à la rupture quasi-identique. Cette observation reflète la grande diversité
de câbles existants et surtout l’importance du toronnage du câble sur sa masse linéique. Il a
été décidé d’intégrer ce facteur au plan d’expériences pour mieux comprend l’impact de 𝜇0
et donc de mieux guider le concepteur dans son processus de choix lors de l’élaboration d’un
RPC. Les bornes du plan d’expériences pour 𝜇0 sont fixées en comparant les masses linéiques
d’un ensemble de câbles de diamètre 4𝑚𝑚 et en prenant les deux valeurs les plus distantes.
Cela nous donne un 𝜇0𝑚𝑖𝑛

= 0.05𝑘𝑔.𝑚−1 et un 𝜇0𝑚𝑎𝑥
= 0.1𝑘𝑔.𝑚−1. Un quatrième facteur est

ajouté à l’étude, à savoir l’articulation de la poulie. L’ajout de ce facteur permet de vérifier si
le type d’articulation de la poulie peut avoir un effet sur l’erreur de pose théorique lorsque le
modèle calculant L𝑇 les prends en compte. Une autre manière de le voir est d’étudier si une
articulation de poulie peut réduire les effets des facteurs mécaniques du RPC. Tout comme
dans l’étude de la section 3.3 le niveau bas de ce facteur représente une poulie à pivot et
le niveau haut une poulie à joint de cardan. Le plan d’expériences final est présenté par le
Tab. 3.9.
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𝑁𝑜 Essais Articulation 𝐸 𝑚𝑀𝑃 𝜇0

1 -1 -1 -1 -1
2 -1 -1 -1 +1
3 -1 -1 +1 +1
4 -1 +1 +1 +1
5 -1 +1 -1 +1
6 -1 -1 +1 -1
7 -1 +1 +1 -1
8 -1 +1 -1 -1
9 +1 -1 -1 -1
10 +1 -1 -1 +1
11 +1 -1 +1 +1
12 +1 +1 +1 +1
13 +1 +1 -1 +1
14 +1 -1 +1 -1
15 +1 +1 +1 -1
16 +1 +1 -1 -1

Domaine d’étude
Niveau -1 Pivot 67.2𝐺𝑃𝑎 100𝑘𝑔 0.05𝑘𝑔.𝑚−1

Niveau +1 Joint de cardan 134.4𝐺𝑃𝑎 200𝑘𝑔 0.1𝑘𝑔.𝑚−1

Table 3.9 – Plan d’expériences complet à quatre facteurs

Le plan d’expériences à quatre facteurs présenté sur le Tab. 3.9 propose seize essais
différents. Tout comme dans l’étude de la section 3.3, pour comparer ces seize essais nous
recherchons l’𝐸𝑅𝐶 . Pour ce faire une première série de calculs est menée sur l’espace total
du RPC, c’est-à-dire limité par sa structure. De cela, nous obtenons donc seize volumes
atteignables du RPC au sens de l’𝐸𝑇𝑆. Il est alors possible d’extraire un espace régulier
propre à chaque configuration et de déterminer l’intersection de ces seize 𝐸𝑅 correspondant
à l’𝐸𝑅𝐶 (cf. Eq.1.16). Le volume ainsi obtenu est un parallélépipède inscrit dans la structure
du RPC. Dans le cadre des 16 essais, c’est le deuxième essai qui se trouve être limitant. En
effet, c’est celui présentant la base la plus étroite. Les 𝐸𝑇𝑆 possède deux plans de symétrie
verticaux, pour gagner en temps de calcul, seul un quart de l’𝐸𝑅𝐶 est représenté sur la
Fig. 3.35.
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Figure 3.35 – Représentation de l’𝐸𝑅𝐶 inclue dans le quart de l’espace atteignable de
l’essai 2

L’𝐸𝑅𝐶 illustré par la Fig. 3.35, est dit limité en largeur par l’essai 2, mais aussi par
l’essai 5. Le carré de base ainsi formé fait 13.48𝑚 de coté. La limite verticale de l’𝐸𝑅𝐶 est
fixée par une multitude d’essais, le 1, 2, 3, 4, 6, 7, 11, 12, 14 et 15, à 12𝑚 de haut. Il est à
noter que nous avons choisi de réduire l’espace de calcul au quart du RPC afin de réduire
le temps de calcul tout en augmentant la discrétisation de l’espace d’évaluation. Cela est
possible de par la double symétrie présente dans un RPC cubique à 4 câbles.

L’analyse des résultats des 𝐸𝑅 ainsi que des ETS nous fournit une première base de
travail intéressante. Nous pouvons observer que les 𝐸𝑅 sont contraints en largeur par une
réduction de l’espace statique à la base des RPC. Cette diminution d’aire est due à la limite
de tension 𝑡𝑚𝑖𝑛 = 10.29𝑁 qui ne peut être respectée pour le câble opposé. En effet, dans la
première partie nous considérions uniquement trois câbles parmi quatre (cf. section 3.2.2).
Dans cette étude le quatrième câble est pris en compte et génère des efforts sur la PM. Cela
implique que lorsque la PM se trouve dans le coin opposé à un câble, ce dernier se relâche
totalement, limite donc l’ETS et par conséquence l’𝐸𝑅 du RPC. Nous avons remarqué que
les essais 11, 12, 14 et 15 génèrent des 𝐸𝑅 avec les bases carrées les plus importantes. Cela,
indique qu’un RPC avec des poulies équipées d’articulation de type joint de cardan aurait
tendance à admettre un ETS plus important.

Nous venons de mettre en place le cadre de notre étude sur la sensibilité de l’erreur
de pose théorique aux paramètres mécaniques et avons rappelé la méthode d’évaluation de
l’erreur de pose théorique. Par la suite nous avons fixé les paramètres géométriques optimaux
des poulies en nous inspirant de la méthode précédemment mise en place (cf. section 3.3.3).
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La résolution du plan d’expériences nous permet d’extraire les effets et intéractions de
chaque paramètre. Finalement, un 𝐸𝑅𝐶 a été délimité afin de calculer ‖𝛿p‖2 sur le même
espace quelque soit l’essai du plan d’expériences et ainsi obtenir des résultats comparables.
Maintenant, que l’ensemble de la procédure a été détaillée, nous pouvons nous intéresser aux
résultats du plan d’expériences.

3.4.3 Influence des paramètres mécaniques sur l’erreur de
pose théorique

Tout comme la partie analysant les effets des paramètres géométriques de la poulie sur
l’erreur de pose théorique, les résultats concernant l’influence des paramètres mécaniques
sur l’erreur de pose théorique, peuvent se différencier en deux parties. Tout d’abord les
résultats bruts, c’est-à-dire les valeurs de ‖𝛿p‖2 pour chaque essais. Par la suite, les effets et
interactions de chaque paramètre peuvent être calculés.

Figure 3.36 – Histogramme des réponses ‖𝛿p‖2 en fonction des seize essais du plan
d’expériences concernant les facteurs mécaniques du RPC

La figure 3.36 présente les valeurs de ‖𝛿p‖2 pour chaque essai du plan d’expériences
présenté dans le Tab. 3.9. Les huit premiers histogrammes rouges représentent les configura-
tions munies de poulies à pivot, les huit suivants en bleu sont les RPC équipés de poulies à
joint de cardan. D’un point de vue quantitatif, nous observons que la moyenne des ‖𝛿p‖2

pour l’ensemble des RPC équipé de poulie à pivot est sensiblement égale à celle des RPC
équipé de poulie à joint de cardan. En effet, dans le premier cas elle est égale à 38.3𝑚𝑚 et
dans le second à 38.5𝑚𝑚. Cela nous indique que l’articulation semble ne pas avoir d’effet
sur les erreurs de pose théorique générées par les phénomènes mécaniques du RPC. Ce très
faible écart peut s’expliquer en partie par le fait que nous avons sélectionné les paramètres
géométriques optimaux pour chacun des types de poulies. De plus, au regard de l’échelle du
RPC (𝐿 = 𝐻 = 15𝑚) le type de poulie, quelle que soit l’articulation, semble pouvoir être
négligeable. Nous pouvons aussi voir que le type d’articulation ne semble pas interagir avec
les autres facteurs étant donné la similitude entre les essais ayant les mêmes niveaux de 𝐸, 𝜇0
et 𝑚𝑃 𝑀 (1 avec 9, 2 avec 10 et ainsi de suite). La configuration générant le meilleur résultat
est la 8 avec une erreur moyenne ‖𝛿p‖2 = 18.02𝑚𝑚. Cependant, son équivalent à poulie à
joint de cardan est très proche avec ‖𝛿p‖2 = 18.21𝑚𝑚. En effet, 0.19𝑚𝑚 de différences entre
deux articulations de poulies, à l’échelle d’un RPC de 15𝑚 par 15𝑚, est négligeable. Les
configurations 8 et 16 correspondent à un câble de rigidité importante, avec une masse 𝑚𝑃 𝑀
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et une masse linéique de câble faibles. Cela est donc relativement logique d’obtenir une erreur
moyenne plus faible. Pour ce qui est des configurations les plus critiques, en terme d’erreur
de pose théorique moyenne, ce sont les essais 3 et 11 avec un ‖𝛿p‖2 égale à 62.29𝑚𝑚 dans le
premier cas et 63.5𝑚𝑚 dans le second. L’écart d’erreur de 1.21𝑚𝑚 reste une valeur très faible
vis-à-vis du RPC étudié (< 0.01% de la dimension d’un côté du RPC). Ces deux essais sont
les opposés des deux meilleurs solutions (8 et 16). Ils correspondent à un câble relativement
élastique, mais devant supporter une masse 𝑚𝑃 𝑀 importante et dont la masse linéique 𝜇0
est élevée. Ces premières observations sont logiques. En effet, lorsqu’un câble est rigide avec
une masse linéique faible et une masse à transporter réduite influence moins l’erreur de pose
théorique que lorsque le câble est fortement élastique et que les masses sont élevées. Si nous
confrontons ces résultats aux résultats obtenus précédemment lors de l’étude des effets des
paramètres géométriques (cf. Fig. 3.22) de la poulie nous pouvons clairement observer que les
valeurs des erreurs de pose théorique moyennes ont significativement diminuées. Cela prouve
l’intérêt majeur de la prise en compte des poulies de renvois dans le calcul des longueurs de
câble totales à déployer. Il est donc important d’intégrer les paramètres géométriques des
poulies dans les modèles de commandes afin d’accroitre leur précision en positionnement.
Nous pouvons approfondir notre analyse à l’aide des effets et interactions entre facteurs pour
observer en détails l’influence de chacun.

Figure 3.37 – Histogramme des effets des facteurs du plan d’expériences concernant
les paramètres mécaniques du RPC

L’étude des effets des facteurs étudiés par le plan d’expériences nous permet de connaitre
le rôle de chacun d’entre eux de l’erreur globale dans l’𝐸𝑅𝐶 et peut être illustré sous forme
d’histogramme comme sur la Fig. 3.37. Ce qui nous interpelle tout de suite est la quasi-absence
de l’effet dû à l’articulation de la poulie. Cela confirme notre première observation sur les
valeurs de ‖𝛿p‖2 . Si nous continuons notre analyse, nous pouvons voir que l’effet du module
de Young 𝐸 du câble est négatif (11.1𝑚𝑚 en absolu). Cette valeur négative nous indique
que le passage du niveau bas au niveau haut améliore la réponse du plan d’expérience donc
‖𝛿p‖2 . Ainsi un câble rigide permettra de réduire l’erreur globale de pose théorique du RPC.
En ce qui concerne les deux autres effets, nous pouvons observer qu’à l’inverse du module de
Young, leurs effets sont positifs indiquant que leur évolution vers le niveau haut engendre
une décroissance des performances du RPC en terme d’erreur de pose théorique. L’effet de
𝑚𝑃 𝑀 , la masse de la PM plus celle de la charge transportée est cependant plus important
(8.49𝑚𝑚) que celui de la masse linéique du câble 𝜇0 (2.71𝑚𝑚).
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Figure 3.38 – Histogramme des interactions d’ordre 1 entre les facteurs du plan
d’expériences concernant les paramètres mécaniques du RPC

L’interaction de premier ordre représente l’interaction entre deux facteurs et est repré-
sentée sur la Fig. 3.38. De façon globale, la plupart de ces interactions sont négligeables par
rapport aux effets principaux. Cependant, deux d’entre elles se démarquent, l’interaction
entre 𝐸 et 𝑚𝑃 𝑀 et entre 𝑚𝑃 𝑀 et 𝜇0. La plus importante est l’interaction 𝐸/𝑚𝑃 𝑀 (3.82𝑚𝑚),
sa valeur est supérieure à celle de l’effet de 𝜇0 (2.71𝑚𝑚). Cela nous indique la forte connexion
entre la masse 𝑚𝑃 𝑀 et l’élasticité du câble 𝐸. En effet, plus un câble est soumis à un
effort important plus il s’allonge et donc génère des erreurs de pose théorique importantes.
Inversement plus un câble est élastique plus il s’allongera lorsqu’il est soumis à un effort. La
seconde interaction non négligeable est celle reliant 𝑚𝑃 𝑀 et 𝜇0. Elle nous montre que ‖𝛿p‖2

est impactée par l’évolution simultanée des masses.
La figure 3.39 représente les interactions d’ordre 2 et 3 entre les facteurs. Rappelons

qu’au regard des valeurs des effets et des interactions d’ordre 1, ces interactions peuvent être
négligées.

Figure 3.39 – Histogramme des interactions d’ordre 2 et 3 entre les facteurs du plan
d’expériences concernant les paramètres mécaniques du RPC

L’étude conduite sur la sensibilité des RPC vis-à-vis des paramètres mécaniques de
sa chaîne d’actionnement nous a permis d’observer le rôle important du module de Young
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dans l’erreur de pose théorique. Tout d’abord, nous avons pu observer que sur un RPC
cubique de 5𝑚 de coté une poulie ayant comme articulation une pivot engendre un intervalle
d’incertitude plus important sur l’erreur de pose théorique vis-à-vis des variations du module
de Young. Cependant, les erreurs de pose théoriques sont plus élevées sur ce RPC𝑃 . Par la
suite, avec l’ajout du fléchissement du câble et la prise en compte des poulies dans le calcul
de la longueur totale de câble initial sur un RPC de 15𝑚 par 15𝑚, tout en sélectionnant les
architectures de poulies optimales, nous avons observé la faible influence de l’articulation
de la poulie sur ‖𝛿p‖2 . Par ailleurs, la poulie à joint de cardan semble augmenter l’espace
statique accessible par la PM. Pour finir, l’effet du module de Young semble être le plus
important et son augmentation est bénéfique pour l’erreur globale de pose théorique de la
PM. Les dimensions du RPC semble avoir une influence sur les études que nous avons réalisé.
La partie suivant met en évidence les résultats de la section 3.4.3 pour différentes tailles de
RPC.

3.5 Influence de la taille du RPC sur la sensibilité
des paramètres géométrico-mécaniques

Pour compléter les conclusions de la partie précédente, il est intéressant d’étudier
l’évolution de ces effets en fonction des dimensions du RPC. Nous savons que la prise en
compte du fléchissement devient nécessaire lorsque le RPC commence à avoir des longueurs
de câble déployées importantes. Cette étude nous permettra de comprendre un peu mieux
cette nécessité.

Nous avons appliqué le processus précédemment présenté (cf. section 3.4) en faisant
varier la dimension du RPC de 5𝑚 par 5𝑚 jusqu’à 25𝑚 par 25𝑚. Pour ce faire nous avons
appliqué la même procédure que dans la section 3.4.2. C’est-à-dire que nous avons avant
toute chose déterminé le jeu de paramètres géométriques optimaux des poulies pour chaque
dimension de RPC étudiée (cf. Tab. 3.10). Afin de simplifier les notations nous avons associé
à l’abréviation RPC sa dimension en indice. Par exemple, un RPC cubique de 10𝑚 de coté
est noté RPC10.

Notation du RPC RPC5 RPC10 RPC15 RPC20 RPC25
lxLxH (𝑚) 5x5x5 10x10x10 15x15x15 20x20x20 25x25x25

𝑟𝑝(𝑚𝑚) Pivot 80 80 68.57 40 40
Joint de cardan 80 80 80 42.86 42.86

ℎ(𝑚𝑚) Pivot 86 86 74.57 46 46
Joint de cardan 86 86 86 86 86

Table 3.10 – Valeurs des dimensions du RPC et paramètres géométriques optimaux
des poulies qui minimisent le ‖𝛿p‖2

Au regard du Tab. 3.10 plus la taille du RPC devient importante et plus les dimensions
optimales des poulies semblent diminuer. Cela est dû au fait que les poulies ont un effet de
plus en plus négligeable sur ‖𝛿p‖2 et se traduit par une variation de ‖𝛿p‖2 extrêmement
faible quelque soit le jeu de paramètres 𝑟𝑝 et ℎ choisi. Nous pouvons déterminer un 𝐸𝑅𝐶

propre à chaque dimension de RPC, à l’aide des valeurs du Tab. 3.10, et ainsi mettre en œuvre
la méthode d’analyse par plan d’expériences avec les mêmes facteurs que dans le Tab. 3.9.
Nous pouvons observer l’évolution de la moyenne de ‖𝛿p‖2 pour chaque plan d’expériences.
C’est-à-dire, que pour chaque dimension de RPC les seize essais sont réalisés et de ces seize
essais nous pouvons en extraire une moyenne générale, qui est représentée sur la Fig. 3.40.
Dans la section 1.3.2 du chapitre 1 cette valeur est notée 𝑎0.
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Figure 3.40 – Évolution de 𝑎0 en fonction de la dimension du RPC de forme cubique

Sur la figure 3.40, nous pouvons observer une augmentation des erreurs de pose théorique
en fonction de l’augmentation de la taille du RPC. Effectivement, plus le RPC est grand
plus les longueurs de câbles totales déployées sont importantes, représentant donc une source
d’erreur potentielles plus élevée. Nous pouvons tracer l’évolution des effets (cf. Fig. 3.41) et
des interactions (cf. Fig. 3.42) en fonction des dimensions du RPC pour pouvoir analyser le
rôle que chaque facteur. En toute logique les effets de chaque facteur seront croissants étant
donnée l’augmentation des erreurs de pose due aux dimensions du RPC.

Figure 3.41 – Évolution de la valeur des effets des facteurs du plan d’expériences en
fonction des dimensions du RPC

La figure 3.41 montre l’évolution des effets calculés à l’aide du plan d’expérience Tab. 3.9
en fonction des dimensions de la structure du RPC. Afin de rendre l’ensemble plus lisible et
comparable nous affichons la valeur absolue de l’effet du module de Young. Premièrement,
l’effet de 𝐸 est constamment supérieur aux autres. Ainsi les observations précédemment
faites, dans la littérature et par nous, semblent concorder quelque soit la dimension du RPC.
Un des points intéressant à relever est que sa valeur est proche de celle de l’effet de 𝑚𝑃 𝑀
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pour un RPC5. Cela nous indique que les deux facteurs ont le même degré d’importance
dans les RPC de plus petite dimension. Par la suite, leur valeur se différencie tout en suivant
une évolution croissante avec une pente moyenne plus importante pour l’effet du module de
Young. En ce qui concerne l’effet de 𝜇0, la masse linéique du câble, nous pouvons visualiser
clairement le moment où il devient nécessaire de modéliser le câble avec un profil fléchi et non
plus juste élastique. Effectivement, pour un RPC5 il est évident que 𝜇0 semble négligeable
alors que par la suite son effet croît significativement, rendant sa prise en compte nécessaire
dans les modèles pour les RPC de plus grande dimensions. Le rôle de l’articulation apparait
clairement négligeable au regard des effets des autres facteurs. Nous pouvons voir que pour
un RPC5 l’effet de l’articulation peut avoir une influence significative, mais dés que nous
passons à des valeurs de RPC supérieures cet effet diminue et tend vers zéro. Cela est très
certainement dû au fait que nous prenons les poulies en compte dans le calcul des longueurs
totales déployées permettant de limiter significativement l’erreur de longueur de câble initiale.
Cela démontre encore une fois l’importance de calculer la longueur totale de câble nécessaire
pour une pose p en prenant les poulies en compte. Il est possible de traiter ces courbes à
l’aide d’une régression linéaire afin de connaitre leur pente et donc d’observer leur « vitesse »
d’accroissement. La pente de l’effet de 𝐸 est alors égale à 6.10−4, ce qui est clairement plus
important que celle de la masse 𝑚𝑃 𝑀 qui est de 4.10−4. L’effet du module de Young gagne
en importance plus vite que l’effet de 𝑚𝑃 𝑀 ce qui confirme nos premières observations.
L’effet de 𝜇0 présente une pente plus faible, de 2.2.10−4, mais son évolution n’est donc
pas négligeable pour des RPC de dimensions importantes. Nous avons vu que certaines
interactions d’ordre 1 entre facteurs ne sont pas négligeables (cf. Fig. 3.38). Leur évolution
en fonction des dimensions du RPC est représentée sur la Fig. 3.42.

Figure 3.42 – Évolution de la valeur des interactions d’ordre 1 des facteurs du plan
d’expériences en fonction de la dimension du RPC

L’interaction entre 𝐸 et 𝑚𝑃 𝑀 , représentée en violet sur la Fig. 3.42, est la plus forte
sur l’ensemble du domaine de l’étude, ce que nous avions déjà pu remarquer sur le RPC15.
Pour un RPC5 il est intéressant de remarquer que cette dernière est l’unique interaction non
négligeable. Cela démontre encore une fois le faible intérêt de considérer la masse linéique
du câble pour des RPC de petites dimensions. Cependant, l’interaction entre 𝑚𝑃 𝑀 et 𝜇0
croît en fonction de la dimension du RPC, indiquant que modéliser un câble par le modèle
d’Irvine présente un intérêt pour la précision du RPC.

Cette section concerne l’évolution des effets des paramètres mécaniques du RPC, ce qui
aide en fonction des dimensions du RPC à mieux appréhender les phénomènes mécaniques
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de la chaîne d’actionnement. Le moment où il est nécessaire de faire un changement dans
la modélisation du câble est clairement identifié par augmentation de l’effet de 𝜇0 pour des
RPC ayant des structures de l’ordre de la dizaine de mètres. Effectivement, le module de
Young et la masse de PM plus celle de la charge transportée jouent un rôle significatif quelque
soit la dimension du RPC ce qui n’est pas le cas pour la masse linéique du câble. De plus,
nous avons pu confirmer que le type d’articulation présente un effet sur ‖𝛿p‖2 insignifiant
quelque soit l’échelle du RPC, lorsque nous calculons L𝑇 avec un MGI𝐸 . Cela est encore
plus représentatif quand les dimensions du RPC augmentent.

3.6 Conclusion
Les études et analyses de ce chapitre avaient comme objectif d’analyser la sensibilité

de RPC vis-à-vis de plusieurs paramètres géométriques et mécaniques. Pour cela, il a été
choisi comme cas d’étude des RPC à 3ddl. La PM a été ramenée à un point masse afin de
s’affranchir des ddl de rotation dus à l’orientation o de la PM. Les études de ce chapitre se
sont appuyées sur les modèles et méthodes développées dans le chapitre 2.

Ce chapitre a montré les influences de différents paramètres sur l’erreur de pose théorique
des RPC, en allant des paramètres géométriques induits par la poulie jusqu’à l’effet de l’échelle
du RPC en passant par l’influence des paramètres mécaniques de la chaîne d’actionnement. Le
protocole de conception d’une poulie ayant comme articulation principale un joint de cardan
a tout d’abord été présenté, pour ensuite être comparé mécaniquement à l’aide d’élément fini,
à une poulie standard à pivot. Dans un second temps, deux cas d’étude ont été mis en place,
nous donnant l’occasion d’analyser l’influence de la forme des RPC sur la répartition des
erreurs de pose théorique ‖𝛿p‖2 . Cette partie nous a permit, par la suite, de nous focaliser
sur une seule architecture de RPC à 4 câbles. Les effets des paramètres 𝑟𝑝, ℎ décrivant
géométriquement la poulie ainsi que son articulation ont ensuite été analysés à l’aide d’un
plan d’expériences prenant comme réponse la moyenne des erreurs de pose théorique ‖𝛿p‖2 .
Lorsque les effets de ces paramètres ont été analysé, l’étude s’est orientée vers l’influence
des paramètres mécaniques induis par la chaîne d’actionnement du RPC, c’est-à-dire 𝐸,
𝑚𝑃 𝑀 et 𝜇0 tout en gardant le type d’articulation de l’étude afin de comprendre son rôle
dans l’ensemble. Cette dernière étude a été étendue à une série de dimension de RPC pour
observer l’influence de la taille du RPC sur l’effet des paramètres mécaniques.

Ce chapitre a apporté un certain nombre de réponses, autant sur la compréhension des
phénomènes en jeu dans un RPC que dans la conception de ces derniers. Si nous reprenons la
chronologie du chapitre, il a été vu un processus de conception de poulie et un premier design
pour la nouvelle poulie équipée d’un joint de cardan en guise d’articulation principale. Cette
dernière à présenté, vis-à-vis d’une poulie standard, l’intérêt de réduire considérablement le
moment de flexion présent dans le bras de levier ainsi que les efforts appliqués sur l’ensemble
du système et surtout les points d’ancrage de la poulie à la structure. Une première étude
sur la valeur de l’erreur de pose théorique entre deux types de RPC nous a appris que la
forme d’un RPC semble de ne pas jouer d’effet significatif sur la répartition des erreurs pour
des dimensions structurales identiques. Cela nous a permis d’orienter le reste des études sur
une seule configuration de RPC pleinement-contraint en actionnement. De plus, ces premiers
résultats, semblent indiquer une réduction des erreurs de pose théorique dans le cas des RPC
équipés de poulie à joint de cardan ainsi qu’une capacité à générer des volumes de travail plus
grand pour une erreur de pose théorique maximale donnée. Le plan d’expériences portant
sur l’étude des paramètres géométriques de la poulie indique un fort lien entre les différents
facteurs. La prise en compte de l’ensemble de ces facteurs est nécessaire lors de la sélection
des poulies pour un RPC. Nous avons vu qu’il existe des jeux de paramètres géométriques
optimaux permettant une réduction significative de ‖𝛿p‖2 . L’étude sur l’élasticité des câbles
semble indiquer une diminution de l’amplitude de l’incertitude de l’erreur de pose théorique
pour des poulies à pivot vis-à-vis des variations du module de Young du câble. Toutefois la
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poulie à joint de cardan reste moins influente au regard de ‖𝛿p‖2 . Le changement de modèle
déterminant la longueur totale de câble à déployer a permis de réduire l’erreur de pose
théorique imputable aux présences de poulies et donc d’analyser les phénomènes mécaniques
plus en détail. Cette étude, a mis en lumière le très faible effet de l’articulation de la poulie
lorsque L𝑇 est calculé à l’aide du MGI𝐸 ainsi que le rôle crucial que joue la variation du
module de Young du câble dans l’erreur de pose théorique. Dans le cadre d’un RPC ayant
des dimensions plus faibles la modélisation du fléchissement du câble est superflu, mais celle
de l’élasticité linéaire, fonction de 𝐸 et 𝑚𝑃 𝑀 , reste nécessaire pour accroitre la précision de
pose de la PM. Lorsque les dimensions du robot deviennent plus grandes il est fortement
conseillé de prendre en compte 𝜇0 dans les modèles.

Au regard des résultats nous indiquant l’importance du module de Young du câble dans
l’erreur de pose théorique et en connaissant la quasi impossibilité de déterminer exactement
cette valeur au cours du temps, le chapitre suivant s’intéresse, à l’étude de la pose de la PM
vis-à-vis d’une variation indépendante de 𝐸 pour chaque câble. De plus, une méthode de
détermination des points de fixation 𝐴𝑖 des poulies réduissant l’erreur de pose théorique
de la PM est présentée et illustrée. Il est à noter qu’au vu des conclusions de ce chapitre
les travaux suivants se porterons donc sur un RPC à quatre câbles de 15𝑚 par 15𝑚 nous
semblant relativement représentatif au niveau des effets des paramètres élasto-géométriques
ainsi qu’aux cas d’applications existants [Iza+17 ; Iza+18 ; Nur+17]. Nous considérerons que
le RPC est équipé de poulie à joint de cardan car l’effet de l’articulation semble négligeable
et qu’elle offre de bons résultats en terme de tenue mécanique et de précision de la PM.

117





4
Étude de l’influence de l’hystérésis

du module de Young des câbles

4.1 Influence de la non-linéarité du module de Young des câbles . . . . . . . . . . . 120
4.1.1 Prise en compte du phénomène d’hystérésis . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
4.1.2 Incertitude sur l’erreur de pose théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

4.2 Recherche des points d’ancrages des poulies minimisant l’erreur de pose théorique 134
4.2.1 Procédure d’optimisation de la structure du RPC . . . . . . . . . . . . . . 136
4.2.2 Structure optimale du RPC minimisant l’erreur de pose théorique . . . 136

4.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Dans ce chapitre, nous cherchons à modéliser et étudier l’influence du phénomène
d’hystérésis affectant les câbles. Dans le cadre d’un RPC, cette évolution non-linéaire du
module de Young affecte la pose de la PM. En effet, les études d’influences présentées dans
le chapitre précédent ont mise en lumière le rôle prépondérant du module de Young du câble
dans les erreurs de poses de la PM. Cela nous indique qu’une variation de ce dernier peut
être source d’erreurs de poses théoriques importantes. De plus, au vu de cette variabilité du
module de Young, chacun des câbles s’en trouve affecté indépendamment. Cela implique
des dissymétries au niveau des comportements mécaniques des câbles. À notre connaissance
cette dissymétrie n’a jamais été étudiée auparavant.

Les apports majeurs de ce chapitre sont l’élaboration et la présentation d’une méthode
numérique de prise en compte de module de Young propre à chaque câble composant le
RPC. Une étude de l’erreur de pose théorique générée par l’incertitude sur le module de
Young de chacun des câbles est par la suite développée. Il est alors possible de déterminer
un volume d’incertitude de l’erreur de pose théorique dû au phénomène d’hystérésis et à
la non-linéarité du module de Young des câbles. De plus, une méthode de recherche des
points d’ancrage des poulies minimisant l’incertitude de l’erreur de pose théorique de la PM
vis-à-vis de l’hystérésis est présentée. Ce chapitre se focalise tout d’abord sur l’étude de
l’influence de l’hystérésis sur la pose de la PM pour une variabilité du module de Young
propre à chacun des câbles. Dans un second temps, il est cherché à minimiser l’erreur de
pose de la PM engendrée par les câbles en cherchant les points d’ancrage optimaux 𝐴𝑖 des
poulies de renvoi.
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4.1 Influence de la non-linéarité du module de
Young des câbles

Comme nous avons pu le constater dans le chapitre 1, un câble n’est pas un solide
indéformable, homogène et ayant des propriétés mécaniques invariables au cours du temps et
de son utilisation. A contrario, un tube métallique est considéré isotrope, homogène et aux
propriété mécaniques constantes, c’est-à-dire qu’il présente les mêmes propriétés dans toutes
les directions, que les éléments le constituant sont de même nature et que ces propriétés
mécaniques ne varient pas dans le temps. Dans le cas d’un câble, il ne peut être uniquement
soumis qu’à des efforts de traction sous peine de flambage immédiat. De plus, un câble n’est ni
isotrope ni homogène de par sa construction (cf. Fig. 1.8), à l’exception des câbles synthétiques
de type DYNEEMA. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 1, ces particularités ont mené
à différents niveaux de modélisation. Cependant, dans l’utilisation et la modélisation des
câbles dans le cadre des RPC, les incertitudes aléatoires des paramètres mécaniques liés aux
câbles sont rarement prises en compte et toujours de manière indépendante. Cette section
s’intéressera à leurs modélisations au travers tout d’abord d’une définition du cadre de l’étude
et de la méthodologie mise en œuvre. Par la suite, il sera analysé une série de résultats
nous permettant de prendre la mesure de l’influence de ces paramètres sur l’erreur de pose
théorique de la PM.

4.1.1 Prise en compte du phénomène d’hystérésis

Nous avons précédemment étudié l’influence sur l’erreur de pose théorique d’une va-
riation du module de Young des câbles (cf. section 3.4). Cependant, cette variation a été
supposée identique sur l’ensemble des 𝑚 câbles. Dans cette partie nous cherchons à définir la
conséquence de l’hystérésis des câbles dans le cadre d’un RPC. Puis, nous présenterons la
méthode nous permettant d’étudier l’influence de ce phénomène sur la précision des RPC.
Pour cela, nous considérerons chaque module de Young des câbles ayant une valeur 𝐸𝑖

spécifique, 𝑖 = 1, ...,𝑚.

4.1.1.1 Définition de l’hystérésis et de l’incertitude sur le module de
Young du câble dans le cadre d’un RPC

Les RPC sont des systèmes utilisant des câbles de façon peu conventionnelle. Classique-
ment, un câble utilisé en construction civile a un chargement statique. Nous pouvons citer
les grues qui ont un fonctionnement dynamique, sans être une architecture parallèle, où une
masse est suspendue à l’extrémité d’un câble vertical limitant grandement les mouvements
internes de ses torons. Dans le cadre d’un RPC les efforts appliqués aux câbles peuvent varier
rapidement lors d’une trajectoire donnée (cf. Fig. 4.1). Or cette variation de tension n’a pas
une répercussion linéaire sur la déformation du câble à cause du phénomène d’hystérésis
évoqué dans la section 1.2.4. La figure 4.1 illustre une évolution de l’état des câbles pour une
trajectoire rectiligne.
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(a) Pose P1

(b) Pose P2

Figure 4.1 – Représentation de l’évolution de l’état des câbles en fonction d’une
trajectoire

Nous observons qu’aux extrémités 𝑃1 et 𝑃2 de la trajectoire rectiligne de la Fig. 4.1
les câbles changent d’état de tension. Il est à noter que la Fig. 4.1 est une représentation
exagérée de la déformation des câbles afin d’illustrer l’évolution des tensions dans les câbles.
La figure 4.2 montre, en utilisant la TDA (cf. section 2.3.1.3), l’évolution des tensions des
câbles le long de la trajectoire rectiligne entre 𝑃1 = [−7, 0, 7.5] et 𝑃2 = [7, 0, 7.5]. Lors du
déplacement de la PM du point 𝑃1 vers le point P2 les câbles 2 et 4 se tendent afin de mettre
en mouvement la PM, les faisant passer de détendus à tendus et inversement pour les câbles
1 et 3. Comme nous l’avons vu au travers de la Fig. 1.9 le câble lors d’une phase de détente
ou de tension ne présente pas la même évolution de déformation impliquant donc un module
de Young 𝐸 variant. Au vu de ces observations, lors d’une trajectoire de la PM, les câbles du
RPC se retrouvent donc avec des modules de Young qui varient indépendamment les uns des
autres, notés 𝐸𝑖 où 𝑖 = 1, ..., 𝑚. Dans les modèles précédemment utilisés, ainsi que dans
ceux mis en œuvre dans la littérature, 𝐸𝑖 est approximée à une grandeur nominale, notée
𝐸𝑛𝑜𝑚. Cette grandeur nominale est déterminée à l’aide de l’Eq. 1.18 et est identique pour la
totalité des 𝑚 câbles. Dans la littérature où une variation de 𝐸 est considérée, son étude se
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résume à faire varier sa valeur de façon similaire pour tous les câbles (cf. Chapitre 3). C’est
au travers de ces observations que nous avons décidé d’étudier l’erreur de pose théorique de
la PM due à la variabilité des modules de Young.

Figure 4.2 – Évolution des tensions utiles 𝑡𝑖, 𝑖 = 1, ..., 4, dans les câbles le long d’une
trajectoire rectiligne entre 𝑃1 et 𝑃2

4.1.1.2 Procédure d’optimisation mise en place
L’objectif de ce chapitre est de travailler sur l’influence et la réduction de l’effet de

l’hystérésis du câble sur l’erreur de pose théorique de la PM. Il nous est donc indispensable
de développer une méthode pour quantifier cette influence. Cette partie présente le modèle
mis en place pour cette étude. Comme cela a déjà été évoqué, l’hystérésis de l’élasticité des
câbles est un phénomène difficile à modéliser. La détermination en temps réel du module de
Young est donc pour le moment impossible. Ainsi, enrichir les modèles avec un module de
Young 𝐸𝑖 propre à chaque câble sans connaitre sa valeur exacte pose problème. Pour cela
nous nous sommes tournés vers l’étude des cas extrêmes, c’est-à-dire déterminer le jeu de
modules de Young E = [𝐸1, ..., 𝐸𝑚]𝑇 , maximisant ou minimisant l’erreur de pose théorique
de la PM.

Dans un premier temps, différentes erreurs de pose peuvent être distinguées. La figure
4.3 schématise et formalise ces notations. La position P𝑖𝑛𝑖 définie par le vecteur de pose p𝑖𝑛𝑖

décrit la position désirée de la PM. Lorsque les longueurs de câble totales sont calculées avec
un modèle MGI𝐸 (cf. Tab. 2.1) et utilisées comme données d’entrée au MFD𝐸 (cf. Tab. 2.1)
avec un module de Young nominal 𝐸𝑛𝑜𝑚, la position nominale calculée est notée P𝑛. L’erreur
réalisée entre les deux positions est représentée par le vecteur 𝛿p, de norme euclidienne
𝛿𝑝. Jusqu’à présent c’est cette erreur que nous analysions dans nos études comme étant
l’erreur de pose théorique. À partir de maintenant, voulant étudier l’influence de l’hystérésis
nous admettons que la PM se situe dans un espace Ω représentant le volume d’incertitude
de l’erreur de pose théorique de la PM. La position P, décrite par le vecteur de pose p,
représente la position réelle lorsque les modules de Young des câbles ont une valeurs 𝐸𝑖

comprise entre une valeur minimale 𝐸𝑚𝑖𝑛 et une maximale 𝐸𝑚𝑎𝑥. L’erreur entre 𝑃𝑛 et 𝑃 est
noté 𝛿pΩ et représente l’erreur due à la variabilité des 𝐸𝑖 propre à chaque câbles. L’erreur
entre la position initiale p𝑖𝑛𝑖 et p est notée Δp et s’exprime comme :

Δp = p − p𝑖𝑛𝑖 = 𝛿p + 𝛿pΩ (4.1)
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Figure 4.3 – Schématisation des erreurs de pose théoriques de la PM dues aux
incertitudes du module d’Young 𝐸𝑖 propre à chaque câble 𝑖

La position P peut prendre une infinité de coordonnées inclues dans Ω. C’est pourquoi
nos études se focalisent premièrement sur la frontière de Ω. Puis, plus précisément sur la
valeur maximale de Δp notée Δp𝑚𝑎𝑥 et de norme euclidienne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Cette valeur nous
permet de connaitre l’erreur de pose théorique maximale pour une position désirée. La
formulation de ce problème se traduit par un problème d’optimisation à 𝑚 paramètres,
correspondant dans notre cas d’étude à 𝑚 = 4. Ce problème est exprimé par l’Eq. 4.2.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑖𝑛

E
(−Δ𝑝)

Contraintes :
𝐸𝑖 ⩾ 𝐸𝑚𝑖𝑛

𝐸𝑖 ⩽ 𝐸𝑚𝑎𝑥

(4.2)

où Δ𝑝 représente la norme euclidienne de l’erreur de pose théorique Δp. L’algorithme
d’optimisation utilisé dans cette section est PSwarm évoqué dans la section 1.3 du chapitre
1. Le processus de résolution pour l’obtention du jeu de modules de Young E maximisant la
norme euclidienne Δ𝑝 de l’erreur de pose théorique Δp est représenté sur la Fig. 4.4.

La méthode mise en œuvre dans cette section est fondamentalement la même que celle de
la Fig. 3.33 à la nuance prés que le MFD𝐸 est inclus dans une fonction d’optimisation. PSwarm
est un algorithme d’optimisation, il recherche la convergence vers un point stationnaire de la
valeur de sa fonction objectif. Pour ce faire, une multitude d’itérations, en faisant varier les
valeurs des paramètres d’optimisation, doit être réalisée. Dans notre cas ces paramètres sont
les modules de Young des câbles notés E = [𝐸1, ..., 𝐸𝑚]𝑇 . Pour permettre de réaliser la
première résolution du MFD𝐸 servant de référence, il est nécessaire de fournir à l’algorithme
PSwarm des valeurs initiales pour les paramètres d’optimisation. Ces valeurs sont E𝑖𝑛𝑖𝑡 les
valeurs initiales des modules de Young des câbles, L𝑇0 le vecteur des longueurs totales des
câbles calculées avec le MGI𝐸 , l𝐸 le vecteur regroupant les longueurs utiles des câbles étendus
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Figure 4.4 – Organigramme de la méthode d’obtention du jeu de modules de Young E
générant l’erreur de pose théorique maximale Δ𝑝𝑚𝑎𝑥
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et l𝑑 le vecteur des longueurs morte des câbles. Par la suite, jusqu’à ce que l’algorithme
trouve une zone où Δ𝑝 atteigne son maximum, une série d’itérations est réalisée testant des
jeux de paramètres différents, notées E𝑡𝑒𝑠𝑡 où l’indice 𝑡𝑒𝑠𝑡 représente le numéro d’itération.
Lorsque PSwarm a fini de converger vers la valeur maximale de Δ𝑝, l’algorithme s’interrompt.
Le jeu de paramètres final E est alors connu, ainsi que la valeur du Δ𝑝 la plus pénalisante en
terme de pose de la PM pour le RPC, c’est-à-dire Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Nous pouvons alors traduire cette
méthode comme la recherche de la position 𝑃 la plus éloignée de 𝑃𝑖𝑛𝑖 lorsque les longueurs
totales des câbles déployées sont calculées avec le MGI𝐸 .

4.1.2 Incertitude sur l’erreur de pose théorique
La méthode d’étude de l’influence de l’hystérésis sur chaque câble indépendamment les

uns des autres ayant été introduite nous pouvons analyser l’influence de la variation du module
de Young de façon détaillée. Voulant orienter notre analyse uniquement sur ce phénomène
nous fixons l’ensemble des autres paramètres géométriques et mécaniques. Les travaux portent
donc sur un RPC pleinement-contraint à 4 câbles de forme cubique et de dimension 𝐿 = 15𝑚
et 𝐻 = 15𝑚. Ce RPC est équipé de poulies ayant comme articulation un joint de cardan. Il
est considéré que les câbles montés sur le robot ont comme caractéristiques une tension de
rupture de 𝑇𝑟 = 10.29𝑘𝑁 , un rayon 𝑟𝑐 = 2𝑚𝑚 et une masse linéique 𝜇0 = 7.5.10−2𝑘𝑔.𝑚−1.
En gardant les mêmes hypothèses sur les tensions admissibles du câble que dans le chapitre 3
(entre 5% et 50% de 𝑇𝑟) nous avons une tension minimale 𝑡𝑚𝑖𝑛 = 0.51𝑘𝑁 et une maximale
𝑡𝑚𝑎𝑥 = 5.15𝑘𝑁 . En ce qui concerne l’élasticité du câble les bornes dans lesquelles les 𝐸𝑖

peuvent varier sont 𝐸𝑚𝑖𝑛 = 71.5𝐺𝑃𝑎 et 𝐸𝑚𝑎𝑥 = 132.8𝐺𝑃𝑎. L’élasticité nominale est pour
sa part de 𝐸𝑛𝑜𝑚 = 102.2𝐺𝑃𝑎. Les paramètres géométriques décrivant la poulie sont les
suivants : un rayon de réa 𝑟𝑝 = 50𝑚𝑚 et un bras de levier de ℎ = 104𝑚𝑚. Le rayon de réa
permet de respecter l’Eq. 3.6. De plus, la taille du bras de levier permet de libérer la rotation
du bras de levier pour que la poulie puisse balayer l’ensemble de l’espace de travail du RPC
(cf. section 3.1). Finalement, nous considérons que la masse de la PM, considérée comme
un point masse, est de 𝑚𝑃 𝑀 = 200𝑘𝑔 charge comprise. Les valeurs de ces paramètres sont
rappelées dans le Tab. 4.1.

Paramètres géométriques 𝐿(𝑚) 𝐻(𝑚) ℎ(𝑚𝑚) 𝑟𝑝(𝑚𝑚) 𝑟𝑐(𝑚𝑚)
Valeurs 15 15 104 50 2

Paramètres mécaniques 𝐸𝑛𝑜𝑚(𝐺𝑃𝑎) 𝐸𝑖 ∈ (𝐺𝑃𝑎) 𝑡𝑖 ∈ (𝑘𝑁) 𝑚𝑃 𝑀 (𝑘𝑔) 𝜇0(𝑘𝑔.𝑚−1)
Valeurs 102.2 [71.5 ; 132.8] [0.51 ; 5.15] 200 7.5.10−2

Table 4.1 – Paramètres géométriques et mécaniques du RPC étudié dans le cadre de
l’étude portant sur l’influence de l’hystérésis des câbles sur la précision de la PM

Le cas d’étude défini, il est maintenant possible de commencer notre étude au travers tout
d’abord d’une analyse sur deux positions extrèmes représentant l’erreur 𝛿𝑝 la plus importante
et la plus faible de l’ETS du RPC. Par la suite, les Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 le long d’une trajectoire hélicoïdale
seront analysés et enfin nous étudierons Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur un plan à horizontale 0𝑚 et un à 7.5𝑚
de hauteur.

4.1.2.1 Erreur de pose théorique sur une position
Dans l’objectif d’analyser l’erreur de pose théorique maximale ainsi que de représenter

l’espace d’incertitude Ω, nous réalisons tout d’abord la procédure décrite à la Fig. 4.4 sur
des positions uniques. Dans le but d’obtenir le plus d’informations pour notre analyse, les
positions nous semblant les plus adéquates sont celles présentant l’erreur 𝛿𝑝 la plus petite
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et la plus grande de l’ETS. En effet, en trouvant ces positions nous admettons que le RPC
présente des erreurs comprises entre ces deux valeurs. Afin de trouver ces deux positions,
nous avons tout d’abord cherché à définir l’ETS du RPC en considérant la valeur nominale
du module de Young, 𝐸𝑛𝑜𝑚 (cf. Fig. 4.5). Par la suite, les positions ayant l’erreur 𝛿𝑝 la plus
importante et la plus faible ont été déterminées. Elles sont notées, dans la Fig. 4.5, 𝑃1 pour
celle minimisant 𝛿𝑝 et 𝑃2 pour celle maximisant 𝛿𝑝.

Figure 4.5 – ETS du RPC et localisation des position maximisant et minimisant 𝛿𝑝

Dans le cadre de ce RPC cubique de 15𝑚 de coté l’erreur 𝛿𝑝 maximale se situe en 𝑃2
correspondant à p𝑖𝑛𝑖 = [0, 0, 13.25]𝑇 en 𝑚. L’erreur 𝛿𝑝 est égale à 319.4𝑚𝑚. Pour ce qui est
de l’erreur minimale, localisée au point 𝑃1 de vecteur p𝑖𝑛𝑖 = [0, 0, 0]𝑇 , elle est d’une valeur
de 29.3𝑚𝑚. Comme nous l’avons déjà observé lors de l’étude des erreurs de pose théorique
d’une poulie à joint de cardan dans la partie 3.2.3, l’erreur maximale est située au centre du
plan horizontal du RPC à 13.25𝑚 de hauteur. En effet, lorsque la PM est positionnée en
haut de l’ETS en 𝑃2, les quatre câbles atteignent, de façon équivalente, une forte sollicitation
en tension générant une erreur exclusivement suivant l’axe z.

Connaissant les positions où se concentrent les erreurs de pose théorique minimale et
maximale, nous pouvons maintenant nous intéresser à l’effet du phénomène d’hystérésis du
module de Young 𝐸𝑖 des câbles sur l’erreur de pose théorique de la PM. Pour cela, nous
pouvons tout d’abord déterminer pour les positions 𝑃1 et 𝑃2 un volume représentant l’espace
Ω en générant un ensemble de combinaisons E. L’espace d’incertitude de l’erreur de pose
théorique de la PM Ω est représenté sur la Fig. 4.6 pour la position 𝑃1 et sur la Fig. 4.7 pour
la position 𝑃2.
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(a) Représentation de Ω pour 𝑃1

(b) Vue de dessus dans le plan 𝑥𝑦 de Ω pour 𝑃1

Figure 4.6 – Espace d’incertitude Ω pour la position 𝑃1 minimisant 𝛿𝑝 (= 19.5𝑚𝑚)
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(a) Représentation de Ω pour 𝑃1

(b) Vue de dessus dans le plan 𝑥𝑦 de Ω pour 𝑃1

Figure 4.7 – Espace d’incertitude Ω pour la position 𝑃2 maximisant 𝛿𝑝 (= 214.3𝑚𝑚)
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Dans un premier temps, l’analyse géométrique des espaces d’incertitude nous permet
d’observer que le volume de la zone d’incertitude Ω au niveau du sol (Ω𝑃1) est bien plus
petite que celui se situant sur le haut de l’ETS du RPC (Ω𝑃2). En effet, le premier a un
volume Ω𝑃1 de 3.126 × 10−6𝑚3 alors que le second a un volume Ω𝑃2 bien plus important
avec 1.513 × 10−4𝑚3. Il semblerait ainsi que la longueur des câbles déployée n’implique pas
une augmentation de l’espace d’incertitude. Cependant, c’est l’augmentation des tensions
qui semble jouer, un rôle important sur le volume de la zone d’incertitude de l’erreur de pose
théorique de la PM. De plus, nous pouvons remarquer que Ω𝑃1 est bien moins allongé suivant
l’axe z𝑏 que Ω𝑃2 . L’observation des Fig. 4.6b et Fig. 4.7b permet de se rendre compte que la
projection de Ω sur le plans 𝑥𝑦 est de forme carrée pour les deux positions étudiées 𝑃1 et 𝑃2,
mais pas de même dimension. En effet, la dispersion dans le plan 𝑥𝑦 est de l’ordre de deux fois
plus importante en 𝑃2 qu’en 𝑃1. Nous pouvons extraire des sous-espaces de Ω en cherchant
les zones où le module de Young 𝐸𝑖 d’un câble est contraint à une des bornes, c’est-à-dire soit
𝐸𝑚𝑖𝑛 soit 𝐸𝑚𝑎𝑥. Pour la position 𝑃1, ces sous-espaces sont obtenus en conservant l’ensemble
des positions 𝑃 de la PM calculées pour un 𝐸𝑖 = 𝐸𝑚𝑖𝑛 (cf. Fig. 4.8a) et pour un 𝐸𝑖 = 𝐸𝑚𝑎𝑥

(cf. Fig. 4.8b).

Lorsqu’une face des volumes présentés dans les figures de la Fig. 4.8 est de type damier
à deux couleurs cela signifie qu’elle appartient à deux sous-espaces. L’observation de la
Fig. 4.8a nous permet de connaitre les combinaisons E limitant l’enveloppe inférieure de Ω.
Nous voyons que le jeu de modules de Young E des faces latérales de Ω en forme de losange
comprend toujours, pour le câble opposé à cette face, un module de Young minimal. De plus,
la surface inférieure de l’espace Ω est l’intersection de deux sous-espaces. Cela signifie que
chaque face de la frontière inférieure de Ω est limitée par les deux câbles opposés à cette
face avec un 𝐸𝑖 = 𝐸𝑚𝑖𝑛. La figure 4.8b représente l’ensemble des positions pour un des 𝐸𝑖

fixés à la valeur 𝐸𝑚𝑎𝑥. Les observations sont proches de celles précédemment formulées au
détail prés qu’elles sont inversées. En effet, lorsqu’un câble a une valeur de 𝐸𝑖 maximale, la
zone Ω correspondant est du même côté que celui du câble et non à l’opposé. La figure 4.9
représente les deux sous-espaces pour un même câble fixé soit à 𝐸𝑚𝑖𝑛 soit à 𝐸𝑚𝑎𝑥, les autres
câbles pouvant toujours prendre des valeurs 𝐸𝑖 ∈ [𝐸𝑚𝑖𝑛;𝐸𝑚𝑎𝑥].

Figure 4.9 – Sous-Espaces correspondant au câble 𝑖 = 1 ayant soit 𝐸𝑚𝑖𝑛 soit 𝐸𝑚𝑎𝑥
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(a) Sous-espace de Ω pour 𝐸𝑖 = 𝐸𝑚𝑖𝑛, 𝑖 = 1, ..., 4

(b) Sous-espace de Ω pour 𝐸𝑖 = 𝐸𝑚𝑎𝑥, 𝑖 = 1, ..., 4

Figure 4.8 – Sous-espaces de Ω lorsqu’un des 𝐸𝑖 correspondant aux bornes 𝐸𝑚𝑖𝑛 et
𝐸𝑚𝑎𝑥 pour la position 𝑃1
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Les figures 4.8 et 4.9 ont montré que les frontières de Ω sont obtenues pour un jeu de
E comportant toujours au moins un module de Young 𝐸𝑖 égal à une valeur minimale ou
maximale. Maintenant que nous avons décrit plus en détail le rôle des câbles dans l’espace
d’incertitude Ω, revenons à l’analyse des Fig. 4.6 et Fig. 4.7. Le gradient de couleur des Fig. 4.6
et Fig. 4.7 représente la valeur de la norme euclidienne de 𝛿pΩ en 𝑚𝑚. Nous pouvons voir
que la partie supérieure de Ω𝑃1 est principalement bleu indiquant une plus faible différence
entre 𝑃𝑛 et 𝑃 . Tandis que la partie inférieure de Ω𝑃1 tend vers le rouge ce qui correspond
à des valeurs de 𝛿𝑝Ω plus importantes. Cela signifie que la position nominale 𝑃𝑛, pour un
𝐸𝑛𝑜𝑚 sur chaque câble, n’est pas centrée dans l’espace d’incertitude Ω. Si nous mettons en
parallèle les résultats de la partie 3.4.1, cela confirme que lorsque les câbles prennent des
valeurs 𝐸𝑖 majoritairement faibles cela a plus d’influence sur l’erreur de pose théorique de
la PM que lorsque les 𝐸𝑖 sont principalement élevés (cf. Fig 3.28). Cet effet semble moins
marqué pour la position 𝑃2 maximisant 𝛿𝑝, indiquant que 𝑃𝑛 est légèrement plus centré dans
Ω𝑃2 et que donc la variation du module de Young semble joue un rôle plus symétrique autour
de 𝐸𝑛𝑜𝑚. Nous pouvons nous attarder sur la quantification des différentes erreurs au travers
du Tab. 4.2, résumant les valeurs de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥, 𝛿𝑝 et 𝛿𝑝Ω pour les deux positions 𝑃1 et 𝑃2.

Position de la PM (𝑚) Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 (𝑚𝑚) 𝛿𝑝 (𝑚𝑚) 𝛿𝑝Ω (𝑚𝑚) % de 𝛿𝑝Ω vis-à-vis 𝛿𝑝
𝑃1 = [0, 0, 0]𝑇 29.3 19.5 9.8 46.6%

𝑃2 = [0, 0, 13.25]𝑇 302.6 214.3 88.3 41.2%

Table 4.2 – Tableau résumant les valeurs pour Δ𝑝𝑚𝑎𝑥, 𝛿𝑝 et 𝛿𝑝Ω pour 𝑃1 et 𝑃2

Les erreurs 𝛿𝑝 dues au fléchissement du câble avec une élasticité nominale sont bien
plus importantes que celles générées par la variation du module de Young des câbles 𝛿𝑝Ω
due à la boucle d’hystérésis. En effet, l’erreur maximale 𝛿𝑝Ω est de l’ordre de 15𝑚𝑚 pour la
position 𝑃1 (cf. Fig 4.6). Concernant cette même erreur pour la position 𝑃2, elle est bien
plus significative puisque sa valeur est de l’ordre de 90𝑚𝑚. Cependant, si nous regardons le
pourcentage que représente 𝛿𝑝Ω par rapport à 𝛿𝑝 nous pouvons remarquer que dans le cas de
la position 𝑃1, 𝛿𝑝Ω représente 46.6% de 𝛿𝑝. Or pour la position 𝑃2 cette erreur représente
41.2% de 𝛿𝑝. Il semblerait donc que la part de l’erreur due à l’hystérésis des câbles, 𝛿𝑝Ω, soit
plus importante au sol que sur le haut de l’ETS.

4.1.2.2 Erreur de pose théorique sur une trajectoire hélicoïdale

Comme nous le savons les RPC sont voués à être utilisés dans une multitude d’applications
nécessitant de devoir s’adapter à une multitude de trajectoires. Nous avons donc voulu
observer l’évolution de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 le long d’une trajectoire. Il a été choisi d’étudier son évolution
sur une trajectoire hélicoidale continue proche de celles que nous pouvons rencontrer dans
les applications de fabrication additive [Dio+21]. La figure 4.10 montre cette trajectoire
hélicoïdale théorique ainsi que l’erreur de pose théorique maximale de la PM tout au long de
celle-ci. L’hélice de cette trajectoire a un rayon de 4𝑚 et un pas de 3𝑚 sur toute la hauteur
du RPC.
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Figure 4.10 – Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur une trajectoire hélicoïdale

Tout d’abord nous pouvons observer que la trajectoire réelle s’arrête avant d’atteindre
le sommet de la trajectoire théorique. En effet, la trajectoire réelle s’arrête à une hauteur de
12.96𝑚 pour une hauteur théorique de 15𝑚. Cela est du à la limitation des tensions dans
les câbles. L’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 varie entre 49𝑚𝑚, au niveau du sol, et 274𝑚𝑚, sur le haut de
l’espace de travail à 12.96𝑚. La différence d’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est donc relativement importante.
Cependant, nous pouvons observer que l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 a une variation très faible, proche
d’une constante, sur la moitié basse de la trajectoire et augmente rapidement sur la fin. En
effet, à 8𝑚 de hauteur nous avons un Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 = 52𝑚𝑚. Après cette hauteur, nous pouvons
noter une croissance rapide de l’erreur de pose théorique maximale. La figure 4.11 détaille
l’évolution de l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 ainsi que sa décomposition suivant les axes x𝑏, y𝑏, z𝑏 et dans
le plan 𝑥𝑦 en fonction de la hauteur de la trajectoire.

132



Influence de la non-linéarité du module de Young des câbles

Figure 4.11 – Évolution de la norme euclidienne de Δp𝑚𝑎𝑥, de sa décomposition
suivant les axes x𝑏, y𝑏 et z𝑏 ainsi que dans le plan 𝑥𝑦 en fonction de la hauteur de la
trajectoire hélicoïdale théorique

Δ𝑝𝑥𝑦 est la norme euclidienne de l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 dans le plan 𝑥𝑦. Les erreurs Δ𝑝𝑥, Δ𝑝𝑦

et Δ𝑝𝑧 sont les composantes dans chacune des directions. Nous pouvons voir que l’erreur
Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est, comme nous l’avions observé sur la Fig. 4.10, constante sur la première moitié
de la trajectoire. Nous pouvons voir sur la Fig. 4.11 que l’erreur prépondérante est Δ𝑝𝑧

suivant l’axe z𝑏. Nous pouvons néanmoins noter que l’erreur Δ𝑝𝑥𝑦 dans le plan 𝑥𝑦 est plus
importante au début de la trajectoire et est du même ordre de grandeur que Δ𝑝𝑧. Les erreurs
Δ𝑝𝑥, Δ𝑝𝑦 et donc Δ𝑝𝑥𝑦 ont un comportement inverse de l’erreur Δ𝑝𝑧 puisqu’elles diminuent
sur la deuxième partie de la trajectoire. De ces observations, nous pouvons déjà dire que
travailler sur le bas de l’espace de travail d’un RPC plutôt que vers le haut permet de
réduire fortement l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥, de l’ordre de 82%, et autorise l’application d’une stratégie
d’étalonnage au vue de la quasi-constance de l’erreur de pose théorique maximale.
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4.1.2.3 Erreur de pose théorique sur un plan
L’étude de l’influence de l’hystérésis des câbles sur la précision des RPC a été menée sur

des positions de la PM ainsi que sur une trajectoire. Maintenant, il est intéressant d’observer
l’erreur de pose théorique sur l’ensemble d’un plan horizontal à une hauteur fixe. Pour
cela nous discrétiserons, en 𝑁 positions équitablement réparties, deux plans à des hauteurs
différentes, 0𝑚 (cf. Fig. 4.12a) et 7.5𝑚 (cf. Fig. 4.12b). Pour chacun des points testés nous
observerons la position 𝑃 maximisant Δ𝑝𝑧 (cf. Fig. 4.3), mais aussi celle le minimisant.
De ces deux informations nous pouvons générer deux surfaces, représentant les limites de
l’incertitude de l’erreur de pose théorique suivant l’axe z𝑏.

Sur la figure 4.12, les plans horizontaux gris sont les plans théoriques de l’ensemble
des positions initiales 𝑃𝑖𝑛𝑖. L’espace entre les deux surfaces des Fig. 4.12 représente la zone
d’incertitude de position de la PM suivant l’axe z𝑏. L’erreur de pose théorique Δ𝑝𝑧 suivant
l’axe z𝑏 la plus importante observable au niveau du sol est de 61𝑚𝑚. La valeur de cette
erreur à 7.5𝑚 de hauteur est de 40𝑚𝑚. Nous pouvons donc remarquer qu’elle est plus
importante au niveau du sol. De plus, nous pouvons voir que la forme de la zone d’incertitude
de la PM au niveau du sol est opposée à celle observée à 7.5𝑚. La courbure des surfaces au
niveau du sol est effectivement bien plus élevée que celles à mi-hauteur. Au niveau du sol
les erreurs maximales de pose théorique Δ𝑝𝑧 de la PM sont plus faibles au centre que sur
les bords du plan étudié, alors que sur le plan horizontale à 7.5𝑚 ces erreurs sont réparties
plus uniformément sur la surface. L’erreur maximale 𝛿𝑝Ω, due au phénomène d’hystérésis,
présente dans ces deux zones est de 28𝑚𝑚 et se situe au niveau du sol. Si nous ramenons
cela à la dimension du RPC étudié (cube de 15𝑚 de coté) cette erreur est faible (0.19%).

Cette section a étudié l’influence de l’hystérésis sur la précision des RPC au travers d’une
méthode permettant d’extraire des valeurs d’erreurs de pose théorique pour des variations
indépendantes du module de Young de chacun des câbles. Cela nous a tout d’abord permis
d’observer l’espace d’incertitude Ω de de l’erreur de pose théorique de la PM. L’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥

semble avoir une norme euclidienne relativement constante sur la première partie d’une
trajectoire hélicoïdale permettant donc son étalonnage et une augmentation de la précision
du RPC. Il a également été observé que les zones d’incertitude suivant l’axe z𝑏 au niveau de
deux plans horizontaux à 0𝑚 et à 7.5𝑚 ont des formes différentes, mais présentent cependant
des erreurs 𝛿𝑝Ω inférieures ou égales à 28𝑚𝑚, erreur faible au regard de la dimension du
RPC étudié. Finalement, cette section nous a permis de quantifier l’erreur de pose théorique
maximale et de voir la part de l’erreur due au phénomène d’hystérésis du module de Young
et celle due à la non prise en compte de l’élasticité des câbles. Il en résulte que le phénomène
d’hystérésis peut augmenter de l’ordre de 50% l’erreur de pose théorique déterminée avec
une élasticité nominale 𝐸𝑛𝑜𝑚 constante dans l’ensemble des câbles.

4.2 Recherche des points d’ancrages des poulies
minimisant l’erreur de pose théorique

Au travers des travaux déjà présentés dans cette thèse nous avons pu observer que le
choix de la modélisation pour calculer la longueur totale de câbles à déployer est cruciale
pour réduire les erreurs induites par la géométrie des poulies ainsi que l’effet des paramètres
mécaniques. Cependant, nous avons aussi vu que l’hystérésis du câble génère une erreur ne
pouvant être prédit et uniquement approximé à un espace d’incertitude Ω de l’erreur de pose
théorique de la PM ainsi qu’a une erreur maximale Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. La seule action que nous pouvons
donc avoir est de chercher à réduire le volume de l’espace Ω et donc la valeur de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥.
Il existe une multitude de paramètres pouvant influencer Ω et Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Nous avons décidé
de nous focaliser sur les positions des points d’ancrage des poulies 𝐴𝑖. Nous présenterons
donc dans cette section une recherche de structure de RPC optimale vis-à-vis de l’hystérésis
des câbles. Des études cherchant à optimiser la structure d’un RPC existent déjà. Nous
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(a) Δ𝑝𝑧 à 0𝑚

(b) Δ𝑝𝑧 à 7.5𝑚

Figure 4.12 – Surface d’erreur de pose théorique verticale Δ𝑝𝑧𝑚𝑖𝑛
et Δ𝑝𝑧𝑚𝑎𝑥

pour des
positions de PM sur un plan horizontal à 0𝑚 (a) et à 7.5𝑚 (b)
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pouvons citer l’article de Ben Hamida et al. [Ben+21] mettant en place une optimisation
multi-objectifs pour déterminer la meilleure structure en terme de nombre de câbles et de
positions de point de sortie des câbles dans la conception d’un RPC médical voué à la
rééducation des membres supérieurs. Cette étude cherche à minimiser le volume occupé par
le robot ainsi que la valeur des tensions. Nguyen et al. dans [Ngu+14a] cherche à connaitre
la meilleure architecture suspendue à quatre câbles pour un RPC servant à la maintenance
d’avion. Tout comme dans l’étude de Hamida cette optimisation est multi-critères et cherche
d’une part à minimiser l’énergie consommée donc la somme des tensions et d’autre part à
maximiser la rigidité du RPC. Notre étude se détache de ces travaux cités ci-dessus de par la
prise en compte de l’hystérésis des câbles dans la recherche de la structure optimale d’un RPC
vis-à-vis de la précision de la PM. Dans un premier temps, la procédure de recherche qui a
été mise en œuvre est explicitée. Par la suite, nous observerons l’évolution de la structure du
RPC, permettant de réduire Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 et donc 𝛿𝑝Ω, au cours de la réalisation d’une trajectoire.

4.2.1 Procédure d’optimisation de la structure du RPC
Cette section va présenter la méthodologie que nous avons établie afin de rechercher

la structure optimale d’un RPC afin de minimiser l’effet de l’hystérésis des câbles sur la
précision de la PM. Pour cela nous allons rajouter une étape d’optimisation au processus
présenté à la Fig. 4.4. En effet, étant donné que nous continuons l’étude en prenant en
compte l’hystérésis, il est nécessaire de calculer Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Voulant de plus réduire l’effet de
l’hystérésis des câbles nous allons chercher à minimiser la valeur de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 en faisant varier
les coordonnées des points d’ancrage 𝐴𝑖 des poulies de renvoi.

La figure 4.13 présente la globalité de la méthode mise en place. A𝑗 est la matrice
de dimension 4 × 2, des coordonnées des points 𝐴𝑖, testée à chaque passage de la fonction
d’optimisation. Cette matrice comprend uniquement les valeurs en x (a𝑖.x𝑏) et y (a𝑖.y𝑏)
étant celles autorisées à varier car la valeur en z𝑏 reste constante et égale à 𝐻 = 15𝑚. Notre
objectif étant de garder une structure de fixation des points d’ancrage des poulies de forme
cubique, il nous est nécessaire de forcer les points 𝐴𝑖 à rester sur un carré de coté 𝐿. Pour cela
nous mettons en place une contrainte forçant la norme infini du vecteur décrivant la position
du point 𝐴𝑖 dans le plan 𝑥𝑦 à être égale à 𝐿/2. Tout comme la plupart des procédures
d’optimisation il est nécessaire d’y apporter une valeur initiale A𝑖𝑛𝑖 des paramètres. Dans
l’objectif de déterminer l’optimum global des positions des points 𝐴𝑖 pour un temps de
calcul raisonnable, nous avons mis en place une première série de calculs où les arrêtes de
la structure du RPC sont discrétisées en quatre points et où l’ensemble des configurations
est testé. Cela nous amène à 256 configurations plus la configuration carrée de base, donc
257 configurations au total. À la fin de cette série de tests une solution semi-optimale des
positions des points d’ancrage A𝑠𝑒𝑚𝑖−𝑜𝑝𝑡 est obtenue. Cette dernière est alors utilisée comme
jeu de paramètres initiaux A𝑖𝑛𝑖 = A𝑠𝑒𝑚𝑖−𝑜𝑝𝑡. À la fin du processus présenté dans la Fig. 4.13,
la structure A𝑜𝑝𝑡𝑖 qui permet de minimiser l’effet de l’hystérésis des câbles sur la précision
de la PM est connue pour une position 𝑃𝑖𝑛𝑖. Ce problème d’optimisation peut être formalisé
comme suit : ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑚𝑖𝑛
A𝑖

(𝑚𝑎𝑥
E

(Δ𝑝))

t.q.

‖(a𝑖.x𝑏 a𝑖.y𝑏)𝑇 ‖∞ = 𝐿

2

(4.3)

4.2.2 Structure optimale du RPC minimisant l’erreur de pose
théorique

Pour les RPC, la réalisation de trajectoire est essentielle. Durant son déplacement la
PM va se situer à différents points de l’espace de travail du RPC. Comme nous l’avons vu les
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Figure 4.13 – Organigramme de la procédure de recherche de la structure optimale du
RPC pour améliorer la précision de la PM vis-à-vis de l’hystérésis des 𝐸𝑖 des câbles
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erreurs Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 ne sont pas constantes dans l’espace de travail du RPC (cf. Fig. 4.12). Pour
cela, nous rechercherons les différentes structure minimisant Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 à l’aide de la méthode
présentée précédemment et observerons son évolution. Dans l’objectif de réduire les temps
de calculs nous avons considéré que chaque point 𝐴𝑖 ne peut bouger que suivant une seule
direction. La figure 4.14 représente les directions de déplacement possible des points 𝐴𝑖 lors
du processus d’optimisation.

Figure 4.14 – Direction de déplacement possible des points 𝐴𝑖

Chacun des points d’ancrage 𝐴𝑖 des poulies à la structure peut donc se déplacer
uniquement suivant une seule direction. Les points 𝐴1 et 𝐴4 peuvent donc translater suivant
x𝑏. 𝐴2 et 𝐴3 pour leur part sont mobiles dans la direction y𝑏. Pour exprimer ce déplacement
nous évaluons la distance selon leur position d’origine notée 𝐴0

𝑖 grâce au vecteur d𝐴𝑖
. La

norme euclidienne de ce vecteur est noté 𝑑𝐴𝑖
et est compris entre 0𝑚 et 15𝑚. La configuration

obtenue de ces quatre points donne un quadrilatère quelconque ayant ses sommets en contact
avec à la structure initiale du RPC. Ce quadrilatère représente la structure optimale du RPC
minimisant l’effet de l’hystérésis sur l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 pour une pose de la PM désirée.

Dans l’objectif de suivre l’évolution de la structure en fonction de la position de la PM
nous mettons en œuvre la méthode décrite précédemment (cf. Fig. 4.13) sur une trajectoire
discrétisée en 𝑁 positions. Nous suivrons le long d’une trajectoire, rectiligne dans un premier
temps puis circulaire dans un second temps, les configurations optimales dans lesquelles le
RPC doit se trouver pour minimiser les erreurs de poses théoriques maximales sur chacune
des positions de la trajectoire discrétisée.

4.2.2.1 Trajectoire rectiligne à hauteur constante
La première des trajectoires étudiée est rectiligne dans un plan horizontal et évolue

uniquement entre −4𝑚 et 4𝑚 suivant l’axe y𝑏, pour des valeurs constantes suivant l’axe x𝑏

à 4𝑚 et suivant l’axe z𝑏 à 0𝑚 de hauteur. Nous obtenons donc une trajectoire faisant 8𝑚 de
long au niveau du sol. Cette dernière peut être assimilée à un quart d’une trajectoire carrée.
Les résultats obtenus dans ce cas seront transposables, pour les autres côtés du carré, à une
rotation de 𝜋

2 près.
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La méthode utilisée présente un temps de calcul relativement important au vu de sa
multitude d’étapes, il est fait le choix de discrétiser en sept positions la trajectoire de la PM.
Ce nombre nous permet de couvrir la totalité de la trajectoire tout en suivant l’évolution de
A𝑜𝑝𝑡𝑖 de façon continue. En effet, le calcul des points A𝑠𝑒𝑚𝑖−𝑜𝑝𝑡𝑖 demande à lui seul un coût
de calcul important avec les 257 architectures à tester pour une position de la PM, faisant
monter à 1799 tests le nombre total d’itérations pour les sept positions de la trajectoire.

Figure 4.15 – Représentation des différentes structures optimales pour une trajectoire
rectiligne au niveau du sol

Les positions des points d’ancrage optimaux A𝑜𝑝𝑡𝑖 sont calculées et l’ensemble des sept
structures optimales du RPC est représenté sur la Fig. 4.15. Chaque quadrilatère représentant
une structure optimale pour une position de la PM et est dessiné d’une couleur différentes avec
une transparence afin d’améliorer la lisibilité de la Fig. 4.15. Il est à noter que l’empilement
des quadrilatères suit la réalisation de la trajectoire. C’est pourquoi le quadrilatère bleu
correspondant à la première position (p𝑖𝑛𝑖 = [4 − 4 0]𝑇 ) de la trajectoire se trouve au dernier
plan de la Fig. 4.15 et inversement pour la position p𝑖𝑛𝑖 = [4 4 0]𝑇 en jaune se trouvant être
la dernière de la trajectoire. La première observation est que pour cette trajectoire, qui est
parallèle à un coté de la structure initiale du RPC, génère des déplacements faibles, vis-à-vis
des dimensions du RPC, des points 𝐴3 et 𝐴4. En effet, nous voyons que les sept points de
𝐴3 et de 𝐴4 créent des regroupements de points d’encrage relativement proches. En ce qui
concerne les points 𝐴1 et 𝐴2 ils sont sujet à des variations bien plus importantes au cours de
la trajectoire. Nous pouvons noter un regroupement des points 𝐴1 uniquement pour les cinq
premières positions (du bleu au cyan) autour d’une position moyenne de 𝐴1 = [2; −7.5; 15]𝑇 .
Le point d’ancrage 𝐴2 présente aussi une concentration de ces cinq premiers points, mais
moins marquée que pour 𝐴1. Effectivement, une distance de près de 3𝑚 sépare les deux
premiers points d’ancrage 𝐴2 (bleu et rouge) avec les trois suivants (vert, rose et cyan). Les
structures optimales correspondant à la fin de la trajectoire sont pour leur part trés différentes
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du reste. En effet, nous observons une forte variation de la géométrie du quadrilatère pour
les deux dernières positions de la trajectoire (noir et jaune). Si nous analysons les structures
dans leur globalité nous pouvons voir que l’optimisation de la position des points 𝐴𝑖 conduit
à une structure de RPC ayant son côté le plus petit au plus proche de la position de la PM.
Cela explique le changement de configuration pour les deux dernières positions de la PM, où
nous observons que le côté le plus court du RPC ne peut plus être celui entre 𝐴1 et 𝐴2, mais
celui entre 𝐴2 et 𝐴4. De plus, nous pouvons constater que la forme du quadrilatère jaune est
très proche de celle du bleu à une rotation de 𝜋

2 près. L’évolution des valeurs 𝑑𝐴𝑖 en fonction
de la trajectoire est représentée sur la Fig. 4.16. Cette représentation nous permet de voir le
déplacement de chacun des points 𝐴𝑖 par rapport à sa position initiale 𝐴0

𝑖 .

Figure 4.16 – Évolution de la distance 𝑑𝐴𝑖 , 𝑖 = 1, ..., 4, en 𝑚 en fonction de la position
de la PM sur la trajectoire rectiligne au niveau du sol

Le code couleur est le même que sur la Fig. 4.15, c’est-à-dire que les bandes verticales
transparentes représentent les différentes positions de la trajectoire. Les lignes brisées repré-
sentent l’évolution des valeurs des 𝑑𝐴𝑖

en fonction de la position de la PM sur la trajectoire.
Ces résultats confirment les premières observations faites précédemment. Nous voyons que les
points 𝐴3 et 𝐴4 présentent une stabilité globale dans leur position avec une légère croissance.
Le point 𝐴1 pour sa part est relativement constant sur les cinq premières positions de la
trajectoire pour, par la suite, glisser proche de son point d’origine 𝐴0

1 . À l’inverse le point 𝐴2
présente une croissance tout au long de la trajectoire avec une pente plus importante sur les
deux dernières positions. Nous observons ainsi le glissement de configuration observé sur la
Fig. 4.15. La structure du RPC se voit grandement modifiée en fonction de la position de la
PM pour réduire l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Dans l’objectif de quantifier l’apport de cette optimisation
des points d’ancrage 𝐴𝑖 des RPC dans la réduction de l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 nous pouvons comparer
ces structures avec le RPC carré initial, comme étudié dans le chapitre 3. Pour ce faire,
nous avons observé l’erreur moyenne de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur les sept points de la trajectoire que nous
noterons Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Les résultats obtenus sont récapitulés dans le Tab. 4.3.
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Structure du RPC Cubique A𝑜𝑝𝑡𝑖 A𝑜𝑝𝑡𝑖 A𝑜𝑝𝑡𝑖 par partie

Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 47𝑚𝑚 84.8𝑚𝑚 37.2𝑚𝑚 39.2𝑚𝑚

Table 4.3 – Tableau résumant les valeurs de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 pour des structures de RPC pour
une trajectoire rectiligne au sol

L’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 a été évaluée sur différentes structures (cf. Tab. 4.3). Premiè-
rement, sur une structure dite cubique, comme celle que nous avons étudiée dans le chapitre
3 et au début du chapitre 4. Les données obtenues sur la structure carré nous servirons de
référence pour la comparaison de l’ensemble des structures. La seconde structure évaluée
est celle obtenue en faisant la moyenne des positions des points 𝐴𝑖 optimaux pour chaque
câble sur la totalité de la trajectoire. Cela nous donne quatre points d’ancrage 𝐴𝑖 constants
et donc une structure fixe de RPC optimale moyennée notée A𝑜𝑝𝑡𝑖. La moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est
évaluée aussi pour chaque structure optimale obtenue (cf. Fig. 4.15). Pour finir, Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est
calculée sur un RPC ayant des structures optimales moyennées par partie, c’est-à-dire que
nous réalisons la moyenne des structures optimales uniquement pour celles proche entre elles.
Comme nous l’avons remarqué précedemment sur la Fig. 4.15 deux groupes de points se
détachent des résultats. Le premier concerne les cinq premières positions de la PM et le
second est propre aux deux dernières positions. Nous faisons donc la moyenne des A𝑜𝑝𝑡𝑖 cinq
premières structures nous donnant une structure optimale moyennée pour le début de la
trajectoire et de même pour la fin de la trajectoire. Par la suite, nous calculons Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 en
faisant changer la structure du RPC pour les deux dernières positions de la trajectoire.

Au vu des valeurs de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 dans le Tab. 4.3 pour différentes structures, nous pouvons
déjà affirmer que moyenner la position des points d’encrage suite aux résultats de l’opti-
misation (A𝑜𝑝𝑡𝑖) ne génère par une structure améliorant la précision de la PM. Cependant,
ce résultat est à pondérer car au regard des valeurs de l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥, seule celle de la
première position de la PM est beaucoup plus grande faisant croitre sensiblement l’erreur
moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. Si nous excluons cette position nous obtenons une erreur moyenne sur
les six autres positions de 43.1𝑚𝑚, soit une erreur moyenne inférieure à celle générée par
un RPC cubique. Un gain de prés de 10𝑚𝑚 peut être constaté entre Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 calculée sur
une structure cubique (Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 = 47𝑚𝑚) et celle avec une structure optimale s’adaptant
tout au long de la trajectoire (Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 = 37.2𝑚𝑚). Cependant, cela demande d’avoir un
RPC équipé de points d’ancrage montés sur actionneur linéaire [Ngu+14b] ou sur des bases
mobiles [Ras+18]. Au regard des résultats il est cependant possible de proposer une structure
semi-optimale par partie. Seulement deux configurations de RPC différentes sont donc né-
cessaire pour la réalisation de la trajectoire désirée en assurant une amélioration de l’erreur
de pose théorique maximale de 7.8𝑚𝑚 soit 2𝑚𝑚 de moins que pour une structure optimale
évoluant en permanence avec les positions de la PM. Par ailleurs, un changement aussi
radical de position des points d’ancrage nécessiterait un re-calibrage du RPC. Néanmoins,
cela montre que si nous voulons travailler dans une zone bien précise nous pouvons trouver
une architecture améliorant l’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥. L’optimisation des points d’ancrage 𝐴𝑖

peut donc apporter une contribution importante à la réduction de l’erreur de pose théorique
maximale due au fléchissement et à l’hystérésis des câbles.

Par la suite nous avons réalisé la même trajectoire sur un plan horizontal se trouvant à
une hauteur de 7.5𝑚 afin de pouvoir observer l’évolution des structures optimales obtenues
avec notre méthode. La trajectoire a été discrétisée en seulement quatre poses afin de réduire
le temps de calcul, car nous voulons uniquement suivre l’évolution des structures en fonction
de la hauteur.

Le code de couleurs des poses de la trajectoire de la Fig. 4.17 respecte celui mis en
place dans la Fig. 4.15. Si nous comparons les structures minimisant Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 au niveau du
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Figure 4.17 – Représentation des différentes structures optimales pour une trajectoire
rectiligne horizontale à 7.5𝑚 de hauteur

sol et à mi-hauteur du volume du RPC, nous observons certaines similitudes. Effectivement,
nous observons que les points 𝐴1 et 𝐴2 ont tendance à être proche sur la majorité de la
trajectoire. Cela a comme effet d’avoir le plus petit côté du quadrilatère du RPC qui se situe
au plus proche des positions de la PM. Tout comme précédemment, à la fin de la trajectoire,
la configuration du RPC change pour faire du plus petit côté le segment entre 𝐴2 et 𝐴4.
Pour les trois premières positions nous remarquons un regroupement des points 𝐴𝑖. Les
positions du point 𝐴4 varient très peu, tout comme pour la trajectoire au niveau du sol.
Cependant, le point d’ancrage 𝐴3 ne forme plus un groupe unique, comme dans la Fig. 4.15,
mais deux groupes, l’un pour deux premières positions de la trajectoire et un autre pour les
deux dernières. Pour pouvoir analyser plus en détail l’évolution des structures optimales en
fonction de la hauteur de la trajectoire, l’évolution de 𝑑𝐴𝑖 est tracée pour chaque point 𝐴𝑖 et
mise en parallèle avec l’évolution de 𝑑𝐴𝑖

pour la trajectoire au niveau du sol (cf. Fig. 4.16).

La figure 4.18 représente l’évolution des valeurs 𝑑𝐴𝑖
pour les trajectoires rectilignes à 0𝑚

(traits pleins) et à 7.5𝑚 (traits discontinus). L’évolution générale de l’ensemble des points
suit globalement la même tendance. En effet, l’évolution de 𝐴1 est quasi identique pour les
deux hauteurs de la trajectoire. Le point 𝐴2 a une croissance très proche sur la fin de la
trajectoire, mais commence plus loin de son origine dans le cas d’une trajectoire à 7.5𝑚.
En ce qui concerne le point d’ancrage 𝐴3 nous pouvons observer une différence de position
significative en début de trajectoire, mais cet écart se réduit grandement sur la fin de la
trajectoire. En ce qui concerne le point 𝐴4 celui-ci ne présente pas une variation importante
tout au long de la trajectoire et cela pour les deux hauteurs. De plus, l’ordre de grandeur de
𝑑𝐴4 au niveau du sol et à mi-hauteur est le même.

142



Recherche des points d’ancrages des poulies minimisant l’erreur de pose théorique

Figure 4.18 – Comparaison des distances 𝑑𝐴𝑖 entre les structures pour une trajectoire
au niveau du sol et à mi-hauteur du volume du RPC

Structure du RPC Cubique A𝑜𝑝𝑡𝑖 A𝑜𝑝𝑡𝑖 A𝑜𝑝𝑡𝑖 par partie

Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 à 0𝑚 48.5𝑚𝑚 171.3𝑚𝑚 38.4𝑚𝑚 51𝑚𝑚

Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 à 7.5𝑚 46.3𝑚𝑚 163.3𝑚𝑚 28.8𝑚𝑚 42.3𝑚𝑚

Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur les deux trajectoires 47.4𝑚𝑚 167.3𝑚𝑚 33.6𝑚𝑚 46.6𝑚𝑚

Table 4.4 – Tableau résumant les valeurs de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 pour des structures de RPC pour
une trajectoire au niveau du sol et à mi-hauteur du volume du RPC

Nous pouvons nous interroger sur la possibilité de trouver une structure optimale
permettant de réduire l’influence de l’hystérésis dans le cas des deux trajectoires. Tout
d’abord, nous évaluons, sur chacune des trajectoires, l’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 pour une
structure cubique du RPC. Par la suite, nous essayons de trouver une valeur moyenne
des points d’ancrage à l’aide de l’ensemble des points 𝐴𝑖 calculés précédemment sur la
trajectoire à 0𝑚 et à 7.5𝑚. Cependant, cette structure ne permet pas d’atteindre l’ensemble
des positions des trajectoires. En effet, la première position de la trajectoire à 0𝑚 ne peut
être calculée car elle n’appartient plus à l’espace de travail du RPC. Les points 𝐴1 et 𝐴2
sont donc légèrement déplacés afin d’inclure cette première position dans l’espace de travail
du RPC. Cela engendre comme problème que l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur cette première position
devient extrêmement importante et fait augmenter considérablement la moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur
les trajectoires. Si cette position n’est pas prise en compte dans le calcul de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 nous
obtenons une valeur de 43.4𝑚𝑚. L’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 obtenue grâce aux structures
optimales propres à chaque position calculée est par la suite analysée, révélant un gain
significatif de précision de la PM. Au regard de nos observations nous avons déterminé des
structures moyennes optimales par partie en moyennant les positions des points 𝐴𝑖 regroupés.
Dans cette étude la trajectoire au niveau du sol a été ramenée uniquement aux quatre
positions communes aux deux trajectoires, expliquant les différences pour la première ligne
du Tab. 4.4.
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4.2.2.2 Trajectoire circulaire à hauteur constante
L’évolution des structures optimales vient d’être évaluée le long d’une trajectoire rectiligne

à deux hauteurs différentes. Cependant, une grande partie des trajectoires pouvant être
rencontrées lors de la mise en application des RPC sont de forme circulaire. Nous allons
appliquer notre processus de calcul et d’analyse pour observer l’évolution des structures
minimisant Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur une trajectoire circulaire. Cette trajectoire sera discrétisée en six
poses réparties le long d’un cercle de 4𝑚 de rayon centré en 𝑂, centre du repère global du
RPC, et situé au niveau du sol, donc à 0𝑚.

Figure 4.19 – Représentation des différentes structures optimales pour une trajectoire
circulaire au niveau du sol

Comme pour les autres trajectoires, nous pouvons suivre le déplacement des points
𝐴𝑖 en fonction de la position de la PM sur la trajectoire. La trajectoire étant circulaire, la
structure du RPC change significativement de forme. Une certaine forme de rotation du
RPC peut être observée. Par exemple, si nous comparons la structure bleue avec la rose nous
pouvons remarquer une rotation de 𝜋 quasi parfaite. Nous retrouvons ce que nous avons
déjà remarqué, lors de l’étude d’une trajectoire rectiligne, à savoir le fait que le segment le
plus petit du quadrilatère optimale calculée se retrouve toujours au plus prés de la position
correspondante.

À l’image des Fig. 4.16 et Fig. 4.18 nous avons tracé l’évolution des distances 𝑑𝐴𝑖 pour la
trajectoire circulaire (cf. Fig. 4.20). Nous retrouvons le cycle de rotation des structures observé
précédemment. Sur ce type de trajectoire nous voyons qu’il est impossible de déterminer
une structure moyenne ni même moyenne par partie. Il serait nécessaire soit de garder
une structure cubique soit d’avoir des points 𝐴𝑖 mobiles. Cette dernière solution pose des
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Figure 4.20 – Évolution de la distance 𝑑𝐴𝑖 en 𝑚 en fonction de la position de la PM
sur la trajectoire circulaire au niveau du sol

problèmes d’étalonnage étant donnée le reconfigurage perpétuel des chaînes d’actionnement
des câbles que cela nécessiterait.

Structure du RPC Cubique A𝑜𝑝𝑡𝑖

Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 41.9𝑚𝑚 32.9𝑚𝑚

Table 4.5 – Tableau résumant les valeurs de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 pour la structure cubique et les
structures optimales du RPC pour une trajectoire circulaire au niveau du sol

Tout comme pour des trajectoires rectilignes le gain obtenu en optimisant la position
des points d’ancrage 𝐴𝑖 n’est pas négligeable (cf. Fig. 4.5). À l’aide des structures optimales
du RPC, pour chaque position de la PM, nous obtenons une réduction de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 de 21.5%.

Cette section s’est intéressée à réduire l’influence de l’hystérésis et du fléchissement du
câble par l’optimisation de la position des points d’ancrage des poulies 𝐴𝑖. Il a été cherché à
minimiser l’erreur de pose théorique maximale de la PM Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 générée par la non prise
en compte du fléchissement et de l’hystérésis du câble (cf. Fig. 4.3). L’optimisation des
points d’ancrage minimise l’erreur imputable aux comportement mécaniques du câble. En
effet, nous obtenons dans l’ensemble des cas une réduction de l’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 de
20% à 30% par rapport à celle calculée pour un RPC cubique. Cependant, la recherche
d’une structure optimale fixe à l’aide de la position moyenne des points d’ancrage optimaux
des poulies n’est pas une solution admissible car l’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 augmente et
certaines positions de la PM peuvent ne plus appartenir à l’espace de travail du RPC. Cela
demande donc une réflexion plus poussée lors du développement du RPC pour des trajectoires
données. Une structure optimale fixe semble exister pour des trajectoire rectilignes, mais
de dimensions plus petites que celles évaluées. Dans le cas d’une trajectoire circulaire, une
structure du RPC reconfigurable en temps réel semble être pour le moment la seule alternative
afin d’améliorer l’erreur de pose théorique maximale due au fléchissement du câble et au
phénomène d’hystérésis de son module de Young.
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4.3 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord rappelé que les câbles sont des structures

mécaniques complexes de par leur fabrication, rendant la connaissance de leur module de
Young difficile lors de l’utilisation du RPC. Ce module de Young est souvent approximé à
une valeur nominale constante pour tous les câbles du RPC. Ce chapitre avait donc pour
objectif d’étudier l’influence du phénomène d’hystérésis du module de Young des câbles sur
l’erreur de pose théorique de la PM du RPC. Pour cela une méthode a été mise en place
afin d’affecter des valeurs variables de module de Young indépendamment sur chacun des
câbles et de déterminer la configuration la plus pénalisante sur la pose de la PM. Cela nous
a permis d’évaluer l’erreur de pose théorique maximale Δ𝑝𝑚𝑎𝑥, représentant l’erreur la plus
importante possible pour une position désirée p𝑖𝑛𝑖 de la PM lorsque le fléchissement du câble
et l’hystérésis du module de Young sont négligés dans la modélisation du RPC.

Ce chapitre s’axant sur l’hystérésis du comportement élastique des câbles se décompose
en deux parties distinctes. La première partie de ce chapitre est vouée à l’observation de
l’influence du phénomène d’hystérésis sur la précision de la PM du RPC. Nous avons donc
cherché à représenter l’effet que l’incertitude aléatoire du module Young avait sur la pose
de la PM. Les positions minimisant et maximisant l’erreur 𝛿𝑝, calculées avec les valeurs
nominales du module de Young, ont tout d’abord été analysées. L’espace d’incertitude Ω
de l’erreur de pose théorique de la PM peut être extrait pour ces positions ainsi que les
différentes erreurs le constituant. L’erreur de pose théorique maximale Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est ensuite
évaluée le long d’une trajectoire hélicoïdale. Par la suite, les surfaces limites d’erreur de
Δ𝑝𝑧𝑚𝑎𝑥

et Δ𝑝𝑧𝑚𝑖𝑛
pour des plans horizontaux de l’espace de travail du RPC sont tracées

pour évaluer l’incertitude de l’erreur de pose théorique verticale. La seconde partie cherche à
minimiser l’effet de l’hystérésis en optimisant la position des points d’ancrage 𝐴𝑖 des poulies.
Une fois la méthode présentée, elle est appliquée sur une trajectoire rectiligne horizontale à
deux hauteurs différentes du RPC ainsi que sur une trajectoire circulaire. Cela afin d’observer
l’évolution de la structure optimale du RPC ainsi que l’erreur moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 par rapport à
une structure de référence cubique.

Ces travaux nous ont permis d’observer premièrement l’espace d’incertitude Ω de l’erreur
de pose théorique de la PM due à l’hystérésis. À la position 𝑃1, minimisant 𝛿𝑝, Ω présente
une forme géométrique régulière avec un volume bien plus faible que celui de l’espace Ω de la
position 𝑃2 maximisant 𝛿𝑝. En effet, ce dernier est plus allongé et présente donc un volume
plus important. Il semblerait donc que les tensions jouent un rôle plus important que la
longueur des câbles déployées sur la forme et le volume de l’espace de Ω. De plus, il a pu être
remarqué que les espaces Ω ne sont pas centrés autour de la position nominale 𝑃𝑛, qui est
déterminée avec un module de Young nominal constant et identique sur l’ensemble des câbles.
Cela confirme les résultats du chapitre 3 indiquant qu’un module d’Young faible aurait plus
d’influence sur l’erreur de pose théorique qu’un module d’Young élevé même si les valeurs
sont équiréparties autour de sa valeur nominale 𝐸𝑛𝑜𝑚. Au regard de la relative constance de
l’erreur Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 sur la moitié basse de la trajectoire hélicoïdale, une stratégie d’étalonnage
permettrait de réduire cette erreur. Cependant, nous avons pu constater que le bord de
l’espace de travail du RPC était bien plus sensible aux erreurs générées par l’hystéresis de
l’élasticité des câbles. De plus, ces erreurs peuvent être réduites de prés de 30% en cherchant
à optimiser les positions des points d’ancrage des poulies sur la structure. La position de ces
points semblent jouer un rôle important dans l’influence qu’a l’hystérésis sur l’erreur de pose
théorique maximale de la PM. Par ailleurs, la conception et la réalisation d’un RPC ayant
des points 𝐴𝑖 mobiles est actuellement complexe et lourde de mise en œuvre. Il semblerait
cependant que des structures optimales moyennes sur des morceaux des trajectoires étudiées
réduiraient l’influence de l’hystéresis sur l’erreur de pose moyenne Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 de la PM. Il est à
noter que ce type de structure conviendrait uniquement pour des zones cibles restreintes de
l’espace de travail du RPC.
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Conclusion générale
Les travaux de recherches que nous avons présentés au travers de ce manuscrit de

thèse traitent de la modélisation, de l’analyse de sensibilité et de l’optimisation des Robots
Parallèles à Câbles (RPC). Nous nous sommes intéressés plus précisément à la sensibilité des
RPC suspendus à 3 degrés de libertés (ddl), avec une Plate-forme Mobile (PM) considérée
comme un point masse, vis-à-vis des incertitudes liées aux paramètres géométriques des
poulies de renvoi ainsi qu’au comportement mécanique des câbles. Il est à noter que les
modèles développés et mis en application dans ces travaux sont statiques et ne prennent pas
en compte le comportement dynamique des RPC.

Le manuscrit comporte quatre chapitres. Tout d’abord un état de l’art est mené dans le
chapitre 1. Cela a permis d’introduire les différents termes, notions, et modèles déjà présents
dans le domaine des RPC et utiles comme base à nos réflexions. Des verrous scientifiques
ont aussi été mis en lumière au travers de ce chapitre. L’amélioration de la précision des
RPC ressort comme un enjeu majeur de ce système mécanique. Une des causes de cette
relative faible précision est la non prise en compte dans les modèles standards des poulies
de renvoi et de la longueur morte des câbles c’est-à-dire entre les poulies et les enrouleurs.
De plus, une quasi absence d’étude sur l’influence des paramètres géométriques des poulies
sur la pose de la PM et des phénomènes mécaniques inhérents au câble, tel que l’hystérésis,
a pu être constatée. Cependant, des applications de RPC sont développées et utilisées en
condition réelle. Cela s’explique soit par des utilisations ne demandant pas une précision
millimétrique, soit par l’ajout d’un système de compensation d’erreur de pose, mais aussi par
la mise en place d’un asservissement et des schémas de commande complexes. Des modèles
trop complexes ne permettent pas une commande efficace en temps réel. Au regard de ces
observations le sujet de la thèse présenté a comme objectif principal d’obtenir une conception
préliminaire optimale de RPC, dans le but de simplifier les schémas de commande tout en
augmentant la précision de la pose de la PM.

À la suite de ces observations, le chapitre 2 établit les modèles statiques dits étendus.
Le terme « étendus » permet de souligner l’ajout des paramètres géométriques des poulies
ainsi que de la longueur morte des câbles. Comme cela a été remarqué dans le chapitre 1, la
modélisation du comportement mécanique des câbles peut-être menée à différentes échelles,
de l’élasticité uni-directionnelle jusqu’au fléchissement élastique du câble. Trois modèles
statiques étendus ont ainsi été mis en équation permettant de mener à bien les études tant
sur la prise en compte des paramètres géométriques que sur les paramètres mécaniques des
câbles. Il est à noter que ces modèles ont été établis pour une poulie dite « classique » donc
avec une articulation de type pivot vertical, mais aussi pour une nouvelle architecture de
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poulie ayant une articulation de type joint de cardan. Cette dernière n’est pas industrialisée
ni utilisée dans les RPC actuellement et est étudiée dans la suite du manuscrit. La dernière
partie du chapitre est dédiée à l’élaboration d’une méthode de quantification d’erreur de pose
théorique de la PM. Cette méthode nous permet de quantifier localement et globalement
l’erreur de pose théorique réalisée lors de la non prise en compte de paramètres de conception
dans un modèle inverse. Ces indices nous donnent la possibilité de suivre l’évolution des
erreurs le long de trajectoires rectilignes, sur des plans horizontaux à l’aide des iso-contours
d’erreur et dans un volume. Il est également possible de comparer les erreurs de pose globale
entre plusieurs RPC ayant des paramètres géométriques ou mécaniques différents. L’indice
d’évaluation de l’erreur de pose globale est donc utilisé comme réponse dans les analyses
de sensibilité qui sont développées dans les chapitres suivants pour l’étude des paramètres
géométriques des poulies ainsi que du comportement mécanique des câbles. Le chapitre 3 se
focalise sur l’analyse de sensibilité de RPC à 3 ddl ayant un point masse comme PM, tout
d’abord vis-à-vis des paramètres géométriques des poulies, puis du comportement mécanique
des câbles. Une première conception de la poulie à joint de cardan est de plus présentée,
nous permettant d’en connaitre la masse et ainsi de justifier sa non prise en compte dans
les modèles étendus. L’influence des paramètres géométriques des poulies, c’est-à-dire son
rayon de réa, sa longueur de bras de levier ainsi que son articulation principale est étudiée
sur l’erreur de pose théorique de la PM. Dans cette étude les câbles sont considérés comme
des segments élastiques avec un module de Young constant et identique quel que soit le câble.
Nous avons pu ainsi remarquer que la forme du RPC ne semblait pas influencer la répartition
des erreurs de pose, nous permettant donc de nous focaliser uniquement sur un RPC suspendu
cubique à 4 câbles avec un point masse comme PM. À l’aide d’un plan d’expériences nous
avons pu observer de fortes interactions entre les différents paramètres géométriques indiquant
la nécessité, lors de la conception préliminaire d’un RPC, de les prendre tous en compte pour
sélectionner les poulies adéquates. Pour ce faire, une méthode de tests fournissant l’évolution
de l’indice d’évaluation globale d’erreur de pose théorique en fonction du rayon du réa et de
la dimension du bras de levier a été proposée. Cette méthode facilite la sélection préliminaire
des dimensions géométriques des poulies. Grâce à ces connaissances nous avons pu fixer ces
paramètres afin de focaliser l’étude sur l’analyse de sensibilité par rapport aux incertitudes
du comportement mécanique liées à l’utilisation de câbles dans la chaîne d’actionnement.
L’influence du module de Young des câbles, de leur masse linéique, de la masse de la PM
et de l’articulation des poulies, dont la géométrie a été optimisée, est étudiée au travers de
l’application d’un plan d’expériences. Cette étude confirme que le module de Young des câbles
joue un rôle prépondérant dans l’erreur de pose théorique de la PM. De plus, l’évolution
de l’erreur de pose théorique de la PM n’est pas linéaire suivant la variation du module de
Young. Nous avons par la suite pu observer l’évolution des effets des incertitudes mécaniques
en fonction des dimensions du RPC montrant clairement une influence prépondérante du
module de Young et de la masse de la PM sur l’erreur de pose théorique. Une évolution de
l’effet de la masse linéique du câble est toutefois à noter lors de l’augmentation de la taille
du RPC. Dans le quatrième et dernier chapitre, l’accent est mis sur l’hystérésis du module
de Young des câbles, phénomène générant un comportement mécanique non-déterministe des
câbles. Dans ce chapitre, le module de Young de chacun des câbles est considéré indépendant
des autres. Nous avons mis en place une méthode d’optimisation permettant de déterminer
le jeu de modules de Young générant l’erreur de pose théorique de la PM la plus importante
et la plus faible. Il a pu être observé que, sur la moitié basse de l’espace de travail, l’erreur
de pose théorique maximale due à l’hystérésis et au fléchissement est relativement constante
et augmente rapidement sur la partie haute du RPC. L’erreur de pose théorique due à
ce phénomène non-déterministe peut représenter prés de 50% de l’erreur de pose générée
par un modèle étendu à module de Young nominal constant. Dans la seconde partie de ce
chapitre, la position des points d’ancrages des poulies sur la structure du RPC est optimisée
pour réduire l’influence de l’hystérésis sur l’erreur de pose théorique maximale de la PM. Il
en ressort que cette erreur, due au comportement particulier des câbles, peut-être réduite
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significativement en réfléchissant à la position des points d’ancrages des poulies pour des
applications déterminées au préalable.

Nous pouvons retrouver les apports des travaux menés dans cette thèse dans le Tab. 4.6.

Chapitre 2 Chapitre 3 Chapitre 4

- Modèle Géométrique Étendu - Présentation d’une nouvelle
architecture de poulie à joint
de cardan

- Méthode de prise en compte
de l’hystérésis du module de
Young du câble

- Modèle Élasto-Géométrique
Étendu

- Poulie à joint de Cardan qui
minimise ‖𝛿p‖2

- L’erreur due à l’hystérésis
peut représenter prés de 50%
de l’erreur générée par un mo-
dule de Young nominal

- Modèle Fléchissant Étendu - Ensemble des paramètres
géométriques des poulies im-
portants lors de la conception

- Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 est relativement
constant sur la majeur partie
de l’ETS

- Schéma de résolution itératif - Méthode de sélection du
jeu de paramètres 𝑟𝑝/ℎ pour
chaque type de poulie

- Méthode d’optimisation des
points d’ancrages des poulies
pour réduire Δ𝑝𝑚𝑎𝑥

- Schéma de résolution du
MFD𝐸

- Module de Young est le pa-
ramètre mécanique le plus in-
fluent quelque soit la dimen-
sion du RPC

- Réduction de Δ𝑝𝑚𝑎𝑥 signifi-
catif en travaillant sur la posi-
tion des points d’ancrage des
poulies

- L’effet de la masse linéique
𝜇0 croissant avec la dimension
du RPC

Table 4.6 – Tableau récapitulatif des conclusions de la thèse

Nous pouvons rappeler la problématique, que nous avions formulé dans l’introduction,
« Quels sont les paramètres et les incertitudes de la chaîne d’actionnement affectant la
précision de la plateforme mobile du RPC et quels sont les choix à faire lors de la conception
pour limiter leurs effets ? ». Au regard de ces résultats nous pouvons apporter comme réponse
à notre problématique que les poulies et de ses paramètres géométriques jouent un rôle pour
des structures de RPC inférieur à 5𝑚 de coté. Cependant, leurs effets sur l’erreur de pose
théorique de la PM peut être fortement réduit lors de leurs prises en compte dans le modèle
inverse. Leur dimensionnement nécessite la prise en compte de l’ensemble de leurs paramètres
géométriques et il existe un jeu de paramètres rayon de réa/bras de levier minimisant l’erreur
de pose théorique. De plus, la nouvelle poulie avec une articulation de type joint de cardan
est un choix technique réduisant l’erreur de pose théorique de la PM ainsi que les contraintes
mécaniques internes. Quelle que soit l’échelle du RPC il est nécessaire de prendre en compte
l’incertitude sur les paramètres mécaniques des câbles lors de la conception. Une recherche
des positions optimales des points d’ancrages des poulies permet cependant d’améliorer la
précision vis-à-vis de l’hystérésis des câbles, mais réduit l’espace de travail du RPC.

D’un point de vue méthodologique, ce manuscrit introduit des modèles statiques permet-
tant de prendre en compte l’ensemble des paramètres géométriques des poulies combinés soit
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à une modélisation des câbles sous forme de segment élastique soit à une modélisation de leur
fléchissement. Une méthode de comparaison entre deux modèles est aussi présentée et permet
d’analyser l’effet de paramètres. La prise en compte de l’hystérésis a de plus été formalisée
aidant ainsi à connaitre l’erreur de pose théorique maximale de la PM si les valeurs bornant
le module de Young sont connues.

Perspectives
Dans un premier temps il serait intéressant d’étendre l’étude sur l’optimisation des points

d’ancrage à une optimisation non plus sur une position unique mais sur une trajectoire recti-
ligne globalement prise en compte. Cela nous permettrait de déterminer la réelle architecture
globale minimisant l’erreur de pose théorique pour du suivi de trajectoire. De plus, il serait
intéressant de coupler cela avec d’autres problématiques de sélection de la géométrie d’un
RPC, comme la dimension du volume de travail. Par la suite, il serait intéressant d’intégrer
une géométrie de PM aux modèles. En effet, La PM, dans ces travaux, a été considérée
comme un point masse réduisant ses ddl aux trois translations. Cela impliquerait donc une
gestion de l’orientation de celle-ci par l’ajout de câbles. Nous pourrions ainsi étudier le RPC
avec une PM à orientation constante. Cela aura comme effet de réduire les espaces de travail
ainsi que les espaces réguliers des RPC, de modifier la répartition des tensions dans les
câbles, mais aussi de devoir prendre en compte les différentes interférences entre les câbles
ou entre les câbles et les éléments de la structure du RPC dans les modèles. Une étude de
sensibilité aux incertitudes pourra donc être à nouveau menée, se basant sur les méthodes
déjà développées dans cette thèse, afin d’en extraire les effets sur l’orientation de la PM.
Une optimisation de la position des points d’ancrage des poulies, mais aussi des points de
fixation des câbles sur la PM pourra être menée afin de réduire l’influence de l’hystérésis sur
la précision de la PM. Une modélisation de l’enrouleur et de l’angle de sortie du câble de
celui-ci serait un plus au modèle. Cela permettrait de prendre en compte une petite variation
de longueur de câble générée par l’angle de sortie de l’enrouleur dans la longueur morte du
câble et donc dans son allongement.

En restant dans les études numériques, mais nécessitant un temps d’étude plus important,
nous pourrions nous intéresser au comportement dynamique du RPC et de la poulie à joint
de cardan. En effet, les travaux ont montré de bon résultats de la part de la poulie équipée
d’un joint de cardan sur la réduction d’erreur de pose théorique. Cependant, cette thèse
s’est restreinte au domaine statique. Une étude en dynamique de ces poulies serait utile et
permettrait d’observer leur réaction au changement de direction, leur effet sur le caractère
vibratoire du RPC ainsi que l’effet de l’inertie de celles-ci sur les erreurs de pose de la
PM. Par la suite, un prototype de cette architecture de poulie pourra être fabriqué. Des
essais expérimentaux comparatifs avec des poulies « classiques » pourront être réalisés dans
l’objectif de conclure sur l’efficacité de cette architecture de poulie dans le domaine des RPC.

Les études numériques menées ont permis de quantifier la sensibilité des RPC à un
ensemble de paramètres géométriques et mécaniques. Cependant, sur la suite des études, il
serait judicieux de réaliser des essais expérimentaux, pour valider les modèles et résultats
obtenus numériquement. De plus, des essais de traction/détente sur les câbles utilisés
permettraient de mieux caractériser les variations du module de Young des câbles dues à
l’hystérésis afin d’extraire des espaces d’incertitude plus précis. Il pourra être implémenté une
loi d’évolution de l’élasticité du câble par rapport à son état de tension précédent ou à extraire
des probabilités de valeur des tensions dans les câbles dans l’objectif de préciser l’espace
d’incertitude. De plus, le développement d’un système permettant de modifier rapidement
les points d’ancrage des poulies au cours de la réalisation d’une trajectoire sans réétalonnage
pourrait grandement augmenter la précision des RPC. Cependant, cela demanderait une
étude poussée et le développement complet d’un RPC.
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Dans un futur plus lointain l’équipe de recherche au sein du laboratoire souhaite orienter
ses recherches dans le domaine de l’impression 3D de béton grâce à des RPC. Il serait alors
essentiel de développer et fabriquer un prototype de RPC répondant à cette application.
Cela nous permettra de mettre en application l’ensemble des technologies qui auront été
développées et étudiées dans cette thèse et par la suite. De plus, une expertise plus poussée
dans le domaine de la commande et de l’étalonnage des RPC devra alors être acquise.
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Cette annexe décrit la mise en place des équations du modèle géométrique avec des
poulies équipées de joint de cardan pesante dans l’objectif de vérifier l’hypothèse faite dans
cette thèse de ne pas prendre sa masse en compte. Effectivement, dans cette thèse la masse
du système Réa + Bras de levier (𝑚𝑝𝑖) composant les poulies est négligée. Cependant, dans
le cadre d’une telle architecture de poulie cette masse joue forcement un rôle dans l’équilibre
statique du système et donc sur la pose finale de la Plateforme Mobile (PM). Nous cherchons
donc à quantifier son influence. Dans la première partie de cette annexe, les équations sont
mises en places. Puis, les résultats sont analysés afin de déterminer si la masse 𝑚𝑝𝑖

peut-être
ou non négligée.
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A.1 Modèle géométrique de poulie pesante
équipée d’une articulation de type joint de
cardan

Les équations de ce modèle sont basées sur le schéma présenté sur la Fig. A.1 et la
Fig. 2.4a.

Figure A.1 – Paramétrisation d’une poulie pesante dans le plan (𝐴𝑖, x𝑝𝑢𝑙, z𝑝𝑢𝑙)

Pour déterminer la position de la poulie en prenant en compte sa masse propre il est
nécessaire de résoudre un système d’équation décrivant la statique de la PM ainsi que de
la poulie. Dans ce modèle, la masse de la poulie comprend la masse de la réa et la masse
du bras de levier. Le point d’application du poids de ce système est localisé par le point
𝐺𝑝𝑖

point de gravité de l’ensemble Réa+Bras de levier, éloigné d’une distance 𝑒 de 𝐴𝑖 et
se trouvant sur la droite (𝐴𝑖𝐻𝑖), 𝐻𝑖 correspondant au centre de la réa. t𝑢𝑖

et t𝑑𝑖
sont les

tensions respectivement dans la partie utile du câble et la longueur morte. F𝑢𝑑𝑖
est la force

équivalente des tensions et F𝑅𝑖
la force de réaction du support au point 𝐴𝑖. Le poids dû

à la masse de la PM est noté P, orienté suivant z négatif et est appliqué au centre de la
PM considéré comme un point masse, noté 𝑃 . Les points géométriques dépendant de la
pose de la PM seront exprimés en coordonnées polaires. Les inconnues du système sont
[t𝑢𝑖

t𝑑𝑖
F𝑅𝑖

F𝑑𝑢 𝛽𝑖 𝜃𝑖 𝛾𝑖] ce qui revient donc à 11 inconnues par câble. L’angle 𝛽𝑖 permet le
positionnement de 𝐻𝑖 et 𝐺𝑝𝑖

. Les angles 𝜃𝑖 et 𝛾𝑖 décrivent, respectivement l’angle entre x𝑝𝑢𝑙

et d𝑖 et entre d𝑖 et k𝑖, définissent la position de 𝐷𝑖 et 𝐾𝑖.
Tangence en sortie et en entrée de poulie : Les câbles en entrée et en sortie des poulies
doivent respecter une contrainte de tangence. Le produit scalaire entre le vecteur tension du
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câble utile t𝑢𝑖
et le vecteur d𝑖 doit être nul et de même pour celui entre le vecteur tension

de la partie morte du câble t𝑑𝑖 et k𝑖 (cf. Eq. A.1).

{︃
t𝑇

𝑢𝑖
.d𝑖 = 0

t𝑇
𝑑𝑖
.k𝑖 = 0

(A.1)

où t𝑢𝑖
= [𝑡𝑢𝑥𝑖

, 𝑡𝑢𝑧𝑖
]𝑇 est la tension dans la partie utile du câble. t𝑑𝑖

= [𝑡𝑑𝑥𝑖
, 𝑡𝑑𝑧𝑖

]𝑇 est
pour sa part la tension dans la longueur morte du câble. Nous pouvons noter d𝑖, dans le
repère ℜ𝑝𝑢𝑙, comme :

{︃
𝑥𝑑𝑖

= 𝑟𝑝𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖)
𝑧𝑑𝑖 = 𝑟𝑝𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖)

(A.2)

Nous pouvons de même exprimer k𝑖 dans le repère de la poulie comme :

{︃
𝑥𝑘𝑖 = 𝑟𝑝𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖)
𝑧𝑘𝑖 = 𝑟𝑝𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖)

(A.3)

le système d’équations A.1 peut alors s’écrire comme :

{︃
𝑡𝑢𝑥𝑖𝑟𝑝𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖) + 𝑡𝑢𝑧𝑖𝑟𝑝𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖) = 0
𝑡𝑑𝑥𝑖𝑟𝑝𝑐𝑜𝑠(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖) + 𝑡𝑑𝑧𝑖𝑟𝑝𝑠𝑖𝑛(𝜃𝑖 + 𝛾𝑖) = 0

(A.4)

Résultante statique : D’après le théorème de la résultante statique nous avons :

{︃
F𝑅𝑖𝑥

+ F𝑑𝑢𝑥𝑖
= 0

F𝑅𝑖𝑧
+ P𝑝𝑖

+ F𝑑𝑢𝑧𝑖
= 0

(A.5)

Tensions dans les câbles : Pour la détermination de la tension du câble utile t𝑢𝑖
le

Principe Fondamental de la Statique (PFS) est réalisé au point 𝑃 , centre de la PM :

P +
𝑚∑︁

𝑖=1
t𝑢𝑖

= 0 (A.6)

Cette notation est équivalente à l’Eq. 1.5 mais permet de mettre l’accent sur les vecteurs
t𝑢𝑖

et non sur leur norme euclidienne 𝑡𝑖. En considérant que la poulie est montée sur roulement
lui permettant une rotation avec un minimum de frottement autour de son axe de rotation.
La tension de la longueur morte du câble t𝑑𝑖 peut donc s’exprimer en fonction de la norme
euclidienne t𝑢𝑖

(cf. Eq. A.7).

𝑡𝑢𝑖u𝑑𝑖 = t𝑑𝑖 (A.7)

où 𝑡𝑢𝑖
est la norme euclidienne du vecteur t𝑢𝑖

et u𝑑𝑖
le vecteur unitaire le long de la longueur

morte de câble 𝑖.

La force combinée des tensions F𝑑𝑢 et t𝑑𝑖 s’appliquant au point 𝐻𝑖 peut alors s’exprimer
comme :

F𝑑𝑢𝑖
= t𝑢𝑖

+ t𝑑𝑖
(A.8)
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Moment statique au point 𝐴𝑖 : Nous savons que 𝐺𝑖 et 𝐻𝑖 sont alignés suivant h𝑖 et donc
dépendent tous deux de 𝛽𝑖. Ainsi, il est possible d’écrire :{︃

𝑥𝐺𝑖
= 𝑒𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖)

𝑧𝐺𝑖
= 𝑒𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖)

(A.9)

et

{︃
𝑥𝐻𝑖 = ℎ𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖)
𝑧𝐻𝑖

= ℎ𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖)
(A.10)

Nous pouvons appliquer le théorème du moment statique du PFS en 𝐴𝑖, ce qui nous
permet d’écrire que :

h𝑖 ∧ F𝑑𝑢𝑖 + g𝑖 ∧ P𝑝𝑖 = 0 (A.11)

où g𝑖 est le vecteur entre 𝐴𝑖 et 𝐺𝑝𝑖
. En développant l’équation A.11 il est obtenu :

⎧⎪⎨⎪⎩
ℎ𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖)
0
ℎ𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖)

∧

⎧⎪⎨⎪⎩
𝐹𝑑𝑢𝑖𝑥

0
−𝐹𝑑𝑢𝑖𝑧

+

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑒𝑐𝑜𝑠(𝛽𝑖)
0
𝑒𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑖)

∧

⎧⎪⎨⎪⎩
0
0
−𝑃𝑝𝑖

= 0 (A.12)

En résolvant l’Eq. A.12, une unique composante du moment en y est générée, permettant
d’exprimer 𝛽𝑖 (cf. Eq. A.13).

𝛽𝑖 = 𝑡𝑎𝑛−1(−ℎ𝐹𝑑𝑢𝑖𝑧 + 𝑒𝑃𝑝𝑖

ℎ𝐹𝑑𝑢𝑖𝑥
) (A.13)

Système Final : Le système décrivant le modèle de poulie à joint de cardan pesante peut
être écrit dans sa globalité comme présenté dans Eq. A.14. La résolution de ce système se
fait à l’aide de la fonction d’optimisation de matlab "fmincon".

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

t𝑇
𝑢𝑖
.d𝑖 = 0

t𝑇
𝑑𝑖
.k𝑖 = 0

F𝑅𝑖𝑥
+ F𝑑𝑢𝑥𝑖

= 0
F𝑅𝑖𝑧

+ P𝑝𝑖
+ F𝑑𝑢𝑧𝑖

= 0
P +

∑︀𝑚
𝑖=1 t𝑖 = 0

𝑡𝑢𝑖
u𝑑𝑖

− t𝑑𝑖
= 0

t𝑢𝑖 + t𝑑𝑖 − F𝑑𝑢 = 0

𝑡𝑎𝑛−1(−ℎ𝐹𝑑𝑢𝑖𝑧 + 𝑒𝑃𝑝𝑖

ℎ𝐹𝑑𝑢𝑖𝑥
) − 𝛽𝑖 = 0

(A.14)

A.2 Résultats
Maintenant que le système décrivant la position de la poulie prenant en compte sa propre

masse est établie, il est possible d’évaluer l’erreur réalisée lorsque les 𝑚𝑝𝑖
sont négligées dans

la modélisation. Pour se faire, la position calculée avec le modèle de poulie non-pesante p
est comparée avec le modèle de poulie pesante p𝑚. L’indice de comparaison 𝛿p𝑚 est établie
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comme étant la norme euclidienne de la différence de position de la PM entre les modèles
prenant ou non en compte les masses des poulies (cf. Eq. A.15).

𝛿𝑝𝑚 = ‖p𝑚 − p‖2 (A.15)

En évaluant 𝛿𝑝𝑚 sur l’ensemble du volume d’un RPC3 l’erreur moyenne est de 5.10−6𝑚𝑚
pour un RPC à 3 câbles de 15𝑚 de long et 15𝑚 de haut et de 10−5𝑚𝑚 pour un RPC à 3
câbles de 5𝑚 par 5𝑚. En comparaison à l’erreur moyenne induite par la prise en compte des
paramètres géométriques, l’hypothèse réalisée dans la thèse de négliger la masse de la poulie
est donc admissible.
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𝑆 Vecteur de la longueur utile du 𝑖è𝑚𝑒 câbles du MGI𝑆/MGD𝑆

L𝑇0 Jeu des longueurs totale initial pour la méthode d’évaluation de l’erreur de pose
théorique

L𝑇𝐸
Jeu des longueurs totale des câbles dans MGI𝐸/MGD𝐸

L𝑇𝑆
Jeu des longueurs totale des câbles dans MGI𝑆/MGD𝑆

o Orientation de la PM
p Position de la PM
p𝑖𝑛𝑖 Vecteur de pose désirée de la PM
p𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸

Vecteur de position de la PM déterminée avec le MEGD𝐸

q𝑖 Vecteur entre 𝐻𝑖 et 𝐵𝑖

R Matrice de rotation reliant ℜ𝑏 et ℜ𝑝

Ry𝑝𝑢𝑙
Matrice de rotation du repère ℜ𝑝𝑢𝑙 autour de y𝑝𝑢𝑙

Rz𝑏
Matrice de rotation du repère ℜ𝑝𝑢𝑙 autour de z𝑏

s𝑖 Vecteur entre 𝐶𝑖 et 𝐻𝑖

t Jeu des tensions dans les 𝑚 câbles
t𝑖

𝑑 Vecteur tension de la partie morte du 𝑖è𝑚𝑒 câble
t𝑖

𝑢 Vecteur tension de la partie utile du 𝑖è𝑚𝑒 câble
W −J−1

w𝑒 Torseur des actions mécaniques extérieures
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Nomenclature

𝜃𝑖 Angle entre x𝑝𝑢𝑙 et d𝑖

𝐴𝑖 point de sortie du 𝑖è𝑚𝑒 câble pour les modèle MGI𝑆/MGD𝑆 et point d’ancrage de la
𝑖è𝑚𝑒 poulies pour les autres modèles

𝐵𝑖 Point d’attache du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝐶𝑖 Point de sortie de l’enrouleur du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑑𝑐 Diamètre du câble

𝐷𝑖 Point de sortie de la poulie du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑑𝐴𝑖 Distance entre le point d’ancrage optimisé de la 𝑖è𝑚𝑒 poulie avec sa position initiale

𝐸𝑖 Module de Young du 𝑖è𝑚𝑒 câble (𝐺𝑃𝑎)

𝐸𝑚𝑎𝑥 Valeur maximale du module de Young

𝐸𝑚𝑖𝑛 Valeur minimale du module de Young

𝐸𝑛𝑜𝑚 Valeur nominale du module de Young

𝑔 Accélération de la pesanteur

𝐻 Hauteur de la structure du RPC

𝐻𝑖 Centre de la 𝑖è𝑚𝑒 poulie

𝐾𝑖 Point d’entré dans la poulie du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝐿 Longueur des cotés de la structure du RPC

𝑙𝑖𝑑 Longueur morte du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑙𝑖𝐸 Longueur utile du 𝑖è𝑚𝑒 câble dans les modèles étendus

𝑙𝑖𝑆 Longueur du 𝑖è𝑚𝑒 câble du MGI𝑆/MGD𝑆

𝐿𝑇𝐸
Longueur totale du 𝑖è𝑚𝑒 câble dans MGI𝐸/MGD𝐸

𝐿𝑖
𝑇𝑆

Longueur totale du 𝑖è𝑚𝑒 câble dans MGI𝑆/MGD𝑆

𝑚 Nombre de câble

𝑀𝑖 Point d’intersection entre t𝑖
𝑑 and t𝑖

𝑢

𝑚𝑃 𝑀 Masse de la charge transportée plus la masse propre de la PM

𝑁 Nombre de discrétisation pour le calcul de ‖𝛿p‖2

𝑛 Nombre de ddl

𝑂 Centre du repère global ℜ𝑏

𝑃 Centre la PM

𝑃𝑛 Position obtenu en considérant l’élasticité des câble comme étant égale à 𝐸𝑛𝑜𝑚

𝑃𝑖𝑛𝑖 Position désirée de la PM

𝑃𝑀𝐸𝐺𝐷𝐸
Pose de la PM déterminée avec le MEGD𝐸

𝑟𝑐 Rayon du câble

𝑟𝑝 Rayon du réa de la poulie

𝑅𝑉 Ratio entre 𝑉𝐿 et 𝑉𝑇

𝑅𝑚𝑎𝑥
𝑉 Ratio 𝑅𝑉 maximal

𝑆𝑖 Section du 𝑖è𝑚𝑒 câble

168



𝑇𝑎 Tension maximale admissible

𝑡𝑖𝑑 Tension de la partie morte du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑡𝑖 Tension dans le 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑇𝑟 Tension de rupture du câble

𝑡𝑖𝑢 Tension de la partie utile du 𝑖è𝑚𝑒 câble

𝑡𝑖𝑑𝑥
composante en x de t𝑖

𝑑

𝑡𝑖𝑑𝑧
composante en z de t𝑖

𝑑

𝑡𝑚𝑎𝑥 Tension maximale admissible

𝑡𝑚𝑖𝑛 Tension minimale admissible

𝑡𝑖𝑢𝑥
composante en x de t𝑖

𝑢

𝑡𝑖𝑢𝑧
composante en z de t𝑖

𝑢

𝑉𝐿 Volume du RPC limité en erreur de pose théorique de la PM

𝑉𝑇 Volume total du RPC
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Résumé

Sensibilité des robots parallèles à câbles aux incertitudes des paramètres
géométriques des poulies et mécaniques des câbles

Cette thèse s’intéresse à la modélisation et à l’étude de sensibilité des Robots Parallèles à Câbles
(RPC) aux paramètres géométriques et mécaniques. Ce système robotique présente de nombreux
avantages dans son utilisation mais sa conception et sa commande demeurent des problématiques
fortes. Ces travaux étudient l’influence sur la précision des RPC des paramètres géométriques
introduits par la présence des poulies, mais aussi des phénomènes mécaniques liés à l’utilisation des
câbles dans la chaîne d’actionnement. L’objectif principal est d’obtenir une conception préliminaire
de RPC optimale, dans le but de simplifier les schémas de commandes tout en augmentant leur
précision. Un état de l’art est réalisé au chapitre 1, mettant en lumière les verrous scientifiques
persistants dans le domaine des RPC. Le chapitre 2 présente le développement de modèles, dits
étendus, pour tous types de RPC. Ces modèles prennent en compte les poulies, la longueur morte
ainsi que l’élasticité uni-directionelle du câble et son fléchissement. Dans les chapitres suivants,
les analyses portent sur des RPC suspendus à 3 degrés de liberté ayant un point masse comme
Plate-forme Mobile (PM). Le chapitre 3 s’intéresse dans un premier temps à la conception d’une
nouvelle architecture de poulie sur la base d’un joint de cardan. Dans un second temps, l’influence
des paramètres géométriques des poulies sur la précision des RPC est étudiée. L’élasticité des câbles
est par la suite étudiée pour observer son effet sur l’erreur de pose de la PM. Le chapitre 4 traite de
l’incertitude sur l’élasticité en la considérant indépendante d’un câble à l’autre. Cela nous permet de
présenter l’influence du phénomène d’hystérésis de l’élasticité des câbles sur l’incertitude de pose de
la PM. La dernière partie de ce chapitre s’intéresse à l’optimisation de l’architecture de RPC afin de
réduire l’erreur de pose de la PM imputable à l’hystérésis. Les méthodes d’analyse des incertitudes
et les résultats présentés dans ces travaux de thèse permettent une meilleure compréhension de la
répartition de l’erreur de pose de la PM lors de l’utilisation des RPC et un nouvel éclairage sur leur
prise en compte lors de la conception préliminaire.
Mots-clés : Robot Parallèle à Câbles, Analyse de Sensibilité, Incertitudes, Précision, Poulies, Comportement
Mécanique des Câbles

Abstract

Sensitivity of cable-driven parallel robots to uncertainties in pulley geometry
and cable mechanical parameters

This thesis focuses on the modelling and sensitivity study of Cable-Driven Parallel Robots
(CDPR) with respect to geometrical and mechanical parameters. This robotic system has many
advantages in its use, but its design and control remain major issues. This work studies the influence
on the precision of the CDPR of the geometric parameters introduced by the presence of the pulleys,
but also of the mechanical phenomena linked to the use of cables in the actuation chain. The main
objective is to obtain an optimal preliminary design of the CDPR, in order to simplify the control
schemes while increasing their accuracy. A state of the art is presented in Chapter 1, highlighting
the remaining scientific bottlenecks in the field of CDPRs. Chapter 2 presents the development of
so-called extended models for all types of CDPRs. These models take into account pulleys, dead
length and uni-directional cable elasticity and deflection. In the following chapters, analyses are
carried out for suspended 3-degree-of-freedom CDPRs with a mass point as Mobile Platform (MP).
In chapter 3, the design of a new pulley architecture based on a cardan joint is first considered. In
a second step, the influence of the pulley geometrical parameters on the accuracy of the CDPR
is studied. The elasticity of the cables is then studied to observe its effect on the MP installation
error. Chapter 4 deals with the uncertainty in the elasticity by considering it independent from
one cable to another. This allows us to present the influence of the hysteresis phenomenon of the
cables elasticity on the uncertainty of the MP installation. The last part of this chapter focuses
on the optimisation of the CDPR architecture in order to reduce the MP installation error due to
hysteresis. The uncertainty analysis methods and results presented in this thesis work provide a
better understanding of the distribution of MP error when using CDPRs and shed new light on their
consideration at the preliminary design stage.
Keywords: Cable-Driven Parallel Robot, Sensitivity Analysis, Uncertaintys, Accuracy, Pulleys, Mechanical
Behaviour of Cables


