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ABSTRACT

Assuming that V is periodic, we study the spectrum of
P, = —h?A+V +t6V actingon L?(R") when k tends to 0. We first show
that P, restricted to a convenient spectral interval is unitary equivalent
to an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We
then show that P, admits at least one simple eigenvalue when ¢ is not
too small (depending on n) and we study the behaviour of this eigenvalue

with respect to t.
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Etude Semi-classique d’une Perturbation d’un Opérateur
de Schrddinger Périodique.
par F.Klopp
Université de Paris-Sud
Département de Mathématiques Bat. 425
91405 Orsay
et U.R.A 760 CNRS.
§0 Introduction:

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant:

(0.1) Py=-hZA+V+t8V

ou VeC®(RN:R) est L-périodique, L étant un réseau de RN,

0=<8VeCE(R";R) et t est un paramétre mesurant 1a taille de Ia

perturbation. On définit P=-hZA +V.

L'étude d’opérateurs du type (0.1) a d'abord été amorcée par les
physiciens voir par exemple le livre de J. Callaway [C] ou celui de Landau et
Lifschitz [LL], ceux—ci traitant 1a plupart du temps des cas particuliers a la
dimension 1. Puis, plus récemment, ces opérateurs ont donné lieu a des
papiers mathématiques ( voir F. Bentosela [B], M. Klaus [K]) dont beaucoup
se placent dans l'approximation de 1a limite semi-classique ou dans le cas
des grandes constantes de couplage.

Dans le cas des grandes constantes de couplage (c’est-a-dire h=1 et
t — o), P.A Deift et R. Hempel [DH] ont montré, sous des hypothéses
différentes des notres que pour presque toute énergie E dans un gap de P, ii

existe des valeurs du parametre de perturbation t tel que E soit valeur
propre de Py. Ce résultat fut retrouvé par F. Gesztesy et B. Simon [GS].
Alama, Deift et Hempel [ADH] ont aussi étudié la question du nombre de

valeurs propres de Py dans un gap de P. Dans le cas unidimensionnel et dans



0.2

'approximation des grandes constantes de couplage, dans [GHKSV], F.
Gesztesy, D. Gurarie, H. Holden, M. Klaus, L. Sadun, B. Simon et P. Vogl

ont mis en évidence des phénomeénes de cascades de valeurs propres pour
des opérateurs du type de Py.
Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S4], B.Simon a étudié la

largeur de la premiére bande spectrale de P. Ses résultats ont été obtenus

indépendament par Outassourt qui, dans [0], a aussi démontré des résuiltats
sur l'existence de valeurs propres pour Pt dans un gap de P ceci pour des
perturbations pas trop petites.

Notre travail va en quelque sorte prolonger le sien mais les techniques
utilisées seront différentes. Nous allons nous servir des méthodes mises en
place par Helffer et Sjdstrand [HSj1], [HSj2], [Hsj3] puis étendues par

Carlsson [Ca] au cas d’une infinité de puits. Nous étudierons le spectre de

P{ dans un intervalle I en utilisant des opérateurs de référence Pt,j qui

sont associés aux puits de potentiel. Ceci nous permettra de ramener notre
probléme, par équivalence unitaire, & 1'étude du spectre d’un opérateur du
type noyau de Birman-Schwinger dépendant de t agissant sur L2(T) ol
T=(RN)*/L*.

On obtient alors 1'existence d’un seuil positif ou nul Tgy (Tgy est nul
en dimension 1 ou 2) tel que pour t positif plus petit que Tsy, il n'g a pas de
spectre pour Py au dessus de la bande spectrale de P dans I. Par contre,

pour t plus grand que Tgy, il apparait au moins une valeur propre de Pty

notée A(t), hors de la bande de spectre essentiel de Py dans I; cette valeur

propre est simple et on peut caractériser le comportement en t. On étudie

1a maniére dont A(t) décolle du sommet de la bande spectrale de P quand t

croit & partir de Tgy. On obtient qu’en dimension 1 et 3, elle croit comme

le carré de t-Tgy, en dimension 2, comme une exponentielle en
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-(t-Tgy)~!, en dimension 4, comme -(t-Tgy)/Log(t-Tgy), et
linéairement pour les dimensions plus grandes.

Pour ce qui concerne les dimensions supérieures & 3, on montre que pour
t assez petit, cette valeur propre est la seule dans V'intervalle I considéré,

mises a part celles éventuellement plongées dans le spectre essentiel.

Des résultats analogues aux ndtres ont déja été obtenus dans 1'étude de
perturbations du laplacien libre par B. Simon puis par M. Klaus et B. Simon.
En effet, dans le cas ou V est un potentiel négatif a courte portée, B. Simon
en dimension 1 et 2 dans [S5] puis M. Klaus et B. Simon en dimension
quelconque dans [KS] ont étudié le comportement asymptotique de la plus
grande valeur propre négative de —A+tV quand t>0 et t — 0; ils obtiennent

des développements identiques & ceux décrits ci—dessus.

Remerciements: Je voudrais remercier J. Sjéstrand, sous la direction
duquel ce travail a été effectué, pour l'aide constante, tant matérielle que

morale, qu'il m’a apportée.



1.1

§1: Définitions et résultats:

Soit L un réseau c'est-a-dire L=&D1<j<n2uj ol (Ujje[1,n] ©St Une
base de RN. On considére V'opérateur de Schrodinger suivant agissant sur
LZ(RN):

(1.1) P=-h2A+V
avec V satisfaisant:
(H.1): VeC®(RN:R) et V périodique sur le réseau L c’est-a-dire
tel que pour tout x dans RN et tout o dans L: V(x+&)=V(x).
On définit: L*={c'e(RM*; V xel ot-a’e2mZ } et T=(RN)*/L¥. On note
alors pour o dans L: T :LZ(RN)— LZ(RN) définie par (TyP)(X)=P(x-).
Par 1'nypothése (H.1), on a, pour tout o dans L:
(1.2) T_d°P°Td=P.
Nous allons maintenant supposer qu'il n’existe qu‘un puits par point du
réseau, c'est-a-dire:
(H.2): il existe £9>0 assez petit tel que pour §€[0,€4l, on a:
{xeRN; v(x)—8250}=ud€|_ud,g ol Uy, g=Ug, s +{x} et tels
que siaF#a'=sUy sNUy! 5=2.
On suppose, de plus, que Uy g est compact et de diametre O pour
la métrique d’Agmon, (V(x)—82)+dx2 ,0U L =max(f,0).
On notera, pour celL, ud=ud,o; on appellera les (Uo()o(eLv les puits de
potentiel et les (Uy g)qeL» (Pour 8>0), les puits de potentiel étendus. On
notera dg(-,-) la distance associée & la métrique d’Agmon (V(x)-82) dx2
(pour §€[0,€00) et d(+,+)=dy(+,+). On définit: Sp=infy £o(d(Uy,Up))
Pour chaque « dans L, on construit un opérateur de référence. Soit

0<e<g et 6 une fonction vérifiant

(1.3) 0=09€C8Ug ¢) et pour tout xelq ¢, V(X)+8o(x)2€2/4.
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Notons, pour oeL:
(1.4) 60 =T(0g) et Pu=P+Eg 2403
Remarque: Les fonctions 6y vérifient:
(1.5) 020, €C8 Uy, ) et pour tout xely ¢, V() +64(x)2E2/4.

Pour tout « dans L, on sait que Py est symétrique, borné
inférieurement, essentiellement auto-adjoint sur C§°(RN). Notons aussi
P> son extension auto-adjointe qui a pour domaine HZ(RN). Par un

théoréme de Persson [P], on sait que le spectre de P est discret en

dessous de £2/4.

Par construction, pour tout €L, on a:
(1.6) Pq=T°Po° T -
donc tous les Py ont le méme spectre. On note o(Py) le spectre de Py
Supposons maintenant:
(H.3): Ilexiste j)l=p(h), une valeur propre simple de Po telle que

J(h) — 0 quand h— 0 et une fonction a(h)>0 telle que a(h) — 0 et
hLog(a(h)) — 0 quand h— 0 tels que:

o(Po)nl-2a(h), ) +2a(h)]={u}.
On notera alors Y un vecteur propre normalisé associé a .

Appelons F (FCLZ(RN)) V'espace spectral associé a P et &
[JL—a(h),+a(h)] et TTF 1a projection orthogonale sur F. On obtient alors
Proposition 1.1: Sous les hypothéses (H.1)-(H.3):
(I) N existe ¥>0 et hg>0 tels que, pour helo,hpl,

G(P)n[}l—Za(h),A+2a(h)]C{)J,—Za(h),}l.u+2a(h))+D(0,e‘?5/h)
ol D(x,r) désigne le disque de centre x de rayon r dans C.

(II) Il existe hg>0 tel que pour tout helo,hgl, P|F est unitairement

équivalent a , un opérateur de L2(T) dans LZ(T) défini pour
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uel2(T), par Q(u)=w-u ol:

(i) W est un fonction analytique réelle sur T et analytique dans un
voisinage complexe W de T de la forme T +iB(0,1/Ch) ou C est une
constante positive ne dépendant pas de h et B(x,r) désigne la boule de

centre x de rayon r dans RN.
(i) lim supp —, glhlog(supg e lwW(8)-]1=-Sy
(iii) Si % eL™ alors ¥/2 est un point critique de W et (W)g¢p¢n, est

bornée dans 1'ensemble des fonctions holomorphes sur W.

(iv) w(e) est 1a valeur propre de Floquet du probléme périodique.

Cette proposition a déja été obtenue par Outassourt [0] sous des
hypotheses équivalentes aux ndtres bien que formulées différement. Dans la
partie §2, on donnera une preuve de la Proposition 1.1 différente de celle
d'Outassourt. La majoration de la largeur de la bande a aussi été établie par

Simon [S4]. On notera i=inf(W(T)) et s=sup(w(T)).

Nous allons maintenant nous intéresser a l'opérateur suivant:

(1.7) Py=-hZ2A+V+t8V=P+t8V
ol 1on suppose que 8V vérifie:

(H.4): 0=8VeC§Ug ¢ )y EVO0 surlUg et 18VIg=1.

On peut remarquer alors que pour tout ee[O,eo] et tout « non nul, on a:
(1.8) dg(supp(&V),Uy)>0.
On note: Sgy e=infy 2oldg(supp(8V),Uy)l et p=(P18VPg). Alors, pour
€el0,eql, Sgy,¢ >0 et il existe a>0 indépendant de h tel que a<p =1 (pour

cela voir (3.25) et sa démonstration).

On va étudier Py de 1a méme maniére que P. Pour cela on construit des
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opérateurs de référence Py o & partir des Py de la fagon suivante:
(1.9) si « #0 alors Py =Py et Py g=Po+t8V
c'est-a-dire que:
(1.10) Py q=Py+Z 58 2 6 OU 83=05 si B#0 et Bp=0¢-t8V
Remarque 1.2: Pour h suffisament petit et [t|<a(h)/2, le spectre de
Pt,o est toujours discret en dessous de £2/4 et on montre facilement que
o (P, 0)NIM-a(h), ;L +3(h)] est réduit & une valeur propre simple que 1'on
notera J(t).
Définissons alors: Fy CLZ(RN) I'espace spectral associé a Py et
[ -a(h), ;L +a(h)], et T, Ta projection spectrale sur Fy. En exhibant, grace

aux vecteurs propres des opérateurs de références Pt,o(v une base de Fy,
nous démontrons:

Théoréme 1.3: Supposons (H.1)-(H.4). Pour tout Nelo,1/2[ et
€e€l0,eql, il existe hy >0 tel que pour tout helo,hy ¢l et pour tout
tel-ma(h), Na(h)(:

Pt|F, est unitairement équivalent a Qy: L2(T)— L2(T) défini par

Qif=W-f+ (L= Tl +K(OS

avec:

(i) Ww=w(O) la valeur propre de Floquet définie par P dans [l —a(h), d +a(h)].

(i) Mo: L2(T) — L2(T) défini par: Mof=(vol(T)) ™! frfde ol de est la
mesure de Lebesgue.

(iil) K(t) est un opérateur de LZ(T) dans L2(T) & noyau analytique sur
D(0,MNah))xwW(h)xw(h), ot W(h)={x+iy; xeT et [yl <1/Ch)} défini dans
la Proposition 1.1. Soit k(t,h,6,6’) son noyau. Alors:

k(t.h.e,e')=S(d,B)eLxL(kd,B(t,h)e'i(o"e"B'e'))

avec kot,B(tvh) vérifiant qu'il existe hn’x,eelo,hn,e[ tels que pour
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tout hel0,hy « ¢l, on a uniformément pour tout [t|<Ma(h):
13¢keq, g(tsh)1 <o (1=-¥)de(supp(8V),Uq) +de(supp(8V),Up)l/h g;

(o, 8) #(0,0) et 13k, olt,h) | se~2(1=¥)Ssv,e/h,
De plus K(0)=0.

(iv) Hi =M =8V 1Pl +tq(t)) ou q est analytique sur D(0,a(h)/2)
et vérifie: |q(t)|<1/(a(h)-2Itl) pour teD(0,a(h)/2).
De plus, Vapplication b:t+— 4 - L réalise une bijection de
D(0,a(h)/8) dans un domaine Dy, tel que:

D(0, pa(h)/18)cD},cD(0, p7a(h)/36).

Remarque 1.4: Pour t réel, K(t,h) est auto-adjoint et analytique en

t. De plus K(t,h) est compact et si on note:

IKN oo =5SUP(t,0,6')eD(0, Na(h))x T x T |K(t,h,8,8")] alors, pour tout
nelo,1/2[:

(1.11) hlog(IK ll oo) <= =S gy +0(1) quand h— 0.

Par le théoréme de Weyl et le Théoréme 1.3, on a:
(1.12) oggg(Pp)NI—a(h), k +a(h)]=w(T) =[i,s].

On va s’intéresser a o(Py)n([Ju-a(h),d +a(h)I\li,s]) , ceci pour
te]o,a(h)/8[, une étude tout a fait symétrique pouvant étre menée pour
tel-a(h)/8,0[. Comme nous avons déja isolé Tpgs(Pi)N[—alh), L +a(h)],
le spectre de Py dans [J—a(h),i[U]s, L +a(h)] est discret. On démontre la

Proposition 1.5: Pour h suffisament petit et te]o,a(h)/8[, on a
o(Py)nl-alh),il= @.

Pour étudier o(P¢)nls, L +a(h)], on se sert de la réduction donnée par le
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Théoréme 1.3, puis on étudie Vopérateur 24 grace a une sorte de principe

de Birman-Schwinger. On a alors besoin d’hypothéses supplémentaires sur

w:

(H.5):

(i) W n'admet que les é1éments de ((1/2)L*)/L* comme points

critiques et de plus, ceux—ci sont non dégénérés.

(i1) Si f(h)=s-i=supg ¢ T(W(O))-infg ¢ T(W(O)) alors
hlog(f(h))=-Sg+o0o(1) quand h—0 .

(i) Soit @W(8)=(w(6)-)/f(h). Il existe hy>0 et C>0 tels que,
pour 0<h<hg, on ait:

(*) @ n’atteint son maximum s (resp. son minimum i) qu‘en un
seul point noté 8¢ (resp. ;).

(*%) max|y| <35UPgeT | 0§ W(O)| <C et pour 0€(6g,8;),

|det[Hess( ()]l >1/C.
(%=x) Pour tout £>0, il existe 0<&8(g) indépendant de h tel que:

| 0(8)- s1>8(e) si Idist(8,05)1>€, et |W(6)- T1>8(€) si

|dist(e,8;)| >€.

Remarque: Dans un appendice, on montre que de telles hypothéses sur w

découlent naturellement d’hypothéses de symétrie sur le réseau L lorsque

les minima de V sont supposés non dégénérés et que j est la valeur propre

de fond de puits de Pg.

Notons Dg(w)= | dét(Hess(D(0))) 1 ~1/2 et Di(w)= | dét(Hess(d(e))) | 172,

On obtient alors les deux théorémes suivants:
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Théordme 1.6: Supposons (H.1)-(H.5) et n=1ou 2. Il existe hg>0 tel
que pour helO,hgl, il existe A(t) une fonction croissante analytique réelle
sur 10,a(h)/8[ dans Is, M +a(h)] qui est valeur propre simple de Py et qui
vérifie:

(1) sit/f(h)—0*:

(i) sin=1: (A1) =8)/f(h)=(1+0(1))-Cy(h,t)-(pt/f(h))Z,

(i1) sin=2: (A(t)-s)/f(h)=exp(=(1+0(1))-C2(h,t)-(f(h)/(pt))),

(2) pour tout C>1, il existe C’>0 tel que pour telf(h)/C,a(h)/8l[, on a:
1/C' <3 A (t) =1,

(3) sit/f(h) — +o0 et t/a(h) — 0: A(t)=s+(1+0(1))-(pt),

avec Cp(h,t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que pour

he]o,hel et pour tout telo,a(h)/8l,

(i) Cy(h, ) =(21/2. 1D g(w)/VoIT)2-(1+0(e ~(Ssv=€)/hy),

(i) C(h,t)=(VoIT/(2mDg(w)))-(1+0(e~(Ssv=€)/hy)_

De plus, pour tout £>0, il existe hg >0 tel que pour he]O,he[ et pour
telo,a(h)/8l[, A(t) est la seule valeur propre de P{ dans
Is+0(e~(Ssv=E)/hy(\(t)-5), u +a(h)].

Remarque: Dans [SS5], B. Simon a déja obtenu des asymptotiques
similaires a (i-ii) dans 1'étude des valeurs propres de —A +t8V pour 8V
négatif et a courte portée, en dimension 1 ou 2.

L'étude de la valeur propre A(t) quand t/f(h) tend vers +oo a déja été

faite par Outassourt dans [0].

On définit I(N)=(VoIT) ™! fr(A-w(e))~'de pour A els, +ool sin=1ou 2
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et pour Aels,+oo[ sin=3.

Théoréme 1.7: Supposons (H.1)-(H.5) et n=3. Il existe hg>0 tel que,
pour helo,hgl, il existe une constante Tgy>0 et A(t), une fonction
croissante analytique réelle sur ]Tgy,a(h)/8[ dans Is, ) +a(h)] qui est
valeur propre simple de Py; elle vérifie:

(1) siu=(t-Tgy)/f(hy—o*t:

sin=3: (A(1)-8)/f(h)=(1+0(1))-Cx(h,t)-(pu)?,

sin=4: (A(t)-s)/f(h)=-(1+0(1))-C4(h,t)-(pu/log(pu)),

sin=5: (A(t)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cpn(h,t)-pu,

(2) pour tout C>1, il existe C'>0 tel que pour telT gy +f(h)/C,a(h)/8l, on

a: 1/C'=9; A (b) =1,

(3) si (t=Tgy)/f(h) — +o00 et t/ath) — 0: A(t)=s+(1+0(1))-(pt),

avec Tgy et Cp(h,t) vérifiant que, pour tout £>0, il existe heg >0 tel que
pour helo,he[ pour tout telo,a(h)/8l,

() Tgy=pI(sN~1-(1+0(e~(Ssv=€)/hy),

(i) n=25: Cp(h,1)=(=33 (D =¢) - 1(s)2-(1+0(e~ (Ssv=8)/hy),

(ifi) C4(h,1)=(VoIT(I(s)f(h))2/(412D4(w)))-(1+0(e ~(Ssv=€)/hy),

(iv) C3(h, )=(VOIT(I(s)f(h))2/(25/2. 12D ((w)))2-(1+ 0(e ~ (Ssv—€)/hy),

Pour tel0,Tgyl, ona, o(Py)nls,+a(h)]=2. Sin=5, N(Tgy)=s est
une valeur propre de P, .

De plus, pour tout €>0, il existe hg >0 tel que, pour tout hel0,hgl, il
existe une constante positive Tgy vérifiant: tgvzr(h)-e(sév'e)/h, telle
que, pour telTgy,Tgyl, A(t) est 1a seule valeur propre de Py dans

Is, M +a(h)], et pour telTgy,alh)/8[, A(t) est 1a seule valeur propre de Py
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dans ]s+0(e~(Ssv=€)/My(\(t)-s), L +a(h)].

Remarque: Dans [KS], M. Klaus et B. Simon ont obtenus des
asymptotiques similaires a (ii—iv) dans 1’'étude des valeurs propres de

- A+t8V pour 8V négatif et a courte portée, en dimension 3 ou plus.

I1 convient également de faire remarquer que, A(t) étant simple, sion

note Y un vecteur propre unitaire associé a A(t) alors, par (1.7)

(1.12) 3 X (V) =(8VY¢ ['9y).

Alors les Théorémes 1.6 et 1.7, nous disent que P est localisée au
voisinage de supp(&V) quand (t-Tgy)/f(h) est grand. Par contre, quand
(t-Tgy)/f(h) — 0, Py nest localisée au voisinage de supp(8V) qu’en
dimension plus grande que S alors que dans les dimensions 1 a 4, Yt se

“'délocalise’’ (la justification de ceci est fondée sur les démonstrations des

Théoréemes 1.6 et 1.7).
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§2. Etude du cas non perturbé: preuve de la Proposition 1.1:
Pour montrer la premiere assertion de la Proposition 1.1, on reprend la
démonstration du Théoréme 4.2 de Carlsson [Ca]. Remarquons que dans

notre cas, par (1.6), on a pour tout €L,

(2.1) 0(P)=0(Pg) donc Uy ¢ (o(P))=0(Pg).

On construit Ry(2) un opérateur borné pour z ¢ 5(Pg) et Re(z)=<€2/8 ol
R.e(2) désigne la partie réelle de z (Ta norme de Rp(z) dépend de
de(z,0(Pp)) et de dg(z,[€2/4, +00[) ol dg désigne Ta distance euclidienne

dans C) qui vérifie

(2.2) (P-2)Rp(2)=1+T(2)

oU T est tel qu'il existe c>0 et hy>0 tels que pour helo,hql et pour
ueC&(RN),

(2.3) IT@ull =(dg(z,0(PN " Te~¢/hul.

Donc, il existe c>0 tel que pour h suffisament petit, 1+ T(z) donc (P-2)

est inversible pour de(z,o’(Po))>e'C/h, ce qui achéve la démonstration du

point (I) de la Proposition 1.1.

Pour £€[0,€q] (¢ étant donné par 1'hypothése (H.2)), on note d¢ la
distance associée a la métrique d’Agmon (V(x)—82)+dx2. Notons alors,
pour €L et xeRN: dg y(x)=dg(x,Uy) et définissons les fonctions di, dg
sur LXL par: db(«, B)=dg(Ug,Uy) i 78 et
dL(ot,0)=2infy # gde(Ue,Ug)= 2info 2 0de(Uy,Up) (grace ala
périodicité de V), et

d&(at, B)=infoy 76, M # B{dg Uy, Ung) +dg (Ung, U +dg (Um, Ug)).
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Soit ®¢ une fonction positive localement lipschitzienne sur RN vérifiant
(2.4) V& |=(v-e2)/2Z ol (+), =max(-,0).
On définit, si I - | désigne a norme habituelle sur LZ(RN), V'espace Lée,h
par Lée,h =(ueL%0c; e®e/hyecL2) muni de 1a norme
I-lg, n=le®e/NC)I,

Sous les hypothéses (H.1)-(H.3), définissons Y 4 =T y(Po) pour xelL.
D'aprés (1.6), c’est un vecteur propre normalisé pour P associé a j.

On sait d'aprés la formule (5.1) du travail de Carlsson [Ca] qu’il existe

£1<€q tel que pour tout £€]0,€yl, il existe hg >0 tel que pour tout

helo,hel et pour tout o dans L, ona \pdeL%e o et ilexiste C>0

indépendant de  tel que:
(2.5) "3°o<"de,q,h+“V*Po("de,q,hSC/f?-

Sionnote Y 4=TgY, alors pour tout €L, Wo(e'-%e,a et verifie
(2.8) 1Yallde o,n+1VYaldg o,n=C/€ (Cétant indépendant de ).
De plus (¥ o) e ©St une base de F au sens que tout élément f de F s’écrit
de maniére unique et avec convergence en norme comme f=Zay Y , avec

sl 2/CsZIan<XI25CII1’II2 et avec C>0 indépendant de f et de h. A Vinstar
de Carlsson [Cal, on définit:

Définition 2.1: Pour £€[0,&¢[ et pour une famille de réels positifs
(s, B,e)(ax, B)eL xL» ON dit qu'une matrice a=((a, g))(, g)eL xL €St
@(exp(-sd,B,C/h)) si pour tout M>0 il existe hnG}O,hel tel que pour
helo,hn] et pour (o, B)elLXL:

(2.7) lag,gl=exp(=(1-M)sy, g e/h).

On définit ainsi O(exp(-d(«, B)/h)) et Oexp(-dg(«,B)/h)).



2.3

Notons ¥ la matrice de Gram correspondante, ayant pour coefficients

(‘J’o("yﬁ)’ (at,B)eLXL. D'aprés [Cal, ona: V=I+T + R ol

T=((ty, g)(a, B)eLxL et R=(re, g))(ex, B) L xL 3VEC:
(2.8) ty, g=(P P g) pour «#8, =0, pour «=8,

(2.9) ®=0(exp(-dg(c,B8)/h).

Remarquons que d'aprés (2.5):

(2.10) T, T+R = O(exp(-dic, B)/h).

Comme (l+z)“'/2 est définie par une série entiére, 1a proposition B.6 de

[Ca] entraine que U -3 existe et:

(2.11) Y- 3=1-17 + B(exp(-d&(at,8)/h)).

La base (wd)‘lf"% est orthonormée. De plus, dans cette base, la matrice
de P est:

(2.12) M=((mg, gD, B)eLxL= V™2 (Yo |PY IV ™2

Par 1'hypothése (H.1) on a TP =PeTy pour tout €L, donc pour

z ¢(P), (z-P)~1 et TTF commutent avec T . On en déduit que pour tous
o,BeL:

(2.13) (“JIO(I‘J/;B) =(TTF\_P0|‘C=B_°(TTF Yol

(2.14) por, g =def. (VY IPY g)=(TTE Yol Tg - «PTTE Yo,

donc la matrice de P dans (wd)‘lf'% est une matrice de convolution.

D'aprés le théoréme principal de Carlisson (et sa démonstration, voir

partie 5 de [Ca]), on sait que

(2.15) md,5=8d,5g+wd,3+@(exp(-dg(o(,,e)/h)),
ou

(2.16) Wy, g=-3((PyIrg)+(rg 1P g)),

avec
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(217) rg=2g249g¥q-
Rappelons aussi que wd,5=§(exp(-dé(o<,ﬁ)/h).

Notons par & la transformée de Fourier de 12(L) dans L2(T) définie
par,

(2.18) (F((ag)qe)(®)=Zg el axe'*®,

si(ag)q el €12(L). Alors ¥ =1 s'écrit, pour «eL%(T) et x €L,

(2.19) (F ~1(U) = (VoIT) ! fru(e)e ~1%*Ode.

Alors, si on munit LZ('II‘) du produit scalaire défini, pour u et v dans LZ(T),
par: (ulv)=(Vol'lr)"-jT(u- v)de, ¥ est une transformation unitaire de
12(L) dans LZ(T).

Comme M (qui décrit P”:) est une matrice de convolution, on obtient,
en conjugant par &, que P|f est unitairement équivalent a la
multiplication par la fonction W sur T, définie par
(2.20) W(O)=%__ my,0e'*® .

D'aprés (2.5) et 1a remarque suivant (2.17), il existe C indépendante de h
telle que 1a série (2.20) converge normalement sur

(2.21) W={6+iy; 6€T, |yl =1/Ch)=T +iB(0,(Ch)~ ).

En effet, I'hypothése (H.2) nous dit que si, pour xe RN, on désigne par |x|

la norme euclidienne de X, alors il existe C>0 (indépendant de €) tel que,

pour tout €L, on a,

(2.22) Cdg(Uy,Ug) = latl =dg (Uy,Ug)/C.

Ceci nous donne immédiatement pour une autre constante C:

Img, | <Ce™11/Ch,

Comme P est auto-adjoint a coefficients réels, on obtient pour tout atelL:
(2.23) my,0=Mo,a=M-,0=Mo, -« €R,

et w est une fonction réelle et paire. De plus, comme W est
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L*-périodique, on a, pour tout ¥ eL* et tout 6T
(2.24) w(¥-96)=w(8).
En dérivant, on voit que les points de (1/2)I"* sont des points critiques de
w.

Notre discussion peut aussi se combiner avec la théorie de Floquet (voir
Outassourt [0], B.Simon [S4], Skriganov [Sk]) et on peut déduire que W(T)
est une bande simple du spectre de P engendré par la valeur propre de

Floquet, w(8). En particulier w(6) ne dépend pas du choix de € et de la

fonction de bouchage 8.
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§3.Etude du spectre de 1'opérateur P¢ g

On notera dist 1a distance euclidienne dans C et on fait les hypotheses

(H.1)-(H.4). Alors, on a

Lemme 3.1: Pour teD(0,a(h)), le spectre de Py ¢ dans
{zeC; dist(z,)<2alh)-|t|} est réduit a une seule valeur propre simple j
vérifiant: |- M| =Itl. De plus, Lt est une fonction holomorphe sur le
disque D(0,a(h)) vérifiant, pour |t]|<a(h)/2:
(3.1) =L+ t(EVY 1PN | =(8VYq 1) [t12/(ath)-21tI)
ou . est 1a valeur propre de P introduite dans 1‘hypothése (H.3) et P est

un vecteur propre normalisé associé.

Preuve: Soit teD(0,a(h)). On a défini
(3.2) Pt’o=P0+t8V

Soit Dy=(zeC;|tl<dist(z,j1)<2a(h)- [t]}. Pour zeDy, (z-Pg) ! existe et:
(3.3) I(z-Po)~ Mg 2) = 1/dist(z,3D)<1/ 1.

Donc:

(3.4) (z-Py 0) " 1=(z-Po) " 1(1-t8V(z-Pp) " H 1,

existe pour zeDy et on a:

(3.5) I(z=Py,0) "' =1/dist(z,3Dy).

En particulier le spectre de Py ¢ dans D(j,2a(h)-|t]) est contenu dans

DL, It]).
Soit T={zeC; |z-j1|=a(h)}. Pour zeT, on a
(3.6) 1(z=Pg) ™l g 2)<1/a(h).

Soit Ty o le projecteur spectral associé au spectre de Py o dans

D(M,2a(h)-[t]):
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(3.7) Ty o=1/(2im) [g(z=Py o) ! dz
Cette famille de projecteurs est continue en t et, Tro,o est de rang 1 d’ou
My, o est derang 1 pour |t]<a(h). On en déduit que le spectre de Py ¢ dans
{zeC;dist(z,1)<2a(h)-1t|} est réduit a une seule valeur propre simple.
Notons jiy cette valeur propre. En tenant compte de la remarque suivant
(3.5), on obtient:
(3.8) M- MI=It].

Comme J est simple et que Pt,o est analytique de type A au sens de

Kato, le théoréme de perturbation de Kato nous dit que jiy est analytique
pour t dans D(0,a(h)). (3.5) donne pour ze€G:
(3.10) I(z=Py o)~ =1/¢a(h) =~ 1t1).
Utilisant que (z-Po,t)‘1-(z—Po,0)"=(Z-P0,t)“'t8V(z—Po,o)", on
obtient
(3.11) Ty gPo=Po=t/(2im) [g(z=Py, o)~ (z- ) 718V dz.
Notons:
(3.12) ¥{=T,0¥Y0-Yo-
Alors, par (3.10)
(3.13) Iyl <8Vl 1ti/G@lh)-1t]).
De plus, pour t réel, on a:
(3.14) 1Ty 0Pol2=(TT¢ oPo | P)=1+(¥t1¥P0)
(3.15) (P, 0TTt,0¥0 ! Tt,0¥0)=(Pt,0Tt,0¥0!¥o0)
donc, pour t réel,
(3.16) ly=(Py, 0T, 0W0! Mt,0¥0)/ 1Tt 0¥o 2
=1+ 1PN P, 0T, 00! P0)-

En utilisant (3.7) et (3.12), on voit que (Py Tt oo l¥Po) et (¥i1Po) se
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prolongent analytiquement de ]-a(h),a(h)l au disque D(0,a(h)) par les

mémes expressions. Donc, comme jL est analytique en t dans D(0,a(h)),
My vérifie (3.16) pour t dans D(0,a(h)/2).
Explicitons (P¢ 0T, 0¥o!¥o):
(3.17) (Py, 0T, 0¥0 1 P0)=(Pt,0¥01¥P0)+ (P, 0¥ t1¥P0)
= +UEVYPo 1Y)+ (¥ [P )+ 1 8VYP)
= 1+ (B 1PN +HEVY 1Y) +t(¥ 1 8VY()
=(1+(F 1PN +(EVY 1Y) +
U1 18VY)-(8VYo 1Y) (¥t 1¥o))-

Donc:

(3.18) M- K -t(EVY [ 9)=t(1+ (5 1P~ 1 8VYo-(8VYo 1P )Po)l,
c'est-a-dire,

(3.19) Ji=M-t(EVP I Pe)=t(1+(s¢ [P ~s ¢ 11-TTg ol8V o)l

En utilisant (3.13):

(3.20)

[ =L -t(EVYq Pl = I!SV\pollzltlz/(‘a(h)-(H &Vl It])
donc, par 'nhypothése (H.4):

(3.2 1= M-t(BVYo W) | < (8VYo o) 1 t12/(ath)-2]t])

ce qui achéve la démonstration du lemme 3.1.

Nous allons maintenant étudier 1'action de Py, o0 sur des espaces LZ &

poids définis dans la partie §2. On a

Proposition 3.2: Soit Y, une fonction positive, lipschitzienne
vérifiant IV\pels(V-ez)L/z presque partout. Alors pour |Re(z)|<e2/32 et
dist(z,0(P¢ o)) >a(h)-& avec §€l0,1[, il existe C>0 et he >0 tels que, pour

hel0,hgl, pour ue CRARN) et pour teD(0,a(h)),
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(3.22) lullyp, h+hl Vullyp, h=C/(e3a(h)-8)I (Pt o-2ullypg, h,
et,
(3.23) lully, p+hl Vullyp, n=C/(e3ath)-8) I (Py-2)ullp, -

Preuve: Pour démontrer (3.22), on constate que si g vérifie les
hypothéses de 1a Proposition 3.2, alors il existe hg telle que pour hel0,hgl,
pour teD(0,a(h)), on a
(3.24) | Ve | <(V+Re()8V-(/2)2) /2,

Notons Q=P+Zy ¢ 8q=Pt+Zel O~ DONC Py 0=0Q- 6. Comme le
potentiel V+t&8V est un potentiel régulier au sens de Carlsson, on peut
alors appliquer le Théoreme 3.1 de Carlsson & Py ¢ et g ce qui donne
(3.22). En fait, on n'applique pas exactement le Théoréme 3.1 car t est un
paramétre complexe c’est-a-dire que Pt,O n'est plus auto-adjoint, mais
une version modifiée obtenue sans difficultés supplémentaires a partir de
l'identité d’Agmon écrite pour PRe(t),0- EN considérant (1.9), on voit que
les (Pt o)y #0 Vérifient les hypotheses du Théoréme 3.1 de Carlsson. On

obtient alors (3.23) en constatant que, pour h assez petit, le Théoréme

4.2 de [Ca] et sa démonstration s'appliquent a Pt uniformément pour

teD(0,a(h)).

Prouvons maintenant qu'’il existe a>0 indépendant de h pour h assez

petit tel que
(3.25) a=<(8VYglyg)=t.

Par 'hypothése (H.4), il existe 1>0 et a>0 tels que: §V>2a sur uo,n

donc:

(3.26) 2y, ,1Pol2=(8VYPoIPo) =t

et:
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(3.27) J‘uo’n(\)oo)2=]_IRn\uo’n(e-2dn/2(x,Uo)/h)(edn,2(X,Uo)/h300)2dx
or, par la formule (5.1) de Carlsson [Cal, on sait qu’il existe C>0 et hq>0
tels que, pour helo,hql, edﬂIZ(vaO)/h\poeLz(R") et

Il edn/ 2(X,Uo)/h300|||_25c/'n donc, comme dy/2(RM\Ug 7,Up)>0,

(3.28) fRn\uo,,n(e‘Zd‘n/2("vUO)/h)(ed’n/2(xvu°)/h\,00)2dx — 0 quand

h—0
On en conclut que pour h suffisament petit,

(3.29) a=p=(&8VYolygl)=l.
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§4. Construction d’une base orthonormée de Fy:

Dans cette section nous allons exhiber une base orthonormale de Fy,
(YodaeL (Ft étant défini dans la section 1) puis dans la prochaine section
nous décrirons la matrice de Py dans cette base (F{ étant stable par Py). On
a:

Proposition 4.1 : Sous les hypothéses (H.1)-(H.4). Pour N€l0,1/2[ et
£€]0,€gql, il existe hﬂ.€>° tel que pour he]O,hn’el et pour
tel-ma(h),Na(h)l, T TePy I ~1TE, TEP ) el est une base de Fy.

Preuve: Soit £€]0,€¢[. On sait, d'aprés Carlsson [Cal], qu'il existe
he >0 tel que pour hel0,hel, (TTEY )y e €St une base de F(=Fg) et de plus,
si V est la matrice de Gram de cette famille de vecteurs alors:

(4.1) V=I+ B(exp(-dk(«, 8)/h)).

Notons V't 1a matrice de Gram de (I g TP 4 -l"Ft"F‘Po()o(eL- Nous
allons montrer qu’elle est inversible ce qui nous dira que les
(e Tyl -]"FtTTFBOu)ueL sont linéairement indépendants.

A Vinstar de 1a partie §2, on définit pour o et B dans L, si
(«, 8) #(0,0), dfV(«, B)=de (supp(8V),Ug) +dg (supp(8V),Ug), et
déV(0,0)=255v,€ ol Sgy, g =dg(supp(8V),supp(R)) ou, par définition,
Q=Zy e \{0}9«- Et on définit alors ®(exp(-d§V(et, 8)/h)) en utilisant la

Définition 2.1. Alors on a:

Lemme 4.2: Pour Nelo,1/2[, il existe hy,e>0 tel que pour
helo,hyq ¢l et uniformément pour teD(0,mMnalh)),

(4.2) 3y(Vv)= B(exp(-dV(a,8)/h)).

Preuve: Pour 1a démonstration de ce Lemme, on va fixer Ne€lo,1/2[.

Les coefficients de V't sont:
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(4.3) vy, o, g = T TP N ITTE T g D™ 1T e o | TR TEY )
= (T TP o NPT TP g 19 )17V 2(MTE T e o 19 )

D'aprés 1a Proposition 1.1, il existe un c> 0 tel que, pour h assez petit,
si m(h)=e~¢/h,
(4.4) W(T)=c(P)N[L-2a(h)+m(h), L +2a(h)-m(h)]IC[ -m(h), )L+ m(h)].
Soit T le cercle défini précédemment. Alors, pour zeT,
(4.5) (z-P) " existe et I(z-P)~1ll (L 2)=1/(a(h)-m(h)).
Pour zeC, on a,
(4.6) (z-Py)=(1-t8V(z-P)~)(z-P).
Donc, il existe hyn >0 tel que pour he]O,h—n[, (z~-Pt)'I existe pour
[t1<Mmac(h) et:
(4.7) 1(z-P) " M =(ath)-m(n) - 1t)~T.
Alors,
(4.8) Mg, =1/(2im) [g(z-P) " Tdz,

Nous allons maintenant estimer les (Mg, WP 1P g)) pour
teD(0,Ma(h)) et h suffisamment petit. On a:
(4.9) at((nFnFtanpd |\PB))=("F3t("Ft)"F‘Po{ |\°3)-
En utilisant alors la Proposition 3.2, on obtient un lemme de préparation qui
nous donne 1'action de 3(TTg,) sur les espaces & poids définis dans la partie
2.

Lemme 4.3: Soient Y et Y deux fonctions positives et
lipschitziennes de RN dans R vérifiant:
(4.10) Ve l=s(v-e2)/2 et |VyI=(v-e2)V/2,
Alors, il existe hy >0 tel que pour helo,hn[, pour ze€ G, on a uniformément
pour t dans D(0,Ta(h)):
() z¢o(PUT(Py o),
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(ii) 34((z-Pp)~1) et at((z—Pt,o)") appartiennent a I:(L%,e,h,L%,e,h) et de

normes majorées par:
cle3a(n)]~ zesuPsupp(6V)(‘ye(')"Pe('))/h,

ou 1a constante C ne dépend ni de t, ni de h.

Preuve: On a,
(4.11) 3y((z-P " N=(z-Py~18V(z-PY !,
(4.12) 3y((z=Py o)™ N=(z-Py o) 18V(z-Py o) 1.
Pour h suffisamment petit, par le Proposition 3.2, il existe C>0 tel que,

pour tout teD(0,Ma(h)), pour ueC§(RN) et pour zeT, on a,

(4.13) I1(z-P " lullyp, p=C/e3atllullp, s
et,
(4.14) 1(z=Py o) lullyp, h=C/(€3a) llullyp, h-

De plus,
(4.15) ||5Vu||%,h=||e(-\0e+we)/h5\,expe/hu"

seSUDsupp(SV)("ye"pe)/h"u“Boe,h_
Donc, 34((z-Py)~1) et at((z—Pt,o)") se prolongent de C§°(RN) a des
opérateurs de L%Je,h dans L%!e,h de normes respectives majorées par

CeSUPsupp s> (¥e=Ye)/h/(e3a(h))2 (ceci pour h suffisamment petit

dépendant de € et de M et C ne dépendant ni de t, ni de h).

On sait que,

(4.16) 34 (TTg,)=1/(2im) [g(31(z-Py) ~Ndz,
(4.17) at(nt’0)=1/(2iﬂ)fg(at(2-Pt,o)—l)dz.
Du Lemme 4.3, pour Y¢ et Y vérifiant les hypotheses de ce lemme, on

déduit immédiatement qu'il existe C>0 (C ne dépend ni de h, ni de t) tel que
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pour h assez petit (dépendant de € et de M) et teD(0,Ma(h)):
(4.18) 34(TTE,) et (T o) appartiennent a S(L%)e,h,L%,e,h) de

normes majorées par:
Cle6a(h)]~eSUPsupp sv>(Ye(-)=Pel(-))/h,

On a alors:

Lemme 4.4: Il existe he’n>0 et C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h)
tels que pour he]o,hg ql, pour teD(0,Ma(h)) et pour («,8) #(0,0):
(4.19) (RO (M ITEP [P )=

ce~14a(h)~1e—(de(supp(8V),Uq) +de(supp(8V),Up))/h,

Preuve: En appliquant le Lemme 4.3 et (4.18) a Y =dg(.,Uy) et
Ye=deg(.,supp(8V)), on obtient:

(4.20) 0¢(TTg,) et 0¢(TMy o) appartiennent &
S(L%e(_,uq),h,l-%e(,,supp(av)),h) de normes majorées par:
cieBa(h)]~1e~de(supp(&V),Ua)/h

Si («,B) #(0,0): d’'aprés la formule (5.1) de [Cal, “F‘Pdel-%e(.,uq),h et

1P ol de(x,uq),h=<C/€ pour tout aeL. En utilisant (4.20), on obtient

I'estimée annoncée:

(4.21) | (TTFat(TTFt)TTF\Po(I\PB”S
ce~14a(h)~1e~(de(supp(8V),Uqs) +de(supp(8V),Ug))/h

u]
Il nous reste & étudier (TME3(TMg )T PolYp). On a:
Lemme 4.5: Il existe hg,m>0etC>0 (ne dépendant ni de h, nide t)
tels que pour helo,he,n[, pour teD(0,Ma(h)):
(4.22)
|(ME3(TTE ) TP 1P 0) - (B¢ (Tt o)W Po) | <C(e17/2a(h)) ~2e ~2Ssv,e/h,
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Preuve: On a:
(4.23) (M3t (M ITEPo 1P o)=(8¢(TTt, 0)¥o | Po)
=(MEo(Me J(TME=Tg )P0 W)+ (TMEd (Mg, =Tt 0)¥Pol¥o)+
((Mp=To,0)9t(Tt,0)¥0 1 ¥0)-
Ona
(4.24) Mg -y o=(2im) 71 fg(z-Py) ~T(z-Py o) 7 dz,
et en dérivant par rapport a t
(4.25) dy(Tg, =Ty, 0)=(2im) " [g31((z-P) " NR(z-Py, o)~ dz+
(2im) ! fo(z-P) 7123 ((z-Py, o)~ dz
En utilisant la Proposition 3.2 et le fait que 2 opére continument de

L%e(-,supp(SV)) dans L%e(',SUDD(Q)) de norme majorée par

Ce ™ iNfsupparde(+,supP(EVI)/h pour h assez petit, on a, uniformément

pour teD(0,Ma(h)),

(4.26) g, -y o opére continuement de L%e(-,supp(SV)) dans
L%e(',SUDD(Q)) de norme majorée par
ce~6a(h)~le~de(supp(Q),supp(&V))/h

De plus, par le Lemme 4.3 et (4.25), pour h assez petit, on obtient,

uniformément pour teD(0,Mna(h)),

(4.27) 34(Tg, ~Ty o) opére continuement de

L%e(-,supp(SV)) dans L%e(-,supp(ﬂ)) de norme majorée par
ce ~9a(h)~2e~de(supp($2),supp(8V))/h.

D'aprés 1a formule (5.1) de [Ca] et comme Uy Csupp(8V) par 1'hypothése
(H.4),

(4.28) IWollg.(-,supp(sv)),hs IPollge(-,uq),h=<C/E.
En utilisant le Lemme 4.3 et ses conséquences appliqués a

Ye=Ye=de(-,supp(8V)) et (4.26)-(4.28), on obtient:
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(4.29) I3y (T (MR- )P0l Po)l <C(e!7/2a(h)"2e~2Ssv, e/,
(4.30) [(TME3y(TE, =TTy )P0l Po)| <C(e7a(h))~2e~2Ssv,e/h,
(4.31) 1((TTp=Tp)34(TTy o)¥WolPo) I =< C(e7a(h)"2e~2S6v,e/h,
d’'olu, par (4.23):
(4.32) H(TE3(TME TP 1P0)-(0¢(TT )Pl ¥l =
C(e!7/2a(h))~2e~25sv,e/h,
o
Pour achever la démonstration du Lemme 4.2, il suffit de minorer les

dénominateurs intervenant dans 'expression (4.3). Grace au Lemme 4.4,

en intégrant en t, on a, pour («,8) #(0,0):

(4.33) (T TP 1P g)=(TEP o | T g)+ Blexp(-dfV(at, 8)/h),

donc d'aprés (4.1), il existe hy >0 tel que pour he]O,hn[, on a, pour tout
teD(0,Ma(h)) et tout « #0,

(4.34) |(TETE, Mo 1P ) 15172

Et par le Lemme 4.5,

(4.35) (TETTE, MEPo 1P o)=(TTy oo 1 Po)+ Olexp(-d8VY(0,0)/h)),

ainsi en utilisant les calculs de la partie §3

(4.36) (TETTE TEPo [Po)=1+(¥¢ 1 Po)+ Olexp(-d@VY(0,0)/h)),

avec Iyl =I1tl/(ah)-1t1)<Mn/(1-1N). Mais souvenons-nous que N<1/2,
donc d'aprés (4.36), il existe h'ﬂ>0 tel que pour he]O,hn[, on a, pour tout
teD(0,Ma(h))

(4.37) [T, TEPo 10o) 1> (1-2M)/(2(1-1))>0

De plus, les formules (4.1), (4.33) et le Lemme 4.4 nous disent que pour

N<1/2 et pour tout ¥ >0, il existe hX,'ﬂ>° et C>0 (ne dépendant ni de t, ni

de h) tels que pour he]O,hX,nl, on a, pour tout teD(0,Ma(h)) et pour tout
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(o, B) #(0,0),
(4.38) |(TTFat('|TFt)TTF‘PO( I‘Pd)(TTFTrFtTTF\Pd |\J)B)| <
Ce- (1-%)(de(SUDP(SY), Ug) + de(supP(SY), Ug) + de(Uq, Ug))/h.

d’ou, par 'inégalité triangulaire,

(4.39) (Mo (TTE )Y |‘Pd)(TTFTTFtTI'F‘Pd l\PB)l <
ce—(1-¥)(de(supp(8V),Uq) +de(supp(8V),Up))/h

Donc, en utilisant 1a formule de Leibniz appliquée a (4.3), on obtient que
pour N<1/2 et pour tout ¥>0, il existe h?f.‘ﬂ>0 et C>0 (ne dépendant que

de M) tels que pour he]O,hx’én[, on a, pour tout teD(0,MNa(h)):

(4.40) 13¢(vy, o, )1 =exp(~(1-%)d@V(et, 8)/h).

Ceci acheéve la démonstration du Lemme 4.2.

a

D'aprés (4.8), g, est analytique en t pour t dans D(0,Ma(h)) (au sens

des opérateurs bornés sur LZ(RM)). Par (4.34) et (4.37), pour h

suffisament petit, (g Y ¢ 1P ) ne s'annule pas pour t dans
D(0,MNa(h)); on en déduit immédiatement que les coefficients de V't sont

analytiques pour |t|<ma(h) (tout ceci pour h suffisamment petit).

Fin de 1a preuve de la Proposition 4.1:

D'aprés le Lemme 4.2, pour Nelo,1/2[, il existe hm,e>0 tel que pour
he€lo,hq, ¢l et uniformément pour teD(0,Mna(h)),
(4.41)

Vi=1+ OCexp(-dk (e, 8)/)) + S(exp(-d&V(a, 8)/h),
donc, pour h suffisament petit, VUt est inversible c'est-a-dire que
e TP ol 1T TP ) el est libre.

Pour achever la démonstration de 1a Proposition 4.1, on va montrer
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maintenant le:

Lemme 4.6: Pour tout Nelo,1/2[, il existe hq>0 tel que pour tout
helo,hql et tout tel-Math),Na)l, e TeP ol ~ e TEP el
engendre Fy.

Preuve: En effet, soit \peLz(lR“) tel que g, soit orthogonal a
I'espace vectoriel fermé engendré par (I g TP o | _1"Ft"F‘Po()o(eL noté
Vect((TTp, TTEP ) gL ); OF on sait, d‘aprés Carlsson [Cal, que (TEY )y el
est une base de F, donc il existe (ay)y e €14(L) tels que:
(4.42) MeTE P=Sq el 3 TFP s
donc T, MeTg PeVect((Tp, MEY )y el ) et
(4.43) I P-T Mg P U= ITe (M ~TR) LI P
Alors, comme | g I =1, si ITTg, - Tl <1, on obtient par (4.43) et
I'hypothése que g, est orthogonal a Vect((TTg, TP )y ) Que
ITTg P I=0. Par conséquent, si ITTg -TEl<1, 'orthogonal de
Vect((TTp MEY ) el ) dans Fy est réduit a {0} c’est-a-dire
F=Vect((Tg TEY el )+

Voyons pour quel t on a II1TFt—1TFII <1. Par (4.10),
(4.44) Mg, -Te=t@2im) " fg(z-Py) " 18V(z-P) ! gz,
donc la définition de G, (4.5) et (4.7) nous donnent
(4.45) ITg, -Tel = Itla(h)/[(a(h)-m(h)-t])-(a(h)-m(h)]

Donc on cherche t tel que

(4.46) |tla(h)/[(a(h)-m(h)-|t])-(a(h)-m(h))I<1,

c'est-a-dire,

(4.47) [t1<l(1-m(h)/a(h))2/(1-m(h)/2a(h))]-alh)/2.

Comme m(h)/a(h) — 0 quand h— 0, on déduit de (4.47) que pour tout
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Nelo,1/2[, il existe hyq >0 tel que pour he]O,h«n[ et pour teD(0,Mna(h)), on

a
(4.48) ITg, ~TEl<1,

ce qui acheve la démonstration de la Proposition 4.1.

La base (I g TP« "TrFtTrF\pd)o(eL n‘est pas orthonormée mais
(Mg TEP "TI',:tTTF\Dd)‘Ut"/Z est orthonormée. Dans la suite, cette
base de Fy sera notée B. Remarquons tout de suite que pour h assez petit,
le spectre de V't est contenu dans D(1,a(h)) et on a:

(4.49) (‘lft)'1/2=(21'ri)"f(aD(1,1/2))2"/2(2-‘Ut)_‘d2,
ce qui donne en dérivant par rapport a t,
(4.50) 3(v) ™1 2=~ fiap(r,172))2 "1 2(z- v 18 Vi(z- v Tldz.

D'aprés les définitions de @(exp(-dé(o(,ﬁ)/h)) et de
@(exp(—dév(o{,ﬁ)/h)) données dans la partie 2, et par I'appendice B du
travail de Carlsson [Cal, on a:

(4.51) ®(exp(-d&V(et,8)/h))- Blexp(-dk(c,B8)/h))

= B(exp(-d&V(c, 8)/h)),
oll le premier membre désigne 1a composition de deux matrices qui sont
respectivement §(exp(-dév(o(,£)/h)) et @(exp(-d‘;;(o(,ﬁ)/h)).

On en déduit 'estimée suivante pour la matrice at(‘Ut)"/Z,

(4.52) 94(V) /2= B(exp(-dY(«, B)/h)).
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§5: Réduction de Py & un opérateur sur L2(T):

Dans ce paragraphe, nous allons étudier 4t, 1a matrice de Py dans ®.
Cette matrice est donnée par:
(5.1 4t=(v~2Zmy(vp~V2,
ou M.t est la matrice de coefficients mt,o(,,B avec:
(5.2)
My, o, =L TETTE TEP o 1P (TETTR TEY g 19 )1 7 (TP T T 5 190
Nous allons montrer 1a

Proposition 5.1: Sous les hypothéses (H.1)-(H.4). Pour tout
Nelo,1/2[ et tout £€]0,€ql, il existe hyy ¢>0 tel que pour tout helo,hy ¢l

et tout teD(0,Mna(h)), on a:
(5.3) 3(M ) =34 1P o+ Olexp(-d&Y¥(at, B)/n))
ou ®g désigne la matrice ayant pour coefficients 80(,083’0.

Preuve: Fixons M€l0,1/2[ et £€]0,€q[. Grace aux Lemmes 4.4 et 4.5,
on connait déja des estimées pour O¢((TTg T, TP« I'P )) pour xeL. Donc
pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu‘a étudier at(("FPt"Ft"F‘Po(W,B))-

On obtient:

Lemme S5.2: Il existe C>0 (ne dépendant nide h, nide t) et hyy £>0
tels que pour tout he]O,hn,el, pour tout (o, 8) #(0,0) et tout
teD(0,Mna(h)), on a:

(5.4) 'at(("FPt"Ft"F‘Pd |\PB))| <
cle'4a(h)]~1e~(de(supp(8V),Ua)+de(supp(8V),Up))/h

Preuve: On sait
(5.5) Py(z-Py) "= -1+2(z-Py) !,

donc,
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(5.6) 3y (PTTg )= (2im) ™! [g2(z-P) ~18V(z-Py) " ldz.
Soit (o, 8) #(0,0). En utilisant la Proposition 3.2 appliquée & Y =de(.,Uy)
et Ye=dg(.,supp(8V)) et 1a formule (5.1) de Carlsson [Cal, on obtient:

(5.7) '("Fat(Pt”thF‘Po{ l‘PB)l =<
cie!4a(n)]~ e~ (de(supp(8V),Uq)+de(supp(8V),Ug))/h

Ceci démontre le Lemme 5.2.

On va maintenant estimer 3{((TTEP{ g Yo 1P o)):
Lemme 5.3: Il existe C>0 (ne dépendant ni de t, nide h) et hn,g)o

tels que pour tout he]O,hﬂ,e[ et tout teD(0,Ma(h)), on a:
(5.8) 13¢((TTEP{ e TP 1P o)) -3t (Ut (Tt o¥o P | =
ce~17a(h)~2¢~2Ssv,e/h,

Preuve: On va appliquer les mémes idées que dans la démonstration du

Lemme 4.6. On a:

(5.9)  dUTMEPTTE, TEPo P -3¢ (Mt(TTy, oWolPo)) =
Ot((TMEP{TTE TTEYo [P =3t ((Pt, 0T, 0¥ 01 ¥0)) =

(M3 (P J(TE=T o, 0000l Po)+(TTEIt(Pt(TTE, =Tt o) To, 0¥0l¥Po)+

(TE3((Py-Py, )T, 0)To,0¥0 | Po)+

((TTF—TTO,O)at(Pt,OTTt,O)TTO,O\PO I¥o)

(TTFat(PtTTFt)(TTF- To,0¥0 1)+ (M3 (P(TTg — Ty 0))¥o Iwo)+

('ITFQat(TTt,o)‘Po|\P0)+((“F-ﬂo,o)at(Pt,oﬁt’o)Soo|‘Po).
Par (4.24) et (5.5), on obtient,
(5.10) at(Pt(Tth-TTt,o))=

-Qat(ﬂ't’o)+(ZiTT)_lfczat((Z"Pt)—i)Q(Z'—Pt,o)_‘d2+



5.3

(2im) 1 fgz(z-P) 7123 ((z-Py ) " Daz,
(5.11) 34 (Py T ) =(2im) ™! [g2(z-Py) " 18V(2-Py) ~1dz,
et
(5.12) 3y(Py, 0Ty, 0)=(2iM ! fgz(z=Py o) 718V(z-Py o)~ ldz.
Par (5.10)-(5.12), (4.18), (4.26)-(4.28) et par le Lemme 4.3, en faisant

exactement les mémes estimées que dans la démonstration du Lemme 4.5,

on obtient:

(5.14) [3¢((TTEP{ e TEPo 1PN -3t (Mt 0¥Po PO =
ce~17a(h)~2e~2Ssv,e/h,
o
Fin de 1a preuve de 1a Proposition S.1: Pour obtenir 1a Proposition
5.1, pour (o, B) #(0,0), il suffit maintenant d'utiliser la formule de Leibniz,
les résultats (4.34), (4.37) et les arguments développés en (4.38), (4.39)

pour obtenir pour at(mt,d,ﬁ) les estimées annoncées. Considérons la
différence (T TEYPo W) - (Tt o0¥WolPo)- Pour t=0, d'aprés [Cal, elle
vaut @(exp(-dSX(O,O)/h)). Le Lemme 4.5 nous donne la méme estimée
pour 34 (T TP 1P = (T o¥ol¥Po)) en t #0 donc pour t #0,
(TETE TEPo PN = (T, 00l Po) est B(exp(-d8¥(0,0)/h)). En utilisant

le Lemme 5.3, on peut faire le méme raisonnement pour

(TP TTE TEPo Yo - (Tt 0ol Po)- 11 est alors clair que

(5.15) 3ymy o, 0=3¢M ¢+ Blexp(-dE¥(0,0)/n)).

Ceci termine 1a démonstration de 1a Pronosition 5.1.

Fin de la preuve du Théoreme 1.3:

D'aprés les définitions des ordres de grandeur matriciels
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O(exp(-di(a, B)/h)), B(exp(-d@(et,8)/h)) et B(exp(-dSY(ct,B8)/h))

données dans les parties 2 et 4, et par 'appendice B du travail de Carlsson

[Cal, on a:
(5.16) S(exp(-d&V(«,8)/h))- B(exp(-dk(, 8)/h)) = B(exp(-d&V(«,8)/h))
et
(5.17) B(exp(-d&V(ct,8)/n))- Blexp(-d%(at, 8)/h))=
B(exp(-d&V(a, 8)/h)).

Sachant cela, en combinant la Proposition 5.1 et les formules (5.1) et
(4.52), on obtient:
(5.18) 3(q )= 3t (V) Mmy(v) ™12+ (v~ Zay(mi) v~/ 2+

(v~ 2m 3 (V) ~1/2).
=(I+ O(exp(-dk(a, B)/h)))-
(@i Po+ Olexp(-ddV(c, 8)/h)))-
(1+ O(exp(-dk(ct, 8)/h)))+
O(exp(-dfV(«, 8)/h))
=31 Po+ O(exp(-d8V(c, 8)/h)).
Puis, en intégrant en t, on déduit que:
(5.19) Q=T + (Mt~ )P0+ O(exp(-d@V(ct, B)/h)).

En conjugant Gt par la transformée de Fourier & de 12(L) dans L2(T)
définie dans la partie 2, on voit, que pour tout Melo,1/2[ et £€]0,&ql, il
existe h'ﬂ,8>0 tel que, pour tout he]O,hn,el et pour tout
te]l-mach),nach)i, PtIFt est unitairement équivalent a 'opérateur Q4 de
L2(T) dans L2(T) défini par Q¢f=w-f+(ly-p)Tof +K(1)f avec:

(i) Ww=w(6) 1a valeur propre de Floquet définie par P.
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(ii) Mo LZ(T)— L2(T) défini par: Mof=(Vol(T)) ™! fpfde ol d6 est 1a

mesure de Lebesgue.

(iif) K(t) est un opérateur de LZ(T) dans LZ(T) défini, pour ueL2(T), par:
(K(u)(©®)=(voIT) ™! [rk(t,0,0")u(e’)de’,
ou
k(t,h,e,e')=2(d,3)€,_xL(kd,B(t,h)ei(a-e—3-6'))
avec ko(,B(tvh) vérifiant que pour tout ¥ >0, il existe h‘ﬂ,?.f,il)O tel
que pour tout he]O,hn,X,el, oh a uniformément pour tout |t]<mMa(h):

|13¢ket, gt <o~ (1=-¥)[de(supp(8V,Uq) +del(supp(8V,Up)l/h ¢;

(o, 8) #(0,0) et 13k o(t,h) | se~2(1-¥)Ssv,e/h,
Des estimées ci-dessus, on déduit que k(t,h,6,6’) est analytique sur
D(0,Malh))XWXW, ot W={x+iy; xeT et |yl<1/Ch} a été défini dans la
Proposition 1.1 ( car dg (supp(8V),Uy)=(1+0(1))-de (Ug,Uy) quand
ot — +00).

Démontrons maintenant que b(t)=jl{ - réalise la bijection annoncée
dans le point (iv) du Théoréme 1.3. D'aprés le Lemme 3.1,
(5.20) b(1)=(Po | 8VYPIt(1+tq(t))

avec, pour teD(0,a(h)/2),

(5.21) lq(t)I<1/(ah)-21tl).

or (1+tg(t))~! existe si |tq(t)] <1 c'est-a-dire qu'il suffit:
(5.22) [tl<a(h)-21t| c'est-a-dire |t|<a(h)/3

De plus, si on note b(t)=b(t)/(Pol8VYP) alors:
(5.23) 3¢( b(t))=1+2tq(t)+t23;(q(t)).

Donc

(5.24) 13¢( b(t) | =1-12tq(t)+t2d4(q(t)!,

et d'aprés (5.21) et les estimées de Cauchy pour |t|<x<a(h)/2:
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(5.25) 19¢(q(t) | =1/[(a(h)-2x)(x- It ])].
En minimisant le membre de droite, on obtient:

(5.26) 194(a(t)) | =8/(a(h)-21t])2

Donc, par (5.21) et (5.23),

(5.27) 134 B(t)-11=2Itl(ah)+21t1)/(a(h)-21t1)2.

Pour teD(0,a(h)/8), on obtient

(5.28) 19¢(b(t)-11=5/9.

Donc, b est bijective de D(0,a(h)/8) dans bB(D(0,a(h)/8)=Dy,. En effet, si
to,t1€D(0,a(h)/8), ona,

(5.29) bltg)- blty)=[Fo1(b(s-ty+(1-8)-to)ds-(to-t)

donc

(5.30) | b(tg)- bt I=4/91tg-t;1.

L'encadrement de Dy, nous est donné par les estimées de 3;( b(1)) et de
3¢(b~1(t")) pour teD(0,a(h)/8) et t'eDy,

(5.33) 4/9=13(b(1)I=14/9 et 9/14=<13 (D~ 1(t")N1=<9/4

ce qui achéve la preuve du Théoréme 1.3. En effet, pour h fixé, comme Dy
est un voisinage ouvert de 0, il existe §>0 (dépendant de h) tel que
D(0,8a(h))CDy,. Or, par (5.33), b~1(D(0,ra(h)))cD(0,9r-a(h)/4) donc en

faisant croitre r de & & 1/18, on obtient b~ 1(D(0,a(h)/18))cD(0,a(h)/8)

c’est-a-dire D(0,a(h)/18)CDp. On obtient 1'autre membre de ‘encadrement

de Dy, de la méme maniéere.
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§6.Démonstration.de_la_Proposition_1.5:

Rappelons_que_d'aprés_la_Proposition_1.1,.il_existe_hg>O_tel_que_pour_tout
hel0,hgl,-le_spectre.de_P_dans_[u-9a(h)/8,i[_est_vide._.Comme_is Vi< 1,
on_déduit_de_cela_et_du_Théoréme_1.3,_que,pour-tel0,a(h)/8l[,
o(P¢)nlu-alh),ilco(Pt)nlu-(9alh)/8-|t]),il_est_discret.

On_va_montrer_que,_en_fait,_le_spectre_de_Pi_dans_[u -a(h),il_est_vide.
L'idée_de_la_démonstration_est_la_suivante:_on_.va_montrer_que,_si_A(t)_est
une_valeur_propre_de_P;_alors_A(t)-ne_peut_que_croitre_en_t_(ceci_parce_que
8V =20)_et_que_sa_dérivée_est.inférieure_a_l (car_i8VYi=1).-Donc,_si-on
suppose_que_c(Pi)n[-alh),il_est_non_vide_pour_te]0,a(h)/8[_et_si_on
appelle_A(t).une_valeur_propre_de_P_dans_[u-a(h),il,-en_suivant_x(t)_quand

t_décroit_jusqu’a_0,_on_obtiendrait_une_valeur_propre_de_P_dans
[lu-9a(h)/8,il_ce_qui_contredit_ce_qui_a_été_dit_ci-dessus_pour_P.

Remarquons_d’abord_que,.comme
(6.1)-0(Pt)co(Py)+B(0,|t-t'D,
si_A(t)_-désigne_une_valeur_propre_de_P_alors_celle-ci_est_lipschitzienne_en
t._Donc_A(t)-est_dérivable_presque_partout._On_noterayi_un_vecteur_propre
normalisé_associé_a_\(t)-et_mi_la_projection.spectrale_sur_l'espace_propre
associé_an(t).

Soit_tp-un_point_ol_A(t)_est_dérivable_et_t>ty._Alors
(8.2)M)-A(tp)=(Pywilpt)- (Pt 0t 10t 4)-
On_peut_choisir
(6.3)p¢ =Ty 1~ Tt

Comme_les_opérateurs_considérés_sont_auto-adjoints,_par_un_calcul
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similaire_a_celuifait_en_partie_3_pour_P g.-onobtient,

(6.4)my -y 1=0(t-tg),

donc,

(6.5)AMp Pt i=1 ~0((t-tg)2).

Ainsi,_par(6.3),

(6.6)-M(t)-A(tg)=(PyTyp [Ty Pr,)-(Pr PtolPty)+O((t-tg)2).

Or,

(6. 7)(PeTet oMyt o) =(PtPt oWt o) - (Pt{1 =T l(1-T¢ It ,)
—=(PpPtoPtg)+Ol(t-tg)2).

On_en_déduit,_par(6.6),

(6.8)A(t)-A(tg)=(t-tg) 8V Py, ) +O((t-tg)2).

Donc,.comme.rpy I=1_et.0=8V=1,

(6.9).0=3¢(N)p=t,s!-

Ceci_acheve_la.démonstration.de_la_Proposition_1.5.
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§7: Un opérateur auxiliaire:

Dans cette section, nous allons montrer que 1'étude de

o(PNn-alh), L +a(h)]\ W(T) se réduit a I'étude du spectre d'un
opérateur compact agissant sur L2(T).

On fixe £€]0,€ql. Notons J(h)=[J1-a(h), L +a(h)] et rappelons que par
définition [i,s]1=wW(T). Par le théoréme de Weyl: ggs(Pt)NJ(N)=wW(T). Il ne
nous reste qu’a étudier o(Py)nls, M +a(h)] puisque o(P)N[k -alh),il est
donné par la Proposition 1.5.

Remarque: Dans ce papier, on n'étudiera pas les valeurs propres de Pt
plongées dans W(T)=0ggg(Py).

Par le Théoréme 1.3, on sait que pour tout Melo,1/2[, il existe h'ﬂ>°
tel que pour helo,hy[ et te]-na(h),na(h)l, on a
ag(Py)nls, Jh+alh)]=o(Q¢)Nnls, d +a(h)] ol 4:L2(T) — LZ(T) est défini par:
Qu=w-u+b(t)Mou+K(t)u avec Ty, K(t), b(t) et W définis dans 1'énoncé du
Théoréme 1.3. On sait aussi que le spectre de 4 dans Is,jl +a(h)] est
discret. Dans la suite, nous prendrons M fixé.

Alors dire que Aec(Py)nls, M +a(h)] est équivalent a dire qu'il existe
uelZ(T) telle que:

(7.1) Qqu=1uy,

c’est-a-dire

(7.2) W-u+b()TMgu+K(thu=Au,

d'ol

(7.3) T=(A-w)" 2T +K()(A-w)~2 7
ol U=(A-w)Zu.

Dire que Xeo(Py)nls,M +a(h)] est donc équivalent & dire que 1 est valeur
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propre de
(7.4)

(A=)~ Z (BT +KWA-w)~Z =b(t)-(A-w) ™2 (Mo +HIN(A-w) ",
ol H(t)ggr=K()/b(t).

Soit K un opérateur auto-adjoint de L2(T) & noyau k(6,6') analytique sur
DXD ou D est un voisinage complexe de T. Pour Y une fonction d'un
ensemble E dans C, on défini I¥lleo g = subPxep(1P(x)]) et on notera
1Kl oo=1kll oo 2. Nous allons étudier 'opérateur I'y ¢ de L2(T) dans
lui-méme et défini, pour ueL2(T), par,

(7.5) Ty, gu= (A-w) "2 (Mo +K)NA-w) " Zu.

On définit pour AeC\w(T):

(7.6) I(A)=(voIT) ™! fp(A-w(e))~1de.

Alors le spectre de I'y, g (pour A €ls, +o0[) est décrit par la:

Proposition 7.1:

I) Pour Aels, +oo], I'y,o estderang! et o‘(l"}\’o)=(0,l()\)} ol une
fonction propre normalisée associée & I()\) est donnée par:

Yy, 0=IN) "2 -w)" 2
II) Soit K un opérateur auto-adjoint & noyau analytique sur DXD tel que

IKll oo<1/74. Alors, pour Xels, + 00|, T'y,k estun opérateur

auto-adjoint compact tel que:

(1) oIy KICI=TON KN 60, M K oo TUITCN (1= KN 00), N1+ 1Kl 60)]
(1) (T, I NN = IK T ), IO+ 1K 1 09)1={vp(X,K)} 0l vp(X,K) est une
valeur propre simple vérifiant:

(1) vp(X,K) est analytique réelle en A

(2) 1vp(A\,K) =TI =TT TTK I oo

(3) 199, (vp(X,K)-I(AN = 139 (IO 1 1K I oo
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(4) I existe un vecteur propre normalisé associé a vp(A,K) de 1a
forme Yo\ k=¥, 0(+¥Yy\ k) oU ¥y g est analytique sur D et

1Y, kloo=<ClIKll oo 0U C est indépendante de h.

Preuve: La partie I) de la Proposition 7.1 est immédiate car T est 1a

projection orthogonale sur 1 (la fonction constante de L2(T)) dans L2(T).
Notons: Y7, o(8)=I(\)"Z(A-w(6) " Z.
On va considérer 'y comme une perturbation de I'y o
(7.7 Ty k=T, 0=(A-@)"ZK(A-w)"Z
donc:
(7.8) ITy k=T, ol zL2(T)= I -w)"ZK(A-w)~2 IH.s
ou .l g désigne 1a norme Hilbert-Schmidt.
d’ou:
(7.9 ITy k= T, ol m2(T)) SIM Ik, T T
Comme X est supposé réel, tous les opérateurs considérés sont

auto-adjoints et on a:

(7.10)

o(Ty,k)CoTy,0)+[= 1Ty k=T, 0l m2(T)) IT%,k~Tx, 0l m2(Ty)!

Donc le spectre de I'y i est contenu dans:

[=IOTK T 00, I TK T 0o JUTTIN (1= K T 60), AT+ 11Kl )]

Par hypothése [[Kll ,,<1/4, donc:

(7.0 [=TOV KN o0, I TK T 06 INTION( = UK 06), X1+ 1Kl oo)]= 2
Comme P)\,K est compact, son spectre est discret en dehors de 0.

Intéressons nous maintenant au spectre de I'y\,k dans

[T = KN o), I+ IK N o)1 Pour ot€[0,1], considérons Ty, opérant
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sur LZ(T); c’est une famille analytique en & au sens de la norme des
opérateurs. Soient Ty i leurs projecteurs spectraux associés a
HOU= 1K o), N1+ 1Kl oo)]. Cette famille de projecteurs est analytique
en o au sens de 1a norme, donc de rang constant. En particulier:
(7.12) rg(Ty, )=rg(Ty o)=rg(My)=1.
Ainsi, T'y g n‘a qu'une valeur propre dans H(N)(1= 1Kl o), I(A)(1+ 1K1l o9)] et
cette valeur propre est simple. Nous la noterons vp(\,K). Notons que:
(7.13) 1vp(X,K)=I(A) | = I(A)- 1Kl o«

Comme I'y, g est analytique en X (au sens de la norme des opérateurs)

sur s, +oo[ et comme vp(\,K) est simple, vp(},K) est analytique réelle
pour A€ls, +ool.

Nous allons maintenant préciser un vecteur propre normalisé associé a
vp(\,K) que 1on notera ¥4, ,K- Soit T le cercle de centre I(A) et de rayon
I(X\)/2, comme on a supposé Kl ,<1/4, on sait que (z- I")\,K)‘l existe
pour zeT et :

(7.14) I1(z- Ty, 1~ TI=4/100).

De plus:

(7.15) (2= Ty, )P, 0=(2=1ANYy o+(Ty,0-T,k)¥P,0

donc:

(7.16) "x,KB")\,o=B°)\,o+V)\,K,

avec

(7.17) vy, k=2IM) " fo(z-Ty ) "N z-1) Ty k-T'y, 0¥, 002
Ainsi

(7.18) vy gkl 2(T)<4 1Kl o0

En posant Yy, =119 ¥y,0l —IHX,K‘P)\,Or ona

(7.19) \P‘)\,K=‘P)\,0+U)\'K ou IIU)‘,K"LZ(T)SC“KHOO-
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Or:
(7.20) Yy, k=(vp(N, KNIy P, k)=

=(vp(h, KD TIPSy 0+(Ty k=T, 00¥%, 0+, KUK )

=¥, 0(vp(,K) TN +vp(A, K) THHONK(PE | 0)+ (T +KI(Py, ouy, Kk))-
D'ol
(7.2 ¥y k=¥, 00+ ¥\ k)
ou:

(7.22) ¥y k=

vp(A,K) THIN) - v, KD +vp(N,K) THOMK(PE | o)+ (To+K)I(Py, ouy k)
c’est-a-dire d'aprés les estimées précédentes sur K, vp(X,K) et uy, g, on
sait que «}/)\,K est analytique réelle en A€ls, + o[, et uniformément pour
Aels, +oo[:

(7.23) 1Y\ koo, T=ClIKll 0.

De plus, (7.22) nous dit que ¥ g(8) est analytique dans D. Pour A>s,
comme I‘)\,K est auto-adjoint, que \p)\,K est de norme 1 et que
vp(X,K)=(Py kITy k¥P,K)s ON a:

(7.24) 3, (vp(N, KN =@\ (T'y )P,k I¥P,K
=-1/2{(N-w(©)] 73/ 2[M o +KIA - ()] "1/ 29y 1Py )+
(% - ()] 2[T o +KIA - w(0)]73/294 19y k)
=-Re([To+KIA-w(@)]1 7129y (1IX-w(0)]73/294 ().
On calcule
(7.25) 3y (vp(X,K))=
~Re((VoIT) ™2 [ [r(1+k(8,6"NI(A) " (A - w(e))~ 2.

-1+ (ONU+Yy ((8")deds’),

d’ol:
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(7.26) 3y (vp(X,K))=-1(X)~H(Vol(T) 2.
Re(frJT(A-w(e)~2(A-w(e")~1-(1+u(0,0',,K))dode"),

avec:

(7.27) J(0,06',2\,K) analytique en (6,6’) sur DxD, et analytique en \ dans

Is, +0o[ et

(7.28) 1K) oo, T Tx]s, +00] SCIKloq

De (7.26), on déduit:

(7.29) 33 (vp(X,K)-1(\)=

1N~ (voIT) = 2. [ fp(h-w(8)) " 2(A - w(e")) " Re(j1 (0,0, %,K))d6de’,
et:
(7.30) 139 (vp(X,K)=T(AN | =C134 (AN IK 1 o -

Ceci achéve la démonstration de 1a Proposition 7.1.

Remarque: Exactement la méme étude peut étre faite pour Ae]-,il.

Les résultats sont les mémes a une modification de signe prés.

Le comportement de I(A) en fonction de A et de h va jouer un réle

primordial a cause des estimées (7.13) et (7.30) qui vont nous permettre

d'obtenir des asymptotiques pour les valeurs propres de Pt. Nous allons

donc 1'étudier de maniére précise. En reprenant les notations de 1'hypothése

(H.5), on pose:

(7.31) A=(f(h))~1\ et s=supg ¢ ( W(O))

et

(7.32) J(X)=(VoIT)I(h)I(N\) c'est-a-dire J( )= [p(X-d(e))~! de.
Alors on a le

Lemme 7.2: Pour x> s, J( ) est analytique réelle décroissante.

Supposons que 1'hypothése (H.5) est vérifiée et rappelons que, par
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définition, Dg(w)= Idét(Hess(G')(es)))I =1/2_ Alors, pour h suffisament petit
et uniformément en h, on a, quand A— §', x> s:
() sin=1: J(R)=21/2.7Dg(w)(X- )~ 1/2(1+001)),
(i) sin=2: J(A)=-2mDg(w)log( X - s)(1+0(1)),
(iii) sin=3:
J( %)= J(8)-25/2.w2pg(w)( X - )2 +0(( X- /),
(iv) sin=4:
J(R)=J(8)+4m2Dg(w)( X - $)og( X - $)+o(( X~ $)log( X-5)),
(v) sin=5:
J(RN)=3(8)+35(J) 5= 5-(X-8) +o((X-5)).

Et quand A-s— +00: J( A)=Vol(T)-( X-s)~1-(1+0(1)).

Preuve:

Le fait que J( ) est analytique réelle se voit immédiatement sur
I'expression de J( X); de plus 39 ( J( X))=- [r(XA- W(6))~2d6<0 donc
J( ) décroit.

Quand X- s— +, on a:
(7.33)

IR =(X- )1 p+(s- D(6))/(X- 8)~1de)=vol(T)-( X~ §)~1(1+0(1)).
Le comportement de J( X) au veisinage de s s'obtient en calculant

l'intégrale au moyen d’un changement de coordonnées de Morse au voisinage

du point 8¢ ol & atteint son maximum.

Par 1'nypothése (H.5)(iii,**), on peut appliquer le lemme de Morse
uniformément pour helo,hgl, c’est-a-dire qu'il existe U voisinage de I8
dans T, V un voisinage de 0 dans RN et un difféomorphisme Dp, analytique

réel de U dans V, vérifiant, pour tout 6 dans U:



7.8

(7.34) A(8)= s~ DL(0)12,
et tels qu'il existe ri,r2>0 (indépendant de h) tels que, pour he]o,hgl,
Dh(B(8g,r1))CB(0,r,)CV ol B(a,r) désigne le boule de centre a et de rayonr
dans RN. De plus Dy, et (D)~ ! sont uniformément bornées dans C*®. Notons
Vih=Dp 1(B(0,rp)). Alors B(6g,r|)CVpCU.

Soit J(x), le déterminant jacobien de Dh"(x). Alors, par (7.34):
(7.35) J(0)=2"2| det(Hess(@(04))) | ~1/2=2n/2p (w)

L'hypothése (H.5)(iii,*) nous permet de majorer J(0) uniformément en h

assez petit. On a:
(7.36) J(N)= [y (Z- @)~ lde+ [y, (X- ()~ Tde)
D'aprés 1'hypotheése (H.S)(iii,x%x=), il existe §=8(ry)>0 tel que 1'on ait:
(7.37) fr\y, (X-d(e)~lde<volT) X- s+82)~!
De plus, on a:
(7.38) fy, (X-d(e)~'de= [y, (X-s+IDn(0)12) e
=JB(0,ry)( X-9)+1x12)71u(x)dx
= [52(( X - 8)+r2)~1r=1 [gn-1J(ro)dodr,

ot SN~ 1 est 1a sphére de dimension n-1.

Or, comme W est analytique, J l'est aussi. On peut donc développer

Jgn-1J(ro)do en une série entiére de 1a variabler,

(7.39) Jgn-1J(ro)do=ZpeNaprP,

avec ag=J(0)-Vol(sN~1).

Dol

(7.40) [y, (X- ()~ de=2, ¢ Nap J§2(( X~ §)+r2) 71 +P~1qr,

Il nous reste donc & étudier le comportement, quand A — s, des intégrales



7.9

[§2((X- $)+r2)~1rn+P=1gr_ un petit calcul donne,
(7.41) J§2((X- ) +r2)~ldr=1/2-(X- 5)"1/2.(1+001)),
(7.42) [52(X- 9)+r2)~IrPdr=(X- 5)"1/20(1),

sip>0, et

(7.43) [§2((X- 8)+r2)~Irdr=-1/2-10g( X - 5)-(1+0(1)),
(7.44) [§2((X- $)+r2)~1rPdr=10g( X - $)o(1),

sip>l.

Ce qui, par (7.35) et (7.36) nous donne (i) et (ii).

Pour n=3, on remarque
(7.45) J(N)-[p(s-w(e))~Tde=
Fr\v (X - @) ~1-(5- w(e)~Nde+ fy, (X- d(e)~'-(5- w(e)~de.

Alors comme précédemment,
(7.46)

| Fr\ v, ((X- DN~ 1-(s- w©eN~Hdel<| X- 5187 2volT)( K- 5+82)7 1.

Et, en faisant le méme changement de variable que ci-dessus,
(7.47)

JupX-aen~1-(s- w(e)n~de=
£peNpJE2((X-8)+r2)~Irn+p=1_n+p=3)qr=
~(X-9)ZpeNap§2((X- 9)+r2)~Irn+P=3qr),

Ce qui, par (7.35) et (7.41)-(7.44), nous donne (iii) et (iv).

Pour nx5, il suffit de remarquer que 33 (J) |y = 5 =- fr(s- W(6))~2de

converge pour obtenir (v).



8.1

§8:Démonstration des Théorémes 1.6, 1.7:
Si, pour teD(0,a(h)/8), on note r=b(t), alors on a,

(8.1) Q=W +b()My+K()=W+r(TMy+H(r))=Op,

avec H(r)=K(b~1(r)/r.

Le Théoréeme 1.3 nous dit que

(8.2) K(t)= [§(34(K(1))dt,

avec 9¢(K(t)) analytique dans D(0,a(h)/8) et vérifiant, pour tout ¥>0, il
existe ha >0 tel que pour he]O,hX[ et tout teD(0,a(h)/8),

(8.3) 131(K(t) Il oo =e~(Ssv=¥)/h ot K(0)=0.

D'aprés 1'étude faite dans la partie §5, on sait que, pour reDy,,

(8.4) 9/(14p)=<13,b~1(r) | =9/(4p).

Alors, en utilisant les estimées de Cauchy et un développement en série
entiére pour K(b~1(r)), on obtient que, pour tout %¥>0, il existe ha >0 tel
que pour helo,h[ et reDy,

(8.5) I3 (HIN Il osp~le~(Ssv=¥)/h gt JH(0) I <p~Te~(Ssv=%)/h,

Le fait que 1'on obtienne ce résultat pour tout r dans Dy, et non pas dans un
domaine plus petit, vient du fait que (8.3) est valable pour t dans
D(0,a(h)/4).

Remarque: On sait que D(0,pa(h)/18)CD,CD(0,7palh)/36) et que
[0,5pa(h)/48[CcD,NR* C[0,7pa(h)/48.

De plus, d’aprés (iii) et (iv) du Théoréme 1.3, on sait que, pour reDy,
H(r) est un opérateur de L2(T) dans L2(T) & noyau analytique sur
DpXW(h)XW(h). Comme b(RND(0,a(h)/8))=RNDy, H(r) est auto-adjoint
quand r est réel. Donc, quand r est réel, on peut appliquer 1a Proposition

7.18 (A=) 2o +HIOIA-w) "2 noté Ty, 1(r)-
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On démontre alors les théoremes suivants:

Théoréme 8.1: Supposons n=1 ou 2. Il existe hg>0 tel que pour
helo,hgl, il existe A(r) une fonction croissante analytique réelle sur
DhNR* dans Js,d +a(h)] qui est valeur propre simple de ®, et qui vérifie:

() sir/f(h)—ot:
sin=1: (A\(N)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cy(h,r)-(r/f(n))2,
sin=2: (X(n-s)/f(h)=exp(-(1+0(1))-C2(h,r)-(f(h)/r)),
(2) pour tout C>0, il existe C’'>0 tel que pour relf(h)/C,Cf(h)l, on a:
1/C'=9d,/X(n=2,
(3) sir/f(h) = +o00: A(r)=s+(1+0(1))-r,

avec Cn(h,r) vérifiant que, pour tout ¥ >0, il existe h75>0 tel que pour
helo,hy[ et pour tout reDyNR+,

(i) Cy(h,r)=(21/2.1D4(wW)/VoIT)2-(1+0(e ~ (Ssv=¥)/hy),

(i) Co(h,r)=(VoIT/(2mDg(w)))-(1+0(e ~ (Ssv=¥)/hy),

De plus, pour tout ¥ >0, il existe h?f>° tel que pour he]O,hx[ et pour

reDpNR+, A(r) est la seule valeur propre de ®, dans

Is+0(e~(Ssv=¥)hy(\(r)-s), L +a(h)].

Théoréme 8.2: Supposons n=3. Il existe hg>0 tel que pour helo,hgl,
il existe une constante Tgy >0 et A(r), une fonction croissante analytique
réelle sur DLNITgy, +0o0[ dans Js, ) +a(h)] qui est valeur propre simple de
®,; elle vérifie:
(1) siu=(r-Tgy)/f(h)—o0*:

sin=3: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-C3(h,r)-u?,
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sin=4: (A(r)-s)/f(h)=-(1+0(1))-C4(h,r)-(u/log(u)),
sin=5: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cp(h,r)-u,

(2) pour tout C>0, il existe C'>0 tel que pour relf(h)/C,Cf(h)I, on a:
1/C'=9, (=2,

(3) si(r=-Tgy)/f(h) = +o00: A(r)=s+(1+0(1))-r,
avec Tgy et Cp(h,r) vérifiant que, pour tout ¥ >0, il existe hy >0 tel que
pour he]O,hx[ et pour tout reDpLNR*,

() Tgy=WsN~1-(1+0(e~(Ssv=¥)/hy),

(ii) pour n=5:

Cn(h,P)=(-3 5()| %= 9~ 1-VoITU(s)f(h)2-(1+0(e ~(Ssv=¥)/hy),

(oU les notations J, X et s sont définies dans la partie 7),

(%%) C4(h,r)=(VoIT(I(s)f(h))2/(81r2Dg(w)))-(1+0(e~(Ssv=¥)/h),

(%%x) C3(h,r)=(VoIT(I(s)f(h)2)2/(25w4Dg(w)2)-(1+0(e~(Ssv-¥)/h),

Pour relo,Tgyl, ona, o(@)nls,l+a(h)]=2. Sin=5, A(Tgy)=s est
une valeur propre de O, .

De plus, pour tout ¥ >0, il existe hX>° tel que pour tout he]O,hx[, il
existe une constante positive 'Cgv=dérpe(58v'75)/h-(l(s))", telle que
pour relTgy,Tgyl, A(r) est 1a seule valeur propre de ®, dans s, +a(h)],

et pour reDpnITgy, +=[, A(r) est 1a seule valeur propre de ®, dans

Is+0(e~(Ssv=¥)/hy(\(r)-s), L +a(h)].

Preuve des Théorémes 8.1 et 8.2: Dans la partie §7, nous avons vu

que X dans ]Js, M +a(h)] est valeur propre de multiplicité p de ®, si et

seulement si 1 est valeur propre de multiplicité p de r-I‘)\,H(r)

c’'est-a-dire si et seulement si il existe v, une valeur propre de
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multiplicité p de T\, H(r) (défini par (7.5)) telle que v-r=1.
D'aprés l'estimée (8.5), on sait que, pour h suffisament petit, pour tout
reDp,

(8.6) IH(NI =<1/4.

Alors, H(r) vérifie les hypotheses de la Proposition 7.1 uniformément pour

reDpnR*. Donc on sait que le spectre de I'y, () est contenu dans la
réunion de deux intervalles disjoints

(=IO THOD T o, M THID T oo JUTIAN (1= TH(D 1l 06), I (1 + TH(N) | 001, et que
(8.7) a(Ty , H(r)) NN A= THIN 1 60), TN+ TH(IN) I oo)1={vp(X, H(r))},

ou vp(A,H(r)) est une valeur propre simple.
Nous allons maintenant résoudre 1'équation
(8.8) r-vp(X\,H(r)=1,

et nous nous occuperons plus loin des valeurs propres de ®, créées par les

valeurs propres de I'y, () dans [=I(N IH(N) oo, I TH( | o] On a
Lemme 8.3: Pour Aels,+a(h)] et reDp,NR*, ona

1) Pour reDpnR* fixé, vp(\,H(r)) décroit en X pour A dans |s, M +a(h)].

2) Pour tout ¥ >0, il existe hae >0 tel que, pour he]0,hy[, XAels,+a(h)]
et reDpNR*, ona [3(vp(A,HINMN I = I(N) I p~le~(Ssv=8)/h,

Preuve: Pour r dans Dy, I') h(r) est analytique en r au sens de la
norme Hilbert-Schmidt et:
(8.9) 3Ty () (M) =(A-w(h) “ZBHINIA -w(h) "2
d’ou:
(8.10) 10p(Ty  H(r)(M Iy, s I TTBA(HIMN I o -
Donc, par (8.5), pour tout ¥ >0, il existe h75>° tel que, pour helo,hx[,

on a
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(8.11) 13Ty, p(ry Iy, s= 11N 1p~le~(Ssv=%)/h,
De plus, comme vp(X,H(r)) est valeur propre simple et que H(r) est
analytique en r dans Dy, et auto-adjoint quand r est réel, vp(\,H(r)) est

analytique réelle en r dans DpNR; sion note Yy (r) un vecteur propre

normalisé, alors Yy p(r) Peut étre choisi analytique en r dans DpNR (pour

cela, voir par exemple la démonstration de la Proposition 7.1). Comme

(8.12) vp(X  HIN =Py 1) 1T, HIOMP R, H(E

on a:
(8.13) 3(vPON,KIMN =BT\ H(r) (P, H(r) P, H(r))-
D'ou,
(8.14) 13(vp(N,HION T IT L IBHIN N oo = 11N 1 p~Te~(Sev=8)/h,
En appliquant la Proposition 7.1 & I'y, p(r), on obtient,
(8.15) 139 (vp(A,H(M) =I(AN I = 134 (I(OAN | - TH(N | o0 -
Comme 34 (I(X\)) est négatif pour X\ dans s, +a(h)], d'aprés (8.5), pour h
assez petit et reDLNR*, 34 (vp(X,H(r))) est négatif c'est-a-dire que

vp(X,H(r)) décroit en X pour A dans Js, L +a(h)].

Preuve du Théoréme 8.1: Nous supposons donc h=1ou 2. La

Proposition 7.1 et le Lemme 7.2 nous disent que
(8.16) supy 5 gVP(X,H(M))) = +o00.
Donc par le Lemme 8.3, pour tout r fixé, vp(\,H(r)) réalise une bijection

décroissante en A de s, + o[ dans ]0, +oo[. Alors, pour tout reDL,NR ¥, il

existe un unique A(r) dans Is, +oo[ tel que
(8.17) r-vp(A(r),H(r))=1,

c’est-a-dire tel que A(r) est valeur propre simple de ® . A(r) est

analytique en r car, au voisinage de chaque r, elle nous est donnée par le
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théoreme d'inversion local appliqué & 1'équation (8.17) et que vp(\,H(r)) est
analytique en r et A. De plus, en dérivant (8.17) par rapport a r, on obtient

(8.18)
3 (A(N) == {vp(A(r),H(r) + 13 Lvp (-, HINIA(rN}/{rd4 [vp(- ,HINI(A(N)}.
Or d'aprés la Proposition 7.1 appliquée a T\, H(r)»
(8.19) vp(A(N),HIN)=I(A(N)(1+g(r))
ou, grace a (8.5), g vérifie uniformément pour r dans DLNR* et pour h

suffisamment petit (dépendant de ¥),
(8.20) Ig()I<p~le~(Ssv=¥)/h,
Donc, par (8.18), pour h assez petit
(8.21) 3(A(N)>0,
c’est—a-dire A(r) croit strictementenr.
Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour A(r).
Par (8.19), en reprenant les notations de la partie §7,
(8.22) r-I(AM)(1+g(r)=r-(VorT)~!-f(h) 1. JCX(MN)-(1+g(r)) =1,
c’'est-a-dire,
(8.23) X(r)=J~UVoIT-1(h)/(r(1+g(r)).

Donc, par (8.22) et par les estimées de J( \) données au Lemme 7.2, on a
(8.24) siv=r/f(h)—0t:

(i) sin=1: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cy(h,r)-(v)Z,

(ii) sin=2: (A(r)-s)/f(h)=exp(-(1+0(1)):Co(h,r)-v),
avec Cp(h,r) vérifiant que, pour tout ¥ >0, il existe he >0 tel que pour
helo,hx[ et pour tout reDpNR+,
(8.25) (i) Cy(h,r)=(2!/2.71Dg(w)/VoIT)2-(1+0(e ~(Ssv=¥)/hy),

(ii) C2(h,r)=(VoIT/(2mDg(w)))-(1+0(e ~(Sev=¥)/hy),

Placons nous maintenant dans le cas ou v=r/f(h) — +o00. Par les
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encadrements donnés sur D, ona [rl=7pa(h)/36. On déduit que h— 0+,

On sait que

(8.26) X(N=(JI~1)((1+0(1))-VoIT/v),
c’est-a-dire, en utilisant le Lemme 7.2,
(8.27) quand v — 400, A(r)=s+(1+0(1))-r.
Par (8.18), (8.19), (8.14), (8.5), (8.17) et les points (II.ii.2-3) de 1a

Proposition 7.1, on a
(8.28) dA(N)=-(14+m(r))-(I(X(r))2/35 1(X(P))),
ou m vérifie uniformément pour r dans DpNR* et pour h suffisamment petit

(dépendant de %),
(8.29) Im(n)|<p~le~(Sev=¥)/h,
Comme =35 I(A)=(VoIT) ™! fp(A-w(8))~2de, il existe C'>1 tel que pour

reDpNnIf(h)/C, + oo,
(8.30) 0<1/C'= |9 (A ()| =2.

Ceci achéve 1'étude de A(r) sin=1o0u 2.

Nous allons maintenant essayer de préciser les A\ pour lesquels il peut

exister v dans [=I(A) TH(N) Il o0, IA) IH(r) Il o] tel que v-r=1. Nous savons que

I(\) réalise une bijection décroissante en A de |s, +oo[ dans ]0, +oo[. Notons
1= sa bijection réciproque.

Lemme 8.4: Pour tout ¥ >0, il existe h?f>° tel que pour tout
hel0,hyl, on a I ITH(N I Ir <1 si Aels+gp(r), J+a(h)] ol gy(r) est
définie sur DpNR+ par g, (N =1"1(e(Ssv=¥)/hp/r)-s.

Preuve du Lemme 8.3: D'aprés (8.1), pour tout ¥ >0, il existe h“6>°
tel que pour he]O,hx[, on a
(8.31) IH(N oo Irl = rip=Te~(Ssv=¥)/h,

Donc une condition suffisante pour que I(A) IH(r) ll oo I <1 est que:
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(8.32) I(\)< pe(Sev=¥)/h/r|,
Comme I(\) est bijective décroissante, le résuiltat est immédiat.
o
Du Lemme 8.4, on déduit immédiatement que, pour h suffisamment
petit (dépendant de %¥) et pour reD,NR*, A(r) est la seule valeur propre de

®, dans Is+gp(r), ) +a(h)]l. Remarquons que, pour C>1 et pour x>0,
(8.33) I(s+Cx)=1(s+x)/C,

donc, sion pose y=I(x+s)/C alors x=1"1(Cy)-s et par (8.33), on conclut
que pour C>1 et y>0,

(8.34) c(1~(cy)-s)=<I171(y)-s.

Donc, par le Lemme 8.4 et par (8.22), pour tout ¥ >0, il existe h'tf>° tel
que pour tout he]O,hx[, ona,

(8.35) gp(n)/(A(r)-s)=pe~(Ssv=¥)/h,

Ceci acheve la démonstration de Théoreme 8.1.

Preuve du Théoréme 8.2: On suppose maintenant n=3. Donc pourr

fixé dans DpNR ¥, r-vp(A,H(r)) réalise une bijection de [s, + oo[ dans

10,r-vp(s,H(r))] car r-vp(A,H(r)) atteint son maximum sur [s, +oo[ en s.

Nous allons étudier ce maximum. On définit:
vp(s,H(r))=limy \ ¢(vP(X,H(r)). On a

(8.36) 9,(rvp(s,H(r)))=vp(s,H(r))+rd(vp(s,H(r)))

d'ol, par (8.14): |

(8.37) 18,(r-vp(s,H(r)))-vp(s,HIN I <IT(s) | I (H(IrN I o0

Donc,par 1'assertion (ii-2) de la Proposition 7.1, pour h suffisamment

petit, rvp(s,H(r)) croit en r pour r dans D,NR* et tend vers 0 quand r tend

vers 0. Ainsi il existe T gy >0 tel que r-vp(s,K(r))<1 pour tout r<Tgy, et
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r-vp(X,H(r)>1 sir>Tgy. C'est-a-dire, pour r<Tgy, il n'y a pas de A>s(h)
tels que r-vp(\,H(r))=1 et, pour r=Tgy, il existe un unique A(r) dans
[s,+0oo[ tel que

(8.38) r-vp(A(r),H(r)=1.

A(r) est alors valeur propre simple de ®@,. Le fait que A(r) soit analytique
en r provient a ’nouveau du fait que V'on inverse localement rvp(\,H(r)) qui

est une fonction analytique. De plus (8.18) et (8.21) restent toujours

valables; on en déduit que A(r) croit strictement enr.

Définissons To=1/1(s). Nous allons estimer | Tgy-Tgl. On sait:
(8.39) TgyVvp(s,H(Tgy))=Tol(s)=1
donc
(8.40) ITgy-Tol/ITgl=1vp(s,H(TgyN=1(s)|/1vp(s,H(T gyNI.

En utilisant (8.5) et en intégrant (8.14) en r, on obtient, pour h assez petit

(dépendant de %),
(8.41) ITgy-Tol=ITglp - le~(Ssv=¥)/h,

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour A(r).

Par la Proposition 7.1, on sait

(8.42) 34 (vp(X,H(r))) =34 (I(A)-(1+g(X,nN),

ou, grace a (8.5), g vérifie uniformément pour reDpNR+, Aels, +oo et
pour h suffisament petit (dépendant de ¥),

(8.43) Ig(\,r) | <p~le=(Sev=%¥)/h,

Ceci associé au Lemme 8.3, a (8.17) et & (8.18) nous dit alors que,
(8.44) (1+g1(r)-35 AA(NN-d (NN =-r~2,

ou gy vérifie (8.20). Or on sait que A(r) est bijective et analytique réelle
pour r dans DpNR+. Donc pour (r,r')e(DNR+)Z, en intégrant (8.44)

entre r et r/, on obtient
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(8.45) XM =IO N =(1+g2(r,r')-(r'-r)/rr"),
ou g, vérifie uniformément pour (r,r")e(DpnR+)Z et pour h suffisament

petit (dépendant de %),
(8.46) Igz(r,r')| (P"le‘(35v—1{)/h.

Alors, en posant u=(r-Tgy)/f(h), on obtient,

(8.47) J(X(MN-J(X(r')=(1+g(r,r'))-Vol(T)(u'-u)/((u+Tg (U’ + Tgy)).

Maintenant pour obtenir les estimées annoncées, il suffit de prendre u’=0

et on en déduit, par le Lemme 7.2,

(8.48) siu=(r-Tgy)/f(hy—0t:
sin=3: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cz(h,r)-uZ,
sin=4: (A(r)-s)/f(h)=-(1+0(1))-C4(h,r)-(u/Tog(u)),
sinz=5: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1)):Cp(h,r)-u,
avec Cn(h,r) vérifiant que, pour tout ¥ >0, il existe h‘b»)o tel que pour
helo,h[ et pour tout reDpNR ™,
(8.49) (%) pour n=5:
Cn(h,N=(-35(J)| 5= 9~ 1-(VoIT(I(s)f(h)2)-(1+0(e ™ (Sev=¥)/hy),
(*%) C4(h,r)=(VoIT(I(s)f(h))2/(412Dg(w)))-(1+0(e ~(Ssv-¥)/hy),

(%%x) C3(h,r)=(VoIT(I(s)f(h))2)2/(25w4D(w)2)-(1+0(e ~(Ssv=¥)/hy),

Placons nous maintenant dans le cas ol u— + o alors v=r/f(h) — +o00,
donc en utilisant exactement le méme raisonnement que dans le cas de Ia
dimension 1 et 2, on obtient,

(8.50) quand u— +00, A(r)=s+(1+0(1))-r.
L’estimée (8.30) dans le cas reDhn]C"r(h),+00[ s’obtient de 1a méme
maniére que pour n=1 ou 2. Nous allons & nouveau préciser les A pour

lesquels il peut exister v dans [=I(A) TH(N) Il o0, M TH(M) Il o] tel que ver=1.
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Nous savons que I(\) réalise une bijection décroissante en A de [s, + o[

dans ]0,I(s)]. Notons 171 sa bijection réciproque.

Lemme 8.5: Pour tout ¥ >0, il existe hx>0 tel que pour tout

helo,hyl, si I IHID o lrl =1 alors r2Tgy=gerpelSsv=¥/N.(1(s) 71 et
A=I"1(e(Sev=¥)/p/r),

Preuve: La démonstration de ce lemme est exactement celle du Lemme
8.4 mis a part le fait que 1'image de I()\) est bornée donc sir est assez
petit, 1'équation (8.32) est toujours satisfaite.

o

Comme (8.34) reste valable dans ce cas, par le Lemme 8.5, on obtient
(8.35) exactement comme dans le cas n=1ou 2.

Pour achever de démontrer le Théoreme 8.2, il suffit de remarquer
que, sin=5, alors (s-w(6))~ ! est dans L2(T) ce qui associé a la

Proposition 7.1, nous dit 1 est valeur propre de I'g j(7,,): donc s est

valeur propre de ®Tsv'

a

Pour obtenir les Théoremes 1.6 et 1.7, il suffit de faire le changement
de variable r=b(t). Alors comme A(t)=g44sA(b(t)) est une valeur propre
simple de Py, si Pt est un vecteur propre unitaire associé a A(t), en
dérivant la relation
(8.51) (P Ivi)=2AQ),
on obtient, pour tout teD(0,a(h)/8),

(8.52) 3 A (t)=1.

Puis, en se servant de l'encadrement (5.33), on déduit aisément les

Théorémes 1.6 et 1.7 des Théoréemes 8.1 et 8.2.
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Appendice:

Dans cet appendice, nous allons d’abord donner un exemple de potentiel
périodique pour lequel les hypothéses (H.1)-(H.3) sont vérifiées. Puis en
imposant des conditions de symétrie supplémentaires sur le réseau, nous

verrons que (H.S) est également vérifiée.

Soit (Uj)<j<pn Une base de RN et L=B<j<n2Uj- Si X=Z1<j<ndjUj, ON
note Ixl=Zy<j<nlajl. On note Cq 1a cellule de base du réseau. Soit alors
VeC*®(RN), une fonction positive, L—périodique telle que: V(X)=0& x€l.
Les puits de V notés U; seront alors les points de L.

On suppose de plus que Hess(V)(0) est définie et positive, ou Hess(V)
désigne la matrice hessienne de V. Par périodicité, pour tout aelL,
[ VV(xX)| =0 et Hess(V)(x) est définie et positive.

Pour € suffisament petit, on définit les ud,g comme dans la partie 1. On
prend 84 une fonction positive dans C%"(Uo,e) telle que, pour xelUp ¢/2,
(a.1) 8g(x)=€2/4.

Alors, sion note 8, les translatés de 8¢ par les points de L,
(3.2) V44 e 0> €L/ 4.

En le définissant commme dans 1a partie 1, P n’a qu’un seul puits {0} et

celui-ci est un minimum non dégénéré du potentiel. On peut alors appliquer

des résultats classiques (cf [HSj1], [S2]), & savoir que 1a premiére valeur

propre de Py est simple et de plus, si on la note J, on sait qu’il existe
ro>Mo>0 tels que:

(2.3) o(Po)n[0,rghl={p}

ol )= gh+0(h2).

On constate que (H.1)-(H.3) sont vérifiées.
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Supposons de plus, que pour (o, 8)eL XL, d(ud,u3)=so implique
lot-B1=1et qu'il existe G, un groupe fini d'isométries lineaires de RN, tel
que:

(i) G agit transitivement sur Ly={ateL; || =1} c'est-a-dire que pour tout
(o, B)eLyXLy, il existe geG tel que g(x)=48,

(ii) pour tout geG et tout xeRN, V(g(x))=V(x).
Remarque: Le (ii) associé & la condition [V(x)=0& x€L] nous garantit
que le réseau est invariant par G. De plus, chaque élément de G réalise une

bijection de L dans L.

Pour geG, on note g, 'opérateur unitaire de LZ(IR") dans lui-méme
défini pour ueLZ(RN), par g*(u)=u~»g". On a, pour € suffisament petit,
que pour tout geG, g(Ug ¢)=Ug ¢-

On construit alors 84=6| “zgesg*(eo) (ol |G est le cardinal de G);
c’est une fonction positive dans CH(Ug ¢) telle que, pour xeUg ¢/2,

(a.4) 8g(x)=£2/4.

On note 84 les translatés de 8q pour €L et on définit 1'opérateur
§O=P+ZB 20 53. 50 n'a qu’un seul puits {0} et celui-ci est un minimum
non dégénéré du potentiel. Les opérateurs 50( vérifient alors les mémes
proprietés que les opérateurs Py construits ci-dessus. De plus, on a, pour
tout geG:

(3.5) gy 50°(g*)"‘= 50 et g*oPo(g*)"=P.

On note alors Yq, le vecteur propre réel positif normalisé associé a
'unique valeur propre de 50 dans [0,r0h]. Comme >0, pour tout geG, on

a,

(6.6) g*(wo)=\Po.
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De plus pour <€l et geG, si Tyu(x)=u(x-o) pour ueLZ(RN), on a

(3-7) g*°rd°(g*)_l=‘tg(d)-

(On trouvera d'autres constructons de ce type dans [HSj2].)

Or comme G agit transitivement sur {atel; || =1} pour [xI=[8]=1, il
existe geG tel que g(a)=8 donc

(a.8)

(TEPo I TgTTEY0)=(TEPo I Tg(o) TFPO)=(TTFPol 9w T o (g) ™ TEY()
=(MpYPo [T« TTFY0)s
et,
(3.9) (MEPo I TTEPY)=(TTEPo I gue T o (gx) ™' TEPY()
=(TTgYo |l T TEPYo)-

Les mémes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc si my
désignent les coefficients de Fourier de w calculés dans la partie 2, on a,
pour tout |a|=]81=1,
(a.10) my=mg.

Dans la partie §2, nous avons vu que, pour o €L,
@.11) My=84 o+Wq,o+ Olexp(-dg(«,0)/h)),
avec,
(2.12) Wy 0= =1/2(0P o [ (Zog 200 )W) +((Exr 2 4O IP 1 ¥0))-
Ceci nous dit, qu'il existe C>0 telle que, pour || >1,
(2.13) |mdgsce-(so+(lotl+l)/C)/h).

Nous allons maintenant estimer my pour |l =1 en suivant la méthode
de Helffer et Sjostrand [HSji]. Remarquons que, d'aprés la section 2 et
(a.11), pour estimer My, 11 suffit d'estimer Wg,0e Soit " I'hyperplan

{xeRN; |x|=[x-al}; notons 't ={xeRN;: [x|=|x-ot|} et I~ ={xeRN:

Xl =|x-o]}. De plus, on notera n la normale a I" orientée vers O.
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Alors,
(3.14) (P [(Z¢ 2004)P0) =~ [RP " (S 200 )PodX
== [P+ P (S 200%)P0dx= [P P~ (S £00%)Podx.
D'aprés ce qui a été dit sur la localisation des (‘P?{)'&eL dans §2, il existe
C>0 telle que,
(3.15) | Jp-P o+ (S 200y )Podx| sCe™(So+1/C)/h,

(2.16) | [p+ P (Syg #O%)Podx|sCe(So+1/C)/h,
De plus, comme Y est vecteur propre associé a J. pour Po»
(a.17) = [p+P " (Eg 200%)P0dX= [P+ P+ (P~ 1) Podx
==hZ [+ Py APodx+ fr+ P (V=p)-Podx.
Donc, par la formule de Green,
(3.18) = [P+ P+ (Ex 2005 )P odx==h2 [p((P 4 VP =Yg VP y)-n)do+
~hZ [+ o AP dx+ fp+P o (V-p)-Podx

=-hZ2 [((P " VP~V VP ) NG +hZ [+ P+ (Sog 2 O )P ¢ IXs

car P est vecteur propre associé a jL pour Py (ici, do dé#igne la mesure

de surface surT.)

De méme, par symétrie sur O et o,
(a.19) “Ir‘wd(zx ¢dex)-\90dx=

~h2 [P((-P " TP+ P VP ) (-M)dT+hZ [ =P (Eq £00%) P ydX.
Donc, par (a.11-12), (a.15-16), (a.18-19), il existe C>0 telle que
(2.20) Imy+h2 [ (P VPo-Po VP)-ndo| =Ce™(So+1/C)/h,

Puis Te terme hZ [p((Y - VP -Po- VP 4)-n)do s'estime comme dans
[H.Sj1] grace aux estimations B.K.W obtenues pour les fonctions propres ¥

et Y, au voisinage des géodésiques minimales de la métrique d’Agmon. On

obtient qu'il existe meN tel que, pour h assez petit
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(a.21) h1/2/C<Imyl-eSo/h¢chl—-m/2,

D’aprés 1a partie 2, on sait,

(3.22) W(O)=F o Mye!%®,

avec, d'aprés (2.20), my=m_ y pour a€L.

Donc, on a,

(2.23) W(B)=m+Zy | Mycos(aO).

Sous cette forme, en utilisant (a.13), (a.21), ona

(3.20) w(6)=mqo+2-my,(T1<j<nC0S(Ui®) +Z| | >1bCOS(xXO))

ou by sont tels qu’il existe C>0 tel que, pouf“ h suffisament petit,

bl <o~ 1/(Ch)e=laXl/(Ch),

Sous cette forme, on vérifie aisément que, pour h suffisament petit, w

satisfait I'hypothése (H.5).
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