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ABSTRACT 

Assuming that V is periodic, we study the spectrum of 

P, = —h?A+V+t6V acting on L?(R") when h tends to 0. We first show 

that P, restricted to a convenient spectral interval is unitary equivalent 

to an operator that one may study with a Birman-Schwinger kernel. We 

then show that P; admits at least one simple eigenvalue when t is not 

too small (depending on 7) and we study the behaviour of this eigenvalue 

with respect to t. 
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Etude Semi-classique d’une Perturbation d'un Opérateur 

de Schrédinger Périodique. 

par F.Klopp 

Universite de Paris-Sud 

Département de Mathématiques Bat. 425 

91405 Orsay 

et U.R.A 760 CNRS. 

§0 Introduction: 

Nous allons ici étudier le spectre d’opérateurs du type suivant: 

(0.1) P{=-h2A+V+tSV 

où VeC®(RN:R) est L-périodique, L étant un réseau de RA, 

0<8VeEC§(R";R) et t est un parametre mesurant la taille de la 

perturbation. On définit P= -h2A+V. 

L'étude d'opérateurs du type (0.1) a d'abord été amorcée par les 

physiciens voir par exemple le livre de J. Callaway [C] ou celui de Landau et 

Lifschitz [LL], ceux-ci traitant la plupart du temps des cas particuliers à la 

dimension 1. Puis, plus récemment, ces opérateurs ont donné lieu a des 

papiers mathématiques ( voir F. Bentosela [B], M. Klaus [K]) dont beaucoup 

se placent dans l'approximation de la limite semi-classique ou dans le cas 

des grandes constantes de couplage. 

Dans le cas des grandes constantes de couplage (c'est-à-dire h=1 et 

t— 00), P.A Deift et R. Hempel [DH] ont montré, sous des hypothèses 

différentes des nôtres que pour presque toute énergie E dans un gap de P, il 

existe des valeurs du paramètre de perturbation t tel que E soit valeur 

propre de Py. Ce résultat fut retrouvé par F. Gesztesy et B. Simon [GS]. 

Alama, Deift et Hempel [ADH] ont aussi étudié la question du nombre de 

valeurs propres de Py dans un gap de P. Dans le cas unidimensionnel et dans
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l'approximation des grandes constantes de couplage, dans [GHKSV], F. 

Gesztesy, D. Gurarie, H. Holden, M. Klaus, L. Sadun, B. Simon et P. Vogl 

ont mis en évidence des phénomènes de cascades de valeurs propres pour 

des opérateurs du type de P+. 

Dans le cas de la limite semi-classique, dans [S4], B.Simon a étudié la 

largeur de la premiére bande spectrale de P. Ses résultats ont ete obtenus 

indépendament par Outassourt qui, dans [0], a aussi démontré des résultats 

sur l'existence de valeurs propres pour P; dans un gap de P ceci pour des 

perturbations pas trop petites. 

Notre travail va en quelque sorte prolonger le sien mais les techniques 

utilisées seront différentes. Nous allons nous servir des méthodes mises en 

place par Helffer et Sjüstrand [HSji], [HSj2], [Hsj3] puis étendues par 

Carlsson [Ca] au cas d’une infinité de puits. Nous étudierons le spectre de 

P; dans un intervalle I en utilisant des opérateurs de référence Pt, qui 

sont associés aux puits de potentiel. Ceci nous permettra de ramener notre 

problème, par équivalence unitaire, à l'étude du spectre d’un opérateur du 

type noyau de Birman-Schwinger dépendant de t agissant sur L2(T) où 

T=(RN)*/L*. 

On obtient alors l'existence d'un seuil positif ou nul Tsy (Tsy est nul 

en dimension 1 ou 2) tel que pour t positif plus petit que Tsvy;, il n'y a pas de 

spectre pour P; au dessus de la bande spectrale de P dans I. Par contre, 

pour t plus grand que T sv, il apparait au moins une valeur propre de P;, 

notee X(t), hors de la bande de spectre essentiel de P; dans I; cette valeur 

propre est simple et on peut caractériser le comportement en t. On étudie 

la manière dont X(t) décolle du sommet de la bande spectrale de P quand t 

croit à partir de Tsvy- On obtient qu'en dimension 1 et 3, elle croit comme 

le carré de t-Tsyv, en dimension 2, comme une exponentielle en
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-(t-Tsy)7!, en dimension 4, comme -(t-Tsy)/Log(t-Tsy), et 

linéairement pour les dimensions plus grandes. 

Pour ce qui concerne les dimensions supérieures à 3, on montre que pour 

t assez petit, cette valeur propre est la seule dans l'intervalle I considéré, 

mises à part celles éventuellement plongées dans le spectre essentiel. 

Des résultats analogues aux nôtres ont déja été obtenus dans l'étude de 

perturbations du laplacien libre par B. Simon puis par M. Klaus et B. Simon. 

En effet, dans le cas où V est un potentiel négatif à courte portée, B. Simon 

en dimension 1 et 2 dans [SS] puis M. Klaus et B. Simon en dimension 

quelconque dans [KS] ont étudié le comportement asymptotique de la plus 

grande valeur propre négative de -A+tV quand t>0 et t— 0; ils obtiennent 

des développements identiques 4 ceux décrits ci-dessus. 

Remerciements: Je voudrais remercier J. Sjostrand, sous la direction 

duquel ce travail a été effectué, pour l'aide constante, tant matérielle que 

morale, qu'il m'a apportée.



1.1 

§1: Définitions et résultats: 

Soit L'un réseau c'est-à-dire L=@y<j<n2Zu; où (up jepy ny est une 

base de IR", On considère l'opérateur de Schrôdinger suivant agissant sur 

L2(RN): 

(1.1) P=-h2A+V 

avec V satisfaisant: 

(H.1): VeC®(RM:R) et V périodique sur le réseau L c'est-à-dire 

tel que pour tout x dans R" et tout & dans L: V(x+a@)=V(x). 

On définit: L'={a'e(Rn)*: ¥ vel @-x'e271Z } et T=(IR")*/L*. On note 

alors pour & dans L: TœiL2(RN) > L2(IRN) définie par (Ty P)(xX)=P(x-&). 

Par l'hypothèse (H.1), on a, pour tout & dans L: 

(1.2) T-gePeTy=P. 

Nous allons maintenant supposer qu'il n'existe qu’un puits par point du 

réseau, c'est-à-dire: 

(H.2): il existe E0>0 assez petit tel que pour S€[0,€ol, on a: 

(XERN; V(x)-84<0}=Uge Uy gs Où Uy 8 =Uo,s+{a) et tels 

que si rally SNUy! s=o. 

On suppose, de plus, que Uo s est compact et de diamètre O pour 

la métrique d'Agmon, (V(x)-8) 4 dx2 Où f, =max(f,0). 

On notera, pour “EL, Uy=Uy 0: on appellera les (Uy)aer, les puits de 

potentiel et les (Uy SdaeLs (pour 8>0), les puits de potentiel étendus. On 

notera dg(-,-) la distance associée à la métrique d’Agmon (V(x)-82), dx2 

(pour S€[0,€ol) et d(-,-)=dol-,+). On définit: So=infy zo(d(Ug,Ug)) 

Pour chaque & dans L, on construit un opérateur de référence. Soit 

0<e<Eo et 80 une fonction vérifiant 

(1.3) O<OgECH(Ug ¢) et pour tout xEUg ¢, V(x)+00(*x)zEe2/4.
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Notons, pour œeL: 

(1.4) Og=T (Oo) et Pa=P+E8 4008 

Remarque: Les fonctions Oy vérifient: 

(1.5) O<OyECQ(Uy ¢) et pour tout xeUy ¢, V(x) +0 (x) 28/4. 

Pour tout & dans L, on sait que Py est symétrique, borne 

inférieurement, essentiellement auto-adjoint sur CG’ (Rn). Notons aussi 

Py, son extension auto-adjointe qui a pour domaine H“(IR"), Par un 

théorème de Persson [P], on sait que le spectre de Py est discret en 

dessous de E2/4. 

Par construction, pour tout œeL, on a: 

(1.6) Pa=tToPo°T- 

donc tous les Py ont le même spectre. On note o(P,y) le spectre de Py 

Supposons maintenant: 

(H.3): Ilexiste M=M(h), une valeur propre simple de Po telle que 

M(h) — 0 quand h — 0 et une fonction a(h)>0 telle que a(h)— 0 et 

hLog(a(h)) — 0 quand h — 0 tels que: 

O(Po)nim-2a(h),u+2a(h)]={4}. 

On notera alors Po un vecteur propre normalisé associé à M. 

Appelons F (FCL“(IR")) l'espace spectral associé à P et à 

[4 -a(h),4+a(h)] et TE la projection orthogonale sur F. On obtient alors 

Proposition 1.1: Sous les hypothèses (H.1)-(H.3): 

(I) Ilexiste #>0 et hg>0 tels que, pour he]O,hol, 

o(P)ALjL-2a(h), +2a(h)IC (WL —- Zach), Ly +2a(h)} +D(0,e~ 0h) 

ou D(x,r) désigne le disque de centre x de rayonr dans C. 

(II) I] existe hg>O tel que pour tout he]O,hol, Pyp est unitairement 

équivalent à 2, un opérateur de L2(T) dans L2(T) défini pour
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ueL2(T), par Q(u)=W-u où: 

(i) w est un fonction analytique réelle sur T et analytique dans un 

voisinage complexe W de T de la forme T+iB(0,1/Ch) où C est une 

constante positive ne dépendant pas de h et B(x,r) désigne la boule de 

centre x de rayon r dans RA. 

(ii) lim supp —, olhlog(supge pI W(6)-WI)]<-So 

(iii) Si yeL* alors y/2 est un point critique de w et (Woc<h<hg est 

bornée dans l'ensemble des fonctions holomorphes sur W. 

(iv) W(68) est la valeur propre de Floquet du probleme périodique. 

Cette proposition a déja été obtenue par Outassourt [0] sous des 

hypotheses équivalentes aux nôtres bien que formulées différement. Dans la 

partie §2, on donnera une preuve de la Proposition 1.1 différente de celle 

d'Outassourt. La majoration de la largeur de la bande a aussi été établie par 

Simon [S4]. On notera i=inf(w(T)) et s=sup(w(T)). 

Nous allons maintenant nous intéresser à l'opérateur suivant: 

(1.7) Pt=-h2A+V+tSV=P+tSV 

où l’on suppose que SV vérifie: 

(H.4): O<8VEC8X Üo go); 8V>0 sur Up et ISVIoo=t: 

On peut remarquer alors que pour tout eel0,€ol et tout & non nul, on a: 

(1.8) de(supp(SV),Uy)>0. 

On note: Ssy e=infy zolde(supp(SV),Ug)] et p=(PolSVYPo). Alors, pour 

€€l0,€o], Ssy ¢>0 et il existe a>0 indépendant de h tel que a<p=<1 (pour 

cela voir (3.25) et sa démonstration). 

On va étudier Py de la même manière que P. Pour cela on construit des
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opérateurs de référence Pro à partir des Py de la façon suivante: 

(1.9) si x #0 alors Pt y=Py et Pt o=Pot+tdV 

c'est-à-dire que: 

(1.10) Pt,a=Pt+E15p #0 Og où Og=Og siB 40 et 60=00-t8V 

Remarque 1.2: Pour h suffisament petit et [t|<a(h)/2, le spectre de 

Pt o est toujours discret en dessous de e2/4 et on montre facilement que 

S(Pt,0)NIH-ath),ji+a(h)] est réduit à une valeur propre simple que l'on 

notera W(t). 

Définissons alors: F{CLZ(RM) l'espace spectral associé à Pt et 

[ui -a(h),pu+a(h)], et Tr, la projection spectrale sur Fy. En exhibant, grace 

aux vecteurs propres des opérateurs de références Pt &, une base de Ft, 

nous démontrons: 

Théorème 1.3: Supposons (H.1)-(H.4). Pour tout Ne]0,1/2[ et 

E€]0,Eol, il existe hy 620 tel que pour tout heJO,hy el et pour tout 

te]- ath), Na(h)I: 

Ptr, est unitairement équivalent à +: L2(T) > LA(T) défini par 

Rtf=0-f+(Mt-MTTof+K(Uf 

avec: 

(i) W=w(8) la valeur propre de Floquet définie par P dans [MH -a(h),p +a(h)]. 

(ii) To: L2(T) > L4(T) défini par: Tof=(Vvol(T))~! farfae où dé est la 

mesure de Lebesgue. 

(iii) K(t) est un opérateur de L@(T) dans L2(T) à noyau analytique sur 

D(O, Na(h)) x W(h) X W(h), où W(h)={x+iy: xe T et [yl <1/Ch} défini dans 

la Proposition 1.1. Soit k(t,h,9,9') son noyau. Alors: 

K(t HOOD =Z (Qe, BEL xilke, git hoe i(@-6-8-e")) 

avec Ka, p{trh) vérifiant qu'ilexiste hn,y,e€l0,hn el tels que pour
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tout helo,hn x el, on a uniformément pour tout [t|<Na(h): 

lOiky g(t,h)| se~ (1-8 )lde(supp($V), Ua) +de(supp(SV),Up)I/h si 

(XB) #(0,0) et 18¢kg o(t,h)l se7 2“ B)Sev,e/h, 

De plus K(0)=0. 

(iv) Ht-H=(SVYPolPo)t(t+ta(t)) où q est analytique sur D(O0,a(h)/2) 

et vérifie: Iq(t)1<1/(a(h)-21t1) pour teD(0,a(h)/2). 

De plus, l'application bit d+-fM réalise une bijection de 

D(0,a(h)/8) dans un domaine D} tel que: 

D(O, pa(h)/18) CD, CD(0, p7a(h)/36). 

Remarque 1.4: Pour t réel, K(t,h) est auto-adjoint et analytique en 

t. De plus K(t,h) est compact et si on note: 

IK Il og =SUP(t,6,e')ep(0,nath)h}xTxTIK(t,h,8,8")1 alors, pour tout 

nelo,i/2[: 

(1.11) hlog(IK ll og)s-Ssy+o(l) quand h— 0. 

Par le théorème de Wey] et le Théorème 1.3, on a: 

(1.12) Segg (PY ALUW-alh), +a(h)]=wW(T)=L[i,s]. 

On va s'intéresser à o(Py)N([M-ath), W+a(h)]\li,s]) , ceci pour 

te]0,a(h)/8[, une étude tout à fait symétrique pouvant être menée pour 

tel-a(h)/8,0[. Comme nous avons déjà isolé Ogee (Py) N[W-a(h), W+ah)], 

le spectre de P+ dans [M-a{h},ilU]s,ji+a(h)] est discret. On démontre la 

Proposition 1.5: Pour h suffisament petit et te]O,a(h)/8[, on a 

O(Pt)N[H-ath),il= ÿ. 

Pour étudier o(P+4)N]s,H+a(h)], on se sert de la réduction donnée par le
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Théorème 1.3, puis on étudie l'opérateur ft grace à une sorte de principe 

de Birman-Schwinger. On a alors besoin d‘hypothéses supplementaires sur 

WwW: 

(H.5): (i) W n'admet que les éléments de ((1/2)L*)/L* comme points 

critiques et de plus, ceux-ci sont non dégénérés. 

(ii) Si f(h)=s-i=supg er(wW(9))-infoer(w(9)) alors 

hlog(f(_h))=-Sg+o0(1) quandh— 0. 

(iii) Soit W(0)=(W(O)-}L)/f(h). Il existe hg>O et C>0 tels que, 

pour O<h<ho, on ait: 

(x) © n’atteint son maximum s (resp. son minimum ji) qu'en un 

seul point noté 9, (resp. 6;). 

(x*) MAX) a1<3SuPoeTI08& w(6)|<C et pour 6€{9,,0}}, 

|det[Hess( w(6))]1>1/C. 

(x**) Pour tout €>0, il existe 0<&(E) indépendant de h tel que: 

| W(6)- s1>8(E) si Idist(0,6,)|>e, et | W(O)- i1>8(e) si 

|dist(@,6,) | »E. 

Remarque: Dans un appendice, on montre que de telles hypotheses sur w 

découlent naturellement d'hypothèses de symétrie sur le réseau L lorsque 

les minima de V sont supposés non dégénérés et que M est la Valeur propre 

de fond de puits de Po. 

Notons D(w)= Idét(Hess(@(86)))1 71/2 et Di(w)= I dét(Hess(&(6;)))1 71/2. 

On obtient alors les deux théorèmes suivants:
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Théorème 1.6: Supposons (H.1)-(H.5) et n=1 ou 2. Il existe hg>O tel 

que pour he]O,hol, il existe X(t) une fonction croissante analytique réelle 

sur ]O,a(h)/8[ dans ]s,M +a(h)] qui est valeur propre simple de P; et qui 

vérifie: 

(1) sit/f(h)— oT: 

(i) sin=1: (A(t)-s)/f(h)=(1+0(1))-Cilh,t)-(pt/f(h))4, 

(ii) sin=2: (A(tT)-s)/f(h)=exp(-(1+0(1))-C2(h,t)-(f(h)/(pt))), 

(2) pour tout C>1, il existe C’>0 tel que pour te]f(h)/C,a(h)/8[, on a: 

1/C'<0tA(t)=<1, 

(3) si t/f(h) — +00 et t/a(h) — 0: A(t)=s+(1+0(1))-(pt), 

avec C,(h,t) vérifiant que, pour tout €>0, il existe he >0 tel que pour 

he]0,h£l et pour tout te]0,a(h)/8l, 

(i) Cy(h, t) =(2!/2- 7D (w)/VoIT)2-(14 O(e ~ (Ssv—E)/h)), 

(ii) Co(h, t)=(VoIT/(277D.,(w))) (14 O(e~ (Sev E)/ hy), 

De plus, pour tout €>0, il existe hp>O tel que pour hel0,hel et pour 

tel0,a(h)/8[, A(t) est la seule valeur propre de P; dans 

Is +O(e~ (Ssv~€)/h)(> (t)-s),  +a(h)). 

Remarque: Dans [S5], B. Simon a déja obtenu des asymptotiques 

Similaires à (i-ii) dans l'étude des valeurs propres de -A+tSV pour SV 

négatif et à courte portée, en dimension 1 ou 2. 

L'étude de la valeur propre X(t) quand t/f(h) tend vers +00 a déjà été 

faite par Outassourt dans [0]. 

On définit 1(X)=(VoIT)~! fa-(X-w(0))7 !ae pour X€]s,+00[ sin=1 ou 2
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et pour Xe[s, +00[ sin=3. 

Théorème 1.7: Supposons (H.1)-(H.5) et n23. Il existe hy>O tel que, 

pour he]O,hol, il existe une constante Tsy>0 et A(t), une fonction 

croissante analytique réelle sur ]Tsv,a(h)/8l dans Js,ji+a(h)] qui est 

valeur propre simple de Py; elle vérifie: 

(1) siu=(t-Tsy)/f(h) > OF: 

sin=3: (A(t)-s)/f(h)=(140(1))*Ca(h, t)-(pu), 

sin=4: (X(t)-s)/f(h)=-(1+0(1))-Cath,t):(pu/log(pu)), | 

sinz5: (X(t)-s)/f(h)=(1+0(1))-C,(h, t)- pu, 

(2) pour tout C>1, il existe C’>0 tel que pour te]Tsy+f(h)/C,a(h)/8[, on 

a: 1/C'<0;4 X(t) 1, 

(3) si (t-Tsy)/f(h) — +00 et t/a(h) — 0: A(t)=s4+(1+0(1)) (pt), 

avec Tsy et C,(h,t) vérifiant que, pour tout €>0, il existe he >O tel que 

pour he]O,he[ pour tout te]O,a(h)/8l, 

(i) Ts y=p(I(s))~!-(140(e 7 (Ssv—€)/h)), 

(ii) n25: Cy(h, t)=(-94 (1), 28)" lrI(s)2-(1+0(e-(Ssv-E)/h)), 

(iii) C4(h, t)=(VoIT (1(s)f(h))2/(4112D.(w))) «(1+ 0(e~ (Sav-E)/h)), 

(iv) C-3(h, t)=(VoIT(I(s)f(h))2/(29/2- 12D .(w)))2-(1 4 O(e ~ (Sav E)/h)), 

Pour te]0,Tsul, ona, o(PtHhnls,HM+a(h)]=2. Sines, A(Tsy)=s est 

une valeur propre de P+... 

De plus, pour tout €>0, il existe hp >O tel que, pour tout he]O,hel, il 

existe une constante positive Tsy verifiant: Tsyzflh)-e(Ssv-E)/h, telle 

que, pour te]Tsy,tgsyvl, A(t) est la seule valeur propre de P; dans 

]Js,M+a{h)]}, et pour te]tsy,a(h)/8l, A(t) est la seule valeur propre de Pt
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dans ]Js+O0(e~ (Sav —€)/N)((t)-s), We +a(h)). 

Remarque: Dans [KS], M. Klaus et B. Simon ont obtenus des 

asymptotiques similaires à (ii-iv) dans l'étude des valeurs propres de 

-A+t&V pour &V négatif et à courte portée, en dimension 3 ou plus. 

Il convient également de faire remarquer que, A(t) étant simple, sion 

note P; un vecteur propre unitaire associé à X(t) alors, par (1.7) 

(1.12) dg ACH) =(SVP_ IV +). 

Alors les Théorèmes 1.6 et 1.7, nous disent que WP; est localisée au 

voisinage de supp(SV) quand (t-Tsv)/f(h) est grand. Par contre, quand 

(t-Tsy)/f(h) — 0, Py n'est localisée au voisinage de supp(SV) qu'en 

dimension plus grande que 5 alors que dans les dimensions 1 à 4, YP;y se 

‘‘délocalise’’ (la justification de ceci est fondée sur les démonstrations des 

Théorèmes 1.6 et 1.7).



2.1 

§2. Etude du cas non perturbé: preuve de la Proposition 1.1: 

Pour montrer la première assertion de la Proposition 1.1, on reprend la 

démonstration du Théorème 4.2 de Carlsson [Ca]. Remarquons que dans 

notre cas, par (1.6), on a pour tout oeL, 

(2.1) o(Pa)=0{(Po) donc Uge  (o(Pg))=a(Po). 

On construit Ro(z) un opérateur borné pour z £o{(Po) et Re(z)< £2/8 où 

Re(Z) désigne la partie réelle de z (la norme de Ro(z) dépend de 

d,(Z,o(Po)) et de do(z,[e2/4, + cof) où d, désigne la distance euclidienne 

dans C) qui vérifie 

(2.2) (P-z)Ro(z)=1+T(2) 

où T est tel qu'ilexiste c>0 et h0>0 tels que pour heJO,hol et pour 

uecG (Rn), 

(2.3) IT(z)ul<(d,(z,o(Po)))7 le” C/hqul. 

Donc, il existe c>0 tel que pour h suffisament petit, 1+T(z) donc (P-2) 

est inversible pour dé(z,0(Po)de”C/h, ce qui achève la démonstration du 

point (I) de la Proposition 1.1. 

Pour £el0,eol (Eg étant donné par l'hypothèse (H.2)), on note dg la 

distance associée à la métrique d’Agmon (V(x)-€2) 4 dx2. Notons alors, 

pour œeL et xeR": de q(x)=d_e (x, Ug) et définissons les fonctions d}, d£ 

sur LXL par: dé(a,B)=de(Ug,Uo) si a #8 et 

dh (X, X)=Zinfy ¢ pde(UgsUg)= Zinfy 20de(UxrUo) (grâce à la 

périodicité de V), et 

dE(X, BI=infy ye # Bde (Ug Uy) +de (Uy Un) +de (Uy Ug)).
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Soit Be une fonction positive localement lipschitzienne sur RM vérifiant 

(2.4) 1Vel <(V-e2)1/2 où (+), =max(-,0). 

On définit, si Il- ll désigne la norme habituelle sur L2(RN), l'espace LE oh 

par LŒ,h ={ueL oc: ePe/hueL2) muni de la norme 

lg h=lePe/hC. 

Sous les hypothèses (H.1)-(H.3), définissons Py=Ta(Yo) pour «EL. 

D'après (1.6), c'est un vecteur propre normalisé pour Py associé à M. 

On sait d’après la formule (5.1) du travail de Carlsson [Ca] qu'il existe 

E1<£Eo tel que pour tout eel0,e.l, il existe hp >0 tel que pour tout 

he]O,he] et pour tout à dans L, ona Paoli a et il existe C>0 

indépendant de « tel que: 

(2.5) IPgllge g ntl V Pallas .hZC/e- 

Sion note Yy=lIifpYP,, alors pour tout «el, Yael. à et verifie 

(2.6) IVallde antl VY Vailas &,h<C/E (C étant indépendant de a). 

De plus (Yael est une base de F au sens que tout élément f de F s'écrit 

de manière unique et avec convergence en norme comme f=LagVaq, avec 

Ifll*/csSlayl@scilsil@ et avec C>0 indépendant de f et deh. A l'instar 

de Carlsson [Ca], on définit: 

Définition 2.1: Pour €¢[0,€;[ et pour une famille de réels positifs 

(So B,e(a, B)ELXL» on dit qu'une matrice U=((agy pla, B)eLxL est 

O(exp(-sg, g ¢/h)) si pour tout 1>0 il existe hy €i0,he] tel que pour 

he]O,hy] et pour (x, B)ELXL: 

(2.7) lag, gl sexp(-(I- sq g ¢/h). 

On définit ainsi O(exp(-dl(a,B)/h)) et O(exp(-dé(a, B)/h)).
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Notons V la matrice de Gram correspondante, ayant pour coefficients 

(Yql Vg); (%,B)ELXL. D'après [Cal], ona: V=I+T +8 où 

T=((ta,Bl(a,plelxL et R= (ra, g(x, BELXL avec: 

(2.8) ta, B=(PalŸ p) pour <7, =0, pour a=8, 

(2.9) R = O(exp(-d£(x,B)/h). 

Remarquons que d’après (2.5): 

(2.10) T,T+R= O(exp(-dKo,p)/h). 

Comme (1+2)71/2 est définie par une série entière, la proposition B.6 de 

[Ca] entraine que Urs existe et: 

(2.11) V-B=I-49 + O(exp(—d¥ (a, B)/h)). 

La base (Y QU est orthonormée. De plus, dans cette base, la matrice 

de P est: 

(2.12) M= (ma, Bo, BJeLxL= VE CW gIPV BV z 

Par l'hypothèse (H.1) on a TyeP=PeTy, pour tout œeL, donc pour 

z ¢£O(P), (z-P)~! et Te commutent avec Tg. On en déduit que pour tous 

a, Pel: 

(2.13) (Y gl ¥ p) =(TEYPolT g-qMp Vo); 

(2.14) Pa,p=def. (YalPY B)=ÛÎTF VolTB-aPTTr Vo), 

donc la matrice de P dans (YOU est une matrice de convolution. 

D'après le théorème principal de Carlsson (et sa démonstration, voir 

partie 5 de [Cal), on sait que 

(2.15) mg, 8= 80, BH +Wa,8+O(exp(-d£(o, B)/h)), 

où 

(2.16) Wx, B= 2(Palrp)+(relPg)), 

avec
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(2.17) rg=ZpyqepVa- 

Rappelons aussi que Wa, B= O(exp(- dio, B)/h). 

Notons par & la transformée de Fourier de 12(L) dans L2(T) définie 

par, 

(2.18) (F (Cag) eL)MO=Zyelage!®"9, 

si (ay)yve_ El2(L). Alors ¥~! s'écrit, pour ceL4(T) et «EL, 

(2.19) (¥~!(u)) y=(VoIT)~! fru(e)e"iX-8de. 

Alors, sion munit L2(T) du produit scalaire défini, pour u et v dans L¢(T), 

par: (ulv)=(VoIT)~!+ fr(u- v)d8, ¥ est une transformation unitaire de 

12(L) dans L2(T). 

Comme M (qui décrit Pip) est une matrice de convolution, on obtient, 

en conjugant par &, que PIF est unitairement équivalent à la 

multiplication par la fonction w sur T, définie par 

(2.20) W(e)=5 mo, oe %*® . 

D'après (2.5) et la remarque suivant (2.17), il existe C indépendante deh 

telle que la série (2.20) converge normalement sur 

(2.21) W={o+iy; O€T, Iyl<1/Ch}=T+iB(0,(Ch)71). 

En effet, l'hypothèse (H.2) nous dit que si, pour xXeR, on désigne par |x| 

la norme euclidienne de x, alors il existe C>0 (indépendant de €) tel que, 

pour tout œelL,ona, 

(2.22) Cdp (Ug Up)2elKlede(Uy,Up)/C. 

Ceci nous donne immédiatement pour une autre constante C: 

Imo œl<ce”lal/Ch, 

Comme P est auto-adjoint à coefficients réels, on obtient pour tout œeL: 

(2.23) My ,o=Mo,a=M-x,0=M0,-x ER, 

et w est une fonction réelle et paire. De plus, comme w est
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L*-périodique, on a, pour tout weL™ et tout 6eT 

(2.24) W(ÿ-8)=u(e8). 

En dérivant, on voit que les points de (1/2)I"* sont des points critiques de 

a. 

Notre discussion peut aussi se combiner avec la théorie de Floquet (voir 

Outassourt [0], B.Simon [S4], Skriganov [Sk]) et on peut déduire que w(T) 

est une bande simple du spectre de P engendré par la valeur propre de 

Floquet, wW(6). En particulier W(8) ne dépend pas du choix de € et de la 

fonction de bouchage 0.
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S3.Etude du spectre de l'opérateur Pt,0: 

On notera dist la distance euclidienne dans C et on fait les hypotheses 

(H.1)-(H.4). Alors, ona 

Lemme 3.1: Pour teD(0,a(h)), le spectre de Pt,0 dans 

{zeC; dist(z,j)<2a(h)-[t|1} est réduit à une seule valeur propre simple Ut 

vérifiant: IMt-Mi<itl. De plus, iy est une fonction holomorphe sur le 

disque D(0,a(h)) vérifiant, pour [ti <a(h)/2: 

(3.1) It-H+t(8VPolPo)i<(8VPolPo)lti{/(ath)-21t1) 

où M est la valeur propre de Po introduite dans l'hypothèse (H.3) et Yo est 

un vecteur propre normalisé associé. 

Preuve: Soit teD(0,a(h)). On a défini 

(3.2) Pt 0=Po+t8V 

Soit D{=(zec:lti<dist(z,M)<2a(h)-1t1}. Pour zeD+, (2-Po)7l existe et: 

(3.3) I(2-Po) "lg 2y < 1/dist(z,8D0)<1/1t1. 

Donc: 

(3.4) (2—Py_ 9) !=(2-P9) M1-t8V(z-Pg) “71, 

existe pour zeD+ et on a: 

(3.5) 1(2-P+,0) 7! I <1/dist(z,0D+). 

En particulier le spectre de Pt o dans D(H,2a(h)-1t1) est contenu dans 

DOM, Itl). 

Soit G={zeC; |z-pl=ath)}. Pour zeG, ona 

(3.6) I(Z-Po)7 "Il ey 2)<1/ath). 

Soit It o le projecteur spectral associé au spectre de Pt o dans 

D(H,2a(h)-1t|l):
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(3.7) Tto=1/(2im)fe(z-Pt,0)7! dz 

Cette famille de projecteurs est continue ent et, lg 9 est de rang | d'où 

Tt 9 est de rang 1 pour |t|<a(h). On en déduit que le spectre de Pt Q dans 

{zeC:dist(z,M)<2a(h)-1|t1} est réduit à une seule valeur propre simple. 

Notons M4 cette valeur propre. En tenant compte de la remarque suivant 

(3.5), on obtient: 

(3.8) Ijt-HMi<itl. 

Comme Jit est simple et que Py 0 est analytique de type A au sens de 

Kato, le théorème de perturbation de Kato nous dit que M+ est analytique 

pour t dans D(0,a(h)). (3.5) donne pour ze: 

(3.10) I(Z-P+4 0) 11 st/(a(h)- Ith). 

Utilisant que (2-Po t)71-(2-Po 9)7!=(2-Po #7 t8V(2-Po 0)" 1, on 

obtient 

(3.11) Te oPo-Po=t/ (Zit) fe(z-Pt_ 9) 7 (z-W)7|SVPodz. 

Notons: 

(3.12) Ft=Mt oPo-Vo-: 

Alors, par (3.10) 

(3.13) eel sSVYPol [tl/Cath)-[tl). 

De plus, pour t réel, ona: 

(3.14) IT+t oPolZ=(Te oPolPo)=14+ tl Vo) 

(3.15) (Pt oTt oPol Mt oP od=(Pt ol t,oFo! Po) 

donc, pour t réel, 

(3.16) e=(Pt oT t oP! Mt oPo)/I Mt, oPollZ 

=(14 (81 Po) Pe ot oPo! Po): 

En utilisant (3.7) et (3.12), on voit que (Pt ot oPol Po) et (St! VPo) se
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prolongent analytiquement de ]-a(h),a(h){ au disque D(0,a(h)) par les 

mêmes expressions. Donc, comme ji; est analytique en t dans D(0,a(h)), 

Mt vérifie (3.16) pour t dans D(0,a(h)/2). 

Explicitons (Pt ot oPol Po): 

(3.17) (Pe oT et oPolPo=(Pt oPol Port (Pt ott! Vo) 

=NW+t(SVPHIPo)+ WS elPo) + tHe LSVVPo) 

=NI+(F eI Po) +tUCSVPoO | Po) + tH LEVY o) 

=(1+ (SF IPoM M+ t(SVPoOlPo)) + 

CCH ISVPo)-(CESVPoO IPOs Vo)). 

Donc: 

(3.18) Mt-u-t(8VPolPo=t{+(%t1Po) Myt18VPo-(SVYPolPo)Po)l, 

c'est-à-dire, 

(3.19) He-H-USVP ol Po)=t1+ (HEL Po) 7 MEIN - To ol8VYo)l. 

En utilisant (3.13): 

(3.20) 

He-M-U(SVPoIPo)l sIEVPohZ1t12/(a(h)-(14 ISVPo WILL) 

donc, par l'hypothèse (H.4): 

(3.21) INg-N-t(SVPoI Po) 1 S(SVPoI Po) It] 4/(a(h)-21t1) 

ce qui acheve la démonstration du lemme 3.1. 

Nous allons maintenant étudier l'action de Pt,0 Sur des espaces L2 à 

poids définis dans ja partie §2. On a 

Proposition 3.2: Soit Pp une fonction positive, lipschitzienne 

vérifiant IVpel<(V-e2)!/2 presque partout. Alors pour IRe(z)|<e2/32 et 

dist(z,o(P¢ 0))>a(h)-8 avec $€]0,i[, il existe C>0 et he>O tels que, pour 

he]0,hel, pour ueCQ(R") et pour teD(0,a(h)),
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(3.22) ul, ,h+hlVulÿp,,n<C/(ESath)-8)1(P+,0-2)ulpe,h: 

et, 

(3.23) lulp,,h+hlVulp, psC/(erach)-S) Il (Py-z)u np. he 

Preuve: Pour démontrer (3.22), on constate que si Pr vérifie les 

hypothèses de la Proposition 3.2, alors il existe he telle que pour he]0O,hel, 

pour teD(0,a(h)), ona 

(3.24) 1VP_el <(V+Re(t)SV—(€/2)4) 1/2, 

Notons Q=P+Z ye, Oy=PttZ ye Og Donc Pt o=Q- 89. Comme le 

potentiel V+tSV est un potentiel régulier au sens de Carlsson, on peut 

alors appliquer le Théorème 3.1 de Carlsson à Pt o et Pe ce qui donne 

(3.22). En fait, on n‘applique pas exactement le Théorème 3.1 car test un 

paramètre complexe c'est-à-dire que Pt,0 n'est plus auto—adjoint, mais 

une version modifiée obtenue sans difficultés supplémentaires à partir de 

l'identité d’Agmon écrite pour PRe(t), 0: En considerant (1.9), on voit que 

les (Pt wg 40 Vérifient les hypothèses du Théorème 3.1 de Carlsson. On 

obtient alors (3.23) en constatant que, pour h assez petit, le Théorème 

4.2 de [Ca] et sa démonstration s'appliquent à Py uniformément pour 

teD(0,a(h)). 

Prouvons maintenant qu'il existe a>0 indépendant de h pour h assez 

petit tel que 

(3.25) as(SVYPoIVPo)s!. 

Par l'hypothèse (H.4), il existe N>0 et a>0 tels que: SV>2a sur Uo 1 

donc: 

(3.26) 2afu, ,lPol%<(SVPol Po)s! 

et:
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(3.27) Ju n(Po)2=1- fRmu jte” 29n/20%:Uo)/h)(edn/2GK,Uo)/hp)2ax 

or, par la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on sait qu'il existe C>0 et hn2>0 

tels que, pour helo,hnf, edn/2(X,Uo)/hp  eL2(RN) et 

edns2(x,Uo)/hp 1, 2<C/n donc, comme dys2(R"\Ug n:Uo)>0, 

(3.28) JRr\uo,nte 7 29707 26%» Uo)/h)(edn/20K,Uo)/hp)Zax — O0 quand 

h— 0 

On en conclut que pour h suffisament petit, 

(3.29) a<p=(8VPolŸo)<i.
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§4. Construction d'une base orthonormée de Fy: 

Dans cette section nous allons exhiber une base orthonormale de F+, 

(Y wae (Fe étant défini dans la section 1) puis dans la prochaine section 

nous décrirons la matrice de P+ dans cette base (Fy étant stable par P+). On 

as 

Proposition 4.1 : Sous les hypotheses (H.1)-(H.4). Pour Ne]O,1/2[ et 

€€]0,Eol, il existe hy e209 tel que pour helo,hy el et pour 

te]-Na(h), Nach), (UTE, TeP gl Te, TEP age est une base de Ft. 

Preuve: Soit €€]0,€>[. On sait, d'après Carlsson [Ca], qu'il existe 

he >0 tel que pour heJO,hel, (TFPoaeL est une base de F(=F6) et de plus, 

si V est la matrice de Gram de cette famille de vecteurs alors: 

(4.1) V=I+ O(exp(-db (a, B)/h)). 

Notons V+ la matrice de Gram de (I Tr, TeYgl ITE TEP Wee: Nous 

allons montrer qu'elle est inversible ce qui nous dira que les 

CUT, Teypy ll ~ Te TrPuuel sont linéairement indépendants. 

A l'instar de la partie §2, on définit pour « et B dans L, si 

(x, 8) #(0,0), dP Y(c, 8) =de(supp(SV), Uy) + de (supp(SV),Ug), et 

dPY(0,0)=2Sgy ¢ où Ssy e=de(supp(SV), supp(&2)) où, par définition, 

Q=Eyet\(o}Oq- Et on définit alors G(exp(-dPV(«,B)/h)) en utilisant a 

Définition 2.1. Alors on a: 

Lemme 4.2: Pour nel0,1/2[, il existe h1,€ > 0 tel que pour 

he]O,hy el et uniformément pour teD(0, Nath)), 

(4.2) t(Ut)= Olexp(-deV(«, B)/h)). 

Preuve: Pour la démonstration de ce Lemme, on va fixer Ne]O,1/2[. 

Les coefficients de V+ sont:



4.2 

(4.3) veg, B=CUME TEP gl TE TP gH) TE TE Pol T FT FŸ 8) 

= ITR TE MEP QI PO TETE ep 8 PB /2CTETE Tr Pol Ÿ 8) 

D'aprés la Proposition 1.1, il existe un c>0 tel que, pour h assez petit, 

si m(h)=e7C/h, 

(4.4) W(T)=o0(P)N[pL-Za(h)+m(h), + 2a(h)-m(h)] Ci -m(h), uw +m(h)I. 

Soit G le cercle défini precédemment. Alors, pour z€eG, 

(4.5) (z-P)~! existe et I(z-P)7! Il pc, 2) 1/(a(h)-m(h)). 

Pour zeEC, ona, 

(4.6) (2-P4)=(1-t8V(z-P)71)(2-P). 

Donc, il existe hy >0 tel que pour helo, hyl, (z-Py)7! existe pour 

lt] <Nah) et: 

(4.7) I(Z-P4)7 11 s(a(h)-m(h)- 117! 

Alors, 

(4.8) TF,=1/(2im)fe(z-P+)"ldz, 

Nous allons maintenant estimer les 04((Tr Te. TeYpalPg)) pour 

teD(0,Na(h)) et h suffisamment petit. On a: 

(4.9) OCCT TEL TED oy IP B= (TPO (TE TT EY ao Ip g)- 

En utilisant alors la Proposition 3.2, on obtient un lemme de préparation qui 

nous donne l’action de 0, (TF ,) sur les espaces à poids définis dans la partie 

2. 

Lemme 4.3: Soient Pr et Y£ deux fonctions positives et 

lipschitziennes de R" dans R vérifiant: 

(4.10) IVP£1<(V-E2)1/2 et IVYL1<(V-e2)1/2, 

Alors, ilexiste hy >0 tel que pour helo, hl, pour zeG, on a uniformément 

pour t dans D(0, Nha(h)): 

(i) 2 £ O(PHUO(P+, 0),
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(ii) 4((2-P+4)71) et ôt((z-P+t,0)71) appartiennent à BL. neh Ye,h) et de 

normes majorées par: 

Cle%a(h)]~ ZeSUPsupp csvrCYe(-)-Pe())/h 

où la constante C ne dépendnidet,nideh. 

Preuve: Ona, 

(4.11) 04(Z-P_) 7 = (z- Py) 7 1S V(Z—- Py) I, 

(4.12) 8¢((Z—- Peo) =(Z-Pt go) 1SV(z-Pt_o) |. 

Pour h suffisamment petit, par le Proposition 3.2, il existe C>0 tel que, 

pour tout teD(0, Na(h)), pour ueC§°(R") et pour zE@, ona, 

(4.13) I(2-Py)~ "ull, nsC/(eFach))Nullap, hr 

et, 

(4.14) 1(2-P+,0)7lulÿ, nsC/(eFa(h)) lull, h- 

De plus, 

(4.15) [SVully, pale’ Pe+Ye)/hsvePe/hu] 

<eSUPsupp csv (Ye-Pel/h fully. h 

Donc, 04((z-P¢)~!) et 84((2-P4,0)71) se prolongent de C§°(R") à des 

operateurs de Le, h dans LYe,h de normes respectives majorées par 

CeSUPsupp(8V(Ye-Ve)/h/(e3a(h))2 (ceci pour h suffisamment petit 

dépendant de € et de Net C ne dépendant ni det, ni de h). 

On sait que, 

(4.16) 04(T p= 1/(Zitt) fe(ôt(2-P+t)7 dz, 

(4.17) 8 (Teo =1/ (Zit) fg(Oe(2-Pt 9)” az. 

Du Lemme 4.3, pour Pr et Y£ vérifiant les hypotheses de ce lemme, on 

déduit immédiatement qu'il existe C>0 (C ne dépend ni deh, ni de t) tel que



4.4 

pour h assez petit (dépendant de € et de 7) et teD(0, Nath)): 

(4.18) 8&(TTF,) et 04(1T¢ 9) appartiennent à BLD, ,hLYe,h) de 

normes majorées par: 

Cle Sa(n)]~ leSUPsuppcsv(Yel-)-Wel-))/h, 

On à alors: 

Lemme 4.4: I] existe he 79 et C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h) 

tels que pour he]0,he nl, pour teD(0, Na(h)) et pour («,B) 4(0,0): 

(4.19) [CTO OT EY g IP pil= 

Ce ~14a(hn)-te- (de(supp(SV), Ua) +de(supp(SV),Ug))/h, 

Preuve: En appliquant le Lemme 4.3 et (4.18) à Pe =de(.,Uy) et 

Ye =de(.,supp(SV)), on obtient: 

(4.20) 04(TTF,) et 0¢(T¢ ) appartiennent a 

B(L4.(.,Ug) ho ae(.,supp(SV)),h) de normes majorées par: 

CleSa(h)]~ le de(supp(SV),Ua)/h | 

Si (x, 8) #(0,0): d'après la formule (5.1) de [Cal, Trpqel4.(. u,),h et 

IY xllae(x,u,) h=C7E pour tout KEL. En utilisant (4.20), on obtient 

l'estimée annoncée: 

(4.21) | (TÔT ONF Pal Ppll= 

ce l4a(h)- le” (de(supp(&V),Ua)+de(supp(&V),Ug))/h 

o 

Il nous reste à étudier (TFO&(TF,)TFPol Po). On a: 

Lemme 4.5: I] existe he 20 et C>0 (ne dependant ni de h, ni de t) 

tels que pour he]O,he nl, pour teD(O, Na(h)): 

(4.22) 

(TOT E TEP ol Po)—(8e(Tt_ 0) Pol Po) | sCle!?/2Za(h))~ 2e7 2Sav, e/h,



4.5 

Preuve: On a: 

(4.23) (TFOUTFOMFPolVo)-(@t(T+t 0) Po! Po) 

= (TFOTEONTTEF- To 0) PolPo)+(MTFÔTF,- Tt 0) Pol Po)+ 

(CT E- To, 0)9€ (Mt ,0) Polo): 

On à 

(4.24) Te -M 9 = (Zit)! fg(z-Py) 7 !2(2-P yo) "dz, 

et en dérivant par rapport at 

(4.25) O4(Tp,- Me o)= (Zit)! fede ((z- Pe) DR(Z-P+ 0)" ldz+ 

(2itt) lfe(z-PHTIR((z-P4 0)" dz 

En utilisant la Proposition 3.2 et le fait que 2 opère continument de 

L4-(-,supp(SV)) dans L4.(-,supp(2)) de norme majorée par 

Ce-infsuppcarde(-,supp(SV))/h pour h assez petit, on a, uniformément 

pour teD(0O, Nath)), 

(4.26) Tr,-Tt 0 opère continuement de L4.(«, supp(SV)) dans 

Là, (+, supp(Q)) de norme majorée par 

Ce ~Sa(h)-1e-de(supp(2), supp(SV))/h_ 

De plus, par le Lemme 4.3 et (4.25), pour h assez petit, on obtient, 

uniformément pour teD(0, Na(h)), 

(4.27) O4(TTe,- Tt 9) opère continuement de 

LA (-,supp(SV)) dans LA (-,supp(R)) de norme majorée par 

ce Sath)- Ze detsupp(R),supp(&V)}/h 

D'après la formule (5.1) de [Ca] et comme Ug Csupp(SV) par l'hypothèse 

(H.4), 

(4.28) IPolla.¢-, supp(SV)), hs | VPold.(: ,Uo),h<C/E: 

En utilisant le Lemme 4.3 et ses conséquences appliqués a 

Po=VWe=de(-,supp(SV)) et (4.26)-(4.28), on obtient:
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(4.29) (Tp 94 (Tp, MF - To) Pol Po)! sC(e!7/2a(n))~2e~2Sav,e/h, 

(4.30) I(TpO¢(TTE,- Tt 0) Pol Po)! sC(e7a(h))~ Ze 2Sv,e/N, 

(4.31) I((MF- Toto) Pol Po) ls Cle7Za(h))~2e~2Ssv,e/h, 

d'où, par (4.23): 

(4.32) (TROT IT EPO IPo)- (y(t Pol Pols 

C(e!7/2a(h))- Ze 2Ssv,e/N, 

Oo 

Pour achever la demonstration du Lemme 4.2, il suffit de minorer les 

dénominateurs intervenant dans l'expression (4.3). Grace au Lemme 4.4, 

en intégrant ent, ona, pour («,B) #(0,0): 

(4.33) (TETE TeP al P g)=(TpPy | Tryp g)+ O(exp(-dPV(a, 8)/h), 

donc d'aprés (4.1), il existe hy>0 tel que pour helo, hl, on à, pour tout 

teD(O, Nath)) et tout a 40, 

(4.34) ICTETE TEP IP dl>i/2 

Et par le Lemme 4.5, 

(4.35) (eT, TEP oI Po)=(Tt oPol Po) + Olexp(-dPY(0,0)/h)), 

ainsi en utilisant les calculs de la partie §3 

(4.36) (TET Ee, Teg lPo)=1+ (Stl Po)+ Olexp(-dPV(0,0)/h)), 

avec Iwylsitil/(a(h)-Ith)<n/U-71). Mais souvenons-nous que N<1/2, 

donc d'après (4.36), il existe hy>0 tel que pour he]o,hyl, on à, pour tout 

teD(0, Nah)) 

(4.37) [CTE TE MF PolPo)l>(-21)/(20-1))>0 

De plus, les formules (4.1), (4.33) et le Lemme 4.4 nous disent que pour 

N1<1/2 et pour tout w>O0, il existe he n°0 et C>0 (ne dépendant ni de t, ni 

de h) tels que pour hel0,h nl, on a, pour tout teD(0, Na(h)) et pour tout
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(x, 8) #(0,0), 

(4.38) | (TEO CTE TEP y IP MT eT Ee TED & Ip p)l < 

Ce-(-¥ de(supp(SV), Ua) +de(supp(SV),Ua)+de(Ua,Ug))/h 

d'où, par l'inégalité triangulaire, 

(4.39) | (TETE TEP y IP QT ETE, TEP © IY gl < 

ce (I-¥ (de(supp(SV), Ug) +de(supp(SV),Ug))/h. 

Donc, en utilisant la formule de Leibniz appliquée à (4.3), on obtient que 

pour N<1/2 et pour tout #>0, il existe hee ,n>9 et C>0 (ne dépendant que 

de 7) tels que pour he]O,hy nl, on a, pour tout teD(0, Na(h)): 

(4.40) 1d¢(vt, x, 3) sexp(- (1-4 )d PV (x, B)/h). 

Ceci achève la démonstration du Lemme 4.2. 

O 

D'après (4.8), Te, est analytique en t pour t dans D(0,na(h)) (au sens 

des opérateurs bornés sur L@(R")). Par (4.34) et (4.37), pourh 

suffisament petit, (TETE TFPal Po) ne s‘annule pas pour t dans 

D(O, Tlath)); on en déduit immédiatement que les coefficients de V+ sont 

analytiques pour [ti <Nah) (tout ceci pour h suffisamment petit). 

Fin de la preuve de la Proposition 4.1: 

D'après le Lemme 4.2, pour Nle]O,1/2I, il existe hy 679 tel que pour 

he]O,hy el et uniformément pour teD(0,nath)), 

(4.41) 

Vt=I+ O(exp(-dh (x, B)/h))+ G(expt-d8V(ax,B)/h), 

donc, pour h suffisament petit, Vt est inversible c'est-à-dire que 

CUTE, TeP gl Tr TEP gel est libre. 

Pour achever la démonstration de la Proposition 4.1, on va montrer
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maintenant le: 

Lemme 4.6: Pour tout nEel0,1/2[, il existe hy>0 tel que pour tout 

he]O,hyl et tout te]-na(h), Na(h)l, CITE TEP gl TE TEP Wael 

engendre Fy. 

Preuve: En effet, soit peL2(RN) tel que Tr, soit orthogonal à 

l'espace vectoriel fermé engendré par (Il Tr, TeYPgll ITE TEP Wael noté 

Vect((Te, TePg)ge_); or on sait, d'après Carlsson [Ca], que (TFPoœeL 

est une base de F, donc il existe (ag)y¢, €l2(L) tels que: 

(4.42) TeTp,P=ZyeLagh Va: 

donc TF,TFTF,ŸEVect((Tr WePgwe) et 

(4.43) [Te p-Te Tete Pls Te (Te,-Tpi ite yl 

Alors, comme [Tr =1, si l Tp,-Tel <1, on obtient par (4.43) et 

l'hypothèse que TF,Ÿ est orthogonal à Vect((Tre TePq)we_)s que 

Te, pll=0. Par conséquent, si ll Tp,-Tell<t, ‘orthogonal de 

Vect((Tr TePgqweL) dans Ft est réduit à {0} c'est-à-dire 

Fe=Vect((Te MFP @oeL): 

Voyons pour quelton a TE, -TF <1. Par (4.10), 

(4.44) TF,-Tr=t(in) lfe(z-Pt)T1SV(2-P)T1 az, 

donc la définition de G, (4.5) et (4.7) nous donnent 

(4.45) 1p, - Well sitlach)/[(a(h)—-m(h)— | t1)-(a(h)- m(h)] 

Donc on cherche t tel que 

(4.46) Itla(h)/[(a(h)-m(h)-1t1)-(a(h)-m(h))1<1, 

c'est-à-dire, 

(4.47) 1tI<{(1-mth}/a(h))2/(1-m(h)/2a(h))l-a(h)/2. 

Comme m(h)/a(h) — 0 quand h— 0, on déduit de (4.47) que pour tout
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mel0,1/2[, il existe hn>0 tel que pour helo,hal et pour teD(0,Ta(h)), on 

a 

(4.48) ITF,-TFl<t, 

ce qui achève la démonstration de la Proposition 4.1. 

La base (I Tr, TreYpgll TE TEP woet n'est pas orthonormée mais 

(ITF TEP gl Me TEP DU t7 /2 est orthonormée. Dans la suite, cette 

base de Fy sera notée ®&. Remarquons tout de suite que pour h assez petit, 

le spectre de V+t est contenu dans D(1,a(h)) et on a: 

(4.49) (Uy) /2=(2mi) fonc 17227 /2(z- Vt) Naz, 

ce qui donne en dérivant par rapport at, 

(4.50) avy) 1/2=(27i) franc 1/227 /4(z- Ut) BeVel(z— Vt) az. 

D'après les définitions de ©(exp(-di(«, B)/h)) et de 

G(exp(-d8V(x,B)/h)) données dans la partie 2, et par l’appendice B du 

travail de Carlsson [Ca], on a: 

(4.51) O(exp(-d&V(a, B)/h))+ O(exp(—dk (a, B)/h)) 

= O(exp(-deV(«, B)/h)), 

ou le premier membre désigne la composition de deux matrices qui sont 

respectivement O(exp(-d2V(a, B)/h)) et ©(exp(-d)(«,B)/h)). 

On en déduit l'estimée suivante pour la matrice ae(uy) 71/2, 

(4.52) 04(Ut)71/2= O(exp(-dPY (a, B)/h)).
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$5: Réduction de P+ à un opérateur sur L4(T): 

Dans ce paragraphe, nous allons étudier 4+, la matrice de P; dans &. 

Cette matrice est donnée par: 

(5.1) q=(vo 7 2m uy) 2, 

où Mt est la matrice de coefficients Mt,a,8 avec: 

(5.2) 

mt, ot, BUT Tr Pol PQ MFM Tr g IP BIT ETF PTT F8 Po). 

Nous allons montrer la 

Proposition 5.1: Sous les hypothèses (H.1)-(H.4). Pour tout 

Ne]O,1/2[ et tout €€]0,Eol, il existe hy 629 tel que pour tout he]o,hy el 

et tout teD(0, Na(h)), ona: 

(5.3) O4(Mt)=9 el y]Po+ Olexp(-d5¥(«, B)/h)) 

où Po désigne la matrice ayant pour coefficients 8a,088,0- 

Preuve: Fixons Ne]O,1/2[ et eel0,E0l. Grâce aux Lemmes 4.4 et 4.5, 

on connait déjà des estimées pour O{&((TFTF,TFPœlŸœ)) pour «EL. Donc 

pour obtenir (5.3), il ne nous reste qu'à étudier 04((TePy Te, TeP yl Pg))- 

On obtient: 

Lemme 5.2: Il existe C>0 (ne dépendant ni de h, nidet)ethn £>0 

tels que pour tout helo,hy el, pour tout (&%,8) £(0,0) et tout 

teD(O, Nath)), on a: 

(5.4) | O¢((T ep Pee ep y Ip pl < 

cle!4a(n)]~1e- (de(supp(SV),Ua)+de(supp(SV),Ug))/h., 

Preuve: On sait 

(5.5) Py(z-Py) !=-14.2(z-Py) |, 

donc,
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(5.6) 0&(PETF)=(2im)" | fez(z-Py)7 1S V(z-P_)7 Haz. 

Soit (&%,B) #(0,0). En utilisant la Proposition 3.2 appliquée à Pr =de(. Uy) 

et Ye=de(.,supp(SV)) et la formule (5.1) de Carlsson [Ca], on obtient: 

(5.7) ICT FO (PTE OT FŸ à IY pl < 

cle!4a(n)}~ le (de(supp(SV),Ua)+de(supp(SV),Ug))/h, 

Ceci démontre le Lemme 5.2. 

On va maintenant estimer 0;4((TEPy TE, TEPol Po): 

Lemme 5.3: Il existe C>0 (ne dépendant ni de t, ni de h) et hy ,£>0 

tels que pour tout helO,hy el et tout teD(0, Na(h)), on a: 

(5.8) lO, EP ETE TEPolPo))-94CUelTt OPol Po Is 

Ce~!?a(h)-2e-2Sev,e/h, 

Preuve: On va appliquer les mémes idées que dans la demonstration du 

Lemme 4.6. On a: 

(5.9) OuCTEPET ETF Pol Po))- ST t,0PolPo))= 

OCT FPT FL TEP ol Po))-9CPt oT t,oPolPo)= 

(TROP TE- To, o) Pol Po)+ (Tray (Pe(TE,- Mt, 0))T0,0P0! Po) + 

(Ted ((Pe-Pt_ Tt. 0) To oPolPo)+ 

(CT E- To odtPt ot o)T0, oF ol Po) 

(TeO¢(PeTe CTE - To oPo IPo)+ (TF dy(Pe CTE, - Tt Oo Vo IPo)+ 

(TEQICTe 0) Pol Po) + (TE - To o5t(Pt ot oPo! Yo): 

Par (4.24) et (5.5), on obtient, 

(5.10) 04(Py (Te, - Tt o)= 

~ NIT 0)+(2im) 1 fgz9q((z— Py)” DR(2-P+4 0) ldz+
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(im) lfez(z-PHT1RO4((z-P+ 0)" az, 

(5.11) O4(PeTp,) =(2itt) | fgz(z- Py) 1SV(2z-P_) az, 

et 

(5.12) O4(Pt_ ot 9) =(2itt) | fez(z-Pt,0)78V(2-P4,0)7ldz. 

Par (5.10)-(5.12), (4.18), (4.26)-(4.28) et par le Lemme 4.3, en faisant 

exactement les mémes estimées que dans la demonstration du Lemme 4.5, 

on obtient: 

(5.14) LOg(CT EP ETE TEP oI Po))-9¢He(Tt oPol Pols 

Ce~'7a(h)~2e-2Sav,e/h, 

o 

Fin de la preuve de la Proposition 5.1: Pour obtenir la Proposition 

5.1, pour (&%,8) 4(0,0), il suffit maintenant d'utiliser la formule de Leibniz, 

les résultats (4.34), (4.37) et les arguments développés en (4.38), (4.39) 

pour obtenir pour O¢(mt gg) les estimées annoncées. Considèrons la 

différence (TreTe, TrePolPo))-(Mt oPol Po). Pour t=0, d'après [Ca], elle 

vaut ©(exp(-d>¥(0,0)/h)). Le Lemme 4.5 nous donne la méme estimée 

pour O¢((T ee, TePolPo))-(Mt oPolPo)) en t #0 donc pour t #0, 

(TET, TEP oI Po))- (Tt oPol Po) est O(exp(-d5¥(0,0)/h)). En utilisant 

le Lemme 5.3, on peut faire le méme raisonnement pour 

CTEPt Te, TePolPo))- Het oPol Po). Il est alors clair que 

(5.15) 0tMt,0,0=0tHt+ O(exp(-d®¥(0,0)/h)). 

Ceci termine la demonstration de la Pronosition 5.1. 

Fin de la preuve du Théoreme 1.3: 

D'aprés les définitions des ordres de grandeur matriciels
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O(exp(-dlx,B}/h)), Olexp(-dé(a, B)/h)) et O(exp(-d&V(a, B)/h)) 

données dans les parties 2 et 4, et par l'appendice B du travail de Carlsson 

[Ca], ona: 

(5.16) O(exp(-d8 V(x,B}/h)): O(exp(—db (a, B)/h)) = O(exp(-deV (a, B)/h)) 

et 

(5.17) O(exp(-d&¥ (a, B)/h))+ O(exp(-d¥ (a, B)/h))= 

G(exp(-d8V(a,B)/h)). 

Sachant cela, en combinant la Proposition 5.1 et les formules (5.1) et 

(4.52), on obtient: 

(5.18) d(au= (Ut 7/2) me(uey 71/24 (ure 429m evry) 1/24 

(Ut) !/2m 194) 7 !/2). 

=(I+ ©(exp(-db (a, 8)/h)))- 

(O¢Ue Pot O(exp(-de (a, B)/h)))- 

(I+ O(exp(-db (a, B)/h)))+ 

O(exp(-de¥(«, B)/h)) 

=0tHtPo+ Olexp(-dêV(x,B)/h)). 

Puis, en intégrant en t, on déduit que: 

(5.19) Gt=M +(H+t-H)P0+ O(exp(-d&V(«,B)/h)). 

En conjugant %¢ par la transformée de Fourier ¥ de 12(L) dans L2(T) 

définie dans la partie 2, on voit, que pour tout NeJoO,1/2[ et €€]0,€o, il 

existe hy ¢>0 tel que, pour tout hel0,hn el et pour tout 

te]-Tath),na(h)i, Ptpr, est unitairement équivalent à l'opérateur 2 de 

L2(T) dans LZ(T) défini par Rtf=w0-f+(Ht-M)Tof+K(tf avec: 

(i) W=Ww(8) la valeur propre de Floquet définie par P.
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(ii) To: L2(T) > L2(T) défini par: Wof=(VvolKT))—! frfde où de est la 

mesure de Lebesgue. 

(iii) K(t) est un opérateur de L2(T) dans L2(T) défini, pour ueL4(T), par: 

(K(t)u»(8)=(VolT)"lfrkt,0,6')u(e’)de’, 

où 

k(t,h,0,8)=2(g, ByeLxLika, gltyheitt"8-8:e )) 

avec Ka, pitsh) vérifiant que pour tout #2>0, il existe hn,y,e?0 tel 

que pour tout hel0,hn » el; on a uniformément pour tout [tI < Tach): 

l9eka, g(tsh)| ce” (I -wide(supp(SV ,Uq)+de(supp(SV,Ug)]/h oj 

(X, 8) (0,0) et ldtko ott,hlse”2(1-%)Sev,e/h, 

Des estimées ci-dessus, on déduit que k(t,h,6,0’) est analytique sur 

D(0,Nath)xWxW, où W={x+iy: xkEeT et [ul <1/Ch} a été défini dans la 

Proposition 1.1 ( car de (supp(SV),Uy)=(1+0(1))-de (Ug, Ug) quand 

|x| — +00). 

Démontrons maintenant que b(t)=H{+-f réalise la bijection annoncée 

dans le point (iv) du Théorème 1.3. D'après le Lemme 3.1, 

(5.20) b(t)=(Pol&SVYPo)t(i+tq(t)) 

avec, pour teD(0,a(h)/2), 

(5.21) Iq(t) 1 <1/(a(h)-21t]). 

Or (14tq(t))~! existe si |tq(t)| <1 c'est-à-dire qu'il suffit: 

(5.22) Iti<a(h)-21t| c'est-à-dire It] <a(h)/3 

De plus, sion note B(t)=b(t)/(PolSVPo) alors: 

(5.23) 04( b(t) =142tq(t)+t29,(q(t)). 

Donc 

(5.24) 104( b(t)) | 21- 1[2tq(t)+t294(q(t))1, 

et d'après (5.21) et les estimées de Cauchy pour |t|<x<a(h)/2:



9.6 

(5.25) 104(q(t)) 1 s1/[Ca(h) - 2x)(x- [tI]. 

En minimisant le membre de droite, on obtient: 

(5.26) 134(q(t)) 1 <8/(a(h)-21t1)4 

Donc, par (5.21) et (5.23), 

(5.27) 184( B(t))- 11 s21t (ach) +21 t))/(a(h)-21t 2. 

Pour teD(0,a(h)/8), on obtient 

(5.28) 19{(b(t))-11<5/9. 

Donc, b est bijective de D(0,a(h)/8) dans b(D(0,a(h)/8)=Dp. En effet, si 

to, t;eD(0,a(h)/8), ona, 

(5.29) D(tg)— b(t,)= flo, ( b(s-t+(1-s)-to))ds-(to-t1) 

donc 

(5.30) | btto)- b(ty1z4/91to-til. 

L'encadrement de D} nous est donné par les estimées de 0;( b(t)) et de 

04(b7 '(t')) pour teD(0,a(h)/8) et t'eDh, 

(5.33) 4/9<104(b(t))1<14/9 et 9/14<194(b71(t'))1<9/4 

ce qui achève la preuve du Théorème 1.3. En effet, pour h fixé, comme D} 

est un voisinage ouvert de O, il existe 8>0 (dépendant de h) tel que 

D(0,Sa(h))cD}. Or, par (5.33), b~'(D(O,ra(h)))CD(0, 9r-a(h)/4) donc en 

faisant croitre r de $ à 1/18, on obtient b~'(D(0,a(h)/18)) CD(0,a(h)/8) 

c'est-à-dire D(0,a(h)/18)CDh. On obtient l'autre membre de l'encadrement 

de D} de la même manière.
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§6.Démonstration_de_la_Proposition_1.5: 

Rappelons_que_d’aprés_laPropositior_l.1,-ilexiste_hg>O_tel.que_pour_tout 

he]0,hol,-le-spectre_de_P_dans_[y-9a(h)/8,il-est_vide..Commel&Vil.g= 1, 

on_déduit_de_cela_et_du Théorème_1.3,_que,_pour-tel0,a(h)/8f, 

o(Ptinlu-a(h),ilco(Pt)nlu-(9a(h}/8-it1),illest-discret. 

On va montrer-que,-enfait,_le_spectre_de_P+t_-dans[u-a(h),ilest-vide. 

L'idée_de_la-démonstration_est_la suivante:_on va montrer.que,_si_x(tLest 

une_valeur_propre_de_P}_alors_d(t)_ne_peut_que_croitre_en_t(ceci_parce_que 

$V2=0) et _que-sa dérivée_est_inférieure_à_1.(car18Vi,,<1).-Donc,-si-on 

suppose-que-o(Pt)nlu-a(h),ilest non vide_pour te]0,a(h}/8[_et_si-on 

appelle_-x(t)-une_valeur-propre-de_P+_dans[u-a(h),il,-en-suivant-x(t)_quand 

t_décroit jusqu'à 0,-on obtiendrait_une_valeur-propre.de_P_dans 

[uu -9alh)/8, il_ce_qui_contredit_ce_qui_a_été_dit_ci- dessus_pour_P. 

Remarquons_d’abord_que,.comme 

(6.1)-o(Pt)co(Pt)+B(0,1t-t"1), 

si_d(t )_désigne_une_valeur_propre_de_P;_alors_celle—ci_est_lipschitzienne_en 

t. Donc_A(t)est_dérivable_presque_partout._Onnotera-y+-un vecteur propre 

normalisé _associé_à-(t)et_T+_la projection spectrale sur l'espace_propre 

associé_a_x(t). 

Soit_to_un_point_ot_x(t )_est_dérivable_et_t>tg._Alors 

(6.2)-x(t)- AtO)=(PtyptlPt)- (Pt YtolPto): 

On_peut_choisir 

(6.3)-pe=iTEve gl Te. 

Comme-_les_opérateurs_considérés_sont_auto—adjoints,_par_un_calcul
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similaire_à celui-fait_en partie_3-pour Pt 6,-on obtient, 

(6.4). _-Tt l=O(t-to), 

donc, 

(6.5)ITEPtol=! -O((t-to)4). 

Ainsi,-par_(6.3), 

(6.6)-A(t)-A(tg)=(PETEPE ITEP tg) — (Pty PtglPtg) + Ol(t-to)4). 

Or, 

(6. 7(PET EV t IME Pty )=(PEvVtglPtg)— (PEC - Te vtgl(l-Te) Pt) 

= (PePtghPtg)+O((t-tg)4). 

On_en_déduit,_par_(6.6), 

(6.8)-d(t)-A(tg)=(t- to MSV Pt Pty) + O(t-tg)*). 

Donc,-commetp_ liz l-et_Os8Vs1, 

(6.9)059,0\) t=tgs!. 

Ceci_achéeve_la.démonstration_de_laPropositior_!.5.
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§7: Un opérateur auxiliaire: 

Dans cette section, nous allons montrer que l'étude de 

o(P;y)N[pL-a(h),W+a(h)]\ w(T) se réduit à l'étude du spectre d'un 

opérateur compact agissant sur L2(T). 

On fixe €€]0,€o[. Notons W(h)=[pL-aCh), 4 +a(h)] et rappelons que par 

définition [i,s]=w(T). Par le théorème de Weyl: Oagg(Py)NU(h)=W(T). Il ne 

nous reste qu'à étudier o(P4£)n]s,M+a(h)] puisque o(Py)N[W-alh), il est 

donné par la Proposition 1.5. 

Remarque: Dans ce papier, on n’étudiera pas les valeurs propres de Pt 

plongées dans W(T)=osss(Pt). 

Par le Théorème 1.3, on sait que pour tout nEel0,1/2[, il existe hy>0 

tel que pour he]O,hy[ et te]-Na(h), Na(h)[, ona 

o(Py)N]s,p+a(h)]=o(2y)Als,jL+aCh)] où R+&:L2(T) — L2(T) est défini par: 

Rtu=wd-u+b(t)Tou+K(t)u avec To, K(t), b(t) et W définis dans l'énoncé du 

Théorème 1.3. On sait aussi que le spectre de + dans ]Js,ji+a(h)] est 

discret. Dans la suite, nous prendrons 7 fixé. 

Alors dire que Xe o(Py)NI]s,j.+a(h)] est équivalent à dire qu'il existe 

ueL4(T) telle que: 

(7.1) Qyu=Xu, 

c'est-à-dire 

(7.2) W-u+b(t)Tou+K(t)u=Àu, 

d'où 

(7.3) Ü= (1-0) 2 (b(t) Tg +K(t)(A-W) 720 

où U=(A-W)ZU. 

Dire que XE o(P;y)N]s,.+a(h)] est donc équivalent à dire que 1 est valeur
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propre de 

(7.4) 

(X-W)72(b(t)To+K(UDMA =)" =b(t)-(À-40)72(MTo+H()XA-W)" 2, 

où H(Uadér=K(t)/b(t). 

Soit K un opérateur auto-adjoint de L“(T) à noyau k(6,6’) analytique sur 

D XD où D est un voisinage complexe de T. Pour p une fonction d’un 

ensemble E dans C, on défini IPllog ¢ = SUPxeE(l PGI) et on notera 

IKiloo=1kllo,T2- Nous allons étudier l'opérateur Ty K de L2(T) dans 

lui-même et défini, pour ueL2(T), par, 

(7.5) TA Kus (A-W)7 2(T9 +KMA-W)7 Zu. 

On définit pour Xe C\wW(T): 

(7.6) I(X)=(VolT)-lfr(x-w(e))"Îde. 

Alors le spectre de TA , (pour X€]s,+o0[) est décrit par la: 

Proposition 7.1: 

I) Pour Xel]s,+ool, ry, 9 est de rang | et O(T, 9) ={0,10A)} où une 

fonction propre normalisée associée à I(X) est donnée par: 

OFA) ZX -W)"2 

II) Soit K un opérateur auto-adjoint à noyau analytique sur DXD tel que 

IKIlo0 1/4. Alors, pour Xels,+0o[, FA K est un opérateur 

auto-adjoint compact tel que: 

CI) OT ,KICI-ICNIIK Tog TOOK Hog IU LEO = IK Hog) TOAD + IK Tl 99] 

Gi) OP, KI ATO = EK Hog) TODA + IK ih oo J={vpCr,K)} où vp(Xx,K) est une 

valeur propre simple verifiant: 

(1) vp(X,K) est analytique réelle en À 

(2) IVpC(X,K)-ICN)I<IICN)IIK I oo 

(3) 193 (vpCXx,K)-ICX))I = 104, OAD) LAK Tl 99
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(4) Il existe un vecteur propre normalisé associé à vp(A,K) de la 

forme Py K=P, 011+ V9,,K) où Y,K est analytique sur D et 

IY ,Klloo<CIKI où C est indépendante de h. 

Preuve: La partie 1) de la Proposition 7.1 est immédiate car To est ia 

projection orthogonale sur 1 (la fonction constante de L@(T)) dans L@(T). 

Notons: Px ,0(8)=I(X)7 2CA-W(6))7 2. 

On va considèrer l'y; k comme une perturbation de Ti 0: 

(7.7) Py K-P = (A-W)7 2K (K-W) 72 

donc: 

(7.8) IT, K-P oll g¢L2¢T)) S$ W(A-W) “2 K(A-W) “2g 

ou Il. Il > désigne la norme Hilbert- Schmidt. 

d'où: 

(7.9) IT K- Ty ,olg(L2(T)) SIN IKloo,TXT 

Comme X est supposé réel, tous les opérateurs considèrés sont 

auto—-adjoints et on a: 

(7.10) 

OT, KICOM 3 ,0)+1- IPQ K-P ol 82m) HP k-P oll 2(L2(T)) 

Donc le spectre de T3 x est contenu dans: 

[IC TK Hg LOAD TK Ht gg IU ITCX) = WK Hl og) TOAD + IK Hl 99) 

Par hypothèse IKIl,,<1/4, donc: 

(7.11) [- TOOK gg ICNIK oo IN EICA)C- WK o0) TAI + IKI og = 2 

Comme Ty x est compact, son spectre est discret en dehors de O. 

Intéressons nous maintenant au spectre de ly Kk dans 

[TCADA = WK og) TOXIN + Ko). Pour @el0,1], considérons Py, xk opérant
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sur L“(T): c'est une famille analytique en à au sens de la norme des 

opérateurs. Soient TA 4x leurs projecteurs spectraux associés à 

HG WK og) CN) + Ko). Cette famille de projecteurs est analytique 

en au sens de la norme, donc de rang constant. En particulier: 

(7.12) rg(T x ,K)=rg(T x ,0)=rg{To)=1. 

Ainsi, Ty n'a qu’une valeur propre dans FI(A)(1- IK I og) TCA + IKI Qg)] et 

cette valeur propre est simple. Nous la noterons vp(A,K). Notons que: 

(7.13) [VpCX,K)-ICX)I< TCA) © TK Hog. 

Comme li x est analytique en À (au sens de la norme des opérateurs) 

sur Js, +oo[ et comme vp(X,K) est simple, vp(X,K) est analytique réelle 

pour A€]s, +00[. 

Nous allons maintenant préciser un vecteur propre normalisé associé à 

vp(x,K) que l'on notera Px K+ Soit S le cercle de centre I(X) et de rayon 

I(X)/2, comme on a supposé IIKIlo9<1/4, on sait que (z- Py KT! existe 

pour 2EG et : 

(7.14) 1(z- Ty KT Ns 4/10). 

De plus: 

(7.15) (2- TKIP, 0 = (2-TOAD YP, 0 +1 0 -T, KP 1,0 

donc: 

(7.16) Ty KPX,0O=P2,0F%X,K: 

avec 

(7.17) va k=@im) fez-T ik) 2-10) "P, ,k- PA ,0) Px, of2- 

Ainsi 

(7.18) vy KIL2(T)<4 IK 00 - 

En posant Py Kk= IT; KkŸx,ol “MT KP, 0: ona 

(7.19) PRK=P2X,0F4X,K où Huy KiL2(T)<CIK I oo:
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Or: 

(7.20) Py k=(vpCA,KD TT KP KI 

=(vp(%,K))~ AIPA OF (TP k=TA OPA, o+ TA, KYX,K ) 

=P, o(VPCA,K)7 CA) + vDCA,K)  TOAMKOPSH, 9) + CT. +KIOP4, 04, K))) 

D'où 

(7.21) PH K=PX, 001+ VK) 

où: 

(7.22) Vx K= 

VPEX KIT HCA) - pC, K)) + VpCR, KIT TCAMKOPS, 9) + CTT 9 +KIOP A, 04, K)) 

c'est-à-dire d’après les estimées précédentes sur K, vp(X,K) et UX Ky on 

sait que YOK est analytique réelle en Xe€J]s,+o0[, et uniformément pour 

rEl]s, +00[: 

(7.23) IV Klloo TSC KI 00: 

De plus, (7.22) nous dit que Y3 K(8) est analytique dans D. Pour ADs, 

comme I"4 K est auto-adjoint, que Py K est de norme | et que 

VPOA KI=OP KIT KPH K): ona: 

(7.24) 05 (vp(A,K)) = (0407, KP KIP XK) 

= -1/2((IX-w(0)173/2[ Tg + KIA - WO) /2p4 KP K+ 

(IX w(@)]7/2[ 19 + KITA - W(0)17 3/2 KP, KI 

=-Re(IT9+KIA- wo] py KITA-w(6)1"$/2ÿp; K). 

On calcule 

(7.25) 05 (vp(\,K))= 

—Re((VoIT)~ 2+ for fap +k(0,0'))1(X)~ (X-w(0)) 7 2- 

(A-W(8)) “HI 4e-Y K(O)I+- Wy K(0'))dede’), 

d'où:
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(7.26) 83 (vp(d,K))=- 1A) 7 (Vo) ~ 2- 

Re( far fap (A - w(0))~ 2(X- w(0')) 1-14 .(0, 0’, 2, K))dede’), 

avec: 

(7.27) 4(0,0',X,K) analytique en (6,0”) sur DXD, et analytique en X dans 

Js, +0o[ et 

(7.28) TUCK) log Tx Tx]s, +00] SCUK Il 60 

De (7.26), on déduit: 

(7.29) 05 (VpCX,K)—ICX))= 

-1(A)7 | (VoIT)~ 4: far far - (0) 7 (4 - w(0"))~ ÎRe(y(e,e',x,K))dede", 

et: 

(7.30) 105 (vpC(A,K)-1CA)) 1s C1903 (CRDI IK I 00 - 

Ceci acheve la démonstration de la Proposition 7.1. 

Remarque: Exactement la même étude peut être faite pour X\€]-~, il. 

Les résultats sont les mêmes à une modification de signe près. 

Le comportement de I(X) en fonction de À et de h va jouer un rôle 

primordial à cause des estimées (7.13) et (7.30) qui vont nous permettre 

d'obtenir des asymptotiques pour les valeurs propres de Pt. Nous allons 

donc l'étudier de manière précise. En reprenant les notations de l'hypothèse 

(H.5), on pose: 

(7.31) K=(f(h)) "TX et S=supg er (0)) 

et 

(7.32) TCX) =(VoIT)F(H)ICA) c'est-à-dire JC A)= frt à - W(0))7! de. 

Alors ona le 

Lemme 7.2: Pour \>s, J( X) est analytique réelle décroissante. 

Supposons que l'hypothèse (H.5) est vérifiée et rappelons que, par
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définition, D.(w)= |dét(Hess(w(8,)))| 1/2, Alors, pour h suffisament petit 

et uniformément enh, on a, quand À — s, > s: 

Gi) sin=t: JCR)=21/2.mD (wy K- 5)" 1/2(1+0(1)), 

(ii) sin=2: J(A)=-27D.(w)log( À - s)(1+0(1)), 

(iii) sin=3: 

SCR) = 5 s)- 25/2. 720 (w) À - 5)1/2+0(( X- 51/2), 

(iv) sin=4: 
~~ d FD Po 

JK) = Cs) + 41720. (wW)( À - s)log( À - s)+o(( À - s)log( À - s)), 

(v) sinz5: 

JR) = J(S)+0 X(T) Fa F-CA- 8) +o(( À - 8)). 
D fo 

Et quand À - S— +00: J( X)=VoKT)-(X- s)7l-(1+0(1)). 

Preuve: 

Le fait que J( X) est analytique réelle se voit immédiatement sur 

l'expression de J( i): de plus 0 ( J \)=- Sear w(8))~ 4d6<0 donc 

J( À) décroit. 

Quand }- s— +00, on a: 

(7.33) 

JCN=CR- 8) 7 "fare (s- O(0))/( K- 5) ld8)=Vo(T)-(R- 5)" l(1+0(1)). 

Le comportement de J( i) au voisinage de s s'obtient en calculant 

l'intègrale au moyen d'un changement de coordonnées de Morse au voisinage 

du point @, où & atteint son maximum. 

Par l'hypothèse (H.5)(iii,**), on peut appliquer le lemme de Morse 

uniformément pour he]0,hol, c'est-à-dire qu'il existe U voisinage de 04 

dans T, V un voisinage de 0 dans R" et un difféomorphisme Dh analytique 

réel de U dans V, vérifiant, pour tout @ dans U:
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(7.34) W(@)= s- 1D,(0)14, 

et tels qu'il existe r1,7220 (indépendant de h) tels que, pour he]O,hol, 

Dh(B(85,r1))CB(0,r2)CV où B(a,r) désigne le boule de centre a et de rayonr 

dans IR", De plus Dp et (D),) | sont uniformement bornées dans c™. Notons 

Vh=D# '(B(0,rz)). Alors B(8$,r))CVhCU. 

Soit U(x), le determinant jacobien de Dy (x). Alors, par (7.34): 

(7.35) J(0)=210/2]det(Hess(@(6,))171/2=2n/2p (w) 

L'hypothèse (H.5)(iii,*) nous permet de majorer J(0) uniformément enh 

assez petit. On a: 

(7.36) JCR)= fry, ( 2- O(0))7 lde+ fy, (À - w(e))"Îde) 

D'aprés l'hypothèse (H.5)(iii,***), il existe S=S(r,)>0 tel que l'on ait: 

(7.37) Jay y,( X- (6) des Vol) X- 5+82)7| 

De plus, on a: 

(7.38) fy, X- WC» de fy, (X- $+ 1Dp(0) 1% )7Îde 

= JB(0,r2)4( À S)+1x12)7lJ(x)dx 

= (ER - s)+r2)7 MT fon-1 J{ro)dodr, 

où SN-l est la sphère de dimension n-1. 

Or, comme w est analytique, J l'est aussi. On peut donc développer 

fsn-1J(ro)do en une série entière de la variable r, 

(7.39) fgn-1J(ro)do == enNapr;, 

avec ap=J(0)-Vol(sn” 1), 

D'où 

(7.40) fy, (X- W(0))~ dO=Zp na JO2(C- s)+r2)7 rN +P lar. 

Il nous reste donc à étudier le comportement, quand À — S, des intégrales
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f§2 X- s)+r2)7rN+P Tr. Un petit calcul donne, 

(7.41) [S20 K- S+r2)7 ldr=m/2.(X- S)71/2.(1+0(1)), 

(7.42) [E2ACR- s)4r2)~'rPar=(X- 5)" 1/20(1), 

sip>0,et 

(7.43) [$20 X- S)+r2) 7 lrdr=-1/2-1og( À - S)-(1+0(1)), 

(7.44) [Œ2(CX- S)+r2)7 lrPdr=togt À - s)o(t), 

Sip>l. 

Ce qui, par (7.35) et (7.36) nous donne (i) et (ii). 

Pour n=3, on remarque 

(7.45) JCX)- fC s- w(e))"lde= 

far yy, X- we) -Î-(s- we» det fy, ( X- De») 1-(5- we)» lde. 

Alors comme précédemment, 

(7.46) 

I Srv, X- we» 7 !-(Cs- We)“ dels! X- S18 evol(T)( K- $4+84)71, 

Et, en faisant le même changement de variable que ci-dessus, 

(7.47) 

fy, X- 0(0))7!-(s- @(e)) 7 )de= 

Ep eNap ld 2((( = s)4r2)71pn+p-1_--n+Pp-3)qr= 

-CX= S)EpeNapf§2(( À - s)+r2)~ IM +P Sar), 

Ce qui, par (7.35) et (7.41)-(7.44), nous donne (iii) et (iv). 

Pour n=5, il suffit de remarquer que 03( J))4 = ¢ =- Ja( s- &(e))"2de 

converge pour obtenir (v).
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§8:Démonstration des Théorémes 1.6, 1.7: 

Si, pour teD(0,a(h)/8), on note r=b(t), alors on a, 

(8.1) Qe=W+d(t) Ty +K(t)=W+r(Tg+H(r))=G,, 

avec H(r)=K(b~ '(r))/r. 

Le Théorème 1.3 nous dit que 

(8.2) K(t)= JG(O4(K(t))dt, 

avec 0;(K(t)) analytique dans D(0,a(h)/8) et vérifiant, pour tout #>0, il 

existe ha >O tel que pour he]O,hy| et tout teD(0,a(h)/8), 

(8.3) IOt(K() loge (S5V- F/M et K(0)=0. 

D'après l'étude faite dans la partie $5, on sait que, pour reD}, 

(8.4) 9/(14p)<10,b7l(r)1<9/(4p). 

Alors, en utilisant les estimées de Cauchy et un développement en série 

entière pour K(b~!(r)), on obtient que, pour tout Y>0, il existe hae >O tel 

que pour helo, ha et reDh, 

(8.5) 1O-(H(r)) og sp le (Ssv-B)/M et WH(O) Il sp 7 te (Ssv-B)/h, 

Le fait que l'on obtienne ce résultat pour tout r dans D} et non pas dans un 

domaine plus petit, vient du fait que (8.3) est valable pour t dans 

D(0,a(h)/4). 

Remarque: On sait que D(0, pa(h)/18) CD, CD(0, 7pa(h)/36) et que 

[(0,5pa(h)/481CD,N Rt cl0,7path)/48l. 

De plus, d'après (iii) et (iv) du Théorème 1.3, on sait que, pour reD}, 

H(r) est un opérateur de L2(T) dans L@(T) à noyau analytique sur 

DhXW(h)xXW(h). Comme b(RND(0,a(h)/8))=RND},, H(r) est auto-adjoint 

quand rest réel. Donc, quand r est réel, on peut appliquer la Proposition 

7.1 à (A-W)7 [Tg +H(r)MA-W)~2 noté li H(r)-
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On démontre alors les théorèmes suivants: 

Théorème 8.1: Supposons n=! ou 2. Il existe hg>O tel que pour 

helo,hol, il existe À(r) une fonction croissante analytique réelle sur 

D,NRt dans ]s,p{+a(h)] qui est valeur propre simple de ©, et qui vérifie: 

(1) sir/f(h) otf: | 

sin=1: (A(r)-s)/f(h)=(1-40(1))*Cy(hyr)=(r/f(h))2, 

sin=2: (A(r)-s)/f(h)=exp(-(1+0(1))-C2(h,r)-Cf(h)/r)), 

(2) pour tout C>0, il existe C'>0 tel que pour relf(h)/C,Cf(h)[, on a: 

1/C'<0,-X(r)<2, 

(3) si r/f(h) — +00: A(r)=s+(1+0(1))-r, 

avec Chth,r) vérifiant que, pour tout #20, il existe Nee 0 tel que pour 

he]O, he et pour tout reD,NRt, 

(i) Cy(hyr)=(2!/2- 1D(W)/VoIT)2-(14.0(e~ (S8v~B)/h)), 

(ii) Coth,r)=(VolT/(27D(w)))-(1+0(e-(Ssv-8)/h)), 

De plus, pour tout #>0, il existe Nee 20 tel que pour he]O, hl et pour 

reD,NRt, X(r) est la seule valeur propre de @, dans 

Ist O(e~ (Ssv- B/N) (r)-s), tach). 

Théorème 8.2: Supposons n23. Il existe hg>O tel que pour he]0,hol, 

il existe une constante Tsv>0 et X(r), une fonction croissante analytique 

réelle sur DHNIT sy, +oof dans ]s,H{+a(h)] qui est valeur propre simple de 

©; elle vérifie: 

(1) siu=(r-Tsy)/f(h)— oF: 

sin=3: (A(r)-s)/f(h) =(14 0(1))-C-3(h,r)-u4,
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sin=4: (A(r)-s)/f(h)=-(1+0(1))-C4th,r)-(u/log(u)), 

sinz5: (A(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-C(h,r)-u, 

(2) pour tout C>0, il existe C'>0 tel que pour relf(h)/C,Cf(h)[, on a: 

1/C'<0,X(r)<2, 

(3) si (r-Tsy)/f(h) — +00: A(r)=s+(1+0(1))er, 

avec Tsy et Cy(h,r) vérifiant que, pour tout #>0, il existe hy >0 tel que 

pour he]O, ha et pour tout reD,NRTt, 

(i) Ts y=(I(s))7!-(14.0(e 7 (Ssv-B)/h)), 

(ii) pour n=5: 

Cnth,n)=(-8 X(9)) {= 5) 71 -VolT(1(s)f(h))2-(14 0(e  (Ssv—B)/N)), 

(où les notations J, À et s sont définies dans la partie 7), 

(= *) Cath,r)=(VolT(I(s)f(h))2/(8m2D.(w)))-(1+0(e7(Ssv-8)/h), 

(x**) Czlh,n)=(VolT(I(s)f(h))2)2/(25m4D.(w)2).(1+0(e7(Ssv-8)/h), 

Pour rel0,Tsul, on a, o(@,)nïs,m+a(h)]=g. Sines, A(Tsy)=s est 

une valeur propre de OT cy: 

De plus, pour tout #20, il existe Nae 20 tel que pour tout he]O, hel, il 

existe une constante positive Tsv=depetSsv-8)/h.(1(s))"1, telle que 

pour relTsy,tsvl, A(r) est la seule valeur propre de @, dans Îs,H+a(h)l], 

et pour reD,NITsv,+ol, A(r) est la seule valeur propre de ©; dans 

Is+0(e~ (Ssv-B)/hy(X(r)-s), 0 +a(h)]. 

Preuve des Théorèmes 8.1 et 8.2: Dans la partie §7, nous avons vu 

que À dans ]s,M+a(h)] est valeur propre de multiplicité p de @, si et 

seulement si 1 est valeur propre de multiplicité p de rly ,H(r) 

c'est-à-dire si et seulement si il existe v, une valeur propre de
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multiplicité p de l'A H(r) (défini par (7.5)) telle que v-r=1. 

D'après l’estimée (8.5), on sait que, pour h suffisament petit, pour tout 

reDh, 

(8.6) IH(r) <1/4. 

Alors, H(r) vérifie les hypotheses de la Proposition 7.1 uniformément pour 

reDhNR*. Donc on sait que le spectre de I’), py,) est contenu dans la 

réunion de deux intervalles disjoints 

[—ICX) TAC) Tl ogg TOK) HT) I og IU TICXDC = TAG) Il 99) TOAD + Hr) Il og), et que 

(8.7) OT; H(py ANTON HT) Hog) TOAD + LHCr) Il og = {vpOCr,H())}, 

ou vp(X,H(r)) est une valeur propre simple. 

Nous allons maintenant résoudre l'équation 

(8.8) r-vp(x,H(r))=1, 

et nous nous occuperons plus loin des valeurs propres de ®,. créées par les 

valeurs propres de T3 yr) dans [-ICX)IH(N) Too, IC) HN) ol. On a 

Lemme 8.3: Pour kels,H+a(h)] et reD,NRt, ona 

1) Pour reD,)NRt fixé, vp(X,H(r)) décroit en > pour À dans Js,ji+a(h)]. 

2) Pour tout #>0, il existe hee >O tel que, pour he]O,hy[, Xeïs, pH +a(h)] 

etreDhnR+, on a 10-(vp(A,H(r))) 1 s 1M) p~le7 (Ssv- 87h, 

Preuve: Pourr dans D}, F3 1) est analytique en r au sens de la 

norme Hilbert-Schmidt et: 

(8.9) (T4 ycry(h))=(X- W(h)) 2 [8-(H(r)) IA - wh) 7 2 
d'où: 

(8.10) OT Hern) ly gs ICA) TO -CH(r)) Il og 

Donc, par (8.5), pour tout #>0, il existe her >O tel que, pour he]O,hl, 

on à
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(8.11) HOHE rh) ly gs HO Ip" le" Sv B/N, 

De plus, comme vp(,H(r)) est valeur propre simple et que H(r) est 

analytique en r dans D} et auto-adjoint quand r est réel, vp(X,H(r)) est 

analytique réelle en r dans DKNR; si on note P> ,H(r) Un Vecteur propre 

normalisé, alors Py pr) peut être choisi analytique en r dans DHNR (pour 

cela, voir par exemple la démonstration de la Proposition 7.1). Comme 

(8.12) VPA, HIM =CPy HIT HP x Hr) 

on a: 

(8.13) O-(vPO KIN) =(OAP 9 Hr MP Hr) IP, H(r)): 

D'où, 

(8.14) LO-(vp(d,H(r))) 1 < FECA) EH HN) SIN) Ip le Ssv-8)/h, 

En appliquant la Proposition 7.1 à T3 H(r), on obtient, 

(8.15) 194 (vp(A, H(r)) -10X)) | = 194 (104)) T= HH(r) I oo. 

Comme 04 (I(X)) est négatif pour X dans ]s,M+a(h)], d'après (8.5), pour h 

assez petit et reD,NRt, 03 (vp(Xx,H(r))) est négatif c'est-à-dire que 

vp(A,H(r)) décroit en À pour À dans ]s,M+a(h)]. 

Preuve du Théorème 8.1: Nous supposons donc n=1 ou 2. La 

Proposition 7.1 et le Lemme 7.2 nous disent que 

(8.16) sup+ y S$VPCX,H(r)))= +00. 

Donc par le Lemme 8.3, pour tout r fixé, vp(X,H(r)) réalise une bijection 

décroissante en À de Js, +e0[ dans ]0,+oof. Alors, pour tout re DhNRT, il 

existe un unique A(r) dans Js, +oo0[ tel que 

(8.17) r-vp(X(r),H(r))=1, 

c'est-à-dire tel que À(r) est valeur propre simple de ©,. X(r) est 

analytique en r car, au voisinage de chaque r, elle nous est donnée par le
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théorème d'inversion local appliqué à l'équation (8.17) et que vp(X,H(r)) est 

analytique en r et x. De plus, en dérivant (8.17) par rapport ar, on obtient 

(8.18) 

0-(A(r)) = —{vp(a(r), H(r)) + ro -[vp(- ,H(r)) (Xr) / {1rd [vp(-,HT)ICA(T))}. 

Or d’après la Proposition 7.1 appliquée à l'y pr), 

(8.19) vp(X(r),H(r))=ICX(r))(+g(r)) 

où, grâce à (8.5), g vérifie uniformément pour r dans DHNRT et pour h 

suffisamment petit (dépendant de x), 

(8.20) Igtr)l<p”le-(Ssv-®)/h, 

Donc, par (8.18), pour h assez petit 

(8.21) 0-CX(r))>0, 

c'est-à-dire X(r) croit strictement enr. 

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour X(r). 

Par (8.19), en reprenant les notations de la partie 87, 

(8.22) r-I(X(r)) (14 g(r))=r-(VoIT)~!f(h) 7! SCXD) (14 g(r)) =1, 

c'est-à-dire, 

(8.23) X(r)= J7'(VolT -f(h)/(r(1+g(r))). 

Donc, par (8.22) et par les estimées de J( À) données au Lemme 7.2, ona 

(8.24) siv=r/f(h)— OF: 

(i) sin=1: (X(r)-s)/f(h}=(1+0(1))-Cylh,r)-(v)2, 

(ii) sin=2: (A(r)-s)/f(h)=exp(-(1+0(1)):C(h,r)-v), 

avec Cnth,r) vérifiant que, pour tout #>0, il existe Ne > 0 tel que pour 

hE ]O, hy et pour tout reD,NRt, 

(8.25) (i) Cy(h,r)=(2!/2- 17D, (w)/VoIT)2-(14 0(e~ (Ssv-B)/h)), 

(ii) Co(h,r)=(VoIT/(211D5(w)))+(14+.0(e~ (Ssv—B)/h)), 

Placons nous maintenant dans le cas où v=r/f(h) — +00. Par les



8.7 

encadrements donnés sur Dy, on a Irl<7pa(h)/36. On déduit que h — ot, 

On sait que 

(8.26) Mr)=(J7!)((1+0(1))-VolT/v), 

c'est-à-dire, en utilisant le Lemme 7.2, 

(8.27) quand v— +00, X(r)=s+(1+0(1))-r. 

Par (8.18), (8.19), (8.14), (8.5), (8.17) et les points (II.ii.2-3) de la 

Proposition 7.1, ona 

(8.28) O-(A(r))= - (1+ m(r)) (I(r) 2/84 10(r))), 

où m vérifie uniformément pour r dans D,NRt et pour h suffisamment petit 

(dépendant de x), 

(8.29) Im(r) | <p7le-(Ssv-w)/h, 

Comme -041(A)=(VoIT)~!- fr(x-w(e))"£de, il existe C'>1 tel que pour 

reD,N[f(h)/C, + ool, 

(8.30) 0<1/C’s Ld-CX(r)) | < 2. 

Ceci achève l'étude de À(r) sin=1 ou 2. 

Nous allons maintenant essayer de préciser les À pour lesquels il peut 

exister v dans [-I(X) IT H(r) Il 99,104) I H(r) I] tel que v-r=1. Nous savons que 

1(X) réalise une bijection décroissante en À de Js, +o0[ dans JO, +00[. Notons 

17! sa bijection reciproque. 

Lemme 8.4: Pour tout #20, il existe hy >0 tel que pour tout 

he]O, hel, on a KAIH(r) ogi ri <i si x els+gntr),H+a(h)] où g(r) est 

définie sur D}NRt par gy(r)=17 e(Ssv—- B/N /r)-s, 

Preuve du Lemme 8.3: D'après (8.1), pour tout #>0, il existe h > 0 

tel que pour he]O,hyf, ona 

(8.31) WH(r) og irisirip~'e7'Ssv-w)/h, 

Donc une condition suffisante pour que I(A) ITH(r) Il Ir| <1 est que:
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(8.32) I(X)<pe(Ssv-d)/h/r]. 

Comme I(i) est bijective décroissante, le résultat est immédiat. 

oO 

Du Lemme 8.4, on déduit immédiatement que, pour h suffisamment 

petit (dépendant de %) et pour reD,)NRt, À(r) est la seule valeur propre de 

®, dans Js +g)(r),ji+a(h)]. Remarquons que, pour C>1 et pour x>0, 

(8.33) I(s+Cx)=I(s+x)/C, 

donc, si on pose y=I(x+s)/C alors x=17'(Cy)-s et par (8.33), on conclut 

que pour C>1 et y>O, 

(8.34) C(I7(Cy)-s)sI7 |(y)-s. 

Donc, par le Lemme 8.4 et par (8.22), pour tout #>0, il existe he >0 tel 

que pour tout he]O,hel, ona, 

(8.35) ghtr)/(X(r)-s)<pe”(Ssv-8)/h, 

Ceci achève la démonstration de Théorème 8.1. 

Preuve du Théorème 8.2: On suppose maintenant n=3. Donc pourr 

fixé dans DANRT, r-vp(X,H(r)) réalise une bijection de [s,+o0[ dans 

]O,r-vp(s,H(r))] car r-vp(X,H(r)) atteint son maximum sur [s,+oo[ ens. 

Nous allons étudier ce maximum. On définit: 

vp(s,H(r))=limy  $(VPCX,H(r)). On a 

(8.36) 0-(rvp(s,H(r)))=vp(s,H(r))+rd-(vp(s,H(r))) 

d'où, par (8.14): | 

(8.37) 19, (r-vp(s,H(r)))-vp(s,H(r))1 <1I(s)1 9, C(H(r)) Il og. 

Donc,par l'assertion (ii-2) de la Proposition 7.1, pour h suffisamment 

petit, rvp(s,H(r)) croit en r pour r dans D,NR*t et tend vers O quand r tend 

vers 0. Ainsi il existe Tsy>0 tel que r-vp(s,K(r))<1 pour tout r<Tsy, et
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r-vp(d,H(r))>1 sir>Tsy. C'est-à-dire, pour r<Tsy, il n’y a pas de À>s(h) 

tels que r-vp(X,H(r))=1 et, pour rzTsy, il existe un unique X(r) dans 

[s,+oo[ tel que 

(8.38) r-vp(A(r),H(r)) =1. 

A(r) est alors valeur propre simple de @,. Le fait que A(r) soit analytique 

en r provient à nouveau du fait que l’on inverse localement rvp(X,H(r)) qui 

est une fonction analytique. De plus (8.18) et (8.21) restent toujours 

valables: on en déduit que X(r) croit strictement enr. 

Définissons Ty =1/I(s). Nous allons estimer |Tsy-Tol. On sait: 

(8.39) Tsyvp(s, H(Tsy))=Tol(s)=1 

donc 

(8.40) ITsy-Tol/ITol=Ivp(s,H(Tsy))-Ms)I/lvp(s,H(Tsy)) I. 

En utilisant (8.5) et en intégrant (8.14) enr, on obtient, pour h assez petit 

(dépendant de x), 

(8.41) ITsy-Tol<iTolp”"le-(Ssv-®)/h, 

Nous allons maintenant démontrer les estimées annoncées pour X(r). 

Par la Proposition 7.1, on sait 

(8.42) 05 (vpCÀ,H(r)))=83(I0X)):(1+gCÀX,r)), 

où, grace à (8.5), g vérifie uniformément pour reD,NRt, Xels,+oo et 

pour h suffisament petit (dépendant de x), 

(8.43) Ig(x,r)l<p”le”-(Ssv-®)/h, 

Ceci associé au Lemme 8.3, à (8.17) et à (8.18) nous dit alors que, 

(8.44) (1+g(r}):33 (IX) A X(r)=-r 72, 

où gy vérifie (8.20). Or on sait que X(r) est bijective et analytique réelle 

pour r dans D)»NR*. Donc pour (r,r')e(DhNnR+), en intégrant (8.44) 

entre retr’, on obtient
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(8.45) I(X(r))-1A(r')) =A +galrr’)) (Cr -r)/rr), 

où g2 vérifie uniformément pour (r,r')e(DhnR+)2 et pour h suffisament 

petit (dépendant de ¥), 

(8.46) Igotr,r')1<p”le-(Ssv-®)/h, 

Alors, en posant u=(r-Tsv)/f(h), on obtient, 

(8.47) JC K(r))-JSC Xr’) = (1+ galryr’))- Vol T)(u!-u)/((u+ Te y)(u'+T sy)). 

Maintenant pour obtenir les estimées annoncées, il suffit de prendre u'=0 

et on en déduit, par le Lemme 7.2, 

(8.48) siu=(r-Tsy)/f(h) — OF: 

sin=3: (X(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-Czth,r)-ué, 

sin=4: (X(r)-s)/f(h)=-(1+0(1))-Cath,r)-(u/log(u)), 

sinz5: (X(r)-s)/f(h)=(1+0(1))-Ch(h,r)eu, 

avec C,(h,r) vérifiant que, pour tout #>0, il existe Nee 0 tel que pour 

helo,hy[{ et pour tout reD,NRt, 

(8.49) (x) pour n=5: 

Ca(hyr)=(-9 X(J)) Fa $7! -(VoIT((s)f(h))2)-(14 O(e 7 (Ssv— BZ hy), 

(x) Cath,r)=(VolT(I(s)f(h))2/(4m2D.(w)))-(1+0(e(Ssv-8)/h)), 

(æxx) Cz(h,r)=(VolT(I(s)f(h})2)2/(25m4D.(w)2).(1+0(e-(Ssv-8)/h)), 

Placons nous maintenant dans le cas où U—> +00 alors v=r/f(h) — +00, 

donc en utilisant exactement le méme raisonnement que dans le cas de la 

dimension 1 et 2, on obtient, 

(8.50) quand u — +00, A(r)=s4+(14+0(1)) er. 

L'estimée (8.30) dans le cas reDHNIClf(h), + 00f s'obtient de la même 

manière que pour n=1 ou 2. Nous allons à nouveau préciser les X pour 

lesquels il peut exister v dans [-1(X) I H(r) Il og, 1(X) HH(r) Ig] tel que v-r=1.
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Nous savons que I(X) réalise une bijection décroissante en À de [s, +ool 

dans ]0,I(s)]. Notons 17! sa bijection réciproque. 

Lemme 8.5: Pour tout #>0, il existe Ne ? 0 tel que pour tout 

helo, het, si IGN) IH) ogirlzt alors rztsy=gegpetSev"%)/h.(1(s))7Î et 

X<I l(etSsv-#)/hh/r). 

Preuve: La démonstration de ce lemme est exactement celle du Lemme 

8.4 mis à part le fait que l’image de I(X) est bornée donc sir est assez 

petit, l'équation (8.32) est toujours satisfaite. 

Oo 

Comme (8.34) reste valable dans ce cas, par le Lemme 8.5, on obtient 

(8.35) exactement comme dans le cas n=1 ou 2. 

Pour achever de démontrer le Théoreme 8.2, il suffit de remarquer 

que, sin=5, alors (s-w(@))~! est dans L2(T) ce qui associé à la 

Proposition 7.1, nous dit | est valeur propre de I's yy 7,,,); donc s est 

valeur propre de OT cy: 

O 

Pour obtenir les Théoremes 1.6 et 1.7, il suffit de faire le changement 

de variable r=b(t). Alors comme À(t)=46fA(b(t)) est une valeur propre 

simple de Py, si Py est un vecteur propre unitaire associé à X(t), en 

dérivant la relation 

(8.51) (Pepe l Py) = A(t), 

on obtient, pour tout teD(0,a(h)/8), 

(8.52) 0, X(t) <1. 

Puis, en se servant de l'encadrement (5.33), on déduit aisément les 

Théorèmes 1.6 et 1.7 des Théorèmes 8.1 et 8.2.
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Appendice: 

Dans cet appendice, nous allons d'abord donner un exemple de potentiel 

périodique pour lequel les hypothèses (H.1)-(H.3) sont vérifiées. Puis en 

imposant des conditions de symétrie supplémentaires sur le réseau, nous 

verrons que (H.5) est également vérifiée. 

Soit (uj)} <j<p une base de Ret L=@y <japZuj- Si X=2y <jenajuj, ON 

note Ixl=Z;<j<plajl. On note Co la cellule de base du réseau. Soit alors 

VeC®(R'), une fonction positive, L-périodique telle que: V(x)=O@xXeL. 

Les puits de V notes U; seront alors les points de L. 

On suppose de plus que Hess(V)(0) est définie et positive, où Hess(V) 

désigne la matrice hessienne de V. Par périodicité, pour tout œeL, 

|[VV(x)|=0 et Hess(V)(æ) est définie et positive. 

Pour € suffisament petit, on définit les Ua, € comme dans la partie 1. On 

prend 8,4 une fonction positive dans CO(Uo €) telle que, pour xeUG £&/2, 

(a.1) 80(x)=E2/4. 

Alors, si on note Oy les translatés de Oo par les points de L, 

(8.2) Vl ye, Oq>t&6/4. 

En le définissant commme dans la partie 1, Pg n’a qu’un seul puits {0} et 

celui-ci est un minimum non dégénéré du potentiel. On peut alors appliquer 

des résultats classiques (cf [HSj1], [S2]), à savoir que la première valeur 

propre de Po est simple et de plus, sion la note H{, on sait qu'il existe 

ro’Ho?0 tels que: 

(a.3) o(P9)N[0,roh]= {M} 

où M=Hoph+0O(h2). 

On constate que (H.1)-(H.3) sont vérifiées.
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Supposons de plus, que pour (@œ,B)eLXL, d(UyUg)=So implique 

|a-P|=1 et qu'il existe G, un groupe fini d'isométries lineaires de R", tel 

que: 

(i) G agit transitivement sur Ly=z(teL;l&|=1} c'est-à-dire que pour tout 

(X,B)EL,XLy, il existe geG tel que g(x)=f, 

(ii) pour tout geG et tout xER", V(g(x))=V(x). 

Remarque: Le (ii) associé à la condition [V(x)=0< xeL] nous garantit 

que le réseau est invariant par G. De plus, chaque élément de G réalise une 

bijection de L dans L. 

Pour geG, on note g, l'opérateur unitaire de L2(IR") dans lui-même 

défini pour uEL2(RN), par ge(u)=zueg”|. On à, pour € suffisament petit, 

que pour tout geG, g(Uo ¢)=Uo €. 

On construit alors 69=IG| ~'E 9 €G9x (Go) (où [GI est le cardinal de G); 

c‘est une fonction positive dans CO(Ug telle que, pour X€Ug ¢/2; 

(a.4) Og(x)=e4/4. 

On note Oy les translatés de 8 pour œeL et on définit l'opérateur 

Po=P+Eg 40 Og. Po n'a qu'un seul puits {0} et celui-ci est un minimum 

non dégénéré du potentiel. Les opérateurs Pa vérifient alors les mêmes 

proprietés que les opérateurs Py construits ci-dessus. De plus, on a, pour 

tout geG: 

(a.5) gxe Poe(gx) t= Po et gxoPe(gy) '=P. 

On note alors Po, le vecteur propre réel positif normalisé associé à 

l'unique valeur propre de Po dans [0,roh]. Comme Po>0, pour tout geG, on 

Q ; 

(a.6) Jx(Po)=Vo-
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De plus pour @eL et geG, si Tœu(x)=u(x-) pour ueL¢(IR"), ona 

(4.7) gue Ty? (Ge) '=Tq(g): 

(On trouvera d'autres constructons de ce type dans [HSj2].) 

Or comme G agit transitivement sur {teL;1xi=1} pour lal=If$1=1, il 

existe geG tel que g(x)=8 donc 

(a.8) 

(TEP ol t BME Po)=(TE PI Tg(q) MFP O)= (MEP ol gx? Tx 2(Gx)~ TEP) 

=(TEVoITaNFŸo); 

et, 

(a.9) (Tepgl Tg TpPPo)=(TeVPol gee To°(gx)"ITFPŸ 0) 

=(TePol Ty MfPYPo)- 

Les mêmes relations sont valables pour la matrice de Gram. Donc sim, 

désignent les coefficients de Fourier de w calculés dans la partie 2, on a, 

pour tout |a|/=/ 81 =1, 

(a.10) mg=mep. 

Dans la partie §2, nous avons vu que, pour &EeL, 

(a.11) My=Sy ot Wa ot ©(exp(-dé(a«,0)/h)), 

avec, 

(8.12) Wy ,0=-1/2(VPal(Ey 4 8x) Po) + (Lay 4 (8x IPQ lPo))- 

Ceci nous dit, qu'il existe C>0 telle que, pour |«|>1, 

(a.13) Imgyl<Ce~ (Sot (Xl +1)/C)/h), 

Nous allons maintenant estimer my pour || =1 en suivant la méthode 

de Helffer et Sjastrand [HSj1]. Remarquons que, d'après la section 2 et 

(a.11), pour estimer mg, il suffit d'estimer Wa,o- Soit F l'hyperplan 

(KE RM; [xl =Ilx-a1}: notons T'F=(xeRN: Ix|z1x-al} et Tr ={xeR: 

Ixl<|lx-a]}. De plus, on notera n la normale à orientée vers 0.
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Alors, 

(a.14) -(PalEy 209x3)Vo)=- IRV ag (Ey 2005) Podx 

=- jo (Sy 4005) Vodx- fr-Pa(Ey 400%) Podx. 

D'après ce qui a été dit sur la localisation des Pay dar el dans §2, il existe 

C>0 telle que, 

(2.15) 1fr-Vo(Ey 200y)Podxlsce”(So+i/0)/h, 

(2.16) | fr+VatEy 2a0y)-Podxlsce”(So+1/C)/h, 

De plus, comme Wo est vecteur propre associé à M pour Po, 

(0.17) - fp+Pa (Ex 2005) Podx= fr+Pa(P-HPodx 

= -h2 fr+Par AVodx+ jr+Pa-(V-H)-Yodx. 

Donc, par la formule de Green, 

(8.18) - fr+Pa(Ey 2005) Podx= -h2 fra VPo- Po VPa)-n)do + 

-h# fr+Ÿo-APadx+ fr+Po-(V-H)-Vodx 

= —h2 Po: VPo- Po: VPq) ndoth? [r+ Po (Ex 200%) Podx, 
car Py est vecteur propre associé à M pour Py (ici, do désigne la mesure 

de surface sur l.) 

De même, par symétrie sur 0 et a, 

(8.19) - fr-VatEy 2405)" Yodx= 

-h2 [n((-Py-VPot Po: VYPaæ)"(-n))do + he fr-P (Ex 409%)" Py dx. 

Donc, par (a.11-12), (a.15-16), (a.18-19), il existe C>0 telle que 

(2.20) Img +h2 fr(Py-VVPo- Po VPæ)-ndol<ce”(So+1/C)/h, 

Puis le terme h¢[r((Py-VPo-VPo'VPy):n)do s'estime comme dans 

[H.Sj1] grace aux estimations B.K.W obtenues pour les fonctions propres Po 

et Py, au voisinage des géodésiques minimales de la métrique d’Agmon. On 

obtient qu'ilexiste meN tel que, pour h assez petit
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(a.21) hl/2/c<imyl-eSo/h<chni-m/2, 

D'après la partie 2, on sait, 

(a.22) W(O)=EZy ey MmaelX®, 

avec, d'après (2.20), my=M_y pour “EL. 

Donc, ona, 

(a.23) W(8)=mo+Ege| Mycos(as). 

Sous cette forme, en utilisant (a.13), (a.21), ona 

(8.20) W(O)=Mo9+2-My(Zy jen Cos(ujS)+Z | gy] > 1Dqcos(ae)) 

où Dy Sont tels qu'il existe C>0 tel que, pour h suffisament petit, 

byl<e”t/(Che-laæl/(Ch). 

Sous cette forme, on vérifie aisément que, pour h suffisament petit, w 

satisfait l'hypothèse (H.5).
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