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2-D DECONVOLUTION AND FAILURES' DETECTION.
APPLICATIONS IN GEOPHYSICS.

Abstract:

We study the application in geophysics of some technics used for image restoration or signal
processing. In the first part, we consider the deconvolution problem when the signal is assumed to
belong to a mixture of Gaussian variables. Because of its numerous applications, the particular case of
Bernoulli-Gaussian signals is treated. The model is parametric and a stochastic algorithm of estimation is
used for the model’s identification. The deconvolution technics we present optimizes some natural criteria
of good recovery, related to the observations and wrong detections. To recover the reflectivity sequence of
the earth, the deconvolution of real seismic traces is then studied. To take into account the layers’ structure
existing in the earth, we consider this problem as a 2-D deconvolution problem. The layers are not always
parallel, so we need to define a non-homogeneous neighborhood system. Examples arising from real data
are presented. In the second part, we deal with the problem of sequential failures’ detection in the
distribution of a sequence of multidimensional random variables. We first consider variables which
distribution is parametric, in most of these cases, failures affect the mean and the variance. Some
applications are proposed, to detect abrupt failures of lithology in the earth and, on the other hand, to
identify stationnary sea-states. If the data are dependent, the changes can affect the spectral distribution of
the process. We use the empirical spectral estimators to build some test statistics which are asymptoticaly
normal and independent. Their use changes the original problem to the detection of parameter changes in a
sequence of multivariate independent Gaussian random variables.

Key words : Deconvolution. Image processing. Gibbs Sampler. Parametric estimation. Bernoulli-
Gaussian signals. Seismic traces. Failures' detection. Spectral estimation.
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La géophysique représente un domaine privilégié d'applications pour un statisticien, les problémes
posés sont nombreux, variés et le nombre de données disponibles est souvent considérable. Dans le but
d’identifier la composition du sous-sol (ou lithologie), la recherche pétroliére a largement contribué au
développement de nouvelles techniques de prospection et a l'emploi de méthodes mathématiques diverses,
depuis le traitement de données traditionnel (clustering, analyse factorielle, etc . . . ) a des techniques plus
sophistiquées de traitement de signal.

Nous disposerons essentiellement de deux types de données :

* Des mesures effectuées dans des puits permettent une reconstruction du sous-sol de trés
haute résolution au voisinage de ces puits. Plusieurs enregistrements sont effectués, mesurant des
paramétres qui caractérisent le type de lithologie en présence: impédance, radio-activité, résistivité, etc . . .
La réalisation d'un puit et de ces enregistrements représente un coiit extrémement élevé, les puits sont
donc peu nombreux et espacés de plusieurs kilométres.

* Des données beaucoup plus nombreuses car moins couteuses, mais plus pauvres en
information, sont les traces sismiques : une onde est émise aQ la surface et se propage dans le sous-sol, a
chaque changement de lithologie une partie du signal est réfléchie alors qu’une autre est transmise. Le
signal mesuré a la surface par le sismogramme est constitué de la somme des signaux réfléchis. Cette
information fournira au géophysicien la possibilité de décrire l'agencement des différentes couches ainsi
que leur composition. En effet, une section sismique contient plusieurs centaines de traces, espacées
chacune de quelques dizaines de métres, cela offre donc une vision en coupe du sous-sol o la stucture de
couches est évidente. 1l faut remarquer que dans certaines zones d'intérét particulier, le terrain est
quadrillé, les traces obtenues fournissent alors une vision tridimensionnelle du sous-sol.

Par leurs natures, ces deux types de données demandent une approche différente. Le choix arbitraire
d’une modélisation nous a conduit a voir l'interprétation des données sismiques comme un probléme de
déconvolution, le champ inconnu que l'on cherche Q reconstruire est constitué des coefficients de
réflexion. D'un autre coté, les enregistrements provenant de puits seront considérés comme des processus
aléatoires dans lesquels des ruptures sont détectées, une rupture indiquant un changement brusque de
lithologie.

Cette thése est présentée en deux parties : la premiére partie est consacrée principalement a la
déconvolution de traces sismiques alors que la seconde partie traite du probléme de détection de ruptures
dans un cadre général, une des applications présentées concernant les enregistrements décrits ci-dessus.






PARTIE 1

DECONVOLUTION






INTRODUCTION
Considérons le modele de convolution suivant:

Z=fxX +¢
{ *

Y =(Q,X)

7= {Z(k)}] << €St une série d'observations, f le filtre de convolution, Y = {Y()}, <, une suite de
variables aléatoires indépendantes et € un bruit blanc gaussien de variance of .

Pour tout i, la loi de Y() = (QG@) , X(i)) est définie par:

- PQG=k=A, pour 1<k<m (§7\.k=1)
k=1

- Conditionnellement a Q@) = k, X(i) suit une loi Py

on suppose P, paramétré par un parameétre oy et ayant une densité p( . , 0 ) par rapport a une certaine
mesure dit, nous noterons 8y I'ensemble des parametres caractérisant la loide Y,

9Y=(7\,1,0L1 ,kz,az.. ..A.m,(xm)
et O 'ensemble des parametres définissant le modéle (),

0=(0y,f,02).

Notre probleme est de reconstruire Y lorsque seul Z est observé, toutefois, cette reconstruction ne
pourra étre réalisée que si le modele est identifié. Le modele étant ici paramétrique, son identification
revient 3 estimer le paramétre .

Dans la suite, les lois P, seront supposées gaussiennes, nous traiterons alors deux cas particulier du
modele (*):



- Modeéle M1 : le filtre f est réduit a I'identité et £ = O:
{ yA
Y

Nous sommes face a un probléme classique de mélange de populations: les parameétres du mélange
doivent d'une part étre estimés et d'autre part, chaque observation doit étre attribuée a une population. En

X
(Q, X)

effet, I'estimation de Y se réduit ici a I'estimation de Q.

- Modeéle M2 : Q est une variable de Bemoulli de paramétre A (donc m=2) et les lois P, et P; sont
des lois normales centrées de variances cg et Gf (on supposera 0’8 < O'f ).

Un cas particulier consiste a choisir 0‘3 =0, Y est alors une suite de variables Bernoulli-

Gaussiennes. Estimer Y revient a détecter les signaux (estimer Q) et estimer leur amplitude (estimer X).
Ce type de modele est fréquemment employé en géophysique, échographie, signal, etc ... [12], [13],
[18], [21].

Ainsi, en géophysique, ce modele est généralement utilisé pour représenter une trace sismique: Z est
la série des valeurs observées du sismogramme, X celle des coefficients de réflexion, le filtre f est une
onde émise a la surface et € un bruit de mesure. La modélisation B-G de Y signifie ici qu'un réflecteur
n'est présent que lorsque Q=1.

Ce modele n'est pas trés réaliste puisque 1'on suppose les couches parfaitement uniformes. Nous
préfererons utiliser le modele proposé dans [22] ot O'g est non nul, les réflecteurs sont maintenant séparés
en deux groupes: des réflecteurs principaux marquent les changements de couches (Q=1) et des réflecteurs
secondaires, de plus faible amplitude, traduisent les irrégularités existantes a l'intérieur des couches

(Q=0).

Comme nous l'avons dit, le modéle (*) est paramétré par 0, notons alors Pg la loi du couple (Y, Z)
et Lg(Y, Z) sa vraisemblance sous Py . Une approche Bayésienne pour estimer 0 et reconstruire Y
consiste a utiliser la distribution a postériori de Y, Pg(Y/Z). Généralement, maximiser la vraisemblance
conditionnelle Ly(Y/Z) a la fois par rapport au paramétre 0 et par rapport 2 Y conduit a des solutions
dégénérées si on n'impose aucune restriction sur I'ensemble des solutions. On trouvera dans [8] plusieurs
exemples illustrant ce comportement de la vraisemblance.

Dans [14] et [22], Mendel propose une procédure itérative afin de maximiser cette vraisemblance
conditionnelle dans le cas du modéle M2: Lo(Y/Z) est maximisé altemnativement en Y et en 6. L'estimateur



obtenu de 0 est alors biaisé, c'est-a-dire que le vrai paramétre que nous noterons 6* n'est pas un point fixe
de l'algorithme. On dira que 0* est un point fixe pour un algorithme itératif d'estimation si il vérifie la

propriété suivante:
Soit O(x), 1’estimateur de 0 a I'itération k. Si Ok)=0* alors E(Bx+1)) = 6*.

Considérons par exemple, le cas simple ou le filtre est réduit a I'identité et ou le bruit de mesure est
nul. Notons f; (resp. f) la densité d'une normale centrée de variance 012 (resp. cg ). Pour tout i, la

distribution a postériori de Q() est donnée par:

Afy(ZG))
M(Z@) + (1-M)fo(Z)

PQu=1/Z) =
Dans ce cas, Lg(Y/Z) est maximum pour A=1 et Q=1 ou bien pour A=0 et Q=0, ce qui correspond
aux solutions dégénérées décrites plus haut.

Supposons maintenant 8* = (A, 0(2) , 0’% ) connu. Soit Q* maximisant Ly,(Q/Z), prédire Y par

Y* = (Q*, Z) conduit 2 adopter la régle de décision suivante:
Qw=1si 1ZGO)>Z,
ol Z est tel que Af;(2) = (1-AM)fy(2).

Soit maintenant 8 = (&, 82, 8?) I'estimateur de © maximisant Lo(Y*/Z):

13 15 2 1
A=53Q0 . 8= = 2QuzZn, é= > 1-Q" W Zo
i=1 nA i=1 nad) S
On voit facilement que E(B) = 6* (Supposons par exemple que —;12- > 1’—2’ , on décidera alors Q*G) = 1
o} 5

pour tout i, et donc A= 1).

Une telle procédure ne pouvant étre utilisée, nous allons procéder en deux étapes:
1) Identification du modéle.
2) Estimationde Y.

Le Chapitre 1 est consacré a l'estimation des parameétres. Dans le cas des modeles M1 et M2, la
vraisemblance de Z est particuli¢rement complexe et il n'existe pas de forme explicite de I'estimateur du
maximum de vraisemblance de 6. Au contraire, lorsque Y est connu, la vraisemblance du couple (Z, Y)
peut facilement étre maximisée pour estimer 6. Nous allons donc mettre en place un algorithme itératif ot



a chaque itération, un échantillon Y est simulé et un estimateur de 0 est calculé. Y étant simulé avec la loi a
postériori Pg(Y/ Z), le vrai paramétre 6* est un point fixe pour cet algorithme. Cet algorithme peut
s'interpréter comme une version stochastique de l'algorithme EM [7], on trouvera des procédures
d'estimation semblables dans [4] et [32] dans le cas de traitement d'images et dans [2] dans le cas d'un
mélange de populations.

Dans le Chapitre 2, nous nous intéressons a la reconstruction de 1a suite Y dans le cas des modeles
M1 et M2 lorsque les paramétres sont connus. Nous demanderons a la solution cherchée d'optimiser
certains critéres naturels de bonne reconstruction concernant les erreurs d'affectation ou la qualité
d'ajustement avec les observations. Nous verrons tout particuli¢erement comment des techniques
Bayésiennes, classiques en traitement d'images, peuvent étre adaptées au probléme de déconvolution de
signaux Bernoulli-Gaussiens.

Le Chapitre 3 est consacré a la déconvolution de traces sismiques. Face a des données réelles, les
techniques développées sur des modeles théoriques et au moyen de simulations demandent a étre adaptées.
Alors que jusqu'a présent, et comme c'est généralement le cas dans la littérature ([14], [18], [20], [21],
[24], [24], [27]) nous avons étudié chaque trace séparément, nous aborderons maintenant ce probleme
comme un probléme bidimensionnel. En effet, une continuité latérale, due a la structure de couches, est
évidente dans le sous-sol et il est naturel de chercher a retrouver cette continuité dans la solution, de plus,
nous devrons tenir compte du fait que les couches ne sont pas toujours horizontales. Un autre probléme
délicat a considérer vient de 1a non-stationnarité du champ Z, en effet, lorsque 1'onde se propage dans le
sous-sol ses caractéristiques peuvent étre modifiées: 1'onde s'amortit et des hautes fréquences
disparaissent. D'autre part, il n'est pas raisonnable de considérer le champ Y comme stationnaire: dans
une méme section, des zones peuvent étre extrémement accidentées et d'autres, au contraire, trés
régulieres. Nous serons alors amenés a traiter la section par morceaux, I'hypothése de stationnarité étant
faite a l'intérieur de chaque fenétre.



CHAPITRE 1

ALGORITHME
D'ESTIMATION

INTRODUCTION

Soit (Y, Z) un couple de variables aléatoires a valeurs dans un ensemble E et dont la distribution Q
appartient 2 un ensemble R de lois sur E.

Soit R un élément de R, on notera R” 1a distribution marginale de Z et R"'” 1a distribution de Y
conditionnellement 3 Z.

Soit P un sous-ensemble de R, P est une famille de lois paramétrées telle que:
- Les éléments de P sont en bijection avec ceux de ®, I'espace des paramétres.
- Le modele est dominé par une mesure L et tout élément Py de P a une densité py.
- L’hypothése suivante d'identifiabilité est vérifiée:
V(P . Py )e P, Py =Py, > 6,=6,
Soit & une famille de lois de R définie par:
@={Re R, R=Q")

Faisant I'hypothése que Q appartient i la famille P, nous nous proposons d'estimer la loi de (Y, Z)
lorsque seule la composante Z est observée, c'est-a-dire chercher un élément de P appartenant
également 2 . D'apres les définitions des ensembles P et &, la solution de ce probléme est unique

puisque PN ={Q}.



Soit 6* I'élément de © tel que Q = Pys, nous sommes alors ramenés au probléme d'estimation du
paramétre 0*. Nous présentons dans un premier temps un algorithme stéchastique d'estimation pour
résoudre ce probléme, nous comparerons ensuite le comportement de cet algorithme avec une version
déterministe: 1'algorithme EM. Finalement, des exemples sont proposés pour estimer les parameétres d'un
mélange de populations et ceux d'un modele de convolution.

Cet algorithme est utilisé avec des données réelles dans le Chapitre 3.

1.1 ALGORITHME STOCHASTIQUE D'ESTIMATION
1.1.1 INTRODUCTION

Sans aucun type de restriction, nous supposerons Y et Z tous les deux de dimension n. Notre
probléme est alors d'estimer le parametre 8 au moyen des observations Z = {Z(i)} I<i<a-

Dans de nombreux exemples, et particuliérement dans ceux que nous étudions plus loin (mélange de
populations et modele de convolution), la vraisemblance de Z a une expression complexe, il est alors
difficile de trouver un estimateur de 8 ayant de bonnes propriétés asymptotiques comme seule fonction de
cette variable. Au contraire, lorsque Y et Z sont connus, des estimateurs ayant de bonnes propriétés
asymptotiques peuvent €tre utilisés: estimateur du maximum de vraisemblance, du pseudo-maximum de
vraisemblance, des moindres carrés, etc . . .

Partant de cette remarque, nous allons construire un algorithme itératif ou Y est simulé a chaque
itération pour permettre I'estimation de 0.

Notons Lg(Y, Z) la vraisemblance de (Y, Z) sous Py, nous ferons les deux hypothéses suivantes:
- Lorsque (Y, Z) est connu, on peut calculer én, I'estimateur du maximum de

vraisemblance de 6: 8, = ArgMax Ly(Y, Z).
6O

- Pour un parametre 0 donné, on peut simuler Y avec la loi conditionnelle Pg/z. Le
couple (Y, Z) suit alors la loi P} Pea.

1.1.2 ALGORITHME

L'algorithme que nous proposons est un algorithme itératif qui requiert le choix d'un paramétre
initial et qui, a chaque itération, simule Y et estime 6:
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- On initialise le parameétre a 6(0).
- Soit 6¢-1), I’estimateur de 6 2 1’étape i-1. A 1°étape i:
. . 7/ 1
a) On simule Y() avec laloi Py,
b) On calcule 0¢), le nouvel estimateur de 0,

0a) = ArgMax Lg(Y @), Z)
)

- On arréte la procédure quand l'algorithme a convergé: () = 0¢-1).

L’idée de cet algorithme est d utiliser les observations, qui sont une réalisation de la vraie loi Pgs,

comme une force de rappel face aux données simulées sous une fausse loi, et ce jusqu'a une cohérence
entre ces deux distributions.

On peut facilement voir que sous les hypothéses d'identifiabilité définies plus haut, le vrai parameétre
0" est le seul point fixe de cet algorithme: si 6¢-1) = 0* alors E(0@) = 6*.

Nous avons présenté ici un algorithme d'estimation dans un cadre trés général, toutefois,
I'application qui nous a motivé pour mettre en place un tel algorithme est I'identification d'un modéle de
convolution. On trouvera dans la littérature d'autres champs d'application ou le méme type d'algorithme
est utilisé:

Dans [2], Celeux et Diebolt considérent le cas particulier d'un mélange de populations et utilisent ce
méme algorithme sous le nom de SEM (Stochastic - Expectation - Maximisation), en effet, nous verrons
que cet algorithme est une version stochastique de l'algorithme EM (Expectation - Maximisation) [15].
Nous reviendrons plus en détail sur cette application puisqu'elle correspond au cas particulier du modele
de convolution lorsque le filtre est réduit a l'identité.

Chalmond estime les parametres d'un champ de Gibbs dans le cas de traitement d'images en utilisant
une procédure semblable sous le nom de Gibbsian EM [4]. Les paramétres estimés sont d'une part ceux
liés a la distribution du bruit et d'autre part ceux liés & celle du champ X mesurant les niveaux de gris de
l'image originale. Le nombre d'états du champ X est fini puisqu'on suppose qu'en chaque pixel, m
niveaux de gris sont possibles (image m-aire). Dans le cas d'un champ binaire (X prend la valeur 0 ou 1
en chaque pixel), la distribution de X est totalement définie par I'ensemble des P, y, probabilité que X=1
en un site sachant que k de ses voisins valent 1. Dans son article, Chalmond estime les P, , dans le cas
d'un systéme 2 quatre voisins.
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Dans [26], toujours le méme type de procédure est employée sous le nom d'algorithme IP
(Imputation Posterior). Tanner et Wong s'intéressent essentiellement a des échantillons de petite taille
dont certaines données sont manquantes. Ils adoptent un point de vue totalement Bayésien puisque le
parameétre 0 qui les intéresse, lié a 1a loi de I'échantillon, est considéré comme une variable aléatoire dont
ils estiment la loi a postériori P(6/Z), Z étant I'ensemble des données observées. Dans un des exemples
proposés, les données sont douze Gaussiennes bidimensionnelles indépendantes, Tanner et Wong
s'intéressent alors a la corrélation entre composantes lorsque pour huit de ces douze observations, une des
composantes est manquante. Les autres exemples sont consacrés a des tables de contingence
incomplétes.

Dans la suite, pour éviter la multiplicité des appelations pour un méme algorithme, nous reprendrons
le nom de SEM.

1.1.3 CONVERGENCE

Appelons B:mv I'estimateur de  maximisant la vraisemblance de Z. Pour n fixé, la suite {6¢)} ne
converge pas vers un point de ©, mais vers une variable aléatoire {,. Nous aimerions bien siir pouvoir
définir un ensemble de conditions suffisantes telles que Vn({,, - eenmv) converge vers une variable
aléatoire Gaussienne centrée.

Ce probleme est délicat et requiert une étude particuliére a chaque application. A ce sujet, on touve
dans [2] quelques résultats dans le cas d'estimation des paramétres d'un mélange de populations. Nous
résumons ici les résultats obtenus par Celeux et Diebolt:

- La suite {0()} constitue une chaine de Markov homogene ergodique qui converge en loi vers son
unique loi stationnaire ¥/,

- Sous les hypothéses suivantes: i) Les proportions de chaque population du mélange sont strictement
positives ii) La matrice de Fisher au point 0 est définie positive, et quelques hypothéses techniques
supplémentaires, nous avons le théoréme suivant;

Soit &, une variable aléatoire sur ® de loi Y,. Alors \/E(F;n - Of,mv) converge en loi, quand n

tend vers I'infini, vers une variable aléatoire Gaussienne centrée de variance I. T est une matrice
qui peut étre exprimée en fonction de 6.

Nous n'allons pas essayer de généraliser ce résultat, mais étudier la version déterministe de cet
algorithme et tenter d'expliquer, de maniére heuristique, son comportement.
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1.2 ALGORITHME D'ESTIMATION EM
1.2.1 INTRODUCTION

Soient R, et R, deux sous-ensembles de R, R, et R, les éléments de R, et R, minimisant la
distance entre ces deux ensembles:

(R.Ry) = Argmin  K(R;,Rjy)
Ri1€R | RERH

K(R;,R;) représente la distance de Kullback entre ces deux distributions:

dR; )
Log —dR; si R; « R
K(R,,R,)= fngz ! LR

+ o0 sinon

Dans [6] Csiszar et Tusnddy construisent deux suites {R,()} et {R,@i)} qui convergent vers R, et

1 2 g 1
ﬁz sous certaines hypothéses. Nous allons reprendre ici cette construction et voir sous quelles conditions
les suites convergent vers les distributions recherchées.

On définit les applications suivantes:
ylz y/z z
Ap: P -5 @&, ApPi)=Qw telque Q@)= P@ (et Qi= Q%)
AQ &5 P, AQ(Q(i)) =Pg+1) tel que Pg+1) =Argr{gin K(Qq), P)
Pe

Pour une initialisation donnée P(0), on a donc construit deux suites {P@)} et {Q)}. Les éléments de
P étant paramétrés, générer une suite {P(i)} revient A générer une suite de parameétres {0()}, et

réciproquement.

Nous allons voir que si P est un ensemble convexe, alors les suites convergent vers Pe* =Q.

1.2.2 REPRESENTATION GRAPHIQUE

Pour tout élément R de R tel que Q « R, nous avons les relations:
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y/z

- dQ 45 = 4Q” 4o? dQY"* z
K(Q, R) = J.Log Rd0= [Log¥LaQ" + J Log 427 dQ™aQ
K(Q, R) =K@, P) + Eu(K(@Q"", P'"™)
Puisque dans la suite les distances sont toujours calculées par rapport & Q, on pose:

dP)=KQ.P) , &@®=KQ",P) et d® =ExukK@Q", P").

On a bien str d(P) = d{(P) + d,(P) et on peut représenter un élément R de R par ses coordonnées d,(P)
et d,(P). On a alors en particulier Q = (0, 0) et QG) = (0, d,(Qa))) pour tout i.

Nous présentons en Figurel une représentation graphique du comportement des suites {P(@)} et {QG)}.

O
o
NS
X
o
[}

Q d

Eig.1 Comportement des suites {P(i)} et {Q()}.

Nous allons maintenant voir sous quelles conditions le type de shéma présenté ci-dessus représente
bien le comportement des suites {P()} et {Q()}, c'est-a-dire quand ces suites convergent vers Q.

1.2.3 CONVERGENCE DES SUITES

En utilisant les résultats de [6], nous allons montrer le résultat suivant:

Théoréme

" Si @ est un ensemble convexe, alors les suites {P()} et {QG)} convergent vers Q.
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Pour démontrer ce théoréme, nous allons en fait démontrer les deux lemmes suivants:

Lemme 1

" Si P est un ensemble convexe, alors d(P(i+1)) < d(Q())

Pour tout t de [0, 1], on définit P,= (1-1t)Q + t P(i+1). Comme P est convexe, P,e P et par
définition,

K(Qq), PG+1)) £ K(Q(), P;).
On adonc:

K(Q@, PG+D) - K(Q@, Py) _
1-t -

0, pourt=1.
En faisant tendre t vers 1, on obtient que % K(QG@), P,) <0 ent=1.

dP
D'autre part, comme K(QG), P,) = - f Log ﬁ(ti_) dQ(), alors:

dQ - dP(i+1)

PG dQ@) ent=1.

d .
SkQo.P) = |
On en déduit que R _ dQ@) < 1, et donc que J- Log dQm dQ £0.

dPg+1) dPGi+1)

Finalement, on obtient de 1a demniére inégalité que K(Q, P(i+1)) £ K(Q,Q)).

Lemme 2
" Si d(Pd+1)) < d(Q()), alors P(i) converge vers Q.
Par définition, nous avons d(Q(i+1)) = dy(PG+1)) = d(PG+1)) - d,(P(i+1)). Donc,

d(Q®) - d(QG+1) = d(Q() - d(PG+D)) + dy(PG+1)).

Par hypothese, d(P(i+1)) < d(Q(@)), donc d(Q()) - d(QG+1)) = d(PG+1)) = 0. Et,
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m
Y diP@) < d(QMy) - d(Qng) < +o,

0y
+o0
en faisant tendre n, vers l'infini, on déduit ¥ d;(P(i)) < 4+, donc d;(P(@i)) — O et par conséquent
n

d(P@) — 0.

124 A RITHME EM

L'algorithme EM est décrit dans [2], [6], [7] et [30]. Cet algorithme est un cas particulier de la
procédure décrite ci-dessus.

On suppose que tous les éléments de R ont une densité, soient p; et g; les densités des lois P() et
Q). La procédure est alors la suivante:

- On initialise le paramétre a 6(0).
- Soit O¢-1), I’estimateur de 0 a l’itération i-1. A 1’itération i:
a) On détermine Qq) tel que qi(Y.Z) = qiZ) p;.1(Y/ Z) : étape E.

b) On détermine P¢) en minimisant K(Qq), P),
(il est alors équivalent de maximiser Ep.1y(Log p(Y,Z)/ Z)) : étape M.

Si I'hypothése de convexité n'est pas vérifiée, les résultats concernant la convergence de cet
algorithme restent trés locaux. On trouve dans [30] les résultats suivants:

Sans hypothéses préalables, on ne peut rien dire sur la convergence de la suite {6¢)}, celle-ci dépend
du point initial 6(0). Il existe toujours le risque de converger vers un point-selle ou un minimum local de la
vraisemblance. Si cette vraisemblance est unimodale et n'admet qu'un point stationnaire, {0} converge

vers l'estimateur du maximum de vraisemblance.
Dans le cas de mélange de populations, Redner et Walker montrent le résultat suivant [25]:

Si la matrice de Fisher calculée au point 6™ (vrai paramétre) est définie positive et si les proportions
des populations sont toutes strictement positives, alors, pour n assez grand, l'estimateur du maximum de
. emv . ” . . T emv | . o e
vraisemblance 6,  est bien défini et la suite (6G)} converge linéairement vers 0,  si le point initial en
est suffisament proche.



16

1.3 REMAROUES
1.3.1 COMPARAISON ENTRE VERSION STOCHASTIQUE ET VERSION DETERMINISTE

Soient {P@)} et {QG)) (resp. {P,G)} et {Q,()) les suites définies dans la version déterministe (resp.
stochastique). P() et P, (i) sont paramétrées par 0() et 0,3).

Soit €,G) = d(Q,®) - d(QG)), nous avons alors €,() = dy(P,(i)) - dy(P()). D'autre part, dy(P(@))
(resp. d,(P(i))) est une fonction de 0¢) (resp. 0,()), posons alors:

d(P@®) = gB®) , da(Pp() = g(B,().

0,,G) est I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6(), donc g(0,(i)) est l'estimateur du
maximum de vraisemblance de g(0(i)). D'aprées les propriétés d'un tel estimateur, Vn (g(8,3)) - g2(6())
converge vers une variable Gaussienne centrée, de variance Z(i), ou X(i) dépend des parametres du
modele.

€,() est la perturbation aléatoire qui différencie la trajectoire déterministe de la trajectoire
stochastique. Asymptotiquement, les deux trajectoires coincident.

1.3.2 AVANTAGE DE LA VERSION STOCHASTIQUE

Pour un parameétre 6 donné, la loi conditionnelle Pg/z ne peut étre calculée explicitement que dans
certains cas. Lorsque les données sont dépendantes, on n'aura pas toujours moyen de résoudre les
équations de vraisemblance et effectuer les étapes E et M de l'algorithme EM. Au contraire, cela n'est pas
un obstacle pour la mise en place l'algorithme SEM, il suffit en effet de pouvoir simuler la loi
conditionnelle 1%”, ce qui sera souvent possible en utilisant un échantilloneur de Gibbs, par exemple.

Nous verrons plus loin une telle application ou on estime les parametres d'un modele de convolution.

1.3.3 P NON CONVEXE

Dans de trés nombreux cas, la famille de loi P n'est pas convexe. Les algorithmes de type
déterministe comme 1I'EM, visant 3 maximiser la vraisemblance de Z, convergent vers des solutions qui
dépendent du point initial, du fait de la présence de maximas locaux ou de points selle dans la fonction de
vraisemblance. Si dans un voisinage de Pg«, la distribution recherchée, P est localement convexe, les

résultats obtenus en 1.3.2 restent valables si l'initialisation est faite dans ce voisinage.

Dans le cas du SEM, la suite des estimateurs est une chaine de Markov homogéne, on peut alors
espérer éviter certains de ces maximas locaux. Maintenant, si le nombre de données est important, nous
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avons vu que les algorithmes stochastique et déterministe ont des trajectoires trés proches. Les résultats
obtenus avec le SEM dépendent alors du point initial. D'un autre coté, les perturbations aléatoires seront
importantes si il y a peu de données, les maximas locaux seront évités, mais 'estimation sera aussi tres
erratique.

Un algorithme idéal serait d'utiliser d'une part la nature aléatoire de la suite des estimateurs pour ne
pas rester dans le voisinage de mauvaises solutions, et d'autre part rendre 'algorithme déterministe
lorsqu'on est dans un voisinage convexe de la solution. Celeux et Diebolt proposent sous le nom de
SAEM (Simulating Annealing EM) une version de type recuit simulé [3]:

Soient 6() I'estimateur de 8 obtenu par l'algorithme EM a l'itération i et 6@ celui obtenu par
I'algorithme SEM. On pose alors:

0% = 60 + YO (0 - 0%).

La suite {'Wi)} décroit lentement vers 0 quand i tend vers l'infini en partant de y(0)=1. Ce parameétre
joue le méme rdle que la température dans les algorithmes classiques de refroidissement. L'algorithme est
utilisé pour 1'identification de mélanges de densités de probabilité, lorsque la probabilité a postériori P{,ﬁ,z)
peut étre calculée explicitement.

p . . T . y/2z .. .
Dans un cadre plus général, on peut simuler plusieurs réalisations de 1a loi Pz,(i) et diminuer ainsi la
variance de l'estimateur. En reprenant les notations utilisées en 1.3.1, la perturbation € (i) aura une

variance divisée par m() si on effectue m(i) simulations indépendantes a I'itération i au lieu d'une seule. On

a alors un nouvel algorithme: d(Q,()) = d(Q()) + —
g (Q,() = d(QG) Ny

similaire a celui du SAEM si ce nombre de simulations croit 4 chaque itération, c'est-a-dire si {m()} tend
vers l'infini en partant de 1. Le probléme, qui semble trés difficile, consiste alors a trouver la suite {m()}
qui optimise la convergence de la suite {0,(i)} vers le bon parametre 6*.

€,3G). Le comportement de cet algorithme est

Il est également difficile de calculer explicitement la variance de 0,(i). Néanmoins, si la régle d'arrét
est fournie par un critére de variance (on arréte les itérations lorsque par exemple E(0,G+1) - 0,())? < §,
ol & est un seuil), on peut estimer la suite des variances empiriquement en effectuant plusieurs
simulations.

1.3.4 ERREURS DE MODELISATION

Dans le cas d'une application, face a des données réelles, dire que Q appartient a une famille P de

lois paramétrées est une approximation, on utilise un modgle que 1'on espére le plus proche possible de la
réalité.
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Lorsque P est convexe, les suites de lois {P(i)) et {Q)) décrites en 1.3.2 ne convergent alors plus
vers la vraie distribution Q mais vers des lois P et § telles que:

(P,Q)= Argmin K(P,Q
PeP Qe¥

Q vérifie alors § = Q" et Qy/z = p”

(La démonstration est identique 2 celle du théoréme 1.3.2: on montre que d(PG+1)) - d(P) < d(Q()) et que
d(PGi+1)) - d(P) = 0 en prenant cette fois-ci @ comme origine (Figure 2)).

Fig.2 Comportement des suites {P(i)} et {Q()} lorsque Qe P.

1.4 EXEMPLES
1.4.1 MELANGES DE POPULATIONS

1.4.1.a Mise en place de I'algorithme
Soit un n-échantillon d'une variable aléatoire (X, Q) a valeurs dans RPxN définie par:
- PQ=k =)\ 1<k<m
- Conditionnellement 2 Q = k, X suit une loi P,. (On supposera P, paramétré par un

parametre ¢y et ayant une densité p( . , 0 ))

Dans les exemples proposés, X est une variable Gaussienne, donc oy = ( m, , 0': ). On cherche

alors a estimer 8 = (A, my, 012 Y VIR | T 0':1 ) lorsque seul X = {X()} 1<i<n €St observé.
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La condition d'identifiabilité est vérifiée si les o, sont tous différents et si les A, sont tous

strictement positifs.

La mise en place de l'algorithme est trés simple dans ce cas, puisque les données sont
indépendantes:

- On initialise 0 2 6(0).
- Alétapei,
a) les Q(j) sont simulés indépendemment avec la loi a postériori:
Ay Gi-1) P(X(), OyGi-1)

m

21 Apt-1) p(X(), 0L, G-1))
p:

P(QG) =k/XG) =x(G) =

On pose alors t@®=1 si Q@ =k, 0sinon.

b) On estime O par I'estimateur du maximum de vraisemblance:

?»k<i)=%§ltk(j) . MG = Ztlk(j);tk(i)x(i) , Op) = Z:km ;tkﬁ)(X(i)-mk(ﬁ)z-
1.4.1.b Simulations
Exemple 1
Nous avons simul€ 2 populations avec les paramétres suivants:
n; = 3000 M=06 m=0 ol =1
n, = 2000 A= 04  my=1 ol =2

La suite 0() est représentée en Figure 3.
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—— : population 1
---- : population 2

Fig.3 Convergence de I'estimateur 0¢) (2 populations).
Ex

3 populations ont été simulées avec les paramétres suivants:

n, = 2000 A =027 m=-1 c? =02
n, = 2500 A= 033 my= +1 oZ = 0.2
ny = 3000 A3 =040 my=0 o; =1

Nous avons représenté en Figure 4 les erreurs quadratiques ek(i), em(i) et e 0(i).

3

3 3
&) =100> M@-A0* , e () = D(md-mp? , e D = Y (0i0-0D>
k=1 k=1 k=1

0 10 20 30 40 510 60 70 80 30. 100
ITERATION

Fig.4 Erreurs d'estimation (3 populations).
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Comme nous l'avons dit, Celeux et Diebolt étudient cette application trés en détail dans [2] et [3].
On trouvera dans leurs travaux de nombreux exemples et également une technique permettant d'estimer m,
le nombre de populations:

On commence par faire tourner l'algorithme avec un nombre de populations que l'on peut
raisonnablement considérer comme un majorant de m. Si au cours des itérations, un des A, estimés est

plus petit qu'un seuil donné, on peut penser que le nombre de populations a été surestimé: on recommence
alors avec une population de moins.

1.4.2 MODELE DE CONVOLUTION
1.4.2.a Description du modgle

Comme nous l'avons dit en introduction, le modéle de convolution que nous proposons ici est
utilis€ pour modéliser des traces sismiques (Chapitre 3), nous allons le traiter ici dans un cadre général. Le
modele est le suivant:

Z(k) = i fi X (k-i) + €(k)
i=-p
Y (k) = (Q(k) , X(k))

Z= [Z(k)}l <<y SON les observations, Y = {Y(k)}1 << UNE suite de variables aléatoires indépendantes et
€ un bruit blanc Gaussien de variance 03.

Q est une suite de variables de Bemoulli de paramétre A et X un mélange de 2 Gaussiennes:

- Conditionnellement 2 Q = 0, X suit une loi JV’( 0, 62)
- Conditionnellement 2 Q = 1, X suit une loi J¥’(0, O'f)

Le champ (Z, Y) est supposé stationnaire.

Les parametres déterminant la distribution de Y sont alors (O‘g , 0‘% , A) et I'ensemble des parametres

a estimer est:

8=(f,02,0%, 62,1).
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1.4.2.b Identifiabilité du modéle

Dans les simulations présentées dans ce paragraphe, le filtre f est celui utilisé en géophysique
(Fig. 5-b). Nous pouvons voir dans la Fig. 5 un exemple de non-unicité de la décomposition (og, c%, A,
en effet la troisiéme séquence présentée en Fig.5-a appartient au noyau de f: la convolution de toute
combinaison linéaire de cette séquence avec f donne 0. Nous pouvons donc trouver une infinité de suites
Y ayant des distributions différentes et produisant la méme convolution. Une contrainte doit alors étre
fixée arbitrairement, nous avons choisi ici de fixer la valeur de A (nous verrons dans le Chapitre 3 que cela

revient 2 imposer une densité de réflecteurs).

Ll 1

TT

() (b) ©)

Fig. 5 Exemple de convolution
(a) Réflecteurs (b) Filtre (c¢) Convolution

Nous avons les égalités suivantes: (af)*( la(') = (-N%(-X) = f*X. Pour avoir unicité du filtre, il faut donc:

- imposer sa phase, en fixant le signe d'un des f;.

P
- choisir une échelle en fixant 1’énergie du filtre ¥ f 12 ou la variance de X.
i=-p

Finalement, nous allons estimer 0 = (f, c: , 0'(2) , of) avec les contraintes f)>0et ¥ ‘f2i = E; ou E; est

choisi arbitrairement.

1.4.2.c Mise en place de I'algorithme

Comme nous l'avons vu, I'implémentation de I'algorithme d'estimation requiert la résolution de
deux problémes:
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Simulation de Y

La simulation de Y est réalisée en utilisant un échantilloneur de Gibbs, en effet, si les Y(i) ont des
distributions 2 priori indépendantes, a postériori, ils sont dépendants et ne peuvent &tre simulés
séparément.

Soit 6 un paramétre donné et soit Py la loi de (Y, Z). Nous avons les relations:

Po(Z /YY) Pg(Y)

Po(Y/Z) = Po(Z) @
Po(Z /X ) Pa( X P
po(Y /2y = P2 )PG?(Z)/Q) o(Q) -
Avec,
P(Z/X) = H( 1 expi(zm-f*xac»z) 3)
’ k=1 \4/ono2 (265

L 2 QK 2 \1-Q)
Pe(X/Q) = ( L exp(;;f%‘i)) ( L exp(-2R )) @

\/ MG 200
PQ) = JJr2¥q-nh® )
k=1

Pg(Z) est une constante puisque Z est I'observation, la loi & postériori de Y est donc connue et peut
étre simulée (toute la procédure est décrite en annexe).

Estimation de

Lorsque le couple (Y, Z) est connu, on peut calculer O I'estimateur du maximum de vraisemblance de
0. Soit Lo( Y, Z ) la vraisemblance de (Y, Z ) en 0,

6 = Argmax Lo(Y ,Z).
0e®

D'apres (3), (4) et (5) le calcul de 9 peut €tre divisé€ en 3 parties:
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x Tet 6‘% sont obtenus en maximisant Pg( Z / X).

- . Vd . A - - 3 3 3
Comme € est Gaussien, il est équivalent de calculer f en maximisant Pg(Z/X) ou en minimisant

IZ - £+XII". L'estimateur du maximum de vraisemblance et celui des moindres carrés coincident:

f= (R "X)'RZ

Z est le vecteur colonne ( Z(1) , Z(2), ... . Z(n) )t

) XGpl) Xap) . . Xpl)
L est la matrice nx(2p+1) XGp) XGpt) . . X(i+p)

X@-p+1) X(i-p+2) - . X(i+p+1)

La variance du bruit est estimée par:

n

1 2
= = Zl (ZK)- F+X ()

e
|

* 6(2) et 6% sont obtenus en maximisant Pg( X/ Q).

1 - 2 1 - 2
= — Z (1- Qx)) X(k) = — 2 Q) X(k)
Ny k=1 M k=l

nyetn, sont définis par : n, Z(l Q) et n,=n-n, ZQ(k)

+ X est obtenu en maximisant Po( Q).

2|

1.4.2.d Simulations

Nous avons simulé une suite Z = {Z(k)} 1<k<n 3veC N=1500 (cela représente un nombre moyen de

données dans une trace sismique).
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Les parameétres utilisés sont les suivants: cg = 0.1, G% =1et A = 0.1. Le rapport signal/bruit

(0‘3/0‘2) est de 50dB et le filtre est présenté en Figure 6.

La procédure d'estimation contient 2 étapes:

. s . . A
- On utilise l'algorithme d'estimation pour estimer f , 0'3 , 03 R 0"‘; et A, seuls f et Gg ‘sont

retenus. L'estimation du filtre est présentée en Fig.6-b et celle du rapport signal/bruit a donné

45dB.

---- : filtre original
— : (a) initialisation, (b) estimation.

Fig, 6 Estimation du filtre.

- fet 02 sont fixés 2 leurs valeurs estimées et A 2 sa vraie valeur. On estime alors 0(2) et cf. Les

résultats obtenus avec différentes initialisations sont en Figure 7.

X': paramdtre 2 estimer
O : initialisation
* 1 cstimation

Fig, 7 Estimation des variances 0‘3 et 012.
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ANNEXE

L'échantilloneur de Gibbs

Nous voulons simuler Y = {Y(k)} 1<ke<n Vec la distribution a postériori P(Y/Z) ou Z = {Z()} 1<k<n

est I'observation. La procédure est la suivante:
- Oninitialise Y =(y;,¥2, - - ¥n)
- Al'itération k:
a) On choisit un site i de {1, n] (de maniére cyclique ou aléatoire).

b) On simule Y(i) avec la loi P(Y(i)/ Z, Y(i):yj j#i). Pour j#i, les Y(j) restent
inchangés.

Si on passe par tous les sites un grand nombre de fois, 1a distribution de Y converge alors vers la
distribution a postériori P(Y/Z). On trouvera dans [32] une étude détaillée de cet échantilloneur et de ses
propriétés ergodiques.

Calcul de la loi conditionnelle P(Y i)/ Z , Y(j), j=i)

D'aprés Bayes, nous avons:

) o P(Z/Y) P(YG)/Y() j#i)
— 6
P(YGY Z , Y(), j#i) PCZ /Y0, i) (6)
Comme les Y() sont indépendants,

P(Z /Y()), j*i)

Dans notre cas, la loi conditionnelle de Y(i) est un mélange de deux lois normales. En effet, d'apres
les équations (3), (4), (5) et (7), on déduit :
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1-A

A _ a1 p 1-96)
P(Y0)=(x®.90) Z, Y()) = ( \/-21:17 exp(zvll y (x(i)-ml,i)z)) \/;nl_ exp(zv0 , (X(i)-mo’i)z)
14 :

Vo,i
Les parametres A;, mg ; , Vg ;, m; ; et V) ;sont calculés par identification:
Soit , la prédiction au sens des moindres carrés de X(1):

1= ArgMin Il Z-f+X II°
X@)

tp
Enposant Uy =Z;,, - ¥ fj Xiskj ot Eg= X f ? on obtient,
j#k j=-p

1 +
Ki=g i f Uik

k=-p
On en déduit alors,
E; 1 -1 E; 1 -1
V,.=V . =(— + =) , V.=V . =(— + =)
0,i 0 Gg 63 Li 1 0'3 cs%



CHAPITRE 2

TECHNIQUES BAYESIENNES
DE DECONVOLUTION.
APPLICATION A DES SIGNAUX
BERNOULLI-GAUSSIENS.

INTRODUCTION

Comme dans le chapitre précédent consacré a l'estimation de parameétres, nous nous intéressons au
modele de convolution:

{Z:f*X+£
Y =(Q,X)

Dans ce chapitre, nous nous consacrerons a la reconstruction de la suite Y lorsque le modéle est
identifié et lorsque Z est observé. Nous traitons ici uniquement le cas unidimensionnel, le Chapitre 3 sera
consacré a la déconvolution bidimensionnelle de traces sismiques.

Y est une suite de variables aléatoires indépendantes et équidistribuées ol Q est un suite de variables
de Bemoulli et X un mélange de 2 populations Gaussiennes centrées, de variances différentes. Nous nous
intéresserons tout particuliérement au cas ou une des variances est nulle: Y est alors une suite de variables
Bemoulli-Gaussiennes.

Pour illustrer les éventuelles incohérences qui peuvent exister entre une fonctionnelle 3 maximiser et
des critéres de bonne reconstruction que I'on se donne, nous consacrerons la premiére partie a un
probléme simple: la prédiction dans le cas d'un mélange de populations (un cas particulier est celui de la
déconvolution lorsque le filtre est réduit a I'identité).
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La seconde partie traite du modele de convolution et des différents algorithmes Bayésiens de
reconstruction. Ces algorithmes sont généralement utilisés en traitement d'image [31] et peuvent
parfaitement étre adaptés a notre probléme. Néanmoins, nous verrons que les probabilités a postériori
(globale ou marginales) ne peuvent étre utilisées comme fonctionnelles & maximiser sans quelques
précautions préalables: nous serons conduits a travailler sous des fausses lois pour optimiser certains
critéres naturels de bonne reconstruction.

La troisiéme partie est consacrée exclusivement au modéle Bermoulli-Gaussien, ce type de modele a
été largement étudié€ puisqu'on rencontre de nombreuses applications (échographie, géophysique, signal,
etc...) [18], [12], [13], [14], [21]. Nous verrons que quelques modifications apportées aux algorithmes
Bayésiens traditionnels permettent d'améliorer notablement les résultats.

Dans le cas du modéle Bemnoulli-Gaussien, le probléme de déconvolution peut étre décomposer en
deux sous-problémes: un probléme de détection (localiser les signaux non nuls) et un probléme
d'estimation (prédire leurs valeurs). Ces deux problémes sont indissociables, en effet, quelque-soit
I'algorithme utilisé, un signal est détecté si et seulement si sa valeur prédite est supérieure en valeur
absolue a un certain seuil. Ce seuil est déterminé au moyen de criteres de bonne reconstruction concernant
le nombre de mauvaises détections, le nombre d'oublis et la qualité d'ajustement avec les observations.

Différentes reconstructions d'une suite B-G, issues de différents algorithmes, sont présentées a la
fin de ce chapitre. Le temps de calcul n'a pas été ici notre préoccupation majeure, comme c'est le cas dans
[12], toutefois, nous verrons qu'un algorithme type ICM conduit trés rapidement 2 une excellente
solution. Alors que dans I'algorithme ICM traditionnel, le seuil de détection définit ci-dessus est constant,

nous allons ici le rendre variable pour éviter de converger vers une mauvaise configuration. Des
algorithmes type MAP et MPM sont également proposés.

2.1 PREDICTION DANS LE CAS D'UN MELANGE DE POPULATIONS

Soit €2, un ensemble de variables aléatoires indépendantes composé de 2 populations Qg et ;. On
note A la proportion de la population Q,, P; 1a loi des éléments de Q; et p; la densité associée pour i=0,1.

Soit (Q, X) un élément de Q:
- Q indique a quelle population appartient Y:
P(Q=1)=1-P(Q=0)=A
- X est la valeur de Y, on note:

P(X=x/Q=q)=py(x) , q=0,1
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P(X =x)=2p;(x) + (1 - M)pg(x)
Laloide Y est alors donnée par:
P(Y=(q, %) = P(X=x/Q=q) P(Q=q) = A%(1-})"Ipy(x)

Nous nous plagons dans le cas ol le paramétre A et les lois P, sont connus, nous nous intéressons alors
au double probléme de décision-estimation:

- Décider a quelle population appartient Y (prédire Q).
- Estimer sa valeur (prédire X)

Plusieurs cas sont a envisager:

2.1.1 PROBLEME DE DECISION : X est connu et Q est inconnu

Nous pouvons calculer la distribution conditionnelle de Q:

Xpl (x)

A =PQ=1/X=x) =
« 0 Ap (x) + (1 - A)py(x)

La régle de décision naturelle est la suivante: on décide Q=1 si A > o.. Une fonction de cot doit étre
définie pour choisir le seuil & et il est naturel de construire celleci a partir des erreurs de classement:

Pour A donné, on appelle J 1 la probabilité de décider Q=1 lorsque Q=0 et J,, celle de décider Q=0
quand Q=1.

Jl = (l - ’X )1’1‘2(1 N Jo = 'XI‘XSG

Lorsqu'on dispose d'un n-échantillon comme observation, on s'intéresse au nombre de mauvais
classements, on cherche 4 minimiser les deux types d'erreurs E; = E(J;) et Eg = E(Jp), ou I'espérance est

calculée sous la loi de X.

Soit t appartenant a [0, 1], on se donne comme fonction de coit:

Jo=tE; + (1-)E,
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Théoréme

La fonction de coit J est minimisée en choisissant comme seuil o =t, et cela

indépendemment de la loi de A.

Démonstration

Nous avons,

I =tE[(1-D)15se] + A-0E[ X34 ]

Soit P(X) laloide X,

1 o
JD=IJ(1 - R dPd) + (1 -t)J'XdP(i)
o

On peut facilement vérifier que la dérivée partielle de J par rapport & o s'annulle pour ot =t.

Remarque

Ce résultat peut s'appliquer dans le cas général o A = P(Q=1) est une variable aléatoire de loi
inconnue, étant fonction des observations, par exemple. Le probléme est alors d'estimer Q lorsque A est
connu.

2.1.2 PROBLEME D'ESTIMATION : X est inconnu et Q est connu

Connaitre Q veut dire connaitre la loi de X, puisque conditionnellement & Q=q, X suit une loi P.. La
fonction de coiit raisonnable et fréquemment utilisée pour estimer X est I'erreur de prédiction 11X - ﬁllP
calculée sous la loi Py, oix X est la prédiction de X.

Dans les exemples que nous traitons plus loin, ainsi que dans les applications du Chapitre 3, les
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