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Résumé

Cette thèse se situe dans le cadre de la conception du réacteur nucléaire à caloporteur sodium
ASTRID, actuellement à l’étude au CEA Cadarache. La mesure de vitesse du sodium liquide dans
les boucles primaire et secondaire, ainsi que la détection de bulles, en cas de fuite par exemple,
représentent un enjeu majeur pour le contrôle et la surveillance en fonctionnement du réacteur. Le
caractère conducteur électrique du sodium liquide permet d’envisager l’utilisation de débitmètres
à courants de Foucault, ou ECFM (pour Eddy Current Flow Meter) pour répondre à ces fonctions.

Une précédente thèse réalisée par Mitlesh Kumar a permis de découpler le signal mesuré à
l’ECFM relatif à la vitesse du métal, de celui relatif à la présence d’hétérogénéités dans le mé-
tal (telles que des bulles). L’objet de la présente thèse est de caractériser expérimentalement et
analytiquement les effets de la vitesse et de la présence d’une inclusion isolante sur le signal me-
suré, à partir d’écoulements « modèles ». Cette approche, complémentaire avec un certain nombre
d’études en écoulement « réel » recensées dans la littérature, a pour objectif d’apporter un outil
de compréhension physique au système.

Deux dispositifs expérimentaux en métal liquide (galinstan) sont réalisés. Le premier dispositif
représente un écoulement de galinstan en conduite cylindrique avec un champ de vitesse uniforme
(écoulement piston), contenant une inclusion rigide électriquement isolante simulant une bulle. Le
second dispositif expérimental est un écoulement en conduite de galinstan « réel » en l’absence
d’inclusion. Les paramètres contrôlés sont la vitesse débitante du métal liquide (de 0.01 à 1 m/s),
la taille et la position de l’inclusion (rayon entre 1 et 2.5 mm, profondeur entre 3 et 6 mm) et la
fréquence (de 0.5 à 20 kHz). Le rayon de la conduite vaut 12.5 mm, et l’épaisseur de peau varie
entre 2.4 et 15.3 mm sur cette plage de fréquence. Deux modèles théoriques, basés sur la résolution
de l’équation d’induction du potentiel vecteur, sont en outre développés pour déterminer les effets
de la vitesse et les effets de la présence de l’inclusion sur le signal mesuré.

Dans les deux expériences, il est montré que le signal mesuré relatif à la vitesse du métal varie
linéairement avec la vitesse et est maximal à une certaine fréquence (f ≈ 2 kHz ici). Ces résultats
correspondent à ceux du premier modèle théorique et montrent un bon accord avec la littérature.
Dans la première expérience par ailleurs, le passage de l’inclusion à travers l’ECFM se manifeste
par une oscillation du signal mesuré. Le comportement de l’oscillation est correctement décrit par
le second modèle théorique dans la limite des basses fréquences (jusqu’à 2 kHz) : l’amplitude de
l’oscillation est alors proportionnelle au volume de l’inclusion et suit une loi de puissance en f2.
Aux hautes fréquences, il est montré que l’amplitude et le déphasage du signal mesuré relatif à
la présence de l’inclusion sont impactés de manière importante par la taille et la profondeur de
l’inclusion. Un début de méthode inverse est développé à partir de ce résultat, pour déterminer la
taille et la position de l’inclusion.

Mots-clés : courants de Foucault, diffusion électromagnétique, détection de bulle, métal liquide,
vélocimétrie
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Abstract

This thesis is included in the conception of the prototype of Sodium Fast Reactor (SFR) AS-
TRID, currently studied in the CEA Cadarache. Velocimetry of liquid sodium in the primary and
secondary loops, and bubble detection in sodium (e.g. in case of leaks) represent a major issue for
the control and oversight of the reactor. The electrical conductive property of liquid sodium allows
to consider the use of Eddy Current Flow Meters (ECFM) for this purpose.

A previous thesis realized by Mithlesh Kumar highlighted a decoupling of the signal measured
with the ECFM relative to the velocity, to the one relative to the presence of heterogeneities (such
as bubbles). The object of the present thesis is to caracterize experimentally and analytically the
effects of velocity and the effects of the presence of an insulating inclusion on the measured signal,
thanks to « modeled flows ». This approach, complementary with most of the studies of « real
flows » existing in the litterature, aims to give a tool for a physical comprehension of the system.

Two experimental set-ups with liquid metal (galinstan) have been developed. The first set-up
represent a galinstan flow in a cylindrical duct at uniform velocity (plug flow), advecting electrically
insulating rigid inclusion simulating a bubble. The second experimental set-up is a galinstan flow in
a cylindrical duct without inclusion. The controled parameters are the flow velocity (from 0.01 to
1 m/s), the size and location of the inclusion (radius from 1 to 2.5 mm, depth of 3 and 6 mm) and
the frequency (from 0.5 to 20 kHz). The radius of the duct is equal to 12.5 mm, and the skin depth
varies between 2.4 and 15.3 mm for this frequency range. Two theoretical models, based on the
resolution of the induction equation of the vector potential, are moreover developed to determine
velocity effects and inclusion effects on the measured signal.

In both experimental studies, it is shown that the measured signal relative to the liquid metal
velocity varies linearly with velocity and is maximal at a given frequency (f ≈ 2 kHz here). These
results are corresponding well with those of the first theoretical model and show a good agreement
with litterature. Besides, in the first experimental study, the passage of the inclusion through the
ECFM manifests itself by an oscillation of the measured signal. The behaviour of the oscillation is
well described by the second theoretical model within the limit of low frequencies (up to 2 kHz) :
the amplitude of the oscillation is then proportionnal to the inclusion volume and follows a power
law in f2. At high frequencies, it is shown that amplitude and phaseshift of the measured signal
relative to the presence of an inclusion are highly impacted by inclusion size and depth. A first
step of inverse method is developed from this result, in order to determine size and location of an
inclusion.

Keywords : eddy-current, electromagnetic scattering, bubble detection, liquid metal, velocime-
try
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Introduction

Contexte industriel

Réacteurs à neutrons rapides refroidis au sodium (SFRs)

Au regard des nouvelles demandes du marché de l’énergie, l’industrie nucléaire doit répondre
à des exigences renforcées concernant notamment la sûreté des réacteurs, leur durabilité, une
minimisation de leur coût et une diminution des déchets radioactifs. Plusieurs filières de réacteurs
nucléaires, appartenant à la « génération IV », sont à l’étude pour répondre à ces différents critères.
En particulier, les réacteurs à neutrons rapides refroidis au sodium (ou SFRs, pour Sodium-cooled
Fast Reactors) représentent une des solutions les plus prometteuses des systèmes de la génération
IV. En France, le CEA dispose d’une large expérience dans le développement des SFRs, capitalisée
grâce aux anciens réacteurs Rapsodie (1967-1983), Phénix (1974-2009) et Superphénix (1984-1997).
Dans la continuité de ces réacteurs, le projet de prototype SFR mené actuellement au CEA,
ASTRID (pour Advanced Sodium Technological Reactor for Industrial Demonstration), cherche à
démontrer la possibilité d’une industrialisation des réacteurs à neutrons rapides refroidis au sodium.

Dans le prototype ASTRID, le sodium liquide est utilisé comme liquide de refroidissement,
ou caloporteur, dans les circuits primaire et secondaire du réacteur (voir figure 1). À l’instar
des autres métaux liquides, et à l’inverse de l’eau présente dans les réacteurs des générations
précédentes, le sodium liquide est compatible avec l’utilisation des neutrons « rapides » pour le
processus de fission nucléaire. Ces neutrons, dont l’énergie cinétique est environ quarante millions
de fois supérieure aux neutrons « thermiques » utilisés dans les réacteurs à eau (1 MeV pour les
premiers, 0.025 eV pour les seconds), présentent l’avantage de faire fissionner tous les noyaux
lourds, et pas seulement les noyaux fissiles tels que l’isotope 235U de l’uranium ou l’isotope 239Pu
du plutonium. Les réacteurs à neutrons rapides sont en outre à même d’être employés pour la
surgénération, c’est à dire la production de matière fissile (239Pu typiquement) à partir de matière
fertile (238U). La surgénération permet une exploitation de ressources minières beaucoup plus
abondantes que celles utilisées actuellement, l’isotope 238U représentant plus de 99% du minerai
d’uranium.

Outre le fait qu’il ralentit peu les neutrons, le sodium liquide présente plusieurs avantages qui
en font un candidat privilégié par rapport aux autres caloporteurs métalliques, tels que le plomb ou
l’alliage eutectique plomb-bismuth. Une conductivité thermique et une capacité thermique élevées
ainsi qu’une faible viscosité font d’abord du sodium liquide un excellent caloporteur. Sa plage de
température à l’état liquide est importante (point de fusion à 98◦C, point d’ébullition à 883◦C),
ce qui permet une gamme d’utilisation relativement large. Sa faible activation lorsqu’il est soumis
à une irradiation limite la quantité de déchets radioactifs produits. Enfin, le sodium est peu cor-
rosif, ce qui le rend compatible avec les aciers constituant la structure du réacteur. Le principal
désavantage du sodium réside dans sa forte réactivité chimique, celui-ci pouvant brûler dans l’air
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et exploser en contact avec de l’eau.
Le principe de fonctionnement du réacteur ASTRID est représenté dans la figure 1. Les aiguilles

de combustible, contenant les matières fissile et fertile, sont regroupées de manière à former un
assemblage combustible ; les différents assemblages sont ensuite réunis pour constituer le cœur
du réacteur 1 . La chaleur émise lors de la fission nucléaire dans le cœur est évacuée grâce au
circuit sodium primaire, entièrement contenu dans la cuve 7 . L’échangeur intermédiaire 4 ,
également interne à la cuve, permet les transferts thermiques du circuit sodium primaire vers le
circuit sodium secondaire ; tandis que l’échangeur sodium/gaz assure l’évacuation de la chaleur
du circuit secondaire vers le circuit tertiaire. Une particularité du prototype ASTRID réside dans
l’utilisation d’azote pressurisé dans le circuit tertiaire, substituant le cycle de conversion d’énergie
vapeur usuel afin d’éviter les réactions sodium/eau. L’azote en sortie de l’échangeur sodium/gaz,
porté à 515◦C et 180 bars, est détendu dans la turbine. La rotation de la turbine fournit l’énergie
mécanique transformée par l’alternateur en électricité.

 Echangeur 
sodium/gaz 

Compresseur 
basse pression 

Tour de 
refroidissement 

Economiseur 

Compresseur 
haute pression 

Gaz 

Eau 

Alternateur 

Pompe secondaire 
(Pompe électromagnétique) 

Circuit sodium 
secondaire 

Equipements Circuit Primaire 

1 – Cœur 
2 – Bouchon Couvercle Cœur 
3 – Pompe Primaire 
4 – Echangeur Intermédiaire 
5 – Collecteur Chaud (Sodium) 

 

6 – Collecteur Froid (Sodium) 
7 – Cuves (principale et sécurité) 
8 – Dalle 
9 – Récupérateur 

1 

2 
3 4 

5 

6 7 

8 

9 

Circuit sodium 
primaire 

Figure 1 – Principe de fonctionnement du réacteur ASTRID (image CEA).

Mesure de vitesse du sodium et détection de fuites

Le contrôle et la surveillance en fonctionnement des circuits sodium primaire et secondaire
représentent un des enjeux majeurs dans la conception du réacteur ASTRID. Les méthodes de
contrôle et de surveillance doivent permettre un diagnostic rapide d’éventuels accidents ou incidents
dans les circuits sodium, tels qu’une perte de débit ou une fuite, afin d’en limiter les conséquences
sur le fonctionnement du réacteur. Dans le circuit primaire, la mesure de vitesse du sodium est
prévue à titre R&D en sortie des assemblages du cœur 1 . Elle est de plus requise dans la pompe
primaire 3 , comme organe de sureté pour détecter des chutes de pression à l’entrée du cœur, et
comme mesure d’exploitation pour contrôler le débit de la pompe. Dans le circuit secondaire, la
mesure de débit est réalisée entre la pompe secondaire et l’échangeur sodium/gaz. Une détection de
gaz doit de plus être effectuée pour repérer une éventuelle fuite dans l’échangeur. Le cas échéant,
des bulles d’azote de l’ordre du millimètre peuvent en effet se propager dans le circuit sodium
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secondaire.

Les propriétés physiques et chimiques du caloporteur sodium étant relativement particulières,
l’instrumentation doit satisfaire à des contraintes technologiques spécifiques. Bien que le calo-
porteur sodium soit opaque, éliminant de fait les méthodes d’inspection optiques, la technologie
sodium peut tirer profit de certaines de ses propriétés (métal liquide à faible densité, conduc-
teur électrique, bonne transmission du son et des ultrasons) pour développer une instrumentation
adaptée. En particulier, le caractère conducteur électrique du sodium permet d’envisager l’emploi
des débitmètres à courants de Foucault pour la mesure de vitesse et la détection de bulles. Les
débitmètres à courants de Foucault se révèlent particulièrement intéressants pour leur robustesse,
leur faible encombrement, leur caractère non intrusif et leur temps de réponse rapide. Bien que
des tests expérimentaux aient déjà montré l’aptitude de ces systèmes à la mesure de vitesse et à la
détection de bulles, le niveau de maturité actuel de la technologie n’est pas suffisant pour répondre
aux exigences de sureté du réacteur ASTRID.

Objet de la thèse

Cette thèse s’inscrit dans le projet TECNA mené au CEA Cadarache (département DTN)
dans le cadre du développement du réacteur ASTRID. L’objectif du projet est de développer
un prototype de débitmètre à courants de Foucault capable à la fois de mesurer la vitesse du
sodium liquide dans les circuits primaire et secondaire, et de détecter la présence de bulles dans
l’écoulement.

Le débitmètre à courants de Foucault étudié dans cette thèse, illustré dans la figure 2, est
constitué de trois bobines encerclant un écoulement de métal liquide : une bobine primaire P, et
deux bobines secondaires S1 et S2 de part et d’autre de P. La bobine primaire P est alimentée
en courant alternatif, générant un champ électromagnétique variable dans l’écoulement. Le métal
liquide étant conducteur électrique, des courants de Foucault sont induits dans l’écoulement, dont
la distribution spatiale est impactée par le champ de vitesse du métal d’une part, et par la présence
de bulles, isolantes électriques, d’autre part. Les perturbations des courants de Foucault, et inci-
demment celles du champ électromagnétique, relatives au mouvement du métal et à la présence de
bulles, sont mesurées par la différence de tension ∆V induite aux bornes des bobines secondaires.

P S1 S2 

I 

ΔV 

u(r) 

Figure 2 – Schéma de principe du débitmètre à courants de Foucault étudié dans la thèse. Le
débitmètre est constitué d’une bobine primaire P, alimentée par un courant alternatif I, et entourée
de deux bobines secondaires S1 et S2. Un métal liquide, en écoulement à une vitesse u(r) et
contenant des bulles, traverse les bobines. La différence de tension ∆V aux bornes des bobines
secondaires permet de mesurer la vitesse de l’écoulement et de détecter la présence de bulles.
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L’application de ce débitmètre à courants de Foucault à la mesure de vitesse et à la détection
de bulles nécessite une compréhension de l’interaction entre un champ électromagnétique variable
et un écoulement de métal liquide dans lequel des bulles sont présentes. Ce problème est ouvert,
complexe, et inclue un nombre élevé de paramètres propres à l’électromagnétisme et à l’hydrodyna-
mique. L’approche envisagée dans la thèse consiste à considérer seulement certains des phénomènes
physiques mis en jeu lorsque le métal liquide et les bulles traversent le débitmètre, en étudiant le
comportement du champ électromagnétique en présence d’écoulements « modèles ». En particulier,
les effets de l’induction électromagnétique, générée par le champ de vitesse du métal liquide, seront
étudiés en considérant un écoulement dont le profil de vitesse est axi-symétrique, développé, et non
impacté par la présence de bulles. Les effets de la force de Laplace étant négligés, les phénomènes
liés au couplage magnétohydrodynamique ne seront pas traités dans notre étude. Par ailleurs, les
effets d’une hétérogénéité de conductivité électrique, telle qu’une bulle électriquement isolante dans
le métal liquide, seront étudiés en modélisant la bulle par une inclusion rigide de taille, forme et
position fixées. Cette démarche de modélisation est complémentaire avec la plupart des travaux
sur les débitmètres à courants de Foucault existant dans la littérature, pour lesquelles l’étude de
l’écoulement de métal liquide « réel » rend complexe la compréhension des différents phénomènes
physiques.

Une précédente thèse, réalisée par Mithlesh Kumar [1], a permis de découpler les effets du
champ de vitesse du métal liquide de ceux relatifs à la présence d’inclusions isolantes, dans le cas
d’un mouvement rigide et d’inclusions axi-symétriques en surface du métal, pour un faible nombre
de Reynolds magnétique (Rm � 1) et un faible taux de vide (α . 4%). Dans ces conditions, la
différence de tension aux bornes des bobines secondaires du débitmètre s’écrit ∆V = ∆V0 +∆VU +

∆Vα, où la contribution ∆VU est relative au champ de vitesse du métal liquide, et la contribution
∆Vα est relative à la présence d’inclusions dans le métal. À l’aide de cette décomposition de ∆V ,
l’objectif de la présente thèse est de caractériser séparément les effets du champ de vitesse (via la
tension ∆VU ) et ceux liés à la présence d’inclusions isolantes (via la tension ∆Vα). Des écoulements
« modèles », dans lesquels certains phénomènes physiques sont négligeables, sont étudiés à l’aide
de deux dispositifs expérimentaux et deux modèles analytiques.

Le manuscrit est organisé comme suit.
Le chapitre 1 présente une revue de la littérature sur les débitmètres à courants de Foucault,

et leur application à la détection de bulles. Un complément de bibliographie sur la détection de
défauts en contrôle non destructif (CND) par courants de Foucault, analogue à la détection de
bulles dans notre cas, est également introduit.

Le chapitre 2 présente les deux dispositifs expérimentaux réalisés dans la thèse. Dans chaque
dispositif, un écoulement de métal liquide « modèle » est sondé par un débitmètre à courants de
Foucault dans le but d’étudier les perturbations du champ électromagnétique générées par la vitesse
du métal et la présence d’une inclusion isolante rigide (simulant une bulle).

Les chapitres 3 et 4 traitent de la perturbation du champ électromagnétique par le premier des
deux effets considérés : le champ de vitesse du métal liquide. Le chapitre 3 présente d’abord un
modèle analytique de la perturbation du champ électromagnétique générée par le champ de vitesse
du métal liquide. Le modèle est basé sur la résolution de l’équation du potentiel vecteur en l’absence
d’inclusion isolante. Cette perturbation relative au mouvement du métal liquide se caractérise par
une différence de tension ∆VU aux bornes des bobines secondaires. Le chapitre 4 montre l’influence
des différents paramètres (champ de vitesse de l’écoulement, fréquence, conductivité électrique du
métal) sur la différence de tension ∆VU . Les résultats du modèle analytique du chapitre 3 y sont
comparés aux mesures des deux dispositifs expérimentaux décrits dans le chapitre 2.

Les chapitres 5 et 6 traitent de la perturbation du champ électromagnétique par la présence



INTRODUCTION 5

d’une inclusion isolante (une bille rigide, ici) dans le métal. Le chapitre 5 présente premièrement
un modèle de la perturbation du champ électromagnétique générée par la présence d’une inclusion
isolée dans le métal liquide. Le modèle est basé sur la résolution de l’équation du potentiel vecteur
sous une hypothèse de basses fréquences (modèle « non inductif »). La perturbation relative à la
présence de l’inclusion se caractérise par une différence de tension ∆Vα aux bornes des bobines
secondaires. Le chapitre 6 montre l’influence des différents paramètres (vitesse, fréquence, taille et
position de l’inclusion) sur la différence de tension ∆Vα. Les résultats du modèle non inductif du
chapitre 5 y sont comparés aux mesures du premier dispositif expérimental, dans lequel l’inclusion
est une bille sphérique isolante dont la taille et la position sont imposées.
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Chapitre 1

Revue de la littérature

Ce chapitre présente une revue de la littérature sur les débitmètres à courants de Fou-
cault (ECFM) et leur application à la détection de bulles. Un complément de biblio-
graphie sur la détection de défauts en contrôle non destructif (CND) par courants de
Foucault, analogue à la détection de bulles dans notre cas, est également introduit.
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8 1. REVUE DE LA LITTÉRATURE

1.1 Introduction

Les débitmètres à courants de Foucault, ou ECFM (pour Eddy Current Flow Meter), ont connu
un essor important durant les années 1950-1960, principalement aux États-Unis. Le développement
de réacteurs nucléaires refroidis au métal liquide a notamment amené les Américains à étudier la
possibilité de mesurer le débit d’écoulements de métaux liquides par courants de Foucault. Dès
lors, les ECFM ont été l’objet de nombreuses recherches, trouvant des applications dans l’industrie
nucléaire principalement, mais également dans la métallurgie. Plusieurs études ont en outre montré
l’aptitude potentielle des ECFM à la détection de bulles dans un écoulement de métal liquide.

Dans la section 1.2 de ce chapitre, nous proposons une revue de la littérature sur les ECFM,
servant de base aux travaux présentés par la suite. La section 1.3 présente un complément de
bibliographie recensant plusieurs travaux effectués sur la détection de défauts en contrôle non
destructif (CND) par courants de Foucault, montrant une analogie avec la détection de bulles par
ECFM.

1.2 Débitmètres à courants de Foucault (ECFM)

1.2.1 Les différents types d’ECFM

Il existe une variété importante de débitmètres à courants de Foucault recensés dans la litté-
rature. L’appellation anglaise du dispositif, que nous utiliserons dans toute la suite de cette thèse,
est « ECFM » pour Eddy Current Flow Meter. Malgré leur diversité, tous les ECFM sont basés
sur le même principe : appliquer un champ électromagnétique variable dans un métal liquide à
l’aide d’une bobine primaire, puis mesurer les perturbations du champ magnétique générées par la
vitesse du métal et/ou la présence d’inclusions isolantes, telles que des bulles.

Le premier ECFM est breveté par Lehde et Lang en 1948 [2]. Le système basique du brevet
est composé de trois bobines coaxiales ; deux bobines primaires alimentées en courant alternatif,
et une bobine secondaire intercalée entre les deux (figure 1.1a). L’ensemble est enfermé dans une
capsule isolante plongée dans un écoulement de liquide conducteur. Lorsque le liquide est statique,
la tension dans la bobine secondaire est nulle car les effets inductifs des deux bobines primaires
se compensent. Lorsque le liquide s’écoule en revanche, le champ magnétique est distordu par la
vitesse du métal, générant une tension non nulle dans la bobine secondaire. L’amplitude de la
tension mesurée varie avec la vitesse du fluide et permet une mesure du débit de l’écoulement.

Shercliff propose en 1962 une géométrie différente, l’ECFM externe (figure 1.1b), pour lequel
le fluide circule à l’intérieur des bobines où le champ magnétique est plus intense [3]. Le couplage
bobine-fluide dans cette configuration est ainsi meilleur que dans l’ECFM interne de Lehde et
Lang. Par ailleurs, l’ECFM de Shercliff contient une seule bobine primaire, entourée de deux
bobines secondaires de part et d’autre. Le signal mesuré est la différence des tensions V1 et V2 aux
bornes des bobines secondaires S1 et S2, noté ∆V = V1 − V2, sensible à la vitesse de l’écoulement.
Avec cette géométrie, les sources de bruit électromagnétique observables indépendamment dans
chaque bobine secondaire s’annulent et le rapport signal sur bruit de la mesure est meilleur.

En se basant sur la géométrie de Shercliff, un ECFM externe constitué de 5 bobines est déve-
loppé en 1975 par Feng et al. dans le but d’augmenter la sensibilité du système [4]. Trois bobines
primaires sont utilisées : une première, P1, est placée au milieu, et les deux autres, P2 et P3, sont
situées aux extrémités du dispositif (figure 1.2). Deux bobines secondaires S1 et S2 sont intercalées
entre les bobines primaires. Les bobines primaires P2 et P3 aux extrémités sont alimentées avec un
courant alternatif en opposition de phase par rapport au courant dans la bobine primaire P1. Avec
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Figure 1.1 – (a) ECFM interne de Lehde et Lang [2]. (b) ECFM externe de Shercliff [3].

cette configuration, l’objectif est d’augmenter le gradient axial du potentiel vecteur par rapport
à l’ECFM de Shercliff. Il s’avère en effet que la perturbation du champ électromagnétique par la
vitesse de l’écoulement est justement reliée au gradient axial du potentiel vecteur (voir équation
(1.1) ci-après). Ce gradient étant plus intense ici, les perturbations du champ électromagnétique
relatives à la vitesse sont plus importantes et génèrent un signal plus grand aux bornes des bobines
secondaires.

Figure 1.2 – ECFM externe à 5 bobines de Feng et al. [4].

D’autres géométries d’ECFM sont recensées, avec une seule bobine [5], deux bobines [5] ou
quatre bobines [2]. Chacune d’elles présente ses avantages et ses inconvénients. Notons simplement
qu’on différencie globalement deux types d’ECFM : les ECFM externes placés à l’extérieur de
l’écoulement et traversés par le métal, et les ECFM internes, situés dans l’écoulement. Les ECFM
externes ne sont pas en contact direct avec le métal liquide et sont ainsi affranchis des problèmes
associés à la contamination de la sonde. Les ECFM internes sont en général protégés par une
capsule (« dry type »), bien qu’il soit possible de les mettre en contact direct avec l’écoulement
(« wet type ») pour améliorer leur sensibilité [6].

1.2.2 ECFM en écoulement monophasique

Dans cette partie, nous nous intéressons aux études antérieures sur les ECFM traversés par un
écoulement de métal liquide en l’absence de bulle. Plusieurs approches théoriques et numériques
ont été développées dans le but de décrire la perturbation du champ électromagnétique par la
vitesse du métal liquide. On recense également un nombre important d’études expérimentales, en
métal liquide (sodium ou mercure généralement) ou en métal solide (expériences « sèches », où des
barreaux d’aluminium simulent l’écoulement de métal).
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Les approches théoriques

À notre connaissance, l’intégralité des descriptions théoriques de l’ECFMmonophasique concerne
la géométrie de Shercliff, l’ECFM externe, où le métal liquide s’écoule à l’intérieur des bobines.
L’écoulement est alors cylindrique et le champ de vitesse u est simplement décrit par le profil
de vitesse u(r), où r est la coordonnée radiale. La bobine primaire, traversée par l’écoulement,
est alimentée en courant alternatif JS(r, z) de pulsation ω, et génère un champ magnétique B
dans le métal liquide. En supposant une symétrie axiale, l’utilisation du potentiel vecteur A, dé-
fini par B = ∇ × A, permet de résoudre une seule équation suivant la composante angulaire
A = Aθ(r, z)ejωteθ. En coordonnées cylindriques, l’équation du potentiel vecteur devient :

(∇2 + k2)Aθ(r, z) = −µ0JS(r, z) + µ0σu(r)
∂Aθ(r, z)

∂z
, (1.1)

où k = jωµ0σ (le lecteur peut se référer à l’annexe A pour une description détaillée de la mise en
équation du potentiel vecteur). La méthode de résolution commune à toutes les approches recensées
consiste à déterminer la fonction de Green de l’équation (1.1), c’est à dire la réponse du potentiel
vecteur à une excitation de type Dirac. Par séparation des variables, la dépendance en z est résolue
par transformée de Fourier de manière à obtenir une équation de Bessel pour la variable en r, dont
la solution est connue.

Figure 1.3 – Géométrie utilisée par Dodd et Deeds pour la résolution du potentiel vecteur dans
le cas d’un métal statique [7].

La première solution de l’équation (1.1) est développée par Dodd et Deeds dans le cas d’un
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métal statique, c’est à dire u(r) = 0 [7]. La solution analytique est donnée pour un système composé
d’un cylindre intérieur de rayon a et de conductivité σ1, et d’une gaine de rayon extérieur b et
de conductivité σ2, comme représenté sur la figure 1.3. Le système est excité par une bobine en
fonction de Dirac alimentée par un courant I, de rayon r = r0 et située en z = z0. L’espace est
divisé radialement en quatre zones : la zone I correspond au cylindre métallique intérieur, la zone
II correspond à la gaine métallique, la zone III correspond à l’entrefer et la zone IV correspond
à l’air à l’extérieur de la bobine. Le potentiel vecteur Aiθ(r, z − z0) dans chaque zone i s’exprime
alors sous la forme d’une intégrale de fonctions de Bessel modifiées par :

A1
θ(r, z, r0, z0) =

ˆ ∞
0

C1(α)I1

[
(α2 + jωµσ1)1/2r

]
cosα(z − z0)dα, (1.2a)

A2
θ(r, z, r0, z0) =

ˆ ∞
0

{
C2(α)I1

[
(α2 +jωµσ2)1/2r

]
+D2(α)I1

[
(α2 +jωµσ2)1/2r

]}
cosα(z−z0)dα,

(1.2b)

A3
θ(r, z, r0, z0) =

ˆ ∞
0

[
C3(α)I1(αr) +D3(α)I1(αr)

]
cosα(z − z0)dα, (1.2c)

A4
θ(r, z, r0, z0) =

ˆ ∞
0

D4(α)I1(αr) cosα(z − z0)dα, (1.2d)

où les coefficients C1(α), C2(α), D2(α), C3(α), D3(α) et D4(α), propres à chaque zones, sont
calculés pour chaque α à partir des conditions aux limites. Le potentiel vecteur généré par une
bobine alimentée en courant (telle que la bobine primaire d’un ECFM) peut ensuite être obtenu
par superposition des solutions, pour plusieurs fonctions de Dirac situées à une position (r0, z0)

variable. On l’écrit :
Atotal(r, z) =

¨
P
Aθ(r, z, r0, z0)dr0dz0, (1.3)

où P correspond à la section de la bobine alimentée en courant (bobine « primaire »). Connaissant le
potentiel vecteur Atotal(r, z), la force électromotrice générée dans n’importe quelle bobine coaxiale
au cylindre de métal (une bobine secondaire d’un ECFM, typiquement) peut être calculée par la
loi de Faraday. En supposant que les spires sont distribuées uniformément sur la longueur de la
bobine, la force électromotrice vaut :

V = j2πω

¨
S
rAtotal(r, z)nSdrdz, (1.4)

où nS est le nombre de spires par unité de longueur de la bobine, et S est la section de cette bobine
« secondaire ».

Pour un métal liquide en écoulement, le profil de vitesse u(r) doit être défini dans l’équation du
potentiel vecteur (1.1). Dans un premier temps, le profil de vitesse peut être supposé uniforme, c’est
à dire u(r) = cst. Notons que cette hypothèse peut sembler adaptée aux écoulements turbulents,
pour lesquels le profil moyen est quasi uniforme en dehors de la couche limite. La solution, obtenue
par la même méthode que Dodd et Deeds, est donnée par Hirayama et montre un très bon accord
avec des expériences « sèches » (ou un barreau d’aluminium en translation simule l’écoulement
de métal) [8]. Pour le cas d’une vitesse non uniforme, une solution approchée, basée sur le théo-
rème de réciprocité, est développée par Wiegand [9]. Une solution par développement perturbatif
est également obtenue par Kahn et Philipps [10], le potentiel vecteur étant alors décomposé en
Aθ(r, z) = A0

θ(r, z) + Auθ (r, z) où A0
θ(r, z) est la solution statique de Dodd et Deeds. Le dévelop-

pement perturbatif en vitesse amène à une relation explicite entre le champ de base A0
θ(r, z) et

le champ Auθ (r, z) perturbé par la vitesse, dont on déduit la tension perturbée dans les bobines
secondaires de l’ECFM.
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Résultats expérimentaux

La première application expérimentale de l’ECFM est réalisée par Evans dans le cadre de la
conception du réacteur à neutrons rapides britannique (British Fast Breeder Reactor) en 1966
[11]. L’application est alors restreinte aux détections de chutes de débits, en raison de difficultés à
corréler le signal mesuré au débit de l’écoulement. Un certain nombre d’études expérimentales ont
depuis démontré la faisabilité de la débitmétrie par ECFM, les études théoriques et numériques
apportant une aide précieuse pour le dimensionnement du dispositif et l’interprétation des mesures
[4, 12].

Figure 1.4 – Tension induite dans les bobines secondaires S1 et S2 de l’ECFM interne, pour un
écoulement de sodium à différents débits [13].

La figure 1.4 montre un exemple de signal mesuré aux bornes de chaque bobine secondaire
lorsqu’un écoulement de sodium traverse un ECFM interne, pour plusieurs débits [13]. Le débit
de l’écoulement de sodium est indiqué par le nombre de tours par minute de la pompe (rpm). On
remarque que les tensions V1 et V2 dans les bobines secondaires S1 et S2 subissent un décalage
en réponse aux variations de débit. Ce décalage est de même amplitude pour les deux bobines
secondaires, mais de signe opposé. En considérant la différence de tension ∆V = V1 − V2 entre
les bobines secondaires, le décalage de tension observé sur ∆V est alors deux fois plus élevé que
celui observé sur les tensions V1 et V2. C’est pourquoi la différence de tension ∆V est l’objet de
la majorité des études recensées. Les effets des différents paramètres (débit, fréquence du courant
dans la primaire, température) sur ∆V , décrits précisément dans la littérature, sont l’objet des
prochains paragraphes.

L’influence du débit est d’abord caractérisée par des expériences « sèches », où l’écoulement de
métal liquide est simulé par la translation d’un barreau d’aluminium dans un ECFM externe. Il
est observé de manière générale que les différences de tensions ∆V mesurées sont linéaires avec
la vitesse du barreau [15, 16]. Ce premier résultat concorde remarquablement avec les prédictions
théoriques [8] et numériques [4]. L’ECFM interne se prêtant moins bien aux expériences sèches
du fait de sa géométrie, nous ne recensons pas de publication pour cette configuration. Un banc
d’essai comprenant un ECFM interne est cependant à l’étude au CEA Cadarache, dans le cadre du
projet dans lequel est inclue cette thèse. En supplément des expériences sèches, des études en métal
liquide montrent également la sensibilité des ECFM interne et externe au débit d’un écoulement
réel. Il est observé de la même manière une tendance linéaire de la différence de tension ∆V en
fonction de la vitesse débitante, pour des écoulements de sodium [13, 15, 14, 17] ou de mercure
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(a) (b)

Figure 1.5 – Linéarité de la différence de tension ∆V avec la vitesse. (a) Expériences sèches de
Hirayama, où un barreau d’aluminium en translation simule l’écoulement [8]. (b) Expérience en
sodium de Brewer (courant d’excitation : 500 mA et 1000 Hz, témpérature : de 300◦F à 1100◦F)
[14].

[4]. La figure 1.5 représente l’évolution linéaire de la tension ∆V en fonction de la vitesse, pour les
expériences sèches réalisées par Hirayama [8] et pour celles en sodium réalisées par Brewer [14].

Par ailleurs, l’approche théorique de l’ECFM interne développée par Wiegand montre l’existence
d’une fréquence d’utilisation optimale de l’ECFM, dépendante notamment de la géométrie des
bobines et du diamètre de l’écoulement [9]. La différence de tension ∆V est alors maximale pour
cette fréquence. Cette prédiction théorique est premièrement validée expérimentalement avec des
expériences sèches et en sodium par Wiegand lui-même [15]. Les expériences en mercure de Feng et
al., confrontées de plus à une modélisation numérique, confirment l’observation de cette fréquence
optimale [4]. La figure 1.6 montre un exemple de la différence de tension ∆V en fonction de la
fréquence, mesurée par Wiegand (figure 1.6a) et Feng et al. (figure 1.6b). L’optimum de fréquence
est clairement visible dans les deux cas. En outre, les résultats théoriques de Wiegand et les résultats
numériques de Feng et al. mettent en évidence la dépendance importante de ∆V au profil de vitesse
de l’écoulement. La différence de tension ∆V divisée par la vitesse moyenne U est minimale pour
le régime laminaire, puis augmente en régime turbulent jusqu’à être maximale pour le profil de
vitesse uniforme u(r) = cst.

Enfin, il est observé de manière générale que la tension ∆V est fortement sensible à la tem-
pérature du métal liquide. Un changement de température induit en effet une modification des
propriétés physiques du métal, telles que la conductivité électrique, la viscosité ou la masse volu-
mique. Wiegand identifie cette dépendance à l’aide d’une étude numérique, et suggère d’effectuer
les mesures dans la zone de fréquence optimale pour atténuer les effets de température [18]. Son
étude montre par ailleurs que la sensibilité de l’ECFM diminue aux températures élevées (figure
1.7a). Deux raisons expliquent cette baisse de sensibilité : les métaux liquides sont généralement
moins bons conducteurs électriques aux hautes températures, et la résistivité de la bobine primaire
augmente avec la température. Pour compenser les effets de la température, il est possible de me-
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(a)
(b)

Figure 1.6 – Différence de tension ∆V = V1 − V2 en fonction de la fréquence. (a) Expériences
sèches et en sodium de Wiegand, comparées aux résultats de son approche théorique pour divers
profils de vitesse [15]. (b) Expériences sèches de Feng et al., comparées aux résultats de la résolution
numérique pour plusieurs profils de vitesse [4].

surer la différence de tension normalisée
V1 − V2

V1 + V2
, au lieu de la différence de tension ∆V = V1−V2

usuelle. Il est en effet montré qu’il existe une fréquence critique à laquelle ce rapport devient indé-
pendant des variations de température [19, 20]. L’existence de cette fréquence critique est confirmée
expérimentalement par Sharma et al. [17], et par Sureshkumar et al. [13] (figure 1.7b). Notons que
le mécanisme physique à l’origine de cette fréquence critique n’est pas expliqué.

(a) (b)

Figure 1.7 – (a) Différence de tension ∆V = V1 − V2 en fonction de la température du sodium,
calculée numériquement pour plusieurs profils de vitesse [18]. (b) Différence de tension normalisée
V1 − V2

V1 + V2
en fonction de la fréquence, pour plusieurs températures [17].

Pour tous les résultats précédents, la grandeur d’intérêt conventionnelle est l’amplitude de la

différence de tension ∆V (ou du rapport
V1 − V2

V1 + V2
). La différence de tension ∆V peut également

être analysée de manière alternative par la mesure de son déphasage [21]. Il est montré expérimen-
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talement que la mesure du déphasage est plus robuste que celle de l’amplitude [22]. Pour un ECFM
à 3 bobines (deux secondaires et une primaire), le déphasage entre les deux bobines secondaires
peut s’exprimer par [23] :

∆ϕ = tan−1
[ ωπ−1RmKKσ

Kσ + ω (1 + π−1RmK)

]
, (1.5)

où ω = ωτ est la fréquence sans dimension du courant dans la bobine primaire, τ = L/U est
le temps d’advection caractéristique, Rm = µσUL est le nombre de Reynolds magnétique égal
au rapport entre le temps de diffusion magnétique µ0σL

2 et le temps d’advection τ , et K et Kσ

sont des constantes de calibration. Dans l’expression (1.5), on remarque que le déphasage ∆ϕ est
linéaire avec Rm lorsque Rm → 0. Par ailleurs, la dépendance fréquentielle de ∆ϕ pour les faibles
Rm s’exprime par ∆ϕ ∼ ωπ−1RmKKσ/ (Kσ + ω) : le déphasage est donc d’abord croissant à
basse fréquence, puis atteint un maximum et décroit jusqu’à s’annuler aux hautes fréquences. Ces
comportements en vitesse et en fréquence sont observés expérimentalement par Buchenau et al.
[23] (figure 1.8).

Figure 1.8 – Déphasage ∆ϕ entre les bobines secondaires S1 et S2 en fonction du débit de l’écou-
lement (a) et de la fréquence (b) [23].

1.2.3 ECFM en écoulement diphasique

L’aptitude d’un débitmètre électromagnétique à détecter la présence de bulles a été établie pour
la première fois au laboratoire national d’Argonne (USA) en 1971, grâce à une étude expérimentale
en sodium avec injection de bulles d’argon [24]. L’amplitude du signal mesuré subit alors des varia-
tions importantes lors du passage des bulles. Baker confirme ce premier résultat expérimental en
1976 grâce à une étude numérique d’un ECFM externe sous hypothèse d’axisymétrie, dans laquelle
une bulle annulaire traverse les bobines [12]. La figure 1.9a montre un exemple de l’oscillation de
la tension ∆V obtenue numériquement par Baker en résolvant l’équation d’induction du champ
magnétique :

∂B
∂t

=
1

µσ
∇2B +∇× (u×B). (1.6)

Dans une approche théorique, Krafft et al. montrent par la suite que le comportement observé est
analogue à celui généré par le passage d’un dipôle magnétique dans l’ECFM [25].

La sensibilité de l’ECFM à la présence de bulles trouve une application particulière pour la
mesure de taux de vide, lorsqu’une multitude de petites bulles est dispersée dans l’écoulement. Le
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(a)
(b)

Figure 1.9 – (a) Tension ∆V durant le passage d’une bulle de forme annulaire à l’intérieur d’un
ECFM, calculée numériquement par Baker [12]. (b) Tension ∆V pour plusieurs taux de vide dans
un écoulement de sodium, mesurée expérimentalement par Nakamoto [26].

taux de vide, caractérisant la quantité de gaz en présence, est défini par :

α(%) =
débit de gaz

débit de liquide + débit de gaz
× 100. (1.7)

Dans la littérature, α est généralement compris entre 0% et 10% et les gaz utilisés sont l’argon et
l’azote, dû au caractère hautement réactif du sodium notamment. Dans l’ensemble des études re-
censées, il est observé que la présence de bulles dispersées dans l’écoulement génère des fluctuations
sur la tension ∆V , pour des expériences en sodium [26, 27] ou en galinstan [28]. Afin de différencier
les fluctuations liées à la présence des bulles de celles liées au mouvement du liquide, Nakamoto et
al. utilisent un dispositif de mesure sensible au déphasage du signal ∆V [26]. Il est alors observé
que les signaux relatifs au vide et ceux relatifs à la vitesse ont un déphasage différent, permettant
ainsi une décomposition de la tension ∆V . Les fréquences caractéristiques des fluctuations de ∆V

liées au vide sont de plus différentes de celles des fréquences des fluctuations hydrodynamiques.
La figure 1.9b montre un exemple des fluctuations mesurées, relatives à la présence de bulles dans
un écoulement de sodium. Notons que l’approche théorique de Krafft et al., dans laquelle la bulle
est modélisée par un dipôle magnétique, explique ce comportement fluctuant par superposition des
perturbations générées par chaque bulle [25].

Dans le but de comprendre le couplage entre les effets de vitesse et les effets du taux de vide
sur la tension ∆V , Kumar et al. développent une expérience sèche où un barreau d’aluminium
cylindrique, dans lequel sont usinées des cannelures, modélise le métal liquide diphasique [16, 1]
(figure 1.10a). Un ECFM externe est translaté autour du barreau, le signal ∆V étant mesuré durant
toute la translation. Pour un nombre de Reynolds magnétique et un taux de vide faibles, c’est à
dire Rm � 1 et α < 4%, Kumar et al. identifient trois contributions dans la différence de tension
∆V , qu’on écrit alors :

∆V = ∆V0 + ∆VU + ∆Vα, (1.8)

où ∆V0 correspond à la tension mesurée lorsque U = 0 et α = 0, ∆VU est la perturbation de
tension relative à la vitesse U du métal, et ∆Vα est la perturbation de tension relative au taux de
vide α. On remarque que la contribution ∆V0 est nulle par symétrie dans le cas idéal où les bobines
secondaires sont identiques. Pour l’acquisition du signal ∆V , Kumar et al. utilisent notamment la
détection synchrone, dans laquelle ∆V est de plus décomposé en une composante en phase ∆V|| et
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(a)

(b) (c)

Figure 1.10 – (a) Dispositif expérimental de Kumar et al. [16] : ECFM en translation autour d’un
barreau d’aluminium usiné de cannelures, simulant un écoulement de métal liquide diphasique. (b,c)
Composantes en phase et en quadrature de la différence de tension ∆V , durant un aller-retour de
l’ECFM.

une composante en quadrature ∆V⊥, tel que ∆V = ∆V|| cos(ωt) + ∆V⊥ sin(ωt). [29]. La référence
de phase est l’intensité dans la bobine primaire I = Î cos(ωt). En appliquant cette décomposition
à l’expression (1.8), on déduit :





∆V|| = ∆V0,|| + ∆VU,|| + ∆Vα,||,

∆V⊥ = ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥ + ∆Vα,⊥.
(1.9)

Les composantes en phase ∆V|| et en quadrature ∆V⊥, mesurées et démodulées pendant un aller-
retour de l’ECFM, sont représentées dans les figures 1.10b et 1.10c. Les tensions ∆V0,|| et ∆V0,⊥,
indiquées par les lignes pointillées noires, sont non nulles du fait des différences de bobinage entre
S1 et S2, inhérentes à la fabrication des bobines. Les tensions ∆VU,|| et ∆VU,⊥ liées à la vitesse sont
visibles par un décalage de tension, dont le signe dépend du sens de translation de l’ECFM. Enfin,
la présence des cannelures sur le barreau se manifeste par une oscillation des signaux ∆Vα,|| et
∆Vα,⊥. Ce comportement est analogue aux fluctuations observées par Nakamoto, figure 1.9b [26].
Grâce à cette décomposition du signal, Kumar et al. montrent que les tensions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ ne
sont pas sensibles à la vitesse de translation de l’ECFM et suivent une tendance linéaire avec α,
dans la limite α < 4%.

D’autres méthodes basées sur l’induction permettent la détection de bulles dans les écoulements
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(a) (b)

Figure 1.11 – (a) Dispositif expérimental utilisé pour la tomographie par induction magnétique
[28]. (b) Tension aux bornes de la bobine 4, lorsque la bobine 3 est excitée en courant et qu’un
écoulement de galinstan à bulles traverse le système.

de métaux liquides, telles que la tomographie par induction électromagnétique [28, 30, 31] ou la
vélocimétrie par Force de Lorentz [32]. En particulier, Terzija et al. montrent expérimentalement
la sensibilité appréciable de la tomographie par induction électromagnétique à la présence de bulles
dans un écoulement de galinstan [33]. Leur dispositif de mesure est présenté dans la figure 1.11a.
Plusieurs bobines, placées autour d’un écoulement de galinstan advectant des bulles, sont alimen-
tées une à une en courant alternatif. Le champ magnétique généré dans le métal est perturbé par
la présence des bulles, et cette perturbation est détectée par la mesure de tension aux bornes des
bobines adjacentes à la bobine excitée. À titre d’exemple, la figure 1.11b montre le signal mesuré
aux bornes de la bobine 4, lorsque la bobine 3 est excitée en courant. On remarque la présence de
pics de tension sur le signal mesuré, que Terzija et al. attribuent au passage des bulles.

En définitive, la détection de bulles dans un écoulement de métal liquide à l’aide d’un ECFM
(ou d’un dispositif inductif similaire) est démontrée par un certain nombre d’études expérimentales.
Le passage d’une bulle isolée se manifeste par une variation d’amplitude de la tension mesurée ∆V .
Lorsqu’une multitude de petites bulles est dispersée dans le métal, le signal mesuré est marqué
par des fluctuations dont l’amplitude est proportionnelle au taux de vide α, lorsque celui-ci est
suffisamment faible. Cette réponse du signal ∆V peut être déduite de la superposition des pertur-
bations générées par chaque bulle. Cependant, les phénomènes physiques liés à la présence d’une
bulle dans le métal liquide ne sont pas complètement expliqués. Afin de préparer une approche
théorique du problème, la partie suivante recense quelques éléments de bibliographie sur le contrôle
non destructif des métaux par courants de Foucault.

1.3 Contrôle non destructif par courants de Fou-
cault

Bien qu’il n’existe que peu d’études traitant de l’effet d’une bulle sur le champ électromagné-
tique généré dans un métal liquide, la richesse bibliographique sur le contrôle non destructif (CND)
par courants de Foucault est particulièrement appréciable pour guider notre approche théorique.
En ce sens, il faut remarquer que la perturbation du champ électromagnétique relative à la pré-
sence d’une bulle est analogue à celle d’un défaut dans une pièce métallique, en dehors des effets
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hydrodynamiques. Dans les deux cas en effet, c’est le caractère isolant électrique de la bulle ou du
défaut qui est à l’origine de la perturbation des courants de Foucault.

La méthode utilisée pour les sondes de contrôle non destructif et pour les ECFM est relativement
similaire. Le conducteur électrique à sonder est d’abord excité par un champ électromagnétique
variable, usuellement grâce à une bobine dite « primaire » alimentée en courant alternatif et placée
à proximité du conducteur. La fréquence du courant alternatif peut varier de quelques dizaines
de hertz à quelques mégahertz selon les applications [34] (page 488). Les perturbations du champ
électromagnétique générées par la présence d’un défaut, d’une inclusion ou plus généralement
d’une hétérogénéité dans le conducteur sont ensuite mesurées via les variations d’impédances de
la même bobine primaire [35], ou d’autres bobines dans le voisinage de la primaire [36]. On note
que cette méthode de mesure du champ perturbé est sensiblement différente de celle utilisée avec
les ECFM, pour lesquels une différence de tension aux bornes des bobines secondaires est mesurée
(puis démodulée dans certains cas). De ce fait, nous nous intéresserons principalement ici aux
modélisations du champ électromagnétique perturbé, et laisserons de côté les calculs de variations
d’impédance largement évoqués dans la littérature.

Une revue de littérature des approches théoriques utilisées en contrôle non destructif par cou-
rants de Foucault, datant de 1992, est donnée par Kriezis et al. [37]. Plus spécifiquement, les
méthodes de modélisation de la diffusion des courants de Foucault basées sur les fonctions de
Green et sur les formulations variationnelles sont décrites par Lesselier et Razek dans un chapitre
de l’ouvrage Scattering [34] (voir section suivante 1.3.3, page 21 de la thèse, pour plus de détails).
De manière générale, en négligeant les effets de la vitesse du conducteur électrique par rapport à
la sonde (par ailleurs considérés dans l’équation (1.1), page 10), le champ électromagnétique est
gouverné par une équation de Helmoltz inhomogène, soit pour le potentiel vecteur A [37, 38] :

∇2A− jµσωA = −µJS, (1.10)

où JS est la densité de courant « source » alimentant la bobine primaire, et µ et σ sont respective-
ment la perméabilité magnétique et la conductivité électrique des milieux traversés par le potentiel
vecteur A. Pour le cas du champ électrique E, l’équation s’écrit :

∇×∇×E + jµσωE = −jµωJS. (1.11)

L’épaisseur de peau δ =
√

2/ωµσ, déduite des équations (1.10) et (1.11) appliquées à une onde
plane traversant un milieu conducteur semi-infini, est l’échelle de longueur propre à la diffusion du
champ électromagnétique dans le conducteur. Dans le cas d’un défaut de dimension caractéristique
a, la modélisation du champ électromagnétique perturbé distingue le cas où l’épaisseur de peau
δ =

√
2/ωµσ est grande par rapport à a, c’est à dire δ � a (sous-section 1.3.1), et le cas où

l’épaisseur de peau est petite devant les dimensions du défaut, c’est à dire δ � a (sous-section
1.3.2). Le cas des phénomènes diffusifs dans la zone intermédiaire δ ≈ a est traité dans la sous-
section 1.3.3.

1.3.1 Épaisseur de peau grande par rapport aux dimensions du défaut

Cette première configuration correspond à des fréquences faibles et un défaut de petite taille,
c’est à dire a/δ � 1. Dans le membre de gauche de l’équation de Helmoltz du potentiel vecteur
(1.10), le terme en ω devient négligeable. Sous l’approximation quasi-statique, le potentiel vecteur
obéit à une équation de Poisson ∇2A ≈ −µJS. Sachant que JS est imposé dans la bobine primaire
extérieure au conducteur sondé sondé, le potentiel vecteur A et la densité de courant induit j
obéissent à l’équation de Laplace dans le conducteur, c’est à dire ∇2A ≈ 0 et ∇2j ≈ 0. La
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modélisation des courants de Foucault j est alors analogue à celle du champ de vitesse u d’un
écoulement potentiel, obéissant à ∇2u = 0, en hydrodynamique [39].

Pour un défaut sphérique, les solutions d’un écoulement potentiel autour d’une sphère sont
appliquées par Burrows dans une étude souvent citée [40]. La perturbation du champ est alors
équivalente à celle générée par un dipôle de courant. Dodd et al. étendent la solution pour des
défauts de forme ellipsoïdale [41]. L’effet d’un défaut en surface, à deux dimensions tel qu’une
fissure longue (figure 1.12a), ou à trois dimensions tel qu’une fissure courte (figure 1.12b), est
caractérisé par Auld et al. [39]. Dans toutes ces géométries, la présence du défaut en surface ou
en profondeur « gêne » le déplacement des charges dans le conducteur. L’atténuation du champ
électromagnétique par les courants de Foucault est en conséquence réduite. Dans le cas d’un ECFM,
on peut alors imaginer que la tension générée aux bornes d’une bobine secondaire, proportionnelle
au flux magnétique qui la traverse, est plus importante en présence d’une hétérogénéité (telle
qu’une bulle).

(a)

(b)

Figure 1.12 – Illustration des courants de Foucault contournant une fissure longue (a) et une
fissure courte (b), sous l’hypothèse δ � a [39].

Sur la base du modèle de Burrows [40] et des résultats analytiques de Dodd et Deeds pour
un cylindre conducteur infini [7], Zaman et al. déterminent les variations d’impédance d’une spire
dues à un défaut à l’intérieur d’un cylindre de métal [42]. Il est montré que l’impédance de la
spire est une fonction du champ électrique non perturbé (en l’absence de défaut) à la position
du défaut. Pour le cas d’un défaut de petite taille, l’expression est simplifiée en n’utilisant que la
valeur du champ électrique à la position du centre du défaut. La variation d’impédance ∆Z est de
plus factorisée en deux termes Fa et Fd, le premier dépendant de la position axiale du défaut, et
le second de la position radiale, telle que :

∆Z ≈ σVfω
2µ2

0

π2
FaFd, (1.12)

où Vf est le volume du défaut. Nous utiliserons une factorisation similaire dans notre modélisation
de l’effet d’une inclusion sur la différence de tension ∆V mesurée à l’ECFM, détaillée dans le
chapitre 5.

1.3.2 Épaisseur de peau faible par rapport aux dimensions du défaut

Dans cette configuration, les fréquences sont élevées et le défaut est grand par rapport à l’épais-
seur de peau, soit a/δ � 1. Le champ électromagnétique est alors confiné au voisinage de la surface
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du conducteur, dans la fine épaisseur de peau δ, et les études recensées concernent exclusivement
les défauts de surface. L’hypothèse usuelle consiste à supposer que le champ magnétique extérieur
B0e

jωt appliqué sur la surface du métal n’est pas perturbé par la présence du défaut [43]. Pour
modéliser l’effet du défaut, Auld et al. proposent de considérer que les courants induits sont dis-
tribués de manière uniforme au voisinage de la surface du métal, à l’exception des zones où des
discontinuités géométriques sont présentes sur la surface [39]. Pour le cas d’une fissure de longueur
infinie par exemple (figure 1.13a), les courants induits sont distribués uniformément en surface sauf
au voisinage de la pointe et des bords de la fissure, représentés en rouge sur la figure 1.13a. Kahn et
al. décrivent l’influence de cette non-uniformité en distinguant les effets de la pointe (figure 1.13b)
et des bords (figure 1.13c) [44].

(a)

(b)

(c)

Figure 1.13 – Illustration des courants de Foucault contournant une fissure longue sous l’hypothèse
a/δ � 1 : vue d’ensemble (a), gros plan sur la pointe de la fissure (b) et gros plan sur les bords
(c).

Il est à noter que la méthode développée par Auld et al. et par Kahn et al. est applicable pour
les défauts de surface seulement. Si le défaut est enfoui en profondeur dans le métal, les courants
induits sont totalement atténués à la position du défaut et le champ électromagnétique perturbé
est négligeable.

1.3.3 Solutions par fonctions de Green

Le problème plus général de la diffusion du champ électromagnétique dans un métal contenant
une hétérogénéité en surface ou enfouie (sans prendre d’hypothèse du type a/δ � 1 ou a/δ �
1) doit être traité en considérant l’équation (1.10) du potentiel vecteur A ou l’équation (1.11)
du champ électrique E. Dans le but de caractériser les effets de l’hétérogénéité sur le champ
électromagnétique, il est usuel de décomposer le potentiel vecteur (ou alternativement le champ
électrique) en un champ non perturbé (existant en l’absence d’hétérogénéité) et un champ perturbé.
La détermination des fonctions de Green des équations (1.10) (pour A) et (1.11) (pour E) est à
la base de plusieurs approches cherchant à décrire le champ perturbé [34]. On distingue alors les
fonctions de Green scalaires, transformant une source de courant scalaire en un champ scalaire, et
les fonctions de Green dyadiques (ou « dyades de Green »), transformant une source de courant
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vectorielle en un champ vectoriel. La détermination de ces dernières est expliquée dans l’ouvrage
de référence de Tai, Dyadic Green Functions in Electromagnetic Theory [45].

À partir de la détermination de la fonction de Green dyadique de l’équation (1.11) pour le cas
d’un conducteur semi-infini, Bowler et al. développent en 1991 une méthode de calcul du champ
perturbé relatif à la présence d’un défaut 3D dans le conducteur, puis prédit la réponse de la sonde
(en terme de variation d’impédance) [46]. En reprenant les notations de Bowler et al., le champ
électrique total s’écrit alors :

E(r) = E(i)(r) + jµ0ω

ˆ
défaut

G(r|r’) ·P(r’)dr’, (1.13)

où le champ électrique non perturbé est noté E(i)(r), et le champ électrique perturbé correspond
au deuxième terme du membre de droite, contenant une intégrale volumique sur le domaine occupé
par le défaut. Dans ce terme, on identifie la fonction de Green dyadique G(r|r’), transformant une
source électrique située en r’ en un champ électrique situé en r, solution de l’équation :

∇×∇×G(r|r’)− jµ0σ0ωG(r|r’) = δ(r− r’)I, (1.14)

où δ(r − r’) est la fonction delta de Dirac et I est la matrice identité. Dans le terme du champ
perturbé de l’équation (1.13) par ailleurs, le vecteur P(r’) est la densité de courant induit fictive
à la position du défaut (correspondant à une source de Huygens), qu’on écrit P(r’) = −σ0E(r’)
dans le volume du défaut. La résolution de l’équation (1.13), qu’on identifie comme une équation
intégrale de Fredholm du second type, est effectuée numériquement par Bowler et al. [46].

La méthode de détermination du champ perturbé, en utilisant une expression similaire à celle
de l’équation (1.13), est utilisée dans plusieurs études ultérieures. Le cas d’un défaut défaut 3D
dans un tube de métal est traité par Monebhurrun et al. [47] ; celui d’un défaut défaut 3D dans
une plaque est traité par Yoshida et Bowler en utilisant le potentiel vecteur [48]. À partir de
l’expression du champ électrique (1.13) (perturbé et non perturbé), Norton et Bowler préconisent
en particulier l’utilisation d’un algorithme itératif (de type moindres carrés) pour effectuer une
méthode inverse [49], dans le but de reconstruire la géométrie d’un défaut à partir de la mesure
des variations d’impédance de la sonde.

1.4 Conclusion

De nombreuses études sur les débitmètres à courants de Foucault, ou ECFM (pour Eddy Cur-
rent Flow Meter), sont présentes dans la littérature, principalement pour la mesure de vitesse et
dans une moindre mesure pour la détection de bulles. Bien qu’il existe une grande variété de sys-
tèmes répondant à cette appellation, deux types d’ECFM ressortent particulièrement : les ECFM
externes, pour lesquels le métal liquide s’écoule à l’intérieur des bobines, et les ECFM internes,
pour lesquels le métal liquide s’écoule autour des bobines.

Pour l’application à la mesure de vitesse, les ECFM externes ont été l’objet d’études expérimen-
tales « sèches », où un barreau métallique (généralement en aluminium) en translation à l’intérieur
des bobines simule l’écoulement, ainsi que d’études expérimentales en « situation réelle », avec un
écoulement de métal liquide (usuellement du sodium, du galinstan voire du mercure). Les ECFM
internes ont également été l’objet d’études expérimentales, quasiment exclusivement en métal li-
quide. La différence de tension mesurée aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM varie dans
les deux cas linéairement avec la vitesse, et une fréquence optimale d’utilisation est identifiée (pour
laquelle la réponse de l’ECFM est maximale). En outre, plusieurs approches théoriques modélisant
la réponse d’un ECFM externe à un écoulement de métal liquide le traversant (en l’absence de



1.4. Conclusion 23

bulle) ont été réalisées. La solution dans le cas statique est donnée par Dodd et Deeds [7], celle
en écoulement piston (vitesse uniforme) par Hirayama [8]. Dans le cas d’un écoulement à profil
de vitesse non uniforme (laminaire, turbulent), il semble cependant que la réponse d’un ECFM
externe est peu étudiée théoriquement dans la littérature, et n’a pas été confrontée de manière
quantitative à des mesures expérimentales.

Pour l’application à la détection de bulles, plusieurs études expérimentales ont montré la sen-
sibilité des ECFM au passage de bulles. Dans leur grande majorité, ces études expérimentales
concernent un ensemble de bulles dispersées dans l’écoulement, caractérisé par un « taux de vide »
α (fraction volumique de gaz dans l’écoulement). En présence de cette phase dispersée, la diffé-
rence de tension aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM est marquée par la présence de
fluctuations, dont l’amplitude est environ proportionnelle au taux de vide (dans la limite α . 4%).
Il apparait cependant que les approches théoriques cherchant à modéliser l’influence des bulles sur
le champ électromagnétique généré par l’ECFM sont très peu présentes dans la littérature, voire
inexistantes au meilleur de notre connaissance. Dans la démarche de modélisation théorique de
l’ECFM que nous entreprendrons dans le chapitre 5, dans le but de caractériser les effets d’une
bulle sur le champ électromagnétique, nous pourrons cependant nous baser sur les modèles théo-
riques développés en contrôle non destructif par courants de Foucault décrits en fin de ce chapitre.
Nous ferons alors l’analogie entre la présence d’une bulle électriquement isolante dans un écoule-
ment de métal liquide, et celle d’une inclusion isolante dans une pièce métallique, en excluant les
effets hydrodynamiques propres à la bulle.

Finalement, nous utiliserons dans cette thèse la méthode d’acquisition et de décomposition du
signal proposée par Kumar et al. [16, 1]. Dans cette méthode, la différence de tension aux bornes des
bobines secondaires, démodulée à la fréquence d’excitation du courant dans la bobine primaire,
est décomposée en trois contributions : ∆V = ∆V0 + ∆VU + ∆Vα. À l’aide de deux dispositifs
expérimentaux (présentés dans le chapitre 2) et du modèle théorique de l’ECFM en l’absence de
bulle (décrit dans le chapitre 3), la contribution ∆VU relative à la vitesse de l’écoulement sera
traitée dans le chapitre 4. Avec les résultats de mesure du premier dispositif expérimental et les
résultats du modèle de la perturbation générée par l’inclusion (décrit dans le chapitre 5), l’étude
de la contribution ∆Vα relative à la présence d’une inclusion sera en outre traitée dans le chapitre
6.
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Chapitre 2

Dispositifs expérimentaux

Ce chapitre présente les deux dispositifs expérimentaux réalisés dans cette thèse. Dans
chaque dispositif, un écoulement de métal liquide « modèle » est sondé par un ECFM
(débitmètre à courants de Foucault) dans le but d’étudier les perturbations du champ
électromagnétique générées par la vitesse du métal et la présence d’une inclusion isolante
électrique.
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2.1 Introduction

Au regard des études antérieures présentées dans le chapitre 1, l’ECFM s’avère être une solution
envisageable pour mesurer la vitesse d’un écoulement de métal liquide, et simultanément détecter
la présence de bulles dans l’écoulement. La différence de tension ∆V aux bornes des bobines secon-
daires de l’ECFM peut en effet être décomposée en plusieurs contributions, dont une contribution
∆VU relative à la vitesse du métal liquide et une deuxième ∆Vα relative à la présence de bulles.
L’interaction entre le champ électromagnétique variable généré par l’ECFM et l’écoulement de
métal liquide, transportant des bulles isolantes électriques, reste cependant un problème ouvert,
pour lequel la base de données expérimentales existante doit être complétée.

Les deux dispositifs expérimentaux réalisés dans cette thèse ont pour objectif d’observer sé-
parément les deux contributions ∆VU et ∆Vα, à partir d’écoulements « modèles » simplifiés. Le
premier dispositif représente un écoulement de métal liquide dont le champ de vitesse est uniforme
(cas d’un profil de vitesse piston) advectant une inclusion sphérique isolante simulant la présence
d’une bulle. Les effets de la vitesse du métal liquide, et de la taille et la position de l’inclusion, sont
mesurés à l’ECFM. Le second dispositif est constitué d’un écoulement de métal liquide « réel », ne
contenant pas de bulle ou d’inclusion, de manière à mesurer la tension ∆VU et à caractériser les
effets du débit et du profil vitesse. Les effets de la présence d’une inclusion dans cet écoulement
pourront être mesurés avec ce dispositif dans une étude ultérieure.

Le pilotage de l’ECFM et la méthode de mesure, similaires pour les deux dispositifs expéri-
mentaux, sont décrits dans la section 2.2. Le premier dispositif expérimental est présenté dans la
section 2.3, et le second dispositif expérimental dans la section 2.4. Enfin, la section 2.5 fournit
plusieurs éléments inhérents à la métrologie, tels que la détermination des incertitudes de mesure
ou l’ajustement des modèles théoriques réalisés pour interpréter les mesures expérimentales.

2.2 Pilotage de l’ECFM et méthode de mesure

Cette section décrit le système de pilotage de l’ECFM commun aux deux expériences réalisées.
La première étape consiste à alimenter l’ECFM en courant alternatif pour générer un champ
électromagnétique variable dans le métal liquide. La seconde étape comprend la mesure de tensions
aux bornes des bobines de l’ECFM et le traitement du signal par détection synchrone.

2.2.1 Appareils utilisés

Les appareils utilisés pour l’excitation et l’acquisition sont un lock-in amplifier (amplificateur à
détection synchrone) Zurich Instruments HF2LI MF et un amplificateur à transconductance réalisé
par Hervé Ayroles (IMFT), représentés respectivement dans les figures 2.1a et 2.1b. L’association du
lock-in amplifier, utilisé comme générateur de fréquence, et de l’amplificateur à transconductance,
générant un courant contrôlé par la tension de sortie du lock-in amplifier, permet l’excitation de
la bobine primaire. Le lock-in amplifier est en outre utilisé pour la mesure et la démodulation des
tensions aux bornes des bobines secondaires.

Lock-in amplifier (Zurich Instruments HF2LI MF)

Le lock-in amplifier (en français amplificateur à détection synchrone), communément appelé
« lock-in », est un appareil permettant l’extraction de signaux de faible intensité dans un envi-
ronnement fortement bruité. Les signaux à extraire sont en général modulés, en fréquence ou en
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(a) (b)

Figure 2.1 – Appareils utilisés pour l’excitation et l’acquisition. (a) Lock-in amplifier Zurich Ins-
truments HF2LI MF (image Zurich Instruments). (b) Amplificateur à transconductance (réalisation
Hervé Ayroles, IMFT).

amplitude, sur une onde porteuse connue. L’appareil utilisé dans les expériences est le lock-in am-
plifier Zurich Instruments HF2LI MF, réprésenté dans la figure 2.1a. Le pilotage du lock-in est
effectué par le logiciel LabOne fourni par Zurich Instruments.

Le principe de la mesure est présenté dans la figure 2.2. Un signal sinusoïdal de référence
VR(t) =

√
2e−jωRt de pulsation ωR est émis par un générateur de fréquence (soit le lock-in lui-

même, soit un appareil externe). Ce signal est modifié par le système à tester (DUT, Device Under
Test) avec par exemple une modulation en fréquence ou en amplitude, une amplification ou une
atténuation, un déphasage, etc. On note VS(t) = AS cos(ωSt+ ΘS) le signal en sortie du système
à tester, en remarquant que ωS = ωR dans le cas de la modulation d’amplitude. Le lock-in mesure
simultanément la référence VR(t) et le signal VS(t), puis effectue la détection synchrone permettant
d’obtenir l’amplitude AS et de le déphasage ΘS du signal (déphasage par rapport à VR(t)).

Figure 2.2 – Principe d’acquisition du signal de l’ECFM (DUT, Device Under Test) par le Lock-in
Amplifier HF2LI MF (image Zurich Instruments).

Figure 2.3 – Démodulation effectuée par le lock-in par l’association d’un mélangeur et d’un filtre
passe-bas (image Zurich Instruments).
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Le processus de détection synchrone effectué par le lock-in est décrit dans la figure 2.3. Dans un
premier temps, le signal d’entrée VS(t) est multiplié dans un mélangeur par le signal de référence
VR(t) =

√
2e−jωRt où ωR est la pulsation la porteuse VR(t). Le signal en sortie du mélangeur,

exprimé dans l’équation 2.1, est constitué d’une composante lente de pulsation ωS − ωR et d’une
composante rapide de pulsation ωS + ωR :

VS(t)× VR(t) = VS(t)×
√

2e−jωRt =
AS√

2
e+j[(ωS−ωR)t+ΘS ] +

AS√
2
e−j[(ωS+ωR)t+ΘS ]. (2.1)

Le signal (2.1) est ensuite traité par un filtre passe-bas (RC). En supposant que la composante
rapide en ωS + ωR est complètement coupée par le filtre, le signal en sortie du filtre devient :

X + jY =
〈
VS(t)× VR(t)

〉
≈ F (ωS − ωR)

AS√
2
ej[(ωS−ωR)t+ΘS ], (2.2)

où le symbole
〈
·
〉
indique le filtrage et F (ωS−ωR) est la réponse en fréquence du filtre. Idéalement,

F (ωS − ωR) = 1 en dessous de la fréquence de coupure et F (ωS − ωR) = 0 au-delà. En pratique,
l’atténuation des hautes fréquences est caractérisée par la pente d’atténuation après la fréquence de
coupure, propre au filtre et fixée à 24 dB/Oct. Le signal démodulé et filtré est finalement constitué
d’une composante en phase X et d’une composante en quadrature Y par rapport à la référence de
phase VR(t). Connaissant les composantes X et Y , l’amplitude R et le déphasage Θ sont obtenus
par : 




R =
√
X2 + Y 2,

Θ = tan−1

(
Y

X

)
.

(2.3)

Amplificateur à transconductance

L’amplificateur à transconductance, en anglais Operational Transconductance Amplifier (OTA),
est un appareil produisant un courant de sortie iout proportionnel à la tension d’entrée vin. Le
rapport entre le courant de sortie et la tension d’entrée gm = iout/vin est appelé transconductance
et s’exprime en siemens. L’appareil utilisé a une transconductance théorique gm = 0.5 S (figure
2.1b). Une sortie additionnelle (port de gauche « VI_Mesure » sur la photo) fournit la tension aux
bornes d’une résistance R = 0.5 Ω, située à l’intérieur de l’appareil, et traversée par le courant
iout. En appliquant la loi d’Ohm, la mesure de cette tension permet ainsi de contrôler le courant
de sortie et l’efficacité de l’OTA. Le couplage de l’OTA avec une source de tension AC (générateur
de fréquence par exemple) permet d’obtenir une source de courant AC.

2.2.2 Description du système de pilotage de l’ECFM

Dans le protocole de mesure usuel d’un ECFM, l’étape d’excitation consiste d’abord à alimenter
la bobine primaire P avec un courant alternatif, dont la fréquence et l’amplitude sont fixées. Comme
il a été mentionné précédemment, le champ magnétique B généré est modifié par le mouvement
relatif du métal liquide et la présence de bulles. L’étape d’acquisition consiste ensuite à mesurer la
différence de tension ∆V aux bornes des bobines secondaires, sensible aux perturbations du champ
B, et à extraire les informations des signaux mesurés. La figure 2.4 présente le schéma fonctionnel
du système d’excitation et d’acquisition utilisé pour les deux dispositifs expérimentaux.

Pour l’excitation de la bobine primaire P en courant alternatif, le lock-in amplifier Zurich
Instruments HF 2LI MF est utilisé comme générateur de fréquence. Dans les expériences, les
signaux générés par le lock-in (Output 1 sur la figure 2.4) ont une fréquence fixe pouvant varier de
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Figure 2.4 – Schéma fonctionnel du système d’excitation et d’acquisition.

500 Hz à 20 kHz et une tension efficace constante de 0.707 V (valeur RMS). La figure 2.5 montre
un exemple de signal généré par l’Output 1 du lock-in pour une fréquence f = 1000 Hz.
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Figure 2.5 – Exemple de signal généré par l’Output 1 du lock-in pour une fréquence f = 1000

Hz. (a) Signal temporel. (b) Spectre d’amplitude.

Le courant en sortie de l’OTA, proportionnel à la tension d’entrée (Output 1 du lock-in),
alimente la bobine primaire de l’ECFM. La sortie additionnelle de l’OTA génère par ailleurs une
tension directement proportionnelle au courant, mesurée par le lock-in (Input 1 sur la figure 2.4) et
utilisée comme référence pour la démodulation. Le courant alimentant la bobine primaire est donc
connu, en amplitude et en phase, grâce à l’Input 1. La figure 2.6 illustre un exemple de tension
mesurée par l’Input 1 du lock-in pour une fréquence f = 1000 Hz.

0 2 4 6 8 10
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

(a)

102 103 104 105
0

0.1

0.2

0.3

(b)

Figure 2.6 – Exemple de signal mesuré par l’Input 1 du lock-in pour une fréquence f = 1000 Hz.
(a) Signal temporel. (b) Spectre d’amplitude.

La tension d’entrée de l’OTA étant fixée à 0.707 V (valeur RMS) et la transconductance valant
gm = 0.5 S, la valeur efficace du courant de sortie de l’OTA est donc idéalement fixe à 0.354 A
(valeur RMS). La tension en Input 1 correspondante est idéalement de 0.177 V (valeur RMS). Dans
la figure 2.7, on remarque que la valeur efficace du courant calculée avec la mesure de l’Input 1 est
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légèrement inférieure à la valeur idéale aux basses fréquences. On observe de plus une déviation
en fonction de la fréquence à partir de 6000 Hz environ. Cette déviation provient probablement
du montage électronique interne à l’OTA. Dans la suite de la thèse, on se base sur la mesure de
la valeur efficace du courant Ie alimentant la bobine primaire comme paramètre d’entrée pour les
modèles théoriques de l’ECFM.

L’acquisition du signal d’intérêt est effectuée par l’Input 2 du lock-in (voir figure 2.4). Le signal
mesuré est la différence de tension ∆V = V1 − V2, où V1 et V2 sont les tensions aux bornes des
bobines secondaires S1 et S2. La figure 2.8 montre un exemple de tension mesurée par l’Input 2 du
lock-in (signal non filtré, avant démodulation) pour une fréquence f = 1000 Hz. Un bruit de mesure
est visible sur le signal temporel et sur le spectre d’amplitude, la tension ∆V étant relativement
faible. Le montage expérimental n’étant pas protégé par un blindage, la pollution électromagnétique
d’appareils électriques et électroniques environnants (présents dans la salle d’expériences) peut être
à l’origine de ce bruit. La démodulation effectuée par le lock-in, en prenant l’Input 1 comme signal
de référence, permet de détecter les informations relatives au mouvement du métal liquide et à la
présence de bulles dans cet environnement bruité.
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Figure 2.7 – Valeur efficace du courant de sortie de l’OTA en fonction de la fréquence du signal
de l’Output 1. Les cercles correspondent aux valeurs mesurées par le lock-in amplifier (Input 1). Le
trait pointillé correspond à la valeur attendue du courant de sortie, sachant que la tension d’entrée
est de 0.707 VRMS et que la transconductance théorique vaut gm = 0.5 S.
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Figure 2.8 – Exemple de signal mesuré (non filtré, avant démodulation) par l’Input 2 du lock-in
pour une fréquence f = 1000 Hz. (a) Signal temporel. (b) Spectre d’amplitude.
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2.3 Expérience 1 : métal liquide en mouvement uni-
forme contenant une inclusion isolée

Cette section décrit le premier dispositif expérimental simulant un écoulement uniforme de
métal liquide contenant une inclusion, excité par un champ électromagnétique variable. L’objectif
général de l’étude est de caractériser les perturbations du champ électromagnétique générées par
le mouvement du métal (du fait de l’induction) et par la présence d’une inclusion isolante dans le
métal (ici une bille isolante simulant la présence d’une bulle), à l’aide d’un ECFM.

Pour observer les deux perturbations du champ individuellement, on considère une configuration
simplifiée. Premièrement, l’inclusion dans le métal liquide est une bille isolante simulant la présence
d’une bulle : ainsi, la position et la taille de l’inclusion peuvent être fixées. De plus, l’ensemble
constitué par le métal et la bille repose immobile dans un tube : il n’y a a priori pas d’effets
hydrodynamiques significatifs. On crée un mouvement relatif entre le métal et l’ECFM en déplaçant
l’ECFM le long du tube à l’aide d’un banc de translation. De cette manière, le métal liquide est
animé d’une vitesse uniforme (translation solide ou écoulement piston) par rapport à l’ECFM.
Enfin, les effets collectifs de plusieurs inclusions ne sont donc pas considérés dans cette étude.

Le montage expérimental est décrit dans la sous-section 2.3.1. Les différents éléments, c’est
à dire le métal liquide contenant une inclusion, l’ECFM et le banc de translation, sont détaillés
dans chaque sous-partie. Le système d’excitation et d’acquisition relié à l’ECFM est celui présenté
précédemment, constitué d’un lock-in amplifier et d’un amplificateur à transconductance (voir
figure 2.4).

La sous-section 2.3.2 présente quelques exemples de signaux temporels mesurés après démodu-
lation par le lock-in. Les perturbations du champ électromagnétique générées par le mouvement du
métal et par la présence de la bille sont observées sur les composantes en phase et en quadrature
du signal mesuré. Un tube contenant uniquement du métal (sans bille) est utilisé comme témoin.

2.3.1 Montage expérimental

Cette partie décrit le montage expérimental représenté sur la figure 2.9a. La section d’essai est
maintenue par un ensemble de profilés en aluminium. Le tube contenant le métal liquide est visible
au milieu de la photo (cylindre vertical blanc). On peut apercevoir les bobines de l’ECFM autour
de la partie supérieure du tube. Le banc de translation est situé verticalement derrière l’ECFM et
le tube, moteur en bas. Une pièce en plastique (en beige sur la photo) fait le lien entre l’ECFM et
le banc. On distingue les câbles de branchement de l’ECFM reliés au système d’acquisition sur la
partie gauche. Le lock-in et l’OTA sont disposés sur la table à gauche de la structure (non visible
sur la photo).

La figure 2.9b est une vue 3D représentant l’ECFM et le tube de métal liquide. On peut voir le
métal liquide (en gris) reposant dans le tube, et la bille isolante fixée à l’intérieur du tube à l’aide
d’un fil tendu verticalement.

Le tube de métal liquide contenant une inclusion, le banc de translation et l’ECFM sont décrits
plus succinctement dans les prochaines parties.

Métal liquide contenant une inclusion

Le métal utilisé est un alliage eutectique de gallium, indium et étain, le galinstan (GaInSn),
dont l’aspect est montré dans la figure 2.9c et dont les propriétés sont décrites dans le tableau
2.1. Ce métal présente l’avantage d’être liquide à température ambiante (température de fusion
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(a)

(b)

(c)

(d)

Figure 2.9 – (a) Vue générale de la section d’essai : tube contenant le galinstan et les billes (en
blanc, au centre), ECFM (en haut du tube) et banc de translation (derrière le tube et l’ECFM).
(b) Vue 3D du tube contenant le galinstan et une bille isolante (maintenue par un fil vertical),
entouré par l’ECFM (image Emeryk Ablonet). (c) Coupelle contenant du galinstan. Des traces
d’oxydes sont visibles sur la surface. (d) Photo des billes isolantes (matériau : polyamide VisiJet R©

M3 Crystal), percées et traversées par le fil (diamètre 3, 4 et 5 mm ici).

de 10.7◦C) et d’être composé d’éléments peu toxiques, par opposition au mercure notamment. Il
est par ailleurs très mouillant sur certaines surfaces comme le verre, et sujet à l’oxydation. Sa
réactivité avec d’autres métaux comme l’aluminium et le cuivre nécessite une certaine précaution
lors des manipulations. Le métal liquide utilisé est fourni par la société 5N Plus.

Le galinstan repose dans un tube vertical (diamètre intérieur 25 mm, diamètre extérieur 29 mm,
longueur 300 mm) en vitrocéramique Macor, isolant et non ferromagnétique (propriétés dans le
tableau 2.2). Deux bouchons en polymère PEEK (polyétheréthercétone, propriétés dans le tableau
2.2) sont collés aux extrémités du tube (colle mastic MS polymère) et assurent l’étanchéité. Un
trou de diamètre 10 mm est percé dans chaque bouchon pour le remplissage du tube. Ce dernier
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Tableau 2.1 – Propriétés physiques du galinstan (à 20◦C).

Composition eutectique Ga (66%), In (20.5%), Sn (13.5%)

Température eutectique (de fusion) 10.7◦C

Masse volumique 6440 kg.m−3

Viscosité cinématique 3.27× 10−7 m2.s−1

Viscosité dynamique 2.40× 10−3 Pa.s

Tension de surface 0.718 N.−1

Conductivité électrique 3.46× 106 S.m−1

Coefficient de dilatation thermique 1.8× 10−4 K−1

Vitesse du son 2700 m.s−1

Tableau 2.2 – Propriétés des matériaux utilisés dans la section d’essai.

Macor R© PEEK VisiJet R© M3 Crystal

Masse volumique 2520 kg.m−3 1320 kg.m−3 0.930 kg.m−3

Module de Young 66.9 GPa 3.6 GPa 1.8 GPa

Température maximale d’utilisation 1000◦C 260◦C 121 ◦C

Résistance à la traction − − 45 MPa

se fait par injection de galinstan pressurisé par le trou du bouchon inférieur, chassant le gaz dans
le tube par le trou du bouchon supérieur. Le tube est préalablement inerté à l’azote afin d’éviter
l’oxydation du galinstan durant la procédure. Chaque tube contient un volume de 0.15 L, soit
environ 0.95 kg de galinstan.

Chaque tube contient deux billes sphériques isolantes, fixées en position par un fil vertical. Les
billes, percées en leur centre pour le passage du fil, sont réalises par impression 3D (imprimante
ProJet MJP 3600). Les billes percées sont représentées dans la figure 2.9d. Le matériau utilisé pour
l’impression 3D est le polyamide VisiJet R© M3 Crystal. Le diamètre des billes est de 2, 3, 4 ou 5
mm. Les billes sont collées au fil les traversant et espacées sur le fil d’une distance suffisamment
grande de 90 mm pour éviter un recouvrement dans le signal mesuré par l’ECFM. Le volume de la
goutte de colle déposée sur les billes est largement inférieur au volume des billes. La colle utilisée
est une colle cyanoacrylate, et le fil est un fil de pêche de diamètre 50 µm. Le fil est lui-même collé
aux bouchons supérieur et inférieur du tube avant le remplissage, de manière à fixer la position
radiale des billes dans le tube. La verticalité du tube et donc du fil assure un maintien en position
de la bille : la colle résiste à la force de flottabilité exercée sur la bille, cette force ne modifie donc
pas la position de la bille dans le tube. Un tube contenant du galinstan sans bille est utilisé comme
témoin.
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Banc de translation

Le banc de déplacement uniaxial UDC (Uniaxial Displacement Controller) est un système
permettant la mise en translation de charges, dont la vitesse et la direction sont pilotées par un
logiciel. Le modèle utilisé est le banc MF07B130-A00X160 de Thomson Linear, représenté dans la
figure 2.10.

Figure 2.10 – Vue 3D du banc de translation MF07B130-A00X160 (Thomson Linear).

Le banc est composé d’un moteur (Servostar MAC23) entraînant une courroie sur laquelle est
fixée la plaque de charge. Une charge (inférieure à 10 kg) peut être fixée à la plaque et translatée
sur une longueur maximale de 1600 mm. La vitesse de translation maximale s’élève à 5 m.s−1

pour une accélération maximale de 40 m.s−2. Dans notre utilisation, la vitesse de l’ECFM est
constante durant la translation, sur une plage de 1 mm.s−1 à 1 m.s−1, et l’accélération jusqu’à la
vitesse de croisière est fixée à 25 m.s−2. À titre d’exemple, la distance d’accélération est de 20 mm
pour atteindre une vitesse de 1 m.s−1. Le banc peut être installé dans une orientation quelconque
(vertical dans notre cas).

ECFM

L’ECFM est composé d’une bobine primaire P entourée de deux bobines secondaires S1 et S2.
Les propriétés de chaque bobine sont données dans le tableau 2.3. Chaque bobine est composée
d’un double enroulement de fil de cuivre (diamètre de brin 0.4 mm). Le sens d’enroulement est
identique pour les trois bobinages. Les bobines sont enroulées autour d’une bague en polymère
PEEK (propriétés dans le tableau 2.2) de diamètre intérieur 31 mm et diamètre extérieur 35 mm.
La figure 2.11 présente une vue de dessus et une vue en coupe de l’ensemble.

Tableau 2.3 – Propriétés des bobines de l’ECFM.

P S1 S2

Diamètre intérieur 35 mm 35 mm 35 mm

Longueur 20 mm 10 mm 10 mm

Résistance 1.448 Ω 0.745 Ω 0.729 Ω

Inductance 263 µH 84.9 µH 91.8 µH

La bobine primaire est alimentée en courant alternatif par un amplificateur à transconductance,
lui-même connecté au lock-in qui génère l’excitation. L’ECFM est fixé à un banc de déplacement
uniaxial - piloté par ordinateur - et translaté verticalement sur une plage de vitesse entre 1 mm/s
et 1000 mm/s. Par changement de référentiel, l’ECFM sonde donc un écoulement de métal liquide
de vitesse uniforme, contenant une inclusion isolante. Pour chaque mesure, l’ECFM fait dix allers-
retours de manière à vérifier la répétabilité de l’expérience.
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Figure 2.11 – Vue de dessus de l’ECFM (à gauche) et vue de la coupe A_A (à droite). Longueurs
en millimètres.

2.3.2 Signaux mesurés après démodulation

Cette partie présente plusieurs exemples des signaux mesurés après l’étape de démodulation du
signal, pour le cas du tube témoin (galinstan sans billes) et des tubes contenant les billes isolantes.
L’analyse et l’interprétation de ces signaux est l’objet des chapitres de résultats 4 et 6.

Tube témoin (galinstan sans billes)

La figure 2.12 montre les différences de tension ∆V entre les bobines secondaires après démo-
dulation du signal par le lock-in, pendant deux translations de l’ECFM autour du tube témoin,
c’est à dire sans billes dans le galinstan. L’ECFM est ici translaté à une vitesse U = 50 mm.s−1

et la fréquence du courant est f = 1000 Hz. Dans le processus de démodulation, la tension ∆V

est décomposée en une composante en phase ∆V|| ∝ cos(ωt) et une composante en quadrature
∆V⊥ ∝ sin(ωt). On rappelle que la référence de phase est le courant dans la bobine primaire
I = Î cos(ωt). La première translation de l’ECFM est dirigée vers le bas (aller, ), la seconde vers
le haut (retour, ). Le signal mesuré pendant la deuxième translation est renversé temporellement
afin de le superposer au signal aller.

En utilisant la décomposition de la tension ∆V proposée par Kumar et al. [16, 1], les tensions
∆V|| et ∆V⊥ peuvent être décomposées en une contribution de base, mesurée lorsque U = 0

et indicée 0, et une contribution relative à la vitesse de translation de l’ECFM, indicée U . La
décomposition s’écrit : 




∆V|| = ∆V0,|| + ∆VU,||,

∆V⊥ = ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥.
(2.4)

Expérimentalement, ∆V0,|| et ∆V0,⊥ sont mesurées en faisant translater très lentement l’ECFM,
typiquement à une vitesse U = 1 mm.s−1, de sorte que l’induction générée par la vitesse soit
négligeable. Sur la figure 2.12, les effets de la vitesse se manifestent par un décalage entre le
signal aller (en bleu) et le signal retour (en rouge) sur la composante en phase comme sur celle
en quadrature. La vitesse étant constante durant la translation, les décalages en tension le sont
aussi. Les contributions ∆VU,|| et ∆VU,⊥ relatives à la vitesse sont obtenues en divisant par 2
l’écart moyen entre les signaux aller et retour. Remarquons que ce décalage de tension est dû au
changement de signe de la vitesse de translation de l’ECFM, le sens de translation étant en effet
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Figure 2.12 – Tube témoin : différence de tension ∆V entre les bobines secondaires après démo-
dulation par le lock-in (vitesse U = 50 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz) : composantes en phase (a)
et en quadrature (b). Sens de translation de l’ECFM : aller vers le bas ( ), retour vers le haut
( ).

opposé entre l’aller et le retour.

Pour les deux composantes ∆V|| et ∆V⊥, les fortes déviations du signal sur les limites de la
course de l’ECFM (à t ≈ 0.1 et 4.6 s) sont dues aux effets de bord liés au montage de la section
d’essai. La distribution des courants de Foucault générés par l’ECFM dans le métal liquide est en
effet différente au milieu du tube et aux extrémités du tube. Lorsque l’ECFM est au milieu du
tube, les effets de bord sont suffisamment lointains pour considérer le tube comme infini. Cette
configuration correspond à la solution analytique de Dodd et Deeds [7], présentée dans le chapitre
1 (page 10). Lorsque l’ECFM est proche des extrémités du tube, les effets de bord deviennent
non négligeables. Cette configuration correspond à la solution analytique de Theodoulidis [50],
résolvant le champ électromagnétique généré par une bobine autour d’un cylindre conducteur de
longueur finie. On note par ailleurs que les structures en aluminium de part et d’autre du tube sont
fortement sujettes à l’induction lorsque l’ECFM est proche des extrémités du tube. La différence
de tension entre les bobines secondaires peut donc être modifiée lorsque l’ECFM se rapproche de
ces structures.

Par ailleurs, les deux composantes ∆V|| et ∆V⊥ comportent un léger saut lorsque l’ECFM est
environ au-dessus du milieu du tube (à t ≈ 2.5 s). Cette anomalie, mise en évidence par les zooms
dans les encadrés de la figure 2.12, est la signature d’un défaut de surface du tube en céramique
contenant le galinstan. La fabrication du tube est réalisée par usinage : un outil usine l’intérieur
du tube de chaque côté pour atteindre la côte de diamètre demandée. La jonction entre les deux
usinages n’étant pas parfaite, une discontinuité sur le diamètre intérieur est observable, à la fois
à l’œil nu et avec l’ECFM. L’effet de ce défaut sur les signaux mesurés est d’autant plus visible
aux hautes fréquences. Une méthode de correction sera appliquée aux composantes ∆V|| et ∆V⊥
dans les résultats des chapitres 4 et 6 afin de corriger l’effet du défaut. Avec cette méthode, la
perturbation relative au défaut est approchée par un signal gaussien dont l’amplitude et l’écart
type sont calées, puis ce signal gaussien est soustrait à ∆V|| et ∆V⊥ de manière à contrebalancer
la perturbation générée par le défaut.
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Tube contenant les billes isolantes

La figure 2.13 montre un exemple des différences de tension ∆V entre les bobines secondaires
après démodulation du signal par le lock-in, mesurées sur 10 translations vers le bas (tons bleus)
et 10 translations vers le haut (tons rouges) en présence de deux billes (vitesse U = 50 mm.s−1,
fréquence f = 1000 Hz, profondeur de bille h = 3 mm, diamètre bille Db = 4 et 5 mm). Le signal est
décomposé en une partie en phase ∆V|| et une partie en quadrature de phase ∆V⊥. Les décalages
en tension entre les signaux allers et retours, dus à la vitesse de translation, sont toujours visibles.
La présence des billes dans le tube de métal est clairement observable en comparaison avec le tube
témoin, et se manifeste par une oscillation des tensions en phase et en quadrature lorsque l’ECFM
survole les deux billes du tube : entre 1 s et 2 s pour la bille de diamètre 5 mm, et entre 2.7 s et
3.7 s pour celle de diamètre 4 mm. On remarque immédiatement que l’amplitude des oscillations
est plus grande pour la plus grosse bille. L’effet du défaut de surface identifié sur le tube témoin,
visible à t ≈ 2.6 s, mais n’est ici pas corrigé. Pour les composantes en phase et en quadrature de
la tension à l’aller, un zoom sur une partie des signaux démodulés permet de visualiser les écarts
entre chaque acquisition. Dans le cas de la figure 2.13, pour un sens de translation donné, les écarts
types entre les courbes sont faibles (1.27× 10−6 V pour ∆V|| et 1.31× 10−6 V pour ∆V⊥, soit un
écart relatif inférieur à 0.17% et 0.09% respectivement) par rapport au signal mesuré.
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Figure 2.13 – Différence de tension ∆V entre les bobines secondaires après démodulation par le
lock-in (vitesse U = 50 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz, profondeur de bille h = 3 mm, diamètre
bille Db = 4 et 5 mm) : composantes en phase (a) et en quadrature (b). Les signaux sont mesurés
pour 10 translations vers le bas (allers, tons bleus) et 10 translations vers le haut (retours, tons
rouges).

En utilisant la décomposition du flux magnétique proposée par Kumar et al. [16, 1], les tensions
∆V|| et ∆V⊥ peuvent maintenant être décomposées en une contribution de base, correspondant à
un métal statique ne contenant pas de bille et indicée 0, une contribution relative à la vitesse de
translation de l’ECFM et indicée U , et une contribution relative à la présence de la bille, indicée
α. La décomposition s’écrit :





∆V|| = ∆V0,|| + ∆VU,|| + ∆Vα,||,

∆V⊥ = ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥ + ∆Vα,⊥.
(2.5)

Dans le cas de l’expérience, les contributions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ correspondent donc aux oscillations
visibles sur la figure 2.13. On obtient directement ces contributions en retranchant respectivement
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∆V0,|| + ∆VU,|| et ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥ aux signaux mesurés.

L’incertitude de mesure des signaux ∆V|| et ∆V⊥ est discutée en fin de chapitre dans la sous-
section 2.5.1. Les effets de la vitesse, caractérisés par les décalages de tension ∆VU,|| et ∆VU,⊥,
seront étudiés dans le chapitre 4 et comparés à un modèle analytique. Les perturbations du champ
électromagnétique par une bille isolante, se traduisant par une oscillation du signal en phase, ∆Vα,||,
et en quadrature, ∆Vα,⊥, seront ensuite analysées dans le chapitre 6. Un modèle théorique sera
également développé afin d’interpréter les résultats et prédire les contributions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥
pour une configuration donnée.

2.4 Expérience 2 : écoulement de métal liquide en
conduite

Cette section décrit le second dispositif expérimental constitué d’un écoulement de métal liquide
excité par un champ électromagnétique variable. L’objectif général de l’étude est de caractériser
l’influence du champ de vitesse du métal liquide sur la distribution du champ électromagnétique,
résultante de l’induction. Les résultats expérimentaux présentés dans cette thèse concernent un
écoulement de métal liquide en l’absence d’inclusion (telle qu’une bulle ou une bille solide). Dans ce
cas, le champ de vitesse du métal liquide est caractérisé par le profil de vitesse de l’écoulement. Les
effets d’une inclusion sur le champ de vitesse (via le sillage hydrodynamique par exemple) pourront
être observés à l’aide de cette expérience dans une étude ultérieure. Dans cette perspective, une
bille statique sera fixée dans l’écoulement dans une des pièces de la section d’essai dans le but de
mesurer à l’ECFM l’effet des perturbations hydrodynamiques générées par le sillage.

Une boucle de galinstan est conçue pour cette étude. Comme pour la première étude expéri-
mentale, les perturbations du champ électromagnétique sont mesurées à l’aide d’un ECFM. Les
mesures expérimentales sont réalisées sur une plage de débit entre 0.39 l.min−1 et 4.27 l.min−1.
En l’absence d’inclusion dans la boucle, les résultats pourront être comparés à ceux de la première
étude expérimentale, où le profil de vitesse est uniforme.

Une description du montage expérimental est donnée dans la sous-section 2.4.1. Le pompage
du galinstan, la section d’essai et l’ECFM sont détaillés dans chaque sous-partie. Le système
de pilotage de l’ECFM, présenté dans la section 2.2, est le même que celui de la première étude
expérimentale. La sous-section 2.4.2 présente les signaux temporels mesurés après démodulation par
le lock-in amplifier. Enfin, la mesure des profils de vitesse de l’écoulement, réalisée par vélocimétrie
ultrasonore Doppler, est décrite dans la sous-section 2.4.3.

2.4.1 Montage expérimental

Cette partie décrit le montage expérimental représenté sur la figure 2.14a. La section d’essai,
maintenue par une structure de profilés en aluminium, est visible au milieu de la photo. On y dis-
tingue les ECFM dans la partie inférieure (couleur cuivre) et le système de vélocimétrie ultrasonore
Doppler dans la partie supérieure. La pompe entraînant le galinstan est placée à l’extérieur de la
structure, en bas à droite. On distingue les câbles de branchement de l’ECFM reliés au système
d’acquisition sur la partie gauche de la photo. Le lock-in et l’OTA, non visibles sur la photo, sont
disposés sur la table à gauche de la structure.
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(a)

(b)

(c)

Figure 2.14 – (a) Vue générale de la boucle de galinstan : section d’essai comprenant les ECFM
et le système de vélocimétrie ultrasonore Doppler (au centre), conduites en plastique flexible et
en acier inox (diamètre intérieur 10 mm), et pompe volumétrique (en bas à droite). (b) Zoom sur
la section d’essai, fabriquée en trois pièces. Les sondes UVP (Ultrasound Velocity Profiler) sont
placées dans la pièce supérieure, et les bobines des ECFM sont enroulées autour des pièces centrale
et inférieure. Une bille est fixée au milieu de la pièce centrale pour visualiser les phénomènes de
sillage. (c) Schéma 3D du positionnement d’une bille à l’intérieur de la pièce centrale, en vue d’une
étude ultérieure.

Section d’essai

La section d’essai est une longue conduite verticale, de 25 mm de diamètre intérieur et 540 mm
de hauteur, constituée de trois pièces (photo dans la figure 2.14b), dans laquelle le galinstan s’écoule
vers le bas. La pièce supérieure contient des emplacements pour les sondes UVP (Ultrasound
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Velocity Profiler), utilisées pour la mesure du profil de vitesse de l’écoulement (voir sous-section
2.4.3). La pièce centrale et la pièce inférieure sont entourées de 13 bobines, pouvant jouer le rôle de
bobine primaire ou secondaire d’un ECFM selon le branchement choisi. Les multiples combinaisons
de branchements possibles permettent de sonder l’écoulement en diverses positions par ECFM. En
amont de la pièce supérieure, un divergent est utilisé afin de stabiliser les conditions d’écoulement
dans la section d’essai. La longueur d’établissement d’un écoulement en conduite étant usuellement
estimée à 10 diamètres (soit 250 mm dans notre cas), on considère que l’écoulement est développé
lorsque le métal liquide traverse la pièce centrale contenant les ECFM.

À titre de perspective, une bille de diamètre 8 mm sera placée au milieu de la pièce centrale,
maintenue en position par une tige horizontale, comme représenté sur la figure 2.14c. Son sillage
génère des perturbations hydrodynamiques pouvant être mesurées par les divers ECFM en aval de
la bille. Pour cette géométrie particulière, une option de fabrication envisageable est l’impression
3D. La longueur importante de la section d’essai nécessite d’imprimer la section en trois pièces. Les
pièces, d’une longueur de 180 mm chacune, sont reliées entre elles par des brides. L’impression 3D
est réalisée au laboratoire (imprimante ProJet MJP 3600), et le matériau utilisé est le polyamide
VisiJet R© M3 Crystal (propriétés dans le tableau 2.2, page 33). Il est à noter qu’une impression de la
section d’essai en une seule pièce a été testée et s’est avérée défectueuse : un flambage important a
lieu durant le refroidissement après l’impression 3D, induisant une courbure de la pièce observable
à l’œil nu.

Le dimensionnement de la tige qui maintient la bille doit répondre à deux critères : assurer une
tenue mécanique aux efforts hydrodynamiques, et minimiser le sillage de la tige. Une tige à section
elliptique orientée avec le grand axe dans le sens de l’écoulement permet de satisfaire efficacement
aux deux critères. Le grand axe vaut ici 2 mm et le petit axe 0.5 mm. Les efforts hydrodynamiques
correspondent ici à la poussée d’Archimède PA et aux forces de traînée FD sur la tige et la bille,
qu’on exprime respectivement par :

PA = ρV g et FD =
1

2
ρScDU

2, (2.6)

où ρ est la masse volumique du liquide, V le volume d’un corps immergé (tige ou bille, par exemple)
et S sa surface apparente, g l’accélération de pesanteur, cD le coefficient de traînée et U la vitesse
du liquide loin du corps. Dans le cas d’un écoulement laminaire autour de la bille (nombre de
Reynolds Reb = ρUD/ν inférieur à 1, où D est le diamètre de la bille et ν la viscosité cinématique
du liquide), le coefficient de trainée de la bille est déterminé par la formule de Stokes :

cD =
24

Reb
. (2.7)

Dans le cas d’un écoulement turbulent et dans la limite 1 ≤ Reb ≤ 2.6 × 105, le coefficient de
trainée de la bille est déterminé par la corrélation de Turton et Levenspiel [51] :

cD =
24

Reb

(
1 + 0.173Re0.657

b

)
+

0.413

1 + 16300Re−1.09
b

. (2.8)

Dans les configurations étudiées ici, le nombre de Reynolds de la bille Rb varie entre 2.08 × 10−2

(pour U ∼ 1 cm.s−1) et 2.08 (pour U ∼ 1 m.s−1). Dans le cas d’un écoulement de métal liquide
confiné excité par un champ magnétique DC, on note que les effets de la force de Laplace sur le
sillage d’une sphère rigide isolante électrique, fixée dans l’écoulement, ont été étudiés récemment par
Delacroix et Davoust [52]. Du fait des faibles nombres de Hartmann et de Stuart utilisés dans l’étude
(Hab = BD

√
σ/η ≤ 0.32 et Nb = B2Dσ/ρU ≤ 0.45 pour la plus grosse bille de diamètre D = 5

mm, voir page 167 de l’annexe A), ces effets magnétohydrodynamiques sont a priori négligeables
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dans notre configuration. Par ailleurs, les coefficients de trainée d’une tige à section elliptique dans
des écoulements laminaire et turbulent sont donnés par White [53] (page 489). Dans le cas d’un
rapport grand axe/petit axe égal à 4, correspondant à notre tige, les coefficients de trainée de la
tige en régimes laminaire et turbulent valent respectivement :

cD = 0.35 et cD = 0.15. (2.9)

Les forces hydrodynamiques sur la tige et la bille étant déterminées par les expressions (2.6) à
(2.9), on utilise les solutions classiques de résistance des matériaux pour le dimensionnement. La
tige peut être modélisée par une poutre encastrée-libre, ou « console », avec une charge uniformé-
ment répartie (efforts hydrodynamiques sur la tige) et une charge ponctuelle à l’extrémité libre
(efforts hydrodynamiques sur la bille). On calcule d’abord la force de réaction à l’appui F , puis le
moment fléchissant maximal Mfz max et la contrainte maximale σmax par :

Mfz max =





FL si charge ponctuelle

FL

2
si charge répartie

et σmax =
Mfz max

IGz
ymax, (2.10)

où L est la longueur de la poutre (ici la longueur de la tige, L = 12.5 mm), IGz le moment moment
quadratique de la section elliptique (ici IGz = 3.14 mm4) et ymax la distance la plus grande à l’axe
neutre (ici le demi-grand axe de l’ellipse, ymax = 1 mm). Les contraintes dans la tige peuvent
sont calculées à partir des expressions (2.6) à (2.9), pour une vitesse débitante I = 0.5 m.s−1

(la vitesse débitante maximale de la pompe utilisée vaut 145 mm.s−1 dans la section d’essai, voir
partie suivante). En additionnant toutes les forces (c’est à dire si l’écoulement est vers le haut), on
remarque que la contrainte totale de 139.3 kPa est bien inférieure à la contrainte de résistance à
la flexion de 45 MPa du polyamide VisiJet R© M3 Crystal. Afin de diminuer les efforts sur la tige
cependant, l’écoulement du galinstan est orienté vers le bas de manière à ce que les forces de traînée
s’opposent à la poussée d’Archimède. Il est à noter que la tenue en fatigue n’est pas considérée
pour le dimensionnement.

Pompe volumétrique

La pompe utilisée pour la boucle est une pompe volumétrique à engrenages MDG-M4S6 fabri-
quée par Iwaki (photo dans la figure 2.15a). Les engrenages, poussant le liquide dans le corps de
pompe, sont mis en mouvement par entraînement magnétique : un aimant (entraîneur) fixé sur
l’axe moteur entraîne sans liaison mécanique, de manière synchrone, au travers du corps arrière,
un autre aimant (entraîné) fixé aux engrenages. Grâce à l’absence de liaison mécanique entre le
moteur et les engrenages dans le corps, l’entraînement magnétique permet une étanchéité totale
de la pompe particulièrement intéressante pour l’usage du galinstan. Les pièces dans le corps de
pompe sont par ailleurs en acier inox 316 hautement résistant à la corrosion, et non réactif avec
le galinstan. Quelques spécifications de la pompe sont présentées dans le tableau 2.4. Le débit
maximal de la pompe correspond à une vitesse débitante de 163 mm.s−1 dans la section d’essai. La
viscosité dynamique du galinstan est par ailleurs de 2.40×10−3 Pa.s (soit 2.40 cP), donc largement
inférieure à la viscosité maximale de la pompe (200 cP).

Les pertes de charge dans la boucle sont estimées préalablement au choix de la pompe, et
doivent être inférieures à la pression maximale de la pompe (0.6 MPa, tableau 2.4). On distingue
les pertes de charge linéaires, dues à la friction dans les parties rectilignes de la boucle, des pertes
de charge singulières, dues aux accidents de canalisation ou aux obstacles (coudes, vannes, clapets).



42 2. DISPOSITIFS EXPÉRIMENTAUX

(a)

(b)

Figure 2.15 – (a) Photo de la pompe à engrenages Iwaki MDG-M4S6. (b) Photo du variateur
Hitachi L200.

Tableau 2.4 – Spécifications de la pompe Iwaki MDG-M4S6.

Débit maximal 4.8 l.min−1

Pression maximale 0.6 MPa

Température 0 à 50◦C

Viscosité maximale 200 cP

Les pertes de charge linéaires sont calculées avec l’équation de Darcy-Weisbach,

∆P = fD
L

Dh
ρ
U2

2
, (2.11)

où fD est le coefficient de frottement de Darcy, L est la longueur des conduites rectilignes et Dh

leur diamètre hydraulique, ρ est la masse volumique du liquide et U est la vitesse débitante. Le
coefficient de frottement de Darcy est dépendant du nombre de Reynolds de l’écoulement. On le
calcule par [54] (pages 317 et 321) :

fD =





64

Re
si Re < 2000

0.3164Re−0.25 si Re > 3000 (corrélation de Blasius)
. (2.12)

Les pertes de charge singulières sont calculées par :

∆P = Kρ
U2

2
, (2.13)

où le coefficient K des pertes de charge singulières dépend de la géométrie de l’accident de canali-
sation, ou de l’obstacle. Les valeurs du coefficient K sont données par White [53] (page 391) pour
plusieurs géométries, résumées dans le tableau 2.5 pour un diamètre nominal de 1/2 pouce (soit
1.27 mm). Pour une vitesse U = 0.5 m.s−1 dans la section d’essai soit un débit de 14.7 l.min−1, les
pertes de charge linéaires s’élèvent à 0.229 MPa (en prenant 4 m de tubes à 10 mm de diamètre
intérieur) et les pertes de charge singulières sont de 4.86 kPa, soit au total ∆P = 0.234 MPa. Les
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pertes de charge ∆P estimées sont ici bien inférieures à la pression maximale de la pompe (de 0.6
MPa).

Tableau 2.5 – Valeurs du coefficient K des pertes de charge singulières pour plusieurs géométries
[53] (page 391).

Coude à 45◦ (quantité : 2) K = 0.39

Dérivation en T, écoulement droit (quantité : 2) K = 0.90

Dérivation en T, écoulement à 90◦ (quantité : 1) K = 2.40

Divergent (quantité : 1) K = 0.71

Convergent (quantité : 1) K = 0.35

Il est à mentionner que deux autres pompes ont été envisagées pour la boucle. Un premier test
en galinstan a été effectué avec une pompe péristaltique (modèle 620UNR de Watson Marlow) :
l’entraînement du liquide est assuré mais le débit pulsé, inhérent à ce type de pompe, ne correspond
pas aux spécifications de l’étude expérimentale. La conception d’une pompe magnétohydrodyna-
mique a également été envisagée.

La pompe MDG-M4S6 est alimentée électriquement par le variateur Hitachi L200 (figure 2.15b).
Le variateur est alimenté en entrée par la tension du réseau (220 V, 50 Hz) et fournit en sortie une
tension de 220 V à fréquence variable transmise au moteur de la pompe. La vitesse du moteur est
régulée en faisant varier la fréquence en sortie du variateur, de 0 à 22 Hz dans notre utilisation. Le
processus de régulation de fréquence dans le variateur génère un bruit électromagnétique important
sur les appareils alentours (tels que l’ECFM) ainsi que des perturbations harmoniques sur le réseau
électrique. Afin de limiter ces nuisances, le variateur est branché sur un secteur électrique différent
de celui utilisé pour les mesures électroniques (lock-in, OTA) et éloigné de la section d’essai.

ECFM

Les bobines des ECFM sont entourées autour des pièces inférieure et centrale de la section
d’essai. La figure 2.16 montre une photo de la pièce centrale de la section d’essai avant le montage.
Chaque bobine mesure 10 mm de longueur pour un diamètre intérieur de 33 mm (correspondant
au diamètre extérieur de la pièce), et est constituée de deux enroulements de fil de cuivre de dia-
mètre 0.4 mm (correspondant à un nombre de spires par unité de longueur nS = 2.5 spires.mm−1).
Les bobines sont séparées par un cran cylindrique large de 2 mm facilitant l’enroulement. Selon
l’utilisation voulue, les bornes de chaque bobine peuvent être connectées sur l’amplificateur trans-
conductance (pour former une bobine primaire) ou sur l’Input 2 du lock-in (pour former une bobine
secondaire). De cette manière, un ECFM à trois bobines S1-P-S2 peut être constitué à plusieurs
endroits de la pièce et donc mesurer un débit à diverses positions de l’écoulement (11 positions
précisément étant donné qu’il y a 13 bobines). Il est par ailleurs possible de brancher deux bobines
adjacentes en série de manière à former une bobine plus longue, par exemple pour intensifier le
champ d’une bobine primaire. Les bobines sont numérotées dans l’ordre croissant de haut en bas,
de 1 à 13 sur la pièce centrale et de 14 à 16 sur la pièce inférieure. La configuration des bran-
chements de l’ECFM est indiquée par la suite par le numéro des bobines utilisées. Par exemple,
la configuration 6-7-8 correspond à la bobine 6 utilisée pour la secondaire S1, la bobine 7 pour la
primaire P et la bobine 8 pour la secondaire S2.
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Figure 2.16 – Photo de la pièce centrale de la section d’essai, sur laquelle sont enroulées 13 bobines
servant à la mesure par ECFM. La configuration d’ECFM 6-7-8 est indiquée à titre d’exemple.

2.4.2 Signaux mesurés après démodulation - écoulement sans billes

Cette partie contient plusieurs exemples de signaux mesurés et démodulés, en l’absence de bille
statique dans l’écoulement. L’analyse et l’interprétation de ces signaux est l’objet du chapitre 4.

La figure 2.17 montre les différences de tension ∆V|| et ∆V⊥ entre les bobines secondaires (confi-
guration 6-7-8) mesurées après démodulation du signal par le lock-in amplifier, pour différentes
fréquences du variateur (donc différents débits d’écoulement) : 0 Hz (sans écoulement, ), 2 Hz
( ), 6 Hz ( ), 10 Hz ( ), 14 Hz ( ), 18 Hz ( ) et 22 Hz ( ). La mesure en statique représentée
en noir sert de référence. Lorsque le débit augmente (du bleu au rouge), les effets de la vitesse se
caractérisent par un décalage en tension du signal par rapport à la référence ( ) similaire à celui
observé dans la première expérience pour un écoulement à profil piston. On observe ce décalage
sur la composante en phase ∆V|| comme sur la composante en quadrature ∆V⊥. Des fluctuations
des signaux sont visibles pour certains débits, dont l’origine n’est pas discutée ici. Dans la suite,
on s’affranchira de ces fluctuations en considérant uniquement les valeurs moyennes des décalages
de tension.
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-3.2
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10-4

(a)
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-1.92
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10-3
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Figure 2.17 – Pour la section d’essai sans bille, composantes en phase (a) et en quadrature (b) de
la différence de tension ∆V entre les bobines secondaires après démodulation par le lock-in pour
plusieurs fréquences du variateur (donc plusieurs débits d’écoulement) : 0 Hz (sans écoulement,
), 2 Hz ( ), 6 Hz ( ), 10 Hz ( ), 14 Hz ( ), 18 Hz ( ) et 22 Hz ( ). Fréquence du courant

dans la primaire : 1 kHz.
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En utilisant la décomposition du flux magnétique de Kumar et al. [16, 1] dans le cas d’un
écoulement sans bulles et pour un faible Reynolds magnétique Rm, on retrouve l’équation (2.4)
(page 35). Expérimentalement, les composantes ∆V0,|| et ∆V0,⊥, idéalement nulles dans le cas
où les bobines secondaires sont identiques, correspondent aux signaux mesurés lorsqu’il n’y a pas
d’écoulement (courbes noires dans la figure 2.17), et les composantes ∆VU, et ∆VU,⊥ correspondent
aux décalages en tension observés.

Il est à noter qu’un bruit de mesure important a été observé sur les signaux bruts (avant
démodulation par le lock-in amplifier) lors de l’acquisition des signaux ∆V|| et ∆V⊥ (démodulés
dans la figure 2.17). Ce bruit est a priori généré par le variateur de la pompe, au travers de
perturbations par rayonnement électromagnétique et via le réseau électrique. Cette affirmation
est justifiée par l’observation de perturbations similaires aux bornes d’un ECFM extérieur à la
boucle, lorsque le variateur est actif. Le processus de démodulation effectué par le lock-in amplifier
(voir section 2.2) permet de ne pas considérer le bruit de mesure généré par le variateur. Dans la
démodulation en effet, le signal brut est multiplié par la porteuse, puis traité par un filtre passe-bas
(RC) dont la fréquence de coupure est ici fixée suffisamment basse, à 100 mHz, pour atténuer la
majorité des perturbations.

2.4.3 Vélocimétrie ultrasonore Doppler (UVP)

Cette partie décrit la méthode de vélocimétrie ultrasonore Doppler (UVP pour Ultrasonic Velo-
city Profile) utilisée pour mesurer le profil de vitesse de l’écoulement de métal liquide. Le principe
physique de la méthode, ainsi que les paramètres de réglage importants, sont présentés dans un
premier temps. Quelques exemples de profils mesurés sont présentés dans la deuxième sous-partie.

Principe de la méthode

La vélocimétrie ultrasonore Doppler est une méthode de mesure de vitesse basée sur la réflexion
d’une onde ultrasonore sur des particules advectées dans un écoulement. Initialement utilisée pour
caractériser les écoulements sanguins [55], cette méthode s’est largement répandue en mécanique
des fluides pour la vélocimétrie de fluides opaques tels que les métaux liquides [56, 57, 58]. Dans
le cadre de notre étude expérimentale, la vélocimétie Doppler est utilisée pour mesurer les profils
de vitesse de l’écoulement traversant l’ECFM. L’appareil utilisé est l’Ultrasound Velocity Profiler
UVP-Duo de Met-Flow, présenté dans la figure 2.18a. Les profils obtenus permettent d’estimer
le débit de l’écoulement, et donc son nombre de Reynolds. Ces profils pourront en outre être
implémentés dans le modèle théorique de l’ECFM décrit dans le chapitre 3.

(a) (b)

Figure 2.18 – (a) Photo de l’appareil de mesure : Ultrasound Velocity Profiler UVP-Duo (image
Met-Flow). (b) Photo d’une sonde UVP 4 MHz de diamètre 5 mm.
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Le principe physique de l’UVP, similaire à celui de l’écholocation ou du sonar, est illustré dans la
figure 2.19. La sonde est un transducteur électro-acoustique basé sur l’effet piézo-électrique (photo
de la figure 2.18b), jouant à la fois le rôle d’émetteur et de récepteur. Une série de trains d’onde
ultrasonores (ou « pulses ») est émise dans l’écoulement de métal suivant l’axe x de la figure 2.19.
Chaque pulse est composé de n = 2 à 128 oscillations dont la fréquence f0, propre à la sonde,
est égale dans notre cas à 8 MHz. Dans les expériences, nous fixons le nombre d’oscillations par
pulse à n = 4. Lorsqu’un pulse rencontre une particule dans le liquide, une partie de l’énergie est
réfléchie. Si la particule est en mouvement par rapport à la sonde, l’écho est décalé en fréquence
par rapport à f0 par effet Doppler. Le décalage en fréquence fd est directement relié à la vitesse
relative ux de la particule le long du rayon acoustique (axe x de la figure 2.19) par la relation :

ux
c

=
fd
2f0

, (2.14)

où c est la vitesse du son dans le liquide. Cette formule intègre deux décalages Doppler, d’où la
présence d’un facteur 2 dans le dénominateur du membre de droite. Le premier décalage est dû
au mouvement relatif de la particule par rapport à l’émetteur (onde aller), et le second est dû
au mouvement relatif du récepteur par rapport à la particule (onde retour). La vitesse ux de la
particule est déterminée grâce à la mesure de fd ; et sa distance à la sonde xp est déduite du temps
de vol t du pulse ultrasonore entre l’émission et la réception, mesuré par l’UVP, tel que :

t =
2xp
c
. (2.15)

En résumé, les mesures du décalage en fréquence fd et du temps de vol t du pulse ultrasonore
permettent de calculer la vitesse et la position d’une particule dans le fluide. En supposant que les
particules advectées sont suffisamment petites pour suivre le liquide, on peut déterminer le profil
de vitesse de l’écoulement. Dans le cas du galinstan, il a été montré que des particules d’oxyde sont
naturellement présentes en quantité suffisante dans le liquide pour effectuer les mesures UVP [58].
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Figure 2.19 – Schéma de principe de l’UVP. Un pulse ultrasonore est émis par la sonde et se
propage dans l’écoulement le long de l’axe x. Les particules advectées par l’écoulement interceptent
l’onde ultrasonore et émettent un écho décalé en fréquence par effet Doppler.

La résolution spatiale du profil ∆x est fixée par la vitesse du son dans le galinstan c = 2700

m.s−1, la fréquence ultrason de la sonde f0 et le nombre d’oscillations par pulse n, par la relation :

∆x =
nc

2f0
. (2.16)
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La figure 2.20 illustre cette relation. Un pulse est émis par la sonde à l’instant t0 = 0 s et avance
dans l’écoulement le long de l’axe x à une vitesse c.

• À l’instant t1 après l’émission, le début du pulse est à la position x1. Un écho commence
à être généré par les particules présentes dans l’écoulement à la position x1. Cet écho sera
capté par la sonde à partir de l’instant T1 = 2t1.

• À l’instant t2 = t1 + n/2f0, le pulse a avancé de moitié et impacte les particules en x2 =

x1 + ∆x où ∆x = nc/2f0. L’écho généré par ces particules arrivera sur la sonde à l’instant
T1 + n/f0. Au même instant t2, les particules à la position x1 émettent toujours un écho qui
arrivera sur la sonde à l’instant T1 + n/2f0.

• À l’instant t3 = t1 + n/f0, le pulse a avancé de sa propre longueur 2∆x. Les particules
situées à la position x1 cessent de générer un écho ; leur dernier écho est capté par la sonde
à l’instant T1 +n/f0. Les particules au-delà de x1 génèrent un écho qui arrivera sur la sonde
après T1 + n/f0.

Lorsque la sonde mesure les échos entre les instants T1 et T1 + n/f0, les échos mesurés sont donc
émis uniquement par des particules situées entre x1 et x1 + ∆x. Les échos émis par les particules
situées avant x1 sont mesurés avant T1, et ceux émis par les particules après x1 + ∆x sont mesurés
après T1 + n/f0. De plus, les échos émis par les particules situées en x1 arrivent nécessairement
entre T1 et T1 +n/f0. La résolution spatiale est donc égale à ∆x = nc/2f0, où ∆x correspond alors
à la longueur du volume de liquide dont les échos sont mesurés pendant un temps n/f0.
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Figure 2.20 – Schéma illustrant le calcul de la résolution spatiale ∆x de la mesure UVP.

Le réglage du nombre d’oscillations par pulse n influe sur la précision de mesure du décalage
en fréquence fd et, comme vu précédemment, sur la résolution spatiale ∆x. Lorsque n augmente,
la mesure du décalage Doppler fd est plus précise au détriment de la résolution spatiale ∆x. Il est
donc nécessaire de faire un compromis lors du réglage du nombre d’oscillations par pulses. Pour
les expériences réalisées dans cette étude, le réglage utilisé est n = 4. La résolution spatiale vaut
dans ce cas ∆x = 0.675 mm.

La mesure de fd est relativement peu précise si on considère l’écho mesuré pour un seul pulse,
d’autant plus si le nombre d’oscillations n est petit. La méthode utilisée par l’UVP est donc
d’utiliser un faisceau ultrasonore contenant une répétition de pulses et de moyenner les mesures de
fd. Le nombre de pulses émis par la sonde pour construire un profil de vitesse est réglé dans notre
cas à 256 : en chaque point du profil, les vitesses sont mesurées pour chaque pulse puis moyennées
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sur les 256 répétitions. L’augmentation du nombre de pulses par profil permet une précision accrue
sur la mesure de vitesse, mais engendre une résolution temporelle moins bonne. Dans le cadre des
expériences, le temps nécessaire pour construire un profil de vitesse à partir des 256 pulses est égal
à 240 ms. Le profil de vitesse moyen final est obtenu en mesurant 512 profils de vitesse (soit 131
072 pulses émis par le transducteur), pour un temps d’acquisition total de 123 s.

Un récapitulatif des paramètres de l’UVP utilisés dans les expériences est présenté dans le
tableau 2.6.

Tableau 2.6 – Données utiles pour la vélocimétrie UVP.

Fréquence ultrason de la sonde f0 8 MHz

Vitesse du son dans le galinstan c 2700 m.s−1

Nombre d’oscillations par pulse n 4

Durée d’un pulse ∆t 0.5 µs

Résolution spatiale ∆x 0.675 mm

Nombre de pulses pour l’obtention d’un profil 256

Temps nécessaire pour l’obtention d’un profil 0.240 ms

Nombre de profils moyennés pour une acquisition 512

Temps d’une acquisition 123 s

Angle de la sonde par rapport à l’écoulement θ 30◦

Exemples de profils de vitesse

La figure 2.21a montre une photo de la pièce supérieure de la section d’essai contenant les
emplacements pour les sondes UVP. Pour chaque acquisition, deux sondes UVP 8 MHz sont intro-
duites dans les emplacements et placées de manière à être affleurantes à l’écoulement de galinstan.
L’écoulement étant vers le bas, le sillage généré par la sonde est en aval de la zone de mesure et
n’est pas intrusif. L’utilisation de deux sondes, perpendiculaires l’une par rapport à l’autre, permet
de valider les mesures et de contrôler la symétrie de l’écoulement.

Les profils de vitesse mesurés par les deux sondes (figure 2.21a) sont présentés dans les figures
2.21b et 2.21c respectivement. Pour ces mesures, la fréquence en sortie du variateur est fixée à
2 Hz, et le nombre de Reynolds est de l’ordre de 1200. L’extrémité de la sonde en contact avec
l’écoulement est située en x = 5 mm. L’écart de mesure entre les deux sondes est supérieur à 20%
pour les points proches de la sonde (5 ≤ x ≤ 9 mm), et de l’ordre de 2% pour les points au centre de
la conduite (9 ≤ x ≤ 23 mm). Les sondes sont en effet positionnées affleurantes à l’écoulement avec
un certain jeu de positionnement. Ce jeu est susceptible de générer un écart de mesure important
entre les deux sondes dans la zone de fort gradient de vitesse, c’est à dire à proximité de la sonde.

Par ailleurs, des réflexions multiples au voisinage de la paroi opposée à la sonde (x & 28 mm)
invalident la mesure du profil de vitesse dans cette zone. Le même phénomène est observé dans la
littérature [58]. Nous nous intéressons par la suite à la première moitié du profil de vitesse mesurée
de la sonde jusqu’au centre de la conduite, c’est à dire pour 5 ≤ x ≤ 17.5 mm.
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Figure 2.21 – (a) Photo de l’installation des sondes utilisées pour la mesure UVP. (b,c) Exemples
de profils de vitesse mesurés pour une fréquence en sortie du variateur de 2 Hz.

Du fait que la résolution spatiale ∆x est grande par rapport à la l’épaisseur de couche limite
(∆x = 0.675 mm), la position du contact sonde/écoulement, où la vitesse du liquide s’annule, n’est
pas connue exactement lors de la mesure du profil de vitesse. Le « zéro » du profil est alors estimé
à partir d’une extrapolation linéaire des deux premiers points du profil. La figure 2.22 montre un
exemple des demi-profils mesurés par les deux sondes en extrapolant le point x = 0 mm, pour une
fréquence du variateur de 12 Hz, soit un nombre de Reynolds de l’ordre de 5400.

Pour chaque sonde, le demi-profil mesuré est comparé à la corrélation de Reichardt, décrivant
le profil de vitesse d’un écoulement turbulent développé dans une conduite cylindrique [59]. La
corrélation de Reichardt donne une expression de la vitesse sans dimension u+ = u/uτ en fonction
de la distance à la paroi sans dimension y+ = yuτ/ν,

u+ =
1

κ
ln



(
1 + κy+

)
3

2
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[
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(
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+

y+
1

)
−
(
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+
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1

)
exp

(
−y

+

3

)]
, (2.17)

où κ est la constante de Von Karman (κ ≈ 0.41), C1 une constante telle que C1 = 5.5−lnκ/κ ≈ 7.8,
et y+

1 = 11. On note ici r̃ = r/R la coordonnée radiale adimensionnée par le rayon R de la
conduite cylindrique. Les paramètres utilisés pour l’adimensionnement de y+ et u+ sont la viscosité
cinématique ν et la vitesse de friction à la paroi uτ , inconnue dans notre cas. Il est en effet nécessaire
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d’avoir une mesure du profil de vitesse très résolue à proximité de la paroi pour obtenir uτ , i, ce
qui n’est pas le cas des mesures UVP. La vitesse de friction uτ est estimée ici par un calage de la
corrélation avec les mesures expérimentales (par régression non linéaire). Un bon accord entre les
mesures UVP et la corrélation est observé pour les débits les plus élevés (fréquence du variateur
supérieure à 10 Hz, soit un nombre de Reynolds de supérieur à 4500) et pour les points au centre
de la conduite. La mesure de vitesse dans la couche limite étant biaisée par le positionnement de la
sonde dans l’écoulement, il est logique d’observer une déviation entre les mesures et la corrélation
à proximité de la sonde (pour x . 2.5 mm sur la figure 2.22).
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Figure 2.22 – Demi-profils de vitesse mesurés par l’UVP pour une fréquence en sortie du variateur
de 12 Hz. Les profils sont comparés à la corrélation de Reichardt [59] ( ), équation (2.22). (a)
Sonde 5. (b) Sonde 10.

La mesure des profils de vitesse est effectuée sur une plage de débit correspondant à une
fréquence en sortie du variateur fixée entre 2 Hz et 22 Hz. Pour chaque fréquence, les demi-profils
mesurés par les deux sondes sont moyennés puis comparés à la corrélation de Reichardt. La valeur
du débit peut ensuite être calculée en intégrant le profil de vitesse u(r), déterminé par la corrélation,
sur la section de la conduite. Ce calcul permet de calibrer le débit fourni par la pompe en fonction
de la fréquence du variateur. La figure 2.23 montre que ce débit suit une tendance linéaire en
fonction de la fréquence du variateur. Dans cette figure, pour chaque fréquence du variateur, le
débit est calculé à partir d’une acquisition.

2.5 Incertitudes de mesures et ajustement des carac-
téristiques de l’ECFM

Cette partie présente une discussion sur deux aspects propres à la métrologie. Les incertitudes
de mesure sont discutées dans une première sous-partie. Dans la deuxième sous partie, une méthode
d’ajustement (analogue à un étalonnage) des modèles théoriques de l’ECFM sur l’expérience est
développée afin de pouvoir comparer quantitativement les résultats théoriques aux mesures expé-
rimentales.
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Figure 2.23 – Débit fourni par la pompe en fonction de la fréquence du variateur calculé à partir
des mesures UVP ( ), et approché par une interpolation linéaire ( ) : Q ≈ 0.194 × fvariateur

(l.min−1).

2.5.1 Incertitudes de mesure

Les mesures réalisées à l’ECFM sont soumises aux incertitudes de mesure usuelles, définies par
le Bureau international des poids et mesures (BIPM) et divisées en deux catégories [60] :

• les incertitudes évaluées par une évaluation de type A, c’est à dire une « évaluation d’une com-
posante de l’incertitude de mesure par une analyse statistique des valeurs mesurées obtenues
dans des conditions définies de mesurage » [60] (exemple : répétabilité, reproductibilité) ;

• les incertitudes évaluées par une évaluation de type B, c’est à dire une « évaluation d’une
composante de l’incertitude de mesure par d’autres moyens qu’une évaluation de type A
de l’incertitude » [60] (exemple : précision des appareils utilisés donnée par le constructeur,
tolérance des pièces utilisées dans le montage, etc.).

Dans notre cas, les incertitudes de mesure sont évaluées à partir d’une étude de répétabilité
(plusieurs mesures avec même procédure de mesure, même opérateur, mêmes conditions de fonc-
tionnement, même objet mesuré, etc.). Pour l’expérience 1, la tension ∆V est mesurée à l’ECFM au
cours de 10 allers-retours de l’ECFM autour d’un même tube (voir figure 2.13, page 37). L’écart-
type entre les 10 allers-retours, de l’ordre de 2 µV, correspond alors à l’incertitude de mesure.
Pour l’expérience 2, la tension ∆V est mesurée 10 fois d’affilée, durant un temps de 25 s à chaque
fois (voir figure 2.17, page 44). L’écart-type entre les 10 mesures correspond ici à l’incertitude de
mesure.

Une étude de reproductibilité (procédure de mesure, opérateur, conditions de fonctionnement
différents sur un objet similaire) ainsi qu’une évaluation de type B restent à effectuer pour détermi-
ner les incertitudes de manière plus complète. Pour une évaluation de type B ultérieure, le tableau
2.7 rassemble les tolérances des différentes pièces utilisées dans les deux expériences, donnés par les
fournisseurs. En outre, le tableau 2.8 présente la précision de mesure du Lock-in Amplifier donnée
par Zurich Instruments.

2.5.2 Ajustement des modèles théoriques de l’ECFM

Les résultats expérimentaux sont comparés à plusieurs modèles théoriques dans les chapitres 4
et 6. Ces modèles contiennent un nombre élevé de paramètres, des données physiques (fréquence
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Tableau 2.7 – Tolérances des pièces utilisées dans les deux dispositifs expérimentaux.

Tolérance

Pièces d’impression 3D 0.025 à 0.05 mm par 25.4 mm des
dimensions de la pièce

Pièces en PEEK 0.05 mm

Pièces en Macor 0.1 mm

Positionnement du fil (expérience 1) 0.25 mm

Tableau 2.8 – Précisions des entrées/sorties du Lock-in Amplifier.

Sensibilité de l’entrée 1 nV à 1.5 V

Résolution de la fréquence de référence (sortie) 0.7 µHz

Résolution de la phase de référence (sortie) 1.0 µ◦

et intensité du courant dans la bobine primaire, conductivité du métal, champ de vitesse, etc)
aux données géométriques (longueurs, diamètres et nombres de spires des bobines primaires et
secondaires, diamètre de la conduite, etc). En particulier, le nombre de spires de chaque bobine
n’est pas fixé dans la fabrication des ECFM, leur longueur étant déjà imposée. Dans le cas idéal,
le nombre de spire par unité de longueur nS des bobines vaut simplement :

nS =
1

dfil
= 2.5 spires.mm−1 avec dfil = 0.4 mm, (2.18)

où dfil est le diamètre du fil de cuivre, identique pour toutes les bobines. Dans le cas réel cependant,
le jeu entre les spires ainsi que les défauts inhérents à l’enroulement induisent une erreur relative-
ment importante par rapport à la valeur idéale (2.18), dont l’estimation est difficile. De manière
à déterminer une valeur précise du nombre de spires par unité de longueur, les inductances des
bobines de l’ECFM sont mesurées à vide (en l’absence de métal liquide), puis comparées à l’in-
ductance théorique calculée à partir de la géométrie de la bobine. Par méthode inverse, il est alors
possible d’obtenir la valeur du nombre de spires par unité de longueur.

Détermination du nombre de spires par mesure d’inductance

Plusieurs formules - développées au début du XXième siècle, avant l’essor du calcul numérique,
et basées sur des tables - permettent de calculer précisément les inductances. En particulier, Rosa
développe en 1907 une méthode de calcul semi-empirique de l’auto-inductance d’un solénoïde de
longueur quelconque avec un nombre quelconque de couches d’enroulement [61]. La démarche
consiste à calculer d’abord l’inductance d’un solénoïde mince (d’épaisseur négligeable), puis à
rajouter des termes correctifs pour tenir compte de l’épaisseur de la bobine et de la répartition du
courant dans les fils. La géométrie de la bobine, de longueur l, de rayon moyen a et d’épaisseur t,
est représentée dans la figure 2.24.

L’auto-inductance Ls d’un solénoïde de rayon a, de longueur l, et d’épaisseur infiniment mince,
est déterminée dans un premier temps. L’épaisseur du solénoïde étant négligeable, le courant tra-
versant ce solénoïde est surfacique (d’où l’indice « s »), et assimilable à une nappe de courant
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cylindrique. En reprenant les notations de Rosa, le nombre de spires n′ du solénoïde mince est dé-
fini par n′ = l/t. L’auto-inductance Ls peut être calculée dans notre cas par la formule de Lorenz
[62] :

Ls =
4πn′

3l2

(
d
(
4a2 − l2

)
E(k) + dl2F (k)− 8a3

)
, (2.19)

où d =
√

4a2 + l2, et F (k) et E(k) sont les intégrales elliptiques complètes de première et deuxième

espèce respectivement, de module k =
2a

d
, définies par :

F (k) =

ˆ π/2

0

dθ√
1− k2 sin2 θ

et E(k) =

ˆ π/2

0

√
1− k2 sin2 θdθ. (2.20)
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Figure 2.24 – Géométrie utilisée pour le calcul de l’inductance d’une bobine.

À partir de l’expression (2.19) de l’inductance Ls du solénoïde mince (d’épaisseur négligeable),
l’inductance Lu d’un solénoïde épais peut être obtenue en soustrayant un terme correctif ∆1L à
l’inductance Ls du solénoïde mince. L’inductance Lu obtenue est donc celle d’un solénoïde épais
de longueur l, de rayon moyen a et d’épaisseur t, représenté dans la figure 2.24. Il est à noter que
dans le calcul de Lu, le nombre de couches d’enroulement apparaît implicitement dans la valeur
de l’épaisseur d’enroulement t. Par ailleurs, il est supposé dans ce calcul que la densité de courant
traversant le solénoïde épais est distribuée uniformément (d’où l’indice « u »). On obtient Lu et
∆1L par :

Lu = Ls −∆1L et ∆1L = 4πanS(A+B), (2.21)

où A et B sont deux constantes déterminées à partir des courbes de la figure 2.25, en fonction
de t/a et du nombre de couches d’enroulement Ne respectivement. Dans (2.21), nS est le nombre
de spires par unité de longueur du solénoïde épais qu’on cherche à déterminer. Il est à noter que
l’inductance Lu obtenue par l’équation (2.21) correspond à une bobine formée d’une seule couche
d’enroulement, d’épaisseur t. Afin de prendre en compte un éventuel surenroulement, l’inductance
Lu doit être multipliée par N4

e . En utilisant le centimètre comme unité de longueur, l’inductance
Lu ×N4

e s’exprime en milliHenry.

À partir des équations (2.19) et (2.21), il est observé que l’inductance Lu est sensible à l’épaisseur
d’enroulement t, fixée dans le calcul et mesurée expérimentalement au pied à coulisse à t = 0.85±
0.05 mm. L’erreur de mesure de ±0.05 mm génère des variations non négligeables de l’inductance
Lu (de l’ordre de ±10%). La méthode d’inversion, consistant à retrouver le nombre de spires par
unité de longueur nS à partir de l’inductance Lu, est donc soumise à une imprécision importante
due à l’erreur sur t. Dès lors, la problématique est de trouver le couple (nS , t) tel que l’inductance
calculée Lu soit égale à l’inductance mesurée, sachant que t = 0.85± 0.05 mm.
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Figure 2.25 – Valeurs des constantes A et B utilisées pour le calcul du terme correctif ∆1L,
obtenues à partir des tables de Rosa [61] ( ) et comparées à des interpolations ( ). (a) Inter-
polation : A ≈ 0.1069 × (t/a)3 − 0.09687 × (t/a)2 + 0.001544 × t/a + 0.6949. (b) Interpolation :
B ≈ −0.3751×N−0.5967

e + 0.3727.

Mesures complémentaires pour l’ajustement des modèles théoriques

Avec la méthode décrite dans la partie précédente, nous avons constaté que la valeur du nombre
de spires par unité de longueur nS n’est pas déterminée de manière précise à partir de la seule
mesure de l’inductance de la bobine. En particulier, l’erreur de mesure sur l’épaisseur t de la
bobine induit une erreur non négligeable dans le calcul de l’inductance ; l’inductance calculée ne
peut donc pas être comparée précisément à l’inductance mesurée. Il est nécessaire d’utiliser une
mesure complémentaire à celle de l’inductance pour déterminer de manière univoque les valeurs de
nS et t. Dans cet objectif, les amplitudes des tensions V1 et V2 dans les secondaires S1 et S2, et de
la différence de tension ∆V = V1−V2, sont mesurées sur une large plage de fréquence. Dans toute
la suite, on note les tensions aux bornes des bobines secondaires S1 et S2 et leur différence :

V1 = V̂1e
jωt, (2.22a)

V2 = V̂2e
jωt, (2.22b)

∆V = ∆V̂ ejωt. (2.22c)

La phase de référence est la phase du courant dans la bobine primaire. On note Θ1 = arg(V̂1),
Θ2 = arg(V̂2) et ∆Θ = arg(∆V̂ ) les déphasages de ces tensions. Les mesures sont effectuées pour
deux configurations distinctes :

• ECFM à vide : il n’y a pas de galinstan à l’intérieur des bobines ;

• ECFM avec galinstan statique : un tube contenant du galinstan statique est placé au milieu
de l’ECFM, ce qui correspond à la configuration des deux études expérimentales avec une vitesse
nulle, donc ∆VU = 0, et l’absence d’inclusion isolante, donc ∆Vα = 0 (c’est à dire ∆V = ∆V0).

Les tensions V1, V2 et ∆V mesurées pour les deux configurations sont comparées à la solution
analytique de Dodd et Deeds [7], présentée dans le chapitre 1 (page 10) et appliquée à notre
géométrie. Notons que le calcul de V1, V2 et ∆V avec cette solution analytique fait intervenir le
nombre de spires par unité de longueur nS et l’épaisseur t des bobines primaire et secondaires, qu’on
cherche à déterminer. Une méthode de minimisation (moindres carrés) entre les tensions mesurées
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et les tensions calculées permet, en supplément du calcul de l’inductance Lu, de déterminer un
unique couple (nS , t) associé à chaque bobine de l’ECFM.

À titre d’exemple, le tableau 2.9 donne les valeurs du nombre de spires par unité de longueur
nS et de l’épaisseur d’enroulement t estimés, pour chaque bobine de l’ECFM utilisé dans le premier
dispositif expérimental (sous-section 2.3.1). On remarque ici que le nombre de spires par unité de
longueur nS est inférieur d’environ 10% par rapport à la valeur idéale (2.18), en raison du jeu entre
les spires et des défauts d’enroulement inhérents au bobinage.

Tableau 2.9 – Résultats de l’optimisation donnant le nombre de spires par unité de longueur nS
et de l’épaisseur d’enroulement t de chaque bobine de l’ECFM utilisé dans l’expérience 1.

P S1 S2

nS (spires.mm−1) 2.285 2.304 2.259

t (mm) 0.85 0.81 0.84

La figure 2.26 montre l’amplitude et le déphasage des tensions V1, V2 et ∆V mesurées expéri-
mentalement pour la première configuration (ECFM à vide), et calculées avec la solution analytique
de Dodd et Deeds grâce aux valeurs optimisées de nS et t (voir tableau 2.9). En complément de
la solution de Dodd et Deeds, l’expression du potentiel vecteur généré par une bobine isolée (sans
conducteur en présence), donnée par Durand [63] (page 99) et dont on déduit V1, V2 et ∆V , permet
de valider les résultats de l’optimisation. Il est à noter que les tensions dans les bobines secondaires
sont déphasées de 90◦ par rapport au courant dans la bobine primaire, utilisé comme référence
de phase. Ce résultat est cohérent : en l’absence de conducteur (tel que du galinstan), le champ
électromagnétique généré n’est pas déphasé par rapport au courant dans la bobine primaire. La
tension dans une bobine secondaire, proportionnelle aux variations temporelles du flux magnétique
(loi de Faraday), est donc déphasée de 90◦ par rapport au courant de référence. L’écart d’environ
1◦ entre les déphasages des tensions mesurées et calculées peut être dû à la présence d’éléments
métalliques dans le voisinage de l’ECFM (par exemple un boulon dans la pièce de maintien de
l’ECFM).

La figure 2.27 montre l’amplitude et le déphasage des tensions V1, V2 et ∆V mesurées expé-
rimentalement pour la seconde configuration (ECFM avec galinstan statique), et calculées avec
la solution analytique de Dodd et Deeds grâce aux valeurs optimisées de nS et t (voir tableau
2.9). Dans ce cas, l’optimisation de nS et t donne des résultats satisfaisants pour V1 et V2 mais
montre ses limites pour ∆V , où des écarts importants sont observés sur l’amplitude, et à plus forte
raison sur le déphasage. Les écarts observés sont dus à une légère déviation du déphasage de la
tension mesurée V1 (environ 0.2◦ sur la figure 2.27b) par rapport aux résultats de l’optimisation.
En conséquence, la différence des déphasages Θ1 et Θ2, idéalement nulle par symétrie, vaut expé-
rimentalement δΘ = Θ1 −Θ2 ≈ −0.2◦ (soit en radians, δΘ ≈ −3.5× 10−3 rad). Pour caractériser
l’effet de δΘ sur ∆V , on utilise le développement limité au premier ordre en δΘ→ 0 :

ejδΘ = 1 + jδΘ +O
(
δΘ2

)
. (2.23)

En injectant ce développement dans les relations (2.22a) et (2.22b), et en négligeant les termes en
O
(
δΘ2

)
, on obtient l’expression de la différence de tension aux bornes des bobines secondaires,

∆V = V1 − V2 =
(
|V̂1| − |V̂2|+ j|V̂2|δΘ

)
ej(ωt+Θ1). (2.24)
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L’amplitude et le déphasage de ∆V , définis dans l’équation (2.22c), se déduisent directement :

|∆V̂ | =
√(
|V̂1| − |V̂2|

)2

+
(
|V̂2|δΘ

)2

, (2.25a)

∆Θ = Θ1 + tan−1

(
|V̂2|

|V̂1| − |V̂2|
δΘ

)
. (2.25b)

Pour expliquer les écarts observés sur ∆Θ dans la figure 2.27f, le terme en δΘ2 est négligé dans
l’équation de |∆V̂ | (2.25a). On a alors :

|∆V̂ | ≈ |V̂1| − |V̂2| et donc ∆Θ ≈ Θ1 + tan−1

(
|V̂2|
|∆V̂ |

δΘ

)
. (2.26)

En remarquant d’après les figures 2.27c et 2.27e que |V̂2|/|∆V̂ | ≈ 102 et sachant que δΘ ≈ −3.5×
10−3 rad, la fonction arc tangente peut être approchée par tan−1(x) ≈ x. L’application numérique
donne finalement une estimation du déphasage de la différence de tension ∆V ,

∆Θ ≈ Θ1 − 20◦. (2.27)

Cette valeur correspond bien en ordre de grandeur à l’écart observé sur la figure 2.27f.
Pour conclure, le faible écart observé sur le déphasage de la tension V1 génère des erreurs

importantes sur l’amplitude, et à plus forte raison sur le déphasage de la différence de tension ∆V

aux bornes des secondaires. Ces écarts ne sont pas observés sur la première configuration (ECFM
à vide), car la différence δΘ entre les déphasages des tensions dans les deux bobines secondaires est
suffisamment faible. Dans la deuxième configuration (ECFM avec galinstan statique), la différence
δΘ impacte de manière significative la précision de l’ajustement du modèle théorique pour la
différence de tension ∆V . Dans cette configuration, on remarque que cette différence de tension
correspond à la contribution ∆V0 dans la décomposition du flux magnétique de Kumar et al. [16, 1],
mesurée lorsque le métal liquide est statique et ne contient pas d’inclusion (∆VU = 0 et ∆Vα = 0).
Bien que la méthode d’ajustement soit limitée pour décrire quantitativement la contribution ∆V0,
nous montrerons dans les chapitres 4 et 6 que la méthode est en revanche appropriée pour une
estimation précise des contributions ∆VU et ∆Vα.

2.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les deux dispositifs expérimentaux réalisés pour étudier
l’interaction entre le champ électromagnétique et un écoulement de métal liquide advectant une
inclusion isolante électrique. Chaque dispositif représente un écoulement « modèle », de manière à
observer séparément les perturbations du champ électromagnétique dues au mouvement du métal,
et celles relatives à la présence d’une inclusion isolante simulant une bulle. Un ECFM (débitmètre
à courants de Foucault) est utilisé à la fois pour appliquer le champ électromagnétique et mesurer
les perturbations du champ relatives à la vitesse du métal et à la présence de l’inclusion, via
l’acquisition de la différence de tension ∆V aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM. Dans
le second dispositif expérimental, un système de vélocimétrie ultrasonore Doppler est par ailleurs
utilisé pour mesurer le profil de vitesse de l’écoulement.

L’étude des effets de la vitesse du métal liquide sur la tension ∆V est l’objet de la première partie
des résultats. Un modèle théorique de la perturbation du champ électromagnétique est présenté
dans le chapitre 3, puis les résultats du modèle sont comparés aux mesures expérimentales dans le
chapitre 4.
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Figure 2.26 – Amplitude et déphasage des tensions dans l’ECFM à vide : tension dans la secondaire
1 (a,b), tension dans la secondaire 2 (c,d) et différence de tension entre les deux secondaires (e,f).
Les mesures ( ) sont comparées avec le modèle ( ) et la solution de E. Durand (∗) [63].
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Figure 2.27 – Amplitude et déphasage des tensions dans l’ECFM avec galinstan statique : tension
dans la secondaire 1 (a,b), tension dans la secondaire 2 (c,d) et différence de tension entre les deux
secondaires (e,f). Les mesures ( ) sont comparées avec le modèle ( ).
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Les perturbations de la tension ∆V relatives à la présence d’une inclusion dans le métal sont
étudiées dans la seconde partie des résultats. Comme précédemment, un modèle théorique, décrit
dans le chapitre 5, permet l’estimation de la perturbation générée par la présence de l’inclusion.
Les résultats de ce modèle sont ensuite comparés aux mesures effectuées dans le premier dispositif
expérimental dans le chapitre 6.
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Chapitre 3

Modélisation de l’influence de l’écou-
lement sur la réponse de l’ECFM

Ce chapitre présente un modèle analytique de la perturbation du champ électroma-
gnétique générée par le champ de vitesse d’un écoulement de métal liquide traversant
l’ECFM. À partir de la résolution de l’équation du potentiel vecteur en l’absence d’inclu-
sion isolante (comme une bulle), les perturbations de tension dans l’ECFM relatives à
la vitesse du métal sont calculées. Ce modèle sera comparé aux mesures expérimentales
dans le chapitre 4.
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3.1 Introduction

Lorsque la bobine primaire de l’ECFM est alimentée en courant alternatif, un champ électro-
magnétique variable excite le métal liquide traversant les bobines et génère des courants induits, ou
courants de Foucault, dans le métal du fait de l’induction électromagnétique. Dans le phénomène
d’induction, on distingue une contribution relative au caractère alternatif du champ électromagné-
tique, et une contribution relative au mouvement du métal par rapport à l’ECFM. Cette seconde
contribution est à l’origine de la dissymétrie du champ électromagnétique engendrant la différence
de tension ∆VU aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM, dont la mesure est utilisée pour
déterminer la vitesse de l’écoulement.

L’objectif de ce chapitre est de déterminer analytiquement la distribution du champ électroma-
gnétique dans le cas d’un écoulement de métal liquide en l’absence d’inclusion traversant l’ECFM,
et dont le profil de vitesse est axisymétrique. La solution analytique est obtenue à partir de la résolu-
tion de l’équation du potentiel vecteur A (défini à partir du champ magnétique B par B = ∇×A).
La tension ∆VU relative à la vitesse du métal est ensuite calculée à partir du flux du champ ma-
gnétique traversant les bobines secondaires de l’ECFM.

La mise en équation du potentiel vecteurA est décrite dans la section 3.2. À partir de l’équation
de A et des conditions aux frontières, une solution analytique est développée dans la section
3.3 à l’aide de la méthode des fonctions de Green. Deux configurations sont considérées dans la
résolution : profil de vitesse uniforme et profil de vitesse non uniforme (laminaire, turbulent ou
issu des mesures UVP).

3.2 Description du système et mise en équation

3.2.1 Équation du potentiel vecteur

Cette section développe la mise en équation du potentiel vecteur appliquée à notre système
d’étude. Un liquide conducteur s’écoule longitudinalement à une vitesse u(r) dans un tube cy-
lindrique infiniment long, de rayon intérieur R. L’écoulement est stationnaire et développé. À
l’extérieur du tube, une bobine primaire P coaxiale au tube est alimentée par une densité de cou-
rant alternative JS = ĴSe

jωt de pulsation ω, générant un champ électromagnétique (φ,A), où φ est
le potentiel scalaire et A est le potentiel vecteur. Deux bobines secondaires S1 et S2 sont situées de
part et d’autre de la bobine primaire. La différence de tension aux bornes des bobines secondaires,
notée ∆V , est la valeur à déterminer. La figure 3.1 décrit le système. Le principe de résolution
s’appuie sur la solution de Dodd et Deeds [7] (cas statique), décrite dans le chapitre 1 (page 10).

Il est supposé que le champ magnétique généré par la primaire ne perturbe pas l’écoulement,
c’est à dire que les effets de la force de Laplace sont négligeables, du fait des faibles nombres de
Hartmann et de Stuart considérés dans les configurations étudiées (voir annexe A, page 167). On
précise ici que le nombre de Hartmann Ha = BR/

√
σ/η représente le rapport entre la force de

Laplace et les forces visqueuses, et le nombre de Stuart N = B2R/ρU représente le rapport entre
la densité de la force de Laplace et la quantité de mouvement du métal liquide. Au regard des
hypothèses de faible vitesse et basse fréquence (voir annexe A, page 159), le terme de courants de
déplacement peut être négligé. Sous ces hypothèses et avec la jauge ∇ ·A = 0, les équations du
champ électromagnétique (φ,A) s’écrivent :

∇2A− 1Cµ0σ

(
∇φ+

∂A
∂t
− u× (∇×A)

)
= −1Sµ0JS, (3.1a)
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Figure 3.1 – Schéma de l’écoulement de métal traversant l’ECFM.

∇2φ = 1C∇ · (u× (∇×A)) , (3.1b)

où µ0 est la perméabilité magnétique du vide et σ la conductivité électrique du milieu conducteur.
On note 1C la fonction caractéristique du domaine C occupé par le conducteur (ici le cylindre
infini, en gris dans la figure 3.1) et 1S la fonction caractéristique du domaine S occupé par la
source de courant (ici la bobine primaire, en rouge), définies par :

1C(r) =

{
1 si r ∈ C
0 si r /∈ C et 1S(r) =

{
1 si r ∈ S
0 si r /∈ S , (3.2)

où r est le vecteur position, et avec :

(r, z) ∈ C ⇔ r ∈ [0, R] ∧ z ∈ R, (3.3a)

(r, z) ∈ S ⇔ r ∈
[
rp −

tp
2
, rp +

tp
2

]
∧ z ∈

[
−Lp

2
,
Lp
2

]
, (3.3b)

où Lp est la longueur de la bobine primaire, rp son rayon moyen et tp son épaisseur.
Les équations (3.1a) et (3.1b) peuvent être mises sous forme adimensionnelle en utilisant les

paramètres d’échelle suivants : le rayon intérieur du tube R, la pulsation caractéristique du champ
ω, la vitesse moyenne de l’écoulement U et l’amplitude de la densité de courant source JS . On
définit les grandeurs adimensionnelles à partir de ces paramètres d’échelle,

t∗ = ωt, r∗ =
r
R
, u∗ =

u
U
, J∗ =

J
JS
, A∗ =

A
µ0JSR2

, φ∗ =
σ

RJS
φ. (3.4)

Dans notre cas, la source de courant sans dimension J∗S est un courant alternatif orthoradial dont
l’amplitude et la pulsation sont égales à 1, c’est à dire J∗S = ejt

∗
. Les astérisques sont abandonnés

par la suite pour faciliter la lecture. Les équations sans dimension du champ électromagnétique
(φ,A) deviennent donc :

∇2A− 1C
(
∇φ+ Ω

∂A
∂t
− Rmu× (∇×A)

)
= −1SJS, (3.5a)

∇2φ = 1CRm∇ · (u× (∇×A)) , (3.5b)
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où Rm = µ0σUR est le nombre de Reynolds magnétique, correspondant au rapport entre le temps
de diffusion magnétique µ0σR

2 et le temps d’advection caractéristique R/U , et Ω = µ0σωR
2 est

le paramètre d’écrantage, correspondant au rapport entre le temps de diffusion magnétique µ0σR
2

et l’inverse de la pulsation 1/ω.
Il est supposé que le champ de vitesse u est stationnaire dans les équations (3.5a) et (3.5b),

ce qui permet de considérer que le potentiel vecteur et le potentiel scalaire sont des champs mo-
nochromatiques de pulsation ω (sans dimension ici, ω = 1), c’est à dire A(r, t) = Â(r)ejt et
φ(r, t) = φ̂(r)ejt. En injectant ces expressions dans les équations (3.5a) et (3.5b), on obtient les
équations des transformées Â(r) et φ̂(r) qui, multipliées par ejt pour utiliser les notations A et φ
plutôt que Â et φ̂, deviennent :

∇2A− 1C (∇φ+ jΩA− Rmu× (∇×A)) = −1SJS, (3.6a)

∇2φ = 1CRm∇ · (u× (∇×A)) . (3.6b)

Il est supposé que le système présente une symétrie axiale. Avec les coordonnées cylindriques
(r, θ, z) de la figure 3.1, on écrit alors A(r, t) = Âr(r, z)ejter + Âθ(r, z)ejteθ + Âz(r, z)ejtez. La
vitesse du liquide conducteur étant u = u(r)ez, on déduit en développant l’équation (3.6a) sur les
composantes r, θ et z que Âr = Âz = 0, soit A(r, t) = Âθ(r, z)ejteθ. Pour faciliter la lecture, on
écrit par la suite la seule composante non nulle Âθ(r, z) = A(r, z).

En introduisant les coordonnées cylindriques dans l’équation (3.6b), on remarque que le membre
de droite de l’équation (3.6b) s’annule. Le potentiel scalaire φ obéit alors à l’équation de Laplace,

∇2φ = 0. (3.7)

Sachant qu’aucun potentiel φ n’est imposé aux frontières et qu’on pose φ→ 0 à l’infini, on déduit
immédiatement que φ = 0 en tout point de l’espace. En remplaçant ∇φ = 0 dans (3.6a), l’équation
du potentiel vecteur A(r, z) en coordonnées cylindriques devient alors :

∂2A
∂r2

+
1

r

∂A
∂r
− A
r2

+
∂2A
∂z2

− 1C
(
jΩA + u(r)Rm

∂A
∂z

)
= −1S . (3.8)

3.2.2 Équation de la fonction de Green

L’équation (3.8) étant linéaire inhomogène, le potentiel vecteur A peut être résolu par la mé-
thode des fonctions de Green en écrivant :

A(r) =

˚
S

G(r, r’)dV (r’), (3.9)

où G(r, r’) est la fonction de Green de l’équation (3.8), r = (r, z) est la position où le champ A est
calculé, S est le domaine occupé par la source de courant et r’ = (r′, z′) est une position dans ce
domaine. La fonction de Green G(r, r’) obéit à l’équation adjointe de (3.8) :

∂2G
∂r2

+
1

r

∂G
∂r
− G
r2

+
∂2G
∂z2

− 1C
(
jΩG− u(r)Rm

∂G
∂z

)
= −δ(r− r’), (3.10)

où δ(r− r’) =
1

2πr′
δ(r − r′)δ(z − z′) est la fonction δ de Dirac.

On transforme cette EDP en une EDO par transformation de Fourier sur la variable z. Nous
définissons G̃(r, ζ, r′, z′) la transformée de Fourier de G(r, z, r′, z′) par rapport à la variable z, telle
que :

G̃(r, ζ, r′, z′) =

ˆ +∞

−∞
G(r, z, r′, z′)e−j2πζzdz, (3.11a)
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⇔ G(r, z, r′, z′) =

ˆ +∞

−∞
G̃(r, ζ, r′, z′)ej2πζzdζ, (3.11b)

où ζ est la fréquence spatiale sans dimension.
En appliquant la transformation de Fourier inverse (3.11b) à l’équation (3.10), et sachant que

la fonction caractéristique 1C du domaine C occupé par le conducteur (le cylindre infini) est
indépendante de z, on obtient :

∂2G̃
∂r2

+
1

r

∂G̃
∂r
− G̃
r2
− (2πζ)

2 G̃− 1Cj
(

ΩG̃ + u(r)Rm2πζG̃
)

= −e
−j2πζz′

2πr′
δ(r − r′), (3.12)

décrivant l’évolution de la transformée de la fonction de Green G̃ dans tout l’espace. La résolution
de l’équation (3.12) est développée dans la section 3.3, en utilisant les conditions aux frontières de
G̃ présentées dans la sous-section suivante.

3.2.3 Conditions aux frontières

Cette sous-section présente les conditions aux frontières de la transformée de la fonction de
Green G̃ permettant la résolution de l’équation (3.12). Au regard de cette équation, une singularité
est présente en r = r′ du fait du Dirac dans le membre de droite. Cette singularité se traduit par

une relation de saut pour G̃ et
∂G̃
∂r

en r = r′, que l’on déduit de (3.12), soit :

[
G̃(r, ζ, r′, z′)

]r′+
r′−

= 0, (3.13a)

[
∂G̃(r, ζ, r′, z′)

∂r

]r′+

r′−

= −e
−j2πζz′

2πr′
. (3.13b)

La singularité étant présente uniquement en r = r′, G̃ et
∂G̃
∂r

sont continues (et infiniment déri-
vables) dans tout le reste de l’espace, c’est à dire ∀r 6= r′.

3.3 Résolution du potentiel vecteur et calcul des
grandeurs associées

Dans cette section, le premier objectif est de résoudre l’équation de la transformée de Fourier de
la fonction de Green G̃ par domaine, c’est à dire pour r 6= r′. Le terme source δ(r− r’) est ensuite
introduit au travers des conditions de saut sur G̃ et ∂G̃/∂r en r = r′, avec les équations (3.13a)
et (3.13b). La fonction de Green G est obtenue subséquemment par la transformation de Fourier
inverse (3.11b), puis finalement le potentiel vecteur est déterminé par intégration de la solution
sur tout le volume de la bobine primaire par l’équation (3.9). La tension générée aux bornes des
bobines secondaires est déduite directement par le calcul de la circulation du potentiel vecteur le
long des spires de chaque bobine secondaire. Cette démarche est effectuée pour deux profils de
vitesse u(r) distincts : profil de vitesse uniforme (écoulement piston) et profil de vitesse réel (profil
laminaire, profil turbulent moyen ou profils mesurés par les sondes UVP, par exemple).

3.3.1 Profil de vitesse uniforme

Cette sous-section présente la résolution du potentiel vecteur A(r, z) dans le cas d’un écou-
lement piston, correspondant à un profil de vitesse uniforme, soit u(r) = cst. La vitesse étant
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adimensionnée par la vitesse moyenne U de l’écoulement comme nous l’avons vu précédemment
(3.4), on a simplement ici :

u(r) = 1. (3.14)

L’équation de G̃ pour r 6= r′ s’écrit alors :

∂2G̃
∂r2

+
1

r

∂G̃
∂r
− G̃
r2
− (2πζ)

2 G̃− 1Cj
(

ΩG̃− Rm2πζG̃
)

= 0. (3.15)

Pour déterminer G̃, l’espace est divisé radialement en trois zones cylindriques [7, 8], tel que repré-
senté dans la figure 3.2 : le métal (zone 1, r ≤ R), l’entrefer (zone 2, R ≤ r < r′) et l’extérieur
(zone 3, r > r′). On note G̃i la transformée de Fourier de la fonction de Green dans chaque zone
i, avec i ∈ {1, 2, 3}, et on définit :

λ2
i =





(2πζ)2 + j (Ω− Rm2πζ) si i = 1 (métal)

(2πζ)2 si i = 2, 3 (air)
. (3.16)

𝑟 𝑟′ 𝑅 

𝟏 𝟐 𝟑 

Figure 3.2 – Division radiale de l’espace en trois zones : le métal (zone 1, r ≤ R), l’entrefer (zone
2, R ≤ r < r′) et l’extérieur (zone 3, r > r′).

En injectant (3.16) dans (3.15), l’équation de G̃i dans chaque zone i devient alors :

∂2G̃i
∂r2

+
1

r

∂G̃i
∂r
−
(
λ2
i +

1

r2

)
G̃i = 0. (3.17)

On identifie ici une équation de Bessel modifiée d’ordre 1, dont la solution s’exprime à partir des
fonctions de Bessel modifiées de première espèce I1 et de deuxième espèce K1 :

G̃i = aiI1(λir) + biK1(λir), (3.18)

où ai et bi sont deux coefficients propres à chaque zone i, calculés pour chaque fréquence spatiale ζ
à partir des conditions aux frontières entre chaque zone, et par les conditions aux limites en r → 0

et r →∞.
Pour que la solution G̃i soit finie, le coefficient b1 et le coefficient a3 sont nécessairement nuls

au regard du comportement divergent de K1 et I1 en r → 0 et r →∞ respectivement. De plus, G̃i
est continu entre les zones 1 et 2 (r = R) et entre les zones 2 et 3 (r = r′) ; et ∂G̃i/∂r est continu
entre les zones 1 et 2 mais discontinu entre les zones 2 et 3 par la condition (3.13b). Ces quatre
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conditions se résument par un système de quatre équations :




I1(λ1R) −I1(λ2R) −K1(λ2R) 0

∂I1
∂r

(λ1R) −∂I1
∂r

(λ2R) −∂K1

∂r
(λ2R) 0

0 I1(λ2r
′) K1(λ2r

′) −K1(λ3r
′)

0
∂I1
∂r

(λ2r
′)

∂K1

∂r
(λ2r

′) −∂K1

∂r
(λ3r

′)







a1

a2

b2

b3




=




0

0

0

e−j2πζz
′

2πr′




, (3.19)

où la première et la deuxième ligne correspondent aux conditions de continuité de G̃i et ∂G̃i/∂r
en r = R, tandis que la troisième et la quatrième ligne correspondent aux conditions de saut de
G̃i et ∂G̃i/∂r en r = r′.

Dans le système (3.19), les dérivées des fonctions de Bessel modifiées de première espèce I1 et
de deuxième espèce K1 sont données par :

∂I1
∂r

(λir) = λiI0(λir)−
1

r
I1(λir), (3.20a)

∂K1

∂r
(λir) = −λiK0(λir)−

1

r
K1(λir), (3.20b)

où I0 et K0 sont les fonctions de Bessel modifiées de première et de deuxième espèce d’ordre 0.

Avec les équations (3.20a) et (3.20b), la résolution du système (3.19) peut être effectuée numéri-
quement ou analytiquement, en utilisant la méthode de Cramer. Dans le second cas, les coefficients
sont alors obtenus par :

a1 =
e−j2πζz

′

2πr′D
K1(λ2r

′)

[
K1(λ2R)

(I1(λ2R)

R
− λ2I0(λ2R)

)
−

I1(λ2R)
(
λ2K0(λ2R) +

K1(λ2R)

R

)]
,

(3.21a)

a2 =
e−j2πζz

′

2πr′D
K1(λ2r

′)

[
K1(λ2R)

(I1(λ1R)

R
− λ1I0(λ1R)

)
−

I1(λ1R)
(
λ2K0(λ2R) +

K1(λ2R)

R

)]
,

(3.21b)

b2 =
e−j2πζz

′

2πr′D
K1(λ2r

′)

[
I1(λ2R)

(
λ1I0(λ1R)− I1(λ1R)

R

)
−

I1(λ1R)
(
λ2I0(λ2R)− I1(λ2R)

R

)]
,

(3.21c)

b3 =
e−j2πζz

′

2πr′D

[(I1(λ1R)

R
− λ1I0(λ1R)

)(
I1(λ2r

′)K1(λ2R)−K1(λ2r
′)I1(λ2R)

)
+

I1(λ1R)

(
K1(λ2r

′)
(I1(λ2R)

R
− λ2I0(λ2R)

)
− I1(λ2r

′)
(
λ2K0(λ2R) +

K1(λ2R)

R

))]
,

(3.21d)
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où D est le déterminant de la matrice 4× 4 du système (3.19), calculé par :

D = I1(λ1R)
(
λ2K0(λ2R) +

K1(λ2R)

R

)[
K1(λ2r

′)
(I1(λ2r

′)
r′

−K1(λ2R)
)
−

I1(λ2r
′)
(
λ2K0(λ2r

′) +
K1(λ2r

′)
r′

)]
+K1(λ2R)

(I1(λ1R)

R
− λ1I0(λ1R)

)
×

[
K1(λ2r

′)
(
λ2I0(λ2r

′)− I1(λ2r
′)

r′

)
− I1(λ2r

′)
(
λ2K0(λ2r

′) +
K1(λ2r

′)
r′

)]
.

(3.22)

Les coefficients a1, a2, b2 et b3 étant déterminés par les équations (3.21a) à (3.21d), la fonction
G̃i peut donc être calculée dans chaque zone i avec l’expression (3.18), pour une fréquence spatiale
ζ donnée, c’est à dire avec :

G̃i(r, ζ, r′, z′) = ai(ζ, r
′, z′)I1

(
λi(ζ)r

)
+ bi(ζ, r

′, z′)K1

(
λi(ζ)r

)
. (3.23)

La transformation de Fourier inverse (3.11b), calculée numériquement, donne la fonction de Green
Gi dans chaque zone. Le potentiel vecteur est obtenu par l’intégration de Gi sur le volume S de la
bobine primaire par l’équation (3.9).

L’expression de l’intégrale triple sur ce volume S peut être résolue en partie analytiquement de
manière à éviter de surcharger les intégrations numériques. Avec les équations (3.21a) à (3.21d),

on remarque d’abord que la transformée G̃i peut être factorisée de la forme G̃i =
e−j2πζz

′

2πr′
G̃
∗
i . En

injectant cette expression dans les équations (3.11b) et (3.9), le potentiel vecteur A(r, z) devient :

A(r, z) =

ˆ rp+tp/2

rp−tp/2

ˆ 2π

0

ˆ Lp/2

−Lp/2

ˆ ∞
−∞

(e−j2πζz′

2πr′
G̃
∗
i (r, ζ, r

′)
)
ej2πζzdζdz′dθ′r′dr′, (3.24)

où Lp est la longueur de la bobine primaire, rp son rayon moyen et tp son épaisseur. L’origine z = 0

est ici prise au milieu de la bobine primaire. Après intégration en θ et en z, on obtient :

A(r, z) =

ˆ rp+tp/2

rp−tp/2

ˆ ∞
−∞

G̃
∗
i (r, ζ, r

′)
sin(πζLp)

πζ
ej2πζzdζdr′. (3.25)

On rappelle ici que le potentiel vecteur A(r, z) est calculé à partir d’équations adimensionnelles.
Le potentiel vecteur A(r, z) exprimé en tesla mètre (T.m) est déduit par multiplication par le facteur
d’échelle µ0JSR

2, comme décrit dans l’équation (3.4).

3.3.2 Profil de vitesse quelconque

Cette sous-section présente la résolution du potentiel vecteur A(r, z) dans le cas d’un profil
de vitesse u(r) quelconque. La méthode de résolution, semi-analytique, est une extension de celle
développée pour le profil piston dans la sous-section précédente.

Pour la résolution, le profil de vitesse u(r) est approché par une fonction en escalier u∗(r),
définie entre r = 0 et r = R, comme illustré sur la figure 3.3. La fonction en escalier est composée
de N paliers de même longueur ∆r. La valeur de u∗(r) sur le palier i est égale à la vitesse u(ri)

calculée au milieu du palier en r = ri. On exprime mathématiquement u∗(r) par :

u∗(r) =

N∑

i=1

u(ri)1Ai(r), (3.26)

où 1Ai(r) est la fonction caractéristique du domaine Ai correspondant au palier i, définie par :

1Ai(r) =

{
1 si r ∈ Ai
0 si r /∈ Ai

avec Ai =
[
ri −

∆r

2
; ri +

∆r

2

]
. (3.27)
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𝑟 

u 𝑟  ∆𝑟 

𝑅 0 𝑟2 𝑟3 

Figure 3.3 – Illustration de l’approximation du profil de vitesse u(r) ( ) par une fonction en
escalier u∗(r) ( ).

De la même manière que pour le profil piston, l’espace est divisé radialement, en N + 2 zones
cette fois. Les zones 1 àN sont situées dans le métal, d’une épaisseur ∆r, chaque zone correspondant
à un palier pour lequel u∗(r) est constant. Comme précédemment, on note G̃i la transformée de la
fonction de Green dans chaque zone i, avec i ∈ 1, . . . , N + 2, et on définit :

λ2
i =





(2πζ)2 + j
(
Ω− u∗(r)Rm2πζ

)
si i ∈ 1, . . . , N (métal)

(2πζ)2 si i = N + 1, N + 2 (air)
. (3.28)

L’équation de G̃i dans chaque zone i est identique à l’équation (3.17) résolue précédemment dans
le cas du profil piston. La solution s’exprime alors par une combinaison de fonctions de Bessel
modifiées de première espèce I1 et de seconde espèce K1, d’ordre 1, telle que :

G̃i = aiI1(λir) + biK1(λir), (3.29)

où ai et bi sont deux coefficients propres à chaque zone i, calculés pour chaque fréquence spatiale ζ
à partir des conditions aux frontières entre chaque zone, et par les conditions aux limites en r → 0

et r →∞.
Pour que la solution G̃i soit finie, le coefficient b1 et le coefficient aN+2 sont nécessairement

nuls au regard du comportement divergent de K1 et I1 en r → 0 et r → ∞ respectivement. De
plus, G̃i est continu à la frontière entre toutes les zones ; et ∂G̃i/∂r est continu à la frontière entre
toutes les zones sauf en r = r′, c’est à dire entre les zones N + 1 et N + 2, par la condition (3.13b).
Les conditions sur G̃i et ∂G̃i/∂r appliquées aux N + 1 frontières entre les zones se résument par
un système de 2N + 2 équations algébriques à résoudre,

aiI1(λirk) + biK1(λirk)− ai+1I1(λi+1rk)− bi+1K1(λi+1rk) = 0, (3.30a)

ai
∂I1
∂r

(λirk) + bi
∂K1

∂r
(λirk)− ai+1

∂I1
∂r

(λi+1rk)− bi+1
∂K1

∂r
(λi+1rk) =





0 si i 6= N + 1

e−j2πζz
′

2πr′
si i = N + 1

,

(3.30b)
où rk est le rayon correspondant à la frontière entre la zone i et la zone i+1 (avec k ∈ 1, . . . , N+1).
L’équation (3.30a) correspond à la condition sur G̃i entre la zone i et la zone i + 1, et l’équation
(3.30b) correspond à la condition sur ∂G̃i/∂r.

La résolution du système (3.30) est effectuée numériquement. Une étude de convergence sur
le nombre de divisions N dans le métal est réalisée pour valider la résolution numérique, dans le
cas d’un profil de vitesse turbulent moyen calculé par la corrélation de Reichardt [59] (voir page
49), avec un nombre de Reynolds Re = 9.8× 104 correspondant à une vitesse débitante U = 0.145
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m.s−1. L’étude est effectuée sur la différence de tension ∆VU aux bornes des bobines secondaires
relative au mouvement du métal liquide. Le calcul de ∆VU à partir de G̃i est détaillé dans la
sous-section 3.3.4. La figure 3.4 montre les composantes en phase ∆VU,|| et en quadrature ∆VU,⊥
de ∆VU , calculées pour plusieurs nombres de zones N dans le métal à une fréquence f = 20

kHz. On rappelle que la référence de phase est la phase du courant dans la bobine primaire JS.
La fréquence utilisée pour l’étude de convergence correspond à la fréquence la plus élevée de la
plage de mesure des expériences. Les gradients du potentiel vecteur dans le métal sont en effet
plus intenses à cette fréquence (car la profondeur de pénétration diminue), le nombre de zones N
nécessite en conséquence d’être maximal. Une convergence satisfaisante est observée pour N = 300

zones (erreur relative inférieure à 2% par rapport à N = 400 zones, pour ∆VU,|| et ∆VU,⊥). Un
maillage non uniforme plus raffiné à proximité de la paroi permettrait cependant d’accélérer la
convergence.

0 100 200 300 400
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6.5
10-6

(a)

0 100 200 300 400
8.8

8.9

9

9.1

9.2

9.3
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(b)

Figure 3.4 – Ètude de convergence du nombre de divisions N dans le métal, effectuée sur la
différence de tension ∆VU aux bornes des bobines secondaires relative à la vitesse : composante en
phase (a) et composante en quadrature (b). Fréquence f = 20 kHz, vitesse débitante U = 0.145

m.s−1.

Comme pour l’écoulement piston, G̃i étant déterminé, la fonction de Green Gi est calculée par
la transformation de Fourier inverse (3.11b). Le potentiel vecteur A(r, z) est ensuite obtenu par
intégration de Gi sur le volume S de la bobine primaire, et s’exprime comme précédemment par
l’équation (3.25) (page 70).

3.3.3 Densité de courant électrique dans le métal liquide

La densité de courant j dans le métal liquide peut être calculée directement à partir du potentiel
vecteur avec la loi d’Ohm (équation (A.25) de l’annexe A, page 163). La loi d’Ohm sous forme
adimensionnelle s’écrit :

j = −Ω
∂A
∂t

+ Rmu× (∇×A). (3.31)

Sachant que le potentiel vecteur est strictement orthoradial et harmonique de pulsation ω, c’est à
dire A(r, t) = A(r, z)ejteθ en coordonnées cylindriques, la densité de courant (3.31) peut s’écrire
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j = j(r, z)ejteθ où :

j(r, z) = −jΩA(r, z) + u(r)
∂A(r, z)

∂z
(3.32)

= −j
ˆ rp+tp/2

rp−tp/2

ˆ ∞
−∞

( Ω

πζ
+ 2u(r)Rm

)
G̃
∗
i (r, ζ, r

′) sin(πζLp)e
j2πζzdζdr′, (3.33)

où l’expression de A(r, z) (3.25) est utilisée pour passer de (3.32) à (3.33).

3.3.4 Tension induite dans les bobines secondaires

La différence de tension ∆V aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM peut également
être calculée directement à partir du potentiel vecteur A(r, z). La première étape consiste à calculer
la force électromotrice (f.é.m.) ε générée dans une spire d’une des bobines secondaires. Les f.é.m.
dans chaque spire sont ensuite sommées pour obtenir les tensions V1 et V2 aux bornes de chaque
bobine secondaire, puis la différence de tension ∆V = V1 − V2.

La f.é.m. ε(r, z) générée dans une spire parA(r, t) = A(r, z)ejteθ se calcule par la loi d’induction
de Faraday, qu’on écrit ici sans dimension :

ε(r, z) = −
˛
∂A
∂t
· dr = −j2πrA(r, z)ejt, (3.34)

où r et z correspondent au rayon de la spire et à sa position longitudinale (distance par rapport
au milieu de la bobine primaire) respectivement.

La tension générée aux bornes d’une bobine secondaire est déduite par sommation des f.é.m. ε
dans chaque spire de la bobine. Les spires sont distribuées sur la longueur Ls (sans dimension ici) de
chaque couche d’enroulement. Le nombre de spires effectif par unité de longueur ns (égalemement
sans dimension ici) est déterminé par la méthode présentée dans la sous-section 2.5.2 du chapitre 2.
La sommation des f.é.m. dans toutes les spires d’une couche est d’abord effectuée par intégration
de ε sur la longueur Ls. Les f.é.m. dans chaque couche, obtenues après cette intégration, sont
ensuite sommées pour calculer la tension générée aux bornes de la bobine secondaire. En sachant
que toutes les bobines fabriquées dans les expériences sont composées de 2 couches d’enroulement,
les tensions V1 et V2 dans les bobines secondaires S1 et S2 s’écrivent respectivement :

V1 =

2∑

i=1

ns,1

ˆ −Lp/2
−Lp/2−Ls

ε(ri, z)dz, (3.35a)

V2 =

2∑

i=1

ns,2

ˆ Lp/2+Ls

Lp/2

ε(ri, z)dz, (3.35b)

où ri est le rayon d’une spire appartenant à la couche d’enroulement i, ns,1 et ns,2 sont les nombres
de spires par unité de longueur de chaque bobine secondaire, et Lp est la longueur de la bobine
primaire, comme représenté sur la figure 3.5. On rappelle que l’origine z = 0 est fixée au milieu de
la bobine primaire. La différence de tension entre les bobines secondaires s’obtient finalement par :

∆V = V1 − V2. (3.36)

Afin de déterminer la différence de tension ∆VU relative au mouvement du métal liquide, ∆V

est calculé par (3.36) pour le cas d’un métal liquide au repos (de sorte que ∆V = ∆V0) et pour le
cas du métal liquide en écoulement (de sorte que ∆V = ∆V0 + ∆VU ).



74 3. MODÉLISATION DE L’INFLUENCE DE L’ÉCOULEMENT SUR LA RÉPONSE DE L’ECFM

𝐿𝑠 𝐿𝑝 𝐿𝑠 

𝑟𝑠
1 𝑟𝑠

2 

S1 S2 P 

𝑧 0 

Figure 3.5 – Géométrie utilisée pour le calcul de la tension perturbée aux bornes des bobines
secondaires.

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté le modèle analytique de l’ECFM traversé par un écou-
lement de métal liquide en l’absence de bulle (ou d’inclusion plus généralement). Le modèle est
basé sur la résolution de l’équation du potentiel vecteur par la méthode des fonctions de Green,
en imposant le profil de vitesse de l’écoulement comme donnée d’entrée. Une solution analytique
sous forme intégrale est obtenue pour le cas du profil de vitesse uniforme (écoulement piston),
correspondant à la configuration du premier dispositif expérimental. Une solution semi-analytique
est en outre développée pour le cas d’un profil de vitesse quelconque. Grâce à cette seconde solu-
tion, les profils de vitesse mesurés par vélocimétrie ultrasonore Doppler dans le second dispositif
expérimental peuvent être implémentés dans le modèle. La différence de tension ∆VU générée par
le mouvement du métal est ensuite calculée pour les deux types de profils (uniforme et quelconque).
Les résultats du modèle analytique sont comparés aux mesures des deux dispositifs expérimentaux
dans le chapitre suivant.



Chapitre 4

Étude de la tension ∆VU relative
à la vitesse du métal liquide

Ce chapitre présente l’étude de la différence de tension ∆VU générée aux bornes des
bobines secondaires de l’ECFM par la vitesse relative du métal liquide le traversant.
Les résultats du modèle théorique du chapitre 3 sont comparés aux mesures des deux
dispositifs expérimentaux décrits dans le chapitre 2.
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4.1 Introduction

Le principe de base de la débitmétrie par courants de Foucault repose sur la dissymétrie du
champ électromagnétique générée par le mouvement du métal liquide traversant l’ECFM. Cette
dissymétrie est détectée par la mesure de la différence de tension ∆V aux bornes des bobines
secondaires, qu’on peut décomposer en une contribution de base ∆V0, et une contribution relative
au mouvement du métal liquide ∆VU (en l’absence d’inclusion isolante, telle qu’une bulle, dans le
métal) [16, 1]. Dans la méthode d’acquisition utilisée dans nos deux études expérimentales, chacune
de ces deux contributions est en outre constituée d’une composante en phase avec le courant dans
la bobine primaire de l’ECFM (∆V0,|| et ∆VU,||) et d’une composante en quadrature (∆V0,⊥ et
∆VU,⊥). La décomposition de la tension ∆V aux bornes des bobines secondaires revient donc à
écrire : 




∆V|| = ∆V0,|| + ∆VU,||,

∆V⊥ = ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥.
(4.1)

À partir des mesures effectuées dans les deux études expérimentales (chapitre 2, sections 2.3
et 2.4) et des résultats du modèle analytique (chapitre 3), l’objectif de ce chapitre est d’étudier le
comportement des contributions en phase ∆VU,|| et en quadrature ∆VU,⊥, relatives au mouvement
du métal, en fonction des différents paramètres du système : la fréquence du champ électromagné-
tique f , la conductivité électrique du métal σ (fonction de la température), la vitesse débitante U
et le profil de vitesse u = u(r)ez de l’écoulement.

La détermination de ∆VU,|| et ∆VU,⊥ à partir des mesures expérimentales de ∆V est décrite
dans la section 4.2. Dans le cadre du deuxième dispositif expérimental, la section 4.3 présente
l’implémentation des profils de vitesse mesurés par vélocimétrie ultrasonore Doppler dans le modèle
analytique, dans le but de comparer les résultats du modèle aux mesures expérimentales. L’influence
de la fréquence sur ∆VU est présentée dans la section 4.4. La section 4.5 montre ensuite les effets du
champ de vitesse du métal liquide, uniforme dans le premier dispositif expérimental et non uniforme
dans le second, sur la tension ∆VU . Les effets de la conductivité électrique sont traités dans la
section 4.6, à partir des résultats du modèle théorique uniquement. L’étude des lois de similitude
de la tension ∆VU en fonction de la fréquence, de la vitesse et de la conductivité électrique est
enfin présentée dans la section 4.7.

4.2 Détermination de ∆VU à partir des signaux mesu-
rés

Cette section présente la méthode utilisée pour déterminer et extraire la tension ∆VU , constituée
d’une composante ∆VU,|| en phase avec le courant dans la bobine primaire et d’une composante
en quadrature ∆VU,⊥, à partir de la mesure de ∆V . La méthode est sensiblement différente pour
les deux dispositifs expérimentaux.

4.2.1 Expérience 1

La figure 4.1 rappelle l’allure de la différence de tension ∆V mesurée après démodulation dans
le premier dispositif expérimental (décrit dans le chapitre 2, section 2.3), lors d’une translation
(aller-retour) de l’ECFM autour du tube témoin (galinstan en l’absence de bille). La vitesse de
translation est ici fixée à U = ±500 mm.s−1. La vitesse est définie positive à l’aller, et négative au
retour. Les signaux mesurés pendant la translation retour ( ) sont renversés temporellement de
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manière à les comparer aux signaux mesurés pendant l’aller ( ). Une mesure des signaux ∆VU,||
et ∆VU,⊥ effectuée à une vitesse faible de U = ±1 mm.s−1 est représentée en noir ( ).
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Figure 4.1 – Expérience 1 : composantes en phase (a) et en quadrature (b) de la différence de
tension ∆V entre les bobines secondaires après démodulation par le lock-in (vitesse U = ±500

mm.s−1, fréquence f = 1 kHz). Sens de translation de l’ECFM : aller descendant ( ), retour
ascendant ( ).

L’effet de la vitesse se caractérise ici par un décalage des tensions ∆VU,|| et ∆VU,⊥ par rapport
au signal quasi-statique (U = ±1 mm.s−1), à l’aller comme au retour. Ce décalage est constant
durant la translation aller comme durant la translation retour, la vitesse étant imposée constante.
Une symétrie est par ailleurs observée : le sens de la vitesse modifie uniquement le signe du dé-
calage (positif à l’aller et négatif au retour pour les deux composantes ∆VU,|| et ∆VU,⊥, comme
représenté sur les zooms de la figure 4.1), l’amplitude du décalage restant inchangée. À partir de
ces observations, nous définissons les paramètres caractéristiques de l’effet de la vitesse, ∆V U,|| et
∆V U,⊥, correspondants à la moyenne temporelle des décalages de tension en phase et en quadrature
pendant une translation aller.

À partir des tensions moyennes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥ déduites de la dé-
composition (4.1), on définit le module et la phase par :

|∆V U | =
√

(∆V U,||)2 + (∆V U,⊥)2, (4.2a)

ΘU = tan−1

(
∆V U,⊥
∆V U,||

)
. (4.2b)

4.2.2 Expérience 2

La figure 4.2 rappelle l’allure de la différence de tension ∆V mesurée après démodulation dans
le second dispositif expérimental (décrit dans le chapitre 2, section 2.4), pour différents débits
d’écoulement traversant l’ECFM (de 0.39 l.min−1 à 4.27 l.min−1, soit une vitesse débitante entre
13 mm.s−1 et 145 mm.s−1). L’écoulement est toujours dans le même sens, descendant ici. Une
mesure des signaux ∆VU,|| et ∆VU,⊥ effectuée en l’absence d’écoulement (U = 0 mm.s−1) est
représentée en noir ( ).

Comme pour les mesures du premier dispositif expérimental, l’effet de la vitesse se caractérise
par un décalage des tensions ∆VU,|| et ∆VU,⊥ par rapport au signal en l’absence d’écoulement ( ).
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Figure 4.2 – Expérience 2 : composantes en phase (a) et en quadrature (b) de la différence de
tension ∆V entre les bobines secondaires après démodulation par le lock-in pour plusieurs vitesses
débitantes. Sans écoulement ( ), 13 mm.s−1 ( ), 40 mm.s−1 ( ), 66 mm.s−1 ( ), 92 mm.s−1

( ), 119 mm.s−1 ( ) et 145 mm.s−1 ( ). Fréquence f = 1 kHz.

L’amplitude du décalage augmente avec le débit, tandis que son signe est toujours positif étant
donné que l’écoulement est toujours orienté dans le même sens (descendant). Un comportement
fluctuant des tensions ∆VU,|| et ∆VU,⊥ est notablement observé à certains débits : 0.39 l.min−1

( ), 3.49 l.min−1 ( ) et 4.27 l.min−1 ( ). L’origine de ces fluctuations reste à déterminer. Les
perturbations électromagnétiques générées par le variateur de la pompe sont susceptibles d’expli-
quer le comportement observé. De la même manière que précédemment, les moyennes temporelles
(sur une acquisition de 25 s) des décalages de tension en phase et en quadrature, notées ∆V U,|| et
∆V U,⊥, sont les paramètres caractéristiques de l’effet de la vitesse. Un exemple est montré sur la
figure 4.2 pour le débit de 0.39 l.min−1 ( ). Le module |∆V U | et la phase ΘU , calculés à partir
des tensions moyennes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥, sont définis dans les équations
(4.2a) et (4.2b).

4.3 Implémentation des profils de vitesse mesurés par
UVP dans le modèle

Pour pouvoir comparer la différence de tension ∆VU calculée par le modèle analytique et celle
mesurée expérimentalement, le profil de vitesse u(r) doit être renseigné dans le modèle. Dans le
premier dispositif expérimental, le champ de vitesse est uniforme et le profil u(r) est simplement
égal à la vitesse de translation de l’ECFM. Dans le second dispositif expérimental, le profil de
vitesse est mesuré par UVP (vélocimétrie ultrasonore Doppler, voir sous-section 2.4.3 du chapitre
2). L’implémentation des profils de vitesse UVP dans le modèle analytique est présentée dans cette
section.

Les demi-profils mesurés par les deux sondes UVP sont montrés dans la figure 4.3 pour toute
la plage de débit considérée dans le second dispositif expérimental, de 0.39 l.min−1 à 4.27 l.min−1

(soit une vitesse débitante entre 13 mm.s−1 et 145 mm.s−1). À débit donné, les profils mesurés par
les deux sondes sont similaires à l’exception de la zone proche de la sonde. L’écart relatif entre les
mesures des deux sondes peut en effet atteindre 80% pour x . 2.5 mm. Dans cette zone, la mesure
est soumise à une erreur importante car les sondes, placées affleurantes à l’écoulement avec un
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certain jeu de positionnement, sont intrusives à la mesure. L’implémentation des profils de vitesse
UVP « bruts » n’étant pas envisageable du fait de l’imprécision de mesure à proximité de la sonde,
nous utilisons par la suite une approximation des profils UVP basée sur la corrélation de Reichardt
[59].
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Figure 4.3 – Demi-profils de vitesse mesurés par l’UVP pour plusieurs débits d’écoulement : 0.39
l.min−1 ( ), 0.78 l.min−1 ( ), 1.16 l.min−1 ( ), 1.55 l.min−1 ( ), 1.94 l.min−1 ( ), 2.33 l.min−1

( ), 2.72 l.min−1 ( ), 3.10 l.min−1 ( ), 3.49 l.min−1 ( ), 3.88 l.min−1 ( ) et 4.27 l.min−1 ( ). (a)
Sonde 5. (b) Sonde 10.

Une extrapolation des profils de vitesse UVP mesurés par chaque sonde est d’abord effectuée
de manière à obtenir une meilleure résolution spatiale ∆x (∆x = 0.675 mm pour les profils UVP
« bruts », soit 18 points pour un demi-profil, et ∆x = 0.042 mm pour les profils extrapolés, soit
300 points pour un demi-profil). Les profils extrapolés sont ensuite moyennés sur les deux sondes,
le profil extrapolé moyen étant représenté sur la figure 4.4 pour le débit de 1.94 l.min−1 ( ). Un
profil de vitesse calculé avec la corrélation de Reichardt ( , voir page 49) est calé sur le profil
extrapolé moyen ( ) avec une méthode de minimisation, pour les points du profil tels que x ≥ 2.5

mm. Un bon accord est observé entre les deux profils dans la limite x ≥ 2.5 mm. Pour les points
proches de la sonde, une déviation entre le profil extrapolé moyen et la corrélation de Reichardt
est observée, possiblement due à l’imprécision de la mesure UVP dans cette zone.

Les profils de vitesse calculés avec la corrélation de Reichardt, obtenus après calage sur le profil
extrapolé moyen, sont implémentés dans le modèle analytique avec la méthode décrite dans la
sous-section 3.3.2 du chapitre 3. Les profils implémentés sont représentés dans la figure 4.5 pour
tous les débits considérés dans le deuxième dispositif expérimental. La différence de tension ∆VU

aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM, calculée avec le modèle à partir de ces profils de
vitesse, est comparée aux mesures expérimentales dans les sections suivantes.

4.4 Effets de la fréquence

Dans cette section, les effets de la fréquence sur la tension ∆VU , caractérisée par les paramètres
∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU définis dans la section précédente, sont étudiés dans le cadre des
deux dispositifs expérimentaux réalisés (métal liquide en mouvement uniforme dans l’expérience
1, et non uniforme dans l’expérience 2). Les mesures expérimentales sont comparées aux résultats
du modèle analytique présenté dans le chapitre 3.
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Figure 4.4 – Profil de vitesse UVP extrapolé et moyenné sur les deux sondes ( ), comparé à la
corrélation de Reichardt ( ).
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Figure 4.5 – Demi-profils de vitesse mesurés par l’UVP pour plusieurs débits d’écoulement : 0.39
l.min−1 ( ), 0.78 l.min−1 ( ), 1.16 l.min−1 ( ), 1.55 l.min−1 ( ), 1.94 l.min−1 ( ), 2.33 l.min−1

( ), 2.72 l.min−1 ( ), 3.10 l.min−1 ( ), 3.49 l.min−1 ( ), 3.88 l.min−1 ( ) et 4.27 l.min−1 ( ).

4.4.1 Expérience 1 : champ de vitesse uniforme

La figure 4.6 représente les composantes en phase ∆V U,|| (a), en quadrature ∆V U,⊥ (b), le
module |∆V U | (c) et la phase ΘU (d) en fonction de la fréquence, mesurés dans le premier dispositif
expérimental pour une vitesse de translation de l’ECFM de 100 mm.s−1. Les mesures ( ) sont
comparées aux prédictions du modèle analytique ( ).

La composante en phase ∆V U,|| et le module |∆V U | ont un comportement similaire en fonction
de la fréquence : une augmentation de ∆V U,|| et |∆V U | est observée aux basses fréquences jusqu’au
passage par un maximum, à f ≈ 2 kHz dans les deux cas, puis ces paramètres décroissent au-delà de
cette fréquence. Les mesures expérimentales suivent précisément les résultats du modèle analytique.
Une faible déviation aux hautes fréquences (f & 12 kHz) est cependant observée sur |∆V U |.

La composante en quadrature ∆V U,⊥ est décroissante sur une plage de fréquence entre f = 1

kHz et 8 kHz. Un changement de signe de ∆V U,⊥ (positif à négatif) est de plus observé à une
fréquence f ≈ 2.5 kHz. Au-delà de 8 kHz, ∆V U,⊥ augmente et approche une asymptote nulle
(mais reste négatif). Aux basses fréquences (f . 1 kHz), non mesurées expérimentalement, les
résultats du modèle analytique indiquent une diminution de ∆V U,⊥. Aux hautes fréquences (f & 10

kHz), l’incertitude de mesure liée à la répétabilité (voir sous-section 2.5.1 du chapitre 2) augmente.
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Figure 4.6 – Expérience 1 : décalage en tension ∆VU généré par la translation de l’ECFM, en
fonction de la fréquence. Composantes en phase (a) et en quadrature (b), module (c) et phase (d)
pour une vitesse de translation U = 100 mm.s−1 (soit un débit équivalent de 2.95 l.min−1). Les
mesures ( ) sont comparées avec le modèle analytique du chapitre 3 ( ).

Une déviation entre les mesures et les résultats du modèle est par ailleurs observée, le modèle
surestimant alors la tension ∆V U,⊥. La déviation observée se propage sur le module |∆V U | et la
phase ΘU . L’origine de cette déviation n’est pas expliquée ici. On note enfin que la composante en
quadrature ∆V U,⊥ est globalement plus faible que la composante en phase ∆V U,|| sur l’ensemble
de la plage de fréquence considérée.

En dernier lieu, la phase ΘU est positive pour f . 2.5 kHz, puis négative au-delà dû au
changement de signe de la composante en quadrature ∆V U,⊥. Pour ΘU , les résultats du modèle
analytique sont en accord avec les mesures expérimentales jusqu’à une fréquence d’environ 8 kHz,
au-delà de laquelle une déviation est visible, conséquente de la déviation observée sur ∆V U,⊥.

4.4.2 Expérience 2 : champ de vitesse non uniforme

La figure 4.7 représente les composantes en phase ∆V U,|| (a), en quadrature ∆V U,⊥ (b), le
module |∆V U | (c) et la phase ΘU (d) en fonction de la fréquence, mesurées dans le second dispositif
expérimental pour plusieurs vitesses débitantes de U = 40 mm.s−1 à U = 145 mm.s−1. Les mesures
expérimentales sont comparées aux résultats du modèle analytique présenté dans le chapitre 3. Dans
ce modèle, les profils de vitesse utilisés comme donnée d’entrée sont obtenus à partir des profils de
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vitesse mesurés par UVP, comme décrit dans la section 4.3 de ce chapitre.
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Figure 4.7 – Expérience 2 : décalage en tension ∆VU généré par l’écoulement de galinstan, en
fonction de la fréquence. Composantes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d)
mesurées expérimentalement à différents débits d’écoulement : 1.29 l.min−1 ( ), 2.01 l.min−1 ( ),
2.75 l.min−1 ( ), 3.48 l.min−1 ( ) et 4.29 l.min−1 ( ). Les mesures sont comparées avec le modèle
(traits continus).

Les tensions ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et la phase ΘU montrent de manière globale un comporte-
ment similaire à celui observé lors de la première expérience dans le cas d’un métal liquide animé
d’une vitesse uniforme (figure 4.6). La composante en phase ∆V U,|| et le module |∆V U | présentent
en particulier un maximum à la même fréquence f ≈ 2 kHz, indépendamment du débit de métal
liquide.

Comme précédemment, la composante en quadrature ∆V U,⊥ est d’abord positive pour f . 2.5

kHz (avec un maximum autour de 800 Hz), puis négative pour f & 2.5 kHz (avec un minimum
entre 6 kHz et 8 kHz). Une déviation des mesures expérimentales de ∆V U,⊥ est observée pour
f & 10 kHz avec un nouveau changement de signe (∆V U,⊥ > 0) et une augmentation d’amplitude.

Enfin, la phase ΘU est identique à celle mesurée dans l’expérience 1 pour les cinq débits consi-
dérés, jusqu’à une fréquence f ≈ 6 kHz à partir de laquelle une forte dispersion des mesures est
visible, relative à celle observée sur la composante en quadrature ∆V U,⊥.

Pour les quatre paramètres ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU , le modèle analytique est conforme aux
mesures expérimentales dans la limite des basses fréquences (f . 2 kHz). Cette limite correspond
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environ aux maximums de la composante en phase ∆V U,|| et du module |∆V U |, et aux changements
de signe de la composante en quadrature ∆V U,⊥ et de la phase ΘU . Afin de proposer une première
explication aux déviations observées au-delà de f ≈ 2 kHz, on peut remarquer que les résultats du
modèle analytique sont calculés avec des profils de vitesse « modèles », obtenus avec la corrélation
de Reichardt à partir des profils mesurés par UVP (voir section 4.3 de ce chapitre. Comme il
a été observé (figure 4.3, page 79), les profils UVP sont mesurés de manière précise au centre de
l’écoulement, mais la méthode de mesure montre ses limites pour les points à proximité de la paroi.
Lorsque la fréquence augmente, le champ électromagnétique se concentre justement en surface du
fait de l’effet de peau (δ = 6.1 mm pour f = 2 kHz et δ = 2.7 mm pour f = 10 kHz). La tension
∆VU est alors plus sensible au champ de vitesse proche de la paroi, soumis à une erreur importante
lorsqu’on implémente les profils UVP dans le modèle analytique. L’influence du profil de vitesse
est discutée de manière plus détaillée dans la sous-section 4.5.3 de ce chapitre.

4.5 Effets de la vitesse

Cette section décrit les effets du champ de vitesse sur la tension ∆VU , caractérisée par les
paramètres ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU . Deux aspects sont étudiés à travers les mesures des
deux dispositifs expérimentaux et les résultats du modèle analytique du chapitre 3 : l’influence de
la vitesse débitante, et celle du profil de vitesse.

Les effets de la vitesse débitante sont étudiés dans le cadre d’un champ de vitesse uniforme dans
la sous-section 4.5.1 (correspondant aux mesures de la première expérience), puis non uniforme dans
la partie 4.5.2 (correspondant aux mesures de la seconde expérience). Les effets du profil de vitesse
sont traités dans la partie 4.5.3 à partir des résultats du modèle analytique.

4.5.1 Expérience 1 : champ de vitesse uniforme

La figure 4.8 représente les composantes en phase ∆V U,|| (a), en quadrature ∆V U,⊥ (b), le
module |∆V U | (c) et la phase ΘU (d) en fonction de la vitesse de translation de l’ECFM, mesurées
dans le premier dispositif expérimental pour plusieurs fréquences entre 1 kHz et 3 kHz. Les mesures
(cercles) sont comparées aux prédictions du modèle analytique (traits continus).

Les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥, et le module |∆V U |, mesurés expé-
rimentalement, suivent une tendance linéaire avec la vitesse pour les cinq fréquences considérées.
Cette tendance est confirmée par les résultats du modèle analytique. L’erreur est plus importante
pour les mesures à U = 1 mm.s−1 et 10 mm.s−1, ainsi que pour la composante en quadrature à la
fréquence f = 2.5 kHz ( ). Dans ces configurations, les signaux mesurés sont en effet relativement
faibles et l’incertitude liée à la répétabilité (de l’ordre de 2 µV, voir section 2.5.1 du chapitre 2)
nuit à la précision de la mesure.

Les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥ mesurées expérimentalement étant
linéaires avec la vitesse, la phase ΘU calculée par l’équation (4.2b) à partir de ∆V U,|| et ∆V U,⊥ est
logiquement invariante avec la vitesse pour les cinq fréquences considérées. Cette observation est
consistante avec les résultats du modèle analytique. L’erreur observée aux faibles vitesses (U = 1

mm.s−1 et 10 mm.s−1) sur les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥ se propage
de manière importante sur ΘU . Cependant, comme pour le module et les composantes en phase
et en quadrature, les résultats aux vitesses plus élevées (U & 50 mm.s−1) montrent un très bon
accord avec le modèle analytique.

Les effets de la fréquence ont par ailleurs été discutés dans la sous-section 4.4.1.
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Figure 4.8 – Expérience 1 : décalage en tension ∆VU généré par la translation de l’ECFM, en
fonction de la vitesse de translation de l’ECFM. Composantes en phase (a) et en quadrature (b),
module (c) et phase (d) pour différentes fréquences : 1 kHz ( ), 1.5 kHz ( ), 2 kHz ( ), 2.5 kHz
( ) et 3 kHz ( ). Les mesures (ronds) sont comparées avec le modèle analytique (traits continus).

4.5.2 Expérience 2 : champ de vitesse non uniforme

La figure 4.9 représente les composantes en phase ∆V U,|| (a), en quadrature ∆V U,⊥ (b), le
module |∆V U | (c) et la phase ΘU (d) en fonction de la vitesse débitante de l’écoulement de
galinstan, mesurés dans le second dispositif expérimental pour des fréquences de 800 Hz ( ), 2 kHz
( ) et 10 kHz ( ). Les mesures sont comparées aux résultats du modèle analytique (traits continus)
calculés à partir des mesures de profil de vitesse par UVP.

Pour la fréquence f = 2 kHz ( ), le comportement observé est similaire à celui de la première
étude expérimentale : les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥ ainsi que le module
|∆V U | suivent une tendance linéaire nette en fonction de la vitesse, tandis que la phase ΘU reste
constante. Les mesures expérimentales sont de plus en bon accord avec les résultats du modèle
analytique ( ), dans lequel les profils de vitesse mesurés par UVP sont utilisés comme donnée
d’entrée.

Pour la fréquence f = 800 Hz ( ), une tendance linéaire est également observée pour la com-
posante en quadrature ∆V U,⊥, les mesures expérimentales suivant raisonnablement les résultats
du modèle ( ). La composante en phase ∆V U,|| et le module |∆V U | mesurés augmentent avec la
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Figure 4.9 – Expérience 2 : décalage en tension ∆VU généré par l’écoulement de galinstan, en
fonction de la vitesse moyenne de l’écoulement. Composantes en phase (a), en quadrature (b),
module (c) et phase (d) mesurées expérimentalement à différentes fréquences : 800 Hz ( ), 2 kHz
( ) et 10 kHz ( ). Les mesures sont comparées avec le modèle analytique ( , et pour 800
Hz, 2 kHz et 10 kHz respectivement).

vitesse, mais une déviation est observée pour U & 120 mm.s−1. Cette déviation n’est pas visible
sur les résultats du modèle analytique. Enfin, la phase ΘU augmente sensiblement avec la vitesse
pour les mesures expérimentales jusqu’à atteindre la valeur constante calculée par le modèle. De
manière générale, les mesures semblent être en meilleur accord avec le modèle analytique pour les
vitesses les plus élevées, c’est à dire U & 120 mm.s−1, pour lesquelles les erreurs de mesure sont a
priori plus faibles.

Pour la fréquence f = 10 kHz ( ), les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥
ainsi que le module |∆V U | mesurés augmentent (en valeur absolue) avec la vitesse. Cependant, la
tendance linéaire observée précédemment est ici moins nette. On observe en outre que la compo-
sante en quadrature est négative à cette fréquence : lorsque l’écoulement est descendant, le décalage
de tension observé sur la composante en quadrature est donc négatif, à l’inverse des précédentes
observations (voir figures 4.1 et 4.2). Ce changement de signe de ∆V U,⊥ correspond à celui observé
dans la section 4.4 au-delà d’une certaine fréquence f ≈ 2.5 kHz. Enfin, la phase ΘU est négative
sur toute la plage de vitesse (du fait de ∆V U,⊥ < 0) et décroissante. Une déviation importante des
mesures expérimentales par rapport aux résultats du modèle analytique est globalement visible
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sur les quatre paramètres ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU . Cette déviation est observée sur toute la
plage des hautes fréquences dans la section 4.4, et discutée dans la sous-section 4.5.3.

4.5.3 Effets du profil de vitesse (étude analytique)

Nous nous intéressons dans cette sous-section aux effets du profil de vitesse de l’écoulement
sur la tension ∆VU , directement lié au nombre de Reynolds de l’écoulement. Pour Re . 2300 en
effet, l’écoulement est laminaire et le profil de vitesse est parabolique, tandis que pour Re & 104,
l’écoulement est turbulent et le profil de vitesse se rapproche de plus en plus d’un profil piston
(vitesse uniforme) au fur et à mesure que Re augmente. L’étude est réalisée exclusivement à partir
des résultats du modèle analytique décrit dans le chapitre 3, pour des profils de vitesse laminaire
et piston (dont les expressions analytiques sont déterminées) et turbulents (pour lesquels une base
de donnée expérimentale précise est fournie par Zagarola [64]). Du fait de l’erreur de mesure élevée
sur les profils UVP mesurés dans l’expérience 2 (notamment à proximité de la paroi, voir section
4.4.2), nos mesures expérimentales ne sont pas utilisées pour étudier l’effet du profil de vitesse.

La figure 4.10 montre les différents profils de vitesse intégrés dans le modèle analytique pour
une même vitesse débitante U . Le profil de vitesse piston ( ) est par définition uniforme et vaut
u(r) = U dans toute la conduite. Le profil de vitesse laminaire ( ) correspond à l’écoulement
de Poiseuille, pour lequel u(r) = 2U(1 − r2/R2), R étant le rayon de la conduite. Enfin, les
profils de vitesse turbulents moyens utilisés dans le modèle sont ceux mesurés expérimentalement
avec le dispositif Superpipe, réalisé à l’université de Princeton sur une large plage de nombres de
Reynolds [64]. Dans notre étude, les nombres de Reynolds des profils turbulents considérés varient
entre Re = 3.16 × 104 ( ) et Re = 1.85 × 105 ( ). Dans le cas du galinstan, ces nombres de
Reynolds correspondent à une vitesse d’écoulement entre 0.41 m.s−1 et 2.43 m.s−1 à l’intérieur de
la conduite de diamètre 2R = 25 mm utilisée dans les expériences.

Figure 4.10 – Profils de vitesse implémentés dans le modèle analytique, pour une même vitesse
débitante U . Profil piston ( ), profil laminaire ( ) et profils turbulents (données Superpipe [64]) :
Re = 3.16×104 ( ), Re = 4.17×104 ( ), Re = 5.67×104 ( ), Re = 7.43×104 ( ), Re = 9.88×104

( ), Re = 1.46× 105 ( ) et Re = 1.85× 105 ( ).

Le modèle analytique est appliqué pour les différents profils de vitesse de la figure 4.10 avec la
géométrie de la première expérience. La figure 4.11 montre la tension ∆VU calculée pour ces profils
en fonction de la fréquence, pour une vitesse débitante fixée U = 1 m.s−1. Les tendances suivies
par les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥, le module |∆V U | et la phase ΘU
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sont semblables pour tous les profils de vitesse, et analogues aux mesures expérimentales décrites
précédemment (figures 4.6 et 4.7).
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Figure 4.11 – Modèle analytique : décalage en tension ∆VU en fonction de la fréquence. Compo-
santes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d). Profil piston ( ), profil laminaire
( ) et profils turbulents (données Superpipe [64]) : Re = 3.16 × 104 ( ), Re = 4.17 × 104 ( ),
Re = 5.67 × 104 ( ), Re = 7.43 × 104 ( ), Re = 9.88 × 104 ( ), Re = 1.46 × 105 ( ) et
Re = 1.85× 105 ( ).

Pour la composante en phase ∆V U,|| et le module |∆V U |, l’écart entre les courbes des diffé-
rents profils turbulents est faible (au maximum 5% pour f = 1 kHz), ces profils étant relativement
similaires (voir figure 4.10). On observe par ailleurs un décalage de ces courbes par rapport à
celles du profil piston ( ), particulièrement aux hautes fréquences. Un écart important est égale-
ment observé entre les courbes du profil de vitesse laminaire ( ) et les courbes des autres profils
(turbulents, et à plus forte raison piston). Enfin, le maximum des courbes ∆V U,|| et |∆V U | du
profil laminaire (à f ≈ 1.5 kHz) est légèrement décalé par rapport à celui des courbes des profils
turbulents et piston (à f ≈ 2 kHz).

Pour la composante en quadrature ∆V U,⊥, les courbes correspondant aux profils de vitesses
turbulents et piston sont quasiment superposées sur toute la plage de fréquence considérée. Le
changement de signe de ∆V U,⊥ est cependant observé un peu plus tôt pour les profils turbulents
(à f ≈ 2.2 kHz) que pour le profil piston (à f ≈ 2.4 kHz). La valeur minimale est également
atteinte plus tôt (à f ≈ 5 kHz) que pour le profil piston (à f ≈ 10 kHz). Par ailleurs, la tension
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∆V U,⊥ correspondant au profil laminaire est clairement décalée vers la gauche par rapport aux
autres courbes, avec un changement de signe à f ≈ 1.6 kHz et une valeur minimale à f ≈ 3.5

kHz. En dépit de ce décalage, la valeur de ∆V U,⊥ pour le profil laminaire est similaire à celles des
autres profils pour f . 4 kHz. Au-delà de cette fréquence, la tension ∆V U,⊥ du profil laminaire
est fortement déviée et tend rapidement vers une valeur nulle.

Enfin, la phase ΘU décroit avec la fréquence pour tous les profils, avec une pente plus marquée
pour le profil laminaire que pour les profils turbulents et le profil piston.

Les décalages des tensions ∆V U,||, ∆V U,⊥ et |∆V U | observés en fonction des différents profils
de vitesse sont directement liés à la profondeur de pénétration du champ électromagnétique dans le
métal liquide. Lorsque la fréquence augmente, l’épaisseur de peau δ =

√
2/µ0σω diminue (δ = 6.1

mm pour f = 2 kHz et δ = 2.7 mm pour f = 10 kHz) et le champ électromagnétique n’est sensible
qu’au champ de vitesse du métal proche de la paroi. Du fait du gradient de vitesse à la paroi,
la vitesse dans la zone sondée est en l’occurrence plus faible pour les profils turbulents que pour
le profil piston (jusqu’à une profondeur h ≈ 3 mm), et identiquement, à plus forte raison, pour
le profil laminaire (jusqu’à une profondeur h ≈ 4 mm), comme on peut le voir sur la figure 4.10.
Le champ électromagnétique est donc moins perturbé par un profil turbulent, et a fortiori par un
profil laminaire, que par un profil piston (à débit égal). Les tensions ∆V U,||, ∆V U,⊥ et |∆V U | sont
donc moins importantes en présence des écoulements laminaire et turbulents, plus particulièrement
aux hautes fréquences où l’épaisseur de peau est faible.

Les effets du profil de vitesse sur ∆VU , analysés ici à l’aide du modèle analytique, confirment
les déviations entre les mesures expérimentales et les résultats du modèle au-delà de f ≈ 2 kHz,
observées dans la sous-section 4.4.2 (figure 4.7, page 82). Pour un débit donné, la valeur de la
tension ∆VU varie de manière non négligeable avec le profil de vitesse de l’écoulement (laminaire,
turbulent ou piston). Ces variations sont particulièrement marquées aux hautes fréquences. Il est
à noter cependant que l’influence du profil de vitesse sur ∆VU est raisonnablement faible lorsque
l’écoulement reste dans le régime turbulent, ce qui correspond aux conditions usuelles d’utilisation
d’un ECFM.

4.6 Effets de la conductivité électrique (étude ana-
lytique)

Dans cette section, une étude des effets de la conductivité électrique sur les signaux mesurés à
l’ECFM est développée à partir du modèle analytique décrit dans le chapitre 3. Un lien est établi
entre plusieurs observations expérimentales décrites dans la littérature [19, 20, 17, 13], concernant
les effets de la température du métal liquide, et les effets d’une variation de sa conductivité élec-
trique observés à l’aide du modèle analytique. La validité de la présente étude est corroborée par
la bonne adéquation entre les résultats du modèle analytique et les mesures expérimentales du
premier dispositif, observées précédemment (figures 4.6 et 4.8).

Les résultats qui vont suivre sont calculés pour une intensité I = 1 A dans la bobine primaire,
et un métal en translation à une vitesse uniforme U = 1 m.s−1. La géométrie de l’ECFM est celle
du deuxième dispositif expérimental (voir section 2.4 du chapitre 2), à l’exception que les deux
bobines secondaires sont supposées identiques (longueur de 10 mm, diamètre intérieur de 33 mm,
nombre de spires par unité de longueur de 2.5 spires.mm−1).
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4.6.1 Différence de tension ∆V = V1 − V2
Cette partie présente les effets de la conductivité électrique sur le signal mesuré usuellement à

l’ECFM, c’est à dire la différence de tension ∆V = V1−V2 entre les bobines secondaires. Les deux
bobines secondaires étant identiques dans le cas présent, la contribution de tension ∆V0 est nulle
et on déduit immédiatement ∆V = ∆VU . Les paramètres caractéristiques de ∆VU sont les mêmes
que précédemment, à savoir ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU .

La figure 4.12 représente les composantes en phase ∆V U,|| (a), en quadrature ∆V U,⊥ (b), le
module |∆V U | (c) et la phase ΘU (d) en fonction de la fréquence, calculées avec le modèle analytique
pour cinq conductivités électriques proches de celles du galinstan (σ = 3.46 × 106 S.m−1 à 20◦C)
et du sodium liquide (σ = 3.78 × 106 S.m−1 à 500◦C) : 2.8 × 106 S.m−1 ( ), 3.4 × 106 S.m−1

( ), 4.0 × 106 S.m−1 ( ), 4.6 × 106 S.m−1 ( ) et 5.2 × 106 S.m−1 ( ). Les résultats obtenus
pour la conductivité de l’aluminium (σ = 37.7 × 106 S.m−1), régulièrement utilisé dans le cadre
d’expériences « sèches » (voir section 1.2.2 du chapitre 1), sont représentés à titre comparatif ( ).
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Figure 4.12 – Modèle analytique : décalage en tension ∆VU généré par le mouvement du métal
en fonction de la fréquence. Composantes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d)
calculés pour cinq conductivités électriques : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106

S.m−1 ( ), 4.6×106 S.m−1 ( ) et 5.2×106 S.m−1 ( ). Les résultats obtenus pour la conductivité
de l’aluminium (σ = 37.7× 106 S.m−1) sont représentés à titre comparatif ( ).

Les tensions ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et la phase ΘU montrent un comportement similaire à
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celui observé précédemment avec les deux études expérimentales, figures 4.6 et 4.7, pour toutes les
conductivités électriques considérées. Le modèle étant calculé sur une large plage de fréquence, on
observe de plus que les composantes en phase ∆V U,|| et en quadrature ∆V U,⊥ ainsi que le module
|∆V U | tendent vers une valeur nulle aux basses et hautes fréquences. En outre, la phase ΘU tend
vers 90◦ aux basses fréquences, et vers −45◦ aux hautes fréquences.

L’augmentation de la conductivité électrique du métal induit un décalage des courbes ∆V U,||,
∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU vers les basses fréquences. En particulier, les maximums de tension observés
sur ∆V U,||, ∆V U,⊥ et |∆V U | apparaissent d’autant plus « tôt » que la conductivité augmente.
En revanche, la forme des quatre courbes de ∆V U,||, ∆V U,⊥, |∆V U | et ΘU semble être conservée
(avec un maximum constant de 6.9 × 10−4 V pour |∆V U | par exemple). Cette remarque suggère
l’existence d’une auto-similarité du signal de tension ∆VU en fonction de la fréquence et de la
conductivité, dont l’étude sera détaillée dans la section 4.7.

4.6.2 Différence de tension ∆V ∗ =
V1 − V2
V1 + V2

Nous nous intéressons dans cette partie aux effets de la conductivité électrique sur le signal

∆V ∗ =
V1 − V2

V1 + V2
, utilisé comme alternative à la différence de tension usuelle ∆V = V1 − V2 dans

plusieurs études récentes [19, 20, 17, 13]. Dans ces études, il est en particulier montré expérimen-
talement que le décalage de tension de ∆V ∗ relatif à la vitesse de l’écoulement, noté ici ∆V ∗U , est
indépendant de la température du métal à une certaine fréquence d’opération de l’ECFM (voir
section 1.2.2 du chapitre 1). À partir des résultats du modèle analytique, nous proposons une
explication à l’existence de cette fréquence « critique » en reliant les variations de température
du métal aux variations de sa conductivité électrique, cette dernière étant un des paramètres du
modèle.

Les mesures expérimentales en sodium liquide de Sharma et al. [17] sont effectuées pour une
température du métal entre 200◦C et 550◦C (voir figure 1.7b, page 14). Les variations de la conduc-
tivité électrique du sodium correspondant à cette plage de température peuvent être calculées avec
la corrélation proposée par Sobolev [65],

1

σ
=
(
3.126 + 6.218× 10−3T + 3.093× 10−5T 2

)
× 10−8 Ω.m, (4.3)

valable entre 371 K et 1155 K (soit entre 98◦C et 882◦C). La figure 4.14 montre la valeur de la
conductivité électrique du sodium liquide en fonction de sa température, calculée avec l’expression
(4.3). La zone grisée correspond à la plage de température étudiée expérimentalement par Sharma
et al. [17]. On remarque que la conductivité électrique du sodium liquide varie du simple au double
dans les expériences de Sharma et al. (de 7.7× 106 S.m−1 pour T = 200◦C à 3.4× 106 S.m−1 pour
T = 550◦C). Afin de quantifier l’effet de ces variations de conductivité électrique sur la tension
∆V ∗, le modèle analytique est lancé pour les cinq conductivités représentées sur la figure 4.14 et
utilisées précédemment : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106 S.m−1 ( ), 4.6× 106

S.m−1 ( ) et 5.2× 106 S.m−1 ( ).
Pour ces cinq conductivités électriques, la figure 4.15 représente les composantes en phase

∆V
∗
U,|| (a), en quadrature ∆V

∗
U,⊥ (b), le module |∆V U |∗ (c) et la phase Θ∗U (d) de la tension

∆V ∗U calculées avec le modèle analytique en fonction de la fréquence. Les résultats obtenus pour la
conductivité de l’aluminium (σ = 37.7× 106 S.m−1) sont représentés à titre comparatif ( ).

Pour toutes les conductivités σ voisines de celle du sodium, la composante en phase ∆V
∗
U,||

tend vers une constante positive aux basses fréquences dont la valeur dépend de σ, puis décroit (à
partir de 300 Hz) et change de signe entre 4 kHz et 7 kHz selon les conductivités. Au-delà de ces
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Figure 4.14 – Conductivité électrique du sodium liquide en fonction de la température, calculée
avec la corrélation de Sobolev [65]. La zone grisée correspond à la plage de température des ex-
périences effectuées par Sharma et al. [17]. Les conductivités électriques utilisées dans le modèle
analytique sont montrées à titre comparatif : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106

S.m−1 ( ), 4.6× 106 S.m−1 ( ) et 5.2× 106 S.m−1 ( ).

fréquences, la composante ∆V
∗
U,|| tend vers une valeur nulle. On remarque que la courbe relative à

la conductivité de l’aluminium ( ) suit une tendance différente de celles des autres conductivités :
∆V

∗
U,|| décroit plus « tôt » en fréquence (dès 50 Hz) et change de signe également plus « tôt » (à

500 Hz) ; son amplitude est de plus beaucoup plus élevée (de l’ordre de 2.1× 10−2 à une fréquence
de 50 Hz) que celles des autres conductivités (valeurs maximales de 1.7 × 10−3 à 3.1 × 10−3 en
dessous de 300 Hz). Les courbes correspondant aux cinq conductivités voisines de celle du sodium
liquide s’intersectent en un même point, à une fréquence f ≈ 1.3 kHz. On remarque que la courbe
correspondant à la conductivité de l’aluminium ne passe pas par ce point d’intersection.

La composante en quadrature ∆V
∗
U,⊥ est négative sur toute la plage de fréquence calculée et

passe par une valeur minimale, située à une fréquence plus faible lorsque la conductivité électrique
augmente. Comme pour la composante en phase, les courbes correspondant aux conductivités
voisines de celle du sodium liquide s’intersectent environ à une même fréquence, f ≈ 5.3 kHz ici.
La courbe représentative de l’aluminium, décalée vers les basses fréquences par rapport aux autres
courbes et plus grande en valeur absolue, ne passe pas par ce point d’intersection.

Le module |∆V U |∗ montre un comportement similaire à la composante en phase ∆V
∗
U,|| aux

basses fréquences : pour les conductivités voisines de celle du sodium, |∆V U |∗ tend vers une
constante positive pour f . 500 Hz dont la valeur dépend de la conductivité, puis décroit au-
delà de cette fréquence. Les courbes s’intersectent à une fréquence f ≈ 3.6 kHz puis tendent
vers une valeur nulle aux hautes fréquences. Comme précédemment, la courbe correspondant à la
conductivité de l’aluminium est décalée vers les basses fréquences et son amplitude est plus élevée
que pour les autres conductivités.

Enfin, la phase Θ∗U tend vers 180◦ aux basses fréquences, puis décroit jusqu’à tendre vers 45◦

aux hautes fréquences. On remarque que les courbes correspondant aux différentes conductivités
électriques ne s’intersectent pas.

Le comportement du module |∆V U |∗ entre 1.7 kHz et 4.3 kHz (zoom de la figure 4.15c),
avec l’existence d’un point d’intersection à f ≈ 3.6 kHz, est fortement similaire à celui mesuré
expérimentalement par Sharma et al. pour un sodium liquide entre 200◦C et 550◦C (voir figure
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Figure 4.15 – Modèle analytique : décalage en tension ∆V ∗U généré par le mouvement du métal
en fonction de la fréquence. Composantes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d)
calculés pour cinq conductivités électriques : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106

S.m−1 ( ), 4.6×106 S.m−1 ( ) et 5.2×106 S.m−1 ( ). Les résultats obtenus pour la conductivité
de l’aluminium (σ = 37.7× 106 S.m−1) sont représentés à titre comparatif ( ).

1.7b, page 14). La différence de valeur de fréquence « critique » où apparaît le point d’intersection
peut être liée à la différence de géométrie des expériences de Sharma et al. et du modèle analytique.
Dans ces expériences en effet, l’ECFM utilisé est un ECFM interne, où le métal liquide circule à
l’extérieur des bobines (voir sous-section 1.2.1 du chapitre 1 pour plus de détails). Le modèle
analytique correspond en revanche à un ECFM interne, celui utilisé dans le second dispositif
expérimental, et pour lequel le métal se situe à l’intérieur des bobines.

Pour conclure, l’existence de la fréquence critique observée expérimentalement dans plusieurs
études récentes [19, 20, 17, 13], pour laquelle le signal ∆V ∗U ne varie pas avec la température du
métal, peut être expliquée par notre modèle analytique en corrélant les variations de température
aux variations de conductivité électrique du métal. D’après le modèle, la fréquence critique n’est pas
la même pour la composante en phase ∆V U,||, pour celle en quadrature ∆V U,⊥ et pour le module
|∆V U |. En outre, la géométrie de l’ECFM semble impacter significativement la valeur de cette
fréquence critique. Enfin, au regard des résultats du modèle pour la conductivité de l’aluminium,
la fréquence critique semble exister sur une plage relativement faible de conductivité électrique
(de 2.8 × 106 S.m−1 à 5.2 × 106 S.m−1 dans le modèle analytique), qui par chance correspond
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approximativement à celle utilisée expérimentalement avec le sodium liquide. La section suivante
apporte des éléments de compréhension sur l’existence de cette fréquence critique observée avec les
variations de conductivité, à partir d’une étude des lois de similitude des tensions ∆VU et ∆V ∗U .

4.7 Lois de similitude de ∆VU et ∆V ∗U

Dans cette section, un développement des lois de similitudes des tensions ∆VU et ∆V ∗U est
présenté à partir de l’équation sans dimension du potentiel vecteur (3.6a) résolue dans le chapitre
3 (pour laquelle le potentiel scalaire est nul, φ = 0). Les tensions ∆VU et ∆V ∗U sont alors décrites
par une unique relation tenant compte des quatre paramètres caractéristiques de l’étude (fréquence
f , vitesse débitante U , profil de vitesse u et conductivité électrique σ) en faisant intervenir le
paramètre d’écrantage Ω = µ0σωR

2 et le nombre de Reynolds magnétique Rm = µ0σUR.

4.7.1 Expression de la tension aux bornes d’une bobine secondaire

Dans le cadre des études expérimentales, le nombre de Reynolds magnétique est faible et le
potentiel vecteur A peut s’écrire à l’aide d’un développement asymptotique en Rm → 0, soit
A = A0 +RmAU +O(R2

m) (voir le tableau A.2 en annexe, page 167). En injectant cette expression
dans l’équation sans dimension du potentiel vecteur (3.6a) et en négligeant les termes d’ordre
supérieur ou égal à 2 en Rm, on obtient les équations de A0 (à l’ordre 0) et AU (à l’ordre 1),

∇2A0 − 1CjΩA0 = −1SJS et ∇2AU − 1CjΩAU = −1Cu×∇×A0, (4.4)

où 1C est la fonction caractéristique du domaine C occupé par le conducteur (la conduite dans
laquelle s’écoule le métal liquide), 1S est la fonction caractéristique du domaine S occupé par
la source de courant (ici la bobine primaire), JS est la densité de courant source dans la bobine
primaire adimensionnée par l’amplitude du courant JS , et u est le profil de vitesse adimensionné
par la vitesse débitante U .

D’après les équations (4.4), pour une géométrie donnée de l’ECFM et de la conduite contenant
le métal (1C et 1S fixés), le potentiel vecteur A0 n’est fonction que du paramètre d’écrantage Ω,
tandis que le potentiel vecteur AU est fonction du paramètre d’écrantage Ω et du profil de vitesse
sans dimension u. Nous écrivons alors :

A0 = A0(Ω) et AU = AU (Ω,u). (4.5)

À partir du potentiel vecteur A, la tension V aux bornes d’une bobine secondaire est obtenue
par la loi de Faraday (3.34) calculée sur chaque spire, puis sommée sur toutes les spires par les
équations (3.35a) et (3.35b). En injectant l’expansion asymptotique A = A0 + RmAU + O(R2

m),
on obtient la tension V aux bornes d’une bobine secondaire par :

V =

(
−j

2∑

i=1

ns

ˆ z2

z1

˛
A0 · dridz

)

︸ ︷︷ ︸
f0(Ω)

+Rm

(
−j

2∑

i=1

ns

ˆ z2

z1

˛
AU · dridz

)

︸ ︷︷ ︸
fU (Ω,u)

+O(R2
m), (4.6)

où le premier terme entre parenthèses, fonction de Ω uniquement d’après l’équation (4.5) pour une
géométrie donnée, est écrit f0(Ω) et le second terme entre parenthèses, fonction de Ω et u d’après
(4.5), est écrit fU (Ω,u). Dans l’équation (4.6), ns est le nombre de spires par unité de longueur de
la bobine secondaire, z1 et z2 sont les coordonnées en z des deux extrémités de la bobine.
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4.7.2 Expression de la différence de tension ∆VU

La différence de tension ∆V = V1− V2 s’obtient premièrement en appliquant l’expression (4.6)
à chaque bobine secondaire. On remarque que le terme f0(Ω), relatif au potentiel vecteur A0, est
identique dans chacune des deux bobines si celles-ci sont identiques (même longueur, même rayon
et même nombre de spire par unité de longueur). En conséquence, la différence de tension ∆V0 est
nulle et on a ∆V = ∆VU . On remarque en outre que le terme fU (Ω,u), relatif au potentiel vecteur
AU , est opposé dans les deux bobines secondaires, du fait du produit vectoriel dans le terme source
−1Cu × ∇ ×A0 de l’équation de AU (4.4). La figure 4.16 montre l’allure des différents champs
vectoriels dans le métal à titre explicatif. Dans la sous-figure 4.16c, on voit particulièrement que
le champ u × ∇ ×A0 est de signe opposé de part et d’autre de la bobine primaire, d’où le signe
opposé de fU (Ω,u) dans chaque bobine secondaire. En utilisant l’expression (4.6) et en négligeant
les termes d’ordre 2 en Rm, la tension ∆VU après simplification s’écrit donc :

∆VU = 2Rm × fU (Ω,u). (4.7)

Pour une géométrie et un profil de vitesse u donnés, la tension ∆VU s’exprime alors par une
unique relation, caractérisée par la fonction fU , tenant compte de la fréquence f , la vitesse U et
la conductivité électrique σ.

P S1 S2 

u 

(a) Champ A0

P S1 S2 

u 

(b) Champ ∇×A0

P S1 S2 

u 

(c) Champ u×∇×A0

Figure 4.16 – Schéma illustratif des champs vectoriels intervenant dans le calcul du potentiel
vecteur AU .

Dans l’équation (4.7), la tension ∆VU est écrite sous forme adimensionnelle en utilisant les
paramètres d’échelle définis précédemment dans l’équation (3.4) : le rayon intérieur de la conduite
R, la pulsation caractéristique du champ ω et l’amplitude du courant source JS . Le facteur d’échelle
permettant l’obtention d’une tension ∆VU homogène à des volts est alors µ0ωJSR

3. Sous forme
dimensionnelle, on obtient donc :

∆VU = 2Rmµ0ωJSR
3 × fU (Ω,u) (volt) (4.8)

= 2Uµ0ΩJSR
2 × fU (Ω,u) (volt). (4.9)

La figure 4.17 représente la courbe
∆VU
U

= 2µ0ΩJSR
2 × fU (Ω,u) obtenue à partir de la

tension ∆VU calculée par le modèle analytique, en fonction du paramètre d’écrantage Ω, pour les
conductivités utilisées précédemment : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106 S.m−1

( ), 4.6 × 106 S.m−1 ( ), 5.2 × 106 S.m−1 ( ) et 37.7 × 106 S.m−1 ( ). Le profil de vitesse u est
ici uniforme et la fréquence varie entre 40 Hz et 200 kHz pour chaque conductivité. On constate
que la tension ∆VU appartient à une courbe unique, définie par la relation (4.9), pour n’importe
quelles fréquence, vitesse débitante et conductivité électrique dans la limite Rm � 1. On remarque
en outre que le maximum de la composante en phase (7×10−4 V.s.m−1 pour Ω ≈ 10, figure 4.17a)
est plus important que le maximum de la composante en quadrature (4 × 10−4 V.s.m−1 pour
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Ω ≈ 4, figure 4.17b). Pour effectuer une mesure de vitesse, il semble donc préférable de mesurer la
composante en phase (ou le module) en fixant le paramètre d’écrantage à Ω ≈ 10, ce qui correspond
à une épaisseur de peau environ deux fois plus petite que le rayon de la conduite (plus précisément
R/δ ≈ 2.24). Dans une étude ultérieure, il peut être intéressant de compléter la figure 4.17 en
intégrant les tensions ∆VU pour des profils de vitesse u non uniformes (profil laminaire ou profils
turbulents notamment).
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Figure 4.17 – Modèle analytique : courbe ∆VU/U en fonction du paramètre d’écrantage Ω. Com-
posantes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d) calculés pour six conductivités
électriques : 2.8 × 106 S.m−1 ( ), 3.4 × 106 S.m−1 ( ), 4.0 × 106 S.m−1 ( ), 4.6 × 106 S.m−1 ( ),
5.2× 106 S.m−1 ( ) et 37.7× 106 S.m−1 ( ). Le profil de vitesse sans dimension u est uniforme et
la fréquence varie entre 40 Hz et 200 kHz.

4.7.3 Expression de la différence de tension ∆V ∗U

La différence de tension sans dimension ∆V ∗ =
V1 − V2

V1 + V2
est également obtenue en appliquant

l’équation (4.6) à chaque bobine secondaire. L’expression du numérateur vient d’être déterminée
par l’équation (4.7). En utilisant l’hypothèse de faible nombre de Reynolds magnétique effectuée
précédemment, c’est à dire Rm � 1, l’expression du dénominateur vient directement en négligeant
les termes d’ordre supérieur ou égal à 1 en Rm dans l’expression (4.6), soit V1 + V2 = 2f0(Ω) +

O(Rm). De plus, on remarque comme précédemment que ∆V ∗ = ∆V ∗U dans le cas de deux bobines
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secondaires identiques. En utilisant l’équation (4.7), on obtient alors :

∆V ∗U = Rm × f∗U (Ω,u), (4.10)

où la fonction f∗U est définie par f∗U (Ω,u) = fU (Ω,u)/f0(Ω). Comme pour ∆VU , la tension ∆V ∗U
s’exprime par une unique relation, caractérisée par la fonction f∗U , et dans laquelle interviennent
la fréquence f , la vitesse débitante U et la conductivité électrique σ, pour un profil de vitesse u
donné.

La figure 4.18 représente la courbe
∆V ∗U
Rm

= f∗U (Ω,u) obtenue à partir des tensions V1 et V2

calculées par le modèle analytique, en fonction du paramètre d’écrantage Ω, pour les conductivités
utilisées précédemment : 2.8× 106 S.m−1 ( ), 3.4× 106 S.m−1 ( ), 4.0× 106 S.m−1 ( ), 4.6× 106

S.m−1 ( ), 5.2× 106 S.m−1 ( ) et 37.7× 106 S.m−1 ( ). Comme précédemment, le profil de vitesse
sans dimension u est uniforme (c’est à dire |u| = 1) et la fréquence varie entre 40 Hz et 200 kHz pour
chaque conductivité. On constate que la tension ∆V ∗U/Rm appartient à une courbe unique définie
par la relation (4.10), pour toutes les fréquences, vitesses débitantes et conductivités électriques
dans la limite Rm � 1. Le palier observé aux basses fréquences sur la composante en phase (a) et
le module (c) est ici clairement visible pour Ω . 1.

Sur la figure 4.18a, la zone grisée indique la plage de variation du paramètre d’écrantage Ω

correspondant à la plage de conductivité électrique considérée (2.8×106 S.m−1 à 5.2×106 S.m−1),
à fréquence fixée. Nous utilisons ici la fréquence critique fc = 1.3 kHz pour laquelle les courbes
∆V

∗
U,|| s’intersectent en un même point (voir figure 4.15a). Pour ces valeurs de conductivités et de

fréquence, le paramètre d’écrantage Ω correspondant varie donc entre 4.5 et 8.3 dans cette zone. De
la même manière, les zones grisées sur les figures 4.18b et 4.18c indiquent les plages du paramètre
d’écrantage correspondant aux fréquences critiques de ∆V

∗
U,⊥ et |∆V U |∗ (fc = 5.3 kHz et fc = 3.6

kHz respectivement, voir figures 4.15b et 4.15c), pour lesquelles une intersection des courbes est
observée sur la plage de conductivité considérée. Le paramètre d’écrantage varie alors entre 18.3
et 34.0 pour ∆V

∗
U,⊥, et entre 12.4 et 23.1 pour |∆V U |∗. Dans les trois cas, on remarque que la

zone d’intersection est située dans la plage de paramètre d’écrantage Ω pour laquelle la pente
est maximale (en valeur absolue). Une intersection des courbes ∆V

∗
U,||, ∆V

∗
U,⊥ et |∆V U |∗ est a

priori possible pour n’importe quelle plage de conductivité correspondant à cette plage de Ω dite
« critique », à laquelle est associée une fréquence « critique » d’intersection. Plus la conductivité
est élevée, plus l’intersection des courbes apparait à une fréquence d’intersection faible (pour rester
dans la plage de Ω critique).

Pour conclure, la figure 4.18 peut être utilisée pour déterminer la fréquence optimale d’utilisa-
tion de l’ECFM, pour laquelle l’incertitude de mesure liée à la température du métal liquide est
minimale. En premier lieu, connaissant la plage de température d’utilisation du métal liquide, la
plage de conductivité électrique associée doit d’abord être déterminée (à l’aide d’une corrélation
par exemple). À fréquence donnée, cette plage de conductivité électrique correspond à une plage du
paramètre d’écrantage Ω = µ0σωR

2. La plage du paramètre d’écrantage optimale, ou « critique »
(correspondant aux zones grisées de la figure 4.18), peut donc être choisie en fixant la fréquence
d’utilisation adéquate. Une étude plus approfondie devra cependant prendre en compte les effets
du profil de vitesse u de l’écoulement, ainsi que l’influence de la géométrie de l’ECFM, sur le signal
∆V ∗U/Rm.

4.8 Conclusion

À partir des mesures effectuées dans les deux dispositifs expérimentaux (décrits dans le chapitre
2) et des résultats du modèle analytique (présenté dans le chapitre 3), nous avons étudié dans ce
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Figure 4.18 – Modèle analytique : courbe ∆V ∗U/Rm en fonction du paramètre d’écrantage Ω. Com-
posantes en phase (a), en quadrature (b), module (c) et phase (d) calculés pour six conductivités
électriques : 2.8 × 106 S.m−1 ( ), 3.4 × 106 S.m−1 ( ), 4.0 × 106 S.m−1 ( ), 4.6 × 106 S.m−1 ( ),
5.2 × 106 S.m−1 ( ) et 37.7 × 106 S.m−1 ( ). Le profil de vitesse u est uniforme et la fréquence
varie entre 40 Hz et 200 kHz.

chapitre le comportement de la tension ∆VU générée aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM
par la vitesse du métal liquide. Les différents paramètres de l’étude sont la fréquence du champ
électromagnétique f , la conductivité électrique du métal σ, la vitesse débitante U et le profil de
vitesse u = u(r)ez de l’écoulement.

L’étude en fréquence montre l’existence d’un optimum de fréquence, pour lequel la mesure de
∆VU est maximale. Dans notre configuration, cet optimum de fréquence vaut f ≈ 2 kHz pour la
composante en phase ∆V U,|| et le module |∆V U |, et f ≈ 1 kHz pour la composante en quadrature
∆V U,⊥. La fréquence optimale est en outre légèrement plus faible si l’écoulement est laminaire.
Les mesures aux hautes fréquences (f & 2 kHz) sont par ailleurs sujettes à une dispersion non
négligeable, et sont relativement faibles par rapport aux mesures basses fréquences car le champ
électromagnétique pénètre peu dans le métal. Cette remarque est d’autant plus importante lorsque
l’écoulement est laminaire, le champ de vitesse proche de la paroi étant plus faible que pour un
écoulement turbulent (à débit égal).

La tension ∆VU varie linéairement avec la vitesse débitante U pour un profil de vitesse u
donné. Ce résultat est observé avec le modèle analytique aussi bien qu’avec les mesures des deux
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expériences réalisées, et s’explique grâce à une étude de similitude dans la limite des faibles nombres
de Reynolds magnétiques, Rm � 1.

La conductivité électrique σ joue un rôle analogue à celui de la fréquence f = ω/2π, par
l’intermédiaire du paramètre d’écrantage Ω = µ0σωR

2. L’étude paramétrique sur σ est effectuée
pour la différence de tension usuelle ∆VU = V1 − V2 entre les bobines secondaires, mais également

pour la différence de tension adimensionnée ∆V ∗U =
V1 − V2

V1 + V2
. Pour cette dernière, une fréquence

optimale, ou « critique », est observée pour laquelle ∆V ∗U ne varie pas en fonction de σ. En reliant
la conductivité électrique à la température du métal, nous montrons que cette fréquence critique
correspond à celle mesurée dans plusieurs études expérimentales antérieures en sodium liquide à
température variable [19, 20, 17, 13].

Finalement, les lois de similitudes des tensions ∆V et ∆V ∗ sont obtenues à l’aide des équations
sans dimension du potentiel vecteur, dans lesquelles interviennent le nombre de Reynolds magné-
tique Rm = µ0σUR et le paramètre d’écrantage Ω = µ0σωR

2. Pour une géométrie d’ECFM et
un profil de vitesse donnés, chacune de ces deux tensions s’exprime alors par une unique relation
en fonction de Rm et Ω, ou alternativement en fonction de f , U et σ. La détermination de cette
relation permet notamment de prévoir les plages de fréquence optimales pour mesurer ∆V et ∆V ∗,
dépendant entre autres du métal liquide utilisé.
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Chapitre 5

Modélisation de l’influence d’une
inclusion sur la réponse de l’ECFM

Ce chapitre présente une modélisation de la perturbation du champ électromagnétique
générée par la présence d’une inclusion dans le métal liquide traversant l’ECFM. Dans
un premier temps, les perturbations de tension dans l’ECFM relatives à l’inclusion sont
calculées à partir de la résolution de l’équation du potentiel vecteur sous une hypothèse
de faible paramètre d’écrantage (Ω = µ0σωR

2 � 1), associée aux basses fréquences
(modèle « non inductif »). En fin de chapitre, une première approche d’un modèle « in-
ductif » est présentée dans le but d’étendre notre étude aux hautes fréquences. Les résul-
tats du modèle non inductif (Ω � 1) sont comparés aux mesures expérimentales dans
le chapitre 6.
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5.1 Introduction

Lorsque la bobine primaire de l’ECFM est alimentée en courant alternatif, un champ électro-
magnétique variable excite le métal liquide traversant les bobines et génère des courants induits,
ou courants de Foucault, dans le métal du fait de l’induction électromagnétique. La présence d’une
inclusion isolante à l’intérieur du métal, telle qu’une bulle, modifie la distribution des courants
induits et incidemment la distribution du champ électromagnétique. Par suite, la perturbation du
champ relative à la présence de l’inclusion engendre une différence de tension ∆Vα aux bornes des
bobines secondaires de l’ECFM, dont la mesure permet de détecter l’inclusion et de caractériser
ses propriétés géométriques (taille et position notamment).

L’objectif de ce chapitre est de déterminer analytiquement la perturbation du champ électro-
magnétique par une inclusion isolante transportée par l’écoulement de métal liquide. Un modèle
dit « non inductif », car valable pour un faible paramètre d’écrantage (Ω = µ0σωR

2 � 1) et donc
associé aux basses fréquences, est développé à partir de la résolution de l’équation du potentiel
vecteur A (défini à partir du champ magnétique B par B = ∇ × A). La tension ∆Vα relative
à la présence de l’inclusion est ensuite calculée à partir de la perturbation du flux magnétique
traversant les bobines secondaires de l’ECFM.

La mise en équation du potentiel vecteur A est décrite dans la section 5.2. La perturbation
du potentiel vecteur relative à la présence de l’inclusion est résolue sous une hypothèse de faible
paramètre d’écrantage dans la section 5.3. Une solution approchée de la perturbation est également
développée dans cette section. Dans la section 5.4, une première approche d’un modèle « inductif »
est brièvement présentée, dans le but de décrire le comportement de la perturbation aux hautes
fréquences.

5.2 Description du système et mise en équation

Cette section développe la mise en équation du potentiel vecteur appliquée au système suivant.
Un liquide conducteur s’écoule longitudinalement à une vitesse u(r) dans un tube cylindrique
infiniment long, de rayon intérieur R. Une inclusion, électriquement isolante, est advectée par
l’écoulement à la vitesse u(rα) où rα est la position du centre de l’inclusion. À l’extérieur du tube,
une bobine primaire P coaxiale au tube est alimentée par une densité de courant JS = ĴSe

jωt de
pulsation ω, générant un champ électromagnétique (φ,A), où φ est le potentiel scalaire et A est le
potentiel vecteur. Deux bobines secondaires S1 et S2 sont situées de part et d’autre de la bobine
primaire. La différence de tensions aux bornes des bobines secondaires, notée ∆V , est la valeur à
déterminer. La figure 5.1 décrit le système.

Sous les mêmes hypothèses que celles effectuées dans le précédent modèle théorique (chapitre 3),
le potentiel scalaire φ et le potentiel vecteur A obéissent à nouveau aux équations (3.1a) et (3.1b)
(page 64). Maintenant, 1C est la fonction caractéristique du domaine C occupé par le conducteur
(ici le cylindre infini auquel on retire le volume de l’inclusion) et 1S la fonction caractéristique du
domaine S occupé par la source de courant (ici la bobine primaire). Remarquons que la fonction
caractéristique 1C n’est pas constante dans le temps car l’inclusion est advectée par l’écoulement.
Les équations adimensionnelles de φ et A sont obtenues avec les mêmes paramètres d’échelle que
ceux définis précédemment, dans l’équation (3.4) (page 65), et sont données par (3.5a) et (3.5a).
On les rappelle ici :

∇2A− 1C
(
∇φ+ Ω

∂A
∂t
− Rmu× (∇×A)

)
= −1SJS, (5.1a)
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Figure 5.1 – Schéma de l’écoulement de métal liquide traversant l’ECFM, et dans lequel une
inclusion est advectée.

∇2φ = 1CRm∇ · (u× (∇×A)) . (5.1b)

Les ordres de grandeur du nombre de Reynolds magnétique Rm = µ0σUR et du paramètre
d’écrantage Ω = µ0σωR

2 considérés dans l’étude, donnés dans l’annexe A (page A.2), permettent
de faire les hypothèses suivantes :

Rm � Ω et Rm � 1. (5.2)

La première hypothèse correspond à une séparation d’échelle entre le temps advectif R/U (temps
long) et la période du champ oscillant 2π/ω (temps court). Cette hypothèse permet de simplifier la
résolution des équations (5.1a) et (5.1b). Les variations temporelles de la fonction caractéristique
1C , liées à l’advection de l’inclusion, peuvent en effet être négligées à l’échelle de temps 2π/ω. Avec
la seconde hypothèse, les expansions asymptotiques lorsque Rm → 0 s’écrivent A = A0 + O(Rm)

et φ = φ0 +O(Rm). En négligeant les termes en O(Rm), les équations (5.1a) et (5.1b) deviennent :

∇2A− 1C
(
∇φ+ Ω

∂A
∂t

)
= −1SJS, (5.3a)

∇2φ = 0. (5.3b)

Sachant qu’aucun potentiel électrique φ n’est imposé aux frontières et qu’on pose φ→ 0 à l’infini,
on déduit immédiatement que φ = 0 en tout point de l’espace. Le terme ∇φ étant donc nul,
l’équation du potentiel vecteur est alors une équation de diffusion avec un terme source :

∇2A− 1CΩ
∂A
∂t

= −1SJS. (5.4)

En utilisant l’hypothèse de séparation d’échelle, les variations temporelles du potentiel vecteur
A aux temps longs (à l’échelle R/U � O(1)) sont considérées négligeables par rapport à celles
aux temps courts (à l’échelle 2π/ω ∼ O(1)), c’est à dire ∂A/∂t = jA en posant A(r, t) = Â(r)ejt.
L’équation du potentiel vecteur devient :

∇2A− 1CjΩA = −1SJS. (5.5)

On identifie une équation de Helmoltz inhomogène, le terme source dans le membre de droite
correspondant à la densité de courant dans la bobine primaire.

Une méthode de résolution de l’équation (5.5) consiste à nouveau à déterminer la fonction de
Green de l’équation dans tout l’espace. Les fonctions de Green de l’équation de Helmholtz (5.5)
ont cependant une forme explicite pour certaines géométries particulières, telles que les géométries
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cartésiennes, cylindriques ou sphériques [45]. Dans le problème considéré, le domaine conducteur
C associe une géométrie sphérique (l’inclusion) à une géométrie cylindrique (le tube dans lequel
s’écoule le métal liquide). En conséquence, la méthode des fonctions de Green n’est pas directement
applicable à l’équation (5.5).

Le potentiel vecteur A peut néanmoins être décomposé en un champ non perturbé A0 et un
champ perturbé Aα, c’est à dire :

A = A0 + Aα, (5.6)

où la composante non perturbée A0 est déterminée dans le chapitre 3. La résolution de la compo-
sante perturbée Aα est développée dans la section 5.3 en utilisant une approche « non inductive »,
c’est à dire en négligeant le terme inductif dans l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα. Ce
dernier obéit alors à une équation de Poisson dont la fonction de Green est connue indépendam-
ment de la géométrie du système. L’hypothèse non inductive réduit cependant la validité de la
solution à une inclusion de petite taille proche de la paroi, et un champ à basse fréquence. Une
première approche d’un modèle « inductif », tenant compte du terme inductif dans l’équation de
Aα, est présentée dans la section 5.4.

5.3 Modèle non inductif

5.3.1 Équation de la perturbation

Il s’agit dans un premier temps de déterminer l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα =

A−A0. On connaît premièrement les équations des champs A et A0, à savoir respectivement :

∇2A− 1CjΩA = −1SJS, (5.7a)

∇2A0 − 1C0
jΩA0 = −1SJS, (5.7b)

où le terme de vitesse en Rm est négligé. Ici, on rappelle que C est le domaine occupé par le
conducteur, c’est à dire un cylindre infini auquel on retire le volume de l’inclusion, et 1C est sa
fonction caractéristique. On définit de plus le domaine C0 occupé par le conducteur en l’absence
d’inclusion, c’est à dire simplement le cylindre infini. Sa fonction caractéristique est notée 1C0

.
L’équation (5.7b) est d’abord soustraite à l’équation (5.7a), ce qui donne :

∇2Aα − 1CjΩA + 1C0
jΩA0 = 0. (5.8)

Notons que l’échelle de longueur utilisée dans l’équation (5.8) est celle intervenant dans les équations
de A (5.7a) et A0 (5.7b), c’est à dire le rayon du tube R. Cette échelle de longueur n’est pas
forcément adaptée pour l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα = A−A0. On peut en effet
pressentir que Aα est maximal au voisinage de l’inclusion (à des distances de l’ordre du rayon de
l’inclusion Rα) et tend vers zéro loin de l’inclusion (à des distances très supérieures à Rα). Par la
suite, on utilise alors comme échelle de longueur le rayon de l’inclusion Rα. Ce changement d’échelle
revient à multiplier l’équation (5.8) par R2

α/R
2. Avec l’équation (5.8) et sachant que A = A0 +Aα,

on obtient l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα :

∇2Aα − 1CjΩαAα = −1BjΩαA0, (5.9)

où Ωα = µ0σωR
2
α =

R2
α

R2
Ω est le paramètre d’écrantage associé à Aα, B est le domaine correspon-

dant à l’inclusion isolante et 1B = 1C0 − 1C est sa fonction caractéristique.
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Le champ perturbé Aα obéit ainsi à une équation de Helmoltz de la même manière que les
champs A et A0. En utilisant la loi d’Ohm, le terme source −1BjΩαA0 dans le membre de droite
peut être relié à la densité de courant induite dans le liquide conducteur en l’absence d’inclusion
par j0 = −jΩαA0. L’équation de Aα se réécrit alors :

∇2Aα − 1CjΩαAα = 1Bj0. (5.10)

Le champ perturbé Aα est ainsi généré par une densité de courant source −j0 dans le domaine
de l’inclusion B. Il est à noter que le terme source 1Bj0 dans le membre de droite de l’équation
(5.10) a un signe opposé à la densité de courant source, ici −j0. La densité de courant j0 doit
être calculée au préalable à partir de la solution du potentiel vecteur non perturbé A0, présentée
dans le chapitre 3. Le terme −1CjΩαAα correspond par ailleurs à la perturbation des courants de
Foucault par la présence de l’inclusion. Par la loi d’Ohm, on peut en effet définir jα = −jΩαAα

cette densité de courant perturbée, induite dans le domaine C occupé par le conducteur.

5.3.2 Solution du potentiel vecteur perturbé pour Ωα � 1

L’expansion asymptotique du champ perturbé Aα lorsque Ωα → 0 s’écrit Aα = A0
α + ΩαA1

α +

O(Ω3
α), dans laquelle on remarque que A0

α = O(Ωα) et A1
α = O(Ωα). On injecte cette expression

dans l’équation (5.10). En se limitant aux termes à l’ordre 0 en Ωα, on obtient une équation de
Poisson pour A0

α,
∇2A0

α = 1Bj0. (5.11)

La solution exacte de l’équation (5.11), sous forme intégrale, est directement connue par la
fonction de Green de l’équation de Poisson. Le champ perturbé à l’ordre 0 en Ωα s’obtient alors
par :

A0
α(r) = − 1

4π

˚
B

j0(r’)
|r− r’|dV (r’), (5.12)

où r est la position où le champ A0
α est calculé, r’ est une position quelconque dans le domaine de

l’inclusion B et dV (r’) est un élément de volume situé en r’. On rappelle que la densité de courant
j0 induite dans le liquide conducteur sans inclusion est déterminée dans le chapitre 3, et s’écrit
j0(r’) = j0(r′, z′)eθ en coordonnées cylindriques (r, θ, z).

Au regard de l’expression de j0(r′, z′), la résolution de l’intégrale volumique sur B est réali-
sée numériquement en utilisant un maillage sphérique. L’élément de volume s’exprime alors par
dV (r’) = ρ′2 sin θ′dρ′dθ′dϕ′, où ρ′ ∈ [0, Rα], θ′ ∈ [0, π] et ϕ′ ∈ [0, 2π]. Le nombre d’éléments de
volume dV (r’) constituant le maillage de B est noté N3. La figure 5.2 montre l’étude de conver-
gence du module et de l’argument de la norme du potentiel vecteur, A0

α = |A0
α|, en fonction de

N3. L’étude de convergence est effectuée pour une inclusion de rayon Rα = 2.5 mm située sous
la bobine primaire à une distance de la paroi h = 2.5 mm, avec une fréquence f = 20 kHz. Le
maillage doit en effet être plus raffiné pour les inclusions les plus volumineuses situées à proximité
de la paroi et pour les hautes fréquences. Sous ces conditions, les gradients de la densité de cou-
rant j0(r’) sont a priori les plus importants dans le domaine B. Une convergence satisfaisante est
atteinte pour N3 = 18× 18× 18 éléments de volumes.

5.3.3 Tension induite dans les bobines secondaires

À partir du potentiel vecteur perturbé A0
α (5.12), on peut calculer la différence de tension ∆Vα

aux bornes des bobines secondaires relative à la présence de l’inclusion, et la comparer aux mesures
expérimentales. La première étape consiste à calculer la force électromotrice (f.é.m.) εα générée
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(a) (b)

Figure 5.2 – Étude de convergence de la norme du potentiel vecteur A0
α = |A0

α|, en fonction
du nombre d’éléments de volume N3 maillant le volume de l’inclusion B. (a) Module de A0

α. (b)
Argument de A0

α.

dans une spire quelconque d’une des bobines secondaires. Les f.é.m. dans chaque spire sont ensuite
sommées pour obtenir les tensions Vα,1 et Vα,2 aux bornes de chaque secondaire puis la différence
de tension ∆Vα = Vα,1 − Vα,2.

La f.é.m. εα générée dans une spire par A0
α = Â

0

αe
jt se calcule par la loi d’induction de Faraday,

qu’on écrit ici sans dimension :

εα = −
˛
∂A0

α

∂t
· dr = −j

˛
A0
α · dr. (5.13)

En introduisant la solution exacte (5.12) dans l’équation (5.13), on obtient :

εα =
j

4π

˛ ˚
B

j0(r’)
|r− r’|dV (r’) · dr. (5.14)

Comme il a été évoqué précédemment, l’intégrale sur le volume B associé à l’inclusion est réalisée
numériquement. L’intégrale curviligne le long de la spire, associée à l’élément de spire dr, est
également réalisée numériquement. Notons qu’à l’aide d’une symétrie, il est possible d’effectuer
l’intégrale sur une demi-spire. Dans ce cas, il faut 16 éléments de spire dr pour que l’intégrale
curviligne sur la demi-spire soit convergée.

La tension générée aux bornes d’une bobine secondaire est déduite par sommation des f.é.m.
εα dans chaque spire de la bobine. Les spires sont distribuées sur la longueur Ls de chaque couche
d’enroulement. Le nombre de spires par unité de longueur ns est déterminé par la méthode présentée
dans la sous-section 2.5.2 du chapitre 2. La sommation des f.é.m. dans toutes les spires d’une couche
est d’abord effectuée par intégration de εα sur la longueur Ls. Les f.é.m. dans chaque couche,
obtenues après cette intégration, sont ensuite sommées pour calculer la tension générée aux bornes
de la bobine secondaire. En sachant que toutes les bobines fabriquées dans les expériences sont
composées de 2 couches d’enroulement, la tension Vα,1 dans la bobine secondaire S1 s’écrit par
exemple :

Vα,1 =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ, (5.15)

où ris est le rayon d’une spire appartenant à la couche d’enroulement i, et z est la distance entre
le milieu de la bobine et le centre de l’inclusion, comme représenté sur la figure 5.3. Notons que le
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Figure 5.3 – Géométrie utilisée pour le calcul de la tension perturbée aux bornes d’une bobine
secondaire.

calcul de la tension dans la bobine secondaire S2 est identique. La différence de tension entre les
bobines secondaires s’obtient finalement par :

∆Vα = Vα,1 − Vα,2. (5.16)

5.3.4 Approximation du potentiel vecteur perturbé

Il est possible d’approcher la solution précédente du potentiel vecteur perturbé A0
α (5.12)

en considérant que la densité de courant j0(r’) est environ uniforme dans le domaine B associé à
l’inclusion, c’est à dire j0(r’) ≈ cst. La figure 5.4 illustre l’approximation. On choisit ici d’approcher
j0(r’) par la densité de courant j0 calculée à la position du centre de l’inclusion rα, i.e. j0(r’) ≈
j0(rα). On peut pressentir que cette approximation est valide pour les petites inclusions et les
basses fréquences, pour lesquelles les gradients de la densité de courant j0(r’) dans le domaine B
sont les moins importants. La solution précédente (5.12) est alors approchée par :

A0
α(r) ≈ − j0(rα)

4π
×
˚

B

1

|r− r’|dV (r’). (5.17)

(a) (b)

Figure 5.4 – Illustrations de la densité de courant j0(r’) dans le volume de l’inclusion (a) et de
l’approximation uniforme, j0(r’) ≈ cst (b).

La résolution analytique de l’intégrale du membre de droite de l’équation (5.17) est décrite par
Hamaker [66]. On considère d’abord un point P placé à une distance L du centre de l’inclusion,
représenté dans la figure 5.5, tel que L/Rα = |r− rα| > 1. Le système de coordonnées sphériques
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(ρ, θ, ϕ) centré en P est utilisé par la suite. On définit la surface SABC, en forme de coupelle,
résultant de l’intersection entre la sphère de rayon ρ centrée en P et la sphère représentant l’inclusion
B.

𝑅𝛼 
𝜌 

𝜃0 

𝐿 

P 

A 

B 

C 

Figure 5.5 – Schéma explicatif du calcul du potentiel vecteur perturbé A0
α, dans le cas de l’ap-

proximation uniforme j0(r’) ≈ cst. Notons qu’ici, les distances R, ρ et L sont homogènes à une
longueur.

En notant A l’aire de SABC, l’intégrale dans l’équation (5.17) peut alors s’écrire :
˚

B

1

|r− r’|dV (r’) =
1

R3
α

ˆ L+Rα

L−Rα
A(ρ)dρ. (5.18)

Notons que les grandeurs r, r’ et dV (r’) du membre de gauche sont sans dimension, alors que l’aire
A(ρ) et les longueurs L, R3

α et dρ du membre de droite sont dimensionnées. Pour que l’équation
(5.18) soit homogène et sans dimension, l’intégrale du membre de droite est donc divisée par R3

α,
où le rayon de l’inclusion Rα est utilisé comme échelle de longueur. Pour déterminer l’expression de
A(ρ), on définit d’abord l’angle θ0 formé par les droites (PA) et (PB). Son expression en fonction
des longueurs Rα, ρ et L est déduite du théorème d’Al-Kashi,

cos θ0 =
R2
α − ρ2 − L2

−2ρL
. (5.19)

L’aire A(ρ) est alors calculée par :

A(ρ) =

ˆ 2π

0

ˆ θ0

0

ρ2 sin θdθdϕ =
πρ

L

[
R2
α − (L− ρ)

2
]
. (5.20)

L’expression de A(ρ) est injectée dans l’équation (5.18). Après intégration sur ρ, en injectant dans
l’équation (5.17) et sachant que |r− rα| = L/Rα, on obtient finalement l’approximation du champ
perturbé,

A0
α(r) ≈ − j0(rα)

3|r− rα|
. (5.21)

Connaissant l’approximation du potentiel vecteur perturbé A0
α par l’équation (5.21), on peut

approcher la f.é.m. εα (sans dimension) générée dans une spire par la loi de Faraday (5.13). On
écrit ici j0(rα) = j0,αeθ la densité de courant à la position du centre de l’inclusion. On obtient
d’abord :

εα ≈ j
j0,α
3

˛
eθ

|r− rα|
· dr. (5.22)

Pour calculer la circulation dans l’équation (5.22), on définit un premier système de coordonnées
cylindriques (r, θ, z) dont l’origine est placée au centre de la spire O. On définit de plus le système
de coordonnées cartésiennes (x, y, z) de même origine O, tel que le centre de l’inclusion soit dans
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le plan (O, ey, ez), à une distance rα de l’axe (O, ez) et à une hauteur ξ de la spire. Un schéma
représente le système dans la figure 5.6. La densité de courant à la position du centre de l’inclusion
vaut donc j0(rα) = j0,αeθ = −j0,αex. On note par ailleurs rs le rayon de la spire.

𝑟𝛼 

𝜉 

𝑥 

𝑦 

𝑧 

𝑟𝑠 

O 

Figure 5.6 – Schéma du système : la spire de rayon rs encercle l’écoulement, l’inclusion est à une
hauteur ξ de la spire et excentrée d’une distance rα. Les systèmes de coordonnées cylindriques
(r, θ, z) et cartésiennes (x, y, z) ont pour origine le centre de la spire O.

Le vecteur élémentaire dr le long de la spire s’écrit donc dr = rsdθeθ et le vecteur orthoradial du
système cylindrique vaut eθ = − sin θex +cos θey. De plus, la distance entre le centre de l’inclusion

et un point quelconque de la spire vaut |r− rα| =
√

(rs sin θ − rα)
2

+ ξ2 + (rs cos θ)
2. On utilise le

changement de variable θ = 2β − π/2, et on adopte les notations suivantes,

S2 = (rs + rα)
2

+ ξ2 et k2 =
4rsrα
S2

, (5.23)

de manière à écrire |r− rα| sous la forme |r− rα| = S
√

1− k2 sin2 β. La circulation le long de la
spire dans l’équation (5.22) devient alors :

˛
− 1

|r− rα|
ex · dr =

ˆ θ0+2π

θ0

rs
|r− rα|

sin θdθ (5.24)

=
2rs
S

ˆ β0+π

β0

2 sin2 β − 1√
1− k2 sin2 β

dβ, (5.25)

où θ0 et β0 sont des scalaires quelconques. Pour passer de l’équation (5.24) à l’équation (5.25), on
utilise ici la relation sin(2β − π/2) = 2 sin2 β − 1 obtenue à partir des identités trigonométriques.
En posant β0 = 0 et en arrangeant les termes de l’intégrale, on a :˛

− 1

|r− rα|
ex · dr = − 2rs

k2S

ˆ π

0

(2− 2k2 sin2 β) + (k2 − 2)√
1− k2 sin2 β

dβ. (5.26)

On identifie ici les intégrales elliptiques de première et deuxième espèces, notées respectivement
F (ϕ, k) et E(ϕ, k) [67], et définies par :

F (ϕ, k) =

ˆ ϕ

0

dβ√
1− k2 sin2 β

et E(ϕ, k) =

ˆ ϕ

0

√
1− k2 sin2 βdβ, (5.27)
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où ϕ = π dans notre cas, et k est le module elliptique. La circulation le long d’une spire dans
l’équation (5.22) s’écrit finalement sous une forme explicite,˛

− 1

|r− rα|
ex · dr = − 2rs

k2S

[
2E(π, k) + (k2 − 2)F (π, k)

]
. (5.28)

En injectant dans l’équation (5.22), on obtient finalement l’approximation de la f.é.m. εα générée
par le potentiel vecteur perturbé A0

α,

εα ≈ −j
2

3

j0,αrs
k2S

[
2E(π, k) + (k2 − 2)F (π, k)

]
. (5.29)

Notons qu’il n’y a pas de singularité si k = 0, c’est à dire si l’inclusion est au centre de
l’écoulement soit rα = 0. En utilisant l’expression de j0 calculée dans le chapitre 3, on peut
montrer que le développement limité en rα → 0 du rapport j0,α/k2 tend vers un scalaire constant.
Sachant que F (ϕ, k) ∼ ϕ et E(ϕ, k) ∼ ϕ pour k → 0, le membre de droite de l’équation (5.29)
s’annule alors, et la f.e.m. εα générée par la présence de l’inclusion est simplement nulle dans ce
cas. Ce résultat est cohérent : la densité de courant étant nulle au centre de l’écoulement, la f.é.m.
εα générée par la présence de l’inclusion est forcément nulle aussi.

Enfin, de la même manière que pour la solution précédente, la tension dans une bobine secon-
daire est calculée par sommation des f.é.m. εα dans chaque spire. En reprenant l’équation (5.15),
la tension Vα,1 dans la bobine secondaire S1 s’exprime par exemple :

Vα,1 =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ, (5.30)

où ξ est la distance axiale entre une spire quelconque de la bobine et le centre de l’inclusion, et
ris est le rayon d’une spire de la couche d’enroulement i, comme représenté dans la figure 5.6. Par
ailleurs, ns est le nombre de spires par unité de longueur, et z est la distance entre le milieu de la
bobine et le centre de l’inclusion, comme représenté sur la figure 5.3. Le calcul de la tension dans la
bobine secondaire S2 est identique. La différence de tension entre les bobines secondaires s’obtient
donc par :

∆Vα = Vα,1 − Vα,2. (5.31)

5.3.5 Discussion

Un récapitulatif des résultats du modèle non inductif est présenté dans le tableau 5.1 pour
la solution exacte, et dans le tableau 5.2 pour la solution approchée. On rappelle que toutes les
expressions sont ici sans dimension, l’échelle de longueur utilisée étant le rayon de l’inclusion Rα.
Les facteurs d’échelle permettant l’obtention des grandeurs à dimensions sont alors :

Potentiel vecteur Aα → µ0JSR
2
α,

F.é.m. εα → µ0ωJSR
3
α,

Tension Vα → µ0ωJSR
3
α.

À partir de la solution approchée, la différence de tension ∆Vα sans dimension peut s’exprimer
simplement en fonction de la pulsation ω et de la position (h, z) de l’inclusion. Nous définissons
ici h = R − rα la distance entre le centre de l’inclusion et la paroi du tube de galinstan. Dans
l’expression de la f.é.m. générée dans une spire (5.29),

εα ≈ −j
2

3

j0,αrs
k2S

[
2E(π, k) + (k2 − 2)F (π, k)

]
,

on remarque dans un premier temps que :
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Tableau 5.1 – Récapitulatif des résultats de la solution exacte du modèle non inductif.

Potentiel vecteur perturbé A0
α(r) = − 1

4π

˚
B

j0(r’)
|r− r’|dV (r’)

F.é.m. générée dans une spire εα = −j
˛

A0
α · dr

Tension générée dans une bobine Vα =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ

Tableau 5.2 – Récapitulatif des résultats de la solution approchée du modèle non inductif.

Potentiel vecteur perturbé A0
α(r) ≈ − j0(rα)

3|r− rα|

F.é.m. générée dans une spire εα ≈ −j
2

3

j0,αrs
k2S

[
2E(π, k) + (k2 − 2)F (π, k)

]

Tension générée dans une bobine Vα =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ

• S et k dépendent de rs, h et ξ, par leur définition (5.23) ;

• j0,α peut s’exprimer par j0,α = ĵ0,αejt, où ĵ0,α dépend de la pulsation sans dimension ω = 1

et de la position de l’inclusion (h, z).

La tension Vα dans une bobine secondaire quelconque est ensuite déterminée par sommation des
f.é.m. εα dans chaque spire de la bobine, donnée par l’équation (5.30). Pour la bobine secondaire
S1, on l’écrit par exemple :

Vα,1 =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ, (5.32)

où ris est le rayon d’une spire de la couche d’enroulement i et z est la distance entre le milieu de la
bobine et le centre de l’inclusion. On remarque que les dépendances en rs et ξ disparaissent après
l’intégration. La tension Vα dépend alors :

• de la pulsation ω ;

• de la position de l’inclusion (h, z) ;

• de la géométrie de la bobine secondaire : longueur Ls, nombre de spires par unité de longueur
ns et rayon ris des spires de chaque couche d’enroulement i ;

• du temps, par l’exponentielle ejt contenue implicitement dans εα.
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Cette observation est valable pour les deux bobines secondaires S1 et S2. Si de plus on considère
que la géométrie des deux bobines est fixée, la différence de tension ∆Vα = Vα,1 − Vα,2 (sans
dimension) peut s’exprimer par :

∆Vα ≈ fω(h, z)ejt, (5.33)

où la fonction fω(h, z) est obtenue par le calcul des tensions Vα,1 et Vα,2 dans les deux bobines
secondaires. Il est à noter que fω(h, z) est une fonction à valeurs complexes, du fait du caractère
complexe de la densité de courant ĵ0,α. Cette dernière s’obtient en effet par la loi d’Ohm, après
résolution du potentiel vecteur A0 qui lui-même est complexe, par la forme de son équation (5.7b).

La différence de tension ∆Vα en Volts est obtenue par le facteur d’échelle µ0ωJSR
3
α et le

changement d’échelle temporelle t→ ωt, soit :

∆Vα ≈ µ0ωJSR
3
αfω(h, z)ejωt. (5.34)

On remarque que la différence de tension ∆Vα est proportionnelle au volume de l’inclusion. Cette
observation est cohérente par rapport aux résultats expérimentaux de Kumar et al. [16], pour
lesquels une linéarité entre ∆Vα et le taux de vide α est identifiée (dans la limite α ≤ 4%). Une
fois déterminée pour une géométrie d’ECFM et une pulsation ω donnée, la fonction fω(h, z) sans
dimension permet ainsi d’obtenir directement la tension perturbée ∆Vα relative à la présence d’une
inclusion sphérique de rayon Rα à une position (h, z).
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Figure 5.7 – Module de la fonction fω(h, z), calculée à plusieurs fréquences f = ω/2π pour
la géométrie de la première étude expérimentale (sous-section 2.3.1 du chapitre 2). (a) Module
|fω(h, z)| en fonction de la position axiale de l’inclusion z, située à une profondeur fixe h = 3 mm
de la paroi du tube. (b) Module |fω(h, z)| en fonction de la profondeur h de l’inclusion, située sous
une des extrémités de la bobine primaire, soit z = ±10 mm. Les positions axiale z et radiale h sont
ici converties en dimensionnel afin de correspondre aux dimensions de l’expérience.

Notons que le signal VS(t) mesuré expérimentalement par le lock-in amplifier correspond à la
partie réelle de la tension ∆Vα calculée par (5.34), c’est à dire VS(t) = Re{∆Vα}. Le processus de
démodulation effectué par le lock-in amplifier est décrit dans le chapitre 2, section 2.2. En reprenant
les notations de cette section, le signal mesuré s’écrit donc :

VS(t) ≈ µ0ωJSR
3
α

[
Re
{
fω(h, z)

}
cos(ωt)− Im

{
fω(h, z)

}
sin(ωt)

]
, (5.35)
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ou alternativement,

VS(t) ≈ µ0ωJSR
3
α|fω(h, z)| cos(ωSt+ ΘS) avec ΘS = arg

{
fω(h, z)

}
, (5.36)

où |fω(h, z)| est le module de la fonction complexe fω(h, z). La première étape de la démodulation,
décrite par l’équation (2.1) de la section 2.2.1, consiste à multiplier le signal mesuré VS(t) par le
signal de référence VR(t) =

√
2e−jωRt. Dans notre cas, la pulsation de référence ωR correspond

à la pulsation ω du courant dans la bobine primaire. De plus, la pulsation ωS du signal mesuré
VS(t) correspond également à la pulsation ω, du fait de la séparation des échelles de temps R/U
et 2π/ω effectuée précédemment. Le signal VS(t)×VR(t) est traité dans un filtre passe-bas dans la
seconde étape de démodulation. En sortie du filtre, le signal démodulé s’écrit X+jY par l’équation
(2.2), où X et Y sont les composantes en phase et en quadrature du signal. Dans notre cas, nous
utilisons les notations X = ∆Vα,|| pour la composante en phase, et Y = ∆Vα,⊥ pour la composante
en quadrature, telles que :

∆Vα,|| ≈ µ0ωJSR
3
αRe

{
fω(h, z)

}
, (5.37a)

∆Vα,⊥ ≈ µ0ωJSR
3
αIm

{
fω(h, z)

}
. (5.37b)

On définit de plus le module |∆Vα| =
√

∆V 2
α,|| + ∆V 2

α,⊥, qui peut s’exprimer à l’aide des équations
(5.37a) et (5.37b) par :

|∆Vα| ≈ µ0ωJSR
3
α|fω(h, z)|, (5.38)

La figure 5.7 montre l’allure du module |fω(h, z)| en fonction des positions axiale et radiale
de l’inclusion dans le tube, pour plusieurs pulsations ω. La géométrie correspond à celle de la
première étude expérimentale (sous-section 2.3.1 du chapitre 2). On remarque que le maximum
en z du module |fω(h, z)| se situe à z ≈ ±Lp/2, c’est à dire lorsque l’inclusion est sous une des
extrémités de la bobine primaire. Par ailleurs, le module |fω(h, z)| décroit avec la profondeur de
l’inclusion h et s’annule lorsque l’inclusion est au centre du tube (h = 12.5 mm) où j0,α = 0.

5.4 Première approche d’un modèle inductif

Nous présentons dans cette partie le principe de la seconde approche théorique, dans laquelle le
potentiel vecteur perturbéAα peut être déterminé sans effectuer l’hypothèse non inductive Ωα � 1.
La première approche d’une résolution de Aα est proposée ici ; la résolution complète nécessite
cependant d’être réalisée dans une étude ultérieure. Le terme inductif étant cette fois pris en
compte, ce modèle « inductif » permettra d’étendre la validité de la solution aux hautes fréquences,
pour des inclusions de taille quelconque situées à une position quelconque dans l’écoulement de
métal liquide.

À partir des équations du potentiel vecteur total A (5.7a) et du potentiel vecteur non perturbé
A0 (5.7b), l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα = A−A0 est d’abord obtenue par :

∇2Aα − 1C0
jΩAα = −1BjΩ(A0 + Aα), (5.39)

où on rappelle que C0 correspond au domaine occupé par le métal en l’absence d’inclusion (le
cylindre infini) et B correspond au domaine occupé par l’inclusion. Les fonctions caractéristiques
respectives sont ici notées 1C0

et 1B . Cette équation est analogue à celle utilisée par Bowler
pour déterminer la perturbation du champ électrique relative à la présence d’un défaut dans un
conducteur [46]. Dans l’équation (5.39), le membre de droite est alors interprété comme un terme
source linéaire en Aα.
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En rappelant que A0 = A0eθ d’après le chapitre 3 (page 66), l’expression en coordonnées
cylindriques de l’équation (5.39) donne :

∇2Arα −
Arα
r2
− 2

r2

∂Aθα
∂θ
− 1C0

jΩArα = −1BjΩArα, (5.40a)

∇2Aθα −
Aθα
r2

+
2

r2

∂Arα
∂θ
− 1C0jΩAθα = −1BjΩ(A0 + Aθα), (5.40b)

∇2Azα − 1C0
jΩAzα = −1BjΩAzα, (5.40c)

où Arα, A
θ
α et Azα sont les composantes en r, θ et z du potentiel vecteur perturbé Aα et où le

Laplacien scalaire est donné par :

∇2 =
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
+

∂2

∂z2
. (5.41)

L’équation de la composante Azα (5.40c) étant indépendante du potentiel vecteur non perturbé A0

et sachant que Azα → 0 à l’infini, on déduit que cette composante est toujours nulle, soit Azα = 0.
Les équations des composantes Arα (5.40a) et Aθα (5.40b) peuvent être découplées en utilisant la
méthode développée par Gottlieb [68]. En posant A±α = Arα± jAθα, on obtient en effet en injectant
dans (5.40a) et (5.40b) :

∇2A+
α −

A+
α

r2
+

2j

r2

∂A+
α

∂θ
− 1C0

jΩA+
α = −1BjΩ(A+

α + jA0). (5.42a)

∇2A−α −
A−α
r2
− 2j

r2

∂A−α
∂θ
− 1C0jΩA−α = −1BjΩ(A−α + jA0). (5.42b)

Les composantes A+
α et A−α peuvent être déterminées à partir des fonctions de Green G+

α (r, r’)
et G−α (r, r’) par :

A+
α (r) = +Ω

˚
B

G+
α (r, r’)A0(r’)dV (r’)− jΩ

˚
B

G+
α (r, r’)A+

α (r’)dV (r’). (5.43a)

A−α (r) = −Ω

˚
B

G−α (r, r’)A0(r’)dV (r’)− jΩ
˚

B

G−α (r, r’)A−α (r’)dV (r’). (5.43b)

On identifie ici deux équations de Fredholm du second type, dont la résolution peut être effectuée
numériquement [69]. Les fonctions de Green G+

α (r, r’) et G−α (r, r’) sont solutions des équations
adjointes de (5.42a) et (5.42b) :

∇2G±α (r, r’)− G±α (r, r’)
r2

∓ 2j

r2

∂G±α (r, r’)
∂θ

− 1C0
jΩG±α (r, r’) = δ(r− r’), (5.44)

où δ(r− r’) =
δ(r − r′)

r′
δ(θ − θ′)δ(z − z′) est la fonction δ de Dirac.

Par transformation de Fourier sur z dans (5.44), on obtient deux équations aux dérivées par-
tielles avec r et θ comme variables indépendantes. Nous définissons G̃

±
α (r, θ, ζ, r′, θ′, z′) la transfor-

mée de Fourier de G±α (r, θ, z, r′, θ′, z′) par rapport à la variable z, telle que :

G̃
±
α (r, θ, ζ, r′, θ′, z′) =

ˆ +∞

−∞
G±α (r, θ, z, r′, θ′, z′)e−j2πζzdz, (5.45a)

⇔ G±α (r, θ, z, r′, θ′, z′) =

ˆ +∞

−∞
G̃
±
α (r, θ, ζ, r′, θ′, z′)ej2πζzdζ, (5.45b)

où ζ est la fréquence spatiale sans dimension.



5.4. Première approche d’un modèle inductif 115

En appliquant la décomposition de Fourier (5.45b) à l’équation (5.44), et sachant que la fonction
caractéristique 1C0

du domaine C0 (le cylindre infini) est indépendante de z, on obtient :
[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2

∂2

∂θ2
− (2πζ)2 − 1

r2
∓ 2j

r2

∂

∂θ
− 1C0

jΩ

]
G̃
±
α =

δ(r − r′)
r′

δ(θ − θ′)e−j2πζz′ . (5.46)

La fonction G̃
±
α étant 2π-périodique en θ, on peut la décomposer en série de Fourier. En utilisant

la somme de Fourier sous la forme exponentielle, on pose :

G̃
±
α (r, θ, ζ, r′, θ′, z′) =

∞∑

n=−∞

˜̃G
±
α (r, n, ζ, r′, θ′, z′)ejnθ, (5.47)

où n ∈ Z, et ˜̃G
±
α (r, n, ζ, r′, θ′, z′) est le coefficient de Fourier. En injectant l’expression (5.47) dans

l’équation (5.46), et sachant comme précédemment que la fonction caractéristique 1C0 du domaine
C0 (le cylindre infini) est indépendante de θ, on obtient :

[
∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
−
(

(2πζ)2 + 1C0
jΩ +

(n∓ 1)2

r2

)]˜̃G
±
α =

δ(r − r′)
r′

e−j(nθ
′+2πζz′). (5.48)

Dans l’équation (5.48), une singularité est présente en r = r′ du fait du Dirac dans le membre

de droite. Cette singularité se traduit par une relation de saut pour ˜̃G
±
α et

∂
˜̃G
±
α

∂r
, que l’on déduit

de (5.48), soit :
[
˜̃G
±
α (r, n, ζ, r′, θ′, z′)

]r′+

r′−
= 0, (5.49a)


∂
˜̃G
±
α (r, n, ζ, r′, θ′, z′)

∂r



r′+

r′−

=
e−j(nθ

′+2πζz′)

r′
. (5.49b)

La singularité étant présente uniquement en r = r′, ˜̃G
±
α et

∂
˜̃G
±
α

∂r
sont continues (et infiniment

dérivables) dans tout le reste de l’espace, i.e. ∀r 6= r′.

Pour déterminer ˜̃G
±
α à partir de l’équation différentielle (5.48) et des conditions de saut (5.49a)

et (5.49b), l’espace est divisé radialement en trois zones cylindriques (comme précédemment pour
la solution en l’absence d’inclusion, chapitre 3, page 68), tel que représenté sur la figure 5.8. La
zone 1 (r < r′) et la zone 2 (r′ < r ≤ R) correspondent au métal, et la zone 3 (r ≥ R) correspond à

l’extérieur (air). La fonction ˜̃G
±
α dans chaque zone i est notée ˜̃G

±
α,i, avec i ∈ {1, 2, 3}, et on définit :

λ2
i =





(2πζ)2 + jΩ si i = 1, 2 (métal)

(2πζ)2 si i = 3 (air)
. (5.50)

En injectant (5.50) dans (5.48), l’équation de ˜̃G
±
α,i dans chaque zone i devient alors :

∂2 ˜̃G
±
α,i

∂r2
+

1

r

∂
˜̃G
±
α,i

∂r
−
(
λ2
i +

(n∓ 1)2

r2

)
˜̃G
±
α,i = 0. (5.51)

On identifie ici une équation de Bessel modifiée d’ordre m = (n ∓ 1)2, dont la solution s’exprime
à partir des fonctions de Bessel modifiées de première espèce Im et de seconde espèce Km :

˜̃G
±
α,i = aiIm(λir) + biKm(λir), (5.52)



116 5. MODÉLISATION DE L’INFLUENCE D’UNE INCLUSION SUR LA RÉPONSE DE L’ECFM

𝑟 𝑟′ 𝑅 

𝟑 𝟏 𝟐 

Figure 5.8 – Division radiale de l’espace en trois zones : le métal (zone 1, r < r′, et zone 2,
r′ < r ≤ R) et l’extérieur (zone 3, r ≥ R).

où ai = ai(ζ, n) et bi = bi(ζ, n) sont deux coefficients propres à chaque zone i, à calculer pour
chaque ζ et chaque n à partir des conditions aux frontières dans chaque zone, et par les conditions
aux limites en r → 0 et r →∞.

Le calcul de ces coefficients reste à effectuer, en reprenant la méthode de Cramer utilisée dans le
chapitre 3. Avec la décomposition en série de Fourier (5.47) et la transformation de Fourier inverse
(5.45b), les fonctions de Green G+

α,i et G−α,i dans chaque zone i pourront alors être déterminées
directement à partir de la solution (5.52). Les potentiels vecteurs A+

α et A−α pourront ensuite être
calculés par résolution des équations intégrales de Fredholm (5.43a) et (5.43b), et les composantes
radiale et longitudinale du potentiel vecteur pourront être déduites de la relation A±α = Arα± jAθα.
La différence de tension ∆Vα aux bornes des bobines secondaires de l’ECFM, calculée à partir
du potentiel vecteur Aα = Arαer + Aθαeθ par les équations (5.13) et (5.15) (page 106), pourra
directement être comparée aux mesures expérimentales effectuées aux hautes fréquences, pour des
inclusions de taille et position quelconques.

5.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un modèle analytique « non inductif » de la perturbation
du potentiel vecteur Aα, relative à la présence d’une inclusion isolante dans l’écoulement de métal
liquide traversant l’ECFM. En négligeant le terme inductif dans l’équation du potentiel vecteur
Aα (5.9), la zone de validité du modèle concerne la plage des basses fréquences, pour les petites
inclusions proches de la paroi (Ωα � 1). Le terme inductif étant négligé, Aα obéit alors à une
équation de Poisson, dont la solution par fonction de Green est connue et se présente sous une
forme intégrale, donnée par l’équation (5.12). Dans le cadre du modèle non inductif, une solution
approchée du potentiel vecteur Aα est également développée, donnant une estimation de Aα sous
une forme explicite par l’équation (5.21). La différence de tension ∆Vα aux bornes des bobines
secondaires de l’ECFM, relative à la présence de l’inclusion, est ensuite calculée grâce à la loi de
Faraday à partir du potentiel vecteur Aα (ou de sa valeur approchée). Les résultats du modèle non
inductif sont comparés aux mesures du premier dispositif expérimental dans le chapitre suivant.

Une première approche d’un modèle « inductif », valable notamment aux hautes fréquences, est
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présentée en fin de ce chapitre. Une méthode de résolution par fonctions de Green est proposée,
les fonctions de Green restant cependant à déterminer dans une prochaine étude. La méthode de
résolution nécessite par ailleurs la résolution d’une intégrale de Fredholm.
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Chapitre 6

Étude de la tension ∆Vα relative
à l’inclusion

Ce chapitre présente l’étude de la différence de tension ∆Vα générée aux bornes des
bobines secondaires de l’ECFM par la présence d’une inclusion dans le métal liquide. Les
résultats du modèle non inductif du chapitre 5 sont comparés aux mesures du premier
dispositif expérimental, dans lequel l’inclusion est une bille sphérique isolante dont la
taille et la position sont fixées.
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6.1 Introduction

Dans la première étude expérimentale, la grandeur mesurée est la différence de tension aux
bornes des bobines secondaires ∆V , constituée d’une composante ∆V|| en phase avec le courant
dans la bobine primaire, et d’une composante en quadrature ∆V⊥. Les tensions ∆V|| et ∆V⊥ sont
décomposées en une contribution de base, correspondant à un métal liquide statique ne contenant
pas d’inclusion et indicée 0, une contribution relative à la vitesse du métal, indicée U , et une
contribution relative à la présence de l’inclusion, indicée α. La décomposition s’écrit :





∆V|| = ∆V0,|| + ∆VU,|| + ∆Vα,||,

∆V⊥ = ∆V0,⊥ + ∆VU,⊥ + ∆Vα,⊥.
(6.1)

On s’intéresse ici aux contributions en phase ∆Vα,|| et en quadrature ∆Vα,⊥ de la tension ∆Vα,
relative à la présence de l’inclusion dans le métal.

La détermination de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ à partir de la mesure expérimentale de ∆V est décrite
dans la section 6.2. La section 6.3 montre les effets de la vitesse de l’inclusion sur la tension ∆Vα.
La réponse fréquentielle de ∆Vα est ensuite explorée en distinguant les basses fréquences (f . 2

kHz) dans la section 6.4, et les hautes fréquences (f & 2 kHz) dans la section 6.5. Dans chacune
des sections, l’influence de la taille de l’inclusion (caractérisée par son rayon Rα) et de sa position
(caractérisée par sa distance à la paroi h) est analysée et interprétée à l’aide de comparaisons
avec les résultats du modèle non inductif. On rappelle que le domaine de validité de ce modèle est
défini par un paramètre d’écrantage Ωα = µ0σωR

2
α faible. Le tableau 6.1 indique les paramètres

d’écrantage Ωα = µ0σωR
2
α traités dans les expériences.

Tableau 6.1 – Paramètre d’écrantage Ωα relatif à l’inclusion, pour différentes valeurs du rayon
de l’inclusion Rα et de la fréquence f .

500 Hz 2 kHz 20 kHz

Rα = 1 mm 1.34× 10−2 5.37× 10−2 5.37× 10−1

Rα = 2.5 mm 8.34× 10−2 3.36× 10−1 3.36× 100

6.2 Détermination de ∆Vα à partir des signaux mesu-
rés

Cette section présente la méthode utilisée pour déterminer et extraire la tension ∆Vα, constituée
d’une composante ∆Vα,|| en phase avec le courant dans la bobine primaire et d’une composante
en quadrature ∆Vα,⊥, à partir de la mesure de ∆V .

La figure 6.1 rappelle l’allure de la différence de tension ∆V mesurée après démodulation dans
le premier dispositif expérimental ( ). Les contributions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ relatives à la présence
de l’inclusion se manifestent par une oscillation des tensions ∆V|| et ∆V⊥, visibles sur la figure 6.1
pour les deux composantes (de t = 1 s à 2 s, puis de t = 2.7 s à 3.7 s). Pour isoler les contributions
∆Vα,|| et ∆Vα,⊥, on soustrait les tensions ∆V0,||+ ∆VU,|| et ∆V0,⊥+ ∆VU,⊥ ( ) aux composantes
en phase et en quadrature du signal mesuré ∆V . L’oscillation est donc décalée (par exemple de
−7.6× 10−4 V et −1.38× 10−3 V pour ∆V|| et ∆V⊥ sur la figure 6.1) de manière à la centrer sur
un axe ∆Vα = 0.
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Dans la figure 6.1 par ailleurs, la présence du défaut de surface au milieu du tube, évoquée dans
le chapitre 2 (sous-section 2.3.2, page 36), se manifeste par le « bump » sur ∆V|| et ∆V⊥ à t ≈ 2.5 s.
Une méthode de correction est appliquée aux composantes ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ afin de masquer l’effet
du défaut. Avec cette méthode, un signal gaussien est calé sur ce bump, comme représenté sur la
figure 6.1 ( ), puis retranché aux deux composantes ∆V|| et ∆V⊥ de manière à contrebalancer la
perturbation générée par le défaut.
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(b)

Figure 6.1 – Différence de tension ∆V entre les bobines secondaires après démodulation par le
lock-in (vitesse U = 50 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz, profondeur d’inclusion h = 3 mm, rayon
d’inclusion Rα = 2 et 2.5 mm) : composantes en phase (a) et en quadrature (b).

Un exemple des signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ obtenus après correction du défaut est
montré dans la figure 6.2 pour les quatre tailles d’inclusion utilisées dans l’expérience (rayons
Rα = 1, 1.5, 2 et 2.5 mm). Ici, les inclusions sont fixées à une distance h = 3 mm de la paroi, la
vitesse de translation de l’ECFM autour du tube est de 100 mm.s−1 et la fréquence du courant dans
la bobine primaire est de 1 kHz. Par symétrie, le milieu des oscillations (à t ≈ 0.39 s) correspond
au moment où l’inclusion est située sous le milieu de la bobine primaire. Les effets de la taille de
l’inclusion sont particulièrement visibles sur les deux composantes ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥.

À partir des composantes en phase et en quadrature de la tension perturbée, on définit le
module |∆Vα| =

√
∆V 2

α,|| + ∆V 2
α,⊥, illustré dans la figure 6.3 pour les mêmes paramètres que

précédemment.
La figure 6.4 compare les tensions perturbées ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ prédites par le modèle non

inductif (traits continus) et mesurées expérimentalement (traits discontinus) lorsqu’une inclusion
de rayon Rα = 1.5 mm traverse l’ECFM. Deux profondeurs d’inclusion sont testées : h = 3 mm
(en bleu) et h = 6 mm (en rouge). La fréquence est fixée à 1 kHz. D’un point de vue qualitatif, les
tensions perturbées calculées par le modèle ont une allure similaire aux tensions mesurées. Pour le
modèle comme pour les mesures, on observe une oscillation des composantes en phase ∆Vα,|| et en
quadrature ∆Vα,⊥ pour les deux profondeurs, dont les extremums se situent environ à t ≈ 0.29 s
et t ≈ 0.49 s.

Une première explication des différences observées entre les amplitudes des oscillations pré-
dites par le modèle et celles mesurées expérimentalement provient des incertitudes sur certains
paramètres géométriques de l’expérience. Dans le dispositif expérimental en effet, la profondeur
de l’inclusion est par exemple fixée avec une tolérance de ±0.25 mm, tandis que le diamètre de
l’inclusion est fixé à ±0.025 mm. Les incertitudes liées à la géométrie du montage restent à dé-
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Figure 6.2 – Exemple de signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ obtenus après décomposition de la
tension mesurée ∆V , pour plusieurs rayons d’inclusion Rα : 1 mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm ( )
et 2.5 mm ( ). (a) Composante en phase ∆Vα,||. (b) Composante en quadrature ∆Vα,⊥. Vitesse
U = 100 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz, profondeur d’inclusion h = 3 mm.
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Figure 6.3 – Module |∆Vα| =
√

∆V 2
α,|| + ∆V 2

α,⊥ pour plusieurs pour plusieurs rayons d’inclusion

Rα : 1 mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm ( ) et 2.5 mm ( ). Vitesse U = 100 mm.s−1, fréquence f = 1

kHz, profondeur d’inclusion h = 3 mm.

terminer, par exemple au travers d’une étude de reproductibilité effectuée sur plusieurs tubes de
galinstan, à géométrie donnée. Dans la thèse, on rappelle que seules les incertitudes de répétabilité
sont calculées (plusieurs mesures effectuées pour un seul tube, comme précisé dans la sous-section
2.5.1 du chapitre 2).

On remarque que l’écart entre le modèle et les expériences est plus grand pour les inclusions en
profondeur dans le galinstan (pour h = 6 mm). L’augmentation de cet écart lorsque la profondeur
h augmente, directement liée aux hypothèses effectuées dans le modèle non inductif, est discutée
plus en détail dans la sous-section 6.4.3 de ce chapitre.

La figure 6.5 montre le module de la tension perturbée |∆Vα|, calculé par le modèle non in-
ductif (traits continus) et déduit des mesures expérimentales (traits discontinus) pour les mêmes
paramètres que précédemment. Les zones colorées en vert et en rouge indiquent le moment où
l’inclusion se situe sous les bobines secondaires S1 et S2 et sous la bobine primaire P. L’inclusion
est ainsi détectée par l’ECFM dès qu’elle s’approche à une distance au centre de l’ECFM d’environ
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Figure 6.4 – Exemple des signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ mesurés expérimentalement (traits
discontinus) et calculés par le modèle non inductif (traits continus), pour une inclusion de rayon
Rα = 1.5 mm située à une profondeur h = 3 mm ( ) et 6 mm ( ) de la paroi du tube. (a)
Composante en phase avec le courant dans la primaire ∆Vα,||. (b) Tension en quadrature ∆Vα,⊥.
Vitesse U = 100 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz.
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Figure 6.5 – Module |∆Vα| en fonction du temps, déduit des mesures expérimentales (traits
discontinus) et calculé par le modèle non inductif (traits continus), pour une inclusion de rayon
Rα = 1.5 mm située à une profondeur h = 3 mm ( ) et 6 mm ( ) de la paroi du tube. En haut à
droite : zoom montrant la précision de la solution approchée (trait en pointillés) par rapport à la
solution exacte (trait continu). Vitesse U = 100 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz.

deux longueurs de la bobine primaire (correspondant à t ≈ ±0.4 s, soit z = ±40 mm). On voit
clairement que les extremums de l’oscillation correspondent aux moments où l’inclusion est environ
sous les extrémités de la bobine primaire. Dans le zoom en haut à droite de la figure 6.5, la solution
exacte du modèle non inductif, équations (5.12), (5.14) et (5.15), est par ailleurs comparée à la
solution approchée dans laquelle on suppose une densité de courant uniforme dans le volume de
l’inclusion, équations (5.21), (5.29) et (5.30). La solution approchée de la perturbation donne une
très bonne estimation de la solution exacte dans ce cas.

Pour les études paramétriques suivantes, il est nécessaire de définir une grandeur caractéristique
des oscillations ∆Vα,||, ∆Vα,⊥ et |∆Vα|. On définit dans un premier temps les paramètres ∆V max

α,||
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et ∆V max
α,⊥ par :

∆V max
α,|| = max(∆Vα,||)−min(∆Vα,||), (6.2a)

∆V max
α,⊥ = max(∆Vα,⊥)−min(∆Vα,⊥), (6.2b)

tels que représentés sur les figures 6.6a et 6.6b. Il est à noter que cette définition implique forcément
que ∆V max

α,|| ≥ 0 et ∆V max
α,⊥ ≥ 0. De plus, l’orientation de l’oscillation (d’abord négative puis positive

pour ∆Vα,||, et inversement pour ∆Vα,⊥) n’est pas prise en compte dans les paramètres ∆V max
α,|| et

∆V max
α,⊥ . On dira dans la suite que l’oscillation de ∆Vα,|| est « inversée » par rapport à l’oscillation

de ∆Vα,⊥. Cette définition est particulièrement utile pour les résultats aux hautes fréquences
présentés dans la section 6.5. Enfin, on définit le paramètre |∆Vα|max par

|∆Vα|max = a+ b, (6.3)

où a et b correspondent aux valeurs aux deux pics du signal |∆Vα|, représentés sur la figure 6.6c.
De la même manière, cette définition implique que |∆Vα|max ≥ 0.
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Figure 6.6 – Illustration des paramètres caractéristiques ∆V max
α,|| , ∆V max

α,⊥ et |∆Vα|max utilisés dans
l’étude, ici pour une inclusion de rayon Rα = 1.5 mm située à une profondeur h = 3 mm de la
paroi du tube. Vitesse U = 100 mm.s−1, fréquence f = 1 kHz.

L’objet des sections suivantes est d’étudier les effets de la fréquence, de la vitesse et des variables
propres à l’inclusion (taille et position) sur les paramètres ∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max.

6.3 Effets de la vitesse

Dans une étude antérieure, il a été observé que les effets de la vitesse de l’écoulement sur
la tension ∆Vα sont négligeables pour des vitesses et des taux de vide suffisamment faibles [16].
L’équation du champ perturbé Aα (5.10) montre également que les effets liés à vitesse du métal
liquide sont négligeables, avec les hypothèses Rm � 1 et Rm � Ω. On cherche ici à vérifier la faible
sensibilité des tensions mesurées ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ en fonction de la vitesse.

La figure 6.7 représente les signaux démodulés ∆V|| et ∆V⊥ mesurés par le lock-in lorsque
l’ECFM survole une inclusion de rayon Rα = 2.5 mm située à une profondeur h = 3 mm dans
le galinstan. Les vitesses de translation de l’ECFM varient ici de 1 mm.s−1 ( ) à 1 m.s−1 ( ),
et la fréquence est fixée à 2 kHz. Afin de superposer les courbes, l’abscisse temporelle de chaque
mesure est multipliée par la vitesse de translation respective. Les décalages en tensions ∆VU,|| et
∆VU,⊥ liés à la vitesse (voir chapitre 4) sont visibles particulièrement sur la composante en phase.
De plus, les tensions en phase ∆Vα,|| et en quadrature ∆Vα,⊥ relatives à la présence de l’inclusion
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Figure 6.7 – Signaux ∆V|| et ∆V⊥ mesurés à différentes vitesses de translation U : 1 mm.s−1

( ), 10 mm.s−1 ( ), 20 mm.s−1 ( ), 50 mm.s−1 ( ), 100 mm.s−1 ( ), 200 mm.s−1 ( ), 500
mm.s−1 ( ), 1000 mm.s−1 ( ), lorsque l’ECFM survole une inclusion de rayon Rα = 2.5 mm à
une profondeur h = 3 mm. Fréquence f = 2 kHz.

se manifestent par une oscillation pour toute la plage de vitesse. Pour les deux composantes, on
remarque que les amplitudes des oscillations sont sensiblement identiques aux différentes vitesses.

Afin de confirmer cette première observation, la figure 6.8 montre les amplitudes des oscillations
en phase ∆V max

α,|| et en quadrature ∆V max
α,⊥ en fonction de la vitesse de translation, pour les inclusions

de rayon Rα = 1, 1.5, 2 et 2.5 mm situées à la profondeur h = 3 mm. On observe que l’influence
de la vitesse est faible sur ∆V max

α,|| et ∆V max
α,⊥ jusqu’à U = 500 mm.s−1. Une légère inflexion est

ensuite visible à U = 1 m.s−1, pour toutes les tailles d’inclusion et sur les deux composantes.
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Figure 6.8 – Amplitude des oscillations en phase ∆V max
α,|| (a) et en quadrature ∆V max

α,⊥ (b) en
fonction de la vitesse, pour des inclusions de rayon Rα variable : 1 mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm
( ) et 2.5 mm ( ). Les inclusions sont situées à une profondeur fixée h = 3 mm dans le métal. Les
droites noires discontinues représentent les valeurs moyennes pour chaque inclusion à titre indicatif.
Fréquence f = 2 kHz.

Une première explication de l’inflexion de ∆V max
α,|| et ∆V max

α,⊥ à U = 1 m.s−1 peut provenir de
l’augmentation des effets de l’induction de Lorentz, devenant non négligeables à haute vitesse. On
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remarque en effet que le Reynolds magnétique vaut Rm = 0.11 pour U = 1 m.s−1, en prenant
comme échelle de longueur le diamètre du tube de galinstan (25 mm). L’hypothèse Rm � 1 peut
alors devenir discutable.

Il existe cependant un deuxième phénomène, lié à l’acquisition, à l’origine de cette déviation à
haute vitesse. Dans l’étape de démodulation du signal par le lock-in, un filtre passe-bas est utilisé
pour isoler les fréquences d’intérêt de la tension mesurée et diminuer le bruit de mesure (voir cha-
pitre 2). La fréquence de coupure du filtre doit d’une part être suffisamment haute pour qu’aucune
fréquence du signal d’intérêt ne soit atténuée, mais doit également être suffisamment inférieure
à la fréquence de la porteuse pour éviter une altération du signal démodulé. Or à haute vitesse,
les oscillations des tensions perturbées ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥, liées au temps de passage de l’inclusion
dans l’ECFM, sont rapides et contiennent des fréquences élevées, nécessitant une fréquence de
coupure plus grande. Les limites haute et basse de la fréquence de coupure sont alors en conflit :
l’augmentation de celle-ci entraîne un signal filtré sur toute la plage de fréquence d’intérêt, mais
déformé par la fréquence de la porteuse en contrepartie. À l’inverse, une fréquence de coupure plus
basse permet un signal démodulé inaltéré par la fréquence de la porteuse, mais dont une partie de
l’information à haute fréquence est coupée.
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Figure 6.9 – FFT spatiales des tensions ∆V|| et ∆V⊥ démodulées représentées dans la figure 6.7,
pour U = 1 mm.s−1 ( ) et U = 1 m.s−1 ( ). (a) Composante en phase. (b) Composante en
quadrature. Les lignes verticales correspondent aux fréquences de coupure spatiales, obtenues en
divisant la fréquence de coupure du filtre passe-bas (en Hz) par la vitesse respective U : U = 1

mm.s−1 ( ) et U = 1 m.s−1 ( ).

À titre d’exemple, la figure 6.9 montre les FFT des tensions ∆V|| et ∆V⊥ montrées dans la
figure 6.7, pour les deux vitesses extrémales U = 1 mm.s−1 (courbe noire) et U = 1 m.s−1 (courbe
violette). La fréquence est notée ζ. Les fréquences de coupure (obtenues en divisant la fréquence
de coupure du filtre, en Hz, par la vitesse respective U) sont indiquées par les lignes pointillées
verticales pour chaque vitesse. On observe que la fréquence de coupure spatiale utilisée pour la
vitesse U = 1 mm.s−1 est la plus élevée (ζ ≈ 0.2 mm−1), et permet de considérer la majorité des
fréquences du signal d’intérêt. Les fréquences de coupure des vitesses intermédiaires (de U = 10

mm.s−1 à 500 mm.s−1) sont légèrement plus basses (entre ζ ≈ 0.10 et 0.15 mm−1). Enfin, la
fréquence de coupure de la vitesse maximale (U = 1 m.s−1) est la plus faible (ζ ≈ 0.05 mm−1),
et coupe potentiellement une partie du signal d’intérêt. Pour les composantes en phase et en
quadrature, on remarque d’ailleurs que les FFT aux deux vitesses (U = 1 mm.s−1 et 1 m.s−1)
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sont similaires jusqu’à la fréquence de coupure ζ ≈ 0.05 mm−1 de la vitesse la plus élevée, puis
un léger décalage est observé. Au-delà de cette fréquence en effet, une partie du signal à U = 1

m.s−1 est coupée par le filtre passe-bas. Il est à noter que pour la mesure à U = 1 m.s−1, il a été
choisi d’utiliser une fréquence de coupure basse (f = 50.1 Hz) pour obtenir un signal démodulé
peu altéré par la fréquence de la porteuse (f = 2 kHz ici), au détriment de la considération des
fréquences les plus hautes du signal d’intérêt. L’amplitude de l’oscillation à cette vitesse est donc
légèrement sous-estimée, comme il a été observé dans la figure 6.8.

En conclusion, le choix de la fréquence de coupure dans le processus de démodulation du signal
mesuré est crucial, et doit être adapté en fonction de la fréquence de la porteuse et de la vitesse de
l’écoulement. Il est de plus nécessaire de tenir compte de ce choix dans l’analyse des mesures expé-
rimentales, notamment pour éviter une sous-estimation des tensions perturbées ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥.
Notons que l’option « Sinc Filtering » du lock-in amplifier, inemployée dans les expériences, permet
d’utiliser une fréquence de coupure plus élevée tout en gardant un signal démodulé propre. Dans
cet outil, les altérations dues à la fréquence de la porteuse et à ses harmoniques sont atténuées par
un filtre en peigne.

6.4 Comportement aux basses fréquences

Cette section décrit la réponse de l’ECFM à la présence d’une inclusion dans le métal liquide
lorsque la fréquence d’excitation est faible, c’est à dire lorsque Ωα � 1 (soit f . 2 kHz dans notre
étude). Le comportement aux basses fréquences des paramètres ∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ , et |∆Vα|max est

présenté dans la sous-section 6.4.1. Les lois de puissance aux basses fréquences de ces paramètres,
obtenues à partir du modèle non inductif, sont données dans la sous-section 6.4.2. Les effets de la
taille et la position de l’inclusion, caractérisés par son rayon Rα et sa profondeur h, sont discutés
dans la sous-section 6.4.3. Enfin, une méthode de minimisation basée sur les résultats du modèle
est développée dans la sous-section 6.4.4, dans le but de caractériser la taille et la position d’une
inclusion à partir des signaux mesurés expérimentalement.

6.4.1 Comparaison entre le modèle et les résultats expérimentaux

Cette première sous-section montre le comportement aux basses fréquences des paramètres
∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max pour les deux profondeurs d’inclusion h = 3 et 6 mm. L’évolution

en fréquence de ces paramètres est montrée dans la figure 6.10, pour plusieurs inclusions de rayon
Rα = 1, 1.5, 2 et 2.5 mm fixées à une profondeur h = 3 mm (sous-figures de gauche) et à une
profondeur h = 6 mm (sous-figures de droite). Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées
aux solutions exacte (traits continus) et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif.

Sur la plage des basses fréquences, les paramètres ∆V max
α,|| , ∆V max

α,⊥ et |∆Vα|max augmentent
avec la fréquence pour les deux profondeurs et pour toutes les tailles d’inclusion. Une bonne cor-
respondance entre les résultats du modèle non inductif et les mesures expérimentales est observée,
particulièrement pour les fréquences les plus faibles de la plage basses fréquences (f = 500 Hz,
700 Hz et 1000 Hz), et pour les inclusions de plus petite taille (Rα = 1 et 1.5 mm, voire 2 mm)
proches de la paroi (h = 3 mm). On observe de plus une meilleure correspondance sur la com-
posante en quadrature et sur le module que sur la composante en phase, notamment pour les
petites inclusions. Les déviations observées avec l’augmentation de f , Rα et h sont liées à la limite
de validité du modèle non inductif, dans lequel le paramètre d’écrantage est supposé petit, i.e.
Ωα = µ0σωR

2
α � 1. Pour une fréquence f = 1.5 kHz par exemple, le paramètre d’écrantage vaut

Ωα = 0.04 pour une inclusion de rayon Rα = 1 mm et Ωα = 0.25 pour une inclusion de rayon
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Rα = 2.5 mm. L’hypothèse Ωα � 1 n’est plus appropriée dans le second cas, et le modèle non
inductif surestime l’amplitude de la perturbation.

On note que la solution approchée du modèle non inductif (traits discontinus) donne une très
bonne estimation de la solution exacte (traits continus). Dans le cadre des basses fréquences en
effet, les gradients de la densité de courant j0(r’) sont relativement faibles dans le volume B associé
à l’inclusion, et l’approximation d’une densité de courant uniforme j0(r’) ≈ cst dans l’expression
(5.12) est satisfaisante.

Enfin, trois lois de puissances (traits pointillés noirs) permettent de décrire le comportement
des résultats expérimentaux et théoriques de la figure 6.10, lorsque la fréquence est suffisamment
faible (f . 1 kHz ici) : ∆V max

α,|| ∝ f2, ∆V max
α,⊥ ∝ f3 et |∆Vα|max ∝ f2. Ces lois de puissance sont

valides pour les deux profondeurs et les quatre tailles d’inclusion. L’obtention de ces lois est l’objet
de la sous-section suivante.

6.4.2 Lois de puissance en fréquence

Cette sous-section développe l’obtention des lois de puissance des paramètres ∆V max
α,|| , ∆V max

α,⊥ et
|∆Vα|max aux basses fréquences, grâce à une analyse du modèle non inductif décrit dans le chapitre
précédent 5. L’étude est basée sur les équations du potentiel vecteur non perturbé A0 (5.7b) et du
potentiel vecteur perturbé Aα (5.10). Il convient d’abord de donner quelques définitions utilisées
par la suite. En premier lieu, nous écrivons le potentiel vecteur perturbé sous la forme :

Aα = Aαeα avec Aα = Âαejωt, (6.4)

où eα = Aα/Aα est un vecteur unitaire, ω est la pulsation du champ oscillant, et Âα est un scalaire
complexe. En utilisant les coordonnées polaires et cartésiennes, on écrit alors respectivement :

Aα = |Âα|ejωt+Θα et Aα = Aα,||ejωt + j ×Aα,⊥ejωt, (6.5)

où |Âα| et Θα = arg{Âα} sont l’amplitude et le déphasage du potentiel vecteur perturbé, et
Aα,|| = Re{Âα} et Aα,⊥ = Im{Âα} correspondent aux composantes en phase et en quadrature du
potentiel vecteur perturbé. On rappelle que la phase de référence est la phase du courant dans la
bobine primaire JS. Les composantes en phase et en quadrature du potentiel vecteur non perturbé,
A0,|| et A0,⊥, et de la densité de courant associée, j0,|| et j0,⊥, sont définies de manière identique.

En considérant des fréquences suffisamment faibles, le paramètre d’écrantage Ωα = µ0σωR
2
α

est par la suite négligé dans l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα (5.10). La solution (5.12)
montre alors que le déphasage de Aα est lié au déphasage de la densité de courant j0(r’) traversant
le volume B associé à l’inclusion. En supposant que j0(r’) est distribué uniformément dans le
volume B, on déduit :

Aα,|| ∝ j0,|| et Aα,⊥ ∝ j0,⊥, (6.6)

où j0,|| et j0,⊥ sont ici les composantes en phase et en quadrature de la densité de courant j0(r’).
À partir du potentiel vecteur perturbé Aα, la différence de tension ∆Vα aux bornes des bobines

secondaires est obtenue avec la loi de Faraday (5.14) calculée sur chaque spire, puis sommée sur
toutes les spires par l’équation (5.15). La dérivation temporelle du potentiel vecteur dans la loi
de Faraday génère d’une part un déphasage de π/2 entre Aα et ∆Vα, et introduit d’autre part
un facteur ω dans l’expression de la tension. Avec l’équation (6.6), on déduit alors les lois de
comportement aux basses fréquences des tensions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ en fonction des densités de
courant j0,|| et j0,⊥,

∆Vα,|| ∝ j0,⊥ × ω et ∆Vα,⊥ ∝ j0,|| × ω. (6.7)
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Figure 6.10 – Amplitude des oscillations en phase ∆V max
α,|| (a,b), en quadrature ∆V max

α,⊥ (c,d) et
en module |∆Vα|max (e,f), en fonction de la fréquence, pour des inclusions de rayon Rα variable :
1 mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm ( ) et 2.5 mm ( ). Les figures de gauche (a,c,e) correspondent à
une profondeur d’inclusion h = 3 mm, et celles de droite (c,d,f) à une profondeur d’inclusion h = 6

mm. Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées aux solutions exacte (traits continus)
et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif décrit dans le chapitre 5. La vitesse vaut
ici U = 100 mm.s−1. Les lignes pontillées noires montrent les tendances à basse fréquence : (a)
∆V max

α,|| ∝ f2, (b) ∆V max
α,⊥ ∝ f3 et (c) |∆Vα|max ∝ f2.
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Figure 6.11 – Densité de courant j0(r’) à la position r’ = (h, z), multipliée par la pulsation
ω : composante en phase (a), composante en quadrature (b), amplitude (c) et déphasage (d). La
position (h, z) correspond ici à celle d’une inclusion située sous une des extrémités de la bobine
primaire (z = ±LP /2), en surface à h = 0 mm ( ), ou en profondeur à h = 3 mm ( ) ou
h = 6 mm ( ). Les lignes pointillées représentent les tendances aux basses fréquences : −ω3 pour
la composante en phase, ω2 pour la composante en quadrature et l’amplitude, et −π/2 pour le
déphasage.

La figure 6.11 illustre la densité de courant j0(r’) multipliée par la pulsation ω (composante en
phase 6.11a, composante en quadrature 6.11b, amplitude 6.11c et déphasage 6.11d), calculée par
la solution analytique du chapitre 3. On note que la composante en phase j0,|| est négative. Ici, la
position r’ où est calculée la densité de courant correspond aux deux profondeurs d’inclusion h = 3

mm ( ) et 6 mm ( ) considérées dans les expériences et à une distance axiale z = ±LP /2 (où
LP est la longueur de la bobine primaire). On rappelle que les pics des oscillations de ∆Vα,|| et
∆Vα,⊥ sont justement observés lorsque l’inclusion est située à z = ±LP /2 du milieu de la bobine
primaire. Les composantes de la densité de courant j0(r’) en surface (h = 0 mm) pour le même z
sont tracées à titre comparatif ( ).

On remarque qu’aux basses fréquences et indépendamment de la profondeur h, les composantes
en phase (a), en quadrature (b) et l’amplitude (c) suivent des lois de puissance en ω−3, ω2 et ω2

respectivement, représentées par les traits pointillés noirs. En utilisant l’équation (6.7), on déduit
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alors aux basses fréquences :

∆Vα,|| ∝ j0,⊥ × ω ∝ ω2,

∆Vα,⊥ ∝ j0,|| × ω ∝ −ω3,

|∆Vα| ∝ |̂j0| × ω ∝ ω2.

(6.8)

À partir de ces trois relations, on peut déduire les lois de puissance des paramètres ∆V max
α,|| ,

∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max. On rappelle que ces trois paramètres sont toujours positifs par leur définition,

donnée par les équations (6.2a), (6.2b) et (6.3). En conséquence, la loi de puissance en −ω3 de la
composante en quadrature ∆Vα,⊥ devient une loi de puissance en ω3 pour le paramètre ∆V max

α,⊥ .
On obtient donc :

∆V max
α,|| ∝ ω2,

∆V max
α,⊥ ∝ ω3,

|∆Vα|max ∝ ω2.

(6.9)

Les lois de puissance (6.9) sont comparées aux mesures expérimentales et aux résultats du modèle
non inductif sur la figure 6.10.

Les tendances données par l’équation (6.9) peuvent être retrouvées à partir de l’équation du
potentiel vecteurA0 associé à la densité de courant j0, calculé en l’absence d’inclusion dans le métal
par l’équation (5.7b). L’expansion asymptotique en Ω → 0, correspondant aux basses fréquences,
s’écritA0 = A0

0+ΩA1
0+O(Ω2). En injectant cette expression dans l’équation (5.7b) et en négligeant

les termes d’ordre supérieur ou égal à 2 en Ω, on obtient les équations de l’ordre 0 et de l’ordre 1,

∇2A0
0 = −1SJS et ∇2A1

0 = 1C0
jA0

0, (6.10)

où JS est la densité de courant source dans la bobine primaire utilisée comme référence de phase,
1S est la fonction caractéristique du domaine S occupé par la bobine et 1C0 est la fonction ca-
ractéristique du domaine occupé par le métal liquide, c’est à dire un cylindre infini. Les solutions
des deux équations de Poisson (6.10) sont déterminées par la méthode des fonctions de Green, et
s’écrivent respectivement :

A0
0(r) =

1

4π

˚
S

JS(r’)
|r− r’|dV (r’) et A1

0(r) = − j

4π

˚
C0

A0
0(r’)
|r− r’|dV (r’). (6.11)

On remarque premièrement que le terme A0
0 est en phase avec JS. De plus, le terme A1

0 est en
quadrature avec A0

0, et donc en quadrature avec JS. En remplaçant dans l’expansion asymptotique
A0 = A0

0 + ΩA1
0 +O(Ω2), on obtient les similitudes :

A0,|| ∝ ĴS et A0,⊥ ∝ Ω× ĴS. (6.12)

Finalement, la densité de courant j0 associée à A0 est obtenue par la loi d’Ohm j0 = −jΩA0. Avec
l’équation (6.12), on obtient alors :

j0,|| ∝ −Ω2 × ĴS et j0,⊥ ∝ Ω× ĴS, (6.13)

desquelles on déduit les tendances aux basses fréquences de l’équation (6.8) en remarquant que
Ω ∝ ω. Il est à noter que la loi de puissance de l’amplitude |̂j0| suit celle de la composante en
quadrature j0,⊥, prédominante dans le développement perturbatif sur celle en phase j0,||.

Le raisonnement est valable en toute position r dans le métal, et pas seulement aux positions
de l’inclusion considérées dans l’expérience. Les comportements en fréquence décrits par l’équation
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(6.8) seront donc observés pour n’importe quelle position et n’importe quelle taille d’inclusion.
Plus concrètement, nous avons donc montré dans cette sous-section que les effets de la fréquence
sont découplés des effets de la profondeur h et du rayon Rα de l’inclusion sur la plage des basses
fréquences.

6.4.3 Effets de la taille et de la position de l’inclusion

Dans cette sous-section, l’influence de la taille et de la position de l’inclusion sur la tension
perturbée ∆Vα aux basses fréquences (f . 2 kHz) est analysée à l’aide des résultats du modèle non
inductif, développé dans le chapitre 5. Il a été montré dans ce modèle que la tension perturbée peut
être estimée par l’expression (5.34), ∆Vα ≈ µ0ωJSR

3
αfω(h, z)ejωt, où JS est la densité de courant

dans la bobine primaire, Rα est le rayon de l’inclusion et fω(h, z) est une fonction complexe de la
pulsation ω et de la position (h, z) de l’inclusion dans le métal. On rappelle que la fonction fω(h, z)

est déterminée analytiquement par le calcul de la f.é.m. εα dans chaque spire des deux bobines
secondaires, équation (5.29). Sa partie réelle est associée à la composante en phase ∆Vα,|| de la
tension perturbée (5.37a), et sa partie imaginaire à la composante en quadrature ∆Vα,⊥ (5.37b).

Il a été observé que le maximum en z du module |fω(h, z)| est obtenu lorsque z ≈ ±LP /2, c’est
à dire lorsque l’inclusion est sous une des extrémités de la bobine primaire (figure 5.7). On définit
par la suite fmax

ω (h) la valeur maximale en z de |fω(h, z)|, c’est à dire fmax
ω (h) ≈ |fω(h,±LP /2)|.

La tension |∆Vα|max (définie dans la figure 6.6) peut alors être exprimée par :

|∆Vα|max = µ0ωJSR
3
αf

max
ω (h). (6.14)

À partir de la relation (6.14), il est possible d’obtenir une unique courbe de la tension perturbée
|∆Vα|max pour toutes les tailles et profondeurs d’inclusion, en traçant Υα = |∆Vα|max/µ0ωJS en
fonction de R3

αf
max
ω (h). Les résultats expérimentaux sont comparés à cette courbe dans la figure

6.12 pour les quatre rayons d’inclusion (Rα = 1, 1.5, 2 et 2.5 mm), les deux profondeurs (h = 3 et 6
mm) et les basses fréquences (f = 500, 700, 1000, 1500 et 2000 Hz). Les valeurs expérimentales de
Υα sont calculées à partir d’une mesure de |∆Vα|max pour Rα et h fixés, sachant que la fréquence
f = ω/2π et la densité de courant dans la bobine primaire JS sont imposés.

On observe premièrement que les valeurs expérimentales de Υα pour les inclusions proches de
la paroi (h = 3 mm, cercles sur la figure) sont en bon accord avec la courbe théorique. Pour les
inclusions situées en profondeur dans le métal (h = 6 mm, triangles), les points expérimentaux
sont légèrement déviés en-dessous de la courbe. Lorsque la taille de l’inclusion augmente (particu-
lièrement Rα = 2.5 mm, en vert), une inflexion des points expérimentaux est également observée.
Enfin, à une profondeur d’inclusion h et un rayon Rα fixés, une augmentation de la fréquence
induit une déviation des points expérimentaux par rapport à la courbe théorique.

Les déviations des résultats expérimentaux par rapport à la courbe théorique, observées lorsque
la fréquence f , le rayon d’inclusion Rα et la profondeur h augmentent, sont une conséquence
directe des effets inductifs, négligés dans le modèle théorique. Premièrement, avec l’augmentation
de f et Rα, le paramètre d’écrantage Ωα = µ0σωR

2
α augmente et l’hypothèse Ωα � 1 n’est plus

valable. D’autre part, avec l’augmentation de la profondeur h, le terme inductif −1CjΩαAα dans
l’équation du potentiel vecteur perturbé Aα (5.10) devient non négligeable par rapport au terme
Laplacien ∇2Aα. Dans les deux cas, une densité de courant jα = −jΩαAα est induite dans le
métal environnant l’inclusion, et entraîne une atténuation du champ perturbé Aα. L’atténuation
se caractérise ici par des mesures expérimentales plus faibles que les prédictions théoriques lorsque
f , Rα et h sont élevés : le modèle surestime alors la perturbation dans ces cas.
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Figure 6.12 – Courbe théorique Υα = |∆Vα|max/µ0ωJS = R3
αf

max
ω (h) obtenue par le modèle non

inductif ( ), et comparée aux résultats expérimentaux pour plusieurs rayons d’inclusion : 1 mm
(tons jaunes), 1.5 mm (tons bleus), 2 mm (tons rouges) et 2.5 mm (tons verts). La profondeur où
se situe l’inclusion est indiquée par des cercles pour h = 3 mm, et par des triangles pour h = 6

mm. Pour chaque inclusion, la fréquence est caractérisée par les nuances de couleur, du clair (500
Hz) vers le sombre (2 kHz).

6.4.4 Premier problème inverse pour déterminer la taille et la position
de l’inclusion

La finalité de l’étude est de caractériser la taille et la position d’inclusions dans un métal liquide
à partir de la mesure de la tension ∆Vα obtenue avec l’ECFM. Les inconnues du problème sont alors
le rayon de l’inclusion Rα et sa profondeur h dans le métal. Pour une valeur expérimentale Υexp

α

obtenue à une fréquence f et une densité de courant JS fixées, la valeur théorique Υth
α peut être

calculée pour n’importe quel rayon d’inclusion Rα et n’importe quelle profondeur h avec l’équation
(6.14). Une méthode de minimisation entre la valeur expérimentale Υexp

α et les valeurs théoriques
Υth
α , calculées en fonction de Rα et h, est développée par la suite pour déterminer le couple (Rα, h)

optimal tel que l’écart entre Υexp
α et Υth

α soit le plus faible possible. Ce couple optimal sera comparé
à la valeur réelle de Rα et h, connue via le montage expérimental, afin de vérifier la validité de la
méthode de minimisation.

Pour déterminer le couple (Rα, h) optimal, une minimisation par moindres carrés est effectuée
sur la plage des basses fréquences considérée dans l’expérience (entre 500 Hz et 2 kHz). La fonction
objectif à minimiser s’écrit ici :

G(Rα, h) =

N∑

i=1

(
Υexp
α,i −Υth

α,i(Rα, h)
)2

, (6.15)

où l’indice i correspond à chaque fréquence fi, et N est le nombre de fréquences pour lesquelles on
mesure |∆Vα|max (ici, N = 5 car fi = 500, 700, 1000, 1500 ou 2000 Hz).

La figure 6.13 montre quatre courbes de niveau de la fonction objectif G en fonction de Rα
et h, obtenues pour quatre configurations expérimentales distinctes. Chaque valeur expérimentale
(Rexp

α , hexp) est indiquée par une croix blanche. Pour chaque configuration expérimentale, la fonc-
tion G est minimale sur toute une « vallée », en bleue sur la figure 6.13. La valeur (Rexp

α , hexp)

expérimentale est située dans cette vallée pour les quatre configurations.
L’existence d’une courbe G(Rα, h) minimale (la « vallée ») suggère que la méthode de mi-

nimisation ne permet pas de déterminer un couple (Rα, h) de manière univoque. Une inclusion
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Figure 6.13 – Courbes de niveau de la fonction objectif G définie par l’équation (6.15), calculées
pour quatre configurations expérimentales indiquées par des croix blanches : (a) Rexp

α = 1 mm
et hexp = 3 mm, (b) Rexp

α = 2 mm et hexp = 3 mm, (c) Rexp
α = 1.5 mm et hexp = 6 mm, (d)

Rexp
α = 2.5 mm et hexp = 6 mm. La zone grisée correspond à la configuration géométriquement

impossible où l’inclusion sortirait du tube de métal liquide, pour Rα > h.

volumineuse en profondeur dans le métal (Rα = 2 mm et h = 8 mm sur la figure 6.13(a) par
exemple) génère une perturbation similaire à celle d’une inclusion plus petite mais proche de la
paroi (Rα = 1 mm et h = 1.5 mm par exemple). Cette remarque peut être justifiée par l’analyse
des lois de puissance aux basses fréquences effectuée précédemment dans la sous-section 6.4.2. Il
a été montré en effet qu’aux basses fréquences, le module |∆Vα| de la différence de tension ∆Vα

se comporte selon |∆Vα| ∝ f2, d’après l’équation (6.8) (page 131). Pour une configuration expé-
rimentale (Rexp

α , hexp) donnée, les modules |∆Vα| mesurés à deux fréquences f1 et f2 sont donc

auto-similaires – avec un rapport de proportionnalité égal à
(
f1

f2

)2

– et les valeurs expérimentales

de Υα = |∆Vα|max/µ0ωJS sont identiques pour les deux fréquences. En conséquence, la mesure à
différentes fréquences (dans la limite des basses fréquences f . 2 kHz) du paramètre |∆Vα|max,
utilisée dans la minimisation de la fonction G(Rα, h) (6.15), ne permet pas d’identifier un unique
couple (Rα, h) correspondant à la configuration expérimentale. Notons cependant que la méthode
de minimisation permet d’obtenir la courbe (Rα, h) minimale de manière relativement précise.

À partir de l’analyse aux basses fréquences, on remarque que la similarité des perturbations
décrite dans le paragraphe précédent est valable pour tout le signal temporel |∆Vα|, et pas seule-
ment pour le paramètre |∆Vα|max. En conséquence, le choix du paramètre |∆Vα|max caractéristique
du signal |∆Vα| n’influe pas sur le résultat de la minimisation. Pour illustrer cette affirmation, la
figure 6.14 montre les tensions |∆Vα| calculées par le modèle non inductif et normalisées par les
amplitudes |∆Vα|max respectives à chaque tension (pour les quatre tailles d’inclusion, les deux pro-
fondeurs et les cinq fréquences). Il est ici clair que l’allure du signal temporel |∆Vα| est similaire
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pour toutes les configurations. On remarque que les courbes ne sont pas exactement superposées,
étant donné que la limite basse fréquence est légèrement dépassée ici.
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Figure 6.14 – Tensions |∆Vα| normalisées par les amplitudes maximales respectives |∆Vα|max,
obtenues avec le modèle théorique non inductif pour les quatre tailles d’inclusion (Rα = 1, 1.5, 2
et 2.5 mm) et les deux profondeurs (h = 3 et 6 mm) aux basses fréquences (f = 500, 700, 1000,
1500 et 2000 Hz).

En conclusion, la minimisation basée sur le modèle théorique non inductif peut être la pre-
mière étape d’une méthode inverse permettant de déterminer la taille et la position d’inclusions
dans un écoulement. Une première indétermination est en effet levée par l’obtention de la courbe
(Rα, h) minimale (vallée bleue dans la figure 6.13), mais une méthode complémentaire est néces-
saire pour caractériser un couple unique (Rα, h) associé aux mesures de |∆Vα|. Les mesures aux
hautes fréquences peuvent en ce sens être envisagées.

6.5 Comportement aux hautes fréquences

Cette section décrit la réponse de l’ECFM à la présence d’une inclusion dans le métal liquide
lorsque la fréquence d’excitation est élevée, c’est à dire lorsque Ωα ≥ 1 (soit f & 2 kHz dans notre
étude). Le comportement aux hautes fréquences des paramètres ∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ , et |∆Vα|max est

présenté dans les sous-sections 6.5.1 (h = 3 mm) et 6.5.2 (h = 6 mm). L’évolution fréquentielle de
ces paramètres est expliquée par l’allure des signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥, montrés dans la
sous-section suivante 6.5.3. Dans la sous-section 6.5.4, le modèle non inductif, bien que développé
sous une hypothèse de basses fréquences, permet de mettre en évidence les effets du déphasage des
courants induits sur l’allure des signaux ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ mesurés expérimentalement. À partir de
la compréhension des effets du déphasage, la dernière sous-section 6.5.5 propose une méthode de
détermination de la profondeur h d’une inclusion, basée sur une expression simplifiée du déphasage
du potentiel vecteur perturbé, et complémentaire à l’analyse aux basses fréquences de la section
précédente 6.4.

6.5.1 Inclusion proche de la paroi (h = 3 mm) : résultats fréquentiels

Cette première sous-section montre le comportement aux hautes fréquences des paramètres
∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max pour une inclusion proche de la paroi. L’évolution en fréquence de ces

paramètres est montrée dans la figure 6.15, pour plusieurs inclusions de rayon Rα = 1, 1.5, 2 et
2.5 mm fixées à une profondeur h = 3 mm. Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées
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aux solutions exacte (traits continus) et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif. Ce
modèle, bien que développé sous une hypothèse de basses fréquences, sera utilisé par la suite pour
comprendre les phénomènes observés expérimentalement.

Sur la plage de fréquence considérée, on observe que les paramètres ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max aug-

mentent avec la fréquence, à la fois pour les mesures et pour les deux solutions du modèle. Le
paramètre ∆V max

α,|| augmente avec la fréquence, puis décroit jusqu’à un minimum local, et aug-
mente de nouveau aux hautes fréquences. Le minimum local observé sur ∆V max

α,|| est dû à une
inversion de l’oscillation du signal temporel ∆Vα,||, discutée dans la section 6.5.3 de ce chapitre.
La fréquence où se trouve le minimum local diminue avec la taille de l’inclusion pour les mesures
expérimentales (de 4 kHz pour Rα = 1 mm à 2 kHz pour Rα = 2.5 mm), et augmente à l’inverse
pour la solution exacte du modèle non inductif (de 7 kHz pour Rα = 1 mm à 10 kHz pour Rα = 2.5

mm). Avec la solution approchée en revanche, la fréquence du minimum est indépendante de la
taille des inclusions.

Les déviations entre les mesures expérimentales et les résultats du modèle non inductif, obser-
vées à partir de f & 2 kHz, sont liées à la limite de validité du modèle non inductif, dans lequel le
paramètre d’écrantage est supposé petit, i.e. Ωα = µ0σωR

2
α � 1.

6.5.2 Inclusion en profondeur dans le métal (h = 6 mm) : résultats fré-
quentiels

Cette sous-section décrit le comportement aux hautes fréquences des paramètres ∆V max
α,|| , ∆V max

α,⊥
et |∆Vα|max pour une inclusion en profondeur dans le métal. L’évolution en fréquence de ces pa-
ramètres est montrée dans la figure 6.16, pour plusieurs inclusions de rayon Rα = 1, 1.5, 2 et 2.5
mm fixées à une profondeur h = 6 mm. Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées aux
solutions exacte (traits continus) et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif.

Sur la plage de fréquence considérée, la dépendance fréquentielle de la composante en phase
∆V max

α,|| est caractérisée par l’apparition de lobes pour lesquels ∆V max
α,|| est maximal, délimités par

des régions de faibles amplitudes (minimums locaux) pour lesquelles une inversion des signaux
temporels ∆Vα,|| est observée. Sur les mesures expérimentales par exemple, on identifie un premier
lobe autour de 1 kHz, puis un deuxième à 3.5 kHz et un troisième entre 12 kHz et 16 kHz selon les
tailles d’inclusion. On note que le deuxième lobe à 3.5 kHz est le plus important. Sur les résultats
du modèle non inductif, seuls les deux premiers lobes sont visibles, décalés en fréquence vers la
droite par rapport aux résultats expérimentaux (1.5 kHz pour le premier lobe, et entre 16 kHz et
20 kHz pour le deuxième lobe) et d’amplitudes largement supérieures.

Le même type de comportement en lobes est observé sur la composante en quadrature ∆V max
α,⊥ .

Sur les mesures expérimentales, on observe cette fois-ci deux lobes : un premier très net pour toutes
les tailles d’inclusion à environ 2 kHz, et un second visible pour les plus grosses inclusions (de rayon
Rα ≥ 1.5 mm), situé entre 6 kHz et 8 kHz. Sur les résultats du modèle non inductif, un lobe est
observé pour toutes les tailles d’inclusion autour de 7 kHz, et le début d’un deuxième se distingue
à partir de 15 kHz environ. Comme pour la composante en phase ∆V max

α,|| , on constate que les lobes
obtenus par le modèle sont d’une part décalés vers les hautes fréquences par rapport aux mesures
expérimentales, et d’autre part ont une amplitude beaucoup plus importante.

Il est à noter que l’oscillation de la tension ∆Vα,⊥ n’est pas mesurée à partir d’une certaine
fréquence pour la profondeur h = 6 mm (f = 4 kHz pour Rα = 1 mm par exemple). Au-delà de
cette fréquence, le signal mesuré ∆V⊥ devient fluctuant et l’oscillation ∆Vα,⊥ liée à l’inclusion,
de faible amplitude, n’est pas clairement identifiée. Pour les inclusions de taille intermédiaire, la
limite de détectabilité est légèrement repoussée (10 kHz pour Rα = 1.5 mm, 9 kHz pour Rα = 2
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Figure 6.15 – Amplitude des oscillations en phase ∆V max
α,|| (a), en quadrature ∆V max

α,⊥ (b) et en
module |∆Vα|max (c), en fonction de la fréquence, pour des inclusions de rayon Rα variable : 1
mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm ( ) et 2.5 mm ( ). Les inclusions sont situées à une profondeur fixée
h = 3 mm dans le métal. Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées aux solutions exacte
(traits continus) et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif décrit dans le chapitre
5. La vitesse vaut ici U = 100 mm.s−1.
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Figure 6.16 – Amplitude des oscillations en phase ∆V max
α,|| (a), en quadrature ∆V max

α,⊥ (b) et en
module |∆Vα|max (c), en fonction de la fréquence, pour des inclusions de rayon Rα variable : 1
mm ( ), 1.5 mm ( ), 2 mm ( ) et 2.5 mm ( ). Les inclusions sont situées à une profondeur fixée
h = 6 mm dans le métal. Les mesures expérimentales (cercles) sont comparées aux solutions exacte
(traits continus) et approchée (traits discontinus) du modèle non inductif décrit dans le chapitre
5. La vitesse vaut ici U = 100 mm.s−1.
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mm). Seule la tension relative à l’inclusion la plus grande (Rα = 2.5 mm) est mesurée sur toute
la plage de fréquence. Il est probable que les défauts de surface sur le diamètre intérieur du tube
de galinstan soient à l’origine de cette limite de détectabilité. Ceux-ci, bien que de petite taille
(tolérance d’usinage de ±0.1 mm), peuvent générer des perturbations indésirables relativement
importantes aux hautes fréquences, de par leur localisation en surface du métal où les courants
induits sont très intenses. Lorsque l’ECFM translate et sonde le métal liquide, une partie du
signal mesuré ∆Vα est liée à ces défauts de surface et la composante en quadrature ∆Vα,⊥ est
particulièrement impactée.

En raison de l’absence de mesure de ∆Vα,⊥ pour les inclusions de rayon Rα = 1, 1.5 et 2 mm au-
delà d’une certaine fréquence (4 kHz, 10 kHz et 9 kHz respectivement), les valeurs expérimentales
du module |∆Vα|max sont obtenues uniquement sur la plage de mesure de ∆Vα,⊥. Pour l’inclusion
la plus grande, les résultats expérimentaux sont valables sur toute la plage de fréquence et montrent
que le module est d’abord croissant jusqu’à une certaine fréquence (ici f ≈ 4 kHz), puis décroît.
Pour le modèle non inductif, le module est croissant sur toute la plage de fréquence, et sa pente
diminue de manière significative aux hautes fréquences.

Enfin, la solution approchée du modèle théorique donne une assez bonne estimation de la
solution exacte pour toutes les tailles d’inclusion et sur toute la plage de fréquence considérée.
Les gradients de la densité de courant j0(r’) sont en effet plus faibles dans le cœur du métal,
et l’approximation d’une densité de courant uniforme j0(r’) ≈ cst dans le volume B associé à
l’inclusion peut être appliquée dans l’expression (5.12).

6.5.3 Effets des hautes fréquences sur les signaux temporels ∆Vα,|| et
∆Vα,⊥

Cette section est consacrée à l’analyse des signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥, mesurés expéri-
mentalement et calculés par le modèle non inductif. L’objectif est d’expliquer le comportement des
paramètres ∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max observés dans les sous-sections précédentes 6.5.1 (h = 3

mm) et 6.5.2 (h = 6 mm).
Il a été observé que les deux composantes ∆V max

α,|| et ∆V max
α,⊥ évoluent d’abord en f2 et f3

respectivement aux basses fréquences, par l’équation (6.8), puis subissent une inflexion avec l’aug-
mentation en fréquence jusqu’à arriver à un minimum local (parfois plusieurs). Pour les inclusions
à une profondeur h = 3 mm par exemple, ∆V max

α,|| atteint expérimentalement ce minimum à une
fréquence entre 2 kHz et 4 kHz selon les tailles d’inclusion (figure 6.15). Pour les inclusions à la
profondeur h = 6 mm, ∆V max

α,|| atteint un premier minimum entre 1.5 kHz et 2.5 kHz puis un
second autour de 8 kHz (figure 6.16a), tandis que ∆V max

α,⊥ rencontre un minimum à 4 kHz (figure
6.16b). Ces comportements sont également observés sur les résultats théoriques, bien que la fré-
quence d’apparition des minimums soit supérieure aux expériences dans tous les cas. L’existence
de ces minimums peut être expliquée à partir des signaux temporels ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥.

La figure 6.17 montre les signaux temporels ∆Vα,|| mesurés expérimentalement lorsque l’ECFM
survole une inclusion de rayon Rα = 2.5 mm à une profondeur h = 3 mm, pour les fréquences
proches du minimum local de ∆V max

α,|| (entre 1.5 kHz et 4 kHz). On remarque que l’oscillation
s’inverse dans cette plage de fréquence : avant l’inversion, le premier extremum de ∆Vα,|| est
négatif (à t ≈ 0.29 s) et après l’inversion, le premier extremum est positif (à t ≈ 0.26 s). On
note de plus que le signal n’est pas complètement plat au moment de l’inversion (c’est à dire
∆Vα,|| 6= 0) mais forme plutôt une sorte d’ondelette, à 2 kHz et 2.5 kHz. À ces fréquences, la
définition des paramètres ∆V max

α,|| , ∆V max
α,⊥ et |∆Vα|max, telle que décrite dans la figure 6.6 (page

124), devient inadaptée. Cette inversion de l’oscillation est observée de manière similaire sur les
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Figure 6.17 – Inversion de l’oscillation observée sur le signal mesuré ∆Vα,||. Vitesse U = 100

mm.s−1, rayon de l’inclusion Rα = 2.5 mm, profondeur de l’inclusion h = 3 mm.

signaux temporels en quadrature ∆Vα,⊥ autour de chaque minimum local du paramètre ∆V max
α,⊥ .

La figure 6.18 montre la même inversion de l’oscillation (∆Vα,|| pour Rα = 2.5 mm et h = 3

mm) observée sur les résultats théoriques du modèle non inductif (solution exacte). Cette fois, on
note que l’inversion a lieu à des fréquences plus hautes, entre 7 kHz et 15 kHz. On déduit que les
effets inductifs, négligés dans le modèle, jouent un rôle important dans l’inversion de l’oscillation,
en particulier sur la fréquence d’inversion. Un comportement similaire aux signaux expérimentaux
est cependant observé, sur l’inversion de l’oscillation et sur l’allure en ondelette (à 10 kHz et 11
kHz). Les résultats théoriques permettent ainsi une étude qualitative, et sont utilisés par la suite
pour la compréhension physique des mesures expérimentales aux hautes fréquences.

Afin d’expliquer l’inversion des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ à l’aide du modèle non inductif,
on s’intéresse au comportement de la tension dans une seule des deux bobines secondaires. La figure
6.19 représente la tension en phase V1,α,|| dans la bobine secondaire S1 aux fréquences proches du
minimum local de ∆Vα,|| (de 7 kHz en noir à 15 kHz en orange), obtenue par la solution exacte du
modèle non inductif avec Rα = 2.5 mm et h = 3 mm. Lors du passage de l’inclusion dans l’ECFM,
la tension V1,α,|| a d’abord une forme de cloche légèrement asymétrique et orientée négativement à
7 kHz, puis l’amplitude de la tension décroît et on observe une faible oscillation de 9 kHz à 11 kHz.
Enfin, à 13 kHz et 15 kHz, la tension V1,α,|| retrouve une forme de cloche asymétrique orientée cette
fois positivement. Il est à noter que la tension V2,α,|| dans la bobine secondaire S2 est identique par
symétrie. En outre, un comportement similaire est observé sur les tensions en quadrature V1,α,⊥
et V2,α,⊥ lors de l’inversion de l’oscillation de ∆Vα,⊥.
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Figure 6.18 – Inversion de l’oscillation observée sur le signal ∆Vα,|| calculé par le modèle non
inductif (solution exacte). Vitesse U = 100 mm.s−1, rayon de l’inclusion Rα = 2.5 mm, profondeur
de l’inclusion h = 3 mm.
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Figure 6.19 – Tension en phase V1,α,|| dans la bobine secondaire S1, calculée avec le modèle non
inductif (solution exacte) à différentes fréquences. Vitesse U = 100 mm.s−1, rayon de l’inclusion
Rα = 2.5 mm, profondeur de l’inclusion h = 3 mm.

6.5.4 Effet du déphasage de la densité de courant j0

Dans cette sous-section, il est montré que le déphasage de la densité de courant j0 à la position
de l’inclusion est à l’origine des phénomènes décrits dans les précédentes sections : changement
de signe des tensions dans chaque bobine secondaire, inversion de l’oscillation de la différence
de tension entre les secondaires, et existence de minimums locaux de ∆V max

α,|| ∆V max
α,⊥ à certaines
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fréquences. L’analyse est développée ici dans le cadre du modèle non inductif. L’extension de
cette analyse aux résultats expérimentaux est décrite dans la sous-section suivante 6.5.5. Basé sur
les résultats de la présente section, une expression simplifiée du déphasage du potentiel vecteur
tenant compte des effets inductifs expliquera notamment les différences de fréquence d’inversion
des oscillations entre les mesures expérimentales et le modèle non inductif.

On rappelle en premier lieu quelques définitions utiles. Nous écrivons le vecteur densité de
courant j0 = j0e0, où j0 = ĵ0ejωt peut être exprimée en coordonnées polaires ou cartésiennes par :

j0 = |̂j0|ejωt+Θ0 ou j0 = j0,||e
jωt + j × j0,⊥e

jωt. (6.16)

Ici, |̂j0| est l’amplitude de la densité de courant, Θ0 = arg{̂j0} est le déphasage, j0,|| = Re{̂j0} est
la composante en phase et j0,⊥ = Im{̂j0} est la composante en quadrature. La phase de référence
est la phase du courant dans la bobine primaire JS. Les composantes en phase et en quadrature
des tensions dans les bobines secondaires, Vα,|| et Vα,⊥, sont définies de la même manière.

La première étape consiste à relier le comportement des tensions en phase et en quadrature
dans chaque bobine secondaire avec la distribution de la densité de courant j0 à la position de
l’inclusion. Les équations sans dimension de la f.é.m. dans une spire (5.14) et dans une bobine
(5.15) sont utilisées à cette fin :

εα =
j

4π

˛ ˚
B

j0(r’)
|r− r’|dV (r’) · dr et Vα =

2∑

i=1

ns

ˆ z+Ls/2

z−Ls/2
εα(ris, ξ)dξ.

On remarque en effet que la tension Vα générée aux bornes d’une bobine secondaire est déphasée
de π/2 par rapport à la densité de courant j0(r’) traversant le volume B relatif à l’inclusion (par la
présence de l’unité imaginaire j dans l’expression de la f.é.m. εα). Sous les hypothèses du modèle
non inductif, la tension en phase Vα,|| dans chacune des bobines secondaires est donc relative à la
densité de courant en quadrature j0,⊥ (et inversement), soit :

Vα,|| ∝ j0,⊥ et Vα,⊥ ∝ j0,||. (6.17)

En se basant sur cette relation, nous nous intéressons alors à la distribution des composantes
en phase j0,|| et en quadrature j0,⊥ de la densité de courant. La figure 6.20 représente les courbes
de niveau de la densité de courant en quadrature j0,⊥, calculées à plusieurs fréquences (1 kHz, 2.5
kHz, 9 kHz et 15 kHz) par la solution analytique du chapitre 3. Deux inclusions de rayon Rα = 1

mm et 2.5 mm situées à une profondeur h = 3 mm sont représentées à titre indicatif. Les lignes
pointillées blanches (à 2.5 kHz, 9 kHz et 15 kHz) indiquent les endroits où la densité de courant
j0,⊥ change de signe. Les analyses suivantes sont effectuées pour la tension V1,α,|| dans la bobine
secondaire S1, sachant que la tension V2,α,|| dans S2 est similaire par symétrie.

• Pour f = 1 kHz, la densité de courant induite j0,⊥ est négative dans tout le métal et plus
intense sous la bobine primaire (entre z = −10 et 10 mm). Cette observation est en accord avec
l’analyse basse fréquence effectuée précédemment, où il est montré que la densité de courant en
quadrature j0,⊥ est négative partout et proportionnelle à f , équation (6.13). En conséquence, la
tension perturbée V1,α,||, proportionnelle à j0,⊥, est toujours négative et forme une cloche sous la
bobine secondaire S1.

• Pour f = 2.5 kHz, la densité de courant j0,⊥ sous la bobine primaire est toujours négative
et plus intense qu’à 1 kHz. On observe de plus un changement de signe à partir d’une certaine
profondeur, et on a j0,⊥ > 0 dans toute la zone centrale de l’écoulement. Lorsque les inclusions
passent sous l’ECFM, elles rencontrent cependant une densité de courant j0,⊥ négative. Comme
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Figure 6.20 – Courbes de niveau de la densité de courant en quadrature j0,⊥ à différentes fré-
quences. Deux inclusions de rayon Rα = 1 mm et 2.5 mm situées à une profondeur h = 3 mm sont
représentées à titre indicatif. Les lignes pointillées blanches indiquent les endroits où la densité de
courant j0,⊥ change de signe. La ligne discontinue blanche indique l’axe du cylindre. La position
des bobines primaire et secondaires est indiquée par les rectangles verts et rouges de part et d’autre
de l’écoulement.
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précédemment, leur passage dans l’ECFM se manifeste sur V1,α,|| par une cloche orientée négati-
vement.

• Pour f = 9 kHz, la densité de courant j0,⊥ s’est encore intensifiée sous la bobine primaire, et
le changement de signe de j0,⊥ apparaît à une profondeur plus faible qu’à 2.5 kHz. Les inclusions
à h = 3 mm sont alors à cheval sur une zone où j0,⊥ < 0 (proche de la paroi) et une autre où
j0,⊥ > 0 (en profondeur). Le comportement de V1,α,|| devient plus difficile à expliquer dans ce cas.
Cependant, on peut premièrement remarquer que les inclusions loin de l’ECFM (pour |z| > 25

mm) sont majoritairement dans la zone où j0,⊥ > 0. La tension perturbée V1,α,|| est donc a priori
positive pour |z| > 25 mm. Par ailleurs, les inclusions s’approchant de l’ECFM rencontrent de plus
en plus de densité de courant négative, du fait que la couche où j0,⊥ < 0 est plus épaisse sous
l’ECFM. En remarquant que la densité de courant négative (proche de la paroi) est beaucoup plus
intense que celle positive (en profondeur), on peut supposer que les termes négatifs ont plus de
« poids » et génèrent une tension V1,α,|| négative lorsque les inclusions sont sous l’ECFM. Enfin,
lorsque les inclusions ont traversé l’ECFM et s’éloignent, V1,α,|| redevient positif (pour |z| > 25

mm). À cette fréquence, le passage de l’inclusion se manifeste donc par une oscillation de V1,α,||.

• Pour f = 15 kHz, les inclusions sont majoritairement dans la zone où j0,⊥ > 0, durant toute
leur translation. La tension V1,α,|| forme alors une cloche positive. On remarque par ailleurs qu’un
deuxième changement de signe a lieu en profondeur (r ≈ 4 mm soit h ≈ 8.5 mm) : la densité de
courant j0,⊥ est à nouveau négative dans la zone centrale.

Le changement de signe de la densité de courant j0,⊥ est donc à l’origine du changement de
signe des tensions V1,α,|| et V2,α,|| dans S1 et S2 calculées avec le modèle non inductif (figure 6.19),
et incidemment de l’inversion de l’oscillation observée sur la tension ∆Vα,|| (figure 6.18). Cette
observation est également applicable à l’inversion de l’oscillation en quadrature ∆Vα,⊥ : dans ce
cas, c’est la densité de courant en phase j0,|| qui change de signe. Notons que les changements de
signe des courants en phase j0,|| et en quadrature j0,⊥ dans le métal sont indicateurs du déphasage
de la densité de courant j0, et du potentiel vecteur associé A0. Lorsque j0,|| = 0, le déphasage de
j0 vaut en effet Θ0 = π/2 + kπ (avec k ∈ Z) et lorsque j0,⊥ = 0, le déphasage vaut Θ0 = kπ. À
titre explicatif, la figure 6.21 montre les distributions du déphasage de j0 pour des fréquences de
5 kHz et 10 kHz, obtenues à partir de la solution analytique développée dans le chapitre 3. Il est
observé que le déphasage de j0 (de la même manière que celui de A0) augmente avec la profondeur
h et avec la fréquence f .

Grâce aux résultats du modèle non inductif, nous venons de montrer que le déphasage de
la densité de courant j0 (donc du potentiel vecteur A0) à la position de l’inclusion génère une
inversion des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ lorsque la profondeur h de l’inclusion ou la fréquence
f augmentent. Du fait de ce déphasage, les densités de courant en phase j0,|| et en quadrature j0,⊥
changent de signe et passent par une valeur nulle à certaines positions. La profondeur où apparait
le changement de signe de j0,|| et j0,⊥ varie avec z, donc les tensions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ ne sont jamais
complètement nulles durant le passage d’une inclusion fixée à une profondeur h constante (d’où le
signal en ondelettes observé sur les figures 6.18b, 6.18c et 6.18d). Ces observations sont valables
pour les deux profondeurs d’inclusion considérées (h = 3 et 6 mm).

6.5.5 Première approche d’une méthode de détermination de la profon-
deur de l’inclusion

Dans cette sous-section, l’objectif est de développer une méthode de détermination de la pro-
fondeur de l’inclusion, à partir de la relation entre le déphasage du champ électromagnétique et
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Figure 6.21 – Courbes de niveau du déphasage de j0, noté Θ0, pour deux fréquences. Les lignes
pointillées blanches indiquent les endroits où la phase est un multiple de π/2. La ligne discontinue
blanche indique l’axe du cylindre. La position des bobines primaire et secondaires est indiquée par
les rectangles verts et rouges de part et d’autre du métal.

l’inversion des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥. À partir d’une relation simplifiée entre la profondeur
de l’inclusion et le déphasage du champ électromagnétique, la méthode est testée sur les résultats
du modèle non inductif et sur les mesures expérimentales.

La première étape de la méthode consiste à déterminer une relation entre la profondeur h de
l’inclusion et le déphasage du champ électromagnétique, à l’origine de l’inversion des oscillations
comme nous venons de le voir. Dans une première approche, nous utilisons l’expression « usuelle »
du déphasage des courants de Foucault dans un conducteur [70, 71], pour laquelle la phase de la
densité de courant en surface du métal, en x = 0, est prise comme référence :

Θ = −x
δ
. (6.18)

Dans l’expression (6.18), δ =
√

2/µ0σω est l’épaisseur de peau et x correspond à la distance par
rapport à la surface du métal traversée par le champ électromagnétique. La relation que nous
posons entre x et notre profondeur h, donnée par la suite, est différente dans le cas du modèle non
inductif et dans le cas des expériences.

L’équation (6.18) signifie que la densité de courant à la distance x de la surface est déphasée d’un
angle Θ par rapport à la densité de courant à la surface du métal, l’hypothèse sous-jacente étant que
le métal occupe un demi-espace infini (voir figure 6.22). Dans ce cas, le champ électromagnétique se
propage dans le métal à la manière d’une onde plane parallèle à la surface du métal. Bien que cette
configuration soit clairement différente de la géométrie cylindrique de l’ECFM, les résultats qui vont
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Figure 6.22

Figure 6.23 – Schéma illustratif du déphasage Θ = −x/δ (6.18).

suivre permettent une première analyse, qualitative, du déphasage du champ électromagnétique
en fonction de la profondeur h.

Cas du modèle non inductif

Dans cette partie, nous cherchons à comparer le déphasage calculé par la relation (6.18) avec
les inversions des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ observées sur les résultats du modèle non inductif.

Dans un premier temps, il convient de rappeler la relation entre les déphasages des différentes
grandeurs électromagnétiques considérées : le potentiel vecteur non perturbé A0, la densité de
courant non perturbée j0, le potentiel vecteur perturbé Aα et la différence de tension ∆Vα aux
bornes des bobines secondaires de l’ECFM. Dans le cadre du modèle non inductif, la relation entre
ces déphasages est symbolisée dans la figure 6.24a :

• le potentiel vecteurA0 à la position de l’inclusion est d’abord déphasé par rapport au courant
dans la bobine primaire JS, d’un angle Θ {A0} à déterminer ;

• la densité de courant j0 est déphasée d’un angle −π/2 par rapport à A0, du fait de la
dérivation temporelle de A0 dans la loi d’Ohm, j0 = −σ∂A0/∂t ;

• le potentiel vecteur perturbé Aα n’est pas déphasé par rapport à j0 dans le modèle non
inductif, celui-ci obéissant à l’équation de Poisson (5.11) (page 105) dans laquelle aucun
terme complexe n’intervient ;

• enfin, la différence de tension ∆Vα est déphasée d’un angle −π/2 par rapport à Aα, du fait
de la dérivation temporelle de Aα dans la loi de Faraday (5.3) (page 107).

On remarque ici que le déphasage Θ {A0} du potentiel vecteur non perturbé A0 conditionne direc-
tement le déphasage de toutes les autres grandeurs. Dans le cadre de notre démarche qualitative,
il est à noter que nous utilisons ici une représentation simplifiée du déphasage de Aα et ∆Vα dans
la figure 6.24a. Ces deux grandeurs se calculent effectivement par intégration de j0 et Aα respec-
tivement, équations (5.12) et (5.13), or le déphasage de j0 et Aα dans ces intégrales est de toute
évidence variable.

Dans une première approche, nous utilisons l’expression (6.18) pour estimer la valeur du dépha-
sage Θ {A0}. La distance x par rapport à la surface du métal est posée arbitrairement par x = x1,
où x1 est représenté dans la figure 6.24b et s’écrit en fonction de la profondeur h de l’inclusion :

x1 =

h

√
(rp −R+ h)2 +

(
Lp
2

)2

rp −R+ h
, tel que Θ {A0} = −x1

δ
. (6.19)
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Figure 6.24 – (a) Schéma illustratif du déphasage des différentes grandeurs électromagnétiques,
dans le cadre du modèle non inductif. (b) Géométrie utilisée pour calculer le déphasage Θ {A0}
du potentiel vecteur non perturbé A0.

La distance x1 représente ici la distance entre les points A et B, le point A étant situé au milieu
de la bobine primaire (r = rp et z = 0) et le point B étant situé à la profondeur h, sous l’extrémité
gauche de la bobine primaire (r = R − h et z = −Lp/2). La position du point B est ici choisie de
manière à correspondre à la valeur maximale de la tension ∆Vα (voir figures 6.5 et 6.14 par exemple,
pages 123 et 135 respectivement). En prenant les dimensions du premier dispositif expérimental,
Lp = 20 mm et rp = 17.5 mm sont la longueur et le rayon de la bobine primaire, et R = 12.5 mm
est le rayon du cylindre de métal. On obtient x1 = 4.80 mm pour h = 3 mm et x1 = 8.11 mm pour
h = 6 mm.

Notons que le calcul du déphasage Θ {A0} par l’expression (6.19) comprend deux hypothèses
importantes. D’une part, ce déphasage correspond à celui existant dans le métal dans un cas de
diffusion 1D (diffusion du champ électromagnétique dans un demi-espace conducteur), comme
évoqué précédemment. D’autre part, il est supposé que le déphasage du potentiel vecteur a lieu
uniquement dans le métal. Autrement dit, le potentiel vecteur A0 dans l’air est toujours en phase
avec la densité de courant dans la bobine primaire JS. Dans l’expression (6.19), on constate par
ailleurs que le déphasage Θ {A0} augmente avec la profondeur h (car x1 augmente) et avec la
fréquence f (car δ diminue), ce qui corrobore les observations de la sous-section précédente (figure
6.21, page 145).

À partir de l’expression du déphasage de A0 (6.19), les déphasages des autres grandeurs élec-
tromagnétiques sont connues directement par un décalage d’angle de −π/2 (pour j0 et Aα)
ou de −π (pour ∆Vα), tel que représenté dans la figure 6.24a. En particulier, le déphasage
Θ {∆Vα} = Θ {A0} − π de la différence de tension ∆Vα peut être comparé aux inversions des
oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ du modèle non inductif, en remarquant que l’inversion de ∆Vα,||

correspond à Θ {∆Vα} =
π

2
+ kπ, et celle de ∆Vα,⊥ correspond à Θ {∆Vα} = kπ, k ∈ Z.

La figure 6.25 montre le déphasage Θ {∆Vα} de la différence de tension ∆Vα en fonction de
la fréquence. En premier lieu, le déphasage calculé par l’expression (6.19) est représenté par les
traits continus, pour différentes profondeurs h. À titre comparatif, le déphasage de la différence de
tension ∆Vα du modèle non inductif est représenté pour les deux profondeurs h = 3 mm (ronds)
et h = 6 mm (triangles) et les quatre tailles d’inclusion (rayon Rα = 1 mm, 1.5 mm, 2 mm et 2.5



148 6. ÉTUDE DE LA TENSION ∆Vα RELATIVE À L’INCLUSION

Figure 6.25 – Déphasage Θ {∆Vα} calculé à partir de l’expression (6.19) pour plusieurs profon-
deurs : h = 1 mm ( ), h = 3 mm ( ), h = 6 mm ( ) et h = 9 mm ( ). Chaque valeur
du déphasage Θ {∆Vα} multiple de π/2 correspond à une inversion de ∆Vα,|| ou ∆Vα,⊥ : lorsque
Θ {∆Vα} = −3π/2, ∆Vα,|| s’inverse, et lorsque Θ {∆Vα} = −2π, ∆Vα,⊥ s’inverse. Les encadrés gris
à gauche de la figure illustrent ces inversions. Les fréquences où sont observées ces inversions avec
le modèle non inductif sont représentées, pour les deux profondeurs calculées h = 3 mm (ronds) et
h = 6 mm (triangles) et les différentes tailles d’inclusion, de rayon Rα = 1 mm ( , ), Rα = 1.5

mm ( , ), Rα = 2 mm ( , ) et Rα = 2.5 mm ( , ). Les fréquences d’inversion observées avec la
solution approchée du modèle non inductif sont également représentées pour ces deux profondeurs
( , ).

mm, en jaune, bleu, rouge et vert respectivement). Le déphasage de ∆Vα calculé avec la solution
approchée du modèle non inductif est de plus représenté pour h = 3 mm (rond gris) et h = 6 mm
(triangles gris), sachant que la taille des inclusions ne joue pas sur le déphasage dans la solution
approchée. Dans le cas du modèle non inductif et de sa solution approchée, nous déterminons la
valeur du déphasage Θ {∆Vα} à partir des inversions des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ : lorsque
la fréquence augmente, une première inversion est observée sur le signal ∆Vα,|| pour h = 3 mm
(f ≈ 7 kHz) et h = 6 mm (f ≈ 3 kHz), correspondant à Θ {∆Vα} = −3π/2, puis une seconde
inversion est observée sur ∆Vα,⊥ pour h = 6 mm (f ≈ 13 kHz), correspondant à Θ {∆Vα} = −2π.

Une correspondance satisfaisante est observée entre le déphasage calculé par l’expression (6.19)
et le déphasage de la différence de tension ∆Vα du modèle non inductif, pour les deux profondeurs
et les quatre tailles d’inclusion, ce qui permet de valider la cohérence de notre approche. Dans les
deux cas, une augmentation de la profondeur h génère un déphasage Θ {∆Vα} plus important, et
incidemment une inversion des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ à une fréquence plus faible.

En ce qui concerne la taille des inclusions, nous venons d’évoquer que la taille d’inclusion
n’influe pas sur la valeur du déphasage de ∆Vα dans le cas de la solution approchée du modèle
non inductif (rond et triangles gris). Dans cette solution approchée en effet, il est supposé que la
densité de courant j0 dans le domaine B relatif à l’inclusion est uniforme, et égale à la densité
de courant à la position du centre de l’inclusion j0(rα) (voir chapitre 5, page 107). Le déphasage
de j0(rα) n’étant pas modifié par la taille de l’inclusion, Θ {∆Vα} est indépendant de la taille de
l’inclusion sous cette approximation. Dans le cas du modèle non inductif en revanche (ronds et
triangles de couleur), le déphasage Θ {∆Vα} est impacté par la taille de l’inclusion car la densité
de courant j0 dans le volume B n’est pas uniforme. En conséquence, les fréquences d’inversion des
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oscillations varient avec la taille de l’inclusion, comme observé sur la figure 6.25. Plus précisément,
on remarque que la fréquence d’inversion est d’autant plus élevée que l’inclusion est volumineuse, à
profondeur h donnée. Lorsque l’inclusion est plus volumineuse en effet, une partie de son volume B
se rapproche de la surface du métal, où la densité de courant j0 est plus intense et moins déphasée.
Dans le modèle non inductif, j0 étant intégré sur le volume B pour calculer Aα (équation (5.12),
page 105), les courants intenses et peu déphasés proches de la paroi ont plus de « poids » dans
l’intégration. En conséquence, Aα est moins déphasé pour les inclusions plus volumineuses, et ∆Vα

aussi, ce qui explique que les inversions de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ ont lieu à une fréquence plus élevée.
L’allure des tensions ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ associée à chaque plage de déphasage est représentée dans

les encadrés gris dans la gauche de la figure 6.25, à titre illustratif. La première inversion a lieu
pour Θ {∆Vα} = −3π/2, sur la composante en phase ∆Vα,||. La seconde inversion observée a lieu
pour Θ {∆Vα} = −2π, sur la composante en quadrature ∆Vα,⊥. Comme décrit précédemment,
les fréquences où apparaissent ces inversions sont directement dépendantes de la profondeur h de
l’inclusion (et de sa taille, dans une moindre mesure).

Nous venons de montrer dans cette partie que l’expression du déphasage (6.19) donne une
approximation correcte du déphasage de la différence de tension ∆Vα dans le cas du modèle non
inductif. Nous cherchons maintenant à reproduire l’approche dans le cas des mesures expérimen-
tales, pour lesquelles les fréquences d’inversion de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ sont différentes. L’objectif à
terme est de corréler les fréquences d’inversion de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥, mesurées expérimentalement,
avec la profondeur h d’une inclusion, pour déterminer h par méthode inverse.

Cas des mesures expérimentales

Dans cette partie, nous cherchons à comparer le déphasage calculé par la relation (6.18) avec les
inversions des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ observées sur les résultats des mesures expérimentales,
en suivant la même démarche que dans la partie précédente.

Comme précédemment, nous rappelons la relation entre les déphasages des différentes grandeurs
électromagnétiques considérées. Dans le cadre des mesures expérimentales, la relation entre ces
déphasages est symbolisée dans la figure 6.26a :

• le potentiel vecteur A0 est déphasé par rapport au courant dans la bobine primaire JS, d’un
angle Θ {A0} ;

• la densité de courant j0 est déphasée d’un angle −π/2 par rapport à A0, du fait de la
dérivation temporelle de A0 dans la loi d’Ohm, j0 = −σ∂A0/∂t ;

• le potentiel vecteur perturbéAα est cette fois-ci déphasé par rapport à j0 d’un angle Θ {Aα}−
Θ {j0}, contrairement au cas du modèle non inductif, du fait du terme complexe −1CjΩαAα

(« inductif ») dans l’équation de diffusion de Aα (5.10) (page 105) ;

• enfin, la différence de tension ∆Vα est déphasée d’un angle −π/2 par rapport à Aα, du fait
de la dérivation temporelle de Aα dans la loi de Faraday (5.3) (page 107).

Dans le cas présent, le déphasage Θ {Aα} −Θ {j0} du potentiel vecteur perturbé Aα par rapport
à j0 s’ajoute au déphasage Θ {A0} du potentiel vecteur non perturbé A0, les valeurs de Θ {A0}
et Θ {Aα} −Θ {j0} déterminant directement le déphasage de toutes les autres grandeurs. Comme
dans le cas précédent du modèle non inductif, la représentation du déphasage de Aα et ∆Vα est
simplifiée dans la figure 6.26a.

La valeur du déphasage Θ {A0} a été estimée dans la partie précédente (cas du modèle non
inductif) par Θ {A0} = −x1/δ, où x1 est défini arbitrairement par l’expression (6.19) (voir figure
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Figure 6.26 – (a) Schéma illustratif du déphasage des différentes grandeurs électromagnétiques,
dans le cadre des mesures expérimentales. (b) Géométrie utilisée pour calculer les déphasages
Θ {A0} et Θ {Aα} des potentiels vecteurs non perturbé A0 et perturbé Aα.

6.24b). De manière analogue, nous cherchons ici à estimer la valeur du déphasage Θ {Aα}−Θ {j0}
à partir de l’expression (6.18). On rappelle que l’expression (6.18). correspond à un cas de diffusion
1D dans un milieu conducteur semi-infini. Dans cette expression, la distance x par rapport à la
surface du métal est cette fois posée arbitrairement par x = x2, où x2 est représenté dans la figure
6.26b et s’écrit en fonction de la profondeur h de l’inclusion :

x2 =

h

√
(rs −R+ h)2 +

(
Ls
2

)2

rs −R+ h
, tel que Θ {Aα} −Θ {j0} = −x2

δ
. (6.20)

La distance x2 correspond ici à la portion du segment [BC] occupée par le métal, le point B
correspondant à la position de l’inclusion et le point C correspondant au milieu de la bobine
secondaire gauche. En prenant les dimensions du premier dispositif expérimental, la longueur de
la bobine secondaire vaut Ls = 10 mm et son rayon vaut rs = 17.5 mm. On obtient x2 = 3.54 mm
pour h = 3 mm et x2 = 6.59 mm pour h = 6 mm.

À partir de l’expression du déphasage Θ {Aα}−Θ {j0} donnée par l’équation (6.20), et de celle
du déphasage Θ {A0} (6.19) calculée dans la partie précédente, le déphasage de la différence de
tension aux bornes des bobines secondaires se calcule directement par (voir figure 6.26a) :

Θ {∆Vα} = − (x1 + x2)

δ
− π. (6.21)

Nous pouvons comparer le déphasage Θ {∆Vα} calculé par l’expression (6.21) avec les inversions
des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ observées expérimentalement, sachant que l’inversion de ∆Vα,||

correspond à Θ {∆Vα} =
π

2
+ kπ, et celle de ∆Vα,⊥ correspond à Θ {∆Vα} = kπ, k ∈ Z.

La figure 6.27 montre le déphasage Θ {∆Vα} de la différence de tension ∆Vα en fonction de
la fréquence. En premier lieu, le déphasage calculé par l’expression (6.21) est représenté par les
traits continus, pour différentes profondeurs h. À titre comparatif, le déphasage de la différence de
tension ∆Vα estimé des mesures expérimentales est représenté pour les deux profondeurs h = 3 mm
(ronds) et h = 6 mm (triangles) et les quatre tailles d’inclusion (rayon Rα = 1 mm, 1.5 mm, 2 mm
et 2.5 mm, en jaune, bleu, rouge et vert respectivement). Dans le cas des mesures expérimentales,
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Figure 6.27 – Déphasage Θ {∆Vα} calculé à partir de l’expression (6.21) pour plusieurs profon-
deurs : h = 1 mm ( ), h = 3 mm ( ), h = 6 mm ( ) et h = 9 mm ( ). Chaque valeur du
déphasage Θ {∆Vα} multiple de π/2 correspond à une inversion de ∆Vα,|| ou ∆Vα,⊥. Les encadrés
gris à gauche de la figure illustrent ces inversions. Les fréquences où sont observées expérimenta-
lement ces inversions sont représentées, pour les deux profondeurs mesurées h = 3 mm (ronds) et
h = 6 mm (triangles) et les différentes tailles d’inclusion, de rayon Rα = 1 mm ( , ), Rα = 1.5

mm ( , ), Rα = 2 mm ( , ) et Rα = 2.5 mm ( , ).

nous déterminons la valeur du déphasage Θ {∆Vα} à partir des inversions des oscillations de ∆Vα,||
et ∆Vα,⊥ : lorsque la fréquence augmente, une première inversion est observée sur le signal ∆Vα,||
pour h = 3 mm (f ≈ 3 kHz) et h = 6 mm (f ≈ 1.5 kHz), correspondant à Θ {∆Vα} = −3π/2,
puis une seconde inversion est observée sur ∆Vα,⊥ pour h = 6 mm (f ≈ 4 kHz), correspondant à
Θ {∆Vα} = −2π, et une dernière inversion est observée expérimentalement sur ∆Vα,|| pour h = 6

mm (f ≈ 8 kHz), correspondant à Θ {∆Vα} = −5π/2.

Pour les mesures expérimentales effectuées à la profondeur h = 3 mm (ronds), seule la première
inversion est observée, sur la composante en phase ∆Vα,||, pour une fréquence f comprise entre 2.5
kHz (Rα = 2 mm et 2.5 mm) et 4 kHz (Rα = 1 mm). Cette inversion correspond à un déphasage de
tension Θ {∆Vα} = −3π/2. Sachant que le déphasage calculé par (6.21) vaut Θ {∆Vα} = −3π/2

pour f = 2.7 kHz, l’expression (6.21) estime dans ce cas le déphasage de manière convenable.
On note cependant que l’expression (6.21) prédit une inversion de la composante en quadrature
∆Vα,⊥ à une fréquence f = 11 kHz, pour laquelle Θ {∆Vα} = −2π. Cette inversion n’est observée
expérimentalement pour aucune des quatre tailles d’inclusions.

Pour les mesures expérimentales effectuées à la profondeur h = 6 mm (triangles), trois inver-
sions sont observées : la composante en phase ∆Vα,|| s’inverse d’abord entre 1.5 kHz et 2 kHz
(correspondant à Θ {∆Vα} = −3π/2), puis la composante en quadrature ∆Vα,⊥ s’inverse à 4 kHz
(soit Θ {∆Vα} = −2π), et la composante en phase ∆Vα,|| s’inverse une deuxième fois entre 7 kHz
et 9 kHz (soit Θ {∆Vα} = −5π/2). La deuxième et la troisième inversion correspondent de manière
convenable au déphasage calculé par l’expression (6.21), pour lequel on obtient Θ {∆Vα} = −2π

à f = 3.4 kHz, et Θ {∆Vα} = −5π/2 à f = 7.7 kHz. L’expression (6.21) prédit cependant une
première inversion à une fréquence f = 900 Hz inférieure à celle observée expérimentalement (entre
1.5 kHz et 2 kHz), ainsi qu’une quatrième inversion, pour la composante en quadrature ∆Vα,⊥ (cor-
respondant à Θ {∆Vα} = −3π), à une fréquence de 13.6 kHz, non observée expérimentalement.
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Discussion

En premier lieu, en comparant les figures 6.25 (cas du modèle non inductif) et 6.27 (cas des
mesures expérimentales), on constate que le déphasage Θ {∆Vα} de la différence de tension ∆Vα

est plus important dans le cas des mesures expérimentales que dans le cas du modèle non inductif.
Cette différence de déphasage est due au fait que le modèle non inductif ne tient pas compte du
déphasage du potentiel vecteur perturbé Aα par rapport à la densité de courant j0, généré par le
terme « inductif » en jΩα dans l’équation de diffusion de Aα (5.10) (page 105). En conséquence,
les inversions des oscillations de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ apparaissent à des fréquences plus élevées dans
le cas du modèle non inductif.

Par ailleurs, au regard des différences entre le déphasage Θ {∆Vα} déduit des mesures expé-
rimentales et le déphasage Θ {∆Vα} calculé par l’expression (6.21) (voir figure 6.27), l’expression
simplifiée du déphasage Θ = −x/δ (6.18) n’est pas suffisante pour décrire de manière satisfaisante
les inversions des oscillations. En conséquence, la détermination d’une relation plus précise entre
le déphasage Θ {∆Vα} et la profondeur h de l’inclusion est nécessaire pour pouvoir caractériser h
à partir des inversions de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥. La résolution d’un modèle inductif 3D de la perturba-
tion générée par l’inclusion, sur la base de l’approche présentée dans la section 5.4 du chapitre 5,
peut être envisagée en ce sens. En dernier lieu, on remarque que les mesures expérimentales des
inversions de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ aux hautes fréquences peuvent s’avérer difficiles en pratique, comme
nous l’avons constaté pour le cas de la profondeur h = 6 mm (voir figure 6.16, page 138), ce qui
peut constituer une limite à notre méthode.

6.6 Conclusion

À partir des mesures effectuées dans le premier dispositif expérimental (décrit dans le chapitre
2) et des résultats du modèle non inductif (présenté dans le chapitre 5), nous avons étudié dans
ce chapitre le comportement de la tension ∆Vα générée aux bornes des bobines secondaires de
l’ECFM par la présence d’une inclusion isolante dans le métal liquide. La tension ∆Vα montre une
oscillation (pour les composantes en phase et en quadrature) lors du passage de l’inclusion dans
l’ECFM. Les différents paramètres de l’étude sont la vitesse débitante du métal U , la fréquence
du champ électromagnétique f , la conductivité électrique du métal σ, la position et la taille de
l’inclusion (caractérisées par sa profondeur h et son rayon Rα, celle-ci étant sphérique).

L’étude en vitesse confirme premièrement la faible influence de celle-ci sur la tension ∆Vα.
Dans le processus de démodulation du signal, le choix du filtre passe-bas en fonction de la vitesse
du métal liquide demeure particulièrement important. Aux hautes vitesses surtout, un réglage
inadapté de la fréquence de coupure du filtre peut en effet causer une sous-estimation importante
de la tension perturbée ∆Vα.

Les mesures expérimentales de ∆Vα aux basses fréquences (700 Hz à 2 kHz) sont comparées aux
résultats du modèle non inductif. Le modèle donne une estimation satisfaisante de la perturbation
générée par l’inclusion, particulièrement pour les petites inclusions (Rα = 1 mm et 1.5 mm) proches
de la paroi (h = 3 mm). Pour ces dernières, la tension ∆Vα est alors proportionnelle au volume de
l’inclusion. Dans le cadre du modèle non inductif, des lois de puissance aux basses fréquences de la
tension ∆Vα sont en outre déterminées et validées par les mesures : pour la composante en phase,
∆Vα,|| ∝ f2, pour la composante en quadrature, ∆Vα,⊥ ∝ f3, et pour le module, |∆Vα| ∝ f2. Une
méthode de minimisation entre les résultats du modèle et les mesures expérimentales est effectuée
pour déterminer la taille et la position de l’inclusion. Il est montré que ces deux paramètres ne
peuvent pas être déterminés de manière univoque aux basses fréquences par la mesure de ∆Vα. La
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méthode de minimisation permet cependant de déterminer un couple (Rα, h) à partir d’une mesure
de ∆Vα. Une méthode complémentaire est en ce sens nécessaire pour caractériser soit Rα, soit h.

Les mesures aux hautes fréquences peuvent être utilisées en ce sens. Aux hautes fréquences,
plusieurs inversions des oscillations en phase ∆Vα,|| et en quadrature ∆Vα,⊥ sont observées à
certaines fréquences. À l’aide des résultats du modèle non inductif, nous montrons que ces inversions
sont relatives au déphasage du potentiel vecteur perturbé Aα et au déphasage de la densité de
courant j0 à la position de l’inclusion. À l’aide du modèle non inductif, il est observé que le
déphasage de j0 varie de manière importante avec la profondeur de l’inclusion. La fréquence à
laquelle une inversion de ∆Vα,|| ou ∆Vα,⊥ est observée dépend donc également de la profondeur
h de l’inclusion. Une première approche d’une méthode de détermination de h est proposée en fin
du chapitre, basée sur une relation simplifiée entre la profondeur h et les fréquences d’inversion de
∆Vα,|| et ∆Vα,⊥. Une relation plus précise nécessite cependant d’être caractérisée dans une étude
ultérieure pour que la méthode soit applicable. Le développement d’un modèle inductif, valable
aux hautes fréquences et dont une première approche est présentée dans le chapitre précédent,
peut être envisagé pour caractériser la relation entre h et la fréquence d’inversion.
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Conclusion

L’objectif de cette thèse est de contribuer à l’analyse de l’interaction entre un champ électro-
magnétique variable et un écoulement de métal liquide contenant des bulles, isolantes électriques.
L’application de l’étude répond au besoin de mesure de vitesse et de détection de bulles dans
les circuits primaire et secondaire d’un réacteur à neutrons rapides refroidi au sodium liquide tel
que le prototype industriel ASTRID (pour Advanced Sodium Technological Reactor for Industrial
Demonstration), réalisé au CEA Cadarache. Un débitmètre à courants de Foucault (ECFM pour
Eddy Current FlowMeter) est utilisé dans le cadre de deux dispositifs expérimentaux pour étudier
l’effet de l’écoulement de métal liquide sur le champ électromagnétique. Deux modèles théoriques
de l’ECFM sont développés pour décrire les perturbations générées par le mouvement du métal et
par la présence d’une inclusion isolante, telle qu’une bulle, dans le métal.

La revue de littérature des ECFM, présentée dans le chapitre 1, montre l’aptitude de ces
systèmes à mesurer la vitesse d’un écoulement et suggère la possibilité de détecter des bulles. Kumar
et al. [16, 1] ont réalisé en particulier des expériences « sèches », dans lesquelles l’écoulement de
métal liquide diphasique est simulé par un barreau d’aluminium en translation, usiné de cannelures
représentant des bulles. Le signal mesuré, i.e. la différence de tension ∆V = V1−V2 aux bornes des
bobines secondaires de l’ECFM, peut alors être décomposé sous la forme ∆V = ∆V0 +∆VU +∆Vα,
pour un nombre de Reynolds magnétique Rm � 1 et un taux de vide α . 4%. La composante ∆V0

correspond à la tension mesurée pour un métal liquide statique en l’absence de bulles, la composante
∆VU correspond aux effets de la vitesse du métal liquide et la composante ∆Vα est relative à la
présence de bulles. Dans l’ensemble de la littérature, la composante ∆VU varie linéairement avec
la vitesse moyenne de l’écoulement, et un optimum de fréquence est observé pour la mesure de
∆VU . La composante ∆Vα se manifeste par une oscillation lorsqu’une bulle isolée passe dans
l’ECFM, et par un signal fluctuant lorsqu’un ensemble de bulles le traverse. L’amplitude des
oscillations est proportionnelle au taux de vide dans la limite α . 4%. Il est constaté que les
phénomènes physiques à l’origine des perturbations de tension ∆VU , et a fortiori de ∆Vα, ne sont
pas complètement expliqués dans la littérature. La perturbation de tension ∆Vα générée par une
bulle, isolante électrique, peut cependant être traitée par analogie à l’aide des résultats et méthodes
propres au contrôle non destructif de défauts dans les métaux.

Dans le cadre de la thèse, deux dispositifs expérimentaux sont réalisés afin de mesurer les
perturbations du champ électromagnétique par le mouvement d’un métal liquide et la présence
d’inclusions (billes sphériques), via les tensions ∆VU et ∆Vα respectivement. Les deux dispositifs
expérimentaux, présentés dans le chapitre 2, sont constitués d’un ECFM traversé par un écoulement
de métal liquide « modèle ». Dans le premier dispositif, le métal liquide est statique et l’ECFM est
translaté à une vitesse constante. Une bille sphérique isolante électrique, simulant la présence d’une
bulle, est fixée dans le métal avec une taille et une position données. Dans le second dispositif, un
écoulement de métal traverse l’ECFM en l’absence de bulles. La méthode d’acquisition, basée sur
la modulation d’amplitude, est identique pour les deux dispositifs. Les résultats expérimentaux
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sont analysés par la suite en distinguant les effets de la vitesse, caractérisés par la tension ∆VU ,
et ceux relatifs à la présence d’inclusions isolantes (bulles ou billes), caractérisés par la tension
∆Vα. Pour chaque effet, un modèle théorique est développé à partir de la résolution de l’équation
d’induction du potentiel vecteur.

Les effets de la vitesse de l’écoulement sur le champ électromagnétique sont l’objet des chapitres
3 et 4. Le chapitre 3 développe un modèle analytique de l’ECFM traversé par un écoulement de
métal liquide en l’absence de bulles. Les solutions sont obtenues pour divers profils de vitesse
d’écoulement (uniforme, laminaire et turbulent moyen). Les résultats de ce modèle sont comparés
aux mesures des deux dispositifs expérimentaux dans le chapitre 4. La tension ∆VU relative à la
vitesse du métal liquide y est analysée en fonction des différents paramètres de l’étude : fréquence
du champ électromagnétique f , conductivité électrique du métal σ, vitesse débitante U et profil
de vitesse u = u(r)ez de l’écoulement. Les résultats du modèle et les mesures expérimentales
concordent avec la littérature : un optimum de fréquence est identifié pour la mesure de ∆VU

(à f ≈ 2 kHz dans notre cas) et une linéarité en vitesse est observée. La tension ∆VU décroit
fortement au-delà de la fréquence optimale, du fait que le champ électromagnétique pénètre peu
dans l’écoulement de métal liquide par effet de peau : l’utilisation des hautes fréquences est donc
peu conseillée pour la mesure de vitesse. La conductivité électrique σ joue en outre un rôle analogue
à la fréquence f , par l’intermédiaire du « paramètre d’écrantage », i.e. le nombre sans dimension
Ω = µ0σωR

2. Il est montré que les variations de conductivité électrique peuvent être à l’origine
de la fréquence critique observée dans la littérature, pour laquelle la différence de tension ∆V ∗U =

V1−V2/V1 +V2 est invariante avec la température du métal liquide. Enfin, les lois de similitude des
tensions ∆VU et ∆V ∗U sont obtenues à l’aide du modèle analytique, faisant intervenir notamment le
paramètre d’écrantage Ω et le nombre de Reynolds magnétique Rm. Pour une géométrie d’ECFM
donnée, ces tensions s’expriment alors par ∆VU = 2Uµ0ΩJSR

2×fU (Ω,u) et ∆V ∗U = Rm×f∗U (Ω,u),
où JS est la densité de courant dans la bobine primaire et fU (Ω,u) et f∗U (Ω,u) sont deux fonctions
propres à une géométrie d’ECFM. La détermination de fU (Ω,u) et f∗U (Ω,u) permet notamment
de prévoir les plages de fréquences optimales pour mesurer ∆VU et ∆V ∗U , dépendant entre autres
du métal liquide utilisé.

Les effets sur le champ électromagnétique de la présence d’une inclusion isolante, telle qu’une
bulle dans le métal liquide, sont l’objet des chapitres 5 et 6. Le chapitre 5 développe un modèle
théorique « non inductif », car valable aux « basses fréquences » (faible paramètre d’écrantage,
c’est à dire Ω = µ0σωR

2 � 1), de la perturbation du potentiel vecteur générée par la présence
d’une seule inclusion. Le potentiel vecteur perturbé obéit alors à une équation de Poisson, dont la
solution est connue et se présente sous forme intégrale. Une solution approchée du potentiel vecteur
perturbé, valable pour les petites inclusions, est en outre obtenue afin d’estimer la perturbation
avec une formule explicite. Les résultats du modèle non inductif (et de sa solution approchée)
sont comparés aux mesures du premier dispositif expérimental dans le chapitre 6. La tension ∆Vα

relative à la présence de l’inclusion y est analysée en fonction des différents paramètres de l’étude :
vitesse de l’inclusion U , fréquence du champ électromagnétique f , conductivité électrique du métal
σ, position et taille de l’inclusion (caractérisées par sa profondeur h et son rayon Rα, celle-ci étant
sphérique). L’étude en vitesse montre que ∆Vα ne varie pas avec la vitesse de l’inclusion, ce qui
est en accord avec la décomposition de la tension ∆V = ∆V0 + ∆VU + ∆Vα réalisée par Kumar et
al. [16, 1]. Dans l’étude en fréquence, on distingue les phénomènes observés aux basses fréquences
et aux hautes fréquences.

Aux basses fréquences, la tension ∆Vα obéit à des lois de puissance (∆Vα,|| ∝ f2 pour la
composante en phase, ∆Vα,⊥ ∝ f3 pour la composante en quadrature, et |∆Vα| ∝ f2 pour le
module) prédites à l’aide du modèle non inductif et observées expérimentalement. Une méthode



CONCLUSION 157

de minimisation entre les données théoriques et expérimentales est réalisée afin de déterminer la
profondeur de l’inclusion h et son rayon Rα à partir de la mesure de ∆Vα. Cette méthode se montre
robuste pour obtenir une courbe de Rα en fonction de h ; mais n’est pas suffisante pour déterminer
Rα et h indépendamment.

Les mesures aux hautes fréquences sont envisageables pour compléter la méthode de minimi-
sation aux basses fréquences, et ainsi mesurer la profondeur h de l’inclusion. Une inversion des
oscillations ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥ est en effet observée à certaines fréquences, ces fréquences dépendant
en particulier de la profondeur h de l’inclusion. Il est montré que l’inversion de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥
est due au déphasage du potentiel vecteur perturbé Aα et au déphasage de la densité de courant
j0 à la position de l’inclusion, dépendant de h. Ces déphasages augmentent avec la fréquence f et
la profondeur h de l’inclusion. À l’aide d’une relation simplifiée entre le déphasage et la profondeur
h, une première approche inverse pour déterminer h à partir des inversions de ∆Vα,|| et ∆Vα,⊥
est proposée. Les résultats de cette approche permettent une bonne compréhension physique des
résultats expérimentaux, mais une relation plus précise entre le déphasage et h est nécessaire pour
obtenir un modèle inverse satisfaisant.

Perspectives de la thèse

Concernant les perturbations du champ électromagnétique relatives à la présence d’une inclu-
sion isolante, une première perspective consiste à déterminer analytiquement le potentiel vecteur
perturbé Aα dans le cas « inductif », c’est à dire sans prendre l’hypothèse de faible paramètre
d’écrantage, Ω � 1, dans l’équation d’induction-diffusion de Aα. Une première approche de la
méthode de résolution pour ce cas « inductif » est présentée dans le chapitre 5. La différence de
tension ∆Vα calculée à partir de Aα peut ainsi être comparée aux mesures expérimentales sur
toute la plage de fréquence. La comparaison des fréquences d’inversion des oscillations ∆Vα,|| et
∆Vα,⊥ sera un critère important pour la validation du modèle. En établissant une relation entre
la profondeur h et la fréquence des inversions à partir du modèle « inductif », il sera alors possible
de déterminer h, puis la taille de l’inclusion en appliquant les résultats du modèle « non inductif »
aux mesures expérimentales aux basses fréquences.

L’étude de l’influence des effets hydrodynamiques relatifs à la présence d’une inclusion dans
l’écoulement de métal liquide représente une deuxième perspective. En particulier, l’influence du
sillage d’une inclusion, de sa trajectoire, ainsi que de sa forme sont autant de paramètres suscep-
tibles de jouer de manière importante sur la tension ∆Vα. Dans cette étude, il sera important
de distinguer le cas d’une inclusion solide (une bille par exemple), pour lequel une condition de
non-glissement existe à l’interface liquide/solide, et le cas d’une inclusion gazeuse (une bulle),
pour lequel une condition de glissement est présente à l’interface liquide/gaz. Pour le premier cas
(inclusion solide), le deuxième dispositif expérimental (boucle de galinstan) présenté dans le cha-
pitre 2 pourra être directement utilisé pour étudier les effets du sillage d’une bille sur la réponse
de l’ECFM. Une étude expérimentale ultérieure composée d’un écoulement de métal liquide en
présence d’une ou plusieurs bulles permettra en outre d’étudier le second cas évoqué (inclusion
gazeuse).

Dans cette thèse, nous avons considéré uniquement le cas simplifié d’un métal liquide en présence
d’une seule inclusion isolante. En application, la présence de plusieurs bulles dans l’écoulement
est fortement envisageable dans le cas d’une fuite de gaz dans les circuits sodium primaire et
secondaire du réacteur ASTRID. L’étude des effets collectifs relatifs à plusieurs bulles présentes
dans l’écoulement représente donc un axe de recherche supplémentaire. Cette configuration pourra
être étudiée directement à partir des résultats du modèle non inductif. En outre, en présence d’une
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phase gazeuse dispersée (telle qu’un nuage de bulles), la solution approchée du modèle non inductif
pourra donner une estimation de la tension perturbée ∆Vα relative à la phase dispersée avec un
coût raisonnable en terme de temps de calcul. Cette seconde configuration pourra éventuellement
être appliquée à la mesure de taux de vide.

Finalement, la géométrie d’ECFM envisagée prioritairement pour la conception du réacteur
ASTRID est celle de l’ECFM interne, pour lequel l’écoulement passe à l’extérieur des bobines
primaire(s) et secondaire(s). Pour une question de facilité expérimentale, nous avons étudié dans
cette thèse la configuration de l’ECFM externe, où les bobines sont traversées par l’écoulement.
L’extension de nos résultats à la géométrie de l’ECFM interne représente donc une étape importante
dans le développement de l’ECFM envisagé pour la mesure de vitesse et la détection de bulles dans
le cadre du projet ASTRID.



Annexe A

Éléments de théorie

A.1 Équations de l’électromagnétisme

Cette partie présente les bases de l’électromagnétisme sous les hypothèses propres aux problèmes
d’induction, utilisées pour les approches théoriques des chapitres 3 et 5. Pour chaque approche, la
méthode consiste à calculer le champ électromagnétique puis à déterminer la réponse de la sonde
à partir du résultat obtenu. Les quatre équations de Maxwell décrivent l’évolution des champs
électrique E et magnétique B générés par les charges électriques ρe et les densités de courant
électrique J. En supplément de ces équations générales, la loi d’Ohm décrit la relation entre le
champ électrique E et la densité de courant J dans les milieux conducteurs.

A.1.1 Hypothèses préliminaires

• On suppose dans un premier temps que les mouvements du fluide sont lents par rapport à la
vitesse de la lumière. Si U est la vitesse du fluide (U ∼ 1 m.s−1) et c la vitesse de la lumière dans
le vide (c = 3× 108 m.s−1), on a :

U � c. (A.1)

• Les dimensions de l’expérience sont supposées très inférieures à la longueur d’onde du champ
électromagnétique dans l’air. En notant L la longueur caractéristique de l’expérience (L ∼ 10−2

m) et f la fréquence du champ (f ∼ 104 Hz), on a :

L� c

f
. (A.2)

• Il est supposé que le sodium et le galinstan ne se polarisent pas sous l’effet du champ élec-
trique. En notant ε0 = 8.85× 10−12 F.m−1 la permittivité du vide et ε la permittivité diélectrique
du métal, on a :

ε ≈ ε0. (A.3)

• De plus, le sodium et le galinstan sont faiblement paramagnétiques (susceptibilité magnétique
χm = 8.8×10−6 pour le sodium [72]). En notant µ0 = 4π×10−7 H.m−1 la perméabilité magnétique
du vide (ou constante magnétique) et µ = (1 + χm)µ0 la perméabilité magnétique du métal, on
prend l’hypothèse :

µ ≈ µ0. (A.4)
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• On suppose que les métaux liquides (sodium et galinstan ici) sont isotropes. En conséquence,
la conductivité électrique, caractérisant l’aptitude des électrons à se déplacer, est un scalaire
constant,

σ = cst. (A.5)

• Au regard de la conductivité électrique élevée du sodium et du galinstan, et de l’absence de
polarisation par l’hypothèse (A.3), l’accumulation de charges dans le volume de métal est supposée
nulle. L’échelle de temps pour homogénéiser les charges électriques, τ = ε0/σ ∼ 10−18 s, est en
effet beaucoup plus faible que les temps caractéristiques considérés. Dans ce cadre, la densité de
charge électrique totale est nulle, soit :

ρe = 0. (A.6)

A.1.2 Équations de Maxwell

Les hypothèses (A.1) à (A.6) permettent une simplification essentielle des équations de Maxwell,
que nous présentons ici sous leur forme réduite.

L’équation de Maxwell-Gauss stipule premièrement que le flux du champ électrique à travers
toute surface fermée est proportionnel à la charge électrique contenue dans la surface. À partir de
l’hypothèse ρe = 0 (A.6), l’équation s’écrit, sous forme locale ou intégrale,

∇ ·E = 0 ou
‹

E · dS = 0, (A.7)

où dS est un élément de la surface fermée. L’équation locale se déduit de l’équation intégrale par
le théorème de Green-Ostrogradski.

L’équation de Maxwell-Faraday, relative à l’induction électromagnétique, exprime le champ
électrique en fonction des variations temporelles du champ magnétique. La circulation du champ
électrique le long d’une courbe fermée est ainsi proportionnelle au flux magnétique traversant cette
courbe. Sous forme locale ou intégrale, on l’écrit :

∇×E = −∂B
∂t

ou
˛

E · dl = −
¨

∂B
∂t
· dS, (A.8)

où dl est l’élément de longueur de la courbe fermée et dS est l’élément de surface. L’équation locale
se déduit de l’équation intégrale par le théorème de Stokes.

À la différence de la charge électrique, il n’existe pas de charge ponctuelle (ou monopole)
magnétique. Cette propriété fondamentale implique que le champ magnétique est à divergence
nulle, soit :

∇ ·B = 0 ou
‹

B · dS = 0. (A.9)

Enfin, l’équation de Maxwell-Ampère relie le champ magnétique aux densités de courant élec-
trique. On distingue deux contributions : les courants liés aux mouvements des charges électriques

dans les conducteurs, notés J, et les courants de déplacement ε0
∂E
∂t

. Au regard des hypothèses
de faible vitesse (A.1) et de basse fréquence (A.2), cette seconde contribution est négligeable. En
utilisant de plus l’hypothèse de non-aimantation (A.4), l’équation de Maxwell-Ampère s’écrit alors
sous forme locale ou intégrale :

∇×B = µ0J ou
˛

B · dl =

¨
µ0J · dS. (A.10)
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A.1.3 Potentiel scalaire et potentiel vecteur

Avec l’hypothèse ρe = 0 (A.6), les champs électrique E et magnétique B sont donc exprimés en
fonction de la densité de courant J par les équations (A.7) à (A.10). Il est possible d’utiliser deux
autres quantités physiques pour décrire le champ électromagnétique : le potentiel scalaire φ et le
potentiel vecteur A. Dans le cas de l’ECFM, l’utilisation du potentiel vecteur A peut faciliter la
mise en équation du champ électromagnétique.

Pour définir φ et A, on remarque premièrement que la divergence d’un rotationnel est toujours
nulle. Le champ magnétique B étant justement de divergence nulle (A.9), le potentiel vecteur A
se définit par :

B = ∇×A. (A.11)

Sachant que le rotationnel d’un gradient est également nul, l’expression précédente (A.11) peut
être injectée dans l’équation de Maxwell-Faraday (A.8) pour faire apparaitre le potentiel scalaire
φ. On obtient :

E = −∇φ− ∂A
∂t

. (A.12)

Le couple (φ,A) ne définit cependant pas le champ électromagnétique de manière univoque.
On peut montrer facilement que n’importe quel autre couple (φ′,A′) peut satisfaire aux équations
(A.11) et (A.12) en posant :

φ′ = φ− ∂ψ

∂t
, (A.13a)

A′ = A +∇ψ, (A.13b)

où ψ est un champ scalaire quelconque. Les équations (A.13a) et (A.13b) donnent l’invariance de
jauge des équations de Maxwell. Afin de définir φ et A de manière non-ambigüe dans la résolution
des équations, il est nécessaire d’imposer une condition de jauge. Par commodité, nous utilisons
par la suite la jauge

∇ ·A = 0. (A.14)

A.1.4 Conditions aux interfaces

Les conditions aux interfaces des champs E etB sont obtenues à partir des équations de Maxwell
(A.7) à (A.10) sous leur forme intégrale [73, 74]. Avec la définition des potentiels scalaire et vecteur
(A.11), (A.12) et (A.14), on déduit ensuite les conditions d’interface pour φ et A. On s’intéresse
par la suite à l’interface entre deux milieux (1) et (2) quelconques, et on définit n12 le vecteur
normal à l’interface orienté de (1) vers (2).

On considère d’abord un parallélépipède élémentaire traversé par l’interface, dont la hauteur h
est infiniment mince (figure A.1a). En utilisant l’équation de Maxwell-Gauss (A.7) sous sa forme
intégrale, le flux électrique traversant le parallélépipède est égal à la charge contenue à l’intérieur du
volume, c’est à dire zéro au regard de l’hypothèse ρe = 0 (A.6). Le parallélépipède étant infiniment
mince, on déduit que la composante normale du champ électrique est continue, soit :

(E2 −E1) · n12 = 0. (A.15)

De la même manière, le champ magnétique est à divergence nulle par l’équation (A.9) donc le
flux magnétique traversant le parallélépipède est également nul. La composante normale du champ
magnétique est donc continue sur l’interface, soit :

(B2 −B1) · n12 = 0. (A.16)
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Enfin, au regard de la jauge (A.14) choisie pour le potentiel vecteur A, on déduit de manière
similaire que la composante normale du potentiel vecteur est toujours continue, soit :

(A2 −A1) · n12 = 0. (A.17)

n12 

S 

h 

(a)

n12 

S 

h 

(b)

Figure A.1 – (a) Parallélépipède mince construit sur l’interface S entre deux milieux (1) et (2),
utilisé pour l’établissement de la condition normale de E, B et A. (b) Surface mince construite sur
l’interface S, utilisée pour l’établissement de la condition tangentielle de E, B et A.

On considère maintenant une surface élémentaire traversée par l’interface et orthogonale à
celle-ci, dont la hauteur h est infiniment mince (figure A.1b). En utilisant l’équation de Maxwell-
Faraday (A.8) sous sa forme intégrale, la circulation du champ électrique sur le contour de la
surface est égale aux variations temporelles du flux magnétique traversant celle-ci. La hauteur
étant infiniment mince, la surface d’intégration tend vers zéro. En supposant que les variations du
champ magnétique sont finies, le flux à travers la surface est donc nul. La composante tangentielle
du champ électrique est alors toujours continue, soit :

n12 × (E2 −E1) = 0. (A.18)

De plus, l’équation de Maxwell-Ampère sous forme intégrale stipule que la circulation du champ
magnétique sur le contour de la surface est égale à la densité de courant traversant celle-ci. La
surface élémentaire étant infiniment mince, la composante tangentielle du champ magnétique est
discontinue uniquement s’il existe une densité de courant surfacique Jsurf sur l’interface, soit :

n12 × (B2 −B1) = µ0Jsurf. (A.19)

La condition tangentielle du potentiel vecteur se déduit directement de celle du champ magnétique,
en remplaçant simplement B = ∇×A dans l’équation précédente (A.19). On écrit alors :

n12 × (∇×A2 −∇×A1) = µ0Jsurf. (A.20)

Avec les hypothèses (A.1) à (A.6), on remarque premièrement que le champ électrique E est
continu à partir des équations (A.15) et (A.18). D’après les équations (A.17) et (A.20), le potentiel
vecteur A est également continu en tout point. En utilisant la définition du potentiel scalaire φ
(A.12), on déduit que ce dernier doit aussi être continu (son gradient serait localement infini si ce
n’était pas le cas), c’est à dire :

φ1 = φ2. (A.21)

Sachant que les composantes normales de E et de A sont continues par les équations (A.15) et
(A.17), le gradient du potentiel scalaire est également continu en l’absence de charges libres à
l’interface,

n12 · (∇φ1 −∇φ2) = 0. (A.22)
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Il est à noter que l’existence d’une densité de charge électrique non nulle (ρe 6= 0) sur une
interface est physiquement possible, bien que dans notre cas cette dernière soit nulle par l’hypothèse
(A.6). On peut par exemple citer la polarisation des diélectriques, ou l’accumulation de charges
en surface d’un conducteur en électrostatique. En revanche, l’existence d’une densité de courant
surfacique Jsurf correspond à un cas idéal où un des milieux est de conductivité infinie. Ce cas est
discuté dans la partie suivante.

A.1.5 Densités de courant

Sachant que ρe = 0 par l’hypothèse (A.6), le champ électromagnétique (E,B), ou alternati-
vement (φ,A), s’exprime uniquement en fonction de la densité de courant J. Lors de la mise en
équation des problèmes d’induction, il convient de faire la distinction entre les densités de courants
externes, notées JS, et les densités de courants induits, notées j. Les premières sont imposées au
système alors que les secondes, générées par l’induction électromagnétique, doivent être résolues.
Dans le cas de l’ECFM par exemple, JS correspond à la densité de courant appliquée dans la
bobine primaire, tandis que j correspond aux courants de Foucault induits dans l’écoulement de
métal. Dans l’équation de Maxwell-Ampère (A.10), on décompose alors la densité de courant par
J = j + JS.

Dans le cas des densités de courants induits j, les charges mobiles se déplacent dans le conducteur
sous l’effet du champ électrique E. Leur déplacement est caractérisé par la conductivité électrique
σ, supposée constante avec l’hypothèse (A.5). La loi d’Ohm s’écrit dans ce cas :

1

σ
j′ = E′, (A.23)

où j′ est la densité de courant induit et E′ est le champ électrique, exprimés dans le référentiel du
conducteur. Si celui-ci est en translation à une vitesse u par rapport au référentiel du laboratoire
(cas d’un écoulement de métal liquide par exemple), la transformation de Lorentz donne :

E′ = E + u×B, (A.24)

où E et B sont les champs électrique et magnétique dans le référentiel du laboratoire. La densité de
courant, correspondant au mouvement relatif des charges par rapport au conducteur, est considérée
invariante par changement de référentiel, soit j′ = j. Finalement, en utilisant la transformation de
Lorentz (A.24) puis en injectant les expressions du potentiel vecteur (A.11) et du potentiel scalaire
(A.12), la loi d’Ohm (A.23) devient :

1

σ
j = −∇φ− ∂A

∂t
+ u× (∇×A) . (A.25)

A.1.6 Équations du champ électromagnétique (φ,A)

À partir des équations de Maxwell (A.7) à (A.10), nous avons d’abord introduit le potentiel
scalaire φ et le potentiel vecteur A dans les équations (A.11), (A.12) et (A.14). Les densités de
courant J ont ensuite été définies dans la partie précédente, en distinguant les courants induits j,
fonction de φ et de A par la loi d’Ohm (A.25), des courants externes JS. Il reste maintenant à
poser les équations du champ électromagnétique (φ,A).

Afin d’écrire un seul système d’équations valable partout (dans le métal liquide, dans la bobine
primaire de l’ECFM et dans l’air), nous introduisons premièrement les fonctions caractéristiques
(ou indicatrices) propres à chaque domaine. Une fonction caractéristique associée à un domaine E,
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notée 1E , est définie par :

1E(r) =

{
1 si r ∈ E
0 si r /∈ E , (A.26)

où r est le vecteur position. On utilise par la suite la fonction caractéristique 1C du domaine C
occupé par le conducteur (le métal liquide) et 1S la fonction caractéristique du domaine S occupé
par la source de courant (la bobine primaire de l’ECFM).

La première équation est l’équation d’induction, décrivant les mécanismes diffusifs et convectifs
gouvernant la distribution du champ. On l’obtient en injectant B = ∇ × A et J = j + JS dans
l’équation de Maxwell-Ampère (A.10). En remplaçant j par l’expression obtenue avec la loi d’Ohm
(A.25), on obtient alors l’équation d’induction du potentiel vecteur :

∇2A− 1Cµ0σ

(
∇φ+

∂A
∂t
− u× (∇×A)

)
= −1Sµ0JS. (A.27)

La seconde équation dérive de la conservation de la densité de courant. Étant donné que la
divergence d’un rotationnel est nulle, on déduit d’abord de l’équation de Maxwell-Ampère (A.10)
que la densité de courant est à divergence nulle, soit ∇·j = 0. En injectant l’expression de j obtenue
par la loi d’Ohm (A.25), on obtient alors :

∇2φ = 1C∇ · (u× (∇×A)) . (A.28)

Les équations (A.27) et (A.28) peuvent s’écrire sous forme adimensionnelle par un choix d’échelle
particulier des différentes grandeurs. Cette méthode présente un certain nombre d’intérêts, à com-
mencer par la paramétrisation du système avec des nombres sans dimension. Des configurations a
priori différentes, telles que les études en sodium du CEA et nos études en galinstan, peuvent ainsi
être mises en comparaison. L’adimensionnement rend de plus les équations propices aux dévelop-
pements perturbatifs, utilisés dans les approches théoriques des chapitres 3 et 5. Nous définissons
alors les paramètres d’échelle suivants : la longueur caractéristique L, la pulsation du champ alter-
natif ω, la vitesse caractéristique de l’écoulement U , la conductivité du métal σ et l’amplitude du
courant source JS . Les grandeurs sans dimension sont obtenues à partir de ces paramètres d’échelle
par :

t∗ = ωt, r∗ =
r
L
, u∗ =

u
U
, J∗ =

J
JS
, A∗ =

A
µ0JSL2

, φ∗ =
σ

LJS
φ. (A.29)

Les astérisques sont abandonnés par la suite pour faciliter la lecture. En injectant dans (A.27) et
(A.28), on obtient finalement les équations sans dimension du champ électromagnétique (φ,A) :

∇2A− 1C
(
∇φ+ Ω

∂A
∂t
− Rmu× (∇×A)

)
= −1SJS, (A.30a)

∇2φ = 1CRm∇ · (u× (∇×A)) , (A.30b)

où Ω et Rm sont les deux nombres sans dimension caractéristiques du système.
Le premier nombre sans dimension est le paramètre d’écrantage Ω, ou shielding parameter en

anglais [75]. On le définit par le rapport entre le temps de diffusion magnétique µ0σL
2 et la période

du champ oscillant 2π/ω (à un facteur 2π près),

Ω = µ0σωL
2. (A.31)

Le paramètre d’écrantage Ω caractérise l’importance des effets inductifs sur la distribution du
champ. Lorsque Ω augmente, les effets inductifs sont importants et l’épaisseur de peau devient
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petite par rapport aux dimensions du système. Le champ électromagnétique ne pénétrant pas dans
le conducteur, on dit qu’il est « écranté », d’où l’appellation pour Ω.

Le second nombre sans dimension est le nombre de Reynolds magnétique Rm. On le définit par
le rapport entre le temps de diffusion magnétique µ0σL

2 et le temps d’advection caractéristique
U/L,

Rm = µ0σUL. (A.32)

Le nombre de Reynolds magnétique caractérise l’importance de l’advection du champ électroma-
gnétique dans le conducteur par rapport à la diffusion. À l’échelle du laboratoire, Rm est en général
petit, c’est à dire Rm � 1. La distribution du champ électromagnétique est alors faiblement im-
pactée par la vitesse du fluide. Toutefois, les effets du faible Rm sont utilisés pour la mesure de
vitesse effectuée par ECFM, et sont décrits théoriquement dans le chapitre 3.

Le tableau A.2 donne les ordres de grandeurs des nombres sans dimensions Ω et Rm pour les
facteurs d’échelles propres à notre étude, appliqués au sodium et au galinstan :

• Fréquence f = 500 Hz à 20 kHz ;

• Vitesse caractéristique U ∼ 1 cm.s−1 à 1 m.s−1 ;

• Longueur caractéristique L ∼ 2.5× 10−2 m.

Tableau A.1 – Ordres de grandeurs des nombres sans dimension Ω et Rm.

Ω Rm

Sodium (500◦C) 101 − 102 10−3 − 10−1

Galinstan (20◦C) 101 − 102 10−3 − 10−1

Les équations (A.30a) et (A.30b), associées aux conditions d’interface (A.17), (A.20), (A.21)
et (A.22), suffisent à décrire intégralement le champ électromagnétique (φ,A). Leur résolution est
l’objet des approches théoriques des chapitres 3 et 5. Pour conclure, on remarque que le champ de
vitesse u du métal liquide doit être connu pour résoudre les équations du champ électromagnétique
(A.30a) et (A.30b). La partie suivante apporte les outils nécessaires à la détermination de u grâces
aux équations de l’hydrodynamique.

A.2 Équations de l’hydrodynamique

Le mouvement du métal liquide est gouverné par les équations de l’hydrodynamique, exprimant
les lois de conservation de la masse et de la quantité de mouvement appliquées à une particule fluide.
L’étude détaillée de ces équations n’est pas l’objet de la thèse ; nous les présentons cependant afin
de caractériser le couplage magnétohydrodynamique existant dans un liquide conducteur soumis à
un champ électromagnétique.

A.2.1 Hypothèses préliminaires

• L’effet Joule dans le métal est faible et le laboratoire est maintenu à température constante.
On néglige alors les variations de température du métal liquide, soit :

T = cst. (A.33)
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• On considère que les métaux liquides tels que le sodium et le galinstan sont des fluides
incompressibles. En conséquence, leur masse volumique ρ est constante, soit :

ρ = cst. (A.34)

• Il est de plus supposé que le sodium et le galinstan à l’état liquide sont des fluides newtoniens,
caractérisés par une viscosité dynamique η constante :

η = cst. (A.35)

• Enfin, en considérant un liquide pur et en l’absence d’oxydation, la tension de surface γ entre
le sodium ou le galinstan et un gaz quelconque est supposée constante, soit :

γ = cst. (A.36)

A.2.2 Équations du mouvement

En exprimant les grandeurs dans un référentiel fixe, nous utilisons par la suite la formulation
eulérienne. Le sodium et le galinstan étant des fluides newtoniens incompressibles, l’équation de
continuité et l’équation de Navier-Stokes s’écrivent respectivement :

∇ · u = 0, (A.37a)

ρ
∂u
∂t

+ ρ(u · ∇)u = −∇p+ η∇2u + ρg + j×B, (A.37b)

où ρ est la masse volumique du fluide et η sa viscosité dynamique, p est le champ de pression, g
est l’accélération de pesanteur, j est la densité de courant électrique dans le métal liquide et B
est le champ magnétique. L’équation de continuité (A.37a) est déduite de la loi de conservation de
la masse. L’équation de Navier-Stokes (A.37b) caractérise le bilan de quantité de mouvement sur
une particule fluide. On remarque dans cette seconde équation la présence d’un terme strictement
électromagnétique, la force de Laplace j ×B. Ce terme propre aux liquides conducteurs est, avec
l’induction électromagnétique, la deuxième cause du couplage magnétohydrodynamique.

Afin de caractériser l’importance de la force de Laplace par rapport aux autres forces exercées
sur la particule fluide, il est utile d’écrire les équations du mouvement sous forme adimensionnelle
en choisissant les échelles des différentes grandeurs. Nous définissons alors les paramètres d’échelle
suivants : la longueur L, la vitesse U , le temps advectif L/U et la pression ρU2 caractéristiques
de l’écoulement, ainsi que le champ magnétique B et la densité de courant B/µ0L dans le métal
liquide. À partir de ces paramètres d’échelle, les grandeurs sans dimension sont obtenues par :

u∗ =
u
U
, r∗ =

r
L
, t∗ =

U

L
t, p∗ =

p

ρU2
, g∗ =

L

U2
g, B∗ =

B
B
, J∗ =

µ0L

B
J. (A.38)

Les astérisques sont abandonnés par la suite pour faciliter la lecture. En injectant les grandeurs
sans dimensions (A.38) dans l’équation de Navier-Stokes (A.37b), on obtient finalement :

∂u
∂t

+ (u · ∇)u = −∇p+
1

Re
∇2u + g +

N
Rm

j×B, (A.39)

où Re, N et Rm sont les trois nombres sans dimension caractéristiques du système.
Le premier nombre sans dimension est le nombre de Reynolds Re. On le définit par le rapport

entre le temps de diffusion visqueuse ρL2/η et le temps advectif L/U ,

Re =
ρUL

η
. (A.40)
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Le nombre de Reynolds caractérise le régime de l’écoulement (laminaire, transitoire ou turbulent).
Dans le cas d’un écoulement en conduite cylindrique, lorsque Re est inférieur à 2000 environ, les
forces visqueuses sont prépondérantes et l’écoulement est laminaire. Pour les Reynolds entre 2000
et 10000, des instabilités apparaissent dans l’écoulement et se développent ou s’atténuent selon les
cas ; le régime est alors transitoire. Enfin, lorsque le Reynolds est supérieur à 10000, les instabilités
ont suffisamment augmenté pour donner lieu à un écoulement chaotique. L’écoulement, dominé
par les forces inertielles, est turbulent.

Le deuxième nombre sans dimension est le nombre de Reynolds magnétique Rm, défini précé-
demment dans l’équation (A.32). On remarque que Rm est présent à la fois dans les équations du
champ électromagnétique (A.30a) et (A.30b) et dans l’équation de Navier-Stokes (A.39).

Enfin, le troisième nombre sans dimension est le nombre d’interaction magnétique N, ou nombre
de Stuart, et parfois noté St. On le définit par :

N =
B2Lσ

ρU
, soit

N
Rm

=
B2/µ0

ρU2
. (A.41)

Le rapport N/Rm correspond au rapport entre le travail de la force de Laplace B2/µ0 et l’énergie
cinétique du métal liquide ρU2.

Il est à noter que le nombre de Hartmann Ha peut être introduit à la place du nombre d’inter-
action magnétique N dans l’équation de Navier-Stokes (A.39). On le définit par :

Ha =
√
ReN = BL

√
σ

η
. (A.42)

Le nombre de Hartmann caractérise l’importance relative de la force de Laplace par rapport aux
forces visqueuses de l’écoulement.

Tableau A.2 – Ordres de grandeurs des nombres sans dimension Re, N, Rm et Ha.

Re N Rm N/Rm Ha

Sodium (500◦C) 103 − 105 10−3 − 10−1 10−3 − 10−1 10−3 − 10 10−1

Galinstan (20◦C) 103 − 105 10−4 − 10−2 10−3 − 10−1 10−4 − 1 1

Le tableau A.2 donne les ordres de grandeurs des nombres sans dimensions Re, N, Rm et Ha,
pour les facteurs d’échelles propres à notre étude, appliqués au sodium et au galinstan :

• Vitesse caractéristique U ∼ 1 cm.s−1 à 1 m.s−1 ;

• Longueur caractéristique L ∼ 2.5× 10−2 m ;

• Champ magnétique imposé B ∼ 1.7 × 10−3 T. Pour estimer le champ magnétique imposé,
on utilise les résultats du modèle analytique du chapitre 3, dans lequel le potentiel vecteur est
résolu pour la géométrie de l’ECFM. La configuration calculée correspond à une fréquence f = 20

kHz, le champ magnétique étant ici donné pour la position où il est le plus intense (sous la bobine
primaire, en surface du métal).
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ABSTRACT

In this article, we present an analytical model to calculate the perturbation of the magnetic vector potential due to a non-conducting inclusion
in a liquid metal translated at constant velocity. The model is valid for a low magnetic Reynolds number, Rem, and a low shielding parameter,
Sω. We establish that the first order perturbation of the vector potential can be directly obtained from the value of the unperturbed
eddy-current calculated at the location of the inclusion. An ECFM (Eddy-Current FlowMeter) device has been designed to validate the model
and to study the frequency effects of the eddy-current and the volume of one inclusion and its location. We observe a good agreement between
the model predictions and experimental data within the limit of the validity of the model. Based on scaling analysis, we show that a unique
relation exists between the perturbation of the emf (electromotive force) measured with the ECFM and the volume of the inclusion and its
location, which reflects the self-similarity of the model solution.
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I. INTRODUCTION

When a flow of electrically conducting liquid undergoes an AC
magnetic field, the presence of non-conducting inclusions modifies
the electric current distribution. Understanding, predicting, and
experimenting the distribution of the induced currents is important
for fundamental magnetohydrodynamics and geophysics and is a
key issue in many manufacturing processes or nuclear industry.1–4

In this article, we propose a theoretical model of the perturbed mag-
netic vector potential caused by the distortion of eddy-currents
around an inclusion immersed in a liquid metal flow. For a small
magnetic Reynolds number, Rem ¼ μ0σ0UL (where μ0, σ0, and
U are the magnetic permeability of the vacuum, the electrical con-
ductivity, and the velocity of the liquid, respectively, and L is the
length scale of the flow), this model predicts the effects of the main
physical parameters, such as the location and size of the inclusion,
the frequency, and the electrical properties of the liquid metal. The
model is compared and agrees very well with experiments and shows
that the location and the volume of the inclusion determine the
perturbation of the vector potential through an explicit relation.

Maxwell first developed a multipolar model to characterize
the equivalent electrical conductivity of a two-phase medium com-
posed of a conducting continuum phase containing a dispersion of
non-conducting spherical inclusions.5 This model is valid for DC
electromagnetic fields but is not adapted to experiments in AC

fields.4 The main theoretical approach that takes into account the
Faraday induction is due to Bowler who has modeled the electric
field in a medium containing a flaw of different conductivity.6 The
model is based on the Green function method and requires a
numerical modelling to solve a Fredholm integral equation for the
current density perturbation. This model predicts correctly the
location and the size of surface defects. Furthermore, the hydrody-
namics of a liquid metal flow with inclusions requires the coupled
resolution of the Maxwell and the Navier-Stokes equations. In the
case of the DC magnetic field, direct numerical simulations showed
that the Lorentz force significantly modifies the wake and the inclu-
sion dynamics.7,8 Finally, recent experimental studies show that the
presence of a particle can be detected with a permanent magnet by
the so-called Lorentz force velocimetry technique.9 In this paper,
we focus on the magnetic field perturbation by a liquid flow with a
single inclusion in an AC external field. The paper is organized as
follows: the model is presented in Sec. II and the experimental
setup that has been designed to explore the validity range of the
model is depicted in Sec. III. Then, the results are presented and
discussed in Sec. IV.

II. PERTURBATION MODEL

We consider a model of a liquid metal flow in a cylindrical
duct that advects one non-conducting spherical inclusion of radius
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Rb (Fig. 1). The present model is based on the determination of
the magnetic vector potential, A, in the presence of the inclusion.
The electromagnetic field is generated by an external primary coil
P supplied with AC current Ie, corresponding to a volume current
density je. The perturbation of A is responsible for the difference
of the magnetic flux through the secondary coils S1 and S2 when
the liquid metal is flowing through the three coils. The device
based on these principles is currently used to measure the flow rate
and is called ECFM (Eddy-Current FlowMeter).10

In the model, we assume that the velocity field of the liquid
metal is not perturbed by the magnetic field. Indeed, the magnetic
interaction number is lower than unity due to a small advective
time (Reynolds number . 1000), a hypothesis that is confirmed by
previous experiments.4 For the gauge r � A ¼ 0, the induction
equation for the non-dimensional vector potential is

r2A ¼ nSω
@A
@t

� nRemu�r� A� je, (1)

where n ¼ 1LM(r) is the characteristic function of the liquid metal
volume (n ¼ 1 in the liquid metal and 0 outside of the duct and in
the inclusion). Note that the current density je is non-zero in the
primary coil P only. In Eq. (1), the scalar potential gradient is
neglected because of the absence of applied potential on the bound-
aries and Rem � 1. The characteristic time is ω�1, the inverse of
the electrical current pulsation. The scale factor for A is also
defined as μ0J

eL2, where Je is the amplitude of the external current
density. The shielding parameter Sω ¼ μ0σ0ωL2 corresponds to the
square ratio of L and the magnetic skin depth.11 Note that the first
two terms on the right-hand side of Eq. (1) correspond to magnetic
induction by Faraday and velocity effects.

In the absence of inclusion, the unperturbed vector potential
amplitude A0 defines the “base” field for the liquid metal and obeys
the same equation (1). For the geometry considered in this model
with a uniform axial velocity, A0 is orthoradial. The solution of
Eq. (1) is obtained from the Green function method as

A0(r) ¼
ð
VP

G(r, r0)je(r0)dV(r0), (2)

where VP is the volume of the primary coil P and G(r, r0) is the
scalar Green function given by12,13

G(r, r0) ¼
ðþ1

�1
Ci(r

0)I1(kir)þ Di(r
0)K1(kir)½ � e j2πζ(z�z0)dζ: (3)

In this equation, the i index corresponds to three different domains:
i ¼ 1 for the liquid metal, i ¼ 2 for the gap between the liquid
and the coils, and i ¼ 3 for the region external to the coils. We define
k2i ¼ (2πζ)2 þ j 2πζRem þ Sωð Þ for i ¼ 1 and k2i ¼ (2πζ)2 for
i ¼ 2, 3. In Eq. (3), the position is given in cylindrical coordinates
with the origin at the P coil center. The constants Ci and Di are deter-

mined from the jump conditions: [G(r, r0)]iþ1
i ¼ 0, @G(r, r0)

@r

h iiþ1

i
¼ 0,

for i ¼ 1, 2, except for the z position of the Dirac source where
@G(r, r0)

@r

h i3
2
¼ 1. In Eq. (3), I1 and K1 are the modified Bessel func-

tions.14 Note that the induction in the metal, characterized by the
imaginary part in k1, is responsible for a phase shift between A0 and
the reference je.

In the presence of one advected inclusion located at a distance
h from the duct wall, the vector potential perturbation is
Aα ¼ A� A0. For standard experimental conditions, the advection
time is much larger than ω�1, which implies Rem � Sω. Based on
this scale separation, the time derivative in Eq. (1) corresponds to
the fast variations at the scale ω�1. Consequently, Aα obeys at first
order in Rem to the following equation:

r2Aα � nSω
@Aα

@t
� nbSω

@A0

@t
, (4)

where nb ¼ 1b(r) is the characteristic function associated with the
inclusion volume Vb. For a characteristic length L ¼ Rb, which is
small when compared with the skin depth, Sω � 1, and consider-
ing the expansion Aα ¼ SωA1

α þ S2ωA
2
α þ � � �, Eq. (4) leads to a

Poisson equation

r2A1
α ¼ �nb

@A0

@t
¼ nbj0 � Sω

�1, (5)

where nbj0 is the non-perturbed eddy-current in Vb obtained from
the base field A0 (2). This equation shows that the first order pertur-
bation of the vector potential due to a non-conducting inclusion is
simply governed by the induced base field at the location of
the inclusion. However, this perturbation is not damped by a
diffusion-induction mechanism and does not generate eddy-current.
To take into account induction, it should be necessary to consider
the second order of Aα perturbation. The electrical current is zero
in the inclusion, and the spatial distribution of j0 around the inclu-
sion is modified in j0 þ Sωj1α , where j

1
α ¼ @A1

α
@t ��Sω. Consequently,

we expect an increase of dissipation in a thin layer surrounding the
inclusion. Finally, in Eq. (5), nbj0 is understood as the source term
of the Poisson equation. Note that, at the first order of Sω, the total
electrical current density still respects the conservation equation in

FIG. 1. Non-conducting inclusion advected by a flowing liquid metal and
detected by an Eddy-Current FlowMeter (ECFM): P is the primary coil excited
by an AC current Ie. S1 and S2 are two secondary coils, and U is the velocity
of the liquid metal flow. The magnetic flux is measured with S1 and S2.
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the whole volume and its normal component at the inclusion boun-
dary is O(S2ω) � 1.

The solution of Eq. (5) is

A1
α(r)� Sω ¼ � 1

4π

ð
Vb

j0(r
0)

jr� r0j dV(r
0): (6)

The perturbation of the vector potential is obtained from the distri-
bution of the non-perturbed eddy-current field j0 at the location of
the inclusion. A similar approach is developed in order to analyze
the perturbation of the Lorentz force due to an insulating defect in
a conducting medium.15 An example of jj0j(z), where z is the axial
coordinate, is displayed in Fig. 2 for two different depths h and for
a given pulsation. Here, the non-perturbed current density jj0j is
given in SI units. As expected, jj0(z)j is maximum at the center of

the P coil for both depths and decreases by a factor � 2 at the
center of the two S coils. We note that the major part of the elec-
tromagnetic energy is localized in the liquid metal just under the
three coils. As the liquid metal flows, the inclusion crosses the
ECFM and sees the j0 distribution corresponding to its depth
position. Then, the ECFM monitors the perturbation of the eddy-
currents during the inclusion displacement.

III. EXPERIMENTAL SETUP

In order to validate the perturbation model for one inclusion,
we design a specific experimental setup with an ECFM as depicted
in Fig. 1. The three coils have the same radius RS ¼ 35mm and a
length of 20 mm (P) and 10 mm (S1 and S2). For all the experi-
ments, the phase and intensity of je are imposed using a transcon-
ductance amplifier. The ECFM is translated at a constant velocity
U varying between 1 and 103 mm=s (Rem � 0:025), around a
ceramic tube (MacorTM) containing a static liquid metal (galinstan
GaInSn, σ ¼ 3:46� 106 S=m, diameter 2R ¼ 25mm). The non-
conducting inclusion is a polymer bead (Visijet® M3 Crystal) of
various radii (Rb ¼ 1, 1.5, 2, and 2.5 mm) made by 3D printing
(3D Systems ProJet 3500 HD with a precision of +0:025mm).
The beads are fixed at different depths (h ¼ 3 and 6 +0:25mm)
with a thin thread of diameter 50 μm (Fig. 3). The perturbation of
the voltage difference between S1 and S2 caused by the inclusion,
ΔVα , is obtained by demodulation of the AC voltage signal using a
lock-in amplifier (HF2LI-MF Zurich Instruments). The values of
ΔVα are then averaged over ten acquisitions with a standard devia-
tion of � 2 μV. We observe that the measured signal is sensitive to
the presence of the inclusion for the whole ranges of frequency
(between 5� 102 and 2� 104 Hz), inclusion size Rb, and position
h. The study in frequency points out that the model is valid only at
low frequencies, typically between 5� 102 and 2� 103 Hz, in
agreement with the model hypothesis. In this frequency range, the
skin depth varies between 12.1 and 6.1 mm. With these values,
we find Sω=Rem 	 3 and Sω � 0:3; hence, the assumption Rem �
Sω � 1 is verified except for large beads and high frequencies.

FIG. 2. Evolution of the dimensional unperturbed current density with the axial
position for two inclusion depths, as obtained from Eqs. (2) and (3).
R ¼ 12:5mm, ω ¼ 2π � 1000 rad s�1, Ie ¼ 0:17 A. The zones P, S1, and S2
denote the primary and secondary coil positions.

FIG. 3. (a) Experimental ECFM (S1-P-S2) device in translation at constant velocity U around the tube of galinstan. (b)–(d) Modulus, in-phase, and in-quadrature compo-
nents of ΔVα for different bead diameters (red curves 2 mm, yellow curves 3 mm, green curves 4 mm, blue curves 5 mm). Bead distance to the wall h ¼ 3mm. Frequency
1000 Hz. Translation velocity U ¼ 100mm s�1.
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Figure 3 depicts the demodulated signals of ΔVα (modulus,
in-phase, and in-quadrature components with respect to the phase
reference of je ), versus the transit time of the bead through the
ECFM, for various Rb (here, U , ω, and h are fixed). We recall that
the existence of both in-phase and in-quadrature components is a
direct consequence of the phase shift of the base field A0 [Eqs. (2)
and (3)]. The curves present two extrema located approximately at
the limits between the primary and the secondary coils. When the
bead is at the middle of P, ΔVα is zero. Furthermore, the signal
amplitude increases by one decade when Rb changes from 1 to
2.5 mm. This last result shows that the ECFM device is very sensi-
tive to the bead volume. In addition, as observed previously, all the
experiments confirm that ΔVα is independent of U at small Rem.

3,4

IV. RESULTS AND DISCUSSION

By applying the Faraday law on the perturbed potential A1
α in

Eq. (6), one can predict the dimensional induced voltage difference
ΔVα

ΔVα

μ0ωJeR
3
b

¼
X
NS

d
dt

þ
S2

A1
α � dr�

þ
S1

A1
α � dr

� �
, (7)

where the contour integrals correspond to 1 turn of S1 and S2 and
NS is the number of turns of the two secondary coils. Figure 4 com-
pares the model and experiments for two bead positions, h ¼ 3
and 6 mm, with Rb ¼ 1:5mm, at 1000 Hz. The exact solutions of
Eqs. (5) and (6) are compared with an approximated solution of
A1
α in which j0(r

0) � cst in Eq. (6). In this approximation, the value
of j0(r

0) is taken at the location of the inclusion center. The uncer-
tainties on the geometrical parameters R, Rb, and h are an

important cause of deviation between the theoretical and experi-
mental values of jΔVαj. Within the limit of the measurement
uncertainties, we observe a good agreement between the experi-
ments and the model, for both exact and approximated solutions.
The experimental results in Figs. 3 and 4 exhibit a slight dissymme-
try of the two jΔVαj peaks due to the accuracy of the physical
parameters mentioned above responsible for the uncertainty of the
experimental ΔVα ¼ 0 line position.

As expected from the assumptions of the model (Sω � 1), we
find that the model deviates from the experimental results for a
large bead radius (Rb . 2mm) and a high frequency (over 2000
Hz). Henceforth, the hypothesis of a current density j0 uniformly
distributed in Vb gives a very good approximation of ΔVα . Within
this assumption, Eq. (6) simply becomes A1

α(r) � � j0
3jrj, where r is

now the vector position in the whole space from the inclusion
center. For one turn of S1 or S2, the circulation of A1

α in Eq. (7) is
then

þ
A1
α � dr �

Λ

6
jj0j 2E(π, m)þ (m2 � 2)F(π, m)

� �
, (8)

where F(π, m) and E(π, m) are the complete elliptic integrals
of the first and second kind,14 with m2 ¼ 4RS

ρΛ2 and Λ2 ¼
RS þ ρð Þ2þξ2

� �
=ρ2. The radial position of the bead center in the

tube is ρ ¼ R� h, and the axial distance between the bead center
and the plane containing the coil turn is ξ. Incorporating Eq. (8) in
Eq. (7), the right-hand side of Eq. (7) is a function of ω, h, and z.
Note that the ω dependence is contained only in jj0j.

We define ΔVw
α as the maximum value of ΔVα reached when

the z-position of the bead is approximately at the limit between the
primary and the secondary coils. At this position, we introduce the
parameter ϒα ¼ ΔVw

α =μ0ωJ
e ¼ R3

bfω(h), where the dimensionless
function fω(h) is the maximum value of the sum in Eq. (7).
Figure 5 displays fω(h) for the geometry of our experimental setup
at different frequencies. It is seen that the function fω(h) decreases

FIG. 4. Comparison between the model (continuous lines) and experiments
(dashed lines): modulus of ΔVα versus time for a 3 mm bead diameter at two
different depths: h ¼ 3mm blue curves and h ¼ 6mm red curves. Frequency
1000 Hz, translation velocity U ¼ 100mm s�1. Inlet: zoom of the model solu-
tions (continuous line: uniform distribution of j0, dotted line: exact solutions).

FIG. 5. Graph of the function fω(h) from Eqs. (7) and (8) for various
frequencies.
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with h and vanishes at the center of the tube (h ¼ R), where
j0 ¼ 0. Figure 6 compares the theoretical values of ϒα predicted by
the model with those of experiments. For h ¼ 3mm, the measure-
ments correctly follow the relation ϒα ¼ R3

b fω(h). On the other
hand, for h ¼ 6mm, the measurements slightly deviate from the
previous relation. For a fixed bead depth h, an increase in frequency
or bead volume also leads to a deviation of the experimental data
from the model prediction. Indeed, as Rb, h, and ω increase, the
induction term nSω@Aα=@t in Eq. (4) becomes non-negligible com-
pared with the Laplacian term r2Aα . In this case, the eddy-current
perturbation is responsible for a spatial decay of Aα , resulting in a

lower value of ΔVα . As a consequence, the model overestimates
ϒα for high Rb, h, and ω and gives an upper limit of the experimen-
tal data.

Finally, if one wants to determine Rb and h from experiments
by the inverse method, one can show that Rb and h are linked by
a unique relation obtained by least squares minimization of the
difference between experimental and theoretical ΔVα at various ω.
This property results from the self-similarity in R3

b and h of the
solutions of the model. As an example, Fig. 7 displays the curve
of this relation in the contour graph of the objective function for
the experimental data obtained with Rb ¼ 1:5mm and h ¼ 3mm.
We observe that the experimental (Rb, h) value belongs to the
minimum Rb � h curve within the limit of the model assumption
(Sω � 1) and the geometrical constraint (Rb , h). Hence, a rea-
sonable estimation of Rb can be determined from “blind” measure-
ments of ΔVα at different frequencies, but the value of Rb can be
characterized precisely if h is known.

V. CONCLUSION

In this article, we have presented a perturbation model of the
vector potential due to a non-conducting inclusion in a liquid
metal flow. The perturbation is calculated from the solution of the
unperturbed current density j0 taken at the center of the inclusion
and distributed all over the inclusion volume. The main assump-
tion of the model is Rem � Sω � 1, corresponding to small values
of Rb, h, and ω. We designed a specific experimental setup in order
to validate the model and we observed a good agreement within
the limit of the hypothesis. An inverse approach shows that a good
order of magnitude of Rb can be determined from experiments at
various frequencies. This work points out that inductive effects
should be taken into account for the study of two-phase liquid
metal flows at higher frequencies. Finally, this model could be
extended to calculate the response of a distribution of dilute inclu-
sions. The approach developed in this article will be of direct inter-
est for the detection of bubbles in the metallurgy process and in
nuclear safety design for sodium-cooled fast reactors.
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Bubble detection in liquid metal is an important issue for various technological applic-
ations. For instance, in the framework of Sodium Fast Reactors design, the presence of
gas in the sodium flow of the primary and secondary loops is an issue of crucial import-
ance for safety and reliability. Here, the two main gas measurement methods in sodium
are ultrasonic testing and eddy-current testing; we investigate the second method in our
study. In a first approach, we have performed experiments with liquid metal galinstan
containing insulating spherical beads of millimeter size. The liquid metal is probed with
an Eddy-current Flowmeter (ECFM) in order to detect the beads and characterize their
diameter and position. Results show that the signal measured by the ECFM is correl-
ated with the effect of these parameters. Finally, an analytical model is proposed and
compared to the experimental results.

Introduction. Bubble detection and characterization in opaque media, such
as liquid metals, is an open subject of research, which finds applications in several
industrial domains from the nuclear energy in the Sodium Fast Reactors (SFR)
to the metallurgy. In the SFRs, the liquid sodium is used as a coolant of the
nuclear core, and the presence of bubbles in the flow could indicate a leak occur-
ing in the sodium–gas exchanger between the secondary and the tertiary circuit.
Due to the physical properties of sodium, two measurement methods distinguish
themselves for the gas detection: the eddy-current method which is the prin-
ciple we investigated, and Ultrasonic testing. Eddy-current testing is commonly
used for the detection of superficial defects in metallic bodies. Besides, flowmetry
with eddy currents has already been implemented successfully for various liquid
metals [1], [2], [3].

The main objective of the study is to develop a robust method to detect
inclusions, such as bubbles or impurities, in liquid metals with the aid of an Eddy-
Current Flowmeter (ECFM). In this paper, we also present models that have been
developed to understand and analyze the measured signals. These models are
based on a perturbative approach of the magnetic flux due to the two-phase liquid
metal at small skin depths (δ = 1/

√
µσπf ≪ D) and low magnetic Reynolds num-

ber (Rm = µσUδ ≪ 1), where µ is the magnetic permeability, σ is the electrical
conductivity, f is the frequency, D is the characteristic length of the flow and U
the flow velocity. A perturbative model has already been developed in [4], [5]. It
states that the total magnetic flux φ in the two-phase liquid can be expanded at
first order in the flow velocity U and void fraction α: φ ≈ φ0 + φU + φα, where
φ0 is the flux in the absence of motion and due to Faraday effects, φU is the flux
due to motion effects, and φα is the perturbation of the flux due to the dispersed
phase.

In the first section, we present the experimental setup consisting of a tube of
liquid metal (galinstan) containing insulating beads arranged with known position
and diameters. An ECFM translates along the tube to probe the liquid metal.
The frequency range of the current supplying the ECFM is between 1000Hz and
3000Hz (Rm ≪ 1 and 4.8 < δ < 8.3mm). In the second section, we study the
ECFM response by varying the current frequency f , the ECFM velocity U and
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Fig. 1. (a) Explanatory layout of the ECFM. (b) ECFM wiring diagram.

the bead diameter D (the bead position is fixed). In the third section, we propose
an analytical model of the perturbation of the magnetic field by one bead and
compare it with the experimental results.

1. Experimental setup. The setup (Fig. 1a) consists of a vertical tube
made from non-conducting non-ferromagnetic Macor ceramic tube (inner diameter
25mm, outer diameter 29mm) containing a static two-phase liquid metal: galin-
stan (alloy of Gallium, Indium and Tin). Spherical beads (with four diameters
of 2, 3, 4 and 5mm) made of polymer material by 3D printing are disposed in
the galinstan. The radial position of the beads is fixed with a thread (diameter
50µm) at three different distances from the axis of the tube (3.5, 6.5 or 9.5mm).
Each tube contains one thread at a given position, where two beads of different
diameters are stuck at a distance of 90mm one to the other, in order to avoid the
overlap effect on the ECFM signal. A control tube containing only galinstan is
used as a reference to enlighten the influence of the beads on the measurements.

The ECFM is composed of three coaxial coils mounted on a PEEK polymer
ring (inner diameter 31mm, outer diameter 35mm): a primary coil P (length
20mm, inner diameter 35mm) and two secondary coils S1 and S2 (length 10mm,
diameter 35mm) on either sides (Fig. 1b). Each coil is composed of two layers of
winding (copper wire of 0.4mm in diameter).

The ECFM is fixed to an uniaxial displacement controller piloted by the
computer 2 (Fig. 2) and translates vertically along the tube at velocities from
1mm/s to 1000mm/s. Hence (by referentia1l change), the ECFM probes a two-
phase plug-flow. For each measurement, the ECFM is translated back and forth
several times.

A lock-in amplifier piloted by the computer 1 (Fig. 2) generates AC signals
of given frequency (1000 to 3000Hz) and voltage (1V). The transconductance
amplifier produces an AC output current i0 of constant amplitude (0.5A) supplied
to the primary coil P. The generated magnetic field produced by the coil P induces
eddy currents inside the galinstan, whose distribution is modified by the motion of
the liquid metal and by the presence of the insulating beads. The total magnetic
flux induces an e.m.f. in the secondary coils S1 and S2. The voltage difference
∆V = VS2 − VS1 between the two secondary coils is measured and amplitude-
demodulated by a lock-in amplifier with i0 as the phase reference. We note the



Fig. 2. Functional scheme of the experimental setup.

in-phase component ∆V‖ and the quadrature component ∆V⊥. We note also the

module |∆V | =
√
(∆V‖)2 + (∆V⊥)2 and the phase Θ = arctan(∆V⊥/∆V‖).

2. Experimental results. Typical demodulated signals of the ECFM are
depicted in Fig. 3, where the bead diameter is 5mm and the current frequency is
2000Hz for the whole velocity range. The ECFM position coordinate corresponds
to the middle of the primary coil. The measured voltage is the voltage difference
between the two secondary coils (in-phase and quadrature components). The
reproductivity of the results has been tested by measuring the signal for several
translations of the ECFM and the mean standard deviation is below 2µV, which
is much smaller than ∆V (∼ 1mV).
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Fig. 4. (a) Module |∆VU | and (b) phase ΘU vs. ECFM velocity U .

At 1mm/s and without bead, the induction due to motion is negligible, and
we have ∆V‖ ≈ ∆V0,‖ and ∆V⊥ ≈ ∆V0,⊥. It can be noticed that ∆V0,‖ and ∆V0,⊥
should be zero for an ideal ECFM. The Lorentz induction in the galinstan, due
to its motion, manifests itself in two offsets ∆VU,‖ and ∆VU,⊥. The presence of
the bead manifests itself by an oscillation of the amplitudes ∆Vα,‖ and ∆Vα,⊥
centered at the bead position (at 35mm in Fig. 3).

Fig. 4 depicts the variations of |∆VU | and ΘU versus the ECFM velocity for
the tube without beads. The module |∆VU | varies linearly with velocity, which
is in agreement with [3]. The phase ΘU is invariant for a velocity larger than
20mm/s. For a velocity smaller than this value, the voltage offset measurement
is subject to larger uncertainties due to its small value.

The frequency effect is shown in Fig. 5 for the same tube. The module in-
creases with f up to a maximum occuring at 2000Hz independent of the velocity.
The phase ΘU increases monotonically with frequency for the whole range of ve-
locities.

The bead effects are illustrated in Fig. 6 to Fig. 8. Fig. 6 depicts |∆Vα| and
Θα versus the velocity U for a bead of 5mm in diameter. As in [3], we observe
that |∆Vα| and Θα approximately do not depend on the velocity. This result is
fundamental to decouple the velocity effects and the void fraction effects and is the
basis for bubble detection [3]. On the contrary, the oscillation amplitude depends
strongly on the frequency, as it is shown in Fig. 7 for a velocity of 1mm/s. As
the frequency rises, |∆Vα| increases as a consequence of the intensification of the
current density in the galinstan (Faraday induction law). On the other hand, Θα

decreases with frequency for the whole range of bead diameters.
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Fig. 8 depicts |∆Vα| and Θα of the oscillation amplitude versus the bead
volume for a velocity of 1mm/s. |∆Vα| increases with the volume of the bead.
The phase Θα of the oscillation decreases as the bead volume increases, and this
decrease is even more important as the frequency increases.

3. Discussion.
3.1. Analytical solution for a single phase flow. The analytical solution of

a coil surrounding a static metal cylinder can be found in [6]. Here, we extend
the solution to the case of a coil crossed by single-phase liquid metal in stationary
motion. The current in the primary coil (and, therefore, the vector potential A)
is taken as a sinusoidal function of the time i0 = i′0e

jωt, where ω is the pulsation.
The induction equation of the vector potential is nondimensionalized with the
diameter of the metal cylinder D as the spatial unit and 1/ω as the time unit.
The nondimensional induction equation of the vector potential A in the metal is
given by

ΩD
∂A

∂t
= ∇2A+Rm [u× (∇×A)] , (1)

where ΩD = µ0σωD
2 is the dimensionless frequency, Rm = µ0σU0D is the mag-

netic Reynolds number, with µ0 being the vacuum permeability, σ is the electrical
conductivity of the metal, and U0 is the characteristic velocity of the flow.

As the vector potential is sinusoidal versus time, we have

∂A

∂t
= jA.

It is assumed that the ECFM crossed by the single phase flow is axially symmetric.
The current crossing the primary coil is then strictly orthoradial and the vector
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potential has a single nonzero component in the θ cylindrical coordinate noted
A = A(r, z). The spatial Fourier transform in the z-coordinate of Eq. (1) expanded
in the θ coordinate leads to

∂2Ã

∂r2
+

1

r

∂Ã

∂r
− Ã

r2
− (2πζ)2Ã+ j2πζRmÃ− jΩDÃ = 0, (2)

where Ã = Ã(r, ζ) is the Fourier transform of A(r, z) along the z-coordinate and
ζ is the spatial frequency. Eq. (2) is a modified Bessel equation of the first order
regarding the r-variable. The exact solution of Ã is obtained for each ζ:

Ã(r, ζ) = C1(ζ)I1(r, ζ) + C2(ζ)K1(r, ζ), (3)

where C1(ζ) and C2(ζ) are the coefficients determined by the boundary conditions,
and I1(r, ζ) and K1(r, ζ) are the modified Bessel functions of the first and second
kind, respectively. The vector potential A(r, z) is then obtained using the inverse
Fourier transform. The current density in the metal is deduced by Ohm’s law and
the voltage induced in the secondary coils is known by Faraday’s law.

The term j2πζRmÃ in Eq. (2) corresponds to the Lorentz induction due to
the motion of the metal. The term −jΩDÃ in Eq. (2) corresponds to the Faraday
induction due to the time variations of the field. One can see that both Faraday
and Lorentz induction terms have only an imaginary part. Therefore, the vector
potential A in the metal is phase-shifted relative to the current i0, which explains
the phase shifts in Fig. 5. As Rm ≪ 1, the Lorentz induction plays barely on
the phase shift. This explains why ΘU is not dependent on the velocity in Fig. 4
and Fig. 5. Moreover, the lower the frequency, the lower the Faraday induction and
the lower the phase shift (with regard to the reference signal). With the reference
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signal (current in the primary coil) being a cosine, the phase shift ΘU shall equal
to 0 as the frequency tends to zero, which seems to be the case in experimental
results (up to the limit of the frequency range).

3.2. Theoretical model of the bead perturbation. To account for the effect
of the bead, we propose to mimic its presence by a magnetic dipole oriented along
the z-axis with a magnetic momentm. The moment is an empirical function of the
bead diameter D, the distance h between the bead and the wall and the frequency
f , on the one hand, and of the spatial distribution of the current density j(z) in the
metal (known from the analytical solution), on the other hand. For the fixed D,
h and f , the dependence of the moment m with j(z) observed in the experiments
can be approximated by a square root function

m(z) = C(D,h, f)

√
j(z)

j(z = 0)
. (4)

Fig. 9 shows the perturbation observed in the measured signal and the per-
turbation due to a magnetic dipole for a bead of 5mm in diameter with its center
at 3mm to the wall, at a velocity of 1mm/s, at a frequency of 1000Hz (left) and
2000Hz (right).

4. Conclusions. In this paper, the ability of the eddy-current flowmeter to
detect an inclusion in the form of an insulating bead inside a liquid metal has been
attested by the experiment. A parametric study has been performed varying the
size of the inclusion, the excitation frequency of the the eddy-current flowmeter
and the relative motion of the liquid metal to the eddy-current flowmeter. The
signal response to the motion versus the velocity follows a linear trend, which



is in agreement with the literature and with the analytical solution. The signal 
response to the passing of a bead appears to be invariant versus velocity but highly 
dependent on the frequency and inclusion size. A theoretical solution for the vector 
potential in a moving liquid metal (plug flow) subject to an AC magnetic field has 
been developed. The effect of a non-conducting particle is modeled by a magnetic 
dipole advected by the flow. The intensity of the dipole varies with the square 
root of the local current density at the position of the particle. This simple model 
can be interesting to simulate the effect of several bubbles in a more complex flow. 
It remains to corellate the magnetic moment with the geometrical parameters.
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