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A b stra c t :

Over a local field of chairacteristic two, A. Weil has defined the metaplectic group as 
aji extension of a group called “pseudosymplectique”. However, the pziirs of reductive 
subgroups (G, G') of this group, dual in the sense that G zind G' are each others 
centraJizers, had not been classified. A complete classification is established here, as 
well as the triviality of the metaplectic extension restricted to these subgroups.
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In tro d u c tio n

Anedysant les travaux de C.L. Siegel sur les formes quadratiques, A. Weil montre, 
en 1964, le rôle capital que joue dans la théorie des fonctions thêta, une représentation 
unitaire (projective) du groupe dit pseudosymplectique (W).

Poursuivant dans cette voie, R. Howe propose une théorie générîde [H.R.], qui explique 
la du2LÜté entre certzûns groupes classiques, duîJité mise en évidence par de nombreux 
auteurs. R. Howe introduit la notion de paires duzdes réductives (c’est-à-dire de paires 
(G, G') de sous-groupes réductifs, duaJes au sens où G et G' sont les commutants 
l’vm de l’autre) et définit une correspondemce entre certzunes représentations projectives 
irréductibles de ces sous-groupes à l’aide de la représentation de Weil.

Cette théorie, développée sur les corps de caractéristique nulle ou impaire, peut-elle 
être élargie à des corps de caractéristique paire ?

Répondre à cette question nécessite de revenir à l’article d’A. Weil (W). Il apparat 
alors que le groupe pseudosymplectique n’est plus isomorphe au groupe symplectique 
mais est ime extension d’un groupe orthogonal.

Plus précisément, considérons un corps F  de caractéristique 2, fini ou locîJ, et W  un 
espace vectoriel sur F  muni d’une forme quadratique Q, non dégénérée et non défective, 
d’indice quelconque (I.l.l)  (A. Weil s’intéresse au cas d’indice maximal). Notons 0{Q) le 
groupe des isométries de {iy,Q). Le groupe pseudosymplectique est eJors une extension 
de 0(Q )  par le module Qa{W) des formes quadratiques additives définies sur W. Cette 
extension est, en général, non triviale (1.1.3).

Nous remarquons que l’existence de formes quadratiques additives non nulles est 
propre à la cau-actéristique deux. Elle est source de nouveaux problèmes pour la recherche 
des paires duzdes et pour l’étude de l’extension métaplectique.

Cette étude fait l’objet du pzuragraphe 1.2. Le groupe pseudosymplectique au-dessus 
de 0{Q)  défini précédemment, est formé d’automorphismes d’un groupe d’Heisenberg 
(1.1.2), triviaux sur le centre. Par le théorème de Stone-Von Neumamn, encore valable sous 
nos hypothèses (annexe 1), nous construisons l’extension métaplectique (1.2.1). Celle-ci 
présente deux particularités (que nous mettons en évidence sur sa restriction au sous- 
groupe Qo(W^) (I.l.l))  : être d’ordre exactement 2 que F  soit fini ou local; avoir des 
éléments qui ne commutent pas quand bien même letirs projections commuterwent dans 
le groupe pseudosymplectique.

Dans l’étape suivante, nous classifions les paires duales réductives du groupe pseudo
symplectique (II.l et 2). Elles sont de la forme : deux groupes linéaires ou un groupe 
symplectique et un groupe orthogonîd ou deux groupes tinitaires ou encore, une des deux 
paires duaJes triviales. Nous reconnaissons là les différentes “familles” obtenues pour 
les autres caractéristiques. Peu: ailleurs, quand cela doit être précisé, nous décrivons les 
sous-groupes du groupe pseudosymplectique qui interviennent (§2.1 proposition c).



Mais, revenons à la démonstration établissant la classification. Dajis un premier temps, 
nous avons recherché les paires duales réductives de 0 (Q) par des méthodes communes 
aux autres caractéristiques [M.V.W] (II.1). Nous abandonnons ensuite ces méthodes pour 
décrire à partir de la classification obtenue, un procédé qui nous permet de construire des 
paires duaJes réductives du groupe pseudosymplectique (II.2.3 et 2.4). Nous en dressons 
la liste {§ 2.1 proposition c). Est-elle complète?

Le vérifier exige la connaissance de certaines propriétés des paires duales réductives 
du groupe pseudosymplectique (§2.1 théorème a). De ces propriétés et du lemme 2.5, 
nous déduisons, pour chzwjue paire duale reductive non triviziles (G, G') du groupe 
pseudosymplectique, l’existence d’une paire duale réductive (K, K ')  déjà répertoriée telle 
que les projections de K  et K ' sur 0{Q) contiennent celles de G et G' respectivement : 
de là, via le corollaire 2.1.b, l’exhaustivité de la liste établie (§2.1 théorème d).

Le dernier paragraphe traite de la restriciton de l’extension métaplectique aux paires 
duales réductives. Cette restriction est toujours scindée (sauf au-dessus des paires duales 
triviales).

Il apparaît en outre, que les images réciproques des composantes d’une pære duale 
non triviale commutent dans l’extension métaplectique. Ainsi donc, nous pouvons étendre 
la conjecture locale de Howe au cas de caractéristique deux et retrouver des situations 
connues.
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I. EXTENSION MÉTAPLECTIQUE

§ 1. Groupes pseudosymplectiques

1.1. Formes quadratiques en caractéristique deux [D.J]

Soit V  lin espace vectoriel de dimension finie sur F.
Une forme quadratique q sur V  est une application de V  dans F  définie à l’aide d’ime 

forme bilinéaire b pair : q(v) = b(v,v), v 6 V. Une forme bilinéaire alternée, notée (,), lui 
est 2issociée de la façon suivante :

pour tout (v, v') 6 V^, (v, v') = q(v +  u') +  q{v) +  q{v') =  6(u, v )  +  b{v', v).

Ces trois objets ne se définissent pas l’im l’autre. D’une part, deux formes quadratiques 
q et q' ont la même forme alternée associée si et seulement si q + q' est additive ; d’autre 
part, deux formes bilinéîiires b et b' définissent la même forme quadratique si et seulement 
si la forme bilinéaire 5 +  6' est alternée.

On note Q{V) l’ensemble des formes quadratiques sur V, Qa(V) le sous-ensemble 
des formes quadratiques additives sur V et Qo(^) sous-ensemble de QaiV) formé des 
formes quadratiques additives dont les valeurs sont des caxrés de F.

Soit q 6 Q{V) et ( ,)  la forme alternée associée. Un sous-espace vectoriel X de V est 
isotrope si l’intersection de X  et son orthogonal X-*- n’est pas nulle. Si, en outre, X  est 
contenu dans A"-*-, X  est dit totalement isotrope. Un sous-espace vectoriel X ,  totalement 
isotrope et sur lequel q est nulle, est dit singulier.

Un sous-espace vectoriel de V  est hyperbolique s’il admet une base hyperbolique 
(c i, • • •, 6p, e _ i, • • • ,C-p) c’est-à-dire telle que

(ci, Gj) = 8i - j  pour tout i , j  6 {-p , • • •, -1 ,1 , • • • ,p} 

et ç(e,) = 0 pour tout t € {-p , • • • ,-1 ,1 , • • • ,p}.

Une base ne vérifiant que la première condition est dite symplectique.
On suppose que q est non dégénérée et non défective (i.e. la forme (,) est non 

dégénérée).
Alors si X  est un sous-esp2w:e vectoriel de V  totalement isotrope, il existe, pour toute 

base (c,)ig/ de X ,  des vecteurs (e_,),ç/ de V  tels que

(e,,e_ j) =  6i,j pour tout i j  6 I.

Si, de plus, X  est singulier, on peut choisir les vecteurs (e -i)iç / singuliers (D.J p. 34]. 
Ainsi, si X est un sous-espace vectoriel singulier de V, de dimension maximale, il existe un
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sous-espace vectoriel V  de V, de même dimension que X ,  tel que X © y soit hyperbolique. 
Alors, (X  © y)-^ est un sous-espace vectoriel sans éléments singuliers et V se décompose 
en somme orthogonale

V =  (X  © y )  © (X  © y)-^.

La dimension de X  s’appelle l’indice de q et est notée i/(q).

1.2. Le g roupe d ’H eisenberg  
Soit Q une forme quadratique sur W, non dégénérée et non défective. Alors W  est de 

dimension paûre notée 2n. On note <, > la forme alternée de Q.

Pour toute forme bilinéaire B  définissant Q, on définit un groupe d’Heisenberg H{B) 
par [W §31] ;

H{B) = W x F

muni de la loi

{w, 0 , t') € H(B),  (w, t)(w \ f )  = {w + w \ t  + t' + B{w, w')).

Si B' est une autre forme bilinéaire définissant Q, on définit de même le groupe 
d’Heisenberg H{B'). Soit q une forme quadratique dont la forme alternée est B + B'. 
Posons a,(tü, i) =  {w,t -f- q{w)), (w,t) € H{B). Alors, a ,  est un isomorphisme entre 
H{B)  et H {B ’).

Supposons que F  est fini ou loceJ.
D’après le théorème de Stone-Von Neumzmn (cf. auinexe 1), il existe une représentation, 

unique à isomorphisme près, (p0 , V) du groupe d’Heisenberg H{B), lisse, irréductible telle 
que

P0Î(O, <)) =  t € F.

Modèles de la représentation métaplectique de H{B) {F  fini ou loczd).

1. Soient W  = X  ® Y  une polarisation complète de W  (i.e. X  et Y  sont des 
sous-espaces vectoriels totalement isotropes, de dimension maximale) et rpx un 
cziractère du sous-groupe X  x F  de H {B) prolongeant rp.
On définit le C-espace vectoriel 7{{X,tJ)x) par :

-  si F  est fini, Ti^X, xj^x) est formé des fonctions ^ sur H{B)  à vîJeurs dans 
C telles que :

(1) Vx € X, € F, V/i € H{B) <f>{{x,t)h) =  rj;x{{x,t))<i>(h)

-  si F  est loczd, H{X,ipx)  est formé des fonctions <f> ; H{B)  — ► C 
loczJement constantes, à support compact modulo X  x F, vérifi2mt (1).

Le groupe H{B)  agit sur H{X,ipx)  par translation à droite. La représentation 
(/>V», W(X,V»x)) de H{B)  ainsi obtenue est un modèle de p^.

6
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De plus, 7i(X,ipx)  est isomorphe au C-espace vectoriel S (Y )  des fonctions de Y  dans 
C, si F  est fini et, au C-espace vectoriel <S(K) des fonctions de Y  dans C, localement 
constantes à support compact, si F  est local.

On a zdors, pour tout x e X , y e Y , t e F  et <pÇ. 5 (y ) ,

P4>{(x + y,OV(y') = < y \ x >  -^B{x + y',y))V'x((x,0)V(y + y'), y' € Y.

2. On suppose que F  est local.
Soit L un réseau de W. On définit le réseau L* pîu:

! •  =  {îi; € W \i i  € L ,< i , w  >€ £^)

où est le plus grand sous C?F-niodule contenu dans K er^. On suppose L =  L*. En 
remplaçant X  x F  par L x F  dzms le modèle précédent, on obtient un nouveau modèle 
de p^.

1.3. G roupe  pseudosym plectique au-dessus de 0(Q)

Pour toute forme bilinéaire B  définissant Q, on définit le groupe pseudosymplectique, 
P sB  par [W §31]

P sB  = {(a, / )  € 0(Q) X Q(W)\f{w + w') +  f{w) + f(w ')  =  aw') + B{w, ti;')}

avec la loi : (a, f ) { a \  f )  =  {aa\ f  ■ a' + / ' )

où f  a' désigne la forme quadratique w >— > f(a 'w).

Le groupe P sB  agit sur H{B)  par

(a, / )  • (w, t) = (aw, t + f { w ) \  (a, / )  6 PsB, {w, t) G H(B).

Il apparaît donc comme xm sous-groupe (en général propre) du groupe des automor- 
phismes du groupe d’Heisenberg H (B)  qui agissent trivialement sur le centre.

P roposition a. — Tons les groupes pseudosympleciiques au-dessus de 0{Q) sont 
isomorphes.

En effet, soient B  et B' deux formes bilinéeûres définissant Q. Alors B + B '  est alternée, 
et, pour toute forme quadratique q dont la forme alternée aissociée est B + B \  on note 
0g l’application définie par : /3,(cr, f )  = { a , f  + q -a  + q). C’est un isomorphisme de PsB  
dans PsB'.

On note I { B ,B ' )  l’ensemble de tels isomorphismes.

7
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P r o p o s i t i o n  b . — Soit B  une forme bilinéaire définissant Q. La suite

{*) 1 Qa{W) P sB  — y 0{Q) — . 1

est exacte, scindée si et seulement si n = l ou n = 2 ei F  =  F j.
Dans les cas où la suite (*) est scindée, toutes les sections sont conjuguées sous Qa{^)-

La fin du paragraphe est consacrée à la démonstration de cette proposition.

La projection de P sB  sur 0{Q) est surjective et son noyau est {{id ,f)  € P sB )  = 
{ ( id , / ) , /  e Qa(H^)} d ’où l’exactitude de la suite (*).

Supposons la suite (*) scindée. Soit s une section.
Si a € VK est non singulier, on note <« la trajisvection orthogonale de vecteur a

ta{w) = w +  a, w e W .
Q{a)

Soit (<o>9o) = Alors, la forme alternée associée à qa est

, B{w, a)B{a, w') + B(a, w )B (w \ a)
 ̂ Q(a)

Comme ta est d’ordre 2, s(ta) égedement, d’où

Q a  ■ ta  +  Ça =  0

ce qui éqxiivaut à

+  (?(«)) =  0

pour tout w € W, d ’où

(3) ,.(o )  = Q(a).

De plus, si a et 6 sont non singuliers, non colinéaires et orthogonaux, ta et ti commutent 
d’où

s(ta)s(ti) =  s(tb)s(ta)

ce qui équivaut à
Ç a h - h q b = q b t a +  Ça,

ou encore

fA\ < w,a < w , b > ^
( ) 9b(a) -

pour tout w 6 W.

8
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1**̂ cas : Si n > 2 et F  ^  F2, il existe a, 6 deux vecteurs non singuliers, non colinéaires 
et orthogonaux entre eux. Il existe donc un vecteur wq de W  orthogonal à a et non à b. 
Peu- (4) appliqué à ty =  iüq, on a :

(5) qa(b) =  0.

Puisque F  ^  F j, on peut supposer que Q(a) ^  Q{b). Le rsùsonnement précédent avec 
a et a +  6 au lieu de a et 6 montre que : qa{a +  6) =  0.

Or
9a(a + b) = qa{a) + qa{b) =  Q(a) 0

d’après (3) et (5).
La suite (*) n’est donc pjis scindée dîuis ce C8is.

2**"* cas : Si n > 3 et F  = F2, il existe trois vecteurs indépendsuits a, 6, c, deux à deux 
orthogonaux et tels que

Q(û) =  Q{b) =  Q(c) =  1.

Par (3), ça(a) = 1-
Par (4) appliqué successivement à a et 6, a et c, a et a +  6 +  c, on obtient

qa{b) -  qa{c) = qa{a +  6 + c) = 0.

Or, qa{a + b + c) = qa{a) = 1.
La suite (*) n’est pas scindée deins ce cas.

Dans les autres cas, on montre que la suite (*) est scindée en déterminant une section 3  

de 0(Q )  dans un groupe pseudosymplectique P sB  de notre choix grâce à la proposition a. 
Soit B =  {ei,- - ,c„,c_i ,-  -,e„} une base symplectique de W  (cf. §1.1).

A chaque élément a de 0{Q), de matrice ( ) <ians la base B on associe

un entier £>(<r), appelé invarieint de Dickson, et défini par :

+ bijCij).

L’application D  : a — * D{a) est un homomorphisme de groupes de 0{Q)  sur Z/2Z. On 
note 0'*'{Q) son noyau et 0~(Q )  l’ensemble des éléments de 0(Q )  pour lesquels D prend 
la vedeur 1. Le groupe 0{Q) est réunion disjointe de 0'^{Q) et 0~{Q).

cas : Si n =  1, l’indice 1/ de Q est 0 ou 1.
Si 1/ =  0 (resp. u =  1), soit (ei ,c_i)  une base de W  telle que

< ei,e_i  > =  1

(respectivement, (ci ,e_i)  est une base hyperbolique de W).

Di o E(QK Oi)û■0fé + QKe -i0

(
(a.i

)
0 (

(

b

àk
)
)

aèmc
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On choisit B ainsi :

B{xei + y e - i ,x e i  + y'c_i) = zx'Q(ci) + xy' + yy'Q(e_i).

Alors, l’application s : 0{Q) — > PsB  définie par

s(<7) = (<T,0), <7 € 0+(Q)

et s{a) = {a,Q), a G 0"(Q )

est une section.

En effet, les éléments s{a) sont bien dans PsB  : Soit ^  élément de

0{Q) exprimé dans la bzise (ci, e_i). Alors :

{
Q(aei) = Q(ei) i.e. a^Q(ei) + ac + c^Q(e_i) = Q(ci)

Q((7c_i) = Q(c_i) i.e. b^Q{e^) + bd + cPQie.,) = Q{e-i) 

et ad + bc= 1.

Calculons

B{a{xei + ye_i),a(x'ei + y'e-i)) + B{xei + yc_ i,x 'e i + y 'c_ i)

= (ax + by)(ax' + by')Q(ei) + (ax + by){cx* + dy') +  (ex + dy){cx' +  dy')Q(e-i)

+xx'Q(ei) + xy' + yy'Q(e_i)

=  xx'[a^Q(ei) + ac + c^Q(e-i) + Q(ci)] + xy'[a6Q(ci) + ad -h cdQ(e-i) + 1]

+yx'(6aQ(ci) + bc + cdQ(e-i)] + yy'[6^Q(ci) + bd + d^Q(e-i) + Q(e_i))

=  (xy' + yx')[a6Q(ci) + 6c + c<ii?(c_i)] par (6)

= (xy' + yx') . D(a)

_  i 0 si <7 € 0'*'(Q)
“  \  xy' + yx' si a e 0~(Q).

L’application a est bien à valeurs dans PsB.
De plus, si cr € 0(Q), <7' 6 0(Q) on a :

10
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d)

(6)

f {a(r',Q) si <7 et a' ne sont pas dans la même composante 
s(<7)s(a') = < connexe de 0 (0 )

=  s(aa')

Donc, 5 est une section.

( a a \ 0) si <7 et <r' sont dans la même composante connexe



4̂ "** cas : Si n =  2, 1/ =  2 et F  = F j, on identifie IV à l’espace vectoriel A^(2,F 2) 
des matrices 2 x 2 à coefficients dans F2 et Q est la forme quadratique Q(m) = détm, 
m € l V .

On choisit la forme bilinéaire B  suivante :

si m =  et m '= ^ alors B (m ,m ') = ad' + bc'.

Le groupe 0'*'(Q) s’identifie au groupe SL(2,F 2) x SL(2,F2) agisszmt sur W  par :

On considère les éléments de P sB  suivants : soit m =

et t = (t, q{m) = bc + a^ + b̂  + <P) où T ( m )  = ‘m .

L e m m e . —

1) L ’homomorphisme i : O'^(Q) — » P sB  défini par :

i(aj) = Sj, i{a'j) = s'j, i  =  l ,2

est un relèvement de 0'^{Q) dans PsB.

2) i se prolonge en un relèvement de 0{Q) dans P sB  en posant t(r)  =  i.

Démonstration : Pour la première affirmation, il suffit de vérifier que les conditions 
suivïintes sont satisfaites :

C.l sf =  ¿2 =  =  s'2  ̂ =  (td ,0)

C.2 pour t =  1,2

C.Z gig2 = giÇi pour Çi =  si ou 5 -, t =  1,2.

En effet, 5 L(2,F 2) est isomorphe à ©3.
Pour la deuxième affirmation, il suffit de vérifier que :

C.4 t^ = {id,0)

C.5 ts it = s '2  et ts'it = S2 .
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0
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id) qAm) =  cd

q2{m) = a + c'
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1
1

0
1
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,id 9Î(m) =  a6 .

id,
1
1

0
1)

ç^(m) = 6'.2■ +
)

s 'î s s !
i

s 2

(
a
c

b

d



Vérification de C .l. On remarque que qi (resp. gj) est invaunamte sous ai (resp. cr-) ; le 
résultat est clair.

Vérification de C.2. Calculons {qi • a\ai + q'i • ai + qi){m)

pour t = 1, gi(<T'iaim) + g'i((7im) + gi(m) == ab + {a + c){b + d) + cd

=  9Î(” î) +

pour i =  2, +  q'2 {a2 m) + q2 {m) =  (6  ̂+  tf^) + ((a +  b)^ +  (c + d)^) +  (a^ + c^)

= + 92(<^W) + ?2K<^2"ï )-

La condition C.2 est satisfaite.

Vérification de C.3. On traite le cas où gi = si et ÿ2 =  ■*2 ; les autres sont semblables.
On doit comparer qi ■ a2 + 92 et 92 • +  9i •

On a çi • <72(m) + q2 {m) = c{c + d) + = cd +

et 92 • +  9i("ï) =  (a + c)  ̂ +  + cd =  cd +

d’où 9i • <72 + 92 =  Ç2 • +  9i •

La condition C.4 est immédiate et C.5 se vérifie comme précédemment. Q

La suite (*) est donc scindée.

5**"* et d e rn ie r cas : Si n = 2, t- = 1 et F  = F 2.
Soient  ̂ un générateur de F4 sur F 2 et “ l’élément non trivizd de Gal(F4|F2). Tout 

élément a  de F 4 s’écrit :
a  = z +  z , t  e  F2.

On identifie W  à {m y ^ j 3: , y 6 F 2 e t a 6 F4}. Alors Q(m) =  détm, m 6 W et

0'*'{Q) s’identifie à $ ¿ 2 ( ^ 4 ) agissant sur W  par :

g € 5 I,2(F4), m 6 • m = gm g\

On prend la forme bilinéadre B  égaile à :
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Q

si

On considère les éléments de P sB  suivants :

m
z +

X

y

z +

)
m

( +
x'

y'

\

/
? B(m, m ') =  xy^+zz*+zt^+tt\

pour

sX ( ‘
ax

1
0

A j-

1
X‘2

\

/
y ?A(m) = (A -f A2)\yz + X1y 't + y

2 + >i l Z
2

+ A2ti2
)

pour fi e F:x
4 »d t» ( S,M

( 0
0
-1

)
,0 et w

( (

0 1
0 )

,Q')

Ç 2 ( < 7 2 < ^ 2 m )

=

: A A1 4 eA 6 F X
4

O (m ) a

a.2a,2 + c.2

Ca

h ( 1m ) + <¡hi(0 a ,m0
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Lemme. — L ’homomorphisme i : 0 '*'(Q) — ► P sB  défini par

i(<7a) = a € F4

i{S^) =  /i €

<C ;))■ w

est un relèvement de 0'^{Q) dans PsB.
De plus, i se prolonge en un relèvement de 0{Q) dans P sB  en posant

i ( r )  =  ( t ,  q r { m )  =  z t +  y ^ )  où t  ■ m =  ‘m .

Démonstration : Les éléments a \,  o )  ^ engendrent 0{Q) et i est bien

défini si les relations suivzmtes sont satisfaites [D.E] :

R .l wd\  =  dx-\w, A € F 4  

R.2 =  (¿¿,0 )
R.3 wsxw =  d x - is \w s x - i , A 6  F^
R.4 d\d^ =  dx,t, A et ^ € F 4  

R.^ sxs^ — ^ et ^ Ç F^
R.6 i(r)2 =  (id,0)
R.7 i { r ) g i { T )  = î ( t c t t ) oxx g = ( a , q )  est 5^, d̂  ̂ ou k;, A,/x 6  F ^ .
L’homomorphisme i est zJors injectif.

Les relations (^.1), (R.2) et (i2.4) sont claires. Pour (R.Z), on calcule les formes 
quadratiques obtenues dans chaque membre. A droite, on a

qx  • w a x - i ( m )  +  Qi<rx-^rn) +  q x - ^ ( r n )

_  y ^ +  i +  (Al +  A2)y +  ^(< +  A2î/)^
^ V \  2 +  i +  (Aj +  A2)y +  ^(i +  A2y) z - |-A jz  +  A2Î-I-y ^

+Q(m) + q^(m)

— ((Al -H A2)xz -f- A2ZÎ +  (Al +  A2 -|- AiA2)(zî -|- y®) +  \ \ z y  (Ai -j- \ 2) ty  

-\-x^ +  Ai(A2 +  +  A2(1 +  Ai)i^ +  y^

(xy ¡̂ t 1̂ \ (Aiyz -f (Al +  A2)yi +  y^ -I- (Ai -|- A2)z^ -1- A2Î^)

=  (Al +  A2)xz +  A2XÎ -f- x^ +  Aiz^ +  (Al +  ^2)1^ 

en remarquauit que :

-̂ 1 +  =  1 pour tout A 6 F4

■ 1̂-̂ 2 +  -̂ 2 H" 1 ^1 

i Al A2 +  1 =  Al -f* A2.

I

oÀ 6M
(

O 1
o )

F i
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A gauche, on a : Q • a \w  +  qx • xv +  Q =  q\ ‘ vü et

qx • w(m)  =  (Al +  À2)xz +  X^xt +  +  X\z^ +  (Ai +  A2)i .̂

On fæt de même pour (R.5 ) :

qx ■ Oii{rn) +  9^(m) =  [(Al +  \2)yz  +  Aiyi +  Aiz  ̂ +  +  (Ai/xj +  Aj/ii +  l)y^]

+{Hi +  fi2)yz +  fiiyt + y^ + m z “̂ + H2Ì^

=  (Al +  +  A2 + f^2)y  ̂ +  (Al +  fil )yt +  (Ai +

+(A2 + fi2)t^ +  (A1/X2 +  A2/xi)y^

-I
0 si A = /i
qx+^{rn) si A ^  0 car Ai/i2 + A2 /ii = A2 + /i2 -

La relation (R.6) est claire. Reste à exauniner (R.7).
Sï g = SX,

Qr • (TxT{m) + qx(Tm) + qr{m) = [zt + \2zy  + Ai<y + + (1 + A2)z  ̂+ (1 +

+(A,A2 + A,+A2)y2]

+[(Ai +  A2)yz +  A2yi +  Aiz^ +  (Ai +  ^ 2 )^  ̂ +  y )̂

+[zt + x^ + z^ + t^ + y2]

= Aizy +  (Al A2)iy +  (Ai +  ^ 2 )^^ +  A2Î  ̂+  y  ̂ =  ?x(^^)-

Or
i ( T ) 5A i ( r )  =  S J .

Si g = dx, tSxt est égîd à 6x-^ et la forme quadratique de i(T)dxi(T) est

((Al + A2 + AiA2)z< + (Al + A2 + AiA2)z  ̂+ (Al + A2 + AiA2)i  ̂+ +  ŷ )

+zt + x^ + z^ +t^ +y^ =0.

Si g = w zdors t w t  est égal à it; et la forme quadratique de z(T)iüi(r) est

{zt + + <̂  + y^) + Q{x, 2 , <, y) + zt + y^ + z'  ̂+ t^ + x^ = Q(” )̂-

Les relations (R.7) sont bien satisfaites.
Ceci termine la démonstration du lemme.

Pour compléter la preuve de la proposition, il reste à montrer l’unicité (à conjugaison 
près par un élément de Qa(W^)) de la section dans les cas 3, 4 et 5, c’est-à-dire la nvillité 
de H^(0{Q), Qo(W^)) ou encore, celle de H^(0(Q),W)  puisque celui-là est isomorphe à 
un produit de (F : F^] copies de celui-ci (cf. IL2.2).

Dans le cas 4, c’est un résultat de H. Pollatsek (P., théorème 4.5).

■fi

(1 +  A,)(2

[zt +  x^ +  z^-

gx • Cfy,{m) +  9^(m ) =  [(Ai +  X2)yz +  \ \ y t  +  Aiz^ +  A2Î^ +  (Ai/X2 +  A2/Í1 +  l)y^]

+(A2 + + (A1/Í2 +  A2/ii)y^

11 .2 4 fil2iti2

= ('̂ i + Ml + ^̂2 + í^2)y^ + (Al + / î)yí + (Al ++ (Al + Hï)z^



Dems les autres cas, il suffit que H^{0'^{Q), W)  soit nul d’après la suite de Hochschild- 
Serre [Annexe 2, proposition A.l]. Or, 0'^{Q) est isomorphe à quand n =  i/ =  1, à 
U{lyE) où F  est ime extension quadratique de F  muni de l’involution canonique quand 
n = 1 et 1/ =  0 (cf. §2.4 cas 2), et à SL(2 ,p 4) quand n =  2, i/ =  l e t F  = F 2. Alors, 
H^{0'^{Q),W )  est nul d’après les calculs effectués dams l’annexe 2 (proposition A.2, 
corollaire A.2 et proposition A.3).

La proposition est maintenant entièrement établie.
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§ 2. Groupe métaplectique : cas fini ou local

2 .1. Soit (p0 , V) la représentation métaplectique de H{B).
A tout s de P sB ,  on associe la représentation (pj,, V) de H (B)  définie psur :

pUh) = P^{sh), h e H ( B ) .

C’est ime représentation lisse, irréductible et, pour tout < € F ,

Par le théorème de Stone-Von Neumzmn, et sont isomorphes. On construit ainsi 
une représentation projective de PsB.

Il existe zdors une extension de P sB  par , notée P sB ,  et une représentation (a;^, V) 

de P sB  telles que le diagramme suivant commute :
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P sB  est l ’extension métaplectique de P sB  et sa représentation métaplectique. 

Remarques :

1. A priori, l’extension métaplectique dépend du caractère V» fixé. On n ’abordera 
pas, ici, le problème de l’imicité de cette extension.

2. S’il existe deux isomorphismes a  : H{B) H{B') et ^  : P sB  P sB ' tels
que :

(7) V/i e H{B), Vs € PsB, a{sh) = (0s){a{h))

alors P se relève en im isomorphisme de P sB  dans PsB'.
En particulier, si B  et B' défirüssent la même forme quadratique, les isom orphi^es 

Oç et définis respectivement aux paragraphes 1.2 et 1.3 vérifient (7) : P sB  et PsB' 
sont isomorphes.

De même, si B' =  XB, X Ç a l o r s  PsB ', défini relativement au caractère 
ipx : X — * ^(Ax) est isomorphe à PsB.

P roposition . —

a L ’extension métaplectique n’est pas triviale et contient un sous-groupe P sB  tel 
que la restriction de p à ce sous-groupe soit surjective de noyau { i l} .

1 ------- » . P sB  -------  ̂ P sB  ------- ► 1
p

GLV ------- » PGLV

P ((0 )) = i 0)idv.



b Dans les cas où P sB  contient un sous-groupe isomorphe à 0{Q), la restriction 
de l ’extension métaplectique à ce sous-groupe est scindée si et seulement si

n =  1

ou n = i/ = 2 et F  = F 2.

Pour établir ce résultat, on décrit différents modèles de la représentation métaplectique 
en 2.2 et, en 2.3, on examine ime situation produit. La proposition principale est prouvée 
en 2.4.

2 .2 . M odèles de la rep résen ta tio n  m étap lectique
On reprend les notations du § 1.2.

a. Modèle de Schrödinger 
Soit s = (cr, / )  un élément de PsB. On suppose que, dans une polarisation complète
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de iy = X © r ,  <T s’écrit

Sur X  n aXy l’application x — y tpx{x • s~^x)xp{Q{x)) est un caractère. Il existe un 
élément Ws de W tel que

(8) rpx{x)xpx{s~^ x)ip{Q{x)) = tp{< x,w, >), x e X n  aX.

On définit un automorphisme M{s) de H{X,îI)x ) par

si a stabilise X
M{s)4>{h)

où 7 ' : X /  Ker7 — > (X/ÔKer'y)* est l’isomorphisme indmt par 7 , dx est tuie mesure de 
Haar sur X / X  D crX, et w, un vecteur de W  satisfaisant (8).

Un choix différent de tü, peut chzmger M(s) en —M(s).

On vérifie que (s, M{s)) appairtient à PsB,  piu- une méthode analogue à (P.P § 1].
On note A(H^) =  {(X, V’x ) où X  est un lagrangien de W  et ipx un caractère sur X  x F  

prolongesmt x/;}.
Le groupe P sB  agit sur A(H^) par : 5 =  (a ,/ )  € PsB, {X,tl>x) € A(IV),

i a , f ) - { X , M  = {cTX,rkxos-^).

On fixe (Xo,i>o) 6 A(W) et on désigne par A°(W^) l’orbite sous P sB  de {Xo,rpo).
Pour deux lagrzmgiens X  et Y,  on note A y x  l’isomorphisme de X / X  D Y  sur 

{ Y /X  n  y)* induit par celui de W  sur W*.
Soient dx et dy des mesures de Haar sur X  et Y, dt une mesiu-e de Hsiar sur X H K. 

On note dx et dÿ les mesures de Haar quotients sur X / X  n y  et Y / X  n  Y,  et, |v4yx| le 
module de A y x  par rapport à dx et la mesure duade de dÿ [P.P 1.1).

W ,<,>),W  = X

( |a| /̂^<^(s ^(Wfh)) si a stabilise X  
M(sU(h) = < ,

\  Ix/Xn<,x^(Q(^))^x(x)4>(s \w,xh))\y'\^^^dx sinon

B .

i a
7

A W

ß
6 )



Pour deux éléments {X,ipx) et {Y,‘4>y ) de A°(W), on définit l’opérateur ^Y,\i>y,x,ii>x 
de la façon suivante :

l’application .r i— > V’.y(x)~ définit un caractère sur ATlV. Il existe donc w Ç W
(défini modulo A' + Y) tel que

0x(a:)“ V y(^) = V*(< >) pour tout x € X  C\ Y.

Alors, poxir 4> € ?i(A,V'x)>

Ŷ,x(>Y\X,ti>x4>ih) = f  h)\AYx\^^^d{f.
Jy/XnY

Soient Xi  un supplémentaire de A n y  dans A et Yi un supplémentaire de A fl V 
dans Y. Alors, Ai 0  Yi est non isotrope et son orthogonal (Ai ® yi)"*" contient X  C\Y. 
On note V  un supplémentaire de A H y  dans (Ai © Vi)'*'. Ainsi,

VT = Al © A n r  © Kl © V, 

y / A n r  c^Vi,

et
H {B)!X  X F  ~  r i  © K 

Pour <{> 6 7i{X,tpx), ^|vi©\^ € 5(1̂ 1 © V) et un c2Ücul simple donne :

h = (xi + u + yi + v ,t)

où zi 6 A l, u 6 A n y , yi € Kl, u € F  et < € F,

^v.V'y;X,^x^(M = V’(i + -B(yi,xi + u + v) + B (ii + u ,ü )+  < w , x i + u  >)V»y(yi) 

V»(< x i ,y  >)^Ç\y)tlf{B{yyV)) • <f>{w(y +  v))\AYx\^^'^dy.
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L

L’opérateur ^ y,^y \X,m>x est donc un opérateur de transformation de Foiu-ier : il est continu 
de ‘W(A,V'x) dams H (Y,iPy ) et inversible.

Soit 3 = (<T,/) € PsB. Il définit une application de ‘W(A,V>x) dans >i(crA,V'x o s “ *) 
par : <f> — * <f>* où = 4>{s~^h).

Alors, pour <f> € ^(Ao,V'o)i on a :

i l / ( s ) ^  =  .^Xo,0oi<^Xo,0oo«~*^ =  (•^<r-*Xo,V’oo»;Xo,V'o^) •

L’opérateur M(s) est donc un automorphisme de ?i(Ao,^o)-
Il reste à  vérifier que M(s) entrelace les représentations p et p* : pour tout h € H{B),

=>8 0 ^ ( t - ‘ Xo,V'oo»;A’o,V'o °  p ( ^ )  =  s  O p[h) O ^ T->Xo,V’oo«;XooV»o 

=  p{sh) o so  ^«r-»Xo,V'oo»:Xo,V'o =

U’YÍx)

{y)<f>{tv-y h)\AYx

M ( 5 )

M{s)p{h)
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Si á =

Examinons la restriction de l’extension métaplectique à certiûns sous-groupes de PsB.

1. Cas où Q est déployée (W). On choisit X  et Y  singuliers et B  définie par : 
B{x + y,x'  + y') = <  i ,y '  >, i , i '  G A', y, y' € Y.

Si i  = ( ( “  )  , / )  où a  € Gim  et /|.v =  0,

= io |‘'V ( / ( a 'v )  + B(uo,'y,y))v{o, 'y),  ÿ € K, VP € 5(K).

/ / o  7— \  .
\  7 0 y ’ ^ ^   ̂ ^  ^  isomorphisme,

^ M ^ ( y ) =  [  tp(<y,x >)ip{j-^x)\y\^^^dx.
J x

L ’extension métaplectique restreinte au sous-groupe de P sB  formé des éléments du 
premier type est scindée.

2. Cas du sous-groupe Qa{W) de P sB
Soit 5 =  (id, / )  un élément de PsB. Il existe un unique yo Ç Y  tel que

VzG.Y, rpof{x)  = ip{<x,yo>).

Alors, si V? 6 Oïl pour tout y € Y ,

W0(s)v>(y) =  V'(/(y +  yo) +  B{yo,y))(p{y +  yo).

On en déduit que si s' =  (a ', / ' )  et que yô est défini conmie précédemment, alors 

u;^(s)u;^(s')(p(y) = 0(B(yo,y)-f-/(y 4-yo)M B(y^,y-|-yo)

+  / '(y  +  yo +  yo))v>(y +  yo + yô)

= ^(B(yô,yo) +  /(yi))w^(5s')¥>(y).

Si l’extension métaplectique est scindée au-dessus de Qa{W), alors pour tout s = (id, f),  
y  =  { id , f ’) de P sB ,

i.e. V»o/(yo) =V»o/'(yo)-

Or, yo (resp. y^) ne détermine /  (resp. / ' )  que sur X .  On peut trouver deux éléments s 
et s' de Qa{W)  pour lesquels cette égaJité n ’est pas satisfaite.

L ’extension métaplectique restreinte à Q a {^ )  n’est pas scindée.

b. Modèles latticiels
Soit F  un corps local et le conducteur de = p^, r € Z. On suppose qu’il

existe un réseau L dîuis W, autodual relativement k ip et <, >. En remplaçamt X  par L 
dans a, on obtient un nouveau modèle de la représentation de Weil, dit modèle latticiel.

En général, si L' est un réseau, le stabilisateur K  de L' est le sous-groupe de PsB  
formé des éléments (a, / )  tels que :

i) a V  =  V

w i s0lu; .(s ') : U)'V-(S')la; .(»)

W0(s)v?(y)



ii) pour tout t  Ç. L \  /(£) € où [ ] est la partie entière.

3. C as du  s tab ilisa teu r K  d ’un réseau L au to d u a l 
Dans ce cas, r  est nécessiûrement pîûr.
On suppose, en outre, que la restriction de B  k L x L est k valeurs dans et on 

prolonge trivialement V* sur L y. F. On note xI>l le caractère de L x F  ainsi obtenu.
Pour tout 3 = (<7,/ )  6 K,  le caractère i  i— ► rpL{£)~^tpL{s~^i) est trivial. D’où si

<f>eH{L,rPL),
M{3)4>{h) = <f>{3-^hl h e H { B ) .

Par conséquent, P sB  est scindée au-dessus de K .

plectique de H(B).
Il est 2dors facile d ’exprimer la représentation de Weil de P sB  en fonction de (p, V), 

pour certzûns éléments de PsB.

Lemme. — Soit s =  ( a , / )  € PsB. On suppose que /  =  0 sur Ker(l +  a). Soit M(s)  
l ’opérateur de V dans lui-même défini par : pour tout v 6 V,

M{s)v = ^  p{w~^)p{s~^xv)v. 
wÇW

Alors {s,M{s)) est un élément de PsB.

Démonstration : Soit s € PsB.  L’opérateur M(s)  est une somme finie d’éléments de 
V donc il est bien défini, à valeurs dans V.

Pour montrer que M(s)  est inversible, on czdcule le produit M{s~^)M(s) : soit v € V,

M{s~^)M{s)v  =  ^  p{w'~^)p{sw')p{w~^)p{s~^w)v 

w,w'ew

=  ^ 2  ^ iB {w ',w )+ < w ,a{w -{-w ')  >)p{w'~^)p{w~^)p(s{w+ w'))v
w^w*£W

= ^  rp{< xv ,w '> -\-< w,a{w-\-xv') > ) p { { w w ' ) ~ ^ ) p ( s { w w ' ) ) v  
w.w'ew

= ^ 2  ( -f aw' >)^p(w'~^)p(sw*)v
u > '€ W  u>ew

L’homomorphisme w i— > i/>(< w,w' +  aw' >) est un caractère de W, trivial si et 
seulement si w' G Ker(l + a). Donc

M (î-‘)M(3)» = |IV|. y ,  p{u:'-')p(w',f(w'))v=\W \ Y i  V’(/(w’))-»
u;'6Ker(l+<T) u»'€Ker(l+a)
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=  C • V, C 6  CX

p
.21 r/21

E %l)\ < w wt

C . Supposons que F  soit fini. Soit (p, V) un modèle de la représentation méta-

=  ^)pi^^')p{sw)p{w ^)ü
w,w'ew



Donc, M{s) est inversible.
Il ne reste plus qu’à prouver que M{s) entrelace les représentations (/>, V) et (/>*, V).

Soit (ti;o,^o) 6 H{B),  v € V.

M{s)p{wo,to)v= x¡}{to) ^  p{w~^)p{s~^w)p{wo)v = rp{tG)p{sw)~^p{w + WQ,B{w,wo))
w£W wÇW
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= ^  ^(<o)p(s(ty +  u;o)) ^p{wo,B{w + wo,wo))
wew

=  tp{to) ^  />(siüo(su>)~^)p(iü)u =  p(s{wo,to))M{s)v.

D

2.3. Supposons que (V,b) soit la somme orthogonale de (Vi,6i) et {¥2 , 6 2 ) c’est-à- 
dire V = V i ® V 2 et

b{wi -I- xv2 ,w[ +  w'2 ) =  bi{wi,w[) + 62(1̂ 2, lü?)» € Wi

et que la forme quadratique qi définie pair bi soit non dégénérée et non défective. Alors

( H { b i ) x H { b 2 ) H{b)

[{{Wuti),{w2,t2)) I---> (tül +  IÜ2,<1 + <2)

est surjective de noyau {((0,<),(0,i)), i € F}
Soit (pi,^,Vi) un modèle de la représentation métaplectique de H{bi) et p^ la 

représentation métaplectique de H{b) dans V =  Vi ®c V2. Alors, p^ o j  est équivalente à
pi,V>® P2,v»- 

L’application

(Ps6i X GL(Vi)) X {Psb2 X GL{V2 )) — » Psb x GL{Vi ®c V2)

({i<^lifi),Si),{{a2,f2),S2Ÿj '---* { { < ^ 1  ® ® ® S2 )

définit un homomorphisme j  : Psbi x F 562 — ► Psb, de noyau

{ ( ( ( i d , o ) , z i U ( i d ,o ) , z - ' i ) ) , z e C ' ‘ '

et o j  est équivalente à u>i^̂  ® u;2,v.- 

On en déduit les résultats suivants :

L e m m e  2.3a. — Si G est un sous-jroupe de Psb isomorphe à G i x G 2 dans Psbi x Psb2  

et si l ’imagejréciproque de G, dans Psbi est scindée pour i = 1,2, alors l ’image réciproque 
de G dans Psb est scindée.



Lemme 2.3b. — Soit Hi un sous-groupt de Psbi. Il s ’identifie au sous^oupe  
H = {(<r 0  © 0),(cr,/ )  € H) de Psb. Si l ’image réciproque de H dans Psb est
scindée, alors l ’image réciproque de H\ dans Psbi est scindée.

Lemme 2.3c. —  Soit C (resp. c i , c 2 ) le cocycle de l ’extension métaplectique Psb (resp. 
PsbiyPsl>2 ). Pour Si, sj 6 Psbi, * =  1>2, on a :

C(si ® 52,5*1 © 32) =  C i(si,si) • 02(52, 32).

2.4. D ém o n stra tio n  de la p roposition  2.1

La première assertion de a. est ime conséquence immédiate de 2.2.2. Pour la deuxième, 
considérons l’espace (V,b) sonrnie orthogonale de deux copies de (W ,B )  et identifions 
P sB  au sous-groupe {(s, 5), 5 G PsB}  de P sB  x PsB.

Soit Xo =  {(u>, lü), u> 6 W} im sous-espace vectoriel de V. Il est singulier de dimension 
celle de î-r. n existe donc un sous-espace vectoriel Vb de V, singulier et de même dimension 
que -Yo tel que V  =  Xo © Vô soit une polarisation complète de V. On se trouve donc dans 
le cas décrit en 2.2.1.

De plus, si (<7, / )  est un élément de PsB, son image dans Psb stabilise Xo et ( /©  f)\Xo

est nulle. Pzir le premier résultat de 2.2.1, l’im ^ e  réciproque de P sB  datns Psb est scindée 
et la restriction du cocj^le C de l’extension Psb à P sB  est égale à 1.

Soit c le cocycle de PsB. Pzu’ le lemme 2.3.c, pour tout s, s' de P sB

0^(5, s') =  C(s © 5, s ' © 5') =  1.

D’où c est à valeurs dans {±1}-
On a donc établi le de la proposition. Pour le b, on étudie successivement les différents 

cas. Pour ce faire, on reprend les notations du § 1.3.

C as 1 : n =  1/ =  1.
Poiu’ tout élément a de 0(Q ), on définit l’opératevir u>^{a) de «S(y) par : 

si <T € 0+(Ç) i.e. T = ( “ F», u,*(aV(y) = |a |'/V («ï). V € Ŝ Y)-,

si <7 € 0 - ( Ç )  i.e ® ï> € 5(K),

où désigne la transformée de Fourier de <p par rapport à la mesure autoduale. 

Lemme. — {(<y,wv»(î )), <7 € 0(Q)} est un sous-groupe de PsB .

La démonstration est immédiate.

La restriction de P sB  à 0(Q )  est triviale.
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si IT 6 o  (Q) i.e ^ “ ♦("W s') =  l“ l'^V ‘ (“  ' y)< f  € S (Y ),

si <T € 0+(Ç) i.e. T = ( “  w*(aV(y) = |a |' /V (« ï) . V € S{Y)-,



C as 2 : n =  1, 1/ =  0.
Soit ( c ,/)  une base de W  telle que < e, /  > =  Q{e) et (  une racine de l’équation

«(«)

La racine (  n’est pas un élément de F  sinon le vecteur + f  serait singulier. On pose 
E  =  F(^) l’extension quadratique séparable de F  engendrée par Alors, W  s’identifie 
à E  (en tîuit que F-espace vectoriel) par (p :

Kp : W  — > E  est F -linéaire et <p(e) = 1, (p{f) =

Soit Q' la forme quadratique sur E  définie par :

Q'{x) = Q i ^ - \ x ) \  x e E .

On a :
Q'(x) =  Q(e) ■ N e \f x , x e E .

D’où
0{Q)  ~  0{Q')  = 0 { N e \f ) ^  F 'x  G al(F |F)

où
^ \ ^ e \fx = 1} et

En particulier, 0'*'{Q) oî E ^ .
On peut donc supposer que W  = E  et Q = N e \F' On note 6 la norme de On choisit 

la forme bilinéaire B  donnée par :

B{x + (y,  x' -I- (y')  =  xx' +  xy' +  6y y \  x, x ', y, y' € F.

i) Si F  est fini, 0'^{Q) s’identifie au groupe unitaire U de la forme hermitienne 
(,) définie sur E, espace vectoriel sur (F ,r ) ,  par :

(x,y) =  r(x)y, x ,y  e  E.

Par le théorème 3.3 de [G], P sB  est scindée au-dessus de 0'*'{Q). Soit s » (5,r(s)) une 
section. ^

De plus, il existe un élément de P sB  au-dessus de i =  (r, Q), noté (<,r(T)), tel que 
r(r)2 =  /. _

Pour que P sB  soit scindée, il faut et il suffit que :

V(T 6 O' îQ), r(r)r(a)r(T) =  r(r(rr).
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x^ -f- X Qi f )
Qie)

=  0 .

= (■

Gal(F|F) = {id }■TF ' =  {x €



Or, ces deux opérateurs ne diffèrent que d ’un scalaire multiplicatif. Ceci équivaut donc

Va 6 0+(C?), <r(r(r)r(a)r(T)) =  <r(r(TaT))

i.e. (9) Va 6 0+(Î?), x(< )̂ =  xircrr)

où X désigne le cao-actère de la représentation de Weil de U. Le calcul de x> pour les 
éléments semi-simples de U, a été effectué par P. Gérardin [G. Cor. 4.8.2] et donne, dans 
notre cas :

x {<t) = —1 pour tout <7 6 t/ \  {id}.

L’assertion (9) est alors claire, et P sB  est scindée au-dessus de 0(Q).

On suppose maintenant que F  est loczJ. On note pF l’idéal maximal de Of et ttf une 
uniformisante. Le conducteur de est pj< où r  =  25 ou 2s +  1, s € Z.

On choisit (  tel que O e = O f  +  KOf-  Alors, 0(Q)  est contenu dans le stabilisateur 
K  du réseau L  =  p p  +  Î P f -  Deux cas se présentent :

ii) L  est autodual (i.e. r est pîdr). On vérifie que o B  est trivizJ sur L x L. 

D’après §2.3.3, P sB  est scindée au-dessus de K  donc de 0{Q).

iii) L  n ’est pas autoduad (i.e. r est impær). On construit un nouveau modèle de 
la représentation de Weil de P sB  permettant d’utiliser les résultats de i) [Wa].

Construction du modèle. :
On remturque que L* = pL C L. On considère V  =  L/L*. C’est un espace vectoriel 

sur le corps résiduel ¿ f  de F. On munit V  d’tme forme bilinéaire b définie par :

b ( l , ï )  = B(ir—e ,‘̂ - e ' )  modpF

où £ est l’image de £ € L  par la projection L — ► L/L*.
Soit H(b) le groupe d’Heisenberg “associé” et (px,S)  un modèle de la représentation 

métaplectique de H(b) pour le caractère x de fcp :

X son image dans kp.

(x n ’est pas trivial).
Soit V l’espace vectoriel des fonctions 4> : H (B)  — > S  telles que :

i) ^ est localement constzmte à support compact modulo F

ii) <!>{(£,t)h) =  tj>{t)p̂ {£)<f>{h) pour £ e L , t e  F  et h e  H(b).
Le groupe H{B) agit sur V par trzmslation à droite.

L e m m e . — La représentation (p,V) ainsi obtenue est la représentation métaplectique 
de H{B).
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à :

X(x) = tif{iT'̂*x), X e O F  et



Démonstration : (p, V) est lisse et vérifie la condition sur l’action du centre.
Pour que (p, V) soit un nnodèle de la représentation métaplectique de H{B), il faut et 

il suffit qu’elle soit irréductible.
Considérons l’application de V dans S  qui à ^ 6 V associe ^(0). C’est un homomor

phisme de L X F-modules. Si V' est im /i(B)-sous-module de V, il est également un 
L X F  sous-module. L’image S' de V' dans S  est donc un sous-module de S. Comme S  
est irréductible, S '  est {0} ou S.

Or toute fonction ^ de V est entièrement déterminée par ^(0) sous l’action de H{B). 
Ainsi, V' est {0} ou V. La représentation (p, V) est bien irréductible.

D

Soit s =  (<7, / )  un élément de K. Il induit un automorphisme (â, / )  de H{h) par :

â{Î-k-L*) =Ti
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( -
l / 'f{Î +  n  =f{n-i)

L’automorphisme (â, / )  est un élément du groupe pseudosymplectique Psb. 
Soit la représentation métaplectique de Psb et posons :

3 =  ( a , / )  6 K, G V, M(s)4>{h) =  u^is)i<i>{s-^h)).

Lem m e. — Soit 3  e  K. Le couple {3,M{s)) est un élément de PsB .

Si 3 € 0(Q )  C K ,  alors s appartient au groupe orthogonal 0(g) de la forme 
quadratique q définie par 6. L’analyse dans i) du cas où F  est fini assure l’existence 
d’une section de Psb au-dessus de 0{q) :

Tx :s  e  0{q) (l,rx{s)).

L’homomorphisme s 1— * (s ,r(s)) de 0{Q) dans P sB  défini par :

r{s)<f>(h) = r^(s)<f>(s-^h), ^ € V ,

est ime section de P sB  au-dessus de 0{Q).

cas 3 : n = 1/ = 2 et F = F2 _
On construit une section de P sB  au-dessus de 0{Q).
Pour ce faire, on reprend la description de la situation fîûte au § 1.3. On introduit 

alors, les notations suivantes :

-  X  est le sous-espace vectoriel de W  défini par : X
o o
c d

e w I-
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-  y  est le sous-espace vectoriel de W  défini pîu’ :

Alors -Y 0  y  est une polaunsation complète de W  en espaces singuliers.

-  (/ij.Siy’)) un modèle de la représentation métaplectique de H{B).

Pour tout (p 6 «5(1̂ ),

En choisissant une base de 5 (y ), on exprime p à l’aide de matrices. Soit v’o 
[resp. (̂ 1 , 9 2 ><r>3] la fonction de 5 (y ) prenzint la valeur 1 en (0,0)(resp.(l,0),(0,1),(1,1) 
et s’annulant pzjrtout ailleurs.

Le système (v>o,V>i,<p2 ,V’a) est ime baise de S{y )  dans laquelle la matrice de p(/i), 
h 6 H{B), est :

m

m

m

m

/I o o o \
o rP{d) O o
o o rP{c) O

\ 0  O O 0 (c  +  d ) /

/ O I  o o \
^(d)  0 0 0

0 0 O V»(c)
\  O O tl>{c +  d) O /

/ O  O l O \  
O 0 0 tp(d)

V»(c) O 0 0
V O V'Cc + d) o O /
/ O  O O 1\

o o V»(d) o 
O V’(c) o o

\rP{c +  d) 0 0 0/

si h

si h

si h

si h

-(C :)■■)

■(C :)•') 

-(C ;)■') 

•(C ;)■■)

Pour chaque élément g = 5i,3'i,S2|52 ^  oïï détermine les matrices Mg de M(4,C) 
telles que

^gP(^) — P(9h)Mg, pour tout h 6 H{B).

y a b
0 0

€ W

pi
ao 6o
co do

,to^(p{a,b) = V»(<o +ado 4- + ao, 6 + 6o).



On obtient :
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SI y  =  51,

si g = 5'i, M,» =  a'

si g = 52, = ¡3/2

/ O  o - 1  0 \  
( 0 + 1 0 0  

" - 1  0 0 0 ’ 
\  o o 0 1 /

/ O  - 1  o 0 \
, ( - 1  o 0 0

o 0 1 0 ’
\  o 0 0 1 /

/ I  1 1 - 1 \

/2 h  1 - 1 1  
' 1 - 1 1  1 

\ - l  1 1 1 /

a 6 C ’

a ' e C ^

/ ? € C ’

si <; = 5 Ĵ, = /3'

SI g = t, Mt =

/ I  o o o \  
. , 0 1 0  o 

^  0 0 1 0  ’ 
\ 0  o o - 1 /

/ O  1 o - 1 \  
*7 I - 1  o 1 o 
^/ 2  0 - 1 0 - 1  

\  1 0 1 0 /

)9 '€ C ’

7 €C >

Les conditions C .l et C.4 déterminent a , a ', 0, 0' et 7  au signe près. Les conditions 
C.2 donnent le signe de a' et /?' en fonction de celui de a  et respectivement, tandis 
que les conditions C.5 dorment le signe de fi en fonction de celui de a. On obtient :

{

a  =  a> =  0  =  0 ' =  ±1  

7 = ±1

On vérifie que les conditions C.3 sont satisfaites.
Ainsi, P sB  est scindée au-dessus de 0{Q).

C as 4 ; n = 2, 1/ =  1 et F  = F2
On reprend les notations de 1.3._ ^
Supposons que la restriction de P sB  à 0(Q)  soit scindée. Soit r  une section de PsB  

au-dessus de 0(Q).

Considérons le sous-groupe f f  de 0(Q)  formé des éléments id,
' 1 1
0 1

1 £
0 1

et

1 e
0 1



Soit ^ci “  ^0  élément de H{B). Alors, pour tout a e  H \  {td},

a(e i,0 ) = (c i,l) .

Comme (a, r(a)) est un élément de PsE, on a :

K<^)p((ei,0)) = p{{ei,l))r{<r) =  V»(lM(ei, 0))r(a).

De plus, a =  a'a"  avec { a ,a \a " )  = H \  {¿d} d’où

r(<7) =  r(<T')r(<r")

r(aV ((e„0 )) =  r(a ')r(a» )p ((e„0)) =  V '(l)r(a ')p((ei,0))r(a ')

=  P ((ci,0 ))r(a ')r(a") =  p((ci,0))r(a).

Comme V» est le c a r^ è re  non trivial de F2, on obtient ime contradiction.
La restriction de P sB  à 0(Q ) n’est pas triviade.

Ceci termine la démonstration de la proposition.

Annexe 1. Sur le théorèm e de Stone-Von Neumann
Le but de ce paragraphe est d’établir le théorème de Stone-Von Neumann pour un 

groupe d’Heisenberg H{B)  sur un corps fini ou local F  de caractéristique 2.
Pour ce faire, il suffit de modifier quelques points de la démonstration exposée dans 

[M.V.W, Ch. 2] dans les cais de caractéristique nulle ou impaire. Nous allons préciser ces 
points.

E n o n c é  d u  T h é o r è m e . — A isomorphisme près, il existe une et une seule représen
tation (p, V) de H{B), lisse et irréductible, telle que, pour tout t G F,

p((0,<)) = V'(0»dv.

La démonstration de l’existence d’ime telle représentation est eu tout point semblable à 
celle de (M.V.W., Ch. 2,1.3] (il suffit de remarquer que 5 (-a )  =  S(a)~^ : en caractéristique
2, cela donne 6(a) • (0, Q(a))).

On déduit l’unicité de cette représentation des deux lemmes suivants.
Notons 5 (/f(B ), t/f) le C-espace vectoriel des fonctions /  : f f (B )  — > C, localement 

constantes à support compact modulo F  et telles que, pour tout h G H{B), tout < € F ,

Notons pd (resp. pg) la représentation de H{B)  dans S{H{B),r/f) par translations à 
droite (resp. à gauche).
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L e m m e  a. — Si (p ,  V) est nne représentation vérifiant les conditions du théorème, 
alors p s 'identifie à une sous-représentation de pd.

Soit (p,S(V )) le modèle décrit en 1.2.1.

L e m m e  6. —  La représentation {pd,S{H{B),ip)) est isotypique de composante irréduc
tible (p ,5 (y )).

Démonstration du lemme a : Soit (p, V) une représentation vérifiant les conditions 
du théorème et (p '',V '') sa contragrédiente. Pour v € V et u '' 6 notons /«v,v le 
coefficient défini pair : fv'',v{h) =  v''(p(/i)u), h € H{B).

Montrons que /„v „ 6 Il suffit de voir que /,v  , est à support compact
modulo F.

Soit w ^ W  tel que /vv,„((ty,0)) ^  0 et L im sous-groupe ouvert compact de W  tel 
que V et u'' soient invîiriants sous L x  {0}. Alors L contient un sous-groupe L' tel que

o Q\i> soit triviaJ. Pour tout £ € L \  on a

/vv.v((u>,0)) =  v''(p((u;,0))v) =  v''(p((ti;,0)(^,0))) =  V»(< >)/vv,v((ti^,0)).

Donc 0 (<  lü, £ >) =  1 i.e. lo G L'* qui est compact.
Ainsi, on définit une application linéaire de V'' ® V dams S{H{B),xp) qui entrelace 

les représentations p'' ® p et p, x p^. Si ^  0, cette application identifie (p, V) à une 
sous-représentation irréductible de (pd,S(H{B),ip)). [

Démonstration du lemme b : Il existe une dualité entre S {X )  et «S(y) définie pau: :

< v \ v > =  I v\x)v(y)tif(< x ,y  >)dxdy 
J Xx Y

pour v' 6 V 6 <5(K) et où l’on a fixé des mesures de Haar sur X  x Y .  Ainsi,
5 (y ) '' s’identifie à S (X )  : la représentation { p ^ ,S { Y y )  s’identifie à une représentation 
p' dans <5(A’). Comme précédemment, il existe une application ^  : ( v \ v )  >— > fv',v de 
5 (X ) 0  S{Y)  dans 5 ( / i ( 5 ) ,0 )  qui entrelace les représentations p' ^  p et pg x pd. Or, 
pour tous xq € A”, yo 6 Y,
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I x x Y

fv',vi{xo + yoyO)) =  iif{B(yo,xo) + Q{yo))ipxi(xo,0)y 

v\x)v{y)rp{B{y,yo)-\- < x, y > ) ^ ( <  x y ,zo + yo >)dxdy.

Après identification de 5(X)®«S(y) et S(H,tp) avec 5(iV), devient essentiellement 
une transformée de Fourier : T  est donc inversible. D’où p' ® p est isomorphe k pg x pd. 
Comme p est irréductible, pd est isomorphe à une somme directe de représentations 
isomorphes à (p ,5 (y )).

5ÍA-)

VV

s■(H.

V> o Qii, soit I
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II. PAIRES DUALES RÉDUCTIVES DU GROUPE PSEUDOSYMPLECTIQUE

Désormais F  désigne un corps fini ou local.

§ 1. Paires duales réductives de 0{Q)

1.1. Généralités et classification
Soit {H, H') une peiire duaJe de 0{Q).

D é f in it io n s

1. La pære (H, H') est réductive si W  est H H 'F  absolument semi-simple.
Si W  n’est que /iif'F-semi-simple, la pære (H, H') est dite relativement réductive.

2. La paire (H, H') est irréductible si l’action de H H' sur W  ne laisse stable aucune 
décomposition en somme orthogonale de W.

3. La padre {H, H') est produit des paires duales (Hi, Hi), i = 1,2 si H  (resp. H') 
s’identifie k H\ y. H-i ^resp. H[ x H 2 ) et qu’il existe une décomposition en somme 
orthogonale de IV, IV = Wi © W 2 telle que, pour t =  1,2, {H,,H[) soit une paire 
duale de 0{Q\Wi)-

Remarque : Comme W  est de dimension finie sur F , W  est H H 'F  absolument semi- 
simple si et seulement si le centre du corps commutant de tout sous-module simple de 
W  est ime extension sépzu-able de F  (B., §7 n® 5 prop. 7 et 6).

P r o p r i é t é . — Toute paire duale réductive [resp. relativement réductive] est produit 
de paires duales réductives [resp. relativement réductives] et irréductibles.

Démonstration [cf. M.V.W. Ch. 1] :
Soit (H, H') une paire duzJe. Si elle n’est pas irréductible, il existe une décomposition 

en somme orthogonale à ç W , W  — W \ ® W 2 , stable sous H H '.
i) Le groupe H  (resp. H') s’identifie à un produit H\ x H2 (resp. H[ x H'2 ) où H{ 

(resp. H\) est xm sous-groupe de 0{Q^Wi)^
En effet, posons Ht =  {a\Wiy<J € H], i =  1,2 et considérons l’homomorphisme i de 

H  dems H\ x H2 défini par : i(a) = (<7|w,>o’|w,), a € H. Il est injectif. De plus, si 
(<̂ i><̂ 2 ) € Hi X H2 , l’élément <7 de 0{Q) défini par

a{wi + W2 ) = <t(iî;i) + <̂2 ( ^ 2 ), w = Wi + W2 Ç W, Wi 6 Wi,

commute avec H', donc il appartient au bicommutant de H  c’est-à-dire à H  lui-même. 
Ainsi, i est un isomorphisme de H sur H\ x H 2 .

De même. H ' H [  x H^.



i i )  Lemme. —  Soit G un groupe, G\ et G^ deux sous-groupes tels que G\ x G-2 C G. 
Soient K  =  A'i x K2 et K '  =  A'| x A'2 deux sous-groupes de G, K i ,  K \  C G{. Si { K , K ' )  
est une paire duale de G alors est une paire duale de Gi pour i =  1,2.

Si, de plus, ( K , K ' )  est relativement réductive (resp. réductive), ( K i , K [ )  l ’est aussi.

Calculons le com m utant de K i  dams G i.  Soit k' un élément de ce com m utant. On 
prolonge trivialem ent k' k G i  xG 2-  Alors k' commute avec K  dams G  i.e. k' € A''. Donc 
fc' 6  ÜTJ. Le com m utant de K \  dans G i,  qui contient K [ ,  est donc contenu dans A'{. Il 
est donc égad à K [ .

On m ontre de même que le com m utant de K [  (resp. I \ 2 ,K 2 )  est K \  (resp. A’2,A*2). 
La padre {K i ,  K \ )  est une paùre duade de Gi.

La deuxième assertion du lemme est claiire.
On déduit du lemme la propriété.

Ainsi, il suffit de déterm iner les padres duaJes réductives et irréductibles.

Exemples de paires duales relativement réductives et irréductibles

1. Soit Wi  (resp. W2) un F-espace vectoriel de dimension finie muni d ’une forme 
alternée < , > 1  (resp. < , > 2 )  non dégénérée. Prenons W  =  W\  avec la forme 
quadratique Q' définie par :

Q'{wi ^W 2)  =  0, 

et la forme alternée associée à  Q' est

< lüi (8>iy2,u;J 0 1V2 > = <  xüi,w[ > \ <  W2,W2 >2, ^ i , ^ i  6

Nécessairement, n  =  est padr et u =  n.
La paire {SpW i,SpW 2) est duale, réductive et irréductible dans 0 {Q').

2. Soit D  une extension quadratique de F  ou xm corps de quaternions sur F , 
muni de l’involution camonique.

Soit \Vi (resp. W2) un D-espace vectoriel à  droite (resp. à  gauche), de dimension 
finie, muni d ’xme forme herm itienne < , > 1  (resp. < , > 2 )  non dégénérée telle que :
< > 16  F , lü! G Wi  (resp. <  W2,W2 >2G F , ti>2 G W2).

Prenons W "  =  ^ 2  avec la forme quaidratique Q"  définie pau: :

Q” {wi ®tÜ2) = <  >1 • <  W2,tV2 >2, V)i G Wi

et la forme adternée associée à  Q"  est :

<  WI ®UJ2,w[  0102 > =  trD^p{<  > 1 <  W2,W2 >2).

Alors, {U {W i) ,U {W 2 ))  est une paire duale réductive, irréductible de 0 {Q").

3. Soit D  un corps dont le centre E  contient F . Soit W "  un F-espace vectoriel 
muni d ’une forme alternée < , > . Soit W "  =  X  une polarisation complète de W"'.  

On définit la forme quadratique Q'" dont la  forme alternée associée est < , >  par :

Q " \ x )  =  Q'"{y) =  0 pour tou t x G -Y, y G K
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Pour toute décomposition de X  en produit tensoriel, X ~  Xi X2, de £)-espaces 
vectoriels .Yi et A’2, les sous-groupes GLX\  et G LX 2 définissent une paire duale 
relativement réductive, irréductible de 0{Q"'), sauf si F  = F 2, et dimp A*, < 2 pour
i = 1 ou 2. Cette paire est réductive si et seulement si E  est une extension séparable de 
F.

4. Soit E  ime extension séparable (resp. séparable ou insépeirable) de F  et 
t : E  — > F  un F-homomorphisme tel que la forme bilinéaire (x,y) 1— *• t{xy) soit 
non dégénérée. On suppose que W  est aussi un F-espace vectoriel. Soit q une forme 
quadratique sur le F-espace vectoriel W  telle que

t o q  = Q.

Les paires duales réductives (resp. relativement réductives) précédentes dans 0{q) sont 
des paires duales réductives (resp. relativement réductives) de 0(Q).

5. La paire duale triviale ({id},0(Q)).

P r o p o s i t i o n . — Soit {H, H') une paire duale réductive (resp. relativement réductive) 
et irréductible de 0{Q). Alors, {H, H') est l ’une des paires suivantes :

1. Avec les notations de l ’exemple 1, si W  est identifié à W  et que Q est égale à 
Q'. la paire (SpW uSpW ^).

2. Avec les notations de l ’exemple 2, 3» W  est identifié à W" et que Q est égale 
à Q ”, lapaire{UiW i),U{W 2 )).

3. Avec les notations de l’exemple 3, si le centre de D est une extension séparable 
(resp. quelconque) de F, que W  est identifié à W ’" et que Q est égale à Q'", la paire 
{GL X \ , GL A2) sauf si F  =  F2 et dimp A’i < 2, t =  1 ou 2.

4. Les paires obtenues par restriction des scalaires comme dans l ’exemple 4.

5. La paire duale triviale (0{Q), {id}).

Remarque : Si Q est défective, les paires duales réductives (resp. relativement réduc
tives) de 0{Q) sont en bijection avec les paires duales réductives (resp. relativement 
réductives) de 0{Q\Wi) où Wi est im supplémenteiire de W-^ dams W.

Dans la suite du peiragraphe, on établit cette proposition.
On note Zg{H) le commutant de H  dans G.

La démonstration se déroule ainsi. Dans un premier temps, on détermine les paires 
duales irréductibles et relativement réductives. Pour ce faire, on montre d ’abord deux 
lemmes (§1.2 et §1.3) puis on différencie deux types de paires duales {H, H') :

1. celles dont l’action de H H 'F  est irréductible (§1.4), dites de type hermitien 
(ou de type I).

2. celles dont l’action de H H 'F  est réductible (§1.5), dites de type linéaire (ou 
de type II).

Dans un deuxième temps, on extræt de la liste obtenue les paires duales réductives.
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1.2 LEMME. — Soit V un espace vectoriel sur F  muni d'une forme bilinéaire (,) ou 
d’une forme quadratique q et U{V) son groupe d ’isométries.

1. Si {H, H') est une paire duale de U{V) et si V est H H 'F  simple, alors il existe 
une décomposition de V en produit tensoriel

F  ~  Vi V2

où V\ (resp. V2) est un espace vectoriel à droite (resp. à gauche) sur un corps D contenant 
F  dans son centre, telle que H  = Endo V\ fl U{V) et H' — Endo Vj D U{V).

2. Si, en outre, la forme bilinéaire ( ,)  est non dégénérée, D est muni d ’une 
involution t  et les espaces vectoriels Vi et V2 possèdent une structure hermitienne 
déterminée à similitude près par celle de V.

Démonstration [M.V.W Ch. 1) :
Pax hypothèse, V  est Jî/i'F-sim ple. Comme H  et H' commutent, V est H'F-semï- 

simple et isotypique : V  =  m V  où V  est H'F-simple.
Par conséquent, la sous-algèbre B  = End//<p V  de Endp V  est simple.
Pau: le théorème du bicommutant [B], B  est égale au commutaait de B' =  End^pV. 

D’où B  =  Endfl'F V  = Endw'F V- De même, B' =  Endsp V  =  End//F V.
Les algèbres B  et B' agissent semi-simplement sur V  donc {B ,B ')  est une paire duzJe 

réductive de Endp V [M.V.W ch. 1 §18). Elle est irréductible car B  et B' contiennent 
respectivement H  et H' et {H, H') est nécessairement irréductible.

Ainsi, la pzûre duale {B ,B ')  correspond à une décomposition en produit tensoriel de
V : V  ~  Vi ®£> V2 où D = End//«F est im corps contenant F  dams son centre. De plus, 
B  =  Endo Vi et B' — End^ V2.

Montrons que H  =  Endo Vj fl i/(V’). Le groupe H  est contenu dans B  et U{V) donc

H  C Endo Vi n  U{V).

De plus, B n U ( V )  est un sous-groupe de Ĉ (V’) qui commute avec H'.  Donc

B  n U{V)  C Zu(V)H' = H

d’où l’égalité voulue. On montre de même que H' =  Endo V2 nU{V). La première partie 
du lemme est donc démontrée.

On suppose désormais que (,) est non dégénérée. Alors, (,) définit une involution c 
sur Endp V  qui laisse stable H  et H'. Comme B  et B' sont les commutants de H' et 
H  respectivement dems E ndf V, B  = Endo Vi et B* = Endo V2 sont stables sous t. 11 
s’en suit que D est muni d’une involution t  [S.W. Ch. 8, cor. 8.3] et que les espaces V{ 
possèdent une structure hermitienne, définie à similitude près par celle de V  [S.W Ch. 8 
§7]. Ceci termine la démonstration du lemme.
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1.3. Un lemme géométrique
Soit D  un corps contenait F  dems son centre et muni d’une involution t . On suppose, 

en outre, que D est de dimension finie sur son centre. Soit V  un espace vectoriel à droite 
sur D mvmi d ’une forme hermitienne iracique (i.e. ses valeurs sur les couples (u, v), v 
parcourant V, appartiennent à {d + T{d),d € D}) ou d’une forme alternée ou d’une 
forme quadratique q, non dégénérée et non défective. Dans les deux derniers cas, t  est 
triviale.

On note U(V) son groupe d’isométries.

Le m m e . — Le commutant de U{V) dans Endp V est isomorphe à F 2(A]/A’̂  si V est 
orthogonal hyperbolique de dimension 2 sur et est isomorphe à D sinon.

Démonstration :

1® On rappelle [D.J] qu’une quasi-symétrie de vecteur a, non isotrope, est une 
isométrie de V  qui laisse inveuriant point par point l’orthogonal de a et laisse globale
ment invariante la droite engendrée pzu- a. Le rapport a  d’une quasi-symétrie vérifie : 
Q • r(a) = 1.

Une transvection est une isométrie de V  de la forme :

pour tout V E V, V >— > v -I- a • a  < a, v >, a  6 i? tel que t ( û ) = a

(a nécessairement isotrope. Dzms le cas orthogonal, a est non singulier et a  =  ç(a)~*).
Un élément a de ZEndFv{U{V)) commute avec toutes les quasi-symétries et toutes 

les transvections de U{V).

2® Supposons V  non orthogonal ; alors a læsse stables toutes les droites de V.
Par conséquent, si dimo K > 2, il existe a  € I? tel que

av = va  pour tout v e V .

Donc, <7 est une homothétie, et ZEndr v(U(V)) ~  D.
Si dimo V = 1, alors V s’identifie à D et la forme (,) est donnée par :

Vdi,d2 € D , (d ,,d 2) =  r(d i)ad2 o ù a € { d  + r(d ) ,d e I> } .

ConMne D est de dimension finie sur son centre F', D est commutatif ou un corps de 
quaternions : a est un élément de F ' et U{V) s’identifie k = {d S D\T(d)d = 1}.

Soit E  le sous-corps engendré par et F. Pour que D  soit le commutant de U{V) 
dans Endp V, il faut et il suffit que E — D [M.V.W p. 20].

Le corps D est un F-espace vectoriel.
Si D est commutatif, montrons que d im cD  =  1 [Wa]. Pour tout d e  D, d~^T(d) est 

un élément de donc de E. Il existe donc k e E  tel que T{d) =  dk. Si d im ^D  > 2, 
alors k est indépendant de d. En prenant, d =  1, on trouve k = l d’où r  =  id ce qui est 
exclu. Par conséquent, dim^ D = 1 i.e. D = E.
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Si D est un corps de quatemions et si est une base standard de D sur F'
(S.W p. 314), on considère les sous-corps commutatifs K{ =  i = 1,2,3. Alors, E
contient les sous-corps Ei de D engendrés respectivement par {d € Ki\T{d)d  = 1} et F. 
Comme Ki est conunutatif, /C, = E, et E  DU K{. D’où E D D et, pîu: suite, E = D.

Dans ce cas, Zendr w{U{W)) ~  D.

3® Supposons V  orthogonal ; alors D est commutatif. On note u{q) l’indice de q. 
Un élément <r de Zzadr commute avec toutes les tramsvections orthogonales

et liasse donc invariantes toutes les droites régulières. Si Vi est \m 15-espace vectoriel 
sans éléments singxiliers non nuls, aJors <7|vi est ime homothétie =  aidvi, a e D.

• Donc si u{q) =  0, a  € Did et ZEndp viO{q)) — D.
• Supposons 0 < u{q) < n et décomposons V en V = H ® où H  est 

hyperbolique de dimension mzocimale 2u{q).
Comme est alors szms éléments singuliers, est une homothétie. Soit z 6 

Pour tout h Ç. H  singulier, q{z + h) = q{z) ^  0. Il existe donc 6 tel 
que <7(2 -f- /i) = (z + h)Xh et p8u: le théorème de W itt [D.J.], il existe u 6 0{q) tel que 
u(z + h) = z.

Les endomorphismes cr et u commutent donc : pour tout h E H  singulier,

U(j{z + h) = (7 u{z + h) = az

= u{z + h)\h = zXk.

Donc, A/, =  A ne dépend pats de h et a{h) =  hX pour tout h Ç. H  singulier. Comme tout 
élément de H  est somme d’éléments singuliers, <t\h est Xidn et =  Xid^-L- Ainsi, a 
est une homothétie.

^Endjr v ( 0 ( g ) )  ~  D.

Supposons désormais i/(g) =  n.

• Si n > 1 et i? 5̂  F2, soit =  l , . . . , n }  ime base hyperbolique. Le 
vecteur Ci -|- e_i est non singulier donc : a{e\ + c_i) =  (ci -f- c_i)A, X £ D. Soit z un 
vectetir non singulier dans l’orthogonal H  de ci et c_i tel que q(z) ^  1.

Alors ei -|- c_i + z est non singulier : il existe A, € 2? tel que

<t(ci -I- c_i -f- 2) =  (ci +  e_i)A, -f- zA,

ce qui équivaut à
(ci + c_i)A (7z =  (ci -|- c_i)A, +  zA,

d’où
A = A, et <72 = 2A.

Si z e  H  est singulier, 2 s’écrit comme somme de deux éléments de H  non singuliers : 
2 =  2i -f- 22 tels que q(zi) /  1, t =  1,2.

D’après, ce qui précède, <72 =  2A.
Ainsi, <7 restreint à l’orthogonal de ei et e_i est une homothétie. Pair le même 

raisonnement à partir de C2 et c_2, on conclut que <7 6 Did.
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• Si n > 1 et D = Fj, il suffit de montrer qu’il existe A Ç F2 tel que pour tout 
i, ae, = Cl A.

Pour i > 1, on considère les vecteurs non singuliers e\ + e_i, ei + e_i + Ci et 
Cl + e_i + e_,. Il existe A, A, et A_̂  tels que

a (e i+ e _ i)  = (e i+ e _ i)A  

<t(ci + e_i + Ci) = (ei + e_i)A,- + cjAi 

a(ei + e_i + e_i) = (ci + c_i )A_i + e_iA_,

d’où a(e, + c_i) = (cj + c_i)(A, + A_,) + ê Aj + c_iA_i.
Or <7(c,- + e_i) est colinéiure à e, + c_i donc Aj = A_j.
De plus, il existe u € 0 {q) tel que u(c,- + c_i) = ci + c_i. D’où Aj = A. En faisant de 

même avec C2 et c_2, on obtient : a € Did.

Il reste le cas où n = 1 = i/{q).

• Si D = F2, un simple cîdcul montre que
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et cet smneau est isomorphe à F2(X]/A’̂ .

Si D ^  F2. Soit (e ,/)  une base hyperboHque de V.
Soient 2i et 22 tels que ç(2i) = 9(^2) = a  ^  0. Comme zi et 22 sont réguliers, il existe 
f̂ 2 € D, tels que <721 = zifii, azi =  22/̂ 2- Par le théorème de Witt, il existe u 6 0 {q) 

tel que uz\ =  22. D’où

Z2H2 = <̂ 2̂ = = 22/il = ►  /i2 =  /il-

Pour tout a , il existe fia G D tel que, pour tout 2 6  V, tel que q{z) = a, az = z^a.

• Si D = F4 et que a  ^ F2, q{ea + / ( I  + a)) = 1. D’où

(j{ea + / ( I  + a)) = (ea + / ( I  + a))/ii

ce qui équivaut à
<r{e + f )a  + a{f)  =  (c + f ) (na  + f fn  

d’où < t ( / )  =  / / i l  et, pzu: suite, <t(c) =  e / i i .  D’où a =  niid.

• Sinon, soit a € . Il existe a i, 02 6 tel que

a,- 0 et 1 

+ « 2  + 1 ^  0 

»i(û2 + 1) = a

V ( O(ç)) o id,
(

0
1

1

o ) (

1
1

1
1 ) I

Ml,

Oll
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Alors
cr(c + / )  =  <r(cai -I- / ( I  +  0 2 )) +  cr(e(ai + 1) + ¡ 0 2 )

(c + f)f^l = (cOii + (1 + Oi2))Ma + (e(o:i +  1) + / û 2)/^(a,+l)a,

<=> /il =  /ioai +  /i(o, + l)a,(ûtl +  1) =  /^o(l +  » 2) +  /i(o,+ 1)0,02

d’où /il =  /ia.

Donc, pour tout élément 2 régulier, az  =  /iiz. On en déduit que a est niid.

Ainsi s’achève la démonstration du lemme.

Remarque : L’hypothèse sur la dimension de D sur F ’ n’intervient que dans le calcul 
du commutant du groupe unitaire sur xm espace vectoriel de dimension 1.

1.4. Paires duales relativement réductives irréductibles de type hermi-
tien.

Dzuis ce pziragraphe, W  est HH'F-simple.
D’après le lemme 1.2, il existe ime décomposition en produit tensoriel de W,

W  ~  Wi W2

où D est un corps muni d’une involution r , Wi est un U-espace vectoriel muni d’une 
forme hermitienne < ,> , telle que H  =  EndolVi n  0(Q)  et H' = Endo H 0(Q). 
Grâce à la classification des involutions [M.V.W Ch. 1], on identifie (D ,t ). Cela peut 
être :

a F  et l’involution triviaJe,
b une extension quadratique sépaa-able F' de F  et l’involution définie par l’élément 

non trivial de G al(F '/F ),
£ un corps de quatemions siu- F  et l’involution canonique,
d im des trois cas précédents où F  est remplîu:ée par une extension finie E  de F.

Dams les cas a, 6, ç, la trace réduite tru^p de D sur F  définit une forme bilinéaire non 
dégénérée par : (d,d') 1— > trD\f{dd').

Dans le cas d, on considère t C Hom^CF, F) \  {0} et la trace réduite tr^^E «le D sur 
E. Alors totrD\E  définit une forme bilinéaire non dégénérée comme précédemment.

On note to\F l’homomorphisme trp^p ou f o trp\£  selon les cas.

i) On définit adors une forme bilinéaûre ^  sur W\ W2 par :

<  W i  <8>W2 , w 'i  <S>W2 > =  Î D | f ( <  ^ 1 , ^ 1  > 1 <  w ' j , W 2  > 2 ) ,  €  W i .

Les formes bilinéaires < ,>  et définissent des involutions sur EndFÏV. Par le
théorème de Skolem-Ncether [S.W. Ch. 8, th. 4.2], ces dernières diffèrent d’un automor
phisme intérieur. De plus, elles coïncident sur End^W^i et EndoH^2- Nécessairement,



cet automorphisme intérieur est défini peu* un élément du centre de D. Quitte à modifier 
les formes <, >< par un élément du centre de D, on peut supposer que la forme alternée 
<, > est égade à Les formes hermitiennes <, >i sont nécessairement non dégénérées
comme <, >. De plus, H = Endo Wi n  0{Q) =  U{Wi) n  0{Q) et H' = U{W2 ) D 0(Q).

ii) Identification de < , > i  et < ,> 2
On étudie chaque cas sépsurément :

•  Cas a. Comme < , >  est aJternée, il en va de même d ’une des formes < , > j. Peur 
exemple, < ,> 1  est alternée. Alors, < ,> 2  est symétrique.

Soit V = {v 6 1̂ 2» < V, V > 2=  0}. Le sous-espace vectoriel V est un sous-espace
vectoriel de W  H H'F-stah\e. Donc, W\ V  est 0 ou W.

Si Wi V =  0 i.e. V = 0, alors U{W2 ) est réduit à {zd} (car u(w2 ) + tU2 € V  pour 
tout W2 € IV2 et tout u 6 U(IV2 )) d’où f f '  = {id}. On n’obtient pas de paire duale non 
triviale.

Si Wi ®F V = W  i.e. V = W2, <, >2 est alternée.
Dans ce cas, les formes <, >i sont edternées.

• Cas b. Toute forme hermitienne <, >, définie sur Wi est tracique. La forme 
(tx;i ® w2 ,w[ ^  W2 ) I— > t^F'/FÍ< > i<  tü2 ,W2 >2) est donc alternée. Aucime 
hypothèse supplémentaiire n’est nécesszûre.

• Cas ç. Considérons le sous-espzu:e vectoriel Vi de Wi formé des vecteurs wi de 
Wi tels que < w i,w \  >1 soit ime trace de D (i.e. < w\,w i  > i€  F). Alors V\ W2 est 
HH'F-stable : Vi ® f  W2 est donc {0} ou W.

Dans le premier cas, U{Wi) est rédxiit à l’identité (D.J2) : on n ’obtient pas de paire 
duale non triviale.

On s’intéresse donc au deuxième cas c’est-à-dire le cas où < ,> 1  est tracique. Pour 
des raisons analogues, seul le cas où <, >2 est tracique peut fournir une paire duale non 
triviale.

Qusmd <, >1 et <, >2 sont traciques, on vérifie comme précédenunent, que la forme 
<, > est bien alternée.

Les formes hermitiennes < ,>¿ sont donc traciques.

• Cas d. On a alors

<  tül g) tÜ2, tü'i ® w'2 > — t o ir£)|£;(< Wl , w[ >1 <  IÜ2, W2 >2).

Prouvons qu’elle est alternée si et seulement si

(iWl ®W2,XV\ O iy j)  '--- > <rD|£;(< wi ,w [  > i <  W2,W2 >2)

est alternée.
Il suffit de montrer que si (, ) est une forme bilinéaire /i/i'-invarieuite sur le E-esp&ce 

vectoriel W  telle que io(, ) soit alternée, alors (, ) est alternée.
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Nécessairement, (,) est symétrique. Soit V  le sous-E-espace vectoriel de W  formé 
des vecteurs v tels que (v,v) = 0. Ce sous-espace est stable sous ffff*. L’hypothèse sur 
l’action de H H 'F  sur W  impHque que V  est {0} ou W.

Si V =  {0}, le groupe des isométries de (,) est réduit à l’identité car, pour tout 
élément a de ce groupe et tout vecteur w de W,<7 w + w appeutient à V. Par conséquent, 
H = H' ■= {id} ; ceci ne convient pas.

Donc V = W  c’est-à-dire (,) est alternée.
On obtient les mêmes résultats que précédemment.

iii) Identification de H et H'.

L e m m e . — H existe une unique forme quadratique q dont la forme alternée est <, > 
et telle que U{Wi) C 0{q) pour t =  1 ou 2.

Démonstration : -  Existence de q.
On détermine une forme quadratique q vérifiant les hypothèses voulues daois les cîis

a, h, £, â- Comme q est “associée” à < ,> , il suffit de la déterminer sur les tüi ^  W2 , 
lüi ® it>2 6 W\ 0£) W 2 .

Cas a : q(wi 0  W2 ) = 0 pour tout wi ^  W2 € IV 

Cas 6 et ç : q(wi 0  u;?) = <  wi^wi >i< W2 yW2 >2

C as^  : q{wi 0  102) =  t o q'{wi 0  102) où q' est l’une des formes quadratiques 
précédentes sur E.

Vérifions que U(Wi) C 0{q). Il est clair que U{Wi) est formé d’isométries de <, >. Il 
suffit donc de montrer que, pour tout u G U{Wi), lUi 0 IÜ2 6 W,

q(u(wi 0  W2 )) =  q(wi 0  tü2).

Les trois premiers cas sont clærs. Le dernier est tme conséquence des précédents.
La forme quadratique q existe donc.

-  Unicité de q.
Soit q' une autre forme quadratique sur W  ayant les mêmes propriétés que q. Alors 

U{Wi) est contenu dans 0 (9 )n 0 (ç ') , donc dans 0(g-{-9'). Or, q+q' est additive et définit 
une forme semi-linéadre de V  dems F. Si q + q' est non nulle, son noyau Ker{q + q') est un 
sous-espace vectoriel de V  stable sous 0{q + q') donc sous H H'. Puisque (H, H') est de 
type hermitien, Ker(ç-l-g') est nul. Alors 0{q + q') est {id} (car, pour tout a 6 0{q + q'), 
pour tout V € V, av -t- V € Ker(g + q')). D’où H = H' = {td} ce qui est impossible. La 
forme quadratique q + q' est donc nulle.

La forme q est donc unique et le lemme est démontré.

On en déduit :

L e m m e . — Si {H, H') est une paire duale de type hermitien de 0{Q), alors Q est la 
forme quadratique du lemme précédent. Par conséquent, H — U{Wi) et H' =  U{W2 ).

39



La démonstration est anzdogue à la précédente où Q remplace q' : en eiFet, H et H' 
sont contenus dans 0(Q)  et 0(q) donc dans 0{Q  +  q).

La deuxième assertion est immédiate d’après i).

Ainsi, les paires duales relativement réductives de type hermitien sont paxmi les peûres :

a  {SpW \,SpW 2 ) où Wi est un F-espace vectoriel muni d’une forme alternée 
< ,> i non dégénérée;

b {U(Wi),U{W 2 )) où Wi est un F'-espace vectoriel muni d ’une forme hermi
tienne < ,> i non dégénérée et F ' une extension quadratique séparable de F  muni de 
l’involution r  € Gzil(F '/F) \  {ici} ;

£ (U{W i),U (M̂2)) o ù  Wi est im D-espace vectoriel muni d’une forme hermitienne 
tracique < , >i non dégénérée, et D est un corps de quaternions sur F  muni de l’involution 
ctmonique ;

d l’ime des trois précédentes où F  est remplacé par E, extension finie de F ; 
à condition que W i® W 2 W  et la forme quadratique associée aux formes <, >i soit Q.

n reste à s’assurer que ce sont bien des paires duales relativement réductives. On 
considère la sous-algèbre A  de EndplV  engendrée par U(Wi). Dans les trois premiers 
cas, A  est contenue dans Endp Wi et son commutsuit dans Endp Wi est D par le lemme 
1.3.

Dsins le dernier cas, A  est contenue dans End^ W\ et son commutant dans Endc Wi 
est encore D  pzu: le lemme 1.3.

Par le théorème du bicommutant, A  =  Endo Wi. D’où

Z E n d f  w { A )  =  Endo W 2 

et Zo(Q){U{Wi)) =  EndD W2 n 0{Q)  =  U(W2 ).

De même, le commutant de U{W2 ) est U{Wi). On obtient bien des pziires duales 
relativement réductives.

1.5. Paires duales relativement réductives de type linéaire.

On suppose maintenant que W  n ’est pas H H' F-simple.
Par hypothèse, il existe un sous-espace vectoriel propre V de W  H  H' F-at&hle. Comme 

(H ,H ')  est irréductible, V  est nécessairement isotrope. Posons X  =  V nV -^ .  Alors X  est 
stable sous HH* et est totalement isotrope. De même, X-^ est stable sous HH '. Soit Y  
un supplémentaire de X-^ dans W  stable sous HH'. Alors X ® V est stable sous HH', 
et est non isotrope. L’espace vectoriel W  se décompose en (X  ® K) ® (X ® K)-*-, qui est 
stable sous H H'. Comme {H, H') est irréductible, (X  © y)"*" est nul. D’où W  = X  ® Y  
et dim X  =  dim Y  = n. Montrons que Y  est totalement isotrope.

Le sous-espace Y  est nécessairement isotrope sinon W  = Y  ®y-*- et Y, Y-^ sont H H 'F-  
stables : (H, H')  n’est pas irréductible.
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Alors y  n y-*- est un sous-espace vectoriel non nul, totalement isotrope et im'ariant 
sous H H'. En remplaçant X  par y  ny-^  dams le raisonnement précédent, on montre que 
d im y  n  y-L = n =  d im y  d’où y  = y-^.

Il existe donc une polarisation complète de (W ,< ,> ) stable sous HH'. Les groupes 
H  et H' s’identifient à des sous-groupes de GLX. L’irréductibilité de {H, H*) exige 
que X  ne possède pas de sous-espace vectoriel propre stable sous H  H'. En particulier, 
X ' =  {x € X ,Q (x)  = 0} étant un sous-espace vectoriel stable sous f f l i \  est {0} ou X .

Si X* = {0}, un élément u de f f f f '  est trivial sur X  (car u(x) — x G X  est singulier) 
donc aussi sur y  : H = H' = {id}. Ce n’est pas une pære duale.

Si X ' = X ,  Q est déployée et {H, H*) s’identifie à une paire duale irréductible de 
GLX.  D’après le lemme 1.2, il existe une décomposition de X  en produit tensoriel

X ~  X2

où Xi  est un D-espace vectoriel et D un corps contenzmt F  dans son centre, telle que

H = Endo X i  n  G L d X  =  G L dX i  et H' =  End© X 2 n  G LX  =  G L d X 2 .

Réciproquement, supposons que Q soit déployée et H = G L q X i,  H' =  G L d X 2 pour une 
décomposition en produit tensoriel d’un sous-espace vectoriel singulier X ,  de dimension 
maximaJe.

Déterminons le commutant Zo(q){H) de H  dans 0(Q).

L e m m e . — Avec les notations précédentes, le commutant de H est :

0{Q) si F  =  F 2 et dim pX i =  1

iSpd(JÎ2 +-^2  ) si F  =  F 2 et d im p X i= 2  

G L o iX i)  sinon.

Démonstration : L’action de H  sur W  définit une représentation semi-simple de H  
dans W. On a

W  ~  m 2Xi  0  m2X*

où X i  est la représentation naturelle de G L qX i  dans X i,  X* sa contragrédiente et 
TTI2 =  dim/j X 2 ‘

Un élément g de Zo(Q){H) est un isomorphisme de cette représentation dans elle- 
même.

Si X \  et X* ne sont pas isomorphes, g laisse stable les composzmtes m 2 X \  et m 2 X l .  
L’élément g est donc un élément de G LX  C 0(Q). D’où

Z o ( Q ) m  = Zg l x (H) = H'.

Si et X* sont isomorphes et si t  est im isomorphisme entre X \  et X* alors, pour 
tout A 6 F ^ , on a

r  o Xid = \~^id  0 r.

41



42

Donc tout élément de est de carré 1. Le corps F  est nécessairement F2.
On suppose donc F = f  2 et on pose

mi=dimDXi,  d = (D : F2) et K =

Le groupe K  s’injecte dans GLqX i ~ GL(mi,F2*). Les restrictions de Xi et X î  à K 
sont encore isomorphes. Soit F2 une clôture ^gébrique de Fj. _

Comme Xi est isomorphe à , Xi  ®Fj F2 est isomorphe à X î  F2. Mæntenant, 
-Yi ®Fj F2 est une somme de caractères de i i  et X* est nécessairement la somme des 
<7~*. Il existe donc im entier r, 0 < r < mid tel que, pour tout x € iiT, = 1,
c’est-à-dire que — 1 divise 2’’ -|-1. D’où mid = 1 ou 2,

i.e. D = F2 et dimp} Xi = 1 ou 2 ou bien D = F< et dimp, X\ = 2.

Etudions donc ces trois cas :

• Quand D = F2 et dimpj Ai = l, H est {td} d’où H' = 0{Q).
• Quand D = F2 et dimp, Xi = 2, Xi et X î  sont isomorphes et W  s’identifie, 

comme if-module à
w c ^ X i  ( x 2® x ; )

L’espîw:e vectoriel X2®X^ est muni d’une forme adternée et H = GL(2,F2) = 5p(2,F2). 
Le commutant de H dans 0 {Q) est donc Sp{X2 ® X2) d’après l’étude du patragraphe 
précédent.

• Quamd I? = F4 et dimp, Xi = 2, on considère un espace vectoriel V sur F4 de 
dimension 2, mimi de la forme quadratique q, non dégénérée, non défective d’indice L 
En choisissant une baise hyperbolique (c, / )  de V, on identifie H au sous-groupe de 0{q)

formé des ^ Q ^ , a G F̂ »'. Or 0(g) est { a"* )  ’ ( a  ^0 )  ’" ^

H ~  0+(q).
Le commutant de H contient donc SpF^(X2 ® X2).
Réciproquement, soit (ei , . . . , Cm,) une base de X2 sur F4 et (c_i, . . . , e_mj) la base 

duale dans X j.
On considère la base hyperbolique (ci,^c,-,Îc_i,e_,) de W  sur F2.

Soit a  = On note (resp. Af,-\ = /!“ *) la matrice 2m2 x 2m2, diagonade

par blocs dont les m2 blocs sont égaux à a (resp. a “*).
En tamt que sous-groupe de 0(Q), F4 s’identifie à

' ( Aa  0 \  / A « - .  0 \

Soit ^ ̂  j  un élément de 0(Q) qui commute avec F, . Alors

(10) ad*-fc6*=ïd

» 2̂ "»i •

doncF i
o a-^

. a  O
a  O

o A - ' O A-'.,
id,

o 1
1 1



et

{
A a a  =  a A a  M ” ^c =  c>lo,

A^b = b 'Az' 'A - 'd  = <l‘A ; ‘

En décomposant a, b, c et d en blocs 2 x 2 : a = (aij), b = (bij), c = (cij), d = [dij), 
(11) équivaut à : pour tout ( i , j)

1) aij et dij appartiennent à {0,td ,a ,a~ ^} ,

2) bij et Cij appartiennent à { o , o ) ’ ( l  0 ^ '

Ainsi, pour tout ( i ,j) , a<^est ime application F 2-liné^re de p 4Cj dans telle que 
Oij(ej) =  0 ou Ci ou ^Ci ou (ci et cnj((ej) =  0 ou ^Ci ou ĉ,- ou Cj respectivement. Donc 
üij est la multiplication pzu* un élément de F4.

De même, 6,j, Cij et dij sont des multiplications pzir un élément de F4.
Ainsi a, b, c et d sont à coefficients dans F4 et (10) implique que
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(; :)€Spf , (X2®X^) .

Les résultats du lemme sont donc démontrés.

On en déduit que (G L d X i ,G L d X 2 ) est ime pære duale relativement réductive de 
0(Q)  sauf si F  =  F j et dimp, Xj < 2, : =  1 ou 2.

On connait désormais toutes les paires duzJes relativement réductives et irréductibles 
de 0(Q).  On reconnait celles qui sont réductives grâce à la remarque 1.1.

Ceci termine la démonstration de la proposition 1.1.

Remarque : Il est clair que, si (H, H')  est une paire duaJe réductive de 0{Q), les 
groupes H  et H' sont réductifs.

Si {H, H')  est une paire duale de 0{Q), telle que H  et H' soient réductifs, alors (H, H') 
est relativement réductive.

En effet, l’hypothèse “W  H H' F-semi-simple” n’intervient, dans la démonstration 
précédente, que pour déterminer les padres duades de type linéiûre. Dims ce cas, un 
argument analogue à celui de [M.V.W. Ch. 1 ,19] utilisamt l’hypothèse “/ i  et H' réductifs” 
fournit le même résultat.

(11)

(
o 1

o)(
1
1

0
1 (

1
1 ) )



§ 2. Paires duales réductives du groupe pseudosymplectique
Afin de développer une théorie anzdogue à celle de R. Howe en cairactéristique 

différente de deux, il nous faut déterminer les pzdres duales réductives d’un groupe 
pseudosymplectique (cf. I).

Ce pîu-agraphe est consacré à la résolution de ce problème.

2.1. Réduction du problème
Les notations sont celles du § 1.1.

Soit (G, G') une paire duîde de PsB. On note G (resp. G ) la projection de G (resp. 
G') sur 0(Q).

D é f i n i t i o n s  : ____

La padre duzde (G, G') est réductive si W  est GG F  absoliunent semi-simple.
La paire {G, G') est irréductible s’il n ’existe pas de décomposition de W  en somme 

orthogonale stable sous GG .

P r o p r i é t é s . —

a. Toute paire duale (resp. paire duale réductive) est produit de paires duales 
(resp. réductives et) irréductibles de PsB.

b. Restriction des scalaires : Soit E  une extension séparable de F. Soit t : E  — > F  
un homomorphisme F-linéaire tel que la forme bilinéaire (x,y) t— > t{xy) soit non 
dégénérée. Supposons W  muni d’une structure de E-espace vectoriel et soient Q' une 
E-forme quadratique sur W  et B ' une forme bilinéaire définissant Q' telles que

t o Q ‘ = Q et t o B '  = B.

Si (G, G') est une paire duale réductive et irréductible, non triviale de P sB ' alors (G, G') 
est une paire duale réductive et irréductible de PsB.

Démonstration de a. : Soit (G, G') une pure duale de PsB. Si elle n’est pas irréduc
tible, on considère une décomposition de W  en somme orthogonale stable sous GG : 
W  = Wx® W 2 .

Pour i =  1,2, on note B{ la restriction de B à Wi x Wi, Qi celle de Q k W i  et PsBi 
le groupe pseudosymplectique au-dessus de 0{Qi) relatif à B,.

Soit Gi =  {(<7|iVi,/|Wi),(<7,/) € G} et G- =  {(<7|w,,/iw<),(<7,/) € G'}, z =  1,2. Alors 
G (resp. G') s’identifie à Gi x Gj (resp. G\ x Gj).

Par le lemme 1.1, (Gi,GJ) est une paire duale de PsBi et (G, G') est produit de 
(G i,G i)e t(G 2 ,G ^).

De plus, si (G, G') est réductive alors Wi est GiG^F absolument semi-simple : (G,-, GJ) 
est ime paûre duale réductive de PsBi.

En itérsmt, on montre la propriété a.

Démonstration de b. : Comme E  est séparable, l’application F-linéaire de QaiWs) 
dans QaiWp) définie par :

f € Q a { W E ) ^ t o f e Q , { W F )
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est un isomorphisme. Le groupe PsB ' s’identifie à un sous-groupe de P sB  par :
(<7, / )  I— ► (<7, i  o / ) .

Soit (G, G') une paire duale réductive de PsB '. Montrons que le commutant de G 
dauis PaB  est encore G'.

En effet, si (cr \f')  est un élément du commutant de G dans PaB, a' est £-linéaire 
(prop. 1.1). Soit un relèvement de <r' à PaB*. Alors t o + f  est additive, et
d ’après ce qui précède, il existe fa € Q a i^ s )  telle que

t o f ' , + r  = t o f a  i.e. r ^ t o ( f ^ + f a )

L’élément -I- fa) appartient donc au commutant de G dans P sB ’
c’est-à-dire G'. [

Les psùres duales, réductives et irréductibles de PaB  sont liées à celles de 0{Q) par le 
théorème suivant :

T h é o r è m e  2 .1a. — Soit (G, G') une paire duale réductive et irréductible de PaB.

i) Ou bien, {G, G') est triviale c ’est-à-dire de la forme ({(td, 0)} ,P5ß) ou quand 
W  est un plan hyperbolique, (Qa(W^), Qa(W^)) /

ou bien, G et G' sont isomorphes à des sous-groupes de 0{Q).

ii) H existe une paire duale, relativement réductive et irréductible de 0{Q), notée 
(H, H'), telle que :

G C H  et G ' c H \
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iii) On suppose que {G, G') n’est pas triviale. Alors, H^(GG , Qa{W)) =  0.

C o r o l l a ir e  2.16. — Si {K ,K ')  est une paire duale, réductive et irréductible de PaB  
alors toute paire duale réductive et irréductible, non triviale, (G, G ') telle que

G C K  et G C K

est de la forme : G = aKa~^, G' = aK’a~^ pour un a £ Qa{W).

On construit îJors des paires duales réductives et irréductibles de PaB  obtenues en 
relevant les paires duales réductives, non triviales, et irréductibles de 0{Q).

Soit H  une composante d ’ime telle paire duale. On identifie “sufiSsamment” de sous- 
groupes K  de PaB  isomorphes à H  (§2.3). En caJculzmt les commutant et bicommutamt 
dans PaB  de chîwjue groupe ainsi obtenu (§2.4), on démontre le résultat suivant :

P r o p o s it io n  2.1c . — Les paires suivantes sont duales, réductives, irréductibles et non 
triviales dans PaB :

1. Avec les notations de l ’exemple I §1.1, si W  est identifié à W  et que Q = Q',

a. la paire {SpWx^SpW^) si Wi est un F2 -espace vectoriel de dimension 2, t =  1
ou 2.

K./i)

n

Ou bien,

H existe



la forme altemee est < ,> 2-
Alors, B  est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire B ' définie par :

B'(w\ ® w2 ,w[ ® w'2 ) =  6l(lül,tüi) < W2 ,tv '2 > 2, Wi,w'i € Wi,

où b\ est une forme bilinéaire définissant <, > 1.
De pins, SpWi et 0 (92) [resp. 5pPV2] désignent les images respectives de

G = {(a (8>f idw^^fa) € PsB'\a  6 SpWi

et fa{w\ ® W2 ) =  (6i(cru;i,<nüi) + bi{wi, wi))q2 {tv2 )}

et G '= {(îiiiv, <T,0),<7 € 0 (92)} (resp. G '=  {(tdwj <S>F <^,0),a € SpVTî}

par un élément d e I{ B ',B )  (cf. p. 1).

2. Avec les notations de l ’exemple 2 § 1.1, si W  est identifié à W " et que Q = Q", 
la paire {U{W,),U{W 2 )).

Alors B est, à une forme alternée près, la forme bilinéaire B" définie par

B"{w\ ^ w 2 ,w'i ®w'2 ) = trD\F{( < ^ 1 , ^ 1  > 1 < w'2 ,W2 > 2)

où (  est un générateur d ’une extension quadratique séparable de F  contenue dans D.
Les groupes U[W\) et U{W2 ) sont les images respectives de

G = {{a® D idw,,Q ),a  € U{W^)} et G' =  {{idw, ®D<r,0),a 6 U(W 2 )}

par un isomorphisme de X{B",B).

3. Avec les notations de l ’exemple 3 §1.1, si W  est identifié à W '", que le centre 
de D est une extension séparable de F  et que Q =  la paire {G L d X x ,G L d X 2 ) sauf 
si F  = f  2 ci dimF Xi < 2  pour t =  1 ou 2.

Alors, notons Y  un sous-espace vectoriel singulier de dimension v, supplémentaire à 
X  et B'" la forme bilinéaire définie par :

B"'(x + y ,x '- i - y ') = < x ,y '> ,  x , x ' e  X , y , y ' e Y .

La forme B  + B'" est alternée et G L q X i, G L d X 2 désignent les images respectives de

- „ C ' . - . ) - " ) ' ' « “ " * ' }

par un isomorphisme de J{B " ',B ).

4. Les paires précédentes dans un groupe pseudosymplectique Pob, défini sur une 
extension finie séparable E de F.

G =
{( (

<7 >D
C

idX:
*a- 1 <8

0
>D id Ya )

0

G '=
id

0
D

toor-l )
,0

')
e G l 'D-Ï2

GL■<DXi

b. Sinon, la paire (Sp'ÎVi,0(q2)) où 92 ^st une forme quadratique sur W2 dont

bi{wi,w'i) < W2 ,W2 >2 , WijW' i^Wi,
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T h é o r è m e  2.\d. — Si (G, G') est une paire duale, reductive et irréductible de PsB 
alors {G, G') est triviale ou apparaît dans la liste précédente.

2.2. D ém o nstra tion  du  théorèm e 2.1a e t de son corollaire

i) On démontre tout d’abord le 

L e m m e . —

1. Si K  est un sous-groupe de PsB, K  D Qa{W) est un sous-groupe distingué de 
K  et un sov^-K-module de Qa(W).

2. Si un sous-groupe K' de PsB commute avec K, alors K  est contenu dans
n  G{fa) et K  D Qa{W) est un sous KK^-module de Qa{W). Si, en outre, 

/ .eKnc.(W)

(K ,K ')  est une pâtre duale, KnQa{W ), K 'nQ a{W ) et K K 'nQ a{W ) sont deslŒ 'F-  
modules.

En effet, K fl Qa(W) est un sous-groupe distingué de K  cair ^ o ( ^ )  est distingué dzuis 
PsB.

De plus, le conjugué de (id,fa) € K  C\ Qa(W) par (<r,/) € A" est {idyfa ■ o) qui est 
encore dans K  n Qa{W) : K  D Qa{W) est im sous K-module de Qa(W).

6 K*. Si (id,fa) e K, commute avec (id,fa) i.e.

fa <̂' = fa

donc k '  c  nO(/o), où fa parcourt Qa{W) D K.
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Par conséquent, K  n Qa{W) est stable sous l’action de K K  i.e. K  f~l Q«,{W) est un

K K  -module.
On suppose que {K, K ')  est ime ptûre duale. S i X ^ F e t f Ç ^ K n  Qa(W), {id, A/) 

commute encore avec K ' : {id, A/ )  est un élément de Q<i{W) H K. Donc K  D Qa{W) est 
un K1(*F-module. De même, K '  D Qa{W) et K K ' f) Qa{W) possèdent ime structure de 

KK'F-modxAes. 0

Soit {G, G') une paire duale réductive et irréductible de PsB.  On remaurque que les 
sous-G G F^-modules de Qa{W) sont en bijection avec les sous-G G F-modules de W  ou 
i r  0  W  suivant que F  est fini ou local. Cette correspondance est donnée par :

(16) 

si F  est fini,

si F  est local,

(

{

Qa{W) W

f  I— » V tel que/(ly) =<  tüjü pour lü € VT

Ca(Vr) —  ̂ WeW
f  *— * Vi + « 2  tel que f{tv) =<  it;, Uj

pour w ^ W .

Soit

+ 7 T f  <  W .V o  >

a* / '

2

a' r



D’après le lemme précédent, GG' n Qa{}V) est un sous G G F-module de Qa{W). S’il 
est nul, G et G' sont isomorphes à des sous-groupes de 0{Q).

Sinon, G H Qa{W) ou G' H Qa{W) n’est pas nul, par exemple G n  Qa{W). Alors 
G n  Qa{W) contient un sous-G G*F^-module simple de Qo(M )̂> formé de formes qua
dratiques additives invariantes sous G . Par (16), ce sous-module correspond à un sotis- 
G G*F-module simple N,  de W  ou W ® W ,  selon que F  est fini ou local, formé d’éléments 
mvanants sous_G . _

Si W  est G G^F-simple alors N  est isomorphe à et Ĝ  est trivial. Si G'C\Qa{W) est 
nu l,^G ,G ') est la pzdre (P sS , {(td,0)}). Sinon, par le même raisonnement, on montre 
que G est {td}. La padre (G, G') est donc une paire duale du groupe abélien Qa{W) donc 
G =  G' =  Qa(W). Elle est irréductible si et seulement si W  est im plan (sinon W  est 

somme orthogonzde de plîms stables sous G G = {td}.).
Si W  n’est pas G G F-simple, il existe im sous-espace vectoriel X , de W, non nul, 

stable sous G G . Quitte à considérer X  fl X-*- au lieu de X ,  on peut supposer qi^ 
X  est totalement isotrope. Pau: le même raisormement qu’en 1.5, on prouve que G 
et G s’identifient à des sous-groupes de G LX,  qui commutent entre eux et que X  
est de dimension maocimale. Comme (G, G') est irréductible, A" est G G F-simple. Par 
conséquent, W  est somme de composantes simples X  ou X*.

Ceci entraîne que tout élément de G est trivial sur X  ou X*. Donc, G est réduit à 
{td}. On conclut comme au cas précédent.

ii) On différencie deux cas selon que W  est ou n’est pas G G^F-simple.

Premier cas : IV est G Ĝ  F-simple ;
{^ o(Q)Zo(Q){G), Z o{q){G)) est ime paire duale de 0{Q)  telle que

G C Z o(q)Zo(q)(G) et g  c  Zo(q){G).

Elle est donc irréductible, de type hermitien donc relativement réductive (cf. § 1.5). Cette 
paire duale convient.

Deuxième cas : W  n ’est pas G G F-simple. D’après i), il existe un sous-espace vectoriel 
A , totalement isotrope de dimension maximale, G G F-stable et G G F-simple. Donc, 
A  est singulier ou de dimension 1 et non singulier.

Dans le premier cas, il existe une décomposition de A  en produit tensoriel,
A 2; Al A2, D contenemt F  dans son centre, telle que

G c GLdX u G ' c GLdX í .

Si (G L d X i ,G L d X 2 ) est une paire duale, elle convient. Sinon, on prend H  =  5p(2,p2) 
e t i f '  =  5p(n ,F2)(cf.§ l_5^^

Dams le deuxième cas, G G est réduit à {td}. La paire duale réductive triviale convient.
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iii) On note {H, H')  une paire duade relativement réductive et irréductible de 0(Q)  
telle que

G C H  et G ' c H'.

L e m m e  a .  — Si le centre de G G' n’est pas trivial, alors H^{G G\Qa{W ))  =  0.

En effet, le centre de G G' est contenu dans celui de H H' : il est formé d’homothéties 
centrales. Le ræsonnement du lemme A.2a montre que

H \ G G \  Qa{W)) = Q.

On suppose désormais que le centre de G G' (qui est aussi celui de G et G') est trivial. 

L em m e b. — En tant que groupes, H ^ (G G \Q ^{W ))  ~

Démonstration : Oi^applique la suite de Hochschild-Serre au groupe G G* et à son 
sous-groupe distingué G (prop. A .l) :

0 —  H '(G \Q .(W f)  —. H'(GG',Q.(W)) -U  

H'(G, Q . ( W ) f  —. , Q . ( w f )

OÙ l’action de G' sur H^{G, Q.a{W)) est donnée par :
si a' 6_G* et d Ç Der{G, Qo(M^)) alors a'-d est l’image de la dérivation a >— > {d{<T))-<r' 

dans H \G ,Q a {W )) ;
et où r  est l’homomorphisme induit par la restriction :

a  G Der(G G', Q,{W))  — . € Dtr(G, Qa{W)).

Or, pour toute forme quadratique /  de Qa(W )^, {id, f )  commute avec G donc appartient 

à G' : par i), Q a { W f  est nul. D’où

H H G G ',  Qa(W)) ~  H^(G, Q a { W ) f .

De plus, Qa{W) a W  ou W  selon que F  est parfait ou non, et G G' respecte cette 
décomposition, donc ;

H ^ (G ,Q a {W )f '  ~  { H \ G , W f ' ) ^ ^ - ^ " l

D
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iii) On note

(

(Hri (G W ) )

ri( G W0 G )

F:F*1



Montrons donc que H^{G, W )^  est nul. On distingue deux cas sui\'ant le type de {H. H*).

1. {Hy H') est de type hermitien : il existe une décomposition de W  en produit 
tensoriel hermitien : ÎV ~  (gio W2 telle que

G C H  =U {W ,),

G ' c H' =C/(W^2).
D’où,

H^(G, W f '  ~  H^(G, Wl ®D W 2 f '  ^  H \ G ,  Wi) ®d w f .

On conclut par :

Lemme c. — W^p =  {0 }.

Démonstration : Il suffit de remzurquer que :

-  l’irréductibilité de (C7, G') implique que G ne laisse stable aucune décomposi
tion en somme orthogonale de W^.

-  l’action de G' sur W2 est semi-simple.
Si W ^  est non nul, un raisonnement analogue à celui du §1.5 démontre l’existence 

d’ime poleoisation complète de W2 stable sous G : W2 =  0  Vj, où X2 C W^ ■ En 
outre, tout élément a' de G agit trivialement siu- X2, donc siu’ W 2 . Par conséquent. G' 
est {(t£Î,0)} ce qui est exclu. Q

2 . {H ,H ')  est de type linéaire ; soit X  ® Y  une polairisation complète de W  

stable sous G G'. Alors, H^{G.,W)^ s’identifie à deux copies de H ^{G ,X )^  . Comme 
précédemment, il existe une décomposition en produit tensoriel de X  : X  X i ®d X 2  

telle que G C G L d X \i  G C G L d X 2 ‘
Donc _

H ^ ( G , X f '  ^ H \ G , X x) ® d X ° '.

L’irréductibilité de (G, G') implique que X^ est nul ou X 2 .

Si X f  =  X 2 , G' =  {(îd,0)}. Ce cas est exclu.

Si X f  =  0 alors H ^ { G , X f '  = {0}.

Ceci termine la démonstration du théorème.

Démonstration du corollaire :
S’il existe s € Qa{W) tel que G C sKs~^ et G' C sK's~^ alors G = sKs~^ et 

G' =  s K ’s~^ (car {G, G') est une pære duale).

Par hypothèse, tout élément g de G G' s’écrit : g = k - {id,6(g)), k 6 A'A'', 

^{9 ) € Qa{W). Alors 6 définit une dérivation sur G G' à. valeurs dans Qa(IÏ^)- Par le 
théorème précédent (iii), 6 est nécessairement intérieure : il existe f  € Q J W )  telle que :

' i a e G G \  6{a) = f - { a  + l).

Alors 5 =  ( id ,/)  convient. []
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Compte tenu de la propriété 2.1b, on ne considère désormais que des paires duales 
réductives, irréductibles, non trivi£jes et qui ne sont pas obtenues par restriction des 
scalaires.

2.3. R elèvem ents de SpWi^ U{Wi) e t GLX\ à P sB
On reprend les notations du paragraphe 1.1.

P roposition . — Soit H un membre d’une paire duale réductive, irréductible, non 
triviale de 0 (Q).

1. H existe un relèvement de H à PsB. Ce relèvement est unique à conjugaison 
près par un élément de Qa{W) sauf si H est symplectique ou isomorphe à GL(3,F2), et 
peut être, si H est unitaire sur un corps de quatemions.

2. Les relèvements de H = SpWi dans P sB  sont (à conjugaison près par un 
élément de Qa{W)) paramétrés par les (F : F'^]-uplets (q2,i)iei àe formes quadratiques 
sur W2 dont la forme alternée associée est < ,> 2, de la façon suivante :

supposons que B(w\ ^  W2 ,w[ ^  w'2 ) = ¿1(1̂ 1, tüj) < w2 ,w '2 >2 où 
bi(wi,w'i) + bi{w'i,wi) = <  wuw'i > 1 .

€ P sB\<t g SpWi, et 

fa(rvi <81W2) =  ^ iç /P i(b i ( ( rw i , ( rw i)  -h bi(wi,wi))q2,i(w2)}

où |/ |  =  [F : F^], (£i)«G/ ^  Pi projection : pi{ej) = Sije%.

3. Les relèvements de H = GZ-(3,p2) sont paramétrés (à conjugaison près par un 
élément de Qa{W)) par les couples de formes quadratiques additives Qa(X) x Q.a{Y) :

GL,.,.(3,F2) =  {(<r,/«) G P sB ja  G GL(3,F2) et 

/«(xi ® i 2 +  yi ® yî) = <  y\ydx,(T~^ >* 9(3̂2)+ < g'(y2)}

où dxi et dy^ sont définies au paragraphe A.2.

Remarque : Cet énoncé contient plus de renseignements que nécessaire. Seule l’exis
tence de ces relèvements est utilisée par la suite.

Suit la démonstration de la proposition :

Existence de relèvements :
Dans le cas 2, on vérifie aussitôt que les groupes 5p(„ sont des sous-groupes

de P sB .
Dans les autres cas, on choisit B  de la façon suivante :
Si H  est linéaire, B{x + y ,x ' + y') = <  x ,y ' >, x ,x ' G X , y ,y ' G Y.
Si H  est unitzûre, B{w\ ®d tV2 ,w'i ^ D '^ 2 ) =  < tüi,twj > i<  w'2 ,w 2 > 2)

où  ̂ désigne un générateur d ’une extension quadratique séparable contenue dans D.
Alors, {(<7,0),<7 G H )  est im relèvement de H k PsB.
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% ? » . . ) . € / 6  P sB\<t 6 SpW u et

/ « ( x i  ®  i 2  +  y i  ® V 2 )  = <  y i , d x , ( T   ̂ > *  q ( x 2 ) +  <  i i , d v , ‘a  > 2  g ' ( y 2 ) }

,g / eai une 6<we de F  aur F^ et pi la projection : Pi(£j) =



Exhaustivité : On compte les relèvements de H k l’aide de H^{H,  Qa(W^))-

• Cas hermitien : En tant que groupes,

^ H \ H , W , ) ( ^ D  Qa{W2).

Or, on connait H \ H , W i )  (cf. § A.3 et A.4).
Si H  est unitaire sur un corps commutatif H^(H,Qa{W))  est donc trivial : le 

relèvement de H k P sB  est bien unique.
Si H  est symplectique, l’isomorphisme de groupes entre 

QaiW^) e s t;

( H \ H , W , ) ® p Q a { W 2 )  — > H \ H ,Q a { W ) )

6 ® f  I— * D 0X1 {Da)(Y^w^ ® W2 )
k

= > ; - /K ‘ )
k

avec a E H,Wi  e Wi.

On identifie H ^(H ,W i )<S>f ôaiW j) à en choisissant la base (¿i)«e/
H^iH,Wi){d .%A.A) .

De plus, est en bijection avec les (F ; F^]-uplets d’éléments de Q{W)
dont la forme idternée associée est donnée, par exemple <, > 2 - 

On a alors le paramétrage voulu.

• Cas linéaire. On procède comme précédemment ;

H \ H ,  Qa{W)) ~  H \ H ,  -  H \ H , X ,  ®d ®d ^2 )̂ =̂̂ *̂

~  { H \ H ,  X i  ®D X 2 ) 0  Yi ^2 ))̂ ^=̂ *̂

car H  stabilise X \  ®d X 2 et Yi ® d Y 2  d’où

H \ H ,  Qa{W))  ~  H \ H , X , )  ® D  Qa{Xi)  ©  H,{H, Y , )® d  Qa{Y2 ).

Si / f  /  G I(3,F2), H \ H ,  Qa{W)) est donc nul, (cf. § A.2).
Si i f  =  GL(3,F2), if* (if, Qa{W)) s’identifie à ^ .(X j)  © C a i^ )  par :

( / , / ' )  e  Qa{X2) X Qa{Y2) ^  D e  H \ H , Q a { W ) )  

où, pour tout a e H,  tout xf 6 Xi,  yf G Y{,

£ > a ( ^ x f  ® X* + y f  ® yî) =  ; ^ ( <  yf,dx ,< r-‘ >=* /(x * )+  < x f.d y .V  /'(y*)).
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H

~  { H \ H , W i )  ®D W2 Ÿ^-^"^ car W ^  =  W2

®F Qa{W2) k Qa(W2Ÿ^-^"^

[F:F»1H,W],Qa{W)) >IF:F»1 rsj { H , W , 0 d W2)

H \ H , Q a ( W ) )  et

de

H [H,W^ ® F



Ceci termine la démonstration de la proposition.

2.4. Calculs des commutants et bicommutants
On différencie trois cas selon la nature de G : imitaire, symplectique ou linéaire. Les 

définitions de B  dans les différents cas sont celles du paragraphe 2.3. Dans le cas où G est 
symplectique, B  dépend du choix de 6i : pour faciliter les czdculs, on choisit b\ définissant 
la forme quadratique qy du lemme a § A.4.

Les notations sont empruntées au paragraphe 1. On note G' le conunutzint de G dans 
PsB.

Cas unitaire : G = {(a ,0),a  € U{Wi)}. SoU ( a ' , / ')  6 G'. Comme G' C U{W2 ), f  est 
nécessairement additive et invariamte sous G.

Soit {e,-, 1 < t < n} une base orthogonale de W\ et s, ime quasi-symétrie de vecteur 
Ci. Puisque ( a ' , / ')  commute avec on obtient :

/'((■Si -f- id)ei ® tü) = 0 pour tout w € W2 

•<=>• / '(c i 0  ly) =  0, pour tout w £ W2 car (5, -|- id)ei est non nul, colinéaûre à e, 

■<=>■ f  = 0 sur W.

Ainsi G' =  {(a,0),<7 6 U{W2 )}.
Pau- symétrie des rôles de G et G \  le bicommutant de G' est G : (G, G') est une paire 

duaJe de PsB.
Supposons qu’il existe un sous-groupe isomorphe à im groupe imitaûre qui n’est pais 

conjugué à G pau: un élément de Qa{W). Pau- le corollaùre 2.1.b, ce groupe ne peut pas 
être ime composante d ’une paûre duale réductive et irréductible de PsB.

Cas symplectique : On étudie, tout d’abord le cais où G =  5 p ç , Alors G ' est contenu 
dans SpW 2 . Soit (a ', / ' )  6 G'. Alors

(17) / '  est additive eau- G' C PsB,

(18) f  + U  ■ <̂' = fa + f  ■ (T pour tout (a, /^ ) 6 G

i.e. /'(((7 + l)tüi ® tü2) =  (6i(<7tüi,<7iüi) -I- bi{wi,wi)){q2{<7'w2) + 92(«>2)), m  € Wi,
a e S p W i .

En pao-ticulier, si a  € 0{qi) C SpWi

f'{{a  -f- id)wi ®W2 ) = 0.

Pau: choix de qi, 0(^1 ) contient un élément a tel que (<r -f- id) soit inversible. Donc / '  =  0.

• Si F  ^  F 2 ou dimF W\ > 2, il existe un élément <7 6 5pWi, n ’appaurtenauit pas 
à 0{qi). On déduit alors de (18) que a' € 0 (92)-

Ainsi G' C {(<7',0),a' 6 0 (92)} C G' : G' =  {(a',0),<r' 6 0 (92)}-
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• Si F  = F2, et dimF Wi = 2, G' C {(a ',0 ),a  6 SpW^} C G \  donc

G' = {(a,0),or€SpiV2}.

Calculons G", le commutamt de G'.

• Si F  p 2 ou dimF Wi > 2, O" est contenu dans Zo{Q){0{q2))- On déduit du 
lemme 1.3 que

{  = 5pWi si (VV2, 92) n'est pas un plam hyperbolique sur F 2; 

contient SpWi et 0 (q2 ) si (VV2,g2) est un plam hyperbolique sur F2.

Dans le premier cas, on déduit que O" =  SpWi. Soit (<r,/ )  € G". Alors

f  = U + f a ,  f a e Q a i W r )  

et fa - o' = fa pour tout a' 6 0 (92) > e. fa =  0 .

Donc, G" =  { ( a , / , ) ,a  € SplV,} = G.
La paire (G, G') est duale.
Dajis le deuxième cas. G" contient G et 0(ç2)- De plus, 0(ç2) permute les deux copies 

de W\ : il n ’est donc pas contenu dans G. Ainsi

G" 2  G

et on n ’obtient pas de paire duale.

• Si F  =  F 2 et dimlVi = 2, G' = SpW^ a pour commutant 0 ( i i )  et 
G(çi) =  SpW\ d ’où (SplVi,5pVV2) est une paire duale.

On a donc les paires duales :

(Sp^iV i, 0 (^2)) où Wi n'est pas im F2—espace vectoriel de dimension 2

et (W 72) n'est pas un plzui hyperbolique sur F 2

{Spg,Wi,SpW 2 ) où Wi est im F2-espace vectoriel de dimension 2.

On étudie maintenant le cm o ù  G = 5Pi,.i,çj.jW^i où 92,1 /  92,2 (•f’ est local).

Remarque : Soit i im relèvement de SpWi à PsB. Le groupe SpWi contient 0 (91) 
et la restriction d ’une dérivation sur SpWi à 0(g i) est intérieure (cf. §A.4). L’image 
par i de 0 (gi) est à conjugæson près par un élément de Qa(W), le sous-groupe 

€ P sB ,a  € G(çi)}. Il suffit donc de considérer les relèvements t tels que 
* (0 (7 ,) )= { (a ,A )€ P 3 5 ,< 7 G 0 (g ,)} .

Ainsi, G' est contenu dauis le commutant de 0(qi)  =  {(<r,fff),a 6 Of ;•. )} qui, d ’après 
ce qui précède est 5poH 2̂ = {(<̂ >0),<7 6 SplVj).
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Soit (a'jO) G G'. Alors /^ = /„ • a' pour tout 6 G, c’est-à-dire

Pi{qi{awi) + qi{wi)){q2,i{a'w2) + 92,1(102)) = 0
1=1.2

pour tout a 6 SpW \ , ly, 6 Wi.
On peut choisir iwi € Ĥ i et a € SpW\ pour que çi(<7u?i) -|- qi{wi) 6 \  {0} ou 

\  {0} (car qi est déployée). D’où les deux conditions :

q2,i{< '̂^2) = 92,i(u^2), W2 eW 2 ,  t = 1,2.

Par conséquent,

(<t' , 0) €  0(92,1) n  0(92,2) e t  G ' =  0(92,1) n  0(92,2)-

Le bicommutant G" de G contient le commutzmt de 0 (92,1) et 0 (92,2), c’est-à-dire 
Sp^7.x,97. x ^ i  et S p„ ,,g , ,W i  d’où

{id,{bi{(TWu<TWi) + bi{wuwi)) • {q2 ,i +  92,2)(u»2)) 6 G'\ a 6 SpWx

et G" G.

Le groupe G n’est pas une composzuite d’une paire duale.

Cas linéaire : Soit G = {(a ,0),cr g G L o X i) .  Alors G' est contenu dans G L d X 2 - Donc 
{<T, f )  € G' si et seulement si

<T € GLdX2

f  est additive et invariante sous G.

Or G agit transitivement sur X \  et X {.  La forme quadratique /  est donc nulle sur chaque 
copie de X \  ® A* donc /  est nulle sur W. D’où

G '= {((7,0), o e G L D X 2 ) .

Par symétrie, le commutant de G' est G. On obtient donc ime paire duale de P sB  sous 
les hypothèses de la proposition 1.1.

Si G =  GLç,,'(3 ,F 2), 9 ^ 9', G ne peut être une composante d’ime paire duale 
réductive et irréductible, par le corollaire 2.1.b.

La proposition 2.1c est la synthèse des résultats obtenus au §2.4.

2.5. Dém onstration du théorèm e 2.1d 
On peut supposer que (G, G') est ime paire réductive et irréductible non triviale de 

PsB.
Soit {H, H')  ime paire duaüe réductive de 0{Q) telle que :

g ' C H  et g ' C H' (théorème 2.1a.ii).

Si {H ,H ’) n’est pas {SpW i,SpW 2 ) alors par le corollaire 2.16, (G,G') est un des 
relèvements de {H, H') à P sB  décrits dans la proposition 2.1c.

On suppose donc que H  = SpWi et H' = SpW2 - Grâce au corollaire 2.16, il suffit 
d’établir le
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Lem m e . — Si G c  H e t G ' c  H', alors G C 0 (ç i) ou G C 0 (92) potir une certaine 
forme quadratique qi sur Wi, dont la forme alternée associée est <,>>.

Démonstration : Montrons d’abord que SpW 2 =U 0{q) où q parcourt l’ensemble €
?

des formes quadratiques sur W2 dont la forme alternée est <, > 2-

Soit <T Ç. SpW 2 . On choisit \me base ( c i . . . ,  c^) de W 2 telle que (cr+i, • • •, ^m) soit 
une base de Ker(l +  <r). La matrice de (cr — id) dans cette base est de la forme

m = ( ^ ^  où S est une matrice m x r  de rzmg r.
r m —r

On note E2 la matrice obtenue à partir de E en élevant chaque coefficient au carré. Alors,
S 2 est de même rzmg r que E puisque, pour toute matrice carrée M ,  on a

dét M 2 = (dét M )^

Si q € £, q est invarizmte sous a si et seulement si

Vi 6 { l , . . . ,m } ,  q{(rei) = q{ei)

{ î(<5i) \  \
• où les ai ne dépendent que de <r.

\ a r /

i.e. ‘E2 

Or, le système

\ 9 ( e m ) /

‘E2

0-1 \

\ x „ , /  \ a r /

possède au moins une solution : il existe donc q G S telle que cr € 0(q).
D’où, SpW2 C U 0(q). L’inclusion inverse étant claire, on a l’égalité.

çÇ£

Ainsi, G* = U g ' avec G' = G' 0{q).

Quitte à trauisporter la situation pau" un isomorphisme convenable, on peut supposer 
B = bi < , >2 où 61 est une forme bilinéadre définissamt <, > 1.

Soit q E S. Alors, 0{q) se relève à P sB  par : a 1— > (<r,0). Ce relèvement se prolonge 
à SpWiO(q) par :

a 6 SpWi I— ► {(T,fg,a) € P sB  où /,,<t(u;i <8> tü2) =  (bi{owi,awi) + bi{wi,wi))q{w2 ).

Pour chaïque ç 6 5, on définit donc une dérivation de G G , à coefficients dans Qa{W). 

Soit 6g son image dams H^{G G^,Qo(M^))- Par la proposition A.l appliquée à G G, et 

son sous-groupe G^,

0 — . H '( G G 'Q . ( W ) )  — . H ‘(5 ' =  0.o — . / Í ‘(G ,C .(H ')< ) ^  H ‘(G G j.ö .(H ')) —  f f ‘( G ' , ,e , ( lV ) f  =  0.



Ainsi, est à coefficients dans : il en est de même pour d \̂G-
Fixons une forme quadratique q de €.
Considérons une autre forme quadratique q' de £ et d,» la dérivation de G G g, définie 

comme précédemment. Pour tout <x E G,

(dq + dgl)((T) = + fqt^a

«  d,(<T) + /,.<r =dg>{a) +fg',a

Le membre de droite est invariant sous G*g,. D’où, pour tout <7 € G, et toute forme

quadratique q' de £, la forme quadratique dg(a) -|- f^^g est invzuiante sous Gg, : elle est

donc invariemte sous G'.
Si G conserve la forme quadratique qi : W\ i— ► bi(w i,w i) alors

G c O ( q : ) .

Sinon, il existe a Ç G et € ÏVi tels que

9i(aiyi) -f qi(wi) 0.

Alors, la forme quadratique définie sur Wi pau"

est im élément de invariant sous G i.e. G C 0(^2)• D
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§3. Restriction de l’extension métaplecUque aux paires duales r é a c t iv e s  
Si G est un sous-groupe de PsB,  on note G son image réciproque dans PsB.

3.1. Réductions du problème

i) D’après l’étude faite au paragraphe I §2, l’extension métaplectique n’est pas 
scindée au-dessus des paires duales triviales.

ii) Supposons que {G, G') soit ime pzdre duale réductive, obtenue psur restriction 
des scalaires. Il existe donc une extension convenable E  de F, un homomorphisme 
tr : E  — ► F  tels que :

-  la forme bilinéîdre (x, y) i— ► tr{xy) soit non dégénérée.

-  VT est muni d ’une structure de E-espace vectoriel et d’une forme bilinézùre 
B e  telle que tr o B e  =  B.

Soit il>E le cturactère de E  défini par ^  o tr. Alors

V’B o B e = rlf o b  

et en utilisant le modèle décrit en I § 2.2, on montre que ;

où r̂ pg (resp. r^ ) est la représentation métaplectique de PsBe  (resp. PsB)  relativement 
au carîw:tère V’E (resp. ip).

Démonstration : On définit le caractère rl>x,E du sous-groupe X  x JS de H{Be)  par :

0x.b((x,O)) =  V»x((x,0)) pour tout x e X  

et V’X,e((0,î)) =  V'e(î) pour tout t e E .

Alors

( H ( X , M  ^ S ( Y ) ^  n{X,rkx,E)

\  <f> I— ► <l>' telle que <f>\x + y,t) = <l>{x + y,trt)

On note i cet isomorphisme. Il entrelace les représentations r^\p,Bs  et
En effet, soit s =  (<r,/) € PsBe-  On note s' =  (<r,trf) son image dans PsB.  On a :

{tp, e  W fix  € X  DaX, rpx,E{^)^X,E{^~^^)^E{BE{x,x)) = ^ e {< Xy‘U)$ >)}

= {ti;,/ 6 Wpix e Xr\  (jX, ipx{x)^x{s'~^x)ipx(B(x,x)) = V’(<  x,w,> >)}.

D’où si <7 G StabX, pour tout ^ G H{X,rf)x), tout h G H{BE)y
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Si <7 ^ StabX, pour tout o Ç H(A', 0x), pour tout h G H(B e ), un calcul analogue 
montre que : r̂ .̂ {s){i{(p)){h) = ?(r̂ (5')<A)(/i).

Ainsi

x̂l>E ® ® ^^\PsBe •

Par conséquent, si l’image réciproque de GG' dans P sB e est scindée, elle l’est encore 
dans PsB.

Les cais où E  = F  suffisent.

On ne considère donc que les paires duales réductives et irréductibles, non triviales 
et non obtenues par restriction des scîdaiires. On les regîu-de dans un groupe pseudosym
plectique P sB  de notre choix, le résultat étant indépendant de ce choix. On prend, dzins 
chaque cas, la forme bilinéaiire B  définie au paragraphe 2.4.

iii) La dernière réduction se fait grâce au

L e m m e . — Soient K  et K ' deux sous-groupes de PsB . On suppose que

1) K  et K ' commutent,

2) pour tout élément (<r,f) € K , la restriction de tp o f  à Ker(z<i-|-<7) est triviale.
Alors K  et K ' commutent dans PsB.

Si (G, G') est une paire dusde réductive, irréductible, non triviide, alors G et G' vérifient 
les hypothèses du lemme. En effet, par le choi^de B, l’im au moins des deux groupes, 
par exemple G est de la forme G = {(a, 0), a  6 G}. La condition 2 est satisfaite ainsi que 
la première. ^ _

Ainsi G et G' commutent dans PsB. Si l’extension métaplectique est scindée au-dessus 
de G et de G', alors elle l’est au-dessus de GG'.

Il suffit donc d’étudier la restriction de l’extension métaplectique au-dessus de chaque 
composante.

Auparavant, démontrons le lemme ci-dessus. La démonstration est semblable à celle 
des autres caractéristiques (M.V.W Ch. II].

Dans im premier temps, on définit povir chaque ^ém ent s de P sB  satisfaisant la 
detixième hypothèse, un élément M  tel que (s, M )  € PsB.

Dans un deuxième tempSjj>n montre que si s' est un élément de P sB  qui commute 
avec s alors un élément de P sB  au-dessus de s' commute avec (s, M). D’où, le lemme 
précédent.

Soit s = (a, / )  € P sB  tel que V* o /  =  1 sur Ker(t<i -f a).
Alors, la fonction w i— > xj;{Q{w) +  f{w) B{aw,w)) est constzmte sur les classes 

modulo Ker(id -|- a). On définit M  comme suit.
Soit dw une mesure de Haar sur l’espace vectoriel W /  Ker(zd -f- a).

-  Si F  est fini

M  • V = I tJ;{Q{w)+ < aWyW >)p^{(s -|- id)w) • vdw, v € V
/n'/Ker(l+a)

OÙ (s -f id)w désigne l’élément ¿(u;,0) • (u;,0) de H{B).
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-  Si F  est local, pour un réseau L de W /  Ker(id +  a), on définit

M iv  = j  ip{Q{w)+< aw,w  >)p,i,{{s + id)w) • vdw,v E V

Pour tout u, il existe un réseau L« de W/KeT{id -f a) tel que pour tout réseau L 
contenant Ly, M iv  est indépendant de L. Soit M cet élément.

Tout le reste de la démonstration se déroule comme dans [M.V.W Ch II].

3.2. Scindage au-dessus des composantes des paires duales

C(u ¿6 G LX\ et GLXi-
On est zdors dans la sittmtion décrite en I §2.2.1. Les groupes GLX\  et G L X 2 sont des 

sous-groupes de G LX  et P sB  est scindée au-dessus de G L X  donc égEilement au-dessus 
de ces sous-groupes.

Cas de SpWi et 0{q2).
Conune précédenunent, 0 (92) est un sous-groupe de GLX. L’extension métaplectique 

est scindée sur 0 {q2). Le même argument est valable pour montrer que la restriction de 
P sB  à SpWi est scindée quand 92 est déployée.

En effet, il suffit de considérer le groupe pseudosymplectique PsB '  où

B'{wi  0W2, tv[  ® 1^2) = <  lüijtül > i <  X2,î/2 >2

avec X2 ® ^2 =  W'2 une polarisation complète en espaces singuliers,

W2 = X2 + V2 et W2 = X 2 + y2,^2^A  € X 2 , y2,V2 € Y2 .

Alors, X ' = Wi X 2 est singulier et il existe un isomorphisme entre P sB  et PsB' 
tel que l’image de SpWi soit contenue dans GLX'.

Si Ç2 n’est pas déployée, on considère l’espace vectoriel quadratique VVj» somme 
orthogonale de deux copies de W2 , muni de la forme qustdratique déployée q'2 telle 
que, pour tout (u>,iy') € W2 , q'2 {tv,w') =  92(1«) +  Ç2 (w') = b2 (w,w)  -|- b2 (w',w'). Le 
groupe SpWi se plonge dans Ps(< ,>i  0(62 ® 62)) en prolongeant chaque élément par 
(id, 0) sur le deuxième facteur. D’après ce qui précède, l’image réciproque de SpWi, dans 
Ps(<, > 1  0(62 ® 62)) est scindée et par le lemme I 2.3b, l’extension métaplectique PsB  
au-dessus de SpW\ est encore scindée.

Dans tous les cas, la restriction de l’extension métaplectique à SpW\, 0 (92) et SpW 2  

est scindée.

Cas de U{Wx) et U{W2 )
Quand F  est fini, cette question a été étudiée par P. Gérardin [G] : l’extension 

métaplectique restreinte à U{Wi) est scindée.
On suppose donc que F  est un corps locaJ et on se ramène au cas où Wi est un plzm 

hermitien hyperbolique sur une extension quadratique F ' de F  et W 2  est de dimension L

i) W2 est un D-espace vectoriel muni d ’une forme hermitienne non dégénérée. 
L’existence d ’ime base orthogonale et le lemme 1.2.3a permettent de supposer que 
d im o  W2 =  1.
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ii) Supposons que D soit un coqjs de quaternions sur F. Alors W 2 s’identifie à D 
muni de la forme hermitienne : < d,d' >2 = dad' où a € F .

Le corps D s’écrit :

D = F (6 )  + F ( 6 ) 6

où i l  engendre une extension quadratique séparable de F  notée F', et 2̂ engendre xme 
extension inséparable, quadratique de F.

{
£) __y p>

 ̂ J. • L’espace vectoriel (H ^i,p(< ,>i a)) est un espace 

vectoriel hermitien sur F ' noté W .  On a

< ,  > =  < rf» |F P (< ,  >1 a)  

et U i W i ) c U ( W ' ) c P s B .

S’il existe ime section de U {W )  dans U(W'),  alors sa restriction à U{Wi) définit une 
section deU{Wi)  dans U{Wi) : il suffit donc de montrer que U[W') est scindée au-dessus 
de U {W ).

On suppose désormsiis que D = F' est une extension qusulratique sépsu-able de F.

iii) En considérant l’espsxe vectoriel Wi ® Wi muni de la forme hermitienne

<  (tü ,ti; ') ,(u ,u ') > = <  iü,t; >1 -I- <  tü ',v ' >1, w ,w ' ,v ,v '  €  Wi

et à l’aide du lemme L2.3b, on se restreint au cas où Wi est hermitien hyperbolique.
Supposons que Wi soit de dimension supérieure ou égale à 4. Alors SU{Wi) est le 

groupe des commutateurs de U{Wi) [D.J, p 47-48] et H^(SU{Wi),C^)  est donc trivial. 
On applique alors la suite de Hochschild-Serre à U(Wi) est son sous-groupe distingué 
SU{Wi)  :

0 —4 H \ F ' \ C ^ )  — f H \U { W i) ,C ' ' )  — ♦ H \S U { W i) ,C ^ ) .

L’homomorphisme d ’inflation est : x '— * X ° (dét,dét). Or, par le théorème 9.5 de [P.R], 
SU(Wi)  n’a pas d ’extension d ’ordre 2. D existe donc \m élément x de // ’̂ (F '* ,C ^) tel 
que le cocycle c de U{Wi) s’écrive : c(o-,a ' )  =  x(dét <7,dét <7'), poxir tout a,a'  de U{Wi). 
Considérons V un plan hyperbolique contenu dans Wi. Le groupe U{V) s’identifie à un 
sous-groupe de U{W\) en prolongeant trivialement chaque élément et la restriction de 
Ü{Wxl à U{V) est isomorphe à Ü{V).

Si U{V) est triviale alors, pour tout <7,<7' de U{V),

c{a,a') =  1 i.e. x(dét a, dét a') =  1

d’où, X est trivial. Par suite, c est trivial.
Il reste à prouver que U{W\) est scindée quamd W\ est un plam hermitien hyperbolique.
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iv) On est donc dsins le cas où

W c ^ W i  ®F> F'  ~  Wl

et B(w\^w[) = < wi,w[ > ai), ai € F  et (1 ,0  est une base de F' sur F.
Quitte à transformer  ̂ en ^ai, on peut supposer ai = 1 .
Le groupe U{W\) s’identifie au sous-groupe de GL{2,F') engendré peu: SL{2,F) et

M  =

Pour que U{Wi) soit scindée, il suffit que le cocycle métaplectique c soit triviîd sur 
SL(2,F)  X SL{2,F), M  x M, 51(2, F) x M  et M  x S I( 2 ,F ).

Soit (e, / )  une base hyperbolique de W\ siu: F'. On note 6 la norme de Daois la base 
(e ,^ e ,e /,/) , B  s’écrit

B ( ( x , ) , ( z - ) )  =  X x x '̂ -\-x a x \ +  6(12X3 +  X2X3)) +  X2X4 +  x'jX3

où
(xi) représente (xi -j- ^X2 )c + (x< +  ^xa)/,

(x') représente (x^ 4- ÎX2 )e +  (x^ + Îz'3 )/.

On considère B' définie par : B'((xj), (xj)) = x[x3 + X2 X4 et la forme queidratique q : 
î((zi)) = Z1X4 + ¿X2 X3 . La forme quadratique q, étant associée k B + B \  définit un 
isomorphisme entre PsB  et PsB'.

L’image de U(W{) dans PsB' est {(<t,ç • a + q),a G C (̂H î)}.

En particulier, si a € M, a a pour matrice

\0

0

/ a  b 
b6 a + b

a + 6 /n  6b/n 
b/n a/n  J

où n =  a* +  a6  +  6\? et q ■ a + q est nulle.
Donc, M  est contenu dans GLX  où X  est l’espace vectoriel singulier engendré par c 

et ie. On sait îJors que c est trivial sur M  x M  (l. §2.2.1).

Par [P.R. th. 9.4], SL(2, F) n’a pas d’extension d’ordre 2  : SL(2, F) est nécessairement 
triviale.

Calculons c(s,s') et c(s',s) pour s 6  M et s' € SL2 (F) k partir des formules de 
données en (I §2 .2 ). Pour ce fære, on choisit trivial sur X. Soit S l’ensemble

| 5 , 3 ' , 5 3 ' , 5 'a| 3 = ^ ( 7 = ^ “  _ ^ i ^ , o ) , a  G F'*

et

( a 0 0 b \
0 a 6 0
0 c d 0
c 0 0 d )

d O
O d

d 6'I >/«

r 0

5' a' / fï*



Pour tout 3 " = {<r",f") de S, X  f\ a "X  est {0} ou X ,  on définit iü,<* pau: :

Ws'> = 0  si X  r\ a "X  = {0}

Ws» 6 r  si X f \  a "X  =  X  '

Soit <t> € H{X,i>x),

r^(5)r0(5')^(/i) =  r^(5) /  <^(5'~^(tü,»x/i))|cldz
Jx

= |ap/2 /  <i>{s'-\ws.x)-{33')-^h)\c\dx
Jx

=  |a|^/^ f <l>{{s3')~^(sw,' • ax • /i))|c|<ii 
J x

= Jx <l>{{3s')~ {̂sw,> • X • /i)|a|“ /̂ |̂c|<ii = r^(3s')<i>(h)

d’où c{s,s') =  1.
De même,

r^(s ')r^(s)^(/i) =  \a\^/'^dx

= r{s's)4>{h)

d’où c(s \s )  = 1.
Donc, U{W\) est scindée.

On a donc montré :

P roposition . — La rtsiriction de l ’extension métaplectique à toute paire duale 
réductive, irréductible, non triviale, est scindée.
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A nnexe 2. Calcul des p rem iers groupes de cohom ologie de certa in s g roupes 
classiques à  coefficients dans leurs m odules s tan d ard .

A .l .  G énéra lités.
On suit la présentation de [N. Ch. I §3].
Soient G un groupe et V  un G-module à gauche. Le premier groupe de cohomologie 

de (r à coefficients dans V  est défini comme suit : une dérivaiion (ou cocycle) de G 
dans V  est une fonction 8 : G —*V  telle que, pour tout g, g' € G, 6gg' = 6g + gSg'.

Les dérivations de G dans V  forment un groupe noté Der(G, V). Ce dernier contient 
un sous-groupe distingué Int(G, V) formé des dérivations intérieures (ou 1-cobord) de G 
dans V  c’est-à-dire des fonctions 5 : G —» V de la forme '• Sg = {g — id)v, v Ç. V . Par 
définition, H \ G ,  V) =  Der(G, V)/ Int(G, V).

On note l’ensemble des éléments de V  invariauits sous G.

P r o p o s it io n  [S]. — Si G' est un sous-groupe distingué de G et V  un G-module alors 
la suite

0 -  H \ G / G \ V ^ ' )  H \ G , V )  H \ G \ V ) ^ ^ ° '  H ^ { G /G \V ^ ')  

est exacte.

On considère, désormeiis, un des trois cas particuliers suivamts : soit K  un corps de 
caractéristique 2, k son centre.

1) G est un groupe linéaûre et V est son module standard i.e.

G ~ G I(m ,A ')  et m e N * .

2) G est un groupe symplectique (alors K  = k) et V  son module standîu’d i.e.

G c^Sp(2m ,k) et V ~  m € N*.

3) G est un groupe unitaire et V son module standard :

G ^ U { m ,K )  et V ~  AT"*.

Dans le dernier cas, on suppose K  commutatif.

Alors H^(G, V) est muni d ’une structure de K-espace vectoriel et est donc déterminé 
par la donnée d’une base.

Les méthodes utilisées sont emprimtées à H. Pollatsek (P). On généralise ses résultats 
aux groupes symplectiques sur des corps non pairfaits et aux groupes unitaiires. D’après 
H. Pollatsek, le cas des groupes linéaires est étudié par Higman [H].

A .2. Cas linéaire.
On examine, ici, le premier cas où G est un groupe linéaiire.
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P r o p o s i t i o n .  —  H^{GL{m,K),K"*) est nul sauf si m =  Z et K  =  F 2.

L ’espace vectoriel /i*(GZ-(3,F2),F2) est de dimension 1 sur F2.

Démonstration :

Lemme a. — Si le centre Z{G) de G n’est pas réduit à {zd} alors H^{Z{G),V) est 
nul.

En effet, soient g et g' deux éléments de Z{G). La relation gg' = g'g implique que

^99' =  ^9'9

ce qui équivaut k {g — id)6g' = (g' — id)Sg.
Or Z{G) est k*id. Si g et g' sont distincts de td, alors g - i d e t  g' — id sont inversibles

et

{g — id)~^6g =  (g' — id)~^6g' pour tout g,g' € Z(G)\{ïd}.

Il existe donc ü 6 F  tel que 6g = {g -  id)v pour tout g 6 Z{G) : 8 est intérieure et 
H \Z { G ) ,V )  = Q.

On applique alors la proposition A.l, avec G' =  Z{G) et on déduit que H^{G,V) 
est isomorphe à H \G /Z {G ),V ^^^^) .  Or =  0. Donc H \ G , V )  =  0 dès que
Z{G) ^  {td} i.e. fc F 2.

Etudions maintenant le cas où k = F 2. Si K  = F 2, G est égal à 5L (m ,F 2). Sinon, par 
la proposition A .l, la nullité de /f*(SL(m, K), V) entraîne celle de H^{G, V). Calculons 
donc le premier groupe de cohomologie de G' =  5L(m, K )  à coefficients dans V.

On note
- (c i, . . . ,  Cm) une base de V  sur K,
-/={(.,;)€{! ........
- pour ( i , j )  € I, Eij l’élément de G tel que F,>(c*) =  Sk jCi, k 6 { l , . . . ,m } , et 

Bi j { X)  =  id +  X E i j , X e K \

P r o p o s it io n  b  (D.E). — Le groupe G' est engendré par les éléments S,j(A), (t, j )  € I, 
X 6 K*. Ces derniers sont soumis aux relations :

(i) B'fj(X) =  id et Bij{X)Bij{fi) = Bij(X +  /i) pour tout A,/i de K*, X ^  /i.

(ii) Bij(X) commute avec Bktifi) pour tout k ^  j  et i  ^  i ,k  ; tout X et fi de K*.

(iii) {Bij{X)Bjk{fi)y = Bik{Xfi), i, j ,  k deux à deux distincts, X et n dans K*.

(iv) Bij{X)Bji{n)Bij{v) =  Bji{fiUK~^)Bij{K)Bji{XfiK~^) pour tout ( i , j)  6 I, 
(A,/i, i/) €  K* ^  tel que k  =  X +  fi  +  Xfii/ ^  0.

De plus, si m = 3 et K  = F 2, ces relations caractérisent 5Z-(3, F2) 0 isomorphisme 
près.
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L e m m e  c . — Une dérivation 6 : G' V est déterminée par ses valeurs sur les 
générateurs Bij(X).

Si m ^  Z ou K  ^  Fa, il existe m constantes dans K , aj, j  € { l , . . . ,m } , telles que 
pour tout couple {t^j) de I, tout A 6 K*, 6Bij(\) = ajXci.

Si m  = 3 et K  = F 2 , il existe m(m -  1) +  1 constantes dans F 2 , Oij, ( i , j )  € / ,  et 
telles que pour tout ( i , j )  € I, ocik + cnjk = P et SBij = aijCi +  /Sck où k est distinct de i 
e t j .

Démonstration : Soient 6 6 Der(G', V) et B,j(A) im générateur de G'. La relation (i) 
implique que

6B]j{X) = XEijSBijiX) =  0 «  SB^j(X) 6 K erf;^ .

La j* coordonnée de 6Bij(X) est donc nulle.
Supposons d ’abord m = 2. Alors 6Bij(X) est donc colinéaire à Ci :

6B,j{X) = Q>(A)e¿, aj : IC  -  K.

Si K  = F 2 , Oj est une constemte et le lemme est démontré.
Si /C F 2 , on considère la relation (iv) : soit X̂ fx^i/ € K  tels que k =  A/xi/ + X + 1/ jí 0. 
Alors,

6BijiX)Bjiifi)Bij{u)

— ^Bij(X) +  (1 +  XEij)SBji(fi) -I- (1 +  AfJij)(l +  fiEji)6Bij 

=  (« > (-^ )  +  « > ( » ')  +  +  aj(i ' )t iX]ei  -I- [ a , ( / i )  +  aj{i/ )f i ]ej .

De même,

SBji{f iuK~^)Bij(K)Bji(XnK~^) =  (aj(/c) +  aj(A/iic“ )̂/c]ci -|- [ai{nuK~^)+

ai(XnK~^) +  aj{K)K~^ufi +  ai{XfiK~^)ufi]ej.

Si /i =  1/ =  1 alors K =  1 et (iv) implique

(12) a,(A) +  a,(A) =  a,(l)A  + a,(l)A .

Si A =  /i =  1, 1/ 1, aJors k = u et (iv) implique

ûri(l/“ ‘ ) + a i ( i / ~ ‘ )i/ =  0

d’où a,(z/) = 0 pour tout u jí 1 et tout i.
Par (i), ûj est aidditive. Donc, «¿(l) =  0. L’application a,- est constîmte, égale à 0.
Le lemme est donc démontré pour m =  2.

On suppose dorénavant m > 3. On considère alors la relation (ii). On obtient 

6Bij{X) + Bij(X)6Bkt{fi) = S B k M  +  B k M 6 B i j { \ )
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=  («>(-^) +  û j ( i / )  +  a i ( n ) X  +  a j ( i / ) n X ] e i  +  [a ,( /x ) +  a j { i / ) f i ] e j .

ß ,



ce qui équivaut à XEijSBktifi) =  fiEkt8Bij(X) pour tout k ^  i  ^  i , k  ei A'*.
Or l’image de est engendrée pair c,- tandis que celle de Ekt est engendrée pair c* d’où

6Bij(X) 6 Ker Ffc/ pour tout k ^  i ,j ,  £ ^  i , k

i.e. 6Bij(X) est combinaison linéaire de Cj et e* pour tout k ^  i , j
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I.e.
r m > 3, 6Bij{X) est colinéære à Cj : 6B{j 
^ si rn =  3, 55|j(A) =  û;ij(A)C| •+■ PijiX')

(A )  =  a i , ( A ) e ,

OÙ a i j  e t  s o n t  d e s  f o n c t i o n s  d e  AT* d z m s  AT.
On sépare les deux cas :

cas : m > 3. Montrons que les fonctions Oij sont de la forme ajj(A) =  a,jA, 
aij  6 K.

Pour ce faire, soit (t, j ,  k) Ç. { ! , . . .  tous distincts. La relation (iii) affirme que : 

6 { B i j { X ) B j M Ÿ  =  SBikiXfi), A,/x € K \

^  (1 +  BijiX)Bjk{fi)){6Bij(X) + BijiX)6Bjk{fi)) =  SBik{Xfx)
(fiEjk -I- XEij -f XnEik)[{aij{X) +  aj*(/i)A)c, + ajk{n)ej] =  a,k(A/i)ei 

>' ' Ocjkifi'jXci =  aik^Xfi^Ci.
En prenant /i =  1, A € K*, ajk{l)X = a,t(A) pour tout i j  /  k. On pose a j t ( l )  = aik. 
Alors, pour tout j  € { l , . . . ,m } , il existe aj  € AT tel que, pour tout i G {1,• • • 
ûf«> =  ocj.

La démonstration de la première assertion du lemme est terminée.

2**"* cas : m=3. Si i , j , k ,X  et n sont conmie précédenmient, alors,

S B i j ( X )  +  B i j ( X ) S B j k ( M )  ~  (oi«>(A) -I- fi jk(y>)  -I- Q iji;(/i)A )e i +  a j k { f i ) t j  0i j (^X)ek

et (iii) équivaut à

{ a j k { f i ) X  +  l 3 i j ( X ) nXe i  +  f i i j { X ) f i e j  =  a j * ( A / i ) e ,  +  0 i k { X n ) e j

. . /-ION i  Pik(X) =  ^ij(l)A
^  \aik{X,i) + a M X  = pijiX)fxX

r 0 i j ( X )  =  l 3 i X ,  ^ i e K  

\  ortfc(A) +  ajk{l)X = fiiX^ .

Pour A = /z, aik(X^) = a>*(A)A + ^¿A’ = (aifc(l)A + ^,A^)A + ^iX^

= ajk(X^) + AA' = (a.*(l)A2 + ^jX*) +  AA'

m

k  i y j y  £  i y k  e t  A, /i G

}

X

J(J }

1er cas



{

d’où
/?,(1-|-A)A'‘ =/?.(1-|-A)A2

Si K  ^ F 2 alors, = 0i = 0 pour tout : , j ,  et on conclut comme au cas précédent.
Si K  =  F 2, (13) s’écrit simplement :

0ik = 0ij 
Otik +  Ocjk =  0i j -

Comme Oik +  Qjk est symétrique en i et j ,  on a 0ij = 0Ji. En combinant avec la 
première équation, on montre que tous les A i sont égaux entre eux. Il existe donc 0  2 , 
tel que pour tout ( t ,  j )  € / ,

(14) 0  =  aik + Qjk et Sfiij =  a .jc , +  fick où { i , j}  U {k} =  {1,2,3}.

n  reste à examiner (iv) :

S B i j B j i  =  SPij +  B i j ô B j i  =  { a i j  -f otji)ci -f QjiCj

d’où

6 B i j B j i B i j  — S B i j B j i  +  B i j B j i S B i j  — 6B j i  4* B j i S B i j B j i  — S B j i B i j B j i

{ a i j  +  a j i ) e i  +  a j iCj  +  a i jC j  +  0ek =  f i t k  +  (a,> +  aji)(ei +  Cj).

On n ’obtient aucune condition supplémentaire. Pour toute valeur de les relations (14) 
définissent ime dérivation de Der(G', V).

Le lemme est entièrement établi.

Conséquences : 1. Si m > 3 ou m = 3 et K” F2, on définit ü 6 V par v = Y^ajCj où
j

les a j  sont déterminés pax le lemme c.
Pour tout ( t ,j)  6 / ,  pour tout A € iC*, 6Bi j {X )  = a jXe i  = { B i j { X )  — l)u.
Donc, 6 est intérieure et H ^ { G ' , V )  est nul.
2. Si m =  3 et i i  =  F2, /9 est égiJ à 0 ou 1. La dérivation 6 est intérieure si et seulement 

si 0  = 0. D’où
H \ G ' , V )  ĉ F 2 .

D

Dîuis la suite, on note dy  l’élément non nul de H ^ { G ,  V).

C o r o l l a ir e . — Pour tout corps K , tout entier m  € N*, H ^ { S L { m , K ) y K ” *) est nul 
sauf si K  = F2 et m = Z. De plus, /f*(SL(3,F2),F2) est de dimension 1 sur F 2.

A.3. Cas unitaire.
Le corps commutatif K  est mimi d ’une involution r . Soit V  =  iC"* le ii’-espace vectoriel 

à droite de dimension m muni d’une forme sesquilinéaire < ,> , linéîûre en la deuxième 
variable, tracique, non dégénérée et telle que

< iü,iü' > =  r (<  w \w  >).
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P roposition . — H ^{U {m ,K ),K "')  = 0 pour tout m  € N*.

En effet, le centre Z{U{m,K))  de U{m ,K)  est non trivial, formé des homothéties 
unitaires. Pau: le lemme A.2.a, H^{Z{U{m, K)), K '^)  est nul. On conclut, edors, grâce à 
la proposition A.l.

A .4. Cas sym plectique.
On examine le cas où G est un groupe symplectique.

Soit le corps formé pai' les carrés de k. On suppose que k admet une base (€i)iç/ 
sur k^, I  contenant 0 (on prend £<, =  !)•

Soient V = X  une polarisation complète de V  et (ci , . . . ,  e^,  e_i , . . . ,  e_m ) une 
base symplectique de V  sur k adaptée à cette polarisation.

On note pour tout t € / ,  pi la i* fonction coordonnée ; Pi{£j) = 6ij, j  6 I.

L e m m e  a. — Soit q une forme quadratique sur V  dont la forme alternée associée est 
<, >. Pour i € I, on définit l ’application 6i : SpV —* V  par :

'ig € SpV  , Vv € V , < 6ig,gv > =  \/pi{qigv) + q{v)).

Alors Si € Der(SpV, V) et son image dans H^{G,V) est indépendante du choix de q.
De plus, t € /} est un système libre dans H^{G,V) si et seulement si k ^  F2 ou 

m ^  1.
5* fc =  F2 et m = 1, Si est intérieure.
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Démonstration : Soit i 6 /  fixé et y 6 SpV. L’application v \/pi{q{gv) + q(v)) est 
une forme linéaire sur V. Il existe donc un unique vecteur Wg de V  tel que

< Wg,v > =  y /p i (q(gv)  +  ç(ü)).

Alors Sig = gwg : Si est bien définie sur SpV. De plus, si g et g' sont des éléments de 
5pV, alors pour tout v

< ^içg'^gg'v > =  V pìÌ9Ì99'v) + q(v)).

Or q(gg'v) + q{v) = q(g{g'v)) + q{g'v) + q{g'v) + q{v) 
d’où

< ^ i g g \g g 'v  > = <  Sig,gg'v > +  < S ig \g ' v  > = <  Sig +  gS ig \gg 'v  >

i.e.
Sigg' =  Sig +  gSiç' .

L’application S est im élément de Der(G, V).

Considérons une autre forme quadratique q' dont la forme alternée est <, >. Elle définit 
par le procédé précédent, une dérivation ¿J. Comme q + q' est additive, l’application
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V •-» y/pi{{q + ç')(v)) est linéziire. Il existe v<, Ç V tel que \/p i((ç  + Ç')(v)) = <  v,Vg > 
pour tout V 6 V.

D’où
< (¿i +  6i)(g),gv > = <  Vo,gv > + <Vo,v > = <  gv„ + Vo,gv > 

i.e. (¿i + ¿î)(ÿ) =  (</ +  id)vo pour tout g e G .

La dérivation ¿i +  8\ est donc intérieure : Si ne dépend donc pas du choix de q. 

Désormais, on choisit q comme suit :
si A: =  F2 et m = 1, 9 est la forme quadratique d’indice 0 ; 
si Â: =  F2 ou m 1, 9 est la forme quadratique déployée.

On déduit alors la deuxième eissertion du lemme a de ;

L e m m e  b. — Touit dérivaiion intérieure de SpV , nulle sur 0{q), est nulle partout. 

Admettons le lemme b pour l’instant.
Toute combinaison linéaire finie de Qiôi, est nulle sur 0{q). Si elle est intérieure,

te/'
par le lemme b, elle est donc nulle pau-tout : Vy € SpV, =  0-

iei'
Si A: =  F2 et m =  1, SpV = 0{q) d ’où 6, est intérieure.
Si Â: ^  F2 ou m ^  1, on considère les transvections. Si t est une trainsvection de vecteur 
a, adors

< 6it,tv  > = <  a, u > \ /p i( l  +  ç(a)) pour tout i € I'.

Si r  contient 0 , en prenant a singulier non nul, on obtient : ^ d’où aoO =  0
t € / '

i.e. Oo =  0.
On peut donc supposer que 0 ^
Pour tout j  € I', on considère aj =  ci +  £jC_i et tj la tramsvection de vecteur aj. 

Pour tout i e  V 1

=  V^Pi(l + 9 K ))-a j  =

d’où
aiSi =  0 = >  Vj € r ,  Y i  =  0 = ►  V; 6 a ,  =  0.

• G/'  »6/ '

Toute combinaison linéaire finie nulle de Si, a tous ses coefiicients nuls. La faimille 
{¿i, i 6 /} est un système Hbre.

Il reste à prouver le lemme b. Si A: =  F 2 et m =  1, SpV  =  0{q) et le résultat est clair. 
Si A: /  F 2 ou m 5̂  1, soit S € Int(5pV, V) : il existe € V tel que

Wg G SpV  , Sg = {g -  id)vo.

Il suffit de montrer que 0{q) contient un élément t tel que t + id soit inversible car, si un 
tel t existe

^ lo (Q )  =  0  = >  =  0  =  (< +  i d ) v o  = »  üo =  0

a,¿j =  O d’où Qod — O

OiSig =  0.

a iS i t j  =  O = >  Vj e otj =  0.



donc ¿ = O sur S p V .
Construisons t. Grâce aux hypothèses sur k et m, V  contient une base ( u i , . .. ,V2n) 

telle que, pour tout i 6 {1, . . . ,  2n}, q{vi) =  1.
Soit ti la transvection orthogonaJe de vecteur Vj, t € {1, . . . ,  2n}.

2n
Alors t = 17 <1 appartient à 0(q) et i +  id est inversible. Q 

1=1

Quelques calculs sur les Si
On suppose A: ^  F 2 ou ?n ^  1. Soit W  = X  ® Y  une polarisation complète de W  

en espaces singuliers pour q. Soit P  C SpV  le stabilisateur de X. Le groupe P  est un 
sous-groupe paurabolique. On note “P  son radical unipotent, L un sous-groupe de Lévi 
tel que L P = P. Soit J  € SpV  défini peir : J{ek) = e_it, J{e-k) = e* pour tout 
k 6 { l , . . . ,m } .

L e m m e  c. —  Pour tout i € I, Sí\l =  0 et Si J  =  0.

5x B = e '‘P  et u = (ukt) alors SiB =  ^  y/pi{ukk)e.k •

Démonstration : Soit g € L. Alors gX = X  et gY  = Y  donc q{gx) = q(x) = 0, pour 
tout X € X  et q{gy) =  q{y) =  0 pour tout y & Y.  Donc Sig € X-^ n  Y-^ = X  C\Y = {0}.

La dérivation Si est nulle sur L.
De même, J  permute X  et Y  donc q{Jv) =  q{v) =  0 pour v 6 A” U K et 

SiJ e x - ^ n Y - ^  = {0}.
Soit B  comme dans l’énoncé. Pour tout fc 6 {1,.. • ,m}.
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< SiByBck > = <  SiB,ek > =  0 car q{Bck) =  q{tk) =  0

donc SiB e  X .  
De plus.

< SiByBe^k > = <  SiB,e-k > =  y/pi{q{Be-k)  +  g(c_jt))

= \/pi[q{e-k) + q{ue-k)+ < e_fc,uc_t > +g(e_t)) 

= VPii^kk)

d’où SiB =  X) \/p«(«**)c*. D
k=l

P r o p o s i t i o n . — Si k = F2 e tm  = 1, H^{SpV,V) est trivial.
Si ¿ ^  F 2 o u m  H^{SpV,V) est un k-espace vectoriel admettant {5,, i 6 /} comme 
base.



Démonstration : (due à H. PoUatsek quauid m > 4 , F  parfait].
Si t  = F2 et m = 1, SpV  = GL{V) et le résultat a été établi au § A.2.

On suppose donc K  ^ F2 ou m ^  1. Il suffit de montrer que € /}  est une famille 
génératrice de H^{SpV, V).

Le groupe SpV  est engendré pîir L, {id, J} et “P. On étudie successivement les 
restrictions d’ime dérivation 6 à l’un de ces sous-groupes,

i) Restriction à L.

L e m m e  d. — Si k = p 2 o u m ^ Z ,  H^{L,V) est trivial.
5» jk =  F2 e tm  = 3, H^{L,V)  contient quatre éléments distincts.
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Démonstration : Les éléments de L sont de la forme A  = “ . . , ) o ù a 6 G L X

et a* désigne l’isomorphisme de Y  dzms V, dual de a.
On écrit 8 sous la forme SA =  x(i4) + y{A) on x : L -* X  et y : L —̂ Y .
Alors, puisque i  € Derii/jV),

r x{AA') =  x{A) + Ax{A')
\  y(AA ') = ¡,(A) + Ay(A')

et z ,y  définissent des éléments de DeT{GLX,X) et J)eT{GLY,Y) respectivement.

Si A: 5̂  F2 ou m ^ 3, on en déduit que x et y sont intérieures : il existe u Ç. X , v Ç.Y 
tels que x(i4) = (a -|- id)u, y{A) =  (a*~^ -|- id)v d’où SA = {A-\- id){u + u). La dérivation
S appartient à  Int{L, V).

Si Jk = F2 et m =  3, H \ G L X , X )  =  {0,dx} et H \ G L Y ,Y )  =  {0 ,dy} (§A.2) donc

SA = 0, dx(oc), dY(a*~^) ou d \ (a )  -h dy(a*~^) .

Ces dérivations sont toutes distinctes sinon dx  ou dy  serait intérieure. Ceci établit le 
lenune d.

ii) C o r o l l a ir e . — Soit S € H^{SpV,V). La restriction de S à {1,J} est 
intérieure.

Démonstration : Supposons d’abord que S\i est intérieure. Quitte à  lui ajouter un 
élément de Int(G, V), on peut supposer S^i =  0 .

Alors

( 0  o )  tout a e GLX

d’où SJ =  0 .
Ensuite, supposons que S\i ne soit pzis intérieure sur L (A = F2 et m = 3). Puisque 

J  est d’ordre 2, SJ  est un vecteur de Ker(id -f 7) : il existe (71, 72, 73) € F2 tels que

= T, 7i(ci + e-i).  
i=l

(

a
O

O
a' )

J J
(

a
0

1 0
a )

8J



Avec les notations du paragraphe A.2, on considère 

A = (~ij(l) ~ji(1)) EL: 8A = aijej + (3ek + ajie_j + (3'e-k avec (3,(3' E IF2 

A' ( B j i ( 1 ) 0 ) L cA' a a' a a' IF et = 0 Bij(l) E : u = ajiej + pek + aije-i + p e-k avec p,p E 2· 

Alors AJ = JA' d'où 8A + J8A' = (A + id)8J 

<===> ((3 + (3')( ek + e-k) = "fjei + "(i e- j 

<===> (3 + (3' = 'Yi = --ri = 0 pour tout i,j 

donc 8J = 0 . 
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Remarque: On a montré, en plus, que si k = 1F2 et m = 3, seules les images des 
dérivations 0 et dx ES dy dans H 1(L, V) peuvent se prolonger à SpV. 

iii) Restriction à U P. 
Soit S le groupe additif des matrices m x m symétriques. Le sous-groupe U P s'identifie 

à S par u E S 1-+ (~ ~) EUP. 

En particulier, U P est abélien. 

LEMME e. - Soit 8 E Hl (SpV, V), 8, up est additive et son image est contenue 
dans x. 

Démonstration: On pose, pour tout B EUP, 8(B) = x(B) + y(B) où x: U P -+ X 
et y: up -+ Y. 

Alors, si B et B' appartiennent à U P, 

(15) 8BB' - 8B + B8B' {X(BB') = x(B) + x(B') + By(B') 
- <===> y(BB') = y(B) + y(B') . 

En prenant B = B', (15) implique que By(B) = O • 

. Si B = (~ ~) avec u inversible, y(B) = 0 . 

Si B = (~ ~) avec u quelconque, on considère B' EUP avec u' inversible. 

Comme BB' = B' B, u'y(B) = uy(B') = 0 d'où y(B) = 0 pour tout B EUP, i.e. 
8 = x. L'image de 8 est donc contenue dans X et, par (15), 

8BB' = 8B + 8B'. 

o 
LEMME f. - Si k = IF2 et m = 3, seul l'élément trivial de H 1(L, V) se prolonge en un 

élément de H1(G, V). 



Démonstration : Soit S € H^(L ,V)  se prolongeant en une dérivation sur SpV. 

S o i t B = ( j  = b „ ( 1 ) )  ^

Si A B  =  BA  alors  ̂̂  ^ E,* )

Or A commute avec 5  si £ ^ i , j  donc EktSB =  fitk ou si {k,i)  =  (ji,i) donc 
EjiSB = aijCj ou si (A:,£) = ( i J )  donc EijSB  = ajjCj (cf. notations § A.2).
D’où SB  =  aijti  +  ajiCj + ^tk-

Si (Jb, £) = (Jb, t) alors AB =  B ^ J l  ^

d’o ù ^ °  ^ ‘>'^^>* + ^<>^6A =  ( l  + A)6B +  6 ^ J  +

c’est-à-dire )0ei + aifcc, +;3ct = aijek-\-{ockjtk-^ajktj+0Ci) =  /3ci-|-ajikej+^ejk. Donc, 
oiik +  ûjfc =  0 i.e. = 0.

Ainsi 6 est intérieure sur L. [

On reprend l’étude de la restriction d’im élément S € H^(SpV, V)  à “P. On suppose 
que S est nulle sur L et {1, J}.

Soit .4 C 5  le sous-groupe de S  formé des matrices 8dtemées et V  celui formé des 
matrices diagonades. On note encore >l et P  leurs images dans “P. Alors

6|»P =  ¿1  ̂ + S\v.

Lemme g. — 5» 4̂ est non nul (i.e. m > l), la restriction de S à A  est nulle. 

Démonstration : Soient B = ^ q  ^ ^ 6 . 4 e t A =  " € L. Alors

A.B=(l f^')A

d’où

= f “ - )  .

En particulier si /3 = bE'^  ̂ +  bE^i, b Ç et si a est

n  i \  . \
( _ l s i m  = 2, 1 1 0  s i m = 3, 1 0  s i m > 4

 ̂  ̂ VO 1 0 /  V a ' J
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1 El. + E',
0 1 € “P  où E\j{ek) =  ¿t.jCi, et i4 =

0
0
B n (l )

€ L.

o o 6A = Ekt O'
O Etk

6B =  EktSB.

A
O 1

o 1
a  O

1 aßa*
O 1

A

1 a ß a *
O 1

a.SB = S

+  E',,
1
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avec a ' =

\ iî i Ì
r  ” - 1 0

1 0  si m pair et a' =

1 1   ̂ ° 
î n 0 1 1

V 1 0 o 7
SI m impær.

Alors a^o* = ^  et (a + id) est inversible d’où SB =  0.
En raisonnant de même pour tous les couples d’indices ( i ,j)  € / ,  on montre que S est

f  1 bÊ - + hÊ - \  
nulle pour toute matrice B  de la forme i ^  ̂ j , 6 € .

Or tout élément de A  est somme de telles matrices et S est additive donc S est nulle 
sur A.

Lemme h. — S\d coïncide avec une combinaison linéaire de Si, i € I.

En effet, soit E'a l’homomorphisme de Y  dîms X  tel que Eii(e-j) = S i ja  pour tout 
j  € { l , . . . ,m } .

S i B = ( j  avec 0 = bE[i,b e k * ,  et si A = 

(1)

avec

a  =

si m = 1 

si m = 2

si m = 3

où a' est défini comme ci-dessus si m > 4 .

alors a fia* = fi d ’où S fi € KeT{A — id) =  ke\ i.e. SB =  ai(6)ci où ai : k k est additive. 
On montre de même que pour i € { l , . . . ,m } ,  il existe un homomorphisme aidditif

ai : k —* k tel que 5 ^ =  ai(b)ei.

De plus, pour tout ( i , j )  € / ,  soit a  6 G LX  défini psu: :

G  0

/ I  1 0 \
0 1 1

\ 0  1 1 /

/ I  1 \
0 1

a ' /

a(eO  =

alors aE'aa* =  F 'j  d ’où ai = aj = a.

e* s* k ^ i J  
Ci si k =  j  
Cj si k = i

a  O
O a —*

1 bEli
O 1
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Puis, en prenamt a € GL{X)  tel que Qi(ej) = ej si j  ^  i et a(cj) =  Aê , on montre que 
Aa(6) =  a(X'^b) pour tout A 6 fc*.

Ainsi, si B =  P , s’écrit /? =  /?« +

et il existe un sous-ensemble fini I' de /  tel que

Al 0 \
OÙ 00 Ç: A  et Aj € k.

>€/'  i = l >€/'»=1 j€l'

d’après le lemme c.
Le lemme h est donc démontré.

On conclut de cette étude, que, si 5 G H^{SpV,V),  il existe des constantes a,-, i G / ,
telles que 6 coïncide avec ^3 D’où

<6/

6 = Y ^ i 6 i  .
t e l

La faunille 6 /} est une famille génératrice de H^{SpV,V). 
La proposition est donc établie.

6B
m

Pi

m

Ci B)

1 0
O 1

p , ß  s’écrit ß  = ßo +

OiSi sur L, {1,7} et "P. D’où

aiPi A.A. ai e,

0

€ “
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