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A B S T R A C T

We study the two dimensional Schrödinger equation, with periodic  

m agnetic  field and potential in the presence of a sixfold rotational sym 

metry. We treat the so called triangular and hexagonal cases, which are 

those when the potential reaches its m inim um  once or tw ice per periodicity  

cell.

Under the assum ption that P lanck’s constant is small enough, we 

show that the lower part of the spectrum  of thèse operators coincide w ith  

the spectra of pseudodifferential operators, quantized by a new P lanck’s 

constant and whose symbols can be approximated.

If this new constant is small enough, we can study the spectra of the  

pseudodifferential operators like we did for the Schrödinger operators, this  

tim e for all the spectrum  exept one or two arbitrarely small intervals.

In the best cases, this procedure can be repeated indefinitely and we 

obtain a nearly com plete description of the hierarchical structure of the  

spectrum .
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0 .  I n t r o d u c t io n .

Ce travail  e s t  une étude sem i-c lass ique  du spec t re  des opéra teurs  de 
Weyl qh = cosx + cos(^x + hD) + cos(^x-hD) agissant  su r  L2 (R ;C)  par 

qhu(x) = cosx u(x) + cos(^x + ^h)u(x + h) + c o s ( ^ x - ^ h ) u ( x - h )  e t

agissan t  su r  L2( R ; C 2 ) par:
Qh(u1»u2)(x) = ((, + e1x)u2(x) + u2(>< + h),(1 + e"*ix)u1(x) + u1(x-h)).

Ces opéra teurs  s ' in troduisent  notamment lors de l 'étude de l 'équation 
de Schrödinger en dimension 2, en présence d'un potentiel  périodique 
possédant  une symétr ie  de rota tion d'ordre 6 et  d'un pet it  champ 
magnétique cons tan t .

Plusieurs études de ces opéra teurs  ont é té  fa i tes .
Claro et  Wannier [Cl-Wa] ont constru i t  un analogue du fameux papillon 

de Hofs tadter  pour l 'opéra teur  q^, t raçan t  le spec t re  de q^ en fonction de h

lorsque h/2îT e s t  rationnel à dénominateur a ssez  pe t i t .  On sai t  que le 
spec t re  de q2rrp/q  P°ur P et q ent iers  et  premiers en tre  eux e s t  formé de q

bandes (intervalles de R) qui peuvent se toucher  mais pas se chevaucher.
Le dessin obtenu par Claro et  Wannier p résen te  des t rous  dans lesquels ces 
au teurs  étudient  la densité  d ' é t a t s .

Récemment une prépublication de Bellissard, Kraft e t  Seiler [BKS] 
donne une étude sem i-c la ss ique  du spec t re  d'un opéra teur  légèrement  
différent de q^ pour h /2 r r  proche d'un rationnel.  Ces auteurs  étudient  le

sp ec t re  de leur opéra teur  près des ex t rém i tés  des bandes simples de celui 
correspondant  à h = 2 r r /q .

Dans un art ic le  [Wi-Au] proche de mon travail ,  Wilkinson e t  Austin 
é tudient un opéra teur  un peu plus général.  Leur approche, qui n 'e s t  pas 
en t iè rem ent  rigoureuse mathématiquement ,  consis te  à considérer  des 
"pu i ts  m ic ro - locaux"  dans l 'espace cotangent  T * R ,  in teragissant  par effet  
tunnel comme les puits de potentiel  pour l 'équation de Schrödinger.  Ils 
indiquent comment l 'analyse de ces in teract ions permet  de ram ener  l 'étude 
de cer ta ines  par t ies  de spec t re  à celle d'un opéra teur  proche de celui dont 
on e s t  par t i ,  avec une nouvelle cons tan te  de Planck, e t  pensent  qu'on peut 
obtenir la s t ru c tu re  complète du spec t re  en ré i té ran t  indéfiniment c e t te  
procédure , ce qui e s t  possible si h/2TT admet  un développement en fraction 
continue convenable.
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Dans mon travail  cer ta ins  r é s u l t a t s  p res sen t i s  par ces  au teurs  sont 
démontrés  r igoureusement.  Ceci a é té  possible grâce aux techniques et  aux 
théorèm es  obtenus par  Helffer e t  Sjôstrand dans une sé r ie  d 'a r t ic les  sur  
l 'équation de Harper [He-Sj]4 f5 f 5  e t  aux techniques qu'ils y ont

in trodui tes .  Ces au teurs  se sont in té re s sé s  à l 'opé ra teur  co sx + co sh D ,  
d'abord dans la part ie  du spec t re  où les courbes d'énergie sont  connexes 
( [ H e - S j ^ ) ,  Puis dans les zones de "b ranchem en t"  ([He-Sj lg).  Dans le
premier  cas ,  suivant l 'intuition de Wilkinson, ils é tudient  une matr ice  
d ' in teract ion entre  les puits,  dont ils peuvent majorer  les coeff icients par 
des es t im at ions  de décroissance exponentielle des fonctions propres .  Ils se 
ramènent  ainsi à un opéra teur  pseudo-d if fé ren t ie l ,  avec une nouvelle 
cons tan te  de Planck. Cet te  opération a reçu le nom de renormalisat ion.  Ils 
arr ivent  également à obtenir des minorat ions de cer ta ins  coefficients de la 
m atr ice  d ' in teract ion par des construct ions  BKW et  montren t  ainsi que 
l 'opéra teur  renormalisé e s t  proche de l 'opéra teur  de Harper,  e t  a conservé 
ses  sy m é tr ie s .  L 'opérateur  renormalisé peut alors ê t re  étudié de la même 
façon. A chaque étape de la renormal isat ion,  les zones de branchement  ont 
é té  la issées  de côté  e t  font l 'objet d'une étude spéciale ([He-Sjlg) .

J 'a i  adapté c e t t e  méthode aux deux opéra teurs  que j 'é tud ie ,  en 
la issant  de côté  les zones de branchement,  soit  un ou deux interval les 
suivant qu'on étudie l 'opéra teur  scalaire ou le sy s tè m e .  Pour chacun des 
deux opé ra teu rs ,  la renormalisation conduit à chacun des deux, suivant la 
zone du spec t re  que l'on étudie.  L'innovation principale de mon travail  
cons is te  en ceci:  dans l 'étude des zones du spec t re  qui conduisent après 
renormal isat ion à l 'opéra teur  scalaire ,  les cons t ruc t ions  BKW n 'ex is ten t  
plus au delà d'un point où la phase e s t  singulière.  On a alors besoin de 
déplacer le problème dans le complexe et d 'é tudier  l 'opéra teur  su r  une 
droi te R + d i ,  avec d>0 pe t i t .
On obtient ainsi:

Théorème  / :

Soit £ 0 >0. Alors il exis te  deux cons tan te s  C0 et  c0 te lles  que si 

h/2-rï admet  le dévelopement en fraction continue 
h /2 r r  = 1/(qi+ 1/ ( q 2  + 1/ ( q 3  + •••))) avec q j€ Z ,  IqjI >C0 , on a:

Le plus pe t i t  intervalle fermé qui contient  Sp(q^) e s t  de la forme 

[-S/Z + oa/lqjD.S + oa/lq,!)],
Sp(qh) c U i< j < | \ j 1J j U l 0 U u 1< k < N2K|<, où I0 , les J j e t  les Kj sont  des 

interval les fermés de longueur non nulle, avec 3 l0 , 3 J j,  9KjCSp(q^),  

J j < J j + 1 <I0 <Kk<Kk + 1 • Ces intervalles sont  séparés  d'au moins c0/ I  qj I , I0 

e s t  de longueur 2 £ 0 + © (1 / |q1 I), contenant  -1 à une dis tance ©(1/lqj I) de 

son cen t re .  Les bandes Jj  et  sont de largeur e - a (p/1 Qi I e t  e - b ( k ) /  IQiI 

e t  avec c0 < a ( j )< 1 /c 0 et  c0 < b( j )< 1 /c0 .
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Le plus pe t i t  intervalle fermé qui cont ient Sp(Q^) e s t  de la forme 

[ - 3  + 0 ( 1 / 1 q, I ) ,3  + 0 ( 1 / 1 qt I )],

Sp(Qh) C U Ml< k < _ 1 Kk U l - i  U u , < j sM2Jj  Ulj  U U i £ k s M 3 Kk , où I _ 1f Ij 

les J j  et  les Kj sont des intervalles  fermés de longueur non nulle, avec 

3 I±1 , 3Jj» 3KjCSp(Qf1),

Kkl_j < l̂ | <1 <I — i < Jj< Jj  + i <Ij < Kk2< Kk 2  + i pour kj < -1 et  k £ ^ 1 . Ces 

intervalles sont séparés  d'au moins c 0 / l q f l ,  I+j e s t  de longueur 

2 £ 0 + ©(1/lqj I ), contenant  ±1 à une dis tance 0(1/1 qj I) de son cen t re .  Les 

bandes J j  et  Kk sont de largeur e ~ a^J^ I Qi I e t  e " &(*<)/ I Qi I et  avec 

c 0 < a ( j ) < 1/ c 0  et  c 0 < b (k )< 1/ c 0 .

Il exis te  une fonction affine qui t ransforme Kk en [ - 3 / 2 , 3 ]  

( respect ivement  une fonction affine £k qui t ransforme Kk en [ - 3 / 2 , 3 ] )  

telle que ^ ( S p tq ^ n K fc )  ( respect ivement  £ k(Sp(Q^)n Kk)) vérifie les 

mêmes conclusions que Sp(q^), avec qj remplacé par q£.

Soit fj la fonction affine c ro issan te  qui t ransforme Jj  en [ - 3 ,3 ]  

( respect ivement  f j  la fonction affine cro issan te  qui t ransforme Jj  en 

[ - 3 ,3 ] ) .  f j(Sp(q^)nJj) ( respect ivement  fj(Sp(Qh)n Jj ) )  vérifie les mêmes 

conclusions que SpiQ^), avec qj remplacé par q£.

Et ainsi de su i te ,  en remplaçant à chaque étape qn par qn + i> □

Comme nous l 'avons déjà vu, les opéra teurs  que nous étudions 
proviennent de l 'équation de Schrödinger et  le théorème 1 a donc une 
application à l 'étude de c e t t e  équation.

On considère dans R 2  l 'opéra teur  de Schrödinger avec champ 
magnétique:

p t , h 0 = (ho Dx r Al(x))2 + (ho Dx r A2 ( x » 2 + v (x)
où V et A sont  analytiques.
Le champ magnétique B e s t  donné par:
B(x)dxj AdX2  = d(Aj(x)dXi + A2 (x)dX2 ), soit  B(x) = 3 XlA2 ( x ) - d X2 Aj(x).

On suppose que V et  B sont invariants par la rotation K de centre  0 et  
d'angle t t / 3 ,  et  par t ranslation selon un réseau Zvj ® Z v 2 , avec V] ^ 0 ,

V2 = k ( ^ i )-

On t ra i t e  deux cas:
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Le cas  triangulaire e s t  le cas où V a t te in t  son minimum en un seul 
point par cellule de périodicité.  Compte tenu des sym étr ie s  que l'on 
s ' impose,  le minimum e s t  a t te in t  en 0.

Le cas  hexagonal e s t  celui où V a t te in t  son minimum en deux points 
par  cellule de périodicité.  Ce minimum e s t  alors a t t e in t  en en

2 / 3 ( v j  +v»2).

On suppose que ces minima sont non dégénérés e t ,  sans  per te  de 
général ité ,  qu'ils sont  nuls.  On considère alors la d is tance dy associée  à la

métrique d'Agmon V(x)dx2 et  on suppose
que les minima les plus proches pour la distance usuelle de R 2 sont  auss i 
les plus proches pour la distance dy ,

et  que ces minima sont  reliés par une unique géodésique, non dégénérée au 
sens  de [H e -S j l j .

On a alors:

Théorème 2  :

Il exis te  un réel s t r i c te m e n t  positif  C0(A,V) tel  que, si: 

( t , h o) € [ - 1 / C o ,1/Co]x]0 ,1 /Co],

désigne le flux de B à t r ave rs  une cellule de périodici té,  et  2Trh0/t€> 
admet  le développement en fraction continue:
2TTh0/t<ï> = 1/(q0 + 1/(q1 + 1/(q2+---))) ,  avec q j€ Z ,  | q j | > C 0 , 
jJL(t,h0) e s t  la plus pet i te  valeur propre de l 'osc il la teur  harmonique 

(h0 DXl + ^ tB (x 0)x2 )2 + (h0 DX2- ^ t B ( x 0)x1)2 + J<V"(x0)x |x> ,  où x0 e s t  un

point où V s 'annule,  
alors:
le plus pe t i t  intervalle fermé contenant  Sp(P^ + e s t

de la forme
jJL(t,h0) + p ( h 0) [ - 3 / 2  + ©(1/q1) + O(e“ ^ c oho),3 + © ( l /q p  + ©(e- 1 ', c oho)] si on 

e s t  dans le cas triangulaire,
>JL(t,h0) + p ( h 0) [ - 3  + © ( l /q1) + ©(e_1/,coho),3 + ©(1/qp + ©(e- ^ c oho)] si on 

e s t  dans le cas hexagonal.
Dans les deux cas ,  M ( t ,h 0)-jJL(t,h0) = ©(ho2 ),

p ( h 0) a un développement de la forme p ( h Q) = ho v ° a 0(h0) e _ s ^ ^ h , où 

v 0 € R ,  a0 e s t  un symbole analytique elliptique, 0 < S ( t ) - S < C t 2 , S é tan t  la 

d is tance d'Agmon entre  puits les plus proches .
De plus,  après  une similitude, le spec t re  de P+ h a la même s t ru c tu re  que

f M o

celle expliquée au théorème 1, pour l 'opéra teur  scalaire  si on e s t  dans le 
cas  triangulaire,  pour le sys tèm e si on e s t  dans le cas  hexagonal, avec
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h/2Tf  = - 1 / ( q j  +  1 / (q2  + 1 / (Q3+ ■ • ■ ) ) ) ,  c ' e s t - à - d i r e  que h e s t  le plus p e t i t  

rée l  t e l  que h =  - t < Ê / h 0 [ 2 tîZ].  □

Nous avons suivi le plan suivant:

Les t ro is  premières  sect ions t r a i t en t  l 'équation de Schrödinger:
Dans la section 1, on constru i t  des opéra teurs  commutant  avec l 'opéra teur  
de Schrödinger étudié,  pour pouvoir conserver  les sym étr ie s  lors de la 
renormal isat ion.

Dans la section 2, on ramène l 'étude de l 'opéra teur  de Schrödinger 
t riangulaire à celle d'une perturbat ion de l 'opéra teur  scala ire  q^.

Dans la section 3, on ramène l 'étude de l 'opéra teur  de Schrödinger 
hexagonal à celle d'une perturbation du sys tèm e  Q^.

Dans la section 4 ,  on constru i t  des opéra teurs  commutant  avec q̂ , ou 

Q^, ainsi qu'avec les per turbat ions de ces opéra teurs  qui se sont  

in troduites aux sect ions  2 et  3.

Les sect ions 5 à 7 sont consacrées  à l 'étude de l 'opéra teur  q ,̂:

dans la section 5, on prépare l 'étude de la matr ice  d ' interact ion par la 
démonstra tion d' inégalités à poids.

Dans la section 6 , on majore les coefficients de la matr ice  
d ' in teract ion .

Dans la section 7, on minore les plus grands coefficients de ce t t e  
matr ice  et  la renormalisat ion nous ramène à des per turbat ions  des 
opéra teurs  qh et  Q^.

La section 8  étend les sect ions 5 à 7 à l 'opéra teur  scala ire  per turbé .

Enfin la section 9 e s t  consacrée à l 'étude des s y s tè m e s .
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1. Cons t ruc t ion  des t r a n s l a t i o n s  e t  de la r o t a t i o n
m a g n é t iq u e s .

Comme annoncé dans l ' int roduction, nous définissons ici des 
opé ra teu rs ,  appelés t ransla t ions  magnétiques et  ro ta t ion magnétique, qui 
commutent  avec un opéra teur  de Schrödinger vérifiant les hypothèses  du 
théorème 2.

On commence par  traduire l ' invariance de V et  B par t rans la t ion .  Soit 
X] la t ransla t ion  de vec teur  V \ m. Tiu(x) = u(x-v»i). Alors d ( A - r i A )  = 0,  donc il

exis te  une fonction telle que t A - T | t A  = d-9^.

On définit alors la t ranslation magnétique associée à la t rans la t ion  X\  

comme l 'opéra teur  unitaire X\ .

On a alors :

Lemme 1.1 :

Ti commute avec P.

Démonstrat ion :

Posons D = - ih d ,  où d e s t  la différentielle ex té r ieure .  Alors:  
Vu€Cq° (r 2),  (D - tA )T i  = d '91(x) e i W 1 T,u + e ^ i ^ b  r ^ D u )  - t A  e^Pi/h  Tju

= enp,/h n [ ( - t A + D ) u ]  = Tj ( D-1A)u.

Donc pour j = 1,2,  ( D j - t  A j ^  = Tj( D j - t  Aj).

Passan t  aux adjoints ,  on a:
( Dj-tAj)*T^ = T^(Dj- tAj)*

et  comme P = ( D j - 1 A j ) * ( D j - t  Aj) + V, et  que V e s t  V] -pér iodique,

[T1,P] = 0 .o

On définit de même T 2  = e ’>P2 / h  ^ , avec T2U(x) = u(x-i>2) et  

d>P2 = t A - T 2 tA .  Comme Tj,  T ̂  commute avec P.

Nous avons besoin d'une relation de commutat ion en t re  Tj et  T2}

Lemme 1.2 :

^ l T 2 = e^^*/,h^2^1 °ù ® désigne le flux de B à t r a v e r s  une cellule de 

périodicité:  #  = B dx^dx£.

1.1
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Démonstration :

On a: T1T2 = eî Pi<x>/h e ^ C x -v iJ /h  X]Xz
et T2T, = e ^ i^ x -v 2)/h enp2(x)/h x 2? \,

donc T1T2 = exp{i [•9^(x)->p^(x-V2)+ '92(x_1/’l)“ '92^x^ /,h  ̂ T2T1* 

Avec les notations de la figure ci-dessous:

on a: >Pi(x)-V>i(x -v 2> = ¡4 ^ \  = U  (tA -T 1tA) = tJ2 + 4 A 
et: >p2(x-vi)-^p2(x) = il d>P2 = il (tA-TT2tA) = t J} + 3 A.
Donc 'vp2(x-v,i)-'vp2(x )+ '^ (x)-^pi(x- v 2) = tj'i + 2 + 3 + 4 A

= t j ç  dA = B dxj dx2 = t<£.
Donc T1T2 = eit<ï,/hT2T1.

Construisons maintenant la rotation magnétique: on a K*(dA) = dA, 
donc il existe une fonction f avec tA-K*tA = df. On pose alors D ^ e ^ ^ X * , 

agit sur les espaces des fonctions et les 1-form es de carré intégrable et 
est unitaire sur ces deux espaces. On a:

Lemme 1.3 :

y  commute avec P.

Démonstration :

VU€Cq°(IR2), ÎT(D-tA)u = ei^ x)/h K*(D-tA)u
= eif(x)/h [DK*u-(K*tA)(K*u)]
= eif(x)/h ( dk*u-AK*u + df K*u)
= (D -tA )(ei^x)/h K*u)
= ( D -tA )yu.

Passant aux adjoints on a:
ST(D-tA)* = ( D -tA )*y
et, comme ( D-tA)*( D-tA) = Ej = ^2  (hDj-tAj)2 , et que y  commute avec V, 
y  commute avec P = £j = i f2(hDj“ tAj)2 + v * n

1.2
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Lemme 1.4 :

Quitte à a jou ter  à f une cons tan te ,  on peut supposer  D:' 6  = Id.  

Démonstration :

ar6 = id pour tou t  h équivaut à f + K*f + . . .  + = 0  e t  on a: 
d(f+K*f+ . . .  + K *5 f) = tA -K * tA  + K *( tA -K *tA )+  . . .  + K * 5 ( tA -K *tA )

= t A - K * 6 tA = 0.
Quitte à a jou ter  une constante  à f, on peut avoir f+K *f+  . . .  + K*5 f = 0 ,  

e t  donc 0 r 6  = Id.o

On a aussi besoin d'une t rois ième transla t ion  magnétique T 3  définie 

comme Tj et  T 2  à p a r t i r  du vecteur  v>3 = x:(v2 ) = k 2 (vj) e t  d'une fonction 

■9 3 . On peut obtenir des relations de commutation commodes:

Lemm e / . ?  ■*

Quitte à modifier >pj, "92* ^ 3  en leur ajoutant  des c o n s t a n te s ,  on peut 

supposer:
(1.1) JTT2 = T1y

(1.2) ÍFT3 = T2 3r

(1.3) y T f 1 = T3 i r .

Démonstration :

On a les t ro is  équivalences:
Pour tout  h>0,3^T2  = T 1i r ^ ( 1 . 4 )  f+K*\p 2 “ ^ P l f = °

Pour tout  h > 0 , 3 'T 3  = T2 y « ( 1 . 5 )  î+K*^>3-^p2~ ^ 2 f =:0

Pour tout h > 0 , Î T T f 1 = T3 3 '«*(1 . 6 ) f - 'C 3 K*>p1 ->p3 - r 3 f = 0 .

Les différentielles des membres de droi te des égal ités  (1 .4), (1 .5) e t
(1.6) sont nulles e t  les expressions à annuler sont donc des co n s ta n te s .  Si 
on ajoute trois  co n s tan te s  a^,8 2 , 8 3  aux fonctions 2  "9 3 * ces t ro is

expressions sont modifiées respect ivement  de - a i  + a 2 , - 8 2  + 8 3 , - 8 ^ - 8 3 .

/ - I  1 0 \
Comme la matr ice  0 - 1  1 1

V -1 0 -1 /

e s t  inversible,  on peut  t rouver  aj ,  a2 , a 3  te lles que (1 . 4 ) , ( 1 . 5 ) et  (1 . 6 ) 

soient  vérifiées.  □
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Lemme. L 6  ■■

Pour ce choix de >P i ,>P 2»"93» on a ês éga l i tés :

(1.7) T 1T3 = ei t * /h  T3 T 1 = e it-i , / 2 h T2 .

Démonstration :

On a: T1T3 = e1(APi + ̂ i >P3)/h r 2  = ei<'Pi + 'Ci>P3-^p2)/h  j 2 

et  d(>p^+ t i ' 9 3 - ' 9 2 ^  = 0 » donc +'Z]'Pz~yP2 e s * une constante  a e t  
T1T3 = e ia /h  T2 .

On conjugue c e t t e  égalité par  D̂ . Les re la tions de commutation du 
Lemme 1.5 donnent:
t F - l T 1T 3 ar = T2 T f 1 et y - l T 2 3r = T3 et donc T 2 T f  1 = e ia/h T3 , soit  

T j T ^ e -19^  T 2 .

Ces deux relations combinées donnent T^T3 = e^2a//*1 T3T^, e t  le 

Lemme 1.2 avec T3 au lieu de T 2  donne T]T3 = e ^ <ï)//h T3 Tl» donc 

t<i>/h = 2 a /h  [2TT] pour tou t  h, d'où a = <ï>/2 e t  le lemme e s t  démontré .  □

On remarque alors que Tj-1 es t  une t ransla t ion  magnétique:

T f ]= X - v i  e " 1̂ >l/h = e x p ( - i 'C - v 1APl/h) x -v ^
et  d(- 'Cv,1' 9 p = - r _ Vl d-'p1 = - ' t _ Vl( tA -T i tA )  = t A - T _ VltA.

Ceci permet  de considérer  les trois t rans la t ions  magnétiques T 4  = T f 1, 

T5 = T 2 ' e t  T6 = T 3 1.

On introduit  h' le plus pe t i t  réel en valeur absolue tel que 
h ' s  - t<ï>/h[2TT]. Ainsi e ih^ 2 = ± e _it<^ / 2h> e t ,  qui tte  à changer tous les Tn

en leurs opposés dans le cas où e ^ ,/,2= - e ^ ^ 2 *1, on a, en considérant  
l 'indice n comme un élément de Z / 6 Z :

[P,Dr ] = [P ,Tn] = 0

T n + 3 = T n '

I T n t r V
T T — p ““ i h#/ 2  t  <1 n 1n + 2 ~ e 1 n + 1
T — p î h V 2 t  41 n + 2 1n “ e 1 n + 1 
Tn + |T n = eif', TnTn + |

V y € N ,  T'fl + 1 = e _1h''8'2/ 2  T ^ + 2  Tft.
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Posant alors T<* = e''1#<*ic*2/2 y|*i 7^2 pour o(€Z2, on a:

(1.8) (T°<)-1 =(T0i)* = e_ih,°<itf2/2 T -o<2
= eih,o<io<2/2 j- ° ( l  &2

= T"<*
et:

(1.9) =eih 0̂<i0<2 + 3i32)/2 j |3<i + 3 i t ^ 2 + ̂ 2 eih,0<23i
— eih,(o(23l“ 0îi^2)/2 yO( + £
_ eih'cr(o(,3)/2 jo< + £,

avec o'(oî,3) = oî23 i ~o<i32*

Enfin,

(1.10) ÎFT<* =e'h'cii°Î2/2 f 3-oi| T|Ü2 3f

= exp[ih'(<X1c<2-o<f)/2] Tf î T f 0(1 Tf*2 y  
= exp[ih'(-o<io(2-«f)/2] Tf*i + <*2 j f  0(1 y  
= Tr - 1( « ) 3r.

où r: (o<i,o<2) |—* (- <̂ 2»0<1 + <*2) est la rotation d'angle TT/3 dans le repère

Remarquons que, si on identifie Z2 avec le réseau Z j©Z 2 » on a r=K.

L'objet des deux sections suivantes est de ramener l'étude du spectre 
des deux opérateurs étudiés, en fond de puits, à celle d'opérateurs 
pseudo-différentiels.

1.5
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2 .  Introduction des opérateurs pseudo-d i f férent ie l s  dans le 
cas triangulaire.

On veut ram ener  l 'étude du spec t re  de l 'opéra teur  de Schrödinger 
triangulaire en fond de puits à celle d'un opéra teur  pseudo-d if féren t ie l .

On commence par  obtenir  des fonctions approchant  l 'espace spec tra l  
associé  à un pet i t  intervalle si tué à la limite inférieure du spec t re  en 
considérant les fonctions propres d'un opéra teur  proche de celui que l'on 
étudie,  mais dont le spec t re  e s t  d i sc re t ,  qu'on obt ient en bouchant tous les 
puits sauf  un.

Soit donc w une fonction C00 è support  dans la boule de cen t re  0 et  de 
rayon TU Tl é tan t  a ssez  pe t i t .  On prend w radiale,  w > 0 ,  w (0)>0 .

On pose P0>0 = P + £  ß € z 2 \ (0>0) w ( x - ß ) .

Pour ß € Z 2 , on a noté ß  = ß \  V) + ß 2 v z-

Ainsi £ = l im in f |x | _ >ooV>0 e t ,  d 'après un théorème de Persson ,  le

spec t re  de P0 ,o e s t  d iscre t  dans l ' intervalle [0 ,£[ .  Soit \ ( h )  la plus pet i te

valeur propre .  Elle e s t  simple et  il existe une cons tan te  C telle que 
0 < \ (h )< C  h et Sp(P0>0) n ] - o o , \ ( h )  + h/C] = a<h)} .

Les r é s u l t a t s  de Carlsson [Ca] généralisés à A £ 0  ramènent  l 'étude du 
spec t re  de P dans I(h) = ] - o o , \ ( h )  + h/C] à celle d'une matr ice  infinie opérant
s u r L 2 ( z 2 ) .

Soit ^ 0 , 0  une fonction propre normalisée de P0 ,o associée à la valeur 

propre Mh) e t  r 0j0 = ( P - M h ) ) - 9 0>0. Ces fonctions ont les propr ié tés  de 

décroissance su ivantes :

(2.1) >p0 ,o» r 0f0 = © £ (e x p ( -d v (0 ,x ) (1 -e ) /h  + e /h ) )  dans L2 ( R 2 )

(2 .2)  V tA>p0>0, V tAr 0>0 =©e.(exp(-dv (0,x)(1 - £ ) / h  + e /h ) )  dans L2 ( R 2 ) f 

OÙ
V t A f=«hD J- t A J)f)j = i i 2 .

Ces inégalités sont  è prendre au sens suivant:

l|e ( 1 - e ) d v ( o , x ) / h ( | >p o>o| + | r o _o | + | VtA^ 0 j 0 | + | v lAr 0 i 0 l) llL2 £ C Ee t / h .  

De plus,  supp r 0>0 C U ß € Z 2 \ (0>0) B ( | , ï \ ) .
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On util ise alors la fonction 'Pq.o ses  t r a n s la té e s  yP<x = T <*'Po,o  P°ur 
constru ire  une base orthonormée de F(h)f espace spec t ra l  de P associé  à 
I(h).

Soit donc ^  = 1°^r 0j0 = ( P - \ ( h ) ) - 9 0(.

Les fonctions >P0( , r 0( vérifient des propr ié tés  de décroissance:

>Pcx»r <x»v tA>i>o<»v tAr o< = ©e (e x p ( -d v (x,o£)(1-e)/h  + e /h ) )  dans L2 ( R 2). 

Supp r ^  C V fijo t .  B ( £ , t l ) .

TTp é tan t  le pro jec teur  orthogonal sur  F, Carlsson [Ca] a montré  que 

{Vjjk} = {TTp>Pj| |<} e s t  une base hilbertienne de F pour h a ssez  pe t i t .

Les proprié tés  de décroissance des fonctions >p0<, r ^  p e rm e t te n t  de

m ontre r  que la m atr ice  V définie par  V0(>^  = (v0< I v ^ )  s ' é c r i t  V = I + ©(«b W ).

On note A = ©(«fî(^)) si pour tout e il existe  h(e) tel que
pour h < h(e ) ,  avec

do(f£ (^  = inf [dv(o!:,y1) + dv(y1,y2)+ ••• +dv^£-l»3^*  
î > I L , X ] - - - y i Î i - ] € Z2 

<* 4^S\ ¥ . . .  ¥*$ £ - 1  ¥$>•

On introduit alors la base orthonormalisée des v # :  

v£

On connait le comportement des e ^  sous l 'action des t 3  e t  de y  : 

Lem me 2.1 :

On a: e «  = T<* e0 et  il exis te  une cons tan te  c telle que 

Ici =1 et  Dre0 = c e0 .

Démonstration :

Par construc t ion ,  >Po( = Toi>Po* Comme P0>0 e s t  invariant  par 

conjugaison par JF, iFe0 e s t  un vec teur  propre de P0 0  associé  à \ ( h ) .  Cette  

valeur propre é tan t  simple, 3r^>0 = c>p0 pour un c e C ,  e t  comme y  e s t  

unitaire ,  IcI =1.

Les opéra teurs  T0* et  Vf commutant  avec P, ils commutent  aussi  avec 
TTp, donc v0< = T oiv0 et  2Fvq = c v q .

2.2
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L'opération d'orthonormalisat ion commute avec les opérateurs  
unitaires T0* et y ,  et  donc:

T°(<e3> = Toi(or th { v ^ »  = or th (Toi{v^»
=  o r th { e ^ ,(°i2:3 i - <*i32)/2 +

On cons ta te  alors que
orth<eih' (<*2:3i-<*i32)/2 Vo( + ̂ } = {eih' (a:2 3 i - o ( i 3 2 ) /2  e rt + ̂ },  et  donc 

Toie ^ =  e ’h/^ 2 :3 1~ oi13 2 ) / 2  e ^  + £  ■ En part iculier,  T 0<e 0 = e 0(.

De même, îT{e0 }̂ = D:'{orth v0̂ } = orth(3:'{vc<}) 

e t  3  ̂v0̂  = Dr Tc*v0 = Tr  1̂ ^ D rv0 = Tr  ' ^ ^ c Vq = c v r - i ( t f ). 

donc sr{ea:} = orth{c vr - i ( a:)} = {c e r -i(c<)} - 

Ainsi D:' (ec<) = c e , - - ^ ^ )  et  le lemme e s t  montré ,  o

Le ré su l ta t  de Carlsson s 'énonce alors ainsi:

Théorème 2 . 2  :

La matr ice  de PtAlF dans la base des e ^  e s t  donnée par:

Pl A | F = 'Xld + w = \  Id + w + ©(«©(2)). 

avec w 0;j ^  = ( ( P - \ ) e ^  l e ^ )  

w<x, 3  = «P-:X)V>$ !¥<*).

Nous allons à p résent  é tudier  comment les p ropr ié tés  d' invariance de P 
se t raduisent  su r  la matr ice  w.

On a w 0<>£  = ( ( P - ‘X ) e £ | e 0<) = ( ( P - ‘\ ) T 3 e 0 l T0̂ )

= ( T £ ( P - \ ) e 0 |T°<e0) = ((P-:>Oe0 |T - 3 T < * e 0)
= ( ( P - \ ) e 0 l e ih' (<* 2 3 i -< * i3 2 ) /2 To<-:3eo) 

donc w c*>£  = e ih,(<* i3 2 - <:X23i)/,2 VY ^ _ £ ^ 0>

Posons î (ol) = w <x jo .
L'invariance de w par ro tation s '  écr i t :

f(oO = ( ( P - \ ) e 0 | T « e 0) = ( î r ( P - \ ) e o l î r T 0<e 0)

= ( ( P - ‘X)3r e 0 1 T r-1^ ^ î r e o )  = w r - i ( oi) j0 = f ( r “ 1(c<)).

Donc f #r = f .

De plus w e s t  hermitienne donc w 0<jq = w q )0<, i . e .  f ( -oO= f(o<). Comme 

f e s t  invariante par r ,  c e t t e  propr iété exprime que f e s t  réelle.
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En résum é, on a m ontré :

Théorème 2 . 3  :

Il existe  une fonction f su r  R 2 , réel le,  à décroissance exponentielle,  
invariante par la ro ta t ion r ,  telle que

w c(j£  = e ih' (c*i32-<*2:3i)/2 f(<X-£).

On veut main tenant  ram ener  l 'étude de la matr ice  w à celle d'un 
opéra teu r  pseudo-dif férent ie l  dont le symbole possède des sym étr ie s  
t radu isan t  celles de w .

Remarquons tou t  d'abord que w e s t  uni ta i rement  équivalente à la 
matr ice  w définie par:  w <* >£  = e ih ( £ i 3 2 “ <*i<*2 ) / 2

Cette  matr ice  définit un opéra teur  s u r  l_2 ( Z 2 ):

wu(oi)= S ^ e “ ih^ o{i + 3 0 (o{2“ 3 2 ) / 2  u(£ ) .

C 'est  un opéra teu r  de convolution en la deuxième variable,  qui par 
t ransfo rm ée  de Fourier e s t  unita irement  semblable à l 'opé ra teu r  w défini 
su r  L2 (Zx[0,2TT[) par:

wu(o(1,e)  = E ;3 e " ' ih/(o<i + 3 i ) 3 2 / 2 e i32Ôf(0<1- 3 1, :32)u(3i ,©)

= £ £ f ( £ )  e _ ih ' (2oi:i " ^ i ^ 2 / 2 u ( d i - £ u e)

= s 3  eih'3 i 3 2 / 2 f(3 ) e - i 3 2 (h '«1- e )  u ^ - ^ . e ) .

Cet opéra teur  a le même spect re  que sa res t r ic t ion  à Zx[0,h' [  e t  si on 
identifie Zx[0,h'[ à R  par x = h'<Xj-0, on trouve que w a le même sp ec t r e  que

l 'opéra teur  w' ag issant  su r  L2 (R) par:

w'u(x) = S 3  f(£) eih '3i32/ 2 e- i 3 2 X u ix -h '^ j)

w' e s t  le h ' -quan t i f ié  de Weyl du symbole rée l ,  2TT-périodique en x et  £:

(2 .3 )  P°(x,C) = 2 ( j >k) € Z 2 f(j,k) B- K k x + & )

c ' e s t - à - d i r e :

w'u(x) = (2rrh')_1 JJe^x“ y ^ / h,p°(^(x + y),Ç)u(y)dydx.

2.4



Traduisons la propriété d'invariance de f par r:

P°(x,Ç) = S(jfk) f°r(j,k) e- i (kx+j€) 
= Sj,k fCj.k) e_^r-1(jfk)I(Ç,x)) 
= Sj’k f(j,k) e-1«j + k,-j)l<Ç,x))
= Sj’kf(j,k)e-i(kÇ+j(C-x))

Donc:

(2.4) p°(x,£) = p0(£,£-x) = p°«p"*1(x,Ç),

où p est la rotation de TT/3 dans le repère suivant:

Les résultats de [He-Sjlj permettent de minorer l'effet tunnel entre 
les puits les plus proches:

Ve>0, il existe C&>0 tel que, si I <2- $ I = I v\ I, I I >Ce e“ D̂ + &̂ /,h ,

où DSrdyiO,]/^), D = dy(0,Vj) + ©(t2sup |B |2).

On obtient donc pour p°, en séparant dans la somme (2.3) les termes
correspondant aux interactions entre puits les plus proches, c 'est-à-d ire  
les termes en o< = (±1,0), (0,±1), (1,-1) et (-1,1):

(2.5) p°(x,£) = 2f(1,0)[q°(x,£) + r0(x,£)], 

avec: q°(x,£) = cos x + cos £ + cos(x-Ç),
r° est analytique, 2TT-périodique en x et £, invariant par p, réel sur le réel 
et |r°(x,Ç)| <Ce_1//Ch dans le domaine complexe IIm(x,£)I <1/Ch pour un
OO .

q° et r° vérifient la propriété (2.4) d'invariance par rotation.

2.5
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3. Introduction des opérateurs pseudo-différentiels dans le 
cas hexagonal.

La situation ne pose pas de problèmes nouveaux par rapport à la section 
précédente du point de vue de l'analyse, mais la géométrie du problème est 
plus compliquée.

Rappelons qu'avec les notations du dessin suivant:

les puits sont situés aux points Me>0< = 'Cf*1 X*?2 Me pour £€{0,3} et 
ctfeZ2 .

On considère comme à la section précédente une fonction w réelle, 
positive, de classe C00, à support dans une boule de centre 0 et de rayon t\, 

étant choisi suffisamment petit. On prendra w radiale avec w(0)>0.

On définit alors pour tout puits M :

Pm = P + £ n puits,N^M W<x-N).

Les P[*| sont conjugués les uns des autres par translation et sont donc
isospectraux. Leur spectre est discret dans un intervalle [0,£] avec £>0. 
Soit \ 0(h) leur plus petite valeur propre, qui est simple, et >p0 une fonction
propre de PMo associée à \ 0(h).

Nous aurons besoin dans la suite d'une invariance de >p0 par rotation. On 
remarque que l'opérateur TjiF4 commute avec P, et comme \ 0(h) est une 
valeur propre simple, TjîF4 '9o = c^)o» avec Ici =1. On peut déterminer c:

Les relations (1.2) et (1.3) donnent:

(Tj ÎF4)3 =T(1,0) y - 2  j(1,0) gr-2 ÎF-2
= y(1,0) j r 2(1,0) j r 4(1,0)
= j(l»0) j ( - 1»D j ( 0 , -1)
= e-ih '/2 .

Donc c3 = e ^ ,/'2 et quitte à multiplier ÎF par un multiple de eÎTT/,3f ce
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qui ne change pas les relations établies à la sect ion 1 , on peut avoir 
c = e - i h ' / 6 .

On pose alors >P3 = 3r3 >Po- ^ 3  e s t  une fonction propre de Pfl3 associée à 
\ 0 (h) e t :

T,:rv>3 = e ' ih7 6 ¥ o -

En composant  à gauche par ÎF3 , on obtient :

T f , y>p0 = e - ih ,/6 >p3 .

On note m 0 , m3  les coordonnées de M0 , M3  dans la base ( V],V2)» soit  

mo = <3 »3 ) el  m 3  = - m0 = ( - ^ , - ^ ) .

Soit alors M = f l£ j0< un puits .  On définit alors fonction propre de 

associée à \ 0 (h) par:

>pM = e ih/o'(me,o<)/2 To(^pe .

On a noté: cr( (x,Ç),(y,t l))  = Çy-x1\ .

L'objet des paragraphes suivants e s t  de décrire l 'action de la rota tion et 
des t rans la t ions  magnétiques su r  les fonctions

On a d'abord:

sr>pM = y  e ih'o-(m0 ,o O / 2 To<yo

= e ih 'o '(r-1(m0) , r -1(oO)/2 Tr‘-1(<*) y-vp0 
= e ih '[o '( r"1(m0) , r " 1(o : ) ) - ^ ] /2  T r -1(oO j ( l , 0 ) ^ p 3 

= e 1h'[o’( r " 1(m0) f r - , (oO) + o ’( r “ 1(cOf( 1 , 0 ) ) - i J / 2  j r -1(o<) + (1,0)-vp3<

Comme r _ 1(m0) + ( - 1 ,(» = 1713, l 'expression en exposant  s 'é c r i t :

o'(m3 , r ~ , (o( ) ) - 5  = o'(m3 , r _ 1(o() + ( l , 0 )) car:  

cr(m3 , ( 1 , 0 )) = a ' ( ( - 5 , - ^ ) , ( 1 f0 ))= - 5 .

Donc finalement,
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3 r-vpM = e ih,o'(m3 , r " 1(o() + (1,0))/2 Tr -1(oO + (1,0)

= ^>3 , r " 1(oO + (1,0)

=>PK -1(M0fa ) ’

(On a fait l 'abus de notation ■'Pe>£=''PMe (P*

De même,

y > p M = 3 r e ih'o'(m3 ,oi) / 2

= e ih' a '(r_1(m 3 )»r~1(oO) / 2  -|-r-1(oOÎT'vpj 

- e1h'[<r(r_1(m3)»r-1(cO)--4l/2 j r -1( o O t ( - 1 »0 >>P0 

= e ih'[o'(r-1(m3 ) + (1 ,0)>r “ 1(o())-4f] /2  j r -1(o<) + (-1

Comme r - 1 (m3 ) + (1,0) = m0 , e t  cr(m0 , ( - 1 ,0 ))=  on a:

Dr>pM3 = e1h'o’(mOpr” 1(c0 + ( - 1 ,0 ) ) /2  Tr -1(oO + ( -1 .0 )> p0

=^Po , r - \ o i )  + ( - \ , 0 )

="PK-1(M3,a)*

De plus, on a:

T £xpM = T 3 e ih/° '(m c , « ) / 2

’a = e ih'[a'(mc ,o<) + a '(3 ,o :) ] /2

= eih'[o'(mc ,<x + 3)  + o'(£,c* + me)]/2 T<* + £>pe 

_ rtih'o'(3,oi + me) /2  >nM
—  6 _  »*efa + (3

= e’h 'o '(3 , Me,« ) / 2

Où Me>0( = me + o( désigne les coordonnées de dans la base (

En résum é,  si M e s t  un puits ,  on a les re la tions:

(3.1) 9r '9M=>i)K " 1(M) _
(3.2) T°^>Pf-j = e^  M)/2

Comme à la section précédente ,  on considère F l 'espace  spec t ra l  de P 
associé  à l 'intervalle ] - o o , \ 0(h) + h/C], la famille (v^) des p ro je tés

orthogonaux su r  F des e t  {e^} la base hilbertienne de F obtenue par

orthonormalisation de (v^}.

3.3
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Les e^  vérifient alors les re la tions:

(3.1)'  SK©M = eX-

(3 .2 ) '  T « e M = eih,°'<0<»,:>>/ 2 eT « (ri).

On appelle W la matr ice  de Pjp  dans la base {ej*j}, e t  on va maintenant

chercher  la traduct ion sur  les coefficients de W de l 'invariance de P(h) par  
les t ransla t ions  e t  la rotation magnétiques .

Si M et  N sont  deux puits on a:

(3 .3 )  WM,N = (P eN I eM̂
= ( y P e N| y e M)

= ( P e K- 1(N) | e K- 1(n))

= w k " 1(M),)<-1(N)-
e t  :

( 3 .4 )  w Ii,N = (p e N I eM̂
= (T<*PeNlT°<eM)

=  ( e ih N ) / 2  p  ̂ | e ^  ^ ( ° ( » l ”0 / 2  e^-a( |vjp

=  e i h ' o ' ( o ' , N - M ) / 2  w r « ( M) f T « ( N).

Cette dernière formule s 'éc r i t  aussi:

w M,N = exP ^ ,cr( — M, N- M)/2]

i . e . :  e1h,° ”(N»N ) / 2 w ^ f^ = exp[ih'o'(T°^(M)f T 0<( N ) ) / 2 ] , - c a (N)-

Ceci conduit à introduire la fonction M' définie su r  r x r ,  où r  e s t  
l 'ensemble des pui ts ,  par:

(3 .5 )  ' i ' (M>N) = e ih' ° ' ( rï ’ N)/ 2  w M>N.

Cette  fonction vérifie:

(3 .6 )  1i ' ( i ; <*(M),T<*(N)) = '£, (M,N).

De plus,  (3 .3)  e t  la propr iété  de w d 'ê t re  hermitienne donnent:

(3 .7 )  ¥(K(M),K(_N)) = 'i'(M,N)
(3 .8 )  ' i r(N,M)='i' (M,N).

3.4
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Grâce à (3.6), on peut trouver des fonctions g j^  j,k€{0,3) telles que 
M,(M,N) = gjjk(N-M) pour MeTj et N erk.
(3.7) donne:

(3.9) gjf|<(K(v)) = gj'>k(v) pour v c r^ -T j, avec j = 3 -j.

Ainsi g j.k^^Q j,!^ -1') et comme, grâce è (3.8), gjf|<(_v) = gfcfj(v), on a: 
gj,k(v)=g^j(vT, ie:

(3.10) g3>3 = g0,0 et 90,3 el 93,0 sont réels.

On définit alors la fonction g sur r - r  par:

9 = 93,0 sur r 0_ r 3
9 = 90,3 sur r 3“ r 0
9=93,3 = 90,0 sur r 3_ r 3 = r 0 " r 0-

(3.9) donne:

(3.11) g«K=g

Grâce à (3.10), on sait que g est réelle sur r 0- r 3u r 3- r 0.
On a donc montré:

Théorème J. / :

Il existe une fonction g définie sur r - r ,  réelle sur rQ -r3u r3- r 0, 
telle que:

(3.11) g • K = g\ _ _
(3.12) wM>N = eih/cr(N,rï)/2 g(N-M) si Mer0 ou N€T0.
(3.13) Wp|Fn = eih#cr̂ N»M)/2 g(|s| — m) si Mel^ ou N e ^ .

On veut maintenant ramener l'étude de l'opérateur W à celle d'un 
opérateur pseudo-différentiel agissant sur L2(R,C2). On regroupe les puits 
par couples (N j,^), tels que N2-N] soit vertical et la distance l^ -N jl  
soit minimale:

V.

N, P,
ÍT /  I IW IK - P

L
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On a: L = ^  V\,  K = 1/6 (2v2 -i>j) e t  £=  C=(^,0), k= K = ( - 1 / 6 , ^ )  sont  

leurs coordonnées dans ( v i , v 2 ). N2  = N + K, Nj = N-K, e t  on repère le couple 

par  l 'élément  oi de Z 2 tel que N = C+<*.

Soient P avec P = £ + 3» Pj = P -K ,  P2 = P + K.
On note:

/  w N1fP, WN1?P2
w < * ,£  =

V w N2fP, w N2

On a:

/  e i h ' ^ P i .N O /Z g t P j - N j )  e1h/cr(P 2 .N i ) /2 g(P2-Ni) \  

W<* ’3  = [ eih,<y(Pi,N2) /2 g (p 1- N 2 ) eih/a ' (P 2 ,N2 ) / 2 g(P2 - N 2 ) )

i ~w / e - i h ' c ( P - N fk) /2  g(P l -Ni) e - i h ' o ' ( P + N ,k ) / 2 g ( p 2 - Nl) \  
= e ih, o ' (P ,N) /2  ( _ „  a i l  _  _  » ¿ . i i

V e ih 'o ' (P+N>k ) / 2 g(p1_N2 ) e1' h ' o ' ( P - N , k ) / 2 g ( p 2 - N 2 ) J

= e ih'cr(3 + £,<* + £ ) /2

/ e - ih 'c r ($ - c < ,k ) /2  g ($ -oO  e~ih 'o '( ;3 + oi + 2 £ fk ) / 2 g ( $ - o (  + 2k)^

V e ih 'or(3+ o< + 2 £ , k ) / 2 g(3 _ c i _ 2 k ) e i h ' o ' ( 3 - o < , k ) / 2 g ( £ - o O  J
/  e -ih'cr(o< + £ ,k ) /2  o \

= e ih,o'(3,o<)/2 e ih 'c rC ^-« ,  £ ) /2  ( )
V o e ih cr(c<+ £ , k ) / 2 /

ê - i h 'o ' ( 3 - o : , k ) g ( :3_o<) g(£-o< + 2k) \ I e ih'cr(:3 +  £ ,k ) /2  o) g(£-o< + 2k) \ / eih'or(£+*,k)/2  O \  

lih'o,(3 -o<Jk)g(:3 - 0l:)j \ o  e - i h ' c ï i p  + Z t V / z )g<£-<*-2k)  e ’h

•u/ /fl w o  / e -  1h#<y(3-o(fk )g (3 -o i )  g(£-<x + 2k) \
= e ih o'(3»c<)/2 Aq̂ Î , j A o '

\ g ($ -< * -2 k )  ei h ' o ' ( 3 - « fk ) g ( 3 - 00 /  p

où l'on a noté:  #
/ e - ih  o'Oïf + £ ,k ) /2  o \

Av = e - ih ' c r (y , je ) /2  /
*  ( 0 eih cr(y + £ , k ) / 2 /

La matr ice  w e s t  donc uni tairement semblable à la matr ice  w' définie
par:
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w'« R=»lh'<r(3,o<)/2 ( 9 ( 3 - « )  * * - « ♦ » >  ) .
tS> \ g ( £ - o < - 2k) e1h#<r($-<* ,k)g(3 -o() /

Pour éviter une complication technique dans la suite,  on travaillera avec 
la matrice w ":  w " ^ £  = 'M'r~2 (<x)fr ~ 2 ( £ ) ’ ce Qui revient à remplacer k par
r 2(k) dans la formule précédente.

Considérons à présent l'application MB qui è T e £ l ( Z 2 , l i2(C)) associe la 

matrice infinie MB(r)  définie par: MB( r ) 0<>£  = eih,<y(£»0<̂ 2 r i ^ - o O .

On a une formule de composition:

[MB( r 1)MB( r 2)]oi,ft = S y eih,ior<y»oi>+ a '(3-y>l/ 2r 1( y - o ( ) r 2 ( 3 - y )
= e ih'o!(3 ,oi)/2 S y e ih'o-(3 - o ( , y )/2 r l(y)  r 2 ( ^ _ 0<_ y )

= lMB( r 1t tB r 2)1oi,3 

où: r 1# Br 2(3 )= £  eih,°'(3 , ,>3') /2  r 1( £ ' ) r 2 (£ " ) .

Soit CiB = {MB(f)/f€  £1(Z2 ,M2(C))}. Cib es t  engendré par les 

" t rans la t ions"  T ÿ 8 A = MB(SyA), où y c Z 2 et A€M2(C).

Remarquons que les translations A = M_B(S y  A) commutent avec CiB 

et £ « # 0 5 3 =  e»>'<*3.«>/z &a+fi.

On cherche un morphisme entre CiB et l'algèbre d 'opérateurs de Weyl 
engendrée par expU^x.D) = op) »̂ e'C et exp fc2(x,D) = op]fjf* eix , où on a posé 
£(x,Ç) = (£ 1f£ 2) = (£,x).

On définit donc: Rtë«* A) = op)^ e ’0*'^ A.

Ainsi, comme T # 8 Â  T £ B A2 = e^ 0^#*0̂ 2 ^ ” 0̂  + 3 A1A2 
et ( o p ^ e i« - liA1) (o p ^ e i3 - ^ A 2) = eih' ^ * li»3 - ii>/2  opff,(e i<(o< + £ ) - fc>A1A2 )

= eih'cr(3,o()/20p^(ei{(oi + 3 ) .£ }AlA2)f

le prolongement R à £ 1(Z2 ,M2(C)): R(f) = opff' (£<*€Z2 eio(' fc f(oO) e s t  tel 
que MB(f)i—* R(f) soit un morphisme.

Suivant lHe-Sj]g, on montre alors que si f e s t  à décroissance 

exponentielle, R(f) comme opérateur sur L2(R ,C 2 ) et MB(f) ont le même 
spectre:
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Il suffit de m ontrer :  0<Sp(R(f)) «=» 0 ^SpCMgif)).

Supposons donc que MB(f) inversible. Son inverse [MB(f)J-1 commute 

avec les t rans la t ions  Id et  vérifie l 'est imation

llMBÎf)]- 1 ^ ^ !  < C e "  l « - 3 l / C h '  pour un C>0.

Donc il exis te  ge  £ 1( Z 2 ,M2 (C)) à décroissance exponentielle tel que 

MB(f)MB(g) = MB(g)MB(f) = Id.

On a donc: R(f)R(g) = R(g)R(f) = Id et  R(f) e s t  inversible.

Supposons maintenant  R(f) inversible. On util ise un théorème de Beals: 
Soit a € S £ j0 tel que A = opw a soit  inversible au sens  de JC(L2 ( R , C 2 )) ; alors 

il ex is te  b € S $ >0 tel que A ~ 1 = opw b.

Ce théorème permet  d 'aff irmer que R(f)_1 e s t  le quantifié de Weyl d'un 
symbole b, et  comme R(f)-1 commute comme R(f) avec e™ et  e ih D, b e s t  
2 rr -pér iod ique  en x e t  Ç e t  donc b s 'é c r i t  b = E0( b(cO e io<‘ ^ où b,

t ransform ée  de Fourier de b, e s t  à décroissance exponentielle.

Ainsi R(f)_ , =R(g) e t  R(f)R(g) = R(g)R(f) = Id,
MB(f)MB(g) = MB(g)MB(f) = Id e t  MB(f) e s t  inversible.

Le symbole associé  à w "  e s t :
/ e ih'cr((X,r2(k)) g(ctf + 2 r 2 (k))

(3.14) pOix.C.h') =£<* ei(o(iC + «2x) |

\ g (< x -2 r2 (k)) e ih'o'(o<,r2(k)) g(o0

C 'est  un symbole hermit ien,  2-rï-périodique en x et  Ç, dont on va 
maintenant  é tudier  les sym étr ies  de ro ta t ion .

On a d'abord:

e ih 'a’(o<,r2(k))g(0i) 

g(<x + 2 r 2 (k))

Donc:

(3.15)

3.8

P?,(x, £.h'V P?2<ix.C)

1<x.O p $ 2 (x.£.h':

po< - x , - £ ,h ' )  == 2 «
e i(c IÉH+ <*2X)

1 g(cx: - 2 r 2:(k))

» — ih#C ( c i , r20 >c <x)

pO| • y -c.
í o 1

i n
po ( x .Ç, C , h #)

í  0 1

i o
,h')



On veut aussi  une invariance par  ro ta t ion de 2 tt/ 3, dans le même repère  
qu'à la section 2.

On commence par  rem arquer  que r 2 (o0 = ( - < * i - oî2»°^i ) e*:

P ° (x f£ ,h ' )=£<x  e iK-o<t-o(2 ) ( -x )  + o(1« - x ) ]

e - ih 'o ' ( r 2( o 0 , r4(k)) g(r2 (oO) g(r2 (oO + 2 r 4 (k)) \

g(r2 (o O -2 r4 (k)) e ih'cr(r2 ( « ) fr 4(k)) g(r 2(oO)/

Comme r 4 ( 2 k ) - r 2 (2k) = (1,0),  le changement  de variable $  = r 2 (c0 dans 
la somme donne:

po(x ,£ ,h ' )  = £ 3  e i ( 3 i ( - x )  + 32 (C -x ) )

/ e -ih'[cr(;3 , r 2(k)) + 3 2 / 2 ] g(£)  g(£  + 2 r 2(k) + (1, o)) \

( g(3 - 2 r 2 ( k ) - ( 1 , 0 »  e ih ' [o ' (3 , r2(k)) + ;3 2 / 2 ] g ( £ ) j  '

Posons (y , t l )  = ( Ç - x >- x ) = p ” 2 (xf£).  On a obtenu:

/ P(j,1( y - h 7 2 f' n lh') e - i ^ P ^ C y . t l )

P ° (x ,£ ,h ' )  = I
\ e ^ P ^ ^ y . H )  P ^ 2 (y + h// 2 , ‘n , h ' )

e t  on veut traduire  c e t t e  relation au niveau des o p é ra teu rs .  On a:

/  P < î i (y -h 7 2 fï l , h ' )  e - i ^ P 0 i2 < y ,H )
opff' I

\ e i H P ^ C y . t l )  p022(y + hV2,Tl,h ')

= / ' t  h ' / 2  0 \  (X -  h ' / 2  0
J opwh'P°(y*'fl»h')

\ 0 X - W / Z j  V 0 'Ch '/2

En effet:

[(Th' / 2  °Pff' P?l(x»Ç»h') r _ h 7 2 )  uKx)
= (2 T rh ' ) -1j j e i ( x - h , / 2 - y ) C / h / P(j»1( ± ( x - h 7 2  + y),C,h')u(y + ^h') dy dÇ 

= (2TTh')” 1JJei<x “ z>£/h#P f1( i (x  + z ) - h 7 2 lÇi h#) u(z) dz d£

= [(op^PŸ1(x -h ' /2 ,C ,h ' ) )u ] (x ) .

De même, T - h 7 2  o p ^ P ^ 2 (x»Ç»h') P 2 2 (x + h' / 2 »£ 'h')'

Et:
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[ ( T h ' /2  0Pff#P?2<x »O T h72> U1 (x)
= (2Trh,) " 1JJe i(x- h' / 2 "U) C/ h , PŸ2 ( ^ x - h , /2  + y > ^ ) u ( y - è h ' )  dy d£ 

= (2-rïh')-1 J J e 1̂ - 2 - ^  + u(z) dz d£

= {[op^/ ( e - iCp<p2 (x,C))]u}(x).

De m êm e,  x - h ' / 2 toPff' p 2 i ( x »£)) t - h ' / 2  = 0P f f ' P £ i ( x » £ ) ) -

L'étude  complè te  des invar iances des o p é ra t e u r s  dédu i tes  des s y m é t r i e s  
de leurs  symboles  s e r a  fai te  è la sec t ion  su ivan te .

On veut  m ain tenan t  s é p a r e r  dans la somme (3 .14)  les  t e r m e s  
co r re spond an t  aux in te r ac t io n s  e n t r e  pu its  les plus p roches  pour  chaque 
P?2* Dans les exp ress ions  donnant Pfj e t  P^2* aucun de c e s  t e r m e s

n ' in t e rv ien t .  Dans l 'express ion  de Pfe» H fau* r e t e n i r  les t e r m e s

c o r re spondan t  à o( = 0 ,  (1,0) e t  (0,1) . P^ j  e s t  le conjugué de Pfe» on

ob t ie n t ,  avec  c(h) = g ( r2 (2k)):

(3.17) P0( x ,£ ,h ' )  = c(h)[Q0(x ,£ )  + R0( x ,€ ,h ' ) ] ,  avec :

V O O ,  3C C>0, 1/Ce e " ( D + e ) / h < lc(h)l  < C e e ~ ( D~ e >/ h , où

(M è < v 1+ v 2>»2 / 3  (v\+V2))^0<à^(^(V]+V2),2/Z (v 1+ v 2 ) ) + c l 2  P°ur  un c 

a s s e z  grand (dy(4f(i>i+V2)*2 /3 ( v j + i ^ ) )  e s t  1a d i s tance  d'Agmon en t r e  les 

pu its  les plus p roches) ,

R° e s t  un symbole ana ly t ique ,  2 r r -p é r io d iq u e  en x e t  £ ,  hermi t ien  pour x e t  
£ r é e l s ,  e t  il ex is te  C>0 e t  e 0 >0 t e l s  que:

|R ° ( x , £ , h ' ) |  < C e - e o//h, dans la bande | I m ( x ,£ ) |  < £ ( ) /h .

Q° e t  R° vérif ient  les  re la t ions  d ' invar iance  (3 .14)  e t  (3 .15).

De plus,  d e t ( \ I d - Q ° )  = ' \ 2 - [ 3  + 2 q 0(x ,£)] ,  où 

q°(x,Ç) = cos x + cos £ + c o s (x -Ç )  e s t  le symbole in trodui t  à la sec t ion  

p r é c é d e n te .

On a donc m on tré

(3.16)

3.1 0

OpWh,'(PC • p2 = T ( )pV ,'PO T-1 , où 1 t h 7

0 X - \

0

h ' / 2

Q0|:x,£>=
0

\ 1 + e ix + e -ic.

l + e I X . -e'S

0

Ç/I ( X hZ)



Ce ré s u l ta t  e t  celui de la section 2 entra înent  le Théorème 2,  si on 
admet  le Théorème 1 pour des opéra teurs  p e r tu rbés .  La démonstra t ion de 
ceci e s t  l 'objet des sect ions su ivan tes .

3.1 1



4. Construction d'opérateurs commutant avec les opérateurs 
étudiés.

Comme nous l'avons fait pour les opérateurs de Schrödinger dont nous 
sommes partis, nous allons traduire les symétries des symboles obtenus au 
chapitres 2 et 3 par l'existence d'opérateurs commutant avec ceux que nous 
étudions. Ceci nous permet de suivre les symétries des symboles à chaque 
nouvelle renormalisation.

On supposera dans cette section h>0 et on verra à la section 8 
comment on adapte ce qui suit au cas où h<0.

A. L'opérateur scalaire.

On étudie d'abord les opérateurs de Weyl scalaires introduits à la 
section 2, dont les symboles p°, comme q°(x,£) = cos x + cos Ç + cos(x-Ç) 
dont ils sont proches, vérifient:

(4.1) p°o_p = p°, avec p(x,£) = (x-£,x)
(4.2) p0(x + 2Tr,£) = p0(x,£); p0(x,£ + 2Tr) = p0(x,£).

On introduit la h-transformée de Fourier unitaire 

3rhu(Ç) = (2TTh)~2 J e-i><€ /h u(x) dx, qui vérifie:

îFhopffa(x,£)IFh-1 = opffa(-£ ,x) pour tout symbole a.

Comme e™2/ 2*1 (op)^a(x,£))e-ix2/,2h = op)^a(x,£-x), on a:

op]^a(x-Ç,x) = eix2/,2h 3rhop]^a(x,Ç) e- ™2/ 2*1.

Ainsi (4.1) exprime sur le symbole que l'opérateur opft'p0 commute 
avec l'opérateur D = e™2/ 2*1 ÎFh- U est associé à p -1 , rotation d'angle 
- tt/3 dans le repère:

V

\ 2 TT/3 

-----
On veut modifier LJ pour que G3, qui est associé à la symétrie de 

centre 0, ait une expression simple. On a immédiatement:

j}3 _ eix2/2h ei(hD)2/2h eix2/2h (srh)3.
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Calculons c e t t e  expression (les intégra les é tan t  p r ises  au sens des 
intégra les oscil lantes):

(e ix2/2h  e i(hD)2/2h  e ix2/2 h  u)(x)

= (2TTh)~1 J J e i ( x ~y>C/h e ix2 / 2 h  e i £ 2/ 2 h  eiy2/2h  u(y) dy dç

= (2TTh)-1 J J e i^ 2 + 2 (x - y ^  + ( x - y ) 2 + 2 x y ] /2 h u(y) dydç

= (2iTh)-1 Je iC2//2hdÇ J e ixy//hu(y)dy 

= eTTr/4(3rh) - 1 u(x).

Ainsi, si on pose u = e “ iTr/12 (j, y commute avec op]^p0 e t  U3 u= u 

t = x •—► u(-x)] .

On introduit  aussi  des t rans la t ions :

On pose T^u = *t2Tru ï = x l—* u (x -2 t î ) ]
=  o p f f ( e - i 2 T T £ / h ) u >

et  T n = U- n  + 1 T^U11""1 pour n e Z / 6 Z .

Tn e s t  associé  è la t ransla t ion XV n, où v n e s t  le vec teu r  de longueur 2 t t  et  

d 'argument  (n-1)iT/3 .  D'après (4 .2 ) ,  Tj,  donc tous les Tn , commutent  avec 

opffp0 .

Calculons quelques relat ions:

Tn + 3 Tn = U~n ~ Z T] Un + 2 U_n + 1 T1 Un_1 
= u - n  + 1 v T \ ~ T \ Un 

= Id.

T2 = U-1 T] U = op]^(e-12 'rT</h  • p _1(x,£))
=  o p ^ e -i2TT^ - x ) / h

et
T3 = U_ 2 T1U2 = op f f ( e - i2'n'£ / h . p " 2 (x,€))

= o p ^ e i2Trx/h.

Ainsi

T2 T , = o p ^ ( e - i2Tr ( C - x)/ h) o p ^ ( e - i2TTC/h)

= oP)V(e1h<_2lT( € - x ) /h , -2T rÇ /h} /2  0p^V(e i 2 r r (x - 2 £ ) /h )

= e i2TT2/h  op|Y(e i2TT(x-2Ç)/h)
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(les accolades désignent le crochet de Poisson) 
e t

T 1T 2  =  e - i2TT2/hop^(e i2TT(x - 2 Ç )/h ) ,  

donc T2 T1 = e14TT'2 / h T1T2 .

On en déduit:

Tn + lTn = U - "  + ' T 2 T,U "- '
= e'4TT2/h  y - n  + 1 T j 7 £ yn-1

— e i4TT2 / h  t  t  ,
- e  1 n 1 n + 1*

De même,

V n  + 2 = U - n  + lT ,T 3 u n - l

= U " n + 1 o p f f ( e " i 2 'n' £ / h ) 0 p^V(e i 2 T r x / h ) u n - 1  

= U_n + 1 e _i2Tr2/h  T2 Un_1
— p ~ i2iT2 / h  t  .
- e  ' n  + 1»

ot T -»T —pi2TT2/ h x  .e i  1 n + 2 1 n - e  1 n + 1-

On note h' = h'(h) le plus £ e t i t  réel en valeur absolue tel  que 
h ' - 4 T t 2 /h€2TrZ .  Alors e i2îT / h - ± e \ h ' / 2 t e^> quitte à changer tous les Tn

en leurs opposés dans le cas où on a le signe -  , on a l 'équivalent des 
relations de la section 1:

Tn + 3 = Tn'
UTn + l = T n U

TnTn + 2 = « ' 1hV2Tn + l 

Tn + 2Tn  = e ih' / 2 Tn + l
Tn + lTn = e,h'TnTn + l 
[U,opffp°] = [Tn ,op]!ft)0] = 0.

B. Cas de l 'opéra teur  matriciel  .

On étudie ici les invariances des opéra teurs  Introduits à la section 3, 
dont les symboles P° (x ,£ ,h ) ,  proches de:

0 1 + eix + e '£ \

ix + e - iC  o /
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possèdent  les sym étr ies  que nous rappelons:

Avec p (x ,£ )  = (x -Ç ,x ) ,  on a:

(4 .14)  p o . p 3  = A PO A, avec A = A~1 = ,

(4.15) opWh ( p o . p 2 )  = T (opwh pO)T -1 ,  avec T = / T h /2  °  )
v 0 ï - h / Z  /

et  que l'on a montré au paragraphe A que, pour tout  symbole B, l 'opéra teur  
scalaire  U  = e _iTr/12 e i x 2 / , 2 h  ÎTh vérifie:

opwh (B»p) = U(opffB)U_1.

On a donc:

U3 (opffP°)U_3  = A(opffP°)A

et :

U2 (opffP°)U~2 = T (o p f f P ° )T - 1 .

On remarque que U3 T U“ 3 = v T V= T - 1 , donc:

(op^P °)  = U U3 U2 (opffP°)U- 2  U- 3  U-1 

= UU3 T (o p f f P ° )T _1 U- 3 U_1 

= U T -1 U3 (opffP°)U- 3 T U -1 

= U T _1 A(op)^P0) A T U _1 

= (UAT) (opffp°) (UAT)- 1 .

et AT = T - . A = f  °  r - h / 2 )
\  r h /2  0 /

Comme prédédemment,  on a l 'espoir  que l 'opéra teur  UAT qui commute 
avec (opj^P0) ait des puissances simples .  On calcule donc (UAT)3 :

(UAT)3 = U3 (U~2 ATU2 ) (U_1ATU) AT 
= U3 A (U“ 2 TU2 ) (U- 1 T - 1 U) T

f e - K / 2 o \
On pose X = I e t  donc T = opWh'C.

\ O e1̂ ' 2 /
Ainsi,
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( u t a ) 3 = u 3 a  opff(T>p 2 ) (op)^x * p  b  (opffr)

fe  i x /2  o \  / e i ( Ç - x ) / 2  0 \  / e "  iÇ/2 0 

= u AOP1 o  e - i x / 2 j 0pWh(  O e - i « - x ) / 2 ) 0pWH  0 . * / *  

/ e - i h / 8  O \
= " A

Posons  A = A I . °  / e t  V = UAT.
e ih /8

V comm ute  avec op)^P0 , V3 = A v , e t  V6 = Id.

On c o n s t r u i t  m a in tenan t  des  t r a n s la t io n s  co m m u tan t  avec  op)^P0 .

Posons  T ] = T 2 ty e t  T n = V_n + 1Ti v n_1 pour n e Z / 6 Z .  T j ,  e t  donc tous  les 

T n> co m m u ten t  avec  op)^P0 .

On a: T n + 3 = V- n  + 1 V- 3  T 1 V3 Vn_1

= v - n  + 1 j - 1  v n -1 = Tn 1

Calculons T 2 e t  T 3 :

T 2 = (AT)- 1 U_1 T ] U(AT)

_ / 0 'C -h /2 \  (op^ ei2TT(x_ ç ) /h) /  0 'C-h/2

V ^h/2 0 / V 'Ch/2 0
/  e i2TT(x + h / 2 - £ ) / h  o

-  opyy  ̂ ^ e i 2 r r ( x - h / 2 - Ç ) / h

= -op y y(e i2 r r (x -Ç ) / h )  i.

t 3 = (a t ) - 1 u ~1t 2 u (a t )

= -  ( °  r _ h / 2 \  ( 0pvY e i2-rrx/h) /  °  r " h / 2  

\  ^h/2 O /  \ "Ch/2 0
/ e i2iT(x + h / 2 ) / h  o

(  o e i 2 T T ( x - h / 2 ) / h

_ e i2TTx/h
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Ainsi les T n sont  des opéra teurs  sca la i res ,  ce sont  des t rans la t ions  

associées  aux vec teu rs  de norme 2 tt et d 'argument (n - 1 ) r r / 3 .

On peut conclure comme au paragraphe précédent :

Soit h' le plus pet it  réel en valeur absolue tel  que h ' / 2 rr  = 2Tr/h IZ]. 

Alors,  quit te  à changer tous les Tn en leurs opposés,  on a les re la t ions:

T t = 1— 11 n + 3 1 n ■
V T n + 1 = Tn V.

TnTn + 2 = e " ih' / 2 Tn + i: Tn + 2 Tn = e1h#/ 2 Tn + 1.

Tn + lTn  = eil1 Tn Tn + i.

[Tn ,opffP°] = [V,opffP0] = 0.

Comme au paragraphe A, ce sont  les mêmes re la t ions  que celles de la 
section 1.
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5. Inégalités à poids pour 1#oDérateur scalaire non perturbé.

On s'intéresse dans cette section à l'opérateur de symbole 
q°(x,£) = cosx + cosÇ + cos(x-Ç) qui s'est introduit à la section 2. Les
autres opérateurs scalaires que nous avons rencontrés seront traités à la 
section 8 comme perturbations de celui-ci.

On traite les puits micro-locaux de q°, qui sont les composantes
connexes des ensembles {(x,£);q°(x,£)=E}, comme les puits de potentiel de
l'équation de Schrödinger aux sections 2 et 3. On commencera par définir 
des opérateurs auxiliaires à un puits q<* dont le spectre est discret dans
l'intervalle ]-oo ,-1 -c0] ou dans [-1+ £0, + <*>[ (La partie du spectre comprise
entre -1 -£ 0 et -1 + e0 ne sera pas étudiée dans ce travail). Près de chaque
valeur propre de ces opérateurs, on fait une étude analogue à celle qu'on a 
faite près de la première valeur propre de l'opérateur de Schrödinger, et on 
montre que le spectre de q° est concentré dans des intervalles de longueur
0(h°°) contenant l'une de ces valeurs propres. L'objet de cette section est 
de montrer une inégalité à poids sur le projecteur spectral associé à chacun 
de ces intervalles, pour pouvoir, dans la section suivante, majorer les 
coefficients de la matrice d'interaction.

Les valeurs critiques du symbole q° sont:

Le maximum 3, atteint sur 2rrZ2,
le minimum -3 /2 , atteint sur (4rr/3,2Tr/3) + 2TrZ2U(2Tr/3,4rr/3) + 2Tr22 
la valeur -1 obtenue aux points selle (tt + 2kiT,2k'iT), (2kir,Tr + 2k'rr) et 
(rr + 2krr,Tr + 2k'rr) pour (k,k')eZ2.

Ces points critiques sont non dégénérés.
L'ensemble {(x,£);q°(x,£) = -1} est la réunion des droites d'équation 

x = (2k + 1)-rr, £ = (2k + 1)rr et x-Ç = (2k + l)tr pour keZ.

On peut alors tracer les courbes de niveau du symbole q°:
1

5.1
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v A ‘ m V ^ \ V 7 /  \ \ 7  —  £=~'
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/ \   ̂ V  a \  v — A \  V /  A \  * -ï
A * \  ~ ~ \ / ¿ - \  A ^  A  A  

\ < * '  /  \ ■* ■* ^ / \  — \ f i /  zi \ r * * /
V v ' /  ^ ^ V - 7 / \  ^ \ v 7  /  x  Y V

Y r  O O V X ' - : X — *«A \ \  v j  / * \  v* \  / 'A  v — A x\
/ t  j \  ~  / u  A  ^  \ / ¿  A ______A  - *\



On préfère se ramener à une situation plus symétrique par le 
changement de variables symplectique (x,£)»—► (x,Ç + x/2) et on travaille 
avec l'opérateur

q(x,£) = cos x + cos(£ + x/2) + cos(£-x/2) = cos x + 2cos(x/2)cos£.

On utilise systématiquement la quantification de Weyl et on désigne par une 
même lettre un opérateur et son symbole, q et q° sont conjugués:
(5.1) q = e- 1x2/4hq°eix2/4h
et comme q° commute avec U=e“ i‘rr/f12 eix2//2h 3^» q commute avec 
y" _ e-ix2/4h y eix2/4h = e-iTT/12 eix2/4h grh eix2/4 h f

et avec les Tn = e_ix2//4h Tn e™2/ 4h. Dans la suite, on ne s'occupera plus 
de q° et on oubliera le signe

Au niveau des symboles, q commute avec la rotation d'angle tt/ 3 
p:(x,£) •—* (x/2-£,3x/4 + £/2) (c'est une rotation dans un repère 
orthogonal, mais non normé) et les translations XVn, où Vj = (2Tr,-TT) et
vn= pn - ^(vj) est un vecteur de longueur indépendante de n et d'argument
nTT/3-Tr/2 (dans le repère où p est une rotation).

Traçons les courbes de niveau du symbole q, facilement déduites de

Pour la partie du spectre au-dessus de -1+c0, nous avons la 
géométrie de la section 2 et on va ramener l'étude du spectre de q près des
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valeurs propres des opéra teurs  auxiliaires à celle d'une perturbat ion de 
jJL(h)Id+ e -C / ,hop)^'q°, avec Cs«1.

Pour la par t ie  du spec t re  a u -d e s s o u s  de - 1 - e 0 , nous avons la
géométrie  de la section 3 et  on va ramener  l 'étude du spec t re  de q près des 
valeurs propres des opéra teurs  auxiliaires à celle d'une perturbat ion du 
sys tèm e  jJl(h)Id+ e - i - / h o p ^  Q°.

A. Conjugaison par des exponent ielles.

Pour ut i l iser  au maximum l 'ellipticité du symbole q, on conjugue q par

une exponentielle.  On e s t  alors amené è calculer  J e 2"^/*1 Pu CTdx, où P e s t

le h -quan t i f ié  de Weyl du symbole cos(x /2  + £) + c o s ( x / 2 - £ ) ,  e t  la phase y  
e s t  une fonction réelle de classe C1»1, avec >p', •vp"€L0°.  On util ise toujours 
la h -quant if ica t ion  de Weyl, on note u u ,  e t  s  désigne l 'égalité

modulo ©(hJllu^pll2 lorsqu'il s 'agi t  de sca la i res ,  et  modulo ©(h)l|u>p| |  dans

L2 (R) lorsqu'i l s 'ag i t  de fonctions.

Alors,  si u e s t  une fonction C°° à support  compact:

J e 2^P/h Pu iJdx = Jce^P/*1 P e “ ^P/h)u>p ü^p dx.

Nous allons donner deux démonstra t ions de l ' inégalité suivante:

(5 .2 )  | R e J e 2^P/h  Pu u dxl
< J l c o s (x /2  + i>p'(x)) + c o s ( x /2 - i '9 ' ( x ) ) |  |u^p |2 dx + C(-vp)hIIu^>Il2

la première  e s t  plus é légante,  mais exige que soit  C°° à dérivées bornées; 
la seconde e s t  plus calculatoire ,  mais n'exige que ■9 € C 1»1.

Première dém ons t ra t ion .

Supposons donc que y  e s t  C00 à dérivées bornées.  Alors e ^ P ^ P  
e s t  un opéra teur  pseudo-dif férent ie l  dont le symbole e s t  dans la c lasse  
S § f0 = {a(x ,Ç,h)€C°°(R3 ) ;V(c<,3)€N2 f3C0ii£ ,  I a ^ 3 ^ a ( x , ^ , h ) I  ¿ C ^ ^ } ,  et  

dont le symbole principal e s t  cos(x /2  +i>p'(x) + Ç) + cos(x /2  - r 9 ' ( x ) - Ç ) .

Ce symbole s ' é c r i t :

(cos £)[cos(x/2  + r9' (x)) + cos(x/2-i>p'(x))] +
+ (sin Ç)[sin(x/2 - i>p ' (x) ) -s in (x /2  + i>p'(x))],

sa part ie  réelle e s t  donc:
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(cos Ç)[cos(x/2 + i '9'(x)) + c o s ( x / 2 - i -9 ,(x))]
= cos (€ /2 )[cos(x /2  + r'P'(x)) + co s (x /2 - r 'P ' (x ) ) ]cos (£ /2 )

-s in (Ç /2 ) [cos (x /2  + i '9'(x)) + cos (x /2 - i> p ,(x))]sin(Ç/2).

On a donc:

J[cos(x/2 + i>p'(x)) + cos(x/2-i>p '(x))]( |cos(hD/2)u-^p I 2 -  I sin(hD/2)u-yp 12)dx.

Et comme:

I cos(hD/2)u>p 12 + I sin(hD/2)u.yp 12 =

i l ' t h/2 u>p + ̂ -h /2 u>pl2 + ?l'Ch/2u>p-'C-h/2u>pl2 
= è<I^h/2u>pl2 + l'C-h/2û )l2)'

IReJe2^P/h Pu u dxl <Cj(>p)hIIu>p II2 +

JJl cos(x/2 + i>p/(x)) + cos(x/2-i>p '(x)) | ( | I 2 + I ^ - h / 2 u>p 1 2^dx

(5 .2 )  i R e J e 2^ /* 1 Pu u dxl
< J l c o s ( x /2  + rp '(x))  + c o s (x /2 - r 'p ' (x ) ) |  |u>p|2 dx + C2 (-Xp)hIIu>pII2 .

Nous allons maintenant  m ontrer  (5 .2 )  pour ^peC1 »UlR), avec 
^ ' . ^ " e L ^ R ) :

Deuxième dém ons t ra t ion . On a :

e 'P /h  p e -^ P /h  u>n

= £e"P/h [op^(ei( ï x + C) + e - i(èx + Ç) + ei(^x-Ç) + e- i ( ix -Ç ) )](e->p/h u>p) 

= à s ( e f£ ' ) € { - ! , I}2 e ^ ^ h / 4  e>p(x)/h e i£x /2  e ->p(x + C#h)/h  u^ ( x  + e 'h) 

- ^ ( c ' c O e i - l  l}2 e ^ & 'h / 4  e iex /2  e -e '>p '(x ) /2  u>|)(x + e 'h)

4 ^ : ' ' S - : ; : ; - ^ 2 e - w v x + e .h) *

^ o s ix / ^ M i c h ^ p '  + s h '9 ,)(cos hD-i  sin hD)u^p +

(c h 'P ' - s h 'P 'X c o s  hD +i sin hD)u>p]

= 2cos(x/2)[ch>p'(x) cos(hD)u^p - i  sh>p'(x) sin(hD)u^>]
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et  comme 2cos(x /2 )  ch>p'(x) = cos(x /2  + r9' (x)) + cos(x/2-rvp '(x)) ,  on a: 

R e j e 2^ ^  Pu CTdx =

J[cos(x /2  + i>p'(x)) + cos(x/2-rvp'(x))] cos(hD)u^> ü y  dx =

J[cos(x /2  + i>p'(x)) + c o s ( x / 2 - i ,9 /(x))]( I cos(hD/2)u^p | 2 -  I sin(hD/2)u^p 12 )dx,

e t  on conclut comme dans le cas où >p e s t  C°°. On a donc montré (5 .2)  pour 
' P e d ’kiR), avec > p ' , ^ "€ L °° (R ) .  □

B. Un théorème de Helffer et  S iôs t rand .

On rappelle ici les r é s u l t a t s  de la section 2 de [He,Sj]4 :

Théorème  5. / :

Soit P € S g >0, avec P ( x ,£ ,h ) s p (x ,£ )m o d  S “ 1, tel que 

{(x ,£) ,det  p(x,£) = 0}=U  (union finie ou dénombrable) où les sont 

compacts  et  disjoints en tre  eux.

On suppose même que:

Il existe  R0 tel  que le diamètre  de chaque e s t  inférieur à R0 .

Il exis te  £ 0 >0 tel  que les Urt + B (0 ,e0) soient disjoints en tre  eux, et  

pour tout  a ,  on peut t rouver  dans un borné de S§ 0 un symbole P #  tel  que 

P = P<X dans U0( + B (0 ,e0) et  que P ^  e s t  elliptique en dehors de U^ + B ^ , e ) ,  

uniformément par  rapport  à oi pour tout  £ € ] 0 , £ 0[.

On suppose qu'il existe un intervalle compact  I(h) qui tend vers  {0} 
quand h tend vers  0 et  a (h )>hNo une fonction qui tend vers 0 ,  te ls  que P ^

n'a pas de spec t re  dans I(h) + [ -2a (h ) ,2a (h ) ] \ I (h )  p o u r h < h 0 , uniformément

en et.

Soit = {z ;d is t (z , I (h) )<a(h)h  

Alors pour zedftf , ,  p - z  e s * inversible e t ,  uniformément en z,

Il ( P - z ) “ 1 II <C a(h)- 1 .

De plus,  si on pose

d((x ,Ç ),(y ,t \) )  = min{d((x,Ç),(y,t\)) ,d((x,Ç),U0() + d(U0(,(y,T\))},
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si Xi et  X z  appart iennent  à un borné de S $ >0, e t  si

<T(supp Xi» supp X2> s  &o> 0 » slors pour tout  en t ie r  N, il ex is te  C|s*>0 tel  

que II Xi ( P - z ) -1 X2 B ^ C NhN d(suppXi»suppX2>_N-

On suppose de plus que Sp(P0()n l (h )  = {jJLc<J où Moi e s t  une va1eur propre 
simple, e t  que d d J ^ . U ^ ) ^  l o i - ß  I . Soit y #  un vec teu r  propre normalisé 

associé  à (P<x*Mc*):

Alors la m atr ice  infinie ((^Po(I^Pß)) e s t  de la forme I + K, avec 

KÄf ß  = ©(hN (1 + I o i - 3 1 ) “ N) pour tout  en t ie r  N, et  donc K = ©(h°°) dans 

S(L2 ,L2 ).

Si E e s t  l 'adhérence des combinaisons linéaires des "9^ ,  ( y # )  e s t  une 

base "h i lber t ienne"  de jJL(h) au sens suivant:  tout  ueE s ' é c r i t  de manière 
unique u= £  et  IIuII ~ ( E I  uÄ 12) ^ 2 , uniformément par  rapport  à h.

Soit F l 'espace spec t ra l  associé  à Sp(P)n(I(h) + [ -a(h) ,a(h)])  e t  TTp le 

p ro jec teur  correspondant.  On pose voi = 1Tpy # .

Alors si X appart ient  à un borné de s £ 0 , e t  d(supp X»UO()^e:o >0, on a,  pour 

tout  en t ie r  N:

Il X ''Pcxll + Il X v<* II =©(hN d(supp X. UÂ) “ N)

et  sans  res t r ic t ion  su r  supp X» si X appart ient  è un borné de S ° ,  pour tout  N 
ent ie r :  IX (¥ < * ~ V<*)I = 0 (h N(1+ d(suppX,U<x))_N).

La m atr ice  ( ( v ^ l v ^ ) )  s 'é c r i t  I + T, avec pour tout  N, 

t 0{f^  = ©(hN (1+ | o < - ß | ) - N ). Les v^  forment  une base "h i lber t ienne"  de F et 

d(E,F) = ©(h°°) avec, selon la terminologie de [He,Sj]j, 

d(E,F) = SupX€E(d (x ,F ) / | | x | | )+ S u p y € F (d(y ,E)/ | |y l |) .

Nous allons maintenant  ut i l iser  ces r é s u l t a t s  e t  l ' inégalité (5 .2 )  pour 
obtenir des inégalités dans des espaces  L2 à poids pour les opéra teu rs  qui 
nous in té re s se n t .

C. Majoration des projecteurs  spectraux pour la par t ie  supér ieure  du 
s p e c t r e .

Comme pour l 'équation de Schrödinger,  "cas  t r iangula i re" ,  on a des
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puits ,  c e t t e  fois m icro - locaux ,  qui sont  les composantes  connexes de 
{(x,Ç);q(x,£) = E), p o u rE > -1 ,  e t  un groupe de déplacements échangeant les 
puits  engendré par la rotation p  d'angle tt/ 3 et  la t ransla t ion  de de

vec teur  v^ = (2Tr,-Tr) .  On appelle Uq le puits cen tré  en 0; les puits sont  les 

U0î = (t:1(;1)<*1('CV;2)<*2 U0 pour oceZ2 . so i t  Xo une fonction réelle ,  positive,

de c lasse  C00, invariante par  la rotation p ,  à support  compact dans 
U - K E < 3  Uq(E). On note X<* sa t rans la tée  par  ( T ^ ) 0*1 (.XV2)<X2, i .e :  

Xo(Cxt Ç) = Xo(((x,Ç)-o(^v^-o<2^2^» e t  on veut é tudier  le spec t re  de q dans 
[ - 1 + c 0 , + oo[, e 0 >0 é tan t  donné. On choisit Xo de so r te  que 

q - Z  o<Xo<--1 + e o^2 * Ainsi le symbole e s t  elliptique pour
E€[-1 + e 0 , + oo[.

On prend comme choix de du paragraphe précédent:  

qÄ = q -  Z ß  ^<*Xß> associé au puits U^ cen tré  en <X]Vi + <*2 ^ 2  • Ces 

opéra teurs  sont  isospectraux ca r  conjugués: q0< = T0<q0 T -0<.

L'étude du spec t re  de q ^  dans [3 -C h ,  3] pour C>0 a rb i t ra irem ent  grand

e s t  en t iè rem ent  analogue à celle de l 'équation de Schrödinger en présence 
d'un puits  ponctuel non dégénéré (voir [Si]2 , [He,Sj]j). Dans l ' intervalle

[-1 + £Q ,3 -C h] ,  on peut d 'au tre  part  appliquer les ré s u l t a t s  de Helffer et

Robert [He,Ro]2 . On obtient ainsi le ré s u l ta t  suivant:

Proposition 5 .2  :

£ 0 >0 é tan t  donné, pour h assez  pe t i t ,

Sp(q<x)n]3, +oo[ = 0

et :
Sp(qoi)n [ -1  + £0 / 2 , 3 ] =  {Mo(h>»Ml(h)»-"»MN(h)(h^»

où les jJLj(h) sont  des valeurs propres simples,  jJLj(h)-Mj + l (h) % h, 

3->JL0(h)s5sh.

Ainsi, grâce aux ré s u l t a t s  de Helffer et  Sjöstrand que nous avons 
rappelés:

S p ( q ) n [ - t + e 0 ,3] ^ J j >

où J j  e s t  un intervalle de longueur ©(h00) centré  en jJLj(h).

Comme nous l 'avons fait dans la section 2 pour l 'opé ra teur  de 
Schrödinger " t r iangu la i re" ,  nous allons ram ener  l 'é tude de chaque 
Sp(q)nJj(h) à celle du spec t re  d'un opéra teur  proche de
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>JLj(h) + e c ^h op]^q0f avec une nouvelle cons tan te  de Planck h' e t  C ^ l .

L'objet de la suite de ce paragraphe e s t  d 'ob ten ir  des inégalités à poids sur  
le pro jec teur  spectra l  de q associé  à un J j .

Dans la suite on fixe un jJL(h)=jJLj(h)(h), e t  tou t  marchera uniformément  

par  rapport  à ce choix.

On e s t  dans la s i tuat ion du paragraphe précédent  avec I(h) = {>JL(h)}t 
a(h) = h/CQ, Cq é tan t  choisi a ssez  grand. I(h) ne tend pas vers  {0}, mais

r e s t e  dans un compact ,  ce qui ne change rien.

Pour Eel —1,31, les projections des puits  U^CE) su r  l 'axe R x son t  des 

in terval les I(<(oi) cen t ré s  en 2TTk(cO = 2TT(c<i +<*2 )- On peut les définir par  
une inégalité:

xeU tf l t f iE )  équivaut à: 3 e R ,  cosx + 2 c o s ( x / 2 ) c o s £ - E  = 0,  

ie 3 t e t  —1,11, c o s x + 2  I cosx/21 t - E  = 0,

e t  comme cosx -  2 1 cos x / 2 1 - E  = 21 co sx /2  I ( I c o s x / 2 1 - 1 ) - E - 1 < 0 ,  e t  que la 
fonction de t :  cosx +21 c o s x / 2 |  t - E  es t  c ro i s sa n te ,  on a:
(5 .3 )  xe  U t f l t f ^ c o s x  + 2 | cosx/21 - E > 0 .

Nous sommes maintenant  en mesure d 'écr i re  des inégalités  à poids,  en 
commençant  par un opé ra teu r  à puits bouchés:

LemmeS iZ  ■

Soit S un réel s t r i c t e m e n t  positif,  9 0 €Co°(]-TT,Tr[) une fonction

posi tive,  à support dans {x;cosx+ 2cos(x /2)- ( jJL(h)-S)>0},  telle que 
cos x +2  cos x /2  -jJL(h)- 9 0(x)< -  S / 2  pour - t r  < x< tt, e t  9 k(x) = 9 0(x-2kTT).

Soit - ^ e C ^ k R . R )  telle que ■'P',>P"€L00, "9' = 0 su r  U ksupp9 |<, e t  

cos x + 2 1 cosx/21 c h ,9 ' (x ) - ( j JL (h ) -S /2 )< 0  su r  R \ U ksupp 9 k .

Soit q = q - £ k 9|< l 'opéra teur  "à  puits bouchés" .  Cet o pé ra teu r  vérifie 

l ' inégalité :

( 5 .4 )  ReJe2>P/ h (q->JL(h))u u dx < ( - S / 2  + C0p)h) Il u^p II 2 .

Démonstration :

L'hypothèse su r  9 0 donne:

5.8



cosx + 2 I cosx/21 - j J l (h ) -£ |<e|<(x)< -  S / 2  pour tout  x

e t  donc cosx  + 2 | c o s x / 2 | c h > p ' ( x ) - ( ) J l ( h ) - S /2 ) - E |<©|<(x)<0  su r  U ^suppe^  

car>p'  = 0 su r  ce t  ensemble.

D'autre pa r t ,  l 'hypothèse faite sur>p donne:

cos x + 2 1 cosx/21 c h '9 ' ( x ) - ( <)JL(h)-S/2)-Z |<©|<(x)<

cos x + 2 1 cosx/21 ch -9 ' (x ) - ( j J L (h ) -S /2 )¿ 0
su r  R \  U|<supp ©k .

Ainsi, su r  tout  R ,  cos x + 2 |cosx /21  ch>p '(x) -( jJL(h)-S/2)-E |<0|<(x)<O 

e t ,  grâce è l ' inégalité (5 .2 ) ,  on a:

Re J e 2>P / h (<r-M)u ü  dx

< J [c o s x +  | c o s ( x /2  + i>p'(x)) + cos(x /2 - i> p ' (x ) ) |  - E |<©|<(x)-jJL(h)]|u-^p12 dx

+ C(>p)h IIû p II2 .

< ( - S / 2  + C(>p)h)llu^p||2 . □

Soit le disque de centre  jJl(h) e t  de rayon a(h) = h/Cj,  avec Cj assez  

grand. On a:

Théorème  5 . 4  :

Pour tous e>0  et Cq >0, il exis te  C£ >0 tel  que: 

si zeôftft» h < l / C e e t  ^ c C ^ U r .R)  avec l>p'l + l>p"l ^ C q ,

et  si cosx + 2 1cosx/2 Ich"9 '(x)-(j JL(h)-e)<0 sursupp>p ',

alors l 'opéra teur  ( q - z ) - 1 1 L | omp admet  une extension bornée à

L^) = {u;e~^>/,hueL 2 (R)} et  la norme de c e t t e  extension dans 2S(L^),L^)) e s t

inférieure à Ce /a (h) .

Démonstrat ion :

On choisit  un &€]0,e[ e t  comme dans le Lemme 5 .3  une fonction 
e 0 €Co°(]-Tf,Tr[), positive,  à support  dans 

{x;cosx + 2 c o s x / 2  —(jJL(h) — S)>0) ,  telle que
cosx  + 2 c o s x /2  -M (h ) -© 0( x ) < - S / 2  pour - iT <x<Tr ,  et  on pose

e k(x) = e 0( x - 2 k i t ) .  Alors >p vérifie les hypothèses  du Lemme 5 . 3 ,  qui donne,

pour z e ô f th  et  h < h ( t ) :
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(5 .5)  U u H L2 »̂- C(£ ) H ( 0 “ z)u II |_2^  pour ueC £°(R )f 

e t  par  un argument de densité  on obtient:

(5 .6 )  l l ( q ' - z ) ' 1llaS(L2>pfL2>p)<C(c)

dans le cas où e s t  cons tan te  près  de l'infini. En prenant  une sui te  de 
fonctions cons tan te s  près  de l'infini convergeant vers  >p, on obtient

(5 .6)  pour les >p vérifiant les hypothèses du théorème.

Posons maintenant  qj< = q - E j ^ k©j= q + 0^.

Les qk sont  des opéra teurs  dont les puits sont  bouchés sauf dans une 

rangée.  Les r é s u l t a t s  de [He,Sj ] 4  que nous avons rappelés s 'appliquent à qk 

en prenant  comme opéra teurs  de référence les q ^  pour les valeurs de oí 

te l les  que k(oO = k. Le spec t re  de qk dans [>JL(h)-3a(h)/2,jJL(h) + 3a(h) /2]  e s t  

donc inclus dans un intervalle [jJL(h) — OCh°°),>JL<h)-i-©(h00)] e t  on obt ient :  
IK q^-z ) -1 II P°ur Z€3S2h et  h a s sez  pe t i t .

Etudions ensuite  (qk - z ) _i de plus p rès .  Comme
(qk -z ) (< f - z ) -1 = I + 0 |<( q - z ) ' ' 1f on a:

(5 .7)  (qk - z ) -1 =(<T-z)_1 -  (qk - z ) _1e k (q’- z ) - 1 .

P assan t  aux adjoints et  remplaçant  z par z ,  on obtient:

(5 .8)  (qk - z ) -1 = (c f -z )-1 -  (c f -z ) - 1 0 k (qk - z ) - 1 .

Une subs t i tu t ion  de (5 .8)  dans (5 .7 )  donne:

(5 .9 )  (qk - z ) -1 = ( q - z ) -1 -  (q"-z)_10k (q,- z ) -1

+ (<f-z)- 1 e k (qk - z ) _1e k (q ’- z ) - 1 .

Comme on a pris S < e ,  e s t  cons tan te  sur  les supports  des 0 k e t  on 

obtient:

(5.10) Il (qk - z ) _1 II a s i L ^ . L 2^ ) - ^ ) ^ 11)» Z€di2h , h<1/C(C).

Pour aborder ( q - z ) _1 il nous faut un peu plus de marge e t  on prend 
S < e / 2 .  Soit Xk la fonction ca rac té r is t ique  de [2TTk-Tr,2Trk + TT] e t  posons:

Rz = 2 k (^ k - z ) _1^ k -
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Posons a j fk=  IIXj(Qk_ z  ̂ 1 ^ k l l£ ( L 2* , L 2>p)* Comme on a un Peu de 
marge dans le choix de >p, on obtient facilement à pa r t i r  de (5.10):

(5.11) a j j k <C(e)/a(h)  si | j - k | < 1 ,  

a j ^ ^ e - ^ U _1<I c ( £ ) / a ( h )  si | j - k l > 2 .

Soit v = Rzu, Vj= llXjVllL2 ^  , uj= t!XjUIIl2 ,̂- 

Alors II v II 2 Vj2 , l l u | | \ 2 ^  = Uj2 et  on a Vj<S| <a j f Vu la

majoration (5.11), on obtient :

(5.12) l l R z l l r a V L V ^ t e ) / 901)-

D'autre par t ,  (q -z )R z = I + K, avec K= Z S j ^ k  9j(qk - z ) - 1 Xk» 
et  de la même manière que pour (5.12),  on obtient :
NKHa5(L2^ ,L 2^ ) - 1//2» s ’ h<1/C(e);  ceci avec (5.11) donne le théorème

puisque ( q - z ) _1 = Rz (I + K)- 1 . □

Co roll aire 5 . 5  :

Si >pi et  ^ 2  sont  définis comme précédemment avec "9i=>P2 su r  1es 
projections des pui ts ,  alors

(5.13) I1Tf I j !<L2. ,1. L2*2> < C(E).

Démonstrat ion :

Si 9 = £ k9 k , on obtient comme pour (5 .9) :

( q - z ) -1 = ( q"— z ) — 1 — ( q"— 2 ) ~ 1 9(<f -z ) -1 + ( q - z ) - 1 9 ( q - z ) - 1 9 ( q - z ) -1

et seul le dernier te rm e  contribue à la représen ta t ion  intégrale de TTp car  

les deux premiers sont holomorphes au voisinage de Comme la longueur 

de e s t  ©(h) e t  a(h)s»h, on obt ient alors (5.13) à p a r t i r  du Théorème 

5 . 4 .  □

D. La part ie  inférieure du s p e c t r e .

Ce cas e s t  a ssez  semblable au précédent ,  on a ici l 'analogue de 
l 'équation de Schrödinger è symétr ie  hexagonale e t  non plus de l 'équation de 
Schrödinger à symétr ie  tr iangulaire.

Commençons par examiner la disposition des pui ts:
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On pose Mo = (4tt/3 ,0), Mj=pj(M0) pour j = 1, . . .f5. Les centres des 
puits sont les points Me>0< = ('tv>1)<*1(Ty2)c*2Me pour (£ ,oi)€{0,3}xz2. on 
note le puits centré en On a: Ue o( = (TVl)0<1(TV2)0<2MefQ.

On définit maintenant des opérateurs à puits bouchés:
Soit Xo une fonction C00, positive, à support compact dans
U -3/2<E< -1 U0,0(E)» invariante par la rotation (Ty,)- ^ 2 , telle que 
q(x,£) + Xo(x>£)s _ ,_ c o/2 dans U _3/2<e<-1 uo, ô e -̂ (°n étudie le spectre 
dans l'intervalle ]-oo,-1-£01).
On pose alors X3 = X0°P3 et Xe^o^Xe,0^ ^ ) - **1* ^ ^ ) -0*2, qui bouche le 
puits Ue>c<.

On a q + £(£,oO^£,o<--1 “ ^o^2 et on Peut définir comme au paragraphe 
C des opérateurs è un puits:

<le,o< = (3+ £(£',«')??(£,<*)*£',<*' associé au puits Ue>0(.

Ces opérateurs sont isospectraux car conjugués:

q3,0 = u3<l0 ,0 u" 3 et <lef<x = T<*<l£,0T_<*- 

Leur spectre dans ]-oo ,-1-£0[ est:

s P(q£,oOn ]“ 00*_1_eoJ = <Mo(h)*Mi(h),...,MN(h)(h)>*

où les jJlj(h) sont des valeurs propres simples, jJL0(h) + 3/2«sh, 
jJlj + i(h)->JLj(h)5«h.

Ainsi, grâce aux résultats de Helffer et Sjôstrand que nous avons 
rappelés, on obtient:

Sp(q)n]-oo, -i -£ 0] c Uo<j<N(h) Jj» 
où Jj est un intervalle de longueur ©(h°°) centré en >JLj(h)-
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Comme nous l 'avons fait dans la section 2 pour l 'opéra teur  de 
Schrödinger "hexagonal" ,  nous allons ramener  l 'étude du spec t re  de q dans 
chaque intervalle Jj(h) à celle du spec t re  d'un opéra teur  proche de

e - C / h 0q]!V/Q0 , avec une nouvelle cons tan te  de Planck h' e t  C ^ l .  L'objet de la

sui te de ce paragraphe e s t  d 'obtenir des inégalités à poids sur  le pro jecteur  
spec t ra l  de q associé  è un Jj .

Dans la sui te  on fixe un >JL(h)=jJLj(h)(h), e t  tout  marchera uniformément 

par rapport  à ce choix.

On e s t  dans la si tuation du paragraphe B avec I(h) = {jJL(h)}, a(h)=h/CQ, 

Cq é t an t  choisi assez  grand. I(h) ne tend pas vers  {0}, mais r e s t e  dans un 

compact ,  ce qui ne change rien.

On veut maintenant  c a ra c té r i s e r  par une inégalité les projections des 
puits su r  l 'axe R x , qui sont  des intervalles  1^, k e Z .  On note ¡2 k la 

projection de puits cen trée  en 4TT/3 + 2TTk, l2k + 1 la projection de puits 

cen t rée  en 8 r r / 3  +  2rrk, de so r te  que I^ + i es t  immédiatement  à droite de 1  ̂

et  Io = TTxU0 ,o-

La réunion de ces projections e s t :

{x ;3 £ eR ,  cosx + 2 c o s (x /2 )co s£  -E  = 0} =
{x;3t€[ —1,1], cosx + 2 | c o s x / 2 |  t - E  = 0}.

Or cosx + 2 | c o s x / 2 ) l  -E  = 2 1 c o sx /2 1 ( Icosx/21 + 1 ) - 1 -E > 0 ,  e t  la 
fonction de t :  cosx + 2 1 c o sx /2 1 t -E  e s t  c ro issan te ,  donc la réunion des 
projections des puits e s t :  {x ;cosx- 2 1 c o s x / 2 1 - E < 0 } .

On a un lemme analogue à celui du paragraphe C:

Lemme 5 .6  :

Soit S un réel s t r i c te m e n t  positif , 0 o €Co°(]-Tr,Tr[) une fonction

posi tive,  à support  dans {x;cosx-2cos(x /2)- ( jJL(h)  + S)<0>, telle que 
c o s x - 2 c o s x / 2  ->JL(h) + e 0( x ) > S /2  pour - t t < x < t t ,  et  0|<(x) = 0 o(x - 2 k t r ) .

So it  • 9 € C 1»1( R , R )  t e l l e  que ^ ' . ^ " c L 00, >p' = 0 sur  U k S u p p 0 k , e t  

c o s x - 2 | c o s x / 2 | c h -9'(x)-(>JL(h) + S / 2 ) > 0  sur  R \ U k s u PP e k-

Soit q = q + Ek©k l 'opéra teur  "à  puits bouchés" .  Cet opéra teur  vérifie 

l ' inégalité:

5.1 3



(5 .4 )  Re J e 2^P/h ( q->Jl(h))u u dx >(S/2-CC9)h)Hu>pII2 .

Démonstrat ion :

L'hypothèse su r  0O donne:

c o s x - 2  | c o s x / 2 |  ->Jl(h) + E|<6|<( x ) > S /2  pour tout  x 

e t  donc

cos x -  2 1 cosx/21 ch>p'(x)-(>JL(h) + S / 2 )  + E|<0|<(x)>O 

su r  UfcSuppOk c a r> p '= 0  su r  ce t  ensemble.

D'autre pa r t ,  l 'hypothèse faite s u r ^  donne:

cos x -  2 1 cos x/21 ch>p'(x)-(>Jl(h) + S / 2 ) + E |<0|<(x)>

cos x -  2 1 c o s x /2  I c h -9 ' (x ) - (p . (h )  + S / 2 ) > 0
sur  R \  U|cSupp 0 k .

Ainsi, su r  tout  R ,  cos x -  2 1 c o s x /2  I ch>p'(x)-(>JL(h) + S / 2 )  + E|<0|<(x)>O 

e t ,  grâce à l ' inégalité (5 .2 ) ,  on a:

Re J e 2^P/h (<T-jJL(h))u ü dx

> J l c o s x -  lco s (x /2  + i>p'(x)) + c o s ( x /2 - i '9 ' ( x ) ) |  +E|<0|<(x)-jJL(h)]|u-vp|2 dx

-C(>p)hll u-yp II2 .

> (S /2-C(>p)h)  Il u>p II 2 . □

Une fois ce lemme établi ,  le r e s t e  e s t  en t iè rem ent  analogue au 
paragraphe précédent .  On considère le disque de cen t re  >JL(h) e t  de rayon

a(h) = h/Cj ,  avec C] assez  grand. On a:

Théorème 5. 7 :

Pour tous e>0  et Cq >0,  il existe C&>0 tel que: 

si zedftft» h<1/Ce e t  >p€C1»1(R ,R )  avec l>p'| + l>p"| <C0 e t :  

cosx -  2 1 c o s x /2  I ch>p'(x)-(jJL(h) + e ) > 0  su r  s u p p ^ ' ,  
alors l 'opé ra teur  ( q - z ) _ 1 1 L§omp admet une extension bornée à l 'espace

L̂ > = {u /e_ '9 / h u€L2 (R)} et la norme de c e t t e  extension dans r(L^>,L^>) e s t  

inférieure à Ce /a (h) .
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On a aussi  le:

Corollaire 5. 7 :

Si et  2 sont  définis comme précédemment avec V>1= '^2  su r  ês 
projections des pui ts ,  alors:

IITTF iiX(L2^,i ,L2^ 2) “  C(e)‘
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6 .  Matrice d;1nteract1on pour 1#o p é r a t e u r  s c a l a i r e .

A. La part ie  supérieure du s p e c t r e .

Rappelons que l'on étudie l 'opéra teur  
q = cos x + cos(hD + x /2 )  + cos(hD -x /2 )  pour un h>0,  et  que l'on a introduit 
des opéra teurs  auxiliaires à un puits qc< = q - E ^ C e s  opéra teu rs  ont

un sp ec t re  d isc re t  dans la région qui nous in té re s se  ici e t  sont  rel iés en tre  
eux par:  q0̂  = T0iqQT_0<, où T<* = e ^ ,<*ioi2 / 2  T ^ 2 f h' = h'(h) e s t  le plus

pet i t  réel tel que h ' - 4 T r2 /h € 2 iT Z .  (On prend les mêmes définitions qu'à la 
section 1 pour obtenir  les mêmes re lations de commutation e t  donc 
r e tom ber  su r  les mêmes opéra teurs) .  On choisit  une valeur propre jJL(h), et  
un a(h) = h /C 0 tel que Sp(q0<)u[jJL(h)-2a(h),jJl(h) + 2a(h)] = {jJl(h)}. On sa i t  que

jJL(h) e s t  une valeur propre simple e t  on introduit la fonction propre >p0 :

H o  II = 1 * 0n P°se V>ci“ T°i' >̂o P°ur <*€Z2 e t  ainsi 

( q 0<->JL(h))>Po< =  0 » U'PoJI = 1 -

D'après le théorème de Helffer et  Sjôstrand rappelé au paragraphe 5.B,  
si F désigne l 'espace spec tra l  de q associé à l ' intervalle 
[M (h)-a(h)fjJL(h) + a(h)], la famille (TTp^p^} e s t  une base "h i lber t ienne"  de F.

Ce n 'e s t  pas dans c e t t e  base que nous allons écrire  la m atr ice  de q, 
nous allons u t i l iser  des fonctions dont nous savons qu'elles ont de bonnes 
propr ié tés  de décroissance.

Nous utilisons un lemme montré dans [He-Sj ] 4  dans une si tuat ion 

analogue:

Lemme 6.1 :

Soient (xQ, Ç0) € UQ, b>0.  Alors on peut t rouver  (x ^ Ç ^ )  Que 

l(Xh»Çh)- (xo»£o)l ~ * 0 et  c(h) avec c(h) ,c (h)_1 = ©(h_N°) te ls  que 

g0(x) = c(h) exp(i(x-Xh)Çh ” b (x -x ^ )2 / 2 ) / h  vérifie les hypothèses:

(6.1) <g0 l>Po) = i
(6 .2 )  Il g0 11= ©(h"No)

(6.3) Il X g 0 II =©(hN d(supp X,U0) " N),

uniformément  pour X dans un borné de S § f0 si d(supp X»U<x)>e0 >0.

On veut une invariance par ro ta t ion .  Un calcul explicite montre  que:
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IUg0 (x)I = Ic(h)I Ib2  + ^ |  2 e x p [ - 2 b ( x - £ h - x h/ 2 ) 2 / ( 4 b 2  + 1)h]

IU2  g0 (x)I = Ic(h)I Ib2  + ̂ |  ~ i  e x p [ - 2 b ( x - £ h + xh/ 2 ) 2 / ( 4 b 2  + 1)/h].

On peut donc remplacer  g0  par (g*0 l"90 ) - 1 9o °ù 9o e s * l,|jne des 6  

projections de g0  su r  les espaces  propres de U e t  vérifie I ( g^,I^P0) I ^ 1 / 6 .  Le 

nouveau g0  e s t  vec teur  propre de U , vérifie ( 6 . 1 ) - ( 6 .3 )  e t :

I g0 (x) I < I c(h) I exp[-2b  d2 (x , I0 ) / ( 4 b 2  + l)h] toujours avec I0  = TTXU0 .

On pose alors g<x = TC<9o on a:

(6 .1)' (gtfl^Po^l
(6 . 2 )' Il gtf II = © (h - N <>)

(6 .3 ) '  Il X 9<x H =®(hN d(supp X ^ o * )“ 1̂ ),

uniformément pour X dans un borné de S£ >0 si d(supp X»U0i) > e 0 > 0 . 

Rappelons que les voi = TTp>p<;< forment une base hilbertienne de F et

que:

(6 .4 )  IlX (Vqj-^Pq;)!! =©(hN(l + d(supp X.Uq;))“ ^

pour X dans un borné de s £ >0, sans res tr ic t ion  su r  supp X»

(6 .5 )  Il X v<x II + Il X Il =©(hNd(supp X .U ^J-N )  

pour X dans un borné de s £ >0, si d(supp X»Urt) > e 0 > 0 .

On a:

(% 9o<lv£> = <gc<lv3 > = <9o<l^3 > + <go<lv:3 - >P£>. 

e t  d 'après  (6 .1 )  — ( 6 . 3 ) :  ( g 0<l>P£) = S 0<f £  + © ( h N(1+ I c X - #  I ) ~ N).

D'après (6 . 3 ) , ( 6 . 4 ) ,  on a ( g ^ Iv ^ - > p ^ )  = ©(hN(1 + I« - 3 1)- N ), donc:

(6 . 6 ) (H Fgo:| v £ )  = S o:>£  + ©(hN(1 + I oi — 3  I ) — N) .

Si {e^} e s t  la base orthonormalisée de {v^}, alors:
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{va:} = {e0(}(I + (k0(>^ ) ) > avec: k0(f^ =  ©(hN(1 + I <*-£  | ) “ N), 

e t  (6 .6)  r e s te  valable avec v^  remplacé par e ^ .

Autrement  dit:

(6 .7 )  TTFg0i = e0< + Eir0(>^ e ^ ,  avec k# f^  = 0 ( h N(1 + I< * - £ I)“ N).

On en déduit que {TTpg^} e s t  une base hilbertienne de F. C 'est  dans 

l 'orthonormalisée de c e t t e  base que nous écrirons la m a tr ice  de q.

On veut main tenant  ut i l iser  le Corollaire 5 . 4  pour obtenir  une 
majoration de TTpg^.

On considère la fonction poids <ï> définie par:
<ï> e s t  réelle,  c ro i s san te ,  cons tan te  su r  les projections des pui ts ,  e t  
ch <Ê'(x) = (jJl(h)-cos x ) / 2 | c o s  x /2 l  hors des projections des puits .

On définit à p a r t i r  de <ï> une d is tance dégénérée s u r  les project ions des 
pui ts ,  par D(x,y)= I <£(x)-<ï>(y) I .

Le Corollaire 5 . 4  s'applique à toute  fonction <ï>£ vérifiant

I <Ê£' I <min(( I <£>' I - £ ) +  , l / £ ) ,  I I <1/C et  on ob t ient :

(6 .8 )  V O O ,  ||e<1 _ e ^ /h  TTFg0 llL2( R ) <c(C) 

où on a posé:

y (x )  = i n f y  G(y) + D^^(x,y),

D ^ i x . y )  = min|< D(x,I|<) + D(I|<,y),  où les Ik sont  les projections  des pui ts ,  e t  

G(x) = 2bd2 (x;UQ)2 / ( 4 b 2 + 1) mesure la décroissance de gQ.

On a la même propriété  pour les t ransformées  de TTpgo par l 'o p é ra teu r  

de rotation U = e - ih /^ 2 e1*2/ 4 *1

II e (1 - £ ) y / h  j j F g 0  || + || e (1 - C ) y / h  üT7 Fg0 1| + || e (l - c ) y / h  u 2 TTpg0 1| < c ( e ) .

On considère la distance d'Agmon entre  les puits  les plus proches:
S = <ï>(2TT)-<Ê>(0). Alors il existe un v avec 0< v < S  tel  que 
y(2TTk)>vk,  pour k ent ie r  positif .

Alors, si 2TTk< I x I <2TT(k + 1):

6.3
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(6 .9 )  y (x )>min((v  k + D(2TTk, |x |  )),(v(k + 1) + D(2TT(k + 1), I x | ))).

On continue de no te r  le puits cen t ré  en <Xj+ < * 2  et  on définit les 
en t ie rs :

£j(oO = TTx p 1 - Uo<j + <x2 )/2Tr p o u r i = 1 ,2 , 3  (Ainsi TixU0< = l £ 1(0())

S(o(,3) = supi = 1>2 ,3  I £i(cO“ 4 t (3 ) l .
S mesure la distance ent re  les puits .  S(<*,$) = 1 lorsque et  

réa l isent  la distance minimale entre deux pui ts .

On reprend aussi  les notations de [He,Sj]j:

S(k^(«>;3) = minrt?i0j1?i . . .?/0{jî_ 1̂ ;3 S(<x,<x1) + S(c*1,o<2) + "- + S(o:je_1,3) 
£ > k

e t ,  si A e s t  une matr ice  infinie indicée su r  Z 2 , A=©(exp - v S ( kVh) si :
I Ao<f£  I <exp((e-(1  - t ) v  S ^ i c * , # ) )  pour h < h (e ) .

On considère main tenant  {Uq;} la base orthonormalisée de {TTpgo;}.

Si on change la normalisation de TTpg^ pour avoir lITTpg^ll =1, les 

re la t ions (6.8) et (6 .9)  pe rm e t ten t  d 'aff irmer:

<uoi} = <TrFgoi)(I+©(e-"vS<1>/h)

et  donc si f e s t  définie par:

f(x)= min((vk + D(2irk, |x | ) ) , (v (k  + 1) + D(2TT(k + l), Ixl) )) ,  pour 
2 rrk<  Ixl <2rr (k  + l),

on a:

(6.10) V£>0,
l l e ( l - e ) f ( x - 2 T r £ 1( « ) ) / h  Uq( || +  \\ e ( i - £ ) f ( x - 2 T r £ 2 ( c O ) / h  u u ^ l l  +

l |e(1-£)f(x-2TrÎL3(o:))/h u 2 u^l |  <Ce ee / h .

On s ' in té re s se  maintenant à la matr ice  W de qjp dans la base {u^}.

L'étude des invariances de ce t te  matr ice par les t rans la t ions  e s t  
en t iè rem ent  analogue è celle faite à la section 2 pour l 'équation de 
Schrôdinger et la matr ice  de qjp es t  de la forme >JLI + W, où la nouvelle

valeur de >Jl(h) diffère de ©(h00) de l 'ancienne, e t :

( 6 . 1 1 )  W r t > 3  =  e i h ' ( o i i 3 2 - o f 2 3 i ) / 2

6.4
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où h' = (2TT)2/h [2rr].

Comme (6.10) reste vraie avec remplacée par qu«-*, on a:

W0(f£ = ©(e*’vS<1>/h).

A priori v<S et cette estimation est insuffisante, mais nous pouvons 
l'améliorer pour l<x-£l petit en utilisant la procédure mise en place par 
Helffer et Sjôstrand è la section 4 de [He,Sj]4 , qui s'applique sans
modification.

On obtient:

W<*,0 = ©<e‘ (S~C)/h> P°ur tout &>0 si rnaxj = i ^2,3 I ^i(°0 1 
W« 0 = ©(e-<s + £o)/h) si maxi = 1j2,3 I £j(cOI ^2, pour un £0>0,

Grâce à (6.11), ces estimations permettent de majorer pour £ ^0.

B. La partie inférieure du spectre.

On a les puits suivants (calculés dans la section 5):

On veut avoir la même géométrie qu'à la section 3. On considère les 
centres des puits les plus proches de 0:

M0 = (4ti73,0); Mj = M(3>(0>1)) = (2Tr/3,TT)
M2 = M(0,(-1,0)) = ( - 2Tr/3’TT); M3 = M(-4iT/3,0)

N4 = M(o>(o,-i))=<-2'n'/3 ’ - TT>: M5 = N(3,(1,0))=(2Tr/3»-1T')-

On note toujours Ne>o: = ('ty1)0(:i('CV2)o:2 pour £€{0,3} et <XeZ2 , Uej0; le 
puits centré en Mc>a: et q£>0; l'opérateur dont tous les puits sauf Ue>0; 
sont bouchés.
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On se donne maintenant (x0,£0)€U0,0 et b>0* on construit comme 
au paragraphe A une fonction g0(x) = c(h) exp(i(x-xh)£h-b /2  (x-xh)2)/h 
avec (XfpÇh) “ * (xo>€o) c(h),1/c(h) = ©(h_No)f et telle que, si >p0 est une 
fonction propre normalisée de q0f0:

(6.12) (g0l'90) = 1
(6.13) Il g0 II = ©(h-N0
(6.14) llyg0ll =©(hN d(supp X,U0fo)_N) P°ur tout N entier, uniformément 
en X pour X dans un borné de et d(supp X»U0)0)>£0>0.

On modifie alors g0 pour qu'elle soit valeur propre de T23r2, tout en 
vérifiant (6.12)-(6.14) et I g0(x) I < I c(h) I exp[-2b d2(x,I0)/(4b2 + 1)h].

On pose alors g3 = ü3g0, et :
ge ,0< = eih'cir(mc»^)/2 T<*ge

exactement comme dans la section 3, pour avoir les mêmes symétries. On 
rapelle que h' est le plus petit réel tel que h'/2iTs2-rï/h [Z],

Alors, comme au paragraphe A, TTpg£j0< est une base hilbertienne de F, 
espace spectral de q associé à [>JL(h)-Ch,>JL(h) + Ch].

On veut maintenant majorer les TTpg&f0i au moyen du Corollaire 5.7.
On considère donc la phase <ï> définie par: <i> est réelle, croissante, 

constante sur les projections des puits, et:
Ch <ï>' = (cosx ->JL(h))/21 cos x/21 hors des projections des puits.

On obtient une distance dégénérée sur les puits en posant 
D(x,y)= |<ï>(x)-<ï>(y)|. Le problème est alors de comparer les deux distances 
possibles entre puits voisins:

c'est-à-dire de comparer D(-2tt/3 ,2 tt/ 3) et D(2Tr/3,4Tr/3).
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On a:

D(-2Tr/3,2Tr/3) = D(2TT/3,4TT/3).

Démonstration :

On va raisonner sur les puits U0,Ui,U2 centrés en Mo,M|,M2, dont les 
projections sur Rx sont les intervalles [a^bj], i = 0 ,l,2 .

On a à comparer S] = ̂ >(a0)-#(bi) et S2 = <£(ai)-'ï>(b2).
Soit définie sur ]ir,a0[ par,9  = 'î>'. >p est réelle, positive, et

q(x,i>p'(x))=)JL(h) sur]rr,a0[. On ne peut pas prolonger>p
holomorphiquement au voisinage de tt, mais on le fait sur le domaine 
hachuré:

Lemme 6.2 :

ch>p = -cos(x/2) + (jJL(h) + 1)/(2 cos x/2).

Sur le trajet pointillé t3, Imcosx/2<0 et lorsque l'on contourne le point 
tt de la droite vers la gauche, lmch>p(x)<0 et Im>p passe de 0 à -tt. Sur 
l'intervalle réel ]b ,̂a0i> «S'sRe'vp.

On peut donc écrire Sj = Im Çdx, où Ci est le chemin complexe X€?S, 
Ç = i\p(x), qui relie Uj à Uq, que l'on oriente de U] vers Uq.

De même, on a: S2 = Im Jç 2 £dx, où ^2 est le chemin défini par:

X€[-2tt/3 ,2 tt/3],
Re Ç = tT, Im Ç>0, 

et q(x,£)=jj.(h)

qui relie U2 à Uj, que l'on oriente de U2 vers Uj.

On fait un changement de variable dans l'intégrale définissant S2 au 
moyen de la rotation p -1 d'angle - tt/3 qui échange les puits.

6.7
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Cette rotation est définie par p _1(x,£) = (x/2 + £ ,-3 /4  x + Ç/2). Elle 
est symplectique donc avec (y,tD=p(x»Ç)* on a d(t\dy) = d(£dx) d'où 
Ttdy = £dx + df, où f est une fonction holomorphe réelle sur le réel.

Donc S2 = Im Jp-1(*32) €dx> e* on cherche è déformer p 1(C2) sur C]. 
p - 1(*S2) est dans X = {(x,£)/q(x,£)=jJl(h)} et en projection sur Cx il a la 
forme:

On peut, en restant dans X, déformer légèrement le chemin p 1(C2) 
sur un chemin G3 pour que, en projection sur Cx, C3 ait la forme:

Sur ce chemin q(x,£)=>Ji(h) et donc cos£ = cos r9(x), d'où £= ±v9(x) + 2k-rï, 
k€Z.
Au voisinage des extrémités du chemin, Ç = i>p(x), et pour que cette égalité 
ne se propage pas le long du chemin, il faudrait qu'en un de ses points 
•9(x) = ikTT, mais alors:
jJL(h) = cos x +cos(x/2 + rp(x)) + cos(x/2-pp(x)) = 2cos2 x/2 -1 ±2cos x/2
i.e. (jJL(h) + 3/2)/2 = (cosx/2 ±^)2 = (cos x/2 ±1/2)2 
et comme jJL(h)>-3 /2 , cos x/2eR.
Or Im cos (x/2)= -sin Re (x/)2 sh(Imx/2), et comme sur le contour G3
Re xe]0,2Tr[, cette égalité implique que x est réel. Ceci ne peut arriver 
qu'aux extrémités du chemin, et on propage donc l'égalité £ = i>p(x) le long 
de C3, à partir du voisinage d'une extrémité.

Pour déformer G 3 sur T5|, il suffit de déformer les projections en x et 
de toujours avoir Ç = r9 (x), et on obtient l'égalité S2 = Sj. □

Dans ce qui suit, certaines démonstrations tout à fait analogues à 
celles du paragraphe A ne seront pas reprises.

On pose:

y(x) = infy G(y) + D<^(x,y),

où D^) est la distance indirecte et G(x)= =2bd2(x;Io)2/(4b2 + 1).
Alors, pour tout e>0:
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(6.15) ||e(1“ £)'S'<x>/h TTFg0(x)||L2(R5<c(e).

On a un résultat analogue pour les transformés de TTpg0 par la rotation U:

(6.16) lle<1- c)Y<2Tr-x)/h ÜTTFg0(x)||L2(R)<c(£)
(6.17) ||e^~e^ ( x + 2Tr)/h U2TTFg0(x)||L2(R)<c(&).

Comme dans la section 5, on indice les projections de puits sur Zde 
sorte que Ik + i soit immédiatement à droite de Ik et Io = 1Txuofo*

Alors il existe un réel v, avec 
0<v<S = D(-2Tï73,2Tr/3) = D(2TT73,4TT/3) tel que si xel^, y (x )> |k |v . Par
conséquent, si I^x^I^ .,.} , on a:

y(x)>min(|k|v’ + D(I|<,x)) |k + 1I v + D(Ik + i ,x)).

Si ü est un puits, on note £̂ (11) pour i = 1,2,3 l'entier tel que I ^ u )  soit
la projection sur l'axe des x de p i-1U, et

S(U,V) = supi = j f2,3 I ¿i(U)-£i(V)|. On définit aussi:
S<k)(U,V) = minu jéUi_1??v S(U,U1)+ ... + S(Ü£_1 ,V).

£>k

Comme on a besoin d'une distance orientée à I0, et que <ï> est définie à 
une constante près, on décide que <ï> = 0 s u r l0. (On rappelle que <ï> est 
constante sur les projections des puits.)

Ainsi, si on pose f(x) = min(vIkI +D(I|<,x),vlk + 11 +D(I(< + ̂ ,x)) pour 
Ik<x<Ik + 1, on a: f(x) = A(#(x)), où A est la fonction paire vérifiant 
A(nS)=v|n| pour neZ dont le graphe est:

Soit uCj0; la fonction associée au puits UCt0:. (6.15)-(6.17) donnent: 
Ve>0,

(6.18) Il exp[-(1 -£.)A(<ï>(x)-S £i(U£j0i;))/h] U1" 1 u£j0< || L2(R)<ce e£/h
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e t ,  si U e t  V sont deux puits ,

l( (q-M(h))uu | u v ) | < C e eE / h (e -<1" e >i;S<1><u »v >/ h ).

On s ' i n té r e s se  maintenant à la matr ice  de qjp  dans la base 

<u £ , o< > ( £ , o O € { 0 , 3 } x ]R.2 -

Comme précédemment ,  c e t t e  matr ice  s ' é c r i t  j î (h ) I  + W, avec 
IM<h)—jJL(h)I =©(h°°),  WM>N = ( 1 - S 0(M-N))(quN|u M) où S 0 désigne le

symbole de Kronecker,  e t  on a la même géométrie qu'à la section 3,  e t  donc 
l 'équivalent de la formule (3 .4 ) :

(6.19) w M>N = e lh' a '(°<» ^ " N ) / 2  w r «(M) f r a (N)

où M représen te  les coordonnées du centre  de puits M dans la base (V],V2) t 

= h' = (2iT)2 /h  [2rrJ.

On a auss i:  © (e_ v ^ <1>/,h).

Comme a priori v < S ,  c e t te  es t imation e s t  insuffisante pour S(M,N) 
pet i t  et  nous allons l 'améliorer en util isant  la procédure de Helffer et  
Sjôst rand.

On fait l 'hypothèse de récurrence (H) = (H1)-(H4):

(H1) I w ^ f|\| I <C£ e x p - ( 1 -e)a(S(M,N)) /h

où a: N* —*R +  vérifie:

(H2) 0<a(k  + 1 ) -a (k )< v  
(H3) a(1)<S
(H4) a(k)>e.()k pour un e 0 > 0 -

Il s 'ag i t  d 'améliorer la fonction a.

On commence par e s t im e r  (q->JL)U|vj = Ep ^  w p ^  up.

On a: uP = ©[exp -  A(€>(x)-S £ 1(P))/h],  où g(x)= ©(e“ ^ x /̂ h ) signifie:

Pour tous  K compact,  O O ,  il exis te C ^ ^ X )  tel  que 

Il g(x)e^ - £ ) f ( x)/h| |  |_2 (K)<C|<fe>e £' //h.

Les t e rm es  avec £j(P)=£i(M) se majorent par 

©(exp-[a(2) + A(«î>(x)-S£1(M))]/h).

6.1 0

X e* H , h'

On a auss i: wM N =



fixé se majorent par

Q (exp - [a ( |  ^ ( M ) - Q.}(P)\) + A(«ï»(x)-S £ 1(P))]/h).

Donc (q->JL)u^= o ( e - L(<i>(x)-Sfi.i(M))/h)

où L(y) = min [a(2) + A C y J . m i n k a ( | k | )  + A(y-kS)] .

Pour S k < | y | < S ( k  + 1), on a donc:

L(y) = min(a*(k) + | y | - S k , a * ( k  + 1) + S(k + 1 ) - | y | ) ,  pour 
a*(k) = a(I k I ) si k ^ 0 ,  
a*(0) = a(2).

On cherche une est imation de pour ¿ ^ ( M ) p a r  exemple

Je1(N)>£1(n) .  On pose <* = £ j ( N ) - £ 1(M)>0.

On écri t  w M>N = ((q->JOuN,uM)

= ((1-'X)(q-M)UN»uM) + (uN’X(cl - M)UM) + (uN’[£l»XluM) = I + II + I11»
où X = 1]-«x>,'X]> avec ^  a choisir , #CX)€]S £](M),S £.^CN>[.

Premier  cas : cx = 1.

On prend # ( \ ) / S =  £j(M) + 1/2,  ce qui donne pour I e t  II :

1 + 11= ©(exp-min[a(2)+v,a(1) + S]/h)
= ©(exp- (a (1 )+v) /h )  d 'après  (H2).

Comme [P,X1 e s t  à support  dans [“X - h A  + h], 111= 0 ( 1 ) e -S / /h , et :
WM,N= ®(exp -m in (a (1 )+v ,S ) /h ) .

Deuxième cas : <x e s t  pair,  <*>2.

On prend <3?(X)/S = £^(M) + (o< + 1)/2 et  on obtient:

1 + 11= © (exp- (vo : /2  + a(o</2))/h)
111= ©(exp-(v(o:-1)  + S)/h)

et  donc N = 0(exp-m in(v(o i -1 )  + S ,va : /2  + a (o! /2)) /h) .

Troisième cas : <x e s t  impair, o i>3.

On prend #CX)/S = £ 1(M) + o:/2 et  on obtient:
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I + 11= Q(exp-(v(o< + 0 / 2  + a((cx-1) / 2 )) /h)
111= ©(exp- (v (o : -1 )  + S)/h)

e t  donc W|v|>N= ©(exp-min(v(o(-1) + S, (o< + 1)/2 + a((cX-1)/2))/h).

Ainsi, dans les cas 2 et  3,

w M, N= ©( exp-min(v(<x-1) + S,a([o:/2])+ (<*-[<x/2]))/h).

On peut refaire ceci  avec Uu^, U2 u^ au lieu de u^  e t  cela montre  que

les hypothèses (H1) e t  (H3) sont vérifiées par la fonction b définie par 
b(1) = min(S,a(1)+v)

pour j > 2 ,  b(j) = min(v(j-1) + S ,a([ j /2 ])+  (j-[ j /2])>.

Montrons que b > a  :
Pour j = 1, d 'après (H3), S>a(1) et donc b(j)>a(j) .
Pour j > 2 ,  d 'après (H3) e t  (H2):

S + v ( j - l ) ^ a ( 1) + Zi (a(k + 1) - a (k ) )  = a(j),

e t  d 'après  (H2),

a([ j / 2 ] )+v(o(- [o i /2 ] )>a([ j /2 ]) + E[ j /2 ] < k < j - 1  (a(k + 1) -a (k ) )  = a(j).
Donc b > a .  en par t iculier ,  b vérifie l 'hypothèse (H4).

II re s te  à m on t re r  que b vérifie l 'hypothèse (H2).

P o u r j  = 1: b(1) = min(S,a(1)+v)
b(2 ) = m in (S + v ,a ( 1)+v)

donc 0 <b(2 ) - b ( 1) < y .

Pour j > 3 :  b(j + 1) = min(vj + S,a([(j + 1)/2]) + v(j + 1-[(j + 1)/2]))

et  b(j) = min(v(j-1) + S ,a ( [ j /2 ] )+v( j - [ j /2 ] ) ) .

Posons  A = {a([(j + 1)/2])+i>(j + 1-[(j + 1) /2])}-{a([ j /2])+v(j- [ j /2])} .  Il suffit  de 
m o n t re r  0 < A < v .
On a: A = (a([(j + 1) / 2 ] - a ( [ j / 2 ]))-v([(j + 1 ) /2 ] - [ j /2 ] )+ v ,  e t  d 'après (H2):

0 <a([(j + l ) / 2 ] - a ( [ j / 2 ])<v([(j + 1) / 2 ] - [ j / 2 ]),

donc v ( 1-[( j  + 1)/2] + [ j /2 ] )< A < v ,  et  comme 0 < 1 -[( j  + 1)/2] + [j/2], on a bien 
0 < A < v  et b vérifie (H2).
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On i tè re  plusieurs fois c e t t e  procédure en commençant  par a ° ( j )= v j .  
Comme ak + 1(1) = min(ak(1)+v,S) ,  au bout d'un nombre fini d ' i té ra t ions ,  on 
aura:  ak(1) = S. A l 'étape suivante ,  ak + 1(2) = m in (S + v ,a k(1)+v) = S + v  et  
donc, pour j > 2 ,  ak + 1( j ) ^ S + v .  On a donc montré :

(6 .20 )  w MfN = Ô(1)e“ ( s + v >/h  si S(M,N)>2,

= ©(1)e“ s / h  siS(M,N) = 1.
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7. Minoration de l'effet tunnel entre puits les plus proches et 
renormalisation.

Il s'agit d'obtenir une minoration du terme où U et V sont deux
puits avec S(U,V) = 1. Rappelons qu'à chaque puits U on a associé une 
fonction uy telle que {uy} soit une base orthonormée de F et que uy soit
microlocalement concentrée sur le puits U. {uy> est la base
orthonormalisée de {TTpgy}, où gy est une gaussienne concentrée sur U.

On a besoin pour ces minorations d'approximations BKW des fonctions 
uy et uy sur un domaine commun, mais dans l'étude de la partie supérieure
du spectre, on a vu que les phases utilisées ne sont pas analytiques entre 
les projections des puits. On résout cette difficulté en regardant les 
fonctions uy et uy sur une droite complexe R+di, avec d^O petit. L'étude 
de la partie inférieure du spectre ne comporte pas ces complications.

A. La partie supérieure du spectre.

On veut estimer le terme pour S(o(,3) = 1. Grâce aux symétries
de la matrice W, on peut supposer que c* = (0,0) et £ = (1,0), c 'est-à-d ire 
qu'on s'intéresse aux puits centrés en 0 et (2tt, - it).

On veut utiliser la méthode mise au point par Helffer et Sjôstrand pour 
l'équation de Harper, qui consiste à écrire des développements BKW des 
fonctions uq et u^ entre les projections des puits Uq et U^. La fonction
poids & que nous avons utilisée n'est pas analytique en tt et on ne peut 
espérer avoir d'approximation BKW de uq qu'à gauche du point rr et de u^
qu'à droite du point tt.

Par contre, on peut définir une phase ^  holomorphe sur le domaine 
hachuré:

,4r(x) = ̂ >(x) sur le segment H ,tt[
\p(x) = <ï>(x) + TTi(x-TT) sur le segment ]tT,2tt-1[.

Les transformées de Fourier des fonctions Uq et u^ étant à 
décroissance exponentielle, ces fonctions sont holomorphes sur un
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voisinage du réel  et  on va chercher à en obtenir  des approximations BKW sur  
une droite R + d i ,  où d>0 e s t  pe t i t .

Helffer e t  Sjôstrand ont montré à la section 5 de lHe,Sj ] 4  comment

obtenir  une approximation B.K.W. de uq près  de l ,  à droite de ce point.

Pour pouvoir appliquer leur r é s u l t a t ,  il faut  vérif ier  qu'on a ici la géométrie 
du cas qu'ils t r a i t e n t ,  c ' e s t - à - d i r e  que la courbure du puits  U0  au point

(1 . 0 ) n 'e s t  pas nulle.

Lçmmç 7.1 •

La courbure de Uq(M) au point ( \ , 0 )  e s t  non nulle.

Démonstration :

Dans un voisinage de ( \ , 0 ) ,  Uq e s t  de la forme (x(Ç),Ç). Dérivant deux 

fois la relat ion cos(x(£)) + 2 co s (x (£ ) / 2 )cos£=;J . ,  on obtient :

(7.1) -cos(x(£))x ' (Ç)2 - s i n ( x ( £ ) ) x " ( £ ) - i c o s ( x ( £ ) / 2 ) x ' ( £ ) 2 Co s £ -
- s in ( x ( £ ) / 2 )x " (£ )c o s€  + 2 s in (x (€) / 2 )x '(£)s in  £

- 2 cos ( (x (£ ) / 2 ) co s £  = 0 .

On a: x(0) = \ ,  x'(0) = 0 et  (7.1) appliquée au point £ = 0 donne:
0 - s i n X x " ( 0 ) + 0 - s i n ( l / 2 )x"(0 ) + 0 - 2 cos(X/2 ) = 0 , soit :

(7 .2)  (1 + 2 c o s ( l / 2 ) ) s i n ( l / 2 ) x " ( 0 )  + 2 c o s ( l / 2 )  = 0.

Comme 0 < l < r r ,  (7 .2) entraîne:

(7 .3)  x"(0)<0

ce qui montre  le lemme. □

On peut donc appliquer le r é su l ta t  de Helffer et  Sjôstrand qui s 'énonce: 
é tan t  donné un point y0 réel ,  choisi a rb i t ra i rement  près  de avec y0 > t ,

on peut décrire uq dans un voisinage complexe de y0 par

(7 .4 )  UQ(x) = b o ( h ) a o ( x , h ) a v e c  :

(7 .5 )  v e > 0 ,  3Ce , | b 0 ( h ) | + l / | b 0 ( h ) l < C c e e / h ,

a 0 (x,h) e s t  un symbole analytique avec ao(y0 »h) = 1 .
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Par la méthode BKW exposée dans [Sj]j, on prolonge le symbole ao en un 

symbole analytique elliptique défini sur  le domaine

y0 - e 0 < R ex < r r  + e 0 

0<lm x < d 0 .

Soit ao ' (x,h)  une réalisat ion de ce symbole su r  un compact  de ce 

domaine et  définissons

v0 (x,h) = b0 (h )a0 ,(xfh ) e - ' î:r(x)/ h .

On a alors ,  pour 0 < d < d 0 :

(7 .6)  I(uq- vq) 1 «Ce-^o^*1 dans un voisinage complexe de y0

(7 .7)  llv0 e ^ ( x>/ h HL2([yo_ eo + difTT + Eo + di ] )< c e (d) e£ /h  pou rO < d < d 0 .

(7 .8)  Il e^*^x^ h (qd -jJL)vo II <Cd e _ £ o^d^ h dans

L2 ([y0 - £ 0 + di,Tr + £ 0 + di]), avec &o^d^> 0 -

qd rep résen te  l 'opéra teur q sur  la droi te R + d i ,  défini par:

(qd u)(x) = cos x u(x) + cos(1/2 x + 1/4 h) u(x + h) + cos(1/2 x - 1 / 4  h) u (x -h ) .

Dans ces inégali tés ,  a 'q e s t  une réalisation de aç au voisinage du segment 

[ y o _ e -o + d i »TT + e o + di]-

Il nous faut maintenant  majorer  (qd - j jOu0 su r  la droi te R + d i .  On a le: 

Théorème 7 .2  :

Si alors (qd - z )  e s t  inversible et :

(7 .9)  | |(qd - z ) - 1| |L2 < C e c l d l / h /a (h) .

Démonstrat ion :

On considère la t ransformat ion de F .B.I . :

Tu(x) = Ch- 3 / 4  Je - ( x - y ) 2/ 2h  u(y) dy>

On définit les c lasses  H<j, = {u e n t i è r e s ; u e _ ^,/fh€L2(€)}.

Pour un choix convenable de C, T e s t  unitaire :
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de L2 (R) dans H«£o , avec <£0(x) = (Im x)2 / 2 ,

et  de L2 (R + d i )  dans H^»d> avec i>,j(x) = (Im x - d ) 2 / 2 .

Après conjugaison par T, qd e s t  l 'opéra teur  défini s u r  H^,d par:

qdu(x) = (2TTh)-1 J J e i(x _ y)ô /h  q*K- 1 ((x + y ) / 2 , e )  u(y) dy de,

où K e s t  la t ransformation canonique associée à T: K(y,H) = (y-iTl,Tl) ,  et  
un bon contour e s t  {(y,e)€<D2 ;6 = (2/i)3<ï>C|/9x((x + y ) /2)  + ic0 ( x - y ) /1  x - y  I}.

Ainsi q e t  qd coïncident su r  n H ^ d .

On considère à p résen t  la fonction holomorphe M, ( x , y ) = - ( x - y ) 2 / 8 ,  qui 
vérifie '£'(x, x) = <i>0(x). On a: <ï>0(x) + <ï>0( y ) - 2  Re M'(x,y) = I x -  y 12 / 4 ,  e t  

l 'opé ra teur

B u(x) = C/h J e 2 ^ ( x » u ( y )  L(dy),

où L(dy) rep résen te  la mesure de Lebesgue su r  C, qui pour un choix 
convenable de C e s t  le projecteur  orthogonal de L^,o su r  H^»o . Le noyau de 
e -<ï>/h3 e<ï>/h e s t es t imé par (C /h)e_ I x - y 12/ 4 h #

Soit {ft<*)o<€Z2 un recouvrement  de C s s R 2 par des cellules de 

périodicité du symbole q, tel que chaque e s t  borné, son in tér ieur  

cont ient  un puits ,  e t  SI# e s t  à distance non nulle des au t re s  pui ts .  

L'identification C ^ R 2 e s t  faite par  ( y , T \ ) ► TTxK(y,t l)  = y - i t \ .

On définit les opéra teurs  X<* de H<j,d dans H ^ o par X<* = B<>1ftŒ.

On veut à p résen t  donner un sens à l 'expression:

(7.10) (q-z)-1u = S (q-z)-1Xo<u 
pour u€ H)̂ >d.

La majorat ion du noyau de B permet  d 'écrire  une première majoration:

(7.11) Il X<*u II <l>o- d2(x,i2a ) / C - c IIu II <£0,i2a

avec II u II <s>0 , f t a = (Ji2 a e -2<^ 0^x^ h I u(x) 12L(dx))è.

Comme I 3 £jVx# C|(x) I e s t  borné, on contrôle les normes II u II <j,df Qa et 

Il u II l 'une par  l 'au tre :
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(7.12) e ~ c i d I/h  e ^ d (x«) / h Bu||i>dfS2a
< e ^ o i x a i / h  Il u H <£0 pfta ^ e c Id I /h  e®«*(xa )/h  l u | ^ d>$2 a ,

où e s t  un point quelconque de

Comme on n'a pas de r é su l ta t  de continuité de ( q - z ) - 1  pour le poids 
3>0 - d 2 (x, i20<)/C, on revient aux fonctions su r  R .

On considère donc T - 1Xc<u > flui s 'é c r i t :

(T _ 1Xo(u)(y)
= C h " 4  J e ( x - y ) 2 / 2 h e («i‘o - d 2( x fS2a ) / C ) / h e - ( ^ o - d 2 (x,S2a ) / C ) / h :)(^ u(x)dx 

et on choisit  le contour d ' intégration Rex = y.

On obt ient:

■ T - I X o ^ u l  - d 2 ( x , Q ) / C - c Mu11 3>0 , f t a ’ où e s t  la Pr° j e c t io n  sur  R  de 

fioc

Donc, si y  e s t  une fonction cons tan te  dans un voisinage uniforme de 
chaque puits ,  nulle sur  T^,  décro issante  à droite de 1^ ,  c ro issan te  à 

gauche,  et  telle que |>p'| < S  où S > 0  e s t  a s sez  pe t i t ,  on a:

(7 .13 )  HT ‘ l X c<u l L2 ^ £ C « u l l # < > in a .

Le théorème 5 . 4  s'applique alors et  on a:

(7.14) H ( q - z ) - , T - 1(XoiU)llL2 >p^C IIuII#o>S2 a /a(h) .

Comme on peut avoir les mêmes inégali tés pour U (q -z )“ ^T_ kXo(u  ̂ e* 

U2 ( q - z ) " 1T “ 1 (XtfU), on déduit en appliquant T:

(7.15) l l (q -2 )_ 1(Xo<u)ll<î>0 -d(x,S2a + B (0 ,C ) ) /C -C 11 u 11 <Ê0 , f t a / a ( h ) - 

Soit C'>C. Alors pour I dI <1 /C -1 /C ' ,  on a:

(7.16) Il ( q - z ) - ^(X<xu) H <ï>o - d ( x , f t a + B(0 ,C)) /C-

1/C e "c ldl/h||(q-2)-1(x0(u)||<i,d_d(x>j2a + B(ofc))/C'
g ($ d (^ o ) - ^ o ( ^ a ) ) / h i

De plus, (7.12) s 'é c r i t :
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(7.17) llu||,i>otfta s C e c | d l /h  e ^ d ( x a ) - ^ o ( x a )) /h  | |u II <$d f n a -

Ainsi , (7 .15)- (7 .17)  donnent:

(7.18) l l ( q - z )_ 1(Xo<u)ll<Êd -d(x,S2a + B(0,C))/C'
< Cec I d I /h  || u || fS2a/ d(z> <y) .

Cet te  relat ion assure  la convergence de (7.10) dans Hç|>d . On a donc

const ru i t  un inverse à droite de qd - z  de norme inférieure à C e^ Id I/*Va(h). 
Le ré su l t a t  e s t  vrai pour son adjoint q _ d - F ,  donc ce t  inverse à gauche e s t  
un inverse et  le Théorème 7 .2  e s t  démontré .  □

Remarque : le Théorème 7 .2  r e s t e  vrai pour Z€S2^, Iz-jJL I > h N, h < h ^ ,

en remplaçant  a(h) par l z - p .1 dans son énoncé,  mais nous avons besoin 
pour le m on tre r  d'une version améliorée du théorème 5 . 4 .  Ceci montre  que 
le spec t re  de qd dans e s t  à une dis tance ©(h00) de celui de q.

On a aussi  besoin d'un inverse de l 'opéra teur  qk - z  su r  la droite R + d i .  

On rappelle que l'on avait  à la section 6 :

q = q - £ j 9 j

qk = q - £ j  =/kej = 9 +
où 0 j e s t  une fonction positive dest inée à boucher le puits cen t ré  en 2 î t j .

On prolonge les fonctions 6 j au domaine complexe par Ôj(x) = 6 j(Re x), 

ce qui permet  de définir sur  la droite R + d i  les opéra teu rs :

qd = qd - E j 0 j,

qg = qd - E j ^ ke j = i ' d + e k .

Soit <S>£ une fonction de R + d i  dans R  vérifiant la condition

(7.19)(£) I<î>£ 'I < ( IRe <£'I - £ )  + ,  I I <1 /£  pour k> 1 .

L 'opéra teur e®e(x)/h ( qd - z )  e “ ^ e ( x ) /h  e s  ̂ elliptique pour h a ssez  

pet i t  en fonction de e et  donc, pour h a ssez  pe t i t :

Il ( qd -  z) — 1 1l l 2 <C 

| | ( î d - Z ) - 1 |lL2 # e <Ce .

7.6



On va contrôler q$-z è partir de qd-z  et qd-z :

Lemme 7.3 :

Il existe une constante C>0 telle que, si alors qj£-z est
inversible et II (q£-z)-1 II <Cec Id I /,|l/a(h).

Démonstration :

On note toujours Ij les projections des puits. Soit A un intervalle de R 
tel que I^CCA et A ne rencontre pas Ik-jUlk + j. Soit B vérifiant les mêmes 
propriétés et tel que ACCB.

Soit positive, à support près des extrémités de B, nulle sur A, 
vérifiant (7.19)(e0) pour un certain £0:

Il (q^-z)u II L2> Il 1B(q^-z)u II L2^= Il 1B(qd-z)u II L2^
> ll(qd-z)1BullL2^ -  Il [qd,1B]u II L2̂

Or (qd-z )_1 est continu sur car:

(qd-z )-1 =(qd_z)-1_(qd-z)-1(Ej0j)(qd_z)-l

+ ( qd-z )_1(Ej0j)(qd-z )_1(rjej)( qd-z )_1 
et >p est constante sur Ujsupp 0j.

Donc:

(7.20) ||(qg-z)u||L2>(l/C )e-c ldl/h a(h)||lAu ||L2 - e - 1/Ch ||u ||L2.

Il nous faut une inégalité analogue avec 1̂  remplacé par 1r \ a » Que 
nous obtenons de la même manière:

Soit D un intervalle avec I^C CDCCA. Maintenant supp y  est proche de 
dD. On a:

Il (q£-z)u II l 2> UlR\D(q|<-z)ullL2>p= H 13R\D(^a_z>u H L2 »̂
> ||(qd-z)1R\ Du||L2^- ll[qd,1]R\D]u||L2̂
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et  donc:

(7.21) Il (qj^-z)u II l 2 > 1/C l l l R \ AullL2 - e - 1/ C h yuUL2 .

Pour |dI a ssez  pe t i t ,  (7 .20)  et  (7.21) en tra înent

(7 .22 )  Il (q £ -z )u  II >1/C e “ c | d , / h a(h) Il u II.

Comme on a la même inégalité pour l 'adjoint ( q £ - z ) *  = (qk"d - z ) ,  qj<-z 

e s t  inversible et  l l (q £ -z ) - 1  II <C ec Id I/,h/a (h) et  le lemme e s t  démontré .  □

Nous allons en déduire des inégali tés à poids, d'abord pour q£,  puis 

pour qd .

Soit donc <£>c vérifiant  (7.19)(£).  On a:

( q £ - z ) - 1 =( qd - z ) _1- (  qd - z ) _ , 0 k( qd - z ) _ 1  

+ ( qd - z ) _ 1e k( q £ - z ) _ 1e k( qd - z ) - 1  

et  comme <î>c e s t  cons tan te  su r  le support  de 6 k ,

(7 .23 )  ||(qjd- z ) - 1 H2 (L2 # c ) <Cc ec l d l / h /a(h) .

Nous allons réu t i l i se r  la const ruct ion de (qd - z ) - 1  à p a r t i r  de ( q £ - z ) - 1  

pour m on t re r  le:

Théorème 7 .4  :

Il existe une cons tan te  C>0 telle que, si >p vérifie (7 .19)(£+ cT| d I ) et  
ze3fth» alors:

(7 .2 4 )  Il (qd- z ) - 1  HL2 ^ < C t ec l d l / h/a(h) pour h<h(C).

Démonstration :

On reprend dans le complexe la démonstration du Théorème 5 . 4 .
On pose R |  = Ek( q $ - z )  I' i ' k où ^ k = l{x;2 k r r -T r<Re x < 2 kTT + Tf} 

et aj j k = l l ^ j (qid- z ) - 1^ k ||a3 (L2 >p).

Comme on a un peu de marge sur>p, on a:
a j | k <Ct ec Id I ^h/a(h) s 1 l j - k l < 1

a j k <Ce ec l d l / h/a(h) e _ I j — k I ( CI d I +C)/Ch Sj | j - k | > 2 .
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Donc, si C e s t  a s sez  grande,  NRz N 3C(L2 ^>):sCe eC ^d ^^h/a(h) .

De plus, (qd - z ) _ 1  R^ = I + Kd , avec Kd = E|<E j y ke j ( q $ - z ) _ 1,4,k .

Grâce à la marge qu'on s ' e s t  donné su r  y ,  _
| | e j ( q g - z ) - 1^ k »x (L 2 >#)) <Ce ec l d >/ h /a(h) e - (C  I d I + e )  I j - k  I/Ch

et  si <5a é té  choisie a ssez  grande,  e t  h s h ( e ) ,  IlKII j5 ( l 2^)  ^ 1/ 2 , ce qui 

achève la démonstra tion.  □

Corollaire 7 .5  :

Si ■'Pi et  yp2 vérifient  (7.19)(£ + C I d I ) et  = y 2  su r  1es projections des 

puits ,  alors le pro jecteur TT^, défini par sa représen ta t ion  intégrale,  

vérifie:

(7 .25 )  l ï ï f  l LV L ! i : i C Ee C ld l / l ’ .

Démonstration :

On écri t  (qd - z ) - 1  = ( q d - z ) _ , - (  q d - z ) - 1(Ek9 k)( qd - z ) - 1

+ ( qd - z ) - 1(Eke k)(qd - z ) - 1(Eke k)( q d - z ) " 1 

et  seul le dernier te rme contribue à la représen ta t ion  intégrale de TTfL On 

obtient  alors le Corollaire à pa r t i r  du Théorème.

Revenons maintenant aux fonctions u0  et  u ^ .  {u^} e s t  la base 

orthonormée de {TTpg^}, avec IITTpg^Il = 1  e t  
Ig^I  < 1 c(h)I e - b / d2 (x,Iii<a >)/h pour un b#>o.

Sur l 'axe R + d i ,  lg0 (x)l < lg0(Re x) Iec Id I pour un c>0 e t  d 'après le 

Corollaire 7 .6 :

ITT^g0 (x)I < C^ g C |d | / h  e _ (1 _ £ _ C I d I ) y d(x)/h 

où y d(x) = infy € R + d i  D^)(x,y) + bd(Re y , I 0 ) 2

Dd e s t  la dis tance sur  R + d i  associée à la fonction Re ' i ' ,  et  D^1̂  e s t  la 

distance indirecte associée .

Ainsi, quit te à réduire un peu la valeur de v  à la sect ion 6 , on a:

(7 .26 )  Ile^1 “ e _ c Id *>fd<x>/h u0 (x)Il|_2 (R + d i )  <CC e<e + c l d l ) / h .
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fd e s t  la fonction définie su r  R + d i  par

(7 .27 )  fd(x) = Min(vk + Dd(2TTk, | x | ) , v ( k  + 1) + Dd(2Tr(k + 1), Ixl))  

pour 2-rïk< I x I <2Tt(k + 1).

Comme de plus (qd -jJL)uQ = £ y  ^ o wy , O uy » ês wy , 0  son*
exponentiel lement p e t i t s ,

(7 .28 )  (Qd - M)uollL2([y0 - £ o  + di»'n' + &o + di])“ e

Or nous savons par (7 .6) e t  (7 .7)  que u0 vérifie la majoration:

(7 .29 )  Iuq(x) e ' i , (x^ h I <C£ e£ / h dans un voisinage complexe de y0 , pour 

tou t  O O .

Nous allons pouvoir améliorer l 'est imat ion (7 .26 )  au voisinage de 
l ' intervalle [y0 ,rr + e 0]:

Soit la fonction réelle continue définie su r  R + d i  par

' i ' d(x) = Re'±'(x) su r  [y0 - £ 0 + di.'rï + £ o / , 2  + di], ^ d  e s t  cons tan te  à droite et  

à gauche de cet  intervalle.

Soit X ;R + d i  —* [0,1] une fonction t ronca ture  à support  dans 
[y0 “ e o + di,Tr + e 0 + di], valant  1 sur  [y0 - £ 0/ 2  + di,Tr + 3 £ 0/ 4  + di].

On a:

(qd -M )X u0 = X(qd -M>uo + [qd .Xlu0

(7 .28 )  permet  de majorer le premier te rm e:

| |e<£(x)/h X(qd -M )u 0 llL2( R + d i ) : S e - e o / h - 

[qd e s t  à support  dans
[y0 -e .0 + d i ,y 0 -e .0/ 2  + di]u[Tr + 3 e 0/ 4  + d i , r r+  e 0 + di]; grâce à (7 .29 )  la 

par t ie  dans [y0 - £ o + d i ,y0 - £ 0/ 2  + di] e s t  0(1) et  grâce à (7 .26)

la part ie dans [Tr + 3 £ 0/ 4  + di,TT + e 0 + di] e s t  ©(1 )e — — CI d I ) /h  (ca r  jd 

coïncide avec ReM' sur  [y0 + di,TT + t 0 + di]), elle e s t  donc 

Ô(1)e“ (,ird(x) + c o)/ h .

Donc | | e ^ d ( x^ h [qd ,X]u0 IIl2(R +  d i ) - c e e£//h puis

(7.30) | | e ^ d ( x ) / h  (qd-M)(Xu0)||L2(R + di)<Ce e ^  .
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Nous savons que si >p e s t  une fonction réelle définie su r  R + d i  avec 
l>P#I < I Re Sfc''!, l 'opéra teur  e^P(x)/h  (q^-jJL) e _ ^P^x /̂h  e s t  elliptique. (7 .30)  
ent raîne donc:

H e ^ d(x)/h u0 | |L2 ([yo_ e o / 2  + d1>Tr + £o /2  + di])< c e e e / h  , 

et  comme sur  le segment [y0 - £ 0/ 2  + di,TT + £ 0/ 2  + di], Ÿ d(x) = ReŸ(x) ,  on a:

(7 .31 )  l u 0 e ’i ’(x>/ h y L2([y0 - e 0 / 2  +  (11>tr  +  e „ / 2  + d11)SCE

Enfin, si on regroupe les majorations ( 7 . 6 ) - ( 7 . 8 ) , ( 7 . 2 8 )  et  (7.31),  on
a:

pour 0 < d < d 0 ,

Ue'i'M/h (Uq Vq)yL2([yo- e 0/2 + di ,Tr + £ o / 2 + di])~Ce(d) e£/ h
pour 0 < d < d 0 ,

et  (uq~ vq)I < C e - t <>/h dans un voisinage complexe de y0 .

Compte tenu de l 'argument d'el l iptici té déjà invoqué, ceci entraîne:

(7 .32 )  (U0-V0)lL2([yo- e o/ 2  + dl,1T + £ „ / 2  + <Ji])iCd e - Eo /h .

Récapitulons les formules dont nous aurons besoin par la su i te .  On a 
montré  que, pour tout  £>0 ,  on a les majorations:

(7 .6 )  | | e ^ ( x ) / h  (qd-pjvQII |_2([y0 + di,TT + e.0 + d i ] ) - c d e~*o(d) /h
pour 0 < d < d 0 .

( 7 . 2 8 )  l e ^ O O / h  ( q ^ —>o.)u0 I IL2 ( [ y 0 +  d i , i r  +  t 0 +  d 1 ) ) - c  « ' e ° / h

p our  0 < d < d 0 .

( 7 . 3 1 )  l e ' i ' ( x >''h U o l l L 2 ( [ yo +  d l i î T  +  Eo +  d ,1)s C £ e e ' ' l '  p o u r O s d s d 0 .

( 7 . 3 2 )  l e ^ x V h  ( u 0 - V 0 > « L 2 ( [ yo +  d i j „  +  t o  +  d , ] ) £ C d e - £ o ( d > / h

p o u r  0 < d < d 0 .

7.1 1
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Maintenant que nous avons obtenu ces approximations BKW, nous 
pouvons p a s s e r  au calcul du coefficient  wg,tOm

On a:

w3*0 = J(q-M)u°(x)Ü£(x) dx.

Donc, avec Xt = 1]-oo,t] P°ur * dans un voisinage de rr:

w3>0= J ( q - jjL)uq(x) û ( xfdx

+ | u 0(x) (l-Xt(x)) (q-M)u3 Îx) dx 

- J u 0(x) [q,Xtlu3 ^rd x .

Les deux premiers termes de la somme sont majorés par e_ ŝ + eo^h
et on peut calculer le troisième car:

[q,Xl = 1[t ,t  + h] c o s ( ( x - h / 2 ) / 2 )  T h " 1 [ t - h , t ]  cos((x + h / 2 ) / 2 )  t _ h -

On a donc:

(7.33) w3,0= J[t t + h] cos(x/2-h/4)[u0(x-h)u^(x)-u0(x)u^(x-h)] dx
+ © ( e - ( s  +  £ 0 ) / h ) .

Ceci nous conduit à introduire la fonction holomorphe:

A(z) = cos(z/2-h/4) [u0(z-h)CT^(z) -  u0(z)iT^(z-h)]
A vérifie la majoration:

(7.34) lT_hA-Al  = O(e_(s + eo)/h)

dans le domaine D = {z;TT + e0/2<Re z<tt + £0 et 0<lm z<d0).
En effet:

(T-hA - A)(z) =cos(z/2 + h/4) [uq(z) ü^(z’+h)-Uo(z + h)ir^(z)] 
-cos(z/2-h/4) [u0(z-h)ü^(z) - u0(z) (J^iF-h)]
= u0(z) [cos(z/2 + h/4)u^(z + h) + cos(z/2-h/4)iTp(z-h)] 
-u^(z) [cos(z/2 + h/4)uo(z + h)+ cos(z/2-h/4)u0(z-h)]
= u0 (z) (q ->JL)u^(z)  -  u p ( z )  (q-jJL)u0 (z ) .
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Il suffit  alors de majorer  (qd ~M)uo e t  uO Pa r  0 . 2.Q) et  (7.31) et  

(qd- jjOu^ et  u ^  par  les inégali tés analogues:

(7 .2 8 ) '  | | e r <x>/h  (qd -M >U£lL2«Tr + e 0 / 2  + cll,y1+ d l l ) * e _ e o / h

(7 .3 1 ) '  | |er x̂^ h u ^ I l L 2([Tr + e 0 / 2  +  d i ,y i  +  d i ] ) - c e ee/,h

où d € [ - d 0 ,d0], y| e s t  un point choisi a rb i t ra i rement  proche de 2 r r - l ,  par

exemple yi = 2 r r - y 0 , et  r  e s t  le prolongement holomorphe de la fonction

S-^»(x) + Tii(x-rr) à un voisinage complexe de l ' intervalle ] t t ,2t x - \ [  sur  
lequel elle e s t  analytique.

Sur ce t  intervalle,  on a:

f ( x )  =  S- <3 ?(x )-Tri (x -rr)  =  S - '± ' ( x )  
e t  do nc,  dans  un v o is in age  de ] r r ,2 T r - \ [ :

f ( z )  = S - ' £ r(z).

Les majorations (7 .2 8 ) , (7 .2 8 ) ' , (7 .3 1 )  et  (7.31) '  entra înent  donc
( 7 .3 4 ) .

Il en résul te  que, pour d € ]0 ,d 0] et  t € [ e 0 / 2 , e 0]:

(7.35) wci>i- J It+d1ft+h+d|] A(l)dZ ♦«»(.-(S+e.J/h,.

De plus, u ^  admet une est imation BKW v ^  = b ^ ( h ) a ^ ( x , h ) e - r ^x^ h . 

Plus préc isém ent ,  on a:

( 7 . 8 ) '  | |er <x>/ h  (qd - > O v £ I l l 2([tT+  e 0/ 2  + d i ,y i  +  d i ] ) - e ~ C° /h

(7 .3 2 ) '  | |e r ( x ) /h  ( u ^ - v ^ ) I l L 2([TT + e o / 2 + d i ,yi + d i]) - e -£' ° / h

pour d € [ - d 0 ,d0].

Si on pose
B(z) = c o s ( z / 2 - h / 4 )  [ v o ( z - h ) v £ ( z ) - v o ( z ) v £ ( z - h ) ]  , alors 

|B (z ) -A (z ) |  < e _ (s  + £:o(d))/h dans D et :

(7 .36 )  W £ , 0 = J[t + di t + Co + di] B(z)dz+ ©d(e"(s + c o(d))/h) pour 0 <d< d0 . 

On peut calculer B(z):
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B(z)=bo(h)b^(h) c o s ( z / 2 - h / 4 )  [ao(z -h )  e h^ h a j j(z)  e r ( z ) / h

- a 0 (z) e - ^ < z>/h  â p ( z - h )  e - r ( z - h ) / h ]

= b0 (h)b^(h)  c o s ( z / 2 ) a 0 (z) a ^ ( z )  
[e - ^ ( z - h ) / h  e( - S  + ̂ ( z ) ) / h _ e - ^ ( z ) / h  e ( - S  + ^ ( z - h ) ) / h j  (i + ©(h))

= 2  b0 (h)bp(h) c o s ( z / 2 ) a 0 (z) a ^ ( z )  e _ s / h  s h ^ ' ( z )  (1 + ©(h)).

Donc B(z) s ' é c r i t  e - s / h b0 (h)b^(h) d(x,h) où d e s t  la réal isation d'un 

symbole analytique classique elliptique.

De plus, on montre de la même façon que (7 .3 4 ) :

( 7 .3 4 ) '  IT - f tB -B I  <Cd e _ (s  + e <>(d))/h su r  segment  

[•rï + £ 0/ 2  + di ,Tr+ £ 0  + di], avec 0 < d < d 0 .

Ceci entraîne que, sur  ce segment ,  I d(x + h ,h ) - d ( x ,h ) |  <Cd e _ e o(d^ h

et  comme d e s t  classique,  on en déduit en annulant l'un après  l 'au tre  les 
t e rm es  du développement de d:

| d ( x , h ) - d ( T T  +  e 0 + d i ) |  < e -£' ° / h su r  le segment [Tr + £ 0/ 2  + di,Tr + £ 0 + di] .

Comme w ^ , 0  = J[l + di>t + h + di] e ~ S/h bO<h>b3 <h> d<z »h> dz P°ur

t€[TT + £ 0 ,Tr + £ 0 /2 ] ,  et  | b 0 ( h ) b ^ ( h ) |+ 1 / |b o ( h ) b ^ ( h ) l  <Ce ee / h , on a 

m o n t r é :

Théorème  7. 7 :

Pour tout £>0 ,  il exis te C&>0 tel  que, si U e t  V sont deux puits avec 

S(U,V) = 1 , on a:

1/C£ + < Iwu^yl  < C^ e - ( ^ - £ ) / h .

B. La part ie inférieure du s p e c t r e .

On choisit  de minorer l ' interaction entre  les puits  cen t ré s  en 
M = M0 = ( 4 r r / 3 , 0 )  e t  N = M( 3 > ( 1 >1)) = ( 8 t t / 3 , 0 ) .

La phase vl r(x) = <î>(x)-'î>(4Tr/3) e s t  analytique en t re  les projections des 
puits Up| e t  Un et  on a des construct ions  BKW:
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vM(x) = bf-|(h)e 'i ' ( x)/ h a|*1(x,h) 

vN(x) = bN(h) e “ (s _ 'i ' ( x))'/h aN(x,h)

où : et  a^ sont  des réal isations de symboles analytiques classiques 

elliptiques définis sur  ]y0 ,2TT + £ 0[ et  ] 2 T i - £ 0 , 4 T r - y 0[, y0 é tan t  un point 

choisi à gauche de TTxU^t arb i t ra irement  proche de c e t t e  projection, £ 0 un 

réel s t r i c te m e n t  positif;  bjvj(h) e t  b^Ch) vérifie:

lbM(h)l + 1 / | b M(h)l + lbN(h)| + 1 / | b N(h)| <Ce ee / h .

Ces construct ions  vérifient:

On conclut comme au paragraphe A, en r e s t a n t  su r  le réel ,  et  on 
montre:

Théorème 7 .8  :

Pour tout  £>0 ,  il existe Cc >0 tel  que, si Uf*| et  sont  deux puits avec 

S(M,N) = 1, on a:

C. Renormalisation.

A la section 6, nous avons pris soin en définissant les fonctions g^

associée à chaque puits de choisir  des rela tions  entre  ces fonctions 
en t iè rem ent  analogues à celles de la sect ion 2 pour le cas >JL(h)> -1 ,  et  de la 
section 3 pour le cas  jJl(h)<-1.

On peut donc dans les deux cas faire les mêmes réduct ions  qu'aux 
chapi tres  2 e t  3 .  On obtient :

Théorème 7 .9  :

On considère l 'opéra teur  qh = op|!^[cos x + cos(x /2  + £) + c o s ( x /2 - £ ) ] .  

Soit £ 0 >0. Il existe  c (£0)>0 telle que, si h < c ( £ 0), le spec t re  de qp, e s t  

inclus dans [ - 3 / 2 , 3 ]  e t :
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Sp(qh)rï[-3/2,-1-£0] est inclus dans une réunion d'intervalles 

Uj = i,...,n(h) Jj»
Jj + 1 est situé à droite de Jj, à une distance équivalente à h,
Jj est situé à une distance équivalente à h de -3 /2 ,
I JjI <e-c ê«>̂ h,
Sp qhnJj est le spectre d'un opérateur >JLI + Cj op^'P0, avec >JL€Jj, Cj est

h'/2TT = 2rr/h[Z],
P° est un symbole à valeurs dans M2(<C), hermitien, 2rr-périodique en x et 
£, tel que:

Sp qj-,nKj est le spectre d'un opérateur jJU + dj opj^'p0, avec jJL€Kj» dj est 
réel avec |d j |= e " C//h, c%1,
p° est un symbole réel, 2rr-périodique en x et £, invariant par la rotation 
P-
De plus, p° s'écrit p° = q° + r°, avec q°= cosx + cos£ + cos(x-£),

réel avec |Cil=e c/hf c ^ l, h' est le plus petit réel tel que

et

où p est la rotation d'angle rr/3 dans le repère:

De plus, P° s'écrit P° = Q° + R°, avec:

Q0 =

R° se prolonge en un symbole holomorphe sur le domaine 
{(x,£)€<D2; Ilm x| + Ilm £| <c(£0)/h} et sur ce domaine
I R°(x,£) I <e” c(£o)/h.

Sp(qh)n[-1+e0,3] est inclus dans une réunion d'intervalles

Uj = l, ...,n(h)Kj»
Kj + 1 est situé à gauche de Kj, à une distance équivalente à h, 
Kl est situé à une distance équivalente à h de 3,
|Kj|<e-cte°>/h,
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r° se prolonge en un symbole holomorphe sur  le domaine 
{ (x ,£ )€C 2 ; | im xI + I Im £ I < c ( £ 0 )/h> e t  su r  ce domaine
| r ° ( x , C ) | < e " c <e o ) / h .

(Dans ce t  énoncé,  "a  e s t  équivalent à h" signifie que a /h  et  h /a  sont 
majorés par une cons tan te  qui ne dépend que de £ 0).
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8 . Extension à l ' o p é r a t e u r  sca la i r e  r e n o r m a l i s é .

Le but de c e t t e  section e s t  de m on tre r  comment l 'é tude de l 'opéra teur  
q° = cos x + cos Ç + cos(x-Ç)  faite aux sect ions  5 è 7 s 'adap te  aux 
opéra teurs  per turbés  p° = q° + r° ,  où r° e s t  un symbole défini su r

{(x,£); I Im (x,£) I < 1/S} e t  vérifiant  < 2 l 9<*r ol - s  su r  ce domaine,
holomorphe,  réel su r  le réel ,  2 -rr-périodique en x e t  £ e t  invariant  par la 
ro ta tion p (x ,£ )  = (x -Ç ,x ) .

A pa r t i r  des courbes de niveau du symbole q° étudiées à la sect ion 5,  
on peut déduire celle du symbole p° grâce à une étude analogue faite dans

[He,Sj]4 . On a les ré s u l t a t s  suivants :

Les valeurs cri t iques de p° sont:

1. Le maximum p ° ( 0 , 0 ) l a t te in t  aux points (2krr,2k'Tr) pour
( k , k ' ) € Z 2 f

2 .  Le minimum p ° ( 2 tt/ 3 , 4 tt/ 3 )  a t te in t  aux points

(2TT/3 + 2kTT,4TT/3 + 2 k /TT) et ( 4 T t / 3  + 2 k T T , 2 i t / 3  + 2 k ;TT) pour ( k , k ' ) € Z 2 ,
3 .  La valeur c% -1 obtenue aux points selle (krr ,k' tr)  pour ( k , k ' ) e Z 2 

t e ls  que k ou k' soit  impair.

La courbe de niveau de p° correspondant à une valeur

E € ] p ° ( 2 r r / 3 , 4 T r / 3 ) , c [  e s t  une réunion de c e r c l e s  d é f o r m é s  e n to u ra n t  le s

minima de p°.  De même, pour E€]c ,p°(0 ,0 ) [ ,  c ' e s t  une réunion de cerc les

déformés entourant  les maxima de p°.  L'ensemble {(x ,£);p°(x ,£) = c} e s t

décri t  par:  {(x,Ç);p°(x,Ç) = c} = f({(x ,Ç);q°(x ,Ç)=- 1}), où f e s t

2TT-périod ique,  proche  de l ' id en t i t é  e t  l a i s s e  f i x e s  l e s  p o in ts  (kTT,k'Tt) pour  
( k , k ' ) € Z 2  e t  k ou k' impair.

On étudie le spec t re  de p° dans R \ [ - 1 - £ 0 , - 1 + £ 0] où £ 0 >0 e s * e*

on cherche à écri re des r é su l t a t s  vrais pour S < S ( e 0). L'étude du spec t re

au dessous de -1 e s t  en t iè rement  analogue à celle fai te à la section 7 de 
[He.Sj]^; nous n 'étudierons donc que la part ie supér ieure du s p e c t r e .  A

par t i r  de main tenant,  on fait le changement de variables symplectique 
(x ,£)i—* ( x , £ - x / 2 ) et  on travail le avec p = q + r ,  où p(x,£) = p ° ( x , £ - x / 2 ),

q(x,£) = cosx  + 2 c o s ( x / 2 )cosÇ ,  r(x ,£) = r ° ( x , £ - x / 2 ).

On commence par prendre S < e 0 /C,  avec C assez  grand. Ainsi les 

projections des puits r e s t e n t  séparées  par au moins c £ 0 , avec c 

indépendant de 8 .
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Soit Ee[-1+ £0,p(0,0)] et U0(E) la composante connexe de p ^E) 
entourant le point (0,0), x0>0 le réel tel que I0 = TTxU0 = [-x0,x0]. On a:

Lemme 8.1 :

Il existe une fonction X0(S) tendant vers 0 avec S telle que, dans le 
domaine D: ; fl*x

(la hauteur du rectangle ne dépend pas de S).
Il existe une fonction holomorphe Ç+ , telle que lm£ + (x0) = 0,
p(x,£ + (x)) = E, et 0<lm £+ <l/2&.

Démonstration :

On sait que le lemme est vrai pour p = q, et la situation est stable près 
des points tournants; loin de ces points, on veut appliquer le théorème des 
fonctions implicites. Soit donc la fonction vérifiant le lemme pourp = q.

On sait que près de tt , I I % -Log I x — rr I, et si on prend 
T0(S) = e-1/ ĉ ^ pour C assez grand, I Ç°+ I <1/2S dans D. On a:

q(x,£^_(x) + £)-E = cos x + 2 cos(x/2) [cos £ + (x) cos £ -  sin £ + (x) sin £ ] -  E 
= (cosx — E)(î -cos£) -  2 cos(x/2) sin£^_(x) sin £.

Comme |cos(x/2) sin£^.(x)| >c, et que, uniformément en (x,£) pour xeD et 
llm£| <1/8, lr(x,£)| + |0çr(x,£)l <S, on peut résoudre p(x,£^_(x))-E = 0 
dans D avec I £^_(x)-Ç + (x) I <C S . □

Pour x dans D, les zéros de la fonction p(x,£)-E sont les points 
£ + (x) + 2kTT et £_(x) + 2kit, pour keZ, avec £_(x)= - £ + (2tT-x). Pour xeD
et llmÇI <min(ImÇ + (x),Im£ + (2Tr-x)), p(x,Ç)-E ne s'annule pas.

Sur le réel, £_(x)= £ + (x) + 2kTT. On prolonge la fonction £(x) = Im£ + (x)
sur tout R: d'abord par 0 sur ]Tr-'C0(S),rr + 'C0(S)[, puis entre les puits par
périodicité, et sur les projections des puits par 0. On définit alors le poids 
<£> comme la primitive de £(x) qui s'annule en 0, la distance
D(x,y)= |<$(x)-<ï>(y)l.

8.2
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On peut refaire l 'étude des sect ions 5 et  6  avec ces fonct ions.  La seule 
modification e s t  qu'on ne contrôle plus le support  de [p,Xl lorsque X e s t  une 
t ronca tu re ,  mais le r é su l ta t  suivant de tHe,Sj ] 4  (paragraphe 7.1) suffit :

Si X = 1]-oo,t] e * "'Pi et  ^P2 sont des fonctions réel les  uniformément
lipschitziennes,  avec l ^ ' j  I + |^p'2 l ¿ 1/CS e t  >pi(t)=V>2 (t)» a1ors P°ur lout
e > 0 ,  il existe  C£ >0 tel que:

■ l P . X l l L 2 , i , L 2 * î s C e ® e / h -

On a donc:

(8.1) | |e (1 _ c W x>/' h u0 ( x ) I l 2 ( r )  <Ce ee / h  

f e s t  la fonction définie sur  R + d i  par

(8 .2 )  f(x) = Min(vk + D(2rrk, IxI) ,v(k  + 1) + D(2rr(k + 1), Ix I )) 

pour 2iTk< IxI <2TT(k + 1), où v  e s t  un réel  vérif iant:

0 < v < S ' ( p ) =  D ( 0 , 2 tT).

On en déduit,  comme à la sect ion 6 , que la m atr ice  W vérifie les 
majorat ions:

(8 .3 )  I Wq; ^  I < e - e <> S(c*,£)/h  pour un e 0 indépendant de S.

( 8 .4 )  | | < e “ ^s ,  + &o ^ h si S(oi ,3 ) > 2

(8 .5 )  I w <*,$ I - c e e - ŝ / - £ ^ h pour tout  t > 0 , pour S(<x,£) = 1 .

Il r e s t e  à minorer ^  pour S(<x,3) = 1.

La phase 'F que nous allons uti l iser  pour les cons t ruc t ions  BKW e s t  la 
primitive de £ + (x)/i qui s 'annule en 0 .

On se ra  amené à considérer deux dis tances  entre  x0 e t  2 t t - x 0 :

S(p) = Re ^ ( 2 - t t - x 0) et  

S'(p) = «ï>(2TT-x0).

On a:

Lemme 8 . 2  :

Il exis te  une fonction T](S) tendant vers 0  avec S telle que:

(8 . 6 ) O r s S i p J - S ' i p ^ T ^ S ) .

Démonstration :
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S(p)-S'(p) = Im Ç + (z) dz où T5 est le chemin:

Donc S(p)-S/(p) = Im £ +(z) dz + Im [Ç + (z)-Ç^.(z)] dz 
Il résulte de l'étude de de la section 6 que la première intégrale est 
positive et équivalente à - r 0(S)LogT0(S), et du Lemme 8.1 que la valeur 
absolue de la seconde est majorée par CSt:0(S), ce qui montre le lemme. □

Corollaire 8.3 :

On a:

(8.4)' | | <e"(s + eo ^ h si S(<X,£)>2.

Démonstration :

Ceci résulte du Lemme 8.2 et de la majoration (8.4). □

On définit comme à la section 7 l'opérateur p  ̂ comme l'opérateur p 
agissant sur la droite R+di, pour d>T0(S). On prolonge la fonction 
£(x) = min(Im£ + (x),Im£ + (2TT-x)), qui est définie sur le segment 
[x0 + di,2-rï-x0 + di] à R+di par périodicité au dessus des intervalles
séparant les projections des puits, par 0 au dessus des projections des 
puits. La fonction poids que nous utiliserons est la primitive de £(x) qui
s'annule en di. La distance associée est D(j(x,y)= I ^ ( x ) - # ^ ) I .

On va maintenant écrire des formes B.K.W. pour estimer le terme 
w(0,1),0* Soit uo la fonction associée au puits U0. Il existe un réel y0>x0 
tel que, dans un voisinage complexe de y0, on ait:
(8.7) u0(x) = c0(h)e“ ^ ( x^ ha0(x,h), où a0(x,h) est un symbole analytique 
classique elliptique vérifiant a(y0,h) = 1, c0(h) un complexe tel que pour tout 
£>0, Ic0(h)I + 1 /|c0(h)l rsC^e^11. Par la méthode B.K.W analytique, on 
peut prolonger le symbole a sur [y0- e 0 + di,rr + e0 + di] pour d> t(S). On 
appelle v0(x) une réalisation de c0(h)e_^ ( x^ ha0(x,h). On obtient alors, 
comme à la section 7, pour “CÎSXd^dQ:

(8.8) |.*d(x)/h (p1-M)v0llL2([ao + dli„  + eo + djl)sC(d)e-E<»<<l)/h
(8.9) Ie*d(x)/h v0yL2(Iy<> + dlj„  + £o + dl])SC(E,d)
(8.10) De^dtxVh (p‘l-M)u0nL2(|üo + dii„ +eo + dj])< c(d)e-t °<d>/h

8.4
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(8.11) | , * d ( x ) / h  u0 »L2 ([u<> + d1i„  + f. o + dl))<C(E ,( l )ee /h

(8.12)  l e * « ( x ) / h  <u0 - v 0) l L2(IUo +  d l j i r  +  e o  +  d 1] ) a C ( d ) e - E . W ) / h .

Comme I£ (x ) - Im £  + (x ) I <C S ,  I ^ ¿ ( x i - I m ' î ' i x ) I  <CS su r  [y0 + di,TT + £ 0 + di] 

e t  on a:

(8 . 8 )' l e '* ,<*)/'>(p<l.M)Vo| L2aU((+d1jir + e( (+d 1])aiC(d) s - e . ( d ) / h 9 CS/h

(8 .9 ) '  l e ^ C x l / h  v0 l L2 ([yo + d1jir + Eo + dt])<C(E,d) e £ / h e CS/h
(8.10) '  #e' i ' ( x>/ h (pd-W)UollL2([y0 + d t . i r  + £ 0 + d f ] ) s C ( d ) e - E o ( d ) /h e CS/h

(8.11)' | |e ' i ' (x ) /h  u0 | L2aUo + d1>ir + ee  + d 1])s C ( c , d ) . t / h e CS/h

(8 .12) '  | e « < x ) / h  (u0 - v 0) l L2 ( ( a o + d t > i r + e o + d l | ) s c ( d ) e - e . « l ) / h e C S / h  .

On écr i t :

w (0 ,1 ) ,0  = JR u0(x) <P -M >U (o , i ) (x )d x

= J R + d i u ° ( z )  (P_ d - M ) u ( 0 , i ) ( z )d z  avec r 0 ( S X d < d 0 ,

et  on remplace la fonction t roncature  par K= J R+(jjX(s) ^ s  d s » °ù ^  e s *

définie su r  R + d i  par X = 1{z;Rez<Tt} et ^ s  e s t  l 'opéra teur  de multiplication 
p a r  C ih “ 2 e ^ s i x j / h ^  >ps (x)=iC0 ( x - s ) 2 , C0 e s t  réelle positive choisie

assez  grande,  et Cj e s t  choisie pour que J R + ( ji ‘TT’s (x)dx = 1 •

On a alors :

w (0 , 1 ) , 0  - J * + d  .[pd ,K]u0 (z) U( 0  j ) (  z)dz

+ J R + d i  <K(Pd - M ) u 0 (2 ) )u (0 , i )( i ')dz

+ l R + d i Uo(z)((1" K ) (p ~ d _ M ) u <°»1>) ( 2 ) d 2

et  compte tenu des majorations ( 8 . 8 ) ' - ( 8 .1 2 ) '  et  du Lemme 8 . 2 ,  les deux 
derniers t e rm es  sont majorés par e ^ S ^ o ^ - C S ) / ! ^  On fixe d e t  pour S 
a ssez  pe t i t ,  ces t e rm es  sont  majorés par e — + |_e premier  te rme
se t r a i t e  exac tement  comme dans le travail de Helffer et  Sjôstrand [He,Sj ] 4  

et on obtient :
Pour tou t  C>0, il exis te  Ce >0 gUe;
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(8.13) 1/Ce e"<s  + e >/ h < lw (1f0) >0| <Ce e “ (s “ e >/ h .

On a donc montré qu'il existe £ 0 >0 tel  que:

(8 .3 )  I I < e _ c oS(o( ,3 ) /h

( 8 . 4 ) '  I W t f ^ l  < e " ( s  + e o)/h pour S(0{>3 ) > 2

(8.13) 1/CC e “ ŝ  + e ^ h < <Ce e - ^s - £ ^ h pour S(<x,£) = 1 .

On peut alors é tendre  le Théorème 7 .7  à l 'opéra teur  per turbé:  

Théorème 8. 4  :

Soit £ 0 >0 . Il existe  un réel S 0 avec 0 < S 0 <£0/ 2  tel que, si r ° (x ,£ )  e s t

une fonction réelle,  2iT-périodique en x et  £ ,  invariante p a r l a  rotation 
p (x ,£ )  = ( x - Ç ,£ ) ,  et  se prolongeant en une fonction holomorphe su r  le 
domaine complexe I Im(x,£) I < 1/ S 0 , avec £  | | < 2 1 I  < £ 0 su r  ce 

domaine,  alors:
La fonction p° = q° + r° admet trois  valeurs cri t iques M + ,c avec 

IM+ - 3 | < S 0 , |M_ + 3 / 2 | < S 0 , I c + 1 1 < S 0 .

Le Théorème 7 .7  e s t  vrai pour p°,  en remplaçant le maximum 3 et  le 

minimum - 3 / 2  de q° par M+ et  M_.

Remarque : cas où h<0 :

Après le changement de variables qui conduit à p, on note que 
op]^p(x,£) = op'Îif1p ( x , - £ )  et  le symbole p(x,£) = p (x , - £ )  a les invariances

dont nous avons besoin et  e s t  proche de q. Le Théorème 8 . 4  e s t  donc 
valable pour h< 0 .
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9. Etude des systèmes.

Il ne nous reste plus qu'à adapter les sections 5 à 8 aux opérateurs 
matriciels qui se sont introduits lors de l'étude des problèmes à symétrie 
hexagonale, qui sont les quantifiés de Weyl de symboles de la forme:

où R° est un symbole analytique classique (il s'agit de fonctions holomorphes 
en (x,£,h)), 2tt-périodique en x et £, hermitien, s'étend en une application 
holomorphe de {(x,£)€<c2/| lm(x,Ç)l ¿1/S} dans M2(C) avec ||R°||C2<S, S
étant un réel strictement positif suffisamment petit.

De plus, R° vérifie les conditions d'invariance par rotation:

On a vu au paragraphe 4.B que ces relations sur les symboles se 
traduisent sur les opérateurs par:

P° = Q° + R°, avec Q°(x,£) =
0

1 + e-ix + e-i£

1 +eix + ei£ 

0

(3.14)' R0Lp2(x>£)>h] = R0(1,1)(x-h/2,£,h) e~K R°(i,2)(x>€»h> 
eK R°(2,1)(x,C,h) R°(2,2)(x + h/2,£,h)

où p est la rotation d'angle tt/3 dans le repère:

[R°,V°] = 0 
[R°,TO] = 0

(V°)6 = Id

et T°j = T2tt l = u •—> u(. -Z tt)] 
T° =(V°)“ n + 1 T0] (V°)n_1

9.1
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\ 1 0
R0<'(x,£,h)

0 1

1 0,

avec V° = e irr/12 eix" '2 h
0

; ^h/2
*-h /2
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On étudie les lieux E°(E) = { (x ,£ )€ R 2/d e t (P £ ( x ,£ ) - E )  = 0}, où P§ e s t  le 

symbole principal de P°.

Remarquons que pour P° = Q°, on a: 
de t(Q°-E)  = E2 - ( 3  + 2 q 0(x,£)) où q°(x ,£) = cosx  + c o s £ + cos(x-Ç)  e s t  

l 'opé ra teur  scalaire qu'on a étudié dans les sect ions  p récéden tes .  On 
connaî t  donc les courbes £°(E) dans ce cas:

Pour E € ] -3 , -1 [u ] 1 ,3 [ ,  E°(E) e s t  une réunion de cerc les  déformés 
entourant  les points de (2ttZ )2 ,

pour E€]- l ,1 [ \{0} ,  £°(E) e s t  une réunion de cerc les  déformés 
entourant  les points de (2rr /3 ,4TT/3)  + (2TrZ)2 u  (4Tr/3,2TT/3) + (2TrZ)2 

E ° ( - 3 )  = E°(3) = (2 r rZ )2 et  une seule valeur propre de Q°±3 s'annule 
en ces  points ,

£° (0 )  = (2Tr/3,4TT/3) + (2TTZ)2 U (4 r r /3 ,2 T r /3 )  + (2TrZ)2 e t  le symbole 
Q° s 'annule en ces  points;  pour (x,£) proche de (x0 , £ 0)€E ° (0 ) ,  les deux

valeurs propres de Q° sont  ±(f (x ,£) )â ,  avec
f(x,£) = ( x - x 0)2 + ( £ - € 0)2 - ( x - x 0) ( £ - £ 0) + © ( | x - x 0 | 3 + | £ - £ 0 | 3 ) 

pour E ¿ [ - 3 , 3 ] ,  E°(E) = 0
E ° ( - l )  et  E°( + 1) sont des réunions de dro i tes .

On peut é tudier  les courbes d'énergie de P£ comme une perturbat ion 

du cas  Q°.

Les rela tions (3.14) et  (3.14) '  m ontrent :
d'une pa r t ,  que la fonction de (x ,£):  de t (P§(x ,£ ) -E )  e s t  invariante par

la ro tation p ,
d'autre  p a r t ,  qu'au vo i s inage  d'un point  

(X0 , £ 0 ) € (2 T T /3 ,4 T r /3 )  + (2TTZ)2 U ( 4 T r /3 ,2 T T /3 )  + ( 2 r r Z ) 2 , Pg s ' é c r i t

a .  Etude des surfaces  d'énergie rée l le s .

avec P°i2(x0,£o>= p °2 1 <xo>£o> = 0 >
I Pjj(x»Ç)_ Pjj(x0 ,Ç0) l < C S ( | x - x 0 l + l £ - Ç 0 l)

I P j j ( X q » ^  » j  =  1 » 2 .

On en déduit qu'il existe 6 réels M _ < c _ < m _ < m  + < c+ <M+ te ls  que: 

|M± - ( ± 3 ) | < S ,  I c ± — ( ±1 ) 1 < S ,  I m ± I < S ,
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Pour E € ]M _ ,c _ [u ]c + ,M + [, E°(E) e s t  une réunion de cerc les  déformés

en touran t  les points de (2ttZ)2 ,
pour E € ] c _ ,m _ [ u ] m  + ,c + [, E°(E) e s t  une réunion de cerc les  déformés

en touran t  les points de (2TT/3,4TT/3) + (2TrZ)2 U ( 4 n ' / 3 ,2 ' r ï / 3 )  + (2'rïZ)2 
E°(M_) = E0(M + ) = (2 r rZ)2 et  une seule valeur propre de P o - M ± 

s'annule en ces points,
E 0(m _) = E0(m + ) = (2TT/3,4-rr/3) + (2TrZ)2 U ( 4 tT / 3 , 2 tT/3) + (2 iTZ)2 , 

la valeur  propre es t  simple si m _<m  + , double si m_ = m + ; pour (x,£)  

proche de (x0 , £ 0)€ E ° ( m + ) ,  les deux valeurs propres de P q(x.Ç) sont

^l(x,£) = fl(x,£)-(f2(x,£))2 et 2̂̂ XtÇ)=:fi(x,Ç) + (f2(xtÇ))i avec

f1(x,Ç) = ̂ ( m + + m _)  + ©(S[ (x -x0)2 + ( £ - £ 0)2 ]) et  

f2 (x,Ç) = ^(m + - m _ ) 2 + ( x - x 0)2 + ( £ - £ 0)2 - ( x - x 0) ( £ - £ 0)

+ © (S ( x -x 0)2 + S ( £ - Ç 0)2 + l x - x 0 l 3 + I Ç - Ç 0 l 3 )

en par t icul ier ,  \ 1( x , £ ) < m _ < m  +

si m_ < m + , alors pour Ee]m_ ,m + [, E°(E) = #  

pour E < [ l i+ ,M_], E°(E) = 0

E °(c_ )  et  E°(c + ) sont  des réunions de droi tes  déformées.

b.  Définition des opéra teurs  de référence et  é tude de leur s p e c t r e .

Comme on l 'avait  fait  pour les opéra teurs  sca la ir es ,  on fait 
maintenan t  le changement  de variable symplect ique ( x , £ ) »—*• (x,£ + x /2 )  e t  on 
t ravai l le avec les opéra teurs :

p _ e - i x 2/ 4 h  p o e ix2/ 4 h  
P = Q + R, R  = e - i x 2/ 4 h Ro eix2/ 4 h

0 i + e ix + e i(Ç + x / 2 ) \

e -i (Ç + x /2)  o /

Ces opéra teurs  commutent  avec V= v ° e ix2/ 4 h
t  -  p - i x 2/ 4 h to pix2/ 4 h  i n - e  i n e

Nous allons ut i l ise r  les notations et  les r é s u l t a t s  de [He-Sj lg .

On note \ j ( x , £ )  e t  \ 2 (x,Ç) les valeurs propres  de P0(x,Ç), symbole 

principal de P, avec M_ < \ 1(x ,£ )< m _  <m + < \ 2 (x ,Ç)^M+ .

Q e s t  l ' opéra teur  de symbole
\ 1 + e - i x  +
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Si E e s t  un réel ,  on note E(E) = { (x ,£ )€ R 2 ;de t (P0(x,Ç)-E) = 0}, et  si I 

e s t  un intervalle,  E(I) = U e c IE(E).

On étudie le spec t re  de P en la issant  de côté les interval les 
[ c _ - e 0 , c _ +  e 0] e t  [c+ - e 0 , c + + e 0] où £ 0 >0 es t  donné. Comme à la sect ion

8,  on choisit  S assez  pet i t  en fonction de £ 0 pour que les project ions de

deux puits (composantes connexes de E(E)) soient toujours disjointes ou 
confondues pour E hors des deux intervalles  exclus.

<X. Cas des valeurs supér ieures è c + .

Pour E€]c+ ,M + ], E (E)=U0î€ 2 2 E ^ E ) ,  où E ^ E )  e s t  la composante 

connexe de E(E) contenant  le point c*2v 2 , avec V] = ( Z t t , - t t )  et

v 2 = (2 t t , t t ).

Il e s t  montré  dans [He-Sj ls  qu'il existe  une fonction U C00 de 

E 0([c + + t 0/3,M + ) dans M2 (C) telle que U(x,£) e s t  unitaire et

*2<x.É> I
Soit X un difféomorphisme de R 2 dans E0([c+ + e 0/3,M + ]) vérifiant 

1 I  et  dont la res tr ic t ion  à E0([c+ + 2 £ 0/3,M + ]) e s t  l ' identité .

On définit l 'opéra teur  de référence associé à E0 :

P(o)(x,Ç,h) = P(X(x,£) ,h) .

C 'est  un symbole C°°, classique, et  en posant  U ^° \x ,£ )  = U*X(x,£),  le 
symbole principal p£°) e s t  diagonalisée par  la famille unitaire U ^ :

0

pour tout  (x,£) ,

\ 2^  = ^2  dans £ 0Uc + + 2 e o/ 3 ’M + ]>*
( \ 2(°>)“ 1([c+ + 2 e 0/3]) = E0a c + + 2 e 0/3]) ,  

d ( \ 2^ ° \ x , £ ) , [ c + + 2 e 0/3,M + ])>l/C pour |x |  + IÇI >C.
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Les valeurs propres  de p(°) dans [c + + 2 £ 0/ 3 ,  + o o [  sont  de la forme:

j J l j (h )> jJ l2 (h )>  • • • > M n ( h ) ( * 1  ̂ avec  M i ( h ) - j J L i  +  i ( h ) î5ih l M i ( h ) _ M +  I h P ° u r  

un C>0.

On pose alors p tcO zr j**p(° )T-<*, ce qui a ssu re  l ' i sospec t ra l i té  des
P(°0.

Soit >p0 un vec teu r  propre normalisé de p(°) assoc ié  à une valeur 

propre jJLj(h), ' 9 0( = TĈ '9 0 e s t  vec teu r  propre de P ^ ) .

Comme à la section 5, si F e s t  l 'espace spec t ra l  de P associé  à 
l ' intervalle [>JL^(h)-ch,jJLj(h) + ch],  avec c>0 assez  p e t i t ,  la famille {TTp-^^}

e s t  une base hilbertienne de F proche de {-'P0̂ -

3 ■  Cas des valeurs  comprises en t re  m , +e^ e t  c f .

On se donne £ j>0  et  on étudie à p résen t  la région [m + + £ j , c + - £ 01, 

c ' e s t - à - d i r e  qu'on évite la zone où les deux valeurs p ropres  sont proches .

On numérote les puits comme à la sect ion 3:

M0 = ( 4 T T / 3 , 0 ) ,  M3 = -M0 = ( - 4 T T / 3 , 0 )

Mc* = Mo<o + <*1V1 + <*2V2 P°ur & = (&0,<X],ol2)€(0,'$}xZxZ.

Pour E€[m+ ,c + [ on appelle (E) la composante connexe de £(E) 

contenant  le point M^.

Il e s t  montré  dans [He-SjJs qu'il existe une fonction C00 U(x,£) de 

£ ( [m + + C i / 3 , c  + - e 0/3]) dans M2 (C2 ) telle que U e s t  uni ta ire  e t :

On considère alors une fonction X positive définie dans un pe t i t  

voisinage de M0 et on perturbe P0 dans ^ (o .O jO ^e . )  en le remplaçant par:

ce qui nous ramène à un opérateur  à valeurs propres s imples .  On procède 
alors  comme précédemment et on obtient un symbole C°° classique p(°) e t  
une application C°° 11̂ °̂  de R 2 dans M2 (C) telle que e s t  unitaire e t
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u(o)(x>Ç ) - 1 p io ) (x>Ç)u(o)(x , £ ) =  I X l ( 0 ) ( x ’ ^ ) 0
V 0  X2 <o)(x,£)

< m _  pour tout  (x,£) ,

\ ^ o) = \ 2  dans E 0 ([m+ + 2 £ 1/ 3 , c + - 2 C 0 / 3 ] ) >

( \ 2(°>)"1([m + + 2 e 1/ 3 fc + - 2 e 0 /3]) = E0([m + + 2 e 1/ 3 , c  + -2 & 0 /3]) ,  

d ( \ 2^°)(x,Ç),[m + + 2C1/ 3 , c + - 2 e 0 /3])>1/C pour lx |  + |Ç |> C .

Les valeurs propres de p(°) dans [m+ + 2 t ] / Z , c + - 2 t 0 /3]  sont  de la 

forme:

Mi(h)>jJL2 (h)>.. .>jJln(h)(h) avec Mi(h) ” Mi + i(h) ;5:Sh.

On définit alors l 'opéra teur  p(3) = v 3 p ( o ) y 3  a t taché  au point M3 , puis 

p (oO = T(°<i,0<2 )p(o<o)T“ (oii>o:2 ) a t taché  à M<* pour <*€{0,3}xZxZ.

Soit >p0 un vec teu r  propre normalisé de p(°) associé à une valeur 

propre jJLi(h). On pose ' ^ 3  = V3 >p0 puis ‘vPo<= T^ 1,c<2 ^>Po<0 - e s * vec teu r  

propre normalisé de P^0^ .

Comme à la sec t ion 5,  si F es t  l 'espace  spec t ra l  de P associé  à 
l ' intervalle  [jJLj(h)-ch,jJ^(h) + ch],  avec c>0 assez  pe t i t ,  la famille {TTp>p0 j}

e s t  une base hi lbertienne de F proche de {^ç*}.

y .  Cas des valeurs comprises ent re m _ - £ j et  m t + £ ^.

On prend un difféomorphisme X de R 2  su r  E ( ç f o , o ) ^ m -  “ 2 »m + + 2 ^  

tel  que 13^<3^XI ^ C j fk e t  la res tr ic t ion de X à £ ( o , 0 , 0 ) ^ m - " i » m + + 4 ]) 

e s t  l ' identi té .  On définit p(°) par p(°) (x ,£ ,h)  = p(x(x»£ ) , h). Ainsi, si 
^ / ° \ x , £ )  et  X2^°Hx,Ç) sont  les deux valeurs propres de p ( ° \  avec

on a:

X 1<°)< m _ ,  a / 0 > ) - 1( [ m _ - ^ , m _ ] )  = £ (o >0 , o ) « m - - i > m _ D  

\ 2^ ° ^ m + , (X2(0 ) )_ 1( im+ ,m + +^])  = Z(0 f 0 | 0 )([m + , m + +^])  

d ( X j ( x , Ç ) , [ m _ ~ i , m + + ^])>1/C pour | x | + | £ l > C .

Il faut maintenant  étudier  le spec t re  de l 'opéra teur è un puits p(°) 
dans un voisinage de 0. On prend pe t i t ,  S « £ j ,  E réel tel que IEI et

on cherche si p ( ° ) -E  e s t  inversible.
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p ( ° ) - E  a pour symbole principal,  au voisinage de ( 4 t t / 3 , 0 )  = Mo :

/ Pl1“ E p 12 \  a v e c P 2 i - P i 2
\  p 21 P 2 2 " E/  IPj j (M0) | < S ,  j = 1,2.

De plus,  lpjj(x,£) -  pjj(M0)|  < C S | ( x , C ) - M 0 | 2 , j = 1,2 

p l 2 (Mo> = 0
|d P 12<M0) - d Q 12(M0)| :<S 

et  dQ^2^o^ = / + ¿ e “ ^ ^ 3 \
(e-iTt/3 /

Il e s t  montré dans l 'appendice c de [He-Sjlg qu'on peut  t rouver  un 

opéra teur  proche de l ' identité tel  que l 'opéra teur  au to -a d jo in t  

Â|f(P-E) Âç ait  comme symbole,  au voisinage de M0 :

/ P n - E  + hF^E.h)  p f 2 (x ,C,h)  \

[ P ^ ( x , £ , h )  p2 2 - E + h F 2 (E,h)y

Ici pjj e s t  cons t ant ,  Fj e s t  un symbole analytique d'ordre 0,  avec 

lFjl + | 9 EF j l< C S  P ^ ( x , Ç , h ) =  PE12(x ,£ ,h) ,

PE12(mo) = °- où p E]2 e s t  le symbole principal de PEi2 

|pE,2 ( x , C ) - P 12(x »Ç)I^CS l (x ,Ç)-M0 | ,  

i a EpE12( x , C . h ) i < c s .

Comme le symbole principal de e s t  de la forme:

( «  a12(x»€)\\ a 2 i(x,C) 1 )  

on a: Pjj = Pjj(M0).

On veut t ravai l ler  avec des symboles définis s u r  tout  R 2 e t on pose 
donc A e= A e *M' où 'F es t  un difféomorphisme de R 2 dans un voisinage de 

M0, dont la res t r ic t ion  à un voisinage de M0 es t  l ' ident i té ,  e t  tel 

que: 1 |  ¿ C ^ ^  pour tous &,&.  De même on pose:

AE = (A(?(p - E) Ainsi e s t  proche de l ' ident i té ,  les é léments

diagonaux de A e sont  cons tan ts  et  A e = Ae ( P - E ) A e au voisinage de M0 .
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A / a i  B  \Posons Ac= 1
\ B* a 2  /

avec aj = Pjj(M0) - E  + hFj(E,h), B = P^ 2  au voisinage de M0 .

Comme première  approximation du spec t re  de p(°)  au voisinage de 0,  
on s ' in té re s se  à t f = { E € [ -£ i , e i J ;  OeSpCAç)}.

Prçpç?niQn 9.1

5 e s t  un ensemble fini dont deux éléments  disjoints sont toujours 
d i s tan t s  d'au moins ch pour un certain  c>0 .  De plus, si Oc 5 ,  0 e s t  valeur 
propre simple de A F.

Démonstration :

Commençons par remarquer qu'on connaît les s p e c t r e s  de BB* e t  de 
B*B dans l ' intervalle [ 0 , 2 e i 2 ]:

Sp B B*n [0 , 2 £ 12 ] = {o:0 (Elh),ci!1(E,h),. . . ,Q!n(h)(E,h)}

Sp B * B n [ 0 ,2 e 12 ] = {<X1(E,h),. .. ,<*n(h)(E,h)}

avec o<o = 0,  <xj +  ̂- oij % h . Ce sont des valeurs propres simples.

De plus, nous savons que B es t  injectif,  mais non sur ject if ,  et  que B* 
e s t  sur jec t if  mais non injectif.

1er  cas : a^a2 ^ 0 .

Soient u = (u1 fu2 ) et  v = (v j ,v2) = A u .  Alors on a:

(1) ajuj + B u2  = vj

(2) B*u1 + a 2 u2  = v2

d'où:
(3) (a^a2 -B  B*)u^ = a2Vj -  B v2

( 4 )  ( a ia 2 - B * B ) u 2 =  aiV2 - B * V i .

Si Agr es t  inversible,  a^v2 -B * v 1 peut prendre n ' importe  quelle valeur,  

donc (a ja 2 -B*B) e s t  sur ject if ,  donc inversible.

Réciproquement,  si (a^a2 -B*B) es t  inversible,  alors a ja 2 -B B *  l 'e s t
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aussi e t (3) e t (4) donnent:

Il u II <0,(113 2 V!-Bv2  II + Il a 1v2 -B * v 1 | | )<C 2 l|v|| = C 2  II A Eu II 

donc e s t  inversible.

Dans le cas où Aç n 'e s t  pas inversible,  A^u = 0  équivaut à

f ( a ja 2 -B*B) u2  = 0 

|  u ^ - a , - 1  Bu 2  

0  e s t  donc une valeur propre simple.

2 ème cas : â  = 0 .

On a alors:

(1)' Bu2  = v1

(2) B * u | + a 2 u2  = v2

et  comme B n 'e s t  pas sur ject if ,  A E n 'e s t  pas inversible.

De plus, A^u = 0  équivaut à | u 2  = 0

( B*Uj = 0

et  comme le noyau de B* e s t  de dimension 1, 0 e s t  une valeur propre simple 
de A.

3ème cas : a 2  = 0, a, = 0.

Le sy s tèm e :

(1)' a,uj +B u2  = V|

(2 ) B*Uj = v 2

donne B*Bu2  = B*vj -  a, v2 , et  comme B*B e s t  inversible,  Il u2  II Il v II. 

Grâce à (1)', on a alors II u II < C 2  II v II et  A F e s t  inversible.

Finalement:

S i a , a 2  = 0,  O e S p A ^  a , a 2  € Sp B*B 

Si a j a 2  = 0,  0 € Sp A|r <=» a, = 0

Lorsque 0 € Sp A F, 0 e s t  une valeur propre simple.

On a donc montré que cr e s t  fait de valeurs propres simples e t  e s t :
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ô:={>JL€[-C1,C1]; 3k€N*, R(jJL,h) = o:k(jJlfh)}U {>JL0}

où R(E,h) = [p11(M0)-E  + hF1(E,h)][p22(M0)-E  + hF2(E,h)] 
et >JL0 = p11(M0) + O(S h) vérifie Pn(M0)->JL04-hF1(>JL0>h) = 0.

Faisons un dessin pour plus de clarté:

cr est formé des jJlk et M -k P°ur auxquels on ajoute celle des 
deux valeurs et qui vaut >Jl0.

Pour que ce tte  affirmation soit rigoureuse, il faut montrer le: 

Lemms.3 .2 ;

A droite de ^¿"[Resp. à gauche de jjl̂ ] les courbes cxk(E,h) coupent R(E,h) 
en au plus un point.

Démonstration :

On commence par majorer la dérivée logarithmique de <xk(E,h) pour 

IEI <£.], k€N *.

<Xk(E,h) est solution de:

(9.1) <XkV(E,<Xk,h) = kh
V est un symbole dont le symbole principal V0 vérifie:

(9.2) o'V0(E,o() = (2Tr)_1 vol{(x,£); Ipf2(x,Ç)12 <oi)
Ainsi |9 EV0(E,oOI <CS et I V0(E,oOI > 1/C.

Dérivant (9.2) par rapport à E, on obtient:

(3E°i:k)lV(E,0<k,h) + 0<k9o:v(E»0i:k»ĥ  + 0,:k^Ev(E' Clik»h) = 0
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et  comme 13EVI < 13EV0 I + Ch<C(S + h), on a:

(9 .3 )  |o¿k(E ,h )"13 Eo'k(E,h)|  <C(S + h).

Minorons la dérivée logarithmique de R dans la région où R>0:

R(E,h)_1 3 ER(E,h) = [ - 1 + h 3 EF1(E,h)]/[p11(M0) - E  + hF1(E,h)] +

[ - l  + h 3 EF2 (E,h)] /[p22(M0) - E  + hF2(E,h)]

donc

|R(E,h)_1 3 ER(E,h) I = | [ -1 + h3EF1(E,h)]/[pl1(M0) - E  + hFl (E,h)]|  +

| [ - 1 + h 3 EF2(E,h)]/[p2 2(M0)-E  + hF2 (E ,h ) ] |> C 1" 1.

Ainsi |<*|<_13 E<xk I < |R - 1 3 eR| ce qui montre  le Lemme 9 . 2 .  □

Il r e s t e  à m on t re r  qu'il existe c>0 tel  que les é léments  de c  sont  
e spacés  d'au moins ch.

Définissons ek par:  

ek = Mk P°ur  k>0 a s s ez  pet i t  pour que jJik exis te ,

®o —Mo" *

Il faut m on t re r  qu'il existe c>0 indépendant de k et  h tel  que 

ek + 1“ ek - ch P o u r k e N .

On a:

ek + l _ e k - ( R(ek + l *h>“ R(ek»h) ) / s u p [ 1 3 ERl 
>(R(ek + 1 , h ) - R ( e k , h ) ) / 4 £ |

= (o<k + 1(e|< + 1 , h ) - a : k(ek ,h ) ) /4C 1

s(ock + 1(ek + l , h ) - a : k(ek + 1,h )) /4e . l -  I<*k(ek + 1 ,h)-<xk(ek , h ) I / A Z \ .

Or o(k + i (ek + , , h ) - a : k(ek + i ,h )>Ch pour un certa in  C et  d 'après  la 

démons trat ion du Lemme 9 .2 :

l<*k(8k + 1»h) -0(:k(ek»h)l +h )e ,  l ek + 1- e k l .

On a donc:

(9 .4 )  ek + j - e k > c h / £ i .

Ceci achève la démonstrat ion de la Proposit ion.  □
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On peut maintenant montrer :

Proposition 9 .3  :

Le spec t re  de p(°) dans [ - Z ] / 2 , t ] / 2 ]  e s t  formé de valeurs propres 

simples espacées  d'au moins ch.

Démonstration :

On va m onter  que le spec t re  de p(°) dans [~ Z \ i2 ,Z \ /2 ]  e s t  fait de

valeurs propres simples s i tuées  chacune à une dis tance ©(h00) d'un élément 
de <y. L'argument qui suit  e s t  t r è s  inspiré de [He-Sj]4 .

Soit donc E e t f  et  posons fth = {z€C; Izl < h N}, avec N cN,  N>2. On 

commence par const ruire  un inverse approché de A f ( p ( ° ) - z ) A E pour 

zedftf ,-

Soit X €C^°(R2 ), valant  1 au voisinage de h 0 , et  à support  assez  

proche de M0 pour que Af (p(°)-E)AE = A E m icro- loca lem ent  près de suppX*

Soit Qz (x,£) un symbole dépendant holomorphiquement de z pour z 

dans un voisinage de t e 1  que:

( A | ( p ( o ) - E)AE- z ) Q z = I - X  + © ( h00).

On pose:

Rz = Qz + ( A E- z ) - 1X

et  on a:

( A | ( p ( o ) - E ) A E- z ) R z = I + ( A | ( p ( ° > - E ) A E- A E) ( A E- z ) " 1X + ® (h 00) t

et  comme le support  de (A|(P^°^-E)Ae - A e ) e s t  disjoint de celui de X e t  de

{(x,£); de t (p (° ) -E)  = 0} (p(°) e s t  le symbole principal de P ^ ) ,  on a, d 'après 
le théorème 5.1:

| | (A | (p (o )_E)AE- A E)(A E- z ) - 1Xllas(L2) = ©<hC>0>-

Finalement ( A | ( P (o)-E)AE- z ) R z = I + Kz avec K ^ e S " 00. RZ(I + KZ ) _ 1  e s t  un
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inverse à droite de (AE(p(°)-E)AE- z )  de norme ©(h N) e t comme on 

pourrait  const ru ire  de la même façon un inverse à gauche,  c ' e s t  un inverse .

Ceci montre que Sp(A|(P^°^-E)AE) n [ - h 2 ,h 2 ]C [ -© (h (>0 ) ,©(h00)]. 

Pour plus d ' information, nous allons majorer la différence des pro jec teurs  
spec t raux  t t  e t  t t '  associés  aux opéra teurs  A f(p (° ) -E )A E e t  A E e t  à

l ' intervalle [ - h 2 ,h2 ].

Soit Qz tel  que (A E- z )  Qz = I - X  + ©(h°°). Pour Z € 3 f t h , on pose 

Rz = Qz + (AE- z ) - 1X» Alors (A E- z )  Rz = I + ©(h°°) e t  donc 

Rz = (A E- z ) - 1  + ©(h°°).

On a donc, si les intégrales sont calculées su r  le contour 

convenablement orienté:

Tr-Tr' =  ( 2 iTi) -1  J((Af (p(°)-E)AE —z ) - 1  - ( A E- z ) _1)dz

= ( 2 -rri) " 1 J[(Qz + (A E- ( z - E ) ) - 1X ) - ( Q z + (A E- ( z - E ) ) ) - 1X]dz + ©(h°0)

= ©(h°°) ca r  Qz e t  Qz sont holomorphes su r

Ainsi II t t- t t ' II  =©(h°°) et le spec t re  de A f (p (° ) -E )A E dans Í — h2 , h2 ] 

e s t  formé d'une valeur propre simple qui e s t  ©(h00).

Comme AE e s t  proche de l ' identi té ,  le sp ec t re  de p ( ° ) -E  dans

[ - c h 2 , c h 2 ] pour c > 0  a s sez  peti t  e s t  aussi  formé d'une valeur propre simple 
qui e s t  ©(h°°).

D'autre pa r t ,  si d(>JL,o')>ch2 , on peut constru ire  un inverse à 
Ajjl(p(°)-jji)Ajjl de la façon dont on a constru i t  (AE(p(° ) -E )A E- z ) - 1

précédemment  et  P^°^- jjl e s t  donc inversible.  Ceci achève la démonstra tion 
de la proposit ion.  □

On définit alors l 'opéra teur  p(3) = v 3  p(°)  V3  a t taché  au point M3 , 

puis p ^ ^ T ^ 0*1*0^ ) p ( < * o ) a t t a c h é  à pour <*€{0,3}xZxZ.

Soit "9o un vec teur  propre normalisé de p(°) associé à une valeur 

jJlj(h). On pose >p 3  = V3 >p0 puis y #  = T ^ i » 0*2^ ^  . •vp  ̂ e s t  vec teur  propre 

normalisé de P^0^ .

Comme à la sect ion 5,  si F e s t  l ' espace spec t ra l  de P associé  à 
l ' intervalle [jJLj(h)-ch,jJLj(h) + ch],  avec c>0 assez  pe t i t ,  la famille <TTf>P<x>
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e s t  une base hilbert ienne de F proche de

C. Décroissance exponentiel le.

A par t i r  de maintenant ,  on ne considère plus que la part ie du 
sp e c t r e  dans [ c _ - £ 0 , c + + £ 0] pour évi te r  d 'avoir  à reprendre le passage

dans le complexe, qui n 'e s t  pas différent de ce qu'on a fait pour l 'opéra teur  
sca la i re .

E étant  donné dans [m+ ,c + ], on trouve une fonction £ + (x), réelle 

su r  les projections des puits  TTxE(jJL), de part ie  imaginaire positive e t  telle 

que dé t (P 0(x,£ + (x))-jJl) = 0.

Les zéros de la fonction £»—> dét (P0(x ,£)->].) sont les £ + (x)+2kTT 

et  £^T(x) + 2kTr p o u r k e Z .

La phase <ï> e s t  une primitive de £ + / i ;  la distance qu'on considère 
e s t  D(x,y)= IRe(<ï>(x)-<ï>(y))|.

On va définir l 'équivalent des opéra teurs  p + E^Qj^x) qu'on avait  

ut i l isé dans le cas  scala ire  pour obtenir  des inégali tés à poids.

On se place près  d'un niveau d 'énergie Ee]m + , c + - e 0]. On a vu qu'il 

ex is te  une application C°° U: E([m + , c + - e 0/ 2 ] —» M2 (C) telle que

/ b(x,£) c(x,£) \
U(x,£) e s t  unitaire et  ü “ 1(x,Ç) P0(x,£) U(x,£) = [ I

\c (x ,Ç)  b(x,£) /

On considère alors une fonction X positive à support  dans E([m + ,E]) et  on 

définit  P^" par:

/ b(x,Ç) + X(x,C) c(x,Ç) \
P Î ( x fC) = U(x,<) U-1(x,C) dans E([m+ ,ED

\  c(x,Ç) b(x ,C)-X (x ,Ç) /

Po’(x,Ç) = P0(xpÇ) ai l leurs.

Ceci a pour effet  d ' é c a r t e r  les valeurs propres.
On considère alors une application C00 V: E([m + , c + - e 0/2] —► M2 (C) telle

/X,+ (x,Ç) 0 
que V(x,£) e s t  unitaire e t  V~Ux,Ç)P^-(x,Ç)V(x,Ç) = (

^ 0
avec c_Oy-f4-( x , £ ) < m _ < m  + < \ | ‘(x ,Ç X c  +

et  coïncident avec et  \ 2 hors de E([m + ,E]).
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Soit X e € C °° (R ,R )  telle que Xe.(t) = t pour t>E  + e e t  X t ( t )> E  + e / 2  pour tout 

t .
Soit P0 défini par:

P0 = P0 ail leurs.

Ainsi le symbole P= P0 + ( P - P 0) coïncide avec P hors de £ ( [m + ,E + e.] 

et  det( P -a )??0  pour a€[m + ,E + £ /2 ] .

Pour que P agisse bien su r  les espaces  à poids exponentiels ,  on 
quantifie de la façon suivante:  on considère 9 une fonction C°° de R  dans 
[0,1], à support  dans un voisinage de (Les Ik sont les projections des

puits) et  valant  1 su r  e t  on pose P u = P u + 9 (  P0 - P 0)(9u).

On a aussi  besoin d 'opéra teurs  dont une rangée de puits n 'e s t  pas 
bouchée: On a:

P-F> = ^ € { 0 , 3 } x z x z M x . Ç )  avec supp(Nc* )C £ 0<([m+ ,E + £]).

On pose Pk = P + £  {o:;k(a:) ^k}No<(x »£): on a bouché tous les puits sauf  la 
rangée de ceux qui se p ro je t ten t  sur Ik . On quantifie alors de manière 

analogue à ce qu'on a fait pour P.

Ces opéra teurs  cons t ru i t s ,  les modifications è appor te r  à l 'é tude du 
cas scalaire sont  indiquées dans [He-Sj ls ,  e t  on montre  que, si F e s t

l 'espace spec t ra l  de P associé à un intervalle 1(h) de la forme 
[>Jl(h)-ch,>JL(h) + ch], avec c a ssez  pe t i t ,  TTp vérifie le:

Théorème 9 .4  :

Si ■'Pj et  ^p2 sont  deux fonctions C00 de R  dans R  vérifient  

l>Pj'| <(|Re<ï>'| - £ ) +  et -'P l=>P2 su r  TTX£(E), alors TTp défini su r  Cq° ( R , C 2 ) 

admet une extention bornée de L^>t dans L^>2 avec:

II1tf IIs (l2>pi ,l2v,2) -  c(e)-
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d. Matrice d ' in te rac t ion .

Nous continuons à ut il iser  les r é s u l t a t s  de [He-Sj ls .  Il e s t  montré 

dans ce t  ar t ic le ,  dans une si tuation analogue à la nô t re ,  qu'on peut t rouver  
une fonction g(°) € C°°(R ,C2 ) de la forme:

g(°)(x,h) = c(h)exp ( î /h  [i(x-X](h))Çf(h) -  ¿ tK x -x jd i ) )2 ]}

avec d[(x1(h) ,<1(h)) ,E0(>JL)]—► 0 et  |c (h) |  + |c (h) |  -1 = 0 (h- N o) 

et  telle que:

(9 .5)  (g<°> |>p(°)) = l
(9 .6)  Il g<°> Il = © (h ~ No)

(9 .7 )  IlX g(o  ̂ Il =O (hNd[SuppX .£0(M)l- N ) Pour NeN e t  d[Supp X , £ 0(E)]>e0 .

Comme lors de l 'étude des opéra teurs  sca la i res ,  on se ramène alors à 
une fonction g(°) valeur propre de T^V4 , vérifiant ( 9 . 5 ) - ( 9 . 7 ) .

On pose alors g(3) = y3g(o) et  g (°^=  t ^ i » 0̂ )g(<*o) pour 
oî = (<Xq ,<X] , « 2 ) € { 0 , 3 } x Z x Z .

{TTpg^^} e s t  une base hermitienne de F. On appelle {u^)}  sa base

orthonormalisée.  On a pour u ^ )  des majorat ions e t  des construct ions  BKW 
comme dans le cas scala ire  et  donc, si M et N sont deux pui ts ,  on a les 
majorat ions:

(9 .8 )  l M , N  I — e
(9 .9)  |WM>N| < e _ ( s  + £ o)/h Si S(M,N)>2

(9.10) IWM>N| <Ce e “ <s _ c ) / h  pour tout  £>0 si S(M,N) = 1.

e .  Minoration de l 'effet  tunnel entre  puits les olus p roches .

Pour fixer les idées,  on prend pour M et  N les puits c en t ré s  en 
( 4 tt/ 3 , 0 )  et (8 TT/ 3 ,0 )  ( c ' e s t - à - d i r e :  M = M0 et N = M(3f1>1).

On peut appliquer les r é su l ta t s  è la sect ion 7 de [He-Sj ] 4  e t  on 

obt ient :

(9.11) WM>N = - h ( u M, ¥ T 2Tr '£ 'u N) + 8<e- ( s  + e o)/h)

avec £ 0 >0, ' i '  e s t  une fonction C00 à support  compact  qui vaut 1 dans un 

voisinage de 2 tt.
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T 2 tt e s t  donné par  son noyau:

(9 .1 2 )T 2TT = c1h " 3 / 2  J e ii<x _ y>9 + 2 ico((x-2Tr)2 + (y-2TT)2)]/h

S(£(x + y ) , e , ^ (x  + y ) -2 - r ï ,h )de

avec c0 >0 assez  grande, e t  c  ̂= (2 c 0) 2 (2 t t ) 3 ^2 .

Le symbole S (x ,9 ,o ' ,h )  e s t  donné par:

(9.13) e c° a '2/'h[p0(x,e + ic0o') - P 0( x , e - i c 0oO] =

- h 3 cr[e“ coa 2̂/,hS(x ,ô ,a ' , h ) ] .

Ainsi, si S0 e s t  le symbole principal de S,

(9.14) S0(x ,e ,0 )  = i 9 e P0(x ,e) .

Pour un choix convenable de la phase # ,  qui n ' e s t  définie qu'à une 
cons tan te  près,  les approximations BKW de Uf-j et  u^ sont :

(9.15) û|vj = c ^ ( h ) e -<ï’^x /̂,haM(x)

(9.16) iïN = c N(h)e“ <s _  ^ ^ x^ / h aN(x).

La formule de la phase stat ionnaire  donne:

(9.17) WM>N = - h c M(h)cN(h)[<a^(2rr)  I i d ç P 0(2Tr,- i¥' (2Tr)aft(2TT)>+ ©(h)]

Il faut  donc montrer :

(9.18) <a^(2-rr) I 3 çP0(2 tt, - i$'(2Tr)a^j(2Tr)> ^ 0 .

Cas de la bande s imple .

Ce cas e s t  analogue à celui t r a i t é  dans [He-Sjlg.

On prend un £ j>0 ,  avec S « e ^ ,  et on t ra i t e  les valeurs de jJl avec

Pour (x,£) au voisinage de (2rr,i^>'(2rr)) ou de (2 r r , - i# ' (2T T )) ,  il 
ex is te  une matr ice  U(x,Ç) vérifiant:

x,£) 0

0 \2(x»0
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u-i< <.$> P0(x OU <x,Ç)
l \ i ( x . £
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On pose alors:

afy(x) = U(x,i<ï>'(x))bM(x) ; aft(x) = U(x,-i<ï>'(x))bN(x)
ainsi:

< a f t ( 2 T T )  I a ^ P 0 ( 2 T T ,  - i < £ > ' ( 2 T r ) a f t ( 2 T r ) >

= <bM( 2 T r ) | u ( 2 T r , i ^ /(2 T r ) )* a ^ P 0 ( 2 T r , - i l /( 2 T r ) ) u ( 2 T r , - i l ' ( 2 T r ) ) b N(2Tr)>.

a ç N ( x , £ ) = 9 ç ( ü - 1( x , £ ) ) ( P 0(x ,£ ) ->JL)U(x ,£ )  + U - 1( x , £ ) d ç P 0( x f C)U(x,C)  

+ U - 1( x , £ ) ( P 0( x , C ) - M )  3 ç U(x ,£ )

< b M ( 2 T r )  I ü ( 2 T r , i < i > , ( 2 T r ) ) * a ç P 0 ( 2 T r , -  i < î > ' ( 2 T r ) ) U ( 2 T r f - i < E > ' ( 2 T r ) ) b N ( 2 r r ) >

=  < b M ( 2 t r )  I a ^ N ( 2 t r , - i l ' ( 2 T r ) ) b N ( 2 T r ) > .

Les premières  coordonnées des vecteurs  b^ e t  b|^ sont  nulles, donc

I < a f t ( 2 T T )  | a ç P 0 ( 2 T r , - i l ' ( 2 T T ) a f t ( 2 T T ) >  I

=  l l b M ( 2 T T ) | |  Il b N ( 2 r r )  Il I d ç \ 2 (2TX , \ & ( 2 tt) \

et  comme, par const ruction de €>, d ç \ 2 { 2 T t , \ ^ >{2'n)) t^O, on a montré

(9.18) dans ce cas .

Cas de la bande double.

On travail le c e t t e  fois dans la région |>JLl<Cf, où e s t  assez  pe t i t  et

S « £ j .

Ce cas e s t  un peu plus compliqué que le précédant  c a r  la matr ice  
p0(x , i^ ' (x ) )  n 'e s t  plus diagonalisable. Toutefois la m a t r ice  3 çP 0(x,ii>'(x))

e s t  inversible et  on peut faire des construction BKW. L'argument qui sui t  
e s t  t i ré  de [He-Sj lg:

Alors:

e t  on a:

9.1 8

Soi t N(x,£)= u-i< *,0)P0 (x,,Ç)lKx .£)
'*1

\ Z{x,£)

e t X.2<(x i<£> :x) =M

(X a

x » * M U(x,Ç)* U- 1 *x,ç :(X i#



On connaît les équations de t r a n sp o r t  vérifiées par  a ^  e t  a^:

^{3çp0(x,ii>,(x))(-i3><ajli(x)) - i3x[3çP0(x,i<i»/(x))ajl|(x)]}
+ P1(x,i«>,(x))a^|(x) + (P0(x,i<i>/(x))->JL)ai1(x) = 0

^{3çP0(x,-i<&'(x))(-i3xaft(x)) -i3x[3çP0(x,-i^'(x))aft(x)]}
+ P j (x , - i¥ ' ( x ) ) a f t (x )  + (P0( x , - i ^ ,(x))-jJL)a)ÿj(x) = 0 .

On en déduit:

(9.19) 3 x (aft(x) I 3 ç P 0( x , - i ¥ ;(x)aft(x)) = 0.

On peut donc calculer  c e t te  expression ailleurs qu'au point 2 tt. On 
prend x € [ 4 tt/ 3 + t l , 4 T T / 3 + 2 t l l  avec S«&i<T\4 «1.

avec Pi2 (x,£) = 3 ( £  +  i c * ( x - 4 T r / 3 ) )  +  © ( ( x - 4 tt/ 3 ) 2 +  € 2 )

£  =  e - i T T / 3  +  0 ( S )

<* = ( 3 / 4 ) è  + © (S)

Pjj(xfC) = ©(S + ( x - 4 T r / 3 ) 2 + <2 ), j = 1, 2

<£> vérifie det[P0(x,i<ï>'(x)->jU = 0 et  Re<£>'>0, donc:

pour X € [ 4 tT/3 + T I ,4 tT/3  + 2TU, <3?'(x) = <X(x - 4 tT/3)  + © ( t l2 )

Alors P0(x, £ ) - jjl =
P l l ( x , £ ) - > J l  P t 2 ( x , Ç )

p2l(x»0 P22Îx» 0 - M )

0

0

et

0

avec ly M(x)| = || afy(x) Il.

De même, a°N(x) = I
U nCx),

+ ©(T\) avec I ^ nîx)! = ||a°|sj(x) Il.

9.1 9

Donc ’oix.i >-M=i
2iRe

+ ©(t \2 )
n

Pq(x, - i< £ V
I 2iReoi 0

n
+ ©U 2 )

e t ,  comme P0(:x . i ^ '’(X)) a°ri(x): 0, a° (x)
ÎXm (x)

+ 0(11)

:x))



On a auss i  3 ^ P 0 (x,-i<ï>'(x)) = |  J +©(ï l )
/ 0

d o n c  < a ° ^ ( x )  I 3 £ P 0 ( x , - i < î > , ( x ) a 0|s|(x)) =  ( y M ( x )  0 ) 1  / [  \  +  © ( T \ )
\ £  0 / ( y N(x)/

= 3  Y m<x> ÿ|s|(x) +©(t i ) .

Finalement,  I <a^(x) I 9 ç P 0 ( x , - i ¥ ' ( x ) a f t ( x ) )  I = | £ |  llafy(x) Il llaft(x) Il + ©(t\) .

En choisissant  H assez  pe t i t  et  x€[4-rr/3 + 'T \ ,4Tr /3  + 2tl] ,  on obtient  
(afy(x) I 3 ç P 0 (x ,- i i> ' (x)af t(x))  -40 et  (9.18) e s t  m ontrée .

On a ainsi montré que l 'étude du spec t re  de P hors de deux interval les 
correspondant  à des zones de branchement se ramène aux opéra teurs  
scala ires  ou aux sys tèm es  que nous avons étudiés.  Ceci achève la 
démonstra tion du Théorème 1.
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10. Appendices t r a c é  du s p e c t r e  de l ' o p é r a t e u r  s c a l a i r e  en 
fonction du p a r a m è t r e  h .

Le dessin de la page suivante rep résen te  le sp ec t re  de op)^q, qu'on

dessine horizontalement en fonction de l 'ordonnée h, pour les valeurs de h 
te l les que h / 2 i t  soit  compris en t re  0  e t  1 e t  soit  rat ionnel de dénominateur 
inférieur à 30 .  On se contente  de ce t  intervalle ca r  le dessin complet  e s t  
4-rr-périodique et  symétr ique par rapport  à la droite h = 0.

Pour h /2 î r  = p /q ,  avec p et q en t ie rs  e t  premiers en t re  eux, la théorie 
de Floquet permet  de m on tre r  que le spec t re  e s t  formé de q bandes qui 
peuvent avoir des ex t rém i tés  communes mais pas se superposer .  Le 
problème du nombre exact  de bandes disjointes e s t  ouver t .
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