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INTRODUCTION

En 1987, dans le but d’obtenir des résultats d’interpolation Gevrey dans les domaines 
strictement pseudoconvexes de C^, J. Chaumat et A.-M. Chollet [CCI] ont introduit des 
classes de Gevrey non isotropes G] ĵa, a > 0, dans un domaine Cl borné à frontière C2 
dans C". Les dérivées des fonctions d’une telle classe, en termes de formes H-multilinéaires 
symétriques, devaient satisfaire une estimation correspondant à une régularité Gevrey dou
ble dans les directions tangentielles complexes. La classe H G des fonctions holomor- 
phes dans fi et appartenant à la classe de Gevrey usuelle G1'*'0' vérifiait ainsi l’inclusion 
fondamentale HG1+a C G] /̂*.

Une formule de Taylor spécifique à était établie, puis un théorème d’extension
de jets.

Dans un deuxième temps, sous l’hypothèse de stricte pseudoconvexité, une condition 
pseudométrique était donnée pour qu’un sous-ensemble compact de dt\ fût d’interpolation, 
à l’ordre infini, pour HG1+a.

Des classes de Gevrey et des développements de Taylor non isotropes différents avaient 
déjà été utilisées par divers auteurs dont [CCI] dresse la liste.

Dans les domaines strictement pseudoconvexes, de tels phénomènes de régularité dou
ble dans les directions tangentielles complexes ont généralement été élucidés pour les classes 
usuelles de fonctions holomorphes, la première pierre de l’édifice ayant été posée par E. M. 
Stein en 1973 dans les classes de Lipschitz [St]. Dans le contexte Hôlderien, on peut citer 
le travail de J. Bruna et J. M. Ortega [BO] sur la boule unité de C^.

Dans le cas des domaines faiblement pseudoconvexes de C^, on peut espérer un 
meilleur gain tangentiel de régularité, variant localement - et augmentant - avec le degré 
d’“aplatissement” du bord, auquel il est intimement lié. Cependant, ces propriétés, lorsqu’
elles ne restent pas purement et simplement inexplorées, présentent de sérieuses difficultés 
techniques, imputables à une géométrie plus compliquée. Des espaces de Lipschitz et 
Sobolev non isotropes ont, par exemple, été utilisés récemment dans C2 par [NRSW].

Le but de ce travail est de bâtir une théorie Gevrey analogue à celle que nous avons 
décrite plus haut, mais dans le cas d’un domainejie type fini de C2.

Au chapitre 0, on commence par rappeler la définition et les propriétés utiles des coor
données adaptées et des pseudoboules introduites par Catlin [Ca] dans le voisinage U d’un 
point z° de type m d’un domaine O à bord lisse de C2, non nécessairement pseudoconvexe.

Ces systèmes de coordonnées joueront un rôle prépondérant dans toute cette étude, 
dont il importe de remarquer le caractère local.

On définit ensuite un nombre ®{z\z) permettant d’obtenir un équivalent simple de 
la pseudodistance associée S(z', z) en termes de coordonnées adaptées. De façon simpliste, 
l’exposant l/0 (z /,z) détermine le gain de taille tangentielle de la pseudoboule de centre 
z1 et de rayon S(z,tz). Lorsque z' est un point du bord, &(z',z') s’identifie au type de z1.
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On donne aussi quelques propriétés utiles de 0(z',z).

Au chapitre 1, on construit, à partir des objets introduits précédemment, des régions 
d’approche d’un point z' du bord, dont la taille est réglable par deux paramètres ao 
(“ouverture”), fo (“profondeur”). Une telle région d’approche Î7*?°0 est adaptée à la 
géométrie du bord en ce sens que pour z dans {7*?,ao, on a S(z', z) « dist(z, dfi).

D’autres auteurs ont déjà construit, par des méthodes différentes, des régions d’appro
che ayant des propriétés analogues (voir en particulier [NSW]).

Au chapitre 2, on définit, en corrélation avec Q(z',z) et la région Î7*?’°0, des champs 
de vecteurs holomorphes Xz>j à coefficients polynomiaux holomorphes de degré inférieur 
ou égal à m, tels que Xz>>j(zl) = Lj(z') où L\ est tangentiel complexe et Li est non 
tangentiel.

On donne également, pour les dérivées en termes d’itérés des Xz>tj  d’une fonction de 
classe HG1+a sur fini/, une estimation valable dans et dite “Gevrey non isotrope”
en ce sens qu’elle fait apparaître un gain de régularité Q(z',z) dans la direction Xz>ti(z). 
On s’inspire alors de cette propriété des fonctions holomorphes pour définir, par analogie, 
une classe de Gevrey non isotrope G>+*(n n u).

Enfin, on estime l’écart entre deux champs Xz>%\ et Xz»ti associés à des points 
différents, pourvu que z\ z" et le point où a lieu l’estimation soient convenablement 
situés. En effet, dans la suite, il sera à plusieurs reprises (et dans des contextes légèrement 
différents) nécessaire de transformer certaines estimations en termes d’itérés des Xzif \ en 
estimations similaires par rapport à Xz>t%\.

Aux chapitres 3 et 4, on définit, pour une fonction de Gĵ }“(fi fl U), des polynômes de 
Taylor non isotropes, pour lesquels on donne alors un théorème de Taylor adapté, c’est-à- 
dire : dont le reste s’exprime en termes de pseudodistance. Le chapitre 3 est essentiellement 
consacré à la mise en place d’un chemin, raccordant deux régions d’approche, le long duquel 
on développera la fonction.

Au chapitre 5, on montre que dans le cas particulier d’un domaine “polynomial” 
(souvent dit domaine de Kohn-Nirenberg par allusion à [KN]), la définition de G]̂ }“(finZ7) 
et le théorème de Taylor non isotrope peuvent se formuler globalement à l’aide des champs 
Z»i, Z»2 dans toute région , au lieu de X2itl, X^^*

Au chapitre 6, on construit des partitions de l’unité dans G]̂ ja(nnl7). On les associe 
à un recouvrement de Whitney du complémentaire d’une partie compacte E de U fl dfl. 
Comme celles de Chaumat-Chollet [CCI], ces partitions sont fondées sur une construction 
de Bruna [Br] qui permet d’obtenir des estimations optimales pour les dérivées.

Aux chapitres 7 et 8, on donne des théorème d’extension de type Whitney dans 
Gj+a(n D U), d’abord pour un point (pour des questions de lisibilité), puis pour un com
pact E de U n dfi dont chaque point est de type maximal m, après avoir défini, de manière 
appropriée au vu du théorème de Taylor non isotrope, une classe de jets non isotropes
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notée G)Ùa(E).

Dans toute la suite, on suppose en outre que fi est pseudoconvexe au voisinage de z°.

Au chapitre 9, on donne un théorème de division dans G]^}“ (finZ7) pour des fonctions 
plates en un point z* de type m. Lorsque z' est de strict type m au sens introduit par Kohn 
[Ko] et repris par Bloom [Bl], le résultat est valable pour tout a > 1 (donc pour tout a 
tel que HG1+Ct soit non quasianalytique). Lorsque z1 n ’est pas de type strict, le résultat 
persiste pour a suffisam m ent grand, comme conséquence d’une construction de Bedford et 
Fornaess [BF].

Au chapitre 10, on étend, en s’inspirant du chapitre 9, le théorème de division au cas 
d’une partie compacte E  de U flô fl, en imposant que chaque point de E  soit de strict type 
m et qu’après changement de coordonnées adaptées d ’origine sur E, Cl D U soit contenu 
dans un demi-espace Re & < 0. On vérifie au chapitre suivant que cette condition n’est pas 
trop restrictive pour que des exemples courants de domaines entrent dans le cadre étudié.

Alors, pour tout a > 1 et sous une condition (Ca) en termes de recouvrements de E  
par des pseudoboules, on obtient le théorème voulu, en construisant des fonctions de classe 
HG1+a plates sur E , avec un contrôle ad hoc de l’annulation.

Au chapitre 11, on donne un théorème d’interpolation à l’ordre infini pour E, comme 
conséquence des résultats des chapitres 8 et 10 et de la résolution de d dans les classes de 
Gevrey due à Chaumat-Chollet [CC2].

Il est à noter qu’imposer que chaque point de E  soit de même type est une limitation 
assez naturelle lorsqu’on aborde ce type de problème ; on la rencontre déjà dans les travaux 
de Noell (voir [No] et ses références) sur l’interpolation à l’ordre 0 pour A°°.

On traite, pour finir, un certain nombre d’exemples classiques : pseudoellipsoïdes 
complexes ou réels, domaines polynom iaux de type strict. On peut mentionner, à titre 
d ’illustration, le résultat suivant : soient fi =  {z € C2 ; | z\ |m +  | z^ |2< 1} où m est un 
entier pair, T — {(0, exd) ; $ € 1R} et E un sous-ensemble compact de T contenu dans un 
voisinage V assez petit de z° =  (0,1). Soit a un réel, a > 1. La condition (Ca) s’interprète 
ici com m e

3

o

R

Nr hR n E
d r

r l / a < R l - l / a

où I r  désigne un arc quelconque de longueur R  sur T et N t ( I r  n E )  désigne le nombre 
m inim al d’arcs de longueur r recouvrant I r D E .  Alors, sous ces hypothèses, tout jet d-plat 
de G ] ^ ja ( E )  se laisse prolonger en une fonction de H G l+ a [H fi V).



0. PRELIMINAIRES

Nous définissons quelques outils géométriques essentiels.
Soit n un domaine de C2 ; on suppose qu’il existe z° € diî au voisinage duquel dCl 

est de classe C°°.
Pour z = (zi,z2) G C2, on note Xj = Rezj et yy = Im Zj,j = 1,2.
On peut supposer sans perte de généralité que l’on a -§^{z°) > 0, où r est une fonction 

définissante pour Cl dans un voisinage U de z° dans C2.

0.1. COORDONNEES ADAPTEES [Ca].
Soit m G 1N*. Alors, quitte à rétrécir U, on peut trouver des applications do,' • •,dm de 
classe C°° sur U, uniques, telles que :

(0.1.1) Pour tout z1 de U, l’application qui à Ç G C2 associe z donné par

' zt = z[ + fi
m

z2 =z'2+ dofc'ta + ^2  dk(z')$ 1 
 ̂ k=l

est un changement de coordonnées holomorphes dans C2.

Soit D C C2, on note Dz> = $~,X(D).

(0.1.2) La fonction déSnissante pz> = r o (pour fi*#) admet le développement

Pz> (?) = r(z') +Reç2+ ^  ajk{z')Çi fi + R*!"* (?)
y+fc<m,y>i,/c>i

où les ajk appartiennent à C°°{U) et où l'on a

1 4 m,<f) i< c<"» (i r+ *  + 1 f n & u ,

c(m) étant une constante indépendante de z*.

On vérifie facilement que l’on a

S (£ < •■> ) "  

- - ( g « ) “ ! ; « .
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0.2. HYPOTHESE DE TYPE FINI 

On pose, pour 0 < S < 1,

(0.2.1)

At(z') =  max | ay*(z') | (2 <  l  < m)

( g

T (j  c, =  L°g*
n Z ' Ù) L o g (r(* ',* )/r(* ',l))‘

On suppose à présent que z° est de type fini m  : cette hypothèse signifie que l’on a 
Am{z°) 7̂  0 et At(z°) =  0 pour i < m .  On a donc T (z° , 6) =  m.

(Pour les différentes notions de type et leur relations, on peut se reporter à [Ca], [Si].)

Quitte à restreindre U, on a par continuité A m(z') ^  0 pour z 1 GU ; aussi les quantités 
r  et T de (0 .2.1) sont bien définies et chaque point de U n dii est de type fini inférieur ou 
égal à m.

Il est à signaler que, pour des raisons techniques, r  et T  sont définis ici de manière 
légèrement différente de [Ca]. Néanmoins, les deux définitions de r  sont équivalentes. 
D’autre part, le nombre T  défini ici est un analogue continu de celui de [Ca].

On définit à présent des polydisques adaptés [Ca]

(0.2.2)
' Rs{z') = { $ e  C2; I <ri |< t (z’,6), \ ?2 |< 6} 
Qs (z') = $ z'{Rs{z')).

Le schéma qui suit donne une idée de l’allure de R$ et Qg. On observera que les applications 
$ 2> sont linéaires en la seconde variable. Cette propriété servira notamment dans la
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construction de chemins adaptés au §3.

|ç*R H t — _

-  — i

X(z',Sì V&S)

Toutes les constantes introduites dans la suite ne dépendront que de la géométrie de fî, 
sauf mention explicite.

0.3. PROPOSITION [Ca].
Il existe des constantes So > 0, ci > 1, k > 1 telles que, pour 0 < S < 6q, Von ait :
(0.3.1) | pz'{ç) -  P*'(°) 1̂  ci^ ei> pour j  + k <m et ç e -R$(z'),

di+kpz,
dit

< ci6t {z\ 6) (J+k\

(0.3.2) z € Qs{z’) implique Qs(z') C QKg{z) et Qs(z) C Qnsiz1). 

De (0.3.1) on déduit que si on a

(0.3.3) z 'en nu  et s < — \ Pz,{o) |,
ci

alors Rsiz1) C ftz» et Qs[z') C □  n U.
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De même, on voit facilement que {Qs{z)}zeu,6<s0 constitue une famille de pseu
doboules ([CW], chap. III). On définit la pseudodistance associée par

6{z',z) = inf{6 > 0;z 6 Q$(z;)}.

Quitte à restreindre U, on pourra supposer que, pour tous z et z' de U, on a 6{zf,z) < 1.

Dans toute la suite, si X  est un ensemble et A(x),B(x) sont deux expressions dépen
dant de x dans X, on écrira souvent A(x) £ B(x) pour dire que l’on a A(x) < CB(x) où 
C est une constante positive indépendante de x. De même, A(x) « B(x) signifie que l’on 
a simultanément A(x) < B(x) et B(x) < A(x).

0.4. QUELQUES PROPRIETES DE T.

On constate aisément, à l’aide des définitions de r et T et de la continuité des Ai, que 
pour z1 € U on a

(t(z ,,S) = t(z,,1)61̂ z,>̂
C0*4*1) \ s ( • il ̂  1I C2 < T(z ,1) < —, v C2

où c2 est une constante, 0 < c2 < 1.
D’autre part, si <5i < 62, on a t(z',6 1) < t(z',62) et, plus précisément,

(0.4.2) t{z',62) < t(*,,«i) < t{z',62).

On pose
6(zl) = inf{¿;Ai(z') ^  0}.

On a clairement, pour tout z' de 17, 2 < 6{z’) < met , lorsque z1 appartient à dfi n U, 
û(z') n’est autre, par définition, que le type de z'.

Si on remarque que l’on a

(  t  (^ ‘V  v ™  < (  t  m T W

c’est à dire
r(z',l)51/<,(*') < t(z',S) < T(z',l)S1/m, 

on en déduit, compte tenu de (0.4.1),

(0.4.3) 0{z’) < T(z',S) < m.

Enfin, on vérifie à partir des définitions que l’on a

(0.4.4) lim T(z',6)=Û(z').
6-> 0
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0.5. LEMME.
Pour Si < ¿2» on a T{z',6i) < T(z;, 62)-

Preuve. On pose A* = -A*(z#). On calcule la dérivée

On posera donc T(2;,0) = 0(«;). ■

è ï ’(2'’{) = (~Log7 )̂  -(¿Logr(2',i))Logi)

“  ( W ï  ï  W . i ) } ■

En utilisant la convexité de la fonction x —* 6X, on a

„  f a  i  ( t ) 17* f | -  e s ,  Hz-,s) 

l  Er=2( t ) 1/i J e s . ,  ( t ) 1/4 r(z,,1)

Il en résulte aisément : -¡¡¿T̂ z' ,6) >0. ■

0.6. DEFINITION ET PROPRIETES ELEMENTAIRES.
On pose, pour z! Ç.U et z GU, Q(zl,z) = T{z,,6(z>, z)), de sorte que Von a :

(0.6.1) 6{z>) 5: ©( ĵ-s) < ***,

(0.6.2) ¿(z'jz1) < 6(z',z2) implique Q(z',zl) <Q{z',z2),

(0.6.3) 0 (*',*') =*(*').

0.7. LEMME.
Il existe une constante C3,0 < es < 1, telle que, pour z = $*/(?), on ait :

c3S(z',z) <| f, + | ü |< -S(z',z).
C3

Preuve. D’après (0.4.1) et la définition de 0, nous avons 

(0.7.1) r(z',6(z',z)) « 6(z\z)1/e(z ,zK

Notons maintenant que par définition de 8{z',z), on a ? G dRs{z> ,z)(z>) î deux cas se 
présentent donc :
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ou bien | & |= 6{z\z) et | |< t(z,,6(z\z)), on a alors par (0.7.1)

i fi + 1 & 1«

ou bien | |< S{z\z)t alors | |= t(z\S (z,,z)) et d’après (0.7.1) on a

I * ie<*,' ' ) + 1 & i« <(*',*).

Ceci prouve le lemme. ■

0.8. LEMME>
Soit z un point tel que

06(z',z) < 6(z',z) < i S(z',z) (0 < /? < 1).

Si S(z,iz) < Ĉ3, on a l’estimation

c46(z',z) <| fi + | ft |< — £(*',*)
C 4

où z = $*»($■) et où C4 = C4 (/?) est une constante positive, inférieure à 1, tendant vers 0 
avec /?.

Preuve. Posons 0 = ©(z1, z), 0 = 0 («;,z), 6 = S(z',z), 6 = 6(z',z) et distinguons deux 
cas.

1* | £1 |<| ?2 | : dans ce cas on a a fortiori | |e <| & | et | |e <| | (puisque 
| C1 |< 1), de sorte que par (0.7), il vient

C3 | £2 |< S < — | £2 | •
C3

On obtient alors ^-(| & | + | fi |®) < S < ^-(| £2 | + | Ci |®) de façon immédiate.

2* | ?i |>| ?2 | : dans ce cas on a d’après (0.7)

S  < f  (| fi Ie + | ù  I) < 7 - I ft I,C3 c3

d’où 2
Logtf < Log----h Log | |

C3
et

L o g k i |<;l Log 2/ c3 
Log S ~ Log 6

9



(as.!) o < Saiftl < 2.

Remarquons maintenant que l’on a

Pmr{z\ô) < t{z\6) < r(z',6).

Un calcul élémentaire donne alors
A

1 mLog/3 1 Logé ^ 1 m Log/3 
T(z',S) “ Logé “ T(z'J) Log6 ~ T(z',S) Logé

avec
i _ Log ¡3 < Log é < 1 Log fi 

Log 5 — Logé — Logé

De l’hypothèse 6 < on déduit alors

et, par définition de @,

(08.2) | ê - e | <

On a alors, en utilisant (0.8.1) et (0.8.2),

oc < I & 1 < Q-e
p ki Ie '

où c est une constante positive convenable. On a alors, par (0.7),

czPC{\ ?1 + | ?2 I) < ̂ < — P~C{\ il + I & |)>C3

ce qui achève de prouver (0.8). ■

La quantité ®{z\ z) présente également une propriété de symétrie.

0.9. LEMME.
Il existe une constante c$ > 0 telle que Von ait

I -e(z,z') I < i l J 5( z , z ) ¡ -

Preuve. D’après Catlin [Ca], z' 6 Qs(z) entraîne r(z',é) « r(z, S). On a vu aussi d’après 
(0.4.2) que é « 6' entraîne t(z',6) « r(z,,é/) d’où alors t(z,6) « r(z', ¿'). Nous appliquons
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ces remarques avec S =  6(z,z') et 6' =  6(z',z) de sorte qu’en prenant le logarithme des 
deux membres on obtient :

_ ! __________ ^  1 ^  1 |
T(z',6') | L ogi' | “  T(z,<S) ~ T(z',6') | Logé' | ’

pour une constante positive c convenable. Com m e 8' peut être supposé suffisamment petit, 
ceci entraîne

pour un es convenable.
D’après la définition de 0  donnée en (0.6), ceci prouve (0.9). ■
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D’après la définition de 0  donnée en (0.6), ceci prouve (0.9). ■



1. GEOMETRIE AU VOISINAGE DU BORD

1.1. LEMME.
Il existe des constantes h et C&, 0 < h < 1,0 < cq < 1, telles que pour tout z G U, 
z = et tout 0 < t < 2, le point z* = avec

= s -

appartienne à Cl et vérifie

(1-1-1) /v(f) -  — < Pz'{$z ’*) < Pz'k) ~ c6th,
ce

(1.1.2) C6(| m ?) | + 1 «r -  |) <| M f* '’*) |< (| pz,{î) I + U -  l) -

Preuve. On a r(z*) = r(z) + dr{w) • (z* — z) où dr(w) désigne la différentielle de r en un 
point w du segment [z,z*] et, compte tenu de (0.1.1) et (0.1.3), z* — z = (0,—th) ; par 
suite on obtient

r(z*) = r(z) -  j L ( w)th.

Puisque l’on a supposé > 0, on a au voisinage de z°

(1.1.3) « 1.
uX2

Si h est assez petit, et quitte à rétrécir U, [z, z1] est contenu dans la région où (1.1.3) a 
lieu, et il vient

r(z*) — r{z) « —th.

Comme, en outre, on a th =\ do (z') || f — $*''* | avec | do(z') |» 1 pour z1 G U, on obtient 
aisément (1.1.1) et (1.1.2) à l’aide de ce qui précède. ■

Dans la suite, pour tout point z de C2 et tout couple (ri,r2) de réels positifs, 
P(z, (ri,r2)) désigne le polydisque ouvert de centre z et de birayon (ri, r2).

1.2. NOTATIONS. LES REGIONS D’APPROCHE.
Soit z* e u  n dCl. Pour 0 < ao < 1, 0 < to < 2, on note :

f  = U  1^(0*'-*) |),«o 1^(0''-*) |))
1 0<t<t0 
luÿ’ao = $g,(Vzt,0’ao).

Le schéma ci-dessous donne une idée de l’allure de V*,°’a°.Jtf
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Le lemme (1.3) ci-après montrera que l’on a bien Ï7*?,a° C Ù fl U pour ao suffisamment 
petit.

_______J k ifW * ’’

t.

N.B. Dans la suite nous omettrons souvent l’indice z \  en l’absence de risque de confusion.

1.3. LEMME.
Il existe des constantes a et ai,0 < a < 1,0 < ai < 1, telles que pour tous points z*de 
U fl diï,z = $*'(?) appartenant à Uz!a et tout 0 < s < 1 on ait

P (f'v , ((ai I M i* ’-*) l)I/e(','‘ ).«i I /»-(c**-*) I)) ce *p'(n n u).

En particulier, on a f € $~/1(nnZ7) et donc i7*?,a° C ÙnU pourO < to < 1 et 0 < ao < a.

Preuve. Par définition de U\}a il existe 0 < t < 1 tel que l’on ait
(1.3.1)? = u>* avec u € -Ra|p(0t)|(z').
Nous avons donc ?* = ut+a avec 0 < 5 + 1 < 2. Or on a

>(«*+•) |<|p(«t+* ) - p H |  + |.p(w) .|f

et d’après (1.1.1)
c6(s +t)h <| p(0a+*) |,

de même
| p{ut+s) -  p(W) \< U s  + t ) h<±  | p(0*+*j | .CQ Cq

Enfin, d’après (1.3.1) et (0.3.1), on a | p(u) |< aci | p(0*) | et en outre | p(0*) |<| p(0t+a) | 
par (1.1.3). On voit alors qu’il existe une constante c > 1 telle que l’on ait

(1.3.2) | ,(U‘+*) |< c | /.(0*+') | .

13



D’autre part, on a | f2 |<| <*>2 | +c'ht avec c' > 1, d’où, par (1.3.1) et (1.1.1),

| |< a | p(0f) | +c'ht <| p(0*) | .

On a aussi :
Ui |=| wi |<r(z',a|/j(0*) |).

On en déduit :

Ç € Rc"\P(o*)\W) pour une constante c" > 1 convenable.

Par définition de S(z,iz)t ceci impose que l’on ait

(1.3.3) 6(z',z) < c" | p(0‘) | .

Remarquons maintenant que (0.4.2) donne

r(z',a | p(0‘+*) |) > ( £ ) 1/2 | „(0'+*) |).

Mais, par (0.4.1) on a

( £ ) ,/2r(2',c" | „(0'+') |) > ( £ ) % ( « "  | p(0‘+*) |)l/n*V'Wo-)l>.

On a enfin c" | p(0t+a) |> c" | />(0*) |, on obtient alors

T{z\ c" | p(0*+* |) > T{z\ S(z', z)) > ©(*', z), 

en vertu du lemme (0.5) et de (1.3.3).
Quitte à rétrécir Z7, on peut supposer que l’on a | p(0t+a) |< 1. Il vient alors 

(c" | />(0t+a) |)1/r(*',c"|/>(ot+*)|) > (cn | p(ot+a) l)1/®^»*).

D’autre part, on peut choisir a% assez petit, ne dépendant que de a, pour que l’on ait

( ^ ) 1/2c2(c" | p(0t+‘ ) l)1/®^,*) > (aiC | p(0t+.) ()i/e(z',z)

En regroupant les inégalités précédentes, et compte tenu de (1.3.2), on obtient

(1.3.4) r(z',a \ ,(0,+') |) > (a, | ,(„■+*) |)‘/e<»V).

Nous allons établir maintenant l’inclusion

(1.3.5) j*(w,((«i I p(u,,+‘) |)>/e (*'''),a1 | p(u,<+*) I)) c

14
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Soit en effet u dans le premier polydisque ; on a, d’après (1.3.1) et (1.3.4),

I t*i |<| ui -  u>i | + | wi |< r(z',a | p(0t+a) |) + r(z',a \ p(0*) |).

Puisque l’on a | p(0*) |<| p(0t+a) |, on obtient | ui |< 2r(z;, a | p(0t+a) [)
< r(z>,2ma | p(0t+a) |) par (0.4.2). De même on a

I »2 I <1 u2 — «J I + I U/J |< Oi I p(U,+‘) I +o I />(0‘) I
< (aje + a) I p(o‘+*) |< 2ma | p(0t+*) |,

quitte à diminuer de nouveau ai. Ceci établit (1.3.5).
Il en résulte de plus, à l’aide de (0.3.1) et de (l.l.l),

p(u) < 2maci | p(0i+*) |< 2ma—(s + t)h.
«6

Nous pouvons maintenant conclure : tout point du polydisque

P(W‘+',((a, | ,(«*+•) | p(w<+.) D)

s’écrit ut+* avec u dans le premier polydisque de (1.3.5). On a donc, en employant encore
(1.1.1),

p(ut+a) < p(u) — ce(s + t)h < | 2ma— — Cq̂  (5 + t)h.

On choisit a tel que 2ma^L — c& < — ; sur le polydisque considéré, on a alors 
p(«t+a) — “  lf(s + t)h, d’où le lemme. En particulier tout $*'(fs) avec 5 > 0 appartient 
à 0 n U et (f) appartient à Ù n U. m

Les régions Ulz° ,a° sont adaptées à la géométrie de dfl en ce sens que la pseudodistance 
S possède la propriété suivante :

1.4. PROPOSITION.
Si a est choisi assez petit, pour tout point z' de dCl C\U et tout point z = (f) de Û ,,a 
on a

c7 | r{z) \< S(z',z) < | r(z) |
C7

(c’est à dire c7 | p*>fc) |< S(z',z) < ^  | pz>(ç) | ), 
où C7 est une constante, 0 < C7 < 1.

Preuve. Soit t tel que Ç appartienne à

í(0 ‘,(r(*',«|p(0‘) |),aU(0') I)).

Alors, comme on a | 0| |=| ^  11 et | PÍO*) |< j¿ht, il vient

(
i h , dh \  « » ( i h i dh \
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(1.4.1) | ?2 |» t.

On a également
I Cl |< r{z\a | p(0*) |) £ r(z',ai).

Or nous avons aussi 6(zl, z) >| & 1̂  t par (0.7) et (1.4.1). Il vient donc

I fi *'(*', a£(z',*)) £ a2T(z',S(z',z)) et | a2S(z,iz)i

où <Z2 ne dépend que de la géométrie de il et de a, et tend vers 0 avec a. Or on a par (0.7)

I ?x |e(,,'*) + Ift I* «(*',*)•

Par ce qui précède, si a est assez petit, on a | & |j> S{z\z) et donc

(1.4.2) 6(z',z) w|?2 |» t.

Enfin, avec les notations du début de la preuve de (1.3) on a/?(f) < p(oj)—c$ht par (1.1.1), 
et, par (0.3), p(w) < ac\ | p(0*) | puisque w 6 -Ka|p(o*)| (;g/)- En utilisant de nouveau (1.1.1),
on a alors p(w) < aĉ *  ■ Il vient ainsi | p(f) |> ĥ CQ — t > t pourvu que o soit bien
choisi, d’où finalement 8{z\z) <| p(f) | . L’inégalité inverse étant triviale d’après (0.3), 
ceci achève de prouver (1.4). ■

et, pourvu que a soit choisi assez petit,
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2 . COMPORTEMENT NON ISOTROPE DES FONCTIONS HOLOMORPHES 
ET INTRODUCTION DES CLASSES DE GEVREY NON ISOTROPES

Pour les définitions et propriétés élémentaires des classes de Gevrey “classiques” 
Gl+a(D), on se reportera à [Br], [CCI], [Ge].

2.1. POSITION DU PROBLEME.
Soit /  une fonction holomorphe dans 0  H U, on suppose que /  appartient à la classe 

Gl+a{nnU) (a  > 0) c’est-à-dire qu’il existe M\ > 0 et K\ > 1 tels que pour tout z G UDÎÏ 
et tous (j, k) G 1N2 on ait

(2.1.1)
d’+kf

dz[dz!i w < M xK{+k{j +  fc)!1+ot.

On a alors /  G C°°{ fi D U ) et (2.1.1) reste valable pour z G dtl fi U.
Nous rappelons aussi le lemme suivant, qui résulte aisément de [Ge] (§ 1.2) si l’on 

remarque que est polynomiale, de degré et de coefficients bornés indépendamment de
z’.

où M 1/M 2 et K i/K i ne dépendent que de a et de la géométrie de f in  U.

2.3. THEOREME.
Pour toute fonction f  satisfaisant aux hypothèses (2.1) on a, quels que soient z' G U n dCl, 
z =  $ z> (ç) G U\;a et pour tous (p, g) e  N 2 et À G IR satisfaisant

(2.3.1)

l ’estimée

I p A O  Ia

0 < À < P
Q(z',z) +

d P +i f  o $ z,
(f) < MzA\+qK ? ^ +q A(p + g)! 
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Q(z',z)

+ q — À !a

2 .2 . LEM M E.
S o i t  g  €  G 9 ( D ) ( a  >  1 , D  C C  C 2), e t  s o i e n t  M \ . K \  t e l l e s  q u e  l ’o n  a i t

d p + q g

d z l ' d z f d z ï d z ? M

p o u r  t o u s  z  €  D  e t  p; +  p n — p, g 1 +  g"  =  ç. A l o r s , p o u r  tous z* G U  e t  f  €  I?*», on a

atfdffdtfdg (f) < M iK p+ï
2 p + q

< M i K p + q
P + ? . if



où Mz =  M \K \ et A i ne dépend que de a et de la géométrie de il.

(2.3.2)
a>+’+kf , . . . .  

a $ f  dd+k

En s’inspirant de [CCI] on va estimer (c) en utilisant la formule de Taylor avec

reste intégral sur le segment à l’ordre n à déterminer a posteriori. On a

Notons, pour abréger, E\ (resp. E2) la première (resp. deuxième) expression au second 
membre de l’inégalité précédente. En utilisant (2.3.2) avec k =  n +  1 et j  =  q, on obtient

E2 < Sup
s p ‘ ( n n  u) Sf2" +‘

^  / ’(i -  ¿n«, i ptc1—) u -  c* r +i ds.ni j 0

D’après (1.1.2) on a | p (i1 —')  |>  c6 | p(() | et

M i 1- )  f e c e k - f 1-  |=  c6(l -  s) | f -  f 1 |

On en déduit alors

| p{c) \X E2 < Sup
dn+1f z i!p!

n!$ j / ( n  n u) I d $ +1

x [l{1 -  s)n- (£ +q~x)ds.
J  0

(a ic6) I f - ? 1 |n+1 x

On choisit n =  [£  +  q — à] +  1, on a donc n — {% + q — A) > 0 et » +  1 < £  + q — À +  2. 
Enfin, l’application du lemme (2.2) nous donne

« ¿ ‘( n n ü )
Sup 3“+7 .

a*n+1 < M 2üf^+1(n +  l)!1+a.
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Preuve. Posons f zi = f  o $ ,/. En vertu du lemme (1.3) on peut appliquer la formule 
de Cauchy sur le polydisque

P(i ‘ , ((ai U(f‘) |)1/e,«i | p ( n  |)), e = e(z',z).

On obtient alors, pour tous j, k,p  G 1N et 0 < s < 1, l’estimation

< p!j!fttt I fU ')  I) (* +)) sup
akf*
d(ï

(?)

fl

s i
t= 0

1_
t!

d p + q + i f .

d t fd $ +i 's1) ? - ? * ‘■ +

+h í  (1~ s)n n .  Jo

dp+i+n+l f z,

9 d d d +n+l
' s ' - ‘ í - s 1 "+1 is.

g p + g + n + l f

dddcrn̂

•3* ( n n  U) d à



On déduit alors aisément, de ce qui précède et du lemme (2.2), la majoration

(2.3.3) | />(f) |A Ei < MlX fA p 'K l+'~X(p + «)■[§ + « -* ]

où A2 est une constante convenable, ne dépendant que de a et de la géométrie de 0. Pour 
estimer E\, on utilise (2.3.2) avec k = 0, j  = q + t. Il vient

£i < suP \ u \ J 2  (?+ ' )!p! i f -  f1 r' («i i pîs-1) d -îs+ ’+o <
$;,l (nn u) ,=o %ï

< Sup | /  | q'.p\2q(ax \ pfç1) |)“ ( i +«> ( - ? - )
on u \ aic6/

En effet on a | p(f*) |> ce | C ~ I e* ^ +̂ !p! = p\q\ ^  — 2g+tp!ç!. Comme

I p(?*) |> c&h, on en déduit enfin

(2.3.4) | p(f) |J Ei < Mi(p + q)'.A’+\ 

où As ne dépend que de la géométrie de Cl.

La conclusion du théorème résulte facilement de (2.3.3) et (2.3.4). ■

2.4. REMARQUE.
Observons que l’on peut affaiblir les hypothèses sur /. Soit /  une fonction holomorphe 

dans iî D U satisfaisant seulement une estimation Gevrey d’ordre 1 + a par rapport à la 
variable z-j, :

(2.4.1)
dkf  
dz,\ (z) <MiK}{k\)1+a, ze íln u , k >0.

Alors la conclusion de (2.3) reste valable. En effet da{tL(f) = do{z')kjr4{z) avec doa$2 2
bornée. On a donc (sans recourir à (2.2)) l’estimation Gevrey pour 
seule utilisée pour établir (2.3).

Bn+1fr>-ggTf- , qui est la

2.5. LES CHAMPS Xz,yj.
Nous allons formuler (2.3) dans Cl au lieu de Clzt de façon à éviter le changement de 

coordonnées. On détermine pour cela des champs Xz>tj sur fl tels que l’on ait

(2.5.1) = °^z‘ dans Clz>.

0na a /o # , (a ¿  \  azi (a ¿  \  a *
a(i \azt } a(j ^ [azi )  d(i
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Or, par (0.1.1), on a |^- = 1 et ^  = 2V(*i) où

m
(2.5.2) Tz> (zi) = kdk {z') (zx -  z[) k~1,

k= 1

enfin = 0 et = dofé). On a donc

(2.5.3) *,,_,(*) = j L +IV (21) ^ -  et ^ , 2(2) = d o M ^ -

Il est important de remarquer que Xz>ti et Xz>i2 commutent.

En particulier, d’après (0.1.3), on a Xz>tj{z') = Lj(z') où Li, L2 sont définis par

_ 8 i dr\~ dr d
1 dz\ \d z2 )  dz\ dz2

2 2 \d z2 )  dz2 ’

¿1 est le champ tangentiel complexe. 
La conclusion de (2.3) s’écrit alors

(2.5.4) | r(z) |»| X? ,XÎ 2f(z) |< M3A \ * " K ^ +'' \ p  + q)\ P
M*>*)

+ ç —a r .

On met ainsi en évidence, dans la région d’approche Z7̂ ’°, un gain de régularité Gevrey 
(1 + ^  au lieu de 1 + a) dans la direction Xz>ti. D’après (2.4) il suffit pour cela d’avoir 
une estimation Gevrey 1 + a dans la direction non tangentielle Xz<>2.

Nous donnons maintenant quelques notations.

Soit P € 1N2 un biindice, P = (p',p;/). On note p =| P |= p' + p". désigne

et si Q est un autre biindice on notera df® = d^d®. De la même façon X^,- = Xvx, ^Xvz, ■ 
et X^> = Xf,AX ^ 2. Enfin ( f  = (f $ "  et CF<5 = ifç?.

2.6. DEFINITION DES CLASSES DE GEVREY NON ISOTROPES.
Nous allons nous inspirer de (2.3) et (2.5.4). Néanmoins la condition (2.3.1) est trop 

large sur A donc trop restrictive pour la classe à définir : on voit en effet en prenant 
A = ë (zr,'z) + 9 que l’on obtient une estimation de type G1 locale, c’est-à-dire analytique 
(réel ou complexe). On réclamera donc

P ■ _ * > P + <? 
Q(z',z) ~ 0(z',z)’
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soit en d’autres termes A < q ^1 — •

On a donc la définition suivante.

On dira qu’une fonction f  de G1+0[(ft fl U) appartient à la classe de Gevrey non isotrope 
Gÿ}a (n H U) s ’il existe 0 < i /  < 1, 0 < a.f < a, M  > 0 et K  > 1 tels que pour tous 
z1 EU f) dCl, z G UtJ ' aî t tous biindices P,Q et A réel vérifiant 

f2-6-1* 0 5  

on ait

(2.6.2) | r[z) iJ | X ^ f ( z )  |< M K ^ +" - \ p  +  ,)! P
©(z'jz)

+  Q — A

Outre la régularité G1+a dans fl fl U, l’appartenance d’une fonction /  à G ^ja (fín  U) 
n ’impose donc à /  que des conditions dans un voisinage de dCl (dans fi fl U) dépendant de
/•
En particulier, on voit dans l’hypothèse (2.1), d ’après (2.5.4), que /  appartient à 

fi n U) avec M  = M3 = M XK \  et K  = A ? K U puisque

AP+q < < a M&+<*-x)

La classe G ^ja (fln  17) est une algèbre, stable par dérivation. Nous allons regarder précisé
ment ce qui se passe pour le produit de deux éléments de Gj^ja (fï fl U).

2.7. PROPOSITION.
Soit f  (resp. g) un élément de Crjÿj^fi H U) et t / ,  K¡ (resp. tg, ag, Mg, Kg) les
constantes associées à f  (resp. g) par (2.6). Alors fg  appartient à Gj^ja (fi H U) avec les 
constantes t f  g = min(tf , tg), üfg =  m m (a /,ag), M fg =  M fM g et K f g = 2 mmax(Kf ,Kg).

On cherche à estimer un terme X^1̂ 1 f ( z ) X ^ ^ 2g(z)t où z  € U*Jt,aft. Pour ce faire, si 
A satisfait (2.6.1), on pose A y =  A^-, de sorte que l’on a A =  Ai +  A2 et 0 < A j  <

9/ (* “  e(J>,z)) *
On voit alors que, compte tenu de l’inclusion

ut!9’*'9 c  u tî ,af nZ X X
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O < A < g f i  — n , \  . )
- ’ V « (* '■* ) /

A?'***

Preuve. On a

XrPQ Í9 Y .
Pi+Pa=P,Qi +Qj—Q

P\Q\

PiWQi'-QS.
X P i Q i f X 2'

Z ’
Q 9



l’on a

| r(z) |A| X$'Q'f{ z )x 2 Q*g{z) | < Mf MgK ^ +qi~Xl K ^ +qa~Xa x

(Pi + 9i)!(P2 + 92)! + Qi — Aij ! ^  + i2 — A2J!

< MfMgmax{Kf , Kg)*+«~x(p + g)\ [ |  + q -  a] !“.

(On ajuste utilisé le fait que [a]![6]! < [a + 6]!.) Aussi | r(z) |A| X ^{fg)(z) | est majoré
par

où

M,Mamaz(K,,K1)S+*-*(p + ,)![£  + , -  a] !* x S,

* -  E
Pi -f1Qi =P,Qi +Qa=Q 

ce qui achève de prouver (2.7). ■

PiQ!
P1IQ1W Q 2I

= 2p+q < 2mÊ i < 2m(e+9-A))

Nous allons maintenant établir une propriété cruciale des champs Xz> j.

2.8. RELATION ENTRE L’OPERATEUR Xz»tl ET L’OPERATEUR Xz,tl.
Soient trois points z' G U fl n,z" G U H dCl et z = $*'(?) € U ,̂a.
D’après Catlin [Ca], se factorise en $z/ o xl> où rj) : n*» —> Clzi est le changement 

de coordonnées associé par (0.1) au domaine flz» et au point f,# tel que z" = $,*(?/#). On 
a donc

?i = i” + ui m
£2 = ?2 + ¿ou2 + ̂  ¿'j“i>

y=i
où les ¿y,0 < j < m, sont des fonctions de classe C°° en 
Catlin démontre en outre que si z" G Qe(z'), on a

(2.8.1) | d’!\£ er(z',e)-'.

Soit le champ sur fl*/ défini par

xp :

5G o %j) 
dui (*).

pour G de classe C1.
On notera l’analogie avec la définition de Xzn x sur ft (voir (2.5.1)). On a en particulier

(2.8.2)

d T. daen 1 = ------ 1- E—
m

£({) = E -K 'fo  -  r i V 1
3 = 1
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Pour une fonction F  de classe C 1, on a

X - , , F(z) =  ^ t r ° V ‘ o »?*(*))

=  o $*»)(*  J'*!*)) =  o $*»)(?).

2.9. PROPOSITION.
On suppose avec les notations de (2.8) que l’on a

Alors on a l’estimation

dlE .  .

9 (f (?l)
< min(l, S(zf, 2 )1~(<+1)/e (*,*a;)).

(Pour l  > m, on a évidemment = 0.)
Preuve. On a | ft — |<| ft | + | fi1 |< T{z\S) + r(z',»;), où S = 6(z\z)  et q = S(z",z). 
On a par hypothèse r) 6, donc

k i - t f l < '(*',*)

et
C Q e (z ')  avec e tu 8.

En appliquant (2.8.1), on a alors

d,! \<>6r{z,i 6 ) ^

et
I d"{Si - iïŸ~l~‘ Is ir(2',i)~<l+<).

La proposition résulte alors de (2.8.2) et (0.4.1), en remarquant que, pour ¿ + 1 > Q(z',z), 
la majoration triviale d t E

âiT
< 1 est meilleure.
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3. CONSIDERATIONS GEOMETRIQUES EN VUE D’UN 
THEOREME DE TAYLOR NON ISOTROPE

3.1. CONSTRUCTION D’UN CHEMIN ADAPTE.

La constante a a été définie dans le lemme (1.3).

Soient 0 < io < 1 et 0 < ao < o, et soit z' € dit fl U. Pour 0 < &o < <*o» ¿i = ^  et
0 < t < to, on a | />*»(0z ,i) |> 26it (voir (1.1.1)). Par suite, si z = $*»(f) € U fl Ù vérifie

(3.1.1) 6{z\z) KSiboto

et si on pose

Slz1 z) 1
(3.1.2) t =  ̂ * (de sorte que 0 < t < -to),

26iOq 2

alors Ç appartient à Rbo|p ,(o*',«)|(zi)> définition de 6(z,,z).

On considère ensuite le point u = (fi,0) + 0z ,t. On vérifie alors que si on 
£ = O*'«*, on a

3.2. LEMME.

Il existe des nombres s0 et 60, 0 < sq < t0 et 0 < bo < a0, tels que, si z vérifie (3.1.1) et

[£,w] CP(Ç,(r(z,,b0 |/v(£) |),fco I pAÎ) I)) »

où [£,w] désigne le segment d’extrémités £,w dans C2. 

On note y = $z'(u;) et x = $*»(£). Alors on a

(3.1.3) J M k í D c i # * -
\  [x,V] = *».([í,0|) C t/*?’“«.
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appartient à U*?,’b° où z" est un point deU n dCl, l’on ait [z, y] C Z7*?,’a°.

o

f / X . ___ . .
/  í % *  / — '  \
'  r* f x * '  /  X ¡ y '  Y V -f i

*  J? f  \  \
- S t -------- - j t o , .  /  1 , 1 4  '

„ » , 'vT X  x \

/  o ° " l  X  ' - ' !  Y  '  !
1— —f— » , {•’*•

*'' y ,1"**
* A u . .

Preuve. Puisque l’on a z € U*?,'h°, il existe 0 < s < «o tel que z = (u), avec u dans

P(0*"’-,(r(z",60 | pz"{Oz"’a) \)M | />*«(0Z>’*) I)).

Pour la suite, notons pour 0 < À < 1

wA = ç + A(w -  ?) e n*»,
yA = $z»(wA) € n

et uA = $J„1(yA) G il*»».

On a clairement y1 = y.
Puisque l’on a [z,y] = $*»([w,£]) = $z»([ti, tt1]), nous voulons montrer que uA appartient 
à V*iï’ao. Or, pour tout 0 < A < 1, on a

| «Î |=| «i |< r(z",&0 | Pz"(0*"’*) |).

Il suffit donc d’établir
|u A + ^ | < a o |p*»(0*'>) |, 

pour un certain a, avec 5 < o < to. En effet, on aura alors

uxeP  ( o * ' > , a „  | p,.(0‘""’) |),«o I I))
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puisque l’on a 60 < ao et | p*»(0*",<T) |>| pg»(0*"'*) | . Or, on sait que l’on a

I u2 + , / .a1 |< 60 | P*"(0* ’*) |< -7—5.J ce

Par suite il vient
U¿ +

a/i
d0(3")

« 4- t* “ Sìk **2 2 T d0(z")
bohH----- s.
ce

Par définition de on a Uj -  «2 = do(2,;) X(î/2 — *2) puisque Uj = ui . On a donc

I «2 + l<l M z") l_1 |î/2 -  *2 + (ff -  «)*| +

De même, par définition de $*>, on a y£ — 22 = — ¿o(z/)^Î2 — Ai/i . Il vient

+
ah

d0{z")
<1 ¿0(2") r 1 (i do(z') 1 x 1 1 +(<7 -  (»+a))h)+

ce

Or on a aussi À | & |< A60 | Pz'(Oz ’*) |< ^ A i et | d0 |» 1 dans U d’où, si on choisit 
<7 = s + Ai, la majoration suivante :

uî +
ah

d0(z")
< boah

< a0c6ha < a0 | p*»(0* ,a) |

pourvu que 60 soit choisi assez petit. On a en outre a < sq + ^  < to pourvu que «o < 
ce qui achève de prouver (3.2). ■

Le schéma figurant après l’énoncé du lemme donne une idée du chemin ainsi construit 
de £ à z'. Nous aurons besoin de la propriété suivante au “point de raccord” y entre Î7*?,a° 
e tt# ,’00.

3.3. LEMME.
Soit z un point tel que

06{z,iz)<6(z,,z)< ^S{z\z) (0< /?< l).

Il existe une constante positive C7 = cy(($) (“explosant” quand 0 —*■ 0) telle que l’on ait

< c7*(*',*)1- (£+1)/e(*'’,) (0 < £ < m -  1),* S M

où E a été déûni en (2.8).
(Pour t > m, on a évidemment = 0.)
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Preuve. D’après (0.3), on a 6(z',z) J>| r(z) | et d’après (1.4), on a 6(z",z) «| r(z) | car
z € UaJ,'bo C U],f.
Par application de (2.9), on a alors

0 ( f , ) |  S «(*'.,)»-<<+»)/ef'->.

Le lemme (3.3) s’en déduit en remarquant que l’on a fi = u)\ et en utilisant (0.8.2).

3.4. REMARQUES
Nous avons vu que l’on a

(3.4.1) £(*",*) <> 6{z',z)- 

D’après (1.4.2) et (3.1), on a également

(3.4.2) 6{z',y) «| P*'(w) |« t « 6(z',z) 

donc, par des arguments similaires à ceux de (0.9),

1 1(3.4.3)
Q{z',y) 0(*',*)

1
^ I Log 6 {zz) j ’

Par ailleurs, toujours d’après (1.4.2), on a, avec les notations de (3.2), S(z",z) « $, 
6(z',z) « t, 6{z",yx) « a = 5 + Ai et par (3.4.1), on a s £ t. Par suite, il vient 6{z",yx) ;> 
6(z",z). En d’autres termes, pour tout point y' du segment [y, 2] on a S(z", y') > c6(z",z) 
pour un certain c, 0 < c < 1, convenable.

On a alors, en utilisant les propriétés (0.4) et (0.5) de r et T, t(z,,,6(z,,,z)) < 
t(z", cS(z", z)), donc

¿(*",*)1/e(j,V) £ (ci(z",2))1/r(*M’cff(‘V))
£ (c ^ V ))170**"’̂
<5(2",2)1/e<*"’,''> 

et, en prenant le logarithme des deux membres,

1 1  1
0(2",y') 0(2",z) ~ | Log 6(2",z) T 

Compte tenu de (3.4.1), on obtient alors

(3.4.4) 1_______1__ 1
0(2", y') 0(z",z) ~ I Log é(z',z) |
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4. POLYNOMES DE TAYLOR NON ISOTROPES

4.1. DEFINITIONS - NOTATIONS.
Soit /  € G tffin  n U) et soient £/,a/,Àf et K  les constantes associées à /  par la 

définition (2.6). Soient par ailleurs £i, s/ = so et 6/ = b0 les nombres associés par (3.1) 
et (3.2) k ao = af et to = tf. On considère un point z' de U n dCl et un point z vérifiant 
S(z',z) < Sibftf et z E avec zn € U n 50.(On se place ainsi dans le contexte de la
construction de chemins exposée au §3.)

Enfin z désignera un point de U vérifiant

/9S(z',z) < S(z,,z) < ^6(z',z) (où 0 < /? < 1).

On supposera d’abord /  holomorphe pour simplifier les notations.
On lui associe un développement de Taylor non isotrope d’ordre n en z1, local par rapport 
à z, z (n est un entier naturel quelconque)

(4.1.1) r„ (* ',s ,/)M =  £
(*,fc)eN3,e(;, 4) +k<n+ e(J, s) 1 2

Notons enfin h = f  — Tn{z\z ,f), Q = r n(z;,¿ ,/), 6 = O(z'), 0  = 0(z;,á) et h = n Qq*z¡^ 
pour plus de commodité. Dans la suite, par abus, nous considérons h et Q comme fonctions 
de z ou f indifféremment.

Avant de poursuivre, signalons que l’introduction de z a pour but de permettre que 
le degré de Q soit, dans la suite, constant au voisinage de z.

L’estimation suivante pour le polynôme Q constitue le point de départ pour un 
théorème de Taylor non isotrope.

4.2. LEMME.
Dans 0 n 17, on a

I l< M(^4K)ft+1[ft]!“AS+,(p + ,)!

où A\ et As ne dépendent que de a et de la géométrie de Ci.

Preuve. On commence par le cas z" = z’. On a trivialement

(4.2.1)
ÿP+IQ
affai < Sup IQ \ d ) p+W ,

P(0,R) K

où P(0, R) = P(0, (-R,Æ)) et où R est assez grand pour que P(0, i2)contienne $z»1(n n U) 
pour tout z* de U n dii.
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D’autre part, pour ¿  + fc< n + 4 , ona 0 0

(4.2.2)

donc

ï  + k < n + § + ,'G"l) < n + Î + (nê + 1)(?_ 5)
0

< n— + 1 = n + 1,

!“ < ([n] + l)!a < 2<*+1>a[n]!01

Il vient donc, d’après (2.6), en faisant À = 0,

di+kf  o $
(4.2.3)

(0) < MK*+k{i + Jfc)!

< M{2m+aK)h+1i\k\[n]la.

Par suite, on a Sup | Q |< M(AeK)fi+1[n]\a où Aq est une constante convenable, d’où, 
P(0,*)

compte tenu de (4.2.1), l’estimation voulue pour (c’est-à-dire X^^X^, 2Q).

Passons au cas général : il suffit d’appliquer le lemme (2.2) à Q et à ^ z>u —* ç
de façon à obtenir la majoration cherchée pour gjpgffi = ,\Xqz» • ■

4.3. PROPOSITION
Soient p, q deux entiers naturels tels que

(4.3.1)

Alors on a l’estimation 

dt+*h

P 1— + q < n+ —.
0 0

(4.3.2)
d(ïd(ï{u)

< M{A7K)fl+2{p + q)l\h]\a6{zfiz)n+^ - {i +q)

où Aj ne dépend que de a, (3 et de la géométrie de fi.

La preuve se fait en deux étapes et utilise le chemin construit au §3.

1ère étape : estimation sur [u;, £].
Soit J l’entier tel que

(4.3.3) p + J  1 . p + J + 1—â----h q < n + — < ---- *------ f- q.
0 0 0
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dP+ih

Nous avons, le long du segment [u;, £],

(4.3.4)

avec

(4.3.5)

i dp+i+ih. 
â c ! d ( j (u )  =  +  R l

Ri l<
Cl I J+l

y + i ) ' £ 8

Q P + q + J + l f r

d tf+J+1d $

D’après (0 .8 ) et quitte à diminuer Si pour avoir 6(z',z) < ^ 0 3 , il existe une constante A$ 
dépendant de /?, telle que

U i l J + ,< (A .f (* ',* ) ) (,/+1)/ê.

En utilisant (4.3.3), il vient

(4.3.6) | ^ |J+1< A j+1«(*,,*)B+i " (i + ,).

D’autre part on a similairement à (4.2.2)-(4.2.3) et parce que [u>, £] C V*f’a/,

Q P + q + J + l f  0  ^
Sup
[w,f] d tf+J+id $  

et par application du lemme (4.2) avec z" =  z',

Q P + q + J + l Q

< M{A9K )h+2{J+  l)!(p +  9 )![n]!“

Sup
K£) d ff+ J+ 1a<r|

< M{A4K )h+2[h]\a(2As)p+q+J+1(p +  q)!(J +  1 )!

< M^A\oK)”'^2\h\\cl{jp + ç)!^ + 1)!, 

où A io est une constante convenable.

De (4.3.5), (4.3.6) et de ces deux dernières estimées, on déduit

(4.3.7) | Rx |< M(i41iJ r)A+2(p +  ç)![il]!a,i(z ,,*)w+i " (t + ,),

où A\\ ne dépend que de a,/? et de la géométrie de fi.

2 èm e é tap e  : estimation sur [£,0 ].
Pour 0  < j  < J, on a +  q < n + Soit L j  l’entier tel que© 0

(4.3.8) —¡r—■ +  ç +  Lj < Ji +  ~  ^ ~~r~ +  g +  Lj ■+- 1. 
0 0 0
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Nous avons, le long du segment [€,0],

(4.3.9)

avec

(4.3.10)

d*+>+*h ^  1 dt+’+'+th ín̂ ¿ 
dtf+jd$ *  dtf+*dtf+l ' 2,j

I & \Li+1 
I R2ti |< t t H - t ü  SuP(L] + lj! [i>0]

dP+i+i+Li+1h
dtf+jd£ +Li+1

Pour i < Lj on a + ç + £ < n + i ,  d’où, par définition du degré de Q,

dP+i+i+th

dd +jd$+t
(0) = 0.

Il reste donc à estimer R2J seulement. Du fait que | £2 1« ¿(z;, z) et de (4.3.8) on déduit 
que

(4.3.11) I £2 |Li+1< A îï16{z',z)n+ï - {B%i+q\

où A12 est une constante convenable.
En utilisant les mêmes idées que lors de l’estimation de | Ri |, on obtient

(4.3.12) 

et

(4.3.13)

Sup
li.o]

QP+q+j+Lj + lh

dsî+idsï+ii+1
< M(A12K)M ]\(Lj +  l ) l ( p +  ,)![*]!«

I r 2J \<M(AliK)A+2i'.(p+qy.{h]rs(z',z)n+i - ^ +,‘\

où Aiz et A14 ne dépendent que de a,/3 et de la géométrie de fi. 
Pour conclure, on remarque que

(4.3.14) Ui K<i4î+16(*/,*)i'/ê

et aussi que d’après les étapes 1 et 2, on a

dP+*h , x
as; d it(u,)

J

y=o
J\R2,í?l + I JRl I .

La proposition (4.3) résulte alors aisément de (4.3.7), (4.3.13) et (4.3.14).
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4.4. REMARQUE IMPORTANTE. 
Lorsqu’on a

(4.4.1)
P +  Q 1 P

< n + - < 4 r  +  <7, 
0 0 0

on a similairement à (4.3) (et quitte à augmenter Ay)

dr+*h
(4.4.2) H < M (A 7K )h+2{p + q)\[ñ]l°‘6 {z \z )n+* - ( í +<i\

Bien sûr, dans ce cas, le second membre de l'inégalité “explose” quand 6{z',z) tend vers
0.

Preuve. Par des considérations triviales de degré, (4.4.1) donne

dP+ih ôp + V  o

On a également d’après (3.4.2), (3.4.3) et (0.8.2)

(4.4.3) 6{z\z) w| p*'(w) | et ——■—r — < — — ^ 15 , >
v '  K ’ 1 1  ; I  ©(*', y) 0  —Log | p*'(u>) |

où Aïs ne dépend que de fi et de la géométrie de H.

On rencontre alors trois cas.

l e r  c a s  : e \z ' )y )  + q - n >  q { i -  i / Q { * \ y ) ) -

En appliquant (2.6) on obtient

(4.4.4) | p*(w) |«0-«/eC*'*» < M K * ( P  +  !)!

=  Eg î  • s f a y  < (» + ¿ )  f  < * +  1. P "  (4.4.1).

On a de plus, d’après (4.4.3),

- Ç(l -  l/e(z',ÿ)) > n + -  ( ê ( i ^ j  + «)

> n + l - f p +ç ) + ¿ " ( p - 1)
0 \0 / Log | ¿v(w) |

On en déduit, en utilisant de nouveau (4.4.3),

| pg,(u) |-«d-i/e(̂ ,»)) < Apis | pz, ^ )  |"+i-(i+?)

< A p166 { z ' , z ) n + B ~ ( % + q ) .
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dçPdc* ^  ~  M (A ^ K )Û+1(P +  «M* + l]!°‘é(*',*)w+® _(£ + ,),

puis la conclusion souhaitée en remarquant que

[ h + l ) \< 2 h+1[h]\.

2ème cas : 0 < ëffiÿj + 0 — » < g(l — l/©(*#f y))*

Alors on utilise (2.6) pour évaluer

On obtient

< M K '+ iW " ' { p  + ï)! [n + !“ I M «) r +^ T - (5Tfe)+,) .

Il est alors facile de conclure comme précédemment avec (4.4.3).

3èm e cas : +  <7 -  n < 0, c’est-à-dire + q < n  + © ^ y -

Par (2 .6 ) on a
dP+Qh T d
a ^ {u) -  MK (p +  «)! [ë(?^ÿ) +  *J!°

< M (A l iK )n+'(p + q)'.(ni)“ 

pour une constante convenable Aig. On obtient a fortiori (4.4.2) puisque l’on a

é(z/,z )n+i - ( t +g) >  1 .

Ceci achève de prouver la remarque. ■

4.5. ESTIMEE DE “RACCORD”
Nous allons donner par la suite une estimation pour

(4.5.1) A<$ =  M -  (•'.J.p) 6  N 3,

où 3f»,i a été défini en (2 .8 ).

Par (4.4.4), on obtient alors, pour A 17 convenable,
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c’est-à-dire

(4.5.2) = A f c ÿ  +  £  S î  g M A & l
¿+k=i OÇl

Posons 6 — f>(z‘, z). Nous allons montrer par récurrence sur l ’entier p que l’on a l’estimation, 
valable pour p <  n +  i ,© ©

(4.5.3) | A?] \<M {A7K )h+2Apig(p + i + j)\[h]\ot6n+^ Eî i+^

avec A \q =  1 +  cc7 (c7 a été introduit en (3.3)).

Lorsque p =  0, (4.5.3) est une conséquence triviale de (4.3) et (4.4).
Supposons (4.5.3) établie au rang p — 1 (p € 1N*).
D’après (3.3) et l’hypothèse de récurrence, on obtient, pour t  +  k =  *

X T M 417+1 < M ‘- ('+l)/êM(J47K)“+3ylÏ91(i + p + j)![a]!“i ’‘+* -<!!±f=:1+>+1)

< M (A7K )ii+2AplQ1(i + j  + p)![n]!“ i ’'+ i - < iî I + i ) £ ± Z ± ^ C7.
( t + p + j ) !

De même, d’après l’hypothèse de récurrence, il vient

I ~lJ  |<  M{A7K )M A £ l {p + i + j)l[fi]\*6n+i - l ‘i i+».

Compte tenu de la relation de récurrence (4.5.2), on déduit de ce qui précède que l’on a 

| 4 $  \<M{A7K )h+2Ap1ë \ p  + i + j)\[n]l*6n+%-{E¥ +J') x S,

avec

*  = ! + <* E  J n r + P + {>! -
i £ i i m  (* +  P +  j)!

Or on a

{k + P + j ) \ ____________»(> -  1) • • • {k + 1)____________  

(i +  P +  i) !  ' (»• +  P +  i ) ( » ' - l  +  P +  i ) - - * ( i b  +  i  +  P +  i )
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donc S < 1 + cr £ 0<*<* Zi — * + ec7 = -¿19» ce <lui termine la preuve. ■

En fait, nous utiliserons (4.5.3) dans le cas particulier où * = 0 et + j  < 4-, Nous0 ©
avons donc la proposition suivante, compte tenu de = 0.

4.6. PROPOSITION.
Soient p ,j tels que & + j  < n + Alors on a0 ©

~p d’ u  \ 
as'§,1d$i

< M(A2oK)h+2(p + j) ![»]!“£(*/,z)n+%

où A20 = A7A19 ne dépend que de a,/? et de la géométrie de 0.

4.7. THEOREME “DE TYPE TAYLOR” NON ISOTROPE.
Dans les hypothèses de (4.1), posons

©mîn = min G(z",y'), 
y* €[«,y]

a  • fdkf • n i " -\\ * a /®(*'>2) (~ 0 (z" ,z)\0* = mm{©(z , z), Q(z", z)} et A = n max < ■ -■■■ , V = max \ n, n--^ \
\ “\z ) “ min J l. ©min J

Soient p, g deux entiers tels que

(4.7.1) + ç < n + ~̂ où 0  = 0(z', z).
ü ̂  0

Alors on a

-  Tn( z \z J ) ( z )| < M(J421Jf)*+m+I|A|!“(p+ ï) ! i( î ',2)”+i - ( * + ’) 

où A21 ne dépend que de a,/? et de la géométrie de Ci.

Preuve. Soit S l’entier tel que

(4.7.2) 7^-+9 + 5 < n + i < ^ - + g + 5 + l.
0* 0  0*

On a, avec l’abus de notation usuel sur h,

XÏ»,.XÏ»,2M*) = E  Ïf*ï»,.*&*»*(») ( ~ ^ ) '  + *3,

avec

(4.7.3) I « j |< — -  (g + |5+1 Sup |XÎ»,,J f jíj '¥1h .
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Or | do 1« 1 et | z2 -  y2 \&\ | + | £2 6{z\z). On a aussi ë ^ I J  + Q + s  < n + § 
d’après (4.7.2). Il vient alors, par un calcul similaire à (4.2.2), l’inégalité valable pour tout 
y' € [y,z],

( e(*",z) .©(*",*}
p . . c ^ J » I  + m si ^ ' > 1 ———-  + g + S < < @ j ©m.
*») U  + l sinon.

On a dans les deux cas + g + S < A + m. Comme [z,y] C Î7*»’a/, on a alors par
(2.6.2)

Sup | Xpz„AX l t l+1f  \< M(A22K)x+m+1(S + l)!(p + g)![A]!“,
[y.*l

d’où, compte tenu du lemme (4.2),

Sup | |< M(A23K)A+m+l(S + l)!(p + Ç)!|A]r
(y.*l

et finalement

(4.7.4) | Rz \< M{A24K)A+m+1{p + q)\lA.]\a6{z\z)n+^ - ^ +q).

D’autre part, avec l’abus de notation habituel sur h, on a

xl,.ilxlt;2h[y) = (0 < a < 5)

et

=1 m *") ri ** -  »« i* |ak i | p kM  •

D’après (4.7.2) on a £  + g + s < n + i .  On a aussi | do |« 1 et | z2 — y2 8{z\z). 
L’égalité précédente et (4.6) donnent donc la majoration

< M{A25K)A+m+1{p + g)![A]!ax

n+ 4-( -Ç- +ç)
x6{z',z) 9 * .

Le théorème résulte aussitôt de (4.7.4) et (4.7.5), compte tenu du fait élémentaire

¿(*/,*)n+£“(i +i) < é(z/,z)n+i _(* +?). ■

4.8. CAS NON HOLOMORPHE
Pour des raisons de commodité d’écriture, nous n’avons considéré jusque là que le 

cas d’une fonction holomorphe. Le théorème (4.7) s’étend sans difficulté à /  quelconque 
dans Gj^“(ft nU) : la démonstration n’est qu’une redite des paragraphes (4.1) à (4.7) en
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considérant, en plus, les dérivées en fy. Si on résume alors le contenu des chapitres 3 et 4, 
on obtient en définitive l’énoncé suivant.

Soient f  dans (fin 17) e t t f , a / , M, K les constantes associées à f  par (2.6). Alors 
il existe des nombres 0 < b / < a f , 0 < s / < t /  dépendant de f  et Si > 0 ne dépendant que 
de la géométrie de il tels que, si z' est un point de U n d n , z un point vériûant S(zr, z) < 
6\bftf et appartenant à UaJ,'ht où z" € U fl dCl, si enûn z est un point vériûant

P6{z\z) < 6(z’,z) < j6 {z ',z)  (où O < 0 <  1), 

l ’on ait, pour tous biindices P,Q et n entier vériûant

P 1

ë7 + ,<n+ê’

la majoration

X $ ? ( f -  T„(z',z,/))(z) < M (A2qK)A+m+1 (p +  „)![A]!“ <(2 ' , î ) “+ i - (* + î>,

où l ’on a posé
0* = m in  {Q(z',z),Q(z",z)},
0  = e (z ’,z),

0 min =  min ®(z", y’) (y défini au §3), 
y' € [y ,z}

et où on a déûni le polynôme de Taylor par

Tn(z ',z ,f)(z) = £  ,

pour z =  $ 2'(f). La constante A26 ne dépend que de et, /? et de la géométrie de fi. 
On remarquera en outre que, d’après (3.4.4), on a

0 < e ( î ^ £) _ i < _____ 1_____
©min ~  | Log S(zft zj |

Cette observation sera utilisée aux §9 et §10. ■
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5. LE CAS DES DOMAINES POLYNOMIAUX

On considère un domaine 0  =  {z € C2;Rez2 + P(z\) < 0} où P est un polynôme 
homogène de degré m, sans terme harmonique. D’après (0.2), Q est un domaine de type 
fini m, et 0 est un point de type m. Nous allons voir que dans ce cas particulier on obtient 
une formulation des résultats des paragraphes précédents en termes de champs L\, L2 
(voir (2.5)) indépendants de la région d’approche considérée.

5.1. REMARQUE PRELIMINAIRE
Nous avons, pour toute fonction F de classe C 1, (LyF) o =  Lj(F  o $*»), avec

(5.1.1)

Ti d , n d ' n  f dPz>\ 1 dpz. L i =  —----h G- — ou G =  — ( —— ) —
dft d ç 2 V d &  J  d îJ  dÇi

f Î.n

L' =
d0 d  

J2 do(z')  d f c  ‘

Ce résultat est naturel puisque L\ est le champ tangentiel complexe pour fi*/.

Comme d0 = \  =  1, on a V2 =

D’autre part, on vérifie, d’après (0.1) et la formule de Taylor appliquée à P en z1, que l’on
a

dj(z')
2 d ip

JÏ dz{ *i)

On a enfin

(5.1.2) G = —2 ■ ■■* , donc G n'est fonction que de ft. ■

Nous allons établir l’estimation suivante pour G :

5.2. LEMME.
Il existe 0 < cg < 1 telle que, pour tout z =  $* '(i) et tout biîndice L (de longueur t  ), on 
ait

(5.2.1) | 3 ‘ G fa) |<  c8m m (l,i(z ',z )l -< '+1>/e <’ ' ’*>) 

et

(5.2.2) pour z € U\}a avec z’ Ç.U fl dfl,

I 3 £ c (f t)  |<  c8min(l, | r(z) |i-(^+D/©(^.-)).
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Preuve. D’après (0.3.1) et (5.1.2), on a | ô^G (fi) Sr(z,,6)~^t+l  ̂ pour 6 > S(z',z) 
donc aussi pour S = S(z',z) par passage à la limite. On a en outre, d’après (0.7.1), 
que 6r(z',6)~(e+1) < (5.2.1) en résulte aussitôt, en remarquant que pour

¿+  1 > Q(z',z), c’est-à-dire 61- ( <+1)/e (*'»*) > 1, la majoration triviale | df[G |£  1 est 
meilleure.

(5.2.2) résulte aisément de (5.2.1) à partir de la proposition (1.4), quitte à modifier
c8. ■

Nous en venons au but de ce paragraphe :

5.3. THEOREME.
Une fonction f  de G1+a(n n  U) appartient à Gÿ}“ (n D U) si et seulement si il existe 
0 < t f  < 1, 0 <  a /  < a, M* > 0 et K+ > 1 tels que pour tous z' G U n d(î, z G U*i,a/ et 
tous biindices P.Q et X réel satisfaisant

(Evidemment d^G = 0 pour t  >  m.)

(5.3.1) 0 < A < q
Q(z',z)

1 -

1

on ait

(5.3.2) | r (z) |A| £ " » /(* )  |< A(p +  g)! +  « -•* ]  !*.

(Par analogie avec (2.5), Lpc* =  L\ L\ L\ L\ .)
def

Preuve. Elle s’inspire de (4.5). Nous considérons le cas p" =  q" =  0 pour alléger les 
notations, le cas général n’en diffère d’aucune manière.

a) La cond ition  est nécessaire.
Soit /  G G]̂ 'Ia [il n  U), posons alors

On a, pour p > 1,

b« = ( * X } (*+G£)Lr'f<>**)(<) 
Vô?i5d d*2' J

= BU ,J  + V  o 4 , . j  (?) puisque | |  =  0

=  »(p-1) 4. V  -ÎL— f<r)B(p-1) 

<+fc=t si
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d’où, compte tenu du lemme (5.2), en notant 0  =  0 (z ',z ) et p(f) =  pz>(f) =  r(z),

(5.3.3) | b !'> |< | | +  £  ¿ . m i l  ( l ,  | p(f) l*- ^ )  I B&+1} |
¿+fc=t

On va montrer par récurrence sur p que, pourvu que l’on ait

0 < A < j ( l - - ) ,(5.3.4) 

alors on a

(5.3.5) | ,({ ) |J | B «  |< +  { +  ;)! 

où A27 =  1 +  ccg et M ,K  sont associées à /  par (2.6).

P + i 
0

+  J - A \a ap• a 27*

Pour p = 0, c’est trivial par définition de Gj^j“ (n H U).
Supposons cette propriété établie au rang p — 1 (p > 1).

Dans (5.3.3), estimons d’abord les termes où l  + 1 > 0 .
Alors m in(l, | p(f) |1 -(<+1)/e ) =  1 et l’hypothèse de récurrence nous donne, puisque l’on 
a O < A < i ( l - i ) < ( i + l ) ( l - i ) ,

avec

donc

P + *-1+i + l-A=P + f-J<+1)+,-+l-A<g±i+j-A,
0 0 0

p + i 
0

+ j-X 1«I p(f) 1*1 4 |< M A Z ' K W - ' b + k + j y

Traitons maintenant les termes pour lesquels t  + 1 < 0  : dans ce cas,

m in(l,| p(t ) |i -« + 0 /e )  = | p(f) |i -« + i) /e

et on doit évaluer | p(ç) |*+1-££i | l | . Or on a aisément 0 < A+ l — < A-t-l— g  < 
(j +  l ) ( l - i ) .  En appliquant l’hypothèse de récurrence, il vient

I P(f) |A+1" ^ i | B ^ J + l | <  M A Ç lü '£±è^-+J+1- ( A+ 1- ^ i )(p +  k +  j ) l x

< MAp̂ lK ^ ~ x{p + k+j ) \
p + i 
0

+ J - A 1“
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0
j  +  í - A + l
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0
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Notons enfin que le premier terme | p(f) |A| | s’estime sans difficulté par l’hypothèse
de récurrence. Il vient finalement

t.p(c) h  b \?  |< + i + + j  -

avec, comme en (4.5), S = 1 + £*+*=* ¿fh $+ï+jj l C8 -  1 +  €C* =  ce ^ui la
récurrence.

(5.3.2) se déduit de (5.3.5) en faisant i =  0, M* =  M, K4 = AVfoK et en remarquant 
dque ôf- =  L’2 et [.L\ , I/2] =  0.

b) réciproque :
La démonstration est identique en remplaçant

Bij  Par (L'fL'i^foi^d).

Ceci achève de prouver (5.3). ■

Dans un même ordre d’idées, le théorème de Taylor non isotrope devient :

5.4. THEOREME.
Avec les hypothèses et notations du § 4, on a, pour +  9 < n +  ^>

I Lp* ( f - T n{z',z,f))(z) |< M 4M 28i f4)A+’"+ I(p +  î)!|Al!“ x 

où A29 ne dépend que de et, fi et de la géométrie de fi.

Preuve. Elle est similaire à celle du théorème (4.7), nous ne citerons donc que les modifi
cations à apporter, toujours dans le cas pn =  qn =  0. On reprend le § 4 au niveau de (4.4) 
et on évalue

CW =  ( - ^ - L \ ph ) (u.).
■’ ' dsidsi 1

dlG
r H

m

avec, d’après (1.4), | p(f) |»  S(zf,z) et, d’après (4.4.3),

6 ( z \ y ) 1 »<*'.*> < A 2q6(z,ì z) 1 »(*'•*). 
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On obtient une formule de récurrence

On a en outre par (5.2)

c (p) c p-1
»+1.J Y

t+k=i

t!
l\k\

d G
d«

OJ C (P-D

< Cs Si z\y
i f-t-i



On fait alors la même récurrence que pour (4.5) : on obtient, pour < n +  i ,

(5.4.1) | l J f ? L h { w )  |<  M i A z o K ^ + ^ i p + j y . i h i r ô i z ^ z ^ i - ^ K

On conclut alors comme en (4.7) en remarquant que X z » ^  — ¿ 2  et en utilisant (5.3) au 
lieu des estimations (2.6) usuelles. ■

42



6. PARTITIONS DE L’UNITE NON ISOTROPES

Nous utiliserons des résultats géométriques relatifs aux pseudocouronnes Q^r{z>)\Qr{z>) 
où z'  est un point de U, r un réel strictement positif et 7  une constante strictement 
supérieure à 1 .

6 .1 . LEMME.
Soit z =  (?) un point de U.

(6.1.1) Si — r <| fi |T(*'»r) +  | ?2 |, alors z  G Qr(z')c.

(6.1.2) Si  | fi |T(z'*r) + | ?2 |< c37r, alors z  G Qnr{z')•

Preuve. Supposons z  G Qr{z'), alors 6(z',z) < r et donc, par (0.5) et (0 .6 ), 0 (z ',z) < 
T(z',r). Par suite on a

(6.1.3) I d  +  I ft |> | ?! +  | fc | .

(Rappelons que, quitte à rétrécir U, on a toujours | ?i |<  1 .)
Par (0.7) et (6.1.3) on obtient alors > | ?i |T(z#,r) +  | £2 | •
On en déduit (6 .1 .1 ) par contraposition.
De la même façon, supposons z G Q7 r (z ')c, alors 6{z',z) > 7 r et donc 0 (z ', z) > 
T(z',^r)  > T (z,,r). Aussi on obtient

I Cl + 1 a  l<l f. lr(*V) + 1 ft I

et, par (0.7),

w  <1 ft r (*V) + 1 a  I .

Ceci prouve (6 .1 .2 ). ■

6 .2 . REMARQUE.
U existe une constante cg = 09(7) telle que, pour z = $*»(?) appartenant à Q ^ r ^ ^ Q ^ z ') ,  
on ait

c9 î(* ',* ) < 1  fl r< zV» + 1  & i< - n z ’.z).
Cq

En effet, dans ces hypothèses, on a r < 6(z,,z) < ~fr, on en déduit en procédant comme 
pour (0.7) et (0 .8 )

(6 .2 .1 ) | 0 (z ',z )  - T { z ' , r )  \< C fr) /  | Log£(z',z) |,

puis
1 ci +1 ft 1*1 c. r <*v >+1 » 1.
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d’où le résultat. ■

6.3. LEMME.
Soient z" E U D dil, z' € U nfl tel que \ r[z') |<  fiir où fii > 0, et z un point satisfaisant

(6.3.1) z e u ÿ  n  (Qi r (z')\<?r(ï')).

Alors on a

(6.3.2) e ( z " , z ) < r ( y , r ) +  |L ^ ° r | ,

où cio > 0  ne dépend que de 7 , fii et de la géométrie du domaine.

Preuve. L’hypothèse (6.3.1) dit, compte tenu de (1.4), que l’on a d’une part

(6.3.3) S(z,z") « | r(z) | 

et d’autre part

(6.3.4) r < S(z',z) <  7 r .

D’après (0.3) et (6.3.4), | r(z) — r(z ') |<  c\^r. Par hypothèse on a | r{z‘) |<  fiir. Compte 
tenu de (6.3.3), on en déduit aisément 6{z,zn) < cr pour un certain c > 0, dépendant de 
'y, fii et de la géométrie de H uniquement. On a donc, par (0.5),

(6.3.5) Q{z,z") <T(z,cr).

En utilisant (6.3.4) on montre également, en procédant comme pour (0.9), qu’il existe 
c' > 0 , ne dépendant que de 7 , fii (par l’intermédiaire de c) et de la géométrie de fî, tel 
que l’on ait

c'
(6.3.6) r ( * ,« - ) < ï V , r )  +

Enfin, d’après (0.9) on a aussi ©(z;/, z) <  0 (z, z") +  |Log/ ^ iZ»)| et, puisque 6(z,z") < cr,

(6.3.7) 0(z", z) < G(z, z") + J î ^ r i -

La conclusion (6.3.2) se déduit aisément de (6.3.5), (6.3.6), (6.3.7). ■

Rappelons maintenant, pour z =  $*»(?), l’égalité X 2»tiF{z) =  üsnti(F  o $*»)(f), où 
2j",i =  L’expression de E  est donnée en (2 .8 ). On a l’estimation suivante :
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où on a posé r*  =  T(zf, r) +  |LCQgr| °** cn  ne dépend que de 7 , /?i et de la géométrie de
n.

Preuve. Nous avons vu en (6.3) que l’on a 6(z', z) «  r  et 6(z",z) < r, donc S(z",z) < 
6(z',z). La proposition (2.9) donne alors l’estimation souhaitée compte tenu de (6 .2 .1 ), de 
l’équivalence S(z',2 ) «  r et de la définition de T, T*. m

Nous utiliserons également un résultat de Bruna [Br] sur les classes non quasianaly- 
tiques :

6.5. LEMME.
Soit u > 0. Il existe une constante B > 0 ne dépendant que de u telle que pour tous e > 0, 
t > 1 , il existe € G 1+i/(C) satisfaisant les propriétés suivantes :

(6.5.1) O <  < 1 ;

(6.5.2) t,i/(«) =  1 pour | u |<  1 ;

(6.5.3) $e,t,«/(tt) =  0 pour | u |>  t ;

(6.5.4) Pour tous j ,k  € 1N, on a

dJ+k$ €,t,„
< ej+k{j + k)\1+,/expB{e(t -  l ) ) " 1/*'.

duiduk

Nous abordons à présent le résultat central de ce paragraphe. Posons 7 0  =  2 cg 2.

6 .6 . PROPOSITION.
Soient 7  >  7 0 , tj >  1 , 0  < r < 1 et z1 6  U H Cl avec \ r(z ') |<  r (/?i > 0 ). Alors il existe 
une fonction <pz',r,ri vériûant les propriétés suivantes :

(6 .6 .1 ) 0  < <pz',r>ri < 1 ;

(6.6.2) <Pz',r,r, = 1 sur Q r { z ')  ;

(6.6.3) <Pz',r,r, =  0  hors de Qir (z') ;

(6.6.4) <Pz,,r,ri est de classe G1+Ct ; en outre pour tous z" G U H dCl, z G tous 
biindices P et Q et A réel satisfaisant

6.4. LEMME.
On a, dans l ’hypothèse (6.3.1),

d E
Ci <  cumin V

0 < A <q 1 -
1

0 (2 ", z)
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on a

I r(z) Ia | * Î , 9 W ,r,» j(*)| <  +q A(p +  9)! +  q — À \aexp Bi(r)r) 1/a,
1 0 (2", *)

où B\ ne dépend que de 7 , /?i, a et de la géométrie de il.

(6.6.5) O / , , , ,  €  Gj+“ (n  n tf).

Preuve. Notons pour abréger T =  T(zl,r), © =  0 (z",z). On pose, avec les notations de
(6.5),

m «) = $( i t ) i/T*-(^)i/T^  ((t -)1/Tu) «
y>a(tt) =  ^ (, r)i/r» ,  .  ( ~ u ) •

«3 ' *10 *5'*' r

Pour z =  $*'(?), on définit <Pz>,r,n(z) =  £>i(fi)P2 (i2)» (On notera (p au lieu de <pz',r,ri dans 
la suite, pour abréger.)

Remarquons d’abord que (6 .6 .1 ) est trivial par (6.5.1).
Soit z € Qr(z')> alors par (6 .1 .1) on a | \T +  | ?2 |<  ^  et donc ^  | £2 |<  1 et

^ 2 (̂ 2 ) =  1 par (6.5.2) ; de même on a (*f-)1̂  | Ci |<  1, d’où v^ifai) =  1- Ceci prouve
(6 .6.2). 

Soit z € Qiriz'Y, alors par (6 .1 .2 ) on a | |T +  | f2 |>  ¿zir donc max(| £1 |T, | f2 |)

> ^Tir. Dans le cas | f2 |>  on a ^  \ Ç2 |>  d’où <p2(ç2) =  0  d’après (6.5.3)
et la définition de v?2. Dans le cas | |r > ^■'yr, on a similairement v?i(?i) =  0- Dans tous 
les cas on a <p(z) =  0, ce qui prouve (6.6.3).

La preuve de (6.6.4) se fait en plusieurs étapes. Il est trivial, tout d ’abord, que 
<p appartient à G1+“ (C ). Dans les estimations des dérivées qui vont suivre, les con
stantes Bi introduites ne dépendent que de a, 7 , /?i et de la géométrie de il. Notons que
(6.6.4) n ’est à établir que pour z satisfaisant (6.3.1) puisqu’en dehors de la pseudocouronne 
Q’ir(z,)\Qr(z>), <p a ses dérivées nulles. On commence par estimer

d f Q<p o $ z>(f) =  d^<pi{ci)df<p2{c2).

D’après (6.5.4) et la définition de <p 1 , on a

(
r  \  è')

—J  (p\)1+^expB i(r]r)-1/a,

avec A l/T -1 / T) =  r - iLo*ri T** < e°10/ 4. On obtient donc

( 6 .6 .6 )  | d £ p i ( ? i )  | <  {B3r¡)p/Tm (p\)1+^ e x p B 2{r}r)~1/a.

De façon analogue on a, quitte à augmenter B2t

(6.6.7) | 5 ^ 2 (f2)| < r¡q/T r , ^ “ 1^(g!)1+ i lrexpB 2 (»7r )“ 1/ a .
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On déduit sans difficulté de (6.6.6), (6.6.7) et de la formule de Stirling que l’on a

!aexp B sin r)-1'*.(6.6.8) |afS>o$*,(<r)| < +

Soit à présent A un réel satisfaisant

(6.6.9) 0 < X < g i l  -  .

Evaluons A — rxr)’̂ ' r q^TF~1̂  Posons s = g(l — ^ -) — A ; on a alors 0 < s <
<jf(l — ■£?) et s +  + q — A. Par suite il vient

et

(6.6.12) 0 < A < « ( 1 —- ) .  
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M*
p + t.i

T*
< P

T *
+ q — A

V n
g f i r + q r - A  y - a

r A _  rq(l-tfr)r-e

Pour x > 0, on a < exp 2x, donc

A < n ^ +q A ^  + q -  A jre x p B e ^ r)  1/a.

Il vient donc

(6.6.10) r À \d fQ<po$z,(ç)\ < {B7r})£,r+q- x(p + q)\ [ ^ -  + q -  a] !ae x p £ 8(»?r)~1/o1.

L’étape suivante consiste à montrer que, dans la même hypothèse (6.6.9), on a encore
(6.6.10) si on remplace df®  par quitte à augmenter Bj.  Pour ce faire, on estime 
par récurrence sur p les coefficients

DZ/ =  d£ ôà B?M<P ° **'(?)

à l’aide du lemme (6.4). Nous n ’entrerons pas dans les détails, qui sont une redite de la 
preuve de (5.3). On obtient donc, dans l’hypothèse (6.6.9), et quitte à augmenter B7,

(6.6.11) r A | X^,P<p{z) |<  {B7r t ) ^ +q A(p +  g)! \ ^ + q - a]!“expBgfar) 1/a.

Nous devons maintenant passer à l’estimation “avec 0 ” . Soit A un réel satisfaisant

A < *}5&-+Ï—A P

T *
+ g -  A !“

( M l / a \ s a

H!



Puisque l’on a 0  <  T* d’après le lemme (6.3), il est trivial que A satisfait aussi (6.6.9). 
L’estimation (6 .6 .1 1 ) et l’inégalité ^  nous donnent immédiatement

(6.6.13) | X$?p(z)  |<  (fi7 „ ) t +’ - i (p +  «)! -  a] !“exp

On en déduit aussitôt (6.6.4), quitte à remplacer r/ par -¡  ̂ dans la définition de <p\, <p2- 
Pour finir, (6.6.5) est immédiat d’après (6.6.4) si on remarque que l’on a | r(z) |<  r, ce qui 
a été établi dans la preuve de (6.3). ■

Nous allons maintenant utiliser la proposition (6 .6 ) pour construire des partitions de 
l’imité.

6.7. LEMME DE RECOUVREMENT “DE TYPE WHITNEY” [CW].
U existe 7  >  ~fo, C12 > 0  et N  E 1N* tels que si E est une partie compacte de U D dfi, 
il existe une famille de boules (<3 ri(zt))teN vérifiant les propriétés suivantes (après avoir 
posé Qi = Qu (Zi) et Q*{ = Q^r. (zt)) :

(6.7.1) (17 n n)\E  =  {U n n) n | J  Q{ = {U n n) n | J  Q\.
t€N

(6.7.2) Si z G U H n  fi Q\ on a

c\2r i < 6{z,E) < — n  
ci2

et
ci2Ô(z,E) < 6{zi,E) < ~̂ —6{zyE).

c 12

(pas définition 6(z,E) =  inf 6(z,z1).)
z' e E

(6.7.3) Pour chaque j  G 1N, Q*- coupe au plus N  boules de la famille (Qi)ieti-

6 .8 . THEOREME.
Soit E un compact dans Undfl. Pour tout rj > 1 il existe une famille (V’y.nîieN de fonctions 
dans GÏÏ}a(n fl U) satisfaisant les propriétés suivantes :

(6.8.1) 0 < < 1 ;

(6.8.2) Supptl)j>fl C Q* ;

(6.8.3) ^ 2  W,»> =  1 sur (U n Ù)\E  ;
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(6.8.4) Pour tous z" G U fl 5 fi, z G Û ,',a , tous biïndices P,Q et tout réel À satisfaisant

où B 1 0 , -Bu ne dépendent que de a et de la géométrie de H.

Preuve. Notons d’abord que pour * G N , on a d’après (0.3.3) | r(zt) |<  S(z{, dCl) < 
6(zi,E) de façon évidente, donc, par (6.7.2), | r(zt) |<  /?irt- pour une constante ne 
dépendant que de la géométrie de fl. On considère alors la fonction <Pi>TI =  <pZi,r{,ri qui 
jouit des propriétés établies en (6.6). On pose tpi>T) = <PijT) et pour j  > 1,

Soit alors z G {U fl Cl)\E. Il existe t tel que z appartienne à Qt- de sorte que <Pi,rt{z) =  0.
Il s’ensuit alors que l’on a

A fortiori on obtient (6.8.3).
La preuve de (6.8.4) est une redite de [CCI] (IV.5.d) en utilisant (6.6.4) et la définition 

des V’y.fj> les propriétés du produit dans Gj^ja (fl fl 17) (cf. (2.7)), celles du recouvrement 
défini en (6.7), ceci quitte à multiplier rj par une constante convenable dans la définition 
des <pi)V. ■

4>j.n =  'Pj.rii1 -  <Pl,rt) • • • ( ! -  V j - l . t , ) -  

Les propriétés (6.8.1) et (6.8.2) sont immédiates. D’autre part on a pour tout j

------ 1- *l>j,t) =  1 -  (1 -  <Pi,r,) ••• (! —

{4>i,n H-------h V»/,*)(*) =  1 dès que j  > i.
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7 . PROBLEME DE CARLEMAN AU BORD POUR nU )

7.1. POSITION DU PROBLEME.
Le but de ce paragraphe est de montrer que l’on peut construire une fonction de 

fl U) admettant des dérivées prescrites en un point z' du bord, de type m (par 
exemple z°).
On se donne donc une famille de nombres complexes indexée par IV2 xlN2 : (.FpQÎpeN^QeN3 

et satisfaisant la propriété suivante :

Il existe M  > 0  et K  > 1 telles que pour tous P, Q on ait

(7.1.1) | Fpq |<  M i f * +’ (p +  «)! [ £  + » ]■* .

On voit d ’après (2 .6 ) que toute fonction /  de Gjÿj“ (n  fl U) définit une telle famille en 
posant FPq =  (X%Qf){z').
On se propose réciproquement de construire /  E Gj,+7a (n n tf)  telle que {X$Q f){z') =  FPQ 
pour tous P, Q.
Soient Qi, Q\ les pseudoboules associées à E  =  {z'} par le §6 .

7.2. LEMME.
Soient z" E UDdH et z E D Q\. Avec les notations de (3.3) on a

où i.dkE
fe) < r, "  , z =  M i ) .

S tf
Preuve. On a 6{zn,z) « | r(z) |£  ri «  6(z',z) d’après (1.4) et les propriétés du recouvre
ment (6.7). Le lemme résulte alors immédiatement de (2.9) puisque Q(zt,-) =  m. m

7.3. QUELQUES DEFINITIONS ET FAITS UTILES.
On note pour tout t  > 0,

h ( t )  =  inf t k { k \ ) a  et N ( t )  =  min{p E 1N;ip(p!)a =  /t(t)}. 
k >  0

On vérifie aisément que la suite ( t k ( k l ) a ) k > o  est décroissante pour k  < N ( t ) ,  puis croissante 
pour k  > N ( t )  et d’autre part qu’il existe 0  < fo < 1 tel que pour 0  <  t  < t o ,  on ait

- i " 1/ “ < N { t )  < 2 1- 1' “ et exp(—2 a i_1/ a ) < h { t )  < e x p ( - ^ _1/ot).
2 2

On remarquera comme conséquence qu’il existe une constante n, 0 < y. < 1 , telle que pour
0  < t < to, on ait 2 N(t) < N(fj,t).

Soit maintenant u >  1 une constante (à fixer ultérieurement), on pose n[l,u) =  
2N{yrt) et on définit un polynôme Pt)U :

PtA*) = E  m F,j(,J' 2 = M d -
/,JeN 3,^+ y< n(^)
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Les constantes Di introduites dans la suite ne dépendent que de a et de la géométrie du 
domaine.

7.4. PROPOSITION.
Il existe des constantes D\, D2 telles que, pourvu que u >  D \K  et r¿ < le polynôme 
P¿,v vériûe les propriétés suivantes :

Soient z " e  U n  dCï, z G U*!? n  Q¿, soient P,Q deux biindices et A réel satisfaisant

(7.4.1)

Alors on a

(7.4.2) r i  | X$?Pt,„(z) | < M ( D 2 ^ )5 T ^ tt+’ - J + i(p +  ?)! 

Si m  "I- 9 —  n (̂ > U)* OIÏ a

©(z", z)
+  q — A

(7.4.3) \ x ^ P t A z ) - F FQ\< M (D 2u ) ^ {p + g)l [ £  +  . ] ! ■ * - .

Preuve. On commence par donner une estimation pour

A p q  =  d ç ^ P ^ v  o

Cette estimation est voisine de celle de dans [CCI] (prop. V.7.1) ; nous serons donc 
assez bref. Lorsque £  +  q > n(£,u), il est clair que l’on a Apq  =  0 . Lorsqu’au contraire 
■£• + q < n(l, u), on a aussitôt

Apo = £
1 „  J!J!

r Fu-
PQ r x ^ T2  n j r  “  (I -  P)\{J -  Q)i

I, J  € ~ N a

Í ¿+ J  <»(*,*/)

( P " < ï \ q ” < f

?

avec | Ç1 P,J Q |<  rt m + '7 q pour £>3 convenable, puisque l’on a

I Ci l£  6 { z \ z ) ^ ' ^  «  r\,m et | |£  S(z',z) «  rt .

Ainsi, compte tenu de l’estimation sur F u  (7.1.1), on obtient, quitte à augmenter Dz,

(7.4.4) \A fq \< M r~{i+q)P\Q\ £  (D3Krt) i +>£  
i , j

£  +  « < ¿ + i < » ( í ,  u)

— +  /  m
Ia
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On isole les termes pour lesquels on a

% k
— + j — — + q-\---- , k — 0 ,- • -,m -  1 .
m m m

On obtient, compte tenu du fait que le nombre de J, J  pour lesquels a une valeur

donnée est majoré par D± pour un D4 > 1 convenable,

| Apq \<MP\Ql{DsK ) ^ +q+1 ( [ ^  +  g] +  l ) ! a +  

+M P\Qlr~{™+q) Y ,  [D3Krl) ^ +j[— +j]lot.
171

i , j

£  +  « + 1  < £ + . ) < « ( < ■  *)

Or on a

/ \ — j'
(D3Krt)™+J =  {vnrt)~ +} < ( ^ - )

pourvu que l’on ait v > 2D̂ D* K  et i/r* < £o- (On a alors a fortiori i/f.iri < 1 .) Dans ces 
hypothèses, on a pour les termes du Yh restant dans l’inégalité précédente,

— + y
m

< n(l, u) < N(fii/ri)
[ £ * • ] + ' *

donc, d ’après (7.3),

— + y  !a < (i/jtr*)l™+ ,l+ 1  ([— +  q] +  l ) ! a . 
[m  J \ m /

Finalement on obtient, compte tenu de l’inégalité K  <  2D3O4

l pq |< M i> !Q ! (A ,t ') " + ,+ ‘ ( [ £  +  «] +  !)!“ ( 1 +  £ ( ^ ) é + i J  •

donc, la série au second membre étant convergente,

(7.4.5) | Apq |<  M(D7i/)™+q+l(p +  ?)![— + ?]!“ .m

La seconde étape consiste à montrer que, pour tout réel x satisfaisant 2  < x < m  et tout 
A réel satisfaisant

(7.4.6) 0  < A < 9 ( 1  -  - ) ,
x
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on a

(7.4.7) ri  | APq |<  M{Dsu ) ^ ~ x+1{p + q)\ +  q -  a] !“ .

Observons d’abord que ceci est trivial pour £  +  q > n(l,v), puisqu’alors on a Apq = 0. 

Traitons maintenant le cas £  +  q < n{l,u). On a

[_P+ g ]!« < [£ +  g]!« < 16oiî*+9+1^[— + q — A]!0t[A]!01

et

D’après (7.4.5) on a alors

ri \ A pq |<  Af(Z>8^ )f+9+1_A(p +  « )! [ -+  9 "  A]!a ( ^ r £)A[A]!0i.

Or on a (uprt)x < (i//ir*)lAl, 0 < A <  q(l -  £) et £  +  q < n(t,u), donc 0 < [A] < n{t,v) < 
N(vnrt). D’après (7.3) il vient alors (i//ir£)IAl[A]!a < (i//ir^)°0!a =  1, d’où l’estimation 
annoncée en (7.4.7).

Enfin, si l’on remarque que d’après le lemme (7.2) on a

dkE i _  fc+i
< rt * pour tout 2 < x < m,

alors (7.4.6)-(7.4.7) et la méthode par récurrence déjà utilisée (cf. (5.3), (6.6)) permettent 
d ’établir que, quitte à augmenter Ds, l’estimation (7.4.7) est encore valable si on remplace 
Apq  par Pt,u(z). En particulier, en posant x = Q(z,l,z), on obtient (7.4.1)-(7.4.2).

Il nous reste à établir (7.4.3), c’est-à-dire estimer

^  1
Bpq  = Apq — Fpq = F i j

I\Jl

IÏP,JÏQ 
<»&*') 

*' >  P ' J '  >  q ' 
i" > p \ j "  > q»

I\J\ ^ ( / - P J K J - Q ) !
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Or, pour (  Ç*„* 3- „ \ qn„ et /  #  P, J  /  Q on a ( £  +  j)  -  ( £  +  q) > On peut 

donc écrire, comme en (7.4.4),

Tt "  I BPq |<  M rt <£+9+ ^ P !Q ! £  {DzKri)±+i
J , J

i + « + i < i + y < » ( ^ )

- + ym
1«• >

et reprendre, à partir de (7.4.4) et jusqu’à (7.4.5), les calculs faits pour estimer Apq en 
remplaçant £  +  q par £  +  q +  Ceci termine la preuve de (7.4). ■

On considère maintenant, pour z € U fl n \{ z ;},

F (z) =  H  t iM P jA * ) *
j€N

où (Vv,»j)j€N est la- partition de l’unité associée à E = {z'} par le § 6 . Pour tout choix de 
»7, i/, F est clairement de classe C°° sur U D Ô\{z'}.

7.5. PROPOSITION.
Il existe uo =  Vq{K) > 1 tel que pour u > i/o, il existe tj = tj(u) et e = e(u) satisfaisant 
les propriétés suivantes : si zn G U fl di1 et z £ H Q\ avec ri < e, si P, Q sont deux 
biindices et A un réel satisfaisant

(7.5.1) „ < * < , ( 1 - 5 ^ ) ,

on a

!a x(7.5.2) ri  | X*P(F -  Pi,v)(z) \< M ( D ^ ) ^ f r r > +q- x+l(P + ,)! [3 ^  +  ,  -  A

xexp{-Dio{urt)~l,<x).

Preuve. Puisque l’on a V’y.n =  1 sur U H n \{z '}  on peut écrire

(7.5.3) [F -  Pt,J{z) = £  V'y.nMti5»  -  ^V K *)-
jeu

Compte tenu des propriétés (6.7.3) et (6.8.2), il nous suffit pour obtenir le résultat voulu 
d’estimer un seul terme

(7-5.4) r* | ~  J V ) ) M  I,
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pour z G Û ,’,a fi Q\ D Supp V’y.rn donc pour z satisfaisant

(7.5.5) z G U*;,a n Q ln Q j .

Commençons par estimer, dans l’hypothèse (7.5.5), une expression du type

(7.5.6) r} | X$?(Pt> -  Pc,„)(z) | .

(Cette estimation est l’analogue de celle de dans [CCI], V.8 , estimée de E2.) On 
procède comme en (7.4). L’expression à dériver étant symétrique en j, i  on peut supposer 
sans problème n(i,u) < Posons

=  3 f« (P ,>  -  ° M i ) -

Alors on a Cpq =  0  pour £  +  q > n(j, u). Si au contraire £  +  q <  n(j, u) on a

CPQ = ^2

n (*»I/) <  m +  5  ^  n 0 »
P' < **>

p" < q" < s"

; Fis
IlSl

nsi I a  { i - py.{s - q ) ï

*I—P , S —Q

de sorte que, comme en (7.4), on obtient, quitte à augmenter Dq,

(7.5.7) | CPQ \< MP\Q\r~t-(£+«)
E
i , s

n(t,u) < — +  s < n(j\ u) 
m

P ^  *---- h q < ---- h s
m m

{DaKn)™ ---- h sm
1«

* p k ,
---- s — ------ h 9 H---- , k = 0,-• -,m -  1,
m m m

En isolant, s’ils existent, les termes tels que l’on ait

(7.5.8)

on obtient similairement

I CPQ \< MP\Ql{Dn K ) ^ +1 ( ( £  +q} + l ) î “ +  J2

OU

=  MP\Q\r~{" +q) E
I ,S

n(l, u) < — + s < n{j,u) 
m

P *
— + 9 + 1 <  — + 5  m m

(DsKn) ---- h s
m

1“
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Remarquons à présent que les termes (7.5.8) n ’existent que pour ^  +  q +  1  >  n(£, u). On 
suppose v > eD\\K. Pour chacun de ces termes on a alors

(Dn K )£ +q+l <  i/m+9+ 1c- ( ™+9+1)

< u ^ +q+1e~n^

< i / ~+9+ 1exp(—(i/ri)-1 /a ) pour r* <

Il vient donc, dans ces conditions,

| CPQ |<  MP\Q\{2au )£ +q+1[ ^  + g jî^ x p i- ix /r i)" 1/ “ ) +  £ .

Estimons maintenant -
On remarque que l’on a ry «  ry puisque z appartient à QJ fl Q*-, de sorte que, pourvu 

que ri vérifie ri < ^  avec D \2 convenablement choisi, on a n(jfu) < N(D\zViirt). 
Ainsi, pour n(£,i/) < £  +  * <  n (j,i/), on a d’après (7.3)

(Di3unrt)

Or on a aussi

i
---- h s
m

!“ < (D13ufiri)n^ n { i ^ ) \ a.

n(t,u)la = (2 N(vri))la < 2otn̂ 'v\N (v r i )\ot)2, 

en outre d’après (7.3),

(i/r£)^*,r<)jV(i/r*)!“ < exp — — (¿t / ) -1 /®
JL

et
(i^ri)N^ N { u n ) \ a < {vrtÿ £ +qî+1{[?- + q] + 1 )!“ .

TYl

Finalement on a

[Di3i/firi)^+a[— +«]!“ < DfA+a(u r i ) ^ +q}[JrX[— + g]!aexp(-i?i5(i/r£)-1 /a ) 
m m

et

T .  < MPlQ\(Di6i')™+q+l[— + 9]!0‘exp(-J5 i5 (i/ri)-1 / 0l)x

^  ( l a_ D ^ K \ ~ * ‘

h  ^  0,31/11 > 

n ( 4 I/) < m + «

56



On déduit sans peine des inégalités précédentes qu’il existe D n  (avec D n  > eDu), Dis, 
Dig telles que, pour u > D n K  et r¿ <  5 ^ 7;, l’on ait

I CFQ |<  MP\Q\(D ls!/)*+»+> +  ç]!exp .

On procède alors comme dans la preuve de (7.4) pour conclure que, quitte à modifier D n, 
Dis, D 19 on a, dans les mêmes hypothèses sur u, r¿ (en notant 0  =  0 (2 " ,z) et en tenant 
compte de l’équivalence r¿ «  ry)

(7.5.9) r* | I< M (D l8l/)S +’+ ,- i (p +  î )! [ |  +  i - a] i* x

xexp (-£ > j9(l/ri)_1/“ )  .

Nous sommes à présent en mesure d’estimer (7.5.4) comme annoncé. Si z vérifie (7.5.5), 
si v  > D n K  et r¿ < le même raisonnement qu’en (2.7) (estimation des con

stantes Gevrey pour un produit dans G]^ja(Qr\U)) et la propriété (6.8.4) nous permettent 
d ’affirmer (compte tenu du fait que l’on a r¿ «  ry)

(7.5.10) r} |X jF & jA P ir  ~  ^V ))(* )| < M(£>20>l^)ê+ ,+ 1 - A(p +  ï)!x

X [ g  +  9 -  a] !“exp (Dn(rirl)~1l<x -  .

On choisit alors r¡ vérifiant i?2 i^ -1^“ — D iqU- 1/** = — ̂ DiQU~l/a, c’est-à-dire 77 =  rj{u) =

( t

Par (7.5.10), on a alors aussitôt la conclusion (7.5.2) souhaitée en prenant Vq(K) =  D nK , 

€(u) = D ™ = 2^19 et D9 =  ( ^ )  * "

7.6. SOLUTION DU PROBLEME POSE.
Nous allons déduire de (7.4) et (7.5) le résultat suivant :

le problème (7.1) admet une solution qui peut, en outre, être construite identiquement 
nulle hors d’un voisinage donné de z1.

On commence par fixer u > max(£>i, D n)K .
Puisque l’on a ry «  S(z', z) pour z G et U fl Ü \{z'} C (J¿eN Qb  on vo^  ^ existe 
61 =  £i(u) > 0 tel que les conditions z G U fl n \{z '}  et S(z',z) < €1 entraînent l’existence 
de t  G 1N satisfaisant z G Q\ avec r¿ < e(i/). Soient z" G U H dCl et z G U*,’?, avec
0 < 6 (z,,z) < €1 . Les conclusions de (7.4) et (7.5) sont alors simultanément valides, de 
sorte que, puisque l’on a | r{z) |<  r¿, il vient d ’après (7.4.2) et (7.5.2)

(7.6.1) | r(*) |*| X$?F{z) |<  A/(D22i f ) 5 T f e +’ - ' + , (p +  ,)! +  ,  -  a] !«,
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lorsque P, Q sont deux biindices et A un réel satisfaisant la relation habituelle (7.4.1).

En utilisant les idées du § 6, on peut aussi construire une fonction <p 6 Gjÿ1}“ (H n U) 
valant 1 au voisinage de z' dans U H H et nulle hors de Qei {z') et d’un voisinage donné 
de z'. D’après (7.6.1) on voit alors que la fonction /  =  ipF appartient à Gj^ja (iî H U). En 
outre, on déduit aisément de (7.4.3) et (7.5) que dans ces conditions, pourvu que 6(zf,z) 
soit assez petit, on a
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Ceci achève de résoudre notre problème. ■

Remarquons pour finir que PitU(z) n’est autre que Tn îiV)(z \z ,  f)(z).

donc
h J f î ’ / l i )  = Fpi3-
Z—+Z'

X z• m F PQ < C [p ,g ,A Î,K ,a l /m



8. PROBLEME DE W HITNEY EN TYPE CONSTANT MAXIMAL

8.1. POSITION DU PROBLEME ET DEFINITIONS
Soit E  un sous ensemble compact de U n dfl. On suppose que chaque point de E  est 

de type m.
Pour des commodités de lecture, nous avons d’abord traité au § 7 un problème 

d’extension lorsque E  est réduit à un point. Nous allons voir maintenant comment on 
peut généraliser ce résultat.

Un je t de Whitney F  sur E  est défini par une famille (Fpq)pç^a qGti2 d ’applications 
continues sur E, à valeurs dans C.

Le jet F  sera dit appartenir à la classe de Gevrey-1 +  a non isotrope s’il
existe M  > 0 et K  >  1 telles que les propriétés suivantes soient vérifiées :

(8.1.1) Pour tous biindices P, Q et z* G E

I Fp q {z') |< M K ~ +"(p + q)'. [-2- + «]!“.
l m  J

(8.1.2) Pour tous n € 1N, P, Q satisfaisant ^ + q  < net  tous z \  z de E  tels que 6 (zf, z) < 6p, 
on a

I FPq{z) -  x £ QTn{z’,F){z) |<  M K n+m+1 {n\)a{p + q)\6 {z',z)n+±~(£+<l\

OÙ

!■„(* ',* •)(*)=  Y ,

I,J,é+J<n
et 6p est un réel > 0.

Par exemple, si /  est une fonction de Gj^ja (n n i7 ), alors /  définit un jet de G]^’I0t(E)i 
en prenant Fpq(z') = ( X ^ f ) ( z ' ) .  En effet (8.1.1) est clairement vérifié. De la même 
façon le théorème (4.8) appliqué avec z =  z et en tenant compte des faits suivants :

(i) z" =  z puisque z appartient à H dfl =  {zn},
(ii) 0 (2 ;, •) =  @{z", •) =  m puisque chaque point de E  est de type m,
(iii) A =  n pour les mêmes raisons,

nous donne immédiatement (8.1.2), avec

Tn(z\F){z) = Tn(z ',zJ ){z).

(Ceci quitte à multiplier K  par une constante convenable.)
Pour F  G CrJÿj0̂ !?), on se propose réciproquement de construire /  dans Gjÿja (n n  U) 

telle que pour tous bi-indices P, Q et z ' de E  on ait

( x ?  /)(*') = FpQ(z').
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Pour ce faire, nous allons suivre pas à pas le cheminement du § 7, en indiquant à chaque 
étape les modifications qui s’imposent.

Soient Qi, Q¿ les pseudoboules associées à E  par le § 6 et z¿ leurs centres. Pour un 
point z de n  fl U, on note z un point de E  qui réalise 6(z,E). On définit le polynôme

(8-1-3) PÍA‘) = T„íít„){z,;F)(z).

(Dans le § 7, P¿ u ne dépend pas de j  puisque Zj est toujours le même point z 
Si on note ¿(j) les coordonnées associées à 5y, alors on a z =  $*,(?(./)) et

P l ,M  =  ^ 2  JTg\Fis{zj)ç(j)Is.
I ,S

£  +  s < n(¿,v)

Pour z G (U H Ü)\E  on va regarder la fonction

F{z) =
j e  n

par analogie au § 7.
Les constantes D{ introduites dans la suite ne dépendront que de ot et de la géométrie 

du domaine, comme au §7.

8.2. ANALOGUE DE (7.2).
Soient deux points z" € U n d fl et z G UCiÙ, z =  $ze(ï(£)) et z" = $*/(f(¿)/#)* On suppose 
z G Uz,’,a n  Q¿. Alors le champ sur íl¿t correspondant à X z»ti sur 11 s’exprime sous
la forme +  E {t) avec

dkE(,\
— (AW h )
a m i

£ rt
l —h±L

Preuve. Ce n ’est qu’une redite de (7.2) en remplaçant z' par zt et en remarquant que, 
puisque z appartient à Q*ti on a bien ¿(¿¿,z) «  n  et 6(z",zi) < 6{z",z) +6(ze,z) r(z) | 
+rt < re. u

8.3. ANALOGUE DE (7.4).
Il existe £>2 3 , -D24 telles que pour v > DiZK  et ri < le polynôme P[v vérifie les 
propriétés suivantes :
Soient z" G U C\ di1, z G Uz,’,a fl Q\y soient P, Q deux biindices et À réel satisfaisant

(8.3.1) O <  A <  q{l  —
1

0 ( 2 " ,  z)
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Alors on a

(8.3.2) r j  | X ^ P ^ ( z )  |<  M ( D ^ ) ^ > +q- X+1(p +  «)!

SJ m  +  ̂  —  n (̂ >i/)> on a

(8.3.3) |XÇ?PUz) -  J>,(2<)| < M {Duv)m+«+1 (p + ,)! [ £  + ,]

Preuve. Il suffit simplement de recopier celle de (7.4) en remplaçant z1 par zi et en utilisant 
(8.2). ■

Nous arrivons au seul point un peu délicat de ce paragraphe.

8.4. ANALOGUE DE (7.5).
Il existe Uo =  Vq (K) > 1 tel que pour u > uQy il existe rj = tj(u) et e — e[u) satisfaisant la 
propriété suivante : pour tous z" E U D dû, z G H Q\ avec ri <  e, tous biindices P, Q 
et A réel vériûant

(8.4.1)

on a

(8.4.2) ri IXP’tf-P^X*)!«

M (D 25i/ 2) »<•".«>+ i A+1(p +  g)! +  g — A !“ x exp{-D2&(urt) 1/a).
0 (* ",z)

Preuve. La différence avec (7.5) se situe au niveau de (7.5.6). Nous devons estimer

(8.4.3)

Pour ce faire, on écrit

't I -  HM*) i •

pù  ~ H» = {PL  -  PL )  + {PL  -  PQ  ■

Le terme X%?(Pjtt/ — s’estime exactement comme GPq en (7.5) en remplaçant

z' par Zj et en utilisant (8.2) et le fait que z appartient à Q ¿nQ*-n
Il reste à estimer

(8.4.4) r} |X ^ ( P l„  -  Pe‘„)(z) | .
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— S\ + Ŝ2-

Nous allons, suivant la stratégie habituelle, d’abord estimer Dpq  =  X?®R{z) avant de 
passer à l’estimation par rapport à X g» via le lemme (8.2).

Evaluons d’abord X ^  S\ = d ^ S i  = Dpq.
Clairement, si £  +  q > n(i, v), on a D xPq = 0.
Si au contraire £  +  q < n(i , u) remarquons d’abord que l’on a

¿ ( z j>z t ) £  s (z j i z i )  + s (zj i z ) +  H z >z t ) +
< Tj + n  «  ry «  ri , 

puisque z appartient à Q j n ç j .

La condition de Taylor (8.1.2) pour le jet F  nous donne alors, compte tenu de (8.1.3), (ri 
pouvant être supposé assez petit), pour ^  +  s < n(l>u),

xIz f Pt A ^ )  ~ < M K n^ +m+1(i +  5)!n(£,i/)!“ r? (̂ )+" - (* +a).

_ _ r . / > ^
D’autre part df(^f(£)i5 est nul sauf pour < ,«"> p" 5«”> » auquel

7!5! (.
( 7 - P ) ! ( 5 - Q ) ! r<’

cas on a

— 27< /!5! .(¿+«)-(Æ+g)
5 W " ' '

Il vient donc

^ m IS

D 1p q \< M P \Q \rJ i^ +q)+nii,'/)+^ K n(‘t^ +m+1n{i)u)\a D%+a

J ,S

¿  +  s < n(i,v)
*' > p ',« ' > q'

i" > p " ,s " > q "

<AfP!Q!r7(™+g)+™(D29iC)n̂ ,/)+m+1r (̂̂ t/)n(£,i/)!0i.
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= E  7ïs<x*î (pi- -  pi*) (*«)*(*)"
I , S  I ' ° -  '

E  7̂ ! (Xh PU^) -  F' ^ )  fW'S+

-J- +  5 < 
m

E ■Fs ¡x ” * Í A * ) sW s
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I D'pq \<MPiQ'.rJl~ +q)+~um+1 x n (i,i/)!“ .

Les mêmes calculs que pour l’estimation de dans la preuve de (7.5) donnent

( ^ r )  ( * ] ^  ( ^ ) I * +«1+1 + q] + l ) ! aexp (-2 ? So(i'r*)“ 1/a) .

On obtient finalement, pourvu que l’on ait ri <

| £>},,, |<  MP!QHDSI,/)£+»+>[£  +  ,]!“ exp ( - C a o ^ i ) “ 17“ )  .

De là, on procède comme en (7.4) (passage de l’estimation (7.4.5) à l’estimation (7.4.7)) 
pour obtenir l’estimation voulue pour r\ \ Dpq \ . On peut alors, à l’aide du lemme (8.2),

remplacer Dpq par X%?S\.

Estimons maintenant D'pq — X?®Si =  d ^ S 2- Pour ce faire, nous devons d’abord

évaluer les termes X ï f  P3t u{zi) figurant dans S2. Une adaptation immédiate du lem m e
(4.2) nous donne, puisque zi et Zj sont de type m et d ’après (8.1.3),

On suppose u > alors on a

33(8.4.5) |X i f P l u(zt)\ < M{D32K )nM +1(i + s)\n{l,u)\*D&

Remarquons aussi que l’on a

xifPijz) = E ^r«T&)3%)(U)HT-
H T  

± + t< n { l,v )

Mais en appliquant (2.8) avec z" =  zi et z' =  Zj, on voit que

d j)  i est un polynôme de degré 1 * en
[ 0 en f (t) 2

et

f ( i ) 2  est un polynôme de degré |  1

P a r  su ite  i?C ?)Îi ^ f ( / )3?Ci)2' )  =  0  si s >  t .  C eci im pose donc que  l ’on

a i t  X j f P L  =  0  p o u r  s  >  n ( t , v ) .  E n  co m b in an t c e t te  re m a rq u e  avec (8 .4 .5 ), on  o b tie n t

I d p q  \ <  M P \ Q \ r t  ( ™+ ? ) (L>32^')n K ‘/)+ 1« ( ^ ^ ) ! “ E P 34r<)*+‘ .
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Il s’ensuit en particulier que l’on a

(8.4.6) D p q = 0  pour q > n(£,i/).

Si q < n(l,u) on a au contraire, pour r* < ,

| D2PQ | < MP\Q\rJ{̂ +q){D32K )n^ +1n{i,u)\0t{D34rt)n^ +^  

x J ] p 3 4 r / ) ™ +-

< MP\Q\r~{™+q)+™ (D35ir ) n(<’‘/)+1r J (^ )n(£,i/)!“ .

On en déduit alors comme pour Dpq, en supposant u >  DzgK  avec Dzq convenable et 
ri < i/~m(m+1), que l’on a

I D2PQ |<  MP\Q\(Dz7i/)£+*+1 +  g]!aexp (-£>38( i ^ ) " 1/ “ ) .

A partir de là, on estime r\ \ Dpq |, pour A réel satisfaisant 0 < A < g(l — ^) (2 < x < m), 
comme | Apq | en (7.4.7) était estimé à partir de (7.4.5). On tient compte pour cela de
(8.4.6) et du fait que q < n(£, u) suffit pour avoir encore 0 < [A] < n(£,u). Puis on obtient 
l’estimée pour r\ \ S2 | à l’aide du lemme (8.2).

On obtient en fin de compte l’estimation voulue pour (8.4.4), pourvu que l’on ait 
u >  DzqK  et ri < Dzq étant convenablement choisie,

(8.4.5) ri \x$?{Pl„ -  P |„ )(* )| < M (D40i/)* +’- A+1(p +  « ) ! [§  + « -  a] !" x

xexp ( - D 4i(l/rt)~'/a^ .

On conclut alors comme en (7.5). ■

8.5. SOLUTION DU PROBLEME.

Le problème (8.1) admet une solution qui peut en outre être construite identiquement 
nulle hors d’un voisinage donné de E.

On conclut en effet comme en (7.6) en remplaçant simplement {z1} par E. Le seul 
détail qui change est que, de (8.3.3) et (8.4), on déduit, pourvu que z  appartienne à Q\ 
avec ri «  6(z,E) assez petit,

I - F PQ(it) \< C(p,q,M ,K ,a )6 (z ,E ) l/ m.
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Mais lorsque z tend vers un point z‘ fixé de E, zi tend vers z' également, puisque l’on a

£  s (z’>z) + £  H z ',z ) + 6(z,E) £
< 6 (z',z).

Par continuité de l’application Fpq , on a donc ^me g. Fpq{zt) — Fpq(zl). De la même

manière, comme l’opérateur X f  Q dépend de façon C°° de lim X ? Qf(z)  =
z-*z',z€Q'i 1

( K qî ) ( z'), d ’où le résultat annoncé.
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9. DIVISION DANS Gj+a(n n U )  : CAS D ’UN POINT UNIQUE

9.1. PREAMBULE.
Dans toute la suite on suppose que H est pseudoconvexe dans le voisinage U du point z° 
de type m. Soit z' € U fl dVt un point de type m. On considère le polynôme homogène

PAsi) = Y
j  + k = m 

j > l , k > l

associé à z' par (0.1) et (0.2). On sait alors que m est pair et que Pz> est sous-harmonique, 
non harmonique.

Voici une preuve simple de ces assertions : soit L\ le champ complexe tangent pour 
n z> défini au § 5. La forme de Levi de pg> en Ç vaut

(9.1.1)

avec | R(ç) 6 r ( z ' , 6 ) 1 «  51 « pour f € R s { z ;)> d’après (0.3) et l’expression de et

°*+hp*
dils f*parce que r ( z ', 5) «  ¿ 1/ m pour z '  de type m.Or, puisque l’on a a j ^ z 1) = 9g jf-l' (0) =  0

pour j  + k < m, on obtient

1
j A P ,( fl) = y .

s + 1 = m — 2 
s > 0 , i  > 0

1 a a+t+2/v  a_t 
(O)iTiCÎsiti dçî+1d?i+1

dÇidĥ U°̂ 4APz>̂ s k i
im—1

M i )  =  «e?2 +  /V(Cl)+0(| f  11 sa I +  I f l  r + l )
< Re +  A | f || | +A |f i  |m pour A convenable,

6 6

et

(9.1.2)

Mais, comme on a

1
4

A Pz. .fi
d P z'

dfrdÇi (f) <1 fa! Ci
im - 1

et, par une conséquence immédiate de la formule de Taylor, on en déduit

d2pz>
(?)

d2pz,
£

d P z•

<C(/V.£í)(í)
d2Pz>
dÇidÇi + * (? ) ,



on voit que si on prend =  —2A | fi |m alors, pourvu que soit assez petit, on a

(i) Ç £ Qzi et C(pz,tL ,1)(^) > 0  (les hypersurfaces {pz> = —17} pouvant être supposées 
pseudoconvexes au voisinage de 0  pour 0  < 77 < <  l),

(ii) f 6 Rs{z?) avec 6 « | |m .

Par (9.1.1) et (9.1.2) on a alors APz*(fi) +  0 ( | |m_1) > 0  pour voisin de 0  dans C. 
Comme APx> est homogène de degré m — 2  ceci impose que m soit pair et APz> >  0  dans 
C. Enfin Pzi n ’est pas harmonique puisqu’il n ’est pas nul et qu’il ne contient aucun terme 
harmonique.

Soient £ > 0  et d >  0 , on pose

r 05, = {f € c2i fieft + < '(kl r  + If21)}
(9-1'3) {  Si',d(z) = P [S,((d6 (z',z))l/m,dS(z',z))'j où * = M î ) .

D’après (0.7), on aura également, pour z =  $z '(f),

(9-1-4) ¿(z',z) « U i |m + |?2 |,

car 0 (2 ', .)  =  m.
Remarquons enfin que le développement (0 .1 .2 ) s’écrit ici

(9.1.5) Mf) =  R ‘ <2 +  iV(fl) + R p H i )

avec | fi<r>(f) l< c(m,(l Ci lm + 1  +  I f  II fe I).

9.2. LEMME.
Si d >  0  est assez petit, on a , pour w =  $ 2»(w) avec oj E Sz>td(z),

S(z,,z) «  ¿(z1, tu).

Preuve. On sait d’après (9.1.4) que l’on a 6 (z' ,z) « | ?i |m + | £2 |m + | w2 |
donc, pour 10 € Szi td(z),

1 c. -  « . is w 1 fi r  +1 »  i))I/m ¡s <*1/m(i fi 1 +1 ft i1/m)-

On en déduit, pourvu que l’on ait d assez petit,

I fl ISl " 1  I +  I f2 |1/m

donc

(9.2.1) 1 r s i Wl r  + 1  1 .
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i & isi u;2 1 +d i ft r  •

En reportant dans (9.2.1), on obtient | |m^ | wi |m +  | w2 |, puis, en fin de compte,

(9.2.2) | ?i |m +  | ?2 1̂ 1 |m +  | w2 | .

On démontrerait de même | |m +  | |> | Wi |m +  | w2 |, d’où le lemme. ■

Dans toute la suite, B(x,R) désignera la boule euclidienne de centre x et de rayon R 
dans C2.

9.3. LEMME.
Pour c > 0 assez petit, il existe d\ > 0 ne dépendant que de e et de la géométrie de il telle 
que pour tout z =  $*'(f) avec Ç € n*»\{0} et | f |<  dit on ait

Sz>,dAz) CC i l ', .

On a de même | f2 — w2 te  d(| fi |m +  | & |), donc, pour d assez petit,

Preuve. Soit tu =  $**(w) avec u G Sg'>dl(z). On a, d’après (9.1.5),

P*'(w) < /v ( f )+  | Re(ç2 -  W2) | +  | -  P*'(w 1) | +  | #£"*(£) -  Æ ^ (w )

et
Rew2 +  P2/(wi) < /v (w )+  | R ^ {w )  | .
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En remarquant que l’on a /v (c ) < 0, on déduit de ces deux inégalités

(9.3.1) Reu2 +  iV(u,!) <\ç2 -  u 2 | +  | JV (?1) -  Pz.{Wl) | +  | J2<,m)(f) | +2 | R p \ u )  | .

Or on a | _  <*>2 \< d\6(z',z) £  d i(| wi |m +  | w2 |), d’après (9.2).
Par ailleurs, il vient facilement

I ¿V(Ci) -  Pz>(wi) |<  5 3  UÎ f Î  -  wiwf |,
j  + k = m  

j  > l,Jfc > 1

avec | -  u{of  |< |  C* || Ci ~  “ Î  | +  | Wj || C* “  a \ I •
On a également

I Ci ~  wi  l= l Ci — w i  II Ci 1 +  Ci 2wi  H--------- wî  1 l>

avec | - u ,  |<  (¿1i(* ',* ) )1/m,l fl «(*',*)!/■» et | « ,  i ( 2' , «.)*/”• g  ¿ ( i ',* )1/ ’ 
d ’après (9.2).
Il en résulte

l sf II r i - “ i  l< = ¿¡/mi( * ', * )
et on montrerait de même

l wî  II CÎ -  w f  | £  d }/m tf( * ' , * ) .

Finalement, on a, d ’après (9.2),

i -  m « .)  is s  di/md «. r  + 1 * 2 1).
Remarquons également que l’on a, par (9.1.5),

i xp’M i< c<m>d c u ft i + k. r +1) si f i (u. r  + 1 & i) su i (i «. r + 1 d-
En regroupant les inégalités précédentes, (9.3.1) donne, pourvu que l’on ait k  l< ^i> 

Reoj2 +  P*»(u>i) <  (c d \ tm +  2 | io (| u)\ |m +  | w2 | ) .

On peut choisir di dépendant de e assez petit, tel que, pour k  l< ^i» on ait

S*J, (z) CC B  (o, et Cd\/m <  J ,

de sorte que l’on obtient

Reu2 +  P*'(wi) < — (| u>i |m +  | w2 | ) ,
4
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ce qui prouve finalement le lemme puisque | u>i |m +  | u>2 0. ■

9.4. DEFINITION.
Soit z* €  U f~l dft. On dira, d’après [Ko] et [Bl], que le point z' est de type strict m  si le 
polynôme Px> est défini positif :

P A t i) > « I il r

pour un certain c > 0. Remarquons que d’après l’homogénéité et la sous-harmonicité de 
Pzi, il suffit pour cela que Pz> ne s’annule qu’en 0.

On introduit maintenant une fonction support avec estimation en termes de pseu
dodistance.

9.5. PROPOSITION.
Soit z ' G U n d(1 un point de type m. Pour e > 0 assez petit il existe une constante d2 ne 
dépendant pas de e et une fonction f ^  satisfaisant les propriétés suivantes :

(9.5.1) f z> appartient à H(flez,) et pour N  € 1N* assez grand, il existe une détermination 
de f*!N avec

— ̂  <  Arg f l ! N < ^  dans Clez, .

(9.5.2) Si z1 est de type strict m , f z> appartient à H (C2) et

~ f ( l  +  e) -  Arg fz> < ^ (1  +  £) dans

(9.5.3) Pour z =  $*»(c) avec c G il*#, on a

d26(z',z) < | f z'{ç) \< ^ 8(z \z).

Preuve. Les assertions (9.5.1) et (9.5.3) résultent immédiatement d ’une construction de 
Bedford-Fornæss [BF] (“Main theorem”). Etudions le cas particulier d’un point z f de type 
strict : on a Pz>(Çi) > c | fi |m . Nous allons voir que dans ce cas on peut en fait prendre 
simplement f z>{ç) =  - f 2. Pour f € fi*,, on a Refc +  c | |m< e(| ¿ï |m +  | |), donc, 
pour c < f , Refc < - §  | |m +£ | & | . On a alors | & |> | R eft |>  f  | fi |m - e  | f2 | et 
par suite | f2 |>  2 (i.+t) I fi lm» d’où on déduit par (9.1.4)

(9.5.4) 6(z',z) « | & I •

La fonction f z>(ç) =  —?2 satisfait donc (9.5.3) et f z> G H (C2). Enfin on a vu que pour 
£ €  il*,, on a

Re/*/(c) =  -Re&  > - f  | f2 |=  € | f z'(ç) |, 

donc | Arg /*»(f) |<  Arccos(-e) < |( 1  +  e) pour e assez petit, d’où (9.5.2). ■
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9.6. PROPOSITION.
Soit a , avec a  >  1 si z ' est de type strict, et a > If sinon. Il existe e > 0 et d3 > 0, 
ne dépendant que de a et de la géométrie de fi et une fonction <pz> €  H(Cl^,) satisfaisant 
pour z = $**(?) avec ç 6 0*^(0} , | ? |<  dx et u € Sz>idl (z),

i2cv?*»(w) > d3S(zl,z)~ lfa

et
I w(w) |< ^ ¡ -¿ (z ' tz ) -1/ * .

<*3

Preuve. Dans le cas non strict, on prend <pz> = (f]JN) N/ a. En effet puisque l’on a 
| Arg f l / N \< on obtient dans Vlez,

. . 7r N  7r N
I A rg<pz> \< <  -  pour a < — .

4 a  2 2

Comme on a (z) CC d’après (9.3), il vient pour w € Sv.d, (z),

Rev3*»(w) <pz'{u) | .

Il nous suffit donc d’estimer | <pz< (u>) |, ce qui est immédiat d ’après (9.5.3) et puisque 
d ’après (9.2) on a aussi 6(z',w) «  8(z',z) (où w =  $**(<*;)). On obtient

I M  / * 'H  6 (z ',z )-1/a.

Dans le cas d ’un point de type strict m, on choisit e > 0 tel que 1 < 1 +  2e < oc. Alors on 
peut prendre <pgi = puisque d’après (9.5.2) on a

On conclut comme précédemment. ■

Dans la suite on notera HG1+a(X) = H(X) fl G1+“ (X) où X  est un ouvert de C2 
pour abréger.

On supposera également que a satisfait les hypothèses convenables (a > 1 si z’ est de 
type strict, a > -y sinon).

On pose <p =  <pz> o
La proposition suivante montre que les classes HG1+a étudiées ici sont non-quasianaly- 

tiques : c’est pourquoi on aura toujours a > 1.

9.7. PROPOSITION.
Soit 0 < fi < 1 et Gn = exp(—fi<p). Il existe ri > 0 ne dépendant que de a et de la géométrie 
de il tel que Von ait B ( z , , tj) C U  et

(9.7.1) Gm<= # G 1+Û[( n n £ ( z ' ,  rj)),
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(9.7.2.) Gfi est plate en z '.

Preuve.Regardons d’abord = exp(—n<pz>) sur il**. Soit f 6 0,* n 5 (0 ,di), on 
utilise la formule de Cauchy sur le polydisque S ¿¿y. (2 ) compte tenu de (9.6). On obtient, 
pour tous entiers p, qt

d p + q G

~ds(9.7.3.)

A fortiori on a

< {di6{z\z)) ( £ + î)(p +  ç)!exp(-/xd3 £(2 ',* ) 1/ot).

(c) < (d i¿ (z ',z ))  (p+9)(p +  g)!exp(-/id3 ¿(z,, 2 ) l,a) 

< d4 (d5/*_0l)p+ç(p +  ç)!1+ot , d'après (7.3).

Ainsi G^gi appartient à HGl+a(l[lzi fli?(0 ,di)) et de (9.7.3) on déduit que G ^  est plate 
en 0 . Comme on a GM =  G>)Z' o $  J, 1 et que (B(0 , di)) contient une boule B{zf, r/)> il en 
résulte que GM appartient à HGl+a(Cl n B(z', 77)) (en utilisant le lemme de Gevrey (2 .2 )), 
et est plate en z '. m

9.8. PROPOSITION.
Soit g € G j ^ n  H U) plate en z1 et telle que Fon ait g = 0 hors de B(z;, ij). Alors il existe
0 < fig < 1 telle que pour 0 < fi < (¿g, il existe une fonction de Gj^}a (fî D U) plate en 
z ' vérifiant

g — hfiGfi

dans (înU .

Preuve. On pose G_M =  exp /¿<p, G -^tZi =  exp(i<pz>. Soit Ç € il*» D J3(0, di). La formule 
de Cauchy appliquée sur le polydisque Sv.d, (2 ) nous donne, compte tenu de (9.6),

(9.8.1) " fr) -  d f +q{p + q)\6{ z ',z ) - ("+<Üexp{iid76{z ',z )-1/a).

(Les constantes dt- introduites ne dépendent que de a  et de la géométrie du domaine.) 
Soient à présent

(9.8.2) z" e U  n ô f i  et z e ü l ?  C\B{z\r¡).

(On a alors z =  $*'(c) avec f 6  Qz< n 5 (0 ,di), par définition de B ( z \ rç).) En procédant 
comme dans les paragraphes 3, 4 et 5, on voit que l’on a S ^ i  =  ^  +  E - ^  avec | ^ |  =  0

pour l  > m et

remarquer que (9.8.2) en

alE 
& fit (Ci) < S(zl,z ) 1 pour 0  < t  < m — 1. (Il suffit pour cela de 

raîne, d ’après (1.4), 6(z,z") « | r(z) |<  6 (z',z) et d’appliquer
(2.9) en remarquant que &(z',-) =  m.)
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On peut alors estimer, à partir de (9.8.1), et par récurrence sur p, les coefficients

comme cela a été fait dans le paragraphes précédents.
On obtient alors, quitte à augmenter d%,

(9.8.3) X2r#|1X j#|2 C?_M(*)| < d £ +q{p + g)\6(z,, z ) - ^ +̂ exp(nd76{z,i z)~1/a).

Par suite, comme on a |r(z)| £  6(z',z), si A est un réel vérifiant 0  < A <  ç (l — £) avec
2  < x <  m, on en déduit, quitte à augmenter de,

(9.8.4) | r{z) |A X j , tlX j , |2 G_M(*)| < d l+q~X(p+g)\6{z,, z ) - ^ +q~xUxp{fid76 {z,,z )-^ ) ,

ceci toujours dans l’hypothèse (9.8.2).
Remarquons à présent qu’il nous suffit, pour établir la proposition, de montrer que 

hp — gG-n est dans Gj^j“ (n fl U) pour /z assez petit (dépendant de <7).
Nous allons utiliser le théorème de Taylor (4.8) en remarquant que pour tout n, 

Tn(z',z,g) =  0  puisque g est plate en z'. On prend z = z, alors, puisque 0 (z ;, •) =  m, on 
a A =  n Qe et 0* =  © où on a noté 0  =  Q(z",z) comme à l’habitude.

“ m i n  '  7

On arrive au résultat suivant : pour z G U*?,’ 9 avec z" £ U D dil, sous la condition 
S(z,,z) < 61 bgtg et pour |  +  ? < « + ^ , o n a

(9.8.5) \x$?g{z)I < M{d8K )x+m+l{p + g)l[A]\a6{z',z)n+™-(*+ql

Observons qu’en dehors de B^z^rf), (9.8.5) est trivial (car g =  0).
Observons aussi que pour 6{z',z) > 6ibgtg, (9.8.5) est une conséquence simple de (2 .6 ). 
Notons par ailleurs que, d’après (4.8), on a aussi

n <  A <
n ( 1 +  | Log 8 (z',z) | )

et donc

(9.8.6) 6(z,,z)x < S(z',z)n < di0S(z',z)A.

Comme on a | r(z) |<  6{z,,z), (9.8.5) et (9 .8 .6 ) montrent que si on a z G U*?,’bg avec 

z" EU H a n , 0  <  A < 9 ( 1  — ^ )  et ^  +  g < n +  alors on a l’estimation

(9.8.7) | r(z) |A |x j ,g flr(2 )| < M{du K)A+m+1{p + g)![A]!a £ ( ^ * ) A+£ - (£ + i" A).
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Montrons que (9.8.7) reste vrai (quitte à augmenter du) si on a seulement

_ 1
(9.8.8) — +  ç < A H------ h A.

0  m

Deux cas se présentent .

1er cas : ^  +  q > A +

Soit v =  e + 9  — ( A + ^ ) ,  alors on a u > 0. De plus, o n a i / <  A d’après (9.8.8), donc 
0 < u <  ç (l — ^ ) .  Par (2.6), on obtient

|r(» ) r  < M j r A+i ( p + , ) ! |A + i ] ! “ ,

d’où,

| r(») |A \x$?g(z)\  < M(rfI2j r ) A+1(p + i )![A]!“ | r(z) | » -  .

Or on a A — u > 0, donc | r(z) |A-|/< d\$v8{z,i z)x~u. On remarque aussi que l’on a

A _ v =  A + i - ( |  +  , - A ) .  

On a enfin A — u < A < ç, avec g < A +  ^  +  A < A +  ^  +  g(l — ^ ) ,  donc q <  A0  +  < 
mA + 1 .
Il résulte de ces observations que l’on a

I r{z) |A_*'< (d ^ )A+16 (2 ,, z)A+™- ( e +î-A) 

et finalement que (9.8.7) reste valable dans ce cas, quitte bien sûr à augmenter d u .

2èm e cas : r c + ^ < e + Ç < . i + - L .

D’après (2.6), on a

I X%?t(z) I < M K * + H p  + « )![ | + i|l*

< M K i+ i ( p  + 5)![A +  — II*
m

< M {duK )K+l{p + q)\[k)\«.

Par ailleurs on a, en utilisant (9.8.6) et le fait que n +  ^  < e  +  9,

1 < ¿ (z ',z )n+ " _(£ +,) < 0 ( 2 ,,2)A+™_ (e +q).

Il vient donc

X *?g{z)\< M (d15üT)A+1(p +  g)![A]!a i(* #,z )A+i--( t+ « ) .
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De plus, o n a O < A < ç < A  +  l e t  donc, comme dans le premier cas,

IK*) lA<
Il en résulte alors aisément que (9.8.7) reste vrai dans ce deuxième cas, quitte à augmenter
du.

Maintenant, nous allons employer (similairement à (2.7)) la formule de Leibniz pour 
estimer | r(z) |A| X ^ h ^ { z )  | à partir de (9.8.4) appliqué avec x =  0  et de (9.8.7). On 
suppose que (9.8.8) est vérifié, c’est à dire q + q — A < À + ^ ; o n  remarque alors que si 
Pi +  P2 =  P> 01 +  Q2 = Ç et Ay =  ^-A comme en (2.7), on a

l.+Çy-Ay = |  + ̂ ( i - X ) < | + î - A < A + i

et on peut donc bien appliquer (9.8.7) pour estimer les différents termes qui apparaissent. 
On obtient pour tous biindices P,Q et pour tout n, si A vérifie 0 < A < ç (l — ^ )  et

% + q — A < A +  ^  avec 0  =  0 (« ;i, z), z G U *jfa, z" Ç.U H dfî et A =  n ,

(9.8.9) | r{z) \x | X$?hp{z)\< M {du K )A+m+1{p + q)\[K\\a6(z',z)n+± - l* +* -» x

x exp(fid-rS(z,,z)~ 1̂ a).

Cette estimation va nous permettre de conclure. Soient P, Q deux biindices quelconques ; 
on applique (9.8.9) avec

n = + 1

où l  est un entier. 
On a alors

7T +  Ç — A +  £ < A < ^- + q — \  + i  + m
0 0

et, d’après (9.8.9), on en déduit

| r(z) |»| * ; ,% ( * )  |<  M(dl7K ) i +' - W m + l(p + q)\ [ |  +  , -  a]|»  x At , 

où Ai =  (diSK6(z,i z))l {i\)aexp{iid76{z\z)~lf01). On a

mf Ai < exp digK-1/** +  p d ^  ¿(z', z)-1 / “ .

On choisit fig tel que —digK-1^01 +  fi-gd-j <  — ̂ d\gK~l/a. Il résulte alors de tout ce qui 

précède que pour tous 0 < fi < /ia> z" € U H dCl, z G Up,’1*9, tous bi-indices P ,Q et
0 < A < q{l — ¿ )  où 0  =  ©(*",*), on a

| r(*) |*| X p?h„(z) \< M[d20K ) ^ +" -x+2m+l(p+4)! [ | + ? - a ]  !“ exp ( - d , l {KS(z,, z ) ) -1/“) .
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La proposition (9.8) en résulte aussitôt. ■

9.9. THEOREME DE DIVISION.
Dans les hypothèses précédentes (a. > 1 si z' est de type strict m, a > si z' est de type 
m non strict), soient g\, • • -,gn des fonctions de G ^ ja (iî fl U) plates en z' et nulles hors de 
B(z',ri) (où tj — rj(cc) a été défini en (9.7)).

Alors il existe une fonction G de HG1+a(Vt fl B(z',r})) plate en z' et ne s ’annulant 
qu’en z' et des fonctions h \ , " ' , h n de Gĵ *}a (n  fl U) plates en z1 telles que dans Cl H U, on 
ait gj =  hjG pour 1 < j  < n.

Preuve. Soit /io =  min(/i5l, • • ',fi9n). Il suffit de prendre G = C?M où 0 < /z < fio, en vertu 
de (9.7) et (9.8). ■
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10. DIVISION DANS Gj+a(nnU ) :
CAS D ’UN COMPACT DE TYPE MAXIMAL STRICT.

10.1. PREAMBULE
On suppose toujours fl pseudoconvexe au voisinage de z°, en outre

(10.1.1) z° est de type strict m.

Soit E  une partie compacte de U fl dfî dont chaque point est de type m.
Quitte à rétrécir U, chaque point de E  sera de type strict m. En effet il existe c > 0 

tel que
P*o(<Ti) >  e I il r .

Par continuité en z ' des coefficients, le polynôme homogène Pz> pour z '  G E  assez proche 
de z °  (ce qui a lieu pour E C  U, U convenable) satisfait iV (?i) > § | <Ti |m •

On fait en outre l’hypothèse suivante :

(10.1.2) Pour tous z1 de E  et ? de fl H), on a

Re te < 0.

Cette hypothèse signifie qu’après changement de coordonnées adaptées d’origine sur E , 
Cl H U est contenu dans un demi-espace (et ne coupe pas son espace tangent complexe à 
l’origine). Elle jouera un rôle important dans la construction de fonctions support pour E  
en (10.6).
Soit z € U D n , z est un point réalisant S(z,E) et on note

f 10.1.31 { =  p (u ’ ((w (*»-E))1/m. w (*»-®))) où * =
\  Sî>(z) =  Î î (5 j (2)),

On utilisera également les objets Cle2t, Szftd(z) définis en (9.1.3).

10.2. LEMME
Soit e > 0 suffisamment petit. Il existe b > 0 ne dépendant que de e et de la géométrie de 
f2 et un voisinage V CC U de z° tels que si E  C dQ fl V on ait, pour tous z ' de E et z de
(nn^)VE ,

s b(z) c c  ^ ( n ^ , ) -

Preuve. Au vu du lemme (9.3), il suffit de montrer que dans ces hypothèses on a

(10.2.1) \*z>X{z) | < d i

(10.2.2)
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où di est associée à e par (9.3), ceci pourvu que b et V soient convenablement choisis.
La propriété (1 0 .2 .1 ) est triviale pourvu qu’on se place dans un voisinage assez petit 

de z°.
Il est plus délicat d’obtenir (1 0 .2 .2 ).
On utilise la factorisation $ z< =  $ 5 0  des coordonnées adaptées

ü z>
C
ÜJ

» fis 
u
V

-> n
z
w.

Soit z =  $«'(?) =  $z(u) et soit w = $ zi(ui) =  $*(v) un point de 5fc(z). Alors v appartient 
à 5 ^(2 ) et nous devons montrer que u; =  (V'̂ 1^)- 1 (u) appartient à Sgi^ {z). Or on a

wi - fi = vi - Ui

(10.2.3)
W2 -  ?2 =  (4 ^ )

-1
m

y=i

où les sont les coefficients de l’application de transition On sait ([Ca]) que l’on a

I 1̂  tT(z,t)~3 pour t > 0 tel que z’ E Qt(z). On peut donc prendre t = S(z,z'). Mais 
on a S(z,z') <> S(z,z) +  S(z,z') et S(z,z) =  6(z,E) < S(z,z '), donc t £  S(z',zj. Comme 
de plus z est de type m, on a r(z,t) w t x!m et par suite

(10.2.4)

On a aussi | d ^  |«  1 . Remarquons également que d’après (0.7), on a | fi |m< ^6(z ',z)

donc | |<  S(z',z)™. Nous avons aussi | |< | Ui — Ci | +  | Ci |, d ’où | wi |< | Wi — Ci |

+6(z',z)™. Or d’après (10.2.3) on a | — Ci |= | «i — Vi |<  (b6(z,E))™ puisque v 
appartient à 5 ^(2 ). Comme on a S(z, E) < 6(z',z), il vient

(10.2.5)
Ci \<> 8(z',z)"> 
wi l£ S(z',z)™.

On a également pour 1 < j  < m

| —  C i  | = |  w i  —  C i  H W j '  1 +  to{  2 C i  +  ’ • • +  W 1 C 1  2 +  C i  1 | 

Or, d’après (10.2.5) on obtient

w{  l + u {  2 C i  H—  * +  C i  1 \ < 6{ z \ z ) ^ r ,
- 1

d’où finalement, puisque l’on a | — Ci | <  6 rn S[z! , z) m ,

(10.2.6) | u{ -  Ci |<  b"6(z ',z)à .
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(10.2.7) | u2 — v2 \< b6(z,E) <> bS(z',z).

Il résulte alors de (10.2.3), (10.2.4), (10.2.6) et (10.2.7) que l’on a

/i n o R  ̂ /  I w i - f i  |£& ~*(* ',* )~
\  | u 2 -  ?2 |<  b " 6(z',z).

Aussi, si b est suffisamment petit, on a bien

I <*>i ~ Ci (< {di6(z\z))™ et | u;2 -  & |< di6(z',z),

ce qui achève de prouver le lemme. ■

10.3. REMARQUES ET DEFINITIONS 
Posons

Remarquons enfin que nous avons aussi

(10.3.1)
w  =  (n n v ) \E  

D(b) = U  S»(z)
zew

et

(10.3.2) /i(z ',2 ) =  - ($ - ,1(z))2 =  -C2 -

Il ressort de (9.3), (9.5), (10.1), (10.2) que, pourvu que e soit fixé asse 
convient), h satisfait

(10.3.3) h eC °{E ,H {  C2)) 

et pour tous z ' de E  et z de W,

(10.3.4) Re h(z', z) > 0,

(10.3.5) d226(z \z)  < | h {z \z ) |<  -̂ —6{z',z),
« 2 2

où ¿ 2 2  ne dépend que de la géométrie de H.

10.4. LEMME
Pour tous z' de E, z de W et w de Sb{z), et pour tout réel t > 0, on a 

d23{t + 6(z',z)) < | t + h(z',w) \< + 6 (z',z)),
«23
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Preuve. Avec les notations de la preuve de (10.2), (10.2.8) dit que l’on a

I h{z\w) -  h[z\z) \< b~6{z\z).

Le lemme en résulte aisément, compte tenu de (10.3.4) et (10.3.5), pourvu que b soit 
suffisamment petit. ■

10.5. DEFINITIONS [CCI]
Soit F  un fermé de U fl H. On désigne, pour tout réel r > 0, par Nr(F) le nombre 

minimal de pseudoboules de rayon r dont les centres sont situés sur F  à des pseudodistances 
mutuelles supérieures ou égales à r, et recouvrant F. (Ce nombre est équivalent au nombre 
minimal de pseudoboules de rayon r, de centres quelconques, recouvrant F.) Soit a >  1. On 
dira que E  satisfait (Ca) s’il existe une constante Ce ,a > 0 telle que pour tout 0 < R < 1 
et toute pseudoboule Qr de rayon R centrée sur U fl Ü, on ait

jf
10.6. PROPOSITION
Soit a > 1. On peut choisir b > 0 assez petit, ne dépendant que de oc et de la géométrie 
de n , de telle sorte que si E est contenu dans dü  n V et satisfait (C'a), alors il existe <p 
holomorphe dans D(b) telle que pour tous z de W et w de Sb(z) on ait

(iO.6-1) | <p(w) |< -}—6(z,E )-°  ,
«24

où ¿23 ne dépend que de la géométrie de fi.

(10.6.2) Re<p(w) > d24Ô(z,E) «,

Preuve. On note Nn =  JV2-n(i?) et zJ,n (1 < j  < Nn) les centres d ’un 2—n-recouvrement 
de E. On considère la série

+00JV»  9 ~ n ( l —¿ )

(10.6.3) 10(u,) = E  E  SZiT
ÎT i Î S 2"" + M*'> .*)'

La preuve de l’holomorphie de (p dans D(b) et de l’estimée (10.6.1) sont une redite de 
[CCI] (proposition VII.7, (7.2) à (7.11)), en utilisant (CQ) et le lemme (10.4). Pour établir
(10.6.2), des arguments identiques à ceux de [CCI] ((7.12) à (7.16)) permettent d ’obtenir 
l’estimation

(10.6.4) Re <p{z) > d256{z,E) - ^ a ,

valable pour z E W.
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On utilise alors la formule de Cauchy sur Si(z) (quitte à remplacer b par | ) .  D’après
(10.6.1) on a pour <ps = <p o la majoration | <ps |<  sur S4b(z), on en
déduit alors que sur S&(z) on a

d<Pz

et

dui

d(ps

< d266 (z,E)'

du2
<d276{z,E)-i-\

donc, quitte à diminuer 6,

| <Ps(v) ~<Pz(vi,u2) |<  d2&6{z,E)~°~l | u2 - v 2 | bd266 (z,E)~°

et
I <Pz{vi ,« 2 ) — <Pz(«) |<  d276{z,E)~* | ui — vi |<  b™d276 (z, E)~* .

Par suite on obtient

| Re<p{z) — Rey?(«;) |<  [bd2Q + b™d27)6(z,E)~*.

On peut choisir 6 assez petit pour que bd2e +  6 « ¿ 2 7  < ^  î on en déduit alors (10.6.2) 
compte tenu de (10.6.3). ■

10.7. PROPOSITION
On se place dans les hypothèses de (10.6). Soient 0 < fi < 1 et =  exp(-fitp). Alors

(10.7.1) 

et

(10.7.2)

Gfi appartient à jSTG1+ot(n  D V)

Gu est plate sur E .

Preuve. On regarde G^g =  exp(—fi<Pz), pour z £ W, sur le polydisque Si(z). Une appli
cation de la formule de Cauchy, compte tenu de (10.6), nous dit, quitte à diminuer b, que 
pour v =  1(u;) £ Sb{z) on a

(10.7.3) 

donc

(10.7.4)

£ Ü 2 & i w
d u \d u \

< (d286(z, E)) (p+q,)(p +  ç)!exp ^-fj,d246 (ztE) ,

dv+iG fi,z

d u \d u \ m

D’après (10.7.4) et le lemme de Gevrey (2.2) on voit que l’on a £ HGï+a(Sb(z)) avec 
des constantes de Gevrey M ,K  indépendantes de z, d’où (10.7.1).
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(10.7.5) | |<  {dm6(z,E))-b>+*){p + q)<exp(-iid2i 6 (z ,E ) - i ) .

Soit z'un point de E , on a

S(z, z') < 6(z,z) +6(z,z') < 6(z,z').

Lorsque z tend vers z', on voit donc que z tend aussi vers z’ et X \ xX- ^G ^z)  tend vers 
X z, iX%, 2 G/x(2 /) ; d ’autre part le second membre de (10.7.5) tend vers 0. Ceci prouve
(10.7.2). ’■

1 0 .8 . PROPOSITION
On se place toujours dans les hypothèses de (10.6). Soit g G G]y}a (fi H U) plate sur E et 
nulle hors de V. Alors il existe 0  < fig < 1 telle que pour 0  < fi < ng, il existe une fonction 
hn de Gj^}a (n  fl U) plate sur E  vérifiant g = h^G^ dans H fi U.

Preuve. On pose G _M =  exp fitp, G_M)s =  exp fi<pz pour z E W. La formule de Cauchy 
appliquée sur le polydisque Sf,(z) donne

D’autre part (10.7.3) s’écrit, pour w — 2 ,

(10.8.1)
dP+* G - f l , Z (u) ^  df i+q{P +q)tt{z iE) {™+9)exp(fid32S{z,E) «)du\du\

(où u =  $ J 1(^)). Soient à présent

(10.8.2) z" e u n d Q  et z G U\î?" n V.

Si on considère la factorisation de

^,(2)
Üzn

0

-»• n*
n"
u

» n
zn 
z

on voit que le champ S««,! sur O5 correspondant à X z»ti sur fl s’écrit E(u\)-^^
avec

d lE
du\ («1) £6(z,E)l~V+1Vm.

(En effet on a S(z, z") < S(z,z)+S(z,z") avec S(z, z) < S(z,E), 6(z,z") « | r(z) |<  6(z,E), 
le résultat est alors une conséquence triviale de (2.9).

On obtient donc, comme dans la proposition (9.8),

(10.8.3) | X l , AXl„ i G . ll(z) |< < 4 + ’ (P +  q)'.S(z,E)-^+^exp{lid31S { z ,E ) - i )
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et puisque l’on a | r(z) 6(z, E), il vient, s i 2 < a : < m e t s i O < À <  g(l — ^), toujours 
sous l’hypothèse (10.8.2),

(10.8.4) | r(z) |A| X*,,tlX*,,t2G-p(z) \< d ^ q~X{p+q)l6( z ,E ) - ^ +q-^exj>(fid326(z,E )-a).

Soient z" € U fl d ü  et z € Up,^ 9. On montre comme en (9.8.7) avec z' =  z que pour tous 
n € 1N, tous biindices P, Q, pour 0 < À < q(l — ^ )  et ^  + q — A < A+ ^  (où 0  =  0 (z",z)), 
on a

(10.8.5) | r(z) |A| X$?g{z) |<  M{d35K )A+m+î{p + ç)![A]!“6(z,Æ)A+*-(#+«-*> .

On conclut alors de manière similaire à (9.8) à partir de (10.8.6) et (10.8.4). ■

10.9. THEOREME DE DIVISION
Dans les hypothèses de (10.6), soient gi,- • -,gn des fonctions de Gj^}a(fl n U) plates sur 
E et nulles hors de V. Alors il existe une fonction G de HG1+a(U fl V) plate sur E et ne 
s ’annulant que sur E et des fonctions h\,- • -,hn de G]^}a(Ü fl U) plates sur E telles que 
dans f lDU on ait gj = hjG pour 1 < /  < n.

Preuve. G =  GMo, où fio =  min(*t?1, • • -,%„)• ■
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11. INTERPOLATION LOCALE ET EXEMPLES

11.1. PREAMBULE
Soit E  un sous-ensemble compact de U fl dü  dont chaque point est de type m. Un 

jet F  de G ]^a (Æ?) au sens de (8.1) sera dit d-plat si les fonctions Fpq sont identiquement 
nulles sur E  pour tous bi-indices P,Q tels que p" ^  0 ou q" ^  0. On convient alors de 
noter Fpq par Fpq dans les autres cas (p = | P |=  p\ q = | Q |=  q').

Si /  est une fonction de HG l+ a (fï H U), il est clair, compte tenu du § 2, que le jet F 
associé à /  est un jet de G j^j^Ü ^d-plat.

11.2. THEOREME D’INTERPOLATION
On suppose que z° est de strict type m. Il existe un voisinage V C C  U de z° tel que, si E  
est contenu dans V et satisfait :

(11.2.1) pour tous z’ de E et f de $ J,1(Î7 fl H),

Reç2 < 0

et

(11.2.2) pour tout 0 < R < 1 et toute pseudoboule Q r  de rayon R centrée sur Ù  fl U,

j \ r(EnQR) ^ < C E,aRl-i,

où a > 1 et Ce ,a est une constante positive, alors, pour tout jet F de G]t/ Ia(E), B-plat, il 
existe une fonction f  de HG1+a(fl fl V) telle que Von ait pour tous entiers p, q et z* de E,

Preuve. On considère le voisinage V de z° défini au § 10 ; et on suppose E  C V. D’après 
le § 8, il existe une fonction g de G^}a (fî, U), que l’on peut choisir nulle hors de V, et telle 
que l’on ait, pour tous bi-indices P, Q et z ' de E,

(11.2.3) X£ Q!,(* ')= * > „ (* ') .

On considère la (0,l)-forme B g  sur O n t / .  Puisque F  est ô-plat, il résulte de (11.2.3) que 
B g  est plate sur E. D’autre part B g  = 0 hors de V. Si l’on pose

&9 = 9\dz\ + g2<lz2,

on voit que le théorème de division (10.9) s’applique à g x et g2. Il existe donc des fonctions 
hi, h,2 de G ]#*(n fl 17), plates sur E  et une fonction G de HG1+Ct(fî fl V) plate sur E  et 
ne s’annulant que sur E, telles que l’on ait

(11.2.4.) gj =  hjG dans fî fl U, j  =  1,2.
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Bg
(11.2.5) h = - £ =  h\dz\ +  h2dz2.

Gr

La (O,l)-forme h appartient à G ^ ^ ( f l  fi U) puisque les tu appartiennent à Gj^}a (fi n U)
et que l’on a l’inclusion ( ¡ ^ “ (fî fl U) C G1+a(Q n  U). Enfin, h est d-fermée puisque l’on 
a G € H(il fi V) et g = 0 hors de V. On peut choisir U tel que fi fl U soit (1 — Jï)-convexe 
au sens de [CC2], puisqu’un domaine fi à bord lisse est localement ( l —H)-convexe. Le 
théorème (18) de [CC2] s’applique alors. Il existe donc u dans G1+“ (fi n U) telle que l’on 
ait

(11.2.6) Bu = h.

Posons alors

(11.2.7) /  =  g — uG.

On déduit de (11.2.5) et (11.2.6) que l’on a B f  =  0 dans ÜC\U. Par ailleurs /  est dans 
G1+a( n n 7 )  puisque g et u sont dans G1+“ (fîn ï7 ), et G dans G1+a(fïnVr). Finalement, 
/  est dans HG1+oc{fl n  V) et puisque G est plate sur E, on a pour tous entiers p, q et tout 
z' de E ,

x V M  = = f„M.
Ceci achève de prouver le théorème. ■

Notons alors

11.3. REMARQUE : CAS D’UN POINT UNIQUE
En utilisant les résultats des paragraphes 7 et 9 au lieu de 8 et 10 comme dans le 

théorème précédent, on établirait de même :

Soit z' un point de Undfi de type m et soit (Fpq)pen >qen  une famille de nombres complexes 
satisfaisant

| Fpq \< MK*+*{p + q ) \ [ ^  + q\

avec a > 1 si z1 est de type strict, et a assez grand dans le cas général. Alors il existe 
rj > 0 ne dépendant que de a et de la géométrie de Q et une fonction f  appartenant à 
HG1+a(il n B(z,,r})) telle que pour tous entiers p,q on ait
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11.4. QUELQUES EXEMPLES SIMPLES
Nous examinons des cas simples où (10.1.1)-(10.1.2) sont vérifiés.

(a) Pseudoellipsoïdes

VP V* f ( ¿ \  = VP Y * .  n ( * ' \ = JVV

X V
z', 1 XQ

'Z 2 / z' Fpq.

V -  /  - - * ' , 1 - - * ' , : ^  V" /  -  j ' v v '



On considère fi =  {z G C2; | z\ |m +  | z2 |2< 1} où m est pair. Les points de type m 
sont les points z'q =  (0, ex6), 0 € IR. On a

et

=  ReÇ2+ | ?i |m + -  | ?2 |2 •

On a PZ>(Çî) = | ¿ï |m> et Re& < —(| ¿ï |m + £  | ?2 |2) < 0 pour f G fi*'. On convient de 
prendre z° =  (0,1) ; on voit alors qu’un sous-ensemble compact E  de {z*d\ —60 < 0 < 60} 
pour 0O assez petit, satisfaisant (11.2.2), vérifiera la propriété d’interpolation. On pourra 
remarquer qu’on a & =  2(< z \ z’e > —1), c’est-à-dire qu’ici f2 est la fonction support 
“naturelle” donnée par l’équation de la tangente complexe.

(b) Domaines polynomiaux de type strict
On considère un domaine fi =  {z G C2;R ez2 +  P{zi) < 0} où P  est un polynôme 

homogène de degré m, sous harmonique sans terme pur. Les points z[ =  (0, it), où i G IR, 
sont de type m et on a $«'(?) =  (?i,*i +  &) d’où

P*î(i)=Ref2 + P(ù)-
Si on suppose que P est défini positif, on voit alors que l’on a

J»î(£i) =  J’(fi) > c | sTi r

et
R ef2 <  —-P(?i) < 0 pour f G fi*'.

On pourra donc considérer, au voisinage de 0, des sous-ensembles compacts convenables 
de {z't/t  G 1R}. Notons que contrairement à l’exemple (a), fi peut être non convexe. Il est 
facile de le vérifier lorsque

P(zi) = | Z\ |4 +t R ez iz j, < t < 1.

(c) Pseudoellipsoïdes réels
Dans cet exemple ([DFW]), et contrairement à (a) et (b), la géométrie du domaine il 

le long de E  peut être “non triviale” en ce sens que les changements de coordonnées $ 2/, 
z1 G E, peuvent être non linéaires.

On considère fi =  {z = (xx +  iy i,x 2 +  iy2) G C2;x^fc +  y\l + x \m + y$n =  1} où k, t, 
m, n sont des entiers > 1, et les points z* =  (0,z2) avec (Rez2)2m + (Im z2)2n =  1. Un tel 
point est de type 2min(fc,£), non strict pour k ^  t. (Excepté dans le cas A; =  1 ou l  =  1, 
de stricte pseudoconvexité).

On suppose donc k = l > 2 .
On a

2fç

*î‘ +»î* = 2 -2* £  ( (1 + (- l)* +ÎM'2Î*~y-
3 = 0  ' 3  '

Nous devons distinguer deux cas.

8 6

$ (?) (?1 e
e ie

2 ?2



1er cas : k est im pair.
On a

x î‘ +  »î* =  21- «  £
l < J < 2 * - l , y  im p a i r  ^  '

sans terme harmonique. Il vient donc

= (fi>4 + do(*;)ft)
et

iV (?i) =  (R ef1)2‘  +  (Im f,)2 t.

On a clairement
P* (Si) > 2 -k | i ,  |21 ;

donc z' est de type strict.

2èm e cas : k est p a ir.
On a

x lk + y \k =  22-2fcR e z 2* +  21_2fc ^
2 < j < 2 k —2 j  p a i r

Dans ce cas, à cause de la présence du terme harmonique R ez2*, on a

m î ) = (îi.*;+ <M*')(ft -  22- 2k{,2fc))

■ M i l )  =  (R ef,)2fc +  (Im fi)2* -  22_2fcR ef2fc.

On a clairement
M il) > (2fc- 2 -  1)22- 2* |i, I2* .

On en déduit que z; est de type strict pour k > 2. Lorsque k = 2 on le vérifie par un calcul 
direct.

On convient de prendre z° =  (0,1) ; il nous reste à vérifier que l’on a bien Re <¡2 < 0 
pour ? G fi Ô).

Le développement de pz> s’écrit

. . _ , „ / * . f si k est impairM f) = Reft + JV(ii) + |  si k œt pairi

où on a posé, pour h G C, R(h) =  <p(h) — (1 +  Reh) avec

<p(h) =  (Re(z2 +  d0 (z')h))2m +  (Im(z2 +  d0(z')h))2n.

Alors on a
<p(h) =  1 “H Re h -H 0 ( | h |2)

et, puisque <p est convexe,

R(h) =  <p{h) — (1 + Re h) > 0.

Il en résulte que pour ? G il H) on a

Re?2 < -P z1 {̂ 1) < 0.

On pourra donc prendre pour E  un sous-ensemble compact convenable, au voisinage de 
(0,1), de l’ensemble des points (0, z£) avec (R e ^ )2”* +  (Im 22 )2n =  1* ■

=2fc-y
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