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Frédéric Pascal :

Nonlinear Galerkin methods in finite element and pseudo-spectral discretizations. 
Application to fluid mechanics.

A bstract :

For computing the solution of partial differential equations in fluid mechanics 
and physics, some new numerical schemes, the nonlinear Galerkin methods, mo­
tivated by concepts of the dynamical systems theory were developped by Marion 
and Temam.

In the case of a pseudo-spectral discretization, the first part is setting out 
theoretical motivations and principles of the new schemes with models of the 
turbulence. It is proved that the evolution of small scales can be frozen if the cut­
off number is near dissipation range : some criterions for the selection of small 
scales and some characteristic times are introduced and analyzed.

The second part concerns the description of the classical mixed, conforming 
P1-4P1 finite element method for computing the solution of the Navier-Stokes 
equations. The numerical difficulties due to the incompressibility, the nonlinearity 
and time evolution are described. A code which permits to obtain some data bases 
for the driven cavity, has been completely developped.

In the third part, small and large structures induced by the hierarchical basis 
are shown and studied (particularly in the large gradient region) in the perspective 
of implementing nonlinear Galerkin methods. Then a preconditioned conjugated 
gradient method for the Dirichlet problem is developped based on the multigrid 
structure of the hierarchical basis.

After a study of the numerical stability of the schemes with a linear case, the 
description of algorithms which consist of determining separately the different 
structures are proposed in the fourth part of this thesis. Some numerical results 
are presented for Burgers and Navier-Stokes problems in dimension two.

K ey words :

Fluid mechanics ; incompressible Navier-Stokes equations ; generalized Burgers’ 
equations ; nonlinear Galerkin method ; finite elements ; hierarchical basis ; mul­
tigrid ; pseudo-spectral discretization ; simulation of the turbulence ; iterated 
laplacian ; numerical stability.
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INTRODUCTION.

M. Marion et R. Temam ont développé en 1988 de nouvelles méthodes pour ré­
soudre les problèmes aux dérivées partielles issus de la mécanique des fluides. Ces 
schémas semblent adaptés à la résolution des problèmes évolutifs sur de grands 
intervalles de temps et à la simulation de phénomènes tels que la turbulence que 
les ordinateurs actuels abordent de façon insatisfaisante et ce malgré des progrès 
techniques fulgurants. Ces méthodes qui s’appuient sur des concepts de la théo­
rie des systèmes dynamiques, consistent à chercher une solution approchée du 
problème appartenant à une variété inertielle approximative ; objet introduit par 
Foias-Manley-Temam approchant l’attracteur universel. Ces variétés sont géné­
ralement non linéaires d’où le nom de méthodes de Galerkin non linéaires.

Pour mettre en place ces méthodes, l’idée est d’introduire une décomposi­
tion de la solution approchée en petites et grandes structures. En discrétisation 
pseudo-spectrale cette décomposition est induite du développement en séries de 
Fourier de la solution ; les grands modes sont associés aux petites échelles ou 
structures et les petits modes aux grandes échelles. En discrétisation par éléments 
finis, l’utilisation de la base hiérarchique et de plusieurs niveaux de maillage (mul- 
tigrille) fait apparaître en des points distincts de la triangulation des grandes et 
petites structures. Ces différents objets interagissent non linéairement et il a été 
prouvé que les équations de ces interactions définissent des variétés inertielles 
approximatives. L’objectif des méthodes de Galerkin non linéaires est alors d’in­
tégrer les grandes structures que l’on corrige ’’séparément” en tenant compte des 
petites structures.

Le but de mon travail est d’implémenter ces méthodes dans le cadre d’une 
discrétisation par éléments finis pour des problèmes du type Burgers généralisé 
ou Navier-Stokes et d’étudier leur comportement avec des modèles de turbulence 
tels que le laplacien itéré employé par C. Basdevant et R. Sadourny dans le cas 
de discrétisation pseudo-spectrale.

Dans un premier temps, après une introduction des équations de Navier- 
Stokes, je rappelle les motivations et principaux résultats théoriques des nouveaux 
schémas. Des motivations numériques dans le cas de simulation de la turbulence 
libre et forcée sont ensuite explicitées. Il est montré que l’évolution des petites 
échelles peut être figée à condition que la troncature soit proche de la zone de 
dissipation et que ces échelles soient relaxées sur une variété inertielle approxima-
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Introduction

tive. Le schéma est par la suite décrit et analysé : des critères de détermination 
dynamique des petites échelles et des temps caractéristiques pendant lesquels 
elles sont figées sont introduits et discutés.

La deuxième partie décrit la méthode de Galerkin classique dans le cas d’une 
discrétisation pax éléments finis, mixtes, conformes 4P1-P1 pour le problème de 
Navier-Stokes incompressible, évolutif en formulation vitesse-pression. La discré­
tisation en temps (une méthode de splitting) fait apparaître un problème de 
Stokes généralisé et un problème non linéaire à chaque pas de temps. Le pre­
mier problème est résolu par la méthode d’Uzawa et le deuxième par la méthode 
des moindres carrés. La réalisation du code numérique a permis d’obtenir des 
résultats (comparés avec des publications récentes) pour la cavité entraînée avec 
les nombres de Reynolds 1000 et 5000 pour lesquels la solution évolue vers une 
solution stationnaire.

Les objectifs ce cette implémentation sont d’une part de permettre l’étude 
des petites et grandes structures introduites par la base hiérarchique, ensuite de 
servir de base de travail pour la mise en place des méthodes de Galerkin non 
linéaires et enfin de fournir des résultats qualitatifs et quantitatifs de référence 
pour la cavité entraînée par exemple.

Dans la troisième partie, la base hiérarchique dont quelques propriétés essen­
tielles sont rappelées est introduite et appliquée aux résultats obtenus précédem­
ment. A l’inverse de la base nodale, cette base induit une décomposition du champ 
de vitesse en grandes et petites structures. On se propose d’étudier la forme de 
ces structures dans les zones de forts gradients, leur évolution au cours du temps, 
l ’influence du pas de discrétisation en espace et du nombre de Reynolds et les ef­
fets de cette décomposition sur les différents termes des équations (en particulier 
les termes de diffusion et de transport). Des schémas s’appuyant sur la structure 
multigrille de la base hiérarchique sont ensuite mis en place pour le problème 
de Dirichlet : ces schémas permettent des gains de temps non négligeables et se 
présentent comme d’excellents préconditionneurs de schémas itératifs tels que les 
gradients conjugués.

Dans la dernière partie, après une étude de la stabilité numérique des sché­
mas sur un problème linéaire, la description des algorithmes qui diffèrent par le 
traitement des termes d’évolution, et les premiers résultats numériques similaires 
à ceux obtenus par une méthode classique sont proposés pour les problèmes de 
Burgers et Navier-Stokes en dimension 2.
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Chapitre I

METHODE DE GALERKIN 
NON LINEAIRE EN 
SPECTRAL ET EN 
DIMENSION 2

1.1 Les équations de Navier-Stokes.

1.1.1 Formulation du problème.

Formulation vitesse-pression

Les équations de Navier-Stokes proviennent de la mécanique des fluides : un 
fluide newtonien vérifie l’équation de conservation de la masse ou équation de 
continuité, l’équation de conservation de la quantité de mouvement ou conserva­
tion du moment et la loi de comportement des fluides newtoniens.

On considère ü  (un ouvert de IR2) le domaine occupé par le fluide et les 3 
fonctions p, u, p pour décrire l’état du fluide :

p (x ,t) est la densité du fluide,

•u(z,t) =  (u i(x ,t) ,u 2 (x,t))  est la vitesse de la particule au point x , 

p (x ,t) représente la pression du fluide en x à l’instant f, 

avec x =  (®i, X2 ) Ç. il et t G IR+.

Rem arque 1.1 Un écoulement bidimensionnel n’est pas un écoulement infini­
ment mince, mais un écoulement invariant par translation dans une direction 
d ’espace et tel que les vitesses soient perpendiculaires à la direction d ’invariance.

3



Section 1.1 Les équations de Navier-Stokes

On se place dans le cas incompressible, c’est-à-dire que l’on suppose que la den­
sité p varie peu : par exemple la densité de l’eau p est égale à 1 g /cm 3 et pour l ’air 
à faible vitesse p est de l’ordre de 1.2 10~3g/cm 3. Les équations de Navier-Stokes 
régissant l’écoulement d’un fluide newtonien, visqueux, incompressible dans iî 
soumis aux densités de forces extérieures /  =  f 2(x , t) )  sont :

p ̂  — vA u  -(- p(uS7)u -f* Vp — f  dans Q — îî x IR"̂" /y - \

V .ii =  0 dans Q

v  étant le coefficient de viscosité. La première équation traduit la conservation 
du mouvement et la loi de comportement, la deuxième la conservation de masse 
pour les fluides incompressibles.

Sous une forme indicée, (1.1) s’écrit :

+ fa û i  + U2̂ Ul + È~1z=fl 
piït ~ + Sif)+ +U2Â ^U2 + È ; =h (L2)

du-\ , du-i __ n

(u.V)u  est le terme de transport ou convection, Vp  représente les forces de pres­
sions et —uAu  est le terme de diffusion due aux contraintes de viscosité et par 
conséquent à la déformation du fluide.

Dans la suite pour simplifier les notations p, f  et u représenteront la pression, 
les forces et la viscosité réduites ie p/p, f / p  et v/p.

Si l’on note V  une vitesse caractéristique de l’écoulement, L une longueur 

caractéristique du domaine et T  un temps caractéristique (typiquement T  =  ) 
alors le système (1.1) se met sous la forme adimensionnée suivante (N.S.) :

— +  («• V)u +  Vp =  /  dans Q ^
V.it =  0 dans Q

où
1 v 

Re ~  LV

et x, f, u, p, f  sont les fonctions adimensionnées :

u x t pL2 f L
u ~  y ’ x ~  l ’ ~~ T ’ ^ ~  V 2 ’ — V*'

Re est le nombre de Reynolds qui dépend non seulement de la viscosité (et par 

conséquent de la densité) du fluide, mais aussi des caractéristiques de l’écoulement 
considéré.

4

p
dui
d t

V (
d 2 Ui
ÔX2 +

d
d X 2 )

d *1 d X 2

d u
d t

1 A u
~Kë



Chapitre I GNL en spectral

D ’autres problèmes comme le problème de Stokes et Stokes généralisé sont à 
envisager. En effet, dans le cas de très faibles nombres de Reynolds (Re <C 1), les 
équations de Stokes stationnaires (S.) :

~7&Au +  Vp = f  dans ^ (1.4)
V.îi =  0 dans Q

donnent une excellente approximation de (N.S.).
De nombreux schémas en temps pour les équations de Navier-Stokes (par 

exemple la méthode des pas fractionnaires, les méthodes de projection, les mé­
thodes de directions alternées...) font apparaître les équations de Stokes généra­
lisées (S.G.) :

au -  +  V p =  /  dans Q

V.u =  0 dans Q

avec a  =  ^  >  0.

Il reste à fermer les systèmes ; pour cela les équations de Stokes (S.), (S.G.) 
et Navier-Stokes (N.S.) sont complétées par :

•  des conditions initiales (uniquement pour les problèmes instationnaires) du 
type :

u(x, 0) =  u q ( x )  Va: G  fi, 

la vitesse initiale Uq étant donnée avec divuo =  0.

•  des conditions aux limites

— de Dirichlet
u (x , t ) =  g(x,t )  Væ € dil,  

g vérifiant la condition de flux nul imposée par l’incompressibilité :

/ q.nda  =  0
JdCi

où l’on note n la normale extérieure à iî.

— périodiques : par exemple si iî =  [0, Li] X [0, ¿ 2]

u(x +  Liei,t)  =  îi(æ,i) Væ £ iî, Vi =  1,2

avec ei =  (1,0) et e2 =  (0,1). On supposera dans ce cas que l’écou­
lement est de moyenne nulle ie

f  f ( x )d x  =  0 et f  u(x , t )dx  =  0.
J n Jî1

5
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Section L1 Les équations de Navier-Stokes

Formulation fonction de courant-vorticité

Dans certains cas, il est préférable d’utiliser des variables différentes de la 
pression et de la vitesse pour simuler l’écoulement. Par exemple l’incompressibilité 
du fluide permet de définir la fonction de courant ^(*1» *2 ) reliée à la vitesse par :

On note u? le rotationnel de la vitesse u appelé tourbillon ou ’’vorticité” propor­
tionnel à la vitesse locale de rotation du fluide et défini par :

du2 dui 

dxi 8x2 *

En prenant le rotationnel de l’équation de Navier-Stokes, le système (N.S.) 
est équivalent au système pour la vorticité suivant :

=  uAu> +  ro t/ dans Q 

a? =  — dans Q (I*®)
o;(æ,0) =  wo(æ) dans iî

avec des conditions aux limites. J(u?,^>) est le jacobien défini par :

du; du)
J( w,i>) =  (tt.V)w =  « 1 ^— +

<?(îîio>) <?(iî2w) di/) dia dtj) duj 

dxi dx2 ÔX2 dx\ dxi 8x2
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Chapitre I GNL en spectral

1.1.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques.

Cadre fonctionnel

On suppose que l’ouvert fi est un ouvert borné de IR2 dont la frontière dû  est 
localement lipschitzienne. On suppose que L2(Îl) est muni de son produit scalaire 
usuel et de sa norme usuelle :

(îî,v) =  f  u(x)v(x)dx  V « ,u € L 2(îî) 
J n

|«| =  (ti,«)1/2 Vu G £ 2(fi)

et que l ’espace de Sobolev i f 1 (fi) est muni du produit scalaire et de la norme : 

(« ,v)i =  (u,v) +  (Vu, Vv) Vtt, v € -ffx(fi)

M i =  Vu G Hl (û).

On notera ((u,v)) =  (V«, Vv), Wu,v € .H1 (fi).

Pour la suite, on supposera que les conditions au bord sont u =  g sur dfi, la 
fonction g vérifiant la condition de flux nul.

On pose alors fT^(fi) le sous espace de H1(fi) tel que :

Hg(fi) =  {v G i f 1 (fi), v =  g sur dfi}

On note V le sous espace de H 1 [il) x Hl (fi) espace de Hilbert associé au problème 
de Stokes et muni du produit scalaire et de la norme de H1 (Cl) x i f 1 (fi) :

V  =  {« G jET1(fi) x Jff1(fi),divîi =  0, u — g sur ôfi}

et H  le sous espace de ¿ 2(fi) x L2(fi) défini par :

H = {u  G L2(fi) x £ 2(fi),divtt =  0, u =  g sur dfi}

On note V1 l’espace dual de V  ; on rappelle que V  C H  C V'.

Rem arque 1.2 Dans le cas où les conditions au bord sont périodiques, il faut 
remplacer u =  g par u périodique, Hg(fi) par -ffp(fi) et Z2(fi) par L2(fi) ie par 
les ensembles des fonctions de H 1(fi) et X2(fi) périodiques.

Formulation variationnelle de (S.G .)

Les chapitres I et III de Temam [24] établissent les formulations variationnelles 
enoncées ci-dessous.

Le problème de Stokes généralisé (S.G.) est équivalent aux 2 formulations 
suivantes :

/  G X,2(fi) donnée

7



Section 1.1 Les équations de Navier-Stokes

lere formulation

Trouver u G  V  tel que

a K ® ) +  ¿ ( K ^ ) )  =  (f , v ) V v e { v £  div v =  0}

2eme formulation

Trouver (u,p ) G (HT*(ii))2 x Z2(iî) tel que

« K v )  + -^((îi,v)) + (Vp,î;) = (f , v ) Vve(Hù(SÎ))2 (1.8)
(ç, divti) =  0 V ç G l2(iî)

La première formulation a l’avantage de réduire le problème à la recherche 
de la vitesse u seulement. Lorsque l’existence de u est prouvée, l ’existence de la 
pression p  au sens des distributions est une conséquence immédiate de la théorie 
des distributions.

Formulation variationnelle de (N.S.)

Notons la forme continue, trilinéaire b sur H 1 (il) définie par :

b(u,v ,w)  =  X) /  U i ( ~ ) w j d x .  
i,j = \ J 0 oxi

Le problème de Navier-Stokes (N.S.) est alors équivalent à :

Etant données /  G L2(0, T; V7) et uq G (Hg(ü))2 avec divtio =  0

lere formulation

Trouver u G L2(0, T  ; V) satisfaisant

+ - j^ ( ( u ,v ) )  +  b(u,u,v) =  (f , v ) Vv G {v G (^ ¿ (ii))2, div v  =  0} 

u(0) =  u0
(1.9)

2eme formulation

Trouver (tt,p) G Z2( 0 ,r ;(lÇ (ft))2) x L2(0 ,T ,L 2(i l)) tel que

+ B e + b(u’u’ + ('Vp’'ü) = (f>v) Vu 6 (Ho(ü)Y
(ç,divtt) =  0 V g G i2(ii)

u(0) = tt0
(1.10)

8
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Chapitre I GNL en spectral

T héorèm es d ’existence et d’unicité

1. Problèm e de Stokes
Le théorème de Lax-Milgram permet d’établir (cf Temam [24] ch 1.2) :

T héorèm e 1.1 Pour tout f  £ L2(Sl),

(a) le problème (1.7) a une solution unique u dans V ,

(b) le problème (1.8) a une solution unique (u,p) € (fT*(iî))2 x £ 2(fi)/IR 
ie p est déterminé à une constante additive près.

2. Problèm e de N avier-Stokes
En dimension 2 en se référant au chapitre III de Temam [24], on démontre 
le résultat suivant :

Théorèm e 1.2 Pour tout f  G L2(0,T;V') et uo E V, il existe une unique 
solution u au problème (1.9). De plus u € L°°(0,T; H) et u est presque 
partout égale à une fonction continue de [0, T] dans H, «(0) =  uo ayant 
alors un sens.

Formulation abstraite du problèm e de N avier-Stokes

On supposera ici que la condition au bord est u =  0 sur dfl. Soit A l’opérateur 
linéaire, positif, auto-adjoint correspondant à l’opérateur de Stokes défini par :

A u e v '

(Au,v) =  ((u,i?)) \/u ,vE V .

On note B ( . , .) l’opérateur compact, bilinéaire, continue de V x V  dans V' défini 
par :

(B(u,v),u j) =  b(u,v,w ) V u ,v ,w (zV

et vérifiant :

b(u,v,v) — 0 V u ,v ,E V  condition d ’orthogonalité (1.11

'*-» = - i s s ' a r “" e u ,

|(J5(u,v),w)| < C2|u |1/2||u ||1/2||v|||w|1/2||w||1/2 V u ,v ,w ,eV  (1.13)

IMIIMKi +  i o g J ^ ) 1/2
\B(u,v)\ <  cA{ Æ ' I  V u ,r ,G y  (1.14)

M l ^ l ( i  +  i°g )1/2

9



Section 1.2 Motivations théoriques

On peut alors mettre le problème de Navier-Stokes (N.S.) sous la forme abs­
traite suivante :

Trouver u G V  C H  satisfaisant

W + TfcAu + B(u'u) = f
avec la condition initiale tt(0) =  tto.

R em arque 1.3 En modifiant A, H , V  et f  d ’autres conditions au bord telles 
que des conditions périodiques, des conditions non homogènes, des conditions de 
friction ou de non glissement,... peuvent être envisagées.

Comme A~x est compact et auto-adjoint, A  possède une famille de vecteurs 
propres Wj orthogonaux dans H  ie :

Awj =  XjWj Vj

où Aj  sont les valeurs propres avec

0 <  Ai <  A2 <  • • • et Xj — > +oo quand j  — ► +oo

La solution u G H  développée dans cette base s’écrit alors

OO 

j = 1

On appelle nombre d’onde le nombre km défini par : Am =  k^, la longueur 
d’onde étant proportionnelle à l’inverse de km.

Dans le cas de conditions périodiques dans une cavité [0, L{\ x [0, Z2], les 
vecteurs propres sont des combinaisons des fonctions sinus et cosinus ] u E H  est 
alors développable en série de Fourier et s’écrit :

iiïn ixt+2nix,x
u(x, t )  =  J ]  =  X ) %(*)e 1 »

je u * j  = Uuh)e7L2

le nombre d’onde étant dans ce cas 2 i r ^ J +  ^ 2 -

R em arq ue 1.4 En dimension 2, la solution u du problème de Navier-Stokes 
reste bornée : il existe 2 constantes Mq et M\ dépendant de v, | / |  et de Ai et il 
existe ¿o dépendant de u q , v , | / |  et de Ai tels que :

\ u ( t ) \ < M 0, \ \ u ( t ) \ \ <M1, Vt > t 0.

10
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Chapitre I GNL en spectral

1.2 Motivations et principaux résultats théo­
riques.

1.2.1 Introduction.

On s’intéresse au comportement de la solution du problème de Navier-Stokes 
pour de grands temps. Dans [21], Jie Shen montre (numériquement) dans le cas 
de la cavité entrainée (B) (cf. chapitre II) que l’écoulement converge vers un état 
stationnaire pour un nombre de Reynolds (Re) inférieur à 10000.0, que l’écou­
lement est périodique en temps pour un nombre de Reynolds compris entre Rei 
(avec 10000.0 < Rei <  10500.0) et Re2 (avec 15000.0 < Re2 <  15500.0) et enfin 
qu’au-delà de Re-i l’écoulement perd sa périodicité.

Un attracteur est un sous-espace compact de l’espace de Hilbert H  (espace 
défini dans la section 1.1.2) vers lequel convergent toutes les solutions (ou orbites) 
qui se trouvent initialement dans son voisinage. Pour des nombres de Reynolds 
petits, la solution converge vers une solution stationnaire après un temps de 
transition et ceci quelque soit la condition initiale : l’àttracteur se réduit à un 
point fixe. Lorsque le nombre de Reynolds augmente, une ’’bifurcation” (de Hopf 
par exemple) se produit : l’écoulement devient périodique, l’attracteur est alors un 
cycle limite. Pour des nombres de Reynolds plus grands, l’écoulement peut devenir 
quasi-périodique. Puis lorsque Re est suffisamment grand (un certain nombre de 
bifurcations s’étant produit), l’écoulement du fluide devient, après un temps de 
transition, ’’chaotique”. Il est dépendant du temps même si les conditions au bord 
et les forces extérieures en sont indépendantes (comportement turbulent) avec 
une extrême sensibilité aux conditions initiales entraînant une imprédicibilité de 
l’évolution temporelle. Les attracteurs ne sont plus des points fixes, ni des cycles 
limites mais des attracteurs étranges (notion introduite par Smale, Takens et 
Ruelle [19]) d’une extrême complexité (de type fractal par exemple bien que cela 
ne soit pas démontré).

On appelle attracteur global ou universel A, la réunion de ces attracteurs et 
de quelques orbites exceptionnelles (pour un même nombre de Reynolds). A  est 
un sous-espace de H  compact et connexe défini par :

5 ( t )4  =  A  Vi >  0
limt_Kjodist (S (t)B , .4) =  0 VB ensemble borné de H

où S(t) est l’opérateur de semi-groupe associé à l’équation de Navier-Stokes. 
L’existence de A  en dimension 2 a été prouvé par Foias et Temam [7] qui démon­
trent également la finitude de sa dimension. Constantin et Foias [5] en donnent 
une majoration :

cRe2̂ 3 <  dim.4 < c(t^)2 < cRe
K q

11
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Section 1.2 Motivations théoriques

où kç1 est une longueur caractéristique de l’écoulement et fcj-1 l’échelle de dis­
sipation de Kolmogorov. Rappelons que le nombre d’onde est tel que d’une 
part k j 1 -C k~x et que d’autre part les structures de taille inférieure à fcj1 sont 
très rapidement dissipées (de façon exponentielle). Cette majoration est amélio­
rée dans le cas d’un écoulement périodique : d im A  <  Re2/Z{ 1 +  log Re)1/3 (cf. 
Constantin et al [4]).

Une conséquence essentielle de la finitude de la dimension de A  est que l’écou­
lement turbulent établi après un temps de transition peut être décrit par un 
nombre fini de paramètres ie de degrés de liberté. Ce nombre nécessairement 
grand dépend du nombre de Reynolds, les questions qui se posent étant alors :

•  quel est ce nombre ?

•  quels sont ces paramètres ?

La théorie phénoménologique de Kolmogorov et de Kraichnan (cf. Lesieur et 
ses références [15]) prévoit un nombre nécessaire de degrés de liberté pour décrire 
un écoulement turbulent de l’ordre de

&  -

Rappelons que Re — où U et L sont respectivement une vitesse et une 
longueur caractéristique. Or on peut estimer U en dimension 2 :

U =  ^ = > R e  =  (1.17)
V

avec

l/l = ( / „ l/M I2̂ ) 1'2
En effet en multipliant scalairement la formulation abstraite non adimensionnée 

de l’équation de Navier-Stokes ^  +  u A u + B (u ,u )  =  f  par u dans H,  la propriété 
d’orthogonalité de B  donne :

< *r1/2l/IIMI

d’où

or | H | 2 > A x|u|2
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Chapitre I GNL en spectral

d’où en intégrant

|îî(î)|2 <  |«(0)|2exp(—i/Aii) +  ^ 7 ( 1  ~  exp(—ï/Ait)).
\f\2

On en conclut que :

K O I <  Vi >  A i,u 0).

Or Ai, la plus petite valeur propre de l’opérateur A  est de l’ordre de l’inverse du

carré de la longueur caractéristique L de l’écoulement et fournit
une estimation de la vitesse caractéristique.

Devant la complexité de A , Foias et al [9] ont introduit la notion de variété 
inertielle A i  ; variété plus régulière de dimension finie contenant A  et définie par :

•  A i  est une variété lipschitzienne

• S { t )M  C M  Vi >  0

• A i  attire toutes les solutions de (NS) de façon exponentielle.

H  étant décomposé en 2 sous-espaces (H =  PmH  © QmH), M. est cherchée sous 
la forme du graphe d’une fonction

$  : PmH  — > QmH.

L’existence de A i  pour les équations de Navier-Stokes n’a pas été démontré.

1.2.2 V.I.A . : grandes et petites structures.

Pour approcher l’attracteur A, une notion plus intéressante (dans le sens où 
l ’existence est prouvée) a été introduite par Foias, Manley et Temam [10] : il s’agit 
de la variété inertielle approximative (VIA). C’est une variété lipschitzienne de 
dimension finie dont un proche voisinage attire exponentiellement et en un temps 
fini toutes les orbites. A  est donc inclus dans ce voisinage.

Soit PnH  la projection de H  sur l’espace engendré par les n premiers vecteurs 
propres de A  ie sur Vect(iüi,. . . ,  wn) et QnH  =  H — PnH  la projection de H  sur 
Vect(wn+i , . . . ) .  On a donc :

H  =  PnH  ® QnH

et u G H  peut se mettre sous la forme suivante :

u -  yn +  zn

13
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Section 1.2 Motivations théoriques

avec
yn(x,t) =  ûj(t)wj(x) e P nH 

1 <j<n

qui correspond aux petits nombres d’onde du développement de u ie aux grandes 
échelles de l’écoulement et avec

Zn( x , t )  =  Ç Q n H
j>n

qui correspond aux petites échelles de l ’écoulement.
Les équations de Navier-Stokes écrites sous la forme abstraite :

du , . ,
—  +  vAu +  B(u, u) =  f  
ot

sont projetées sur PnH et QnH. Le système d’équations couplées est alors le 
suivant :

^  +  uAyn +  PnB(u, u) =  Pnf  (L18)

Tÿjî1 +  vAzn +  QnB(u, u) — Qnf  (1-19)

Le terme B(u,u)  est composé de 2 parties :

• B(yn,yn), terme non linéaire associé à yn

• B{yn,z n) +  B(z„,yn) +  B(zn, zn), terme de couplage et d’interactions entre 
petites et grandes structures.

En tenant compte des inégalités (1.12),(1.13) et (1.14), de la propriété d’or- 
thogonalité de B et en prenant le produit scalaire de (1.19) avec zn dans if ,  Foias 
et al [10] ont montré que zn était petit au sens suivant :

M O I < «o L1/2 6 V f > i *  , .
IMOII <  «i L1/2 8^  V i > i *  1

à condition que

A > (L21)

u2
avec

S =  —  et L =  1 +  log 
An Ai

Ko, «i et f* sont des constantes ne dépendant que de / , iî et des bornes 
supérieures de |tf|, ||u|| et \Au\.

L’analyticité en temps de la solution de (NS) démontrée dans Foias et Te- 
mam [8] et la formule de Cauchy pour estimer dans le plan complexe permettent
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également d’obtenir des majorations de la dérivée en temps de zn (cf Foias et 
al [10] et Promislow [18]) :

I4MI s  m L'/! f  vî > t.
I ^ M O I I  <  l 1' 2 v t  > t ,  ( 1

sous la même condition (1.21).

Il est également possible de comparer les différents termes non linéaires par 
rapport au terme de dissipation :

\QnB (zn( t ) , zn(t) ) \/v \Azn(t)\ <  k4 L3/4 S Vf >  f* si (1.21) 

\QnB (zn(t) ,yn( t ) ) \M A z n(t)\ <  «5 L1/2 Vî

\QnB(yn( t ) , zn(t))\/u\Azn(t)\ <  «6 L1/4 Vî >  î* si (1.21)

En effet
\B(zn, z n)\ <  ciizni1/2!!^!!1/2!^^!1/2! ^ !

d’où

u\Azn\ V\Azn\ V

(1.20) permettant de conclure pour la première inégalité. Pour la deuxième in­
égalité, la relation

|B(z„,s,„)| < clW |.|W |.(l + log j^ y ^ î)1/2

et |Ayn|2 <  An||yn||2, ||zn||2 <  |Azn|2 entraînent que

\QnB(zn,yn)\ <  \B(zn,yn)\ <  c4L1/2 ^  

v\Azn\ ~  v\Azn\ ~  u \ n+1

d’où le résultat. Enfin

(1.20), et le fait que \yn\ et \\yn\\ soient bornés impliquent si (1.21)

< i ^ w ciSlipHI/!supiMr.
v Azn\ v lA zJ  u
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Qn

3/2 
ô L Ml

1/2
ÔL

Pn

L' attracteur est dans la partie hachurée

Figure 1.1: Attracteur et variétés inertielles approchées

On constate donc que pour t >  t+ et An+i suffisamment grand, |zn(i)| est petit 
devant |yn(i)|. Une conséquence de ce résultat est que le terme \B{zn(t), zn(t))| 
est petit devant \B(zn(t),yn(t))\ et \B(yn(t)i zn(t))\ qui sont eux même petits 
devant |£ (i/n(i),t/n(i))|. De plus les termes |£ (zn(f), zn(f))|, |B(zn(i),?/n(i))| et 
\B(yn(t), zn(t))\ sont petits devant v\Azn(t)\. Enfin le temps de relaxation de y„ 
de l’ordre de (i/Ai)-1 est bien plus grand que le temps de relaxation de zn de 
l’ordre de (i/An+i) -1. On en déduit que si t > £* et si An+i est suffisamment 
grand, alors l’équation (1.19) peut être simplifiée et mise sous la forme :

vAzn +  QnB(yn, t/n) =  Qnf  (1.23)

L’equation (1.23) traduit une loi d’interaction non linéaire entre grandes et petites 
structures. C’est l’équation d’une variété inertielle approximative À4i (cf.Foias et 
al [10]) telle que pour tout t supérieur à i*, la distance dans H  de toute orbite à la 
VIA À4i soit inférieure à kLS3/2, ( k, étant une constante dépendant uniquement 
de u, Ai, l/l et de la condition initiale Uo). Si l’on remarque que PnH  est une VIA 
noté M.q telle que :

dist(u(t), M.q) < k\ } ! 28 Vf > f* dans H

alors M-i apparaît être une meilleure variété approximative de l’attracteur que 
PnH  (cf figure 1.1).

16
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Rem arque 1.5 D ’autres variétés inertielles approximatives peuvent être construites :

• soit de façon non constructive (cf. Foias et al [10])

• soit en perturbant l’équation de Navier-Stokes (cf. Temam [26])

• soit à partir de développements asymptotiques (cf. Temam [25])

• soit de façon implicite (cf. Titi [28]).

Rem arque 1.6 Dans le cas de conditions au bord périodiques, la condition (1.21) 
est équivalente à (cf. [10]) :

> 8 ^ 2 .  
Ai -  2

c2 étant la constante de l ’inégalité (1.2.3). Cette inégalité implique que le nombre 
de modes nécessaires est supérieur à celui prévu par la théorie phénoménologique : 
cela est dû au haut degré de généralité de Vétude.

1.2.3 La m éthode de Galerkin non linéaire.

Le principe.

Le but est de construire un système de dimension finie plus approprié pour 
décrire à long terme les écoulements turbulents. Rappelons que la méthode de 
Galerkin classique consiste à chercher une approximation um de u sous la forme :

m

um(x,t) =  ûj(t)wj(x) 
j = 1

solution de l’équation de Navier-Stokes (NS) projetée sur PmH :

du
—f  + uAum +  PmB(um, um) =  Pmf.  (1.24)

ot

17
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En tenant compte des résultats exposés dans la section 1.2.2), Marion et Te- 
man [16] ont proposé la méthode de Galerkin non linéaire qui consiste à chercher 
une solution approchée de u sous la forme :

— ^ n ( ® j  t) H" ® m - ^ )

avec
n

U n ( x , i )  =  Û j ( i ) W j ( x )  e  PnH
J =  1

et
m

um- n(x,t)  =  ùj(t)wj(x) € Pm- nH
j = n+1

um appartenant à la variété non linéaire M i ie un et um_n sont solutions du sys­
tème suivant où l’on note Pm- n =  Pm — Pn le projecteur sur Vect(tün+i , . . . ,  wm) :

A
"h V Aun -f" P rl( .B ( ' t i n , t i n )  B(uni î i m —n )  “1” B  ( î i j 7i _ n , i t n ) )  — - f 'n f  2 5 )

uAum—n -j- Pm- nB(un, Un) =  Pm—nf-

Si l’on met ( 1.25) sous la forme :

V-m-n  — { y  A i\ ( P m —n f  P m —n B i U n ^ U n ) )  — Î r( t i n )

+  vAun +  Pn(B(un,Un) +  B(un, $(«„)) +  5 (Ÿ (iin),u n)) =  Pnf
(1.26)

alors um_n apparait comme une correction de un, la dynamique de l’écoulement 
étant déterminée par les modes inférieur à n ; le nombre de modes nécessaire est 
ainsi réduit (cf. figure 1.2). Il est à noter que um- n corrige de façon non négligeable 
cette dynamique sur de grands intervalles de temps.

S tab ilité  e t convergence.

Marion et Temam [16] ont montré, dans le cas où m =  dn (d >  1), la stabilité 
et la convergence du schéma (1.26) sans discrétisation en temps au sens suivant :

Vti0 G H, condition initiale

un — ► u dans L2(Q,T;V) et I p(0 ,T ;if) , VT > 0, 1 <  p <  +oo  

un —“■* u dans i 00(IR+ ,J9r) lorsque n — ► +oo.

R em arque 1.7 Pour que la consistance du schéma soit assurée, il est essentiel de 
négliger PnB (zn, z n) dans la première équation du système (1.25) ; en particulier 
dans rétablissement des estimations a priori.

18
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Modes actifs a un instant donne

Figure 1.2: Degrés de liberté

L’analyse de la discrétisation en temps a été effectuée par Jauberteau el al [13] 
pour m — 2n et par J. Shen [22] dans le cas où m =  dn. Considérons pour la 
discrétisation en temps, un schéma explicite pour les termes non linéaires et 
implicite pour les termes linéaires qui s’écrit (Ai étant le pas de temps) :

• pour la méthode de Galerkin classique

• pour la méthode de Galerkin non linéaire

»Aitti = *»-„(/* -BWlu*))

où u* (respectivement est la valeur de un (respectivement um, wm_n) au
temps kAt. Ce schéma est conditionnellement stable : sous réserve de conditions 
portant sur At du type A t \ n <  este, on a

V«„ 6 B ,ÎK (u „ )  > 0 /  Vfc > K(u„)  |u‘ |2 +  | « * | 2 <

où Ri  et sont des constantes ne dépendant que de i/, Ai et / .  La condition 
de stabilité porte sur An indépendamment du nombre d permettant d’envisager 
l’utilisation d’un pas de temps plus grand dans le schéma de Galerkin non linéaire
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que dans la méthode de Galerkin classique pour laquelle la condition de stabilit 
est :

AtXZ2 <  1.

ü  est cependant nécessaire que d soit suffisamment grand pour qu’un tel choix de 
pas de temps soit possible car la condition de stabilité dans le cas non linéaire est 
plus forte. On peut ainsi espérer réduire le temps de calcul par rapport à la mé­
thode de Galerkin classique et par conséquent le coût des simulations numériques 
des écoulements turbulents.

R em arque 1.8 D ’autres méthodes d ’intégration telles qu’une méthode explicite 
d ’Adams-Bashfortk du second ordre ou une méthode explicite de Runge-Kutta 
d ’ordre 3 (cf. Jauberteau et al [13]) peuvent être employées et conduisent au 
même type de résultats pour la stabilité.

Choix de la troncature.

La difficulté essentielle réside dans le choix des modes les plus actifs pour 
l ’écoulement, c’est-à-dire dans la détermination du nombre d’onde n séparant 
grandes et petites échelles. Jauberteau [11], Jauberteau et al [12], Dubois et al [6] 
ont proposé de déterminer ce nombre de façon dynamique ie de l ’évaluer de façon 
régulière au cours du temps. Pour cela on fixe m le nombre d’onde maximum 
((2m)2 est donc la taille de la grille la plus fine sur laquelle est approchée la 
solution) et on se donne des nombres d’onde admissibles ni, • • • ,rat-, • • • tels que 
(4 <  ni < • • • < ni < • • • < m) auxquels correspondent des grilles de moins en 
moins grossières .

Le niveau est défini dynamiquement

• soit (cf. Jauberteau [11]) en comparant l’énergie cinétique de um avec 
l’erreur de discrétisation en temps estimée à : (A i)r où r est l’ordre du 
schéma en temps.

• soit (cf. Dubois et al [6]) en comparant l’énergie cinétique de «m_n; avec 
l’énergie cinétique de uni

• soit (cf. Pascal et Basdevant [Annexe A]) en comparant l’enstrophie de 
Um-m avec l’enstrophie de un{

•  soit (cf. Pascal et Basdevant [Annexe A]) en comparant les termes non 
linéaires de couplage.

Rappelons que l’on appelle énergie cinétique modale à l’instant t :

m  =  | i û t p =  i i ’ i& p = i M
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l ’enstrophie modale étant le carré du rotationnel de la vitesse :

où lu est le rotationnel de la vitesse u et if) la fonction de courant associée à 
u . Dans le cas d’une cavité périodique fi de période L dans chaque direction, 
l ’énergie s’écrit dans le cas continu :

E =  - < u 2 > = - ! - [  u2(x)dx =  - ¥ -  f  É(k)dk
2 2L2 Jn K ’ 4ir2 Jm? v }

et dans le cas discret (pour les méthodes de Galerkin, 2Z2 est remplacé par 1’ 
ensemble des modes excités {k  G 2Z2, \k\ <  m }) :

l’enstrophie étant dans le cas continu :

et dans le cas discret :

2 = 5 E
keTZ2

E  et Z  sont 2 invariants des équations de Navier-Stokes à viscosité (u) nulle e1 
à force extérieure ( / )  nulle.

On appelle spectre d’énergie à l’instant t  la fonction E(k)  telle que :

E(k) =  —  f  kÉ(l)dO avec 0 argument de Z G IR2.
27T w |/| — k

L’énergie totale s’écrit en fonction du spectre :

X2 t+°°
E  =  —  /  E(k)dk.  

2tt Jo

Dans le cas discret, { I j } j  étant un recouvrement de Z1? (ou de l’ensemble 
{k  G K 2, \k\ <  m} pour les méthodes de Galerkin), le spectre d’énergie est la 
fonction discrète définie sur { I j } j  par :

E(k>) = r  E ÈW
j 1*1 e/i

où kj est le nombre d’onde central de Ij et aj  est la multiplicité de kj ie le nombre 
d’élément de Ij.
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Section 1.2 Motivations théoriques

La détermination du spectre d’enstrophie est identique à celle du spectre 
d’énergie.

Les critères utilisés pour déterminer n» comparant les énergies et les enstro- 
phies sont les suivants (9z et 0e étant des paramètres sans dimension) :

E j U m - r n )  2

E{um) ~  E

ou

Regardons dans un cadre théorique quelles sont les conséquences d’un tel critère 
sur rii.

Si l’on suppose (cf. théorie de Kraichnan) que le spectre d’énergie est en k~3 
sur l ’ensemble des modes allant des grandes échelles kç1 à l ’échelle de dissipation 
k j 1 et si l’on suppose que la troncature rii est dans cette zone alors en notant le 
nombre d’onde associé à la troncature n* et en négligeant énergie et enstrophie au- 
delà de kj, on peut évaluer le rapport de l’énergie cinétique des petites structures 

sur l’énergie cinétique des grandes échelles E(uni) ou sur l’énergie totale 
du système E(um) de la façon suivante :

£ (» ■ - - , )  IK.-n.ll2 = f k .k~'ik  =  k, - 1 -  kd- 2 = l - ( f e )2

E{uni) 11‘U'rii112 [ k*k~3dk 2 ~  ^  2 (f^)2( f f )2 “  1
J k0

ou encore
E(um n̂t ) _ la:

E(uni) aRe — 1

où a  =  (jj^)2 représente le pourcentage des degrés de liberté associés à uni sur 
l ’ensemble des degrés de liberté. On en déduit que :

E{um-m ) _ E(um- n{ ) _ 1 Q

E(um) E(uni ) +  E ^ n -n t  ) a(Re  -  l)  ’

De même et avec des hypothèses identiques, on peut évaluer le rapport de l’enstro- 
phie des petites structures Z(um_ni) sur l’enstrophie des grandes échelles Z(uni) 
ou sur l’enstrophie totale du système Z(um) par :

Z( U m —n j  ) _  lK»-n,-l|2 _  jj* ^ _  ~ ln Q 

Z (Uni) llWnJ|2 f ^ k - 'd k  ln a  +  ln 'Re
J k0
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Chapitre I GNL en spectral

et
Z (um —n i ) _ I® Û

Z(um) lniZe

Les courbes  ̂ et des figures 1.3 et 1.4 montrent que les petites

échelles um concentrent une petite fraction de l’énergie totale et que l’énergie 
E(um- ni) ne représente qu’un faible pourcentage ( ~  1 % avec Re =  100 et 
< 0 .0 1 % avec Re =  1 0 0 0 0 ) de E(um) et ceci quelque soit a  >  0.5. Ces 2  rapports 
sont d’autant plus petits que Re augmente. Ainsi une part non négligeable de 
modes (jusqu’à 50%) transporte une très faible quantité d’énergie, cependant les 
courbes concernant l’enstrophie montrent que ces mêmes modes transportent une 
part d’enstrophie importante (<  15% avec Re =  1 0 0  et <  8 % avec Re =  1 0 0 0 0 ) 
qui ne décroit qu’avec le logarithme du nombre de Reynolds. Afin de réduire la 
part d’enstrophie transportée par «m_n;, il est nécessaire que a  soit proche de 1 

ie fc* ~  kj. Par conséquent la troncature &*, si elle se situe dans la zone inertielle, 
doit être proche de la zone de dissipation.

Il est à noter que si la théorie phénoménologique inclue l’intermittence spatio- 
temporelle (cf. Basdevant et Sadourny [2]), le spectre d’énergie est alors plus 
pentu ce qui entraine des rapports plus faibles et k+ légèrement plus petit.

Comme les critères de détermination de rij comparant les énergies et les en- 
strophies induisent :

E ju -m -m  ) <  02  , 1 >  7 * + 9% 

« ( » , )  -  E * -  d\  1 +  Re»%

e 2

kdR e ~ ^
Z {Uni)

OU

^  / j 2  ,___ v /  \  7 r> —
^ 7  \ ^ v  % \  V K + ^ kdRe 2 , 

¿{Um)

les paramètres $z et 0e déterminés empiriquement vérifient les relations sui­
v a n te s  :

Bl < Y e  Ct $*z <  L
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Section 1.2 Motivations théoriques

Zi^XLm — nj ) 
Z ( u m )

Z ( U m - . n  . )

E(um—n̂ )

E ( u r n )

E ( u m . —-n- ) 

Ei^i)

-p. T rj p -, \ ) E(um -ni ) . *) ) E ^ m —nj)
Figure 1.3: -Re =  100. a) z(um)‘ vs fî(um) , bj 2{uni) vs £(«»,.)

Z(uTn-ni ) 
(̂Um)

•£?( U m  — n ■ ) 

E ( l im )

( u m  — nt~ ,

Z(un{ )

EjUm-n j )

t  j n  i n n A n  \ 2 2 ( t i m _ n - )  i \  Z ( U m - n { ) E j u m - n j )
Figure 1.4: Re =  10000. a) vs £(um) , b) z(tln;) vs .
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Chapitre I GNL en spectral

P rem iers te s ts  num ériques réalisés par R osier, Jau b erteau  e t  D u b o is .

Les articles [6], [11], [12], [12] exposent des résultats concernant les premiers 
tests numériques. Ces tests concernent essentiellement :

cas 1 des solutions exactes connues du type

U i ( x i , x 2, t )  =  — cos(îoxi )  sin(îüX2 ) exp(cos(xyxi) cos(iüaî2 ))
u2(x1, x 2, t )  =  + g ( t )w  sin(ujici) cos(îüx2) exp(cos(w®!) cos(wx2)) 

où la fonction g est donnée par

9 =  ¿ ( ¿ e ( sin2i- 3sin2lrt) +  cos(2v^ i)) +

cas 2 des simulations directes d’écoulements.

Les principaux résultats numériques portent sur :

•  la précision et la convergence : l ’erreur absolue par rapport à la solution 
exacte dans le cas 1) et l ’erreur relative dans le cas 2) sont identiques au 
cours du temps pour Galerkin classique et Galerkin non linéaire,

•  la stabilité : le schéma G.N.L. est plus stable que le schéma G.C.,

•  le gain de temps : le gain de temps CPU est de l ’ordre de 40% par rapport 
à la m éthode de Galerkin classique, ce qui est très appréciable.

Cependant d’une part les tests effectués avec des solutions exactes ne pré­
sentent pas toutes les difficultés rencontrées lors de simulations d’écoulements 
turbulents (en particulier le spectre d’énergie reste constant au cours du tem ps), 
et d ’autre part les moyens informatiques malgré leurs progrès ne permettent pas 
de réaliser des simulations directes avec de grands nombres de Reynolds car il est 
impossible de tenir compte de toutes les échelles nécessaires. Seules des simula­
tions avec de faibles nombres de Reynolds ont été mis en oeuvre.

Nous présentons dans la suite les motivations numériques et les résultats de 
la méthode de Galerkin non linéaire dans le cadre d’un modèle turbulent où sont 
simulées les effets des échelles tronquées.
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Section 1.3 Motivations numériques

1.3 M otiva tion s num ériques.

1.3.1 S im u la tion  num érique des éco u lem en ts  tu rb u len ts  
dans une ca v ité  211 périod iqu e.

Les équation s.

On considère le domaine fi =  (0,211) x (0,211) de IR2. et les équations de 
Navier-Stokes en formulation fonction de courant et vorticité u> (cf 1.1.1) :

-f- J ( u -0) =  uA oû -f r o t f  dans Q
<jj =  — Ai/} dans Q (1.29)

u>(x, 0) =  a>o(*) dans Í2

avec des conditions aux limites périodiques.

M éth o d e  de G alerkin classique.

La solution pouvant être développée en série de Fourier, la m éthode de Ga­
lerkin classique consiste à chercher une approximation u;m de la solution dans 
l ’espace de dimension finie engendré par les premiers vecteurs propres de l ’opé- 
rateurs de stokes ie par w j(x )  =  e*3’* tels que j  £  7L2 et |j| <  m .  On a donc :

MM) = E  «¿(0«***
Ul<m

Le schéma de discrétisation spatiale est la méthode de collocation ou (pseudo­
spectrale) (cf. Orzag [17]) utilisant pour le calcul du jacobien J(o>, V>) les transfor­
mées FFT (Fast Fourier Transform) qui permettent de passer très rapidement des 
valeurs prises par une fonction aux points d’une grille régulière (espace physique) 
à ses coefficients de Fourier (espace spectral) et inversement ; l ’idée étant que la  
dérivation est simple en Fourier (multiplication des coefficients par un complexe) 
et que le produit de 2 fonctions est simple dans l ’espace physique (multiplication  
de 2 réels). Le calcul du jacobien est l ’étape la plus coûteuse en nombre d ’opé­
rations et les erreurs d’aliasing (cf. Paterson et Orszag [17]) sont supprimées en 
réduisant d’un tiers le nombre de modes.

La partie linéaire de l’équation est intégrée exactement en temps. Les termes 
non linéaires sont discrétisés de façon explicite avec un schéma d’Adams-Bashforth  
du second ordre qui résout les problèmes du type f ' ( t )  =  g(t)  en déterminant /  
au pas de temps in+1 =  (n +  l)A i  par :

/ ( ¿ n + i )  — f ( t n) +  - ^ - ( 3 < 7 ( £ n ) — ))•
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Chapitre I GNL en spectral

Le schéma est initialisé par une méthode de Runge-kutta d’ordre 2. Le choix du 
pas de temps A t est alors soumis à une condition du type CFL :

Sim ulation  d irecte  — Sim ulation des grandes échelles.

L’écoulement est correctement simulé si l’ensemble des transferts d’énergie et 
d’enstrophie est modélisé. Par conséquent pour envisager une simulation directe 
d’un écoulement turbulent, il faut un nombre de points de maille de l’ordre du 
nombre de Reynolds (en dimension 2) car il faut tenir compte de toutes les 
échelles entre l’échelle caractéristique et l’échelle de dissipation de Kolmogorov. 
Ce n’est généralement pas envisageable pratiquement. Dans le cas de la simulation 
atmosphérique aux échelles planétaires (en 2D), il faut tenir compte de 5 106 
degrés de liberté (7o = 2 107 m , l d  =  104 m ) interagissant non linéairement. 
Les ordinateurs actuels ne permettent pas d’envisager de telles simulations et en 
pratique pour de très grands nombres de Reynolds la troncature m se situe dans 
la zone inertielle (zone non influencée par le forçage et la dissipation) ; seules les 
grandes échelles sont simulées.

Cependant les effets statistiques des petites échelles sur les grandes et les 
transferts d’énergie et d’enstrophie ne sont plus modélisés, l’enstrophie s’accu­
mule (cf. Basdevant et Sadourny [3]) et l’effet de la troncature est de développer 
excessivement des petites structures (c’est ce qui se passe lors du run représenté 
en figure 12 de l’annexe A). Basdevant et Sadourny [2] ont proposé pour modéli- 
ser les effets des échelles virtuelles (i.e. au delà de la troncature) qui ne sont pas 
explicitement résolus, d’introduire un opérateur de superviscosité

v_______ v d 2 d 2 
_________ ( A 'jP =  ( — ------ 1- — — y»

( k r ) 2p { k r ) 2p d x \2 d x 22

avec p = 2,4 ou 8, où kx  est le mode de troncature et v , la viscosité artificielle, 
est choisie de telle sorte que uA .t ~  0.5. Cet opérateur dissipe l’enstrophie tout en 
minimisant le transfert d’énergie à travers la troncature. Dans ces modèles sous- 
mailles, le nombre de Reynolds définis en 1.1.1 n’est plus un paramètre essentiel 
dès qu’il est suffisamment grand c’est à dire dès que l’échelle de dissipation est 
négligeable devant celle de la troncature et que les termes non linéaires dominent 
les termes visqueux.

On observe figure 1.5, lors de l’évolution libre de 2 vortex de même signe, 
les effets des différentes dissipativités sur l’énergie et l’enstrophie du système. 
Comme il n’y a pas de forçage et de dissipation à grande échelle, l’energie est 
conservée au cours du temps (elle est d’autant mieux conservée que p  est grand). 
L’enstrophie diminue au cours du temps (elle diminue d’autant plus que p est 
petit). En pratique p = 4 et p =  8 sont fréquemment utilisés car l’énergie est
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Section 1.3 Motivations numériques

peu dissipée et les transferts d’enstrophie simulés (ie l ’échelle de dissipation est 
supérieure à l ’échelle de la maille au voisinage de la troncature).

On voit sur les spectres d’énergie (figures 1.8 et 1.9) que la zone de dissipation 
diminue et se concentre au voisinage de la troncature lorsque p  augmente.

Cependant les échelles sous-mailles n ’étant pas résolues de façon parfaite, le 
modèle numérique ne peut décrire exactement l ’évolution des grandes échelles 
d ’un point de vue déterministe, du moins pour des temps plus grands que le 
tem ps de prédicibilité, mais prédit correctement les propriétés statistiques de la 
turbulence et les formes tourbillonnaires des écoulements aux- échelles simulées.

Les expériences sur Galerkin classique et l ’implémentation de Galerkin non 
linéaire ont été effectuées à partir du code numérique du Laboratoire de M étéo­
rologie Dynamique développé par C. Basdevant et B. Legras [1].

P r e m ie r  ty p e  d ’ e x p é r ie n c e s  n u m ériq u es : tu r b u le n c e  fo rcée

Pour les expériences de turbulence forcée, le forçage est obtenu par main­
tient constant de l’amplitude d’un coefficient de Fourier du développement de la 
vorticité u> au nombre d’onde kj — 10, nombre d’onde d’injection :

10.0i

a7(10,0) _

L’état initial étant un champ de vorticité aléatoire de moyenne nulle, une dissi­
pation d’énergie à grande échelle du type friction de Rayleigh ( —ï'Ra'*/’) permet 
d ’atteindre un état turbulent stationnaire dont le spectre (en coordonnées Log- 
Log) prévu par la phénoménologie (cf Le Roy [14]) est reproduit en figure I.6a.

On peut y distinguer 4 zones (des plus grandes échelles vers les plus petites) :

•  une zone affectée par la friction de Rayleigh

•  une cascade inverse d’énergie où E(k)  ~  A:-5/ 3

• une cascade d’enstrophie où E ( k ) ~  k ~3

• une zone de dissipation où E(k)  décroit exponentiellement.

La figure I.6b représente le spectre d’énergie obtenu après 30000 pas de temps 
par la m éthode de Galerkin classique et avec 1282 degrés de liberté. On retrouve 
numériquement les 4 zones bien que la cascade d’enstrophie n ’y soit pas très 
développée, l ’échelle de forçage étant trop proche de l’échelle de troncature. Le 
champ de tourbillon est reproduit sur la figure 1.7 aux instants t  =  0.3 et t  =  3.0; 
on peut y constater que les structures cohérentes sont de l ’ordre de l’échelle de 
forçage ie de l ’ordre de ^  du cadre.
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Figure 1.6: Turbulence entretenue : spectre d’énergie a) obtenu en théorie phéno­
ménologique ; b) à t = 3.0 obtenu avec la méthode de Galerkin classique.
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Figure 1.7: Turbulence entretenue : Champ de tourbillon à t  = 0.3. et t = 3.0
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Figure 1.8: Ecoulement libre d ’un champ initialement turbulent : spectre d ’énergie 
a) prévu par la théorie phénoménologique ; b) à t = 30.0 obtenu avec la méthode 
de Galerkin classique et 1) p = 4, 2) p = 8.

Deuxième type d’ expériences numériques : turbulence libre

Les 2 expériences suivantes concernent la simulation de la turbulence en ré­
gime libre ( /  =  0) :

1. Dans un premier cas (qu’on appellera ’’interaction de 2 tourbillons”), l’état 
initial est constitué de 2 vortex de même signe dans l’espace physique (la 
vorticité est la somme de 2 gaussiennes décentrées). Cette paire de tour­
billons fusionnent s’ils ne sont pas trop éloignés l’un de l’autre. La figure I.lû 
représente l’histoire de la fusion de ces 2 tourbillons avec p = 4 ; le pro­
cessus étant légèrement accéléré ou ralenti avec respectivement p = 2 et 
p — 8. Le pas de temps est dans ce cas 0.01.

2. Dans un deuxième cas (qu’on appellera ’’turbulence libre”) l’état initial 
est un champ turbulent (obtenu lors de simulations forcées et fourni par 
A.Babiano et D. Oueslati du L.M.D.). La figure 1.11 présente quelques 
images de l’évolution au cours du temps ; on remarquera tout particu­
lièrement une fusion de 2 tourbillons positif à î =  0.6 ie vers 6000 pas de 

temps.

Dans le cas d’une turbulence en régime libre, le spectre d’énergie théorique 
(Staquet [23]) présente une cascade d’enstrophie et une zone de dissipation (fi­

gure I.8a) que l’on retrouve numériquement (figure I.8b).
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Figure 1.9: Interaction de 2 tourbillons : spectre d ’énergie obtenu avec la m éth ode  
de Galerkin classique. 1) p =  2 ; 2) p — 4 ; 3) p — 8.

1.3.2 Analyse des expériences numériques.

Introduction.

Tous les résultats numériques de ce paragraphe ont été réalisés avec la m éthode 
de Galerkin classique décrite dans la section précédente. Ici nous analysons à 
partir des données ainsi obtenues, les différents termes et les différents rapports 
qui interviennent ou justifient l ’algorithme de Galerkin non linéaire.

Pour définir la variété inertielle approximative décrite par une loi d ’interac­
tions entre petites et grandes structures, les équations de Navier-Stokes (1.29) 
sont projetées sur l ’espace engendré par les premiers vecteurs propres Wj tels 
que \j | <  ni et sur l’espace engendré par les vecteurs propres restant (ie tels 
que rii <  |i | <  m ) avec n; le nombre d’onde séparant ’’grandes” et ’’petites” 
échelles, rii vérifie (4 <  ni <  • • • <  nt- <  • • • <  m )  et quelques propriétés dues aux 
FFT. Ces nombres n l5 ra2, • • • fixés définissent des maillages de plus en plus fins 
du domaine. Le système d ’équations couplées est alors le suivant :

où

correspond aux petits nombres d’ondes et donc aux grandes échelles et où

& m - r i i  —  P m - n i ^ m  —  X ) n t < | j | < m
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Figure 1.10: Interaction de 2 tourbillons : Histoire.
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Figure 1.11: Ecoulement libre d ’un champ initialement turbulent : Histoire.

34



Chapitre I GNL en spectral

correspond aux petites longueurs d’ondes. Rappelons que J (u;m, -0m) est composé 
de 2  parties :

•  J 5 V’ni ) 5 terme non linéaire associé à u>ni,

•  j  {“»m, i ’m-TH ) +  j  (Wm-ni, V’n,- ) +  J  , V’m-n,- ), terme de couplage et d’in­
teractions entre petites et grandes structures.

E tu d e  d es  p e t ite s  éch e lle s  e t  d es gra n d es éch e lle s .

La figure 1.12 représente les champs u)ni et u)m-ni avec rii =  48, ra* =  32 et 
m  =  64. oint est une solution approchée de u? périodique de période 2tt proche 
de u>m. ufm-m est par contre une superposition de fonctions périodiques toutes 
de période inférieure l ’ordre de grandeur de u (environ 3.10 - 5  pour
ni =  48, 4.10 - 2  pour ni =  32) étant inférieur à celui de u>ni. Le champ com est 
réobtenu en sommant les 2 . Sur le spectre d’énergie en figure 1.13 à t  =  40.0, 
sont représentées la zone de dissipation (constituée des modes supérieurs à 34) et 
les troncatures ni =  48 et rii =  32 qui se trouvent respectivement dans la zone de 
dissipation et dans la zone inertielle.

La figure 1.15 montre le champ de vorticité ainsi que 2  coupes de ce champ lors 
de l ’évolution en régime libre d’un champ initialement turbulent. On y remarque 
de nombreuses structures dont la fusion de 2  vortex dans le coin supérieur gauche.

On peut observer sur la figure 1.16 que ces larges structures sont bien conser­
vées lorsque l ’on projette la solution sur Vect(e ,k'x, |A;| <  48) et que les coupes 
du champ ainsi obtenu sont très voisines des coupes du champ non tronqué (cf 
figure 1.15). Ce n ’est plus le cas lorsque l ’on projette sur Vect(el ĉ'aî, |k | <  16) : 
la fusion des 2  vortex est floue, des structures apparaissent dans le marécage 
turbulent et les tailles des grandes structures sont réduites. Il est à noter que la 
lim ite zone inertielle — zone de dissipation se situe aux environs de rii — 32 (cf. 
figure 1.14).

Les figures 1.18 et 1.19 présentent la vorticité projetée sur les modes précédem­
ment négligés. On constate dans le cas ni =  48 que la vorticité est très faible et 
quasiment équirépartie en espace sauf au niveau de la fusion. Dans le cas ni — 16 
les structures réapparaissent.

Ces 2  exemples montrent combien il est nécessaire que la troncature ni se situe 
dans la zone de dissipation ou proche de celle ci pour que u>ni soit proche de u?m et 
que a?m-ni s°it négligeable. Rappelons que dans le cas d’une telle troncature, il a 
été montré en 1.2.3 (choix de la troncature) que la part d’enstrophie transportée 
par o>m_ni est très faible. Cela confirme donc le choix des paramètres &e et Oz 
des critères de détermination de n
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Section 1.3 Motivations numériques

Les tem ps caractéristiques.

La figure 1.20 qui représente les temps caractéristiques des grandes échelles 
estimés par l’expression :

___________IKxlU»________

et des petites échelles u)m—ni •

_  ________ | 1 \l2________
|| vAWm-ni +  Pm-m J  («m, i ’m ) | \&

permet d’apprécier que d’une part ce temps est indépendant de la grille (ie de 
rii) pour les grandes échelles et qu’il est d’autre part nettement inférieur pour 
les petites échelles : on retrouve donc numériquement que tOm-m évolue plus vite 
mais dans une amplitude moindre.

Une deuxième grandeur temporelle a été introduite : il s’agit du temps carac­
téristique des transferts des petites échelles ; seul le terme non linéaire intervient 
dans sa définition :

- IKn-n,-||£2
m_"*' \\Pm- niJ(um,1pm)\\L2

Comme le montre la comparaison de la figure 1.21 et de la figure 1.20, ces temps 
sont beaucoup plus courts que les temps caractéristiques de wm- ni. Ils nous per­
mettront d’évaluer le temps pendant lequel les structures u>m_ni peuvent être 
figées sans modifier le comportement tourbillonnaire des grandes échelles.
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Chapitre I GNL en spectral

IM « J I < ||J V (< *.,iM || = ||% H I

v v V

Tableau 1.1: Relations entre les différents termes des équations (m  =  64 et 
n-i =  54)  : cas où la troncature est dans la zone de dissipation.

A V V

I M ow * || < ||

Tableau 1.2: Relations entre les différents termes des équations (m  =  64 et 
ni =  32 j  : cas où la troncature est dans la zone inertielle.

Les d ifférents term es du sy stèm e.

Enfin les figures 1.22, 1.23 et 1.24 permettent d’établir pour un temps supé­
rieur à Tc, temps de transition pendant lequel la turbulence s’établit, et de l’ordre 
de 0.15, 0.20 pour l ’expérience de la turbulence libre, les relations entre les diffé­
rents termes des équations (1.30) et (1-31) à savoir les termes de dissipation, les 
termes non linéaires et les termes d’évolution, ces relations sont résumées dans le 
tableau (1.1) lorsque la troncature ni se situe dans la zone de dissipation et dans 
le tableau (1.2) lorsque ni est en fin de zone inertielle. On y remarque que le terme 
de dissipation est négligeable dans la zone inertielle et que le terme d’évolution 
l’est dans la zone de dissipation.

On notera que les rapports des différents termes des équations sont qualita­
tivement les mêmes pour les 3 expériences numériques, l’ordre de grandeur et le 
temps de transition variant. Il est donc envisageable de figer les modes apparte­
nant à la zone de dissipation ou de les intégrer en négligeant le terme d’évolution et 
certains termes de couplages non linéaires dans l’équation correspondante (1.31).

Ô lû
R em arque 1.9 Le rapport de | \v>Aojm- ni 11 sur ||— 11 lorsque la troncature 
ni se situe dans la zone inertielle varie de par et d ’autre de 1.0. Aucun de ces 2 
termes ne reste au cours du temps plus grand ou plus petit que l ’autre.
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Figure 1.12: Interaction de 2 tourbillons : Projection Pni et Pm-m du rotationnel 
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.13: Interaction de 2 tourbillons : Spectre d ’énergie à t =  40.0 avec ia 
zone de dissipation ( trait continu ) et les troncatures ni =  48 et ni =  32 (trait

 ̂ O
en pointillé). U faut multiplier les valeurs numériques par ^ pour obtenir rti sur 
l ’axe des abscisses (cf. désaliasing).
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Figure 1.14: Turbulence libre : Spectre d ’énergie à t =  0.6 avec la zone de dissi­
pation (trait continu ) et les troncatures n{ =  48 et n{ =  16 (trait en pointillé). Il

O
faut multiplier les valeurs numériques par pour obtenir ni sur l ’axe des abscisses 
(cf. désaliasing).
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.20: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). 1) Temps caractéris­
tique des petites structures o;m_ni ; 2) Temps caractéristique des grandes struc­
tures A gauche ni = 54 ei à droite n,- = 32 et (m = 64 j.

45



Section 1.3 Motivations numériques

RUN 272.20 IG 6 TEMPS CARACT. DE Z

TIME

RUN 272.00 IG 3 T. CARAC. PETIT. ECHE

TIME

Figure 1.21: Turbulence libre. Galerkm classique (p =  4). Temps caiacténstique 

de transfert de u>m- ni ; A gauche rii =  54 et à droite ni =  32 (m =  64).
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.22: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). 1) ; 2)

A gaU°he ^  = 54 > * dl0itG Ui = 32 ^  = 64^
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Figure 1.23: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). 1) ^ ; 2)

A gaucbe ni = 54 > à droite ni = 32 (m = 64J.
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.24: Turbulence libre. Galerkin classique (p =  4). 1) ' ! 2)

• | i 2 ~ 7 i r - ^  Sauc^e n» =  54 ; à droite ni =  32 (m =  64).
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Section 1.4 Les schémas

1.4 L es sch ém a s n u m ériq u es.

1.4.1 Première version.

La section 3 de l ’annexe A donne une description détaillée de la m éthode. La 
stratégie initialement proposée par Jauberteau [11] consiste à définir dynamique­
ment 3 zones dans l ’ensemble des modes excités. Les frontières de ces zones nmin 
et n max sont déterminées par les 2 rapports adimensionnés (9) et (10) de l ’annexe 
A. On a :

1. une zone entièrement incluse dans la zone de dissipation (n >  nmax) défi­
nissant les petites échelles figées puis relaxées (ces petites échelles et leurs 
interactions avec les grandes sont en effet négligeables localement en tem ps 
mais pas à long terme),

2. une zone tampon (nmjn <  n <  nmax) (il est en effet difficile de préciser la 
lim ite zone de dissipation -  cascade d’enstrophie) où les modes (et surtout 
leurs interactions avec les petits modes) ne sont pas suffisamment petits 
pour être négligés ou figés trop longtemps,

3. une zone définissant les grandes échelles (n <  ram,„) calculées à chaque pas 
de temps comme solution de l ’équation (1.30) en tenant compte des modes 
de la première et deuxième zone dans le terme de couplage.

Les grandes structures w^  sont solutions de l ’équation (1.30) tandis que les 
petites structures sont figées pendant un temps égal au temps caractéris­
tique des transferts évalué sur le niveau nmax

| | ¡L2
'J' --- 1 ■ 1 1 " —

| \P m — n n u u t V’m)! \l2

et sont relaxées de temps en temps en intégrant :

+  i/Awm +  J(wm, ̂ >m) =  /  (1.32)

sur l ’ensemble des modes pendant un temps suffisamment long.
Les tests effectués dans le cas de la turbulence forcée (cf. Annexe A) ont été  

repris avec =  0.075 et 02 =  0.085. Le temps de calcul moyen par itération est 
égal à 1.4610-2 seconde ; ce qui représente un gain de temps de l ’ordre de 36% 
par rapport à Galerkin classique (cf. table 2 de l’annexe A). Comme le montre la 
figure 1.25, l ’évolution de l ’énergie au cours du temps est rigoureusement identique 
ainsi que le comportement statistique du champ tourbillonnaire.
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.25: Turbulence forcée (GNL lere version). a) champ de vorticité àt = 3.0 
h) énergie au cours du temps ; c) nmax au cours du temps ; d) évolution du temps 

caractéristique.
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Nmax(Tl)

\  /  Nmax(T2)

! ..V / .v..7
S  ................................. ...............................  \  /  ON CONTINUE 
** Nmin(Tl).....................................\

.............................. v ....

Nmii (T2)

> <--------------------------- ><----------------------- >
Dt T c(T l)  Tc (T2)

TIM E

TO T1 72 T3

i i *  *

Figure 1.26: Organigramme de GNL2. * symbolise la déterm ination de 
Nmax(U)> Les traits verticaux représentent les m odes intégrés  à Finstant
considéré.

1.4 .2  D e u x iè m e  v e rs io n .

E n ten an t com pte des résu lta ts théoriques et num ériques, une variante de ce 
schém a consiste à rem placer l ’étape de relaxation pa r la résolution de l’équa­
tion  approchée de la variété inertielle approxim ative À di ie p a r calculer Wm-nm** 
solution de :

v A ü J m  T l m a x  P m  T l m a x  T l m a x  ) P r n — n m a x  f  (1-33;

P ra tiquem en t le term e non linéaire est légèrement différent. Si la fonction de 
courant ibt et la vorticité a;* associées aux grandes échelles sont connues à

' Tlmax T^max o

l ’in stan t alors la vorticité < ^ _ nmajB associées aux petites échelles à l ’in stan t
k A t , est solution de :

+ “ t - n max » V’La. + J = P m - n m . J k

(1.34)
La figure 1.26 donne un organigram m e de cet algorithm e. A ux tem ps ¿2 ,-?  U v  

les niveaux n mûa.(^ ) , n min(^ )  et le tem ps Tm-nrnax(ti) sont déterm inés après réac­

tualisation  de l’ensem ble des m odes. Il est à noter que généralem ent t\  diffère de 
l ’in stan t initial t 0 car pendan t le tem ps de transition  t c (cf 1.3.2 : les différents 

term es du systèm e) les approxim ations effectuées en (1.33) ne sont pas justifiées.
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Chapitre I GNL en spectral

p A t $i # 2  Temps cpu GC Temps cpu GNL2 gain
par itération par itération %

2 Vortex H 4 | 0.01 | 0.01 [ 0.02 [ 2.43 10~2 | 1.99 10~2 | 18

Turbulence libre || 4 | 0.0001 | 0.05 | 0.05 | 2.40 10~2 | 1.88 10~2 | 22 

Turbulence forcée || 4 | 0.0001 | 0.05 | 0.05 | 2.29 10~2 | 2.00 10~2 [ 13 ~

Tableau 1.3: Données et résultats expérimentaux.
GC =  Galerkin classique.
GNL2  =  Galerkin non linéaire 2 e version.

Le tableau (1.3) présente les performances en temps de calcul de cette ver­
sion. Les temps caractéristiques et les rapports qui déterminent les niveaux sont 
identiques à ceux prévus par la méthode de Galerkin classique et les résultats nu­
mériques de cette version sont très proche de ceux obtenus par GC. Par rapport 
à la première version le temps d’exécution est légèrement supérieur car s’agis- 
sant d’une moyenne sur l’ensemble des itérations, la détermination coûteuse des 
niveaux est plus fréquente que dans la première version et les niveaux sont plus 
élevés comme le montre la figure 1.27 en comparaison avec les figures (8) et (11) 
de l’annexe A.

Il est alors envisageable de choisir des critères de détermination des différents 
espaces de projection moins sévères et obtenir ainsi de meilleurs taux de réduction 
de temps CPU.

Par exemple dans le cas de la turbulence forcée avec 9\ =  0.075 et 6 2  =  0.085, 
le gain de temps est de l’ordre de 43% ie un coût de 1.310-2 seconde par itération. 
La figure 1.28 montre que nmax est légèrement supérieur à celui obtenu avec la 
première version. Les temps caractéristiques de transfert sont identiques à ceux 
prévus par Galerkin classique. Enfin les spectres d’énergie à t — 3.0 diffèrent aux 
modes 1 et 2 et sont rigoureusement identiques au-delà de kj.
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RUN 601.03 NUGMAX RUN 611.00 NUGMAX
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Figure 1.27: nmax, nmin au cours du temps (GNL 2eme version) ; a) interaction 
de 2 vortex ; b) champ turbulent en régime libre (p = 4).
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Figure 1.28: Turbulence forcée (GNL 2 eme version); a) champ de vorticité à t = 
3.0 ; b) énergie au cours du temps ; c) nmox> nmin au cours du temps ; d) évolution 
du temps caractéristique.
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1.4.3 C onclusion .

Si l’on se limite à une faible résolution, la méthode de Galerkin non linéaire 
(2ieme version) associée à un laplacien itéré modélisant les effets des échelles 
virtuelles sur les grandes échelles restitue une solution identique à celle issue de 
la méthode de Galerkin classique et apporte un gain de temps certes modéré 
(tout particulièrement dans le cas où p  >  8 c’est-à-dire dans le cas où la zone de 
dissipation est extrêmement réduite). Dans le cas d’une résolution élévée, si l ’on 
accepte qu’une partie du spectre soit affectée par la dissipation alors la m éthode 
galerkin non linéaire combinée avec un laplacien itéré petit s’avérer très efficace 
en coût et permettre ainsi une résolution encore plus fine.

Lors des simulations d’écoulements turbulents, 3 cas sont possibles :

•  dans le premier cas, une zone de dissipation est entièrement simulée (soit il 
s’agit de simulation directe et de faibles nombres de Reynolds, soit il s’agit 
d’un modèle turbulent simulant une zone de dissipation), la m éthode GNL 
est alors applicable avec une efficacité fonction de la largeur de la zone de 
dissipation,

•  dans le deuxième cas, la troncature se situe dans la zone inertielle loin de 
l ’échelle de dissipation, GNL est alors inapplicable et un modèle turbulent 
doit être implémenté pour simuler les transferts,

•  dans le dernier cas, la troncature se situe dans la zone inertielle mais proche 
de la zone de dissipation, il est alors envisageable de simuler cette derniere 
zone avec la méthode de Galerkin non linéaire pour un coût supplémentaire 
raisonnable.

Parmi les études à mener par la suite, figurent :

•  l ’amélioration des critères des niveaux ; il serait souhaitable de m ettre au 
point des critères plus économiques,

•  l ’étude de la prédicibilité ou temps de bifurcation des solutions ; étude de 
l ’influence de la méthode GNL sur cette notion,

•  la recherche de la meilleure troncature possible et l ’introduction d’autres 
bases telles que les ondelettes car les structures dynamiquement actives ne 
sont pas uniformément distribuées si l ’on tient compte de l ’interm ittence 
spatio-temporelle.
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Section I .5 Annexe A

1.5 A n n e x e  A
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SUBGRID SCALE MODEL FOR 2D TURBULENT  

FLOWS
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A b stra c t

The Nonlinear Galerkin method, derived by Marion and Temam from results in dynami­
cal systems theory, is investigated in the framework of numerical simulation of 2-dimensional 
incompressible turbulent flows.

We use the Nonlinear Galerkin method together with a hyperviscosity subgrid scale parametriza- 
tion. A first part states the theoretical background. In the second part we define the scheme 
and derive some technical improvements for the method. The last part reports numerical ex­
periments conducted for freely decaying as well as forced turbulence. Our main conclusion is 
that the performance of the Nonlinear Galerkin method can be important only if the dissipation 
range is large.

S u p p ort grant

This work was supported by Contrat D .R.E.T. 90/1551/A000 : Développement d ’algo­
rithm es de simulation numérique des équations de Navier-Stokes.

To appear in Theoretical and Computational Fluid Dynamics .

60



1 In tr o d u c t io n .

From recent developments in dynamical systems theory, the nonlinear Galerkin method has 
been proposed by Marion and Temam [7] as a new numerical scheme for numerical simulation 
of Navier-Stokes equations. This algorithm currently developed in the framework of Fourier 
spectral method for the periodic case (Jauberteau et al [5]), seems appropriate for long time 
integration of Navier-Stokes equations, numerical simulation of turbulent flows being performed 
at a small fraction of the computational effort usually required by traditional methods.

The first computational tests of this new method was conducted by Jauberteau [4], Jauberteau 
et al. [6] and by Dubois et al. [2], in cases where the exact stationary solution of the equations 
were known or discretization in space and time was choosen sufficiently small so that the unique 
deterministic flow associated to given initial values could be calculated. However tests with 
exact solutions do not take into account the main difficulties encountered in numerical simula­
tions of turbulent flows of practical interest. For instance in Jauberteau [4] and Jauberteau et 
al. [6] the shape of the energy spectrum is constant with time. And present power and memory 
size of computers do not allow to handle all scales from large scales down to small ones in 
the dissipation range as soon as the Reynolds number is moderatly large. In practice for high 
Reynolds numbers and turbulence experiments, the numerical cutoff lies in the inertial range. 
The simulation is no longer a direct numerical simulation but a so called large eddy simulation 
; a subgrid model has to be incorporated to avoid the drift of the solution toward statistical 
equilibrium (Basdevant and Sadourny [1]).

In this paper, we study the nonlinear Galerkin method in the framework of numerical 
simulation of two-dimensional turbulent flows, when the cutoff wavenumber lies inside the 
enstrophy inertial range. We will show that provided some modifications are applied to the 
original method, and provided a subgrid scale parametrization is included in the numerical 
model, the nonlinear Galerkin algorithm is well adapted for large scale simulation of turbulent 
flows at large Reynolds numbers.

In a first part we recall briefly the theoretical background and the main ideas of the schemes 
given in references [2], [4], and [6]. Then in a second part, we describe the practical algorithms 
and the improvements that seem to us necessary : particulary in the criterion for selection of 
grid levels and in the choice of integration time on these levels. In the last section, we present 
some numerical experiments performed on the Cray 2 of the Centre de Caicul Vectoriel pour 
la Recherche in Palaiseau, France. A first series of experiments deals with decaying turbulence 
(vortex pair merging or decaying homogenous turbulence). A second series studies the case of 
forced turbulence until stationary regime is reached.

The method applied on a 128 square grid together with an iterated laplacian —(—A)4, leads 
to a relative gain of computing time of approximative^ 25% compared to the classical Galerkin 
method with the same subgrid model.
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2 The nonlinear Galerkin method.
Let iî = (0 ,i i)  x (0, L2 ) be a bounded domain of TV. The Navier-Stokes equations of 

periodic two-dimensional incompressible viscous flows in ÎÎ are given by :

^  — z/Au + (u.V)t/- + Vp = /  in Q = ii x TV'
V.u = 0 in Q (1)

u(æ,0) = 'Uo(æ) in iì

with periodic boundary conditions in both directions.
Let denote by A the basic dissipative operator and H an appropriate divergence free Hilbert 

space. The equations can be written as :

WÌL
—----uAu + B(u) = /  in H (2)
at

plus boundary conditions and initial conditions. 
There is a stream function ij> such that

andifw = f e - f S  = refers to vorticity and ~ to the
jacobian operator, system (1) becomes :

^  + J(^,w) =  uAu + curl/
u> = Â > (3)

w ( x ,0 )  =  u>o(a:)

Let 0 < A 1 < A 2 < . . .  denote the eigenvalues of the Stokes operator and W\,W2 ) • .. the 
corresponding eigenvectors. In the periodic case, these functions are combinations of cosines 
and sines functions, and we can write the Fourier series expansion of the vorticity, stream 
function and velocity (L\ — L2 = 2ir) :

u(x,t) = Y ,  û j^ w ^ x) -
ie£2 jez*

The classical Galerkin method produces approximate orbits of the system lying on the lin­
ear space spanned by the first m eigenvectors tt>i,.. ., New schemes such as the nonlinear 
Galerkin methods proposed in [6] can be considered as algorithms for the computational es­
timation of approximate inertial manifolds : i.e. smooth finite dimensional manifolds which 
attract all orbits at an exponential rate into a thin neighborhood (see [3]). These schemes 
consist of introducing the following approximations um and un of the velocity u (n < m) :

U m  —  “ 1”  Z m —n

where un = ûjWj and zm_n = ^  ûjWj
|j|<n n + l < | j | < m

6 2

u (
u1
u2 ) +

d
X

\

/
dV

Xi

E ù3(t)€
ij.x

J(lj>5(X?)
dé Bai
dXl dx2

dib
OX 2

du
dxi



un corresponds to large wavelengths, and Zm_n appears as a correction of the approximation 
un and corresponds to small wavelengths.

Denoting by Pn the orthogonal projector onto the span of the first n eigenvectors of A and 
Qn =  P m — P n? the following pair of non linear coupled equations in un and zm_n replaces the 
initial system :

du
h lsAtln PaB(un -j" m̂—nj^n + n) — Pnf (4)

dz _
-•■J,7-  + vAZm-n + QnB(un + zm_n, un + zm_n) = Qnf  (5)

The small scale structures zm_n relax on a time much smaller than that of the large scales 
un, while if n is large enough zm_n is small compared to un (see references [3] for proof). 
Equation (5) can then be simplified to read :

vAzm- n + QnB(un,un) =  Qnf  (6)

This determines an approximate inertial manifold of system (1). Equation (6) can be 
considered as an approximate interaction law between small and large eddies ; zm_n can be 
viewed as a correction to un when it is expressed as a function of un and substituted in (4)

In Dubois et al [2], it is suggested that the cutoff number n can be dynamically defined by 
tracking the ratio of ||zm_n||L2 to time discretization error and the ratio of ||zm_n||L2 to ||ttn||j&2 - 
In practice, several intermediate cutoff numbers n corresponding to different intermediate grid 
levels are determined and adjusted from time to time. un is computed with a V-cycle multigrid 
procedure along a fixed number of time steps Nt and by solving (4).

As for small scales zm_n? they are not evaluated at each time step, rather the simplified 
equation (6) is solved at every Nt iterations.

3 D e s c r ip t io n  o f  th e  n u m er ica l sc h e m e  

a n d  im p r o v e m e n ts .

The nonlinear Galerkin method can be seen as an adaptive choice of the optimal number of 
collocation points during time integration. Given m the largest wavenumber, the Nm associated 
collocation points define the finest grid in the physical space on which the solution of the 
system can be approximated. This number of modes m depends on the size of the computer, 
on Reynolds number, the subgrid scale model, and on the flow scales of interested.

Then the classical Galerkin method consists (apart from time discretization) of finding 
functions and u>m such that :

^ P - + vAtam + PmJ(1>m,wm) = -Pm curl/ (7)
at

with

= Y j "i(Owi(*) and V’m = -  X) l f Wi(*)
|j |<m lil<”» J

The nonlinear Galerkin scheme proposed in Dubois et al. [2] consists of determining three 
adaptive zones evaluated from time to time. Being given several possible numbers of modes to
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be used (4 < rt\ < • • • < 7i{ < • • • < ra), we denote by Pni the orthogonal projection onto the 
space spanned by the rti first eigenvectors and Qni = Pm — Pni. We then obtain :

d(jj
Q£ + vAiüfii + Pni J^ni j Uni ) =  ^g'

Pni CUrl/ Pni {J  (ifrrn—rii 5 ) “H J($ni 7 ̂ m—ni ) “t~ J{$m—ni 5 ̂ m—nt* )}

where
Ct?m —  “f" ^ m —n,- ^ n t —  ^ r i i^ m

rfm  — 'font 4 “ r fm -T ii & m —n i ~  Q n ^ m

In [2] the first cutoff wavenumber called nmax is defined by :

where i i  <  1 is a constant and r represents the order of the time discretization method. 
It means that higher order modes are smaller than the method’s accuracy and need not be 
computed. Let us stress that 0i is not dimensionless and that in practice it is not simple to 
compare spatial and temporal discretization errors. In our case, we prefer to take the following 
dimensionless criterion :

w ^ \\Pni {J {^m-ni ŷ ni) Ji^nij^m-ni) J{^m-ni^m-ni)y 11̂2 ^ a 1
Vrii > nmax --------------------------\Td~ tT1--------ïïi---------------------------- < 01 <  1 (9)

\\Pni J fyn i j &ni ) | |j&2

where Pni { J , con.) + J{^ni, ) + Jtym-m , Um-m )} is the coupling term between large 
and small scales and expresses the action of small eddies on large eddies. Criterion (9) means 
that for rti > nrnax the interactions between structures are small enough to be neglected. 
Figure 1 diplays the time evolution of ratio (9) computed within a Galerkin model, for 2 cutoff 
wavenumbers. The appearance of strong bursts imposes the dynamical computation of the 
cutoff wavenumber.

The second cutoff wavenumber nmin proposed in [2] is the following one (see fig. 2) :

Vrij > nmin < 02 (10)

where 9% -C 1 is a dimensionless constant. (10) expresses that the contribution of small scales to 
total vorticity is negligible. During time integration, «„.„j can be frozen because its amplitude 
and evolution are smaller than those of u>ni, then the evolution of wm_nj is quasistatic. A 
consequence of (10) is that the cutoff wavenumber remjn must be within or close to the dissipation 
range ; for instance in the case of a k~3 energy spectrum extanding from large scales up to 
dissipation scale kj, looking for nt- inside the inertial range and neglecting enstrophy contained 
in the dissipation range, condition (10) reads :

and then :
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m = 128. a) On the grid m = 108. b) On the grid m = 96.
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Let us remark that nmin is less than nmax. The choice of Oi and 02 will be discussed in the next 
section.

Modes corresponding to wavenumbers smaller than nmin belong to large scales and are 
integrated each time step with an exact integration scheme for the linear part and for the non 
linear terms with :

• an explicit Runge-Kutta scheme of the third order in references [6]

• an explicit Adams-Bashforth scheme of the second order in our case.

Modes between nmin and nmax are integrated with a V-cycle multigrid strategy and with 
a static approximation of the coupling terms. At each time step, (8) is solved on a level 
determined according the V-cycle. This zone permits a transition between stationary and 
dynamic approximation. These modes and their actions on the lower modes are not sufficiently 
small for a stationary approximation.

The multigrid strategy is performed during a time r  dynamically evaluated by :

r  — 1 l ^ m -r im a x  1 1l 2 ( 1 1 )

\\QnmaxJ('tl>rn'iWm)\\iJ2

which is approximatively equal to the characteristic time of the small structures wm-nmaxi 
namely :

m  r im a x  

^ m —n-max

This time is the smallest characteristic time of (Jm- ni for n* < nmax (see fig. 3). So during this 
time, coupling terms can be fixed without introducing large errors. In test presented in [6], this 
time was fixed by hand.

Modes greater than nmax are integrated from time to time. Jauberteau et al. [6] propose to 
compute these modes as a function of lower modes according to the reduce equation (6) which 
can be rewritten as :

vAUm-m + Qrti J , Cc?n • ) = Qn{ CUrl/

However this approximation supposes the complete relaxation of small scales. Instead, as 
Jauberteau in [4], we propose to compute the action of o?ni on u>m_ni by solving the original 
equation (7) on the finest grid. The computational time is almost the same and the integration 
is more accurate.

The highest modes which are frozen during characteristic time r, must be computed during 
a time that we propose to call relaxation time, large enough to express as best as possible the 
interaction of low and high modes and also to take the effect of viscosity into account. The 
flow chart (see fig. 4) summarizes the algorithm.

4 Numerical experiments.

The first series of experiments performed to test the schemes described in previous sections 
concerns a vortex pair in interaction without forcing. Two vortices of the same sign orbit 
around each other and if their distance is not too large, they roll up and merge to form a 
unique vortex which dissipates. Figure 5 shows the initial field.
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Figure 4: The nonlinear Galerkin method. (*) marks the practical times for the determination 
of nmax, nmin and the number of time step for multigrid integration (see section 2 ).
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Next experiments still concern a decaying turbulent flow, but the initial field is a motion 
obtained from a fully developed turbulent flow and we let turbulence operate (see fig. 6 ).

We are interested in large eddy simulations i.e. with a Reynolds number so large that 
the numerical cutoff falls inside the inertial range. In that case the numerical model has 
to incorporate a subgrid scale parametrization. It models the effect of scales which are not 
explicitely described owing to insufficient resolution. In all experiments presented here, we used 
the hyperviscosity model consisting of a linear diffusion with a high dissipativity introduced in 
Basdevant and Sadourny [1] of the following form :

-(¿j5(a>' = cnri>’
with p =  2 , 4  or 8  and where kx is the cutoff mode and v is choosen such that uAt ~  0.5. This 
subgrid modelling assumes that the large scale eddies are independant of the detailed structure 
of small scales, then the Reynolds number is no longer a pertinent parameter provided it is 
large enough i.e. the dissipation scale is negligible compared to the cutoff one.

Experiments are realized in all cases with a spectral dealiased code with a square cutoff at
0.66 ratio. The classical Galerkin scheme is performed on a 128 x 128 grid, with time integration 
consisting of an exact integration for the linear part, with an explicit Adams-Bashforth scheme 
for the nonlinear terms.

The nonlinear Galerkin method scheme is computed with the finest mesh equal to the
128 x 128 grid ; the different permissible coarse grids are given in the table 1 where n represents 
the number of modes in each direction.

number of level 1 2 3 4 5 6 7 

~ñ I 32 I 48 I 64 I 80 I 96 I 108 I 128 
n/2 16 24 32 40 48 54 64 
n/2 X 0.66 1 10 j 16 I 21 I 26 1 32 I 36 42

Table 1 : Permissible grid levels for nonlinear Galerkin method

The full nonlinear term J(ij>m,wTO) is evaluated once just after the determination of the 
cutoff numbers nmax and nm,„, while the coupling term of the equation, Pni{J(ipm-.ni,u;ni) +  

Wm-ni) +  is obtained at each intermediate level rii by the difference
between PniJ(ipm^m) and PniJ(^ni,LLint) ; it is fixed while multigrid integration is in progress 
so as to minimize computing time.

Figure 7 and 1 0  show readily the similarity of the energy spectra and vorticity contours 
for different decaying turbulences as computed by the two methods. Some small differences 
are observed between the two schemes (see fig. 1 0 ), especially the values of vorticity and the 
positions of some coherent structures. This is due to the small scales not being integrated at 
each time step. Figure 8  and 11  show how the levels nmax and nTO*n evolve. With energy spectra 
(figure 7 and 1 0 ), they permit to observe that nmjn stays inside dissipation range. Figure 9 and
1 2  show that the number of time steps during V-cycle multigrid strategy is strongly dependent 
in time and in level nmax where this number is evaluated.

In practice, and 02 have to be choosen so that cutoff n.TO;„ and nmax stay inside the dissi­
pation range. Otherwise, the enstrophy cascade is not well simulated and the high dissipativity 
modelling subgrid scales is not really taken into account. The enstrophy not being dissipated,
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accumulates and some small unphysical structures appear in the case of the interaction vortex 
pair (see fig. 13). In the case of homogeneous turbulence, some vortex pairs do not merge 
(compare fig. 14 and fig. 15). Accordingly, the larger is the dissipative zone, the lower are the 
cutoffs nmin and nmax, and the more important is the gain of computational time. That gain is 
due to the fact that the approximate solution is obtained on coarser grid. So it is not surprising 
that the gain decreases with p ; for p = 8, cpu time increases because the integration is carried 
out on the sixth grid, as determined by nmax and nmin. Figure 16 and 17 show how nmjn and 
nmax behave depending on dissipativity p.

The last experiments relate to forced turbulence. The initial field is a zero mean random 
vorticity field : the forcing is obtain by keeping the amplitude of a mode (0, kp) constant during 
time integration and the model is integrated until statistical stationary regime is reached. 
Figure 18 and 19 illustrate results. Because small scales are differently integrated with the 
classical Galerkin method and the nonlinear Galerkin method, some small differences appear 
and they spread to all scales of the flow after a time called predictability time. Only large scale 
behavior of the flow axe similar as well as energy vs time and enstrophy vs time.

The table 2 summarizes performances of the new method based on the different series of 
numerical experiments.

p At 6 i 02 cpu time CG cpu time NLG gain
per iteration per iteration %

Vortex pair 2 I 0.01 I 0.01 I 0.02 2.36 10~2 I 1.26 10"2 47
4 0.01 0.01 0.02 2.43 10"2 1.93 10“2 20

___________________ 8 j 0.01 I 0.01 I 0.02 2.40 10~2 | 2.30 10~2 | 04

Decaying turbulence 4 0.0001 0.05 0.05 2.40 10~2 1.77 10-2 26
___________________ 8 1 0.0001 1 0.05 j 0.05 2.43 10~2 | 2.43 10~2 | 0

Forced turbulence || 4 j 0.0001 | 0.05 | 0.05 2.29 10~2 | 1.71 10~2 \ 25

Table 2: Data, and results of experiments. CG =  classical galerkin method. NLG = nonlinear 
galerkin method.

In conclusion, the nonlinear Galerkin method constructed from recent developments in dy­
namical system theory has been adapted with success to numerical simulation of turbulence 
with a subgrid scale model. However the computational gain is important only when the dissi­
pation range is large. We defined dimensionless criteria and characteristic times necessary for 
practical implementation. Further developments should define a dynamical time step, increas­
ing for coarser grids.

The technique is applicable both to the decaying and forced turbulence and it generates the 
expected large-scale structures.
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Figure 7: Interacting vortex pair (no forcing) at t = 30.0. (p = 4 j. a) Vorticity contours 
computed with classical Galerkin scheme, b) Energy spectrum computed with classical Galerkin 
scheme, c) Vorticity contours computed with nonlinear Galerkin scheme, d) Energy spectrum 
computed with nonlinear Galerkin scheme.
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Figure 10: Decaying turbulent ûow at t  — 0.60. (p = 4) . a) Vorticity contours computed with 
classical Galerkin scheme, b) Energy spectrum computed with classical Galerkin scheme, c) 
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Figure 17: influence of dissipativity : p = 8. a) Vorticity contours at t = 30.0. b) Energy
spectrum at t = 30.0. c) nmax vs time, d) nmin vs time.

78



RUN 4GG.G0 TEMPS 3.0000 V0RTICITE

:::f ^

^ ' y J  S  ••’ r \

P  X | : X é :] r i  ^

7 ^ ’ l v  c ^ V : ^  ::î___________________ \___;
10* 101 ■: 

onto* mo* -aai.î* to 33«.*• carreui i«tc»*m. or ?t 235 »tij.ji« -13.2« ^

A 2 >

RUN 400.00 ENERGY RUN 400.00 ENSTROPHY
6 6  r q  ,- | t ;— i—\ i j i ’ | i T " i  ' i ■ i ' i 1 I 1 I ' I 1 I r “1 2 0 0 0 0  ' i ' i 1 i 1 i • 1 ' I 1 i r - l • I 1 I '  i 11 I ' I ' I ' I r ”

6 4  [ -
\  ' 1 8 0 0 0  -

6 2  1 - i

6 0  4  -  1 6 0 0 0  4

5 8  - 1  -1

5 6 -  :  1 4 0 0 0  1

5 4 - 1  \
. 1  _  1 2 0 0 0  -  1

»52-1 £ - 1
£  o  1

5  5 0  -  \  £  1 0 0 0 0  -z . u> \
UJ \ z  - \

48  -  uj

'  8 0 0 0  -  I

46 '  I

4 4  -  I  -  6 0 0 0  .  I

4 2 - 1  ‘ I

*0 : - 4000 -

38 " ^ ^  " 2000 - |
36 - ~~ ^  - - ---------------------  -

2^ . i 1 t . I ■ i ■ I ■ t » t I 1_i I i I i 1 .1. .j— 1—J— I— I— i— L. 1. ., 0 —j— I— i— I— i— I— I— l—i— I— i 1 I I i I— i. 1 ,.,i ,J— i— L-i— Uj— 1— i— l— I— I— l—
s t M v ^ o o s t M ' r ^ o D S N ' r o o s t M  s r \ j * a - N Û O O ï a c M < « o a ) e a < M * i ' - o c D S c s /

cm n  cm cm cm n n

TIME TIME

c P

’®* P 4<30 20 * 3-0000 SPECTRE °*ENERGIE

Figure 18: Forced turbulence performed with classical Galerkin method (p = 4, m = 128 and
kp = 10j. Initial energy = 65.8. Initial enstrophy = 18383.5. a,) Vorticity contours at t = 30.0.
b) Energy spectrum at t = 30.0. c) Energy vs time, d) Enstrophy vs time.

79



v*o):i /> T  W  T
| p )  ^ ^  ,;/ ^ O ^ ' X V '  ’■ •■' ^  r 402-00 * 3.0000 SPECTRE D ’ENERGIE

• /  ̂ *• 101  ̂ ] 

^  ^  Ï ^ ”'L \  i

cwnwnw ou.ai tu 3u.3i cam» i «new* or **.mt *ti3 3i. -s.jj« 10 0 13
K

a e

RUN 402.00 ENERGY RUN 402.00 ENSTROPHY
66 I I I I I I I I I I -I 1—I -r-r-f-n f I r i r I i ■; 1- 7 -i ■] -i—y -rj 20000 r-f 1 -| 1 | 1 | I'T' » I ' "T ■ T i "T"»-|- i-tt T'>~T 1 I ' 1 I' 1

64 t -

62 ft - 18000 •

63 A - 16000 I
58 -\ .1
56 - 1 - 14000 -I

5 4 - 1  ■ I

5 2 - 1  - 12000 My_ . \ X \
X 50 - \ o ‘ Iu - £ 10000 -
5  48 - g

1 uj  I

46 f \ ; 8000 - 1
4 4 - 1  ■  1

4 2  -  j  -  6000 I

40 - I
• 4000 -39 ‘ ^ —S. - \

36 r ‘ 2000 y -
3 4  -  -  --------------------------------------------------------------------------------.

3 2  ‘ 1 1 1 ' 1 ■ 1 »  1 ■  1 i  l  -  1 ■  I  »-1 I . t  t -1 . . T Y s r - t - n  . 1  0 L l - L  i 1, i  L  < - 1. „ i - J .  i  1 I 1.  É  L  k  L  >  I  1 I  1 1 I L u l l  1 I

SfM*r. ooDS<M*rocDcaft*ocDca<N e9CM«roms( \ ^ro( 0( 9( Mt rocDca( \
i - f f f f W O i ( M W ( M n n  * - » - « - « - * - C M c > i C M O i c \ j r > r >

TIME TIME

c 3>

RUN 402.30 TEMPS 3.0000 V0RTICITE

Figure 19: Forced turbulence performed with nonlinear Galerkin method (p =  4, m =  128
and kp =  10j. Initial energy =  65.8. Initial enstrophy =  18383.5. a) Vorticity contours at
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C hapitre II

R E SO L U T IO N  D ES  
E Q U A T IO N S D E  
N A V IE R -ST O K E S P A R  LA  
M E T H O D E  DES ELEM EN TS  
FIN IS 4P 1-P 1 . (G A L E R K IN  
C LA SSIQ U E)

L’objet de ce chapitre est de présenter une méthode d’éléments finis pour ré­
soudre les équations de Navier-Stokes bidimensionnelles. H s’agit d’une approche 
dite de ’’Galerkin classique” utilisant l ’élément fini, conforme, m ixte 4P1-P1 (ou 
encore isoP 2-P l). Le problème modèle de la cavité entraînée est présenté en sec­
tion II.2, puis la section II.3 décrit la méthode de discrétisation en espace et la 
section II.4 présente le schéma de discrétisation en temps. Le problème discret 
de Stokes est résolu par un algorithme de type Uzawa et le problème non linéaire 
par un schéma du moindre carré.

L’aboutissement de ce travail est la réalisation d’un code numérique. Quelques 
résultats concernant la cavité entraînée sont proposés dans la section II.4.3 et 
prouvent le bon fonctionnement du code développé. Ce code que l ’on appellera 
’’Galerkin classique”, d’une part sert de référence et permet d’autre part d’étudier 
et d’analyser a posteriori le comportement de nouvelles bases telles que la base 
hiérarchique qui introduit des structures de tailles différentes (voir l ’étude au 
chapitre III) contrairement à la base canonique. C’est également une base de 
travail pour la réalisation d’un code résolvant les équations de Navier-Stokes 
avec une m éthode de type Galerkin non linéaire.
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Section II .l Pourquoi les éléments finis?

II .l Présentation des éléments finis.

Pourquoi les élém ents finis?1
La m éthode des élém ents finis est une m éthode qui concerne la  résolution  

de problèm es m athém atiques et physiques définis par des équations aux dérivées 
partielles où les degrés de libertés (en nombre infini) du systèm e sont rem placés 
pax un nom bre fini de paramètres : c ’est la discrétisation du problèm e. B ien que 
les m éthodes dites spectrales, différences finies... procèdent aussi de cette  façon, la  
technique des élém ents finis est cependant la  seule actuellem ent en m écanique des 
fluides qui puisse s ’appliquer à toutes les équations, quels que soient le  dom aine 
d ’application et la  com plexité de la  géom étrie, les conditions aux lim ites et les 
conditions initiales.

La m éthode des élém ents finis (approche de Galerkin) consiste à chercher une  
solution approchée Uh de l ’inconnue u dans un espace Vh de dim ension finie, Uh 
étant de la forme :

J.

uh( x , t )  =  ^ 2  Ui(t)4>i(x) 
i = 1

où I  est fini. Ui sont les degrés de liberté qu’il faut donc déterm iner et (j>i les 
fonctions d ’une base de V/,.

Supposons par exem ple que notre problème ait une form ulation variationnelle  
(ou form ulation faible) qui s ’écrive à l ’instant t  :

Trouver u  G V  te l que

+ a (u ’v ) =  ( f ’v ) V v e F

où o ( . , .) est une forme bilinéaire sur F x F e t  ( / , . )  est une form e linéaire sur V . 
Soit Vh, l ’espace de discrétisation des élém ents finis ie un espace approchant V , 
de dim ension finie engendré par les fonctions <j>i ,  • • • , <f>i. Le problèm e discrétisé 
associé à (I I .l )  est alors le suivant :

Trouver («*)* = i,j  te l que

É  h )  + É«i(0“(A, h )  =  (/. to) vj  e [i, /] (II'2)
i = 1 ° 1 i =  1

C ’est un systèm e d ’équations différentielles ordinaires pour lequel existent de 
nom breuses m éthodes numériques (par exem ple les schém as aux différences fin is).

La m éthode des élém ents finis est donc entièrem ent définie par le choix de Vh et 
de ses fonctions de base <j>i. Pour cela, le dom aine d ’application est divisé en p etits  
sous dom aines ou ’’élém ents” (généralem ent des triangles ou des quadrangles en  
2D ) et les fonctions Uh de Vh sont définies élém ent par élém ent.

Par exem ple les élém ents P I  (si les sous-dom aines sont des triangles) ou Q1 
(si les sous-dom aines sont des quadrangles) sont tels que la  restriction de Uh à un

1 D ’après O.C. Zienkiewicz [11]
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Figure II.l: Support d ’une fonction de base pour l ’élément PI : le support de <f>i 
est inclus dans la zone hachurée

élément est un polynôme de degré (global si P l, par rapport à chaque variable 
si Q l) inférieur ou égal à 1. Dans ce cas la fonction <f>i de la base nodale est une 
fonction de Vh qui vaut 1 au ”ieme” noeud (un noeud étant un sommet de triangle 
ou de quadrangle) et 0 aux autres noeuds. L’existence d’une telle base est assurée 
par les propriétés telles que l ’unisolvance des éléments P l ou Q l.

Les contributions des éléments sont très localisées ; pour l ’élément P l par 
exemple le support de la fonction fc associée au ”zeme” noeud se réduit à quelques 
triangles (cf. figure II.l). Les matrices associées au système discret (II.2)

sont alors creuses, réduisant considérablement la taille mémoire nécessaire a 
priori.

Pour les éléments finis de Lagrange, les degrés de liberté U{ sont les valeurs des 
fonctions inconnues aux noeuds. Pour les éléments finis de Hermite, les degrés 
de liberté sont, outre les valeurs des fonctions, les valeurs des dérivés. Il est à 
noter que pour les éléments mixtes (cf Thomasset [4]), le gradient de la vitesse 
gradu  est considéré comme une variable indépendante (on a 2 approximations ; 
une pour u et une pour gradu). Ces éléments sont fréquemment utilisés pour les 
problèmes de Stokes et Navier-Stokes.

Le choix des noeuds est lié au degré des polynomes et à la régularité de Vh. 
Si Uh est continue alors on parle d’éléments finis conformes. Dans le cas contraire 
il s ’agit d’éléments non conformes et il faut alors tenir compte des contributions 
dues aux interfaces des éléments.
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Section II.2 La cavité entraînée

I I .2 U n  p ro b lèm e  m o d è le  : la  ca v ité  e n tr a în é e .

Ce paragraphe concerne la description d’un problème modèle qui permet 
d’étudier et de tester les codes numériques résolvant les équations de N avier- 
Stokes incompressibles : il s’agit de l ’écoulement d’un fluide dans une cavité 
carrée [0, l ] 2, les forces extérieures f  étant nulles. Les conditions aux bords sont :

A )

u =  (  \  =  f  ? ^ sur les bords Xi =  1,V “»(*•*) ) \°J X2=0,
“ = ( “ £ $ ) =  ( o )  sur le bord X2  =  1,

B)

u  =  (  ) =  (  ° )  sur les bords l \  =  l ’,
\ u 2 ( x , t ) )  \ 0 )  =

“ = ( ^ ( M ) ) =  ( (1 <2:C0 1 )1  )  sur le bord x 2  =  1.

Le mouvement du fluide est dû à la distribution de la vitesse sur le bord supérieur 
d’où la dénomination ’’cavité entraînée” ou en anglais ”wall driven forced cavity” . 
La figure II.2 donne la configuration de cette cavité et quelques nomenclatures 
typiques du problème.

Le choix de B) au lieu de A) permet de régulariser l ’écoulement dans la cavité 
en supprimant les singularités dans les 2 coins supérieurs dues à la discontinuité 
des conditions au bord. On peut observer la présence de ces singularités dans le 
cas A) avec la représentation du champ de gradient de la pression en figure II.3. 
Ce gradient est en effet très élevé dans les coins supérieurs pour la cavité A) à 
l ’inverse de la cavité B). Il est à noter que les nombres de Reynolds (cf. Shen [28]) 
ne sont pas les mêmes (physiquement) dans les 2 cas puisque les distributions de 
la vitesse sur le bord supérieur sont différentes.
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^ u l = l u2 =  0  p v  = Primary Vortex

I “ ULV = Upper Left Vortex
U LV\ BLV = Bottom Left Vortex

BRV = Bottom Right Vortex
/ SBRV = Secondary Bottom Right Vortex

u i  = 0 Ui = 0
PV i

U2=0 I U2=0

\ .  y 'ü R V

0.0 /S B R V

0.0 U1 = 0 u2 = 0 L0 X i

X 2

F igu re  II.2: Configuration de la cavité en traînée, coordonnées, conditions au bord 
et nomenclature.

RUN 900.00 TEMPS 12.0000 PRESSURE GRROtENT * RUN 10.00 TEMPS 3.3Q00

[ \ ......................  ........................f TU

................... - ..................... '
....... . : : : : : : : : : : ................... I;

.............................................  ........................... ............................................... ......... t \ '.............. ///liSS-- __ ; ,
...............................................................................  .............................  ̂ / 1 \ '.................................

...............................................  . . . . « * * / / / / / / / / / <  I l \ \ \ N >• "* ' ' \

...................................................................................  I l  I I I  I I  l l l t t / t t l l l \ \ \ \ \ ' ' ' ' ~ ~ ' , ' s s

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . > > • > > <  I l  t i l  t t l i t l \  \

............................  ......

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  • •  , . . . . . I I I » «  « i /  I I I I I V  V  \  \  N  '  . . . . . . . . . . . . . . . . . .

......................................  ............ . I . i . I I I I I l \ \ \ \ ' ' ' .................. ..

A)

F igu re  II.3: Gradient de la pression pour Re =  100 : a) u i ( x i ,  1) =  1 ; b) 

ui(xl t l)  =  (1 -  (2 x j  -  l ) 2)2.
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Section II.2 La cavité entraînée

Figure II.4: Triangulation de la cavité.

Le maillage est une triangulation régulière (voir figure II.4) bien qu’un raf­
finement ou resserrement des mailles serait souhaitable au voisinage du bord 
supérieur pour mieux simuler les singularités. La forme en X permet à tout tri­
angle r  du maillage d’avoir au moins un sommet à l’intérieur de il, condition 
nécessaire pour assurer la convergence de la discrétisation (voir la section II.3.1).

Afin de permettre une étude qualitative et quantitative du problème mo­
dèle, les résultats des simulations numériques seront présentés avec les outils 
suivant s (cf. Thomasset [4], Goodrich et al [27]) :

• les lignes de courant (ensemble des points (x i, X2) du domaine ü  tels que 
Tj)(x\,x2) soit constant) : elles permettent de comparer qualitativement les 
résultats et de suivre l’évolution dynamique de l’écoulement, en particulier 
l’apparition et la disparition des tourbillons secondaires dits ’’recirculations” 
ou ’’vortex” ou ’’contre tourbillons”. 2 types de représentation sont possibles

— les lignes sont régulièrement espacées, les valeurs variant du minimum 
au maximum de la fonction de courant.

— les valeurs des lignes sont tabulés (cf tableau II.l) ,

•  les lignes de vorticité (ensemble des points (x i, X2 ) tels que w (x i,x 2) soit 
constant) : elles sont extrêmement importantes dans la représentation des 
champs turbulents. Ce type de graphique permet de dépister d’éventuels 
défauts de résolution. Les lignes —6.0, —5.0,• • • ,0 .0 ,• • • ,5.0, 6.0 sont re­
présentées.
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Chapitre II N avier-Stokes par élém ents finis.

Valeurs de ip

1  -0 .1 1  ! b - 0 .1  I c - 0 .0 8  I d - 0 .0 6
e - 0 .0 4  f  - 0 .0 2  g - 1  10~2 h - 3  10"3
i - 1  10“3 j - 3  IO“4 k - 1  IO“4 1 - 3  10“5
m  - 1  10"5 n - 1  10“6 o - 1  10"7 p - 1  10"8
q - 1  10~9 r - 1  ÌO -10 s 0.
«  1 IO"10 ß  1 IO“9 7  1 10~8 8  1 IO"7 

e 1 IO"6 C 1 IO-5 V 1 IO-4 0 3 IO-4  
c 1 IO"3 ac 3 IO"3 A 1 10~2

Tableau II. 1: Valeurs tabulées des lignes de courant

•  les contours 0.0025, 0.0050, 0.0075,... ,0.5 de l ’énergie cinétique définie ponc­
tuellem ent par

E (x  i ,æ 2) =  ^ (u i(x i ,æ 2)2 +  u 2 (x l i x 2)2).

•  le champ des vitesses perm et une excellente visualisation qualitative de 
l ’écoulem ent.

•  le champ des vitesses normalisées perm et d ’apprécier qualitativem ent les 
structures de p etites tailles.

•  les isobares (régulièrem ent d istantes) révèlent les singularités.

•  le gradient de la pression (normalisé et non normalisé) donne une idée  
de la précision de la résolution et révèle les tourbillons principaux com m e 
’’source” du cham p.

•  la localisation du tourbillon principal ( ¿ i ,^ ) )  la- valeur en ce point de la  
fonction de courant : -0(æi , x 2) (extrem um  local de t/>) et du tourbillon  
w ( â i ,* 2 ) ; la- localisation et les valeurs des tourbillons secondaires (extr- 
m um s locaux de -0) perm ettent de comparer quantitativem ent les résultats 
numériques.

•  le profil m édian vertical de la v itesse horizontale ie la variation le long de 
l ’axe vertical x \  =  0.5 de la com posante horizontale de la v itesse ie u \.

•  le profil m édian horizontal de la v itesse verticale ie la variation le long de 
l ’axe horizontal x 2  =  0.5 de la com posante verticale de la vitesse ie u 2.

•  les extrem um s de i i i ( 0 .5 , .) (um in), W2(->().5) (vm in et vm ax) et leurs posi­
tions (ym in , xm in et xm ax).
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Section II.3 Résolution de Stokes

II.3 R ésolution du problèm e de Stokes.

L’objet de cette section est de présenter la méthode des éléments finis mixtes 
4P1-P1 employée pour approcher le problème de Stokes et de décrire un solveur 
efficace du problème discrétisé ainsi obtenu.

II.3.1 Introduction des éléments 4P1-P1.

Formulation continue du problèm e.

Désormais on suppose que le domaine il est un domaine borné polygonal de 
Ht2 (hypothèse H 1) et l ’on suppose toujours que la condition au bord est :

u — g sur dil

On considère la formulation variationnelle (introduite en 1.1.2) associée au 
problème de Stokes généralisé :

Trouver (u ,p ) G (if^ (iî))2 x L2(Çl) tel que

« ( ^ )  +  7 ^ (v « ,v < 0 -(p ,d iv v ) =  ( / ,v )  Vv G (IZ^(iî))2
(q divti) =  0 V a G £ 2(iî)

(ILS)
que l ’on peut réécrire :

a ( u , v ) - b ( v , p )  =  ( f , v ) Vv <E (^¿(Û ))2 s
b(u,q) — 0 Vç G -L2(fï)

avec

=  (9>d iv#

Il est à noter que le problème de Stokes ( II.4) peut être mis sous la forme d’un 
problème de point selle :

trouver (u ,p ) G (¿7^(iî))2 x L2(iî) tel que
!» (“ >“ ) -  M“ !?) -  (/>“ ) =  minu€(ffj((1))2maXgçL2(n){ |a iu ,v )  -  b(v,q) -  ( / ,» ) }

(H.5)
ou encore d’un problème de minimisation avec contraintes : 

trouver u G (Hg(Çl))2 tel que
|a (u ,u )  -  ( f ,u )  =  min„e{„€(jgri(n))2 / 6(W)q) = 0) Vg€L2(n)}{f«(v,v) -  ( f , v ) }

(11*6)
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

a) b)

u,p
A3

x 4 \ \

82 U

A l B3 A2 ^
u, p u u> P

Figure II.5: a) Subdivision d ’un triangle t en 4 sous triangles ; b) Position des 
degrés de liberté pour l ’élément 4P1-P1.

Triangulation

Pour définir l’élément fini lagrangien, conforme, mixte 4P1-P1, on considère 
une triangulation régulière T2h (hypothèse H 2 ) de fi c’est-à-dire un ensemble de 
triangles (2h étant le plus grand côté possible de ces triangles, paramètre qui 
tend vers 0) tels que :

• Tj fi Tj est un côté, un sommet ou l’ensemble vide pour tout triangle T;, Tj 
de T2h avec i ^ j ,

• UjTj =  iîh avec Slh =  fi,

• Pour tout r,-, le diamètre de Tj (ie le plus petit diamètre des cercles contenant 
T{) noté p(tî) et la rondeur de Tj (ie le plus grand diamètre des cercles inscrits 
dans r,) noté //(r») vérifient :

4p\<K,
p \ T i )

K  étant une constante indépendante de h.

On suppose de plus (hypothèse H3) que chaque triangle de T2h a au moins un 
sommet n’appartenant pas à diî. On définit T/, la triangulation obtenue à paxtir 
de la triangulation T2h en divisant chaque triangle r de T2h en 4 sous triangles 
congruents (cf. figure II.5).
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Section II.3 Résolution de Stokes

Espaces d ’approximation

P i(t)  étant l’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égal à 1 sur r , on 
note Vh et V2h les espaces des fonctions continues linéaires par morceaux de O 
dans IR :

Vh =  K  G C°(ü)  /  Vr G Th, vh\T G P ^ r)}  C H1 (il). 
V2h =  {vh G /  Vr G T2h, vh\T G P i(r)}.

Soit gh G V£ une approximation de g telle que

/  gh-nda- =  0, 
J an

les espaces d’éléments finis de dimension finie approchant (f i-1 (fi))2, (fi^ (iî))2, 
( ¿ ’¿(fi))2 et L2(Sl) sont alors respectivement :

Vh =  Vh x  V*
Vg,h =  Vg,h x  Vg^H

=  {v h G Vh, vh =  gn sur <?fi} x {vh G 14, vh =  gh sur <?fi}
Vo,h — Vo,h X Vo,h 

= (vh n flo(fi)) x (Vh n ¿¿(û)) 
Qh = V2h C L2(ü)

Les degrés de liberté pour la vitesse sont donc les sommets Ai et les milieux des 
côtés Bi des triangles de T2h (cf. figure II.5) et pour la pression les sommets des 
triangles de T^.

Formulation discrète du problème.

La version discrète de (II.3) s’écrit (Sh) :

Trouver (uh,ph) G x Qh tel que 

ct(uh,v h) +  j f e (V u h, 'Vvh) -  (ph,àivvk) =  (f , v h) Vvh €Vo,h (H.7)
(qh, divu/») =  0 Vqh G Qh,

le problème de point selle étant discrétisé sous la forme :

trouver uh G Vg,h tel que >
uh =  minVheVghm3iXiqheQh{ i< i (v h ,V h ) -b (v h ,q h ) - ( f ,v h)}

Sous les hypothèses H 1, H 2, HZ, les approximations Vo,h et Q h de (¿¿(O ))2 
et de L2(fi) vérifient la condition Inf-Sup, résultat technique démontré dans Ber- 
covier et Pironneau [13] ie :

3C indépendant de h telle que

Cette relation assure l ’existence et l ’unicité de la solution de (Sh) dans Vg,h X 
(Q/./IR) ie la pression pn est déterminée à une constante additive près.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

R em arque II . 1 R existe des méthodes directes utilisant par exemple des mé­
thodes d ’optimisation pour démontrer l ’existence, en particulier à partir du pro­
blème de minimisation (II.6), mais l ’unicité doit être traitée à part.

La condition Inf-Sup permet également d’établir la convergence et l ’ordre de 
la méthode. Pour la démonstration du théorème suivant, on se refèrera à l ’article 
de Bercovier et Pironneau [13].

T h éorèm e II. 1 Si les hypothèses H I, H2, HZ sont vérifiées et si u €  (H 2(il))2 
et p G alors

| | « f c  —  w l l ( f l - 1 ( n ) ) 2  ^  1 ( ^ ( 0 ) ) »  +  IIp I | h 1 ( 0 ) / ] r )
I \Ph ~  p \U ^ n y m  <  C'h( | \u\ | ( f l - 2 ( n ) ) *  +  ! H  l a r m o y a i )

où
IIp IIx / r  =  in f ||j> + A | | x .

C hoix du 4 P 1 -P 1 .

Les principales raisons pour lesquelles de nombreux auteurs ont choisi un tel 
élément sont résumées dans la suite :

1. L’élément 4P1-P1 vérifie la condition Inf-Sup (à l ’inverse par exemple de 
l ’élément Pl-PO) qui traduit la compatibilité entre la divergence discrète et 
la pression discrète.

2. L’élément 4P1-P1 est conforme en vitesse (à l’inverse de l’élément PI non 
conforme - PO proposé par Crouzeix-Raviart [8]) et conforme en pression 
(ce qui n’est pas le cas pour P2-P0 proposé par Fortin [9]).

3. La construction de la base, ainsi que l’assemblage de la matrice du problème 
discret est facile (ce n’est plus le cas pour des bases à divergence nulle ou 
pour l’élément P2-P1 proposé par Taylor et Hood [10] ou pour l ’élément PI 
bulle - PI d’après Arnold et al [6]).

4. Par rapport à P2-P1, la matrice est plus creuse, cela réduit l’encombre­
ment mémoire et reste donc avantageux bien que l’ordre de convergence 
soit inférieur.

R em arque II .2  D im ension  asym p totiq u e des espaces de d iscrétisation

Nous allons vérifier formellement que la discrétisation proposée a un sens. 
Montrons que la dimension de l’espace d ’approximation par éléments finis ^PI­
PI associé au problème de Stokes est strictement positive.
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Section II.3 Résolution de Stokes

Si la frontière n’a qu’une seule composante connexe, l ’identité d ’Euler est pour 
les triangles :

S - C  +  T  =  1

où S  est le nombre de som m ets, C le nombre de côtés et T  le nombre de triangles 
dans la triangulation T2 h• Etant donné qu’il y a 3 côtés par triangle et que chaque 
côté appartient à 2 triangles, asymptotiquement on a la relation :

et par suite
T

S  ~  C - T  =  —.
2

On en déduit que

dim  Vh a  25  +  2(7 ~  T  +  3T =  4T

T
dim Qh — 5  =  —.

Àt

Or les contraintes ( divvh,qh) =  0, Vçh £  Qh sont indépendantes sauf une. En 
effet

(vh,V q h) =  0 Vvh G Vh ==> Çh =  constante.

On peut donc estim er la dimension de l ’espace de discrétisation associé au pro­
blème de Stokes :

T  7 T
dim  {v  e V h  /  (d ivvh,q h) =  0 \/qh G Qfc} ~  4T  — — ~  — . (11.10)

R em a r q u e  I I .3  Une formulation différente du problème de Stokes avec Vêle­
m ent 4P1-P1 a été proposée et démontrée par Glowinski et Pironneau [14]’ Cette 
form ulation équivalente induit des schémas numériques différents.

II.3.2 Méthode d’Uzawa et préconditionnement.

Form e m atricie lle  du problèm e (S h).

Notons S  h l ’ensemble des sommets et des milieux des côtés des triangles de 
T2h, %2 h l ’ensemble des sommets des triangles de T2h et posons :

S/t =  S/iH fi

l ’ensemble des sommets et milieux de côtés intérieurs à fi,

S2h  —  S2/»n fi
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

l ’ensemble des sommets intérieurs à iî.
On pose :

o
n h — Card (S h) et n0,h =  Card (Ek), 

n2h =  Card (S 2h)

On supposera que les noeuds intérieurs à iî  sont les points M j  pour j  variant de
1 à n0,h et que les noeuds appartenant à dSl sont les points Mj pour j  variant de 
n0ih H- 1 a

La base canonique dite nodale de Vh (respectivement V2h) est notée = i
(respectivement Elle est définie de la façon suivante :

<f>hyi e v h \/i =

=  0 =  i," • •, nh avec i ^  j  et (Mi, Mj) G  X)£.

La définition est rigoureusement identique pour <f>2 h,i•
Si l ’on écrit le système de Stokes discrétisé pour les fonctions de base de Voth 

et Qhi alors (Sh) est équivalent au système linéaire suivant :

/  A h 0 - B l h \  /  Ut ,h \  (  F1,h \  
0 A h - B i h =  F2,h (11.11) 

V ~ B lth - B 2,h 0 )  \  Ph )  \  0 ;

où les matrices Ah , B\u  et B 2 h sont définies par :

( A h ) i j  —  a’(4>h,i  ̂$ h , j ) 1 5; 5; n 0,h

(B 1,h)ij =  (4>2h,i, ^ f )  1 <  i <  n 2h, 1 < j <  n0,h

( B 2<h)ij =  (<f>2h,i, 1 < i <  n 2h, 1 < j <  no,H

et les vecteurs colonnes U\,hi U2,h, F\,h, F2,h Ph sont les composantes de la 
vitesse, des forces extérieures et de la pression exprimées dans la base nodale de 
V0,h et V2h :

' « 1,1 \  / '“ 2,1 ' 

U\,h. — —  • t U2,h

V / V U2,noih /
 ̂ /l,l \  ̂ /2,1  ̂

i'i.h =  • ? F* ,h =

\  /  \  f2,no,fc /
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Section II.3 Résolution de Stokes

( Pl

Ph =

V PniH /
Com m e la condition au bord du problème discret est unth — gn,h pour n =  1 ,2 ,  
il faut en tenir com pte dans le systèm e linéaire et tout particulièrem ent dans le  
second mem bre f n,i qui est déterminé par la relation :

no,!». rik

/n , i  —  f n ( M j ) ( ( f > h , j )  Êh i i )  ~  5 ^

i = 1 i =  ̂ oTfc+l

Enfin Miti, îi2)», Pi sont tels que :

pi. =  ( T .7 l \p « h ,t  )

wi,i, 1*2,1 et pj étant des valeurs approchées de ux(M i), u 2[M i)  et p (M j)  pour
1 <  i <  riQ'h et 1 <  j  <  n 2h-

Le systèm e (11.11) a une dim ension (2xn.o,k+7i2j»)2 bien trop grande pour envi­
sager une m éthode d’inversion directe. Seule une m éthode itérative est appropriée, 
cependant la m atrice n ’est pas définie, car son rang est égal à (2 x  n 0,h +  « 2fc)2 — 1* 
Ah étant une m atrice sym étrique, définie, positive, et donc inversible, il sem ble 
donc plus adéquat de résoudre le systèm e (11.11) réécrit sous la forme :

Ui *  =  ¿ i 1« *  +  B i,hP h)
U*,k =  A ? ( F 2,h +  B ‘ihP k) (11.12)

(Bi,hAh1Blh + B2,hAh1B2th)Ph = —BxthAhiFx>h — B2,hAhiF2,h

La m éthode d ’Uzawa-Hurwicz décrite ci-dessous consiste à résoudre le systèm e  
linéaire (11.12) par un gradient conjugué préconditionné. En effet la m atrice  
B i'hA ^1 B \ h +  B 2thAh1 B \ h est elle-m êm e sym étrique, définie positive.

A lgorith m e d ’Uzawa.

Dans la suite, pour alléger les notations, l ’indice h sera supprim é. On suppose  
que la m atrice de préconditionnem ent M  est une m atrice facile à inverser. Les 
étapes de l ’algorithm e d ’Uzawa sont les suivantes :

1. E ta p e  1 : In itia lisation

•  P °  est donné quelconque

96

9n hi m 3 |a( 4>h»¿54>h».

U h
et

**0 ,h
= 1* iÇ h i

E
no,h

1 i9 h,i

E
e :

= no,A -1
92
#1A Mi

íkz¿
0/

Vh,i )(



Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

• résoudre A U °  =  (Fj + B [ P ° )

• résoudre A U $  =  ( F 2 + B \ P ° )

• poser g° =  - B 1U °  -  B 2U °

• résoudre M d ?  — g°

2. Etape 2 : Pfc, Dj, U k, gk, dk étant connues

• résoudre A V \  = B \ d k

•  résoudre A V 2 = B \ d k

(g k , dk)
* pos" ' = iAc,v.+V.)

3. Etape 3 : Détermination de la nouvelle direction de descente

• poser P k+1 =  P k +  pdk

• poser E/Î+1 = U k + pV1 =  U k + p A ~ xB \ d k

• poser U%+1 =  U% + pV2 =  £7* +  p A ~ xB \ d k

• poser gk+1 =  gk - p ( B xVx + B 2V2) =  gk -  p { B xA ~ x B \ d k +  B 2A ~ ' B \ d k)

• résoudre Afzfc+1 = gk+1

.  poser
( g  , z  )

4. Etape 4 : Retourner à l’étape 2 (e est un paramètre donné)

• si \ \ B \ U k+1 +  B 2U k+11\2h > e (test sur la divergence)

• ou si

l\Pk+1 -  P k\U ^  *  *  1

I I ^ I U h -  £ te s t su r la  pression

^  “  € te s t sur la  v itesse

où les normes ||.||/i et 11.112#» sont données par :

i  g lM -P il  i  +  lp v l )  ( „„rm e £ , )
n 2h n h

llflU  = | °u ll^lk = |

,[ŸZÛüb + üïù . r .
I V W »  I V ---------- “ » -------  ( norme £ , )
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Section IL3 Résolution de Stokes

Il s ’agit en fait de la résolution du problème du point selle (II.8) associé à 
Stokes par une méthode de gradient dont les étapes sont :

1. E ta p e  1 : In itia lisa tio n

• G Q h est donné

• on détermine u£ comme étant solution du problème de Dirichlet :

< e  V * *

a(îi®,v;») — (p“,d iv v fc) =  ( / , vh) Vvh e V 0,h

2 . E ta p e  2 : Quand u \  et p* sont connus, îî£+1 et p£+1 sont définis par les 
relations :

<+1eVS)h, PÏ+1e Q h

(Ph+1 ~  Ph><lh) =  -p (à ivu % ,qk) Vqh e Q h

a («h+1»î,fc) — (Pk+1^ v v h) =  ( f ,  v h ) V v h E Vh

—div-tt* est en effet le gradient au point p \  de la fonctionnelle :

ph ■-> min \ a { v h,Vh) -  (p/*, div -  ( f , v h). 
vhevh z

On trouvera dans Temam [3] une démonstration directe de la convergence de 
Uh vers Uh et de vers ph. La méthode du gradient conjugué estime la valeur 
optimale de p.

Numériquement les étapes les plus coûteuses sont les étapes d’inversion des 
matrices et plus particulièrement de la matrice A  effectuée lors de l ’étape 2 pour 
chacune des composantes de la vitesse. En effet l ’odre de A, (no,^)2, est nettem ent 
supérieur à l ’ordre de M  : (n2h)2- L’inversion de A  est réalisé par une méthode 
itérative du type gradient conjugué préconditionné par une décomposition de 
Choleski incomplet effectuée une fois pour toute au début du code numérique.

Un des avantages principaux de l ’algorithme d’Uzawa est de découpler les 2 
composantes de la vitesse; ce qui n ’est pas le cas avec des méthodes du type  
lagrangien augmenté (cf Thomasset [4]).

R em a rq u e  EL4 Dans le cas continue, la méthode d ’Uzawa conserve la valeur

moyenne de la pression initiale. En effet si I p° dx =  0 alors
J n

f ph+1 dx — f ph dx — p f div uh dx =  f pk dx =  f p° dx 
J ci J ci J a J ci J ci

Dans le cas discret, si on suppose par exemple que Pi — 0 alors à l ’étape 3,
on pose :

Pi+1 =  Pi +  P{dki -  ) 1 <  i <  n 2h.
712 h
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

P récon d ition n em en t.

1. Le préconditionnement de Labadie
Le préconditionnement de l’algorithme d’Uzawa a pour but d’accélérer la 
convergence. Or une matrice M  de préconditionnement est d’une part une 
matrice facile à inverser et d’autre part la matrice inverse M ~ x doit être 
proche de Bx^A^1 B \ h +  B^hA^1 B \ h c’est-à-dire qu’elle doit vérifier :

+  B 2,hA ? B l h) x  I d

où I d  est la matrice identité.

Formellement lorsque a  le terme de viscosité étant négligeable, on
a A  ~  a ld .  On en déduit que

Bi'hA^Bl'h + BïjiAb1 B\%h ~ —(BlthBl'h + B2,hB2%h)

et comme B \yhB\ h +  B 2,hB\ h est une discrétisation élément fini du Lapla­
cien, Labadie [71 propose de prendre

4>2h ,ii '<̂ (Ì>2h,j') 1 — ¿ì j  —  r i2h'

Dans ce cas, l ’étape 2 de l’algorithme d’Uzawa consiste à résoudre le pro­
blème de Neumann avec des conditions au bord homogènes :

Déterminer pk+1 tel que
(-A (p £ +1 - P h ) ,q h) =  -p (à ivu % ,qh) G Qh

Il est à noter que l’on trouve cette étape dans la méthode de projection 
proposée par Chorin [19] et Temam [3].

Pour que la méthode soit efficace, il est cependant nécessaire que p  soit 
suffisamment régulière (par exemple p  G H 1 (il)).

2. Le préconditionnement de Cahouet
En s ’appuyant sur un concept de multi-solveurs couplant

•  l ’évaluation des gradients singuliers avec le schéma d’Uzawa sur le 
maillage fin c’est-à-dire sur le maillage associé à la vitesse,

•  l ’évaluation rapide de la partie régulière avec un schéma de type Chorin- 
Temam sur un maillage grossier ie sur le maillage associé à la pression,

Cahouet [7] propose de poser :
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Section II.3 Résolution de Stokes

Ainsi si (Phiu 1h) es  ̂ la solution obtenue par Uzawa, une correction Sp£ de 
la pression est calculée en utilisant un schéma de type Chorin-Temam ie :

Sp* =  (ïb/ d _ a A  1)divuh

Il est à noter que l ’on retrouve le préconditionnement de Labadie lorsque

a : >

Ces préconditionnements accélèrent la convergence du schéma d’Uzawa, et 
leurs coûts restent raisonnables, puisque les problèmes supplémentaires à ré­
soudre sont des problèmes de Neumann d’un ordre inférieur à ceux associés à 
A h- La résolution des problèmes de Neumann est réalisé par un gradient conju­
gué préconditionné par une décomposition incomplète de Choleski calculée une 
fois pour toute en début de code, le préconditionnement permettant la conver­
gence du gradient vers une solution particulière du problème (cf. non unicité de 
la solution des problèmes de Neumann).

II .3 .3  R é su lta ts  num ériques.

Problème de Stokes

Le processus itératif de l ’algorithme d’Uzawa est initialisé par P °  =  0. La 
figure II.6 représente les lignes de courant et de vorticité, les isobares et le contour 
de l ’énergie cinétique : la solution est régulière et parfaitement symétrique par 
rapport à Taxe x\ — La figure II.7 permet d’apprécier le nombre d ’itérations 
nécessaires pour obtenir des erreurs relatives pour la pression et la vitesse en 
norme L 2  inférieures à 0.1 10“3 avec Re — 1000 et un pas d’espace

h =  —  =  0.0078 et h =  —  =  0.0156.
129 64

Afin de comparer les performances des schémas on a également représenté la 
norme L 2  de la divergence de la vitesse en fonction des itérations d’Uzawa. On 
remarque que les erreurs relatives et la norme de la divergence augmentent lorsque 
h diminue et lorsque le nombre de Reynolds augmente, (cf figure II.8)
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RUN 100.00 TEHPS 0.0000 V0RTICITY ff\ ______________________________________________

 ̂ '** * / j  ̂  ^

/  \  ''v /  ^ V v _ y  \ — '

J  v ...... j  v

00------

o ^ ^  b -------------------------------------------------------
______ RUN 1 I NE RUN 100.00 JEHPS  ̂ O . O T O P ^

; ; ; ! ! ! / / K \\'»y \\]\ ’ ‘. i i "** X /  / ! e \  \
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' ' • r-»< v _- S'S//! • '///'//' ! 1 !, 111 ! ! ! \ \
'• ' \ //// ; ; ........ ' /  \  ^ --------------^

S , ;' ! : \  y  \  >
1  ''’ -----
\ ' / / /?
\ X \' 'S ' \ '^  /  / 

\  ' v 0 :o ' : > S ::^ ;i ;;;::::-:' / ///  /  i
\ X \  ..... . / / S

\  \  ^ '* .r r ‘i39"rr-'' y  • I

"'-28............ .......""

c --------------------------------------------------------j|

Figure II.6: PROBLEME DE STOKES dans la cavité B) ; a) Isovoiticité ; b) 
Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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Erreur Vitesse UZAWA (loglO) Erreur Pression UZAWA (loglO) Divergence (loglO)

A  A  /N
i . t . • ■

4 . 4 . 4 * N

4  I______ I------ 1------ u \  4 -----1------ 1------ 1------ lA .  4  l _ _ J ------ 1------ lA
i l  i  ■  s  /  i l  ■  « a  /  ' i  » » » /

Iterations UZAWA Iterations UZAWA Iterations UZAWA

Figure II.7: PROBLEME DE STORES dans la cavité B) ; Courbes de conver­
gence de la méthode d’Uzawa. En trait continu : maillage 129 X  129 ; En trait 
pointillé : maillage 65 x 65.

Erreur Vitesse UZAWA (loglO) Erreur Pression UZAWA (loglO) Divergence (loglO)

A A  Ai « • .

* L- ■ 1 , 1 I .\  * I .i i . ..» nu I iii I ,A -* 1 1 1 \
i *  » a » /  i >  m n m /  1 1  ■ « * w

Itérations UZAWA Itérations UZAWA Itérations UZAWA

Figure II.8: PROBLEME DE STORES dans la cavité B) ; Courbes de conver­
gence de la méthode d’Uzawa. En trait continu : Re = 100 ; En trait discontinu : 

Re = 1000 ; En trait pointillé : Re = 5000.
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Erreur Vitesse UZAWA floglO) Eneur Pression UZAWA (loglO) Iteration UZAWA

'h n't** . « - " *

J

« L _____ i— - j — i— ^  *  L — i— i— .— a  • }-?— r*— ^ ^
Iterations en Temps Iterations en Temps Iterations en Temps

Figure II.9: PROBLEME DE STOKES GENERALISE dans la cavité B) ; Er- 
rems et itérations de la méthode d’Uzawa pour 10 pas de temps de Navier-Stokes. 
En trait continue : sans préconditionnement ; En trait discontinue : précondition­
nement de Labadie ; En trait pointillé : préconditionnement de Cahouet.

Problème de Stokes généralisé

Les résultats sont comparables à ceux obtentis par Cahouet et Chabard. La 
figure II.9 représente, au cours des 10 premiers pas de temps du problème de 
Navier-Stokes, les erreurs relatives de la vitesse, de la pression et le nombre 
d’itérations pour la résolution du problème de Stokes généralisé par la méthode 
d’Uzawa. Comme

les préconditionnements de Labadie et Cahouet sont rigoureusement identiques 
et accélèrent nettement la convergence d’Uzawa.

L’influence du paramètre a sur la solution (et particulièrement sur le champ 
de vitesse) est illustrée en figure 11.10. Les conditions au bord sont celles de la 
cavité avec une vitesse d’entrainement égale à 1.0 et les forces extérieures sont 
nulles. Ce problème n’a pas de sens physique mais il est intéressant de constater 
que si a est grand, un très fort gradient de vitesse apparaît dans les couches 
supérieures du maillage.
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Figure 11.10: P R O BLEM E DE ST O R E S G E N ERA LISE  dans la cavité A )  ; 
Champ de vitesse pour Re = 100 et a  =  0.0, 1.0, 5.0, 10.0, 50.0, 100.0.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

II.4 Résolution du problème de Navier-Stokes.

II.4.1 Discrétisation en espace et en temps.

F o rm u la tio n  d isc r è te  du  p ro b lèm e

Les hypothèses H 1, H 2, HZ et les notations de la section II.3.1 sont conser­
vées.

L’approximation par éléments finis mixtes 4P1-P1 du problème (N .S.) est la 
suivante (N S h ) (on se référera à Le Tallec [15] pour une démonstration de la 
convergence de cette approximation) :

Trouver (uh( t ) ,p h(t))  €  Vg,h x  Q h tel que

{-jft-, vh) +  JfëiVuh, Vvfc) +  b(uh, uh, vh) -  (ph, divvfc) =  ( / ,  vh) Vvh G V0,h
(qh, divtife) =  0 Wqh € Qh•

(11.13)

S ch ém a  en  te m p s

Le problème étant discrétisé en espace, il s’agit de présenter maintenant une 
m éthode de résolution adéquate en temps. 2 schémas par différences finis ont été 
envisagés :

1. Le premier schéma temporel envisagé est composé :

•  d ’un schéma d’Adams-Bashforth explicite du second ordre pour les 
termes non linéaires,

•  d’un schéma de Crank-Nicholson semi-implicite du second ordre pour 
les termes linéaires.

L’initialisation est effectuée par une méthode d’Euler :

•  Etape 1 : initialisation

— u® =  uo,k approximation de u0 est donnée

— et p \  les approximations de Uh et pn à l ’instant A i sont définies 
à partir de -u® par :

(qh, divu£) =  0 6  Vo.fe et Wqh G Qh,
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

• Etape 2 : Pour k >  1, «£+1 et pk+1 sont définies à partir de uk par:

(/*+1,®k) -  V%) -  {|((«Î.V K .«k) -

(çfc,divu£+1) =  0 \/vh £ V0,h et Vqh 6 Qh,

Ce schéma d’ordre 2 a l’inconvénient d’être conditionnellement stable. Il est 
soumis à une condition CFL du type (le terme de transport, non linéaire 
est traité implicitement) :

ce qui rend ce shéma très couteux en temps de calcul dès que le nombre de 
Reynolds est grand et que h est par conséquent petit.

Il est à noter que chacune des étapes de cet algorithme consiste à résoudre 
un problème de Stokes généralisé, d’où la nécessité d’avoir un solveur per­
formant de Stokes tel qu’un Uzawa préconditionné. A l’étape 2 le schéma 
d’Uzawa est initialisé par la pression obtenue à l’étape précédente :

2. Le deuxième schéma temporel envisagé est un schéma de splitting (appelé 
également dans la littérature schéma de Peaceman-Rachford ou d schéma). 
Cette méthode de splitting utilisée par Glowinski et Periaux [20] est très 
proche des méthodes à pas fractionnaires de Temam [22] et [23] et des mé­
thodes de projection proposées par Temam et Chorin, modifiées par Shen. 
En effet tous ces schémas ont pour avantage principal (et pour objectif) de 
découpler les 2 difficultés du problème de Navier-Stokes que sont la non- 
linéarité et l ’incompressibilité. On trouvera une analyse mathématique de 
ces schémas dans Temam [3].

Dans cette discrétisation, à chaque pas de temps le problème est fractionné 
en plusieurs étapes plus simples : tout d’abord un problème non linéaire 
formé de l’équation du moment sans le gradient de pression est résolu puis 
la vitesse et la pression sont corrigées avec un (schéma à 2 pas) ou deux 
(schéma à 3 pas) problèmes de Stokes généralisés, c’est à dire que la vitesse 
précédemment obtenue est projetée sur l’espace à divergence nulle.

Regardons dans un cadre abstrait ce que cela donne. On considère un pro­
blème du type

§  +  A(„) =  /

îi(0) = u0
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

où A  est un opérateur vérifiant A  =  A \  +  A 2. Si u k représente la  solution  
à l ’instant k A t , la  valeur à l ’instant (k +  1 )A i, uk+1 est déterm inée de la  
façon suivante :

S c h é m a  1 : Schém a à 2 pas

- . f c - f - 1 / 2  ___ ~ . k

A t / 2  • +  +  M « k) =  / ‘ +1/2

7,fe+l _ „*+1/2
------ — ------ +  A 1(uk+V 2) +  ^ 2(» ‘+1) =  / ‘ +1

S c h é m a  2 : Schém a à 3 pas

*" + M « ^ ) + M«') = f™

4-1 _

------- ------------- +  A !(« fe+1) +  A 2(u k+1~0) =  f k+1

où f k est une approxim ation de f ( k A t )  et $ E ]0, ^[. A insi la première 
étape traite im plicitem ent A \  et explicitem ent A 2 et les rôles de A \  et A 2 
sont inversés lors des étapes suivantes. On trouvera une dém onstration de 
la  convergence de tels schém as dans le cas d ’opérateurs non linéaires dans 
Lions et Mercier [21].

Pour Navier-Stokes, ces schém as s ’écrivent :

S c h é m a  1 : Schém a à 2 pas

k+1/2 fc+1/2 a c . 
uh = 9h sur

(<+''^~lf'Vh) + i k (Vu‘+1/2’'Vvh) ~ ^ +1,\ ^ v h) =

U M / 2 , vk) -  V **) -  « u l V ) u kh, v h)

(qh, divu£+1/2) =  0 \ /vh G Vo,h et Wqh G Qh,
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

t¿£+1 =  g^+1 Slir 90,

, fe+i fe+1/2 \ 1

A t / 2  +  2R¡SVu"h*X'Vvh) +  =

(/*+1.®n) -  5 ^ ( v '“í+1/2. v ”fc) +  (p*+1/2>divt>k)

Vvh G V0,h et G Qh,

S ch ém a  2 : Schéma à 3 pas

uh+0 =  9h+e sur

(gh,divu£+tf) =  0 Wfc G Vo,h et Vqh G Qh,

ufc+i e _  gk+i o sur gçi

( f k+1~6, v h) -  - | - ( V « * + * ,  V î* )  +  (i>fc+<,,d iv v h)

G Vo,h et Vçh G Qh,

ií£+1 =  <7¿+1 sur é?iî

(/‘+Vk) -  V̂ ) -  ((“Î+I~"-vK+1~Vi>)

(g h ,d iv ^ +1) =  0 V-yh G Vo.h et Vç>, G Q/»,
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

L’efficacité de la m éthode d ’Uzawa décrite en section (II.3) perm et d ’uti­
liser le deuxièm e schém a dont le premier et troisièm e problème sont des 
problèmes de stokes généralisés et qui apparaît com m e une sorte de sym- 
m étrisation du premier. La résolution du problème non linéaire est l ’étape  
la plus coûteuse (jusqu’à 10 fois plus de tem ps C PU ). Il est à remarquer 
que n ’est pas nécessairem ent à divergence nulle.

Si les paramètres a , /3 et 9 sont :

a  =  - , 0  =  - t e  =  - t
3 3 ’ 4 ’

le deuxièm e schém a est inconditionnellem ent stable. D e plus les seuls opéra-
O 7" A or a

teurs qui apparaissent sont — sJFe 3R e \' ^ ne sev^e m atrice est
donc à inverser, ce qui réduit considérablement la taille mémoire nécessaire 
et le coût des factorisations.

II.4.2 Méthode des moindres carrés.

Ce paragraphe décrit la m éthode des moindres carrés em ployée pour résoudre 
le problèm e non linéaire issu de la discrétisation en tem ps. Son application au 
problèm e de Stokes est développée dans Bristeauei al [17].

En dimension finie.

Dans le cas d ’un systèm e d ’équations de dim ension finie, la m éthode des 
moindres carrés consiste à chercher la solution de

F ( x )  — 0 v 
avec F  : JRN ---- ► JELN et F  =  { f u  • • • , f N }  1 '

com m e étant la solution du problème de m inim isation suivant :

Trouver x G IR^ tel que .
m x ) \ \  <  \ \F(y)\ \  V y e I R "

où |(.|| est une norme euclidienne. Le problème (11.15) est résolu par une m éthode  
de gradient conjugué préconditionné.

Supposons par exem ple que

IIFO O II =

où S  est une m atrice sym étrique définie positive. Si J  : IR^ ----> IR est défini par
J ( x )  =  i | | F ( x ) | | , o n  a l ’équivalence :

. > J Trouver x G ïït^  tel que

{I ' } ^  t  J (X) <  J (y) W g i r "
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

Or si l ’on note J '{x )  la différentielle de J  (rappelons que J ' est définie par

(J ' ( y ) , z ) =  ( S - ' F { y ) ,F \ y ) z )  Vz g ffi* ),

le gradient conjugué est composé des étapes suivantes :

E ta p e  1 : x° G IR7̂  étant donné

•  calculer J ’(x°)

•  résoudre Sg° =  «/'(x0) ie (S g ° ,z ) =  (J '(x ° ) ,z ) Vz G IR^

•  poser w° =  g 0

E ta p e  2  x k, w k et gk étant connus

• déterminer Xk tel que J (x k — XkWk) <  J (x k — Xwk) VA G IR

•  poser x k + 1  =  x k — XkWk

•  calculer J \ x k+Ï)

•  résoudre Sg k + 1  =  J '(x k+1) ie (Sgk+1 , z )  =  (J '(x k+1), z)  Vz G

*+i * + 1  , fc x (S gk+\ g k+1) J (g k+1)
•  poser tüfc+1 =  g h + 1  +  7 fc+i«;fe ou 7 fc+i =  (Sgk gk) =  J ï ô*)

E ta p e  3 Arrêt si ||<7fc+1|| <  e.

P r o b lè m e  de D ir ich le t non  lin éa ire .

Considérons maintenant le problème modèle de Dirichlet non linéaire :

Trouver <j> telle que
- A <j> -  T(4>) =  0  dans il  (11.16)

</> =  0  sur d i i

La formulation moindre carré de ce problème est la suivante :

i ÿ “ HA (V -  C(v))||jsr-i<o> (H.17)vea 0 (u)

que l ’on peut réécrire

min ||v — C('y)||ir1fn'i — min /  IV(v — C(v) | 2 dx (11.18)

où C(v ) es  ̂ solution de

—A £(v) =  T [y)  sur f i

£(v) =  0  sur d iî.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Rappelons que H  1 est le dual topologique de S o (ÎÎ ), que A  est un isomorphisme 
de S ^ (ÎÎ) dans H ~ x et que la norme classique de H ~ x est donnée par la relation :

H /IU -. =  Sup
ve^nnj-io} IP l l j ï0l (n)

La résolution du problème de contrôle optim al (11.18) est réalisée par une m éthode  
de gradient conjugué préconditionné.

Et Stokes

Dans le cas présent la formulation variationnelle du problème non linéaire est 
du typ e :

Trouver u G Vg satisfaisant

a(tt,t>) +  ^ ( V « , V t ; )  +  ((tt.V )tt,t;) =  ( / , » )  W  G V0 (IL19)

Pour tout v  G Vo, on définit y (v )  G Vq com m e étant la solution du problème 
linéaire :

a (y (v ) ,  z )  +  ¿ ( V y ( v ) , V z )  =  a (v , z )  +  ¿ ( V v , V z )
+  ( (v .V )v ,z )  — ( f , z )  Vz G VQ (11.20) 

y (v )  — 0 sur d ft

C om m e (11.20) a une unique solution pour tout v  donné et com m e pour v  =  u, on 
a y (u )  =  0, une formulation moindre carré du problème (11.19) est la suivante :

Trouver u G Vg satisfaisant „ >.
J (u )  <  J { v ) W  G V0 { }

où J ( v )  est définie par :

Le gradient conjugué pour résoudre le problème (11.21) est com posé des étapes 
suivantes :

E t a p e  1 Initialisation : u° G Vg est donnée.

•  Déterm iner ÿ° G Vq tel que

<*(9V )  +  ^ (V / , V Z )  =  ( J ' ( « V ) '  V z e V

•  w °  =  g 0
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

E t a p e  2 u k, w k et gk étant connues,

•  Déterm iner A* tel que J ( u k — XkWk) <  J ( u k — Aw k) VA £  IR

•  poser uk+1 =  uk — Afctofc

•  déterminer y k+1 — y (u k+1)

•  calculer J '(u k+1)

•  déterminer g k+1 G Vo te l que

cx(gk+\z) +  j^(Vgk+\Vz) =  (J\uk̂ ),z) Vz 6 70

fe+ 1  fc+ 1  , ife ' a \g k+1\2 +  gk+x\2 J(gk+1)
•  w k+1 =  g k+1 + 7 fe+ i^  ou 7jfe+1 =  ----- ——-----y  —  =  T(„U\

«7Ytfk+1>\ 
E t a p e  3  : Arrêt si —yj

J \ 9  )

Le calcul de la différentielle de J  ie J '(u k+1) est effectué en détail dans Glo 
winski [2] : pour tout z  dans V0 J '(u k+1) vérifie :

(JV«),s) = «(»(«*+*), *)+i(V»(»‘+'),Vz) , ,
+ ( y ( n ^ i ) , ( z . V ) ^ 1) +  ( « ( u t +1) , ( u k+1. V ) z ) . 1 • ’

Quelques itérations (2 ou 3) de la m éthode de N ewton suffisent pour estim er la  
valeur de À& et y k+1 est déterm iné en introduisant les vecteurs et y \  :

y*+1 = y k -  \ „ y ï + Ajy*

où y% est solution de

+  ((u k. V ) w k, z )  +  ( (w k. V ) u k, z )  

y k — 0 sur dÎÎ

et y k est solution de

<»(»{,*)+ - ^ ( v î,},vz) = ((u.‘V)TO‘ ,z)

y \  — 0 sur â f i

Pour la déterm ination de y*, de y£ et ffk+1, seuls des problèmes de Dirichlet 
avec des conditions hom ogènes sont à résoudre. Il y en a 3 par com posantes (ie  
6 ) pour chaque itération du moindre carré. Les étapes les plus coûteuses sont 
constituées du calcul des différents termes non linéaires (le calcul du jacobien J 7 
com pris), le reste étant des produits m atrices-vecteurs.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

R e m a r q u e  II . 5 Le paramètre 7 ^ + 1  dit de Fletcher-Reeves peut être remplacé par  
le paramètre de Polak-Ribière :

=  <*(9k+1 ~  9k,9 k+1) +  t ^ ( V ( g fe+1 ~  9 % V gfe+1) 

lk+1 <*\9k\2 +  - è z \^ 9 h?

R e m a r q u e  I I . 6  Dans le cas continu, Vexistence et Vunicité de la solution du 
problème non linéaire ne sont démontrées que si le terme non linéaire est 

(cf. Temam [3]). Numériquement les résultats sont identiques.

R e m a r q u e  I I .7 On peut utiliser un schéma temporel implicite où u * + 1  est dé­
term iné par :

( u ^ 1 — uï .Vh)  1 .

A t + S < v ">
- ( PÎ+I,* ™ k) +  ((ui+1. V K +1,t.*) =  (f k* \ v h)

(qh, divu^+1) =  0 Vvh E V0,h et \/qn G Qh,

Dans ce cas chaque itération du moindre carré nécessite 6 résolutions du problème 
de Stokes généralisé.

II.4.3 Programmation et résultats numériques.

L’écoulement est initialisé par la solution du problème de Stokes, en particulier 
cette solution vérifie la condition :

(,qh, divuh) =  0 Vqh G Qh

Les calculs ont été réalisés pour Re =  1 0 0  et Re =  1 0 0 0  dans le cas de la 
cavité A) ie dans le cas où la vitesse d’entrainement est 1 .0 , et pour Re  =  
100,400,1000,5000 dans le cas de la cavité B). Pour de tels nombres de Reynolds, 
la solution du problème de Navier-Stokes dans la cavité entraînée évolue vers une 
solution stationnaire ; le critère de convergence est le suivant :

fci|P^ 2;t -  °-001 P/J 2/»

||wt+1 — ui IL
11 h,, hllh <  0 . 0 0 1

IKI U

Les résultats numériques pour la solution asymptotique stationnaire sont compa­
rés avec les résultats des publications suivantes :
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

•  pour la cavité A)

— Ghia et al [26] : publication concernant le problème stationnaire

— Bruneau et Jouron [25] : publication concernant le problème station­
naire

— Sonke [30] : thèse concernant le problème instationnaire

•  pour la cavité B)

— Shen [29] : thèse concernant le problème instationnaire

— Shen [28] : publication concernant le problème instationnaire.

Les principaux résultats sur la localisation des tourbillons et les profils mé­
dians (cf section II.2 ) sont résumés dans les tableaux II . 2  et II.3 pour la cavité 
A) et dans les tableaux II.4, II.5, II . 6  et II.7 pour la cavité B). On peut constater 
que les résultats obtenus dans le cas présent s’accordent de façon satisfaisante 
avec les résultats précédemment publiés (tout particulièrement pour Re =  1 0 0  

et Re =  400). Les quelques différences avec Ghia et al et Bruneau-Jouron sont 
essentiellement dues :

•  aux différents maillages utilisés : le raffinement et la localisation de ce raffi­
nement améliorent les résultats. La méthode des différences finies est pour 
des géométries simples plus économique et permet des résolutions plus fines,

•  à un critère de convergence trop grand : les calculs sont prématurément ar­
rêtés. Qualitativement la solution ne varie plus à partir d’un certain temps, 
mais la convergence n ’est pas terminée et la solution diffère de la solution 
du problème stationnaire,

•  à la variété des méthodes et des philosophies numériques employées par les 
auteurs cités.

Evolution au cours du temps

La figure 11.11 donne un aperçu de l ’évolution des lignes de courant au cours 
du temps pour Re  =  5000. Elle permet d’apprécier le développement et la dy­
namique (naissance, vie et mort) des contre-tourbillons. On y constate essentiel­
lement la présence d’un tourbillon central légèrement décentré dont le centre se 
déplace au cours du temps et autour duquel apparaissent plusieurs tourbillons. 
On remarque que le contre tourbillon en bas à gauche qui existe à t  =  5.0 rejoint 
le contre tourbillon de droite à t =  1 0 . 0  pour former un large tourbillon qui 
s’étale sur toute la largeur de la cavité, puis disparaît à t =  30.0 pour réappa­
raître et se développer jusqu’à t  =  60.0. On note que la ’’recirculation” en haut 
à gauche est absente à l ’instant 1 0 .0 .
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

__________________________________Re =  1 0 0 _________________________________

Pascal Ghia [26] Bruneau [25] Sonke [30]

Formulation U, P  u>, U, P U, u>
Problème Evolutif Stationnaire Stationnaire Evolutif

Discrétisation x Galerkin Multigrille Multigrille Galerkin
Eléments finis Différences finis Différences finis Différences finis

Maillage vitesse 65 x  65 129 X 129 129 x  129 40 x  40
A t  j 0.1 j I_______________ I_______ ?

PV x II 0.6094 I 0.6172 | 0.6172 I 0.6129 
y 0.7344 0.7344 0.7344 0.7419 

ip(x,y) -0.1036 -0.1034 -0.1026 -0.1041 
u)(x,y) -3.113 

BLV x 0.0313 0.0313 0.0313 0.0484 
y 0.0313 0.0391 0.0391 0.0385 

ip(x,y) 0.1204 10“ 5 0.175 10~ 5 0.163 10~ 5 0.4 10~ 5 

w{xi y) 0.00978 
BRV x (L9531 0.9453 0.9453 0.9355 

y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0484 
j>(x,y) 0.109 10~ 4 0.12510-4 0.12510"4 0.12 10" 4  

_______ a>(z,y) 0.02454 
iimin -0.209 -0 . 2 1 0  -0 . 2 1 0  -0 . 2 1 0

ymin 0.453 0.453 0.453 0.463
vmin -0.238 -0.245 -0.252 -0.247
ymin -0.8125 0.8047 0.8125 0.8064
vmax 0.172 0.175 0.179 0.178
xmax 0.2344 0.2344 0.2344 0.2364

Tableau II.2: Résultats pour la cavité entraîné A) avec la méthode de splitting à
3 pas - Uzawa - Moindres carrés. PV =  Tourbillon principal ; BLV =  Contre
tourbillon gauche : BRV — Contre tourbillon droit.
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_________________________________ Re =  1000_________________________________
Pascal Ghia [26] Bruneau [25] Sonke [30]

Formulation U, P i¡> U, P  U, uj

Problème Evolutif Stationnaire Stationnaire Evolutif
Discrétisation x Galerkin Multigrille Multigrille Galerkin

Eléments finis Différences finis Différences finis Différences finis
Maillage vitesse 65 x 65 129 x 129 129 x 129 1 2 0  x 120

A t I 0.1 j_________________j_______________ j_______ ?
PV x [ 0.5313 I 0.5313 I 0.5313 I 0.5368

y 0.5625 0.5625 0.5586 0.5693
j>(x,y) -0.1231 -0.1179 -0.1163 -0.1210

u>(x,y) -0.02185
BLV x 0.0781 0.0859 0.0859 0.0834

y 0.0781 0.0781 0.0820 0.0637
i>(x,y) 0.228 IO“ 3 0.231 10" 3 0.325 10~ 3 0.274 10~ 3

Lo(x,y) 0.3242
BRV x 0.8594 0.8594 0.8711 0.8513

y 0.1094 0.1094 0.1094 0.1237
i¡>(x,y) 0.169 IO’ 2 0.175 IO" 2 0.191 IO- 2  0.301 IO" 2

u>(x,y) 1.219
umin -0.399 -0.383 -0.376 -0.405
y min 0.172 0.172 0.172 0.171
vmin -0.536 -0.516 -0.521 -0.653
xmin 0.906 0.906 0.910 0.902
vmax 0.386 0.371 0.366 0.351
xmax 0.156 0.156 0.152 0.164

Tableau II.3: Résultats pour la cavité entraîné A) avec la méthode de spEtting à
3 pas - Uzawa - Moindres carrés. PV = Tourbillon principal ; BLV =  Contre
tourbillon gauche ; BRV =  Contre tourbillon droit.
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__________________________________ Re -  1 0 0 __________________________________

Pascal Shen [29] Shen [28]

Formulation U, P  U, P  U, P
Problème Evolutif stationnaire Evolutif 

Discrétisation en x Galerkin classique Galerkin classique Galerkin classique
Eléments finis Spectral-Cheby she v Spectral-Chebyshev

Maillage vitesse 65 x 65 64 x 64 17 x 17
________A i________ [j_______ 0J.____________________________ I________ 4J0________

PV x II 0.6094 (X63 I 0.609
y 0.7500 0.77 0.750

i>{x,y) -0.08374 -0.08366 -0.0836 
a>(x,y) 2.933

BLV x 0.03125 (Ü) 5  0.031
y 0.03125 0.05 0.031

i/>(x,y) 0.429 10- 7 0.127 10" 5 0.140 10" 5 

a)(x,y)  0.00749
BRV x 0.9531 (L97 0.953

y 0.04687 0.06 0.047
i>(x,y) 0.456 IO“ 5 0.490 10~ 5 0.467 10~ 5 

u>(x,y) 0.0179 
umin -0.159
ymin +0.469  
vmin -0.179
xmin + 0 . 8 1 2 _______________________________________
vmax +0.128
xmax +0.266

Tableau II.4: Résultats pour la cavité entraîné B) ; P V  — Tourbillon principal ;
BLV =  Contre tourbillon gauche ; BRV =  Contre tourbillon droit
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_______________________ ite = 4UU_________________________________

Pascal Shen [29] Shen [28]

Formulation U, P U, P  U, P
Problème Evolutif stationnaire Evolutif

Discrétisation en x Galerkin classique Galerkin classique Galerkin classique
Eléments finis Spectral-Chebyshev Spectral-Chebyshev

Maillage vitesse 65 x 65 64 x 64 17 x 17
_______ Ai________I_______ OJL_______ ___________________ _̂_______ 015_______

PV x ¡ 0.578 0759 I 0.578
y 0.625 0.63 0.625

ip(x,y) -0.0857 -0.0857 -0.0858
________ u(x ,y)_________________________________________________________
BLV x 0.03125 0.05 0.031

y 0.03125 0.06 0.047
T¡>{x,y) 0.795 IO" 6 0.259 10~ 5 0.631 IO" 5

________ u{x,y)_________________________________________________________
BRV x 0.906 0.92 0.922

y 0.125 0.13 0.094
0.21810-3  0.256 10~3 0 .198 10~3

________ u{x ,y)_________________________________________________________
umin -0.227
ymin +0.328
vmin -0.313
xmin +0.844
vmax + 0 . 2 0 0

xmax +0.281

Tableau II.5: Résultats pour la cavité entraîné B) ; PV  =  Tourbillon principal ;
BLV = Contre tourbillon gauche ; BRV =  Contre tourbillon droit
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

____________________________Re  =  1000______________ _____________

Pascal Pascal Shen [29] Shen [28]

Maillage vitesse I 65 x 65 I 129 64 x  64 1 25 x 25
_______A i_______  0.1 I 0.05 j_________________  0.15

PV  x 0.5469 0.5547 0.5469 0.547
y  0.5781 0.5859 0.5781 0.578

i>(xyy)  -0.09220 -0.09028 -0.0843 -0.08717
u>(æ,i/) -1.944 -2.168

BLV x 0.0625 0.0547 ÖIÖ8 0.078
y  0.0625 0.0547 0.09 0.063

ij>(x,y) 0.315 10"4 0.127 10~4 0.515 10~4 0.828 10"4
w [x ,y )  0.0761 0.0408

BRV x 0.875 0.867 0.922
y  0.125 0.125 0.094

i¡>(x,y) 0.922 IO“3 0.885 IO-3 0.882 10~3 0.568 10~3
a>(x,y) 0.6069 0.5099
umin -0.279 -0.275
ymin +0.219 +0.242
vmin -0.376 -0.366
xmin +0.891 +0.891 
vmax +0.260 +0.252
xmax +0.219 +0.242

Tableau II.6: Résultats pour la cavité entraîné B) ; P V  =  Tourbillon principal ; 
B LV  =  Contre tourbillon gauche ; B R V  =  Contre tourbillon droit
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_____________________________Re -  5000 

Pascal Pascal Shen [29] Shen [28]

Maillage vitesse 65 x 65 129 33 x 33
_______A t_______  0.1 j 0.05 I  0.03

PV x |  0.5156 I 0.5390 ' I 0.516
y  0.5156 0.5313 0.531

V>(x , y ) -0.1004 -0.0975 -0.0880
u>(x,y) -2.043 -2.169

~BLV x 0.078 0.0859 0.094
y  0.125 0.1172 0.094

0.718 10~3 0.6723 10"3 0.753 10"3
a>(x,y) 0.8389 0.7310

BRV x 0.797 0.8047 0.922
y  0.0781 0.0781 0.94

il>(x,y) 0.203 10~2 0.242 10~2 0.775 10~3
a>(x,y) 2.016 2.009

ULV x 0.094 0.0781 0.078
y  0.906 0.906 0.92

V>(x,y) 0.866 10-3 0.786 10~3 0.678 10“3
u ( x ,y )  1.034 1.159

SBR x 0.9844 0.9844
y  0.01565 0.01565

il>(x,y) - 4 .5  10-7 -2 .3 9 1  10“7
________ u { x ,y )  -0 .4 1 7  10~2 -0 .2 3 4  10"1 

umin -0.350 -0.318
ymin +0.094 +0.094  
vmin -0.428 -0.414
xmin +0.938 +0.945
vmax +0.339 +0.310
xmax . +0.094 +0.102

Tableau II.7: Résultats pour la cavité entraîné B) ; P V  — Tourbillon principal 
; B LV  =  Contre tourbillon gauche ; B R V  =  Contre tourbillon droit ; ULV — 
Contre tourbillon droit en haut ; SBR =  Contre contre tourbillon en bas à droite

120

-0.318
1-0.094
0.414
(-0.945

+0.310
+ 0.102



Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

A partir de t =  50.0 la forme générale de l ’écoulement est établie, les va­
riations sont minimes et un contre contre tourbillon négatif de faible intensité 
apparaît dans le coin inférieur droit (cf figure 11.14).

A t  =  60.0, on considère la solution comme étant stationnaire. Les isobares 
(cf figure 11.13) sont circulaires et la pression possède un fort gradient dans le coin 
supérieur droit de la cavité. La figure 11.14 montre les lignes tabulées au niveau 
des contres tourbillons qui sont bien ’’captés” par le schéma numérique.

Les lignes d ’isovorticité (dont l ’évolution est représentée en figure 11.12) mon­
trent à partir de t =  50.0 une région centrale assez large de vorticité constante 
entourée par une région quasi circulaire fine où la vorticité varie fortement (région 
formée de ’’plusieurs couches” de vorticité). Cette zone centrale s’élargit au cours 
du temps ; à t  =  5.0 étroite, elle est entourée de 2 tourbillons de vorticité puis 
la zone de fort gradient augmente et s’avance en s’enroulant autour de la zone 
centrale.

Convergence

Les courbes de la figure 11.15 montrent que la convergence vers la solution sta­
tionnaire est lente. On vérifie que le nombre d’itérations d’Uzawa est constant et 
faible (on retrouve l ’efficacité du solveur de Stokes) devant le nombre d’itérations 
du moindre carré (c’est bien l ’étape la plus coûteuse). Les petites oscillations sur 
la courbe de la divergence sont dues au fait que le critère d’arrêt pour Stokes 
porte sur la pression et la vitesse. On trouvera dans le tableau II . 8  les différents 
temps de convergence.

Influence du nombre de Reynolds et de la précision du maillage

Les figures 11.16, 11.17 et 11.18 montrent la géométrie de l ’écoulement en fonc­
tion du nombre de Reynolds. Pour de faibles nombres de Reynolds ( 1 0 0 , 400, 
1000) le contre tourbillon en haut à gauche n’existe pas. Les recirculations de­
viennent de plus en plus importantes et l ’écoulement stationnaire de plus en plus 
complexe au fur et à mesure que Re  augmente.

Un maillage 652 est suffisant pour de petits nombres de Reynolds, mais pour 
Re =  5000 la figure 11.19 illustre les effets d’un maillage insuffisant sur le gradient 
de pression. Celui ci est en effet discontinu dans le cas 652 et nettement plus 
régulier dans le cas 1292. Pour Re =  1 0 0 0 0  les oscillations de la vorticité et 
de l ’énergie (figure 11.20) induisent très clairement que le maillage 65 X  65 est 
trop grossier pour une résolution raisonnable avec un tel nombre de Reynolds. Le 
schéma diverge d ’ailleurs quelques itérations plus tard.
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

Itérations Temps Temps cpu /  itérations
_ _ _ _ _

h =  1/64 33 3.3 Stardent
A  t  =  0.1 
Cavité B)______

h =  1/64 119 11.9 Stardent
A i -  0.1 
Cavité B)______
h =  1/64 2 0 0  20.0 Cray 17s
A i =  0 . 1  Stardent 75s
Cavité B)

Re  =  5000
h =  1/64 >  600 >  60.0 Cray 28s
A i =  0 . 1  Stardent 206s
Cavité B)

Re =  5000
h =  1/128 >  1200 >  60.0 Cray 60s
A i =  0.05 Stardent 540s
Cavité B)

Tableau II.8 : Temps de convergence et tem ps CPU pour Navier-Stokes. Précision 
demandée égale à 0 . 0 0 1

T em p s d e  ca lcu l

Le tableau II . 8  donne les temps de calcul moyens par itération en temps pour 
la résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode de splitting-Uzawa- 
moindres carrés. Les calculs ont été réalisés sur les ordinateurs :

•  Cray 2  au CCVR (Palaiseau)

•  Stardent 3000 : bi-processeur de Stardent au Laboratoire d’Analyse numé­
rique d’Orsay.

Il est à noter que le taux de vectorisation du programme ie le rapport

Temps cpu non vectorisé 

Temps cpu vectorisé

est faible, de l ’ordre de 1.75. En effet l ’assemblage indirect des matrices creuses 
induit des dépendances vectorielles.
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Figure 11.11: Cavité B) pour Re =  5000 : Lignes de courant au cours du temps
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RUN 500.CD TEMPS 5.0000 STRERM LINE RUN ^nn.CO TEMPS 10.0000 STREAM LINE

RUN =;nn rn TFMPS 7n.0D00 STRERM LINE R' !M q n n . n n  T E M P S  3 0 . G O O O  S T R E R M  L I N E

R U N  5 0 0 . 0 0  T E M P S  4 0 . 0 0 0 0  S T R E R M  L I N E R U N  5 0 0 . 0 0  T E M P S  5 0 . 0 0 0 0  S T R E R M  L I N E



Figure 11.12: Cavité B) pour Re — 5000 ; Isovorticité au cours du temps
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RUN 500.CQ TEMPS 5.0000 VERTICITY R U N  500.00 TEMPS 10.CD00 V0RTICITY

RUN 5 0 0 . CO TEMPS 2 0 . 0 0 0 0  V ER TI C IT Y RUN 5 0 0 . GO TEMPS 3 0 . 0 0 0 0  V g R T I C I T Y

RUN 5 0 0 . CO TEMPS 4 0 . 0 0 0 0  V0 R T1 C IT Y R U N  5 0 0 . 0 0  TEMPS 5 0 . 0 0 0 0  V g R T IC IT Y



Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Figure 11.13: Cavité B) pour Re = 5000 à l’instant t = 60.0. 
a) Isovorticité ; b) Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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RUM 500.00 TEMPS 60.0000 VgRTICITY RUN 500.00 TEMPS 60.0000 KINECTIC ENERGY

RUN 500.00 TEMPS 60.0000 STRERM LINE

Û)

RUN 500.00 TEMPS 60.0000 PRESSURE C0NT0URS

O ii



Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

Figure 11.14: Cavité B) pour Re = 5000 à l ’instant t = 60.0.
a) Lignes de courant coin inférieur gauche ; b) Proûls médians de la vitesse ; c)
Lignes de courant coin inférieur droit ; d) Lignes de courant coin supérieur droit.
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Figure 11.15: Cavité B ) pour Re =  5000 : Courbes de convergence.
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tss<a
e/ 5

C ----------------------------------------------¿=/J <* L---------------------- êa--------------------------<
RUN 10.C0 TEMPS 3.3D00 STRERM LINE RUN 10.00 TEMPS 3.3000 PRESSURE C0NT0URS

' ' ' - 2 8 ------------________________________  (  /  \

€ I____________________________ ,H_______________1___Z _____\
F ig u re  11.16: C a v ité  B )  p o u r  Re  =  100 à t  =  3.3 ; h  =  1 /6 4  ; 

a J L ig n e s  de c o u ra n t  co in  in fé r ie u r  d ro i t  ; b )  P ro f i ls  m é d ia n s  de la  v itesse ; c )  

I s o v o r t ic i té  ; d )  E n e rg ie  ; e) L ignes  de c o u ra n t ; f )  Isoba res .
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Figure 11.17: Cavité B ) pour Re = 400 à t = 11.9 ; h = 1/64 ;
a) Lignes de courant coin inférieur droit ; b) Profils médians de la vitesse ; c)

Isovorticité : d) Energie ; e) Lignes de courant ; f)  Isobares.
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Figure 11.18: Cavité B ) pour Re — 1000 à t = 14.7 ; h = 1/128 ;
a) Lignes de courant coin inférieur droit ; b) Profils médians de la vitesse ; c)
Isovorticité ; d) Energie ; e) Lignes de courant ; f )  Isobares.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.
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Figure 11.19: Cavité B) pour Re = 5000 : t = 60.0 ; aj Champ de gradient 
de pression pour 652 ; b) Champ de gradient de pression pour 1282 ; c) Champ 
de gradient de pression normalisé pour 652 ; d) Champ de gradient de pression 
normalisé pour 1282.
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Figure 11.20: Cavité B) pour Re = 1 0 0 0 0  à l ’instant t = 15.0 ; h = 1/64 ; aj 
Isovorticité ; b) Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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C hapitre III  

LA B A SE  H IE R A R C H IQ U E .

La cavité 27r périodique et la discrétisation spectrale ont des applications 
physiques et industrielles limitées. Dans le cadre d’une discrétisation spatiale par 
éléments finis, Marion et Temam [6 ] ont proposé de développer des idées similaires 
à celles exposées dans le chapitre I et introduites dans Marion et Temam [5] en 
s ’appuyant sur des résultats de la théorie des systèmes dynamiques.

Une idée naturelle pour introduire une partition de l’espace de discrétisa­
tion par éléments finis en 2  sous-espaces supplémentaires consiste à utiliser le 
multigrille et la base hiérarchique, notion introduite par Zienkiewicz et ai [1 1 ] 
et développée par Yserentant [9]. Cette partition induit une décomposition du 
champ calculé en petites et grandes structures interagissant non linéairement et 
pouvant être intégrées séparément. Cependant l ’interprétation physique des pe­
tites structures liées au champ de vitesse et au champ de pression semble plus 
difficile que dans le cas spectral.

Dans un premier temps, nous décrivons et définissons la base hiérarchique 
dont on donne quelques propriétés essentielles accompagnées de leur démonstra­
tion. Puis dans une deuxième partie, est étudiée numériquement la décomposition 
sur la base hiérarchique de la solution du problème de Navier-Stokes a postériori 
i.e. à partir des résultats obtenus par la méthode de Galerkin classique décrite 
au chapitre II. L’évolution des petites structures et de l ’ordre de grandeur des 
différents termes des équations projetées sur les 2  sous-espaces supplémentaires 
permettent d’établir quelques motivations numériques pour la méthode de Ga­
lerkin non linéaire.

Une méthode du type multigrille issue de la décomposition sur la base hié­
rarchique est ensuite développée et appliquée au problème de Dirichlet avec des 
conditions au bord homogènes. Des résultats similaires aux méthodes multigrilles 
classiques sont discutés.
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Section III.l Introduction de la base hiérarchique.

A3 

B2 B 1

X ! N . x 3 N.

A l  B3 A2

Figure III.l: Division en 4 sous-triangles congruents d ’un triangle r  de T 2 h*

I I I . l  In tr o d u c tio n  d e  la  b a se  h iéra rch iq u e .

III. 1.1 Définition.

Soit T2h une triangulation régulière du domaine fi (définie en II.3.1), on consi­
dère Th. la triangulation obtenue à partir de T2h en divisant chaque triangle r  de 
T2h en 4 sous-triangles congruents (cf. figure III.l).

Soit S 2 h (respectivement S  h) l ’ensemble des sommets des triangles du maillage 
T2h (respectivement Th). On pose :

n 2h =  card(Tt2 h) et uh — cardÇEh).

Les noeuds i.e. les sommets des triangles de Th créés lors du raffinement sont 
les éléments de £/, \  S 2 /1- La triangulation T2h forme le maillage grossier et Th le  
maillage fin. On suppose que les noeuds de H2h sont numérotés de 1 à n 2h et 
que les noeuds de \  H2h sont numérotés de n2h +  1  à n/, (voir l ’exem ple de 
numérotation de la cavité entrainée en figure III.2 ).

On associe à la triangulation Th (respectivement T2h) l ’espace d’approximation 
par éléments finis Vh (respectivement V2h) défini en II.3.1 :

Vh =  K e C ° ( f t ) / V r e T fc, i ; h|r 6 P 1 (r )}  

V2h =  { v h e  c ° ( n )  /  Vr 6 t 2h, ^ ,T e  p x( t ) } .
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Chapitre III La base hiérarchique.

21 - 78 22 . 79 23 . 80 24 -  81 25
\  r> | \  I -T / j  /T /

X ° N  M71 u 7^  ^ ,^ 5  1 / 7 6  77

a  n i \  / i  / yr/
16 ^65 \ r 7  s^ 66 \ / 1 8  y  67 j 68 20

<|5 6 s^ 5 7  ^ >5 8 >v l5 9  L d i  )(^62 1^ 63 64

s ■ x  N * X / *  x y *  y
11 ^ 5 2 X 12 V 5 3 \ X 3  ^ 5 4  / l 4  ^ 5 5  15 

. ¿43 1 /4 4  .4 5  1 ^ 6  , k4 7 X l 4 8 X  , .49 X 1  50 .  k 51

ÿ T —  ̂ /T -  ^  — rx ~ rx
✓ ' e  ^39* X  ^ 4 o  8 N  ^ 4 1 X 9  ^ 4 2  \  10

/  7 /  /  1 x \ Î N
4^ 3 0  ^ 3 1  <r32 ÿ 3 3  t>34 X 3 5  ^ ^ 6  X ? 7 - ^ > 38 

/ I  ^>26 / 7  ^  27 3 ^  ¿ 2 8 \  4  \ ^ 2 9 X  5

Figure III.2: N um érotation de 1 à n 2h des noeuds de la triangulation T2\ .  N um é­
rotation de n 2h +  1 à nh des noeuds de S  h \  S 2 h (n-h =  81 et n 2h =  25).

Vh est un espace de dimension finie nh pour lequel on peut définir 2 types de 
bases :

1. La b a se  n o d a le  notée {4>h,i ; i €  [1, ïXf»]}.
A

Il s ’agit de la base canonique où la fonction <f>h,i associée au ieme sommet 
est définie par :
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4>h,i E Vh V* =  1, • • •, nh

~  !, V»'.J = ! . • • • . » < .  avec et ( M i, M i) €■£,%.
4>h,i{M j)  =  0

2. L a b a se  h iérarch iq u e notée {<j>h,i j * £ [1, n^]} définie de la façon suivante :

•  pour i  =  1, —  ,n 2h : <f>h,i =  <f>2h,i fonction de la base nodale de V2h 
associée au ieme noeud de la grille grossière,

•  pour i =  n 2h +  1, —  , rih : <f>h,i =  (f>h,% fonction de la base nodale de 
Vh associée au ieme noeud de la grille fine.

Il est à noter que les supports des fonctions de cette base sont de taille 
différente (cf. figure III.3). Une fonction peut en effet être différente de 0 
sur un triangle ne contenant pas le noeud associé à cette fonction.

4> M,



Section III.l Introduction de la base hiérarchique.

Figure III.3: Support des fonctions de la base hiérarchique.

R em arq u e III . 1 On peut prendre en toute généralité les triangulations Tph et 
Th (p >  %) où Th est obtenue en divisant chaque triangle de Tph en p2 sous- 
triangles congruents. Dans ce cas la base hiérarchique {(¡>h,% ; i £ [l,7i/J} est telle 
que :

• pour i =  1, • • * ,Uph : <f>h,i =  <i>ph,i fonction de la base nodale de Vph,

• pour i =  nph +  1, • • • jUh : <f>h,i =  <j>hyi fonction de la base nodale de Vh.

Par simplicité nous traiterons uniquement le cas p == 2 sauf pour étude numé­
rique spécifique.

R em arq u e III .2  II est possible de définir récursivement la base hiérarchique sur 
Vh s ’il y a plus de 2 triangulations Le. niveaux ou grilles. Soient T2khy • • •, T2h, Th 
les triangulations construites récursivement :

•  T2kh est une triangulation régulière de il,

• T2j-ih est obtenue à partir de T2ih en subdivisant chaque triangle de T2ih en
4 sous-triangles congruents (j G

La base hiérarchique sur Vh est alors donnée récursivement par :

• pour i =  1, • • • ,n 2h : <f>h,i sont les fonctions de la base hiérarchique de V2h,

•  pour i =  n2h +  1, • • • ,nh : <j>h,i =  fonction de la base nodale de Vh,
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Chapitre III La base hiérarchique.

•  la base hiérarchique du plus petit sous-espace V2kh est égale à la base nodale 
de cet espace.

La base hiérarchique induit ainsi un partitionnement de l ’espace Vh :

Vh = v2h © Wh

où Wh =  Vect(<t>h,n2 h+i') —  5 Soit Uh G Vh, sa décomposition dans la base
hiérarchique s ’écrit alors :

Uh =  y h +  zh

c’est-à-dire :

^ nh 
U h  =  ^   ̂ V i $ 2 h yi  “1“ Zi <j>h,i

i — 1 i =  r i-2 /i+ l

avec yn G V2h et Zh £  Wh et où yi et Zi sont définis de façon unique par :

Vî e  [i,ra2>,] yi =  uh(A i)

w /- r i-i — i r t> \ uh\Ai1) + iihyAi )̂
V t  G  [7 l2 h  +  l ,W / i J  2»  —  U h ( B i ) ------------------------- --

Les sommets A i , et A t-2 sont des noeuds du maillage grossier (ils appartiennent 
donc à Ï 2h) et Bi, le milieu du côté [Ailt A i2\ est un noeud issu du raffinement 
(cf. figure III.l) i.e. un noeud de S* \  £ 2*.

Il est clair que yh est du même ordre que Uh tandis que Zh est d’un ordre 
h2 plus petit : par similitude avec le spectral, yh est appelée grande structure et 
Zh petite structure. La figure III.4 représente le champ de vitesse pour la cavité 
entrainée B) avec Re  =  1 0 0  projeté sur la base hiérarchique. On y remarque que 
Zi est généralement petit devant yi.

R e m a r q u e  I I Ï .3  Plus précisém ent on a :

z i  =  - u ' X B i U A ^ A i , ) 2 +  0 ( \ \ A i ~ A i 2 \ \3 ) .
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Section III.l Introduction de la base hiérarchique.

ech = 0.200E+00

Figure III.4: Champ de vitesse projeté sur la base hiérarchique pour la cavité 
entraînée B) avec Re =  1 0 0 , le résultat étant obtenu par la méthode de Galerkin 
classique décrite au chapitre II.
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Chapitre III La base hiérarchique.

III. 1.2 Propriétés de la base.

On note ( . , . )  le produit scalaire de L 2 (iï)  et |.| la norme de j & 2 ( Î Î )  et on pose 

((îî,u )) =  (V u, Vt?) et ||w|| =  ((it,îi)) Vti,v  G ¿^ (O ), 

on a alors dans les espaces Vh, V2h et Wh les relations suivantes :

3 ci G IR indépendant d e h /  |ufe| <  ci||wfc|| Vu* G Vo (III.l)  

3 S 1 (h) e  IR /  S iW I M I  <  l«fc| v « fc g  v h (1 1 1 .2 )
35i(fe) ----► 0  quand h -> 0  /  \zh\ <  S 2 (fc)||sfc|| Vz* e  Wh (III.3)
3£ indépendant de ^ /  0  <  £ <  1  et .
|((y*,**))| <  ( i  -  i).||»fc||.|kfc|| Vyj, e  V2h Vzh e  w h ( m ,4 j

Si ph est le maximun des diamètres et p'h est le minimun des rondeurs des triangles 
de Th, on a alors :

S i(h ) =  c2 p'h et S 2 (h) =  czph.

III. 1.3 Démonstration des propriétés.

In é g a lité  ( I I I . l )  Il s ’agit de l ’inégalité de Poincaré : ci =  21 où l est la plus 
grande largeur de il  dans les directions X\ et x2.

In é g a lité  ( I I I . 2 ) Notons

J  \V<j>{x)\2 dx
fih =  sup ----------

{Terk, v<£ linéaire sur t> I \(f>(x) \ 2  dx

alors

I M |! f  \V uh(x)\*dx
SUP 1 ----\2 ~ =  SUP / ------------------  -|tth| «„ev* [  \Uh(x )\* dx

J n
En effet pour tout ^  de on a

f |Vtih|T(æ)|2  dx <  p,h f \uh\r (x )\2 dx
J T  J T

d’où le résultat en sommant sur l ’ensemble des triangles.

Afin d’estimer ¡ih? fixons r  un triangle de T* et (j) une fonction linéaire sur 
r . Soit F  la fonction affine qui transforme le triangle de référence r  en r  :

x =  F (x ) =  B x  -f b.
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Section III .l Introduction de la base hiérarchique.

Comme /  |V<^(æ)|2 dx et /  \4>(x)\2 dx sont une semi-norme et une norme 
J T J 'T

sur l ’espace de dimension finie des fonctions linéaires sur r , on a pour toute
fonction affine <j> sur r  :

3/t G TEL /  J JVj>(x)\2 dx <  ftf  \4>(x)\2 dx.  (III.5)

Or cf> o F  est linéaire sur r , (III.5) implique :

/ . ( |8 g f z ) |* +  l8' <^1 MFî)\^dx. ( III.6 )
J  T O X \  J  T

Comme

on en déduit que :

¿  1^%  < Hí-ip ¿
j— i % j= i

Par suite en utilisant la relation (III.6),

mais | |f r' 1|| <  Pf- (cf. Raviart et Thomas [7]), d’où par changement de
P'T

variables dans les intégrales

J  IV#*)|’<fe j ?

7  ~ —  A  , 2  —  A  ,  2  ■
J  \<f>(x)\ dx Pt  Ph

Par suite fih <  c2 2 Ph 2 ■> ce qui entraine l’inégalité (III.2). 

In é g a lité  (I I I .3 )  Soit r  un triangle de T2h, si on a

J  \zh(x)\2 d x < c p l j  \ Vz h(x)\2 dx (III .7)

com m e

a  =  U  T et =  su p p T , 
reTh t  eTh

on en déduit :
f  \zh{x)\2 dx <  cp2h f  IV Zh(x)\2 dx.  
j  O J  O
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Chapitre III La base hiérarchique.

Montrons (III.7). Soit r  le triangle de référence et F  la fonction affine qui 
transforme r  en r . On note z* =  z* o F.  Comme z*(Âj) =  0 pour tout i, 
il est clair que Zh(Ai) =  0.

Par suite l ’inégalité de Poincaré appliquée à z*, fonction de Wh, permet 
d’écrire :

f  \zh(x)\2 dx <  c j  Y I  \^^-(x) \2 dx.  (III.8)

Or

d’où

¿ i!f( i) i2< iw è i|^ ( i) i2.
i=z  1 U X * j  — 1 O X 3

Or || F  || <  ^f-, d ’où par changement de variables dans les intégrales :

f \zh(x)\2 dx <  cpl f \Wzh{x)\2 dx.
J  r  J  r

In é g a lité  ( I I I .4 )  Soit r  un triangle de T2̂ , rappelons les principales étapes de 
la démonstration (effectuée dans Marion et Temam [6]) du résultat suivant :

| J  V y . V z d x  <  (1 - £ ) • ( /  \Vy\2dxy /2 ( f  |V z |2 dæJ

où 1 — S =  (1 — ĵr)1/ 2, V étant le réel (0 <  rj <  1) caractérisant la minoration 
des angles de la triangulation régulière Th (cf. II.3.1) ie :

/?(t )
Vt* triangle de -S H - <  K  où K est une constante indépendante de h.

P (r )

Cette propriété est en effet équivalente à :

0 <  rj <  1 /  9 angle de la triangulation | cos 6\ <  1 — rj.

Soient Ai(æ), A2(x), A3(æ) les coordonnées barycentriques associées à B\,  
B 2, B 3 milieux des côtés de r  (cf. figure III.l). Supposons que le triangle r  
soit défini par A i(0 ,0 ), A 2(b,Q) et Az(c ,d ) alors :

\ (  \ 2 2 (c b) 
Ax\X-î ,X2 ) =  ~^xi------- —----x 2 — 1

w  2 2c
\2\Xx,X2) — 1 —

. . . 2  

A 3 \ X l , X 2 )  —  1
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Section III.2 Navier-Stokes.

On a donc :

|  \  /  - f  \

VAj -- et VA 2 =  (III.9)
2  (c - b )  1 2  c

V db /  ' '
Ce qui perm et d ’écrire :

|v a i .v a 2| =  fc)l

d ’où
|V A i.V A 2| _  Ic2 +  d? -  cb\

|VAi |2 |VA 2 | 2 ~  J(¿2  +  c2 ) ( ¿ 2  +  (c _  6 )2 )

C ’est exactem ent | co s(A iA 3 A 2 )| et par suit«

Si l ’on pose yh(A{) =  y*- et =  Z*, yn et Zh s ’exprim ent alors en
fonction des coordonnées barycentriques Ai, A2 , et A3  de la façon suivante :

•  sur le triangle r

Vh — 2 ^ 3 ~~ ^ 1 ) ^ 1 2 ^ 3  ~~ y 2 ^ 2 2^y i

^Vh — 2 ^ 3 ~ + 2 ^ 3 ~ 3te)^A2

•  sur le triangle B \ B 2Bz

Zh — z x \ \  +  Z2A2 ~h Z3A3 e t  V z/! =  ( z i  — Z3)V A i -f- ( Z2 — Z3)V A 2

•  sur le triangle A 1B 2B 3

%h — { z 2 +  2 3 ) Ai +  Z2 A2 +  Z3 A3 et =  z 2 VAi +  ( z 2 — 3̂ )V A 2

•  sur le triangle A 2B \B z

z h =  z 1X1 +  ( z x +  z3 )A2 +  Z3 A3 et V z h =  (z i -  z3 )V A i +  ZiVA 2

•  sur le triangle A $ B \B 2

Zh =  Z1X1 +  Z2 A2 +  (z i  +  Z2 )A3 et Vzfc =  —z 2 VAi H---- Z1 V A 2

Les intégrales /  I Zh\2 dx  et /  sont alors cal-
J T  J T  J T

culées en fonction de yi et ; l ’inégalité de Schwarz et l ’inégalité (III. 1 0 ) 
perm ettent de conclure.
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Chapitre III La base hiérarchique.

III.2 Equations de Navier-Stokes et 
base hiérarchique.

Dans ce paragraphe, nous étudions pour le problème de Navier-Stokes les 
grandes et petites structures (à un instant donné ou l ’évolution au cours du 
tem ps) issues de la décom position du champ de vitesse et de la pression sur la  
base hiérarchique. Ces analyses sont effectuées à partir de résultats numériques 
obtenues par la m éthode de Galerkin classique développée au second chapitre 
pour la cavité entraînée régularisée.

On supposera pour simplifier les notations que les conditions au bord sont les 
conditions hom ogènes :

u — 0 sur d£l.

III.2.1 Décomposition sur la base hiérarchique.

Les notations sont identiques à celles décrites au chapitre II section 3. On 
considère que T2h est une triangulation régulière et que la triangulation Th est 
obtenue par subdivision en 4 sous-triangles congruents des triangles de T2h• On 
suppose désormais que T2h est issue de T±h (triangulation régulière) par raffine­
m ent.

Rappelons que la discrétisation par élém ent fini 4P1-P1 du problème de Navier- 
Stokes consiste à chercher Uh{t) dans Vo,/i =  Voth x  ^o,/i et Ph(t) dans Qh =  V2h 
com m e solutions du systèm e :

V v*) +  ((u h.V)uh-,vh) +  ÇVphiVh) =  ( f , v h)
< =  0 

Wi. G Vo./, et Vo* G Qh-
(in.li)

M unissons V0<k de la base hiérarchique {<j>h,i > * G [l,7io,fc]} (on supposera que 
les noeuds appartenant au bord sont num érotés de no,* +  1 à n*) définie par :

•  pour i  =  1, • • • ,n 0y2h • <j>h,i =  <i>2h,i

•  pour i =  n 0,2h +  1, • • •, n0,h ’■ <t>h,i =

D e m êm e on m unit V2h de la base hiérarchique {<f>2h,i * G [1, n 2h\} où

• pOUr X 1) * * ‘ 5 TI4h • 4*2h,i

•  pour i — n 4h +  n 2h ' 4>2h,i — 4>2h,i
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Section III.2 Navier-Stokes.

On a donc le partitionnement des espaces d’approximation par éléments finis :

Voyh — Vo,2h ©  Wo,/i et Q h =  V4h ©  W 2hi

où Vo,2h =  V0j2h x  V0y2h et Wo,/i =  Wo,* x  Wo,/i-
Soient Uh G Vo,/* et ph G Q/*, leurs décompositions dans les bases hiérarchiques 

s’écrivent :

(  uyh \  (  E ”= l  u y j <f>2h,i \
uyh =  I I =  I e  V0,2 h

\  uVh )  \  u y f f a n  )
u h =  uyh +  uzh avec <

/ uzl \ / Er=n2h+i uz} 4>hti \
UZH =  =  e W o , h

l v

i py* = '£7L\pyi^h,i e
Ph =  Pî/h +  P-̂ h avec <

( PZH =  E?= n4h+l PZi </>h,i e  W 2h.

Par suite le système (III. 11) se réécrit sous la forme proposée par Laminie et 
ai [41 :

i  +
1 1

- j ^ ( V u y h, V v y h) +  - ^ ( V u z h, V v y h) +

< ( 'Vpyh,v y h) +  (V p z h,v y h) +  (111.12)
(u h. V u h,v y h) =  ( f , v y h)

(V .u yh +  V .uzh, qyh) =  0 

„ ^ vyh G V0,2h et Vqyh G VAh

( a ( u y h  +  uz„) vzk)  +

■ f î - ( V u y k, V v z k) +  -^ (V a z /,, V v z h) +

< ( y p y h, v z h) +  (V p zh, v z h) +  (111.13)
(uh.V u h, v z h) =  ( f , v z h)

('V.uyh +  'V.uzh,q z h) -  0 
„ V vzh G Wo,h et Vqzh G W2h

R e m a rq u e  I I I .4  Si les conditions au bord sont du type u =  g alors Vespace 
V0ffc est remplacé par Vg,h vérifiant :

Vg,h — W  /  Vh £ Vh, Vh =  ÿh sur d û } ,
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Chapitre III La base hiérarchique.

gh étant une approximation de g telle que (on note n la normale extérieure à Q) :

/ gh-n da — 0.
an

La décomposition sur la base hiérarchique est alors dans ce cas :

— Vg,2h ©  ^Vsr,/i

OÙ

Vgjh = {vyh / vyh e V2h, vyh = gyh sur d S l }  

Wg,h = {vzh / vzh € Wh, vzh = gzh sur d i l }

les fonctions gyh et gzh satisfaisant :

/  {9Vh +  g zh).ndcr =  0. 
J an

Dans le cas de la cavité entraînée, Vapproximation gh est définie dans la base 
nodale par :

Qh — ^  v 9{Aï)<j>hyi 
Aiedn

et dans la base hiérarchique par :

9h =  gyh +  g zh

gh — *5̂ , g (Ai) <f>h,i
(  A i  G d f l  
I Ai G S 2h

+  H  {9{B i) -  -g{.A h ) -  -x9(Ai2 )}  4>h,i
B i  G  c>S2

< Bi E \  S 2h 
[ Bi — mïliev[Aix, A{2]

Il est clair que non seulement I gh-ndcr =  0, mais on a aussi dans ce cas
J an

particulier :

/
gyh-nda — 0  et I gzh .n da  — 0 
an J an

Il est à noter (cf. figure III. 5) que pour la cavité entraînée A) ou la vitesse 
d ’entrainement est uniformément égale à 1 . 0 , la première composante de gzh est 
partout nulle sauf en 2 points de la paroi supérieure où elle vaut 0.5, quantité 
indépendante de h. Dans ce cas bien que gzh tende vers 0  lorsque h tend vers O 
en norme L2, gzh ne tend pas vers 0  ponctuellement. C ’est par contre le cas pour 
la cavité régularisée B). C ’est une des raisons du choix de cette cavité.
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A) Base nodale B) Base hiérarchique

Figure III.5: Première com posante de la vitesse sur le bord supérieur :
a) g \ — g y \  +  g z \  dans la base nodale ; b) g z \  dans la base hiérarchique .

III.2.2 Décomposition de la solution stationnaire.

Les figures I I I .6 à III. 11 m ontren t le cham p de vitesse de la  solution s ta tio n ­
naire pour la cavité régularisée B) dans des parties du dom aine qui p résen ten t de 
forts gradients (telles le coin inférieur droit ou le coin supérieur gauche) pour des 
nom bres de Reynolds faibles (100 et 400) et plus forts (1000 e t 5000) avec des 
m aillages plus ou moins grossiers. Ce cham p de vitesse est ta n tô t représen té  dans 
la  base nodale (le m ouvem ent du fluide y est alors clairem ent visible), ta n tô t re ­
p résenté dans la base hiérarchique (des petites et grandes ’’vitesses” apparaissent 
correspondant généralem ent aux  petites et grandes structu res uzh  e t uyn ).

P our R e  =  100 (figure I II .6), bien que le m aillage soit grossier : h  =  ^  
(il est suffisant pour la  m éthode de Galerkin classique) l ’ordre de g randeur de 
uyh  (vitesse dont les flèches ont pour origine une croix) est ne ttem en t supérieur 
à l ’ordre de grandeur de uzh  (y compris près du bord  supérieur). Il est à  no ter 
que uzh  ne présente pas une très grande ’’continuité” ; uzh semble ’’p a r tir” dans 
tou tes  les directions suivant les noeuds ce qui peu t s’expliquer p a r le fait que uzh  
n ’est pas une vitesse mais la  projection d ’une dérivée seconde sur des directions 
variables en fonction du point.

Lorsque l ’on com pare le cham p de vitesse (exprim é dans la  base hiérarchique) 
de la  solution stationnaire pour R e  =  400 et pour R e  =  100, on consta te  que 
l ’am plitude de uyh pour R e  =  400 dim inue légèrem ent par rap p o rt à  R e  =  100 
(en ce qui concerne du moins le coin supérieur gauche du dom aine) m ais su rto u t
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Chapitre III La base hiérarchique.

l ’amplitude de uzh augmente jusqu’à doubler en particulier près du bord supérieur 
de la cavité (cf. figure III.6 et III.7), le phénomène de discontinuité en amplitude 
et en direction s’amplifiant.

La différence d’ordre entre uyh et uzh étant localement claire pour une telle 
précision du maillage et de tels Reynolds (elle sera confirmée avec l ’évolution au 
cours du temps des normes L 2 à la section III.2.3), il est raisonnable d’envisagei 
d’intégrer ces 2 termes séparément ie de considérer le système (III.12) comme 
étant un système en (uy^pyn)  avec (uzh^pzh) fixé et de considérer le système
(III.13) comme étant un système en (uzh,pzh) avec (uy^pyh)  fixé. Certaines 
approximations s’avérant vraies, il est alors possible d’obtenir l ’équation d’une 
variété inertielle approximative approchant l ’attracteur.

Les figures III.8 et III.9 pour Re =  1000 et III. 10 et III.11 pour Re =  5000 
montrent qu’il en est autrement pour des nombres de Reynolds plus importants 
et pour des maillages alors trop grossiers.

Remarquons tout d’abord en figure III.8 que |uz/l(A)| |uz/l(i3)|. Ceci illustre 
la remarque (III.3) sur uzh : A  se situe au milieu de l ’hypoténuse d’un triangle du 
maillage tandis que B est le milieu d’un côté de ce triangle. D ’autre part uyh{C) 
est en module plus petit que uzh(C i ) 9 uzh(C2), uzh(Cz) et t6Z/l(C4), où C i, C2î 
C3 et C 4  sont des points voisins de C détérminés sur la figure III.8. La présence 
du contre-tourbillon et de forts gradients de la vitesse (assez mal simulés à cause 
de la faible précision en espace) au voisinage de C imposent de grandeurs valeurs 
locales à uzh qui reste néanmoins petit en norme L2 (i.e. globalement). Cela ne 
contredit pas l ’estimation (III.3) :

\uzh\ <  S 2 (h )\V u zh\.

En effet le gradient de uzh bien que borné peut être très grand.
Comme uyh est indépendant de h tandis que uzh en dépend quadratiquement 

(cf. remarque III.3) et comme près du bord supérieur le gradient de vitesse est 
important, il est nécessaire de réduire le pas d’espace pour simuler correctement 
les structures de l ’écoulement et pour que uzh diminue de façon significative. C’est 
ce que l’on constate sur la figure III.8 où l ’échelle de représentation est identique 
pour les 4 illustrations et où le pas a été divisé par 2. On notera que uzh est 
particulièrement petit dans les zones régulières de l ’écoulement.

Lorsque le nombre de Reynolds est égal à 5000 (et de manière générale lorsqu’il 
augmente) la composante uzh de la solution stationnaire peut être importante et 
fortement discontinue (il suffit de regarder ces structures sur les figures III.10 et 
III.11) et ce malgré un maillage fin (par exemple h =  0.0078) dès que l ’on se situe 
dans une zone de fort gradient. Il est certainement impossible de négliger certains 
termes des systèmes en uyh (III.12) et uzh (III.13) ; il faut en tenir compte lors 
de la mise en place des schémas numériques tels que la méthode de Galerkin 
non linéaire ou bien envisager un maillage plus fin (localement et adaptatif par 
exemple).
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Section III.2 Navier-Stokes.

<0
Figure III.6: Re = 100 : coin supérieur gauche de la cavité entraînée B). 
Champ de vitesse a) en base nodale b) en base hiérarchique.

cl)  . .
Figure III.7: Re = 400 : coin supérieur gauche de la cavité entraînée B).
Champ de vitesse a) en base nodale ; b) en base hiérarchique.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Figure III.8: Re = 1000 : coin inférieur droit de la cavité entraînée B). Champ 

de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = M

(a, b) et h = ■■ ia (c, d).
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Section III.2 Navier-Stokes.

Figure III.9: Re = 1000 : coin supérieur gauche delà cavité entraînée B). Champ 

de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = ^  

(a, b) et h = (c, d).
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Chapitre III La base hiérarchique.

Figure III. 10: Re = 5000 : coin inférieur droit de la cavité entraînée B). Champ 
de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h =

(a, b) et h = (c, d).
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Section III.2  Navier-Stokes.

Figure III.ll: Re = 5000 : coin supérieur gauche delà cavité entraînée B). Champ 
de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = ^  

(a, b) et h = (c> d)-
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Chapitre III La base hiérarchique.

III.2.3 Evolution des petites et grandes structures.

L’objet de ce paragraphe est d’analyser le comportement des différents termes 
des systèmes (III.12) et (111.13) issus de la projection des équations de Navier- 
Stokes sur la base hiérarchique, lorsque la solution évolue vers la solution station­
naire, la condition initiale étant la solution du problème de Stokes i.e. à divergence 
nulle. La décomposition sur la base hiérarchique est réalisée a postériori.

N orm e l2 des p e t ite s  et grandes structures.

L’évolution de la norme l2 des composantes de uyh et uzh pour Re  =  100 
avec un pas de discrétisation h =  pour Re  =  5000 avec h =  ^  et pour

Re  =  5000 avec h =  est proposée dans les figures III. 12 à III. 14. Il s’agit 
des quantités :

u zn
ainsi que du rapport •*— £■*-*- pour n  =  1, 2.

u Vh h

R em arq u e I I I .5 La norme l2 est différente de la norme L2.

K k  ^  K l  =  < / .  v l(x )  d x f  I*

L’ordre de grandeur de la norme l2 des 2 composantes du champ uyh est 
indépendante du maillage et du nombre de Reynolds (pour les nombres considé­
rés). Les valeurs sont de l ’ordre de 0.170-0.173 ( le  composante) et 0.107-0.112 
(2e composante) pour Re  — 100, 0.165-0.190 ( le  composante) et 0.105-0.165 
(2e composante) pour Re  =  5000 avec un pas en espace h =  0.155-0.175 
( le  composante) et 0.110-0.165 (2e composante) pour Re  =  5000 avec un pas 
de discrétisation h =  On remarque que ces normes restent constantes au
cours du temps pour de faibles nombres de Reynolds et ne présentent que de très 
légères variations pour des valeurs plus élevées.

Il en est tout autrement pour les composantes de 'uz/t. Leur norme est d’une 
part divisée environ par 3.0-3.5 (on attend 4 d’après la remarque III.3) lorsque 
h le pas de discrétisation en espace est réduit d’un facteur 2 (voir figure III. 13 
et III.14). D ’autre part, elle est d’autant plus faible que Re  est lui-même faible
i.e. que le champ de vitesse (et par conséquent l ’écoulement du fluide) est plus 
régulier. Il est à noter qu’initialement c’est-à-dire pour le problème de Stokes 
associé, les normes \uz\\i2 et \uZh\i2 sont très petites, négligeables devant h : dans 
ce cas le gradient de vitesse est en effet très faible. Pour Re =  100, ces normes 
tendent ensuite rapidement vers une limite (celle de la solution stationnaire).
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S ection  III .2 N av ier-S tok es.

Pour Re  =  5000, la valeur initiale est multipliée par 10, puis les normes oscillent 
et convergent vers une limite à partir de l ’instant t  =  40.

L’évolution de la norme des composantes de uzh , comme le champ de vitesse 
de la solution stationnaire dans la section précédente, montre l ’importance du 
nombre de Reynolds et donc de la régularité ou de la non régularité de l ’écou­
lement dans la relation (III.3) et dans son interprétation en terme d’ordre de 
grandeur des petites structures. Elle confirme cependant la dépendance quadra­
tique en h.

La méthode de Galerkin non linéaire (voir l ’introduction théorique au cha­
pitre I) consiste à chercher uh sur une variété inertielle approximative construite 
en tenant compte de ces petites structures et de la possibilité de négliger certains 
termes dans les équations (III.12) et (III.13). Il semble donc naturel de regarder :

•  {u yh ^ )u yh  • le terme non linéaire associé à uyh

•  les termes d’interaction entre uyh et uzh .

Les term es  non linéaires.

En figure III. 15, est représentée en échelle logarithmique l ’évolution au cours 
du temps des normes suivantes :

II(a.v ) Æ |u _  pout n .  lf 2
\  n 2 h )

avec
fh =  uyh, gh =  uyh
fh — uyh, gn =  u zh
fh =  u zh, gh -- uyh
fh =  u zh, gh =  u zh.

Il s ’agit de la norme L 2 de la projection de (//,..V )g1̂ sur V2h notée projection  
sur la. grille grossière. La norme L 2 de la projection de (fh-^)gh  sur VV* appelée 
projection sur la grille Une et donnée par :

, , , ,  „x  ( T ,? i n2h+1 ((fh-^)gh,4>h,i)2V /2 n
=  ------------------------------------- pour n  =  1, 2

\ rth — n 2h J

est légèrement inférieure à la norme de la projection sur V2h mais son comporte­
ment est identique.

La figure III. 15 permet d’établir les relations :

||(tt3to.V)ttyj*|| >  IKtiÿfc.VJtizJll >  ||(tizfc.V)tty£|| > ||(«z*.V)wz^||.

En particulier le dernier terme non linéaire par rapport aux petites structures 
est négligeable devant tous les autres pour Re  =  100 et Re  =  1000. Pour
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Chapitre III La base hiérarchique.

Re  =  100 les termes ( ^ . V ) ^  et sont également négligeables.
Pour des nombres de Reynolds plus élevés, (u yh ^ )u yn  est de moins en moins 
prépondérant. Dans le cas de la cavité entraînée avec Re  =  5000, il semble 
difficile de négliger telle ou telle partie du terme non linéaire étant donné leur 
valeur a postériori si la discrétisation en espace est trop grossière. La figure III. 16 
pour h =  -jjjg- et Re =  5000 permet cependant d’envisager une telle possibilité 
si h est suffisamment petit. Il est à noter que des oscillations de ces termes 
apparaissent jusqu’à £ =  35 pour Re  =  5000 le régime stationnaire s’établissant 
par la suite.

Les termes de divergence.

Comme div u h  =  0 i.e. d î v u y h  +  div u z h  =  0, on déduit que :

( d iv  u y h , 4>4h,i) =  — ( à i v u z h ,4>4hti )  V i e  [ l , n 4/l]

( div u z k , 4>2h,i) =  —( div u y h , ^ 2h,i) Vi € [n Ah +  l , « 2h]

et par suite

i E ? = i (  d iv  u y h , <f>4h, i ) 2 \ 1 /2  _  / E ? = i (  divuZh,</>4/M)2 \ 1/2 

\  ^4 h /  \  'ft'Ah J

{ zr=n4h+i( div  u y h , 4>ïh,i)2 \  1 =  /  Er=n4h+i( d iv t t z fe,< 2̂ fe,z)2 \  7

\  n 2h — n *  h J \  n 2h — n *  h J
C’est exactement ce que prouve la ligure III.17 qui donne le rapport de ces quan­
tités au cours du temps. De plus l ’ordre de grandeur de chacun ce ces termes est 
très faible (de l’ordre de 10-5 ).

La méthode de Galerkin non linéaire a pour objectif d’intégrer uyh en te ­
nant compte de la correction que constitue la composante uzh de la vitesse. Un 
problème encore ouvert se pose : peut-on simplifier le sytème (III. 12) en posant

( d iv  u y h , q y h )  =  0 V q y h £  V 4h ?

Les termes de diffusion et du gradient de pression.

Comme le montre la figure 111.18 avec Re  =  5000 les rapports

i.e. les rapports des normes Z2 des projections des laplaciens sur V2h et W/* sont 
élevés, dépassent (c’est le cas du second) la valeur 1 et diminuent avec h prouvant 
ainsi que les petites structures ont un rôle non négligeable en particulier dans 
le phénomène de diffusion. Ce rapport certe plus faible avec Re  =  100 reste 
important, de l ’ordre de 0.6.
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Figure 111.12: Re =  100. Norme I2 des composantes de uyh et uzh et rapport d 
ces normes au cours du temps.
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Figure 111.13: R e  =  5000 ; h =  Norme I2 des composantes de uy* et uz^ et 
rapport de ces normes au cours du temps.
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Figure 111.14: Re  =  5000 ; h = ; cavité B). Norme l2 des composantes de 
uyh et uzh et de leur rapport.

162

RUN 500.0 î!ZÎÎ 1ère coord
....... . T

RUN 500.0 !'Z!! 2eme coord

.010

.009

.008

.007

.006

.005

. 0 0 4

.003

.002

.001

0

.011

RUN 500.0 ï î Y !Í 1 ere coord
I! I II I I I II T11 I I II I I I i I I I I I I I II I I I i i . I > i

.0035

.0030

.0025

.0020

.0015

. 001 0

.0005

0 a

. 0 0 4 0

RUN 500.0 î ï Y î î 2eme coord

.174 ■ 

.172 ■ 

.170 ■ 

.168 ■ 

.166 

.164 

.162 

.160 

.159 

.156 

.154 

.152
a

.160

.155

.150

.145

.140

.135

.130

.125

.120

.115

. 110

.105

RUN 500.0 RAPPORT RUN 500.0 RAPPORT

. 1 1  f  

. 10  

.09

es

07

.26

.05

.04

.03

02

.01

0
3

050

045

040

035

030

025

020

015

010

005



____ y grad y ____y grad z ..... z grad y z grad z

Norme L2 le  Coord projetee sur gr. gros. (log 10) Norme L2 2e Coord projetee sur gr. gros. QoglO)

Re =  100

Itérations en Temps Itérations en Temps

Norme L2 le  Coord projetee sur gr. gros. floglO) Norme L2 2e Coord projetee sur gr. gros. (loglO)

Re = 1000

Itérations en Temps Itérations en Temps

Norme L2 le  Coord projetee sur gr. gros. (loglO) Norme L2 2e Coord projetee sur gr. gros. OoglO)

Re =  5000

Iterations en Temps Itérations en Temps

Figure 111.15: Cavité B) ; h =  Norme £ 2 des différentes composantes du 
terme non linéaire dans V2/»•
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RE= 0.500E+04 Delta T = 0.500E-01 NGG = 4225 NGF= 16641

____ y grad y ____y grad z ..... z grad y z grad z
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Figure 111.16: Re — 5000 ; h =  Norme L 2 des différentes composantes du 
terme non linéaire dans V2/1.
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Figure 111.17: Re =  5000 ; h =

( )  ' Norme L 2 de divuyh. (-----) : Rapport des normes L2 de divuzh et de
divuyh. A gauche : projection sur V2A. A droite : projection sur W2/1.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Figure III. 18: Re — 5000. Rapport des normes L 2 des termes de diffusion i.e. (I'JVHZh,VM’)W . , !
(a(^«»,vA *)■«• -1 ■ _ bî- b> ■* - m-
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Section III.3 Application.

I I I .3 E tu d e  p ré lim in a ire  : B a se  h iéra rch iq u e  e t  
p ro b lèm e  d e  P o isso n .

Ce paragraphe présente une étude préliminaire concernant la discrétisation 
multigrille utilisant la base hiérarchique appliquée au problème de Poisson. Dans 
un premier temps, la formulation variationnelle est écrite dans la base nodale et 
dans la base hiérarchique. Différents solveurs tenant compte de la structure des 
systèmes sont ensuite exposés et des études numériques discutées.

III.3.1 Le problème.

On suppose que le domaine fi est [—1,1] X  [—1,1]. On se propose de résoudre le 
problème de Poisson dont on sait l ’existence et l ’unicité de la solution (cf. Raviart 
et Thomas [7]) :
Trouver u £  H l {î2) solution de

_ A |  +  aw  =  /  dans fi ( m  14)
u  =  g sur dft

où /  6  Z/2(fi) , g G H ~ 1 2̂ (d€l), Re >  0 et a  >  0. Pour simplifier les notations, 
on supposera dans la suite que 5  =  0. Numériquement, on tient compte des 
conditions au bord dans le second membre du système linéaire associé à (III.14).

III.3.2 Formulation variationnelle et discrétisation.

Une formulation équivalente à (III.14) est la formulation variationnelle sui­
vante ('P) :
Trouver u G -ff^(fi) solution de

a (u ,v ) =  (f , v ) V v e H Ü  fi) (111.15)

i \ ((W5U)) I i \ou a[u, v ) =  R e +  a  (u )v )•
On considère la triangulation Th et l ’espace d’approximation par éléments 

finis Vh définis au chapitre II. Le problème (III.15) est approché par le problème 
discret suivant ('Ph) •
Trouver Uh G V0h — {«h G VJ, /  % =  0 sur 5 0 }  solution de

a(uh ,vh) =  (f , v h) Vufc G Vh (III.16)

On connaît l ’existence, l ’unicité et la convergence de uh vers u lorsque h tend  
vers 0. On suppose que les noeuds intérieurs au domaine sont numérotés de 1 à 
no h quelque soit le choix de la base de Vh.
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Chapitre III La base hiérarchique.

III.3.3 Systèmes linéaires associés.

D an s la base nod ale.

Si Vh est muni de la base nodale = i,nfc? la* formulation ('P h ) exprimée
dans cette base se met sous la forme matricielle suivante :

Â û =  b (111.17)

où

• Â  est la matrice symétrique, définie positive telle que :

•  b est le vecteur colonne : b{ — ( / ,  4>hy%) 1 <  i  <  no,h.

•  û  est le vecteur colonne des composantes de u  dans la base nodale :

où û i  =  u ( M i ) ,  étant le ieme noeud intérieur.

R em arq ue I I I .6 S i  la  n u m é r o t a t i o n  d e s  n o e u d s  e s t  la  n u m é r o t a t i o n  u s u e l l e  d a n s  

le  d o m a i n e  r e c ta n g u la i r e  i . e . c r o i s s a n t e  d e  g a u c h e  v e r s  la  d r o i t e , p u i s  d e  bcLS e n  

h a u t  a l o r s  la  m a t r i c e  A  a  u n e  s t r u c t u r e  b a n d e .

R em arq ue I I I .7 S i  la  n u m é r o t a t i o n  d e s  n o e u d s  e s t  la  n u m é r o t a t i o n  i n d u i t e  p a r  

la  b a s e  h i é r a r c h iq u e  ( c f  s e c t i o n  I I I .  1 )  s u r  2  n i v e a u x , a lo r s  A  s e  m e t  s o u s  la  f o r m e  

d ’u n e  m a t r i c e  p a r  b lo c s  :

Â =  A cc A c f  \

V  ¿ f *  À f t  J
OÙ

• Àfc —  A cjj

• A f f  e s t  u n e  m a t r i c e  c a r r é e  s y m é t r i q u e , d é f in ie ,  p o s i t i v e  d ’o r d r e  

( n 0fh -  n 0,2h)2,

• A cc e s t  u n e  m a t r i c e  d ia g o n a le  d ’o r d r e  ( n 0y2h )2> e n  e f f e t  le s  n 0i2h p r e m i è r e s  

f o n c t i o n s  d e  la  b a se  n o d a le  ( a v e c  la  n u m é r o t a t i o n  i s s u e  d e  la  b a s e  h i é r a r ­

c h iq u e )  o n t  d e s  s u p p o r t s  2  à  2  d i s j o i n t s .

I l  a  é t é  c o n s t a t é  q u ’u n e  m é t h o d e  i t é r a t i v e  p a r  b lo c s  d u  t y p e  G a u s s - S e i d e l  a p p l iq u é e
A A

à  u n e  t e l l e  m a t r i c e  c o n v e r g e  t r è s  l e n t e m e n t . E n  e f f e t  A~<}bc e s t  u n e  t r è s  m a u v a i s e  

a p p r o x i m a t i o n  d e  û c .
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Section III.3 Application.

D an s la  base hiérarchique.

Si Vh est muni de la base hiérarchique (on se restreint à 2 niveaux), la formu­
lation (Vh) exprimée dans cette base conduit au système matriciel suivant :

o ù

(•ACc)*j — û (^ 2 h , i ì ^2H,j) 1 ~  ¿ i ]  — TlQ 2h

(Aff)t j  =  > Êhyj) »0,2h “I" 1 ^  ^  »0,/i

( A c f ) i j  =  a((j>2h,i, <t>h,j) 1 <  i  <  »0,2 h

n0,2h +  1 <  j  <  no,h
A fc =

(6c)i =  ( / ,  <i>2h,i) 1 <  i  <  n 0,2h

( b f ) i  — ( f ,  4>h,i) »o,2h +  1 <  i <  « 0  ,h

avec
**0,2 h m,h

Uh =  Y .  (U c)i <ì>2h,i +  ] T  (Uf ) i ^ h , i
i — 1 i — no ,2/1+1

uc correspond aux grosses structures et Uf aux faibles structures. 

R em arque III.8  Si le système (III. 18) est mis sous la forme

A ccuc +  A cfU f — bc (III. 19) 

A fcuc +  A ffU f  =  bf (III.20)

alors (III. 20) apparaît comme une correction du problème (III. 15) discrétisé sur 
la grille grossière avec la base nodale de V2h •'

A - C c U ' C  ------ b C  m

Ainsi le raffinement du maillage permet de corriger la valeur approchée uc de la 
solution évaluée sur la grille grossière T2k-

A
uc
u ,

Acc
Sifc A , f

Acf U/c ' C (IIL18)
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Chapitre III La base hiérarchique.

L ien  en tre  le s  sy s tè m e s  Â  e t  A*

Nous allons décrire dans un premier temps la matrice de passage de la base 
nodale à la base hiérarchique : S  est une matrice carrée triangulaire inférieure 
définie par :

‘ - { i l )
Ic et I f  sont les matrices identités de IRn°»2fc et de . R  est la matrice
de ’’raffinement” ou matrice de ’’passage du maillage T2h au maillage 2V’. R est 
telle que :

•  seuls 2 termes par lignes sont au plus non nuls,

•  si le sommet Bi est créé lors du raffinement comme étant le milieu de 
\Ajx ? Aj2 ] alors S{jt =  Sij2 =  «j •

Le système linéaire associé à la base nodale est lié au système linéaire associé à 
la base hiérarchique par les 3 relations suivantes :

. *
pour les matrices : A  =  S A S
pour les seconds membres : b =  S *b 
pour les vecteurs solutions : û =  Su

En explicitant blocs par blocs ces 3 égalités, on obtient :

{
A cc — À cc -f- R* Â fc +  Â cf R  +  R tÀ f f R

A cf A cf +  R  Af f  fTTT 91}

A f c =  A fe +  Â f f R  ( • }

A ff  =  Af fbc — bc +  R tbf

< hJ  =  ^  (111.22)
ûc =  uc
û f =  Ruc +  Uf

III.3.4 Description des solveurs.

L e so v e u r  d e  référen ce  : IC C G  en  b ase  n o d a le .

Le solveur de référence consiste en une méthode itérative (ponctuelle) appli­
quée au systèm e écrit dans la base nodale de : il s’agit du gradient conjugué 
préconditionné par une factorisation incomplète de Choleski (noté dans toute la 
suite ICCG).

Rappelons que pour le système Aû  =  b, le gradient conjugué préconditionné 
avec M  pour matrice de préconditionnement consiste à :
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Section III.3 Application.

Profil de A Profil de L

Figure III.19: Proül de A  et de la factorisé incom plète de Choleski L .

E ta p e  1: u° étant donné quelconque

•  calculer r° =  6 — Âu°

•  résoudre M z° =  r°

•  poser d° =  z°

E ta p e  2: dk, uk, r k, z* étant connues

fc+i k t \ Jk \ ( z k, M z h)•  poser + +  A^d* avec A* =  ' ¿

# poser r*84-1 =  r k — XkÂdk

•  résoudre Afz&+1 =  r*+1

•  poser dk+1 =  z k+1 +  s k+1dk avec s k+1 =

E ta p e  3: arrêter si ||r /H~1|| <  e

ikf doit être proche de A  et facile à inverser. M  est pris égal à L L l où L  est 
la factorisée incomplète de Choleski i.e. une matrice triangulaire inférieure dont 
chaque ligne a le même nombre de termes non nuls que la partie correspondante 
de A  plus 4 autres termes issus de la factorisation de choleski. On trouve dans 
Golub et Meurant [3] une étude mathématique de cette factorisation. Dans le cas 
de matrices diagonales, les profils sont représentés en figure III.19.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Le solveur utilisant la structure par blocs de la matrice A  est une méthode 
itérative de Gauss-Seidel, symétrique par blocs (SSOR). uc et Uf étant initialisées 
à 0, la procédure est la suivante ( une schématisation de ce solveur est présentée 
en figure III.20) :

• Initialisation :

— résoudre A ccuc =  bc

— calculer Vf =  bf — A fcuc

• Itération :

— résoudre Af f Uf  =  Vf

— calculer rc =  bc — A cfUf

— résoudre A ccuc =  rc

— calculer Vf =  bf — A f cuc

La procédure se termine lorsque la précision demandée est atteinte (le critère 
porte sur l ’erreur relative). La solution dans la base nodale sur la grille fine Th 
est donnée par :

ùc =  uc 
ûf  =  Ruc +  Uf

La procédure commence par évaluer sur la grille grossière T^h une approxi­
mation de la solution. Puis une ’’valeur de correction” (d’un ordre inférieur) est 
calculée sur le maillage fin constitué des noeud créés lors du raffinement. L’étape 
suivante consiste à réévaluer la valeur approchée de la solution sur la grille gros­
sière en tenant compte de ces corrections.

Le système en A cc peut être résolu :

•  soit de façon récursive (en utilisant les triangulations

•  soit par une méthode directe (si elle correspond au maillage le plus grossier 
et si son ordre est suffisamment petit)

•  soit par un ICCG.

Uf étant une correction d’un ordre inférieur à uc, il est raisonnable de penser que 
seules quelques itérations d’une méthode itérative sont suffisantes pour relaxer 
Af f Uf  =  Vf . Les tests ont été effectués avec 1 itération de ICCG ou 10 itérations 
de relaxation i.e. de SSOR.

Le solveur du type multigrille en base hiérarchique.
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I I I I I «  ICCG ou SSOR

h grille fine 1 «   ̂ ^

2h grille grossière | | W |

■ • i i i
In it ia lis a t io n  I té ra tio n  I té ra tio n

i i i 

h *“  !a 'A '/
2h grille intermédiaire ^  ^  y \  #  /  \  •  /

4h grille grossière ^  I
. I 1 1In it ia lis a t io n  I té ra tio n  I té r a t io n

i 1 1

/  calcul de B f-A fc U c  \  calcul de Bc - Acf Uf

/
calcul de Bf - Afc Uc ^  calcul de Bc - Acf Uf
passer Uc en base nodale passer Uc en base hiérarchique

F igure  I I I .20: Schém atisa tion  des solveurs.

Les p o in ts  positifs de c e tte  m é th o d e  sont résum és ci-dessous :

•  l ’in itia lisa tio n  fou rn it une  bonne  app rox im ation  de u c (on  p e u t donc esp ére r 
que  la  convergence sera  rap id e ),

•  Uf e s t p e tit  (d ’u n  o rd re  h 2 p lus p e ti t  sous réserve que la  d é rivée  seconde de 
u  n e  soit pas tro p  g ran d e), ce qui im plique un  nom bre  ré d u it  d ’ité ra tio n s  
p o u r  l ’es tim er car son influence su r u c est m odérée,

•  les 2 systèm es non  linéaires sont de ta ille  plus p e tite  (leurs inversions c o û te n t 
donc m oins cher) en  p a rticu lie r  A cc.

C e p e n d a n t c e tte  m éth o d e  p résen te  u n  ce rta in  nom bre de p o in ts  nég a tifs  :

•  la  so lu tion  est ob tenue  dans la  base h iérarch ique  ; il fa u t donc p ro cé d e r à  la  
tra n sfo rm a tio n  base h iérarch ique-base  nodale  si l ’on p ro cèd e  récu rs iv em en t 
i.e. si l ’on considère plus de 2 n iveaux ,

•  les d ifférentes m atrices sont assem blées dans la  base h ié ra rch iq u e ,

•  des calculs in te rm éd iaires sont nécessaires pour estim er r c e t r / ,

•  Uf est de l ’o rd re  de h 2 fois la  dérivée seconde : un  m aillage trè s  fin  e s t donc 
nécessa ire  p o u r app liquer c e tte  m é th o d e  si u  p résen te  de fo rts  g rad ien ts
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Chapitre III La base hiérarchique.

R e m a r q u e  I I I .9 Une variante équivalente consiste à non pas relaxer uc et Uf 
à chaque itéra tion  m ais à chercher une correction y c et y  f  de ces quantités . La  
procédure est alors la suivante :

•  I n it ia l is a t io n  :

— résoudre A ccuc =  bc

— calculer

•  I t é r a t io n  :

— résoudre A f f y f  =  r f

— calculer
(  r °  )  =  (  r c - A c f V f  ]
V r f )  V r f ~  AffVf )

— poser Uf =  Uf +  t//

— résoudre A ccy c =  r c

— calculer
(  rc A _  /  rc — A ccyc \

V r f  )  \ r f ~  A f c V c  )

— poser  uc =  uc +  y c

R e m a r q u e  I I I .  10  H est possible d ’éviter l ’assemblage des m atrices dans la base 
hiérarchique . Il suffit pour cela d ’assem bler les m atrices A f f , A f c =  A a v e c  la 
base nodale sur la grille fine et d ’assembler A cc avec la base nodale sur la grille 
grossière . En tenant compte des relations (III. 21) et (III.22) liant A  et A , la 
procédure itérative s ’écrit :

•  I n it ia l is a t io n  :
A A

— calculer bc =  bc +  R  &/

— résoudre A ccûc =  bc so it directem ent, so it itérativem ent, so it récursi­
vem ent

— calculer y c =  R û c
A A A

— calculer f f  =  bj — A f ciic — A f f y c
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Section III.3 Application.

•  I té r a t io n  :

— résoudre Â ffjjf  =  rf

— poser ûf  — ûf +  yf

— calculer rc =  bc — A cfy f  — R lA ffy f

— résoudre A ccûc =  rc

— poser yc —

— calculer Tf — bf — Â fcûc — Â ffy c

Il est clair que le nombre d ’opérations par itération est nettement plus grand que 
lorsque les matrices sont assemblées dans la base hiérarchique. L ’assemblage des 
m atrices est cependant plus simple.

Cette méthode (très voisine de celle proposée par Bank et al [1]) diffère en 
plusieurs points des méthodes multigrilles classiques exposées par W .L. Briggs [2]. 
La m éthode V-cycle par exemple consiste à relaxer la solution u  sur la grille la 
plus fine avec une méthode de Gauss-Seidel (la grille fine étant constituée de 
l ’ensemble des noeuds de la triangulation Th :£ h). Dans le cas présent, les points 
de la grille fine sont constitués des noeuds crées lors du raffinement i.e. E& \  £ 2 /*- 
Puis l ’équation résiduelle i.e. Ae =  r  avec r — f  — Au  est résolue sur la grille 
grossière afin de relaxer les basses fréquences qui n ’ont pu l ’être sur la grille fine. 
Un opérateur de restriction pour passer de la grille fine à la grille grossière / /  
et un opérateur d’interpolation pour passer de la grille grossière I f  sont donc 
nécessaires. La solution sur la grille fine est corrigée en posant u =  u +  I f  e puis 
relaxée. La méthode FMV (full multigrid V-cycle) consiste en un V-cycle pour 
lequel la solution sur la grille fine est initialement évaluée sur la grille grossière 
puis interpolée.

R e m a rq u e  I I I . 11 L ’efficacité du solveur décrit ci-dessus nous perm et également 
de Venvisager comme préconditionnement d ’un gradient conjugué appliqué à A  car 
il fournit dès les premières itérations une excellente approximation de l ’inverse 
de A . Pratiquement le préconditionnement est constitué de la première itération  
de cette procédure itérative par bloc. Ce préconditionnement est étudié numéri­
quement dans la suite.

III.3.5 Résultats numériques.

Les test numériques ont été réalisés en imposant la solution exacte : 
uex =  sin[(æ — l)(æ +  l)(î/ — l) (y  +  1)]. On note uJ”® la discrétisation de uex dans 
Vo,h et on associe à uê les vecteurs colonnes
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Chapitre III La base hiérarchique.

On se propose d ’appliquer les différents schémas développés dans la section pré­
cédente au problèm e :

Trouver Ûh /  ÀÙ h =  ÂÛ%*.

On note :

A L G O  1 : Vh étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, l ’algorithm e 
consiste en un gradient conjugué préconditionné par la première itération  
du processus itératif par blocs décrit ci-dessus.

A L G O  2 : Vh étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, l ’algorithme 
est le processus itératif par blocs où chacun des systèm es est résolu par la  
m éthode ICCG.

A L G O  3 : Vh étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, l ’algorithm e est 
le processus itératif par blocs où la m atrice A cc est inversée par la m éthode  
ICCG et la m atrice A ff  par une m éthode de relaxation du typ e SSOR.

A L G O  4 : Vh étant muni de la base nodale, la m atrice A  est inversée par un  
gradient conjugué préconditionné par le factorisé incom plet de Choleski.

Les itérés étant notés Î7*,

HPj? -  v ? \ \ h  ,

représente respectivem ent l ’erreur absolue et l ’erreur relative. La convergence est 
attein te lorsque l ’erreur relative est inférieur à une valeur e donnée.

On suppose dans un premier tem ps que a. =  0.

Influence de la subd iv ision

Les premières expériences numériques testent les 3 premiers schém as avec 
différentes subdivisions des triangles. Pour cela le maillage Th qui représente la 
grille fine est obtenu à partir du m aillage grossier Tph en subdivisant les triangles 
en p 2 sous-triangles congruents avec successivem ent p  =  2, 4, 8.

Si la frontière n ’a qu’une seule com posante connexe, l ’identité d ’Euler pour les 
triangles S - C - f - T  =  1 où S  est le nombre de som m ets, C  le nombre de côtés et T 
le nombre de triangles a permis d ’établir (cf. chapitre II) qu’asym ptotiquem ent :

T ^  3T
S  et — et C  ~  — .

2 2
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Section III.3 Application.

Si l ’on note (respectivement n 2) le nombre de divisions du maillage grossier 
dans la direction 1 (respectivement dans la direction 2), on a alors :

•  si p =  2 i.e. si le nombre de sous-triangles est 4

t j a /„ \2 x Ordre de A cc {nxn 2)2 1 
Ordre de .4 =  (4 » ,» ,)  et Ordre’ d T Â ^  =  =  9

•  si p  =  4 i.e. si le nombre de sous-triangles est 16

Ordre de A  =  (9 » ,n 2)’ et ^  ~
K ' Ordre de A ff  (%nxn 2)2 72

•  si p =  8 i.e. si le nombre de sous-triangles est 64

Ordre de A  =  et ^  f  f ”  =
Ordre de A f f  (637ii7i2) 3969

Il est donc clair que plus p  est grand, plus la matrice A cc est petite et plus 
A f f  tend vers la matrice A.

La figure 111.21 représente l ’erreur absolue en fonction du nombre de degrés 
de liberté pour p =  2, p =  4 et p =  8 après 1 itération, 5 itérations et 15 
itérations des 3 premiers schémas : Algo 1, Algo 2 et Algo 3.

Après une itération, les schémas qui donnent la meilleure approximation de la  
solution sont les processus itératifs par blocs du type multigrille ; ils sont d’autant 
meilleurs qu’il y a de noeuds bien qu’une limite de l ’ordre de 10~5 (la précision 
des m éthodes d’inversion des sous-systèmes) semble être atteinte au delà de 10000 
points pour p  =  2. Pour p =  4 et p — 8, les schémas itératifs par blocs (Algo
2 et 3) sont moins performants : en effet l ’erreur absolue est inférieure à celle 
obtenue pour p  =  2, la différence diminuant avec le nombre de noeuds. En ce qui 
concerne le gradient conjugué, quelque soient le nombre de sous-triangles (seul le 
préconditionnement change lorsque p  change) et le nombre de noeuds, le premier 
itéré est très éloigné de la solution exacte.

Il semble donc que d’une part si le rapport du nombre de noeuds de la grille 
grossière sur le nombre de noeuds de la grille fine est faible (par exemple pour 
p  =  8), il est nécessaire que le nombre total de noeuds soit important pour que la 
première approximation soit très proche de la solution exacte et que d’autre part il 
est inutile d’augmenter démesurément le nombre total de noeuds pour améliorer 
la première approximation (car il existe une limite inférieure dépendant de la  
précision de l ’inversion de la matrice A cc).

Question temps CPU le schéma 2 avec p  =  4 est plus rapide qu’avec p  =  2 
ou p =  8. Pour 66000 degrés de liberté, c’est le moins cher et le plus efficace des
3 schémas après une itération.

176

(3Tlj7i:y

Ordre de A cc [ni n2 2 1

Ordre de A-CC T l i ' i *2 1
64n i



Chapitre III La base hiérarchique.

On constate après 5 itérations, que le gradient conjugué converge très vite 
(résultat classique) et c’est d’autant plus vrai qu’il y a peu de points. Par contre 
les schémas itératifs par blocs convergent lentement (résultat classique pour des 
méthodes de Gauss-Seidel), l ’approximation essentielle ayant eu lieu lors de la 
première itération. Cela confirme que ces schémas sont avant tout d’excellents pré- 
conditionneurs de méthodes itératives telles que le gradient conjugué. Le schéma 
3 converge moins vite que le schéma 2 et c’est d’autant plus clair que p  augmente : 
l ’approximation de Uf par quelques itérations d’une méthode de relaxation est de 
plus en plus grossière au fur et à mesure que l ’ordre de la matrice A ff  augmente.

Les courbes de l ’erreur absolue à la 15e itération confirment que pour p  =  8 
les schémas itératifs par blocs (Algo 2 et 3) convergent lentement après le premier 
itéré si le nombre de points de discrétisation est faible. Cependant à la vue de 
la figure III.21, on peut déduire que si ce nombre est suffisamment important, 
les schémas du type multigrille à la 15e itération sont meilleurs que les gradients 
conjugués. C’est en effet ce qu’il se produit avec p  =  2 pour plus de 10000 points 
et avec p — 4 pour plus de 40000 points. Pour de tels nombres de points et de tels 
itérés, la différence entre p  =  2, 4 et 8 se situe au niveau du temps d’exécution : 
le schéma 3 (avec SSOR) coûte très cher quelque soit p et le temps de calcul pour 
le schéma 2 et 3 est minimal avec p =  4.

En conclusion, si la précision exigée est très élevée, si le nombre d ’itérations est 
important et si le maillage est trop grossier, il faut alors priviligier des algorithmes 
tels que le gradient conjugué préconditionné par le processus itératif par blocs. Par 
contre dans le cas contraire, quelques itérations du processus itératif basé sur la 
décomposition sur la base hiérarchique suffisent avec une subdivision p =  2 et ce 
pour un coût extrêmement compétitif. Ce processus itératif avec une subdivision 
p — 4 ou 8 n ’est envisageable vis à vis de p  =  2 et du gradient conjugué que 
si le nombre de points de discrétisation est très élevé, ce qui dans notre exemple 
bien trop régulier n ’est absolument pas nécessaire.

C o m p a ra iso n  d es sch ém a s avec p =  2.

Désormais les tests numériques sont réalisés avec les triangulations Th et T2/l. 
Les figures III.22, III.23 et III.24 donnent l’évolution du temps de calcul CPU, 
de l ’erreur relative et de l ’erreur absolue au cours des itérations de chacun des 
schémas dans les cas où le nombre de degrés de liberté vaut 4225 (i.e. 652), 
40401 (i.e. 1292) , 66049 (i.e. 2572). On y remarque que les schémas itératifs par 
blocs atteignent très rapidement la précision exigée (10“5) alors que les gradients 
convergent plus lentement. Chaque itération des schémas ”multigrille-base hié­
rarchique” exige plus d’opérations qu’une itération du gradient conjugué mais 
comme seul un petit nombre est nécessaire, ces schémas sont les moins coûteux.

Ces résultats sont également observables sur les courbes en fonction du nombre 
de noeuds (cf. figure III.25) où l ’on peut observer que le nombre d’itérations né­
cessaires aux schémas multigrilles est constant (de l ’ordre de 3) quelque soit la
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précision du maillage à l’inverse des gradients conjugués dont le nombre d ’itéra­
tions nécessaires augmente avec la précision. L’efficacité du préconditionnement 
par la méthode du type multigrille y est également visible puisque le nombre 
d ’itérations dans ce cas là est inférieur au nombre d’itérations d’un ICC G ponc­
tuel.

Multigrille sur plus de 2 niveaux.

Les figures III.26 et III.27 comparent le gradient conjugué préconditionné par 
choleski incomplet appliqué au système issu de la base nodale et le schéma du 
type multigrille appliqué au système issu de la base hiérarchique (l’ensemble des 
inversions étant réalisé par ICCG) avec 2 puis 3 et 4 niveaux distincts de plus en 
plus fins.

On y constate à nouveau que la méthode du type multigrille est performante 
et que pour les schémas avec 3 et 4 niveaux l ’efficacité est également fonction 
du nombre de points du maillage. Par exemple il faut 16000 points pour que la 
précision soit atteinte en 3 itérations (cf. définition d’une itération s’il y a plus 
de 2 niveaux en section III.3.4) avec un schémas à 3 niveaux et plus de 26000 
pour un schéma à 4 niveaux (la grille la plus grossière étant dans ce cas la grille 
21 x 21). Plus il y a de niveaux, plus il faut de noeuds pour que les schémas 
itératifs par blocs soient performants.

En effet le passage d’une grille à une autre est une opération coûteuse que 
l ’on compense si les grandeurs uc sont de bonnes approximations de la solution, 
i.e. si le maillage est suffisamment fin.

Application au problème de Stokes.

Il a été montré en II.3 que la méthode d’Uzawa utilisée pour résoudre le 
problème de Stokes nécessite par itération la résolution de plusieurs problèmes 
de Dirichlet. Les différentes méthodes étudiées dans les paragraphes précédents 
(avec 2 niveaux) sont donc appliquées à ces problèmes. Les résultats sont résumés 
en figure III.28.

Comme cela était attendu, ces schémas n ’influent pas sur la norme L 2 de la 
divergence de la vitesse u y par contre le temps CPU est nettem ent réduit avec 
les méthodes du type multigrille dès que le pas de discrétisation est faible. On 
retrouve que le nombre d’itérations nécessaires pour ces schémas est inférieur 
au nombre d ’itérations des gradients conjugués. On remarque cependant que 
l ’inversion de la matrice A ff  par quelques itérations de SSOR est trop grossière 
par rapport à l ’inversion constituée d’une itération de ICCG d’où la convergence 
plus lente du schéma ”Algo 3” .
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C ette efficacité des m éthodes multigrille-base hiérarchique pour résoudre le  
problèm e de Stokes est tout à fait similaire à celle obtenue par Verfurth [8] avec 
des m éthodes multigrilles classiques telles que le V -cycle, le W -cycle ou le FM V- 
cycle.

Cas où a^O.

La dernière expérience numérique concerne le problème de Dirichlet suivant :

A 7 1

---------- h 100 u =  f  dans i î  (111.23)
100 v 7

u =  g  sur d i î  (111.24)

1 A 
Com m e <C 100, la m atrice A  est très proche de

m atrice très bien conditionnée, proche de l ’identité et facilem ent inversible avec un 
gradient conjugué préconditionnné par Choleski incom plet. Par exem ple jusqu’à 
rih =  37249 i.e . un m aillage 193 x  193, le nombre d ’itérations nécessaires pour 
obtenir une erreur relative inférieure à 10“4 est de l ’ordre de 3, ce qui est très 
faible.

Or les m éthodes multigrilles atteignent de telles précisions en 2 ou 3 itéra­
tions. De plus dans le cas des m éthodes issues de la décom position sur la base 
hiérarchique, chaque itération coûte plus cher en tem ps d ’exécution (cf. la figure
III.29 qui compare ICCG et les m éthodes issues de la décom position sur la base 
hiérarchique) et ce pour les raisons suivantes :

•  le passage d ’une grille à l ’autre implique un certain nombre d ’opérations

•  la  m atrice A f f  est m al conditionnée d ’où une convergence plus lente.

Dans ce cas, les m éthodes proposées et développées dans les paragraphes pré­
cédents sont d ’un intérêt moindre par rapport aux m éthodes plus classiques telles 
que le gradient conjugué préconditionné.
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Figure ÏII.21: Problème de Dirichlet. Erreur absolue pour les algorithmes 
1 (------ -j, 2 (------- )y 3 (........) après 1, 5 et 15 itérations.
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Chapitre III La base hiérarchique.

PROBLEME DE DIRICHLET
1 -

Ue x = s i n  C ( 1 - x ) ( 1 + x ) ( 1 - y ) ( 1 + y ) ]

RE = . 10 e + 0 1  ALPHA = . 0 0 e + 0 0  ° V,

" r \ \
nb n o e u d s  s u r  l a  g r i l l e  f i n e  = 4 2 2 5  _2 }. \  \ ‘

I w
Pa s  s u r  l a  g r i  I l e  f i n e  = . 3 1 2 5 0 e - 0 1  _ I \  s.

i \ \ .
i \  x

____  a l g o  1 & C. X*£-C. Aju*. \
Occi 1 » -s .

— a|g° 2 /VNA iSe><
........  o l g o  3 / V ^ 6 c i r

------ a l g o  4 ¿ce I | 6 w  I ‘ s l  1 1 1-----------1---------- 1---------- ‘“ 7

1 5 10 15 20 25 30

i t e r a ♦ i o n s

Temps de  c a l c u l  | | U e x  -  Uca | | /  | | U e x | |  ( I o g 1 0 )

/K  /K
. 25a+02 _ 1 -

.23 •-♦•02 _ 0 -

.2 0e+02  .  . \ \

. 1 8«+02 « \  \

"2 ’ \
. l5e+ 02  /  / '  \  N s

/  3 " X V*
. 13 •-♦■02 _ /  S  \  X  V

/  " \
. 1c«+02 . /  y \

• /  ‘ 5 A" \  V. 75«+01 \

7 /  /  - 6 -.50«+01 :  /  s

.25«+01 J y *  ~7 -

.OOe-t-OO i 1 1 -1 .. - -L- - --N). -8 ...1— 1 - I i .....-..1.. I ^
1 5 10 15 20 25 30 1 5 10 15 20 25 30

i t e ra t i o n s  i t é r a t i o n s

F r é d é r i c  PASCAL W e d S e p 1 3  j | U k  -  U k - 1 | |  /  | | Uk |  | ( I o g 1 0)

Figure 111.22: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique. h =  0.03125.
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PROBLEME DE DIRICHLET
1 _

Uex = sin [(1-x)(1+ x )(1-y)(1+y)]
o _

RE = . 10e+01 ALPHA = .00e+00 S.

\ \
no noeuds sur la grille fine = 40401 _2 u \ \

! \  \
Pas sur la grille fine = .10000e —01 _3 I V \r \

: ; î v - x
____  a l g o  1 (i.C.. ■ “J®"'*’ ^  l

. »  k Z C t l  - 6  -

------a l g o  2 s i « <

........  a l g o  3 7

____ a l g o  4 ¿Cd ' 8 1 1 1 1 1 ‘- 1"" ■ ■ ■ ■ ' ■ ' ) >

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

i t e rc \ i ors

Temps de  c a l c u l  ! | Uex -  U c a | |  /  | | U e x | |  ( l o g l O )

/ K  / \
. 50a+03 _ 1 -

.45e+03 _ 0 _

.40e+03 _ -1 _ \  ^

. 3 5 b + 03 .  \  \

/  /  ' \. 30e+03 -  /  /  \

.25e+03 .  /  /  X
/  . /  - 4  .  \

. 20e+03 _ /  /

/  -5 - 
. * 5e+Q3 .  /  y

/  /  - 6  _
. * Ce+03 t  /  /

* / y
. 5Ce+02 . . / /  ~7 ~

. OCe+GO r  : » -»____»___' < » ■ ■ »____ I___ I___ I____I__ ^  - 8  ---- L— i------1------1------1------l _ _ J ____|____L— ____' » « ^

1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 1 5  10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65

i t e ra t î or s i t e rc t î or s

F r é d é r i c  PASCAL Wed Sep 13 | l u k  _ u k _ , | |  /  | | U k , | ( I o g 10)

Figure 111.23: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique, h =  0.0156.
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PROBLEME DE CIRICHLET 1
Lie x = sin [(1-x)(1+x)(1-y )(1+y )]

o _
RE = .10e+01 ALPHA = 00e+00 ^

no noeuds sur la gr iI le f¡ne = 66049 _2 _ \ \

\
Pas sur la gril le fine = .78125e-02 -3 V  V

I ^
1 \  *N.

- A h M  \  
i

____  a I go 1 G.C. '* [c«ci -6 :
___al go 2 A N A *  *

* &cc' s sa* _7
......... 0 | 9 °  3 /S J S /\ c e >  v

___ al go 4 £  CCI ~8 ' ' ' L /
1 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80

itérations

T emp s de calcul ¡|Uex Uca|| / j]Uex|| ( Io g 10)

/ s
. 8Ce+Q3 _ 1 "

. 72e+03 _ 0 -

\  N
. 64e+03 _ - i _ \

. 56e + 03 /  - 2  \

.48e+03 /  /  ,  * V

. 40e+03 _ /  y '

. 32e+03 .  /  / '
/  y  - 5 -

. 2a«+o3 - /  y  
/  S/ / -6 -  

. ; 6e+05 î. /  y '

/ y  " 7 -
. 8Ce+02 - / . /

. 0 0 . ^ 0 0  v ' ..................................................... , , , , ! I l N , .  - 8  I I I ' 1 I I I I I I I I . L L . U L ^

I 5 10 15 20  25 30  35  40 45 50 55  60 65 70 75 80 1 5  10 15 20 25 30 35 40 45 50  55  60 65 70 75 80

itérations itérations

F r é d é r i c  PASCAL Wed Sep 13- | l u k  _ u k _,  j | /  | l u i < | |  ( | Og10)

Figure 111.24: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique, h = 0.0078.
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P R O B L E M E  D E  D I R I C H L E T  /  '
30

Liex = sin [ ( 1 -x ) ( 1 +x ) ( 1 -y ) ( 1 +y ) ]

R E  =  .  1 0 e + O Î  A L P H A  =  . 0 0 e + 0  0  7 0  "

Epsilon arrêt = .10e-05 60 _

/
50 _ / '

/* _^
4 °  .  /

30 _ /

_______  a l g o  1 < m . C .  ^

__ algo 2 A A /\  / S
6 c c \  1Q x /

........  algo 3 A A A \ . ............................
c  C C I  ^  J  -zzrz------ --------------------------—  y

___ algo 4 ¿ C C I  1 Lu^ ; ---j-----*--------*--------------
2 S 2 C f  4 0

1 2 1 0 4 2  0 t
1 5 1 1 1 I I t

Deg res de liberte

Temps de calcul ||Uex - Uca|| / ||Uex|| ( Iog10)

/K  /K
. 80 e+ C3  _ , “ 3 _

/
. 71 e+ 0 3  _ y *  /

/  /
. 6 2 e + 0 3  _ /  /  _4

/ /
. 5 3 e + 0 3  .  / /

/ /
• 4 4 .  + 03  .  . y  ------------------

• y  - 5  y __ ______  ^ '’r t

. 3 6 e + 0 3  _ / y  / I  _________________ :

y  ■■"'! ■'-2 7 e + 0 3  _ . y  /  /  ___ ________ _____________

•/ . ' y / 1 1 ■——
.!««+03 - y  ....... 0
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]  J I  I  1 4 0 2 S 2 I  * 4 o

1 2 * 0 4 2  0 4 S 2 C 0 4 2  0 415 1 1  1 t I I 1 5 1 1 1 1  I |
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F r é d é r i c  PASCAL Wed Sep 13 I t é r a t i o n s

Figure 111.25: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base 
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique. Etude de la convergence en 
fonction du nombre de degrés de liberté.
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I te ra t i ons

PROBLEME DE DIRICHLET
20

Uex = sin C(1- x )(1+ x )(1-y)(1+y)]

RE = . 10e+01 ALPHA = .00e+00

Epsilon arrêt = .10e-03 15 _

10 /

___  nb de grille 1 y

___nb de grille 2 ^ ~

...  nb de g r i I Ie 3

o ll I I 1------ j-------- j---------- j---- s .
1 * 6 »  I  9 7 f

20 2 5 4 I « 2
t »  2 S 0 4 2 4* 1 5  1 9  1  t  1

Degres de liberte

Temps de calcul | | Uex - Uca|| / | |U e x 1 | (loglO)

A \  /K
. 1 2«+03 _ -3  _

.11«+ 03  _ /

.9 3e+ 02  .  /  _4

. SCe+02 _ /  .

. 6 7 .+ 0 2  _ /  \  : ..........................................

. 53e+02 _ /  ^  ____ ^

. 4C«+02 _ /  ^

/  _6
. 27*+02 _ /  . .v - '

. 13e+02 .

. 0 0 .+ 0 0  L ^ T  J------------------------------------------ 1--------------------------- i ------------\  - 7 L — L - l — '------------------ !----------------------- i --------------------------- i ------------\

10  î  Î î i  I 2 20  2 !  4 « I 2
St  2 I 0 4 2 4 • •  2 I 0 4 2 4
M  5 I I  I 1 * M  S I •  « t I

degres de liberte degres de liberte

F r é d é r i c  PASCAL Mon Dec 18 1989

Figure 111.26: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique sur 2 et 3 niveaux.
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Frédéric PASCAL Mon Dec 18 1989
It e ra t ions

PROBLEME DE DIRICHLET
20

Uex = sin [ ( 1 -x ) ( 1 +x ) ( 1 -y ) ( 1 +y ) ]

RE = .I0e+01 ALPHA = .00e+00

Epsilon arrêt = .1Ûe-03 15 - s '

10 ~ /

___  nb de gril le 1 „

___nb de grille 2

...  nb de g r i I I e 3

___ nb de grille 4 0 ! ¡ ..i y
i  4  •  «  s  r  /
0 2 4 » » 2 
> 2 0 4 2 41 5 »  t  1  I

Deg res de liberte

Temps de calcul ||Uex - Uca|| / ||Uex|| ( I o g 10)

A \  / \
. 1 2 e+ 0 3  _ - 3  _

.1 1 * + 0 3  .  /

. 9 3 * 4 0 2  _ /
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. 6 7 . + 0 2  _ /  J_____ ».  ^  ........... -------------------------------------------
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degres de liberte degres de liberte

Figure 111.27: Problème de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique sur 2, 3 et 4 niveaux.

186



Chapitre III La base hiérarchique.

Frederic PASCAL Mon Sep 18 .
iterations

PROBLEME DE STCKES GENERALISE
40 s.s'
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Figure 111.28: Application au problème de Stokes. Etude de la convergence en 
fonction du nombre de degrés de liberté.
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Frédéric PASCAL Fri Dec 15 1989

PROBLEME DE DIRICHLET

Uex = sin [(1- x )(1+ x )(1-y )(1+ y )]

RE = .10e+03 ALPHA = .10e+03 

Epsilon ar^et = .10e-03
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Figure III.29: Problème de Dirichlet. Cas où a  ^  0. 

Etude du problème — +  100 u = f .
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C hapitre IV

B A S E  H IE R A R C H IQ U E  ET  
PR O B L E M E S D ’EV O LU TIO N  : 
IM PL E M E N T A T IO N  D E  LA  
M E T H O D E  D E  G A L E R K IN  
N O N  L IN EA IR E  2D

En tenant compte des motivations théoriques exposées au chapitre I, ainsi que 
des conclusions numériques discutées au chapitre III et des résultats théoriques 
développés par Marion et Temam [5], on se propose d’implémenter les méthodes 
de Galerkin non linéaires en discrétisation par éléments finis.

Dans un premier temps, les idées qui s’appuient sur la décomposition de l’es­
pace de discrétisation induite de la base hiérarchique sont appliquées à un pro­
blème linéaire du type équation de la chaleur. Les schémas explicites voient leur 
stabilité améliorée et les schémas implicites leur temps d’exécution réduit.

Dans une deuxième partie, les méthodes sont implémentées pour les équations 
de Burgers généralisées, évolutives qui sont une forme simplifiée des équations 
de Navier-Stokes mais qui ont un comportement qualitatif similaire. Dans un 
premier temps la solution exacte est connue grâce à la transformation de Cole- 
Hopf, puis dans un deuxième temps seules les conditions aux limites sont connues. 
Les méthodes de Galerkin non linéaires qui diffèrent par le traitement des termes 
d’évolution convergent vers la solution et peuvent réaliser un gain de temps de 
calcul jusqu’à 30%. Mais dans certains cas, ces méthodes sont moins stables que 
des méthodes classiques.

Enfin la dernière partie concerne une première application des nouveaux sché­
mas au problème modèle de la cavité entraînée régularisée avec un nombre de 
Reynolds égal à 100.
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Section IV. 1 Equation de la chaleur.

IV . 1 E q u a tio n  d e  la  ch a leu r.

IV . 1.1 Le p rob lèm e et m éth o d e  d ’in tég ra tio n  c lassiq u e.

Le premier problème évolutif sur lequel ont été testés les schémas numériques 
basés sur la décomposition en grandes et petites structures de la solution, est un 
problème linéaire du type équation de la chaleur consistant à trouver u satisfai­
sant :

où ^(0,æ) vaut u q ( x )  et Re  est un paramètre strictement positif, les conditions 
au bord étant :

•  de Dirichlet : u =  g sur diî

•  m ixtes i.e. de Dirichlet sur d i l \  et de Neumann sur dQ,2 avec d tt  =  dHi U 
d i l 2

— u =  g sur

— =  0 sur d f l2-

(IV. 1) étant équivalent au problème variationnel suivant : 
Trouver u  G G J ï1(iî)  /  w  =  g sur tel que

dxL 1
(-T7 ,w) +  =  i f ,ù )  Vû G {w  E H 1 (Cl) /  w  =  0 sur

cft l té
u ( 0 , ; c )  =  ^ o ( î c )

si l ’on considère la triangulation régulière Th (définie en 1.3) et Vh l ’espace de 
discrétisation par élément fini P l ,  le problème discret correspondant à (IV .1) est 
le suivant :
Trouver Uh G {wh G Vh /  Wh — gh sur <9iîi} satisfaisant

du 1
+  -jï^((uh,ûh)) — (fhiûh) Vûfc e  { w h e  Vh /  w h =  o sur d i î i}

uh( 0,æ) =  •u0,/.(®)

Par simplicité on considérera que dfii =  dQ.

du
o t

\ u
Ke f dans a (IV.l)

d f 11.
ô 71

75n

( u û ) a fî 1}

(
o uh
d t

Ûh )
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Les schémas classiques de discrétisation en temps sont :

1. S ch ém a  1 : schéma d’Euler explicite. Il s’agit d’un schéma conditionnelle­
ment stable dont la condition de stabilité est du type

I M I § Ê <  1.

v,*, une approximation de Uh à l ’instant k A t  est définie récursivement par :

¿ ( ^ +1 - ̂ Ï A h )  =  - - j f e ( ( u h>àh)) + ( f h +1,ûh) Vûh e  VoAJV.3)

où /£ +1 est une approximation de fh à l ’instant (k +  l )A i.

Lorsque Vh est muni de sa base nodale, (IV .3) est équivalent au système 
matriciel suivant :

M  jjk+l __ / M  ^  , ßk+i
A t  A t  Re

où Uk est le vecteur colonne des coordonnées de u£ dans la base nodale et

2. S ch ém a  2 : schéma d’Euler implicite. Ce schéma est inconditionnellement 
stable et u£+1 est déterminée à l ’instant (k +  1)A£ par :

Le système matriciel est alors dans ce cas :

( —  + ~ ) u k+1 = — u k +  B k+1 
A t R e } A i

IV. 1.2 Schémas induits de la base hiérarchique.

On a vu au chapitre III que la base hiérarchique conduit à une décomposition 
de l ’espace Vh :

Vh =  v2h ®  Wh

en introduisant des petites (Zh) et grandes structures (yh) telles que :

Uh =  Vh +  zh-
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(M )i i ( F i, i?
A

4> i ) i < i 5 3 < no,h

( 4 )i: ((4>h,n i h,1 )) 1 < i 3 < n \

1
£ (uk-\-\

h
h
h i Ûh) +

1
Re ((%As+1

h Í h) ) (/
fc+1
I V . h) Vûh G VD.Í ÍV 4)



Section IV. 1 Equation de la chaleur.

Figure IV. 1: Position des degrés de lib e rté  p o u r les problèm es de la  chaleur et de  

B urgers résolus p a r  les m éthodes issues de la  base h iérarchique.

Le système discret se met alors sous la forme :

+  +  T5>((yh’*h^  +  T&((Zh’*h)) =  (fh,Zh)
< z h ( 0 , x ) =  z 0, h ( x )  O ^-6)

Vzh G {tOh G W h  /  Wh =  0 sur dOi}

les conditions au bord étant induites de celles portant sur
On considère désormais que l’équation (IV.5) est un problème en yh ; zh étant 

fixée. Il s’agit de la discrétisation PI du problème variationnel sur le maillage 
grossier T 2h corrigée par les valeurs ’’incrémentales” Ces dernières sont déter­
minées par l’équation (IV.6) où yh est fixée. H est à noter que les degrés de liberté 
associés à yh sont les sommets des triangles de T 2h et ceux associés à Zh sont les 
milieux des côtés des triangles de T 2h (cf. figure IV.1).

Nous proposons par la suite plusieurs schémas en temps et l’étude numérique 
de leur convergence, exactitude, rapidité et stabilité. Dans l’ensemble de ces sché-

n  Q

mas, les termes d’évolution de couplage ie dans (IV*5) et ( i l f  , Zh) dans
(IV.6) sont négligés.
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Chapitre IV  M éthodes de Galerkin non linéaires.

Les 4 premiers schémas traitent successivement les problèmes (IV .5) et (IV.6) 
explicitement et implicitement. Les 2 derniers ont une philosophie différente

A

puisque le terme d’évolution %h) est négligé dans (IV .6). Dans ce dernier
cas, (IV .5) est discrétisée implicitement puis explicitement tandis que (IV .6) est 
considéré comme un problème stationnaire.

1. S ch ém a  3 : (Explicite-Explicite)
Les discrétisations en temps des équations (IV .5) et (IV .6) sont des mé­
thodes d’Euler explicites ; à chaque pas de temps le couple (2/£+1 > ^ +1 ) est 
déterminé de la façon suivante :

-  yhiVh) +  +  Zhiüh)) =  (fh+1,yh) Vÿ* g v0,2h

5ï(*fc+1 -  **, zh) + ¿ ( ( y £ +1 + **, ¿h)) = ¿h) Vzh e w0>h

Ce système s’écrit matriciellement dans la base hiérarchique de Vh :

Mcc yr + 1 _  / Mçç ^  Açç. k ^  Açf k £>k+l 
A t  K A  t  R e } Re  °

puis M ilz k+1 = (M il _ ALL)zk -  é s l Y k+1 +  B k+1 
F A  t  v A  t  R e ’ Re f

Y k et Z k sont les vecteurs colonnes des coordonnées de dans la base de 
V2h et de z k dans la base de Wh et les matrices M cc, Acc, A i//, A f f , A cf  
sont données par les relations :

(-Wcc)tj' — (<̂ 2/i,*> ^2/i,i) 1 ^  ^  0̂,2h.
(Acc)ij — ((<^2/i,iî <^2/i,j))  ̂ — *̂-7 — ^0>2h 

( M f f ) i j  =  (<j>h,i,<i>hj) n 0,2h +  l <  i j  < n 0,h

( - ^ / / ) i j  “  ((^/i,¿5 ^ /i,j))  ^0,2/i “1” 1 ^  — ™0,/i

(^4.c/)ij — ((02/i,tj <̂ /»,i)) 1 ^  ¿ ^  0̂,2/1
™o,2fc +  1 <  J <  no,^

A chaque pas de temps, la valeur y "̂l"1 est d’abord déterminée ; c’est une 
bonne approximation à cet instant donné de la solution u . Elle est ensuite 
corrigée en determinant la correction z k+1.

2. S ch ém a  4 : (Explicite-Implicite)
La méthode de discrétisation en temps de (IV.5) est la méthode d’euler 
explicite et celle de (IV.6) la méthode d’euler implicite. Ainsi à chaque pas 
de temps, les systèmes on se propose de résoudre :

-  y t v h )  +  7b((y£ +  z tv h ) )  =  ( f£+1,ÿh) v y h e v 0>2h

± t (zk+' -  zk, zh) + ¿((IÆ+1 + zk+ \ z h)) = Vzfc € W0,h
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¿¿0/fc+1 -  yl>yh) +  +  ** ,& )) =  (f£ +1,yh ) vÿ* g Vo,2h

± t(4+1 -  zh, ¿h) +  -jtiiy’h'1 +  **»**)) =  (/¿î:+1> ¿h) Vzh e w0>h

_1
A ( yh

/e 4-1

( / h
k+1

5Zh )



Section IV. 1 Equation de la chaleur.

soit matriciellement

Mçç yfe+1 _  / M cc ^  A cc. k ^  A cf  k D&+1 
A i K A t  R e } Re  °

puis (M i l  + ± u .) z k*x =  M n-z*  _  é i y w  +  B *+i
F v A i Æe ' A i Re f

3. S ch ém a  5 : (Implicite-Explicite)
L’équation (IV .5) est intégrée implicitement et l ’équation (IV.6) explicite­
ment i.e. :

¿ ( 4 +1 - ^ , i k) +  ^ ( ( » ; +1 + 4 , i / . ) )  =  ( / f - ' . i l . )  Vzk € W „ A

soit matriciellement

/ ̂ CC , Açç. k+1 __ Mçç _ Açf gk + l
 ̂ A t  R e ) A t  Re c

puis - é l L ) Z k -  ^ ¿ Y k+1 +  B *+1 
* A i v A i R e ’ Re f

4. S ch ém a  6 : (Implicite-Implicite)
Les 2 équations sont traitées implicitement, le système s’écrit donc :

-kt(Vh+1 -  Vh> ÿh) +  j k ( ( y h +1 +  vh))  =  (  f t +1 > vh) Vÿh. e  v0,2h

Â t ( zh+1 -  zh» Zh) +  7 ^ ( ( 2 / f c + 1  +  zh+1 » * f c ) )  =  (  f h + 1 1 ¿ fc )  e  W 0 )fc

c’est-à-dire matriciellement

/ Mcc A cc. fe+1 __ M cc k ^  A cf  k jDk+1 
1 A  t R e } A t  Re c

puis +  ^ - ) Z k+1 =  -  ^ £ y fc+1 +  
A i Re  A i i2e J

5. S ch ém a  7 : (Explicite-Stationnaire)
A chaque pas de temps, est déterminée de façon explicite :

^ ^ ( î / £ + 1  —  VhiVh) +  ■*" Zh->ÿh)) — ( fh +1)ÿh )  V ÿ h  G  K l , 2/»

puis y£+1 est corrigée en calculant z£+1 comme solution stationnaire de 
(IV .6) :

i.e. matriciellement

7 *5 + 1  __ ^ ç /  ty fe + 1  , o k + 1

R e *  ~  ~  R e Y +
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

;st réalisée par un ICC G et celle 

une méthode de relaxation du type SSOR.

IV. 1.3 Résultats numériques.

3 types d’expériences numériques ont été menés à terme :

•  le premier concerne des conditions au bord du type Dirichlet homogène 
dans la cavité [—1,1] x [—1,1] et une solution exacte connue :
Uex =  (x — 1)(® +  1 ) (y  -  1 ){y +  1),

•  le deuxième porte sur des conditions au bord du type Dirichlet non homo­
gènes sur le domaine [—1,1] X [—1,1] :

— u =  0 sur les parois verticales et sur la paroi horizontale inférieure,

— u (x i , 1) =  10(1 — x \ ) 2 sur la paroi horizontale supérieure

avec un forçage /  constant de densité 1.

•  les dernières expériences ont été effectuées avec un forçage /  constant 1 et 
avec des conditions au bord mixtes de Dirichlet et Neumann :

— u(x  1 , 0:2 ) =  0 sur
{ ( x u x 2 ) / x 2 =  — 1 ; — 1  <  <  l } u { ( x i , æ 2 ) / x i  =  + 1 ; — 1  <  X 2 <  1 } ,

— u ( x i , x 2 ) =  1 0 ( 1  — x \ ) 2 sur { ( * i , ® 2 ) / ® 2  =  +1; — 1 <  ®i <  1},

— ^ ( æ i , æ 2) - 0 sur { (® i ,æ 2) /æ i  =  —1; —1 <  «2 <  1}

Les paramètres de discrétisation valent

h =  et ^ -  =  6.4,0.512,0.320,0.128,0.064.
8 ’ 16 ’ 32 h2 ’ ’ ’

Les tableaux IV. 1 et IV .2 donnent pour la première expérience l ’erreur relative 
à l ’instant t =  1.0 et le temps d’exécution moyen par itération lorsque l ’on 
fait varier le pas de temps. Quand il y a convergence, ils permettent de vérifier 
l ’exactitude de l’ensemble des schémas.
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6. S ch ém a  8 : (Implicite-Stationnaire)
Ce schéma est identique au schéma 7 mais y£+1 est déterminée de façon 
implicite.

L’inversion des matrices et M00
A t + •^cc

Re
de Mil

A  t et
M j j _

A i + èlL
Re par



Section IV. 1 Equation de la chaleur.

Les résultats concernant le temps de calcul sont similaires pour les 2 autres 
tests numériques : le gain de temps varie de 10% à 20% pour les schémas 7 et 8 
dès que le maillage est suffisamment fin (h =  0.0625 et h =  0.03125). Ce gain 
n ’est plus que de l ’ordre de 5% pour les schémas qui ne négligent pas l ’évolution  
de Zh-

Mais les résultats les plus intéressants portent sur la stabilité relative des 
schémas :

•  le schéma 6 qui traite implicitement les 2 équations est, tout comme le 
schéma classique implicite, inconditionnellement stable.

•  bien que l ’on ait approché le problème (IV.6) par un problème stationnaire, 
le schéma 8 qui traite y h implicitement est inconditionnellement stable.

•  les schémas 4 et 7 ont pour point commun d’être explicite en Le schéma 4 
intègre implicitement l ’équation (IV .6) et le schéma 7 l’approche statique­
ment. Ces opérations ne déstabilisent pas le problème en y  h qui impose donc 
sa condition de stabilité à l ’ensemble du schéma : une condition 4 fois plus 
faible. Il s’agit en effet de la condition d’Euler explicite sur le maillage T2 h-

• la condition de stabilité des schémas 3 et 5 est celle de la méthode d’Euler 
explicite pour le problème Zh dont le pas de discrétisation en espace est 
celui du maillage fin.

Les figures IV .2 et IV .3 qui représentent la solution à l ’instant t  =  1.0 ainsi 
que l ’erreur relative et son évolution au cours du temps pour le schéma clas­
sique d ’Euler implicite et pour le schéma 8 permettent d’apprécier l ’exactitude  
du schéma 8 et ce malgré les approximations effectuées dans l ’équation (IV .6).

Ainsi pour le problème de la chaleur, la décompostion due à l ’utilisation de 
la base hiérarchique a permis de mettre au point :

•  des schémas qui améliorent la stabilité de la méthode d’Euler explicite (en­
viron d’un facteur 4);

•  des schémas aussi stables qu’Euler implicite et d’un coût inférieur.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

A  t /h r  Schéma Schéma Schéma Schéma
_______________h =  16 ü 1 j 2 j 3 j 4
Err. relative 0.12 10-2

6.4 DV DV DV
Temps CPU 0.88 10-1 s
Err. relative 0.73 10-4

0.512 DV DV DV
Temps CPU 0.55 10_1s
Err. relative 0.45 10-4 0.45 10“4

0.320 DV DV
Temps CPU________________________ 0.53 lO ^ s______________ 0.46 lO ^ s
Err. relative

0.128 DV DV
Temps CPU
Err. relative 0.89 10“5 0.89 10“* 0.90 10~6 0.90 10~6

0.064
Temps CPU 0.45 10“1s 0.45 lO ^ s 0.43 lO ^ s 0.43 lO ^ s

Tableau IV. 1: Erreur relative et tem ps de calcul pour les différents schémas avec 
h — 0.0625. Schémas 1  e t 2  : schémas classiques. Schémas 3 à 8  : base hiérar­
chique.

A i / h 2  Schéma Schéma Schéma Schéma
______________ h =  16 j 5 I 6 j 7 I 8
Err. relative 0.12 10-2 0.12 10-2

6.4 DV DV
Temps CPU 0.50 10-1 s 0.46 10-1 s
Err. relative 0.74 10~4 0.73 10-4

0.512 DV DV
Temps CPU 0.46 lO ^ s 0.42 lO ^ s
Err. relative 0.45 10“4 0.45 10“4 0.46 10~4

0.320 DV
Temps CPU________________________ 0.46 lQ-^s 0.42 lO ^ s 0.42 lO ^ s
Err. relative

0.128 DV
Temps CPU
Err. relative 0.90 10~5 0.90 10~5 0.90 10“5 0.90 10"5

0.064
Temps CPU 0.43 lO ^ s 0.43 lO ^ s 0.39 lO ^ s 0.39 lO ^ s

Tableau IV.2: Erreur relative et tem ps de calcul pour les différents schémas avec 
h =  0.0625. Schémas 1  e t 2  : schémas classiques. Schémas 3 à 8  : base hiérar­
chique. D V  =  divergence.
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RUN 102.00 TEMPS R S0LUTI0N RUN 102.00 TEMPS R REL. ERR0R

RUN 115 .0  COARSE RELATIVE ERROR
RUN 102 .0  RELATIVE ERROR

RUN 115.00 TEMPS R S0LUTI0N RUN 115.00 TEMPS R REL. ERR0R

Figure IV.2: Problème de la chaleur avec des conditions au bord de Dirichlet.
a), b), d) Run 102 : Schéma 2. c)} e), f)  Run 115 : Schéma 8. a), e) : solution.
b), f)  : erreur relative, c), d) : norme de Verreur relative.
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RUN 202.00 TEMPS R S0LUTI0N RUN 202.00 TEMPS________R REL. ERR0R

RUN 215 .0  COARSE RELATIVE ERROR RUN 202 .0  RELATIVE ERROR

RUN 215 .00  TEMPS R S0LUTI0N RUN 215 .00  TEMPS R REL. ERR0R

Figure IV.3: Problème de la chaleur avec des conditions au bord m ixtes .
a), b), d) Run 102 : Schéma 2. c), e), f)  Run 115 : Schéma 8. a), e) : solution.
b), f) : erreur relative. c), d) : norme L2 de l ’erreur relative.
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Section IV .2 Equations de Burgers.

IV .2 Un problème non linéaire : équations de 
Burgers 2D.

Les équations de Burgers généralisées sont une forme simplifiée des équations 
de Navier-Stokes qu’elles approchent qualitativement. Elles conservent les par­
ties convectives et dissipatives mais les termes du gradient de pression et de la 
divergence de la vitesse ne sont pas retenus. Ainsi la solution du problème de 
Burgers peut présenter de forts gradients (un des comportements essentiels de 
la solution de Navier-Stokes) dus à l ’interaction des termes non linéaires et des 
termes dissipatifs mais peut ne pas vérifier l ’équation de continuité.

Ces équations sont données par les relations :

du A u  t _ x . ^
—-------—----h ('M.V)'u =  0 dans i l
Oi Rc

u =  g sur dÇl

c ’est-à-dire si u =  (^1 ,^ 2 ) •

+  f e " ) +  (Ui& k  +  U2m ; ) Ui - 0

avec des conditions initiales.
Dans le cadre d’un domaine rectangulaire dont les dimensions seront précisées 

ultérieurement, il est possible de construire une solution exacte en utilisant la 
transformation de Cole-Hopf. Fletcher [1] donne les étapes de cette construction.

Cette solution qui peut présenter de faibles ou forts gradients internes ou des 
gradients près du bord permet de mesurer le temps d’exécution, l ’exactitude et 
l ’efficacité des schémas numériques (voir par exemple l ’étude de Fletcher [2] sur 
des méthodes d’éléments finis et différences finis).

Dans un premier temps la méthode de Galerkin non linéaire a été appliquée 
à ces équations connaissant la solution exacte, puis pour étudier la stabilité et 
l ’influence du nombre de Reynolds dans un cas où la solution exacte est inconnue 
mais converge vers une solution stationnaire.

ÏV.2.1 Tests avec la solution exacte connue.

On suppose iî =  [—1,1] x [0? L’expression de la solution exacte est la 
suivante :

— 2 _______ ^ 1  +  <izX2 +  x°) — e a(Xl gQ)}co s aæ2_______
1 a0  +  aiXi +  a 2 x 2  +  a3 x i x 2  +  a4 {ea(æi“Xo) +  e“"i*1“"*0)} sin a x 2

_  __2_ _______ a 2 +  a3 x 2  — a a 4 { e a(Xl x°̂  +  e a(Xl g°)}s in a æ 2_______
2 R e a0 +  a\X\ +  a 2 x 2 +  CL3 Xxx2 +  a4{ea æ̂i’”ÎCô +  e C*1“*0)} cos a x 2

2 0 2

+  +  (Ul’ârx +  U2û ^ U2 - 0

(IV .7)

a JL
Re (

d2u\
~d̂ t ■+

d 2u-
d x l ) +

d
(
92îî3
dxt

+ d 2u<j
dx \ ) +r t



Chapitre IV M éthodes de Galerkin non linéaires.

La solution présente un faible gradient interne (au domaine) pour le choix des 
paramètres suivants :

clq — d \  — 110.13 ; a2 =  a3 =  0 ; a4 =  1.0

a. =  5 ; x0 =  1; Re =  100.

Dans le cas où ces paramètres sont :

0 ,0  =  0 ,! =  1.2962 1013 ; a2 =  a3 =  0 ; a4 =  1.0 

ol =  25 : xq =  1; i2e =  100

la composante de la solution possède un fort gradient interne dans la première 
direction. Les profils médiants des composantes de u i.e. ^i(-?t^)> u2(->3"j) sur 
la médiane horizontale, U i(0 ,.), ^ (O ,.) sur la médiane verticale, représentés sur 
les tracés IV .5 à IV .8 permettent d’apprécier ces gradients.

La m éth o d e  de Galerkin classique en é lém ents P l  : G U S.

Elle consiste à chercher Uh ÇlVh =  Vh'xVh muni de la base nodale telle que :

(n & iû h )  +  ■ jh ({u h ,û h)) +  ((uh.V )u h,û h) =  0 Vûh e  Vo,h
Uh =  9h sur d il

Uh(0,æ) =  u0,/*(#) dans iî

La discrétisation en temps initialisée par une méthode d’Euler est composée :

•  d’un schéma d’Adams-Bashforth explicite pour les termes non linéaires

•  d’un schéma d’Euler implicite pour les termes linéaires.

“M*”1, étant connues, u£+1 est solution de l ’équation :

Vûh G V0f*

qui s’écrit matriciellement dans la base nodale de Vh de la façon suivante (le 
solveur utilisé est un ICCG) :

<s+é )0?+1-£ïDf+i*H pour ' = !>2
où
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Section IV.2 Equations de Burgers.

L es  m é t h o d e s  d e  G a le r k in  n o n  lin é a ir e s

Elles consistent à chercher Uh G Vh sous la forme y* +  Zh avec y  h. G V2 h et 
Zh G Wh, décom position issue de la base hiérarchique, y  h et Zh étant solutions 
de :

/  +  ( Q ^ i ÿ h )  +  j f e d y h  +  z h,ÿh)) +  ((uh-^)uh ,yh))  — 0  (IV  8)
\  Vÿ* G Vo,2h

i  (^¡£-,Zh) +  (Oÿ£-,Zh) +  +  z h,Zh)) +  ( (« /c V )t t )„ 4 ) )  — 0 (IV  9)
\  Vzh G Wo,h

avec des conditions initiales

y h( 0 , x ) =  y0,h(x) dans i î  . .
zfc( 0 ,x )  =  z0th{x) dans fì

et des conditions au bord

y h =  gyh sur 9 ß
Zh =  g z h sur a i l  v 7

où g y h E V2h et g z h G Wh  vérifient gh =  gyh +  g z h-
Les propriétés de la base hiérarchique (établies en section III.1.2) perm ettent 

d ’envisager des approximations de certains termes des équations (IV .8) et (IV .9).
3 schém as numériques dont le dernier a été étudié théoriquem ent par Marion et 
Tem am  [5] sont considérés et appliqués au problème de Burgers généralisé. En 
voici une description :

1. S c h é m a  G N L 1  :

Par analogie avec la discrétisation spectrale, les termes variationnels cou­
plant les équations (IV .8) et (IV .9) à savoir

dans (IV .8)  et ( ^ ,  z h) dans (JV.9)

sont négligés. La convergence théorique de cet algorithme est encore un  
problème ouvert : aucune estim ation a priori n ’a pu être établie étant donné  
qu’aucune approxim ation n ’est effectuée dans les termes non linéaires. La 
discrétisation en tem ps est constituée d ’un schém a d ’Euler im plicite pour 
les term es linéaires et d ’un schém a d ’Adam s-Bashforth explicite pour les 
term es non linéaires.
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Chapitre IV M éthodes de Galerkin non linéaires.

Si et z \  sont connues, alors 2/£+1 G V2h à l ’instant (fc +  l ) A i  est définie 
par :

¿¿(î'h1'1 -  Vh’ ÿh) +

< ¿ ( ( » f c + 1 +  z*»»fc)) =  - § ( ( « *  -v )uh >&) 

Vÿh. G Vo,2k

et z£+1 G à l ’instant (k +  1)A£ est donnée par :

, + 4+V*)) = -§(M -VK >**)
+J((»S-1.vK-1,zk)

V i k  g  W o *7

avec l ’équivalent discret des conditions au bord (IV. 11).

La première équation est un problème en yh dont la discrétisation en élé­
ments finis est conforme ; les degrés de libertés associés à yh sont les sommets 
des triangles de la triangulation grossière T2k (cf. figure IV. 1). La deuxième 
équation est un problème en Zh dont la discrétisation en éléments finis est 
non conforme ; les degrés de liberté sont les milieux des côtés des triangles 
de T2h (cf. figure IV .1). A chaque pas de temps, les matrices

Mcc Acc Aff
~Ât +  ~R¿ e ~ÂT

sont à inverser pour chacune des composantes ; le solveur est un ICCG.

2. S ch ém a  G N L 2  :

Zh a une petite amplitude et étant donné que l ’on a

( u h.V )u h  -  (yh-'V)yh  +  ( ÿ h . V ) z h +  ( z f c . V ) ^  +  ( z h . V ) z f c ,

( {zh.V ) z h, ÿh) est négligé dans la première équation et ((2/h-V)z/l+(z/i.V )y/l+  
(zfc.V)z/l, ¿h) est négligé dans la deuxième équation. La discrétisation en 
temps étant identique à celle de G NLl, le schéma GNL2 consiste à chaque 
pas de temps à déterminer les grandes structures yh et les petites struc­
tures Zh comme solutions des systèmes suivants avec l’équivalent discret
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Section IV.2 Equations de Burgers.

des conditions au bord (IV .ll) :

-vl’ÿh) +
¿ ( ( ¡ / ¡ T 1 +  4 M )  =  - l ( ( d  - v ) r i  + ( r f  - V ) z ‘  + ( z j  - V ) y *  , M

Vÿh G Vo,2h

( y b  z t  y h X» zh \  étant connues)

j%((ykh+1 + 4 +\ ^ ) )  =  - f ( ( y *  -V)ykh A )  

V5h € W0lfc

(«h» Vh+1i Vh, Vh \  étant connues).

3. Schém a G N L3 :

Ce schéma diffère des précédents dans le sens où l’on néglige en plus le 
terme d’évolution en Zh dans l’équation (IV.9). Ainsi y/*(i) et Zh(t) sont 
déterminées dans V2h et Wh par :

(^f,yh) + ^((yh + zh,ÿh)) +
< ((yh-V)yh +  (yh-V)zh +  (zh.V)yh,ÿh) =  0 (IV. 12)

, Vÿh G Vo,2/i

i ^ { { y h  + z h, z h)) +  ((yh. v ) y h, z h) = 0

\  Vzfc G Wo,h

(IV.13) est un problème linéaire en z^(i) qui s’exprime comme fonction 
quadratique de yh{t)- (IV.12) est l’équation (modifiée non linéairement par 
Zh) que vérifie u2h G V2h (solution approchée sur le maillage grossier T2h)-

Ainsi Uh =  ÿh +  Zfc est une solution approchée appartenant à une variété 
M.\h de Vh de dimension égale à la dimension de V2h et d’équation :

zh — —yh + A^i—Bhiyhiyh))

où Ah et Bh sont les opérateurs vérifiant :

A h G L ( V h )  /  {A h<t>h,i>h) =  jfe((<t>h,i>h)) 4̂>hi i ’h G Vh  

B h( y h ,y h ) e V h  /  (Bh(yh->yh),$h) =  ( ( ÿ f c - V ) ÿ fc, ^ A) VVv, G V h
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Marion et Temam [5], après avoir donné des estimations a priori pour y  h  et 
z h , ont montré l’existence et l’unicité pour tout temps de y  h  et Z h  et établi 
les convergences au sens suivant (lorsque h ----> 0) :

• uh ----► u dans Z?(0,T; ( fP (« ) )2) VT, Vp E [l,+oo]

• Vh----► u dans £ 2(0, T; (L2(ii))2)

• Zh----► 0 dans £ p(0, T; (L2(Q,))2)

La discrétisation en temps consiste à déterminer 2/£+1 et z£+1 de la manière 
suivante :

S ( t ó +1 - s t ,  ih) +

, ¿¿((»P1 + 4 M )  = - § ( «  .v)»î + «  .v)z* + ( 4  ,v)»i ,h )

Vÿh  ̂Vo,2h

puis

' ^((ykh+1 + 4 +\¿h)) = - f (M .v)y* ,¿fc)

k G Wo,h

Résultats numériques.

La précision exigée pour la convergence des gradients conjugués et des schémas 
GUS, GNL1, GNL2, GNL3 est égale à 0.00001. Rappelons que pour les nombres 
de Reynolds considérés la solution converge vers une solution stationnaire. Le 
tableau IV.3 (respectivement IV.4) donne le nombre d’itérations et le temps CPU 
moyen par itération pour obtenir la convergence dans le cas où la solution exacte 
présente un faible gradient (respectivement un fort gradient) et compare ces temps 
avec le temps nécessaire à la méthode de Galerkin classique.

Dès que le nombre de degrés de liberté est suffisant, les méthodes de Galerkin 
non linéaires sont extrêmement performantes question temps de calcul et néces­
sitent autant d’itérations pour atteindre la solution stationnaire que la méthode 
de Galerkin classique. Cependant la présence d’un fort gradient atténue cette 
efficacité et impose un maillage très fin : seulement 7% de gain de temps avec
L __  1

128;
Il est à noter que la suppression d’une partie des termes non linéaires réduit 

considérablement le temps d’exécution (en effet chaque partie est calculée sépa­
rément). Ces approximations, dans le cas présent ne modifient pas la précision 
des schémas GNL et parfois l ’améliorent : la norme L2 de l ’erreur absolue est 
inférieure à celle obtenue par la méthode de Galerkin classique (voir les courbes
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Section IV .2 Equations de Burgers.

de l ’erreur pour la première composante en figure IV .5 et pour la deuxième com­
posante en figure IV .6).

Les profils sur les médianes verticales et horizontales de la différence entre 
la solution exacte et la solution calculée sont de faible amplitude et montrent 
l ’exactitude des nouveaux schémas, y compris GNL3 qui fige l ’évolution des pe­
tites structures (voir figure IV .5 à IV .8). Il est à remarquer que la présence d’une 
zone de fort gradient dans la première direction engendre de fortes oscillations de 
l ’erreur dans cette direction et au voisinage de cette zone que n ’atténue pas ou 
n ’amplifie pas les méthodes de Galerkin non linéaires.

Enfin le gain de temps CPU s’explique par le fait qu’à chaque pas de temps
2 systèmes linéaires de dimension réduite sont inversés.

En conclusion, aux vues de ces premières expériences numériques, les mé­
thodes de Galerkin non linéaires convergent vers la bonne solution et plus rapi­
dement .

IV*.2.2 Tests avec la solution exacte inconnue.

On suppose ft =  [0,0*5] x [0,0.5]. La condition initiale est :

u 1 (x 1 , x 2 ,0 )  == sin(7TiCi) +  sin(7ræ2) 
u2(x  i,æ 2,0 ) =  xx +  x 2

Les conditions au bord sont celles de Jain et Holla [4] à savoir :

î £ l ( 0 , ; C 2 , £ )  =  cos(7TX2)
u 2 (0y x 2 , t )  =  x 2  0 <  x 2  <  0.5
t£i(0.5, x 2, ¿) =  1 +  cos(7ræ2)
îz2(0.5, x 2, t)  =  0.5 +  x 2 0 < x 2 <  0.5
^ i ( æ i , 0 , £ )  =  s i n ( T r æ i )  +  1

u 2( x 1,0 , t) =  Xx 0 <  xx  <  0.5
u i(x i, 0.5, t) =  sin(7ræi)
î£2(a?i,0.5,£) =  a?! +  0.5 0 <  x\  <  0.5

Reynolds 100.

Les figures IV.9 et IV. 10 donnent les profils sur la médiane verticale et la 
médiane horizontale des composantes de la solution calculée avec la méthode de 
Galerkin classique et la méthode GNL2 aux temps 0.02, 0.2, 0.5. Les profils de la 
différence des 2 solutions en figure IV. 11 permettent de noter que les 2 solutions 
sont très voisines, la différence ne dépassant par 1.0 10~2 à t  =  0.5.

La solution initialement régulière évolue rapidement jusqu’à t =  0.5, au delà 
de ce temps les variations sont en effet très faibles. On constate qu’au cours du 
temps, de forts gradients s’établissent en particulier dans la le  direction pour 
les 2 composantes de la vitesse et dans la 2e direction pour la 2e composante.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.
Erreur Relative (log 10) pour U

ù ï z O C O Ï

Iterations en Temps

Figure IV .4: Problème de Burgers. Courbes de convergence pour Galerkin clas­
sique , GNL 1 , GNL 2 . Re =  100, h =

C’est dans ces zones de forts gradients que se situe la plus grande différence 
entre les 2 solutions. On retrouve donc que la présence de forts gradients limite 
la convergence et certainement la stabilité des nouveaux schémas tant que le 
maillage est trop grossier.

Pour h =  A i =  0.005, l ’erreur relative est inférieure à 10“3 à t  =  0.58.
Pour un pas de temps plus élevé, A i =  0.007, la méthode de Galerkin classique 
converge mais la précision 10“3 n ’est atteinte qu’à t =  0.85. En ce qui concerne 
les schémas GNL1 et GNL2 avec un tel pas de temps, l’erreur relative décroit 
pendant une soixantaine d’itérations puis augmente. Les schémas de Galerkin 
non linéaires sont donc moins stables que les schémas classiques (cf. figure IV.4) 
(En deçà de A t  =  0.007, la méthode classique ne converge pas.) Pour GNL3, des 
résultats similaires à GNL2 sont observés.

Reynolds 500.

Pour un tel nombre de Reynolds, la composante u\ de la solution présente au 
voisinage de x\ — 0.5 un très fort gradient qui n ’est correctement simulé avec des 
méthodes de Galerkin classiques que si le pas de discrétisation est suffisamment 
faible (cf. figure IV .12). En effet pour h =  Ul osc^ e dans cette zone et ces

oscillations disparaissent presque complètement pour h =  25F’
Cette régularisation de u  ̂ se retrouve avec GNL2, cependant des oscillations 

apparaissent sur l’ensemble du domaine.
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Section IV.2 Equations de Burgers.

maillage methode nombre temps cpu pourcentage /  pourcentage /
itérations moyen /  itérations GUS (itération) GUS (total)

65 x 65 II GÏÏS 7 | L91 I I
GNL1 9 2.67 + W %  +8Ô1S
GNL2 9 1.93 +01 % +30 %

_________  GNL3 I 9 I 2.00 | +05 % | +34 % ~
129 x 129 |  GUS 6 | 12.72 | |

GNL1 7 11.46 -09 % -05 %
GNL2 7 08.50 -33 % -22 %

_________  GNL3 j 7 | 08.55 | -32 % | -22 %

257 x 257 || GÏÏS 6 | 70.76 I |
GNLl 6 50.57 ^29% ^29Yo
GNL2 6 39.11 ^45~  ̂ Â5~%
GNL3 6 40.08 Â3To Â3~%

Tableau IV.3: Problème de Burgers : performances des schémas lorsque la solution 
présente un faible gradient interne. Ai =  1.0.

maillage methode nombre temps cpu pourcentage /  pourcentage /
itérations moyen /  itérations GUS (itération) GUS (total)

65 x 65 |  GÏÏS 8 | L47 I \
GNLl 1 0  £58 +136% +165%
GNL2 10 1.82 +22 % +55 %

_________  GNL3 1 10 I 1.80 I +21 % | +53 %
129 x 129 || GÏÏS 7 | 09.56 i

GNLl 8 10.87 +14 % +30 %
GNL2 8 07.77 -19 % -07 %
GNL3 8 07.77 HÜÿ% W Y o

257 x 257 |  GÏÏS 8 | 5ÔJ6 | |
GNLl 8 45.23 1 T %  A ÏY o

GNL2 7 35.02
GNL3 7 36.00 30%  ÂÔ%

Tableau IV.4: Problème de Burgers : performances des schémas lorsque la solution 
présente un fort gradient interne. A t — 1.0.
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Erreur Relative (log 10) poux U i ^ l T C U l  A L I i W U C .  Ju.*. \ l \ J £,!<*/,■ o

Iteraiions en Temps Iteraiions en Temps

U sur Mediane horizontale Eneur U sur Mediane horizontale

V sur Mediane horizontale Erreur V sur Mediane horizontale

Figure IV .5: Problème de Burgers avec un faible gradient interne.
On note U =  u x ; V  = u 2 ; X  =  x x ; Y  = x 2-
En haut : erreurs. A  gauche : profils des composantes de la solution calculée. A  
droite : profils des différences avec la solution exacte.
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Erreur Relative (log 10) pour V Erreur Absolue L2 (loglO) pour V

Iteraiions en Temps Itérations en Temps

U sur Mediane verticale Erreur U sur Mediane verticale

V sur Mediane verticale Erreur V sur Mediane verticale

Figure IV .6: Problème de Burgers avec un faible gradient interne.
On note U =  ux ; V  =  u2 ; X  =  xx ; Y  =  x2.
En haut : erreurs. A gauche : profils des composantes de la solution calculée. A 
droite : profils des différences avec la solution exacte.
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Erreur Relative (log 10) pour U Erreur Absolue L2 (loglO) pour U

Iterations en Temps Iterations en Temps

Erreur U sur Mediane horizontaleU sur Mediane horizontale

V sur Mediane horizontale Erreur V sur Mediane horizontale

Figure IV .7: Problème de Burgers avec un fort gradient interne.
On note U =  u \ ; V  =  u 2 ; X  =  ; Y  =  x 2-
En haut : erreurs. A  gauche : profils des composantes de la solution calculée. A  
droite : profils des différences avec la solution exacte .
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Erreur Reiaiive ùugiU) pour V Erreur Absolue L2 (loglü) pour V

Iteraiions en Temps Itérations en Temps

U sur Mediane verticale Erreur U sur Mediane verticale

V sur Mediane verticale Erreur V sur Mediane verticale

Figure IV.8: Problème de Burgers avec un fo rt g radient in te rne .

On note U  =  u x ; V  =  u 2 ; X  =  x x ; Y  =  x 2-
En haut : erreurs. A  gauche : profils des composantes de la  solution calculée. A  
dro ite  : p ro fils  des différences avec la  solution exacte.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

V sur Mediane verticale V sur Mediane horizontale

U sur Mediane verticale U sur Mediane horizontale

Figure IV.9: Problème de Burgers par la méthode de Galerkin non linéaire GNL2 . 
Re = 100. h = ; A t = 5.10 3.
Proiils sur la médiane verticale et la médiane horizontale de la solution.
(------ ) : t =  0.02 : t  = 0.2 ; (.......) : t = 0.5.
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Section IV.2 Equations de Burgers.

V sur M ediane horizontale Erreur V sur Mediane horizontale

U sur M ediane horizontale Erreur U sur Mediane horizontale

Figure IV.10: Problème de Burgers. Me =  100. h =  ; A i =  5.10-3 . 
Profils sur la médiane horizontale de la solution par GUS et GNL2  à t =  0.5. 
Profils sur la. m é d i t e  horizontale de la différence des 2  solutions à t =  0.5.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

V sur Mediane verticale Erreur V sur Mediane verticale

U sur Mediane verticale Erreur U sur Mediane verticale

Figure IV .ll: Problème de Bürgers. Re — 100. h =  ; A t =  5.10-3 . 
Proßls sur la médiane verticale de la. solution par GUS et GNL2  à t =  0.5. 
Proßls sur la médiane verticale de la différence des 2 solutions à t =  0.5.
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U sur Mediane horizontale
U sur Mediane horizontale

U sur Mediane horizontale U sur Mediane horizontale

Erreur U sur Mediane horizontale Erreur U sur Mediane horizontale

Figure IV.12: Problème de Burgers. Re = 500.
A gauche h =  et At =  1.10~2 ; A droite h =  Ai =  5.10”3.
En haut : méthode de Galerkin classique ;
Au milieu : méthode GNL2  ; En bas : différence à l ’instant t = 0.5.

218



Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

IV .3  P rob lèm e de N avier-Stokes.

IV.3.1 Description des algorithmes.

Les résultats concernant les méthodes de Galerkin non linéaires appliquées au 
problème de Burgers permettent d’envisager l’implémentation de ces méthodes 
pour le problème de Navier-Stokes évolutif. On propose de décomposer le champ 
de vitesse et la pression en petites et grandes structures.

De façon identique à la section III.2 considérons la décomposition des espaces 
de discrétisation liée à la base hiérarchique :

Vo,h =  Vo,2 h © Wo,h et Qh =  Vih © yv2h

La méthode de Galerkin non linéaire consiste à chercher la solution approchée 
{uhiPh) G Vo,h x  Qh du problème discrétisé (N.S.)h sous la forme :

uh =  uyh +  uzh avec uyh G V0 ,2h uzh G W oa 

Ph =  PVh +  pzh avec pyh G V4h pzh G W2h

où uyh, uzh, pyh, pzh sont définis par :

d(uyh, vyh) ,

1■jfeÇVuyh, V vyh) +  (Vpyh, vyh) +
((uyh.'V)uyh +  (uyh.'V)uzh +  (uzh.V)uyh,v y h) =  (fh,vyh)

-  - ^ (V u z h, V v y h) — (V pzh,vyh)

ÇV.uyh,qyh) =  - ( V  .uzh,qyh)
\/vyh G V0,2h et Vqyh G VAh

(IV. 14)

d(uzh,v z h) , 
è t

+  -^ (V u zh ,V vzh ) +  (Vpzh,vzh) +
{(uyh-^)uyh,vzh) =  (fh ,vzh)

-  JfeCVuyh, Vvzh) -  ÇVpyh, VZh)

(V .uzh, qzh) =  - ( V .uyh, qzh)
„ V ü Z f c  G  Wo,h  et Vqzh G  W 2h

(IV.15)

Le système (IV.14) où le terme d’évolution de uzh est négligé, est interprété 
comme un problème en (uyh, pyh) correspondant à la discrétisation de Galerkin 
classique sur la triangulation grossière T2 h-
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Section IV .3 Navier-Stokes.

Figure IV .13: Position des degrés de liberté pour les problèm es en (uyh^pyh), 
(u zh,p z h).

Le systèm e (IV .15) est considéré comme un problème en (uzh ,pzh), c ’est-à-dire 
un problème de Stokes dont la discrétisation par éléments finis est non conforme 
et qui vérifie la condition inf-sup (communication d’Olivier Goubet et de Martine 
Marion). Les positions relatives des degrés de liberté sont représentées en figure
IV. 13 sur le triangle de référence.

R e m a r q u e  IV . 1 L ’étude des différentes structures au chapitre II Ip o u r  Navier- 
Stokes montre que les termes V  .uyh et V  .uzh sont des termes très petits en norme 
L 2- Il semblait donc naturel d ’écrire la condition de continuité pour le systèm e  
(IV. 14) sous la form e :

( V . u y h, q y h) =  0  Vq yh  G V Ah

condition vérifiée par uyh dans la discrétisation de Galerkin sur T2h>
Etant donné qu ’aucun résultat théorique n’a été prouvé avec une telle approxi­

m ation, sur suggestion de M. Marion il a été décidé de garder :

( V .u yh,q y h) =  - ( V .u zh, qzh) Vqyh G V4h

La discrétisation en temps associée (et notée sc h é m a  G N L 2 ) est compo­
sée d ’une méthode implicite pour le terme linéaire et d’une m éthode explicite 
d’Adams-Bashforth pour le terme non linéaire.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

(uyh,pyh) est solution du problème de Stokes suivant :

- « » ¿ » m )  +

+  u z t  v Vh)) +  

iy (W h +1 +Pzh),vyh) = (fh+1, vVh)

~ Vvyh) -  ÇVpzk,vyh)

~  |  ((uVh ■v )uyh + ( uVh -V)uz% +(uz£  .V)uy£ ,vyh)

+ + (uVh~1 ■'^)uzh~1 + (««fc^-Vjtty^Svyfc) 
V v y h G Vo,2h

(V.uy£+1,qyh) =  -(V .uz£ ,qyh)

,  % / .  G V«.

(uy^+1, PVh+l ) sont une approximation de la solution sur T2h que l’on corrige sur 
la grille fine T/, en déterminant (ttz*+1,pz*+1) :

' - M i uzh+1 - u z £ , v z h) +
3 & ( ( uyh+1 +  uz£+1,vzh)) +

( y ( p y kh+ 1 + P zK+1) ^ z h) =  ( f t +1,vzh)

-  ¿ (V ttî,*+1,Vt,zfc)-(V p y J +1,vzfc)

-  |  ((ttyjj .V )ttyji

Vvzfc G Wo,h

( V . u z ^ ç z / * )  =  - ( V . xiî/ ^ 1, ^ )

,  Vqyh, g  W2j*

A chaque pas de temps, chacun de ces problèmes de Stokes est résolu par la 
méthode d’Uzawa décrite au chapitre II.

R e m a r q u e  I V . 2  On note :

•  G N L l  : le schéma identique au schéma GNL2 où aucune partie du terme 
non linéaire n’est négligée,

•  G N L 3  : le schéma qui néglige en plus l ’évolution de uzh dans Véqua­
tion (IV.15).

R e m a r q u e  I V . 3  Une des différences essentielles (aussi bien d ’un point de vue 
théorique que d ’un point de vue numérique) avec la discrétisation pseudo-spectrale
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Section IV .3 Navier-Stokes.

est la non orthogonalité de uyh et uzh en norme H 1 en dimension 2 . U est à noter  
qu’en dimension 1 , on a ((uyh^uzh)) =  0. Goubet [3] propose la construction (à 
partir des ondelettes) d ’un nouveau type d ’éléments finis dont la décomposition  
en structures uyh et uzh est orthogonale.

IV.3.2 Les résultats numériques.

Les premières expériences numériques ont été réalisées dans la cavité entraînée 
avec un nombre de Reynolds égal à 100 et un pas de discrétisation h de l ’ordre 
de 0.0156 correspondant à un maillage 65 x 65. On constate que

1. (cf. figure IV .14) si les schémas GNL3 et GUS convergent pour St égal à 0.1, 
le schéma GNL2 diverge. Des instabilités se produisent donc si le maillage 
est trop grossier.

2. (cf. tableau IV .5) si les schémas convergent (GNL3 avec A  t  =  0.1 et GNL2 
avec A  t  =  0.01) alors l ’écoulement du fluide est correctement simulé. Le 
tableau IV .5 permet d’apprécier l ’exactitude de la convergence et la position  
des tourbillons et des contres-tourbillons comparées avec la m éthode de 
Galerkin classique (tableau II.4).

La figure IV. 15 représente le champ de différence, multiplié par un facteur 
100, entre les 2 champs de vitesse, le premier obtenue par la méthode classique 
et le second par GNL3. Cette figure révèle l ’origine des instabilités des nouveaux 
schémas. La différence est en effet maximale au voisinage du bord supérieur i.e. 
dans la zone où les petites structures sont les plus grandes (cf. figure III.6), lieu 
où le gradient de vitesse est le plus élevé. Il est donc nécessaire pour réduire ces 
instabilités d’augmenter la précision du maillage (éventuellement localem ent).

Enfin lors du calcul de la solution de Stokes, les pressions py£+1 et pzfc* 1 

sont de moyennes nulles : ce qui permet d’évaluer la pression sur le maillage T2h 
exprimée dans la base nodale bien que pyh et pzh soient déterminées en des points 
distincts du maillage.

2 2 2



Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Erreur Relative (loglO) pour ü Erreur Relative (log 10) pour P

Iterations en Temps Iterations en Temps

Erreur Relative (log 10) pourUZ Erreur Relative (log 10) pour PZ

Iterations en Temps Iterations en Temps

Figure IV.14: Problème de Navier-Stokes. Re = 100 et h = jj. Courbes de
convergence de u ,̂ p ,̂ uzh, pzh pour les méthodes de Galerkin classique (----- ),
les méthodes GNL3 (- - - GNL2  (.......).
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Figure IV . 15: C a vité  en traînée B ) avec R e  =  100. C ham p d e  différence (x lO O)  
en tre  la  v ite sse  ob ten u e p a r  la  m é th o d e  de  G alerkin classique e t celle ob ten u e  p a r  
G N L3.

Re  =  100 || GNL3
P V  x  0.6094

y  0.7500
i />(x,y)  -0.08374
u>(x,y) 2.932

BLV x  0.03125
y 0.03125

^ ( x ,y )  0.909 10“«
_______ a>(z, y ) 0.00746
BRV x 0.9531

y  0.04687
E,y) 0.385 10"6 

0.0179

Tableau IV .5: M éth o d e  de G alerkin non linéaire. C a v ité  en tra în é B ). 
P V  =  Tourbillon prin cipa l ;
B L V  =  C on tre  tourbillon  gauche ;
B R V  =  C on tre  tourbillon dro it
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C O N C L U SIO N .

Au cours de ce travail, j ’ai dans un premier temps regardé les difficultés dues à 
l ’incompressibilité, la non linéarité et l ’évolution en temps qui apparaissent dans 
le traitement numérique des équations régissant l ’écoulement des fluides newto- 
niens, visqueux, incompressibles. Ainsi un code numérique qui permet d’obtenir 
des bases de donnés concernant la cavité entraînée, a été mis au point pour ré­
soudre les équations de Navier-Stokes en dicrétisation par éléments finis m ixtes, 
conformes P1-4P1.

Parallèlement, j ’ai mis en oeuvre de nouveaux schémas numériques s’appuyant 
sur la théorie des systèmes dynamiques. Basés sur l ’introduction de petites et 
grandes structures du champ de vitesse, ces schémas ont été développés dans le 
cadre d’une part d’une discrétisation en espace pseudo-spectrale et d’autre part 
d’une discrétisation par éléments finis.

Dans le premier cas, ces méthodes dites de Galerkin non linéaires pour les­
quelles j ’ai du introduire de nouveaux critères dynamiques de selection des modes 
actifs et passifs basés sur l ’enstrophie et les termes non linéaires de couplage, 
étaient couplées avec un modèle de turbulence. Ces algorithmes conservent le 
comportement statistique turbulent de l ’écoulement (en particulier la pente du 
spectre d’énergie) et ont permis des gains de temps non négligeables.

Cependant des limites apparaissent. Je montre que ces gains sont fonctions 
de la largeur de la zone de dissipation qui peut s ’avérer très etroite dans cer­
tains modèles de turbulence. En effet, la troncature déterminant les grandes et 
petites échelles doit se situer proche de cette zone et les critères doivent être en 
conséquence adaptés. Les méthodes de Galerkin non linéaires qui cherchent la 
solution sur des variétés inertielles approximatives sont donc très efficaces avec 
des simulations directes.

D ’autres critères plus économiques, d’autres troncatures tenant compte du 
comportement intermittent de l ’écoulement pour calculer les modes actifs et pas­
sifs, d’autres variétés inertielles approximatives ou d’autres schémas temporels de 
ces modes sont à envisager.
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Conclusion

Dans le cadre d’une discrétisation par éléments finis, l ’introduction de la base 
hiérarchique fait apparaître à l ’inverse de la base nodale, de ’’petites” et ’’grandes” 
structures. Ces idées étant nouvelles, j ’ai dans une première étape, étudié numé­
riquement cette base à partir des donnés obtenus de façon classique pour la 
cavité entrainée régularisée. La présence de forts gradients (une caractéristique 
des écoulements du type Navier-Stokes) s’avère extrêmement contraignante. Les 
structures ne sont petites devant les grandes (condition importante pour éven­
tuellement figer leur évolution) que si le pas de discrétisation est très faible. Il est 
donc nécessaire pour mettre en oeuvre les méthodes de Galerkin non linéaires de 
travailler avec un maillage très précis, éventuellement adaptatif en temps et en 
espace, et localement très fin.

La structure multigrille de la base hiérarchique a ensuite permis de m ettre 
au point un préconditionneur du gradient conjugué pour résoudre les problèmes 
elliptiques.

Cette décomposition de la solution discrète appliquée à un problème linéaire a 
permis d ’améliorer la condition de stabilité du schéma d’Euler explicite. Il serait 
souhaitable maintenant d’envisager un forçage dépendant du temps.

Pour les problèmes de Burgers généralisés et de Navier-Stokes, les méthodes 
de Galerkin non linéaires ont été développées avec des nombres de Reynolds 
de l ’ordre de 100. Des résultats similaires à ceux des méthodes classiques ont 
été obtenus et des gains de temps d’exécution sont observés bien que le calcul 
des termes non linéaires ne soit pas optimisé. Cependant aux vues des résultats 
numériques, certaines questions restent sans réponse :

• ces nouveaux schémas sont-ils plus stables que les schémas de Galerkin 
classiques ? On observe que cela n ’est pas le cas, mais Re  n ’est-il pas trop 
faible ou le maillage trop grossier ?

• des oscillations du champ de vitesse pour Burgers et de la vorticité pour 
Navier-Stokes apparaissent avec les méthodes de Galerkin non linéaires pour 
des nombres de Reynolds plus élevés. Ces oscillations sont-elles irréductibles 
aux schémas ou dépendent-elles de la précision du maillage dans les zones 
de forts gradients ? L’écoulement discrétisé sur la grille grossière est-il alors 
satisfaisant ?

• quel est le comportement de la pression ? A quoi correspondent les pe­
tites structures de la pression ? Ne peut-on pas simplifier la condition de 
continuité ?
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