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Frédéric Pascal :

Nonlinear Galerkin methods in finite element and pseudo-spectral discretizations.
Application to fluid mechanics.

Abstract :

For computing the solution of partial differential equations in fluid mechanics
and physics, some new numerical schemes, the nonlinear Galerkin methods, mo-
tivated by concepts of the dynamical systems theory were developped by Marion
and Temam.

In the case of a pseudo-spectral discretization, the first part is setting out
theoretical motivations and principles of the new schemes with models of the
turbulence. It is proved that the evolution of small scales can be frozen if the cut-
off number is near dissipation range : some criterions for the selection of small
scales and some characteristic times are introduced and analyzed.

The second part concerns the description of the classical mixed, conforming
P1-4P1 finite element method for computing the solution of the Navier-Stokes
equations. The numerical difficulties due to the incompressibility, the nonlinearity
and time evolution are described. A code which permits to obtain some data bases
for the driven cavity, has been completely developped.

In the third part, small and large structures induced by the hierarchical basis
are shown and studied (particularly in the large gradient region) in the perspective
of implementing nonlinear Galerkin methods. Then a preconditionned conjugated
gradient method for the Dirichlet problem is developped based on the multigrid
structure of the hierarchical basis.

After a study of the numerical stability of the schemes with a linear case, the
description of algorithms which consist of determining separately the different
structures are proposed in the fourth part of this thesis. Some numerical results
are presented for Burgers and Navier-Stokes problems in dimension two.

Key words :

Fluid mechanics ; incompressible Navier-Stokes equations ; generalized Burgers’
equations ; nonlinear Galerkin method ; finite elements ; hierarchical basis ; mul-
tigrid ; pseudo-spectral discretization ; simulation of the turbulence ; iterated
laplacian ; numerical stability.
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INTRODUCTION.

M. Marion et R. Temam ont développé en 1988 de nouvelles méthodes pour ré-
soudre les problémes aux dérivées partielles issus de la mécanique des fluides. Ces
schémas semblent adaptés a la résolution des problémes évolutifs sur de grands
intervalles de temps et a la simulation de phénomeénes tels que la turbulence que
les ordinateurs actuels abordent de fagon insatisfaisante et ce malgré des progres
techniques fulgurants. Ces méthodes qui s’appuient sur des concepts de la théo-
rie des systémes dynamiques, consistent a chercher une solution approchée du
probléme appartenant & une variété inertielle approximative ; objet introduit par
Foias-Manley-Temam approchant I’attracteur universel. Ces variétés sont géné-
ralement non linéaires d’ou le nom de méthodes de Galerkin non linéaires.

Pour mettre en place ces méthodes, 'idée est d’introduire une décomposi-
tion de la solution approchée en petites et grandes structures. En discrétisation
pseudo-spectrale cette décomposition est induite du développement en séries de
Fourier de la solution ; les grands modes sont associés aux petites échelles ou
structures et les petits modes aux grandes échelles. En discrétisation par éléments
finis, ’utilisation de la base hiérarchique et de plusieurs niveaux de maillage (mul-
tigrille) fait apparaitre en des points distincts de la triangulation des grandes et
petites structures. Ces différents objets interagissent non linéairement et il a été
prouvé que les équations de ces interactions définissent des variétés inertielles
approximatives. L’objectif des méthodes de Galerkin non linéaires est alors d’in-
tégrer les grandes structures que l’on corrige ”séparément” en tenant compte des
petites structures.

Le but de mon travail est d’implémenter ces méthodes dans le cadre d’une
discrétisation par éléments finis pour des problémes du type Burgers généralisé
ou Navier-Stokes et d’étudier leur comportement avec des modéles de turbulence
tels que le laplacien itéré employé par C. Basdevant et R. Sadourny dans le cas
de discrétisation pseudo-spectrale.

Dans un premier temps, aprés une introduction des équations de Navier-
Stokes, je rappelle les motivations et principaux résultats théoriques des nouveaux
schémas. Des motivations numériques dans le cas de simulation de la turbulence
libre et forcée sont ensuite explicitées. Il est montré que I’évolution des petites
échelles peut étre figée a condition que la troncature soit proche de la zone de
dissipation et que ces échelles soient relaxées sur une variété inertielle approxima-
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Introduction

tive. Le schéma est par la suite décrit et analysé : des critéres de détermination
dynamique des petites échelles et des temps caractéristiques pendant lesquels
elles sont figées sont introduits et discutés.

La deuxiéme partie décrit la méthode de Galerkin classique dans le cas d’une
discrétisation par éléments finis, mixtes, conformes 4P1-P1 pour le probléme de
Navier-Stokes incompressible, évolutif en formulation vitesse-pression. La discré-
tisation en temps (une méthode de splitting) fait apparaitre un probléme de
Stokes généralisé et un probléme non linéaire a chaque pas de temps. Le pre-
mier probléme est résolu par la méthode d’Uzawa et le deuxiéme par la méthode
des moindres carrés. La réalisation du code numérique a permis d’obtenir des
résultats (comparés avec des publications récentes) pour la cavité entrainée avec
les nombres de Reynolds 1000 et 5000 pour lesquels la solution évolue vers une
solution stationnaire.

Les objectifs ce cette implémentation sont d’une part de permettre 1’étude
des petites et grandes structures introduites par la base hiérarchique, ensuite de
servir de base de travail pour la mise en place des méthodes de Galerkin non
linéaires et enfin de fournir des résultats qualitatifs et quantitatifs de référence
pour la cavité entrainée par exemple.

Dans la troisiéme partie, la base hiérarchique dont quelques propriétés essen-
tielles sont rappelées est introduite et appliquée aux résultats obtenus précédem-
ment. A I'inverse de la base nodale, cette base induit une décomposition du champ
de vitesse en grandes et petites structures. On se propose d’étudier la forme de
ces structures dans les zones de forts gradients, leur évolution au cours du temps,
Iinfluence du pas de discrétisation en espace et du nombre de Reynolds et les ef-
fets de cette décomposition sur les différents termes des équations (en particulier
les termes de diffusion et de transport). Des schémas s’appuyant sur la structure
multigrille de la base hiérarchique sont ensuite mis en place pour le probléme
de Dirichlet : ces schémas permettent des gains de temps non négligeables et se
présentent comme d’excellents préconditionneurs de schémas itératifs tels que les
gradients conjugués.

Dans la derniére partie, aprés une étude de la stabilité numérique des sché-
mas sur un probléme linéaire, la description des algorithmes qui différent par le
traitement des termes d’évolution, et les premiers résultats numériques similaires
a ceux obtenus par une méthode classique sont proposés pour les problémes de
Burgers et Navier-Stokes en dimension 2.



Chapitre 1

METHODE DE GALERKIN
NON LINEAIRE EN
SPECTRAL ET EN
DIMENSION 2

I.1 Les équations de Navier—Stokes.

I.1.1 Formulation du probleme.
Formulation vitesse-pression

Les équations de Navier-Stokes proviennent de la mécanique des fluides : un
fluide newtonien vérifie I’équation de conservation de la masse ou équation de
continuité, I’équation de conservation de la quantité de mouvement ou conserva-
tion du moment et la loi de comportement des fluides newtoniens.

On considére Q (un ouvert de IR?) le domaine occupé par le fluide et les 3
fonctions p, u, p pour décrire 1’état du fluide :

p(z,t) est la densité du fluide,
u(z,t) = (ui(z,t),us(z,t)) est la vitesse de la particule au point z,
p(z,t) représente la pression du fluide en z a P'instant ¢,

avecz = (z1,25) € Qet t € RT.

Remarque 1.1 Un écoulement bidimensionnel n’est pas un écoulement infini-
ment mince, mais un écoulement invariant par translation dans une direction
d’espace et tel que les vitesses soient perpendiculaires a la direction d’invariance.



Section 1.1 Les équations de Navier-Stokes

On se place dans le cas incompressible, c’est-a-dire que ’on suppose que la den-
sité p varie peu : par exemple la densité de ’eau p est égale & 1 g/cm?® et pour lair
A faible vitesse p est de ’ordre de 1.2 10~3g/cm3. Les équations de Navier—Stokes
régissant 1’écoulement d’un fluide newtonien, visqueux, incompressible dans (2
soumis aux densités de forces extérieures f = (fi(z,t), f2(z,t)) sont :

P'aal;' —vAu+p(u.V)u+Vp=f  dans Q@ = @ x R* (I.1)
Va=0 dans @

v étant le coefficient de viscosité. La premiére équation traduit la conservation
du mouvement et la loi de comportement, la deuxiéme la conservation de masse
pour les fluides incompressibles.

Sous une forme indicée, (I.1) s’écrit :

dp
(8w2 + 8:: )+p(u16:c +u28z )"’1+6m =h
P%% - "(%—i? G+l tugu t g = (12
ou Ou, _
Gui 4 Juz g,
L1 T2

(u.V)u est le terme de transport ou convection, Vp représente les forces de pres-
sions et —vAu est le terme de diffusion due aux contraintes de viscosité et par
conséquent a la déformation du fluide.

Dans la suite pour simplifier les notations p, f et v représenteront la pression,
les forces et la viscosité réduites ie p/p, f/p et v/p.

Si ’on note V une vitesse caractéristique de 1’écoulement, L une longueur
caractéristique du domaine et T’ un temps caractéristique (typiquement T' = L )
alors le systéme (I.1) se met sous la forme adimensionnée suivante (N.S.) :

du

5 R—-Au + (u.V)u+ Vp=f dans Q (1.3)
Vau=0 dans Q |
ou
1 v
Re LV
et z, t, u, p, f sont les fonctions adimensionnées :
u T t pL? fL
— = — t = — = — =
u V, T L, T, p Vz ? f

Re est le nombre de Reynolds qui dépend non seulement de la viscosité (et par

conséquent de la densité) du fluide, mais aussi des caractéristiques de I’écoulement
considéré.



Chapitre I GNL en spectral

D’autres probléemes comme le probleme de Stokes et Stokes généralisé sont a
envisager. En effet, dans le cas de trés faibles nombres de Reynolds (Re < 1), les
équations de Stokes stationnaires (S.) :

—Rleu +Vp=f dans @

Vau=0 dans Q@ (14)

donnent une excellente approximation de (N.S.).

De nombreux schémas en temps pour les équations de Navier—Stokes (par
exemple la méthode des pas fractionnaires, les méthodes de projection, les mé-
thodes de directions alternées...) font apparaitre les équations de Stokes généra-

lisées (S.G.) :
ou — ﬁAu +Vp=f dans Q

Vau=0 dans Q (15)

- 1
avec a = At>0'

11 reste a fermer les systémes ; pour cela les équations de Stokes (S.), (S.G.)
et Navier-Stokes (N.S.) sont complétées par :

e des conditions initiales (uniquement pour les problémes instationnaires) du

type :
u(z,0) = up(z) Vz €9,

la vitesse initiale ug étant donnée avec divug = 0.

o des conditions aux limites

— de Dirichlet
u(z,t) = g(z,t) Vz € 0N,

g vérifiant la condition de flux nul imposée par l'incompressibilité :

ndo =0
fras

ou l’on note n la normale extérieure a (2.

— périodiques : par exemple si @ = [0, L] x [0, L,]
u(z + Lie;,t) = u(z,t) Ve e, Vi=1,2

avec e; = (1,0) et ez = (0,1). On supposera dans ce cas que ’écou-
lement est de moyenne nulle ie

/;)f(:c)d:c =0 et /;]u(:c,t)dm = 0.



Section 1.1 Les équations de Navier-Stokes

Formulation fonction de courant-vorticité

Dans certains cas, il est préférable d’utiliser des variables différentes de la
pression et de la vitesse pour simuler I’écoulement. Par exemple I'incompressibilité
du fluide permet de définir la fonction de courant 9(z1, z;) reliée a la vitesse par :

- (2)-(1%)

On note w le rotationnel de la vitesse u appelé tourbillon ou ”vorticité” propor-
tionnel a la vitesse locale de rotation du fluide et défini par :

En prenant le rotationnel de I’équation de Navier-Stokes, le systéme (N.S.)
est équivalent au systéme pour la vorticité suivant :

8w+J(w Y)=vAw+r10otf  dans Q
w=-—Ap dans Q@ (1.6)
w(z,0)=wo(z) dans

avec des conditions aux limites. J(w, ) est le jacobien défini par :

Ow Ow

J(w, ) = (v.V)w = U +u28w2
_ O(uw) N O(uw) _ 8¢ dw 8y Ow
- 0z, 8z, Oz, 0z, Oz, 0z,



Chapitre I GNL en spectral

I.1.2 Cadre fonctionnel et résultats théoriques.
Cadre fonctionnel

On suppose que ’ouvert 2 est un ouvert borné de IR? dont la frontiére 9 est
localement lipschitzienne. On suppose que L%(f2) est muni de son produit scalaire
usuel et de sa norme usuelle :

(u,v) = /ﬂu(w)v(z) dz Vu,v € L*(Q)
[ul = (u,u? Vue IX(Q)
et que I'espace de Sobolev H'(f2) est muni du produit scalaire et de la norme :
(u,v)1 = (w,v) +(Vu,Vv) Vu,v€ H(Q)
luh = (w,u)y? Vue HY(Q).
On notera ((u,v)) = (Vu,Vv), Vu,ve HY(Q).

Pour la suite, on supposera que les conditions au bord sont v = g sur 992, la
fonction g vérifiant la condition de flux nul.
On pose alors H;(R2) le sous espace de H'(Q) tel que :

H;(Q) = {ve H(Q), v = g sur 90}

On note V le sous espace de H(2) x H'({2) espace de Hilbert associé au probléeme
de Stokes et muni du produit scalaire et de la norme de H'(Q2) x H(Q) :

V = {uc HY(Q) x B(Q),dive = 0, u = g sur 90}
et H le sous espace de L*(Q) x L?*(f2) défini par :
H = {u e L*Q) x L*(Q),dive = 0, u = g sur 82}
On note V' ’espace dual de V ; on rappelle que V.C H C V'.

Remarque 1.2 Dans le cas ou les conditions au bord sont périodiques, il faut
remplacer w = g par u périodique, H}(Q) par H,(R) et L*(Q) par L2(Q) ie par
les ensembles des fonctions de H*(2) et L*(Q) périodiques.

Formulation variationnelle de (S.G.)

Les chapitres I et III de Temam [24] établissent les formulations variationnelles
enoncées ci-dessous.
Le probléme de Stokes généralisé (S.G.) est équivalent aux 2 formulations
suivantes :
f € L*(2) donnée

7



Section I.1 Les équations de Navier-Stokes

lere formulation

Trouver u € V tel que (L7)
o(u,0) + g5((w,) = (f,v) Ve {v € (H(Q), divo =0}

2eme formulation

Trouver (u,p) € (H;(2))? x L*() tel que
a(u,v) + g ((w,0)) + (Vo,v) = (f,v) Voe (H}(@)®  (18)
(g divu) = 0 Vg € L¥(R)

La premiére formulation a ’avantage de réduire le probléme a la recherche
de la vitesse u seulement. Lorsque I’existence de u est prouvée, I’existence de la
pression p au sens des distributions est une conséquence immédiate de la théorie
des distributions.

Formulation variationnelle de (N.S.)

Notons la forme continue, trilinéaire b sur H'(2) définie par :

Le probléeme de Navier-Stokes (N.S.) est alors équivalent 3 :
Etant données f € L*(0,T; V') et ug € (Hgl(ﬂ))2 avec divug = 0

lere formulation

Trouver u € L?(0,T; V) satisfaisant
4 (u,0) + Fo((w, ) +b(uw,u,0) = ()  Voe{ve (HYR)Y, divo = 0}
u(O) = U
(1.9)

2eme formulation

Trouver (u,p) € L*(0,T; (H;(2))?) x L*(0,T, L*(1)) tel que
L (u,9) + 7((4,2) + b(w,5,0) + (Vp,0) = (f,0) Vo€ (HH(Q))
(g,divu) = 0 Vg € L¥(Q)
u(0) = wu
(.10)



Chapitre I GNL en spectral

Théorémes d’existence et d’unicité

1. Probleme de Stokes
Le théoréme de Lax-Milgram permet d’établir (cf Temam [24] ch 1.2) :

Théoréme I.1 Pour tout f € L*(Q),

(a) le probléme (1.7) a une solution unique u dans V,

(b) le probléme (1.8) a une solution unique (u,p) € (H;(Q))? x L*(Q)/IR

ie p est déterminé d une constante additive prés.

2. Probléeme de Navier—Stokes
En dimension 2 en se référant au chapitre III de Temam [24], on démontre
le résultat suivant :

Théoréme 1.2 Pour tout f € L*(0,T; V') et up € V, il existe une unique
solution u au probléme (1.9). De plus u € L™(0,T;H) et u est presque
partout égale & une fonction continue de [0,T] dans H, u(0) = uo ayant
alors un sens.

Formulation abstraite du probléme de Navier—-Stokes

On supposera ici que la condition au bord est u = 0 sur 9. Soit A ’opérateur
linéaire, positif, auto-adjoint correspondant a I’opérateur de Stokes défini par :

Auec V'

(Au,v) = ((v,v)) Vu,ve V.

On note B(.,.) 'opérateur compact, bilinéaire, continue de V x V dans V' défini
par :
(B(u,v),w) = b(u,v,w) Vu,v,weV

et vérifiant :

b(u,v,v) = 0 Vu,v,€V condition d’orthogonalité (I.11)
M2 [*/2] o] /2] Av|
|B(u,v)| < a { |u]1/2[Au|1/2H'v|| Vu,v,€ V (1-12)

(B(w,0),w)l < eoul*|ul|lo]|[w] |l Vu,v,w,€V (L13)

- A 2 °
o1+ log 21
C4 3/2,12
ull40](1 +log K2y
AI]Av]
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On peut alors mettre le probléeme de Navier-Stokes (N.S.) sous la forme abs-

traite suivante :
Trouver u € V C H satisfaisant

9u 4 L Au+t B(u,u) = f (L.15)

avec la condition initiale u(0) = wuo.

Remarque 1.8 En modifiant A, H, V et f d’autres conditions au bord telles
que des conditions périodiques, des conditions non homogénes, des conditions de
friction ou de non glissement,... peuvent étre envisagées.

Comme A~! est compact et auto-adjoint, A posséde une famille de vecteurs
propres w; orthogonaux dans H ie :

Aw,- = )\jw,- V]
ou JA; sont les valeurs propres avec
0< X <A<--. et \; — +oo quand j — 400

La solution u € H développée dans cette base s’écrit alors
[o o]
u(z,t) = Y i;(t)w;(z).
i=1

On appelle nombre d’onde le nombre k,, défini par : }\,, = k2, la longueur
d’onde étant proportionnelle a 'inverse de k.

Dans le cas de conditions périodiques dans une cavité [0, L;] X [0, L;], les
vecteurs propres sont des combinaisons des fonctions sinus et cosinus ; u € H est
alors développable en série de Fourier et s’écrit :

2T ‘1 27 .2
.. i{ 1+ z
uzt) = L0 = Y ae Lo L
jE€R? 3=(d1.32)€Z?

-2 2
le nombre d’onde étant dans ce cas 27 %12— + %22-
1 2

Remarque 1.4 En dimension 2, la solution u du probléme de Navier—Stokes

reste bornée : il existe 2 constantes My et M, dépendant de v, |f| et de \; et il
eziste ty dépendant de ug, v, |f| et de A, tels que :

[u(t)] < Mo, [[u(t)|| < My, Vi >t
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Chapitre I GNL en spectral

I.2 Motivations et principaux résultats théo-
riques.

1.2.1 Introduction.

On s’intéresse au comportement de la solution du probléeme de Navier-Stokes
pour de grands temps. Dans [21], Jie Shen montre (numériquement) dans le cas
de la cavité entrainée (B) (cf. chapitre IT) que ’écoulement converge vers un état
stationnaire pour un nombre de Reynolds (Re) inférieur & 10000.0, que ’écou-
lement est périodique en temps pour un nombre de Reynolds compris entre Re;
(avec 10000.0 < Re; < 10500.0) et Re, (avec 15000.0 < Re, < 15500.0) et enfin
qu’au-dela de Re; I’écoulement perd sa périodicité.

Un attracteur est un sous-espace compact de l’espace de Hilbert H (espace
défini dans la section I.1.2) vers lequel convergent toutes les solutions (ou orbites)
qui se trouvent initialement dans son voisinage. Pour des nombres de Reynolds
petits, la solution converge vers une solution stationnaire aprés un temps de
transition et ceci quelque soit la condition initiale : attracteur se réduit a un
point fixe. Lorsque le nombre de Reynolds augmente, une "bifurcation” (de Hopf
par exemple) se produit : ’écoulement devient périodique, I’attracteur est alors un
cycle limite. Pour des nombres de Reynolds plus grands, I’écoulement peut devenir
quasi-périodique. Puis lorsque Re est suffisamment grand (un certain nombre de
bifurcations s’étant produit), I’écoulement du fluide devient, aprés un temps de
transition, "chaotique”. Il est dépendant du temps méme si les conditions au bord
et les forces extérieures en sont indépendantes (comportement turbulent) avec
une extréme sensibilité aux conditions initiales entrainant une imprédicibilité de
I’évolution temporelle. Les attracteurs ne sont plus des points fixes, ni des cycles
limites mais des attracteurs étranges (notion introduite par Smale, Takens et
Ruelle [19]) d’une extréme complexité (de type fractal par exemple bien que cela
ne soit pas démontré).

On appelle attracteur global ou universel A, la réunion de ces attracteurs et
de quelques orbites exceptionnelles (pour un méme nombre de Reynolds). A est
un sous-espace de H compact et connexe défini par :

SH)A = A V>0

lim,_, o dist (S(t)B, A) 0 VB ensemble borné de H (L.16)

ot S(t) est opérateur de semi-groupe associé a ’équation de Navier-Stokes.
L’existence de A en dimension 2 a été prouvé par Foias et Temam [7] qui demon-
trent également la finitude de sa dimension. Constantin et Foias [5] en donnent
une majoration :

k
cRe*® < dimA < c(k—d)2 < cRe
0

11



Section 1.2 Motivations théoriques

ot ky! est une longueur caractéristique de 1’écoulement et k;~* I’échelle de dis-
sipation de Kolmogorov. Rappelons que le nombre d’onde k4 est tel que d’une
part k7' < k™! et que d’autre part les structures de taille inférieure & k7' sont
trés rapidement dissipées (de fagon exponentielle). Cette majoration est amélio-
rée dans le cas d’un écoulement périodique : dimA < Re*3(1 + log Re)'/® (cf.
Constantin et al [4]).

Une conséquence essentielle de la finitude de la dimension de A est que 1’écou-
lement turbulent établi aprés un temps de transition peut étre décrit par un
nombre fini de parametres ie de degrés de liberté. Ce nombre nécessairement
grand dépend du nombre de Reynolds, les questions qui se posent étant alors :

e quel est ce nombre ?
e quels sont ces parameétres ?

La théorie phénoménologique de Kolmogorov et de Kraichnan (cf. Lesieur et
ses références [15]) prévoit un nombre nécessaire de degrés de liberté pour décrire
un écoulement turbulent de ’ordre de

ka.,
~ R
() ~ Re
Rappelons que Re = UTL ou U et L sont respectivement une vitesse et une

longueur caractéristique. Or on peut estimer U en dimension 2 :

2
v=MWL_ g VI (L17)
v v?

avec
£ = ([ |£(@)P oy
En effet en multipliant scalairement la formulation abstraite non adimensionnée

de ’équation de Navier-Stokes %‘t" +vAu+ B(u,u) = f par u dans H, la propriété
d’orthogonalité de B donne :

1d|ul? 2
s—q HYllell? = () < Ifllul

< Al

v 1
< = 2 I 2

d’ou 2
/\1’
or |[u|[* > Agful®
d 2 2
|;| Fontp < I

12
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d’ou en intégrant

|u(t)|2 < |u(0)|2 exp( vAit) + |{/|\22( — exp(—ux\lt)).

On en conclut que :
(@) < L Ve b, £, 0, 00).
VAl

Or )y, la plus petite valeur propre de l'opérateur A est de ’ordre de l'inverse du

carré de la longueur caractéristique L de ’écoulement et %ﬁﬂ fournit

une estimation de la vitesse caractéristique.

Devant la complexité de A, Foias et al [9] ont introduit la notion de variété
inertielle M ; variété plus réguliére de dimension finie contenant A et définie par :

e M est une variété lipschitzienne
o SHIMCM Vt>0
e M attire toutes les solutions de (NS) de fagon exponentielle.

H étant décomposé en 2 sous-espaces (H = P,H ® Q,H), M est cherchée sous
la forme du graphe d’une fonction

$¢:P,H— Q,H

L’existence de M pour les équations de Navier-Stokes n’a pas été démontré.

I.2.2 V.I.A. : grandes et petites structures.

Pour approcher l'attracteur .A, une notion plus intéressante (dans le sens ou
Pexistence est prouvée) a été introduite par Foias, Manley et Temam [10] : il s’agit
de la variété inertielle approximative (VIA). C’est une variété lipschitzienne de
dimension finie dont un proche voisinage attire exponentiellement et en un temps
fini toutes les orbites. A est donc inclus dans ce voisinage.

Soit P, H la projection de H sur I’espace engendré par les n premiers vecteurs
propres de A ie sur Vect(ws,...,w,) et Q.H = H — P, H la projection de H sur
Vect(wny1,-..). On a donc :

H=PH®Q.H
et u € H peut se mettre sous la forme suivante :

uzyn+zn

13
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ya(z,t) = Y. 4;(t)wi(z) € P.H

1<5<n

qui correspond aux petits nombres d’onde du développement de u ie aux grandes
échelles de 1’écoulement et avec

z,,(:c,t) = Zﬁj(t)wj(z) € Q.H
i>n
qui correspond aux petites échelles de I’écoulement.

Les équations de Navier-Stokes écrites sous la forme abstraite :

ou

pr +vAu + B(u,u) = f

sont projetées sur P,H et Q,H. Le systéme d’équations couplées est alors le
suivant :

%’% + vAyn + P.B(u,u)=P.f (1.18)
%z# +vAz, + Q.B(u,u)=Q,f (L.19)

Le terme B(u,u) est composé de 2 parties :
® B(Yn,¥Yn), terme non linéaire associé a y,

® B(Yn,2n) + B(zn,Yn) + B(2n, 2n), terme de couplage et d’interactions entre
petites et grandes structures.

En tenant compte des inégalités (1.12),(1.13) et (I.14), de la propriété d’or-
thogonalité de B et en prenant le produit scalaire de (I.19) avec 2z, dans H, Foias
et al [10] ont montré que z, était petit au sens suivant :

|za(t)] < Ko LYZ 6§ Vit > t, (1.20)
llza(t)l] < &1 LYZ 82 V>, '
a condition que
9 2
Antr 2 (2 Sup’e["’f[”u(s)u) (L.21)
v
avec )
A
§=2 et L= 2
N € Llog 37

Ko, k1 et t, sont des constantes ne dépendant que de Ay,v, f,Q et des bornes
supérieures de |u|, ||u|| et |Aul.

L’analyticité en temps de la solution de (NS) démontrée dans Foias et Te-
mam [8] et la formule de Cauchy pour estimer dans le plan complexe permettent

14
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également d’obtenir des majorations de la dérivée en temps de z, (cf Foias et
al [10] et Promislow [18]) :

! < 1/2

| Az, (t)] ks LY? vt > ¢,

sous la méme condition (I.21).

Il est également possible de comparer les différents termes non linéaires par
rapport au terme de dissipation :

|QnB(2n(t), 2a(t))|/V|Aza(t)] < ks L¥* 6§ vi>t, si(1.21)
(@nB(n(t):nD)I/V|Az(t)] < s LV L Ve
|@nB(yn(t), zn(t))|/v|Azn(t)] < ke LY/4 gi/4 Vt>t, si(L.21)
En effet
|B(2n, 2)| < €12n|"?||2a][?|| 20 ['/?| Azn|

d’ou
19nB(zn 20)] o Blamz)l 1)y,
v Az e

(1.20) permettant de conclure pour la premiere inégalité. Pour la deuxiéme in-
égalité, la relation

1B (2 5a)| < callznll-|[val -(1 + log ~A22L_yur2
Al

et |Ayn|? < Aall¥all? |l2all? < Ani1|A2,|* entrainent que

|QnB(2n,yn)| < | B(2n, yn)| < E4L1/2

Vit
v|Az,| T v|Az,| T v

d’ou le résultat. Enfin
|B(Yny zn)| < calynl/2{|ynl|*/]|2a]|*/?| Aznl

(1.20), et le fait que |yn| et ||yn|| soient bornés impliquent si (1.21)

|QnB(yn7zn)l < IB(yn,zn)l < L1/461/4I§i/2

1/2 1/2
JTAz] S ¢ sup |u|**sup ||u||**.

15
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/N Qn

L' attracteur est dans la partie hachurée

Figure 1.1: Attracteur et variétés inertielles approchées

On constate donc que pour ¢ > ¢, et A, suffisamment grand, |z,(t)| est petit
devant |y,(t)|. Une conséquence de ce résultat est que le terme |B(24(t), za(2))|
est petit devant |B(2.(t),yn(t))| et |B(yn(t),2za(t))| qui sont eux méme petits
devant |B(ya(t),yn(t))|. De plus les termes |B(z4(t), zn(2))|, |B(2n(t), yn(t))| et
| B(yn(t), z4(t))| sont petits devant v|Az,(t)|. Enfin le temps de relaxation de y,
de ’'ordre de (v);)™! est bien plus grand que le temps de relaxation de z, de
I’ordre de (vAnt1)"!. On en déduit que si t > ¢, et si A\, 41 est suffisamment
grand, alors 1’équation (I.19) peut étre simplifiée et mise sous la forme :

VAZ, 4+ QnB(YnyYn) = Qnf (1.23)

L’equation (I.23) traduit une loi d’interaction non linéaire entre grandes et petites
structures. C’est ’équation d’une variété inertielle approximative M; (cf.Foias et
al [10]) telle que pour tout ¢ supérieur a t,, la distance dans H de toute orbite i la
VIA M; soit inférieure a kL&%2, (k étant une constante dépendant uniquement
de v, A1, | f| et de la condition initiale ug). Sil’on remarque que P, H est une VIA
noté My telle que :

dist(u(t), Mo) < kL}?6 Vt>t, dans H

alors M, apparait étre une meilleure variété approximative de ’attracteur que
P, H (cf figure I.1).

16
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Remarque 1.5 D’autres variétés inertielles approzimatives peuvent étre construites :
e soit de fagon non constructive (cf. Foias et al [10])
e soit en perturbant I’équation de Navier—Stokes (cf. Temam [26])
e soit a partir de développements asymptotiques (cf. Temam [25])
e soit de facon implicite (cf. Titi [28]).

Remarque 1.6 Dans le cas de conditions au bord périodiques, la condition (1.21)
est équivalente d (cf. [10]) :

/\n+1
A1

> 8c2Re’.

¢z €tant la constante de linégalité (1.2.3). Cette inégalité implique que le nombre
de modes nécessaires est supérieur a celui prévu par la théorie phénoménologique :
cela est di au haut degré de généralité de I’étude.

1.2.3 La méthode de Galerkin non linéaire.
Le principe.

Le but est de construire un systéme de dimension finie plus approprié pour
décrire a long terme les écoulements turbulents. Rappelons que la méthode de
Galerkin classique consiste a chercher une approximation u,, de u sous la forme :

m

Um(2,t) = 2_31 ;(t)w;(z)

solution de ’équation de Navier-Stokes (NS) projetée sur P, H :

a;—: + vAug + PpB(tmyUm) = Pnf. (I.24)

17
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En tenant compte des résultats exposés dans la section 1.2.2), Marion et Te-
man [16] ont proposé la méthode de Galerkin non linéaire qui consiste a chercher
une solution approchée de u sous la forme :

Um(Z,t) = un(z,t) + Um-n(z,1)

avec .
u,,(:c,t) = Z dj(t)wj(m) € Pb,H
i=1
et .
Un-n(z,t) = D, @(t)wj(z) € PnnH
j=n+l

U, appartenant a la variété non linéaire M, ie u, et u,,_, sont solutions du sys-
téme suivant ou ’on note P,,_, = P,,— P, le projecteur sur Vect(wnt1,...,Wn):

%%tn‘ + vAu, + Pn(B(um un) + B(un, um—n) + B(um—n1 un)) = Pnf (125)
VAUM_, + Pm—nB(un, un) = Pm—nf-
Si I'on met ( 1.25) sous la forme :
Um—n = (VA)_I(Pm—nf — PrnB(un,un)) = ¥(un)
Ra 1y At + Pa(B(tnytn) + Bltn, ¥(un)) + B(¥(un),un)) = Puf
(1.26)

alors u,,_, apparait comme une correction de u,, la dynamique de I’écoulement
étant déterminée par les modes inférieur & n ; le nombre de modes nécessaire est
ainsi réduit (cf. figure 1.2). Il est & noter que %, corrige de fagon non négligeable
cette dynamique sur de grands intervalles de temps.

Stabilité et convergence.

Marion et Temam [16] ont montré, dans le cas ot m = dn (d > 1), la stabilité
et la convergence du schéma (I.26) sans discrétisation en temps au sens suivant :

VYuo € H, condition initiale
u, — u dans L*(0,T;V) et L?(0,T; H), VT >0, 1<p < 400

u, —* w dans L®(IR*, H) lorsque n —> +oo.

Remarque 1.7 Pour que la consistance du schéma soit assurée, il est essentiel de
négliger P, B(zy,2,) dans la premiére équation du systéme (1.25) ; en particulier
dans Uétablissement des estimations a priori.

18
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/N Modes actifs a un instant donne

S
|/

-m -n n m

NV

Figure 1.2: Degrés de liberté

L’analyse de la discrétisation en temps a été effectuée par Jauberteau el al [13]
pour m = 2n et par J. Shen [22] dans le cas ou m = dn. Considérons pour la
discrétisation en temps, un schéma explicite pour les termes non linéaires et

implicite pour les termes linéaires qui s’écrit (At étant le pas de temps) :

e pour la méthode de Galerkin classique

k+1
S f AUkt = Pa(ff —B(uk,uh)) (127)

o pour la méthode de Galerkin non linéaire

o vAurkt' = P, .(f* —B(uk,uf))
o L Akt = P(f* —B(ub,uk) (1.28)

—B(uk  uk) — B(uk,uk))

m—n?) 'n n! 'm—n

k

n

(respectivement u¥ , u¥ _ ) estla valeur de u, (respectivement um, um—_n) au

temps kAt. Ce schéma est conditionnellement stable : sous réserve de conditions
portant sur At du type AtA, < cste,on a

ou u

Vu, € H,3K(u,) >0 |/ Vk > K(uo) ]uﬁ]z + |uk _ |2 < Ri(v, M1, f)
[[uk][? + [Juf,_nl1* < Ra(v, 1, f).

ou R, et R, sont des constantes ne dépendant que de v, \; et f. La condition
de stabilité porte sur A, indépendamment du nombre d permettant d’envisager
'utilisation d’un pas de temps plus grand dans le schéma de Galerkin non linéaire

19
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que dans la méthode de Galerkin classique pour laquelle la condition de stabilité
est :

AE <1,

1l est cependant nécessaire que d soit suffisamment grand pour qu’un tel choix de
pas de temps soit possible car la condition de stabilité dans le cas non linéaire est
plus forte. On peut ainsi espérer réduire le temps de calcul par rapport a la mé-
thode de Galerkin classique et par conséquent le coiit des simulations numériques
des écoulements turbulents.

Remarque 1.8 D’autres méthodes d’intégration telles qu’une méthode explicite
d’Adams-Bashforth du second ordre ou une méthode ezplicite de Runge—Kutta
d’ordre 3 (cf. Jauberteau et al [13]) peuvent étre employées et conduisent au
méme type de résultats pour la stabilité.

Choix de la troncature.

La difficulté essentielle réside dans le choix des modes les plus actifs pour
I’écoulement, c’est-i-dire dans la détermination du nombre d’onde n séparant
grandes et petites échelles. Jauberteau [11], Jauberteau et al [12], Dubois et al [6]
ont proposé de déterminer ce nombre de fagon dynamique ie de I’évaluer de fagon
réguliere au cours du temps. Pour cela on fixe m le nombre d’onde maximum
((2m)? est donc la taille de la grille la plus fine sur laquelle est approchée la
solution) et on se donne des nombres d’onde admissibles nq,:--,n;,- - tels que
(4<mn; <---<mn;<--- <m) auxquels correspondent des grilles de moins en
moins grossieres .

Le niveau n; est défini dynamiquement

e soit (cf. Jauberteau [11]) en comparant 1’énergie cinétique de up,_n; avec
Perreur de discrétisation en temps estimée a : (At)" ou r est l'ordre du
schéma en temps.

e soit (cf. Dubois et al [6]) en comparant ’énergie cinétique de wupy,_n; avec
I’énergie cinétique de u,,

e soit (cf. Pascal et Basdevant [Annexe A]) en comparant I’enstrophie de
Um—n; avec I’enstrophie de u,,

o soit (cf. Pascal et Basdevant [Annexe A]) en comparant les termes non
linéaires de couplage.

Rappelons que I’on appelle énergie cinétique modale & l'instant ¢ :

E(k) =

Uy,

1,0, L)
2 _ Zp2 2 = =
2 |¢kl 2 k2 ?

[ SO
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I’enstrophie modale étant le carré du rotationnel de la vitesse :
- 1. .,
Z(k) = Slind

ou w est le rotationnel de la vitesse u et 3 la fonction de courant associée a
u. Dans le cas d’une cavité périodique {2 de période L dans chaque direction,
I’énergie s’écrit dans le cas continu :

1 s 1 2 _ L? ~
5 <u >= 2L2/ﬂu(az)dz = 4mzfsz'(li:)dk

et dans le cas discret (pour les méthodes de Galerkin, Z* est remplacé par I’
ensemble des modes excités {k € Z?,|k| < m}) :

1 .
E = 5 Z |’U,k|2,
kez?

FE =

I’enstrophie étant dans le cas continu :

I SR S RS i
Z=5<w>= 2L2/nw(:c)da:_ 4W2/IRZZ(k)dk

et dans le cas discret : )
keZz?

E et Z sont 2 invariants des équations de Navier-Stokes a viscosité (v) nulle et
a force extérieure (f) nulle.
On appelle spectre d’énergie & l'instant ¢ la fonction E(k) telle que :

1 = 2
E(k) = 5 /|;|=k kE(l)d6 avec 8 argument de I € IR".

L’énergie totale s’écrit en fonction du spectre :

2 +oo
E =L [™ E@)ar.

27 Jo

Dans le cas discret, {I;}; étant un recouvrement de Z* (ou de I’ensemble
{k € Z? k] < m} pour les méthodes de Galerkin), le spectre d’énergie est la
fonction discrete définie sur {I;}; par :

B(ks) = 2 S B(k)
J |k|€el;

ot k; est le nombre d’onde central de I; et a; est la multiplicité de k; ie le nombre
d’élément de I;.
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La détermination du spectre d’enstrophie est identique a celle du spectre
d’énergie.

Les critéres utilisés pour déterminer n; comparant les énergies et les enstro-
phies sont les suivants (87 et 0 étant des parameétres sans dimension) :

E(tm_n,;)

< 62
E(tm) ~ F

> Z(Um-n;)
Z(um)

Regardons dans un cadre théorique quelles sont les conséquences d’un tel critere
sur n;.

Si I’on suppose (cf. théorie de Kraichnan) que le spectre d’énergie est en k™2
sur I’ensemble des modes allant des grandes échelles k5 a ’échelle de dissipation
k3! et si l’on suppose que la troncature n; est dans cette zone alors en notant k, le
nombre d’onde associé a la troncature n; et en négligeant énergie et enstrophie au-
dela de k4, on peut évaluer le rapport de I’énergie cinétique des petites structures
E(%m—n; ) sur ’énergie cinétique des grandes échelles E(u,,) ou sur ’énergie totale
du systéeme E(u,,) de la fagon suivante :

<6

ka
-3
Blunn) _ Il _ [ htokst 1 (i
Blun)  lumlP ey Rkt (BR(E)E-1
ko
ou encore

E(um_n,) 1-«
E(un;)  aRe—1

ou a = (—*)2 représente le pourcentage des degrés de liberté associés a u,; sur
Pensemble des degrés de liberté. On en déduit que :

E(um—n;) B E(tm—n;) l—a

B(um)  Blum) + B(umn)  a(Be—1)

De méme et avec des hypotheéses identiques, on peut évaluer le rapport de ’enstro-
phie des petites structures Z(u,,_n,;) sur ’enstrophie des grandes échelles Z(uy,)
ou sur l’enstrophie totale du systéme Z(u,,) par :

ka
-1
Z(tmn) lomal?  J.F*  _ha
ko
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Chapitre I GNL en spectral

et
Z(Um_n;) —Ina

Z(um)  InRe’

Les courbes Eg‘('"u;'S") et ESE?"J:';) des figures 1.3 et 1.4 montrent que les petites

échelles u,,_,, concentrent une petite fraction de 1’énergie totale et que 1’énergie
E(%m-n;) ne représente qu’un faible pourcentage (~ 1% avec Re = 100 et
< 0.01% avec Re = 10000) de E(u,,) et ceci quelque soit a > 0.5. Ces 2 rapports
sont d’autant plus petits que Re augmente. Ainsi une part non négligeable de
modes (jusqu’a 50%) transporte une trés faible quantité d’énergie, cependant les
courbes concernant I’enstrophie montrent que ces mémes modes transportent une
part d’enstrophie importante (< 15% avec Re = 100 et < 8% avec Re = 10000)
qui ne décroit qu’avec le logarithme du nombre de Reynolds. Afin de réduire la
part d’enstrophie transportée par m,—_n,, il est nécessaire que a soit proche de 1
ie k, ~ kq. Par conséquent la troncature k,, si elle se situe dans la zone inertielle,
doit étre proche de la zone de dissipation.

Il est & noter que si la théorie phénoménologique inclue I'intermittence spatio-
temporelle (cf. Basdevant et Sadourny [2]), le spectre d’énergie est alors plus
pentu ce qui entraine des rapports plus faibles et k, légerement plus petit.

Comme les critéres de détermination de n; comparant les énergies et les en-

strophies induisent :
E(tm—n,) 2 1+ 6%
SATmeni) <92 e ko, > T E
E(un) ~ & ki 2 ha 1 + Reb%

02

Z(Um—n;) EYTTLR
2 monil < g2 k, > kqRe ***
Z(uni) A = hae ’
ou
E(um—n;) 9 1
Ameni) < 92 e ko >
Blun) =B M2 '““\/ 1+ (Re — 1)6%
Z(Um—n;) 9
T < g2 k, > kiR
Z(um) ~ 7 7 Rz Ralte

les parameétres 0z et O déterminés empiriquement vérifient les relations sui-
vantes :
1

= et % < 1.

O?E_<<
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Figure 1.3: Re = 100.
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Figure 1.4: Re = 10000. T

24

E(um—n, b) Z(u‘m—n,

E(un;) °




Chapitre I GNL en spectral

Premiers tests numériques réalisés par Rosier, Jauberteau et Dubois.

Les articles [6], [11], [12], [12] exposent des résultats concernant les premiers
tests numériques. Ces tests concernent essentiellement :

cas 1 des solutions exactes connues du type

u1(z1,22,t) = —g(t)w cos(we,)sin(wz,) exp(cos(wz;) cos(wzz))

uz(z1,22,t) = +g(t)wsin(wz,) cos(wzz)exp(cos(wz;) cos(wz,))

ou la fonction g est donnée par

1.1 i 0.375
¢ (sin 2¢—3 sin 27t)
g(t) = ST + cos(2V/2t)) + —

cas 2 des simulations directes d’écoulements.
Les principaux résultats numériques portent sur :

e la précision et la convergence : ’erreur absolue par rapport a la solution
exacte dans le cas 1) et D’erreur relative dans le cas 2) sont identiques au
cours du temps pour Galerkin classique et Galerkin non linéaire,

e la stabilité : le schéma G.N.L. est plus stable que le schéma G.C.,

e le gain de temps : le gain de temps CPU est de ’ordre de 40% par rapport
a la méthode de Galerkin classique, ce qui est trés appréciable.

Cependant d’une part les tests effectués avec des solutions exactes ne pré-
sentent pas toutes les difficultés rencontrées lors de simulations d’écoulements
turbulents (en particulier le spectre d’énergie reste constant au cours du temps),
et d’autre part les moyens informatiques malgré leurs progrés ne permettent pas
de réaliser des simulations directes avec de grands nombres de Reynolds car il est
impossible de tenir compte de toutes les échelles nécessaires. Seules des simula-
tions avec de faibles nombres de Reynolds ont été mis en oeuvre.

Nous présentons dans la suite les motivations numériques et les résultats de
la méthode de Galerkin non linéaire dans le cadre d’un modéle turbulent ou sont
simulées les effets des échelles tronquées.
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Section 1.3 Motivations numériques

I.3 Motivations numeériques.

I.3.1 Simulation numérique des écoulements turbulents
dans une cavité 2II périodique.

Les équations.

On considére le domaine @ = (0,2I) x (0,2IT) de IR?. et les équations de
Navier-Stokes en formulation fonction de courant 3 et vorticité w (cf I1.1.1) :

%% + J(w,¥)=vAw + rotf dans Q
w=—A1% dans Q (L.29)
w(z,0) = wo(z) dans

avec des conditions aux limites périodiques.

Méthode de Galerkin classique.

La solution pouvant étre développée en série de Fourier, la méthode de Ga-
lerkin classique consiste a chercher une approximation w,, de la solution dans
I’espace de dimension finie engendré par les premiers vecteurs propres de 1’opé-
rateurs de stokes ie par wj(z) = € tels que j € Z? et |j| < m. On a donc :

wm(z,t) = D j(t)e"
lsl<m

Le schéma de discrétisation spatiale est la méthode de collocation ou (pseudo-
spectrale) (cf. Orzag [17]) utilisant pour le calcul du jacobien J(w,) les transfor-
mées FFT (Fast Fourier Transform) qui permettent de passer trés rapidement des
valeurs prises par une fonction aux points d’une grille réguliére (espace physique)
a ses coefficients de Fourier (espace spectral) et inversement ; I’idée étant que la
dérivation est simple en Fourier (multiplication des coefficients par un complexe)
et que le produit de 2 fonctions est simple dans ’espace physique (multiplication
de 2 réels). Le calcul du jacobien est 1’étape la plus coliteuse en nombre d’opé-
rations et les erreurs d’aliasing (cf. Paterson et Orszag [17]) sont supprimées en
réduisant d’un tiers le nombre de modes.

La partie linéaire de ’équation est intégrée exactement en temps. Les termes
non linéaires sont discrétisés de fagon explicite avec un schéma d’Adams-Bashforth
du second ordre qui résout les problémes du type f'(t) = g(¢) en déterminant f
au pas de temps t,4; = (n + 1)At par :

Fltms) = F(ta) + 5H(39(t) — 9(tnn))
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Chapitre I GNL en spectral

Le schéma est initialisé par une méthode de Runge-kutta d’ordre 2. Le choix du
pas de temps At est alors soumis a une condition du type CFL :

At
—_— 1
lugoll <

Simulation directe — Simulation des grandes échelles.

L’écoulement est correctement simulé si ’ensemble des transferts d’énergie et
d’enstrophie est modélisé. Par conséquent pour envisager une simulation directe
d’un écoulement turbulent, il faut un nombre de points de maille de ’ordre du
nombre de Reynolds (en dimension 2) car il faut tenir compte de toutes les
échelles entre 1’échelle caractéristique et 1’échelle de dissipation de Kolmogorov.
Ce n’est généralement pas envisageable pratiquement. Dans le cas de la simulation
atmosphérique aux échelles planétaires (en 2D), il faut tenir compte de 5 10°
degrés de liberté (I, = 2 107 m,l; = 10* m) interagissant non linéairement.
Les ordinateurs actuels ne permettent pas d’envisager de telles simulations et en
pratique pour de trés grands nombres de Reynolds la troncature m se situe dans
la zone inertielle (zone non influencée par le forcage et la dissipation) ; seules les
grandes échelles sont simulées.

Cependant les effets statistiques des petites échelles sur les grandes et les
transferts d’énergie et d’enstrophie ne sont plus modélisés, ’enstrophie s’accu-
mule (cf. Basdevant et Sadourny [3]) et ’effet de la troncature est de développer
excessivement des petites structures (c’est ce qui se passe lors du run représenté
en figure 12 de ’annexe A). Basdevant et Sadourny [2] ont proposé pour modéli-
ser les effets des échelles virtuelles (i.e. au deld de la troncature) qui ne sont pas
explicitement résolus, d’introduire un opérateur de superviscosité

YV o Aw . __ " o2 6?2 »
(kT)Zp(A) (kT)Zp(amIZ + 61722)

avec p = 2,4 ou 8, ou kr est le mode de troncature et v, la viscosité artificielle,
est choisie de telle sorte que vAt ~ 0.5. Cet opérateur dissipe ’enstrophie tout en
minimisant le transfert d’énergie a travers la troncature. Dans ces modéles sous-
mailles, le nombre de Reynolds définis en I.1.1 n’est plus un paramétre essentiel
deés qu’il est suffisamment grand c’est a dire dés que 1’échelle de dissipation est
négligeable devant celle de la troncature et que les termes non linéaires dominent
les termes visqueux.

On observe figure 1.5, lors de 1’évolution libre de 2 vortex de méme signe,
les effets des différentes dissipativités sur 1’énergie et 1’enstrophie du systéme.
Comme il n’y a pas de forgage et de dissipation a grande échelle, ’energie est
conservée au cours du temps (elle est d’autant mieux conservée que p est grand).
L’enstrophie diminue au cours du temps (elle diminue d’autant plus que p est
petit). En pratique p = 4 et p = 8 sont fréquemment utilisés car 1’énergie est
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Section 1.3 Motivations numériques

peu dissipée et les transferts d’enstrophie simulés (ie ’échelle de dissipation est
supérieure a I’échelle de la maille au voisinage de la troncature).

On voit sur les spectres d’énergie (figures 1.8 et 1.9) que la zone de dissipation
diminue et se concentre au voisinage de la troncature lorsque p augmente.

Cependant les échelles sous-mailles n’étant pas résolues de fagon parfaite, le
modéle numérique ne peut décrire exactement 1’évolution des grandes échelles
d’un point de vue déterministe, du moins pour des temps plus grands que le
temps de prédicibilité, mais prédit correctement les propriétés statistiques de la
turbulence et les formes tourbillonnaires des écoulements aux échelles simulées.

Les expériences sur Galerkin classique et I’implémentation de Galerkin non
linéaire ont été effectuées a partir du code numérique du Laboratoire de Météo-
rologie Dynamique développé par C. Basdevant et B. Legras [1].

Premier type d’ expériences numériques : turbulence forcée

Pour les expériences de turbulence forcée, le forgage est obtenu par main-
tient constant de ’amplitude d’un coeflicient de Fourier du développement de la
vorticité w au nombre d’onde k; = 10, nombre d’onde d’injection :

. 10.0:z
w(l0,0) = ‘/i *

L’état initial étant un champ de vorticité aléatoire de moyenne nulle, une dissi-
pation d’énergie a grande échelle du type friction de Rayleigh (—vg,1¥) permet
d’atteindre un état turbulent stationnaire dont le spectre (en coordonnées Log-
Log) prévu par la phénoménologie (cf Le Roy [14]) est reproduit en figure 1.6a.
On peut y distinguer 4 zones (des plus grandes échelles vers les plus petites) :

e une zone affectée par la friction de Rayleigh

e une cascade inverse d’énergie ou E(k) ~~ Ek—5/3

e une cascade d’enstrophie ou E(k) ~ k™3

e une zone de dissipation ou E(k) décroit exponentiellement.

La figure 1.6b représente le spectre d’énergie obtenu apres 30000 pas de temps
par la méthode de Galerkin classique et avec 1282 degrés de liberté. On retrouve
numériquement les 4 zones bien que la cascade d’enstrophie n’y soit pas tres
développée, I’échelle de forgage étant trop proche de ’échelle de troncature. Le
champ de tourbillon est reproduit sur la figure I.7 aux instants ¢t = 0.3 ett = 3.0;
on peut y constater que les structures cohérentes sont de 1’ordre de ’échelle de
forgage ie de I’ordre de <= du cadre.
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Figure 1.5: Interaction de 2 tourbillons : Energie et enstrophie en fonction du
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29



400.92 t 3.0000 SPECTRE 0'ENESRGIE

10° r r—————r

8 a
)
oy oy
—>
ol o b bl L d

s

iy

e
il

EIK)
I~
oy
b
"

zone de e’

dissipation 1¢* |

e T EEUVII VT S W ev EPUTRNETRTTIT ST S

107 L
197" -;
1" F
1 N\ E
K 187 N ' IR SRR | 1 1l 1
K 4 10? :g* 1%
X
injection

Figure 1.6: Turbulence entretenue : spectre d’énergie a) obtenu en théorie phéno-
ménologique ; b) 4t = 3.0 obtenu avec la méthode de Galerkin classique.

RUN 400.00  TEMPS 0.3000 V@RTICITE RUN ¢0C.00  TEMPS  3.000C VERTICITE
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Figure 1.7: Turbulence entretenue : Champ de tourbillon at = 0.3. et t = 3.0
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Figure 1.8: Ecoulement libre d’un champ initialement turbulent : spectre d’énergie
a) prévu par la théorie phénoménologique ; b) at = 30.0 obtenu avec la méthode
de Galerkin classique et 1)p = 4,2)p = 8.

Deuxiéme type d’ expériences numériques : turbulence libre

Les 2 expériences suivantes concernent la simulation de la turbulence en ré-
gime libre (f = 0) :

1. Dans un premier cas (qu’on appellera "interaction de 2 tourbillons”), I’état
initial est constitué de 2 vortex de méme signe dans l’espace physique (la
vorticité est la somme de 2 gaussiennes decentrées). Cette paire de tour-
billons fusionnent s’ils ne sont pas trop éloignés I'un de 'autre. La figure 1.10
représente |'histoire de la fusion de ces 2 tourbillons avec p = 4 ; le pro-
cessus étant légérement accéléré ou ralenti avec respectivement p = 2 et
p = 8. Le pas de temps est dans ce cas 0.01.

2. Dans un deuxiéme cas (q'u’on appellera "turbulence libre”) I’état initial
est un champ turbulent (obtenu lors de simulations forcées et fourni par
A.Babiano et D. Oueslati du L.M.D.). La figure 1.11 présente quelques
images de 1’évolution au cours du temps ; on remarquera tout particu-
lierement une fusion de 2 tourbillons positif & ¢ = 0.6 ie vers 6000 pas de

temps.

Dans le cas d’une turbulence en régime libre, le spectre d’énergie théorique
(Staquet [23]) présente une cascade d’enstrophie et une zone de dissipation (fi-
gure 1.8a) que l'on retrouve numériquement (figure I.8b).
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Figure 1.9: Interaction de 2 tourbillons : spectre d’énergie obtenu avec la méthode
de Galerkin classique. 1) p = 2;2)p = 4;3)p = 8.

1.3.2 Analyse des expériences numériques.

Introduction.

Tous les résultats numériques de ce paragraphe ont été réalisés avec la méthode
de Galerkin classique décrite dans la section précédente. Ici nous analysons a
partir des données ainsi obtenues, les différents termes et les différents rapports
qui interviennent ou justifient l’algorithme de Galerkin non linéaire.

Pour définir la variété inertielle approximative décrite par une loi d’interac-
tions entre petites et grandes structures, les équations de Navier—Stokes (1.29)
sont projetées sur l’espace engendré par les premiers vecteurs propres w; tels
que |j] < n; et sur ’espace engendré par les vecteurs propres restant (ie tels
que n; < |j| < m) avec n; le nombre d’onde séparant “grandes” et ”petites”
échelles. n; vérifie (4 < n; < --- < n; < --- < m) et quelques propriétés dues aux
FFT. Ces nombres nq,n,, - fixés définissent des maillages de plus en plus fins
du domaine. Le systéme d’équations couplées est alors le suivant :

a;;t,,,. + vAwn; + Pp J (Wi ¥m) = Po, f (1.30)
ant—n“ + VA(-Um—n,' + Pm—n; J(wm, ’Sbm) = Pm_m f (1.31)

Wn; = Ppwm = Y\j1<n; @(t)e7
correspond aux petits nombres d’ondes et donc aux grandes échelles et ou

Wm—n; = Pm—n;wm = an<|j|§m ‘bj(t)eij.z

32



RUN SCI.J0  TEMS  (.300C VERTICI™Z RUN 101,00  TEMPS 3C.J00C VERTICITZ
; /
«' / ,/'
/'/ .//
/\ /\ ; ' ;
Cooah N \ e o .
N \ N / J N N Yy /
A SN— LN SN
NN S \\_// P
\_/
e
Ny
-~
CONTCUR FRO® -2 3118 T 2. CONTCUR INTERVAL OF 3. 49181 BTI3.31e -8.16027E-14 CONTCLA PRI . 31 ACERRE 1} ] CINTCUN INTEAVAL 37 3 29T 3713 1re 3 2¢0deC-28
RUN 101,00  TEMPS 50.0000 VERTICITE RUN 101.00  TEMPS 100.0000 VERTICITE
i 1
i |
i !
| |
i !
i i
; |
| 1 -
| i /
]
: \
i
i
]
i
i
]
i /
‘ i -
Lo
! |
b
' 1
CONTOUA FRIW -2 8028 T 2.8 COMTOUR INTERYAL OF 9 24495 oT13.21e 8 20923€-8% N L CONTOUR FRON -2 8293 ™ .09 CONTOUR INTERYAL OF §.23827 PTI. 300 -0.924000-01
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Figure 1.11: Ecoulement libre d’un champ initialement turbulent : Histoire.
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correspond aux petites longueurs d’ondes. Rappelons que J(wp,, %) est composé
de 2 parties :

® J(wn;,%n;), terme non linéaire associé a wy,,

 J(wWn;y Ym-n;)+ J(@Wm-n;>¥n;) + J(Wm—n;>Pm—n; ), terme de couplage et d’in-
teractions entre petites et grandes structures.

Etude des petites échelles et des grandes échelles.

La figure 1.12 représente les champs w,; et wy,—,, avec n; = 48, n; = 32 et
m = 64. w,; est une solution approchée de w périodique de période 27 proche
de wy,. Wm_n; est par contre une superposition de fonctions périodiques toutes
de période inférieure m2_"m , ordre de grandeur de w,,_,, (environ 3.10~® pour
n; = 48, 4.1072 pour n; = 32) étant inférieur a celui de w,,. Le champ w,, est
réobtenu en sommant les 2. Sur le spectre d’énergie en figure 1.13 a4 ¢ = 40.0,
sont représentées la zone de dissipation (constituée des modes supérieurs a 34) et
les troncatures n; = 48 et n; = 32 qui se trouvent respectivement dans la zone de
dissipation et dans la zone inertielle.

La figure I.15 montre le champ de vorticité ainsi que 2 coupes de ce champ lors
de I’évolution en régime libre d’un champ initialement turbulent. On y remarque
de nombreuses structures dont la fusion de 2 vortex dans le coin supérieur gauche.

On peut observer sur la figure 1.16 que ces larges structures sont bien conser-
vées lorsque 1’on projette la solution sur Vect(e’*=,|k| < 48) et que les coupes
du champ ainsi obtenu sont trés voisines des coupes du champ non tronqué (cf
figure 1.15). Ce n’est plus le cas lorsque I’on projette sur Vect(e*-,|k| < 16) :
la fusion des 2 vortex est floue, des structures apparaissent dans le marécage
turbulent et les tailles des grandes structures sont réduites. Il est a noter que la
limite zone inertielle — zone de dissipation se situe aux environs de n; = 32 (cf.
figure 1.14).

Les figures 1.18 et 1.19 présentent la vorticité projetée sur les modes précédem-
ment négligés. On constate dans le cas n; = 48 que la vorticité est tres faible et
quasiment équirépartie en espace sauf au niveau de la fusion. Dans le cas n; = 16
les structures réapparaissent.

Ces 2 exemples montrent combien il est nécessaire que la troncature n; se situe
dans la zone de dissipation ou proche de celle ci pour que w,, soit proche de w,, et
que w,,_,, soit négligeable. Rappelons que dans le cas d’une telle troncature, il a
été montré en 1.2.3 (choix de la troncature) que la part d’enstrophie transportée
Par wp,_n; est trés faible. Cela confirme donc le choix des parametres 05 et 0z
des critéres de détermination de n;.
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Section 1.3 Motivations numériques

Les temps caractéristiques.

La figure 1.20 qui représente les temps caractéristiques des grandes échelles
wn, estimés par I’expression :

[

i [|vAwn, + Pn, J (Wmy¥m)||L2

et des petites échelles wpy,_q; :

r = ”“’m-ﬂi HL2
™ ||y Awm _n; + Pm—ﬂ."](“"vm";bm)”L2

permet d’apprécier que d’une part ce temps est indépendant de la grille (ie de
n;) pour les grandes échelles et qu’il est d’autre part nettement inférieur pour
les petites échelles : on retrouve donc numériquement que w,,_,,; évolue plus vite
mais dans une amplitude moindre.

Une deuxiéme grandeur temporelle a été introduite : il s’agit du temps carac-
téristique des transferts des petites échelles ; seul le terme non linéaire intervient

dans sa définition :
~ ”“"m-—n.'“P

T P (s i) 22
Comme le montre la comparaison de la figure 1.21 et de la figure 1.20, ces temps
sont beaucoup plus courts que les temps caractéristiques de w,,_,;. Ils nous per-
mettront d’évaluer le temps pendant lequel les structures w,,_,, peuvent étre
figées sans modifier le comportement tourbillonnaire des grandes échelles.
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Chapitre I GNL en spectral

lvAwnll < Pud(@mtm)ll = 1285
Vv \% VvV

10 Amonill = || Prnd ()l > (|2

Tableau I.1: Relations entre les différents termes des équations (m = 64 et
n; = 54) : cas ou la troncature est dans la zone de dissipation.

lvAwnll <€ Pud(@mdn)ll = (1%

A \% \%

10 Awmrill S P (@ )l > (|22

Tableau 1.2: Relations entre les différents termes des équations (m = 64 et
n; = 32) : cas ou la troncature est dans la zone inertielle.

Les différents termes du systéme.

Enfin les figures 1.22, 1.23 et 1.24 permettent d’établir pour un temps supé-
rieur a T, temps de transition pendant lequel la turbulence s’établit, et de I’ordre
de 0.15, 0.20 pour ’expérience de la turbulence libre, les relations entre les diffé-
rents termes des équations (1.30) et (I.31) a savoir les termes de dissipation, les
termes non linéaires et les termes d’évolution. ces relations sont résumées dans le
tableau (I.1) lorsque la troncature n; se situe dans la zone de dissipation et dans
le tableau (I.2) lorsque n; est en fin de zone inertielle. On y remarque que le terme
de dissipation est négligeable dans la zone inertielle et que le terme d’évolution
I’est dans la zone de dissipation.

On notera que les rapports des différents termes des équations sont qualita-
tivement les mémes pour les 3 expériences numeériques, l’ordre de grandeur et le
temps de transition variant. Il est donc envisageable de figer les modes apparte-
nant a la zone de dissipation ou de les intégrer en négligeant le terme d’évolution et
certains termes de couplages non linéaires dans 1’équation correspondante (1.31).

Remarque 1.9 Le rapport de ||[vAwn,_n,]|| sur ||a—w—§‘—t:ﬂ|| lorsque la troncature
n; se situe dans la zone inertielle varie de par et d’autre de 1.0. Aucun de ces 2
termes ne reste au cours du temps plus grand ou plus petit que l’autre.
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Figure 1.12: Interaction de 2 tourbillons : Projection P,, et Pp_,. du rotationnel
de la vitesse 1) m =64 et n; =48 ; 2) m = 64 et n; = 32
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.13: Interaction de 2 tourbillons : Spectre d’énergie a t = 40.0 avec la

zone de dissipation (trait continu ) et les troncatures n; = 48 et n; = 32 (trait

en pointillé). Il faut multiplier les valeurs numériques par % pour obtenir n; sur
Paxe des abscisses (cf. désaliasing).
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Figure 1.14: Turbulence libre : Spectre d’énergie a t = 0.6 avec la zone de dissi-

pation (trait continu ) et les troncatures n; = 48 et n; = 16 (trait en pointillé). Il

faut multiplier les valeurs numériques par % pour obtenir n; sur ’axe des abscisses

(cf. désaliasing).
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Figure 1.15: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4) avec 64 modes. Champ
et coupes 4t = 0.6 (programme graphique de T. Philipovitch).
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Figure 1.16: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). Projection sur les 48?2
premiers modes : Champ et coupes a4t = 0.6
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Figure 1.17: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). Projection sur les 162
premiers modes : Champ et coupes 4t = 0.6
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Figure 1.18: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). Projection sur les
642 — 482 derniers modes : Champ et coupes at = 0.6
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Figure 1.19: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). Projection sur les
642 — 162 derniers modes : Champ et coupes a4t = 0.6
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Section 1.3 Motivations numériques
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Figure 1.21: Turbulence libre. Galerkin classique (p = 4). Temps caractéristique
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Section 1.4 Les schémas

I.4 Les schémas numériques.

I.4.1 Premiére version.

La section 3 de I’annexe A donne une description détaillée de la méthode. La
stratégie initialement proposée par Jauberteau [11] consiste a définir dynamique-
ment 3 zones dans 1’ensemble des modes excités. Les frontiéres de ces zones nyin
et Nmae sont déterminées par les 2 rapports adimensionnés (9) et (10) de I’annexe
A.Omna:

1. une zone enti¢rement incluse dans la zone de dissipation (7 > N, ) défi-
nissant les petites échelles figées puis relaxées (ces petites échelles et leurs
interactions avec les grandes sont en effet négligeables localement en temps
mais pas a long terme),

2. une zone tampon (Nmin < 7 < Nmaz) (il est en effet difficile de préciser la
limite zone de dissipation — cascade d’enstrophie) ou les modes (et surtout
leurs interactions avec les petits modes) ne sont pas suffisamment petits
pour étre négligés ou figés trop longtemps,

3. une zone définissant les grandes échelles (n < n,,;,) calculées a chaque pas
de temps comme solution de ’équation (1.30) en tenant compte des modes
de la premieére et deuxiéme zone dans le terme de couplage.

Les grandes structures w,, sont solutions de ’équation (I.30) tandis que les
petites structures w,,_,; sont figées pendant un temps égal au temps caractéris-
tique des transferts évalué sur le niveau n,,,,

T = | lwm—nmaz | ‘LZ

B ||Pm-nmas J(wma ¢M)lIL3 )

et sont relaxées de temps en temps en intégrant :

8%m 1y Awm + I (s ¥m) = f (1.32)

sur I’ensemble des modes pendant un temps suffisamment long.

Les tests effectués dans le cas de la turbulence forcée (cf. Annexe A) ont été
repris avec §; = 0.075 et §, = 0.085. Le temps de calcul moyen par itération est
égal & 1.461072 seconde ; ce qui représente un gain de temps de I’ordre de 36%
par rapport a Galerkin classique (cf. table 2 de ’annexe A). Comme le montre la
figure 1.25, I’évolution de ’énergie au cours du temps est rigoureusement identique
ainsi que le comportement statistique du champ tourbillonnaire.
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Dt Tc(T1) Tc(T2)

TIME
-

Figure 1.26: Organigramme de GNL2. x symbolise la détermination de T.(¢;),
Ninaz(t:), Nmin(t:). Les traits verticaux représentent les modes intégrés a I'instant
considéré.

I1.4.2 Deuxiéme version.

En tenant compte des résultats théoriques et numériques, une variante de ce
schéma consiste a remplacer I’étape de relaxation par la résolution de ’équa-
tion approchée de la variété inertielle approximative M, ie par calculer wy,_,,,..
solution de :

VAwm—nvnaz + Pm—ﬂmaz J(wnmnz b} d’ﬂma:) = Pm—n"u‘, f (1'33)

Pratiquement le terme non linéaire est légérement différent. Si la fonction de
courant %% et la vorticité w®  associées aux grandes échelles sont connues a
linstant kAt, alors la vorticité w¥ _,  associées aux petites échelles a l'instant
kAt, est solution de :

VAG, e + Prinmas T (@nae + O s Vrmas + Pinimas) = Pri—rimas f*

(I1.34)

La figure 1.26 donne un organigramme de cet algorithme. Aux temps 4, £,,..., ;...
les niveaux Nmaz(ti), Pmin(t:) €t le temps F—n,... () sont déterminés apres réac-
tualisation de I’ensemble des modes. Il est a noter que généralement ¢, differe de
Pinstant initial ¢, car pendant le temps de transition ¢, (cf 1.3.2 : les différents
termes du systéme) les approximations effectuées en (I.33) ne sont pas justifiées.
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Chapitre I GNL en spectral

p| At 0, 6, | Temps cpu GC | Temps cpu GNL2 | gain
par itération par itération %
| 2 Vortex 4] 001 Joo01[0.02] 243102 | 199102 | 18 |
| Turbulence libre || 4 [ 0.0001 [ 0.05 [0.05| 24010~ | 1881072 [ 22 |
| Turbulence forcée || 4 { 0.0001 [ 0.05 [ 0.05 | 229102 | 200102 | 13 |

Tableau 1.3: Données et résultats expérimentaux.
GC = Galerkin classique.
GNL2 = Galerkin non linéaire 2e version.

Le tableau (I.3) présente les performances en temps de calcul de cette ver-
sion. Les temps caractéristiques et les rapports qui déterminent les niveaux sont
identiques a ceux prévus par la méthode de Galerkin classique et les résultats nu-
mériques de cette version sont tres proche de ceux obtenus par GC. Par rapport
a la premiére version le temps d’exécution est légérement supérieur car s’agis-
sant d’une moyenne sur ’ensemble des itérations, la détermination coliteuse des
niveaux est plus fréquente que dans la premiére version et les niveaux sont plus
élevés comme le montre la figure 1.27 en comparaison avec les figures (8) et (11)
de ’annexe A.

Il est alors envisageable de choisir des critéres de détermination des différents
espaces de projection moins séveéres et obtenir ainsi de meilleurs taux de réduction
de temps CPU.

Par exemple dans le cas de la turbulence forcée avec §; = 0.075 et §, = 0.085,
le gain de temps est de ’ordre de 43% ie un coiit de 1.31072 seconde par itération.
La figure 1.28 montre que Ny, est légérement supérieur a celui obtenu avec la
premiere version. Les temps caractéristiques de transfert sont identiques a ceux
prévus par Galerkin classique. Enfin les spectres d’énergie a ¢ = 3.0 different aux
modes 1 et 2 et sont rigoureusement identiques au-dela de kj.
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NUMBER OF GRID

NUMBER OF GRID

Section 1.4 Les schémas

RUN  681.32 NUGMAX RUN  611.23 NUGMAX

e 7 — e —

b)

Figure 1.27: oz, Mmin au cours du temps (GNL 2eme version) ; a) interaction
de 2 vortex ; b) champ turbulent en régime libre (p = 4).
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Chapitre I GNL en spectral
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Figure 1.28: Turbulence forcée (GNL 2eme version); a) champ de vorticité at =
3.0 ; b) énergie au cours du temps ; ¢) Nmaz, Mmin au cours du temps ; d) évolution
du temps caractéristique.
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I.4.3 Conclusion.

Si ’on se limite a une faible résolution, la méthode de Galerkin non linéaire
(2ieme version) associée a un laplacien itéré modélisant les effets des échelles
virtuelles sur les grandes échelles restitue une solution identique a celle issue de
la méthode de Galerkin classique et apporte un gain de temps certes modéré
(tout particuliérement dans le cas ot p > 8 c’est-a-dire dans le cas ou la zone de
dissipation est extrémement réduite). Dans le cas d’une résolution élévée, si I’on
accepte qu’une partie du spectre soit affectée par la dissipation alors la méthode
galerkin non linéaire combinée avec un laplacien itéré peut s’avérer tres efficace
en colt et permettre ainsi une résolution encore plus fine.

Lors des simulations d’écoulements turbulents, 3 cas sont possibles :

dans le premier cas, une zone de dissipation est entiérement simulée (soit il
s’agit de simulation directe et de faibles nombres de Reynolds, soit il s’agit
d’un modéle turbulent simulant une zone de dissipation), la méthode GNL
est alors applicable avec une efficacité fonction de la largeur de la zone de
dissipation,

dans le deuxiéme cas, la troncature se situe dans la zone inertielle loin de
I’échelle de dissipation, GNL est alors inapplicable et un modele turbulent
doit étre implémenté pour simuler les transferts,

dans le dernier cas, la troncature se situe dans la zone inertielle mais proche
de la zone de dissipation, il est alors envisageable de simuler cette derniere

zone avec la méthode de Galerkin non linéaire pour un coit supplémentaire
raisonnable.

Parmi les études a mener par la suite, figurent :

I’amélioration des critéres des niveaux ; il serait souhaitable de mettre au
point des critéres plus économiques,

I’étude de la prédicibilité ou temps de bifurcation des solutions ; étude de
I'influence de la méthode GNL sur cette notion,

la recherche de la meilleure troncature possible et I'introduction d’autres
bases telles que les ondelettes car les structures dynamiquement actives ne
sont pas uniformément distribuées si ’on tient compte de l'intermittence
spatio-temporelle.
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1.5 Annexe A

NONLINEAR GALERKIN METHOD AND
SUBGRID SCALE MODEL FOR 2D TURBULENT
FLOWS

Frédéric PASCAL, Claude BASDEVANT
Laboratoire de Météorologie Dynamique
24 Rue Lhomond
75231 PARIS CEDEX, FRANCE

Abstract

The Nonlinear Galerkin method, derived by Marion and Temam from results in dynami-
cal systems theory, is investigated in the framework of numerical simulation of 2-dimensional
incompressible turbulent flows.

We use the Nonlinear Galerkin method together with a hyperviscosity subgrid scale parametriza-
tion. A first part states the theoretical background. In the second part we define the scheme
and derive some technical improvements for the method. The last part reports numerical ex-
periments conducted for freely decaying as well as forced turbulence. Our main conclusion is
that the performance of the Nonlinear Galerkin method can be important only if the dissipation
range is large.
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1 Introduction.

From recent developments in dynamical systems theory, the nonlinear Galerkin method has
been proposed by Marion and Temam [7] as a new numerical scheme for numerical simulation
of Navier-Stokes equations. This algorithm currently developed in the framework of Fourier
spectral method for the periodic case (Jauberteau et al. [5]), seems appropriate for long time
integration of Navier-Stokes equations, numerical simulation of turbulent flows being performed
at a small fraction of the computational effort usually required by traditional methods.

The first computational tests of this new method was conducted by Jauberteau [4], Jauberteau
et al. [6] and by Dubois et al. [2], in cases where the exact stationary solution of the equations
were known or discretization in space and time was choosen sufficiently small so that the unique
deterministic flow associated to given initial values could be calculated. However tests with
exact solutions do not take into account the main difficulties encountered in numerical simula-
tions of turbulent flows of practical interest. For instance in Jauberteau [4] and Jauberteau et
al. [6] the shape of the energy spectrum is constant with time. And present power and memory
size of computers do not allow to handle all scales from large scales down to small ones in
the dissipation range as soon as the Reynolds number is moderatly large. In practice for high
Reynolds numbers and turbulence experiments, the numerical cutoff lies in the inertial range.
The simulation is no longer a direct numerical simulation but a so called large eddy simulation
; a subgrid model has to be incorporated to avoid the drift of the solution toward statistical
equilibrium (Basdevant and Sadourny [1]).

In this paper, we study the nonlinear Galerkin method in the framework of numerical
simulation of two-dimensional turbulent flows, when the cutoff wavenumber lies inside the
enstrophy inertial range. We will show that provided some modifications are applied to the
original method, and provided a subgrid scale parametrization is included in the numerical
model, the nonlinear Galerkin algorithm is well adapted for large scale simulation of turbulent
flows at large Reynolds numbers.

In a first part we recall briefly the theoretical background and the main ideas of the schemes
given in references [2], [4], and [6]. Then in a second part, we describe the practical algorithms
and the improvements that seem to us necessary : particulary in the criterion for selection of
grid levels and in the choice of integration time on these levels. In the last section, we present
some numerical experiments performed on the Cray 2 of the Centre de Calcul Vectoriel pour
la Recherche in Palaiseau, France. A first series of experiments deals with decaying turbulence
(vortex pair merging or decaying homogenous turbulence). A second series studies the case of
forced turbulence until stationary regime is reached.

The method applied on a 128 square grid together with an iterated laplacian —(—A)*, leads
to a relative gain of computing time of approximatively 25% compared to the classical Galerkin
method with the same subgrid model.
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2 The nonlinear Galerkin method.

Let @ = (0,L;) x (0,L;) be a bounded domain of R?. The Navier-Stokes equations of
periodic two—dimensional incompressible viscous flows in § are given by :

%%—uAu—}—(u.V)u-{-Vp:f n@ = QxR*
Vau=0 inQ (1)
u(z,0) = uo(z) in Q

with periodic boundary conditions in both directions.
Let denote by A the basic dissipative operator and H an appropriate divergence free Hilbert
space. The equations can be written as :

—(—i—t-—uAu—}-B(u) = fin H (2)
plus boundary conditions and initial conditions.
There is a stream function % such that

() (&

and f w = g_Zf - g—";; = Aq refers to vorticity and J(¢,w) = azlg—;‘; - %%“’1— to the

jacobian operator, system (1) becomes :

%‘Z—’ + J(¢,w) = vAw + curlf
w= Ay (3)
w(z,0) = wo(z)
Let 0 < X\; < ); < ... denote the eigenvalues of the Stokes operator and w;,ws,... the
corresponding eigenvectors. In the periodic case, these functions are combinations of cosines

and sines functions, and we can write the Fourier series expansion of the vorticity, stream
function and velocity (L, = L, = 27) :

u(z,t) = Y di(t)wi(z) = 3. 4;(t)e

jez2 jez2

The classical Galerkin method produces approximate orbits of the system lying on the lin-
ear space spanned by the first m eigenvectors wy,...,w,. New schemes such as the nonlinear
Galerkin methods proposed in [6] can be considered as algorithms for the computational es-
timation of approximate inertial manifolds : i.e. smooth finite dimensional manifolds which
attract all orbits at an exponential rate into a thin neighborhood (see [3]). These schemes
consist of introducing the following approximations u,, and u, of the velocity u (n < m) :

Um = Un + Zm—n

where u, = Y dw; and zZm, = > djw;
lil<n n+1<]j|<m
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U, corresponds to large wavelengths, and z,,_, appears as a correction of the approximation
U, and corresponds to small wavelengths.

Denoting by P, the orthogonal projector onto the span of the first n eigenvectors of A and
Q. = P, — P,, the following pair of non linear coupled equations in u, and z,,_, replaces the
initial system :

du,
% + VAU + PoB(Un + ZmonyUn + Zm—n) = Pof (4)
dzm_n
z +vAzp, -+ QnB(un + Zm—nyUn + zm—n) = an (5)

dt

The small scale structures z,,_, relax on a time much smaller than that of the large scales
Uy, while if n is large enough z,_, is small compared to u, (see references [3] for proof).
Equation (5) can then be simplified to read :

VAzpn+ QnB(tn,un) = Qnf (6)

This determines an approximate inertial manifold of system (1). Equation (6) can be
considered as an approximate interaction law between small and large eddies ; zn—n can be
viewed as a correction to u, when it is expressed as a function of u, and substituted in (4)

In Dubois et al. [2], it is suggested that the cutoff number n can be dynamically defined by
tracking the ratio of ||zm—n||2 to time discretization error and the ratio of ||zm_a||;2 to ||un||za-
In practice, several intermediate cutoff numbers n corresponding to different intermediate grid
levels are determined and adjusted from time to time. u, is computed with a V—cycle multigrid
procedure along a fixed number of time steps Nt and by solving (4).

As for small scales z,,_,, they are not evaluated at each time step, rather the simplified
equation (6) is solved at every Ny iterations.

3 Description of the numerical scheme
and improvements.

The nonlinear Galerkin method can be seen as an adaptive choice of the optimal number of
collocation points during time integration. Given m the largest wavenumber, the NV, associated
collocation points define the finest grid in the physical space on which the solution of the
system can be approximated. This number of modes m depends on the size of the computer,
on Reynolds number, the subgrid scale model, and on the flow scales of interested.

Then the classical Galerkin method consists (apart from time discretization) of finding
functions ,, and w,, such that :

a_;?ﬂAwmme(zbm,wm) = Pncutlf (7)
with
A ;(t)
wm = 3 O(thwi(z) and $n = = 3 —Frwi(z)
lji<m lil<m

The nonlinear Galerkin scheme proposed in Dubois et al. [2] consists of determining three
adaptive zones evaluated from time to time. Being given several possible numbers of modes to
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be used (4 <n; < --+- < n; <--- <m), we denote by P,; the orthogonal projection onto the
space spanned by the n; first eigenvectors and Q,;, = P, — P,;. We then obtain :

Ow,,.
_Uin_. + quni + Pn;J(¢ngawﬂi) = (8)

ot
+Po;cutlf — Po{J($mniy@n;) + J(Yniy Wm—n;) + J(Pmonis @m—n; )}

where
Wm = Wn; + Wm-n; d Wn; = n;Wm

Ym = Vn; + Pmon, an Wn—n; = Qnwm

In [2] the first cutoff wavenumber called 7, is defined by :

”“’m—m”Lz
— L h
(aty  —

V1; > Nmaz

where 0; < 1 is a constant and r represents the order of the time discretization method.
It means that higher order modes are smaller than the method’s accuracy and need not be
computed. Let us stress that #; is not dimensionless and that in practice it is not simple to
compare spatial and temporal discretization errors. In our case, we prefer to take the following
dimensionless criterion :

| Pai{ I (Yrm—ni>Wn;) + I (Pris Wm—n;) + J("l’m—m’wm—m)}”m
HPNJ('I)bnnwni)”Lz

where P {J(¥m—-n;swn;) + J(¥n;y Wm-n; ) + J (¥m—n;s @Wm—n; )} is the coupling term between large
and small scales and expresses the action of small eddies on large eddies. Criterion (9) means
that for n; > M, the interactions between structures are small enough to be neglected.
Figure 1 diplays the time evolution of ratio (9) computed within a Galerkin model, for 2 cutoff
wavenumbers. The appearance of strong bursts imposes the dynamical computation of the
cutoff wavenumber.

The second cutoff wavenumber 7y, proposed in [2] is the following one (see fig. 2) :

Vni 2 Nmaz S 01 L1 (9)

Vn; > Nnin |_|_°L’l‘_"*_”_-’ll <4, (10)
llwon; Il 2

where 6, < 1 is a dimensionless constant. (10) expresses that the contribution of small scales to
total vorticity is negligible. During time integration, wy;,—,; can be frozen because its amplitude
and evolution are smaller than those of wy,, then the evolution of wy,_,, is quasistatic. A
consequence of (10) is that the cutoff wavenumber n,,;, must be within or close to the dissipation
range ; for instance in the case of a k™2 energy spectrum extanding from large scales up to
dissipation scale k4, looking for n; inside the inertial range and neglecting enstrophy contained
in the dissipation range, condition (10) reads :

k k
me—n.'HLﬁ ~ fn.-d% _ lnf—:' <
— : E 2

||wn: | 2 1"'% In n;

and then :
ni > kg4
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Let us remark that nm;, is less than n,y,q.,. The choice of §; and 6, will be discussed in the next
section.

Modes corresponding to wavenumbers smaller than npi, belong to large scales and are
integrated each time step with an exact integration scheme for the linear part and for the non
linear terms with :

e an explicit Runge-Kutta scheme of the third order in references [6]
e an explicit Adams—Bashforth scheme of the second order in our case.

Modes between 7,n;, and ny,q, are integrated with a V-cycle multigrid strategy and with
a static approximation of the coupling terms. At each time step, (8) is solved on a level
determined according the V-cycle. This zone permits a transition between stationary and
dynamic approximation. These modes and their actions on the lower modes are not sufficiently
small for a stationary approximation.

The multigrid strategy is performed during a time 7 dynamically evaluated by :

r = ”wm—nmatlle (11)

Bl |IQM¢=J(¢mawm)“L2

which is approximatively equal to the characteristic time of the small structures wm—p,..,
namely :

wm_"‘m.az

‘bm"ﬂmaz
This time is the smallest characteristic time of wy,_p, for n; < nmq. (see fig. 3). So during this
time, coupling terms can be fixed without introducing large errors. In test presented in [6], this
time was fixed by hand.

Modes greater than 7n,,,, are integrated from time to time. Jauberteau et al. [6] propose to

compute these modes as a function of lower modes according to the reduce equation (6) which
can be rewritten as :

VAwm—n,' + QmJ(¢m,wni) = Q"icurlf

However this approximation supposes the complete relaxation of small scales. Instead, as
Jauberteau in [4], we propose to compute the action of wy, on wy,_,; by solving the original
equation (7) on the finest grid. The computational time is almost the same and the integration
is more accurate.

The highest modes which are frozen during characteristic time 7, must be computed during
a time that we propose to call relaxation time, large enough to express as best as possible the
interaction of low and high modes and also to take the effect of viscosity into account. The
flow chart (see fig. 4) summarizes the algorithm.

4 Numerical experiments.

The first series of experiments performed to test the schemes described in previous sections
concerns a vortex pair in interaction without forcing. Two vortices of the same sign orbit
around each other and if their distance is not too large, they roll up and merge to form a
unique vortex which dissipates. Figure 5 shows the initial field.
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Figure 5: 2 vortices of same sign centered at (2r/3,n) and (4w /3,7) respectively. Vorticity
intensity in core = 2.0. Initial energy = 1.2 1072, Initial enstrophy = 3.7 1072,
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Figure 6: Initial turbulent flow : we let turbulence operate. Initial energy = 49.5. Initial
enstrophy = 2522.9.

68



Next experiments still concern a decaying turbulent flow, but the initial field is a motion
obtained from a fully developed turbulent flow and we let turbulence operate (see fig. 6).

We are interested in large eddy simulations i.e. with a Reynolds number so large that
the numerical cutoff falls inside the inertial range. In that case the numerical model has
to incorporate a subgrid scale parametrization. It models the effect of scales which are not
explicitely described owing to insufficient resolution. In all experiments presented here, we used
the hyperviscosity model consisting of a linear diffusion with a high dissipativity introduced in
Basdevant and Sadourny [1] of the following form :

v

_W(A)P = —W(curl curl)?

with p = 2,4 or 8 and where kr is the cutoff mode and v is choosen such that At ~ 0.5. This
subgrid modelling assumes that the large scale eddies are independant of the detailed structure
of small scales, then the Reynolds number is no longer a pertinent parameter provided it is
large enough i.e. the dissipation scale is negligible compared to the cutoff one.

Experiments are realized in all cases with a spectral dealiased code with a square cutoff at
0.66 ratio. The classical Galerkin scheme is performed on a 128 x 128 grid, with time integration
consisting of an exact integration for the linear part, with an explicit Adams-Bashforth scheme
for the nonlinear terms.

The nonlinear Galerkin method scheme is computed with the finest mesh equal to the
128 x 128 grid ; the different permissible coarse grids are given in the table 1 where n represents
the number of modes in each direction.

lnumberoflevelll ]2 |3 |4 |5 |6 ]7 |

n 32 (48 (64 {80 | 96 | 108 | 128
n/2 16 | 24 | 32 |40 [ 48 | 54 | 64
n/2 x 0.66 10 {16 {21 |26 | 32 | 36 | 42

Table 1: Permissible grid levels for nonlinear Galerkin method

The full nonlinear term J(¢m,wn) is evaluated once just after the determination of the
cutoff numbers n,q; and npn, while the coupling term of the equation, Pn,{J(¥m—n;;wn;) +
J(Yni Wm—n;) + J(¥m—n;sWm—n; )}, is obtained at each intermediate level n; by the difference
between P, J(¢¥m,wm) and Py, J(¥n;,ws;) ; it is fixed while multigrid integration is in progress
so as to minimize computing time.

Figure 7 and 10 show readily the similarity of the energy spectra and vorticity contours
for different decaying turbulences as computed by the two methods. Some small differences
are observed between the two schemes (see fig. 10), especially the values of vorticity and the
positions of some coherent structures. This is due to the small scales not being integrated at
each time step. Figure 8 and 11 show how the levels 7,4, and 7y, evolve. With energy spectra
(figure 7 and 10), they permit to observe that np,;, stays inside dissipation range. Figure 9 and
12 show that the number of time steps during V-cycle multigrid strategy is strongly dependent
in time and in level n,,,, where this number is evaluated.

In practice, 8; and 8, have to be choosen so that cutoff nmin and np,e, stay inside the dissi-
pation range. Otherwise, the enstrophy cascade is not well simulated and the high dissipativity
modelling subgrid scales is not really taken into account. The enstrophy not being dissipated,
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accumulates and some small unphysical structures appear in the case of the interaction vortex
pair (see fig. 13). In the case of homogeneous turbulence, some vortex pairs do not merge
(compare fig. 14 and fig. 15). Accordingly, the larger is the dissipative zone, the lower are the
cutoffs nyin, and np,z, and the more important is the gain of computational time. That gain is
due to the fact that the approximate solution is obtained on coarser grid. So it is not surprising
that the gain decreases with p ; for p = 8, cpu time increases because the integration is carried
out on the sixth grid, as determined by 74, and npi,. Figure 16 and 17 show how ngy;, and
T.mez behave depending on dissipativity p.

The last experiments relate to forced turbulence. The initial field is a zero mean random
vorticity field : the forcing is obtain by keeping the amplitude of a mode (0, kr) constant during
time integration and the model is integrated until statistical stationary regime is reached.
Figure 18 and 19 illustrate results. Because small scales are differently integrated with the
classical Galerkin method and the nonlinear Galerkin method, some small differences appear
and they spread to all scales of the flow after a time called predictability time. Only large scale
behavior of the flow are similar as well as energy vs time and enstrophy vs time.

The table 2 summarizes performances of the new method based on the different series of
numerical experiments.

pl| At 0, 6, | cpu time CG | cpu time NLG | gain
per iteration | per iteration %
Vortex pair 2| 001 [0.01]0.02| 2.3610°? 1.26 1072 47
4] 0.01 [0.01{0.02] 243102 1.93 102 20
8| 0.01 [0.01]0.02| 2.40 10 2.30 102 04
Decaying turbulence | 4 | 0.0001 | 0.05 | 0.05 | 2.40 102 1.77 1072 26
8 1 0.0001 | 0.05 | 0.05 | 2.43 102 2.43 1072 0

| Forced turbulence || 4]0.0001 |0.05 [0.05] 229102 | 1711072 [ 25 |

Table 2: Data and results of experiments. CG = classical galerkin method. NLG = nonlinear
galerkin method.

In conclusion, the nonlinear Galerkin method constructed from recent developments in dy-
namical system theory has been adapted with success to numerical simulation of turbulence
with a subgrid scale model. However the computational gain is important only when the dissi-
pation range is large. We defined dimensionless criteria and characteristic times necessary for
practical implementation. Further developments should define a dynamical time step, increas-
ing for coarser grids.

The technique is applicable both to the decaying and forced turbulence and it generates the
expected large-scale structures.
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Figure 7: Interacting vortex pair (no forcing) at t = 30.0. (p = 4 ). a) Vorticity contours
computed with classical Galerkin scheme. b) Energy spectrum computed with classical Galerkin
scheme. c) Vorticity contours computed with nonlinear Galerkin scheme. d) Energy spectrum

computed with nonlinear Galerkin scheme.
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Figure 10: Decaying turbulent flow at t = 0.60. (p = 4) . a) Vorticity contours computed with
classical Galerkin scheme. b) Energy spectrum computed with classical Galerkin scheme. c)
Vorticity contours computed with nonlinear Galerkin scheme. d) Energy spectrum computed

with nonlinear Galerkin scheme.
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Figure 14: Decaying turbulent flow (p = 8) computed with the classical Galerkin scheme. a)
Vorticity contours at t = 0.55. b) Vorticity contours at t = 0.60.
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Figure 15: Decaying turbulent flow (p = 8) computed with nonlinear Galerkin scheme with
cutoff inside the inertial range. a) Vorticity contours at t = 0.55. b) Vorticity contours at
t = 0.60.
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Chapitre 11

RESOLUTION DES
EQUATIONS DE
NAVIER-STOKES PAR LA
METHODE DES ELEMENTS
FINIS 4P1-P1. (GALERKIN
CLASSIQUE)

L’objet de ce chapitre est de présenter une méthode d’éléments finis pour ré-
soudre les équations de Navier—Stokes bidimensionnelles. Il s’agit d’une approche
dite de ”Galerkin classique” utilisant 1’élément fini, conforme, mixte 4P1-P1 (ou
encore isoP2-P1). Le probléme modé¢le de la cavité entrainée est présenté en sec-
tion II.2, puis la section II.3 décrit la méthode de discrétisation en espace et la
section II.4 présente le schéma de discrétisation en temps. Le probleme discret
de Stokes est résolu par un algorithme de type Uzawa et le probléme non linéaire
par un schéma du moindre carré.

L’aboutissement de ce travail est la réalisation d’un code numérique. Quelques
résultats concernant la cavité entrainée sont proposés dans la section 11.4.3 et
prouvent le bon fonctionnement du code développé. Ce code que ’on appellera
”Galerkin classique”, d’une part sert de référence et permet d’autre part d’étudier
et d’analyser a posteriori le comportement de nouvelles bases telles que la base
hiérarchique qui introduit des structures de tailles différentes (voir ’étude au
chapitre III) contrairement a la base canonique. C’est également une base de
travail pour la réalisation d’un code résolvant les équations de Navier—Stokes
avec une méthode de type Galerkin non linéaire.

83



Section II.1 Pourquoi les éléments finis?

I11.1 Présentation des éléments finis.

Pourquoi les éléments finis??

La méthode des éléments finis est une méthode qui concerne la résolution
de problémes mathématiques et physiques définis par des équations aux dérivées
partielles ou les degrés de libertés (en nombre infini) du systéme sont remplacés
par un nombre fini de paramétres : c’est la discrétisation du probléme. Bien que
les méthodes dites spectrales, différences finies... procédent aussi de cette fagon, la
technique des éléments finis est cependant la seule actuellement en mécanique des
fluides qui puisse s’appliquer a toutes les équations, quels que soient le domaine
d’application et la complexité de la géométrie, les conditions aux limites et les
conditions initiales.

La méthode des éléments finis (approche de Galerkin) consiste a chercher une
solution approchée u; de 'inconnue u dans un espace V;, de dimension finie, up
étant de la forme :

up(z,t) = ;u;(t)¢;(z)

ou I est fini. u; sont les degrés de liberté qu’il faut donc déterminer et ¢; les
fonctions d’une base de V},.

Supposons par exemple que notre probléme ait une formulation variationnelle
(ou formulation faible) qui s’écrive a I’instant ¢ :

Trouver v € V tel que

(8%,0) + a(u,v) = (£,0) YoeV (L)

ou a(.,.) est une forme bilinéaire sur V x V et (f,.) est une forme linéaire sur V.
Soit V4, ’espace de discrétisation des éléments finis ie un espace approchant V,
de dimension finie engendré par les fonctions ¢, -, ¢s. Le probleme discrétisé
associé a (II.1) est alors le suivant :

Trouver (u;);=1,r tel que
1 Bu,-

> (%) + S uilt)a(dids) = (fr) Vi€ L]

1=1

(IL.2)

C’est un systéme d’équations différentielles ordinaires pour lequel existent de
nombreuses méthodes numériques (par exemple les schémas aux différences finis).
La méthode des éléments finis est donc entierement définie par le choix de V}, et
de ses fonctions de base ¢;. Pour cela, le domaine d’application est divisé en petits
sous domaines ou ”éléments” (généralement des triangles ou des quadrangles en
2D) et les fonctions uy de V;, sont définies élément par élément.
" Par exemple les éléments P1 (si les sous-domaines sont des triangles) ou Q1
(si les sous-domaines sont des quadrangles) sont tels que la restriction de uj a un

1D’apreés O.C. Zienkiewicz [11]
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Ih

Figure II.1: Support d’une fonction de base pour I’élément P1 : le support de ¢;
est inclus dans la zone hachurée

élément est un polynéme de degré (global si P1, par rapport & chaque variable
si Q1) inférieur ou égal a 1. Dans ce cas la fonction ¢; de la base nodale est une
fonction de V, qui vaut 1 au ”:*™*” noeud (un noeud étant un sommet de triangle
ou de quadrangle) et 0 aux autres noeuds. L’existence d’une telle base est assurée
par les propriétés telles que ’unisolvance des éléments P1 ou Q1.

Les contributions des éléments sont trés localisées ; pour 1’élément P1 par
exemple le support de la fonction ¢; associée au ”i°™¢” noeud se réduit a quelques
triangles (cf. figure II.1). Les matrices associées au systéme discret (II.2)

(¢”¢a

(alg ) + Loty

sont alors creuses, réduisant considéra.blement la taille mémoire nécessaire a
priori.

Pour les éléments finis de Lagrange, les degrés de liberté u; sont les valeurs des
fonctions inconnues aux noeuds. Pour les éléments finis de Hermite, les degrés
de liberté sont, outre les valeurs des fonctions, les valeurs des dérivés. Il est a
noter que pour les éléments mixtes (cf Thomasset [4]), le gradient de la vitesse
gradu est considéré comme une variable indépendante (on a 2 approximations ;
une pour u et une pour gradu). Ces éléments sont fréquemment utilisés pour les
problémes de Stokes et Navier-Stokes.

Le choix des noeuds est lié au degré des polynomes et a la régularité de V.
Si uy, est continue alors on parle d’éléments finis conformes. Dans le cas contraire
il s’agit d’éléments non conformes et il faut alors tenir compte des contributions
dues aux interfaces des éléments.
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Section I1.2 La cavité entrainée

I1.2 Un probléme modéle : la cavité entrainée.

Ce paragraphe concerne la description d’un probléme modeéle qui permet
d’étudier et de tester les codes numériques résolvant les équations de Navier—
Stokes incompressibles : il s’agit de 1’écoulement d’un fluide dans une cavité
carrée [0, 1]?, les forces extérieures f étant nulles. Les conditions aux bords sont :

= (uE3) -
<= (uE8) - (

ry = 0,
u = ( u(@,?) ) = ( 0 ) sur les bords =z, 1,

A)

oo
I
=L

T3
) sur les bords =z

T2

I
L

sur le bord z, =

[
-

(= ]
N—

B)

us(a, t) 0 iy
u = ( Z:E:g ) — ( (- (2“’5 -7 ) sur le bord z; = 1.

Le mouvement du fluide est di a la distribution de la vitesse sur le bord supérieur
d’ou la dénomination ”cavité entrainée” ou en anglais "wall driven forced cavity”.
La figure I1.2 donne la configuration de cette cavité et quelques nomenclatures
typiques du probléme.

Le choix de B) au lieu de A) permet de régulariser ’écoulement dans la cavité
en supprimant les singularités dans les 2 coins supérieurs dues a la discontinuité
des conditions au bord. On peut observer la présence de ces singularités dans le
cas A) avec la représentation du champ de gradient de la pression en figure I1.3.
Ce gradient est en effet tres élevé dans les coins supérieurs pour la cavité A) a
Iinverse de la cavité B). Il est a noter que les nombres de Reynolds (cf. Shen [28])
ne sont pas les mémes (physiquement) dans les 2 cas puisque les distributions de
la vitesse sur le bord supérieur sont différentes.
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4 u1=1 u2=0 PV = Primary Vortex

ULV = Upper Left Vortex

ULV BLV = Bottom Left Vortex

BRYV = Bottom Right Vortex

SBRV = Secondary Bottom Right Vortex

1.0

ul-—O u1—0
PV
Us= u,y=0
BRV
BLV
0.0 SBRV
(SBRV
0.0 u;=0 u,=0 1.0 X

Figure I1.2: Configuration de la cavité entrainée, coordonnées, conditions au bord
et nomenclature.
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Figure I1.3: Gradient de Ia pression pour Re = 100 : a) uy(z1,1) = 1; b)
ui(z,1) = (1 - (221 — 1)%)%
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Figure I1.4: Triangulation de la cavité.

Le maillage est une triangulation réguliére (voir figure II.4) bien qu’un raf-
finement ou resserrement des mailles serait souhaitable au voisinage du bord
supérieur pour mieux simuler les singularités. La forme en X permet a tout tri-
angle 7 du maillage d’avoir au moins un sommet i l'intérieur de 2, condition
nécessaire pour assurer la convergence de la discrétisation (voir la section I1.3.1).

Afin de permettre une étude qualitative et quantitative du probléme mo-

déle, les résultats des simulations numériques seront présentés avec les outils
suivants(cf. Thomasset [4], Goodrich et al [27]) :

o les lignes de courant (ensemble des points (z1,z,) du domaine Q tels que
¥(z1,z2) soit constant) : elles permettent de comparer qualitativement les
résultats et de suivre I’évolution dynamique de I’écoulement, en particulier
P’apparition et la disparition des tourbillons secondaires dits "recirculations”
ou ”vortex” ou ”contre tourbillons”. 2 types de représentation sont possibles

— les lignes sont régulierement espacées, les valeurs variant du minimum
au maximum de la fonction de courant.

— les valeurs des lignes sont tabulés (cf tableau II.1),

o les lignes de vorticité (ensemble des points (z;,z,) tels que w(z;, ;) soit
constant) : elles sont extrémement importantes dans la représentation des
champs turbulents. Ce type de graphique permet de dépister d’éventuels
défauts de résolution. Les lignes —6.0, —5.0,---,0.0,---,5.0, 6.0 sont re-
présentées.
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

[ Valeurs de j
a —0.11 | b —0.1]c —0.08 | d —0.06
e —0.04 | —0.02 | g —110"2 | h —3 1073
1 —11073 | ; —-3107%* [k —1107% |1 —310°°
m —1107°|n —110"% | o —11077|p —11078
q —1107° |t —11071% | s 0.

«a 110°1°| 1107°% | o 1107816 11077
€ 110°¢ | ¢ 1107% | g 11074 |6 31074
¢ 11073 | & 310732 11072

Tableau II.1: Valeurs tabulées des lignes de courant

les contours 0.0025, 0.0050, 0.0075,... ,0.5 de ’énergie cinétique définie ponc-
tuellement par

1
E(z1,22) = 5(’“1(1’1, 132)2 + uz(z1, 2’2)2)-

le champ des vitesses permet une excellente visualisation qualitative de
I’écoulement.

le champ des vitesses normalisées permet d’apprécier qualitativement les
structures de petites tailles.

les isobares (réguli¢rement distantes) révelent les singularités.

le gradient de la pression (normalisé et non normalisé) donne une idée
de la précision de la résolution et révele les tourbillons principaux comme
”source” du champ.

la localisation du tourbillon principal (Z,,Z2), la valeur en ce point de la
fonction de courant : ¥(Z;,Z2) (extremum local de 1) et du tourbillon
w(Z4,Z%2) ; la localisation et les valeurs des tourbillons secondaires (extr-
mums locaux de 1) permettent de comparer quantitativement les résultats
numeériques.

le profil médian vertical de la vitesse horizontale ie la variation le long de
I’axe vertical z; = 0.5 de la composante horizontale de la vitesse ie u;.

le profil médian horizontal de la vitesse verticale ie la variation le long de
I’axe horizontal £ = 0.5 de la composante verticale de la vitesse ie u,.

les extremums de u,(0.5,.) (umin), uz(.,0.5) (vmin et vmax) et leurs posi-
tions (ymin, xmin et xmax).
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Section I1.3 Résolution de Stokes

I1.3 Résolution du probléme de Stokes.

L’objet de cette section est de présenter la méthode des éléments finis mixtes
4P1-P1 employée pour approcher le probléeme de Stokes et de décrire un solveur
efficace du probléme discrétisé ainsi obtenu.

I11.3.1 Introduction des éléments 4P1-P1.

Formulation continue du probléme.

Désormais on suppose que le domaine {2 est un domaine borné polygonal de
IR? (hypotheése H1) et I'on suppose toujours que la condition au bord est :

u = g sur 99}

On considére la formulation variationnelle (introduite en I.1.2) associée au
probléme de Stokes généralisé :

Trouver (u,p) € (H,())? x L*(Q) tel que
o(v,0) + (Ve Vo) = (p,dive) = (f,0) Vo€ (H3(®))
(¢gdivu) = 0 Vg € L*(Q)
(IL.3)

que ’on peut réécrire :
a(u,v) — b(v,p)=(f,v) Vv e (Hi(Q))? (IL4)
b(u,q)=0 Vg € L*(Q) '

avec

o(8,4) = a($,9)+ 2=(V$,Y9) = a(d,) + =((4,%)
b a) = (g,div).

Il est a noter que le probléeme de Stokes ( II.4) peut étre mis sous la forme d’un
probléme de point selle :

trouver (u,p) € (H;(Q))* x L*(2) tel que
%a(u,“) —b(u,p) — (f,u) = minve(H;(n))zmaxqeLz(n){%a(v’ v) — b(v,q) — (f,v)}
(IL.5)

ou encore d’un probléme de minimisation avec contraintes :

trouver u € (H}(2))? tel que

Ta(u,u) — (f,u) = min, e (ve(HI(A))? / b(wa)=0, vaerra)iza(v,v)—(f,v)}
(11.6)
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

a) b)
u, p
A3

T

B2 | ¢ BI . u

)

T 1 173

Al B3 A2 X

u,p u

Figure IL.5: a) Subdivision d’un triangle T en 4 sous triangles ; b) Position des
degrés de liberté pour I’élément 4P1-P1.

Triangulation

Pour définir I’élément fini lagrangien, conforme, mixte 4P1-P1, on considére
une triangulation réguliére T, (hypothése H2) de § c’est-a-dire un ensemble de
triangles (2h étant le plus grand c6té possible de ces triangles, paramétre qui
tend vers 0) tels que :

e 7; N 7; est un co6té, un sommet ou I’ensemble vide pour tout triangle 7;, 7;
de T3y, avec i # 7,

o U;r; = Qp avec Qp = Q,

e Pour tout 7;, le diamétre de 7; (ie le plus petit diamétre des cercles contenant
7;) noté p(7;) et la rondeur de 7; (ie le plus grand diameétre des cercles inscrits
dans 7;) noté p'(m;) vérifient :

p(7i)
p'(m:) =X

K étant une constante indépendante de A.

On suppose de plus (hypothése H3) que chaque triangle de T34 a au moins un
sommet n’appartenant pas a 2. On définit T} la triangulation obtenue a partir
de la triangulation T3, en divisant chaque triangle 7 de T5, en 4 sous triangles
congruents (cf. figure IL.5).
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Section II.3 Résolution de Stokes

Espaces d’approximation

P, () étant ’ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal a 1 sur 7, on

note V;, et Va, les espaces des fonctions continues linéaires par morceaux de
dans IR :

Vw = {'Uh € CO(Q) / Vr e Th, Vhir € Pl(T)} C HI(Q)
Vorbh = {'vh € CO(Q) / V1 € Top, Vh|r € P1(T)}.

Soit g, € V;? une approximation de g telle que

f gh-ndo = 0,
an

les espaces d’éléments finis de dimension finie approchant (H'())?, (H,(2))?,
(HE(Q))? et L%(N) sont alors respectivement :

Vh = Vh X Vh
Vg,h = V:q,h X V,h
= {vh € Vh, vp = gp sur 89} X {vh € Vi, vp = gh sur 39}
Vo = Vor X Von
= (Va N Hg(2)) x (Va N Hy(2))
Qn = Vo C L*}(Q)

Les degrés de liberté pour la vitesse sont donc les sommets A; et les milieux des
cotés B; des triangles de Ty (cf. figure I1.5) et pour la pression les sommets des
triangles de Top.

Formulation discréte du probléme.
La version discrete de (II.3) s’écrit (S4) :
Trouver (un,pr) € Vyn X Qp tel que
a(un,vn) + R—le-(Vuh, Vo) — (pr,diver) = (f,vn) Von € Vou (IL.7)
(gn,divun) = 0 Vgn € Qh,
le probléme de point selle étant discrétisé sous la forme :
trouver up € Vg tel que
uh = miNy,ev, ,MaXg,e0,{3a(vhv4) — b(vk, ) — (f,vn)}

Sous les hypothéses H1, H2, H3, les approximations Vo et Q de (Hj(£2))?
et de L%(f) vérifient la condition Inf-Sup, résultat technique démontré dans Ber-
covier et Pironneau [13] ie :

(IL.8)

3C indépendant de h telle que

Vh, V
vh qlh/z > C(Van, Van)''* Vg € Qn
havh)

Cette relation assure ’existence et I'unicité de la solution de (S,) dans V,; X
(@n/IR) ie la pression p, est déterminée a une constante additive pres.

(IL9)
SuPuhevo,,.\{o} (

92



Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Remarque IL.1 Il existe des méthodes directes utilisant par ezemple des mé-
thodes d’optimisation pour démontrer l’ezistence, en particulier a partir du pro-
bléme de minimisation (II.6), mais lunicité doit étre traitée a part.

La condition Inf-Sup permet également d’établir la convergence et ’ordre de
la méthode. Pour la démonstration du théoréme suivant, on se reférera a ’article
de Bercovier et Pironneau [13].

Théoréme II.1 Si les hypothéses H1, H2, H3 sont vérifiées et si u € (H*())?
et p € H'(Q)/R alors

[lun — ull@m@y: < Ch(|lu|l@say + lplla@ym)
llon — pllzzgayr < C'A(|ulla2(a)y + llplla2(0)/m)

lpllxm = jaf llp + Allx.

Choix du 4P1-P1.

Les principales raisons pour lesquelles de nombreux auteurs ont choisi un tel
élément sont résumées dans la suite :

1. L’élément 4P1-P1 vérifie la condition Inf-Sup (3 I'inverse par exemple de
I’élément P1-P0) qui traduit la compatibilité entre la divergence discrete et
la pression discreéte.

2. L’élément 4P1-P1 est conforme en vitesse (3 l'inverse de 1’élément P1 non
conforme - PO proposé par Crouzeix-Raviart [8]) et conforme en pression
(ce qui n’est pas le cas pour P2-P0 proposé par Fortin [9]).

3. La construction de la base, ainsi que I’assemblage de la matrice du probléme
discret est facile (ce n’est plus le cas pour des bases a divergence nulle ou
pour ’élément P2-P1 proposé par Taylor et Hood [10] ou pour ’élément P1
bulle - P1 d’apres Arnold et al [6]).

4. Par rapport a P2-P1, la matrice est plus creuse, cela réduit ’encombre-
ment mémoire et reste donc avantageux bien que l'ordre de convergence
soit inférieur.

Remarque I1.2 Dimension asymptotique des espaces de discrétisation
Nous allons vérifier formellement que la discrétisation proposée a un sens.

Montrons que la dimension de l’espace d’approzimation par éléments finis 4P1-
P1 associé au probléme de Stokes est strictement positive.
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Section II.3 Résolution de Stokes

Si la frontiére n’a qu’une seule composante conneze, l’identité d’Euler est pour
les triangles :

S§-C+T =1

ot S est le nombre de sommets, C le nombre de cétés et T' le nombre de triangles
dans la triangulation Tsy. Etant donné qu’il y a 3 cotés par triangle et que chaque
cété appartient a 2 triangles, asymptotiqguement on a la relation :

3T
¢=75
et par suite
S~C-T = -T-
2

On en déduit que

dim VYV, ~ 25 4+2C ~ T+ 3T = AT

dzmQh’ZS‘—‘Zz:

Or les contraintes (divvp,qr) = 0, Vgqn € Qp sont indépendantes sauf une. En
effet
(vn,Vgn) = 0 Vv, € V), => q = constante.

On peut donc estimer la dimension de l’espace de discrétisation associé au pro-
bléme de Stokes :

r. . m
= o

dim {v € V, / (divvn,qn) = 0 Vgqn € Qp} ~ 4T — 5 (I1.10)

Remarque I1.3 Une formulation différente du probléme de Stokes avec Uélé-
ment 4P1-P1 a été proposée et démontrée par Glowinski et Pironneau [14]. Cette
formulation équivalente induit des schémas numériques différents.

I1.3.2 Méthode d’Uzawa et préconditionnement.
Forme matricielle du probléme (S3).

Notons Xj, ’ensemble des sommets et des milieux des c6tés des triangles de
T2n, L2n I’ensemble des sommets des triangles de 15, et posons :

o [o]
Y= XN Q
I’ensemble des sommets et milieux de cotés intérieurs a 2,
o o
Yorn= 2N
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

’ensemble des sommets intérieurs a .
On pose :

np = Card (X)) et mor = Card (f}h),
nap, = Card (Xan)

On supposera que les noeuds intérieurs a {2 sont les points M; pour j variant de

1 & no,n et que les noeuds appartenant a 92 sont les points M; pour 7 variant de
no,n + 1 ang.

La base canonique dite nodale de V, (respectivement V,;) est notée {dn;:}i2,

(respectivement {¢zp:}:2" ). Elle est définie de la fagon suivante :

bri €Vie  Vi=1,---my
Pri(M:) = 1
Pni(M;) = 0

La définition est rigoureusement identique pour ¢z ;.

Si ’on écrit le systéme de Stokes discrétisé pour les fonctions de base de Vo1
et Qp, alors (S,) est équivalent au systéme linéaire suivant :

Vi,j = 1,---,n, avect # j et (M;, M;) € %2

Ap 0 —B:,h Uin Fl,h
0 A, —B, Ush | = | Fon (IL.11)
_Bl,h —Bz,h O Ph 0

ou les matrices A, By, et B,y sont définies par :

(An)i; =  a(Pnirdn;)  1=<4,7 <non
Odn. ; . .
(Bun)i; = (d2mi 7‘%"-) 1<i<mam1<j<mon

Oy ; . .
(Ban)s = (Sonir B2d)  1<i<mam,1<j<non

et les vecteurs colonnes Uy n, Uz p, Fi,n, Fan et P, sont les composantes de la
vitesse, des forces extérieures et de la pression exprimées dans la base nodale de

Vo,n et Vap, -
( 1,1 \ ( U2, \
Ul,h = . ’ U2,h =
\ ul!"O.h ) \ uz’no,h )
( fix ) ( fan )
Fl’h - . 9 F2,h -
k fl,no,h ) K f2,ﬂo,h }
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Section II.3 Résolution de Stokes

31
P, =
Prsn
Comme la condition au bord du probléme discret est up,n = gnn pourn = 1,2,

il faut en tenir compte dans le systéme linéaire et tout particulierement dans le
second membre f,; qui est déterminé par la relation :

fri = Z Fn(M;)(Dhs> Pni) — i Gn,h(M;)a(Ph,5, Dhi)-

i=1 j=mngon+1

Enfin u,;, ua;, p; sont tels que :

up = i urih + TR g a1 G (M) Bhi
Zt‘: 1u2y1¢h,3 + Zz:no'h+192,h(Mi)¢h,i

Dh = ( z—lpz¢h,1 )

U1, Uz; et p; étant des valeurs approchées de u,(M;), up(M;) et p(M;) pour
1<i<noretl<j< nop.

Le systéme (II.11) a une dimension (2 X o 1+n21)? bien trop grande pour envi-
sager une méthode d’inversion directe. Seule une méthode itérative est appropriée,
cependant la matrice n’est pas définie, car son rang est égal & (2 X ng s +na2n)%—1.
Aj, étant une matrice symétrique, définie, positive, et donc inversible, il semble
donc plus adéquat de résoudre le systéme (I1.11) réécrit sous la forme :

Uin = Ap'(Fin+ B, Pr)
Ug,h = Ahl(Fg h + B hPh) (II.IZ)
(Blth,_;lBih + Bz'hA;IB;’h)Ph = —-B hAh F1 r — Bs hAh F2 h

La méthode d’Uzawa-Hurwicz décrite ci-dessous consiste & résoudre le systéme
linéaire (I1.12) par un gradient conjugué preconditionné. En effet la matrice
BiwAR'BE ), + Byp A B, est elle-méme symétrique, définie positive.
Algorithme d’Uzawa.

Dans la suite, pour alléger les notations, l'indice A sera supprimé. On suppose
que la matrice de préconditionnement M est une matrice facile a inverser. Les
étapes de l’algorithme d’Uzawa sont les suivantes :

1. Etape 1 : Initialisation

e P° est donné quelconque
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e résoudre AU?

e résoudre AUY =

—B,U? — B,U?

e poser g°

e résoudre Md°

(F1 + Bi P°)
(F; + BLP®)

_—_go

2. Etape 2 : P Uk Uk, g%, d* étant connues

e résoudre AV;

e résoudre AV,

Btd*
Bid*
(g*,d*)

® poser p =

(dk, B1V1 + B,V,)

3. Etape 3 : Détermination de la nouvelle direction de descente

e poser P**?

U{e-f-l —

e+l
U, =

® poser

e poser

Pk + pdk
Uf + pV1
Uk + pV;

U* + pA-1Btd*
Uk + pA-1BLd*

e poser g**' = g*—p(BiVi+B;V;) = g*—p(B1A7'Bid*+ B, A~ Bjd*)

o résoudre M=z

k1 ke+1
z
e poser d*t! = Zk+1 4 gg—;}—,‘——ldk

k+1

— k1
_g+

(g%, 2%)

4. Etape 4 : Retourner a 1’étape 2 (e est un paramétre donné)

o si ||ByUF! 4+ B,UF*||2n > € (test sur la divergence)

® ou si
[|[P*+ — P*||an .
> € test sur la pression
|| P*]2n
Uk+1 _ Uk
I T Ll > € test sur la vitesse
HU*||n
ou les normes ||.||n et ||.||2n sont données par :
( Zep > NUAEIA
2h
[[Pllzn = < ou NUlln = 1 ou
N S (U2, + U,
\ 2h L N2h
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Section I1.3 Résolution de Stokes

Il s’agit en fait de la résolution du probléme du point selle (I1.8) associé a
Stokes par une méthode de gradient dont les étapes sont :

1. Etape 1 : Initialisation

e p?Y € Qp est donné

e on détermine u) comme étant solution du probléme de Dirichlet :
ug € VQ,h

a(up,vn) — (P, divor) = (f,vn) Vv € Vou

2. Etape 2 : Quand uf et pf sont connus, uf*' et pf*! sont définis par les

relations :

uﬁ-ﬂ € Vg,h» Pﬁ+1 € @n

(pE** —pf,qn) = —p(divul,qn) Van € On

a(uﬁ+17 'vh) - (pﬁ+1 ’ div vh) = (fa 'vh) Vor € Vi
—div uf est en effet le gradient au point pf de la fonctionnelle :

Pr > min la(‘vh, vh) — (Ph,divvn) — (f,va)-
v €V 2

On trouvera dans Temam [3] une démonstration directe de la convergence de
uk vers uy et de pf vers p. La méthode du gradient conjugué estime la valeur
optimale de p.

Numériquement les étapes les plus coiteuses sont les étapes d’inversion des
matrices et plus particuliérement de la matrice A effectuée lors de ’étape 2 pour
chacune des composantes de la vitesse. En effet ’odre de A, (n0,,)?, est nettement
supérieur a l’ordre de M : (nz,)%. L’inversion de A est réalisé par une méthode
itérative du type gradient conjugué préconditionné par une décomposition de
Choleski incomplet effectuée une fois pour toute au début du code numérique.

Un des avantages principaux de ’algorithme d’Uzawa est de découpler les 2
composantes de la vitesse; ce qui n’est pas le cas avec des méthodes du type
lagrangien augmenté (cf Thomasset [4]).

Remarque I1.4 Dans le cas continue, la méthode d’Uzawa conserve la valeur

moyenne de la pression initiale. En effet si / p®dx = 0 alors
Q

o = [ prdo—p[ divutde = [ prde= [ p°d
/np T np z P a AN T np T np T

Dans le cas discret, si on suppose par ezemple que 32 p) = 0 alors a ’étape 3,
on pose :
Spdf .
PiTt = pf 4 p(df — =) 1<i< g

N2h
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Préconditionnement.

1. Le préconditionnement de Labadie
Le préconditionnement de 1’algorithme d’Uzawa a pour but d’accélérer la
convergence. Or une matrice M de préconditionnement est d’une part une
matrice facile a inverser et d’autre part la matrice inverse M~! doit étre
proche de By, A, B, + By A By, c’est-a-dire qu’elle doit vérifier :

M'I(Bl,hA,le{,h + Bz,hA,leg,h) ~ Id

ou Id est la matrice identité.

Formellement lorsque a > R}E, le terme de viscosité étant négligeable, on
a A~ ald. On en déduit que

_ 1
BiwAy B, + By p A B, o ;(Bl,th,h + By, Bs ),

et comme B, B; ), + By nBj ), est une discrétisation élément fini du Lapla-
cien, Labadie [7] propose de prendre

(M)ij = (Vi Véon;) 1<1,5 < non.
Dans ce cas, ’étape 2 de ’algorithme d’Uzawa consiste a résoudre le pro-
bléeme de Neumann avec des conditions au bord homogenes :

Déterminer pf*! tel que

(_A(pZ-H —pﬁ)a Qh) = ——p(diV u;cu qh) VQh € Qh

Il est a noter que 'on trouve cette étape dans la méthode de projection
proposée par Chorin [19] et Temam [3].

Pour que la méthode soit efficace, il est cependant nécessaire que p soit
suffisamment réguliere (par exemple p € H'(Q2)).

2. Le préconditionnement de Cahouet
En s’appuyant sur un concept de multi-solveurs couplant

e ’évaluation des gradients singuliers avec le schéma d’Uzawa sur le
maillage fin c’est-a-dire sur le maillage associé a la vitesse,

e D’évaluation rapide de la partie réguliére avec un schéma de type Chorin-
Temam sur un maillage grossier ie sur le maillage associé a la pression,

Cahouet [7] propose de poser :
M = (1d— aA™)!
Re )
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Section I1.3 Résolution de Stokes

Ainsi si (pf,uf) est la solution obtenue par Uzawa, une correction §pf de
la pression est calculée en utilisant un schéma de type Chorin-Temam ie :

spr = (%Id—- aA™)divuf.

I1 est & noter que ’on retrouve le préconditionnement de Labadie lorsque
1
a > E'

Ces préconditionnements accélérent la convergence du schéma d’Uzawa, et
leurs coiits restent raisonnables, puisque les problémes supplémentaires a ré-
soudre sont des problémes de Neumann d’un ordre inférieur & ceux associés a
Ap. La résolution des problémes de Neumann est réalisé par un gradient conju-
gué préconditionné par une décomposition incompléte de Choleski calculée une
fois pour toute en début de code, le préconditionnement permettant la conver-
gence du gradient vers une solution particuliére du probléme (cf. non unicité de
la solution des problémes de Neumann).

I1.3.3 Résultats numériques.
Probléeme de Stokes

Le processus itératif de 1’algorithme d’Uzawa est initialisé par P° = 0. La
figure I1.6 représente les lignes de courant et de vorticité, les isobares et le contour
de I’énergie cinétique : la solution est réguliére et parfaitement symétrique par
rapport a axe ¢; = % La figure I1.7 permet d’apprécier le nombre d’itérations
nécessaires pour obtenir des erreurs relatives pour la pression et la vitesse en
norme L, inférieures & 0.1 1073 avec Re = 1000 et un pas d’espace

1
129

1
= 0.0078 et h = — = 0.0156.
© 64
Afin de comparer les performances des schémas on a également représenté la
norme L, de la divergence de la vitesse en fonction des itérations d’Uzawa. On
remarque que les erreurs relatives et la norme de la divergence augmentent lorsque
h diminue et lorsque le nombre de Reynolds augmente. (cf figure I1.8)
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RUN 100.00 TEMPS  0.0000 KINECTIC ENERGY
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Figure 11.6: PROBLEME DE STOKES dans la cavité B) ; a) Isovorticité ; b)
Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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Section II.3 Résolution de Stokes

Erreur Vitesse UZAWA (log10) Ecreur Pression UZAWA (log10) Divergence (log10)
N N N

3 L 3
. A A A N\ . . . A N\ . . . R L\
) L] » [ ] » / L} L] » L] » / L) 1 » L » /
Iterations UZAWA Tterations UZAWA Iterations UZAWA

Figure I1.7: PROBLEME DE STOKES dans la cavité B) ; Courbes de conver-
gence de la méthode d’Uzawa. En trait continu : maillage 129 X 129 ; En trait
pointillé : maillage 65 X 65.

Erreur Vitesse UZAWA (log10) " Erreur Pression UZAWA (log10) Divergence (log10)
N N N

‘ . . . AN ‘ . . . AN P : . . AN
Ll ] » L] » / . 3 » . » / 1 : » L ] > /
Tterations UZAWA Iterations UZAWA Iterations UZAWA

Figure I1.8: PROBLEME DE STOKES dans la cavité B) ; Courbes de conver-
gence de la méthode d’Uzawa. En trait continu : Re = 100 ; En trait discontinu :
Re = 1000 ; En trait pointillé : Re = 5000.
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Erreur Vitesse UZAWA (log10) Erreur Pression UZAWA (log10) Iteration UZAWA
N /N /N
3 L 3 L » L
k-]
N -/——W »
13
PR A _,/_‘—'~\\ 3 M
A\/‘—\”‘Q
3
A A ; A AN ; AN
‘ -—> e b 7
Iterations en Temps Iterations en Temps Iterations en Temps

Figure I1.9: PROBLEME DE STOKES GENERALISE dans la cavité B) ; Er-
reurs et itérations de la méthode d’Uzawa pour 10 pas de temps de Navier-Stokes.
En trait continue : sans préconditionnement ; En trait discontinue : précondition-
nement de Labadie ; En trait pointillé : préconditionnement de Cahouet.

Probléme de Stokes généralisé

Les résultats sont comparables & ceux obtenus par Cahouet et Chabard. La
figure I1.9 représente, au cours des 10 premiers pas de temps du probleme de
Navier-Stokes, les erreurs relatives de la vitesse, de la pression et le nombre
d’itérations pour la résolution du probléme de Stokes généralisé par la méthode

d’Uzawa. Comme )

1
a=10>2"= 100’

les préconditionnements de Labadie et Cahouet sont rigoureusement identiques
et accélerent nettement la convergence d’Uzawa.

L’influence du parameétre a sur la solution (et particuliérement sur le champ
de vitesse) est illustrée en figure I1.10. Les conditions au bord sont celles de la
cavité avec une vitesse d’entrainement égale & 1.0 et les forces extérieures sont
nulles. Ce probléme n’a pas de sens physique mais il est intéressant de constater
que si a est grand, un trés fort gradient de vitesse apparait dans les couches
supérieures du maillage.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

II.4 Reésolution du probleme de Navier—Stokes.

I1.4.1 Discrétisation en espace et en temps.
Formulation discréte du probléme

Les hypothéses H1, H2, H3 et les notations de la section II.3.1 sont conser-
vées.

L’approximation par éléments finis mixtes 4P1-P1 du probléme (N.S.) est la
suivante (NS:) (on se référera a Le Tallec [15] pour une démonstration de la
convergence de cette approximation) :

Trouver (un(t),pr(t)) € Vgn X Qh tel que

(Q‘%h, vh) + —R}—c;(Vuh, Vo) + b(un, un,vn) — (Pr,divey) = (f,vs) Vv, € Vo,n
(gn,divu,) = 0 Vaqn € Q.
(IL.13)

Schéma en temps

Le probléme étant discrétisé en espace, il s’agit de présenter maintenant une
méthode de résolution adéquate en temps. 2 schémas par différences finis ont été
envisagés :

1. Le premier schéma temporel envisagé est composé :
e d’un schéma d’Adams-Bashforth explicite du second ordre pour les
termes non linéaires,
e d’un schéma de Crank-Nicholson semi-implicite du second ordre pour
les termes linéaires.

L’initialisation est effectuée par une méthode d’Euler :

e Etape 1 : initialisation
— u) = wuon approximation de ug est donnée

— wu}, et p} les approximations de up, et p, a I'instant At sont définies
A partir de u) par :

(u}z — u?n Uh)
At

1 .
+ =(Vul, Vou) — (ph, diven) =

(71 08) = 5= (Y, Vo) = (0.9 ) 1)

(gn,divu;) = 0 Vopb € Vo et Vgn € @,
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes

o Etape 2 : Pour k > 1, uf*! et P! sont définies a partir de u} par:

k+1

(uh - u;cn vh)

At

1 .
+ 2Re (Vu:-*.l ’ Vvh) - (pZ-H ’ le’Uh) =

(£ 0n) = 5=V, Von) — (b V)l on) — 5 (k2.9 )b, )}

(gn, divuftl) = 0 Voh € Vo et Vg, € Qp,

Ce schéma d’ordre 2 a I’inconvénient d’étre conditionnellement stable. Il est
soumis a une condition CFL du type (le terme de transport, non linéaire
est traité implicitement) :

At
unl| = < est,

ce qui rend ce shéma trés couteux en temps de calcul dés que le nombre de
Reynolds est grand et que h est par conséquent petit.

Il est & noter que chacune des étapes de cet algorithme consiste a résoudre
un probléme de Stokes généralisé, d’ou la nécessité d’avoir un solveur per-
formant de Stokes tel qu'un Uzawa préconditionné. A 1’étape 2 le schéma
d’Uzawa est initialisé par la pression obtenue a 1’étape précédente : pf.

2. Le deuxiéme schéma temporel envisagé est un schéma de splitting (appelé
également dans la littérature schéma de Peaceman-Rachford ou # schéma).
Cette méthode de splitting utilisée par Glowinski et Periaux [20] est trés
proche des méthodes a pas fractionnaires de Temam [22] et [23] et des mé-
thodes de projection proposées par Temam et Chorin, modifiées par Shen.
En effet tous ces schémas ont pour avantage principal (et pour objectif) de
découpler les 2 difficultés du probléme de Navier-Stokes que sont la non-
linéarité et 'incompressibilité. On trouvera une analyse mathématique de
ces schémas dans Temam [3].

Dans cette discrétisation, a chaque pas de temps le probléme est fractionné
en plusieurs étapes plus simples : tout d’abord un probléme non linéaire
formé de ’équation du moment sans le gradient de pression est résolu puis
la vitesse et la pression sont corrigées avec un (schéma a 2 pas) ou deux
(schéma a 3 pas) problémes de Stokes généralisés, c’est a dire que la vitesse
précédemment obtenue est projetée sur ’espace a divergence nulle.

Regardons dans un cadre abstrait ce que cela donne. On considére un pro-
bléme du type

du + A(u)

dt
'IL(O) = 1Ug

Il
-
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

ou A est un opérateur vérifiant A = A; + A,. Si u* représente la solution
A linstant kA¢, la valeur a l'instant (k + 1)At, u*+! est déterminée de la
fagon suivante :

Schéma 1 : Schéma a 2 pas

uk+1/2 — uk

At/2 + Ay (w2 4 Ap(uk) = R
k k+1/2
u +1A_t72+/ + A ?) G A(uhtY) =
Schéma 2 : Schéma a 3 pas
k+6 _ ok
M)+ A =
ubH1=6 _ ok+6 k+6 k+1-6 k+1-6
T —29)ar T A )+ A (w1 =
R k10
oy A + 4T =

ou f* est une approximation de f(kAt) et § € ]0,%[. Ainsi la premiére
étape traite implicitement A; et explicitement A, et les roles de A; et A,
sont inversés lors des étapes suivantes. On trouvera une démonstration de
la convergence de tels schémas dans le cas d’opérateurs non linéaires dans
Lions et Mercier [21].

Pour Navier-Stokes, ces schémas s’écrivent :

Schéma 1 : Schéma a 2 pas

uiﬂ/z = g,’:+1/2 sur O}

u:+1/2 — uf,vs) 1 k+1/2 k+1/2
1
(f¥412,0) — %(Vﬁi, Von) — ((u-V)ug, vn)
(qh,divuzﬂ/z) =0 Vo, € Vo et Vgn € Qp,
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Section I1.4 Résolution de Navier-Stokes

uktt = gkt'  sur 9Q

k+1 k+1/2
(un'™ —uy

At/2

v 1
’ h) + 2Re(vui+1avvh) + ((uﬁ-*_l'v)uﬁ-i-lavh) =

1 .
(fk"'l, vR) — EE;(Vui+1/2, Vor) + (pﬁﬂ/z, divoy,)

Vvn € Vo,n et Van € Qh,

Schéma 2 : Schéma a 3 pas

ufpt® = ght?  sur 6Q
(ukt — uk, vy) a )
) S (Vukt, Von) — (i, diven) =

(£, 00) — o (Vuk, Von) — ((wh.V )uk, on)

(gn, divui™®) = 0 Vo, € Vo et VYgn € O,

u§+1—o = g,’:"'l"o sur 92
(it —ug* o) B kt1— - _
V19 k+1-0 \7), k+1-6 —
1—20)at T sme Vun o Vor)+ ((un Jurt 7%, vn)

p— a 3
(F 8, vn) — %(Vuﬁ”, V) + (pit?, divos)
Yo, € Vo,h et VQh € Qp,

urtt = gftt sur 69

(uh — up

OAL

) vh) (84 R
+ 5= (Vuk*, Vou) — (ph*, divos) =

B _ _ _
(fk+1,vh) — m(Vuﬁ“ G,V'vh) — ((uff1 "".V)uﬁ"’1 o,'vh)

(gn, divu;:"'l) =0 Vvp € Vo,n et Van € Oh,
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L’efficacité de la méthode d’Uzawa décrite en section (II.3) permet d’uti-
liser le deuxiéme schéma dont le premier et troisiéme probléme sont des
problémes de stokes généralisés et qui apparait comme une sorte de sym-
métrisation du premier. La résolution du probléme non linéaire est 1’étape
la plus coiiteuse (jusqu’a 10 fois plus de temps CPU). Il est a remarquer

que uﬁ"'l—o n’est pas nécessairement a divergence nulle.

Si les parametres «, 3 et 6 sont :

2 1 1
a = § ’ ,3 = 5 ) 0 = Z ’
le deuxiéme schéma est inconditionnellement stable. De plus les seuls opéra-

teurs qui apparaissent sont %Alt'_ §%ﬂ- et 2(-2—{; — —%-é-) Une seule matrice est
nsidé

donc a inverser, ce qui réduit co rablement la taille mémoire nécessaire
et le cout des factorisations.

11.4.2 Méthode des moindres carrés.

Ce paragraphe décrit la méthode des moindres carrés employée pour résoudre
le probléme non linéaire issu de la discrétisation en temps. Son application au
probléme de Stokes est développée dans Bristeauet al [17].

En dimension finie.

Dans le cas d’un systéme d’équations de dimension finie, la méthode des
moindres carrés consiste a chercher la solution de

F(z) =0

avec F : RN — RV et F = {f1,---, fn} (IL.14)
comme étant la solution du probléme de minimisation suivant :
Trouver z € IRY tel que
IF@) < IF@)Il Vy € RY (IL19)
ot ||.|| est une norme euclidienne. Le probléme (II.15) est résolu par une méthode

de gradient conjugué préconditionné.
Supposons par exemple que

IF(z)]] = (7" F(=), F(z))

ol S est une matrice symétrique définie positive. Si J : IRY — IR est défini par
J(z) = %HF(:I:)H, on a 1’équivalence :

Trouver = € IRV tel que

(I1.15) 4:;{ J(z) < J(y) VyeRY
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Or si 'on note J'(z) la différentielle de J (rappelons que J' est définie par
(J'(y),2) = (S_IF(y),F'('y)z) Vz e IR'N)a

le gradient conjugué est composé des étapes suivantes :

Etape 1 : z° € IRY étant donné

e calculer J'(z%)
e résoudre Sg° = J'(z°) ie (Sg° z) = (J'(2°),z) Vz € RV

e poser w? = ¢°

Etape 2 z*, w* et g* étant connus
P ’ g

e déterminer )\ tel que J(zF — Aw®) < J(z*F — Aw*) VA e R

e poser z*Ft! = zF — N\ wk

calculer J'(z*+1)

résoudre Sg*t! = J'(z**1) ie (Sg**1,z) = (J'(z*t1),z) Vz e IRV

S k41 k+1) J( k+1)
= gkt 4 w* ou — (Sg**, g — g
I TR et (54*,4%) I(g")

k+1

e poser w
Etape 3 Arrét si ||gFtY]| < e.

Probléme de Dirichlet non linéaire.

Considérons maintenant le probléme modéle de Dirichlet non linéaire :

Trouver ¢ telle que
—A¢p—T(p) = 0 dans Q (I1.16)
¢ = 0 sur IN

La formulation moindre carré de ce probléme est la suivante :

uerﬁil?n) [1A(e — ¢(v)lla-1(a) (I1.17)
que l’on peut réécrire
i o= (O)llaye = min [ [VE-(@)Pd (1L18)
ou ((v) est solution de
—Af(v) = T(v) surQ
¢(v) = 0 sur 9.
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

Rappelons que H™! est le dual topologique de Hj(f2), que A est un isomorphisme
de H}(2) dans H~! et que la norme classique de H~! est donnée par la relation :

Wfllges =  sup A2

v€H2(Q)—{0} HUHH;(Q) ]

La résolution du probléme de contréle optimal (I1.18) est réalisée par une méthode
de gradient conjugué préconditionné.

Et Stokes

Dans le cas présent la formulation variationnelle du probléme non linéaire est
du type :

Trouver u € V, satisfaisant

I1.19
oy ) + (T, Vo) + (wV)u,0) = (£,0) Voe Ve (11.19)
Pour tout v € Vp, on définit y(v) € Vo comme étant la solution du probléme
linéaire :
a(y(v), z) + Y%E(Vy('v),Vz) = a(v,z)+ ]%E(V'v, Vz)
+ ((v.V)v,2)—(f,z) VzeV (11.20)

y(v) 0 sur 9N
Comme (I1.20) a une unique solution pour tout v donné et comme pour v = u, on
a y(u) = 0, une formulation moindre carré du probléme (II.19) est la suivante :

Trouver u € V satisfaisant

J(u) <J@®) YveV, (11.21)

ou J(v) est définie par :

J(0) = S + 5= Vy@)P.

Le gradient conjugué pour résoudre le probléme (II.21) est composé des étapes
suivantes :

Etape 1 Initialisation : ©° € V, est donnée.

e Déterminer g° € Vj tel que

1
a(g®, z) + E(Vgo,Vz) = (J'(x%),2) VzeV,
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Etape 2 u*, w* et g* étant connues,

e Déterminer \; tel que J(u* — \pw*) < J(u* — Aw*) VA e R
e poser uFt! = u* — N\ wk
o déterminer y*+t! = y(ukt?)
e calculer J'(u**?)
e déterminer gt € V} tel que
a(ghtt,z) + %(ng"'l,Vz) = (J'(u**1),2) VzeV,
alg™ P + Vg g(gh
= 2
alg*? + gV 2 I(g")

k+1

k S —
= g* + 1w ol Y1 =

k+1
Etape 3 : Arrét si %?—gb—)l

Le calcul de la différentielle de J ie J'(u**) est effectué en détail dans Glo-
winski [2] : pour tout z dans Vp J'(uF*!) vérifie :

® w

(J'(w*1),2) = a(y(uhtt),z) + 4= (Vy(uht?), Vz)

+ (w1, (2. V) ) + (y(u*), (u*41.V)z2).

Quelques itérations (2 ou 3) de la méthode de Newton suffisent pour estimer la

(IL.22)

valeur de A et y*+! est déterminé en introduisant les vecteurs y* et y¥ :
y*T = y* — Nyt + Aiys
ot y¥ est solution de
1 1
a(y{ca z) + E(Vyfa Vz) = a(wfa z) + -E;(V'wk, Vz)
bWk, 2) + (wF )k, 2)
y¥ = 0 sur 80
et y¥ est solution de
1
a(y§, z) + E(V'yf’ Vz) = ((wkv)wk’z)
y* = 0 surdQ

Pour la détermination de y¥, de y* et g*t', seuls des probléemes de Dirichlet
avec des conditions homogénes sont A résoudre. Il y en a 3 par composantes (ie
6) pour chaque itération du moindre carré. Les étapes les plus coiiteuses sont
constituées du calcul des différents termes non linéaires (le calcul du jacobien J’
compris), le reste étant des produits matrices-vecteurs.
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

Remarque I1.5 Le paramétre v, dit de Fletcher-Reeves peut étre remplacé par
le paramétre de Polak-Ribiére :

a(ghtt — gk, ") + F=(V(g* — g*), Vg*+Y)
alg*? + gz |Ve*?

Ye+1 =

Remarque I1.6 Dans le cas continu, Uezistence et lunicité de la solution du
probléme non linéaire ne sont démontrées que si le terme non linéaire est (u.Vu)u+

%u.v'u, (cf. Temam [3]). Numériquement les résultats sont identiques.

Remarque IL.7 On peut utiliser un schéma temporel implicite ot ukt' est dé-
terminé par :

k+1 k
u — UL,V 1
(un . Ry Vh) + Te (Vuﬁ'*'l,V'vh)

—(pi-H ’ divvh) + ((u§+1.v)u§+1’ vh) = (fk+1 ) vh)

(gn, diw’;"’l) =0 Vvn € Vo,n et Van € @,

Dans ce cas chaque itération du moindre carré nécessite 6 résolutions du probléme
de Stokes généralisé.

I1.4.3 Programmation et résultats numériques.

L’écoulement est initialisé par la solution du probléme de Stokes, en particulier
cette solution vérifie la condition :

(gn,divup) = 0 Vgqn € Qp

Les calculs ont été réalisés pour Re = 100 et Re = 1000 dans le cas de la
cavité A) ie dans le cas ou la vitesse d’entrainement est 1.0, et pour Re =
100,400, 1000,5000 dans le cas de la cavité B). Pour de tels nombres de Reynolds,
la solution du probléme de Navier-Stokes dans la cavité entrainée évolue vers une
solution stationnaire ; le critére de convergence est le suivant :

k+1 ok

1Pk 12n

k+1 _ ok
|[uklla

Les résultats numériques pour la solution asymptotique stationnaire sont compa-
rés avec les résultats des publications suivantes :

113



Section I1.4 Résolution de Navier-Stokes

e pour la cavité A)

— Ghia et al [26] : publication concernant le probléme stationnaire

— Bruneau et Jouron [25] : publication concernant le probléme station-
naire

— Sonke [30] : thése concernant le probléme instationnaire
e pour la cavité B)

— Shen [29] : thése concernant le probléme instationnaire

— Shen [28] : publication concernant le probléme instationnaire.

Les principaux résultats sur la localisation des tourbillons et les profils mé-
dians (cf section II.2) sont résumés dans les tableaux I1.2 et II.3 pour la cavité
A) et dans les tableaux I1.4, I1.5, I1.6 et IL.7 pour la cavité B). On peut constater
que les résultats obtenus dans le cas présent s’accordent de fagon satisfaisante
avec les résultats précédemment publiés (tout particuliérement pour Re = 100
et Re = 400). Les quelques différences avec Ghia et al et Bruneau-Jouron sont
essentiellement dues :

e aux différents maillages utilisés : le raffinement et la localisation de ce raffi-
nement améliorent les résultats. La méthode des différences finies est pour
des géométries simples plus économique et permet des résolutions plus fines,

e 34 un critére de convergence trop grand : les calculs sont prématurément ar-
rétés. Qualitativement la solution ne varie plus a partir d’un certain temps,
mais la convergence n’est pas terminée et la solution différe de la solution
du probléme stationnaire,

e a la variété des méthodes et des philosophies numériques employées par les
auteurs cités.

Evolution au cours du temps

La figure I1.11 donne un apergu de I’évolution des lignes de courant au cours
du temps pour Re = 5000. Elle permet d’apprécier le développement et la dy-
namique (naissance, vie et mort) des contre-tourbillons. On y constate essentiel-
lement la présence d’un tourbillon central légérement décentré dont le centre se
déplace au cours du temps et autour duquel apparaissent plusieurs tourbillons.
On remarque que le contre tourbillon en bas a gauche qui existe a t = 5.0 rejoint
le contre tourbillon de droite a ¢ = 10.0 pour former un large tourbillon qui
s’étale sur toute la largeur de la cavité, puis disparait a ¢ = 30.0 pour réappa-
raitre et se développer jusqu’a ¢ = 60.0. On note que la "recirculation” en haut
a gauche est absente a I’instant 10.0.
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

| Re = 100
I | Pascal Ghia [26] | Bruneau [25] | Sonke [30]
Formulation U, P w, P U, P U,w
Probleme Evolutif Stationnaire Stationnaire Evolutif
Discrétisation x Galerkin Multigrille Multigrille Galerkin
Eléments finis | Différences finis | Différences finis | Différences finis
Maillage vitesse 65 x 65 129 x 129 129 x 129 40 x 40
At 0.1 ?
PV z 0.6094 0.6172 0.6172 0.6129
Y 0.7344 0.7344 0.7344 0.7419
¥(z,y) -0.1036 -0.1034 -0.1026 -0.1041
w(z,y) -3.113
BLV T 0.0313 0.0313 0.0313 0.0484
] 0.0313 0.0391 0.0391 0.0385
P(z,y) || 0.1204 105 0.175 10-5 0.163 10-5 0.4 10-5
w(z,y) 0.00978
BRV T 0.9531 0.9453 0.9453 0.9355
Y 0.0625 0.0625 0.0625 0.0484
¥(z,y) 0.109 10~* 0.12510~* 0.12510~* 0.12 10~*
w(z,y) 0.02454
umin -0.209 -0.210 -0.210 -0.210
ymin 0.453 0.453 0.453 0.463
vmin -0.238 -0.245 -0.252 -0.247
xmin -0.8125 0.8047 0.8125 0.8064
vmax 0.172 0.175 0.179 0.178
xmax 0.2344 0.2344 0.2344 0.2364

Tableau II.2: Résultats pour la cavité entrainé A) avec la méthode de splitting a
3 pas - Uzawa - Moindres carrés. PV = Tourbillon principal ; BLV = Contre

tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit.
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Section I1.4 Résolution de Navier-Stokes

| Re = 1000 |
B | Pascal |  Ghia [26] | Bruneau [25] | Sonke [30] |
Formulation u,pP w, P u,pP U, w
Probléeme Evolutif Stationnaire Stationnaire Evolutif
Discrétisation x Galerkin Multigrille Multigrille Galerkin
Eléments finis | Différences finis | Différences finis | Différences finis
Maillage vitesse 65 x 65 129 x 129 129 x 129 120 x 120
At 0.1 ?
PV T 0.5313 0.5313 0.5313 0.5368
Y 0.5625 0.5625 0.5586 0.5693
¥(z,y) -0.1231 -0.1179 -0.1163 -0.1210
w(z,y) -0.02185
BLV T 0.0781 0.0859 0.0859 0.0834
Y 0.0781 0.0781 0.0820 0.0637
P(z,y) || 0.228 103 0.231 10~3 0.325 10~3 0.274 10-3
w(z,y) 0.3242
BRV T 0.8594 0.8594 0.8711 0.8513
Y 0.1094 0.1094 0.1094 0.1237
P(z,y) 0.169 1072 0.175 102 0.191 1072 0.301 1072
w(z,y) 1.219
umin -0.399 -0.383 -0.376 -0.405
ymin 0.172 0.172 0.172 0.171
vmin -0.536 -0.516 -0.521 -0.653
Xmin 0.906 0.906 0.910 0.902
vmax 0.386 0.371 0.366 0.351
xmax 0.156 0.156 0.152 0.164

Tableau II.3: Résultats pour la cavité entrainé A) avec la méthode de splitting a
3 pas - Uzawa - Moindres carrés. PV = Tourbillon principal ; BLV = Contre

tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit.

116



Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

Discrétisation en x

Galerkin classique
Eléments finis

Galerkin classique
Spectral-Chebyshev

Re = 100
Pascal Shen [29] | Shen [28]
Formulation U, P U, P U, P
Probléme Evolutif stationnaire Evolutif

Galerkin classique
Spectral-Chebyshev

Maillage vitesse 65 x 65 64 x 64 17 x 17
At 0.1 4.0
PV z 0.6094 0.63 0.609
Y 0.7500 0.77 0.750
P(z,y) -0.08374 -0.08366 -0.0836
w(z,y) 2.933
BLV z 0.03125 0.05 0.031
Y 0.03125 0.05 0.031
Pb(z,y) 0.429 107 0.127 10-5 0.140 105
w(z,y) 0.00749
BRV z 0.9531 0.97 0.953
y 0.04687 0.06 0.047
P(z,y) 0.456 1075 0.490 10~° 0.467 10~°
w(z,y) 0.0179
umin -0.159
ymin +0.469
vmin -0.179
xmin +0.812
vmax +0.128
xmax +0.266

Tableau I1.4: Résultats pour la cavité entrainé B) ; PV = Tourbillon principal ;
BLV = Contre tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit
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Section I1.4 Résolution de Navier-Stokes

1 Re = 400
l | Pascal | Shen [29] | Shen [28]
Formulation U, P U, P U,P
Probléme Evolutif stationnaire Evolutif
Discrétisation en x || Galerkin classique | Galerkin classique | Galerkin classique
Eléments finis Spectral-Chebyshev | Spectral-Chebyshev
Maillage vitesse 65 %X 65 64 x 64 17 x 17
At 0.1 0.5
PV T 0.578 0.59 0.578
Y 0.625 0.63 0.625
¥(z,y) -0.0857 -0.0857 -0.0858
w(z,y)
BLV z 0.03125 0.05 0.031
Y 0.03125 0.06 0.047
¥(z,y) 0.795 10~ 0.259 10~° 0.631 107°
w(m,y)
BRV T 0.906 0.92 0.922
Y 0.125 0.13 0.094
P(z,y) 0.2181073 0.256 103 0.198 10~3
w(z, y)
umin -0.227
ymin 1+0.328
vmin -0.313
xmin +0.844
vmax +0.200
Xmax +0.281

Tableau II.5: Résultats pour la cavité entrainé B) ; PV = Tourbillon principal ;
BLV = Contre tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit
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Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

| Re = 1000 |
| || Pascal | Pascal | Shen [29] | Shen [28] |
Maillage vitesse 65 x 65 129 64 x 64 25 x 25
At 0.1 0.05 0.15
PV T 0.5469 0.5547 0.5469 0.547
y 0.5781 0.5859 0.5781 0.578
P(z,y) -0.09220 -0.09028 -0.0843 -0.08717
w(z,y) -1.944 -2.168
BLV z 0.0625 0.0547 0.08 0.078
Y 0.0625 0.0547 0.09 0.063
P(z,y) || 0.315 10* | 0.127 10~* | 0.515 10~* | 0.828 10~*
w(z,y) 0.0761 0.0408
BRV z 0.875 0.867 0.922
Y 0.125 0.125 0.094
P(z,y) || 0.922 1073 | 0.885 1072 | 0.882 1072 | 0.568 10~3
w(z,y) 0.6069 0.5099
umin -0.279 -0.275
ymin +0.219 +0.242
vmin -0.376 -0.366
Xmin +0.891 +0.891
vmax +0.260 +0.252
Xmax +0.219 +0.242

Tableau I1.6: Résultats pour la cavité entrainé B) ; PV = Tourbillon principal ;

BLV = Contre tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit
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Section I1.4 Résolution de Navier-Stokes

} Re = 5000 |
I [ Pascal | Pascal [ Shen [29] [ Shen [28] |
Maillage vitesse 65 x 65 129 33 x 33

At 0.1 0.05 0.03
PV T 0.5156 0.5390 0.516
Y 0.5156 0.5313 0.531
P(z,y) -0.1004 -0.0975 -0.0880
w(z,y) -2.043 -2.169
BLV z 0.078 0.0859 0.094
] 0.125 0.1172 0.094
P(z,y) 0.718 10~% | 0.6723 1073 0.753 1073
w(z,y) 0.8389 0.7310
BRV T 0.797 0.8047 0.922
Y 0.0781 0.0781 0.94
P(z,y) 0.203 1072 0.242 1072 0.775 1073
w(z,y) 2.016 2.009
ULV z 0.094 0.0781 0.078
Y 0.906 0.906 0.92
¥(z,y) | 0.866 1073 | 0.786 10~3 0.678 10~3
w(z,y) 1.034 1.159
SBR z 0.9844 0.9844
Yy 0.01565 0.01565
P(z,y) —4.51077 | —2.391 1077
w(z,y) —0.417 1072 | —0.234 107!
umin -0.350 -0.318
ymin +0.094 +0.094
vmin -0.428 -0.414
xmin +0.938 +0.945
vmax +0.339 +0.310
Xmax +0.094 +0.102

Tableau I1.7: Résultats pour la cavité entrainé B) ; PV = Tourbillon principal
; BLV = Contre tourbillon gauche ; BRV = Contre tourbillon droit ; ULV =

Contre tourbillon droit en haut ; SBR = Contre contre tourbillon en bas a droite

120



Chapitre II Navier—Stokes par éléments finis.

A partir de t = 50.0 la forme générale de 1’écoulement est établie, les va-
riations sont minimes et un contre contre tourbillon négatif de faible intensité
apparait dans le coin inférieur droit (cf figure I1.14).

At = 60.0, on considere la solution comme étant stationnaire. Les isobares
(cf figure I1.13) sont circulaires et la pression posséde un fort gradient dans le coin
supérieur droit de la cavité. La figure I1.14 montre les lignes tabulées au niveau
des contres tourbillons qui sont bien ”captés” par le schéma numérique.

Les lignes d’isovorticité (dont I’évolution est représentée en figure I1.12) mon-
trent a partir de ¢ = 50.0 une région centrale assez large de vorticité constante
entourée par une région quasi circulaire fine ou la vorticité varie fortement (région
formée de "plusieurs couches” de vorticité). Cette zone centrale s’élargit au cours
du temps ; 2 t = 5.0 étroite, elle est entourée de 2 tourbillons de vorticité puis
la zone de fort gradient augmente et s’avance en s’enroulant autour de la zone
centrale.

Convergence

Les courbes de la figure I1.15 montrent que la convergence vers la solution sta-
tionnaire est lente. On vérifie que le nombre d’itérations d’Uzawa est constant et
faible (on retrouve I’efficacité du solveur de Stokes) devant le nombre d’itérations
du moindre carré (c’est bien 1’étape la plus coiiteuse). Les petites oscillations sur
la courbe de la divergence sont dues au fait que le critere d’arrét pour Stokes
porte sur la pression et la vitesse. On trouvera dans le tableau II.8 les différents
temps de convergence.

Influence du nombre de Reynolds et de la précision du maillage

Les figures 11.16, I1.17 et I1.18 montrent la géométrie de 1’écoulement en fonc-
tion du nombre de Reynolds. Pour de faibles nombres de Reynolds (100, 400,
1000) le contre tourbillon en haut a gauche n’existe pas. Les recirculations de-
viennent de plus en plus importantes et I’écoulement stationnaire de plus en plus
complexe au fur et a mesure que Re augmente.

Un maillage 65% est suffisant pour de petits nombres de Reynolds, mais pour
Re = 5000 la figure 11.19 illustre les effets d’un maillage insuffisant sur le gradient
de pression. Celui ci est en effet discontinu dans le cas 65? et nettement plus
régulier dans le cas 129%2. Pour Re = 10000 les oscillations de la vorticité et
de V’énergie (figure I1.20) induisent trés clairement que le maillage 65 x 65 est
trop grossier pour une résolution raisonnable avec un tel nombre de Reynolds. Le
schéma diverge d’ailleurs quelques itérations plus tard.
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Section II1.4 Résolution de Navier-Stokes

( || Itérations | Temps | Temps cpu / itérations
Re = 100
h = 1/64 33 3.3 Stardent
At = 0.1
Cavité B)
Re = 400
h = 1/64 119 11.9 Stardent
At = 0.1
Cavité B)
Re = 1000
h =1/64 200 20.0 Cray 17s
At = 0.1 Stardent 75s
Cavité B)
Re = 5000
h = 1/64 > 600 > 60.0 Cray 28s
At = 0.1 Stardent 206s
Cavité B)
Re = 5000
h = 1/128 > 1200 | > 60.0 Cray 60s
At = 0.05 Stardent 540s
Cavité B)

Tableau I1.8: Temps de convergence et temps CPU pour Navier-Stokes. Précision
demandée égale a 0.001
Temps de calcul

Le tableau I1.8 donne les temps de calcul moyens par itération en temps pour
la résolution des équations de Navier-Stokes par la méthode de splitting-Uzawa-
moindres carrés. Les calculs ont été réalisés sur les ordinateurs :

e Cray 2 au CCVR (Palaiseau)

e Stardent 3000 : bi-processeur de Stardent au Laboratoire d’Analyse numé-
rique d’Orsay.

Il est a noter que le taux de vectorisation du programme ie le rapport

Temps cpu non vectorisé

Temps cpu vectorisé

est faible, de ’ordre de 1.75. En effet I’assemblage indirect des matrices creuses
induit des dépendances vectorielles.
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Chapitre II Navier-Stokes par éléments finis.

RUN S00.00 TEMPS 60.0000 KINECTIC ENERGY
o T
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Figure 11.13: Cavité B) pour Re = 5000 a I'instant ¢t = 60.0.
a) Isovorticité ; b) Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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0.10E+01
0.60E+00
0.20E+00
-20E+00
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-.10E+01
-106+01 Q00B+00 0.M8+01
b

Figure I1.14: Cavité B) pour Re = 5000 & l’instant t = 60.0.
a) Lignes de courant coin inférieur gauche ; b) Profils médians de la vitesse ; c)
Lignes de courant coin inférieur droit ; d) Lignes de courant coin supérieur droit.
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Figure I1.17: Cavité B) pour Re = 400 a¢ = 11.9 ; b = 1/64 ;
a) Lignes de courant coin inférieur droit ; b) Profils médians de la vitesse ; c)
Isovorticité ; d) Energie ; e) Lignes de courant ; f) Isobares.
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Figure I1.19: Cavité B) pour Re = 5000 : ¢ = 60.0 ; a) Champ de gradient
de pression pour 65° ; b) Champ de gradient de pression pour 128 ; c) Champ
de gradient de pression normalisé pour 65? ; d) Champ de gradient de pression
normalisé pour 1282.
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Section II.4 Résolution de Navier-Stokes
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Figure I1.20: Cavité B) pour Re = 10000 & I'instant ¢

15.0

Isovorticité ; b) Energie ; c) Lignes de courant ; d) Isobares.
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Chapitre II1
LA BASE HIERARCHIQUE.

La cavité 27 périodique et la discrétisation spectrale ont des applications
physiques et industrielles limitées. Dans le cadre d’une discrétisation spatiale par
éléments finis, Marion et Temam [6] ont proposé de développer des idées similaires
a celles exposées dans le chapitre I et introduites dans Marion et Temam [5] en
s’appuyant sur des résultats de la théorie des systémes dynamiques.

Une idée naturelle pour introduire une partition de 1’espace de discrétisa-
tion par éléments finis en 2 sous-espaces supplémentaires consiste a utiliser le
multigrille et la base hiérarchique, notion introduite par Zienkiewicz et al [11]
et développée par Yserentant [9]. Cette partition induit une décomposition du
champ calculé en petites et grandes structures interagissant non linéairement et
pouvant étre intégrées séparément. Cependant l’interprétation physique des pe-
tites structures liées au champ de vitesse et au champ de pression semble plus
difficile que dans le cas spectral.

Dans un premier temps, nous décrivons et définissons la base hiérarchique
dont on donne quelques propriétés essentielles accompagnées de leur démonstra-
tion. Puis dans une deuxiéme partie, est étudiée numériquement la décomposition
sur la base hiérarchique de la solution du probléme de Navier-Stokes a postériori
i.e. a partir des résultats obtenus par la méthode de Galerkin classique décrite
au chapitre II. L’évolution des petites structures et de ’ordre de grandeur des
différents termes des équations projetées sur les 2 sous-espaces supplémentaires
permettent d’établir quelques motivations numériques pour la méthode de Ga-
lerkin non linéaire.

Une méthode du type multigrille issue de la décomposition sur la base hié-
rarchique est ensuite développée et appliquée au probléme de Dirichlet avec des
conditions au bord homogenes. Des résultats similaires aux méthodes multigrilles
classiques sont discutés.
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Section III.1 Introduction de la base hiérarchique.

A3
T
B2 4 B1
T2
T 1 1:3
Al B3 A2

Figure II1.1: Division en 4 sous-triangles congruents d’un triangle T de Tsp.

II1.1 Introduction de la base hiérarchique.

I11.1.1 Définition.

Soit T, une triangulation réguliére du domaine € (définie en I1.3.1), on consi-
dére T}, la triangulation obtenue a partir de T, en divisant chaque triangle = de
T, en 4 sous-triangles congruents (cf. figure II1.1).

Soit Xy, (respectivement X)) I’ensemble des sommets des triangles du maillage
T,1 (respectivement T}). On pose :

nan = card(Xan) et np = card(Zy).

Les noeuds i.e. les sommets des triangles de 7} créés lors du raffinement sont
les éléments de ¥\ X2x. La triangulation T3, forme le maillage grossier et T} le
maillage fin. On suppose que les noeuds de Y, sont numérotés de 1 a nyy, et
que les noeuds de X\ Xz, sont numérotés de nap + 1 & ny, (voir ’exemple de
numérotation de la cavité entrainée en figure III1.2).

On associe a la triangulation 7}, (respectivement 75, ) ’espace d’approximation
par éléments finis Vj, (respectivement V35) défini en I1.3.1 :

. = {'vh c CO(Q) / V7 € T}, Vh|r € Pl(T)}
Vo = {vne€ CO(Q) [/ V1 € Ty, Vhir € Pl('r)}.
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Chapitre III La base hiérarchique.
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Figure II1.2: Numérotation de 1 a n,, des noeuds de la triangulation T>,. Numé-
rotation de nzp + 1 & np des noeuds de Ty \ Xz, (np = 81 et nyp = 25).

Vi, est un espace de dimension finie n pour lequel on peut définir 2 types de
bases :

1. La base nodale notée {¢; ; 7 € [1,74]}.
1l s’agit de la base canonique ou la fonction ¢, ; associée au ieme sommet
M; est définie par :
i €Vi  Vi=1,---,my

7 : Mi =1 . . . . .
h,t 7

I
=

2. La base hiérarchique notée {¢p; ; 7 € [1,7n,]} définie de la fagon suivante :

e pour it = 1, ,n2p : Pp; = <;62h,,- fonction de la base nodale de V5,
associée au ieme noeud de la grille grossiére,

epouri = mop+ 1, ,p : Pp; = q@h,; fonction de la base nodale de

V.. associée au ieme noeud de la grille fine.

I est & noter que les supports des fonctions de cette base sont de taille
différente (cf. figure II1.3). Une fonction peut en effet étre différente de 0
sur un triangle ne contenant pas le noeud associé a cette fonction.
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Section ITI.1 Introduction de la base hiérarchique.

Support de ¢

D Support de ¢

O Support de ¥

Figure II1.3: Support des fonctions de la base hiérarchique.

Remarque ITI.1 On peut prendre en toute généralité les triangulations Ty, et
T (p > 2) ou Ty est obtenue en divisant chaque triangle de Tp, en p? sous-
triangles congruents. Dans ce cas la base hiérarchique {@n; ; t € [1,n4]} est telle
que :

® pouri = 1l,-++ ,Nph : Pp; = <,{$ph,; fonction de la base nodale de Vyp,
® pouri = mpp+ 1, ,0p > Ppi = g&h,; fonction de la base nodale de V;,.

Par simplicité nous traiterons uniquement le cas p = 2 sauf pour étude numé-
rique spécifique.

Remarque ITL.2 Il est possible de définir récursivement la base hiérarchique sur
Vi sl y a plus de 2 triangulations i.e. niveauz ou grilles. Sotent Toup, - -« ,Topn, Th
les triangulations construites récursivement :

o T,x;, est une triangulation réguliére de 1,

o T,i-1y, est obtenue a partir de Tyip, en subdivisant chaque triangle de T,;;, en
4 sous-triangles congruents (j € [1,k]).

La base hiérarchique sur V;, est alors donnée récursivement par :

o pouri = 1,-+-,nan : ¢n; sont les fonctions de la base hiérarchique de Vy,

e pouri = ngp + 1,-++,np g = &h,g fonction de la base nodale de Vj,
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Chapitre III La base hiérarchique.

e la base hiérarchique du plus petit sous-espace V), est égale ¢ la base nodale
de cet espace.

La base hiérarchique induit ainsi un partitionnement de ’espace V}, :
Vi = Vorb @ Wy

ou Wi = Vect(Pam,+15°°* > Phin, )- Soit up € Vi, sa décomposition dans la base
hiérarchique s’écrit alors :

Up = Yn-+ zn
c’est-a-dire :
N2k . np .
uph = > Yidmmi+ D Zidni
i=1 i=nzp+1

avec y € Vo5, et z, € W}, et ou y; et z; sont définis de fagcon unique par :

Vi € [l,nzh] Yi — u;,(A;)
un(A;, ) + un(As,)
2

Vi € [ngh + l,nh] z; = 'u,;,(B,-) —

Les sommets A;, A;, et A;, sont des noeuds du maillage grossier (ils appartiennent
donc a ¥j) et B;, le milieu du coté [A;,, Ai] est un noeud issu du raffinement
(cf. figure III.1) i.e. un noeud de Xj \ .

Il est clair que y, est du méme ordre que u, tandis que z; est d’un ordre
h? plus petit : par similitude avec le spectral, y, est appelée grande structure et
zp, petite structure. La figure II1.4 représente le champ de vitesse pour la cavité
entrainée B) avec Re = 100 projeté sur la base hiérarchique. On y remarque que
z; est généralement petit devant y;.

Remarque II1.3 Plus précisément on a :

z = —u"(B;).(A4,A5,)? + O(||4;, 45, | )
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Section III.1 Introduction de la base hiérarchique.

ech= 0.200E+00
R RN
1 1 /./..——-—-’ . . .
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Figure III.4: Champ de vitesse projeté sur la base hiérarchique pour la cavité
entrainée B) avec Re = 100, le résultat étant obtenu par la méthode de Galerkin

classique décrite au chapitre II.
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Chapitre III La base hiérarchique.

IT11.1.2 Propriétés de la base.

On note (.,.) le produit scalaire de L?(2) et |.| la norme de L?*({2) et on pose
(v, 2)) = (Vu,Vv) et |[u]| = ((u,u)) Vu,ve€ H(Q),
on a alors dans les espaces V3, Vop, et W}, les relations suivantes :

Je; € IR indépendant de b/ |un| < ail|un|| VYun € Vo (I1L.1)
3S1(k) e R / Si(h)||un|l < |lun] Vun€ Vi - (I11.2)
3S1(h) — 0 quand b — 0 / |zp| < Sz2(k)||znl] Vzn € W, (II1.3)

Jé indépendant de b / 0 <6 <1 et (IIL.4)
I((hs 20))| < (1 — 8)-llwnll-l|2all  Von € Van Vzn € Wh '

Si pp, est le maximun des diameétres et p}, est le minimun des rondeurs des triangles
de T}, on a alors :

Si(k) = cap;, et Sa2(h) = czph.

IT1.1.3 Démonstration des propriétés.

Inégalité (II1.1) Il s’agit de ’inégalité de Poincaré : ¢; = 2l ou [ est la plus
grande largeur de 2 dans les directions z; et z,.

Inégalité (II1.2) Notons

[ 1V deo
ph = sup %

{r€Ts, V¢ linéaire sur -} |p(z)|? dz

alors
sl _ [ V@l

uneVe [Un]>  unevn / lun(z)|? dz
Q

En effet pour tout uy de Vi, on a

[ 1Vun (@) de < pn [ fun, (@) dz

d’ou le résultat en sommant sur I’ensemble des triangles.

Afin d’estimer up, fixons 7 un triangle de T} et ¢ une fonction linéaire sur
7. Soit F' la fonction affine qui transforme le triangle de référence 7 en 7 :

¢ = F(&) = Bz +b.
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Section III.1 Introduction de la base hiérarchique.

Comme / A]V(Z)(i:)|2 d& et / ‘|<,75(§:)|2 di sont une semi-norme et une norme

T T
sur I’espace de dimension finie des fonctions linéaires sur 7, on a pour toute
fonction affine ¢ sur 7 :

eR/ [ VM@ ds <if ) da. (11L5)

Or ¢ o F est linéaire sur 7, (II1.5) implique :

02852 4 PR ey s < i f (s(ra) ds. (1L6)
Comme B(F3) ( )
H(F3 2 9p(Fz) __,
dz; J; o2;

on en déduit que :
0¢(Fz _ BqSF:c
> 128D < 5 | 2AER)
i=1 i=1 Z;

Par suite en utilisant la relation (III.6),

Op(Fz 0P(Fz
285D 1 28D ) 4 < i [ p(ra) P d

mais ||F71]| < %? (cf. Raviart et Thomas [7]), d’out par changement de

variables dans les Tintégra.les

[Ivo@)id
< < i < .
/T|¢(m)|2 dz P+ Phr

Par suite pp < ¢;2ph "2, ce qui entraine I’inégalité (II1.2).

Inégalité (II1.3) Soit 7 un triangle de T3, si on a

[ lon(@)? dz < cp} / IV 2n()|? de (IIL.7)
comme
=&, et en = S

on en déduit :

/nlzh(m)lz de < cpi/n[Vzh(:c)|2 de.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Montrons (IIL.7). Soit 7 le triangle de référence et F' la fonction affine qui
transforme 7 en T.AOn note 2, = zp o F'. Comme 2,(A;) = 0 pour tout ¢,
il est clair que 2,(A4;) = 0.

Par suite 1’inégalité de Poincaré appliquée a zj, fonction de W}, permet

d’écrire :
oz
[ @) ds < c / (@) dé. (IIL.8)
Or )
Bzh _ Béh N
8: ) El Bz, ) Eo
d’ou
oz 0z
Z = (2)2 < ||F1|2Z| @)
i=1 j=1 9%;

Or ||F|| < I;L d’ou par changement de variables dans les intégrales :

T

/ |zn(z)]? dz < cp,zr/ |V zn(z)|? d=.

Inégalité (III.4) Soit 7 un triangle de T3, rappelons les principales étapes de
la démonstration (effectuée dans Marion et Temam [6]) du résultat suivant :

l/TVy.Vzd:cl < (1-9). (/flVy|2 dz)1/2 (/?]Vzlz d;z:) Ve

onl—§ = (1— 11)1/2 n étant le réel (0 < n < 1) caractérisant la minoration
des angles de la tnangula.tlon réguliére T}, (cf. I1.3.1) ie :

p(7)
e )<K

Cette propriété est en effet équivalente a :

V7 triangle de T}, ou K est une constante indépendante de k.

Jn, 0 < <1 / V0 angle de la triangulation |cos 8| < 1 — 7.

Soient Ai(z), Az2(x), As(x) les coordonnées barycentriques associées a Bj,
B3, B; milieux des c6tés de 7 (cf. figure II1.1). Supposons que le triangle
soit défini par A4,(0,0), 4,(b,0) et Az(c,d) alors :

2 2(c——b)w
A i, -

)\1(:1:1,:02) - EIB]_ - b 1
2 2c
/\g(wl,zg) = 1-— z:cl + zng
2
Aa(:cl,wz) = 1-— E&Bz
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Section II1.2 Navier—Stokes.

On a donc :

2 2
b )
VA = et VA, = (I1I1.9)
_2(c—b) 2¢
Ce qui permet d’écrire :
a2+ c(c—b
[VA1. V] = |4 bzgiz ) |
d® + (c — b)?
IVA1|2 = |4 b2d? I
d? + ¢?
VA" = 44—
d’out
|VA1.VA2‘ . I62 + d2 b Cbl

IVMPIVAR (@2 + ) (d? + (c — b)?)

C’est exactement | cos(A;AsA;)| et par suite

[V 1.V,
<1-—m. ITI.10
VAPV E =T ( )
Si I’on pose yn(A:) = y:i et zp(B:) = zi, yn et zp s’expriment alors en

fonction des coordonnées barycentriques A, A2, et A3 de la facon suivante :

e sur le triangle 7
1 1 1
Y = E(ys — Y1) + E(ys —Y2)A2 + '2'(3/1 + y2)

Vyp = %(ys —y1)VA + %(ys —y2)VA;

e sur le triangle B, B, B3

zn = z1A1 + 222 + 233 et Vzp = (21 — 23)VA1 + (22 — 23) VI,
e sur le triangle A; B, B;

zn = (22 + 23)A + 222+ 2303 et Vz, = 2,V + (22 — 23)V A,
e sur le triangle A,B; B3

zn = zih1 + (21 + 23) A2+ 2303 et Vzp = (21 — 23)VA + 2, V),
e sur le triangle A3B,; B,

zhn = z1A1 + 2222+ (21 +22)A3 et Vz, = —2,VA; + —21 V),

Les intégrales / IVthZ dz, f |Vzi|2 dz et / Vyr.Vz,dz sont alors cal-

culées en fonction de y; et z; ; I'inégalité de Schwarz et 'inégalité (111.10)
permettent de conclure.
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Chapitre IIT La base hiérarchique.

I11.2 Equations de Navier-Stokes et
base hiérarchique.

Dans ce paragraphe, nous étudions pour le probleme de Navier-Stokes les
grandes et petites structures (a2 un instant donné ou l’évolution au cours du
temps) issues de la décomposition du champ de vitesse et de la pression sur la
base hiérarchique. Ces analyses sont effectuées a partir de résultats numériques
obtenues par la méthode de Galerkin classique développée au second chapitre
pour la cavité entrainée régularisée. '

On supposera pour simplifier les notations que les conditions au bord sont les
conditions homogeénes :

u = 0 sur 9.

II1.2.1 Décomposition sur la base hierarchique.

Les notations sont identiques a celles décrites au chapitre II section 3. On
considére que T3, est une triangulation réguliere et que la triangulation T} est
obtenue par subdivision en 4 sous-triangles congruents des triangles de T5,. On
suppose désormais que T3, est issue de Ty (triangulation réguliére) par raffine-
ment.

Rappelons que la discrétisation par élément fini 4P1-P1 du probléme de Navier-
Stokes consiste a chercher ux(t) dans Vo, = Vor X Vou et pa(t) dans Qp = Voi
comme solutions du systéme :

(%3, 0n) + Ba(Tun, Von) + (wn-VYun,on) + (Von,08) = (f,0)
(V.un,gn) = 0
Yoy € Voyh et th € Qp.
(I11.11)
Munissons V1, de la base hiérarchique {¢n; ; ¢ € [1,70,1]} (on supposera que
les noeuds appartenant au bord sont numérotés de non + 1 & np) définie par :

e pours = 1,---,702h : Phi = Pan
e pour i = nozn+ 1, -, N0n : Pri = ﬁgh,i-

De méme on munit Vs, de la base hiérarchique {¢2r: ; 7 € [1,m21]} ou
e pour ¢ = 1,-+-,n4n : P2ni = ban i

e pour i = nap + 1, -, N2n : P2ni = P2n;
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Section III.2 Navier—Stokes.

On a donc le partitionnement des espaces d’approximation par éléments finis :
Voo = Vo2 @ Wor et Qn = Vap @ Wap,

ot Voorn = Vo2n X Vo2n €t Won = Won X Wo .
Soient up € Vo,n et pr, € Qp, leurs décompositions dans les bases hiérarchiques
s’écrivent :

’ 1 ﬂ A
uyy iz uy, ¢2h,t
uYp = = € Vo,2n
2
UYh :lz_hl uy; ¢2h i
Up = uYnp + uzp avec |
1 np
uzj Ez_n2h+1 ’U..Z ¢h,‘l
UzZp = = c Wo,h
2 np 2]
\ uzy Zi:nzh-i-l uz; ¢h,i
n R
Py = 22 PYi Pang € Van
Prn = PYn + pzrn avec
pzn = X nen+1 P2 ¢h,i € Wi

Par suite le systéme (III.11) se réécrit sous la forme proposée par Laminie et
al [4] :

((9 “n + YER] oyn)  +
(Vuyh, Voyg) + R—(Vuzh, Voyn) +
] (Voyn,vyn) + (Vpzh,vyn) + (I11.12)
(un-Vun,oyn) = (f,vyn)
(Vauyn + Vouzp,gyn) = 0
[ Vvyn € Vozn et Vayn € Van
(8 UYp -l— uUzZp vzn)  +
Fle-(Vuyh, Vvz) + Flc;(Vuz;;, Vovzr) +
(Veyn,vzn) + (Vpzn,vzn) + (I11.13)
(un.-Vup,vzr) = (f,vza)
(Vauyp + Viuzp,qzn) = 0
L Yoz, € Wo,n et Vqzp € Wy
Remarque II1.4 Si les conditions au bord sont du type u = g alors lespace

Vo,n est remplacé par Vg, vérifiant :
Vg,h = {'Uh / Vhp € Vh, Vh = gp sur BQ},
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Chapitre III La base hiérarchique.

gn €tant une approzimation de g telle que (on note n la normale eztérieure a Q) :

/ gh.ndo = 0.
an

La décomposition sur la base hiérarchique est alors dans ce cas :

Voo = Vg,2n ©@ Wy

Vorr = {vyn [ vyn € Van, vyn = gyn sur 00}
Wor = {vzn [ vznh € Wh, vzn = gzp sur 9}

les fonctions gy et gz, satisfaisant :
/ (9yn + gzn).ndo = 0.
an

Dans le cas de la cavité entrainée, l’approzimation g, est définie dans la base

nodale par : .
g = >, 9(A:)on,

A; €90
et dans la base hiérarchique par :
g = GgYnt+gzn
g = > 9(A;) bni
A; € 00
{ A; € Yon
1 1
+ > {9(B;) — Eg(Aﬁ) — '2‘9(14:',)} Oh,i
B; € 022
B; € ¥y \ DIPYS
B; = milieu[A;,, A;,]
Il est clair que non seulement / grn-ndo = 0, mais on a ausst dans ce cas
particulier : °n

f gyr-ndo = 0 et / gzrndo = 0
an an

Il est & noter (cf. figure II1.5) que pour la cavité entrainée A) ou la vitesse
d’entrainement est uniformément égale a 1.0, la premiére composante de gzj est
partout nulle sauf en 2 points de la paroi supérieure ou elle vaut 0.5, quantité
indépendante de h. Dans ce cas bien que gz, tende vers 0 lorsque h tend vers 0
en norme Lo, gz, ne tend pas vers 0 ponctuellement. C’est par contre le cas pour
la cavité régularisée B). C’est une des raisons du choiz de cette cavité.
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A) Base nodale B) Base hiérarchique

Figure II1.5: Premiére composante de la vitesse sur le bord supérieur :
a) gt = gy} + gz dans la base nodale ; b) gz}, dans la base hiérarchique.

II1.2.2 Décomposition de la solution stationnaire.

Les figures II1.6 & III.11 montrent le champ de vitesse de la solution station-
naire pour la cavité régularisée B) dans des parties du domaine qui présentent de
forts gradients (telles le coin inférieur droit ou le coin supérieur gauche) pour des
nombres de Reynolds faibles (100 et 400) et plus forts (1000 et 5000) avec des
maillages plus ou moins grossiers. Ce champ de vitesse est tantét représenté dans
la base nodale (le mouvement du fluide y est alors clairement visible), tantét re-
présenté dans la base hiérarchique (des petites et grandes ”vitesses” apparaissent
correspondant généralement aux petites et grandes structures uz, et uyy).

Pour Re = 100 (figure IIL.6), bien que le maillage soit grossier : A = A
(il est suffisant pour la méthode de Galerkin classique) l’ordre de grandeur de
uyp (vitesse dont les fleches ont pour origine une croix) est nettement supérieur
a lordre de grandeur de uz, (y compris prés du bord supérieur). Il est & noter
que uzp ne présente pas une trés grande ”continuité” ; uz, semble ”partir” dans
toutes les directions suivant les noeuds ce qui peut s’expliquer par le fait que uz,
n’est pas une vitesse mais la projection d’une dérivée seconde sur des directions
variables en fonction du point.

Lorsque I’on compare le champ de vitesse (exprimé dans la base hiérarchique)
de la solution stationnaire pour Re = 400 et pour Re = 100, on constate que
I’amplitude de uy, pour Re = 400 diminue légérement par rapport 3 Re = 100
(en ce qui concerne du moins le coin supérieur gauche du domaine) mais surtout
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Chapitre III La base hiérarchique.

I’amplitude de uzy augmente jusqu’a doubler en particulier prés du bord supérieur
de la cavité (cf. figure III1.6 et II1.7), le phénoméne de discontinuité en amplitude
et en direction s’amplifiant.

La différence d’ordre entre uyy, et uzp étant localement claire pour une telle
précision du maillage et de tels Reynolds (elle sera confirmée avec 1’évolution au
cours du temps des normes L, a la section II1.2.3), il est raisonnable d’envisager
d’intégrer ces 2 termes séparément ie de considérer le systéme (III.12) comme
étant un systéme en (uyh,pyn) avec (uzp,pzr) fixé et de considérer le systéme
(II1.13) comme étant un systéme en (uzp,pzn) avec (uyn,pyn) fixé. Certaines
approximations s’avérant vraies, il est alors possible d’obtenir I’équation d’une
variété inertielle approximative approchant ’attracteur.

Les figures I11.8 et III.9 pour Re = 1000 et II1.10 et III.11 pour Re = 5000
montrent qu’il en est autrement pour des nombres de Reynolds plus importants
et pour des maillages alors trop grossiers.

Remarquons tout d’abord en figure II1.8 que |uzn(A)| > |uzp(B)|. Ceci illustre
la remarque (II1.3) sur uz, : A se situe au milieu de I’hypoténuse d’un triangle du
maillage tandis que B est le milieu d’un c6té de ce triangle. D’autre part uy,(C)
est en module plus petit que uzx(C1), uzn(C2), uzn(Cs) et uzp(Cs), ou Cy, Co,
C3 et C4 sont des points voisins de C détérminés sur la figure II1.8. La présence
du contre-tourbillon et de forts gradients de la vitesse (assez mal simulés a cause
de la faible précision en espace) au voisinage de C imposent de grandeurs valeurs
locales & uzp qui reste néanmoins petit en norme L, (i.e. globalement). Cela ne
contredit pas ’estimation (IIL.3) :

|uzn| < S2(h)|Vuz|.

En effet le gradient de uz, bien que borné peut étre trés grand.

Comme uyy, est indépendant de h tandis que uz, en dépend quadratiquement
(cf. remarque II1.3) et comme prés du bord supérieur le gradient de vitesse est
important, il est nécessaire de réduire le pas d’espace pour simuler correctement
les structures de I’écoulement et pour que uz;, diminue de fagon significative. C’est
ce que ’on constate sur la figure II1.8 ou 1’échelle de représentation est identique
pour les 4 illustrations et ou le pas a été divisé par 2. On notera que uz, est
particulierement petit dans les zones réguliéres de I’écoulement.

Lorsque le nombre de Reynolds est égal a 5000 (et de maniére générale lorsqu’il
augmente) la composante uz;, de la solution stationnaire peut étre importante et
fortement discontinue (il suffit de regarder ces structures sur les figures II1.10 et
I11.11) et ce malgré un maillage fin (par exemple o = 0.0078) dés que I’on se situe
dans une zone de fort gradient. Il est certainement impossible de négliger certains
termes des systémes en uy, (II1.12) et uz, (II1.13) ; il faut en tenir compte lors
de la mise en place des schémas numériques tels que la méthode de Galerkin
non linéaire ou bien envisager un maillage plus fin (localement et adaptatif par
exemple).
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ache 0.100E+01

a) b)

Figure II1.6: Re = 100 : coin supérieur gauche de la cavité entrainée B).
Champ de vitesse a) en base nodale ; b) en base hiérarchique.

tche 0.100E+01 che 0.100E+01

[/,/[/’ZV‘; 1 1/ -\

! 1 \

—
‘N

/
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Figure IIL7: Re = 400 : coin supérieur gauche de la cavité entrainée B).
Champ de vitesse a) en base nodale ; b) en base hiérarchique.
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Figure III.8: Re = 1000 : coin inférieur droit de la cavité entrainée B). Champ
de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = Bl4'

a,b)eth = iz (c, d).
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Figure I11.9: Re = 1000 : coin supérieur gauche de la cavité entrainée B). Champ
de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = 612

(2,b) et h = g3 (c, d).
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Figure III.11: Re = 5000 : coin supérieur gauche de la cavité entrainée B). Champ
de vitesse décomposé sur la base nodale et la base hiérarchique pour h = 3171-
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Chapitre III La base hiérarchique.

IT11.2.3 Evolution des petites et grandes structures.

L’objet de ce paragraphe est d’analyser le comportement des différents termes
des systémes (II1.12) et (III.13) issus de la projection des équations de Navier-
Stokes sur la base hiérarchique, lorsque la solution évolue vers la solution station-
naire, la condition initiale étant la solution du probléme de Stokesi.e. a divergence
nulle. La décomposition sur la base hiérarchique est réalisée a postériori.

Norme [, des petites et grandes structures.

L’évolution de la norme I, des composantes de uyy et uz, pour Re = 100
avec un pas de discrétisation A = 6_14_’ pour Re = 5000 avec h = 311 et pour

Re = 5000 avec h = Tlﬁ est proposée dans les figures I11.12 a III.14. Il s’agit
des quantités :

n. n 1/2 n n 1/2
luyl)y, = (Ei?—_hl(uyi )2) / ny (Zi;n2h+1(uzi )2) /
hllz quhllz

N2hn

NMp — N2p

n
ainsi que du rapport J}_"_‘Eg‘_l_lz_ pour n = 1, 2.
Iuyhllz

Remarque IILI.5 La norme l, est différente de la norme L.
[onlis # loal = ([ vi(2) de)?

L’ordre de grandeur de la norme l; des 2 composantes du champ uy, est
indépendante du maillage et du nombre de Reynolds (pour les nombres considé-
rés). Les valeurs sont de l’ordre de 0.170-0.173 (le composante) et 0.107-0.112
(2e composante) pour Re = 100, 0.165-0.190 (le composante) et 0.105-0.165
(2e composante) pour Re = 5000 avec un pas en espace h = 311’ 0.155-0.175
(le composante) et 0.110-0.165 (2e composante) pour Re = 5000 avec un pas
de discrétisation A = —ig. On remarque que ces normes restent constantes au
cours du temps pour de faibles nombres de Reynolds et ne présentent que de trés
légeres variations pour des valeurs plus élevées.

Il en est tout autrement pour les composantes de uz,. Leur norme est d’une
part divisée environ par 3.0-3.5 (on attend 4 d’aprés la remarque III.3) lorsque
h le pas de discrétisation en espace est réduit d’un facteur 2 (voir figure II1.13
et I11.14). D’autre part, elle est d’autant plus faible que Re est lui-méme faible
i.e. que le champ de vitesse (et par conséquent I’écoulement du fluide) est plus
régulier. Il est & noter qu’initialement c’est-a-dire pour le probléme de Stokes
associé, les normes |uzi|i, et |uz?|;, sont trés petites, négligeables devant % : dans
ce cas le gradient de vitesse est en effet trés faible. Pour Re = 100, ces normes
tendent ensuite rapidement vers une limite (celle de la solution stationnaire).
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Pour Re = 5000, la valeur initiale est multipliée par 10, puis les normes oscillent
et convergent vers une limite a partir de I'instant ¢ = 40.

L’évolution de la norme des composantes de uz, comme le champ de vitesse
de la solution stationnaire dans la section précédente, montre l’importance du
nombre de Reynolds et donc de la régularité ou de la non régularité de 1’écou-
lement dans la relation (III.3) et dans son interprétation en terme d’ordre de
grandeur des petites structures. Elle confirme cependant la dépendance quadra-
tique en h.

La méthode de Galerkin non linéaire (voir I'introduction théorique au cha-
pitre I) consiste & chercher u, sur une variété inertielle approximative construite
en tenant compte de ces petites structures et de la possibilité de négliger certains
termes dans les équations (II1.12) et (II1.13). Il semble donc naturel de regarder :

o (uyn.V)uys : le terme non linéaire associé a uyn

e les termes d’interaction entre uys et uzy.

Les termes non linéaires.

En figure II1.15, est représentée en échelle logarithmique 1’évolution au cours
du temps des normes suivantes :

n2h n 1 . 1/2
||(th)g;':||c — (Ei:l((fh-V)gh,¢2h,t)2) pour n = 1’ 2

N2h
avec
fo = uyn, gn = uyn
fo = uyn, gn = uzs
fo = uzn, gn = uyn
fo = uzn, gn = uzs.

Il s’agit de la norme L, de la projection de (f,.V)gp sur Vi, notée projection
sur la grille grossiére. La norme L, de la projection de (f,.V)gp sur Wy, appelée
projection sur la grille fine et donnée par :

- 1/2
m V)gt, $hs)?
”(fh-v)g;’:nf _ (Zz-‘nzh-ﬂ-l((fh )gh7¢h,) ) pour n = 1, 2

Nhp — N2h

est légerement inférieure a la norme de la projection sur V,;, mais son comporte-
ment est identique.
La figure III.15 permet d’établir les relations :

||(uyn-V)uyill 2 [|(wyn-V)uzi|| 2 [|(wzn-Vyuyp|l 2 ||(vzn.V)uzg]|.

En particulier le dernier terme non linéaire par rapport aux petites structures
est négligeable devant tous les autres pour Re = 100 et Re = 1000. Pour
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Re = 100 les termes (uyn.V)uzj et (uzp.V)uyp sont également négligeables.
Pour des nombres de Reynolds plus élevés, (uyn.V)uy, est de moins en moins
prépondérant. Dans le cas de la cavité entrainée avec Re = 5000, il semble
difficile de négliger telle ou telle partie du terme non linéaire étant donné leur
valeur a postériori si la discrétisation en espace est trop grossiére. La figure I11.16
pour h = 1 et Re = 5000 permet cependant d’envisager une telle possibilité
si h est suffisamment petit. Il est a noter que des oscillations de ces termes
apparaissent jusqu’a ¢ = 35 pour Re = 5000 le régime stationnaire s’établissant
par la suite.

Les termes de divergence.
Comme divup = 0i.e. divuyn + divuzy = 0, on déduit que :
( div uyh,q§4h,g) = —( div uzh,<z>4h,;) Vi € [1, nan)
( divuzn, dons) = —( divuyn, dens:) Vi € [nan + 1,721]

et par suite

( ?ihl( div UYh, ¢4h,1)2 )

Nan

( Trer ( div uzn, Pans)? )1/2

N4ah

MN2p — N4h N2p — Nah

n . . 1/2 n . o 1/2
(Ei 2 ent1( AV UYR, Pon i)’ ) (Zi 2 a1 diVuzh, dap i)’ )

C’est exactement ce que prouve la figure II1.17 qui donne le rapport de ces quan-
tités au cours du temps. De plus l’ordre de grandeur de chacun ce ces termes est
tres faible (de ’ordre de 1075).

La méthode de Galerkin non linéaire a pour objectif d’intégrer uy, en te-
nant compte de la correction que constitue la composante uz, de la vitesse. Un
probléme encore ouvert se pose : peut-on simplifier le sytéme (II1.12) en posant

(divuyn,qyn) = 0 Vqyn € Vap 7

Les termes de diffusion et du gradient de pression.

Comme le montre la figure II1.18 avec Re = 5000 les rapports

(Z?’:"l(Vuzh,Vézh,i)z)”z et (E nzh+1(vuzh’v¢’hz)2)1/2
(X722 (Vuyn, Vans)?)1/? (T2 a1 (Vuyn, Vén,:)?)H/?

i.e. les rapports des normes [/, des projections des laplaciens sur V,, et W, sont
élevés, dépassent (c’est le cas du second) la valeur 1 et diminuent avec h prouvant
ainsi que les petites structures ont un réle non négligeable en particulier dans
le phénoméne de diffusion. Ce rapport certe plus faible avec Re = 100 reste
important, de ’ordre de 0.6.

159



3.2

RUN 12.¢ 1:2!! lere coord RUN 1.8 112! 2eme coord
80218 T T T T T 88134 [T
.ed205 | 3 .80132 ]
3 3 00130 | ]
.80208 | E L )
E E 20128 | _
.ed195 | 3 [ ]
: 3 8126 [ ]
-0019e E 09124 | i
E ] L 4
-ea185 £ 3 .02122 [ s
= .ea180 3 Z .ee120 | ]
~N - e N { 4
= esi7sE E = eor1s | ]
22178 é 3 80116 |- ]
3 ] .ee114 [ ]
.ed1e6s F 3 H ]
: 3 ee112 | J
.go16@ | E L 1
E ] .e0118 | ]
-68155 E E .eo1es |- ]
.e0158 | E .ee126 |- ]
28145 E P T T P BT R | ] .e21024 [ N - ]
' 8 N v 9 @e N T @SN oD 8w s < o @8 o
. - . e e - 0NN N NN OO N N N oo@
TIME
RUN 12.8 iiY!! lere coord Ceves
1732 L ) RUN 12.8 1iY!! 2eme coord
L i 1125 1T T T T T T T T T T
1738 4 F
- ] L1120 F
.1728 = o b
1726 | - ANs L 3
1 o - L 3
1724 1 i e | 3
1722 4 o ]
- 1 L1185 [ 3
1728 < B r ]
L1718 | - x .nee | 3
BEALE S . .1@95 | 3
71 - E 5
- - 18908 F 3
72 b 4 ' ]
s | ] .1e85 | 3
I F 3
r b
.17e8 | . .1e88 [ e
L1706 1 L L E E
s o ® & o 1075 Lot TEP B T SIS SV BV SIS BT BAPEN ST B | 1
N & @ o & N w ¥ O s N O @8 NY D8
- . - - - NN NN N O
TIME
RUN 1.2 RAPPORT
9212 11T T T T T T RUN 1.2 RAPPORT
E .8285 LIS AL A LA BRLE BN B S S S LI N T T
.22e5 £ r
-22¢3 | 3 .0200 .
L2195 F 3 t .
> .2192 E L8195 [ E
5 3 b [ ]
3 .2185 | 3 § r ]
s 3 3 ° 2192 3
5 .2182 | 3 o 2 L i
- - 4 € - E
F 4 o - -
R ANEES 3 ~ r ]
> < 1 - .2185 -
I .2173 F 3 - -k ]
i E < s ]
™ L3165 E E I .0180 | B
i 3 3 5 L p
L2162 F 3 o [ ]
3155 | 3 8175 | 3
2153 F 3 [ b
2145 £ 3 o178 3
L2142 E 1 i 1 J I . | 1 J R R S S T | BT ST S : :
V| N T 0 @ ® N T V@O NT O DS N .3165 1 L 1 1 . 1 R BT SO 1 JE |
: B T O T s & v 9 @ T v @ 8 N o @ 8 N
- - - o o N N @ oo

Figure III.12: Re = 100. Norme l, des composantes de uyy, et ;LZ}, et rapport de

ces normes au cours du temps.
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Section II1.3 Application.

II1.3 Etude préliminaire : Base hiérarchique et
probleme de Poisson.

Ce paragraphe présente une étude préliminaire concernant la discrétisation
multigrille utilisant la base hiérarchique appliquée au probléme de Poisson. Dans
un premier temps, la formulation variationnelle est écrite dans la base nodale et
dans la base hiérarchique. Différents solveurs tenant compte de la structure des
systémes sont ensuite exposés et des études numériques discutées.

I11.3.1 Le probléeme.

On suppose que le domaine 2 est [—1,1] X [—1, 1]. On se propose de résoudre le

probléme de Poisson dont on sait ’existence et 'unicité de la solution (cf. Raviart

et Thomas [7]) :
Trouver u € H'(R) solution de

—-%%+au = f dans Q

(I11.14)
v = g sur 9N

ou f € L*(Q), g € H/?(39Q), Re > 0 et a > 0. Pour simplifier les notations,
on supposera dans la suite que ¢ = 0. Numériquement, on tient compte des
conditions au bord dans le second membre du systéme linéaire associé a (II1.14).

I11.3.2 Formulation variationnelle et discrétisation.

Une formulation équivalente a (III.14) est la formulation variationnelle sui-
vante (P) :
Trouver u € Hj(f2) solution de

a(u,v) = (f,v) Vo€ Hy(Q) (I11.15)
ou a(u,v) = u,: + a(u,v).
On considére la triangulation 7} et l’espace d’approximation par éléments
finis Vj, définis au chapitre II. Le probléme (III.15) est approché par le probléme
discret suivant (Pj) :
Trouver up € Vo = {up € Vi, / up = 0 sur 90} solution de

a(un,vn) = (f,vn) VYo €Vh (I11.16)
On connait I’existence, 'unicité et la convergence de up vers u lorsque A tend

vers 0. On suppose que les noeuds intérieurs au domaine sont numérotés de 1 a
no,n quelque soit le choix de la base de V},.
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Chapitre III La base hiérarchique.

IT11.3.3 Systémes linéaires associés.

Dans la base nodale.

Si V, est muni de la base nodale {&h,,-},el,nh, la formulation (Pp) exprimée
dans cette base se met sous la forme matricielle suivante :

-~

Ad = b (IIL.17)

e A est la matrice symétrique, définie positive telle que :
(A)i; = a(Pnirdni) 1<i,5 <mnon

e b est le vecteur colonne : b; = (f, czASh,,-) 1<i< non

e 14 est le vecteur colonne des composantes de v dans la base nodale :
no,h R
= > 4 Pn;
i=1
ou u; = u(M;), M; étant le ieme noeud intérieur.
Remarque II1.8 S:la numérotation des noeuds est la numérotation usuelle dans

le domaine rectangulaire i.e. croissante de gauche vers la droite, puis de bas en
haut alors la matrice A a une structure bande.

Remarque IIL.7 Sila numérotation des noeuds est la numérotation induite par
la base hiérarchique (cf section III.1) sur 2 niveauz, alors A se met sous la forme

d’une matrice par blocs :
A — ( 4cc 4cf )
Age Agg

[ J Afc == Azf’
e A;; est une matrice carrée symétrique, définie, positive d’ordre

(no,h - no,zh)z,

e A, est une matrice diagonale d’ordre (no,2n)?, en effet les nozn premiéres
fonctions de la base nodale (avec la numérotation issue de la base hiérar-
chique) ont des supports 2 a 2 disjoints.

Il a été constaté qu’une méthode itérative par blocs du type Gauss-Seidel appliquée
a une telle matrice converge trés lentement. En effet A 1b est une trés mauvaise
approzimation de ..
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Section III.3 Application.

Dans la base hiérarchique.

Si V;, est muni de la base hiérarchique (on se restreint a 2 niveaux), la formu-
lation (P) exprimée dans cette base conduit au systéme matriciel suivant :

a(e)= (o &) ()= (%)
ufs Afe Agy uy cs

ol
(Acc)i; = a(%zh,i, flzzh,j) 1< 3,7 < mozn
(As5)ii = a(Pnirdni) mo2n+1< 4,7 <non
(Acs)i; = a(d2ni, Pn,;) 1< ¢ < noan
no2n+1< 7 < nopn
A.fc = Af.-fﬁ
(bc)i = (fa ﬁbzh,i) 1< 2 < noz
(bf)i = (f, ¢h,i) no,2n +1 < 2 < no,n
avec
79,2h . no,h .
up = O (Ue)ibani+ D, (ug)i P
i=1 i=ngap+l

u. correspond aux grosses structures et uy aux faibles structures.
Remarque IIL.8 Si le systéme (II1.18) est mis sous la forme

Accuc -+ Acfuf = bc
Agcuc + Agsuy = by

(II1.18)

(I11.19)
(I11.20)

alors (II1.20) apparait comme une correction du probléme (III.15) discrétisé sur

la grille grossiére avec la base nodale de Vyp, :

A, u. = b..

Ainsi le raffinement du maillage permet de corriger la valeur approchée u. de la

solution évaluée sur la grille grossiére Top,.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Lien entre les systéemes A et A.

Nous allons décrire dans un premier temps la matrice de passage de la base
nodale a la base hiérarchique : S est une matrice carrée triangulaire inférieure

définie par :
I. 0
S = (R I,)

I, et I; sont les matrices identités de IR et de IR(™»~™02n) R est la matrice
de ”raffinement” ou matrice de ”passage du maillage T3, au maillage 73”. R est
telle que :

e seuls 2 termes par lignes sont au plus non nuls,

e si le sommet B; est créé lors1 du raffinement comme étant le milieu de
[A4j,,A;,] alors Sy, = Sy, = 5.

Le systéme linéaire associé a la base nodale est lié au systéme linéaire associé a
la base hiérarchique par les 3 relations suivantes :

pour les matrices A = StAS
pour les seconds membres b = S%
pour les vecteurs solutions © = Su
En explicitant blocs par blocs ces 3 égalités, on obtient :
Aee = A+ RAse+ AyR+ RIAH R
Ay = ficf + Rtfiff
. u I11.21
Afe = Age+ AssR ( )
Ass = Ajgs
be = b+ Rtby
by = b (IIL.22)
. = uc
U F = Ru, +u f

I11.3.4 Description des solveurs.
Le soveur de référence : ICCG en base nodale.

Le solveur de référence consiste en une méthode itérative (ponctuelle) appli-
quée au systéme écrit dans la base nodale de V}, : il s’agit du gradient conjugué
préconditionné par une factorisation incompléte de Choleski (noté dans toute la
suite ICCG). R X

Rappelons que pour le systéme A% = b, le gradient conjugué préconditionné
avec M pour matrice de préconditionnement consiste a :
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Section II1.3 Application.

Profil de A Profil de L

Figure I11.19: Profil de A et de la factorisé incompléte de Choleski L.

Etape 1:

Etape 3:

M doit étre proche de A et facile & inverser. M est pris égal & LL' ou L est
la factorisée incompléte de Choleski i.e. une matrice triangulaire inférieure dont
chaque ligne a le méme nombre de termes non nuls que la partie correspondante
de A plus 4 autres termes issus de la factorisation de choleski. On trouve dans
Golub et Meurant [3] une étude mathématique de cette factorisation. Dans le cas

u? étant donné quelconque

calculer r° = b — Au°

résoudre M2z° = r°
poser d° = 2°
d*, uk, r*  2* étant connues

!z",Mzk!

E+1 _ ok k _
OSer = u” 4+ A\pd” avec A\, = =
P (4%, Ad¥)
poser 75+l = rF _ )\, AdF
résoudre Mzkt1 = pk+1
k41 M k+1)
k+1 _  _k+1 k _ \= iz
oser d =z + Sp41d” avec Sppq1 =
p k+1 +1 ( zk’ Mzk)

arréter si ||r*+1]| < e

de matrices diagonales, les profils sont représentés en figure I11.19.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Le solveur du type multigrille en base hiérarchique.

Le solveur utilisant la structure par blocs de la matrice A est une méthode
itérative de Gauss-Seidel, symétrique par blocs (SSOR). u. et uy étant initialisées
a 0, la procédure est la suivante ( une schématisation de ce solveur est présentée

en figure I11.20) :

e Initialisation :

— résoudre A u., = b,

— calculer 7y = by — Aj.u.
e Itération :

— résoudre Ajgsuy = 7y
— calculer r, = b, — A fuy
— résoudre A . u. = 7.

— calculer 7y = by — Agcu.

La procédure se termine lorsque la précision demandée est atteinte (le critére
porte sur D’erreur relative). La solution dans la base nodale sur la grille fine T}
est donnée par :

e = U,

ﬁf = Ruc—}—uf

La procédure commence par évaluer sur la grille grossiére T3; une approxi-
mation de la solution. Puis une ”valeur de correction” (d’un ordre inférieur) est
calculée sur le maillage fin constitué des noeud créés lors du raffinement. L’étape
suivante consiste a réévaluer la valeur approchée de la solution sur la grille gros-
siere en tenant compte de ces corrections.

Le systéme en A.. peut étre résolu :

e soit de fagon récursive (en utilisant les triangulations Tyn,...,T2x4),

e soit par une méthode directe (si elle correspond au maillage le plus grossier
et si son ordre est suffisamment petit)

e soit par un ICCG.

uys étant une correction d’un ordre inférieur a u., il est raisonnable de penser que
seules quelques itérations d’une méthode itérative sont suffisantes pour relaxer

Agssus = ry. Les tests ont été effectués avec 1 itération de ICCG ou 10 itérations
de relaxation i.e. de SSOR.

171



| | l @ ICCG ou SSOR

|
h grille fine I | |
| |

2h grille grossiére | | | I |
!

[ ! |
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|
1 1
/ calcul de Bf - Afc Uc \ calcul de Bc - Acf Uf
calcul de Bf - Afc Uc calcul de Be - Acf Uf )
passer Uc en base nodale passer Uc en base hiérarchique

Figure II1.20: Schématisation des solveurs.

Les points positifs de cette méthode sont résumés ci-dessous :

e linitialisation fournit une bonne approximation de u. (on peut donc espérer
que la convergence sera rapide),

e u; est petit (d’un ordre A? plus petit sous réserve que la dérivée seconde de
u ne soit pas trop grande), ce qui implique un nombre réduit d’itérations
pour ’estimer car son influence sur u. est modérée,

e les 2 systémes non linéaires sont de taille plus petite (leurs inversions cotitent
donc moins cher) en particulier A4...

Cependant cette méthode présente un certain nombre de points négatifs :

e la solution est obtenue dans la base hiérarchique ; il faut donc procéder a la
transformation base hiérarchique-base nodale si I’on procéde récursivement
i.e. si I’on considére plus de 2 niveaux,

o les différentes matrices sont assemblées dans la base hiérarchique,
e des calculs intermédiaires sont nécessaires pour estimer r. et 7y,

e uy est de I'ordre de h? fois la dérivée seconde : un maillage trés fin est donc
nécessaire pour appliquer cette méthode si v présente de forts gradients
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Chapitre IIT La base hiérarchique.

Remarque IIL.9 Une variante équivalente consiste a non pas relarer u. et us
a chaque itération mais a chercher une correction y. et ys de ces quantités. La
procédure est alors la suivante :

e Initialisation :
— résoudre A,.u. = b,
— calculer
(rc ) _ ( be — Acctte )
Tf by — Agcu,
e Itération :

— résoudre Aspy; = 14

— calculer
(3)- (5742)
Ty Ty — Assyy

— poser uy = uy+ Yy

— résoudre Accye = 7.
— calculer
Te — Te — Accyc
Ty Ty — A_fcyc
— pOSer U, = U¢ + Ye

Remarque IIL.10 [l est possible d’éviter l’assemblage des matrices dans la base
hiérarchique. Il suffit pour cela d’assembler les matrices Aff , Afc = Afc avec la
base nodale sur la grille fine et d’assembler A.. avec la base nodale sur la grille
grossiére. En tenant compte des relations (II1.21) et (II1.22) liant A et A, la

procédure itérative s’écrit :
e Initialisation :

— calculer b, = b, + Rtb;

— résoudre A... = b, soit directement, soit itérativement, soit récursi-
vement
— calculer y. = R,

— calculer 75y = af — fifcﬁc — flffyc
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e Itération :

— résoudre fiffyf = 7y

— poser iy = Uy + Yy

— calculer r. = b, — ficfy,f — R'Agrys
— résoudre A. . = T.

— poser y. = Ri,

— calculer 74 = Bf — fifc'&c — fif_fyc

Il est clair que le nombre d’opérations par itération est nettement plus grand que
lorsque les matrices sont assemblées dans la base hiérarchique. L’assemblage des
matrices est cependant plus simple.

Cette méthode (trés voisine de celle proposée par Bank et al [1]) différe en
plusieurs points des méthodes multigrilles classiques exposées par W.L. Briggs [2].
La méthode V-cycle par exemple consiste a relaxer la solution = sur la grille la
plus fine avec une méthode de Gauss-Seidel (la grille fine étant constituée de
P’ensemble des noeuds de la triangulation T} :3). Dans le cas présent, les points
de la grille fine sont constitués des noeuds crées lors du raffinement i.e. Xj \ Xzp.
Puis I’équation résiduelle i.e. Ae = r avec r = f — Au est résolue sur la grille
grossiére afin de relaxer les basses fréquences qui n’ont pu 1’étre sur la grille fine.
Un opérateur de restriction pour passer de la grille fine & la grille grossiere If
et un opérateur d’interpolation pour passer de la grille grossiere I; sont donc
nécessaires. La solution sur la grille fine est corrigée en posant v = u + Ije puis
relaxée. La méthode FMV (full multigrid V-cycle) consiste en un V-cycle pour
lequel la solution sur la grille fine est initialement évaluée sur la grille grossiére
puis interpolée.

Remarque II1.11 L’efficacité du solveur décrit ci-dessus nous permet également
de l’envisager comme préconditionnement d’un gradient conjugué appliqué a A car
il fournit dés les premiéres itérations une ezcellente approximation de l’inverse
de A. Pratiquement le préconditionnement est constitué de la premiére itération
de cette procédure itérative par bloc. Ce préconditionnement est étudié numéri-
quement dans la suite.

IT1.3.5 Résultats numériques.

Les test numériques ont été réalisés en imposant la solution exacte :

u®® = sin[(z —1)(z + 1)(y — 1)(y + 1)]. On note uf” la discrétisation de u°* dans
Vo,n et on associe a uj” les vecteurs colonnes

Ue= .
U}tz = U:e:% et Uliz
des coordonnées de u;* dans la base hiérarchique et dans la base nodale.
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Chapitre III La base hiérarchique.

On se propose d’appliquer les différents schémas développés dans la section pré-
cédente au probléeme :

-

Trouver Uy, /| AU, = AUS.
On note :

ALGO 1 : V, étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, I’algorithme
consiste en un gradient conjugué préconditionné par la premiére itération
du processus itératif par blocs décrit ci-dessus.

ALGO 2 : V;, étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, ’algorithme
est le processus itératif par blocs ou chacun des systémes est résolu par la

méthode ICCG.

ALGO 3 : YV, étant muni de la base hiérarchique sur 2 grilles, ’algorithme est
le processus itératif par blocs ou la matrice A.. est inversée par la méthode
ICCG et la matrice Ays par une méthode de relaxation du type SSOR.

ALGO 4 : V, étant muni de la base nodale, la matrice A est inversée par un
gradient conjugué préconditionné par le factorisé incomplet de Choleski.

Les itérés étant notés Uf,

|UE — U=, ot Uk — U,
HU}e;z”lz HUlI:“lz

représente respectivement 1’erreur absolue et ’erreur relative. La convergence est
atteinte lorsque ’erreur relative est inférieur a une valeur € donnée.
On suppose dans un premier temps que a = 0.

Influence de la subdivision

Les premiéres expériences numériques testent les 3 premiers schémas avec
différentes subdivisions des triangles. Pour cela le maillage T} qui représente la
grille fine est obtenu a partir du maillage grossier T, en subdivisant les triangles
en p? sous-triangles congruents avec successivement p = 2, 4, 8.

Si la frontiere n’a qu’une seule composante connexe, I’identité d’Euler pour les
triangles S—C+T = 1 ou S est le nombre de sommets, C le nombre de cotés et T
le nombre de triangles a permis d’établir (cf. chapitre II) qu’asymptotiquement :

T 3T

S~— et C ~ .
7 © 2
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Si ’on note n; (respectivement n,) le nombre de divisions du maillage grossier
dans la direction 1 (respectivement dans la direction 2), on a alors :

e si p = 2i.e. si le nombre de sous-triangles est 4

Ordre de A = (4n;n;)> et

Ordre de A.. _ (nmamz)® 1
Ordre de As; ~ (3mimz)? 9

e si p = 4i.e. si le nombre de sous-triangles est 16

Ordre de A (r1m2)? 1
_ 2 cc = —
Ordre de A = (9n1n32)" et Ordre de Ay (8n1m3)? 72

e si p = 8i.e. si le nombre de sous-triangles est 64

Ordre de A.. (r1m2)? 1

Ordre de A = (64 2 et = - ‘
rdre de (64n1ns)” e Ordre de Ay (63n1m2)? 3969

Il est donc clair que plus p est grand, plus la matrice A.. est petite et plus
Ayys tend vers la matrice A.

La figure II1.21 représente ’erreur absolue en fonction du nombre de degrés
de liberté pour p = 2, p = 4 et p = 8 aprés 1 itération, 5 itérations et 15
itérations des 3 premiers schémas : Algo 1, Algo 2 et Algo 3.

Aprés une itération, les schémas qui donnent la meilleure approximation de la
solution sont les processus itératifs par blocs du type multigrille ; ils sont d’autant
meilleurs qu’il y a de noeuds bien qu’une limite de 1’ordre de 10~° (la précision
des méthodes d’inversion des sous-systémes) semble étre atteinte au dela de 10000
points pour p = 2. Pour p = 4 et p = 8, les schémas itératifs par blocs (Algo
2 et 3) sont moins performants : en effet ’erreur absolue est inférieure a celle
obtenue pour p = 2, la différence diminuant avec le nombre de noeuds. En ce qui
concerne le gradient conjugué, quelque soient le nombre de sous-triangles (seul le
préconditionnement change lorsque p change) et le nombre de noeuds, le premier
itéré est trés éloigné de la solution exacte.

Il semble donc que d’une part si le rapport du nombre de noeuds de la grille
grossiere sur le nombre de noeuds de la grille fine est faible (par exemple pour
p = 8), il est nécessaire que le nombre total de noeuds soit important pour que la
premiére approximation soit trés proche de la solution exacte et que d’autre part il
est inutile d’augmenter démesurément le nombre total de noeuds pour améliarer
la premiére approximation (car il existe une limite inférieure dépendant de la
précision de l’inversion de la matrice A.).

Question temps CPU le schéma 2 avec p = 4 est plus rapide qu’avec p = 2
ou p = 8. Pour 66000 degrés de liberté, c’est le moins cher et le plus efficace des
3 schémas aprés une itération.
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Chapitre III La base hiérarchique.

On constate aprés 5 itérations, que le gradient conjugué converge trés vite
(résultat classique) et c’est d’autant plus vrai qu’il y a peu de points. Par contre
les schémas itératifs par blocs convergent lentement (résultat classique pour des
méthodes de Gauss-Seidel), ’approximation essentielle ayant eu lieu lors de la
premieére itération. Cela confirme que ces schémas sont avant tout d’excellents pré-
conditionneurs de méthodes itératives telles que le gradient conjugué. Le schéma
3 converge moins vite que le schéma 2 et c’est d’autant plus clair que p augmente :
l’approximation de uy par quelques itérations d’une méthode de relaxation est de
plus en plus grossiére au fur et & mesure que I’ordre de la matrice Ay; augmente.

Les courbes de D’erreur absolue a la 15e itération confirment que pour p = 8
les schémas itératifs par blocs (Algo 2 et 3) convergent lentement aprés le premier
itéré si le nombre de points de discrétisation est faible. Cependant a la vue de
la figure II1.21, on peut déduire que si ce nombre est suffisamment important,
les schémas du type multigrille a la 15e itération sont meilleurs que les gradients
conjugués. C’est en effet ce qu’il se produit avec p = 2 pour plus de 10000 points
et avec p = 4 pour plus de 40000 points. Pour de tels nombres de points et de tels
itérés, la différence entre p = 2, 4 et 8 se situe au niveau du temps d’exécution :
le schéma 3 (avec SSOR) coiite trés cher quelque soit p et le temps de calcul pour
le schéma 2 et 3 est minimal avec p = 4.

En conclusion, si la précision exigée est trés élevée, si le nombre d’itérations est
important et sile maillage est trop grossier, il faut alors priviligier des algorithmes
tels que le gradient conjugué préconditionné par le processus itératif par blocs. Par
contre dans le cas contraire, quelques itérations du processus itératif basé sur la
décomposition sur la base hiérarchique suffisent avec une subdivision p = 2 et ce
pour un coit extrémement compétitif. Ce processus itératif avec une subdivision
p = 4 ou 8 n’est envisageable vis a vis de p = 2 et du gradient conjugué que
si le nombre de points de discrétisation est tres élevé, ce qui dans notre exemple
bien trop régulier n’est absolument pas nécessaire.

Comparaison des schémas avec p = 2.

Désormais les tests numériques sont réalisés avec les triangulations T}y et T3p.
Les figures 111.22, IT1.23 et II1.24 donnent 1’évolution du temps de calcul CPU,
de D’erreur relative et de ’erreur absolue au cours des itérations de chacun des
schémas dans les cas ol le nombre de degrés de liberté vaut 4225 (i.e. 652),
40401 (i.e. 129?) , 66049 (i.e. 257%). On y remarque que les schémas itératifs par
blocs atteignent tres rapidement la précision exigée (10~°) alors que les gradients
convergent plus lentement. Chaque itération des schémas ”multigrille-base hié-
rarchique” exige plus d’opérations qu’une itération du gradient conjugué mais
comme seul un petit nombre est nécessaire, ces schémas sont les moins couteux.

Ces résultats sont également observables sur les courbes en fonction du nombre
de noeuds (cf. figure II1.25) ou I’on peut observer que le nombre d’itérations né-
cessaires aux schémas multigrilles est constant (de ’ordre de 3) quelque soit la
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précision du maillage a l'inverse des gradients conjugués dont le nombre d’itéra-
tions nécessaires augmente avec la précision. L’efficacité du préconditionnement
par la méthode du type multigrille y est également visible puisque le nombre
d’itérations dans ce cas la est inférieur au nombre d’itérations d’un ICCG ponc-
tuel.

Multigrille sur plus de 2 niveaux.

Les figures II1.26 et II11.27 comparent le gradient conjugué préconditionné par
choleski incomplet appliqué au systéme issu de la base nodale et le schéma du
type multigrille appliqué au systéme issu de la base hiérarchique (I’ensemble des
inversions étant réalisé par ICCG) avec 2 puis 3 et 4 niveaux distincts de plus en
plus fins.

On y constate & nouveau que la méthode du type multigrille est performante
et que pour les schémas avec 3 et 4 niveaux l’efficacité est également fonction
du nombre de points du maillage. Par exemple il faut 16000 points pour que la
précision soit atteinte en 3 itérations (cf. définition d’une itération s’il y a plus
de 2 niveaux en section II1.3.4) avec un schémas a 3 niveaux et plus de 26000
pour un schéma a 4 niveaux (la grille la plus grossiere étant dans ce cas la grille
21 x 21). Plus il y a de niveaux, plus il faut de noeuds pour que les schémas
itératifs par blocs soient performants.

En effet le passage d’une grille 3 une autre est une opération cotiteuse que
I’on compense si les grandeurs u. sont de bonnes approximations de la solution,
i.e. si le maillage est suffisamment fin.

Application au probléeme de Stokes.

Il a été montré en II.3 que la méthode d’Uzawa utilisée pour résoudre le
probléeme de Stokes nécessite par itération la résolution de plusieurs problémes
de Dirichlet. Les différentes méthodes étudiées dans les paragraphes précédents
(avec 2 niveaux) sont donc appliquées a ces problémes. Les résultats sont résumsés
en figure II1.28.

Comme cela était attendu, ces schémas n’influent pas sur la norme L, de la
divergence de la vitesse u, par contre le temps CPU est nettement réduit avec
les méthodes du type multigrille dés que le pas de discrétisation est faible. On
retrouve que le nombre d’itérations nécessaires pour ces schémas est inférieur
au nombre d ’itérations des gradients conjugués. On remarque cependant que
I'inversion de la matrice Ayy par quelques itérations de SSOR est trop grossiére
par rapport a l’inversion constituée d’une itération de ICCG d’ou la convergence
plus lente du schéma ”Algo 3”.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Cette efficacité des méthodes multigrille-base hiérarchique pour résoudre le
probléme de Stokes est tout a fait similaire a celle obtenue par Verfurth [8] avec
des méthodes multigrilles classiques telles que le V-cycle, le W-cycle ou le FMV-
cycle.

Cas ou a # 0.
La derniere expérience numérique concerne le probléme de Dirichlet suivant :

_A% L1004 = f dansQ (I11.23)

100
v = g sur 90 (I11.24)

Comme %ﬁ < 100, la matrice A est trés proche de

1

fl.--z

((#h,i5 Pn,5))

matrice trés bien conditionnée, proche de I’identité et facilement inversible avec un
gradient conjugué préconditionnné par Choleski incomplet. Par exemple jusqu’a
np = 37249 i.e. un maillage 193 x 193, le nombre d’itérations nécessaires pour
obtenir une erreur relative inférieure & 10~* est de l’ordre de 3, ce qui est tres
faible.

Or les méthodes multigrilles atteignent de telles précisions en 2 ou 3 itéra-
tions. De plus dans le cas des méthodes issues de la décomposition sur la base
hiérarchique, chaque itération coiite plus cher en temps d’exécution (cf. la figure
II1.29 qui compare ICCG et les méthodes issues de la décomposition sur la base
hiérarchique) et ce pour les raisons suivantes :

e le passage d’une grille a ’autre implique un certain nombre d’opérations
e la matrice A;; est mal conditionnée d’ou une convergence plus lente.

Dans ce cas, les méthodes proposées et développées dans les paragraphes pré-
cédents sont d’un intérét moindre par rapport aux méthodes plus classiques telles
que le gradient conjugué préconditionné.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Frederic PASCAL Wed Sep 13

PROBLEME DE DIRICHLET
Uex = sin [(1=x)(1+x)(1=-y)(1+y)]
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Figure II1.22: Probléme de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique. h = 0.03125.
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Frederic PASCAL Wed Sep 13

PROBLEME Dt DIRICHLET
Uex = sin [(1=x)(1+x)(1-y)(1+y)]
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Figure II1.23: Probléme de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique. h = 0.0156.



Chapitre III La base hiérarchique.
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Figure 1I1.24: Probléme de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique..h = 0.0078.

183



Section III.3 Application.

Frederic PASCAL Wed Sep 13

PROBLEME DE DIRICHLET
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Figure III.25: Probléme de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique. Etude de la convergence en

fonction du nombre de degrés de liberté.
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Frederic PASCAL Mon Dec 18- 1989

PROBLEME DE DIRICHLET
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Figure II1.27: Probléme de Dirichlet. Comparaison de la méthode ICCG-base
nodale et des méthodes multigrille-base hiérarchique sur 2, 3 et 4 niveaux.
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Chapitre III La base hiérarchique.

Frederic PASCAL Mon Sep 18 .
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Figure II1.28: Application au probléme de Stokes. Etude de la convergence en
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Section III.3 Application.

Frederic PASCAL Fri Dec 151988

PROBLEME DI DIRICHLET
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Chapitre IV

BASE HIERARCHIQUE ET
PROBLEMES D’EVOLUTION :
IMPLEMENTATION DE LA
METHODE DE GALERKIN
NON LINEAIRE 2D

En tenant compte des motivations théoriques exposées au chapitre I, ainsi que
des conclusions numériques discutées au chapitre III et des résultats théoriques
développés par Marion et Temam [5], on se propose d’implémenter les méthodes
de Galerkin non linéaires en discrétisation par éléments finis.

Dans un premier temps, les idées qui s’appuient sur la décomposition de ’es-
pace de discrétisation induite de la base hiérarchique sont appliquées a un pro-
bléme linéaire du type équation de la chaleur. Les schémas explicites voient leur
stabilité améliorée et les schémas implicites leur temps d’exécution réduit.

Dans une deuxiéme partie, les méthodes sont implémentées pour les équations
de Burgers généralisées, évolutives qui sont une forme simplifiée des équations
de Navier-Stokes mais qui ont un comportement qualitatif similaire. Dans un
premier temps la solution exacte est connue grace a la transformation de Cole-
Hopf, puis dans un deuxiéme temps seules les conditions aux limites sont connues.
Les méthodes de Galerkin non linéaires qui différent par le traitement des termes
d’évolution convergent vers la solution et peuvent réaliser un gain de temps de
calcul jusqu’a 30%. Mais dans certains cas, ces méthodes sont moins stables que
des méthodes classiques.

Enfin la derniére partie concerne une premiere application des nouveaux sché-
mas au probléme modeéle de la cavité entrainée régularisée avec un nombre de
Reynolds égal a 100.
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Section IV.1 Equation de la chaleur.

IV.1 Equation de la chaleur.

IV.1.1 Le probléeme et méthode d’intégration classique.

Le premier probléme évolutif sur lequel ont été testés les schémas numériques
basés sur la décomposition en grandes et petites structures de la solution, est un
probléme linéaire du type équation de la chaleur consistant & trouver u satisfai-

sant :

ou  Au _
9%~ Re = f dams@ (IV.1)

ou u(0,z) vaut uo(z) et Re est un parametre strictement positif, les conditions
au bord étant :

e de Dirichlet : © = g sur 92

e mixtes i.e. de Dirichlet sur 9, et de Neumann sur 92, avec 90 = 90, U
o0,

— u = g sur 99,
— % = 0 sur 99Q,.

(IV.1) étant équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver u € {w € H(2) / w = g sur 8924} tel que

o 1
&)+ (@) = (f) Vae{we H(R)/w = 0sur 50}
u(0,z) = wuo(z)
si ’on considére la triangulation réguliere T} (définie en 1.3) et Vj l’espace de
discrétisation par élément fini P1, le probléme discret correspondant a (IV.1) est

le suivant :
Trouver up € {wp, € Vi, / wp = gn sur 9, } satisfaisant

Ouy, 1 . R -
(a—thv“h) + E((UM an)) = (fa,tn) Vi € {wn € Vi / wp = 0 sur 90}
up(0,z) = won(x)
Par simplicité on considérera que 9%2; = 99.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Les schémas classiques de discrétisation en temps sont :

1. Schéma 1 : schéma d’Euler explicite. Il s’agit d’un schéma conditionnelle-

ment stable dont la condition de stabilité est du type

At
HuhH? < 1.

uk, une approximation de uy a l'instant kAt est définie récursivement par :
up = ugn (IV.2)
k41

1 . 1 . . "
(T =k, a) = —((uk, @) + (FEV @) Vi € VoAIV.3)

ou fr*! est une approximation de f, a I’instant (k + 1)At.

Lorsque V; est muni de sa base nodale, (IV.3) est équivalent au systéme
matriciel suivant :

M M A
_Uk+1 —_ (— _ = Uk Bk+1
At ( At Re U™ +

ou U* est le vecteur colonne des coordonnées de uf dans la base nodale et

(M),-,« = (&h,i,%,j) 1<12,7 < mnon
(A)i; = ((Prirdn;)) 11,5 <non

. Schéma 2 : schéma d’Euler implicite. Ce schéma est inconditionnellement
stable et uf*! est déterminée a l’instant (k + 1)At¢ par :

1 . 1 . n .
kT —aba) + o a) = (A8 Vi € VekIV.4)

Le systéme matriciel est alors dans ce cas :

~

(%—}—%)Uk*-l — KM_t_Uk+Bk+1

IV.1.2 Schémas induits de la base hiérarchique.

On a vu au chapitre III que la base hiérarchique conduit a une décomposition
de ’espace V}, :

Vi = Van®@ W,

en introduisant des petites (z,) et grandes structures (yz) telles que :

Up = Yh + Zh.
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Section IV.1 Equation de la chaleur.

Yh

Zh Zh

®
Yh Zh Yh

Figure IV.1: Position des degrés de liberté pour les problémes de la chaleur et de
Burgers résolus par les méthodes issues de la base hiérarchique.

Le systéme discret se met alors sous la forme :

(%%,ﬁh) + (%ﬁ,ﬁh) + 7o (@ 9n) + Bz, 80)) = (Fardn)
ya(0,2) = you(x) (IV.5)
Vin € {wn € Vo, / wn = 0 sur 92,}
(B, o) + (928, 20) + Fo((ms 38) + P((2m28)) = (Far2n)
zn(0,2) = zon(z) (Iv.6)

Vz, € {wh € Wy / wp = 0 sur 391}

les conditions au bord étant induites de celles portant sur uy.

On considére désormais que I’équation (IV.5) est un probléme en y;, ; z, étant
fixée. Il s’agit de la discrétisation P1 du probléme variationnel sur le maillage
grossier Ty, corrigée par les valeurs ”incrémentales” z;. Ces derniéres sont déter-
minées par 1’équation (IV.6) ou y; est fixée. Il est a noter que les degrés de liberté
associés a yp sont les sommets des triangles de T3 et ceux associés a z; sont les
milieux des c6tés des triangles de T3, (cf. figure IV.1).

Nous proposons par la suite plusieurs schémas en temps et ’étude numérique
de leur convergence, exactitude, rapidité et stabilité. Dans I’ensemble de ces sché-

mas, les termes d’évolution de couplage ie (%zf, 9n) dans (IV.5) et (%&, Zp) dans
(IV.6) sont négligés.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Les 4 premiers schémas traitent successivement les problemes (IV.5) et (IV.6)
explicitement et implicitement. Les 2 derniers ont une philosophie différente
puisque le terme d’évolution (%‘Hi,éh) est négligé dans (IV.6). Dans ce dernier
cas, (IV.5) est discrétisée implicitement puis explicitement tandis que (IV.6) est
considéré comme un probléme stationnaire.

1. Schéma 3 : (Explicite-Explicite)
Les discrétisations en temps des équations (IV.5) et (IV.6) sont des mé-
thodes d’Euler explicites ; & chaque pas de temps le couple (yr*?, zf*?) est
déterminé de la fagon suivante :

%t v~ i)+ Jf((ywzh,yh)) = () Yk € Voan
k+1

— 2 2n) + (Rt + 25 28) = (fh ) Vi€ Won
Ce systéme s’écrit matriciellement dans la base hiérarchique de V}, :

M cc M cc Acc k A

Yk+1 — — =YWk _if_ k Bk+1
At ( At Re Re Z"+ B,
. Mz i My  Agy Al
I gkt1 _ Zk _ fYk+1 Bkt
PWIS “At (As ) Re +5f

Y* et Z* sont les vecteurs colonnes des coordonnées de y* dans la base de
Var et de zF dans la base de W}, et les matrices M.., Ace, Mys, Ass, Acy
sont données par les relations :

(Mee)i; = (Qggh,i, J’gh,j) 1< 24,7 < nozn
(Acc)ii = ((P2ni; P2n,5)) 1< 4,5 < mogzh
(Mss)ii = (Pni>Phj) no2n+1< 4,7 < mon
(Ass)i; = ((d’hu d’h,a)) no2n + 1< 2,7 < mopn
(ch‘)ij = ((¢2h,z, ¢h,a)) 1< 2 < 7no,2n

ng2n+1< 7 < mopn

A chaque pas de temps la valeur y5*! est d’abord déterminée ; c’est une
bonne approximation a cet instant donné de la solution u. Elle est ensuite
corrigée en determinant la correction zf*!.
2. Schéma 4 : (Explicite-Implicite)
La méthode de discrétisation en temps de (IV.5) est la méthode d’euler
explicite et celle de (IV.6) la méthode d’euler implicite. Ainsi & chaque pas
de temps, les systémes on se propose de résoudre :
At Ap(WET — yk, 9n) + g ((k + 2k, 9)) = (f*9n)  Vin € Voon
Ap(antt = 2h ) + (™ + 27 8) = (T 5) Vi€ Won
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Section IV.1 Equation de la chaleur.

soit matriciellement

MCC k+1 MCC ACC k Acf k k+1
Hec — (Hee _feyyk _fLedgk B
At Y ( At Re Re + B
. A M At
puis ( Aftf ff )Zk+1 — Aftf Zk Réf Yk+1 + B}c+1

3. Schéma 5 : (Implicite-Explicite)
L’équation (IV.5) est intégrée implicitement et 1’équation (IV.6) explicite-
ment i.e. :

(yk+1 — Yk, 9n) + -—'((y'”rl + zi,0n)) = (FF,9n)  Vin € Voon
E(Z" — k) b (W ) = (YL 8) ik € Won
soit matriciellement
M, A M. A
cc “Tec Yk+1 — cc Yk _ __c.izk Bk+1
(At + Re At Re + Be
. Mss peia Mys  Ags on Atf ok k
s — _Jy ____JJ 2 B +1
puis A Z ( A )Z e Y + B{

4. Schéma 6 : (Implicite-Implicite)
Les 2 équa.tions sont traitées implicitement, le systéme s’écrit donc :

ZY yh7yh) + 7{‘((3/”1 + 28, 98)) = (FF™,9m) Vin € Vo,2n
— zF, 2n) + ((y’c+1 2Z¥5)) = (FF, ) Vin € Won
c’est-é.—dire matriciellement
Cap + Y = Tve-Totem
[ e
. Mss  Ags g My A
77 4 IR+l k cf vk+1 k+1
puis (3 + o) At 2 T ReY TBs

5. Schéma 7 : (Explicite-Stationnaire)

A cha.que pas de temps, yrt! est déterminée de fagon explicite :

k+1

(y yﬁ') :l}h) + _}_Z_e'((ylkz + ZI’:, :’;h)) = (fllxe+1737h) V’.’}h € V;J,Zh

puis yr™! est corrigée en calculant zf*!

(Iv.6) :

comme solution stationnaire de

—((zk+1 Zr)) = ((yk+1 21)) + (fE*,2,)  Vin € Wopn
i.e. matriciellement

Aff k+1 Af:.f k+1 k+1
Re? T TRY tHi
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

6. Schéma 8 : (Implicite-Stationnaire)
Ce schéma est identique au schéma 7 mais yft! est déterminée de facon
implicite.

L’inversion des matrices AAJ-‘? et —AZ{—%Q + %‘g est réalisée par un ICCG et celle

de —]‘é%f- et %’%ﬁ + —%‘% par une méthode de relaxation du type SSOR.

IV.1.3 Résultats numériques.

3 types d’expériences numeériques ont été menés a terme :

e le premier concerne des conditions au bord du type Dirichlet homogeéne
dans la cavité [—1,1] x [—1, 1] et une solution exacte connue :
Uer = (2 —1)(z+ 1)(y — )(y + 1),

e le deuxiéme porte sur des conditions au bord du type Dirichlet non homo-
geénes sur le domaine [—1,1] x [—1,1] :

— u = 0 sur les parois verticales et sur la paroi horizontale inférieure,

— u(z1,1) = 10(1 — z2)? sur la paroi horizontale supérieure
avec un forcage f constant de densité 1.

e les derniéres expériences ont été effectuées avec un forgage f constant 1 et
avec des conditions au bord mixtes de Dirichlet et Neumann :

— u(zy,z2) = 0 sur

{(z1,22) /22 = —1;—-1 < @1 S 1}U{(21,22)/71 = +1;-1 < =2 < 1},
— u(z1,z2) = 10(1 — z%)? sur {(z1,%2)/z2 = +1; -1 <z, < 1},
- g%(a:l,:cz) = 0 sur {(z1,22)/z1 = —1;—-1 <z, <1}

Les parameétres de discrétisation valent

1 1 1 At
h = S.7e035 © 7z = 64,0.512,0.320,0.128,0.064.
Les tableaux IV.1 et IV.2 donnent pour la premiére expérience ’erreur relative
a l'instant ¢ = 1.0 et le temps d’exécution moyen par itération lorsque l’on
fait varier le pas de temps. Quand il y a convergence, ils permettent de vérifier

’exactitude de ’ensemble des schémas.
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Section IV.1 Equation de la chaleur.

Les résultats concernant le temps de calcul sont similaires pour les 2 autres
tests numériques : le gain de temps varie de 10% a 20% pour les schémas 7 et 8
dés que le maillage est suffisamment fin (h = 0.0625 et A = 0.03125). Ce gain
n’est plus que de 'ordre de 5% pour les schémas qui ne négligent pas 1’évolution
de z.

Mais les résultats les plus intéressants portent sur la stabilité relative des
schémas :

e le schéma 6 qui traite implicitement les 2 équations est, tout comme le
schéma classique implicite, inconditionnellement stable.

e bien que l’on ait approché le probléme (IV.6) par un probléme stationnaire,
le schéma 8 qui traite y; implicitement est inconditionnellement stable.

e les schémas 4 et 7 ont pour point commun d’étre explicite en y,. Le schéma 4
intégre implicitement 1’équation (IV.6) et le schéma 7 ’approche statique-
ment. Ces opérations ne destabilisent pas le probléme en y, qui impose donc
sa condition de stabilité a I’ensemble du schéma : une condition 4 fois plus
faible. Il s’agit en effet de la condition d’Euler explicite sur le maillage T%;.

e la condition de stabilité des schémas 3 et 5 est celle de la méthode d’Euler
explicite pour le probléme z, dont le pas de discrétisation en espace est
celui du maillage fin.

Les figures IV.2 et IV.3 qui représentent la solution a l’instant ¢ = 1.0 ainsi
que erreur relative et son évolution au cours du temps pour le schéma clas-
sique d’Euler implicite et pour le schéma 8 permettent d’apprécier ’exactitude
du schéma 8 et ce malgré les approximations effectuées dans 1’équation (IV.6).

Ainsi pour le probléme de la chaleur, la décompostion due a l’utilisation de
la base hiérarchique a permis de mettre au point :

e des schémas qui améliorent la stabilité de la méthode d’Euler explicite (en-
viron d’un facteur 4);

e des schémas aussi stables qu’Euler implicite et d’un coiit inférieur.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

At/h* Schéma Schéma Schéma Schéma
h = 16 1 2 3 4
Err. relative 0.12 102
6.4 DV DV DV
Temps CPU 0.88 10~ 1s
Err. relative 0.73 10~*
0.512 DV DV DV
Temps CPU 0.55 107 1s
Err. relative 0.45 104 0.45 10—*
0.320 DV DV
Temps CPU 0.53 10~ 1s 0.46 10~ s
Err. relative
0.128 DV DV
Temps CPU .
Err. relative 0.89 10~® | 0.89 10~° 0.90 10—° 0.90 10-°
0.064
Temps CPU 0.45 107's | 0.45 10~'s | 0.43 10~ 's | 0.43 105

Tableau IV.1: Erreur relative et temps de calcul pour les différents schémas avec
h = 0.0625. Schémas 1 et 2 : schémas classiques. Schémas 3 4 8 : base hiérar-
chique.

At/h? Schéma Schéma Schéma Schéma
h = 16 5 6 7 8
Err. relative 0.12 102 0.12 1072
6.4 DV DV
Temps CPU 0.50 1015 0.46 107 !s
Err. relative 0.74 10~* 0.73 104
0.512 DV DV
Temps CPU 0.46 10715 0.42 10715
Err. relative 0.45 10~* | 0.45 10~* | 0.46 10~*
0.320 DV '
Temps CPU 0.46 10~ 's | 0.42 10~'s | 0.42 10~ 1s
Err. relative
0.128 DV
Temps CPU
Err. relative 0.90 10~ | 0.90 10~° | 0.90 10~° | 0.90 10~°
0.064
Temps CPU 0.43 10~'s | 0.43 10~'s | 0.39 10~'s | 0.39 101s

Tableau IV.2: Erreur relative et temps de calcul pour les différents schémas avec
h = 0.0625. Schémas 1 et 2 : schémas classiques. Schémas 3 4 8 : base hiérar-
chique. DV = divergence.
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Figure IV.2: Probléme de la chaleur avec des conditions au bord de Dirichlet.
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200




ERR@R

R_REL.

[}
)
]
\
[l
)
]
'
1
)
1
1
n
-
1
)
i

RUN 202.00 TEMPS

R_SBLUTIBN

RUN 202.00 TEMPS

L]
LARIABARIS AL A B B UALAAR B a a0 e s a0 o o S .
o 40
- Jo
g I~ &
e 1~ 2
4 ©
w B w
w .
> 19 4
= fro]
et J o
w
-4
w 105 =
« [
Q
o[ R
=
o~
n
1 1" £
S w
i ==
- o
- Q
S}
7]
5 1~ b
z
o TTTV U R 1T YT R A N1 WA TP S YT 2
s 3
- o o <
- ) 1 ! | | rw
= « -] = = Q o
- - - - - - L
HOoYy3
L)
{AMARE L s A 0a e s L2 o T .
L deo
=z
S
=
« b 12 5
o =J
@ 5]
[ n
wf i~
w ) 4
>t 4
e
< | 42
-4
w L
« w
ur 1728
gt { " &
St {< "
° 1 s
n P
Y o 1 =
o~
3 Nz
[ 1 2
&
L ]
NITE N Laags g o lusiss s Jiesena i 4 Lusss s o INTIR R o
- o~ ™ < 0
- L) 1 ) 1 1 ]
« L) ] ) ] ) s
- - - - s - -V

HouY3

tes.

tions au bord mix

Probléme de la chaleur avec des con

Figure IV.3

a),
b),

éma 8. a), e) : solution.
ive.

Sch

2.¢c), e), f) Run 115

Schéma

d) Run 102 :

b),
1)

norme L, de ’erreur relat

d) :

ive. ¢),

erreur relat

.
.

201



Section IV.2 Equations de Burgers.

IV.2 TUn probléme non linéaire : équations de
Burgers 2D.

Les équations de Burgers généralisées sont une forme simplifiée des équations
de Navier-Stokes qu’elles approchent qualitativement. Elles conservent les par-
ties convectives et dissipatives mais les termes du gradient de pression et de la
divergence de la vitesse ne sont pas retenus. Ainsi la solution du probleme de
Burgers peut présenter de forts gradients (un des comportements essentiels de
la solution de Navier-Stokes) dus & l'interaction des termes non linéaires et des
termes dissipatifs mais peut ne pas vérifier I’équation de continuité.

Ces équations sont données par les relations :

Ju Au
u = g sur 9N
c’est-a-dire si u = (u1,uz) :

du 1 ,8%u 8%u, J2) bo) _
t E( azli + azg )+ (ulaa:_1 +u2%2)u1 =0

du 1 8% 8%u a 8 _
Bt~ Re( ot + ga7) T (Mg + gy ua =0

avec des conditions initiales.

Dans le cadre d’un domaine rectangulaire dont les dimensions seront précisées
ultérieurement, il est possible de construire une solution exacte en utilisant la
transformation de Cole-Hopf. Fletcher [1] donne les étapes de cette construction.

Cette solution qui peut présenter de faibles ou forts gradients internes ou des
gradients prés du bord permet de mesurer le temps d’exécution, ’exactitude et
P’efficacité des schémas numériques (voir par exemple ’étude de Fletcher [2] sur
des méthodes d’éléments finis et différences finis).

Dans un premier temps la méthode de Galerkin non linéaire a été appliquée
a ces équations connaissant la solution exacte, puis pour étudier la stabilité et
I’influence du nombre de Reynolds dans un cas ou la solution exacte est inconnue
mais converge vers une solution stationnaire.

(IV.7)

IV.2.1 Tests avec la solution exacte connue.

On suppose 2 = [—1,1] x [0, 3%] L’expression de la solution exacte est la
suivante :
U, = — 2 a + azzy + aay{e(®1=20) _ g—a(z1—20) cos az,
Re | gy + ajz; + azzz + a3z1z2 + agf{eF1—%0) 4 e~*(=1=20)Y 5in ax,
Uy = —-2= as + aszy; — aas{e*@1—20) | e~*(=1=20)Y 5in az,
Re ag + a1, + asxy + azriTa + a4{e°‘(31‘”°) —+ e“'(*l‘“"’)} COS AT2
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

La solution présente un faible gradient interne (au domaine) pour le choix des
parametres suivants :

ag = a; = 110.13 ; a2 = az = 0; a4 = 1.0
a =5; o = 1; Re = 100.
Dans le cas ou ces paramétres sont :
ap = a7 = 1.2962 103 ; @2 = a3 = 0; a4 = 1.0
a = 25; zg = 1; Re = 100

la composante u; de la solution posséde un fort gradient interne dans la premiére
direction. Les profils médiants des composantes de u i.e. u,(., 3%), ua(., -3%) sur
la médiane horizontale, u4(0,.), u2(0,.) sur la médiane verticale, représentés sur
les tracés IV.5 a IV.8 permettent d’apprécier ces gradients.

La méthode de Galerkin classique en éléments P1 : GUS.

Elle consiste a chercher up € Vy = Vj, X V; muni de la base nodale telle que :

(%88, ) + S ((wnr @) + (un-V)un, i) = 0 Vin € Vo
Up = Gn sur 9%
un(0,z) = wuon(z) dans

La discrétisation en temps initialisée par une méthode d’Euler est composée :

e d’un schéma d’Adams-Bashforth explicite pour les termes non linéaires

e d’un schéma d’Euler implicite pour les termes linéaires.

uf~1, uk étant connues, uft! est solution de I’équation :

1 . 1 .
A whs @) + o ((uh™ n)) =

3 n 1 _ ~1 -
Ty ) + (VY )
Vi € Vo,n

qui s’écrit matriciellement dans la base nodale de V, de la facon suivante (le
solveur utilisé est un ICCG) :

M A E+1 M, k41 .
At+ Re)Ul = AtUl + B, pourl = 1,2
ou
(M)i; = (Pnisdnsi) 1<4,7<non
(A)i; = ((Pnir®n;)) 1<14,5 <non
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Section IV.2 Equations de Burgers.

Les méthodes de Galerkin non linéaires

Elles consistent a chercher u;, € Vp sous la forme y, + 2z, avec yp € Vi et
zn € Wh, décomposition issue de la base hiérarchique, y, et z, étant solutions

de :

{ (2, 90) + (G, 9n) + B + 2, 98)) + (ua-VIun,§0) = 0 1y g
VYn € Vo,2n

{ (B 20) + (%o 20) + Be(n+ 2, 20) + (@aVIun ) = 0y gy
Vzn € Wo,n

avec des conditions initiales

ya(0,2) = yon(x) dans Q
zp(0,2) = zon(z) dans Q (IV.10)
et des conditions au bord
Yyn = gyn sur 9N
zn = gzp sur 0f) (IV.11)

ou gyr € Van et gz € W, vérifient g, = gyn + gzn.

Les propriétés de la base hiérarchique (établies en section II1.1.2) permettent
d’envisager des approximations de certains termes des équations (IV.8) et (IV.9).
3 schémas numériques dont le dernier a été étudié théoriquement par Marion et
Temam [5] sont considérés et appliqués au probléeme de Burgers généralisé. En
voici une description :

1. Schéma GNL1 :

Par analogie avec la discrétisation spectrale, les termes variationnels cou-
plant les équations (IV.8) et (IV.9) & savoir

Bzh

(g, Jr) dans (IV.8) et (%’-'1 21) dans (IV.9)

at’

sont négligés. La convergence théorique de cet algorithme est encore un
probléme ouvert : aucune estimation a priori n’a pu étre établie étant donné
qu’aucune approximation n’est effectuée dans les termes non linéaires. La
discrétisation en temps est constituée d’un schéma d’Euler implicite pour
les termes linéaires et d’un schéma d’Adams-Bashforth explicite pour les
termes non linéaires.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Si yk et zF sont connues, alors yf*' € V,; a linstant (k + 1)At est définie
par :

,

A (UF —ykdn)  +
(e + 28,00) = —3((ul V)uk i)
+L (b VYUl )

Vyn € Vo,2n

\

et zf*t1 € Wy, 3 l'instant (k + 1)At est donnée par :

[ L (zF — 2k, ) +
) Bk + 2 5)) = =3k V)uf )
+3((uh™ V)i, 24)
| V2n € Wo,n

avec 1’équivalent discret des conditions au bord (IV.11).

La premiére équation est un probléme en y; dont la discrétisation en élé-
ments finis est conforme ; les degrés de libertés associés a yj, sont les sommets
des triangles de la triangulation grossiére Ty, (cf. figure IV.1). La deuxiéme
équation est un probléme en z; dont la discrétisation en éléments finis est
non conforme ; les degrés de liberté sont les milieux des cotés des triangles
de T,y (cf. figure IV.1). A chaque pas de temps, les matrices

Mee | Ae Myy | Ayy
At TRe & TAr T Re

sont & inverser pour chacune des composantes ; le solveur est un ICCG.

. Schéma GNL2 :

zn a une petite amplitude et étant donné que 1’on a
(un-Vur = (Yr-V)yn + (¥n-V)zn + (25-V)yn + (20.V) 21,

((2r-V)zn, 9n) est négligé dans la premiére équation et ((yx.V)zr+(21.-V)yn+
(2r-V)zh, 25) est négligé dans la deuxieme équation. La discrétisation en
temps étant identique a celle de GNLI1, le schéma GNL2 consiste & chaque
pas de temps a déterminer les grandes structures y, et les petites struc-
tures z, comme solutions des systémes suivants avec 1’équivalent discret
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Section IV.2 Equations de Burgers.

des conditions au bord (IV.11) :

[ A — vk +
B + b)) = —3(h Vb + @k V) (e VIvk Lin)
V) + V)T 4 (V)R )
| V9 € Vo,2n
(yk, =k, y,’:_l, z,’:"l, étant connues)
[ Ak -k m) 4+
(™ + 2 m) = -3k VIek )
ﬁ +5 (W Vv, 2)
Vzn € Wo,n

\

(2, yF™, yk, yF', étant connues).

3. Schéma GNLS3 :

Ce schéma differe des précédents dans le sens ou l’on néglige en plus le
terme d’évolution en 2, dans I’équation (IV.9). Ainsi yx(t) et zx(t) sont
déterminées dans Vi, et Wy, par :

(%82, 30) + B (wn + 20, 90)) +
((ya-Vyr + Wn-Vzn + (20.V)yn,9n) = 0 (Iv.12)
V9n € Vo,2n

(IV.13)

B ((n + 20, 20)) + (9-V)yn,24) = 0
VZp € Wo,n

(IV.13) est un probléme linéaire en zx(t) qui s’exprime comme fonction
quadratique de yx(t). (IV.12) est ’équation (modifiée non linéairement par
2z3) que vérifie uap € Vap, (solution approchée sur le maillage grossier T3).

Ainsi up = yn + zp est une solution approchée appartenant a une variété
M}, de Vi de dimension égale a la dimension de Vs, et d’équation :

zn = —yn + A7 (= Br(yn, yn))

ou Ay, et By, sont les opérateurs vérifiant :

AELM) [ (Andntn) = 2 ((4m %) Yn, bn € Vi
Br(yn,yn) €Va [ (Bu(yryyn)y¥n) = (95-V)yns¥n) Veou € Va
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

Marion et Temam [5], aprés avoir donné des estimations a priori pour y;, et
zn, ont montré ’existence et I'unicité pour tout temps de yn et 2z, et établi
les convergences au sens suivant (lorsque h — 0) :

e u, — u dans L?(0,T;(H'(Q))?) VT, Vpe[l,+0o0]

e y, — u dans L*(0,T;(L*(R2))?)

e z; — 0 dans L?(0,T;(L%*(2))?)

k+1 ot z,’f'”

La discrétisation en temps consiste a déterminer y;, de la maniére

suivante :
(1 k+1 ko~
—A—{(yh — Yr>n) +
AW +29) = -3 V)uE + @k V) (s VeE im)
FE((ETLV)ET + (V) 4 (2L V) )
| Vn € Vo,2n
puis

B (W + 2 0) = —3(@E V)vE i)

+A(E AV )E T, )
Vzn € Won

Résultats numériques.

La précision exigée pour la convergence des gradients conjugués et des schémas
GUS, GNL1, GNL2, GNL3 est égale a 0.00001. Rappelons que pour les nombres
de Reynolds considérés la solution converge vers une solution stationnaire. Le
tableau I'V.3 (respectivement I'V.4) donne le nombre d’itérations et le temps CPU
moyen par itération pour obtenir la convergence dans le cas ou la solution exacte
présente un faible gradient (respectivement un fort gradient) et compare ces temps
avec le temps nécessaire a la méthode de Galerkin classique.

Dés que le nombre de degrés de liberté est suffisant, les méthodes de Galerkin
non linéaires sont extrémement performantes question temps de calcul et néces-
sitent autant d’itérations pour atteindre la solution stationnaire que la méthode
de Galerkin classique. Cependant la présence d’un fort gradient atténue cette

efficacité et impose un maillage trés fin : seulement 7% de gain de temps avec
1

Il est a noter que la suppression d’une partie des termes non linéaires réduit
considérablement le temps d’exécution (en effet chaque partie est calculée sépa-
rément). Ces approximations, dans le cas présent ne modifient pas la précision
des schémas GNL et parfois ’améliorent : la norme L, de ’erreur absolue est
inférieure a celle obtenue par la méthode de Galerkin classique (voir les courbes
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Section IV.2 Equations de Burgers.

de ’erreur pour la premiére composante en figure IV.5 et pour la deuxiéme com-
posante en figure IV.6).

Les profils sur les médianes verticales et horizontales de la différence entre
la solution exacte et la solution calculée sont de faible amplitude et montrent
I’exactitude des nouveaux schémas, y compris GNL3 qui fige I’évolution des pe-
tites structures (voir figure IV.5 &4 IV.8). Il est & remarquer que la présence d’une
zone de fort gradient dans la premiére direction engendre de fortes oscillations de
I’erreur dans cette direction et au voisinage de cette zone que n’atténue pas ou
n’amplifie pas les méthodes de Galerkin non linéaires.

Enfin le gain de temps CPU s’explique par le fait qu’a chaque pas de temps
2 systémes linéaires de dimension réduite sont inversés.

En conclusion, aux vues de ces premiéres expériences numériques, les mé-
thodes de Galerkin non linéaires convergent vers la bonne solution et plus rapi-
dement.

IV.2.2 Tests avec la solution exacte inconnue.

On suppose 2 = [0,0.5] x [0,0.5]. La condition initiale est :

u1(z1,%2,0) = sin(wzq) + sin(wzz)
uz(1,22,0) = z1+ z

Les conditions au bord sont celles de Jain et Holla [4] & savoir :

u1(0, 2, t) = cos(mzz)

U2(0,:E2,t) = o 0 S o S 0.5
©1(0.5,x2,t) = 1+ cos(mwzz)

u2(0.5,z2,t) = 0.5+ z, 0<z, <0.5
u1(xz1,0,1) = sin(wrz,)+1

uz(:cl,O, t) = 1 0 S i S 0.5
u1(21,0.5,t) = sin(wxz,)

us(x1,0.5,t) = =z, +0.5 0<z; <0.5

Reynolds 100.

Les figures IV.9 et IV.10 donnent les profils sur la médiane verticale et la
médiane horizontale des composantes de la solution calculée avec la méthode de
Galerkin classique et la méthode GNL2 aux temps 0.02, 0.2, 0.5. Les profils de la
différence des 2 solutions en figure IV.11 permettent de noter que les 2 solutions
sont trés voisines, la différence ne dépassant par 1.0 1072 & ¢ = 0.5.

La solution initialement réguliére évolue rapidement jusqu’a ¢ = 0.5, au dela
de ce temps les variations sont en effet trés faibles. On constate qu’au cours du
temps, de forts gradients s’établissent en particulier dans la le direction pour
les 2 composantes de la vitesse et dans la 2e direction pour la 2e composante.
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Erreur Relative (log10) pour U
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Iterations en Temps

Figure IV.4: Probléme de Burgers. Courbes de convergence pour Galerkin clas-

sique, GNL1, GNL2. Re = 100, b = 13z.

C’est dans ces zones de forts gradients que se situe la plus grande différence
entre les 2 solutions. On retrouve donc que la présence de forts gradients limite
la convergence et certainement la stabilité des nouveaux schémas tant que le
maillage est trop grossier.

Pourh = 2%— et At = 0.005, ’erreur relative est inférieure 4 1073 a¢ = 0.58.
Pour un pas de temps plus élevé, At = 0.007, la méthode de Galerkin classique
converge mais la précision 10~2 n’est atteinte qu’a ¢ = 0.85. En ce qui concerne
les schémas GNL1 et GNL2 avec un tel pas de temps, ’erreur relative décroit
pendant une soixantaine d’itérations puis augmente. Les schémas de Galerkin
non linéaires sont donc moins stables que les schémas classiques (cf. figure IV .4)
(En dega de At = 0.007, la méthode classique ne converge pas.) Pour GNL3, des
résultats similaires & GNL2 sont observés.

Reynolds 500.

Pour un tel nombre de Reynolds, la composante u; de la solution présente au
voisinage de £; = 0.5 un trés fort gradient qui n’est correctement simulé avec des
méthodes de Galerkin classiques que si le pas de discrétisation est suffisamment

faible (cf. figure IV.12). En effet pour A = ﬁ-, u; oscille dans cette zone et ces

oscillations disparaissent presque complétement pour A = L
Cette régularisation de u, se retrouve avec GNL2, cependant des oscillations

apparaissent sur I’ensemble du domaine.
P
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maillage || méthode | nombre temps cpu pourcentage / | pourcentage /
itérations | moyen / itérations | GUS (itération) | GUS (total)
65 x 65 GUS 7 1.91
GNI1 9 2.67 +40 % +80 %
GNL2 9 1.93 +01 % +30 %
GNL3 9 _ 2.90 405 % +34 %
129 x 129 GUS 6 12.72
GNL1 7 11.46 -09 % -05 %
GNL2 7 08.50 33 % -22 %
GNL3 7 08.55 32 % -22 %
257 x 257 GUS 6 70.76
GNL1 6 50.57 -29 % 229 %
GNL2 6 39.11 -45 % -45 %
GNL3 6 40.08 -43 % 43 %

Tableau IV.3: Probléme de Burgers : performances des schémas lorsque la solution
présente un faible gradient interne. At = 1.0.

maillage || méthode | nombre temps cpu pourcentage / | pourcentage /
itérations | moyen / itérations | GUS (itération) | GUS (total)
65 x 65 GUS 8 1.47
GNL1 10 2.58 +136% +165%
GNL2 10 1.82 +22 % +55 %
GNL3 10 1.80 +21 % +53 %
129 x 129 GUS 7 09.56
GNL1 8 10.87 +14 % +30 %
GNL2 8 07.77 -19 % -07 %
GNL3 8 07.77 -19 % -07 %
257 x 257 GUS 8 50.76
GNL1 8 45.23 -11 % 11 %
GNL2 7 35.02 -31 % -40 %
GNL3 7 36.00 -30 % -40 %

Tableau IV.4: Probléme de Burgers : performances des schémas lorsque la solution
présente un fort gradient interne. At = 1.0.
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Figure IV.5: Probléme de Burgers avec un faible gradient interne.
OnnoteU = vy ;V =uy; X = z,;Y = z,.
En haut : erreurs. A gauche : profils des composantes de la solution calculée. A

droite : profils des différences avec la solution exacte.
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Figure IV.6: Probléme de Burgers avec un faible gradient interne.
OnnoteU = u;;V =up; X =2,;Y = z,.
En haut : erreurs. A gauche : profils des composantes de la solution calculée. A

droite : profils des différences avec la solution exacte.
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Figure IV.7: Probléme de Burgers avec un fort gradient interne.

OnnoteU = w1 ;V =u; X = 2,;Y = z,.

En haut : erreurs. A gauche : profils des composantes de la solution calculée. A
droite : profils des différences avec la solution exacte.
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Figure IV.8: Probléme de Burgers avec un fort gradient interne.
OnnoteU = uy ;V =uy ; X =z,;Y = z,.
En haut : erreurs. A gauche : profils des composantes de la solution calculée. A

droite : profils des différences avec la solution exacte.
214



Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.
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Figure IV.9: Probléme de Burgers par la méthode de Galerkin non linéaire GNL2.
Re = 100. h = oz ; At = 5107,
Profils sur la médiane verticale et la médiane horizontale de la solution.
( ):t =002;(----):t=02;(...):t =05
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Figure IV.11: Probléme de Burgers. Re = 100. h = 2%6' ; At = 5.1073,
Profils sur la médiane verticale de la solution par GUS et GNL2 at = 0.5.
Profils sur la médiane verticale de la différence des 2 solutions 4 ¢ = 0.5.
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Figure IV.12: Probléme de Burgers. Re = 500.

A gauche h = -1—%-8- et At = 1.107? ; A droite h = ?%6' et At = 5.1073,
En haut : méthode de Galerkin classique ;

Au milieu : méthode GNL2 ; En bas : différence & l’instant t = 0.5.
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Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

IV.3 Probleme de Navier-Stokes.

IV.3.1 Description des algorithmes.

Les résultats concernant les méthodes de Galerkin non linéaires appliquées au
probléme de Burgers permettent d’envisager 'implémentation de ces méthodes
pour le probléme de Navier-Stokes évolutif. On propose de décomposer le champ
de vitesse et la pression en petites et grandes structures.

De facon identique a la section III.2 considérons la décomposition des espaces
de discrétisation liée a la base hiérarchique :

Vo = Vo2r @ Wor et Qn = Vi @ W

La méthode de Galerkin non linéaire consiste a chercher la solution approchée
(#h,Pr) € Vo, X Qp du probléme discrétisé (N.S.), sous la forme :

up, = uyp+uzp avecuyy € Vozn uzn € Won
Pn = DPYn+pzn avecpy, € Van  pzn € Wi

ol UYh, WZh, PYh, PZx sont définis par :

o 'u,yh2 VYn) "
]%g(vuyh, Voyr) + (Vpyn,vys) +
((uyn-V)uyn + (uyn-V)uzn + (uzn-V)uyn,vyn) = (fa,v¥n)
- ng(vuz,,, Voyn) — (Vpzr, vyn)
(Vouyn,qyn) = —(V.uzn,qyn)
{ Vvyn € Voan et Vayn € Vi
(Iv.14)
61 uzhivzh! +
+R1_e-(vuzh, szh) + (Vth, vzh) +
) ((wyn-V)uyn,vzn) = ({h, v2)
- R'E(V'“yh’ Vozn) — (Vpyn, vzh)
(V.'U,Zh, qzh) = —(V.uyh, qzh)
| Yoz € Won et Vgzn € Wy

(IV.15)

Le systéme (IV.14) ot le terme d’évolution de uz, est négligé, est interprété
comme un probléme en (uyh,pyn) correspondant a la discrétisation de Galerkin
classique sur la triangulation grossiére Tp.
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Section IV.3 Navier-Stokes.

uy, py

uy uy

x

uy, py uy uy, py

Figure IV.13: Position des degrés de liberté pour les problémes en (uyn,pyn),
(wzh, pzn)-

Le systéme (IV.15) est considéré comme un probléme en (uzy, pzs), c’est-a-dire
un probléme de Stokes dont la discrétisation par éléments finis est non conforme
et qui vérifie la condition inf-sup (communication d’Olivier Goubet et de Martine
Marion). Les positions relatives des degrés de liberté sont représentées en figure
IV.13 sur le triangle de référence.

Remarque IV.1 L’étude des différentes structures au chapitre III pour Navier-
Stokes montre que les termes V.uyy, et V.uzy sont des termes trés petits en norme
L,. Il semblait donc naturel d’écrire la condition de continuité pour le systéme
(IV.14) sous la forme :

(V.uyn,qyr) = 0 Vqyn € Van

condition vérifiée par uwy, dans la discrétisation de Galerkin sur Tsy,.
FEtant donné€ qu’aucun résultat théorique n’a été prouvé avec une telle approzi-
mation, sur suggestion de M. Marion il a été décidé de garder :

(V.uyn,qyn) = —(V.uzn,qz1) Vqyn € Van

La discrétisation en temps associée (et notée schéma GINL2) est compo-
sée d’une méthode implicite pour le terme linéaire et d’'une méthode explicite
d’Adams-Bashforth pour le terme non linéaire.



Chapitre IV Méthodes de Galerkin non linéaires.

(uyn, pyn) est solution du probléme de Stokes suivant :

[ A(uykt —uyk,om)  +
B ((ugl™™ +uzf,opn)) +
(V(pyrt +pzf)yoyn) = (fi*',vym)
- i}z(Vuz,’i,V'vyh) — (VpzE, vyn)
— %—((uy,’: NVuyk 4 (uyk VuzE  + (uzf V)uyf ,vys)
+ -%—((uy,’f_l.V)’uxy,’:_1 + (uyk L V) uzk ™ 4 (uzf VYV )uyf vyn)
Voyn € Vo,2n
(Vouyrt', qyn) = —(V.uzf, qyn)
\ Vayn € Vi

(uyF*!, pyk*!) sont une approximation de la solution sur Ty, que 1’on corrige sur

la grille fine T}, en déterminant (uzft!, pzit!) :

( ﬁ(uzf“‘l — uzf, vzp) +
B ((uyf™ +uzktoz)) +
(V(pur** + pzitt),vzn) = (fith,vzm)
- TIE(Vuy,’f“, Vozy) — (VoyFt,vzs)
— 3((uvt V)ugk vz
+ F((ugf ™.V )uyk ™, vzn)
Yvzr € Wo,n
(V.uzptt, qzn) = —(V.uyf*!, qzn)
\  Vaqyn € Wi

A chaque pas de temps, chacun de ces problémes de Stokes est résolu par la
méthode d’Uzawa décrite au chapitre II.

Remarque IV.2 On note :

o GNL1 : le schéma identique au schéma GNL2 ou aucune partie du terme
non linéaire n’est négligée,

e GNL3 : le schéma qui néglige en plus l’évolution de uz, dans l’équa-

tion (IV.15).

Remarque IV.3 Une des différences essentielles (aussi bien d’un point de vue
théorique que d’un point de vue numérique) avec la discrétisation pseudo-spectrale
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Section IV.3 Navier-Stokes.

est la non orthogonalité de uy;, et uz, en norme H' en dimension 2. Il est a noter
qu’en dimension 1, on a ((uyn,uzr)) = 0. Goubet [3] propose la construction (a
partir des ondelettes) d’un nouveau type d’éléments finis dont la décomposition
en structures uyy et uz, est orthogonale.

IV.3.2 Les résultats numériques.

Les premiéres expériences numériques ont été réalisées dans la cavité entrainée
avec un nombre de Reynolds égal a 100 et un pas de discrétisation h de ’ordre
de 0.0156 correspondant a un maillage 65 x 65. On constate que

1. (cf. figure IV.14) si les schémas GNL3 et GUS convergent pour 6t égal a 0.1,
le schéma GNL2 diverge. Des instabilités se produisent donc si le maillage
est trop grossier.

2. (cf. tableau IV.5) si les schémas convergent (GNL3 avec At = 0.1 et GNL2
avec At = 0.01) alors I’écoulement du fluide est correctement simulé. Le
tableau IV.5 permet d’apprécier I’exactitude de la convergence et la position
des tourbillons et des contres-tourbillons comparées avec la méthode de

Galerkin classique (tableau II.4).

La figure IV.15 représente le champ de différence, multiplié par un facteur
100, entre les 2 champs de vitesse, le premier obtenue par la méthode classique
et le second par GNL3. Cette figure révele ’origine des instabilités des nouveaux
schémas. La différence est en effet maximale au voisinage du bord supérieur i.e.
dans la zone ou les petites structures sont les plus grandes (cf. figure II1.6), lieu
ou le gradient de vitesse est le plus élevé. Il est donc nécessaire pour réduire ces
instabilités d’augmenter la précision du maillage (éventuellement localement).

Enfin lors du calcul de la solution de Stokes, les pressions pyr*! et pzF*!
sont de moyennes nulles : ce qui permet d’évaluer la pression sur le maillage T55
exprimée dans la base nodale bien que pyj et pzp soient déterminées en des points
distincts du maillage.
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CONCLUSION.

Au cours de ce travail, j’ai dans un premier temps regardé les difficultés dues a
I’incompressibilité, la non linéarité et ’évolution en temps qui apparaissent dans
le traitement numérique des équations régissant 1’écoulement des fluides newto-
niens, visqueux, incompressibles. Ainsi un code numérique qui permet d’obtenir
des bases de donnés concernant la cavité entrainée, a été mis au point pour ré-
soudre les équations de Navier-Stokes en dicrétisation par éléments finis mixtes,
conformes P1-4P1.

Parallélement, j’ai mis en oeuvre de nouveaux schémas numériques s’appuyant
sur la théorie des systémes dynamiques. Basés sur ’introduction de petites et
grandes structures du champ de vitesse, ces schémas ont été développés dans le
cadre d’une part d’une discrétisation en espace pseudo-spectrale et d’autre part
d’une discrétisation par éléments finis.

Dans le premier cas, ces méthodes dites de Galerkin non linéaires pour les-
quelles j’ai du introduire de nouveaux critéres dynamiques de selection des modes
actifs et passifs basés sur I’enstrophie et les termes non linéaires de couplage,
étaient couplées avec un modéle de turbulence. Ces algorithmes conservent le
comportement statistique turbulent de I’écoulement (en particulier la pente du
spectre d’énergie) et ont permis des gains de temps non négligeables.

Cependant des limites apparaissent. Je montre que ces gains sont fonctions
de la largeur de la zone de dissipation qui peut s’avérer tres etroite dans cer-
tains modéles de turbulence. En effet, la troncature déterminant les grandes et
petites échelles doit se situer proche de cette zone et les critéres doivent étre en
conséquence adaptés. Les méthodes de Galerkin non linéaires qui cherchent la
solution sur des variétés inertielles approximatives sont donc trés efficaces avec
des simulations directes.

D’autres critéres plus économiques, d’autres troncatures tenant compte du
comportement intermittent de I’écoulement pour calculer les modes actifs et pas-
sifs, d’autres variétés inertielles approximatives ou d’autres schémas temporels de
ces modes sont a envisager.
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Conclusion

Dans le cadre d’une discrétisation par éléments finis, I’introduction de la base
hiérarchique fait apparaitre a I’inverse de la base nodale, de ”petites” et ”grandes”
structures. Ces idées étant nouvelles, j’ai dans une premiére étape, étudié numé-
riquement cette base a partir des donnés obtenus de fagon classique pour la
cavité entrainée régularisée. La présence de forts gradients (une caractéristique
des écoulements du type Navier-Stokes) s’avére extrémement contraignante. Les
structures ne sont petites devant les grandes (condition importante pour éven-
tuellement figer leur évolution) que si le pas de discrétisation est tres faible. Il est
donc nécessaire pour mettre en oeuvre les méthodes de Galerkin non linéaires de
travailler avec un maillage trés précis, éventuellement adaptatif en temps et en
espace, et localement trés fin.

La structure multigrille de la base hiérarchique a ensuite permis de mettre
au point un préconditionneur du gradient conjugué pour résoudre les problémes
elliptiques.

Cette décomposition de la solution discréte appliquée a un probléme linéaire a
permis d’améliorer la condition de stabilité du schéma d’Euler explicite. Il serait
souhaitable maintenant d’envisager un forcage dépendant du temps.

Pour les probléemes de Burgers généralisés et de Navier-Stokes, les méthodes
de Galerkin non linéaires ont été développées avec des nombres de Reynolds
de ’ordre de 100. Des résultats similaires a ceux des méthodes classiques ont
été obtenus et des gains de temps d’exécution sont observés bien que le calcul
des termes non linéaires ne soit pas optimisé. Cependant aux vues des résultats
numériques, certaines questions restent sans réponse :

e ces nouveaux schémas sont-ils plus stables que les schémas de Galerkin
classiques ? On observe que cela n’est pas le cas, mais Re n’est-il pas trop
faible ou le maillage trop grossier ?

e des oscillations du champ de vitesse pour Burgers et de la vorticité pour
Navier-Stokes apparaissent avec les méthodes de Galerkin non linéaires pour
des nombres de Reynolds plus élevés. Ces oscillations sont-elles irréductibles
aux schémas ou dépendent-elles de la précision du maillage dans les zones
de forts gradients ? L’écoulement discrétisé sur la grille grossiére est-il alors
satisfaisant ?

e quel est le comportement de la pression ? A quoi correspondent les pe-

tites structures de la pression ? Ne peut-on pas simplifier la condition de
continuité ?
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