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Abstract

Variations of Hodge structure:
Local and global Arakelov-type inequalities

This thesis aims at studying from a differential geometric point of view variations 
of Hodge structure.

We begin by extending a pinching theorem of Mok’s dealing with curves in Siegel 
Modular Varities to the non-compact case.

We link this phenomenon with the classical Arakelov Inequalities, and prove variants 
of Mok’s pinching theorems for curves endowed with a variation of Hodge structure.

We study higher-dimensionnal analogues of these phenomena.
To do this, we remark that, under mild degeneracies, the base of a variation of 

Hodge structure is Kahler-hyperbolic in the sense of Gromov. We then prove vanishing 
theorems for the L2-cohomology of the constant sheaf on the universal covering of the 
base that underlies a variation of Hodge structure. We also improve a little bit these 
results, by weakening slightly the Kahler-hyperbolicity assumption.

Using this, we prove through an index formula the positivity of certain top-degree 
cohomolgy classes on the base built with Chern classes of the Hodge bundles and of 
the base. This positivity is what we call ”Arakelov-type Inequalities”.

We provide equality cases for our inequalities corresponding to locally homogenous 
variations of Hodge structure on hermitian locally symmetric spaces of the non-compact 
type. We conjecture that there are not any other exemples.

A first attempt to prove this in a particular situation is made, whose failure leaxns 
us that our inequalities, cannot be proven by a mere Chern-Weil form computation and, 
in some sense, are of global nature.

K eyw ords: Kahler manifolds, Hodge theory, Chern classes, Index theorem
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Introduction

Ce travail a pour but de contribuer à l’étude des sous variétés algébriques des 
variétés localement symétriques kâhleriennes de type non-compact. Nous pensons que 
de telles variétés sont intéressantes pour plusieurs raisons:

1. En elles-mêmes.

2. En rapport avec l’épineux problème de l’uniformisation en plusieurs variables 
complexes. Elles fournissent en effet des exemples où on peut assez bien com
prendre le revêtement universel de variétés de type général et de courbure semi- 
négative au sens de Griffiths.

3. En rapport avec la géometrie algébrique, puisqu’on peut souvent les interpréter 
comme des espaces de modules.

Le point de départ de cette étude est l’article de mon directeur de thèse, le professeur 
Ngaiming Mok Aspects of Kâhler Geometry on Arithmetic Varieties [15] et notamment 
les chapitres consacrés aux variétés modulaires de Siegel.

L’idée-force de ce travail consiste en l’utilisation systématique de techniques issues 
de la théorie des Variations de structure de Hodge polarisées, en les interprétant dans 
le cadre de la géometrie kâhlerienne. En fait, la plupart des résultats que nous allons 
formuler se situent dans ce cadre.

L’idée de considérer les domaines symétriques bornés comme espaces de Modules 
de Variations de structure de Hodge polarisée d’un certain type est semble-t’il due à 
Pierre Deligne, par extension des travaux de Kuga et de Shimura.

Dans le cadre géométrique qui est le notre, l’illustration la plus flagrante de la na- 
turalité de cette idée est l’artide de Steven Zucker [26]. On pourra y lire l’équivalence 
de catégories entre les Variations de structure de Hodge polarisée sur le domaine sy
métrique borné iî munies d’une action compatible du groupe des automorphismes de 
iî et les représentations réelles de ce groupe d’automorphismes.

Les techniques de géometrie différentielle dans la théorie des Variations de struc
ture de Hodge polarisées ont une longue histoire. L’introduction du concept dans les 
articles de Griffiths [8] se passe dans ce cadre. Parmi les autres travaux qui utilisent 
ces techniques, ceux qui guidèrent le plus notre réflexion sont ceux de W.Schmid [22], 
de S.Zucker [25] [26] et de C.Peters [18][19].

Le thème majeur de ce domaine est l’étude des phénomènes de monodromie autour 
des fibres singulières. Ce sont des mathématiques difficiles qui consomment beaucoup 
de constructions catégorielles.
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Notre étude 8e situe dans un mode mineur et cherche à explorer la géometrie kah- 
lerienne de ces situations. Nous éviterons souvent les problèmes provenant des fibres 
singulières et il y a ici un travail non-trivial à faire pour exploiter nos techniques dans 
le cadre général de la géometrie algébrique quand des fibres singulières se présentent.

Tirons de cette étude un bilan provisoire.
L’idée qui nous parait la plus la plus significative dans ce travail, pour autant qu’il 

nous soit permis d’en juger, nous semble être que la notion de Kâhler-hyperbolicité 
de Gromov [10] est pertinente dans le cadre des Variations de structure de Hodge 
polarisée . Cela nous permet de donner des résultats d’Analyse intéressants comme des 
théorèmes d’annulation L2 en plusieurs dimensions. Nous pensons que cette technique 
affine considérablement les techniques usuelles basées sur 1’ hyperbolicité au sens de 
Kobayashi. De plus, nous n’avons pas encore exploité certaines idées de l’article de 
Gromov, qui pourraient bien avoir de jolies conséquences en géometrie algébrique.

De ces théorèmes d’annulation, nous tirons toute une série d’inégalités de la forme:

Xm (M ).[M ] >  0

où Xm(M) est une classe caractéristique de degré maximal sur la variété M, munie d’une 
Variation de structure de Hodge polarisée pas trop dégenerée, Xm(M) étant dans l’al
gèbre engendrée par les classes caractéristiques de M et par les classes caractéristiques 
des fibrés de Hodge. Certaines de ces inégalités sont optimales et les cas d’égalité que 
nous pouvons fournir sont des Variations de structure de Hodge polarisée localement 
symétriques sur des espaces hermitiens localement symétriques. Conjecturellement, ce 
sont les seuls cas d’égalité possible. De plus, il n ’est pas en général possible de les 
déduire d’un calcul local, mais leur dérivation nécessite un argument global.

Nous allons maintenant décrire chapitre par chapitre les principaux résultats de ce 
travail, expliquer la démarche suivie et justifier certains de nos parti-pris.

Chapitre 1
Le but de ce chapitre est de prouver le résultat suivant qui est un théorème de 

pincement concernant des courbes algébriques non compactes, dont la particularité est 
qu’ aucune borne sur le volume de la courbe ne peut être déduite de l’énoncé et qu’au 
contraire on peut fournir des exemples où le volume tend vers l’infini:

Théorème 1:
Si S  <—► T \H n est une courbe algébrique dont la courbure gaussienne vérifie:

S  est totalement géodésique et provient localement d ’un plongement diagonal H d—> 

Hn g” d H n.
Mok avait prouvé ce résultat dans [15] dans le cas où S est compacte.
Ce fut le premier objectif qu’il m’assigna pour commencer ce travail.
La méthode suivie est fort proche de celle de [15]. Nous isolons l’espace des solutions 

L 2 sur S d’une certaine équation elliptique de degré 1 Lrj = 0 vérifiée par les sections de 
la famille de variétés abeliennes déduite si T est assez petit de l’immersion dans T\Tin.

Nous introduisons une formule de Bochner qui nous permet de voir que l’espace des 
solutions L2 est nul dans les conditions de l’énoncé. C’est une variation de la méthode 
de Mok qui se base sur une utilisation astucieuse de la formule de Gauss-Bonnet.

1 1  „ 1
n 4 n2 -  *  n(J*)
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Cnsuite, nous calculons la dimension de cet espace de solutions par une formule 
d’indice et constatons qu’ elle est nulle si et seulement si S est une courbe algébrique 
totalement géodésique du type indiqué.

A priori, la forme que devait prendre ce calcul n’était pas bien claire.
La démarche que nous avions décidé de suivre était de prouver que la fibre spéciale 

du modèle de Néron à l’infini était de type multiplicatif et d’essayer de trouver la forme 
asymptotique des métriques sur les fibrés mis en jeu, les conjectures étant faciles à faire 
puisque le cas modèle est explicite, puis de prouver les résultats d’analyse nécessaire 
en s’inspirant de la théorie des Séries d’Eisenstein.

L’étude asymptotique peut être menée à bien avec l’article de Mumford [17] et 
des compactifications toroidales. Ce n’est pas très facile ni très élégant. On pourrait 
certainement nener à bien le calcul dans cet esprit, et nous n’ étions pas bien loin d’y 
parvenir quand nous avons réalisé que toute l’analyse nécessaire, et bien plus, était 
dans l’article de Zucker Hodge theory with degenerating coefficients [26].

Après lecture de cet article, le calcul à mener est un simple exercice.
La manière dont nous avons choisi d’écrire ce résultat n’est pas la plus adaptée dans 

l’absolu, c’est un mélange de la vision très géométrique de [15] et du formalisme très al- 
gébrisé de [25], mais elle a pour avantage d’expliquer comment les VSHP s’introduisent 
dans ce contexte et de décrire dans les termes de la géometrie différentielle classique 
les concepts mis en jeu. Par ailleurs un résultat entèrement analogue est prouvé au 
chapitre 3 avec une preuve plus agréable car utilisant le théorème des orbites SL 2 de 
Schmid [22] au lieu des compactifications toroidales, ce qui est vraiment plus judicieux.

En particulier, l’équation elliptique construite de façon géométrique dans [14] était 
une équation de la forme D ”tj =  0 où D n est l’opérateur défini dans [25] qui est une 
différentielle d’un complexe qui calcule une certaine composante de la décomposition 
Hodge du H 1 du faisceau de monodromie associé à la famille de variétés abéliennnes 
sur S.

Le bilan que nous tirons de cette étude était que nous devions envisager les pro
blèmes sur les sous variétés de variétés hermitiennes localement symetriques de type 
non compact dans le langage des Variations de structure de Hodge.

Chapitre 2
Il nous fallait donc comprendre la géometrie kâhlerienne des Variations de structure 

de Hodge et ce chapitre est la trace de l’effort réalisé pour celà.
H est en partie classique et ressemblerait beaucoup à un plagiat de [26] si nous 

n’introduisions pas de deuxième forme fondamentale pour une application de périodes 
X  —► V , dont nous prouvons que l’annulation sur tout x G X  est caractéristique des 
exemples de VSHP localement homogènes.

Celà permet de formuler une extension des formules de [26] que nous nommons la 
formule de Bochner-Hodge dans le cas où la base de la VSHP n’est pas localement 
symetrique.

Cela constitue une généralisation du calcul du chapitre 1.
Théorème 5 :

Az,. = Ad» + Av. + [<*", V'*] + [6", V']
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[d", V *} z t [6'\ V'] sont deux tenseurs adjoints l ’un de l ’autre. A*» est le laplacien 
associé à un complexe de Dolbeault et Av< est un opérateur d ’ordre 0 semi positif relié 
à la connexion de Gauss-Manin. De plus 3K-p >  0 tel que: l ’estimation ponctuelle 
suivante soit réalisée:

max(||[,r,v’-]||,||[r, V'ill) < K v \ \< r T x l n m \l

Elle avait été originellement développée pour certaines généralisations du théorème 
du chapitre 1.

Elle nous a surtout permis de voir qu’une approche en laquelle N.Mok et nous- 
mêmes avions confiance de la généralisation du chapitre 1 aux courbes suffisamment 
pincées des variétés hermitiennes localement symetriques de type non compact était 
vouée à l’échec.

Toutefois, on peut lui lui trouver une application géométrique qui sera expliquée au 
chapitre 3 et elle permet de savoir comment se comportent les formes harmoniques à 
valeurs dans une VSHP en présence d’une petite deuxième forme fondamentale. On lui 
verra jouer un rôle crucial dans la partie conjecturale du chapitre 5.

C h ap itre  3
Nous rappelons dans ce chapitre une description de toutes les VSHP localement 

homogènes sur le disque et appliquons le formalisme du chapitre 2 pour prouver le 
résultat:

T héorèm e 9:
3c„ > 0 tel que, s i S une surface de Riemann compacte portant une VSHP V de 

poids 2 et de vecteur de Hodge (n, n, n) et si sa courbure gaussienne vérifie:

m — tn < Gs < m

Alors {S, V ) est isomorphe à (5,5(2)") et l ’application de périodes 5„ —► £>(n, n, n) est 
une orbite S L 2.

Nous présentons une preuve de ce résultat dans le cas non-compact qui peut être 
vue comme une heureuse alternative à la rédaction du chapitre 1.

Ensuite nous présentons la preuve d’un théorème plus fort dans le cas compact qui 
implique une inégalité semblable à l’inégalité classique d’Arakelov et à ses cas d’égalité. 
Une remarque de Peters dans [19] tend d’ailleurs à indiquer que ce résultat est plus ou 
moins folklorique.

T héorèm e 11:
Pour des courbes algébriques compactes munies d ’un VSHP de poids 2 et de vecteur 

de Hodge (n ,n , n), les seuls cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov:

2n(2g -  2) > 2c^ H 2'0)

sont les VSHP localement homogènes (5 ,5(2)”).
L’énoncé qui permet de faire le lien est le suivant: S est un cas d’égalité si et 

seulement si la connexion de Gauss-Manin est bijective en tout point de S. C’est une 
version sans deuxième forme fondamentale de notre théorème de pincement.

La même interprétation est disponible pour le résultat du chapitre 1 et éclaire sin
gulièrement le statut en géometrie algébrique de ce type de théorème de pincement
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apparemment purement kâhleriens. Nous avons en fait l’impression que cette interpré
tation démystifie notablement ces théorèmes de pincement en les reliant à des résultats 
classiques.

Nous finissons par remarquer que l’on ne peut pas faire la même chose avec l’inéga
lité d’Arakelov en poids supérieur, mais dressons un état des lieux et faisons quelques 
remarques.

Chapitre 4
Ici commence la partie plus substantielle de cette thèse. D s’agit d’expliquer com

ment les idées merveilleusement simples et petinentes l’article de M.Gromov Kâhler 
hyperbolicity and L7-Hodge theory fonctionnent dans le cadre des VSHP.

D’abord, nous remarquons que le théorème d’annulation de Gromov, fonctionne 
pour les formes harmoniques à valeurs dans une VSHP dès que la base est kâhler- 
hyperbolique au sens de Gromov.

Mais le besoin d’avoir des résultats invariants par tranformations birationnelles et 
le fait qu’on ne peut faire l’économie de diviseurs exceptionnels sur la base lisse d’une 
VSHP générale1 nous amène à donner une définition qui est adaptée à ce contexte:

Définition :
Soit X  une variété kâhlerienne de revêtement universelXu —► X . Soit u> € C°°(X, fi1'1). 

On dit que (X ,u )  est semi-hyperbolique si et seulement si:

- < j > 0  et w > 0  sur un ouvert dense.

3a e C ° ° ( X ,n ) f ) ,3 K  > 0, tq: da =  u  e tV v Ç T x ,  |<*(v)| < —K w (y/—ïv  A S)

Les théorèmes d’annulation L2 de Gromov se généralisent dans ce cadre comme 
suit:

Théorème 14:
Si (X)U>) est une variété semi-hyperbolique, il n’y a pas.de p-forme holomorphe L2 

sur X  pour p ±  dim ç{X).
Théorème 15 :
Si V est une VSHP sur (X ,u )  semi-hyperbolique de dimension >  2. Alors, pour 

toute métrique kâhlerienne sur X , X  ne possède aucune 1-forme harmonique L2 à 
valeurs dans V.

Une conséquence agréable est la chose suivante:
Théorème 17 :
Soit f  : A  —► M  une famille de variétés abéliennes sans facteur constant sur la base 

M  connexe et algébrique. On suppose que Vimage de M sous l ’application des périodes 
est de dimension > 2  et compacte (il n’y a pas de fibres singulières) dans l ’espace de 
modules des variétés abeliennes T \H n

Soit (M n) une tour de revêtements galoisiens finis Mn M  et connexes dont la 
limite projective est le revêtement universel de M  ou du moins domine M  Xp\^n 'Hn- On

1. Il est facile de construire des exemples avec des courbes rationnelles d’auto-intersection -2, en 
résolvant la singularité unique d ’une surface contenue dans un espace localement symétrique compact 
de revêtement universel non compact, avec un seul point conique
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a, A {C {M n )) désignant le groupe abélien de type fini des sections holomorphes (Groupe 
de Mordell-Weil):

rM(C(M,)) _

C h ap itre  5 :
Nous mettons ensuite en évidence le fait que la restriction de la métrique de Hodge 

sur les vecteurs horizontaux induit une structure semi-hyperbolique sur la base d’une 
VSHP à classifiante equidimensionnelle2.

Nous voyons notre preuve comme une généralisation du calcul du potentiel de la 
métrique de Bergmann d’un domaine symétrique borné.

Une utilisation de technique d’indice L2 d’Atiyah [2] fournit avec nos théorèmes 
d’annulation des inégalités très similaires aux classiques inégalités d’Arakelov pour des 
variétés de toute dimension:

T héorèm e 20:
Soit n > 2 et M une variété kâhlerienne lisse de dimension n. Soit V une VSHP 

de poids w et de vecteur de Hodge h = (hw0, . . . ,  h0w) dont l ’application classifiante ne 
contracte aucune courbe ou bien est seulement equidimensionnelle si n = 2. On dispose 
de l ’inégalité suivante:

•̂ Ur ( h)j>+ui ,f>-p •'

(_ 1 )" -P (£ (_ 1  ych iH “-*’* ® n iï% T o d d (T M).[M] > 0 
»=0

H est à noter que certains cas d’égalité existent et correspondent à des VSHP loca
lement homogènes sur des espaces localement symétriques. Nous développons ensuite 
une série de conjectures disant que ces cas d’inégalité sont les seuls et faisant le lien avec 
des conjectures portant sur la généralisation des théorèmes de pincement des chapitres
1 et 3 que nous appelons la conjecture des lacunes.

Pour expliquer l’énoncé de cette conjecture, disons que si sa deuxième forme fon
damentale est très petite, une application de périodes ressemble beaucoup à ‘un unique 
modèle qui est une application de périodes associée à une VSHP localement homogène.

C onjecture  :
Soit V  un domaine de Griffiths et (X, V') une variété algébrique 3e = €?> > 0 tel 

que si ||crTx|Tfc(p)||L~ < * ci (X,V) est modelé sur un domaine symétrique borné iî 
muni d ’une VSHP Homogène V7, on ait en fait (X, V) ^  (iî, V').

Nous devons avouer que nous hésitons sur ce qu’il faut penser de nos inégalités, 
surtout en rapport avec la conjecture des lacunes.

En particulier, nous ignorons si elles sont plus qu’une simple curiosité d’ordre zoo
logique ou bien quelque chose de plus intéressant.

C h ap itre  6 :

2. C ’est la condition de non-dégenerescence la plus générale envisageable.

n-°° [*1 (Mn) : ^(M )]
=  0

.. rgxA(C(Mn ))
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On peut légitimement se demander si des calculs de courbures ponctuels ne pour
raient pas établir ces inégalités d’Arakelov. Nous développons dans ce chapitre le for
malisme de ces calculs de courbure dans le cas des surfaces.

Si l’on écrit la formule de Gauss, on voit que la forme de Chern-Weil associée à 
c2( 5 )  se coupe en un terme dépendant de la deuxième forme fondamentale et un terme 
n’en dépendant pas.

Nous établissons par le calcul que ces deux termes sont positifs en tout point d’une 
surface base d’une VSHP à applications de périodes immersive.

H est bien clair que c’est aussi le cas pour c?(5).
On en déduira le théorème:
T héorèm e 25 :

Soit h = (/iPÎ)p+î=n,p>o un vecteur de nombres entiers tous non nuls vérifiant hp1 =  h1p.
Soit a et b deux réels positifs non tous nuls. 3 K  >  0 tel que si S  est une surface 

algébrique base d ’une VSHP de vecteur de Hodge h de classifante immersive et X2 une 
(2,2)-classe de cohomologie dans l ’algèbre engendrée par les classes caractéristiques des 
fibrés de Hodge de la VSHP, on ait l ’inégalité suivante:

a c l ( S )  +  b c 2{ S ) . [ S ) >  K X 2 . [ S ]

Ce théorème est différent de nos inégalités précédentes. En effet, on l’établit par un 
calcul purement local, tandis que nos inégalités d’Arakelov sont un phénomène global.

Nous refusons de nous prononcer sur d’éventuels cas d’égalité ou d’éventuelles gé
néralisations globales dans l’état actuel de nos connaissances. Si l’on veut une inter
prétation en termes de théorèmes d’indice de ce type d’inégalités avec des constantes 
irrationnelles, il faudra utiliser des indices L2 de Von Neumann.

C h ap itre  7 :
Nous examinons dans ce chapitre les cas d’égalité de l’inégalité A l(2 ,4 , 2 )3^ en 

cherchant à appliquer la démarche de la fin du chapitre 5. Cette inégalité présente 
deux types cas d’égalité localement homogène, l’un a pour base un bidisque l’autre une 
2-boule complexe. L’inégalité s’écrit:

2c2(S )  -  4ch2(H 2’0) > 0

Rappelons que, si nous pouvions prouver par un calcul de courbure cette inégalité, 
nous aurions par là-même une preuve de la conjecture des lacunes dans ce cas.

Un élément favorable est que si l’on écrit l’équation de Gauss et qu’on considère 
le terme issu de la deuxième forme fondamentale comme un terme perturbateur sa 
contribution à la forme de Chern-Weil c2(S) est positive, comme nous l’avons déjà 
constaté.

Une preuve locale de cette inégalité consisterait à voir que le terme issu de la 
courbure du domaine de Griffiths est positif.

On pouvait être assez confiant a priori à ce sujet. Par exemple, en ce qui concerne 
l’inégalité A%(4,8 , 4)3i1 si on suppose que l’application de périodes se factorise à travers 
B 2 x B 2, on peut prouver que ce terme local est positif. Celà fournit une preuve de 
la conjecture des lacunes dans ce cas. Mais, nous ne la présentons pas ici puisqu’un 
argument très standard permet d’y arriver [6].
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Toujours est-il que nous pouvons exhiber un contre exemple et en déduisons que 
cette inégalité d’Arakelov ne peut pas être déduite d’un calcul local, mais qu’elle est 
de nature globale.

Il est facile de voir que si on avait par un calcul local de courbure une preuve locale 
de l’inégalité d’Arakelov pour des applications horizontales suffisamment semblables à 
une application de périodes associées à une VSHP localement homogène, on aurait du 
même coup une preuve de la conjecture des lacunes dans le cas de ce modèle.

S’il est facile de voir par le contre exemple présenté que cette démarche échoue dans 
le cas du bidisque, le cas de la 2-boule nécessite des calculs très longs et très pénibles 
que nous sommes en train de finir mais que par sécurité nous n’incluerons pas dans 
cette thèse. Il est possible qu’ils conduisent à une preuve de la conjecture des lacunes. 
Si tel était le cas, nous les publierions autre part.
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Chapitre 1

Phénom ène de pincement 
diagonal

1.1 Domaines de Siegel

1.1.1 Conventions

H„ = {Z  € M n(C) : %Z — Z  et Im Z  >  0} est un domaine symétrique borné 
de groupe d’automorphismes G =  Sp(2n, R). Le stabilisateur de l’origine o = T/„ 
est U(n). Sur Hn, nous avons une unique structure kâhlerienne u>, G-invariante et 
symétrique, normalisée par la condition:

Va € ||a|| = 1, - 1  <
Th

Si r  est un sous groupe d’indice fini de Sp(2n, Z) agissant proprement et librement 
sur 7in, la variété kâhlerienne (r\7ï„,u>) est complète de volume fini et possède une 
compactification projective minimale et singulière T \7ï„So( ([3]).

1.1.2 Courbes algébriques

Une courbe algébrique tracée sur r \7 ï„ , S T \H n est dans ce travail une immer- 
sion d’image fermée d’une surface de Riemann telle que son adhérence dans I'\H nSat 
soit une courbe algébrique C. Quelle que soit la compactification T\7i„ de T \H „ , il 
existe un morphisme <j> de la normalisation S de C, tel que S  = <£-1(T\Hn) et compa
tible à notre immersion. Par [15] (S,w) est complète et de volume fini. Nous désirons 
montrer le théorème:

T héorèm e 1 Si S <-*■ T \H n est une courbe algébrique dont la courbure gaussienne 
vérifie:

<*>
S est totalement géodésique et provient localement d ’un plongement diagonal 7t
'L/n 9Çod - ,/x  ̂ rtfj •

Mok avait prouvé ce résultat dans [15] dans le cas où S est compacte. Nous supposons 
donc que Caxd(5 — S) >  0

Va € T l'°Hn, ||a|| = 1, - 1  < Ä&-* < - \

n An2 n
( r>\ ______ î_  <- n s s
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1.2 Structures de Hodge et propriétés modulaires

1.2.1 Introduction des outils

Si r  est un sous groupe de congruence assez petit, la variété T\H„ est base d’une 
famille modulaire de variéteés abéliennes it : Ar —1► r \7 i„ . Le faisceau localement 
constant L =  R 1^, Z porte une variation de structure de Hodge polarisée de poids 1 et 
de nombres de Hodge h1'0 = h.0’1 = n (cf. infra). Cette variation de structure de Hodge 
est en fait localement homogène ([26]) et se produit sur tout quotient lisse T \H n• Elle 
est entière dans le cas où 7  est commensurable à Sp(2n, Z), ce qui est notre cas, et 
réelle sinon.

1.2.2 Résum é de la théorie de Deligne-Zucker

D éfinition 1 .2.1 Soit L un faisceau localement constant en Z-modules libres de rang 
n sur la variété connexe kâhlerienne X. Une variation de structure de Hodge polarisée 
sur L de poids 1 et de nombres de Hodge h1'0 = h0'1 = n, c ’est la donnée de:

1. Une forme antisymétrique plate et entière sur L, <  .,. >.

2. Un sous faisceau analytique cohérent de rang n, J-1 C L ® 0 \  tel que:

- A u  niveau des germes en un point x de X, T). 0  T l  = L ® C 

-  < >=  0 

-  V /e J F j - 0 ,  \ f= \ < / , / > >  0

Nous appelons H 1'0 le fibré C°° associé à T x et posons H 0,1 := H lfi. Compte tenu 
de la décomposition des formes suivant leur bitype l’operateur de De Rham dL sur les 
formes différentielles complexes à valeurs dans Xc =  I ® ïC s e  décompose comme suit 
[25]:

dL = d' +  d" + V' + V"

-  d'H f ■» ® fir*‘ C H™ ® ÎT+1-*

-  d " H ® fir-‘ C H™ 0  iîr-*+1

-  V'fi'P-« ® C ^ p - x-î+1 ® iîr+1-*

-  ® iîr*' C H ’,+1>1-1 ® iïr-’+1

Modulo l’isomorphisme T l ~  H 1,0 et L ® O x /F 1 — H 0'1, l’opérateur d" est le 
classique (? de Dolbeault. Quant aux opérateurs V' et V" ce sont des tenseurs (ou 
opérateurs d’ordre 0 ). Si nous posons:

€ p 'q î =  0
F+r=P 
9 + »=Q

Et D" = d" + V;, il vient D"SP^  C Sp'Q+l.
Notre complexe de De Rham est donc naturellement bifiltré par la procédure stan

dard et si nous prenons sur celui ci la métrique induite par une métrique kâhlerienne

-  <  T I,T I  > =  0
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sur X et par la metrique Bur le ftbré associé à L obtenue en décrétant H 1,0 et H 0'1 ortho
gonaux et en prenant comme métrique sur chaque terme celle donnée par le troisième 
point de la définition, nous avons pour les laplaciens correspondants 2Ap» = A jl . Ceci 
est dû à Deligne et est décrit dans [25].

Dans le cas compact, on a une décomposition de Hodge sur H ’ (X , Le). Si (S, u>) est 
une courbe affine de compactifiée lisse S  = S  U (Pi), si j désigne l’immersion ouverte 
S *-» S  et si u) vérifie 6ur un disque de carte (A, C) centré en P, l’estimation:

-, „  „ v ^ ï  dCAdC ^ ^ d Ç A d (

’ e 2 KPMcr -  " -  2 iotoîIcii5
Zucker montre dans [25] une décomposition de Hodge pour n=0,l,2:

H n(S ,j .L c ) =  ®  H n(S ,j .L c)p■«
P+<?=n+l

Avec l’interprétation analytique suivante:

H n( S ,j .L c )p'Q = {<t> € L \ S , £ P'Q) : A =  0}
m  ^  ^IM Ig jvl

1.3 Un théorème d’annulation pour

1.3.1 Interprétation géométrique

H 1(S ,j ,L c ) 1’1 étant invariant par conjugaison, H 1( S , j rL c)1'1 =  H 1( S , j t L t )1,1 ®r 
C. Nous interprétons cet espace dans l’esprit de [15]. Si on a la famille modulaire 
7r : A r —*• T \H n, le fibré vertical V est canoniquement identifié à H 0,1. Ce fibré est 
localement homogène et la métrique hermitienne correspondante est la métrique de 
Hodge.

Par ailleurs, TA r  se scinde de façon C°° en TA? = V  ® H , H  ~  7r*2r\«„, Hp étant 
l’espace tangeant à l’unique section locale de A = V /L  en jr(p) provenant d’une section 
de L* =  L ® R. Pour a  une section holomorphe locale de A r, posons rja =  PTAr~ v{d(ï), 
la projection P  étant parallle à H. Alors r\ € C°°(V®Sl1). Si a est une section rationnelle
r) G L2. ___

Si <j> € C°°(V ® Î21), posons x(4>) =  *(<£) +  *(^)> avec t : V  ® f i 1 ~  H 0'1 ® Î ï 1’0, 
l’isomorphisme canonique et considérons le diagramme commutatif suivant définissant 
l’opérateur Do'. n// »->//£ 1,0 £ * £ 1,1 £ 1,2

Il II II
H 1'0 ® iï0-1 

H 1'0 -> © -+ f f 1-0 ® « 1-1 
H 0'1 ® Sll<°

J x  ]*•

V ® Ü l'° z* y ®  fi1-1

P roposition  1.3.1 Si U est un ouvert simplement connexe de S  et 7] G C°°({7, V&Q,1), 
alors D 0r) = 0 si et seulement si il existe une section holomorphe r  de V de projection 
<7 comme section de A telle que rj = rj(a). En termes de faisceaux 0 ( V ) /L * = ker jD0.
De plus x i 7]) est réelle et harmonique.

H'iSJ.Lc)1’1

< u < g  y . .... Adv 
"  -  2 IC P M d P
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Preuve:

D 0t )  = 0  équivaut à D"x = 0 . Comme x  est réelle dLx  = 0  puis x = dLç, Ç réelle et 
ç = a +  ô, a € H 0,1. L’annulation du terme S0,2 de di<; dit que a est holomorphe. De 
plus x] = 77(a) = P l,0dL<T. D’où 0(V )/L n  = ker D0.

6' l’adjoint de D' et A la multiplication intérieure par la forme kâhlerienne vérifient 
comme dans le cas classique [A, D") = Comme A est nul sur les 1 -formes,
6'x = 0. De même 6"x = 0 et x  est harmonique.

1.3 .2  E q u a tio n  p ro p re

La remarque fondamentale de [15] en ce qui concerne notre théorème de pincement 
est que dans le cas de la VSHP modulaire sur S = T \H , V77 6  C°°(T\H, V  ® i î1), tel 
que D0t] = 0, on a V Vrç + rj = 0. L’intégration par parties fournit dans les notations 
de [15], j40 0(C(5')) = H l(S ,j*L i)1,1 = 0 . Notre condition (P) nous place presque dans 
ce cas.

Soit P  € S, a Ç T 1,0S, ||a|| = 1 . L’immersion 5 t—► T\H„ donne naissance à une 
seconde forme fondamentale S € C°°(5, End(Ts', T r\n ./T s)  <g> ÎI5 ) définie par:

V0  € C°°(S,Ts) V SJ  = -  £ a(0 )

Dualement, si p : \w, ^5 est la restriction des formes et e* € C°°(S, \w,):

W G C ~(5 ,T s) < 0 ;p (V ^ *“e*) -  Vfp(e*) > = <  £ o(0);e* >

Passant au revêtement universel S -+H„, l’invariance sous G des objets considérés 
permet de supposer que P  s’envoie sur l’origine o et par le théorème des polydisques 
[14] que:

D W - »

P roposition  1.3.2 Si D0rj = 0 , 77 vérifie en P l’équation:

^ V V+ - r ] = -S o (v )  + S 1(v) 
n n

So est un opérateur autoadjoint de valeurs propres ( 1  — |c*t|2)i<«<n- Si est un opérateur 
linéaire vérifiant |||S'i||| < ||£ 0 (a)||.

Preuve :
Rappelons le calcul de [16]. Soit (dr,J) la base duaJe de ( 5 ^7 ) sur 7i„, (5 ^7 ) une base 

orthonormale de V0 telle que 3 - 7  • ¿^ 7 = sf-  sous l’isomorphisme S 2V  ~  T0l i n. On peut 
définir des tenseurs parallèles sur 7in par:

A(dT,] ® ^ - )  = + 6jkdw%)

s(dw‘) =
J 3

,ion intern 

: - y / ^ l 6 ‘

V0 € C°°(S,Ts) V SJ  = V ^ n 'Ô -  S a(û)

°- ¿ ¿ 'à  i > ‘ ll!="

V 'V v + - n = - S 0(v) + S,(fi)

" d V  2 V ** ■ « ' i — /

S(d»‘) = J2d̂ 9 —
J 3
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Si 77 est une 1,0-forme à valeurs vectorielles, posons 17(a) =<£ 77, a  >. Alors D0t) = 0 
est équivalent sous l’identification isométrique V  ~  V*, à:

dar) = - \ / - Î E ( 77(a))

Donc < a,V *ôaT7 >=<  a, V ^’*ôar7 > + < S a(a ) ,5 fi77 >

De [16], nous tirons la formule pour le premier terme:

(a,V *»0at7) = (a,EA(â®  77(a)))

= iC-i'W^ + Ed-la'lVW^:)
» * » *

= ^-(v +  Soiv)) n

Pour le deuxième terme, en posant £ 0(a) = £  a'* gf- :

< E .( a ) ,» . ,  >=
i *

Le théorème de Cauchy-Schwarz permet d’estimer:

nSiMii’ =
i * 

j *

0'

En prenant les traces, la proposition est démontrée.

Corollaire 1.3.3 Si la condition de pincement (P) est satisfaite, H 1(S ,j*L r )1,1 = 0 

Preuve  :
Soit x  €  i3r l ( 5 , j . X * ) 1,1. Alors x  = x(4>), avec D 0(f> = 0. <j> est, rappelons le, une section 
de carré intégrable.

Exploitons la condition de pincement (P). Elle implique via l’équation de Gauss les 
conditions suivantes:

(D l|E„(a)ll’ < 

P)

■ I
j »

< ElW“)ll!El°'"'lî 
í *

< Ni,E i^ i ií = ii’íiñiMa)r 
ti

------------ <. H — — < .-----
n 4n2 -  -  n

:i2iS>oV(«)r

n

ir le deuxième terme, en posant S 0(a) = ^2 a '* :

< s„(o),8., >= E tE ^ T W )*^ : = S‘W  
i •' ;

>rème de Cauchy-Schwarz permet d’estimer:

4 n2
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La structure du tenseur de courbure de 7i„ donne avec (2):

Vi, 11-lo f iS j i / n r

Qu’une telle estimation existe résulte du fait que — £, le maximum des courbures sec- 
tionnelles holomorphes sur H n est réalisé exactement en les droites tangeantes à une 
courbe diagonale [14].

De la proposition 1.3.2 nous tirons la relation:

/ ( r ^ , f l  + ; | | # =  [ ;(SoW),« + (5 i(i) ,«
Js n Js n

Comme dans [15], nous pouvons intégrer par parties car S est complète pour sa 
métrique kâhlerienne et il vient:

/  = /  ì(s>(#),*)+(ii(#),*)-ìiM rJs Js n n

Les conditions (1) et (2) fournissent en tout point les estimations suivantes, compte 
tenu de la proposition 1.3.2:

w u )  <

(.sSU) < ¿IMI2
Ces dernières remarques nous donnent l’inégalité suivante:

De là, comme le nombre y/n  — l /n  — 1 est négatif, on conclut que f  ||<£||2 = 0 d’où l’on 
tire que <j> — 0, puis x = 0. On a bien prouvé que H l (S ,j .L * )1'1 = 0

1.4 Contrôles sur la dégenerescence à l’infini

1.4.1 Comportement de la métrique

Rappelons le lemme suivant, connu sous le nom de lemme d’Ahlfors-Schwarz [14].

Lem m e 1.4.1 Soit C  une surface de Riemann munie d ’une métrique de courbure <  —1 
et complète pour cette métrique. Soit C ’ une autre surface de Riemann munie d ’une 
métrique de courbure > — 1. Toute application holomorphe f  : C  —* C 1 est contractante 
pour ces métriques.

Si G s > —M , la courbe kâhlerienne complète (S ,u )  vérifie — £ > G s > —M  et si 
P  € S  — S  à pour voisinage de carte (A, £) avec £(P ) = 0, le lemme d’ Ahlfors-Schwarz 
fournit:

P roposition  1.4.2 3C, c > 0 , 3r > 0, V|£| < r :

n/~~Î dÇ A dÇ dÇAdÇ

2 |CI2|/o5|C||2 - w -  2 |CI2IMCH2

/ l|V*r= I  ;(S .W ,«+ (S i(# ),« -iIMP
Js Js n n

r .... i . fïT̂T . r....„

¿C a dÇ y^I dÇ A dÇ

2 |CI2I% IC II2 - w -  2 IC P M C II2

A l l w s t o (v ~ ‘ 1 ,A «

wu) < kĴîrWiï
. _ . 1 .... -



1.4. CONTRÔLES SUR LA DEGENERESCENCE À L’INFINI 23

Preuve :

Considérons la métrique h de courbure Gaussienne —l/n  sur la surface de Riemann 
S. Le point à l’infini P est de type parabolique pour l’action du groupe fondamental sur 
le disque de Poincaré. En conséquence, il existe un ouvert de carte près de P (A*, tu) en 
termes de laquelle cette métrique hyperbolique est proportionnelle à |du;|2/|tü |2/o<72|u>|.

Le résultat provient alors de l’application du lemme d’Ahlfors-Schwarz à l’applica
tion (S,u>) ™ (S, h) et à son inverse.

1.4.2 M odèle de Néron

La variété abélienne A sur C(5), induite par restriction à S de la famille modulaire, 
à un modèle de Néron en P  € S —S, dont la fibre spéciale est une variété semi-abélienne, 
c’est à dire une extension d’une variété abélienne B de dimension n-s par un tore C**.

La variété quasiprojective T \H n possède des compactifications toroidales T \H n 
construites dans [1]. Par [17] et [5], le point P s’envoie sur sur un point P’ de T\H„ — 
T\Hn ayant un voisinage U possédant les propriétés suivantes, avec F cz H„-, une 
composante rationnelle au bord de 7in et U(F) le radical unipotent de son normalisa- 
teur:

r  n  U(F)\Hn ^  C * m  x  Hn X C
I 1

W c r n  U(F)\Hn *-*■ C "  x  Hn x  C

Et il existe une famille réelle analytique V d’automorhismes de Hn agissant dans 
nos coordonnées par la formule:

v.(z; i; y) = f ; y + i?(t>, t ))

f  et rj sont analytiques et l’action est transitive sur le facteur C .
Dans notre carte (A,£), l’application A -£• U  s’écrit /(£ ) = (z(C); <(C)> 2/(0)- Posant 

/ '  = v . f  avec y(0) + t;(v(0),î) = 0, on peut se ramener au cas où y(0) = 0. De plus 
€ C °(A, V) telle que y (()  +  ij(v(Ç),t(Ç)) =  0.

P roposition  1.4.3 Si 3c > 0, V/3 € : R r̂  > ( - *  + c)||/?||4, 2 < k < n, la 

partie torique de la fibre spéciale du modèle de Néron en P  est de dimension s, avec:

s > n +  2 — k

En particulier, sous (P), la fibre spéciale du modèle de Néron est juste Ap = C"1 et est 
donc de type multiplicatif.

P reuve :

a  = f . j { ,  Par la proposition 3 ||a(C)||2 > i^ j^ ic i et ^ C - o  IKOII = °°*
De plus, les composantes de a  dans nos coordonnées sont bornées, par conséquent, 

celles de v( ta  aussi. Ce vecteur est tangeant à rnU(F)\H„  en P(Ç) €  C*m xH „-,  x {0}. 
Or, cette partie de U s’identifie à V \H ,  X Hn- ,  où Ti, t-+ Hn est un plongement 
géodésique.

= T¡’°

v.(z] t; y) = (e<{(",,).z; í; y + t?(v, t ))

X -----7 X

le vç+a aussi. Ce vecteur est tange<
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Donc v( .a  = a i +  a 2 + a 3 avec a x tangeant àW, Q2 à 7in- ,  a 3 à C1, P(Ç) se projette 
sur H n- ,  en t(Q  et i(0) est un module de la variété abélienne B.

Or la métrique u  est équivalente à la métrique de Poincaré définie par [17] dont les 
directions de dégénérescence sont parallèles à "H.,. En particulier 3M  > 0; ||a2||, ||a3|| < 
M . Donc: lim ^o ||û i|| = oo et :

p«« _ /?«.
lim inf = lim inf

(^o ||a ||4 <-o ||a i ||4

Comme est tangeant à W#, notre normalisation donne:

i  “ (»-* +i)IM*71
De là — £(n — 5 +  l ) > —̂  + e puis s '> n  — k +  2.

1.5 Preuve du théorèm e de pincement

Nous supposons jusqu’au dernier paragraphe exclus que la monodromie de JD* en 
P  G S  — S  est unipotente et que T\H„ porte une famille modulaire de variétés abé- 
liennes. La dernière restriction est d’ailleurs inessentielle puisque le résultat cherché est 
invariant par un revêtement fini.

1.5.1 Calcul de dimR/i1(5,<;»LR)
En utilisant la suite spectrale de Leray, on peut calculer la caractéristique d’Euler- 

Poincaré par la formule1 :

x (S ’, j t L i)  = 2nx(5,R) -  nCard(5 -  S)

En effet, la suite spectrale de Leray pour l’immersion j  et le faisceau a pour 
terme E 2, E 2q = H P(S, Rqj,L ^ ).

Les faisceaux de cohomologie locale R 'j,L n , i > 1 sont supportés sur le diviseur à 
l’infini S — S. Ce sont donc des faisceaux gratte-ciel. Us sont donc acycliques. De plus, 
pax définition, au point P  G S — S  la fibre de ces faiceaux de cohomologie locale est la 
limite inductive de H '(U  — {P }, L%) U décrivant la famille des voisinages ouverts de P. 
H y a une base de voisinages isomorphes à des disques D, et D — P  est homotopiquement 
équivalent à S 1, lacet tournant une fois autour de P . Donc:

a ir ( s \ iK)
X>k étant un faisceau localement constant {R xj*L*)p  = {0}, t > 2 et ces faisceaux 

sont nuls. De plus (R lj ,L t ) p  est un espace vectoriel de dimension finie égale à celle 
de (j*Ltt)p,, la caractéristique d’Euler d’un cercle étant nulle. Dans notre cas cette 
dimension est n, puisque le modèle de Néron est de type multiplicatif aux point à 
l’infini.

Une propriété bien connue des suites spectrales nous permet de dire que:

x ( S ,j .L K) -  JD d im (R 1j , L K)P =  
pes-s

1. voir un calcul analogue au chapitre 3

J/H n <

/ ni • r \ Tri f ni r \

R lj» L t)p  — x(S,L%)
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Mais, la résolution de Cech fournit £*) — 2nx(S, R).
Appliquons encore au faisceau constant R la suite spectrale de Leray:

x (S ,j.R ) = x (S ,R )+ C a rd (5 -S )

Or j ,R  = R. On a donc bien l’égalité:

X(S; j .L t )  = 2nx(5,R) -  nCard(5 -  S)

De plus, grâce aux estimations à l’infini sur la métrique, déduites du lemme d’Ahlfors- 
Schwarz, l’inégalité de Cohn-Vossen devient une égalité:

2g(S) - 2  =  J  Ci(Ks ,u )  -  Card(5 -  S)

Puis x(S'ij»L*.) = —2n J  Ci(Ks ,v )  +  nCard(5 — 5)

Enfin, le fait que le modèle de Néron soit de type multiplicatif implique que la famille 
de variétés abéliennes n’a pas de facteur constant, puis par [15] H ° (S ,j .L i)  = 0. Par 
[25], H ° (S ,j ,L t)  ~  H 2( S ,j ,L t )  et nous avons prouvé la

P roposition  1.5.1 dimt H l( S , j ,L t )  = 2 n / s ci(üTs,w) — nCard(S — S)

1.5.2 Calcul de d im cii1(5 ,<;*Lc)2’0

Par [25], cet espace est constitué de sections <f> € L2(S, H 1,0® i l1’0) vérifiant AD"<f> =  
0 . Le D”-complexe à ce niveau est isomorphe à B : V* ® 0,  ̂ —► V* ® ÎÎ5 ® Ü5’1.

Donc #*(5 , j ,L ç )2,0 = {sections holomorphes L2 de V* <S> ÎÎ5 sur 5}.
Par [17], les fibrés V* et Vont des extensions canoniques sur S, V* et V caractérisées 

par le fait que pour toute section s de Ÿ* ou V , non nulle en P, la norme de Hodge de 
s vérifie: h(e) =  OOfo^lCll^)*

Par le théorème de l’orbite S L 2 de Schmid (voir [25]), Le ®c Os a une extension 
canonique Le ®c Os et Le ®c Os p porte une filtration par le poids Wi qui en raison 
de l’hypothèse de monodromie et de la forme du modèle de Néron vérifie:

W2 = Le ®c O sp  

Wi = W0 

dimWo = n

Une section s de Le ®c Os vérifie s(P ) Ç. W0 — {0} si et seulement si m| /051C11 ~ 1 < 
h(s) < MlloglCW-1 et s(P ) e W 2 - W 0 si m|/o5 |C|| < h(s) < M\log\Ç\\.

En particulier le plongement isométrique V * —► Le ®c Os se prolonge en un plon- 
gement V * —*• Le ®c Os et la suite exacte courte: 0 —► V* —► Le ®c Os —1► V  —► 0 
à:

0 - » r - >  Le ®c Os -* V -*• 0 

Lem m e 1.5.2 V*(P) H W0 = {0}

t X(S, Li
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Preuve  :
Soit e G Ÿ , e(P) 0, alors |/i(e)| < CI/o^lCH^. De plus l’équation de Gauss pour un 
sous fibré de V , qui est de coubure négative au sens de Griffiths donne:

—y/^ ïdd logh (e) <  0

Donc = log h(e) est 8ousharmonique sur A*, vérifie |^(C)| < K\l°9\l°9\Ç\\\- Elle se 
prolonge ainsi à rj) sousharmonique sur A. Elle est donc bornée supérieurement sur A. 
En particulier 3M  > 0, h(e) < M . Dualement si e G V*, e(p) ^  0,3m > 0, h(e) > m  
puis V * (P )D W 0 =  {0}.

Par conséquent, si e G V*, e(p) ^  0, h(e) ~  |/o5|CII*

Proposition  1.5.3 H 1(S ,j»L c)2'0 — H °(S , A) où A est un fibré vectoriel holomorphe 
vérifiant:

degh. = J  Ci(V* ® K s, h ® u )  — nCard(S — S)

P reuve :
Par [17] A' = V* ® Kg  ® O s{§  — S) est un fibré de rang n prolongeant V * ® K s , de 
degré:

deg(A') = J  Ci(V* ® K s , h ® u )

De plus toute section L2 de V* <8> K s  se prolonge à une section méromorphe de A'. 
Mais toute section de ce fibré non nulle en P vérifie h(e) ~  |/c>5 |£||3. Or:

L ■  ”
Donc les sections L2 se prolongent à des sections holomorphes de A nulles en P.

Lem m e 1.5.4 H l ( S ,A) = 0 

P reuve  :
D’après [25], proposition 6.4, pour le dernier terme et l’étude locale précédente, on à 
la suite exacte de faisceaux sur S:

0 —► A L2j . £ 2>° %  L2j . £ 2’1 — 0

Où L2j ,  désigne sur les faisceaux de sections des fibrés en question d’image directe L2, 
c’est à dire si (W, h) est un fibré hermitien sur S et U un ouvert de S :

L2j.W (U )  =  G L2oe(U  n  5, W ) : 3U' CC U ,S  -  S C U', f  \\4>\\2 < oo}
Ju'-(S-s)

Par suite de l’acyclicité des images directes L2, et de l’annulation du paragraphe pré
cédent, il vient:

H 1(3,A) = H2( 3 j .L c)3’1 = 0

Ecrivant le théorème de Riemann-Roch pour A, il vient:

P roposition  1.5.5

d im c H 'iS J .L c )2’0 = J  Cl( V \h )  + ^ C i(K s,w ) - \C a rd (S  -  S)

aeg{A ) =  j  «> K s , n ®u>)

:tion L2 de V* ® K s  se prolonge à une section méro: 
le ce fibré non nulle en P vérifie h(e) ~  |/oÿ|C||3- Or:

L MCI|1 ¡cpïï̂Ip - ~
se prolongent à des sections holomorphes de À nul1
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1.5.3 Preuve du théorèm e en monodromie unipotente  

Par les calculs des paragraphes précédents:

dim * H l {S ,j .L %)1'1 = àim cH 1 (S , j .L c ) 1'1

= àimc H \ S J . L c ) -  2àimc H 1 (S, j . Le)2,0 

=

En effet, pour nos métriques de Hermite-Einstein, on a c^V*) = ^c1(Ü'r\«.) puisque
V se scinde sur un polydisque géodésique Hn en somme directe de n racines carrées des 
tangeants de chaque facteur. Voir [15] pour un calcul similaire.

En particulier, si 3ç, àlm^H1̂ , j^Ljt)1,1 > 0 ce qui contredit notre
théorème d’annulation. L’equation de Gauss implique alors que S  est totalement géo
désique, localement symétrique et que c’est au niveau du revêtement universel une 
courbe diagonale.

1.5.4 Levée de la restriction sur la m onodromie

Si T  —*■ S  est un revêtement ramifié uniquement au dessus de S — S, la condition 
(P) reste valide pour T. Si le théorème est vérifié par T, il implique que l’image de S 
est diagonale et donc que notre théorème est vrai pour S.

La monodromie en P  6  S — S  est quasi unipotente, c’est à dire que si 7  est un lacet 
qui tourne une fois autour de P 3vP € N tel que pour la représentation de monodromie 
p , les matrices p(7 )*, 1 < * < up — 1 ne sont pas unipotentes et p(~fYP est unipotente.

Si nous fabriquons Tp avec des indices de ramification au dessus de P  divisibles par 
i/p, la monodromie aux points au dessus de P est unipotente. Si S  — S  = {Pl5. . . ,  Pm} 
posons:

T  =  TPi Xg • • • x$ Tpm 

Si Tp C T est un sous groupe d’indice fini tel que :

rpU/>(7)z = />(7r'z

et G =  p ~ \T P) C * i(S )  le revêtement fini non ramifié G \S  —► S  se laisse prolonger en 
Tp —*• S  dont l’indice de ramification au dessus de P est divisible par Vp.

Un tel Tp se laisse définir par Tp = $ “1($ ç(/>(7 ))*'pZ) où q est un nombre premier, 
: T —* Sp(2n,Y q) est le morphisme de réduction modulo q , fourni par le lemme:

Lem m e 1.5.6 Si q ]{vp, ^ 1(p (j)1) , . . . ,  ^ t(p (j)l/p) sont deux à deux distincts et seul 
$ î(p(7 )|/p) est unipotent.

Celà résulte du fait que Q ► Q(C) est non ramifiée, C étant une racine primitive 1'pme 
de l’unité.

dim x H 'iS J .L u )1'1 =  à im c H 'iS J .L c )1’1

=  àÌTnc H l (S J .L c )  -  2àìmc H 1(S ,j .L c )2fi

= L-*s-bï*

chaque facteur. Voir [15] pour un calcul similaire, 
culier, si 3q, G f < dim aff1 (S , > 0
annulation. L’équation de Gauss implique alors que 
ilement symétrique et que c’est au niveau du rev
m a lp
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Chapitre 2

Variations de structure de Hodge 
polarisées

2.1 Variations de structure de Hodge polarisée

2.1.1 Définitions

Définition 2.1.1 1. Soit V* un espace vectoriel réel de dimension finie. Une struc
ture de Hodge réelle de poids n sur V&, c ’est la donnée d ’une décomposition de 
l ’espace vectoriel complexe Vq := V* C de la forme:

Vc= 0  H™, avec H™ = TH*
p+î=n

2. Une polarisation d ’une telle structure de Hodge, c ’est la donnée sur V» d ’une 
forme bilinéaire réelle non dégénerée de parité (—\ ) n telle que:

(a)  _____© S f*  L ¡1 %
(p'.?')*(P.î) \v  pl

(b)
Vü G Hp,q, y /— 1P q(v ,v )  > 0

S. S ’il existe un réseau entier V% C V* vis à vis duquel la forme de polarisation est 
entière, la structure de Hodge sera dite entière.

Définition 2.1.2 Soit X  une variété complexe analytique. Une variation de structure 
de Hodge polarisée de poids n sur X, c ’est la donnée d ’un faisceau localement constant 
en R- espaces vectoriels V* muni d ’une forme bilinéaire plate de parité (—l)n telle 
que:

1. Chaque fibre Vx du faisceau en x G X  est munie d ’une structure de Hodge pola
risée par

el complexe Vq := V* C de la forme:

(H™)x = 0  H 
(p' .çO^Cp .î )

■ O;-)-
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2. Les sous espaces H p,t se recollent en un sous fibré C°° du fibré sous jacent à Vc , 
encore noté par abus de langage Vc.

3. !FP = ®p>pH p'1 est un sous fibré holomorphe de Vq.

4- Si V désigne la partie (1,0) de la connexion plate D, on a:

V F P C T p~l ® n 1-0

2.1.2 Exem ples

Il est bien connu que les groupes de cohomologie d’une variété kâhlerienne compacte 
( et en particulier de toute variété projective) portent des structures de Hodge. Si on 
se restreint à leur paxtie primitive, ces structures de Hodge sont polarisées.

Griffiths a démontré que si une variété complexe Y est base d’une famille analytique 
de variétés kâhleriennes compactes les parties primitives des faisceaux de cohomologie 
relatifs forment des VSHP sur Y [8].

Indépendemment de toute réalisation géométrique concrète du type précèdent, on 
trouvera dans [26] des construction de VHSP sur des domaines symétriques bornés qui 
sont homogènes par rapport aux groupe des automorphismes du domaine à partir de 
représentations réelles du dit groupe. Elles descendent à tout quotient du domaine.

2.2 Connexion de Gauss-Manin

Fixons une VSHP sur une variété complexe X. Comme T p est holomorphe, on a:

VTP C Tp ® n0-1 

La conjugaison complexe étant plate:

VW  c F ®  ft1-0

Si p +  q = n, il vient:

VH™  C V JF 'n V T ï

C H™ ® ii1-0 0  H p- 1'1+1 <g> iî1-0

Donc V = d1 +  V' avec:

d'H ™  C H™ ® i î1,0 

V' / / p>î C H p~1'q+l ® il1-0

De même, V = d" +  V" avec:

v/p-« c
c  ^ t , - 1 ® î î 1 - °0 ^ ® î î 1*0 

c  h™  ® n 1-0 ® h p~1'i+1 <g> n 1-0
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d" H™ C H™ ® fi0,1 

V" H™ C Hp+l’q~l ® iî0,1

On a un isomorphisme de fibrés vectoriels C°°, H p,q a  Gr* = T p/ T p+l, ce dernier 
fibré étant holomorphe.

Proposition  2.2.1 Sous cet isomorphisme, on a le diagramme commutatif:

ffp,i I U  H p« ® n 0'1

Il II
G t* Grf’ Q ÎÎ1'0

P reuve :
Si s € C°°(.Fp), Bs = Vs = d"s + V"s. Mais V"s € C°°(FP+1 ® fi0-1), donc Bs = 
d"s mod JFP+1.

P roposition  2.2.2 V' : H p,q —► H p~1,9+1 ® il1'0 est un opérateur C°°-linéaire donc un 
tenseur.

P reuve :
Soit f une fonction C°° et s une section de T p.

d’ f s  + V' f s  = V f s  = Ôf.s + /V s  = d f .s  + fd 's  +  fV 's  

Puis V' f s  = f V s  par considération de type.

D éfinition 2.2.3 V' est appelé la connexion de Gauss-Manin.

2.3 Espace Classifiant

2.3.1 Définition et propriété fondamentale

Fixons une structure de Hodge réelle (ou entière) de poids n polarisée sur un espace 
vectoriel réel V*. On a la décomposition:

vc= © nt->
p+q=n

Posons:

Tr = ©ff.™
P>P

Gc = {g € Gl(Vc), (gu;gv) = (u; ü)}

B = {g € Gc g J *  = J * }

B est un sous groupe parabolique de Gc, de sorte que G c/B  est une variété projective, 
orbite fermée de Gc dans l’espace des filtrations décroissantes de Vc de la forme {JrP} 
avec dim(.Fp) = J2P>p à.im(Hp<9).

Tr = ©*.M
P>P

Gc = {¿r € Gl(Fc), (gu;gv) = (u; r)} 

B = {g e  Gc g .F l =
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Posons G* = Gc n G1(V*) et K = B n G*, nous avons un morphisme V  = G*/ 
K —*■ G c/B . H est facile de voir que:

-  K  est un groupe compact, contenu dans le groupe unitaire de la forme hermi- 
tienne définie positive associée à la polarisation de la structure de référence.

-  V  est ouvert dans G c/B .

-  î> paramétrise toutes les structures de Hodge polarisées de poids n et de même 
type sur V».

Sur G c/B  nous avons à notre disposition des fibrés holomorphes F p {Vç) filtrant le 
fibré trivial Vc, par définition:

F P{Vc) = {([g]; V) € G c/B  xV Cl » € g .T p )

Un des principaux résultats de [8] est:

T héorèm e 2 Si la variété complexe X, connexe et simplement connexe porte une 
VSHP, fixons o € X  et (V»)„ la structure de Hodge correspondante. Alors, 3!$ : X  —► 
T>, holomorphe, telle que: é (o ) =  [(Vb)<,],(Vk)x- = D x  = $*D v où D x et
D-p sont les connexions plates sur V* sur les variétés X  et V .

2.3.2 Objets homogènes sur l’espace classifiant

De façon générale, si H est un groupe de Lie, U un sous groupe fermé et (E , p ) une 
représentation de U, nous construisons un fibré vectoriel r ( E ,p ) —*• H /U  comme suit: 

H x E  est muni d’une action à droite de U par:

(h,e).u — (hu, p(u~l )e)

On pose alors r (E ,p )  = H x E /U  —*• H /U .
Si les structures analytiques réeles sont de plus analytiques complexes, on obtient 

un fibré holomorphe.
L’action de H à gauche sur H x E  donnée par h'(h,e) = (h1 h, e) commute à celle 

de U et descend à une action sur t (E , p) compatible à la structure fibré. On récupère 
p comme représentation d’isotropie. On dit qu’un tel fibré est homogène.

P roposition  2.3.1 Cette construction identifie les U-représentations linéaires et tout 
tenseur U-invariant avec les fibrés homogènes sur H /U  et le tenseur H-invariants cor
respondant.

P roposition  2.3.2 Si la représentation de U (E ,p )  s ’étend à H, le fibré r (E ,p )  est 
trivial.

Par exemple le fibré tangeant de H /U  est le fibré associé à la représentation adjointe 
de U sur i)/u.

Les situations discutées auparavant entrent dans ce cadre de description, et nous 
allons nous servir de ces constructions dans ce qui suit.

me: $(o) = [(Vi)*]» T O x  = D x  =  $*D V où D x et
o  r \  / / i  i / î  r u t  i  art T  /  o * i « t  / / 5  n  r w i / i i  / i  n  V  / î i  ' 1 1
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2.4 Le fibre tangeant horizontal

2.4.1 Définitions

0, l’algèbre de Lie de Gc est donnée par:

7 =  { X  G End(Vc), V(u,t»)€Vc (X u ,v )+  (u,X v) =  0}

0 = Po © avec 0O =  0 Cl End(V»)

0o possède une structure de Hodge de poids 0:

0 = ®  9P,~P = { *  6 0, X H p,q C H*+p''-p }
p

b = ©j>>o0p,-p est l’algèbre de Lie de B et t>0 =  0O D b =  00,0 fl 0O est l’algèbre de Lie 
de K. Posons:

ß  © s r lA/ß  c  11ß 
Il II

Th(V)0 C T(V)e

Par les considérations précédentes, la B-représentation T*(2>)0 induit un sous fibré 
holomorphe du fibré tangeant de G /B , le fibré tangeant horizontal.

Il est important de noter que la structure de Hodge sur 7 est compatible à la 
structure d’algèbre de Lie, c’est à dire que le crochet de Lie vérifie:

[qp'-p,bq'-q] C

En particulier, en supposant qu’aucun des nombres de Hodge n’est nul, ThiV) n’est 
intégrable que si V est l’espace de Siegel , ou si V est le domaine symétrique dual d’hy- 
perquadrique,c’est à dire si la Structure de Hodge a pour vecteur de Hodge (h1'0, h0,1) 
et (1, Zi1*1, 1) respectivement (auxquels cas T*(V) =  T(T>)).

2.4.2 La connexion de Gauss-Manin universelle 

L’action des endomorphismes de Vc donne des morphismes:

A f  Vc®End(Vc) Vc )
l t; ® e h-». e(v) J

Vc -  Vc ® End(Vc)* \
“ V v -+ S(t>) J

En posant < !E(u), e >=  A(t> ® e) = e(v).
Grâce aux structures de Hodge A se restreint à:

A p : T i  ® (ß © 0"M) -h- T p~x 

Ap r : Gr  ̂® Th(T>)0 -* Gr3̂ 1 

Et on peut restreindre E à des morphismes:

Vpu : Gr  ̂—*• C?r£-1 ® Th(V)l 

Lem me 2 .4.1  Les morphismes A,E, A£,Apr, VpU commutent à l ’action de B.

e = ®  9P,~P = {X  6 S, X H P'9 C H*+p''-p }
P

mt de noter que la structure de Hodge sur 7 est 
re de Lie, c’est à dire que le crochet de Lie vérifie:

[0/>,-P 0Q.-<?] c &P + Q , - P - Q

1 supposant qu’aucun des nombres de Hodge n’est 
D est l’espace de Siegel , ou si V est le domaine syim

0 =  £io © \ / —Tpoi avec 0O =  0 H End(V*)
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Corollaire 2.4.2 II existe un morphisme Gc invariant entre fibrés holomorphes sur 
Gc/B et par conséquent holomorphe dont la restriction aux fibres à l ’origine e s t V u. 
On l ’appelera la connexion de Gauss-Manin universelle.

Nous formulons maintenant le phénomène de transversalité de Griffiths:

P roposition  2.4.3 Pour toute VSHP, provenant de l ’application classifiante $  : X  —► 
V:

-  d$ (T x ) C Th(V)

-  La connexion de Gauss-Manin s ’inscrit dans le diagramme commutatif:

$*GVÇ, Î ’G'rÇT1 <g> Q 'G rÇ 1 & Ü 1/

Il II
G i^  - X -  G ^ x 1 ® V x°

Preuve:
Soit c G V , une section de T v le long de l’arc t  —*-exp(tX).c, x G 7<> s’écrit: 

s(t) =  (exp (tX ).c ,exp (tX )f£ (t)), f l ( t )  G T*

La dérivée par rapport à la connexion plate D le long de X est:

(Dx s)c = ¿ ex p (< jr )/f(!)U

= x.ftm+fm, Ame*»
Pour les vecteurs complexifiés, le même calcul est valide. En particulier si x G X  s’envoie 
sur c et v G T^’°, la propriété fondamentale donne:

D vs = $.(u).s(0) mod T*

La propriété (4) des VSHP donne alors $„(u) G Th(V)e, et le calcul de la connexion de 
Gauss-Manin de X suit de la même façon.

Corollaire 2.4.4 La connexion de Gauss-Manin de X  est un tenseur holomorphe.

2.5 Forme kâhlerienne canonique d’une VSHP

La structure de Hodge de poids 0 sur T (V )0 est naturellement polarisée, ce qui 
nous fournit une métrique hermitienne h sur V  définie à une constante près. Griffiths 
a montré dans [8] que les courbures bissectionnelles holomorphes dans les directions 
horizontales étaient négatives.

Cette métrique n’est pas kâhlerienne en général ( il faudrait que V  soit un domaine 
symétrique borné, ce qui n’arrive que dans les cas où la structure de Hodge est de type 
(/i1,0, h0,1) ou bien (1 ,/i1,1, 1)). Cependant, un phénomène de kâhlerianité partielle a 
lieu qui nous permet de montrer la:

P roposition  2.5.1 Soit /x la (l,l)-form e associée à la métrique hermienne h. Alors, 
la (l,2)-form e dfi restreinte à Th(V) est nulle.

La connexion de Gauss-Manin s ’inscrit dans le diagramme commutati/: 

$*GrÇ, **-5*’ Q 'G r^ 1 <g> $*r„(P)* Id$? ' ^ G r Ç 1 ® ^ /

li II
G r^  X  G r^ x1 ® ü 1/
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Preuve:
Notons v  la restriction à Al,2r>,(P)* de la (l,2)-forme dp. C’est une section C°° du fibré 
A 1,2Th(T>y qui est G*-invariante. Elle équivaut donc à un vecteur K-invariant de la 
K-représentation A1,2(p-1,1)*.

L’opérateur de Weil Ce =  ®ev/rT(,,-4)iIIpii est un élément de K qui agit sur 0“ 1,1 
par la multiplication par e2vCrîi.

Si <p € A1’2(g_1’1)*, Ct<p =  e-2'/“ r,y\ Par conséquent, comme v  est K-invariant, 
v =  0

Corollaire 2.5.2 Si X  porte une VSHP, et si $  désigne l ’application classifiante la 
(l,l)-form e  $*/i est positive et fermée. Si de plus $  est immersive, elle est définie posi
tive et induit une métrique kâhlerienne sur X. Cette métrique sera appelée la métrique 
canonique associée à la VSHP.

On aurait pu d’ailleurs voir que la métrique canonique est kâhlerienne en l’inter
prétant comme le C! d’un fibré de Hodge. Nous reviendrons sur ce point plus tard.

2.6 Seconde forme fondamentale d’une VSHP

Soit $  : X  —*■ V  une application classifiante de VSHP, immersive, telle que la variété 
kâhlerienne (X, $  V ) soit complète et simplement connexe.

Définition 2.6.1 La deuxième forme fondamentale de l ’injection isométrique de fibrés 

vectoriels hermitiensTx -+ T^ÇD), & tx\tk(v) sera appelée la deuxième forme fondamen
tale de la VSHP.

Théorème 3 (X , $*/*) est un espace symétrique hermitien de type non-compact, X  =  
H/L, et $  est la classifiante d ’une VSHP~R-homogène (i.e .,d ’après [26], provient d ’une 
représentation réelle p : H — ► si et seulement si <ttx\tk(v) = 0.

Preuve :
La partie facile consiste à prouver que dans une situation homogène (?TX]Th(v) = 0.

$*Th(D ) est un fibré holomorphe hermitien H-homogène sur X associé à la repré
sentation de L donnée par L —► K —► G l^ -1’1). On a un scindage de L-représentations 
$*Th('P)<> = Tx © N 0 qui induit un scindage orthogonal H-invariant pour les fibrés.

Examinons les structures holomorphes. Posons X  = H c /P  avec Lie(P) = le © 
p~ où f) =  I © p est la décomposition de Cartan de f) associée à l’origine de X. Les 
structures holomorphes de nos fibrés sont données comme traces sur X  C X  de celles 
obtenues en étendant les représentations p de I à le © p~ en posant p(p~) = 0. Cette 
procédure respecte notre scindage qui donc est un scindage hermitien et holomorphe. 
De là <TTX\Tk(v) = 0.

La deuxième partie est un peu plus délicate puisqu’il faut réaliser X comme un 
espace symétrique. Commençons par trouver le groupe H.

L’algèbre de Lie:
u = ( ®  9P '~ P ) H 0o

P=0[2]

est compacte et l’espace 71 = GR/U  est riemannien symétrique. Nous avons le mor
phisme d’espaces GK-homogènes V —► 1Z. Par transversalité de Griffiths X  —► 1Z est
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immersive. De plus la métrique riemmannienne associée à $*/i est la restriction de la 
métrique symétrique de 1Z. Donc X  TZ est une immersion infinitésimalement isomé
trique.

Soient V7* et V* les connexions de Levi-Civita de TZ et X respectivement, étendues 
aux complexifiés des espaces tangeants. Nous voulons montrer que sous l’inclusion 
T$ -1+ T%, V(*i,i2) € Tx, 2 = V£ti)i’(i2)- Cette inclusion se factorise comme 
suit:

Tx -  Th{V) © T jV )  -  T% -> Tg

La connexion plate sur V*, D, induit une connexion plate sur End(V*) par la formule 
De = [D,e\. 7 „ 6  End(T^t) est donnée par:

S  G End(V*) <=$■ V(u, v) G V*(Stt; u) + (u; Sv) = 0

La forme (.;.) étant plate, la différentiation de cett identité donne:

([D, S]tt; v) + (u; [D , s]v) =  0

Celà identifie Tv à un sous facteur de End(Vg). De plus la structure de Hodge sur cet 
espace ~  7  est naturellement polarisée de poids 0  par

Si l’on munit Tx» de la forme hermitienne de signature (+,-) donnée par la polari
sation cette forme hermitienne est conservée par la connexion D.

En restreignant à X, la connexion D préserve la métrique hermitienne de signature 
(+,-) et est la connexion plate sous jacente à une VSHP sur X. La projection orthogonale 
de D sur Tx est nécessairement dx.En particulier:

V^Î2 = A , h  — (<*TX\Tk(V))t¡h — (0Tk(D)|T(T>))<,*2

Mais (<7Th(T>)|T(D))íi*2 € 7 -2 ,2  © 7 2>- 2  en raison des axiomes des VSHP.
Soit V7* la projection de D sur T%. On la voit comme un connexion sur TZ puisque 

la connexion sur V  dont elle provient est invariante par G r. Il est clair que la métrique 
de TZ, çk, vérifie: V7* ^  = 0.

De plus, pour des vecteurs invariants à gauche, V*Y — V y X  — [X, Y ]ue. Celà 
prouve que V7* est sans torsion et donc que c’est la connexion V71.

En particulier si <ttx\tk(v ) = 0? Ia partie (-2,2) étant tuée par la projection sur T-n 
il vient V x  = V7*. Celà réalise X comme une sous variété totalement géodèsique de TZ 
et donc un espace symétrique.

La métrique kâhlerienne de X, $*/x, est la métrique symétrique, en particulier X 
est un espace hermitien symétrique connexe. Comme les courbures sectionnelles ho
lomorphes de V  dans les directions horizontales sont strictement négatives, X est de 
type non compact: c’est un domaine symétrique borné. Ecrivons le comme le quotient 
d’un groupe de Lie semisimple réel par un sous groupe compact maximal, X  = H /L , 
le plongement X  —► TZ provenant d’un morphisme de groupes algébriques H G®.

Soit la classifiante de la VSHP homogène associée à p. Par construction, $'(o) = 
$ (0 ). On veut montrer que = $. Soit 7  un chemin à vitesse constante sur X issu de 
o, que l’on voit comme tracé sur TZ. Par transversalité, il existe un unique chemin rele
vant 7  sur V  issu de $ (0 ) dont le vecteur vitesse reste dans T/,(î>). Cet unique chemin 
coincide donc avec $ (7 ) et $ '(7 ), d’où $ = Celà achève la preuve du théorème.

Soient Vx et V* les connexions de Levi-Civita de 7c et X respectivement, etendues 
aux complexifiés des espaces tangeants. Nous voulons montrer que sous l’inclusion 
T$ V(íi,í2) € T$, V * t2 = Cette inclusion se factorise comme
suit:

7* -  Th( V ) e  ñ (V ) ->  7$  -

La connexion plate sur V*, D, induit une connexion plate sur End(V*) par la formule 
De = [D,e]. 7 <, € End(V*) est donnée par:

S G End(Vït) <=$■ V(u, v) € V*(5u; v) + (u; S v ) = 0

La forme étant plate, la différentiation de cett identité donne:

([D, v) + (u; [D , s]u) = 0

Celà identifie Tp à un sous facteur de End(V*). De plus la structure de Hodge sur cet 
espace ~  7  est naturellement polarisée de poids 0  par

Si l’on munit T-p de la forme hermitienne de signature (+,-) donnée par la polari
sation cette forme hermitienne est conservée par la connexion D.

En restreignant à X, la connexion D préserve la métrique hermitienne de signature 
(+,-) et est la connexion plate sous jacente à une VSHP sur X. La projection orthogonale 
de D sur Tx est nécessairement dx.En particulier:

V * t 2 =  D t l i  2 — (0TX|7V(D))i,*2 — ( 0 T k ( V ) \ T { V ) ) t y h
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Isolons de cette preuve le résultat suivant:

P roposition  2.6.2 La deuxième forme fondamentale de X  dans TZ, csî:

Ejqrc = Re(dir o arx\Tk(v))

2.7 Une formule de Bochner

2.7.1 Les lap lac iens de D eligne

Soit V* le faisceau sous jacent à une VSHP sur une variété kâhlerienne (X,u>).
Nous étendons la connexion plate D à 1’ opérateur de De Rham sur Vc ® A (T*)* ® C =

Les opérateurs V ,V ,d ',d " ,V ',V "  se laissent pareillement étendre.
Sous l’isomorphisme JTp,t ~  Gr1*, d" : Hp,q ® Î2r,i —► H p'q ® iîr>*+1 s’identifie au B 

de Dolbeault.
Si on écrit V' = ® dz{ avec e,- € Homc~(G»p,Grp_1),

Vs € Gr^iVa 6 iî(X ), V's ® a =  ]T^e,(.s) ® dz,- A a 

On a donc D  = d1 + d" + V' + V", avec:

-  d'H™  ® iîr>' C H™  ® iîr+1-*

-  d"Hp’* ® iîr-' C H p'q ® ÎT-*+1

-  VH*'* ® Ùr-> C H p~1’q+1 ® iïr+1-*

-  V "H p'q ® ÎT-* C jH'p+1-î-1 ® iîr-‘+1 

Si nous posons:

SP’Q := ®  JM ® i2 r-'
p+r=P
«+»=Q

Et Z>” = d" + V', ü vient D ”£ p'<* C £™ +1.
Le complexe de De Rham possède donc un bifiltration comme dans le cas classique.

On pose aussi D' =  D — D ”.
En munissant V* de la métrique donnée par la polarisation (métrique de Hodge) 

et les formes différentielles des métriques induites par la forme kâhlerienne, Deligne a 
montré (cf [25]) l’identité suivante entre opérateurs elliptiques du deuxième ordre:

A d - = A d 1 =  2 ^ d

Nous convenons de noter pour tout opérateur A, A a =  A ' A -f AA*.
Celà permet de voir que, dans le cas d’une base compacte, la théorie des formes 

harmoniques se généralise pour décrire les groupes de cohomologie H k( X , \ c) et les 
munir d’une structure de Hodge de poids n +  k.

/q  c; ̂  ”ü\
K. î *)Y£ %% <?/
x t  * ~ ‘y

Proposition  2.6.2 La deuxième forme fondamentale de X  dans TZ, i est:

2.7.1 Les laplaciens de Deligne

Soit V* le faisceau sous jacent à une VSHP sur une variété kâhlerienne (X,u>). 
Nous étendons la connexion plate D à l ’ opérateur de De Rham sur Vc® A(T*)* ®C =
© r,.V c  ®  Ü r'$.

Les opérateurs V, V,d', d", V', V" se laissent pareillement étendre.
Sous l’isomorphisme H p,q a  Grp, d" : H p,q ® iîr’* —► H p,q ® iîr,*+1 s’identifie au B 

de Dolbeault.
Si on écrit V' = 51e» ® dz{ avec e,- € Homc«>(GRp, GV>~1),
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2.7.2 Existence de la formule de Bochner

Si A et B sont deux opérateurs sur les formes différentielles de X de degrés a et b, 
nous posons:

[A,B] =  AB - ( - l ) aiBA

Ainsi, le crochet de deux opérateurs de degré 1 vaut [d i,d 2] = dxd2 + d2dx. Par exemple 
[-D”,.D”*] = Ad». Nous voulons comparer Ad- et A¿» = [d", <$"]x. Il est immédiat que:

Ad» = A i» + A y/ + [d/;, V *] +  \6", V;]

P roposition  2.7.1 On a les propriétés suivantes:

-  [6",V']H™  ® ÎT-* C H’ - 1«*1 ® iîr+1'*-1

-  [d", ® ÎT-' C JP+1'«-1 ® Çîr~1>,+1

-  [¿",V'] = [d",V'*]‘

-  [d", V *] et [¿", V'] sont C°°- linéaires et proviennent de tenseurs.

Preuve :
La seule assertion non immédiate est la dernière, encore que notre formalisme la 

suggère fortement. Rappelons quelques faits. Le produit intérieur de deux formes sur 
X est donné par:

< a H /? ,7  > =<  /?,â A 7  >

Si f est une fonction et a  une forme à valeurs dans le fibré holomorphe vectoriel F:

¿ " ( /û ) = f6 ”a  — à!f -\ a

Soit f une fonction et a  G £ P,Q.

[¿",V '](/a) = V'6"(fa) + ¿" /V 'a

= f[6", V >  -  ( V '(d '/ H a) + d 'f  ^ V 'a)

Mais en raison de la structure de V' explicitée au paragraphe précédent, si a  = ^  a t- ® 
a,- € H t« , pi e  iîr’':

d 'f  H V 'a = d 7 M Q > ( a j )d*i A/?i )

= E  ei(a: W f  H dzi) A Pj -  dzi A (d'f H /?,))

= -  V '(d7 H a) + £  e.-K X d'/ H dz.) A &

Les formes d '/  et dzj étant de type (1,0), d 'f  H dz,- = 0 et l’équation désirée V '(d '/ H 
o) +  d '/  H V 'a = 0 est prouvée.

1. 6" = d"m

ßt, e H

-  [d", V'*)!!™ ® ÍT-* C JP+ 1-» -1 <g> fìr- 1-*+1
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A titre de motivation, citons le résultat:

P roposition 2.7.2 [26] Dans le cas où la VSHP est localement homogène [d", V *] = 
0. En particulier pour toute forme harmonique de type (P,Q), ses composantes dans 
Hp’* ® Qr,> sont également harmoniques.

Cette proposition n’est pas vérifiée en général, mais elle suggère que [d", V *] ne dépend 
que de &TX\Tk(V)i ce que nous allons nous attacher à prouver.

2.7.3 Equation différentielle satisfaite par V̂ *

M otivation

Fixons une base holomorphe locale (/?i)i<,<Ar de Th(D)* sur V . H existe des ho- 
momorphismes (ei) i<i<n € Hom(Grp, Grp_1) tels que la connexion de Gauss-Manin 
universelle vérifie:

N
Vv € G t*, V/? € Ar'‘Th(V y ,  V >  ® /? = X >(t> ) ® A A 0

¿=1

Si V„* désigne l’adjoint de V'u par rapport à la métrique de Hodge, les deux lemmes 
suivants sont immédiats:

Lemme 2.7.3 V'* = J2eî “I

Lemme 2.7.4 Pour une application classifiante $  : X  —► V, on a:

N
V' = ][>& $*/?<  A 

» = 1 
AT

v'* =
»•=1

Par conséquent, le calcul de [d", V ’] doit inclure celui de d"e*.

Une construction  générale

Soient X une variété complexe, V un fibré holomorphe vectoriel et Th C Tx un sous 
fibré holomorphe. Soit ?r : TjJ- —*• l’opérateur (surjectif) de restriction des formes.

Définition 2.7.5 Nous appelons d^, l ’opérateur défini par la factorisation suivante:

c°°(x, v) c°°(x, v ® A0,1r* ) c°°(x, v ® a0-1̂*)

Proposition  2.7.6 S ’il existe un groupe G agissant sur (X ,V) par biholomorphismes 
et préservant Th, &h est G-invariant.

vi; = E  «,* ® ft H

Pour une application classifiante $  : X  —* V, on a:

N
V' = £ e , ®  *•/?,-A 

» = 1 
AT

V'* = X>?®**ftH
*=1

c°°(x,y) c°°(x,y ® a0'1̂.) c°°(x,v ® A0-1̂*)
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Invariance de V̂ * et équation différentielle

Posons X  = V ,Th = Th(V) et = (~ l) rd : Gr” ® A'Th(Vy -+ G t* <g> A^Th(V )\ 

P roposition  2.7.7 Si $  : X  —► V est une classifante, sous l ’isomorphisme :

(  A<Th(v y  ®  A°ATh(T>y h''lTk{v y  \
y a  ® /? a A / 3 y

On a $ 'd" a  = d"$*a

On peut donc construire un opérateur [cT, Vj,*] : Grp~l ® T/,(P)* —► G'rp ® A0,1Th(D)*. 

P roposition  2.7.8 [çT, V„] est l ’opérateur nul.

P reu v e  :
C’est un opérateur différentiel d’ordre 1 Gg-invariant.
La preuve de la proposition 8, section 8.2, se transcrit mot pour mot pour fournir 

que c’est un opérateur d’ordre 0, donc un tenseur Gg-invariant.
Sa restriction à l’origine correspond donc à un tenseur K-invariant <f>:

<f> e  Hom(Grp- 1 ® Th(Vy,Gi* <g> A0,1r h(X>)*)K

Mais, sur cet espace, l’opérateur de Weil C$ agit par multiplication par e~2v/~*#, 
donc [dl, V'¿] = 0.

E xplic ita tion en coordonnées

Soit h?' — ( )  la matrice de la métrique de Hodge. Soient v € Grp, /? G 
A 1Tft(X>)* des sections C°°. Par la proposition 12,

[d l,V 'um]v ® 0  =  0

Supposons, c’est possible, que d"v = d"b = 0, il vient:

S

Y, hjî e' + ei4ihji = ° 
t

Soit (hki) le tenseur tel que: hk¡h,m = ¿tm,il vient:

Vi, «  + ^ ^ ^ « ' ^  = 0 
/ j

En prenant le pull-back par une application classifiante $ et en voyant (/?,) comme une 
base holomorphe locale de $*ATh(D)*, il vient:

Vt, d"e; + J 2 Y , h ijd " v ,ei = 0
i i

Si 6 est la matrice de la connexion hermitienne D u de $*ATj,(Z>)*: D'u(3i = 9Í0j,

d"ti' = ¿"(ft,/?,) = = O M ffc )  = J 2 ë>hjk
k

E^e*(ÂH/3) + e,^(ÂH/?) = 0
S

d" v' = d"(ßh ß,) = (ß ^ D 'M  = (ß i,e* ß k) = £ ö ? tffc
ib
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Y l hijd"ĥ  = ^2hijh^êf=ë)
i i*

Ce calcul donne ainsi, l’expression de d"e* suivante:

P roposition  2.7.9 d!'e\ = — ]£/ &ieî

2.7.4  Une formule de géometrie kâhlerienne 

L’opérateur m

Définissons un isomorphisme entre espaces de tenseurs sur la variété complexe X:

.. f  iîr>° <g> n0-' - ►  iîr-'_ \
* " \  oc® P a  A P J

Définition 2.7.10 Soit <f> € fi0,1®!}0*1, <j> = E» â ,® $ , on définit l ’opérateur C-linéaire 
<f> ix par:

/  ftr,*  _>• Q r - 1 , .+ I  \

^ ^ { i  ( a ® p )  ~  £,(<*.• H «®Â-A/?) )

Form ule p o u r [d", ft H]

Proposition  2.7.11 Soit (X ,u )  une variété kâhlerienne. Soient:

-  D'u G C°°(X, fi1'0 ® iî1’0) sa dérivée covariante de type (1,0)

-  a e C “ (I ,f lr'*)

Alors d"(p, H a) = (—1 )r~1D'fi tx a  — p. H d"a.

P reuve :
Elle repose sur le "principe fondamental de la géometrie kâhlerienne” [9]: Soit P  un 

opérateur linéaire entre deux espaces de tenseurs défini de façon invariante pour toute 
variété kâhlerienne ne dépendant en tout point que du 1-jet de la métrique kâhlerienne, 
si P  — 0 pour (C1, ds2ttlcl ), P  = 0 pour toute variété kâhlerienne.

Effectuons donc le calcul dans le cas euclidien. Posons fi =  fiidziy a  = <f>ijdzj A dzj
I et J étant deux familles d’indices < n ordonnées de cardinaux r et s.

Si 1 < t < n, posons p ( i , I ) = / — 1 ssi /  = t‘i < t2 < . . .  < tr>et i = tj.

Définition 2.7.10 Soit <j> € & • <& 
<f> m par:

A . ( ftr,<

Form ule p o u r [d", Jï H] 

P roposition  2.7.11 Soit (X ,u )  t

- nec^ix,^0)

-  D ’u e C ^ i X , ^ 1’0® ^ 1'0) sa

-  a € C°°(X,(lr’‘)
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p, H a = jirfijdzi H (dzj A dzj)

= 25,e/(—l)p(x,r̂ iii<j>ijdzj-[i} A dzj

¿“(/¡H a) = 2^€/( - i r ( ‘-i )+r- 1/2i| ^ ^ / - {,} Adzk Adzj

+26iej ( - i y (-',I)4>Ijd"pi A dz/_{,} A dzj

£ H d "a  = /ï H ( ( - l ) r ^ - d z j  Adz* Adzj)
odzjg

= 26ieI( - i y M +rfii^ d z I_ii} A dzj

d"(fi H a) + /x H d"a = 26ie/(—l)p(,,i*+r_V/.f 7̂  <£*/-{•} A dzt A dz/

Mais, on a aussi:

D'u = ^  l^-dz,- ® dzfc 
u dz^

*75—
D'/i m a  = -z-^-dzi ® dzfc txi <f>udzj A dzj 

O Z k

= 2î,€/(—l y ^ ’̂ ^ij-J-^-dzj-^Q A dzk A dzj 
ozk

La formule est démontrée.

2.7.5 Calcul final

Nous supposons que la variété complexe simplement connexe X porte une VSHP 
d’application classifiante $  : X  —► V  immersive et nous la munissons de la métrique 
kâhlerienne canonique et notons D'x  la partie (1,0) de la connexion de Levi-Civita.

[d", V *] : G,rp-1 ® Î2r>* —► Grp ® iir-1,*+1 est un tenseur. Par conséquent, pour le 
calculer, il suffira de calculer [d", V *]t; <8> ce, v € Grp~1,a  € 0,r,t avec àl'v = d"a = 0. 
Calculons:

[d", V*]u <g> a = d"V*t? ® a

d " ( £ e;( t ;)0 § * Â H a )  
t

E  d"e](v) A H a  + Ç  «?(») ® d"($*Â H a)
i i 

Propâ .7 .n  Ç d //e . (t?) A  H a  +  ( - i ) r - i  ^ e ; ( v ) 5 ^ g 7  «  a

t t 

/>roP=.2.7.9 _  ^ e . ( v ) ^  A _| a )  +  ( _ 1 ) - 1  ^ e ; ( t , ) ^ r ^  * ,  a

i/ *

-  E  e’(o)^ A (**Â H a ) + ( - 1)1" 1 E  e;(v)DÇfrPi M a
»7 »

( - i ) r_1 E  e.*(v) ® ( £ jc**â - E * * â ®®î) •* a  
» /

[d " ,v '> ® a  = d"V*t? ® a

t

£  d"e*(v) A H a + Ç  <(t>) ® H a)
t i

Propj.T.u Ç d//e . (t?) A $ . ß  H a  +  ( . i ) - 1 J ^ e ^ v Î D Ç ^ W i k  a  
t t 

Propj.7.9 _ £ e î(v )0j A ( $ * ß  h  a )  +  ( _ i y - i  J 2 e; ( v ) D Ç ¥ K  x  a

U t

-  E  A (**Â H a) + (-I)* -1 2  m a
il i

(-1 )r_1 E  e.*(v) ® (D'x$-fr-'E$-Pi®0l) «*. a 
» /
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Arrêtons ici pour un instant le cours de notre calcul. On a la suite exacte de fibrés 
holomorphes:

0 —► N tx \Tk(v) —*• Îîx  0

Le choix des métriques assure que cette suite exacte leur est compatible. De plus, la 
métrique sur X étant kâhlerienne les deux connexions, hermitienne et riemannienne, 
sont les mêmes.

Si â  € C°°(Hom(Aixx \Th{v)i ^ x )  ® &x) es* deuxième forme fondamentale associée 
et si de plus la base (/?,) est choisie telle que, si P est le point de calcul, (/3,(P))i<,<yv 
est orthonormale et (/?,(-P))i<.<n est une base orthonormale de N tx \tk(v )(P)

=  D 'xV pi-V D 'Jt
i

=  —â(/3i) si i < n 

= 0 sinon

Prolongeons à  à Th(V)* entier en la décrétant nulle sur l’orthogonal de ^Tx \Tk(vy  
On a le:

Lemme 2.7.12 [d'^V *] = ( - l ) r E,e* ® <r(Pi) ***

L’invariance de cette formule étant peu manifeste nous allons produire une formule 
manifestement invariante pour [¿", V'].

Définition 2.7.13 Soient n = /ii <8> /¿2 G iî1,0 ® il1,0, a  = t(ar ® â t ) € fV’*, on pose: 
a =  ¿(/ij A a r ® /i2 H a ,)

Par construction fi ex' et /2 exi sont adjoints l’un de l’autre. D’où la traduction du lemme
3 en le:

Lemme 2.7.14 [£", V'] = (—l)r e< ® ff(A) ^

On a la formule invariante:

T héorèm e 4
[6", V'] = (-1  y id v  ® o  o *>'

Puis la Formule de Bochner suivante:

T héorèm e 5
A*. = A*, +  Av» + [d", V'*] + [6", V']

[d",V *] et [<5", V'] sont deux tenseurs adjoints l ’un de l ’autre. De plus 3K-p > 0 tel 
que: l ’estimation ponctuelle suivante soit réalisée:

max(||[d",V'*]||,||[5",V']||) < ^ 1 1 ^ , 1

£x**Ä -£ * * Ä ® * ! = D 'xV ßi-V D 'Jt 
i

=  —&(ßi) si t < n

= 0 sinon

0  —►  ^ t x | t 4(p )  &'Th(py —*• Î î j f  —► 0

les assure que cette suite exacte leur est co: 
t kâhlerienne les deux connexions, hermitiej

T̂x|T/k(ï>)> iîjc) ® &x) est la deuxième forme f

[$", V'] =  ( - 1  y id v  ®<r o xi'
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Chapitre 3

Inégalités d’Arakelov pour des 
courbes

3.1 Inégalités d ’Arakelov classiques

Nous commençons par un théorème classique expliqué dans [19]. La preuve en poids
1 analogue à celle que nous donnons ici est écrite dans [15].

Théorème 6 Soit S  une surface de Riemann compacte de genre g portant une VSHP
V non triviale de poids n et de vecteur de Hodge ( d , d , . . . , d). On a l ’inégalité:

nd(2g -  2) > 2c1(H n0)

P reuve  :
Nous supposons V sans partie fixe1. Puisque le faisceau V est muni d’une forme bili
néaire non dégénérée, qui réalise un isomorphisme de V avec son dual, la dualité de 
Poincaré fournit:

H °(S ,V ) =  H 2(S ,V )  =  0 

La formule d’Euler-Poincaré fournit alors:

dimcÆ’1(5, Vc) = (n + l)d(2g  — 2)

H 1 (S, Vc)n+1,° se calcule comme le groupe des sections holomorphes de H n0g liî1. Le 
H 1 du faisceau associé est exactement une composante de la décomposition de Hodge 
de HT2(5, V) et s’annule. La formule de Riemann-Roch donne:

dime H \ S ,  Vc)n+1-° = d(g -  1) + Cl(H n0)

Or £p=i dimc H ^ S , y y ^ - p  = dimc H l (S, V) -  2 dimc H \ S ,  V)B+1-°. De là:

¿ d i m e # '(S, Vc)p'n+1- p = nd(2g -  2) -  2Cl(H n0)
p = 1

Les dimensions en question étant des nombres positifs, le théorème annoncé est démon
tré.

1. Sinon, l ’énoncé implique g > 2 et cette remarque permet de conclure par la même démonstration
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3.2 Description des VSHP localement homogènes sur 7ï

Cette section est parfaitement classique. La référence la plus utile est [25]. Cepen
dant, il ne nous semble pas inutile de présenter les exemples de base de la théorie de 
façon explicite .

3 .2 .1  D e sc rip tio n  d e  S ( l)

G  = SZ/2(R) opère par homographies sur H  le demi-plan de Poincaré. Le stabilisa
teur de y /—ï  est:

Soit (/>, Vi) la représentation standard de S £2(R) de dimension 2, réelle. On peut écrire 
dans la base canonique standard: Vi = Rui © Ru2 

On a aussi (Vj)c = Cei © Ce_i = H 0'1 © H 1,0 avec:

Ci = «i + y/—ïu 2 k(0)e i = e+^~ïeei

e_i = tij — y f^ ïu ï k (0 )e-i = e~v/CrT9e_1 

La forme antisymétrique réelle suivante

S {x ,y )  = - d e tUl<Ua(x ,y )

est non dégénerée G-invariante et polarise la structure de Hodge de Vi déjà décrite.
Si r  =  p(nf).y/^ï posons:

H lr '° = Çp(7 ).e-i 

H} 1 = CV»(7).ei

Les sous espaces vectoriels .ff*-0, # “’1 s’organisent en deux sous fibrés vectoriels com
plexes du fibré plat Vc avec V = “H x Vi. La forme symplectique S définit une forme 
symplectique plate sur V, polarisant les décompositions de Hodge VT®C =  H 1,0® H 0'1. 

Le lemme suivant est clair:

Lem m e 3.2.1 c_i = r« i + «2 esi une section holomorphe de V, jam ais nulle, toujours 
contenue dans H 1’0. On a ||e_i||2 = 2Jm (r).

Ce lemme permet donc de munir H 1,0 d’un structure holomorphe compatible à son 
plongement dans Vc. En particulier:

D éfinition 3.2.2 On dispose sur V de la structure de VSHP et V muni de cette struc
ture est appelé S (l) .

Posons Ci = fu i +  ti2, on U^H2 = (2 /m (r))-1.
Soit D la connexion plate sur V\. Soit <f> 6

">*-■>- '■( ï i ) - ( ’|î ) * ( ,<r ) * ( ’l î )

Posons €x = tui +  ti2, on Ucx ||2 = (2 /m (r))-1.
Soit D la connexion plate sur V\. Soit <f> 6 C°°(H,C).

r - t u n -  f “ »* sin® \ lc>l
W )  “  sine cose h *
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D’où la formule:

= |f6-ldf + (|~+ 2v̂ Ir)f-1<Îr + ̂ 1<ir 

Celà donne la formule suivante pour la connexion de Gauss-Manin de S(l):

V'(c_i) = Ci ® dr

En utilisant la métrique de Poincaré sur 7i, on constate que cette connexion de Gauss- 
Manin est partout une isométrie.

Un calcul immédiat fournit la proposition:

P roposition  3.2.3 Sur la composante S 1'* du complexe de De Rham, on a Ay< = Id.

De plus, comme la théorie générale du Chapitre 2 permet de le voir les opérateurs 
[d", V *] et [¿", V'] sont nuls. On pourrait aussi le constater par un calcul explicite.

Celà fournit le théorème d’annulation suivant connu dans la littérature sous le nom 
d’isomorphisme de Shimura [25].

Théorèm e 7 Sur tout quotient compact lisse S  de 7i la VSHP (5,5(1)) obtenue par 
passage au quotient vérifie le théorème d ’annulation:

H l(S ,S ( l) )1'1 = 0

De plus, (5,5(1)") est un cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov classique:

n(2g -  2) > 2cl (H 1’°)

3.2.2 Description de S(n)

Toutes les autres VSHP homogènes irréductibles sur H  sont décrites à décalage près 
par 5(n) = 5"5(1). Le vecteur de Hodge de S(n) est ( 1 ,1 , . . . ,  1).

On peut choisir comme base holomorphe de H p,q le vecteur epq =  On a
||epî||2 = K \Im (r)\P -o, K >  0

Par la formule de Leibniz, la connexion de Gauss-Manin se calcule comme suit:

V'epq = pep_1>î+1 ® dr

Avec ces formules il est encore aisé de vérifier que:

P roposition  3.2.4 Sur la composante €p'*, 1 < p < n du complexe de De Rham, on a 
Av, = K 'I d , IC >  0.

T héorèm e 8 Sur tout quotient compact lisse S  de H la VSHP (5 ,5(n)) obtenue par 
passage au quotient vérifie le théorème d ’annulation:

H \ S ,  5(n))p,1+n_p = 0, 1 < p < n

De plus, (5 ,5(ra)d) est un cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov classique:

dn(2g — 2) > 2Ci(H1,0)

D {4*-1) =

=  ÉÎ.i f î- C)
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3.3 Courbures des domaines de Griffiths

Rappelons le résultat de [19]:

P roposition  3.3.1 Soit V un domaine de périodes. Dans la métrique de Hodge, la 
courbure sectionnelle holomorphe au vecteur horizontal a  G Th(V) à l ’origine, vu 
comme un élément de p”1,1 est donnée par:

Raâaâ = - ||[a ,â ] ||2 < 0

Comme il est indiqué en remarque dans [19]:

P roposition  3.3.2 Les points critiques de la fonction de courbure R sur S(Th(T>)) 
donnée par a  —► -R^üs son  ̂ exactement les vecteurs tangeants à une orbite S L 2 (ou 
dans notice terminologie précédente équivalents à l ’image par la classifiante d ’une VSHP 
SLi-homogène sur "H).

P reuve :
Soit /? e Th(V) tel que (/?, a) = 0. La différentielle (0,1) de la fonction de courbure 
évaluée contre le vecteur fi vaut:

dpR(a) = 2 R a&ap =  —2([a,â],a],/3)

Donc a  est un point critique de R si et seulement si:

3À, [[a,â],a] = Aa

Cette dernière équation signifie que Ca®Câ constitue un système triple de Lie et donc 
que a  est tangeant à une orbite S L 2-

D’autre part, pour les fibrés de Hodge, on a le résultat suivant [18][19]:

P roposition  3.3.3 Si ir : g£0 —► pi(V') est une représentation complexe de l ’algèbre de 
Lie du groupe d ’isotropie en o de V, la courbure du fibré holomorphe correspondant sur 
les vecteurs horizontaux se calcule par la formule suivante:

v e e r 1-1, V=ïc{v)(i = - t t ( [U ] )

De plus, le fibré det(Jr[w^i/2]) est d ’H ermite-Einstein, avec une constante > 0.

3.4 Phénomène de pincement en poids 2

3.4.1 Cas compact

Commençons par généraliser le phénomène de pincement diagonal tel qu’il est for
mulé chapitre 1 de cette thèse. Nous verrons aussi qu’on peut améliorer grandement 
les hypothèses au moins dans le cas compact.

Posons m v  = maxo€S(rk(D)) < 0.

T héorèm e 9 Ben > 0 tel que, si S une surface de Riemann compacte portant une 
VSHP V de poids 2 et de vecteur de Hodge (n, n, n) et si sa courbure gaussienne vérifie:

%  — e„ < Gs < m v

Alors (S, V) est isomorphe à (S ,S (2)n) et l ’application de périodes Su —► V (n ,n ,n ) est 
une orbite S L 2.

Í C - -  < 0.Laaact ^
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Preuve  :

La valeur %  est atteinte aux vecteurs tangeants de certaines orbite bSL2. Déter
minons les. Considérons l’inégalité d’Arakelov:

2d(2g -  2) > 2ci(tf 2l°)

Pour un quotient compact S’ d’une orbite SL 2, et a  un vecteur tangeant de norme 1, 
on calcule:

2n(2g -  2) -  2Cl( tf2-0) = -2 n  /  2tt) -  Cl(H 2’0)
Js'

Or Ci(H2,°) =  Cu)/2k, où C  est une constante . Donc a  correspond aux orbites S L 2 où 
cette expression s’annule si une telle orbite existe. (H, 5(2)n) est une telle orbite par la 
théorème 8.

C’est la seule. Pour toute autre 5Ü2-orbite, la VSHP localement homogène associée, 
contient en effet un facteur de la forme S(p) <g> F  où 1 < p < n et .F est une structure 
de Hodge constante. Pour un quotient compact X d’une telle 5L2-orbite, le groupe 
H 1(X,V)n~1’1 n’est pas nul. En particulier, pour X, l’inégalité d’Arakelov est stricte.

Notons désormais a Ttj  un vecteur tangeant à cette orbite SL 2 • Notons que K  = 
—nm.

Soit (5, V) une surface de Riemann munie d’une VSHP non triviale. Supposons que
3e0 > 0 

m — e0 < Gs < m

La condition sur la courbure Gaussienne et l’équation de Gauss fournissent pour a  G T  S  
de norme 1:

I M o ) ||2 < €0

RZtSS -  0

Le fait que m soit un maximum unique implique que: Vf/ voisinage de a rej ,3 c  >
0 : — m ~ € ^  ^g € 9-a  € U Or Av< = K I d  > 0 sur S1,3. Les valeurs
propres de A v  ne dépendent que de Ts € P(T/,(Î>)). En particulier si e0 est assez petit, 
on peut toujours supposer que sur S, Av' > K ¡21 d sur E1'2.

De là, notre formule de Bochner-Hodge implique que pour cQ assez petit:

J71(S,V)p-3- p = 0, 1 < p < 2

En effet, réécrivons la preuve du corollaire 1.3.3. Par la formule de Bochner du théo
rème 5 , une forme harmonique rj représentant une telle classe de cohomologie vérifie:

A<j»J7 = - A V'J7+ L„(t])

Où La est un opérateur linéaire dont la norme L°° est contrôlée par la norme L°° 
de la deuxième forme fondamentale. Le carré de cette deuxième forme fondamentale 
est plus petit que e0) grâce à l’équation de Gauss. En particulier, pour e0 assez petit,
\\L„\\l~ < K /Z .

/ ^
0  II i
1 ES j
^  P  ^\  cS>
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Prenant le produit scalaire de cette quantité avec 77, et intégrant par parties, nous 
constatons que:

JS IKill’ < l  -K/nif + tf/siMI2 < -  Jr/eMl’

En particulier, le terme de gauche devant être positif, et le terme de droite négatif, ces 
deux termes s’annullent et rj = 0.

Mais la formule d’indice sous-jacente à l’inégalité d’Arakelov donne:

¿ d i m c # 1(S,V)',’3- p = 0 > /  2n ( - R Ta^  + ||<r||2)c /̂27r + 2nmw/2*
¿i Js

Par conséquent, on a bien a  = 0 et = mï>- E.
Cette preuve est une preuve basée uniquement sur des outils classiques de géometrie 

différentielle. Maintenant, une formulation un peu différente peut être donnée et fournit 
un théorème strictement plus fort, sans deuxième forme fondamentale.

T héorèm e 10 Si S  une surface de Riemann compacte portant une VSHP V de poids
2 et de vecteur de Hodge (n, n,n) et si sa connexion de Gauss-Manin V' : H 2'0 —► 
H 1’1 ® i î1 est un isomorphisme le long de S, alors (S, V) est isomorphe à une VSHP 
localement homogène (5, 5(n)) et l ’application de périodes 5„ —► V (n ,n ,n ) est une 
orbite S L 2 .

P reuve :

Voyons la connexion de Gauss-Manin comme un complexe de faisceaux.
On a une très-triviale suite spectrale E pq aboutissant à H 1 (S, V)2,1 dont le terme 

E2 est H *(S,H *(V ')) et donc dans notre cas nul. D’où le fait que S est un cas d’égalité 
de l’inégalité d’Arakelov en poids 2.

La preuve du théorème précédent permet de conclure.
Avec les preuves des théorèmes précédents, il est facile de conclure que:

T héorèm e 11 Pour des courbes algébriques compactes munies d ’un VSHP de poids 2 
et de vecteur de Hodge (n, n, n), les seuls cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov:

2n(2g -  2) > 2Cl(H 2fi)

sont les VSHP localement homogènes (5,5(2)").

3 .4 .2  C as n on  co m p a c t

Ce paragraphe est consacré à la preuve de la généralisation suivante du théorème 
9, dans le cas non-compact. Le lecteur aura parfois l’impression de relire le chapitre 1 
de cette thèse.

T héorèm e 12 3en > 0 tel que si S est une surface de Riemann non compacte de la 
forme S  =  S — où S est compacte, portant une VSHP entière V de poids 2 et
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de vecteur de Hodge (n, n, n), singulière aux points Pit et dont la courbure Gaussienne 
en termes de la métrique de Hodge, vérifie:

m v — t n < G s < m-p

la VSHP (5, V) est localement homogène et isomorphe à (5,5(2)")

Dans ce qui suit, nous allons donner une preuve de cet énoncé. Comme dans le 
chapitre 1, elle repose essentiellement sur les résultats de [25]. Notons j  : S  —► 5 
l’inclusion canonique. Rappelons que les groupes de cohomologie du faisceau j .V  se 
calculent grâce à la cohomologie Z2 du faisceau V sur S, muni des métriques de Hodge, 
que des décompositions de Hodge des groupes de cohomologie L2 similaires à celles du 
cas compact sont disponibles.

On suppose, ce qui est une restriction inoffensive d’après le chapitre 1 de la présente 
thèse, que la monodromie aux points à l’infini est unipotente.

O rbites S L 2

Nous allons formuler ce dont nous avons besoin dans le theorème des orbites SL 2 
de Schmid [22] sous une forme géométrique2:

P roposition  3.4.1 Soit (A*, V) une VSHP entière sur le disque épointé que l ’on sup
pose singulière au point ôté Pc«. Considérons l ’application de périodes du revêtement 
universel de A*, H vers le domaine de Griffiths V , <j>\ : H —*• V .  Alors, il existe une 
orbite S L 2, S, dont l ’espace tangeant à Vorigine o de V' est T  G Piß-1’1), telle que, 
si la suite de points (Pn)„€n G A* tend vers P^ et si P„ est un relèvement de Pn à
H, 3gn € G* = Aut(T>') tels que

-  gn. o -  M ? * )

-  limn_oo dist(‘y~1.(<f>\),TpnH',T) = 0

On appelle S  l ’orbite SL 2 associée au point ôté P«,.

Corollaire 3.4.2 3e0 > 0, tel que si (5,V) est une VSHP entière de poids 2 sur la 
courbe algébrique non compacte S, de vecteur de Hodge (n, n, n), vérifiant pour a  un 
vecteur tangeant de norme 1:

-¿o + % <  RÏtsSs ^

toute orbite SL 2 associée à un point à l ’infini P de S  est de la forme (A, 5(2)").

2. Nous ne présentons pas la preuve de cette propriété qui nécessiterait une longue reprise du lourd 
formalisme de l’article de Schmid. Il faut cependant noter que nous n’utilisons pas toute la force 
du résultat de Schmid, qui donne des développements asymptotiques précis. Pour se convaincre, on 
regardera l’exemple des courbes dans la surface produit de deux surfaces de Riemann hyperboliques 
avec chacune une pointe parabolique. Il faut cependant noter que nous n’utilisons pas toute la force du 
résultat de Schmid, qui donne des développements asymptotiques précis.



52 CHAPITRE 3. INÉGALITÉS D ’ARAKELOV POUR DES COURBES

Preuve :
C’ est clair par la preuve du theorème 9. En effet, nous avons vu au cours de cette 
preuve, que notre condition de pincement, impliquait que l’espace tangeant de S en 
tout point était dans l’espace projectif des directions horizontales dans un voisinage de 
l’orbite (A, 5(2)n) dont l’adhérence ne contient pas d’autre orbite SL?. Par conséquent, 
dans la proposition 3.4.1, l’orbite SL2 associée à tout point à l’infini est nécéssairement 
(A, 5(2)").

On pourrait faire un peu mieux et cararactériser les orbites S L 2 associées au point 
singulier d’une VSHP en général par le comportement asymptotique de la quantité 

ce qui constituerait une généralisation et un affinement des paragraphes sur les 
modèles de Néron du cha,pitre 1 de la présente thèse3.

N’ayant pas pu trouver d’application géométrique significative et nouvelle, nous 
ommettons de développer cette idée, fort simple au demeurant.

Calcul de dirricH 1(5 ,j.V )3,0

Nous travaillons sous les hypothèses du corollaire précédent, en supposant de plus 
la deuxième forme fondamentale ars\Th{v) bornée.

Ici, les arguments à employer sont isomorphes à ceux de la section correspondante 
du premier chapitre. Nous ne les rappellerons pas en détail, mais nous rappellerons les 
faits cruciaux.

Grâce à [26], H 1(S ,j ,V ) 30 s’identifie à l’espace des sections holomorphes, L2 par 
rapport aux métriques de Hodge, de H 2,0 ® iî1 sur S.

Soit 'H 2,0 le prolongement canonique de H 2'0 (voir [18]). C’est un fibré vectoriel 
holomorphe sur 5. Sa première classe de Chern se calcule par le prolongement trivial 
du courant Ci(H2,0,h ) grâce à [17] (voir aussi [18]).

Le fait crucial est que, si P«, est un point singulier de la VSHP, une section ho
lomorphe locale r  de 'H 2,0 non nulle en PTO et si Ç est une carte holomorphe sur un 
voisinage de P«, vérifiant Ç(Poo) — 0 la norme de Hodge de r  croit asyptotiquement 
comme log2 |£|- Encore une fois, comme au chapitre 1, c’est le théorème des orbites 
S L 2 de Schmid qui fournit cette évaluation asymptotique. Le point important est que 
la détermination explicite d’orbite SL 2 du corollaire 3.4.2. nous permet de préciser la 
forme explicite de la croissance.

Il est également vrai que la métrique kâhlerienne sur S se comporte asymptoti- 
quement comme | d C | 2/ l C | 2W 2 | C l  Par I e  lemme d’Ahlfors- Schwarz. C’est ici que nous 
utilisons que la deuxième forme fondamentale est bornée.

On voit donc, en déterminant les sections holomorphes de carré intégrable près des 
points à l’infini, que les sections holomorphes L2 sur S de H 2,0 ® i î1 s’identifient aux 
sections holomorphes sur 5 de 'H 2'0 ® iî^.

Le même raisonnement qu’au chapitre 1 permet de conclure à l’annulation du H 1 
de ce faisceau; de fait nous pouvons voir le H 1 de ce faisceau comme une composante

3. C ’est de cette manière, tellement plus élégante, qu’il aurait d ’ailleurs fallu écrire cette section 
du chapitre 1. Nous avons conservé par pure sentimentalité la formulation ancienne qui nous avait 
demandé beaucoup d’efforts, ignorants que nous étions alors de la théorie des VSHP. Il nous parait 
pourtant intéressant pour le futur de signaler par cette maladresse de rédaction l’analogie entre la 
théorie de Schmid et la théorie des compactifications toroidales de [l] .
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de la décomposition de Hodge de H 2(S ,j ,V )  = 0.
L’application de la formule de Riemann-Roch et de la formule de Cohn-Vossen:

2g (S )~  2 = J  Ci(Slls ,u Hcdt,)  -  Card(5 -  S) 

fournit dès lors la proposition suivante:

Proposition 3.4.3 Si (5, V) est une VSHP entière de poids 2 sur la courbe algébrique 
non compacte S, de vecteur de Hodge (n, n, n), vérifiant pour a  un vecteur tangeant de 
norme 1:

-«o + mn < flSSS < m„ 

et dont la deuxième forme fondamentale est bornée:

dimc H \ S J .V ) 30 = f  Ci(H2,0, h) +  ^ J s Cl( ü \ u Hoi9t) -  | Card(S -  S) 

Calcul de d im cH 1( S , j . y )

Proposition 3.4.4 Si (S, V) est une VSHP entière de poids 2 sur la courbe algébrique 
non compacte S, de vecteur de Hodge (n, n, n), vérifiant pour a  un vecteur tangeant de 
norme 1:

—€o + m-p < < m-p

et dont la deuxième forme fondamentale est bornée:

dimc ^ i S i j . V )  = 3n J  u>Hodge) — nCard(S — S)

Preuve :
L’argument est basé sur la suite spectrale de Leray:

E l1 = H P(S, R qj ,V )  =>• H P+,(S, V)

Les faisceaux de cohomologie locale R 'j,V , i >  1 sont supportés sur le diviseur à 
l’infini Pi U . . .  U Pn - Us sont donc acycliques. De plus, par définition, au point P/ la 
fibre de ces faiceaux de cohomologie locale est la limite inductive de H'{JJ — {P;}, V) U 
décrivant la famille des voisinages ouverts de Pf. H y a une base de voisinages isomorphes 
à des disques D, et D — Pi est homotopiquement équivalent à S 1, lacet tournant une 
fois autour de P/. Donc:

( & j ,V ) n c£H l {S l ,V )

V étant un faisceau localement constant (R'j.'V)p, =  {0}, t > 2 et ces faisceaux 
sont nuls. De plus (R 1j,V )p l est un espace vectoriel de dimension finie égale à celle de 
(j.V)p,, la caractéristique d’Euler d’un cercle étant nulle. La détermination des orbites 
SL 2 que nous avons effectuée garantit que cette dimension est n. De là:

X(S, j.V ) = x(S, V) + nCard(5 -  S)

Mais, la résolution de Cech fournit x(5, V) = 3nx(S, R).
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Appliquons encore au faisceau constant R la suite spectrale de Leray:

x ( 5 ,j .R )= x (5 ,R )+ C a rd (5 -5 )

H est trivial que j mK  = R$. L’application de la formule de Cohn-Vossen fournit l’ex
pression:

X ( 5 ,R ) = - ^ c 1(iî1,a;)

Le type des orbites S L 2 mises en jeu ici interdit la présence d’un facteur fixe dans
V et garantit par conséquent l’annulation de H °(S ,j,V )  et par dualité (voir [25]) de 
H 2(S , i.V ). La proposition est démontrée.

Fin de la preuve

Tous ces calculs permettent d’affirmer que, exactement comme dans le cas compact:

(*) ¿ d i m c ^ ( 5 , i.V )p,3- p = /  2 n (-i£ i£ >  + ||< r||> /2 ir + 2nmv u /2 x  
£i Js

Pour conclure nous faisons appel à notre formule de Bochner-Hodge et en tirons 
comme d’habitude le lemme suivant:

Lem m e 3.4.5 3cn > 0 tel que si S est une surface de Riemann non compacte de la 
forme S =  S — {.P<}i<»<jv, portant une VSHP entière V de poids 2 et de vecteur de 
Hodge (n, n ,n), singulière aux points Pit et dont la courbure Gaussienne en termes de 
la métrique de Hodge, vérifie:

m-p — en ^  G^ ^  ni-p 

le groupe de cohomologie iT1(5, j.V )2,1 est nul.

Preuve :
Par la formule de Bochner du théorème 5, une forme harmonique tj représentant une 
telle classe de cohomologie vérifie:

Ad"Tj =  + La(rj)

Où L„ est un opérateur linéaire dont la norme L°° est contrôlée pax la norme L°° 
de la deuxième forme fondamentale. Le carré de cette deuxième forme fondamentale 
est plus petit que eQ, grâce à l’équation de Gauss. En particulier, pour c0 assez petit, 
\\L0\\l -  <  K / 3.

Prenant le produit scalaire de cette quantité avec Tj, et intégrant par parties, nous 
constatons que:

js IKill* < fs — *72|MI! + A73M* < -A'/eiMi’

Notons que cette intégration pax parties est licite par le lemme 4.2.2. que nous allons 
prouver plus tard. En particulier, le terme de gauche devant être positif, et le terme de 
droite négatif, ces deux termes s’annullent et r) =  0.
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Or la formule (*) implique que la dimension de ce groupe de cohomologie est nulle 
si et seulement 6i <Jt x \tk(v ) — 0 (donc si le revêtement universel de S est une orbite 
SL 2) et G s  =  m-p (Ce qui signifie que cette orbite S L 2 est bien (A, 5(2)"). Celà achève 
la preuve du théorème 12, au moins dans le cas de la monodromie unipotente.

Pour le cas de la monodromie non-unipotente, l’arithméticité de la monodromie 
permet d’appliquer le lemme 1.5.6 et de lever cette restriction.

R em arque 3.4.6 Y  a-t’il un équivalent de notre théorème 10 dans ce contexte? Celà 
ne nous parait pas clair.

3.5 Inégalités d’Arakelov en poids > 3

3.5.1 Non-localité

Dans le cas où la VSHP est de poids supérieur à 3, nous ne pouvons pas encore 
affirmer la validité de l’analogue de notre théorème de pincement. Nous allons voir 
pourquoi.

Lemme 3.5.1 Sur un domaine de Griffiths de poids n > 3 dont le vecteur de Hodge 
n’a aucune composante nulle, les points critiques de la fonction T rH*o(|£) sur 5(7),(Z>)) 
sont les vecteurs horizontaux tel que £n0 = 0 où £n0 désigne l ’application linéaire £n0 : 
H n0 -* jff"-1,1 déduite de £, et les vecteurs tels que ÇP1 = 0 pour 1 < p < n — 1.

Le premier cas se présente si et seulement si Ç est tangeant à une application de 
périodes associée à une VSHP de la forme Dec+2V(n  — 2) © F(n) où V (n -  2) est une 
VSHP de poids n-2 et vérifie hp1 = 0, p < 0. Le dexième cas se présente si et seulement 
si la VSHP est de la forme V(l) ® F(n — 1) © F (n), les F (i) désignant des structures 
de Hodge fixes de poids ».

Preuve :
La gradient de cette fonction en f  est précisément fn>0. Hors des cas d’égalité il facile de 
construire des vecteurs horizontaux orthogonaux à £ de produit scalaire non nul avec 
f„o puisque la norme de Hodge de £ vaut:

lien1“ 'En«-««’
i= 0

Proposition  3.5.2 Pour les surfaces de Riemann compactes de genre g portant une 
VSHP V non triviale de poids n > 3 et de vecteur de Hodge (d ,d ,. . .  ,d), l ’inégalité 
d ’Arakelov:

n d ( 2 g - 2 ) > 2 Cl(H n0)

ne peut pas être prouvée par un calcul local de courbure. C ’est donc un phénomène 
global.

R em arque 3.5.3 Nous voyons donc que pour prouver l ’analogue de notre théorème de 
pincement en poids > 3, il faut trouver un analogue de type global à nos calculs locaux 
de courbure ou bien amender sérieusement notre approche en déduisant l ’annulation 
de la deuxième forme fondamentale par un argument d ’analyse de type global. Nous 
éspérons revenir sur ce point dans un travail ultérieur.
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3.5.2 Caractérisation topologique de certaines V SH P

Cependant, on peut quand même tirer des idées de ce chapitre un théorème très 
simple qui caractérise topologiquement certaines VSHP localement homogènes.

P roposition  3.5.4 Soit V  un domaine de Griffiths de poids w, 3I(x> > 0, tel que: les 
surfaces de Riemann compactes de genre g portant une VSHP V non triviale dont la 
classifiante est à valeurs dans V , vérifient l ’inégalité

2g -  2 > iÎDCi(-7>+i/2]).[S] 

et les cas d ’égalité sont des VSHP localement homogènes.

P reuve :
Elle est un conséquence immédiate du fait que le fibré / [ u,+1/2] est d’ Hermite-Einstein 
et du fait que les points critiques de la fonctionnelle de courbure sont les orbites S L 2 
( Proposition 3.3.2).

R em arque 3.5.5 Dans le cas où la classifiante se factorise à travers un domaine sy
métrique borné (sous variétés de dimension 1 d ’un espace hermitien localement symé
trique de type non compact), le théorème en question caractérise les cycles holomorphes 
géodésiques qui, au niveau du revêtement universel apparaissent comme des diagonales 
de polydisques totalement géodésiques maximaux [14]. La proposition n’est donc pas 
quelque chose de très profond.

Nous n’avons pas réussi à trouver une interprétation du type "Théorème d’annu
lation d’un groupe de cohomologie d’une VSHP” à ce résultat, qui pourrait permetre 
de prouver un théorème de pincement. Dans le cas des sous- variétés d’un domaine 
symétrique borné, la VSHP associée à la représentation adjointe ne peut pas fournir 
un exemple adéquat. Disons toutefois que pour prouver un tel théorème de pincement, 
il y a d’autres fibrés et d’autres opérateurs que ceux tirés de la théorie des VSHP.
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Chapitre 4

Semi hyperbolicité kâhlerienne

4.1 Motivations

Nous rappelons la définition suivante dûe à Gromov [10]:

Définition 4.1.1 La variété kâhlerienne (X ,u>) est Kâhler-hyperbolique au sens de 
Gromov si et seulement si, elle est compacte et, X  désignant son revêtement universel:

3a G C°°(X,iï^0), 3K  > 0, tels que : da  = u> et Vv G Tx , |a(v)| < ||u||u,

Un des points importants de l’article de Gromov [10] est que le complexe de De 
Rham L2 sur X  donne lieu à des groupes de cohomologie L2 qui sont réduits et, de plus, 
nuls en tout degré autre que dim c(X ). Cela fournit l’inégalité (—l)d,mĉ ^Cd,mc(x)(^) > 
0.

De plus, à cause de la décomposition de Hodge, on dispose aussi de:

(-i^ 'm cW +r(ch(nrx ).Todd(Tx ))[X} > 0 

En particulier, dans le cas d’une surface algébrique Kâhler-hyperbolique S:

-  c*(5) > 0

-  c2(S) + ca(5) > 0

-  5c2(5) -  c2(5) > 0

Notre point de départ est la remarque que des théorèmes d’annulation L2 ont lieu 
dans ce contexte pour certains faisceaux localement constants. C’est l’objet de la section
4.2 .

Celà étant, la définition de Gromov n’est pas bien adaptée au contexte de la géome
trie birationnelle. Supposons par exemple la surface algébrique et kâhlerienne (X, w) 
Kâhler-hyperbolique. Soit et ir : Y  —* X  la transformation monoidale de centre
P. Y contenant une courbe rationnelle, il ne peut pas exister de structure Kâhler- 
hyperbolique sur Y. Pourtant:

Proposition  4.1.2 Ci(Y) > 0, c\(Y ) + c^iY) > 0, 5c2(y) — c \(Y ) >  0
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P reu v e  :
En effet, c2(7 ) = c2(A') + l, c\{Y ) +  c2{Y ) = Cj(X) + c2(.X'). De plus le théorème d’an
nulation L2 pour les 1-formes holomorphes persiste pour Y par invariance birationelle 
de l’irrégularité.

Nous allons donc adapter la définition de Gromov à ce type d’exemple et voir ce 
qui subsiste de ses résultats.

4.2 Théorème d’annulation L2 pour certains fibrés plats

4.2.1 Quelques faits classiques relatifs à la cohom ologie L2

Nous allons expliciter le lemme classique qui forme la base de l’analyse sur les va
riétés riemanniennes complètes. Il s’agit de justifier l’utilisation extensive de la formule 
de Stokes sur des variétés non compactes sans bord.

Si T} est une forme différentielle sur la variété riemannienne (X ,g ) , nous définissons 
sa norme L 1 par la formule:

NU* = /  IW*)IL dVol(g)(x)
Jx

Et nous disons qu’elle est L 1 si sa norme L1 est finie.

Lem m e 4.2.1 Si X  est une variété riemannienne complète connexe orientée de di
mension n et T) est une (n-1)- forme différentielle sur X  de classe C°° et L1. Si sa 
forme cobord dr} est également L1, on a:

[  dr] = 0 
Jx

P reuve  :

Nous reproduisons la preuve de [10].
Soit R  > 0, nous définissons une fonction affine par morceaux f R sur R+ par les 

relations:

f R = 0 sur [2R, +oo[ 

f R = 1 sur [0, Æ] 

f R(x) = 2 -  x /R  x e [R , 2R]

Soit p  € X , on peut approcher la fonction sur X définie par gR(q) = fjî(de(q,p)) par 
une fonction sur X, lisse à support compact, pu à valeurs dans [0,1] identiquement égale 
à 1 sur la boule riemannienne de centre p et de rayon R et vérifiant ||Vph||£o<. < 2 /R. 

La formule de Stokes donne alors:

/  d{pRr]) = /  pRdr] +  dpR A r? = 0 
Jx Jx Jx

Le premier terme tend vers fx  drj quand R tend vers l’infini car dr] est L1. Quand au 
second terme, il vérifie:

\ J^dpR A tj\<
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D’où la conclusion désirée.

L’ opérateur A de Laplace-Beltrami associé à (X ,g )  est formellement autoadjoint. 
Nous définissons comme d’habitude l’adjoint formel de la différentielle de De Rham par 
6 .

Dans ce contexte, on peut formuler le lemme suivant:

Lemme 4.2.2 Soit a  une forme différentielle de degré p et de classe C°°, L2 sur X, 
une variété riemannienne complète. Si la fonction sur X  F(x) = (Aa, a)x est L1 les 
deux formes da et 6a sont L2 et l ’on a:

f  (A a,a)* = ||da||£3 + ||£a|U3 
Jx

Preuve :
Par le théorème de Stokes:

(1) Jx />iî(Ao,Q) -  j x ródigli2 + IIH I2) + Jx(da' PRdPR A °0 + i6a’ PRdP* H a)

En posant if?(R) =  fx  />/i(||<ia||2 + ||Æo||2)> l’inégalité de Cauchy-Schwarz fournit:

V>W<I f ^(Aa,a)l + 4/Æ!||a||t,0(iï)‘/!
Jx

Comme (A a ,a ) est i 1,

3M  > 0, VÆ, | f  p2R(A a,a)| < M  
Jx

Comme ^  est une fonction croissante de R, xj) a une limite finie ou infinie en + 0 0 . 
Cette dernière hypothèse est exclue puisque la relation précédente fournit:

\[*KR) < M / y / w t )  + 4/Æ2IMU’

En particulier da  et Sa sont L2.
Pour la même raison, le passage à la limite dans (1) est licite et fournit:

/  (A a ,a ) = /  (||da||2 + HHI2)
Jx Jx

Nous appelons forme harmonique toute forme différentielle a  telle que Aa = 0.

Corollaire 4.2.3 Toute forme harmonique L2 sur X une variété riemannienne com
plète est fermée.

Preuve :
Le lemme précédent permet en effet d’écrire, la forme harmonique a  étant C°° par la 
théorie elliptique standard:

(Aa, a) = \\da\\2La + ||<$a||i,3 

En particulier, a est fermée et cofermée.
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Un autre corollaire de ce lemme est que l’opérateur de Laplace-Beltrami sur une 
variété riemannienne complète est essentiellement auto-adjoint. Comme nous n’utilisons 
pas ce fait explicitement, nous négligerons de le déduire (voir [20]).

Rappelons que le symbole d’un opérateur différentiel de degré n entre deux fibrés 
vectoriels E et F est une section sur T% — {0} de H om (E , F) qui lorsqu’on la restreint 
aux fibres est polynomiale homogène de degré n. En particulier, on peut toujours le 
voir comme une section sur X de H om {E , F)®T®" et c’est le point de vue que j ’adopte 
ici.

Dans ce contexte, nous pouvons observer que le lemme précédent se généralise 
comme suit:

Lem m e 4.2.4 Soit X  une variété riemannienne complète.
Soit (E , hE) et (F, hF) deux fibrés vectoriels C°° hermitiens. Soit d : C°°(E) —+ 

C°°(F) un opérateur différentiel de degré 1 dont le symbole S  G C°°(X,Hom(E,F)(g>Tx) 
est uniformément borné sur X  (par rapport à la métrique hermitienne sur ce fibré 
induite par les métriques hermitiennes hB, h f  et la métrique riemmannienne de X). 

Notons par d* son adjoint formel par rapport aux métriques susdites.
Soit a  G C°° fi L2(X , E), une section de E.
Si la fonction sur X  F (x) =  (d 'd a , a )s est L1 la section de F d a  est L2 et Von a:

f  (Ô -da ,a) = \ \d a \\ l  
Jx

Preuve :
Observons que par définition du symbole, on a:

d ( fa )  = fd a  + V = lS (d f )a

Nous reproduisons l’usage de la formule de Stokes au lemme précédent dans notre 
nouveau contexte:

f  PR{d‘d a ,a ) =  f  p^||ôa||2 + /  (d a ,p RS(dpR)a)
J X J X J X

De cette formule, le caractère L°° du symbole permet de tirer les mêmes conclusions 
qu’au lemme précédent.

Corollaire 4.2.5 Si d : C°°(E) —► C°°(F) est un opérateur différentiel elliptique de 
degré 1 à symbole L°° entre deux fibrés vectoriels hermitiens et si a  est une section L2 
vérifiant d*da  = 0, elle est C°° et vérifie da  = 0.

4 .2 .2  Le th é o rè m e  d ’an n u la tio n

Soit (X,u>) une variété kâhler-hyperbolique et (E ,D ,h )  un fibré plat sur X muni 
d’une métrique hermitienne.

P roposition  4.2.6 Soient A d , Vopérateur de Laplace sur les formes à valeurs dans 
E et L Vopérateur de multiplcation par la forme de Kâhler. Si le commutateur [Ad \L\ 
est nul:

-  Les groupes de cohomologie L2 à valeurs dans E du complexe de De Rham sur X  
sont réduits.
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-  Ces groupes de cohomologie L2 sont nuls en degré d im c(X ).

Preuve :
La condition de commutation permettrait ici d’appliquer Verbatim les raisonnements / ^ T ry,'x 
de [10]. Pour être plus complet, nous allons donner une idée de la preuve. /  s g

Montrons d’abord que toute forme harmonique L2 à valeurs dans E de degré strie-(¿n | |  j  
tement inférieur à dim cX  est nulle. Soit <f> une telle forme harmonique de degré p. Nous 
savons qu’elle est fermée et cofermée.

La forme L<f> est, grâce à la relation de commutation, harmonique et de carré in- 
tégrable. Elle est donc fermée et cofermée. Le fait qu’elle soit cofermée indique qu’elle 
est orthogonale à l’image I par la différentielle de de Rham des formes C°° à support 
compact de degré p + 1.

Soit a une primitive L°° de la forme Kâhler-hyperbolique. La formule de Leibniz 
donne alors:

L<f> =  d(a A <f>)

Comme a est bornée, a  A <f> est de carré intégrable. En particulier, si pu désigne la 
fonction de cut-off du paragraphe précédent, la norme L2 de la forme dpR Aa A <f> tend 
vers 0 quand R tend vers l’infini. L<f> est donc la limite au sens L2 de dpRa A <f> quand 
R tend vers l’infini. L<j> est donc adhérente et orthogonale à I. En particulier, elle est 
nulle.

C’est un lemme algébrique bien connu, dû à Lefschetz, voir [24], que <f> est alors 
nulle.

Pour les degrés strictement supérieurs à d im çX , on utilise l’opérateur * de Hodge 
pour conclure.

On en fait beaucoup mieux. Soit p < dim çX  et k =  d im ^ X )  — p. Soit <f> G 
C%°(X, E  ® iip). Nous avons la formule suivante:

Lk<j> = d(a A V) ~ a  A V “ xd4>

D’où nous tirons:

(Lk<f>, Lh<f>) = (a A L1’ l<f>, dTLk<t>) -  (a A Lk~ld(f>, rf>)

Le lemme de Schwarz permet d’affirmer que:

IliVllÊ. < MMMMI-riVlli- + IliVlMWIUO

Or, voir [24], en chaque point P de X, l’opérateur Lk : ApT pX  —► Ap+2kTpX  est un 
isomorphisme sur les espaces des formes différentielles en ce point. De plus, u  est un 
tenseur parallèle. Donc il existe des constantes strictement positives c,C telles que:

VP G X, V<£ € ApT'PX , cU \\ < \\Lk4>\\ <  C||*||

Jointe avec la condition de commutation, cette inégalité fournit aussi:

G C ? (X , E  ® ü p), c||A<£|| < IlAXVll < C||A^ll

De la nous tirons l’ inégalité suivante:

3M  > 0,V<£ € C ? (X ,E ®  iîp), ll^l2 < M||^||(A^^)
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Celà assure que le spectre du laplacien sur les formes de degré p ne contient pas 0 et 
donc que la cohomologie L2 est réduite en ce degré.

Une variante de cet argument assure que 0 est un point isolé du spectre du laplacien 
en degré d im c(X )  et donc que la cohomologie L2 est réduite en ce degré.

T héorèm e 13 Supposons E sous jacent à une VSHP et h égale à la métrique de Hodge 
(cf. chap.2), ou plus généralement (E,D,h) un fibré harmonique au sens de Simpson 
(voir [12] ou [23]). Alors:

-  Les groupes de cohomologie L2 à valeurs dans E du complexe de De Rham sur X  
sont réduits.

-  Ces groupes de cohomologie L2 sont nuls en degré /  d im ç(X ).

On trouvera dans [25] et [12] des preuves de la relation de commutation.

4.3 Notion de semi-hyperbolicité

4.3.1 Définition

Définition 4.3.1 Soit X  une variété kâhlerienne compacte de revêtement universel 
X u —► X . S o itu  G C°°(X, i î1,1). On dit que (X ,u )  est semi-hyperbolique si et seulement 
si:

- u > 0  et u > 0  sur un ouvert dense.

3a € C °° (X ,Ç l£ ) ,3 K  > 0 , tq : da = u  et Vu € |a(t>)| < - K u ( y /= ïv  A t>) 

R em arque 4.3.2 Une variété Kâhler-hyperbolique est semi-hyperbolique.

4.3.2 Stabilité de la notion

P roposition  4.3.3 Soit (X ,u )  une variété semi-hyperbolique. Si Y  - i  X  est un mor
phisme à fibre générique finie, où Y  est kâhlerienne, (y, f*u) est semi-hyperbolique.

4.3.3 Taille du groupe fondamental

La méthode suivie dans ce chapitre est d’appliquer la formule de Stokes. Nous 
l’illustrons d’abord en explicitant dans notre cadre des résultats implicites dans [10].

Soit (X ,u )  une variété semi-hyperbolique de dimension n, connexe. Notons le revê
tement universel par 7r : X  —► X .

Lem m e 4.3.4 Si v est une 2n-forme C°° sur X, elle est d-bornée, c ’est à dire:

3/3 € C°° H L°°(X , tel que d(3 = tt*v
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Preuve :
Sur X o n a t i  =  wn +  d<f>, <f> G C°°{X, A *-1). De plus w" est ¿-bornée.

Corollaire 4.3.5 X  est ouverte à l ’infini pour toute métrique riemanienne sur X  [11], 
c ’est à dire qu’elle est complète et nvérifie l ’inégalité isoperimétrique suivante: B C > 0 
tel que pour A un ouvert relativement compact à bord C°° dans X , on ait: Vol(dA) > 
V olA )

Preuve :
Soit v une forme volume sur X et /? une primitive bornée sur X ,  la formule de Stokes 
donne:

Vol(i4) =  f  v =  f  ¡3 <  sup ||/3||Vol(i4)
Ja Jd dA

Corollaire 4.3.6 Soit P  6 X  et B p(r) la boule riemannienne de X  de rayon r 3 K , K ' >
0, V o l{B p {r ))> K e K'T.

Corollaire 4.3.7 ^ (X ) est de croissance exponentielle.

Preuve :
Voir [11].

4.4 p-formes holomorphes L2

Théorème 14 Si (X,u>) est une variété semi-hyperbolique, il n’y a pas de p-forme 
holomorphe L2 sur X  pour p dim c(X).

Preuve :
Soit fi une forme kâhlerienne sur X. Par les identités formelles de Hodge, A§ = Aa. 
Une intégration par parties montre alors que toute forme holomorphe L2 sur X  est 
fermée. Soit a  une primitive bornée de u  sur X . Soit <f> une (p,0)-forme C°° et L2 sur 
X  ainsi que d<f>. On a:

0 — f  d{<f> A <j> A a  Au>n~p~1)
Jx

— f  <l> A <J> A u}n~p +  [  d<f> A $  A a A u n~p~ 1 +  j  <j> A d<j> A a. A u n~p~ l 
J X J X J X

Pour une forme holomorphe cela donne:

i  (}> A 4> A u n~p = 0 
Jx

Or y /— 1P(—l ) ,(’’â’1> <f> A 4> A u>n~p > 0 et > 0 sur {w > 0} n {<f> ^  0}. D’où 4> =  0. 

Remarque 4.4.1 L ’estimation prouvée pour <f> 6 L2, tq d<f> € L2 se lit:

[  v ^ ( - i ) * ^ < t > A ï A L > n- p < K \ m \ L, m L>
J x



64 CHAPITRE 4. SEMI HYPERBOLICITÉ KÂHLERIENNE

R em arque 4.4.2 On ne peut pas obtenir un tel théorème d ’annulation en bidegré 
(p, p), p  > 1, pour des variétés semi-hyperboliques de dimension > 2p + 1. Il suffit en 
effet d ’éclater en un point un quotient arithmétique compact d ’un domaine symétrique 
borné de dimension convenable pour fournir un contre exemple.

Preuve :
Appelons X notre candidat à être un contre-exemple. En anticipant sur la suite de 
la présente thèse, remarquons que tout quotient compact d’un domaine symétrique 
borné est Kâhler-hyperbolique. Par arithméticité, ces deux variétés possèdent une tour 
infinie de revêtements galoisiens X n —* X  vérifiant la propriété que l’intersection des 
images dans X i(X ) des îr1(X„) est l’élément neutre. Avec la suite spectrale de Leray, on 
voit que /i1,1(X„) = [xi(Xn) : Le lemme de Kazhdan fournit alors des formes
harmoniques L2 sur le revêtement universel.

4.5 Formes harmoniques à valeurs dans une VHSP

T héorèm e 15 Si V est une VSHP sur (X,u>) semi-hyperbolique de dimension > 2. 
Alors, pour toute métrique kâhlerienne sur X, X  ne possède aucune 1-forme harmo
nique L2 à valeurs dans V.

P reu v e  :
Par les identités de Deligne-Zucker ([25]), une 1-forme harmonique t/, L2, se décompose 
en composantes harmoniques L2:

i) € Cœ(H™ 0 il0'1 ® H p-1,î+1 ® Ü1'0)

Soit Q la forme plate de polarisation de V. Considérons la (n,n)-forme suivante:

A(t/) = \ / - ï P V) h v n~1

Fait : Si u>c > 0, rç* ^  0, alors A(77)* > 0.
En effet si (¿¡fr) désigne une base unitaire de TxX , 77 s’écrit:

7} =  J 2 v’pi ® dz* + Ç  ® d*i 
* i

K v)*  =  V ^ ~ 1+\ - l ) ^ ^ ( - Q ( v i >1,v 3pq) +  Q(v}p. li9+l,vi>_ l<1+l))dzj A d z t A u n

t

Grâce à l’alternance des signes dans notre formule, il vient bien que A(î;)x > 0 . Or:

X(r]) = d(Q(t] <gi 77) A a  A a/"-2) — Q(drj A 77) A a  A u n~2 -f Q(eta A dfj) A a  A u>n~2 

De là vient l’estimation:

l _ K n ) < K M \ L A \ d r i \ \ L ’
Jx

K v)t = XÜ(_<5(vpî»^î) + Ç(®p-i,f+i»®i-i.f+i))da:i A ^ Aw"
•i

a(ij). =  v=?",+1(-i)iIçaEw«.îii, )-Q(4-u+ . . ^ - i . . + . ) ) ^
t

Grâce à l’alternance des signes dans notre formule, il vient bien que ^(f])x > 0. Or:

i) € Cœ(H™  0  i l0'1 ® H p- 1,î+1 ® i î1-0)

Soit Q la forme plate de polarisation de V. Considérons la (n,n)-forme suivante:

A(t/)  =  \ / - ï P 1+ l ( - i ) £ù!^ n Q ( y ®  f\)  A w n_1

Fait : Si u>c > 0, »7* ^  0, alors > 0.
En effet si (¿¡fr) désigne une base unitaire de TxX ,  77 s’écrit:

7} = J 2 v’pi® dz* + Ç  4-1,1+! ®
* i
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Or, 6 =  d +  d* : ©,=i[2]V ® iî‘ —► ©,=o[2)V ® iî' vérifie les hypothèses du lemme 
4.2.3. et le laplacien sur les formes de dgré impair à valeurs dans V est Delta  = d 'd .
En particulier, toute forme harmonique X2 à valeurs dans V est fermée.

De cette remarque et de l’estimation précédente, on tire que 77 = 0.
Par dualité, il est également vrai que toute (2 dimc X — 1)- forme harmonique L2 

sur X  est nulle.
Avec la même méthode, il est facile de prouver le théorème suivant, que nous n’uti

liserons pas dans la suite de notre thèse.

Théorèm e 16 Dans les hypothèses du théorème précédent, si le poids de V est w et 
le vecteur de Hodge est h = (hu>0, ..., h0w), il n’existe pas de p-forme harmonique sur X  
à valeurs dans V de bidegré (p+w,0) pour p ^  dim ç(X ).

P r e u v e  :

Les démonstrations des deux précédents théorèmes d’annulation s’adaptent sans dif
ficulté. En ce bidegré, les formes harmoniques L2 à valeurs dans V, sont en fait les 
sections holomorphes L2 de H w0 ® iîp. Soit <f> une telle forme harmonique.

Soit Q la forme de polarisation de la VSHP et u  la forme semi-kâhlerienne de la 
structure semi-hyperbolique.

Nous avons encore:

\(<f>) =  y / ^ l+n+P(-l)lî +:S:ir 1 Q(<l>®<t>)®un-p > 0 

Et, par la même astuce d’intégration par parties, que dans le théorème 15:

f \(<f>) < c\mm
Jx

En particulier, la forme <f> étant fermée, on a \(<j>) = 0 puis <f> = 0 .

4.6 Signification des théorèmes d’annulation L2

Le sens d’un théorème d’annulation L2 réside dans le fameux lemme de Kazhdan:

P roposition  4.6,1 Soit X  une variété riemannienne compacte connexe. Soit (r,),- une 
suite décroissante de sous groupes distingués d ’indice fini de X i(X ), T = p|,* T,* et X u —>
X  le revêtement universel de X. Posons X  = T \X UJ Xi = Ti\Xu.

Soient E^F deux fibrés vectoriels sur X  et P  : C°°(E) —► C°°(ir') un opérateur 
différentiel elliptique. Sa version sur X{ est notée P{.

Si Vequation P{u) = 0 n’a aucune solution non nulle dans L2(X ^ E )f alors:

dimtep = 0
* -o o  [r,- : r ]

P reuve : (résumée)

Supposons au contraire que: lim sup^^  > 0 . Alors:

3C  > 0, Vn, 3un G ker(Pn), 3xn € Xn, |K I|l*  = 1 & kn(^n)| > C

'/  v \
(o >]
V

> ̂ 7rP 1 > °' Alors:
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Prenons un relèvement de ti„, ün à X  et xn un relèvement de xn que l’on peut suppo
ser dans un domaine fondamental compact. Soit (ft„) une suite d’ouverts relativement 
compacts, d’exhaustion sur X  avec D fi,- = 0. H est clair que:

Vm > n, ||ûm||Lî(n.) < 1

Les estimations elliptiques standard impliquent que ün a une sous suite convergente 
en topologie C°°(X ) vers û. Certainement, P(û) = 0 et ||ü||£3(x) < 1*

Quitte à extraire, on suppose de plus limn^ TO x„ = x. La convergence C°° implique 
alors |ü(x)| > C  et û est une solution L2 non triviale de P (u ) = 0. Contradiction.

En guise d’illustration, apportons une réponse partielle à une question de [15]. Nous 
verrons par là-même la pertinence du concept de semi-hyperbolicité pour l’étude des 
sous variétés des quotients de domaines symétriques bornés.

Théorème 17 Soit f  : A  —► M  une famille de variétés abéliennes sans facteur 
constant sur la base M  connexe et algébrique. On suppose que Vimage de M sous l ’appli
cation des périodes est de dimension > 2  et compacte (il n’y a pas de fibres singulières) 
dans l ’espace de modules des variétés abeliennes T \H n

Soit (Mn) une tour de revêtements galoisiens finis Mn —► M  et connexes dont la 
limite projective est le revêtement universel de M ou du moins domine M  Xr\w, “Hn ■ On 
a, A (C (M n )) désignant le groupe abélien de type fini des sections holomorphes (Groupe 
de Mordell- Weil):

rgtAjCjM n))
[ v i ( M n ) : 7 T i(A Î)]

Preuve :

Supposons d’abord l’application des périodes équidimensionnelle. 7in étant un do
maine symétrique borné, une remarque de [10] implique que M est semi-hyperbolique.

On a toujours (voir [15] [21]):

rgz^CÇMn)) dimc g 1(Jlf„,Æ1/.C )1»1 
M M » )  : ttjCM)] ~  M M „ )  : ŵ M)]

Si l’expression de gauche avait une limite supérieure non nulle, le lemme de Kazhdan 
fournirait sur M  une 1-forme harmonique à valeurs dans i l1/.C . Contradiction.

Si l’application des périodes n’est pas equidimensionnelle, on se ramène au cas 
précédent par la remarque que le morphisme d’évaluation au point m  € Mn:

A(C(M n) ) — > A m

est injectif pour presque tout m. En particulier il existe une surface S contenue dans 
M, telle que:

-  L’application des périodes restreinte à S est equidimensionnelle.

-  7rj(5) x i(M )  surjectif.
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-  Les morphismes de restriction A(C(M n)) —*• *4(C(t, 1(r,)\7Vu)) sont injectifs.

R em arque 4.6.2 La classe des situations couvertes par le théorème précédent n’est 
pas vide. En effet la codimension de la partie à l ’infini dans la compactification algé
brique de Satake de V \H n [3] est n. Dès que n > 3, une intersection complète générique 
de diviseurs amples fournit un exemple.

Mais l’absence de fibres singulières est une hypothèse peu générique. Par exemple 
les surfaces elliptiques de Kodaira en présentent toujours.

Cependant, le formalisme de notre approche pourrait fonctionner. En effet, Mok a 
prouvé qu’a tout élement du groupe de Mordell-Weil correspond une 1-forme harmo
nique L2 sur la partie sans fibre singulière de la base, par le même procédé que pour 
une base compacte [15].

Le point difficile d’une preuve selon notre approche serait de prouver une estimation 
de concentration pour les formes harmoniques du type suivant:

C onjecture 4.6.3 Considérons Mn ^  M  une suite croissante de revêtements galoi- 
siens. 3U un ouvert de M tel que M  — U compact, 31 > C  > 0 tels que:

€)'•', I M ><c[ M 1
JtZ'iU) JM.

Je ne sais le prouver que dans le cas inutile ici d’une base de dimension 1. Cette 
conjecture me semble liée aux conjectures de Zucker maintenant démontrées. J ’espère 
pouvoir revenir sur cette question dans un travail futur.

Vn c. Tjijhr j?1 f
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Chapitre 5

Inégalités d’Arakelov en 
dimension supérieure

5.1 Applications de périodes

Commençons par poser une définition.

Définition 5.1.1 Soit f  : X  —► Y  une application holomorphe entre deux variétés 
complexes, X  étant connexe. On dit que f  est équidimensionnelle si et seulement si, il 
existe un point x de X  où la différentielle de f  est injective.

En particulier, une application holomorphe propre est équidimensionnelle si et seule
ment si elle est génériquement finie sur son image, c’est à dire si et seulement si l’en
semble des points y de f ( X )  où la fibre f~ l (y) est un ensemble fini forment un ouvert 
dense dans f ( X ) .

Le fait suivant, que nous avons déjà rencontré, est essentiellement une remarque de 
Gromov [10]:

Proposition  5.1.2 Soit X  une variété kâhlerienne compacte munie d’une application 
equidimensionnelle vers un quotient de domaine symétrique borné, ou X  portant une 
VSHP de poids 1 et de vecteur de Hodge (/i1,0, h0,1) de classifiante equidimensionnelle, 
X  est semi-hyperbolique. De plus, si l’application est immersive, la structure est en fait 
Kâhler-hyperbolique.

Ce fait se généralise comme suit:

P roposition  5.1.3 Soit M une variété kâhlerienne compacte portant une VSHP V& 
de poids 2 et de vecteur de Hodge (/i2,0, /i1,1, h0’2). Si l ’application F  : Mu —► V est 
équidimensionnelle, la métrique hermitienne dégénérée F*hv induit sur M une struc
ture semi-hyperbolique. De plus, si F est immersive, la structure est en fait Kâhler- 
hyperbolique.

P reuve :
Soit o une origine de V  fixée. Soit B = (s»)i<t<n une base unitaire de i / 2,0. Sur X>, il 
existe une famille de sections plates (tf*)i<i<n, réelles, telle que <7,(o) = + S(. Par abus 
de notation, nous notons par le même symbole ces objets rappelés à Mu. Si ^  G Vc? V720 
désigne la composante de ÿ  dans H2,0.
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Par platitude de la forme de polarisation Q:

V(i,j) Vp e  M„, Q(ci,<r¡), = 2Q (s¡,s¡)

(5.1) v ( a , ) e e , v P € X „
i i i

Posons = <Ti’° A . . .  A a 2,0. On a toujours par le point précédent 4>{B) ^  0. Si 
B' est une autre base unitaire de J72,0, certainement <f>{B) =

Des équations de platitude pour <r¡, on tire d'a¡ = 0 puis d'<f>(B) =  0.
En particulier, on calcule de la forme de Chern de H 2’0 par:

On a déjà rencontré le fait (inessentiel ici) que la forme de Chern ci(H 2,0) était (un 
multiple de) la (1,1) forme fermée u> induite par hv . Celà nous dit que si a B = 
2 y f^ ïd \o g  ||<£(#)||2, on a d a s  = w. Mais :

, « A - ry v  t (V V ¿1A a f A . . . ^ A . . . A a f , < A . . . A a f )

8 ‘  2v^ £ <- 1 )---------------------p(ëjlF---------------------

Soit p G Mu. Les équations 5.1 impliquent que la matrice HB(p) = ((crf0, cr]°))ij est 
hermitienne définie positive et même que HB(p) > In- On peut donc trouver (x,) € R+ 
et U £ U(n) tels que:

H B{p) = ‘ tfDiag( e * ' , . . . ,e * ' )U  

La base B' =  UB vérifié a B — a B> et:

Vü € TPMV, M * ) i  -  2v î  Z j

En particulier, ||ûfp(v)|| < 7 iT ||a v e c  K indépendant de p. □

R em arque 5.1.4 Avec ce que l ’on a en main, il est facile de prouver avec les estimées 
L2 d ’Hôrmander que M u est une variété de Stein quand l ’application classifiante est 
immersive. Une question naturelle vient à l ’esprit: Est-il vrai qu’elle soit convexe pour 
les fonctions holomorphes bornées comme les sous variétés de domaines symétriques 
bornés ?

Pour des vecteurs de Hodge de longueur supérieure, notre critère vaut encore.

P roposition  5.1.5 Soit X  une varieté kâhlerienne compacte portant une VSHPVR de 
poids impair w = 2m +1. On suppose que l ’application classifiante F est non dégénerée 
au sens suivant:

3x e  X u, F: : T iX  -* Hom(Hm*1,m j H m,rn*1) est injective.

Alors la forme de Chern c^Fm+i) induit sur X  une structure semi-hyperbolique. La 
structure est Kâhler- hyperbolique si la condition de non-dégenerescence vaut Vi G X .

V (C ) e  C \V p €  X, | | Ç o , a ?»||2 -  | |Ç a ,< r ! ‘ l|’  =  2| | £ a (Si||>
i t  i

= ^ a â ic g W B j f

HB(p) = ‘ & D iz g (e * \.. . ,e * ')U  

La base B' =  UB vérifié a B = a B, et:

V ,,< = T M  „ M  " ^ r ^ (V"^1(g').«g')) 

En particulier, ||ûp(v)|| < •K'||v||u avec K indépendant de p. □

I t  1

Posons <f>(B) = <Ti’° A . . .  A ct*’°. On a toujours par le point précédent 4>{B) ^  0. 
B' est une autre base unitaire de J72,0, certainement <f>{B) = <f>(B').

Des équations de platitude pour a,-, on tire d'oi = 0 puis d'<f>(B) =  0.
Tï'/n n a r tirn lip r  rm ra lrn lp  t\c* la fnrm p Hp f'lViPrn Hp n a f

» r r f  {V"aV{B'Ul\B'))
v w w u r m )

Ci( H 2’0)
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Preuve :
Dans le même ordre d’idées fixons une origine o de V  et une base unitaire de (Tm+i )o> 
(Si)i<.<n- On peut prolonger par transport parallèle la base de (Vr)<>, ct,- = s,- + Si k V  
tout entier. Si aj” en désigne la projection sur T m+1, on a encore:

c ,(^ +i) = ^ a S io g|K A ...A S:il2

Maintenant, on lira dans [18] la formule:

3C > 0,Vf 6 T^(P), Ci(Jrm+1)€f = C,|| |̂|Hom(//m+1'm,//m'm+1)

Comme précédemment, on vérifie que cette forme est cf-bornée.

La différence avec la preuve précédente est que le potentiel construit n’est pas 
exhaustif car , par exemple, les valeurs propres de la matrice de Gram ne sont pas 
> K >  0.

T héorèm e 18 Soit M une variété kâhlerienne compacte portant une VSHP rélle V* . 
Si l ’application F : Mu —► V est équidimensionnelle, il existe sur M une structure semi- 
hyperbolique. De plus, si F est immersive, la structure est en fait Kâhler-hyperbolique.

Preuve :
On se ramène à la proposition précédente en tensorisant par une structure de Hodge 
fixe de poids bien choisi.

Définition 5.1.6 Une VSHP réelle sur une variété algébrique M est dite non-dégénérée 
si et seulement si l ’application classifiante est equidimensionnelle sur l’image réciproque 
dans Mu de toute sous-variété algébrique de M. Celà équivaut au fait que la restriction 
de la VHSP à toute courbe contenue dans M n’est pas triviale. Celà équivaut aussi si 
l ’application classifiante est propre au fait que cette application de périodes est finie.

Proposition  5.1.7 Si une variété algébrique M porte une VSHP réelle non-dégenérée, 
elle porte une structure Kâhler-hyperbolique.

Preuve :

Par construction la forme semi-kàhlerienne u  de la structure semi-hyperbolique est 
la première classe de Chern d’un fibré linéaire holomorphe i ,  image réciproque par 
l’application classifiante d’un fibré linéaire Lu sur le domaine de Griffiths.

Si ce fibré était ample, il posséderait une métrique hermitienne dont la première 
forme de Chern a/ serait strictement positive. Or, il existerait une fonction C°° sur M 
telle que u f = u  + \f-Îdd<}>. Si a est une primitive L°° de u  sur le revêtement universel 
M  de M, on a sur M, u/ = d(a + B<f>) et la forme a + d<f> est bornée car 8<f> est le 
pull-back de la forme homonyme sur M.

Reste à montrer que L est ample. Nous employons le critère de Nakai-Moishezon. 
Soit <f> : X  —► M  un morphisme equidimensionnel de la variété X, de dimension d, vers 
M. On a certainement <f>*Ld.X  = f x (<f>*u)d > 0.
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La non-dégénerescence de l’application classifiante f de M permet d’affirmer que 
l’application classifante /  o <f> de X est équidimensionnelle. En particulier, il existe un 
point où d ( f  o (f>) est injective. En ce point de X la forme de Chern de 4>* L = <$>' /* Zu, 
calculée à l’aide des métriques de Hodge, est définie positive. Elle est semi positive 
partout. En particulier <ff Lr .X  > 0. Donc L est ample.

5.2 Inégalités d’Arakelov

5.2.1 Les Inégalités

Nous exploitons les théorèmes d’annulation L2 du Chapitre 4, avec comme nou
vel ingrédient le théorème d’indice L2 d’Atiyah-Von Neumann [2]. Nous nous servons 
d’ailleurs uniquement de son aspect formel et on pourrait éviter d’y faire allusion, en 
ne travaillant qu’avec des représentations de monodromie arithmétiques en utilisant le 
lemme de Kazhdan.

Nous allons obtenir des inégalités en terme des classes caractéristiques de la base 
de la VSHP et des classes caractéristiques des fibrés de Hodge que nous avons appelées 
Inégalités d’Arakelov en raison de leur similarité avec les inégalités d’Arakelov sur les 
courbes.

Si (V ,h ) est un fibré vectoriel hermitien nous écrivons ch2(V, h) pour la 4-forme 
correspondant à la partie de degré 4 du caractère de Chern.

T héorèm e 19 Soit S  une surface algébrique lisse et V une VSHP de poids w sur S  
d ’application classifiante equidimensionnelle.

1. Si w  = 1, et si le vecteur de Hodge est (/i1’0,/*0’1), h1,0 > 2, on dispose des 
inégalités suivantes:

-  A \(liI’0,* w )j.o:

+ Ç (c ? (S )  + C,(S))].[S] > 0 

[ic.tSW  J 1'«) + ^ ( - e î ( S )  + llcrfS))]-!«] > 0

2. Si w = 2, et si le vecteur de Hodge est (/i2,0,/i1,1,/i0,2); on dispose des inégalités 
suivantes:

+ Cj(s)) -  ic .is jc U J« ')  + c/.,(jr W)].[S1 > o

-  Ai(/i1,0, h0,1)3¡0:

[^ (c? (S ) + c2(S)) -  i Cl(5)Cl(ír2’0) + ch2(ff-2-°)].[S] > O

-  A \{h2,0,h}'1 ,h°'2)4£ :

-  A \(h1,0, h0,1)2ii:

l - ì c 1(S)c1(jr1’°) + Ç ( c l ( S )  + c , ( s m s ]  > O
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-  A\{h?’\h> > \h?*)2A :

1,1,1 _  0 1 ,2 ,0

l^2’% (5 ) + 1 2 —  (c?(S) + c2(S)) -  4cfc2( tf2-°)].[S] > 0

-  Al(h*’0 ,h ''\h ° ’*)2i2:

[k2’° - 1,1(^ (5 )  + c2(S)) + A1-1̂ )  + c1(5)c1(Ær2,°) + 6c/j.2(172,0)].[S] > 0
U

S. Si w est quelconque et si le vecteur de Hodge est h = (hw0, . . . ,  h0w), on dispose 
des inégalités pour P  G N;
A l(h )p tVI- p +2:

[(ch(H p’w~p) -  ch(H p- l ’w~p+1 ® Q1) + ch(H p- 2'w- p+2 <g> ü 2)).Todd(Ts)].[S) > 0 

P reu ve ;
Considérons l’opérateur elliptique sur S, êp, P  € N:

h -  ®  C °°(S ,£PQ) 0  C°°(S,€p q )
P + Q = 0 [2 ]  /> + Q = l[2 ]

Nous considérons aussi sa version sur S„, notée êp. On a:

ker(^p) = 0  k erA ^ l^^ fP .o )
/>+Q =0[2]

coker(ip) = 0  ker Ad-Ix^s,£>•.«) 
fM-Q=[2]

Le théorème d’indice d’Atiyah mesure les 7Ti(5)-modules hilbertiens ker Ad» par 
un nombre réel fini, leur dimension de Von Neumann notée dimXj(s), et compare des /  
indices de Von Neumann à des indices d’opérateurs elliptiques sur la base compacte S. fe 
On a ici:

dimXl(s)(ker(£p)) — dimTl(s)(coker(£/>)) = dimc(ker(£/>)) -  dimc(Coker(£/>))

Notre théorème d’annulation (Théorème 15) implique que: 

ker Ad- Il:>(s,£ p.q), si P  +  Q ^ w -1- 2

De là:
(—1)“ dimc(ker(Æp)) — dimc(Coker(Æf>)) > 0

Ce dernier indice est la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe elliptique sur S,
(iC°°(S,£P* ) ,D ”). La différentieUe D ” vaut £>” = d” + V'. Or, (C0° ( 5 ,ip*),d”) est 
une somme de complexes de Dolbeault convenablement décalés et V' est un opérateur

[o
\cP ^ e  .
Va e 

qaV

tp- 0 c*(s,sPQ)D'-±£' 0 c°°(s,ePQ)
P+Q =0[2] P + Q = l[2 ]

Nous considérons aussi sa version sur 5U, notée 6p. On a:

ker(Sp) = 0  ker AD-|i3(5ifP,Q)
P +Q = 0[2]

coker(i/>) = 0  ker A0 »|£,(5 eP,Q)
f>+Q=[ 2]

-  A \{h? '°,h1’1 ,h ° '1)2tî : 

t^2'0 ~ ^ ' \ cl(S) + c2(S)) + h '-'c^S)  + Cl(5 )Cl(^ 2*0) + 6cfca(fT2-°)].[5] > 0
U

S. Si w est quelconque et si le vecteur de Hodge est h = (hw0, . . . ,  h0w), on dispose 
des inégalités pour P  € N;
A l{ h )p tW-p+2:

[(ch(H p>'tt- p ) -  ch(H p~l,w~p+1 ® Ü1) + ch(Hp- 2'w- p+2 ® ü 2)).Todd(Ts)].[S) > 0 

P reu ve ;
Considérons l’opérateur elliptique sur S, 6p, F  G N:
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d’ordre 0 (cf Chap. 2 de la présente thèse). Par conséquent la stabilité de l’indice d’un 
opérateur elliptique sur une variété pour des perturbations d’ordre inférieur implique :

x ((£ P'\D '') )  =  x ((S P' \ d n))

Cette dernière caractéristique d’Euler Poincaré se calcule par la formule de Riemann- 
Roch-Hirzebruch, ce qui fournit l’inégalité:

-<4ÎL(k)f>+2-.P:

[{ch(Hp’w- p) -  ch(H p- 1'w~p+l ® toi) + ch(Hp- 2'w~p+2 ® Îî|))rodd(T5)].[5] > 0 

Application numérique

Todd(Ts ) = 1 +  ic ,(S )  +  ¿ ( c î ( 5 )  +  c (S ) )

cA(ni) = 2 - c 1(S )+ i( i’(S )-2c!(i))

c/>(il|) =  1 -  c,(S) + ic? (5 )

Inégalité A 2(h1'°,h0,1)3io

On a ch2(H l>°) =  0.

c h { H ^ ® ü 2) = (fc1*° + c1(ir1*0) ) ( l - c i(5 ) +  ic? (5 ))

= hlfi + c ^ H 1'0) -  h1,0Ci(S) -  Ci(S)ci(H1,0)

h1'0 2 /„v
H—2_ci(* )̂

ch(H l '° ® ü 2).Todd(Ts ).[S) = [ - | c 1(5)cl(JÏ1-0) +  ^ ( c ? ( 5 )  +  c2(S))].[S] 

Inégalité Af(/il,0,/i0’1)2ti

ch{Hx'° ® Q}) = (fc1*° + c1(ir 1,0) ) ( 2 - c i ( 5 )

+i(c>(5) -  2 o(S)))

= 2/i1,0 + 2ci(H 1,0) -  h 1’0^ )

+Ç(cî(S) -  2c,(S)) -

cA(-ff0,1 ® ü !) = (fc1-0 -  c ,(fr1’°))(l -  c ,(S ) + icJ(S))

= h1* -  (cAH'-") + h ' \ , ( S ) )

+c1(S)c1( f l 1' " ) + ^ c ; ( S )

ch iH 0'1® a 2) - c h ( H l '°®Q}) = - h 1'0 - Z c 1(H h0) + 2cï (S )c l(H 1'0)

+h1'°c2(S )

—  *** - r

+ ^ ( ‘ Î(S) -  20(5» -  CÁSMH '•°)

= ( * ■ • « - c1(H , ' " ) ) ( l - c 1(S ) +  i c í ( í ) )

= (c,(ÍT1'0) +  A‘’”c1(S))
................... Ä1'0 .
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Puis:

(ch(H°'1®Q2)—ch(Hl,0®iï1))Todd(Ts) = [^c1(*S')ci(/i1’0)+^^-(—ci(5)+ llc2(5))].[5] 

Inégalité Al(h2'0,h1'l ,h0,2)4to

Posons ch(H2,0) = h2,0 + Ci(H2,0) + ch2{H2,°).
Par dualité ch(H0,2) = h2,0 — ci(H2,°) + ch2(H2,0).
De plus ch(H2'°) + chiH1'1) + ch(H°-2) + h,2’0 = h1’1 + h°-2.
Donc chiH1’1) = h1,1 -  2ch2(H2>°).

ch(H2-0 ® ü 2) = (/l2-0 + c1(^ 2-0) + c/l2(^ 2-0) ) ( l - c 1(5) + | c 2(5))

=  h 1-0 +  d C J T 2 0 )  -  h2,0c 1( 5 )  +  ch2(H 2'0)

-ci(S )ci(H 2,0) + ^ c 2(5)

ch(H2,0 ® iî2).Todd(rs ).[5] = ch2(H2'0) -  ^ ( S ^ H 2'0) + ^ ( c 2(S) + c2(S))

Inégalité A22{h2>\h}<\h^2)3il

ch{Hl>'®Çl2) = (h1,1 — 2ch2(H2,0))(l — Ci(S) + ^c2(5))

= h1'1 -  hl,lCi(S) + Ç c 2(S) -  2ch2{H2,0)

ch(H2'0 ® iî1) = 2h2'° + 2c1(H2'° ) - h 2'°c1(S) +

Ç ( c 2( S ) - 2 c 2( S ) ) - c 1(S)cl(H2’0)

+2 ch2(H2’0) 

chiH1'1 ® Ü2) -  ch(H2'0 ® iï1) = h1,1 — 2h2,0

+(h2,° -  hl'l )Cl{S) -  2c1(H2'0) 

-4c/i2(^ 2-°) + c1(5)c1(fr2'0)
h2’0 h1-1 

- !!T (c l(S )-2 c 2(S)) + ^ - c 2(S)

(chiH1'1 ® Ü2) -  ch(H2>° ® Sll ))Todd(Ts).[S] = [/i2,0c2(5') + - — (c2(S) + c2(S))

—4c/i2(/T2,0)].[5]

Inégalité À2(/i2’0, h1,1, h°'2)2>2
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ch{H1-1® iî1) = (h1,1 — 2ch2(H2,0))(2 — Ci(S) 

+ i(cf(5) -  2cj(5))) 

= 2/ï.1,1 — hl,lCi(S) — 4ch2(H2,0)

+ Ç ( < Î ( i )  -  2c,(S)) 

ch(H',-, %0?) = (h™ -  + ch ^ jr2’0))^  -  c,(S)

+ ^ ( S ) )

= h™ -  -  h2'°ci(S) + ch,(H™) 

+c1(5)c1( « s.») + ^ c | ( S )  

ch(H2’0) -  ch(H1,1 0  iî1) 
+ch(H°'2®Û2) = 2(/i2,0 — h1,1) + (/i1,1 — /i2,0)c1(5) 

+6cfc2(JÏ2*0) + c1(5)c1(if2’0) + 
h?<0 — ft1-1 

(ch{H2'°) -  chiH1'1 ® iî1) 

+c/i(tf0-2 ® iî2))7W T s.[S] = [^ ’° ¿—- (cî(^) + c2(5)) + h1,lc2(S) 

+c1(S)c1(H2-°) + 6ch2(H2'Q)].[S]

T héorèm e 2 0  Soit n > 3 et M une variété kâhlerienne lisse de dimension n. Soit V 
une VSHP non dégenérée de poids w et de vecteur de Hodge h = (/i“"0, . . .  yh0w). On 
dispose de l’inégalité suivante:

^u>(h)p-fu/,n-p •

w
(_1 y - r f c ( - l ) ich(H“- i’i ® a iï i)).Todd(TM).[M) > 0 

*=0

Preuve :
Nous avons vu à la proposition 5.1.7 que M est Kâhler-hyperbolique au sens de Gromov. 
Le théorème 13 permet de voir qu’il n’y a pas de forme harmonique L2 non nulle sur 
le revêtement universel M  à valeurs dans V  en degrés différents de dimc(X).

L’argument qui prouve le théorème précédent peut alors être recopié Verbatim. 
Explicitons l’argument:

Considérons l’opérateur elliptique sur S, ¿p, P  G N:

6p - 0  C°°(M, £pq) 0  C°°{M,£pq)
P+Q =0[2] P + Q = l[2 ]

ch(H2'0) -  ch(H1,1 ® Si1)

+ch(H°'2®Ü2) = 2(h2,0 — h1,1) + (h1,1 — h2,0)ci(S)

+6ch2{H2'°) + ci(S)ci(H2,0) +
h?<0 — h1,1

2 c2(S) + h ^ c 2(S)

(ch{H2'°) -  cft(tfM ® iî1)

-ch(H0’2 ® ii2))ToddTs .[S] = l^— ^ — (c](S) + c2(5)) + h}‘lc2(S)

+c1(S)c1(H2-°) + 6ch2(H2'Q)].[S]

ch(H11 <g> n 1) = (h1,1 — 2ch2(H 2,0))(2 — Ci(5)

+¿(c?(S) -  20,(5)))

= 2ft1,1 — hl,1Ci(S) — 4ch2(H 2,0)

+^(«î(i) -  2o(S))
ck(H°* ® n !) = (ft2,0 -  Ci(If2,D) + ch2( f f1,0))(l -  Ci(S)

+¿‘í(S))
= h™ -  c , -  h2fici(S) + 

+ c ,(S )c ,(/í« ) + ^ c | ( 5 )

5ns l’opérateur elliptique sur S, 6p, P  € N:

6p - 0  C°°(M, £pq) 0  C°°{M,£pq)
P+Q =0[2] P + Q = l[2 ]



5.2. INÉGALITÉS D ’ARAKELOV 77

Nous considérons aussi sa version sur Mu, notée 6p. On a: 

ker(Æp) = 0  ker
P + Q = 0(2]

coker(tfp) = 0  ker £>>■<})
P +Q = [  2]

Le théorème d’indice d’Atiyah-Von Neumann fournit ici:

dimT>(s)(ker(é/>)) -  dimTl(s)(coker(£/>)) = dimc(ker(£/>)) -  dimc(Coker(£/>))

Comme nous l’avons expliqué au début de cette preuve, il n’y a pas de forme 
harmonique non nulle L7 sur le revêtement universel M  à valeurs dans V  en degrés 
différents de dimc(X). Le noyau et le conoyau de 6p sur les formes L2 sur M  se calcule 
précisément par les formes harmoniques L2. Donc, suivant la parité de la dimension 
et du poids, l’un des deux espaces de formes harmoniques L2 ker(£p) et coker(ip) est 
nul et l’indice de Von Neumann que nous calculons a un signe qui ne dépend que de la 
parité de la dimension et du poids. H en va bien sûr de même pour l’indice (ordinaire) 
de 6psur M. Explicitement, nous avons l’inégalité:

(—l)"+n dimc(ker(5p)) — dimc(Coker(5/>)) > 0

Ce dernier indice est la caractéristique d’Euler-Poincaré du complexe elliptique sur 
M, {CM(M ,€ p*),Dn). La différentielle Dn vaut D" = d” + V'. Or, (C°°(M,£p') ,d ”) est 
une somme de complexes de Dolbeault convenablement décalés et V' est un opérateur 
d’ordre 0 (cf Chap. 2 de la présente thèse). Par conséquent la stabilité de l’indice d’un 
opérateur elliptique sur une variété pour des perturbations d’ordre inférieur implique :

x((£p'%D”)) =  x((£p' \ d ”))

Cette dernière caractéristique d’Euler Poincaré se calcule par la formule de Riemann- 
Roch-Hirzebruch, ce qui fournit l’inégalité:

^ , n  — p •

( _ l ) » - p ( ^ ( _ lYchiH“- ^  ® ü p̂)).T odd(T M).[M) > 0 
*=0

R em arque 5.2.1 On ne peut pas obtenir un théorème d’annulation L2 sur des va- 
riétés semi-hyperboliques de dimension d > 3 pour des formes de degré 2. Il suffit 
en effet d ’éclater en un point un produit de n courbes de genre 2 muni de la VSHP
V = 1<i<dS(p)i pour fournir un contre exemple. Voilà pourquoi nous demandons que 
la VSHP considérée soit non dégénérée et non l’hypothèse plus faible que la classifiante 
soit équidimensionnelle.

Preuve :
Appelons X notre candidat à être un contre-exemple. Le produit Y de n courbes est 
certainement Khler — hyperbolique. Ces deux variétés possèdent une tour infinie de 
revêtements galoisiens X n —► X  vérifiant la propriété que l’intersection des images dans 
K\{X) des ^ (X n) est l’élément neutre. Avec la suite spectrale de Leray, on voit que

coker(Äp) = 0  ker &d’ \l*(¡m ,c >-Q)
P+Q={2)

x((£p'%D”)) =  x((£p' \ d ”))

Cette dernière caractéristique d’Euler Poincaré se calcule par la formule d( 
Roch-Hirzebruch, ce qui fournit l’inégalité:

^  ,n — p •

( - l ) a- p( é ( - i y c h ( ] I " - ‘'‘ ® ü p̂)).T odd(T M).[M] > 0 
*=0

ker(ip) = 0  ker
P+Q=0[2]

ker A d " \ l i (m , £ p ‘Q)
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h2(X n,V )d (p  +  l)[7Ti(Xn) : tti(X )]+  /i2(y„,V), car X n est l’éclatée de Yn en [tti(A„) : 
7Ti(X)] points. Le lemme de Kazhdan fournit alors des 2-formes harmoniques L2 sur le 
revêtement universel.

R em arque 5.2.2 En dimension impaire, si on éclate notre produit de courbes en un 
nombre suffisant de points, on obtiendra des contre-exemples à la généralisation au cas 
équidimensionnel de nos inégalités d ’Arakelov.

5.2.2 Quelques cas d’égalité

Le fait qu’il y ait des cas d’égalité est en fait la principale différence avec [10].
Les cas d’égalité que nous présentons ici correspondent à des VSHP localement 

homogènes sur des quotients compacts de domaines symétriques bornés.
Nous ne prétendrons pas avoir recensé ici tous les cas possibles avec des VSHP 

localement homogènes. Cette recension doit se réduire à un problème formulé en termes 
de systèmes de racines dans la théorie des algèbres de Lie semi-simples.

Formulons d’abord un critère simple pour engendrer des cas d’égalité.

P roposition  5.2.3 Soit n > 2 et M une variété kâhlerienne lisse de dimension n. 
Soit V une VSHP de poids w et de vecteur de Hodge h = (hw0, . . .  , h0w) d ’application 
classifiante immersive ou equidimensionnelle si n = 2.

Si le complexe de faisceaux sur M K.' :

K- : H wfi ® ü p ^  H ”- 1'0 ® t t ' - 1 X  . . .  Z  H°<w ® Clp~w

est acyclique, M  est un cas d ’égalité de l ’inégalité A” (h)j,+a,in_p.

Preuve :
En effet, le caractère de Chern de ce complexe est la somme alternée qui apparait dans 
notre inégalité et vaut le caractère de Chern de la somme alternée des faisceaux de 
cohomologie de /C* qui est bien sûr nulle si le complexe est acyclique.

R em arque 5.2.4 La suite spectrale d ’hypercohmologie de K' converge toujours vers la 
cohomolgie de £?+w'* [21] [9]. Dans les conditions de la proposition, le terme E\ est 
déjà nul. D ’où la nullité de l ’indice calculé. Le même argument donne d ’ailleurs que les 
groupes de cohomologie de £p+w>* sur M sont nuls.

Rappelons que si iî est un domaine symétrique borné, son groupe d’automorphismes 
G a une représentation réelle, sa représentation adjointe G —► Aut(g) qui donne lieu à 
un VSHP réelle de poids 2, homogène, que l’on notera (iî, Vaj).

Sur A, les seules VSHP homogènes irréductibles sont, à un décalage de numérota
tion des vecteurs de Hodge près, les S(n), n G N, comme nous l’avons déjà vu. H est par 
conséquent clair que les seules VSHP homogènes irréductibles sur An sont, à un déca
lage de numérotation des vecteurs de Hodge près, les (Ai x .. .x A„, S(pi)i® .. .05(p„)n) 
où pi G N et S(n)p désigne l’image réciproque par la p-ième projection de S(n).

T héorèm e 21 Les inégalités A” (h)pq citées ci dessous sont optimales .
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Base H n, Poids 1 :
Si n = 1,2[4] et 2În±ll = 2ç -f 1, la VSHP homogène (Wn,V„ ® Rp) descend à
tout quotient compact de Hn et donne lieu à un cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arake- 

»(» +  *)
lov A i *  (pn,pn)î+1>î+1.

Base B 2 ou A2, Poids 2 :
La VSHP (B 2,V ad ® Rd) descend à tout quotient compact de B 2 et la VSHP (Aj x 
A2,5(1)i ® 5 (1)2 ® Rp) descendent à tout quotient compact de B 2 et A2 et donnent 
lieu à des cas d ’égalité des inégalités d ’Arakelov A l(2d ,4d ,2d)3iï et A|(p,2p,p)3ii res
pectivement, ces deux inégalités étant les mêmes pour p =  2d.

Base B n, Poids 2 :
La VSHP (B n,V oi ® Rd) descend à tout quotient compact de B n et donne lieu à des 
cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov A 2(nd,n2d ,n d )n+i ti.

Base A2 :
La VSHP (Aj x A2,5'(2)p © 5(2)’), p >  l ,ç  > 1 ,p  +  q =  d descend à tout quotient 
compact de A2 et donne lieu à des cas d ’égalité de l ’inégalité d ’Arakelov A \{d, d, d)2t2. 
Si w > 2, les VSHP (Ai x A2,S (w )p © S(w )1), p >  1 ,q  >  1 ,p  +  q =  d descendent 
à tout quotient compact de A2, ont pour vecteur de Hodge h = ( d , . . . , d )  de lon
gueur d+1 et donnent lieu à des cas d ’égalité des inégalité d ’Arakelov j42 (h)ptQ pour
2 < Q < w — 1 ,P  +  Q =  w +  2.
Si p +  q >  2, les VSHP (A! x A2,S(p)i ® S(q)2 ® Rrf), descendent à tout quotient 
compact de A2, ont pour vecteur de Hodge h et donnent lieu à des cas d ’égalité des 
inégalité d ’Arakelov A2+Î(h)pi<? pour (P ,Q) > 0, P  +  Q = p +  q +  2, (P, Q) (p + q +
2»0), (p+  l ,ç  + 1), (ç + l ,p +  1), (0 ,p +  q + 2).

Base A", n > 3 :
La VHSP (Ai x . . .  x A„, $(Pi)ï(i)® -• •®S(pn)ï(f)) siV i d„tC- i(i) > 0 donne
lieu à des cas d’égalité des inégalités d Arakelov A” (h)p>Q pour les couples (P,Q) tels 
que:

^ 0  6  {1, 0}, P  = X > i (p,- + 1)
i

Si deux VSHP homogènes sur A", V,V' donnent lieu à des cas d ’égalité de A”(h)pç 
et j4£(h')pç, leur somme directe est un cas d ’égalité de AJJ,(h + h^pç.

Preuve :
Cas de B n :
Si Î2 désigne un domaine symétrique borné et o est une origine fixée de il, on peut 
écrire la décomposition de Cartan induite par o sur l’algèbre de Lie de G 0 = I © p. 
La complexifiée de g se décompose comme suit: pc = P~ © © P+- La- VSHP Vfl(i peut 
alors se décrire comme suit:

-  Le fibré holomorphe H 2,0 est induit par la représentation du groupe d’isotropie 
de o sur p“ . De sorte que H 2'0 ~ T*(ü).
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-  Le fibré holomorphe H 1,1 est induit par la représentation du groupe d’isotropie 
de o sur lç.

-  Le fibré holomorphe H 0,2 est induit par la représentation du groupe d’isotropie 
de o sur p+. De sorte que H 0,2 ^  T(Sl).

-  La connexion de Gauss-Manin est induite par le morphisme équivariant suivant:

v / /  P" k ® ( P +y  ^  H om (p+,lc) )

0 V p ~ (p + *-* b +;p- ]) J

Dans le cas qui nous occupe, on peut trouver un plongement su(n, l)c *-* pin+i(C) de 
sorte que l’on a la description explicite suivante:

o Cl ... Cn \
0 0 . . .  0 

p - =  . . . (Ci€ C)

0 0 . . .  0 y

0 0 . . .  0 \

0 . . .  0
p+ = . . . (vi e €)

\  Vn 0 • • • 0 /

Soit Tj € (H 2,0 ® iîn_1)0 = p- (gì A"-1(p+)*. Alors, si (¿C») désigne la base de (p+)* 
duale de celle décrite ci dessus:

0  77! . . .  77„  \

0 0 . . .  0
»7= . . . f e e A - H p +)*)

 ̂ 0 0  . . .  0  y

V'n =  (  * ° - •  M
V 0 (d Q  A V i)i< iJ < n  J

Donc V r} = 0 implique cLQ Arji =  0, puis 77 = 0. Les dimensions étant égales la 
connexion de Gauss-Manin établit un isomorphisme entre H 2,0 ® fin-1 et H 1,1 ® fin.D 

Cas de 7in:
Nous nous contenterons de le prouver pour n=2. La base standard de T H 2 peut s’écrire 
comme df^) et ^ase standard de II1,0 comme (e1? e2, e3). Si nous désignons
par Sij l’application linéaire de H 1,0 dans H 0,1 donné par 5tj€* = la
connexion de Gauss-Manin est calculée par la formule:

V'(e) = \/^ î(S !  l€ ® d,Tn -f S\2^ ® dT\2 + 5*22e & dT22)

\ / 

l c = ^ - ( r ( I )  0 0 ^ (£€JW n(Q )

nous contenterons < 
■e (-£___ 2___M  ei

v a r n  ’ ôr23 ’ ô r 13 /  C
'•i l’application üné aire de H 1,0 dans H 0,1 donné par 5,-,-e* = b(6jk̂ i + ¿¿¿e,), la
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Nous allons prouver que V' : H 1,0 ® iî1 —► H 0'1 ® iî2 est un isomorphisme.
Soit tj € H 1,0 ® iîl. On peut écrire:

V = (en ® drn  + en  ® dr12 + e22 <S> ¿r22)

De sorte que:

V'rç = (5ne22—522en)<irixAdr22+(5ixei2—5i2en)drii Adr12+(5'22ei2—5’i2e22)dr22Adr12

Si V'î7 = 0, on a:

S 11̂ 22 — S22e 11 = 0 

*S'n l̂2 -  ^12̂ 11 = 0 

■5 2 2 e  i 2 — 5 j 2 e 22 =  0

D’où e \2 =  Cjj = e22 ~ e22 = e22 = ei2 ~ eii = eîi = 0» P™ 8 V = 0. La connexion de 
Gauss Manin est injective, les espaces ayant même dimension, c’est un isomorphisme. 
□

Cas de A":

Nous allons utiliser dans ce cas une autre méthode. On peut vérifier que les cas de 
poids 2 sur A2 sont traitables par la méthode précédente, mais nous pouvons ici utiliser 
la formule de Künneth, ce qui est plus rapide.

Soit une surface de Riemann compacte de genre g >  2 munie de son revêtement 
universel A —► S. Sur S vue comme un quotient compact de A, on dispose de la VSHP 
localement homogène (S, 5(n)). Nous avons déjà rencontré le fait que l’on peut écrire 
la décomposition de Hodge:

H l(S, S (n )) = JTB+1>° © H °‘n+1

Vn > 1 : H °(S , S{n)) = H \ S ,  S (n )) = 0 

La formule de Künneth fournit la décomposition de Hodge:

H p(Sp,S (n )1) = (H n+l’° © H°'n+Ï) <g> 0
0<*<p-l

0  tfp+n-,'-<© 0  #*>+"-«•
0<i'<p—1 0<i<p-l

Si n > p  et n + 1 > P  > p — 1, H p(S ,S (n )i)p’n+p~p = 0 et le théorème d’annulation 
L2 correspondant se produit sur A", par le lemme de Kazhdan.

La même méthode fournit le théorème d’annulation souhaité pour H n(S n, S(pi)i <8> 
. . .  <g> S(pn)„)p,Q pour P  € N tel que G {+1, 0}, ei(Pj +  l )  =  P-

Par exemple tout quotient compact de (An,S'(l)i ® . . .  ® 5(1)„) donne un cas 
d’égalité de AJ|(h)pQ dès que P  fé 0 [2]. □

ue ß(€j) £ {+1, 0}, E j fj(Pj + 1) = P-
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5.3 Lien avec la conjecture des lacunes.

5.3.1 Enoncé de la conjecture

Soit X une 60us variété lisse d’un quotient compact de domaine symétrique borné 
r \ i î  ou plus généralement (X , V) une VSHP de classifiante <j>\ vers le domaine de G r i f 
fiths V  immersive.

D est facile de voir que (cf [6]):

P roposition  5.3.1 Va > 0, assez petit, 3e = ev<a > 0, tel que si \\crTx\Tt.(v)\\L~ < U 
existe un unique domaine symétrique borné il' de même dimension que X  et une unique 
VSHP homogène V' sur il' de classifiante immersive tels que:

-  V' est de même type que V.

-  Vs G X u, 3o 6 il', 3g 6 Aut(V) tels que <f>\(s) = <h’{°) et les boules riemman- 
niennes de la métrique de Hodge de rayon 1 de X  en s et de il' en o aient des 
images sous l ’application de Gauss de l ’application de périodes à une distance 
inférieure à a  l ’une de l ’autre.

On dit alors que (X,V,<f>y) est modelé sur (Çl',V,<f>yi).

Preuve  :
Rappelons pour donner un sens à notre énoncé que l’application de Gauss est à valeurs 
dans le fibré localement trivial en Grassmanniennes sur V  de fibre la Grassmanienne 
de Th(V) et associe à tout point de X  son espace tangeant en ce point.
Notons que dans le chapitre 2 de la présente thèse est prouvé le fait que si <Jrx\rk(v) = 0, 
X u est un domaine symétrique borné et V est localement homogène.
Ces détails expliqués, le théorème est une application standard du thérème de compa
cité de Bishop. Pour des détails, voir [6].D.

La conjecture des lacunes s’énonce alors comme suit:

C onjecture  5.3.2 Soit V  un domaine de Griffiths et (X ,  V') une variété algébrique 
3e = c-p > 0 tel que si ||<7TX|rk(i>)IU~ < e et ( X , V )  est modelé sur un domaine 
symétrique borné il muni d ’une VSHP homogène V ,  on ait en fait (X ,  V) ~  (il, V').

A vrai dire, nous doutons de la véracité de cette conjecture en général, il semble 
qu’il faille discuter en fonction du modèle. Les cas où cette conjecture est résolue sont 
ceux de certaines courbes ( voir les chapitres 1 et 2 de la présente thèse) et ceux où 
l’application de périodes factorise à travers une puissance iî" d’un domaine symétrique 
borné et le modèle est le plongement diagonal de il dans ii”(voir [6]).

Une conjecture qui nous semble plus vraisemblable est la forme faible suivante:

C onjecture  5.3.3 Si le modèle donne lieu à une égalité dans une inégalité d ’Arakelov, 
la conjecture des lacunes est valide pour ce modèle.

Cette conjecture si elle est vraie conduirait à des caractérisations par des invariants 
topologiques de certaines sous variétés totalement géodésiques de quotients de domaines 
symétriques bornés. Sur ce point, voir [6].
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5 .3.2 C o n je c tu re  des lacunes e t th é o rè m e s  d ’an n u la tio n

Proposition 5.3.4 Si le modèle (fi,V) donne lieu à une égalité dans une inégalité 
d’Arakelov et si son complexe associé est acyclique, 3ep > 0 tel que toute variété 
compacte kâhlerienne munie d ’une VSIIP de même type que V, vérifiant \\<JTX{Tk(V)\\ < 
e et de modèle (fi,V) est un cas d ’égalité de l’inégalité d’Arakelov en question.
De plus sur toute variété complexe munie d’une VSHP de même type que V , vérifiant 
||^TA'|Tfc(i>)|| < de modèle (fi, V) et complète pour la métrique kâhlerienne induite, les 
théorèmes d ’annulation L2 correspondants sont valables.

Preuve :
Pour le premier énoncé il suffit de remarquer que le complexe de faisceaux associé reste 
acyclique sur X. Pour le deuxième énoncé, on fait appel à notre formule de Bochner- 
Hodge en le bidegré correspondant à l’inégalité d’Arakelov en question. En vertu de la 
remarque précédente on voit que sur X le terme Ay' est minoré comme endomorhisme 
hermitien par C.Id avec C > 0. Le terme A$ est positif et les deux termes perturbatifs 
sont contrôlés par la norme de <ttx\tk(v)- Donc il ne peut pas exister de formes harmo
niques en ce bidegré.D

Une démarche possible pour attaquer la conjecture des lacunes faibles est la sui
vante:

L’intégrande de tout inégalité d’Arakelov, écrite à l’aide des formes de Chern-Weil 
calculées à partir des métriques de Hodge, s’écrit Q = Qx + Q2 où Qi(p) ne dépend 
que de l’image de TpXy p £ X  sous l’application de périodes et Q2 (p) dépend aussi de 
oTX\Th(v) en étant nulle quand &tx\Tk{v) =: 0«
Si nous pouvions prouver Qi > 0, Q2 > 0, par un calcul local, nous aurions une solution 
de la conjecture faible des lacunes dans ce cas. Notons que c’est cette approche qui est 
utilisée dans les chapitres 1 et 3 et fonctionne dans le cas où l’application de périodes 
factorise à travers le carré cartésien (B 2)2 de la boule B 2 et le modèle est le plongement 
diagonal de B 2 dans (B2)2 [6].
Cependant l’intégralité des indices et les considérations précédentes permettent de mon
trer le résultat très faible suivant:

T héorèm e 22 Si le modèle (fi,V) donne lieu à une égalité dans une inégalité d’Ara
kelov et si son complexe associé est acyclique, 3€p(Vr) > 0 une fonction décroiisante 
du nombre réel V tel que toute variété compacte kâhlerienne X  munie d’une VSHP 
de même type que V, de classifiante immersive, la forme de Kâhler provenant de la 
métrique de Hodge et vérifiant ||0'ta'|7\('D)II < e(volX), (X, V)  de modèle (fi,V) est un 
cas d’égalité de l’inégalité d’Arakelov en question.
De plus sur toute variété complexe munie d’une VSHP de même type que V , vérifiant 
| |0' t a ’|7\ ( 'D ) | |  ^  £, de modèle (fi, V) et complète pour la métrique kâhlerienne induite, les 
théorèmes d ’annulation L2 correspondants sont valables.

Ce résultat est, essentiellement, un cas particulier de [13].

Nous verrons dans le chapitre suivant suivant le fait que cette approche ne fonctionne 
pas sous cette forme naive dans le cas de j42(2,4,2)3ii . En revanche, nous verrons que
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cette inégalité est non-locale, c’est à dire qu’elle ne peut pas être établie par un calcul 
de courbure local, mais nécessite un argument de type global. Il nous semble possible 
qu’une preuve alternative de cette inégalité conduise à une solution de la conjecture 
des lacunes faible. Nous espérons revenir sur ce sujet dans un travail ultérieur.
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Chapitre 6

Formes de Chern-Weil

f   ̂% v\
6.1 Plans abéliens dans ThCD) fe | |  3

\
Rappelons la proposition suivante due à Carlson et Toledo [4].

Lemme 6 .1.1 Soit g : U —► V une application de périodes associée d une VSHP sur 
le polydisque U. Soit u G U, alors a = g,TuU C Th(T>)s(u) est un sous espace abélien 
de g-1,1 sous ¡’isomorphisme Tfc(î>)i(tl) ~  ThÇD).

Pax abus de langage, nous considérerons toujours dans ce qui suit un sous espace 
de l’espace des vecteurs horizontaux en un point d’un domaine de Griffiths comme un 
sous espace de g-1’1. Nous sous-entendrons toujours que nous prenons un isomorphisme 
(non-unique!) de l’espace des vecteurs horizontaux en un point de V  avec l’espace des 
vecteurs horizontaux en l’origine. Deux tels isomorphismes diffèrent par un élement du 
groupe d’isotropie en l’origine. Celà ne posera pas de problème car les formes de Chern- 
Weil que nous calculerons hériteront des tenseurs de courbures utilisés la covariance 
par rapport au groupe d’isotropie.

Considérons l’application bilinéaire antisymétrique suivante:

/ G-1,1 x fl-1,1 -* P-2,2 \
^ (V , W ) !-*• J

Elle induit une application linéaire A2®-1,1 g-2,2 par la formule L(vAw)  =  [t;,tt/].

Introduisons le plongement de Plücker de la Grassmanienne des 2-plans complexes

de g-1,1 et notons le Gr(2 ,g-1,1) <-» P(A2g“1’1). Reformulons le lemme de Carlson- 
Toledo:

Lemme 6.1.2 Un 2-plan a est abélien si et seulement si <f>(a) G P(A20-1,1)n  [ker£] = 
Sai-

Corollaire 6.1.3 Si h1,1 = 1, £at, = 0. Si h1,1 > 2 , Sat est une variété algébrique 
connexe de dimension > 1, en l ’occurence une hyperquadrique.

Nous allons maintenant paramétriser £ab près du 2-plan abélien a. Soit (A, B ) une 
base unitaire de a. La paramétrisation classique de G r(2 ,T h(V )) est la suivante:
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ax © a1 £  (A3Th(V))n<f>(Gr(2,Th(V ))) 
v © w h-* [(A + v) A (B  -f to)]

Elle réalise un isomorphisme de a1 ©ax sur un ouvert de Zariski U de Gr(2,ThÇD)) 
contenant a.

Lem m e 6.1.4 P ~'{£at H U) = {v © w € ax © ax : [v, Z?] + [A, w\ + [t>,u>] = 0}

Preuve :
C’est la simple traduction du fait que C(A -f- r) + C(B  -f- w) est un 2-plan abélien.

6.2 Fonctions de Chern-Weil 

6 .2.1 Généralités

Proposition  6.2.1 Soit (U, V)une surface algébrique portant une VSHP de classifiante 
immersive. Soit x  une 2,2-classe de cohomologie appartenant à l ’algèbre engendrée 
par les classes caractéristiques de S et les classes caractéristiques des fibrés vectoriels 
holomorphes H p,i asociés à V. La forme de Chem-Weil de x> calculée à l ’aide des 
métriques de Hodge, au point p est alors:

Xr = (* (r ,S ) + H T ,S ,  E) + Q (L )) |[

où $  est une fonction sur £ot nommée la fonction de Chem-Weil de x> L(TPS , S) et 
Q(E) sont respectivement linéaires et quiadratiques en le tenseur S, ce dernier s ’ex
primant quadratiquement en fonction de la deuxième forme fondamentale a  de S en 

P-

Preuve  :
Si x appartient à l’algèbre engendrée par les classes caractéristiques des Hp,q, cette pro
position est une manière compliquée de dire que les formes de Chem-Weil se conservent 
par image réciproque.
Sinon, le tenseur de courbure de S en p s’écrit grâce à l’équation de Gauss comme:

R î h s  =  R l kf f  ~

(R^faP) peut être vu comme un tenseur dans A1 S* (g> H erm (Ts) et vérifie les symétries 
kâhleriennes usuelles. Ses formes de Chem-Weil1 ne dépendent que de [TpS] € £ai.
E = R s — RTk(v ) s’expriment quadratiquement en fonction de la deuxième forme fon
damentale a  de S en p. En calculant la trace et le déterminant de J?5, les formules 
demandées apparaissent pour c!,c2. D’où la proposition.□

P roposition  6.2.2 Toute fonction de Chem-Weil sur £at est invariante par le groupe 
compact d ’isotropie de p £ V  agissant sur Eab

Preuve :
Celà provient de l’invariance des formes de Chern-Weil et de la forme volume par le 
groupe des automorphismes de T>. Cette invariance est d’ailleurs un ingrédient majeur 
de toute notre approche.

1. qui, soyons en conscients, ne représentent pas a priori des classes de cohomologie, car, par exemple, 
elles n ’ont aucune raison d ’être fermées. Il faut les voir comme des artifices de calcul.

Kß-,6 = RlKffï - (<rM,°ß(6))
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6.2.2 L a  fo nction  d e  C hern-W eil p o u r  C2 (S )

Nous allons calculer explicitement la fonction de Chern-Weil et le terme perturbatif 
en E de la forme de Chern-Weil pour c2(S )t en utilisant les métriques de Hodge. On a:

c3(S) = F(TS) + L(TS, E) + Q(E)

C ourbure des dom aines de Griffiths 

Rappelons le résultat suivant (cf [19])

P roposition 6.2.3 Si 7r : —» pl(V) est une représentation complexe de l ’algèbre de 
Lie du groupe d ’isotropie en o de V, la courbure du fibré holomorphe correspondant sur 
les vecteurs horizontaux se calcule par la formule suivante:

veer1’1, V̂ c(V)a=-w([û])
Corollaire 6.2.4 Si a , /3, 7 ,6  sont quatre vecteurs horizontaux commutant deux à deux, 
le tenseur de courbure RTk(-v ) évalué en ces vecteurs vaut:

* I ©  = -(IÂ7].IMJ)

Il vérifie les symétries kahleriennes universelles. De plus, les inégalités suivantes sont 
vérifiées:

r I:£2,* < 0

j>Tk<p) <  n 
a,6,p,j3 -  ü 

/nTk(T>) >.2 ^  pTk(V) pTk(V)

Preuve :
D’après [19]:

V(v,tz>) € bp,-p x 0Î,-Î, (v ,w )  = (—iy T r ( v w T)

où wT désigne le transconjugué de w par rapport à la structure réelle et à la forme de 
polarisation. On a toujours wT = —w. Donc:

« X ! »  = (d“.fi.7].i) 

=  -Tr\\a,-ff\,-lW
(6 .1) = T r adot.adfiiy)^

(6.2) = T r [M )[6 T,a)

= - ( [ M , M ] )

L’equation (6 .6) provient de l’identité de Jacobi. L’equation (6.7) provient de l’iden
tité T r  [a,6]c = T r b[c, a] pour trois endomorphismes a,b,c d’un même espace vectoriel

pTk(V) fíTk(V) 
•í,-or,a,a>a-I<-0>/gi0 (0

(Rl Í Ve § )2V Of.Ö.P.P7

j>n(v)
■«•a.S.o.í
M V )
■^a.ä.ß.ß

( * £ Z i * y
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de dimension finie.

On peut obtenir les symétries kâhleriennes universelles par un usage répété de cette 
dernière identité.

Toutes les inégalités annoncées proviennent de l’inégalité de Cauchy-Schwarz et des 
symétries kâhleriennes universelles.

R em arque 6.2.5 Ces inégalités proviennent de la semi-négativité au sens dual de 
Nakano [14] du tenseur RTk̂  sur Vespace abélien a engendré par a,(3,~f,6.

Preuve :
Si nous construisons la forme hermitienne H sur a ® a par la formule:

H (o ® h /3 ® 7) =  =  -(15, t), [a, «))

On a pour (v,), (t»,*) € a:

H ( Ç  Vi <g> W i,J 2 vi ® wi) = Ç  R^lefJjiBi 
% i ij

ij

*

Donc le tenseur indiqué est bien semi négatif au sens dual de Nakano. Nos inégalités 
se ramènent à l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour H.2

C ontribu tion  de crrx\Tk(v)

T héorèm e 23 L(TS, S) > 0, Q(E) > 0

P reuve :
La formule de Gauss s’écrit:

Rlfirf =  R l kjhZ ~ K ( 7 ) ,  o0{S)) <r0(7 ) € NTS/t^ v )

Si (ex,. . .  ,eç) désigne une base unitaire de N t s / t k ( v )  au poit p, l’écriture <Ta( l )  = 
Et <Ta(7)et fournit:

-  Î > î ("ï W )
k=zl

Où encore R s =  RTk̂  -f Ei + . . .  + E?. On voit chacune des quantités écrites comme 
des 1,1-formes sur TPS à valeurs dans les endomorphismes hermitiens de cet espace. 
Notons par c2(R s ), c2(RTk(-v )̂, c2(E) les formes que la théorie de Chern-Weil associe à

2. Je n ’ai pas dit ici que le tenseur de courbure de S était semi-négatif au sens dual de Nakano. Le 
terme provenant de la deuxième forme fondamentale n’a pas la même structure que et donne
lieu à un tenseur semi-négatif au sens de Nakano, mais pas au sens dual.

Wi ® «»i, fi ® Wi) = 52 tâ w itB i
• *;

= -  53([®í» K ’ ™;]) 
•i

= - l H > . « - < r  
*

Æfi«=-RX )-è^(7Viw
k=zl

R îPy'S = RîfiyP ~ M l ) ,  <Tfi(S)) <7<*(7) € N TS/Tk{V)

Si (ex,. . .  ,eç) désigne une base unitaire de N t s / t k ( v )  au poit p, l’écriture <Ta( l )  = 
E t  v t i l )e* fournit:

uudJL ue n a m

lie ÂTk(D) et
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ces tenseurs. Il vient, en remplaçant par abus de notation un tenseur par son expression 
dans une base de TPS :

c2(R s ) = c2(Rt>W) + c2(E) + - ± T r  Com(E)RT' W

Où Com(E) désigne la comatrice de E. Par définition:

<*(£) = ^ ( S ) w 2, ¿ T r  Com(Z)RT' W  =  \ l (TpS, E)u;2

Par linéarité: L(TPS, E) = L{TpS, E*).
Nous prétendons que L(TPS, Ei) > 0. En effet a 1 est une forme bilinéaire symétrique 

sur TPS. Par un théorème d’algèbre linéaire du livre de Gantmacher [7], elle se diago- 
nalise dans une base unitaire. Soit donc (a, (3) une telle base. Posons o\{fi)  = \ a6ap. 
Le calcul de L(TPS, Ei) fournit:

\U T rS, S i) =  4 (-|A J ’ÆjîS’ -  M ’J&Sÿ + A.ÂJæJ‘5S> + A j Â X f f )

= -  M ’J&SS + 2Ae(A.Âi4ig>))
> 4 ( - | A „ | -  |A„ |'¿ ¡ £ 2  -  2|A„A„|.|î££>|)

Mais < JiJÆ ’j& S Ï , donc L (T ,S ,Z t ) > 0.
De même L(TPS , Et) < 0, donc L(TS, E) > 0.

R em arque 6.2.6 o  0 =» L(TPS, E) > 0

En effet, la preuve précédente implique que si L(TPS, E) = 0, les 4 vecteurs de g00, [a, â], 
[/?,/3],[/?,â],[a,/?] sont proportionnels et que ni Aa ni \p  ne sont nuls . En calculant 
une trace convenable, il vient que [a,/?] = 0, donc que R^k̂  = 0. Or R%&aa /  0 .

La posititivité de c2(E) est prouvée dans [9] pp.416-419. Nous allons pourtant ex
pliciter ce calcul pour un usage futur.

Soit B  =  ( / i , / 2) une base de TPS. On définit une application linéaire TPS —> 
NTrs/Tk(v) par A‘(v) =  <7e_j(u). Dans la base de NTrs/Tk(v) déjà utilisée, on a A' =  

^ l ek' La matrice de E dans B vérifie:

£.7 = - / ( -  1 ) E 4  A 4 ,  1 <  i , j  < 2 
i=l

De sorte que:

c2(E) =  — —-j A\  A Â\ A Àf A Âf — A\ A Â2 A Àf A Âj

=  ¿ ï ( £ 2Aî A À Ï ^ A f A Â f )

A Af — Aj  A Al)  A (A* A Af — A} A Al)
l<k

ii(r,5,s,) = 4(-|A.|»i^^ - MrI%(3  + KhRiïiï + ^Â.J^S>) 
=  4 H A .1 » J $ < ÿ  -  IAoPjS î®  +  2Æe(A„Âi iJ^ S > ))

> 4 (- |A „ |JJ l$ g >  -  lA np jfiiS Î -  2|A.A5|.|f iJ ;S > |)

Mais < RTA % > R l^ l donc l ( T rS ,Z t ) > 0.
De même L(TPS , S*) < 0, donc L(TS, E) > 0.
Mals IÄjsg?!» < donc L(TPS, Ex) > 0.
De même L(T„S, S*) < 0, donc ¿(T 5, E) > 0.

"^7^2 A ~ A,X A A A Af — A} A j4|)
/<fc
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En normalisant la métrique sur les 2,0-formes par ||ei A e2|| = 1, on a pour la 2,0- 
forme <j> : 4> A 4> = ¿||<£||2u;2. Celà fournit c2(S) > 0. On peut d’ailleurs préciser ce 
calcul.

A 1 € N  ® i l1. Or, nous pouvons plonger N dans son algèbre symétrique qui, en 
tant qu’algèbre de polynômes est commutative, et définir A1 A A2 G S 2(N ). La formule 
obtenue ci dessus s’interprète comme suit:

c!(E)=ii;||A'AX!||V

Calcul explicite de F

T héorèm e 24 Soit (£,7]) une base unitaire de a £ £at. Posons:

$ = [f>£]0 [viv] -  [£>»?]0 [*?>!] e 5 2(e00)

Alors:

m  = ¿(ii*n2)
P reuve :

désigne <jans ce su;t le tenseur PaRTk&) restreint à a, en désignant par Pa 
le projecteur orthogonal de T^(V) sur a. Soit (1,2) une autre base unitaire de a.

En posant A* (y) = [v, j] et en choisissant une base de g00, il vient comme au paragraphe 
précédent:

k

La matrice iRT>>(v ) vérifie les hypothèses du calcul précédent. Donc:

cî(*î‘<1’1) = ¿ M '  A A!||V 

Posons enfin (1,2) = (£,77) et évaluons la quantité suivante:

(A * A V ltA,)-*.({«;| » ; « ) = .

Corollaire 6.2.7 c2( R ^ v )̂ >  0. On peut par conséquent établir par un calcul local 
l ’inégalité c2(S).[S] > 0 pour S une surface base d ’une VSHP de classifante immersive.

Preuve :
Il suffit de montrer que $  ^  0. Si on avait $ = 0, on aurait:

^eci([f,7?],[77,|]) C Veci([É,£),fo,ij])

Dans le cas contraire 3a, b 6 C, 3w 6 Veci([f,|], [77, f]])L tels que:

fê»»7] =  o[£.f)  +  M»7>j7] +  w  

h . U  =  5[Ç,|) +  ¿[77,77] +  tS

(pTUî>)\ _  _ ./Z T  V ' >4* A Ai
) i j  “  “ V k k

k

(*T‘(I>))«5 = -(({.? ]. [*m D

et en choisissant une base de g00, il v

k

le les hypothèses du calcul précéden 

77̂  e t évaluons la Quantité suivante:

(jjT»(t>)) désigne dans ce qui suit le tenseur PaRTk&) restreint à a, en désignant par 
le projecteur orthogonal de T^(V) sur a. Soit (1,2) une autre base unitaire de a.
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Comme Veci([£,£], [77,77]) est invariant par conjugaison complexe, il en est de même 
pour son supplémentaire orthognal pour la métrique de Hodge. D’où w 0 w = 0. Puis 
w = 0.

Si di'm(Veci([f,f], [77,77])) = 2, on obtient en regardant les composantes de $ sur 
© Q ViV]2, aà = bi = 0, ce qui contredit § = 0.

Le cas où dim(Veci([£,£], [77,77])) = 1 a déjà été éxaminé et on a vu qu’il implique 
que [f, 77] = [77, |] = 0, ce qui interdit bien sûr $ = 0. □

Théorèm e 25 Soit h = (/ip,)J>+i=nlP>0 un vecteur de nombres entiers tous non nuls 
vérifiant hp1 = hiP.

Soit a et b deux réels positifs non tous nuls3 K  > 0 tel que, si S  est une surface 
algébrique base d ’une VSHP de vecteur de Hodge h de classifante immersive et X2 une 
(2,2)-classe de cohomologie dans l ’algèbre engendrée par les classes caractéristiques des 
fibrés de Hodge de la VSHP, on a l ’inégalité suivante:

acl(S) + bc2{S).[S]> K X2.[S]

Preuve :
Nous voulons étudier G la fonction de Chem-Weil associée à c\. Compte tenu de l’équa
tion de Gauss, comme à la preuve de la proposition 6.2.1, nous écrivons au point P de 
S la formule suivante pour la forme de Chem-Weil calculant c^S):

Ci(5)p = é :(7(3>(S))+E',)
Si (a, /?) est un base unitaire de Tp(S) on a les formules pour v 6 Tp(S ):

7vp = RvÇaSi + Rv çpp 

sUP = -IM « )II2 -  IMÆ)II2

En particulier, les deux formes 7 et S sont des (l,l)-formes semi-négatives. Leur somme 
est encore une forme semi-négative et le carré de cette somme est une (2,2)-forme semi- 
positive. Ce carré est. justement la (2,2)-forme qui représente cf(S). En particulier 
c2(S) > 0.

La fonction de Chern -Weil G de cf(S) est, par la calcul précédent, donnée par la 
formule:

Or, comme on l’a déjà rencontré, R ^a s  < 0> donc la forme 7 est strictement négative. 
D’où G(TP(S )) < 0.

Le terme perturbateur provenant de la deuxième forme fondamentale pour le calcul 
de c\(S) est:

p = ¿ (£î+21A S)

Les formes S et 7 étant semi-négatives, la (2,2)-forme P est semi positive.
En particulier, pour (a, 6) deux réels strictement positifs:

ac2(S) + bcl(S) = (aF + bG) u>2/2 + e(a)

¿ 7* = G(TF(S))£

, -ftlsJa < 0, donc la i 

îant de la deuxième f(

ö i  atm^Vi
C[£,£]2 ©CI»

‘i(íV = ¿(i(í>(S)) + £p)
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Où c(a) est un terme perturbateur nul quand la deuxième forme fondamentale s’annulle 
et positif sinon; aF  + bG est la fonction de Chern Weil de ac2(5) + bc2(S ) et est 
strictement positive sur £„k3-

La forme de Chern-Weil, calculée avec les métriques de Hodge, de X2 ne dépend 
que de T p(S ) et non de la deuxième forme fondamentale; elle s’écrit donc:

M p = n T P(S))uy 2

Où '3* est une fonction sur £0j.
Posant K-p(a,b) = maxo€r .k ô>+Tg > Pour ^  -  K p (a ,6) on a aF +  bG > K V .
La positivité du terme perturbateur permet alors de conclure que, en tout point, 

les formes de Chern-Weil des classes caractéristiques que nous considérons vérifient 
ûc2(5) +  6c2(5 )> .iix a-

La forme intégrée de cette inégalité estjustement l’inégalité annoncée.
Remarquons que notre preuve a été entièrement locale et que, de ce fait, cette 

inégalité est, par nature, un phénomène purement local.

6.3 Un fait général

Pour le 2-plan abélien a' £ £ai posons <j(a') = ||$(a')||2. Il s’agit de la fonction de 
Chern-Weil associée à c2.

En fait, on peut aussi définir une fonction sur Gr(2,Th(V)) par la même formule. 
Celà résulte du fait trivial suivant:

Lem m e 6.3.1 Si (Ç,^) et (£ ',77') désignent deux bases d ’un même 2-plan de g-1,1 et 
P  désigne la matrice de ( f , T]) dans (£', 77'):

[i.fl » M l -  K.Ü » [-?,!! = o fo'.-n -  [i'.ifi »

Preuve  : C’est la formule classique de changement de base pour le discriminant d’une 
forme hermitienne qui est utilisée ici, la forme hermitienne étant à valeurs dans une 
Galgèbre commutative avec une conjugaison complexe.

P roposition  6.3,2 Si a8 est V image de l ’espace tangeant d ’un domaine symétrique 
borné de dimension 2 sous l ’application de périodes, c ’est un point critique de la fonc
tion G.

Preuve  :
Soit (f , 77) une base unitaire de a, Si X  e Tüt£ab, on écrit X = t ;®ii;ea^®a^. Comme 
la matrice de Gram de (f + v, rj + w) calculée avec la métrique de Hodge est critique 
près de (v, w) = 0, il vient:

G"(û3) = 2Re(dx $,<f>)

= (M  ° ° K*?]
- [ V,fj] O  [77, | ]  -  [ £ , 7 7 ]  O  [ u > , | ] , $ )

3. Nous savons en effet que la fonction de Chem-Weil F associée à C2 est strictement positive sur 
Cab paJ notre corollaire 6.2.6.

= (!'>£)»['»> i l + [í>£] ° [“’■ ’á

li, 9  » h ,  tì -  [f, 91 o h ,  il = |tó (P ) l’[f , n  o h ',  if] -  ( f ,  ifl o [,',{'1
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Les seules surfaces concernées sont B 2 et A2. Dans ces deux cas, la forme explicite 
du tenseur de courbure nous dit qu’il existe une base unitaire ( f , tj) telle que:

[ £ , V \  J- y e c i ( [ £ , Ê ] , [ ^ T 7 ] , [ 7 7 , f ] )

[tj, Ï ]  L  V eci([£ ,Ê ],[77 ,T 7],[f ,i?])

Le calcul fournit alors:

G \ a . )  = +

£ « „ * 0 .f], [V, *?D + »?], [£, I])

■^cî,7*î([v’£]’ *?]) *?]> [*7>Î]))

Mais ([»,£],[£,£]) = (v, [(£>£!> I]) = c(v t 0  = 0* De la même façon, les autres termes 
s’annulent, le point crucial étant que les endomorphismes od([a(, a,]) laissent stables a, 
et af.

G'(a.) = - Â e ( iW ( M J É ,£ ] )  +  % c K K ^ M ^ ] )

& 1*7» *?]) + % mil«» *j]> [f. Il)
■^íí,7<í([v’ ]̂’ [í> *3) •̂ {Ç'»<r([u,> *?]> [*7> £]))
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Chapitre 7

Non-localité d e  A ^ ( 2 , 4 ,  2 ) 3 , 1

7.1 Plans abéliens dans T/,(P)

7.1.1 Domaines de Griffiths de poids 2

Soit V un R espace vectoriel muni d’une structure de Hodge polarisée de poids 2 et 
de vecteur de Hodge (h7,0, h1,1, h0,2).

Soit (c«)i<»</»a,o une base unitaire de H 2,0 et (/,)i<j</>»-1 une base orthogonale réelle 
de J5T*1. Nous choisissons comme base de Vc la hase (B ) = ((e<)i<i<*a.o,(/,-)!<»<*>.»»
(ëi)i<i<h3,°).

Considérons 0c, l’algèbre de Lie complexifiée du groupe G* des automorphismes de 
la forme symétrique de polarisation S. L’antisymétrie par rapport à S des éléments de 
gc implique la description matricielle suivante des composantes de Hodge de 0c:

/  0 0 0 \
f  € S-2,2 3A € A +* A = 0, Mat(Ç) = 0 0 0

\  A 0 0 /

/  0 0 0 \
£ € 0-1’1 ^  3A £ Aik».>,fca.o(C), Mat(Ç) = I A 0 0

\  0 *A 0 J

( P O  0 \
e € 00,0 M h». o(C), A € Mk*.*(C) A + ‘ A = 0, Mat(Ç) = 0 A 0

\ 0 0 ~*P J

Avec cette écriture matricielle, l’opération de conjugaison complexe 0c —► 0c s’iden
tifie à la transconjugaison sur 0 -1,1.

De plus, pour la métrique de Hodge on a toujours: ||f||2 = 2Tr(*ÂA).

7.1.2 Plans abéliens de D(2,4,2)

Posons désormais h2,0 = 2 , h1,1 = 4 et V  = £>(2,4,2). On a alors dim(0 -2,2) = 
1, dim(0 -1,1) = 8 , L est surjective, donc €„), est une hyperquadrique de dimension 11.

e € 0°-° 3 P e  M h>, o(C), A € M hui(q  A + ‘ A = 0, Mat(0 =

£ € 0"2,2 A e  M h*,o{€), A +‘ A = 0, Mat(0  =
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E x p l i c i t e m e n t :

0 0 0 \

Si  £ =  A 0 0
0 ‘ A  0 )

0 0 0 \

Et t] =  B 0 0 
0 XB  0 j

i  0 0 0 \  
o o»

1-2 0 » »j
P a r  c o n s é q u e n t ,  s i  A =  ( a i;- ) ,  B =  ( 6ÿ )

/  0 0 0 \

[C.*?1 = (>?;(() n° ,  0 0
1-2 0 » °J
( — Ôi2 Òli N 

A r e c  O  =  _ -22 ?21
— Û32 a 31 

\  —Û42 Ö4 1  y

L e m m e  7 . 1.1  L’application ( A  *-*• £ 4)  e s i  antilinéaire, isométrique et vérifie Ç 2 =  — 1. 

Si a  e s t  u n  p l a n  abélien 0 J .  C ( a )

N o u s  a l l o n s  m a i n t e n a n t  p a r a m é t r i s e r  £a4 p r è s  d u  2- p l a n  a b é l i e n  a. S o i t  ( A ,  B)  u n e  

b a s e  u n i t a i r e  d e  a .  L a  p a r a m é t r i s a t i o n  c l a s s i q u e  d e  Gr(2,Th.{V)) e s t  l a  s u i v a n t e :

a ^ e a 1 4  (A2Th(V))n<f>(Gr(2,Th(V))) 
v Q w [ ( A  +  v) A  (B +  t u ) ]

E l l e  r é a l i s e  u n  i s o m o r p h i s m e  d e  a x  © a 1 s u r  u n  o u v e r t  d e  Z a r i s k i  U  d e  Gr(2,Th(V)) 
c o n t e n a n t  a .

L e m m e  7 . 1.2 P~l (£ab H  U) =  { v  ©  w €  a 1 0  a x  : [ v ,  5 ] +  [ A ,  « ; ]  +  [ v ,  u>] =  0}  

Preuve :
C ’ e s t  l a  s i m p l e  t r a d u c t i o n  d u  f a i t  q u e  C ( A  +  v )  +  C ( B  - f  w) e s t  u n  2- p l a n  a b é l i e n .

C o r o l l a i r e  7 . 1.3  £ab est lisse. Sous la paramétrisation P on a la décomposition ortho
normale suivante:

P - 1(Ta(£ai)) = VA®VB ® W

( 7. 1)  V *  =  ( a ^ e C C a ) © ^ }

( 7.2)  y B  =  {0} ® ( a L eCÇA)

(7.3) w = qCs©C0

r t„  „  . If „1 -  ( . ' A B ) v - ( ' B A ) n  Ou (L . [ £ ,  7 / J  —  2

( 7. 1)  VA =  ( a 1 0  C C b )  ©  { 0}

( 7.2)  VB =  { O j f f i ^ e C G )

( 7.3)  w = qCß©a)
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Preuve  :
P~l (£ob n U) = {v © w € a1 © ax : -(v; Cb) + («>; CO + (w; Cv) = 0}
La partie linéaire de l’expression est non nulle, donc P~l (£ai> H U) est lisse en 0. La 
décomposition annoncée est claire.

7.1.3 Fonctions de Chern-Weil pour £>(2,4,2)

Nous allons calculer explicitement la fonction de Chern-Weil et le terme perturbatif 
en S de l’intégrande x de l’inégalité d’Arakelov Aj(2,4, 2)3 i, en utilisant les métriques 
de Hodge. On a:

X = 2c2(.S) -  4ch2(H 2,0)

= F(TS) +  L (T S ,Z )  +  Q (Z)

Calcul explicite de F

Théorèm e 26 Soit (£, t j )  une base unitaire de a £  £ a b- Posons:

$ = K. f ] 0 [v, v] -  K» »7]0 I] € S2(s°°) 

c ( $ )  =  [ f , D fo , VÏÏV, l] €  9°°

Alors:

F (a) =  ~ T rH, oc($))

Preuve  :
La formule explicite pour la fonction de Chem-Weil associée à c2(S) a déjà été obtenue 
au chapitre 6.

De plus ch2(H 2,0) = 1/8tt2 T r ( ( 0 H*'°)2)). Or:

0"J'° = “/^([f, A d l  + [f, fj]dÇ A dr} + [v, l ]dn A d£ + [rj, fj[dri A df?)!*3-0

La raison de la notation c($) est que l’on a bien une contraction c : S 2g° —► E nd(H 2'0) 
donnée par c (X  0 Y )  = 1/2( X Y  +  Y X ) .

Rappelons la proposition issue du chapitre précédent:

P roposition  7.1.4 On peut par établir par un calcul local l ’inégalité3K  > 0 , c2(5).[5] > 
K ch 2(H 2,0).[S] pour S une surface base d ’une VSHP de classifante immersive.

La non-localité de A2(2,4, 2)3|i consiste à voir que l’on ne peut pas prendre K  = 2 
et donc que cette inégalité optimale est un phénomène global.

7.2 Un contre exemple

7.2.1 Un espace abélien remarquable

Appelons 2\ le sous espace de Th(T>) constitué des f(.<4), A Ç. AÎ4,2(C) de la forme:

 ̂ a  1 0 ^

A -  0:2 °
0 a 3 

0 Q< /

f { ° )  =  -  rrÄ.,.c(#))

0 " a'° =  - v /^ lQ í ,  f ]d £  A d £ +  [£, f)]d£ A d r j +  [77, £]dr¡ A dÇ +  [77, T}]dr¡ A drj) \H*.o
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Lem rae 7.2.1 T\ est un ^-plan abélien. C ’est une SL\-orbite correspondant à la VSHP 
localement homogène (A4, 5 (l)i®  5(1)2® 5(1)3® 5 (1)4). Toute SL^-orbite dansV  est 
isomorphe à une SL^-orbite contenue dans ce J-disque.

Preuve :
D est clair que T\ J. CO î) donc 2\ est abélien. De plus si (A , B , C ) € on
calcule:

XB A  0 0 \
[ t tA U ( B ) ]  =  -  0 B ' A - A ' B  0

0 0 -A * B  )

(  _° 0 0 \  
[K U ),Î(B)],Î(C )] = -  (£ ‘A - A « 5 ) C - C ‘5A  0 0

V 0 * 0 /

Or, pour (A , B, C)  € 2i la matrice *BA est diagonale et la matrice B tA —At B est diago
nale par blocs de type (2,2). Les formules précédentes impliquent que [[T’i,T1],T1] C Tx. 
Comme dans le cas des systèmes triples de Lie des domaines symétriques bornés, cela 
implique que exp(T{) est un domaine symétrique borné immergé par une application 
de périodes equivariante. H est facile de voir que les 4 matrices:

1 0 \  1 0 \
1 J = ï  0 . _  1 - \ /^ T  0
2 0 0 ’ 2 - 2 0 0 

{ 0 0 / 0 0 /

/ ° 0 \ / 0 0 \
1 0 0 1 0 0
2 0 1 ’  4 2 0 1 
\0 v/4/ 0 y/=l /

vérifient [[A,-,Âj], A*] = êijôjkAi ce qui implique que Tx est bien tangeant à une 
5 i/2' orbite il, qui est du type annoncé, les Ai étant chacun tangeants à un disque en 
facteur.

D y a 5 types d’orbites S L 2 qui sont toutes équivalentes à une orbite décrites par 
un disque contenu dans le polydisque Cl. Explicitement:

OrbiteS£2 <-*■ A —» A4

(7.4) 5(2)2 ® R J(0) <-*• z —► (z, z, z, z)

(7.5) 5 (2 )© R © 5(1)® F (1) ~  z - + ( z ,z ,z ,0)

(7.6) (5(1)® F(1))2 ~  z  —► (z,0,z, 0)

(7.7) 5(2) © R @ F(2) <—► z  —► (z, z, 0,0)

(7.8) 5(1)® F (1)© F (2) ~  z - +(z ,  0,0,0)

Où F ( l ) , i r(2) sont des structures de Hodge fixes de poids respectifs 1 et 2.

C ) € AÍ4f2(C), on

Où F ( l ) , i r(2) sont des structures de Hodge fixes de poids respectifs 1 et 2.
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7.2.2 Le contre exemple

Proposition 7.2.2 L ’espace tangeant aAra de la Vr̂ 5 P (A 2,5 (l) i® 5 ,( l)2®R2) a une 
base orlhonormée (£,*?) avec:

1 ° \  ° 0 \
1 0 0  _  1 1 0

f - 2 0 1  , T ? _ 2 0 0

0 0 /  0 1 /

Rappelons qu’il correspond à l ’un des deux cas d ’égalité localement homogènes de l ’in
égalité A \{ 2,4,2)3|i.

Nous commençons par une remarque intéressante:

Proposition 7.2.3 aAra est un point citique de la fonction de Chem- Weil F associée 
à l ’inégalité d ’ Arakelov A \(2 ,4 , 2)3>1.

Preuve :
L’unique chose à prouver est que c’est un point critique de G  = T rflj,»(c($)). Si 
X  = (v,tu) 6  a1  ® a1 U TaArm£abi on a la formule suivante pour la partie (1,0) de 
la dérivée accouplée à X:

dx T r  c($) = CTr,o([^, f][u;, 77] -  [f,i?][w,f])

T r„ 3,o([v,Ç][T},T)] -  [v,7?][t?,Î])

Or, pour la base indiquée [f, 77] = [77,!] = 0 et [£,f]|ip.o = = —1/4 Id  et
notre formule se réduit à:

dx T r  c($) = T r^ ofjw  +* Çv = l/2((tu, 77) + (v , f  )) = 0

On pourrait calculer explicitement le Hessien de F, mais il suffit d’exhiber une seule 
valeur propre négative, ce que fait en l’espèce le résultat suivant:

Proposition 7.2.4 La famille à un paramètre de 2-plans abéliens (a^) donnée par les 
deux vecteurs orthogonaux (£¿,77̂ ) et de norme 1 dans T\, définis par:

( l  o\  / o 0 \
1 0 0  _  1 1 0

* ~ 2 0 1  ' v* ~  2 0 0 
^ 0 0 /  0 )

vérifie F(a<f>) = et fournit des valeurs de F strictement négatives pour des 2-
plans infiniment proches de a Ara-



Preuve :
Le calcul est assez facile, on a:

\  0 0 . . .  0 \
0 ± 0 . . .  0
0 0 0 . . .  0

[£,|] =  M  = ; :
o o o ... o
o ... o-^o
o ... o o -\ )

/  0 0 0 0 0 0 0 0 \
0 0 0 0  0 0 0 0
0 0 0 - 1 / 2  0 0 0 0

i> _  0 0  i / 2 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 _e-V=r#/2 0 0
0 0 0 0 g-v^T*/2 o 0 0
0 0 0 0  0 0 0 0  

\  0 0 0 0 0 0 O O y

L’expression de i'Xcty) s’en déduit aussitôt. □
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