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Présentation

Cette thèse est composée de cinq chapitres, traitant tous de questions liées à la théorie des 
représentations lisses de GL^F) où F est un coips local de caractéristique >0 (à corps résiduel 
fini). L'idée de départ était d'exploiter l'idée de D. Kazhdan selon laquelle la théorie d'un corps 
local de caractéristique >0 est limite des théories de coips locaux de caractéristique nulle et de 
même coips résiduel, quand l'indice de ramification absolu tend vers l'infini. On espérait ainsi 
montrer, pour GLN(F), la conjecture de Howe et peut-être l'intégrabilité locale des caractères. 
Ces deux résultats ont été obtenus mais grâce à des arguments plus intrinsèques que ceux issus 
seulement d'une comparaison des caractéristiques. En effet, si le principe de D. Kazhdan 
s'applique naturellement aux problèmes liés aux algèbres de Hecke relatives à un sous-groupe 
de congruence de niveau fixé (conjecture de Howe), il devient d'autant plus difficile à utiliser 
que les dits problèmes ont à voir avec l'analyse harmonique sur le groupe. D'où le recours aux 
constructions de Bushnell & Kutzko à chaque fois que l'on a besoin d'informations locales sur 
le comportement des orbites voisines d'un élément dans le groupe. Les cinq chapitres, de 
difficulté croissante, glissent progressivement du premier type de préoccupations (comparaison 
de l'analyse harmonique sur GLn pour des corps locaux proches) vers le second (analyse 
harmonique sur GLN(F) où F est fixé), le chapitre 4 illustrant bien la complémentarité des deux 
approches.

Chapitre 1: Algèbres de Hecke et corps locaux proches (1-22).

Chapitre 2: Représentations génériques et corps locaux proches (23-44).

Chapitre 3: Intégrales orbitales sur GLN(F) où F est un corps local de 
caractéristique >0 (45-106).

Chapitre 4: La conjecture de Howe pour GL^F) où F est un corps local de 
caractéristique >0 (107-153).

Chapitre 5: Intégrabilité locale des caractères de GLN(F) où F est un corps local 
non archimédien de caractéristique quelconque (155-184)*

Chacun des chapitres est précédé d'une introduction dans laquelle nous tentons d'expliquer 
le problème et les ingrédients qui nous ont permis de le résoudre. Ces chapitres ont été rédigés 
dans le désordre et de manière relativement indépendante (on peut donc aussi les lire dans le 
désordre), ce qui entraîne quelques redites dont nous nous excusons. Les références à 
l'intérieur d'un chapitre renvoient à la fin de ce chapitre.
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Résumé des résultats

La lettre F désigne un corps local non archimédien à corps résiduel de cardinal q. Le plus 
souvent F est de caractéristique non nulle p. On note G(F) le groupe GL^F) (pour un entier 
N >2), Kp le sous-groupe maximal standard GL^C^) et Kj.” (pour n entier > 1) les sous- 
groupes de congruence modulo PFn de Kp. On note aussi BF le sous-groupe d'Iwahori standard 
de G(F) et BFn (pour n entier > 1) les sous-groupes de congruence correspondants.

Fixons un entier n > 1. D. Kazhdan a prouvé que à  r est un entier assez grand et si £  est un 
corps local non archimédien r-proche de F (au sens où <9F/f >Fr ̂  0 E/PEr), alors les algèbres de 
Hecke ^T(G(F),KFn) et J-f(G(E),KEn) sont isomorphes.

Le premier chapitre de la thèse est consacrée à un résultat (plus général) obtenu en 
remplaçant Kpn par BFn; ce résultat est aussi beaucoup plus précis au sens où l'on prouve que 
l'entier r = n suffit. On utilise pour cela une description explicite par générateurs et relations de 
l'algèbre de Hecke 5/^(G(F),BFn) due à R. Howe.

Dans le deuxième chapitre, on étudie les représentations génériques de G(F) ayant un 
vecteur non nul fixe sous le groupe BFn. On montre que ces représentations sont classées par 
les sous-modules d'un module £(G(F),BFn) sur ^(G (F),B Fn)- On montre ensuite que, pourvu 
que les corps F et E soient (n+ l)-proches, les espaces vectoriels £(G(F),BFn) et E(G(E),BEn) 
sont isomorphes, l'action de 5-f(G(F),BFn) se transportant sur celle de J-f (G(E),Be°).

On voit aussi que si deux représentations irréductibles génériques de G(F) et G(E) (ayant 
un vecteur non nul fixe sous BFn et BEn respectivement) se correspondent, leurs conducteurs 
sont égaux ou bien tous deux strictement plus grands que n (il semble du reste assez naturel de 
pousser l'investigation, ce que faute de temps nous n'avons pas pu faire, en montrant que les 
facteurs L et e de paires sont eux aussi conservés).

Le troisième chapitre constitue une mise au point sur les problèmes d'intégrales orbitales 
pour GLn(F) quand le corps F est de caractéristique >0. La littérature ne contient pas de 
traitement satisfaisant dans ce cadre, même si des énoncés et des idées de démonstrations ont 
été rédigés. Pour cette mise au point, on s'appuie essentiellement sur l'article de R. Howe 
Fourier transforms and germs of characters, Math. Ann. 208 (1974), et sur une prébublication 
de G. Laumon Cohomology with compact supports of Drinfeld modular varieties, Pub. Math. 
Univ. Paris-Sud (1991). On établit soigneusement les normalisations et les énoncés de 
descente, non à partir de la décomposition de Jordan comme il est d'usage en caractéristique 
nulle, mais à partir d'une décomposition plus générale et indépendante de la caractéristique; on 
établit aussi la théorie des germes et leur indépendance au voisinage des éléments semi-simples 
séparables. De manière plus originale, on obtient, grâce aux travaux de Bushnell & Kutzko, un 
résultat explicite de constance locale des intégrales orbitales sur les nappes de Dixmier, 
précisant ainsi et généralisant un-énoncé d'Harish-Chandra pour les éléments réguliers. Cette 
normalisation nous permet de prouver l'indépendance des germes au voisinage des éléments 
semi-simples inséparables. On poursuit avec une démonstration détaillée du théorème de 
caractérisation des intégrales orbitales et du théorème de densité des intégrales orbitales 
régulières séparables.

Dans le quatrième chapitre, on donne la preuve (une preuve) de la conjecture de Howe pour 
GLn(F) où F est de caractéristique p > 0. On procède par comparaison avec la caractéristique 
nulle, où le résultat a été démontré par L. Clozel (et d'ailleurs pour n'importe quel groupe

v



réductif). Qu'une telle démonstration soit possible a été, il y a quelques années déjà, suggéré 
par D. Kazhdan. La conjecture de Howe affirme que si K est un sous-groupe ouvert compact 
de G(F) et si Q est une partie compacte modulo conjugaison dans G(F) au sens où Q est 
fermée et contenue dans AdG(FXW) pour une partie contacte WCG(F), les restrictions à 
l'algèbre de Hecke J-f(G(F),K) des distributions invariantes à support dans O forment un 
espacye de dimension finie. On peut se contenter de prendre K=KFn pour n assez grand et de 
choisir pour W une union finie de doubles classes KpgKp (g£G(F)), laquelle union a un sens 
indépendamment du choix de F. On fixe l'entier n et la "forme" de la partie W. L'idée est alors 
de comparer là situation sur F à celle sur des corps locaux £  de caractéristique nulle de plus en 
plus proches de F (c'est-à-dire de plus en plus ramifiés sur Qp) et de voir alors que la 
dimension de l'espace en question pour E ne dépend en fait que du cardinal du corps résiduel 
de E. Le point crucial dans cette démonstration, et qui occupe les n° 1 et 2 du chapitre, 
consiste à prouver que les intégrales orbitales elliptiques sur G(F), vues comme formes 
linéaires sur J^(G(F),I^n), se "relèvent" en caractéristique nulle (Le. sur le groupe G(E) pour 
une extension E/Q p suffisamment proche de F) grâce aux isomorphismes du chapitre 1. H 
s'agit là d'une sorte d'énoncé de constance locale uniforme plus précis (on donne en effet une 
formule explicite pour les intégrales orbitales elliptiques des fonctions de l'algèbres de Hecke 
^r(G(F),Kj,n)) et plus délicat à obtenir que celui d*Harish-Chandra (A submersion principle 
and iis applications, proc. Indian Acad. sci. (Math. Sci.) 90 (1981)).

Dans le cinquième et dernier chapitre, il s'agit de prouver que les caractères-distributions 
des représentations admissibles irréductibles de GL^F) (F toujours de caractéristique >0) sont 
des fonctions localement intégrables sur GLN(F). En caractéristique nulle, ce résultat est dû à 
Harish-Chandra, dont une technique essentielle est de passer à l'algèbre de Lie grâce à 
l'application exponentielle. En caractéristique >0, F. Rodier, utilisant l'application X h 1+X, 
a pu étendre les résultats de Harish-Chandra en prouvant l'intégrabilité locale au voisinage des 
éléments séparables. Les éléments inséparables posent plus de problèmes; le caractère a à leur 
voisinage un comportement à priori plus compliqué et les techniques traditionnelles de 
descente ne s'appliquent plus. Pour aborder ces éléments, l'idée est de construire, grâce à la 
corestriction modérée de Bushnell & Kutzko, une "descente" qui, combinée à une utilisation 
assez fine du principe de submersion -  décidément vraiment très fécond -  d'Harish-Chandra, 
permet de ramener l'étude à celle d'une distribution invariante sur l'algèbre de Lie d'un groupe 
plus petit (le centralisateur de l'élément étudié). On peut alors utiliser les puissants résultats de 
K Howe sur les germes de caractères (valables pour GL^ en toute caractéristique). En fait, 
cette construction (qui traite tout aussi bien les éléments séparables) simplifie l'approche de
F. Rodier puisqu'elle permet de faire l'économie de quelques démonstrations délicates dues au 
passage du groupe à son algèbre de Lie.
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Chapitre 1

Algèbres de Hecke et corps locaux proches

On appelle corps local non archimédien un corps commutatif localement compact, non 
discret, ultramétrique et à corps résiduel fini. Si F est un tel corps, on note Of l'anneau des 
entiers de F et PF l'idéal maximal de <9F.

Rappelons les deux possibilités ([Weil] chap. I, theorem 5 et theorem 8):
— Si F est de caractéristique 0, alors F est une extension algébrique finie du corps Qp des 

nombres p-adiques pour un entier premier p, et Of est constitué des éléments entiers sur 
Panneau Zp des entiers p-adiques.

— Si F est de caractéristique >0, alors F est isomorphe au corps des fractions de l'anneau 
<9F= Fq[[T<7]] des séries formelles en une indéterminée tu  à coefficients dans le corps fini IFq.

Définition 0.1. —  On dit que deux corps locaux non archimédiens F et L sont m-proches 
pour entier m> 1 si les anneaux quotients 0 T/PFm et Oh/PLm sont isomorphes.

□

Rappelons le résultat de D. Kazhdan ([Kazh]).

Soit G un Z-groupe réductif déployé. Pour tout anneau commutatif A, on note G(A) le 
groupe des A-points de G.

Soit F un corps local non archimédien. On munit le groupe G(F) de la topologie f^-adique 
induite par F et l'on note KpCG(F) le sous-groupe ouvert compact maximal G((9F). Pour 
chaque entier m> 1, soit Kpm le sous-groupe de congruence modulo P¥m de Kj., c'est-à-dire le 
noyau de la projection KF —» G((9F/ f >Fm). Chacun de ces sous-groupes est distingué dans Kp et 
la famille {KFm}ma:1 forme un système fondamental de voisinages ouverts compacts de l'unité 
dans G(F).

Soit dgF la mesure de Haar sur G(F) telle que

vo1(Kf ,dgF) = 1,

et pour tout sous-groupe ouvert compact H de G(F), soit J-f(G(F),H) l'algèbre de Hecke de 
G(F) relative à H (munie du produit de convolution * induit par la mesure dgF). Explicitement, 
c'est l'espace vectoriel des fonctions f : G(F) -> Ç telles que
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(i) f  est H-biinvariante, i.e. f(hgh')=f(g) pour tout gGG(F) et tout couple (h,h')EH,
(ii) f  est à support compact, 

muni de la multiplication C-biünéaire

f  * <t> (x) = JG(p) f  (gF )c))(gF_1x)dgF (xeG(F))

pour toutes fonctions f, <|> : G(F) -> C H-biinvariantes à support contact. Ainsi, J/(G(F),H) 
est une C-algèbre associative et eH=(vol(H,dgF))_11H (1H désignant la fonction caractéristique 
de H) est l'élément unité de cette algèbre.

Si H* est un sous-groupe ouvert compact de H, alors ^/(G(F),H)CJ/^(G(F),H) (inclusion 
d'algèbres) mais eH * eH si H  * H.

Soit

où H parcourt l’ensemble sous-groupes ouverts compacts de G(F), Yalgèbre de Hecke de G(F) 
(munie du produit de convolution * défini ci-dessus) des fonctions G(F)—>C localement 
constantes et à support compact. C’est une algèbre associative mais sans élément unité.

Soit m un entier > 1 et soient F et L deux corps locaux m-proches. Supposons donné un 
triplet (À,nrF,z<7L) où

À:<9F/ P Fm — ><9L/P Lm

est un isomorphisme d’anneaux et nrF (resp. nJL) une uniformisante de F (resp L) satifaisant 
l’égaHté À(TZTF+PFm)=lZTL+FLm. L’isomorphisme d’anneaux À induit un isomorphisme de 
groupes

0=0(A):Kf/Kf" — ^ . K l/Kl " .

La décomposition de Cartan pour G(F) et G(L)

G(F) = ] J  KFnrF(o)KF (nxF(a) = diagiin/1,..., mFa* ))
(a)

et

G (L )= U k ltul(“)Kl (nxL(a) = diag(nrLai,..., 7nLaN )),
(a)

où (a) parcourt l’ensemble des suites ordonnées (a)= (aj< ...< aN) (o^eZ), permet de 
construire une bijection (ne dépendant que du triplet (À,TZ7F,TZJL))

KF“k1ïZTF(a)k2KFm P(klKFm)mï}a)P(k2KFm) ( (k ^ J e K p x K ,)

entre les doubles classes KFm\G(F)/KFm de G(F) et les doubles classes KLm\G(L)/KLm de G(L) 
([Kazh] lemma 1.2), laquelle bijection induit un isomorphisme de C-espaces

§( A,<n„ ,xrL ) : (G(F), K ," ) — *->• Jf(G (L), Kt" ) .

Le résultat de D. Kazhdan s'énonce en ces termes ([Kazh] theorem A) : il existe un entier 
m ^m  tel que, pour tous corps locaux m -̂proches ¥ et L et tout triplet (À,tErF,iZTL) comme ci- 
dessus, Visomorphisme de C-espaces vectoriels ^(À,7UF,nJL) induit un isomorphisme de C- 
algèbres.

2
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Remarque 0.2. —  Les conséquences de ce résultat quant à la théorie des représentations en 
caractéristique positive sont extrêmement séduisantes. En effet, si n est un entier >1 et F un 
corps local de caractéristique p>0 à corps résiduel de cardinal q=pr, alors F est n-proche de L 
pour toute extension finie L de Qp de degré résiduel r et d'indice de ramification supérieur où 
égal à n. Comme l'ensemble £°(G(F)) des classes d'équivalence de représentations admissibles 
irréductibles de G(F) ayant un vecteur non nul fixé par Kpn est en bijection avec l'ensemble des 
classes d'isomorphisme de J-f (G(F),KFn)-modules simples de dimension finie (cf [Be-Ze] prop. 
2.10), l'isomorphisme

(c,Jl'(G (F ),K F"),w )l-> (ao r',Jf(G (L ),K 1."),w )

de la catégorie des J-f(G(F),Kfn)-modules sur celle des J-f(G(L),KLn)-modules, induit une 
bijection entre £°(G(F)) et f°(G(L)). Ainsi, la théorie des représentations de G(F) est limite des 
théories des représentations de G(L) quand l'indice de ramification de L/Qp tend vers l'infini. 
On peut illustrer la fécondité de ce principe par deux exemples: le théorème de densité des 
caractères-distributions des représentations admissibles irréductibles de G(F) dans l'espace des 
distributions AdG(F)-invariante sur G(F) ([Kazh] theorem B); la conjecture de Howe pour le 
groupe GLn(F), le point central de la démonstration consistant à construire un relèvement 
uniforme à GL^L) des intégrales orbitales elliptiques des fonctions de 5/(G Ln(F),Kf”) (cf. le 
chapitre 4)).

□

D. Kazhdan a conjecturé que l'entier m0=m vérifiait cette propriété.

L'objet de ce chapitre 1 est de montrer, pour 0 = 0 1 ^  (N entier >2), une variante 
(légèrement plus forte) de cette conjecture. Soit F un corps local non archimédien et soit BF le 
sous-groupe d'Iwahori supérieur de G(F) (i.e l'image inverse par la projection Kp-> G(<9F/f >F) 
du sous-groupe de Borel de G(<9F/ f ,F) formé par les matrices triangulaires supérieures). ¡Pour 
chaque entier m> 1, soit BFm le sous-groupe de congruence modulo ŸYm de BF, c'est-à-dire le 
groupe des matrices b=(by)1£iJsN de BF telles que

bitjePFœ si l< i< j< N  
•¡bijel+f^” si l< i< N  

KéP*“*1 s il< j< i< N

(ne pas confondre cette filtration avec celle, plus fine, induite par les puissances du radical de 
Jacobson de l'(9F-ordre héréditaire minimal de MN(F) ayant BF pour groupe multiplicatif cf la 
remarque 2.2.2).

Sin est un entier >1, on montre (numéro 2), grâce à la présentation de l'algèbre de Hecke 
J f(G(F),Bf”) par générateurs et relations donnée par R. Howe ([Howe] chap. 3, theorem 2.1) 
et rappelée dans le numéro 1, que pour tous corps locaux n-proches F et L, la donnée d'un 
triplet (À,nJF,nrL), où À: (9F/f >Fn-><9L/f >Ln est un isomorphisme d'anneaux et îuf (resp. nrL) une 
uniformisante de F (resp. L) satisfaisant l'égalité \(TUF+Pvn)—TUh+Phn, induit (la construction 
ne dépendant que du triplet (À,nJF,nJL)) un isomorphisme d'algèbres

Ç = Ç( A, tzrF, tetl ) : ÍÍ(G (F ), Bp" ) — ^  JÎ(G (L ), B L" ) ■

On étend ensuite le résultat aux sous-groupes H de G(F) contenant Bf" (donc en particulier au 
sous-groupe de congruence modulo PFn du sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G(F)) 
en vérifiant que la restriction de l'isomorphisme £ ci-dessus à la sous-algèbre J-f(G(F),H) de 
J f{ G(F),Bf”) induit un isomorphisme d'algèbres
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Ch : ̂ (G(F), H)--- -—> (G(L) , H1) ,

où H* est le sous-groupe de G(L) défini par Ç(1H)=1H,. Signalons que pour les groupes H=Kp 
et H=BF, on connaissait depuis longtemps la structure de l'algèbre de Hecke ^T(G(F),H) donc 
en particulier le fait que cette structure ne dépend que du cardinal du corps résiduel OfIPf 
([Sata] pour H=Kp (1963), [Iw-Ma] §3 pour H=BF (1965)).

On peut justifier ce contrôle du degré de proximité de deux corps locaux F et L nécessaire à 
l'obtention d'un isomorphisme d'algèbres ^T(G(F),BFn) -> 3-f(G(V),BLn) par les travaux de P. 
Deligne côté galoisien. H a en effet montré que la sous-catégorie pleine de la catégorie des 
extensions finies séparables de F formées des extensions F'/F ayant un nième groupe de 
ramification en notation supérieure Gal(F/F)n trivial, ne dépend (à équivalence unique à 
isomorphisme unique près) que du triplet Trn(F)=(<9F/f>Fn,f >F/ f >Fn+1,sF̂ (F)) où eF̂  désigne le 
morphisme de (9j/PFn-modules PjJPFa+l —> O^P¥a induit par l'injection PF -» Of par passage au 
quotient. De même, côté automorphe, l'algèbre de Hecke 3-C(G(F),BFn) ne dépend (à 
isomorphisme unique à isomorphisme unique près) que du triplet Trn(F). En d'autres termes, 
l'isomorphisme d'algèbres £(À,xnF,TZ7L) ne dépend que de (À,À+1) où À+1: PF/PFn+l —> PjPLa+l 
est l'isomorphisme de <9F/ f >Fn-modules défini par À+1(a(TZTF+ PFn+l)= \(a)(w L+ PLa+l) pour 
tout aG O ^P / (cf la proposition 2.1.2).

1. Présentation d'algèbres de Hecke par générateurs et relations ([Howe]).

1.1. Soient
— F un corps local non archimédien.
— q= [<9F ; PF] le cardinal du corps résiduel de F.
— tuf une uniformisante de F.
— N un entier >2 et 0 = 0 1 ^ . On identifie naturellement le centre de G(F) à F*.
— 2?f l'(9F-ordre héréditaire minimal de MN(F) formé des matrices de MN((9F) triangulaires 

supérieures modulo PF, 'B^ le radical de Jacobson de rBF formé des matrices de ®F dont les 
coefficients diagonaux appartiennent à PF et 2?Fm (mGZ) les puissances du radical de Jacobson
S F\

— BF= S FX le groupe mvdtiplicatif de /BF (c'est un sous-groupe d'Iwahori de G(F)) et pour 
chaque entier m> 1, BFm= 1+2?FNm= 1+TZXFm2?F (c'est un sous-groupe distingué de BF).

On fixe un entier n> 1 et l'on s'intéresse à l'algèbre de Hecke 5/(G(F),BFn).

1.2. Pour tout élément gEG(F), soit

f,=vol(BF",dgF)_ll Bp,jV

l x désignant (pour toute partie ouverte contacte X de G(F)) la fonction caractéristique de X. 
Les fonctions ^ (gGBFn\G(F)/BFa) constituant une base du C-espace vectoriel sous-jacent à 
l'algèbre de Hecke J-f(G(¥),BFn), on est a priori tenté d'exhiber un système de représentants A 
dans G(F) des doubles classes Bf"\G(F)/Bf0 de G(F) puis de déterminer les relations existant 
entre les fg (où g parcourt A) à l'aide des formules de multiplication suivantes. Pour tout 
couple (x,y)€G(F)xG(F)

f  *f =y^c f  (1)x  ̂ x,y,z z v '
zgA
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où les coefficients cw  sont calculés comme suit. Le groupe BF°(x)=BFnnAdx(BFn) est ouvert 
compact donc d'indice fini dans BFn. Il existe par conséquent des éléments gj,...,^  dans BF" tels 
que BFn est union disjointe des classes g1BF”(x)v..,gmBF,,(x). Ainsi, la double classe BF“xBFn est 
imion disjointe des classes gjxBpV.^xBp“. Qn définit de la même manière le groupe BF”(y) et 
des éléments hlv..,hk dans BFn tels que la double classe BF“yBFn est union disjointe des classes 
h,yBFn,...,hkyBFn. Alors c est le nombre de paires (ij) telles que z-1gixlijy appartient au 
groupe BF” (cf. [Shim] n° 3.1).

L'astuce de la méthode développée par K Howe, et qui permet de faire l'économie de la 
détermination problématique de l'ensemble A, tient toute entière dans la proposition suivante, 
conséquence des formules ci-dessus ([Howe] chap. 3, prop. 2.2):

Proposition 1.2.1. —  Soit G un groupe localement compact unimodulaire et H un sous- 
groupe ouvert compact de G. Soit dg une mesure de Haar sur G et pour chaque élément g de
G, soit fg=vol(H,dg)_11 ^ . Si xet y sont deux éléments de G tels que

vol(HxH, dg)vol(HyH, dg) = vol(H, dg)vol(HxyH, dg)

alors

f  *f = fx y xy

où * désigne le produit de convolution induit par la mesure dg (cf. l'introduction).

□

On considérera donc, comme générateurs de l'algèbre de Hecke ^(G (F),B Fn), les éléments
4 (bEBp) et les éléments f̂ , (wGW*), W1 désignant un système de représentants dans GF des 
doubles classes Bf\G(F)/Bf. En effet, tout élément g€G(F) peut s'écrire sous la forme g=bwb' 
pour un (unique) élément wGW' et un couple (b,b')GBFxBF. Comme le groupe BF" est 
distingué dans Bp, on a la relation

BFngBFn=bBFnwBF”b'

laquelle entraîne l'égalité

vol(Bp”b, dgF) vol(BFn wb'BFn, dgF) = vol(BFn, dgF) vol(BFngBFn,dgF) 

donc (proposition 1.2.1 pour x=b et y=wb')

fb *  ̂ wb' =

et l'égalité

vol(BFn w B f ” , dgF) vol(BFnb ', dgF) = vol(BFn, dgF ) vol(BFn wb'BF”, dgF) 

donc (proposition 1.2.1 pour x=w et y=b')
f  * f = f  

w b* v\b' *

En définitive (grâce à l'associativité du produit de convolution)

f  = f *f Ag Ab Xb' •

Remarque 1.2.2. —  R  Howe travaille en fait avec J-f(G(F)//BFn), l'algèbre de Hecke de 
G(F) relative à BFn munie du produit de convolution induit par la mesure de Haar sur G(F)
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donnant volume 1 à BFn. On passe immédiatement d'une formulation à l'autre grâce à 
l'isomorphisme d'algèbres 3~f (G(F),BFn) -» J-f(G(F)/ÎBFn), f  h» vol(BFn,dgF)f.

□

1.3. Systèmes de Tits généralisés et volumes des doubles classes ([Iw-Ma]).

Soit {ecd(F)}lsc dsN la base canonique de MN(F).
Pour chaque l< i< N — 1, soit s¡(F)=l—(eu(F)+ei+u+1(F))+eu+1(F)+ei+u(F) l'élément de 

G(F) qui, agissant à gauche par translation, permute les lignes i et i+ 1.
Soit

' 0 ! |n7F-°

=  ^N-2

F : ■ /

et soit

r  0  1 0  ••• 0  '

t(nrF)= i 0 .
0 \  1

0 ............  0 y

Le corps F et l'uniformisante XUF étant fixés pour tout le numéro 1, on notera plus 
simplement s¡=s¡(F) (l< i< N —1), sN=sN(nJF) et t=t(nrF).

Avec la convention s0=sN, on a les relations (pour tous l< ij<N ),

s¡Sj = SjS¡ si | i -  j|(modN) >1 (1)

=  s iN > 2 (2) 

tSjt-1 = Sj_ĵ  (3)

Soit W*=W*(iïtf) le sous-groupe de G(F) engendré par t et les involutions s¡ (l< i<N ) (ou, 
ce qui revient au même, par t et st ).

Le groupe W* se décompose en un produit semi-direct

W*=SNKD (4)

où SN=SN(F) est le Nième groupe de permutations engendré par les involutions s¡ ( l< i< N -l)  
et D=D(ütf) le groupe (isomorphe à ZN) des matrices diagonales de la forme

mF{a) = diag(iZ7Fa' , mFa\ ..., m /«  ), (a )= (a ,,a 2,. . . ,a N) eZN.

Notons que le groupe W* se décompose aussi en

W*=(t)KW (5)

où (t) est le groupe (isomorphe à Z) engendré par t et W=W(tzjf) le groupe engendré par les 
involutions s¡ (l<i<N ).
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Soit A le tore diagonal de G et Nf=SnKA(F)=W*KA(<9f). Alors ([Iw-Ma]) le triplet 
(G(F),Bf,Nf) est un système de Tits généralisé (cf. [Iwah] n°l pour la définition) avec pour 
groupe quotient

NF/(BFnNF) = w*

Rappelons quelques-unes des propriétés du triplet (G(F),Bf,Nf) (cf [Iwah] n°l pour une liste 
plus exhaustive):

(i) G(F) est union disjointe des doubles classes BFwBF (wEW*). C'est la décomposition dite 
de Bruhat-Tits.

(ii) L'élément t normalise BF et le normalisateur de BF dans G(F) est union disjointe des 
classes t“BF (aEZ).

(iii) G(F)«=U^wBfwBf, est un sous-groupe distingué de G(F) et, notant NF°=NFnG(F)0, 
le triplet (G(F)°,Bf,Nf°) est un système de Tits avec pour groupe quotient

NF°/(BFnNF°) = W.

Qn appelle W (resp. W*) le groupe de Weyl (resp. le groupe de Weyl généralisé) du triplet 
(G(F),Bf,Nf).

Le groupe de Weyl W est naturellement doté d'une fonction longueur t: W —> N. En effet, 
tout élément wE(W— {1}) peut s'écrire sous la forme

w = si,si2...sii (l< ik<N)

avec r minimal. Qn note £(w) cet r minimal et l'on pose t (  1)=0. Tout élément w'EW* 
s'écrivant de manière unique sous la forme

w'=tdw

pour un entier d et un élément w de W (cf. la décomposition 1.3.(5)), on étend cette fonction 
longueur au groupe de Weyl généralisé en posant

Le lemme suivant est démontré par N. Iwahori & H. Matsumoto ([Iw-Ma] prop. 1.10 et 
prop. 3.2).

Lemme 1.3.1. — Pour tout élément wEW* on a

[Bf : Bf o  Adw(BF)] = ['B F : 'B F n  Adw(® F)] = qf(w)

où q= [<9f : PF] est le cardinal du corps résiduel de F.

□

Pour la clarté de l'exposé (et parcequ'elle nous sera utile dans les chapitres suivant), on 
donne une description relativement explicite, donc assez lourde, de l'action par conjugaison du 
groupe de Weyl généralisé W* sur MN(F).

L'action de l'élément t est donnée par les relations

'(Adt(g))..= gWJ,1, i e{ l,. . . ,N -l} ,je{ l.....N -l}

.(Adt(8))N.B=«u

(Adt(g»N . = g, , ,  i e{ l,..., N -1} 

pour tout élément g=(giJ)1<itj<NEMN(F). En particulier
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Adt ( S K) = S P.

Si cG {1,...,N— 1}, l'action de l'involution s0 est donnée par les relations

(Adsc(g)). .= giJ si i«É{c,c + l} et jg{c,c + l}
(Adsc(g))cj=gc+1>j et (Ads0(g))c+ij=gcj si j«É{c,c + l}

" (Adsc(g)).c=gi0+1 et (Ads0(g)).e+i=gitC si ie{c,c+ l}
(Adsc(g))cc = gc+1>e+1 et (Adsc(g))c+ic+=gc>c 

(Adsc(g))cc+1=g0+1,c et (Adsc(g))c+ic=gc>c+1

pour tout élément g=(gÿ)liirj<NGMN(F). Pour chaque couple d'entiers (ij) tel que l<i<j<N , 
on définit l'entier ay(sc)G {0,1} par ay(sc)=0 si (ij)*(c,c+1) et acc+1(sc)= 1. Alors

g = (gi>j) e MN(F), s i i<j
Adsc( 3 F)= Sue°F

gjj e f>F1'*i'j(,c) sii<j

Pour c=N, l'action de l'involution Sj, est donnée par les relations

(AdsN(g)). .= gi>j si i*{l,N } et j sê{i ,n }
(AdsN(g))i .= n7F-1gNj et (AdsN(g))Nj=nrFgl j si j ^{l,N}

- (AdsN(g)).N=TüF-1gil et (AdsN(g))u =n7FgiN si ië{N ,l}
(AdsN(g))u =gNN et (AdsN(g))NN=gu 
(AdsN(g))iN=xnF-2gN1 et ( A d s j g ^ ^ i n / g ^

pour tout élément g=(gij)1<ijsNGMN(F). Pour chaque couple d'entier (ij) tel que l<i<j<N , 
on définit l'entier a ^ s ^ G ^ -1,0} par aiJ(sN)=0 si(ij)*(l,N ) et aUÎ(sN)= -1 . Alors,

, x fg=(gi,j)eM N(F), gue F̂‘g(ïN) SÜ <j
AdsN(®F) = j gu e(9F

sii<j

Par induction croissante sur la longueur f  (w) des élément wEW et grâce à la description de 
l'action des générateurs Sj (iG{l,...,N}) du groupe de Weyl W donnée ci-dessus, pour chaque 
couple d'entiers (ÿ) tel que l<i<j<N , on déduit l'existence (et l'unicité) d'une application

a ^ W - ^ Z

telle que

, , [«-(««W '
Adw(®„)=] gi,si>F

gj.ieP,,- u(") si i < j

pour tout élément wGW. Compte-tenu de la décomposition 1.3.(5) et puisque l'élément t 
normalise l'<9F-ordre héréditaire 2?F de MN(F), on étend naturellement ces applications ay au 
groupe de weyl généralisé W* en posant
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ai.j(wtk) = a;j(w) ( l -* < j-N )

pour tout élément wEW et tout kEZ. Par ailleurs, la décomposition 1.3.(4) assurant que les 
coefficients diagonaux d'un éléments Adw(g)6MN(F) (gEMN(F), wEW*) sont, modulo 
permutation, les mêmes que ceux de g, on a clairement les relations

g = (gu)eG(F), g.je pF̂ w> sii< j '
Adw(BF) = j gwe ^FX

gj,ie F̂1_‘u(w) sii< J

et

g = (giij)eG(F), gyePpHiW- s ii< j '
Adw(BF“) = < gu e l + PFn

gj>igpF1-y (w)+» sii< j

pour tout élément wEW*.

Précisons encore un peu cette description. Pour chaque wEW* on note k(w) l’unique entier 
tel que w=wjtk(w) pour un élément (unique lui aussi) WjEW (cf. la décomposition 1.3.(5)) et 
m(w) l'entier défini par m(w)=max(f(w), |k(w) | ). Alors, par induction croissante sur l'entier 
m(w) et grâce à la description de l'action des générateurs du groupe W* donnée ci-dessus, on 
déduit, pour chaque élément wEW* et chaque couple d'entiers (ij) tel que l< ij<N , l'existence 
(et l'unicité) d'un couple d'entiers (c,d)=(ciJ(w) ,dy(w)), 1 < c,d<N, tel que

(Adw(g))i j =ZüFa' i(w)gcd

pour tout élément g = ( g ÿ ) 1< gSNE M N( F ) ,  l'élément a^w ) étant défini par

a^(w) si l< i< j< N e t l<c<d<N  
a{j(w )-l si l< i< j< N  et l<d<c<N

a i,j(w) = j °  ®i = j
l - a j,i(w) si 1< j< i<N et l< c< d< N
-aji(w ) si 1< j< i<N et l< d< c< N  

Ainsi, notant a  la matice de permutation définie par a=sN_1...s1, on a la relation

( c i j  (t) 5 dtj (t)) =s (c.j j (a ), d; j (a)) 

pour chaque couple (ij)E{l,...N}x{l,...N}, donc la relation (cf. la formule 1.3.(3))

j ( sh )> d y  (« h ) )  =  ( c y ( A d c r ( s i ) ) > d i j ( A d c r ( s i ) ) )

pour chaque couple d'entiers (ij) tel que l< ij< N . En définitive, l'action par conjugaison du 
groupe de Weyl généralisé W*(=W*(iZJF)) sur un élément gEMN(F) est, modulo multiplication 
des coefficients de g par une puissance entière de l'uniformisante WF, une action de 
permutation. Sans nécessairement la rappeler explicitement, nous utiliserons assez 
fréquemment cette propriété dans ce chapitre et dans les chapitres suivants.

Le lemme suivant découle alors directement du lemme 1.3.1 (précisément de l'égalité

[3 F : S  F n  Adw(® F)] = q f (w)
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^(w)= 2  M w)|-
lrSicjSN

□

Corollaire 1.3.3. — Pour tout élément wGW* on a

[BFn:BFnoAdw(BFn)] = qf(w).

Démonstration.

Le groupe BFn étant normalisé par t, la décomposition 1.3.(5) ramène la démonstration du 
corollaire 1.3.3 au cas où w appartient au groupe de Weyl W.

H s'agit de montrer que l'indice du groupe BFnnAdw(BFn) dans le groupe BF" est égal à 
l'indice du groupe 2?FnAdw(2?F) dans le groupe 'BF.

H est clair, compte tenu de la description donnée plus haut de l'action par conjugaison sur 
Mn(F) des éléments du groupe de Weyl W, que pour tout élément xGW et tout iG{l,...,N}, il 
existe un unique couple d'entiers (r,k), l<r<k<N , tel que arJC(TS;) * arJ[(T). De plus, cet unique 
couple satisfait l'égalité

KkfcsO-af.kCO^L

On en déduit que si cr=T Sj (l< i<N ) est un élément de W tel que t)+ l, alors le
groupe 2?FnA da(SF) est contenu dans le groupe 2?FnAdx(2?F). En effet, si (r,k) (l<r<k<N ) 
est l'unique couple d'entiers tel que arj£(a)^arjE(T), le lemme 1.3.2 entraîne la relation

h ,k(a)| = l+ |ar,k(T)|,

et l'on peut distinguer deux cas: ou bien arjl(a)>0, auquel cas arJC(T)=arJt(o)— 1 et

!B F nAdo(® F) = {g e($  F Adx(® F)), gr>k e p /r*(<T)} ;

ou bien, afjc(o)<0, auquel cas arj£(T)=aa (a)+ 1 et

'B F oAda(® F) = {g e(® F nAdt(® F)), gtr ePF1_lrJt(c)}.

Soit w un élément de W de longueur t (w)=r> 1 et

W  =  S: S: ...S:
h l2 ^

une décomposition minimale de w. Pour chaque ke  {1,..., r}, soit wk l'élément de W défini par

W k =S; S; ...S: .* *1 *2 *k

Alors, pour chaque kS {1,..., r— 1}, l'égalité ^(wk+1)=£(wk)+ 1 entraîne l'inclusion

2? F n  Adwk+1(S F) c2? F o  Adwk(2? F),

et l'application x h  l+U7Fnx, 2?F -> BFn, induit, par restriction et passage au quotient, un 
isomorphisme de groupes

pour tout élément wGW').

Lemme 1.3.2. —  Pour tout élément wGW* on a
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(S F nAdw k(S F))/(S F n  Adwk+1(® F))— ^ ( b f° n  Adw k (BFn ))/(B f” nAdwk+1(BF")). 

En effet, pour tout couple (x,y)e(®FnAdwk(2?F))x(2FnAdwk(2?F)),

( l+ tzrF“x)(l+ nrFny)=1+nrFn (x+ y)+ w Fn (xy )

avec TnFn(xy)enTFD(S FnAdwk(S F))CîZTF(S FnAdwk(S F))c S FnAdwk+1(®F).

D'où l'on déduit (avec la convention w0= 1),

[bf” : BFn r \Adw(BFn)] = jf j  [BFn r \Adwk (BFn) : BFn nAdwl+1(BF”)]
k-0

= n [ 2 FoAdwk(S F):® FnAdwk+1(S F)]
k=0

avec, pour chaque k e  {0,..., r— 1}, l'égalité (cf l'expression de 2?FnAdwk+1(2?F) en fonction de 
2?FnAdwk(2?F) donnée plus haut)

[® F r» Adwk (S F) : S  F n  Adwk+1(£ „)] = q .

D'où le résultat.

□

1.4. Présentation de 5/(G(F),BFn) par générateurs et relations ([Howe]).

Soit g (w F,n) la partie de J/(G(F),BFn) formée par les éléments

f8_, l< i<N.

fb, b eBF.

Théorème 1.4. ([Howe] chap 3, theorem 2.1) — L'algèbre de Hecke G(F),Bf°) est 
engendrée par la partie giju^n), les éléments de g(TDF,n) étant soumis aux relations 
suivantes:

Relations A:
(1) f, *fSd = fSd*f8 j / | c -d | (m o d N )> l .
(1) fs‘*fs *fs = f5 *fs *f$ si 0 < c < N - le iN > 3 .\  /  sc sc+1 sc sc+1 sc sc+1

(Il n’y  a pas de relation si N=2).

(3 ) f ._ *  f., =  q 2 X  • x 6 (Ads. (b f" ) ) b f" /b ,"  , * / i s o s n - 1.
X

Relation B:

=fAdt(x)̂ OMr X = S‘ (1 -c-N ) ou x eBF.

Relations C:
(1) fb =f jpour toutb eBp" e/ft est Vélément unité de Valgèbre ^ (G (F ),B Fn).

(2) fx * fy = f^ pour tout couple (x, y) e BF x BF.

(3) fs * fx = fAds (x)* fSc pour tout 1 < c < N et tout xeBFn  Ads„(BF) .
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(4) Pour tout xE Of et tout 1 <c<N— 1, soit uc(x) l'élément de BFdéfinipar
uc(x) = l+xeec+1(F).

Pour tout xE <9F* et tout 1 <c<N— 1, soit ve(x) l'élément de BFdéfini par 
Vc (x) = 1+(x -  l)ecc (F) -  (x-1 + l)ec+lc+1 (F).

Avec ces notations

f. *f„ rv,*f. = q ff , u*f£ *f , .* f  , ¡Apour tout l< c < N -l et tout x eOFx.
«c Uc(x) sc uc(x ' )  *C v c(x) Uc(x ' )  Jr  F

De plus, la partie g(u7p,n) et les relations A,B,C définissent une présentation de l'algèbre 
de Hecke 3{{G(F),BFn).

□

Signalons que nous avons, dans l'énoncé ci-dessus, légèrement modifié deux relations du 
théorème 2.1 de R. Howe: dans la relation C(l), il manque au texte de R. Howe la relation 
(indispensable) 4=fi pour tout bEBF”; dans la relation C(4), nous avons remplacé la condition 
l<c<N  par celle l< c< N —1, la relation correspondante pour c=N se déduisant des 
précédentes grâce à la relation (relation B pour x=Sj)

ft*f * f_ ,= f .
t  Sj t  1 ®N

Quelques commentaires sur l'obtention (ou la vérification) des relations A,B,C du théorème 
1.4:

— En notant que le groupe BFK(t) est exactement le normalisateur du groupe BF” dans 
G(F), les relations B, C(1),C(2) et C(3) découlent directement de la proposition 1.2.1.

— Les relations A(l) et A(2) traduisent, via la proposition 1.2.1 et le corollaire 1.3.3, les 
relations 1.3.(1) et 1.3.(2) dans le groupe de Weyl généralisé W*.

— Les relations A(3) et C(4) s'obtiennent de manière un peu moins directe. Pour chacune 
d'elle, on détermine à la main le support de la fonction <|> située à gauche de légalité. C'est 
une union finie de doubles classes du type BFgBFr et <t> est combinaison linéaire des fonctions 
caractéristiques de ces doubles classes, chacune affectée d'un coefficient non nul. H suffit alors 
de vérifier que <|) est en fait K^-biinvariante donc multiple de la fonction caractéristique de K̂ . 
Le calcul de <J> en un point quelconque de donne la valeur du multiple en question (cf 
[Howe] chap. 3, n° 2).

La décomposition de Bruhat-Tits (n° 1.3 propriété (i) du triplet (G(F),Bf,Nf)) nous assurç 
que la partie g(znF,n) engendre l'algèbre de Hecke ^/(G(F),BFn). En effet, si w et w* sont deux 
éléments de W* tels que t('wW)=t('w)+€(W), alors la proposition 1.2.1 et le corollaire 1.3.3 
entraînent l'égalité Les éléments sc (l<c<N ) et t engendrant W*, toute fonction f̂ ,
(wEW‘) est produit dans 3-f(G(F),BFn) des fonctions ^  (x=sc, t ou t-1 ).

Il reste à montrer que les relations A,B,C définissent bien l'algèbre ^T(G(F),BFn). Qn donne 
le schéma de la démonstration de R. Howe: soit JA. l'algèbre libre engendrée par les éléments 
de g(xzrF,n) sujets aux relations A,B,C. Pour éviter les confusions, notons o la loi de 
multiplication dans l'algèbre JA.. Comme les relations A,B,C sont satisfaites dans JA., on a un 
fnorphisme suijectif d'algèbres

Ç :J l------ >Jf(G (F),BF”).

Pour montrer l'injectivité de Ç, on construit une section linéaire
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5 : (G(F), Bf°)------ > JA

définie de manière suivante: si w est un élément de longueur r de W* et si

w = tdsCisC2...sCr ( l < C j < N ,  d e /)  

est une décomposition minimale de w, soit <j)w l'élément de JA défini par

M f . w)
/  \

/ \c(d)d
|d| = e(d)d, (f.,,,) =fimo - o f . „  .

^ |d| fois j

Les relations A(l) et A(2) montrent que <|>w ne dépend pas de la décomposition minimale de w 
choisie. Si g est un élément de G(F), il existe un unique élément w de W* et des éléments b,b' 
de BF tels que g=bwb'. Soit alors <|>g l'élément de JA. défini par

4>g=4>b*4>w*ta-
Les relations C(l) et C(2) montrent que <|>g ne dépend que de la double classe BF"gBFn. Soit 5 la 
section linéaire de £  définie par

% ) - ♦ .

pour tout gEG(F). On conclut en montrant, toujours grâce aux relations A,B,C du théorème
1.4, que l'image ô(^(G (F),B Fn)) de 5/(G(F),BFn) par <5 est un sous-espace vectoriel de JA 
stable par multiplication (disons à gauche) par les générateurs de JA, donc coïncide avec JA. 
L'injectivité de £  en découle.

2. Isomorphismes d'algèbres de Hecke.

2.1. Soit n un entier >1 et soient F et L deux corps locaux n-proches à corps résiduel de 
cardinal q. Soit un triplet (À,Tî7f,ü7l) où

ÀiCypp“— ^ < 9 L/FLn

est un isomorphisme d'anneaux et ZüF (resp. Iïtl ) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant 
l'égalité À(TnF+PFn)=TZ7L+PLn.

Soit

À +1 : f>F/P pn+1 — ^  PL/ f >Ln+1 

l'isomorphisme de groupes additifs défini par

A+i (x + PFn+1) = TZTL(A(inF-1x + PFn))

pour tout xEPp. Soit <5: BF -» BL/BLn l'application définie par l'égalité <5(b)=b'+BLn pour tout 
élément b=(biJ)1£î NEBF et tout élément b'=(b'iJ)1<ij;SNEBL tel que

+PL" = A(b,.,+PF") si l< i < j < N 

' b’u + P r '  = M bu +PL" ‘) à  l i  j < i < N '
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Comme l'isomorphisme de groupes additifs À+1 induit un isomorphisme de <9p/PFn-modules 
pour la structure de <9p/PFn-module sur le groupe f >L/f >Ln+1 donnée par

<9f/P / x p j p ^ ^ p j p ^ , (x+PFn,y +PhD+1 ) À(x + PF°).(y+ PLn+1 ), 

l'application 5: BF—>BL/BLn ci-dessus se factorise en un isomorphisme de groupes

/? : Bf /Bf” — -—> Bl  /Bl ° .

Soit

y  : W* (tztf) — s—► W* (mL ) 

l'isomorphisme de groupes défini par
f

y(s,(F))=s,(L) ( l< i< N -l)

y ( tK ) ) = y ( tK ) )

Pour tout élément gEG(F), soit {&EJ-f(G(F),BFn) la fonction définie par

~ V°1(BF ?dgF) »

et pour tout élément g'EG(L), soit (|)g,E.2/(G(L),BFn) la fonction définie par

<t*s- = VOl(BL" >dgL)_1l BL»e.BL" '

Soit

Ç:5f(G (F),BP")------->Jf(G(L),BL")

l'isomorphisme d'espaces vectoriels donné par son action (induite par /? et y) sur les éléments 
fg (gEG(F)), laquelle est définie de manière suivante. Si g appartient à G(F), il existe un unique 
élément wEWa(Œ7F) et un couple (non nécessairement unique) (b,c)EBFxBF tels que g se 
décompose en g=bwc (décomposition.de Bruhat-Tits, cf le numéro 1.3). Qn pose ^(Q=<j)g, 
où g'=b'y(w)c', le couple (b',c')EBLxBL vérifiant les relations

/5(b + BFn ) = b' + BLn

* $(c+ Bf" ) = c' + Bl ° •

Les fonctions et <(>g, ne dépendant que des doubles classes BF"gBFn et BLng'BL” respectivement 
(cf. les relations C(l) et C(2) du théorème 1.4), l'application Ç est bien définie et ne dépend 
que du triplet (À,n7F,inL).

La proposition suivante est le résultat central de ce chapitre.

Proposition 2.1.1. — L'application Ç='Ç(A,TDF,TDL) induit un isomorphisme de C- 
algèbres (et même d'anneaux)

Z  : (G(F), Bf“ ) — ï->  #  (G(L), Bl ").

Démonstration.
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y (■hI I) =y ( (w
0 )

»  \  /  B p " g ü p  '

), soit <t>g,£.?/(G(L),BFn) la fonction di 

♦,.-vol(B L",dgI.)',l B tW .

: 3< (G(F), Bf" )------ ►  ̂  (G(L), BL" ]



L'application £  induisant, par restriction, une bijection de la partie g(tDF,n)C.í^f(G(F),BF,') 
sur la partie ^(ü7L,n)C Jf(G(L),BLn), il suffit de vérifier qu’elle préserve les relations A,B,C du 
théorème 1.4.

Relation A(l)
Pour tout couple d’entiers (c,d) tel que l <c,d<N et |c-d|>l(m odN ), on a (par définition 

de l’application £  )

C(fSc(F))*Ç(fSd(F)) = ̂ (L)*^!.)

Relation AÎ2)
Idem.

Relation A(3)
Pour tout couple d’entiers (c,d) tel que l<c,d<N  et c*d, et tout élément xGF (resp. x’GL), 

soit ucd(x)GG(F) (resp. ucd(x')EG(L)) l’élément défini par

ue,d(x) = l+ xecd(F) (resp. ucd(x’) = l+ x 'ecd(x’)).

Pour tout entier l< c< N —l, on a la décomposition

Ads,(F){BF").BF" = I I “ » , .K " ’l)BF" ,

rj parcourant une famille de représentants dans Of des éléments du corps résiduel O^ŸY. 
Comme l’entier n est > 1, Adsc(FXBFn)CBF et
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£(fsc(F))*C(fSd(F)) <í)«c(L)*(l)«d(L)
=  <l)8d( L ) * <t). c(L) 

< ( f . d(F) ) < ( f , (F))-

ß(Ads, (F)(B„"). BP“) = H  ß(u„u (tof",i)b f" )

= AdSc(L)(BL").B,.",

|i parcourant une famille de représentants dans Oh des éléments du corps résiduel D’où
l’on déduit

C ( f Sc( F ) ) * C ( f Sc(F ) )  4)sc( L ) * <k c(L)

Relation B
Pour tout xeBpUlSjjS^.-.jSjj}, on a

Adt(nTL)(x')

= r(f )
Adt(tnF)(x) j

^ “c- uc^ l V )  M '

=  1 ?  Ç( f...,K n )) '

(' t(zue }
>Ç(f

tK ) ) [®l)
*<l>x

**t(®LI"
r f *r f *r f = & *<h .**

= UUc+l,c(TOL>)BLn



où l'élément x'EG(L) est défini comme suit.
Si x=sc(F) (l< c< N — 1), alors x'=sc(L).
Si x = sn(h t f), alors x '= sn(zzjl).
Si x G B f , alors x’ est un quelconque représentant dans BL de la classe /?(x+BFn)EBL/BLn (et 

donc ^(Adt(TnF)(x)+BFn)=Adt(inL)(x')).

Relation C(H
Par définition de £.

Relation C(D
Idem en remarquant que /?(xy+BFn)=/?(x+BFn)0(y+BFn) pour tout couple (x,y)EBFxBF.

Relation C(3)
Idem en remarquant que pour tout entier l< c< N — 1 et tout élément xE(BFnAdsc(FXBF)), 

/?(Adsc(FXx)+BFn)=Adsc(LXx')+BLn pour tout élément x'EBf tel que /?(x+BFn)=x'+BLn.

Relation C(4)
Pour tout entier l< c< N — 1 et tout élément xE 0 Fy, on a

^ ( ^ * « ( F ) )  * ^ ( f uc( x ) )  * ^ ( ^ C(F ) )  =  ^ s c( L ) * (l) uc( y ) * ^ ( L )

où y est un quelconque représentant dans Ohx de la classe À(x+ PFn) de O JP^.

□

Si (rc,G(F),V) est une représentation lisse, on note V” le sous-espace de V formé par les 
vecteurs fixes sous l'action de BF" et (nD,3-f (G(F),BFn),Vn) le J/(G (F),BFn)-module Vn induit 
par (rc,G(F),V). Rappelons (cf. [Be-Ze] prop. 2.10) que l'application n i—> 7in induit une 
bijection de l'ensemble des classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles 
(rc,G(F),V) telles que W O  sur l'ensemble des classes d'isomorphisme de J/(G (F),BFn)- 
modules simples de dimension finie (et même, comme on le montrera plus loin (cf. le chapitre 
2, n° 1) une équivalence de catégories entre la catégories des représentations lisses (-7t,G(F),V) 
engendrées par V" et la catégories des .^(G(F),BFn)-modules).

Corollaire 2.1.2.— L’application

(k , G(F), V) w  ( n - #"(G (L), BL” ), V”)

induit une bijection entre les classes de représentations admissibles irréductibles (7t,G(F),V) 
telles que W O  et les classes de représentations admissibles irréductibles (p,G(L),W) telles 
que Wn *0.

□

En accord avec la philosophie de R.P. Langlands, P. Deligne a montré le même phénomène 
pour les représentations linéaires (complexes continues) de dimension finie du groupe de 
Galois Gal(Fs/F), Fs désignant une clôture séparable de F ([Deli]). Soit £(F) la catégorie des 
extensions finies séparables de F et, pour chaque entier n> 1, soit £fn(F) la sous-catégorie pleine 
de £(F) des extensions F'/F ayant un n-ième groupe de ramification en notation supérieure 
Gal(F/F)n trivial (cf. [Deli] (appendice) pour la généralisation de la théorie de la ramification et
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r  "

^(^*c(F)) *£(*»«(*)) *^(^>c(F)) =Kv*K(y)*Kv
=  { * , | , - ] * ^ ( L | * * , , H * * I , (, , ) )

=q(c(f,(x-,))< (f.,(r|)*Ç(f»,w) < ( f ,

où y est un quelconque représentant dans <9LX de la classe À(x+ PFn) de <9L/PL”.

□



des fonctions de Herbrand aux extensions finies séparables non galoisiennes). P. Deligne 
introduit les triplets (R,M,e) formés d'un anneau de valuation tronqué à corps résiduel parfait 
R, d'un R-module libre de rang un M et d'un épimorphisme 8 de M sur l'idéal maximal de R. 
Via l'organisation de ces triplets en une catégorie, il montre que le triplet

Tr„(F) = (0F/PF">0F/PP" 1,£F,)

où eFjl:iy P Fn+1-><9F/f>Fn est le morphisme de <9p/PF°-modules induit par l'inclusion Pv —» <9F 
par passage au quotient, permet de reconstituer la catégorie En(F) à équivalence unique à 
isomorphisme (du triplet Trn(F)) unique près. Son résultat est valable pour tout corps valué 
complet pour une valuation discrète et à corps résiduel parfait (tout triplet (R,M,s) est du reste 
isomorphe à un Tre(E) pour un entier e> 1 et un tel corps E, cf [Deli] n° 1.2). Noter que la 
classe d'isomorphisme d'un triplet (R,M,e) est déterminée par celle de l'anneau R, mais le triplet 
(R,M,e) n'est pas déterminé à isomorphisme unique prés par R, il admet des automorphismes 
non triviaux mais triviaux sur (P. Deligne illustre cette subtilité par l'exemple suivant: si
F= Fp((X)), on ne sait pas reconstituer la catégorie £,(F) des extensions modérément ramifiées 
de F rien qu'en terme du corps résiduel 0^1 Ÿv. En effet, l'automorphisme de F, Xh» aX, trivial 
sur Fp, où aE Fpx est une racine primitive mième de l'unité pour un entier m> 1 et premier à p, 
aurait sinon un prolongement naturel en un automorphisme d'ordre m de l'extension séparable 
F=Fp((X1/m)) de F, ce qui est impossible). Fixons une clôture séparable Fs de F. Alors la 
catégorie Én(F) détermine le groupe profini Q”(Gal(Fs/F))=Gal(Fs/F)/Gal(Fs/F)n à 
automorphisme intérieur prés ([Deli] 3.5). Le groupe Q"(Gal(F/F)) ne dépend donc, à 
automorphisme intérieur près, que du triplet Trn(F), ce que pouvait déjà suggérer 
l'isomorphisme canonique de l'abélianisé de Q°(Gal(Fs/F) avec le complété profini du groupe 
multiplicatif Fx/(l + f >Fn) fourni par la théorie du corps de classe.

On peut traduire ces résultats sur nos isomorphismes d'algèbres de Hecke. Comme on l'a 
dit plus haut, la classe d'isomorphisme d'un triplet T=(R,M,s) ne dépend que de celle de 
l'anneau R. Précisément, si T=(R',M',e') est un autre triplet, tout isomorphisme i: R —> R' se 
relève en un isomoiphisme t|= (i,i+1) : T —» T\ Si © est un générateur de M, relever i en r\ 
revient à relever le générateur i°s(co) de l'idéal maximal de R' en un générateur co' de M*. 
Définissant alors i+1 : par i+1(xo)=co'i(x) (xER), le diagramme suivant

M — ► M'

Ie Ie'
R — R'

est bien un diagramme commutatif (cf. [Deli] n° 1.1). Comme pour la sous-catégorie ■FJF) de 
TÇP) côté galoisien, on peut donc s'attendre côté automorphe à ce que la classe 
d'isomorphisme du triplet Trn(F) détermine celle de l'algèbre ^T(GJ(F),BFn) à isomorphisme (de 
l'algèbre) unique à isomorphisme (du triplet Trn(F)) unique près. Autrement dit, il s'agit de 
vérifier que l'isomorphisme ^(À,Ti7F,in L) de la proposition 2.1.1 ne dépend pas vraiment du 
triplet (À,HTF,lï7L) mais seulement du couple (À,À+1) induit par le triplet (ÀjTïTpjZïJj}.'
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Proposition 2.1.2. —  Soient F et L deux corps locaux n-proches et soit (À,À+1) un 
isomorphisme du triplet Trn(F) sur le triplet Trn(L). Soient (Tï7F,TZ7L) et dewc
couples duniformisantes de ¥ et h tels que A+l(XUFa)=TUlA(a) et À+1(nxFa)=nJL'À(a) 
pour tout élément aE  Alors

C(A, m F, tu l ) = £ ( à , m F\ m L') .



D'où la proposition 2.1.2.

Remarquer (cf. la subtilité évoquée plus haut côté galoisien) que si (À,,A,+1) est un 
isomorphisme du triplet Trn(F) sur le triplet Trn(L), et si tul et WL' sont deux uniformisantes de 
L telles que X(nrF+ f,Fn)= h jl + f*Ln et X.+1(HJF+ PFn+1)*TZ7L+ PLn+1 pour une uniformisante w v 
de F, alors l'élément t(zuL') n'appartient pas à la classe t(üE7L)BLn de BLn\G(L)/BLn, et la fonction 
caractéristique de la classe t(inF)BFn de BFn\G(F)/BFn a une image différente pour les 
isomorphismes ^(À,xnF,iîJL) et £(À,n7F,znL').

Considérons deux corps locaux F et L n-proches et un isomorphisme t| du triplet Trn(F) sur 
le triplet Trn(L). Fixons aussi une clôture séparable Fg de F et une clôture séparable Ls de L. 
Parmi les compatibilités montrées par P. Deligne, signalons que l'isomorphisme de groupes

v(n):Q’ (Gal(F./F)) — ï-+  Q" (Gal(L, /L))
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Démonstration.

On pose X> ~ et V =K,{Kw v\ w l')■ H est clair (c£ le numéro 2.1) que les triplets 
(À,înF,TZ7L) et (À,üJF',znL') induisent le même isomorphisme de groupes (5 : Bp/BFn -> BL/BL”. 
Par conséquent,

C(fk)= C (fb)

pour tout élément bEBF. Comme on a aussi

C  ( f sc(F )) =  ^ ( L )  =  C  ( f sc(F) )

pour tout cE {1,...,N— 1}, on est ramené à montré les égalités

Soient uE<9fx tel que zï7f'= uütf et vE(9Lx tel que TZJL'=vnrF. Alors, sN(ïZJF)=sN(Ti7F)S(u) 
avec S(u)=diag(u,l,...,l,u-1) et sN(nJL')=sN(7iTL)5(v) avec 5(v)=diag(v,l,...,l,v-1). Ota a donc

r fa J - r ( W V ) - W C(W)-
Or, les relations À+1(unrF+ f?Fn+1)=zuLÀ(u+ P¥°) et À+1(u7ZTf+ f>Fn+1)=vHJL+ PLn+1 entraînant 
l'égalité À(u+ f ,F“)=v+ PLn, on a

Ç '(W ')= * ÎM-'

et donc

^  ^Sn(^ l') ^5(v)-‘ <̂>sN(rofc')s(v)-1 ‘

En remarquant que t(nJF')=t(lZJF)d ia g (u ,l,...,l)  et t(TnL')=t(TZ7L)d ia g (v ,l,...,l) , le même 
raisonnement entraîne l'égalité

< v o M f*w)et <f< w *

‘K )
= i

(£';K ) ) ‘



(bien défini à isomorphisme intérieur près) induit une bijection entre les classes d'équivalence 
de représentations (complexes, continues et de dimension finie) de Gal(F,/F) triviales sur 
Gal(F/F)“ et les classes d'équivalence de représentations de Gal(L/L) triviales sur Ga^L/L)“, 
laquelle bijection préserve les facteurs L e te . Dans le même ordre d'idées côté automorphe, on 
montre dans le chapitre 3 que l'isomorphisme de C-algèbres £(r|) induit une bijection entre les 
classes d'équivalence de représentations (admissibles irréductibles) génériques de (7t,G(F),V) 
telles que W O  et les classes d'équivalences représentations génériques (ît'jG^LXV) telles que 
W O , laquelle bijection préserve le conducteur m(7c) des représentations n telles que m(7c)<n. 
Nous n'avons pu, faute de temps (mais nous y reviendrons plus tard), pousser phis avant cette 
question; il semble qu'on puisse, en utilisant l'équation fonctionnelle de Godement-Jacquet, 
obtenir le même résultat pour les représentations non génériques. De même pour les facteurs L 
et e de paires.

2.2. Si X est une partie ouverte compacte BF“-biinvariante de G(F), soit £(X) la partie de 
G(L) définie par

C(lx) = lç(x) •

Proposition 2.2.1. —  Soit H un sous-groupe ouvert compact de G(F) contenant BFn. 
Alors If=^(H ) est un sous-groupe ouvert compact de G(L) contenant BL et l’application £  
de la proposition 2.1.1 induit, par restriction à la sous-algèbre (G(F),H) de J-f(G(F),BFa), 
un isomorphisme d'algèbres (et même d'anneaux)

ÇH : X  (G(F), H) — Jf(G (L ), H ).

Démonstration.

Il est clair que HP est une partie ouverte compacte BL"-biinvariante de G(L) contenant BL" et 
stable par multiplication. Quant à la structure de groupe, il suffit de vérifier que si h'GIT alors 
h'-1GH. Soit donc un élément h'GH1 et soit une décomposition de h' en h^bW c' pour un 
couple (b',c')GBLxBL et un élément WGW^tzJl). Soit un couple (b,c)GBFxBF satisfaisant les 
relations /?(b+BFn)=b'+BLn et /3(c+BFn)= c'+ BLn, et soit w l'élément de W*(nrF) défini par 
l'égalité y(w)=w\ De la relation

H' 3  BLnh' BFn = b' BLnwBLnc' = £  (BFnbwcBFn ),

on déduit que la double classe BF°bwcBFn est contenue dans H. Par conséquent (bwc)-1GH et 
la double classe

Ç fB /c -S v -V ^ ") = 0 (c-1BFn)y (w“1) fi (b-1BFn)

= c'-1 Bl°w'_1 BL"b,_1 
= BLnh,_1 BLn

est contenue dans £(H)=H\

Rappelons que l'idempotent eHE5/(G(F)) est défini par

e„=vol(H,dgF) '1lH.

L'égalité
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Jf(G (F),H ) = e„.Jf(G (F ))»e„ 

= eH*Jf(G (F),B F“)»e„

entraîne la relation

(G(F), H)) = Ç(e„ » #  (G(F), BF") » e„ )

= Ç(e„ ) * Ç ( #  (G(F), Bf" )) * Ç(e„ ) 

= eH..^ (G (L ),B L")*e„. 

= JÎ(G (L ),H )

où e^ est l'idempotent de 3-C{G(L)) défini par

eH. = vo1(H' , dgL ) 1H, .

Ainsi la restriction de l'application £  à la sous-algèbre ^T(G(F),H) de û-f(GiF),BFD) induit une 
bijection, donc un isomorphisme d'algèbres (et même d'anneaux car ÇH(eH)=eH,)

Ç „:Jf(G (F),H ) —^  (G(L), H ).

□

Remarque 2.2.2. -—Pour chaque partition ordonnée de N, a = (a 1> ...> ar), oCj+.-.+a^N, 
r=r(a), soit la chaîne de <9F-réseaux £(a)=£(a)i (jeZ) dans FNdéfinie par (cf. [Bush] §1)

£ { a \  = O / '  ©  • • • ©  <9f °'-' ©  <9F“r 

£ ( a \  = O va' ©  • • • ©  <9F“r-' ©  V  F“r

£(a)r_j = (9Fai ©f* F“J ©• • *©P F“r
£ (a)j+kr = nrFk £{ a)j pour tout 0< j < r et tout k eZ.

Soit É)(a)F l'(9F-ordre héréditaire de MN(F)=EndF(FN) défini par

£(ci)f = {g eM N (F), gX(a)i c  £{a). (i eZ)} 

et ^(a)p1 le radical de Jacobson de ¿)(a)F défini par

^(a)p1 ={g e £ (a )F ,g£(a); c £ (a ) i+1 (i eZ)}.

En tant qu'idéal fractionnaire de ^ (a )F, le radical ^(a)p1 est inversible et l'on a

(£ (« v r  = { g e £ (a )p ,g £ (a )ic £ (a )i+m (ieZ)}

pour tout m e Z. On pose ^ (a )Fm= (^ (a )FI )m (mEZ)
Soit Q(a)F= £ (a )FxCG(F) le groupe multiplicatif de ^ (a )F et pour chaque entier m> 1, soit 

Q(a)pm= l + ̂ (a )Fm. Pour chaque m> 1, Q(a)Fm est un sous-groupe distingué de Q(a)F.
Rappelons que tout <9F-ordre héréditaire de MN(F) est conjugué par un élément de G(F) à 

un (9F-ordre héréditaire <?(a)F pour une partition a  de N (cf. [Bush] (1.8))).
Soient a! et a N les partitions définies par a 1=(l>-- > l)  et ccn=(N). Alors £ (a j)F=2?F est 

un <9,-ordre héréditaire minimal et ^ (a N)F=MN(<9F) un <9F-ordre héréditaire maximal de 
Mn(F). Pour toute partition (a) de N, on a la double inclusion

B F =  Q ( « l ) F C  Q ( ° 0 f C  Q ( « n ) =  K f »
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B," =Q (a1)FN’ cQ (a)F-  

pour tout entier m> 1 tel que r(a)n>m, et l'inclusion

Q ( a ) F" c Q ( a N)F- =  K F"

pour tout entier m> 1 tel que r(a)n<m.

Dans les chapitres suivants, on utilisera abondamment ces objets (en fait seulement les <9F- 
ordres héréditaires £ (a )F principaux, c'est-à-dire tels que <*¡-0x ^ = 0^—aj+1 pour tout couple 
d'entiers (ij) tel que l<Lj<r(a), ingrédients essentiels de la théorie des strates de MN(F) 
développée par C.J. Bushnell & P.C. Kutzko (cf par exemple la proposition 2.4.2 du chapitre 
4, où pour relever les intégrales orbitales elliptiques des fonctions f  appartenant à l'algèbre de 
Hecke ^(G ^F ),!^11) (n fixé) on est amené à relever les strates simples elliptiques de MN(F)).

□
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Chapitre 2

Représentations génériques et corps locaux proches

Soit N un entier >2, F un corps local non archimédien (Le. un corps commutatif localement 
compact, non discret, ultramétrique et à corps résiduel fini), G(F)=GLN(F) et U(F) le sous- 
groupe triangulaire strict supérieur de G(F). Soit \j/ un caractère additif non trivial de F et 
le caractère de U(F) défini par

0m'(u)= n v(«u+1)
l£ i£ N - l

pour tout élément u=(uiJ)1;Sij;SN de U(F). Soit (Tp,G(F),E(G(F), vj/)) l'induite lisse du caractère 
@v de U(F) à G(F), i.e. la représentation de G(F) agissant par translation à droite sur l'espace 
E(G(F),v|/) des fonctions f: G(F) —> C telles que

(i) f(ug)=<9(u)f(g) pour tout ueü(F) et tout gEG(F).
(n) H existe un sous-groupe ouvert compact Kf de G(F) tel que f(gk)=f(g) pour tout kGKj. 

et tout g€G(F) (condition de lissité).

Soit n une représentation lisse de G(F). Un sous-espace vectoriel de E(G(F),\|/) est 
appelé modèle de Whittaker de % par rapport à vj/ si est invariant sous l'action de xF et si la 
restriction de t f à 'W  est équivalente à n. H est clair qu'un modèle de Whittaker peut être défini 
par un opérateur d'entrelacement injectif de à t f.

Une représentation lisse de Ĝ (F) est dite générique si elle admet un modèle de Whittaker 
par rapport à \|/. La propriété de généricité d'une représentation ne dépend pas du caractère 
additif non trivial vj/ de F choisi. Deux questions se posent alors naturellement (surtout pour les 
représentations irréductibles):

- Soit 7i une représentation lisse de G(F). Est-elle générique?
- Soit n une représentation générique de G(F). Admet-elle plusieurs modèles de Whittaker 

par rapport à vj/ ?
Des réponses à ces questions ont été partiellement données par M. Gel'fand & D. Kazhdan 

([Ge-Ka]) puis complétées par F. Rodier ([Rodi]): les représentations admissibles irréductibles 
supercuspidales de G(F) sont génériques ([Rodi] theorem 1) et toute représentation admissible 
irréductible de G(F) admet au plus un modèle de Whittaker par rapport à v|/ ([Rodi] theorem
3).
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Soient n un entier >1, Of l'anneau des entiers de F, PF l'idéal maximal de <9F, BF le sous- 
groupe d'Iwahori supérieur de G(F) (i.e. le groupe multiplicatif de l'(9F-ordre héréditaire 
minimal 2?F de MN(<9F) formé par les matrices triangulaires supérieures modulo PF) et BFn le 
sous-groupe de congruence modulo PFn de BF (cf. le chapitre 1). Soit 5/(G(F),BFn) l'algèbre 
de Hecke des fonctions f: G(F)-»C telles que

(i) f  est BFn-biinvariante, i.e. f(bgb')=f(b) pour tout gEG(F) et tout couple (b,b')GBFn xBF",
(ii) le support de f  est union finie de doubles classes HgH, gGG(F),

munie du produit de convolution induit par la mesure de Haar dgF sur G(F) telle que

vol(G( <9f) ,dgF)= 1

(cf. le chapitre 1).

Si (7C,G(F),V) est une représentation lisse, on note V" le sous-espace vectoriel de V formé 
par les vecteurs fixes sous l'action de BFn et (G(F)JBFn), V°) le 3~((G(F),BFn)-module Vn 
associé à (tc,G(F),V). Rappelons que le foncteur 7t i-» 7tn (de la catégorie des représentations 
lisses de G(F) sur celle des ^/(G(F),BF“)-modules) induit une bijection de l'ensemble des 
classes d'équivalence de représentations admissibles irréductibles (tc,G(F),V) telles que V"*0 
surTensembledes classesd!isomorphismes de 3~C(G(F),BFn)-modules simples de dimension 
finie (cf. [Be-Ze] prop. 2.10)

On a montré dans le chapitre 1 que pour tout L, corps local non archimédien n-proche de F, 
la donnée d'un triplet (À,TZ7F,7ITL) où À : Q ^P^^t OJPLa est un isomorphisme d'anneaux et TUF 
(resp. nrL) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant l'égalité À(nrF+ PFa)=TUL+ PLn, induit 
un isomorphisme d'algèbres (chapitre 1, prop. 2.1.1)

Ç = Ç(A,ro-I,,îDL):5f(G(F),BP")— ^->JÎ(G (L),B l"),

lequel induit à son tour un isomorphisme de catégories

(n ,J Î‘(G(F),BF»),tt))^(<joÇ-1,^ (G (L ),B L"),to)

entre la catégorie des ^T(G(F),BFn)-modules et celle des 3~C(G(L),BL°)-modules. On montre 
dans ce chapitre que, pourvu que les corps F et L soient n + 1 proches, cet isomorphisme de 
catégories (combiné au foncteur (ti,G(F),V)—>(7tn,.?/(G(F),BFn),V°)) induit une bijection, 
notée '7i'h-» (̂'7t'), entre les classes d'équivalence de représentations génériques (7ï,G(F),V) 
engendrées par V" (i.e telles que 7c(G(F))Vn=V) et les classes d'équivalence de représentations 
génériques (7i',G(L),V) engendrées par V”. De plus, cette bijection préserve l'exposant m(7i) 
du facteur e (défini dans [Go-Ja] par e(s,7t,(p)=eB(q-s,<p), 8„(T,(p)=c(7t,(p)Tm(,t) pour tout 
caractère additif (p: F—>CX de conducteur Of, où q est le cardinal du corps résiduel O^PF) des 
classes de représentations génériques irréductibles % de G(F) telles que m(7t)<n.
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Bf° et (na,j-f

A:C9F/ f ,Fn->(9L/ f Ln

La démonstration se fait en trois étapes. On commence par vérifier (numéro 1) que le 
groupe BF” vérifie un certain nombre de propriétés permettant d'affirmer, grâce au corollaire 
3.9 de [Deli], que le foncteur 7C i—>7t“ induit une équivalence de catégories entre la catégorie des 
représentations lisses (rc,G(F),V) engendrées par V” et la catégorie des (G(F),BFn)-modules. 
Par conséquent la généricité ou non d'une représentation lisse (rc,G(F),V) engendrée par V” se 
Ht sur le module (Ka,J-f(G(¥),BFa),Va) au sens où (rc,G(F),V) est générique si et seulement si 
(7tn,^T(G(F),BF"),Vn) est isomorphe à un sous-module de (xFn,^(G (F),B Fn),E(G(F),vt/)n). Puis 
(numéro 2) on donne des formules explicites pour l'action xFnde G(F),B F”) sur E(G(F),v|/)n, 
formules grâce auxquelles on montre (numéro 3) que si F et L sont (n+ l)-proches, alors il 
existe un caractère additif non trivial % de L et un isomorphisme de C-espaces

p ^ % : E(G(F), V)" E(G(L), *)”



tels que pt>xFn(f)=xLn(Ç(f))op pour toute fonction f  appartenant à 5/(G(F),BFn). D'où la 
bijection annoncée. Quant à la propriété de compatibilité avec le conducteur, elle résulte 
directement du critère donné par H. Jacquet, I.I. Piatetski-Shapiro et Shalika ([J.P-S.S]) et de 
la proposition 2.2.1 du chapitre 1.

1. Le groupe BF” est un "bon" sous-groupe ouvert compact de G(F).

1.1. Décomposition d'Iwahori et module de Jacquet.

Soient
— U,=U(F).
—  Aj le tore diagonal de G(F).
—  P^A jU j le sous-groupe de Borel standard de G(F).
—  SN le Nième groupe de permutation, naturellement identifié au sous-groupe de G((9F) 

agissant par permutation de la base canonique de FN.

Qn dit qu'un sous-groupe de Levi M (resp. une paire parabolique (P,A)) de G(F) est semi- 
standard si MDAj (resp. PDAj). Qn dit qu'un sous-groupe parabolique P (resp. une paire 
parabolique (P,A)) de G(F) est standard si PDPt (resp. PDPj et AcAj). Enfin on dit qu'un 
sous-groupe de Levi M de G(F) est standard si M est composante de Levi d'un sous-groupe 
parabolique standard de G(F) (autrement dit si M est produit diagonal de groupes linéaires 
dans G(F)). On renvoie, pour plus d'informations sur ces objets, à [Spri] ou [Cart] n° 2.1.

Lemme 1.1.1. —  Soit P un sous-groupe parabolique semi-standard de G(F) de radical 
unipotent U, M la composante de Levi semi-standard de P et P=U“M le sous-groupe 
parabolique de G(F) opposé à U. Alors

B ;= (B F"nU -)(B FnnM )(BF"nU ).

Démonstration.

Le parabolique P est conjugué à un parabolique standard P  par un élément du groupe SN. 
En effet, il existe un élément gEG(F) tel que Adg(P)=FDP,. Comme A, et Adg(Aj) sont deux 
sous-tores déployés maximaux de F, il existe un élément u'EAdg(U)CU1 tel que l'on ait 
Adu'g(A1)=A,. Par conséquent u'g appartient au normalisateur NG(F)(A,)=SNIXA, de A, dans 
G(F). Décomposant g en g=u'-1wa (wGSn et aGAj), on obtient Adw(P)=Adu'(F)= F .

Soit {eLJ}lsiJsN la base canonique de M N(F) et tnF une uniformisante de F. Pour chaque 
couple (ij) tel que 1 < ij<N , soit u ^ a ) (a G F) l'élément de MN(F) défini par uy(a )= l+ a e iJ. 
Pour chaque couple (ij) tel que l< i<j<N , soit aij=aiJ(w-1) l'entier défini par (cf. le chapitre 1, 
n° 1.3)

g = (g,.,) eG(F), giJ ePF‘"*" si i < j 
Adw-(BP")= | gu £l + PF"

Soit g un élément de Adw- ’(Bp"). Les transformations élémentaires

xi->uji(n7F1'*ii+na)x ( l < i < j <N ,  a  e(9F) (*)
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g = (s,.j) eG(F), g,.j ePp'"*" á ¡ <j
Adw-(BP")= | gu e l + PF"

gji ePFl_‘u”  si i < j



xh-^xu;j(tZJF*iJ+na )  ( l < i < j < N ,  a e O F) (**)

sont toutes dans Adw-1(BFn), et ^ est <lu'en effectuant sur g (par éliminations successives) 
un nombre fini de transformations élémentaires du type (*) et (**), on peut obtenir un élément 
de A donc de AnBF". Pour chaque couple couple (ij) tel que l< i< j<N ,

V “,,J+n (^p) <= (Adw-1 (BFn ) n u j  Il(Adw-1 (BFn) n  M')

et

u ^ +n (<9*) c= (Adw-1(BFn) n  M') L^Adw'1 (BFn ) n ü ') ,

où U’=Adw(U), U,_=Adw(U~) et M’=Adw(M). Comme l’inverse d'une transformation 
élémentaire du type (*) (resp. (**)) est encore une transformation élémentaire du type (*) 
(resp. (**)) et comme le sous-groupe de Levi M de G(F) normalise les groupes U1 et LF-, on a 
montré que g appartient à

(Adw_1(BFn) n  U'- )(Adw-1 (b f° ) rs M')(Adw-1 (BFn ) r» U').

Par conséquent

Adw-1(BFn) = (Adw-1(BFn) o  U,-)(Adw_1(BFn) n  M')(Adw-1(BF") r> U1) .

Le lemme 1.1.1 vient en appliquant Adw à cette expression.

□

Si P est un sous-groupe parabolique de G(F) de radical unipotent de U, M une composante 
de Levi de P et (7i,G(F),V) une représentation lisse, on note Vy l'espace des co-invariants de U 
dans V (i.e. Vu=V/<7i(u)v—v, uEU, v£V >) et (KujMjVu) le module de Jacquet non unitaire 
(cf. [Be-Ze] n° 3.12).

Proposition 1.1.2. ([Deli] prop. 3.5.2) —  Soit P un sous-groupe parabolique semi- 
standard de G(F) de radical unipotent U et M la composante de Levi semi-standard de P. 
Alors pour toute représentation lisse (7i,G(F),V), la restriction de Jacquet n —> nv induit une 
surjection

_ B Fn „ \M r>B pnn -------> (nv)

a

Noter que cette proposition généralise aux représentations lisses de G(F) un résultat montré 
par Jacquet pour les représentations lisses admissibles (cf. [Be-Ze] n° 3.16).

1.2. Qn vérifie dans ce numéro que le groupe BFn vérifie les conditions (3.7.1) et (3.7.2) de 
[Deli] permettant d'appliquer le corollaire 3.9 de [Deli].

Lemme 1.2.1. (condition (3.7.1) de [Deli])— Soit M un sous-groupe de Levi de G(F). 
Alors, pour tout sous-groupe parabolique P=MU de G(F) de radical unipotent U et de 
composante de Levi M, et pour tout groupe H conjugué de BF" dans G<F), la classe de 
conjugaison dans M de HM=(HnP)/(HnU) est indépendante de P et H.

et
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Démonstration.

(i) Supposons pour commencer que M est un sous-groupe de Levi standard. Alors P est 
conjugué par un élément w de SN à un sous-groupe parabolique standard de G(F) et la 
décomposition d'Iwasawa G(F)=P1SnBf entraîne la décomposition G(F)=PSnBf. Comme le 
groupe Bf normalise le groupe BFn, il existe un couple (p,s)EPxSN tel que H=Adps(BFn).

Soit y : P -> M la projection sur la composante de Levi M identifiée au quotient réductif 
maximal P/U de P. De l'égalité

H n  P = Adp(Ads(BF" )r^p),

on déduit que y(HnP) est conjugué dans M à y(Ads(BFn)nP). Or (lemme 1.1.1)

Ads(BFn )nP=(A ds(BFn ) o  M)(Ads(BFn ) n ü ) ,

par conséquent y(Ads(BFn)nP)=Ads(BFn)nM  et l'on est ramené à montrer qu'il existe un 
élément mEM tel que Ads(BFn)nM=Adm(BFnnM).

Montrons, par induction sur la longueur t  (cf. le chapitre 1, n° 1.3) des éléments de SN que, 
pour tout sous-groupe de Levi semi-standard L de G(F) et tout élément wESN, il existe un 
élément xEL tel que Adw(BFn)nL=Adx(BFnnL).

Si t(-w)—0, alors w= 1 et il n'y a rien a montrer.
Si t ( w)= 1, alors w est une permutation élémentaire sc=se(F) pour un entier cE {1,...,N— 1} 

et (cf. le chapitre 1, n° 1.3)

g = (gi,j)eG(F), gy ePFa s ii< j et (i,j)* (c ,c  + l) 
gc.c+i ePF1+n

Adse(BFn) = - gUie l + PFa
gj,i e ^F1+n si i < j et (i, j) ̂  (c, c + 1)

gc+i,o e F̂n

Ainsi, ou bien scEL et Adsc(BF“)nL=Adsc(BFnnL), ou bien scgL et Adsc(BFn)nL=BFnnL.
Soit k un entier > 1. Supposons la propriété vraie pour tous les élément de SN de longueur 

inférieur ou égale à k et considérons un élément wESN de longueur t(w )= k+ 1. Chi écrit w 
sous la forme w = scct pour un entier cE{l,...,N— 1} et un élément üESn de longueur £(ar)=k. 
Comme Adse(L) est encore un sous-groupe de Levi semi-standard de G{F), il existe un élément 
x=Adsc(y)EAdsc(L) tel que AdCT(BFn)nAdsc(L)=Adx(BFnnAdsc(L)). D'où l'on déduit

Adw(BFn ) n  L = Ad sc (Adcj(BFn ) r> Adsc (L))

= Ad sc x(B Fn o  Ad sc (L))

= Ady sc (BFn o  Adsc (L))

= Ady(Adsc(BFn)o L ).

On conclut grâce à l'hypothèse de récurrence (car f(sc)= 1).

(ii) Passons au cas général. Soit M'=Adg(M), gEG(F), un conjugué standard du Levi M. 
Alors P'=Adg(P) est un sous-groupe parabolique semi-standard de G(F) de radical unipotent 
U'=Adg(U). Soient y : P —> M la projection sur la composante de Levi M identifiée au quotient 
réductif maximal P/U de P et y' : P' -> M'la projection sur la composante de Levi M'identifiée 
au quotient réductif maximal P'/U' de F. Le diagramme suivant
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p .— ïL_>. M'

est commutatif Soit x un élément de G(F) tel que H—Adx(BF"), et soit y—gx. Alors

ï (h  n P  ) =Adg-1°y'°A dg(H nP)
= Adg-1 ° y ' (Adg(H) P ').

Or Adg(H) est un conjugué de BFn dans G(F), donc (point (i) de la démonstration) il existe 
élément m'EM1 tel que ÿ(Adg(H)nF)=Adm'(ÿ(Adg(BF")nP')). D'où l'on déduit

Y (H n P )=  Adg_1(Adm' (y' (Adg(BF°) o  P')))

=Adg_1m'g(Adg_1 °y'°Adg(BF”oP ))

=Adm(y(BF”oP))

avec m=Adg-1(m')EM.

Lemme 1.2.2. (condition 3.7.1 de [Deli])— Pour tout sous-groupe parabolique P=MU 
G(F) de composante de Levi M et de radical unipotent U, et pour toute représentation II 
(7i,G(F),V), la restriction de Jacquet n -+nv induit une surjection

nv  -------> (jtu),(P" V)

où y : P —> M désigne la projection sur la composante de Levi M identifiée à P/U.

Démonstration.

Pour M standard, c'est exactement la proposition 1.1.2.

Dans le cas général, considérons M'=Adg(M)5 gEG(F), un conjugué standard du so 
groupe de Levi M. Soient F=Adg(P) (c'est un sous-groupe parabolique semi-standard 
G(F)) et LT=Adg(U) le radical unipotent de P.

Soit (rc,G(F),V) une représentation lisse admissible et soit V(U). le sous-çspace de 
engendré par les vecteurs 7t(u)v—v (uEU,vEV). Alors, pour tout vEV,

(v+V(U) c  Vu = V/V(U))

<̂> ( ti( p )v  ev+V(U) pour tout p e B /o  p)

<=> ^7t(gp)v s7C(g)v+V(LF) pour tout p eBF”n P )

car 7t(g)V(U)=V(U'). Comme G(F)=PSnBf (cf. les premières lignes de la démonstration 
lemme 1.2.1), on peut décomposer l'élément g en g=u'm'wb1 (u'EU1, m'GM1, wGSn et b,El 
Comme l'Iwahori BF normalise le groupe BFn et comme Adg(P)=F=Adwb!(P), quant 
parcourt le groupe BFnnP, Adwbj(p) parcourt le groupe Adw(BFn)nAdwb1(P)=Adw(BFn)r 
On en déduit

(n:(gp)v €7i(g)v + V(U') pour tout p e Adg(BF " )n F )

<=> (7t(u' m 'xw bjv e7t(g)v+V(U') pour tout x eAdw(BFn) o  P1)

<̂> 7̂i(x)7t(wb,)v e7t(wbj)v + V(U') pour tout xeAdw(BF 1 ^ )
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car 7t((u'm')-1)V(U')=V(U'). Soient P"=Adw_1(F) (c'est un sous-groupe parabolique semi- 
standard de G(F)), U '^A dW ^U 1) le radical unipotent de P", M"=Adw_1(M') la composante 
de Levi semi-standard de P” et y":P"—>M" la projection sur le groupe M" identifié au quotient 
réductif maximal P"/U" de P". Alors y"(BFnnP")=BFnnM" (lemme 1.1.1) et

^7c(x)7t(wbj)v €7u(wbj)v +V^IT) pour tout xeAdw(BF * )n p )

<=> (7i(y)7ï(b!)v e7i(bj)v + V(U”) pourtout yeB Fn oP")

+ V(U") eVu„BF̂ M" c Vun = V/V(U")).

Comme le sous-groupe de Levi M" de G(F) est semi-standard, pour tout vEV tel que la classe 
7i(bj)v+V(U") de V/V(U") est fixée par la restriction de à BFnnM", la proposition 1.1.2 
nous dit qu'il existe un élément v t fixé par la restriction de n à BFn tel que 7i(b,)v appartient à la 
classe Vj+V(U") de V/V(U"). Or, U "=A dw -1(U ')=A db1g(U ')=A db1(U), par conséquent pour 
tout VjE V, 7t(b1-1)(v1+V (U "))=7t(b1-1)(v1)+V (U ). Le groupe BF normalisant BFn, on en déduit 
que Vj est fixé par la restriction de % à BF° si et seulement si il en est de même pour ̂ (bj-1)^ ) .

D'où le lemme 1.2.2.

□

On peut donc énoncer pour BFn le résultat de P. Deligne démontré pour tout sous-groupe 
ouvert compact de G(F) vérifiant les lemmes 1.1.1, 1.2.1, et 1.2.2. Rappelons que pour toute 
représentation lisse (7t,G(F),V), V" désigne le sous-espace vectoriel de V formé par les 
vecteurs fixes sous l'action de BFn.

Proposition 1.2.3. ([Deli] corollaire 3.9) — Le foncteur

(it,G (F),V )l-»(jt",Jf(G (F),Bp"),V )

induit une équivalence de catégories entre
(i) la catégorie des représentations lisses (7i,G(F),V) engendrées par Vn,
(ii) la catégorie des 3~C(G(F),BFn)-modules.

□

2. Le J-f(G{F),BFn)-module E(G(F),vj/)n.

2.1. Description du C-espace vectoriel E(G(F),i|/)n.

Rappelons quelques notations introduites au numéro 1.3 du chapitre 1, auquel on peut se 
reporter pour plus de détails.

Soit {ecd(F)}lscd£N la base canonique de MN(F).
Pour chaque l< i< N —1, soit S;(F)=1—(eu(F)+ei+li+1(F))+eu+1(F)+ei+li(F) l'élément de 

G(F) qui, agissant à gauche par translation, permute les lignes i et i+ 1.
Soit tzjf une uniformisante de F.
Soient sN(t«7F)=  l+TZ7FeN j(F)+n7F 1e1N(F) et t( in F)=  1+ iu FeN1(F)+  ̂  1 ekjc+i(ï7)-
Soit W(utf) le groupe de weyl engendré par les involutions s((F) (iE {1,...,N— 1}) et sn(tztf).
Soit W'(nrF) le groupe de Weyl généralisé engendré par le groupe de Weyl W(nrF) et 

l'élément t(ü7F).
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Pour chaque couple d'entiers (ij) tel que l< ij< N , soit u ^ a ) (aEF) l'élément de MN(F) 
défini par ug(a)=  l+ a e y et, pour toute partie A de F, soit ug(A)= {ug(a), aE  A}.

Pour tout le numéro 2, on notera simplement Sj=S;(F) (l< i< N —1), sN=sN(inF), t=t(H 7F), 
W*=W*(inF) et 0= © v.

Partant de la décomposition d'Iwasawa

G(F) = L L » ,U (F)WBF>

on commence par déterminer les doubles classes U(F)wbBFn (wEW1, bEBF) supportant un 
élément non trivial de l'espace E(G(F),\|;)n. On distingue deux cas:

(i) w est un élément de W* tel que le caractère © est trivial sur U(F)nwBFn w-1. Comme 
l'Iwahori Bf normalise le groupe BF°, pour tout bEBF le sous-espace de E(G(F),v|/)" des 
fonctions à support dans U(F)wbBFn est de dimension 1.

(ii) w est un élément de W* tel que le caractère © est non trivial sur U(F)fïwBFn w-1. Alors 
le support de tout élément de E(G(F),\|/)n est d'intersection vide avec U(F)wBf.

Remarquons qu'à wEW* fixé, la trivialité ou non de © sur U(F)nwBF“ w-1 ne dépend que 
de l'exposant c(vj/) du conducteur du caractère additif vj/ de F (i.e l'entier c=c(v|/) tel que v|/ est 
trivial sur PFC et non trivial sur P / '1). En effet, rappelons (cf le chapitre 1, n° 1.3) qu'à chaque 
élément wEW* on peut associer des entiers ay(w) (l< i< j<N ) définis par

g= (gu)eG (F),

Adw(Bp”)= gt l€l+î5,"
gj. e pr‘-u l ”> « sn < j

Ainsi, pour chaque élément wEW*,

( 0 lu(F)^Adw(BF") =  *) <=> (CM ̂  , l < i < N - l } ) .

Soit i2=i2(uJF,c(v|/),n) la partie de W* définie par

n  = {w eW‘ ,

et, pour chaque élément gEG(F), soit hgEE(G(F),vj/)n la fonction définie par les conditions 
suivantes:

(i) Si © est non trivial sur U(F)DgBFng-1 (i.e. si ggU(F)i2BF= 11^^U(F)wBf), alors hg=0.
(ii) Si © est trivial sur U(F)ngBFng_1 (te. si geU(F)i3BF), alors

fsupp(hg) = U(F)gBF”

|hg(ugb) = <9(u) pour tout ueU(F) et tout beBFn.

De la définition ci-dessus, on déduit la relation d'homogénéité

ll,=0(u)h„it (R)

pour tout gEG(F), tout uEU(F) et tout bEBFn.

Si, pour chaque wEi2, on fixe (arbitrairement) une famille Bj;(w,n) de représentants dans BF 
des classes de

(Bf o  Adw-1(U(F)))\BF/BFn =((BF oA dw -‘(U(F))).BFn)\BF,
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= {weW *, © l^ p ^ ^ n ^ l} ,

), soit hgEE(G(F),ij/)n la fonction dé



alors les éléments (wEi2, b£Bp(w,n)) forment une base de l'espace vectoriel E(G(F),vj/)n.

2.2. Pour tout élément gEG(F), soit fg l'élément de l'algèbre de Hecke J-f(G(F),Bf”) défini 
par

fg=vol(BF ,dgF) ,

l x désignant (pour toute partie ouverte compacte X de G(F)) la fonction caractéristique de X.

Les éléments fg (gEBFU{t,t-1,S!}) engendrent l'algèbre de Hecke ^f(G(F),BFn). En effet, 
d'après R. Howe ([Howe] chap. 3, theorem 2.1; cf le chapitre 1, prop. 2.1.1), les éléments fg 
(gEBFU{t,t-1}U {Sj}1:Si;SN}) engendrent J-f(G(F),BFn) et

f  ,* f  *f = f
f 1 », ‘ V i

pour tout entier l< i< N — 1.

Le morphisme d'algèbres xFn : ^T(G(F),BFn) -> Endc(E(G(F),vj/)n) est donc complètement 
déterminé par l'action des fg (gEBFU {t^-1^}).

Proposition 2.2.
(1) — Pour tout xEBFU {t,t-1} et tout yEG(F),

V ( Î , X h r )  =  V  '
(2) — Pour tout aEF, soit uu (a) l'élément de U(F) défini par

uu (a) = l+ a e u (F).

Alors, pour tout yEG(F),

Tf ’

où r| parcourt un système de représentants dans Of des éléments du corps résiduel 

Démonstration.

Pour tout couple (x,y)EG(F)xG(F) et tout élément g de G(F), on a

TFn ( f x ) ( h y )(g) = JG(F) fx(gF)hy (ggF)dgF

= lu(F)yBF“ fx(g SF)hy(gF)dgF

= vol(BF",dgF)(vol(u(F)o Ady(BFn)>du)) Ji;(F) fx(g-1uy)0(u)du 

= (vol(u(F)oAdy(BFn) ,du)) ' jv(F)̂ KB̂  6>(u)du,

où du désigne une quelconque mesure de Haar sur le groupe unimodulaire U(F).

Si xEBFU{t,t-1}, x normalise le groupe BFn et l'intersection U(F)ngBF”xy_I est non vide si 
et seulement si U(F)yx-1BFn=U(F)gBFn. Par conséquent

0 si g sÉU(F)yx_1BFn ou si U(F)yx_1BF et ] J wefi U(F)wBf

f ®(u)du = * / . . / \ \ . fg = uyx_1b, (u,b)eU(F)xBFn .
W * - ‘ |vol(u(F)riA dy(BF ) , du)@(u) si
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D'où le point (1) de la proposition 2.2.

Quant au point (2), on se ramène à la démonstration ci-dessus grâce à la décomposition

BF SjBp = J  J ^Bp slUl>2(-Trp t|^

où rj parcourt un système de représentants dans Ov des éléments du corps résiduel En
effet, en posant x=s, dans le premier calcul de la démonstration du point (1), on obtient

= (vol(u(F) r> Ady(BF“) , du))'* Ju(F)̂ BFn.lUl;¡(_alFnn|y-i ®(u)du

pour tout couple (y,g)EG(F)xG(F). Pour chaque r\, l'intersection U(F)ngBF”s1u12(-ïZTF“ri)y-1 
est non vide si et seulement si U(F)yuu (Tr7Fnr[)s1BFn=U(F)gBFn. En reprenant les arguments 
utililisés plus haut, on obtient, pour chaque r), l'égalité

(vol(U(F) r» Ady(BF° ), du))"1 ®(i)du = ̂ yl)i (g) ■

D'où le point (2) de la proposition 2.2.

□

3. Corps locaux proches.

3.1. Soient F et L deux corps locaux n-proches, et soit (À,7Z7F,xi7L) un triplet où

A:(9F/PFn s >OJPld

est un isomorphisme d'anneaux et (resp. tul) une uniformisante de F (resp. L) satisfaisant 
l’égalité À(nJF+ f >Fn)=znL+ f >Ln.

Soit

Ç = Ç(A, roF, tDi. ) : J f(G (F ), Bp°) — ^  •«■(GfL), BL" )

l'isomorphisme d'algèbres induit par le triplet (À,TUp,Zï7L) (chapitre 1, prop. 2.1.1). Alors la 
proposition 1.2.3 nous assure que le foncteur

()t,G (F),V )w ()l% Ç '-',3f(G (L),B L"),V")

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses (7C,G(F),V) 
engendrées par Vn et celle des 3~f (G(L),BFn)-modules. Pour pouvoir remonter à G(L), on peut 
décrire un quasi-inverse de la restriction du foncteur (7t',G(L),V) (rc*n,3~C(G(L),BFn), V’”) à la 
catégorie des représentations lisses (tc',G(L),V') engendrées par V n. Soit

^ ( g (l ) ) = U ^ ( g (l )>b ." )

l'algèbre de Hecke des fonctions G(L) —> C localement constantes à support compact (cf. le 
chapitre 1) et, pour chaque entier m> 1, soit eLjn l'idempotent de J~C(G(L)) défini par

e L.m = (V°l(BLm,dgL)) ' 1Bl™ •
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Alors, identifiant naturellement la catégorie des représentations lisses (7t',G(L),V) avec celle 
des modules lisses (n \3 f  (G(L)),V) (un J-f (G(L))-module V  est dit lisse si V,=Um2:1 e^V , 
cf. [Be-Ze] n° 2.5), le foncteur

est un adjoint à gauche du foncteur 7c'i->7i'n (c£ [Deli] corollaire 3.9) et un quasi-inverse de la 
restriction du foncteur 7t*i—>7t'nà la catégorie des représentations lisses (ît^G^LXV) engendrées 
par V n. Ainsi, le foncteur

7d-^C(7t) =  l L,„0 (^ n0C “1)

induit une équivalence de catégories entre la catégorie des représentations lisses (îi,G(F),V) 
engendrées par V“ et celle des représentations lisses (7t',G(L),V) engendrées par V , et à 
fortiori une bijection

W h->Ç(v )

entre les classes d'équivalence de représentations lisses (ti,G(F),V) engendrées par V” et les 
classes d'équivalence de représentations lisses (7c',G(L),V) engendrées par V .

3.2. On montre dans ce numéro comment le triplet (X,Tt7p,n7L) fixé au n° 3.1 induit un 
isomorphisme C-linéaire de l'espace E(G(F),v[/)n sur l'espace E(G(L),x)V

Pour chaque élément xGG(F), soit ix̂ EJ-f(G{F),BFn) la fonction définie par

fx = V01(Bf” , dgF )_1 l BpnxBFn •

De même, pour chaque élément yGG(L), soit (j>ye5/(G (L),B Ln) la fonction définie par

4>y = V O l ( B L n , d g L ) _ 1 l BLoyBLo •

On suppose à partir d'ici, et jusqu'à la fin du chapitre, que le caractère additif \y de F 
introduit dans l'introduction est de conducteur P¥a.

Soit x un caractère additif de L de conducteur f^" tel que x° A(a+ PFn)=v|/(a+ PFn)=i|/(a ) 
pour tout élément aG <9F.

Soient ©w et ©x les caractères des groupes U(F) et U(L) respectivement induits par v|/ et x- 
Soient Q x=Q(wv ,c(vj/), n) et î 22=î 2(tul ,c(xX n) les parties (définies au numéro 2.1) du 

groupe W*(it7F) et du groupe W*(zï7l)) respectivement. Avec les notations introduites au 
numéro 2.1, et compte tenu de l'hypothèse c(v|/)=c(x)=n, on a

n t ={w eW 'ftz^), a U+I (w) > 0 ,1  ¡¿i < N - 1}

et

i22={w’eW (wL), aiM(w')>0, l<i<N-l}.

Pour chaque élément xGG(F), soit hxGE(G(F),\i/)n la fonction définie par les conditions 
suivantes:

(i) Si la restriction du caractère ©w au groupe U(F)nAdx(BFn) est non triviale, c'est-à-dire si 
x n'appartient pas à U(F)î3,Bf , alors 1^=0.

(ii) Si la restriction du caractère au groupe U(F)nAdx(BFn) est triviale, c'est-à-dire si x 
appartient à U(F)D,BF, alors
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f supp(hx ) = U(F)xBFn
1 hx(uxb) = ®v(u) pour tout ueU(F) et tout beB F” '

De même, pour chaque élément x'EG(L), soit 8x.GE(G(L),x)n la fonction définie par les 
conditions suivantes:

(i) Si la restriction du caractère ®x au groupe U(L)nAdx'(BLn) est non triviale, c'est-à-dire 
si x! n'appartient pas à U(L)î22Bl , alors 8^=0.

(ii) Si la restriction du caractère 0 X au groupe U(L)nAdx'(BLn) est triviale, c'est-à-dire si x1 
appartient à U(L)î12Bl , alors

isupp(8x,) = U(L)x'BLn
|h x,(ux'b) = ®x(u) pour tout ueU(L) et tout beB Ln ’

Soit

y:W*(roF) —

l'isomorphisme de groupes induit par le couple (hxf,7IJl) (cf. le chapitre 1, n° 3.1).

L'isomorphisme de groupes y induit, par restriction, une bijection de la partie Q l de W*(tztf) 
sur la partie D2 de W*(znL). En effet, l'égalité

ai.j(w) = aijj(y(w)) (i< i< j< N )

pour tout élément ye W'(îï7F) entraîne la relation

(wejQj) <=>(au+1(w)>0 pour tout l< i< IN -l)

<s> (ai i+1 (y  (w)) > 0 pour tout 1 < i < N - 1)

» ( y H e A ) .

Soit

BF/BFn - > BL/BLn

l'isomorphisme de groupes induit par le triplet (A,,n7p,Zt7L) (cf le chapitre 1, n° 1.3) et, pour 
chaque couple (w,b)6W*(nJF)xBF, soit l'élément de E(G(L),x)n défini par

P ^ w b )  — ^ y (w )b '

où b' désigne un quelconque représentant dans Bl de la classe /?(bBFn) de Bl/Bj n.

Lemme 3.2. —  L'application p est bien définie sur E(G(F),\j/)n et elle induit un 
isomorphisme de C -espaces vectoriels

, pv>ï : E(G(F), v|/)n — -—> E(G(L), x)" •

Démonstration.

Pour chaque couple (w,b)Gi2pxBI.> le sous-espace de E(G(F),vj/)n des fonctions à support 
dans U(F)wbBFn est de dimension 1, engendré par h^. Montrer que l'application p  est bien 
définie sur l'espace E(G(F),vi/)n revient donc à montrer qu'elle préserve, pour chaque couple 
(w,b)Gi31xBF, la relation d'homogénéité (R) du numéro 2.1 appliquée à l'élément h^. 
Donnons-nous donc un tel tel couple (w,b) et montrons que
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®V (Adw(x)) p (h ̂  ) = p( )

pour tout élément x appartenant à BFDAdw-1(U(F)). L'élément w appartenant à au+1(w) 
est un entier >0 pour chaque iE{l,...,N— 1}. Qn a vu au chapitre 1, n° 1.3, qu'à chaque couple 
d'entiers (ij) ( 1 < ij<N ), on pouvait associer un couple d'entiers (c,d)=(ciJ(w),diJ(w)), tel que

(Adw(g)).j = nrFa^(w)gcd

pour tout élément g=(gij)liijSNEG(F), l'entier a y(w) s'exprimant explicitement en fonction de 
ay(w) (en particulier, pour chaque iE {l,...,N -l} , on a a u+1(w)=ay+1(w) si cu+1(w)<du+1(w) 
et « ü+i(w)= aÿ+i(w) ~ 1 si du+1(w)<cu+1(w)).11 est clair -que

(cu+i(w ), du+1(w)) = (cu+1(y(w)), du+1(y(w)))

pour chaque iE {1,...,N— 1}. Par conséquent (cf. la construction de l'isomorphisme de groupes 
fi donnée dans le chapitre 1, n° 2.1), pour chaque iE {1,...,N— 1},

A((Adw(x)).|+i + f>Fn ) = (Ady (w)(x'))u+1 + Pt" 

pour tout élément xEBf et tout élément x'EBL tel que x'BLn— fi(xBF°). L'hypothèse

X °À (t |  +  PFn) = i|/(ri +  PF")

pour tout élément ri E Of entraîne donc l'égalité

©h, (Adw(x)) = @x (Ady (w)(x')) 

pour tout élément xEBFnAdw_1(U(F)) et tout élément x'EBL tel que x'BLn=^(yBFn). Ainsi

)  ^y (w )x 'b '

-© .(AdyiwX x-))«^,,,
-0,.(Adw(x

pour tout élément xEBFnAdw-1(U(F)), x' (resp. V) désignant un quelconque représentant 
dans Bl de la classe /5(xBFn) (resp. bBFn) de BL/BLn.

Donc l'apphcation p  est bien définie sur l’espace E(G(F),v|/)n et induit, pour chaque couple 
(w,b)ED1xBF, un isomorphisme du sous-espace vectoriel de E(G(F),vj/)n des fonctions à 
support dans U(F)wbBFn sur le sous-espace vectoriel de E(G(L),x)n des fonctions à support 
dans U(F)y(w)^(bBFn).

Quant à la seconde assertion du lemme 3.2, compte tenu de l'égalité y(i21)=i22 et grâce au 
résultat établi ci-dessus, il suffit de montrer que l'application

U(F)wbBFn U(L)y(w) fi (bBLn)

induit une bijection de l'ensemble des doubles classes U(F)gBFn de U(F)î2,Bf sur l'ensemble 
des doubles classes U(L)g'BLn de U(L)il2BL. Fixons un élément wEW*(TZ7F). Il est clair que 
l'isomorphisme fi: Bp/B/ —> BL/BLn envoie le sous-groupe (BFn  Adw“1(U(F))BFn de Bp/BFn sur 
le sous-groupe (BLnAdy(w)_1(U(L))BLn de BL/B,n, par conséquent l'apphcation bBFni->/J(bBFn) 
induit une bijection de l'ensemble des doubles classes U(F)wbBFn de U(F)wBf sur l'ensemble 
des doubles classes U(F)y(w)b'BFn de U(F)y(w)BL. On conclut grâce à la décomposition 
d'Iwasawa (cf. le numéro 2.1) pour G(F) et pour G(L).

□
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3.3. Grâce aux formules de la proposition 2.2 et modulo une hypothèse supplémentaire 
concernant le caractère %, on montre que l'isomorphisme p M,x du lemme 3.2. entrelace les 
modules (xFn,J~C(G(F),BF"),E(G(F),i|/)n) et (G(F),BLn),E(G(L),x)n). On en déduit que si
les corps F et L sont (n+l)-proches, l'application 'n' i-> £(V) induit ime bijection entre les 
classes de représentations génériques de G(F) et les classes de représentation génériques de 
G(L).

Commençons par un lemme technique. On rappelle que la fonction longueur tf: W*(tuf)->N 
sur le groupe de Weyl généralisé W*(nJF) peut être définie par (chapitre 1, lemme 1.3.2)

tf(™)= s  KjH
LSi.jSN

p our tout wG W%XUF).

Lemme 3.3.1. —  Soient w un élément de W*(HJF) et c un entier tel que 1 <c<N — 1. Alors 
^>(wsc(F))=Î>(w)+ 1 si et seulement si Adw(uc c+1((9F))CBF.

Démonstration.

Comme f(t(m F)k\v)=tf(\v) pour tout entier k et puisque t(iuF) normalise le groupe Bp, on 
peut supposer que wGW(nrF).

On suppose que f ’(wsc)= f’(w )+l avec se=sc(F). Alors (cf. le chapitre 1, n° 1.3) H existe un 
unique couple d'entiers (r,k), l<r,k<N , r^k , et un unique mGZ tels que

Adwsc(uec+1( 0 F))=urM(PFm).

L'action par conjugaison du groupe de Weyl W(nrF) sur un élément gGG(F) étant, modulo 
multiphcation des coefficients de g par une puissance entière de l'uniformisante njp, une action 
de permutation (cf le chapitre 1, n° 1.3), on a aussi la relation

Adw(ucc+1(<9F)) = Adwsc (uc+lc (<9F)) = uk>r (PF~m)

On distingue deux cas:
Si r<k, alors m=arJ.(wsc)= —(1—arJ.(w))= — l+ aa (w). La description explicite de l'action 

par conjugaison des éléments du groupe W(înF) sur le groupe BF (cf. le chapitre 1, n° 1.3) 
assurant l'existence et l'unicité d'un couple d'entiers (ij), l< i< j<N , tel que a^w sj ^ a^iw), 
l'hypothèse f ’(wsc(F))=l£(w)+1 entraîne la relation

|ar,k (WSC )| = 1 +  |a fik (w )|. (*)

Si m>0, l'égalité arJ.(w)= 1 +m contredit la relation (*). Par conséquent m<0, et on a la série 
d'inclusions Adw(ucc+1( <9F))C utr(f>F‘ )CBF.

Si r>k, alors m = l—afcr(wsc)= —akj(w) et l'hypothèse £(wsc(F))=£(w)+l entraîne (mêmes 
arguments que ci-dessus) la relation

|a k,r (WSe )| =  1 +  |a k,r (W )| • (* * ) '

Si m>0, alors l'égalité akJ.(w)=l—arJ.(w)=l+m  contredit la relation (**). Donc m<0 et 
Adw(uc c+i( <9f) ) C u m( <9f )CBF.

Réciproquement, supposons que tf(wsc)=tf(w)— 1. Alors, le raisonnement effectué ci-dessus 
en remplaçant w par w*=wse montre que Adw(ucc+1( <9F))= urk(PFm) pour un couple d'entiers 
(r,k), 1 <r,k<N, r^k , et un entier m<0. Donc Adw(ucc+I((9F))qtBF.

□
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modules (TpVW(G(F),Bf"),E(G(F),m/)") et ( tL",^(G(F),BL"),E(G(L),x)").



Soit x un caractère additif de L de conducteur n supposé satisfaire les hypothèses (Hx) et 
(Hj) su iv a n te s :

(Hj): x ° A(r( + PFn) = v|/(ri + PFn)= vj/(r| ) pour tout élément r\ E Of.

(Hj): Il existe une famille {otj},sis x (où q est le cardinal du corps résiduel de
représentants dans G /  des éléments du groupe (<9F/ f >F)x et une famille {a'j}lsis j d'éléments 
de (9lx telles que

(i) À(a;+ f >F“)= a 'i+ PLn pour chaque l< i< q —1.
(ii) vi/̂ nJpOt;)-1 )=x((TETLa 'i)_1 ) Pour chaqùe l< i< q — 1.

Soit P~PVtX '■ E(G(F),v|/)“->E(G(F),x)n l'isomorphisme de C-espaces du lemme 3.2. (qui n'a 
besoin, pour vivre, que de l'hypothèse (Hx)).

Poposition 3.3.2. —  Sous les hypothèses (Hj) et (Hj), pour tout fonction fE^T(G(F),BFn), 
le diagramme suivant

E(G(F),V|/)" V(t> > E(G(F),V)" 
l"  i f  

E(G(L),x)” > E(G(L),x)"

est commutatif

Démonstration.

Les fonctions f* (xEBFU {Sj(F),t(i(7p),t(TZTp)_1}) engendrent l'algèbre 5/(G(F),BFn) et les 
fonctions h^  ((w,b)EW*(irrF)xBF) engendrent l'espace vectoriel E(G(F),0F)n, donc il sufBt de 
vérifier l'égalité

P 0 = V ( C ( f x ))°  P O O  

pour tout élément xEBFU {ŝ FX̂ TUpXtÎTZTp)- 1} et tout couple (w,b)EW*(n7F) xBF.

La démonstration est longue mais la démarche est assez répétitive. On traite séparément les 
cas xEBpU {t(n7p),t(7UF)_1} et x=Sj(F). Comme le point (2) de la proposition 2.2 pouvait déjà 
l'indiquer, le cas x=st(F) est le plus délicat à vérifier; on procède pour ce faire par étapes 
successives, ces étapes étant dictées par les différentes formas que peut prendre l'élément b 
apparaissant dans la fonction h^.

Cas (1) —  xEBFU{t(iï7p),t(TDF)~1}.
Alors pour tout couple (w,b) appartenant à W*(TnF)xBF, on a (proposition 2 2.(1))

On traite séparément le cas xEBF et le cas xE {t(lï7F),t('CDrF)_1}.

Cas (1-1) —  xEBf.
Soient b' (resp. x') un élément de BL tel que /3(bBFn)=b'BLn (resp. /?(xBFn)=x'BLn)- Comme
est un isomorphisme de groupes, on a /J(bx_1BFn)=b'x'“1BLn, et donc

On donne ici les conditions les moins fortes nous permettant de montrer la proposition 3,3.2.
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<VPF) de

*LD(Ç(f))

\ r / i - \  t*/ t

)le (w,b) appartenant à W*(^nF)xBF, on a (pi

V (f* X h**) = IW *  •

cas xGBp et le cas xG {t(TJ7F),t(nrF)-1}.



P°V (f,X >u) =*>(■>.*,-)
__ o

y(w)b,x'-1 

=  X L ( <l>x ' ) ( ^ y ( w ) b ' )

Cas ( 1-2) —  xG {tiin^XiïTp)-1}.
Soit b' un élément de BL tel que /J(bBF")=b'BLn. On a y(t(înF))=t(nJL), par conséquent (cf. 

la construction de l'isomorphisme fi, chapitre 1, n° 1.3) fi(Adx(b)BFn)= Ady(x)(b')BLn et de 
l'égalité wbx-1=wx_1Adx(b), on déduit la relation

P"V(f.Xh*) =Î’(h™-'Adx(b))
_ C

y( w)y(x)-1 Ad y(x)(b')

=  TL['(<t, y(x})(^y(w)bi)

Cas (2 ) —  x =  Sj(F).
Alors, pour tout couple (w,b) appartenant à W*(ŒJf)xBf , on a (proposition 2.2.(2))

XF “  S , ,

où r\ parcourt un système de représentants dans <9F des éléments du corps résiduel G^IŸ¥. 
Avec la convention a 0=0, la décomposition de BF en

B F =  L [ U u ( “ iX B F O A d x (B F))
OSiiq-1

nous permet d'écrire b sous la forme

b=uu (a i)b1

pour un unique couple (i,bj) appartenant à {0,...,q— 1 }x(BFnAdx(BF)).
Soit x'=Sj(L) et soit b \ un élément de BLnAdx'(BL) tel que

P(b1BF’) = b'lBL- 

' P(Adx(b1)BF“)=A dx'(b'1)BL“

c'est-à-dire tel que

> (b !BF") = b’,B,"

‘ A(nTF-1(bl)u +PF")=roI.-,(b',)u +PI." '

Pour chaque "nE<9F, soit ri' un élément de Oh tel que X(wFa~1r\ + PFn)=TUha~1r\'+PLa. On 
distingue deux cas:

Cas (2-1)— Adw(uu (F))= (uu (v), vGF}CU(F) ou bien i=0.
L'égaüté (rappelons que x désigne l'involution s,(F))

w bu12 (nrFnri) x = Adw(u12 (a ; )) wx Adx(b1u12 (nJFnri)j 

pour tout r^GF et la relation d'homogénéité (R) du numéro 2.1, entraînent la relation
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P * V (f,X k -.) = P ( h^ - ' )
__ o

y (w )b ,x'-1

= TL (‘t’x'X̂ ylwlh )

-T L*(Çft)).pOu)-

=TLn(Ç(f. ) ) ° p (K ,) -

V(í,Xi>-)=S,ĥ (^w



V & X 1 U ) = ©v (Adw(uu (-a,))) lKn))

où t| parcourt un système de représentants dans Of des éléments du corps résiduel O ^P/. Les 
hypothèses /?(Adx(b1)BFn)=Adx'(b'1)BLn et À(HTFn_ 1rj + PFn)=TD̂ ~ ^ ' + Pha (ri G Of) entraînent 
l'égahté ^(Adx(b1uu (TUFnri))BFn)=Adx'(b,1uu (lZTLnr],))BLn pour tout r|G<9F. En appliquant le 
raisonnement effectué ci-dessus dans l'autre sens, on obtient la relation

ih 1=5
^  y  'wAdx(blu, j(roFnti)) J  y(w )x,Adx'(b'1 U| 2 (roLn<l'))

= 0 , (Ady (w)(a', )) „ iK v ),

pour tout T| G Of. Or, ^(bBFn)=uu (a'i)b'1BLn et quand r\ parcourt un système de représentants 
dans Of des éléments du corps résiduel OJP^ iy parcourt un système de représentants dans 
<9l des éléments du corps résiduel Oh/Ph. Par conséquent

P ( Q ( ^  )  =  %  (Adw(ui 2 ( - « i ) ) )  @ x  (Ady (w)(uu  ( e t  i ) ) ) t L “ ( f x. ) ( h y (w)b')

et l'on est ramené à montrer l'égahté

( A d w ( u i ,2 ( a i ) ) )  =  ® X  (A d y  ( W ) ( U 1,2 ( a ' i ) ) )  •

H existe un entier m et un couple (r,k), r<k, tels que Adwx(uu (v))=urJC(lt7Fmv) pour tout 
élément vGF. Si k^ r+ 1, Adwx(uu ((9F)) (resp. Ady(wxXuu ( Oh)) est contenu dans le noyau 
du caractère 0 V (resp. 0 X) et (*) est l'égalité triviale. Si k = r+ l, alors m=aw+1(w)>0 (car w 
appartient à Î3t) et

0 v(Adw(uu (a i))) = 0 v(ur,r+1(nJFmai))

= H/(njFma i)

= X°A(nrFma i + f>Fn)

= x(n7L”a'i)

=  © x ( U r.r+l ( n T Lma ' i ) )

= (Ady (w)(u12 (a'j )))

grâce à l'hypothèse (Hj) sur %.

Cas (2-2) —  Adw(uu (F))<zU(F) (i.e. Adwx(uu (F))c:U(F)) et iG { l,...,q -1}.
De la relation

n o W i v-^ro i v v o v i  v-1'
lJ -[o  l j [ l  oJ(o -v"J[o 1 ,

pour tout vGFx, on déduit l'égahté

Adx(uu  (ttj )) = u12 (a ¡-1 ) x V! (a ; ) u12 ( a : 1 ) 

où v,(v)= l+ (v — l)ej j(F)—(v-1— l)ew(F) (vGFx). Par conséquent
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-1- V x / v - ^ /  - V V -  — • - V - w v  “ wAdx(bIu1.2(mF”n))

^>̂ wcAdx(b1u12(nTFnti)) J ^y(w)x'Adx,(b'1uI2(t»Lnii'))

= (Ady (w)(a-))6y(w)u j(a, )b,|ui îKdti,)x,

P(f*Xh^ ) ;= % (Adw(uu (-a¡))) 0 X (Ady (w)(uu (a

(Adw(u1>2(a¡))) = ©x (Ady  (w)(u1>2 (a\ ))). (*)



wbu12 (nJFnri)x = wx Adx(uu  (a j )) Adx(b ,ux 2 (wFnr|))

= w xu12(a i"1)x v 1(a i)u12(a i"1)Adx(b1uu (lï7Fnri))

= Adwx(u12 (a;-1 )) w Vj (ttj )uu  (a;-1 )Adx(b,uu  (nj/ri))

pour tout r| appartenant à Fx, et

où rj parcourt une famille de représentants dans Of des éléments du corps résiduel Les
hypothèses /?(Adx(b1)BFn)=Adx'(b'1)BLn et À(TZ7Fn_1r| + PF°)=inLn_1ri,+ P Ln G (9F) entrament 
l'égalité

^(v1( a > u ( a - 1)Adx(b1uu (TnFnri))BFn)=v1(a ,i)uu (a 'i- 1)Adx'(b'1uu (inLnri'))BLD 

pour tout rj G <9F. D'où l'on déduit la relation

^ ^ w v 1(ai)u12(ai-1)Adx(b1uu2(n^,,ti))^ ^  y( w)v, (a'f )u, ̂  (a'j“1 )Ady(x)(b', u1-2 (njJ'ti’))

= 0„(Ady(wxVu, 2(a':_1)))ô , \
*V d \  A  l . n  1 ) J )  y(w)Ula(a'i)b-IuI2(nrLnr1’)y(x)

pour tout ri G Of. Or, ^(bBFn)=uu (a'i)b',BLn et quand ri parcourt une famille de représentants 
dans <9F des éléments du corps résiduel r|’ parcourt une famille de représentants dans
<9l  des éléments du corps résiduel Ol/Pl . Par conséquent

P(fx)(liwb) = (Adwx(u12 (-a ¡_1 ))) 0 X (Ady (wx)(u1>2 (aV'1 )))tLn (fx.)(hy(w)b. ) 

et l'on est ramenés à montrer l'égalité

0 V (Adwx(u12(a i“1))) = 0 z (Ady (wx)(u12(a 'i-1))). (**)

Pour ce faire, on distingue à nouveau deux cas.

Cas (2-2-1) —  € (w x )= t(y v )— 1.
Alors Adwx(uu (<9F))CBFnU(F)=U(<9F) (lemme 3.3.1). Précisément, il existe un couple 

(r,k), r<k, et un entier m>0 tels que Adwx(uu (v))=urj£(irrFrav) pour tout v G F. Si b£r+ 1, 
Adwx(uu ((9F)) (resp. Ady(wx)(uu (<9L)) est contenu dans le noyau de 0 ^  (resp. de 0 X) et 
(**) est l'égahté triviale. Si k = r+ l, alors Adwx(uu (a i_1))=urj+1(ljCrFma i-1) et l'égalité (**) 
découle alors de l'hypothèse (Hj) sur % (même raisonnement que pour le cas (2-1).

Cas (2-2-2) —  f(w x)= f(w )+ l.
Alors Adw(uu (<9F))CBFnU~(F)=U-( f>F) (lemme 3.3.1) où U- désigne le sous-groupe 

unip otent triangulaire inférieur de G. Précisément, il existe un couple (r,k), r<k, et un entier 
m >l tels que Adw(uu (v))=utr(n7Fmv) pour tout vGF. Donc Adwx(uu (v))=urJ[(nJF~mv)) 
pour tout vGF. Si k^r+1, Adw(uu ((9F)) (resp. Ady(w)(uu ((9L)) est contenu dans le noyau 
de 0 V (resp. de 0 X) et (**) est l'égalité triviale. Si k = r+ l, arj+1(w )= l-m  est >0 (car w 
appartient à Î3,) et donc m= 1. Par conséquent

0 V (Adwx(uu  (a r 1 ))) = 0 V (u r>r+I

= M/((^Fa i)

Or, l'hypothèse (Hj) sur % nous assurant l'égalité
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TF"(f,XlíVJ>)=©v(Adwx(uu(-a|-,)))En1‘mi(ai)„uK-.)A1,(b,„,.,(„A))

0 M,(Adwx(uu (a i-1))) =®H,(ur>r+1í(TtJFa i) jJ

si Op/Pp. Les

J T ~ —  — —  * F* — 5 r  v F /  i ,2 \  1/  I L —  t . ------- --  -I r —  ---------------------------------- ------ -------- - — —----------- ----

dans <9F des éléments du corps résiduel <9j/Ff, t\' parcourt une famille de représentants dans
J 't * i J /■ • J | r -



v|/((nrFai) ^ x f ^ a v )  

en appliquant dans l'autre sens l'enchaînement ci-dessus, on obtient

X ^ a ’i) 1)  =©x(u^ +x((TOL«,i) *))

= 0 X (Ady (wx)(u12 (a*;-1 ))).

□

Corollaire 3.3.3. —  Si les corps F et L sont (n+1 yproches, alors la bijection 'n' i—> Ç('7t') 
introduite au n° 3.1 induit une bijection entre l'ensemble des classes d'équivalence de 
représentations génériques (ît,G(F),V) engendrées par V” et l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations génériques (7t',G(L),V) engendrées par V".

Démonstration.

Soit

A+1:(9F/PFn+1— î-> < 9 L/PLn+1

un isomorphisme d'anneaux relevant l'isomorphisme À : OjJPFa-> OjJPfd et

À_x : Pp-’/f»" — £-* p l~1/pld

l'isomorphisme de groupes additifs défini par

= m - V  + %", A „(a + PF" ‘ ) -  a ’ + Pl"*' ,

pour tout élément aE  Of.

Soit x un caractère de conducteur n du groupe additif L tel que x°A_1(a+P/)=\\f(a) pour 
tout aeP jT 1. Ainsi, % vérifie l'hypothèse (Hj) et l'hypothèse (HQ pour toute famille 
de représentants dans <9FX des éléments du groupe (Oj/PF)x et toute famille 
d'éléments de <9LX telle que À+1(ai+ f >Fn+1)= a li+ f >Ln+1 pour chaque i£{l,...,q—1}. Gn peut 
donc appliquer la proposition 3.3.2.

Soient (7c,G(F),V) une représentation générique engendrée par V” et lV(7i,Y|/)CE(G(F),v|/) 
un modèle de Whittaker de n par rapport à \\t. Soit i un C-isomorphisme de V sur "VV(k,\j/) tel 
que i°7t(g)= Tp(g)oi pour tout élément g€G(F) et soit ^ “CE(G(L),x)n l'image de 
par l'isomorphisme pvx. Alors, pour toute fonction fe5/(G (F),B Fn) le diagramme suivant

vn —

Vn — > £ n

est commutatif Les modules (7t"° (G(L),BLn),Vn) et (TL"°^,^/(G(L),BLn) ,^ n) sont donc
isomorphes et la sous-représentation de (tl ,G(L),E(G(L),x)) engendrée par Q" est dans la 
classe Ç('tc').

Réciproquement, si (7t,G(F),V) est une représentation lisse non générique, la classe de 
représentation C('7c') de G(L) ne peut être générique. En effet, si £('7t') est générique, le 
module (7tn°£~1,J/(G(L),B1n),Vn) est isomorphe (grâce à la proposition 1.2.3) à un sous-
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pw r Alors, pour toute fonction ïEJi (G(F),BFn) le diag

vn — °iy(7c, \|/)" p""» >
¿ n ” (f) ¿ x p»(f) J > n(Ç(f»

Vn — —̂»V(7i,v|/)n •p™ > £ n 

s modules (G(L),BLn),Vn) et (xLn°ÇX (G (L;

A.̂ rop-'a) = wL-'a'+P„", A„(a + PF"‘) = a'+PL"*’,

î {a¡} l<i<q—1

que i°7c(g)=TF(g)°i pour tout élément gGG(F) et soit CE(G(L)?x)n l'image de W(n,\\f)n

{a 'ilxsisq-1



module de (TL",.?/\G(L),BLn),E(G(L),x)n) et la construction ci-dessus entraîne que n est 
équivalente à une sous-représentation de (Tp,G(F),E(G(F),\|/)), contradiction.

□

Remarque 3.3.4. —  Si l'on s'intéresse seulement aux sous-représentations de alors on a 
plus qu'une bijection à équivalence près. Avec les hypothèses du corollaire 3.3.3, l'application

V l-» V = tl (^* (G{L))).p(V“)

induit une bijection entre l'ensemble des sous-représentations V de (Xp,G(F),E(G(F),i|/)) 
engendrées par V° et l'ensemble des sous-représentations V  de (tl,G(L),E(G(L),x)) 
engendrées par V n=p(V°).

□

Remarque 3.3.5. —  On peut de la même manière traiter le cas n=0 et BF°=BF. L'action de 
F) sur le sous-espace E(G(F),v|/)° de E(G(F),\|/) formé par les vecteurs fixes sous 

l'action de BF est donnée en posant n=0 dans les formules de la proposition 2.2, les seuls 
générateurs à considérer étant les fg (gGltjt-1^} ). Le lemme 3.2 est vrai si F et L ont même 
corps résiduel (i.e. sont 1-proches), et la proposition 3.3.2 et son corollaire 3.3.3 sont vrais 
pourvu que F et L soient 2-proches.

□

3.4. A toute représentation admissible irréductible n de G(F), on peut associer ([Go-Ja]) 
des facteurs L(s,n) et e(s,7t,<p) de la forme

I ( S,rt) = (P „ (q -)) '\ P . ^ T ] ,  P„(0)= 1,

e(s,jt,<p)=e„(q"1,<p), s„(T,cp) = c(rc,<p)T” ,

où q est le cardinal du corps résiduel OJPF et <p:F—>CX un caractère additif non trivial. 
Comme l'entier m ne dépend que du conducteur du caractère cp, on note m(7c) l'entier défini par

s « (T ̂  <p) = , 

pout tout caractère <p de conducteur Of.

Pour les représentations génériques irréductibles n, H. Jacquet, I.I. Piatetski-Shapiro et J. 
Shalika ont donné un critère permettant de déterminer l'entier m(7i):

Théorème 3.4.1. ([J.P-S.S] theorem 5.1) —  Soit (7t,G(F),V) une représentation admissible 
irréductible. Alors

(1) m(7t)> 0 .
(2) Soit PF(0)=G(<9F) et, pour chaque entier a> l, soit Pp(a)CG(<9F) le sous-groupe 

mirabolique de niveau a défini par

i  X |  eG L N_i(<9F)
PFn=< , où< y e l  + f̂ *

......................!->-* u }eP /
\ u! — Un-! ! y J

Alors, pour chaque entier a>0,
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J î (G(F),b  F) sur le sous-espace E(G(F),v|/)0 de E(G(F),v|/) formé par les vecteurs fixes sous

E„(T,<p) = c(7t,<p)T"<")



(Vpf(*) ̂ 0 ) 0  (m(7t) < a)

□

Pour tout entier a tel que 0<a<n, BF° est contenu dans P^a) et l'isomorphisme d'algèbres 
du numéro 3.1

Ç: Jf(G (F ),B F*)— ï-* .if(G (L ),B L*)

induit, par restriction à la sous-algèbre de ^T(G(F),BFn), un isomorphisme
d'algèbres (chapitre 1, prop. 2.2.1)

(G(F), PF(»)) — 2—►  M (G(L), PL (a)).

Comme

BF” c  PF(n) et BF“c2PF(n + l), 

le corollaire 3.3.3 et le théorème 3.4.1 entraînent directement le corollaire suivant.

Corollaire 3.4.2. —  Si les corps F e i L  sont (n+ Vf-proche, alors l'application V 1—» Ç('ît') 
induit, pour chaque entier a tel que 0<a<n, une bijection entre l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations génériques irréductibles (7t,G(F),V) telles que m(7t)=a et 
les classes de représentations génériques irréductibles (tc',G(L),V) telles que m(7t')=a.

□

Comme nous l'avons déjà dit à la fin de l'introduction du chapitre 1, il semble qu'en utilisant 
l'équation fonctionelle de Godement-Jacquet on puisse assez facilement généraliser le corollaire
3.4.2 à toutes les représentations admissibles irréductibles; de même pour les facteurs L et e de 
paires. A suivre, donc...
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Chapitre 3

Intégrales orbitales sur GLN(F) 
où F est un corps local de caractéristique >0(>)

Ce chapitre — à inscrire dans le cadre "nettoyons la caractéristique p"...— ne prétend à 
aucune originalité. Nous avons simplement rassemblé, en écrivant complètement les 
démonstrations qui manquaient, un certain nombre de résultats concernant les intégrales 
orbitales de G=GLN(F), où F est un corps local non archimédien (i.e. un corps commutatif 
localement compact, non discret, ultramétrique et à corps résiduel fini) de caractéristique > 0 . 
Premier pas, donc, dans l'entreprise qui consiste à étendre à la caractéristique >0 les résultats 
d'analyse harmonique connus pour n'importe quel groupe réductif en caractéristique 0  (cf les 
chapitres 4 et 5 pour la suite du voyage).

Quelques remarques sur l'organisation du chapitre et les sources utilisées:

1 . Notations.

2 . Classes de conjugaisons de G. On rappelle la structure des classes de conjugaison de G 
(paramétrisation; décomposition de G en nappes regroupant les orbites de même dimension; 
fermeture d'une orbite, d'une nappe) partant des orbites unipotentes (cf. [Howe]) puis 
généralisant aux orbites quelconques (cf. [Laum] n°(4.3) et n°(4.8)). Les complications dues à 
la caractéristique positive sont essentiellement les suivantes: les orbites inséparables (i.e. dont 
au moins une composante irréductible du polynôme minimal est inséparable sur F) dégénèrent 
lorsqu'on passe à une clôture algébrique F de F (il existe par exemple des éléments semi- 
simples dans G au sens de [Bour] Alg. VIU, §9, n°2 , déf 2 , qui deviennent unipotents modulo 
le centre lorsque considérés dans GLN(F); on n'a plus la décomposition de Jordan en parties 
semi-simple et unipotente commutant entre elles). Signalons le rôle central joué par la 
proposition 2 .2 .6 .1  (exprimant la fermeture d'une orbite de G en termes de l'orbite dans un 
sous-groupe de Levi M de G d'un élément sEM semi-simple dans M) pour la théorie des 
intégales orbitales, puisque c'est grâce à elle qu'on peut, dans le numéro 3, montrer leur 
convergence.

O  Toutes les techniques utilisées dans ce chapitre sont indépendantes de la caractéristique et donc à fortiori 
valables pour F corps local non archimédien de caractéristique nulle.
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3. Intégrales orbitales sur G. On montre, grâce aux travaux de R  Howe ([Howe] prop. 5) 
dans le cas unipotent et usant des idées de [De-Ka-Vi] déjà rédigées par G. Laumon ([Laum] 
n°(4.8)), la convergence des intégrales orbitales sur G. On rappelle les propriétés de descente 
des dites intégrales, propriétés nous conduisant à adopter une normalisation qui leur est 
compatible. Les points suivants sont cités dans [De-Ka-Vi] mais, à notre connaissance, non 
rédigés en caractéristique > 0 ; on a donc puisé avec beaucoup de circonspection dans la 
littérature écrite en caractéristique 0 (utilisant principalement la thèse de J. Rogawski ([Roga]) 
et l'article de M.F. Vigneras ([Vign])): développement en germes d'intégrales orbitales au 
voisinage des éléments semi-simples; homogénéité des germes au voisinage des éléments 
centraux; indépendance linéaire des germes au voisinage des éléments semi-simples séparables.

4. Une bonne normalisation des intégrales orbitales. Caractérisation, indépendance 
des germes et densité. On a jusqu'à présent soigneusement évité de s'approcher de trop près 
des éléments inséparables de G. On ne peut en effet traiter ces éléments en se contentant 
d'adapter, comme nous l'avons fait dans le numéro 3, les techniques développées en 
caractéristique 0 . L'idée, suggérée dans [De-Ka] puis [De-Ka-Vi], est de produire une 
normalisation rendant, pour toute fonction f£C coo(G) (où CeM(G) désigne l'espace des 
fonctions G —» C localement constantes et à support compact), les intégrales orbitales de f  
localement constantes sur chaque nappe. Pour ce faire, on utilise les travaux de C.J. Bushnell 
& P.C. Kutzko ([Bu-Ku]) permettant de contrôler assez finement le comportement des 
éléments voisins d'un élément sEG irréductible dans G (Le. dont le polynôme minimal est 
irréductible sur F) sous l'action de G par conjugaison. On en déduit une normalisation pour ces 
éléments, normalisation que l'on étend à tous les éléments de G grâce aux propriétés de 
descente des intégrales orbitales montrées dans le n° 3 (signalons qu'aux points séparables, 
cette normalisation ne coïncide pas avec celle définie par M.F. Vignéras dans [Vign], cf. la 
remarque 4.1.4). Ainsi normalisée, l'intégrale orbitale d'une fonction fECe oo(G) est localement 
constante sur chaque nappe. En particulier les germes d'intégrales orbitales [bx(.)]Ĝ (s semi- 
simple dans G) induits par cette normalisation sont constants sur chaque nappe. On en déduit 
une caractérisation des intégrales orbitales sur G: ce sont les fonctions <ï> : G —» C telles que

(i) la restriction de O à chaque nappe de G est localement constante.
(ii) $  est AdG-invaiiante.
(iii) H existe une partie compacte co de G telle que pour chaque nappe X  de G, le support 

de la restriction à X  de la fonction <D (c'est-à-dire la partie {xEX, 0 ( x ) * 0 }  grâce au point (i)) 
est contenu dans AdG(co).

(iv) En chaque point semi-simple s de G, O induit un germe de fonctions [0(.)]Gs 
combinaison linéaires des germes [bx(.)]GtS.

Signalons que cette caractérisation est (assez peu clairement) énoncée dans [De-Ka-Vi], On 
montre ensuite, grâce la normalisation ci-dessus, la propriété d'indépendance des germes au 
voisinage des éléments semi-simples inséparables, propriété à laquelle -  soyons franc -  on ne 
s'attendait pas (que de temps perdu à chercher un contre-exemple!). Enfin; on montre le 
théorème de densité des intégrales orbitales semi-simples régulières séparables dans l'espace 
des distributions AdG-invariantes sur G. Il s'obtient en deux temps en suivant les indications de 
[De-Ka-Vi]: on commence, grâce à la propriété d'indépendance des germes au voisinage des 
éléments semi-simples, par montrer qu'une intégrale orbitale nulle sur l'ouvert des éléments 
semi-simples réguliers séparables est nulle sur G tout entier; on passe aux distributions AdG- 
invariante en rangeant les nappes par dimension d'orbites croissante et grâce aux résultats de 
I.M. Gelfand & D.A. Kazhdan ([Ge-Ka] prop. 1).
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1. Notations.

1.1. Soient:
— F un corps local de caractéristique p>0, à corps résiduel Fq de cardinal q. On fixe W une 

uniformisante de F, ce qui permet d'identifier F à Fq((TZ7)), le corps des séries formelles en 
l'indéterminée TU sur Fq.

— O— Of= Fq[[TE7]] l'anneau des entiers de F.
— P= PF= td O l'idéal maximal de O.
— | |F la valeur absolue sur F normalisée par |z/j|F = q_1.
— N un entier >2 et g=M N(F) l'algèbre des matrices NxN sur F, munie de la topologie W- 

adique induite par F. On note encore | |F la norme sur g donnée par la plus grande valeur 
absolue des coefficients. La fermeture, et plus généralement toutes les notions topologiques 
utilisées, feront référence, sauf mention du contraire, à la topologie nr-adique.

— g°=MN(<9) l'(9F-ordre héréditaire maximal standard de g et g'=TETMn(G), iGZ, les 
puissances du radical de Jacobson g1 de g0.

— G=GLn(F) le groupe des éléments inversibles de g.
— K=GLn(<9) le groupe multiplicatif de g0. C'est un sous-groupe ouvert compact maximal 

de G.
— K'= l+ g‘ (i entier >1) le sous-groupe de congruence modulo P' de K. C'est un sous- 

groupe distingué de K.
— 11 l'ensemble des éléments unipotents de G.
— T0 le tore diagonal de G, B0 le sous-groupe de Borel de G formé par les matrices 

triangulaires supérieures et U0 le radical unipotent de B0 formé par les matrices triangulaires 
supérieures unipotentes.

1.2. Soient (P,A) une paire parabolique de G ([Cart] n° 2.1), U le radical unipotent de P et 
M le centralisateur de A dans G. Un sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G est dit en 
bonne position par rapport à (P,A), s'il vérifie la décomposition

P o  Kp = (M KP)(U Kp).

Ainsi, K est en bonne position par rapport à la paire (B0 ,T0) (cf. [Be-Ze] lemma 3.1 l.(a)).

On note Ad l'action de G sur g par conjugaison. Si H est un sous-groupe de G, Y une partie 
de g et x un élément de g, on note

AdH(Y) = {Adh(y), h eH , y eY},

Hx ={h eH, Adh(x) = x} le fixateur de x dans H ,

O,, (x) = AdH(x) l'AdH-orbite de x .

Si P est un sous-groupe parabolique de G, on note

8P :P -» q z <zQx

le caractère module usuel sur P déterminé par la relation

ôp(p')=d(Adp'(p))/dp (p'EP) 

pour toute mesure de Haar (à droite ou à gauche) dp sur P.

Si M est un sous-groupe de Levi de G, on définit la fonction : M -> F par

Dmvg (m) = detLic(M)VUe(G)(l -  Adm'1 ) (m eM ).
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1.3. Si Q est un espace topologique totalement discontinu, on note Cc 00(D) l'espace des 
fonctions à valeurs complexes sur Q, localement constantes et à support compact. Le dual 
algébrique T>{Q) est l'espace des distributions sur Q. Si T est une distribution sur £2, on note

Jf l f ( x ) d T ( x ) ° u l t f ) '
la valeur de T sur l’élément f  de Cc 00(i2).

Si f  est une fonction sur Q à valeurs complexes, on appelle support de f  (et l’on note 
supp(f)) l’ensemble des points wGÎ2 tels que pour tout voisinage Ww de w dans Q, f  n'est pas 
identiquement nulle De même, si TeD(.Q), on appelle support de T (et l'on note 
supp(T)), l'ensemble des points w G jQ tels que pour tout voisinage Ww de w dans Q, T n'est 
pas identiquement nulle sur

Si r  est une partie ouverte (resp. fermée) de Q, on identifie Ccoo(.T) (resp. T>ÇT)) à l'espace 
des fonctions (resp. distributions) sur Q à support dans T (cf. [Be-Ze] n°1.7).

Soit t  : G —» Aut(G) une action de G sur G. Elle induit de manière naturelle une action sur 
l'espace Cc 00(G) et une action sur 2?(G) que l'on note respectivement t * et t :

(T*g(f))(x) = f(Tg-'(x)), g 6 G, f  sC („(G), x eG.

(Tg(T))(f) = T(T»g-,(f))> g eG, TeX>(G), f  eC,„(G).

Si Q est une partie AdG-invariante de G, on note C0(i2) le sous-espace de Cc00(i2) 
e jendré par les fonctions de la forme

f—Ad*g(f), feC cJ D ) ,  geG.

2. Structure des classes de conjugaison de G.

Les "faits" rappelés dans cette section sont aujourd'hui bien connus (bien que les références 
réellement utilisables en caractéristique >0 soient relativement rares). Une remarque 
cependant: nous avons choisi de présenter les résultats de manière progressive, à savoir partant 
des orbites unipotentes ([Howe]) puis généralisant aux orbites quelconques (cf. [Laum]). Nous 
sommes bien conscient des répétitions engendrées par une telle présentation, mais nous 
espérons ainsi mettre en valeur le rôle fondamental joué par les éléments unipotents dans 
l'analyse harmonique sur G.

2.1. Les classes de conjugaison unipotentes de G.

2.1.1. On note J7N l'ensemble des partitions (ordonnées) de N, c'est à dire l'ensemble des 
suites

(a )  = ((Xj > a 2 > - - - > a r), 

a; entier > 1, a , + a 2 H---- l-ar =N.

A tout élément (a)= (a ,>  - > a r) de 77N, on associe la partition duale (â) e/7N, définie par

(â) = (â, > â 2 >*-->âm)

48

Si



â j = #{ l< i< r, a ; > j}, ra = max|j> 1, â j *o}.

Qn peut exprimer cette dualité en termes de diagrammes de Young: le diagramme de Young de 
la partition (a) est formé de r lignes comportant respectivement a 15...,a r cases; la partition 
duale a un diagramme de Young formé de r colonnes comportant respectivement a n ... ,a r 
cases, se déduisant du diagramme de Young de (a) par symétrie par rapport à la seconde 
diagonale (cf. [Mac.D] chap. I, n° 1). Un exemple:

• • •

• • • • • • •

(a) = (5>4>l) • T V ”.  -> (â) = (3>2>2>2>l)
• • •

Si (a )= (a 1> a 2> • • > a r) est une partition de N, on pose (convention que l'on utilisera tout 
au long du chapitre) a ;=0 pour tout iE {r+ 1,...,N}.

Qn a sur J7N une relation d'ordre partielle définie comme suit. Soient deux partitions 
deN, (a )= (a1> a 2> - - > a r) et (p)=(pi>p2>--->pk). Alors,

(a)-<(P) <̂> (oCj h---- haj^PjH---- 1- Pj pourtouti> l).

On vérifie aisément (cf. [Mac.D] chap. I, (1.11)) la propriété

(°0 -< (P) <=> (p) -< («)•

Enfin, on dira que deux partitions (a) et (P) de N telles que (a)-C(P) sont adjaçantes s'il 
n'existe pas de partition (y) de N telle que (y)^(a), (y)^(P) et (a)-<(y)-<(P).

2.1.2. L'ensemble *11 des éléments unipotents de G est union finie de classes de conjugaison, 
ces dernières étant paramétrées par les éléments de i7N. Rappelons la construction (an peut, 
par exemple, se référer à [Howe]):

A tout élément u G li, on associe les objets suivants: le drapeau {Vlui}05.ii.r de FN défini par

Vu; = ker{(u -  1)':FN —>FN}, 0<i<r ,  

r -1  = rang(u - 1),

la partition (À.)u de N définie par

=dim(Vllij-dim (V l̂ i_l), l < i < r ,

et la partition duale (a)u. On appelle (a)u la partition de N associée ou.
Ainsi, l'application

Ç:ui->(a)u

induit une bijection de l'ensemble des AdG-orbites de 'U sur JJN.

2.1.3. On construit de manière tout à fait classique une section de Ç à valeurs dans U0. Pour 
tout entier n> 1, on définit le bloc de Jordan Jn
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Jn= o eGLn(F) sin>2, Jj = l(eF).

: *. 1

1° ...... h

Si v est un élément unipotent de GLn(F) de polynôme minimal (T— 1)“, on peut identifier le 
F-espace vectoriel F n avec F[T]/((T— l)n) et l'action de v sur F " avec la multiplication par T. 
Alors {(T— 1)”-1,...,(T—1),1} est une base de F[T]/((T—1)“) et Jn est la matrice de la 
multiplication par T dans cette base.

Atout élément (a)= (aj > a 2> •••> a r) de I7N, on associe la matrice diagonale par blocs

u(a) = diag(jtti, J„2,..•, J„r ) eU 0.

Alors, l'application

(a)i-»U (a)

est une section de Ç.
Pour tout (a)G/7N, on note 0 (a) l'orbite Og(u(a)).

2.1.4. Fermeture des orbites unipotentes.

On associe canoniquement à tout élément unipotent de G un sous-groupe parabolique de G. 
Soient xG 'li, (Vx>i}0sii.r le drapeau de FN défini au numéro 2.1.2 et P(x) le sous-groupe 
parabolique de G stabilisant ce drapeau. On appelle P(x) le sous-groupe parabolique de G 
associé à x.

La proposition suivante ([Howe], lemme 2) est la clé de voûte de toute la construction. 
C'est grâce à elle que K Howe montre la convergence des intégrales orbitales unipotentes de G 
indépendamment de la caractéristique ([Howe], prop. 5).

Proposition 2.1.4.1, —  Soient xE 'li, P=P(x) le sous-groupe parabolique de G associé à x 
et U le radical unipotent de P. Alors Op(x) est dense dans Upour la topologie W-adique.

□

Comme le groupe U est fermé dans G, la partie AdC(U) est fermée dans G pour toute partie 
compacte CcG. D'où le corollaire suivant.

Corollaire 2.I.4.2. —  Soit Kp un sous-groupe ouvert compact de G tel que G=KpP. Alors 
AdKp(U) est la fermeture de Og(x) dans G pour la topologie TD-adique.

□

Remarque 2.1.4.3. —  Comme

U = {yeG, (y -l)v „ ,c v „ _ „  l< i<r} ,  

tout élément yEU induit par passage au quotient pour chaque iE {2,...,r}, une application

i l  1 0 • • •  0^
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Le lemme 2 de [Howe] dit très exactement que l'orbite Op(y) de y dans P est dense dans U 
pour la topologie HJ-adique si et seulement si les applications (y— l ) i5 l< i< r, sont toutes 
injectives.

□

On peut, de manière équivalente, exprimer les résultats précédents a i termes de partitions 
deN.

Proposition 2.I.4.4. — Pour tout xG'U, Oa(x)° = II CL.

Démonstration.

Comme la fermeture de l'orbite O g( x )  est une partie AdG-invariante de ZI (c£ le corollaire
2 .1.4.2), il suffit de montrer qu'une orbite unipotente 0 (p) ((3)eJ7n) est contenue dans cette 
fermeture si et seulement si ((3)-<(a)x..

Soit (P)=(PX > P2 >•••> Pm) ime partition de N et soit y un élément de l'orbite û (p). Alors 
(cf. le numéro 2 .1.3) le F[T]-module FN induit par y est isomorphe au F[T]-module

® B * F [n /(T - i f

et la suite

{(T -l)P,,(T - l)Pî,. . . ,(T - l)P”}

est la suite des diviseurs élémentaires associés à y. Ainsi ([Bour], Alg. VII, §5 appendice, n° 3, 
prop. 5), pour chaque iE {l,...,N}, le polynôme

+Pn-1 + —  +Pn-ì+i

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice (T—y)EGLN(F[T]).
Notons (a)= (a)x=(aj > a 2 > • • • > a m ) la partition de N associée à x.
Si ime orbite unipotente 0 (p) est dans la fermeture dans G de l'orbite 0 (ct) pour une partition 

(J3)=(f3j > (32 > • • • > Pm ) de N, il est clair que cette partition vérifie la relation

a N +  CCN - 1 ' 1 a N - i+1 -  P n  +  3 # ~ 1+  I" P n - î+1

pour chaque entier iE {1,...,N}. D'où l'on déduit

(O ^czO ,,,)0) =>(P,H— +Pt s  a , + " + a k pour tout k e{ l,...,N })

=>((P)-:(«)).

Quant à l'implication inverse (dont nous ne donnons pas la preuve explicite), elle s'obtient, 
après réduction du problème grâce à la transitivité de la relation d'ordre partielle ’X " au cas de 
deux partitions de N adjaçantes X^K^a), en produisant une application algébrique cp : F-̂ > G 
telle que cp(0)E 0 (p) et (p(x)E 0 (a) pour tout xEFx.

□

En particulier, la proposition 2.1.4.4 nous dit que Oc( l)= l est l'unique AdG-orbite 
unipotente fermée de G et qu'elle est contenue dans la fermeture dans G (pour la topologie W- 
adique) de chaque AdG-orbite unipotente de G.
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2.2. Les classes de conjugaisons de G.

2.2.1. Tout élément x de G définit sur le F-espace vectoriel FN une structure de F[T]- 
module Vx. Deux éléments x et y de G sont dans la même AdG-orbite si et seulement si les 
F[T]-modules Vx et Vy sont isomorphes.

Ainsi, l'application x H  Vx induit une bijection entre
(1) Les AdG-orbites de G.
(2) Les classes d'isomorphisme de F[T]-modules W vérifiant les conditions

[dimF(W) = N 
|T.W  = W

De la même manière qu'on a paramétré les orbites unipotentes par les partitions ordonnées 
de N, on peut définir une paramétrisation pour les orbites quelconques. On note J7 l'ensemble 
des partitions (ordonnées), une partition étant par définition une suite d'entiers >0 presque 
tous nuls (S1>S2>--->Ôl>---). A toute partition (ô)=(8j> 52> • • • >5t> • • •), on peut associer un 
poids | ô l et une longueur long(8), respectivement définis par

1*1- E * . .i£l

long(S) = i maxi i - 1, Si*°}
|0 sinon

On note <P¥ l'ensemble des polynômes irréductibles unitaires de degré > 1 de F[T], excepté 
le polynôme T.

La théorie des modules sur les anneaux principaux nous permet d'affirmer l'existence d'une 
application

Gxi,->n,(x,f)H ft(f)=(&,(f) > fc(f ) > • ■ ■), 

telle que, pour chaque élément x de G, on ait un isomorphisme de F[T]-modules

Vx s  © F[T]/(fM 0).
telF

Ainsi ([Bour] Alg.VII, §5, n°l, Prop.3), l'application /3: x f—>/3xinduit une bijection entre
(1) les classes de conjugaison de G.
(2) les applications /L/:<£F—» 77 telles que {[¡J || =N où (définition)

M l=
fe0F

Si ¡J : -» II, on définit le support de ^  par supp(^)={f€ <PF, | H \ F ̂ 0}.

Si p: n  est une apphcation telle que ||^ ||= N , on fixe (arbitrairement) un ordre sur 
l'ensemble (fini) supp(|i), ordre auquel il sera fait référence tout au long du chapitre. Noter que 
cet ordre ne joue aucun rôle dans la théorie qui nous intéresse (cf. la définition 3.3.1, propriété 
(4)), même si des constructions intermédiaires en dépendent (cf. le numéro 2.2.6).

2.2.2. On construit, tout aussi classiquement qu'au paragraphe 2.1.3, une section de fi.

A tout polynôme f e ^ F écrit sous la forme f(T)=Tr— ar_,Tr_1-------a,T—a0 , a^F , on
associe le bloc de Jordan J,(f)eG Lr(F) (appelé aussi matrice compagnon de f) donné par
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fo .......... o a0 ^
i : i 

j,(f)=  o \  : ; .

: 0 ar_2

[P -  0  1 a r_j J

Si, de plus, m est un entier >2, on note J J^ e G L ^ F )  la matrice définie par

fj,(f)  i Er i 0r !•••!■ 0r ï
0r pv;T::;pq ..; -

Jm(f)= i ! î I ’-. ! o"'
....î.......p- -

or r;;; r:v; |  or Tj.coJ

où la matrice Er€M r(F) est donnée par

f0 ••• 0 1>

: 0 
Er = : •

,0 -  0 0,

Si y est un élément de GLnir(F) de polynôme minimal f(T)m, on peut identifier le F-espace 
vectoriel F1“ avec F[T]/(f(T)m) et l'action de y sur FT avec la multiplication par T. Alors

f f  ̂ m - l   ̂J f ^ m - 1  ^  ^  T r- l f ( T ) m- l  ; . . .  1

{ • • • ; f  (T), Tf (T),..., Tr-1f  (T) ; 1, T ,..., Tr-Ij

est une base de F[T]/(f(T)m) et Jm(f )£GLnir(F) est la matrice de la multiplication par T dans 
cette base.

Si [A : 4>f n  est une application satisfaisant la condition \\iâ\\ =N, on définit l'élément x̂  de 
G par

xv = diag(jmii (fj Jmjdi (fi),...,Jmu (fk JmMk (fk))> 

où les blocs de Jordan sont définis et rangés de manière suivante :

supp(pi) = {ft ,..., fk} (ordre arbitraire fixé au numéro 2.2. l) ,

dj =long(^(fj)), l <j <k.

Alors, l'application 

est une section de ¡5.

Pour toute application ¡A:<PV-* I l  telle que \\jj\\ =N, on note Oy l'AdG-orbite de x .
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2.2.3. Décomposition de G en nappes de Dixmier.

La théorie des diviseurs élémentaires ([Bout] Alg. VU, §5, n°l, prop.2) permet d'associer à 
tout élément x de G une suite (unique) {f^ }CF[T], l< i< rx, de polynômes unitaires de degrés 
> 1 telle que

divise f^ , l< i< rx- l  

i Vx s©F[T]/(f^;), isomorphisme de F[T]-modules

On définit alors une partition (a)x de N par

(a)x= (a ,> a 2>--->arx), 

a i = deg(fx?i), l< i< rx.

Cette apphcation

G —> J7n , x h» (a)x, 

prolonge bien évidemment l'application

, uh4(a)u,

définie au numéro 2.1.2.

A toute partition (a )= (a1> • • • > a r ) de N, on associe la nappe de Dixmier X (a)<ZG définie 
par

^„)= {x eG ,(a )x=(a)}.

Proposition 2.2.3.I. —
(i) Chaque nappe contient une unique orbite unipotente.
(ii) Chaque nappe est une partie AdG-invariante de G et

G = II(a)e/7NX(ar

(iii) Soit (a)G/7N. Alors pour tout xE.X(a}, la dimension de l'orbite O g( x )  (en tant que 
variété XB-adique) est

j

(iv) Soit (a)E /7N. Alors la fermeture de la nappe X (a) dans G pour la topologie m-adique 
vérifie la relation d'inclusion

et X (a) est ouverte dans II(p)<(a)X(p).

Démonstration.

(i) et (ii) sont évidents.

(iii) D est clair que la dimension de O g( x )  coïncide avec N2—dim(Gx). Or, l'algèbre de Lie 
de Gx s'identifie à EndF(T|(Vx ) dont la dimension est bien connue ([Jaco] theorem 3.16).
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(iv) A tout élément x de G, on associe la suite CF[T] où {^¡}, 1 < i<rx, est
la suite des diviseurs élémentaires associés à x et f \  = 1 pour rx< i<N. Alors ([Bour] Alg. VU, 
§5 appendice, n° 3, prop.5), pour tout entier 1 <i<N,

V ,  =  f XtN • • • fx.N-i+1

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice T—x G GLN(F[Tj).
Par conséquent, si (a)=(ctj > ••• > a d) est une partition de N (et toujours avec la 

convention a ; =0 pour tout entier i tel que d<i<N) on a la relation

(y e ^(a) l" a N —i + 1  —  deg(hyi) pour tout l< i< N )

=>(a1+ ---+ ak > deg(fyl...fy k) pour tout l< k< N )

=>(a)y-<(a).

La première assertion du point (iv) est montrée.
Quant à la seconde assertion du point (iv), elle résulte de la première grâce à la transitivité 

de la relation d'ordre partielle En effet, pour toute partition (P) de N, la partie 1 1 ^ ^  
est union des fermetures dans G des nappes X {y) ((y)^(P)) donc est fermée dans G. Comme la 
partie )~ X (a) est union des parties II(yH(p)X(y) ((p)K(a), (P)*(ct)), elle est fermée
dans G donc dans ü (pH(a) X(p) et par conséquent (passage au complémentaire) X (a) est ouverte 
dans U (p)K(a)

□

Remarque 2.2.3.2. —  La fermeture (pour la topologie HJ-adique) d'une nappe X (a) de G 
n'est, en général, pas égale à l'union des nappes X(p) ((P)<(a)). Considérons par exemple les 
partitions (a)= (3> l) et (P)=(2>2) de N =4 (on a bien (¡3)-<(a)) et un élément xEGL4(F) 
ayant un polynôme minimal Q(T) de degré 2 irréductible sur F. Cet élément x appartient à la 
nappe X (p) mais n'appartient pas à la fermeture dans GL4(F) de la nappe X (a) (il n'est en effet 
pas possible d'approcher d'aussi près que l'on veut le polynôme caractéristique Q(T)2 de x par 
un polynôme ayant une racine dans F).

□

2.2.4. Fermeture des classes de conjugaisons de G en termes de partitions.

Proposition 2.2.4.1. — Soit x un élément de G. Alors, la fermeture de l'orbite Oa(x) dans 
G pour la topologie TU-adique est l'union disjointe des orbites Oy où ¡J parcourt l'ensemble 
(fini) des applications <PF —> I l  telles que

|/i(f)| = |/2x(f)| = Nf pour tout f  e<PF 
/j(f)-< /3x(f) [dans 77Nf ) pour tout f  e $ F

Démomtration.

Il s'agit, peu ou prou, des mêmes arguments que ceux utilisés pour démontrer la proposition 
2.1.4.4 et le point (iv) de la proposition 2.2.3.1.

A tout élément y de G, on associe la suite {JÇ, ,îya, ... ,fy>N }CF[T] où {JÇj}, l< i< ry, est la 
suite des diviseurs élémentaires associés à x et = 1 pour r < i<N. Alors ([Bour] Alg. VII, 
§5 appendice, n°3, prop.5), pour tout entier 1 <i<N,
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h y . i  ^ y ,N  '  ' • ^ y , N - i + l

est le p.g.c.d. des mineurs d'ordre i de la matrice T—x E GL^FIT]). Par conséquent

(y e Og (x)° ) => (hx̂  divise hy ; pour tout 1 < i < N)

=>(fyl...fyk divise pour tout l < k < N)

=>(|0y(f)| = |&(f)| et £y(fH & (f ) pour tout f  e<P„y

Quant à l'implication inverse, elle s'obtient, après réduction du problème au cas d'un élément 
x dont le polynôme minimal possède une unique composante irréductible sur F, de la même 
manière que dans le cas unipotent (c£ les indications données à la fin de la démonstration de la 
proposition 2.1.4.4).

□

Corollaire 2.2.4.2. —
(1) Les éléments de G d'AdG-orbite fermée dans G pour la topologie Tü-adique sont les 

éléments x tels que Ç»̂  (f)E{0,l} pour tout fE <PF et tout entier i> l (c'est à dire les éléments 
semi-simples au sens de [Bou] Alg. VIII, §9, n°l, déf J).

(2) La fermeture d'une AdG-orbite O de G pour la topologie Tü-adique est union de O et 
d'un nombre fini d'AdG-orbites de dimensions (en tant que variétés Tü-adiques) strictement 
inférieures à la dimension de O. En particulier, toute AdG-orbite de G est une sous-variété 
Tü-adique localement fermée dans G.

□

2.2.5. Lexique.

On dira qu'un élément x de G est:
— Primaire si #{supp(/?x)}=l.
— Régulier si long(/3x(f))< 1 pour tout fe<ÊF.
—  Semi-simple si ^ ¡(f)E { 0,1} pour tout fE $ F et tout entier i> 1.
—  Irréductible (ou simple ?) si x est primaire et semi-simple (autrement dit si x a un 

polynôme minimal irréductible sur F).
—  Elliptique si x est irréductible et régulier (autrement dit si x a un polynôme 

caractéristique irréductible sur F).
—  Séparable si tout polynôme fE<2>Fn  (supp(/3x)} est séparable sur F.

Par respect des traditions, on note

Greg={xEG, semi-simple séparable et régulier},
et

Gell={xEG, elliptique et séparable}CGreg.

Remarquons que les éléments semi-simples séparables de G sont exactement les éléments 
"absolument semi-simples" au sens de [Bour] Alg.VHI, §9, n°2,dé£ 2.

Remarque 2.2.5.I. —  Signalons pour éviter les confusions que nos éléments semi-simples 
(resp. semi-simples séparables, resp. irréductibles) sont les éléments fermés (resp. semi- 
simples, resp. elliptiques) de [Laum].

□
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Remarque 2.2.5.2. —  On peut dire que cette distinction entre éléments semi-simples et 
éléments semi-simples séparables est, bien souvent, à l'origine de nos difficultés à transposer les 
techniques développées en caractéristique 0. Des phénomènes de dégénérescence des orbites 
semi-simples inséparables par extension algébrique du corps de base, par exemple, compliquent 
notablement l'analyse harmonique sur le groupe G.

Considérons l'élément

r0 .......... 0

1 0  

x= o ; <EGL„(Fp((ro ))).

^ 0  0  1 o y

H est elliptique dans GLp (Fp((TU))) mais conjugué dans GLp(Fp^ in p '))) à l'élément

rn7p l 0  ..........  0  ^

1 :
y= o i €Gl p(fp((w '))),

: 0

v o • •• o l ïn p y

lequel est loin d'être semi-simple puisque produit de la matrice scalaire tup Id par un élément 
unipotent régulier.

□

Remarque 2.2.5.3. —  Avec ces définitions, et compte tenu du lemme 2.2.3. l.(iii), la strate 
régulière X(N) est l'ensemble des AdG-orbites de G de dimension maximale. A l'opposé, on a la 
strate centrale ^ r(l2...̂ 1) (identifiée au groupe Fx) qui regroupe les éléments dont l'AdG-orbite 
est de dimension nulle.

□

On généralise naturellement les définitions de ce n° à tout groupe isomorphe à un produit 
(fini) de groupes linéaires sur F (donc en particulier à tout sous-groupe de Levi de G). Si

i : M — 5—> GLNj (F) x • • • x GLNk (F)

est un tel groupe, on dira qu'un élément m£M est primaire (resp. régulier, semi-simple, 
irréductible, elliptique, séparable) dans M si chaque composante de m à travers l'isomorphisme 
i est primaire (resp. régulière, semi-simple, irréductible, elliptique, séparable).

2.2.6. Fermeture des orbites de G en termes des orbites fermées des sous-groupes de Levi 
de G.

Soit x un élément de G et soit {f, ,...,fr} l'ensemble supp(/3x ) des composantes irréductibles 
du polynôme minimal de x (ordonné arbitrairement au numéro 2.2.1). Pour chaque iE {l,...,r},
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soient | /3X(f. ) | la multiplicité de fj dans le polynôme caractéristique de x et W; le sous- 
espace caractéristique de FN défini par

W; = ker{fi(x)m' : FN -> FN }.

Alors ([Bour] Alg.VII, §5, n°l, proposition.3), FN se décompose en

FN = © W,.
l̂ î r

Soit M* le sous-groupe de Levi de G défini par

M' = (geG, gW; cW |, l< i< r) = n G L ( w , , ,
l̂ î r

et soit F  le sous-groupe parabolique F  de G de composante de Levi M , défini par 

P' = {geG, g(Wj ©•••©Wi)cW 1 ©--©W ; pourtout l< i<r}.

Le sous-groupe parabolique F  dépend clairement de l'ordre fixé arbitrairement au numéro
2 .2 .1  sur l'ensemble supp(/?x).

Après avoir isolé les composantes primaires de x, on s'intéresse d'un peu plus près à 
chacune d'elles. Pour chaque i£{l,...,r}, on introduit le drapeau de F-sous-espaces vectoriels 
de W;

0 = Wio c W u c - c W j  = Wi?* * # ^
défini par

W. k =ker{fj(x)k :W, ^W ,}, 0 < k < m j.

Soit Pj" (iG{l,...,r}), le sous-groupe parabolique de GL(W;) défini par 

P;" = {g eGL(Wj), gWu cW ik pourtout 0<k<m ;}, 

et soit P" le sous-groupe parabolique de M' défini par

p"=n pi"c n gl(wî)=m'
L£i£r

Soient U' et U" les radicaux unipotents respectivement de F  et P", et soit P le sous-groupe 
parabolique de G défini par

P = P"U’c:M'U' = P'c=G,

de radical unip otent
U = U"U\

On appelle M 'le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P le 
sous-groupe parabolique de G associé à x et P"=Pnlvr le sous-groupe parabolique de M' 
associé à x. Noter que les groupes M1 et P" dépendent canoniquement de x, tandis que le 
groupe P dépend de x et de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble des 
composantes irréductibles du polynôme minimal de x. Si x est primaire dans G, alors lVr=G et 
l'on note P(x) le groupe P=P". Ainsi, pour x unip otent, cette définition coïncide avec celle du 
numéro 2.1.4.

La proposition suivante généralise la proposition 2 .1 .4.1 (fermeture de l'AdP(x)-orbite d'un 
élément xE 'l/) à un quelconque élément de G.
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Proposition 2 .2 .6 .1 . —  Soient x un élément de G, M1 le sous-groupe de Levi de G associé 
aux composantes primaires de x, P (resp. V') le sous-groupe parabolique de G (resp. de M) 
associé à x et U le radical unipotent de P. Soit M une composante de Levi de P" et x=xMxu 
(xmGM et XyGU) la décomposition de x suivant P=MU. Alors

(1) Le centralisateur Gx de x dans G est contenu dans P".
(2) xM est irréductible dans M.
(3) Op(x) est dense dans Om(xm)U pour la topologie TD-adique.

Démonstration ([Laum] lemma (4.8.4)).

On reprend, sans les réexpliciter, les constructions et les notations du numéro 2 .2 .6 .

(1) Tout élément du centralisateur Gx de x dans G commutant, pour chaque l< i< r, à 
n'importe quelle puissance de l'endomorphisme fj(x) de FN, on a immédiatement

GxcP " = P n M '.

(2) Soit U" le radical de P" et

7i : P" —» P'VU"

son quotient réductif maximal. On a

P 7 U " = n n G L (W l l /W „ J .
i=l k=l

Pour tout couple d'entiers (i,k) tel que l< i< r et l<k<m (, la composante k(x)iX de tc (x )  dans 
GlXWy./Wy..! ) a un polynôme minimal égal à fj, donc est irréductible dans le groupe linéaire 
GL(WiJ,/W U;_ 1 ). Comme M est ime composante de Levi de P",

7t(x) = 7t(xM)

et la restriction de n à M induit un isomorphisme de M sur P"/U". Donc xM est irréductible 
dans M.

(3) Pour tout élément pEP décomposé en p=mv (mEM, vEU), on a l'égahté

Ad(p)x = Adm(xM )Adm(AdxM_1 ( v ^ v -1 ).

L'élément xM de M étant irréductible dans M, il est semi-simple dans M, et une extension 
immédiate du corollaire 2 .2 .4.2 permet d'affirmer que l'AdM-orbite de xM est fermée dans M 
pour la topologie TZJ-adique. D'où l'inclusion

Op(x) c: Om(xM)U.

La fermeture dans G de l'orbite Op(x) est encore une partie AdP-invariante de G. Par 
conséquent il suffit, pour obtenir l'inclusion inverse, de montrer la relation

. G
v eU=> xMv €Op(x) .

Soit U' le sous-groupe unipotent de P tel que U=U"U' (produit semi-direct). Pour tout 
élément u"EU", M' est le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de 
xMu", par conséquent

detUcW(1~ Ad(XMU,,))*°
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car le centralisateur de xMu" est contenu dans M, et l'application

U '-»U 1, u'h-» (xMu")_1u’ xMu" u’-1.

est un isomorphisme de variétés TZ7F-adiques. Soit v un élément de U et soit v=v"v' (v"GU" et 
v'SU') la décomposition de v suivant U"!?. Alors il existe un élément u'GU1 tel que

V = (xMu")“1u’xMu"u'-1.

Par conséquent xMvE AdU^x,^") et l'on est ramené à montrer la relation

u" eU"=>xMu" eOp, (x)°,

laquelle découle directement de l'égahté ([Laum], lemma (4.8.4))

Op„(x)G =7t-1(Op7 u„(7c(x))).

□

Comme l'orbite Om(xm) est une partie fermée de M et comme O m(xm)U est l'image inverse 
de Om(xm) par la projection de P sur son quotient réductif maximal identifié à M, Om(xm)U est 
une partie fermée de G. Par conséquent AdC(0M(xM)U) est une partie fermée de G pour tout 
compact C e G. D'où le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.6.2. —  Soit Kp est un sous-groupe ouvert compact de G tel que G=Ki>P. 
Alors

^ W ° = A d K ,( 0 M(xM)u).

□

2.2.7. L'AdG-orbite fermée associée à un élément de G.

Qnnote

G —» F[T], x h > P „ ( x ) ,

l'apphcation "polynôme caractéristique" sur G.
Pour tout xEG, l'AdG-orbite (sEG, s semi-simple et PCiir(s)=Pe(lt(x)} est (prop. 2.2.4.1) 

l'unique AdG-orbite fermée contenue dans la fermeture de O g( x )  pour la topologie nr-adique 
On l'appelle XAàG-orbite fermée associée à x.

Si s est un élément semi-simple de G, on définit la partie fermée Ac;(s) de G

AG (s) = {x e G, Pc„ (x) = PCM (s)}

= {xeG, |/?x(f)| = |£(f)| pour tout f e # F}

= {x eG d'AdG-orbite fermée associée O g ( s )  }.

La proposition suivante est conséquence directe de la théorie des modules sur les anneaux 
principaux ([Bour] Alg.VII, §5, n°l, prop.3) rappelée au numéro 2 .2 .1 .

Proposition 2.2.7.I. —  Soit sEG semi-simple, {f, ,...,fr} le support de et, pour chaque 
entier i tel que l< i< r, soit N; = | /3s(f )| le poids de la partition ^ K(f ). Alors il existe une 
partie finie F(s)CG en bijection avec avec l'ensemble
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-̂ N, X " ' X -̂ N,

telle que

Ag (s) = H Og(x),
xeF(s)

et Aq( s) est la fermeture dans G de l'unique Ad G-orbite régulière de G telle que

supp(O j = supp(0 s).

□

Tout élément xGG séparable s'écrit d'une façon et d'une seule sous la forme x=sxux avec 
sxGG semi-simple dans G, uxE Ïl et sxux=uxsx ([Bour] Alg VII, §5, n°4, prop. 11 et prop. 1 2 ). 
On appelle sx (resp. ux) la partie semi-simple (resp. la partie unipotenté) de x, et x=sxux la 
décomposition de Jordan de x. Avec ces définitions, si s est un élément semi-simple séparable 
de G, on a clairement

AG(s)={xGGtels que sxGOg(s)}.

D'où la version suivante de la proposition 2.2.7.1 pour les éléments semi-simples séparables 
de G.

Corollaire 2.2.7.2.—  Soit sGG un élément semi-simple séparable. Alors

Ag(s)= II O g ( s u )
ueïi(&)

pour toute famille 'U( s)CGs de représentants des AAG-orbites unipotentes de Gs.

□

2.2.8. Décompositions standard.

Soit x un élément de G. On dira que la décomposition (ordonnée) de la fermeture de Og(x) 
dans G en

0G(x f=  l J O G(xi)
Ôî m

est une décomposition statidard si din^O^X; ))<dim(0 G(xi+I )) pour chaque entier 0 <i<m —1 . 
Ainsi (cf. le numéro 2.2.7) O^Xq) est l'AdG-orbite fermée associée à x et (corollaire
2.2.4.2.(2)) x appartient à Oc(xœ). De plus, pour chaque entier 0<k<m, H 0<i<k̂ G(xi) est une 
partie fermée dans G et l'orbite 0 G(xk) est une partie ouverte dans H 0<i<k̂ G(xi)- En effet (à 
nouveau grâce au corollaire 2.2.4.2.(2)), U0<i<t^G(xi) est union de la fermeture dans G de 
chacune des orbites qu'elle contient et l'orbite Oc(xk) est une sous-variété nr-adique lisse de 
même dimension que n o<i<k0 G(xi )•

De même, si sGG est un élément semi-simple dans G, on dira que la décomposition 
(ordonnée) de AG(s) en

^ g(s) = IjQ j(X i)
Ôî d

est une décomposition standard si dim(0 G(xi))<dim(0 G(xH.1 )) pour chaque entier 0 <i<d— 1, 
autrement dit si l'union disjointe ordonnée U 0si<d^cXxi) est l,ne décomposition standard de la
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fermeture dans G de l'unique AdG-orbite régulière de G contenue dans AG(s) (cf. la 
proposition 2.2.7.1).

Si s est un élément semi-simple séparable de G, on écrira systématiquement toute 
décomposition standard de AG(s) sous la forme

AG(s )= IJO G(sui),
0£i£d

pour des éléments Uj parcourant une famille de représentants dans TZnGs des AdGs-orbites 
unipotentes de Gs (cf. le corollaire 2.2.7.2).

Enfin, on dira que la décomposition (ordonnée) de G en

G= II
0£i£r

est une décomposition standard si dim(u(a(i)))<dim(u(a(i+1))) pour chaque entier 0 < i< r— 1 

(autrement dit si les nappes sont rangées par dimension d'orbites croissante). Ainsi (proposition 
2.2.3.1) X  est la nappe centrale de G et X (a(l)) est la nappe régulière de G. De plus, pour 
chaque entier 0<k<r, le point (iv) de la proposition 2.2.3.1 assure (grâce aux mêmes 
arguments que ci-dessus) que la partie n osi£kX(a(i)) est fermée dans G et que la nappe X (a(k)) est 
ouverte dansII0siskX (a(i)).

3. Intégrales orbitales sur G.

3.1. Convergence.

Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par K (i.e. telle que vol(K,dg)= 1).

Si s£ G est semi-simple dans G, le centralisateur Gs de s dans G est (non canoniquement) 
isomorphe à un produit

GLn,(F,) x • ■ • x GL»r(F,) i  £  [3 : F]N, = n \
VlSiSr J

pour des extensions finies Fj ,...,Fr de F. En particulier, Gs est unimodulaire et la donnée aune 
mesure de Haar dgs sur le centralisateur Gs de s dans G induit une mesure invariante dgs\dg sur 
l'espace homogène GS\G ([Weil] chap. II, §9). On peut alors définir 1' intégrale orbitale au 
point s dans G

IG (f, s, dgs) = Jg^q f  (Adg"1(s))dgs\dg

pour toute fonction fECcoo(G). Comme l'orbite O g( s )  est fermée dans G, cette intégrale est 
absolument convergente (c'est même une somme finie, la restriction de f  à O g( s )  restant 
localement constante à support compact).

On aimerait que cette construction fut possible dans le cas général, c'est-à-dire pour 
n'importe quel élément xeG. Cette généralisation se heurte à deux difficultés: le centralisateur 
dans G d'un élément qui n'est pas semi-simple est-il encore unimodulaire? Si tel est le cas, 
l'intégrale orbitale définie ci-dessus pour un élément qui n'est pas semi-simple (donc dont 
l'orbite n'est pas fermée dans G) est-elle encore convergente? On peut trouver la réponse à ces 
deux questions dans [Laum] (lemma (4.8.6) et lemma (4.8.11)). La méthode qui permet de 
montrer le deuxième point est une généralisation de celle qu'a utilisée R. Howe pour montrer la
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convergence des intégrales orbitales unipotentes indépendamment de la caractéristique 
([Howe] prop. 5).

Lemme 3.1.1 (cf. [Laum] lemma (4.8.6) —  Pour tout xEG, le centralisateur Gx de x dans 
G est unimodulaire.

□

Proposition 3.1.2. —  Soient x un élément de G et dgx une mesure de Haar sur le 
centralisateur Gx de x dans G. Alors, pour toute fonction fECcoo(G), l'intégrale orbitale

IG (f, x, dgx) = Jq f(Adg-‘(x))dgx\dg.

est absolument convergente.

Démonstration.

Soient M  le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P (resp. P") 
le sous-groupe parabolique de G (resp. de M*) associé à x, U le radical unipotent de P et M une 
composante de Levi de P" (cf. le numéro 2.2.6). Soient s= x mEM  et w=x„£U les éléments 
tels que x=sw. Soient A le centre de M et Kp un sous-groupe ouvert compact de G en bonne 
position par rapport à la paire parabolique (P,A) de G. Soient dkp, dm, du, les mesures de Haar 
respectivement sur Kp, M et U normalisées par

vol(Kp ,dkp )=vol(MnKp,dm)=vol(UfïKp ,du)= 1.

On a alors la formule d'intégration (cf. [Cart] n° 4.1))

J0 f(*)dg = JJ£,u>k f(mukr)dmdudkp

pour toute fonction fECeoo(G). On a vu (proposition 2 .2 .6 .1 .(1 )) que GX=PX. Par conséquent, 
la mesure dgx sur le groupe unimodulaire Gx induit une mesure invariante dgx\dmdu sur l'espace 
homogène GX\P ([Weil] chap. E, §9) et la formule d'intégration ci-dessus entraîne alors l'égalité

IG(f,x ,dgx) = JJG^ xuAd*kp(f)(u“,m-1xmu)dkp(dgx\dmdu)

pour toute fonction feC coo(G). Il s'agit pour l'instant d'une égalité formelle, au sens où le terme 
situé à gauche de l'égalité est convergent si et seulement si le terme situé à droite l'est.

L'AdP-orbite Op(x) s'identifie (en tant que variété nr-adique) à l'espace homogène PX\P. On 
note da la mesure sur Op(x) déduite par identification de la mesure quotient dgx\dmdu sur PX\P 
définie ci-dessus. Alors, la relation

m ^ m ^ u -1 =m 1m_1u_1Adp(u1)

pour tout couple (m ,,U j  )EMxU et tout p=umEP (uEU, mEM), entraîne que la mesure da 
sur Op(x) vérifie l'égalité

d(Adp(a))=ôp(p)da

pour tout élément pEP.

Le sous-groupe de Levi M étant (non canoniquement) isomorphe à un produit de groupes 
linéaires, une extension immédiate du lemme 3.1.1 entraîne que le centralisateur Ms de s dans 
M est unimodulaire. La partie Om(s)U de P s'identifie naturellement (en tant que variété variété 
nj-adique) à l'espace homogène MS\P. Soit duis une mesure de Haar (arbitrairement choisie) 
sur Ms. Elle induit une mesure invariante dms\dm sur l'espace homogène MS\M ([Weil] chap II,
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§9) et l'on note dp la mesure sur Om(s)U déduite par identification de la mesure (dmg\dm)du 
sur MS\MU. Alors, posant [a,b]=Ada(b)b-1 pour tout couple (a,b)£GxG, la relation

Adp(mj-1 smt u, )= Admm1_1(s)[(Admm1_1 )_1,u] Adp(Uj )

pour tout couple (m, ,u1)£M xU et tout p=umGP (uGU, mGM) entraîne que la mesure dp sur 
Om(s)U vérifie l'égalité

d(Adp(p))=8p(p)dp

pour tout élément p£P. Ainsi, dp induit une mesure dy sur l'ouvert dense et AdP-invariant 
(proposition 2.2.6.1.(3))

Op(x)cOM(s)U

vérifiant l'égalité

d( Adp (y))= 5p(p )dy

pour tout élément pGP.

On en déduit ([Weil] chap H, §9) l'existence d'une constante c>0 (dépendant clairement de 
la mesure dms que l'on s'est donnée sur Ms ) telle que

da=cdy.

Enfin, la partie fermée

<ûM(s)U- Op(x))C0M(y)U 

ayant une mesure nulle pour dp, on obtient l'égalité

IG(f,x,dgx) = JGp(x) JKpAd*kp(f)(a)dkpda

=  CJ o ptx) L P A d s ,e k p ( f ) ( y  ) d k Pd Y 

= cL y\M Ju JÎcp Ad*kp (dmy\dm)du

pour toute fonction fGCcoo(G). Comme l'AdM-orbite de s est fermée dans M (car s est semi- 
simple et même irréductible dans M, proposition 2.2.6.1.(2)), cette expression est absolument 
convergente pour toute fonction f€=Cc M(G).

□

Les propositions 3.1.1 et 3.1.2 se généralisent bien entendu à tout groupe isomorphe à un 
produit (fini) de groupes linéaires

n GM F,).l̂ î r

les F; étant, par exemple, des extensions finies de F. Si H est un sous-groupe de G de ce type, 
on note dh la mesure de Haar sur H qui donne volume 1 aux sous-groupes ouverts compacts 
maximaux de H (lesquels sont tous dans la même AdH-orbite). Si x est un élément de H, et dĥ  
une mesure de Haar sur le centralisateur H* de x dans H, on définit l'intégrale orbitale au point 
x dans H

I” (f, x, dhx) = JH1H f(Adh-(x))dh„\dh 

pour toute fonction fGCc co(H).
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3.2. Propriétés de descente.

Soient (P,A) une paire parabolique de G, U le radical unipotent de P, M une composante de 
Levi de P, A le centre de M et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne 
position par rapport à (P,A). Soient dkp et du les mesures de Haar respectivement sur Kp et U 
telles que

vol(Kp ,dkp )=vol(UnKp ,du)= 1.

A toute fonction f£C c co(G), on associe le terme Kp-invariant de f  suivant P, f pGCc00(M), 
défini par

f p (m) = S" 2 M  JJuxKp Ad*kp (f )(mu)dkp du (m e M ).

L'intégrale est absolument convergente; c'est même en fait une somme finie.

La proposition suivante traduit la propriété de descente des intégrales orbitales utilisée pour 
établir leur convergence (cf. la démonstration de la proposition 3.1.2).

Proposition 3.2.1. —  Soient x un élément de G, M1 le sous-groupe de Levi de G associé 
aux composantes primaires de x et P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de 
My associé à x (cf. le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P", A le centre de 
M, Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la 
paire parabolique (P,A) de G et s=xM la composante de x suivant M. Alors, pour toute 
mesure de Haar dgx sur le centralisateur Gx de x dans G, il existe une unique mesure de 
Haar dms sur le centralisateur Ms de s dans M telle que

IG(f,x ,d g x) = IM(fp,s,dm s) 

pour toute fonction f£C c03(G), où fp désigne le termeY^-invariant de f  suivant P.

□

On s'intéresse ensuite aux sous-groupes de Levi de G contenant le centralisateur Gx d'un 
élément x de G donné. La démonstration que nous donnons reprend à l'identique celle de 
G. Laumon ([Laum] prop. (4.3.1 1)) énoncée et démontrée pour x semi-simple.

Proposition 3.2.2. —  Soit x un élément de G, dgx une mesure de Haar sur le centralisa
teur Gx de x dans G et L un sous-groupe de Levi de G contenant Gx. Soient A le centre de L, 
Q un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi L et Kq un sous-groupe ouvert 
compact maximal de G en bonne position par rapport à la paire parabolique (Q,A) de G. 
Alors

1° ( f , X, dg„ ) = (|DLra (x)|p ) '“  IL ( f 3, x , dg„ )

pour toute fonction feC CTO(G) où f Q désigne le terme Kq -invariant de f  suivant Q et où DLVG 
est la fonction sur L définie par (rappel)

DLvl(f) = detUt(L)1Ul(0 )( l-  A d f ) ( t  sL ).

Démonstration.

Soit U le radical unipotent de Q et soient dkQ, d t et du les mesures de Haar respectivement 
sur Kq, L et U telles que
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vol(KQ , dkQ ) = vol(L n  KQ , d t ) = vol(U r> KQ , du) = 1.

Appliquant la formule d'intégration (cf. [Cart] n° 4.1)

J0F(g)dg = F(fukQ)dfdudkQ

pour toute fonction F intégrable sur G, on obtient (proposition 3.1.2)

I° (f ,x ,d g I1) = J J j : ^ u ^ f ( k Q-|u - 'f - 'x fu k g)dkQdu(dg>1\d f)

pour toute fonction feC c 00(G). Pour chaque élément ^GL, l'application

U —>U, uh-»(Ad£-1(x)) u"1(Adif"1(x))u,

est un isomorphisme de variétés in-adiques, de Jacobien constant

J(x) = J ( Adf*_1 (x))

où

J(y) = |detLie(u)(l-A dy"1)|F (y eL).

Ainsi, en effectuant le changement de variables u1=(Ad^’- 1(x))“1u-1Adt,(x)u, on obtient

IG( f , X, dgx) = JJ^xlxUxKq î(kQ-ïf - 1x€xilkQ)dkQ (J (x)\dUj)(dgx\ d t )

= J (x)“1 J ÔQ (A df_1 (x)) 1/2 f Q (A df-1 (x)) dgx\d£

= (j(x)(SQ(x))I/2) IL(fQ,x ,dgx)

pour toute fonction f£C c 0û(G). On conclut en remarquant que,

Du0(f)|P = 8Q(Î)(j(f)f

pour tout € G L.

□

Remarque 3.2.3. —  La formule de descente de la proposition 3.2.2 montre en particulier 
que, pour toute fonction fGCc 00(G), l'intégrale orbitale IL(fQ,x,dgx) ne dépend pas du choix du 
sous-groupe parabolique Q de G de composante de Levi L ni du sous-groupe ouvert contact 
maximal Kq de G en bonne position par rapport à la paire parabolique (Q,A) (bien que le terme 
KQ-invariant de f  suivant Q, lui, en dépende).

□

3.3. Normalisation.

Soit M un sous-groupe de Levi de G; il est (non canoniquement) isomorphe à un produit de 
groupes linéaires
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i(m)= n  m. (mieG LH,(F))
l̂ î r

la décomposition de m à travers cet isomorphisme. Comme

t(M „) = (G L ^ÎF))^  x -  • x (G L k>(F))^

pour tout élément mGM, un élément sGM irréductible dans M a un centralisateur Ms dans M 
isomorphe à un produit de r groupes linéaires sur des extensions finies de F. Pour un tel s, tous 
les sous-groupes ouverts compacts maximaux de Mg sont donc dans la même AdMg-orbite et, 
notant dm,, la mesure de Haar sur Ms donnant volume 1 à ces sous-groupes, on définit IM(.,s) 
l'intégrale normalisée au point s dans M par

I" (.,s )  = IM(.,s,dm .).

Définition 3.3.1. (Normalisation) —  Soient x un élément de G, M  le sous-groupe de Levi 
de G associé aux composantes primaires de x et P (resp. P",) le sous-groupe parabolique de 
G (resp. de associé à x (cf. le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P", A 
le centre de M et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par 
rapport à la paire parabolique (P,A). Soient s=xmGM la composante de x suivant M (c'est 
un élément irréductible dans M, proposition 2.2.6.1.(2)) et dgx la mesure de Haar sur le 
centralisateur GX=P"X telle que

I0 (f,x ,d g x) - I M(f, ,s)

pour toute fonction feC c oo(G) (fp désignant le terme Kp-invariant de f  suivant P). On note 
alors IG(.,x) l'intégrale normalisée au point x dans G, définie par

lG(f , x) = lG(f ,x ,dgx)

pour toute fonction feC c 00(G).

Cohérence de la définition 3.3.1.

Stricto sensu, on a seulement besoin de vérifier que la définition de 1%, x) donnée ci-dessus 
ne dépend ni du choix de la composante de Levi M de P", ni du choix du sous-groupe ouvert 
compact maximal Kp (points (1) et (2 ) ci-dessous). Qn vérifie aussi que l'intégrale orbitale 
normalisée IG(.,x) ne dépend pas vraiment de x mais seulement de l'orbite O g( x )  au sens où 
IG(.,x)=IG(.,y) pour tout élément yE Og(x) (point (3)), et qu'elle est indépendante de l'ordre 
arbitrairement fixé au numéro 2 .2 .1  sur l'ensemble des composantes irréductibles du polynôme 
minimal de x (point (4)).

Soit U (resp. U") le radical unipotent de P (resp. P").

(1) Qn suppose que le groupe M est fixé et l'on se donne Kp j et K ^ deux sous-groupes 
ouverts compacts maximaux de G en bonne position par rapport à (P,A) (où A est le centre de 
M). Soit p un élément de P tel que Kp̂ =Adp(KI, 1 ). Soient dKp t et du( (i= 1,2) les mesures de 
Haar sur Kp { et U telles que

vol(Kp;)= Vol(Kp¡nU, du;)=l, i= l,2 .

L'égalité Kp;2nU=Adp(Kp ,nU ) entraîne la relation

vol^Kp 2 o  U , du, ) = vol(Adp(Kp j n U ), du, j

= 8 p(p)vol(AdKp,oU,du1) = SP(p),
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dii1=8p(p)du2.

Soit dm la mesure de Haar sur M normalisée par

Vol(Kp .nM, dm)= 1, i= 1,2.

Ceci à un sens car KpifïM (i= 1,2) est un sous-groupe ouvert compact maximal de M. Soit dms 
la mesure de Haar sur le centralisateur Ms de s dans M qui donne volume 1 aux sous-groupes 
ouverts compacts maximaux de Ms. On a donc deux mesures d(31 et d(32 sur la sous-variété tu- 
adique Om(s)U de P, déduites respectivement des mesures (dms\dm)du1 et (dms\dm)du2 par 
identification de Om(s)U avec l'espace homogène MS\P. H est clair qu'elles vérifient la relation

d p 1= Ô p(p )d p 2 .

Par conséquent la mesure dP2 est l'image de la mesure dpt par l'homéomorphisme de variétés 
TZJ-adiques

Om(s)U-> Om(s)U, Pt->Adp(P).

On en déduit l'égalité

L J K, / d*k-®fû3')dk«de-
= L .,u  1  „ Ad*kM(Ad*p(f )Xk I ^ pA

pour toute fonction fECc oo(G).
On conclut en remarquant que

IG(f,x ,d g x) = IG(Ad*p(f),x,dgx)

pour toute fonction feC coo(G) et toute mesure dg,̂  sur le centralisateur Gx de x dans G.

(2) Vérifions maintenant que la définition 3.3.1 ne dépend pas de la composante de Levi M 
de P" choisie. Soient Mx et Mj deux composantes de Levi de P", et soit A;, i= 1,2 , le centre de 
M;. Soit uEU" m  élément tel que M2=Adu(M1 ). Notant x=s1u1 et x=s2u2(siGMi et UjEU") 
les décompositions de x respectivement suivant MjU" et MjU", on a les relations

S2=Adu(Sj )

et

u2=us1-1u-1s1u1.

Soit Kpa un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la 
paire parabolique (P,At ) de G et soit Kp^=Adu(Kp, ). Il est clair que Kp  ̂ est un sous-groupe 
ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la paire (PjAj ). Soit dmx la 
mesure de Haar sur Mx telle que

vo1(Kp ,n M , ,dm1) = 1, 

et soit dmSj la mesure de Haar isur le centralisateur MS] de sx dans M, telle que

IM' ( •,s,) = IM| ( • »s!, dmS] )

en tant que distributions sur Mj. Alors

et donc l'égalité
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I“’(k,Si) = /„  ,M h(Adu(m, ' )Adu(s,)Adu(m,))dmt|\dm,

= IM'(A d * u - '(h ),s1) 

pour toute fonction hGCc 00(Mj). La relation

Ad*u_1 (fPa ) = (Ad*u_1(f))P’1

pour toute fonction fGCe 00(G) (où fwECc „(Mj ) désigne le terme KpU -invariant de f  suivant P), 
jointe au fait que l'intégrale orbitale IG(.,x,dgx) définie par une mesure de Haar sur le 
centralisateur Gx de x dans G est une distribution AdG-invariante sur G, entraînent l'égalité

IM'( fp’1,s1) = IM’(fp-2,s2)

pour toute fonction f£C c oo(G).

(3) L'intégrale orbitale normalisée IG(.,x) ne dépend que de l'orbite O g ( x )  au sens où

I°(f,y )= I°(f,x )

pour tout élément yG Og(x) et toute fonction fECcoo(G). En effet, soit y=Ady(x), yEG, un 
élément de l'orbite Oq(x) et soit dgy la mesure de Haar sur le centralisateur Gy=Ady(Gx) de y 
dans G telle que IG(. ,y)= IG(. ,y,dgy ) (en tant que distributions sur G). Soit Ady^dm,) l'image de 
la mesure de Haar dm, sur Me par Hioméomorphisme de variétés xzr-adiques
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Alors (définition 3.3.1),

ï G(f,y ) = IG(f ,y,dgy)

= iAdr(M)(f Ady(p)j Ady(s), Ady (dm,))

= IM (Ad*y _1 ( f ^ ^  ), s , dm, )

pour toute fonction fECCM(G) (où fAd)r(P)ECc 00(Ady(M)) désigne le terme Ady(K1>)-mvariant de 
f  suivant Ady(P)). Or

Ad*y_1(fAdï(p)) = (Ad*y-1(f))P

pour toute fonction f<GCe M(G). En définitive,

I°(f,y ) =I°(Ad»y-,(f),x)

= I° (f,x )

pour toute fonction f£C c oo(G), car la distribution IG(.,x) est AdG-invariante sur G.
On peut donc parler de la mesure AdG-invariante sur l'orbite O g ( x )  induite par la 

normalisation 3.3.1.

(4) La normalisation 3.3.1 est indépendante de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 
sur l'ensemble des composantes irréductibles du polynôme minimal de x. En effet, soient P" le 
sous-groupe parabolique de NT associé à x, U" le radical unipotent de P", U' le sous-groupe 
unipotent de P tel que U=U"UI (produit semi-direct) et F=M'U' (cf. le numéro 2.2.6). Soit Kp 
un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la paire 
parabolique (P,A) de G. Notant A' le centre de M', il est clair que Kp est en bonne position par 
rapport à la paire parabolique (P',A') de G. Soit K,„=KpnM'. C'est un sous-groupe ouvert 
compact maximal de M' en bonne position par rapport à la paire parabolique (P",A) de M'. On

L.
Ady yMy-i\rMy"1 ’



peut donc, pour chaque fonction <j)ECc co(M'), former le terme Kp.-invariant 4>p’ECc00(M) de <j> 
suivant P"

<j)p’(m) = 5p.1/2(m)JJK u>Ad*kp.(h)(mu")dkp.du" (m eM ),

où 8P.: P" —> qz désigne le caractère module sur P" et où dkp. et du" sont les mesures de Haar 
respectivement sur Kp. et U" telles que

vol(Kp*, dkp.) = vol(U", du") = 1.

Les relations U=U"U' et Kp^KpOM* entraînent alors l'égahté

(fp')P' = f p

pour toute fonction fECc oo(G) (où fp’ECe <x>(M') désigne le terme Kp-invariant de f  suivant F). 
La relation (proposition 3.2.2)

IM,( f " ,x ,d g x) = (]dm.,0(x)|f ) I ° ( f , x ,d g x)

= flDM-voM|Ff l M((fi ') ,” ,s)

pour toute fonction fECc 00(G) et la propriété d'unicité de la proposition 3.2.1, entraînent que la 
mesure de Haar dgx sur le centralisateur GX=M'X de x dans G est définie comme l'unique 
mesure de Haar satisfaisant la relation

1\2

IM'(h , x , dgx) = (|d m.xg (x)|J Im(hp", s)

pour toute fonction hECe 00(M'). La définition de dgx est donc bien indépendante de l'ordre 
arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble /3x.

□

Grâce à la propriété (4) ci-dessus, on étend naturellement la normalisation 3.3.1 à tout 
groupe isomorphe à un produit de groupes linéaires

n M ) .l£i£r

les F; étant par exemple des extensions finies de F. Si H est un sous-groupe de ce type et h un 
élément de H, on définit I%,h), l'intégrale orbitale normalisée au point h dans H, composante 
par composante grâce à la propriété ([Hari 1] corollary of lemma 16)
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La normalisation 3.3.1 traduisant directement la propriété de descente de la proposition 
3.2.1, il est naturel de se demander si elle est compatible avec la seconde propriété de descente 
(proposition 3.2.2). Pour répondre à cette question, on aura besoin du petit lemme suivant.

Lemme 3.3.3. —  Soit un élément xEG, primaire dans G et soit L un sous-groupe de Levi 
de G contenant le centralisateur Gx de x dam G. Alors L=G.

Démonstration.

On peut (par exemple) raisonner en termes de modules.

Cc,oo

l£ i£ r
n( GI 'Ni(F;)

■) l£i£a
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Soit L un sous-groupe de Levi de G contenant Gx et soit

Fn= R 1© -® R , 

la décomposition de FN définissant L, c'est-à-dire telle que

L = {geG , g(Rk) = Rk, k = l,...,r} .

Soit

1N = ej© '"® ek

la décomposition de l'élément unité 1N de Endp(FN) ©a somme de projecteurs ek E EndF(FN,Rk). 
Pour chaque kE{l,...,r}, la condition GXCL entraîne que l'élément ek commute à tous les 
éléments de Gx donc à tous les éléments de Lie(Gx) (en effet à  HELie(Gx), alors l+ ü JmH 
appartient Gx pour un entier m suffisamment grand, donc (HT~mlN+H )eG x commute à ek et 
par suite H commute lui aussi à ek). Par conséquent ([Jaco] corollary 1 of theorem 3.17), pour 
chaque kE{l,...,r}, l'idempotent ek appartient au sous-anneau F[x] de Endp(FN). Comme 
l'élément x est supposé primaire, son polynôme minimal possède une unique composante 
irréductible Q(T)EF[T] et

F[x] = F[T]/(Q(T)“)

pour un entier a > l .  Enfin, comme l'anneau F[x] possède un unique idempotent non nul (la 
condition <ï>(x)2=<ï>(x) entraîne que O(T)2—<J>(T)=0(T)(1—O(T)) appartient à l'idéal (Q(T))° 
et donc que Q(T) divise <t>(T)(l—O(T))), on a r=  1 c'est-à-dire L=G.

□

Proposition 3.3.4. —  Soient un élément xEG, L un sous-groupe de Levi de G contenant 
Gx, Z le centre de L, Q un sous-groupe parabolique de G de composante de Levi L et Kq un 
sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la paire 
parabolique (Q,Z). Alors on a l'égalité entre intégrales orbitales normalisées

I0 (f,x ) = Î(f> ,x )

pour toute fonction fE C c00(G) (f^EC^JL) désignant le terme K^-invariant de f  suivant Q). 

Démonstration.

Soit M  le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x et soit F  le 
sous-groupe parabolique de G de composante de Levi M1 induit par l'ordre, arbitrairement fixé 
au numéro 2 .2 .1 , sur l'ensemble des composantes irréductibles du polynôme minimal de x. (cf. 
le numéro 2.2.6). L'élément xGM1 est primaire dans M1, par conséquent l'égahté GX=M'X et le 
lemme 3.3.3 généralisé à un produit de groupes linéaires entraînent l'inclusion

M 'c L c G .

Soient P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de M1) associé à x (cf. le numéro 
2 .2 .6 ). Soient M une composante de Levi de P", A le centre de M, s=xM la composante de x 
suivant M et dm,, la mesure de Haar sur le centralisateur Me de s dans M donnant volume 1 aux 
sous-groupes ouverts compacts maximaux de Ms. Comme l'énoncé de la proposition 3.3.4 est 
indépendant du choix de Kq (cf. la remarque 3.2.3), la double inclusion ADA'DZ permet de 
supposer le groupe Kq en bonne position par rapport à la paire parabolique (P,A). Alors 
(définition 3.3.1)
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IG(f,x ) = IM(fp,s,dm t)

pour toute fonction fGCc „(G) (où fp désigne le terme Kç-invariant de f  suivant P).
Soit U" le radical unipotent de P". Le groupe Kp.=M 'nKQ est un sous-groupe ouvert 

compact maximal de 1VT en bonne position par rapport à la paire parabolique (P",A) de M* et 
l'on peut, pour chaque fonction (J)GCc eo(M'), former le terme Kp.-invariant <j>p"GCco0(M) de <|> 
suivant P"

<|>p’ (m) = Sp.1/2 (m)JJ(Kp )xu. Ad*kp.(h)(mu")dkp„du" (m eM ),

où 5P„: P" —> qz désigne le caractère module sur P" et où dkp„ et du" sont les mesures de Haar 
respectivement sur Kp. et U" telles que

vol(Kp„, dkp.) = vol(U", du") = 1.

Soit dgx la mesure de Haar sur le centralisateur GX=M'X de x dans G telle que (proposition 
3.2.1 généralisée à un produit de groupes linéaires sur F)

IM'(<J), x , dgx) = IM(<|)P’ , s,dms)

pour toute fonction <|>GCc»(M1).
Les relations U=U"U' (où U* désigne le radical unipotent de F ) et K p^K ^nP assurant 

l'égalité

( f ) P' = f  (feC „(G ))

où fp'GCc eo(M') désigne le terme K^-invariant de f  suivant P', la proposition 3.2.2 entraîne la 
relation

I°(f,x ) = IM((fp’)P",s,dmt)

= IM'(fp',x ,d g x)

pour toute fonction fGCeco(G).

Puis on reprend à l'identique le raisonnement effectué ci-dessus en remplaçant G par son 
sous-groupe de Levi L. Le groupe LDP est un sous-groupe parabolique de L de radical 
unipotent LnU  et LnK^ est un sous-groupe ouvert compact maximal de L en bonne position 
par rapport à la paire parabolique (LnP,A) de L. Alors (définition 3.3.1 étendue à un produit 
de groupes linéaires sur F)

IL(h,x) = IM(hLr'p ,s,dm s)

pour toute fonction hGCeK)(L), où hLnpGCcoo(M) désigne le terme (LnK^)-invariant de h 
suivant LnP. De la même manière, le groupe L nP1 est un sous-groupe parabolique de L de 
radical unipotent LnU 1 et LPiKq est en bonne position par rapport à la paire (LnP',A'). D'où 
l'on déduit (proposition 3.2.2)

IL(h,x) = l“ ( ( h - p' f , s ,dm,)

= IM'(hL"r ,x ,d g x)
/ I  I \1/2

=(|d m-\l(x)|J lL(h »x »dgx)
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pour toute fonction hGCcoo(L) (où hLnpGCc oo(M1) désigne le terme KL-invariant de h suivant le 
parabolique L nP).

On conclut grâce la relation (proposition 3.2.2)

1° ( f , x , dgx ) = (|d l>0 (x)|)'“  IL (f« , x , dgx )

pour toute fonction f<ECc „(L) et à l'égalité
il/2 . ,_1\2 | i—1\2 

^ m’\g (x )| |D lvgW | P m*\l (x )| =  !•

□

3.4. Développements en germes au voisinage des éléments semi-simples.

Soit s un élément semi-simple de G et soit

A g(s) =  I l O o f o )
0£i£m

une décomposition standard de Aq(s) (cf le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k, 0<k<m, on 
note

o^IICoW
la partie fermée de G formée par l'union (disjointe) des k premières AdG-orbites de cette 
décomposition.

appartient à Cc co(0 G(x^¥1 )) et satisfait l'égalité

IG(vj/,xfc+1)= 1.

(pour k=0, c'est une trivialité car IG(1W ,x0)>0 pour toute partie ouverte compacte W de G 
d'intersection non vide avec l'orbite Og(s)). On veut passer au cran k+1. Soit C une nartie 
ouverte compacte de G. Alors AdC(xk+1) est une partie ouverte compacte de l'orbite 
donc de volume a> 0  pour la mesure AdG-invariante sur O ^x^j ) induite par la normalisation 
3.3.1. Par conséquent la fonction

Démonstration.

On montre le lemme 3.4.1 par induction sur le nombre d'AdG-orbites de Aq(s).
Soit un entier kG{0,...,m— 1}.
Supposons que l'on a construit des fonctions (fJ)kGCc 00(G), 0<i<k, vérifiant les conditions

s'>pp((fi)t ) '^ 0 i '=00(xl), 0< i< k  

" l0 ((fi)i’xj) = 8t.j> O SiJSk

W a -i 1AdC(*k+l)

f..0 .f fijaî
(1) supp(ftJ. )n  Ok C Og(xj. ), 0<k<m  (supp(f ) désignant le support de la fonction f  ).

0< i,k <m (8^=0 si tek, 8U= 1).

Lemme 3.4.1. — Il existe un jeu de fonctions }<ZCJG)tel que

C2)ilGi )X:Je

OG;C ),
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En définitive, les fonctions fsi=(Ç)m, 0<i<m, répondent à la question.

□

Corollaire 3.4.2. — Pour tout entier a > l, il existe un jeu de fonction {fs0,fu , --,fS4n} 
contenu dans Cc oo(sK*) et vérifiant les conditions (J) et (2) du lemme 3.4.1.

Démonstration.

Les conditions (1) et (2) du lemme 3.4.1 ne dépendant pas vraiment des éléments XjEA^s) 
(0<i<m) mais seulement des orbites O g ( x ;)  induites par ces éléments, on peut supposer que la 
famille {xi}0£i£m est contenue dans le voisinage ouvert compact sK* de s dans G.

On reprend à l'identique la démonstration du lemme 3.4.1.
Soit un entier k£  {0,...,m— 1} et supposons que l'on a construit des fonctions (fj )k£C c 00(G), 

0<i<k, vérifiant les conditions
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Comme O^j est une partie fermée dans G et O ^x^,) une partie ouverte dans Ok+1, la fonction 
(à valeurs complexes) sur Ok+1 prolongeant v|/ par 0 sur Ok+1—O ^x^j) appartient à Ceoo(Ok+1), 
donc il existe une fonction h€ECc co(G) qui vérifie

, hk(>,.1| = v
supp(h) n O ^ c O J x , , , ) '

On définit alors les fonctions (fi)id.1ECc oo(G)

t
Kk+1i)k+1 h

(f. k+1 1 (f;)» IG ((f, )k? ^ k + 1 )ii, 0 < i < k '

(pour k=0, c'est m e trivialité car IG(1W ,x0)>0 pour toute partie ouverte compact W de sK* 
d'intersection non vide avec Og(s), donc en particulier pour W=sK*). Pour passer au cran 
suivant, considérons m e partie ouverte compacte C de G telle que la partie AdG(xk+1) soit 
contenue dans sK* (par exemple C=Kb pour m  entier b>a suffisamment grand). On définit 
alors la fonction v);ECcoo( 0 G(xk+1 )) comme dans la démonstration du lemme 3.4.1. Comme la 
partie AdC(xk+1) est ouverte dans Ok+1n sK‘, et comme Ok+1n sK1 est fermée dans sK*, il 
existe m e fonction h eC c;C9(sK*) telle que

suppftfiJJcsK* 
*| supp((fi)k) o 0 i c 0 0(xi), 0 < i< k

IT gf(( >x jJ = 8y ’ 0< i, j< k

Soit s m  élément semi-simple de G. Deux fonctions complexes f  et h définies 
respectivement sur un voisinage Vf et Vh de s dans G sont déclarées (G,s)-équivalenîes s'il 
existe un voisinage W c V fnV h de s dans G sur lequel f  et h coïncident. On rappelle qu'une 
classe de (G,s)-équivalence est un germe de fonction au point s dans G. On note [f(.)]G s la

Les fonctions (fj)k+1 définies dans la démonstration du lemme 3.4.1 ont alors toutes m  support 
contenu dans sK* et le corollaire 3.4.2 est montré.

supp(h)nOk+1 c O G(xk+1)'

hLloto(xk+l)
= V|/



pour toute fonction fE Cc oo(G). De plus, pour chaque xE T\s),

Ad*8([ax(-)L)=[»x(-)]aAat(.1

pour tout élément gEG.

Démonstration.

Existence. Soit

A g (s) = U  Og (x; ) (xj e F(s))
0£i£m

une décomposition standard de Aq(s) (c'est-à-dire qu'on ordonne l'ensemble J\s) de telle 
manière que la décomposition ci-dessus soit standard) et soit{fs 0 ,ft l ,... ,fEJn }CCcoo(G) un jeu de 
fonctions qui vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition.

Soit fECcoo(G) et soit r| E Cc 00(G) la fonction définie par

îl = f -  Z lG(f ’xi)f«.i-

Les intégrales orbitales IG(r|,g) de la fonction t| sont nulles pour tout gEAG(s). Par conséquent 
([Vign] prop. 2.1), il existe une fonction vyEC0(G) qui coïncide avec r| sur A^s). Comme la 
fonction \|/—r\ est nulle sur AG(s), on peut appliquer le lemme 2.4 de [Vign] et conclure à 
l'existence d'un voisinage ouvert, AdG-invariant et compact modulo conjugaison (c'est à dire 
contenu dans AdG(C) pour une partie compacte C de G) de s dans G sur lequel \\i—r\ est nulle 
(l'article de M.F. Vignéras est écrit pour la caractéristique 0 mais la démonstration de ces deux 
résultats est indépendante de la caractéristique).

Ainsi, les germes
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classe de (G,s)-équivalence d'une fonction f: G —» C. H est clair qu'une action r: G —> Aut(G) 
induisant une action t * sur les fonctions f: G —> C (c£ le numéro 1.3), elle induit aussi une 
action sur les germes, notée encore t * et donnée par T * g ( [ f ( . ) ] Cit) = [ T * g ( f ) ( . ) ] (iTg(s) (gEG).

Proposition 3.4.3. (Développement en germes) —  Soient s un élément semi-simple de G et 
J-(s) une famille (arbitraire) de représentants dans G des AdG-orbites de AG(s). Alors, pour 
chaque xE F(s), il existe un unique germe de fonction [ax (.)]<£, (ne dépendant que de l'orbite 
Og(x) et pas du choix de la famille J\s)) au point s dans G tel que

une décomposition standard de AG(s). Supposons qu'il existe, pour chaque entier 0<i<m, un 
germe de fonction [as (.)]G K au point s dans G, tel que

pour toute fonction hECC M(G). 

Unicité. Soit

vérifient l'égalité

[■[G (f . i ?■)13.« ’
0)< i <m,

[rrGi(ih,. >1J C t -S E
O^i^m

I'rG,(h )[IG (i »]G,s

AG (s) = n O,'g'(xi) eeF(S))

pG (fL )LG,i
x eF(s)
E irG(f x ))[■a,:(■•)]k



Ei°(f.*iX«.(-)L=0
O^i^m

pour toute fonction fECc00(G). Soit {ft0 >Ç.i >••• } c Ccoo(G) un jeu de fonction vérifiant les 
conditions du lemme 3.4.1 pour la décomposition de A^s) ci-dessus. On a alors

0= £ l G(fa  ,xiXai(-)]G, = [akC)]G>,
0£i£m

pour chaque entier 0<k<m .

Indépendance quant au choix de RsY Soit £(s) une autre famille de représentants dans G 
des AdG-orbites de Aq(s). Pour chaque yE S(s), soit [a'y(.)]Ĝ le germe au point s dans G 
associé à y pour la famille £(s) (grâce aux propriétés d'existence et d'unicité montrées ci- 
dessus) et pour chaque xG f{ s), soit y(x)E E(s) l'élément défini par y(x)=OG(x)n0[s). Alors, 
la propriété d'invariance (3) de la normalisation 3.3.1 entramant la relation

pour toute fonction fECc00(G), l'unicité des germes [ax(.)]G>s (xE F(s)) montrée ci-dessus 
entraîne l'égalité

M-)L..=K «(•)]„,
pour tout élément xE  -F(s).

Propriété d'invariance. Quant à la dernière assertion de l'énoncé 3.4.3, grâce à nouveau à la 
propriété d'invarince (3) de la normalisation 3.3.1, on a

pour toute fonction fECc00(G) et tout élément gEG. Par conséquent, le développement en 
germes au point s dans G entraîne la relation

[I0(f - )U « .,=  2  i°(f.*)Ad*g([M .)U
xeF(s)

pour toute fonction fE C c „(G) et tout élément gEG, et l'unicité du germe [ax(.)]GAdg(£) (xE T^s)) 
au point Adg(s) dans G entraîne l'égalité

Ad* s ( M 4 . , ) = M - ) ] ,Me(1)

pour tout xE J\s) et tout gEG  donc pour tout couple (x,g)EAc(s)xG.

□

Remarque 3.4.4. —
(1) On a une autre propriété d'invariance (des supports), liée à la propriété d'invariance 

montrée ci-dessus. Fixons un élément s semi-simple dans G, une famille F(s) de représentants 
dans G des AdG-orbites de Aq(s) et, pour chaque xE s), un représentant ax: G —> C du germe 
[ax(.)]Gf, au point s dans G. Alors pour tout élément gEG la fonction Ad*g(ax): G — est un 
représentant du germe [ax(-)]aA«teo>) au point Adg(s) dans G (c'est la propriété d'invariance ci- 
dessus). De plus, si l'on fixe fECcco(G) et gEG, alors V(s,f) est un voisinage ouvert de s dans
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G tel que IG(Çy)=Zx€Ri)IG(£x)ax(y) pour tout élément yeV(s,f) si et seulement si Adg(V(s,f)) 
est un voisinage ouvert de Adg(s) dans G tel que IG(£y')=ZxeRt)IG(£x)Ad*g(ax)(y') pour tout 
élément y’EAdg(V(s,f)). Bien entendu, à  l'on prend pour chaque représentant ax une intégrale 
orbitale sur G, cette remarque est une trivialité.

(2 ) Les germes [a^.)]^, (xEA^s)), en tant que germes d'intégrales orbitales sur G 
normalisées comme en 3.3.1, dépendent de cette normalisation. Qn verra plus loin (corollaire
4.2.2) qu'il existe une normalisation des intégrales orbitales sur G induisant des germes 
constants sur chaque nappe de G.

□

3.5. Homogénéité des germes au voisinages des éléments centraux.

Pour tout élément t e  O— {0 } (F* étant naturellement identifié au centre de G) et toute 
fonction feC c 00(AdG(K1 )), on note f teC c oo(AdG(l + tg 1 )) la fonction définie par

f  * (l 4- tx) = f  (1 + x) pour tout x eAdG(g*) 

f  * (g) = 0  si g i  AdG(l+ tg1 )

Lemme 3.5.1. —  Soient u E l /  et t e  <9— {0 }. alors

IG(ft,u) = |t |fn(0 o(u))/2 IG(f,u ) 

pour toute fonction feC c C0(AdG(K1 ).

Démonstration. (2>

Quitte à conjuguer l'unipotent u dans G, on peut supposer que u=u(a) pour une partition 
ordonnée (a)= (aj > ctj > • • • > a r) de N (cf le numéro 2 .1.3). Soit n l'élément nilpotent de G 
défini par n= u— 1 et soit la matrice diagonale par blocs y=diag(yi ,...,yr) donnée par

f l 0  .............. 0  ^

0  t : 

y .=  : **. : eGLa.(F), l< i< r.
! t “ *"2 0

J) ........... 0  tai~ \

On vérifie sans difficulté que Ady- 1(l+n)= 1+tn. Ainsi

ïG(f ‘,u) =JGuXGf ‘(g-1ug)dgu\dg

= |detLic(Gu)\Lic(G)(Ady)|FJGuVGf , (g"1y '1Uyg)dgu\dg

=  d e t U e(Gu)\Lie( G ) (A d y ) | F l G ( f ’ U )  

pour toute fonction feC c 00(AdG(K1 ). Comme

detLie(G)(Ady)|=1’

(2) Si la caractéristique p du corps F est > N, alors n est l'un des générateurs d'une sous-algèbre de Lie de g 
isomorphe à sl2 (F) (théorème de Jacobson-Morosow) et l'on peut facilement adapter le travail de J. Rogawski 
([Rogaj lenima 7).
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Ce résultat est bien connu (et souvent cité), mais comme nous n'avons trouvé aucune 
référence dans la littérature, nous proposons ci-dessous une démonstration.

Soit

{0} = Vuj) Vnl c - c V w =F n

le drapeau de FN défini par

Vui=ker(ni :FN-» F N)

pour chaque iE{0 ,l,...,r}. Soient P=P(u) le sous-groupe parabolique de G associé à u, U le 
radical unipotent de P, M la composante de Levi semi-standard de P et {Wj}lsiar la famille de 
sous-espaces vectoriels de FN telle que

| m  = {p e P , pWj =W j, i = l ......r}-

Pour chaque couple (i,j)E{l,...,r}x{l,...,r}, soit Wy le sous-espace de 3  défini par

W,j = HomF(wj,Wl).

Ainsi,

Lie(U) = ©M<Jsr W.J c  ©Ka6jt,W 1J = Ue(P).

Pour chaque entier iE{2,...,r}, notons

n,:W ,->W w

l'injection induite par la restriction de n à W, (cf. la remarque 2.1.4.3). Pour tout élément x 
appartenant à Lie(P), on note x=© lii:SjSrxiJ la décomposition de x suivant ©isiSjS,Wy. On sait 
que le centralisateur Gu de u dans G est contenu dans P (proposition 2 .2 .6 . 1). Avec la notation 
[a,b]=Ada(b)b_1 ((a,b)EGxG) et la convention n1=0=nH.1, on a

[ n ^ j ^ o x y - x . j o n ^  

pour tout couple d'entiers (Lj) tel que l< i< j< r et tout élément XyEWy. Par suite

pour tout élément xELie(P). D'où l'on déduit

Lie(Gu) = {xeLie(P), nw ox i+1J+1 = x s V(i , j )telque l < i < j < r - l } .

Pour chaque entier iE {l,...,r}, soit Ej le sous-espace vectoriel de Lie(P) défini par

E, = 0 W 1+k.l+kk=l

En voici une autre, tellement plus simple, indiquée par J.L. Waldspurger: l'espace Lie(Gu )\Lie(G) est 
symplectique pour la forme bilinéaire (X, Y) 1-» Trace(n [X , Y]) et Ady en est une similitude de rapport t.

le problème se ramène à montrer l'égalité
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et soit d; la dimension du F-espace vectoriel Lie(Gu)nEi. Comme les applications nk (2 <k<r) 
sont injectives, pour chaque iG{l,...,r} l'espace vectoriel Lie(Gu)nE; s'identifie naturellement 
au sous-espace de Wü formé par les éléments xuE'Wl4 tels que

xu (ni+i °—° ni+k (Wi+k )) c  n2 o • • • c n1+k (W1+k )

pour chaque kG {l,...,r—i}. Un calcul facile entraîne alors (avec la convention â r+1= 0)

di = Z u ia „ - ia »(a « - l - a w.) (« « { l.- .r} )-

En remarquant que la restriction de l'application Ady-1 au sous-espace Ej (iG{l,...,r}) de 
agit scalairement par multiplication par t '-1, on obtient la relation

detU.(0 „)(Ady ') |r = n | detU.(0 ,)nE,(Ady ',)|r
r l£h£r r

= n  i‘ip<wM'
l£i£r

avec

Z  (i_1 )di = Z  “ ki Z  (i-^âi+k-i-âi+k)
l£i£r l£k£r \l£i£r+l-k )

= Z  «k i Z “ j
l£k£r \ k + i £ j & T  J

= 1/2ÎN! -  2  S ,1"
V l^k^r J

= 1 /2  dim(0 (B)).

D'où le lemme 3.5.1.

□

Proposition 3.5.2. —  Soit

a g(1)=  II°o (U i)
OSiSm

une décomposition standard de l'ensemble des éléments unipotents de G et soit un jeu de 
fonctions {fw ,fu -,...,fltm}CCc<00(G) vérifiant les conditions du lemme 3.4.1 pour cette 
décomposition. Alors il existe un voisinage W de 0  dans (J tel que pour chaque iG{0 ,...,m},

l° (fu j l+ tx )= |t |^<u*M 'M °.wM  ,o(fu  >1+X)

pour tout XGW et tout tG O— {0}, Ux désignant le radical unipotent du sous-groupe 
parabolique de G associé à 1 + X .

Démonstration.

S'agissant d'un résultat portant sur les germes d'intégrales orbitales au point 1 dans G, on 
peut supposer (grâce à la propriété d'unicité de la proposition 3.4.3) que le jeu de fonctions 
{f10,fn ,...,flm} vérifiant les conditions du lemme 3.4.1 pour la décomposition standard de 
AG( 1) de l'énoncé est contenu dans le sous-espace Cc oo(K’ ) de Cc oo(G) (corollaire 3.4.2).
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Soit un élément l + X =xEK ‘ fixé. Montrons que pour toute fonction fECcoo(AdG(K1)) et 
tout élément tE  <9— {0}

IG (f ‘, 1 + tX) = |t|Fdim(u) IG ( f , 1+X)

où U=UX est le radical unipotent du sous-groupe parabolique P de G associé à x.
Soient M1 le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de x, P" le sous- 

groupe parabolique de M1 associé à x et M une composante de Levi de P". Alors, pour tout 
élément tE<9—{0}, G1+tx=Gx=P"x et, notant XMELie(M) et XuELie(U) les éléments tels que 
l’on ait l'égalité X=XM+XU5

i+x=(i+xM)(i+(i+xM)'‘x„)
' l+ tX  = (l+ tX M)(l+ t(l + tXM)~*Xu)

Pour tout élément tE<9— {0}, il est clair que M1 est le sous-groupe de Levi de G associé aux 
composantes primaires de 1 + tX  EK1 et que P" est le sous-groupe parabolique de M1 associé à 
1+tX. Si t^ l ,  les composantes irréductibles du polynôme minimal de 1 + tX  peuvent être 
distinctes de celles de x et le sous-groupe parabolique P(t) de G associé à 1 + tX  (dépendant 
de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble de ces composantes) peut à priori 
être distinct de P. On peut, sans perte de généralité (grâce au point (4) de la définition 3.3.1), 
supposer que P(t)=P pour tout tE<9— {0}. Soient A le centre de M et Kp un sous-groupe 
ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la paire parabolique (P,A) de G. 
Soient dkp, dm, du les mesures de Haar respectivement sur Kp, M et U normalisées par

vol(KP, dkp ) = vol(M n  Kp, dm) = vol(U n  Kp, du) = 1.

Alors, pour toute fonction fECc 00(AdG(K1 )) et pour tout tE  O— {0},

i°(f*,i+tx) =i“((f')p,i+txM)

=L 1M(f')p(m"'(l+txM)m)dm.«„'dm

où (f*)p désigne le terme Kp-invariant de f* suivant P et où la mesure de Haar sur le 
centralisateur de l'élément 1+XM dans M est celle définie en 3.3.1. Or

(f1 )? (m"1 (1 + tX)m) = 5p2 (1+tXM ) |detLie(u) (Adm"1 )|p ^  (Ad*mkp (f * ))((l + tXM )u)dudkp

= 8P2 (1+tXM ) |detLie(u) (Adm-1 ) \J ^  ( £  (Ad*mkp (f ))‘ ((l + tXM )u)du) dkP

et, notant dN la mesure de Haar sur Lie(U) normalisée par vol(Lie(U)n 9° )=  1,

JU ® ' ((i+tx„ )u)du = Jut(u) O' ((1+tx„ )(1+N))dN

= L (u,,1>'(1+tx«+(1+tx»)N)dN

= | t r tU)Ju1>((l + XM)u)du 

pour toute fonction OECc co(AdG(K1 )) car

^ e t L i e ( U ) ( l +  t ^ M ) | F = | <̂ e t u c ( U ) ( l  +  ^ M )  p =

On obtient l'égalité
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IG (f ‘, 1 + tx) = |t|Fdim(u) ( f , 1+x)

pour toute fonction fE(^„(AdGfK1 )) et pour tout élément tE O— {0} en reprenant le 
développement ci-dessus dans l'autre sens.

Soit une fonction fECc „(AdGOK1 )). Alors, pour chaque élément te (9— {0}, il existe un 
entier r(f,t) tel que (proposition 3.4.3 et lemme 3.5.1)

I ° ( f ', l+ tx )  = 2  IG(f",u i) l° (f1„ l  + tX)
0£i£m

= S |t|M°.w)»I<=(fiUi)Io(fuil+tX)
0 £ i £ m

pour tout XE 3 rÆt)- A est clair que cet entier r(f,t) ne dépend en fait que de f  et |t |F.
Pour chaque élément tE<9— {0}, soit r(t)=max{r(f10,t),...,r(fljn,t)}. Le développement en 

germes ci-dessus appliqué aux fonction fu aux points 1+ tX  (tEHT(9x et XE<jr) où r=r(7U), 
joint à la formule d'homogénéité montrée ci-dessus, entraînent l'égalité

|t |Fdim(ux) 5i + x ) = |t|^m(°0(u'))/2 lG({u ,l + tX) (0<i<m )

pour tout tETZ70*  et tout XEAdG(çp). Comme t3 r=ÇT+1 C g r pour tout tGTüO* et comme 
dim(Utx)=dim(Ux) pour tout tE<9— {0} et tout XEAdC^Kj), par itérations successives on 
obtient la formule d'homogénéité

pour tout tEf*— {0} et tout XEAdG(çT). En notant y l’entier défini par y=sup(r(l),r(nr)), 
cette formule est valable pour tout tE  G— {0} et tout XEAdG(<J7); par conséquent le 
voisinage W=AdG((g i ) convient et la proposition 3.5.2 est montrée.

□

Pour tout élément gEG et toute fonction fECceo(G), rappelons que X*g(f)ECcoo(G) est la 
fonction définie par

(A*g(f))(x) = f(g_1x) (xeG ).

La translation à gauche par des éléments de Fx (identifié au centre de G) commutant à l'action 
par conjugaison, il est clair que

IG(f,x ) = IG(A*z(f),zx)

pour tout couple (z, x)EFxx G et toute fonction fECe M(G).

D'où la variante suivante de la proposition 3.5.2.

Corollaire 3.5.3. (Homogénéité des germes) —  Soient zEFx (identifié au centre de G),

A g ( z ) =  U  O g ( z u ; )

Ôî m

une décomposition standard de A q ( z )  et un jeu de fonctions qui
vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition. Alors il existe un voisinage 
W de 0 dans g tel que

{i f-,n,X f
Z4H }rCC (g :

IrG(<* i . i  » ]L + tX:)
I Id

:W.
dim(Ux ) - ( d im ( 0 0 (u:)V2)

'I G

3(> i ? + X)

(^*g(f))(x) = f(g_1x) (xeG ).

ItC.
i'Xz,i ,1 + txH |tIF

. dim i
I 'Cfki.ll + x)
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□

3.6. Indépendance linéaire des germes au voisinage des éléments semi-simples séparables.

Commençons par un lemme technique de descente des intégrales orbitales non normalisées 
au voisinage dans Greg d'un point semi-simple séparable de G.

Lemme 3.6.1. —  Soit T un tore maximal de G, s un élément de T et fGCc oo(G). Alors, il 
existe une fonction FGCc oo(Gs) et un voisinage Q de s dans T tels que

F(S) = I ° ( f ,S)

IG(f ,t) = IG,(F ,t) pour tout t eD

Démonstration.

D s'agit essentiellement d'utiliser la propriété suivante ([Hari 1] lemma 19 ou [Roga] §1, 
lemma 1): il existe un voisinage ouvert WT de s dans T tel que, pour toute partie compacte X 
de G, il existe une partie compacte C=C(X) de G telle que

(Adx-1(WT)nX  * 0 ) => xGG.C.

Soit X=supp(f) et C=C(X) une partie compacte de G vérifiant la propriété ci-dessus. Qn 
peut supposer que C est ouverte dans G. Pour toute fonction hGCc „(G), on définit la fonction 
h(S)e Cc «(GS\G) par

hw(x) = JG.h(g«x)dg. ’

où dg,, est la mesure de Haar sur Gt telle que l'on ait l'égalité

IG(.,s,dgs) = IG(.,s)

(en tant que distributions sur G).
Soient <})GGC M(G) telle que <t>(s) soit la fonction caractéristique de GSC et FGCc 00(Gs ) la 

fonction définie par

F(gs) = JG <t>(g)Ad*g(f)(g,)dg.

Alors,

F(s) =J0<Kg)f(g-1sg)dg

=  i/(o .» ) .G . * (® .s )f ( s ' ,s8 ) (d8 . ' d8 ) d8 .

= JG.vol|>w(g)f(g",sg)dg-Vd8 
= I° (f,s ).

Soit un élément tG(wTnG rcg) et soit dgT une quelconque mesure de Haar sur G,=T. Alors,

I0( f ,t ,d g T) = I0-(F ,t,dgT)

car

pour tout X £W , tout t e  O — {0} et tout iG {0,...,m}.
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IG (f, t , dgT ) = Ad*g(f)(t)dgT\dg

= 1 g . \ g  La. Ad*^)^)(dgt\dg)(àgT\dgt )

= Jg.no Jr\c. ^ (*) (ë)A-(i*gt g(f)(t)(dgi\dg)(dgT\dgs )

= Jg Jt\g. 4>(g)Ad*g. g(f )(t)dg(dgT\dg, )

= Jt\g. Adg^ F^ dgTXdg‘ •

En particulier, si l'on prend pour dgT la mesure de Haar sur T donnant volume 1 au sous- 
groupe ouvert compact maximal de T, on obtient (normalisation 3.3.1)

I°(f,t)= I°"(F ,t)

pour tout élément tGwTnG reg.

□

Proposition 3.6.2. (Indépendance des germes, cas séparable) —  Soit s un élément de G 
semi-simple séparable et 'ïi(s) une famille de représentants des Ad G-orbites unipotentes de 
Gs. Pour chaque élément uG'U(s), soit asu : G -* C un représentant du germe [atu(.)]Ĝ au 
point s dans G. Supposons qu'il existe une famille de nombres complexes {cu }uex/(s) et un 
voisinage W de s dans G tels que

S  cua«u (x) = 0 Pour tout x e W n G icg ;
ueXÎ(s)

alors cu=0 pour tout uG'l/(s).

Démonstration.

Soit

A g(s)= n 0 G(sUi) («ie'TJ(s))
(Kî m
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Ainsi, IG(f, x)=0 pour tout xG\VnGreg et le problème se ramène à montrer que IG(f,sui)=ci=0 
pour chaque 0<i<m. On traite séparément le cas i=0 et le cas iG{l,...,m}.

(1) Le cas i=0. On a un isomorphisme (non canonique)

G, = GLNi (F, ) ^ • • • x GLNf (F, ), x; [F, : FjN, = N,
15i£r

pour des extensions finies séparables F, ,...,Fr de F. Soit TCGB un tore maximal de G elliptique 
dans Gs (au sens où chaque composante Tt de T à travers cet isomorphisme est compacte

Soit fECc co(G) la fonction définie par

une décomposition standard de AG(s) et soit {^0,fs l,...,ftJ>1}cC C M(G) un jeu de fonctions qui 
vérifie les conditions du lemme 3.4.1 pour cette décomposition. Soient Cg,...,^, m + 1 nombres 
complexes et W un voisinage de s dans G tels que

^  C;IG (fs ;, x) = 0 pour tout x eW o  G,^ .
O^i^m

E Ci£l s,i-



modulo F*). Le lemme 3.5.1 nous permet d'affirmer l'existence d'une fonction F0 dans Ccoo(Gt ) 
telle que

IG(f,s)=F0(s)

et

IG(f,x ) = IG-(F0,x)

pour tout xG T nG ^ suffisamment proche de s. Une extension immédiate de la proposition 
3.4.3 entraîne l'existence d'un développement en germes au point s dans Gs

iG> (f0 » y):= Z lG' (Fo ’ ̂  )bi (y)
0£i£m

pour tout yEGg suffisamment proche de s (où, pour chaque iE {0,...,m}, la fonction b; : Gs -> C 
est un représentant du germe de fonctions au point s dans Gt associé à l'élément su;). La 
formule d'homogénéité des germes au voisinage des éléments centraux (corollaire 3.5.3), 
entraîne enfin l'existence d'un voisinage ouvert compact V de 0 dans Lie(Gs) tel que

0 = I°-(Ft ,s(l+v))

= 2 l ° - ( F „ , s U i ) b |( s ( l+ v ))

pour tout vE V tel que s(l+ v )eT n G reg et pour tout tE O (identifié à un sous-groupe du centre 
de Lie(Gs )).

On sait qu'il existe une constante c non nulle indépendante de T telle que b0(y)=c pour 
tout yETnG reg suffisamment proche de s (extension immédiate à s central du résultat montré 
par G. Henniart pour s= 1 ([Henn] appendice 3)). Pour chaque tE  <9, la partie T(t)CT définie 
par T (t)=T n{s(l+ tV ), vE V} est un voisinage ouvert compact de s dans T et T(t)nGrcg est 
un ouvert dense dans T(t). On peut donc dans la dernière égalité de la formule ci-dessus faire 
tendre s(l+ tv) ( t—>0, vEV) vers s dans TnG ^. Par passage à la limite, on obtient

0 = IG* (F0, s) = F0 (s)= IG ( f , s).

(2) Le cas iE{l,...,m}. On pose u=uj. Soient M  le sous-groupe de Levi de G associé aux 
composantes primaires de su et P (resp. P") le sous-groupe parabolique de G (resp. de MF) 
associé à su (cf. le numéro 2.2.6). Soient M une composante de Levi de P" contenant s, A le 
centre de M et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport 
à (P,A). Soit TCMS un tore maximal de G elliptique dans Ms (c'est à dire compact modulo A), 
et soit dgT la mesure de Haar sur T qui donne volume 1 au sous-groupe ouvert compact 
maximal de T. Une généralisation immédiate du lemme 3.6.1 au groupe M nous permet 
d'affirmer l'existence d'une fonction FECc 00(Ms) telle que

IM(fp,s) = F(s)

et

IM (fp, x) = IMf (F , x)

pour tout x E TnM reg C T nG reg suffisamment proche de s (fpECe oo(M) désignant le terme Kp- 
invariant de f  suivant P).

En notant que
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O = IG ( f , x) = IM (fp, x) 

pour tout xG W nTnGfeg, le raisonnement effectué ci-dessus pour i=0 entrame

0 = IM- (F, s) = F(s) = IM (fp , s) = IG ( f , su).

□

3.7. Commentaire.

On va voir (numéro 4) que, modulo une approche un peu différente de celle développée 
dans le numéro 3, on peut prouver la proposition 3.6.2 pour les éléments de G semi-simples 
inséparables. On a jusqu'à présent suivi d'assez près, en la modifiant au besoin pour l'adapter à 
nos objets, la théorie développée en caractéristique 0. Pour aller plus loin et aborder la 
question vraiment intéressante -  que se passe-t-il de si mystérieux au voisinage des éléments 
inséparables ? -  on a besoin d'une construction différente, permettant de traiter indistinctement 
les éléments séparables et inséparables. Cette construction nous est suggérée par la 
décomposition de G en nappe de Dixmier. On va en effet définir, de la même manière qu'on l'a 
fait pour IG(.,.), une normalisation J%,.) des intégrales orbitales dans G induisant, pour toute 
fonction fGCcoo(G), une application x i—» JG(£x) localement constante sur chaque nappe. 
L'indépendance des germes au voisinage des éléments semi-simples inséparables (comme la 
caractérisation des intégrales orbitales sur G et le théorème de densité des intégrales orbitales 
régulières semi-simples séparables dans l'espace des distributions AdG-invariantes sur G) 
découlera alors directement de cette normalisation.

4. Une bonne normalisation des intégrales orbitales.
Caractérisation, indépendance des germes et théorème de densité.

4.1. On montre une propriété de stabilité des intégrales orbitales "voisines" (en un sens que 
l'on précisera) d'un élément irréductible de G. Il s'agit essentiellement d'utiliser les techniques 
d'approche d'un tel élément développées par C. J. Bushnell & P.C. Kutzko dans [Bu-Ku].

Soit s un élément irréductible de G et soient:
—  E=F[s]cg, l'extension (non nécessairement séparable) de F engendrée par s.
—  tue une uniformisante deE.
—  <9e l'anneau des entiers de E et Pe= tue(9e l'idéal maximal de <9E.
—  a=EndF(E) et a x=AutF(E) le groupe multiplicatif de a.
—  JA=JA° l'(9F-ordre héréditaire principal de a  normalisé par Ex.
—  JA'=tzje'JA, ígZ , les puissances du radical de Jacobson JA1 de JA.
—  6—EndE(FN ) le commutant de s dans g.
—  Q=Q° l'<9F-ordre héréditaire principal de g normalisé par Ex (au sens où Adx(Ç)= Q 

pour tout xGEx ) tel que 2? = 3°—Bn Q soit un <9E-ordre héréditaire maximal de 6.
—  iGZ (resp. 'Bi=BnQ\ ieZ ), les puissances du radical de Jacobson Q1 de (g 

(resp. les puissances du radical de Jacobson de 2? ([Bu-Ku] prop. (1.2.4)).
—  vç: 5 ~►  2 la hauteur sur g relativement à Q définie par

V ç(x)=m ax{iG Z, x G ^ '} 

et v^: a -> IL la hauteur sur a relativement à JA définie par
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—  y  =TZ7E y , iEZ  (resp. Œ>'=bn(g', ieZ ), les puissances du radical de Jacobson (g1 de (? 
(resp. les puissances du radical de Jacobson 2?1= ßn(?1 de 2? ([Bu-Ku] prop. (1.2.4)).
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v^(x)=max{iGZ, xG-ft.'}.

On peut voir Q comme le stabilisateur dans g d'une chaîne de Of -réseaux £= {L t , iGZ) 
dans FN. Soit W le F-sous-espace vectoriel de FN engendré par une E-base {\Vj,...,wr} de FN. 
L'inclusion de W dans FN jointe à l'action de s sur FN induisent'un isomorphisme (canonique) de 
F-espaces vectoriels

E ® fW = Fn , (1)

un isomorphisme de F-algèbres

EndF(E )0 FEndF(W )sg , (2)

et un isomorphisme de ( a , 6 )-bimodules, appelé (W,E)-décomposition de g ([Bu-Ku] (1.2.6))

a ® EJ6=g. (3)

Si, de plus, on suppose que {wlv ..,wr} est une (9E-base ([Bu-Ku] déf. (1.5.6)) de la chaîne de 
réseaux £  vue comme chaîne de <9E-réseaux dans le E-espace vectoriel FN (cette supposition a 
un sens car Ex normalise <? ) alors ([Bu-Ku] prop. (1.2.9)) l'isomorphisme 4.1.(3) ci-dessus 
induit un isomorphisme de (J^S^bim odule

(4)

et, par restriction pour tout ieZ , un isomorphisme de (J3.,2?)-bimodules ([Bu-Ku] corollary 
(1.2.10))

A ® 0 W=G' .  (5)

On note (restons fidèles aux notations de [Bu-Ku])

i w • ®  ̂g (6)

l'injection de a  dans g prolongeant l'injection E —> g (le corps E étant canoniquement inclus 
dans l'algèbre a).

L'idée est de montrer que, pour toute fonction fGCceo(G) fixée, l'intégrale orbitale

x h  IG(f ,x ,d g x)

est, modulo une bonne normalisation des mesures de Haar dgx, localement constante au 
voisinage de s dans iw(ax). Pour ce faire, on introduit les réseaux ([Bu-Ku] def (1.4.3)), 
lesquels permettent de contrôler assez finement (pour le propos qui nous intéresse) le 
comportement des éléments voisins de s sous l'action de G par conjugaison.

Pour chaque keZ , on définit l'(9F-ordre de g (resp. l'(9F-ordre de a)

•3Vk(s,<?)= {xG Q, sx-xsG } C Q 

(resp. ^ k(s,JZl)={xGJZl, sx—xsGJ^.k}CJzl).

On note k^s,^) (resp. k^s,-^.) l'exposant critique ([Bu-Ku] def. (1.4.5)) défini par

k0(s,^)=max{ kGZ, J V ^ s ^ c z S + Î? 1}

(resp. k0(s,Jzl)=max{ kGZ, SN'l(s,JA.)ct G^+JA1}).
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Alors ([Bu-Ku] prop. (1.4.13)) k0=k0(s,J^.)=k0(s,^) et la (W,E)-décomposition 4.1.(4) 
entraîne par restriction pour tout keZ , un isomorphisme

s, g ) . (7)

Pour simplifier l'écriture, on note

et

:7V(g)=.W t>(s,g ).

Lemme 4.1.1. —  Soit W le voisinage ouvert compact de s dans a* défini par

W = s+J4.1+k°

e/, pour chaque élément xE i^  (W), soit dg* la mesure de Haar sur le centralisateur Gx de x 
dans G telle que

vol(Gx( l+ CTB̂ V (g)), dgx\dg)=1.

Alors, pour toute fonction feC coo(G), le germe de fonctions au point s dans iw(ax)

X M [l°(f >x >dgx)]>w(„,).,

est un germe constant.

Démonstration.

Soient un entier a> 1 et un élément gGG tel que

Adg-1 (s) e s+§*+ko,

et soit t=Vç(g) la hauteur de g sur g. Alors la relation
_ / ^ a + k 0+tsg-gseÇ ?

entraîne ([Bu-Ku] corollary (1.4.10)) l'existence d'un élément

x e 2 ’+W ( £ )  = tï7e*+W (<?) <z(g'+t.

tel que sg—gs=sx=xs. Ainsi y=(g—x)S Ggfï Çjt=Gsr\'Bt et l'on a montré la relation

(Adg-1 (s)s S + S " l")= .(g e G .(l+ roB-^C(g))).

Réciproquement,

i \
(l + y)s(l + y) 1 = s+ (sy -y s) C—l)'y’ e s+J^.*+k°

Vteo J

pour tout élément yeTDEJ \f ((j) D'où l'on déduit l'égalité

{geG , Adg"1 (s) e s+ g i+k°} = G, (l + TUE‘N (g )).

Pour tout entier a> 1, on considère les strates simples ([Bu-Ku] def (1.5.5)) dans g et dans 
a respectivement définies par
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J / k(s ,J ¡ l)® 0 | S £ ^ - k( s ,6 ) .  (7)

M(JL ) = * r lo(s,A)



A fortiori, pour tout X eJV * 0, (ax)s+xCEx( 1 +inE\7V"(JA.)), donc (ax)s+x est compact modulo 
Ex et s+X est un élément elliptique de ax.

On fixe un entier a> 1 et un élément X eJzL*+k°. Soient Y = iw(X) et E'=F[s+Y]C g 
l'extension de F engendrée par s+Y. Alors les strates [Q,—r,—(k„+a), s+Y] et Q t{s,Q ) sont 
équivalentes ([Bu-Ku] prop. (1.5.2)) et le raisonnement effectué ci-dessus en remplaçant s par 
s+Y, joint à la proposition (2.3.4) de [Bu-Ku], entraînent l'égalité

{geG , A dg-'(s+Y )e s + g " l»} = G „ Y(l+TOB-JV (g)).

Par ailleurs, l'isomorphisme 4.1.(7) entraîne l'identification

E(l + TDjî, JV‘(.A ))® c,B2  = 6 (l+ n JE*^ST(^))

et par conséquent l'inclusion

G,+Yc G ,( l+zub'W (G)).

En définitive, on a montré la relation

{geG , Adg-1(s+ Y )es+ Ç » +ko} =G t(l + TnE* ^ ( ^ ) )

= {geG, Adg‘1(s )e s + Ç ,+k°}.

Soit V le voisinage ouvert compact de s dans G défini par

V  = s+(gl+k° .

Alors, pour tout élément xE iw(W),

IG(lv,x ,d g x) =JĜ Gl v(g-1xg)dgx\dg

= vol(Gg( l+ m EW(Çj)), dgx\dg)

=  1

où 1 veC c00(G) désigne la fonction caractéristique de l'ouvert compact V de G. Pour tout 
entier a>l ,  soit W* (resp. V1) le voisinage ouvert compact de s dans a x (resp. dans G) défini 
par

U/\ = s + J ^  (resp. ’̂ s + Ç ^ * ) .
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avec r= V g (s)= v_a(s). Comme l'élément s est elliptique dans a x, on a, pour tout entier a> 1, une 
formule pour le a x-entrelacement de la strate D / s ,^ )

J„(A(s,JZl)) = {h e a \  Adh-1(s+JZlko4*)os+JZlko+* * 0 }

et

£>,(s,£ ) = [ ^ ,- r , - ( k 0+a), s] 

D,(s,Jzl)= [J2 l,-r ,-(k 0+a), s]

relativement plaisante ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))

JH (ü t (s, JA.)) = {h e a \  AdlT1 (s+ JZtko+* ) n  s + JZ\>+* * 0 ]  

t plaisante ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))

J„(n,(s,.Æ )) = E “(l+ roEI^ (Æ ))

={heO“, AdJT‘(s+ J3>*‘ ) = s + J3>*‘}.



Ainsi,

IG( lv. ,x ,d g x) =vol(Gt(l + iZJE*^V(^)),dgx\dg)

= [g , ( i+ tueN (£)) : G, ( l+ ute* Jsf(£))]

= IG(lv. ,s,dgg)

pour tout entier a> 1 et tout élément xGiw( W* ).

Soit une fonction fECeoo(G). On peut, sans perte de généralité, supposer que f  est la 
fonction caractéristique d'un ouvert compact C de G. L'AdG-orbite Og(s) étant fermée dans G, 
on construit aisément un recouvrement de Oc(s)nC de la forme

Og (s)nC  = Og (s) n  i  H  Adg; (V** )
VlSiSr /

pour des entiers a; > 1 et des éléments g;eG . Notant b=max1<;<r(ai ), on a la relation

IG(f, x, dgx) = £  1<3(1vi > dgx) = lG(f , s, dgs)
l£i£r

pour tout xGi^X Wb).

□

Remarque 4.1.2. —  Si, de plus, s est elliptique dans G, le lemme 4.1.1 dit très exactement 
qu'il existe un jeu de mesures dgx sur les centralisateurs Gx des éléments situés dans un 
voisinage de s dans G tel que, pour toute fonction fECe co(G), le germe de fonction au point s 
dans G

x ^ [ l G(f,x ,d g x)]Gt

est un germe constant.
Notons qu'Harish-Chandra a, grâce à son très élégant principe de submersion, montré ce 

résultat (et même un résultat plus profond) au voisinage de n'importe quel élément semi-simple 
régulier séparable ([Hari 2] theorem 3). On peut, du reste, vérifier que sa démonstration 
fonctionne encore au voisinage d'un élément elliptique inséparable (cf. le chapitre 4, n° 2.3).

□

Pour chaque élément s€EG irréductible dans G, on note JG(.,s) l'intégrale orbitale au point s 
dans G normalisée comme dans l'énoncé du lemme 4.1.1, c'est-à-dire telle que

JG(.,s) = IG(.,s ,d g e)

en tant que distributions sur G, où dgg est la mesure de Haar sur le centralisateur Gs de s dans 
G définie dans le lemme 4.1.1.

On étend naturellement cette définition à tout sous-groupe de Levi M de G. Pour chaque 
élément sEM, irréductible dans M, on note ^(.»s) l'intégrale orbitale au point s dans M définie 
comme ci-dessus composante par composante (grâce à [Hari 1] corollary of lemma 16, déjà 
cité au n° 3.3) pour un isomorphisme de M avec un produit de groupes linéaires sur F.

On peut alors recopier la définition 3.3.1.
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pour toute fonction fECc M(G).

Remarque 4.1.4. — Nous avons dans un premier temps essayé, comme il est suggéré dans 
[De-Ka-Vi], appendice A, n° 2.d, d'utiliser la normalisation définie par M.F. Vignéras dans 
[Vign], n° l.g. En fait, cette normalisation — définie seulement pour les éléments séparables -  
ne peut (en général) pas être étendue à tout le groupe en une normalisation induisant des 
intégrales orbitales localement constantes sur les nappes. En effet, pour chaque élément 
séparable geG , M.F. Vignéras définit une "mesure orbitale canonique normalisée" d(g)|<|>g*G>g| 
où |<()g* cog | est la mesure AdG-invariante sur l'orbite Og(g) induite par une mesure |tog| sur le 
centralisateur Gg de g dans G, et où d(g) est un facteur de normalisation défini comme suit: soit 
g=su la décomposition de Jordan de g en partie semi-simple sEG et uEGs. Soit T un tore 
maximal de G contenant s, S  un système de racines de G par rapport à T, ¿ jC E  les racines 
triviales sur s et . On pose alors

D(s)=n (i_a(s))
ael2

et

d(g) = |D(s)|f1/2 .

Considérons maintenant l'élément x E GLp( Fp((zn ))) défini dans la remarque 2.2.5.2. Il est 
elliptique inséparable dans GLp(Fp((nr))) et peut être approché d'aussi près que l'on veut par 
un élément sEGLp( Fp((nj))) elliptique séparable. Mais comme l'élément x a une seule valeur 
propre zn,/p de multiplicité p dans une extension algébrique Fp((zzrl/p)) de Fp((TZ7)), quand un tel 
s tend vers x, ses valeurs propres tendent toutes vers la même valeur et le facteur de 
normalisation d(s) tend vers 0. On ne peut donc espérer prolonger cette normalisation en une
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triviales sur s et H2=H—Hï .

Définition 4.1.3. (Normalisation bis) —  Soient x un élément de G, M* le sous-groupe de 
Levi de G associé aux composantes primaires de x et P (resp. P") le sous-groupe paraboli
que de G (resp. de MV associé à x. Soient M une composante de Levi de P", A le centre de 
M et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne position par rapport à la 
paire parabolique (P,A). Soit s=xM la composante de x suivant M. Alors on note JG(.,x) 
l'intégrale orbitale au point x dans G définie par

J ° ( f ,x )  = JM(fp,s)

pour toute fonction fECc „(G) (î? désignant le terme K^-invariant de f  suivant P,).

□

La cohérence de cette définition se montre exactement de la même manière que pour la 
normalisation 3.3.1 et les propriétés d'invariance par conjugaison (n° 3.3.1.(3)), d'indépendance 
vis à vis de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 (n° 3.3.1.(4)), de descente parabolique 
(proposition 3.3.4), restent vraies si l'on remplace IG(.,.) par J%,.). Noter que si les propriétés 
des développements en germes au voisinage des éléments semi-simples (resp. centraux, resp. 
semi-simples séparables) restent inchangées si l'on remplace la normalisation 1%,.) par la 
normalisation JG(.,.), les germes eux-mêmes dépendent de la normalisation choisie (cf. la 
remarque 3.4.4.(2)). Si sEG est un élément semi-simple dans G et si F(s) est une famille de 
représentants dans AG(s) des classes de conjugaisons de Aq(s), on note [bx(.)]GtS (xE J\s)) les 
germes de fonctions au point s dans G définis par le développement (proposition 3.4.3)

[■ÍJ
G

(f:>•):»G,s fxeF(s)
JG!(f , x) [b.X o

JG rs



normalisation sur tout le groupe induisant des intégrales orbitales localement constantes sur les 
nappes.

□

4.2. On montre dans ce numéro que la normalisation 4.1.3 induit, pour chaque nappe X (a) 
de G et chaque fonction feC ceo(G), une application localement constante

X (a) —>C, xi—> J°(f, x).

On en déduit une caractérisation des intégrales orbitales sur G.

Commençons par préciser la structure des nappes de G. Soit (a )= (a1> - > a d ) une 
partition de N. La nappe X (a) associée à (a) est l'ensemble des points sur F d'une sous-F- 
variété algébrique lisse X(a) de 0 = 0 1 ^ . De même, notant Y(a) l'ensemble des suites {flv ..,fd } 
de F[T]—T.F[Tj telles que

íf¡ est unitaire de degré a ¡> l, l< i< d  
| f i+1 divise f¡, l< i<  d -1  ’

Y(a) est l'ensemble des points sur F d'une F-variété algébrique lisse Y(a). Soit

P(a):X( a ) ^ Y(a)

le morphisme algébrique tel que p(a) (x)= {f^ ,...,f^d} (cf le numéro 2.2.3) pour tout xE X (a) et 
soit

S(a):Y(a)-^X (a)

la section (algébrique) de p(a) définie comme suit: a toute suite {fx ,...,fd} appartenant à Y(ct), on 
associe la matrice diagonale par blocs

=  ........

où, pour chaque polynôme unitaire fE(F[T]—T.F[T]) écrit sous la forme

f(T )=T r -  ar_jTr-1------ a /T -a ,, a¡eF,

Jj(f )€G Lr(F) désigne la matrice compagnon de f  (déjà définie au numéro 2.2.2 pour tout 
polynôme unitaire irréductible f£(F[T]—{T})) donnée par

r0 ..........  0 a0 ^
1 •. : : 

j t(f)=  o : i .

: **. 0 ar_2 
K0 ••• 0  1 a r_, >

Ainsi, p(a) est suijective, submersive, et de fibres les AdG-orbites de X(o).(4)

Proposition 4.2.1. —  Pour chaque nappe X (a) de G et chaque fonction fECc00(G), 
l’application

Xh->JG(f,x ),

est localement constante.

Un tel couple (X(a), p(a)) est appelé par I.M Gelfand & D.A. Kazhdan un "geometrical factor" ([Ge-Ka]).
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s,„1({f1,f2>...>fa}) = diag(j1(f,) ,j1(f1) ...... J ,( í ,) )eG

X (n)->C, xi-»Ja(f,x),



Démonstration.

Soient (a )= (a 1>-*->ad) une partition de N et x un élément de la nappe X (a). Soit 
{Ç„...,Çd} l'image de x par la submersion p(a): X(a)—> Fixons aussi une fonction fECcoo(G). 
Comme

J<i(f,y ) = J<!(f,Adg(y))

pour tout couple (y,g)EGxG, et comme les fibres de l'application p(0[) sont les AdG-orbites de 
la nappe X (a), il suffît de montrer que le germe de fonction au point {Çlv ..,Çd} dans Y (a)

f e ... .................................. M

est un germe constant.

Soit n un entier >  1. Qn note Fn[T] la variété UJ-adique des polynômes unitaires de F[T] de 
degré n, et prn: FJTj —>Fn rhoméomorphisme de variétés TU-adiques défini par

pr.(v) = (b„-1(v|/),...,b1(\|/),b0(\|/))

pour tout polynôme \|/EFn[T] écrit sous la forme

v|/ = T” + bn_i(v}/)Tn-1H— + b1(v[/)T+b0(v|/).

Pour tout entier k > l et pour tout polynôme \j/EFn[T], soit V\v|/) l'image réciproque par 
l'application prn du voisinage ouvert compact de prn(v|/) dans F “ formé des n-uplets (bn_lv ..,b0) 
tels que

bcs bc(vj/) (modf>n), l< c < n .

Rappelons que si \j/EFn[T] est irréductible sur F, alors il existe un entier k »  1 tel que tout 
polynôme OEVk(vj/) est irréductible sur F. D'autre part il est clair que si vj/x et vj/2 sont deux 
polynômes distincts de Fn[T], alors il existe un entier k » l  tel que les ouverts Vt(vj/1 ) et 
Vk(\|/2) sont disjoints dans Fn[T].

Soit supp(jSx)={4»j}1:£jSm la famille (arbitrairement ordonnée) des composantes irréductibles 
du polynôme minimal de x et, pour chaque couple (ij)E{l,...,d}x{l,...,m}, soit a(ij)>0 
l'entier défini par

ç,=n •
l^j^m

Les remarques ci-dessus assurent l'existence d'un entier v> 1 minimal tel que
(i) pour chaque jE{l,...,m }, tout polynôme \|/ŒVv(<J>j) est irréductible sur F,
(ii) considérés comme des parties de <f*F (cf le n° 2.2.1), les Vv((j)i) (l< j<m ) sont deux à 

deux disjoints.
Alors, pour chaque entier k> v, la partie R,. de Y (a) formée par les suites ,...,£,d} telles que

= E[ Vj*(iJ) (M^eVk(<t>j), l<j<m)

pour chaque iE {l,...,d}, est un voisinage ouvert compact de p(tt)(x)= {Ç, ,...,Cd} dans Y (a).

Soient M 'le sous-groupe de Levi associé aux composantes primaires de x et P (resp. P") le 
sous-groupe parabolique de G (resp. de M') associé à x. Soient M une composante de Levi de 
P", U" le radical unipotent de P" et x=su (s=xMEM, u=xu„GU") la décomposition de x 
suivant P"=M'U". On fixe un isomorphisme de groupes
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P<«: M a)'

c,=n +;0'” •
L^j^m



pour tout yjGij(Vüj) (lemme 4.1). Soit W=cp 1(IT1;Sj;SmWj)CM. Ainsi,

JM (fp, y) = JM (fp, s)

pour tout élément y G VU. Quitte à restreindre les ouverts Wj de a* (j=l,...,m), on peut 
supposer que pour tout élément y£W, le sous-groupe de Levi Tvr(y) de G associé aux 
composantes primaires de y est contenu dans M1 (cela revient à supposer que pour tout couple 
d'entiers (j,k), l< j,k < r, tel que les composantes cp- 1(S j)  et cp-1(sk) de s dans le Levi M 
appartiennent à deux composantes connexes distinctes du sous-groupe de Levi M' de G, les 
polynômes minimaux des éléments de UA sont deux à deux distincts de ceux des éléments de 
Wk ). On est ainsi ramené au cas primaire, et il est clair que pour chaque élément y£ W, il existe 
un unipotent uyEU"CU tel que

(i) y uy appartient à la nappe X (a),
(ii) M est une composante de Levi du sous-groupe parabolique de M'(yuy) associé à yuy où 

M'(yuy)=M'(y)CM'(x)=M' est le sous-groupe de Levi de G (éventuellement différent de M1) 
associé aux composantes primaires de yuy.

Ainsi, JG(h ,yuy)=JM(h1’,y) pour tout élément yGW et toute fonction h€ECcoo(G), h1’ 
désignant le tenue K,,-invariant de h suivant P (rappelons que le sous-groupe parabolique de G 
associé à yuy dépendant de l'ordre arbitrairement fixé au numéro 2.2.1 sur l'ensemble des
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y ^

j

„  ; M E U ,  GL„, (F) (N;> 1, ^  Nj = N)

et, pour chaque y£M , on note cp(y)=(y!,...,yr) la décomposition de y à travers cet 
isomorphisme. Pour chaque j e  {l,...,r}, soient

E ^F IsJcM ^ fF H g,

l'extension de F engendrée par Sj et

JA. j czEndF(Ej) = C[j

l'<9F-ordre héréditaire principal de a. normalisé par Ejx. Reprenant, pour chaque jG{l,...,r}, les 
constructions du numéro 4.1, on fixe une injection (j= l,...,r)

l j : a j ~ > 3 j

telle que, pour toute fonction hje C c <ĉ GLN, (F)j, le germe de fonction au point Sj dans i/a^)

est un germe constant (lemme 4.1.1).

Soient A le centre de M et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne 
position par rapport à la paire parabolique (P,A). Soit fp le terme Kp-invariant de f  suivant P. 
On peut supposer que la décomposition de fp à travers (p est de la forme ([Hari 1] corol. of 
lemma 16)

f  = (® **,fi)”<l> (fj^C..„(GLN](F))).

Pour chaque j€E{l,...,m}, soit Ui un voisinage ouvert compact de Sj dans a* contenu dans 
l'ouvert des éléments elliptiques de Ctx et tel que

J
■ G L - (F)

W j)

rGI^.ÎF)

(fj >yj)1 = J
GL̂ F)

’(<i’si.i)



composantes irréductibles du polynôme minimal de y, il peut être distinct de P, l'égalité restant 
vraie grâce au point (4) de la définition 3.3.1).

D'où l'on déduit

J0 (f ,y u ,)  = JM(fp,y) = JM(f?,s) = J ° (f ,x )

pour tout élément y G W.

Il est clair que l'image par la submersion p(a) de la partie {yuy, y G W}cX(a) contient un 
voisinage ouvert compact de p(a)(x)={Çi,...,Çd} dans Y(a) du type R* pour un entier k>v 
suffisamment grand. D'où la proposition 4.2.1

□

Comme les germes associés aux éléments semi-simples de G sont des germes d'intégrales 
orbitales sur G (cf la proposition 3.4.2 et sa démonstration), on a en particulier le corolaire 
suivant.

Corollaire 4.2.2. —  Soit sGG un élément semi-simple dans G et soit xGAg(s). Alors le 
germe de fonction [bx(.)]<3* au P°int s dans G défini par la normalisation 4.1.3 induit, par 
restriction pour chaque nappe X(a) de G, un germe constant au point s dans X {a).

□

Proposition 4.2.3 (Caractérisation des intégrales orbitales sur les nappes) —  Soit X (a) une 
nappe de G et soit O une application X (a) —> C telle que

(i) <î> est localement constante.
(ii) O est AdG-invariante.
(iii) Le support de O est compact modulo conjugaison dans G, i.e. il existe une partie 

compacte C de X (a) telle que supp(0)CAdG(C).
Alors il existe une fonction ÇeCc 00(X(a)) telle que, pour toute fonction fGCcoo(G) telle que 

la restriction de f  à la fermeture dans G de la nappe X (a) soit à support dans X (a) et coïncide 
avec Ç sur X(a), on ait l'égalité 3>(x)=JG(f, x) pour tout xE.Xia).

Démonstration.

Pour chaque élément xGX (a), soit Wx la partie de X (a) définie par

Wx={yeX (a), <D(y) = 0 (x)}.

Les conditions (i) et (ii) assurent que U/x (xE X (a) ) est un voisinage ouvert, fermé et AdG- 
invariant de x dans X (a). Soit IIxejU/x un recouvrement de C par une famille finie d'ouverts Wx 
deux à deux disjoints. Pour chaque xE.J-', on fixe (arbitrairement) une fonction f^GCcco(G) telle 
que la restriction de à la fermeture (pour la topologie HJ-adique) de la nappe X (a) dans G 
soit la fonction caractéristique de l'ouvert compact VUxfïC de X (a) (c'est possible car X (a) est 
une sous-variété UJ-adique localement fermée de G, cf. la proposition 2.2.3. l.(iv)). Ainsi, pour 
chaque xG J7, la restriction à la nappe X (a) de l'intégrale orbitale JG(^,.) est une fonction 
localement constante (lemme 4.2.1) et à support contenu dans WxHAdG(C). Pour chaque 
élément yG Wx (xG J 7), soit WKy la partie ouverte fermée et AdG-invariante de Wx définie par

Wx,y={zeW x, JG(fx,z) = JG(fx,y)}.

Pour chaque xGj^, soit IIygj (x)UJKy un recouvrement de WxnC  par une famille finie d'ouverts 
Ŵ y deux à deux disjoints, et pour chaque yG J'(x), soit une fonction fxyGCt 00(G) telle que la
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( £ )<rw “ (x . y) J° (f„ . z))
=a>(z)

pour tout élément zE.X(ay La fonction

Ç=fL
, A (o)

satisfait les conditions de l'énoncé et toute fonction heC coo(G) dont la restriction à la fermeture 
dans G de la nappe X (a) est à support dans X (a) et coïncide avec Ç sur X {a), coïncide avec f  sur 
la fermeture de X (a) dans G, donc satisfait l'égalité

JG(h,z) = JG(f ,z) = <ï>(z)

pour tout élément zŒX(a).

□

On peut désormais montrer, grâce à la proposition 4.2.3 et en rangeant les nappes de G par 
dimension d'orbites croissante, le théorème de caractérisation des intégrales orbitales sur G. 
Comme on l'a déjà dit dans l'introduction, il est énoncé dans [De-Ka-Vi], n° 2.d.

Théorème 4.2.4. (Caractérisation des intégrales orbitales sur G) —  Soit O: G —> C une 
application telle que

(i) La restriction de <D à chaque nappe X {a) de G est localement constante.
(ii) <î> est AdG-invariante.
(iii) Il existe une partie compacte 00 de G telle que, pour chaque nappe X {a) de G, le 

support de la restriction de <î> à X (a) est contenu dans X(a)nAdG(oj).
(iv) Pour tout élément se  G semi-simple dans G, le germe [<!>(.)]G s au point s dans G induit 

par la fonction <I> admet le développement

N ) k , =£,*<,> « « [ M i k .
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restriction de f^y à la fermeture de la nappe X (a) dans G soit la fonction caractéristique de 
l'ouvert compact Vü^nC de X (ay Ainsi,

J° (f„, z) = J ° ( 2 y<rw f ,y, *)= ’° (fw -z)

pour tout x e j  et tout élément zGX(a). Comme la restriction à la nappe X (a) de l'intégrale 
orbitale JG(f^yV) est supportée par Ŵ ynAdG(C), on a l'égalité

JrG
(■if ZE) = J G,

x.y » Z)

pour tout x e jp , tout yE^F(x) et tout élément zG WKy. Finalement, soit feC e 00(G) la fonction 
définie par

f E■ i x e j V'eJ(x)
a*(x,y')I Fi(x) f

où, pour chaque couple (x,y)e J'xJF(x), a(x,y) est une constante >0 définie par

oc(x y) = {(jG(f^ y ) r  âxesupp(®)
V ’ '  [0 sinon

Alors,

J G f ,zz) s



D est clair (compte tenu de la réciproque déjà montrée) que la fonction <t>k vérifie les conditions 
(i), (ii), (iii), (iv) de l'énoncé du théorème 4.3. En particulier, la restriction de cette fonction <Dk 
à la nappe X(a(k+1)) est une fonction localement constante, AdG-invariante et à support contenu 
dans X (a(k+1))nAdG(Cü') pour une partie compacte 60' de G. Cette dernière condition est 
insuffisante pour pouvoir appliquer la proposition 4.2.3; montrons donc, grâce à la condition 
(iv) de l'énoncé du théorème 4.3, que le support de la restriction de <ï>k à la nappe X(a(k+1)) est 
en fait contenu dans AdG(C) pour une partie compacte C de X (a(k+l)).

Soit un élément sEG semi-simple dans G et soit

a g(s)=  H  Û G(xt i)
0^i<[m(s)

une décomposition standard de AG(s) (cf. le numéro 2.2.8). Pour chaque iE{0,...,m(s)}, on 
note 3(s,i) la partition de N telle que xsie X ((i(Ki)) et ksi l'entier tel que a(ksi)=|3(s,i). On 
suppose que la décomposition de Ac(s) ci-dessus est compatible avec la décomposition de G 
fixée plus haut (c'est-à-dire que pour tout couple d'entiers (ij) tel que l< ij<m (s), i<j si et
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où J\s) désigne une famille arbitraire de représentants dans AG(s) des AàG-orbites de AG(s).
Alors il existe une fonction feC coo(G) telle que 3>(x)=JG(f,x) pour tout xEG.
Réciproquement, pour toute fonction fECc00(G), l'intégrale orbitale JG( f ,.) satisfait les 

conditions (i), (ii), (iii), (iv) ci-dessus.

Démonstration.

Commençons par la réciproque. Les points (i), (ii) et (iv) sont clairs. Quant au point (iii), 
considérons une fonction feC c00(G) et une nappe X (a) de G. L'intégrale orbitale JG(fv) vérifiant 
le point (i) du théorème, le support de sa restriction à X {a) est l'ensemble des points x de G tels 
que JG(f,x )*0 , donc est contenu dans X(a)nAdG(supp(f)).

Montrons maintenant qu'une fonction <î>: G —» C vérifiant les conditions (i), (ii), (iii), (iv) de 
l'énoncé du théorème 4.3 est bien une intégrale orbitale sur G. On procède par induction 
croissante sur la dimension des AdG-orbites de G. Soit

une décomposition standard (cf. le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k tel que 0<k<r, on 
note N k la partie fermée de G définie par

G
0£i£r
n X (“(*))

N k
0£i£k

TT x :

Les conditions (i) et (iii) entraînent que la restriction de 0  à la nappe centrale ^ (a(0)) 
appartient à Cc oo(JY’(a(0)) ). Comme la nappe X (a(0)) est une partie fermée de G, il existe une 
fonction fJ,ECcoo(G) telle que

<D(x) = f0(x) = JG(f0,x)

pour tout xG X (am.

Soit k un entier tel que 0< k< r— 1. Supposons qu'il existe une fonction fkECc oo(G) telle

pour tout xEJVk et soit <X>k:G-> C la fonction définie par

< D>00w JG
(f,k ?

(D <ï>I _ JrG'0f,k



pour tout élément gE Ws. Notons S cX (a(k+1)) le support de la restriction de la fonction <ï>k à la 
nappe A"(a(k+1)). Cette restriction étant localement constante sur X(a(k+1)), on a l'égalité

S = { g e X (a(k+1)), <ï>k(g)*o}.

Comme S est contenu dans AdG(Cü'), donc par construction contenu dans ^ Wk+1))n(U t€jU;s), 
le développement en germes de <E>k au points sEJT' entraîne l'inclusion

SC (J {ge (̂a(k+l))’ jG(f,i>g)*°}‘
iel.(k)

Or, pour chaque s E j7, les conditions légèrement plus fortes que celles du lemme 3.4.1 que 
nous avons imposées aux fonctions fsi (iE{0,...,m(s)}), nous assurent que le support de la 
restriction à la partie fermée N k+] de G des fonctions fsi (iE ls(k)) est ou bien vide, ou bien 
contenu dans la nappe ^ (a(k+1)). Par conséquent la partie
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seulement et seulement si kEj ^  ksJ ). En reprenant à l'identique (grâce au point (iv) de la 
proposition 2.2.3.1) la démonstration du lemme 3.4.1 en remplaçant les orbites par les nappes 
de Dixmier et la normalisation 3.3.1 par la normalisation 4.1.3, on construit un jeu de fonctions 
(ft0,...,ftjn(s)}CCcoo(G) vérifiant les conditions (légèrement plus fortes que celles du lemme 
3.4.1) suivantes

fsuppfci ) r» N K . c  X ^ k' ̂  , ° :<i < m(s)

{jG(fs.i5xs>j) = 8; j , 0< i,j<m (s)

Alors (proposition 3.4.2)

[b o]G,s [■
J G (fLs,i » ••)11JG,s

pour chaque iE{0,...,m(s)} et la condition (iv) pour la fonction <3>k assure l'existence d'un 
voisinage ouvert Ws de s dans G, que l'on peut clairement supposer AdG-invariant, tel que

k(g)) = Z rO£i£m(s)
«UtOXs.iiP

rG

3( ¡.g)
pour tout élément gEG.

Pour chaque élément sEG semi-simple dans G, donnons-nous comme ci-dessus une 
décomposition standard de AG(s) compatible avec la décomposition de G en nappes de Dixmier 
fixée plus haut, un jeu de fonctions {f£Û,...,f£>m(K)}CCcoc(G) et un voisinage ouvert AdG- 
invariant Ws de Og(s) dans G. Si x est un élément de co' et si Og(o) est l'AdG-orbite fermée de 
G associée à x, alors le voisinage ouvert AdG-invariant Wa de Og(o) dans G fixé ci-dessus 
intersecte l'orbite Og(x) et par conséquent Og(x)C Wa. Ainsi

CO'œ (J . K

où s parcourt l'ensemble des éléments semi-simples de G, et il existe un recouvrement de co' 
(donc de AdG(cxJ')) par une famille finie { Ws }s6j. d'ouverts de ce type. Pour chaque sE^F, soit 
It(k) le sous-ensemble (non vide car k< r— 1) de (0,...,m(s)} défini par

l.(k) = {ie{0,...,m (s)}, xie G - N k}.

Alors, pour chaque s E j7,

<ï :(lJ 0 8 S 'iel.(k)
<t k'«0X«.iVJG(Xk i ’ ê)



c =  U  “ p p fe lx  ]
iel,(0

est compacte dans la nappe X(a(k+1)) et ScAdG(C).
Qn peut donc appliquer la proposition 4.2.3. Il existe une fonction Ck+ie CC M(X(a(k+1))) telle 

que, pour toute fonction hECc00(G) telle que la restriction de h à la fermeture dans G de la 
nappe X(a(k+1)) est à support dans X(a(k+1)) et comcide avec Ck+1 sur X(a(k+1)),

3>k(x) = JG(h,x)

pour tout xEX(a{k+1)). Comme la nappe X (a(k+1)) est ouverte dans N k+1 (cf le numéro 2.2.8), on 
peut choisir une telle fonction hECeoo(G) telle que que le support de la restriction de h à la 
partie N k+1 de G est contenu dans la nappe X(a(k+1)). Considérons alors la fonction f^EC ,. „(G) 
définie par

fk+1 = fk + h .

Elle satisfait l'égalité

0(x) = JG(fk+1,x)

pour tout xE N k+1.
Par induction sur k, on a montré que la fonction <ï> est une intégrale orbitale dans G.

□

4.3. Indépendance des germes aux voisinage des éléments semi-simples non nécessairement 
séparables.

On montre le résultat en deux temps: d'abord pour les éléments irréductibles grâce aux 
constructions du numéro 4.1, ensuite dans le cas général.

Proposition 4.3.1. —- Soit s un élément irréductible dans G et soit f(s)CAG(s) une famille 
de représentants des AdG-orbites de Aq(s). Pour chaque élément xE s), soit bx : G —» C un 
représentant du germe [bx(.)]Ĝ au point s dans G. Supposons qu'il existe une famille de 
nombres complexes {cx}xe^s) et un voisinage 'W de s dans G tel que

Y  c b (g) = 0-¿-«xeFW x xV6'

pour tout gEW nG reg. Alors cx=0 pour tout xE p(s).

Démonstration.

On reprend (sans les réexpliciter) les constructions du numéro 4.1. Soient E=F[s]C(J 
l'extension de F engendrée par s, (g l'<9F-ordre héréditaire principal de g normalisé par Ex 
associé à s, r=Vg(s) la hauteur de s relativement à (g et k0=k0(s,Q) l'exposant critique. 
Rappelons (cf. la démonstration du lemme 4.1.1) que, pour chaque entier a> l, le G- 
entrelacement

JG (A  (s, <?)) = {g e G , Adg” 1 (s + Ç ko+* ) o  (s + ̂ ko+* ) ^ o} 

de la strate simple dans G

A ( s ,£ ) = [(?,- r , - ( k 0 +a),s]
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est donné par la formule ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))

j 0 ( a ( s ,e ) ) - G .( i+ p Ew j s , g ) ) .

Soit d le plus petit entier > 1 tel que l'on ait les deux relations d'inclusion

ÎKd = l+ g d < zl+ £1+(ko-r)
|sK d c W

L'énoncé portant sur les germes d'intégrales orbitales au point s dans G associés aux AdG- 
orbites de AG(s), on peut sans perte de généralité grâce au corollaire 3.4.2 et à la propriété 
d'unicité des germes de la proposition 3.4.3, supposer que pour chaque élément xE î\s), le 
représentant bx : G —» C du germe [b^.)]^ au point s dans G est l'intégrale orbitale JG( ^ ,.) 
d'une fonction ^GCc oo(sKd).

L'étape suivante consiste à faire jouer au voisinage ouvert compact de s dans G

V = s + £ ko+1= s ( l+ § 1+<k°-r>)

le rôle tenu par WT dans la démonstration du lemme 3.6.1. Pour toute fonction hECcoo(G), on 
définit la fonction h(s)ECcco(Gt\G) par

h(.)(x) = i >ll(8 .x)dg.»

où dgs est la mesure de Haar sur le centralisateur Gs de s dans G telle que (cf. le lemme 4.1 .1)

vol(Gs(l+ PEJV k#(s,G)),dg,\dg) = l.

Soit une fonction <t> ECc 00(G) telle que la fonction <t»(s) soit la fonction caractéristique de la partie 
Jq ^ ^ s ,^ ))  de Gt\G et, pour chaque fonction fECeoo(G), soit F(f)ECcoo(Gs) la fonction 
définie par

F(f )(gs) = JG4*(g)Ad*g(f )(gs)dg (g, eG ,).

Ainsi, pour toute fonction fECe „( V ), on a

F(f)(s) =J0<Kg)f(g_1sg)dg

= J J U c  +(8.ê)f (8"s8)(d8.Vd8)d8.

= lJ(o,o),o.,|>( - )^ f (s"ls8)d8.\d8

= J°(f,s )

car si Gsg g supp((j>(s))= JG(i2 1(s,^)) alors g-1sg g V. De plus, pour tout élément xEGsfï V tel 
que le centralisateur Gx de x dans G est contenu dans Gt , on a

IG ( f , x , dgx) = JĜ Q JQ̂  Ad*gsg(f)(x)(dgs\dg)(dgx\dgg )

= Ig.ng U  *<•) (g)Ad*gtg(f )(x)(dgE\dg)(dgx\dgt)

= JG JGVGi <Kg)Ad*g.g(f)(x)dg(dgx\dg.)

= JG ^  Ad *gs (F(f ))(x)(dgx\dgs )

= IG-(F (f),x ,dgx)
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Comme la partie WfïGreg de la nappe régulière est dense dans W f iX ^ , la proposition 
4.2.1 entraîne que

J° (f,g )= 0

pour tout g G W n l^ . Par conséquent

0 = J°(f,s(l+ v )) = Jo-(F(f),s(l+v))

pour tout vELie(Gg) tel que

s ( l+ v )e G n V

• < L , U  •

s(l + v)eW  n X (N)

A ce point il faut faire un peu attention. On a un isomorphisme non canonique 

G .— - ► G L 1<i(F1)x ...x G L Ni(Ft), 2 ^  [F,:F]N, = 1,

pour des extensions finies non nécessairement séparables Flv..,Fr de F. On fixe un tore maximal 
elliptique de Gs

r = r 1(E1x x- x e ; )

où, pour chaque iE{l,...,r}, E; /F; est une extension séparable de degré N; de F;. Le groupe r  
est une sous-variété nr-adique de dimension N de G mais n'est pas un tore maximal de G si 
l'élément s n'est pas séparable dans G, c'est-à-dire si l'une au moins des extensions Fj /F n'est 
pas séparable. Pour chaque tE<9, la partie JT(t)=/'n{s(l+tV )) est un voisinage ouvert 
compact de s dans 2" et i ( t)n X (N) est un ouvert dense dans jT(t). Par conséquent, on peut faire 
tendre s(l+ tv) (t —> 0, vE V) vers s dans r n X (N) et, appliquant à l'identique le raisonnement 
utilisé dans la démonstration de la proposition 3.6.2, conclure à l'égalité

JG’ (F{F), s) = F(f)(s) = 0.
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pour tout gEW nG reg et l'on est ramené à montrer que JG(Çx)=cx=0 pour chaque xE ?-(s). 
Comme on l'a fait pour la proposition 3.6.2, on traite séparément le cas x= { F(s)nOG(s)} et le 
casxE (H s)-{H s)nO G(s)}).

(1) Le cas x = { f(s)n O (/s)}. Soit {u;}0;Si;Sm une famille de représentants dans Gg des AdGs- 
orbites unipotentes de Gg. On a alors le développement en germes de l'intégrale orbitale dans 
Gs (normalisée comme en 4.1.3) de la fonction F(f)ECc 00(GB )

[îjtg*■(iFm..aG..*
JT°.•(’(F(f),su, » ,(•) G.,

On dispose désormais de tous les ingrédients qui nous ont permis de démontrer la 
proposition 3.6.2. Reprenons brièvement les arguments.

Soit fECe co(sKd) la fonction définie par

f  = V  cx fx.rfx^(s) x x

Par hvnothèse. on a

pour toute mesure de Haar dx sur Gx.

Jn
(f ; = Z 'xeF(s)

C
'x

J G
( Lx?S;1 =  0

(̂N)



D'où l'on déduit

JG(f ,x) = JG(f ,s) = F(f)(s) = 0 .

(2) Le cas xG( F(s)— {f(s)n O G(s)}). Comme l'élément s est irréductible dans G, x est 
primaire dans G et le sous-groupe de Levi de x associé aux composantes primaires de x est G 
lui-même. Soient P le sous-groupe parabolique de G associé à x, U le radical unipotent de P, 
M une composante de Levi de P, A le centre de M, Kp un sous-groupe ouvert compact 
maximal de G en bonne position par rapport à la paire parabolique (P,A) de G et f pGCc00(M) 
le terme Kp-invariant de f  suivant P. Soient a= xM et u=xy les éléments respectivement de M et 
U tels que x = c t u . Comme l'élément a  appartient à l'orbite Og(s), on peut, quitte à considérer 
un conjugué de x dans G, supposer que g=s. De même, quitte à changer (toujours grâce au 
corollaire 3.4.2 et à la propriété d'unicité des germes de la proposition 3.4.3) le jeu de fonction 
{fg}g€Hs) induisant une famille de représentants bg(.)=JG(^,.) (gG F(s)) des germes [bg( )]G>s au 
point s dans G, on peut supposer que le support de la fonction fp est suffisamment concentré 
sur s pour permettre de construire (comme pour le cas (1) car l'élément s est irréductible dans 
M) une fonction F=F(fp)GCc 00(Mo) telle que

JM(fp,s)=F(s)

et

IM(fp,y,dm y) = IM-(F,y,dm y)

pour tout élément yGMg suffisamment proche de s et tel que le centralisateur My de y dans M 
soit contenu dans Mt (diUy désignant une quelconque mesure de Haar sur My). On fixe ensuite 
une sous-variété nr-adique r  de dimension N de M qui soit un tore maximal elliptique du 
centralisateur Ms de s dans M. Comme on peut approcher l'élément sG (W nf) d'aussi près que 
l'on veut par des éléments de jTnX(N) et comme

0 = J° (f  ,y) = J M(fp,y)

pour tout yG (W njTnX ^), en reprenant à l'identique le raisonnement effectué plus haut pour 
le cas x= { f(s )n Og(s)}, on obtient

0  = JM- (F , s) = F(s) = JM (fp, s) = JG ( f , x ).

Donc JG(£x)=0 pour chaque xG F^s) et la proposition 4.3.1 est démontrée.

□

Lemme 4.3.2. —  Soient s un élément semi-simple dans G, M1 le sous-groupe de levi de G 
associé aux composantes primaires de s et /^s)CM' une famille de représentants des AdG- 
orbites de Aq(s). Alors pour chaque xG J\s), le germe [bx(.)]MU au point s dans M est la 
restriction à M'du germe [bx(.)]GB au point s dans G.

Démonstration.

Soit

Ag (s) = I I  Oa (Xj) (x; eF(s))

une décomposition standard de AG(s) (cf. le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k, 0<k<m, soit
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0„-U °o(* ,)
0£i£k

l'union (disjointe) des k premières AdG-orbites de cette décomposition. Qn fixe un jeu de 
fonctions {Ç,,fj ,...,4  }CCcoo(G) tel que (lemme 3.4.1)

(1) su p p tQ n O ^ C O ^ x J , 0<k<m.
(2) JG(4,xi)=ôu , 0 < i,k < m (5 uk=0 sii*k , 6U=1).

11 est clair que J\s) est une famille de représentants des AdM1-orbites de A ^s) (cf la 
proposition 2.2.7.1) et que

a m - ( s ) =  U  O m . ( x ; )

(Kî m

est une décomposition standard de A ^s) (i.e. une décomposition standard de la fermeture 
dans M  de l'AdM1-orbite régulière 0 M(xm) de M). Soit F  un sous-groupe parabolique de G de 
composante de Levi A' le centre de M* et Kp, un sous-groupe ouvert compact maximal de 
G en bonne position par rapport à la paire parabolique (F,A1) de G. Alors (proposition 3.3.4)

j°(f',g)=j<,(f,g)
pour toute fonction feC cco(G) et tout élément geG  tel que le centralisateur Gg de g dans G est 
contenu dans M  (fF désignant le terme Kp.-invariant de f  suivant F). Comme M1 est le sous- 
groupe de Levi associé aux composantes primaires de s, il existe un voisinage W de s dans M 
tel que, pour tout geW , le sous-groupe de Levi associé aux composantes primaires de g (donc 
à fortiori le groupe Gg) est contenu dans M\ Par conséquent, pour chaque ie{0,...,m}, la 
restriction à M  du germe

K ( - ) ] 0.,= [l0 (f‘’ )L ,

au point s dans G, est le germe de fonctions
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au point s dans M1. On est donc ramené à montrer l'égaüté

pour chaque ie  {0,...,m}.

Pour chaque entier k tel que 0<k<m, soit

0 M’.k =  U  ̂ . ( X j )
0£i£k

l'union des k premières AdM'-orbites pour la décomposition de A ^s) fixée plus haut. Soit U' 
le radical unipotent de P'. Alors, pour chaque ie{0,...,k}, le centralisateur de xi dans G étant 
contenu dans M1, l'application

U'-*U', u'h^x^u'xiu’"1

est un isomorphisme de variété TZJ-adiques, et XilPcOu^x^cO^X;). Fixons ke{l,...,m}. 
Alors, pour chaque ie  {0,...,k—1},

supp(fk ) o  AdKp,(xiU') = supp(fk )n O G(xi) = 0 ,

par conséquent

[b (■)].JM',s
J M1

((%)¡7 )]J M \ s

[■
J•M1

t ( f; 5 '•)]j m \ s



pour tout mG Comme s est irréductible dans M1, et comme pour chaque x e  p(s) la
restriction de la fonction bx à MF est un représentant du germe [b ^ .)]^  au point s dans M1 
(lemme 4.3.2), une généralisation immédiate de la proposition 4.3.1 au groupe M  entraîne la 
nullité des cx (xG s)).

Quant à l'affirmation que le résultat reste vrai si l'on remplace les germes [bx(.)]Gs par les 
germes [ax(.)]Gs, elle découle immédiatement du fait que pour chaque xG f{s), il existe une 
constante a x>0 telle que [ax(.)]Ĝ = ax[bx( )]G-t. Par conséquent, si ax: G -»C  (xef^s)) est un 
représentant du germe [ax(.)]Gs au point s dans G, la relation

XU«.,c*a*(g)=0
pour tout geW n G rcg, entraîne la relation

y  c a  b (g) = 0 
¿ - J x é F (  s) x x xV&'

pour tout g eW n G rcg, et donc l'égalité cx= 0  pour chaque xG s).

n
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f t ) r (*.)-o

supp(fk)P o O M,(xi) = 0 .

En définitive, on montré que le jeu de fonctions {(f)p',...,(f V*} satisfait les propriétés
(1) supp((y")nO M.J,c O M(xt ), 0<k<m.
(2) n ( 4 ) p',x i)=JG(4 ,x i)= su, 0< i,k <m

On conclut grâce à la propriété d’unicité des germes de la proposition 3.4.3 (immédiatement 
généralisée à un produit de groupes linéaires sur F).

□

Proposition 4.3.3. (Indépendence des germes, cas général) —  Soit s un élément semi- 
simple dans G et soit s) une famille de représentants des AdG-orbites de A^s). Pour 
chaque élément x e  T(s), soit bx : G —» C un représentant du germe [bx(.)]Ĝ au point s dans G. 
Supposons qu'il existe une famille de nombres complexes {cx}xej (s) et un voisinage W de s 
dans G tel que

et donc

S x e F «
C"x1b (g) = 0

pour tout gGW fiG^. Alors cx= 0 pour tout xG J\s).
On a le même résultat si l'on remplace les germes [bx(.)]GjS/?ûrr les germes [ax(.)]Ĝ.

Démonstration.

Soit M1 le sous-groupe de Levi de G associé aux composantes primaires de s. Soit un 
voisinage ouvert compact de s dans WHIST tel que, pour tout mGW ^, le sous-groupe de Levi 
de G associé aux composantes primaires de m est contenu dans M\ Alors

WM,n M ra = WM, r\ Gr„M reg M reg

et

V  c b (m) = 0 
Z_»xeFW x xV ’

:w ,n «e'



4.4. Densité des intégrales orbitales semi-simples régulières séparables dans G dans l'espace 
des distributions AdG-invariantes sur G.

De nouveau, la démonstration se fait en deux temps. Le résultat ci-dessous est conséquence 
directe de la propriété d'indépendance des germes (proposition 4.3.3).

Proposition 4.4.1. —  Soit une fonction feC e00(G) telle que JG(f, g)=0 pour tout geG reg. 
Alors JG(f,g)=0 pour tout geG . (Il est clair qu'on a le même résultat si l'on remplace la 
normalisation J(.,.) par la normalisation I(.,.),).

Démonstration.

Soit s un élément semi-simple et soit p(s)CG une famille de représentants des AdG-orbites 
de Ag(s). Pour chaque élément xG s), fixons un représentant bx : G -> C du germe [bx(.)]GiS 
au point s dans G. Alors (proposition 3.4.3)

0 = JG(f ,g)=  Z J G(f,x )b x(g)
xeF(s)

pour tout geG reg suffisamment proche de s. D'où l'on déduit (proposition 4.3.3) que JG(f,x)=0 
pour tout x e  s), c'est-à-dire que JG(f, g)=0 pour tout geA G(s).

Comme G est union des parties Aq(s), s parcourant l'ensemble des éléments semi-simple de 
G, la proposition 4.4.1 est montrée.

□

Comme on l'a fait pour le théorème 4.3 à partir de la proposition 4.2.3, on montre le 
théorème de densité annoncé à partir de la proposition 4.4.1 en rangeant les nappes de G par 
dimensions croissantes.

Proposition 4.4.2. —  Soit une fonction fECcoo(G) telle que JG(f , x)=0 pour tout xeG reg. 
Alors T(f)=0 pour toute distribution T AdG-invariante sur G. (A nouveau, il est clair qu’on 
a le même résultat si l'on remplace la normalisation J(.,.) par la normalisation I(.,.)/

Démonstration.

On veut montrer, par induction sur la dimension (en tant que variétés in-adiques) des AdG- 
orbites de G, que la fonction f  appartient à C0(G). Soit

o=n ,̂o,
0£i£r

une décomposition standard (cf. le numéro 2.2.8). Pour chaque entier k tel que 0<k<r, on 
note N k la partie fermée de G définie par

*.-IPW
0£i£k

D'après la proposition 4.4.1, JG(f, x)=0 pour tout xGG. Par conséquent

f lx s  °-( a ( 0) )

Soit k un entier tel que 0< k<r.  Supposons que
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Donc

l̂xk+I e ^o(-^k+i)

et l'on a montré la proposition.

□
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La conjecture de Howe pour GLN(F) 
où F est un corps local de caractéristique >0

Chapitre 4

Soient F un corps local non archimédien (Le. un corps commutatif localement compact, non 
discret, ultramétrique et à corps résiduel fini), G un groupe algébrique réductif connexe défini 
sur F et G=G(F) le groupe des F-points de G. Si X est une partie de G, on note AdG(X) la 
partie AdG-invariante {gxg-1, geG , xGX} de G. On dit qu'une partie fermée AdG-invariante 
Q de G est compacte modulo conjugaison dans G si i l  est contenue dans AdG(X) pour une 
partie compacte X de G. Si Y est une partie fermée AdG-invariante de G, soit JG(Y) l'ensemble 
des distributions AdG-invariantes sur G à support dans Y. Si K est un sous-groupe ouvert 
compact de G, soit ^C(G,K) l'algèbre de Hecke (munie du produit de convolution défini par 
une mesure de Haar sur G) des fonctions à valeurs complexes, K-biinvariantes et à support 
compact sur G.

H y a quelques années, R. Howe a conjecturé ([Howe]) que, pour toute partie compacte 
modulo conjugaison Y  de G et tout sous-groupe ouvert compact K de G, l'espace JG(Y)|^-(GJK) 
des restrictions à J~C(G,K) des distributions de JG(Y) était de dimension finie. Laurent Clozel a, 
en deux temps, démontré cette conjecture pour F de caractéristique nulle: d'abord en 1985 
([Cloz 1]) modulo une propriété conjecturale de finitude des exposants spéciaux de la série 
discrète (propriété qu'il a vérifiée pour GLN(F) et SLN(F)), puis en 1989 inconditionnellement 
([Cloz 2]). Qn se propose ici de montrer cette conjecture pour 0 = 0 1 ^  (N entier>:2) et F de 
caractéristique >0. La généralisation de la démonstration de L. Clozel se heurte essentiellement 
à deux difficultés: la locale intégrabilité du caractère-distribution d'upe représentation 
admissible irréductible de GLN(F) est, aujourd'hui, encore conjecturale (cf [Rodi]); le nombre 
de classes de conjugaison de tores maximaux de GLN(F) n'est pas toujours fini (par exemple, si 
F est de caractéristique 2, il y a une infinité d'extensions quadratiques séparables de F, chacune 
induisant une classe de conjugaison de tores maximaux elliptiques (i.e. compacts modulo le 
centre) de GL2(F)).

L'idée est de mettre à profit le résultat de Kazhdan sur les corps locaux proches (cf le 
chapitre 1). Soit G un groupe algébrique réductif déployé défini sur Z, F un corps local non 
archimédien à corps résiduel fini, (9F l'anneau des entiers de F et Vv l'idéal maximal de (9F. Le 
groupe Kp=G((9F ) est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F) et, pour chaque 
entier n>l ,  on note KFn le sous-groupe de congruence modulo PFn de Kp. Alors ([Kazfr 2] 
theorem A)), pour tout entier n> l ,  il existe un entier m—m(n)>n, tel que, pour tous corps 
locaux non archimédiens F et E m-proches (i.e. tels que les anneaux tronqués
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0 E/PEm sont isomorphes), les algèbres de Hecke C*-i (G(F),KEm ) et ^T(G(E),KEm) sont 
isomorphes.

Désormais, et jusqu'à la fin de ce chapitre, 0 = 0 1 ^  pour un entier N >2 fixé.

On rappelle que si E est un corps local non archimédien, les sous-groupes de congruences 
Kg“, nEN —{0 }, du sous-groupe ouvert compact maximal Kg de G(E) forment un système 
fondamental de voisinages ouverts compacts de l'unité dans G(E). Pour la conjecture de Howe, 
on peut donc ne considérer, sans perte de généralité, que les algèbres de Hecke G(F),KEn) 
relatives à ces sous-groupes.

On fixe un conducteur n> 1 .

Après les notations d'usage (numéro 1), le numéro 2 est tout entier consacré aux intégrales 
orbitales elliptiques. Soit F un corps local non archimédien (de caractéristique quelconque). On 
rappelle que tout élément x de G(F) a un centralisateur G(F)X unimodulaire (cf [Laum] lemma 
(4.8.6)) et que la donnée d'une mesure de Haar dgx sur G(F)X définit une distribution AdG(F)- 
invariante sur G(F) (pour la convergence, cf [Laum] lemma (4.8.11) ou chapitre 3, prop. 
3.1.2))

IGm (f  - ̂  d«x) = Jc(F)i,c(F) f(g"xg)dg,\dg

pour toute fonction f  localement constante à support compact sur G(F) (dg désignant la 
mesure de Haar sur G(F) telle que vol(G(<9F),dg)= 1).

On montre (proposition 2.4.2) que pour tout élément y elliptique dans de G(F) (le. dont le 
centralisateur G(F)y de y dans G(F) est compact modulo le centre de G(F)), il existe un 
voisinage T r=̂ V/(y,n) de y dans G(F) contenu dans l'ouvert des éléments elliptiques de G(F) et 
un entier r=r(y,n)>m(n) tels que:

(i) Modulo une bonne normalisation des mesures de Haar dgx sur les centralisateurs dans 
G(F) des éléments de "V,

IG<F> ( f , x , dgiI) = IG(F)( f , y , dgy )

pour tout élément x s 'V  et toute fonction fE3-f(GQF),Kfa).
(ii) Pour tout corps local E r-proche de F et tout isomorphisme de C-algèbres

?  : J/(G (F ), K„" ) — =-> 3<(G<E), KE")

construit grâce aux travaux de D. Kazhdan cités plus haut, jl existe une partie ouverte "V de 
G(E) contenue dans l'ouvert des éléments elliptiques de G(E) telle que (avec la normalisation 
du point (i))

Ic<F)( f , y , dgy ) = Ie® (Ç(f ), x1, dg, )

pour tout élément ¿ g V  et toute fonction fG^T(G(F),KFn).
En fait, énoncé ainsi, ce résultat est virtuellement présent dans le "principe de submersion" 

d'Harish-Chandra ([Hari 2 ] theorem 3). Mais il nous a semblé naturel, dans le droit fil du 
chapitre 1 dans lequel on a optimisé (pour 0 = 0 1 ^ )  le résultat de Kazhdan en montrant que 
l'entier m(n)=n convenait, d'obtenir un certain contrôle sur le voisinage ^V(y,n) et l'entier 
r(y,n). Nous reprenons donc la démonstration d'Harish-Chandra et, grâce aux constructions 
techniques de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko ([Bu-Ku]) décrivant assez finement le 
comportement des éléments voisins de y sous l'action de G(F) par conjugaison, nous donnons 
une formule relativement explicite pour les intégrales orbitales IG(F)(f^y, dgy) des fonctions f  de
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l'algèbre de Hecke 3~C(G(F),Kpn), formule ne dépendant que- de ^V(y,n) et sur laquelle on peut 
lire l'entier r(y,n).

Le numéro 3 utilise directement la démonstration de L. ClozeL Si E est un corps local non 
archimédien et si TuE est une uniformisante de E, à toute suite (a )= (a lv..,aN), a¡EZ, on 
associe l'élément diagonal dans G(E)

TnE(a) = diag(TZ7E° ',..., TDEa* ).

On rappelle (décomposition de Cartan) que le groupe G(E) est union disjointe des doubles 
classes KEü7E(“)KE, (a) parcourant l'ensemble des suites ordonnées (a !< ...< aN), a¡EZ. Par 
conséquent, toute partie compacte modulo conjugaison dans G(E) est contenue dans une 
partie

AdCKE)(U,„).J KETnE<“'KE)

pour une famille finie J 7 de suites ordonnées (a)=(cc1< ...< aN), a¿eZ.
On fixe la "forme" du compact modulo conjugaison, c'est-à-dire qu'on fixe une famille finie 
de suites ordonnées (a )= (a 1< ...< aN), a¡EZ. On fixe aussi une puissance q=pr d'un entier 

p premier et une extension non ramifiée Et de Q p (le corps des nombres p-adiques) de degré r. 
Qn montre alors qu'il existe une constante c=c(q,n,JF) telle que, pour toute extension 
totalement ramifiée E de E, et pour toute partie compacte modulo conjugaison dans G(E) 
et telle que

f iB c  AdG(E)(U(o)i7. K .U .W K ,), 

la dimension du C-espace vectoriel

Jg(e)(A0 L (g(e)KeI1)

est majorée par c. Pour ce faire, on suit pas à pas la démonstartion de L. Clozel, en contrôlant 
à chaque étape que les majorations qu'il obtient ne dépendent pas (ou peu) du degré de 
ramification de E sur Er

Qn achève la démonstration (numéro 4) par induction sur la dimension des sous-groupes de 
Levi de G. Qn fixe F un corps local de caractéristique > 0  et Q ¥ une partie compacte modulo 
conjugaison dans G(F). On suppose la conjecture de Howe vraie pour tous les sous-groupes 
de Levi propres de G(F) (elle est trivialement vraie pour les tores déployés maximaux). Ainsi, 
grâce à un argument de descente du compact modulo conjugaison Î2F de G(F) et à la propriété 
de descente des intégrales orbitales non elliptiques ([Laum] lemma (4.8.10) ou chapitre 3, 
prop. 3.2.1), les formes linéaires

f M lc<F>(f,x,dg,)

où x parcourt l'ensemble des éléments non elliptiques de engendrent un sous-espace 
vectoriel de dimension finie du dual de 5/(G(F),Kpn). Par ailleurs, le numéro 2  (relèvement des 
intégrales orbitales elliptiques) et le numéro 3 (en caractéristique 0, majoration de la dimension 
indépendante de la ramification) entraînent que les formes linéaires

fH>I0 <F>(f,X,dg„)

où x parcourt l'ensemble des éléments elliptiques de Q v, engendrent un sous-espace vectoriel 
de dimension finie du dual de ^ (G (F ),K Fn). On conclut grâce à la propriété de densité des 
intégrales orbitales dans l'espace des distributions AdG(F)-invariantes sur G(F).
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Mentionnons, pour clore cette introduction, que l'idée qu'une telle démonstration puisse 
exister a pour la première fois été émise par D. Kazhdan.

1. Notations.

1.1. Quelques objets standard.

Soient N un entier >2, G=GLn et g l'algèbre de Lie de G que l'on identifie à l'algèbre des 
matrices NxN munie de l'opération adjointe.

Soient Ax le tore diagonal de G et P t le sous-groupe de Borel (dit standard) de G formé des 
matrices triangulaires supérieures de G.

Dans tout le numéro 1, E désigne un corps local non archimédien à corps résiduel de 
cardinal q.

Soient:
—  <9e l'anneau des entiers de E.
—  l'idéal maximal de Oe.
—  | |E la valeur absolue sur E normalisée par |n rE|E = q-1  pour tout nJEE(PE— PE2).
—  gE‘ = MN(PE'), ie Z  (ce sont des <9E-réseaux de g(E)).
—  Kb- g î c u
—  Kg1 = l+gE' , i>  1 , les sous-groupes de congruence modulo PE de Kg.
—  G(E)regCG(E) l'ensemble des éléments semi-simples réguliers séparables (i.e. dont le 

polynôme caractéristique est produit de polynômes irréductibles unitaires séparables sur E, 
chacun apparaissant avec une multiplicité 1).

—  G(E)eUCG(E)reg l'ensemble des éléments elliptiques séparables de G(E) (i.e. dont le 
polynôme caractéristique est irréductible et séparable sur E).

Si M est un sous-groupe de Levi de G(E), M est (non canoniquement) isomorphe à un 
produit

GLn,(E) x ■ ■ • x g l Ni (E)

pour des entiers N;> 1 tels que NtH-----l-Nr=N, et l'on note Mreg (resp. Meli ) l'ensemble des
éléments m de M tels que chaque composante de m à travers cet isomorphisme soit semi- 
simple réguliere séparable (resp. elliptique séparable).

On munit l'algèbre g(E) des matrices NxN sur E- de la topologie zzrE-adique induite par E. 
Ainsi, Kg est un sous-grôupe ouvert compact maximal de G(E) (G(E) étant muni de la 
topologie induite par celle de <J(E)).

1 .2 . On note A d ^ , ou Ad s'il n'y a pas de confusion possible, l'action de G(E) sur g(E) par 
conjugaison.

Si H est un sous-groupe de G(E), Y une partie de <J(E) et x un élément de <J(E), on note

AdH(Y) = {Adh(y), heH , yeY},
Qj (x) = AdH(x), l 'AdH-orbite de x,

Hx ={h eH , Adh(x) = x}, le stabilisateur de x sous AdH.

Si P est un sous-groupe parabolique de G(E), on note
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ôp :P -» q z cQ *

le caractère module usuel sur P (si dp est une mesure de Haar à gauche ou à droite sur P, Sp est 
déterminé par la relation ôp(p)dp'=d(Adp(p')) pour chaque p'GP).

Soit (P,A) une paire parabolique de G(E), U le radical unipotent de P et M le centralisateur 
de A dans G. Un sous-groupe ouvert compact maximal Kp de G(E) est dit en bonne position 
par rapport à (P,A) s'il vérifie condition

P oK p = (M n K p)(U nK p).

Par exemple, Kg est en bonne position par rapport à la paire (Pi(E), Aj(E)).

1.3. Si W est un espace topologique totalement discontinu, on note Cc 00(W) l'espace des 
fonctions à valeurs complexes sur W, localement constantes et à support compact. Son dual 
algébrique 2)(W) est l'espace des distributions sur W. Si T est une distribution sur W, on note

Jx2 f (x)dT(x) ou ^  ou (T ’f )

la valeur de T en l'élément f  de Cc co(W).
Si T  est une partie ouverte (resp. fermée) de W, on identifie Ce „(T) (resp. T>(T)) à l'espace 

des fonctions (resp. distributions) sur W à support dans T.

On note dgE la mesure de Haar sur G(E) normalisée par

vol(KE ,dgE)= 1.

Si H est un sous-groupe ouvert compact de G(E), on note Ce(G(E),H) le sous-espace 
vectoriel de Cc oo(G(E)) formé des fonctions (à valeurs complexes) H-biinvariantes à support 
compact sur G(E), et (G(E),H) (l'algèbre de Hecke de G(E) relativement à  H) ce même 
espace muni d'une structure d'algèbre définie par le produit de convolution

f  *E h(x) = JG(£) f  (gE)h(gE' 1x)dgE

pour tout couple (f,h)EC c(G(E),H)xCe(G(E),H) et tout élément xGG(E). L'élément unité de 
J/(G(E),H) est l'idempotent (pour ce produit de convolution) eH=vol(H,dgE)~1l H (où 1H 
désigne la fonction caractéristique de l'ouvert compact H).

On définit aussi l'algèbre de Hecke de G(E)

Jf(G (E ))= U ^ (G (E ),H )
H

H parcourant une base de voisinages de 1 constituée de sous-groupés ouverts compacts de 
G(E) (par exemple les sous-groupes de congruence Kg" (n> 1) de Kg).

Pour chaque corps local non archimédien à corps résiduel fini E, on fixe un caractère additif 
t e: E -> Cx de conducteur (c'est à dire trivial sur PE mais pas sur Oe). On note

(x ,g)E= Trs(E)/E(xg), (x ,g)eg(E )xg(E ),

la forme bilinéaire symétrique (non dégénérée) sur çj(E) où Tr dénote la trace usuelle, et

^  — t o nr t*
t E E g(E)/E

le caractère additif de g(E) induit par te.
Si V est un sous-E-espace vectoriel de g(E), on note VX(E) le supplémentaire ortliogonal de

V dans <J(E) pour ( , )E donné par
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2. Relèvement des intégrales orbitales elliptiques.

2.1. Quelques constructions empruntées à C.J. Bushnell & P.C. Kutzko.

On fixe, pour tout le numéro 2, un corps local non archimédien F (de caractéristique 
quelconque) à corps résiduel de cardinal q et un élément yEG(F) elliptique dans G(F), au sens 
où le polynôme caractéristique de y est irréductible (mais non nécessairement séparable) sur F.

Soit nTp une uniformisante de F.
Soit L=F[y]Cg(F) l'extension de F de degré N engendrée par y. Ainsi, le centralisateur 

G(F)y=Lx de y dans G(F) est un sous-groupe commutatif de dimension N (en tant que variété 
TZJp-adique) de G{F) compact modulo le centre.

Soit e=e(L/F) (resp. f= f  (L/F)) l'indice de ramification (resp. le degré résiduel) de 
l'extension L/F.

Soit tzjl xrne uniformisante de L et soit un élément y£G(F) tel que Ady-1(<9Lx)CKp.

Alors, l'<9F-ordre héréditaire (principal) (g=Ç}(L) de <J(F) défini par

Q = (^nAdin^yM^OiOy"1)
i=0

est l'unique (9F-ordre héréditaire de g(F) normalisé par Lx. On note Qm= m hmQ, mGZ, les 
puissances du radical de Jacobson Ç1—tul Q de Q.

Remarque 2.1.1. —  On aurait pu tout aussi bien partir d'une extension L/F de degré N. Le 
choix d'une base 3  de Ol sur <9F définissant (par l'action régulière de L sur FN identifié à L) 
une injection ccB: L —> g(F) qui vérifie a B( <9L ) CMN(0 ¥). Qn peut montrer ([Bush] (1.8)) qu'ü 
existe une base 3  de <9L sur Of telle que l'(9F-ordre héréditaire de g(F) normalisé par a B(Lx) 
soit
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c'est-à-dire l'ensemble des matrices NxN de la forme

X ( O f ) i M ,(£>►.) I M .(Of ) ; M.(<9r) i M .(0 F)'| 
M.(PFj]'M ;(Ô F'j'lM .(0 F)

M.Cn') : ! m ,(o f ) m ,(A )  ; m ,(<df)
M .(P f) i M ,(Pf ) i M .ÎP,J M ,(0F) : M .(0r )

MJR! i M.lPrî M.(P, ! M,(H I : M J 4 ) .

( décomposition en blocs exe).

□

(X (X
iji) eM (O ,W: X u e P F si

i - 1
e

> j - 1

V1(E) = {xeg(E ), (x,V ) = o}.

Si R est un sous-<9E-réseau de 3(E), on note R*® 1' <9E-réseau dual de R pour le caractère 
T e de <J(E) donné par

R► *(E) {X: e (E), E (:xR) =>}•

M
e (< M . C\ )



On définit, de la même manière, le sous-groupe parahorique H=H(L) de G(F)

H = nAdro,.l(G (0F))=g«
i=0

et, pour chaque i> 1, le sous-groupe distingué H' de H

H N l + Ç*.

Remarque 2.1.2. —  L'extension L/F est non ramifiée si et seulement si H est un sous- 
groupe ouvert compact maximal de G(F) (en particulier dans l'AdG(F)-orbite de Kp). A 
l'opposé, l'extension L/F est totalement ramifiée si et seulement si H(L) est un sous-groupe 
d'Iwahori de G(F).

□

Soit Vg : <J(F) —> IL la hauteur sur <J(F) définie par

Vg(x)=max{ieZ, x G ^} , 

laquelle coïncide sur L avec la valuation vL normalisée par vL(zzrL)= 1.

Pour chaque keZ , on définit l'(9F-ordre 
(1.4.11)

N k= {x e <?> x y - y x e ^ k}.

Soit k0=k0(y,^) l'exposant critique ([Bu-Ku] def (1.4.5)) défini par

k 0 = maxjk eZ, N  k<2 C9L + Ç 1 j .

Pour alléger le texte, on note

kj = k0 -  vg(y) > 0 et JsT = J V ko.

Remarque 2.1.3. —  Avec le formalisme de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko, les propriétés 
suivantes sont équivalentes:

(i) k,=.0.
(ii) la strate [(?, —Vg(y), 1—Vg(y), y] CÇj(F) est une strate simple ([Bu-Ku] def (1.5.5)).
(iii) y est minimal sur F au sens où ([Bu-Ku] def (1.4.14))

f g c. d. ( vç (y ), e) = 1
T̂XrF-V6(y)ye +PL engendre l 'extension (<9L/PL)/(<9F/PF)

□

2.2. Trouver le bon réseau...

Soit P un sous-groupe parabolique de G(F).
L'application

Ç = Ç(P):G(F)xP->G(F),

est partout submersive ([Hari 4] theorem 1; le résultat est énoncé pour un élément elliptique 
séparable, mais la démonstration utilise seulement le fait que l'algèbre de Lie du centralisateur
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(.g>p) i—»Adg -1
'(y)p

y,(g)C(g ([Bu-Ku] def (1.4.3) et prop.k" i



de y dans G(F) ne contient pas d'élément nilpotent non nul); on explore dans ce numéro la 
manière dont elle envoie les ouverts de G(F)xP sur les ouverts de G(F).

Soit pcg(F) l'algèbre de Lie de P. Identifiant l'espace tangent en (1,1) au groupe G(F)xP à 
<3(F)xp, et l'espace tangent en y au groupe G(F) à g(F), l'application linéaire tangente à Ç au 
point (1,1) s’écrit

k = tc(P): g (F) x p ->■ g(F), (X , P )t-> X- Àdy"l(X) + P .

Pour tout mG 2, on a (cf [Bush] (1.13))
^l+m )*(F)_ Q -m

Ainsi, l'application Tr8(F)/F induit, pour chaque k e  N, un accouplement non dégénéré

g v  ç k x ç'~k/ g 1 -> f /p f .

En particuher, si T est un sous- <9F-module de Ç°, alors pour chaque k eN , (r+ Q k)*(F) est un 
sous-<9p-module de ^ 1-k contenant (g1.

Soit A=A(y) l'(9F-réseau de <J(F) défini par

A = (PL1-k‘^T)*(F).

Remarque 2.2.1. —
(1) L'égalité P^^N’—SN'P^ pour tout k eZ  ([Bu-Ku] prop. (1.4.1 l)(ii)) nous assure que 

l'(9F-réseau A est un ( Ol , <9L)-bimodule.
(2) On a

Q1 c: P ^ 'N c z  Çl~k'
d'où

6 k* c A c £ \

toutes ces inclusions étant des égalités si y est minimal C'est bien sûr pour avoir cette dernière 
double inclusion qu'on a introduit la puissance de PL dans la définition du réseau A.

□

Les lemmes 2.2.2 et 2.2.3 suivants sont des variantes du théorème des fonctions implicites, 
avec contrôle des ouverts de définition.

Lemme 2.2.2. — Pour tout m eZ, l’application linéaire tangente n à C, au point (1,1) 
induit, par restriction, un morphisme surjectif de Qv-modules

( X , P ) ^ X - A d y - \ X )  + P.

Démonstration.

Par approximations successives, l'(9F-réseau A  étant construit pour faire tourner le lemme. 
Pour chaque ieZ  et chaque entier k>0, comme l'élément y normalise (g\ l'image de la 

restriction à Q' x (pn Çj'+i) de l'application linéaire tangente n est contenue dans QK 
On commence par déterminer l'image de l'application

V £ e+k' : £ ° / § e+kl x ( ( p o Ç k-) + § e+k') /£ e+k' - > £ ° / § e+k'
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((po g1') + §•«■)«« = {Xeg'-<"l'>, m g ‘'))=l}

= (nn g1-'"1'1) + g“1' c g“1'«'Vg1

car

p - W  =  n  ,  ( § e+kl )  * (F) =  ^ H e + k .)  e t  )  *(F) =  £ l - k ,  .

d'autre part

((l-A dy-1) ^ ° + ^ e+k')* (F) = { l e ^ e+t'), X -A d y -1(X )eQ ï}

= pLH‘+k. ){XeÇj°, X  -  Ady-1 (X) e £ c+kl}

= PLHe+k ') ^ ko+e
= pHe+k>)+ p l - k . ^
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déduite de n (grâce à la remarque ci-dessus) par restriction et passage au quotient. Soit n  le 
radical nilpotent de p. Alors, d'une part

¥ F (-X\

d a /Q1

la dernière égalité découlant de la propriété ([Bu-Ku] (1.4.9))

!hi ko+r = Ol + P jJN  ko pour tout entier r > 1.

En définitive, on a montré la relation

(lm(7t0/S e+k- )) *(F) = ((p n g k') + § e+k> ) *(F) o  ((l -  Ady"1) ^ 0 + £ e+k' ) *(F)

> ) + Ç1"“' ) o  (pLH«+k«) + N ) .

Or, si(a,x)G l 1 ĉ+k‘̂  xpL* v'!N  et si a+x=b+x' avec(b,x')S(nr^Ç1 ĉ+k'^ xQ l k', alors

a = b + (x—x') e ( n o ^ 1~̂e+kl̂ + ^ 1“kl 

est nilpotent modulo ^ 1_k‘ donc a G j  = f^1_k‘ et a+x EpLx~k' N . D'où l'égalité

(lm(7c0/ ^ e+kl))*(F)=PL1-k'

(e+kj)■1-
Qn  (((n

r i-(e+k l)

Soit m eZ et Z un élément de TDFmA. Alors les relations

W 7 td/ £ (d+1)c+kl ) = m rdA  c  ^ de/ ^ (d+1>e+k- 

G d'+k' a m / A

déduite de n par restriction et passage au quotient a pour image

) = inFmA c Ç m7 Ç (m+1)e+kl.Im( 71rr /('Q
( m +l)c+k j

et, par dualité,

Im(7t0/<?e+kl ) = A c  G°/ge+k' .

Comme l'(9F-module (g0 vérifie la propriété (?ek=Tt7Fk(j0 (keZ), on déduit du résultat ci- 
dessus et grâce à la F-linéarité de l'application n que, pour tout mGZ, l'application

n !Q’(m+l)e-+-k.
• G

me7(Q
^(m+iïe+k.

X ((V Q'
m̂e+kj

)
+ G

(̂m+iïe+k.
) g 1:(m+l)e+k! (gmc /(^(m+1)e+ki



pour tout entier d>0, permettent de construire, par approximations successives grâce à la F- 
linéarité de l'application u et à la structure de <9F-module des groupes (g0 et pn^°, un 
développement hensélien de la forme

Z  = TnFœ * i  Y ,TUr'X.,, £ TD '̂P,1,
\  ¡20 ¡20 J

Nous aurons, par la suite, à plusieurs reprises recours à cet argument (nous renverrons alors à 
la construction explicite que nous donnons ci-après i1)). Fixons un entier k>0 et supposons 
qu'il existe un développement de la forme

Z = m ~ n ( f 1zuF'Xi,-ZTnr‘Pl)+¥„  (X„P ,)eg“ x (p o g k'),
V i=0 i=0 J

Pour k=0, c'est exactement la suijectivité de l'application 7im/ ^ (m+1)e+k’. On passe au cran k+1 
grâce aux relations (R^+k+j) ci-dessus et il est clair que le développement construit de cette 
manière converge vers l'élément Z.

D'où la surjectivité de nm.

□

Lemme 2.2.3. — Pour tout entier m> 1 + kj /e ,
(1) L'application Ç induit par restriction une application surjective

C m: H “  x (P o  Hme+k' ) -> y (l+ nrFmA ), (x , p) Adx"1 (y)p

(2) Il existe un système de coordonnées

pm:Hme x (P n H “ +k|) — = -» Gjme x ( p n Ç me+k>)

tel que, notant Xm : y(l+7UFmA) —» TZJFmA l'application g I-» X.m(g)=y-1 g— 1, le diagramme 
suivant soit commutatif

H mc x (P o H me+k|) — y(l  + znFmA) 

x ( p n  ^ me+k' ) — n»— > nJFmA

Démonstration.

( 1) Soit m un entier > 1 + kj /e.
Notant x= 1+X et p= l+P, l'application C s'écrit

(ix ,P; e G0 V l'D Q ') , i>o.

y ezGj(k+m+l)c+ki

avec

T,m ( X , P) = XP -  (y"Xy)(X + P + X P )+ Í  £  y - X*yl( l  ■+ X )(l+ P ).
Vî 2 J

La relation d'inclusion

W On aurait pu aussi, mais nous n'en n'avons pas eu le temps, établir au préalable un résultat plus général sur 
les modules filtrés.
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Soit

A c $ 0x ( p n Ç k|)

un sous- <9F-module de çj(F)xp tel que l'espace quotient soit un supplémentaire du
noyau de l'application . Qn fixe arbitrairement une famille (finie) S  de représentants dans 
SA des classes de l'espace quotient JA/tuf JA. Pour chaque m eZ  et chaque élément ZGiuFmA, 
la suijectivité (pour tout entier d>m) des applications tcJni+l ci-dessus, permet de construire 
par approximations successives (comme pour la fin de la démonstration du lemme 2.2.2) un 
développement hensélien (unique) de la forme

(*Z  .■Pz) = Î S roF*1 W
\  i^m  i^m  J

tel que n(Xz ,PZ )=Z. En effet, fixons un entier k>0, et supposons qu'on a construit un 
développement de la forme
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ri m(X,P)czÇ2a* c ï ï J ^ r 1 c=TZ7Fm+1A pour tout (X, P) eGm x (p n  Qm+i' ),

jointe à la suijectivité (pour chaque entier d>m) des appücations 7td du lemme 3.2.2, 
permettent pour chaque élément zGy(l+TZ7FmA), de construire par approximations successives 
(cf la fin de la démonstration du lemme 2.2.2) un développement hensélien de la forme

(x,p) = i l  + X ÎZTFiA:i ’1 + Z TOFî i > (X^P^eG™ x(pr^G m+k'), i > 0 ,
\  fc>0 i£0 /

tel que CJx,p)=z.

(2) On déduit du lemme 2.2.2 que, pour chaque m eZ, l'application n induit par restriction 
et passage au quotient, un morphisme suijectif de (Dp/Pp-modules

n m /:/%* m+1i:'= ('(g
r'mcsx<(P n Q

mc+kj

))/Tx F G'me
X (:(vr\G'me+k,

)) U F
m A,lm Fm+1A .

Il est clair, compte tenu de la définition de E, que l'élément (Xz , Pz) ainsi construit est unique; 
on le note ¡a.m(Z). Si maintenant Z est un quelconque élément de g(F), alors ZETUFmA  pour un 
entier m suffisamment petit et l'on définit l'élément |i(Z) de g(F)xp par \x(Z)=\im(Z) (la 
définition de |x(Z) est clairement indépendante du choix de l'entier m tel que ZEW FmA). 
Vérifions que l'application fi ainsi définie est bien F-linéaire. Supposons par l'absurde qu'il 
existe un couple (Z,Z')E<j(F)xÇ[(F) et un élément aGF tels que |i(aZ+Z ')^ap.(Z )+(Z '). Soit 
deZ  l'unique entier tel que

|(n(aZ + Z')-(an(Z) + M(Z'))) e (g* x (p o g *rt'))
|(n (a  Z + Z ')- (an(Z) + K2'))) « roP( g -  x (p r > g ^ 1'))'

(Pour k=0, c'est une simple conséquence de la définition de E). Qn passe au cran k + 1 grâce à 
la F-linéarité de n et à la suijectivité de l'application 7tm+k+1/7tm+k+2. On pose finalement

(

W,F
. m

(
E TU,'FiX Z . m+i *y.

iâO
'F p. ,m+i

\

i

X*z .P:Z.) ( î mz WF
fXLZ ,i »

î m
z TU'f Pz.

■

zr n
{ i=m

m̂+k
T w F

iX Z,i >■ 2 / 5
i=m

m+k

w'F
i
%ZÀ

)
+- 77T

F
. m+k+1

Jk ? (•'X
P

Z,  i e Z 7 eA .

x (V Q
rme+k,

). (X i : P\)



Ainsi, l'élément |i(aZ +Z ')-cc(i(Z )-|i(Z ') appartient à U7FdJzL-TZ7Fd+1JZl et, par homothétie 
par TZ7F-d, on obtient

mF~d (fi(ctZ + Z') -  an(Z) -  m(Z'))

et par conséquent

7c(n(aZ + Z') -  aji(Z) -  n(Z')) = nrFd tt0 (znF-d (n(<xZ+ Z') -  an(Z) -  n(Z*))) * 0.

D'où la contradiction.

En définitive, on a construit une section linéaire

|i:g (F )-* g (F )x p , Z)->(Xz ,Pz)

de l'application linéaire tangente % à Ç au point (1,1) qui vérifie la relation

n(nrFm A) = m Fmv(A) c ^ x ^ n  Çme+k' )

pour tout mGZ.
Si m est un entier > 1+ kt /e, on définit l'application (3m par

P .(l+ A \l + P) = {X,P) + n(^(X,P)),  (X>P )e 6 ”” x ( p ^ g ” rt').

Alors, on a bien
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e AI - TDpJA.

pour tout d>m assurant la bijectivité de l'application |3m.

□

Corollaire 2.2.4. — Pour tout entier m> 1+kj/e et tout couple (x',p' )GLxHxP,
(1) L'application Ç induit par restriction une surjection

H ^ x ’ x (P o  H me+k‘ )p' -» x'-1 y(l + îUFmA)x' p ', (x , p) I-» Adx-1 (y)p.

(2) Il existe un système de coordonnées

P'm : H mex’ x (P o  Hme+k| )p' — > Ç me x (Adx' (p) o  ^ me+k> ) 

tel que, notant X'm et n'm les applications 

V m: x'-1 y(l +  TZTFmA)x'p' — 2—> TDFmA ,  gh-»y-1x'gp'-1x'-1 -1  

7t'm : £ me x (Adx' ( p ) o Çme+k' )  ►  iz7FmA , (X ,P )\-* X - Aày~l(X) + P'

= nm(X,P) + n o ^ m{X,P))
= 7im(X,P) + r\m(X,P) 
=K(y{i+**.(.x,P)+T\m(X,P)j)
■ X'm

o C X(X P)

71mo 3,m.0I 4 - 1L + P'

pour tout couple ( X ,P) e(gme x (p r\ Ç̂ mc+k| ), la relation

( X .P j e H S Î P n H “ 1) => ri (X  ,P )e m J +1A
=> "Hm (X ,P’)]l e

^ (d + l)c
X (v Q

;(d+l)e+k,
)



on ait

^  «n°C|H,“ x'x (p (~,H“ *k|) p '_  71 «n° P  «n •

Démonstration.

Comme le groupe LXH est précisément le normalisateur dans G(F) de l'<9F-ordre héréditaire 
<g°, c'est à dire l'ensemble des gEG(F) tels que A dg(£°)=£°, on a l'égahté

x' (P o  Hm+kl )p' = (Adx' (P) n  H m+k* )x' p'

pour tout x'ELxH et tout pEP. Ainsi, reprenant la notation Ç=Ç(P) introduite au début du 
numéro 2 .2 , on a la relation

Ç(P)(xx', pp') = x' -1 x_1y xx' pp'

= x' -1 Adx -1 (y)Adx' (p)x'p'
= x'_1C(Adx' (P))(y, Adx* (p))x'p'

pour tout couple (x,p)EHxP. Le sous-groupe parabolique P de G fixé au début du numéro 2.2 
n'étant sujet à aucune condition particulière, on peut le remplacer par Adx'(P), et le corollaire 
2.2.4 découle alors directement du lemme 2.2.3 appliqué à Adx'(P).

□

2.3. Principe de submersion d'Harish-Chandra et "calcul" des intégrales orbitales elliptiques.

Soit dg=dgF la mesure de Haar sur G(F) définie au numéro 1.3 et dk sa restriction au sous- 
groupe ouvert compact maximal Kp de G(F). Soit dgy la mesure de Haar sur le centralisateur 
G(F)y=Lx de y dans G(F) telle que vol((9Lx,dg),)= 1 et soit dz=dzp la mesure de Haar sur Fx 
(identifié au centre de G(F)) telle que vol(Fx\Lx,dz\dgy)= 1 .

Pour chaque fonction feC coo(G(F)), on définit l'intégrale orbitale normalisée (cf le chapitre 
3, définition 3.3.1)

Ic<F)(f,y) = JG(FVG<F)f(g-‘yg)dgy\<ig= k ^ f f e - y g ^ d g .

Soient Pj= P j(F), A ^A ^F ) et UjCG(F) le radical unipotent de Pr Soient da et du les 
mesures de Haar sur A et U respectivement telles que

vol(Aj n  KF, da )—vol(Uj n  Kp ,du) = 1 .

Comme le sous-groupe Kp est en bonne position par rapport à la paire parabolique (Pj ,Aj ) (cf 
le numéro 1.2) dp—dadu est la mesure de Haar à gauche sur Pj telle que

vol(PjnKp,dp )= 1 .

On fixe tin entier n> 1 et l'on s'intéresse aux intégrales orbitales

Iom(f,y), feC ,(G (F),K P").

L'énoncé suivant est montré par Harish-Chandra pour n'importe quel élément yEG(F) semi- 
simple régulier séparable dans G(F), mais reste vrai pour y elliptique inséparable.
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Proposition 2.3.1. ([Hari 4] theorem 3) —  Il existe un voisinage 'V  dey dans G(F) tel que

IG(F)(f,x) = IG(F)(f,y) 

pour tout élément xE^V et toute fonction fE Cc(G(F),Kfn ).

□

La démonstration d'Harish-Chandra est basée sur la submersion Ç(P) introduite au numéro 
2.2. On en reprend ci-dessous le schéma, en insistant sur les arguments que nous réutiliserons 
par la suite, sous une forme parfois légèrement modifiée.

Soit A,+CA, l'ensemble des éléments diagonaux de la forme

diag(zx,. . . ,z N), |zí|f >|zi+1|F, l< i< N  —1.

La décomposition de Cartan nous dit qu'il existe une bijection entre
(1) Les doubles classes FxKf\G(F)/Kf de G(F).
(2) l'espace quotient FxA1((9f)\A1+.

Ainsi l'ensemble A(nJF)CAj des éléments diagonaux de la forme

diag(l,zn/2, njF“3, . . . ,zzjf“n), 0<<x2 <oc3 < - < a N,

forme un système de représentants dans Aj+ des doubles classes FxKFgKF de G(F). Toute 
l'astuce de la méthode utilisée par Harish-Chandra pour "calculer" les intégrales orbitales 
elliptiques tient dans la simple constatation suivante: si ô est un élément de alors la
restriction de l'appücation Ad5-1 à P, laisse invariants les élément de A l et contracte le radical 
unipotent U ,. D'où l'on déduit que pour tout élément 5 de A(H7F), AdÔ ~1 (P i ̂  Kp" ) C Kpn.

Comme l'application

Ç = Ç(P, ) : G(F) x P, - ►  G(F), (g , p) «  g-'ygp

est partout submersive ([Hari 4] theorem 1), il existe une et une seule application linéaire 
([Hari 1] theorem 11)

C,.„(G(F)xP,)-*-Cc.„(G(F)), ,

telle que

Í U ,  *(*. p)F(g-ygp)dgdp = (g)F(g)dg

pour toute fonction aECceo(G(F)xP1 ) et toute fonction FECc eo(G(F)).
Soit b la fonction caractéristique du sous-groupe ouvert compact KFx(P1nK Fn) de G(F)xPt 

et soit a=ccy b. Pour toute fonction feC c 0û(G(F)), on note jÇ,ECcoo(G(F)) la fonction définie par
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Alors,

Proposition 2.3.2.—  Pour toute fonction fECc(G(F),Kpn),

rm , s ^  vo1ÎFxKf5Kf,dz\dg) , , x
I (f.y )=  S  v L p '  K • L  °(k)Ad*S f0 (k)dk

S e ^ )  VOl^PjOKp ,dpj JKf 

où (rappel) Ad*ô(f0)(k)=f^(Adô_1(k)) pour tout kEKF.

fi o(x)= Í,kf
f ( Ldk:(x))Idk x € G(F)).

Joma„(g)F(g)<lg

al->ay>,



Démonstration ([Hari 4] theorem 3).

La relation Adô_1(p)EKFn pour tout ô eA(TZXf) et tout pEP^K p0 entraîne

JKf ^(ô^k^ykôjdk = vol(Px n  KF”, dp)"1 O ^k^ykpSjdkdp

= vol(P, o  Kf”, dp)“1 JG(p) a(g)Ad*6(<D)(g)dg

pour toute fonction <I>ECc(G(F),KFn).
Comme le groupe Kp“ est un sous-groupe distingué de Kp, f^E C /G ^),!^11 ) pour toute 

fonction fE Cc(G(F),Kpn ).
F.nfin

IG(F) ( o , y) = ^  0>(g-1yg)d2\dg

= ¿  vol(FxKF5KF, dz\dg) f
5eA(znF) F

pour toute fonction OECc „(G(F)).
D'où la proposition 2.3.2.

□

Harish-Chandra ayant au préalable montré, grâce à une utilisation intensive de son principe 
de submersion ([Hari 4] lemma 1), que l'application

y-̂ Oty.b

est constante au voisinage de y dans G(F), la proposition 2.3.1 est montrée.

La formule d'intégration de la proposition 2.3.2, si elle permet à Harish-Chandra de 
conclure à l'existence d'un voisinage de y dans G(F) tel que les intégrales orbitales des 
fonctions de l'espace Cc(G(F),Kpn ) sont constantes sur (proposition 2.3.1), ne donne en 
revanche aucune information sur ce voisinage. Rappelons (c£ l'introduction) que l'on souhaite 
obtenir un certain contrôle non seulement sur mais aussi sur l'entier r> n assurant, pour 
tout E corps local non archimédien r-proche de F et tout isomorphisme de C-algèbres

5 : (G(F), K„" ) — ! - ►  Jf(G (E ), KE° )

construit par la méthode de D. Kazhdan ([Kazh] theorem A et chapitre 1, prop. 2.1.1), l'égalité 
entre intégrales orbitales normalisées
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<t>0 ( ô  'k ^ y k S ^ d k

1Î cfx(Po Kf»)

en la "cassant" en une combinaison linéaire (finie) de fonctions caractéristiques d'ouverts 
compacts de G(F), et de montrer ainsi qu'elle ne dépend effectivement que d'un certain 
quotient (9F/PFk (k^> 1) de l'anneau des entiers de F.

y

pour toute fonction fE (G (F ),K j,n) et tout élément x'E^V* où "V est une partie ouverte 
(dépendant de "V et Ç) contenue dans l'ouvert elliptique de G(E).

L'idée qui vient naturellement à l'esprit est d'expliciter l'application

t c o 7:
'(f ?y = ] 'G(f)>,*)

'h->a y.t>



En fait, on ne va pas travailler directement avec a  puisqu'on va utiliser une décomposition 
du groupe G(F) intermédiaire entre la décomposition de Cartan et la décomposition de Bruhat- 
Tits, et respectant mieux les constructions du numéro 2.2.

On note BFCKp le sous-groupe d'Iwahori de G(F) formé par les matrices triangulaires 
supérieures modulo PF. Quitte à conjuguer y dans G(F), on peut supposer (cf. la remarque
2.2.1) que le groupe H=H(y) vérifie la double inclusion

BpCHCKp.

Lemme 2.3.3. —  Il existe une famille de représentants des doubles classes FxFI\G(F)/Kf 
de G(F) contenue dans SN A(zztf)={s5, sESn, ÔEA(nrF) }.

Démonstration.

D'après le n° 1.3 du chapitre 1, on a une bijection entre
(1) Les doubles classes FxBf\G(F)/Bf de G(F).
(2 ) le groupe 5 Ntx(FxA1(<9F)\A 1) (produit semi-direct).

Soit FxHgKp une double classe. Comme BFCHcKp, il existe m  couple (s,a)ESNxAj tel que 
l'on ait FxHgKF=FxHsaKf. Soit s'ESN tel que a'=Ads'- 1(a)EA1+. Alors, l'inclusion S^CKp 
entraîne l'égalité FxHgKF=FxHss'a'KF. On conclut en remarquant que FxA1+Kf=FxZ\('CDf)Kf .

□

On fixe (arbitrairement ) une partie I c S N Z\(tDp) telle que le groupe G(F) soit union 
disjointe des doubles classes FxHgKp, g parcourant les éléments de E. Pour chaque élément s 
de SN, on note AS(ZZ7F)C A(tztf) la partie formée des éléments 8 eA (tu f) tels que sSE^. Ainsi, 
on a la décomposition

G(F, = U  F'H gK F = ] J  U  F 'H s5Kf .
seS“N 8eA,(TtTF)

Pour chaque élément s de SN, on note a (s)ECc oo(G(F)) l'unique fonction telle que

iJH,(P,oK,-)F(g' lygs!,s' 1)d8 dI> = Jo,F,a <-)(g' F(g)dg

pour toute fonction FECc co(G(F)), construite grâce au theorem 1 1  de [Hari 1] appliqué à 
l'application partout submersive ([Hari 4] theorem 1)

G(F)xPj -» G(F), (g-,p) i-» g- 1ygsps-1.

Comme on l'a fait pour Kp, on note dh la restriction de la mesure de Haar dg=dgF au 
groupe H.

On a alors la variante suivante de la proposition 2.3.1 .

Proposition 2.3.4. —  Pour toute fonction fECc(G(F),KFn),

rm , v ^  _  vo1(FxH8Kf , dz\dg) - , ,

’ 5  sjf«.,) vol(P1 ^ K r",dp)vol(H,dg)J<«Raw<S)Ad’,S6(fo)(g)dS'

Démorts trati on.
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pour toute fonction <E>ECcoo(G(F)).
D'où la proposition 2.3.4.

□

Pour chaque élément s de SN on note dp(s) la mesure sur P(s)=Ads(P1 ), image de la mesure 
de Haar à gauche dp sur Pt par rhoméomorphisme de variétés XlJF-adiques

Pj — -—> A d s ^ ) , p i—» Ads(p).

Lemme 2.3.5. —- (Avec les notations du numéro 2.1) Soit m=m(y,n) le plus petit entier > 
au sup{l+k1/e ,n —kj/e) et soit un élément sESn. Alors, pour toute fonction O eC c00(G(F),

avec

vol(H™ d g W p ^ H ^ S d p , . , )
d(y,s) = ------------- ----------------- r---------- ,

vol(l + zzrFmy\,dg)

les couples (x; , p(s)>j ) parcourant un système de représentants dans Hx(P(s)nKFn ) des classes 
de
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Démonstration.

La condition m> n—kj/e entraîne l'inclusion

Hme+k'c K Fn. 

Par construction de l'application a (s), on a

H-me \H x (i Hjme+ki

■ ï (R(s)
n K

pour tout élément sESN et toute fonction
Comme le groupe Kp" est un sous-groupe distingué de Kp , f^ECc(G(F),Kpn ) pour toute 

fonction fECe(G(F),Kpn).
Rîifiîi.,

I « «  (®  , y ) = <J>(g->yg)dz!ldg

E
seSN 5eA,(nTFJ

z vol(H, dg)
f t I0(8 *s *h 1ÿhs8)dh

vol(F H'5KF -,dz\\dg

Elle est pratiquement identique à la démonstration de la proposition 2.3.2. 
Comme Adô_1(p)GKpn pour tout 8œA(tuf) et tout pGPjnKpn, on a

volIÎPE> o K"F
n ,dp

“Ilifex(p,r,KF” )a<8
-1S

_1h Vh(£sps -1!*)«sÔ5) dhdp

Im ■(ÎS
-1-S,-1 -ilyhs8)dh = vol ri 1r\ KF

n dp
, -1

illH x (P ,n K Fn )
aK'8 '1s-‘h-‘yhs5(8-1p6)) dhdp

C îg (f ),k fo)

= vol(Pj o  KFn, dp)-1 JG(F) a (ï) (g)Ad*s8(<E>)(g) dg

J,G(F)
a (g) <ï>(ig idg d(y, s)

(i.j)
$(g)dg-1V!'u+HT,. m'A)T.



x(Adx;(pw)r» £ me+k' ) TDFmA, ( X ,P ) b ^ X - Ady-1 (X) + P.

□

Grâce à cette forme explicite donnée aux applications a (s), on est à présent en mesure 
d'estimer le voisinage y dans G(F) sur lequel les intégrales orbitales

y'i-»IG(F)(f,ÿ )

des fonctions f  de l'espace Cc(G(F),KFn) sont des fonctions constantes.

Proposition 2.3.6. —  (Avec les notations du numéro 2.2) Soit ^V=^V(y,n) le voisinage de 
y dans G(F) défini par

/y  = y (l + TnFmA)

où l'entier m=m(y,n) est défini dans l'énoncé du lemme 2.3.5. Alors
(1)vE^V’ => v est un élément elliptique de G(F).
(2) IG(F)(f, v)= IG(F)(f,y) pour tout élément vG^V" et toute fonction fG Cc(G(F),KFn ). 

Démonstration.

(1) La strate [Q,—Vg(y),—(l+ko),y] de g(F) est une strate simple ([Bu-Ku] def. (1.5.5)) et 
on a la formule de G(F)-entrelacement ([Bu-Ku] theorem (1.5.8))

{g e G(F), Adg-1 (y + Ç1+k° ) n  (y + Ç 1+k° ) * 0} = L* (l + tul JV ).

A fortiori,
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JC(P, a ,.,(g)<I>(g)<ig = J L (I,„Kr.)®(h"yhsps-' )<ihdp 
= lL(p,.,oKI-)'I,(h",yhP«)dhdI,<.>

J]J HjmeCXj x<(pl
O hL ””1yhp,w)dhdp(*)

les couples (Xj,p(s)J) parcourant un système de représentants dans Hx(P(s)nKFn) des classes de

H“ \H x (P(>) o H me+k>)\(PW o K F").

On conclut en appliquant le corollaire 2.2.4 au sous-groupe parabolique P=P(g) de G(F) 
pour chaque couple (x; , p(s)j). En effet, avec la notation p(g)=Lie(P(s)), il existe un système de 
coordonnées

: H -X , x (P(>) r , H ” *k' )pWJ g ”  x (Adx,(pw ) ^  g ” « ' )

et un système de coordonnées

'meQm,i,)(s)
7C(P

où tc(P(s)); est la restriction de l'application linéaire tangente à Ç(P(s)) au point (1,1) définie par

tels que

Xm,új *:x
-1
‘y’(1  +  ZZTf

mA■) V'ilPiOJ --- =—>>TDF
mA

(■>'o  IH“ ':+kf

Pm,i,j
-1

71<pLw)m,ir \><■>*«(H” >l(•)(>CoCm,i,j Ca



X e g '“ - => G(F)ytX c L-(i + b lX )

=> G(F)y+x est compact modulo Fx.

Un élément vEG(F) a un centralisateur G(F)V dans G(F) compact modulo Fx si et seulement 
s'il est elliptique dans G(F). Ainsi, tout élément vEyH1+k’ est elliptique dans G(F) et la relation

1 + rnFmA  a l  + Çj™ a  He+kl c= H1+k]

entraînant l'inclusion "VcyH1+k‘, le point (1) de la proposition 2.3.6 est vérifié.

(2) Le voisinage yH1+k‘ de y dans G(F) étant contenu dans y+Q, F[v]x normalise (g pour 
tout élément vEyH 1+k'. Par conséquent, pour tout élément vEyH1+k|, (g est l'(9F-orclre 
héréditaire associé à v.

La relation

v e y H 1+kl etXeÇj  => X v - v X  e X y - y X +  ÇjM°

entraîne l'égahté N k(v,G )= N k(y,Q) pour tout élément vEyH1+k' et tout entier k< 1+k,,.
La relation

v eyH 1+k‘ => <9f[v] c<9L(l + tdlN k#(y,Q))czOh +Ql

entraîne l'égahté k0(v ,^)= k 0(v,^)=k 0 pour tout élément vEyH1+k' .
D'où l'on déduit

^ \ „ ( v , S ) = ^ J y  ,G )= *T

pour tout élément vEyH 1+k‘.

SivEyH 1+k|, les strates [ ^ , - v ç(y ),-(l+ k 0 ),y] et [Ç ,-v ç(y ),-(l+ k 0 ),v] sont simples et 
équivalentes dans Ç[(F), ce qui entraîne l'égahté ([Bu-Ku] prop. (2.3.1)) 'GJFfy]aN = m LaSN~ 
pour tout a £ 2  et toute uniformisante nrF[v] de F[v]. Par conséquent

v eyH 1+k' => A(y) = A(y).

Ainsi, les trois objets canoniquement associés à y et apparaissant dans les formules 
d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 23.5, à savoir le groupe multiplicatif H de 
1'(9F-ordre héréditaire principal (g de <J(F), l'exposant k ^ k ^ y ,^ )—Vç(y) et l'(9F-réseau A  de 
g(F), ne dépendent pas vraiment de y mais seulement de la strate [Q, - v ç(y),-(l+ K  ),y]. 
Comme ( l+ in FmA)2C 1+7Z7F“A,

v(l + nrFm A) = y ( l+ nrFm A ). 

pour tout élément vE"V et le point (2) de la proposition 2.3.6 est montré.

□

2.4. Conclusion.

On a fixé un corps local non archimédien F, un entier n> 1 et un élément elliptique y de 
G(F). On a construit un (9F-réseau A (y) de <J(F) et un voisinage ouvert compact ^V(y,n) de y 
dans G(F) tels que les intégrales orbitales normalisées

vh->IG(F)(f,v)

des fonctions f  de l'algèbre de Hecke ^T(G(F),KFn) sont constantes sur l'ouvert ^(y ,») et 
s'expriment explicitement en terme du réseau A(y).
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Soit Spr(w)C(Bp/BFr)x(B/BFr) le stabilisateur de la double classe BFrwBFr.

Soit E un corps local r-proche de F et soit un triplet (À,TZ7F,G7E) où

À : OfIVF — 5—> Oe/Pb

est un isom orphism e d'anneaux et xu F (resp. nJE) une uniform isante de F (resp. E) satisfaisant 
l'égalité à (tz tf +  P Fr) = z n E+  P Er.

Soient

0 = /3(A,nTF,U7E):B F/BFr — =->B e/B Er .

l'isomorphisme de groupes induit par le triplet (À ,tztf,tzte) et

y:W*(nrF) ------- ►w (x u E)

l'isomorphisme de groupes défini par y(sTZ7F(a) )= s n r E(a)pour tout sE 5 n et tout ( a ) G F .
Grâce à la décomposition de Bruhat-Tits pour G(F) et G(E)

G(F> = IIw („,) V B ,  et G(E) = U W.K ) BbWBb , 

et à la relation /?x/3(SF( w ) )= S E(y (w ))  (w 6 W ‘( ïïjf )), on a une bijection

BFrb1wb2BFr h» (5 (b,BFr)y(w)/3(b2BFr) ((b, ,b2) eBFxB F, w eW l (inF))

entre les doubles classes BF’\G(F)/BFr de G(F) et les doubles classes 
D'où un isomorphisme d'espaces vectoriels

£  = Ç(A, tuf,tub) : 3-C (G(F), BFr ) — ^  j - f  (G(E)7 Be* ) ̂  

lequel induit un isomorphisme d'algèbres (chapitre 1, prop. 2.1.1).
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D s'agit maintenant de déterminer dans quelle mesure cette construction dépend du corps de 
base F avec lequel on a travaillé. On conserve les notations et les hypothèses des numéros 
précédents, en particulier l'élément y est toujours supposé satisfaire la double inclusion

BF c  H = H(y) c  KF.

Rappelons brièvement les constructions et conclusions du chapitre 1, n° 2.1.

Jusqu'à la fin du numéro 2.4, r désigne un entier >1.

Pour chaque suite (a )= (a 1 ,...,aN)eZ N, soit lï7F(a) l'élément de A,(F) défini par

7Z7F(a) =  diag(zzJFa' , . . . ,  n7F“N ) .

Soit D(ïZ7f ) le sous-groupe de At(F) formé par les üTF(a) ((a )eZ N) et W,(H7f)= S nkD(iztf) le 
groupe de Weyl généralisé de G(F) défini par TUF (cf. le chapitre 1, n° 1.3).

Le groupe d'Iwahori supérieur BF introduit au numéro 2.3 est le groupe multiplicatif de 
l'(9F-ordre héréditaire “B  de çj(F) formé par les matrices de Kp triangulaires supérieures modulo 
PF. Soit BFr= l+TDp'S, le sous-groupe de congruence de niveau r de BF. C'est un sous-groupe 
distingué de BF.

Pour chaque w £W *(î U f ), l'ensemble des doubles classes BFgBFr contenues dans B wBF est 
un espace homogène sous le groupe fini (Bp/BFr)x(B/BFr) pour l'action

b 1(B’F gBF )h. -1 B’f r0b .g b2
-1

)
r

Fh->F
rBgB)FB,2*br

'FB,b0

BEi\\G(EVB E de G(E).



Si Z est une partie compacte BF'-biinvariante de G(F), on note (abusivement) C(Z) la partie 
compacte et BEr-biinvariante de G(E) définie par lç(z.)=Ç’( lz ). Qn étend naturellement cette 
notation à toute partie Z de G(F) union disjointe infinie de doubles classes BFrgBFr, gEG(F).

Soit IT=^(H) et soit (g l'(9E-ordre héréditaire de <J(E) tel que ^ X= H  (cf le chapitre 1, 
prop. 2 .2 .1 ).

Le lemme suivant nous permettra de transporter la formule du lemme 2.3.5 de G(F) à G(E).

Lemme 2.4.1. —  Soient k un entier tel que l< k< r, w EW*(ïïjf )  et gEG(F). Soit g' un 
élément de G(E) tel que £(KFkgw- 1Hre)=KEkg'y(w)- 1H,re. Alors

vol(hHre oA dw(K Fkg),dgF) = vol(Ç(hHre)oA dy(w )(K Ekg'),dgE) 

pour tout élément hGNG(F)(^ )=  {hEG(F), Adh(£)= (g).

Démonstration.

L'hypothèse BFCHCKp et la condition l< k < r assurent que HFrexKFk est, pour tout élément 
xEG(F), une partie BFr-biinvariante (et même Hre-biinvariante) de G(F). Pour tout élément b 
de Bf et tout élément b' de BE tel que /5(BFb)=BEb', on a l'égalité (chapitre 1, prop. 2 .2 .1)

C(Hrebw_1Hre) = H're b' y(w)~1H’re.

Or ^(KFk)=KEk et /3(Hre)=H're, par conséquent quand b parcourt une famille de représentants 
dans Kpk des classes du groupe quotient K/ÆF, b' parcourt une famille de représentants dans 
Kgk des classes du groupe quotient KEk/H’re. D'où l'égalité

C(KFkw"1Hre) = KEky(w)"1H’re. (*)

Soit hENG{F)(^ ) et soit h'E^(hHre). L'égalité ^(Hre)=H1re entraînant l'égahté £(hHre)=h'FTre, 
l'élément h' appartient au normalisateur NG(E)(^ ')= N G(E)(H're) de (g' dans G(E). Pour tout 
élément bEBFCNG(F)(^), la relation

vol(bHre, dgF)vol(Hregw-1Hre, dgF)vol(hHre )

= vol(Hre, dgF ) 2 vol(Hre bgw-1hHre, dgF)

entraîne l'égalité (chapitre 1 , prop. 1 .2 .1)

C(Hre bg w_1hHre ) = b'C(Hre gw_1H re )h'

pour tout élément b'EBE tel que /3(BFb)=BEb'. En reprenant à l'identique l'argument utilisé plus 
haut, et grâce à l'hypothèse Ç(KFkgw_1Hre)—KEkg'y(w)_1H're, on obtient

C(KFkgw-1hHre) = KEkg'y(w )-1h'H rc. (**)

Pour tout élément hENG(F)(^), on déduit des égalités (*) et (**) ci-dessus la relation 

(hHre o  Adw(KFkg) * 0 ) (w-1Hre o  KFkgw_1h_1 * 0 )

<^>(KFkw_1H,e n K Fkgw-1h_1KFk * 0 )  

<»(C(KFkw"IHre)^ C (K Fkgw-1h“1Hre) ^ 0 ) 

<=>(KEky(w)-1Hre o K Ekg'y(w)-Ih ' _1 H'rc ^ 0 )  

<^(h’H,reoA dy(w )(K Ekg’) * 0 )
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pour tout élément h'S Ç(hHre)=(Ç(h_1Hre)) *. On distingue deux cas.
Ou bien (hHrenAdw(KFkg ))= 0 , auquel cas

vol(hHre o  Adw(KFkg ) , dgF) = vol(h'H"e r» Ady(w)(KEkg’) , dgE) = 0

car (hlH”renAdy(w)(KEkg '))= 0 .
Ou bien il existe un élément h1E(hHrenAdw(KFkg)), auquel cas

hH re o  Adw(KFkg) = (Hre h1Adw(g_l) r» Adw(KFk ))Adw(g)

= |(H re o  Adw(KFk ))h1Adw(g_1 ))Adw(g)

= (HreoA dw (K Fk))hI

car h, Adw(g-1)GAdw(KFk) et, comme il existe aussi un élément h,1e (h 'H rcnAdy(\v)(KEkg')),

ívol(hHre r\ Adw(KFkg ), dgF) = vol(Hre o  Adw(KFk ), dgF)

{vol(h'H're o  Ady(w)(KEkg'), dgE) = vol(H're n  A dy (w)(KEk ), dgE) '

Or, les formules explicites pour l'action par conjugaison du groupe de Weyl généralisé W*(nrF) 
sur <J(F) (cf. le chapitre 1, n° 1.3) entraînant l'égalité

vol(Hre oA dw (K Fk),d g F) = vol(H re oA dy(w )(K Ek),d g E),

on obtient

vol(hHre o  Adw(KFkg ), dgF) = vol(h' HP" n  Ady (w)(KEkg '), dgE) . 

et le lemme 2.4.1 est complètement démontré.

□

Proposition 2.4.2 —  Soient r=r(y,n) le plus petit entier >m +kj/e (où l'entier m=m(y,n) 
est défini dans le lemme 2.3.5) et soit E un corps local non archimédien r-proche de F. Soit 
un triplet (À ,inF,Tï7E) où À : O ^ J O J PEr est un isomorphisme d'anneaux et TUF (resp. TUE) 
une uniformisante de F (resp. EJ satisfaisant l'égalité À(nJF+ P Fr)=IZ7E+ f >Er. Soit

t = C( A, TOj,, Toe ) : 3Í (G(F), B„' )■— 3Í(G (E), BE' )

Visomorphisme d'algèbres induit par le triplet (À ,inF,in E) (chapitre 1, prop. 2.1.1). Alors, 
tout élément y’e"V/,= Ç(^Vr) (où V̂r="Vr(y,n) est le voisinage de y  dans G(F) défini dans la 
proposition 2.3.6) est elliptique dans G(E) et satisfait l'égalité entre intégrales orbitales 
normalisées

IG(F)(f, y) = IGtE) (£(f), y) 

pour toute fonction f£j-/"(G(F),KFn).

Démomtration.

La condition r>m +kj/e entraînant la relation

BFr c H re c H me+kl c  1 + t d ™A,

la partie ouverte compacte V̂’=y(l+T*7FmA ) de G(F) est Hme+kl-biinvariante et la définition de 
a un sens.
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= {g' sG(E), (g'C(yHI+k|)f~iÇ(yH1+l!|)g')îÉ0}

car la partie £(yH1+k‘) est H,1+kl-biinvariante dans G(E) (cf le chapitre 1, prop. 2 .2 .1). Par 
conséquent, Ç(J’G{E)(i2)) est une partie de G(E) compacte modulo Ex et qui contient le 
centralisateur dans G(E) de chaque élément de Ç(yH1+k‘ ). Donc tout élément de Çi(yH1+k| ) est 
elhptique dans G(E).

Soit un élément yE £(yH 1+k| ) et soit L '=E[y]cg(E) l'extension de degré N de E engendrée 
par y1. De l'égalité Ç(Hk)=H lk pour tout entier k tel que 1 <k<re, on déduit la relation

£(yH 1+kl) = y 'H 1+k>,

laquelle implique que y  appartient au normalisateur NG(E)(^ ')= N G(E)(H'1+kl ) de Q' dans G(E). 
Ainsi L ^ C N ^ Ç 1) et comme y  appartient à ((g'v—Çj'v+1)C\G(E) = £((Ç7v — v+1 )nG(F)),

,-v ,-( l+ k o ),y ]

est une strate pure de 9 (E) ([Bu-Ku] Def (1.5.5)). Il reste à vérifier que la strate Q' est simple, 
et plus précisément que 1̂  est l'exposant critique k d e  y  pour Q.

Pour chaque kGZ, soit •7V\=.i7V'k(y,(? } 1' (9E-ordre héréditaire de <J(E) défini par

^•^{g'^ê'.y'g'-gyeg'1}
et k0'=k0(y,^')=max{kGZ, !hf\<xOv+Q'1} (cf. le numéro 2.1). Pour chaque entier keZ , 
est un sous- (9F-module de Q qui contient (?k-v donc en particulier est invariant par translation 
par les éléments de Qk~v. Par conséquent, si k< 1+1^ la relation 1 + k ^  l+ k 0—v>k—v entraîne 
que la partie ŜTknG(F) de (?fïG(F) est H 1+k|-biinvariante. De la même manière, pour tout 
entier k< 1 +k,, la partie ŜT'knG(E) de § 'nG (E) est H'1+k| -biinvariante . Or, y normalisant le 
groupe H1+kl et y  normalisant le groupe H'1+k|, on a

Ç(y H1+k'gH1+k‘ ) = y' Ç(H1+k,gH1+k> ) = y' I f 1+kl g' HT1+k'

' £ (H 1+k' gH1+k'y) = £(H 1+k'gH1+k' )y' = H'I+kl g' I f 1+k' y'

pom- tout gGG(F) et tout g'G £(H 1+k| gHI+kl ). Par conséquent

Ç (^ ri nG(F)) = J V l oG(E)

pour tout entier k< l+ k 0 et l'on est ramené à caractériser l'exposant critique k0=k0(y,(?) en 
terme de ÂTknG(F) (kGZ). Pour tout kGZ, on peut décomposer JVk en une union disjointe 
de deux ouverts compacts de Q
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(i) Relèvement de la strate Q=[Ç,—v,—(1+1^),y] où v=v^(y) et k0=k0(y).
Le G(F)-entrelacement de la strate Î2 ([Bu-Ku] theorem ( 1 .5 .8 )),

Jern(n ) = {e eG(F), g‘'(y+  g ‘")gr, (y+ § “•)*  0}
= l ' ( i + p lj v

est une partie H1+k‘ -biinvariante et compacte modulo Fx (car Lx/Fx est compact) de G(F). Par 
conséquent on a

Jcm(a ) = {«eG (F)> (gyH1“ '^ H '^ 'y g )* ® }

= |H 1+ll|gH1+l£| e H1+t‘ \G(FJ/H1+k|, (Hwk'gyHm ‘ r ,H l*i'ygH1*l:‘)# 0 } ,

et donc

e H'1+k> \G(E)/IT1+k' , g- £ (yH 1+k' ) o  Ç(yH1+k' )g- IT1+kl ) *  0 }Ç ( W û ) )  =tH1
i+k.

g’H
i l+k.

k

— 1O'



D'où l'égalité k0=k0l et donc la simplicité de la strate Q'.

(ii) Relèvement de 1' (9F-réseau A=A(y) de g(F).
Le triplet (À,ïï7F,ii7E) induit un isomorphisme de l'anneau gradué 0 keZf >Fk/f >Fk+r sur l'anneau 

gradué ©ke2f>Ek/PEk+r (cf. [Deli] n° 1.1 ou chapitre 1, n° 2) défini par la donnée, pour chaque 
entier k, de l'isomorphisme de (9F/P Fr-modules

\  :PfVPf"« - s.Pb1/Pb‘*', (x + PFk*')MTOEk(A(cV'‘x+PF')),

pour la structure de (9F/P Fr-module sur le groupe additif PEk/PEk+r donnée par

C9F/P / xpEk/PEk+r->pE/f»Ek+r, (x + PFr,x'+PEk+r)i-^A(x + f ,/).(x ’+PLk+r).

Pour chaque kEZ, soit

i k : Ç k/ Ç k+re — 2—> § ' k/(£'k+re

l'isomorphisme d'anneaux induit par le couple (Ak,Àk+1) (cf. le chapitre 1, n° 2; on construit 
l'isomorphisme d'anneaux ik à partir du couple (Àk,Àk+1) comme on a construit l'isomorphisme 
de groupes : Bp/BFr—>BL/BLr à partir du couple (À0,À,)). Par construction, le diagramme

£ k/ § k+re x ^ 1-k-re/ ^ 1"k — Trg,F,/F > P j/'V R 1
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Ainsi '(Qj^Jî1) et donc (9L,XH’1=Ç(C9LXH1) car l'application Zh->Ç(Z) conserve le
volume (i.e. ([O ^H 1 :H1]= q — 1) => ([^ (C ^H 1): Ç(H1)]=q— 1). Qn en déduit la relation

k>k„ » ( ( ^ r kr ,G (F ))c (g ,^G (F ))U O L"H1)

o  (Ç(M  , ̂  G(F)) c  Ç (g‘ ̂  G(F)) U Z(Ol ‘' H1 )) 

o  ((.TV' k r\ G(E)) <= (g  " n  G(E)) II ¿ V  H")

■ » k > k 0\

De la même manière

k > k 0' + l<=> (( JV' k o  G(E)) c f ^ n  G(E)) II

Comme

i0(p)(i2)r,H = Î\»(l+f»I.5Vl„)<=C>l”H1, 

le groupe des imités Ovx de L'vérifie la relation d'inclusion

< V  = L’r , H  c  d j a J O )  n H ) c Ç f e  ’‘H1) .

Ainsi, ou bien k^k,, et J^Tkr\(Ç—(OL+Q1) ^ 0 ,  ou bien k>k„+1 et N kC <0L+Çl. Par densité, 
on obtient la caractérisation suivante

<9’u
xH ,

")

k > k„ +1 e t o . n G l F D c I t e t Ç ' l n  G(F)))

» ((5 V  k ̂  G(F)) c  ((g 1 ri G(F)) U  CVH1)).

Ci1'H*i >L'

M kk — (•\Osf k1o («G ((tnA- i-G■'i

■))) u ti'N' k>.r\ («1(0.

i A- ( * \
G

. L /'G'’ik+rc 'x G"'il-k-reIG . 1 —k T f g (E ) / E P
». i

19,



est commutatif (les flèches horizontales désignant (abusivement) les accouplements non 
dégénérés induits par Trs(F)/F et Tr3(E)/E respectivement). Posons

M  = ï f j y , § )  et W - A T  k„(y\g').

Alors

pL1-k>JV ={ge^1"kl, y g - g y e £ 1+v}

est une partie de (g invariante par translation par les éléments de Qx. De même,

PL,'-''W ={g' e g " - \  y  g' -  gy  e g"*"}

est une partie de g  invariante par translation par les éléments de (j11. Les relations ^ > 0  (c£ le 
numéro 2.1) et re—k1>me>0 (hypothèse de l'énoncé) assurant la double inclusion

§ 1-k-+rec :§ IciÇ,-kl,

on a les relations

Adh(g) eg + Q1 pour tout g e ^ 1-kl et tout h eH k| z> H1+kl 

' i v(y + § 1+k°) = C(yH1+k') = y'H ,1+k' = y' + £ '1+k°

lesquelles entraînent

k-k1+v(yg+ <?1+v) = ii-k1+v(yH1+ki (g+ Q1))= y’ H,1+ki i1_ki (g + g 1) = y  ix_ki (g ■+ g 1) 

[ii-kI+v(gy •+ § 1+v)= ii-kl+v((g+^1)Hl+k'y)=li-k, fe+ £ 1)H,1+k' y'= i« , (g+ G')y'

pour tout élément gE g l~k' . Qn en déduit l'égalité 

Comme l'(9F-réseau A (y) se calcule dans la duaüté

g 1-*'/g1 x g ° /g k' — » f /p f

(cf. la remarque 2.2.1.(2)) et comme g 1 r>^1-kl+re, le diagramme (*)k pour k= 1 —k, entraîne la 
relation

H,-«(^(y)) = (i,-*, fa"*' = f a r 1' JV)"®=A(y').

Qn pose A =A(y) et A'=A(y).

(iii) Applications des formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5.
Soit un élément yE ^=£(y(l+ZZ 7FmA )c£(yH e+k‘)c£ (yH 1+kl ). Les conditions imposées à 

m et r assurant l'inégalité re>me+kj>ne et donc la série d'inclusions

g n c  § me+k‘ c  iuFmA c  g me a  g 0,

on a (cf. la construction des applications ik, kEZ, donnée plus haut) la relation

i0 (njFmA) = nrEm i_me (A) = nrEm ik] _re (A) = tz7EmA',

laquelle implique

£(l + TUFn’A) = 1 + TUEmA ' .
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les éléments parcourant une famille DC de représentants dans Kp des classes du groupe 
quotient Kp/Kpn. Soit g' un élément de G(E) tel que C(KFngK^n)=KEng'KEn. Le groupe Kpn étant 
normalisé par Kp, on a (chapitre 1, prop. 1.2.1 et prop. 2.2.1)

Ç (K / \dk„(g)Kp") = KE“AdkV (g')KE°

pour tout k̂ GlTC et tout k'^GKg tel que Ç(kJ1KFn)=k,HKEn (cette dernière condition impliquant 
la relation Ç(k(1-1KFI1)=k,fl-1KEn). Quand k  ̂parcourt les éléments de OC, k'  ̂parcomt une famille 
de représentants dans Kg des classes du groupe quotient Kg/Kg". D'où l'on déduit que

où <j)g, est la fonction caractéristique de la double classe KEng'KEn de G(E). Par linéarité de 
l'application

>f(G (F),K F")->JÎ(G (F),K F"), f H f „

on obtient l'égalité

(Ç(f))0 = Ç(f„)

pour toute fonction fE^T(G(F),Kpn).
Soit {ha}ae;Eune famille (finie) d'éléments de Hme telle que 1+ZUFmA  = IIaeî.haHre. Soient un 

couple (s,5)GSnxAs(tztf) et un élément gGG(F). Soit {gp}pej  une famille (finie) d'éléments de 
G(F) telle que KpngKpn= IIpK/gp et soit {g'p}pej  une famille d'éléments de G(E) telle que

Ç(KH”gKF“) = n i«;r KE"g'p 

' Ç(KF"gp(s5)-,H” ) = K6"g'c (srCS))'1» ” ( p s j ) '

Une telle famille existe. En effet, considérons une famille {g'p}pej  d'éléments de G(E) vérifiant 
la première des deux conditions ci-dessus. Pour chaque indice (3£jF, l'élément (sô)-1 agit à 
droite sur gp comme une matrice de permutation modulo multiplication des coefficients (gp)  ̂
(l<Lj<N) de gp par une puissance entière c(ij) de l'uniformisante ïïJF (cf. chapitre 1, n° 1.3). 
De l'autre côté, l'élément (sy(S))-1 agit à droite sur g'p comme la même matrice de permutation 
modulo multiplication des coefficients (g'p)ÿ de g'p par les mêmes puissances c(ij) de 
l'uniformisante tue. Ainsi, réaliser la deuxième condition pour gp=(gp)1<iJ<N, c'est seulement 
imposer à chaque coefficient (g'p)jj de gp une relation de proximité supplémentaire de la forme 
X(ü7Fk(ÿ)(gp)ij+ PFr)=T57Ek(iJ)(g,p)1J+ PEr pour un entier k(Lj).

Soient un couple (x,p)eHx((Ads(P1(F))nKFn) et un couple (x',p')GHx((Ads(P1(E))nKEn) 
tels que £(xHre)=x'H re et Ç(pHre)=p'ITre. Pom: chaque indice f3EjF, l'hypothèse

Ç(KF"gp (s8)-‘ H ' ) = KEng'p (sy (d ) f  H'"

entraîne l'égalité (lemme 2.4.1)

vol(x-1yh(a)xpHrc o  Adsô(KFngp) ,dgF) = vol(C(x_1yh(tt)xpHre) o  Adsy(8)(KEng'p), dgE) .
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Soient gGG(F) et fg la fonction caractéristique d'une double classe KFngKpn de G(F). La 
mesure de Haar dgF sur G(F) donnant un volume 1 au sous-groupe compact maximal KF de 
G(F), on a (cf. le numéro 2.3 pour la définition de (fg)0)

(fs),'0 ('(vol!(]KWF
n dgp)| Z AdI»!

K K“F ])
-1

Z 1
K,Kf"

((A ).) (♦g' i).

i \du‘pi(B)l<Fn 5



grâce à la relation

£  Ç (x-yhaxpH") = x - ,Çj 2  yh0H” lx 'p '
aeî VaeE* )

= x,_1Ç(y(i+njFmyi))x' p'

= x'-1Ç (yH“ +k| )Ç (l + nTFmA)x' p'

= x'-1 y' (l + TnE“A')x' p1.

Quand (x,p) parcourt une famille de représentants dans Hx((Ads(P1(F))nKFn) des classes de 
Hme\Hx(Ads(P1(F))nH me+k’)\(Ads(P1(F))nKFn), (x',p') parcourt une famille de représentants 
dans H'x((Ads(P1(E))nKEn) des classes de e œe\H'x(Ads(P1(E))n H,me+k’ )\(Ads(P1(E))nKEn). 
Quand (s,5) parcourt les éléments de SNxA6(znF), sy(8) parcourt une famille de représentants 
dans SnA(tzte) des doubles classes ExH’\G(E)/Ke de G(E). Quant aux volumes apparaissant 
dans les formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5, pour chaque couple 
(s,8)eSNxAs(znF) on a

vol(Ads(P1(F ))n H m=+t| ,dgF) _ vol(Ads(Pl(E ))nH "“ *,\ d g E) 

vol(P,(F)nK P",dgr ) ~ voltPjCEJoKg", dgE)

car #(<9F/ f >F)=#(<9E/ f >E) et

vol(FxH8KF, dzF\dgF)vol(Hme, dgF) _ vol(E*H' y(S)KE, dzE\dgE)vol(H'me, dgE) 

vol(H, dgF)vol(l + tufA  , dgF) vol(H , dgE )vol(l + w uA ' , dgE )

car C(FxH8KF)=E xH'y(S)KE, Ç(Hme)=H,me, Ç(H)=H' et £( 1+TUFmA)=  1 + TZJEmA'.

Ainsi, les formules d'intégration de la proposition 2.3.4 et du lemme 2.3.5, la linéarité de 
l'application f  f—> I ^ Ç y )  (fe5/(G (F),K Fn)) et la relation (£(f))0= £ (Q  (fE Jf(G(F),KTn)) 
montrée plus haut, entraînent l'égahté

icm(f,y) = i c<E>(Ç'(f),y)

pour toute fonction fE5/(G (F),K Fn).

□
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= z  volfë (x '1yhaxpHre)oAdsy(6)(KEng'p),dgE)
ae£
P ej

L dgE))E(g)KFngKFnt 1:(S)Ad*s,y
c"1;

D'où l'on déduit

J*-,y(l«tV-/l)xp 'A d * S5 ^KpVCp“ ) (S F )d SF

=  Z  vol(x 1y h ax p H reo A d s 5 ( K Fng p) , d g F)
aeT
P<F

5  ¿ - ,yh<,xpH'*1 Ad.8(KF%)(S F )d SF

PeJ

lyi 1HHE m .'Ait'tP



3. La conjecture de Howe en caractéristique 0.
Une majoration indépendante de la ramification.

3.1. On rappelle dans ce numéro un certain nombre de constructions et de propriétés dont 
nous aurons besoin pour la démonstration proprement dite (les spécialistes peuvent 
directement passer au numéro 3.2.).

Soit E un corps local non archimédien (de caractéristique quelconque), à corps résiduel de 
cardinal q et soit nrE une uniformisante de E

3.1.1. Systèmes de racines.

On dit qu'un sous-groupe parabolique P de G (resp. une paire parabolique (P,A) de G) est 
un sous-groupe parabolique standard (resp. une paire parabolique standard) si PDPj (resp. 
si PDPt et ACAj).

On dit qu'un sous-groupe de Levi M de G est un sous-groupe de Levi standard si M est 
composante de Levi d'un sous-groupe parabolique standard de G (autrement dit si M est 
produit diagonal de groupes linéaires dans G).

On traduit naturellement ces définitions sur le groupe G(E) des E-points de G.

Soit Aj=Ax (E) le tore diagonal de G(E), P ^ P , (E) le sous-groupe de Borel standard de 
G(E) et U! le radical unip otent de Pt .

Soit TÇE) l'ensemble (fini) des paraboliques standards de G.
Si PeiP(E), on note Mp l'unique composante de Levi standard de P, Ap le centre de Mp et 

Up le radical unip otent de P.

Si M est un sous-groupe de Levi de G(E) (resp. si T est un tore maximal de G(E)) on note 
Am (resp. Ar ) le centre de M (resp. la composante deployée de F).

Soit JEg CG(E) une famille de représentants des AdG(E)-orbites de tores maximaux r  de 
G(E) dont la composante déployée Ar vérifie la relation AG(E)CAr CA1.

Si M un sous-groupe de levi de G(E), on note X(M)E le groupe des caractères rationnels de 
M (i.e. le groupe des homomorphismes M —> Gm définis sur E) et

aM=Hom(X(M)E,D£)

"l'algèbre de Lie réelle" de M. Ainsi, aM est un espace vectoriel réel dont la dimension est 
égale à la dimension de AM . On note (en considérant par abus de langage les éléments de 
X(M)e comme des homomorphismes de M dans Ex )

m "= n kerlx|E
XeX(M)E

l'intersection des noyaux des valeurs absolues des caractères rationnels de M.

On note a l l'algèbre de Lie réelle de A, et on définit

a , I = Hom(X(A1)B>Z).

Le choix d'une Z-base du Z-module libre a ï Z nous donne des identifications naturelles

ax z = ZN c  IRN = a , .

On identifie aussi le dual algébrique de a x
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a * = X ( A 1 )E ®ZR

à IRN au moyen du produit scalaire euclidien < , ) sur .
Si (a)= (a, ,a2,...,aN)E£712, on note zuE(a) (c£ le numéro 2.4) l'élément d«

zuE(a) = diag(izJEa' , TZ7E0î,..., züEa« ).

On ne considérera en fait que les sous-groupes de Levi standards de G. Si M est l'un d'eux, 
on identifie aM au sous-espace vectoriel de a l engendré par les aG fllz tels que nrE(a) 
appartienne à AMet on note aM le sous-espace vectoriel de a l engendré par les aEÆ12 tels que 
TUE(a) appartienne à M°. Qn définit aussi üMĜB̂ =ciMr\CiĜE). Ainsi pour tout sous-groupe de 
Levi standard M de G(E), on a

(avec aMc™={0} si M=G(E)).

Soit P un sous-groupe parabolique standard de G(E) et M=MP.

On note R(P,Ap) les racines de (P,Ap) définies par rapport à faction adjointe de Ap dans 
l'algèbre de Lie de Up. On les considérera aussi bien comme des caractères rationnels de Ap que 
comme des éléments de l'espace dual flM*=X(M)E®2IR=X(AM)E®2lfê. de a M.

Soit AjCR^Pj ,Aj ) l'ensemble des racines simples pour l'action adjointe de Aj sur Lie(Uj ). 
A x est une base de a 6® * (a * = a G(E*® *) et l'on note A 1AC aG(E) la base de a*3*® duale 
deAj.

Soit AMCR(P,Ap) l'ensemble des racines simples de (P,Ap ) pour l'action adjointe de Ap dans 
Lie(Up) et soit
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A1M= { a e A 1, a(P) = 0 pour tout P

Soit

hM: M -» aM

l'homomoiphisme d'Harish-Chandra (de noyau M°) défini par

|x(m)|E = q(hM(m)-x> pour tout % eX(M)E ,

et soit TM=xM°hM (resp. tm/v= xma°1im) la composée de xM (resp. de xMA) avec V  
On peut décrire assez explicitement cet homomorphisme d'Harish-Chandra hM.

l'ensemble des racines de A 1 qui s'annulent sur a M. On peut identifier A™ avec l'ensemble des 
racines simples de (PjPiMjAj ) pour l'action adjointe de A l dans Lie(MnUj ).

A u est une base de * et l'on note A M/sc a MG(E) la base de aMG(E) duale de AM. Si a
est un élément de A M, on note coa l'élément de ÂMA qui lui correspond. On note xM (resp. Xma) 
la fonction caractéristique de l'ensemble

(resp. |p  e<3j(ouaM), (coK , p) < 0 pour tout a  eA M})

a(P)<0 pour tout a  e A u >|p  ea^oui a‘M)

a a Gi:e > M
G(E) © a M

e aM }

L'image de h ^  est un réseau On l'identifie à 2 de la manière suivante.
Rappelons que les seuls caractères rationnels de G(E) sont les puissances du déterminant. Les 
éléments TZ7E(a)e A ,, a = (a ,< a 2 <---<aN)E2N, forment un système de représentants dans A,

RTKE) de a G(E)‘

: ALi défini par



des doubles classes Ke\G(E)/Ke de G(E) (c'est la décomposition de Cartan), et l'image par h ^
d'un élément de la form e ktZ7E(a)k', avec k G Kg et k'GKg, est a , + a 2 H----- l-aN GZ.

Via cette identification, on a donc hG{E)(G(E))=Z et h ^  ( A ^  )=NZ. Ainsi, l'application 
hc(E): G(E) —>■ ^ g(E) induit par restriction un isomorphisme du réseau CG(E)(tnE)=n7Ez de A ^  
(naturellement identifié à Ex ) sur le réseau NZ de Z.

De la même manière, si

M = TT . GLn (E), V  . N, = N ,J L  l K i ^ m  N i v  J ?  1 9

on identifie le réseau hM(M)=RM de aM au produit Zm de m copies de IL et l'on note CM(nJE) le 
réseau de AM formé par les éléments de la forme

/  \

x ^ d ia g  njEki,...,n rEki , k ;eZ.
Ni fois y

Alors l'application hM: M —> aM induit par restriction un isomorphisme du réseau Cm(hje) de AM 
sur le réseau n ^ ^ N ^ Z  de Zm.

3.1.2. La partie compacte de G{E).

Rappelons la construction de Deligne-Casselman ([Cass] n° 2.).

Soient un sous-groupe de Levi standard M de G(E) et un élément mGMrtg. Le centralisateur 
T=M m de m dans M est un tore maximal de M et l'on note TJr le sous-tore anisotrope maximal 
de T. Comme T  est isogène au groupe UrxAr, il existe une puissance mk de m telle que mk=xa 
pour un couple (x,a)E UrxAr.

La partie

Æ1M,+ ={p e a l , a(P)<0 pour tout o

de ü 1 formant une chambre fondamentale pour l'action du groupe de Weyl W(M,Aj ), il existe 
un conjugué yay_1GA1 (yGM) de a tel que

l»Al(y»r‘1) e a IM-t .

Notant a'=yay-1, on définit l'ensemble

A lM(a') = {a e A “ ,

L'ensemble A ^ a ')  détermine un unique sous-groupe parabolique standard P,, de M
(standard au sens où Pl,D(P1nM )) de radical unipotent U,, tel que l'action de a' par conjugaison 
sur P4, contracte U,,. On note alors Pm=Ady_1(P, ) (on vérifie facilement que cette définition de 
Pm ne dépend ni de la puissance mk de m ni du conjugué yay-1 de a choisis) et l'on définit la 
partie compacte W Mc de M par

Mc = jm  eM reg tels que Pm = M j

= |m e M reg, a (h A (m)) = 0 pour toute racine a

(2') Signalons pour éviter les confusions que l'objet attaché au terme partie compacte n'est pas vraiment fixé 
dans la littérature (trois notions différentes dans [Cloz 2], [Cloz 3], [Cloz 4]); s'agissant ici de l'utiliser dans 
une formule de trace, on s'est limité à l'ouvert dense Mrcg de M.
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Ainsi la partie compacte Mc de M est l'ensemble des éléments mGMreg tels que les valeurs 
propres de Adm: Lie(M) —> Lie(M) sont toutes de valeurs absolues 1 (dans une extension 
séparablement close de E).

Pour chaque entier i tel que 0< i<N — 1, soit (a(i))EZN le N-uplet défini par
f  \

(a(i))= 0 , . . . , 0 , 1,...,1 ,
\  N—ifois i fois J

et soit J rccZ N l'ensemble des N-uplets (a(i)), iG {1,...,N— 1}.

Qn aura besoin, dans la suite du développement, du petit lemme suivant.

Lemme 3.1.2. — La partie compacte G(E)C de G(E) satisfait la relation d'inclusion

G(E), cr roEzAdG(E)(U(a)iri K .ro .'- 'K ,).

Démonstration.

H est clair qu'un élément g de G(E)C est contenu dans un sous-groupe ouvert compact 
modulo A ^ j de G(E). Qn sait que les classes de conjugaison de sous-groupes ouverts 
compacts modulo A ^  de G(E) maximaux pour ces propriétés sont en nombres fini. Qn 
rappelle le système de représentants de ces classes habituellement exhibé (cf [Bush] (1.18) ou 
[Cara] n° 2). Pour chaque entier s> 1 divisant N, soit le sous-groupe ouvert compact de 
G(E) défini comme l'image réciproque par la projection canonique G((9E) —» G(Oe/Pe) du 
sous-groupe parabolique standard PS((9E/PE) de G(<9E/PE) de composante de Levi standard 
Ms(<9e/PE) = n N/s GLe( O e/ Pe), et soit z s( ï ï j e ) G G ( E )  l'élément défini par

a  = nrE1s eG Ls(E).

(Ainsi, H^N=Kg et H&1 est le sous-groupe d'Iwahori BE introduit au numéro 2.3). L'élément zs 
normahse le groupe Hs et, notant Zs(tzte) le sous-groupe cychque de engendré par z£( h te ), 

le groupe Kê =Z6(tzje)kH eu (produit semi-direct) est un sous-groupe ouvert compact modulo 
A ^ j maximal de G(E). De plus, les (s entier > 1 divisant N) constituent un système de 
représentants des classes de conjugaison de sous-groupes ouverts compacts modulo AG(E) 
maximaux de G(E).

Soit s entier > 1 divisant N. Alors le réseau TDEZ de AG{E) est un sous-groupe d'indice N/s du 
groupe Z6(zzte) et, pour chaque entier k tel que 0<k<N/s— 1, on peut en multipliant (zs(nJE))k 
à droite par un élément du Nième groupe de permutation SNCKg obtenir l'élément HJE(a(ks)) de 
Aj(E). Par conséquent

I l  Ks czinEz(M I I  H EsxiTE(“(kR))SN)cTiJEz(l J KEiCTE(a)KE)
V-A |N s E \ W s | N  v . J o ^ k ^ N /s - 1  E.S E K )  E \ V ^ ( a ) e J c E E E J

et donc
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G(E),c:AdG(E)(U^K.)croEzAdG(E)(U(a)i;riKEroE'“>KE).

□

3.1.3. Propriétés de descente.

Rappelons que pour m entier > 1, Kg” désigne le sous-groupe de congruence modulo PEm 
du sous-groupe ouvert compact maximal KE=G(<9E ) de G(E). De la même manière, si M est 
un sous-groupe de Levi standard de G(E), on définit le sous-groupe ouvert compact maximal 
deM

et, pour chaque entier m> 1, le sous-groupe de congruence modulo PEm de KgM

KEM-m=M nK Bm.

Lemme 3.I.3.I. —  Soit Q une partie compacte modulo conjugaison dans G(E) et soit M 
un sous-groupe de Levi de G{E). Alors MO.Q est une partie compacte modulo conjugaison 
dans M.

Démonstration.

On peut supposer M standard.
H est clair que est une partie fermée AdM-invariante de M. Donc il suffit de montrer

que la partie M n il est contenue dans AdM( WM) pour une partie compacte WM de M.

Soit {aj}l£i£r une famille finie d'élément de At telle que l'on ait l'inclusion

n cA d G (E )(U MSrKBa,KE).

Soient P le sous-groupe parabolique standard de G(E) de composante de Levi M (c'est-à- 
dire tel que M=MP ), U le radical unipotent de P et U- le radical unipotent du parabolique 
opposé à U.

Soit (i un élément de M fïH  et soit g un élément de G(E) tel que

Adg(fi) eK Ea;KE

pour un entier iG {l,...,r}.

Comme G(E)= KEP1= K^P, on peut décomposer l'élément g en g=kum avec kGK, mGM et 
uGU. Ainsi Adum(jj.)GKE a ^ . On note

7tM:P -»M

la projection de P sur sa composante de Levi M (identifiée au quotient réductif maximal P/U de 
P). Alors, de la relation

Adum(n) = Adm(|i)(Adm(n)) 1uAdm(jj.)u-1 e K Ea;KEo P ,

on déduit

7tM(Adum(n)) = Adm(n) e 7tM(KEaiKE n P ) ,

et donc

| ieAdM(KEaiKEo P ) .
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En définitive, Mni2cAdM(U/w) pour WM= U 1;Si;£r ^ (K ^ K ^ n P ) et le lemme 3.1.3.1 est 
montré.

□

Qn rappelle que tout élément x de G(E) a un centralisateur G(E)X dans G(E) unimodulaire 
([Laum] lemma (4.8.6)) et que la donnée d'une mesure de Haar dg,, sur G(E)X définit une 
distribution AdG(E)-invariante sur G(E) (pour la convergence, cf [Laum] lemma (4.8.11) ou 
le chapitre 3, prop. 3.1.2))

IC<E) (f, x, dg„ ) = JG(E)><!(E) f(g'1xg)dgI\dg

pour toute fonction feC c0û(G(E)), dg=dgE désignant la mesure de Haar sur G(E) telle que 
vol(G(<9F),dg)= 1.

Qn généralise naturellement cette définition à tout sous-groupe de Levi M de G(E), un tel 
sous-groupe étant isomorphe à un produit fini de groupes linéaires sur E.

Soient (P,A) une paire parabolique de G(E), U le radical unipotent de P, M la composante 
de Levi de P de centre A et Kp un sous-groupe ouvert compact maximal de G en bonne 
position par rapport à (P,A). Soient dkp et du les mesures de Haar respectivement sur Kp et U 
normalisées par

vol(Kp ,dkp )=vol(UnKp ,du)= 1.

A toute fonction fECe00(G), on associe le terme Y^-invariant fpeC c00(M) de f  suivant P

f p(m) = 5p2(m)JJUxKpAd*kp(f)(mu)dkpdu (m eM ).

L'intégrale est absolument convergente; c'est même en réalité une somme finie.

On peut alors citer une formule de descente des intégrales orbitales sur G(E) (ce n'est pas la 
plus générale, cf. le chapitre 3, n° 3.2) qui, jointe à la propriété de descente des parties de G(E) 
compactes modulo conjugaison (lemme 3.1.3.1), nous permettra (via une induction sur la 
dimension des sous-groupes de Levi de G(E)) de réduire la conjecture de Howe à une question 
portant sur les intégrales orbitales elliptiques.

Lemme 3.I.3.2. —  Soient n un entier > 1, (P,A) une paire parabolique standard et x un 
élément de G(E) dont le centralisateur G(E)X est contenu dans M=MP. Alors

(1) Pour toute fonction f£C ccc(G(E)) et toute mesure de Haar dg* sur G(E)X,

IG(R)( f , x ,dgx) = |d mxg(e)(x ) |;2 IM(fp, x , dgx)

où fp désigne le terme K^-invariant de f  suivant P et

DM\G(E)(m)=detLie(M)VLie(G{E))(l-A d m -1) (meM).
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Démonstration.

(1) cf. le chapitre 3, prop. 3.2.2.

(2) Soit une fonction fECc eo(G(E),KEn). Alors, notant U=Up le radical unipotent de P, on a 
la relation

(2) Si fE C ^G iE ),!^"), alors fp<E Cc,oo (M ,K
"E

M n
")•

DM\G(E) M E la fonction définie par



f p(k1mk2 ) = JJK Ad*k(f)(k,mk2u)dkdu

= f f fÎAdk-1(k1)k_1mk2uk)dkdu
J «/Kg x U

= JJk xu f^k-'mkjukjdkdu (car f  eCcoo(G(E),KEn) et KE normalise K En)

= fi f(k -1muk2k)dkdu (car d(Adk2 (u)) = du)
J *'K£ x U

= JJk xu f(k _1muk)dkdu (car f  eC coo(G(E),KEn) et KE normaüse K E”)

= f P(m)

□

3.2. La démonstration de L. Clozel en caractéristique 0. Un contrôle de la ramification.

3.2.1. formulation du résultat et plan de la démonstration.

On fixe les objets suivants:
—  p un nombre premier.
—  r un entier >1.
—  Ej une extension non ramifiée de (Q>p (le corps des nombres p-adiques) de degré r.
—  n un entier > 1 (le niveau des algèbres de Hecke considérées).

Jusqu'à la fin du chapitre, E désigne une extension totalement ramifiée de Ex et TZJE une 
uniformisante de E.

On note jEji l'injection canonique

k , : C,.„ (G(E), Ke" ) ------- ►  C„(G(E))

et jE>n* son apphcation duale

j E.„* : Ü (G (E ))-------- > (C ... (G (E ), K E" )) ‘ .

Si jQe est une partie fermée AdG(E)-invariante de G(E), on note 
distributions AdG(E)-invariantes sur G(E) à support dans f2E.

Si co est une partie du réseau RG(E)=hG{E)(G(E)) de on note G(E)(ou)cG(E) la partie 
définie par

G(E)(co) = {g eG (E), hG(E) (g) eæ }

et G(E)c(Cü)CG(E)c la partie définie par

G(E)e (co) = G(E)C <-> G(E)(o>).

Si J 7 est une famille finie de suites ordonnées (a )= (a ,< 0C2 < - - < a N) 6 F ,  on note X ^ j  la 
partie ouverte AdG(E)-invariante de G(E) définie par

= A dG (E )(n (a)e;rKEmE<«'KE).

Soit pE : G(E) —> EN l'appücation donnée par les coefficients du polynôme caractéristique.
Précisément, si g est un élément de G(E) et si TN+aN_,(g)TN-1-l-----haj(g)T+a0(g) est le
polynôme caractéristique de g, alors pE(g)= II,<i;îN aN_i(g).
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Si (k,e) est un couple d'entiers tel que k<e, soit Va(te) la partie ouverte compacte de EN 
définie par

vE.<t.)=inPEk‘W * “"‘N)
V i-1  J

la partie ouverte fermée et AdG(E)-invariante de G(E) définie par 

^E.(M) = Pe (̂ E.(k.e)) = {g € G(E) , PE(g) € VÊ ej | .

Qn peut alors, en ces termes, énoncer le résultat.

Proposition 3.2.1.1 —  Soit J 7 une famille finie de suites ordonnées de Z1*. Il existe une 
constante c=c(q,n,jF)>0 telle que, pour toute extension totalement ramifiée E de Ej et pour 
toute partie Î2E de G(E) compacte modulo conjugaison dans G(E) et contenue dans X ^7 , la 
dimension du <L-espace vectoriel jEin*(i2E) est majorée par c.

□

Pour des raisons techniques qui apparaîtront par la suite (cf le numéro 3.2.4), on montrera 
en fait une version un peu différente de la proposition 3.2.1.1. Si J 7 est une famille finie de 
suites ordonnées (a )= (a 1< a 2 < - - < a N)eZ N, notons k(JF) et e(^F) les entiers définis par

kO T  = max(a)eJ(n eZ , n < a ; (i = l,...,N )) 

eCF) = min(o)<r(n e Z , c^cn (i = l,...,N )) '

Alors, pour toute extension totalement ramifiée E de E„ la partie

Pe(^e,j ) = Pe^

est contenue dans l'ouvert compact VR(k(j )eCr)) de EN et par conséquent

C=̂ E.(k(J-),e(J)) '

La proposition suivante implique donc la proposition 3.2.1.1.

Proposition 3.2.I.2. —  Soit (k,e) un couple d'entiers tel que k<e. Il existe une constante 
c'=c'(q,n,(k,e))>0 telle que pour toute extension totalement ramifiée E de E,, la dimension du 
C-espace vectoriel jEyi* (ilÊ(tc)) est majorée par c'.

□

La démonstration de cette proposition nous occupera jusqu'à la fin du numéro 3.2.

Comme on l'a dit dans l'introduction, l'idée est de reprendre en détail le cheminement de la 
démonstration de L. Clozel, en montrant, à chaque étape, que l'indice de ramification de 
l'extension E/E, n'influe pas sur la dimension de l'espace jEjl*(JG{E)(i3Ê(te)). Cette démonstration 
s'appuyant sur la théorie des représentations, il pourra s'avérer utile de s'entendre sur le 
vocabulaire utilisé.

Toutes les représentations considérées sont lisses.

Si M un sous-groupe de Levi standard de G(E), on note
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—  Y (M) le groupe des caractères (3> non ramifiés de M (i.e les caractères de M qui se 
factorisent par M/M° ).

—  f(M) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles (mais non 
nécessairement unitaires) de M.

—  £t(M)C£(M) les classes de représentations tempérées (une représentation n de M est 
dite tempérée s'il existe un caractère cù de M tel que les coefficients de la représentation tordue 
co®7r soient dans l'espace de Schwartz (cf. [Hari 2] n° 14 pour la définition).

—  £2(M)C£t(M) les classes de représentations essentiellement de carré intégrable (une 
représentation 7C de M est dite essentiellement de carré intégrable s'il existe un caractère cù de 
M tel que les coefficients de la représentation tordue cd®tc soient de carré intégrable modulo
Am)-

—  £cusP(M)C£2(M) les classes de représentations supercuspidales (c'est à dire dont les 
coefficients ont un support compact modulo AM).

On rappelle que le caractère-distribution Tr(7i) d'une représentation admissible de longueur 
finie n de M est localement intégrable sur M ([Hari 3]), au sens où il existe une fonction locale
ment intégrable ©n sur M, telle que

(Tr0 0 , f  ) = JM f(m )0B (m)dm

pour toute fonction f£C c oo(M) (où dm est la mesure de Haar sur M telle vo^Kg14 ,dm)= 1). De 
plus, 0 n est localement constante sur l'ouvert dense Mreg des éléments semi-simples réguliers.

On dit qu'une représentation (admissible de longueur finie) tempérée n de M est elliptique si 
la fonction ©n n'est pas identiquement nulle sur l'ouvert Mel, des éléments elliptiques de M, et 
l'on note £ell(M)C£t(M) l'ensemble des classes d'équivalence de représentations irréductibles 
tempérées elliptiques de M.

Si K est un sous-groupe ouvert compact de M et si (tc,M,V) une représentation de M, on 
note VK le sous-espace vectoriel de V formé par les vecteurs fixes sous l'action des éléments de 
K et (7iK,^f(G(E),K),VK )) le ^/(G(E),K)-module VK associé à (tc,M,V). Pour chaque entier 
m> 1, soit f  m(M)C f  (M) l'ensemble des classes de représentations ayant un vecteur non nul fixé 
par IC“1”, et pour chacun des groupes de classes de représentations f  .(M) défini ci-dessus, soit 
f  ,m(M)=£.(M)n e“(M).

L'idée centrale de la démonstration de L. Clozel consiste à couper l'expression

(Tr(7t), f) = J6(e) f(gE)0„ (gE)dgE

où k est une représentation irréductible de G(E) et fGCc 00(G(E)). Sa première version séparait 
la trace en termes elliptiques et termes non elliptiques ([Cloz 1]), et amenait, le conducteur n 
de l'algèbre de Hecke à laquelle appartiennent les fonctions f  étant fixé, à considérer toutes les 
représentations (irréductibles) elliptiques; d'où la nécessité, comme on l'a dit dans l'introduc
tion, d'une hypothèse conjecturale de finitude des exposants spéciaux de la série discrète. La 
deuxième version ([Cloze 2]) en revanche, isole les termes "compacts" (i.e. les éléments de 
G(E)C) des termes non compacts, et contrôle ainsi, grâce à une formule remarquable ([Cloze 2] 
prop. 1) exprimant la trace complète <Tr(7t),f> en termes des traces compactes des modules de 
Jacquet des sous-groupes de Levi standards de G(E), les représentations (irréductibles) 
elliptiques % dont la trace compacte (i.e. la restriction à G(E)C de la distribution 0 n(gE )dgE ) 
n'est pas identiquement nulle sur l'algèbre de Hecke J-f(G(E),KEn). Enfin, une version duale de 
la formule susdite ([Cloz 3] corol. à la prop.2.1), exprimant cette fois la trace compacte en

W  Pour nous, un caractère est un homomorphisme continu dans C y .
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termes des traces complètes des modules de Jacquet de ces mêmes sous-groupes de Levi, 
simplifie encore un peu les arguments.

Une fois établi que la contribution des représentations irréductibles elliptiques de G(E) 
engendre un sous-espace vectoriel de dimension finie du dual de J/(G (E),K En), on montre par 
induction sur la dimension des sous-groupes de Levi de G(E) et grâce aux propriétés de 
descente des parties compactes modulo conjugaison (lemme 3.1.3.1) et des intégrales orbitales 
non elliptiques (lemme 3.1.3.2) de G(E), que la contribution de toutes les représentations 
irréductibles tempérées engendre un sous-espace de dimension finie du dual de 5/(G(E),Kï n). 
On conclut grâce au théorème de densité des traces des représentations tempérées dans 
l'espace des distributions AdG(E)-invariantes sur G(E) ([Kazh 1] theorem 0).

3.2.2. Compter les représentations elliptiques.

Lemme 3.2.2.I. —  Il existe une constante c^c^q^n) telle que, pour toute extension 
totalement ramifiée E de E ,, l'ensemble £eU”(G(E)) est, modulo torsion par les caractères non 
ramifiés de G(E), un ensemble fini dont le cardinal est majoré par cr

Démonstrati on.

LTiomomorphisme d'Harish-Chandra h ^  : G(E) —> induisant (cf. le numéro 3.1.1) un 
isomorphisme du réseau CG{E)(tï7E)='a7Ez de AG(E) sur le réseau hG{E)(AG(E) ) (lequel est d'indice 
N dans Rc{E)=hG{E)(G(E))), on a une application suijective

Hom(RG(E) ,C x)-> H o n ^n r/, € x ).

Par conséquent, si t ,  et t 2 sont deux représentations irréductibles de G(E), il existe un 
caractère non ramifié rj de G(E) tel que t, et t|® t2 aient même caractère central sur IUEZ.

Si tE'x' pour une classe de représentations ,x'E£n(G(E)), son caractère central xT : Ex —> Cx 
se factorise par Ex/(1 + PE ). Comme le sous-groupe HJEZ ( 1 + PEn ) est d'indice fini (q—l)qn_1 
dans Ex, la remarque précédente entraîne que le caractère central d'une représentation 
irréductible de G(E) ayant un vecteur fixe par Kg” appartient, modulo torsion par les caractères 
non ramifiés de G(E), à un ensemble fini dont le cardinal ne dépend que de n et q.

H résulte des travaux de H. Jacquet sur le groupe linéaire que l'ensemble £ell(G(E)) coïncide 
avec la série discrète £2(G(E)). En effet, toute représentation irréductible tempérée de G(E) se 
réalise comme l'induite parabolique unitaire d'une représentation irréductible essentiellement de 
carré intégrable de M pour un sous-groupe de Levi standard M de G(E) ([Zele] theorem 9.7), 
proposition qui généralise le même résultat montré par H. Jacquet dans le cadre unitaire 
([Jacq] §3)). Or, si M est un sous-groupe de Levi standard propre de G(E), P=MU un sous- 
groupe parabolique de composante de Levi M et a  une représentation irréductible de M, pour 
toute fonction f<GCc ro(M), on a
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où fpGCCM(M) désigne le terme KE-invariant suivant P. Par conséquent le caractère- 
distribution ©T de la représentation k est à support hors de l'ouvert elliptique G(E)elI.

On rappelle brièvement la classification de £2(G(E)) telle quelle a été faite par Zelevinski 
([Zele]). Soit N=ab une décomposition de N et soit M=M(a) le sous-groupe de Levi standard 
homogène de G(E)

M = diag(GLb (E),..., GLb (E)) (a blocs diagonaux).

)
Pf?©.(')f0. , 7C = ind M U

G(E) '6'p
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On déduit de cette expression que si % : (=EX) —» Cx est un caractère fixé, et si g  est 
une représentation supercuspidale de GI^/E) telle que la représentation essentiellement de 
carré intégrable n construite ci-dessus ait un caractère central %n égal à %, alors le caractère 
central %a de g appartient à un ensemble fini dont le cardinal est majoré par une constante ne 
dépendant que de a (ce qui n'est rien d'autre que la preuve de la fmitude du nombre d'exposants 
spéciaux de la série discrète pour GL^).

Supposons de plus que la représentation n construite ci-dessus contienne un vecteur non nul 
fixé par le sous-groupe de congruence KEn. Le foncteur de Jacquet unitaire ôp_1/27i;u de 71 étant 
conjugué par un élément du groupe de Weyl W(G(E),Aj(E)) (= .SNCKE ) à la représentation 
t = g ® v g ® v 2g ® - - - ® v * -1g  ([Be-Ze]), cette dernière contient un vecteur non nul fixé par le 
sous-groupe MPiKEn=KEMjl de M. Donc g  contient un vecteur non nul fixé par le sous-groupe 
de congruence K= l + üJEnMb((9E) de GL^E).

On conclut grâce au travail de C.J. Bushnell & P.C. Kutzko ([Bu-Ku]): si co: Ex —» Cx est 
un caractère de GLb(E) fixé, les classes de représentations supercuspidales g  de GLb(E) de 
caractère central co telles que gk^0 sont paramétrées par les types simples maximaux (J,À,) 
dans GLb(E) tels que le caractère central %x de X coïncide avec co sur (9EX et la restriction de X 
à JnK  contienne la représentation unité. Ces types simples sont en nombre fini majoré par un 
entier ne dépendant que de n et q.

D'où le lemme 3.2.2.1.
□
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Soit

v: GL^E) -» Q x, g h-> | detg | E ,

le caractère de GL^E) donné par la valeur absolue normalisée du déterminant et soit g G ' g '  

pour une classe de représentations ' g 'G ^^(GL^E)). Soit P=MU le sous-groupe parabolique 
standard de G(E) de composante de Levi M et soit

i = i n d ^ ) ( a ®  v a ®  v 2a ® - - ®  v , - 1g ® 1 u ) ,

"ind" désignant ici l'induite parabolique unitaire (cf. [Be-Ze] n° 1.8). Alors i possède un unique 
quotient irréductible n dont la classe V  appartient f 2(G(E)). De plus, tout représentation 
irréductible essentiellement de carré intégrable de G(E) est obtenue de cette manière.

On fixe un sous-groupe de Levi standard homogène M=M(a)=GLb(E)* pour une 
décomposition N=ab de N. Soit P=MU le sous-groupe parabolique standard de G(E) de Levi 
M. Soit a  G'g '  pour une classe de représentations ' g ' G £  (GL^E)) et soit n l'unique quotient 
irréductible de l'induite parabolique unitaire

i n d ^ ) ( a ® v G ® v 2G ® - - - ® v - 1G ® l u ) .

Le centre AM de M s'identifiant naturellement à (Ex)\ le caractère central de la représentation 
t = g ® v g ® v 2g ® - - - ® v * -1g  de M est donné par

où xCT : Ex —» <C* désigne le caractère central de la représentation cj. D 'où l'expression du 
caractère central x„ de la représentation n

n  . v ba(a—1)/2 .

Xn “ Xt|Ag(e) -(I |E) (xa) •

XLa (I Iej
b

X, (II-I E /

\ 2b

'd y XS *■CE*T ■ e ,



Remarque 3.2.2.2. —  D peut paraître un peu exagéré d'introduire les (classes de) 
représentations elliptiques comme un sous-ensemble des (classes de) représentations tempérées 
pour constater, dés le début, qu'elles coïncident avec la série discrète. D'une part le terme 
"elliptique" fait directement référence à la propriété qui nous intéresse, d'autre part (pensons à 
la généralisation) on espère ainsi mettre en évidence le fait que pour un groupe réductif 
(connexe) quelconque, toute représentation elliptique n'est pas dans la série discrète (en 
revanche, conséquence de la conjecture de Howe via les relations d'ortogonalité pour les 
caractères de la série discrète unitaire (cf [Cloz 4] theorem 3), toute représentation de la série 
discrète est elliptique).

□

3.2.3. La trace compacte des représentations elliptiques.

Comme le caractère ©T d'une représentation admissible de longueur finie n de G(E) est 
localement intégrable sur G{E), on peut définir la trace compacte

( T r M ’ f )c<E>, =  J c E ) ,  ( g * ) d g S

pour toute représentation irréductible n de G(E) et toute fonction f*ECc oo(G(E)).

Lemme 3.2.3.I. —  Pour toute extension totalement ramifiée E de E ,, les classes de 
représentations elliptiques n de G(E) telles que la distribution

fH *<TrM ,f)c(E)_

n'est pas identiquement nulle sur ^/"(G(E),KEn ) forment, modulo torsion par les caractères 
non ramifiés de G(E), un ensemble fini dont le cardinal est majoré par la constante c, du 
lemme 3.2.2.1.

Démonstration.

On rappelle la formule pour la trace compacte de L. Clozel revisitée par J.L. Waldspurger 
([Cloz 3] corol. à la prop. 2.1). Pour toute représentation admissible de longueur finie n de 
G(E), on a

(TrW.f) = 2 > 1)to<A"H (Tr( V ,'X )>X „Af ?)
P e P ( E )

M =M p,U =U p

pour toute fonction feC cco(G(E)) (fp désignant, pour chaque sous-groupe paraboüque 
standard P G î>(E), le terme KE-invariant de f  suivant P).

Soit 7iG'7t' pour une classe de représentations V E £ell(G(E)) telle que la distribution

f» -» (T r(7c) ,f )G(E)<

n'est pas identiqement nulle sur (G(E),Kcn ). La formule ci-dessus entraîne qu'il existe au 
moins une fonction O appartenant à l'algèbre de Hecke ^ (G (E ),K En) et un sous-groupe 
parabolique standard P=MU de G(E) tels que l'expression (Tr(ôp“1/27tu),xM/v<ï)P) est non nulle.

Comme la fonction xMA est K-biinvariante pour tout sous-groupe ouvert compact K de M,
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la fonction X-M
/\ o 11 appartient a l algebre de Hecke 3 i (W. ,K"E

M,n ') ((lemme 3.1.3.2.(2)). On en
déduit que
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Par conséquent le foncteur de Jacquet non normalisé 7ZV contient un vecteur fixé par le sous- 
groupe KEMjn de M.

Comme le sous-groupe ouvert compact maximal Kg de G(E) est en bonne position par 
rapport à la paire parabolique (P,AM), son sous-groupe de congruence Kg” admet une 
décomposition triangulaire

Ke" = (U "n Ke“)(M r\ KED )(U ̂  KE")

(U- est le radical unipotent du parabolique opposé à P), laquelle entraîne la suijection (cf 
[Deli] prop. 3.5.2)

K ° /  \  M n K E”a KE ------ » ( o „ )

pour toute représentation a  de G(E).

Donc la représentation n admet un vecteur non nul fixé par Kg" et l'on est ramené au lemme
3.2.2.1.

□

Si co est une partie finie du réseau R ^ —h ^ iG iE )) de et si n est une représentation 
admissible de longueur finie de G(E), on définit la distribution sur G(E)

f  M (Tr(u) ,f>c(EMœ) = Jo(Ewai) f(gE)0„(gE)dgE

pour toute fonction fGCc co(G(E)).

Lemme 3.2.3.2. —  Soit co une partie finie de 7L identifiée (pour chaque extension 
totalement ramifiée E de E J à une partie du réseau Rg(E)=1ig(E)(G(E)) de C l^. Il existe une 
constante c2=c2(q ,n , üü) telle que pour toute extension totalement ramifiée E de E ,, les 
fonctionnelles linéaires

f H Î T r W . f ) ^ ^ ,  • r fe tM(G(E)), fs>T(G (E),K e"),

engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie majorée par c2 du dual algébrique 
de J~C(G(E),Kgn ).

Démonstration.

Il suffit de raisonner avec une partie 00 réduite à un élément.
Soit E une extension totalement ramifiée de Et. Alors

( T r W  • f ) o ( E , , ( „ ,  =  ( T r W  >1 w f ) c(E)>

pour toute fonction fGCc eo(G(E)) et toute représentation irréductible n de G(E) (1Y désignant, 
pour toute partie Y de G(E), la fonction caractéristique de Y).

Comme la fonction caractéristique de G(E)(Cü)=hG{E)_1(Cü) est K-biinvariante pour 
n'importe quel sous-groupe ouvert compact K de G(E),

lo,E,« » ,-fs^ (G (E ),K E-)

pour toute fonction fG^/(G(E),K[:n).
Enfin, si v|/ est un caractère non ramifié de G(E), par définition il se factorise par le groupe 

quotient G(E)/G(E)°. Ainsi, si w GG(E)(Cjü),
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pour toute fonction f£C e>eo(G(E)) et tout caractère non ramifié \|/ de G(E).

On conclut grâce au lemme 3.2.3.1.
□

3.2.4. Démonstration de la proposition 3.2.1.2.

On procède par induction sur la dimension des sous-groupes de Levi de G. La lettre E 
désigne toujours une extension totalement ramifiée de Er

Soit

un sous-groupe de Levi standard propre de G. Pour chaque indice je {l,...,r}, on note

P j,E : GLn. (E)------->ENj

l'application donnée par les coefficients du polynôme caractéristique (cf le numéro 3.2.1) et, 
pour toute famille 4>={(kj ,ej )}lsjsr de couples d'entiers ( k ,e}) tels que kj<ej pour chaque 
indice je {l,...,r}, on définit les parties

et

n M ( E , . . = { n x i n  P i B ^ )  e V M(EU| c M ( E ) .

Il est clair que i2M(E)>(t, est une partie ouverte fermée et AdM(E)-invariante de M(E).

On suppose la proposition 3.2.1.2 vraie pour tous les sous-groupes de Levi standard 
propres de G, au sens où si M est un sous-groupe de Levi standard propre de G, alors pour 
toute famille <f> de couples d'entiers (k j^ )  (les entiers j indiciant les composantes connexes du 
levi M), il existe une constante cM=cM(q,n,(}>)>0 telle que pour toute extension totalement 
ramifiée E de Ep les restrictions à l'algèbre de Hecke 3-f (M(E),KEM(E)n) des distributions 
AdM(E)-invariantes sur M(E) à support dans forment un sous-espace vectoriel de
dimension finie majorée par cM du dual de 3~C(M(E),KEM(E)’n). Comme cet énoncé est 
trivialement vrai pour le tore diagonal M=A, (si J7 est une famille finie de suites non 
ordonnées (a)eZN, il existe une constante c> 0  telle que pour toute extension totalement 
ramifiée E de E ,, la partieII(a)ejllTE(a)A1(C>E) est union disjointe d'un nombre fini majoré par c 
de classes du groupe quotient Aj(E)/(Aj(E)nKEn)), le procédé d'induction démarre 
effectivement.

Fixons un couple d'entiers (k,e) tel que k< e et, pour chaque sous-groupe de Levi standard 
propre M de G, notons C2B(kc)M la partie ouverte, fermée et AdM(E)-invariante de M(E) 
définie par
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Commençons par vérifier que pour chaque sous-groupe de Levi standard propre M de G, la 
partie i2E(te)M de M(E) est contenue dans une partie du type de celles définies dans le procédé 
d'induction, autrement dit qu'il existe une famille de couples <J>=<}>(M,(k,e)) telle que l'on ait 
l'inclusion pour toute extension totalement ramifiée E de Er On fixe une
clôture algébrique E de Ej et pour chaque E, on note vE la valuation (réelle) sur E prolongeant 
la valuation dicrète normalisée sur E.

Soit un élément xE i2E(te). Alors, l'expression des coefficients a^x) (0<i<N — 1) du 
polynôme caractéristique de x en termes des fonctions symétriques élémentaires des valeurs 
propres y; (l< i< N ) de x dans E (chaque valeur propre est comptée un nombre de fois égal à 
sa multiplicité dans pE(x)) entraîne la relation k< vE(y;)< eN—k(N— 1), l< i< N . En effet, 
supposons qu'il existe m e valeur propre yt telle que vE(y;)< k  et notons alors mE {1,...,N} le 
nombre de valeurs propres qui vérifient cette propriété. Ainsi, ou bien m=N ce qui contredit la 
condition vE(a0(x))>kN; ou bien mE{l,...,N—1} et, si l'on ordonne les valeurs propres y.t en 
sorte que vE(yi)< k  pour tout iE{l,...,m}, les relations vE(yj...ym)< k m  et vE(aN_m(x))>km  
entraînent l'existence d'un "mot" de longueur m

Y^-Yi. ,  s i c * d ,  {it, . . . , iœ}^ { l , . . . ,m},

tel que

vE(Yil. - . Y j = v E(y1...ym),

donc l'existence d'une valeur propre y;, iE{m+l,...,N}, telle que vE(y;)<k , contradiction. 
Quant à la majoration vE(y;)< eN—k(N— 1), supposons par l'absurde qu'il existe une valeur 
propre y- telle que vE(yj)>eN—k(N— 1). Alors, comme la condition vE(a0(x))< eN entraîne 
l'inégalité S i ĵvE(yi)< k(N—1), la relation k<vE(y;), 1< i<N, déjà montrée est contredite.

En retour, il est clair que l'expression des coefficients du polynôme caractéristique p^X;) 
d'une composante xi d'un élément x=( Ilj Xj ) E ^2E>(tc)M (les entiers j indiciant les composantes 
connexes du Levi M) en termes des fonctions symétriques élémentaires des valeurs propres de 
X; dans E, entraîne l'existence de la famille de couples <}>=<t>(M,(k,e)).

Modulo l'identification du réseau = h^^G (E )) de ^lG(E) avec Z (cf. le numéro 3.1.1) et 
notant C0E(M) la partie h ^ ^ D g ^ ) ,  on a CüEÆc)= {kN,kN+1 , ,  eN— 1). On en déduit, grâce 
au lemme 3.1.2, que la partie G(E)c(60E(1̂e)) de G{E) est contenue dans l'union des parties 
AdG(E)(XETEmKE'OJE(a(i))KE), mEZ et iE{Ô,...,N— 1} telles que soit satisfaite la double inégalité 
kN<mN+i< eN. Comme cette union est contenue dans AdG(E)(urEkMN((9E)) et comme le 
déterminant des éléments de cette union est contenu dans PEkN— PEcN, on a la relation 
d'inclusion G(E)c(CüE(M))C i2E (k e). Comme par définition on a aussi i2E (te)CG(E)(GOa(te)), en 
définitive

G (E )c(CÜE,(k.e) ) C:-^E,(k.e) C=^ ( E )(COE.(k.e))

pour toute extension totalement rammée EÎEV

Les préparatifs nécessaires à la bonne marche des opérations étant terminés, on peut 
commencer la démonstration proprement dite.

Soit x E i l E>(k t) un élément régulier semi-simple non elliptique de G(E) et soit y un élément 
de l'orbite 0 G{E)(x)C i2E (k c) tel que le centralisateur ir'=G(E)y de y dans G(E) soit un tore 
maximal de G(E) contenu dans un sous-groupe de Levi standard propre M=M(E) de G(E). 
On fixe des mesures de Haar dgx et dgv sur les centralisateurs G(E)X et G(E)V dans G(E) des 
éléments x et y respectivement telles que soit satisfaite l'égalité . ,x,dgx)=I<:(K)( . ,y,dg )
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(en tant que distributions sur G(E)). Soit P le sous-groupe parabolique standard de G(E) tel 
queM=Mp. Alors (lemme 3.1.3.2.(1))

IC<E1 ( f , x , dgx) = |DnM (y)|;,n I" (fp, y , dgy )

pour toute fonction fECc co(G(E)) (fp désignant le terme K^-invariant de f  suivant Kg).

Grâce au lemme 3.1.3.2.(2) et à l’hypothèse d'induction sur la dimension des sous-groupes 
de Levi de G ci-dessus, on conclut donc à l'existence d'une constante d=d(q,n,(k,e))>0 telle 
que, pour toute extension totalement ramifiée E de E ,, les formes linéaires

f ^ I c(B(f ,x ,d g x), f€ j /(G (E ) ,K E"), x e (i2^(G (E )rIJ-G (E )lU)),

engendrent un sous-espace vectoriel de dimension finie <d du dual de J/(G (E),K En) (le choix 
des mesures de Haar dgx sur les centralisateurs G(E)X des éléments x considérés étant 
absolument indifférent).

Fixons une extension totalement ramifiée E de E, et notons Q=

Soit Wj un sous-espace vectoriel de codimension finie <d de Cc 00(G(E),KEn) tel que

IG(B>(f,x ,dg„) = 0

pour toute fonction fEW x et tout élément x£(i2n(G (E)rcg—G(E)cI1 )).

Soit Cü = {kN,kN+1 , ,  eN— 1} et soit W2 un sous-espace vectoriel de W 1 de codimension 
inférieure ou égale à la constante c2=c2(q ,n , üü) du lemme 2.3.3.2 tel que

<T r « > f >CB >.(„> =  0

pour toute fonction fEW2 et toute représentation '7i'E£ell(G(E)).

Montrons alors que toute distribution D E J^ ^ Îl)  s'annule sur W2.
Soit une fonction fEW2 et soit ~Ç,= Iß i Iß désignant la fonction caractéristique de Cl. 

Comme la partie Q est ouverte et fermée dans G(E), la fonction Ç appartient à Ccoo(G(E)).
Montrons que iG(E)(Ç'?x,dgx)=0 pour tout élément xE(G(E)reg—G(E)elI ). Si x g f l ,  cela 

résulte du fait que l'AdG(E)-orbite de x (fermée dans G(E) pour la topologie nrE-adique) ne 
rencontre pas le support de Ç, et si xGfi, alors IG(E)(Ç-, x ,dgx )= I ^ ^ f , x ,dgx )=0 car fEWt .

Si J" est un tore maximal de G(E), on note W(G(E),J') le sous-groupe de Weyl de G(E) 
relativement à T et DAG(E) la fonction sur T définie par DAG(E)(x)=detLie(r)VLie(G(E))(l-A d x -1 )). 
Fixons une mesure de Haar dyr sur chaque tore maximal T E<£e de G(E). Alors la formule 
d’intégration de Weyl

J g î e ) ^ ) 0 * (SeMSe = Z  |W (G(E)»r ) f 1

pour toute fonction ÇeCc oo(G(E)) et toute représentation irréductible n de G(E), entraîne que 
<Tr(7t),O= 0 pour toute représentation n irréductible tempérée non elliptique de G(E) (le 
support du caractère se trouvant alors hors de l’ouvert elliptique G(E)ell de G(E)).

Comme G(E)cUCG(E)c, l'inclusion G(E)c(o j)c D  entraîne que si x E Q nG rcg n'est pas dans 
la partie compacte G(E)C, alors x ne peut pas être elliptique et IG<E)(f,x,dgx)=0. Par 
conséquent (à nouveau grâce à la formule d'intégration de Weyl rappelée ci-dessus), pour toute 
représentation irréductible elliptique 7t de G(E),

{Tr(7t), Ç) = (TrOO, 1„ f) = (Tr(n), f)c,(EWlu) = 0
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car fE W2.
Ainsi, <Tr(7i),1^0= 0  pour toute représentation V E £temp(G(E)), ce qui entraîne ([Kazh 3] 

theorem 0) que 0 (1 ^ )= 0  pour toute distribution DGJ^^G^E)).
On a donc montré que toute distribution AdG(E)-invariante dans G(E) à support contenu 

dans Q s'annule sur le sous-espace vectoriel W2 de Cc o;,(G(E),KEn).

En définitive, la constante c'=d+ c2 répond à l'énoncé de la proposition 3.2.1.2.
□

4. La conjecture de Howe en caractéritique p>0.

Soit F un coips local de caractéristique p>0 à corps résiduel Fq de cardinal q=pr. On fixe 
une uniformisante TUF de F et l'on identifie F à Fq((lZ7F)), le corps des séries formelles en 
l'indéterminée tdv sur F .* q

Proposition 4. (Conjecture de Howe) —  Soit une partie compacte modulo conjugaison 
dam G(F) et soit K un sous-groupe ouvert compact de G(F). Alors l'espace des restrictions 
à 3~f(G( F),K) des distributions de JG{F)(i2F) est de dimension finie.

Démonstration.

Soit J7 une famille finie de suites ordonnées (a )= (a ,< a 2< < a N)EZN telle que
f \

Of cAdG(F) U  KFtnF(o)KF
\(*UJ J

et n un entier > 1 tel que Kj,nCK.

Par induction sur la dimension, on peut supposer la conjecture de Howe vraie pour tous les 
sous-groupes de Levi standard propres de G(F) (elle est trivialement vraie pour le tore 
diagonal Aj(F) donc l'induction démarre). Qn rappelle (cf. [Laum] lemma (4.8.11) ou le 
chapitre 3, prop. 3.2.1) que si x est un élément de G(F) non elliptique, alors il existe un sous- 
groupe parabolique propre P (de radical unipotent U) de G(F) et une composante de Levi M 
(de centre A) de P, tels que, si x=yu (y£M, uGU) est la décomposition de x suivant P=MU et 
si Kp est un sous-groupe ouvert compact maximal de G(F) en bonne position par rapport à la 
paire (P,A), il existe des mesures de Haar dgx et dm̂ . sur les centralisateurs G(F)X et My 
respectivement, tels que

pour toute fonction f£C c oo(G(F)) (fp désignant le terme Kp-invariant de f  suivant P). Quitte à 
conjuguer x dans G(F), on peut bien sûr supposer que M est standard et prendre Kj^Kp. Ainsi 
(cf. le numéro 3.2.4), grâce aux lemmes 3.1.3.1 et 3.1.3.2.(2) et à l'hypothèse d'induction, on 
peut affirmer l'existence d'un sous-espace Wj de codimension finie de ^/(G(F),KTn) tel que 

x, dgx)=0 pour tout élément xEÎ2F non elliptique dans G(F) et toute fonction fGW ,.

Soit c= c(q ,n ,J r) la constante de la proposition 3.2.1.1 Supposons par l'absurde que les 
intégrales orbitales elliptiques (normalisées)

f  \—> IG(F)(f ,y), y eO r elliptique dansG(F),
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engendrent un sous-espace vectoriel de dimension infinie du dual de ). Alors il
existe c + 1 éléments y, ,...,yc+i de Î2F elliptiques dans G(F) tels que les formes linéaires

f H l CIF’( f ,y i), l< i< c  + l, f  eJf(G(F),KF*),

sont linéairement indépendantes. On peut supposer que les éléments yi5 l< i< c + l, sont tous 
dans l'union de doubles classes U (a)ej  KpHT^Kj,. La proposition 2.4 nous assure alors que si E 
est une extension suffisamment ramifiée de Q p à corps résiduel de cardinal q, il existe un 
isomorphisme d'algèbre de Hecke

Ç : H (G(F), V  ) — ï- >  3<(G(E), KE" )

et, pour chaque entier i tel que l< i< c + l, un élément y^G U ^ejK g n j^K g  tels que l'on ait 
l'égalité entre intégrales orbitales normalisées

iG<F|(f,y1)=lG(E)(5(f).y,a)> is is c + i ,
pour tout fonction fE ^(G (F ),K Fn); ce qui contredit la proposition 3.2.1.

Soit donc W2 un sous-espace de codimension finie de Wj tel que tel que IG(F)(f,x ,dgx)=0 
pour tout élément x E ilF et toute fonction fE W2.

L'intersection de O f avec chaque nappe de Dixmier X (a) de G(F) (cf. le chapitre 3, n° 2.2.3) 
est une union (disjointe) d'AdG(F)-orbites de même dimension (en tant que variétés IZ7F- 
adiques). Ainsi, pour toute fonction feW 2, on montre par approximations successives en 
rangeant les nappes par dimension croissante (cf. le chapitre 3, prop. 4.4.2), qu'il existe des 
fonctions hiGCc oo(i2F), l< i< k , et des éléments g;eG(F), l< i< k , tels que

f\ar= H hi-Aà*gi(hi).
l£i£k

Comme la partie O f est fermée dans G(F), il existe pour chaque entier i, l< i< k , une fonction 
c P iE C c 0O(G(F)) telle que la restriction de <p; avec Q F coïncide avec h;. Ainsi

f -  S  ( ^ i  “  A d * g i  (<Pi ) ) !  s 0
v J  n r

et par conséquent T(f)=0 pour toute distribution TGJG(F)(DF).

D'où le résultat.
□
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Intégrabilité locale des caractères de GLN(F) 
où F est un corps local non archimédien 

de caractéristique quelconque

Chapitre 5

On étudie dans ce chapitre le comportement local du caractère-distribution 0 n d'une 
représentation lisse irréductible n du groupe G=GLN(F), où N est un entier >2 et F un corps 
local non archimédien (i.e. un corps commutatif localement compact, non discret, 
ultramétrique et à corps résiduel fini). On montre que Qn est localement intégrable sur tout le 
groupe (au sens où pour toute mesure de Haar dg sur G, il existe une fonction localement 
intégrable K,, : G — telle que 0 7[=K7t.dg), ceci quelle que soit la caractéristique de F.

Ce résultat a été démontré par Harish-Chandra pour F de caractéristique nulle et G=G(F) 
groupe des points sur F de n'importe quel groupe réductif connexe G ([Hari 2]), puis étendu 
par L. Clozel à G non-connexe ([Cloz 1]). Quant à la caractéristique positive, les difficultés 
sont nombreuses: absence de l'apphcation exponentielle permettant de transférer la question 
sur l'algèbre de Lie de G; existence d'éléments semi-simples inséparables (i.e. dont au moins 
une des composantes irréductibles du polynôme minimal est inséparable sur F) au voisinage 
desquels le procédé de "descente" d'Harish-Chandra ramenant l'étude de 0 n à celle d'une 
distribution invariante au voisinage de l'élément neutre d'un groupe plus petit, ne fonctionne 
plus; résultats de R. Howe sur les germes de caractères ([Howe]) valables en toute 
caractéristique mais seulement pour G=GLN; etc.

Pour F de caractéristique >0 et G=GLN(F), F. Rodier a résolu le problème au voisinage 
des éléments dont les valeurs propres sont toutes séparables sur F, essentiellement en 
remplaçant l'apphcation exponentielle par l’apphcation Lie(G) ->G , Xh> 1+X ([Rodi]). La 
question de l'intégrabilité locale de (9„ sur tout le groupe G se ramène dès lors à l'étude de ©n 
au voisinage des éléments semi-simples inséparables.

On reprend ici point par point l'organisation de l'article de F. Rodier, elle-même héritée de 
Harish-Chandra. On montre comment, grâce à la corestriction modérée de C.J. Bushnell & 
P.C. Kutzko, on peut construire, pour n'importe quel élément semi-simple (non nécessairement 
séparable) y de G, une submersion ramenant l'étude du caractère-distribution @n au voisinage 
de y dans G à celle d'une distribution AdGy-invariante 6n sur l'algèbre de Lie du centralisateur 
Gv de y dans G (numéros 1 et 2). Cette construction nous transportant directement sur Lie(Gv), 
elle permet de faire l'économie du passage de Gy à Lie(Gy) (objet, dans le cas séparable, de 
quelques démonstrations délicates de F. Rodier) Pour étudier la distribution 6n on utilise
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directement les énoncés de F. Rodier concernant les représentations des sous-groupes 
compacts de G, lesquels font pendant à la théorie de Kirillov (valable seulement en 
caractéristique 0) utilisée par Harish-Chandra en caractéristique 0 (numéros 3 et 4). On conclut 
grâce aux résultats de R. Howe sur les germes de caractères, valables, comme on l'a dit plus 
haut, en toute caractéristique pour GL^ (numéro 5).

1. Notations et présentation des acteurs.

1.1. Soient
—  F un corps local non archimédien de caractéristique quelconque à corps résiduel fini de 

cardinal q.
—  <9f l'anneau des entiers de F.
—  PF l'idéal maximal de Of .
—  TZJp une uniformisante de F.
—  | |F la valeur absolue sur F normalisée par | [F= q-1.
—  N un entier >2 et G=GLN(F).
—  g l'algèbre de Lie de G identifiée à l'algèbre de matrices MN(F) munie de l'opération 

adjointe adg(v)=[g,v]=gv—vg ((g ,v)eçjx(j). Ou note encore | |F la norme sur g donnée par la 
plus grande valeur absolue des coefficients.

—  S={gEg, |g |F= l} c g  la sphère de rayon 1 centrée à l'origine.
—  N  l'ensemble des éléments nilpotents de g.

On note Ad l'action de G sur g par conjugaison.
Si H est une partie de G, W  et V  deux parties de g, et v un élément de g, on note

AdH(V) = (Adh(v) ,h eH , v eV}, 

adW(V) = [W, V] = {[w,v], w e W , v eV},

Hv = {h e H , Adh(v) = v}.

1.2. Soit y un élément semi-simple de G, c'est-à-dire dont le polynôme minimal est produit 
de polynômes iréductibles (mais non nécessairement séparables) sur F deux à deux distincts:

Commençons par isoler les composantes primaires de y: pour chaque polynôme (unitaire) 
irréductible Q(T)EF[T] divisant le polynôme minimal de y, on définit le F-sous-espace vecto
riel de FN

VQ(T) =ker{Q(y):FN ^ F " } .

Alors ([Bour] Alg. VII, §5, n° 1, prop. 3)

FN = © V . ,
Q(T)«P(y) Q(T>

<f>(y) désignant l'ensemble des composantes irréductibles du polynôme minimal de y. Ainsi, on 
peut associer canoniquement à y un sous-groupe de levi de G

M = {geG , g(VQ(TJ) c  VQ(T| V Q(T) e<ï>(y)j = n  Autr(VQ<T)).
Q (T)e*(y)

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, soit NQ(T) la dimension 
du F-espace vectoriel VQ(T)et yQ(T)GAut,.(VQ(T)) la composante de yEM sur Aut,,(VQ(T)). Alors
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^Q(T) deB(Q (T))a Q(T)

où ocQ(T) est la multiplicité de Q(T) en tant que composante irréductible du polynôme 
caractéristique de y. Et, notant

E «(T, = F [y Q<T)]s F[T]/(CKT))

l'extension de F (contenue dans la F-algèbre Endp(VQ(T))) engendrée par yQ(T), le centralisateur 
de y dans G

= IT  XT AutF(VQ(T)) = M
Q(T)«Î>(T) Q(T)<=4>(y)

est (non canoniquement) isomorphe à

I l  G L a (Q (T )) (E Q ( T ) ) ‘
Q(T)e<Î»(y)

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, soient
—  eQfr)=e(EQcr)/F) l'indice de ramification de l'extension EQ(T)/F.
—  ̂ 3(TJ= ^EQ(T)/F) le degré résiduel de l'extension EQ(T)/F.
—  (9q(T) l'anneau des entiers de EQ(T).
—  Pqcd l'idéal maximal de <9Q(T).
—  tUquj une uniformisante de ÉQ(T).
— wQ(T)=EndF(VQ(T)) identifiée à une sous-algèbre de g et MQ(T)=AutF(VQfr)) le groupe des 

éléments inversibles de tnQfr).
—  Bq̂tjCîTTq̂ ) la EQ(T)-algèbre des EQ(T)-endomorphismes de VQ(T) et BQ(T)CMQ(T) le groupe 

des éléments inversibles de 6Q(TJ.
— ^Mq(T) r<9F-ordre héréditaire de mQ(T) normalisé par EQ(T)X tel que ®Q(T)= BQ(T) n  M  Q(T) soit 

un (9q(T)-ordre héréditaire maximal (i.e. isomorphe à Ma(Qfr))(<9Qfr). / de 6Q(T).
—  (resp. 2> ofn‘= 60fr, n M  Q(T)‘), les puissances du radical de Jacobson

(resp. 2>Q(T)).

Soit 6= n QCT)€0(y)6 C m= n Q(T)ei(y)tnQfr) le commutant de y dans g et B=Gy le groupe des 
éléments inversibles de b.

Soient
—  ^ = M n((9f) l'(9F- ordre héréditaire maximal standard de g.
—  Çj'= {gGg, |g |F<q~'), ieZ , les puissances du radical de Jacobson Q1 de Q.
—  Gi= l + Çi, i> l, les sous-groupes de congruence modulo PF' du groupe multiplicatif 

GLn( <9f) de l'C9F-ordre héréditaire Q.

Quitte à conjuguer y par un élément de G, on supposera que le sous-groupe de Levi M de G 
canoniquement associé aux composantes primaires de y est standard, i.e. produit diagonal dans 
G de groupes linéaires sur F. Quitte à conjuguer une seconde fois y par un élément de M, on 
supposera (cf. [Bush] (1.8); que

m n Ç ' c  [ ] ^ Q(T)c m n Ç .
Q(T)eÎ>(y)

Pour chaque mGZ, on définit l'(9F-réseau de tn
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1.3. Personnage central: la corestriction modérée ([Bu-Ku] (1.3)).

On fixe (arbitrairement) un caractère additif W xF de F de conducteur PF (Le. trivial sur PF 
mais non sur <9F) et, pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, un 
caractère additif t q(T) de EQ(T) de conducteur PQ(T).

Pom chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, il existe une unique 
corestriction modérée sur tîtQ(T) relativement à EQ(T)/F (i.e un homomorphisme de (6Q(T),6Q(T))- 
bimodules f  : tnQ(T) -> 6Q(T) tel que f(<?)=6Q(T)n^> pour tout <9F-ordre héréditaire Q_ de mQfr) 
normahsé par EQfr)) sQfr) : tUQCr) -» 6Qfr) telle que

^ ° T r .OT),F(mb) = TQfr)oTr6ii{Ti,EMi)(sQm(m)b)

pour tout couple (m,b)EmQ(T)x6Q(T) ([Bu-Ku] prop. (1.3.2) et prop. (1.3.4)).

Soit p=m ®n la sous-F-algèbre parabohque standard de g (i.e. contenant la sous-F-algèbre 
de Borel de g des matrices triangulaires supérieures) de composante de Levi m, p~=n- ©tîi la 
sous-algèbre parabolique opposée à p, et prm : g —» m la projection sur m relativement à la 
décomposition de g en

g = r r ® m  ©n.

Soit rhomomorphisme de (6,6)-bimodules (défini composante par composante)

H q (T)£Î'Cv) S Q(T) • ^  Q fT )e<?>(>') ^Q C T ) ~ *

et soit

S = ( n QCDe*(y) SQ(T) ) ° P r m = 3  6 -

Soit Tg : g —> <CX l'application définie par

^g (s)= TF°Trg/F(g), g e g ,  

et soit : 6 - » C x l'application définie par
f  \

= n  ^ q ( t ) ° r̂ ,̂ 6P(T)/eq(t)( ^ q ( t ) ) ’ *>= n ^ Q ( T ) e ^-
Q (T )e * (y )  W ^  ’ ^Q(T)e4>(y) J

Par construction, on a la relation

^ g (g b ) = 'CFoTrm/F(Prm (g)b) =  ^ 6« g ) b )  

pour tout couple (g,b)Egx6.

Si A  est un (9F-réseau de g, on note A* l'(9F-réseau de g dual de A  pour

C'est-à-dire un homomorphisme continu de (F,+) dans Cx.
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Q (T )«f(y)
n s

Q(T)

On note M = M °  et 'B = ‘B°= bnM .

Pour chaque suite (a )= (a Qfr))Q(T)€i>(y)de , on définit le ( I IQcr)G4)(y)<9Qfr))-réseau de 62 K4>(y))

et le ( n Qfr)ei>(y)(9Qfr))-réseau de 6
2 m =  6 r > > T  =  n S Q(T)eQ(T,m-

Q(T)e0(y)

T g défini par

(b)%

6 n Q(T)£<f(y)
6



/i* = { g e3 , *î/3 (gv)= 1 , v e / i j .

De même, si T est un ( n Q(T)ei,Cv)(9Q(T) )-réseau de 6 , on note T* le ( n Q{T)e4>Cv)<9Q(T) )-réseau de 6  

dual de T pour Tg défini par

r*={be6, %(bt) = l, te r}.

1.4. Si E  est un espace topologique totalement discontinu, on note Cc oo(Z)) (ou simplement 
Cc(E) si la topologie sur E  est la topologie discrète) l'espace des fonctions E  —> C localement 
constantes à support compact. L'espace des distributions sur E  est le dual algébrique T>{E) de 
E. Si T est une distribution sur E, on note

J^f(x)dT(x) ou (T ,f)

la valeur de T sur l'élément f  de Cc „(E).
Si r  est une partie ouverte (resp. fermée) de E, on identifie Ce „(-T) (resp. 2D(.T)) à l’espace 

des fonctions (resp. distributions) sur E  à support dans T.
Si A est une partie ouverte compacte de E, on note l^GCcco(<I’) la fonction caractéristique 

de A.

Si x est une action d'un groupe H sur un espace topologique E  totalement discontinu, on 
note t * et t  les actions sur Cc „(E) et T)(E) respectivement définies par

( • t* h ( f ) ) (x )= f ( th _t(x)) (h e H ,  f e C , „ ( X ) ,  x e 2 ) ,

(Th(T), f) = (T, T*h-' (f)) (h e H , T e D ( I ) ,  f  eC,,„(X)).

Si H est un sous-groupe de G et E  une partie AdH-invariante de g, on note Jh(E) le sous- 
espace vectoriel de T)(E) des distributions T AdH-invariantes sur E, c'est-à-dire telles que 
Adh(T)=T pour tout h G H.

Si E  est un espace topologique totalement discontinu et djj. une mesure sur E, toute fonc
tion complexe À sur E  localement intégrable par rapport à d|i définit une distribution sur E

^ ¿ fO O À G O d u  ( fe C CM(Z)).

Une distribution de cette forme est dite localement intégrable par rapport à dp.. Si de plus E  
possède une structure de groupe topologique localement compact, alors E  est muni d'une 
mesure de Haar (i.e. xme mesure de Radon invariante à gauche et non identiquement nulle) 
unique à un facteur constant près, et l'on dira seulement "localement intégrable" pour 
"localement intégrable par rapport à une mesure de Haar sur E" (l'intégrabilité locale ne 
dépendant bien évidemment pas de la nesure de Haar choisie).

Soient dX et dH les mesures de Haar sur g et 6  normalisées par

vo l(£ , dX) = v o l($ , dH) = 1.

L'apphcation : g -> C x (resp. 4^: 6 —>• Cx) construite au numéro 1.3 définit une transformée 
de Fourier sur Cc (̂ÇE) donnée par

h-(g) = }h(X)TJ(gX)dX (geg) 

pour toute fonction 1iGCck,(Ç0, laquelle induit une transformée de Fourier sur %)($)
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(DA,h) = (D,hA) (hectt0(g))

pour toute distribution D E £>(5 ). De même, l'application T 6 : 6  —» C* définit une transformée 
de Fourier

f A(b) = J6f(H)Ÿj(bH)dH (be6) 

pour toute fonction fECc co(6 ), laquelle induit une transformée de Fourier sur T)(B) donnée par

(TA,f) = (T ,fA) (fe C c.„(6)) 

pour toute distribution TEiD(6 ).(2)

1.5. Formule de Plancherel pour les sous-groupes ouverts compacts de G.

Soit dg la mesure de Haar sur G normalisée par

vol(GLN (C?f) , dg) = 1.

Si K est un sous-groupe ouvert compact de G, on note f(K) l'ensemble des classes 
d'équivalence de représentations lisses irréductibles de K

Pour toute classe de représentations pE£(K), on note %p le caractère de p, deg(p) le degré 
de p et Çp=vol(K,dg)- 1deg(p)xp l'idempotent associé à p (dans l'algèbre de Hecke 5 /(G ) 
d'espace vectoriel sous-jaçent Cc eû(G), munie du produit de convolution défini par

f  * ^(v) = Jg f(g)A.(g-1v)dg

pour tout couple (f^^EC,. 00(G)xCc „(G) et tout élément vEG).

Avec ces notations, la formule de Plancherel pour K s'écrit

E(1)=
pef(K )

où e(g), gEG, désigne la distribution sur G masse unité en g, définie par

(e(g),f) = f(g)

pour toute fonction fE  Cc M(G).

Pour toute distribution T E  23(G) et toute fonction fECc eo(G), on note T*f la fonction sur G 
définie par

T * f  (v) = Jg f  (g_1v)dT(g) (v e V ).

Ainsi, conséquence directe de la formule de Plancherel pour K, on a l'égahté

T= 2  (T «^,)ds
pe£(K)

pour toute distribution T gD (G ) ([Hari 2 ] lemma 33).

(2) Comme pour la dualité des réseaux (cf. le numéro 1.3) désignée par le même symbole * pour les réseaux de 
g et pour les réseaux de 6, on désigne par le même symbole A la dualité des fonctions et des distributions dans g 
et dans 6. Le contexte dans lequel on utilisera ces objets sera toujours suffisamment clair pour que la lecture ne 
soit pas gênée par cette imprécision.
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2. Descente des caractères.

2 .1 . On construit dans ce numéro un élément x de M (~\M appartenant à la pré-image de 1 

(l'élément unité de 6 ) par l'application s, grâce auquel on produira une submersion (numéro 
2 .2 ) permettant de ramener l'étude du caractère-distribution d'une représentation lisse 
irréductible de G à celle d'une distribution sur x6  (numéro 2.3), et vérifiant des propriétés telles 
que dans le cas séparable modéré (c'est-à-dire le cas où pour chaque composante irréductible 
Q(T) du polynôme minimal de y, l'extension EQCr)/F est séparable et modérément ramifiée), x 
appartienne au centre de 6  (cf la remarque 2.1.1). Bien que cette dernière précision ne soit pas 
réellement indispensable à la construction (les conditions xG^MnM et s(x)=l suffisant à la 
démonstration), on espère ainsi mettre en évidence les mécanismes distinguant le cas séparable 
du cas inséparable d'une part, le cas séparable modéré du cas séparable non modéré (ou 
sauvage) d'autre part.

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, on peut voir l'<9F- 
ordre héréditaire IMQ{T) de tnQ(T) comme le stabilisateur dans tnQ(T) d'une chaîne de <9F-réseaux 
dans VQfr)

-̂ Q(T)= {-̂ 'Q(T).i5 i ^ 2 }

(cf. [Bu-Ku] (1.1)). Soit 3 QÇT) une <9Q(T)-base ([Bu-Ku] def. (1.5.6)) de la chaîne XQfr) 
considérée comme une chaîne de C9Q(T)-réseaux dans VQ(T) (ceci à un sens car le groupe EQ(T)X 
normalise l’(9F-ordre héréditaire M Q(J)). Soit WQ(T) le sous-F-espace vectoriel de VQ(T) engendré 
par '&QÇYy

Le choix (arbitraire) de 3 Q(T) induit une injection de F-algèbres

lBQ(T):EndF(EQ(T)) ^m Q(T) ^

qui prolonge l'inclusion EQ(T)CmQ(T), le corps EQ(T) étant canoniquement inclus dans Endp(EQ(T)).

Comme est xme EQ(T)-base de VQ(T), l'inclusion de WQ(T) dans VQ(T) et l'action de yQ(T) 
sur VQ(T) induisent un isomorphisme de EQ(J)-espaces vectoriels à gauches

E Q(T) ® f W q (T ) -  > ^ Q (T )  ’ ^

un isomorphisme de EQ(T)-algèbres

E Q(T) ©FEndF(WQ(T)) — ^Q (T ) » ^

et xme (WQ(T),EQ(T))-décomposition de mQT) (isomorphisme de (EndF(EQ(T)),6 Q(T))-bimodules)

V S Q(T) : E n d p ( E Q (T ))  ® E Q(T) ^Q (T ) ^ _ > m Q(T) ^

([Bu-Ku] (1.2.3)). Exphcitement, l'isomorphisme 2 .1.(4) est donné par l'injection 2.1.(1), 
l'inclusion canonique de 6 Q(T) dans mQ(T), et la mxiltiplication dans tnQ(T).

Soit JZlQ(T) l'xmique <9F-ordre héréditaire de EndF(EQ(T)) normahsé par EQ(T)X. Comme BQrr) 
est xme <9Q(T)-base de la chaîne de <9Q(T)-réseaux ZQ(T) dans VQ(T), l'isomorphisme 2.1.(4) induit, 
par restriction, un isomorphisme de (J^.Q(T), S Q(T))-bimodules

Q(T) ®C?0(T) ®  Q(T) 5 > Q(T)

([Bu-Ku] prop. (1.2.8)).
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Soit

s o,q (t ) • EndF(EQ(r)) —> Hq(t)

l'unique corestriction modérée sur Endp(EQ(T)) relativement à EQ(T) /F telle que, en termes de la 
(WQ(T) ,EQ(T))-décomposition de mQ(T) 2.1.(4), on ait

SQ(T) =  S0 ,Q (T )®

([Bu-Ku] prop. (1.3.9)).

La pré-image de 1 (l'élément unité de EQ(T)) par la corestriction s0 Qfr) est d'intersection non 
vide avec J^.Q(T)nAutp(EQ(T)). En effet, notant J2LQ(T)', ieZ , les puissances du radical de 
Jacobson J^ q̂ 1 de J2LQ(T), on a la relation ([Bu-Ku], prop. (1.3.4)(ii))

S0,Q(T) Q(T) )  =  ^Q (T )

pour chaque ÏE.1L. Comme 1 + PQ(J) est ouvert dans (9Q(T), (s0 Q(X)_1(l + PQ(T)))n Jzl Q(T) est ouvert 
dans J^.Q(T) donc d'intersection non vide avec J2lQ(T)nAutF(EQ(T)). Soit a G J?L Q(T) nÀutF(EQ(T)) tel 
que s0Q(T)(a)= 1+a pour un élément aG PQ(T). Ainsi, (l+ a)G  <9Q(T)X et

s o ,q ( t )  ((l +  a ) ' 1 a) =  (l +  a ) " 1 s0 Q(T) (a) =  1.

,, l'élément ( l+ a ) -1a appartient à SAQ(T)nAutp(EQ(T)) et l'assertion 
est démontrée.

Soit un élément de SAQ(T)nAutp(EQ(T)) appartenant à la pré-image de 1 par la
corestriction s0 Q(T) et tel que le commutant LQ(T) de Xq QCr) dans EQ(T) soit une sous-extension de 
Eq(T)/F de degré maximal. Soit Xq̂  l'élément de lMQ(T)nM Q(T) défini par

X Q(T) =  l B Q(T) ( X 0,Q(T)) =  V B p(T) ( X 0.Q (T )®  * 5 )  ‘

L'élément xQ(T) appartient, par construction, à la pré-image de 1 (l'élément unité de 6Q(T)) par la 
corestriction sQ(T).

Remarque 2.1.1.

(1) —  Si l'extension EQ(T)/F est séparable, la projection orthogonale

prQ(T) . EndF(EQ(T)) > E 

relativement à l'accouplement non dégénéré sur Endp(EQ(T))

est un (EQ(T),EQ(T))-homomorphisme non nul (cette propriété est caractéristique des extensions 
séparables de F).

Le caractère de EQCr) défini par

TFoTr , . (v) = TF°TrF /F(v)
F EndF(EQ(T)) /F  '  F EQ(T)/F V  '

pour tout vGEQ(T) a pour conducteur V¥'DQ(J)~\ V Q(T) désignant la différente de l'extension 
EQ(T)/F. Par conséquent, l'application prQ(T) est une corestriction modérée sur EndF(EQ(T)) 
relativement à EQ(T)/F (et donc coïncide avec uQ(T).s0Q(T) pour im élément uQ(T) appartenant à 
0 QCnx) si et seulement si on a l'égalité Ÿl'DQCT)"I = ŸQçry c'est-à-dire si et seulement si 
l'extension EQ(T)/F est modérément ramifiée (cf. [Bu-Ku] remark (1.3.8)(ii)). Si tel est le cas,

162

Q(T)AQ(T):JAX

QCT)Comme

?(zt)
/F

Q ( T ) J(EEndpl
TTh-?(Z,t)f

(6)



l’élément x0>Q(T)=uQ(T)€  <9Qfr)x est l'unique élément de Autp(EQrr)) vérifiant les hypothèses de la 
construction.

Si tel n'est pas le cas (i.e. si l'extension EQ(T)/F est séparable mais non modérément ramifiée), 
Xexposant de Swan de l'extension EQ(T)/F

£»wq(t) = dQ(T) -  (eQ(T) - 1) j

où dQ(T) est l'exposant de la différente défini par

T) =& docT)
Q(.T) r Q(T) »

est strictement positif ([Serr] prop. 13). Par conséquent, l'application

a (iï7q(t))SWq|ti . prQ(T)(a) 

est une corestriction modérée sur Endp(EQrr)) relativement à EQ(T) /F. Elle coïncide donc avec

u QCT)-s o,Qcr) p O U r  ^  é l é m e n t  U QCT)G  ^ Q C T * ’ e t

/  \ _Sw Q(T)

U Q (T ) \TDQ (T )j

est l'unique élémént de EQ(T)X appartenant à la pré-image de 1 par la corestriction s0Q(T). Il 
n'appartient pas à JA.

(2 ) —  Si l'extension EQ(T)/F est inséparable, alors la restriction à EQ(T) de l'accouplement non 
dégénéré sur Endp(EQ(T))

(z,t)i-»Tr , . (zt),
V /  Endp(EQ(T)) / F V

est identiquement nulle. Par conséquent EQ(T) est dans le noyau de s0 Q(T) et donc d'intersection 
vide avec la pré-image de 1 par s.

□

Soit xE M n M  l'élément défini par

x= n ^ Q ( T ) = ^ -
Q (T)e*(y) Q (T )rf(y )

Remarque 2 .1 .2 . —  Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, 
le commutant de xQ(T) dans BQ(T) coïncide avec le sous-F-espace vectoriel de 6 Q(T) image par 
l'isomorphisme 2.1.(3) de LQ(T)®FEndF(WQ(T)) ([Bu-Ku] prop. (1.4.2)), où (rappel) LQ(T) désigne 
le commutant de XQQrr) dans EQ(T). Par conséquent, le commutant de Xq^ dans le groupe B, 
isomorphe au groupe des éléments inversibles de LQ(T)® FEndF(WQ(T)), est isomorphe à

G L a ( Q (T )) (L Q ( T ) ) '

Sans appronfondire d'avantage les propriétés de l'élément x, signalons toutefois que, mis à 
part les deux cas (non exclusifs l'un de l'autre) suivants

(i) y séparable modéré, auquel cas x appartient au centre de 6  (cf. la remarque 2 .1.1 ),
(ii) y régulier (i.e. a(Q(T))=l pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme 

minimal de y),

l'AdB-orbite de x, homéomorphe au produit n Qn.)gi(y)(GLa(Qfr))(EQ(T))/GLtl(Q(T))(LQfI.))), n'est pas 
bornée. Cette propriété nous a en particulier interdit d'utiliser l'approche à laquelle nous avions
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initialement pensé: reprenant la méthode exposée par Harisch-Chandra dans [Hari 0 ], on peut 
facilement ramener l'étude d'une distribution AdG-invariante sur G au voisinage de y dans G à 
celle d'une distribution AdB-invariante sur AdB(x6 ) au voisinage de 0 dans AdB(x6 ). Mais le 
fait que l'AdB-orbite de x ne soit en général pas bornée empêche de tirer brutalement la 
construction sur 6  en "tuant” x avec la corestriction s; on tombe en effet sur une intégrale dont 
on ne sait, à priori, dire si elle converge. Après des essais infructueux dans cette direction, on a 
finalement opté pour une autre approche: la submersion qui permet de descendre sur AdB(x6 ) 
permet tout aussi bien de descendre sur x6 , cette fois sans la propriété d'invariance. Mais la 
construction se transportant naturellement de x6  à 6 , on retrouve cette propriété d'invariance 
sur 6  (cf le numéro 2.3).

□

2 .2 . On construit dans ce numéro "la" submersion, qui fait pendant à celle construite par 
Harish-Chandra dans le cadre séparable ([Hari 2] §17 ou [Rodi] prop. 1).

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, l'apphcation

a Q(T) • ^ Q ( T )  * ^ Q (T )  5 m | —^ [ y Q (T )  ’ m ]  ’

induit une suite exacte scindée de 6 Q(T)-modules gauches

0 _____± xn /fi __ \ trt ___________ .̂fi ____ .̂f)

et une décomposition de tnQ(T) en

^ Q ( T )  = y Q ( T ) X Q (T )^Q (T ) ® ^ m ( a Q (T ) ) -

Soit U la partie de m définie par

U — xfj= J[ J[ X Q (T)^Q (T )
Q(T)e4>(y)

et soit Vm un sous-F-espace de m supplémentaire de 6  dans W (le choix du supplémentaire Vm 
n'a pas d'importance pour le résultat qui nous intéresse).

Avec les notations du numéro 1.3, soit V  le supplémentaire de 6  dans g défini par

V = n"@Vin@ ncn'@ m © n =g.

Pour chaque élément wGAdB(L7), soit <DW: UxV  —> g l'apphcation définie par

^  w (u, v) = y u + [y(l + w ), v]

pour tout couple (u,v)E UxV.

Lemme 2.2.1. —  L'application <D0 est bijective.

Démonstration.

Le commutant 6  de y dans g étant contenu dans xn, l'apphcation

n " © n -* r r© n , xh-»[y,x],

est un isomorphisme de F-espaces vectoriels. D suffit donc de montrer que la restriction de 
l'application <I>0 à UxVm induit une bijection de UxVm sur tn. Or
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m  n  ( y Q ( T ) X Q(T)^Q (T) ® [ y Q ( T ) ’ m Q (T ) ] )
Q(T)e4>(y)

-y U  ®[y ,m]

= yU@ [y,Vm].

D'où le lemme 2.1.1 .

□

Soit U' le voisinage ouvert de 0  dans U défini par

j y i f u  i=U tel que (i) detm/F(l + u )^0  (i. e. 1+ueM ) 1
“ j  (ü) detAut(g)/F(<DuoO0_1)^  0  (i. e. <DU est bijective)j ‘

La proposition suivante, simple application de travaux assez anciens d'Harish-Chandra sur 
les algèbres de Lie semi-simples réelles ([Hari 0 ] lemma 1 2 ), est la clé permettant d'étendre au 
cas y semi-simple non nécessairement séparable les techniques développées par Harish- 
Chandra puis F. Rodier dans le cadre séparable.

Proposition 2.2.2.— L'application 5 : Gxl/' —* G définie par

<5(g>u) = gy(l+u)g_1 ((g,u )e G x t/ ')

est partout submersive.

Démonstration.

Il s'agit de vérifier que la différentielle d<5feu) de l'apphcation 5 en (g,u) est surjective pour 
tout point (g,u) de GxC/'. La relation <5(hg,u)=h5(g,u)h-1 pour tout u appartenant à U' et tout 
couple (g,h) appartenant à GxG nous permet de n'effectuer la vérification qu'aux points (l,u), 
u appartenant à U'.

Soit donc u un élément de U'. Identifiant l'espace tangent à GxU' au point (l,u) à gx[7 et 
l'espace tangent à G au point y(l+u) à g, la différentielle d<5(l u) de 5 au point (l,u) s'écrit

i S ^ S x U - ^ S ,  (X ,xH )t-> yxH +[y(l+ u),-x].

On conclut grâce à la bijectivité de l'apphcation <!>u.

□

L'égahté Adg(y(l+Adb(u)))=Adgb(y(l+u)) pour tout couple (g,u)EGxt/ et tout élément 
beB entraîne le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.3.— Pour tout élément bEB, l'application

<5b: GxAdb([/')-»G, (g,w)i->gy(l+w)g"1.

est partout submersive.

□

2.3. Le principe de submersion de Harish-Cliandra ([Hari 1] theorem 11).

Soit tc une représentation lisse irréductible de G et le caractère-distribution de n.
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Soit du la mesure de Haar sur le groupe additif U, image de la mesure dH sur 6  (définie au 
numéro 1.4) par l'homéomorphisme de variétés in F-adiques

6 -» t7 , Hi—> xH ,

d'application réciproque
U —>5, u h s ( u ) .

Comme l'application <5: GxU' —» G est partout submersive (proposition 2.2.2), il existe une 
et une seule application linéaire suijective ([Hari 1] theorem 11; [Hari 0] theorem 1 pour la 
démonstration )

C«.»(G * £/') -> Ce „ (5(G x  t / ’) ) , h H h ‘ ,

telle que

JJg x w h(g ’ u)F{sy (l + u)g_1)dgdu = JG (g)F(g)dê

pour toute fonction hECcoo(Gx£/') et toute fonction FECc00(<5(Gx [/')). L'image h5 d'une 
fonction hECc co(Gx{7') étant construite en intégrant h sur les fibres de la submersion 5, son 
support vérifie la relation d'inclusion supp(h5)C<5(supp(h)).

Le lemme suivant n'est que la traduction, en termes de la submersion 5, du lemme 21 de 
[Hari 1] énoncé et démontré par Harish-Chandra pour une autre submersion.

Lemme 2.3.1. —  Il existe une unique distribution sur U1 telle que

(» , ,h î )= (© ,,h 4) 

pour toute fonction hECc ra(Gx U'), où h5 ECc M(U') est définie par

h5(u) = JGh(g,u)dg (u e t/ ') .

Démonstration ([Hari 1] lemma 2 1 ).

Soit Dn la distribution sur GxU' définie par

(D „ h )= (© „ h 5) (h e C ,,(G x  U')).

Pour toute fonction hECcco(Gxi/') et tout élément aEC soit A,*a(h)ECcoo(Gx£/') la fonction 
définie par

. ^*a(h)(g,u) = h(a_1g ,u) ((g,u) eG x £/').

Fixons une fonction hECc M(Gx[/') et un élément aEG. Alors

JG(^*a(h))5(g)F(g)dg =JJGx[/h(a"Ig,u)F(gy(l+u)g"1)dgdu

= li(g, u)F(Ad ag(y (1 + u)))dgdu

= J L  h(g ’ u)Ad*a_1 (F)(gyO+u)g_I )dgdu
= JGïAg)Ad*a_1(F)(g)dg

= JG Ad *a (l15 )(g)F(g)dg
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pour toute fonction FECcoo(5(Gx £/')). Par unicité de l'application f  i—» f 5, on obtient l'égalité

(A,*a(h))5 = Ad*a(h5).

Comme la distribution est AdG-invariante sur G, le calcul ci-dessus entraîne la relation

pour toute fonction hECcco(GxU') et tout élément aGG. Cela signifie que la distribution D„ est 
invariante par multiplication à gauche par les éléments de G. Pour chaque fonction (3ECck,(U'), 
on définit une distribution t„(P) sur G par

pour toute fonction <t>ECcû0(G). Alors, notant toujours X l'action de G sur G par multiplication 
à gauche,

(t„(P), **»(♦)) =(D„X*a(4>)®P)

= (d „ ,**»(♦ ®p))

= <Dn > 4* ® p)

= <T,(P),+)

pour toute fonction <j>ECeoo(G) et tout élément aEG. Par conséquent TJt(3 )= ^ 7i(3)du pour une 
constante complexe ^*(3) ([Hari 1] lemma 17). Soit une fonction <j)0ECc „(G) telle que

JG<l>o(g)dg = l.

Alors ^„(3)=<xJl(P),(t)0)=<DJ(,(J)0®P) pour toute fonction PECc oo(t7'). Ainsi, l'application

pi->»,(p) (p
est tme distribution sur U'. Comme Ccoo(Gx[/')=Cc „(G)® Cc „(£/') ([Hari 1] lemma 4), la 
relation

(J0 *(g)dg) (tf ,, p) = (D . ,*  ® p) = (© „ (*  ® p)‘ )  

pour tout couple (<j),P)ECe co(G)xCc „(£/') et la linéarité de l'application h f—> h5 entraînent

( * , . h 4) = ( e , , l> i ) ( h e C „ ( G x ü ' ) ) -

Comme 3=(<i>o® P)5 pour toute fonction PECc eo(t/'), l'apphcation

C ,„ (G x i/ ') ^ C c,.( C / ') ,h « h s ,

est suijective. Ainsi, est uniquement déterminée par D,, et donc (conséquence cette fois de 
la suijectivité de l'application h h-> h5) par ©n.

□

Mis à part le cas où pour chaque composante Q(T) du polynôme minimal de y, l'extension 
Eq(T)/F est séparable et modérément ramifiée, auquel cas l'élément x appartient au centre de 6 
(cf. la remarque 2.1.1) et ^E J^B ), la distribution construite ci-dessus est peu agréable à 
étudier comme telle. L'idée est de montrer que la distribution sur s(U')cB définie par
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pour toute fonction feC c œ(s(i7')), coïncide sur un voisinage ouvert compact s(U")Cs(U') de 0  

dans 6  avec la restriction à s(U") d'une distribution AdB-invariante sur AdB(s(L/")). Pour ce 
faire, on exploite de manière un peu plus précise le principe de submersion d'Harish-Chandra, 
essentiellement l'unicité de l'application hf- 4  h5.

Pour chaque élément beB , soit t /b'=Adb(î7'). On reprend avec les couples d'objets (<5b,L/b') 
les constructions déjà effectuées avec le couple (5,U '). Comme l'apphcation <5b: Gx L/b' —> G est 
partout submersive (corollaire 2.2.3), il existe une et une seule application linéaire surjective 
([Hari 1] theorem 11)

C .,.(G x t/b') ^ C c„ (4 (G x U k')), h « h 5‘ ,

telle que

lie x lr h(g ’bub * )F(gy i1 + bub _1 )S_1 )dêdu = JG hK (g)F(g)dg

pour toute fonction hGCcoo(Gxï7b') et toute fonction F G Cccc(<5b(Gx £/b'))=Ccoa(<5(Gx U')). De 
même, la démonstration du lemme 21 de [Hari 1] apphquée à la submersion <5b entraîne (cf. le 
lemme 2.3.1) l'existence et l'unicité d'une distribution £„(b) sur Î7b' telle que

(s ,(  b ),h 5i} = (0 , , h 5“)

pour toute fonction hGCc>00(Gx[/b'), où h^ GCc M(£/b') est définie par

h5b(W) = JGh(g’W)dg (WeC7b’)-

Soit c0 le plus petit entier c tel que x2?cC U'. Soit 17" le voisinage ouvert compact de 0  dans 
U' défini par L/"=x2?Co et, pour chaque élément bGB, soit Ub"=Adb(U'')C Ub.

Soit E le C-espace vectoriel somme directe des Cc 00(l7b" ) (bGB) (i.e. le C-espace vectoriel 
des sommes formelles ©beB 4, fj,GCcoo(i7b" ), f^O  pour presque tout bGB) et soit F le sous- 
espace vectoriel de E des éléments ©beB̂  telles que (S beB(w)4)(w )=0 pour tout wGAdB(C/"), 
où B(w)= {bGB, wGUh" }CB pour chaque wGAdB(ü/").

Lemme 2.3.2.
(1)— Pour toute fonction fGCc „(t/') et tout élément bGB,

(^(b),A d*b(f)) = ( » , , f ) .

(2) —  Pour tout élément bGB et toute fonction fGCc00(C/'n Ub),

(» .(b ),{)= (»„ {).

(3) —  Pour tout élément ©beBfb de F,

Z beB( ^ ( b ) ’ f b ) = 0 -

Démonstration.

( 1) Soient une fonction fECç<x>(U') et un élément bGB. Notant X l'action de G sur G définie 
par X.g(g')=g'g-1 pour tout couple (g,g')GGxG, on a
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I L .  <J)(g)Ad*b(f)(Adb(u))F(gy(l + Adb(u))g_1)dgdu 

= JJG x y .  4>(gb_1 )f (u)F(gy(l + u)g‘1 )dgdu

=  JG ^  0 f  )5 ( s ) F (g )d g
pour toute fonction <j)ECc M(G) et toute fonction F E Cc oo(<5(Gx U')). De l'unicité de l'application 
<5b, on déduit l'égalité

(<(> ® Ad*b(f))5b = (A.*b_1(<t>) ® f)5 

pour toute fonction 4>ECc oû(G). Ainsi

(», (b), Ad*b(f)} = (», (b), (* ® Ad*b(f))Si )

= (© ,,(*® Ad*b(f))5“)

= (© ,,(3 l»b-(+)® f)e)

= (3„,(X.*b"(+)®f)s) =

pour toute fonction 4>ECc „(G) telle que

JG<t>(g)dg = l.

(2) Soit b un élément de B et f  une fonction appartenant à Ccco(£ /'n l/b). Rappelons que la 
mesure du sur U est l'image de la mesure dH sur 6 par rhoméomorphisme de variétés tuf- 
adiques 6 —> U, Ht—> xH. Ainsi, comme la mesure dH sur 6 est AdB-invariante et comme on a 
l'égalité bub-1=xs(bub-1)=xbs(u)b-1 pour tout élément u E l/' tel que Adb(u) E(U'nUb), la 
mesure du sur U induit une mesure Adb-invariante sur U'P\Adb~l(U'). Par conséquent,

J Ï G x t;- M g ) f  ( b u b  1 M ^ i 1 + b u b  1 ) s _1 ) d g d u
= JJG x y ,  <l>(g)f (u)F(gy(l + u)g-1)dgdu 

= JG((t)®f )5(g)F(g)dg

pour toute fonction (])€Ct „(G) et toute fonction F E Cc„(5 (Gx U')). De l'unicité de l'application 
5b on déduit l'égalité

(<j)®f)5b =(<t>®f)5

pour toute fonction <J)ECc „(G). Ainsi

(& M ,  f) = ^(b),(< |>® f)5J
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pour toute fonction *G:Ĉc.co (G) telle que



= ( ^ ( b n+1), S  < t\\
\  l£i£n+l /

=  0

grâce aux points (1) et (2) du lemme 2.3.2.
D'où le résultat.

□
Soit la forme linéaire sur E  définie par

T ,( e beB f„) = E ,«,, ( 9 , (b), fb) = (9 , , S bÆ Ad*b- (fb))

pour tout élément ©beB 4  appartenant à E. On note encore la forme linéaire induite sur 
l'espace quotient E/F  (lemme 2.3.2.(3)).

Si <}) appartient à Cc oo(AdB(s(L7"))CCc co(6), le support de 4> est contenu dans l'union d'un 
nombre fini d'ouverts de 6 du type s([/b")=Adb(s(ï7")) (beB), par conséquent <j) admet une 
décomposition de la forme 4>=^beB 4>b ((l)be CCo0(s(t/b"))CCcoo(6), (|)b =0 pour presque tout 
élément beB ) à laquelle on peut associer l'élément

©b^iVs)|
^  b

de £, élément dont la classe modulo F  ne dépend que de (J) (au sens où cette classe modulo F 
est indépendante de la décomposition S beB(j)b de <j> choisie).

Soit D„ la distribution sur AdB(s(L7")) définie par

(D „*) = T ^© bdl(<|»bos)|Uî
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JG 4>(g)dg = 1.

(3) Pour chaque élément ©beB4 de E, soit X.(©beBQCB l'ensemble (fini) des éléments beB  
tels que f^O. On raisonne par induction sur le cardinal de M©beB4)-

si ®b£B Ç, =0£ ü est clair que S b€B <^(b),fb>=0. Par ailleurs, si ©beB ^ e F  et ©b6B4 * 0 £ 
alors le cardinal de X.(®beB4) est —2-

Soit ©beB4  e i 7 tel que M©beB̂ ,)= {b, ,...,bn+1} pour un entier n> 1. Pour chaque entier i tel 
que l< i< n , la partie

W =Uh "o Uh "
1 b B + l  b l

est ouverte compacte dans Ub ". On peut donc décomposer l'élément ffibeBf̂  en

© beB fb («BbeB 'b) + (©beB M' )

avec

si 1 < i < n .)b;4),bSresp.i l“ W;II
'b,U,prolongée par 0 sur<

')0b„i(resp.b„*if,b»*i

’b,
V

fb, wi
bI. =(0 si b &M(© f;)

>b,4>E 'beB (■S71(b) ) ̂ b ) s ( »,W '0

Par construction, ©beB(J)b et ©b€B V|/b appartiennent à F, X.(©b€B \]/b)<n et



pour toute fonction <f)ECcoo(AdB(s(£/")) et toute décomposition 4>= ^beB (<t)be ^c.«(s(^b")X 
<j)b= 0 pour presque tout bEB).

On aimerait, pour la suite des événements, pouvoir travailler avec une distribution sur B. H 
suffit pour cela de considérer la restriction de la distribution D„ à une partie ouverte fermée et 
AdB-invariante de 6  contenue dans AdB(s(£/")). C'est l'objet de la construction ci-dessous.

Pour tout élément gEg, on note Pg(T)=Z0£m£N am(g)T“ (am(g)EF, aN(g)= l) le polynôme 
caractéristique de g. Soit Llç la partie de B définie par

^ 6  = {k la m(b)|p <1 pour chaque 0 < m < N — 1 j .

Alors ([Rodi] lemme 3), 11$ est une partie ouverte fermée et AdB-invariante de B, 0 FlXi— Lig, 
et il existe une partie compacte K. de 6  telle que UgCAdB(K). Soit PFk (kEZ) la plus petite 
puissance de l'idéal maximal de C9F telle que PFl Li6CAdB(s(L/,'))=AdB(Œ>Co) (cette définition a 
un sens car pour mEZ suffisamment grand, PF“K c S c° et donc PFmLieCAdB(7C)CAdB(Sc°)). 
Ainsi, Q= est un voisinage ouvert fermé AdB-invariant (et compact modulo conjugaison 
dans B) de 0  dans B contenu dans AdB(s(£/")) (remarquons, même si nous n'utiliserons pas 
cette précision, que la partie Q ainsi définie ne dépend que du triplet (y,x,Vm) où Vm est le 
supplémentaire de 6  dans tn arbitrairement fixé au numéro 2 .2 ).

Soit 9n la distribution sur 6  définie par

kl
|{^,(t») = (DJt, 4))si(|)eCe,to(i2 )'

Proposition 2.3.3.
( 1) —  La distribution d n est AdB-invariante sur B.
(2 ) — Pour tout sous-groupe ouvert compact K et toute fonction <t>ECc J(QC\s(U"))

(e«A)=  S  f (f)°s(u)0 7[*§,(y(l+u))du
pe£(K)

Démonstration.

(1) Soit <|>ECcoo(6 ) et <t»li2= 2 bsB<l>b (<l>be Ccoo(s([/b"))), <k> = 0 pour presque tout bEB), une 
décomposition de la restriction de ((> à Q. Alors, pour tout élément y de B, on a la 
décomposition Ad*y((j))|I2= 2 beB Ad*y(<()h ) avec Ad*y(<j>b )6 Cc>M(s(t/rb")) pour chaque élément 
b de B, et donc l'égalité

^ A d y _1 ( 6 n ) , 4>  ̂ =  ( 0 n  , A d * y ( < j > ) )

= SbeB(^(Y b) ’Ad^ ( <l)b)0 s)

= Z b eB(^(Yb) ’Ad*Y((l)b0 s))

= ZbeB(^(b) ’<i)v0 s)

=(on ,f)

par définition de 0n et grâce au point (1) du lemme 2.3.2.
D'où le point (1) de la proposition 2.3.3.

(2 ) Soit Kun sous-groupe ouvert compact de G et soit v|/kECc oo(G) la fonction définie par
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¿ (v x ® ^ 08̂ .) (g)®**?p(g)dg

= JJGxl/t M̂k (g)(<t> ° s)(u)©„ * (gy(l+ u)g_1 )dgdu 
= JJKx[/, vol(K, dg)-1 <|> o <u)©B * ̂  (gy(l+ u)g-> )dgdu
= Ja.<i> ° s(u)©n * £. (y(l + u))du

pour toute classe de représentations pG£(K) et toute fonction 4>£Cc co(s([/')).
D'où le point (2) de la proposition 2.3.2.

□

Soit c, le plus petit entier > 1 tel que l'on ait l'inclusion Œ>c' C Î2 n s(t/" )= i2 n S c°.

Pour tout aGZ, soit (S*)A le groupe des caractères complexes lisses de 2?\
Si a est un entier > cp alors pour toute fonction 4>ECc tc(Œ>*), donc en particulier pour tout 

caractère <^(2?*)^, le support de la restriction à U" de la fonction <f>°s est contenu dans 
l'ouvert x2>* de U".

D'où la proposition suivante, conséquence de la formule d'intégration 2.3.3.(2).

Proposition 2.3.4. —  Soit a un entier >Cj et soit xG(2?*)A tel que

(0*,x)*o.
où x G(2>’)A désigne le caractère complexe-conjugué de %. Alors, il existe une classe de 
représentations p e f(G a) telle que®)

Dans le point (ii) ci-dessous, par abus de notation, on désigne par le même symbole la classe d'une 
représentation et n'importe quel représentant de cette classe.
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pour toute fonction <j>GCc TO(.Qns(ï/")).
Par définition de l'application Ccoo(Gx U') —» Cc oo(<5(Gx U')), hh-^h5, et car 

est une fonction localement constante et AdK-invariante sur G, on a

v|/K=vol(K,dg)_1l K.

La formule de Plancherel pour K (cf. le numéro 1.5)

pour toute fonction F G Cc oo(G), entraîne la relation

(■071 9,F E Je Fr(g) 0 n*■SP(g) dg

(■e.71 9 4>>) («
’9 >» O Q

) )

([»L
7T 9 (> K >(*) ° S C/’>),

(
6 'n >1('

11/r K(2>(ÒOS01u\
:\

Z L.( >Kc<S (h OS T T  i

\ 5
0_ t= (g)dg

©7C ’P,(pe^(K»



où Tr(L(p)) désigne la trace de l'opérateur L(p).

□

3. Etude locale des caractères sur G ([Rodi] n° HT).

Si F est de caractéristique nulle, la théorie de Kirillov (cf. [Howe 1]) permet de décrire les 
caractères des représentations irréductibles des petits sous-groupes ouverts compacts de G(F) 
pour n'importe quel groupe algébrique réductif G défini sur F. Pour G^GL^,, F. Rodier a établi 
un énoncé moins précis mais indépendant de la caractéristique, essentiellement en remplaçant 
l'application exponentielle par l'application g —»G, Xi—> 1+X ([Rodi] Lemme 1), et permettant 
d'étudier localement le caractère-distribution ©n d'une représentation lisse irréductible n de G. 
Ce sont ces résultats que nous rappelons dans ce numéro.

3.1. Pour tout entier a> 1, on note E* l'homéomorphisme de variétés TZTF-adiques

E* : Q* —» G*, Xb->1 + X.

Si a est un entier >1 et n un entier >2a, alors Gn_'/Gn est central dans GVGn et l'application 
En-a induit un isomorphisme de groupes En~*/En: (g"~‘/(gn —>Gn~*/Gr. Par ailleurs, l'application

g x g - * C x, (g,v)h-»vP g(gv)=T FoTrg/F(g\0

induit un isomorphisme de g sur l'ensemble gA des caractères complexes lisses de g qui lui- 
même induit un isomorphisme de (g'~"/<g]+‘~n sur (Ç n_,/Ç n)A ([Bush] (1.13)).
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0)<S>**§>|vG. *0

(ii) JB.x(H )p(l + xH )dH *0

Démonstration.

La formule d'intégration (2) de la proposition 2.3.3 pour % G(S*)A s'écrit

<« X■) S
pe£(G8)

Ls* XMu))0 ;(y(l + u))du

Z L?.x((H)Qn* (y(l + xH))dH.

Par conséquent, il existe une classe de représentations pGf(G') telle que

J ,  X(H)©, » £  (y(l ■+ xH))dH * 0.

Les inclusions x2>*CiMiCtttn Q' entraînent le point (i) de la proposition 2.3.3. 

Quant au point (ii), il découle de la formule

S,S' X(H )© , *ç.1[y(l + xH))dH

JJGx®“ X1(H) (g_1y(l + xH))d0„(g)dH

deg(p)

vol(G‘ , dg )
Tr(IyG8

D\(g
-1
'y)>{ B' XIH) p(l + xH)dH}d©„(g)J



Soit a un entier >1, et p ££ ((?) une classe de représentations lisses irréductibles de G de 
niveau n, i.e. telle que p est triviale sur G” et non triviale sur G"-1. Si n>2a, la classe de 
représentations p induit par restriction un caractère cop de G"- * de la forme

cop(l + x)=>rs(YX) ( X e g ~ ) ,

pour un élément Y de norme |Y |F=qn_1 determiné de manière unique modulo Q1+X~D. On note 
Yp la classe Y + G (^1-n/Ç 1+*-n = (Çn~*/£n)A.

On peut en ces termes énoncer le lemme 1 de [Rodi].

Lemme 3.1. —  Soient a et n deux entiers tels que a> 1 et n>2a, et pE^G *) une classe de 
représentations de niveau n. Soit Àp=Çp°E* £  Cç00(Ç*) identifiée à une fonction localement 
constante sur <J à support dans (g‘. Alors Y p est l'unique classe du quotient Ç 1~D/Ç Ï+*~D 
satisfaisant la relation d'inclusion

SUPP(ApA) ^ y p-

3.2. Conséquences du lemme 3.1 quant à l'étude du caractère-distribution ©n d'une repré
sentation lisse irréductible n de G au voisinage de y dans G.

Recopions les propositions 4 et 6 de [Rodi].

Proposition 3.2.1. —  Soient a et n deux entiers tels que a> 1, n>2a et la représentation n 
possède un vecteur non nul invariant sous l'action de G 1. Soit p££(G i) une classe de 
représentations de niveau n telle que 0„*Çp̂ O. Alors, il existe un élément Y  El N  (de norme
|Y |F=qn-V tel Çlue Yp= Y + ^ 1+1_n.

Proposition 3.2.2. — Il existe un entier d=d(y)<0 tel que, si a, n, n et p vérifient toutes 
les hypothèses de la proposition 3.2.1 et si de plus la fonction <9„*Çp est non identiquement 
nulle sur le voisinage yG1 de y dans G, alors Y p C B-f Çd+1+,_n.

4. Etude locale des caractères sur 6.

On montre dans ce numéro comment les propriétés locales du caractère-distribution ©n 
d'une représentation lisse irréductible n de G rappelées au numéro 3, se traduisent sur la 
distribution 0 n construite au numéro 2.

4.1. on note dF la distance sur (J associée à la norme | |F. L'énoncé suivant fait directement 
écho au lemme 2 de [Rodi].

Lemme 4.1. — Pour tout voisinage ouvert compact W de $>C\!Nn 6  dans SnJB, il existe un 
entier v= v(W )> l tel que si X£Sn^AT et si dF(X,6)<q-v , alors s(Xx)EW.

Démonstration.

La partie W étant ouverte compacte dans SnJ3, elle est ouverte compacte dans 6 et il existe 
un entier r tel que W+2>r=W.

Soit h: (Sn^AT)x —» la fonction définie par h(g)=dF(gx_1,6) pour tout g£(Sn^AT)x. 
Alors h~1(0)= (Sn .W n6)x  et la partie °W de (Sn J\T)x définie par
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'W  = s ''(W )n ( (S n ^ )x )
= (n _1© W x© [y ,tn]© n)o((SoJ7sT)x),

est an voisinage compact ouvert de h- 1(0 ) dans (SnJSf)x. La partie (S n N )x —'W  est 
compacte dans (Sn^7sT)x et son image par l'application h ne contient pas 0 , par conséquent il 
existe un entier v > r+ 1 tel que h((Sn^7s/')x—nPvr)C[2 q_v,+ oo[.

Ainsi, les conditions X E SnJsf et dp(X,6 )<q-v entraînent X xElV  et s(Xx)EW.

□

4.2. Soit V un voisinage ouvert fermé de SN"n(B— {0 }) dans 6 — {0 } tel que FXV=V (un tel 
voisinage existe car induit une sous-variété UJF-adique compacte Fx\(^STn(6 —{0 })) de 
l'espace projectif Fx\(6 — {0 })) et soit n une représentation lisse irréductible de G. Soit aussi un 
entier a(V,7t) qui vérifie les propriétés suivantes:

(i) a(V,7i)>Cj (où  Cj est l'entier > 1  de la proposition 2 .3 .4 ) i.e. 2?*(v,,,)c 2 ? ei C i2 n s(l7 " ).
(ii) a(V,7t)> v —d (où d est un entier <0 comme dans la proposition 3.2.2 et v=v(SnV) est 

un entier > 1 comme dans le lemme 4.1).
(iii) (snv)+s*(v-,l)- 1= sn v .
(iv) ti possède un vecteur non nul fixe sous l'action de G*(v’,t).

H est clair que tout entier a suffisamment grand vérifie ces propriétés.

Proposition 4.2. — Pour tout entier a>a(V,7i), si % est un caractère complexe lisse de 2?“ 
tel que

(3. >x)*o,

alors supp(xA)CVU(2?2a-1)*.

Démonstration.

On distingue deux cas de figure.

(1) Le caractère x,E(2?a)/v est non trivial sur S 2*-1. L'hypothèse

(0 „ ,x )* o

entraîne l'existence d'une classe de représentations p€E£(G*) telle que (proposition 2.3.4)

© „ * ^ . * 0  et ¿ .x (H )p(l + xH)dH*0.

Montrons que les conditions ci-dessus entraînent que le niveau n de p est >2a. Supposons 
par l'absurde que n<2a; comme l'élément x appartient à (g, pour chaque élément H E®*, p est 
constante sur la partie l+x(H+2?")C(l+xH)Gn de G. D'où l'on déduit l'inégalité

J3„ X(H)dH *  0 ,

laquelle entraîne que % est trivial sur S nD S2*-1, contradiction.
Soit YEJV de norme [YlF=qn—1 tel que Yp=Y +(?1+,-n (proposition 3.2.1).
Comme p(l+ x(H '+H ))= p(l+xH ’)p(l+xH ) pour tout (H1,H)E2?*x2?n-*, la condition

¿ .ï(H )p (l + xH)dH*0

entraîne l'inégalité
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¿„-.x(H)p(l + xH)dH*0, 

cette dernière assertion étant équivalente à

D'où l'on déduit (grâce à la théorie des représentations des groupes finis) que

X(H) = xi'3(YxH)

=  > P 6 ( s ( Y x ) H )

pour tout élément KG 2?n-\
L'apphcation

6 x 6 -» c %  (H , H*) i-»'Fg(h h 1) ,

induit un isomorphisme de 6 sur l'ensemble 6 A des caractères complexes hsses de 6, lui-même 
induisant un isomorphisme de (2?n)*/(2?n_a)* sur (2>n-a/ï>n)A Ainsi,

(X.ly - .r  = vol($"-,dH)l,(YxH(î„..).

et

supp(xA) ci s(Yx) + ( 2 n-‘ )*

car

= JB. x(H)TÉ (H1 H)dH 

= Z  X(W W ffH Ô  f x(H)'î'B(H'H)dH 

= Y. x(H")'P6(H'H")(x.1s,.. )a (h1)

pour tout élément H1 G6, désignant une famille arbitraire de représentants H" des
classes deSVS"-* dans 2?a.

La condition a> v—d entraîne que s((znF)n-1Yx) appartient à SfïV. En effet, YŒJ\f  est de 
norme |Y |F=qn_1, par conséquent (TUF)n_,YG(Sn.?\f) et, d'après le lemme 4.1, il suffit de 
vérifier que (U7F)n-1Y satisfait l'inégahté dF((H7F)n_1Y,6)<q_v. Or dF(Y,6)<q-(d+1+a-n) d'après la 
proposition 3.2.2, et cette dernière inégalité entraîne la relation dF((ZüF)n_1Y,J3)<q“(d+a)<q~v.

Enfin, grâce à l'hypothèse SnV+2?a_1=SnV  et par Fx-homothétie, on en déduit l'inclusion 
s( Y x)+ (njp)1 _n 2» a~1= s(Y x) + /B ‘~n C V. Or(cf. [Bush] (1.13))

(£n-a)*= ^ S Q(T)1"ê )(n' ‘)
Q(T)e<f>(y)

(  \
= ‘5V~n n S Q(T)' c B - n,

\Q(T)e<Î>(y) J
par conséquent supp(x)CV.

(2) Le caractère x,G(2?*)A est trivial sur 2>2a_I. Alors % se factorise en un caractère complexe 
du groupe fini 1 et supp(xA)C(2?2a_1 )*.

□
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5. Intégrabilité locale des caractères.

On montre dans ce numéro comment les résultats de R. Howe, joints aux résultats montrés 
dans les numéros précédents, permettent de conclure à l'intégrabilité du caractère-distribution 
0 n d'une représentation lisse irréductible n de G au voisinage de y, et par suite au voisinage de 
n'importe quel élément de G.

5.1. Rappel de la théorie de K  Howe ([Howe]).

Si Z  est une partie de B et A  un <9F-réseau de B, soit JB(£ ,A ) le sous-espace de JB(6) des 
distributions AdB-invariantes T sur 6 telles que

(T * l^ (H )= (T ,lHt/1>^0) => ( H e l ) ,

et soit

j a ------K C*(6/A))*

l'apphcation surjective duale de l'injection

C,(6/A)------->c,,„(6).

Soit J°(6) le sous-espace de JB(6) des distributions AdB-invariantes T sur B à support 
compact modulo conjugaison dans B (i.e. telles qu'il existe une partie compacte W de B telle 
que supp(T)CAdB(W)).

Soit ZB = nQ(T)e0(y)(EQrr)x) le centre de B.

Proposition 5.1. —  Il existe u?i voisinage ouvert fermé V de .7sfn(B—{0}) dans 6—{0} tel 
que

(i) ZBV=V.
(ii) pour toute partie ouverte compacte X  de 6 et tout I^ ^ -u p le t  (a )= (aQrri)QÎT>ŝ (,.|

WMVwX’®‘“0)c.U(jO(É))-

Démonstration.

On note x l'action de B sur 6 définie par xb(H)=bH (bEB, H e B). Si bEZg, l'image par xb 
d'une distribution appartenant à JB(6) (resp. à J°(B)) appartient encore à JB(6) (resp. à J°(B)). De 
plus, pour tout élément bEB, on a la relation

(-cb(T) • l b3„, )(bH) = (T • 13„, )(H) (T s ü (6) , H e 6 ),

pour tout (a)EZ#(0(>')). Ainsi, si (a)EZ#(0(y)) et si b est un élément de ZB tel que b2?(a)=2>, alors 
pour toute partie V de B telle que ZBV=V et toute partie X  de B, l'homothétie xb sur B induit 
un isomorphisme de JB(VuX,2?(a)) sur JB(VUbX,2?).

H suffit donc de montrer la proposition pour (a)=(0,...,0).

Pour chaque composante irréductible Q(T) du polynôme minimal de y, ï>Q(T) est un (9QCr)- 
ordre héréditaire maximal de BQfr). Par conséquent (d'après la condition (**) de [Howe]), si Y 
est un élément nilpotent non nul de BQfn, il existe un entier r et un entier m<0 tels que, si X 
appartient à EQ(T)x(Y + S QC,.)r) n (S QCI.)n— 2»Q(T)n+! ) pour un entier n<m, il existe une partition de 
X+2?q(T) en
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et, pour chaque l<i<i(X), des éléments bÿEBQ(T)=6Q(T)y, 1 <j <j(X,i), tels que

(1) Adbijj(Xi) c 2 Q(T)n+1 pour tout i et tout j,
(2) Les Adb- (X- ) sont disjoints pour des couples (ij) distincts,
(3) (II, AdbiJ(X i) ) + S Qfr)= U j AdbyCX,).

Soit ÂTq(T) l'ensemble des éléments nilpotents de 6Q(T). La partie ^ / 'Q(T)— {0} est fermée dans 
6q(T)— {0} et stable par EQ(T)x-homothéties. Donc jATQ(T)n ( S Q(T)— ®Q(T)’ ) est une partie 
compacte de {0} et {0} ^ qcd co ))• conséquent il
existe un voisinage ouvert fermé VQ(T) de N QCr — {0} dans bQ(T)— {0}, union finie d'ouverts 
fermés de 6Q(T)— {0} de la forme EQ(T)x(Y+2?Q{T)r ), YE^VQ(T)n(!BQ(T)— ), et un entier 

tels que si X E VQ(T) n  ( Œ> Q(T)n — S  Q(T)n+1 ) pour un entier n<mQ(T), alors il existe une 
partition de X+2?Q{T) en

X + S  = JJ[ X i
l i iS i (X )

et, pour chaque l<i<i(X), des éléments büEBQ(T), l<j<j(X,i), vérifiant les conditions (1), (2),
(3) ci-dessus.

Soit V = n QCI.)e*(y)VQCr) (c'est un voisinage ouvert fermé de CKfï(6— {0}) dans 6— {0} tel 
que ZBV=V) et (P M P q c d V )^ ) 1© Z^W-uplet défini par p ^ ^ m ^  (Q(T)E#(y)).

Soit X  une partie ouverte compacte de 6 et (y) un Z ^^-up let tel que X C 2>(T) et S (P)c S (,). 
Pour toute fonction f E C c(6/2?), on note cr(f) la fonctionelle linéaire sur JB(Vu2?(r),2?) définie 
par

(o-(f))(T) = <T,f)

pour toute distribution T eJB(Vu2?(Y),2). Montrons par induction, grâce aux propriétés de V 
et à l'inclusion 2>(f!)c2>(y), que les fonctionnelles linéaires cr(l x+s), X e2?(y), engendrent le sous- 
espace cr(Cc(l5/2?)) du dual de JB(VU 2?(r),2?) . Si X n'appartient pas à V u S (ï) alors cr(lx+2)=0 
car

o-(»x,*)(D = (T ,1 XÆ>
= T*1i!(X)
=  0

pour toute distribution T E JB( V U  2?(7), 3  ). Si X appartient à Vn(2?(a)—2>(y) ) pour un Z#<',’(y))- 
uplet (a) alors il existe une partition de X+2? en

x + æ =  a:, ,
lS i i i (X )

un Z ^^-uplet (ji) tel que 2?(a)üï>(M)D2?(r) et des éléments b;jEB, l<j<j(X,i),tels que

(1) A d b ^ X ^ c S ^  pour tout i et tout j,
(2) Les Adb- -(X ) sont disjoints pour des couples (ij) distincts,
(3) (IIj AdbiJ(Xi))+® =nj A d b ^ ) .

De ces conditions, on déduit la relation

X +  S Q(T,= U  *1
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Or S (T)/S  est un ensemble fini, donc js(JB(VU S (Y),2 )) est un C-espace de dimension finie.

Soit J" une famille finie de fonctions appartenant à Cc(6/2?) et séparant les éléments du 
sous-espace j s(JB(VuX,!B)) de j2(JB(VU 2>(y),2?)). Rappelons que la partie L£= de 6 définie 
au numéro 2.3 vérifie les propriétés

(i) LL est ouverte, fermée, et AdB-invariante dans 6,
(ii) <9f U = U ,
(iii) H existe une partie compacte 7C de 6 telle que LLC AdB(TC).

La réunion des supports des éléments de J 7 est une partie compacte de B, par conséquent il 
existe un entier k tel que supp(f)CTUFkU pour toute fonction fE jf. De plus, pour chaque 
distribution TE Jb(6), la distribution r|k(T) sur 6 définie par

est clairement AdB-invariante et à support contenu dans AdB(TZ7FkK). Montrons, en suivant la 
fin de la démonstration de la proposition 10 de [Rodi], que si l'entier k est suffisamment petit, 
alors (VUTUFkU )+£=V U icrFkU et

Tl k ( T ) * 1 S = T * 1 S

pour toute distribution TGJb(Vu X,S).

H existe un entier r tel que AdB(7C)CVu2?r ([Howe] lemma 1). On peut décomposer la 
partie U nV  de 6 en

l i u V  = ( ( l i u V ) n S j u ( ( U u V ) n ( 6 - S r))

= ( ( U 'jV ) n S r) u ( V n ( 6 - S r))

car LtCAdB(7C)CVu2?r. Comme les parties (U u V )n S ' et V fiS r sont ouvertes compactes 
dans 6, il existe un entier s et un entier s'tels que

J((U oV )o® r) + Ss = ( U ^ V )o S r 
| ( V o S r) + S s' = V r ^ S r

Soit un élément bG V n(6—2?r). Alors bEVn(2?r-m— 2?r-m+1) pour un entier m >l. Comme la 
partie V est stable par multiplication par TDFm, la définition de s' assure que la partie TDrmb+'BR' 
est contenue dans V n 3 f. Par conséquent b+2?s_mCVn2?r_m et si l'on suppose de plus que 
l'entier s' est > r+ l, alors b+2?s’“mCVn(2?r-m—2?r-m+1)C V n(6—2?r). Pour k < —max(s,s',r+1), 
on a donc l'égalité

(ht/  U v ) + 2? = ujFk U V .

Soit donc un entier k tel que
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f(V TZTFkU) + 2? = V UJFk 
|supp(f)c:TZTFkLi pour chaque f  e^F

et supposé de plus satisfaire l'inégalité k < l —s'+ l. Soient une distribution TEJb(VuX,Œ>) et 
un élément XE(6 —(VuX)). Montrons alors que T|k(T)*l2 (X)=0. On distingue deux cas:

1. L'élément X n'appartient pas à w /L L  Alors (X + S )n n rFkLi est vide car si X+HEH7Fkl£ 
(H E S), l'égahté (inFkUuV)+S=TZ7FkLiuV entraîne que XGZU^LLWV, contradiction.

2 . L'élément X appartient à tu/LL  Montrons qu'en ce cas (X+3)nTUFkli= X + 3. Soit un 
élément HE 2?. Alors on a X+HG(TZTFkUuV) car (nrFkUuV) + 2  = zuFkU uV. Supposons par 
l'absurde que X +H E(V —(nrFkLtnV). Comme la partie 3  est contenue dans LL (cf la 
définition de Zi donnée au numéro 2.3), 737FkL ic S k et par conséquent X+HE(V— 2?k). Ainsi, 
X+HE(2?k-m— /B k~m+1) pour un entier m >l. Par multiphcation à gauche par TZ7F~k+m (et 
toujours grâce à la propriété FXV=V), on obtient la relation HTFr_k+m(X + H )E V n2r. Or, 
l'hypothèse k< 1 —s'+r et l'inégahté m> 1 entraînant la relation r —k+m >s'+m — l>s', l'élément 
nJF_k+mH appartient à et par suite (grâce à la propriété de stabilité (Vn2?r)+2?s'=Vn2?r) 
l'élément ziJFr_k+mX appartient à V n S r. Par conséquent XEV, contradiction. On a donc bien 
montré l'égahté

(X + S )o n 7 FkU = X + S .

On en déduit

Tlk(T)*ls(X) =(Tlk(T),lx.3)

= (t  1 \
\ ’ (X+2)r>trrFkU  j 

= 0 .

Par ailleurs, la relation

(liC O .f) = ( T , l ^ u .f)

= (T ,f)

pour toute fonction fŒjF et toute distribution TEJb(5) entraîne l'égahté

T *1S =Tlk( T ) * 1 2

pour toute distribution TEJb(Vu X,Œ?).

En définitive, si l'entier k est suffisamment petit, alors j s(T)=js(r|k(T))Ej;g(J0(6 )) pour toute 
distribution TEJb(VuX,2>) et la proposition 5.1 est complètement démontrée.

□

5.2. D'après la proposition 5 de [Howe], si O est une AdB-orbite dans !N n 6 , la donnée 
d'un élément H de O et d'une mesure de Haar dbH sur le centralisateur (unimodulaire) de H 
dans B définit une distribution AdB-invariante sur 6 , donnée par

I”(f ,H ,d b „ )= J iiniiif(b-|Hb)dbI,\db

pour toute fonction fECi 00(6 ), où db est la mesure de Haar sur B telle que vol(Œ?x,db)= 1. 
Comme la mesure AdB-invariante sur O image de la mesure dba\db sur B„\B par l'application
B,,\B —> O, BHb i—>b- 1Hb, est unique à un facteur constant près, on note V0 EJb(6 ) l'intégrale 
orbitale sur O arbitrairement normalisée par V0 ( l2>.)=],
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Le support de la transformée de Fourier xA d'un caractère ayant une contribution non
triviale dans cette somme est contenu dans VU(2?2*-1)* (proposition 4.2), par conséquent

supp((ls . .0„)A) c V u  (S 24-1 )*.

Or

a*. • s, r - voi((®- )* ,dH)'’ ((e, r » iOT, )dH.

Notant a(a)=(a(a)Q(T) )Q(X)e$(y) le Z ^^-uplet défini par a(a)= 1 —eQ(T)a, on a (2?i)*=2?a(l) 
([Bush] (1.13)). Ainsi, avec les notations introduites au numéro 5.1,

(0„ e JB (V u  (S 2- 1 )*, (S ' )*).

Soit ri une distribution appartenant à J°(B) telle que (proposition 5.1)
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Soit % une représentation lisse irréductible de G.

Proposition 5.2.1. —  Pour chaque AàB-orbite nilpotente O de 6, il existe un unique 
nombre complexe c0(u) tel que, si m est un entier suffisamment grand,

f

V
e.F% SO

C,o » V o
A = 0 ,

O décrivant l'ensemble (fini) des AdiB-orbites nilpotentes de B.

Démonstration.

Soit V un voisinage ouvert fermé de ^V"n(6—{0}) dans 6—{0} tel que ZBV=V comme 
dans la proposition 5.1, a(V,7t) un entier comme dans le numéro 4.2, et a un entier >a(V,7t).

La formule de Plancherel pour le sous-groupe ouvert compact S* du groupe abélien B 
entraîne l'expression suivante pour la restriction à 2?* de la distribution 0n

1s* ' fif —  
71 s

r

\

v

■

(X,xy

C,X
X

\

(

J
dH.

Par duahté, on a l'égahté

V i ’i ) " “ 1* - - 0 »-

Or, r| appartenant à J°(B), il existe un entier m>a tel que la restriction à de la transformée 
de Fourier riA de rj soit une combinaison linéaire des restrictions à 2>m des transformées de 
Fourier v0A des intégrales orbitales vD, O parcourant l'ensemble des AdB-orbites nilpotentes 
de 6 ([Howe] prop. 3).

D'où la proposition.

□

Corollaire 5.2.2. —  Le caractère-distribution ©n de n est intégrable au voisinage de y 
dans G.

j S-). (ri)1 =
: j ( « i rA -



=  4, ° < u )F 7X o < u )d u

=  Îgx(xS") ° ° 5 ( g ’U )d S d U

=JG(^® (<t>°s)L Œ) (g)K*(g)dg

= (© „ (m/® (* » s)Ls . ) S)

pour toute fonction 4>GCc 00( S m) et toute fonction v|/eCcoo(G) telle que

JGM/(g)dg = l.

De la suijectivité de l'application

C,,.(G) ® C „.(® ") -> C ,,(5 (G  x (x S “ ))), v  ® * «  ( y  ® (4, o s)|^_ )‘ ,

on déduit que 0 7I=K7t.dg sur <5(Gx(x2?m)). La fonction K7t°5 = l G®(F7I°b) étant localement 
intégrable sur Gx(x2>m), la fonction est localement intégrable sur <5(Gx(x2?m)) ([Hari 1] 
corollary of theorem 11).

□

Corollaire 5.2.3. — Le caractère-distribution 0 n de n est localement intégrable sur G. 

Démonstration.

Soit g un élément de G. Alors il existe un sous-groupe parabolique P de G contenant g de 
radical unipotent U et une composante de Levi M de P tels que, si g= gMgu (gM£M, g0GU) est 
la décomposition de g suivant MU, on ait

(i) gM est un élément semi-simple de G, et M est le sous-groupe de Levi de G associé aux 
composantes primaires de gM comme au numéro 1.2.
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Démonstration.

D'après la proposition 5 de [Howe] et le lemme 4.7.6 de [Silb], pour chaque orbite 
nilpotente O de 6, la transformée de Fourier v0A de l'intégrale orbitale v0 est une fonction 
localement intégrable sur 6. Ainsi, si l'entier m de la proposition 5.2.1 est suffisamment grand, 
il existe une fonction Fn intégrable sur 2>m telle que

(0 ,-F ,.dH ,4 .) = O

pour toute fonction 4>eCc oo(2?m).

La distribution 6n est définie en tirant sur 6, grâce à la corestriction s, la distribution 
définie sur Cl, elle même construite en intégrant le caractère-distribution ©n sur les fibres de la 
submersion <5. Par conséquent, si (g,u) et (g',u') sont deux couples appartenant à Gx(x2?m) 
vérifiant l'égalité <5(g,u)=<5(g',u'), alors F7t°s(u)=Fn°s(u'). On peut donc prolonger la fonction 
F,, en une fonction définie sur l'ouvert AdG(y(l+x2>m))=<5(Gx(x2?m)) de G en posant

*s(gy( 1 +u)g_1 )=F„° s(u) 

pour tout couple (g,u)£G x(xSm). Ainsi

(0%,t )  = Jsm 4>(H)FJ[ (H)dH

= JGx(xSm) V(g)4> ° s(u)K„ ° % ,u)dgdu



(ii) Op(g) est dense dans Ow(gM)U pour la topologie Tt7F-adique.
(cf. le chapitre 3, prop. 2.2.6.1).

Ainsi, g a des conjugués (dans P) aussi voisins que l'on veut de gM. D'où le corollaire 5.2.3.

□

On conclue ce chapitre par un bref survol des conséquences impliquées -  directement ou 
moins directement — par ce résultat.

La formule d'intégration de Weyl reliant directement le caractère-distribution ©n d'une 
représentation admissible irréductible de G aux intégrales orbitales semi-simples régulières 
séparables dans G devient un outil utilisable en caractéristique > 0 . Noter que, contrairement à 
la caractéristique 0  où le nombre de classes de conjugaison de tores maximaux est toujours fini, 
la somme apparaissant dans la formule peut être infinie (dans G=GLj(F) où F=F2((nj)) est le 
corps des séries formelles en l'indeterminée W  sur le corps fini F2, on a une infinité de classes 
de conjugaison de tores maximaux elliptiques en bijection avec les classes d'isomorphisme 
d'extensions quadratiques séparables de F). On peut par exemple, via le théorème de densité 
des caractères-distributions des représentations admissibles irréductibles tempérées (unitaires) 
vrai en caractéristique >0 (on a vérifié, grâce aux indications données dans [De-Ka-Vi], que la 
démonstration de ce théorème ne dépend pas de la caractéristique), utiliser cette formule pour 
démontrer la conjecture de Howe en caractéristique >0 de manière directe, c'est-à-dire sans 
passer de la caractéristique > 0  à la caractéristique nulle comme nous l'avons fait dans le 
chapitre 4. On peut aussi espérer étendre à la caractéristique >0 (toujours bien sûr pour le 
groupe linéaire) un certain nombre de résultats exposés par D. Kazhdan dans [Kazh],

Pour F corps local de caractéristique >0, l'intégrabilité locale des caractères simplifie 
notablement la preuve de la correspondance entre les classes d'isomorphismes de 
représentations irréductibles de carré intégrable du groupe multiplicatif d'une algèbre à division 
de dimension N2 sur F et celles de GLN(F). On peut en effet, dès lors, suivre sans grandes 
modifications la démonstration de J. Rogawski en caractéristique nulle ([Roga]). On a en 
particulier -  impliquées par la conjecture de Howe, la formule d'intégration de weyl et la 
théorie des germes de Shalika — les relations d'orthogonalité des caractères pour la série 
discrète unitaire (cf. [Cloz 2 ] (4> ).

Enfin, signalons — même si nous n'avons pas eu le temps de nous intéresser de près à ces 
questions — qu'on doit pouvoir étendre à la caractéristique > 0  (toujours bien sûr pour G l^) 
une partie des résultats d'analyse harmonique sur l'espace de Schwartz montrés par L. Clozel 
dans ([Cloz 2]).
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